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PREMIERE THESE.

NOUVELLE METHODE

POUR INTEGRER

LES EQUATIONS SIMULTANEES

AUX DIFFERENTIELLES TOTALES.

AVANT-PROPOS.

Etant donné un systéme de m équations faisant connaitre les diff¢-
rentielles totales de m fonctions inconnues z,, z,, ..., 3,, de n va-
riables indépendantes x,, x;, ..., Z,,

(A) dz;=flidz,+ fidz,+.. .+ fidz, (i=1,2,...,m),

ou les coefficients f contiennent z,, ..., z,,, &y, ..., &, Nous dirons
que ce systeme est complétement intégrable si I'on peut y satisfaire
en laissant arbitraires les valeurs initiales des inconnues.

Pour abréger, nous appellerons systéme total tout systeme aux dif-
férentielles totales, et systéme ordinaire tout systeme aux différen-
tielles ordinaires ou & une seule variable indépendante.

Une théorie complete du systeme total (A) a été établie par Boole (*).
Ce géometre montre d’abord que le premier membre F de toute inté-

(") On simultaneous diffcrential equations of the first order in whick the number of the
variables exceeds by more than one the number of the equations (Philos. Transactions
for 1862).
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(=)
grale de (A),

F(Z|, Bay v 09Tmy Ly e ..,x"):C,
satisfait identiquement au systeme linéaire aux différences partielles

JoF

JOF ., . OF u  OF
(1) e firog v O+

=0 (k=1,2,...,n),

et que réciproquement toute solution F du systeme aux différences par-
tielles (1) égalée & une constante C est une intégrale du systeme
total (A); puis il integre le systeme (1).

Avant Boole, Natani (') avait indiqué une solution plus directe en
généralisant une idée déja émise par Cauchy et Jacobi.

Le systeme total (A) donne toutes les dérivées partielles premieres
des inconnues, entre autres

dzy ., dz, dz,
) o A T

Considérant dans ces derniéres équations «,, ..., x, comme con-
stants, intégrant et déterminant les constantes d'intégration pour
x, = x9, Natani obtenait les inconnues z,, ..., z,, en fonction de cc
qu’elles deviennent pour z, = x9 (2),

(3) =Yz, &0 (8 ) ezt o r (Bn)eme] (T=1,2,...,m),

et la question était ramenée a déterminer les nouvelles inconnues
(5¢)e,=as- Or ces inconnues sont les solutions générales du systeme total

(4) d(zi)z‘zz'.’:(f:i)z|=x?dxz+...+(f,f);l=;'{dxn (l: 1,2,..., m),

que I'on tire du proposé (A) en y faisant &, = 9. 1l traitait ce nou-
veau systeme (4) comme le proposé (A), et ainsi de suite. De cette
maniere, la recherche des inconnues z,, ..., 2, était ramenéc i la
détermination successive de ce qu’elles deviennent quand on donne
des valeurs particulieres 2 une variable «,, puis 4 deux x,, z,, puis 2
trois x,, «,, &3, et ainsi de suite.

Natani a indiqué ce procédé sans examiner les conditions dites d’in-

(') Ueber totale und particlle Differentialgleichungen (Journal de Crelle, t. 38, 1861).
(*) C'est la ce qui est dd & Natani : avant lui, on prenait pour nouvelles inconnues les
constantes d’intégration, sans introduire les valeurs initiales des variables.
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(3)
tégrabilité qui en assurent le succes; Boole a comblé cette lacune en
comparant la méthode de Natani a Ia sienne et montrant leur identité.

En s’inspirant d’une idée indiquée par M. du Bois-Reymond ('),
dans un cas particulier, M. Mayer () a observé que les égalités (3)
donnent immédiatement les inconnues z,, ..., 3, lorsque celles-ci
deviennent indépendantes de x,, ..., x, pour x,=x9, puisque alors
(21 )z=ats +++» (Bm)e,=st SONt des constantes arbitraires; puis il a montré
que l’on pouvait toujours amener cette circonstance par un change-
ment de variables. Posons en effet

\

{(5) i=xf A (o — )Y (w, gy o) (k=1,2,...,n0);

on voit immédiatement que, pour u,=u%, les anciennes variables
Xy, ..., X, et par suite toute fonction z; de ces variables, deviennent
indépendantes de u,, ..., u,.

M. Mayer ne présente pas la chose aussi directement; il transforme
le systeme (A) par la substitution (5), calcule les expressions des diffé-
rentielles totales par rapport & uy, ..., u, de (5, )y outy « ooy (Z)umues €t
fait voir que ces différentielles sont identiquement nulles.

A la suite de cette modification fort ingénieuse de la méthode de
Natani, M. Mayer a établi un théoreme important qui porte son nom el
qui permet de déduire une intégrale du systéme total (A ) de chaque inté-
grale du systeme ordinaire

u,

1
/ dz; i0{uy— ul) i . )
(6) -Jl—l-;_EEfk—‘;}—— (i=r1,2,0..,m),

ou I'on considere u,, ..., u,, comme constantes et qui est compris dans
le systeme différentiel total (A) transformé par la substitution (5).

En partant d’un principe nouveau, nous établirons une théorie géné-
rale du systeme tolal (A) qui comprend comme cas particuliers tous les
résultats que nous venons d’indiquer.

(') Journal de Crelle, t. 70, 1868 : Ueber dic Integration linearer totaler Differential-
gleichungen, dener durch eirn Integral Geniige geschieht.

() Ucber unbeschrinkt integrable Systeme linearer totaler Differentialgleichungen unid
die simultane Integration linearer partieller Differentialgleichungen ( Mathematische An-
nalen, t. V, 1872).
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(4)

Nous montrerons que le systeme tolal completement intégrable (A )
est en quelque sorte équivalent au systeme différentiel ordinaire qu’on
a en considérant, dans (A), ,, ..., @,, non plus comme variables indé-
pendantes, mais comme fonctions arbitraires d’une seule variable.

§I.— l-'.‘.qulvalence d'un systéme aux différentielles totales et d'un systéme
aux différentielles ordinaires.

Soit le systeme différentiel total complétement intégrable
(A) dzi=fidx,+ fidz:+. ..+ fide, (i=1,2,...,m);
représentons ses solutions générales par

(A7) =Xy ey Xy X X0, 8, 2, ([=1,2,...,m).

59, 59, ..., 2% étant les valeurs initiales des fonctions inconnues z,,
Bgy vevs By correspondanles aux valeurs x{, z}, ..., z, des variables
indépendantes @, x5, ..., @, (').

Soit, d’autre part, ¢ une nouvelle variable indépendante, et «,,
@5, «.. des parameélres indétermines constants; remplacons dans le sys-
teme total (A)les variables xy, ..., z, par des fonctions quelconques

Ot i@y ene)y Qallyctiy@ayens)y cuvy Qu(tyctiy @y o) (2)

de ¢, «,, ,, ...; nous aurons le systeme différentiel 4 une seule va-
riable indépendante ¢,

, (l'Z,‘ . (2’0. . d 9 . d‘n .
B) T = (o g + ey o+ (i G (=12, m),

dont le systeme intégral pourra étre représenté, en prenant les mémes
valeurs initiales des inconnues que précédemment, par

(B") Zi= il bty oy on o3 B,y B) (I=1,2,...,m) (3).

(') On suppose les valeurs x{, ..., x} des variables indépendantes provisoirement indé-
terminées ; ce sont des lettres aussi bien que 2!, ..., 2%,. L'expression &, se réduit iden-
tiquement & z! quand on égale chaque variable x, 4 sa valeur initiale 2}, soit qu’on rem-
place z, par xj, ou x} par xy, soit quon remplace les deux par une méme quantité
quelconque ()., comme nous le ferons dans la suite.

‘() Les fonclions ¢,, ¢,, ..., ¢, peuvent ne contenir aucun des paramétres «,, ,, ....

(") On peut laisser la valeur initiale ¢, indéterminée, ou bien se la donner soit numéri-

quement, soit en fouction des paramétres =, @, +...
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(5)
Cela posé, on a d’abord entre les inconnues du systeme total (A) 1
celles de méme nom du systeme ordinaire {B) la relation suivante :

Takorime 1. — Les solutions (B') du systéme ordinaire se déduisent
des solutions (A’") du systéme total en posant

™ T =0 (b iy Rayens)y  T3== Qaly Ay Gy )y eeey == Pal(ly oy Aoy e,
x‘,’:cp.(lo,a.,z,,...), -Tg:@n(lo»andz,---); veey xl‘::?‘l<t0’a|1a2""\l'

Il s’agit de montrer que le systeme (B') est identique au suivant :
(V) 2= Gl P e e o ny (Pi)imrgr e o on (Palimtyy Bhyover 2] ({=1,2,...,m),

qu’on trouve en faisant dans (A’) la subslitution (C).

Si le systeme (1) était un systeme intégral de (B) dont on a déja
le systeme intégral (B'), il en résulterait que( ) et (B") sont identiques,
puisque les constantes d’intégration 23, ..., 2% dans (1) sont les valeurs
initiales des inconnues (') aussi bien que dans (B').

Ainsi il suffit de s’assurer que (1) est un systeme intégral de (B), en
montrant que I’élimination des constantes z9, z3, ..., 2% du systeme (1;
donne précisément le systeme (B).

Prenant la dérivée de I’équation (1) par rapporta ¢, on a (?)

dz,‘ _ d(t_i)f=? dCP| + ()(K_i)z:? d(Pﬂ ()(C_ijz=g d(Pu

(2) L P R P T PR

ol, d’apres la regle de fonctions composées, les dérivées de (Z;).=, sont
prises partiellement, ¢’est-a-dire en considérant ¢,, ..., ¢, comme ind¢-
pendants. D’autre part (A’) étant les solutions de (A), on a

Wi ,
b}—k'f;(‘:l, co s Cmy Ty ooy Xy

quelles que soient x,, ..., @,, X}, ..., @7, et par conséquent quand
on les change en ¢, ...y @uy (94 )emtys « o v» (90)i=e, 3 donc
d(t \,_9

fkl Deer + o s (Em)e=gs D1y + v vy H

(') Le second membre de (1) pour ¢ = ¢, se réduit 4 27, étant ce que devient le second
membre de (A') quand ony fait ,=2}=(9,) .y - - -y T, = T} = (9,)1=¢, [P0irn0te ('), p. 4]

(*) Désignant par (%,),_, le second membre de (1), afin de le distinguer de celui de (A’).
dont il se déduit par la substitution (C).
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(6)
par conséquent ’équation (2) devient

l, d
(3) @ Zf Do o os (Gmdemer @1 -0 9] S

et, pour éliminer les constantes z%, ..., z2, il n’y a qu’a remplacer,
dans (3), (§4)amgr +++» (&m)e=p par leurs valeurs (1), c'est-a-dire parv
Ziy ..., 2, de cette maniere (3) devient

1
i dz'_ dCPk i dcpk
I Efk By Gt = Y e T

qui n’est autre que le systeme (B). C. Q. F. .

Le systeme (C) peut eonduire, par I’élimination de ¢ et de tous les
parameétres «, a des relations entre x,, ..., x,, ¢, ..., x?, permet-
tant de déterminer, par exemple, x,, ..., zx, 2!, ..., 20 en fonction de
Thyys « ooy Tny Tihys + =15 Ty, qUI resteront arbitraires et indépendants;
dans ce cas le systeme (C) pourra étre remplacé par

\Cl) x._—_E.(x‘+.,...,x,.,.r}‘+.,...,x,‘,’), esey xk———gk(xk+|-ny$mx&-n---’1"‘:)9
Gy 2=y (2l zn)y ey B = 2y e 2d) o0 (1),

( Tho = Oh [ty @y @y ons)y  eory Za=a(l, @y sy -..),

l Tl = Pl ( lo, oty Oy n-)y ceey XR= Pn (tos Clyy Xy v o -):

(G

le nombre & étant I'un quelconque des nombres entiers de 1 & n — 1,
et /I'un quelconque de o a n.

Lorsque le systeme (C) ne permettra d’exprimer aucune des variables
Z,, ..., &, en fonction des autres, et de x9, ..., 20 sans ¢, ni «,, «,, ...,
nous remplacerons encore le systeme (C) par (C;), (C5) ol 'on fera
k=o.

Cela posé, comme réciproque du théoreme I, on a le suivant :

Taeorime Il. — En éliminant toutes les quantites ¢, a,, o,, ..., des

(') Les quantités x8, ..., zp sexpriment en fonction de x{,,, ..., % seuls, car, si I'on
avait
T = Y (Fprgy o ooy Fyy Lhiyy ooy TN,

on n’aurait qu'a faire ¢ = ¢, ce qui change les z en 2°.
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(7)

équations (B') au moyen de (C;), on trouve ce que devient le sys-
téme (A') quand on y substitue a x,, .. ., xy les expressions (C,).

En particulier, lorsque k= o ou que le systeme (C) n’établit entre
Ty, ..., X, aucune relation sans t, «,, a2y, ..., en eliminant ces der-
nieres du systeme (B') au moyen de (C,;), on a le systeme (A’) lui-méme.

Par supposition, Ty, ..., &y P, ..., xp sont indépendants; par
conséquent le systeme (C;) peut étre résolu par rapport a ¢ et &
an — k— I —r1 des parametres «, que nous supposerons étre a,, «,, ...,
Aan—hk—l—1+ .

Portant les valeurs de ¢, «,, s, .. ., ctap_y_s, tirées de (C,) dans (1),
cette substitution réduit @iy .vey Pny (Qrry hmrys « + s (Pr)eme, TESpeCtive-

MeNt & Lpyyy oo vsTns Tliys vy To L Oy ooy Oay (@) )imepr oo o (P2)im,
respectivement a (')

[5) ‘ El(xl—i-l"--’ Zny xlo+l)"-; -7—‘2\); ey Ek(xk-ﬂa-':’xn) z,"_,_i,...,x,':),
? X|(xla+l; o 'sxrnl)’ cesy X](xlo+h . '-vxloz)-

Donc, en éliminant, au moyen de (C,), ¢, «,, %, ... du systeme (1),
le méme que (B’), on aura

(6)  2e=Li(&iy oo Ebs Zharty vy Tuy Yp» Ceey N ity ooy Ty B0, ey B0 )y

systeme qui n’est autre que (A’), ot 'on a remplacé x,, ..., par
les expressions (C,) et #Y, ..., = par (C,). Cette derniere substitu-
tion est d’ailleurs indifférente, puisqu’on a le choix des valeurs ini-

tiales 29, ..., 2. C. Q. F. D.

En particulier, lorsque £ = o ou que (C) n’établit entre ,, ..., x,
aucune relation sans ¢, «,, a,, ..., I'équation (6) se réduit a celle-ci,

(7) zi:z-l(xl) ~--;xn:X,v . ..,X,,.T[D_,_.l, ""xlfl z’?) '--,zlon))

(') Les équations (C,) et (C,) tirées de (C) deviennent des identités quand on rem-
place x,, ..., x,, x},..., x} par leurs valeurs (C), ou bien
2, 7= & [Peyir-oes Pur (?lﬂ)t:m veey (‘Pu)r::a]v crey = Ek[?k+l1 sy Py (‘?1+|)t=m ) ('?u)f::u]y
(‘Fl)t=t0= XI[(?1+I)I:30) sy (?n)t:raL vy (?1)::;0 = Xz[( ?z+|):=ro) ey ('Pn)t:n\]-
Portant ici les valeurs de ¢, o, a,, ..., &, _,_,_,, tirdes de (C.), 9.\, .-+, 9., (290 O

(P4 )iee, SO rédui_sent & Zypqy ooy Tyy Ty ooy Lh, €6 par conséquent g,, ..., 96 (9,)
(#2)i=, 8¢ réduisent respectivement aux expressions (5).

1=ty 0
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(8)
et ¢’est le systeme (A’) lui-méme, avec cette seule différence qu'on y
déterminé 9, ..., au moyen des équations (C,), ce qui ne change
rien aux formules (A’), dont la généralité ne dépend pas du choix des
valeurs initiales z¢, ..., z). C. Q. F. b.

Hors le cas extréme de £ = o, le systeme (B’), apres ’élimination
de ¢, a,, ¢, ... au moyen de (C,), donne non pas les inconnues z; du
systeme total (A), mais ee que deviennent ces inconnues quand on y
attribue aux variables «,, ..., o, les valeurs &,, ..., & données par
(C,) ou bien

(Zi)ay=ty o mpz=tpy (1= 1,2, 000ym)
que nous désignerons par z; (*).

Ainsi, pour intégrer complétement le systeme proposé (A), il suffit
d’exprimer ses inconnues z,, ..., z, en fonction de leurs valeurs parti-
culiéres connues z, ..., z,, ce qu’on fera au moyen de la proposition
suivante :

LemMmE. — Pour exprimer les inconnues z,, ..., 5,, du systeme (A) en
Jonction des valeurs particuliéres 7', ..., z,, qi’elles prennent pour

(CI) xl:£|(x"+l)"‘v Xny x?+11 srey x?,)’ ooy 1‘}———&(1‘14-”---,1'., x?+1’°"’xro;),
il suffit d’intégrer le systéme total
(Ag) dzi=fldz, +... +fidzy (i=1,2,...,m),

en consideérant .., , ..., x, comme des constantes et en se donnantz, ...,

z,, pour valeurs initiales des inconnues qui correspondent aux valeurs (C,)
de x,, ..., &

Effectivement, soient les expressions cherchées de z,, ..., 3,, en
fonction de 7, ..., 5, qui satisfont au systeme (A).

(8) =0z .y 20 2y 2,) (i=1,2,...,m);

I’expression ©; devra se réduire & z; quand on donnera a x,, ..., x;

.

(') Ainsi 7|, 7, ..., 7, sont & la fois : 1° les inconnues du systéme (B) exprimées en
onclion de .,y ««.y X,y Ffigy ..., 55 et 2° les valeurs particuliéres pour z, =¢§, ...,
ax, = &, des inconnues du systeme total (A).
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(9)

les valeurs &, ..., £. D'autre part, en observant que 7, ..., 3, sont
indépendants de x,, ..., o4, on aura, en prenant par r'lpporl a ces
variables les dérivées partielles de (8),

az; J0; az; d@;

—_ ees - T — | — g a e ey \;;
l9) oz, — oz, ’ Or o Oy (i=u2 m

mais le systeme total (A) donne, entre autres,

d3, .
(10) F.i‘—‘ =fi,

0“ —f,, (i=1,2, ..., m),

équations qui, en vertu de (8) et (9), deviennent

0¢

0; . )0,
) =)o :

oz

= (fi)z=e (1=1,2,...,m),

systeme équivalant au systeme total suivant:
{(12) dO; = (fi):zedx\+ ... + (fl)szedms (i=1,2,...,m);

ou l'on considere @y, ,, ..., x, comme constants : donc ©; est une solu-
tion du systeme total (A;), lequel d’ailleurs n’a pas d’autre solution
qui se réduise a z; pour &, =&, ..., 25 = &. C. Q. F. D.

Remarque. — Le systeme (A;) n’est autre que le systeme proposé
méme (A), ot 'on considere .., ..., x, comme constants, ce qui
revient a égaler a zéro leurs différentielles arbitraires duo,,,, ..., dx,.

Les théoremes I et 1l ont une signification remarquable.

Par définition, 11 suffit de considérer, dans le systeme aux différen-
tielles totales (A), leslettres x,, ..., , comme des fonctions ¢ de ¢ pour
avoir le systeme aux différentielles ordinaires (B); cetie identité de
forme, qui existe entre les systemes (A) et (B), existe dans leurs solu-
tions (A’) et (B'), pourvu que la substitution (C) n’établisse entre x,, . . .,
x, aucune relation sans t, a,, a,, .... Sous cetle réserve, les leltres z %y,
Zg4 .. .s T, dans I'un et autre systeme (A) et (B) désignent les mémes

2
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(10)

expressions inconnues
(& o oor Ty &y oy 20,20, 000y 2h) (i=1,2,...,m),

qui représentent les solutions du systeme total (A) ou du systeme ordi-
naire (B), selon que dans &; on attribue & x,,..., 2, la signification
qu’ils ont dans 'un ou I’autre systeme : ou de variables indépen-
dantes ou de fonctions de ¢ choisies arbitrairement. Par conséquent,
toute relation entre z,, ..., 2y Tyy.ooy &y, 29, 000,20, XY, ..., 0 nE
contenant pas t, «,, @,, ... explicitement et satisfaisant a U'un des sys-
témes (A) ou (B) satisfait nécessairement a I autre.

§ II. — Propriété des intégrales du systéme différentiel ordinaire (B)
auquel se raméne le systéme total {A).

On congoit I'intérét qu’on a d’amener une intégrale connue du sys-
teme (B) 4 ne pas contenir explicitement ¢, «,, «, ..., puisqu’alors
elle sera également une intégrale du systeme total (A), du moins si la
substitution (C) laisse @, ..., x, indépendantes entre elles, et de
zy, ...,z

A cet égard, nous allons montrer que les intégrales du systeme (B)
possedent une propriété remarquable, analogue a celle que Poisson a
signalée a I'égard du systeme canonique.

Trkorkme III. — De chaque intégrale du systéme (B) on peut deduire
une seconde intégrale qui s’exprime en fonction de z,, ..., z,, %, ...,
Xy X9, ..., X, sans deépendre explicitement ni de la variable t ni des
Parametres o, eay .. ..

Soit une intégrale quelconque du systeme (B), dans laquelle on a
déterminé la constante pour ¢ =¢,,

(13) f(z2,80, 0y Bmbyayany o) — (20,80, ., Zp by iy oy ... ) =0

solent, comme précédemment, sy, ..., Ln, 2, ..., ) celles des
quantités x et 2° que le systeme (C) laisse arbitraires (*'); alors le

('} Les nombres 4 et / sont compris, le premier entre zéro et z—1 et le second entre
zéro et .
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(1)
systeme {C, ) pourra étre résolu par rapportd z eta (2n—£—/—1) pa-
rametres «, ce qui donnera

L= 0 (Zhars ooy Toy Blpts eer 50y 74 000),

14 .
(14) 0 == 0 (Thayry very Tay Tl ity oory XY’y 2% 0)  [J=10250 (20— k= 1—1)].
Portant ces valeurs de ¢, a,, a3, ..., @y,_4—_, dans le systeme (B) et
dans son intégrale (13), on aura

dz.- H [P 4 , \
(B) T =Z(Zigty o ooy Tny B pgn oo 2y, ) {i=r,2,...,m).
f(zl, ooy Zmy 8, 9., ey 61,,_)‘_1_.,0(’,&”, .. )

B zﬁtv(tﬂ)mﬂy 9!) ceay 9:,‘-[‘_{¥|, a’, d”, . .] = 0.

(15) g

Mais, parl’équation (6), établie précédemment, les solutions z,, ...,
z,, du systeme (B) sont des fonctions de @jpyy oo vy Tny Tpiqe « .y 1,
qui ne contiennent pas ¢, a,, a,, ... explicitement; donc, si I'on porte
ces expressions de z,, ..., 5,,dans'équation (15), celle-ci aura lieu iden-
tiquement, quelles que soient @y, ..., Tpy T3y oo Xy @y &7 oon (1),
De la il résulte que, en vertu des relations inconnues entre z,, ..., 3,,
Lpatn eons Ty Thays ooy X0 3%, (0L, 20, 'équation (15) sera identique-
ment satisfaite, independamment de o', o, .

Par conséquent, on peut dans 'équation (15) altrlbuer ad, o, ..

des systemes de valeurs particulieres quelconques
a,a,.., b, b,..., ¢,¢,..., ...,

et 'on aura ainsi un certain nombre de relations ne contenant pas de
parametres ().
Chacune des relations ainsi trouvées contiendra au moins I'une

(') Car, entre ces quantités, on ne saurait avoir de relation; en effet, r,.,, ..., 7,
xf_ ., ..., xS étant indépendants par supposilion, une relation entre x,.,, ..., .£,..L0;, ...,
w7, ... donnerait I'un des parameétres «, soit

AL T C R Y 7 Y I SN R
équation qui, jointe aux 27 — & — léquations (i4), permettrait d’éliminer x, ..., 20, ...,

xS, et 'on aurait une relation entre la variable z et les paramétres arbitraires z, ce qui est
absurde.

(?) Si 'équation (15) est algébrique et ordonnée par rapport a ', 2", ..., on n'a qua
égaler séparément & zéro les coefficients de leurs diverses puissances et produits.
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(12)
des inconnues z,, ..., 2, el 'une des valeurs initiales zY, ..., z5, car
entre Tpyyy ...y Lpy Tihyy -+ -» Xy, indépendants par supposition, on ne
saurait avoir de relations sans parameétres. Ainsi, considérant I'une de
ces relations, on peut la supposer résolue par rapport a I'une des con-
stantes z°, par rapport a z¢, par exemple, et I'on a

. —_ 0
(16) P2,y 2m Xty o Xy Zhygy v oy Zhy 30, o0y B5) = 30,

Prenant la dérivée de cette équation parrapport a ¢ et remplacant les
dérivées des inconnues z par leurs valeurs (B,), il vient

(17) gl—):ﬂ)z.+...+£z”,+£=o.
dt 0z, 0zn Ut

A I'égard de I'équation (17), deux cas peuvent se présenter : ou
bien cette équation est identique, et alors (16) est une intégrale du
systeme (B,) lequel n’est autre que (B), intégrale telle que l'exige
I’énoncé; ou bien (17) est une relation entre les quanlités qui y
figurent, et alors c’est une intégrale de (B). Cette intégrale nouvelle
(17) est distincte de l'intégrale déja connue (13) puisque z¢, qui
figurait dans (13), ne figure pas dans (17).

En procédant a 'endroit de (17) comme on I’a fait & 'égard de (13),
on trouvera ou bien une intégrale telle que I'exige I'énoncé, ou bicn
une nouvelle intégrale, distincte des intégrales connues (13) et (17).
Continuant ainsi, ou bien on va rencontrer une intégrale telle que
Iexige I’énoncé, ou bien on finira par les trouver toutes.

C. Q. F. D.

Remarque. — Nous avons admis tacitement que le systeme total (A)
était complelement intégrable, puisque nous renvoyons a I’équation (6)
qui n’a lieu que sous cette condition. Ainsi le systeme (B) ne possede
la propriété que nous venons de montrer que dans le cas seulement o1
les expressions f satisfont aux conditions connues d’intégrabilité.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(13

§ ITI. — Exposition de la méthode nouvelle et sa comparaison aux anciennes.

Ltant donné le systeme total completement intégrable
(A) dz, = fldz+...+ fidz, ({i=1,2,.. ,m),

remplacez les variables indépendantes x,, ..., @, par des fonctions
quelconques ¢,, . ., 0, d’une nouvelle variable ¢ (') avec ou sans para-
-metres a ; vous aurez le systeme ordinaire

dzl 1 dfl i dl . N
(B) = e e+ e G =2 m),

Intégrez ce systeme en prenant les valeurs initiales des inconnues
pour constantes d’intégration, ce qui donnera

(B') =il tpy iy @y o2, o 20) ([==1, 2, ..., m),

¢, étant a volonté une conslante numérique ou nne fonctlon des para-
metres «. Considérez le systeme

(©) ‘x,,:(p.(l,a.,a,, e = an o, . L,
=l Xy @ay oo v )y cony EN= Oullig iy 0y .13

deux cas pourront se présenter.

Regle génerale.

Si le systeme (C) permet d’exprimer x,, ..., oy, &Y, ..., 2P en

fonction de @i,y ...) @y xlyys ..., &2, qui restent arbitraires, vous
aurez

(C.) x.:E.(xn+.,...,x.,x)’_,_,....,.r,‘;),' cey ‘Z'l:&(xlu-u--wxmﬂﬂ-n~~-11'3)

(‘) Rien n'empéche de prendre pour variable nouvelle ¢ I'une quelconque r, des anciennes
&£, +.., &, car cela revient & poser o, =9, {t)=¢.
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Eliminez du systeme (B') ¢ et tous les parametres « au moyen des
équations

Thor = Qi (£, @y Oay o)y ey Zn=Qull, ctiyctsy . ),

() o .
xlﬂ_qn_,.l(t.,,a‘,a;,...), ey ‘Tn——-?n(ln)al)ab"')’

vous aurez, en ajoutant des accents aux lettres z,, ..., 3, [voir
note ('), p. 8],

(B”) 2, =®i(Zppys oo s Zar Ty ooy 3%, oo, 38, (i=1,2,...,m).
Intégrez le systeme total ‘
(A) dzi=fldz\+. ..+ fidz,, (t=1,2,..,,m),

en considérant x,,, ..., o, constants, et en prenant z,, ..., z, don-
nées par (B”) comme valeurs initiales des inconnues z,, ..., z, pour
x,=E,, ..., &= & vous aurez les solutions générales du systeme
total (A).

Connaissant une seule intégrale du systeme (B) vous trouverez par
le théoreme III une intégrale ne contenant pas ¢, «,, a,, ... explicite-
ment :

4 ’ [ 0 0N __ ,0
P(Zl, I L) xA-!—lv"')‘Tn’ Lisry oo oy 1‘;;’ zz) sy Z,,,‘—ZI-

7

Intégrez le systeme (A;) en déterminant les constantes d’intégration
par la condition que z,, ..., 5, pour ¢, =&,, ..., x, =&, se réduisent
8z, ..., 5, (') résolvez le systeme intégral ainsi trouvé par rapport
a g\, ..., 5,, portez leurs valeurs dans P et vous aurez une intégrale
du systeme proposé (A). '

Dans le cas extréme de £ = o, la régle générale doit étre modifiée
de la maniere suivante.

Reégle speciale.

Lorsque le systeme (C) n’établit aucune relation entre «,, ..., x,
sans ¢ et les parametres «, et que xy, ..., s’expriment au moyen
0

dex; ,, ..., x], quirestent arbitraires (le nombre /étant I'un deo a n),
¢liminez ¢ et tous les parametres a dans le systeme (B’) au moyen du

(') Maintenant 2, ..., 2, sont de simples letires, leurs valeurs (B”) étant inconnues
du moment qu’au lieu de toutes les intégrales (B’) de (B) on n’en connait qu’une seule.
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systeme
(Cs)

o =@ (& @ula -en)y ey Tn=0u(ly Aoty .-,
A

'r;'+1:q)l+l(th P T P .Z';.L:CP,;(taydl,dz, "'))

et vous aurez les solutions générales du systeme total proposé (A).
Connaissant une seule intégrale du systeme (B), on peut en déduire
une intégrale du systeme total (A) en faisant usage du théoreme II1.

En comparant notre méthode a celles de M. Mayer et de Natani, on
trouve qu’elles y sont comprises comme cas tres-particuliers, et, guant
au théoreme par lequel Boole ramene un systeme aux différentielles
totales 2 un systeme aux différentielles partielles, il est une consé-
quence évidente de nos théoremes I et II.

La méthode de M. Mayer rentre dans notre régle speciale 3 I'aide de
trois suppositions particulieres faites sur les fonctions ¢, ..., 9, :

1° Le nombre des parametres a est n — 1

2° La quantité ¢, est indépendante des parametres o;

3° Les fonctions ¢,, ..., ¢, pour z=1¢, sont également indépen-
dantes des parametres «.

Effectivement, M. Mayer change de variables dans le systéme to-
tal (A), en posant

(18) mi=qa(wi, ..., un) =2p+ (0, — ud)dp(uyy ooy un) (k=1,2,...,n0),
ol u9 est une constante (dans ses différentiations parrapport a u,, ...,

. . . , o . dz;
un M. Mayer fait cette hypotlflese), et, parmi toutes les dérivées 7a, due

donne le systeme (A) transformé, M. Mayer considere celles qui se
rapportent & u, :

dZiA ; dl - d,. .
(1g) m:(f,),zqz—l+...+(j,,),=?a% (i=1,2,...,m).

Quoique u,, ..., u, soient des variables au méme titre que u, dans
(18), dans I'intégration de (19) elles sont traitées comme des con-
stantes, et, en réalité, tout commence a I'intégration de (19), apres
quoi il n’y a qu’a éliminer dans le systeme intégral trouvé les quan-
lités u,, ..., i, au moyen de (18), de sorte que, dans les calculs essen-
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tiels de M. Mayer, on peut considérer %, comme variable unique et
ty, ..., U, comme des parametres.

Pour rentrer dans notre notation, il n'y a qu’a ¢hanger le nom de «,
en tetdeu, ...,u,en «,...,a,,, apres quoi le systeme (19) se
réduit a (B), les fonctions ¢,, ..., 9, étant indépendantes de «,, . .,
tu—y pour une valeur particuliere 2, = u¢ de 2. C. Q. F. D.

La méthode de Natani est un cas encore plus particulier de notre
régle générale, celui on 'on prend pour équations (C) les suivantes :
(C) Z=2x%, ..y Tea=2x, ,, X,=L.

L'équation x,= ¢ revient & prendre x, pour variable indépendante
unique; le systeme (B) devient donc, en donnant des accents aux
lettres z,,..., 2.,

dz; . .
(20) d.T’ e (ﬁ;):lzz",...,:,,_l:z:_l (l = I,2y 600y m).
B

Apres avoir trouvé d’iei 7', ..., s, on doit les prendre pour valeurs
initiales dans le systeme total auquel se réduit (A,) pour £ =n —1,
c’est-a-dire

(21) dzi=fldx,+...+fl_do., (i=1,2,...,m).

C’est bien la méthode de Natani, ou I’on exécuterait les calculs en
ordre inverse a I'habituel. En effet, dans cette méthode, on commence
par exprimer z,, ..., 5, en fonction de

z'i - (z")‘\=‘?--w’u—»1=‘z—l (i =2y ey, m)’

ce qui exige I'intégration des » — 1 systemes auxquels (21) est équi-
valent, apres quoi on termine en déterminantz',, ..., z,, par 'intégra-
tion du systeme (20): ce sont bien les mémes calculs, exéculés en ordre
inverse. C. Q. F. D.

Reste & faire voir que le théoréme de Boole est impliqué dans les
principes de notre méthode. Soit une intégrale quelconque du systeme
total (A)

{(22) F(z, 25 s 2m &y, . xn) =F (33, 25, .., 30, 2%, ., 200
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7))
par le théoreme I, cette équation représente également une intégrale
du systeme ordinaire (B)

d.r dx,
I i

(B) ___,f }—_ﬁl—(h— (i=1,2,...,m},

ol les fonctions x;, x,, ..., x, de ¢ sout completement arbitraires.
Prenant la dérivée de (22) par rapport a t et remplacant les dérivées
des fonctions inconnues z par leurs valeurs (B), on a

oF m dz
(23) 2 (dz f‘ o S ) F

Celte équation se sépare en celles-ci :

r)F F JdF '
[24) ﬂ D’z—f,j"—i-m:o (k=1,2,...,n),

a cause de lmdependance absolue qui existe entre les fonclmns de ¢
que I'on a substituées a =, x,, ..., ,.

Réciproquement, toute solution F du systeme (24) satisfait identi-
quement & I'équation (23) et par conséquent (22) est une intégrale du
systeme (B); mais, x,, ..., x, étant des fonctions arbitraires de ¢,
on peut les considérer comme indépendantes entre elles, et alors I'in-
tégrale (22) de (B), ne contenant ni ¢ni les parametres a explicite-
ment, est une intégrale du systeme total (A) (). C. Q. F. D.

Pour achever notre théorie, nous allons, en partant de nos principes,
retrouver a la fois comme nécessaires et suffisantes les conditions
connues pour que le systeme total (A) soit completement intégrable (2).

(") Foir la conclusion du § I.
(?) Ces condilions sont

d dz d dz, . dfy.  df
— L = — % oubien = = -—=,
dr, dx, — dr, dx, dx, dx,

ou encore, en effectuant les différentiations et remplacant les dérivées partielles de z,, ...,
par leurs valeurs qui résultent du systéeme (A),

(]fA '/f/ A df] f/f/ Al
f[ fl dx, - ;Iz Ji+ Izm K Ir_k

Ces (‘ondilions, évidemment nécessajres, n’ont pas é1¢ établies a priori comme sulfisantes.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

v



(18

§ IV. — Conditions pour qu'un systéme total soit complétement intégrable.

Afin que le systeme total (A) soit completement intégrable, il faut et
il suffit que le systeme ordinaire
dz; cdx - dx .
{ A o el [etedd —_
(B) 7t =f 77 +...+fa 7 (i=1,2,...,m)

puisse s'intégrer sans spécifier la forme des fonctions arbitraires
Ty, ..., &y, cest-d-dire que les inconnues du systeme (B) soient des

expressions déterminées de x,, ..., x, et de leurs valeurs initiales
xy, ..., x) pourt=t,:
(25) Zi= i@y v Xy XY, e Zny B, ey 8h) (P=1,2,..0,m),

¢; étant la méme expression quelles que soient les fonctionsx,, ..., x,.
En effet, lorsque le systeme total (A) est completement intégrable,
alors les solutions de (B) sont de la forme (25), d’apres le théoremel.
Réciproquement, si les solutions de (B) sont de la forme (25), alors,

e . . dz; |
en prenant leurs dérivées et égalant les valeurs trouvées de — & celle
donnée par (B), on a

0¢; dzx, 0%; dx, dx;

'\26) ﬁd_l+.'-+a?"_dT:ftEZ+...+ "z (l:l,fz,...,m),

ce qui doit étre une identité, car, x,, ..., , étant completement arbi-
traires, on ne saurait avoir de relation entre elles et leurs dérivées;
donc I'identité (26) se sépare en celles-ci :

9%; ; 0%; C
a-l:fl‘, R _0_5,.:f’: (i=1,2,...,m),
donc I’expression &;, qui contient les constantes arbitraires z9, ..., z!,
est une solution du systeme total (A), lequel est par conséquent com-
pletement intégrable. : C. Q. F. D.

Reste 2 trouver les conditions pour que les inconnues du systeme (B)
soient des expressions déterminées de x, ..., x,, x|, ..., Z,.
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Multipliant I'équation (B) par d¢ et intégrant de ¢, & ¢, il vient
. .
) a—zt=[ (A )b (=,
L,

donnons ici aux fonctions ,, ..., x, des variations arbitraires qui s’an-
nulent pour £=¢, et supposons que z; ne varie pas ('), on aura, en
intégrant par parlies les différentielles des variations et supprimant les
termes qui s’annulent a la limite ¢,,

t
(28) 0zi=fi0%\ ..+ fidx.+ E (Ofidxs — dfidzs) (i=1,2,...,m).
' 2

I n
Afin que z; soit une fonction déterminée de «,, ..., ,, il faut et il

t
suffit que I’expression sous le signef soit nulle, c’est-a-dire
to
1

(29) E‘(af,:idx‘-- dfidzi)=o0 (i=1,9,...,m),
P
les variations ox,, ..., 0z, restant arbitraires.

Cette condition est nécessaire, car, si s, est une expression déter-
minée de x,, ..., x,, la variation dz; est linéaire par rapport &
dx,, ..., 0xz,. Elle est en méme temps suffisante : en effet, supposons
que la condition ( 2g) ait lieu; alors I'équation (28) se réduit &

(30) 8z = fidx, +...+ fiox,.

Les variations dx,, ..., dx, étant par supposition arbitraires, on
peut se les donner de manieére qu’elles soient nulles pour une seconde (?)
valeur quelconque ¢, de z; alors (30) fait voir que 0z, s’annule égale-
ment pour ¢ =1,, et, en vertu de (27), pour =1,

.( i )i=t, \Bi)t=t, : 5 T Jo ,

(') On peut toujours se donner les mémes valeurs initiales 2!, ..., z%, des inconnues
3, + .., ¢, dusystéme (B), quelles que soient les formes différentes qu’on attribue d z,, .. ., ..
{?) On a déja supposé que dz,, ..., dx, Sannulent pour ¢ = ¢,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



((20)

4L
ce qui fait voir que l’inlégrale/v ne varie pas quand on donne &
to .

Z., ..., T, des variations arbitraires d0x,, ..., 0x,, qui s'annulent aux
limites t = ¢, et t=1¢,: d’ou il résulte que cette intégrale a la méme
valeur pour toutes les fonctions possil)le% x,, .-+ &y, qui ont les mémes
valeurs initiales et finales !, ), ..., x}, «}, =}, ..., .. En d’autres

1 n?

ty
1<-rmes,f , et par suite (z,-)tz,l, est une expression déterminée
tn

de x!, ..., z}, x%, ..., ), et, comme ¢, est une valeur quelconque dez,
5; est une expression déterminée de x,, ..., &, 2}, ..., T,. C.Q.F.D.

L’équation de condition (29), qu’on vient de démontrer, doit avoir
lieu indépendamment de dx,, ..., dz,; formant of:, y remplacant
95, ..., 03, par leurs valeurs (30) et égalant séparément a zéro les

coefficients des variations 0z, ..., 0x,, on aura, en divisant par dt,

9 of} dfivdze  df} P=1,0, . ...00
31) Ek<ﬂfz ...+£ﬁ"‘+—'f—’”)—i‘~'—f/:0 ( ! "

dx;) dt dt ({=1,2,...,n,

dfi

ou bien, formant la dérivée g ety remplacant les dérivéesde z,, ..., 3,

par leurs valeurs (B),

/ dflr dfl m Q[ ()f, of/ m Qf/i\ d.l“. .
\32) Z < f‘[ e + S D2z ‘l'f f‘/‘ n dsz - (—);A) (/t -
(i:x,z,...,m), (1:1,2,...,11).

ce qui est une identité, car, entre les fonctions completement arbi-
traires x,, ..., x, et leurs dérivées, on ne saurait avoir de relation;

, c ., . . . dx, dx,
done, en égalant ici séparément a zéro les coefficients de - 7’

on trouve a la fois comme nécessaires et suffisantes les conditions
connues pour que le systeme total (A) soit completement intégrable.

C. Q. F.D.

LR ]

Afin de rendre cette démonstration plus sensible, nous allons la
reprendre en faisant une hypothese particuliére sur les fonctions arbi-
traires ,, ..., &,; nous supposerons que ces variables soient des fonc-
tions déterminées de ¢ et de 2n parameétres o, oy, ..., %y, €l que le
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sysi‘eme des 2n fonetions

Ly oovy Ly —=9 *00y ——

soit distinct par rapport aux parametres o, .a, +. .\ &zne

Dans ce cas, on démontre d’abord que, pour que le systeme total (A )
soit complétement intégrable, il faut et i suffit que les inconnues du sys-
téme (B) sotent des fonctions de x,, ..., x,, x9, ..., x, sans dépendre
explicitement de t, o, . .., O3n.

La démonstration est la méme que lorsque x,, ..., x,-étaient arbi-

traires. En effet, I’équation (26) est toujours identique comme avant,

. dx dx . ..
puisque entre x,, ..., Xy, —7', ceey —cﬁ“ on ne sauralt par supposition

avoir de relation ol ne figurent pas a,, ..., oy

Reste a trouver les conditions pour que les solutions de (B) soient
des fonctions exactes de x,, ..., @, &}, ..., x§ sans dépendre expli-
citement de ¢, o, ..., %o,

Dans I'équation (28), 0z, Oz, ..., 0x, sont maintenant des diffé-
rentielles totales par rapport aux parametres o, ..., ¢,,; par suppo-
sition, dx,, ..., 0z, doivent élre nuls pour ¢ =1,, et pour cela il faut et
il suffit que «,, ..., @, pour £=1¢,, c’est-a-dire que xY, ..., x?, soient
indépendants des parametres ('). Sous cette réserve (28) a lieu, et il
en résulte directement que la condition (29) est nécessaire et suffisante
pour que z; soit fonction exacte de x,, ..., x,, car en vertu de (2¢)
I’équation (28) se réduit & (30), ce qui montre que la différentielle
totale de z; s’exprime au moyen des différentielles totales de x, ...,
Z,, sans contenir explicitement de,, ..., day,; donc z; est fonction
exacte des .

Ce point établi, on développe I’équation (29) comme précédemment,
puisque les différentielles dx,, ..., dx, sont indépendantes entre

dx dx, . ..
elles et qu'entre z,, ..., ,, m—'a ++ >~ 00 e saurail par supposition

avoir de relation ol «,, ..., 2y, ne figurent pas explicitement.

(') En supposant que ¢, soit indépendant de =z, z,, ..., a,,, car c’est seulement dans ce
cis qu'on peul faire ¢ = 1, sous le signe de différentiation tota'e et que I'on aura

(S.Tk )¢=lu = '}l‘z.
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Remarque. — L’équation (29) présente a elle seule la condition
nécessaire et suffisante pour que le systeme aux différentielles to-
tales (A) soit completement intégrable.

§ V. — Discussion et application de la méthode & un exemple.

En se reportant aux résultats obtenus au §III, on voit que I'inté-
gration du systeme ordinaire (B)avance d’autant plus la solution du
systeme total (A), que le nombre % des variables x,, ..., x, que la
substitution (C) détermine en fonction des autres est plus petit.

Dans le cas limite ou k= o, I'intégration de (B) donne directement
les solutions du systeme (A)sans nouvelle intégration. Dans I'autre cas
extréme ol #=n— 1, 'intégration de (B) rameéne seulement la ques-
tion a 'intégration d’un systeme total avec une seule variable de moins
que le proposé (A).

Cependant, ce qu’on perd dans le chemin que P'intégration de (B)
fait faire au probleme, on le gagne au point de vue de cette intégra-
tion, qui est d’autant plus aisée a effectuer que le systeme ( B) contient
moins de parametres arbitraires.

1l y a plus : le systeme total (A) ne peut étre considéré comme réel-
lement transformé et simplifié que si les fonctions ¢,, ..., 0, qu'on
substitue d y, ..., x, ne sont pas toutes indépendantesentre elles. Nous
expliquerons suffisamment notre pensée sur un exemple appartenant
au cas le plus simple possible : celui d’une seule équation totale a deux
variables indépendantes séparées entre elles.

Soit I'équation
‘A) dz = sinz*dx + cosy*dy,
nous en tirons d’abord immédiatement
(A" 2= [sina*dz + fcosy'dy;

d’autre part, en remplacant y par ¢(x, «,, 06, ...), On a, en ajoutant
a = un accent (régle generale),

dz’ do

‘B — —sina? 2 L
‘B o = Sina?-+ cose? o
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d’ol1

(B") . z’:[(sinx’—r coscp’-j%) dx.

Tant que ¢ contient des parametres o, cette quadrature (B'), unique en
apparence, se compose, n réalité, de deux quadratures distinctes,
les mémes que celles de (A’); donc ramener le systeme total (A) au
systeme ordinaire (B), ¢’est compliquer le probleme, sans le trans-
former. Mais il n’en est plus ainsi lorsque ¢ a été convenablement
particularisé sans y faire figurer de parametres; par exemple, si 'on
fait ici y = ¢ (x) = =, ’équation (B) devient

dz' L. o , ,

H:smx'—;—mbx =1, dou z'=x+ 5,
apres quoi le probleme s’acheve en intégrant le systeme (A,), qui se
réduit ici a I'équation

dz = cosy*dy,

qu’il faut intégrer en prenant z' comme valeur initiale de z pour
y=a, ce qui donne

Y
(a) z:x—kzﬁ—f cosy*dy,

solution qui exige réellement une quadrature de moins (') que la solu-
tion (A’).

En général, lorsque la substitution (C) n’établit entre ,, ..., @, au-
cune relation, par cela méme que (B) est complétement équivalent
a (A), leurs solutions exigent identiquement les mémes intégrations,
et ce n’est que par une substitution plus ou moins particulicre qu’on peut
espérer de diminuer le nombre des intégrations, comme cela arrive
dans I'exemple précédent, c’est-a-dire en remplacant certaines d’entre
elles par des quadratures connues.

Nous terminerons ce (ravail en appliquant nos régles & I'exemple

(') Certainement, & quelqu’un qui saurait intégrer cosy’dy cette méthode apprendrait a
intégrer sinz’dir ( en remplacant sin2? par 1 — cosz?), mais il n’est pas moins vrai que cette
intégration n’est plus nécessaire pour la solution du probléme; la formule () permet de ré-
soudre I'équation otale (A) sans savoir intégrer sinz®dz, et nous avons réellement diminué
le nombre des quadratures & faire si I'on compte pour rien [dz.
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suivant :

— 22, Tt T Xy— T, — T,
dz,= 3z, - 2 dxy+ 5y —  ——dry+ 3y e dx;,
Z— )| X — X) (21— &) (X —x5) (ZTy— ) 8 — Xs)
T — T — 2 X+ X+ T, a,— T,
(‘\) (lz’—- 2, f—-—w———l—_dx|+31———“—'|—‘——‘l'dx?+z;———t"—\-1(,x3.
(22— 21) (X — 25) (#2— &) {Z2— 23) (22—, (4= 13)
x,— X — T, — 7, T,
dzy—3 ————————dxy 4+ 2y — " dr,+ %, —_ 7y,
(Z3— &) (T3 T3) (Ls— 2, ) (X3— ) (Z3— 4y X

Application de la régle générale.

Commencons d'abord par faire une substitution particuliere que nous
choisirons de maniere & avoir un systeme différentiel ordinaire linéaire
a coefficients constants; a cet effet, posons (*)

‘Cz) xb:xa—f‘%, xz:xs_%;

le systeme (A) devient, en ajoutant un aceent aux lettres s,

dz’| ’ ’ r
d—xs:—fiz,—k— Z,— 2,,
dz’ ,
(B) d;rz =— 7, +37,+ 7,
3
dz, , ,
d.T = 421— 433’
v 3

d’ou, en intégrant,

S-Z":(?-1‘:—-2‘:;)0-\\"(1_41'3)014‘ Cnv
(B") Z,= (22?4 23)C— (4a,+1)C,+ C,,
( F,=(1—4x}) C+ 8x,C,— 2C.,.

Le probleme s’acheve en intégrant le systeme total suivant, oli .y est

constant,
ds, =2, 20 TH D gptos Ts— % da
R e R G N T
- — X+ T+ T
(A4) dz,= 3, Sl do,+ 2, — 20 0T
(22— ) (2 — 75 (= @ )(2:— 7,)
Xya— X x, —.
dzy= z, ; L dz,+ z, i - dx..
(a2 ) (73— @) (&5 — 21 (3 — 23]

/

(') Nous prenons x, pour la variable ¢.
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Or, un calcul facile donne les solutions (')

A+Az,
Z, = ’
(-Tu—“xz)(xn——xa)
' _ A4+ Anx
(A1 R R e
A+A|x| Al
By = -+ + A,

(e — 23) (22— 23) X, — X,

ou il convient de déterminer les constantes A, A;, A, par la condition
que les valeurs de 7, 7, 7, fournies par (B’) soient les valeurs ini-
tiales de z,, z,, z, correspondantes aux valeurs de x, et x, données

par (C,). Substituant dans (A}) 4 @, et x, les valeurs déduites de (C,)
on trouve d’abord

F=0A +Alox;—1), Z,=2A+ A (2xy+1), 2\=—4A—4A 2+ A
remplacant ensuite z,, z,, 2, par leurs valeurs (B') et résolvant, on a
A=—=2C+1C, A=Cx—0C, A,=C,

ce qui, porté dans (A} ), donne |

-Z'TAT;;C—(.Z‘?—I— x})c1+;_C1
Z, = )
(-Z'l“'xz)(-rl'—x:s)

—z, 2,0+ x4+ 2,0, — L C,
(xl~ xz)(“xz_.l‘g)

3=

?

o nwC— (2 4+ 2)C 2 G
T (m—a)(m— )

Y

et 'on a en effet les solutions du systeme proposé (A), comme on peut
s’en assurer directement.

Montrons maintenant que d’une seule intégrale du systeme (B), sans
connaitre les autres, on peut déduire une intégrale du systeme () par

I'intégration du systeme (A,).

{') Les équalions (A,) ne contenant pas z, au second membre, il suffit d’intégrer les
deux premieres, aprés quoi, connaissant z el z,, la troisieme équation donnera 3, par une
quadrature. Nous omettons ces calculs faciles, notre but élantde confirmer notre régle géne-

rale en montrant que les solutions de (B) et de (A, ), n’importe d’ou elles sont tirées, donnent
effectivement les solutions de {A).

4
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On trouve directement (') I'intégrale suivante du systeme (B) :
(D

(8, + 2, +3 )y +32,— 15,=C.

D’autre part, déterminant dans (A}) les constantes d’intégration de
maniere que, pour les valeurs de x, et x, données par (C,), on ait

4 ’ ! . .
S ==y, .= 3,, 53 = 24, il vient

’

afz— 2,4 2 (2, — 2 )] + 5@ — x5+ 2 (20— x| == 3,
a[ry—x+2{x— 2, ) + z 2, — 2+ 2 (20— 2,)?] == 7,
a[t— 4z — 2] + 2.1 — f{xs— 2.)"] + 2,= 7,
et, portant ces valeurs de z',, z,, z; dans (D), on trouve
2,2+ 2,X,+ Zyx,= C,

ce qui est en effet une intégrale du systeme total (A).

Application de la régle speciale.

Faisons maintenant une substitution générale,

r=alt+a, Hi=al+a’, xy=at+a",

(€l

o ___ 7 o___. [ —
x—=da, xry=2a", xy=o

qui n’établit entre x,, x,, x,, 2%, 2%, 2" aucune relation sans ¢, Uiy
%, .... Le systeme (A) devient

/ s , [(—2a+a+a)t—2a + o+ o"]3,4 )
(_/t—l:lT. +(a—a)t +a"— "]z, ‘5
+ (o — o)t + o — &) 2, 2
[(s—a)t +a"—a'] 7,2
(B, %:RL +[(—o2a+a+a)t — 22"+ + o] s s
|+ ({2t — as)t + &' — "] 2322,
[lae—a )t +a"— a' ]z, ’
%:1;3 + (e~ )t + o — ")z, b s
{ +{(—2as+a+ )t — 22"+ 2 + a"] 2,0, s

(") Ajoutant la premiére, la deuxiéme et la troisitme équation (B), multipliées respective-
ment par x,+ 3, ¥, — |, x,, on a une combinaison intégrable.
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en posant, pour abréger,

li—u ={({a. — o)l + o — a’ ity — a3}t + &' — ")

p= o @)t o &) [l — ]+ 2 a7,

i%:[(as ~a|)l+1'”——a']f[2,—— a,)t—l—a”’—- xll].
3

Multipliant la premiere, la seconde et la troisieme équation du sys-
teme (B,) respectivement par

{4+ —a, P, (el +a"— 2P, (at+ 2" — a ),

et ajoutant les résultats, on trouve

dz, dz. dz

al+a —a) — (il + 2" —a) = a4+ a" — ) -

( 1 1) d ( 2 |> di ZE) 1 e
_——2a.z.(z.t+a'—a.)—-zac,z?(a,t—f 2" — o) 203, (Al + 2" — a4, ,

ce que 'on peut mettre sous la forme

d { 2 (l 2 ” ' d { " P
ap et +a — o) z.-i—‘—[t-(oz L+ o' —a) Zt (gl + — ¥ 2, = 0,

et d’ou I'on tire I'intégrale suivante du systeme (B, ) :

(d|t -+ a’* al\‘:z&"*‘ (aﬁt +“”* 11172‘;'1" {dat -+ 0(’"—‘ GK')lZg:C.

/ v /

Nous allons appliquer a cette intégrale le théoreme 111 (§11). Détermi-
nons la constante C par la condition que pour 1 =¢, = o0 on ait z, = 3",
3y = 33, 33 = 3y, puls éliminons ¢, «,, «,, «', ¢, " au moyen de (C);
nous aurons

E) (2 — a2+ (2,— 2 )5+ (25— ) 7

- — (@l — )z (2= @) — @l — 23 = o,
relation qui doit avoir lieu independamment de «,, et qui des lors
“entraine les trois suivantes :

3T 2y X B Xy — 3y (2] P (2 ) = zh 2l o,
[ [ 0 0 0 0.
3X BTy 2y — 3 X)) —2ixt — 2% =0,

By~ Zy 42y — 2] — 2, — Z; =o0.
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On a donc le systeme intégral complet du systeme (B) aussi bien que
cetui du proposé (A).

Cetexemple fait ressortir 'avantage qu'on peut avoir i faire figurer
dans la substitution (C) plus de paramétres qu’il n’est strictement né-
cessaire pour que les « soient indépendants entre eux et des a°.

Ici «, est un parametre supplémentaire, et I’on pourrait faire, par
exemple, o, =1 sans que x,, x,, x,;, xY, x3, 2} cessassent d’étre indé-
pendants; mais alors, au lieu de l'intégrale (E), on aurait celle-ci,

(00— 1) 310 (@ 120 (25— 1) 30— (28— 1)220— (23— 1138 — (20— 1)'23= o,

el pas davantage, tandis que la présence de «, dans I'intégrale (E) per-
met d’obtenir les trois intégrales du probleme.

Vu et approuvé :
Paris, le 25 juin 187q.
Le Doves pE 1A Facurrt pes Scrences,

MILNE EDWARDS.
Permis d’imprimer :

Paris, le 25 juin 187qg.
Le Vice-Recgeur pE L’Acapimie pE Paris,

GREARD.
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