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P R E M I È R E  THESE.  

NOUVELLE MTHODE 
POUR INTÉCRER 

LES EQUATIONS SIMULTA.NEES 
AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 

A V A N T - P R O P O S .  

);:tant donnk un système de m équations faisant. connaître les (IiFtt- 
imtiel les  totales de m fonctions inconnues z , ,  z2, . . . , z,, de n v:l- 

riables independantes x,, x2,.  . . , x,, 
(4  dZi= f : d x , +  f : d x , + .  . .+ f idx , ,  ( t = 1 , 2 , .  . ,, CV), 

où les coefficients j contiennent z , ,  . . . , z , ~ ,  x , ,  .. ., x,, nous dirons 
que ce système est complètement intégrable si l'on peut y satisfaire 
en laissant arbitraires les valeiirs initiales des inconnues. 

Pour abréger, nous appellerons syslème total tout système aux dif- 
férentielles totales, et syslème ordinaire tout système aux différen- 
tielles ordinaires ou 5 une seule variable indépendante. 

Une théorie complète d u  système total (A)  a été établie par Boole ( {  ). 
Ce géomètre montre d'abord que le premier meinhre F de toute inte- 
-~ _- 

( 1 1 On simdtaneoiu dif2rentiaZ equntions 0.f the &t order in which the nrirrrber of îh(B 

vnriabies exceeds by more than one the nirriiber of the epntions ( P/rilos. Trtrn.rnrrion.s 
for 1862). 

1 
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( 2 )  

grale de  ( A ) ,  

satisfait identiqueinent au  système linéaire aux  difïérences partielles 

F (21, zz, * - 3 Z m j  21, - 9 xn) = C, 

e t  que  réciproquement toute solution F du système aux différences par- 
tielles ( 1 )  égalée à une constante C est une intégrale du  système 
total ( A ) ;  puis i l  intègre le système (1) .  

Avant Boole, Natani (,)  avait indiqué une  solution plus directe en 
généralisant une idée déjà émise par Cauchy e t  Jacobi. 

Le système 
dcs inconnues, 

Considérant 

total ( A )  donne toutes les dérivées partielles premières 
entre  autres 

d a  1 nz tlZ, ..., - x= f:'. 
dXI -=f;, dx, - =Y1', 

dXI 

dans ces dernières équations x,, . . . , xn comme con- 
stants, intégrant e t  déterminant les constantes d'intégration pour 
.r, = x:, Nataui obtenait les inconnues z , ,  ..., z,,, en fonction de  cc' 
qu'elles deviennent pourx ,  = zy ( 2 ) ,  

( 3 )  zd='Yi[xb, - .  * 9 ~ r c , ( ~ I ) z , = , : ,  . . , ( z m ) , , = , : ]  .(i= 1 ,2 ,  . ., n i ) ,  

et  la questiori était ramenée i clélerniinerl les nouvelles inconnues 
( s ~ ) ~ ~ = ~ ; .  Or ces inconnues sont les solutions générales du  système total 

( 4 )  d(zi)zl=z: = (f:i j,,=,:dx, + . . . + ( fL)z ,=x:d~n ( i  = 1 ,  2, . . . , M), 
que  l'on tire du  proposé ( A )  en y faisant z, = zy. 11 traitait ce nou- 
veau système ( 4 )  comme le proposé ( A ) ,  e t  ainsi de suite. De cette 
manière, la recherche des inconriues z , ,  . . . , z,, était raiiienéc 5 la 
détermination successive de ce qu'elles deviennent quand on donne 
cles valeurs particulières à une variable x,, puis à deux a-,, x,, puis 
trois x , ,  xB, x3, e t  ainsi de suite. 

Natani a indiqué ce procédé sans examiner les conditions dites d'in- 

( I )  UeBer totale und partielle Di~tlrerztinl~Zeic/,un,ven (Jortrnal de Crelle, t. 30, I 8Gi) .  
( z )  C'est là ce qui est dû a Natani : avant lui, on prenait pour nouvelles inconnues les 

constantes d'intégration, sans introduire les valeurs initiales des variables. 
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tégrabilité qui en assurent le succès; Boole a comblé cette lacune eii 
comparant la méthode de Natani à la sienne et montrant leur identité. 

En s’inspirant d’une idée indiquée par M .  d u  Bois-Reymond ( ’  ), 
dans u n  cas particulier, M. Mayer ( * )  a observé que les égalités (3) 
donnent inmédiatement  lcs inconiiues z , ,  . . . , z ,  lorsque celles-ci 
deviennent indépendantes dc x,, . . . , x, pour x, = xy, puisque alors 
( z , ) ~ ~ = ~ : ,  ..., ( z,,&~; sont des constantes arbitraires; puis il a montré 
que l’on pouvait toujours amener cette circonstance par un  change- 
ment de variables. Posons en effet 

( 5 )  2 6  = xi -k (111 - .!) $1 ( UI, 1 1 2 ,  . . . , 11,t) (Ir  = 1 ,  2, . . . , n )  ; 
011 voit immédiatement q u e ,  pour  u, = I I : ,  Ics anciennes variables 
z,, . . , xn, et  par suite toute fonciion zi dc ces variables, deviennent 

RI. Mayer  ne présente pas la chose aussi directement; i l  transfornio 
le système ( A )  par la substitiitioii ( 5 ) ’  calcule les expressions des diffé- 
rentielles totales par  rapport à u,, . . . , u , ~  (le (z , )~,+p.  . . . , ,,=* y ,  et 
fait voir que ces différentielles son t  identiquement nulles. 

A la suite de cette inodification fort ingénieuse de la inétliode de 
Natani, M .  Mayer a établi u n  théorème important qui porte son nom el 
qui  permet de déduire iine intégrale di1 système total ( A )  de chaque inié- 
grale du système ordinaire 

indépendantes (le u2, . . . un 

1 

I l  

où l’on considère u,, ..., u, coinme constantes et qui  est coinpris dans 
le système difrérentiel total ( A )  transformé par la substitution ( 5 ) .  

En partant d’un principe nouveau, nous établirons ilne théorie géné- 
rale du système total ( A )  qui comprend comme cas particuliers tous les 
résuliats que nous venons d’inùiquer: 

( I ) Journal de Crtdle, t. 70, 1868 : Ueber die Integraiion lirzetircr totaler Diylfcrcniinl- 
gleichiingen, denerz durch ein Integrol G‘enüge gcsclririlt. 

( 2, Ueber unbesclrrünkt integrtlble Systeme lintwrer totder Di~‘t.renticll:.Z~lirlrrcl,,ben rrn;/  
die simiiltant: Integrat ion linearer partielier Di~~erentinlgleicfrrn~en ( Mnrimrtrtischc An- 
n a h ,  i. V, 1872). 
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( 4 ) 
Nous montrerons que  le système total complètement iiitégrable ( A  ) 

cst en quclque sorte équivalent au système diff krentiel ordinaire qu'on 
a en considérant, daiis ( A ) ,  x,, ..., x,, non plus cornine variables i i i d k -  

pendan tes, inais comiiie fonctions arbitraires d'une seule variable. 

$ 1. - kquivalence d'un système aux différentielles totales et d'un système 
aux différentielles ordinaires. 

Soit le systèiiie différentiel total compléternent intégrable 

(24) dz;=f , idx,- t - f :&,+.  . . + . f ; d ~ n  ( i =  1 , 2 , .  ..,/n); 

i q r é s e n t o n s  ses solutions générales par 
( A ' )  Z , = ~ ~ ( Z I ,  ..., Xn,Xf, ...,x~,z~,...,z,,) ( i = 1 9 2 , . e . , n 2 ) *  

- 4 )  J 2 ,  , O  . . : , z,Si étant les valeurs initiales des fonctions inconnues s,, 

z,, . . . , z , ~ ,  correspondanies aux valeurs x:, xi, . . ., xi des variables 
indépendanles x,, x,, . . . , x,, ( ' ) .  

Soit, d'autre par t ,  t une nouvelle variable indépendante, c t  q, 
v-, . . . des piiramètres inde'iermine's conslants; rernplaçons dans le sys- 
tème total (A) . les  variables xi, . , xi2 par des fonctions quelconques 

y , ( t , a I , a 2 , - . - ) ,  y 2 ( t , a l , r 2 , . . . ) ,  ..., (pn(t ,a, ,al ,  ..) ( 2 )  

tlc t ,  c c , ,  a 2 ,  . . . ; nous aurons le sgstèine différentiel à une seule V:I- 

riable indépendante t ,  

dont le système intégral pourra  être représenté, en prciiaiit les inêiiies 
valeurs init iales des inconnues que précédeiiinieiit, par  

(B')  ai- + i ( t ,  to, al,  ~ 2 ,  . ., z:, .,zP,) ( i =  1 , 2 , .  . ., I ~ Z )  ( 3 ) .  

( l )  On suppose les valeurs x:, . . ., x : ~  des variables indépendantes provisoirement inde- 
terminées ; ce sont des lettres aussi bien que 2: , . . . , z!,~. L'expression Ci se réduit iden- 
tiquement à zp quand on égaie chaque variable *rk à sa valeur initiale xi., soit qu'on rem- 
place xk par x;,, ou xi par xk, soit qu'on remplace les deux par une même quantit6 
quelconque ( ~ f ) ~ ) ~ = ~ ~ ,  comme nous le ferons dans la suite. 
' ( ')  Les fonctions 'pl ,  y * ,  . . . , y, peuvent ne contenir aucun des parametres a,, a,, . . . . 

(:) On peut laisser la valeur initiale t ,  indéterminée, ou bien se la donner soit numéri- 
quement, soit en fonction des paramètres xl, a2, . , . . 
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Cela posé, on a d’abord entre  les inconnues du  système total ( A )  CI 

THÉORÈME i .  - Les solutions (B‘) du système ordinaire se déduisent 

celles (le même noin du systèine ordinaire (B) la relation suivante : 

des solutions ( A’) du système total en posant 

x l = y , ( t , a r , a 2  ,... ), x 2 = y 2 ( t , z I , a Z  ,... ), ..., x,= cpn(l,aI,zz,.*.q, 

2; = y l  ( l0,  ai, .yl ,  . . .) , -. . , xN = y,* ( t , ,  a i ,  a2, . . . . 2; = y2 ( to,  czl, a2, . . .), 
II s’agit de iiioiitrer que le sysiéine (B’) est identique a u  suivant : 

qu’on trouve en  faisant dans (A’) la subslitution (C). 
Si le sFstèiiie (1) était un systkrne intégral de (B) d o n t  on a ùt;tih 

le système intégral (B‘), il e n  résulterait que  (1) e t  (€3’) sont idetiiiques, 
puisque les constantes d’intégration 27, . . . , zP, dans ( I )  sont les valeurs  
initiales des inconnues ( ’ )  aussi bien que  dans (B’). 

Ainsi i l  suffit de s’assurer que  (1 )  est u n  système intégral (le ( B ) ,  t w  

montrant que l’élimination des constantes z y ,  zi, ..., z i d u  système ( r  ; 

donne précisément le système (B) .  
Prenant la dérivée de l’équation (1 )  par rapport i t ,  on a ( ? )  

dzi d(Ci)r=o dyi + ()(Ci)==? dvî ( Ci)==: dyti, --+...+- - - 
( 2 )  d t -  7 dt dcp2 dl dyB dt 

u ù ,  d’après la règle de  fonctions composées, les dérivées de ( ci)z=? soiii 
prises partiellement, c’est-à-dire en considérant y , ,  ..., y3,, comme ind& 
pendants. D’autre part (A’) étant les solutions de ( A ) ,  011 a 

22 =A( C l ,  . . . , Cm, xi, . . , x,), 
d X k  

quelles que soient x,, . . . , x,,, X I ,  . . . xn, et par conséquent q u a n d  
on les chauge en  y ( ,  . * y,,, (‘4, ) t = t o 9  . . * (y&,; donc 

-- 

( ) Le second membre de ( 1 )  pour t = I ,  se réduit à &, étant ce que devient le second 
membre de (Ar) quand on y fait xl=xy= (Y,)~=~,, . . . , x,,= x: =: ( ~ t > ~ ~ ) ~ = ~ ~  [voirnote ( l ) ,  p. 41. 

( Désigrlarit par ( Ei),=? le second membre de ( I ) ,  afin de le distinguer de celui de ( A ’ ) .  
dont i l  se déduit par la substitution ( C ) .  
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par conséquent I’équation ( a )  devient 

e t ,  pour éliminer les constantes z y ,  . . . , 22, il n’y a qu’à remplacer, 
dans (3) ,  (c , )~=?* . . ( <m)s=9 par leurs ‘valeurs (1) c’est-à-dire par 
a , ,  . . , 2,”; de  cctte manière (3) devient 

n n 

qui  n’est autre qiie le systéme (II). C. Q .  F. 1). 

Le système (C)  peut conduire, par l’élimination de t et de  .tous les 
paramètres a, à des relations entre x,, . . a x,, zy, .. . zf, permet- 
tant de  déterminer, par exemple, xi , . . . , xk, z(:, . . .) xp en  fonction de 
zk+,, . . ., zn, xki, . . :, x:, qui resteront arbitraires et  indépendants; 
dans ce cas le système (C) pourra ê t re  remplacé par 

le nombre k é tant  l’un quelconque des nonibres entiers de I i n - I ,  

et I l’un quelconque de O à n. 
Lorsque le systéme (C)  ne  permettra d’exprimer aucune des variables 

q, ...) xx., en fonction des autres, e t  de  zy, ...) x,O sans t ,  ni  a , ,  a,, ..., 
nous remplacerons encore le sgslème (C)  par (C,), (C,) où l’on fera 
k- o. 

Cela posé, comme réciproque du  théoreme J ,  on a le suivant : 

(‘) Les quantités xy, . . . ,z/ s’expriment en fonction de xj+, , . . ., z/”I seuls, car, si l’on 
avait 

on n’aurait qu’à hire I = r, ce qui change iea x en zo. 

z 0 = X ( % + 1 ,  . * . t r ” , ,  O!+,, *..,z:), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 7 )  
épuaiions (B') au moyen de ( C , ) ,  on trouve ce que devient le sys- 
tème (A') quand on y substitue à x, . . xk les expressions ( C ,  ). 

En parlieulier, lorsque k = O ou que le sysième ( C j  n'élablii entre 
x i ,  . . . , x, aucune relaiioii sans t ,  a , ,  a2, . . . , en éliminant ces der- 
nières du système ( B I )  nu moyen de (C, ), on u le système (A' j lui-m&rne. 

Par  supposition, a++,, . .. , x,, xLl . . ., x," sont indépendants; par 
conséquent le système (C,) peut  être résolu par rapport i t et i 
2 n  - k - Z -  I des paramètres a, que  nous supposerons être  a,, v . ~ ,  ..., 
@ 1 I I -  A-& i 

Portant les valeurs de t, a,  a,, . . . , (x2n-k-[-î tirées de (C, j dans ( I ) ,  

cette substitution réduit T ~ + , ,  . . y n ,  ( y l + i ) t = l n ,  . . . , ( Q ) ~ ) ~ = ~ ,  respective- 
ment à zkçi * . . -, x,, xL1, - .  . , xf el v i ,  * - .  s y/E9 (QI)t=t,,) . - - , (?&,, 
respectivement à ( ' ) 

Donc, en  éliminant, au moyen de ( C , ) , ' t ,  a , ,  z2, . . . du système ( c ) ,  
le même que(B'), on aura 

système qui  n'est autre  que  (A'), où L'on a remplacé x,, . . . , xk liai* 

les expressions (Ci )  et xy, . . . , par (C,). Cette dernière s u h t i t u -  
t ion est d'ailleurs indifférente, puisqu'on a le choix des valeurs i i i i -  

O tiales xy, . . .' x,. C. Q. F.  1). 

En particulier, lorsque k = O ou que  (C) ii'établit entre xi, . . . , XI, 
aucune relation sqns t, a, , a,, . . , l'équation (6) se réduit i celle-ci, 

( l )  Les équations (CI)  et (C, )  tirées de ( C )  deviennent des identités quand on rem- 
place xl, . . . , x,,) X I ,  . . . , XI, par leurs valeurs (C) ,  ou bien 
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( 8 )  
et c’est le système (A’) lui-même, avec cette seule différence qu’on y :L 
déterminé zy, . . . ,x:  au  moyen des équations (C2) ,  ce qui  ne  change 
rien aux formules (A‘), dont la généralité ne dépend pas du  choix des  
valeurs initiales xy , . . . , x:. c. Q. F.  11. 

Hors le cas extrêiiie de  k = O ,  le système (B’), après l’élimination 
tle t ,  a,, u,, . . . a u  moyen de ( C S ) ,  donne non pas lcs inconnues zi (lu 
système total ( A ) ,  mais ce que deviennent ces inconnues quand on y 
attribue aux variables xi ,  .. ., xk les valcurs si,, . . . , E k  données par 
(C,) ou bien 

( Zi)tl=E,, ...> ‘ h = i t >  ( a = ‘ 9  2, ’ 9 ’”) 
que  nous désignerons par z : ( ’ ) .  

Ainsi, pour  intégrer complètement le système proposé (A) ,  il suffit 
d’exprimer ses inconnues z , ,  . . . , z,, en fonction de leurs valeurs parti-  
ciilières connues z’, * . . ., &, ce qu’on fera au moyen de  la propositioii 
suivante : 

LEMME. - Pour expimer les inconnues z ,  * . . . u,, du système ( A )  eir 
fonction des valeurs parliculi6res zri , . . . , z:, qu’elles prennent pour 

(CI  ) XI = 5 1  (xk+i, - * Y  * rn,  xlfi Y 1 9 x:), * * p  xb = & ! ( ~ L + I  9 - a *, X I ,  X:+r 9 *, 1 ,  
il sufji d’intégrer le système total 

( A r )  d z i = f f d x , +  ... +f idxk  (;= 1 , 2  ,... ,n i ) ,  

en considérant Xk+r , . . . , x, comme des constantes et en se donnant zri . . . , 
z:,, pour valeurs initiales des inconnues qui correspondent uux valeurs (CI ) 
de x,, . . .* xk. 

Effectiveinent , soient les expressions clierchées de  a , ,  . ., z,, en 
fonction de z ‘ ~ ,  . . .* zk ,  qui  satisfont au système ( A ) .  

( z =  I ,  2, . . . ,  m); 
l’expression Oi devra se réduire à zi quand on donnera à x,, . . ., :rk . 

( l )  Ainsi di, z ’ ~ ,  . . ., sont à la fois : I O  les inconnues du système (B) exprimées eit 
onction de L Z ~ + ~ ,  . . . , x , ~ ,  x/g+,, . . . , x:; et ao les valeurs particulières pour 2, = E l ,  . . . , 

.rR = 6 ,  des inconnues du système total ( A ) .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 9 )  
les valeurs ei, , . .) &. D'autre part, en observant que z '~ , ., sont 
indépendants de  x, , . ., zk, on aura, en prenant par  rapport  à ces 
n r i a b l e s  les dérivées partielles de ( S ) ,  

inais le système total ( A )  donne, eiitre autres, 

d3; 
dx, ùXk 
- da, =,fi, . , . , - =Ji. (k 1, 2, . . . , M), 

équations qui, en vertu de  (8) e t  ( g ) ,  deviennent 

système équivalant au système total suivant : 

où l'on considère zk+,, . . ., x, comme constants : donc Oi est une solu- 
tion du système total ( A k ) ,  lequrl d'ailleurs n'a pas (l'autre solution 
qui  se réduise à 2: pour  xi = g,, . . . xk =Ex . .  C. Q. F. D .  

Remarque. - Le système (A,) n'est autre  que  le eystéme propos0 
même ( A ) ,  où l'on considère xk+cc . . .) zn comme constants, ce q i i i  

revient à égaler 5 zéro leurs diffkrentielles arbitraires . . ., dx,. 

Les ihéorèmes 1 et  11 ont  une signification remarquable. 
Par  dkfinition, il su f i t  de  considérer, dans le système aux différcn- 

iielles toiales ( A ) ,  les lettres xi , . . . , xn comme dcs fonctions y dc t pour 
avoir le système aux  différentielles ordinaires (B); cette identité cl(: 
forme, qu i  existe entre  les systèmes ( A )  et (B), existe dans leurs solu- 
tions (A')  et (B'),pouwu que la subslittrtion ( C )  &"ablisse entre x , ,  . . . , 
xll aucune relation sans t ,  a,,  a*, .... Sous cette réserve, les l e ~ t r e s  z , ,  
z, ,  . . ., rm, dans l'un et l'autre système (A) et  (B)  désignent les inêineç 

?. 
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( * O  ) 
expressions incon nu es 

( z  = 1,2,  . . .,nz), 

qui  représentent les solutions d u  système total (-4) ou du  système ordi- 
naire (B), selon que  dans ci on attribue i x i , .  . . , x n  la signification 
qu'ils on t  dans l'un ou l'autre système : ou de variables inclépeii- 
dantes ou de  fonctions de  t choisies arbitrairement. Par conséquent, 
toute relation entre z ,  , . . . , z , ~ ,  x i , .  .., x n ,  21, ..., z:, x:, ..., X: ne 
contenant pas t ,  a , ,  a2* . . . explicitement et satisfaisant à l'un des sys- 
tèmes ( A )  ou ( B satigait nécessairement à l'autre. 

5 II. - Propriété des intégrales du système différentiel ordinaire ( H \ 
auquel se ramène le système total ( A ) .  

On conçoit I'intéi-ét qu'on a d'amener une intégrale connue d u  sys- 
tème (B)  h ne pas contenir explicitemeni t ,  a , ,  a,, . . ., puisqu'alors 
elle sera également une intégrale du  système total ( A ) ,  dii moins si 1:) 
substitution (C) laisse x , ,  . . ., xn indépendantes entre  elles, et cl(: 

O x:', . . ., x,. 
A cet égard, nous allons montrer que  les intégrales du  système ( B )  

possèdent une  propriété reinarquable, analogue h celle que Poisson ;i 
signalée à l'égard clii s j s iéme canonique. 

THÉORÈME III.  - De chùque inlègrale du système (13) on peut déduire 
une seconde intègrale qui s'exprime en fonction de z ,  , . . . , z,,,, x ,  , . . . , 
x,,, xy, ..., xn, sans dépendre explicitement ni de la variable t ni des 
paramètres a , ,  a,, . . . . 

Soit une intégrale quelconque du  système ( B ) ,  dans laquelle on a 
déterminé la constante pour t = t,, 

soient ,  comme précédemment, x k + , ,  . . ., x n ,  x,OT1, . . ., xf celles des 
quantités x e t  xo que  le système (C) laisse arbitraires ('); alors le 

( l )  Les nombres A- et t sont compris, le premier entre zéro et R - I et le second entre 
zéro et n. 
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système (C , )  pourra être résolu par rapport i t et à (2n-- k - l -  1 )  pa- 
ramètres a, c.e qui  donnera 

Portant ces valeurs dc  t ,  a, ,  a*, . . ., &2n-k-&l dans le systéine (B) et 
dans son intégrale (13), on aura 

Mais, par l'équation (6), établie préckdemment, les solutions x,, . . . , 

qui  ne contiennent pas 2, a,, a2, . . . explicitement; donc,  si l'on porte 
ces expressions de z ,  , . . . , z,, dans l'equation ( 15) ,  celle-ci aiira lieu iden- 
tiquement, quelles que  soient xk+, , . . ., x,, x!+,, . . . , XI:, a', a'', . . . ( '  ). 
De là i l  résiilte que,  en vertu des relations inconnues enirct z ,  . . . z,,, 
xk+, ,  . . . , x,~, L$,+ . . . , zf, z i ,  . . . , zm, l'équation (15) sera identique- 
ment satisfaite, indèpendamment de a', &, . . . . 

Par conséquent, on peut clans l'équation (15) altribuer à a', a", . . . 
des systèmes de  valeurs particulières quelconques 

z , ~  du système ( B )  sont des fonctions de xk+,, . . . * xnc a-:+,* . . . , 2." ' 

a', an, . . , h', b", . . . * c ' ,  c", . . . , . . . * 

et l'on aura ainsi un certain nombre d e  relations ne coritenant pas de 
paramètres (z). 

Cliwune des relations ainsi  trouvées coriiiendra au moins l ' i ine  

( ' )  Car, entre ccs quantitbs, on ne saurait avoir de relation; en effet, .rA ,.,, . . . , .T,~.  

. r f T l ,  . . . . .zP, étant indépendants par supposition, une relation entre xkLl, .. . , x,,. . I : : + ; ,  . . . , 

.r;;, x', XI'. . . . donnerait l'un des paramètres a, soit 

%'=  8. L , l - k + l ( ~ k + I ,  * - ~ , * ~ f l , ~ ~ ~ + l ,  - - - ' *c ,~l f ,  4, 
Gquation qiii, jointeaux 212 - X. -/équations ( i d ) ,  permettrait d'éliminer . T ~ , . ~  .... x,,, .r;+,; ..., 
. r i ,  et l'on aurait une relation entre la variable t et les paramétres arbitraircs x ,  ce qui est 
a lis II  r de. 

( ' )  Si I'hquaiion ( I 5 )  est algébrique et ordonnée par rapport à r ' ,  x",  . . . , on n'a qu'à 
égaler séparénient à zéro les coefficients de leurs diverses puissances et  produits. 
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( ‘2 1 
des inconnues z, ,  . . . z, et  l’une des valeurs initiales zy ,  . . . a:, car 
entre xkci ,  . . . x,, . . . , xt, indépendants par supposition, on ne 
saurait avoir de relations sans paramètres. Ainsi, considérant l’une clc 
ces relations, on peut la supposer résolue par rapport à l’une des con- 
stantes uo,  par rapport à zy ,  par exemple, e t  l’on a 

Prenant la dérivée de cette équation par rapport à I e t  remplaçant 10s , 
dérivées des inconnues z par leurs valeurs ( B i ) ,  il vient 

dP dP !!p - z, + . . . + - z, + (II = o. 
cll -ciz, dzni 

A l’égard de  l’équation ( 1 7 ) ~  deux cas peuvent se présenter : ou 
bien cette équation est ideniique, et alors ( 1 6 )  est une intégrale du 
système ( B , )  lequel n’est autre  que (B), iritégrale telle que l’exige 
l’énoncé; ou  bien ( 1 7 )  est une relation entre  les quantités qui y 
figurent, et alors c’est une intégrale de  (B).  Cette intégrale nouvelle 
(17)  est distincte de l’intégrale déjà connue ( 1 3 )  puisque z i ,  q u i  
figurait dans (13)’  ne figure pas dans (17). 

En procédant à l’endroit de  (17) comme on l’a fait à l’égard de ( 1 3 ) ’  
on trouvera ou  bien une intégrale telle que  l’exige l’énoncé, ou bien 
une nouvelle intégrale, distincte des intégrales cünnues ( 1 3 )  e t  ( ‘ 7 ) .  
Continuant ainsi, ou bien on va rencontrer une intégrale telle que  
l’exige l’énoncé, ou bien on finira par les trouver toutes. 

C. Q. F.  D .  

Remarque. - Nous avons admis tacitement que  le système total ( A )  
était complètement intégrable, puisque nous renvoyons à l’équation (6) 
qui n’a lieu que  sous cette condition. Ainsi le système ( B )  ne  possède 
la propriéti! que  nous venons de montrer que  dans le cas seulement où  
les expressions fi satisfont aux conditions connues d’in tégrabilité. 
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$ III. - Exposition de la méthode nouvelle e t  sa comparaison aux anciennes. 

I h n t  doiiné le système tv ta l  compléteinent intégrable 

( A )  

remplacez les variables indépendantes x,, . . . x , ~  par (les fonclioiis 
quelconques y , ,  . . , a)n d'un*e nouvelle variable t ( ' )  avec 011 sans para- 

. iiiètres a ; vous aurez le système ordinaire 

da, =,f,id.rl +. . . + f f d x , ,  ( i  = 1 , 2 ,  . . , m ) ,  

. 

intégrez ce système en prenant les valeurs initiales des incoiiniies 
pour constantes d'intégration, ce qui donnera 

(B' )  ~ i = + i ( t , I ~ , a ~ , a ~  ,..., z:, ..., zz ) )  ( i = = x ,  2, . . . 9  ) ) t ) ,  

t ,  CItant à volonté une constante numérique ou iine fonction des para- 
mètres a. Considérez le système 

Règle gén èra te. 

( '  ) Rien n'empkhe de prendre pour variable nouvelle f l'une quelconque xk des ancienncs 
x, ,  . . . , c,,, car cela revient à poser xk = yk ( t ! =  c.  
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( 14 1 
Éliminez du systkme (B‘) t et tous les paramètres cc au moyen des 

équations 

.xk+i = vk+i ( 1 ,  ai, al* * * ), - 9 xn = y n (  1 ,  ai, * ), 
~ ~ + ~ = ~ ) ~ + ~ ( t ~ , t l ~ , a ~ ,  ...), . . .>  ~ = y ~ ( l O , a i , a , ,  . . . ) ,  (43 1 

vous aurez, en ajoutant des accents aux lettres z, ,  ...) z,, [voir 
note (’), p.  81, 

(SI’ )  Z i = m i ( x k + l , . * . , ~ , ,  ~.*,Z:.Z:, m a . ,  z : ~ ) ,  ( i = 1 9 2 9 - . . 9 m ) .  

Intégrez le sys thne  total 

( * A )  dZi= f :dxl+.  - a  +fi .dx&, ( I = 1 9  2 ,  . . :, m), 
en considérant x,+,, . . . , zn constants, e t  en prenant i,, . . . , z:, don- 
nées par (B”) cornine valeurs initiales des inconnues z,, . . . , z ,  polir 
x, = E,, . . . , zlr= vous aurez les solutions générales d u  système 
total ( A ) .  

Connaissant une seule intégrale du système ( B )  vous trouverez par 
le tliéorkme III une intégrale ne contenant pas t ,  a, ,  a2, . . . explicite- 
ment : 

P ( d i ,  . . . , z;,,, XLAi, . ., z n ,  xÎ+1, . . ., x;, z : ,  . ., zfn) = z : .  

Intégrez le sjstbme ( A,) en déterminant les constanles d’integration 
p a r  l a  condition que  z , ,  ..., z , ~  pour x, = E , ,  ..., xk = 6, se rédoisent 
;L z l ,  . . . , z‘,, ( ’ )  ; résolvez le systèine: intkgral ainsi troiivé par rapport 
5 z ‘ ~ ,  . . . , z : ,  portez leurs valeiirs dans P et vous aurez une i n i é g i d e  
du  sgstèiiie proposé (A) .  

Dans le cas extrême de k = O ,  la règle générale doit ê t re  modifiée 
de 12 inanière suivante. 

. I  

Règle spéciale. 

Lorsque le système (C) n’établit aucune relation entre  x,, . . . , x,) 
sans t et les paramètres a, e t  que  xy, . . . , x: s’expriment au inoyeri 

. . . , xn, qui  restent arbitraires ( l e  nombre Iétant  l’un de  O à n), 
bliininez 1 et tous les paramètres a dans le système ( B I )  au moyen dri 

( I j Maintenant z ‘ ~ ,  . . . , z;,~ sont de simples lettres, leiirs valeurs (B”)  étant inconnues 
d u  moment qu’au lieu de tontes les int6grales (B‘ )  de ( B )  on n’en connaît qu’une seule. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



e t  vous aurez les solutions générales du  système total proposé ( A ) .  

une intégrale d u  système total ( A )  en faisant usage d u  théorème 111. 
Connaissant une seule intélgrale du  système ( B ) ,  on peut en déduire 

En comparant notre méthode à celles de M. Mayer e t  de Natani, on 
trouve qu’elles y sont comprises commc cas très-particuliers, e t ,  yiiant 
au théorème par lequel Boole ramène un système aux  différentielles 
totales à un système aux  différentielles partielles, il est une consé- 
quence évidente de nos théorèmes 1 et  II. 

La méthode de  M. Mayer rentre daiis notre r&gZe spéciale à l’aide de 
trois suppositions particulières faites sur  les fonctions (pi, . . . , F~ : 

I O  Le nombre des paramètres a est n - I ; 
2 O  La quantité t ,  est indépendante des paraniètres a ;  
3” Les fonctions y , ,  . . . , yrt pour  t = t ,  sont également indépen- 

Effectivement, M. Mayer cliange de  variables dans le système tu- 
dantes des paramètres u.  

ta1 ( A ) ,  en  posant 

où uy est une constante (dans ses différentiations par rapport à u.,, . . . , 
u , ~ ,  M. Mayer fait cette hypothèse), e t ,  parmi toutes les dérivées - que 

donne le système ( A )  transformé, M. Mayer considère celles qu i  se 
rapportent à u, : 

dzi 
/ dUk 

Quoique u2, . . . , U,n soient des variables au même titre que  u, dans 
(rS) ,  dans I’integration de  (19) elles sont traitées comme des con- 
slantes, et, ‘en réalité, tout commence & l’intégration dc (q), après 
quoi il n’y a qu’à éliminer dans le système intégral trouvé les quan-  
tités u, ,  . . . II, au moyen de  ( I 8), de  sorte que,  dans les calculs essen- 
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( 16 ) 
tiels de lîl. Mayer, on peut considércr u, comme variaLIe unique et 
t t , ,  . . . , u , ~  comme des paramètres. 

Pour rentrer clans notre notation, il n’y a qu’à changer te nom de u, 
en t e t  de u,, ... , u , ~  en tc,, . . . après  quoi le système (19 )  se 
rédui t  à (R), les fonctions y , ,  . . . v n  étant  indépendantes de a,, . . , 

. 

cç,-, pour une  w l e u r  particulière t ,  = u: de  t. C.  Q. F. 1). 

La nikthotlc de  Natani est un cas encore plus particulier de  notre 
règle générale, celui où l’on prend pour équations (C)  les suivantes : 

L’équation zn = t revient à preritlre x,, pour variable indépentlanie 
unique;  le système ( B )  devient donc, en d o n n m t  des accents aux 
lettres z , , . .  . . , z,, 

Après avoir trouvé d’ici z ‘ ~ ,  . . . z : ~ ,  on doit les prendre polir valeurs 
initiales dans le système total auquel se: réduit ( A k )  pour rE = n - I ,  

c’est-i-d ire 

C’est bien la inétliode de Natani, où l’on exécuterait les calciils en 
ordre inverse à l’liabituel. En effet, daiis cette méiliode, on cornmence 
par exprimer z, ,  . . . z,, en fonction de 

ce qui exige l’intégration des n - I systèmes auxquels ( 2 1 )  est P q i i i -  

Yalent, après quoi on termine en  déterminant di,  . . . a:, par  l’intégra- 
lion du système ( 2 0 )  : ce sont bien les mêines calculs, exéculés en ordre 
inverse. C. Q. F. D. 

Reste à faire voir que  le théorème de  Boole est impliqué dans les 
principes de  notre méthode. Soit une intégrale quelconque du  systbme 
total ( A )  

( 2 2 )  F(zl ,  z2,.  . .,zm, xI, . . . , x n )  = F ( z ~ ,  z;, . . ., z;, si7 . . ., x; ) ;  
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i ' 7  ) 
par  le théorèine 1, cette éqiiation représente également une intélgrallc 
d u  syslèine ordinaire ( B )  

o ù  les fonctions x$, xq. . . . , x, de  t sont complèteinent arbitraires. 
Prenant la dérivée de ( 2 2 )  par rapport à t et  reinplaçanl les dérivées 
des fonctions injxmiuesz par leurs  valeurs ( B ) ,  on a 

1 

( 23) 

Cette bquation se  sépare en celles-ci : 

h cuise de l'indépenùance absolue qui  existe entre  les fonclions (IP I 

que  l'on a substituées à .q, x,, . . . , x,. 
Réciproqueinent, tonte soliition F du systkine ( 2 4 )  satisfait identi- 

quement i I'équatien ( 2 3 )  et  par conséquent ( 2 2 )  est une intt'Bgi.de d u  
système ( B ) ;  mais, x, , . . . , xn étant des fonctions arbitraires de t ,  
on peut les considérer comme indépendantes entre elles, et alors l'in- 
tésrale ( 2 2 )  de ( B ) ,  ne contenant iii t ni les paramètres a explicite- 

Pour achever notre théorie, nous allons, en partant de  nos principes. 
retrouver à la fois comine néccssaires e t  sufjsunïes les conditions 
connues pour que  le système total ( A )  soit complètement intégralde ( 2 ) .  

ineni, est une intégrale du système total ( A )  ( ' ) .  C. Q .  F .  D.  

( l )  FOir la conclusion du $, 1. 
( z, Ces conditions sont 

ou encore, en effectuant les diff4rentiations e t  remplacant les dérivees partielles dc z , ,  . . . , 
z,,, par leurs va!eui-s qui résultent du système ( A ) ,  

Ces rondiiions, évidemment nécessaires, n'ont pas ég établies (I priori comme suîfisantes. 
3 

. 
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. ( 1 8 )  

fs IV. - Conditions pour qu'un système total soit complètement intégrable. 

Afin que le système total ( A )  soit complètement intégrable, il h u t  et 
i l  suffit que le système ordinaire 

puisse s'intégrer sans spécifier la forme des fonctions arbitraires 
x,, . . . , x,', c'est-à-dire que  les iriconnues du  systkme (B)  soient des 
expressions déterminées de s,, . . . , x,, e t  de leurs valeurs initiales 
x:), . . . ,  xi;' p o u r t = t o :  

( ya5) zi = c i  ( X I ,  . . . , x ~ ,  x : ,  . . . , x i ,  z : ,  . . . , z & )  ( i  = I , 2, . . . , rn), 
Gi étant la même expression quelles que  soient les fonctions x,, . . . , xn.  

En effet, lorsque le système total ( A )  est complètement intégral~le ,  
alors les solutions de ( B )  sont de  la forme ( 2 5 ) ,  d'après le théorème 1. 

Réciproquement, si les solutions de ( B )  sont d e l a  forme (di), alors, 

en preiiant leuins dérivées et égalant les valeurs trouvées de dt a celle 
donnée par ( B ) ,  on a 

dzi 

ce qui  doit être une identité, car, x,, . . ., x, étant complètement arbi- 
traires, on ne saurait avoir de  relation entre  elles e t  leurs dérivées; 
donc l'identité ( 2 6 )  se sépare en celles-ci : 

donc l'expression ci, qui  contient 
est une solution du système total 
plètement intégrable. 

(k I , 2 ,  . . . ,  m ) ,  

F U  
-* Itl ' les constantes arbitraires zy, . . . , 

( A ) ,  lequel est par  conséquent com- 
C.  Q. F. D. 

Reste à trouver les conditions pour que  les inconnues d u  système (B) 
soient des expressions déterminées de  x, , . ., x , ~ ,  x:, . . .) x:. 

8 
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Miiltipliant l’équation (B) par dt e t  intégrant de t ,  à t, il vient 

donnons ici aux  fonctions LI;, , . . . , LI;, des variations arbitraires qu i  s’an- 
nulent pour t =  t ,  e t  supposons que xy ne vàrie pas ( ’ ) ,  on aura,  en 
intkgrant par pariies les différentielles des variations et  supprihiant les 
termes qui  s’annulent à la limite t,, 

A f i n  que zi soit une fonction déterminée de  x,, . . ., xpt, i l  faut et il 

suffit que  l’expression sous le signe soit nulle, c’est-à-dire 
1 

les variations ôx,, . . . , ôxn restant arbitraires. 
Cette ckndition est, nécessaire, car, si zi est une expression cléteib- 

minée de  x, , ..., xn, l a  variation chi est linéaire par rapport h 
ax,, . . ., 3xn- Elle est en même temps suffisante : en effet, supposons 
que la condition (29) ait lieu; alors l’équation ( 2 8 )  se réduit à 

( 3 0 )  oz; = f p x l  t. . . + f,fox,I. 

Les variations Cpx,, . . ., $J;, étant  par supposition arbitraires, on 
peut se les donner demanibre qu’elles soient nulles pour  une seconde (*) 
valeur quelconque t ,  de t ;  alors ( 3 0 )  fait voir que  ôzi s’atinule égale- 
ment pour  t = t , ,  et,  en vertu de  (27), pour  t = t , ,  

( ‘  ) On peut toujours se donner les mêmes valeurs initiales z : ,  . . . , z;,,, des inconnues 
zl ,  . . . , z,,,du système ( B ) ,  quelles quesoient les formes différentes qu’on attribue à x,, . . . ~ :r,,. 

( z ,  On a dhjà supposé que JxI,  . . . , &r,, s’annulent pour t = t , .  
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ce qui  fait voir  que I'iniéçrale 

x,, . . ., x, des variations arbitraires th, , . . ., ÔxlI, qui s'aniiiilent aux 
.Iiiiiiies I = t ,  et I = t ,  ; d'où i l  résulte que  cette integrale a la même 
valeur pour toutes les fonciions possiibleç x,, . . . , .yJt, q u i  on t  les niêines 
valeuibs iiiiti;iles e t  finales .ri, z:, . . ., x:', xy, xi, . . ., x:. En d'aiitrcs 

est une expression déterminécl iormes, 

de z:, ..., q:, xy, . . ., x:, et ,  coiiiiiie t ,  est une valeur quelconque de 2, 

si est u n e  expression déteririinée de x,, . . ., x n ,  x:, . . ., xi. c .  Q . F . D .  

L'équation de condition (29), qu'on vient de  déinoiitrer, doit avoir 
lieu iiidépendammerit de dx , ,  . . ., d x n ;  formant vi, y reinpiaqant 
&,, . . ., $z,,~ par leurs valeurs ( 3 0 )  et egalant s6p;ireiiient h zero les 
coef'ficieiits des variations ôz ,  , . . ., $x,~, on aura, en divisant par di, 

ne varie pas q u a n d  on donne 1" 

, et par suite l' 

df: ou bien, foimant la dérivée e t  y remplaqml les dérivkes de z , ,  . . . , z,,, 

par leui~s valeurs ( B ) ,  

n 

( i =  1, 2, ...' m), ( I L  1, 2, .,., n), 

ce qui  est une identité, car ,  entre les fonctions cornplètemeiit arbi- 
traires x,, . . . (  xJt et  leurs dérivees, on ne saurait avoir de relation; 

d 1 dl  ' 
on trouve à l a  fois coinine nécessaires e t  suf'fisantes les conditions 
connues pour que  le système total ( A )  soit compléternent intégrable. 

donc ,  en  égalaiit ici séparéinent à zéro les coe fh ien t s  de --'y dX 0 .  y dXIl - 

c .  Q .  F .  D.  

Afin de rendre cette démonstration plus sensible, nous allons I;i 
reprendre en faisant une Iiypotliése particulière sur  les fonctions arbi- 
t raires z, , . . . , X n ;  nous supposerons que ces variables soient des foiic- 
tions dkterininées de t et de 2n paramètres a , ,  a2,  . . . , U Z n ,  et  que Ic 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



çystkme ùcls 2 n foiictioiis 

soit distinct par rapport aux paramètres a,* a,, . . . a2,. 
Dans ce cas, on démontre d’abord que,  pour que le sysième ioinl ( A )  

soit complèiement inie‘grable, ilJaut el il su@ que les inconnues du :YS- 
tème ( B )  soient des fonctions de x i ,  . . . , x,, xy , . . . , x,” sans dépendre 
explicitement de t ,  a,,  . . . , tz2,,. 

La cléinonstration est  la mème que  lorsque xi ,  . . . , x,-étaient arbi- 
traires. En effet, l’équation (26) est toujours identique c o n m e  avant, 

on ne saurait par supposition dX, dxla 
’ 2  puisque entre  xi, . . . , xn, -&-? * . ‘  

ayoir de relation o ù  ne figurent pas a ,  . . . , a2m. 
Reste à trouver les conditions pour que  les solutions de ( B )  soient 

des fonctions esactes de xi ,  . . . , xn, xy, . . . , x,O sans dépendre expii- 
citeincnt de t ,  a,, . . . , ql2. 

Dans l’équatioii (28), 8z i ,  hi, . . . , 81~7~ sont maintenant des tlifftc.. 
rentielieç totales par rapport  aux paramètres a,, . . . , par suppo- 
sition, ax,, ..., 6xn doivent être nuls pour t =  î,, e t  pour cela il faut e t  
il suffit q u e x , ,  ..., x, pour  t = t , ,  c’est-à-ùire que  xy, ..,, xn, soicnt 
indépendants des paramètres (’). Sous cette réserve ( 2 8 )  a lieu, e t  i l  
en iaésulte directeinent que la condition (29) est nécessaire et suffisante 
pour  que  zi soit fonction exacte de  xi, . . . , x , ~ ,  car cn vertu de (29) 
l’équation (28) se réduit à ( 3 0 ) ,  ce qui  montre que  la différentielle 
totale de zi s’exprime au moyen des différentielles totales de  xi ,  . . . , 
x,~, sans contenir explicitement $a,, . . . , ôa2,2; donc zi est fonctioii 
exacte des z. 

Ce point établi, on développe l’équation (29) coinme précédemment, 
puisque les différentielles d’x,, . . . , $x,, sont indépendantes entre 

d X ,  d X  elles et qri’enire z,, . . . , .rn, tll ’ 3 - r/t on ne saurait pa r  siippositioii 

avoir (le relation o ù  cq, . . . , r -sn  ne figurent pas explicitciiien t .  

i‘) En siipposant que t ,  soit indépendant  r ie  z,, z l ,  . . . ~ z2,,, car c’tlst seulcmmt dani; cc 
a s  qu’on peut  fdire c = I ,  sous le signe de difih-eniiatjori tola!e ct. que l’on aura 
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( 2 2  1 
Remarque. - L’kquation (29) présente 5 elle seule la  condition 

iiécessaire et suîfisante pour que le système aux différentielles to- 
tales ( A )  soit complètement intégralde. 

$ V. - Discussion et application de la méthode A un exemple. 

En se reportant aux résultats obtenus au  $111, on voit que  I’inié- 
gration du  système ordinaire (B) avance d’autant plus la solution du  
système total (&4), que le nombre k des variables x,, . . . , x , ~  que la 
substitution ( C )  déteriiiine en  fonction des autres est plus petiî. 

Dans le cas limite où k = O ,  l’intégration de ( B )  clonne directement 
les solutions du système ( A )  sans nouvelle intégration. Dans l’autre cas 
extrême où k=n- ~, . l ’ intégrat ion de ( B )  ramène seulement la ques- 
tion à l’intégration d’un système total avec une seule variable de  moins 
que  le proposé ( A ) .  

Cependant, ce qu’on perd dans le chemin que  l’intégration de  ( B )  
fait faire au probléine, on le gagne au point de vue de cette intégra- 
tion, qu i  est d’autant plus aisée à effectuer que le système ( B )  contient 
moins de paramètres arbitraires. 

11 y a plus : le sysième total ( A )  ne peut être considéré comme réel- 
lement transformé et  simplifié que  si les fonctions y , ,  . . ., (D, qu’on 
substitue à .ri, . . . , x, ne sont pas toutes indépendantes entre elles. Nous 
expliquerons suffisamment notre pensée sur  un exemple appartenant 
aii cas le plris simple possible : celui d’une seule équation totale h deux 
variables indépendantes skparées entre elles. 

3 )  

Soit l’équation 

dz = sins2dx + cosJrzdy, 

nous en tirons d’abord immédiatement 

( A ’ }  z = Jsinx’dx + J c o s y ’ d ~  ; 

d’autre part, en remplaçant y par yix, a, ,  a2, . ..), on a ,  en  ajoutant 
h s un accerit (re‘gZe ge‘ne‘rale), 
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d’où 

Tant que  y contient des paramètres o., cette quadrature (B‘), uniyue en 
apparence, se compose, en rkalité, de deux quadratures distinctes, 
les mêmes que celles de (A’) ;  donc ramener le .système total ( A )  au  

. système ordiiiaire ( B ) ,  c’est compliquer le problème, sans le trans- 
former. Mais il n’en est plus ainsi lorsque y a été convenablement 
particularisé sans y f‘aire figurer de paramètres; par exemple, si l’on 
fait ici y = y+) = x, l’équation ( B )  devient 

= sinz2+ cosx2= I ,  d’où z ’ = x  + 2,; dz’ 
iG 

après quoi le problème s’achève en  intégrant le système ( A x ) ,  q u i  se 
réduit ici à l’équation 

dz = ~osy~cty,  

qu’il faut intégrer en prenant z’ comme valeur initiale de z poiir 
y =  x, ce qui  donne 

(4 2 = Lt: + 2” + J Y C O S Y 2 d y ,  

solution qui  exige réellement une quadrature de moins ( ’ ) que la solu- 
tion (A’).  

En  général, lorsque la substitution (C)  n’établit entre x,! . . ., x,, ;M- 
cune relation, par cela même que  (B) est complètement équivalent 
k ( A ) ,  leurs solutions exigent identiquement les inémes intkgrations, 
et ce n’est que  par une substitution plus ou moins particulière qu’on peut 
espérer de  diminuer le nombre des intégrations, coinme cela arrive 
dans l’exemple précédcn t, c’est-à-dire en reniplaçant certaines d’entre 
elles par des quadratures connues. 

Nous terminerons ce travail en  appliquant nos règles L l’exemple 

( 1 )  Certainement, A quelqu’un qui saurait intégrer cosy’rh cette méthode apprendrait 
intégrer s inx’th ( e n  remplacant sinx2 par I - COSJ?), mais il n’est pas moins vrai que cette 
intégration n’est plus nécessaire pour la solution d u  problème; la formule ( a )  permet de ré- 
soudra l’équaîion totale ( A )  sons savoir inlégrer sin x’dx, et nous avons rkellernent diminut: 
le nombrr desqiiadrati(res ci faire si l’on compte pour rien $dx. 
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su i van t : 

dx,  + z2 

dx1 + za 

dx, + 

dx, + 

Application de la r@le gknèrale. 

Commençons d'abord par  faire une substitution particidière que nous 
clioisirons ùc manière à avoir  l in  système différentiel ortliiiaire linéaiiv 
b coefficients constants; à cet eiïet, posons ( ' )  

x , = x 3 + ; ,  x2==xs-z, b .  i C 3 )  

le sytèiiie ( A )  devient, en ajoutant un accent aux lettres 5 ,  

( B )  

d'où, en intégrant, 

\ 2 x ; - s , ) C +  ~ I - ~ ~ 3 ) ç i t - C , ,  

z 2  = ( 2 4  + & ) C -  ( 4 X 3 +  I ) C , +  c,, i B') 1 Z \ = ( 1 - - 4 3 : )  C + 8 X 3 C l - a C ~ .  

Le problème s'aclkveen intégrant le système total suivant, oii .r3 ost 
constant, 

~ 

( l )  Nous prenons x3 pour la variable t .  
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Or, un calcul facile donne les solutions ( j 

où il convient de determiner les constantes A ,  A , ,  A 2  par la condition 
que les valeurs de  z ‘ ~ ,  z , ,  z: {  fournies par (B’) soient les valeuis h i -  
tiales (le zi, z2, z ,  correspondantes aux valeurs de x, et x, données 
par ( C J .  Siibstituant dans ( A l . )  s, et  x, les valeurs d6duites de ( C , )  
on trouve d’abord 

? I  

remplaçant ensuite z’, , zr2 ,  z ‘ ~  par leurs valeurs (B‘) et  résolvant, on a 

ce q u i ,  po r t& dans (&), donne 

et l’on a en cffct les solutions d u  sysiénie proposé ( A ) ,  coinine on peut 
s’en assurer diiwtcnieii t .  

Montrons niaintenant yric ( h i l e  seule intégrale d u  systéine ( B ) ,  sans 
connaître les autres, 011 peu t  dédu i re  une intkgrale (lu système (.\) par 
l’intkgratioii d u  sptèi i ie  ( A X  j. 

( ’ )  Les équalions ( A , . )  ne contenant pas z3 au second membre, i l  sufit d’intégrer lcs 
deux premieres, après quoi, conniiissant zl c t  zL, la troisième équation donnera zJ par une 
quadratiire.Koris ometloris cos calciils f~iciles, nolre but élan1 de confirmer iiolre &gle gé/k- 
lale en montrant que Ics solutions de ( B )  et  de ( A A ) ,  n’imported’où elles sont  tirt‘cs, donncnt 
effectivement les solutions de ( A ) .  

4 
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On irouve directement (’) l’intégrale suivante du système ( U )  : 

I D )  ( a‘, + 2: + of3 ) J 3  + + z’I - 5 z: = c. 
B’aiitre part, déterminant dans ( A l  ) les constantes tl’intéçraiion de 

manière que, pour  les valeurs de 5,  et x2 données par (C,) ,  on ;lit 
P‘, , 22 = z‘2, .oc3 = 2’ 3 ,  il vient - -  

c. , - 
z , [ x , - -  .2’,+2(xi-.r3)q + z 1 [ x 2 - x 3  +- 2 ( x , - X 3 ) q  = z ’ , ,  
zI[rX,-x2‘,+ 2 ( r l - X 3 ) ’ ]  $ - Z , [ x J - x 2 +  “ . ( ~ Z f . - x J ) ‘ ] - z : ) (  

z , [ I  - ~ ( X I - X ~ ) ’ ]  -k 21“ - ~ ( Z Z -  x?)’] + 2 3 -  z 3 ,  

et, portant ces valeurs (le z’ , ,  z ’ ~ ,  z ‘ ~  dans ( D ) ,  o n  trouve 

21x1 + 21r2+ z3x:;= c, 
ce qui est ‘en effet une intégrale du système total ( A ) .  

App/ication de la règle spéciale. 

Faisons maintenant une substitution générale, 

X ,  =: X ,  t + a‘, X ?  = r,t + a”, x3 = a3 t + X I ” ,  I x; -- x ‘ ,  xi = an, xt.J = al’/, 
( C )  

qui  n’établit entre x,, x,, z,, x:, xi. x: aucune relation sans t ,  P,, 

cc,, . . . . Le système (.4) devient 

I [ ( z 3 - a l ) t  i- d”- a ’ ] z i a i  

+ [ ( - ~ a l + a i + a , ) t - ~ ~ b + ~ ’ + a ’ ‘ ’ ] z , a Î  
+ [(al - a3) t + a‘ - a”] z3a3 

[ (a I -  a , )  1 + a”- a’]  zI  a ,  
+ [ (a i - -  a r ) t  + a’- a n ] z 2 a ,  
+ [ ( - 2 a 3 + a 1 + a s ) t - ~ = l ” + x ’ - t  sc”]z3a3 

i 
1 ’  dt - K, 

( ’ )  Ajoutant la première, la deuxième et la troisième équation ( B ) ,  multipliées respective- 
nient par x3+ ;, xJ- :, x3, on a une combinaison intkgrable. 
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On a donc le systbrne intégral complet d u  système ( B )  aussi bien que 
celui d u  proposé, ( A ) .  

Cet exemple fait ressortir l’avantage qu’on peut avoir i faire figurer 
dans la substitution (C) plus de paramètres qu’il n’est strictement né- 
cessaire pour que les x soient indépendants entre eux et  des x”. 

Ici cc, est un  paramètre suppléinentnire, et l’on pourrait faire, par 
exemple, a, = I sans que x, x,, x,, xy , x:, LE: cessassent d’être indé- 
pendants; mais alors, au lieu de l’intégrale ( E ) ,  on aurait celle-ci, 

el pas davantage, tandis que la présence de a ,  dans l’intégrale ( E )  per- 
iiict d’obtenir les trois intégrales du problème. 

Vu et approuvé : 

Paris, le 25 juin 1879. 

LE DOYEN DE LA F A C U L T ~  DES SCIENCES, 

MILNE EDWARUS. 
Permis d’imprimer : 

Paris, le 25 j u i n  1879. 

LE VICE-RECTEUR DE L’ACADÉMIE DE PARIS, 

GRÉARD. 
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SECONDE THESE. 

I 

PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ. 

ï l iéor ie  générale d u  potentiel. - Méthode de Green e t  principc: 
de Dirichlet. -- Application à l’attraction des ellipsoïdes. 

Vu et approuve : 

Piti’is, le 25 ju in  1879. 

LE DOYEN DE LA FACULT~ DES SCIENCES, 

MILNE EDWARDS. 
Permis d’imprimer : 

Paris, le 25 juin 1879. 

LE VICE-RECTEUR D E  L’ACADEMIE DE PARIS, 
GRÉARD. 

- 
5 ‘t30 Paris. - Imprimerie de GAUTBIER-VILLARS, quai ùes Augustins, 55. 
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