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E.-N. BARISIEN. — THEORIE DES NOMBRES 101

|

M. le Commandant E.-N. BARISIEN (

{Paris)

SUR QUELQUES FORMULES DE LA THEORIE DES NOMBRES OBTENUES PARI
DES CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES (¥)

/Ta /n

512.81: 513.26

— 3 aouf —

Les liaisons de toutes les parties de la science mathématique entre
elles, sont telles que {réquemment des propriétés des nombres sont la
conséquence de formules algébriques, lesquelles proviennent de consi-
dérations géométriques.

Nous croyons intéressant d’exposer les résullats suivants que nous
venons de trouver et qui doivent &tre inédits, tellement la facon d'y
parvenir est originale. Sion
ne donnait que les formules
elles-mémes, on ne pourrait
jamais se douter de leur
provenance.

Jétudiais  Vépicyeloide
ci-contre, engeadrée pai
wn point d'un cercle O de
rayon 2w roulaid  exlé-
ricuirciient suit wn ceicle
fixe O de rayon a. A

A élant le point d’origine
sur le cercle O du roule-
ment, en prenant pour axe
des z la droite OA, et pour
axe desy la perpendiculaire -
élevée en O a OA, et en désignant par » I'angle O°OA, on a pour les
coordonnées dun joint M de Pépicycloide :

3o

(N =3 cos o —2acos o,
. . 3o

2 y=3asine —2asin .

(¥} I1 y a lieu d’apporter au volime du Résumé des travaux du Caongres de Lille 1909, les corrections
suivantes : I A o v
* Page 61.Lignes 10 el {{. — Les valeurs { et § de l'identité sont lides par la relation
1— g2

= —
T
Ligne {2 I—BI§U'I§EU‘|;'EIAD h UanerSI@ ‘Z“l%1(5 :*-- 22122 ?
lire 611¢° 9 56— 3t @



102 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE

En recherchant I'équation cartésienne de celte courbe, jai remarqué
que

a4y =13a* — 122 (:os% .
Donce
) (.'v?' -+ "l/2 — '13((»2)
0S —
®) e = 124 :

et comme

) \ ®
xr =3u (’40«-;—1; — 2 (4@0\ ——Sms—'),

~ ~ ~

il en résulte aw moyen de (3) que I'équation carlésienne de la courbe est
)r(tr'-’ + i —13a*)?* (' 4 y*—1307) 0 ]
L 108 «# 12 «?
—2a(wv+3a)=0.
C’est une courbe du 6° degré ayant un point double B, un point de

rebroussement A, et dont on détermine aisément les points d'inter-
section aveeladroite z + 3¢ =0, etavecle cercle 22+ 32 —13¢2=0.

(24 y2—1302

(4)

Le point double B est (# = — 4, y = 0). Le point de rebroussement
Aest (w ='«,y = 0). La courbe a un sommet au point C (z = de,
» = 0) ct passe par les points (x = — 3¢, ¥y = + 2q).

Elle passe aussi par les points (w =—3a,y==*« \/ 3 V5— 1-)

Ajoutons que cette courbe qui a la forme d'une double cardioide,
pour aire 30 z @2 et pour périmétre 48 «.

Je donne des détails sur cette courbe qui, je crois, a 6té peu étudice,
¢l mériterait peut-étre une étude analogue & celle d'autres épi ou liypo-
cycloides célébres, telles que la cardioide, 'hy pocy cloide triangulaire et
I'astroide.

J'aborde le ceeur du sujet :

En posant cos -(,;) ={,ona d’aprés (1) et (2) :

~

5) ' w=a(6t+4 6 —88—3),
(6) y=2aV1-—8(1—1t)(1 + 41).
D’autre part, si I'on pose tg';—'z 6, on a pour z et ¥ des valeurs uni-
. ' —
cursales en fonction du paramétre 6, et en remarquant que { = :—_*_—F
) _a(50° — 456" + 156 4- 1)
v A+ o ’
8a6®(5— 36
@®) =T o e
(1 + 6

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



E.-N. BARISIEN, — THKORIE DES NOMBRES 103

Mais, d’aprés (3), on a
(14259
Par conséquent, en portant dans cetle relation, soit les valeurs (5) et
(6), soit les valeurs (7) et (8), on obtient les deux identités
9 BP—62—06t4+3)+4(1—)(1+431—42)2=13—12¢,
(10) (565 — 45654 150624 1) 4 [807 (5—30%)]> = (1 + 25062) (1 + 02)5.
Voici des propriéics relatives & la théorie des nombres qui découlent
immédiatement de ces identités.

x4yt =a* (13 —120) =

. —0? .
I. — L'expiression 13 — 124, lorsque t = T est tougouss we
b

sondie de dewx cairirds.

On a, en effet
. . 86 (5 — 36272 _

FEaxeinples. — 1) 6 =1, t =0
3 42— 13.

29) 0:2,t:~i—g
S ]
339) n (448)1; 101
(La 125/ 5
1 3
) = — = —
3 5y t=¢
129\?2 (272 : 29
(120) + 1_2_5—) 5
. 1
4% 9 =y2 {— — —
) V 7 3
1(»/2) ot
. (2") t ( 2 3
Il — Si ¢ :1—:—(}:— , Uewpression

P=13—12¢{—- 88 — 62 —6¢t + 3)®
est towgours un carre parfail.
On trouve, en effet, d'aprés I'identité (9)
P— 863 (5 — 36’)]2
P Tarer
HI. — En changeant ¢ en — ¢ dans (9), on a
(12) B 4+612—61—3+4(1—0)(1—31—42)2 =13+ 121

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



104 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE

En ajoutant el retranchant (9) et (12), on obtient les deux autres
identités A . '
(13) 88 —Gt2— 61+ 3)* 4 (843 4 622 ——61—3)2 +8(1— 1)

X (42 —1)2+92]) =
(14) (813+6{34—6t—3)~—(813—613—6t+3)3‘
+ 48t — 1) (4 — 1) = 24t

IV. — Le nonbire 26 peul towjouis étre décomposé eiv wiie soniine
de quatre carres entiers divisé par un cinquiéine carvé de nomnbre
entier, et d'une infinile de maniéres.

. 1
Si on change dans (11) 6 en - » et par conséquent £ en — ¢, on a
‘ -

(1) (862 + 66 —6t—3¢ + [8?—1("%—:)33)]2: 13 4 124,
et en ajoutant (10) et (15)
(16) (819 — 642 — 61+ 3 4+ B8 + 612 — 6/ —3)?
[893(5-392)12 [86(562—3)T:96
-+ op (R

Exemples. — 19 9 =1, t =10

] 24 92 92
'26_3 + 3 :; +2

33‘) + 448 + 129 272
= .

V. — En remarquant que 26 = 5* + 12, la formule (16) donn(, un
moyen de décomposer une somine de quatre carrés enfiers en uie
somme de deux awlres carrés, et réciproquement.

11 suffit de porter dans (16) une valeur quelconquo de 6, entiére ou
fractionnaire.

Ewxewples. — 19 6 =1, t=0

3243422 422 =52 4 {2
3

20) 9"—_2, t:—-—:
’ o

199+272+339+448—19a+613
VI. — En retranchant (11) et (15), on a la relation
83+ 62 —6t—3)2 ,——‘(8l3 — 6 —6¢+ 3)¢
592 2 3 —_ 2)72
.L"“_ﬂ _ M} = 241
T+ oy L+ oy

qui donne un moyen de décomposer un nombre en une somnie de

(17) 26 =

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



E.-N. BARISIEN. — THEORIE DES- NOMBRES 105

deux carres, diminué d'une autre somme de deux carrds, lorsque
ce nombre est de la forme 24 ¢.

Exemple. — 0 =2, ¢:'_§
5 -
339)2+ (-;48) ‘129) 72 7
<11-2.5 125 (120 (E) N

VII. — La lormule (10) montre que tout nombre de la forme (1 4- 2502)
est wune somite de dewr carrés divisée par wne cinquitiie puissance.

Exenmples. — 19 =1

_2 2
. 24+ 16
(18) 20 = o5
20 =2
2 2
_ 339+ 448
101 = —5 -

En comparant (17) et (18), on a la relation assez curieuse

74—}-16 129+2 2+330+448
28 58
YIII. — La formule (10) montre encore que, comme
14+2562 =1+ (59)?,
on peut encore dire que loul nombre de la forme (1 + 6*) a su cin-

quieme puissance égale aw rapport d'une sonane de dewxr corrés (.
une autre somune de deux carres.

26 =

Ewemples. — 1% § = 1

2 _e
2‘224 + 16 -
5t 1 2
2 4=2
- 339+448
5 = .
10t + 1

1 . S
IX. — En changeant g en 5 dans (10), on obtient I'identité

(19) (6% + 15 6% — 456* +5)* + [86(56*—3)]* = (9* +25) (6* +1)*
Par conséquent, fout nombre de la forme (6* 4+ 25) est égal & une

somume de dewx currés divisée par une cinquitine puissance.
Exemples. —1°) 6 =1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



106 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE

29 0=2 .
2 -2
129 + 272
5y 7
X. — La formule (19) donne comme dans le paragraphe VIII un
autre moyen de décomposer (I 4 62)% en un rapport d'unc somme de
deux carrés & une autre somme de deux carreés.

‘),

el =

Excinple. — 6§ =2
_ 20 + 71
=
XI. — En ajoutant (10) ¢t (19), on a

(565 —450% 415062 4 1)2 4 (05 4 156F — 45 0% 4- 5)?

20) (4 1)p= + [863(B —30%)]* + [80 (56 — 3)]*
12 46 4 5 + (50)*

ce qui domne le moyen de décomposer foul nombire de lo forme
(6% + 1) e un rapport de deuw sommes de quatre carrés.

Exemple. =2

N 2 2 2 2

55 _ 120 + 272 4 339 - 448
T 428 45 102
XII. — (20) s'écrit aussi
(65 — 450 4 1502 4+ 1)* 4 (65 + 156 — 4502 4 5)?
(0 + 1) = +(847 6 — 3] + (8 05’—3)]
26

Dong, tout nombre de la forme (6* 4 1)¢ peut se décomposer en
une somine de qualtre carrés, divisée par 26.

Exemple. — 06 =2
2 P 2 J—
129 + 272 + 339 4 448

26 ’
XIII. — En retranchant (10) et (19), on a encore I'identité

[508 — 450 + 1506 4 1) — (98 4 156% — 450 4 5)*
+ [86% (5 —36%))* — [B0(56® — 3)]* =24 (6* — 1) (0 + 1)*

Donc, tout nombre de la forme 24 (8* — 1) (8* + 1)% est décompo-

sable en une somme de dcu.v carrés, diminuée de la somme (lc deux
autres carrés.

56 —

Exemple. — 6 =2
' T2 x 58 = 339—{—448——129 57
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X1V. — En faisant { = sin « dans (9), on a l'identité

8sin® a—6sin? ¢ —Gsina + 3)* 4 4 cos® « (4 8in® & — 3 sin o — 1)®
(
=13 —12sin « :

ce qui revient & dire que (13 — 12 sin o) est toujours une somme de
deux carrés. :

XV. — En faisant 6 = tg o dans (10), on a aussi Uidentité
14+ 25tg2s

(Otgfz — 4D lgto -+ 151g% 4 1) + 641862 (5 —31g%) =
~ > : ' ‘ costlo
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