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Sulla cliffereiiziabilità totale delle funzioni 

di più variabili vertli. 

Mernoria di FRANCESCO SEVERI (a Roma). 

Siinto. - Sul fondainento delle nozioni (altrove introclotte dall'A.) d i  tangenti  e corde irn- 
proprie d 'u t& insieme d i  pun t i  in un punto  d 'accu~nulaz ione ,  si  determinano condizioni 
necessarie e sufficienti per l a  differenziabilità o per l'ipercliffere~zziabilità. d i  u n a  fun- 
zione d i  p i k  variabil i  in zoz p u ~ z t o  d' accumulazio~ze d' u u  insieine O a l l ' i n t e m o  d i  un 
domiuio  in cu i  essa s ia  clefiwitu. L a  consueta consiclei.aziose delle derivate p a m i a l i  n o n  
esaurisce n è  puo esaurire l a  questioize. Percio l 'A .  deve anz i tu t to  definire l'operazione 
d i  derivazione per u n a  funzione d i  pi& variabil i  in modo adeguato a l la  rcatura della 
fitnzioite, l a  quale esiye che noiz c i  si  l im i t i  a s tudiav  l a  cle~ivazione rispetto alle v a -  
viabil i  separatame?tte coiwiderate. 

L'argomento è di quelli studiati e ristudiati fin dagl'inizi della revisiune 
critica dell'hnalisi ('). Mi sembra tuttavia che possan ancora trovar posto le 
considerazioni cho seguono, sin perche esse conducono, in modo elementare, 
a condizioni necessarie e sufficienti per la differenziabilità O per l'iperdiffe- 
renziabilitlt in un punto Po (mentre le condizioni note riguardan la differen- 
ziabilith in quasi tutti i punti d'un insieme misurabile) ; sia perché l'insieme 
in cui la funzione è data è vincolato dalla sola condizione che Po ne sia un 
punto d'accuinulazione (sicchè in Po le derivate parziali non posson general- 
mente considerarsi); sia infine perché da1 presente lavoro risulta una condi- 
zione necessaria e sufficiente per la differenziabilità O per 17ipekiifferenzia- 
bilità in tutti i punti di un dominio. 

La differenziabilità, in Po di una funzione f(P) di un punto P variabile 
in un insieme piano serrato I (mi limito alle funzioni di due variabili, facile 
presentandosi l'estensione ad n > 2 variabili), è intesa ne1 senso generale di 
STOLZ, ciob ne1 senso che esista un'espressione ubx + PAy, con a,  p costanti, 
tale che: 

1 
iim - [f (P) - f(Poj - - PAz/I = 0 ,  

pop 

(') Indicazioni bibliografiche aggiornate si leggono ne1 t. II delle monografie matema- 
tiche di Varsavia, Théorie de  l'intégrale, dovuto a S. SAKS (Varsavia, 1933, pag. 222 e segg.). 
Pei rapporti di qiiesta mia Memoria con una recentisaima di G. GUARESCHI ved. i nn. 1; 
5, Oss. ; 16. 

Annali d i  Matematica,  Serie IV, Tomo XIII. 1 
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2 P. S E V E R I :  Sulla differenzin1)ilitit totale delle ficfizio.>zi di pi& vctrinbili reali 

per P coinunque tendente a Pl, in I; A r ,  Ag denotando le coniponeriti del 
vettore P, P. 

Intendo invece per iperdifferenzictle alx + pAy un' espressione tale che : 

prr  P, Q distinti, tendenti comunqiie a P,, in  I; Ax, hg denotando le compo- 
nenti del vcttore QP. 

Al10 scopo di ottenere le clesiderate condizioni, introdnco i concetti di 
derivate, ultraderiunte, iperderivate d i r e t i o m l i  di f (P) in Pu. Vi son Iunzioni 
elementari che hanno d ~ r i v a t e  direzionali e non ultraderivate ne iperderivate; 
funzioni che hitnno derivate e ultraderiva te e non iperderiva te. Qiiando esi- 
stono le nltraderivate, esistono le derivate ed hanno valori ugiiali nelle stesse 
diresioni ; qiiando esistono le iperderivate, esistono le ultraderivate e le  deri- 
vate ed hanno valori iiguali nelle stesse direzioni. 

Le condizioni cui 110 alluso divengon particolsrniente significatire allorchb 
si tratta della differenziabilità e dell' iperdifferenziabilith nei punti di un do- 
minio piano I. Poichè si di~nostra che le iperderivate, quando esifitono in un 
dominio piano, son necessariamente continue, ne deriva che l a  condizione 
necessaria e sufficiente (la sufficienza è ovvia !) per l'iperdifferenziabilith al- 
l'interna di I 13 che esistano in ogni punto interno ad 1 le derivate parziali 

e sieno continue. Vale naturalmente la proprieth analoga per le funzioni di 
una variabile. Da1 punto di rista geometrico questi fatti s'esprimon cosi: 

U m  linea piarta d i  Jordan  con tutt i  i suoi  p u d i  sewzplici ha Za tangente 
continua. 

Conformeinente alla definizione generale, che ho altrove dato pei punti 
semplici di nna varietk topologica (ved. le citazioni in seguito) nn punto P 
della linea è seinplice se esiste in esso una sola tangente e se una retta qual- 
siasi, con direzione diversa da quella della tangente, vicina a P, incontra l a  
curva attorno a P in un punto al piii (esattarneiite in un punto, se P è in terno 
alla linea, al più in uno, se P è un estremo). 

U m  superficie d i  J o r d a n  con tu t t i  i suoi p u n t i  sewplici  72a i l  p i a n o  tau-  
gente continuo. 

Un pnnto P ,della superficie 13 semplice quando le tangenti giacciono in 
un piano e una retta vicina a P, non parallela a questo piano, incoiitra la  
superficie attorno a P in un punto al p iu;  ecc.. 

Per  cib che concerne la semplice differenziabilità in un pnnto Pl, interno 
ad un dominio piano 1, dove sia data f(P),  le considerazioni dei nn. 21, 22, 23 
mostrano che, a voler tenere ne1 debito conto la proprietà di f (P)  coine fun- 
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zione della coppia (x, y) e non delle variabili prese separatamente, occorre 
svincolarsi dnll'ordinarin nozione di derivate parziali, per le quali bisogna 
prescrivere inodi troppo particolari di variabilità di P verso Po. 

Sembra clie convenga nieglio alla natura dell'ente variabile indipendente 
(clie è una coppia di variabili sirtaultanee), di assumer coine derivate parziali 
i limiti dei rapporti incrementali 

(in cui la y O rispettivamente l a  x è la stessa nei due terinini del numeratore}, 
quiindo P(x, 9)- P,(.c,,, y , )  in modo che lim POP sia nna semiretta A, per cui 
non sin rispettivnrnente cosLante x od y ; sempre che. naturnlmente, questi 
limiti esistitno finiti e indipendenti da A. 

S' ottengon cosi le derivaie parziali generalizzate. Ebbene la loro esistenza 
in Po é condisione necessaria e sufficiente per la differenainbilitb. Esse dunque 
estendono, ncl modo più approprinto, il concetto di derivata delle funzioni di 
iina variabile, l a  cui esistenza equivale appnnto alla differenziabilitk 

La  continuitk siiperficiale di f è conseguenza del solo fatto che gl' iiicre- 
menti parziali generalizzati f(x, y)  - f (x , ,  g), f ( x ,  2) -- f (x, yo) tendano a zero, 
per P- Po nelle condizioni precedenti :. il che d?i una riprova dell'opportu- 
nitk della loro considerazione. 

Una condizione sufficiente, singolarmente espressivri, per la differenzia- 
bilità di f(P) in tutti i punti interni ad un dominio piano I, si ottiene suppo- 
nendo clie i limiti a(x,,, y,,), P(x,, y") dei predetti rapporti esistano finiti, per P 
tendente a Po soprcc u u a  retta qualunqzce uscente da Po (nella quale non sia 
x = cost. O rispettivamente y = cost.), e siano indipendenti dalla retta mede- 
sima, purch6 si agginnga l'ipotesi che le funzioni a(%,, y,), P(x,, y,) si  conser- 
vino limitate in ogni dominio tutto interno ad I. 

Questo risultato h a  una certa analogia col bel teoreina di RADEMACHER 
che una f(P), le  cui derivate parzinli si conservin limitate in un dominio 
piano, ù ivi quasi aappertutto differeneiabile. Perb per esser sicuri che la 
funzione sin ovunque differenziabile bisogna come vedesi passare dai rapporti 
increnlentali parziali ordinari ai rapporti incrementali generalizsati ('). 

(') Alcune delle consid~rnziorii s v o l t ~  nella presente Mernoria son legate (a prescinder 
tldla forma) ai concetti sriluppati da G. BOULIGAND in u n  suo interesaante lihro recente 
(Intvotluction Ù la yéowtétvie iwfinitésirnale divecte, Paris, Vuibert, 1932)' come indicherb con 
maggior precisione in segiiito. Le noeioni di semitangenti e di corde improprie di un insieme 
di punti in un punto di nccu~nulazionc, che stanno a fondamento del niio lavoro, corrispon- 
dono a quelle di contingeiate e di pamtilzgente d i  BOULIGAND. All'egregio gcometra B evi- 
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4 F .  S E V E R I :  S d a  differenzinbilità totale delle funxiorti d i  pi& vnrinbi l i  r en l i  

Tangenti e oorde improprie 
in un punto d'accumnlazIone d'un insietne. 

1. Richiarno anzitutto le nozioni di fnngentz', semitangenti, corde imnproprie 
di u n  insielne qualunque I di punti di  un S,, (reale), in un  punto d'accumu- 
lazione 0, da me introdotte in precedenti lavori (3). 

C'na semiretta a di origine O dicesi s e n t i t a n g e n t e  in O ad I quando essa 
contiene infiniti punti di I ,  accumulati attorno ad O, oppure quando, scelto 
5 > 0 e determinato 17insieme KE delle semirette proiettanti da O i punti 
di 1 diversi da. 0, situati nell'intorno di raggio E, la  a è di accninulazione 
per K, qualunque sia E. Le due alternative posson anche presentarsi insieme. 
Una tangewte 13 una retta contenente una semitangente. 

Una retta b per O dicesi una corda iuzpropria di 1 quando essa contiene 
infiniti punti di I attorno ad O, oppure qiiando, scelto E > O, e considerato 
l'insieme H, delle rette che congi~ingon coppie di punti di I; diversi tra loro, 
situati nell'intorno di raggio 8, b é di accumul;taior,e per H,, qualulique sia E. 

Le dne alternative posson presentarsi insieme. 
Ho dimostrato che in O vi son senipre sernitangenti e corde improprie. 

Una tangente è una corda impropria; rna non necessariamente viceversa. 

denteinente sfuggito che le sue r i c e r c h ~  i n  proposito sono state iniziate un po' più tardi delle 
mie:  i l  che ho g i l  a \ u t o  occasione d i  porre i n  rilievo nella Kota d i  Cracovia, più sotto 
citata. (Anche la nozione d i  distanza di due insiemi di piinti, esposta al n. 34 del libro d i  
BOULIQAND, t r o v a ~ a s i  g i l  i n  varii  lavori rniei : K Rendiconti dei Lincei S .  1937, p. 476 ; 1929, 
p. 918; Cowfirenze di geometria algebrica, Roma, 1927.30, p. 122; Co9zferenze sulla topoloyia 
tennte a Biienos Aires, Imprenta de la Universidad, 1930, pag. 28). 3Ta non gli miiovo iim- 
provero per  questo, perché neppur io riesco a segiiire con cura miniizioxa l a  bibliografia e 
I ~ g g o  più volentieri una m ~ m o r i a  O u n  libro dopo aver  pensato per conto mio all'a~gomento. 

(3) Ved. l a  mia pih recente Nota in  proposito: Su aleune questioni di topoloyia infini- 
tesimale (. hnnales  de  la Societ6 polonaise de Math. ., t. IX, 1930). I v i  si troveranno anche 
i rifcrimenti alle ricerchc di BO~LIGAND. I l  GUARESCHI nell'interessante lavoro : Un coricetto 
di deriva~ione delle funaio+zi d i  pi& vaviabili reali, ecc. (« Mernorie della R. Accad~mia  
d'Italia x, lD34.XI1, p. 173) h a  dedotto dai concetti che sto per  richiamare un'espressiva 
condjzione geomrtrica per  la differeneiabilitit totale d i  una funzione d i  piii variabili i n  lin 
punto. 11 teorema del GUARE~CHI  è ritrovato come corollario alla fine del n. 5 di questa 
hIernorin. IL teorema niedesirno lia consentit0 all'A. di estendere la considerazione delle 
derivate pnrzialj, in  goisa da ottenere enti più genernli (ch'egli chiama derivate perfette, 
ved. n. 16 della presente Nemoria), i qnali esistono e posson introdursi ne1 calcolo, anche quando 
non vi sono le  derirate  parziali ordinarie. Yeti. altresi, a proposito del significato geometrico 
clell'esistenza do1 differenziale totale, il n. 72 del libro di BOULIGAND. 
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Inoltre, se l'insierne I è serrato ('): ogni semitangente pub definirsi corne il 
limite per n - CO della semiretta OP,, , ove P,, percorra una conveniente suc- 
cessione di punti di 1 convergente ad O ;  ogni corda impropria è il limite 
per 12 -- oo delln retta P,,Q,, , ove i punti distinti P,, , Q,, percorran due con- 
venienti successioni convergenti ad O (una delle quali pub ridursi al piinto 
fisso O, se la corda è tangente). 

2. ConverrB qui clistinguere le corde dalle semicorde improprie, cioè dalle 
semirette in cui le corde son divise da O. Dimostriamo che: 

Data una se+wicorda i~qwoprin,  esiston setupre nell'i.lzsie+)ze I due succes- 
siowi P l , ,  Q,, convergenti ad O, tnli che, per ogni n, P,, , Q,, son distinti ; cia- 
scuna delle due successioni ha i n  O una sola sen~itangente e la semiretta P,, Q,, 
ha per limite la data semicorda. 

Sia invero A la data semicorda ed 1 la corda impropria che l a  contiene. 
Limitiamo le. due siiccessioni a qiiei punti, d7un  intorno abbastanza ristretto 
di O, tali che le rette A,,B,, (ove le successioni A,,, BI, convergono ad O in 
guisa che lirn A,,B,, = Z), formino ccn 1 un angolo (acuto) minore d 'un ango10 
prefissato ô. Nessuna delle rette A,,B,, sarà allora parallela ad un dato iper- 
piano Q passante per O, ma non per 1 ;  epperi, s i  pub su oynuna di esse 

determinare un verso che abbia per limite i l  verso di A quando A,B, tende 
ad 1. Coi punti A,,, BI, posson in  conseguenza formarsi due nuove succes- 
sioni A,,', B,' ponendo nella prima quel10 dei due punti A,t ,  B, che precede 
1' altro ne1 verso fissato. I n  ta1 modo risnlta A = lim AnrB,,'. 

Se la successione A,,' ha in  O più di una semitangente, è possibile estrarre 
da essa una successione parziale A,", che abbia in O una sola semitangente A,. 
Cliinmiamo B,," l'omologo di A,," nella successione B,,'. Se la  successione B," 
ha  i n  O più di una semitangente, si  potrà da essa estrarre m a  successioiie 
pnrainle Q,,, che abbia in O una sola semitangente A,. Diciaino P,, il piinto 
omologo di Q, nella successione A,,". Allora le successioni P,,, Q, sodclisfanno 
a1 teorema enunciato. 

3. Le semitangenti 1,) A, d l e  successioni P,,, Q,, del n. prec. posson benis- 
simo essere allineate (cioè coincidenti od opposte). Perché si possan costrnire 
le successioni stesse in modo clie A,, A, non risultino allineate, basta che due 

(4) Ci06 contiene tutti i propri 
superflua, ora e ne1 seguito, se si 
ben definita successione togliendo 
siemi di pnnti. 

p m t i  d'accumi~lasione. L'ipotesi che I sia s~rrato  direnta 
ammettc che abbia senso l'opeiazione di forniare una 
un punto da ciascun insieme di una successione d'in- 
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6 F. S E V E R I :  Sul la  differenziubilità totole delle fictzzio.îti d i  yiic zlarinbili reuli 

delle tangenti alle successioni iniziali A,,,  B,, siuno distinte (il clie iiccnde 
sernpre clie una delle successioni abbia piii di onn tangonte in O). 

P u b  darsi perb che. comunque si  costruiscaiio le successioni P,,, Q,, soddi- 
sfacenti al teorema del n. 2, esse abbian di necessith in O la inedesima tiin- 
gente. Questo avviene di certo qiiando I lia in O una soln tangente. 

A noi importa invece di considerare il  caso in ciii per ogiii semicorda A 
si posson deterniinare due successioni P,,, Q I ,  che abbiano in O tangenti di- 
stinte. Definiremo percib quelli che chinnieremo punti di accu1nu2aaione l'ego- 
lare (rispetto al concetto di semicorda iinpropria). 

Il punto O si cliiainerA di acciirnulazione regolare qnando sceltn coinuilque 
una semitangente x e un. semicorda iiiipropria h di I in 0 ,  pub deterniinai.si 
(alnieno) una se mitan gent^ 9 non allinenta con x, tale ehe A sia ottenibile 
coine limite della semiretta PQ per P, Q tendenti ad  O sotto le condizioni 
lim OP = a, lin1 OQ = y. 

Ogni punto O interno ad un doininio piano 1 b di accumulaziorie rego- 
lare ;  ed 8 nltresl di accuinulazione regolare ogni punto contorno del dominio 
piano racrhiuso da una l inm di JORDAN a punti tutti seinplici (cfr. col. n. 18). 
Se invece la 1iiit.a ha p. es. una cuspide, ivi cade ~in'accuinolazione irrego- 
lare del doininio. 

Differenziali e derivate direzioiiali. 

4. Mi riferisco alle funzioni di due variabili reali x, y, giacchB facili si 
presentan le estensioni alle funzioni di rz variabili. 

Pe r  snellire l'esposizione ulteriore occorre il seguente elementnrissimo 
lemrna : « Se 

(11 s - zo = a(x - x,) + B(y - y,), 

ossia a = tp(Ai!),, ove N B un punto mobile su1 piano xy B l'equazione di un 
piano non parallelo a z (x, y, z assi cartesiani anche obliqui) e P, Q son due 
punti del piano xy variabili in un insieme serrato 1, clie abbia un'accumu- 
lazione in Po, risulta 

ogni volta che P, Q tendano a Po in modo clle la  semiretta QP tenda ad una 
seinicorda impropria A di I in P,, ». 

S'intende che QP clenota il valore assoluto della distanzn dei due punti, 
sicchb la retta QP va orientata positivamente da Q verso P .  
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F. SEVERI: SMIICC differewziabilità totale delle funziotzi di pi& vnriabili reali 7 

Si ha infatti dalla (1): 

ove Ax, Ay son le cornponenti del vcttore QP;  e siccorne, denotata con r la 
semiretta QP sussistono (in valore e segno rispetto ai versi delle rette consi- 
deratt, e a1 verso positivo delle rotazioni su xy), l e :  

A s i n r y  Ay - s i n x r  -- 
QP - s i n x y '  QP s inxy '  

passando a1 limite per P, Q- Po si ottiene la (2). 
I n  particolare, la  conclusione vale quando Q è fisso e coincidente con P,,, 

sicch6 h 8 semitangente ad I in Po. 

5. La differenziabilità (si sottintende totale) di una fmzione reale f(x, y) 
O f(P), si pub intendere da due pnnti di vista: uno ristretto ed uno lato. 

La  f (P)  sia data, finita, in un iiisieine serrato I avente un'accumulazione 
in P, e sia continua in Po. Da1 punto di vista ristretto si pub considerare 
coine diffeerenziale totale di f (P) in Po un' espressione uAx +- /3Ay (Ax= x - x,, 

Ay = y y,) con a, p costanti, tale che : . 
1 

lim -- [f(P) - f(P,) - UAX - pAy] = 0, 
POP 

quando P - Po in modo che lim POP sia una semitangente deterininata, ma 
qualunque di I in Po. 

Da1 punto di vista lato, che é quel10 di S r o ~ a ,  a h  i- PAy è un differen- 
ziale totale di f ( P )  in Pr, qiiando la (3) vale comunque P tenda a Po. 

Orbene, sussiste il teorema : 
Se f (P)  è differemiabile in Po in senso ristretto, Eo è pure ne1 senso di  

STOLZ. 

Supponiamo che la (3) valga in senso ristretto e indichiamo con P(x, y, z), 

P,(x,, y,, z , )  i punti del diagrainma F, 'di equaaione z = f(P), corrispondenti 
a i  punti P(x, y), P,(x,, yo) di 1. 

Se P - Po in I in modo che lim POP = A, la  (3) porge senz' altro (n. 3) : 

lim f (Pi - f(P0) = lim g) - ' ( P O )  

pop pop 

Pertanto la  semiretta POP ha u n  limite determinato A, ohe giaoe in (1); 
ci06 le tangenti in Po a l  diagramma F giaccion tutte in un piano, clie percib 

. si dirà il piano tangente in Po ad F. 
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P .  S E V E R I :  Siclln differenzinbilitic totcde delle fuuzziolzi di pi(4 .vnrinbili renli 9 

Si determini ora un con0 r8, corne quel10 sopra definito, che contenga 

ne1 suo interno la parallela per Po all'asse z; e sia 0 il minimo angolo for- 
m a t ~  da z colle generatrici di questo con0 ( O >  O), + l'angolo > O, d i e  a forma 

con ( 1 ) .  Siccome l'angolo di r con (1) tende a zero, per ogni P di un intorno 
abbastanza ristretto di Po varranno le disuguaglianze: 

1 s i n i r '  sin ar 1 
H ' P ' K  s i n e s i n +  . 

Tendeiido comunque P a Po l'angolo acuto rr' tende a zero e s inar  si 
conserva limitato. Percib l in iH(P)  = O  e u A x  + PAy é differenziale in senso lato. 

La  conclusione 13 che differenziabilità in senso stretto ed in senso lalo 
si equivalgono; onde si pub parlare semplicemente di dif£erenziabilit&. 

O ~ ~ E R V A Z I O N E .  - Se le tangenti al diagramma P in Po giacciono in un 
piano (1) non parallelo all'asse a, sarà u A x  + pAy diffe~enziale di f in senso 
stretto epperb in senso lato. 

Viceversa, se d x  + PAy é differenziale di f in Po, B evidente che le 

tangenti di P in  Po giacciono in (1) .  Onde f (P)  è differenaiabile i n  Po allora 
e solo allora cke esista ipalche piano non parallelo a z, che contenga le fan-  
gerzti in P,, al c1iccgrat)arwa F ;  e questo B appunto il risiiltato del GUARESCHI. 
Il differenziale é unico se in P, c'è un sol piano tangente a F (non parallelo 
all' asse a ) ;  vi A invece in Pu un fascio lineare d i  differenaiali, se F ammette 

in Po una sola tangente. 

6. Pub darsi che l'espressione: 

ove P, Q sieno due punti variabili in I e Ax, Ag rappresentino le compo- 
nenti del vettore QP, tenda a zero, cowzunque P, Q tendano a Po. Si  dirà 
allora che cl Ax + PAy è un iperdifferensiale di f ( P )  in P o .  

P .  es. quando I è un dominio piano e f ( P )  ammette in ogni punto Po, 
interno ad I, derivate parziali continue f,', f,', si riconosce ovviamente che 
il differenziale totale di f in Po è iperltifferanziale. ~ e d r e m o  ne1 n. 19 che 
vale pure la proprietb reciproca. 

OSSERVAZIONE. - È evidente che se aAAa + PAy è un differen~iale O u n  
iperdiffe~enaiale d i  f(P) i n  Po, la  f(P) è differensiabzle O iperdiffere~zaiabile 
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rispetto a d s e  altri  assi  cartesiani pualunque x', y'. Basta per passare dal- 
l'uno all'altro differenziale esprimere Ax, Ay per Ar',  Ag'. 

7. Passiamo a introdurre il concetto intrinseco di derivazione per la fun- 
zione f (P) ,  finita nell'insieme serrato 1, avente in Po un'acc~11nulazione. e 
continua in P,. 

Denotino P, Q due punti variabiii in I. Consideriamo i rapporti incre- 
mentali 

in cui i denominatori si  assumon sempre positivi (sicché le rette POP, QP 
son rispettivamente orientate da Pl, a P e da Q a P). Se P-P, in modo 
che liin POP = h, ovvero P, Q tendono a P, in modo che liin QP = h ; si po- 
tranno cercare, se esistono finiti, i limiti dei predetti rapporti. 

Quanclo esiste finito il limite del rapporto (61, questo limite si chiamer% 
la derionta direaiomle d i  f secondo Ici semifangente h i n  P, nll ' insie~tze I e si 
designer% con fi,'(P,). S'intencle naturalrnente che questo limite dipenda soltanto 
cla h e non da1 modo coine P tende a P,,, sotto la condizione lim P,,P= A. 

Quando esiste finito il limite del rapporto (71, ed é indi1,endrnte da1 modo 
corne P, Q tendono a P,, sotto l a  condizione liin QP= A, si dirk che il limite 
stesso é la iperderivatn direziomle d i  f secomZo l n  sel~?icorda i m p o p t i n  A igz P, 
all'insiewze I e si designerà con fj.*(P,). In  particolare, quando A sia semi- 
tangente, esistendo fF.*(P(,) esisterà anche f,,'(P,,) (ma non viceversa) e sarR 

fi(P") = fx*(Po). 
Se, sempre nell'ipotesi che h sin una semicorda impropi*i:i, esiste finito 

il limite del rapport0 (7)' allorcliè P, & tendono a P, comunque, compatibil- 
mente colle condiaioni che la semiretta QP tends a A e le semirette POP, Po& 
tendano a limiti determinati e distinti ,  ma. qualsiansi, quel limite si  dirA la 
ultraderivata direzionale d i  f 'secondo la  semicorda i q w o p ~ i a  h i?.~ Po all'in- 
sierue I e s7 indicherh con f;.(P,,). 

I n  particolare, quando h sin una semitangente s'intende che la  succes- 

sione clescritta da Q possn esser sostituita da1 punto fisso Po, ne1 qua1 caso 
lim QP- liin P,P coincide con A e lim P,Q é nna semiretta qualunque di- 
stinta da A. 

È chiaro che, se in .P,, l'insieme I presenta un'accumiiliieione regolare e 
se esiste f?.*(P,), esiste fi(P,) ecl è f;(P,) = fj"(P,). Quando A eiii unn semitan- 
gente ed esiste f)(P,), esiste anche fi.'(P,) ed é fi.'(P,) = fijP,). 
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Cangiando A nell'opposta A, se esiste fl*(P,) od f?lP,) esiste pure f-l"(P,) 
ed f-l(P,), e risulta : 

f14:(Po) = - f-?.*(Po), f%(P,) = f-,(Po). 

Se 1 & un doininio piano e Po un punto ad esso interno, le ordinarie 
derivate parziali coincidono colle derivate direzionali secondo le direzioni 
positive x; y, mentre le derivate direzionali secondo -x, - 2  hanno segni 
contrari. 

Si costruiscono fiicilnicnte esewpi d i  funzlioni c7ze posseggono derivate dire- 
zionali  in  tzdte le tlirezioni usce~ t t i  d a  un punto,  ma nola ultraderivate ; ed 
eseubpi d i  f u m i o n i  che posseggono tdtraderivate (e q u i n d i  derivate) in tutte le 
dit-ezioni, 1 1 1 ~  I L O ~  ipertlerivate. 

P.  es. la  funaioiie a= Vx2 + y2 (ove il radicale è positivo) ne1 punto 
x = y  = O  è derivabile i n  tiitte le dirazioni, mentre non è pareialinente deri- 
vabile (percliè snll'asse x dh  lnogo ad una funaione clie ha in x = O la deri- 
vata destra q u a l e  ad 1 e la sinistra iiguale a - 1; e analogamente su y) 
e non esiste alcuna direzione in cui sia ultraderivabile (ne, quindi, iperde- 
rivabile) ; una funzione z = f(x, g), differenziabile in ogni pnnto interno P, 
di un dominio piano, ma colle derivate paraiali non ambediie continue in Po, 
è ult~aderivabile in tntte le direzioni (n. 8), nia non iperderivabile (n. 19); una 
funzione s =  f(x, y) colle derivate parziali continue in ogni punto interno Po 
di un  doniinio piano, è iperderivabile in tutte le direaioni. 

Condizione per la differenziabilità- 

8. Tale in proposito il teorema seguente: 
Sin f (P) una funzione finita d i  un pun to  P variabile in. un insieme piano 

servcito I, avellte in Po un'accunzulaz io~ze  regolare. La f (P)  s ia  cont inua in P,. 
Allorn condizione necessaria e sufficiente perché f ( P )  s i a  di f feren~iabi le  in P, 
è clze esistnno io i  le ultraderivate secondo le semitangenti dell ' insieme I in Po. 
Itt ta1 caso i l  differenzinle d i  f (P j  in Po è i n d i u i d u a ! ~ .  

Assumansi come semiassi cartesiani positivi x, y due semitangenti non 
allineate di I in Po.  Se f \P)  & differenziabile rispetto a due assi distinti da x, y, 
10 è pure (n. 6, ORS.) rispetto ad x, y. Sia a A x + p A j  un diffe~enaiale di f(P) 
in Po. Dalla relazione (n. 5) lim H(P) = O, supposto lirn POP = A, si ricava 
ovviamente, qualunque siano i versi delle coinponenti di 1 sugli assi x, y :  
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Cib premesso, dioasi y una semicorda impropria di I in Po. Essendo Po 
regolare, si pub supporre ohe P, Q variino in 1 in modo che lim POP, lim Po& 
sieno due semitangenti non allineate hi ,  A, in Po (di oui una arbitraria) e 
lim QP = p. Dalla relaaione 

(nella quale, si ricordi, QP, P,,P, PoQ son positivi, cosi che QP, è negativo), 
tenendo conto sia delle relazioni derivanti dalla (8) per 1 = A,, A,, sin delle 

P P sin ph, lim O - -- QP, - sin A,p 
QP sin i,i, ' lim QP  in^,^,' 

e infine da1 legame fra i seni di quattro direzioni orientate di un piano, si 
deduce che : 

lin1 f (Pl- f (QI - sin PY sin XP 

Q P p  s i n i  + sin xy ' 

Dunque il primo iiieinbro della (10) é indipendente dalla coppia A , ,  A, e 
coincide col primo meiribro della (8) qumdo p = h è ilna semitangente di I 
in Po e all'insieme dei Q é sostituito i l  punto fisso Po. Epperb, secondo la 
definizione del n. 7, esiste f,,(P,). In  particolare per p = x, y si h a :  

e pertanto uAx+ phy 13 individuato. Di più cangiando p in - p viene 

f - , P o )  = - f p P 0 ) -  

Viceversa, suppongasi la  f(P) ultraderivabile secondo ogni semitangente p 
di 1 in Po. Per  lit regolarità di P,,, p pub ottenersi corne limite d'una semi- 
retta QP (Q, P variabili in I )  per Q, P tendenti a Po in modo che lim PoP=x, 
lim P,Q = y, ove x, y son due convenienti seiiiitangenti (non allineate) di I 
in P, (di oui una arbitraria). Dalla (9) in virtù delle 

P P sin py 
lim O-- QPn - sin X P  

QP - sin xy ' lim QP sin xy 

e da1 fatto che i rapporti f(P) - fiPJ f(Q) - f(Pn) hanno i limiti (II) ,  si de- 
Pop 

-, -- 
Po Q 

duce la  (10). E poichè il valore f,(Pn) del primo membro della (IO), uguaglia 

(n. 7) f,'(P,), si conclude che tutte le semitangenti ad P in P, giaccion su1 
piano (1). Dunque uAx + pAy è differenziale di f in Po. 
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9. Se I possiede i l &  Po una sola sew%hngente A, condisione necessaria e 
sufficiente per la differenziabilità di f (P) in  Po, è clze esisfe la derivata f<(Po); 
se I possiede iiz Po cilce semitawgenti opposte A, - h,  condizioue necesscrria e 
sufficiente per la differensircbilitic, è che esistnlzo f).'(Po), f-;(Po) ed abbiam valori 
opposti. In  q~es t i  cnsi si ha i n  Po un  fascio lineare di differe.izsiali. 

Questo teoreina & conseguenza ovvia dell'equivalensa del fatto analitico che 

esistano mi differenziali in Po e del fatto geometrico clle F possegga in Po una 
sola tangente (n. 5, Oss.). Quando esistano f{(P,), f-;(Po) ed abbian vnlori 

non opposti, il di;igrainma P possiede in Po un sol piano tangente, ma questo 
B parallelo all'asse z. 

10. I n  particolare, se I b un dominio piano contornato da una linen di 
JORDAN chiusa, le rette del piano uscenti da un punto interno O da  un punto 
contorno semplice per la linea (cfr. col n. 18) sono tutte tangenti al dominio 
ne1 punto stesso, che 13 un pnnto d'accnmulazione regolare. Dunque una 
fwnzione f(x, g) finitn sopra una cella piana contornatn da ana linea di 
Jordan con tzdfi i punti sewplici, è differenziabile i n  tutta la cella, contorno 
incluso, allora e solo ullora che sia ultraderivabile dovutzque e i n  ogni direaione. 

Se il contorno ha una czhspide. perchè f sia differe~zaiabile rrnche nelln 
cuspide occorre e basta c72e esisfa l'ultraderivata di f secondo la tmge&e alla 
cuspide. Perb ivi si hanno (x;' differensiali. 

Ogni retta uscente clalla cuspide & in questo caso corda iinpropria del 
dominio. 

Conclizione per 1' iperd ifferenziabili tà. 

11. Dimostriamo ora il teorema seguente: 
Sia f ( P )  uua funaione finita di acn punto P mobile i n  u n  insietne piano 

serrato I, ccvente in Po un'accumulazione. La f(P) sia codinua ira Po .  Allora 
condiaione ~zecessaria e sufficiente perchè f ( P )  sia iperdifferenzinbile i n  P o ,  è 

che le corde improprie del diagrctwuna P[z 1- f (P)] ne1 punlo & corrispondente 
a Po,  giacciano tutte i n  (ah~zeno) un pinno non parallelo all' asse a. 

Sin anzitutto lim H(P, Q) = 0, cornunque P, Q tendano a P, (n. 6). De- 

notati con P, & i punti di P corrispondenti a P, Q ;  con Pt, Q' le proiezioni 
- - 

secondo z dci punti P, Q (e P, Q) su1 piano (1); e infine con r, i, r' le semi- 

rette QP, OP, &'Pr, si ottiene (corne ne1 n. 5) la  relazione: 

sin r r' sin er 
H P , & ) =  - 

sin a r sin srr ' 
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da cui segue: 

1 H(P, Q) 2 1 sin Fr' sin zr 1. 
Onde, chiamato z l'angolo di z col piano xy: 

1 H(P, Q) 1 2 1 sin r' 1 sin z, 

dalla quale si deduce che lim G r '  = O; epperb le corde improprie di F giaccion 
tutte ne1 piano (1). 

Viceversa, se il piano (1) contiene tutte le corde improprie di P in Po, 
l'angolo di con (1) tende a zern comunque P, Q tendano a Po. La cosa è 

pressoch6 evidente; ma, se si vu01 precisarla, basterà r i p e t e r ~  qui un ragio- 
namento peifettamente analogo a quello svolto, in  condizioni simili, per le 
s~mitangenti, ne1 n. 5. Si  posson pertanto definire gli angoli 0, +, analoga- 
mente a quanto fu fatto ne1 n. 5; e si ottiene cosi: 

Ora sin Gr' tende a zero e sin zr si conserva limitato; dunque lim H(P,  Q) = 0, 
comunque P, Q tendano a Po ed f ( P )  è percib iperclifferenziabile in Po. 

OSSERVAZIONE. - L'iperdiffereneiale di f in Po sarà i nd iv idua to  se 

in il diagramma P possiede almeno due corde improprie non allineate e 
non situate in  un piano parallelo a s ;  potra variare  in un fascio, se in Po 
vi è una sola corda iinpropria. 

12. S e  Po è un pun to  d' accur~zulaaione regolare per 1, condiaione necessaria 
e sufficiente per 1' iperdi~eren.ziabil i tù d i  f (P) in Po è che l a  funsione s ia  
iperderivabile secondo ogni semicordcc iwpropr ia  d i  I in Po. In ta1 caso l ' iper-  
d i ferenziale  è individuato.  

Sia aAx + jAy un iperdifferenziale di  P in Po. Allora (n. I l)  tutte le 

corde improprie di  F in Po giaccion su1 piano (1). E siccome fra queste 
corde, attesa la  regolarità di Po, vi son due tangenti distinte, cosi intanto 
si conclude che U A X  + PAy 6 individuato. 

Cio posto, designamo con h una semicorda impropria di I in Po e 
con P, Q due punti di 1, che tendan comunque a P o ,  sotto la  sola condi- 
zione lim QP= A. Indichianio inoltre con HE 17i11sieme delle semirette QP, 
i cui Q, P giacciono in un intorno di raggio E di Po e con HE l'insieme 

delle corrispondenti semirette Q E  Ogni semiretta 1, che sia di accumulazione 

per H, per E qualunque, ha per proiezione A, perchè questa è l'uilica retta 
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di accumulazione comune agli HE.  E siccome A, in quanto semicorda im- 

propria di F, giace su1 piano (l), ne segue che è individuata come inter- 
sezione del piano (1) col piano parallelo a z condotto per 1. Cib significa 
che il rapporto incrementale (7) tende verso un limite determinato e finito 
espresso da (n. 4): 

sin Ay sin XI *Po - f l (  1-asiny+Psin0 

Proviamo che la condizione enunciata è sufficiente. Bisogna dimostrare 

che ogni corda impropria di P in  sta su1 piano (i), perchè cib equivale 
appunto (n. il) ad affermare che f ( P )  è iperdifferenziabile in Po. 

Sia X una qualsiasi semicorda impropria di I in  Po. Attesa la regolarith 
di  Po, A si  pub ottenere come limite di una semiretta QP (Q, P variabili 
in 1) p w  Q, P tendenti a Po in modo che lim POP = x, lim P,Q= 3, ove x, y 
son due semitangenti convenienti non allineate (di cni una arbitraria). Per 
ipotesi esistono f,jF(P,) = a, fViç(PO) = P. Dalla relaaione (9), tenuto conto che 

P P sin hy , QP, sin xh 
lim L - -- llm - = _- 

QP - s i n x y l  Q P  sin xy 

e che: 

si ricava: 

f (P)  - f ( Q )  = cc sin hy sin xh 
lim 

QP s i n q  + ' ~ j *  

Na siccome, esistendo la  iperderivata fi."(Po), il limite del rapporto 

f(') - f(Q) resta 10 stesso couionque P. Q teiidano a P,, , purch& lim QP=X, 
QP 

la precedente relaaione riducesi alla (12), la quale esprime che ad ogni semi- 
corda impropria h di I in Po corrisponde una semicorda impropria di F 
in e, avente per proiezione h e situata siil piano (1). Poichè, viceversa, ogni 

semicorda impropria di F in si proietta in una semicorda di I in Po, si 

conclude che tutte le corde improprie di F in Po giaccion su1 piano (1); c. d. d. 

13. Se I awmette i n  Po ztnn sola corda irnpropria, condizione necessavia 
e sufficiente per la iperdiffere~zziubilitb d i  f (P)  i n  Po è che f ( P )  sin iperderi- 
vabile secondo una (e qzcindi secorzdo l'ultra) d e l k  dzde semicorde in czci Po 
divide yuella corda. I n  ta1 caso vi é in Po u n  fascio di iperdifilerenziali. 
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Infatti, quando I ha in Po una sola corda impropria b, il diagramma P 
non pub avere che una sola corda impropria in Po O più corde improprie 
situate su1 piano parallelo a a condotto per b. Se f ( P )  è iperdifferenziabile 
in Po quest'ultima eventualità va esclusa (n. il). Ma allora ogni piano (1) 
passante per l'unica corda impropria di  F in Po (e non parallelo all'asse z) 

dA luogo ad u n  iperdiffereneiale (n. 11). 

14. Un esempio di una f ( P )  possedente in Po un fascio di iperdiffereneiali 

é dato dalla a = f ( P )  di un punto P mobile su una linea di JORDAN F, che 

si proietti biunivocamente sulla linea I del piano xy e che abbia ne1 punto Po 
un punto seinplice. Invero, i n  Po il diagramma F possiede una sola corda 
impropria : la  tangente. 

Na zcna f (P) pzc6 anche possedere in P, un fascio d i  dif fere~zxiali  e un 
solo iperdif ferenzide.  

U n  esempio elegante é fornito dalla z = f ( P )  di un punto P mobile sopra 
un diagramma P costituito da due linee di JORDAN 1, ln tracciate sopra una 
superficie di JORDAN CD, nelle ipotesi che le 1, m si proiettin biunivocamente 

su1 piano xy; che 1, 912 passino semplicemente per P, ,  toccandosi ivi;  che cD 
abbia in F,  un punto semplice col piano tangente n non parallelo a z. 

I n  questo caso le corde improprie al diagramina F in Po riempiono il 

fascio P, sopra n. A n corrisponde il solo iperdifferenziale che f (P)  ha  in Po. 
dgl i  altri piani passanti per la tangente comune corrispondono altrettanti 
differenziali. 

La stessa conclusione vale se 1, m son rami analitici lineari di origine E.  
Allora il piano delle corde improprie di P in Po é il cosidetto p i a n o  princi- 
pale di HALPHEN, luogo dei punti da cui i rami 1, In si proiettano sopra un 
piano secondo due rami aventi un contatto più intimo di  quel10 che hanno 
le  proiezioni da un punto generico. 

Se il piano n (tangente a @ O piano principale dei due rami) è parallelo 
a z, ma ln tangente comune non 10 è, si ha  l'esempio di una f (P)  che pos- 
siede in  Po utz fascio d i  differenxiali e nessun  iperdifferenziale. 

La regola generale di derivazione delle funzioni composte. 

1.5. Le considerazioni precedenti permettono di  decidere quand'& che ad 
una f (P)  pub applicarsi la regola di derivazione delle funzioni composte, in- 
tesa nel la  pi& generale accezioîze. Si di& che tale regola è applicabile, quando, 
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fissata una qualunque semitangente A di  I i n  P, e considerato un sottoin- 
sieme K di I avente in Po la sola semitangente I L ,  sussiste la  relazione: 

ove g(P) & la funzione f(P) per P variabile in K;  cx. /3 son due coefficienti 
numerici, indipendenti da1 sottoinsi~me K considerato, e x,.'(P,,), yLt(P,,), deri- 
vate direzionali secondo A delle coordinate x, y del punto 1' mobile in K, 
dipendono solo da A. 

È facile riconoscere che l a  regola szcddetta è applicnbile n l l o m  e solo nllorn 
che f(P) awzntettn in Po a h e n o  un di ferenzinle .  

Invero, se aAx+ !AI/ è un differenziale di f(P) in Po, sarh:  

sin Ag sin xA 
g,.'( Po) = f,.'(P,) = GE -.- + Ij -.-, 

s inxg s inxy 

e d'altronde è chiaro che 

x{(Po) == 

Viceversa, se l a  (13) vale 

sin hg 
-- 

sin zA 
sin 7 YL(PO) = ;in 

comunque sieno scelti A e il sottoinsieme K, 
le tangenti a P in P, giaccion su1 piano (l), onde ( IL  5) aAx + PAy 6 un 
differenziale di  f ( P )  in P,. 

Quando K sia un arco rettificabile di origine Z',, avente ivi l a  semitan. 
gente A, risulta in particolare 

ove s sia la  lunghezza dell'arco P,P da Y, verso P. 

16. Se gli assi. positivi x, y, cui riferisoesi i l  differenziale a l x  + Ply, 
son due semicorde (in particolare seniitangenti) d i  I in Po ,  e P,, è regolare, i 
coefficienti a, p, clie compaiono nella regola di der ivi~~ione delle fiinzioni 
composte, son le ultraderivate direzionali di f secondo x, y ;  altrimenti i nu- 
meri stessi non hanno significato iiitrinseco rispetto ad f (P) .  

Ma, come il differenziale di f ( P )  in Po si pub scrivere, ove esista, rispetto 
a due assi cartesiani qualunque (n. 6, Oss.), cos1 la regola di derivazione clelle 
funzioni composte pub riferirsi a due assi qualunque. Se x, y son dile seini- 
tangenti non allineate di f ( P )  in Po,  risulta (tanto se Po é regolare, quanto 
se non 10 13) : 

= f3C1(PO), P = fi( PO). 
Annali di Matematica. Serie IT. Toino XIII.  3 
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Presi due assi cartesiani qualunque x', y', oltre alla (13)' vale l a :  

sin hgf sin x'h 
&.'(Po) = f>.'(P,) = a' -- sin x'y' +P'.,, sin x y 

ove 
sin x'y sin xx' sin y'y sin xy' = -;-- 4- p .p =a-.-+ P7- ,  
sin xy sin xy ' sin xy sin xy 

le quali definiscono i coefficienti a', P' con oui si conlpone il differenziale 
totale di f (P)  in Po, rispetto agli assi x', y', allorchh es80 è intrinsecamente 
individuato dalle due derivate direaionali fzf(P,), f,'(ll,,). 

1 numeri cc', p' non posson perb generalrnente coiicepirsi come liiniti di 
rapporti incrementali. Tuttavia, da un puiito di vista puramente formale, 
a', 13' son da considerarsi coine derivate di f in Po, rispetto ad x', y', in 
quanto definiscono il differenziale afAx' + P'Ay'. Sono le derivate perfette del 
GUARESCHI. 

Se f (P)  ha in P,, un fascio di differenziali, ogiii coppia a, P di numeri 
soddisfacenti alla (13) pu6 esser assunta come coppia di derivate perfette 
di f rispetto a due assi qualurique x, y ;  ma in realtà in questo caso la re- 
gola di derivazione delle funzioni composte dice ben poco, perche l'insieme I 
e un qualunque suo sottoinsieme K hanno in Po la inedesima tangente. 

Continuita delle iperderivate quando esistono 
in un domlnio piano. 

17. Cominciamo da1 caso delle funzioni di uns  variabile. 
Per  una funzione f(P) di un punto P variabile in un iiisieme rettilineo 1, 

si posson definire, in un punto Po d'accumulazione di 1, le derivate e le  
iperderivate direzionali (ma non le ultraderivate). 

Se l'insieme I B addirittura un intervallo, si riconosce immediatamente 
che l'iperderivata esiste in ogni punto di I quando ivi esista la  derivats 
ordinaria e sia continua. 

Molto più interessante è la proposizione reciproca, che pure è vera. Vale 
cioè il teorema : 

Se t c m  funzione f (P)  di  un pzcnto P variabile in u n  intervnllo rettilineo I, 
è iperderivabile in ogni punto dell'i~.ztervaZlo, l a  derivnta f'(P) è dovunque con- 
tinua. (La reciproca è ovvia). 

Dimostrereino questo teorema ne1 n. successivo, ridacrndolo ad un? espres- 
siva proprietà geometrica, che gli equivale. 
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18. Conviene che ricordiamo prima la definizione di pztnlo semplice P 
di una varietà topologica Mk appartenente ad uno spazio S,,, data nella mia 
Nota di Cracovia. 

II punto P (che pu6 esser interno O situato su1 contorno di JIk) dicesi 
semplice, quando le corde improprie di A l k  per P giacciono in uno spazio 
lineare Sk (7. Tale definizione equirale a quest'altra: I l  punto Y è semplice, 
quando un Sli-k prossirno a P sega Alk  nell'intorno di P al più in un punto 
(esattamente in un punto se P é iuterno ad Al*). Faniio eccezione soltanto 
gli abbastanza prossimi a spazi appartenenti 
sante per P, che si chiama 10 Sk tangente ad J f k  in P. 

Ebbene, vale i l  teorema : 
Se una linea di Jordan ha tutti i punti sea~plici, la 

su essa mobile varia con continuith (7. 

ad un certo SR pas- 

tcc~zgenfe in z ( n  pulzto 

Basta dimostrare i l  teorema per le linee piane (cfr. col suocessivo n. 28). 
Scelta su1 piano una direzione y non parallela alla retta tangente alla 

linea data P in suo punto Po, se Po é interno ad P le rette abbastanza pros- 

sime a Fol parallele ad y, segan la linea attorno a I?, in un sol punto. Onde F 
pub esser ritppresentata intorno a da un' equazione del tipo y = f ( P), ove P 
varii in un intorno del punto Po proiezione di Po sopra lin asse x. 

La  conclusione analoga vale se Po 6 un estremo di F, purchb si assuma 

corne asse y una retta non tangente ad F in P, e si considerino le parallele 
ad y situate da quella parte di y cui appartiene un intorno abbastanza ri- 

stretto di Po su P. Allora y-f(P) sarà, definita soltanto da una parte di Po. 
Dall'ipotesi che P abbia in una sola corda impropria (coincidente 

colla tangente), segue che in Po la f(P) ammette l'iperderivata direzionale 
(nelle due direzioni uscenti da Po, se i l  punto é interno all'intervallo I dove 
risulta definita f(P),  in una soin direzione, se Po 13 un estremo di I). I n  ogni 
punto interno di  B' vi son diinque due semitangenti opposte. 

Viceversa, se f (P)  è iperderivabile in ogni punto dell'intervallo Il il dia- 

(6) Nella mia Nota, L e  curve intuitive ( a  Rendiconti di Palermo 3 ,  1030) u n  punto sem- 
plice P di una linea piana 6 definito dalla condizione clle v i  sia in  esso una sola tangente 
sulla quale si possa proiettare ortogonalmente un  intorno di P sulla linea. Questa definizione 
B piii generale di quella del testo: ossia un  punto P pub esser semplice ne1 senso attuale e 
non esserlo ne1 senso della Nota di Cracovia. Perb  allora la tangente i n  quel piinto ha i r i  
iina discontinnità. U n  esempio è fornito d a  una c u r ~ ~ a  y = f(x), in  ciii f(x) sia derirabile in 
un intervalle, con derivata non sempre continua. È chiaro che la  definizione della Nota di 
Cracovia aderisce meglio alla nozione intnitiva di punto semplice. 

(7) Ved. i l  n. 85 del libro citato di BOULIGAND ove è dimostrato un teorema equiralente 
a questo, su1 fondanlento della -micontiniiità superioie del paratingente . 
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OSSERVAZIONE. - U n a  linea d i  Jordan a p u n t i  serrçplici r i su l ta  s e ~ n p r e  
rettificabile, appunto perche la  sua tangente e variabile con continuith, cos1 
che 6 applicabile la conclusione del n. 7 della mis citata Nota sulle curve 
intuitive. Essa ammette sempre percib una rappresentazione parametrica 
regolare in grande. 

19. Consideriamo ora una funzione f ( P )  di un punto P variabile in un 
dominio piano I. Vale il teorema analogo a quel10 indicato ne1 n. 17 per le 
funzioni di  una variabile; ciob: 

Condisione necessaria e suff iciente perchè una funzione rrccle f ( P )  d i  un 
p u n t o  variabile in un do+ninio p iano  I s i a  iperdif ferenzinbik i t z  ogui  pzc~tto 
in terno a l  dowzi?zio, è che esistano dovunqzce nell ' interno d i  I le dericate pcw- 
ziali  d i  f e sieno continue. ( L a  suff icienta della condisione è ouvia). 

Questo teorema equivale alla proprietb geometrica, che stabilireiuo ne1 
n. successivo. 

20. U n a  superficie d i  Jordan  coi p u n t i  tu t t i  seuzpliti ha i l  pirrno tctngente 
variabile con con t inu i fà  

È chiaro che basterà dimostrare il teorelna in piccolo per una superficie 
del10 spazio ordinario. 

L'intorno F di un punto Po interno alla data superficie pub rappresen- 
tarsi con un'equazione del tipo z: .= f ( P ) ,  ove f ( P )  sin una funzione reale, 
continua di un punto 1' variabile nell'interno di una cella piana 1, coin- 

prendente i l  punto Po che corrisponde a o,. Tale rappresentazione si ottiene 

pr~iett~ando 1' intorno di Po su1 piano xy, secondo una direzione z non parallela 

a l  piano tangente ad F in  Y,, tenuto conto della proprietA caratteristica dei 
punti semplici. 

11 fatto che i punti di F sieno semplici (cioè che le corde improprie in 
ciascuno d i  essi giacciano su1 piano tangente) equivale (n. 11) all'iperdiffe- 
renziabilità della f(Y) in ogni punto di  1: donde l'asserita eqoivalenza fra 
la proprietà geonietrica e il teorema del n. 19. 

Considereremo dapprima (coine del resto nell'enuiiciato del teor. 19) i 
punti interni ad F, cioè i punti interni ad 1. 

Sin A una semiretta di origine Po. Ne1 punto 1' di F, corrispondente 
a P variabile nell'interno di 1) vi è una sola tangente t ad F, ln quale ap- 

(8) Ved. a ta1 proposito il n. 86 del citato liùro di BOUI,IGAN~.  
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partenga alla giacitura ah dei piani paralleli a x e a A. Dimostreremo che 
la derivata f).'(P) è continua in P o .  Da cib per A = x, y trarremo la conclu- 
sione del teorema. 

Avvertiamo anzitutto che la  continuith di  f{(Z') in I', equivale al fatto 
che per P-Po la  tangente t tende all'analoga tangente t, in Po.  Invero, se t 
ha per limite t,, quella delle due seinitangenti in eui P divide t, che si 
proietta nella semiretta avente la direaione A, ha  per limite l'analoga semi- 

tangente in Po. 
D' ora innanzi indicheremo brevempnte con t le tangenti che appartengono 

alla giacitura xh. Scelto un intorno di raggio E di Po, denotiamo con K, l ' in- 
sieme delle t che toccano P nei punti dell'intorno fissato e con r una retta 

d'accumulazione (uscente da 15) di K,, qualunque sia s. Poichè le t appar- 
tengono alla giacitura BA, cosi sarll di r .  Per  dimostrare i l  teorema, basterll 
provare che r  è una corda impropria di F, perchè allora ne seguirà che r 
coincide con t , ,  , che è 1' m i c a  corda impropria di P in Po,  appartenente alla 
giacitura ah.  

Non c' è qui clie da ripetere, con lievi cangianienti di parole, il ragiona- 

mento del n. 18. Pissata una. successione P, ,  P , ,  ... di punti interni ad F, 
che converga a 1'"' in modo che lim t ,  = r  (ove t,, è la  t relativa a P,,), 

n-ca 

consideriamo le successioni (14). Sia PI' il primo dei punti Y , ,  Pz, ... che 

cade nell'intorno di raggio E ,  di P, e t,' la t relativa. I l  piano parallelo 
a zh passante per Pi f  taglia F secondo una linea di JORDAN, che ha in P,' 
un punto semplice e per tangente ivi t i f .  Si pub diinque scegliere nell'intorno 

di raggio '1, E ,  di E),' un punto Pi" (interno alla linea), distinto da P,' e 

tale che la retta P,'1'," formi con t,' un angolo < 6,; e cosi proseguendo: 

S i  giunge in ta1 guisa a costrnire due successioni Fif, Y,', ...; r",", Pzf', ... di 

punti interni ad F e tali che P,,', Y,," giaccion nell'intorno di raggio E,, di 

e la  retta Y,,'P,," forma con f,,' (la t relativa a P,,') un angolo S,, < 6,, . Sic- - - 
come poi le  rette r ,  P,,'PHf', t,,' appartengono alla giacitura zh, l'angolo cp,, 

che la retta P,,'P,," forma con r  è non maggiore della somma dell' angolo non 
ottuso O , ,  che t,,' forma con r  e dell'angolo +,, ; e quindi è minore di O , ,  + 6,, . 

Di qui si deduce (n. 18) che lim P,,'E," = r ;  epperb r  è corda im- 
propria ; c. d. d. 

Se Po è un punto contortzo del dorlzinio piano I, la conclusione vale im- 
wutata, piirchè si riferisca ad una semicorda impropria h, di origine P o ,  del- 
l'insieme I, tale clle per ciascmo dei punti di I situati in un intorno abba- 
stanza piccolo di Z', passi una semicorda impropria di I parallela a h. Questa 
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condizione 6 sempre soddisfatta pei punti contorno di I, quando il contorno 
è costituito da nna linea di JORDAN a punti tutti semplici; epperb la cotzti- 
nuita del piano tangente ad wza szperficie di Jordan a pztnti tzctti semplici, 
vale anche pei pztnli del contorno, qz~ando questi costituiscono uim linea di 
Jordan, a punti sewzplici. 

OSSER~AZIONE. - Nei riguardi della quadrabilitic di zom superficie di 
Jordan P a punfi tutti seiizplici B ovvio ch'essa sussiste in piccolo, per ogni 
cella abbastanza piccola di F, la quale sin regolccrirtente rappresentabile (p. es. 
per mezzo di una proiezioiie) sopra nna cella piana. L a  possibilith di una 
rappresentazione parainetrica regolare in grande di una superficie di JORDAN, 
che sia una cella a due dimensioni coi punti tutti semplici, non pijre sin 
tanto facile a dimostrarsi. 

Condizione per la differenziabilità in un dominio piano. 

21. Stabilita la  condizione d'iperdifferenziabilitd in un dominio piano, 
occupiamoci della semplice differenziabilità. 

Sia f ( P )  ana funzione definitn in un dominio piano I e P,(x,, y,) siit 
un punto interno ad 1. Secondo il n. 8 la condizione necessaria e sufficiente 
perche f ( P )  sia differenziabile in Po (che A un punto d'accumulazione re- 
golare), 13 che f(P) sia ultraderivabile secondo ogni direzione ilseente da Z', . 
Ora questa condizione pub rendersi notevolmente più espressiva, ne1 caso 
attuale. 

Prendiamo come rapporti increqitentali parzinii (geueralizsati) di f ( Z ' )  
in Y, i rapporti 

nei quali si abbandoni la  troppo esiyente condizione che i l  punto Y ( x ,  y) si 
muova rispettivamente sopra una retta y = cost. O rispettivamente x = cost. 
È soltanto abbandonando tale condizione che si pub sperare di far giiiocare 
il vero carattere della f (P) ,  la quale deve concepirsi come funzione della 
coppia (x, y) e non di  ciascuna delle variabi!i. Ebbene, se comunque 1' tende 
a P o ,  sotto la sola condizione che la semiretta P,I' tenda ad una semiretta 
qualsiasi prefissata, in cui non sin rispettivamente costante x od y, esistono 
finiti i limiti dei predetti rapporti, tali limiti s i  chiameranno le derirctte par- 
ziali generuiizzate di f ( P )  in Y, e si  designeranno con f,(Po), f,(P,). 

Sono questi i medesimi simboli delle ultraderivate; ma la cosa non dà. 
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luogo ad ambiguità, perchè, come risulterà da1 seguito, i valori di fx(P,,), f,(P,), 
quando esistono entrambi, coincidono appunto coi valori delle ultraderivate. 

Stabiliamo il  teorema : 
Condiaione necessaria e sufficiente perchè una funzione f (  P) del punto P(x, y) 

d i  un domi?zio piano 1, sia differenaiabile ?tel punto PO(x,, y,) interno ad 1, è 
che in l', esistano le derivate parsiali generaliasate f,(P,): f,(P,). 

La  necessità della condizione 6 già. contenuta ne1 n. 8, perche la defini- 
zione delle derivate parziali generalizaate fornisce un modo particolare di 
ottenere, ove esistano, i valori delle ultraderivate omonime. 

Stabiliamo la  sufficienza della condizione. Se facciamo variare q x ,  y) 
sulla parallela ad x condotta per Pl,, eppoi sulla parallela ad y per P o ,  in 

forza dell' ipotesi risulta a = fx(P,) = f,'(P0), /3 = fy(P,) = f, '(~,,), ove f,, f, 

denotan le derivate generalizzate e f,', 7,' le derivate paraiali ordinarie. 
Indichiamo con N(x,  y,,), N(xo, y) le proiezioni di P(x, y), comunque va- 

riabile, sulle parallele per Po ad x, y. Sussiston le relamioni: 

Supposto che P - Po in modo che lim Po P = x' (ove x' B equipollente al 
seiniasse positivo x O al semiasse - z), la semiretta NP tende pure ad x'. 
Pertanto viene : 

NP sin x'y' lim -- = - - . P N sin x'x' - 1, lim -"- = --- - 0 
POP sinx'y' POP sinx'yl-  ' 

ove y' è il limite di PoN. L a  (16) dimostra allora che:  

lirn f(P) - f(P") - + a, -- 
POP 

secondo che x' è equipollente ad x O a - x. Esiste percib l a  derivata dire- 
aionale f',,(P,). Siinilmente dalla (15) si deduce che esiste f',,(P,) = & ?, va- 
leiiclo il + O i l  - secondo che ?/' è equipollente ad y O a - y. 

Supponianio ora che P- Po in modo che lim POP= A, ove X è una semi- 
retta non parallela agli assi. Sieno x', y' i limiti delle semirette P,,N, MP. 
Dalla (15) tenuto conto delle 

M P  sin x'h lim ---- PM sinAyt lim L - -- 
POP- sin ~ ' y "  Po P - sin x'y' ' 
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si deduce : 
sin x'h 

lim 
I', P sin x'y' 

f (  P) - f ( P o )  sin hy sin xh 
lim - 

Po 1' 
= a -.- + p -.-- 

sin xy sin ~ y '  

epperb tutte le semitangenti in P, alla superficie F(a = f(P)), ivi comprese 
quelle che corrispondono alle direaioni degli assi, giacciono su1 piano (1); 
e quindi (n. 5, Oss.) la f (P )  é differenaiabile in I',. 

OSSER~AZIONE. - I l  teorema dimostrato prova che il concetto di deri- 
vate parziali generalizzate è quel10 che più naturalinente estende i l  concetto 
di derivata per le funzioni di una variabile, perchè fa  equivalere lit diffe- 
renziabilità all'esistenza delle derivate generalizzitte, come per le funzioni di 
una variabile la differenziabilità equivale all'esistenza della derivata. 

22. Si pub chiedere se per la  differenziabilitA di f (P)  in un punto Po 
interno al dominio piano 1, bssti l'esistenza dei limiti dei rapporti ineremen- 
tali generalizzati sopra le rette uscenti da P,,.  Ebbene, la sola esistenza di  
questi limiti (finiti) in ogni punto interno ad I non basta; ma essa divien 
sufficiente quando i limiti medesiini, considerati conie funzioni del punto Po 
variabile nell'interno di I ,  ~ i a n o  liinitati. T'ale ci06 il teoremn: 

Se in ogni punto (x, y) interno ad un dowinio piano I, dore sia data m a  
funsione f(x, y), esistono, univocatnente determinati da1 punto, i limiti 

a($, y) = lim f 6' Y) - fi.' il 
x-x 

quando il punto (i, i) fende ad (x, y)  sopra una refta q t l a l i m q ~ e  uscenfe 
da (2, y), sulla quale non sia rispettivcmente costante x od y ;  e le ftcnzioni 
a(x, y), Six, y) son limifate nell'interno di I (7, la data fun,nione f ( x ,  y)  è 
di fferenaiabile ~zel l '  interno del dominio. 

Anzitutto è chiaro che f (P)  ammette in  un punto Yo(xo, p,,) interno ad I 

(') Cioè limitate in ogni domitiio interno ad I, il che equi\ aie, pei teorcnia di ~ ~ E I E I I S T R I S S .  

a supporre che 1, B siano limitate nell'intorno di ocni puiito interno ad I. 

Annali di  Matematica, Serie IV. Tomo XIII. 4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



26 F. SEVERI: Su l la  di f feren~inbil i tà totale delle f icwioni  d i  pi& ear i cdd i  renli 

le deïivate parziali f,'(p0), f, '(~,,), aventi i valori a(%,, y,), /3(xo, y,), Ne deriva 
che, se I', Q son due piinti distinti variabili nell'interno di I colla condi- 
zione che la  retta P Q  si  conservi parallela ad un asse, p. es. y, il rapporto 

f(P) -f(Q) si mantiene limitato, perche 
QP 

ove R è un conveniente punto interno a1 segment0 QP. 
Proviamo ora che in Po esiston altresi le derivate direzionali secondo 

gli assi e che : 

a(%, 9,) = fsf(Po) = f,'(Po) = - f'-,( Po) 
(80) 

H.0 y,,) = Tl,'( 1'0) = fi/'(P") = - f'-#'O) 

Conservando le notazioni del n. prec., si muova dalla (15) e facciasi ten- 
dere P a Po in modo affatto arbitrario, colla sola condizione che lim P0P=x1 
sia una semiretta parallela all'asse x (equipollente ad x O a - x). Sarh al- 
lora lim P o M  = x'. Si chiami y' il limite di MP. Viene : 

. Ml' sinz'x' lim - = -- P M sin x'y' , ,=O, lim-"- -- - -- 1, POP s i n x y  POP - sin x'y' 

e, siccome f ( P ) - f ( M )  si conserva limitato, perche la retta PM è sempre NP 
parallela ad y, cosi la (15) prova l'esistenza del limite clel primo membro, 
cioh l'esistenza di f',,(P,) e i l  fatto che:  

valendo il -t- O i l  - secondo che x' è equipollente ad z o a - x. 
Similmente dalla (16) si deduce l'esistenza di f',,(P,,), ove y', parallela 

ad y, sia i l  limite di POP, e si dimostra la seconda delle (20). 
Snppongasi ora che P(s ,  y) muovasi sopra una semiretta A per Po, non 

parallela agli assi, sicchè riinane fisso il segno di y - y,. Quando y-y, 
(ci08 P- Y,) la seconda delle (19) porge: 

ove vale il + o il - secondo che lim N P  è equipollente ad y/ o a -y, ci06 
secondo che y > y, o y < y,. 
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Posto lim MP= g', lirn P,M = z', sussistono le (18), e dalla (15) segue : 

f ( 1') - f P o )  sin Ay sin xh lim 
pop 

- 4% , Y") + Nx" 9 Y") XnFy 

Facciamo infine tmdere comunque 1' a P, colla sola condizione lim POP= A. 
Designata con M l'intersezione della semiretta A colla parallela all'asse y 
per P (intersezione certo esistente per P abbastanza prossirno a Po, perche 
lirn POP = A), vale la (15) (dove perc) 1I1 non ha il significato di  prinia). Se 
lirn hfP = y' viene : 

. MP sin A X  lim - = -- P0N sin Ay' 
=O, lim----=1; POP sin1.y' POP - sin Xy' 

f(p' - f(N), dalla (15) si trae : epperb, essendo liinitato i l  rapport0 - NP 

f(1') - f(P0) - ]im lim - - f ( 4  - f(PJ 
pop P"M . 

Ma pel calcolo del secondo membro si pub applicare la (21) (dove P fa 
le veci di M);  dunque questa relazione vale anclie quanclo 1' si approssiina 

comunque a P, sotto la condizione lirn Po P = A. 
La conclusione B che la  (21) vale qualunque sia A, anche parallela al- 

l'asse x O all'asse y, sotto l a  sola condiaione lirn POP= A; epperb tutte le 

semitangenti ad F in Po giaccion su1 piano: 

0 - 80 = 4x0, Y")(x - xo) + B(x" , 2/0)(2/ - 2/01, 

e quindi (n. 5, Oss.) f(P) P differenaiabile in Po. 
OSSERVAZIONE la. - La condizione indicata non & perb necessaria. Per es. 

la  fun?' ,]one 

1 
f (O) = O, f (x) = xl+r sin - (x =+ O, O < y < l), x 

concepita corne fnnzione di due variabili, é ovunque differcnziabile, percliè f ( x )  
5! ovuiique deiivabile. M a  le  sue derivate parziali non sono limitate, perche 
il massimo ed il miniino limite di f'(x) per x - O sono +- m, - m. Pertanto 
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in ogni piinto dell'asse y i nuineri a(x, y): P(x, y) relativi a questa funxione 
non son limitati (lu). 

OSSERVA~ONE 2". - Se all'ipotesi che a(x, y), P(x, y) sieno limitati nel- - 
l 'interno di  I si sostituisce l'ipotesi che esistano in ogni punto interno ad I 
le derivate f,', f,' e sieno limitate, secondo il teorema di RADEMACHER citato 
nella prefazione, si pub soltanto affermare che f (P)  è differenziabile quasi 
dappertutto in 1. Ne è possibile eliminare questa indeterminazione dell'enun- 
ciato: perchè é nella natiira della cosa, come lo mostra l'esempio della fom'  ~ ione  

(radicale positivo; x, y non ainbedue nulli), la quale ha derivate limitate 
attorno all'origine e non è ivi differenziabile ("). 

23. La opportiinità di  sostituire agli ordinari rapporti incrementali par- 
ziali i rapporti incrementali generalizzati ne110 studio delle funzioni di pih 
variabili, e quindi agli incrementi parziali della funaione gl'incrementi par- 
ziali generalizzati, si manifesta evidente anche quando si pon soltanto mente 
alla continuità superficiale di f(P). Si  sa che per la continuità snperficiale 
di $ ( l J )  in Po non basta che gl' incrementi f(x, y) - f(x,, g), f(x, y) - fjx, go), 
f(x, y) - f(xo, y,,) tendano tutti a zero quando P(x, y) tende a Z', sulla paral- 
lela ad x per Po O siilla parallela ad y per Po o sopra una retta qualunque 
per P,,. Invece, come vedremo: 

Perchè unn funzione f (x, y) sia superficiakr~ente cogetinua in un punto 
P(xo, yo) interno ad un dominio piano I dov' essa è definita, bisogna e basta che 

pando  P(x, y) tende n Po(x,, y,) in modo che l im POP sia una  qunlunque 
semirelta A, sulla yuale x, y rispettivamente non si couservino costanti. 

Chiainiamo ancors M, N i punti (x, go), (xo, y). La necessità della condi- 
zione è evidente, perchè f ( P )  - f ( N )  = [f(Y) - f(P,)] i- [f(P,) - f(N)], e analo- 

(10) Il ragionainento del n. 21 pro17a che qnando f(P) è differenziabile in ogni punto 
interno ad un dominio piano Il 10 possibili rette d'acciimiilazione in 8 delle tangenti ad F 
nei piinti d'un intorno di Po la coi massima corda tenda a zero, son corde iniproprie di F 
in P o .  Percib quando una almeiio delle derivate parziali di f non è limitata attorno a Pol 
vi  15 in 6 una corda impropria di P parallela all'akse z. 

(IL) Qiiest'esempio ed i l  precedmte mi sono stati addotti da1 prof. PICONE, al quala 
avevo coinnnicato i niiei risultati. 
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gamente peï f(P) - f(M). Si vede anzi che i limiti degl'incrementi parziali 
son zero coinunque 1'- Po. Jla quel che basta è che i limiti stessi si annul- 
lino quando P - Po ne1 modo eniinciato. 

Ragioniamo per assurdo, supponenclo diinqiie che f non sin snperficial- 
mente continua in 1'". Vi sarà allora ivi un valore d'accumulazione L di f (P) .  

diverso da f(P,) e in ogni intorno di Po cadïanno punti Q tali che f(Q) - L 1 < E, 

ove ZE < / L - f(Po)I. 
Da qni, ammessa la forma particolare del postulato di ZERMELO, concer- 

nente la  possibilità di costruire una successione di piinti estraendone tino da 
ciascun insieme di una successione (If), si deduce ovviamente l'esistenza di  
una successione P, convergente a Po e tale che 1 f(P,) L 1 i; E. Se questa 
successione ha in Po più d 'una semitangente, si potrA (n. 1) estrarre da essa 
iina successione parziale avente in Po una sola semitangente 1. Continuereino 
a indicare con Pu tale successione parziale. La  semitangcnte h sarrt non paral- 
lela ad uno almeno, p. es. y, dei due assi; e quindi su essa non said x = cost.. 

Designate con x,, y, le coordinate di Pu e con N, il punto (x,, y,), sic- 
come da un certo v in poi l'angolo della semiretta POPv con )\ è minore d i  

un angolo comunque pïefissato, i punti Pu saranno distinti dai corrispondenti 
punti N,. Si ha ora : 

e siccorne, in virth dell' ipotesi, f(P,) - f(N,) tende a zero per v - oo, cosl, 
da un certo v in poi, 1 f (P,)  - f(NJ 1 < E e 

che é un nnmero fisso > O. Cib contraddice all'ipotesi di partenza. È diinque 
assurdo ammettere che f non sin superficialmente continua in Po. 

OSSERVAZIONE. - Un ragionamento del10 stesso tipo, ma più semplice, 
prova rhe f ( P )  é superficialmente continua in Po allora e solo allora che 
lim [f(P) - f(P,)] = O per P - Po in modo che lirn Po P sin una qualunque 
prefissata semiretta per Y,, il che si pub esprimer dicendo che f(P) è cot2- 
tinua uzelle diverse cliresioni per Z',. Perb questa condizionfl b molto ineno 
significativa della precedente. 

(!:) Qui e nell'osserraziorie del n. 21 son i soli punti della presente Uemoik del-e si 
ainmette il postulato di ZERMELO (sotto la forma indicatn). 
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Osservazioni varie. 

24. La nozione di  semitangente di  un insieme, consente di rendere più 
espressivo e conoreto un teorema relativo ai massimi e minimi di una fun- 
zione f ( P )  di due variabili, il quale rimette in valore, ne1 solo senso in cui 
essa puh rigorosamente sussistere, la  vecchia idea di LAGRANGE per la ricerca 
dei massimi e minimi di  f(P),  e si applica anche ai massimi e minimi vin- 
colati. S i  dimostra infatti facilmente che: 

Se f(1') è a n a  funzioue reale e continua d i  u n  punfo P variabile i n  un 

ins ie~~te  piano serrato I, per cerificnre c7ze i n  u n  punto d'acczt~nulazione Po 
di I essu presentu un massiwzo O un .11~iniwzo (relotivo), bas fa verificare che f (  P) 
gode d i  questa proprieta quando P s'azwicina a Po sol'to la sola condiaione 
che la semiretta POP tenda a d  una  qualunque, ma determinatu, sernitalzyente A 
d i  I in Po ( 1 3 ) .  

Ammessa soddisfatta la  condizione p. es. pel massimo, si tratta di provare 
che in un iiitorno di Z', in I è f ( P )  < f(PO).  Se, invero, esistono punti Q di I 
in ciascuii dei qunli sia f(Q) > fil',), poichè in ogni punto d' accumulaaione 
dei Q la  funsione (attesa la, sua continuith) assume un valore non niinore 
di f(Po),  i punti R dell'iniorno di Po in cui f(R) 2 f(P,) costituiscono un 
sottoinsieme semato K di 1. L' insieme K avrà in Po almeno una semitan- 
gente A e si potrà far variare P in una successione S di  punti di K con- 
vergente a Po, in modo che liin Po 1' = A. Si  pontraddice cosi all' ipotesi. 
Pertanto é assnrdo ainmettere che f ( P )  non sin massima in Y,, per P va- 
riabile in I. 

OSSERVAZIONE. - In realtà il ragionainento precedente B esailriente 
soltanto ne1 cas0 in cui f (Po)  sia un mnssimo O un miniino effettivo (O, come 
altri diee, proprio), ogni volta che lim POP sia una semiretta determinata. 
Invero, se f(Po) è semplicemente un massimo quando lim POP 8 determinato, 
non si pub escludere che nei punti della snccessione S sis  sempre f(R)= fiPo), 
epperb non si arriva all'assuïdo. Ne1 caso di un massimo O di un ininiino 
ineffettivo, peï concludere srmlira necessario d i  ricorrere al postulat0 di 
ZERXELO (sotto la  forma païtico1:ire applicata ne1 n. 23). Ammettendo questo 

(13) 11  1-IVANTI (e Rend. dei Liricei B, 1898. l0 sein., p. 240) ridusse la ~ ~ e r i f i c a  alla varia- 
bilith di P siille linee cantoriane iisceiiti da Po (facenclo peiù Us0 iniplicito del postiilato di 
EERIIEI,O). Nella prernessa alln Mernoria, Sugli estremadi delle fttnzioni di due vaviabili 
(<< JLeriiorie della R. Acc. d'Italia x, 1930Vlll) io arevo ridotto la rerifica alla rariabilita 
di P siille linee di JORDAN iiscenti da P o .  
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postulato basta considerare l'insieme H (non necessariamente serrato) dei 
punti Q tali che f(Q) > f ( P o )  e costruire mediante H nna successione d i  
punti Q convergente a Po, tale che f(Q) > f(P,,)  e lim QP, = A. Donde 
1' assurdo. 

25, Dato un insierne piano serrato I chiainiaino punto ideriore di I ogni 
punto P, tale che le semitangenti ad I in I', sieno a due a due opposte. 
Quando I è un dominio piano ogni piinto interno é interiore. Si prova age- 
volmente che : 

Se f(P) presenta un uzassimo od un ~ n i n i i ~ ~ o  (~.elativo) i n  u n  pulzfo Po 
inferiore all'insie~~t,e serrato I dov'essa è defilzitn, ed i r z  Po Za ficnzio?&e è d i f -  
ferenziabile, tutte le derivate direzionali di  f son ivi  nulle. 

Infatti, le derivate direzionali in P,, relative a due semitaiigcnti op- 
poste 1, - A debbon aver 10 stesso valore assoluto e segni contrari, per 
l'ipotesi della differenziabilità. D' altronde esse risiiltano ambedue non positive 
O ambedue non negative, secondochb f(P,,)  è un massiino O un miniin ,; ep- 
perb son nulle. 

. 26. Si tenga ora conto del teorema di  WEIERSTRASS per gli estreini di 
una funaione, ne1 caso in cui l'insieme piano 1, dov'essa è data, 6 on in- 
sieme qualunque limitato e serrato (non necessariamente un dominio) ("). 
Se ne deduce ovviamente che uiia f ( P )  continua in ogni piinto di lin ta1 
insieme, assume in  I i-cn massiino ed un ininimo (assoluto). E da cib segiie 
subito la  seguente estensione del teorenia di ROLLE ('j). 

Se  u n a  funzione f(P),  finita e continua in tutti i punti  d i  UV, iw ie l i~e  
piano, limitato e serrato, 1, e differenxiabile nez p u t ~ t i  ideriori ,  assurrle valori 
ztyuali uei  punt i  non  interiori d i  1, esiste qualche purzto interiore dove lutte 
le derivate direzionali son rzulle. 

Se c = f ( P )  é una superficie P di JORDAN a punti semplici, se ne decluce 
altïesl facilmente che, separata da P ilna cella, con un contorno 1 a l)iinti 
semplici (piano O sghembo), esiste almeno un punto 1' interno alla cella, tale 
che la proiezione ortogonale di 1 su1 piano tangente in  P eirwnda l 'area 
massima (rispetto alle aree contornate dalle proiezioni ortogonali di 1 su altri 
piani del10 spazio). 

(la) Ved. le mie Lez iod  d i  Analisi (Bologna, Zaiiiclielli, l%%-XI), p. l'il, n. 19. 
('5) Estensioni in altro senso si trorano p. es. nelle Leeioni d i  d ~ i u l i s i  i i~f i i r i t es i i~ ia le  

di PICONE ( <  Circolo Mat. di Catania u, 1933, -VOL 1)) pp. 133, 244. 
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87. Le osservazioni precedenti stanno alla base di una trattazione dei 
massimi e minimi delle funzioni di più variabili, di cui ho appena iniziato 
10 sviluppo. La  consideratdone delle derivate direzionali prirne evidentemente 
non basta. Occorre introdurre le derivate direzionali successive. E percib 
bisogna anzitutto definire in modo topologico-infinitesimale gl'intorni dei 
cliversi ordini di un punto di accumulazione O di  un insieme serrato I di 
piinti di  un S,, . È ciù che ho fatto mediante le semiparabole osculatrici (dei 
varii ordini) ad I ne1 piinto 0, oppure mediante una trasformazione birazionale 
reale, senza ecceaioni, dell'intorno di O, in guisa da mutare il dato insieme 
in ilno di uno spaaio di dimensione tanto alta, che gl'intorni dei varii ordini, 
da prendersi in considerazione, sieno ragginngibili con spazi lineari uscenti 
da O. Si  arriva cosi alle derivate direzionali dei varii ordini e alla formula 

di TAYLOR sotto ipotesi molto più ampie delle consnete. Spero di poter tor- 
nare un' altra volta su quest' argomento. 

28. Le nozioni di tangenti e corde improprie di un insieme in un punto 
di accumulazione permettono di considerare ne1 gruppo delle trasforinazioni 
topologiche (omeomorfismi) un sottogrrippo caratterimante una geometria in. 
termedia fra la topologia e la  geometria differenziale, e che potrebbe chia- 
marsi topologia del lo ordine (16). 

Sieno I, 1' due insiemi perfetti (") di punti appartenenti a due spazi 
. lineari qualunque; e fra 1, I' interceda un oineomorfismo Q. Si dirà che 

questo B un orreeornorfismo del Io o r d i n ~  quando, considerati due punti O, 0' 
di 1, 1', omologhi in Q, l'omeomorfismo fa corrispondere biunivocamente ad 
ogni semitangente o semicorda impropria di I in O una semitangente O ri- 
spettivamente semicorda impropria di I' in Of, ad ogni tangente e ad ogni 
corda impropria, una tangente od ana corda impropria. Con cib si vu01 dire 
che, mentre P tende in I a O in guisa che lim O P =  1, P' tende in 1' ad 0' 
in guisa che la semiretta O'P' tende essa pure verso un limite determinato Y; 
e che mentre P, Q tendono in I a O in modo ohe liin PQ= p, P', &' tendono 
in 1' ad O' in guisn che la seiiiiretta Pr&' tende anch'essa verso un limite 
determinato p'. Inoltre a semitangenti o semicorde opposte corrispondono 
semitangenti e semicorde opposte. 

(16) È i n  sostanza la stessa geometria avente come gruppo fondamentale i l  gruppo topo. 
logico ristretto, di cui al n. 67 del libro di BOULIGAND. 

(") Si pub anche siipporre soltanto che I, 1' siano serrati, bastando allora riferire la 
definizione successira a coppie di punti omologhi che siano di accumulazione pei due insiemi. 
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Le operazioni di proiezione entro ilno spazio lineare S,, dhnno general- 
mente luogo ad omeoinorfismi del 10 ordine. Sin O u n  punto di accumula- 
zione di un insieme serrato I di S,, e sin C un centro di proiezione. Allora 
condiniowe necessarin e sufficiente perchè fra 1' intorllo d i  O in I e l'intortzo 
del p u n t o  0' nell'insiewze 1' proieaione d i  I d a  C sopra un iperpiano,  v i  s i a  
un omeomorfis~tzo del Io ordine,  è clze le corde i l q r o p r i e  d i  I in O s t ie~zo 
tutte (almeno) in un iperpiano n o n  passanie per C. 

L'asser~ione 6 di verifica immediata. 
Si  pu0 cos1 parlare di dirtzensiorce d i  u n  imietrze serrnto I in un suo 

punto  d'accuazulazione O come della dimensione del10 spazio lineare minimo 
in cui si pub proiettare l'intorno di O in Il in guisa che l'intorno proiezione 
sin omeomorfo del Io ordine a1 dato. È chiaro che la  diinensione k di I in O 
uguaglia la dimensione del minimo spazio lineare congiungente le corde 
improprie di I in O (le quali, B snperfluo dirlo, non costituiscono perb 
sempre uno spazio lineare!) (la). È altresi evidente che la diazensione d i  ac- 
cuwulaaione d i  una III, topologica in un suo  punto  uguag l ia  k e supera k 
secondo che il p u n t o  d i  M,  è sewplice O no. 

Non sembra facile rispondere alla questione se la dirnensione k di un  

insieme serrato I in un suo punto d'accumulazione O tda O meno lin inva- 
riante di fronte agli omeomorfismi del 10 ordine (la cosa 6 ovvia per k = 1). 
Possinmo invece agevolmente dimostrare che : 

I l  concetto d i  p u n t o  sewzplice d i  una varieta topologica è i nvar ian te  d i  
fronte agl i  o~neor)zorjîswzi del Io ovdine. 

Esponiamo . la dirnostrazione, per brevità di linguaggio, ne1 cas0 di una 
superficie 3'. Premettiamo che, se due linee di  JORDAN 1, 9 t h  di S,, aventi 
in O un punto semplice, non si toccano ivi, l'insieme Z + rn ha coine corde 
improprie in O tutte le rette per 0, appartenenti al piano w delle due tan- 
genti. Indichiaino invero con HE l'insieme delle rette che congiungono coppie 
di punti distinti P, Q di 1 t m, situati nell'intorno di raygio E di O. Se una 
retta a per O 6 di accumulazione per H, qualunque sin E, ed etiistono rette PQ 
formanti con a un angolo comunque piccolo ed i cui punti P, Q variano O 

su 1 O su m, la  a coincide colla tangente in O ad 1 O ad m. Se invece esi- 
stono rette I'Q formanti con a un angolo comunque piccolo ed i cui punti P, Q 

( la)  I I  GUARESCHI ne1 lavoro citato intioduce la locuaione di x dimensione di iin'accumu- 
lazione O * come nunlei-O delle tangenti linearmente indipendenti in O. Ma un insierne I di S,,, 
che abbia in O un'accumulazione di dimensione 9%- 1 in questo senso, pub benissimo ilon 
esser biunivocamente proiettabile (nell'intorno di O) sopra un iperpiano. 
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distinti fra loro e da O stieno un0 su  1 e l'altro su ni, il piano O P Q  (in- 
dividuato per E abbastama piccolo!) ha per limite il piano w e quindi a 
giace in  W. 

Viceversa, ogni retta a del fascio O in w B corda impropria, perchè, fie 
B distinta dalle tangenti in O ad 1, V I L  (che si sa già esser corde improprie), 
condotto per a un iperpiano S,,-, , che non contenga w, ogni iperpiano pa- 
rallelo a quel10 e ad esso abbastanza vicino, sega l, g n ,  attorno ad 0, oiascunn 
in un punto e la congiungente di questi due punti ha per limite a. 

Cib preinesso, sin F' la trasformata di F mediante lin omeoinorfisino 9 
del 10  ordine fra gl'intorni dei punti oinologhi 0, O' di F, Ei". Su P' si 
posson intanto tracciare infinite linee di JORDAN, aventi in O' un pnnto 
semplice; le trasformate mediante 9 delle linee analoghe uscenti da  O su F. 
Anzi esistono in P' linee di JORDAN passanti semplicemente per 0' con 
iin'assegnata tangente. Per ogni coppia di linee di J O R ~ A N  iiscenti su  P' 
da Of, con tangenti distinte, si hanno oo' corde improprie di P' in O' situate 
su1 piano delle dne tangenti. Pertanto tutte le eorde improprie di F' giacciono 
in questo piano, che non muta a1 variar delle due linee, se no non ci po- 
trebbe esser corrispondenaa biunivoca fra le corde improprie di P e le corde 
iniproprie di F' in O, 0'. Dunque O' 6 semplice per P'. 

29. La corrispondenzn iwdotta d a  un o r ~ ~ e o ~ ~ z o r f i s + ~ ~ o  del I o  ordine fra le 
tangenti  in due  p u n t i  sernplici oucoloyhi d i  due varietd topologiche d i  diunen- 
sione k, è proiettiva. 

Questa 6 conseguenza ovvia del teorema precedente, per k > 2. Invero, 
se 0. 0' son i due puiiti corrispondenti delle varietit JIk, MA', la corrispon- 
denaa indotta fra le due stelle di langenti omologhe in O, 0' & proiettiva, 
perche B biunivoca e ad un fascio di rette fa corrispondere un fascio di  rette. 

Suppongasi k = 2, e si osservi aneitutto che quando la  superficie F, 
avente in O un punto seinplice, appartiene ad lino spasio 8,. (r 2 3)) si pub 
sempre proiettarla da un S,.-,, che non incontri il piano tangente in O 
(epperb iiessuna corda iinpropria di F ) ,  sopra iin piano. La corrispondensa Q 
fra l'intorno di  O in F e l'intorno piano del pimto omologo O' B un oineo- 
morfismo del 10 ordine (n. 28) e la  corrispondenza indotta fra le tangenti 
in O, O' ai  due insieini b proiettiva, perchè generata da una proieaione. 

Sicche tutto ~i ridnce a provare che un omeoniorfismo del 10 ordine Q 
fra due intorni piani n, nt, di centri O, 0') dà lnogo ad un'omografia fra le 
direzioni oinologhe. Infatti le coordinate x', 3' di un punto mobile in n' ri- 
sultan0 fiinzioni continue delle coordinate x, y del punto corrispondente in n, 
le quali, a cagion delle proprietk di 8, ammettono in O' iperderivate in tutte 
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le  direzioni. Percio le x.', y' sono differenziabili (ami iperdifferenaiabili). In 
coiisegiienza il coefficiente nngolare di una direzione iiscente da O' B funzione 
liiieare del coefficiente angolare dell'omologa direaione per 0. 

Un elegante corollario delle precedenti considerazioni b questo: 
Condisione necessaria e sufficiente perchè u n a  f (P)  di  u n  yztnto P mobile 

i n  un domimio piano I, sin iperdifferenaiabile in un pzcnto Po interno ad I, è 
c7ze fra i punti di ulz intorno d i  Po e i corrispondedi ua1ol.i di  f (P)  ei s ia  
.un orrzeomorfiswzo del l0 ordine. 

OSSERVABIONE. - Si posson altresi consideraïe oirzeo~rzorfis~rri d i  ordine 
szcperiore definiti in relazione agl'intorni topologico-infinitesiinali dei varii 
ordini di un punto di accumulazione di lin insieme. 
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Le proprieth inetriche della quadi.ictz d i  Noiitard. 

H. R. PHALEX (New Iroi.k, U. S.  A.). 

INTRODUZIONE 

Consideriamo una tangente assoluta ad un punto dato su una superficie 
data, e conduciamo un piano a travers0 questa retta. Questo piano sega la 
snperficie secondo una curva piana che passa attraverso il punto di tangenzii 
e ammette in quel punto una conica osculatrice per 1' insieme dei piani secanti 
che passano attraverso la tangente data e una quadrica di MOUTARD. 

MOUTARD approssimativamente ne1 1865 comiinica iina descrizione di 
questa superficie in uiiione a diverse note e commenti alla < Societk pliilo- 
matique 2. Nonostante questo, tuttavia, gli stessi e simili teoremi ritrovati da 
DARBOUX (') ne1 1880, da WILCZYNSKI (2) ne1 1908, furono annunziati da 
questi senza che essi sapessero dell'opera precedente di  MOUTARD. 

EDWARD CECH (7, iisando l'equazione di WILCZYNSKI come base e la 
linea tangente x4 = x, - nx, = 0 come asse del fascio di piani, ha dedotto 
l'equazione della quadrica in coordinate omogenee. L'equazione di CECH é 

stata pero rettificata da1 prof. LANE della universita di Chicago. 
Nella sua dissertazione Projective Properties of the Quadric of JIozctnrd, il 

dott. V. A. TAN ha studiato le proprietk proiettive delle qundriche di D I o u ~ a ~ u  
ed ha stabilito diversi importanti teoremi che contengono alcuni risultati 
metrici della presente ricerca come casi speciali. 

I n  questa dissertazione ci proponiamo di dedurre dappriina l'eqiiazione 
della quadrica di MOUTARD in coordinate Cartesiane a proposito della su- 
perficie S, generale, non sviluppabile. Dopo, per mezzo di metodi di geometria 
differenziale, studiamo il paio di quadriche che accoinpagnn le tangenti di 
linee di incurvature; il paio di quadriche  ch^ accompagna le due tangenti 
ortogonali rispettivamente alle tangenti asintotiche; ed anche il paio di qua- 
driche che accompagna un paio generale di tangenti ortogonali. Pe r  ultimo i 
casi precedenti si considerano solo se la  superficie S é mininia. 

(') Comptes Rendus ., ~ o l .  91 (1880), p. 969. 
(7 WILCZYNSKI, Projective Differedial Geowzetry of Curved Surfnces, 5th niernoir. p. 280. 
( a )  CECH a: Annali di Matematica ,, vol. 31 (19--), p. 195. 
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PARTE PRIAM 

La equazione della qiiadrica di Moutard, 
la cubica caratteristica, e le coordinate del centro. 

Sieno S una superficie ed O un sno punto che scegliereino per origine. 
Sceglieremo il  piano tangente corne piano xy. Sia t una retta tangente uscente 
da O;  consideriamo un piano passante per t, i l  quale sega S in una curva 
piana. La. proiezione di questa curva d'intersezione su1 piano xy passa per 
l'origine e vi ha una conica osculatrice, di cui troveremo l'equazione. 

Questa sark anche una delle equazioni della conica osculatrice G alla 
intersezione di S col piano considerato. Facendo variare tale piano ne1 fascio 
dei piani passanti per f, noi troviamo che se la superficie S ha l'equazione, 

e la tangente t ha le eqnazioni 

allora 17 equazione del luogo delle coniche C è 

tale luogo (3) b dnnqne la qnadrica di MOUTARD relativa alla tangente fisss 
. A 

il cui coefficiente angolare è c = - - (se p + 0). 
l' 

1 coefficienti A, J, L e K della equazione (3) lianno i valori seguenti: 
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È ovvio che i l  discriminante della quadrica è 

I l  discriminante dei terinini di secondo grado é 

si trova che 1' equazione cubica caratteristica è: 

h3 - h2[K(ao + al) + A ]  
(9) + h[AK(a, + a,) + K2(a,,a, - a:) - (J2 + L2) 

- K[AK(a,r, - ai) + J(a iL  - a,J)  - L(a,L - or, J)] = 0. 

Le coordinate del centro della quadrica sono 

Con calcoli piuttosto lunghi se ne deduce: 
TEOREMA 1. - Le quadriche di JIOUTARD relative a un punto O di iina 

superficie S, toccano S in O e vi Iianno curvatura totale e curvatnra media 
uguali a quella della superficie S. 

TEOREMA 2. - Un punto piatto (punto miniino) sulla superficie S B  pure 
un punto piatto in ogni qundrica MOUTARD relativa a ta1 punto. 

TEOREMA 3. - I l  centro di ogni quadrica di XOUTARD relativa ad un 
punto P di una superficie S é esterno al piano tangente di S in P. 

TEOREMA 4. - I n  un piinto P su una superficie S esistono dodici tan- 
genti a cui corrisponde una quadrica di MOUTARD priva di centro. 
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Se Kt é la ciirvatura totale. abbiamo: 
TEOREMA 5. - Una condizione necessaria e sufficiente perchè la  qua- 

clrica di MOUTARD &,,, sia un paraboloide iperbolico, é che D = 0 e Kt < O; 
un iperboloide ad una falda, 6 che D + O e Kt < O; un paraboloido ellitico, 
B clie D = O e Kt 2 O. Se D+O e Kt > O la  quadrica Q,,, sarà un ellissoide se 

(J' - AKa,,) < 0, 
[ (JY  - AKa,,)(LZ - AKu,) - (JL - AKa,)le > 0. 

Se Kt < O, la totalità delle quadriche di    OU TARD consiste di una infinith 
semplice di iperboloidi ad una falda e di  dodici paraboloidi iperbolici. 

TEOREMA 6. - Ogni qnadrica di MOUTARD corrispondente ad una tan- 
gente tale che sia A = 0, 6 una quadricn a centro. 

Studierb più tardi il caso delle quadriche di NOUTARD corrispondenti 
alle tangenti di ciirvatura ed alle tangenti normr~li alle tangenti asintotiche. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ricerche di Calcolo delle Variazioiii. 

Memoria di ARMANDO CHIELLINI (a Cagliari). 

Siiato. - LJAutore  mostva dapprimna corne s ia  possibile al sostituire, i n  un caso particolare, 
Pl? 

l a  funzione Q = Z =I p i  pgr con un' a l tra  più  semnplice; inoltre conte mediante questa 
3xi '7xk 

nuoua ficnziotze, oltre che inediante la  futzzioite E d i  WEIERSTRASS, s ia  possibile appli-  
cave i metodi diretti del prof. TONELLI al la  ricei.ca dell'estreino d i  u n  iictegrale della 

forma J = F(xi ... xn; x,' ... xnf)ds. Infine mostra, p w  tale caso pavticolare, un'inteves- J 
C 

sante conseguenza geometrica delle equaoiioni d i  EULERO. 

$ 1. Generalità. Scopo del lavoro. 

1. L'introcluzione, ne1 Calcolo delle Variazioni, dovuta al prof. TONELLI, 
dei cosi detti inetodi diretti, fondati sulla semicontinuitA, è stata cos1 feconda 
di risultati che, natnralmente, ha fatto subito pensare alla possibilith di 
estenderli sia agli integrali multipli, sia agli integrali 

relativa ad una curva C di uno spazio ad ut dimensioni. 
Rigiiardo agli integrali multipli, le ricerche sono state iniziate dallo stesso 

prof. TONELLI e da alcuni suoi scolari corne anche da altri, direttamente 
(O indirettamente) da  Lui inspirati. L'estensione invece agli integrali del 
tipo (1) 6 stata fatta principalmente da americnni, i quali perb, dato anche 
che si  riferivano agli integrali non in forma parametrica, hanno considernto 
quasi sempre la funaione E di WEIERSTRASS, cioh la funzione definita sim- 
bolicamente da 

E(x,  Y, CI', i? = P b ,  Y, if) - P(x, Y, Y') - (Y' - Y')~,'(xCIII') ('1, 
la quale si presta al10 scopo meglio della fiinsione di LEGENDRE-CLEBSCH. 

( I )  Vedi p. es. la Mernoria del GRAVES in a Annals 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo XIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



42 A. C H I E L L I N I :  Ricerche d i  Calcolo delle Vcwiasioni 

Inoltre la  funzione Q, che é quella che sostituisce ne1 problema spaziale 
la funzione F, del caso piano (e cosi largamente usata da1 TONELLI (y), come 
risulta evidente dalla sua definizione, non si presta certo agevolinente ad un 
esame completo ridpetto alla sua variazione di segno e forse anche in cib 
é da ricercarsi un'altra delle ragioni della preferenaa data alla E. 

2. Da questa considerazione discende appiinto il perché del presente 
lavoro, suggeritomi dallo scopo delle mie ricerche future che è quello di 
applicare i metodi diretti del Calcolo delle Variazioni al cosi detto problernu 
di Lagrange (ricerche consigliatemi da1 prof. TONELLI). 

Esaminando i varii casi pratici piu importaiiti del problema di LAGRANGE 
(p. es. il problema' delle geodetiche, quello della catenaria in un meazo resi- 
stente, ecc.) si vede che la  funeione F(x,z,x,, x,'x,'x,') con la quale sbbiamo 
da trattare, ha Rempre una forma abbastanza semplice; mi venne percib in 
mente di ricercare se in tali casi non fosse possibile sostituire alla funzione Q 
una funzione f ,  più semplice e che ugualinente si prestasse al17applicazione 
dei metodi diretti ai problemi in discorso. 

3. La possibilith di applieare la funzione Q ai metodi diretti per la ri- 
cerca degli estremi degli integrali spaziali del tipo (1) t: fornita dall'esistenza 
di una formula, dovnta al BLISS, che l e p  la E alla Q ;  formula del tutto 
analoga a quella nota di SCHWARZ per i l  caso piano. 

Io farb vedere, mediante una dimostrazione semplicissima, come una 
formula analoga valga anche per il caso particolare da me esaininato, so- 
stituendo alla, Q la mia fnnzione f ,  . 

Inoltre, mediante la funzione da me introdotta, dimostrerb una condizione 
necessaria per la semicoritinuitk, per mostrare come effettivamente i bei 
risultati del TORELLI possnno estendersi anche al caso di n > 2. 

Infine, dalle note equazioni di EULERO, ricaverb, per il caso particolare 
in discorso, una proprieth geomehica per le estremali. 

4. L'obbiezione che si pub fare all'introduzione della mia funzione f , ,  
atta a sostituire la Q, é che tale funzione serve solo in casi particolari; deve 
perb essere riconosciuto che, in quei casi particoliiri in cui la f ,  pub essere 
adoperata, i risultati e le dimostrazioni acquistano forma più seniplice e più 
espressiva ed inoltre le dimostrazioni si ottengono come immediate estensioni 
di quelle del TONELLI. 

(?) Vedi TONELLI, Fo~01zda?ne$~ti di  Culcolo delle Vuviazioni, Vol. 1 e 2. 
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5 II. Caso in cui è possibile sostituire la funzione 9 
d i  Legendre-Clebsch mediante una funzione piu semplice. 

Relativa formula di Schwarz. 

5. Sia 1' integrale spaziale 

C 
e sulla funzione 

F(xxr) = F(x,x2 ... x,, ; ,xr'xzf ... x,,') 

facciaino le ipotesi analoglie a quelle che si fanno ne1 caso piano (:'); sup- 
poniamo poi, per semplicitlt di  scrittura, che sia sa = 3, non diminuendosi 
con cib per niente la generalità di quanto diremo. 

a'p 
poich6 la F(xxl) 6 positivnmente Se poniamo per brevità Kk = - ax; axkl 

omogenea di primo grado, avremo 

Supponiamo ora che esista una fiinzione 

f i  = fi&, 4, 
tale che sia 

in tale ipotesi le (2) sono evidentemente soddisfatte, coine si verifica subito 
con un calcolo immediato, ed avremo per la f~inzione 

dove con r si  indica la direzione di coseni (x,'x,'qf) e con p quella di  coseni 

h i f%'Y13 ' )  : 

(9 F e d i  TONELLT, Fondainedi ...., Vol. 1, pag. 203-4. 
(') Supponeiido, al solito, l a  terna xi', x,', x,' normalizzata, non possono essere con- 

temporaneamente nulle tutte e tre le X' e quindi uno almeno di questi rapporti pu6 esser 
sempre considerato. 
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Ne segue senz'altro che il segno di Q sarà sempre quel10 di f , ,  e che 
sarà Q = O per f i  = O e viceversa, escludendo naturalmente il caso in cui 

t f I  p i ,  p z ,  ps siano proporzionali rispettivamente ad xif, x,', x,', il che deve 
esser sempre escluso, perchè la Q va appunto considerata per (r) f (p). 

Un caso notevole in cui valgono senz'altro le (3) B dato da1 seguente 

ed in  quest'ipotesi si ha  

EGEMPII. - a) Sia F r VX," + x,'" x i p  ; avremo 

b) Sin P = (x, i- x, + e,) \/xi'% x i1  + x," ; avremo 

positiva in tutto il campo x,  t x, t x, > O. 
C) Sia P 5 xIx, '  + x2x; + X ~ X ~  ; avremo 

6. TTediamo ora corne sotto l'ipotesi dell'esistenaa della f, si possa de- 
durre, in maniera semplice, una relazione fra tale funzione e quella E di 
WEIERSTRASS; relazione del tutto analoga a quella di SCHWARZ per i l  caso 
piano. 

Per  questo ricordiamo la  definiaione della E ne1 cas0 parametrico; si ha 

da cui risulta sendaltro che la  E 6 positivamente omogenea di  grado zero 
rispetto alle x,' e di grado 1 rispetto alle 5;. Potremo allora supporre sen- 
z'altro normalizzata l a  terna q', e dapprima supporremo normalizzata anche 

la  terna Z,'; detta poi r la direaione di coseni di direzione (xi') e quella 
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A. CHIELUNI: Ricerche d i  Calcolo delle Variasiotzi 45 

di coseni di direzione (z,'), potremo scrivere evidentemente 

dove si A posto - - ,., - * 

cos = x,', COS g = x?'. cos y = xsf. 

Diciamo poi r, l a  direzione secondo cui il piano passante per l'origine, 

Fig. 1 

- 
e determinato dalle due direzioni r e r, sega il piano (xy) e poniamo (vedi fig. 1) 

e in generale 

- 
dove r, indica una qualunque direzione, giacente su1 piano (Y, r )  e passante 
per l'origine, di coseni direttori 

cos a(z), cos p(z), cos y(+ 

Assumendo coine parametro variabile T, la (5)  pub anche scriversi 
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Ma si ha, evidentemente, 

d 
- Fz,f(x, ri) = - Fi sen a af(z) - F , ,  sen p pr(r) - F,, sen y y'(z) = 
dz 

= f ,  \ - (cos2 P + cosP y) sen a. af(z) + cos a cos 3 sen P P'(T) + 
+ cos a cos y sen y .yf(z) 1 

e analogamente per 

Introducendo nella, precedente espressione di E(x, r ,  r), avremo 

E(x, r, r) = cos a fi 1 - (cos' p + cos2 y )  sen a .  ~ ' ( 7 )  + cos a cos p sen P. p(z) + -l' 
TO 

+ cos a cos y sen y*yf(z)  j dz -+ 

-k cos p f, \ cos a cos p sen a. ccl(z) - (cos' a i- cose y) sen p - Pr(z) + -.f To 

-I- cos p cos y sen y - y'(s) \ dz + 

{ COS a COS y 6en a uf(z) + COS P COS y sen P. Pr(z) - 

= COS a fi { - sen3 a - a1(z) + cos a.(cos P sen P. p( r )  + -7 'O 

+ cos y. sen y .yl(z)) 1 d z  -+ ... . 
Na cos" a + cos2 + cos2 y = 1 e derivaiiclo rispctto a T: 

COS a sen a af(z) i- cos P sen p - p1(z) + cos y sen y - yl(z) = 0, 

da cui anche 

E (x, r ,  r) = cos a fi ( - sen3 a .  af(z) - COS' a sen a .  K'(T) j d~ + -7 
{ - sen" P. P'(3 - cos' 8 sen p - p'(z) \ dz  + 

7 0  

-+ cos y fi \ - sen3 y - y'(s) - cos' y sen y y'(?) 1 dz, -7 
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ed introducendo cos a, cos j, cos y entro i segni d' integrale: 

TI 

E(z,  r, 1.) =/- f i  / cos a sen a - d ( r )  + cos sen /3./3'(=) +- cos i sen Y - y l ( r )  d ~ .  
r o  

Ma è anche 

-- - - 
cos r,r = cos a cos a + cos p cos p + cos yBos y = cos ( 7 ,  - T )  

da cui derivando rispetto a r 

* - - 
- cos a sen u a'(=) - cos p sen /3 pt(-c) - cos y sen y .  y f (r )  = sen (ri  - r) 

e quindi infine 

('4 r,) seil (7, - r ) d t  
To 

che 6 la formula cercata. 

7. Applicando alla (6) il teoreina del valor rnedio, corne si vede subito 

esfier lecito ed indicando con ; un valore opportuno compreso tra T,,  e . r i ,  

abbiamo 
Ti 

E(x, r, 3 = fi(., d / s e n  ( T ,  - T ) ~ T  = fi(%, rJ  { 1 - cos (r,  - r) 
To 

da cui anche 

(7) f,(x, r )  = lim 
E(x,  r~ 7 T T , )  

1 - COS ( T i  - T )  

Da queste formule si traggono delle conseguenze del tutto analoghe a 
quelle che si traggono ne1 caso piano e ciob: se in iin poiito x i ,  x,, x, e 

per qualunque r é f i  2 0 ,  é anche E(x, r, r )  2 O e viceversa. Se poi per iina 

crrta r e per tutte le r entro un con0 di  vertice l'origine, di asse r e di 

apertura sufficientemente piccola, è fi(z, r) 2 0, sarà anche per le stesse < 
E(x, r, i) :)r O e viceversa. Se, infine, per ogni r 13 f,(x, Y) E O, é seinpre 

E(z,  r, G) = O ,  ed inoltre 

8. OSSERVAZIONE. - Come si é gik detto al .§ 1, mediante la Q di LE- 
GENDRE si possono estendere i risultati dati da1 prof TOKELLI l ~ e r  il caso 
piano. appunto in virtù della formula data da1 BLISS, che lega la E alla Q, 
per quanto qualche volta tale estensione non risiilti imrnediata; inoltre i 
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calcoli mediante la  Q riescono qiianto mai laboriosi. Io ora voglio invece 
mostrare come l a  suddetta estensione risulti immediata ne1 caso da me con- 
siderato, mediante l'uso della funzione f,. 

A questo scopo dimostrerb una condizione necessaria per la semiconti- 
nuità in tutto il campo. 

$ III. Una condi~ione necessaricl per la semicontinuità 
in tutto i l  campo. 

9. Dimostriamo la  seguente condizione : 
ATel caso i n  cui la F(x, x') sia della forrna (11, condiziolze $zecessariu af- 

finchè 1' integrale 

sia una fu~zione se~i~icontinua in tutto il campo A ( 5 ) ,  è clte per ogni ternn 
nor~nalizzata (x,'x,'x,') e per tutti i gunti (x,x,x,) interni al campo e sulla 
froîztiern, sin 

f ,  (x, x') 2 0 ('9. 
A questo scopo ricordando che si ha 

procediamo in modo del t~it to analogo a quel10 che tiene il prof. TONELLI, 
per dimostrare la condizione analoga ne1 caso piano. 

Supponiamo cioè che in un punto P, interno al campo e per iina certa 
direaione r ,  di coseni direttori COS u o ,  COS P o ,  COS y ,  si abbia 

f , ( x ~ : i a ~ x ~ ;  cos a,, cos Pl, cos y,) < 0; 

allora, per l a  continiiità della f ,  rispetto ai  siioi parametri, sarà anche 

(8) f,(x,a,x,; cos a cos p cos y )  < - r, 

(5) P e r  le  notazioni, vedi T O N E L L ~  Fogida?nenti ...., Vol. 1, paç. 203. 
(6) Tale condjzione si pi113 dimostrare che è vera in  generale, considerando perà la Q, e 

la dimostrazione si conduce in modo del tutto analogo a quel10 tenuto ne1 testo, servendoei 
della formula già ricordata del BLISS, che lega la Q alla E. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A. CHIELLINI : Ricerche d i  Calcolo delle Valanzioni 49 

con y > O, sufficientemente piccolo, per tutti i valori soddisfacenti alle limi- 
tazioni 

I x i - x i o I ( a ;  la-mol < 6 '  I P - P o 1 < ~ 7  Ir - Y 0 1  < 6  

con 6  opportuno, dipendente da y. 
Fer  il punto Po conduciamo un segmento di 

lunghezza 1 < 8, di coseni direttori 

cos a,,, cos p,,, cos y, 

ed immaginïamo il con0 di vertice P o ,  di aswe 1 
e di angolo di apertura 6; dopo cib prendiamo 
per Po un segmento Z,, interno al con0 e ne1 
piano (Il,) costruiamo una spezzatn formata da 
tanti triangoli isosceli aventi per base 1 e per an- 

goli alla base 17angolo (vedi fig. 2).  Detta C,, la 
curva 90si ottenuta e Co il segmento 1, avremo 

Fig. 2 

indicando poi con cos a, cos p", cos; i coseni direttori di Z, e con 0  l 'an- - 
go10 I l , ,  avremo 

S, ,  = - 
cos O 

dx, - cos P o ,  
d> - - COS y, 

ds  d s  

dx,, ,, ds,, cos & da2, ,, - cos d ~ ~ ,  ,, COS ---.--- - -- - 
ds,,  ds  cos O' ds  cos 0 '  d s  cos O 

e quindi 

=j ( Fia,, ; a,,') - F(x ;  x') ds, 
O 

da cui, sena' altro 

Annaii d i  Matematica, Serie IV, Tomo XIII. 
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M a  si ha, per la funzione E di M r ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  

E(x, Z, l , )=F(x ;  x,,') - Z ~ ~ , , ~ F ~ , , ( X ;  xf) - 
- gf2, ,,FZ8,(x; x') - 2f3, ,,Fxst(~; x') = 

R 

= \i'xl ,,,, '+zf  ,,,, '+xf,,.'lf,(r, Z,)sen(O-r)dr= 

.s ; O . 0 

L 1 
Fig. 3 = -If,(%, cos O 1,) sen (O - r)dr 

U 
da cui 

3 

F ( x ;  x,,') - F(x  ; x') = Li xfi, ,lFx,i(x; x') -t- - f,(x, 1,) sen (0 - r ) d ~  - P(x  ; x') 
1 cos l /  0 0 

/"{ F(x  ; x,,') - P(x ; xf) ds =. 2, (di, - xi)PX.i(~ ; xl)d.s + 
il O s: 

. 

1 .  
-~-- / ' /~~(x ,  l,)sen(O r)drIds  

cos O b  1" 1 
e per la (8) 

I: u ) ( l  - cos 0)1 (i F(X; x,,') - F(Z; xf) / ds < , , - x X ;  O -- - -  
cos O 

O 0 

Introducendo questa diseguaglianza nella (19) avremo quindi 

da cui sena'altro, corne per il cas0 piano ( l ) ,  

con E > O, piccolo a piacere. Ne segue che AJ non sarebbe semicontinuo 
inferiormente su1 segment0 Z. 

In ta1 modo la condizione necessaria risulta stabilita. 

(7) Vedi SONELLI, F o w l a ~ n e ~ t i  .... , Vol. 1, pag. 234. 
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10. OSSER~AZIOXE. - Esaminando questa dimostrazione, che a tale scopo 
abbiamo appunto eseguita, risulta evidente Che, salvo le necessarie modifi- 
cazioni di linguaggio e di simboli, essa è identica a quella che da il prof. 
TONELLI; analogamente si potrebbe rerificare l'identitb delle dimostrazioni 
per tutti gli altri risultati che si hanno sia per le condiaioiii necessarie che 
per quelle sufficienti. 

5 IV. Proprieth geometrica dolle estremali di un integrale 
spaziale, ne1 caso che la funzione P(x;  x') sia del tipo del 
parngrafo II .  

I l .  Cominciamo a supporre una F(x; a') di tipo qualunqiie, perche na- 
turalniente soddisfacente alle solite condiaioni generali di contiiiuità, deriva- 
bilitsi, ed omogeneità, analoghe a quelle che si suppongono per il caso piano. 

Sin a un arco di  estremale, di classe 2, tutto interno al campo A (7 di 
esistenza per la P(x; et); allora le equazioni di EULERO (g) 

divengono, tenendo presente che Fxi sono, corne la  B', positivamente oino- 
genee di primo grado rispetto aile xi: 

Indicando ora per brevith con M,, M , ,  JI3 i priini membri delle equa- 
zioni di EULERO, cioé ponendo 

Per le  notaxioni, vedi, al solito, TONELLI, Fondamenti ...., Vol. 1, pag. 203. 
(Y) L a  limitazione al caso di tre variabili è dovuto solo a fiemplicith di scrittura. 
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dalle (10) otteniamo senz'altro 

i l  clie dimostra come le tre equaaioni di EULERO non siano indi&endenti, 
in quanto l a  (il) é una identità. 

12.  Cib premesso, introduciamo l'ipotesi (1)) cioè che la  nostra F ( x ;  x') 
sia della forma 

3 
F(x; x') = y(xIx,x3) V X , ' ~  tSt2 i- 5312 + X i  rgi(x,x,x,)xil; 

1 

in  ta1 cas0 possiamo considerare la funzione f ,(x;  xf), tale che 

Introducendo allora le (12) nelle (10) risiilta 

e le analoghe circolando sugli indici; quadrando e sommando le (13) otteniamo 

Cominciamo ora a trasformare i l  secondo membro della (14); per questo 
sostituiamo a1 posto di 

(4 xir2  _+ x i p ,  x212 + x;-) x ; ~  +- xifL 
rispettivamente 

(b) 1 - x3'-, 1 - Xit2, 1 - x2/2 
ed avremo 
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dove abbiamo, per semplicità, posto 

D'altra parte, indicando con p il raggio di prima curvatura della nostra 
estremale a, si ha la  nota formula 

Ua si  ha senz'altro 

e percib l'espressione (16) risulta semplicemente 

A = 

13. Consideriamo ora il primo membro della (14) e trasformiamolo in 
modo analogo a come si 13 fatto per i l  secondo, cioé sostituiamo alle espres- 
sioni (a) le (b); avremo questa volta 

uguagliando i valori (17) e (18)' troviaino finalmente 

e quindi la (15) diviene 

I I  
2,' X P  x3 
xif  xlr x3' 
xit1 x21t x3If 

che B la formula cercata ('O), la q u a l ~  estende al10 spazio, ne1 caso dell'ipo- 
tesi (1), la nota formula del caso piano 

3 0 

('0) Questa formula (19) va letta come se ne1 secondo membro tiitto coiiipnrisse sotto un 
unico radicale (necessità di spazio hanno obbligato a scr i~er la  come ne1 testo). 
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14. ESEMPII. - (Vedi numero 3 in fine): 

a) Sia F - \'G,'2 + x_'* 1- x i Z ;  avremo sena' altro 

b) Sia P = (x, +- z, -t- x,) V'X,'' + xZt2 -+- xit2 ; avremo 
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The andogue of Weyl's coiiforinal curvature teiisor 
i n  a Micha.1 fnnçtioiial geoiiletry. 

by T. S. PETERSON (*) (Princeton, N. J ;  U. S. A.). 

The purpose of this note i s  to  obtain a set of functionals conforwmlly i n v a r i a d  i n  a Xichal 
functional geometl-y. 

INTRODUCTION 

I n  a, series of papers (') A. D. MICHAL has investigated the properties 
and invariants of various types of functional geometries. The particular 
MICHAL functional geometry considered in this paper is basecl on the defining 
metric 

where the functionals g[y(s); os, p] and g[y(s); a] are continuous in their 
functional argument y(s) and also continuous as a function of a and p. The 
first functional is assumed symmetric in a and P and the second is assuiiied 
non-vanishing for a 2 a 5 b. For the above metric a fiinctional tensorial 
analysis has been developed which extends in a somewhat analogous manner 
the fundamental concepts of current 9%-dimensional differential geometries. 

We will as usiial adhere to the following notation tliroiighout the 
paper; (1) to represent the variables of ficnctiotzals as indices, (2)  to s i p i f y  
btj the repetition of an index, once as a sabscript and once as a suye~.sciiyf, 
an integrution 09% that variable throughout the ficnduureutal interval (a, b). 
A parenthesis around u variable will denote an exception to this integratiorz. 
convention. 

(*) The author is indebted t o  prof. A. D. MICHAL for calling his attention to this 
problem and for helpful suggestions and criticisms in the preparation of this papei-. 

(0 C f .  Amer. Joui: of Math. U, Vol. 60 (1928); c Proc. of the Nat. dcad. of  Sc. a ,  

Vol .  18 (1930), pp. 88, 16.2, 165, Vol. 17 (1931), p. 217. Unpublislied papers c f .  abstracts in 
K Bull. of  A. M. S. B, 1927-1931. 
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A fiinctional space having as the defining metric 

(O. a) as2 = A[zl(s)l I gzp[~l(s)1~1/%P + gz[y(s)l(W" , 
where A[g(s)] i s  an arbitrary continuous functional, will by definition con- 
stitute one of a class of functional spaces conforinal to the functional space 
defined by (0.1). It is the object of this paper to derive certain functional 
invariants of (0.2) under transformations of the forin 

i*,:[~/(s)l = wsll&l, [Y(41, iz[Y(s)l = ~[ll(s)lgz[?l(s~l- 

This class of invariants will by analogy be called the fiinctional conforma1 
invariants of the differential geoinetry based on the metric (0.1). 

1. Definitions and fiindsiiieiital notions. - Throughout the paper me 
shall be concerned with biunique fanctional transfoimations 

which transform a continuous fnnction I/" into a continuous function y2 and 
which have differentids of the normal form 

witli non-vanishing FREDHOLM determinants 

D[~>tl,, yt1 + 0. 

A functional Z L , [ ~ ~ ]  which under (1.1) transforms in accordance with the law 
- - 

(1.3) u&" = uz[gP]?, y(=) + 2 ~ ~ [ 1 / ~ ] ~ ; ~  

will be called a covariant vector, while a functional [Q"] mhich under (1.1) 
transforms in accordance mith the law 

mil1 be called a cotztrnvnriant vector. The kernels of (1.4) are the kernels of 
the inverse transformation to (1.2). A seyuence of functionals of p w h i c h  are 
the coefficieitts of an  nbsolute wdtilinear functional forru Q[E, , ... , 5,; ui, ... , um] 
i n  n co~zfravnricrt&t vectors 5,") ... , SnWwd m covccriant vectors usi, ... , usm will 
be said to co~zstitute a n  absolute fu~zctional telasor of rank n +in, covariant 
of rank n and codravariant o f  rawk in. 

XTith a view to defining inlter ~~zulf@licafiotz of functional tensors, let 
ils consider two absolnte fniîctional forms 

P[kl m.. , 6 1 ,  ; u', . . a ,  2crn], Q[qi, , y,,;  a' ,  m . .  , W C ]  

with the respective orders as indicated. Taking the variation of P mith 
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respect to a contravariant vector and the variation of Q mit11 respect to a 
covariant vector, or vice versa, we obtain 

6P = p,65;, (i = 1, 2. ... , 9 2 )  

6Q = q % ~ u j ,  ( j  = 1, 2, ... , t) .  

Since the variations 6 P  and ô &  are in themselves absolute invariants, it is 
evident that the derived forms p ,  and q* inay be considered as a covariant 
and a contravariant vector respectively. I t  follows tlien that the integrated 
product p,px is an absolute invariant functional form of 18 +r - 1 contra- 
variant vectors and w z  + t - 1 covariant vectors. IVe defirze p,qx as the imzer 

product of the two functional forms P a n d  Q w i t h  9.espect to the vectovs ET 
and  v!. 

I n  order to define contraction of functional tensors, let us consider the 
second variations of the above functional forms eacli with respect to a 

covariant and a contravariant vector. We obtain 

Similarly, as before, an absolute fnnctional form in n + r - 2 contravariant 
vectors and m + t - 3 covariant vectors is given by 

(1.51 nl=pagx +p"qZ -tp2q" +p;g?. 

This form, JI, is by the above definition the inner product of the two fuiic- 
tional forms P and Q with respect to tmo vectors. If we assJme now the 
functional form Q to have the particular coefficients 

where the functional~ 6; and 6% are such that 6; = O and 6% = 1, we see 
that the inner product (1.5) reducrs to 

b 

W e  defitze the nbsolute functional form C a s  the co~ztracted form of P witlz 

respect to the vectors US alad 5;. 
We assume throughout the paper that al1 of the functionals considered 

have normal linear variations; as, for exemple, the coefficients of the me- 
tric (0.1) 

(1.6) 
6gxp = . , '~,~6y'~'  + ~ , ' g , ~  6y[P) i- 'g,p,.6gn 

= .,'g,6~'~' i- 'g,, ,Qu. 

Annali d i  Matematica, Serie Il-. Tomo SIIL 
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For the metric (0.1) it mny be shown (') that Our space is endowed with a 
functional symnietric affine connection defined in terms of (0.1) in the fol- 
lowing manner (2) 

where the functionals (g@, gz) ~ i g n i f y  the resolvent of ( Q . ~ ,  gx) and satisfy, 
in consequence, the relations 

With the four functionals (1.7) defining the affine connection of our spaoe, 
the components of the functional curvature tensor are given by 

For a general affine conneotion, there exist five funotionals ( 3 )  characteriaing 
the functional curvature tensor. However, me have 

THEOREM. - T h e  a f f ine  connectiom (1.7) being defined by  the wetr ic  (O.l), 
the fifth cotnponent o f  t7ze functionnl curvature tensor 

. . .  F" -"N" pi 
a -  z i z  

vanishes  identically. 

(') Cf. NICHAL, loc. cit. 
(') Indicated also by MOISIL iu his thesis appearing in 1930. 
(7 Cf. XICHAL, loc. cit. 
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This theorem is readily verified in  siibstituting from (1.7) and nsing the 
variation of the first relation of (1.8). 

The four functionals defining the functional curvatnre tensor inay be 
considered as the coefficients of an absolute quadrilinear form Q[Sz, vZ, Gz, ur] 
with the symmetry conditions 

The explicit nature of this form is 

Contracting (1.11) with respect to Ca and u,, we obtain a functional form 
of two contravariant vectors, whose two coefficients BrP and Ba we call the 
functional RICOI tensor. This tensor is given by 

If me now intermultiply the functional tensor defined by (1.12) with 

on both vectors, we obtain the scalar, 

(1.13) B = BzgZ + B,gZz + BZzg2 t BZpgZ' 

which we shall call the scalar curvature of the space. 

2. Conformal invariants. - Let us assume the functional ?.[ys] of (0.2) 
to be of the form e2f[y". We have at once 

where the barred functionals indicate the coefficients of a metric (0.2) con- 
formally equivalent to the metric (0.1). Taking the variation of (2.1) with 
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respect to yb7 i t  follows that the functional derivatives of (2.1) have the form 
- 

2fr I '  
a, 9 % ~  = ea, Qap 7 (zJ'i%~ = e-aff (%i g a$ 
- 

tpaP - %B - 
(2.2) 'g,p,, - = e"('ga~,. +- 2g,pff,), g, , - e-2f(g,. 2gap'frr) 

a f ,  - 
= e,, g% , (a,'g% = ëaf' 

- - 
( 4  g" 

r a  
'g%,o = e2f f('gZ,. + %'f,), g,o = e"f('g,; - 2gatf,). 

Substituting (2.2) in (1.7) we obtain as the functional affine conneetion of (0,2) 

I n  taking the variation of each of the functionals defined in (2.31, we obtain 
their functional derivatives as folloms 

-i i \ ,,P = (1) - P  
i P,, = PI,. 

Let us nonT solve the equations (1.7) for the functional derivatives of the 
coefficients of the metric; we obtain 

(2.6) ci, ~ i a  = g i n  ( i )  x + yi,M: + g , ~ ? '  + g.  19 P'"' 
( P )  'g&i = g.1;' + g,,r;i + gsr;i + ga,rei + g ,F~ I " '  

+ g , p ~ i P '  + gaiNgJ i- gF&'. 
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By taking the variation of the fiinctional eqontions (1.8) and eliminating with 
the relations (2.5), we obtain the functional derivatives of the resolvents of 
the metric 

Eliminating the functional derivatives of the metric in (2.4) by nieans of (2.5) 
and (2.6), we may then substitute (2.4) in (1.9) to obtain the fnnctional cur- 
vature tensor in the space (0.2). Xaking these substitutions, we have 

mhere the functional tensor (fSp, f a )  represents the functional covariant cle- 
rivative of ' f , ,  that is, 

Contïacting the functional tensor defined by the four fiinctionals (2.7) in the 
sense (1.12), we obtain the functional RICCI tensor for the space (O. 

(2.9) 1 B a ?  =Bap .+ (g - 2) 1 f - z ~  - ' f i f p  1 + g r $  1 A z f  i- (g - 2 ) A i f  

=B ,  + ( g - 2 )  f x  

mhere 

A , f  = g5'f,'fm + Q g T ' f u l f T  

4 f  = gGfo + ggfoo + yG5f ,  f gUTfm 

g = (b - a). (the length of the interval of integration). 
From (2.9) and (1.13), me have the scalar cnrvatiire 

(2.10) B = e-?f \ B + '4g - W,f + (g - 1 ) ( ~  - 2 P , f  \ . 
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Assuming the length of the interval of integration to be neither 1 nor 2 ('), 
we may elilninate the functional A,f between (2.9) and (2.10) ohtaining 

Then in siibstituting these values of fa and fa$ into (2.7)) we obtain four 
functionals independent of the functional under a transformation of the 
form (2.1) 

I t  i s  evident, since only invariantive eliminations have been made, that the 
four fanctionals (2.12) are the components of a tensor. 

By a procedure, due to A. D. XICHAL, which follows in consequence of 
a paper by DELSARTE ('1, one may' very simply show that a flat functional 
space, i. e., one in mhich the functionals g,~[g] and g,[g] are independent of 
the fnnction yS, may be rediiced to a Euclidean function space. This is a 
space for whicli g,p = O ,  y, = 1. With respect to this type of space we 
observe here that the coinponmts of the conforinal curvature tensor are 
necessarily zero and hence also zero for ariy spnce conformal to a flat space. 
The converse of this fact liowever cancot be handled so sirnply. A direct 
proof necessitates the solution of the ratlier cumbersome integro-differential 
equations (2.12); which has not as yet been accoinplishecl. 

( 1 )  The significance of these singularities lias not at pi,eserit been deterinineil. 
(?) Cf. DELSARTE, Sitr certaitzs sous-yvoicpes du groupe de Freclholin, Aiin. de la Soc. 

Pol.  de Math. *, Toiiie 8 (10-9). 
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Uiia geiieralizzazioi~e, pi' le serie, del metodo cli 
somina,zioiie di  Nikola Obreclilcoff iiella teoria. 

del proluiigitineii to aiiali tico. 

Nemoria di  CARLO BII~ISDELLI (a Udine). 

Suuto. - I?t questa Nemoria vlene posto u9a auouo procedimento cli s o ~ z m a z i o ~ e ,  per oyizi 
00 

f(z) rn 2 a p  a raggio d i  couuergeua + O, della serie 2 a,,zn cletemnina~~do iE campo 
O 

(includente i l  cerchio d i  converyeiiza) i n  cui  è, esseiido A inter0 l'orcli~le d i  sotnuzazio#ie 
12 + a 

e A: = ( ). u n i f m a e m e ~ t t e  

( p , ,  p,, ... psn sono tu t t i  i wumeri dispari positivi 5 12; y , ,  q , ,  ... q ~ , ,  i tacmeri positivi 
pari  5 fi ,  con y,  = O). Questo campo cZi so+mnabilità tende per I - oc, a9nplia91dosi. ad 
un campo limite che abbraccia coml,letamem?e i l  campo limite a cui avzpl iawhxi  t e d e  
i l  campo d i  som?nabilità, quaicdo A- x ,  relatiuo al ~netodo setnplice d i  Ar. Obrecl~koff; 

00 

con questo ultitno si somma la  f ( z )  v, Ba,@ ogtzi quulvolta è 
O 

1 * 
lirn - Z AZ?-(l+ A ) P . ~ ~ . D . Z P =  f(z). 

n=oo ArnP O 

Corne 6 noto, una  serie 

Q sommabile 

mabile (C, u) 

col metodo d i  CESÀRO e per l'ordine a di sommazione, O som- 

con ln s o m m a  S, se, posto 

si la successione SE = - t e n d e  al limite S. 
A l  
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NIKOLA OBRECHKOFF ('1 pose la  seguezte estensione del metodo di  C ~ s à x o ,  
permettente di prolungare la srrie di TAYLOR di iina funzioiie analitica fuori 
del cerchio di convergenza. 

b0 

La serie L a,, & sommabile secondo il metodo di N. 0. con la  somma S 
"=O 

1 " 
la succesione 4; = li 3 Ayip(i  + A)%,, ore A B intero positivo, tende 

AL% 21-0 

limite S quando n-os. Se diinostra facilmente che se nna serie è con- 
vergente, essa & soinmabile con questo procedimento e verso la stessa somma. 

00 

Lo stesso autore dimostra nella sua Nemoria il Teorema. Se f ( a )  = Z a,,an 
n=O 

B nna serie di TAYLOR il  cui raggio di convergenza & + O  e G,. indica il 
1 ( 1  4- A)a -- 1 11. 

campo interno al rmno esterno della curva 12 Il+"= I A I '  allora 

indicando con c c , ,  a, ,  ... i punti singolari della funzione f ( a )  e con G il campo 
comune di a,G,., cc,G,, ... la serie Z a,,aV è uniformemente sommabile con 
questo procediinento, internamente a G, con la  somma f ( x ) .  

Prima di introdurre l a  definizione di un nuovo metodo, scopo della pre- 
sente Mernoria, generalizzazione di quel!o or ora ricordato converrà riassumere 
i l  procedimento seguito da NIKOLA OBRECHKOFF per dimostrare la validità 
del teorema enunciato oltre qualche altro risultato stabilito nella stessa Me- 
rnoria. 

Servendosi del teorema di TOEPLITZ, ~'OBRECHKOFF rnostra in primo 
luogo coine per la serie yeoinetrica valga il metodo introdotto quando a ap- 
partiene a1 campo interno al ramo esterno della curva 

tende (per n - x )  a 
1 . Al contorno di questo campo ed esternamente 

1 - a  
1 T ~ I  tende a +m. Teninnlo presente che, per i campi posti internamente 

1 
a quel10 racehiuso diillii curva (21, ln conrergt.naa di T: ad - B u n i f o r ~ e .  

1 - 2  

Prendendo in conüiderazione la cnrva (21, ~'OBRECHKOFF r n ~ s t r a  elementar- 
mente coine (per ogni valore di A iiitero positivo) essa possegga, esternainente 
a l  cerchio 1 a 1 < 1, un solo raino. Codesto ramo è poi sirnmetrico rispetto 

( ') Sul- ln soirziizwtioir. des séries rliveigentes par S~KOLA OBIIECHI~OFF. Extrait de 1' r An- 
nuaire de l'Universit6 de Sof ia  >, faculté pliysico-inatli i . i i iali~e, t. XSZV, 1037-1938, liv. 8. 
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all'asse reale; cib risnlta subito rcrivendo in fornia polare l'equazione della 

(6, lungo questo ramo, p = 1 per il solo pnnto z =  1). Questo ramo della 
curva (2) sard ne1 seguito sempre indicato con Y),. Essendo G,. il campo 
racchiuso da FA, possiamo riassninere quanto precede dicenclo che la 

C a  

serie L zn è sommabile, secondo il metodo di OBRECHKOFF, ne1 campo Gj. e 
O 

1 
con la somma - 

1 - 2 '  
l a  ora S. 

(3) a, + a,z + a,z2 + ... + a, ,afV + ... 
l'elemento, relativo al punto z = 0, di una funzione analiticx f (x )  e indi- 
chiamo con C una curva semplice rettificabile, racchiudente internamente il 
punto z = O ,  posta entro la stella di NITIPAG-LEFFLER di questo elemento 
analitico. L' OBRECHKOFF ottiene come segue la  sommazione della serie (2); 
precisamente dalla somrnazione della serie geometrioa ed applicando, in modo 
opportuno, il classico metodo dimostrativo di E. BOREL. Sia 

otterremo 

cioè 

e quindi 

avendo posto 

Annali  d i  Maiematiea,  Serie IV. Tomo XIII. 
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Z 
Se i l  punto y = é ne1 campo O,.', appartenente al campo Gx ,  allora 

5 
1 h,,(z, 5) converge uniformemente' alla espressione - - cioè b , ,  tende a 

4 8 '  

Sia D la regione del piano immaginario comune ai campi a ,  - Gj., 
a,. Gx,  ... , a , , .  GI., ... , ove a , ,  a,, ... a,, , ... sono i punti singolari di f(z), mentre 
con D, indichiamo un campo interno a D. 

Sia D' ln regione del piano immaginario comune ai campi 5. G,.': quando 5 
percorre l a  curva C (ricordiamo che GA è il cttn~po racchiuso da T h  mentre G i  
è un campo interno a G,). È facile dimostrare che, fissato i! campo Dl, la  
curva C e il campo G,.' si possono scegliere in modo che D' contenga inter- 
namento Dl. Ad esempio tracciamo la curva C cosi: 

Con centro ne1 punto 8 = 0 descriviamo l a  circonferenza di raggio R. 
Ne1 circolo cosi ottenuti cadranno alcuni dei punti singolari a , ,  a,,  ... . De- 

1 
scriviamo, con centro in questi punti, le circonferenze di raggio - D d  R' 
punto s=O mandiamo le coppie di tangenti a queste altime circonferenze 
tracciando perb di queste rette solo il segment0 avente per estrerni i l  punto 
di tangenza e la intersezione della retta stessa con la  circonferenza di 
raggio R (e centro z = 0); s'intende che B da prendersi in considerazione 
solo l'intersezione appartenente alla semiretta, di origine z = 0 contenente 
il punto di  tangenza ('). Eliminando gli archi delle circonferenze compresi 
nella striscia definita da ogni coppia di tangenti (alla stessa circonferenza) 
otteniamo un campo semplicemente connesso non avente nè internamente né 
al contorno punti singolari; indichiamone con CR il  contorno. 

Allora è chiaro che, se R-cm e G,.' tende al campo G,,, D' 'tende al 
campo D;  cioè possiamo fissare un valore di R e un campo opportuno G{ 

Z 
di Gr tali che D' contenga D,.  Ma allora z di Di è pure in  D', cioè - è in  G< 

5 
quando 5 descrive la curva CR, e quindi b,, converge uniformemente verso f (z). 
Si ha cos1 i l  sopra definito teorema ~ ~ ~ ~ ' O B R E C H K O F F .  

(l) Quanto precede è applicabile se il punto di tangenza appartiene al cerchio ( z 1 S R ;  
se  il  punto di tangeriza è esterno a l  cerchio 1 z 5 R allora si elimina semplicernente l a  parte 

della circonferenza (,, k) esterna al oerchio 1 z 1 S B  e raccordandone 1'alti.a parte (non 

esterna) con la circonferenza 1 e = 11. 
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Studieremo ora il comportamento di G2. per A---. Potremo attraverso 
le seguenti considerazioni dedurre, con 1' OBRECRUOFF, un nuovo notevole 
teorema: stabiliremo anzitutto che ogni campo G;., contiene il campo G1 se 
A ,  > A e A è sufficientemente grande. I n  particolare inostrereino che p, per A 
abbastanza grande, 6 funzione cresceiite di A (preso cp + O ) .  Abbiamo, posto 

1 àcoscp 
a=l+7--  ; b = 2  ( 1-- Coi'), che la (S r )  pub esprimer& con la 

P  - P 

p z =  ( i+- aî2bh)"essendo p l ;  O < a < 4 ;  0 < b < 4 .  La  funzione 

a+bi, 
(1 + T) per A > L, ove L è un nuiiiero fissato, 6 cresoente. Sia infatti 

a*)"' mentre p,  e p, indicano le due radici corrispon- Y?) = pz - (1 + 
denti rispettivamente a A ,  e a A, (A, > A, ) ;  allora 

che mostra essere p, > p, poicliè W(1) < 0. D'altra parte i nuineri p sono 
a + b  

limitati dato che p < (1 + (1 -t < e8 ; in conseguenza p tende 

verso un limite finito (che varia al variare di cp) quando A- h. Dalla equa- 
zione di I', si vede che, se lim p = r, allora 

1. 00 

cos cp 
l o y r = l - -  

r ' 

Cioè, la curva tende ainpliandosi alla curva I", data dalla equazione (4). 
Abbiaino cosi il secondo teorema di OBRECHUOFF. 

M 

Sia f (z )  = L a,,z" funeione analitica, monodronla per z =  0, coi punti 
n = O  

singolari a , ,  a ,  a ,  . a , . .  Se G 6 il campo racchiuso dalla curva 
cos cp 

l o g r = l  -- , r > 1, z =rei+ e D B l n  regione comune ai  campi a,-G, r 
00 

ccz- G, ... a,,,. G, ... allora la  serie 2 a,,zn si pub soinmare secondo il metodo 
n-O 

di OBRECHKOFF, se B z interno a D (per A preso bufficienteiiiente grande), 
e verso la somma s = f(5). 

Per  passare ora alla trattazione del nuovo metodo, generalizzaeioiie del 
metodo selilplice dell' OBRECHUOFF, prendiamo i due polinomi dell' OBRECHKOFF 
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relativi alla serie geometrica 

e moltiplichiarnoli 

Cib fatto osserviamo che, se p B pari e v B dispari (indicati rispettirainerite 
con 2p e 2vi + l), ne1 polinomio compaiono i due termini 

i 

e la loro somma é niilla. Identica osservazione peï i valori di p dispari 
t? v pari. Restano cosi dunque solo i termini relativi alle cuppie di nunieri p 
e v entrambi dispari od entrambi pari. Considerando allora la  serie naturale 
dei numeri dispari positivi y,, p , ,  p , ,  ... e la  serie dei numeri naturali pari 
Y,, g2, q3, ... (q,  = O) il ~iostro polinoinio pub scriversi 

ove p,, é i l  massimo numero dispari contenuto in in (p,,, < 92) mentre qrq, in- 

dicn il massiino numero pari contenuto in 12. È poi sompie - inter, p a  
2 

sitivo in entrambe le sommatorie. Da quanto sappiamo risulta orn chiaramente 
1 

che nei cainpi in cui è simulta,nea,mente l im b,,(x) = - 
1 

lim b,,(- x) = -- 
n r w  1 - X' rc=w i + r  

1 
(con~ergenza uniforme) è anche lim / b,,(x). b,,(- x) 1 = ------ (convergenza 

n=w 1 - x2 
uniforme). Posto allora y = z2, il polinomio (5)  nelle potenze intere positive 
di y esprime (per n = cm) un nuovo polinomio di approssimazione della fun- 

1 
zione analitica - in un campo di fiommabi1it;i che preciseremo adesso. 

1 - y  
Rinssumenclo: il nuoro procedimento di soininazione della serie geornetrica è 
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espresso da1 seguente sviluppo (ricercandone il limite per n- 00) 

1 
che al tendere di  n ad rn tende verso - . Esternamente e a l  contorno dei 

1 - 9  
due campi di sommabilità dei polinomi b,,(xJ e b,,(- x )  qnesti divergono. Ne 
segue che se x appartiene a1 campo di sommabilith di b,,(x) (O b,,( x)) nia é 

esterno O a l  contorno di quello di b,,(-x) (O b,,(x)) allora bnf(y) diverge (y=x2). 

Il nuovo polinomio b,,'(y) relativo alla funzione 
1 

tende uniforme- 
1 - ?/ - 

1 
mente ad - nei campi di punti y tali che i campi corrispondenti di  

1-21 
punti x (2' =y) restino interni alla regione coinune A, ai  cainpi raccliiusi 

dai rami esterni delle due curve del tipo della (2) 

Prenderemo allora l'equazione della ciirva (2) sotto la forma espressa 
dalla (2') 

Questo ramo è quello indicato con 1'). nella trattazione, che precede, del- 
~'OBRECHKOFF; come è noto qnesto ramo è incontrato da ogni semiretta, 
iiscente dall'origine, in un solo punto. Facciamo dei punti x del ramo 1'). ln 
seguente trasformazione y=%?, per i valori dell'argoinento di  x compresi 

'IL 9% 
fra - - e + --. 

2 2 
Essendo x = pet?, avrerno y = p2-e?i9  = ref2. I l  modulo di y risnlta 

quindi r 2 1 (r = 1 per a = O) mentre 1' argomento varia fra - n e + n. 
Mettiamo a riscontro il raino I'x con la  curva continua di pniiti y, trasfor- 
mazione del tratto di I',. corrispondente ai valori dell'argoinento cp compresi 

Tc  iT 
fra - - e i- -. Siccome questo tratto di T',. 13 sirnmetrico rispetto all' a s ~ e  

2 2 
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- 

reale ne segue che la  curva di punti y é pura simnietrica rispetto all'asse 
reale ed B una curva chiusa ed esterna sempre al cerchio di centro x = 0 e 
raggio 1 inmtre ha  in  coinune con questa circonferenza il solo punto y = 1. 
Questa curva è poi incontrata evidentemente in un solo punto da ogni semi. 
retta per l'origine; indichiamola con ri. Dalla relazione che intercede f ra  y 

1 - a 
ed x risulta r = pe, a = 2cp cioh p = r2 ,  =sa Sostituendo qnesti valori 

di p e '9 nella equazione (2') di FI, otterremo l'equaaione della curva I'L di 
punti y = reia 

1 

1 
I I  (6) z . ~ + ( l + ) - 2 ( l + ) c o s + l , ;  - o < a < + n ;  ~ 2 1 .  

I l  campo A,  di pnnti x é simmetrico rispetto all'asse reale come pure 
rispetto all'asse immaginario. Neila trasformazione x2 = y  il campo GT (tra- 
sformato di A, di punti x) è il campo, di  punti y, avente per contorno la  
curva I',' espressa dalla (6). Possianio riassnmere quanto vedemmo dicendo 
clle il polinoinio b,,'(y) espresso da  (5') converge uniformemente (per n- oc) 

1 
alla fnnzione ------- per i punti t~ di qnalunque campo interno a1 campo G)." 

1 - y  
racchiuso da Fi1. Possiaino aggiiqwrt) fin d'ora ohe il niiovo prooedimmto 
di sommazione, della serie geometrica, definito da1 polinomio (5') B valido 
per un campo di sommabilitA più esteso di quel10 corrispondente alla con- 
vergenza ordinaria della serie geomet;rica poichè i l  cerchio 1 y 1 < 1 B interno 
alla curvn ri. Stabiliremo in ultimo conie i l  nuovo campo di ~ o ~ i n a b i l i t à  Gi '  
del procedimento, ora stabilito, generalizzazione del metodo semplice del- 
~'OBRECHKOFF risulti tale da avere una parte esterna al campo di somma- 
bilitk (2,. del metodo semplice (almeno per h abbastana8 grande). Basterh, 
per ora, osservare come il punto x = peiQ di F I  e il punto y = reiz di r i ,  
corrispondenti al valore a = cp = + n: dcll' argoinento, abbiano i modiili corn- 
presi rispettivamente fra 

2 , 4 < p < 2 , 5 ,  4 , 2 < r < 4 , 3  per A = l ;  
2 , 8 < p < 2 , 9 ,  5 , 2 < r < 5 , 3  per A = 2 .  

È ora evidente come, applicando al nnovo polinornio b,,'(y), relativo alla serie 
geometrica, la stessa trattazione fatta ~ ~ ~ ~ ' O B R E C H K O F F ,  a1 suo metodo di  
sonimazione, del classico procedimento dimostrativo cli E. BOREL, si debba 
pervenire .al seguente 

00 

1.0 TEOREMA. - Sin f ( x )  = 2: a,,xl1 l'elemento di una funzione analitica 
r a - O  

regolare monodroma in un intorno del pnnto a = 0. Siano a, ,  a 2,.. .  a,, ,... i 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



di Nikola Obreclzkoff rcelln teorin del pî-ol~cngm~iettdo cmrclitico 7 1 

punti singolari a l  contorno della stella rettilinea; iiidicando con b,,'(z) il po- 
linomio (1 B un qualnnque nnmero i n t e r ~  > O )  

e con D il campo comune a i  campi a ,  - Gj.", a2- Gx", ... a, ,  Gi". ... , la serie 
00 

Z a,,#" B uniformemente sommabile col nuovo procedimento s = lim b,,'(z) 
O n w 

(e verso la  funzione f (z ) )  in ogni campo interno ad 9. 
I l  campo di sornmabilità Q del nuovo metodo di sominaziune, per la 

a0 

serie f (a )  m Z  a,en, sorpassa la circonferenza di convergenza in ogni punto 
O 

non singolare. 
Tornando ora, per un momento, al metodo sernplice di OBRECHKOFF 

ricordiamo che rX contorno di Gi. tende, ampliandosi, alla curva i" di equa- 
cos rp 

zione log r = 1 - - , r > 1 quando A - + CO appunto perchè il mod~ilo p 
r 

dei punti di Ph B funzione crescente di h per A-+ cm. Per  il niodo stesso 
con cui l'i di  piinti y è stata ottenuta da  I',. di punti x (y = x" si deduce 
subito corne la cnrva I';, a1 tendere di 1-+CO, tenda amplinndosi ad unx 
curva limite (porta tutta a distanza finita) Y. Cib l~ercliè il nioduto r dei 
punti di  I'i B funzione crescente di A per 1-+ CO. La curva I"' si uttei-r.?, 
evidentemente, mediante la  trasformazione y = xe dei punti x dei tratto 

'TF X 
di r' corrispondente a i  valori dell'argoinento di x coinpresi fra 2 e - ' s .  
Essendo x = pef? ; y = reiz; pP e 2 b  = r e f ~ ;  p2 = r ; 2'g = a ; (per essere xe = y), 
basterà sostituire i valori di p e (p (modulo ed argomento di x appartenente 
alla curva i") nella equazione di I" onde ottenere l'equazione clella curva 1"' 
di punti y. Avrenio cosf che l'equazione di I"', ciirva limite di Fi.' (per 1.- + -) 
e contenente FI.' sempre internaniente (per ogni valore di A), 6 data da 

essendo r ed a il modulo e l'argomento del punto generico y della curva ï". 
Indichiamo allora con G il campo racchiiiso da r" (campo contenente inter- 
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namente tutti i campi G:') e con Q i l  campo comune ai campi a, .G, 
- - 

a,. G ,... a,,. G, ... . Avremo il  segaente 
M 

2.O TEOREMA. - La funaione analitica f (x) = L a,,al' si pub sommare, 
O 

seeondo il nuovo metodo s = lim b,,'(a) e verso la funaione f(s), se 6 2 in- 
n=m 

terno ad a (per X preso sufficientemente grande). 
Mostrererno ora l'iiltimo importante risiiltato da ciii dedurremo essere 

i l  nuovo canipo di soinmabilità piii notevole, corne estensione, di quel10 del 
metodo seinplice di OBRECHKOFF. Precisamente cominceremo col verificare 
la  proprietà della curva I"': la curva I"' (limite delle I',.') abbraccia comple- 
tamente la l? (limite della l',.). Come vedemmo le due curve î' e ï" hanno, 
rispettivame~te le equazioni 

cos cp 
a) log p = 1 - - ; p > 1 ;  - n < y ( + TL; simmetrica rispetto al- 

P 
l 'asse reale ed avente in comune con la circonferenza 1 z 1 = 1 il solo 
punto a = 1. 

1 
1 

cos - a 2 
b) - 1 0 g r = l - ~ ;  r 2 1 ;  - n < a < + x ;  simmetrica pure ri- 

2 
r2  

spetto d l '  asse reale ed avente in comune con la circonferenza 1 x 1 = i il 
solo punto s = 1. 

Cominciaino intanto con l'osservare che la  curva ï" si estende, almeno 
in parte, esternamente alla ciirva i" poiché ï" sorpassa l?' lungo il semiasse 
reale negativo; infatti, dit1 confronto di p ed r per a = rp = n, risulta 

1 1 l o g p = i + - < 2  (esaendo p > 1 ) ;  2 1 0 g r = l ,  l o g r = 2  
P 

e quindi 
log p < log r (con r > 1, p ) 1) 

da ciii 
p C r ;  r = e'; p < e2. 

Gih da questo risultato preliininare possiaiiio dedurre (dato che r è il 
limite del inodulo del piinto di Ti, sitiiato lungo i l  semiasse reale negativo, 
a l  tendere di 1.-+ OC mentre p è il limite analogo per il punto di  l'J che 
esiste parte di G,." esterna a G,. per h abbastanza grande (Gj." campo rac- 
chiiiso da I'; inentre Gi. è racchiuso da r,). I l  metodo bl,'(a) varrà quindi 
nelln corrispondente parte di Q esterna a G iiientre ivi non B detto che sia 
valido il procedimento semplice b,, . Del resto questo risultato sarà in certo 
qua1 modo di molto generalizaato da1 teorema che segue. 
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Venendo alle equazioni a) e b) di r' e I'" calcolinino per le stesso valore 

dp dell'argomento (y = a) le espressioni di - e -. Posto 
dtp dx 

notiamo che le espressioni delle derivate parziali danno 

e quindi 
1 1 

dr S x  1 
sen , a 

sen 9 . *-- 7 , j j = s -  . 2 . @ ;  - - dr  = r2- t 
dY - log P 1 du 1 

log rj  log r 2  

espressioni delle derivate dei due modiili p ed r rispetto all'argomento. 
Per a + O abbiamo inoltre la  disuguaglianza (per essere r > 1), se O < a < ic, 

% s e n - a  %sen a c o s - a  
d r  2 2 2 dr  sen a -> >- cioé d a >  l o g r .  da l o g r  log r 

Se ora per qualche valore dell'argomento compreso fra O e t i c  (estreini 
esclusi), le due curve I" e 1"' si intersecassero, per questi pnnti avremino 
r, = pi, ai = cp, (essendo O < a < n) assieme alla 

Partendo da1 punto di F" situato siil semiasse reale negativo (punto 
esterno, corne sappiamo, alla curva i") dovreinnio in q u e s t ~  condizioni per- 
venire (per i valori decrescenti dell'argomento) ad un primo punto di inter- 
seaione rei.*i con la curva P. A questo punto la  Y", per i valori decrescenti 
dell'argomento, sarebbe interna rispetto alla i'' e non potrebbe certo pih 
intersecare la 1" stessx, per un valore dell' argument0 a,  = cp, > O, appunto 

d r  dp 
perché sarebbe a l  solito 3 > 2, r ,  = p,. 

dz,  dy ,  
D'altra parte, dato che le due curre r" e i" haniio in comune il piinto 

,n= 1, per a, = y,  = O  il detto punto mobile su I'" riincontrerebbe I" ne1 
punto r,  = p, = 1, pei- a,  = cp, = O. Nell'intervallo a ,  ... al = O, dell'argo- 
mento, la  curva r" dovrebbe dunque rirnanere interna alla ciirva 1". È facile 
verificare che questa eventualitk è da scartarsi a priori. Infntti, per a in- 
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terno all'intervallo (a, ,  0) dell' argomento, risulterebbe r(a) < [;!a) e quindi 
i 

(essendo r(a) > 1 ; ?(a) > l), O < log r(a) < log p(a), da cui - 
1 >- 

log r(x) log ~ ( a )  ' 
sen a sen a dr dp >- e cioè - > - per lo stesso valore dell'argomento. Inte- 

log r ( ~ )  log d a )  dx dy 
31 31 

a = a,  avremmo /'g da >/$ dy da cui (per essere 
O O 

r(0) = p(0) = i), r(a,) > p(a,), il che i. assurdo dato che è rja,) = p(a,) per 
ipotesi. Concludendo, possiamo affermare essere la curva ï' completamente 
interna a 1"'; basta rammentare che i" e r" sono curve aventi l'asse reale 
come asse di simmetria. Abbiamo cos1 il teorenia 

m 

3.0 TEOREMA. - Sia la funzione analitica f ( z )  S a,,an n raggio di con- 
O 

vergenza + 0; indichiamo con a , ,  a,, ... a,, ... i punti singolari di  f(a). Sia B 
cos y 

il campo racchiuso da1 ramo esterno della curva log p = 1 - - 
P 

, P > l ,  

z = peiP e D la  regione comune ai campi a,. G, a,. G, ... a,, . G, ... . Sin il campo 

1 
1 

COS - a 
2 

racchiuso da1 raino esterno della curva logr2 =: 1 - 7 ; - n < a < + n; 
- 

r 2  
- - - - 

r > 1; z =reiz e Q la regione comune ai  campi a,G, a,G, ... a,,G, ... . Allora se a 
& interno a D 6 applicabile il metodo semplice dell' OBRECHKOPF (per ogni X 
intero poüitivo sufficienternente grande) lim b,,(#) = f(z). Se è a interno ad 

Y&IW 

è applicabile il nuovo rnetodo generalizzato lin1 b,,'(z) = f(s) (per ogni A intero 
Y&=m 

positivo sufficientemente grande). I l  campo D di sommabilith semplice 8 
completamente interno al campo a di sornma~ione relativo a l  nuovo metodo 
generali~zato; sicchè, mentre per tutti i punti 2 appartenenti a D sono validi 

entrambi i metodi b,,(s) e b,,'(s), per i punti z appartenenti ad Q, ma esterni 
od al contorno di D, è certo valido il nuovo procedimento b,,'(s) (per ogni A 
intero positivc sufficientemente grande) mentre non è affatto detto che d.ebba 
ivi valere anche il metodo semplice b,,(a). 

Basta pensare a l  caso della serie geoinetrica per la  quale, da quanto si 
pub dediirre dalla trattazione fatta indietro a quel proposito, i l  polinomio b,,(z) 
diverge, al tendere di n--+ m, per ogni A in corrispondenza di z esterno 
od al contorno di D. 
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Sur les foiictious méroniorphrs limites 

de fractions i.atioiinelles. 

par N I K O L A  OBRECIIKOFF (Sofia-Bulgaria). 

;\III. P ~ L Y A ,  SCHUR, LINDWART ont demontre des théorèmes sur les 
fonctions entieres qui sont limites de polynomes sur les zéros desquels on 
fait certaines suppositions. DI. SAXER (') a obtenu des résultats analogiies pour 
des fonctions méromorphes qui sont limites de fonctions rationnelles en 
faisant des hypothkses sur les zéros et les p d e s  de ces fonctions. 

RBcemment, M. MONTEL (') a demontre des théorènles pour les fractions 
rationnelles à termes entrelacés sur l 'axe réel et pour les fonctions m6ro. 
morphes, qui sont limites de telles fractions. 

Dans ce travail, dont j 'ai  donne (7 un résumé dans une note publi6e 
dans les « Comptes Rendus 3 de 1'AcadBinie des Sciences de Pni.is, je con- 
sidére des fonctions m6romorphes qui sont limites de fractions rationnelles, 
sur les p6les desquelles seulement on fait des hypotlièses convenables. Les 
r4sultats que j'obtiens contiennent les résultats cles auteurs cités. 

Nous avons le th4orbmc suivant: 
1. Supposons que la suite de frcrctions rationszelles 

tende unifonlzément vers uwe fonction nzéromoq)lze R(z), dont le poigzt z = O 
est un poitzt régulier. Supposons encore que l'on nit mifor~~~éareszt pour n 

" An, 2 -- < 31, 
v = l  l a 4  

(') W .  SAXER, Ueber die Verteilung der Xullstellen und Pole vols ratiottalen Ficnkfione*~ 
konneryegate Folyetl, illatheinatische Zeitschrift ., 27, 1928, pp. 518-35. 

(') P .  MOSTEL, S w  ugze classe cle fomtions ~nérotnorphes, Comptes Rendus , 195, 
1932, p. 643. 

(y N. O B R E C H K O F F ,  Sur des fonctioizs méromorphes qui sowt limites de fracfioi~s va- 
tionnelks, Comptes Rendus =, IW. 1933, p. 746. 
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7 6 N. ORRECHKOFF: Sur les fonctions rnéromorphes limites 

où k > O, 31 est u n  nowbre fini. La fomtion R(z) a Za forme 

où l a  série Z b, est convergente. P(z) est un polgnonze de degré p qui est 
n=l " I A n I  a ,  

égal à [k] si k n'est p a s  u n  nombre entier, et égal h k si  ce mo~il~bre est 
entier; m = [k] + 1 dans le premier cas et m = k d a m  te second cas. Cette 
condition est aussi szcffismzte. 

Nous faisons I n  remarque suivante: dans 1'6nonc6 des thdorèines on 
peut supposer que  l a  convergence est seulement uniforme dans  l e  plan 
ouvert en enlevant les points des cercles décrits autour dee pdles a,, avec 
des rayons arbitrairement petits. 

Puisque les fonctions R,,(z) tendent vers R(z), si nous decrivans autour 
de cl iaq~ie pôle a ,  d e  la fonction R ( z )  une circonférence C, de  rayon arbi- 
trairemeut petit 6 > 0: t o m  les p d e s  a,,, v = À, + 1, A, + 2 ,... , A,,., qui 
tendent vers a, se trouveront pour u > N(6) dans C g .  De la forinide 

A,+, 
(4) liin L A,, = A,. 

n -, m v d * +  1 

On voit facileinent que  pour chaque g 2 0 on a 

En effet, nous avons pour 1 a ,  1 < T,  1 a,,, 1 < T 

sous l a  forme 

on démontre facilement l a  relation (O). 
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Les pôles a, de la fonction R(G) sont simples. En effet, considerons 
1' intégrale (n > N = N(6)) 

r Btant un nombre entier 2 i. En écrivant (z - a,)'' sous la forme 

on obtient 

et nous avons lim j,, =O. Donc 
n-cc 

lim j,, = /(. - ~,)~,R(z)dz = 0, T 2 1, 
12-00 

'% 
ce qui montre que les pôles a,  sont simples. 

Nous démontrons maiiitenai~t que la série 

est convergente. Pour chaque nombre ?IZ fixe nous avons 

d'où en posant TZ- oo et de (4) on obtient 

pour chaque sn, ce qui démontre la convergence de la serie (ô). 
Xaintenant on voit facilement que pour chaque g > k + 1 on a 

Soit E > O un nombre arbitrairement petit et soit le nombre m choisi 
de façon que pour p > 912 on alt 
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78 N. OBRECHKOFB: Sur les fonctions nzéromorphes limites 

Nous avons 

et de (5) on concliit que 

" A*" 

ce qui demontre la formule (7). 
Soit Fc un nombre non entier et écrivons (4)  

" An, " A,, 
R,,(a) = - 2 - - s 2 7 - a.. - 

" A*, Z*"-i 2 -- + 
V=I anv 

m 
v=l alZv v=1 any 

1 1 s s n ~ - i  

+-+-z+... 4 - 7  
v 1 a - anv %Y a,,, a*, 

La suite R,,(s) 6tnnt convergente pour s = O, du ddveloppement 

" An, R,,(z) = - Z z p  2; 
p=l v=i a i :  

" Anv il suit que - L tend vers une limite c,. Considérons alors la fonction 
v - 1  a y  

Nous ddmontrerons que lim R,,(x) = U(x) et le thdoreme 1 sera ddmontr6. 
n-cc 

Pour cela nous d6montreron~ que la fonction 

tend vers la fonction 

dans chaque cercle 1 x 15 R, en enlevant natnrellenient les points des petits 
cercles ddcrits autour des poles a,. En effet, soit E > O lin nombre arbitraire 
et soit A > 2 choisi de façon que l 'on ait 

(4) Voir aussi P .  MONTEL, Saw les fuînilles 9zovwzales de fomtions analytiyues, a  annale^ 
scientifiques de l ' lhole  Koimale Superiewe S ,  t .  33 (1916). pp. 252-302. 
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Soient a , ,  a ,  ,... , a ,  les poles de la fonction V(a) qui se trouvent dans 
le cercle 1 z 1 5 AR et soient a,,  , , a,, ,  , ... , a,,, ,,, les poles de la fonction V,,(z) 
qui tendent vers les premiers pour 98- w. Alors, d'aprks (7), on d6montre 
facilement que - 

n g  Anv an' Y A#' 
lim Z 7- = awni(a - a, ) .  n -+ oc V=I % v ( ~  - ~ n w  ) w=l 

Pour les pôles qui sont en dehors du cercle 1 z 1 = AR, on aura, (n > N) 

Les inegalités obtenues nous montre que lim 1 V,,(Z) - V(z)  \ 5 E, E arbi- 
n-w 

traire, c' est-à-dire que lim V,,(z)  = V(z) .  
n-cc 

Soit maintenant Tc un nombre entier. Nous Bcrivons ln fonction R, , (z )  
sous l a  forme 

et nous considérons la fonction 

Comme ci-dessus, on d6montre que lim R, , (z )  = U(z).  Puisque la serie 
n - oo 

est convergente, cette fonction peut s'ecrire 

et le théorème est d6montr6. 
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80 N. OBRECHKOFF: Sur les fonctiorts ulûéronzo~phes linzites 

Naintenant nous allons démontrer la  partie inverse du theorème 1. Soit 
donc R(z) une fonction m6romorphe de la forme 

(8) R ( ~ ) = c ,  + C , B  + ... + C , + ~ Z ~ - '  

Av 1 où la  serie L - est convergente, k t 1 2 m. Considérons l a  fonction 
"=Il avk+' 1 

rationnelle 
1 
- 

a" 
+ z 

t ... + . 
p: 1 l t -  1 +-- 

n avfl 

On peut facilement voir qu'on peut choisir la  croissance de N vers 
l'infini avec rz de façon que l'on ait 

uniformement. En effet, le premier membre de la partie droite de R,,(z) tend 
vers le membre respectif de R(z). La diffkrence entre 

et le second membre de R,,(z) est en valeur absolue égal an plus à 

et pour chaque R, 1 z 1 I R  on peut choisir évidemment N de façon que cette 
expression tende vers zéro, lorsque n, N-oc.  ?Mais on a 

cqz- ' '2 'Pt = 2 
cqaQ "-1 x - w,"GP ' 

i + T  

1 

où w,(Q) sont les racines de 1' bquation sq = - 1 et 8 ,  = n 3 l 1 . Donc le premier 

membre de la partie droite a la  forme 
IGl 
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* P  M 
et la somme 2 Z 

ip>8 
est Bvidemment bornée. Analoguement nous avons 

p=l v = l (  W" p , 

1 - 1 

où w,(P' sont les racines de l'equation z P =  - 1 , et aPt=pP a ,  N F .  La 
somme correspondante pour les pôles dans le second mernbre de (9) est 
&ale à la somme 

et puisque k +- 12 m, il est Bvident qu' elle est bornée. Donc le théoréme 
est compléternent d6montré. 

En suivant la meme marche de démonstration, on obtient le  théorème 
plus géneral : 

II. Soi t  

u n e  suite de  fonctions rationnelles, o ù  P,(z) sont des po lyno~nes  de degré égal 
a u  p l u s  h q, et supposons q u ' i l  existe un nomnb~e k 2 O, tel que 

x < Di. 1 u:;ll 
Si la suite R,(z) converge un i formément  vers u n e  fonction méromorphe R(z), 
dont le point  z = O est régulier, elle aura l a  forme suicante  

où  la série 

est conuergenfe. P(5) est un polynome de degré g égal a mnx.  (q,  [k]) si k est 
un nombre n o n  entier, et g = m a x .  (q, k )  s i  k est entier, m = [k] + i d a n s  le 
premier cas et m = k d a n s  le second cas. 

Nous considerons maintenant une clitsse spéciale de fonctions méro- 
morphes, limites de fractions rationnelles dont les résidus A,,, sont des 
nombres positifs, en faisant pour les pôles des simples hypothéses. 

Annali d i  Matematica.  Swrie IV. Torno XIII. 11 
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82 N. OBRECHKOFF: S u r  les fotzctiolzs ntérowzorp7zes limites 

I I I .  Soi t  

u n e  suite de foîzctions rcctionnelles, A,,, > 0, p = 1, 2, ... , n, les pôles a,, se 
trouvent d a n s  un secteur A dont le soriintet est le p o i d  5 = O et d'ozcver- 
ture < x. Désignons p a r  A le secteur syildtripue de A par rapport iC l ' a x e  
réel. Alors l a  condition nécessaire et suff isante pour  yue l a  fomtiotz méro- 
morphe R(5) soit l a  l i i d e  u n i f o r m e  de  fondions  ratio~znelles de cette forme 
consiste e n  ce qu'elle doit avoir l a  forrrze suivn+zte 

OG 

R(z) = - 6 +- I: - , A,, > O, 
n=i 23 - a,, 

An où  ln série Z est convergente, a, se trouvelzt d a n s  A et 6 est un point  de A. 
n = i  lan/ 

D'aprés les conditions d u  th6oréme on peut choisir un nombre O de 
façon que les arguments des nombres eiOa,, se trouvent entre - a  et a, 

1 l + O  L 1 < -- 
1 1 = C O S  u 

Nous avons démontré que la somme 

tend vers une limite détermin& lorsque n-m. Donc de (11) on conclut 
* 

est uniform61nenl b o r d e .  Nous avons aussi démontre que la somme L - 
p=l l l 

aue l a  fonction 
* A*,, rc 

R,,(z) = - Z - -1- L A,,, 
p=1 '%il* p=1 

tend vers l a  fonction 

" A , , ,  O O A  Oo A, 
~ ( 2 )  = C o  + 5 A.(- +- = - l i m  2 - + - 2  L - + X  -. 

v=l Z - av a, n-ce ,=I 4 t l p  V=I ,=l - U V  

Soit E > O un nombre arbitrairement petit et soit N choisi de façon que 
1' on ait 
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ce qui est possible A cause de la convergence de la &rie B A. Nous 
I a, I 

avons vu qu7 il existe des nombres A,, , tels que 

" 1  &v -- 5 .  lirn 2 -- 

Donc le nombre 6 dans le théorènie est égal h 

où 1 y 1 < E. Puisque le nombre g est un nombre de A et E est arbitraire- 
ment petit ô =g,  le th6orème est d h o n t r 6 .  

Pour d6montrer la deuxième partie du th60réine7 considérons les fonctions 
rationnelles 

qui ont la forme demandée. Nous avons lim R,,(s) = R(z), Riz) étant la 
n-oc. 

fonction (IO), et la démonstration est finie. 
De la  même rnanihre on démontre le tli6orème suivant: 
III'. Supposons que la suite des fractions 

R,,(") = -g,, +L fi - 7 A", > O, 
u-1 " - a,, 

- 
o k  g,, a,, sont des nonzbres d' urz secteur A d'ozcvertzcre < n, telule vevs zme 
fonction wzéromorphe R(z). La fowt ion  R(z) a la forme (10) oic 6 et a ,  s o ~ t  

" An des n o m h w  de % et la série 2 - est convergente, An > 0. 
n=i  1 an 1 

Consid6rons maintenant une classe de fonctions rationnelles dont les 
pôles se trouvent dans un demi-plan, qu'on peiit Bvideinineiit supposer le 
plan j ( e )  > O ( 5 ) .  Nous dkrnontrons le tli6or&ine siiivanf : 

IV. Supposons  qqce la suite d e  fo~ictions rcctiou~zelles 

où  A,, > O, j(a,,) 2 O, tende vers la fomtion wéroazorplte R(z). La fo~lc t ion R(z) 

( 5 )  Par  j ( ~ )  nous désignons la partie imaginaire de z. 
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84 N .  OBRECHKOFF: Sur  les f o n c t i o n s  nzdromorphes limites 

a la forme suivante: 

An la série L est convergente, j(a,) 2 O, y est un nombre réel 2 O, la 
n=l 
00 

s*ïe - E j (2) est convergente et sa somme est égale au plus h j(6). Celte 
n=l 

condition poztr R(a) est aussi suffisa~zte. 
Soit w > O un nombre arbitraire tel que R(z) soit régulibre pour I z l s a ,  

ce qui est possible parce que z = O  est un  point regrulier. La  suite des 
fonctions rationnelles 

tend uniforménient vers la fonction 

A*, - liin 2 --- -- cor. 
n - oo ,=i %U + a 

Parce que 

* A,,, 2 
v=l 1 a*, + c1. I o  < M ,  . 

Alors comme ci-desfius on démontre que la serie 

est convergente, d' où il s' ensuit que la série 

est convergente. Alors, en se basant sur le théoréme 1, on conclut que la 
suite des fonctions 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



tend vers la fonction 
1 z 

R(B)=C,, + c,z+ ri A,,  - +- - + -2). 
n=l  2- a, ,  an a,, 

Donc nous avons 

" An, - A  An y - l i m  , - Z L y ,  8 = - l i m  2 i. 
n -cm v=l anv v=l av n - ao v = l  Env 

En appliquant le théoréme 1, on a utilis6 le fait que les somines 

sont. uniformément bornées, ce qu' on peut dtimontrer facilement. 
En effet, parce que s = O  est un point r e p l i e r  pour la fonction R(z) il 

existe un nombre 
b 

b > O, tel que / an, 1 > b, n > N. Soit a < S ,  alors on a 

Posons 
1 

n 

j(8) = lim L Am~nv, 
n - o c  w=l 

alors en suivant une marche déjh employée, on démontre que la  &rie 
X 

Z Avy, est convergente. Soit E > 0 un nombre arbitrairement petit et le 
"-1  

nombre m choisi de façon tel que l'on ait 

00 

Z Avyv < 
v=m+l 

Soit hm tel que 
1, m 

lim L An, y,, = L A,y, . 
n - v=l v=l 

Pour fit fixe on a 

,,& 12 m 
j(8) = lim 2 A,,yn, + lim ANvynv = 2 Avyv + g, 

n -  m v - l  12- oc v-A,,+l v=l 

n 

g = lim Z AnvyMv 1 0 ,  
v=A,~+I 
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86 N. OBRECHXOLW: XUY les fonctions mérontoiphes limites 

donc 

pour chaque e > O, c'est-&-dire 

ce qu'il fallait démontrer. 
On peut facilement demontrer qiie y est réel et non négatif. Nous avons 

12 00 

Nous avons clemontr6 que la somme Z Alevynv est bombe et la serie Z Avyv 
v=l v = l  

est convergente. Soit E > O un nombre arbitrairement petit et soit oln choisi 
de façon que l 'on ait 1 pv 1 < E, pour v > 112 ce qui est possible parce que 

1 ,>t tn 
a,-CG. Soit 2 &,&,y,, la somme qui tend vers Z A$,yW. Pour rz assez 

v =l v = l  

grand nous aurons amsi 1 PnV ) < E, v > m. Alors nous avons 

k est un nombre fini. Donc nous avons j (y) =O.  Pa r  coiis6quent on a 

En suivant une marche déjlt enlploy6e, on demontre que 

93 

en vertu du fait que la somme B AHVyny est nnifornl6ment bornee et que 
v = l  
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de fractions rationnelles 87 

y,- oo. La serie 

est convergente, puisque 
m b0 A 

Soit e )  O un nombre arbitrairement petit et choisi de façon que l 'on ait 

Rous avons démontré qu'il existe des nombres l,,, tels que 

h,n m 
lim B A,, Pflv2 = 2 AYpY'. 

n--cc v = i  v = l  
Nous avons alors 

pour chaque nombre E >O, c'est-à-dire y 2 0  et la première partie du 
th6orème est dkmontrée. 

Maintenant nous démontrerons la partie inverse du thkorbme. Supposons 
donc que la  fonction R(B) ait la forme (12)' où y est un nombre réel non 

do 

n6gatif, $av) 2 O, la serie L j est convergente, et 
12=i 

+ W=I O a,, A,, > O ,  

A, la  série Z etant convergente. Designons par 
n=l 

Soit mp un nombre qui tend vers 1' infini avec p, tel que l'on ait 

On peut facilement voir que ceci est 
Bquivalente & 

toujours possible, En effet (13) est 
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88 N. OBRECHKORF: S u r  les fonctions wzérontorphes tirwites 

puisque 

Or (14) est équivalente à 

ce qui est vrai par exemple si mp- ao, +lap > >( Bp 13. Posons alors, si y + O, 

La  suite R,(z) tend uniformement vers la fonction R(z). Parce que 

tous les pôles de R,(z) 

ont leur partie imaginaire non negative et le theorème est demontr6. 
En suivant la  mème marche de d6monstration, on peut obtenir le théo- 

rème suivant : 
IV'. Soit la suite de fractiom 

" ANv 
&(a) = - y,, + 2 --- V=I - U n ,  

, A,, > O, j(- y ,,) 2 0, j(a,,) 2 O, 

qui tend cevs ln fonction ~ae'rotuoq$te R(z). Alors R(z) n la forme (12).  Cette 
condifion est aussi  suffisante. 

On peut aussi démontrer d e s  th6orémes analogues pour la limite de 
fractions de la  forme 

" A,, R,,(x) = Z ---- , 
v=l 2 - a,, 

a ( arg An, 5 p, $ - a < n, en faisant des hypotheses convenables pour les 
pôles a,,. 
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de fructions ratiolz~zelles 89 

Nous démontrerons maintenant, comme application, quelques théorèmes 
connus. Dans l a  note citée, M. MONTEL considère des fonctions méromorphes 
qui sont des limites uniformes des fractions rationnelles avec cles zéros et 
des pôles entrelacés sur l 'axe r6el. Soit 

une telle suite, où P,,(a), &,,(z) sont de degr6 n, et siipposons par exemple 
que les zéros suivent les pôles. On aura 

4471, An,, + ... + - R,,(z) = A,, + - t - , an, ( ~ ~ , ~ + l >  
- 1 2 - a,,,  a-%,,  

En posant 

ZS- 00, a , , , - %  ~ I , , + E .  a , , , - E ,  a , , , + €  ,..., a ,,,, + E ,  m, 

oh E > O est un  nombre assez petit, on voit facilement que les nombres 

- A ,  A,1 i ,  A,2> .--, A,, , ,  

doivent avoir le  même signe. S i  a,, > O en appliquant 1~ th6oréine III' oii A 
coïncide avec l 'axe rdel positif, on obtient que R(a) a la forme 

d 
où cc, > O, A et A, sont de même signe et la  série Z -! est convergente, ce 

i-1 " i  

qui est le  premier théorème de M. MONTEL. Si  nous supposons maintenant 
que les pales a,, sont seulement réels, en applicant le théorème IV' pour 
les deux cas j(cc,,) 2 0, j(an,) 5 O (puisque j(a,,) = O )  on obtient que R(z) a la 
forme suivante 

- A  
A,, , B sont de même signe, a,, réels, l a  série X -ilp Stant conve~yente, ce qui 

a,, ., 

est l 'autre théoréme de 11. MONTEL. 
Soit 

un suite de polynomes qui tend uniforméinent vers une fonction entière F(z). 
Alors la suite des fractions 

" 1 P,1'(z) = Z R13(z) = --- 
P,, (z) V i 2 - a n ~  

Annal; di ~Watematica, Serie IV, Tomo S I I I .  
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90 N .  OBRECHKOFF: SZW les folzctiorts nzéronzorphes limites,  etc. 

tend uniform6nient (dans notre sens) vers la fonction méromorphe 

En applicant alors le theorème III' et IV' on obtient les tli6orèmes de 
3131. P ~ L Y A ,  SCHUR (7 pour les fonctions entières qui sont limites de poly- 
nomes avec des zeros réels. 

Supposons que les eéros des polynomes P,,(z) se trouvent dans un secteur A 
de sommet s = O et d'ouverture < K. D'après le theorème III, on obtient 
que la fonction entière F(z) a la forme snivante 

où a, ,  sont des points de A, 6 est un  point de 2, L - est convergente, ce 
m=i 1 a,, l 

qui est un theortme de M. P ~ L Y A  (7. 
Supposons mainteiiant que les zéros des P,,(z) se trouvent au  dessus de 

l'axe reel. Alors d'après le théorème III la  fonction P(x) aura la  forme 
suivante 

M 

oii j (a,,)  >O,  y reel et non negatif, la  serie - 2 j - est convergente et sa 
w = . ~  13 

1 
somme est 5 j(6), Z - est aussi convergente, ce qui est un autre theorème 

n=ï 1 an 1 %  
de 31. POLYA ( 8 ) ,  enonce par lui sans démonstration. 

(6) G. P ~ L Y A  und 1. SCHUR, Ueber eiuei Arten voit Faktore~afnlgeim in  der Theorie der 
alyebraischeiz Gleichuizgem, a Journal fiir die reine and arigew. Math. 2, 144 (1014), pp. 89-113. 
E. IIINDWART und G. P ~ L Y A ,  Ueber einen Zusammn,enhang ziuischen der Konveqpnz von 
Polyno+ne+rfolyen utztl der Vesteilumzg ihrer Wurzeln, a Rendiconti del Circolo Mat. di Pa- 
lermo ., 37 (1R14), pp. 1-8. 

(') G. P ~ L Y A ,  Ueber A~anüheru~zg durch Polynotizen, deren sütntliche W u ~ z e h z  i n  einetn 
Wi?rkelraum fallem, G6tt. Nachrichten 2, (1913), pp. 326-330. 

(8) G. P~LYA,  SUT les opératioi#s fo~zctiolzmelles linéaires Bchangeables avec la  dérivatiolz 
et SWT les zéros des polyizoines, n Comptes Rendus x ,  183 (ID%), p. 413. 
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Sopra uiia classe particolare di iutegrali doppi 

del Cdcolo delle V:wiazioiii (l). 

Suuto. - Si d a m o  dei  teoremi d i  esistenaa dell'estt-emo assoltcto per yli iirteyrali doppi 
0 P 

I n  una Sua recente Meinoria degli « Annali della Scuoln Norlliaie (') » 

i l  TONELLI lin dato vari teoreini di esistenza dell'estremo assoluto per gli 
integrali doppi in forma ordinaria del Calcolo delle Variazioni. I n  questi 
teoremi si ainmette che la funzione integranda F(x, y, a, p' (1) sia definita 
per (x, y) appartenente a un campo piano limitato aperto D e per a, p, q 
nuineri finiti qualunque, e che, oltre a certe condizioni di derivabilitk, sod- 
disfi sempre ad una disuguaglianza del tipo 

(11 -qx, Y, a, P9 !Il > P ( I P  l'+a 4- I q II+" 1 -+ N, 

essendo p > O, mentre ol in alcuni teoremi è, = 1, in altri deve essere > 1, 
ed in altri ancora > 0. 

Un caso che sfugge ai  teorerni indicati si presenta quaiido la f o i i ~ '  l ione 
integranda 6 indipendente da una delle due variabili p, q, cioè quaiido A, 
per esempio, della forma P(z, y, a, p). Infatti d o r a  la  (1) non pub essere 
soddisfatta. 

Ci proponiamo percib di dare delle condizioni sufficienti per I'esistenm 
dell'estremo assoluto ne1 caso indioato e in qualclie altro che si pi10 ricon- 
durre ad esso. 

Per  questo, dobbiamo premet ter~ un teorema siilla derivabilità della 
sol~iaioue di un'equazione differenziale ordinaria del secoiido ordine rispetto 
a un parainetro contenuto nell' equazione e alle coordinate dei punti teriniiiali 
della curva integrale che rappresenta quella soluzioiie. 

( l )  Lavoro esegriito ne1 Seminario Mateiiiatico della R. Scaola Noriiiale Siiperiore di Pisa. 
(') L. SONELLI, L'estremo msoluto deyli  i n t e y ~ d i  cloppi, a Annali della R. Sciiola Nor. 

niale Sup. di Pisa a ,  Serie II, Vol. II (19'33), pp. b9-130. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



92 B. MANIÀ: Soprc~ una classe particolare d i  integrdi doppi 

1. Un teorema del genere or ora indicato é stato ottenuto da L. LICHTEN- 
STEIN ('), sfruttando ln seguente proposizione di E. PICARD ('): 

« Sia data un'eqiiazione differenziale del secondo ordine 

con f(x, y, y', y )  finita e continua nell'insieme definito dalle d i ~ u g u a ~ l i a n a e  

I n  questo insieme la funzione f(x, y, y', p) sin lipschitziana rispetto 
a y e y', cioè si abbia 

e, posto JI= Max 1 f(x, y, y', p) 1 ,  nell'insieme (3)) sieno b e B, con b > 0, 
due numeri tali che risnlti 

Allora nell'intervallo (O, b) esiste sempre iina soluzione dell'equazioiie (2), 
finita e continua insieme con le sue derivate dei primi due ordini rispetto 
a x, la quale per x = O assnnia il valore O, peï I\. = b assuma il valore B 
e in (O, b) soddisfi alle disuguaglinnze 1 y(x) 1 < L, 1 yl(x) 1 < L'. Questa solu- 
zione e le sue derivate sono date dalle serie uniformemente convergenti 

(6) 

dove 

y = y ,  +(?le -Y,) +(Y, - - ~ 2 ) + . . . ,  

3 = y; + (y'. - y,') t (y,' - 21:) + a.. , 
dx 

9 z y '  + y - y + -  (y,', - Y?") 4- ..., 
dxe 

(') L. LICHTENSTEIX, ZUT Theorie del- gewohnlichen Differentialgleichunyen. ., * Rend. 
del Circolo Mat. di Palermo », 38, 1909, Cap. 1, 5 3. 

(') E. PICARD, Traité rEJA~ialyse, Vol. III (i896), pp. 94-100; vfr. anche loc. cit. ('), p. 280. 
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sono gli integrali delle equazioni differenziali 

che per x = O  assumono il d o r e  O e per x = b assumono il valore B, 
mentre y, B una qualunque funzione, £inita e continua insieme con la sua 
derivata prima in (O, b), e soddisfacente ivi alle disuguaglianze 

Il  LICHTENSTEIN dimostra che se, oltre alle condizioni ainmesse, sono 
finite e continue nell'insierne (3) le derivate fJx, y, y', IL), f,,+r, 9, 2 / ,  p), 
fp(y, y, y', p), le "rie (6) sono derivabili termine a termine rispetto ai valori, 
per x = O  e per x = b, della soluzione da esse rappresentata e rispetto a1 
parainetro p. 

Noi ci proponiamo di dimostrare un teorema analogo ne1 quale non 
compaiano più le condizioni (5). 

TEOREMA. - S e  f(x, y, y', p) è u m  funsione finita e co t z t ima  i m i m e  
con le sue  derivate paraiati del pr imo  ordine rispetto a y, y', p, per (x, y) 
appartenente a un campo A, y' qualunque e 1 p - p, 1 < c ; 

se 
y = q(x), (a < x < b), 

è zcna soluzione dell'eyuazione differenziale del seco?zdo ordiue 

per u n  certo valore F del parametro,  tale clze 1 - p, 1 < c, la c u i  curvn  rcrp 
presentatrice s ia  tu t ta  in terna  a l  campo A;  

se è 

a < Co < S ,  < b, ( C o )  = O ,  z/iE) = y, ; 
se, per tutto 17arco d i  a destra d i  (t,, 7,) s i  pzcd determinare un n w z e r o ,  - 
o > O, tale che n o n  esista u n ' a l t r a  curva integrale della (21, per p = p, usce~zte 
d a  (E, ,  :,,), appartenente all ' intorno (O)' d i  questo arco ( i )  e avente in cmuune 
con esso degli ulteriori  p u n t i ;  

(1) Si dice che una curra 

: Y = ~ ( 4 7  (2,  P h  
appartiene all'intorno (a)' di se in tutto l'intervalle cornune ad ( O ,  b)  e ad (1, P) é 
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allora, s i  pub definire una funa ione  

sono f in i te  e continue i m i e u h e  con  le loro derivate parz ial i  del pri~rzo ordine 
~ i s p e t t o  a 5 , ,  r i o ,  E , ,  y , ,  p ~zell'insielrze d i  yunti (x, <,, y , ,  5 , ,  7 ,  , p) itzdicato. 

Preso un qiialunque piinto ( E , ,  y , )  intrïiio a1 campo A e fissato un nu- 

mero finito y,' e un valore d i  y in ( y ,  -c ,  po 1- c), esiise una e una sola 
curva integrale C? della (2), interna ad A, e passante per ( E , ,  yo) con coef- 
ficiente angolare 7,'. Indicliiamo con 

la funsione rappresentata da C?. 
- - 

Fissiarno poi un sistema di valori (t,, YI,, yol, i) e sia L? la cnrva inte- 
grale della (2) corrispondente a questo sistema. La funzione 

sin definitn per a (: x < 6,  con a < 5, < b, e l a  curva sia tutta interna al 
campo A. 

Allora, assegnato un nninero p > O  arbitrario, si pub determinare un 
nuinero p, > 0, tale che, per ogni qnaterna ( C o ,  y n ,  gor ,  11) soddisfacente alle 
disngiiaglianze 

y(x) - g(x) 5 ,  y )  - ( x  5 O, se 1 a - I 1 5 O, 1 b - p 1 5 O, el nella parte di (g, p )  che 
precede a, ~ ( x )  - .q(a) 15 O e y'(%) - .$(a) 15 o, e, in tutta la parte d i  (2, 8) che segue 
b, y ( x )  - y ( b )  5 3 e y f (x)  - j ' ( b )  5% Vedi L. !~!ONELLI, B'onda?nenti d i  c a k o ~ o  delle 
I'ariaziotti, 11, p. 357. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



la soliizione corrispondente della (2) risulti definita in (a, b) e i n  tale in- 

tervallo appartenga all'intorno ( P ) ~  di cioè sia tale che in tutto (a ,  b) si 
abbia 

- - 
M x ;  5 0 ,  Y , ,  rlOf, P ) -Y(x ;  Y, ,  7to17 r I l < p ,  

- - -  
IY'(x; [ O ,  ~ I O ,  y,', cl)-?lf(x; 50, 7'0, Y;, P) 1 g P ;  

inoltre, p, si pub hcegliere in modo che valgano anche le disuguaglianze 

- 

per x 2 5,, e le stesse col segno < sostituito da1 segno 2, prr x < 5, , es- 
sendo H un niimero maggiore del massimo modulo di fJx,  y, ?/', y), f, (x, y, ZJ', IL), 

fp(x7 y, y', p), per x appartenente ad (a, b ) ,  1 y g(x; E, , ...) 1 < p, y'-~'(x; 5,) , ...) < p7 
1 p - P,l 1 K c ( I l .  

SappiaÎno di più che esistono finite e continue, in un intorno di 
- - (t,, v o ,  y,', $) e per x appartenente ad (a, b) ,  le funaioni g1x; tO ,  y,, vol, p), 

y'(%; 5,, y,, Y:, p), yf'(x; (,, y",  y;, p) e le  loro derivate parziali del primo 
ordine rispetto a 5,, Y , ,  Y,,', p (2). 

Poniamo ora nelle (11) 

Otteniamo con cib 

Se ammettiaino adesso la condiaione di unicith indicata iiell'oniinci:~to, 
cioe che si possa determinare un numero o > O abbastanza piccolo affincliè 

- 

non esistano delle curve integrali della (2), per p z  p, le qiiali passino per 

(') h a  doppia disiiguaglinnaa (11) data dnl T O N E I ~ L I  nei siioi Fo~~dairzeirt i ,  (Vol. II, 
p. 166 e segg. e p. %7 e segg.) è iiiia generdiaeiinione di iina disiigiiaglianxa del P E ~ K O .  

(') Vedi IJ. 'PONELLI, loc. cit., e NICOLETTI, PEANO, PICARD, BESDIXSOS, ecc.  
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- - 
(t,, %O), incontrino L? a destra di quesko punto, e appartengano all'intorno ( o ) ~  

di c; allora, se A q,,' > qol e ( yot - 6' 1 abbastanza piccolo, B, per x > e,, 

e quindi 

per x:;>Eo. 

Essendo y" '  ' ~ ) =  1, in tutto un intorno a destra di Eo 15 
arlor 

Consideriamo, se esiste, il primo punto di  ( E , ,  b), diverso da  E,, 
ne1 quale la (13) valga col segno =. In tutto un intorno di tale punto, 

numero positivo abbastanm piccolo, e inoltre deve essere ( O. Ma, 
allora, a destra del punto indicato, se esso precede 6, si avrebbe 

(O ,  contro la (13). Dunque, nelle ipotesi fatte, 

per k0 < x < 6, la (13) vale col segno >. 
Preso ora un punto (ci, ii) su e, con Co < El < b, e considerata 1' equazione 

questa definisce una funaione implicita 

7?0'(5, 50 rlo 7 P, rli! 
- - -  

finita e continua in un intorno di (il, Eo, q , ,  p, y,) insieme con le sue de- 
rivate parziali del primo ordine rispetto ai suoi cinque argomenti. Sostituendo 
questa funzione al posto di y,' nella (IO), otteniamo una funaione 

- - 
la  quale, per ogni quintupla (tO, y,, C i ,  y i ,  pj, in un intorno di (Co,  i,, f i ,  y , ,  p), 
ci dà una curva integrale della (2), definita in tutto (a, b) e passante per i 

~ u n t i  (50, r i o )  e 151 > yi). 
Cib dimostra il teorema enunciato. 
OSGERVAZIONE 1. - Ne1 teorema pvecedente bastu arzche supporre che 

f, f,, f,,, f, sieizo finite e contrirbue lzeh?insieme dei punti (x, y, y', y) con x 
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apparte~zente a d  (a7 b), 1 y - f(x) 1 < p, 1 y' - f'(x) 1 < p, 1 p - 1 I cr, essendo cr 
- 

i l  più piccolo dei d u e  numer i  CL - po 4 C, po + c - p. 
Cib segue da1 fatto che i risultati ai  quali ci siamo riferiti nella dimo- 

strasi,one sono validi anche in queste ipotesi ('). 
OSSERVAZIONE I I .  - Se,  oltre a d  esistere finite e continue le derivate par- 

ziali del pr imo  ordine d i  f ,  esistono finite e continzte anche le der ivateparaial i  
del secondo ordine, le funzioni  (9) del teore~ua precedente sono finite e continue 
ne l l ' i n s i e~ne  i v i  indicato, con le loro derivate paraiali  dei  pr i r~ t i  d u e  ord in i  
rispetto a 50, 7 0 ,  51 7 Y i ,  P. 

Infatti, nelle nuove ipotesi, le f unsioni 

sono finite e continue insieme con le loro derivate parziali dei primi diie 
ordini rispetto a 5,, qo ,  qor, p ('), e quindi anche la funzione 

definita sopra 6 finita e continua insieme con le sue derivate parziali dei 
primi due ordini. 

2. La proposiaione dimostrata ci servirà ora a dedurre il seguente teo- 
rema di esistenza dell'estremo assoluto per la classe particolare di integrali 
doppi a cui abbiarno accennato in principio. 

TEOREMA. - Sia D un cai)zpo del p iano  (x, y) racchiuso d a  una curva y 
forwbata d a  d u e  cerchi y ,  e y, d i  equazioni 

con x,(y), x,(y) finite e continue in (a, b), xll(y), x,'(y) finite e continue nel- 
l ' i n t e rno  d i  (a, b), e 

%,(Y) < X*(Y), (a ( Y < b); 

lungo y sieno distribuit i  dei  valori  da t i  d a  due  funzioni 

con z,(y), z,(y) finite e continue in (a, b), z,'(y), a,'(y) filzite e continue nel- 
Z'iuterno d i  (a, b), e ta l i  che 

(1) Vedi, per esempio, L. TONELLI, loc. cit. 
(O) Vedi L. TONELLI, loc. cit. 

Annali d i  Matematica, Serie IV ,  Toino HIII. 
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98 B. M A N I A :  Sopru una classe particolare di ilztegrali doppi 

e che 

sia una funaione finita e continua i n  (a, b);  
siu 

F(x, Y! a, $4 
una funzione finitu e continua insier~ze con le sue derivate parsiali dei primi 
due ordini e insienze anche con le derivate parsiali dei primi due ordini 
di F,, per (x, y) appartenente a u n  campo aperto Dr contenente D,  e 5 e p 
nuineri finiti qualunque; 

per (x, y) appartenemte a Dr e 5 e p numeri finiti yualunque sia F,,> O 
e 1' integrale 

I ( Y 1  = p i x ,  Y> a, ( I l  

e 
amnetta, per ogni y di (a. b) il minitno assoluto nella classe di tutte le curve 
ordinarie (') della forma 5 = 5(x), congiungenti i due punti 

e questo sia dato da ulz'estretnale 

r(y) : z = a,(x, y), @,(y) l x L x,(y)) ; 

per agni c o ~ i a  di  punti (x,(y), y, 5,(y)), (x, y, 4, con a < Y < b, 
x > xI(y), e (x, y) appartenente a D', esista al più una estreîtzale di I(y) avente 
in essi i punti terminali. 

Itz queste ipotesi, nella classe d i  tutte le funzioni z(x, y) codinue ilz D, 
assumenti su y i valori nssegnati, e tali che, su quasi-tutte le parallele al. 
l'nsse delle x, z(x, y) sia uiza funzione assolutamente continua di x, e su 
quasi-tutte le parallele all'asse delle y, a(x, y) sia una funzione assolutamente 
continua di y, e inoltre tali che esista finito 

esiste il mininzo assoluto di I[z]. 

az 
( ')  Qiii B da porre p = - mentre y vicne ad essere una costante. 

am' 
(') Ciob rappresentabili mediante un' equaaione 

z = a(x) (1 5 x 5 p) 
con z(x) assolutamente continiia. 
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del  Calcolo delle Vnriazioni 99 

P e r  ogni y interno all' intervallo (a, b),  1' estremale ï (g)  soddisfa all' equa- 
aione 

(14) 
a2%(x, Y) - Fz - F,, - pF,z - 

ax2 FPP 

Per  quanto abbiamo dimostrato al  n.O 1, e per l e  ipotesi fatte su  F, e 
siille funzioni x,(g), x,(g), zllg), zi(y), 

risultano funzioni finite e continue insienle con le loro deiivate parziali del 
primo ordine rispetto ad y, per ogni y iiiterno ad  (cc, b). 

P e r  vederne i l  comportainento nei p ~ i n t i  (z,(a), a), (xi@), b), c i  serviaino 
del teorema d i  PICARD già ricorclato, e cominciamo col dirnostiart: che z (.L, y) 
è continua anche i n  questi punti. 

Consideriamo u n  rett,angolo R di lati 

il quale sia tutto di punti interni al campo aperto D' contenente D e indi- 
chiamo con K i l  massimo modulo di 

in (a, b) e con Ai! i l  massimo modulo del secondo inemhro della (14) per 
(x, 3) appartenente ad R, 1 s 1 < Max 1 z,(y) 1 + 1, ( p  1 < 2K + 1. 

Assegnato u n  numero positivo E < 1, arbitrario, diminuiamo eventual- 
mente ô, i n  modo che sia, per cc 1 y < a + 6,, 

essendo 72 e B i niassimi moduli delle derivate paraidi  del prinio ordine ri- 
spetto a z e a p del secondo membro della (14) nell' inaienie dei punti (a, y, a, p) 
poco sopra indicato. 

Allora, per ogni y tale che o < y < n + 8,, l'estreinale ï (y )  & quella 
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data da1 teorema di PICARD applicato alla (14), e per essa si ha 

tutto 1' intervallo (x,(y), x,(y)). 
Di qui segue la  continuitl di z,(x, y) ne1 punto (%,(a), a), Analogamente 

ragiona per il puuto (x,(b), b),  e quindi risulta la continuità di z,(x, y) 
tutto D. 

Da1 fatto poi clie resta limitata segue che tale resta anche 
?x 

; yercib, dalla continuità del rnpporto ils), si deduoe che anche ax2 
a ' u  13 una funeione continua. nei due punti indicati sopra e quindi 

ax 
in tutto n. 

Della derivata i nostri rayionainenti ci perrnettoiio di dire, in- 
C ~ Y  

vece, soltanto che 6 continua nei pnnti di D diversi dai punti terminali dei 
due archi y ,  e y,. 

Ad ogni modo dalla continuitb di  Ln(x' y) segue che ln funzione z,(q g) 
?x 

appartiene alla classe considerata nell'enunciato, e poicliè 

da1 modo ne1 quale è stata definita la z,(x, y) segue che questa funaione 
fornisce il minimo assoluto dell'enunciato. 

OSSERVAZIONE 1. - La superficie minimiazante a = z,(x, y) determinata 

ne1 teorema precedeiite soddisfa in all'equazione di LAGRANGE 

la  quale ne1 caso considerato si riduce alla (14). 
OSSERVAZIONE II. - Se in lin intorno sufficientemente piccolo di y = a 

la  funzione %,(y) è decrescente e la funzione*x,(y) è crescente, mentre accade 
l'opposto in un intorno sufficientemente piccolo di y = b ;  se lungo y b 

z = mx + n (in particolare, se z B costante); se P(x, y, z, p)= y(y)+(x, z, p)+h(y); 
e se il secondo membro della (14) 6 diverso da zero nei punt (x,(a), a, 
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Cia 
zo(.?;,(a), a), 912) e (x,(b) ,  b, z0(x,(b), b), m);  allora, la derivata 2 A integrabile 

@l 
in e quindi ln fnnziorie a,(x, y) B assolutainente continua in 3 ne1 senso 
del TONELLI ('1. 

Infatti, nelle ipotesi poste, le estremali 1' sui piani y = cost. sono sempre 
le stesse e, nella vicinanza di y = a, sempre concave verso 1' alto O sempre 
verso il basso. Di più, per y, e y, abbastaiiea vicini ad a e y, >y, l7in- 
tervallo (x,(y,)) xJy,)) contiene l'intervalle (x , (g , ) ,  x,(y,)). Di qua segue che 
in un intorno di (x,(n), a) l a  funeione z,(x, y) 6 monotona rispetto a y. Ana- 
logamente si ragiona per il punto (x,(b), b). 

Allora, se si staccn da un intorno di (x,(a), a) iii cui a,(x, y) sia mo- 
notona rispetto a y, si ha, in questo iiitorno 

e l'integrale al secondo membro esiste certamente finito. 

Ne segue subito 17 esistenza di - dxdy. 1- D ;; 
OSSERVAZIONE III. - Per  la  classe di integrali di cui ci stiamo occu- 

pando non si possono dare dei teoremi di esistenza del miniino relativi a 
campi e condizioni al contorno cos1 generali come nei teoremi del TONELLI, 
potendo venire a manoare il niiniino anche in casi molto seniplici. 

Cosl, per esempio, se consideriarno il quadrato Q coi lati paralleli agli 
assi e vertici opposti (O, O), (1, l), e sui lati paralleli all'asse delle y poniamo 

1 
s = O, e su quelli paralleli all' asse delle x, z! = x per O < x I e a = 1 - x 

2 ' 
i 

per g x < 1, nella classe K di tutte le funzioni continue in Q, assoluta- 

mente continue su quasi-tutte le parallele all'asse delle x e su quasi-tutte 
le parallele al17asse delle y, assumenti su1 contorno i valori fissati e per le 
quali esiste finito 1' integrale 

non esiste il minimo assoluto di I [z] .  
Infatti, per ogni funeione z(x, y) di 6: 5: 

( 3 )  Vedi Ii. TONELLI, loc. oit. 
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mentre il limite inferiore di I[z] in K 13 uguale a zero, poich6 se poniamo 
a(%, y) = 0 ne1 rettangolo coi lati paralleli agli assi e di vertici opposti (O, E), 

(1, 1 - E), e nei rettangoli coi lati paralleli agli assi e aventi per vertici op- 
posti rispettivamente (O, O), (1, E) e (0, 1 - E), (1, 1), definiamo z(x, y) corne 
funzione lineare di y risulta I[z] < 2 ~ .  

3. a,) 1 teoremi di esistenza per gli integrali semplici forniscono subito 
dei corollari del teorema dimostrato al n.0 2. Cosi ad esempio possiamo 
enunciare la proposizione seguente. 

S e  sono soddisfatfe le prime tre condisio.ni del teorema del t2 .O  2 ;  

se, per ogni parte l imitata dell'insieme dei p m t i  (x,  y' z) considerato, 
s i  possono determinare le costanti m, m i ,  M, M,,  t ~ ,  in modo che s ia  

e in t u t f a  la parte inclicata si  abbia 

calcolato soprn u n a  curvn z = z(x) corîgianzgente dzce p u n t i  appartenenti  a u n  
insie))le l imitato d i  pzcnfi tevzde cc i- w al tendere a t m del uzassimo w o -  
dulo d i  z(x); 

allora, nella classe delle funsioni z(x, y), indicata tael teore?îzn del n . O  2 
esiste i l  minima assolzito d i  I[z]. 

Infatti, per ogni y fissnto, esiste l'estreiiiante di ](y) nella classe delle 
curve ordiriarie aventi i punti terminali 

inoltre, tale estremante 6 un' estreinale, ed è 1' iinica estremale congiungente 
quei due pnnti ('). Percib sono soddisfatte tutte le condizioni del teorema 
del n.O precedente. 

(1) Vedi L. TONELLI, loc. cit. n.i 90, 97, 128. 
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ESEMPIO. - Le condizioni del corollario ora enunciato sono soddisfatte 
se é 

1- P ( x ,  y, 2, p) = (1 + x2 + 2/?)pC + v 1 +pz .  

b) Del teorema dimostrato ne1 n . O  2 e da1 teorerna di PICARD gin 
ricordato si pub dedurre la  seguente c.ondizione sufficiente per l'esistenza 
del minimo assoluto << in piccolo ». 

Se P(x, y, z, p) è definita per (x, y) crppcivtenente a un cn))tpo aperto D 
e z e p numeri finiti qualzcszque, e i n  questo insieme di pzcnti soddisfa le 
condisioni di conti~suita, e di derivaSilit& indicate ne1 teorema del n.O 2 ;  

se è 
(13) F,, > O, q , p G  - flpz 2 O ;  

nllora, ad oyni insienze liatifato S di punti (x, y, z )  pet- i qzmli F è definita e 
ad oyni coppia di numeri positivi N, p, si pub far corrispondere un nzc~~ero 
6 > O, tale che, preso in D un qualunque contorno y di  dia~uetro < 8, soddi- 
sfacente alle condizioni del teorema del n . O  2, e distribuiti lzcngo y dei va lo~i  z 
pure soddisfacenti alle condizioni ivi indicate e tali che sin seiqwe 

se la curva de210 spazio (x, y, z) che rappresenta i valori dislribuiti luugo y 
è tutta di punti distanti da S per no?z più di p ;  mella classe delle funzioni 
z(x, y) indicata %el teorema del n . O  2, esiste il minima assoluto di  

Infatti, per il teorema di PICARD, si pub scegliere 6 > 0 in modo che 
esistano le estremali r(y) indicate ne1 teorema del n . O  2 ;  e, per le (13), pub 
esistere al più una estremale dell' integrale ï(y) la quale congiunga due puiiti 
fissati e questa estremale B anche un'estreinante ('). Quindi non resta che 
da applicare il teorema del n.O 2. 

4. Alla classe particolare di integrali che abbiamo considerato ci si pub 
ricondurre qualohe volta con un catnbiamento di coordinate ne1 piano (x, 3). 
Cosi per esempio, se 6 dato l'integrale 

(') Vedi L. TONELLI, loc. cit. n.O 128, b).  
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con a e b costanti non entrambe nulle, facendo la trasformazione di ooordinate 

I L -  
- 

y = b n t a y  
a = $  

si ha 

avendo posto 
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On the  T~iiieiti. Coiiwrv:ttive Dyiiaiuicid Systeins. 

By  URE EL \ l T ~ ~ ~ ~ ~ ~  (Baltimore). 

Let n be the number of degrees of freedom of a linear dynamical fiysteiii. 
In  the present note capital letters will denote real matrices with 2.12 r o m  
and 2n columns and greek letters real matrices with n rows and l z  columns 
so that, for instance, 

where E and E are the unit matrices and (i i  is the 9%-rowed 5ero rnatrix. 
The letter G will be used for the matrix of the bilinear covariant (') wliich 
is a skew-symmetric and orthogonal rnatrix: 

The prime denotes the operation of the transposition wliereas differentiations 
with respect to the time t will be marked by a dot. The point (q,, ... , q,, , 
p ,,..., psi) of the phase-space will be denoted by (x ,,..., x,, , x,,, ,,..., x,,,) 
or simply by x. Finally, y = Az designates the vertor into which the vector x 
is tritnsforined by the matrix A. This linear transforination and its matrix 
are termed non-singular if det A =/= 0. 

A system of Zn ordinary differential equations of the first order which 
are homogeneous, linear and do not contain t explicitly clenrly is a canonical 
dynamical system if and only if there exists a sy~ametric matrix H such 

that the differential equations may be written in the form GX 3 Hz. I n  
fact, H is iip to the factor 2 simply the matrix of the Sn-ary quadratic form 
which represents the Hamiltonian function. Since G-' = - G, one inay write 

A non-singular matrix C which is independent of t will be terined a 
Hamiltonin~z matrix: if the transformation x = Cy sends every differential 

(') Cf. T .  LEVI-C~VITA and U. AMALDI, Lezioqti d i  ~neccanica raeioitale, Vol. 2, Part II 
(1927), pp. 308-311. 
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systeni of the form (2) into a differential system of the same forni. I t  may 
be sliomn without difficnlty that these snbstitutions z = Cy constitute a 
subgroiip of the group of al1 contact transformations (9, viz. the subgroup 
consisting of tliose contact transformations in which al1 transformation formiilae 
contain but linear forms which are independent of t .  The dynamical impor- 
tance of this subgroup seems to warrant the presentation of an  « elementary », 

i. e. piirely rilgebraic, tlieory of these transformations, whicli is the object of 
the present note. The resiilts thus obtained are correspondingly more explicit 
thiin if formiilated in  terms of the general analytical tlieory of JAGOBI 
and LIE. Incideiitally, there proves to be a fornial analogy with the transfor- 
mation theory of the parameters of multiple theta series or of the periods 
of dbelian integrals (7. 

One niay start with the reniirrli that two fixed non-siiigular matrices, 
A and B, satisfy the syninlctry relation (AIIB)' = AIJB for every syminetric 
rnatrix H = H' if and onlzj if there exists a niimber s + O siich that A' =SB.  
For on placing III1= A'B-', the condition (AHB)' = AHB is equivalent 
to JIH- H M '  wliere H= H' is arbitrary and inay theiefore be chosen = .E, 
Hence M =  31'. Nom JIH= H M  holds for every H =  H f  if and only if JI 
is of the form SE. This is ensily seen by direct siibstitntion if AI is a 
diagonal iiiatris. If it is not presiipposed that M is a di;igonal matrix 
then Af = JI' inay be traiisformed by means of an orthogonal matrix R into 
a diagonal inatrix RMR-' whereas R transforms the set of al1 matrices 
H= H' into itself. Hence the inatrix RMR-' which is a diagoni.1 matrix is 
by the previous remark - SE so that JI = SE althoiigh i t  is not presupposed 
that J f  is a diagonal matrix. Finally, s + O inasmiich as SE= Jf = JIt= A'B-' 
is the prodiict of tmo non-singular niatrices. Thiis At= SB, s + O ,  q. e. d. 

On siibstitiiting x = Cy into (2) one obtains y = - GKZJ where 
K --- - GC-'GHC inasmuch as  G = - G-'. Hence C is a Haniiltonian matrix 

if and only if K in i= - GKy always is the matrix of a 218-ary quadiaatic 
form, i. e. if and oiily if K = K t  wllenever H = H'. Now K = K' may be 
written in virtiie of H = H' and G' = - G = G-' in the form (AHB)'= AHB 
by placing A = C-'G and B = CG so that (') det A += 0, det B + O. This is, 

(2) Cf. F. LEVI-CIVITA and U. ~ I A L D I ,  loc. cit., pp.  310-316 and 324-327. 
(9 C f .  G. FRODESIUS, Ueber die principale Transfo~wzatio~z der Thet~f tmktiol len itzehrerer 

Vccriablen, c< Journal für reine und angeviariclte Mathematik D, Vol. 95 (1883), pp. 264-296, 
§ 1, etc. or C.  JORDAN, Traité ries sttbstitutiom, 1870, Chap.  I I ,  ij 8. 

(') On the othei. liand, det H inay o r  niay not vanish. 
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as we saw, equivalent to A' = S B  or, since A = C-'G, B = CG, simplg to 

(3) C f G C = s G ;  Idet C I = ( s l r 1 > O  

if one writes s instead of - s-'. The matrix K= - GC-jGHC belongiiig to 
the transforined Hamiltonian fnnction takes in virtiie of (3) and (1) the form 

The necessary and sufficient condition (3) for a Hainiltonian matrix C 
states that the biii~tenr f o m  i n  cogr.edient variubles whiclb belo~tgs to (1) is 
a « relative invariant » of  a no~z-si?zgzclar linear sztbstihtion if atid 0n1y i f  
the gnatrix of this substitution is a Ifamh?totzin~z mntrix. The group of the 
Hamiltonian matrices, in contrast with the rotation and wflexion groiip of 
the euclidian or of a pseiido-euclidian space, cannot be cliarsicterined by the 
absolufe invariance of a bilinear form. This i s  cletir from (2) wheïe the unit 
of the time is iindetermined. I n  a more precise manner, CfGC= G  need 
not hold even if 1 det C 1 - 1. This is illustrated by the Hainiltonian niatrix 

for mhich C'GC = - G-+ G  althoiigh 1 det C / = 1 (- 1)" 1 = 1. 
. On choosing in this exainple rt - 0  (mod 2)) it follows tliiit d 4  C >  O 

i s  conzpatible with s < 0. On the other hand, s , O is  mot coilrpafiOZe wit7i 
ilet C < O. I n  fact, since det (rG - G') = det [(r + 1)G] = (r i- 1)""locs not 
vanish at r = 1, it follows frorn a theoïem of FROBENIUS (") that if J iü R1lJ' 

matrix for which J'GJ= G then det J >  O. Hence s = 1 iniplies det C  > O. 
Now the case s ; O may be reduced to the case s = 1 so tliat s 2 O iinplies 
det C > O, q. e. d. 

A dynamical system (2) with 9% degrees of freedotu will be terined radw- 
cible if it may be sent bg a non-singiilar transformation r = Ty into I i r  > 1 
systerns of the form (2) each of which having a degree of freecloin rz. I n  
the limiting case 112 = 92 one may speak of conlplete rediicibilitg. Since the 
frequencies of (2) need not be (7 real or purely i inaginar~ if l a  > 2 biit are 
almays either real or purely imaginary if = 1, the complett~ly rednrible 
case cannot be considered as the general case. A ~ n f f i c i ~ i i t  condition for 

(j) G. FROBENIUS,  Ueber die schiefe Invar icmte  cher bili+zenretv orler qzta<li.cifisclte~ 
Fomn, x Journal fiir reine und angen-andte Alntliematik x, Vol. 86 (1876), pp. 44-71. niorc 
particularly p. 48. 

(9 cf. Sir W. THO~ISON and P. G. T A I T ,  Treatise oa  Xofwa l  Pl~ilosophy. roi. 1. Par t  1 
(1879), pp. 389-396. 
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the coinplete reducibility of (2) is that of WEIERSTRASS (7 requiring that 
the Hamiltonian function be separated into purely potential and purely 
kinetic energies 

(4) O v (o = zero matrixj 

and that v = v' be a positive definite matrix ('). I t  may be noted that the 
completely reduced form of (2) inay then be obtained with the use of a 

Hnmiltonian matrix T = C in x = Ty. At the end of the present note there 
will be given for the existence of this T = C a direct proof wliich does not 
presuppose the considerations of WEIERSTRASS. 

The question regarding the redncibility of (2) is clearly related to the 
existence of Irz > 1 conservative and homogeneons quaiiratic integrals which 
iniiy degenerate into the square of linear ones. To the brncket criterion of 
POISSON (' ) there corresponds the following rule : A vert1 ycadtatic 2n-a- 
for~w Izaziing t7ze uzatvix P == P' 1vhic7~ is independent o f  t represeds a first 
i d e g ~ d  of  (2) i f  and oîzly i f  HGP= PGH where G is defined by (1) and 
H =  H' belongs to the energy integral of the nnseparated syste~n (2). I n  
particnlar, there exist precisely as many (2 O) real conserviitivc linear in- 
tegrals as linearly independent vectors x for whicli GIfx is the zero vector. 
Hence there exists no real linear integriil iiidcpendent of t if and only 
if G H  is non-singular, i. e. det H -+ O. The rerification of al1 these statements 
reqiiires but the siibstitiition of (2) intu the tiiiie-dwivative of a quadr a t' ic or 
linear form. 

According to a ~ e s n l t  of AUTONXE ("), there exists for every non-singnlar 
i n ~ t r i x  A exactly one positive dcfinite and therefoi-e symmetric matrix P=P' 

(7) K. T C T ~ r ~ n s ~ n ~ s s ,  Matlzeinatische IIérke, Vol. 1 (1894), pp. 2113-23. 
(y This restriction excaliides consorratire a frictional ,> terins of the type of Coriolis 

forces i n  the plane. 
(9) This further restriction excludes not only the cave det v = O of a singular metric 

but the indefinite case of a pseudo-euclidian non-s inp la r  inetric as  well. 
( 'O )  Cf. T. LEVI-CIVITA and U. AMALDI, lor. cit., p. 333. 
('1) Ii. A ~ T O N N E ,  SUT 1' Hermitien, a Renclicoiiti del Circolo Xuten~atico di Palermo B, 

T'ol. 16 (i9052), pp. 104-128, more particularly pp. 13-123. Tlic consideratioris of AUTONNE 
concern tlio coinplex doinain bnt a r e  valid in the real doniain nlso. 'Plie uniqiieness of the 
polar factorization is  iiot pointed out h y  AUTONNE. H e  proves, hown-ci; (loc. cit., pp. 120-121) 
tliat tliere exists but  one positive definite matrix P=P' such tliat AA'=P2. Now AA'=P2 
is  a consequeme of A= PR. Hence P is complctely determined by  A. Consequently 
R = P-"4 also is nnique. This sitnation lias b ~ e n  pninteil out by the present author, 
OIL AToi~-Si~zgtilu~ Boulzderl JIafr-icss, « Anierican Joiirnal of Mathwnatics », Vol. 51 (1932), 
pp. 145-149. 
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and exactly one orthogonal matrix R = R'-' such that (") A = PR. The 
possibility of this unique factorization into polar >> factors is clearly the 
miiltidimensional generalization of a well-known fact in  tlie kineniatics of 
continua. W e  shall prove that both polar factovs P, R of a n y  HamiZtonian 
wzatrix C a r e  Haa~il tonian,  wzatrices. First,  on substitiiting C = P R  wliere 
P = Pt, R' = R-' into (8) one obtaiiis R-'PGPR - sG. Hence P ,R ,  = P?R, 
where 

(5) R ,  = G, R Z = + R G R - ' ;  P, = P, P , = + S R , P - ' R , - ~  

and ( i3)  =+- s - 1 s 1. Now the orthogonal matrices form a groiip which con- 
tains R by siipposition and + G in  virtue of (1) so thnt R, and R, are  
orthogonal matrices. On the other hand,' P, and P, are  positive dcfinite 
matrices inasmuch as the reciprocnl matrix of a positive definite inatrix P 
is positive definite and remnins so on an  orthogonal ti.ansformation and on 
multiplication by a positive n~ imber  t s  = ! S I .  Consequently RI - R, and 
Pl L= P, i n  virtue of the uniqiieness of the polar fiictorizatioii of tlic iion- 
singular matrix P ,R,  =l',El. Hence from (5) 

G = =tr RGR-', P = - sGP-'G-' 

where R-' = R' and P'= P by definition. Accordingly (3) i s  sntisfird by 
C = R and by C - P if one chooses in (3) tlie miiltiplier eqiinl to t- 1, I s, 
resp. Thus  R and P are  Hainiltonian matrices, q. e. d. 

Since the prodiict of two Hamiltoninn matrices almays is a Haiiiiltonian 
inatrix, it follows that i t  is sufficient to know tliose Hainiltonian niatrices 
which are  positive definite or orthogonal, i. e. which represent dilatations 
and rotations or reflections in a euclidian space the dimension of whicli i ~ ,  
homever, not n but 2%. The projection of a n  orthogonal transformation of 
the 2n-dimensional phase-space on the sz-diniensioiial spnce of the coorili- 
nates need not be an  orthogonal transformation of this tAiiiiensiona1 spnce. 
On writing a Hamiltonian matrix C in the form 

so that a, p, y, 6 are  m-rowed matrices and on snbstitiiting 
iiito (Y) nnder the assnmption C' = Ci of 2jc-iiry orthogonality, 

(1) a n d  (6) 
one obtaiiis 

(1" Since det  P > O ,  the determinant uf A is of the snme sign as Je t  B -  rc- 1. 
(1" I n  other words, we intend to use i n  (5) the npper or tlie lower sign accordiiig 

as s is > O  or < O .  
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y = - P, 6 = a  if s > O and y = P, 6 = - a if s < O .  Hence if (6) is a 

Hamilhonian matrix then i t  is a 2m-ary orthogonal matris if and only if it 
has either of the particular forms 

The type (7-b) differs from the type (7-a) only reyarding the constant factor ( 1 )  
mhicli is of the t jpe  (7-a). Not so easy is the characterization of those 
Hamiltonian matrices whicli are positive definite. These Hamiltonian matrices 
mhich represent 21%-ary dilatations do not forni a group. 

The nbove considerations may easily be extended from the Hamiltonian 
to the Pfaffian dynamical systems. The latter have in onr linear conser- 

vative case the form (") 21 = 8-IFy where P= F' and S is non-singular 

and = - S' but  not necessarily = G so that 2/= S-'Fy is more general 
than (2) .  It is, homever, known that these Pfaffian systems may be reduced 
to the Hamiltonian case (2). This inay be proven in a simple way as follows. 

If y== l'x where T is any non-singular rnatrix then 2/ = 8- 'Fy  clearly is 

equivalent to & = (TIST)- ' (TIFT)x.  Now on placing H = TiFT one has 
H = H' in virtue of P = P'. Furthermore, if S = - S' and det S + O then 
there exists ('7 a non-singiilar inatrix T such that T'ST = G = - G-'. Hence 
on iising this T in y = Tx, one obtains precisely (2). 

We s h d l  now consider the integration of (2) froin a point of view of LIE. 
Froin (1) one obtains for every H =  H' and for every integer 111.20 

G[- GH]"' G-' == - GG(- HG)"'-'HG-' - - ( l)"'(HG)"" 
and 

[(GH)"']' = (H' G')n" (- l)rn(HG)nl. 
Hence 

G[ GHJn'G-' = [(GH)"']'. 
Consequeiitly 

Pl G [ e q  (- GH)] G-' = [exp ( GH)]' 

where exp A is clefined for every A by ineans of the expoi1enti:tl series. 
Since exp (- A) = (exp A)-', it is clear £rom (8)  that (3) is satisfied by 
C = exp (GH),  s = 1 .  Hence exp ( G H )  is for everg H =  H' a Hmziltoniarz 
lizatrix: of deter~rtim~zt + 1. 

( '4)  G. D. HIRKHOFF, Dyi~ainical Systewzs, 1927, Chap. III, p. 89. 
(15) Cf.,  e.  g., H. TEYL, The Theory of Groups a?lcl Qt~alztttwt Mechanics (1931), 

Appendix. 
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On the other hand, any solution x = x(t) of x = Bx where B is incle- 
pendent of t is related to the vector x(0) of the initial constants by the 
linear transformation x(t) = L(t)x(O) whcre L(t) denotes the matrix esp (Bt). 
On applying this to (2) where B - - GH, the result of the previoiis pa- 
ragraph is  applicable inasinnch as - t H  is, like H, real and syinmetric if 
- oo < t < + cm. Hence t72e cyclic t ransformat ion group L(t) getlorated Oy 
the infinitesimal t rn?zs fonmt ion  (2) co~zsists o f  Hallbiltolbicclz w h ' i c e s  aud 
det L(t) = 4- 1 for ewery t (- 60 < t < + os). This is, of co~irse, but an  al- 
gebraio paradigina of LIE' s so-called Fundanielital Tlieorcms ('y. 

The group of al1 Haniiltonian matrices C co~itains an intercsting sub- 
group consisting of those C which either send coordinates into coordinates 
and inipulses into impulses only or coordinates into impulses and iiripnlses 
into coordinates only. These C have either of the particular forms 

The matrices (8-a,) also form a group inasmuch as w is the eero matris. 
The type (8-b) may be obtained from the type (8-a) by inultiplying (8-a) with 
the fundamental matrix (1) which is of the type (8-b). On substitutiiig (8-a), 
(8-b) and (1) into (3) one obtains the usual condition of co~ztrcqradiency 

as necessary and sufficient for the Hamiltonian character of the « decom- 
posed » matrices (8-a), (8-b). I n  the still more special case a = 6 or = y 
where the transformation of the inipulses is identical with the transfor- 
mation of the coordinates one has simply 

Since the quadratic form belonging to a syminetric matrix n; of the type 
n = TT' clearly is nowliere negative, s is > O in (10-a) and < O in (10-b) so 

that both matrices a, fi represent in the euclidian space of the n coordi- 
nates (q,  , qz,  ... , Q,,) but a rotation or reflection followed by a central stretch. 
Hence these C have no dynamical significance. 

011 the other hand, the contragradiency test (9-a) for the more general 
but still « decomposed » Hamiltonian matrix (8-a) contains a proof of the 
fact that if in (4) at least one of the niatrices p = p', v = v r ,  say v, is po- 

( ' 6 )  Cf., e. g., L. P. EISENHART, C o d i m o u s  Growp of Tvawsfomzations (19.33). Chai). 1. 
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sitive definite ( 1 7 )  then there exists a Hamiltonian matrix C transforming H 
into a diagonal matrix (3-a), hence (2) into a system of n dynamical systems 
each of which is of one degree of freedoin. Pirst, since v = v' is positive 
definite, there exists ( i R )  a non-singiilar matrix a = a' such that oz = v. 
Now opo is a symmetric matrix inasmach as o = o' and p = p'. Hence there 
exists an orthogonal matrix p'= p-' such that p-'opop is a diagonal matrix. 
~ o n s e ~ i i e n t l y  

is a diagonal rnatrix. I n  fact, a-'va-'- - E in virtue of v = o' so that 
p-'o-ivo-'p is = p - l ~ p  = E which is a diagonal matrix. On placiag 

the diagonal matrix K may be written in the form 

inasmuch as p-i = p' and o = o', hence = 0'- '. I t  is clear from o' = o 

and p' = p-' that (9-a) is satisfied by (11) and by s = 1. Hence (8-a) is a 
Hamiltonian matrix transforming H into the niatrix s - 'CIHC= C'HG which 
is according to (8.a) and (4) identical with the m ~ t r i x  (12) and is therefore 
a diagonal matrix. 

(fi) If both p, v are  positi~-e definite thon so is H so that one has stability i n  the 
sense of DIRICHLET. 

('8) Cf. L. AUTONNE, loc. cit., pp. 120-121. The symmetric matiix a liaving a square =v 
may be chosen as  a positive definite matrix. This is, however, not needed in the above 
proof. 
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Sulla deformnzioiie pura ire1 cas0 di  spostameiiti fiiiiti 

e siilla relazioiie di essa colla, teiisione iiei corpi ttiiisotropi. 

Siiiitr. - Si vicevca l a  dipendelzza clellJo>noyvafia della tensione c7alle omoyrafie che vappve- 
sentano l a  deformazione puva rispetto ad ttlz sisteina fisso, e vispetto ull'eleinento del 
corpo elastico. 

Siano rispettivamente P e P le posizioni del punto generico di un corpo 
deformabile nello stato attuale e nello stato iniziale, cioè prima della defor- 
mazione, riferite ad un sistema che diremo fisso; per modo che 10 sposta- 

mento attuale s rispetto a l  sistema medesimo sin dato da s = P- P. È noto 
ds 

che l' omografia a =, rappresenta la  deformazione (riferita al10 stato ini- 
d P  - 

ziale), avendosi 

(1 )  a d P  = d P  - d P .  

È noto altresi che corne ogni omografia, la  1 + a pub decomporsi ne1 pro- 
dotto di un' isomeria per una dilatazione : 

e poiche l'isomeria a ,  rappresenta iina semplice rotazione, resta la dilata- 
zione y O l a  y' a carntterizzare la deformazione pura. 

.Per chiarire meglio questo concetto, definiaino come deformazione pura 
in lin d:ito punto la deforinazione corrispondente non gih al10 spostamento 
assoluto (3, ma al10 spostainento relativo ad un sistema, d i e  dall'istante ini- 
ziale a quel10 attuale abbia subito rispetto al sistenia fisso la rotazione rap- 
presentata dall'isomeria a ,  corrispondente al punto medesinio. Osservando che 
dalla (2) e dalla (1) si ha 

( y  - l ) a , d P  = d P  - a,dF, 

(y' - l ) d ~  = cco-'dP - d P ,  

e confrontando qiieste colla ( 1 )  m~dcsima: risulta che come l'omografia a 

rappresenta la deformazione assoluta, cosi tanto la dilatazione y - 1 quanto 
la y' - 1 rappresentano l a  de'iormazione pura cos1 definita: la y - 1  per 

Annali di Matematica,  Serie IV,  Tomo XIII. 15 
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un osservatore del sistema fisso (al qnale infatti l'elemento lineare del corpo 

deformabile apparisce attualmente d.P, mentre apparirebbe a , d ~  se non avesse 
subito che il moto di  trascinarnento col sistema rotante); la y'-  1 per un 
osservatore del10 stesso sistema rotante (al quale l'elemento medesimo appa- 
risce attualmente a,-'dP, ed apparisce nullo il moto di trascinarnento sud- 
detto). Dalla relazione y' = a,-'yu,, c h ~  si ricava immediatamente dalle (2), 
risulta, com'è noto, che la y e 1% y' hanno gli stessi coefficienti principali 
di dilatazione, e le direzioni pïincipali della seconda si ottengono d a  quelle 
della prima mediante 1' isomeria a,. 

Le consideraaioni precedenti spiegano perché nella nota « Sulla varia- 
ziolze seconda del potemiale elastico nci solidi isotropi » (') si è trovato che 
per tali solidi le direzioni principali dell'omografia /3 della tensione coinci- 
dono con quelle della dilatazione y, e non con quelle della y'. Si B ottenuto 
questo risultato partendo dalla definiaione del potenziale elastico unitario 
in un punto, come fiinzione della deformazione dell'elemento infinitesimo 
nell'iiitorno del punto stesso, la  cui variazione per iin incremento 6s del10 
spostamento ugiiagli, a meno di infinitesimi d'orcline superiore rispetto a 6s, 
il lavoro compiuto per questo incremento dalle fome agenti sull'elernento 
medesimo. Detto cp tale potenaiale elastico riferito all'iinità di volume in uno 

d6s 
stato fisso, e posto E =- dovrk dunque aversi per il teorema dei lavori 

d P '  
virtiiali 

(3) 

ove s'intenda per d V  il volume dell'elernento considerato nello stato attuale, 
per d V, il volume dell' clcmento medesimo nello stato fisso siicldetto. La (3) 
pub scriversi anche 

Indicando con i, j, k tre vettori nnitari secondo le direzioni principali della 
dilatazione y, e ponendo e , ,  = ~i x i ,  e , ,  = ~i x j, ... , essa diventa 

D'altra parte ne1 cas0 dei corpi isotropi è el~iaro che per funzione della 
deformazione non pub intendersi che furizione dei coefficienti principali della 

(1) a Rendiconti della R. h c c .  Naz. dei Lincei u, vol. XVII, serie ô*, fasc. 1 (1933). 
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dilatazione y, che sono anche come si è detto quelli della y', e si indiche- 
ranno con l , ,  l,, 1,. Ricordando le espressioni della variazione prima di 
questi coefficienti per l'increinento 6s) trovate in una nota precedente A. Sztlle 
deformaaioni non infinitesime » ('), 

potra dunque anche scriversi 

e da1 confronto di questa colla (4) si ha senz'altro 

p i x j = p j x k = p k x i = O ;  

la quale s ignif ia  appunto che i, j, k, direzioni principali della dilatazione y, 
e quindi della y - 1, sono tali anche per la P. Questo risiiltato, estensioiie 
di una nota proprieth del caso degli spostamenti infinitesimi, apparisce molto 
naturale dnpo posto in chiaro che la y - 1 rappresentn la deformazione piira 
per un osservatore del sistema clle abbiamo detto fisso, al quale si riferisce 
Io spostamento s, e pertanto la  sua variaeione 6s, ove si riflettn che a l  si- 
stema medesirno s'intende pure riferita l'omografia. fl della trnsioiie: rnle a 

dire che qualunque sia s, cioè in qualsinsi istante. essa deve iiiteiidersi 
che dia nna corrispondenza fra vettori definiti in tale sistema fisso. Sicchè 
la proprietà in  discorso pub esprimersi indipendenteinente (la qualsiasi si- 
stema di  riferimento, dicendo che le direzioni delle tensioni principali coin- 
cidono con quelle direzioni che rimangono immutate iiella deformazione piira. 

Le niedesime considerazioni fanno prevedere invece che ne1 caso dei 
corpi anisotropi, in cui il potenziale elastico non dipencle più soltanto clai 
coefficienti 1,) Z,. Z,, esso debba dipendere dalle direzioni principali della y', 
e non da quelle della y. Basta infatti osservare clie le diverse proprieth del- 
l'elemento di un corpo anisotropo si manifestano secondo le diverse direzioiii 
definite rispetto all'elemento materiale inedesimo, e non rispetto ad un si- 

stema considerato come fisso; per modo che rimanendo costanti le dilatazioiii 
principali 1, - 1, Z, - 1, Z, 1, il potenziale elastico varier& col variare delle 
direzioni secondo cui tali dilatazioni si manifestano ad un osservatore, che 
subisca la medesima rotazione a ,  di esso elemento. dnaliticaiiiente si vede 
subito la  contraddizione in cui si verrebbe postiilando la dipeiidenza del 
potenziale elastico dalle direzioni principali della y :  mentre per la (3'1, O 

(') a Rendiconti della R. Aco. Naa. dei Lincei >, vol. XTI, serie Ba, fasc. 12 (192) .  
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l a  (4), deve essere 6cp fanzione soltanto della dilatazione DE, e cioè, oltre che 

di e , ,  , e , ,  , e,, , soltanto delle somme e,, + e-, , e?, + e,,  , e , ,  + e , ,  , l'espres- 
sione della rotazione o di tali direzioni principali per l'incremento Es del10 
spostamento, quale f a  trovata nella già ricordata nota « Su2le deforrxaxiow,i 
n o n  infinitesirne », contiene invece queste ultime sei coinponenti dell'omo. 
grafia E in diverso aggruppamento. Tale esyressione è infatti 

e pertanto la  relazione 

che dovrebbe valere nelllipotesi anzidetta, indicando con xi  , x,, x3 rispetti- 
vainente gl'incrementi di cp per nna rotaaione unitaria degli assi i ,  j, k 
intorno ad i, a j e a k (vale a dire gl'incrementi che suhisce cp - s'intende 
a parith di Z , ,  Z,, 1, - yuando restando fermo lino di  tali assi, gli altri due 
ruotino di un angolo unitario, siipposti dipendere unicainente dallo stato 
attiiale), diventa 

la quale, per emere l'omografia E del tutto arbitraria, si dimostra chiara- 
mente incompatibile colla (4). 

Ove si pongn invece che il potenziale elastico dipenda dalla dilata- 
zione y', bisognerh trovare l'espressione della vaïiazionc di questa per l'in- 
creinento 6s. Si  ricordi a ta1 uopo che la  y' resta definita dalla relazione 

e che 

si ha pertanto 

= (1 + Ka)(l + a), 

( 5 )  6y" = (1 + Zia)~( l  + a) -t (1 + l i a ) K ~ ( l  + a) = 2(l + K~)DE(L + a); 

e quindi si vede che ln variazione della y' dipeiide soltanto - oltrechè, na- 
turalinente, dallo stato attuale - dalla dilatazione DE. Sarh dunque funzione 
di DE anche l a  rotaeione degli assi principali di  essa, che diremo i', j', k'; 
e sparisce cosi con questa nuova ipotesi l'incompatibilità eopra accusata. 
Se si indica con 9' la  rotazione suddetta, e con artificio uguale a quel10 
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usato per l a  riaerca di  O, ai definisce per 6*y1? quella parte della variazione 
consistente solo ne1 mutare dei coefficienti principali Z, ,  Z,, 1,) si ha 

- (1 -+- 2' A)(yr2 + 6 * ~ ' ~ ) ( 1  - Q1 A) ; Y l +  -+Y1" 
onde per la (5) 

- + * ~ ' i  + Q'p, y14 - yr:'(Q'/\) = 2 ( l  + Ka)Dc(l + a) ;  
da cui 

Qrp, y"ir x j' + et/\ y'"' x i' = 2(1 + Ku)Bs(l  + %)if X j'; 
ossia 

(1: - EP)SJ1 X k' = 2 D ~ ( l  -i- u)ir X (1  + a) j'. 
Ma 

(1 + a)i l  = ya,i' = y i  = l,i, 
ed analogamente 

(1 + u ) j t =  l J :  

la relazione precedente pnb scriversi diinque 

\l'~-~)C3'Xk'=l,l2(e,,+ e,,) .  
Qnindi 

1 2 1 3  9' = - '3'1 1 ~ 1 ,  
rf - r. (e.. + e3.)it f i- e13)j'-t-12 - 1 2 ( e , z  -b e2,)k'. 

2 3 4 - ,  i 2 

Detti allora rispettivaniente x,', x?', xi g19incrementi del poteiieiale elastico y 
per m a  rotaaione imitaria degli assi i', j', k' intorno ad if ,  n j' e a k', 
risulta 

(7) 

e da1 confronto di questa colla (4) si trae infine : 
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Sur l'oidre de plméité cles espaces ploiigés. 

Par 31. St. GOLAB (Cracovie). 

La gkométrie euclidienne occupe, parmi les autres géométries, une place 
tellement spéciale que beaucoup de définitions et de théoreines élénientaires 
propres à la  gkoin6trie euclidieiiiie ou bien ne peiivent ètre généralis& dn 
tout aux autres géomotries ou bien, si c'est possible, alors pas toiijours dans 
une voie directe. Voici l'exemple. Soit X,,, un espace à, ?IL cliinensions plongé 
dans l'espace eiiclidien à 9% dimensions E,, . En « hérissant » X,,, on obtient 
un espace à connexion affine A,,, . La connexion forcée (*) dans A,,, dépend, 
en genéral, du hérissement ('). Elle n 'en dt'pend cependant pas si X,,, pré- 
sente, par hasard, une variét6 totalement géoclésique dans E,, ; X,, est alors 
euclidien. On sait bien qu'en attachant à un point quelconque de E,; un 
systeme de ln vecteurs independants, on obtient un seiil E,,, qui passe par 
le point donné et contient tous ces vecteurs. On sait aussi qu'il e a i ~ t e  
toujours des systemes des coordonnées (xi) dans El,  relativement ausqiiels 
les équations parametriques de chaque E,,, revêtent la forme 

oit les a sont des constantes et tvdes  paranlètres ind6pc~iidiints. 
On dit que l'espace X,, , plongé dans E,, , possède E'orclre de ylrcrtt!ifé 1. 

si 10) X,,, se laisse plonger dans un E,. qui à son tour est plongci dans E, ,  
et si 20) r est le plus petit nombre natiircl jouissant de cette propriété 
(ia < r < 9%). 

11 se pose le problème de savoir si et coimient on peut génh-aliser cette 
notion aux espaces plonges dans l'espace non-eucliclien L,,  (7 qqui est doué 

(*) a Indii~ierte Uebertrapung B d'après 31. SCHOUTEN. 
(') Cette notion a dt6 introduite par RI. H. WEYL, ZUY Ir~fii~itesi~~~algco~r~etrie: p-rliirteii- 

siogaale Pliiche im n-dirize?~siowale+z Raum, c Rlathem. Beitschr. D, 1% (l!YE). 134-160. et 
appelGe . Einspanoung S .  L e  terme u h6rissemont . propos6 par 31. A. HOBUIL?~KI correspnlld 
mieux, à mon avis, au sens de cette notion. 

(') Nous désignons, d'après M. Scr iou~sx ,  par Lqp l ' e s p a ~ e  à 12 diinensions dans leqiiel 
on a défini la connexion lin4aire non nécessairenient sgint!ti.iquc (a~ffine). 
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dans X,, . 
3") r est le p l ~ s  petit nodwe nntur.el jouissaltt 

propiéié. 

exclusivement d 'une connexion linéaire génerale. Or ce problbme est moins 
simple qu' i l  ne parait, bien qne l 'on ait gén6ralis6 la notion des variétés 
totalement g6odésiqiies aux espaces de ce genre. On dit notamment qu' un X,,, 
plonge dans L,, est géodésique au point (x), si toutes les g6odésiques de 
l'espace L,, qui passent par (z) et sont tangentes h une direction arbitraire 
de l'espace X,,, issue du point (x) appartiennent k X,,, ( ' 1 .  L'espace X,,, est 
appelé totalement géoclésique s'il  est géodésique en cliaque point. La dé- 
finition suivante : « L' espace X,,, plonge dans L,, est dit posséder l'ordre 
de planéitB r s ' i l  existe un X,. qui est plongé dans L,, , est totalement geo- 
désique et contient X, etc. » ne serait pas praticluenient applicable dejà. 
pour cette raison que, coinme on le sait bien, l'hypothèse de 1' existence des 
espaces X,,, (bn < n) qui sont totalement géod@siqucs représente, en gPn6ra1, 
ilne restriction très avancée en ce qui concerne la nature de l'espace L,, ('). 
En postulant mème beaucoup moins et notamment que X,. soit géodé- 
sique exclusivement aux points d~ l'espace X,,, nous serions aussi amenés 
5i une définition g4néralisée inutile. Aussi inutile serait la ddfinition postulant 
l'existence d 'un systbme de coordonnées dans lequel les équations yaramé- 
triques de l'eepace X,,, pourraient être écrite8 sous la forme parametrique 
linéaire (1). 

NOLIS nous proposons d'établir, d a x  la note pr@sente, une définition 
generalisant la notion en question et de donner des conditions necessaires 
et suffisantes afin qne u n  X, ait l 'ordre de planéité égale à r. 

DÉPINITION. - ATOUS dirons qu'un espace X, plongé dans un. Ln possède 
2' ordre de plaaéité r, s' il existe un espace X, possédant les propriétés suivantes : 

/ 1") Xin C Xr C LIi ('). 

(3) Notion introduite par RI. H A D A ~ I A R I ~ ,  S u r  les é léwenfs  litzéail-es 
sions, Bull. des Sc. Xath. », %-me seric, 25 (1901), 37-20. 

(21 

de cette 

à plusieurs dimelz- 

20) Toztt vectezar contrccuwinnt de Z' espace X, dolzt l' oriyipte 
se lrozcve dans X , ,  92e quitte pas X, 1ovsqu'o.n le déptace 
pnrallèlemerd le l o l q  cl' m e  courbe yuelconqzw située 

($1 Pour  L,, = V,, (espace de RIIXIIASW) ~ f .  le th6orènw de 31. SCHOUTEN. Ueber die 
X-ni!foi.~ne Bbbildzcng n - c l i ~ n e n s i o ~ ~ a l e ~  Jfniztzigfaltigkeiteit m i t  quadratischer 8Iussbestiminung 
azaf eiire X a i i ~ ~ i g f u l t i y k e i t  nzit eullidischel- Illassbesti~nirzung, r Math. Zeitschr. B, il (19-21)' 
p 87. Voir aussi le  travail de II. BOMPIAWI, S p a z i  Rielnantziani Zuoylti d i  ur~l-Let& totalmente 
geoclettche, Rend. di Palermo s, 48 (108&), 121-131. 

(.5) C p signifie que l'espace x est sitiié dans 1' espace 8. 
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On observe facilement qiie le nombre r ainsi defini existe toujours et 
est parfaitement determine (dans le cas le plus g6n6ral on aura r =n). Le 
cas r = w c  revient à ce que X,, soit totalement géod6siqiie dans L,, (6). 

THI~ORÈME. - Soit X, = C une courbe régulière située dans urt L,,. Dési- 
gnons par k ,  k, ... , k (p < n - 1) ses courbures affines au sens de HLATATY (;). 

1 2  P 

Nous affirmons que l'ordre r de plarzéité de cette courbe est égale iI p + 1 
où p est le nombre ordinal de la dernière co~crbttre c.-il.-d. 

DÉMONSTRATION. - Remarqiions d' abord qiie r = 1 exprime que notre 
coarbe est géodésique, ce qui revient dans la suite h ce que p = O. 'i' A 011s 
pouvons donc, dans la suite, exclure de nos considerations le cas p = 0. 

Supposons maintenant que s soit l 'arc affine de la ciirbe C (7 et que 

[ les courbures k pour j = 1, ... , p sont bien déterminees; - 
j 

la courbure Ic n'existe pas. 
P tl 

sont des kquations parametriques de la courbe C, nom pofions (d'aprhs HLAVATY) 

(i = 1, ..., 12) 

u=2,  . . . , p i -  1), 

où D est le symbole de la dérivation covariante par rapport au paramètre s, 
c.-à.4. on a 

où les l'k, sont des paramètres de la connexion linéaire. En vertu de (4) les 
vecteurs 

(8) 1) 1, ... ' 1, 1 
1 2 p p + l  

('j) Pour L,,== V,, cf. E. BOMPIANI, 1. c., ('), S 3. Voir aussi H. A. HAYDEN, Sub-Spaces 
of a space with tomion, s Proc. Lond. Math. Soc. B, 34 Ser. 2 (1033), 27-50. Cf. en parti. 
culier 4, 1 (Definition of hyperplane), propwty B. 

(7 V .  HLAVATY, Proprieta differenziali delle curve in un spazio a coiwessione liweam 
generale, e Rend. di Palermo B, 53 (1929), 365-388, 5 il. 

V. HLAVATY, 1. c., (7, 9 10. 
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presentent en chaque point de la coiirbe C un système de vecteurs linthire- 
ment indépendants. Soit P un point arbitraire de C. Nous définirons d'une 
nianière parfaitement déterrninee un espace X,,* contenant le point P. Nous 
consid6rons Zt cet effet la totalit6 des vecteurs issns de P qui sont des com- 
binaisons lineaires des vecteiirs 

(9) 1' ... , 1 
2 p t l  

et noiis envisageons en plus 1' ensemble-somme de toutes les g6od6siqiies issues 
du point P et tangentes à lin de ces vecteurs. Nous obtiendrons ainsi un 
espace que nous désignerons par XP*. En siibordoniiniit à chaque point P de 
la coiirbe C l'espace ainsi defini X,* nous obtiendrons csiX,* qui forment 
un espace X,,, . Cet espace X,,, contieridera la coiirbe C. Soit cloiin6, dans 
l'espace XII+, , un vecteur arbitraire v dont l'origine se troiive dans C. 
Déplayons-le parallélement le long de C. Nous affirmons qu'au bout de ce 
deplacement il continuera à. appartenir ;t Xp+, . NOUS devons à, cet effet 
établir l'existence de p + 1 fonctions 

(10) ncs, 
pour lesquelles on ait 

( j  = 1, 2, ... , p + 1) 

(i = 1, ... , n). 

i 
I l  saffit de prouver l'existence des fonctions n(s) vérifiant la relation 

p ~ t l  j 
Du' = L D(nli) 

j=i j 

j 
quelles que soient les valeurs initiales cc(s,,). Nais on a d'après la définition 

(13) Dvi(s) = 0 ;  

l'équation (12) prend donc la forme 

Mais en vertu des relations 

(O) A cause de la simplicité, on a. siipprinlé l 'indice contravariant i. 
('O) V. HLAVATY, 1. c., ('), les formules (45). 
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1'8quation (14) obtient la forme 

O 

(cc = O, k = 0). 
O 

Les vecteurs (8) Btant linhirement independnnts, 1'6quation (16) donne le 
systbme d' équations 

C'est un systhme de p + 1 Equntions différentielles lindaires et lioinogènes 
du premier ordre à p + 1 fonction inconnues (10). I l  admet une soliitioii 
unique quelque soient les valeurs initiales, ce qui prouTe ln relation (11). 
Ainsi nous avons déniontr6 que l'ordre r de plan8it6 de ln conrbe C satisfait 
à 1' inkgalite 

(18) r < p + i .  

Avant de demontrer que r = p  + 1, nous dbniontrerons le suivant 
LEMME. - Supposons qu'il existe un espace XI .  vérifiant, par rapport 

à la courbe C (C = X ,  , nî = 1) les conditions d6siynEes par lo) et 27 dans (2). 
NOUS affirmons qu'il existe alors un p(< r )  pour lequel on a 

(19) k n'existe pas ("). 
cl 

dxi  DÉMONSIRATION. - Observons d'abord que le vecteur tangent - appar- 
ds 

tient à l'espace X,. Construisons dans l'espace X,., le long de la  courbe C, 
un systhme local de r6ference composé de r vecteurs indépendants 

et en choisissant arbitrairement les autres vecteurs el ..., e dans X,.. Il 
2 1- 

déconle de nos hypothéses que le systeme d'équations 

(") Dans le cas particulier oii LI,= Vm et la courbe C est située dans un espace 
totalement géodésique Vv, le r6sultat de ce théoreme a été énonce par 11. CARTAS, La 
géomét r i e  des espaces de Riewtanv, * Méin. des Sc. Math. =, fasc. 9, Paris (1923), p. 10. Il 
n'cst pas cependant clair h quoi se rapporte la plirase que l'on 3. trouve - La réciproqiie 
de ce théorkme est vraie p .  
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j 
~ o s s è d e  une solution quelles que soient les valeurs initiales b(s,,). En choisis- 
sant, en chaque point de la  courbe C, un système de vecteurs 

qui complét6 par le système (20) forme un système de vecteurs indépendants 
dans L,, , nous pouvons Bcrire 

( j  = 1, ... , r). 

Les équations (22) prennent donc la  forme 

12 r k j  

c i -  2 Z O ~ ( ~ = O .  
j-i j j=r+li k=l k !  j 

En vertu de l'ind6pendance linéaire des vecteurs du système (20)+(23) nous 
avons en particulier 

r k j  
(26) X b c = O  pour j = r + l ,  ..., n. 

k=l k 

i 
Les relations (26) Btant v6rifiBes quelles que soient les valeurs initiales bis,) 
nous obtenons 

i 
(27) c = O  pour k = l ,  ..., r ;  j = r - t l ,  ..., n, 

k 

ce qui donne au lieu de (24) une relation plus précise 

De là, par les d6rivations covariantes succesives, nous parvenons aux Bquations 

Examinons en particulier ce que deviendront les équations (29) lorsqu'on 
posera j = 1, t = i, ... , r. Comme e = 1 on a donc 

1 1  

Envisageons le système d'bquations vectorielles 
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Un des deux cas suivants se presente: ou bien les vecteurs figurant dans 
les premiers, membres de ce systeme sont linéaireinent dépendants et alors 
k n'existe pas pour un y < r  ("), ou bien ils sont iiid6pendants et dans ce 
!l 

cas le système (31) peut ètre résolu en e: 
i 

Cela étant, il s'ensuit des relations (28), (30) 

(i = l7 ... , 1-1. 

et (33) que 

r i 
(33) Dl = B al. 

I- j=l j 

Le vecteur Dl est donc aga1 B une coinbinaison lineaire des vecteurs 1, ... , 1 
r 1 r 

d'où il résulte (19). Notre lemme est ainsi démontré. 
Revenons maintenant à l'inégalité (18). Si l'on avait r < p  + 1, alors le 

lemme precedent nous donnerait une incompatibilit6 avec les relations (4). 
La relation (3) s donc lieu c. q. f .  d. 

Nous envisagerons le cas +n > 1 dans une note ulterieure. 
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Xeiiioria di Lrric.~ S O H I ~ R O  (i) (a Roma). 

Sniito. - L a  deteriniiza~ione deyli sforzi il& a t w  tvuuntura veticolare iperstutica col6 uste mrt- 
tuamente iucastrate agli estremi, vielie d i  solito affroiitcctcc vicorrentlo al s teorenia dei 
quattro moinenti »:  il qwale, conz'è beu ilotn, colleya fra 209.0 i inoincnti d i  esfi~e~nitic d i  
due uste co~zsecutive e yli spostainenti dei nodi d i  quelle uste. Morire9cti e spostoineizti 
non  i?iteressano il& eyuaz misuru,  poichè so!tanfo i priltzi iiltei~uei~goiao ?teilcc uerifica d i  
stabilità della t r a v a t u m .  Atteso dunqice cLe yli  spostajrz~rrti figwrruto ne2 pioble~rta c o w  
incoywite ausiliarie, c i  s iam proposti d i  eliininarli udc1irittui.u iiello sfacclio tlclla t ia -  
vatuva, sostitue?zclo al teoveîna dei quattro waonieitti, ugta nuoua velazioue l a  qtcale in- 
teressi i soli momenti di estreniith. D i  questa qzuoua i~elueioice a6biuiizo c l u t ~  acira facile 
interpvetazione geonzetrica, u t t a  a se~tqlificarqae l'uso. Al testo fa seyuito î ~ s  esetnpio d i  
applicazione a d  uir probleitza concreto. 

5 1. Scopo della tr;ittazione. Si consideri un generico sistenia reticolare, 
a vincoli esterni staticnniente determinabili o ineno, formato con aste retti- 
linee mutnamente incastrate nei punti nodali e caricato ne1 modo più geneiico 
(e ci06 tanto ai nodi corne alle aste). Per 10 studio di un sisteiiia reticolare 
di questo tipo occorre, in via generica: 

introdurre conie incognite yli spostamenti (sin orizzontali clle verticali) 
dei singoli nodi ed i wîomenti di estremith delle singole aste; 

applicare ad ogni coppia di aste concorrenti ad un inedesiino nodo il 
teorema dei qunttro momenti (nella sua espressione più coinpleta che tien 
conto degli spostamenti nodali), cos1 da ottcnere una serie di equazioni le 
quali colleghino gli spostamenti nodali coi moinenti di estreinith; 

ed infine eliminare fra qnestc eqiiazioni gli spostamcnti, cos) da ot- 
tenere un secondo gruppo di eqnazioni fra i soli momenti di estremità. 

Dette equazioni, unitamente R quelle che risiiltano dalle condizioni üta- 
tiche di equilibrio dei nodi e delle aste, consentono di  ricavare i moinenti 
terminali delle aste e quindi tutte le altre sollecitazioni interne del sistema. 

Il procedimento indicato, al qiiale salvo poche varianti si attengono i 

(') La presente ricerca fu presentata nella min tesi di laiirea alla R .  Sciioln d'liige- 
gnerin di Roma, ne1 Novembre 1931. 
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trattatisti ('), si  sempli£ica notevolmente qiiando le particolari condizioni del 
carico (simmetria od antisimmetria) e l a  particolare forma della struttura 
(siminetria rispetto ad nno o più assi) forniscano « a priori » relazioni di 
eguaglianza fra alcuni dei momenti terminali. Resta perb indiscutibile che il 
procediinento è di solito assai laborioso; ed ancor più lo diventa quando 
vengaiio a mancare le suindicate ipotesi semplific a t '  ive. 

I n  considerazione di cib appare utile un metodo il quale, senza imporre 
limitazio~e alcuna alla forma delle maglie costituenti ln travatura, a1 nnmero 
di lati delle maglie, ed alle coiidizioni di carico, direttamente permetta di 
scrivere quelle equazioni fra i soli moment i  t enn ina l i  che ne1 procedimento 
generale dianzi esposto vengono ottenute con la  eliminazione degli spostamenti. 
A ci0 tenilono appunto le consideraaioni dei seguenti paragrafi. 

Voglianio anche osservare che, mentre ne110 studio delle travature reti- 
colari, si tien conto, in  genere, delle sole deformazioni dovute ai  momenti 
flettenti, il nostro metodo tien conto anche delle deformazioni dovute agli 
sforzi di taglio. Che tali deforniazioni abbiano qualche influenza sui risultati 
apparirà dall'esempio esposto a fine della Mernoria. 

5 2. Richianio ad alcune forniaile di deforiiiazione. - Principalmente 
al10 scopo di introdurre le notazioni ci si consentir& di richiamare alcune . 
formule, di cui dovremo in seguito far uso, relative alle deformazioni indotte, 
da carichi direttamente applicati, in una trave appoggiata agli estremi. Nello 
studio di tale deforinazione terremo conto non solo dell'azione dei momenti 
flettenti nia anche di quella (solitaniente trascurata) degli sforzi taglianti e 
longitudinali. 

Una trave A,A, ,  appoggiata agli estremi (v. fig. 1) si trovi sottoposta: 
a due niomenti di estremità p, e p2 (che assumeremo positivi se capaci 

di indurre traziosze nelle fibre superiori della trave); 

ad un griippo di carichi P, direttamente applicati con arbitraria in- 
tensitk e direzione. 

(1) Vedere ad es. le trattazioni srolte intorno alla u trave Vierendeel » dai sigg. CIAPPI, 
GIAXNELLI e REICH (Viercndeeltrager init parallelen Gurtuiigen). 
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Si vogliono determinare le rotazioni y, e y, delle sezioni estreme della 
trave nelle condizioni di carico ora stabilite. Tali rotazioni si intenderanno 
positive se concordi col senso gi& stabilito come positivo pei momenti pl e IL , .  

Osserviamo al10 scopo che il principio di sovrapposizione degli effetti ci 
autorizza a considerare la deformazione della tritve, nelle condizioni di carico 
proposte, come somma di d ~ i e  deformazioni parziali: quella indetta ciai soli 
momenti p, e kt di estremità, e quella indetta dai cariclii P. Se pertanto 
indiohiamo con y,' e y,' le rotazioni che si avrebbero nelle sezioni estreme 
quando agissero i soli momenti p, e p,, e con y," 
avrebberû quando agissero i soli carichi P, risulterà 

e y," le rotazioni clie si 

Cominciamo col valutare le rotazioni y,' e y,'. Al10 s c o p  é conveniente l 'ap- 
plicazione del teorema di CASTIGLIANO, il quale consente, com7é ben noto, 
di tener conto, in modo completo, delle deformazioni indotte dagli sforzi di 
flessione, pressione e taglio sollecitanti la  trave. Indicliiamo: 

con 2 il momento flettente della trave in una sez4one generica S di 
ascissa x rispetto all'estremo A,  : (momento che si assumerà, al solito, po- 
sitivo se di ta1 verso da produrre trcczione nelle fibre snperiori della trave); 

con N 10 sforzo longitudinale agente sulla sezione S :  (sforzo che si 
assumerà positivo se di compressione); 

con T 10 sforzo tagliante che agisce sulla sezione S :  (sforzo che s i  
assumerà come positivo se tender8 a sollevare la  sezione S rispetto alle se. 
zioni di ascissa immedia tamente inferiore) ; 

con 1 la distanza fra gli appoggi; 
con Ci l 'area e 
con I il momento d'inerzia della sezione della trave; 
con E e G i moduli di ela~tici t~h per la  cosnpressione e per il taglio; 
con x i l  coefficente di fornia per il taglio. 

È allora ben noto che il lavoro interno di  deformaaione L della trave 
si esprime mediante ln formula: 

Nel17ipotesi che nella trave agiscano i soli momenti tersninali, il momento il1 
varia con legge lineare fra i valori estremi p, e p,, 10 sforzo longitudinale N 
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è dovunque nnllo e lo sforzo tagliante T é costante ed eguale alla reazione 
dell'appoggio A , .  Si ha cioè 

le quali consentono, insieme con la (2), di ricavare il lavoro interno di de- 
formazione in funzione dei mornenti p l  e p r .  

Derivando questa espressione di L rispetto a p, si ottiene (teorema di 
CASTIGLIANO) la ro tazione y ,' : 

1 E I  
Posto per semplicità - = 0 (peso elastico della trave) ed -- - x = pydove p 

El  G Q  
ha le dimensioni di ilna liinghezaa) si ricava, a calcoli eseguiti: 

y,' = 6 PI", t- P, t- 6 - LI'' - P.] " ( Kr 1 
e analogamente 

le quali possono anche scriversi: 

Queste formule mettono in evidenza che le rotazioni y,' e y,', a parte i l  
CD 

fattore possono intendersi corne rneclie ponderate (con pesi a e b dipen- 
2 

denti esclusivamente dalle dimensioni e da1 materiale di cui 6 formata la 
trave) dei due momenti terinindi. Se si prescinde dalle forze di taglio (e cioè 

2 1 
si pone p l1  = O) i pesi a e b valgono rispettivamente - e - 

3 3 '  
Quando la trave è sottoposta, oltrechè ai momenti terminali y, e p, 

anche ai carichi P, le  rotazioni y ,  e y?  delle srzioni estreme risulteranno 
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espresse, per le formule (l), da :  

y2 =, (au, + b p i )  + Y," P 
dove y," e y,", ricordiamo, sono le  rotazioni che si  procliirrebbero nelle se- 
zioni estreme quando agissero sulla trave i soli carichi P. A noi non in- 
teressa esplicitare l e  espressioni di y," a y," i n  funzione dell'entith e della 
posizione dei carichi P. Solo vogliarno mettere i n  evidenaa (col WINKLER) 
iina notevole interpretazione ineccanica d i  y," e y,". Siipponiamo clie l a  trave 

sia sottoposta, oltrechè ai  cariciii P, a due momenti d i  estrernitA F, e F2 scelti 
in maniera che risnltino nulle le rotazioni y,  e y, delle sezioni estreme 
(cosicché l a  trave, agli effetti statici possa ritenersi corne incastrata agli 
estremi). Risulterà allora dalle formule ultime scritte 

ossia 

l a  quale stabilisce una relazione semplice fra le rotazioni indotte dai ca- 
riehi P sopra una  trave seîlzplicemente appoggiata agli estremi ed i momenti 

virtuali (d'ijzcastro) FI e & che i medesimi carichi P produrrebbero siilla 
trave supposta incastrata agli estremi. Introdncendo le  espressioni (4) nelle 
formule 1.3): 

le quali rispondon0 a1 problema propostoci a1 principio del paragrafo. 

$ 3. Teorelna dei quattro niniiienti (coi1 riguardo alle deforiiiitzioni d i  
flessioile e taglio). - Di una  travatura reticolare srarica, di forma qualiinque, 
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- 

si  prendano i n  considerazione due aste rettilinee A,A, e A,A, mntuamente 
incastrtite all'estremità comune A2 (v. fig. 2). Caricata l a  travatura, le astc 
considerate si deformeranno ed i punti  nodali si trasferiranno rispettivamente 
in  A,', A?' ed A,'. Il teorenla dei quattro momenti (che noi dedurremo nella 

sua forma piii coinpleta clle tien conto sia delle cleformazioni indotte dai mo- 
menti fleltenti corne di qiielle indotte dagli sforai tagliaiiti) stabilisce una 
relaaione semplice fra gli spostamenti dei nodi A , ,  A, ,  A, ed i momenti di 
estremitk delle due aste A,A, e A,A,.  

Indicliiamo : 
con a,, e a,, (ovvero, quniido lo richieda l a  siinmetria delle formule, 

con O,, e O,,) i pesi elastici delle aste A,A, e A,A:,; 
con a,, e a,,, b,, e b,, i coefficienti a e b (v. 5 precedente) relativi 

alle due aste;  
con a, l'angolo in A ,  forniato frn le diie aste a travatura scarica; 
con a,' l 'angolo fra  le  congiungenti (rettilinee) A,'A,' ed A,'A,' a de- 

formasione avvenuta ; 
con La, 1' angolo a,' - a,,  e cioh 1' aumento (in radianti) dell' angolo 

formato fra la  congiiingente i piinti A ,  e A- e l a  congiungente i punti A, 
e A, per effetto della cleformazione della travatui~a. 

Diciamo ancora : 
p i2 ,  p2,;  pZ3,  pYZ i nlo~nenti  generati da1 carico nelle sezioni terminali 

delle aste A , ,  e A,,. Detti momenti verranno assunti come positivi qnando 
produrranuo traaiojze nelle fibre delle aste A,A, e A,A, esterne all'angolo a , ;  

- - -  

p I p ,  pz,;  pS3, pS2 i momenti d'incastro relativi alle aste A , ,  , A?, ed 
a i  cnrichi rispettivainente applicati a tali aste;  

y,, e y,, le  rotazioni estreme clell'asta A,A, vispetto a l l a  congiungente 
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le seaioni estvelne (tali rotazioni verranno assunte corne positive se concordi 
coi sensi positivi di p,, e p,,); 

y , ,  e y,, le rotazioni analoglie 1-elative all'asta A, A , .  
Supponeiido che le aste A,A,  e A,A, siano perfcttaiiiente incastrate fra 

loro ne1 punto nodale coinune, risiilta facilmente (v.  fig. 31: 

da cui 

ossia 

Sostitnendo n y , ,  e y,, le espressioni deterininate per tali grandezze ne1 
precedente paragrafo si perviene alla relazione: 

(6) Au, = - 

La relazione scritta costituisce l'espressione ricliiesta clel teorema dei 
quattro momenti. 

$ 4. Una relaxione di  geometria differeneiale. - Ne1 piano cartesiano xy 
si abbia un poligono di n lati. Assegnato un certo senso positivo di percer- 
renza al contorno del poligono e numerati i vertici del medwiino a 11artii.e 
da nno yualunque, diciarno : 

y , ,  y . , . . . ,  y,, le ordinate dei vertici successivi; 
l i e ,  Z 2 ,  , ... , Z p 1 ,  le lunghezze dei lati rispettivarnente cornpresi fra i 

vertici 1 e 2, 2 e 3, ... , n ed 1 ; 
a , ,  , a, ,  , ... , aql, ,%+, gli angoli coinpresi fra la direzione positiva dell' asse 

delle x e le direzioni positive dei lati I L - ,  Z,,, ..., Z ,,,,, +, . 
Poiché la somma delle proiezioni (prese col dcbito segiio) dei siiigoli lati 

del poligono sull'asse x vale zero, potremo scrivere: 

Iininaginiaiiio ora che il poligono subisca una deformazione infiiiitesiiiia, 
la qiiale non alteri la lniighezza dei lati, ma iricrementi gli angoli z , - ,  ... , ail, , ,+, 
prima definiti di certe qiiantità infinitesiine du,,, ... , d l  , l , n , ,  . Poichè la somma 
delle proiezioni dei lati del poligono sull'asse x continua, anche a deforrna- 
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zione avvenuta, a mantenersi eguale a zero, dovrà risultare: 

ossia 
n 

Z J i ,  i+i  sen ai, i+i -da , ,  i+i = 0 
i=l 

relazione alla qiiale devono necessariamente soddisfare, nelle ipotesi suin- 
dicate, gli increinenti angolari dai,,+,. 

Osserviamo che il generico prodotto l , ,  ,+, sen a,, i + i  rappresenta la pro- 
iezione siill'asse y del lato Z,, ,+, del poligono, O, se si vuole, la differenza 

L / ~ , . ~  - gr  fra le ordinate estreine del medesirno lato. Cosicchè la relazione 
differenziale soprascritta piio anche inettersi nella forma: 

Delle due sommatorie la prima pub anche scriversi, inediaiite una formale 
n t 1  n 

sostituzione di indici: Z g,dai-,, ,, O, se si vuole, Z y,dai -,,, purch& si con- 
i '2 i=l 

venga di porre da,,, = dall ,  ,t+, . Con cib risnlta 

ossia 

o anche 

La  differenza d(ai- , ,  - a,, i+,) rappresenta (a parte il segno) 1' incremento 
che subisce, per effetto della deforrnazione del poligono, l'angolo eompreso 

fra i due lati (orientati) Ji-,, ed l i ,  i+i  . Indicato pertanto qnesto incremento 

la formula precedente si scriverà 

la quale potrà ritenersi valida anche per deforma~ioni finite purchb suffi- 
centemente piccole (p. es. per le deformazioni elastiche). I n  considerazione 
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di ci0 la scrivereino nella forma: 

VI S y Aui = O. 

È appena necessario osservare che la (7)  snssiste qiialiinque sia, ne1 
piano del poligono la scelta degli assi coordinati. Se, in particolare, si fa 
tendere l'asse x verso la retta all'infinito la (7) diventit equivalente a 

di ovvia interpretazione geoinetrica. 

$ 5.  Espressione generale del teoretna dei 2n momeiiti. - Si abbia iina 
generica travatura reticolare, formata con tante aste rettilinee mutuainente 
incastrate nei punti nodali; e si consideri di questa travatura, niia generica 
maglia, (e cioè un qiialunque poligono chiuso, forinato con aste della tra- 

Fig. 3 

vatura (')). Assegnati ai lati della maglia un certo senso di percorrenza, e 
numerati ordinatamente i vertici, si dicano (v. fig. 3): 

V , ,  ..., V ,  i punti nodali; 
y , ,  ..., y, le ordinate dei punti nodali rispetto ad un qualunque sisteina 

di assi coordinati di riferimento; 
Si, + ,  ed S,, ,+, due sezioni praticate in irnmediata prossimitk del ver- 

tice Vi sulle due aste Vi-,Vi e V,Vi+, concorrenti ne1 nodo. Si  coilverrR 

( ' )  Da notare che detto polipono potrebbe esser fornito di aste diagonali. cib che tuttacia 
non invaliderebbe le nostre considerazioni. 
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inoltre di intendere con S,,,,,, ed Si,, le sezioni dell'asta V,,, , praticata in 
immediata prossimith dei vertici V9& e V, .  

Segiiendo le notazioni già indicate ne1 5 3 diciamo ancora: 

O i e ,  ... , Qn, , i pesi elastici delle singole aste della maglia (colla solita 
convenzione di poter scrivere a,,, in luogo di a,, qiiando Io richieda la 
simmetria delle formule) ; 

clIr, ..., o ,,,, +,; b , ,  , ... , b ,,,, +!; le costanti a e b  relative alle singole aste; 

e y i t i + ,  i momenti flettenti delle aste della travatura nelle se- 
zioni S di indici corrispondenti; 

- - 

p i , ; - ,  e pi,  i momenti d'incastro delle singole aste nelle condiaioni 
di carico alle quali esse si trovano sottoposte. 

1 momenti p e y verranno assiinti posikivi se capaci di generare trazione 
nelle fibre esteme di ogni singola asta della maglia. 

Per azione del carico la travatiira si deforma e si inodifica l'angolo for- 
inato fra la congiiingente i piinti nodali Vi-, e e la  congiungente i piinti 
noclali Vt  e V,+,. 

L'iricremento Au, siibito da iin generico di tali angoli (quel10 corrispoil- 

dente al vertice Vi)  potrk esprimersi in fiinaione dei rnomenti p e relativi 
alle aste concorrenti in Vi mediante applicazione del teorema dei quattro 
momenti. Si ricava difatti dalla formula (6): 

Xminesso che nella deforinazione della travatiira le distanze fra i punti 
nodali non subiscano variazione apprezzabile di liingheaza (e che ci06 siawo 
trnscurubili le defornznaio~zi dovute ngli  sforai longitudinali  rispetto o quelle 
c o i ~ ~ p l e s s i v n ~ ~ s e ~ z t e  dovute a i  moatenti flettenti ed ngl i  sforzi  tngliccnti) le defor- 
mazioni angolari Az, clovranno 

Tenendo conto della [8j si 

zioiie il fattore - 

soddisfare alla relazione 

ottiene dopo aver eliminato in tutta l'equa- ( 
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la quale collega i momenti di estremità delle aste della maglia con la forma 
geometrica della medesima. 

La relazione scritta costituisce l'espressione piii generale del teorema 
dei 2% momenti. I n  essa non compare più traccia degli spostamenti nodali. 

S: 6. Interpretazione nieccanica del  teorema. - Attesa la complessità, 
della formula (9) ci siamo preoccupati di seinplificarne, almeno formalinente, 
1' espressione. 

Al10 scopo abbiamo presi in considerazione, nella formula detta, i termiiii 
contenenti un generico momento terminale, del tipo pi.;+, . La somma di 
questi termini vale : 

L'espressione fra parentesi 6 la media ponderale delle due ordinate y,  
ed y,+, , prese rispettivamente coi pesi a,, ,+, e b,, ,+, , e rappresenta 1' or- 
dinata gi, di un punto P,, i,., (v. fig. 3) che divide l'asta ViVi+i in due 
parti che danno fra loro come i niimeri bi,i+i ed ai,i+, . Note clie siano le 
dimensioni longitudinali e trasversali delle singole aste (e quindi le gran- 
dezze a,, i+l e biYi+,) si possono subito deterininare su di esse i punti Pi,,+, 
e quindi le ordinate yi, i+, . Introdueendo le qiiali nell' espressione (9) si ottiene 

Seguendo procedimento analogo si possono isolare dall'equazione (9) i 
termini contenenti un generico momento terminale del tipo pz+, ,  , . La somma 
di questi termini vale 

~ i + i ,  i @ i + i ,  i ~ i + i .  i 

dove yi+,, 6 l'ordinata del punto Pi+,, (v. fig. 3) che divicle l'asta V,V,+, 
in due parti proporzionali ai  numeri ai,++, e b,, ,+, . Al10 stesso modo si pro- 
cederà infine sui termini dell'equaaione (9) contenenti inomenti di incastro 

del tipo Fi,i+i O del tipo il+,,,. Con cib l'equazione (9) assume in definitiva 
1' aspetto : 

Indicati brevemente: con qi,++, il prodotto fra il generico momento pi,i+i 

ed il peso elastico @i,i+, dell'asta cui è applicato tale momento; con qi+,,i, 
- - 

qi.i+,, qi+,,; i prodotti analoghi di evidente significato, l'iiltima relazione pub 
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ancora mettersi nella forma 

ovvero nell' altra equivalrnte 

La somma che compare a primo membro rappresenta il momento statico S, 
rispetto all'asse x, delle masse fittizie q;,i+, e qi+,, i ,  siipposte rispettivamente 
concentrate nei punti Pi, i + ,  e P , , ,  i (che denomineremo yudi  fittizi). La 

somma a seconclo membro rappresenta il momento statico s delle masse 

e qi+,,i applicate nei niedesimi punti fittiai. Talcht? si potrà scrivere 
brevemente : - 

S= S. 

Relazione ciii si pub dam I'eniinciato s e p e n t e :  
Il morr~ento stntico, rispetto a d  & C I L  c m e  q u u l z t q u e ,  delle masse  Pttizie dei 

u~owzetati d i  estreruita, concelztrate mi  relcctiui pztr?ti fittizi, r i sul ta  eguale al  
~rtometzto stntico, rispetto cc1 wedesirt~o nsse, delle ~ t s s e  fittisie dei  ~raot~lenti 
cl' incastro co~zce~zfrate  ccnclz' esse tzei rispett ivi  p u n t i  f i t t i~ i .  

Tenuto poi conto che IH scelta dell'asse di rifrrimento & assolutamente 
arbitraria potremo aclclirittiira afferinare che : 

le rr~nsse fiftixie dei rrbonbenti d i  estrerl~ita (concentrate mi rispettiui pun t i  
fittizi) costituiscono u n  itzsieme equivalente a quel10 delle masse  fittizie dei 
morfi~erzfi d ' i m x s i r o  (n~zch' esse conce~ztrccte ne i  rispettivi punti fiftizij. 

Dove due sistenii di inasse si diranno eyuivalenti quando avranno mo- 
mento statico egiiale rispetto ad iina qiialsiasi retta del piano. 

S e  ta travatztra è cariccitn so lnrr~en t~  cci uodi  si anniilla i momenti d'in- 

castro ed il momento S. Risiilta allora: 

S - O  

e cioè i l  s istema delle masse fittizie dei monceîzti d i  estre~nitic r isul ta  equiva- 
lente a zero (e cioè ha momento nul10 rispetto a una qiialsiasi retta del piano). 
Osservianio ancora che il teorema generale piiù mcttersi nelln forma: le masse 
fittizie dei ~rcoiice~zti d i  estr,ewità e le wasse  fittisie dei  .motîte~?ti d' incastro 
devono avere egzcnle s o r m ~ a  ed eguale baricetztro. 

O ~ ~ E R V A Z I O N E .  - Da notare che per l'eqiiivalenza (ne1 senso prima 
stabilito) di dile sistemi di masse, basta clle qnesti abbiano egiial momento 
statico rispetto a hSe rette del piano non concorrenti in lin punto. Per ogni 
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maglia della travatura si possono pertanto ricavare f r e  (e non più di  tante) 

relazioni indipendenti fra le masse fittizie q e 4, e ciok fra i moinenti p e i. 
5 7. Corne si applichi il teorema alla risoliizione dei telai iperstatici. - 

Ci chiediamo anzitiitto : B sufficente 1' applicazione del teoreina dei 212 mo- 
menti (insieme con quella delle equazioni dell'eqiiilibrio) per la risoluzione 
di una travatura reticolare? Se la travatura è isostatica nei rigiiardi dei 
vincoli esterni, la risposta è certo affermativa. Osservianlo difatti che un 
telaio generico presenta tre incognite iperstatiche (interne) per ogni maglia. 
E poichd per ogni maglia noi possiamo scrivere, in applicazione a l  nostro 
teoreina, appunto tre eqiiaaioni indipend~nti, le incognite ipemtaticlie egua- 
gliano, in niimero, le equazioni di elasticitb e risiiltano perfettainente deter- 
ininabili. 

Non & piii cosi se il sistema presenta nnclie qualche incognita iperstatiea 
vincolare; ma si  osserverà che se i vincoli esterni sono costituiti da incastri, 
si possono ancora usare, per la ricerca delle sollecitazioni, i teoremi dei 2 r b  
momenti. Basterh al10 scopo liberare i l  sistema dagli incastri, riunendo fra 
di loro tutte le estremità delle aste prima vincolate mediante iina trave 
ausiliaria rigida, a forma di poligonale aperta e fissata al siiolo ad ona siin 
estreinitk. Con cib, mentre non vengono alterate le condizioni statiche del 
sistema, si riesce a rendere isostatici i vincoli esterni senza comp1icai.e inini- 
mamente il problema. Osserviaino difatti che n tali aste aiisiliarie rigide, e 
cioè di peso elastico nnllo, competono in ogni caso masse fittizie nulle. Le 
loro sollecitazioni non compaiono affatto nell'espressione del teoreina dei 212 

momenti. 

r j  8. Precisazione circn In po~izione delle niasse fittizie. Le masse 

fittizie q = @p e <= @; si devon0 siipporre concentrate in punti Pi,i+I 

e Pi+,,i i quali dividano l'asta generica V, Vi+, in due parti che diano f ra  
loro come i numeri 

bi,i+, ed 
ovvero come 

a ,  e bi,c+I. 

La distaiiza d dei pnnti Pi,i+l e dei rispettivi estremi dell'asta 
star& alla lunghezza li,i+, dell'asta medesima ne1 rapport0 

bi, iti : 1. 

Risnlterà diinque, tenendo conto dell' espressione del coefficente bi , i+- ,  ('. 5 21 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



140 L. S ~ B R E R ~ :  Nuou0 teorenm dei 3n monrenti e sua espressione sintelien 
-- 

O anche 

1 punti I' i , ;+,  e .Pi+,,i si trovano dunqiie compresi nei terzi estreiiii del- 
l'asta, ad una distanm il dalle estremità del terzo medio che vale: 

Se le forze di taglio risiiltassero di effetto trascurabile (e cioé p fosse 
molto piccolo rigiiardo ad 1) si potrebbe porre 

Ne1 qua1 caso i piinti fittizi cadrebbero ilelle estremità del terzo medio 
dell' asta. 

5 9. Eaempio d i  applicltzioiie del teoreiiia. - LTnicaniente allo scopo di 
iiiostrare l'applicaeione del nostro teoreina ad iin esempio concreto, ci pro- 

poniamo di stndiare il portale iperstatico schematizzato 
nella fig. 4. 

Siipposto il carico verticale e simmetrico risul- 
teraniio egiiali e dello stesso segno (e cioè indncenti 
ainbedue tinzione od ainbedue compressione nelle fibre 

esterne del portale) i mornenti che apiscono sopra sr- 

1 1 zioni siminetriclie rispetto alla verticale di messeria. 
Diciaino pertaiito : 

p, il momeiito di base dei inontanti; 

I pn il inomento di soinmità dei medesimi. 
)IiU I rnoineiiti di estremith della traversa valgono na- * 

Fig. 4 taralinente anch' essi y,. Dieiamo aiicora : 
7b l'altezza del portale; 

ah e 0, i pesi elastici dei inontanti e della traversa; 
A,, il valore di il (v. prec.) relativo al inontante. 

Deteriiiinati i piinti fittizi e concentrate in essi le masse fittizie, si 
espriina che le inasse fittieie dei iiioineiiti di estrernità. devono aver moment0 
nul10 rispetto alla traversa siiperiore. Si otterrA: 
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da cui 

(11) 

Espriinendo poi ehe la soinma delle masse fittizie q deve essere egiiale 

alla soinma delle masse fittizie y si avrà: 

A 
Attesa la piccolezza del rapport0 -2 si potrà, nella forinula precedente, 

1t 

1 - 3&/A 
sostituire alla frazione i priini due termini del suo sviluppo in 

1 t 3i \ , , /2~  

serie. Con che, posto si ottiene: 

Se si trascura la deformazione dovuta al taglio (e cioè si pone Ah = 01 
si cade nella formula (ben nota): 

- 
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Coi.relazioiii reali proiettivarneiite ideiitiche ne1 campo 

complesso e proiettivctmente distinte ilel campo male. 

Mernoria di TULLIO TURRI (a Cagliari). 

Suuto. - Data uiza correlwcio~~e veale y ,  s i  trovaizo le covrelweiowi veali che souo proiettivn- 
mente irlenticlte a -( ne2 cwinpo co~nplesso e soli0 p.oiettiua~rzercte distiltte ( la  y ne1 cu~tipo 
reale, e se ne  calcola il  numero. 

Riassurno i risultati ottenuti : 
« Sis  y una correlazione reale, P= O la sua eqiiaziune. A nieno di una 

sostituaione lineare reale, si ha F = A, 4- A, + ... + A p ,  dove A , ,  A , ,  ..., A, 
sono forme bilineari, reali, a variabili cogredieiiti, irrid~icibili ne1 caiiipo 
reale. Le correlaaioni reali proiettivamente identiche a y ne1 campo complesso 
sono date dalle €,A,  + €,A,  + ... -+ = O, dove E , ,  E, ,  ... , E, hanno nno 
dei due valorj 1, - 1. 

« Siano gli interi q ,  , y-, ... , q,  i nameri: a) dei divisori elenientari di 
egwil grado dispari del fascio P - corrispondenti alla radice 1 ; b) dei 
divisori elementari di egual grado pari (del fascio siiddetto) corrispondeiiti 
alla radice - 1; c) delle coppie dei divisori elementari di egual grado cor- 
rispondenti a due radici reciproche ed imaginarie coniugate. Se y ,  + q ,  + ... 
... + q ,  < 2, ogni correlazione reale proiettivainente identica a y ne1 campo 
complesso Io 13 anche ne1 campo reale. I n  caso diverso i l  numero delle cor- 
relaaioni reali che sono proiettivamente identiche a y ne1 campo complesso 
e ch0 sono inoltre due a due proiettivamente distintc ne1 campo reale, & il 
massiino intero contenuto in 

1 
2 1 (yi + + 1) . - a  k h  + 1) + 1 1 2. 

Nella trattazione mi sono servito esclusivamente della geometria proiettiva 
e della teoria delle forme bilinenri. 

5 1. Sulle condizioni per la idenfith proiettiva 
delle correlazioni. 

1. Faccio in questo nuinero alcune avvertenze e richiami. 
Per non allungare la trattazione non prenderemo in considernzione le 

correlazioni a determinante nullo; a1 terinine di questo lavoro dirù coine si 
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uompletino i risultati allorché si vogliono comprendere anche le correlazioni 
a determinante nullo. 

Ricordo che: « Condizione necnssaria e sufficiente affinchè due forme 
bilineari A e B a variabili cogredienti e n determinante non nullo siano 
congruenti, è che i fasci A -  p A ' ,  B - p B '  abbiano gli stessi divisori ele- 
nientari ». 

Ricordo ancora che: « Ogni forma bilineare, a variabili cogredienti e a 
determinante non nullo è congruente ad ilna somma di fornie irriducibili che 
sono dei cinque tipi che seguono. 

= j C X ~ ~ ~ ~ ~  - (CX + x2 ,~)y2  t ... + (- i ) n - 4 ( ~ ~ n + i  + x,+?)y,, 1 + 
-t (- 1)"-' 1 x,Pyn+l - (x,-~ + x,,)z/,,+? + ... + (- l )n - l ( x l  + x2)  y.% 1 , dove 

c + 1, - 1,  O (per c = O si avrebbe 1 Fi 1 = O ) ;  il fascio FI - pP,' ha i di= 
visori elementari (c - p)", ( 1  - cp)". 

F2 = Xp,a+i l / i  - (xPll + ~ ~ , ~ + ~ ) y ~  + ... -t (xi  + ~ ~ ) g ~ , ~ + ~ ;  il faseio F2 - PB'; 
ha il divisore elementare ( 1  - ,G)'"+~. 

F3 r xenyI - (xi,& -, + xiJy2 + ... - ( x i  + x&.>,~; il fmcio Fa - pP:{' ha 
il divisore elrmentnre ( 1  1- p)'". 

p4 I X4qiYi - ( ~ 4 j C - i  -1- ~ 4 1 2 . 1 ~ 2  + - ( ~ 2 ~ + 1  + ~ y n + p ) ~ P n  1 - 1 X ~ ~ I Y P ~ + I  - 
- ( x  2,z - i  + ~ ~ ~ ~ ) y ~ , , + ~  -t- ... - (x ,  + x2)y4,, 1 ; i l  fascio F4 - pF,' ha i divisori 
elementari (1 - p)"" (1 - p)'". 

li; 1 x4u+n Y, - (xanti + ~ 4 m + e ) ~ l r  + + (xintz -+ xin+-3) Y i a + i  i - 
- I Xiw+il/pn+e - (xill. + ~21a+1)~17a+:1 + + (xi + ~4)2/4n+2 1 ; '1 fascia J - pP5/ 
ha i divisori elementari ( 1  + ,O)"+', ( 1  + p)'"+' ». 

Una correlnzione F = O  si dirà riclilcibile ovvero irridocibile, secondochb 
la forma P é i.iducibile ovvero irriducibile ('). 

2. Dimostro la PROPOSIZIO~UE 1. Condizione +zecessariu e sufficiente af- 
finchè due correlazioni a e p date rispettivm~eule dalle A = 0, B = O siuno 
proietfivn~~e~lfe identiclbe, è cZze i fasci A - pK, B - p B '  abbiano yli stessi 
diuisori ele~tleuturi. 

Siano le correlazioni a e /3 proiettivamente identiche: si ha una proiet- 
tivith r clie trasforina la a nella p. Le sostituzioni lineari che rappresentano 
la T sono una scniplice infinith, i coefficienti di una differen~iandosi dai 
coefficienti di un'altra per un comiine fattore di proporzionalità. Sia T una 
di qneste sostituzioni: avremo ne1 cnlcolo siinbolico delle forme bilineari 
T'AT = rB, dove r è una costante, giacch8 B = O, rB = O rappresentano 

(*) Per la teoria delle forme bilineari si pub consiiltare il traftato di P. NUTH: Ele- 
rne#ztrc~theiler ('I'eubner, Leipzig, 1899). 
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1 
ambedue la  correlazione P. Ma z é pure rappresentata dalla -- T, per la 

I r  
1 1 

quale si ha - T'A - T = B :  si conclude che A e B sono congruenti e, per 
' V r  

la Proposizione ricordata a1 terzo capoverso del nuniero precedente, che i 
fasci A - PA', B - pB'  hanno gli stessi divisori elementari. 

Abbiano i fasoi A - PA', B - pi?' gli stessi divisori elementari : A e B 
sono con,nruenti, cioh si ha una sostituzione lineare T per cui TfAT= B: la 
prolettività rappresentata dalla T trasforma la a nella P. 

3. Ricordo che si clice reale una correlazione che opera in uno spazio 
reale (coincidente col suo coniugato) e che a punti renli fa, corrispondere 
iperpiani reali. Preso allora reale il riferiniento (reali i vertici della piramide 
fondamentale e il punto unità), la equaaione della correlaaione ha i coeffi- 
cienti reali. 

Dimostro il seguente LEB~MA. S i a n o  u e due correlaaioni real i  e s iano 
h = O, B = O le rispettice epunzioni:  condiaione uecessaria e sufficiente perchè 
a e p s iano  proiettivaiizente identiche ne1 cailcpo reale, è che esista uizn sosti- 
tusione lineare reale che wzuti l a  A nella B, ovvero nella -.B. 

Siano a e proiettivamente identiche ne1 campo reale: esiste iina pro- 
iettività reale z che muta cr in p. Sia T una delle sostituzioni lineari reali 
che rappresentano la  z: abbiamo T'AT=rB. Se r é positivo, é reale la so- 

l l 1 
stituzione -- T, e si ha - T'A - T = B ;  se r 6 negativo, b reale la so- 

V r  V r  'Lr 
1 

stituaione - 
1 - ,  e s i  ha - 

1 
T'A - T = - B ; ln  necessith della con- 

V - r  - V - T  
dizione è dimostrata. 

Esista invece una sostituzione lineare reale T che muti A in B, ovvero 
in - B: l a  proiettività reale z rappresentata dalla T trasforma a in P. 

Per  esclusione si ha la PROPOSIZIONE II. S iano  y e 6 due  correlazioni 
reali  e s iano  G = O, D = O le rispettiue equasioni : condizione necessaria e 
sufficiente perché y e 6 nogz s inno proiettivanaente identiche net campo reale, 
é che n o n  esista nè una sostitusione l i tzewe renle che nzuti G in D, nt? unn 
sostituxione lineare reale che w u t i  G im - D. 

g II. 1 divisori elementari del fascio P- p P '  con F reale. 

4. Dimostro la P ~ o ~ o s ~ a ~ o x ~  III. Condisione necessaria e sufficiente 
perchè una forma bilineare G a varinbil i  cogreclienti (e a de tenn iwmte  n o n  

A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a ,  Serie I V .  Tomo XIII. 19 
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nul lo)  s i a  congruente a d  una fortkm reale, è che le radic i  ?zen veali della 
1 G - pG' 1 = O s iano cc coppie imaginar ie  coniugate ed inoltre i divisori ele- 
men tar i  del fascio G - pG' corrispondenti a due  rndic i  iwzaginarie coîtiugate 
s inno a coppie d i  egual grado. 

Sia G una fornia hilineare a variabili cogredienti congrliente ad una 
forma reale F: il fascio G - pG' ha gli stessi divisori elementari del fascio 
F- p P f  e quindi la / G - pG' 1 = O ha le stesse radici della P - pF '  1 - 0. 
Ora essendo P reale, le radici non reali della 1 F -- pP'  / = O sono n coppie 
iinaginarie coniugate e i divisori elementari del fascio P - pP' corrispondènti 
a due radici imaginarie coniugate sono a coppie di egual grado; la necessith 
della condizione b dimostrata. 

Passiamo a diinostrare la  snfficienza della condi~ione. Siano dunqae a 
coppie imaginarie coniugate le radici non reali della 1 G - pGf ( = O e i di- 
visori elementari del fascio G - pG' corrispondenti a due radici imaginarie 
coniugate siano a coppie di egual grado. 

I l  fascio G - pG', essendo G una forma bilineare a variabili cogredienti, 
ha (come è noto dalla teoria delle forme bilineari) n coppie di egual grado 
i divisori elementari di grado pari corrispondenti alla radice 1, qiwlli di 
grado dispari corrispondenti alla radice - 1, e infine quelli corrispondenti 
a due radici reciproche (distinte). Nelle ipotesi fatte possiamo quindi ripartire 
i divisori elementari del fascio G - pG' come segne: a )  divisori elementari 
di grado dispari corrispondenti alla radice 1; b) divisori elementari di grado 
pari corrispondenti alla radice - 1; c) coppie di divisori elementari di egual 
grado pari corrispondenti alla radice 1 ;  d) coppie di divisori elementari di 
egual grado dispari corrispondenti alla radice - 1; e) coppie di divisori ele- 
mentari di egual grado corrispondenti a due radici reciproclie, reali di- 
stinte; f) coppie di divisori elementari di egual grado corrispondenti a due 
radici reciproche, imaginarie coniugate e percib di modulo 1; g) quaterne di 
divisori elementari di  egual grado corrispondenti alle radici r(cos y + i sen y),  

1 1 
r(cos rp - i sen rp), - (cos rp + i sen y), - (cos y - i sen y), dove r 6 reale, positivo 

r r 
e diverso da 1. Mostrerb che in corrispondenza ai divisori elementari di 
ciascuna delle lettere a), b), c), d ) ,  P) ,  f ) ,  y) si pub costruire una forma 
reale a, tale che il fascio CJ - p0 '  ha i divisori elementari indicati alla 
lettera stessa. 

In  corrispondenza ai divisori elementari di cui alle !ettere a) ,  b), c), d )  
possiaino prendere forme reali rispettivamente dei tipi Pt, q ,  Pd. F5 del no 1. 

I n  corrispondenza alle coppie di divisori elementari della lettera e) pos- 
siamo prendere le forme del tipo F, del no 1, che hanno la costante c che 
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vi figura, reale; siffatte forme snranno ne1 segnito richiamate col sinlbolo H, 
porremo cioe 

dove r è renle e diverso d a  1. - 1, O. 
In corrispondenza alle coppie di divisori elementari della lettera f) pos- 

siarno prendere forme reali del tipo s e p e n t e  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
+ (- l )n- i  1 (x, cos ÿ, - X, sen rp + X, cos 'g -- X, sen q)y ,,-, 

+ (x, sen cp -+ x, cos cp + x, spn rp + x,, COS r p ) ~ ~ , ~  1, 

X 
dove cp + 1% 

2 ' 
Per mettere in evidenza i divisori elementari del fascio K -  p K '  calco- 

leremo la I I  (K')-'KIJ, la quale del resto ci servir& negli sviluppi successivi. 
l'os to 

II - sen y 11, ( - 1)9'A - (- 1)" COS - (- 1)'' sen cp 
A G ;  

sen cp cos y (- 1)'' sen y (- 1)" cos rp 

abbiamo 
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Posto 
cos 2cp - sen Bcp R - Il 
sen 2 y  cos 2cp 

abbiamo 

II (KI)-' KJJ = 

Posto infine E = x,y, + x,y, + ... + x , , ~ , , ,  , si rificontra irmnediatainente che 
i l  fascio (K')-'K- pB ha i divisori elementari cos 2.9 + i sen 2rq - (- l )n- 'p  i n  ; 

cos 2.9 - i sen 2cp - (- l ) " - l p  l n ;  questi sono pure i divisori elementari del 
fascio K -  pK' equivalente a l  fascio (K')-'K- pE. Perché le  radici dei di. 
visori eleinentari siano imaginarie, B necessario e sufficiente che sen 2cp+ 0, 

7C 
t! percib clie y + h - conie s i  é supposto. 

2'  
I n  corrispondenza al l r  quaterne d i  divisori eleinentari della lettera g) 

possiamo prendere le forme reali del tipo seguente 

Posto 
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abbiamo 

II L Il = 

Passando dalla II L j J  alla I I  (LI)-'L il, si trova che il fascio (L')-IL pE, equi- 
valente al fascio L - PL', ha i divisori eleinentari ( n t i b - p ) " ,  (n -ib - P ) " ,  

Siano R , ,  R, ,..., R, le forme reali costruite in relaeione ai  divisori 
elenieiitari di cui alle lettere a), b), c), d), e), f),  g); posto P RI -+ 
+ R, + ... t RD, il fascio 3' -- pP1 ha gli stessi divisori elementari del fascio 
G - p G ' ,  e quindi G 15 congruente alla forma reale F. 

OSSERPAZIONE. « Dalle consideraeioni svilnppate segue in particolare 
che se la G é reale ed é irriducibile ne1 campo reale, essa è ne1 caavpo cowz- 
plesso congruente ad una delle forme F 2 ,  P3 ,  c, &, H, K, L B. 

$ III. Correlazioni reali irriducibili. 

5. Paccio alcune preniesse di cui mi gioverb ne1 nuinero siiccesuiro. 
Dimostro il seguente LEMMA. Sia T un'omoyrafia con un solo spazio 

cccratleristico, ovvero con due  soli spati cctrutteristici e ylcesfi iwcigi?zari CO- 

niugati, e sia T' reale: la ; è renle. 
dbbia dapprima la T un solo spazio caratteristico. La  matrice ridotta 

della T~ è in un riferimento reale 
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dove A, ,  A ....., A, sono matrici del tipo 

diremo che JI si compone delle matrici A , ,  A,, .... A , .  Le radici quadrate 
della IV sono due (ommetto i calcoli del tutto eleinentari), opposte tra loro 
e ad elementi reali. Ne segue che una radice qnadrata della AI è pure ad 
elementi reali e che le omografie rappresentate da queste radici sono reali; 
in particolare è reale la r, la  quale avendo un solo spazio caratteristico ha 
nella sua matrice gli elementi lungo la diagonale principale tutti eguali 
ad 1 ovvero a - 1. 

Veniamo al caso che la T abbin due soli spazi caratteristici e questi 
imaginari coniugati. La matrice ridotta della è in lin riferimento reale 
ancora la Jf di dianzi, qualora con A , ,  A , ,  ..., Act intendiamo matrici del 
tipo (.!) 

cos .p sen .g cos 1-9 -- sen cp O O ... O O O 
sen cp cos y sen rp cos y O O ... O O O 

O O cos cp - sen cp cos y - sen rq ... O O O 

Le matrici radici quadrate della Z sono qnattro: due C, - C ad ele- 
menti reali ed opposte; due D, - D ad elernenti imaginari puri ed opposte. 
Le quattro inatrici sono in corrispondenza alle quattro rnatrici radici qua- 
drate della 

II cos y - sen cp 

sen rq cos cp II 

Z E  

(') Si pub in  proposito coiisultare la mia Mehoria: Otnogvafie veali pvoiettivamente 
idetztiehe nez camnpo eo>rzplesso e pvoiettivamemzte distinte ne1 campo oeale (. Rend. Circolo 
Mat. di Palernio D, 1933, t. LVII. p. 273-098). 

O O sen rq cos cp sen cp COS q ... O O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

O O O O O O ... O cos rq -- sen rq 

O 1 .  
O O O O O O ... O sen y cos .q 1 
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che sono 

Le radici delle equazioni caratteristiche relative a C, - C, D, - D 

Y cp '4 sono rispettivamente: cos - + i sen - cos - + i sen i sen - + cos CP 
2-  2 '  2 -  2 '  2 -  2 '  

CP '9 i sen  - + c o s  Avendo per ipotesi la  z due soli spazi caratteristici e 
2 -  n -  

questi imaginari coniugati, la matrice radice quadrata della X ,  che la rap- 
presenta, si compone di matrici di uno solo dei tipi C, - C, D, - D, e lia 
quindi O gli elementi tutti reali, ovvero gli elementi tutti imaginari puri :  
nell'un caso e nell'altro la  s è reale. 

Resta cosi diinostrato il Lemnia. 
Ricordo una notevole Proposizione della teoria delle forme bilineari: 

u Siano G e D due forme bilineari a variabili cogredienti e siano P r Q 

due sostituzioni lineari tali che PGQ = D:  posto T = V'P'Q-',Q, abbiamo 
T'GT = D, cioé G e D sono congruenti ». 

6. Dimostriarno ora la PROPOSIZIONE ITT.  Ogni correlazione reale, non 
degenere, irriducibile ne1 campo reale è proieffizamente identica n d  cnwpo 
reale a d  una delle correlazioni reali ed irriducibili nel campo reale F2 =O,  
F,=O, F,=O, F5=0 ,  H=O, K=O, L =o. 

Sis  y una correlasione reale, irriducihile ne1 campo reale, G=O la 
sua equazione (in un riferimento reale): G essendo irriducibile ne1 cainpo 
reale, é (Osservazione alla fine del no 4) congruente ne1 cainpo cowplesso 
ad una delle forme F,, F, ,  F , ,  F , ,  H, K, L; dicianio D tale forma e 6 la 
correlazione reale di equazione D = 0. 

Nelle ipotesi fatte i fasoi G - pG', D - PD' hanoo gli stessi divisori 

elementari. Ora II G - pG' 1 1 ,  II D - pD' II sono le niatrici caratteristiche delle 
omografie reali y' e 6" tenuto conto della eguaglianza dei detti divisori 
elementari, abbiamo che y2  e 6' sono proiettivamente identiclie ne1 campo 
reale. Dalla identità, proiettiva ne1 campo reale di 7' e 6,, congiunta alla 
eguaglianza dei divisori elementari, scende a sua volta che sono equivalenti 
ne1 campo male i fasci G - pG', D - PD';  esistono ciok due sostituzioni 
lineari reali P e Q tnli che P(G - pG')Q = B - PD'. Si ha quindi anche 

PGQ = D. e pnsto T -= VP'Q-'a Q (penultimo capoverso del numero prece. 
dente), T'GT = D; si tenga presente pel seguito che T? & reale. 
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Essendo y' e 6Qroiettivamente identiche ne1 campo reale, per sempli- 
ficare, d' ora innanzi le supporremo addirittura iclentiche : in tale ipotesi, 
indicata con r la omografia rappresentata dalla T e tenuto conto che 
r-'TT= 6, si ha r-'y%(= 67 =y2, ci06 T e y2 sono permutabili. Giunti a 
questo piinto della dimostrazione, ci conviene distingiiere sei casi: 1.) la 6 è 

una Pi = O, ovvero una 5, = O ;  II.) la 6 è nna K= O; III.) la  6 è una 
H=O; IV.) la ô B una F , = O ;  V.) la ô è una P5=0; VI.) la 6 é una L=O. 

1.) Sin 6 una F2 = O ,  ovvero una P, = O .  La  y q l a  un solo pnnto 
unito; d'altra parte y2 lascia fissi gli spazi caratteristici di .i e in ogniino 
di essi lascia fisso (almeno) un punto: si deduce che T ha LW solo spazio 
caratteristico. Poichè s ha un solo spazio carattoristico e T' è reale (essen- 

do10 ( 1  T I l 2 ) ,  la T è reale e y e 6 sono proiettivamente identiche ne1 campo 
reale. 

II.) Sin 6 iina K= O. La y 9 a  dne soli punti uniti, uno in ognuno 
dei due spazi caratteristici; y? e T lasciano fissi l 'una gli spazi caratteristici 
dell'altra (giacchb le radici della 1 K -  p K ' ;  = O  non sono le potenze di 
una radice primitiva dell'unitk): segue che la s non pub avere più di due 
spazi caratteristici. Se s ha un solo spazio caratteristico, si conclude corne 
ne1 caso 1). Se T ha due spazi caratteristici. questi coincidono con gli spazi 
caratteristici di y"  che sono imaginari coniugati: la s è reale e y e 6 sono 
proiettivamente iclentiche ne1 campo reale. 

III.) Sin 6 una H= O. La y2 ha due soli punti uniti, ripetendo il ra. 
gionam~nto svolto al principio del caso II) si ha che s non pub avere più 
di due spazi caratteristici. Se T ha un solo spazio caratteristico, essa 13 reale 
e y e 6 sono proiettivamente identiche ne1 campo reale. 

Abbin la r due spazi caratteristici: questi coincidono con gli spazi ca- 
ratteristici reali Si', S'2' di y?, nei quali la r? (reale) subordina omografie 
reali; segue (aricora per il Lemma del numero precedente) che le omografie 
da s subordinate in Su', S"' sono reali e abbiario 

dove A , ,  A, sono matrici quadrate di ordine W. La Ij Tir essendo ad elementi 
reali, sono a priori pensabili tre casi: A ,  e A, ambedue ad elementi reali, 
arnbedue ad elernenti imaginari puri ,  l'iiiia ad elementi reali e Z'altra ad 
e lem~nt i  imaginari puri. 

Ora si ha 
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dove B,,  B, sono matrici qiiadrate di ordine 9%; dalla T f G T =  D segue poi 

A,' O O B ,  1 1  A, O ' - 11 O A,' 1111 B, O 1111 O A, 11 = 11 A;B,A, 0 

Essendo reali gli elenienti di DI', gli elementi di A, e A, sono o gli uni 
e gli altri reali, ovvero gli uni e gli altri imaginari puri: la T è quindi reale 
e y e 6 sono proiettivamente identiche ne1 campo reale. 

IV.) Sia ô una P4 = O. Indichiamo con A, ,  A,, ... , A,, i vertici della 
piramide di  riferimento ; lo spazio (reale) S ,,,-, - (A,A, ... A,,A,,+,A,,+, ... A,,) 
congiunge le prime n rette di piinti uniti infinitamente vicine che si  hanno 
i n  6' = y3. Nello spazio in cui si opera, non si ha alcun altro spazio in cui 
venga subordinata da ye iin'oinografia proiettivamente identica a quella 
subordinata in S,,-,; per questo fatto lo S,,-, , che sta sulla qiiadrica luogo 
d7 incideuza di 6, sta pure sulla qiiadrica luogo d' incidenza di y. Queste dile 
qiiadriche, contenendo 1' S,,,-, , contengono s p a ~ i  lineari reali di dimensione 
massiina, e sono quindi proiettivamente identiche ne1 campo reale: suppo- 
niamole addirittiira coiilcidenti. I n  tale ipotesi, osservato che yli spazi S", S(') 
congiungenti i primi 2% vertici della pirainide di riferimento e gli ultimi 2n 
vertici stanno sulla quadrica luogo d'incidenza, si prosegue il ragionamento 
in modo analogo a qiiello tenuto al caso III), e anche qui si concliide che y 

e 6 sono proiettivamente ident ich~ ne1 campo reale. 
V.) Sia 6 una F, =O. Indichiamo con A,,  A ,,..., A,,,,, i vertici della 

piramide di riferimento ; lo spazio (reale) S ,,,,, = (A,A, ... A,+,A,,+,A,,+, ... 
A,,,,) congiunge le prime n + 1 rette di punti iiniti infinitamente vicine 
che si hanno in 6' r ye. Nello spazio in oui si opera, non si lia alciin altro 
spazio in ciii venga subordinata da y' 11n70mografia proiettivamente identica 
a quella subordinata in S,,+,; per questo fatto lo S,,,, che sta sulla qua- 
drica luogo d'incidenza di 6. sta pure sulla quadrica liiogo d'incidenza di y. 

La prima di queste due quadriche è due volte specializzata, conseguente- 
mente anche 1' altra; contenendo le due quadriche 1' S,,,,, , contengono spazi 
lineari reali di dimensione massiina, e sono quindi proiettivamente identiche 
ne1 campo r e a l ~ :  identifichiamole. I n  tale ipotesi, osservato che gli spazi 
S"', 5''' congiungenti rispettivamente i primi 2 n  4 1 vertici della piramide 
di riferiinento e gli ultirni Bn + 1 vertici stanno sulla quadrica luogo d'in- 
cidenza, si prosegue il ragionamento in modo analogo a quel10 tenuto al 
caso III). Anche ora y e 6 sono proiettivamerite identiche ne1 campo reale. 

VI.) Sin 6 una L=O. La y' ha uniti due soli spazi reali S"', 8''' 
congiungenti rispettivainente i primi 2n vertici della piraniide di riferimento 

Annala di Matematica, Serie Il-. Toino SIII. 20 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



104 T. TURRI: Correluzio.ni reali yroiettiunmenfe identiche 

e gli ultimi 2n vertici. Osservato questo, si prosegue il ragionamento in 
modo analogo a quel10 tenuto a1 caso III). Anche ora y e ô sono proiettiva- 
mente identiche ne1 campo reale. 

La Proposizione IV è cosi completamente dimostrata. 

5 IV. Forme bilineari, reali, 
a variabili cogredienti, irriducibili. 

7. Dimostrc la PROPOSIZIONE V. Ogni forrm bilinpnr~, reale, a vnriabili 
cogr~d i~~z t i ,  a cl~ter~rcinante non nullo, irriducibil~ ne1 campo reale è congruente 
ne1 campo reale a d  una  forma d ~ i  d i ~ c i  tipi s~guenti :  F, , - F, , F,, - F,,  

F, ,  F,, Hl K, -K ,  L. 
Tenendo presente la Prop. IV  ed i n s i ~ m e  la  Prop. II si ha che ogni 

forma bilineare, renle, a variabili cogredienti, a determinante non nullo, 
irriducibile ne1 campo reale è congruente ne1 campo reale ad ar:a delle 
forme F,, F3, P4, F,, H, K, L, ovvero ad una delle opposte di queste: 
avremo dimostrato la  Prop. V dimostrando che F4 , Pz, H, L sono congruenti 
ne1 campo reale alle rispettive opposte, e che PO, F, , K non sono congruenti 
ne1 campo reale a - PO, - F,, - K. 

Consideriamo le forme F4, F,, H, L. Ciascuna di esse contirne un nu- 
mero pari di coppie di variabili; tale numero diciamo 2p: la sostituzione 
reale definita dalle 

X: = EkXA 1 per k = 1, 2, ... , p 
3: = E k ~ k  1 -  1 per L = p + i, p. + 2, ... , 2p 

muta le forme P4, F,, H, L nelle rispettive opposte. 
Consideriamo la F 2 .  Faccianio in essa yk = xk; abbiamo la forma qua- 

i ... n 

dratica Q, - (- l)"x',+, + X (- 1)g-'2xgx,,,+,-,; avendo la Q, dispari il 
9 

numero delle variabili e non nullo il determinante, la sua segnatiira é di- 
versa da O (si rerifica  ch^ è precisamente (- l)"), onde la &, n o n  é con- 
gruente ne1 campo reale a - &,: a maggior ragione non è I., congruente 
ne1 campo reale a - F,. 

Consideriamo la F, . Facciamo in essa 2, = x, ; abbiamo la forma qua- 
2 ... n 

dratica Q, s (- l)"x\+, + Z (- 1)g-'2x,x1,,+,-, . Nella Q,  compaiono le va. 
g 

riabili x cogli indici da 2 a 2n, e vispetto a queste 2n - 1 variabili la Q, B 
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a determinante non nul10 : l a  Q, , essendo in un  numero dispari d i  variabili, 
non è congruente ne1 campo reale a - Q,; a maggior ragione F, non 6 

congruente ne1 campo reale a - F , .  
P e r  l a  forma K occorrono alcune pyemesse. Sin U uiia sostituzione che 

trasforma K in - K, sia ci06 UtKU= - K ;  abbiamo pure I;'K'LT= - K'; 
da queste due  relazioni s i  trae (Kt)-'KU= U(K']-'K, cioè la I; 6 permu- 
tabile colla (Kt)-'K. 

Al no 4 abbiamo data l a  matrice IJ (K')-'KI\; effettuando il calcolo si trova 
che le matrici permutabili colla (1 (Kt)-'KI\ sono dale dalla matrice 

RI variare dei parainetri alh  che i n  essa coinpaiono. Pe l  capoverso prwedente 

l a  matrice 1 Ul/ rientra tra le niatrici date dalla 9; indicliiaino con ai, i va- 
lori che bisogna dare alle ai,, per avere la  I(lill, e teniaino poi presente che 
nella K 1' angolo cp è tale che sen Scp + O, onde cos cp + O. 

S e  i l  numero delle coppie di viiriabili che figurano i n  .K è 2, l a  U non 
13 reale. Infatti  facendo y, = x , ,  y, = x, abbiamo l a  forma quadratica 

Q (xi +-xi) cos cp, l a  cui segnatiira é diversa da  O (t- 2 secondoché cos cp é 

positivo ovvero negativo); la  Q non é congruente ne1 campo reale a - &, 
quindi a maggior ragione K non è congruente ne1 campo reale a -K. 

S e  i l  nuinero delle coppie d i  variabili è > 2, ci si riconduce a l  caso 
precedente. L a  U sostitnisce ad x .,-, , x,,, le 

.... . Facciamo l a  ipotesi che siano niille ys y4, y,,,; iu tale ipotesi la  C ap- 
plicata alle yk ci d& 
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mentre y,', y,', ..., y,,' (che si esprimono a niezzo di ys ,  y4.. . . ,  y.>,,) sono tutte 
nulle; segue che, nella ipotesi fatta, p i ,  y, sono rispettivamente congruenti 
ad x2,,-, , x,,. Pacendo nella K (che, sempre nelle ipotesi fatte, si rirluce 

alla (x ,,,-, cos cp - x,,, sen cply, + (x; ,,-, sen cp + x,, cos y)yJ y, = x,,,-, , Y- = x,,, , 
abbinmo la forma quadratica Q* = (a2-,,-, +x2,,) cos y :  poiché Q* non P con- 
gruente a - &* ne1 campo reale, a maggior ragione K non è congruente ne1 
campo reale a - K. 

Ç: V. Si11 riferimento male di una correlazione reale. 

8. Preinetto alcuni richiami. Sia y una correla~ione, Sn lo spazio in cui 
opera: se un S, è nnito per y" ai punti di S ,  la y fa corrispondere gli 
iperpiani di uria stella di centro S,L-d-i, e a questi iperpiani i punti di S d ;  
lo spaaio SIz-+, è pure unito per y2 .  Ne1 caso che Sd e non si 
intersechino, presi d + 1 vertici della piramide di riferimento in Sc, e i ri- 
manenti in Sn-d-il la equazione di y è del tipo 31 +- N =  O, dore M = O, 
N=O rappresentano rispettivamente le correlazioni subordinate in S,  e 
in S ,-,-,. Ne1 caso elle S ,  e Sn -,-, si intersclchino fiecondo i i~ i  S,, que- 
st'nltimo & pure unito per y? e Io spazio S,  è tangente alla quadrica luogo 
d'incidenza Q della correlazione y nell' Sj stesso; viceversa s r  S,  & tangente 
alla quadrica Q in un S i ,  yiiest'ultimo 13 unito per y' e custituisce la inter- 
sedone di Sd e S,z-d-i. 

Diinostro la P R O P ~ S I Z ~ ~ N E  VI. Xia y ullu ~or'r'elaaiolle veule ?ton de- 
yenere: si pu6 scegliere i l  ri ferimento reale per wzodo çhe l u  eyzcccaione della y 
sia A ,  t A, t ... 1- A, = O, dove A , ,  A,, ... , A, son0 forme dei tipi F,, - F? ,  

F, ,  -F,, P,,  P,, H, K, -I(, L. 
Sia G = O la equazione di y i n  uu riferimeilto reale e del resto qual- 

siasi: per la  Prop. I I I  avremo un riferimento Inor: è detto che possa essere 
reale) in cui la y lia la eqaazione CD, + Q2 + ... i- O, = O, dove CD, , @<, ... , @D 

sono forme dei tipi F,, F,, F, ,  F 5 ,  K, 11, L. Indicliiarno con S") 10 spazio 
in cui opera la correlazione 0, = O ,  con Cc'' Io spazio in cui opera la cor- 
relazione @, 4- @, + ... + @, = O ;  gli spazi S") e C'" non si segano e sono 
l'uno il centro della stella degli iperpiani corrispoiidenti ai punti dell'altro. 

Se Su) è reale, anche & reale; si pub allora fissare il riferiinento 
reale per modo che una parte dei vertici clella pirairiide fondaruentale sia 
in Si') e i rimanenti in Cc"; la equazione di y $ in questo riferiiiiento reale 
A ,  + Gi = O, dove A, I= O, G, = O rappresentano rispettivamente le carrela- 
zioni subordinate in e in CCi) .  
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Qualora 8'') siit imaginario, distingueremo due casi: 10) la @, b di uno 
dei tipi FE, F,, H, K, L; 20) la  <Pi b di uno dei tipi F, od F 5 .  

Caso 10). La 0, é di ilno dei tipi F o ,  F,, H, K, L; la  omografia subor. 
dinnta da y' in Sc1) laseia fissi uno, dut,, quattro piinti secondoch& @, è dei 
tipi F, o P 3 ,  dei tipi k od H, del tipo L ;  corrispondentemente SCL)  intei,seca 

uno, due, qiiattro spnzi caratteristici di y? Consideriamo lo spazio S(') iriia- 

ginario coniagato di 8"); prendiamo in Su) un punto generico P e in 8") 
il punto P irnaginario coniugato di P: climostro ehe per ogni punto della PP 
passa uno e un solo spazio unito (contenuto nell' +- A!?(')) ne1 quale la y" 
subordina una oniografia proiettivarnente identica a quella subordinata in 8'". 

Se +SL) S contenuto in' uno spazio caratteristico, la proprietà risulta dalla 
costruzione delle coppie caratteristiche di  punti al modo di PREDELLA, a 

partire da ogni punto della PP. Se 8"' interseea due spazi caratteristici, 

pure S'" interseca gli stessi due spazi caratteristici; diciamo E ,  , E, le in- 

tersezioni di questi spaei caratteristici con S("+ S") :  preso un piinto R 
della PP, si dicano R, ,  R, le proiezioni di R da E,. E, risprttivaiiiente 
su E l ,  E,; per R, passa un solo spaaio unito con un solo punto unito e 
cos1 per R,; il loro spasio congiungente passa per R ed b l 'unico spazio 
unito passante yer R in cui venga subordinata iin'omografin proiettivainente 
identica a quella subordinata in 8''). Analoghe considerazioni si fanno 
qua.ndo 8'') interseca quattro spazi caratteristici. 

Diciamo generirarnente E gli spazi che passano per un piinto della 

retta PP e in cui vengono siibordinate omografie proiettivamente identiclie 

a quella che si ha  in 8"'; gli E passanti per i punti reali della PP sono 
reali. Diinostro che non tutti gli E reali sono tangenti alla quadrica Q. 

Siano tutti gli E reali tangenti alla Q: allora csiste (dineno) uiio spazio 
caratteristico SQ di y2  tale clle gli spazi E reali hanno in S, un punto unito 
di contatto colla Q (10 capoverso di questo numero). Ricorrendo aiicora alle 
coppie caratteristiche di punti del PREDELLA si ha clie tali punti uniti, O si 
ridiicono ad un sol punto T, ovvero stanno su di iina punteggiata 1. (ln piin- 

teggiata determinata d i ~ i  due punti uniti che S'" ed S(') hanno in 8,). 
Si riducano i suddetti punti uniti ad nn unico punto T. Il punto T é 

coniugato, &a come punto x che coine pnnto y (ci08 conle punto dell'uno o 
dell'altro dei due synzi sovrapposti in cui opera la y ) ,  di tutti i punti reali 

della, PP, quindi di tutti i punti della P< in particolare di P. Si prenda 
i n  Sei) un altro punto generico 21 e si dica % l'iinaginario roniugato di 21; 
i puuti reali della JI21 sono coniagati di T e quindi di T sodo ~oniugat i  
tutti i punti della 41iÜ. Poiché JI è un punto generico di S"), si giunge 
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alla conclusione che T è coniugato di tutti i punti d i  S(", il quale risulta 
cosi tangente a Q, contrariamente a qnanto si è notato (al 3 O  capoverso di 
qiiesto numero). 

Qualora gli spazi E reali tocchino la  Q in  punti uniti d i  S, che stanno 
su di una piinteggiata r ,  associamo i due piinti in  cui  uno spazio E incontra 

l a  PP e l a  r ;  si ha tra le  due punteggiate una proiettivith; le coppie di 
punti corrispondenti i n  questa proiettivith, che sono determinate dagli E reali, 
ci danno coppie d i  punti coningati (sin corne punti z che eoine punti y) in y ;  

di conseguenza sono coniugati in  y due punti qualunqae corrispondenti nella 
stessa proiettività, in particolare il punto P b ooniugato del puiito A in 

cui  8"' incontra r .  Si  pienda in  S") un punto generico M e si dica M 
l'imaginario coniugato di A l ;  sviluppando per la  MM considerazioiii analoghe 

a quelle fatte a partire dalla PP, si trova clie JI è coniugato del punto A 
in y. PoichP JI B un  punto generico di 8")) si  conclude clie tutti i punti 
di Si' sono coniiigati del punto A e clle 5"' B tangente in  A alla Q, con- 
trariamente n qiianto si è notato. 

Caso 20). L a  a, è del tipo F4 ovvero del tipo &, percib S ( l )  ha diiiien- 

sioiie dispnri 2q +- 1 e in  esso si ha  iina retta di punti uniti. Diciamo 8"' 
lo spitxio iniagin:irio couiugato di SIi'; per ogni piinto generico di 5"' +- S"' 

passa uno e un  solo spazio unito per con u n  solo punto unito; diciamo 

tali spaai generieamcnte y. Plendiaino i n  8''' una retta generica d e in S('' 
- 

la  retta imaginaria coniiigata d ;  1;1 fssuhordii ia  nrllo spazio che congiunge 

i due spaai Y, piissaiiti rispettivamente per due punti imaginari coilingati A 
e ,$ 1' nno in d, 1';ilti-o in d, un'oinografia proiettivaniente identica a quella 

clie resta snbordiiiat:~ in SI). Al variare di A siilla d si  viene a determinare 
una seinplice infinità di spaei, che nominermlo spazi E. Coiisiderazioni ana- 
loglie a quelle fatte a l  caso 10) (per gli spazi 1A iiidicati colla stessa lettera s) 
e clie non credo necessario sviluppare, ci coudncoiio ad afferniare che non 
tutti  gli syazi E reali sono tangeiiti ii11a quadrica Q. 

Prendiamo ora uno spazio reale E (del caso 1°) ovvero del caso SO)) non 
tangente alla Q;  diciamolo R"' e diciamo C,"' il ccntro della stella degli 
iperpiiini clie l a  y fa corrispondere ai piinti di R"); si pub scegliere il rife- 
riinento reale per modo che l a  equazione di y sin A, 4- G ,  = O ,  dove A, = O  
rappresenta la correlazione subordinata in R"), e G, = O rappresenta l a  cor- 
relazione subordinata in  C,'I). L a  A, B nna forma congruente ne1 campo 
reale a CD, ovvero a @ , :  tuttavia potendo cainbiare il seyno del primo 
inenlbro della eqiiazione, ci è lecito riiippore ehe A,  sia congruente ne1 campo 
reale a @, . 
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Sopra l a  correlazione G, = O  s i  sviluppino considerazioni analoghe a 
quelle svolte fin qui a partire dalla G=O, esclusion fatta del pwiodo ultimo 
del capoverso precedente. S i  ha  che si pub scegliere il riferimento reale per 
modo che l a  correlazione suborclinata in C,(') sia data da  A, + G, = O e la 
correlazione y da  A, + A, + G, =O, dove A, è congruente ne1 campo reale 
a @, ovvero a -a,, mentre Go è congruente ne1 campo complesso a 
@, + @, +... +a,. Non ci è permesso di supporre seinpre A? congruente 
ne1 campo reale a @-, giacchè l e  correlazioni reali A ,  + A,= 0, -4, - A , = O  
non sono sempre proiettivamente identiche ne1 ciiinpo reale. 

Sopra l a  correlazione G,  = O si sviluppino considerazioni analoglie a 
quelle fatte sulla G = O e sulla G, = O; e cos1 yin si proceda. Resta alfine 
dimostrata la Prop. VI. 

8 VI. Risoluzione della questione proposta. 

!j. Dimostro l a  P R O P ~ ~ I Z I ~ ~ I E  VII. Sicc ttnn f o r r m  bilinecrr~ reale 
F r (BI + B 2  + ... + B& + ( r I iCi i  + r,.!CIZ + ... + r , ( l iClqi)  + (r,,C21 + rZïCiZ + 
... + rirlrCpqi) + ... + (rqviCqvi + rqviCqv2 + ... -t- rq,,llvC<Lr,lr); i n  essa sial10 B I  , 
B, , ... , B, forme (reali) dei t ipi  F 4 ,  F5, H ,  L ;  ciasczt~zcc delle rj:jk abbia il va- 
lore l O - i ; le Cdl, Cde, ... , Clcil,, (cl = t, '3, ... , q,) siccno for~rze congruenti 
ne1 c a w p o  reule a u n a  stessa fornla di u ~ o  dei  t ip i  F,, F,, K e won s i a  lucri 
per f + h l a  Cil cothgruente ne1 campo reale n Ci,, . Il  nwriero delle forrne reali  
che sono congruenti alla F ne1 cawgo  cort~plesso e sono due n dtw 120n con- 
grtaenti ne1 campo reale, è (q ,  + l ) (q l  + 1) ... (q, + 1). 

P e r  semplificare l a  dimostrazione possiaino alla E' sostituire la F, = (B, + 
+ B, + ...+ BQ) + (CiL + Ci? +. . .+Cl@) +(Ct ,  + C2r+...C,*~I + ...+ (Cpr , i 
+ C,,. , + ... + C,, ,, ), giacchè Il' ed E;: sono congruenti ne1 campo complesso. 

Ogni forina reale congruente alla B, (j = i, 2, ... , g ]  ne1 campo coinldesso 
10 6 anche ne1 campo reale. Ogni forina reale congruente alla Cl, + Cl, i 
... + C,,, ne1 campo coniplesso é coiigruente ne1 campo +pale nd nna  delle 

y , t 1  forme C , , - tC , ,+  ...+ C ,,,, - C , , + C I L +  ...+ C l q , ,  - C i l - C i Z  t 

... + CiQ, , ... , - C,, - Cl, - ... - C ,,,. dnaloga osservazionr per la  forma 
C,, + C,? + ...+ C,,,; ...; per la forma Cg,, + C,,, +... + C ,,,,. 

Una forina reale congruente alla F* ne1 campo coinplesso é, a iiieno di 
una aostituzione lineare reale, la soiiima: delle forme BI ,  B,, ..., B,: di 
una delle q ,  + 1 fornie che si  ricavano dalla C,, + Cl, + ... + Cl,, ne1 modo 
che s'6 visto or ora ;  di una  clelle g ,  + i forme clie si ricavano dalla 

C,, + C,, + ... + C,,,; ...; di iina delle forme q, + 1 forme clie si ricavano 
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dalla C ,,, + C ,,,, + ... -t- C ,,,,,. I l  numero delle forme reali che sono ne1 
campo complesso congruenti alla E;i e percib alla F, e che sono due a due 
non congruenti ne1 campo reale, è dunque (q,  + l)(y, + 1) ... (y, + 1). 

10. Diniostro la PROPOSIZIONE VII1. Siu y uma correlnxione reule, F = O  
la sua equazione, doue P F ln forrw reule rlell' enunciato della Prop. VIL 
Non esistono correlazioni reali proiettiuuwzente identiclte a y ne1 cawpo cow 
plesso e proiettivamente distinte da y ne1 carkzpo renle pzcando q ,  + q,  + ... 
+ q, < 2 ;  i n  caso diverso il nuwcero delle correlazioni reali che sono proiel- 
tivawzenfe identiche a y ne1 campo cowplesso ma sono dite a due proiettiva- 
mente distiute ne1 campo reale, è il rnassimo ilztero cordemdo in 

Se q, + y, + ... + p ,  < 2, O iibbiarno v = O ovvero o = 1. Quando v = 0, 
ogni forma reale congruente ad F ne1 ranipo complesso lo é anche ne1 campo 
reale. Quando v = 1 e percib y, = 1, ogni forma renie congriiente ad F ne1 
campo complesso, è congriiente ne1 campo r e d e  ad F ovvero a - F. Tenendo 
presente la Prop. II, si conclnde che con q,  + y2 + ... + q, < 2 non esiste 
una uorrelaziune rrale proiettivamente identica a y ne1 campo complesso e 
proiettivamente distinta da y ne1 campo reale. 

Veniamo ora a discutere il caso y, + q2 + ... +- y, 2 2. Consideriamo le 
forme C,,+C,.+...+C141, -C,,+C12+...+Ciq1, -C,I-C12+...+C1,1, 
. - C l  - C l  - - C l  e indichiamole rispettivamente con D l ,  D,, 
D, , ... , Dy,+, : la Dg,+,  B la  opposta della D, , e due forme ad eguale distanza 
da queste estreme sono l 'una caongriiente ne1 campo reale alla opposta del- 
l 'a l tra;  percio se q, é pari, l a  Da, 2 è congruente ne1 campo reale d a  sua - 

2 

opposta. Analoghe osservazioni a partire clalle forme Cs, + Cs? + ... + CsgS, 
-Csl + cs2+ ...+ csgx, Cs,- cs2+ ...+ Cs q,T,..., - Cs,-Cs2-...- csqs 
( S  = 2, 3, ... , v). 

Segue ehe tra le (y, + l ) (ql  + 1) ... (y, -+ 1) forine reali congruenti ad P 
ne1 campo complesso e a due a due no2 rongriic~nti ne1 campo reale insieme 
ad nna forma @ vi b anche una e una sola forma congruente ne1 campo 
reale alla opposta della a; se i numeri q, , q,, ... , q, non sono tutti pari, 
una forina @ non viene mai a essere congruente ne1 campo reale alla sua 
opposta; se y,,  p., ... , q,, sono tutti pari, si ha una sola fornn congruente 
ne1 campo reale alla sua opposta. 

Tenendo presente la Prop. II. abbiamo che ne1 c ~ s o  q, + q, + ... +qv 2 2 
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il numero delle correlazioni reali proiettivamente identiche a y ne1 campo 
complesso e a due a due proiettivamente distinte ne1 campo reale è il mas- 
simo intero contenuto in 

OSSERVAZIONE. « Gli interi q l  , q, , ... , qv definiti nell' enunciato della 
Prop. VI1 in rapport0 alle forme dei tipi F,, F,, K che entrano nella corn- 
posizione della forma F, sono percib i numeri: a) dei divisori elerrientari di 
egual grado dispari del fascio F - p F '  corrispondenti alla radice 1 ; b) dei 
divisori elementari di egual grado pari (del fascio suddetto) corrispondenti 
alla radice - 1; c) delle coppie dei divisori elementari di egual grado cor- 
rispondenti a due radici reciproche ed imaginarie coniugate. Percib il risultato 
da noi ottenuto pub enunciarsi nella maniera seguita nella introduzione ». 

I l .  Dico senza dimostrazione quali aggiunte e quali inodifiche ai  risultati 
ottenuti debbano farsi, qualora si vogliano comprendere anche le correlazioni 
reali a deterlcinante nullo. 

« Ai tipi di forme irriducibili bisogna aggiungere il seguente (dato esso 
pure da KRONECKER) : 

Il tipo P6 è caratterizzato da1 numero 2112 -+ 1, non avendo il fascio F6-  pl?,' 

divisori elementari; cgni correlazione reale proiettivarnente identica a % = O  
ne1 campo complesso 10 & pure ne1 campo reale; la F, 13 congruente ne1 
campo reale alla sua opposta. 

Ne1 tipo H bisogna togliere la  restrizione r =+ 0. 
Nel!'enunciato della Prop. V I  bisogna aggiungere dopo la forma finale L 

la forma &. Gli enunciati delle Prop. VI1 e VI11 valgono ancora quando 
si intenda che le forme Bi,  B ,,..., B, sono oltrechè dei tipi F,, F,, H, L 
anche del tipo P6 ». 

Annali d i  Matematica. Serie 1V. Tomo XIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sur la régularité des foiictioiis à croissaiice 
très rapide ou très leiite 

par m. PODTIAGUINE (Pragne - Icliécoslovaqitie). 

1. La régularité des fonctions à croissance très rapide. - La  notion de 
l'ordre de rdgularité de  l a  croissance (') permet de  donner une definition 
nouvelle de  l a  régularit6 des fonctions à croissance très rapide ou trés lente. 
Cette définition nous conduira à u n  théorème qni caractérisera bien la r6gu- 
larité de  la croissqnce de ces fonctions. 

Nous dirons que la fonction y(x) est à croissmzce trés rapide et répclière, 
si  tontes les fonctions. en nombre infini 

teiident vers + CO avec a et si, en  outre! toutes les expressioiis 

tendent e n  meme temps vers des limites dgterminées et  finies. J 'ai  déjh 
montré (y que ces limites n e  peuvent &tre @ales qu 'h l 'unité. 

Dlontrons tout d'abord que les fonctions 

formées pour une fonction r6gulih-e y(x) dont l 'ordre de l a  croissance est 
égal à o"x (3).  

( 1 )  Voir mon MBmoire, Sur Z'ordve de régitlarité (le ln ci.oissauce. ( a  Annuli di Mate- 
matica *, Serie IV, T. IX, 1931). 

(2) Ibid., (n. 2). 
(3) SLW une classe d e  fonctions cl-oissantes. ( a  Annali di Rlatematica n, Sei ic  Il', T V, 

1927-1933, pp. 208.214). 
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164 N. PODTIAGUINE: Sw lcc réyuluvité des fortctions à croissance 

PROPRI~TÉ 1. - Le rapporl de chacmme des fonctiow (1 )  Ca ln puissance 
yztelcoaque de la fonction précédente tend vers séro quand x tend vers t'infini. 

ConsidBrons le 

E étant un nombre 

rapport 

v l - 1  - 
V t l  , 

positif si petit que l 'on veut. En le mettant soiis la forme 

et en lui appliquant le théoréme de STOLE ('1, nous aurons 

car l a  fonction $(x) est régulière et nous avons donc 

On a, par consequent, 

pour toutes les valeurs de l'indice 9%. 

PROPRIEPJ~ 2. - Le rapport de clzacune des fonctions ( 1 )  au logarithme 
de la fonction précédenk croit indéfinitrae~zt atm n. 

On a ,  en effet, pour toutes les valeurs de l'indice ilz 

YROPRII~TE 3. - CJIactin des rapports 

v a  v p a  - - y,, a 
) ... 

log y' log v  ' log v ,  ' "' ' 1% v u - ,  

OU a est un +sombre p?aelconqz~e ~ ~ ~ o i w d ~ e  p e  un, telzd ver s  zéro quand x tend 
sers l'infini. 
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En effet, nous avons en vertu de la propriéte 1 

v n a  ' a v n a - i  v', v ,, a- x v t ,  
lim = lim - a lim Vn+ ,  -= a lim ,, = 0. 
1=w log x=w ~ ~ l , - ~  x=ao V n  x = w  Y11 

PROPRIÉTÉ 4. - Chacune des expressiom 

V 1 "2 --- v n  .... 1 ".' 
Y ,  log y'  v ,  log v' v ,  log v ,  V,l+i log v,x-, 

tend vers l'unité quand x tend vers + 00. 
Nous avons, en effet, 

PROPRII~TI~ 5.  - Clza~u,zz des rapporis 

log v log v ,  logv, log v ,,-., log v,,  - - - -- 
7 " " " " " '  7 a - .  logz y' log, v '  log, v ,  

tend vers l'unité quand x tend vers f m. 

PROPRII~TÉ 6. - L' expression 

... v , ,  log y log, y log,, y 
v 

fend pour toztfes les vcrleurs de n vers Z'unifé yzcand x tend vers l'infini. 
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PROPRIÉTÉ 7. - Quel que soit le nontbre entier positif n et quelque petit 
que soit le nombre positif E, l ' express io )~  

v 
log y log, y log, y ... log ,,-, y (log,, y)'+E 

terad vers zéro q u a n d  x tend vers l ' i n f in i .  
PROPRIETÉ 8. - L 'ordre  de  grandeur  d u  logarithrue de chacune des fon- 

ctions (1)  p a r  rapport & l a  fonction suivante est égal ic l 'uni té .  
PROPRIÉTÉ 9. - L 'ordre  d e  lcc croissance de l a  fonction log, y(x), o h  n est 

un entier positif quelconque, p a r  rapport à l a  fotzction v,-.I est égal à l 'unité.  
La dbmonstration des propriétes 5 ,  6, 7, 8 et 9 est la niéme que celle 

des proprietes 7 ,  8, 10, 11 et 12 indiquées par moi dans mon Mémoire: S u r  
urne classe de fomAions croissantes ('). 

2. Quelques propriétés des fonctions régiilières & croissance très rapide. 
THÉORÈME 1. - Toute fonction régulière y(x) à croissance très rapide  vérifie 
1' égalité 

! 
lim -- 
x=ce y ( ~ )  

quelque petit que soit le nov~5s.e posit i f  7. 
Ce théorème est une cons6qiience du theoreme 9 du n.O 7 de mon b16- 

moire: Sur l 'ordre  de régularité de l a  croissance ('). 
T H É O R ~ I E  2. - Toute fonction régulière y(s) ir croissance très rapide  vé- 

rifie Z' égala f é 

i 
log y log, y log, y ... log ,,-, y (log,, y)' ' \ liin -- - - 1 ,  

X-M 

yuelqzce petit que soit le norwbre positif E donné ù 
entier et positif yuelco~zque et j ,(x) une fonction 
croissance n 'es t  pcts très rapide.  

En posant 

~ Y W  v(x) = - zl,(x) 
g(x) ' log y log2 y log, y ... log ,,-, 

l ' ava~zce ,  n étant un nombre 
positive quelconque dont l a  

( i )  a Annali di Mat~inatica ., Seiie lV, S. V, pp. 811-214. 
(2) < Annali d i  Mateniatica n, Seinir IV, T. IS, pp. 114-115. 
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nous pouvons Bcrire 

où o < 0 < 1 .  
Mais la fonction g ( x )  croît toujours. Donc 

et l'égalité ci-dessus nous donne 

D'autre part, la fonction v(x) Btant toujours croissante, on aura l'in6galitB 

v ( 4  - ~ i ( 4  
log g(x) log, y log, y ... log ,,-, 2/ (log,, y)'+€' 

Mais quelque petit que soit le nombre positif E, nous avons (n.O 1. Pro- 
prieté 7) 

lim 44 = 0. 
x=- log y log, y log, y ... log,,-, 2/ (log,, ~ ) l + ' l  

I l  en résulte 1'BgalitB 

lim V ( X ) Y ,  ( X I  = o. 
;c=- log y log, y log, y ... log,,-, y (logu Y)'+' 

En effet, la  fonction log,, y étant une fonction à croissance très rapide. 

nous avons évidemment 

lim s4(4 =,, 
s=m (log,, y)'-" 

si nous prenons E, assez petit pour que la différence E - E, soit positive. 
Cherchons maintenant la  limite de l'expression 
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pour x = + 00. L' 6galit6 (4) nous montre qu' il existe to~ijours une valeur 
de x à partir de laquelle on a 

Y l ( 4  1 z(x)  = < -- 
log y log, y log, ... log,,-, y (log,, 4%) 

Nous avons donc, à partir de cette valeur de x, les inegalités 

car la fonction v(x) croît toujoiim. Mais le tli6oréine précedent noiis donne 

Les in6galit6s ci-dessus noiis donnent alors 

Il résulte donc de l'inégalit6 (3) que 

lim + ~ ~ x ) I Y , ( x )  = O. 
a=.. log y log, y log, y S.. log ,,-, y (log,, y)'+€ 

L'inégalité (2) nous donne alors 

lim y(x) = 1, 
a i 0 Î  

car on a toujours 

T H E O R ~ M E  3. - Si la fonction y(x) à croissance très rapide est telle que 
son logarithme est une fomtion régulière, on a ,  ic partir d'une certaine d e u r  
de x, 

I z/,(x) 1 [Y ( 4 I h 3  , 
j + - log ,  y log, y ... log,,-, y (log,, Yji fE I 

quelque petits que soient les norttbres positifs a et  y,  n étant un nombre entier 
et positif yuelcotzque et y,(x) une fonction positive quelconque dont la croissance 
n'est pas très rapide. 

En posant 
log y = a(x) 

et en appliquant à cette fonction s(x)  le thQor&me pr&édent, nous aurons 

Y ,ix) 1 
l- log 8 log, a log, i ... log ,,-, 3 (log;.-, 2)'" j 

lim = 1, 
x-m +4 
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logy ' x t  zliP4 
lim . i log2 y log, y log* y ... log.-, y (log, y)'+' = 1, 
x=w 1% ~ ( 4  

d' où résulte 1' inégalité cherchée. 

3. La régularit6 des fonctions à croissance très lente. - Nous dirons que 
la fonction y = y(x) est une fonction. régulière t h  croissance très lente, si sa 
fonction inverse a = x(3) est une fonction regulihre à, croissance tres rapide. 

Supposons donc que toutes les fonctions en nombre infini 

tendent vers t CO avec y et qu'on ait les Bgalites 

Formons maintenant des fonctions 

En changeant ici la valeur x par son expression x(y), on trouve facilement 

~ ( 2 )  = v(z11, P X  = Y '  p * ( 4  = V ~ ( Z I ) >  - 0 .  , p7&) = v,,(y), - 
Puisque le changement simple des variables transforme la suite des 

fonctions 

(5) x' ) >  P ~ ( X ) ?  P ~ ( x ) >  "' t P W ( X ) ~  

dans la suite des fonctions 

431, v(Y),  v,(y)t V*(Y)> - * - ,  v ~ Y ) '  7 

les fonctions de la première suite doivent poss6der tontes les proprietes des 
fonctions de l a  seconde indiquees dans le n.O 1. 

THÉORÈME. - Toute fo~zction régulière à croissance très lente vérifie l7 égalité 

y[x + a x  log x log, x ... log,, x] - 
lim 

yix) 
- 1, 

==Ca 

a étant un nomOre positif quelco,mpe et n un entiej- positif quelconque. 
En posant 

six) = log z log, x ... log,, x, cp(x) = 
~ [ x  + axs(x)] 

Y(") 
7 

Annali di Matematica, Serie IV. Tomo XIII. 
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on trouve comme plus haut (n.O 2. Théorème 2) 

Or, à partir d'une certaine valeur de x, on a 

D'autre part, la fonction p(x) Btant toi~jours 

Mais la  propriete 
de le voir, à la suite 

croissante, nous avons 

6 du n.O 1, qui est applicable aussi, comme nous venons 
des fonctions (51, nous donne 

y,,(x) log x log, .x ... log,, x - 
lim - 1. 
x= 0Ç ~k4 

Donc 
2 )  . p,,(x) log x log, x  ... log,, x 

liin -- = lirn 
i 

lirn - - 
i44 - O, 

z=Oo ~ ( x )  z=oo X=W Pn(x) 

et, par cons6quent 

lim - .(xi = o. 
x=Oo P[X + 0axz(x)] 

Les inegalites (6) nous donnent alors 

lim y(%) = 1. 
x=m 
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Sulla curvatnra, delle varieta degli slmeî rieiiiaiiiiiaiii. 

Blemoria di MARIO CALONGHI (a Genova). 

Surito. - L'A. t r a i t a  della curvat iwa med ia  e relatiua d i  u i , a  vurietic ili aiitbieiati rieittait. 
n ia iz i :  poste i n  luee notevoli disuyuaylianee e u n a  nicoua definieioiie della eu~uat#tr .a  
media ,  introduce uiza varietà centrale ed UIZCL quadrica di cuiratiira associate ad nyni 
punto della var i e tà  e ne  d à  p r o p i e t h  notevoli. 

INTRODUZIONE 

Della curvatura totale e della curvatura media, iiivarianti fondainentali 
nella teoria delle superficie dello spazio eiiclideo a tre diinensiorii, sono state 
date numerose generalizaazioni delle quali alcune sono ormai di iiso comiine, 
altre meno note né frequentemente applicate. 

Le relative ricerche si debbono principalmente a B. RIEMANN, A. VOSS, 
G. RICCI e in epoca più recente a T. LEVI-CIVITA, F. SEVERI, J. P E R ~ S ,  
E. BOMPIANI. H. VERMEIL ed E. CARTAN. 

Da opere dei suddetti Autori emerge una multiforme teoria della cur- 
vatura e non solo degli invarianti accennati, ma anche delle configurazioiii 
geoinetriche associate all' intorno del secondo ordine del punto di  una varietà. 

Nella presente ricerca mi sono proposto di  aggiungere alle proprietà gi8 
conosciute dei suddetti invarianti e delle indicate con£igurazioni alcune pro- 
prietk che credo non ancora conosciute. Naturalmente a introduzione e com- 
pletamento delle proprietà stesse ho dovuto richiainare proprietà giA note, 
tltlora con dimostrazioni nuove almeno in parte. I n  tutto ln svolgimeiito della 
ricerca ho cercato di esporre proprietà di immediato significato geoinetrico. 

Ne1 primo capitolo ho introdotto le note curvature di una varietk secondo 
uiia normale in un ambiente valendomi delle ipersuper£icie ottenute mediante 
proieaione ortogonale della varietR su spazl euclidei opportunamente scelti; 
tale metodo gih era stato applicato da1 KILLING e da1 BERZOLARI ('). 

(') V. le opere indicate con i niimeri 1 e 2 nell'elenco delle opere citate, al terinine 
della presente Nemoria. Ne1 seguito le citasioni verranno senipre esegiiitc in(licnnc10 il noiiio 
dell'autore e il namero d'ordine dell'opera citata, nell'elenco stesso. 
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Introdotte le curvature secondo le direzioni norinali ne1 modo siiddetto, 
ne risulta immediatamente che esse e la curvatura relativa all'ainbiente, che 
se ne deduce in modo ben noto, rimangono invariate per proiezioni ortogonali 
della varietà su di una varieth tangente, proposizione che credo siri, stata 
prima d'ora diinostrata solamente ne1 Cano particolare ne1 quale la varietà 
b una curva, benche da tale caso particolare si possa dediirre il teorema 
generale. 

I n  un secondo capitolo ho data una nuova definizione della curvatura 
niedia che consiste in sostanza in una estensione di una iiiia proposizione 
sulla curvatura media delle s~iperficie. Ho poi definita, niediante i centri 
principali di cnrvatura su d'una normale, una variet& algebrica associata a 
ciascun punto d'una varietà; essa era stata introdotta in modi apparente- 
mente differenti da diversi antori tra i qnali citerb H. I i i i ~ x ~  e G. VITALI; 
ho mostrato la coincidenza delle varie definizioni e ho dato una nuova pro- 
prieth della varietà suddetta. In  seguito ho ricavato dalla suddetta varietà 
l'esistenza, nello spazio normale alla varieth, di una quadrica che ho detto 
« di curvatura » che ha proprietà notevoli. Tra l'altro si esprime mediante 
tale qnadrica, e con una sola condieione geometrica, che una varietà é mi- 
nima in un ambiente estendendo cosi il caso pih generale nna proprietà 
della « conica del K O ~ I E R E L L  » associata ad uua superficie d'uno spazio 
euclideo a quattro dimensioni. 

1. Curvature secondo una normale. Proiezioni di una varietà 
su di un'altra. Relazioni tra curvature. Nuova defini- 
zione della curvatura media. 

1. Si consideri Lino spazio curvo ad 9th diinensioni e la sua metrica 
(definita) sia determinata dall'eleinento lineare 3 b a e d ~ , d y F  ('); in S,, sia 

a, e 
immersa iina varietà Ir,, ad n diinensioni (si suppone, naturalinente, n < +th  

e n 2 2 salvo avviso in contrario) e siano: 

le espressioni delle coordinate dei punti di V,, in S,,, in funzione delle coor- 

( ') Qui e ncl seçiiito, salvo inclicaaione in contrario si intendcià clie gli inclici rappre 
sentuti con lettere greche vaiino c h  1 ad wzt e qiielli iappresentati con lettere latine 
da 1 ad 12. 
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dinate curvilinee cci. È noto che, ponendo: 

la metrica di V,, riesce determinata dall' elemento lincare Z a,jdx,dx,i .  
i ,j  

Pissato un punto P di Ti, inclicheremo con cr, lo spazio euclideo tan- 
gente ad s,,, in P e con T,, 10 spazio euclideo tangente a V,, ne110 stesso 
punto. Indicheremo poi con qz i parametri, in S,,,, di una direzione (7) tan- 
gente in  P ad Sn, e ivi normale a V,, . 

Bissata una linea l' per P su V,, P detti d x i  gli nccrescimenti delle xi 
lungo I', ad essi corrispondono determinati accresciment d y ,  delle g ,  e tali 
accrescimenti individuano un vettore tangente a ï. È noto (') che il differen- 

zinle assoluto d(dg,) di codesto vettore lungo ln linea ï ha in S,,, e normal- 

mente a V,  le componenti Y Q c d x i d x j  oove s'intende: 
i,i 

rappresentando con y,/, la derivata seconda covariante di y, con riferimento 

alla forma differenaiale quadratica Z a,dxidxj.  Il sisteiiia QG 13 il tensore d i  
Gi 

curvatura euleriana di V,, in  S,,, . 
Sia RN un0 spazio euclideo ad N dimensioni ne1 quale pub senipre 

pensarsi imnierso 10 spazio Sm; dette zg (A = 1, 2, ... , N )  coordinate carte- 
A siane ortogonali In RN e QG,  Q$ i tensori di curvaturn euleriana di V,, 

ed S,?, in RN, della relazione: 

con 1' iiso dell' operatore 
di  indici (') si ricava: 

donde risulta (7:  

 SA -- ~ S A  ay, - 2 -  - a%, . 39, axj 

D di deriunzione covariante per  t e m o r i  a pi& sevie 

0 )  V. p. e .  D. J. STRUIK (6)' p a q  92. 
(9 V. E. BORTOLOTTI (10); ed anche (18), pag. 
(") V. E. BORTOLOTTI (IO), pag. 135. 
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Stabilito quanto sopra si ponga (') 

e si  riconoscerà, iinmediatamente che la forma quadratica 2 ~ ~ ~ d . c , d . ~ ~  rappre- 
i,i 7) 

senta la coinponente scalare del vettore Z Q z d x i d x j  secondo la normale (y) 
4i 

della varietà, V,, . Se nella (6) osserviamo che, riguardando gli indici a, P 
corne indici ordinali, le P$ sono vettori di RN normali ad S,,, , risiilta che i 

componenti di 9: e di  PZ;. secondo (y) coincidono; in conseguenza le wzj  non 
7; 

mutano quando si assume come ambiente RN in lnogo di  S,,; e cib vale 
anche quando si sostituisca all'ambiente Sn, un altro ainbiente riemanniano 
qualunque che contenga Sm.  

I n  definitiva: l a  forwa quadratica Z ogdxidxj che denominerewzo, con 
i,j 7) 

E. BOAIPIANI ('), secotzda forma fondamentale d i  V, secondo l a  nornmle (y) » 

è pienamente deterr~ainatm l a  V, e d a  codesfa norrrzale ('1). 

2. Fissata clle sin la  direzione (q) tangente ad S,, e normale a V,, ri- 
niane individuato Io spazio euclideo n(y) ad f i  + 1 dimensioni che contiene T,, 

ed ( y ) ;  lo indiclierenio col nome di spaaio euclideo îzorrwale n TTn secondo l a  
normcrle (y). 

Pensaido S,,, iminerso in lino spazio eiiclideo yiialunyue potremo pro- 
iettare i punti dell'intorno del 2 O  ordine di P in V,, su n(y). Dirnostreremo 
che l'insieme di punti cosi ottenuto costituisce una vai-ietà - determinata 
solamente noll'intorno del 20 ordine del punto P - ad n dimensioni su n(y) 
ciob nna ipersuperficie in tale spazio euclideo; la indicheremo con W,, e le 
dareiiio il noiiie di ipersuperficie associata a Vn secondo la normale (y). 

Per l'accennata dimostrazione opereremo in un ambiente euclideo RN 
ne1 yuale penseremo iminerso S,,, , ma per le osservazioni fatte al paragrafo 
precedente il risultato si riferiïà inalterato all'ambiente S,,. 

Sin Q un punto dell'intorno del 2 O  ordine di  P su V,,; si pub scrivere: 

(') V. E. BOMPIANI (6)) pag. 1133. 
(9 Cfr. anche D. J. STI~UIK (6), pag. 112. 
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Detta H la  proiezione di Q su  TL(?), si avrà: 

ove si  indica con 7 i l  vettore unitario normale a V,, in P secondo la dire- 
zione (y). D7 altra parte deve essere: 

ap 3 ' ~  
onde, sostituendo nella (8) e rieordando che è a;, = 7 X 

oxi X 

ap 
X - , risulta icgevolmente : 

az* 

i a i k ( d z i  - a, )  + 

Dalle relaaioni precedenti si  trae senaa difficoltb: 

Dalla (il) segue immediatamente che la  metrica di W,, B tangenfe (') 
in P alla metrica di V,, , percib W,, è effettivamente una ipersaperficie 
di TL(?). La  sua seconda forma differenziale è il componente scnlare secondo 

la  direzione (7) del vettore L Q $ d x i d x j  per le osservaaioni fatte al paragrafo 
4 i 

precedente, cioè ancora Z o,dci dx j  . 
i,j ri 

3. L'equazione in p, di tipo secolare: 

determina le curvature principali della ipersuperficie IV,, in P; t d i  cur- 

(') V. E. CARTAN (Il),  pag. 90. Si  ossemi ami che dalla (il) risulta 

perciù i siniboli di CHRISTOFFEL relativi a Vm e W,, in P sono ordinatamente ugiiali; in 
conseguenza sono uguali le derivate dei coefficienti corrispondenti delle metriche di codeste 
varietà e percib le metriche stesse risultano osculat~ici secondo E. CARTAN (Op. cit. ibid.). 
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vature si possono riferire a V,, col trainite della normale (y) e si riconosce 
che esse rappresentano le note (') curvature principali di V,, in S,,, secondo 
la normale (7). 

Ricordiamo che la somma delle suddette curvature si chiama curvatura 
llzedia di V,, secondo la normale (y)  e la somma dei loro prodotti due a due 
si dice curvafura relntiva di VI, rispetto all'ambiente S,,, , secondo la  nor- 
male (y). 

Per 1.2 = 1, la  V,, è una curva di uno spaaio riemanniano e si riconosce 
che la  curvatura media secondo una sua normale é la  cornpoilente secondo 
la  normale stessa della curvatura geodetica (vettoriale) della curva. 

Indicando con M la curvatnra media secondo la normale (y), se ne ri- 
n 

trova l'espressione mediante la (12) e risiilta: 

Analogamente si ottiene l'espressione della curvatura relativa secondo (y): 

ove la soiniii;itoria si intende estesa alle combinnzioni degli indici di cia- 
sciina coppia e A,j, ,, rappresenta il minore del discriminante di V,, clle si 
ottiene soppriineiido le righe c le colonne indicate dagli indici. 

Tenuto conto della (i), si ottiene facilmente la nota ,espressione della 
~i i rvatnra  relwtiva d i  V,, secondo (y) ('): 

4. Sin V,; (916 > y,  n) una varieth immersa in S,,, e tangente a 17,, 
in P; se, proiettando i punti di V,,, nell'intorno del secondo ordine di P, 
su V i  si ottiene iina varietà V,," è chiaro clle le variet8 associate a V,, 
secondo le direaioni norlnali in P coincideranno con le analoghe varieth 
associate a V,," secondo le medesime norniali. 

(') V .  p. e.  D. J. STRIJIK (6), pag. 128 e srgg. 
(:') L e  f o r ~ i i l e  ( IR),  (13'), (14) sono ben note [r. p. e. n. J. STRIJIK (6), pag. 68 e pag. 1141, 

nia le abbiamo richiamate pei  precisaie le notazioni e i coefficienti numciici, che taloi8 
rengono dirersaniente fissati. 
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Da cib risulta che una variet8 e la sua proiezione ortogonale su di iina 
varieth tangente hanno, ne1 punto di contatto, i medesimi raggi di  curratura 
secondo ciascuna normale e percib la medesima curvatura inedia e la me- 
desima curvatura relativa. 

I n  coilseguenza saranno uguali per le due varietà le somme dei quadrati 
delle curvatnre medie seoondo 9)z - n normali due a due ortogonali, ci06 i 
quadrati delle curvature inedie ne1 punto di contatto (') e le normali di 
curvatura media coincideranno (7. 

Anche le somme delle ciirvaturr relative secoiido n norniali due 
a due ortogonali saranno uguali, e aggiungendo a ciascuiia delle dette soiuine 
la curvatura associata dello spazio ambiente secondo la giacitura tangente 
comune si otterranno somme uguali. 

Si conclude: u n a  varietà e l a  s u a  proiezione ortogo~zale s u  d' u m  uarieth 
ad  essa tangerzte in un punto h a n n o  i v i  c u r u a l u ~ e  medie relative ed assolute 
ugua l i  e normal i  d i  curvatura m e d i a  coincidenti. 

5.  Considerato un sistema di direzioiii (y,) ( p  = 1, 2, ..., U L  - n) tangenti 
ad S,,,, normali a V,, e due a due ortogonali indicheremo con p,.,, l'r-esiino 
raggio principale sulla p-esima normale. Dette K ed JI le curvature rcl R t '  iva 
e media di Ir,, in  P avremo: 

m-n 1 

Dalle (15) si ricava: 
m-n 1 

(16) A/'-2K= L p X T > O .  
P',P 

Tenuta presente l'equazione (12) risulta che il segno di uguaglianza 
nella (16) non pub sussistere se non quando sin: 

( l )  Cfr. E. BOMPIANI (5), pag. 1132 e segg. 
( 2 )  I n  particolare s i  pub scegliwe per Vn nna curva, per VI; uno spazio euclideo tan- 

gente alla curva V, ne1 punto P e contenuto nello spazio euclideo tangente a d  S , ,  in  P e 
infine corne normale comune la normale d i  curvatura geodctica (alla quale s i  riduce, per 
TL = 1, la  normale d i  curvatura media) ed otterremo una proposizione dimostrata da  E. Gu- 
CINO (ZO), cfr. !P. BOGCIO (21). Si pub ancora 0sservai.e clie dalla proprieth cosi pniticolariz- 
sata risulta la p r o p i i ~ t h  piii generale clie si b csposta poichè la proiezione oi.togoii:~le con- 
sidrrata risulta una upplicabilità d i  seconda specie (secondo E. B O ~ I A S I )  e percib conserra 
tutti gli invarianti che dipendono dall'intorno del secoiido ordine del punto sulla varietà. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



178 M. CALONGHI: Sulla curvatzcra delle vurieta degl i  spwZ riemanniccni 

Infatti alle (17) si  possono aggiungere altre n condizioni analoghe cor- 
rispondenti ad n direzioni tangenti a V,, e tra di  loro indipendenti; per esse 
le espressioni analoghe ai  primi membri delle (17) sono sempre nulle; si 
conclude che i primi membri delle (la), dovendo soddisfare ad $12 equazioni 
lineari omogenee e indipendenti sono nulli. 

Dalle (18) risulta evidentemente che le Q R I ,  di V,, in S,, sono tutte nulle, 
ci06 ohe l a  varietà V,, é totalmente geodetica in S,,, ('). Adunque: data una 
varietà i n  u n  antbiente curvo, il quadrato della s.ua curuatura media non é 
mimore del doppio della curuatura relativa della varietà. 

I n  un a m b i e ~ t e  euclideo la  curvatura relativa coincide con la  curvatura 
assoluta, percib: data una varietà non euclidea i n  un ambienle euclideo, i l  

doppio della sua curvatura assoluta è minore del quadrato della curuatura 
media della vurieta. 

Si lia ancora: condizione necessaria e sufficiente perchè una varietà sia 
totalwente yeodetica well'ambiente è c7ze la SUU curvatura relatiua sia la azetà 
del quadrato della curvatura media in ogni punto della varietà stessa. 

Riguardo all'nltima proprietà enunciata è bene notare che non appena 
essa sia soddisfatta le  due curvature, media e relativa, risultano nulle. 

Ricordando che le varietà minime in un ambiente hanno in ogni punto 
curvatura media nulla (') risulta ancora: la curvatura assoluta d i  una varietà 
+taininta non è mai nzaggiore della curvatura dell' ambiente secondo la giacitura 
tangente coqnune ad esso ed alla varietà. 

Infatti, detta R, la curvatura assoluta de117 ambiente secondo z,, ed R la 
curvatura assoluta di 'V,, si ha K = R - R, percib, facendo M = O nella (16) 
risulta di necessith R < R, e il segno di uguaglianza vale solamente per le 
varietà totalmente geodetiche (e le c,aratterizza). 

I n  particolare: le variefa wzinime nola euclidee d i  uno spazio euclideo 
hanîzo curvuturu assoluta negativa. 

6. La curvatura media di una varietà secondo una normale si pub de- 
finire altrimenti, estendendo alle varietà d' uno spazio riemanniano una pro- 
prieth delle superficie del10 spazio ordinario ("). 

i 4 )  V. E. BO\IPIAAI (5), pag. 1120. 
(') Ibid., pag. 1138 e segg. 
(") V. JI. CALONGHI (i-), e per aitre diriiostrazioni ù. PELOSI (13)' M. MANARINI (14): 

per l'estensioric alle ipersuperficie degli spasi eiiclidei v. P. BURGATW (15). 
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Sia w una varietà ad n - 1 dimensioni contenuta in V,, e priva di  singo- 
larith in  un intorno del pnnto P; scomposta w in parti infinitesime (n - i)- 
diinensionali e scelto con legge qualsiasi un pnnto in ciaseuna parte potremo 
condurre per il punto stesso un vettore tangente a V?, ed ivi normale ad w e 
di grandezaa uguale all'estensione della parte nella quale il punto 6 stato scelto. 

Fissato che sia il verso da attribuirsi al vettore in un punto tale verso 
rimane determinato per continuith in tutti i punti di  o. 

I n  tali condiaioni la  somma (integrale) di tutte le  componenti dei sud- 
detti vettori su di una normale (7) a V,, è un ben determinato funzionde 
delle coordinate xi su tu O in altre parole una f u w i o ~ z e  della uarietic w ('). 

Cib posto si ha:  l a  derivata funaionale, ne1 p u d o  P, delta sucldetta fuw 
zioue della varie tb  w è ta curvatura med ia  d i  V, secondo la' normale  (q). 

Fer la dimostra~ione considereremo una elemento n-dimensionale di V,, 
e indicheremo con A o  l'ipervolume che vi é racchiuso, mentre indiclieremo 
con Atu il suo contorno (12 - 1)-dimensionale (ed anche la sua estensione); 
supporremo naturalmente che 119 sin privo di punti singolari. 

Dette xi le coordinate di P in V,, le coordinate di un piinto P' corrente 
su A o  avranno espressioni della forma xi -+- Si ove la Si risulteranno infini- 
tesimi dei quali, ne1 corso dei calcoli, trascureremo sempre i quadrati. 

Al variare di P t  su AQ le Si si potranno considerare come funzioni 
le-1 

di n - 1 coordinate t,. (r = 1. 2, ... , uz - 1) onde, indicato con Z ,.,, c,.,dt,dt, 
1 

l'elemento lineare di Aw, si avrà: 

agi at c,., = 2 a .  -2. ,,, 'j at,. at, 
n-1 

Detto c il discriminante della forma quadratica Z,, , c,.,dt,.dt, si ricavv (7 : 
1 

ove a rappresenta il discriminante di V,, in P e X,, 6 il minore della 

matrice I/gII che si ricava sopprimendo la  colonna h-esima e diaponendo le 

rimanenti per indici crescenti (ciclicamente) a partire da h. Precisamente: 

È noto, e risulta ancora dalla (2) che le X ,  non possono essere tutte nulle. 

(') V. V. VOLTERRA (4). 
(') V. W. FELLEK (Io), pag. 635. 

Annali d i  Matematica, Serie IV. Tom0 XIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



lS0 M. CALONGHI: Sulla cwwatwa delle marietic degli spnxî rieruzalz?zialzi 

Fisseremo il verso della tangente di V,, in  Pr che 6 normale a Ao con- 
venendo che essa insieme con le linee coordinate di Ao forrni un n-edro di- 
verso uguale a quel10 dell'n-edro delle linee coordinate di  V,, in P, e indi- 
cheremo i parametri della suddetta tangente nella varieth V, ,  e ne1 punto Pt 
con di. 

Le dt  debbono soddisfare le condizioni: 

ove si rappresentano con a', i valori a, t da, dei coefficienti della metrica 
di V,, in Pr. Le (4) sono equazioni lineari omogenee nelle di e sono indi- 
pendenti; infatti un minore qualunque di  ordine n - 1 della matrice dei 
coefficienti del sistema (4) si puo ottenere sopprimendo una colonna nella 
matrice stessa; detto h l'indice della colonna soppressa e disposte in ordine 
ciolico le colonne rimanenti il minore assume l'espressione 

Tale minore é il prodotto delle matrici: 

j=l, 2,.. . ,  n 

ari . ï7 11211 ( s=l ,  2, ..., n-1  
i = h + l ,  ... , n ,..., h-1  

onde esso vale: 

(5) a' z arihXi . (h  = 1, 2,  ... , n) 
i 

Se tutti i minori di ordine n - 1 della matrice del sistema (4) fossero 
nulli, si avrebbe: 

Poichè le  Xi non sono tutte nulle risulterebbe 1 a'" 1 = 0 e cib 13 assurdo. 
Detto R un fattore indipendente da h si ricava dalle (4) e (5): 

(6) 

Donde segue: 

Da quest'ultima relazione, tenuto conto della (2)) risulta in prima approssi- 
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mazione rispetto alle S i :  

Per le ipotesi fatte circa il verso da attribuirvi alla direzione (u') risalta 
che nella (7) vale il segno +, cosicchb, indicando con Ak quantitk indipen- 
denti dalle Si risulta: 

- 

Detti i parametri della direzione (ut) in Sm si ha:  

ove [O, -+ E h ]  sta ad indioare il valore della in Pr. Sempre in prima 
2x1, a x h  

approssimazione rispetto alle 5 risulta: 

Sostituendo i valori ottenuti nelle (9) e tenendo conto delle (8) risiilta: 

Fer eseguire la proiesione del vettore unitario (5') sulla direzione (y) tras- 
porteremo tale vettore per parallelismo, vincolato alla metrica di Sn,, da Pt 
in P ed otterremo per le componenti 5% del vettore cosi trasportato le 
espressioni : 

ove le P, sono fattori che non importa conoscere poichb i vettori tangenti 
a V,, si annullano per proiezione su (q). 

liediante le espressioni ottenute si ricava la coinponente cercata: 
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L'accrescimento del funzionale stiidiato sull'elemento Aw & dunquc dato da:  

L'integrale ottenuto si pub trasforinare (') in un integrale esteso al campo 
interno A52 dell'elemento A w ;  facendo poi tendere a zero in tutte le dimen- 
sioni l'elemento stesso risulta : 

conformemente al teorema enunciato. 

II. Varietà centrale. Quadrica di ciirvatura. 
Indicatrice delle curvature secorido una normale. 

1. Sia 2 uno spazio euclideo a p dimensioni e in esso eia stabilito un 
sistema di coordinate cartesiane ortogonali X, (p = 1, 2, ... , p). Detta g nnn 
curva di 2l e P un suo punto, considereremo iina ipersfera di 5 tihe passi 
per P e indicheremo con ap le coordinate del suo centro, con R il suo 
raggio, con a, i coseni direttori del raggio che proietta P da1 centro del- 
l'ipersfera, volto verso l'interno di questa, infine con p il raggio di curvatura 
di g in P e con p, i suoi coseni direttori. 

L7 eqiiazione dell' ipersfera rispetto al considerato sisteina cartesiano sar8 : 

Vogliamo deterininare le condizioni necessarie e sufficienti perchè la 
ciirva g sia osculatrice al17ipersfera in P ;  a ta1 fine, pensate X, corne fun- 
zioni dell'arco s di g esprimeremo che in P oltre alla (1) sono soddisfatte le 
equazioiii clie risiiltano dalla (1) stessa derivandone diie volte i due membri 
rispetto ad S .  

Tenuto conto delle notazioni prestnbilite -i.isiiltano le condinioni: 
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La prima equazione esprime la  nota condizione di  ortogonalith del raggio 
dell'ipersfera con la  tangente alla curva e la  seconda indica che il centro 
di curvatura della curva deve coincidere con la proieeione del centro del- 
l'ipersfera sulla normale principale alla curva. 

2. Definiremo : varieth centrale associata ad una varietic in u n  ambiente 
ed in u n  punto è il Euogo geometrico dei centri pri~zcipali situati sulle norimli 
uscenti da quel punto. 

Consideriamo le geodetiche della varietà passanti per il punto; ricono- 
sceremo che su ciascuna normale (y) esiste un punto che è centro di una 
ipersfera, del10 spazio 2-osculatore a V,,, osculatrice ad una determinata 
geodetica g ;  al variare di g varia il centro corrispondente. S i  ha:  i valori 
estretni del raggio dell'ipersfera sono i raggi principali di curvatura sulla 
data norsnale e i centri corrispondenti sono i centri p i n c i ~ a l i  cioè i punti 
comuni alla varietà centrale e alla normale data. 

Infatti, detti R il  raggio dell'ipersfera, p il raggio di  curvatura di g 
ed s il suo arco, appliuheremo la condizione indicata a l  paragrafo precedente 
indicando con Le i parametri della normale principale di g nell'ambiente Sn,. 
Si ha intanto: 

ove si indicano con u" parametri della tangente a g in P. 
Tenuto conto delle equazioni caratteristiche delle geodetiche, le (3) di- 

vengono : 

(4) CF = p Z S2F;uk.f. 
i,i 

La condizione di ortogonalità è soddisfattn per ipotesi e rimane la  sola 
condizione : 

donde risulta: 

1 valori estraini, O almeno stazionarI, di R sono le radici dell'equazione: 

e percib coincidono con i raggi principnli. 
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La formula (6) permette di  riconoscere che la  varietà centrale sopra 
definita non differisce sostanzïalmente dalla varietà E, associata al punto 
generico di una varietà dello spazio hilbertiano ne1 modo giA indicato da 
G. VITALI (0; d'altrondr: dalla dimostrazione esposta risulta che gli iperpiani 
dello spazio normale a Vv, che sono perpendicolari alle normali principali 
delle geodetiche uscenti da P segano le singole normali per P in punti che 
appartengono alla varieta centrale quando la loro distanza da  P è un estremo 
ed è appunto questa una proprietà caratteristica della varietà indicata con E, 
nella memoria citata ('). 

Per  le curve dello spazio ordinario la varieth centrale P 10 spigolo di 
regresso della sviluppabile polare. 

Infine, se la  varietà è immersa in  uno spazio euclideo la  varietà cen- 
trale, al variare del punto P, descrive una varieth dello spazio ambiente la 
quale si riduce all'ordinaria evoluta se V,, è una ipersuperficie. 

Per  le varietà immerse in uno spazio euclideo si deve al K ~ H N E  (') la 
definizione di una varieth ( K r i i + m n u n g s p )  che non B se non la varietà 
centrale associata ad un pniito, ne1 caso considerato. 

Se si cercano i punti coinuni alla varietà euclidea normale a V,, in P 
con la varietà normale in  un punto P' infinitamente prossirno a P si trova, 
in gcnerale un punto od un intero spazio euclideo quando m 3 2n, in ta! 
caso la  varietà definita da1 KUHNE e il luogo geometrico dei suddctti spazi 
(O pnnti) di intersezione. 

Ne1 caso più generale si cerchino i punti dei due spazî la  cui distanza 
è minima; se esiste intersezione tutti i suoi punti, e quelli soltanto, sod- 
disfano a tale condiaione; se 17intersezione non esiste si trova, in generale, 
un punto. in ciascuno spazio clie risponde al problema. 

Si  riconosce che tali punti sono congiunti da segmenti normali ai  due 
spazî, e, inversamente, le  normali comuni ai due spaaî segano questi in punti 
13 cui distanza è un miniino (~da t ivo ,  proprio O improprio) della distanza 
dei punti dei due spazî. 

La varietà definita da1 KÜHNE 6 appunto il luogo geometrico di codesti 
punti d'uno spazio normale che sono « i pi& prossilni » agli spazî normali 
infinitamente vicini. 

Snpponiamo dunque che l'ambiente S,, sia euclideo. 

( l )  V. G.  VITALI (17), pag. 161 e 162. 
( )  V. H. KUHNE (3), per indicazioni bibliografiche sull'argomento V. J. A. SCHOUTEN 

tg), pag 185 e anche D. J. STRUIK (6),  p a g  106. 
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3. Ne1 pnnto P di Ir,, fissiamo un sistema di normali due a due orto- 
gonali e siano rip (p r= i, 2, ... , m - n) i vettori iinitari che hanno tali nor- 
mali corne direzioni; ne1 punto P' di coordinate xi i dxi considereremo un 
sistema di normali due a due ortogonali yp' tali che le differenze ~ p '  - rip 
siano infinitesime del primo ordine rispetto alle dxi. 

Indicato con v 10 spazio normale a V,, in P e con v '  l'analogo spazio 
in P', siano Q e Q' due punti di v, v' tali che la loro congiungente sin !or- 
male comune dei due spazi. Dette !,, 5,' le coordinate cartesiane di  Q, &' 
rispetto ai  sistemi (y,), (yp') avremo in prima approssiniazicne: 

aP m-n 

= P + I: - dxi -+ L, tp1q,l. 
axi 1 

Esprimendo che Q' - Q è normale a v ed a v' risultano le condizioni 

Trascurando infinitesimi del secondo ordine risulta: 

Poichb la (yp) sono due a due ortogonali si ha:  

Se le espressioni y, x dy ,  non sono tutte niille si ricava dalle (10) che 
le ta' - tp sano nulle in prima approssimazione; se le suddette espressioni 
sono tutte nulle delle (9) emerge c,' - 5, = 0 e si perviene alla medesima 
conclusione. 

Potremo dunque, in  prima approssimazione, sostitiiire il piinto Q al 
punto Q' ed essendo & - P' = Q - P + P - P' espriinerenio cho Q' P' @ 
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normale a V,, in P' mediante le condinioni: 

dalle quali risulta agevolinente : 

Sia R il modulo del vettore Q - P e Xp i suoi coseni direttori rispetto 
al sistema (yp); se si pone: 

m-n 

(14) ri = 1, XP% 
m-n 

risulta subito wij  = lp Xpwy e la (13) si muta nella (6), donde si conclude 
rl -ilp 

che l a  « Kriimmungspur » del K ~ H N E  è la  varietà centrale. 
Si osservi ancora che se si cerca i l  punto della normale (y) che b il più 

prossimo al10 spazio v' si trova ancora 1' equazione (6). 
Si  conclude: la varrieta centrale per una Y, in ambiente euclideo è i l  

luogo geometrico dei punti del10 spazio normale che sono i pi& prossinzi agli 
spasZ normali infinitanaente vicini. 

I centri principali su d i  una normale ad una varietà sono i punti d i  
essa i più prossimi agli spazZ norînali infinitamente vicini. 

4. Daremo il nome di padrica di curvatura alla polare di ordine w - 2 
della varieth centrale rispetto al polo P. Essa é il luogo geometrico dei 
punti P + ry che su ciascuna normale per P soddisfano al17equnl;ione: 

ove s'intende che p i  siano i raggi principali sulla normale indicata. L ' q u a -  
zione (15) si pub scrivere: 

11 discriminante di codesta equazione di 2 O  grado si pone agevolmente 
sotto la forma: 

donde risulta: la quadrica di curvatura è una quadrica male. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M. CALONGHI: Xulla curvnturn delle vnrietà degli spnst rierncclzrtinv3 187 

Per le superficie la quadrica di curvatura coincide con l a  varieth cen- 
trale e per rn = 4, n = 2 essa B una conica che in ambiente euclideo B nota 
sotto il nome di conica del Koînmerell (0. 

Dalla (16) risulta che se E= O B r = oo e .viceversa, percib si ha:  con- 
n 

dizione necessaria e sufficiente perchè la curvatura relativa d i  utza varietà 
secondo una  normal^ sia nulla è che i l  punlo all'infinito di quella norl~tale 
appartenga alla quadrica di curvatura. 

Se 13 M = O i valori di r ricavati dalla (16) sono opposti e si ricava: 
7l 

condi~ione necessaria e sufficiente perchè la curvatura media secondo zcna 
normale sia tzulla è che la corda determinata dalla qzcadrica di curvatura su 
quella nor?na&e sia bisecata dal punto della uarietà. 

I n  conseguenza: condisione necessaria e sufficiente perchè unn vnrietà 
sia  nin ni ma è che per ogni suo punto la yuadrica di curvatura abbia il centro 
wel punto stesso. 

5. L'equazione della quadrica di  curvatura ne110 spazio v si ricara fa- 
cilmente dall'equasione (13) e precisamente si  trova: 

ove s'intende che la sommatoria sia estesa alle combinazioni (y), (hk)  e che 
AU,, ,  indichi il minore del determinante 1 a~ ( che risulta sopprimendo le 
colonne e le righe corrispondenti agli indici. 

Tenuto presente un noto teorema sui determinanti reciproci (Y) ed eseguiti 
semplici calcoli l a  (17) si pone sotto la  forma: 

Dalla (18) risulta nuovamente l a  proposizione riguardante le varieth minime. 

(') Cfr. p. e. 13. SEGRE (19)) pag. 71 e segg. 
( l )  V. E. PASCAL (8)) pag. 52. 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo XIII. 
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6. Indicando con X,  i coseni direttori di una normale (y) rispetto al 
sistema delle normali due a due ortogonali (yp) e ricordando l'espressione 
della curvatura relativa IC di V,, secondo (y) che abbiamo indieata al para- 

n 
grafo 3 del capitolo precedente risulta : 

m-n 
= r, 2 (aihccjh - ajhaa m .  

1 '' ( i j ) ,  (hic) 
)( th gk - w j k W i h ) X p X y  - 
71, % ?P % 

Mediante 1' espressione (19) si pub costruire, ne110 spazio v ,  1' indicatrice 
delle curvature relative secondo le diverse normali del10 spazio stesso e se 
ne trova 1' equa~ione : 

m-n 
2 (aLhCC.ik - ajhaiR )( O f h  W .  jk - ~ j h ~ i k ) [ ~ [ ~  = 1. 

P P ?P TP 

Da1 confronto delle equazioni (18) e (20) risulta: la quadrica di curvatura 
corrisporzdente ad u n  punto della varietà V, è simile, e similmente disposta, 
all'i?zdicatrice delle curvature relative in quel punto secondo le normali a V,; 
i l  centro di siutilitudine è i l  punto cotwidevato d i  V, quando la varietà d 
nzini~îza nell'anzbiente e solanzente i n  ta1 caso. 

I l  cono asintotico dell'indicatrice ha, in conseguenza, le generatrici pa- 
rallele alle generatrici del con0 asintotico della quadrica di curvatura. Sup- 
poniamo che il primo con0 assintotico contenga m - n rette due a due 
ortogonali (e reali); la quadrica di curvatura conterra in conseguenza rn - n 
punti all'infinito e le curvature relative secondo le normali che li proiettano 
da1 punto P saranno tutte niille. Sommando tali curvature risulterà nulla la 
curvatura relativa ne1 punto P. Si  conclude: se il cono di equaaione: 

è circoscritto ad u n  (m - n)-edvo ortogonale la curvatwa relativa della va- 
rieta è nulla. 

Per le & in ambiente riemanniano la proposizione ora dimostrata si 
ridnce ad una delle condizioni determinate da E. BONPIANI (') perché la 
sia a curvatura relativa nulla nell'ambiente. 
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Sur les équations aux dérivées partielles du second ordre 
du type elliptique non linéaires. 

par M. A. ROSENBLATT (B Krak6w). 

1. Dans ses cdlhbres travaux sur les Bquations diff6rentielles ordinaires 
et aux dérivdes partielles ('), M. *MILE PICARD a 6tudi6 176quation aux 
derivees partielles du type elliptique 

(1) Au .= F(x, Y ,  P, q.) 

en envisageant les solutions qui prennent des valeurs donnees sur la fron- 
tiére C d'un domaine bornd G du plan x, y. La recherche de ces solutions 
peut 6tre r6duite à la recherche des solutions nulles sur la frontibre. N. PICARD 
suppose la fonction F continue par rapport à toutes les cinq variables ind6- 
pendantes x, y, u, p, q dans le domaine D, formd par les valeurs de x, y 
des point P du domaine G et de sa frontibre C et par les valeure de u, p, q 
satisfaisant aux in6galites 

I u l C L ,  I P I ,  Iq.lSL'9 
L, L' 6tant des nombres positifs. 

M. PICARD part d'une fonction u,(x, y) arbitraire continue dans G + C 
au au, 

ainsi que ses derivees -' - et satisfaisant aux in6galités 
ax9  cry 

I % l S L ,  Ipol, I d S L ' .  

Il forme la suite des approximations successives 

(l) Méinoire sur la  thdorie des équations a u x  dérivées pa~ t i e l l e s  e t  l a  méthode des ap- 
proximations successives. = Journal d e  Math. n, S. 4, S. 6, 1890; S u r  l'application des me'thodes 
d'approximations successives à l 'étude de certaines équations différentielles. Ibid., S .  4, T. 9, 
1893; S u r  la détermination des intégl'ales de certailzes équations a u x  dt?rivées partielles d u  
second ordre par  leurs valeurs le long d ' u n  contour fermé. . Journ. *c. Pol. B, 60 Cahier, 1890; 
S u r  la détermination des intégrales de certaines équations linéaires d u  second o ~ d r e p a r  leurs 
valeurs te long d ' u n  contour fermé. * Journ. de  Math. B, S. 5, !C. 6, 1900; S u r  les équations 
liiaéaires a u x  dérivées partielles et l a  gdnéralisation d u  problème de Dirichlet. a Acta Matlie- 
matica w ,  T. 23, 1902. 
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les fonctions zc,, s'annullant sur C. Soit p le maximum du module de 
F(x, y, u, p, q) dans le domaine D. Soient M, N les maxima des modules 
des intdgra,les 

G Btant la  fonction ordinaire de GREEN du domaine G, 

I S M ;  Ix7  Ius ïV.  

Supposons que l'on ait les inegalites 

(4) p M S L ,  @VIL ' ,  

alors les fonctions u,, , n = 1, 2, ... existent. On a les formules 

Poiir demontrer la  convergence de la suite u , ,  u,, ... M. PICARD in- 
troduit les fonctions 

V n  = U n  - M.,,-l , n = 1, 2, ... . 
On a 

A > O, B > O, C > O. Ddsignons par y' le module maximum dans (D) de la 
fonction 

F(x, 2/ ,  '1 1 pi 7 ql) - F(x, 2 / 1  U~ 9 PO, P O ) ?  

alors il suit de la  formule 

que l'on a les in6galités 

(9) I "2 I 2 P'M, l P, I , I q, I 2 PIN- 

Il  S' ensuit que 1' on a 

donc on a 
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La convergence absolue et uniforme est donc assurée si l 'on a la 
condition 

(12) A M + B N + C N < i  
de M. PICARD. Les series 

(13) 
au, av av 

U ,  +vp+v3+..., -+Li- L+ 
au, al], au 

2x ax ax ..., -+-+-+... ay az~ ag 

convergent qbsolument et uniformement. 
La  convergence des series (13) etant uniforme, on obtient à la limite 

2. Il s'agit maintenant de deduire de cette équation intbgrale 1'Bquation 
diffërentielle (1). 31. PICARD suppose que F posséde des dérivees continues 
de premier ordre par rapport à toutes les 5 variables. LICHTENSTEIN (') 
suppose que P satisfait par rapport à toutes les 5 variables à une condition 
de LIPSCHITB 
(15) I ~ ~ ~ I , Y I > ~ ~ ~ P ~ , ~ ~ ~ - ~ ~ ~ ~ ~ Y ~ ~ ~ ~ > P Z ~ ~ Z ~ I S  
- 5 4 u , - u i  I + B I P , - P , I + C I ~ , - ~ ~ I + D I ~ , - ~ ,  I+EIY,-Y,I. 

En effet, on a d9apr6s DINI (7, pour les points int6rieiirs de G, les 

6,, Btant la distance de deux points P,, P. contenus dans un cercle in- 
terieur à G avec sa circonference, h Btant un nombre positif fixe indépen- 
dants des points Pi, P,. Donc la fonction F envisagée comme fonction 
de 5, q satisfait egalement pour toutes les paires de points P(S, q), P1(S', qfJ 

(') Zur Theorie der geniokalichen Differentialgleichungen und der partiellela Differelitaal- 
gleichungen anieiter Ordnugsg. a Rendiconti di Palermo D, T. 28, 1909. 

(') Sur la méthode des approximations successives pour les dqwatiom aux derivées par- 
tielles dzc deuxième ordre. a Acta Xath. a, !P. 25, 1902. 
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d'un cercle interieur à G à une condition de H~LDER. En effet, en posant 

O < a < 1, h' > O, k' Btant un nombre fixe pour toutes les paire~t de points 
P, P' du cercle Tc interieur à G. 

D7aprbs un thdorerne connu, u posshde des d6rivBes secondes dans G 
satisfaisant à l7 Bquation (1). 

3. Nous nous proposons, dans ce qui suit, d'Btudier l'6quation de 11. 
PICARD (1) en remplaçant la condition de LIPSCHITZ (7) par la condition 
suivante 

6 > 0 est ici la plus petite distance du point P(x, y) de la frontibre C de G, 
.in est un nombre positif qui satisfait aux inegalites O < 1% < 1. 

Quant à la dependance de x, y nous supposerons que P satisfait à la 
condition de LIPSCHITB 

On a alors 

Donc la condition de LIPSCHITZ (15) est remplie pour toute paire de points 
P, P' de G, et avec les, mêmes coëfficients A, B, C, D, E pour toutes les 
paires d'un cercle k interieur à G. 
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Supposons alors que nous ayons démontrt! le theoréme siiivant: 
<< La fonction f([, 7) du point P([, q) de G etant continue dans G i- C 

et satisfaisant dans G B I7in6galitt! 

où 6 est l a  plus petite distance du point P de la  frontibre C, l'integrale 

et ses derivées 

satisfont dans G aux in6gitlité.s 

(23) IuISU6Z<, 1 1 ~ 1 ,  I u v J L U K t  ». 

K et K' sont ici deux nombres positifs qui ne dépendent que de la 
nature du domaine -born6 G et du nombre l n .  Alors pourvu que l'on ait les 
in6gali tes 

(24) U6K < L, UK' L' 

toutes les fonctions u,, p , , ,  p,, existent et sont continues dans G, les u,, 
etant continues dans G +  C et nulles sur C. Elles satisfont aux inégalités 
(les premières dans G, les secondes et troisièmes dans G + C) 

On peut toujours poser 

étant un nombre positif convenable. Donc on aura les in6galités 

(27) I l  lp,I, IaJiaX'. 
11 s'en suit que l 'on a les inégalitgs 

Aunali di Matematiea, Serie I V ,  Tomo XIII. 
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et en gén6ral 

(30) 1 v,, 1 5 U6(AK + BK' t CK')"-XK, 
Ip,, 1 ,  ( q, 1 I d(AK + BK' + CKf)"-'K', n = 3, 4, ... , 

Donc, pourvu que l'on ait l'inégalite 

(31) A K t  BK' -1- CK' < 1 

les séries (13) convergeront absolument et uniformément dans G. 
Donc on obtient l'équation integrale (i4). Il s'en suit l'bquation dif- 

férentielle (1) pour tout point P(x, 3) intdrieur à G. 

4. Nous supposerons d'abord que notre domaine G soit un cercle de 
rayon R et d'origine O comme centre. L'integrale 

est en valeur absolue plus petite que l'int6grale 

(33) 
1 

dSd% 

p Btant la distance du point Q(S) y )  dii centre O du cercle. On a donc 

et en coordonnées polaires, puisque Ï ne depend pas de .g (') 

On a donc 
C 

car p l '  s'annulle pour p = O .  Donc on a 

(') Cf. MAX Ù ~ ~ ~ L L E R )  Ueber die Green'sche Fwnktio?s des Laplace'sche+a Differentialaus- 
drucke. Heidelberg, Akademieberichte, 1929. 
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et la  constante C a la valeur 

P C 

odo odo 

(R a)'?ll 
O O O O 

donc 
R r 

- R oda r ado 1 
1 = 2 n ~ '  /"log- 

o (R - o)" o(R- o)"')' 
'& U 

Envisageons la  fonction 
0 

sa derivee est 

Donc on a 

Fous avons donc obtenu le th6orème suivant: 
THI~ORÈME 1: << L1int6grale (32) etendue au cercle K de rayon R satis- 

fait à 1' in6galit6 

(36) 
Ri-"' 

I s  27~U6.- 1 -m' 

6 Btant la  distance du pôle P(x, y) de la circonf6rence C du cercle ». 

Dans le cas particulier de f(x, y) r 1 31. MAX N ~ L L E R  (') (1. c.) a obtenu 
1' égalité 

5.  Nous envisagerons maintenant un domaine G arbitraire que nous 
supposerons borné. Soit C la frontiére de ce domaine. Soit z, = w(a) la fonction 
analytique qui represente conformément 1' intérieur de G sur 1' interieur du 

( I )  Cf. aussi W .  KRAUS, Ueber den Zusawmetthaiig einiger Ca~aktevistilce+l eigzes eimfach 
zusainme~zhiiiige~zrlen Bereiches mit der Kreisabbilduny. u Dissertation de 1'Uni~crsité de 
Giessen n, 1932. 
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cercle K, de rayon R et de circonférence CI ,  de telle maniére qu'au point O 
intérieur b Cl corresponde le point O, milieu du cercle K, . On a donc la série 

la fonction z = w,(z,) inverse Btant donnee par le d6veloppement 

Soit G,(x,, y , ;  E , ,  q,)  la fonction de GREEN du cercle KI de pôle P , (x , ,  Y,). 
On a donc 

G, = log 
1 - 

l Cl - g i  l 

u,(k,, q,) Btant la  fonction harmonique qui prend les valeurs log 
1 

sur 
l L i  - Bi l 

la circonference C, . Soit W,(L,) = ui  + ivi la fonction analytique correspon- 
dante. Alors on a la fonction analytique 

1 
K,(<,) = log --- -- 

Cl - B i  
Wi(L1). 

Cette fonction est trarisformée par la fonction w(z) en une fonction K(L) 

donc la partie réelle de K(C) a la partie singulière log 
1 

1 % - z l '  

D'autre part, lorsque le point Q(t)  du domaine G tend vers la  frontikre C 
de ce domaine, le point corre\pondant Q,(<,)  do Ki tend vers la  circon- 
férence C,,  donc KI(<,) et par suite K(( )  tendent vers zero. Donc on a 

6. Euvisagcons inaintennnt 1' intégrale 
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r ,  = O , P i .  De même on a 

Nous avons donc le 
T H É O R ~ I E  2 :  « Le domaine G étant borné et tel que la fonction w(z,) 

qui représente G sur l'intérieur du  cercle K, de rayon R soit bornée en 
valeur absolue inferieurement et snptkieurement, 17 intégrale I satisfait à la 
double inégalit6 

7. Soit maintenant donnee l'integrale 

donc on a 

Posons 

I satisfait pour tout point intérieur de KI à 1'6qu;ttion différentielle (31) et 
nous avons ainsi obtenu la formule (34). Donc on a le 

TH~~ORÈNE 3 : « L'intégrale (46) étendue au domaine G satisfait h l'inégalité 

Quant au doinaine G, on sait (') qu'il suffit que la  courbe C posséde 
partout une courbure constante pour que @'(a) soit continue et + O  dans 

(') LICHTENSTEIN, ZUV Thewie der linearen pa~tmellen Diffeventialgleichunyen des ella- 
ptischen Typus. Jlatli. Ann. ,, T. 67, 1909. 
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G -t C. Plus g6n6ralement, KELLOEIG (') a montré; que si les derivees x("'(sl, 
y'")(s) d'ordre n des coordonnees cartésiennes des points de C comme fonctions 
de l 'arc s existent et satisfont à une condition de HOLDER 

(49) 1 Z(~) (S)  - dn) ( s  + h) 15 k 1 h 13, O < a < l ,  k < 0 ,  

alors o , ( ~ ) ( z , )  existe dans Ki + Ci et on a oi f (z , ) ,  +.O dans K, + C,. 

8. Étudions maintenant les intégrales 

N. X\II~I,LER a calcul6 les integrales 

dans le cas particulier f ( E ,  y)  = 1 et i l  a trouve les inégalites 

Ici I (x ,  y) est l'integrale (40), et f ( z )  est la  valeur au pole P(z) de la  
fonction f ( 5 )  qui sepresente conformément l'intérieur de G sur l'intarieur 
du cercle K, de telle manière qu'au pale 5 = z de G corresponde l'origine 0- 
du cercle K 2 .  On a I'inégalit6 

(53) 

donc 

(54) 

L'application au cercle de rayon R donne 

L'application au domaine G et B la formule (5)  donne 

(') Harwtonic functaons awZ Greelz's .ilrtegral. . Tram. Amer. Math. Soc. S, 1. 13, 1912; 
ST. WAKSCHAWSKI, Ueber einerz S a t ~  volt O.  Kellogg. a Gottinger Nachriehten , 1932; W. SEIDEL,  
Ueber d i e  Randewuordnung bei konformer Abbilduizg. a Math. Annalen r ,  T. 101. 
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Nous avons donc le th6orbme: 

THÉORGNE 4: « Les integrales Ï , ,  7, satisfont aux inégalités (56) dans 
le cas de f ( S ,  r)) = 1 ». 

9. Dans le cas g6n6ra1, nous pouvons proceder de la maniére suivante. 
Soit d'abord G le cercle K, de rayon R de centre origine O. Soit P,(z,) le 
pole du cercle. On a 

sif est le point conjugn6 du  pole a,  par rapport au cercle K i ,  et ri = Is,I. 
Or on a 

On trouve de meme 

R, sont les parties rbelle et imaginaire. 
Transformons niaintenant le cercle h; en le cercle K, de manibre que 

le pote P, se transforme en l'origine O , ,  R Btant aussi le rayon de K,. On 
a les formules 

en designant par 5, la variable complexe du cercle K,. On a 

i 1 R" - - O, S,(R' - ri) + r:(R% t ,  L2) - l;,z,(R% ii5,) - + i- - 
2 ,  (1 2,  (C i  - zll)< riL2(Rz - rf) 
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La partie rBelle est 
S,(R2 - r:) 
ri(Rz - r ; ) .  

On trouve de mème 

La partie imaginaire prise avec le  signe moins, est 

Ncus avons donc les formules 

Nous obtenons donc les deux intégrales 

(601 

On a donc 

La fonction f , ( E l ,  y,)  devient une fonction f,([,, y?) du point &,(Cf, y,), 
et la distance 6, de Q, du bord Cl du cercle Ki est 

Annali di Matematico, Serie IV, Tomo XIII. 
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Nous avons donc les deux integrales 

Il s'agit d'abord de majorer l'integrale 

On a donc, en introduisant la  nouvelle variable independante tgy- = u7 

où cpi est 17 argument de e, 

1 
= VR' + 2 R'r,p, cos (iqZ - cp,) -t (R" r,p,)e + 4R%-r,ps. --- - 

1+u2- 

1 + u z  ' 
A = 4R%,pp,, B = (Ra - ripJ2. 

Donc on a 
do 

du 
=4J- ( 1  f w2)Z-m 

1 +- u2 ( A  t B +  BU?)^-^ ' 
O tl 

En posant 

(kzc = a) 
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donc on a 

dcp, - 4 du. (JE' +- ~ 2 ) ' - m  -- - ( R q -  ripp)l-Ym ka-2m < R2 + ziTz 1 ( l t 2 ) ? ) 2 - r n  = 

O O 

On a ainsi comme majoration des integrales I,, IV, l'expression 

Nous avons donc 

On a donc l'inégalité 
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Nous avons ainsi le 
THI~OREME 5 : « Les intégrales I,, , IV, satisfont dans le cas du cercle 

a n s  inegalites 
12 

(64) 1 lxl 1, 1 Igi 1 2 EIzR4-"'. --- 1 - 912 ' 

Il est 6vident que l 'on pourrait améliorer de beaucoup cette inBgalit6. 

I l .  Envisageons maintenant le domaine général G. On a 

NOUS avons donc 

1 
Paia 1 % '  est plus petit que - on a donc 

I da l a' 

donc 

O r  nous avons d6jà calculé cette intégrale et nous obtenons 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dzb secorcd ordre du type elliptiqzce N O + L  li+téc~ires 207 

Nous avons donc le t h é o r h e :  
THÉORÈME 6:  <( Les integrales I z ,  1, etendues au doinaine G satisfont 

aux inkgalites (65), a, P Btant les bornes inferieure et sup6rieiire de 

dans K, ». 

12. Revenons maintenant B l'équation difforentielle (1). On peut main- 
tenant indiquer des valeurs numériques des nombres K, K' du n . O  3. D'aprbs 
le théorème 3, on peut poser 

et d'aprhs le theoreme 6, on peut poser également 

L'intdgrale en question existe donc, si l 'on a les inégalités 

P". Ri='% 
a ' f ' t b  1 - tn ( A + 6 B + 6 C )  < 1. 

Cela aura lieu certainement si l 'on transforme le  domaine G honzothé- 
tiqueme&, le rapport d'homothétie c étant suffisamment petit. En effet, si l 'on 

" est multipli6 par ci-". remplace e par ce = Z - 
,p+'n 

Nous avons donc le theoreme suivant: 
THÉORÈME 7:  << Envisageons un doniaine G et supposons que la  fonction 

a, = w(a) transforme ce domaine conformément en l'intérieur du cercle K, 
de rayon R. Supposons que la derivee oi l (a , )  de la fonction CO,(#,) inverse de 
la  fonction o ( z )  soit bornée en module sup6rieiirement et infcrieurement, 

a ) O, > O etant les bornes inférieure et supérieure. Cela arrivera certai- 
nement lorsque le contour C est forme d'une courbe de JORDAN rectifinble 
et telle que e(s) = x(s) t iy(s)  satisfasse à la  condition de H ~ L D E R  

k > 0, O < a < 1, car alors w'(z) est continu et $= O clans G + C. 
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D étant le diamètre du  domaine G, i l  existe une intégrale u continue 
dans G+ C et nulle sur C, possédant des dérivées premières continues 
dans G et de meme des dérivées secondes dans G; u et ses dérivées premiéres 
sont donnés par des series infinies 

Ces séries convergent uniformément et absolument dans G, la  première 
dans G -t C. Les trois conditions suivantes sont des conditions suffisantes: 

II. 

III. 

Si le doinaine G est le  cercle K de rayon R, on a les trois conditions 
suffisantes 

II. 

Ri-"" 
UD.- C L ,  1-!m= 

III. 
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Su  una speciale classe di serie di fuiizioni niialitiche. 

;Mernoria 2" di Lurar ONOFRI (a Bologna). 

Siiiito. - L'A. s t u d i a  le funz ion i  a n a l i t i c h e  definite d a  serie d e l l a  f o r m u  

essendo fn(u), ~ ( 5 )  f i tnzioni  in tere  assegnate. 

I n  un lavoro recentemente pubblicato in  questi << Annali » ('), ho esposto 
un metodo generale per deterininare i campi di convergenza uniforme delle 
serie del tipo 

essendo : 
i ooefficienti a,, de!le costanti; 
gli esponenti p,, dei numeri interi, positivi tendenti all'infinito; 
le funzioni f,,(u), Y ( B )  analitiche, intere e la ~ ( z )  non costante. 

Nella presente Nemoria mi occupo della rappresentazione di una funzione 
analitica assegnata F(s) mediante serie del tipo (1) e della ricerca dei punti 
singolari di P(x). 

Prima di riassumere brevemente il contenuto di questo lavoro, credo 
opportuno di  ricordare al lettore quei risultati esposti nella prima Meinorin 
ai quali dovrb ricorrere frequentemente ne1 seguito. 

Indicati con 2117,(rPn) il massirno di 1 f,,(u) 1 sulla circonferenza (0, Y",,) e 
con R, R(r) i raggi di convergenza delle serie di potenze 

ho dimostrato che il campo C format0 con i punti z del piano nei quali 6 

(L) II. ONOFRI, SU u n a  speciale classe d i  serie d i  ficnnioni ana l i t iche .  .: Annali di Nate- 
matica pura ed applicata r,  Somo XII, un. 1-2, 1933-34. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



210 L. ONOFRI: Su u n a  specicde classe d i  serie di fuwziowi annlitiche 
-- 

gode delle seguenti proprietà : 
a) I n  ogni campo limitato e completamente interno a C la serie (1) 

converge uniformemente. 
b) La (1) non pub convergere uniformemente nell'intorno di un punto 

esterno a C. 
Se poi si suppone f,,(O) = 1 e la successione delle f,,(u) egualmente 

limitata in un intorno della origine, si prova facilmente che il campo C B 
contenuto ne1 cerchio (O, R). 

Nella prima parte di questa Memoria, considero una serie di potenze 
di a, avente raggio di convergenza 6 > 0, e mi propongo di determinare una 
serie del tipo (1) che abbia la  proprietà di convergere uniformemente in un 
intorno della origine e di rappresentare ne1 medesirno intorno la funzione 
analitica F (x )  definita dalla serie di potenze considerata. 

Supposto cp(0) = O, f,,(0) i 1 ed indicato con r' il limite superiore dei 
valori di r pei quali la siiccessione 

B limitata superiormente e con (0, p') l a  circonferenza su cui il massimo 
di 1 y(z) é eguale a r', é sempre possibile determinare i coefficienti a,, in 
modo che la corrispondente serie (1) rappresenti la P(z) almeno ne1 minore 
dei due cerchi (0, ô), (0, p'). 

Se risulta p ' r_  6, il campo C contiene tutto il cerchio (0, 6) e, talvolta, 
anche punti esterni a questo cerchio. Beneinteso, se cib accade, il contorno 
di C deve passare pei punti singolari della $'(a) posti sulla circonferenza (O, ô). 

La seconda parte della Memoria B dedicata appiinto al10 studio dei casi 
in cui C e più ampio di (0, 6) ed alla ricerca dei punti singolari della F(a) 
posti sulla periferia di questo cerchio. I n  particolare, si trova che se p'= 6, 
R + 6 e se la y(a) non B della forma ka"' (k costante, wz intero, positivo),, i 

punti singolari di P(z), aventi modnlo 6, sono in numero finito e soddisfano 
1' equazione ( cp(a) 1 = r'. 

È noto che sulla circonferenza di convergenza di m a  serie di potenae 
esiste alineno un punto singolare della fnnzione analitica definita dalla serie 
stessa. Un fatto analogo non sempre si riscontra nelle serie da me considerate 
in quanto pub avvenire che le funzioni F(x), definite da esse, siano regolari 
nell' interno e su1 contorno di C. 

Nella terza parte di questo lavoro ho esaminata la questione stabilendo 
un gruppo di proposizioni elle, in numerosi casi, sono sufficienti a rivelare 
il comportamento di F(s) su1 contorno di  C. 
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Uiia di questc proposizioni pub riguardarsi coine l'estensione alle serie (1) 
di un noto teorema sulle serie di potenze dovuto al VIVANTI. 

1. Consideriamo. iina successione di  numeri interi positivi 

Po 7 Pi , ---, Pu 7 

tendenti all'infinito ed uiia successione di  funzioni anditiclie iiitere 

fA.14, f,W, a.. , f 4 4 ,  m.. 
eg~iali all'unità nella origine. 

Posto, per coinodith di scrittiira, 

indichiamo con G, , (~p?~j  il inassi~uo della fiinzione g,,(u) 1 sulla circonferenza 
(0, TP,,) e con r' il limite superiore dei ralori di  r pei quali la  successione 

TPnG,,(9-Pn) 
è liinitata siiperiorment~. 

È facile dirnostrare che per ogni r C r '  è:  

(3) lim r"rtG,,(rPn) = 0. 
u-00 

Difatti, preso un numero r ,  soddisfacente alle disuguaglianze 

e determinato un numero positivo A in modo che si abbia: 

( 5 )  rip9LG,,(riP,t) < A 

si pu0 scrivere, in forza delle (4) e (51, 

2. Nelle questioni che tratteremo più avanti, il niimero r', dianzi definito, 
verrà, di  norma, supposto positivo. I n  generale, tale numero non pub su- 
perare 1' unitk richiedendo 1' ipotesi opposta un particolarissirno comportamento 
delle funzioni f,,(u). Ed inveïo, si  ha che: 

Se r '>  1, le funzioni f,(u) tendon0 uttiformemente all'zozitic O@ 

regzone finita del piano. 
Evidentemen te, basterà provare la tendeiiza uniforme al10 zero clelle 

fiinzioni xg,,(n) in un cerchio (O, S) di raggio S scelto coiniinque. 

Avhnnli di  Matematica, Serie IT. Tomo XIII. 28 
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All'uopo, si fissino ad arbitrio un r > 1, ma inferiore ad r', ed un E > 0. 
In  virth della (3) e della tendenza all'infinito degli esponenti p,, , sarà pos- 
sibile determinare un indice f i  in modo che per n> f i  si abbia, ad un tempo, 

Cib vu01 dire che, per n > f i  e IuI<S, 6:  

3. Sia F(z) una funsione analitica definita da una serie di potenze 

avente il raggio di convergenza 6 maggiore di zero. 
Vogliamo vedere se si pub determinare una serie del tipo (l), ma dif- 

ferente dalla (6), l a  quale sia atta a rappresentare, in un conveniente intorno 
della origine, la fiinzione data F(z). 

Per  precisare maggiormente i dati della questione, ammetteremo che le 
funzioni f,,(u) siano del tipo (2) e che l a  ~ ( z )  sia nulla per z = O.  

Cominciamo intanto con l'osservare Che: 
Una serie del tipo ( 1 ) ,  convergente uniformemente in un intorno della 

origine, rappresenta la F(z) %el medesimo intorno, se e soltanto se i coeffi- 
cienti a, soddisfano alle relaaioni 

A, = F(0) = a , .  

P(n)(0) *-l A,, = - = ri D n - ~ P v  (O)gv[yp. (O)]  + a,, (n = 1, 2, ...). 
n !  ,=o(n-v)!  

Posto : 
M 

~i dividano ambo i membri di questa eguaglianaa per zn+' (n = 0, 1 ,  ...) e si 
integrino poi, cosi divisi, lungo una circonferenaa (O, p) contenuta nell'intorno 
in cui l'eguaglianza stessa A valida. Eseguendo, al 2 O  membro, l'integrazione 
termine a termine ed approfittando del teorema integrale di CAU~HY, si 
perviene ad una egnaglianza del tipo (7), salvo il eambiamento di FCn)(O) 
in F,(")(O). 

Quindi, se F(z) = F,(z), valgono le (7), e viceversa se queste relazioni 
sono soddisfatte, si ha, per ogni n, P[")(O) = F,("'(O) e cioé F(z) = P,(z) .  

È utile notare come le (7) ci assicurino l'unicità della soluzione del 
problema, in corrispondenza di un prefissato sistema di funzioni f,,(u), y($) e 
di nuineri p,, . 
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4. Ls proposizione precedente ci permette, in sostanza, di ricondurre la 
questione enunciata al n . O  3 alla ricerca del campo C di convergenza uni- 
forme di una serie del tipo li) i cui coe££icienfi a,, soddisfano alle (7). E per 
giungere alla conoscenza di C ci serviremo dei metodi e dei risultati che 
trovansi esposti nella citata Nemoria la. 

Prendiaino una circonferenza con centro l'origine e di raggio p qual- 
sivoglia ed indichiamo con r i l  niassirno che la  funaione 1 y(z) 1 assume siilla 
predetta circonferenza. Applicando una nota formnla di CAUCHY, abbiamo: 

sarà anche, in foraa delle (8), 

1 a-1 . 

1 a,, 1 < 1 A,, ( t - 2 1 a, 1 pVrPv GV(rPu) 
pn "=a 

Da questa disuguaglianza discende la  seguente 

come ora mostreremo npplicando il principio d'induzione. 
Ritenendo valida la  (10) sino a117 indice îz - 1 (per n = 1 si pub verificare 

direttamente), si ha, per la (9), 

1 n-1 v - i  
< - 2 [rpv G,(r'v) - II (1 + ï p . ~ G l , ~ r p . l )  + 

pn ( y-1 m O 1 
1 n-i n - - - II [i -1- ~ P v  G y ( r P ~ ) ] .  E 1 A,, 1 p. 

en v=O r-0 
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Supponiaino ora che il numero p sia, ad un tempo, inferiore a ô ed al 
raggio p' di quella circonferenza sulla quale la funzione 1 y(x) 1 assume corne 
massimo assoluto il valore r' definito al n . O  1. Allora, preso ad ~rb i t r io  

un E > O, si potrh deterininare, in forza della (3)) un indice in guisa chc 

peï v >; sia: 
rpy Gy(rPy) < E .  

Tenendo conto di cib, dalla (10) si rieava: 

da cui, per l'nrbitrarietà di E e per essere p < 6, 
f i -  1 
lim 1 1 a,, 1 < - . 

P 

Qaesta disuguriglian serve ad assiciirarci ehe il raggio di convergema R 
della serie 

00 

ri a,,&' 
%=O 

non pub essere inferiore ad entrambi i numcri 6 e p'. 

Passiamo, infine, ad esaminare la funzione R(r) ('). Poichè: 

si avrk: R(r) t R, e poiché, per r < r' e per n sufficientemente elevato, &: 

si avrà anche : R(r) 2 R. 
Oncle : 

R ( r ) = R  per r < r f .  

Da tutto cib consegue il seguente 
TEOREMA. - Se: 

ha il raggio di convergema 6 mnggiore di zero; 

(') Per i l  significato delle iiotaxioni qui usate, r e d i  il no 2 d ~ l l a  l1emoi.i;~ la e l'iiitro. 
duzione del presente lavoro. 
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b) le fu?zzioni f,(u) sono del tipo (à) e l a  rg(z) è n z ~ l l a  nel l 'or igi~ze;  
c) il nulnero r' è posit ivo; 
13) i coefficie~zti a,, socldisfimo alle (7); 

a l l m a  : 
i l  numero  R nogz è inferiore a d  entrawbi  i n u w e r i  p' e 6 :  

i l  c c o ~ p o  C d i  corzuergenzn an i forme  della (1) 6 contenuto ne1 cerchio (0, R) 
e contiene tu t t i  i y u n t i  z d i  yzcesto cerchio nei  cyztccli è 1 cp(z) 1 < r'; 

' 

in ogni regzone comtessa contenente l 'origine ed appa?* ter~e~de  a C l a  
serie ( 1 )  rc~ppwseolztu l a  funzione d n f a  F(z); in pccrticolare, tale rnppresen- 
taeio?ae è vcclidn ne1 ~ e ? ~ c ~ ~ i o  cowwze a (O,  p') e (O, ô). 

6. ESEXPIO. - Proponiarnoci di rappresentare la funzione F(z), indivi. 
duata dalla (6), mediante una serie del tipo 

essendo i numeri Ic,, tutti differenti da110 zero e tali che la successione 

VI k,, 1 abbia limite positivo per n tendente all'infinito. 
n.- 

Si lia, evidentemente, p' = r' = lim V k,, 1. 
9 % - M  

Applicando le (7) otteniamo le relazioni 

le quali ci forniscono i valori dei coefficienti a, d'indice dispari e ci per- 
mettono di deterininare facilinente i coefficienti restanti. Invero, indicato 
cou d un numero dispari qiialsivoglia, si scrivano le seconde delle (13) per 
i valori d, 2d, ... , 2ih-ld dell' indice tz e si risolva il sistema di eqiiazioni, cos1 
ottenuto, rispetto alle incognite a l d ,  n i d ,  ..., anlLd.  Operando in ta1 guisa, si 

atta al calcolo dei coefficienti a ,  d'indice pari. 
Preinesso cib. è facile deterininare il campo C di convergenza uniforme 

della serie (12) (i). 

(') Alla conoscenza di C si pnù giiingere, in modo a%ai rapido, deteiniiiiniido i cerchi 
a $" 

di corn-ergenza delle serie Z a,,z'\ X -le nelle qiiali pub iinniagin:irsi decomposta la (12)). 
%, 

Qui peib, dato il carattere il!ustratiro dell'eseinpio, abbinmo prefcrito applirare i procctli- 
menti geneiali esposti al no 4. 
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Si osservi, intanto, che, per essere cf(#) = z, questo campo è un cerchio 
col centro nell'origine ed il cui raggio S non pub, per ragioni ovvie, su- 
perare il raggio di convergenaa 6 della (6). 

Se p ' 2  6, la  serie (12) converge uniformemente in tutto (0, 6), onde 
B S=6. 

Se invece ,O' < 6, il raggio S assume il valore 6 oppure il valore p' se- 
condo che R é maggiore od eguale a ?'. Difatti, per essere: 

Rp' 
R(r) = -- 

9- 

i l  contorno del campo C é costituito dai punti z nei quali a :  

e ciob S= JfRp'. Se poi si avesse, ad un tempo, R > p', S < 8, le due serie 
di potenze 

00 
oo 

2 (A, - a,J.z7', 2 - , 
n=o m=i k ,  

(identiche in foma della (12)) avrebbero per raggi di convergenza i due nu- 
meri distinti 6 ed S. 

I l  calcolo del numero R pub effettuarsi agevolmente mediante le (13) 
e (14) che servono ad esprimere le a, in funaione delle quantith note A,; 6 
perb interessante osservare corne in  generale, e ci06 salvo casi assai parti- 
colari, si trovi essere R = p'. 

Si ha, invero, 
2E"d 

111 

2 iLd - K]/J m=O E ( - 1) k ,.,,_id ... kdA ,,., I 
lim 1 1 aZpd ( = -- l 

2 Pd 9 

lim VI k2p-~, ... kd 1 
r-O0 

P In 

2 l * d  m=O 

I "1/(  X ( -  1) h+-% ... k,A,.,,, 
lim \lla,.,(l= 

P' 
3 

e quindi, se R è maggiore di  p', il limite massimo che figura al 2 O  membro 
deve essere inFeriore all'unità. 
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Manifestamente, cib richiede che sia: 

cornunque si scelga i l  numero dispari d. 
I n  generale, è dunque R = p' e, conseguentemente, S = p'. 

II. 

6. Questo paragrafo A dedicato al10 studio delle principali proprietA del 
campo C di convergenza uniforme di una serie del tipo (1) rappresentante 
la funzione data F(z) ed alla ricerca di criteri che servano ad assicurarci 
la convergenea della (1) in una regione più ampia di (0, 6) O, almeno, in 
tutto questo cerchio. 

Ammettiamo, dapprima, che sin p' > 6. 
I n  base alla (11) deve essere R 2 6 ;  d'altra parte, se fosse R > 6, la 

serie (1) convergerebbe uniformemente in un cerchio di raggio inaggiore di 6, 
la qualcosa è assurda possedendo la F(z) almeno un punto singolare di mo- 
du10 6. Quindi: 

Se p' > 6, i l  campo C coincide con il cerchio (0, 6). 

7. Passiamo a studiare il caso in cui B p'= 6. 

Sempre dalla (il) risulta R 2 6. Se R = 6, il campo C coincide con i l  
cerchio (0, 6). Se R > 6, deve essere B(rf + O) < 6. Invero, ne1 caso opposto, 
il campo C conterrebbe tutti i punti della circonferenea (0, 6 ) ;  e cib non & 

possibile essendovi su  tale circonferenea qualche punto singolare della F(z). 
Pertanto : 

Il cawpo  C é f o m a t o  d a  tutti e soli i p u n t i  5 del p iano  n e i  qual i  6: 

l 2 I < R, 144 l y'. 

I n  particolare, se ~ ( z )  = kz'" ( ~ r z  intero, positivo), sulla circonferenaa (0, 6) 
si ha sempre 1 y(z)  1 = r', onde C coincide con i l  cerchio (0, 6). 

Se  invece g(s) non A del tipo saddetto, i l  campo C è sicuramente più 
ampio del cerchio (0, 6). I n  ta1 caso, la serie (1) rappresenta la  F(z) in una 
regione più estesa di quella fornita dalla ordinaria serie di TAYLOR, appar- 
tenendo alla suddetta regione tutti quei punti z della circonferenza (0, 6) nei 
quali è 1 cp(g) 1 < r'. 

Osserviamo, infine, che la funeione F(z) deve possedere, sulla circon- 
ferenka (0, 6), un  nuinero finito di  piinti singolari poiché, se cib non av- 
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venisse, la fanzione 1 cp(a) 1, assuinendo il valore r' in infiniti punti di (O, 81, 
sarebbe necessariamente della forma kz'". 

Riassiimendo quanto é stato esposto ne1 presente numero, possiamo enun- 
ciare la seguente proposizione : 

Se p' = 6, i l  cailzpo C coimide con il  cerchio (O, 6 )  qzialora sia R = 6 
oppure y(z) = kzm. In ogtti altro caso, il cavzpo C è pih anzpio di (0, 6) e la 
funaiotae F(z), rappresetttata dalla (l), possiede, szclla circonferenaa (0, 6), un 
nuurero fitzito di pulati singolari. Questi punti z si trovano fra le soluaio~zi 

8. ESEXPIO. - Siipponiamo che 
una serie del tipo 

ln funzione F(x) sia rappresentatn da 

essendo cc,,, b,, c numeri positivi e :  

-12 - P i %  

R > 1 ,  liiiiVa,,b,,> 1. l i r n ~ b , = l .  

Si ha, manifestaniente, 

onde 6 1: 1. D'altra parte, il numero 6 non pub superare l'unità inqunntochè 
la serie data B divergente per a = 1. Avendosi, pertanto, 6 = p', R > 6, pos- 
siamo asserire, applicando la proposizione del ri0 7, che il campo C è for. 
mato con i pnnti z nei quali 8:  

0 che la funzione F(z) possiecle, sulla circonferenea (O, l), l'unico piinto 
siiigolare z = 1. 

9 Se p' = 8 e se, p w  r > I", si pub powe: 

essendo V(r' + 0) = 1, nllorn il cctnzpo C coirzcide con il cerchio (O! 6). 
Si ha : 

n 91 __ 
liin V 1 a,, 171,,,(rPn) < lim VI a,, / V(r) ,  
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Ma, per quanto B stato osservato al no 7, deve essere: 

onde : 

10. Il precedente criterio 6 di facile e frequente applica~ione. Ad esempio: 
Se : 

6 ;  

il Zimite massiozo p del rapport0 è filzito; 
n 

le funcioni f,(u) sono del tzpo 

con m indipendente da n ;  
allora : 

il camnpo C coincide con il cerchio (0, 6). 
Poichb per r <r'  la  successione Mn(rPlz) P, limitat periormente, i 

numeri 
S P n  - 
lim V 1 b8,, 1 (s = 1, 27 ,.. ~ b )  

1 1 
non potranno superare - Di conseguecza, preso un numero k > ed un 

r' ' r 
r 2 r', s i  potrà determinare un indice fi  in modo che per n > fi sia: 

da cui: -- - 
lim V Mfl(rPn) < (kr)"~, 

ossia, per 17 arbitrarietà di  k,  

-fi- 

lim VN,,(rpn) < 

11. Esaminiamo, ora, il cas0 in cui si ha  p' < 6 essendo 6 un numero 
n 

finito. Per  ragioni di semplicità, ammetteremo che l a  successione VMn(rPn) 

dnnali d i  Matematica. Serie IB, Tomo X I I .  29 
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abbia limite finito per ogni valore di r e porremo: 

V ( r )  = lim V M,,(rPn). 
n-m 

I n  base a tale ipotesi, s i  ha:  

Indicati con w h  ed M il minimo ed il massimo di 1 y(z) 1 sulla circon- 
ferenza (0, €), osserviamo che i l  l i a i t e  R(M+ 0) non pub superare 6, esistendo 
sulla predetta circonferenza qualche punto singolare della P(G). Cib richiede, 
per la (13), che sia: 

RI € V ( J l +  O). 

Se R < 6V(M-O),  si ha:  

e quindi per valori di r minori di  M ma abbastanza prossimi ad M :  

Cib significa che il campo C non pub contenere tutti i punti del 
cerchio (0, 6). 

Supponiamo, invece, che sia R = 6 V ( & - -  O). Dalla (15) abbiamo: 

ed anche: 
R(r + 0)  > 6, 

purchb r sia icferiore alla più piccola radice p della equaeione 

Quindi, se il minimo 111. di 1 ~ ( z )  1 6 inferiore a p, il campo C b più 
ampio di  (0, 6)) se, altrimenti, 112 p, tutti i punti della circonferenza (0, 6) 
appartengono al contorno di C. 

Infine, se R > 6V(JZ -O) ,  dalla (15) risiilta: 

(') Se non esistono radici, ai nuruero p va attribuito il valore M. 
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e, conseguentemente, 
R(r -+ 0) > 6 

per ogni r <H. Onde, il campo C contiene tutti i punti della circon- 
ferenza (0, 6) nei quali B 1 y(z) ( ( M .  

Siamo cosi giunti al risultato seguente: 
a) Se R < 6V(N - O), C non colztiene tutti i punti di (O, 6). 
b) Se R = 6V(X - O), m 2 p, il cerchio (0, 6 )  appurtiene a C e la peri- 

feria di (O, ô) al contorwo d i  C. 
c) Se R = 6V(U - O), m < p, C è più anqio di (O, 6) ecl i pzsnti siu- 

golari della F(e), avewti modulo 6, soddisfano alla disupagZianza 

d) Se R > 6V(N - O), cp(z) = k s ~ ,  C coincide coît (0, 6 ) ;  in ogni altro 
caso, C è pi& a~npio d i  (O, 6) ed i punti singolari della P(5), avewti modulo 6, 

soddisfano alla equazione 
; ~ ( 2 )  ( = Al. 

12. ESEMPIO 1. - êlonsideriamo la  serie 

essendo : 
a,, b, nurneri positivi; 

m 

la serie Z a&, divergente; 
n=O 

y'"'(0) positiva O iiulla, comunque sia n, e cp(1) = 1;  

Mediante faoili calcoli, si trova essere: 

Determiniamo, anzitutto, il numero 6; poich6 R(1) = 1, il  campo C con- 
tiene tutti i punti del cerchio (O, l), onde 6 2 1 ;  ma non piib essere 6 > 1 
inquantoche la  serie data diverge per s = 1. È: dunqne Ô = 1. 

Avendosi poi JI = 1, V(J1 - O) = k~ = R, p -= 1, possiaino afferinare, 

applicando le proposizioni b) e c) del no 11, che il campo C è genernlmente 
più ninpio del cerchio (O, l), coincidendo con qiiesto cerchio soltarito se v(z )=zv .  
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I n  ogni caso, i pnnti singolari della F(z), posti sulla circonferenaa (O, i), 
soddisfano alla equazione 

I 44  1 = 1. 

ESEMPIO II. - Se V(r) = 1, comunque sia r, si lia R(r) = R, R < E .  In 
conseguenza di cib, il campo C viene a coincidere con il cerchio (O, R). 

Questa osservazione pub applicarsi ne1 caso in ciii le f,,(u) siano del tipo 

con 9th  indipendente da n, ed il rapporta tenùa al10 zero per n tendente 
ut 

all' infinito. 
Invero, dalla disiiguaglianza 

che abbiamo dimostrnta a l  no 10, si deduce: 

e, per essere N,,(rp,,) > 1, 

lim VJl,(rp,) = 1. 
n-00 

13. Vogliamo, infine, indicare un criterio di scelta per le funzioni f,(u), 
~ ( z )  e per i numeri plz che ci assicuri la convergenza uniforme della (1) in 
tutto il cerchio (0, 6). I n  base al Teorema generale del no 4, basterà fare in 
modo che risulti p' 2 6. 

Distinguiamo due casi : 
a) 6 è un nuwzero fimito. Le funzioni fi@) siano del tipo (2)' ma del 

resto comunque. Scelto un numero positivo r, < 1, si determinino gli espo- 
nenti pw in guisa che la  successione N,,(r,P,) sia limitata superiormente. E 
cib é possibile avendosi f,,(O) = i. 

Poi, presn una fnnzione intera +(s) nulla nell' origine, si ponga y(z) = L$(z), 
avendo l'avvertenzn di assumere i l  numero k in modo che il nlassimo di 

I y(s) 1 sulla circonferenza (0, 6) non super; r ,  . 
Con una siffatta scelta, risulta certamente p'> 6. 

b) 6 è infi?tito, cioè P(z) è funsione iwtera. Converri che sin rr = oo e 

quindi occorrerà. che le fiinaioni f,,(u) tendano uniformemente ad 1 in ogni 
regione finita del piano (vedi no 2). 
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Cib ammesso, si  fissino, ad nrbitrio, due numeri. r,, A maggiori di  1 ed 
una successione di  numeri positivi kv tali che: 

Si  determini poi un'altra successione di numeri interi 

in guisa che per n 2 N, si abbia: 

Questa determinazione B possibile in virtù della supposta convergenza 
uniforme delle f,,(u) in ogni regione finita del piano. 

Infine, si ponga: 

pn= v per N, < n  < Nv+, ,  

lasciando arbitraria la  scelta degli esponenti pn i cui indici n risultino in- 
feriori a N, . 

Preso allora un r qualsivoglia, si ha, per ogni v non inferiore ad un 

conveniente ;, 
rv < r l k v ,  

e, per n 2 NF, 
T P ,  < riR,,  M,(rf',,) < M,(rikv) < A. 

È dunque r' = m. 

OSSERVAZIONE. - Questo procedimento si pub applicare anche se ô B 
finito; anzi, esso presenta, rispetto al metodo indicato per i l  caso a), il van- 
taggio di non richiedere la conoscenza del numero 6. 

III. 

14. A differenza di quanto avviene per le ordinarie serie di potenze, le 
funzioni analitiche definite da serie del tipo (1) non sempre possiedono punti 
singolari su1 contorno y del campo C di converyenza uniforme. I n  altre 
parole, esistono dei casi nei quali si riscontra l a  regolarità delle suddette 
funzioni nell'interno e su1 contorno di C. Per  persuadersi di cib, basta 
pensare che se R é inferiore a ô, il campo C é completamente interno al 
cerchio (0, 6). 

Dalle considerazioni svolte ai  ni 6, 7, 11, é agevole dedurre dei criteri 
che ci permettano di affermare l'esistenza su y di punti singolari della P(q. 
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Cod, se p' > 6 oppure se p' < 6, R 2 6V(M - O), il contorno y contiene 
tutti i punti singolari della P(z) che hanno modulo eguale a 6. 

15. Passiamo ora ad esporre un altro criterio che richiede soltanto un 
esaine diretto dei coefficienti a,, e delle funzioni fJu) e cp(z). 

Poniamo : 

ed ammettiamo che i coefficienti c,, siano reali non negativi e che esista un 
punto proprio 6, distinto dalla origine, comune al contorno di C ed al se- 
miasse reale, positivo. 

Sotto queste ipotesi B facile provare che: tutti i punti intermi al cerchio 
E )  uppartengono a C .  
Invero, fissato z internainente a (0, 6), determiniamo un intorno (6, p) 

6 in modo clie nei punti z, ,  appartenenti, ad un tempo, a l  detto intorno 
a C, siano verificate le disuguaglianze 

Iz,  l >  IsI, I cp(zJ1) I Y @ )  1 .  
I n  ciascuno di questi punti sarà inoltre: 

R(I ~P(z,) I +O)  - l a ,  l > 0, 

Pertanto, il punto s appartiene a C. 
h poi inanifesto che il contorno di C non pub avere più di un punto 

proprio in coinune con il seiniasse reale. positivo. 
Premesso cib, dimostriamo il eeguente 
TEOREMA. - Se: 

a) i coefficienti cm,  b,, soddisfano alle disuguaglia?zze 

b) il cog?torno di C ed il semiasse reale, positivo hanno i n  cowzune un 
pimto proprio 6 ,  distinto dalla origine; 

allora : 
la funzione F(z), definita dalla (1) nel cel-chio (0, E ) ,  è singolare per z = 6. 
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Ammessa la  regolaritii della funaione P(z) ne1 punto 6, prendiamo un 
numero positivo a minore di  6 ed un numero k > 6 - a  in moclo che la  serie 

risulti convergente. 
Posto : 

A,, i- iB,, = a,Dvan f,[cpP,,(a)], 

ed osservato che, in forza delle condizioni enunciate, & :  

separiamo, nella (16), la  parte immaginaria dalla reale. Quest'ultima & rap- 
presentata dalla serie assolutamente convergente 

Tenendo conto di c ib  e della disuguaglianza 

valida per 1 z - a 1 < k, possiamo asserire che la  serie (1) converge unifor- 
memente in un intorno del punto 6. Ma questa conclusione b assurda ap- 
partenendo 6 al  contorno di  C. 

Dunque, la P(z) non pub essere regolare per a = 6. 
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1. Let S be an n-diinensiorid RIENANN space with inetiaic defined by a 
positive definite quadratic differential form 

The curvature K of a section of space determined by two vectors 1, aiid IL, 
at a point P is then given by the formula 

where the B 's  are the components of the curvature tensor ('). Use of this 
formula of course implies that the g's possess first and second derivatives ; 
for al1 later requirements it will be sufficient to assume that the g 's  are 
continuous and have continuous derivatives of orders one to four inclusive. 

The RIEMANN space S has been called by RICCI a space of constant 
mean curvature A if the following conditions are satisfied. Let [Z be the 

components of any unit vector a t  an arbitrary point P of S ;  also let 51 
where i = 1, ... , n - 1 be the components of n - 1 unit vectors forming an  
orthogonal ennuple with the vector 6 .  Denoting by Ki the curvature of the 
section determined by the two vectors 6 and 6 ,  the space S is of constant 
mean curvature A if the condition 

is satisfied for any point P and any selection of the vectors 5 and ci at P. 
Equivalent conditions for S to be of constant rnuan ciirvature are given by 
the system of differential equations 

(1) In case of any  question as  to the notation or terminology employed i n  this paper  
the reader may be rei'erred to my bo3k, The Differential Inuariaizts o f  Generalized Spaces, . Cambridge University P r e s s  B. 1631. 

Annali d i  Matematica. Serie I V ,  'Porno XIII. 80 
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228 T. Y. THOMAS: On the suriution of cursature ifi Riemafin spaces 

mhere the Bap are the components of the contracted curvature tensor de- 
fined by 

BQB =gr' Byz~u = BLBu 

If n = 2 or 3 the equations (1.3) imply that S is a space of constant curva- 
ture. Hence variations of the curvature in  a space of constant mean curva- 
ture are possible only for m 2 4. 

I n  this paper we consider for RIEMANN spaces ( n >  4) of constant mean 
curvature A the variations of the sectional curvature K both with respect to 
changes of section and changes of the point P at which the section is taken. 
The methods employed involve but little more than the process of differen- 
tiation. We have obtained at least one interesting result in the form of in- 
equality conditions which must be satisfied by the maximum or minimum 
values of the sectional curvature K in a closed RIEMANN space. While these 
inequalities can very likely be strengthened they exhibit in any case a 
phenomenon of which the nature can roughly be described by sayicg that a 
closed RIEMANN space S, of constant mean curvature, but not of constant 
curvature, can not differ infinitely little in its metric relationships £rom a 
closed space of constant curvature S, when the two spaces S, and S, are . 
considered in their entirety; in other words the transition from S, to S, 
corresponds to a jump or discontinuous process. 

2. Suppose the equations (1.2) to be referred to a system of normal 
coordinates yQ with origin at an arbitrary point P of S. Differentiate twice 
with respect to y, and yu and then evaluate a t  the origin of the normal 
coordinate system. There results the set of equations 

taken with reference to the x3 coordinates. Here gap,,u are the components 
of the second extension of the fundamental metric tensor and the B,8T6,,, 

are the components of the second extension of the curvature tensor. Also 
K,,, are the components of a covariant tensor, the formula for which can 
easily be derived. In  fact, if we denote for the moment the expression for 
the ecctional curvature by k when referred to the y2 coordinates, we have 
merely to differentiate the equation 7c = K with respect to yr and yu after 
vhich the y ' s  are to be set equal to ~ e r o .  I n  doing this we use the relations 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



where the components Ai and hi: are denoted by p: and p: with respect to 
the y system, these latter components being held fixed throughout the process 
of differentiation. There results the formula 

where the I'P;,, are the CHRISTOFFEL symbols and the r",,$ are  the components 
of a yeneralized connection. These remarks concerning the derivation of the 
above formula (2.1) will doubtless suffice as the process by mhich it is de- 
duced is well established in the literature. 

Denoting the contravariant components of the fundamental metric tensor 
by gsB, we have the identities 

Hence if we multiply both members of (2.1) by gPv, sum on the indices y 
and v, and then make use of the equations (1.3), we obtain ' 

where it has been assumed that the vectors A, and A, are unit orthogonal 
vectors; in the following work this condition will always be imposed after 
the differentiations used in the derivation of any formula have been completed. 

It is possible to replace the last set of terms in (2.2) by expressions 
involviny the components of the curvature tensor, the vectors Ai and the 

derivatives of the curvature K with respect to the components Al taken for 
stationary values of K at a point P of the RIEMANN space. For this purpose 
we must derive certain identities in the components of the curvature tensor 
and its extensions which we shall do in the following section. 

3. Let us first write the identities satisfied by the components of the 
curvature tensor? namely 

The last set of these identities is deducible as a consequence of the pre. 
ceeding but its direct application is frequently useful. I n  addition there are 

the corresponding identities satisfied by the components BiTs defined in terms 
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of constant meaw curvature 231 

the second and third sets of these terms by (3.3) and (3.5), account being 
tnken of (3.4) and (3.6) we obtain ;orne reduction 

We can give the bracket expression in these last equations a more 
symmetric form. Thus if we multiply (3.3) by gzE and sum, we find 

by (3.8). When this substitution is made in (3.7) we obtain 

Use of (3.9) enables us to eliminate the components of the second 
extension of the curvature tensor from (2.2) and it remains to eliminate the 
components of the curvature tensor which are thereby introduced. 

4. W e  shall now find the second derivatives of the sectional curva- 

ture K with respect to the vector components A S  nt an arbitrary point P of 
the RIEMANN space S, these derivatives being taken for stationary values 
of K which implies 

We obtain in fact by differentiation of (1.2) the folloming four sets of formulae 

in which it is to be understood that the vectors 1, a n d  h ,  are  ortliogonal 
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unit vectors a t  the point P. Now consider the expression 

When we make the substitutions (4.1), ... , (4.4) in this expression, we find on 
reduction that 

4 D = BK[(% - 1)K- A] - - XK 3 

On account of (3.7) the equation (2.2) therefore becomes 

This equation is valid for any stationary value of the sectional curvature K 
at an arbitrary point P of tlie RIEMANN space S, it being understood that 
the rectors A ,  and A, whose components enter implicitly in the left member 
are orthogonal unit vectors ('). 

Under certain circumstances the relation (4.5) will contribute directly to 
oiir knowledge of the space S. For example suppose S is closed, A > O, and 
that it can be assertained that D I 0  at the point P of S for which the 
sectional ciirvature K has its greatest possible value in S. Then K ;  O at P 
and, under tlie hypothesis that S is not a space of constant ciirvatiire, we 
have the ineqiinlity 

[(?z - 1)K - A)lp > 0. 

Since the first term in (4.5) is invariant under coordinate transformations 
me may imagine it referred to a system of normal coordinates pz at the 

origin of which the g,p have the values 6;. I n  consequence of the assumption 
that K has itci inaxiiniim value nt P it therefore follows that 

nt P; hence the first term in (4.5) is 2 0  nt P. But then the left member 
of (4.5) is 1 0  while the right meinber is defiiiitely positive. This contra- 

(') The straightformard way of deducing (4.5) would be to solve the equations 
@.l), ..., (4.4) for suitable expressions in the coinponents of the ciirvature tensor and then 
to siibstitute tliese expressions into (2.2) in which the last set of ternis was replaced bj 
its value as giren by (3.7). By arbitrarily assuming the above expression D 13-e have eli- 
minated tlicse details of calciilatiori from oiir exposition. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



of constant  meam czcrvature 233 

diction results in the fact that S is a space of constant curvature. Similar 
oonclusions can be reached under various modifications of the above conditions. 

5. The expression D remains invariant when we replace the vectors 1, 
and 1, by two orthogonal unit vectors 5, and 6, which determine the same 
section of the space S. We can show this in  the following manner. The 
condition that the vectors of each of these sets be orthogonal is 

(5.1) i 
g,pWE = si, g,ptF5! = 8- , 

where the quantities g,fi are taken for the point P under consideration. Also 
the condition that the vectors Si determine the same section as the vectors Ai 
is given by 

2 

(5.2) tf = 2 alhk, (i = 1, 2), 
k=l 

where the a's are constants such that the determinant 1 ail is different from 
~ e r o .  As in 5 2, we have indicated the summation on the index k since its 
range differs from the usual range 1, ..., n ;  a similar procedure will be 

employed in the following. The required conditions on these constants ai are 
found by substituting (5.2) into the second set of equations (5.1) and then 
making use of the first set of these equations. This gives 

(5.3) 2 * a. :a; . =6. ;, (i, j =  1, 2), 
k=1 

which in fact implies that lai 1 does not vanish. Now by differentiation 
of (5.2) a-e have 

2 -- a'; - x afapsi = aiag. 
a@ k l  

Hence 

a-_ -- 2 --= a m < ;  - a~ . 

ah; P = I  a[; ah; P-I a[; a;, 

ù'K -- a a2K ai 2, - Z -  P 4 
aga,.; P , ~ = I  agacq 

By use of this last set of equations and (5.3) we obtain the invariance of 
the following expressions 

a 

i ,  7c-1 

i, k-1 

2 
M7= B ppu -- 

i ,  IL l aAfa1.1 a l ;  ah; 1 , 
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i. e. these expressions are equnl to the corresponding expressions obtained by 

replacing the components 1: by the components 5; in the above derivatives. 
Now observe that 

1 
( U -  W ) + s ( ~ -  P)], 

which proves the required invariance of the expression D. Since K is in. 
variant under the above change of vectors A, and A, i t  follows that the 
first term is (4.5) is likewise invariant. 

6. To obtain information of a more positive type from the equation (4.5) 
me shall now deduce certain inequalities between the expression D and the 
corresponding sectional curvafure K. We have 

azK . .< Z (icjc07 for maximuin K at P, 
i,j=i ahlahi' 

2 

G ~ S  2 O, for minimum K at P, Z - 
i,, 1 aA:ah; 

these inequalities being valid for arbitraiy (real) valiies of the quantities 5. 
I n  piirticiilar these inequalities yield 

< O, for maximum K nt P, 
ah: ah; = 

>O, for minimum K at P, 
ah: a l p  - 

in which no suinmation on the indices a or i is made. Now suppose thak 

the quantities C and I;i' are arbitrary for a definite set of values of the 
indices a, 2, i, j and that al1 the remaining 5's are zero. Under these con- 
ditions expansion of the left member of (6.1) or (6.2) gives 

a'K 
f --- azK y o  r 6x5" + 2 -- s j C i  t - 2 -  CG 

ayaq ' ' a y a h ;  a ~ y  al.; 

a2K 
f - 

a K <:c; 4- 2 - <;c; 
ah: ax; ah; a i ;  

in which the indices are of course not surnmed. Nom put (: = t L ,  <! = d2, 
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YT - - t3 and c; = t4 .  The inequnlitirs (6.1) and (6.2) can 

4 

(6.5) 3 AlvtW ( O ,  for iiiaximum K at 
,A, v=l 

4 

2 A,,ti*fv 2 0, fo r  minimum K at 
IL, v v ' l  

then be written 

p, 

P, 

i n  the sylnmetrir. qiiantities A,,, which are determined as the values of the 
corresponding derivatives iii the iibove expression. I n  consequence of (G?) 
or (6.6) we have at P tliat 

A,,A"" - A ,"A," > '-4 
hence we obtaiii 

(p. v =  1, ...) 4 ) ;  

a2K a"K -- (not r~iniiiird, ii.>-- 
ah; al ;  ah, a?,, apQ ah;a~p' 

at P. Row consider the ineyualitg 

expanding, and sumining on repeated indices, gives 

a"7 aerc - 
PT ai:an: = y"' - - 2[(n - l)K - hl, 

ah, ah; 

lise beiiig made of (1.3). Since the expression D is invariant under coordinate 
transformations, we ean suppose in deducing ineqiialities between D iind the 
curvature Zc that a system of coordinates is emplojed in which g,,, lias the 

value 8; at  the point P under consideration. I n  fact it follows by a theorem 
in algebra that we can make a linear coordinate transformation which will 

change the g , ~  into the values 6; at P and, at the same time, reduce the 
quadratic form 

to R snm of squares. Assuming suoh a seleotion of coordinates we have 

where the constants A are 5 O or 2 0  according a s  K has a maxinium or  

Bnnoli di 'Matematica, Serie  IV.  Tomo XIII. 31 
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minimum value. Then (6.9) becomes 

a 2 ~  fi a2x y-) = +$) =- 2[(n - I ) K  - + ,  
z=i 21.1dA:,p B - 1  ah. , p  

at P and it follows from these equations and (6.7), when summed on the 
indices a and p, that 

(6.11) 

Also 

and this expression is thus seen to have a value 2 0  for a maximum or 
minimum value of K on account of (6.3) and (6.4). If A denotes the greatest 
ibsolute value of the above quantities A, we have 

where the algebraic sign is 
this inequality be - >O. But 

at P and lience by 16.10) we 

selected which will rnake the right ineiiiber of 

With reference to the above coordinate system in which the g Z ~  have 

the values 6; at P, the expression il becomes 

I [ avï a2y D -= - a x  ( a 2 g  + , m 11 3 -  
6 O, P=I a q  ah: ah; a q  ah; a ~ ;  ahyah; al; a q  ,' 

Hence by (6.8) we have 

1 % PIi aeK 
0, y=l  

and then by (6.11) and (6.12) we find 
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Replacing D in (43) by the upper bound given hy (6.13) this equation gives 

at P. Siinilarly we have 

2 - 2 [ ( n -  - 1 ) ~ -  A]:. 
Hence (4.5) gives 

- -  - -  - ~ 

(6.15) 1 pvIi, ,, 5 2[(n -- l ) R  - h](nK - 1) 1 , 
at P. The 'inequalities (6.14) and (6.15) hold for maximum as well as mi- 
nimum values of the sectional eurvature X at an arbitrary point P of the 
RIEMANN space S. 

7. Suppose now'that  the space S iu closed and not a spnw of constant 
curvature. Then there will be ti point P at which Ic will have its maximum 
walue KM in S. At this point P the left inember of (6.14) will be ( O  and 
the first bracket expression in  the right member will be , 0 a s  observecl 
in 5 4. Hence from (6.14) we iiiust have 

Since the coeffkient of KM in this iiiequality is nece~sitrily negative we ohtain 

I n  the case of a space of constant cnrvature satisfyiny (1.3) the curvature 
of any section is A/(n 1). For the syace S the value of KM must of course 
exceed A/ (N  -- 1) and heiice if A 5 O the inequality (7.1) gives lis no additional 
information. But if A > O  we see from (7.1) that the i n c r e a ~ e  AR in the 
curvature of a closed space S. not of constant curvature, over that of the 
space of constant curvatiire h/ (n  - 1) must uati~fy the ineqiinlity 

which thus gives a positive lower bound to the increment AIL 
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At a point P where K has its minimum value Km in the closed space S 
the left member of (6.15) will be 2 0 ;  since the first bracket expression 
is 1 0  at P the inequality (6.15) gives 

Since the value of K in S must be less than A/(n - 1) the inequality (7.2) 
gives us no further information if 150, but if A > O  we have a condition 
of the type given by (7.1). We state these results in the following 

THEOREM. - If S Ss a closed Riemann spuce, not of consfcrmt c u r ~ n t u r e ,  
defined by t72e system (1.3) wiflz A 2 O, the i/taxi.i)zum z3al?re Knz and winin~um 
vulzre K ,  of t72e sectional cuvucrtwe i n  S scrfisfy the ineqzralifies (7.1) and (7.2) 
respectivelg. 

Suppose tliat S is a closed RIEMANN space in which the eqiiations (1.3) 
with A 2 O are satisfied. Then if (a) the maximum velue KM of the curvature 
in S is less tlian the right member of (7.1) or (b) the ininimuni value I b  of 
tlie curvature in S is greater than the right inember of (7.2) it follows tliat S 
is a space of con~tant  ciirvature R B  a consequence of the above theorem. 
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Fiir-izionali andi t ic i  ipergeometrici. 

Memoria di GIUSEPPE BELARDINELIJ (a lüilano). 

Sunta. - I n  questa Memoria l'A. introduce i l  concetto d i  funaionale analitico ipergeometrico 
confluente e completo e ne studia le proprieta essenziali. I l  lazioro è tliviso in t9.e p a ~ t i .  
Nella pr ima parte d a  le defiwizioni fol~damentali  di q~tes t i  operntori e sttldia i c n  funzio- 
nale ipergeowtetrico che chiatnn cli GAUSS. Nella seconcln parte pave iti relazione qldesti 
funzionali ipergeometrici coi, alcntae classiche trasfor~izaeioni della As~al is i  F w i z i o ~ ~ n l e :  
operatore d i  LZPLACE. integraeione, devivazione, logarifmo fitwzio~iole tli Pr;uc~~ic i . s .  ecc. 
LVelln terza parte d à  delle relazioni carattei~istiche d i  qicesfi funziownli e Ei applica iw fiwe 
alla rappresentazione di  1411 integrale regolnve nell' iutornn rlella origine rlelln eqwnzione 
differenzinle di LAME. 

L' analisi delle trasforiiiazioiii funzionali ha avuto da1 PINCHERLE una 
sistemazione felicissima con le  omografie negli spazi ad  infinite dimensioni ; 
l'indirizzo da lui  seguito si pub dire che è l'analogo, e in  qnalche modo In 
co~itinuszione di quello d i  T 3 T ~ ~ ~ ~ s ~ ~ ~ s s  per l e  funzioni analitiche: in questo 
ordine d i  idee gli operatori normali ('), le  serie ordinate per il siinbolo D ('1, 
la trasformazione d i  LAPLACE ("), ecc. ~ o n o  altrettanti capitoli dell'analisi nci 
quali il PINCHERLE h a  dato fondammtali risultati. 

1 lavori del PANTAPPIÈ (') sui funzionali si ricollegano invece all ' indi- 
rizzo del CAUCHY per le  funzioni analitiche e costituiscono uiia fondamen- 
tale elaborazione del Cdcolo funzionale in  ca i   ta alla base i l  concetto d i  
fwnsionale analitico d a  lui introdotto; ricerche frammentarie della teoria 
dvlle fiinzioni acquistano, con la teorin dei funzionali analitici, oltre ad iina 

(') S. PINCHERLE in collaboraeione con C.  A ~ i a ~ n r ,  Ide opewzioni  clisfribictitie. Cap. VI1 1 
(Hologna, ed. Zanichelli, 1901): Annali di Mateinatica ,, !P. IT', S. I I I ,  pie. '719: Reiidi- 
conti R .  Accacl. di Bologna a ,  1932-1933. 

(7 S. P I N ~ H E R L E  in  collabora~ione con U. A J I A L I ) ~ .  Le opel-aziot~i distribitfii.e. ('ap. VT. 
58 126-139. 

(9 S. PIIV(~HNRJ.E, in collaborazione con U. AMALDI, 1,e opemziowi d i s t r ih f iae ,  Cap. 1111 ,  
$5 383-393; Gli elemeliti della Teovia delle funzioni a~ial i t iche,  Ed. Zaniclielli, Cap. X V I ,  
pag. 312'; a Ann. de l'Éc. Norinale Sup. », S. I I I ,  T .  22, 1903. 

(4) L. FANTAPPIE, I funeionali analitici. Mernorie R. Accad. Lincei . S. 1-1. vol. I I I .  
fnsc. X I ;  Idem, w Rmdiconti Accad Liiicei ,, vol. XT, 1Rfl2. 
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nuova luce, lin ordinamento atto a nuove ricerche ed alla scoperta di pro- 
prietà essenziali, come dimostrano, in modo evidente i lavori del FANTAPPIÈ ('). 

Ed é precisamente con questo indirizzo che tratterb di una classe este. 
sissima di  funzionali analitici, che raccoglie funzionali classici dell' analisi. 

L a  teoria dei funzionali analitici poggia sulla nozione di funzione indi- 
catrice, cioè se con 

FCy(t) ; xl 

indichiamo il fnnzionale, la  fnnzione indicatrice è espressa, rispetto alla va- 

FANTAPPI& .ha dimostrato che ad ogni funzionale 
sponde una funzione v(x, a), funzione indicatrice ed 
funzione analitica corrisponde un funzionale analitico 
fiineione per indicatrice. 

analitico lineare corri- 
inversainente ad ogni 
lineare che ha quella 

La classe dei funeionali analitici che considero in questa Memoria è 

quella dei funzionali normali che hanno per fnnzione indicatrice funzioni 
ipergeometriche del tipo cosi detto di GOURSAT; funzionali che chiamo fun- 

zionali ipergeoinetrici e che indico con H. 1 funzionali normali sono stati 
cos1 chiamati da1 PINCHERLE, che ha dato importanti applicazioni di queste 
particolari trasformazioni fun~ionali.  

I n  un recente lavoro ho raccolto le  proprietà essenziali delle funzioni 
ipergeometriche e, in particolar modo, ho mostrato (6) che queste 'funzioni 
possono rappresentare le funzioni più usuali dell' analisi : funeioni binomiali, 
logaritmica, esponenziale, trigonometriche, di KUMMER. di CLAUSEN, ecc., ed 
anche funzioni algebriche. 

Da cib l'importanza di considerare i funzionali normali che lianno pei. 
indicatrici tali funzioni ipergeornetriche ciob funzioni rappreswtate da  serie 
della f o ~ m a :  

ove : 

essendo P(n) e Q1121 polinomi fissi in 1, .  

(j) L. PANTAP~~IÈ. L a  gizwtificuzéone del Calcolo sinaholieo e le sue applicaeioni n l lu  
integrazione delle equazioni a derittate parz ia l i ,  3lenioi.i~ R. Accad. d'Italia n. vol. 1. ri. 2 ;  
Idem, a Rendiconti del Circolo Matem. di Paleniio r ,  'P. 57, 1933, ecc. 

(9 G. BELARDINEI.LI) Le funaioni iperyeomet~iche,  « Rendiconti Seiiiinarin Matematico 
e Pisico di Milano B. 1933. 
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I l  lavoro è diviso in tre parti. 
Nella prima parte espongo le  proprietà generali dei funzionali ipergeo- 

metrici. 
Nella seconda dimostro che questi funzionali possono esprimere classici 

funaionali qunli, ad esempio, 17 integrazione, la derivazione, l'operatore (xD)", 
l'operatore x"Dn, i l  logaritmo funzionale, ecc.. 

Nella terza parte d b  delle relazioni funzionali che caratterimano questi 
funzionali lineari normali ed alcune osservasioni sulle applicazioni di questi 
funzionali H alla risoluzione di eqiiazioni integrali ed in particolar modo 
mostro la possibilità di esprimere, con questi funzionali ipergeometrici, un 
integrale di una equazione differenziale (che si pub ricollegare alla equazione 
differenziale di LAME) regolare nell' intorno dell'origine, rnetodo che potrebbe 
essere esteso ad altre equazioni differenziali del secondo ordine della fisica 
matematica. 

Desidero aggiungere che in questo lavoro mi sono occupato principalmente 
della ricerca delle proprietà generali di questi funzionali H. Lo studio parti- 
colare delle varie applicazioni accennate nei vari capitoli sarà fatto in suc- 
cessive ricerche. 

PARTE PRIXA 

Proprietà generali dei funzionali ipergeometrici. 

1. Definixione dei funzionali ipergeometrici. - Sia : 

(1) P[Y(~) ; XI = f ( 4  

un funzionale lineare misto tale che ad ogni funzione analitica y( t )  di un 
certo campo C faccia corrispondere un'altra funzioi~e f(x), pure analitica re- 
golare in una opportuna regione C'. 

Applicando il funzionale lineare alle funzioni del campo C che appar- 
1 

tengono alla linea --- si ottiene la funzione indicatrice e~n ishmzet r i ca  del 
t - a '  

funzionale, che è una funzione v(x, a) del parametro x e dell'indice a ;  appli- 
1 

cando invece i l  funzionale alle funzioni della linea - si ottiene la  indi- 
1 - ta  

catrice sitnmetrica w(x, a). 
Queste indicatrici si  esprimono mediante le formule : 
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Queste funzioni inclicatrici del funzionale analitico regolare P sono indi- 
viduate da1 fuiizionale stesso e 10 individuano alla loro volta. 

I l  valore del funzionale pub essere dato sotto forma di integrale cnrvi- 

dove C t. uiia curva chinsa che racchinde tutti i punti non regolari della y(t) ,  
lasciando all' esterno i punti clell'insienie in cni la indicatrice non & definita. 

Tra i fiiiizionali liiieari,iiiiati sono stati chiamati nmrnccli ( 7 )  qiielli carat- 
X 

terizzati dall'aver per indicatrice emisiininetrica uni1 fiinzione del rapporta 
a 

essendo k ( s )  ilna fniizione aiialitica clie è stata chiamata fictasione cccratteri- 
s t i m  del fnnzionale norinale. 

Abbiamo detto che un funzionnle norninle G individuato dalla sua fun- 
aione caratteristica, clie & una fiinaione analitica qualunqne. 

Trii le fuiizioni più semplici che si preeentano noll'ana1ic;i abbiamo le 
fiinzioni razi~nal i .  Se la funzione caratteristica è una funzione raaionale, è 

stato dirnostrato (7 che i fonzionali che hnnno tnli funzioni caratteristiche 
possono esprimersi inediante un niimero finito di  operazioni di  derivazione, 
sostituzionc~ di funzioni assegnate, moltiplicazioni di  funzioni assegnate. 

Precisaiiic1nte condizionr necessaria e sufficiente perche un funzionale 
linewre misto l i ' [ ! j ( t ) ;  x] siw espriinibile con un nninero finito di operazioni 
e1rnientai.i di derivwaione, sostituzione di iina funzione nota a1 pooto della 
viii.iabile indipendente, inoltiplicazione per uiia funaione nota, é che l'inclica- 
trice sia una f~inzione razioiiale dell'indice. 

Lo st~idio di questi fuiizionali i. stato fatto ne1 modo piii esaurieiite. 
Lo studio dei funzionali normali che hanno p w  caratteristica la funsione 

esponenzialc é stato fatto recentemente (J);  ora è natiirale chiedersi, in base 
alle cl as si ch^ proprieth delle fuiizioni ipergeoinetriche ed in special modo alla 

( 7 )  Per 10 studio dei funzioiiali normali vedasi la Menioria del PINCHERLE. e Annali di 
Nateniatica >, T. IV, S. III, pag. 219. 

(*) Vedasi PIYCHEKLE, Le operazio31i clistributiue, Cap. V. 102-1'23; FASTAPIJIF., Fun- 
zionali a ~ a l i t i c i ,  pag. 83. 

( "  S. N ~ R T I S  in BIDDAI'. Rendiconti Circolo Jlat. di Palerme D, T. 57 (1933). 
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proprieth che esse hanne di mippresentare q n a ~ i  tutte le funzioni più nsuali 
dell' analisi, tra ciii naturalmente anche la  funzione esponenaiale, le proprietà 
dei funziontili normitli che hanno per caratteristica le funzioni ipergeometriche. 

Chiameremo questi funaionnli, ficnzionali zpergeometrici norttzali, O sem- 
plicemente, quando non vi sarà amhiguith, fimaionali ipergeometrici, e li 
indicheremo con H. 

2. Generaliti~ sulle funzioni ipergeometriche. - La classica serie di GAUSS: 

ove (a ,  n) = a(a t 1) - ... . (a -1- n - 1), 6 stata generalizaata da1 GOURSAT, PIN- 
CHERLE, MELLIX, ecc., con l a  serie 

a, - a, ... + ... 1- (a, '4 (a,, 4 a - .  (a, 9 4 xn +..., 
Y , ,  Y?,..., Y k  Y i ' Y r . . . Y k  ( Y , >  n ) ( ~ z 7  n ) . . . ( ~ k t  n)(l ,  n, 

ove a , ,  ... , a,, y , ,  ... , yk sono chiamati parametri ed z 1' argomento. 
Nella serie di Gauss  il rapport0 di due coefficienti consecutivi 

è una funaione razionale fissa dell'iiidice n (il numeratore ed il denominatore 
sono di secondo grado), la  generalizzazione di queste serie è stata ottenuta 
considerando la serie (5), ove : 

l-L - - 
(a, + nYZ)(a, + n )  ... (ah + n)  

a,, ( Y  , + ??)(y2 i- n) ... (yk + n)(l  + n)' 

t! P(n)  e Q(n) sono polinorni in n. Il grado del polinomio P(n) dovrà essere 
minore od nguale a quel10 di Q(w): ci06 Ic + 1 2  hl affinchè l a  serie abbia 
raggio di convergensn differente da zero, ed inoltre nessuna radice di Q(n) 
dovrà essere uguale a zero O ad un intero negativo. 

La conoscenza di questi polinomi permette di formare una equazione 
differenziale lineare alla quale soddisfa la serie ipergeoinetrica, che ne è un 
integrale regolare nell' intorno dell' origine. 

L'equazione differenziale alla quale soddisfa la (5) B di ordine Ic -+ 1, 
con tre pnnti singolari O, 1 e + ao7 k + 1 essendo il grado del polinomio Q(n). 

Se Q(n) = (y, + n )  ... (yk +n)(yh+, i - n ) ,  la serie sari%: 

dnnali d i  ~Matematioa, Serie  I r ,  f o m o  XIII. 
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potendosi Bempre fare in modo che una delle radici y del denominatore sia 
uguale ad nno, ( ' O )  e sapponiamo sia uguale ad uno quella indicata con y,,,, 
avremo che la serie si indica con: 

Noi invece indicheremo queste serie con 

.( a,, a , , . . . ,  ah-i, a h  

Y i ,  Yt, . . . ,  Y h 7  1 x)7 

facendo comparire nei parametri inferiori anche il numero 1, e quando non 
c'b ambiguità anche semplicemente con F. 

I l  numero k chiamasi ordine della funzione ipergeometrica ed il numero 

0 = k + 1 - I l  

classe. Cosl le funzioni ipergeometriche si  olassificano secondo l'ordine e la classe. 
Si chiamano complete le funzioni ipergeoinetriche di  classe zero, cioè 

quelle in cui 
k + l = h ,  

ciob i l  grado di Q(n) uguale a quel10 di P(n). 
Si chiamano confluenti quelli che hanno classe diversa da zero, cioè 

Una funzione ipergeometrica confluente è una funzione intera, mentre 
la  serie ipergeometrica che dà mediante continuazione analitica nna funzione 
completa ha per raggio di convergenza l'unità. 

La funzione ipergeometrica completa di ordine aero è la  funzione binomiale 

la  funzione ipergeometrica confluente di ordine zero e di classe uno b la  
funzione es~onenziale 

la  funzione ipergeometrica completa di ordine uno è la  funzione ipergeome- 
trica di GAUSS 

(Io) Perche se nessuna delle radici y B uguale all'unith, potremo considerare & (n)(n + 1) , 
P(n)(n + 1) , sema togliere nulla alla generalith. 
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la funaione ipergeometrica di ordine uno e di  classe uno B la funzione di KUYMER 

e l a  funsione ipergeometrica di ordine uno e di  classe due è la funaione di BESSEL 

Per  il nostro studio saranno fondamentali la funzione ipergeometrica di 
G a u s s  

e la  funzione ipergeometrica di KUMMER 

funzioni che risulteranno, corne vedremo, essenziali per la  rappresentazione 
di un funzionale ipergeometrico generale. 

3. Funzionale ipergeometrieo di  Gauss. - Studiamo prima di tutto i l  
funaionale lineare misto, normale, ohe ha per indicatrice emisimmetrica la  
funzione ipergeometrica di Gauss 

pensata quale funaione di t. 
Indicherelno qiiesto fundonalr od operatore di Gauss  col simbolo 

O pifi semplicemente con 
H[y(t l : a] 

od anche quando iioii vi sarh ambiguith con 

Hy(t)  O semplicernente con H. 

La sua iridicatrice simmetrica w(x, t)  wril 

W ( X ,  t )  = Fia, p, y ,  xt). 

Quiiidi il vnlore di fi si otticne mediante l'integrale: 
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Quanto alla curva chiusa C c'b da osservare che, essendo F(a, P, y, a) 
singolare per x = 1 ed x = oo, la funzione 

s a ~ à  singolare per t = O e t == x, quindi la curva chiusa C dovrà racchiudere, 
per i l  cambiamento di segno della funzione caratteristicn ne117 integrale (61, 
questi due punti singolari e lasciare fuori i punti singolari della y(t). 

Dunque H y  s a ~ a  definito per ogni y regolare nell'origine t =O. Per ogni 
tale funzione y( t )  fissiaino una a tale che y sin regolare per t - r ;  allora, se y(t) 
B funzione analitica ne1 senso di WEIERSTRASS, dovià esistere un cainmino L 
congiungente t = O  con t = x lnngo i l  quale la y(t )  sarà ancora regolare. 

Dunque la  funzione f (x) = Hg che corrisponde ad y, per l'opera tore iper- 
geometrico, è definita corne fi in~ione di x nello stesso campo in cui è definita 
la y e la  ciirva C sarà una curva ne1 cui interno la y è analitica regolare. 

Perb se t = t,, &, per eseiiipio, un punto singolare isolat0 di y(t) ne1 ciii 
intorno la y(t) é monodroma, la f(x) corrispondente avrà in generiile per x =  f ,  
lin punto singolare, ma di dii~an~aeione~ dipenilenclo il valore di Hg da1 cam- 
inino che congiunge zero con x. 

Il cammino L si pub pensare corne taglio di HERMITE congiiingente i due 

punti singolari O ed x di clie corrispondono, rispettivamente, ai 

punti infinito ed uno della funzione F(a, P, y, x). 

4. Polidroriiia del funzionale ipergeonietrico di Gaum - Corne sappiamo 
la  funzione P ( a ,  p, y,  x) si pub rappresentare mediante l'iiitegrale definito 

ove R@) e R(y - 13) (") sono positive, e 

Questa espressione clà iinii riippresentazione analitica della funzione di 
Gauss in  tntta la stella di MIITAG-LEFFLER. Nelle ipotesi ammesse per P e 

y p, conserva un senso quando t non cade sulla ciirva L congiungente O ad x;  
1 

all' esterno del cerohio 1 t > 1 x i  6 sviluppabile in serie di potenze di  - 
1 ' 

(u)  Con R(B), R(Y-P) indichiamo rispettivamente le parti reali di p e y - p. 
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F e r  il seguito occorrerà 10 studio del funeionale H:: che dipende 

dalla funzione F , questa funzione si pub rappresentare, col cambiit- 

mento di variabile ux = v, con : 

Quando t descrive ne1 senso positivo una curva chiusa racchiudente zero 
ed x la  funaione sotto il segno di integrale verrh inoltiplicato per e--2'iix e la 
variaaione di  1% essendo l'espressione riprende il valore di partenaa. 

Perb se f attraversa il taglio Ox e descrive ne1 senso positivo un con- 

torno chiuso attoïno ad x, rediamo, dalla rappresentazione della F 

inediante integrale e dalla classica ricerca del griippo della equazione diffe- 

rensiale ipergeometrica di G ~ u s s  (") che la fanzione Ii' a, 1, y, - , per detta 

rotaaione, risulterà cambiata di valore. 
3 

Si avrà dunque che se la curva C gira, ne1 senso positivo, attorno al 

punto x, il funzionale H;;: sarà polidromo. 
Ne1 seguito considereremo soltanto funzionali ipergeometrici monodromi, 

cioe tali che la curva C non attraversi il taglio Ox. 

5. Funwionali ipergeornetrici generali. - Consideriamo la classe dei fun- 
aionali lineari misti, normali, 

la cui funaione caratteristica 

che indicheremo con H, ciob 

HMt) ; XI = f (4, 

emisimmetrica B una funzione ipergeometrica 
generale 

e per caratteristica siminetrica 

Chiamerenio questi operatori ficnxionali ipergeoi~etrici generali comple ti 
e confluenti in relaeione alla funzione indicatrice. 

(e) Vedasi PICARD, Traite d'Analyse, S. II, pag. 242 e seguenti. 
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Indicheremo, compendiosamente, questi funzionali con 

O semplicemente con Hl e chiameremo funzionale ipergeometrico di ordine h 
e di classe O =  k + 1 - h in rapporto alllordine ed alla classe della fun- 
zione indicatrice. 

Notiamo subito che un funzionale H confluente trasforma una funzione 
analitica regolare nell'jntorno dell'origine in una funzione intera. 

Per questi funzionali H generali si pub ripetere quanto B stato detto per 
il funzionale ipergeometrico di Gauss, sia a riguardo della validità, sia a 
riguardo della polidromia in quanto la  funzione ipergeometrica indicatrice 
di questi operatori è, analogamente alla funzione di GAUSS, uniforme in  tutto 
il piano della variabile complessa quando si sia tracciato il taglio Oz. 

6.  Espressione dei funzionali ipergeonietrici mediante serie di potenze. - 
Sia il funzionale 

H[Y(~); a, P, r, 4; 
calcoliamo il valore del funzionale per le  potenze t" (n = 0, 1, ...), certamente 
funnioni regolari nell' origine. 

Avremo che questo valore sarà dato da1 residuo integrale 

ne1 punto zero. 
Avremo dunaue 

ciuè il funzionale ipergeonietrico di Gauss  fa corrisporiclerc allr potenzr le 
potrnze steaac iiltri.atr p w  un fattow di proporzionalith che ZI 

(a1 nNP, nl -- 
(y, n)(L II)' 
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GC. BELARDINELLI: Fumionnli analitici ipergeometrici 249 

essendo yit) 
grazione C, 

assolutamente ed uniformemente convergente sulla curva d' inte- 
avremo : 

m ... > "h (a* 9 4 S.. (a,, 4 o,,x". H2 y 2 ,  ..., -f,k 
)= 4 (y, , n) ... (y., n) 

Otteniamo cos1 i l  valore del funzionale espresso mediante serie di potenze. 

7. Funziouali ipergeometrici elementari. Consideriamo la funzione 
ipergeometrica 

m 
(a? n) x" F(a, 1, y, x) = 2 - 

0 (Y, n)  
e la funzione ipergeometrica 

Alla prima funzione corrisponderà il fumionale 

WY(~J ; a, 1) Y, XI, 
che indicherenio anche con 

Alla seconda funzione corrisponderà il funzionale 

Questi due funsiondi si chiameranno funzionali ip~rgeorrtetrici elerrrentari, 
perche con questi si possono formare tutti i funzionali H generali. 

Vediamo intanto che l'operatore HY ha per funzione indicatrice la fun- 

zione ipergeometrica di Gauss  , mentre l'operatore H,y ha per 

funzione indicatrice la funzione di KUMMER G 1, y, - . y )  
I l  primo è un operatore H completo, mentre il secondo è un operatore H 

confluente. 
Ora é facile vedere come la  funzione di KUMMER si possz ottenere nie- 

diante passaggio al limite dalla funzione di Gauss, e da cib la relazione fra 

i due funaionali elementari HY ed H,. 
Questa dimostrazione si estende facilmente agli operatori ipergeometrici 

confluenti generali per modo che questi, con paosaggio al limite, si ottengono 
dagli operatori completi. 
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Vogliamo dimostrare che : 

essendo p un nuniero reale. 

Infatti scindiamo P 1, p, y,  - in dire parti: ( 3 
La prima parte del secondo membro, per p  -- 00, tende a 

perché : 
( P ,  w lirn -- - 1. 

p-00 ptl 

Per  determinare i l  limite della seconda parte osserviamo prima di tutto 

Che, per p, 4 pz, 

quindi avremo per p l  p, 
4 4  l > l RP. p l 

Fissato orn rrn p grande quanto si vuole, per 1 z/ < p, la serie F 

sarà assolutamente ed uniforiticinente convergente ; preso quindi E positivo 
piccolo ad arbitrio si potrà fissare un y tale che 

ed essendo data una successione qualunque 

avremo in corrispondenza 

Avreino cosi che 170peratore Hy si ottiiene mediante pslssaggio al limite 
da H*, cioè si ha: 
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G. BELARDINELLI : .Fun~~lionaii awalitici ipergeometrici à51 

Nediante questi operatori elementari si possono costruire tutti gli opera- 
tori ipergeometrici generali. 

Intanto si vede subito che 

H[y(t); a, B, Y, X ]  = HT ~ ! y .  
Ed in  generale 

ove i parametri superiori e quelli inferiori si possono permutare fra loro in 
qualunque modo senza alterare il valore del funzionale. 

Poichh lin funzionale ipergeometrico confluente si ottiene mediante pas- 
saggio a l  limite da un funzionale completo, vediamo dunque che risulta fon- 
damentale per lo studio dei funzionali in discorso i l  funzionale : 

Ed abbiamo che un funzionale ipergeometrico confluente si  otterrà me- 

diante successive applicazioni di operatori H,Z e di passaggi al limite. 
Precisamente un operatore ipergeometrico confluente di ordine Ic e di  

classe 0 si otterrh mediante suocessive applicazioni di h funzionali completi 
e k + 1 - h passaggi a1 limite od applicazioni successive di k + 1 - h fun- 
zionali Hr . 

Un fun~ioniile completo essendo di classe Eero si otterrh mediante appli- 

cazioni successive di tanti funzionali H f  q u a n t ~  é l'ordine del funzionale 
aumentato di uno, ciob k + 1 = h. 

Cosi i l  funzionale ipergeometrico d i  Gauss che è di ordine uno e d i  
classe eero si otterrà rnediante applicazione successiva di due operatori ele- 
mentari completi, cioe : 

Hz,  " 
y, iy = H,"H!Y. 

8. Calcolo del fiinzionale H per le funzioni raziondi. - Prima di tutto 
ricordiamo che essendo i funeioriali H funsionali normali, si ha la  proprietà 

ci06 se un funzionale H fa corrispondere ad una funzione y( t )  l a  funzione f(x) 
alla funzione ~ ( c t ) .  ove c è una costante, corrisponde f(cx).  

Calcoliamo ora il funzionale H per le funzioni razionali. 
Una funzione razionale regolare ne117 origine avrh 17 espressione generale : 

dnnali di  Matematioa, Serie IV, 'Porno XIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Per la  proprieth del funzioiial~ V; di essrre liiiearr, avreiiio 

Inoltre prr qiiaiito abbianio richiamato si ottiene : 

(a r) 
ttrz. polinoruio d i  grndo n, oue i coefficienti, c , ,  sono woltiplicnti per -'-, 

(Y, 4 
r=O, 1 ,..., Il ,  

I n  particolare per il funeionale Hi si ha : 

r prr  y - 1 si lia i l  i*isultato del funzionale Hi su un polinomio, ci06 : a 
c,,t" -1- c ,,-, t " - I  + ... + c, i l  funeionale H, fa corrispondere 

'2, t?, 1 ' ? I - I  t71-1 f ... i C,,. n l n - l !  

Determiniaino ora il risultato del funaionale HI su una f ra~ ione  razio- 
nale semplice. Considerando l'applicazione alla frazione 

per k intero > 1, avreino: 
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Abbiamo cosi ottenuto : 

Possiamo dunque concliidere c h ~  un funaionale ipergeometrico H; appli- 
cato n fnnzioni razionali : 

$(t) = Y ,  (€1 + Y z(t) 

(ove y,(t) 6 un polinomio ed y,(t) è la  somma di frazioni razionali semplici) 
B esprimibile mediante un polinomio del10 stesso grado di y 
alla formula (9), piii la  soinma di funaioni ipergeometriche 
forma (10). 

Potremo anche indicare il risultato dell'operntore H; su 

e format0 come 
di Gauss della 

1 
- in questo 
(t - v ) ~  

modo 

ed infatti 

( -  ilh ( %)- -  1 -- Sk-' [- 1 3 (a, 1, 7, $1 
uh P a y k , y ,  - (k - l~ !?a* i  

come facilmente si pub verificare sviluppando in serie B' a, 1, y, - e derivando. ( 3 
Per  calcolare Hy; ? = H,"H!, applicato ad una funaione razionale, basterh 

conoscere il valore del funzionale H! quando la $( t )  B una funaione ipergeo- 
metrica di GAUSS della forma (10). 

E cosl in  generale per un funzionale H'il OL"'"" ak Yi> Ye , . - ,  Yk Y. 

9. Calcolo del funaionde H per le fiinzioni ipergeometriche. - Sia da 
calcolare prima di tiitto 

I n  generale per k qunliinqiie si avrà: 

a, P i ,  P 2 H! '[F(Lx,  13, Y ,  t): x] = F(,, l, 

Possinmo concludere che applicando il funzioiiale HY:? ad iina fuiiaioue 
razionale della forma 17) si ottewanno funeioni rnzionali intere di grado 1 1  
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più funeioni ipergeometriclie d70rdine 3 complete, avente i paranietri a, $ 
e k (nuniero intero positivo) per indici superiori e y. 1 ed 1 per indici inferiori. 

In generale avrenio poi: 

ove 

t - 1 '  ( , , ) - - 1'' at, '7 " 
Y,' VI' v7. (Y' Y,,, 1 dm 

Ed in generale 

Possinmo quindi concludere ahe applicando il funzionale H 

1 
d i  ordiiie k, h t lc a - ottenianio una funzione 

(t v)" 

cioh una funzione ipergeometrica di un ordine aumentato di  m a  unità e 
della stessa classe di quella del funzionale. 

Se  i l  funaionale 6 confluente otterrenio iina funzione c.onfluente, cio? 
una funzione intera, corne ad eseinpio nell'operatore H,. 

Se i l  fiinzionale B coinpleto otterremo iiivece una fuii~ione ipergeometrica 
completa che converge in un cerchio di centro nell'origine e raggio uno, e 
dalla quale si pub ottenere l'espressione in tutto il piano, col taglio dell'asse 
reale da 1 a w ,  mediante, ad esempio, integrali definiti. 

È stato dimostrato che operando col fundonale Hi su fun~ioni  raziondi 
si ottengoilo le funeioni seno, coseno, ecc.. Desideriamo qui studiare la gene- 
raeione di fiinzioni mediante il funzionale ipergeoinetrico generale. 

Dalla 

si ha, per y = 1, la funzione 
1 y = ---- 

(1 - x ) ~  
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cioé : 

lnoltre per 

e per y = 1, si 

quanto abbiamo dimostrato 

1 
Vediamo dunqne che l a  funzione --- e ln funzione ex si ottengono 

(1 - xp 
rispettivamente mediante i funzionali Hf ed Hi dalla serie geometrica. 

Nello stesso modo si potrebbero generaye mediante funzionali H le  fun- 
zioni trascendenti elementari : seno, coseno, seno iperbolico, coseno iperbo- 
lico, ecc.. 

I n  generale abbiamo : 

a,.'. a , ,  . ah 

ylz+i, ~ i . . . . ,  yk+i 

eiok: << Dnla una funsione F d i  ordine k e d i  classe 0 wedian te  un fugzzio- 
nate  H d i  ordine s e d i  classe O' otteniawzo ana fuwsione P d i  ordine k -+ s 
e d i  classe 6 4- 1)' ». 

I n  particolare da  una funzione ipergeometrica completa con una funzio- 
nale H completo si avrà una funzione ipergeometrica completa, mentre con 
un funzionale H confluente l a  stessa funzione darà una funzione confluente. 

1 
Cosi dalla funzione, completa di ordine zero, --- abbiamo ottenuto col 

1-x1 
1 

funzionale H f  di ordine O la funzione completa di  ordine zero ---- 
(1 - x p -  

1 
Cosi dalla funzione -- mediante i l  funzionale H, confluente abbiamo 

1-x 
ottenuto la funzione ex di ordine zero e di classe uno. 

I n  generale abbiamo che una funzione F completa di ordine k si ottiene 
1 

con un funzionale H di  ordine k dalla funzione - 
1 - t '  

Nentre una funzione F confluente di  classe 0 si pub ottenere dalla fun- 
i 

zione - col prodotto di un funzionale H completo e di 0 funzionali con- 1 -x' 
fluenti di ordine zero. 
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Cosi l a  funzione d i  BESSEL, di classe due, 

1 
si pub ottenere dalla funzione - con l'applicazione successiva dei funzio- 

1 - x  
nali Hr ed H,. 

PARTE SECONDA 

Relazione fra i fnnzionali H ed alcuni funzionali classici. 

1. Richiaino di alcime nozioni. - Pr ima d i  tiitto ricordiamo che i fun- 
zionali H sono stati claqsificati nella prima parte in  relazione alla funzione 
ipergeometrica caratteristica in due classi : funzionali ipergeometrici completi 
e confluenti. Questa ultima classe, mediante passaggio a l  limite, si pub ricon- 
durre alla prima. Poi  abbiamo vediito che base fondamentale per lo studio 

dei funzionali H B i l  funzionale che abbiamo indioato con HY. 
Inoltre abbiamo ottenuto 1' espressione di questo funzionale Hr mediante 

serie di potenze. 
Ricordiamo che data la y fiinzione regolaw nell'intorno dell'origine: 

ove la  curva C racchiude i due punti O ed x e lnscis all'esterno i punti 
fiingolari della vit). 

Si  h a :  

Iiiolrre abbiamo vediito corncl si esprimu i l  risiiltato di yuesti fuiizioiiali 
di qualunqiie ordine e classe su fiinzioni r a ~ i o n a l i  e ipergeomet~iclie. 

Orn vediamo i legaiiii  ch^ intercedono fra questi funzionali H ed alcuiii 
f uiizionali classici. 
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S. Trasformxzione di Laplace-Abel. - Prima di collegare i funaionnli H 
con iioti cl clitssici Iurizionali desideriaino f a i ~ ,  in qnesto paragrafo, ;ilcune 
osservaeioni riguarc1:inti i rapporti di qiirsto funzionale H c o i ~  la classica 
t rasf orrnazione di LAPLACH-ABEL. 

L' iutegrale genrrulizaato 
-2 

(1) f(sj = 1 e - x t ~ ( t ) ~ i t ,  
ii 

ove cp( t )  é una funzione di variabile reale O coinplessa della variabile t,  d i i t ~  
nnivucamente nell' intervallo c ... + W. limitata ed integrabile su ogni tratto fi- 
nito, x é unrt variabile cornplessa, definisce, se convergente?, una f~inzione 
f(x) che viene detttt funzione detertninanfe di cp(t), mentre y ( t )  si dice fun- 
aione generatrice. 

La trasformazione si chiama di LAPLACE-ABEL e numerosissimi stiidi si 
sono fatti intorno a questa trasformazione 

L a  fnndone inversa B stata data, sotto opportune ipotesi, nella forma 

che esprime inversamente la generatrice mediante l a  funaiont. determinante. 
1 funzionali H si ricollegano a questa trasformazione inversa. 

Sia ad esempio H;;! cioé : 

ove C é una curva che racchiude i punti singolari O ed x della funzione 
indicatrice, e lascia all'esterno quelli della funzione y(£). 

( i 3 )  I l  LANDAU in un  classico lavoro ( c  Sitzungber. Akad. Bayer. der  Wissenschaften , 
T. 36) ha  posto i n  relazione mediante questa trasformazione i campi di convergenza d e l h  
serie di DIRICHLET con quelli delle serie di fattoriali. 11 PINCHERLE ne ha futto uno studio 
profondo (. Annales acole  Normale Sup. ., S. III, 1. 25) per l p  ricerche delle relazioni 
intercedenti f ra  le singolarith di una funeione analitica ed  i coefficienti del suo s~ i l i iypo  
in serie, introducendo una fiinnione coefficiente legata senipliceinente alla trasformazione d i  
LAPLACE. Recent~mente  11 DOETSCHE (<  Jahresbericht der Deutschen Matheiiiatiker-Verei- 
nigung m, Band 36, (1927)) ne ha  fatto nno studio per l a  giustificazione del calcolo simbolico 
d i  HEAVISIDE e la Sig.& MARTIS i n  BIDDAU ( e  Rendiconti Circolo Xat. d i  Palermo >, (1933)) 
ha  ricollegato qnesta trasformazione ai funzionali analitici di FAATAPPI~ .  
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258 G. BELA KDINELLI : Ir'uwzio+cnli a n a l i t  ici ipergeometrici  

e cambiando segno alla funzione integranda ed il verso di  percorso alla 
curva C,, e sia C' = - C,, si  avrà : 

1 
cioé la curva C lascia all'esterno i punti singolari - ed ao della F(a, P, y, ux), 

X 

e racchiude quelli della funzione cp,(u) che & regolare all'infinito esserido la 
y regolare nell'origine. L a  P(a ,  p, r, ux) è l'indicatrice simmetrica del fun- 
zionale H. 

La trasformazione ora ottenuta per la funzione indicatrice eux  sarii: 

che 'differisce dalla inversa della trasformazione di LAPLACE soltanto per il 
cammino C', coine ha fatto notare la  MARTIS, perche nella (2) il cammino 
passa proprio per il punto singolare dell'esponenziale inentre nella (4) la fun- 
zione integranda si inantiene sempre regolare liingo il cammino d' integrazione. 

Lo studio dell' inverso del funzionale H, che ne1 cas0 della funzione indi- 

1 "  
catrice - e t  corrisponde alla trasformazione di LAPLACE-ABEL, sarà fatto, in 

t 
un altro lavoro. 

Quanto abbiamo esposto é sufficiente a dare i rapporti che intercedono 
tra i funaionali H di qualunque ordine e classe e l a  teoria delle funaioni 
determinanti e generatrici. 

3. Relilziont~ trs i funzionali H ed il funzionale 1". - Desideriamo qui 
subito mostrare il legame che esiste fra il funaionale H e l'operazione di 
integrazione. 

Indichiaino con I il  funzionale che trasforma una fundone f(x) nella 
priinitiva e con In 1' iterazione ennesima di  questa operazione. 

Sin la serie 
f(x) =ao i- a,(%) + ... + u,xn + ... 
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sarà, a meno di una costante arbitraria, 

Consideriamo il funzionale H i ;  si avrà immediatamente : 

ed in generale, a meno di  costanti arbitrarie, 

ove la  curva C lascia all'esterno le singolarità di f(t) e racchiude il punto O ed x. 

4. Belazione fra i funzionali H cd xD. - Gli operatori H rientrano 
nella classe degli operatori U di PINCHERLE, ciob degli operatori normali. 
come abbiamo detto nella introduzione, e sono precisamente operatori nor- 
mali di rango zero. Questi operatori U hanno la proprietà di  essere commu- 
tabili con l'operatore xD, cioé, per l'operatore H si h a :  

valevole anche per tutti gli operatori U. 
Questa relazione assume una forma interessante per gli operatori H;.  
Infatti si h a :  

xlij,'(a, 1, y, x) = a { F(a t 1) - F(a) 1 = aA,F(a), 

ove abbiamo indicato con F ( a )  la fun~ione  P(a,  1, y, x) e F ( a  + i) la  stessa 
P(u,  1, y, x) nella quale si 6 incrementato solo il parnmetro a di una unità, 
e con A, la differenza F ( a  +i) -F(a), da cui 

Ed indicando con A,H," la  differenza 

H ; I ' -  H ;  
possiamo scrivere la  (5) cosi : 

zDHTy = ~(B,H,") Y. 

Da cui avremo, come caso particolare, 

Annali di Matematico, Serie I V ,  Tomo XIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cosi la derivazione, oltre alla integrazione, é esprimibile mediante gli 
operatori H. 

I n  generale avremo, essendo 

X"RI(~, 1, y, ;) = (a, n)P:P, 

indicando con AZF l a  differenza ennesima della P rispetto ad a, cioè 

che 
x"DnH;y = (a, n ) ( ~ z ~ r ) g  

ed in particolare 
rz ' 

D~~ = - ( A ~ H : ) ~ .  
x7' 

Ora é noto che tra l'operatore x"Dn e gli operatori ( x D ) ~  passa la  rela- 
eione della forma : 

ove i coefficienti a,. possono facilmente determinarsi. Viceversa è possibile 
determinare (xD)" mediante gli operatori del tipo xD, x2D2, ... , xfl D". 

Conviene qui fare un'osservazione sugli operatori del tipo 

sia, ad esempio, una funzione intera di 1. 
Si avrà se 6 

fun~ione~anal i t ica  di x, con raggio p di convergenza, che 

Ora supponiamo precisamente che sin g(h) = cl., (il caso generale, che a noi 
interessa, sarh esposto in seguito) avremo, in questa ipotesi, che la serie doppia: 
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G. BELARDINELLI : Funzionali aan cczitici ipergeonzetrici 261 

sark convergente incondizionatamente per 1 X I  < p e si avrà che la (6) sarà 

Se g(A) 15 un polinomio in A, ci06 sia 

pub ripetersi quanto abbiamo detto per g(h) = cX, e gli operatori 

saranno particolari operatori H, cioé operatori che hanno per funeione indi- 
catrice serie ipergeometriche d d l a  forma 

ed in  particolare si  h a :  

Se consideriamo l'equazione alle differenze finite 

ove 

supponendo r ,  + r ,  + ... t r ,  C s ,  -ts, t s ,  -1- ... i- s,, ed a , ,  a ,,..., a,,, e 
yl ,  Y*, ..., y, diversi da zero e da interi positivi e c costante, avremo, prima 
di  tutto, che una soluaione della (7) sarà data da 

i- x P l ( A  - a , )  I " a ( A  - up) ... P m ( A  - a,,) 
g(" - - J 3 ( A  - y ,) P . ( A  lz) ... P"(i - y.) > 

l'integrale generale essendo dato da g(A)o(x), con w(x) funsione periodica di 
periodo uno. 

Per  le ipotesi fatte sulle a e sulle y avremo che la  g(A) sarà una fun- 
zione meromorfa regolare in  una regione del piano complesso che comprende 
10 ~ e r o  e la parte positiva dell'asse reale, sarà percib in questa regione svi- 
luppabile in serie di  polinomi, (ad esempio sviluppo di  NITTAG-LEFFLER, 
serie di interpolazione, ecc.) e si potrà quindi ripetere l a  dimostraaione esposta 
precedentemente ne1 caso che g(h) si  era siipposta uguale a cX. 
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Potrà, quindi un operatore H qualunque rappresentarsi con 1' operatore : 

ove g(h) é una soluzione della equaaione alla differenze finite (7). 

5. Logaritnio funzionale. - PINCHERLE ha studiato un operatore che ha 
chiamato logaritmo funzionale, rappresentato dall' integrale : 

1 t 4" )t, A, = -.jOg- 2 ~ 8  - 
t - x t - x  

C 

ove ,(t) è regolare nell'origine e la curva C è una linea chiusa circondante 
l'origine e tutta contenuta ne1 campo di regolarittt della ~ ( t ) ;  si ha anche la 
rappresentazione in serie : 

Consideriairio 1' integrale 

ove +(t) sia una funaione analiticn regolare nella origine e che ha  ivi uno 
aero del primo ordine, cioé: 

la linea C includa i punti zero ed 2% singolari per la fonzione indicatrice 

del funzionale normale (IO), e sia tutta contenuta ne1 campo di regolaritk 
della +(t). 

Dalla teoria dei residui si ha  clie l'integrale (10) è sviluppabile nella serie 

aP 
A[(+)xl = y 

(a7 2)(?, 2) x 2  
+ 
,- (a, 4 @ 7  4 K y'"'(x) + .,. . 

xdx) + (y, E)(l, 2,2 ! (r, 4(1, 4 n 

E cosi per i funzionali che abbiano per funzione indicatrice funaioni P di 
qualunque classe ed ordine. 
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Al funzionale (10) si ricollegano dunque i funzionali 

che sono stati studiati da1 PINCHERLE ed in particolare il logaritmo funzio- 
nale. Essendo 

log ( 1  + A) = AF(1) 1) 2, - A), 
si avr8: 

t x - x  
log - =log l+- - - - F ( 1 ,  1,  2, -) 

t-x ( t 3  t - x  t - x  
e percib 

- x 
F (1, 1, 2, t-x -)y(t)dt. 

L' 

I I  derivato funzionale secondo A"? sarh: 

X - X  = - 1' ~ ( 1 ,  1, 2, -)lp(t)dt. 
2zi t t - x  

C 

Se indichiaino il funzionale (10) con 

~oss iamo scrivere : 

Mediante dunque il funzionale (10) legato ai funzionali ipergeometrici H 
possiamo esprimere il logaritmo funzionale di PINCHERLE e naturalmente 
altri funzionali facilmente deducibili da (10) e che non hanno niinore im- 
portanza del logaritmo fanzionale. 

PARTE TERZA 

Proprietà fondamenfali dei funzionali H ed applicazioni. 

1. Teorema di Hadamard. -- Prima di tutto desideriaino fare una osser- 
vazione sulle singolarità della : 

f ( x )  = H,"y. 

I l  classico teorema di HADAMARD si pub enunciare conie segue: 
« Date le serie 
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00 

f (x) = 2 h , , k , , ~ "  
n=O 

rappresenta una funzione analitica che ha  per punti singolari quelli soli della 
forma 

X = UhUh,  

essendo u, i punti singolari della fnnzione analitica definita da ~ ( r )  e u, 
quelli della funzione definita dalla +(x) ». 

Ora supponiamo che sia +(x) la funzione F(a, 1, y, x), che ha per stella 
di MITTAG-LEFFLER il piano cornplesso col taglio da 1 a + 00. 

Gli operatori normali H che hanno funzioni indicatrici con il detto campo 
di regolarità, possono chiamarsi col PINCHERLE operatori se~nplici. 

Mentre la  funzione y(t) ha  in un punto uh un punto singolare isolato 
ne1 cui intorno la cp é monodroma, la f(x) corrispondente avrà in  generale 
per x = u, un punto singolare di diramazione, e i l  valore di f(x) dipenderà 
da1 cammino che congiunge O ad x e che deve essere racchiuso da1 contorno 
C di integrazione. Avremo allora che questo punto di diramazione sarà tale 
che ad ogni giro della variabile attorno ad esso la funzione sarà cambiata 
di valore ('4). Lo studio dei funzionali H polidromi sarà fatto in altre 
ricerche. 

Naturalmente la  qiiestione pub generalizzarsi facilmente per i funzio- 
nali H di qualunque ordine e classe. 

I n  generale dunque da funzioni monodrorne aventi punti singolari isolati 

otterremo con i funzionnli H: ed in generale con funzionali completi, fun- 
zioni che potranno avere questi pnnti corne punti di  diramazione; mentre 
con un funzioniile H confluente, ad esempio H,, la f(x) sarà una funzione 
intera: i punti singolari isolati della y ( t )  sono, da  questo fiinzionale H,, 
mandati all' oc. Ora abbiamo veduto che: 

da cib abbiamo che se consideriamo iina rotnzione positiva attorrio al punto 
x -= p, prima di passare al limite la funzione sarà polidroma, ed al limite 

('4) Vedasi prima parte tj 4. 
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G. BELARDINELLI: FunzionaIi analitici ipergeonzetrici 265 

avremo : 
1 ex =- H [-] = lim H[ 

' 1 - t  ,,, 

2. Relazione col funzionale xil ed I. - Poich6 un funzionale analitico 
normale B perfettamente individuato dalla funzione indicatrice, ogni proprietà 
di  un tale funzionale deve potersi dedurre da  corrispondenti proprieta della 
funaione indicatrice: cosi ad esempio dalla polidromia di essa abbiamo ot- 
tenuto quella della f(x). 

Cosi dalla relazione a cui soddisfa la funzione P(a ,  1, y, x): 

indicando con P(a )  l a  F(a ,  1, y, x) e con F ( a  + 1) la  F in cui l a  a 6 stata 
aumentata di una unità, abbiamo ottenuto 

ove con A,(H,") indichiamo 

A,H: = H;+' - H;. 

Da questa relazione si  ha  l'espressione di D mediante gli operatori H, e cib 
mette in evidenaa l'importanaa di questi operatori ipergeometrici. 

In generale poi abbiamo ottenuto 

xnD"HF = (a, ,~)A;(H;)  

ed indicando con A: la differenza ennesinia d i  H;, rispetto ad a, si lia: 

Analoghe relaaioni per i parametri p, y cosl 
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Ed in generale 
d" 

xn -- ~ ; c p  = (a ,  ~z)i lW(~;)cp 
dxn 

d" xn- HYy = (a, w ) A ( , ~ ) ( H ~ ) ~  
dx" 

Se consideriumo ora la relazione 

valida per a,  B, y, diversi dall'unith, da questa ne avremo un altra valida 
per i funaiondi H. 

Sia 

da cui 

scambiando 1' ordine di integrasione 

Per la (1) si ha; essendo 

che 

1 H;,' f [ t ~ ( t )  ; x] = 
Y-1 3-1 p-1 

H,-1: 1 [tcp(t); x]. 
O 

(a  - 1NP - 1) 

D'altra parte abbiamo veduto 
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G. BELARDINELLI : Funsiolzali analitici ipergeometvici 267 

e si  ha anche allora 

valida per a ,  P ,  y, diversi dall'iinità. 

3. Relazione funzionale fondanienttlle. - Tra la proprieta foiidamentali 
della funzione F di Gauss è classica quella di essere qnesta funzione l'in- 
tegrale regolare nell'intorno dell'origine della equazione differenziale iper- 
geometrica : 

(2)  x(x - l iP f ' (% P ,  Y ,  4 - i (a  + P + 11% - y \ P'ja, p ,  y, 4 - a p q a ,  p, y, x) =O, 

Ora avendo scelto per funzione indicatrice del funzionale la funzione di  t, 

(3) 

vediamo quale sia 

x 
Ponendo - = s, si 

t 

la relazione differenziale alla quale Il' cc, P, y, - soddisfa. ( y)  

Analogamente 

Dalla equazione diff erenniale 

si avrà 

7 6 - 1) PF," (cc, p, y, :) - 

e quindi 
X'P~" - (a  -+ p i- 1 )  xFX1 - uPP = xtFZ" - y tPXr  . 

Dato ora il funzionale H [y( t )  ; a, P ,  y, x] 

Annali d i  Matematica,  Serie IV, Tomo XIII. 
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avremo derivando rispetto ad x, ecc., e sostituendo nella (3) l'equazione 
seguente che potremo scrivere cos1 : 

Dalla quale potremo dedurre delle equazioni particolari per HyZ ed H,. 
Fer  ottenere l a  equazione relativa ad H,1 dobbiamo considerare che la  

funzione indicatrice 8, in questo caso, dedotta da 

ove il rapport0 fra un coefficiente ed il precedente é 

si avrk che la 

soddisfa alla equazione differenziale 

(1 - x ) x ~ '  I (y - 1 - ctxjy = y  - 1, 

cioh per la  F,', si ha:  

- l - -  tFzl+- y - l -  F = y - 1 ,  
t 3 ( "i t 

da cui 
d i d 

(5) ' x2 H +- ax H p = l dx I 

Per ottcnere l'equazione alla quale soddisfa H,, avremo che la funzione 

A integrale della equazione differenziale 

corne si deduce da1 fatto che 

e quindi 
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per y = 1, si ha:  
d 

x ,Hl$ = xH,y, 

cioè : 

alla quale soddisfa H, , cioh: 

Le  due relazioni funzionali (5). (6) sono fondamentali per i funzionali H 
potendosi qualunque sia 170rdine e la  classe di H, scindere sempre ne1 pro- 

dotto di funzionali della forma Hr ed H,. 
La equazione (6) si pub ottenere dalla (5) mediante confluenza. 
Infatti abbiamo dimostrato 

e ponendo p = 1 : E, si ha: 
1 1 

H; [dl); ; ,  1 . Y . "  . 
e poichh 

1 
soddisfa all' equazione 

(1 - xs)xgl -t (y - i - x)y = y - 1, 
e lim y (a, E), alla 

€ - O  

x?Jf l { y  - 1 - x , \  y = y - 1 ,  
1 

si ha che H ;  [ y ( t )  ; p, 1, Y, EX] soJdisferR alla 

e passando ai limiti per E-O si avrh la  (6). 
Cosi in generale potremo ott,enei.e dalle relazioni funzionali per fuiizioiiali 

coinpleti, quelle relative n i  fnnzionali conflueiiii. 
Fondainentale per quanto abbiamo stabilito su  que 

la relazione 
msti fiin~ionali 6 diinque 

alla quale soddisfa il funzionale H r .  
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Questa relazione funzionale é stata ottenuta dalla eqiiazione differenziale 

relativa alla funzione 

per ottenere una equazione differenziale omogenea consideriamo che é anche 

ed avremo allora l'equazione differenziale omogenea del secondo ordine rela- 
tiva alla funzione F (a, 1, y, x). cioè 

e la y ne sarà un integrale regolare nell'intorno dcll'origine. A questa equa- 
zione differenziale omogenea corrisponderà, una relazione omogenen per H 
cioh la relazione, che chiameremo relazione R :  

e per confluenza 1' equazione omogenea per 1' operatore confluente Hr . 
Viceversa supponiamo di avere u n  funzionale che soddisfi a queste 

condizioni : 
Io) Sia lineare normale e la funzione indicatrice emisimmetrica sia 

ove k(a)  sia analitica regolare nell'origine. 
2 O )  Che soddisfi alla relazione fondamentale R. 
30) Che verifichi la  relazione xDH: = ab, H;. 

Ne verrà che il funeionale ha  per indicatrice la  funzione 

e sarA il funzionale H ; .  
Infatti, prima di tutto, per la prima condiaione 

poi la fiinzione k = k ( z )  sarà integrale regolare nell'intorno della origine ( 3 
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della equazione differenziale per la seconda condizione, come facilmente puo 
aversi dalla R, cioè: 

poi dalla terza condieione 
xDHyy(t) = aA,Hyy(t), 

risulta che tra i due inteyrali regolari della (7), nell'intorno dell'origine, 

viene fissata per H; la funaione indicatrice 

Ansichè la regolarità della k ( z )  attorno all'origine si poteva scegliere la 

k(a) regolare attorno all'unith od attorno a1 punto infinito; di  oonseguenza 
ne sarebbero venuti i campi di validità per la funzione su cui H opera. 

Accanto dunque a i  funzionali H legati alla funzione P(a ,  P, y, a), ne 
sbbiamo altri cinque, in tutto sei, che possono farsi dipendere dalla relazione R. 

Mediante poi le tre trasformazioni di EULERO delle funaioni ipergeome- 
triche potremo considerare dunque 24 funzionali ipergeometrici dipendciiti 
dalla R (15). 

4. Osservaxioni snllri, risoluzione di alcune eqwzioni integrali. - Sin 
l'equazione integrale di prima specie 

appartenente al cos1 detto ciclo chiuso. Vediamo come si possa rappresentnre 
la soluzione sotto forma esplicita mediante applicazione dei funeionali H 
qaando la  f, K, ed y appartengono a classi particolari. 

Sia 

cioh 
K(x - t )  = H:, 1 [h (v) ; x - t ] ,  

ove h(v)  sia regolare nella origine 
b0 

h. (v) = Xa,vn 
%=O 

('5) Un esame particolnre di qiiefiti funzionali fiarâ fntto in altri Invori. 
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avremo 
a 

K ( x  t )  = a, + ai - (x-t) + a, ( a ' 2 )  (x-t)z+...+a,l -- (r-t)"+ .... 
Y (y7 S)(l, 2) (Y> 4 ( l ,  4 

Analogamente, sin 

y ( t ) = L  2nz J: ~ ( ' 1  Y * ,  1 ,?J ' ) g ( v p v ,  
C 

essendo pure y (v) nnalitica regolare nell'origine 

ai y( t )=b, ,+b,  t +  ...- t b , ,  l a ,  tn  + ... , 
Yi ( a ,  3 (1, 

K(x - t )  y ( t )  = Z y,,@, x - t )  , 
n O 

ove 

(9% - r ) !  r !  %%+, (x - t)17-"t7'dt = 
(9% + 1) ! 7 

avremo dunqiie clle 

b0 Xl'+i 

K(x - t ) g ( t ) d t  = ( t ;  r -- t )d t  = XC,, 
n O n 0 ( G q ! '  

O 

ove 

da cui 
x 

cioh 

ove 
~ l z )  = zHyZ[h(t) ; z]  H?,'[g(t) ; z]. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G. BELARDINELLI : Ft~nziOnc~li analitici ipergeomett.ici 273 

Da questa otteniamo 

funzione analitica regolare nella origine, e la funaione iritera: 

Sia ad esempio l'equazione integrale 

ove G b la funzione di KUMMER, ed J la f.unzione di BESSEL. 
Ora con le notazioni precedenti si ha: 

5.  Applicaxione alla risolueione di iilciine equazioni difierenxiali. - 
Supponiamo ora che la funzione y(!), ne1 funaionale Hy (t) ,  sia 

e tale che i coefficienti y,, soddisfino alla rela~ione ricorrente: 

('6) Qiianto è esposto in questo paragrafo mostra la possibilità di costruire con qiiesti 
funzionali H la soliizione di alcime eqiiazioni integrali di prima specie del ciclo chiiiso : la 
MARTH ne1 lavoro citato ha costruito la soluxione della epaaione intcgrale in esame 
per a= y =l. 
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ove a(n) . b (n) , c (n) sono polinomi di grado m in n;  il sistema dei coefficienti 
é cioé un integrale dell' equazione ricorrente : 

con opportune condizioni iniziali. La  zj è a,llora u n  integrale regolare nel- 
1' intorno dell' origine di una equazione diiferenziale di ordine m della forma : 

(8) (a ,  + b,t i- ~,t ') t"y(~'  + (a,?+, t bm-it + ~,-~t" tm-iym-i + 
+ ... + (a,  + bot + c,t"g = a0yo + ( (a, + a,)y, +boy, 1 € 

facilmente costruibile mediante le  funzioni a (18) , b (n) , c (n) e le condizioni 
iniziali imposte. 

Si domanda prima di  tutto se H; e Hy saranno pure integrali, regolari 
nell' intorno dell' origine di una equazione differenziale. 

È facile dare risposta affermativa a questa domanda e costruire l'equa- 
zione differen~iale alla quale soddisfa 

Avremo prima di tutto che il coefficiente v,, di f ( x )  risulterà uguale a y,, 

(a %' ed indicando con €,, i coefficienti di moltiylicato per 1- 
(7, n)' 

si  ha che 

vn =&,*y,, , 
ove 6, è tale che 

moltiplicando per 6n4-, si  ha, 
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E possiamo concludere : 
« Se l a  y soddis fa  a d  UIL'  equneione tlifferenaiccle d ~ l l ' o r d i i z e  ni d d l a  

d i  forrrza amloycr a l la  (8) ». 

Ad esempio consideriaino 1' equaeione differc~nziale del primo ordine 

un integrale regolare nell' intorno della origine. 

Operiarno si1 9 irirdiante il fiiiisionale H;  e perche i coefficienti y,, di y 
soddisfario alla i.elazioiie della forma 

ove 
(101 a ( $ 1 )  -= a,  (n  + 2) + a, = p,n +p ,  , 

b (n) = b, (n i- 1) + b, = q,n + q, , 
c (4 = c,a + co = r o n  + r ,  , 

mediante la detta trasformazione si ha, ponendo 

00 

Quindi, se f (x) = Z v,,xn = H;y,  si  ha: 
%=O 

Annali di ~Uatematiaa, Serie  1V. Tomo XIII. 36 
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La f soddisferh ad una equazione dif'frrrnziale del terzo ordine. 
Avremo ponendo 

a(n)(y + ~z+l)(y+n) = a3'(~z+i")(ni-1)~~ i a1,(12+2)(n 1 - 1 )  + nil(tz i 2) + a,' 

b(n)(a+n+l)(y+n)=b,'(~~+1)(n-l)~~+b9'(~z+i)n-+bi'(~ç 1-1) -1- b,,' 

c(n) ( a  + n + 1 )  ( a  + nl = c,' ( 1 2  1 )  (12 - 2 )  18 + ~ ~ ' 1 %  ( n  - 1 ) + c,'n + c,', 

che l'equaaione differenaiale A"f = O . wrh : 

(13) (a3' + b3't + c3 ' tE) f f  "' + (a2' + 6,' + ~., ' t .~)t ' f" + 
+ (a,' + bi f t  + ci't2)tf' + (a,' + bo1t, + c,'tr)f = CL,,'U, -1- ( (a,' + C G , ' ) ~ ,  -+ bOfv, 1 i ,  

le CL,,', b k f  , c k l ,  JC = O ,  1, 2 ,  3 ,  sol10 lv  funzioni interpolari delle funzioni 

Desideriamo ora fare una applicazione di quanto abbiaino otteuuto per 
determinare sotto forma di integrale definito un integrale rrgolare nell'intorno 
doll' origine della eqiiazione differeiiziale di LAMÉ; prendiamo in considera- 
zione questa equazione differenaiale, ma facilinente si potrebbero estendere 
le considerazioni segueiiti a varie altre eqnazioni differenaiali della fisica 
matematicn (17).  

Sia dunque 17 eqiiazione differenziale : 

ove supponiamo h ed 72' da determinarsi. Si vede che la (14) b una equazione 
differenziale lineare con 4 piinti singolari la quale potrk ricollegarsi alla 
equazione differenziale di LAME che è della stessa forma, nella quale h ed h' 
assumono valori speciali. 

Prendiamo in consideraaione 17 eseinpio precedentemente trattato e consi- 
deriamo 1' equazione (14), ove siipponiamo sia : 

a(n) = p i n  + p o  , b(n) = q,n + qo , c(n) = r,n i r ,  . 

La relazione (1 1 )  : 

('7) Tedasi P. HU~IBERT, Fonct ions de Lame et f o m t i o m  d e  M a t h i e u ,  a Mdmorial a, fasc. X. 
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sarB dunyue tale che: 

Ain.) = a,'(% + 2) (n  + 1 ) n  t arr(n + 2)(n t 1) + air(n + 2) + a,' 

B(n) = b,'(n i l)n(n - 1) + b,'(n + 1 ) n  + b,'(n + 1) + 6,' 

C ( n )  = c,'n(n - 1)  (n - 2) + c,'n(n - 1) -t c,'n -t- cor. 

Allora la f = H,"y7 ove l a  9 soddisfa alla (9), soddisferh alla equazione 
differenaiale del terzo ordine: 

(17) (a,' + b,'t + c,'t~t" + (a,' + b,'t + c,'t"t" + 
a + (a,' + b,'t + c,'t?tf' + (a,' + b i t  + c,'t2)f ;. a,?, -t 1 (a,' + ai1)y ,  y +- bOfy, 1 t. 

Affinché l a  f soddisfi alla eqiiazione differenziale (14)  dovremo determi- 

nare i parametri del funzionale If:, cioh a ed y e p,,, p i ,  q , ,  q,  r,, r , ,  
in modo che la (17)  si riduca alla (1 l). 

Mostriamo che cib & possibile. 
Affinchb cib avvenga occorre che sin: 

a? b2 , Y 3) a,' = - 
2 '  

1 
2) A ( - i ) = O .  B ( 0 )  =-- h , 1 

4 
C ( l ) = -  h', 4 

(19) 1 ,  
D ) A ( 0 ) = a ' b P 7  R(l)=-%(a2-+-h2j ' h ,  C ( 2 ) = 3 - . h ,  

2 - 
3 3 

4) A( l )  = Ba%\ B ( 2 )  = - 12(ae + b?) - - 72, C(3) = 13 - - h'. 
4 4 
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Dalle (10) otteniamo rispettivamente 

1 
(Zr, + r,)(a + 3)(a i- 2) = 3 - 2 - h', 

Per  deterininare valori di a, y, 72, h', p,, p , ,  y,, g , ,  Y , ,  r , ,  che soddisfino 
a queste 12 equazioni, si pub procedere, ad  eseinpio, ne1 modo segueiite. 
S i  pub fissare per y i l  valore uiio cosicchè la prima e la  s~coni la  delle 1) 
e l a  prima delle 2) soiio soddisfatte, e le equaaioni s i  riducono a dieci 
tante qiianti sono i parametri d a  determinare. Poi si pub fissare r ,  = O co- 
sicchb anche la  terza delle l) b soddisfatta. 

Poi dalle prime equazioni delle 31 e 4) s i  pub determinare p, e p,, dalle 
seconde equazioni delle 2), 3) e 4) si pub determinare q,,, y, ed 32, e da1111 
terze equazioni delle 21, 3) e 4) si pub determinare r, , x ed 1%'. L a  risolu- 
zione della equaaione differenaiale di LAMÉ per altri  valori di 1% ed h' si piib 

ricollegare alla risolnzione trattata mediante la trasforma7;ioiie t =' t' con v 
S 

ed s oppor tunam~nte  scclti. 
A noi, piii clie un'analisi del probleinit iiiatt.iiiatico-fisiw iinlwrta qui. 

conie abbiamo detto urlla introdiisr,ionr, fissare la possihilitii di e sp imere  1111 

integrale r~golart l  ii~ll'iiitoi.iio della origintl, d i  iiiia eqiiazione diffeiwuiale 

che si pub ricollegare a q i l~ l l a  di LAMB, mediaiitr un friiiaionalr HY che opera 
si1 y soluaione di iina eqiiazioiir tliffrrenzialt. (1 el prinio ordine. 

Infatti  dalle condieioni imposte n,,'= 71,'-c,' = O,' = O 1' rquazionr (17) si 
p ~ i o  ahbassa1.e iicl iina wliiazione del wcondo ordinr, yon~nclo f' = f ,  . Ia 
soliizioiit~ ('ei.ciit;i dalla eqiiwzioiie differclnaiale di LAMB. ci& f i ,  sarà data 

da  DHgy. oye y soddihfa ad una equazioiie differenzialr clel pin10 ordine 
clrlla forma (91. 
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La derivazione essendo esprimibile mediante i funzionali H, si pub con- 
cludere che é possibile mediante operatori ipergeometrici su ilna soluzione 

di una equazione differenziale della forma (91, ottenere un integrale regolare , 

nell'intorno della origine della equazione differenziale che si ricollega a 
quella di LAM&, per la quale occorrerh fissare le coiidizioni iniziali dell'inte- 
grale cercato. 

Naturalmente ora qui si dovrebbero esporre le applicazioni alle varie 
classi delle equazioni di LAMÉ, ed alle numerose generalimazioni, di queste, 
come quella del KLEIN, di HEINE. ecc. Ritorneremo, se da1 caso, su questo 
argomento; qui abbiamo desiderato mettere in evidenza che rnediante una 
trasformazione ipergeornetrica H sulla soluzione di uaa particolare equazione 
clif£erenaiale del primo ordine P possibile determinare un integrale regolare 
nell' intorno dell'origine dell'equazione differenziale del secondo ordine di LAMÉ. 

L'importanza di qnesti funnionali, che risulta dalle osservazioni esposte 
sulle equazioni integrali e sulle applicazioni alle equazioni differwziali, é 

vieppiù messa in evidenza da1 fatto che questi funzionali ipergeometrici per- 
mettono di raccogliere e classificare non pochi fra i funnionali classici del- 
1'Analisi. 
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Graphische Rechentafeln (Noiiiogra.rnme) 

fiir die Berechiiiiilg der gauxoii wtioiialeii Funktioii. 

Uebersiclit. - E s  rrird.  tiictri H e r m ~ a i e k u n g  tler eivfrcchstrrc l f i l f s ~ t ~ i t t e l  tler ,Vo~nograpI~ie ,  
die B i l t l i ~ i r g  d e i  gamwli  i ~ ~ t i o l z a l e n  F t c d $ i o n  soiuohl iwt veellen als a u c h  im k o m p l e x e n  
Bere ich  a u f  18oinog~.aphisch-yraphisclzegn W e g  gezeigt .  

l n  den beliaiinteren Lehrbilchern der praktischen Analysis werden aur 
zeichnerischen Bildung der gailaeu rationalen Punktion die TTerfahren von 
1. A. v. SEGNER uild E. LILL, allenfalls die Verallgemeinerung und Aus- 
dehnung des letzteren auf des komplexe Gebiet durch C. RUNGE beliandelt. 
I n  einer vor einiger Zeit erschienenen Arbeit gibt ferner H. BEHMANN (1) (*) 
eine Vereinfachung des v. S E G N E R S C ~ ~ ~  Verfahrens. Ich müchte nun im fol- 
genden eine wohl noch einfachere, auf nomographischer Grundlage beruhende 
Behandlungsweise der ganaen rationalen Punktion 

(1') y,, = aoxn -1- airn-' t ... + a ,,-, x t a,, 

mitteilen, die den Vorzug hat, auch auf die komplexe Punktion 

(y) tu, = a,zfl + a1~92-i i- ... + a ,,-, z t a,, 

(mit komplexem Argument und komplexen Koeffizienten) ausgedehnt werden 
zu konnen. Sie geht von der, sowohl dem Y. SEGNER - bzw. BEHMANN -, als 
auch dem L ~ ~ ~ s c h e n  Verfahren gemeinsamen Zerlegung der Gleichung (1') in 
die Gleichungskette 

(II') Yv+, = YvX + av+i 

(Y = 0, 1, ... , n, - 1, y. = a,) nus. 
a) Reelles Gebiet: Hier wird die einfache Gestalt von (II') benutat, um 

durch abwechselnde Anmendung der übereinandergelagerten Tafeln fiir die 
beiden, schon in jedem einführenden Lehrbuch der Noinographie ausftlhrlich 

(*) Die Zahlen in Klainmern beziehen sich auf den Schrifteniiüchweis am Eiide der 
Arbeit. 
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behandelten, einfachsten a kanonischen Formen D 

die Gleichung (1') in Porm eines einzigen ununterbrochenen Linienzuges zu 
bilden. Abb. 1 zeigt die zu beachtende Vorzeichenwahl bei der Verquickung 

Ileider Formt~n. Die Abb. 2. die das REISPIEL 

fiir L = 2 zeigt, clitrftr dui~ali -1ngalir (lei. Schritte wohl sofort vtmtaiidlich 
weiden. . 

SCHRITT 1 : Bildung von a (= y,) anf der rec4hten Leiter. 
SCHRITT 2 : Bildung voii - nos auf der linken Leiter (Yerwendung von (b)). 
SCHRITT 3 : Bilcluiig von y, auf der reohten Leiter gemass - a,x t y, =a, 

( Verwendung von (a)). 

SCHRITT 4: Bildung von --y,% auf der linken Leiter (Verwendung von (b)). 
SCHRITT 3 : Bildung von y, auf der rechten Leiter gemass - y,x i y, =a, 

(Verwendung von (a)). 
Die linke Leiter dient also bloss als « Zapfenlinie », tragt daher keine 

Leiter. F i k t  man das in Abb. 2 dargestellte Numogramm auf durchsichtigem 
Papier oder Zellliorn aus und bringt fiir verschiedene Werte von x die ent- 
sprechenden y-RTerte iiber die zugehorigen x-Werte (Xillimeterpapier als 
Grundblatt!), so kann die so entsteliende verzerrte y-Kurve ohneweiteres 5. B. 
zur zeichnerischen Losung der Gleichung y,, = O verwendet werden. 

p) Kontplexes Gebiet: Da die Bildung von (1') aus (II') rein formaler Natur 
ist, gilt sie insbesondere auch für komplexes Argument und ebensolche 
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fiir die Berechnmg  der garmen rationcçlen Fzlnktiott 283 

Koeffizienten. Es sei 

Beispiel : y,=x2+2x-3 fÜr x=2 : y,=5 -- 
Abb. 2 

Dann ergibt die zu (II') analoge Gleichungskette 

das Gleichungskettenpaar 

(4 Uv+i = ad  - v,q 3- au+, 
%+I = vvS -4- UVYJ + pv+i 

Dies ist behufs nomographischer Verwertung folgendermassen zii schreiben : 

Hierin sind 5, und <, Zapfenwerte auf den beziiglichen Zapfenlinien. 

Annali d i  Matematica, Berie IV, Tomo YIII. 
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Bei der Bildung voiz u,,, ist so vorzugehen: (S. Abb. 3a) 
SCHRITT 1 : Bildung von -v,q auf der linken Leiter (Verwendung von (b)). 
SCHRITT 2: Bildung von 5, gemass : 5, = - v , ~  + a,,. , auf der Zapfen- 

linie 6 ,  (Verwendung von (a)). 

SCHRI'PT 3: Bildung von - u,t auf der linken Leiter (Verwendung von (11)). 
SCHRITT 4: Bildung von N,,, unter Benutmng von 5, auf der rechten 

Leiter (Vermendung von (a)). 
Gan5 analog ist v,,, au bilden (Xbb. 3b). Hierbei ist jedoch die au be- 

nutzende ?-Leiter 5u << vereiffern », d. h., um die Grosse u,q sinnentsprechend 
au bilden, sind positive und negative Urerte der früheren 7-Leiter eu ver- 
tauschen. Zu diesem Behufe sind die beiden 7-Leitern mit den Zeigern (11) 

bzw. (v), also y(u) und v(,) versehrn worden. 
Wie leicht ersichtlich, kann die Bildung von u,,, und a,,, , also schliess- 

licli von IV , , ,  in einer Tafel erfolgen, da die 6 und y(,,)-Leitern eusammen- 
fallen, daher auf dem einen Ufer der waagrechten Mittelleiter Platz finden, 
wahrend deren zweites die ?,,,-Leiter trxgt. Wie ersiclitlich, ist auch hier 
die linke Leiter bloss Zapfenlinie. 

Abb. 4 zeigt dus Beispiel : 

fitr z = 1 i- S i .  Es ergibt sich: PU, = 3 i 7i. 
Anmerkungen: 1) Der Gedanke, die Nomographie mit deni gew6hnlichen 

< Grapliischen Rechnen » zu koppeln, ist im vorliegenden Fa11 nicht nen. 
Vgl. liiereu (5), S. 234 und 286 (Verfahren von PARID BOULAD). Wie ich in 
einigen Arbeiten (3), (31, (4) zeigen konnte, ist diese auf nomographischer 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



fiir die  B e r e e h m n g  der  gccruefi ra t iomle t z  Ftcfiktiorz 285 

Grondlage beruliende Weiterbildung des gew6hnlichen << Graphischen Rech- 
liens », die ich mit dem Namen cc Noinographisch-graphisches Reclinen » 

belegt habe und fiir die sich iibrigens insbesondere in den technischen Wis- 
senschaften verschiedene Sonderfalle vorfinden, eine sehr wesentliche Erwei- 

Abb. 4 

terung der Nomograpliie. Es ist daher in diesem Sinne die von M. D' OCAGNE (6) 
rorgeschlagene Einteilung der geometrischen und mechanischen Rwhenver- 
fahren durch einen, zwischen Punkt 4 (Calcul nomographique) und 5 (Calcul 
nomomécanique) einzuschnltenden meiteren Punkt c Calcul non1ographogra- 
phiqne » su vervollstandigen. 

2) Wie nur 1iiii.z erwahnt sei, kann das Vorsteliende ohne wesentliolie 
Schmierigkeiten auch fiir kompliziertere derartige Falle, ferner 5. B. zur 
Suinmenbildung unendlicher Reihen auf nomograpliisch-grapliischein XTege 
herangezogen werden, woraiif aber nicht weiter eingegangen sei. 
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Sui teoremi Tauberia ni. 

Memoria la di GIOVANNI RICCI (a Pisa). 

Sunto. - Riprendendo not i  procedimenti che studiano le condizioni d a  ayyiunyere al la  rela- 

zione liwaite s e-suA(u)du -0, per s - + O, pevehè n e  seyua A(x) -O, per x - t cc, iw 
O 

s i  introducono le semplici nozioni d i  scavto T a u b e ~ i a n o  superio4.e e scarto T~ube.i-iano 
infeviore relativi  a un insie~ne il l imitato E de2 semiasse veule x 1 0 .  Tal i  ~ loz ion i  ci 
permettono cZi formulare un teorema yenerale che (là notizia sull 'andamento d i  A(x)  
per x-+m su E ;  tale teoremn h a  u n a  forma adat ta  per I 'applicwione ulle serie 
avetzti s trut tura lacunare. 

1. Sia A(x) una funeione definita per $ 2 0  e l intiiafa in ogni intwtwllo 
finito ('). Supponiamo che esista convergente per ogni s > 0 1' integrale 
+Co 

! ë s u ~ ( u ) d u .  Un classico ri~nltnto di ABEL ci assieura che da cinaruna delle 
O 

due ipotesi 

(1.1) A )  - O A(x) - + per x--toc 
segiie rispettivamente (') 

( i J  Questa ipotesi sarà conservata in tiitto cib clie sepiic. 
(2)  Infatti, posto 

M(t)  = M a x  ( A(%) 1 b, m ( t )  = Min (A(x)), 
e t  x>t 

(con la scrittura Max (F(z))  ~i intende l'estremo superime dcll'insiemc niinwrico ùcscritto 
a C E  

da F(x) qiiando x deserive E ;  analogamente l'estremo inferiore pcr Min) se  A(x) - O  allora 
M(0) i. finito e M(t)  - 0 per t-+ co ; d'altronde per ogni t 2 O P 
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Il problema dell'inversione risale a A. TAUBER (:'), il qiiale per primo 
stabili aloune eondizioni da richiedere alla funzione Aix) perché, da 

(A) 

segiia 

per s-+O 

(LI A(%) -. O per x-+ oo. 

Le condizioni da aggiungere ad (A) per ottenere (L)  hanno costitiiito 
l'oggetto di numerose ricerche, le qiiali hanno condotto alla formiilazione di 
teoremi via via piii ampî, detti, insieme ad altri analoghi, teoremi Tauberiani. 

Per potere giiidicare se vale (L) qiiando si presiipponga (A) occorre in- 
vestigare con certi criteri l'andamento della differenza A(x) - A(y)  nelle vi- 
cinanze della retta y =  x del piano (x, g), e si potrebbe dire, iisando comt. 
primo orientamento una frase non nuova (non precisa ma espressiva), cbe 
da (A) segiie (LI qiiando A(x) oscilla cusz sufjîcienfe lentexxa O (meglio ancora 
quand0 si tenga conto di condizioni cosiddette unilaterali) quando A(x) ,  nei 
tratti in ciii è deciescente, decresce con sufficiente lentexxa. I n  qiiesta suffi- 
ciente lentezza si tradiicono le ipotesi che si nsano Eare siilla fiinzione Aix) 
nei teoremi Tauberiani di qiiesta particolare categoria. Esaminandone il pio- 
cedimento dimostrativo ci si accorge che I'investigaeione siill'andamento di 
A(x) - A(g) potrebbe veiiire suddivisa in dile tempi : il prinio che tende ad 
assiciirare che A(x) è limitata per x 2 0 ,  e il secondo che tende ad assicurare 
che A(z)-  O per x--t W. E le eondizioni clie portano ad un risultato positivo 
per l'ispezione del primo tempo sono della. stessa natiirn (a parte l'intensith) 
di quelle che portano a lin risiiltato ~os i t ivo  ne1 secondo tempo: in a l t ~ e  
parole, c 'è  iina sufficiente lentezza che ci assiciira essere A@) liniitata per 
x O, mentre non ci assicura Aix) -- O per x- + a. 

Supponiamo che A(x) risulti limitata per x > O  e ohe le ipotesi fatte sii 

A(,?] non siano sufficienti ad assicurare cbe A(x)-O per x -+m;  allora 
Borgoiio spontanee alcune doniande corne 1s seguenti: Sotto quali condizioni 

dü cui scgiie la. prinia delle (1.2). Se A(%)- + cc, ~ ( 0 )  b finito e m(t) -+ oo pcr t -  -t- -io ; 
d'altronde p w  ogiii t > O P 

= m(O)(l - e-Xt) + m(t)e-st w(O)o(l) + ~ n ( t ) ( l  4 O ( ] ) )  pei 6 -r + O, 

da riii sepie la seroiiiln dellr (1.2). 
(9 lredere la, hotcc  storicn al n. 4, 
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é possibile scegliere una successione x , ,  x 2 ,  x,, ... divergente a + w in guisa 
da avere A(%,,)-O per n - + ~ ?  E, più in generale, qnale sarà l'intervalle 
di iiideteïminaaione di una successione A(x,) ,  A(x,), A(x,), ... ? 

I l  Teorema A) (no 3), che generalizza i teoremi noti e che dimostrereino 
seguendo il classico inetodo di J. E. LITSLEWOOD [13], T. VIJAYARAGHAVAN 
[21] (') e appoggiandoci all'esposizione cli E. LANDAU [12], risponde in un 

certo senso alle domancle precedenti e pub trovare applicazioni alle serie 
aventi struttura lacunare (vedi no O ) ;  la din~o~trazione ver& svolta psr intero 
(ni 7-14). A1 no 4 riassumeremo i risiiltati noti che rientrano ne1 toorema in 
questione. Dobbiamo prima di tutto introdurre iina definizione (no 2), che 
ver& giiistificata da1 Tearema A) e da esempi al no 5. 

2. Scarto Tauberiano. - Sin A(x) una funzione clefinita pcr x > 0 e 
sia E un insieme non limitato del serniasse reale positivo. 

Diciamo scarto Tauberiuno superiore [scccrto Tauberiano iuferiore] di A(x) 
relativo all'insieme E l'estremo inferiore (non negativo) T+(E) dc4 nuincri 
reali e positivi 7: [l'estreino superiore (non positivo) T-(E) dei numeri reali 
e negativi - r] ai quali possono essere coordinati due nuineri positivi x,(T), 

W(T) in guisa che per ogni x 2 x,(T) appa~le~zeute a E s i  abbia 

(2.1) Max ( A )  - A ) ) ,  N ~ x  (A(x)  - A(2)) 
IIin / x<y*(l+oi) x(1-w)<y"x rT 

(2.8) [Maxj i n  (A(x)  - A(y)), Nin (A(%) - A@)) 
x5y~x(l+ w) x(1-1o)<y+ 

Quando per nessun numero positivo r esistano i corrisponclcnti xu(-;), o ~ ( r )  

tali da soddisfare la (2.1) [la (2.2)] si converrà di porre T t ( E )  = + ac 
[T - (E)  = - ml. 

OSSERVAZIOSI. - Io) Se A(x) B liinitata per x > O i nunieri T+(E) e 
T p ( E )  sono ambediie finiti. 

2 O )  Essendo per qaalunque x e o positivi 

ci si accorge, scainbianclo le  parti di x e y in (2.i>), clie qnando l'insi(~iiic. E 
sin il serniasse reale positivo ~is i i l ta  T+(E) = - 2'-(E). 

(4)  1 niiin~ri oiitro [ ]  si riferisoono alla biùliografia riportata alla f i iw .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



290 G. RICCI: Sui teoremi Tauberiani 

+m 

3. TEOREX* A). - 10) L'idegrale /e-sll~(u)du sia convergente per ogni 
0" 

s > O e si abbia 

(A) s e -SZIA(~)du  = ~ ( l ) ,  foO O 

2 O )  Esistano due numeri reali e positivi K ,  

per s-+O. 

H tali che per ogni 

risulti 

(SI 
Allora è 

Osxs yS x ( 1  t A) 

A(y) - A(x) > - K. 

4x1  = O P ) ,  per x-+CO 

e detti T - ( E ) ,  T+(E) gli scarti Tauberiani inferiore e superiore di A(x) relativi 
a un pualunque insieme non limitato E risulta (5) 

! lirn A(x) - lG A(%) 5 T-(E) 2 lirn A(x) 
X--=,SUE x-+m X - + ~ , S U E  

IT' ( 5 1s d(x) C ï ( B )  5 1" A(r)  - lim Ajr). 
a-+oo,suE x-+m,suE x- c m  

(9 Botiamo subito che valgono le limitazioni 

lirn A(x) < O  5 lim A(x) - 
x-+Ca x--100 

lirn A(%)- lim A ( x ) 5 ! Z ' - ( E ) 5 T + ( E ) 5  l z  A(%) - lim A(%). 
a-=,SUE ai-+m x-+m,suE a-+m 

Infatti  : se fosse lim A(x) >y >O, allora per x > x, (xo conveniente) sarebbe A(x) > y - 
x- I o 0  

e anche 

= s e  O(1) + ye-"O = y +- o(1) 
O O x, O x, 

contro la ( A ) .  Se fosse l g  A(=)- lirn A(%) = T + ( E )  -3y (con y > O )  allora per - 
x-+-,SUE x-+m 

y 2 z, , con xo conveniente, s i  avrebbe 

e per x di E e % ) x i  (x i  conveniente) avremmo anche A(%) - A ( y )  <: T + ( E )  - y ,  e questo 
contraddice la definiaione d i  T + ( E ) .  Resta dunque a dimostrare la parte essensiale del 
Teorema A), cioè: - 

T - ( E )  5 lirn A(%) 5 lirn A(x) 5 T +(E). 
x-+=,EUE x-+co,suE 
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OSSERVAZIONE. - Seguendo l'uso ormai corrente tratteremo degl'inte- 
grali; ma possiaino osservare ovviamente che se la serie d i  DIRICHLET 

Ca 

(3.1) La,,e-5." (O(A,<hE<A,< ..., A,-+oo per n-+OO) 
n =1 

converge per s > O, risulta corn' é noto A,, = a,  + ... + a,, = o(e%), per 6 > O 
fisso e n-t- oo; e posto A(%) = 2 a,,  per x>O (le somme vuote di termini 

a n 9  
sono da considerarsi nulle) abbiarno (A,  = 0): 

00 m-1 

f (s) = 2 a,,e-Ans = lim { Z A,,(e-L,S - ) + Anze-nd 1 = 
n i m-+cc n=l 

Dunque i l  teorema enunciato ha  una chiaïa interpretazione nella teoria delle 
serie di DIRICHLET generali. 

4. NOTA. - Supponiamo Che le due serie (ap, al ,  ap , ... numeri cornplessi) 

ce b0 

Z awxnl E a,e-bas (O~I , ,<Xi<1 ,< . . ,  hm-+- per n-+a) 
%=O n=O 

convergano rispettivamente per 1 x 1 < 1 e %(s) > O, e poniamo 

00 8 

& = a o +  a i +  ...+ a,, P(x)=Z a,,xn, f(s)=Za,e-W. 
n=O n D 

Consideriamo le  relazioni di limite (dove x - 1 - 0, s - + O sull' asse reale) 

1) A. TAUBER [2] (1897) dimostrù che (A,) - (L) (6) se e soltanto se a, + 2ap +- ... 
... + +ta, = O ( N )  e quindi i n  particolare (A , )  - (L) se ?ta,, = o(1). Questo primo studio diede 
origine a rnoltissime ricerche alcune delle quali, restando noll'ambito del nostro lavoro, si 
possono tratteggiare corne segue (7: 

2) (A,) - (L) se  A,a, = o(h, - h,,-,) (LANDAU [g], 1907). 
3) (A,) -(L) se  e soltanto se  1,a, + ... + A,,a, = O@,) (SCHXEE [i6], 1909). 
4) (A , )  - (L) se  tza, = O(1) (LITTLEWOOD [13], 1911). 
5) (A,) - (L)  s e  1, - ln-, = O(&), Anan = 0 ( h ,  - A,,) (Ibid.). 

(9 Con la scrittwa (A,)-(L) intencliamo a da (Ai) segue (L) D. 
(7) Una  parte di queste notiaie s i  possono anche ricavare da E. KOGBETLIAXTZ 181. 

Annali d i  Matematim, Serie IV, Tomo SIII. 8 
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6) (AI) -. (L) se  Sn = O(1) e lim Max 1 SI,, - S, 1 = O  (LANDAU [Il],  
a - +O 1 n(i-i)cm<n(l+8) 1 

7) (A2) - (L) se S, = 0(1), ).,, - A,-, =O(&), lim ( Max 
B -+-O i A,~(I-~)<A,~,~I,(I+-~) 

(Ibid.). 
8) (A,) - (L) se a,, reale (n= 0. 1, 2, ...), na, > - K (HARDY-LITTLEWOOD [3], 1914) (R). 
9) (A2) - (L) se a, reale ( n  = 0, 1, 2, ...), A, - hnpi = O@,), Inan > - K(A, - ;i ,L-i) 

(HARDY-LITTLEWOOD [il, 1914) (9). 

10) (A,) - (L) se la serie Z n a,, "onverge (FEJER [2], 1914). 

I l )  (A,) - (L) se per un  p > O l a  serie Z n ?  an 'tP converge (HARDY-LITTLEWOOD 
[a], 1914). 

12) (A,) - (L) se per un  p > O la serie 2 lnP(An - An-i)- P 1 cc, I i + p  converge (Ibid.). 

13) (A,)-(L) se A,, - A,,-, = o(h,) ed  esiste una funaione q(E) con 

- 
lim I: 1 a, 1 < Y$), q(E) -0 per E -O (NEDER (141, 1924). 

x-+cc x~1,<(1+3)s  

14) ( A I )  -(L) se  ad agni r > 0 si possono fare corrispondere due numeri positivi 

n , ( ~ ) ,  W(T) tali che, per  no < n < rn n(1  + tu), s i  abbia S,, - Sn > - z (R. SCHMIDT [l5], 1925; 
!P. VIJAYARAGHAVAN 11, 1928). 

15) (A,) - (L) se lim * > 1 (HARDY-L~TTLETVOOD [a], 1936). - 
n -+cm Ln 

16) (A,) - (1,) se  A,a,, = O ( I ,  - h ,,-,) (ANANDA RAU [il, 1928). 
n 

17) (A,)-(L) se  per un p > O è Z (v 1 a, ) i + p =  O(n) (SzÀsz [17], 1928). 
Y-1 
n 

18) (A,) - (L) s e  per un  p > O  è Z (A, - A,,)-? 1 a, 1 % ~  = O(&) (SzÀsz [18], 1828). 
r-1 

10) Riprendendo a considerare le  posieioni piii generali del no 1: (A) - (L)  se ad 
ogni t > O si possono coordinare due nurueri positivi X ~ ( T ) ,  ~ ( 2 )  i n  guisa che, per agni coppia 

(x, y) per cui x, 5 x < 5 s ( l  t- w), si abbia A ( y )  - A(x)  > - r (SzÀsz [19], 1029). 
Osserviamo che 19) riprende 14) ed B l a  forma pih raffinata. 
L a  condisione ( S )  del no 3 viene a risiiltare una condizione del tipo IJANDAU- 

R .  SCHJIIDT e la definiziorie d i  scarto Taubeiiano, introdotta a l  no 2, si basa suila struttura 
d i  tale condizione. 

Un nuoro indiiizeo iiello studio dei teoremi Taiiberiani è stato recenteinente inaugurato 

da X. WIEXE:K e p e r h e ~ ~ i i i o  da. altri autori (J. K,Air .~~ i r \~a ,  S. B ~ C H S E R ,  O. Szhsz, ecc.). 
P e r  una bibliografiii coinpleta si riiiiaiida a N. ~YIESEK. [-El. 

5. Diamo una ginstificazione della definizione introclotta (ilo 2) di scarto 

Tauberiano; i due eseinpi che segiiono pongono in evidenm ehe, almeno su 
questa via, le limitazioni (T) non possono essere rinforzate. 

(*) Questa condieione d i  tipo unilaterale è quella stabilita per l a  prima volta da E. 
LANDAU [IO] yer dediirre (L) dalla conrergeiiza secondo le medie d i  CESARO. 

(9 P e r  l'estensione al campo complesso vedere L. NEDER [id]. 
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lo) Poniamo 

A(x) = O  per O c x  < 1 e per 2'' + 1  XI^"+^ - 1 1 ( r = i , 2 , 3  ,...) 
A(&) = (- l)"(l - 1 2'. - x 1 ) per - 1 < x < Z2' + 1 \ 

L'integrale in questione esiste e converge par ogni s 2 O essendo A(x) liini- 
tata su tutto l'asse reale e a variazion~ limitata in ogni intervallo finito; 
inoltre vale la  (A) poichè per s < 1 2, t 2 1 + [- log s log 21, v = exp ( ~ 2 ' ~ )  
(quindi log v > 1 per u 2 t )  nbbiamo: 

00 

/ A(nJ 1 du / L: e r p  (- ~(2' .  - 
r l  

O O 2-1 

dv exp ( - ~ 2 ~ )  < 
log2 - 

exp (s'l ') exp (s2 t ,  

l \  1 s log s < 3 + -  l o g - + e x p ( l o g a ) l = o ( s )  pe rs -+O.  
- log21 s 

Se per insieme E si assume rispettivamente ciascuiio dei tre insieini 

gli scarti Tauberiani ider iore  e superiore risultano rispettivaniente (0, p), 
(- p, O), (- p, p) con p == Xax (O, 1 - a); i limiti minimo o massinio di A(x), 
per cc- t- OC su E, risultano rispettivamente (p, p), (- p, - p), ( -  p, p). 

Si vedrebbe facilmente che per questa funzione A(x), qualunque sin l'in- 

sieme illimitato E, se è lim A(%) 2 O 13 anche l z  A@) = T ' (E). Lo 
x-+SO,SUE x -- +-, LIU E 

stesso si dica per lirn. - 
2 O )  Poiiiamo 

(10) I piinti del diagrainma della funzione A(%) che non appaitetigono all'asse delle x 
sono tutti e soli quelli dei cateti dei triangoli rettangoli isosceli aveiili l'ipotrniisa siill'asse 
delle iz e i vertici rispettivi nei punti (25 (- l )~) ,  (1. - 1, 2, 3, ...). 
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(n= 1, 2, 3, ...). Risulta analogamente a quanto abbiamo veduto prima 

per s-+O, 

e vale la (A). Se per insieme E assumiamo 2nt-  a, (n= 1, 2, 3, ...; O s a  < i), 
essendo evidentemente 

- 
- lim A(%) = lim A(x) = 1 - a, - T-(E)  = T+(E) = 2 - a: 

x--tcu,suE x--too,suE 

risulta 

lirn A(%) - lz A($) = T-(E),  l z  A(%) - lim A(x) = T+(E). - - 
x-+oo,suE x-+m x-+m,suE x-+a) 

6. Consegueiixe del Teoreiiia A). - Il Teorema A) pub avere ap1;licazione 
alle serie aventi struttura lacunare, ciob a quelle serie nelle quali esistono 
gruppi abbastanza estesi di coefficienti a,, pei quali la differenza (a,, j - a,, 
è abbastanza piccola, tali gruppi potendo contenere alcuni (pochi perb!) coef- 
ficienti a,, pei quali la differenxa 1 a,, 1 -- cc,, è meno piccola. Yale precisa- 
mente il seguente 

b0 

TEOREMA. - La serie d i  DIRICHLET f(s) = 2 a,e-hX, ( 0 5  A i < & <  A,< ... , 
n=l 

A,- + oo per n - + CC), sicç convergetzte per s > O e siajzo soddisfutte le ipo- 
tesi seguenti : 

4 f(s)-O per s-+O,  

b) esistano due numeri positivi H e X pei yzculi 

Z a,, > - K quando x < y j x(1 1- H),  
X<&SY 

c) esistuno tre numeri reali K ,  , w, T (K, 2_ 0, w > 0, z 2 0) ed una suc- 
cessioue d i  coppie di ilderi (hi ,  k,), (h, , k,), (h, , k,), ... (con hi- + 00) tnZi che 
per agni coppia (hl, k,') con hi ( h,' Ir: < ki si abbia 
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G. RICCI : Sui feoremi Twberirmi 295 

Alloîa, posto A($ = L a, (per l a  successione di  somme all'ingresso) vale la  
1 n<x 

limitaaione 

Se è soddisfatta l ' i~ofesi  ulteviore 

d) l i r n a , , ~ O  - per h , < n s k , ( i = l , 2 , 3  ,... ) ,n -+OC 

allora (per le due successioni di somme al1711scita e mediane) valgono le 

lim - A(Akv) >_ - r 
1'--tw 

Se consideriamo corne insiemi E, , E 2 ,  E, rispettivamente le tre snccessioni 

in base alla disuguaglianaa 

Z 1 
A(A,,,.) -- A(Ahr(l 1- 7)) = - a,, ( ( 1  a,, 1 - a,,) 5 

~h>.<An<( '+T)h/ , r  2 ... 
1 1 8 ,  - L, 

5 7  k -  3 KI K 5 z + - ): (A, - A,,-,) I T i K, ri 
3 ... a,, 2hhT ... 2 

t! ad a1ti.e analoghe facilmente costruibili, per le quali si fa uso anche del- 
l'ipotesi d) con 10 speazare la  somma 

(Y b la somma precedente privata dei termini estremi), si riscontra subito clle 

T + ( E  S r ,  T-(E,) 2 - T, T+(E3) S 7, T-(E:J 2 - T. 
Dunque dalle (T) segue l'asserto. 

I l  caso semplice r = O (mancano allora i coefficienti a,, con In differenza 
1 a,, 1 - a,, troppo grande da inquinare le lacune!) ci mostra che se ne1 pre- 
cedente teorerna si sostituisce all'ipotesi c) la seguente 

c') esistano due numeri positivi KI., o e urza successione di coppie di  
interi (h,  , k,) ,  (h, , k,), (h,. k,), ... (con h, - + oo) tali che 

h i  > ( 1  + ) a,, > - Ki A ? ,  - L, per h , < n s k i ;  (i==l,2, 3 ,...) 
1 3 1  
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- 

allora, conservando le ipotesi a), b) e d), si ha 

Ahr + Akr 
l i m a (  ) = O .  

r -  f CQ 

Anzi, la liwzitazione 

sussiste anche indipendentemente dall'ipotesi d). 
Infatti, in base all'ipotesi 

Per  questa disuguaglianza e per altre analoghe si ricava subito 

T+(E,)  = O, T-(E,) = O, T+(E,) = T-(E,) = O. 

Quindi anche questo teorema segue da1 Teorema A). 
OSSERVAZIONE. - Tralasciamo il carattere unilaterale nelle ipotesi dei 

teoremi di questo no 6 e poniamoci nelle oondizioni che generalizzano quelle 
di LITTLEWOOD-ANANDA RAU, cioh quelle della proposizione 16) (ved. no 4), 
acuta << messa a fuoco » del passo decisivo 41, 5).  Allora alla ipotesi c) dob- 
biamo sostituire quella analoga (più restrittiva) bilaterale esprimibile con 

An - A,,-, 1 a,, 1 + a,, - K, 1 < 
h,'<a~k; ( A,, j ( i = l ,  2, 3 ,...; ~ ~ ~ 0 ,  T,=>O) 

e, procedendo in modo analogo, si perviene a concludere (senza fare uso del- 
1' ipotesi d)) 

- T, 5 lim - A(AhT) 5 lim A(hhT) S z g  ("). 
r-+cc r-+cc 

( 4 4 )  I n  A. Z r ~ n r u ~ u  [23] si trova la seguente proposizione, contenuta in qiiesta: Se la 
serie Z a,, è. sommabile (C, 1) con somma s, e possiede infinite lacune (cioè gruppi di termini 
nulli) (hi, ki) con ki hi > 1 +s, allora la successione delle somme SJji della serie converge 
al10 stesso limite S. 
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Nelle ipotesi della proposizione 16) (no 4) si pub qui assumere z, = T~ = 0 
e la  successione h,, h,, h,, ... arbitrariamente; dunque la proposizione 16) 
é contenuta in questa. 

m 

Più in particolare possiaino concludere: Se la  serie di potenze Z a,xH, 
n O 

convergente per x < 1, ha le somme S,, = a ,  + a ,  + ... +a, ,  limitate e 

n I a , , ( < K  per h, .<nSk, . ,  con k , .>h, ( i+q) ,  ( r=1,  2, 3 ,...; h,.-+OZ; 
w 

K> O, q > O fissi), perche esista finito i l  limite lim 2 a,,xn = L b neces- 
x - 1-0 n-O 

sario che si abbia 
- - 

L = lim S,+= lim S,,. = lim Shr = liin S,,. - - 
Y--+w r-+CO r - + m  r - + w  

7 .  Lemma (T.  VIJAYARAGHATAN) ("). - L'integrule e-s"A(u)du sia con- / 
vergente per ogni s > O. S e  esistono due numeri positivi H ,  K tuli cl~e yer 
ogni coppia (x, y) con 

O I x _ ( y < x ( l + H )  
risulti 

(SI A(y) - A(%) > - K, 
allora da 

segue 

(V) 
Poniaino 

per S-+O, 

per %- + oc. 

Le funzioni A,(x) e A,(x) risultano non decrescenti, e dove sono discontinue 
risiiltano continue a sinistra. Infatti detto x, un punto (certamente esistente) 
de117 intervallo chiuso (O, x)  in ogni intorno A del quale b Max A(%) = A,(x)  

uCA,u<x 
si distinguono due casi: 

10) x ,  < x e allora per O < h < x - x,, è Allx - h) = A,(x) ; 
2 O )  x, = x e allora per h - + O è A,(& h) - A,(x). 

('2) Questo lemma è stato rilevato e dimostrato con procecliiuento diverso da J. KARA- 
XATA [ T l ;  qui adatteremo agl'integrali il procedimento di I. ~ I J A T A R A C T H A V A N  pl] e~i ta r l~ lo ;  
corne ha fatto O. SzÀsz nei moi  studi, l'introduzione dell'integrtile d i  STIELTJE~. 
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- 

Osserviamo anche ovviamente che esistono due numeri positivi Hi, K, 
tali che per ogni coppia (x, y) con x 2 y risulta 

Infatti se poniamo y = x(l  -1- H)R, per l'ipotesi (S) abbiamo 

2-1 - lf log- Y + K  I 
l l o g ( l + H )  :G ( '  

e ne segue la prima delle (7.2). 
Per  dimostrare la seconda delle (7.2) basta provare che, per 

O ~ x ~ y I . x ( l + H ' )  (con O<H'<H), 
si ha sempre 

(7.3) O 2 A,(y) - A,(x) C A,(x(l + H')) - A,(x) 5 K ;  

essendo A,(x) 2 A,(y) Az(x(l + Hf)) basta provnre 1' ultima di  queste limitazioni 
che 13 senz'altro vera quando A,(%) = A,(x(l + H')). Se è A,(&) < A,(x(l + Hf)) 
abbiamo evidentemente per (7.1) 

A,(x(l + Hf)) = Max (- A&)) = Max (- A@)) 
u<x(l-t -H ') x~u<x(lt Hl) 

e quindi per la  (S): 

A,(x(l -+ Hf) )  - A,(%) = Max (- A(u)) - Max (- A(u)) 5 
x<u<x(1+H1) %<a 

Dalla (7.3) segue la seconda delle (7.2) proprio come da (S) abbiamo ricavato 
la prima, delle (7.2). 

8. Procediamo ad opportune limitazioni dell'integrale oggetto del lemma, 
col suddividere il semiasse positivo in tre parti 

Abbiamo evidenteinente 
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da oui 
- Az(t)( l  - eaSE) 2 1, 2 A,(E)(i - e+E), 

e analogamente 

Min (~(u)) (e-"  - e - 9  I, S Max ( A ( u ) ) ( r s ?  - ersn). 
b<m<n S<m<7j 

Evidentemente abbiamo 

ri 

e tenendo conto della prima delle (7.2) abbiamo 

+Ca 

> - A 2 ( d e - s n  - H,  log + xi ( du = 
ri 

+m 

= - (A,  (q) + K,)e-"i - U,q  [e-sqv log  v du 

1 

c quando b sy 2 - 2 risulta e28ne 2 eV > 1 -i- u > log v, dunqne 

1 

Si conclude che: Posto 

@,(s ; 5, y )  = Min (A(U))(~-~E - e-") - A,(S)(i - e-83 - 
&<*-ai 

71 
per ogni terna d i  numeri  positivi ( s ;  {, q) tali che 

9. Preparati cos1 gli elementi andiamo a dimostrare 1;1 (V) che si pub 
scrivere per l e  (7.1) 

(9.1) A,(x)  + A,(%) = O(l)  per x -+W.  

Annali Ji Mcrtematica, Serie IV. l'on10 6111. 39 
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Procpderemo per assurdo dimostrando che la relazione 

( 9 4  A,(x) + A,(x)- + 00 per x- + oo, 
contraddice 17 ipotesi (0). L7idea di T. VIJAYARAGHAVAN consiste appunto 
ne1 pervenire all'assurdo partendo dalla (9.2) e costruendo una successione 
( s , ;  S , , ,  r i n )  ( n =  1, 2, 3, ...) di terne ( s ;  5, y )  soddisfacenti alle (8.3) in guisa 
da avere 

( , ;  5 ,  , ) +  7 oppure ; 5 7 4 -  per n-+ 

A tale scopo distinguiamo due casi (i soli possibili) 

Studiamo il caso a). Evidentemente per (9.2) 13 A,(x) -+  00; consideriamo 
1' insieme X dei punti f pei quali sono verificate sirnultaneamente le disugua- 
glianze 

(9.3) A( [ )  > 0, A,([)  > 0, A(5) > Ai( { )  - 1 > A2(5) - 2 ;  

tale insieme è evidentemente illimitato. Per  quel10 che abbiamo ricordato 
a l  no 1 non pub essere A(&) - + oo, quindi per 5 2 (5" convenienta) esi- 
stono dei nuineri y pei quali si verificano le due oondizioni 

ebbene: ad ogni puuto 5 2E0 associamo l'estremo inferiore 7;i = r i ( [ )  di tali 
numeri y. 

Per  (7.2) abbianio 

A(y) - A(F) > -(Hi log + K , )  . 
e per (9.4) 

1 Y 
3 4 5 )  > H,  log - + K,  ; 5 

e per (9.3) 

da cui si ricava 

e quindi 
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'1 Si conclude + m per 

(9.5) 
in guisa che risulta 

5 -+ m. Poniamo 

1 

s = (cq)-" 

(9.6) J--+m, s-+O, SE-+O, s q - + w  p e r 5 - + m s u ~ ,  5 

e studiamo l'espressione @,(s; 5,  q )  data dalla (8.1). 
Per  il modo come sono definiti e 7 ,  e per (9.6) abbiarno 

1  1  
A , ( S ) < A , ( S ) + l ,  N i n ( A ( u ) ) ? - A ( i J 2  ( A -  1 ,  e-S5-1, e-S3-0 

L < K T  2  2 

1  
e, poichè per < 2 u < '1 è A(u) > - A(6) > O, abbiamo ancora 

2 

A , ( y ) l M a x ( A , ( S ) ,  0 ) 5 N a x ( A , ( S ) + l ,  O ) = A , ( S ) + L  

Dalla (8.1) ricaviamo, per c - +  ffi su  X :  

1  
Qi(s; i, q )  2 ij (A , ( [ )  - l ) ( l  + o(1Jj - (A l (<)  + 1)0(1) - 

- (A , ( { )  + 1 + K, )o ( l )  - 2H,o(lJ 

e poichb A,(S)--+ 00, anche @,(s; 5,  7 )  - + CG. Dalla (8.4) ricaviamo 

lim I(s) = + 60, 
s-+O 

contro l'ipotesi (O). 
Studiamo il caso b). La (9.2) e la b) ci dicono che necessariainente I3 

A,(x) -+ ffi per x - +  60. Consideriamo 17 insieme Y dei punti '1 pei quali 
sono verificate le condiaioni seguenti : 

e pei quali esistono punti x con 

L'insieme Y I3 non vuoto e illimitato; infatti A,(x)-+ 00 per x - +  CO, 

definitivamente vale A,(x)  < A,(x), e inoltre non pub essere A(x) - - oo 
per x - + m .  

Ad ogni tale punto '1 coordiniamo il  punto 5 = [ ( y )  estremo superiore dei 
punti z ; per l'osservazione yrecedente risulta [ (q) -+  per -+ SU Y. 
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Per  (7.2) abbiamo A(y) - A(x) > - , e, operando corne 

pel caso a), da questa ricaviamo 

e auindi 

Si conclude che, posta come prima la  (9.5)' risulta 

Studiando l'espressione Q2(s; 5, y) data dalla (8.2)' coll'osservare che 

1 

< (A,(YJ) i- K,)rsn + 2 ~ , e -  2sn, 

dalla (8.2) ricaviamo per q - + SU Y: 

e poichè A,(q)- + =, anche @,(s; 5, y)-- oo. Dalla (8.4) ricaviamo 

lim I(s) = - oo, - 
8- 1 O 

contro 1' ipotesi (O). 
I l  lemma di T. VIJAYARAGHAVAN risulta cosi dirnostrato. 

10. Levnma (J. E. LITTLEWOODJ (13). - Sia f(t) funzione di  t 2 O due 
volte derivabile e a 2 O. Se per t - + O è f(t) = o(t-s), f"(t) < O(t-"-2), ullora 
risulta ff(t) = ~(t-a-~) .  

( i3)  Vedere J. E. LITTLEWOOD [13]. Per i n.i 10-13 vedere E. LANDAU [12], pp. 58, 59 
e fil. Le brevissime dimostraaioni si riportano per comodità del lettore. 
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1 
Per le ipotesi, prefissato o, con O < E < - esistono due numeri K e 

4 ' 
T = T ( E )  pei quali è 

f"( t )  < Kt--2 , 1 f ( t )  1 < (per O<t<d 
e anche 

dpplicando la formula di TAYLOR (O .< O < 1) otteniamo 

da cui 

T f ' ( f )  < KI VËt-2-1, ci06 1 f'(t) < K, 1 &&-a-' 

d' onde 1' asserto. 

11. Lemgna ( J .  E. LITTLEWOOD). - Sia y(t) funzione d i  t 2 0  con derivatn 
d i  pualurque ordine. Se per t - 4- O è y ( t )  = o(t-') e ycv)(t) = O(t-'+) (v = 0, 
1, 2, 3, ...), aZlora r i su t ta  @)( t )  = ~ ( t - '  - Y ) .  

Si procede per induzione basandoci su1 lemina precedente. L'ipotesi ci 
dice che l'afferma~ione B vera per v = O; posto f ( t )  = yiY'(t), a = 1 4 v e ap- 
plicando il no 10 si ottiene y(v+')(t) = o(t-'-"). 

12. Lemma ( J .  E .  LITTLEWOOD). - L' inlegrale e-suA(u)du s i a  convergede 1" 
U 

per ogni s > 0; dalle due relaziolti 

A(&) = O(1) per 2- + w, tp(s) = e-SuA(u)du = o(sd') per s - + O  Jrn U 

segue (") 
-es 

rp (v ) (~ )  = (- I ) ~ U , V ~ - ~ " A ( M ) ~ ~  = (V  =O2 1) 2, ...). 
0 

1 

(i4) Notiamo esplicitamente : a) Fissati s > O e z qualiinque, la funzione w c ~ e - 5 ~ ~  è fun. 
zione di u decrescente per u > v O ,  C O 4  u0 conveniente; si concliide che converge anche 

l'integrale +(s) = we-"tA(u)du. b) Riaulta Sf(s) = - w + ( e  ruA(u)du; infatti per la for- Tm O O im 
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Infatti 
+a> 

<p(')(s) = ( - lP/uwe-<<'~(u)du = (- 
O O 

e da1 lemma del no 11 segue 17 asserto. Dunque risulta 

per s-+O. 

1 

13. Lenzrna. - Per v 2 - 1 intero, p > 0, z > 0, E = v-"onia+no 

+w q-4  v{l+a) + w 

P(v) =he- ydy, &(Y, r) = p yve-Ydy + . . 4- . . . I 
O O v(1-L) v(I+E) 

A1Eor.a è 
Q(v, 4 < (7 + o(l))P(v) per v-+  00. 

mula di TAYLOR (O < 9 < 1) abbiamo 

Applicando il secondo teorema della media per 1 t 5 %  abbiamo (Y> v) 

per l'osservasione a) prefiwato E>O arbitrariamente si pub determinare vo tale che per 
S 

LT> v 2 v0 i l  modulo di questo ultirno integrale sis < 5 ,  e allora per qualunque 1 t 1 5 3 1-isulta 3 

e f i ~ s a t o  u, si pub determinare un  numero h ( 5  tale che per ogni h 5 h, e ogni O < 0 < 1 , * - 2  
si abbia 

$1 

Si conclude A(s, h) < E per  h sufficientemente piccolo, d'onde l'asserto. 
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{ (1 =j= = exp 
1 

= exp 1 - - + O,I) 1 = o(1). 
2 E  

D' onde 1' asserto. 

14. Dimostrazione del Teorema, A). - Procediamo per assurdo: Sia a,, 
x,, x,, ... una successione crescente e divergente a + ao, contenuta in E, 
tale che si abbia 
(14.1) A(%,,) > T+(E)  + 3h (h > 0). 

Per la definizione del10 scarto Tauberiano superiore T+(E)  & possibile deter- 
minare due numeri no e o positivi in guisa che per ogni n 2 n,, si  abbia 

Dei due Max chiusi entro parentesi ) uno almeno, per esempio i l  pi-imo, 
soddisfa per infiniti valori di n a questa disuguaglianza; si pub dunque 
estrarre dalla successione x,, x,, x,, ... una successione parziale, che per 
semplicità seguitiamo a denotare cc,, x,, x,, ..., in guisa da avere 

Per  i l  lemma di T. VIJAYARAGHAVAN si pub fissare p > O abbastanza 
grande in guisa da avere 2 1 A(x) 1 < p per $ 2 0 ;  fissato p andiamo a sce- 
gliere, in base al lemma del no 13, v,  ( 2 2 )  abbastanza grande in guisa da 
avere per ogni intero v 2 v ,  

(1 4.3) &(Y,  T f  ( E )  + h) < (T+(E)  + 2h)P(v) 

e in ogni caso assumiaino 
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in guisa da  avere 

< ~ ( 1 -  d ++3 vfl  - 4 (1 
i = S <-y-<- S 

Scegliamo adesso s,, (n = 1, 2, 3, ...) al modo seguente s, ,x, ,  = v(1 - E), in 
guisa che abbiamo 

t 
Quando x,, 5 - 5 x,,(l  + w)  risulta, per (14.2) 

S,I 

e quindi pel lemma del no 13, essendo 2 1 A(x) 1 < p, e per (14.3), abbiamo 

D7 altronde A 
+cm 

e si ricava 

Fer n-+ oo 6 s, -+O, quindi per il lemma del no 12 

per n--+ m 

e questo porta 
A(%,,) < T" ( E )  i- 2h + o(1) per n- i- m. 

Contro 1' ipo tesi (14.1). 
I n  modo analogo si  procederebbe se fosse necessario usare una succes- 

sione x, ,  x,, x,, ... per cui Nax (A(x,,) - A(y)) < T+(E) + h. 
~ , A i - ~ ) 5 2 1 S m  

Si conclude lim A(x) T + ( E ) .  
x - + w , s u E  

Analogamente si  procede per dimostrare che per ogni successione xi, a,, 
x 3 ,  ... contenuta in E, con x,, -+ oc per n-  t CO, risulta A(%,,) 2 T - ( E )  $- o(1). 

Il Teorema A) risulta cosi dimostrato. 
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Sur les équations aux différence~ finies 

par M. GHERMANESCO (&  Bucarest). 

INTRODUCTION 

L'objet de ce petit N6moire est la recherche de la solutio~i principale, 
a u  sens de M. NLIRLUND. de l'équation aux differences finies 

dans laquelle g(x) est une fonction entibre d'lin type bien dtjtermind et que 
nous préciserons dans l a  suite, tandis que les A, ,  oi sont des constantes, 
pouvant d' ailleurs satisfaire à certaines conditions qui seront précisdes aussi. 

A notre connaissance, c'est M. PINCHERLE qui, le premier ('), s'est 
occupé de cette équation, en rattachant ce problème ii un autre, plus général, 
concernant 1' inversion des intég~ales définies. 

Dans les derniers temps, N. S. BOCHNER a repris (2) l'éqnation fonction- 
nelle (A), avec des hyputhést~u pliis générales, en lui applicant les m6thodes 
de M. N~RLUND. 

Plus récemment, 31. R. D. CARMICHAEL a rencontre (') 17Bquation fonc- 
tionnelle (A) à l'occasion de la rtssolution de certains systhmes lin6aires 
d'équations aux clifferences, à coefficients constants. 

Je  me suis occupe moi-mÀnie de 1'6quation (A), en examinant par des 
in6thodes vriri6es (4) les diverses hypothèses faites sur l a  fonction donnée g(x). 

Le prt.scwt Némoire a pour point de départ celui de RI. PINCHERLE, 
dont je fais un Grecieiix usage et que je ne connaissais pas lors de la pu- 
blication de mou Nt5inoire déjh cité. 

(1) S. PINCHERLE, < Msmorie della R. Aocad. delle Sc. dell'Istituto di Bologria s, 1888, 
S. IV, t. IX, pp. M-71; cc Mémoire a 4té reproduit dans les Acta mathematica *, 1926 
t. 48, pp. 279-304. 

(=) S. BOCHNEK, <r Acta ruatheniatica n3 1928, t. 51, pp. 1-20. 
(3) R. D. CARMICHAEL, a Transactions of th? Anierican Jlatbematical Society n, 1933 

vol. 35, n . O  1, pp. 1.28. 
(9 M. GHERMANESW, o. Acta mathematica B, 19:33, t. 62. pp. 239-287. 
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- I 1 '  
I l  est divisé en deux 'parties: la  première traite des fonctions entières, 

desquelles j' extrais quelques classes particulières remarquables et j'y resous 
en partie le  problème du développement de telles fonctions en série d'expo- 
nentielles ou d'autres fonctions entiéres, convenablement choisies ('). J'ajoute 
aussi quelques mots sur les recherches Btendues faites sur des questions 
analogues par M. P. FLAMANT, dont j 'ai  pris connaissances dans les derniers 
moments. 

Les resultats obtenus dans cette première partie de mon travail ne sont 
par complets : j' en ai esyuiss6 un commencement, qui m' est nécessaire pour 
le  but même de mes recherches; on peut neanmoius les étendre et en former 
une 6tude independante de tolite question se rattachant à la  théorie des 
equations aux differences finies. 

La deuxième partie de ce travail est consacree à la résolution de l'équa- 
tion fonctionnelle (A). dans les cas precis qui ont fait 1' objet de 1' Btnde dr  
la  première partie. 

J ' y  rappelle les solutions données il 1' aide des polynoities G:(X) et des 
fonctions Ci;(%) dans mon précedent memoire, mais je donne aussi une mé- 

thode noujvelle de ~Asolution, déduite des consiclerations faites dans la pre- 
miare partie de mon travail. 

I l  est vrai que mon procedé s'applique à une classe restreinte de fonc- 
tions entières, mais, conime je n'ai pas lit prctention d'y épuiser la question, 
il est à espBrer que mon travail aura le don d'en inspirer d'autres, tendant 
à étendre mes résultats aux cas dont je ne m'occupe pas dans le p rhen t  
travail. 

Pour &der des répétitions inutiles, je  désignerais dans ce qui suit 
par [Pl le Mémoire citB de M. PINCHERLE, par [Cl celui de M. R. D. CAR- 
MICHAEL, par ]BI celui de 31. BOCHNER et par [q le mien. 

1. Classiflcation et développement des fonctions entières 
du type exponentiel. 

1.  fonction^ du type exponentiel q(3î). - D' aprés M. G. P ~ L Y A  ('), mie 
fonction entière g(x) est dite du tgpe expone?diel lorsque on a 

(4) Un premier essai' s u r  cette qurpition a 6té résum6 dans une Note des (< Comptes 
rendus >, Paris, 1934, t. 198, pp. 1893.95. 

( 2 )  G. POr.r.4, Nath. Annalm G ,  Bd. SR, 1923, p. 179 et suix7. 
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.dans laquelle A, a sont des constantes positives. Cette notion, un peu large, 
se rencontre aussi dans quelques travaux de 31. E. HILB (l),  qui s'occupe 
des fonctions satisfaisant à 1'6galit6 

1 - 
PI lim 1 g(")(x) 1% = g > O, 

11 =O0 

quel que soit x. 
C'est JI. PINCHERLE qui, le premier, a rencontre de telles fonctions [Pl, 

dont il a fait usage pour la resolution de l'equation fonctionnelle (A). 
Je fais l a  remarque que les relations (1) et (2) definissent, separement, 

l a  fonction g(x) d7 une maniére assez large, sans y avoir d'ailleurs identite 
parfaite dans les deux definitions, mais, tout au plus, des parties communes, 
rentrant 1' nne dans 1' autre. En effet, remarquons d' abord qu'il suffit d' avoir 

lim j g(*)(O) 12 = q 
n -bo 

pour pouvoir affirmer l'existence de (a), quel que soit x car, en designant 
par M(r,  g) le maximum du module lg(x) 1 pour (x) = r, (3)  represente l n  
condition nécessaire et suffisante pour que 17 on ait 

lim k W 7 7  g )  - - : 
C Ca r 

comme cela entraine 

(3) entraine (a), quel que soit x. Cela étant, on deduit de (3) d 'une façon 
generale 

(41 1 g(x) 1 < eQ " 1  

avec Q > q, à partir d'une certaine valeur de x 1 > X ,  ; comme pour 1 x 1 < X ,  
on a 1 g(z) 1 < A, A > 1, on a partout 

ce qui ne dit pas grande chose. 011 doit alors preciser le nombre Q, ainsi 
que a, qui figure dans la d6finition de M. P ~ L Y A .  par rapport a u  nombre q, 
figurant dans la relation (2) ou (3). 

J 'ai  et6 amen6 ainsi à une definition plus restreinte, obtenue eu coili- 
binant les relations (3) et (4). 

- - - 

(1) E. HILH, Id., Bd. 82, ict.20, pp. 1-39: Bd. 85, 192, pp. 89-98. 
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J e  dirai qu' une fonction entihre g(x) est du type mponemtiel q lorsqu'on 
a la relation (3) et lu suivante 

Plus genbralement, je dirai que la fonction entihre y(x) est du type 
exponentiel q(p) ('), lorsque, & côte de (3), on aura 

(6) 1 d x )  1 < [Pp( 1 I)jeqi 1 
avec 

IPZ,I~I] = A, IxIP + A, lx I*-' -1- ... + AD At > O 

la  relation (6) pouvant m?me stre remplacée par la suivante, d 'une expres- 
sion plus simple 

(7) Iy(x)I < A[ieJP+l]eq1"I, 

p étant le plus petit entier positif, siisceptible de fournir de telles inégalitbs 
lorsque la  fonction g(x) est donn6e. 

Il est évident que, comme (6) ou (7) sont plus particuliPres que (4), elles 
ne peuvent pas etre des consequences nécessaires de (3), de sorte que (3) 
et (6) ou (7) donnent une classe bien d6terminée de fonctions entières ('1. 

Pour finir, je dois citer une autre définition des fonctions du type 
exponentiel, due a M. R. D. CARMEHAEL (Cl,  qui est de beaucoup plus large 
que celle donnee plus haut. 

2. Fonctions di1 type exponentiel q(p,  p). - Pour lefi fonctions g@), 
dgfinies prtkédemment, on a suppos6 e~sentiellement Q, O. Qu'arrive-t-il 
lorsque q = O ?  Il est 6vident qu'on a alors affaire à une autre classe de 
fonctions, que je definirai dans ce qui suit. R i  q = O ,  i l  s'ensuit qii'il peut 
y avoir un nombre. positif p > 1, tel que 

Tel est le cas des fonctions entibres 

on a ici y = 1. &tant donnée l'expression de ces fonctions, nous les pren- 
drons comme type de com~~araisoii, ii la place de l'exponentielle, en definis- 

(') Dans una Note citée des C. R. P, j'avais d6sign6 ce type par q(rIi). 
(?) Je dois R l'amabilité de M. G.  VALIRON de précieuses suggestions, destinees B sim. 

plifier-la rédaction de ce paragraphe.:tout en le rendant plus rigoureux. 
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sant comme fonction du type exponentiel q(p, p), ces fonctions qui satisfont 
A (8) et h 19in6galit6 suivante 

(10) 

[PD 1 x l ]  ayant l a  meme 
aussi remplacer par 

(11) 
analogue à (7). 

Pour de telles fonc 
pement en série suivant 

(121 

signification que dans (ti), inégalité qu'on pourra 

kions, il sera préférable de leur atribuer le dévelop- 

X" 
Y'"' = ; Y,, mp 9 

que nous utiliserons exclusivement dans la suite. 
Un cas yiii pourrait faire l'objet d'une étude A part et qui, joint aux 

prdcedents, embrasserait toutes les fonctions entieres, serait celui ail q = oo. 
A p r h  la publication de ma Note citee dans les <( C. R. », .j' ai eu 1' occasion 

de prendre connaissance, grâce à l'obligeance de leur auteur, des travaux (') 
de N. P. FLAMANT, dont je veux signaler, en quelyiies mots, la portee et le 
lien avec le notre. 

N. P. FLAMANT construit une thdorie des fonctions mtibres, ou plut6t il 
6tudie la  croissance des fonctions entiPres, en prenaiit pour type de croissance 
une fonction entiPre, toujonrs croissante, bien d6termin6e l(r), avec r = 1 x l. 
Les applications que 31. FLAÙIAST fait aux transinutntions liii6airt.s des 
fonctions et surtout à une certaine opération siniple (In difference d 'une 
fonction) sont d 'un grand intérét pour la théorie des equations aux dif- 
ferences finies qui pourra en tirer beaucoup d'avantages. 

Les points de depart sont communs dans nos travaux parceque, il est 
évident qu'en fait nous 6tudions aussi la fonction entibre g(z) par rapport . 
à la fonction de croissance eu", respectivement J,(ac). Bien entendu, nous 
envisageons seulenient ces denx types particuliers de fonctions de croissance 
et ce qui va suivre diffère en tout des rccherclies de M. FLAMANT. 

M. FLAMANT Btudie en particulier le type tp) = earb, visiblement li4 au 
notre, d'oh il en d6diiit deux types de fonctions entières: le type exponen- 
tiel (b > 1) et le type subexponentiel (b < 1). Les conditions imposees h ce 
dernier sont les suivantes : 

1") t(0) 2 1 

(i) P. FLAYANT, a) Bull. des Sc. Nath. n, t. LII, 128; b) .: Rendiconti Palernio 2, 
t. LIV. 1930. 
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qui exige que tl(r):t(r) soit non-croissante, exemple fourni par t(r) - aa" 
avec b < 1. 

Il est facile de voir que les fonctions J,(x), consid6r6es prec6dérnment, 
jouissent de ces propriét6s et peuvent servir comme types de croissance pour 
les fonctions que II. FLANANT appelle du type subexpomntiel et qui ont, de 
cette manière, une parent6 asse5 étroite avec celles que nous avons englobe 
dans le type q(p, p), sans tontefois y avoir identitt! entre elles. 

De plus, dans le cas particulier t(r) = ea", on peut compl6ter certains 
resultats de AI. FLAMANT en ce qui concerne le type rninirnztvn de rroinsance, 
En effet. on a d'aprhs Ji. FLAMANT 

Supposons donc que l'on ait 
N rvi 

g(v) = 2 g,, - 
O n ! '  

Mais, vil la formule de STIRLING 

n ! cn fine+ \i %n, 
on peut écrire 

Lx serie du second membre converge lorsque 

et, d' aimés (3)' on a q < a, ce qui montre que pnrrrli les fonctions t(r) - ear 
qu'on peul prendre pour type de croissance Eorsqu'on veut dtudier une fonction 
entière g(r), la fonctiom t,(r) = esr en fownit le type ~rzinilîwm. 

3. La fonction adjointe de M. Pincherle. - Etnnt donn6e une fonction 
entibre g(x) par son d6veloppement en série 
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formons la fonction 

On rencontre des fonctions de cette forme dans la  théorie cles séries 
assymptotiques de POINCARÉ et STIELTJES OU dans celle des s6ries clivergentes 
de X. BOREL. C'est à tort que 31. G. POLYA la désigne (loo. cit., 1, p. 1841 
sous le noni de transforttz8e de Borel de la fonction entière g(x), vu que les 
travaux de M. BOREL sur les séries divergentes sont posttkieurs au memoire [Pl 
cite de M. PINCHERLE. Et c' est en effet M. PINCHERLE qui, le premier, a 
introduit cette fonction en lui donnant quelques propriétés, entre antres la 
relation trés remarquable 

C étant un cercle avec l'origine comme centre et contenant les points sin- 
guliers de 3(g). C'est donc avec plus de raison que je designerai cette fonc- 
tion sous le nom de fonction adjointe de Pilzcherle d'une fonction entibre, 
en la notant avec $(g). 

L'importance de cette fonction a 6té mise en évidence par M. BOREL 
dans la théorie des series divergentes, quoique en l'écrivaiit un peu autre- 
ment et en ignorant le mémoire de M. PINCHERLE; réceminent elle a Bt6 
employée par 31. POLYA (loc. cit., 1) et surtout par 31. CARMICHAEL [Cl. 
Elle va aussi jouer u n  rale important dans le présent travail et j'aurai 
l'occasion de montrer l'6troite liaison entre la nature des singularit6s de 31g) 
et certaines proprietés de la fonction entière g6nBratrice g(x). 

4. Fonctions entières ( m )  ou ( s ) .  - Lorsque la fonction entière g(x) 
est du type exponentiel q(p), on a la relation (3) 

ce qiii montre que le  dbveloppement (14) de la fonction S(g) correspondante 
existe pour 1 z 1 > q ou, en d' autres termes, les singularités de la  fonction S(g)  
se trouvent & l 'intérieur du cerle 1 z 1 =q. On voit d'ailleurs que l a  fonc- 

tion 3(g)  n'existe que pour les fonctions d u  type exponentiel, c'est à dire, 
pour celles qui satisfont à l 'une des relations (3) ou*(8). 

Suivant l a  nature de la  fonction entiche g(x), on trouve que-les singu- 
larites de 3(g) sont aussi d'une nature bien déterminée. Ainsi, par exemple, 

Annali di Matewdiea, Serie IV, Tomo XIII. 41 
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pour les fonctions du type exponentiel q(p, p) avec p > 1, on a 

1 
qui montre que 3(0) est entière, du type (p - 1) en - dont l'origine est un 

a '  

point singulier essentiel, l 'unique üingularite d'ailleurs. 
Lorsque g(x) est de la forme 

c'est à dire, une fraction rationnelle. Ce cas a dté d'ailleurs 6tudié: par 
Ji. PINCHERLE [Pl. 

Un exemple de singularite logaritlimique est fourni par la fonction entière 

on a ici 

Log 1-- . ( 3 
Nous allons distinguer les fonctions entières g(x) suivant la nature des 

~ingularit6s de l'adjointe .$'(y). Nous dirons que g(x )  est entibre ( tn)  lorsque 
3(g) est mkromorphe ou se rdduit à une fraction rationnelle, et entihre (s)  
lorsque g(g) possède d'autres singularit6s que des pdes. I l  est 6vident que 
lorsque S(g) est m&omorphe, elle admet l'origine pour point singulier es- 
sentiel, qui est limite de pdes,  vu qu' ils sont, d'après (3), à l'intérieur du 
cercle z 1 = q. Dans la meme hypothèse, S(g) pourra s'exprimer par le 

1 
quotient de deux fonctions entières en - ou quasi-entières, d'apras la ter- 

z 
minologie de ED. XAILLEF ('). 

5. Développement en série d'exponentielles. - Après avoir defini les 
fonctions du  type exponentiel, nous abordons le problème de leur d6velop- 
pement en série d'exponentielles. Nous verrons que la rksolution de ce pro- 
blbme est Btroitement li6e à la nature des singularités de 8(g) et que le 

(i) En. NAILLET, .: J011rna1 de Jordan n, 1902, fasc. IV. 
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nombre p qui figure dans (6) joue aussi u n  rôle important. Nous allons 
commencer par l'etude de quelques developpements de forme particulière 
pour arriver ensuite au developpement plus genéral possible. 

6. Développmient en série de ecz. - Considerons une fonction entiére g(c) ,  
ayant le developpement (13) et cherchons les conditions dans lesquelles elle 
admet aussi le suivant 

a,, , Sn étant des constantes à determiner. Remarquons, puisqu'il s'agit de 
fonctions du type qxponentiel, que les 5, sont bornes, 5, < q, car l'hypo- 
thèse contraire est incompatible avec (6) ou (y), ce qui fait que (15) ne con- 
stitue en aucune façon une serie de DIRICHLET. Comme on a 

l'identification des coefficients des m6mes piiissances de x dans (13) et (15) 
nous conduit, pour la  détermination des inconnues a,, E n ,  au  systhme sui- 
vant d'équations en nombre infini 

Appelons solution rdgulière du systbme (16), tout systéme de nombres 
bornes c,,, reels on complexes, rendant absolument convergentes les series 
des premiers membres et satisfaisant ;i ce systdme d'6quations en nombre 
infini. I l  est 6vident qu'un tel systbme ne saurait avoir tou,jours une solu- 
tion mais, lorsqu'il en cc, elle est unique. 

En effet, soit CE un cercle de rayon R, avec l'origine comme centre, 
qui contient tous les 5 , .  3Iultiplions la ke équation du systeme (16) par a-'+' 

et ajoutons les equations ainsi obtenues, en  donnant L k les valeurs suc- 
cessives O, 1, 2, ...; il vient, pour nr 1 > R; 
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3(g)  étant justement la fonction adjointe de PINCHERLE, correspondant à la 
fonction entière g(x), donnée par le developpement (14).  

Nous avons là deux fonctions analytiques, egales pour 1 z 1 ; R. Elles 
seront donc @gales pour toutes les valeurs de z, rendant uniform6ment con- 
vergentes les series des deux membres de (17).  

En effet, supposons qu'elle admette les singularites int ,  autres que 
les Sn, ce qui revient d'ailleurs à supposer que le système (161 admet deux 
solutions; prenons un cercle C,., avec l'origine comme centre et de rayon 
r < R, tel qu'il ne passe par aucun des points k,, ou 5,' et soient 5,) 6 ,,... k k ,  
c l ,  c, , ... rk, tous les 5 ,  et 5,' de module > r. Retranchons du domaine 
I z 1 ) r tous les cercles de rayon E, ayant pour centres les points 5,) 5,, ... t h ,  

r i ,  E t z ,  ... E t h l ;  dans le domaine restant, les deux membres de (12) convergent 
ilniformément car 1 z - 5,1 et 1 s - C p t  1 sont > E. 

Comme E est arhitraitement petit, il en résulte que, pour que 1' kgalite (17) 
ait lieu, il faut que les tk, rhr coincident deux R deux. En faisant varier 

r < R, on arrive à la meme conclusion po11r tous les points 5, 5' des deux 
membres de l'égalit6 (17).  

Ce raisonnement prouve à la fois 1' unicite de la  solution du systbme (ICi), 
lorsqu' elle existe. 

La Fonction g(x)  étant donnée, on connait aussi $(g) et, par suite, ses 
singularites ( i ) ,  qui sont les valeurs des inconnues E n ;  lorsque les e , ,  sont 
des pôles, le dtrveloppement de 3(g), d' après le theorBrne de &~'P'PAG-LEFFLER, 
nous fait connaltre ensuite les valeurs des constantes a,, . I l  est Bvident que, 
pour que le developpement (15) existe, il faut que les pôles de 3(g) soient 
simples. 

Lorsque S(g) se réduit à une fraction rationnelle, le dkveloppement (15)  
contient un nombre fini de termes et on retrouve les fonction g(x) qui ont 
été considér6es en particulier par RI. PINCHERLE [Pl. 

Voici quelques exemples simples relativement à ces considérations: 
1 1.0 3 = - donne g(x) = e". 

2 - 1  

1 
2." 3k7) = r. , - 1 donne g(x)  = sin x. 

(1)XCela dans les cas simples, du moins: dans le cas général il faiit employer les 
mCtliodes de J. HADAMARIJ. 
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O 3k4 = (z - l ) ( Z  - 2) donne g(x) = e2" - ex. 

1 1 + 1 
4'0 3(9) = 

(z2 - 1)&! (z3 - lIz3 f ... . 
Cette fonction admet les pôles simples en nombre infini 5, = Fn, ayant 

z - 0 pour point limite, qui est ainsi un point singulier essentiel; la fonc- 

tion g(x) correspondante est 

Nom pouvons exprimer les rBsultats obtenus sous la forme suivante: 
THÉORÈME 1. - Etant donnée une  fonction entière g(x), du type expo- 

nentiel, elle admet un développemed unique. absolu~nent el u n i f o n m h e n t  con- 
uergent, de la forme 

lorsque l'adjointe de Pincherle correspondante est méroworphe à distance finie, 
n ' ayan t  que des pôles simples ou se réduisant à une  fraction rationelle. 

Il est 6vident que ce theorème n'exprime qu'une condition suffisante 
pour la possibilite d'un tel développement, vu que la fonction 3(g) peut 
avoir un d6veloppement de la forme (17) Bans ètre nécessairement méro- 
morphe, les 5 ,  pouvant ètre d'ailleurs tous les points d'une- ligne singuliére, 
comme l ' a  montré POIN~ARÉ dans ses remarquables travaux ( u  Acta Soc. Sc. 
Faennicae D, t. XIII). 

De la  marche à suivre pour arriver au théorbme précédent, on en deduit 
un autre, concernant le  systéme (16): 

TH&OR&ME 2. -- Le systèste d'équations e n  nombre infini 

admet une  solution régulière unique lorsque la fonction 

est méromorphe dans le cercle 1 5 1 = y, ayant des pôles simples seulement ou. 
plus généralement, lorsqu'elle admet un développewzent de l a  f o m e  
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Le systhme d'6qustions (16) peut admettre une solution irrégulière, c'est 
it dire, des valeurs non bornees pour les 5,. lorsque g(x) n' est pas du type 
exponentiel. En voici un exemple que je dois à 11. J. HADAMARD. Prenons 

g(x) = eex, on a 

avec 

1 
et le systhme (16) admet la solution évidente 5, = n, c,, = a. 

7. Cm particulier. - Un cas particulier du système (16) a 6té rencontré 
par M. Cr. CALUGARJ~ANO ('1, i3 l'occasion des recherches sur les valeur8 
exceptionnelles des fonctions. 

Le sptbme rencontré est le suivant 

5 ,  +S, +...+-Sn + . . . = A , ,  

SiP + ~22+...i-~ne +...= A , ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
S , R  -I-k2' + . . . + E n R + . . . =  A R ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

et M. CALUGARGANO montre que, lorsqu'elle existe, ce systkme admet une 
solution r6gulibre unique. 

Notre thBorArne 2 contient une reponse B. la question de l'existence de 
1 

cette solution. Comme exemple, nous allons prendre A R  = 2A_1 (voir 

1' exemple 40 de plus haut) et nous trouveron8 5, = 2-". 

8. Développement en &rie de ( rr ,+ h , , ~ ) e ~ * ~ .  - Proposons-nous de. 
déterminer pour la fonction entière glx )  un développemmt de la forme 

g(x) 6tant du type exponentiel, cc,, b, , ,  des constantes a d6terminer. En 
procedant comme tout & l'heure, nous trouvons, à cette fin, le système à 

- 
( l )  Ci. CALUI:AREAKO. < B~lll., des Sc. Math. B, t. LIV, 1930, p. 17 et suiv. 
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une infinité d' inconnues 

ry 00 

2 unSnh + k z bnSnk- ' = g,, , 
1 1 

dont on doit determiner la solution régulière, telle qu'elle a At6 définie 
pr6céd6mment. Multiplions la ke équation du système (19) par z-'+' et ajoutons 
les r6sultats obtenus en faisant k = O ,  1, 2, ...; on a d'abord 

de sorte qu'on obtient 

S(g)  étant toujours l'adjointe de PINCHERLE de g(x). 
On en  dednit donc que le probléme pose est possible lorsque l'adjointe 

3(y) adment le d6veloppement (20), ce qui  arrive en particulier lorsqlie 3(gj est 
rii6romorphe dans le cercle 1 a 1 = q, n'ayant que des pôles doubles au plus, 
pouvant d' ailleurs se  r6diiire à une fraction rationnelle. En voici quelqiies 
exemples : 

Io Prenons g(x) = xex, on a 

2 O  Prenons y(x) = (x + l)ex, on a 

1 2 3  z 1 1 
--- - 3(g) = a -t 2 + 3 + ... = - f ( 8 - 1 ) *  z - 1  ( 2 - l y '  

donc 
a ,=b ,=1 ,  a n = b n = O ,  1 ,  gn=0, ( ~ > l ) .  
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Du développement (18) on deduit 

'gix) < [ E / a , ) t I x / Z j b ,  ] e q l x l ,  

mais on ne doit pas en concluse que g(x) est du type exponentiel q(l), 
avec p = 1, mais qu'elle est nu plus de ce type, comme nous le verrons 
dans le cas g6n6ral. 

9. Cas général. - I l  n'y a maintenant aucune difficulté pour considérer 
le cas du developpement g6n6ral 

g(x) 6tant du type exponentiel et ayant toujours le développement ( 13). On 
est conduit cette fois au systéme tr6s général 

dont on doit determiner la solutioii r6gulière1 si elle existe, ainsi que les 
valeurs des constantes Cnk. 

Multiplions la L e  equation de ce syatbme par et ajoutons les ré- 
sultats obtenus en donnant b k les valeurs succesives k = 0, 1, 2, ...; on a 

d' abord, si z 1 > q, 

de sorte qu'on obtient la relation 

I l  est inutile de r6p6ter les raisonnements antérieurs pour arriver aux 
resultats que nous allons Bnoncer; remarquons seulement que, lorsque la 
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OU 

solution r6gulière du système (22) existe, les séries 2 C n R  sont absolument 
1 

convergentes; en déisignant les sommes de leur modules respectivement ch ,  

on a, avec 15,, 1 < q 

mais on ne doit pas conclure que g(x)  est du type exponentiel q(p) ,  parce 
qu'il est possible que le pol~nome du second membre de cette inegalit6 soit 
inférieur à une exponentielle convenablement choisie. Prenons par exemple 

cette fonction est apyaremui~ent di1 type q(nz), avec p = 1, mais il est facile 
de voir que 

ce qui montre que g(x)  est du type simple q. 
Nous pouvons donc énoncer le théorérne suivant: 
THÉORÈYE 3. - Etant donnée une  fonction entière g(x), d u  type exponentiel, 

elle admet un déeieloppe~nenf ?~uique ,  absolwnent et unifonnénzent convergent, 
de ln fbrrrta 

lorsque l'adjointe de Pinclterle corresposzdante est dro inorphe  a distance 
finie ('), ayant  des pôles de l'ordre de multiplicité (p t 1) a u  plus (Y), ou en  
gdnéral lorspu'elle admet un développement de l a  forme (23). 

L a  fonction g(x) est, d a m  ces conditions, d u  type expo~tentiel q(p) au plus. 
On peut aussi Bnoncer un th6orème concernant l'existence de l a  solution 

r6gulibi.e du systéme d'équations en nombre infini (22). 
THÉORÈME 4. - Le système d'équations e n  rmabre infini 

(l) pouvant, Evidemment, se réduire aussi à ilne fraction rationnelle. 
(2) au moins un pole de cet ordre. 

Inwali d i  Matematiïa, Serie I F ,  Tomo XIII.  
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admet une solution régulière unique lorsqzce In fonction 

est w&rounorphe dans le cercle j 5 = q, ayant des pôles jusqu'à t'ordre de 
wmltiplicité p + 1 ou, plus gélzéralement, lorsyu'elle admet u n  développement 
de la forme (23). 

10. Développenient en série de fonctions J,(x) .  - Le problbme du d6- 
veloppement d'une fonction entière du type q(p ,  p) en serie d'exponentielles 
etx ne se pose plus si p > 1. On peut alors chercher des developpements en 
serie de fonctions J&x). Quoiqu'ils ne nous interessent pas pour la r6solution 
de l7 équation fonctionnelle (A), nous sllone cependant en dire quelques mots, 
afin que 178tude faite jusqu'b ici ne soit pas trop incomplète. 

Admettant pour la  fonction y(x) le dtheloppement (12), nous definissons 
d'abord l'adjointe de Pinclzerle 

holomorphe à 1' extérieur du cercle 1 z 1 = y. Pour que g(x)  adniette aiissi u n  
développement absolument et uniforin8inent convergent de la forme 

on trouve que l'adjointe 3,(1/) doit avoir le développement 

ce qui est possible, par exemple, lorsque C j g )  est méromorphe, n'ayant que 
des p d e s  simples. 

Plus g6ndraleinent, si l 'on cherche pour y (x )  un développement de la 
forme 

00 

(27)  11(4 = 2 1- c,, ,X  + ... -+ c,,~x~)J&,,x), 
1 

on est conduit, pour déterminer les inconnues cWk,  t+, ;lu systSine R ilne 
infinite d' inconnues 
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dont la résolution exige qua S,(g) ait là forme 

C'est parmi les fonctions inéromorphes qu'on peut, par exemple, trouver 
de tels développeinents. 

Lorsque ces conditions sont remplies, la fonction g(x) cet du type expo- 
nentiel q(p, p) ou plus, par rapport à p. 

I l  est inutile d'bnoncer les résultats obtenus, ce qui d7 ailleiirs nous 
conduirait à des .théor&mes analogues aux précédents, à la différence pr6s 

qu'on devrait remplacer les exponentielles egnx respectivement par J,(E,,x). 
D'ailleurs. nous n'aurons pas à nous en ~ e r v i r .  

II. Equation E ET= g(x). 
Y 

11. Enoncé du problènie. - Cette deuxième partie de notre travail est 
consacrée à l' 6tiide de 1' équation aux différences finies 

Xous pouvons supposer let: constantes w, comme @tant positives, ou b 

partie r6elle positive, ce à quoi on arrive toujours par un simple changement 
de variable; les constantes A ,  peuvent satisfaire à un nombre de relations 
de la forme 

k 6tant ainsi le plus petit entier positif, tel que 

Enfin, g(x) est une fonction entière, d 'un type exponentiel que nous 
prbciserons dans chaque cas. 

Il s'agit de résoudre 176quation fonctionnelle (A). 
Comine la solution la plus générale de cette équation dt!p~nd d 'une 

fonction arbitraire, solution de l'équation homogPne 

et qui est assez indétermin6e, nous nous contenterons de la solution, dite 
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pwincipale, selon la terminologie de N~RLUND, obtenue d 'une solution quel- 
(*onyuch de ( A )  en y 6lirninant toute partie qiii est solution clr (B). C'est IR 
solution principale, ainsi definie, qui jouit des propriétés caractérisant le fait 
d'être solution de 1' Bquation (A), 1' addition d' une solution de (R) poiivaiit 
quelquefois altBrei. coinplétement le caractPre spécial de la solution principale. 

12. La fonction A ( t ) .  - Dans la plupart dea recherches sur l'@quatioii 
fonotionnelle (A) s'introduit la fonction 

(32) h(t) = A ,  + A,etu~ -t A,etas -+ ... + AD%. 

Cette fonction a 6th @tudiBe par Ml I .  PINCHERLE [Pl, CARMICHAEL ICI et 
meme G. P ~ L P A  (loc. cit.). Des recherches des auteurs cités on déduit quel- 
ques proprietés principales de la fonction h(t) : 

aj h(t) est une fonction entière, admettant une infinité de zbros, ayaiit 
l'infini comme point limite, [Pl. 

b) Il y a un nombre fini de demi-droites, issues de l'origine, sur les. 
quelles le module des racines est inférieur à un nombre donné, [Pl. 

c) On peut déterminer des secteurs assez larges dans le plan, dans 
lequels on ait 

h(t) 1 > 9% 

In 6tant une quantité positive, daterminée, [Cl. 

13. Les polynôiiies G>,(x). - Pour la résolution de l'équation fonction- 
nelle (A) on emploie quelquefois une classe de polynames définis d'une ma- 

nibre bien déterminee. J 7 a i  defini (9, [G], la classe de polynômes G:(X) comme 
solutions de l'équation fonctionnelle 

On a, pour ces polynômes (loc. cit.) 

(34 1 1 ~l",(x) / < aMnex 

a, A, 211, étant des constantes positives, bien déterminées. 
On peut quelquefois exprimer la  solution de 1' equmtion fonctionnelle (81 

b l'aide des polyn6mes G;(X), g(x) ayant le  dhveloppement (131 

(i)  s Hiilletin de l'Académie Royale de Belgique D, 1933, n . O  4, P.  38'7. 
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on voit facilement que l'eqiiation (A) adinet la solution formelle principale 

Pour que cette solution soit effective, il faut que la série c l u  deuxiéine 
meinbre converge iiniforméinent. Or, on a, d'aprés (341, 

et il suffit que la série Z lg,, [~ i "~ converge, pour en dire autant cle (33). 
X. S. BOCHNER avait déterminé, [BI, les polj-nùines P;(X~, par l'équation 

et les avait employ6 pour résoudre 176quation (A) par les procédés de N. XOR- 
LUND, ce que nous avons aussi fait, [G], avec les polinômes GE(%); ;\l. CAR- 
MICHAEL considère: [Cl, le cas particulier k = O  et definit les polin6mes G,, (x)  
par 1' équation 

x 
E Gq,(x) -- xn. 
P 

Ces polinomes rentrent dans ceux de M. BOCHNER, mais 31. CARNICHAEL 
les définit à l 'aide de l'intégrale de CAUCHY en s'inspirant des procédes de 
HURWITZ ('). 

Il y a une btroite parent6 entre les polynomes de Ji. BOCHNEK P;(X) et 
les nôtres? G:(X) : la différence 

k P,"(x) - (n - Tc) ! G,(z) 

satisfait ii l'équation fonctionnelle (B) et est égale R un polynôme du (k- ile 
degre an plus. 

14. Fonctions dii type exponentiel q(p ) .  - Les polynômes G;(X) se 
p è t e n t  asse5 bien à la resolution de l'èquation fonctionnelle (A], lorsque g(c) 
est du type subexponentiel q(p ) ,  avec p 1. On a, en effet, d'après (9) 

ce qui prouve que le  developpernent (35) converge uniformement pour toute 
valeur de a, donc il représente une fonction entière. De plus, cette fonction 

( i )  . Acta Mathematica n, t. JO.  
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est du type exponentiel q(p - 1). Nous pouvons énoncer ainsi le  résultat 
remarquable suivant, 

T H I ~ O R ~ M E  5. - La soluiion principale de C équation fonctionnelle 

oli g ( x )  est du t ype  exponed ie l  q(p), avec p > 1, es f  une  fonction e+z t i è~e  du 
type  exponentiel q(p - 11, pouvant s 'expr imer  e n  série u n i f o r d ~ n e d  conver- 
gente de polgnômes G:(X). 

15.  fonction^ du type exponentiel q. - Lorsque p = 1, l'emploi des 
polynômes G;(X) n'est pas toujours heureux, comme on l 'a  r u  ( 5  1)) parce 
qu'il faut que la série 

converge, ce qiii a lieu si 
qlli?< i. 

Tel est, par exemple, le cas de la  série 

Lorsque la série (36) est divergente, il faut recourir Z1 d'autres proct'dt;~ pour 
r6snudre 1' équation fonctionnelle (A). 

C'est dans ce but que nous avons d'ailleurs en t repr i~  1'6tude precddente 
des fonctions entières, qui va nous permettre de trouver la solution de 
l'équation (A) par un procéd6 nouveau et asse5 remarquable, lorsque g(x) est 
du type exponentiel q(p) .  

Mais, avant d'exposer ce proc6d6, nous allons dire aussi quelques mots 
sur un antre, considérd anterieurement par M. CARMICHAEL, [Cl, et par nous 
même (i), [G]. 

16. Les fonctions entières &(x). -- L' Bqiiation fonctionnelle (33) n'admet 

pas les polynômes G;(Z) comme unique solution; il y a, entre autres, une 

infinité de fonction entieres qui l a  vérifient. On en obtient une classe re- 
marquable, d'après l a  remarque que l'identite (*) 

(i) = Rendiconti Accad. Lincei D? marzo 1933, p. 381. 
(2) [G], p. 252, form. (37). 
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permet d'exprimer le polyndme G$X) à l'aide de l'intégrale de C A U ~ H Y  

l'intdgrale étant étendue à un contour renfermant à son intérieur le pole 

s = O seulement. Dés lors, il est facile de définir les fonctions entières &(G) 
par l a  relation 

l'intégrale Btant prise le long d'un contour enveloppant cette fois un nombre 
bien d6terminé ,de zBros de 72(a), mais ne passant par aucun d'eux. 

Quelque temps avant nous, M. CARMICHAEL avait défini, [Cl, les fonctions 
G,,, ,.(x) de In même msniére et dans le cas particulier k = O, de sorte que G,,,  ,.(x) 
correspondent ii nos fonctions particulières &(x). Soit qu'on emploie le 
contour defini par M. CARMICHAEL, soit qu'on en eniploie le notre, on de- 

montre toujours que les fonctions 6i(x) sont bornées pour st trPs grand, de 
manière à rendre uniform6ment convergente la  serie, 

qui s'introduit comme solution formelle de l'tiquation fonctionnelle (A) et qiii 
est, par suite, aussi effective, sans en etre la principale, mais la contenant. 

Si l'on prend le meme contour pour toutes les fonctions ~$x), la formule de 
r6solution (40) devient, compte tenu de (39), 

et on retrouve ainsi la formule obtenue par U. PINCHERLE, ([Pl, p. 285, form. 18'). 
Le contour, le long duquel on prend l'intégrale qui figure dans (41), peut 
ètre choisi de maniore i!i entourer les points singuliers de 5(g), sans passer 
par quelque zéro de 72(2). 

La  difference qu'il y a entre le cas k - O et X: quelconque n'apparait 
pas sur la formule (41)) qui est valable pour tous les cas;  neanmoins, elle 
existe et se fait sentir lorsqu' on effectue l'intégrale qu i  y figure. 

x 

17. Equakion E F =  eux. - On voit facilenient que, lorsque h(a) +O,  la 
Y 

solution principale de l'éqnation fonctionnelle 
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est donn6e par 

(43) 

Si a est un zero simple de h(2). hf(a) + O, la solution principale de 1'15- 

quation (42) est ais6e A déterminer; on en trouve 

Plus gt!néralrnirnt, lursqiie a est un zéro d'ordre a h  cle lz(s), h(7n)n =/= 0, 
on trouve coninie solution principale de 1' équation (42) 

Signalons aussi que, dans cette hypotlidse, une solution d~ 1'6quation 
homogéne (R) est 

146) F(x) = P(x)eax 

P(xj Btant un polyn61ne quelconque du (9th - i le  degre en x. 

18. Fonctions eiitières ( / / a ) ,  du type exponentiel (r. - Lorsque g(x) est 
nne fonction e n t i h e  ( 1 4 ,  du type exponentiel, $(QI est une fonction mBi.0- 
morphe, n'ayant que des  pole^ siinples, g(x) est a l o i ~  d@veloppable en série 

d'exponentielles, de la forme (15) 

Si aucun des e,, ne figure parmi les zéros de 72(2), la solution principale 
de 1'Bquation fonctionnelle (A) sera d o m &  pal. la formule 

00 e h t X  
P ( x )  = L a,, 

1 h(L1' 

Pour que cette solution soit effective, il faut que le d6veloppeinent du 
second membre soit uniform6ment convergent ; or, on a 

Nais, puisque h(k,,) + 0, en désignant par h. le plus petit des inodules 
des h(S,,), on aura 
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et le déveluppcment du second membre est absolunwnt et uniformement con- 
vergent pour toute valeur de x, d'après ce qu'on a Btabli antbrieurement. 

Si quelques une des <,, se trouvent parmi les zBros de h(z), avec des 
ordres quelconques de mnltiplicitt5, ) I&, , ,  on aura, 
de l 'éqi~at~ion (A), 

pour la solution principale 

m XmYeLx 
F( z )  = L cc, 

1 72("45,,) 

dont 1' uniforme convergence s' 6tablit de la  mème maniare. 
Les doux r6sul ta t~  que nous venons d'obtenir peuvent s'exprimer comme 

il suit 
THÉOR~ÈNE 6. - La solution pri~zcipate de 17équatiort fonctionnelle 

a: 

E P =  g(z)  
P 

dutw laq~elbe g(x) est une fonction etztière (m), du tgpe exponetttiel q, est une 
fonction entière d u  nzême type exponentiel, powvant s'exprimer en série unzfor- 
ml~nent convergente d'exponentielles, lorsque aucun des pôles de la foncdion 
adjointe 3(g) .ne se trouve parmi les zéros de la fonction h(5). 

Lorsque h(a) admet cotnme s&os quelques uns des pôles de la fonction 
acljoinle 3(g), la solution princzpale est une fonction entière d u  type expo- 
nentiel q(xm) au plus, m étant le plus grand des ordres de ruultiplicité des 5,' 
fiyurnnt com~te  des zéros de l i (a) .  

X 

19. Equatioii B$'= x"cUX. - Pour determiner la solution principale de 
1' 

1' 6yuation fonctionnelle 

1 1 ~  étant un entier positif, nous allons essayer une fonction de la forme 

En l'introduisant dans (49), on trouve dans le premier membre un poly- 
nome du me degré en x, dont le coefficient de ~ m - ~  a pour expression 

qui doit ètrê 6gal à u n  pour k = O et nul pour k > O. On détermine ainsi 
les inconnues a, d e  sorte que. si h(a) + O, la solution principale cle 1' éqiiatioii 
fonctionnelle (49) est donné par (50). En général, si, au  lieu de em, o n  a, dans 

4iinuli di kfatemataca, Srrie I V ,  Touio XIII. Cd 
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le deusibiiie membre de (491, un polyndme du rrte degré en x, la solution prin- 
cipale correspondante sera encore de la forme (50), si h(cc) + O seulement. 

Lorsque a est un zéro d'ordre k de 144, la solution principale de l't'qua- 
tion fonctionnelle (49) sera de la même forme, à la  différence yr&s, quo eu" 
est maintenant iniiltipliBe par un polyndme du (m -t k)e degré en x. 

20. Fonetions entiSres (tu). du type eupoiitwtiel y(&). - Nous pouvons 
ddterminer maintenant la  solution principale de l'équation fonctionnelle (A), 
lorsque g(x) est une fonction entière (m), du type exponentiel q(p), avec p ; 0. 
En effet, nous avons vu qu'une telle fonction peut être dbveloppée en gé- 
néral en série uniformement convergente de fonctions 6lémentaires du meme 
type, c' est-&-dire, 

Si auciin des E,,  n e  sp truuve pas parmi les z6ros de 1z(z), h(E,,) + O, In 

solution principale de 1' Bqiiation fonctionnelle (A] sera donnée par 1' expression 

P,,,(x) 6tant des polyndmes du ye degré nu plus, déterminés comme tout à 

l'heure, (s Y). Comme les 5,, sont bornés, et comme on peut determiner un 
polyndine P,(a), superieur en module à tons los polyndmes P,,,(s), on aura 

de sorte que le développement (51) converge uniforni6ineiit pour toute valeur 
de x et represente, par suite, une ~ é r i e  entière, du mc'me txpe ~xpnent ie l  
que la fonction donnee g(x). 

Lorsque h(z) admet comme zéros quelques uns des t,, , la solution prin- 
cipale de 1' équation fonctionnelle (A) est donnee par une expression analogue 
à (Cil), dans laquelle les polyndmes P,,,(x) sont remplacés par des polyndiiies 
du ( p  + Tc)e degr6 en r, k étant le  plu^ grand ordre de miiltiplicité des (5,, 
qui sont aussi des zéros de h(z). La fonction ainsi obtenue est aiissi entière, 
mais du type exponentiel p(p +k). Roiis pouvons expriiner les r6siiltats 
obtenns sous la  forme suivante. 

THRORÈME 7.  - La soZ?.~tion principale de E'équntio+z c ~ l x  diffdremes finies 

dans lccquelle g(x) est une fonction eutière (m), du type exponentiel q(pl, est 
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u n e  fonction entièlme d u  même type e x p o n e n t i ~ l ,  pouvant  s'expî'imer en série 
wn i formhnen t  convergente de fo~ollctions é lh~tentuires ,  de  Zn f o r i ~ ~ e  

clam laquelle les P,,(x) sont des polynôwes bien déterminés d u  ye deyré e n  x, 
lorsque a u c u n  des pôles c,, de l a  fonction adjointe Q), we se t r o w e  pnî'wi 
les zPros de  l a  fonction h(z). 

Lorsque h(z) ccdtltet conbme zéros quelques 14ns des pôles 3(g), l a  sol?dion 
principale est u n e  fonctioja entihre, du type  exponed ie l  q(p + m), m étant  le 
p lus  grand  des ordres de multiplicité des 5, q u i  figurent comize des zéros 
de h(z). 

I l  se pose naturellement nlaintenant la question de savoir si l'on peut 
obtenir des d&eloppements arialogries en séries de fonctions J,,(t,,xl pour la 
solution principale de 17 6qiiation fonctionnelle (A), lorsque g(z) est du type 
exponentiel q ( p )  : il n' en est rien, parceque la solution de 1' éqnation fonction- 
nelle particulière 

n'est pas de la forme AJ,(ax), ce qui fait penser qne la  soliitibn prinriliale 
de 1'8quation fonctionntllle (A),  avec g ( x )  du type exponentiel q(p) ,  n'est pas 
une fonction du meme type, rcisiiltat qu'on doit préalablement ~Pri f ier .  
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Sul foiidamento niaterutttico della teoria 

degli iuvaris~iiti ttdiabatici. 

Memoria di GIUSEPPE BCORZA DRAGONI (a Roma). 

Srnito. - L'A. intende giustificare l'interpretasione dell'ergodicita sulla guale LEVI-CIVITA 
basa (circostanza, questa, che spiega i l  titolo della Memoria prese~te )  unu szca recente 
esposi8ione della teoria degli invarianti adiabatisi. 

All'argomento attuale - giustificare una presunzione avanaata da LEVI- 
CITITA (i) in quell'ordine di  idee che culminano ne1 teorema ergodico di  
BIRKHOFF (e) - ho gia dedicato una Nota (7. 

Secondo i l  teorema di  BIRKHOFF, se! f (P)  é una funzione misurabile e 
limitata del punto P di una varietà analitica Ir(') e G é un gruppo analitico 
a un parametro di  
a certe condiaioni 

trasformanioni, T(t),  di V in 
(5), allora per quasi tutti i 

SB, analitiche e soddisfacenti 
punti P di V esiste il limite 

dove P(t)  b il trasformato di P nella T( t ) ;  questo limite riducendosi quasi 

(1) T. LEVI-CIVITA, A general sumey of the theory of adiabatic invariants [u Journal 
of Mathematies and Physics », vol. X I I 1  (19341, pagg. 1 8 - a ] ,  pagg.  26-27. 

(2) G. D. BII~KHOFF, Proof of the ergodic theorem. [ K  Proceedings of the National Aca- 
demy of Sciences o f  U. S. A. x, vol. 17 (1931), pagg. 6%-6601; E. HOPF, O n  the time auel-age 
theorem i n  dynamics [ibidem, vol. 18 (1932), pagg. 93-1001, pag. 100. 

(3) G. SCORZA DRAGONI, S~tl  teorewza ergodico [ *  Rendiaonti del Ciroolo Matematico di 
Palermo P,  tom0 L V I I I  (1934), pagg. 311-3251. 

(*) Priva di singolarità e di misura finita. 
( 5 )  Il parametro varia da - CG a i- w ; le trasformazioni del gruppo sono biunivoche, 

lasciano invariata la misura (secondo LKBESGUIC) delle porzioni misurabili di V e verificano 
la Z'(t,), T(t2) = T ( t i  t- to). 
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se il gruppo G é metricamente transitivo c). 
Il LEVI-CIVITA, ritenendo fisicamente più opportuno evitare le  peculiarità 

inerenti alle singole traiettorie descritte dai diversi punti di Ir, ha proposto 
di sostituire 1a)media temporale 

con la  media spaziale 

- dove r, è il .tubetto descritto, per t variabile da O a z ,  dalle successive 
trasformate nelle T(t)  di una opportuna sottovarietà y di V, (r - 1) - dimen- 
sionale, se r A la  dimensione di V -; purchb naturalmente per il limite 

valgano proprieth analoghe a quelle note per il liinit,e (1). 
Nella min Nota io ho appunto dimostrato lin teorema che legittima coni- 

pletamente l'idea di  LEVI-CIVITA, da1 LEVI-CIVITA posta, ne1 suo lavoro citato, 
a base della teoria matematica degli invarianti adiabatici (g). 

E trsttandosi allora di vedere se e in qua1 misura l a  presunzione di 
LEVI-CIVITA fosse suscettibile di un  a giii stifica~ione rigorosa, io ho creduto 
lecito segiiire la via che nii é apparsa corne la p i i ~  agevole, anche se quesfa 

(7 nnûV b l a  iuisurn d i  V (sccoii<lo I n  notaxione consiieta), rlV I'elemcnto di volume su V :  
entramhi sono calcolati n d l a  metrica clle ~ i g e  NI Ir. Gli integrnli sono integrali di LEBI:. 'SCCE. 

(7 S e  cioè la misiira di a,cni porzione iriisiir:lhile di 15 i1ivari:inte di frorite a tutte 1~ 
timformazioni del priippo, o 6 niilla. O è i ~ p l a l c  a quella di 7. 

(B) Tempor:do- niin voltn i i i t~rpretatn il pnrainetro t coiiie u n  tempo, il che uni faremo 
seni pi- n ~ l  segiiito. 

( 9 )  A dire  la verità,  LRVI CIVITA indicava coii rT il tub0 descritto dalle trasforniate d i  y 

per t vmiabile da  - 2 a 2 ;  l a  presiinxione avanzata da1 TAicvr-Civi.ra è ineno grecisa di quella 
ilidkata ne1 trsto (si regga In nota (R) del mio lavoro citato in  (3)). Anche ne1 teorema dimo- 
strato nella mia Nota ricordata. rT ha il significato o r  ora espresso; ma il teorema pih pre- 
ciso, in  cui a l'~ si attribllifirn il significnto detto ne1 testo, si  din1c~ti.a con dci ragionamenti 
del tuttn analoghi a r(::elli l n  svolti. 
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consisteva ne1 ricondurre (mediante riduzioni di integrali multipli) il teorema 
i n  discorso proprio a quel10 di  BIRKHOFF. 

Ma se questo é legittimo in una prima fase di orientamento della riceroa, 
è anche desiderabile, per evidenti ragioni sistematiche, giustificare l'interpre- 
tazione che dell'ergodicitl vien data da LEVI-CIVITA seguendo iina via diretta 
e indipendente da1 risultato di  BIRKHOFF. 

È quanto mi b riuecito, corne mi propongo di niostrare iii .uesta Nemoria, 
ne1 caso che il gruppo G sia completamente triinsitivo, secondo HOPF; cioP, 
che ogni trasformazione del gruppo, diversa dalla T(0)  che ei suppone essm 
1' identità, sia metricamente transitiva ('O). 

Della dimostrazione che segue, ecco le l inw direttive. 
Secondo HOPF ( I L )  il gruppo G E detto rapprtwntare un wking n~echanism, 

se per due qualsiasi porzioni misurabili A e B di V riesce 

rrt,A- LMB 
lim ~thA-B(t)  = ,k8V , 

t--lm 

clove B(t) @ l'immrtgine di B nella T(t) e A .  R(t) l'interaezione di A e B(t), 
cioè 1' insieint! dei punti comnni ad A e B(t). 

Se la @) & soddisfatta, il gruppo G O coinplt~titinente transitivo; l a  inversa 
non' mi risiilta xia dimostrata ('7. 

Ma la  formnlazioiie stessa del teoreiua ergotlico di HOPF ('7 - e forse 
ancora ineglio quella del teorema di  B~RKHOFF - induce a credere che per 

('0) E. HOPF, Complete transitivity and the ergodic prilzciple [ e  Proceedings of the 
National Academy of Sciences of U. S. A. B, vol. 18 (1932), pagg. 804-2091, n. 2. Per la 
nozione di transitività metrica di una trasformaiione vedi anche: G. D. BII~KHOPF e P. A. SMITH, 
Structure a%aZysas of surface trarcsfomzataons [ a  Journal de DIath6matiques pures et appli- 
quées B, serie IX, vol. VI1 (1928), pagg. 345-3791, pag. 365. 

(1') E. HOPF, 0% causalaty, statistics and probability [ U  Journal of &lathematics and 
Physics B, vol. XII1 (19343, pagg. 51-1021, pag. 70. 

('9 Cfr. Hom loc. cit. nota ('O). Di qui appare, ânzi, che la semplice transitivith nietricil 
non è certo sufficiente per la validitb della (2). 

( 4 3 )  Data una varietb V e una trasformaaione T di V in SB, entranibe soddisfacenti a 
certe condirioni (che qui non importa di precisare), ed una funziorie g(P) sommabile su V, 
la successione g(P), y(P1), ... - dove Pi B l'immagine di P nella potenza i-esima della T - 
pur non riusoendo (generalmente) convergente, ammette pero il limite secondo CESAI~O 

per quasi tutte le posirioni di P (loc. cit. nota (u), pag. 83). 
Di qui segue (ibidem, pag. 83) che ne1 teorema di BIHKHOFF la f(P) si pub supporre 

sommabile, inveoe ehe misurabile e limitata; il che era stato gih osservato da A. KHINTCHINE 
neila sua Nota : 2% BIRKHOFB 7s L O S U I Z ~  des Ergodenpr-obkm [ a  Nath xmatische Annalen w ,  

vol. 107 (1932), pagg. 485-4881. 
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un gruppo completnmente O anche solo metricamente transitivo il limite 

T 

T-+m T 
O 

sia sempre esistente, riuscendo 

anche quando non snssiste la  (à). 
E più generalmente si 8 indotti n considerare il limite di 

dove 

con f (P)  sommabile su V ed a porre 

la (4) riducendosi alla (3), se f(P) 13 la funzione caratteristica di A, la f im-  
zione ciob uguale ad ilno su A ed a zero altrove. 

Ammessa l a  (4)) & facile dedume, coine vedremo, 

i nostri tentativi mireranno quindi a stabilire la  (4). 
A questo rivultato perverremo con una dimostrazione diretta e svolgentesi 

nell' ambito della teoria delle fumioni additive e assolutamente continue 
d'insieme nell'ipotesi, perb, che G sis completamente e non soltanto metri- 
ca~nente transitivo (l". 

(") Vedremo a suo luogo che in queste ipotesi E;(B, t )  è continua rispetto a t ,  di p i s a  
che ha senso considerarne l'integrale rispetto a t. 

(i5) La (3) - O meglio, una formula dalla quale la (3) si pub dedurre - è dimostrata 
da CARLEMAN, sfruttando la teoria delle equazioni integrali lineari, in ipotesi che, per quel 
che ha tratto alla transitivith, si avvicinano di niolto a quella della transitivitk metrica. 

Si 3iegga !P. CARLEMAN, Application de la théorie des équaUolzs intégrales linéaires 
aux sgstèmes d'équatiows différedielles n o n  linéaires [* Acta Mathematica D, TOI. 59 (1932), 
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Ne1 linguaggio della quale teoria ecco come si potrebbe forse esporre la 
nostra dimostrazione. 

Posto 
@(B) = F m  P(B, r) , y( B) = lim P( B, r) , 

r-+oc 
- 

T- #-on 

si dovrebbe in primo luogo dimostrare l'additività delle due funzioni d ' in- 
sieme @(B) e .g(B); la loro assoluta continuità essendo pressochh evidonte, 
esse allora sarebbero dotate quasi ovunque di derivata; si dovrebbe poi dimo- 
strare che l'insieme dei punti di V i n  cui queste derivate assumono un valore 
assegnato é invariante di fronte a G ;  di qui seguirebbe, in base a conside- 
razioni di  tipo noto ('Y, che queste derivate sono quasi ovunque costanti su 
V e (quindi) quasi ovunque uguali a l  numero a. Ma allora sarebbe 

uguaglianea che equivale alla (4). 
La dimostrazione che noi esporremo in  dettaglio non P che il riflesso in 

un altro piano di quella or ora delineata. 
L'invarianza delle misure nelle T( t ]  e la transitività completa di  G ci 

permettono di  particolarizzare direttamente e in maniera notevole la  natura 
di cp(B) e, quindi, di @(B)  ("). 

Dimostreremo infatti che, se B & aperto su  V ed f(P) continua, allora 
y ( B )  6 una funzione della sola misura di B, 

dove +(y) b una funzione (evidentemente) continua in tutto l'intervalle 
O < y I m K  se poniamo +(O) - 0. 

La dimostrazione stessa della (6) ci permetterit anche di asserire, se oppor- 
tunamente interpretata e completata, che è soddisfatta l'equazione funeionale 

pagg. 63-87]. pagg. 78-80 e più precisamente la formula (21) e quanto è detto alla fine 
della pag. 79. 

Confido d i  poter dimostrare la (4) in  lin prossirno lavoro, supponendo G metricamente 
e non completamente transitivo (e senza avvalermi naturalmente del teorenia d i  RIRKHOFF). 

Osservo fin d'ora che per la validità dei ragionamenti svolti in  qiiestit Xemoria 1' ipo- 
tesi della transitivith completa B già sovrabbondante. Basta che sia metricamente transitira 
ilna almeno delle trasformaaioni del gruppo G ;  cfr. l e  osservasioni fatte alla fine del n. 6. 

(*=) Cfr. K H I N T C H I N ~  loc. cit. nota (131, n. 5. 
Basta infatti cambial-e f (P)  in  - f(P) perche - QI(B) assuma il ruolo di cp(R1. 

Annoli d i  ~Ilotcmatico, Serie lT, Tomo S I I I .  44 
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vale a dire, che é . 

con 

come si riconosce calcolando dirrttamente - il che 6 immediatamente fatto 
- il salore di rp(B) per B = Ir. 

Secondo quanto abbiamo già osservato nella nota ("1, consideraeioni del 
tutto analoghe valgono allora per la @(BI. 

E la (5) é cosi ritrovata, se B A aperto su V ;  mediante dei passaggi al 
limite si dirnostra che la (5) vale anche se B è inisurabile ed f ( P )  sommabile. 

Si presenterebbe ora un'altra questione: 
Si  potr& interpretare come un integrale (r 1- i)-plo (18) l'integrale che 

compare nell'espressione di F(B, z)? 

Si tratterebbe in sostanza di vedere se e in qua1 senso i l  teorema di 
riduzione di un integrale multiplo B suscettibile ne1 caso nostro di un'inversione. 

Io non approfondir0 la  questione altro che in un caso particolare. L' unico 
che abbia un vero interesse, conferitogli da1 fatto che in questo caso 10 
scrivere la  (4) eqnivale ad afferniare che per l'integrale Y-plo 

1'7 

considerato da LEVI-CII~ITA, 6 

Xe1 Ej i di questa Nemoria sarà dimostrata la (4)' una volta precisate le 
ipotesi in oui intendiamo stabilirla. 

Come nella mia Nota precedente, il criterio che mi ha guidato nella 
scelta di queste ipotesi è stato quel10 di delimitare un risultato contemplante 
solo i casi che più da vicino interessano la meccanica. I l  risnltato raggiunto 
è quindi un po7 meno ampio di quanto la prefazione presente induce forse a 
credere. Esso perb si generalizaa facilmente e ad ogni sua generalizzazione 
ne corrisponde di certo una del teorema, che da esso discende come sarà 
dimostrato ne1 § 2, espresso dal17 ultima ugnaglianaa scritta. 

Prima di chiudere qiieste righe introduttive, voglio ricordare una esten- 
sione del teorema ergodico di BIRKHOE'F, indicata da HOPF ('Y, che consiste 

('$) Si rammenti che r era la dimensione di V.  
('O) LOO. cit. nota ("), pag. 81. 
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ne1 sostituire la f ( P ) ,  che compare nella (1). con una funzione del tipo 

eiMf ( P )  , 

h essendo una costante reale, i I'unità imrnaginaria ed f(P) iina fiinzione 
sommabile ("O). 

Si  comprende facilmente che mediante sviluppi simili a quelli contenuti 
nella mia Nota citata (cioè mediante riduzioni di integrali multipli) debba 
trovarsi che il teorema di HOPF consente estensioni analoghe per i risultati 
contenuti nella Memoria presente. 

Resta a vedere se anche queste estensioni (ammesso che sussistano effet- 
tivamente) si possono raggiungere per una via diretta, modificando eventual- 
inente ed ove cib sin possibile i ragionamenti svolti in questa mia Neinoria ("). 

1. Ipotesi. - Sia V una variet& iniinersa nell'S,, eiiclideo (x) = (r ,  , ... , Y,,) 

ed ottenuta agiiagliando a costnnte un integrale primo, 

indipendente da t (L'), del sistema 

(7) 
axi 

= g i ( X t  > 3 P > I )  = g,(x) (i = 1 , ... , u], 

Supponiamo : 
1) le  gi(x) fwnzioni annlitiche (e monodrome O rami inonodromi di fun. 

zioni analitiche) ; 

(zO) Si pub anche vedere d i  sostituire f(P) con una  funaione del tipo p( t )  f(P), y ( t )  es. 
sendo una  funeione reale e periodica della variabile reale 1. 

Colgo l'occasione per avvertire che ne1 campo reale si svolgono tutte le considerazioni 
d i  questa mia Memoria. 

(4') Corne è noto nella teoria dellc fiinaioni misurabili è sfruttnto il postulato di ZEII 
nm1.o. Attraverso l'uso dei  teoremi fondamentali d i  questa teoria il  postulato d i  z ~ ~ ~ l C r . 0  è 
quindi applicato anche i n  questa mia Memoria. Esso pub essere evitato solo se si particola- 
rizza in  maniera conveniente la natura delle funzioni e degli insiemi che s i  prendono in 
considerazione; se ciob le  funaioni misurabili e gli  insiemi misurabili si sostituiscono 
rispettivamente con le equivalenti, ne1 caso nostro, d i  quelle funzioni che TONTCI.~.: cliiama 
quasi-continue e con gli equivalenti di quegli insiemi che egli chiama pseudointervalli. 

Si veda L. TONICI.LI, Fomlawenti d i  Ca7colo delle Variaeionà [Zanichelli, Bologna. 193". 
cap. III e in  particolare le  pagg. 12" e 131. 

(2,) Integrale primo la ciii esistenza B natiiralmente un'ipotesi. 
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II) ln vnrietà inteyrale V analitica, sevnplice e chiusa ( P 3 ) ;  le derivafe 
par~icdi d i  Hlx) mai simultaneawzenfe nulle su V ,  ln quale é percib priva di 
singolarità ; 

III) le fitnzioni gi(x) olom.orfe in ogni punto d i  V di guisn che, se le 
funzioni 

(8) xi = X1(xe 1 t )  ( i  = 1, ... , n) 

dhnno l'integrale del sistema (7) che per t = O soddisfa alle 

il piinto (xO) nppartenendo a V, le X,(xD 1 t )  si possono definire per ogni valore 
di t ,  riiiscendo funaioni olomorfe di (xO t). 

Indichiamo con T(t) la trasformazione biunivoca di  V i n  sb che a1 punto 
( x o )  fit corrispondere i l  punto dato dalle (8). 

Allora T(0) B l'identith, mentre riesce 

(9) T(t,). T( t , )  = T( t ,  + t , )  . 
Supponiamo inoltre che: 

IV) la ~uis?wa (secondo LEBESGUE) nella snetrica subordinata su V 
dalla wcetvica eucliden che vige nello spazio antbi~nte sia Fer ogni porzione 
9,~isurabile di V u9z invariant? rispetto al gruppo G delle T(t) (21); 

e che: 
V) ogni porzione 9i~isurabile d i  V, invariant? rispetto a T(t), t $= O, abbia 

misura O mdln O uguale a pm~lla di V ;  cale a dire, supponiamo c71e G sin 
co~~qletamenfe t~nnsitieo. 

2. Teoreina 1. - Io dico che: 
Nelle ipotesi 1) ,  ... , V ) ,  se f(P) è una funaione del punto P di V ,  S O ~ I I L G L -  

bile su V ;  se U è una porzione ~îziswabiie d i  V e U(t) ne è l'inunagi~ze nella 
T(t) ("1, allora la funzione 

F,  (4 =\f ( W t '  
Olt) 

è funzione continua. di t e riesce 

(23) Una varieth (n - 1)-dimensionale è sernplice e chiusa, se si pub porrc in corrispon- 
denza biunivoca e continua con un'ipersuperficie sferica a lz - 1 dimensioni. 

( o r )  È questa un'ipotesi non essenzialmente più restrittiva che qiiella dell'inrarianza 
dell'integrale di una conveniente funzione positiva. 

Cfr. il mio lavoro citato, nota ( 1 6 )  e n. 12. 
(05)  Xe1 srpiiiio, se A è una porzioiie di V, A ( f )  saih senipic l'iinniagine di A nella T(t1. 
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Nella dimostrazione di questo teorema procederemo per gradi. 
Lo riconosceremo vero prima nell'ipotesi che U e quindi - data la 

biunivocith e la  continuith, anzi l'analiticith, delle T( t )  - U ( t )  siano aperti f 6 )  

e che f(P) sia continua. Lo stabiliremo poi in  generale mediante dei pas- 
saggi al limite. 

Alla sua dimostraeione sarR opportuno premettere qiiella di qualche lemma. 

3. Lemma 1. - Se E è unaporzione tnisurabile di V, l'irzsie~ne (misurubile) 

E* = E + E(tl)  + E(2tf) + ... (t' =l= 0) 

ha mh~ura zrglhale ad mV, non appena sia mE > O (e7). 

I n  altri termini, dico che, se m E ,  O, di giiisa che P anche 

(111 a&* 2 I M E  > 0 ,  
allora b WLE* = mli. 

Ed infatti, sapponiamo che sia 

(12) ucE* < mV.  
Poniamo 

Ip = E + E(tl)  + ... t Er2pf') 
e 

1- = Ip(- pl'). 
di guisa che per la IV) riesce 

(13) N d p  = ndp  . 
Gli insiemi misurabili 

I, ,  ri, ... 

(26) Ne1 seguito una porzione d i  V sarh detta aperta, Re B aperta rispetto a 1' e non 
ail's, in cui V è immersa (rispetto al quale S, anzi iina porzione di Ir non è niai aperta). 
Anche l'intorno di un  punto di V sarh sempre inteso rispetto a V. 

P e r  gli  insiemi serrati (ne1 senso di S ~ V E ~ I ,  cioè chiusi ne1 senso d i  CANTOR) iina con- 
venzione simile è fuori d i  luogo, perché, V essendo essa stessa u n  infiieme serrato, ogni 
porzione d i  V, serrata rispetto a V, 10 è anche rispetto all'S, ambiente. 

(27) Naturalmente nell'enunciato di questo come dei lemmi che segnono è sempre sot- 
tinteso che debbono essere verificate l e  1), ... , V). 

Avverto poi che se A,, A*,... sono degli insienii d i  piinti, ln t o t d i t l  dei piinti clle 
appartengono a uno almeno degli A l ,  A*, ... sarà indicata con A, +-A,  i- ...; se A,, A , ,  ... sono 
a due a due privi di punti in  comiine, l'insierne A,%A, 4- ... s a r l  indicato anche col sim. 
bolo A, +A, +- ...; cfr. C. CARATHBODORY, l T o d e s m g e n  über  reelle Funkt io~~en  [Teiibner. 
Lipsia. 19181, pagg. 22-24. 
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formano evidentemente una successione crescente the tende verso l'insieme 
(misurabile) - 

E" = E + E(tf) + E(- f ' )  + E(2t') + E(-2tf) -k ... , 
invariante rispetto a T ( t l ) .  

In  ~ ~ i r t ù  della (13) é poi 
- 

snE" == lim ml - lim d, = rnE*. 
P l * " . ,  p- +O0 

Indi, Ne si tien conto della (il) e della (lS), si trova 

O < mË* < m ~ ;  

il che, data l'invarianaa di Ë" rispetto a T ( f ' ) ,  é incompatibile con la TT). 

Ed il lemina é dimostrato ("1. 

4. Lcmma TI. - Se f(P) è u n a  funzione 
se E è u n a  porzione a p e r f a  d i  V ;  e se ponia~izo 

F,*(fl= / f  ( ~ ) d  v 
E<ti 

ul lora P,*(t) è u n a  fwnzione continua. 
Infatti sia t ,  nii qnalunque niimero reale e 

E,(tJ 
la porzione di R(t,,) che ha dalla frontiera di 

continua del punto  P di  V ;  

six 

(i = 1, 2, ...) 

E(t,) - presa rispetto a V; 
efr. nota (Y6) - iina distanza - calcolata rispetto all'S,, arnbiente - maggiore 

Allora E,(t,) é evidentemente aperto, se non Q viioto; e non é certo vuoto, 
se i é sufficientemente grande ; anai la successione E,(to) , E,(t,), ... invade 
E(to), di giiisa che riesce 

i 14) lim mEi(t0) = vnE(t,) . 
i - - t a o  

Inoltre, fissato i, se h è sufficientemente piccolo in modulo, E,(to + h) e 
evidentemente contenuto in E(to), perche il trasformato nella T(h) di un punto 
P di V ha da P una distanza infinitesima. ed uniformemente infinitesiina 
rispetto a P, con 18. 

(28) Le applicazioni del postulato di Z ~ i r n r s i . ~  implicite ne1 testo si possono evitare, se 
si fanno delle ipotesi opportune siilla natiira di E; se si siippone ciolt che E e qiiindi E ( t l ) ,  
E ( - t ' ) ,  ... appnrtengnno a qiiella classe di insiemi, ciii si P nlliiso nella nota ("), cqiiiraleiiti 
agli psciidointcrralli secondo 'I'ONKT.T.I. 
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Indi, qualunque sia il valore di i purchè prefissato, se h è sufficiente- 
mente piccolo, E(t , )  ed E(t,  + h) hanno in coinune E,(t, + h). 

Ma b per la IV) 

mE(t,,) -- mEi(t,) = mE(t,) - mEi(t, + h) = ~t tE( t ,  t h)  - ))&El ( to  i- h ) ;  

e di qui e dalla (14) segue che, per h-O, la porzione di E(t , )  che non appar- 
tiene ad E(t,  k h) e quella di E(t,, + h )  che non appartiene a E(t,)  sono 
entrambe infinitesime. 

l i a  allora, f (P)  essendo limitata, anche la d i f feren~a F,*[t ,)  -1 F,*( f ,  I -  h) 
6, corne volevarno, infinitesima con h. 

5. I,HII)III~ III. - Se f(P) è una funzione coutinua del ptcnto P di V ;  se 
U è zcna porsio,ie rnisurabile d i  V e se 

allora P,*(t) é, anche in  questo caso, funzione continua di t .  
Sia infatti U , ,  U, ,  ... una successione decrescente di porzioni aperte di 

V, tutte contenenti U e tali d a  essere 

Sarh allora 

ù#) - U ( t )  
ma è, per la IV), 

ed f(P) è limitata, indi é 

la  relazione di limite essendo uniforme riopetto a t .  
Indi F,*(t) 13 continua, perchè tali sono per il leinma 11 le funeioni 

(y9)  Anche questa applicazione del postulato di ZERMELO non si pub evitiire, se non si 
fanno delle ipotesi opportune sulla natura di U. 
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6. Lemma IV. - Se f(P) è una funsione continua del punto P d i  V ;  e 
se yer ogni poraione aperta E d i  V poniawzo 

- i l  che ha senso perche 

E(t) 

é funzione continua e quindi integrabile di t -, ccllora lcc funzione d'insi~riw 
y(E) è funzione della sola wzisura d i  E .  

Infatti siano E, ed Ei due porzioni aperte di V aventi niisure uguali. 
Sia 7 ,  un nurnero positive. E poniaino 

etO=El-E,,  

eii = [El - e,OI [Eo(zo) - e, O ( 7 0 ) 1 ,  

el" [E,  - eiO - [E0(22,) - e,O(22,) - eii (T,)] , 

gli insieini e,O, e l i ,  e," ... sono evidentemente misurabili e privi a due a due 

di punti in comune, di guisa che, se E, é la poraione di El definita dalla 

É, = e lU + e,' +el" ..., 
- 

WZE, = meiO -+ me,' + wcei2 + ... (3U). 
Poniamo ancora 

P , ~ = E ~ - E , = ~ , ~ ,  

eoi=[Eo - e o O ] ~ [ E 1 ( - ~ , ) - e o O ( - ~ , ~ ] = e , l ( - ~ , ) ,  

eo2 =[E, - eOo - eoi].[E,(- 2 4  - eO0( - 27,) - eOi(-T,)] = e,2( - 2 ~ ~ )  , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
eoQ=[E, - eoo-eoi  -... - e,P-i]- 

a [Ei( -pro) - eoU( -pro) - eOî( -pro + T, )  - ... - eop-'( - 41 = e,*( -pu), 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

... (3") La particolare natura degli insiemi elo ,  e i i ,  - ehe rientrano appunto in quella 
categoria di cui abbiamo fatto cenno alla fine della nota (e l )  - permette, volendo, di  stabi- 
lire questa uguaglianza senza ricorrere a1 postulato di Z E R M I ~ O ,  
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degli irzvariarzti adinbatici 347 

di guisa che anche gli insiemi e,", eoi, e,", ... sono misurabili e privi a due a 
due di punti in comune, riuscendo 

se Ë, è la pordone di Eo definita mediante la 

Si ha ,evidentemente: per la (91, 

(15) 
e, per la IV), 

e quindi 

Premesso questo, dico che è 

Supponiamo 3nfatti che la (16) non sia verificata. Non Io sarà, allora, 
nemmeno la (17) e riuscirà 

( 18) 9riE, - Ë,) = m(E, - E,) > 0 .  

Sia P un punto di Ei - E,. 
Indichiamo con 

Pi 2 P, --. 
la successione di tutti i valori interi e non negativi del numero i, tali che P 
appartenga all' insieme 

EO(k3) ; 

con p,, y,, ... i numeri interi e non negativi rimanenti, di guisa che i punti 

non appartengono ad E, e quindi nemmeno ad E, - Ë,, . 
Dico che P appartiene, se y =p,, p, ,  ..., all'ineiome 

(3i) Anche qui vale un'osservazione analoga a quella della nota precedente. 

A r n a l i  d i  M a f e m a t i c a ,  Merie IV, 'Porno XIII. 
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Infatti, se  cosl non fosse, P - che appartiene a 

perche non appartiene ad El, e ad E,,(pt-,), per ipotesi - ssrebbe anche un 
punto di @,p. 

11 che 13 assurdo, perchè P non appartiene ad E,. 
Re segue che, per p =pi ,  p, , ... , il punto 

appartiene ad e,,O + e,,' + ... I- e,,P-' e quindi ad Ë,. 
Indi, tenuto conto di qiianto si é già detto per 

si ha facilmonte che i piinti 

non appartengono mai ad E, - Ë,. 
Val quanto dire : 1' insieme E, - E, non appartiene d l '  insieme 

[E, - E,] 4 [E,( -. 2,)  - E,( - r,)] 4 ... . 

I l  che, per la (181, è incompatibile col risultnto espresso ne1 lemma 1. 
L' assurdo a cui siam perveniiti diinostra che le (16) e (17) sono verificate. 

Indi, in virtù della IV), E , ( t ) ,  che appartiene ad E,(t), coincide con EL(t) 
a 'meno di un ineieme di misiira nulln. E questo per ogni valor di t. Ne segue 

L'insieme Ë, coiiicidendo con E, a meno di un insieme di misura nulla, 
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OPR è identicamente, per ogni intero p > O prefissato e per T >p,. 

ir. t 

t ir. t 

(5T La continiiità della f(P) e la partieolare natiira degli e,i(t)  perincttono di stnbilire Io 

senaa ricorrere al postiilato di Z a n n r ~ i . ~ .  
("3) Le  fiinsioni 

(s-O, 1) 

%"t) 
sono integrabili, perche (lemma III) continue. 

Si noti che anche qiii nei rigiiardi della applicaaione, implicita attraverso l'uso del 
lemma I I I ,  del postiilato di Z ~ R Y I C I . ~  vale iin'osscrvrizione anaIoRa a quella dclla nota (3'). 

(") Si tengano piesenti le (15). 
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S e p  13 sufficientemente grande, gli insiemi eop + e,p+i + ... ; elP + e,p+i + ... , 
e qiiindi anche i loro trasformati nelle T(t), hnnno una misura che possiamo 
supporre convenientemente piccola. 

Indi, fissato il numero positivo E, possiamo supporre 

pur di scegliere p convenientemente. 
Una volta p fiseato, possiamo siipporre s cos1 grande da essere 

I l  confronto delle (23), (24) e (25) dii sem'altro 

indi, p w  l'arbitrarietk di E, 

cp(Ë,) = Y@,) ; 
cioè, per la (90) e la (221, 

= Y(Ei) 

Ugiiaglian~a questa che equivale appiinto al lemma che volevarno stnbilire. 
OSSERVAZIONI. - Si noti che il ragionamento precedente si pub applicare 

anche a insiemi misurahili qualunque e non soltanto a insiemi aperti. 
Io ho preferito considerare solo insiemi aperti, e per aver modo di indi- 

care chiaramente fino a che punto le consideraaioni svolte in questa Memoria 
si  possono liberare da1 postulat0 di ZERMELO, e per trovarmi agevolats la 
via nelle mie eventuali ricerche iilteriori sull'argomento. 

Si noti infine che se T(tl)  13 una trasformazione di G che sin metricamente 
transitiva, tale è anche la T(-t') ed 6 naturalmente t '+O. Posto allora T, 
uguale a quel10 dei due numeri t' e - t' ehe Q positivo, il ragionamento 
svolto conserva inalterata la sua validith. 

E cib conferma quanto si & detto alla fine della nota (15). 

7. Lemma V. - Sictno 
uo, u, , U.8 

6 -1- 1 porzioni aperte di V verificanti le 

e U, , ... , U, siano prive R due a diie di puiiti in coinuue. 
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E'issato il numero positivo T,, indichiamo con 

gli equivalenti per U ,  ed U, degli insiemi 

associati ne1 numero precedente a Eo ed E , ;  e poniamo 

Valgono allora (35), se p B un inter0 positivo e T >pro,  le 

rhe, sommnte membro R membro, dhnno facilmente 

ove si tenga conto delle 

che - cfr. n. 6 - si possono ritenere soddisfntte, E essendo un iiiiintw 
positivo prefissato ad arbitrio, non appena p sin scelto in maniera opportiiiia 
e -t sia sufficientemente grande. 

Se indichiamo con 
+(Y) 

la fundone - evidentemente continiia in tiitto l'intervalle O < < mV ("O) 

(35) Si tengano presenti la (23) e le  (19) e (21). 
(*) Che dalle posi~ioni  indicate ne1 testo $(q) sia effettivamente definita i n  tiitto I'in- 

tervallo O 5 q 5 m V si riconosce facilmente. Basta infatti ossen7are che la porzione di TT 
definita dalla s, < h è aperta ed  ha una misura che varia con continuith da sero a In V, e 
quindi assume tiitti i valori intermedi. quando h varia da  - w a + W .  

La continuith poi d i  $(q) è stata pià iniplicitaniente ricoriosciiitn ncl ragionniiien!~ clie 
ci ha condotti a stabilire le (24). 
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.,P. cw.2 G. SCORZA DRAGONI : Sul fondamento mcctemcctico della teoricc 

- nulla, se q = O ,  e, se  r )  > O ,  uguale all' unico valore assunto dalla cp(E) 
su tutte le porzioni  perte di V aventi per misurn y ,  la (26) si traduce nelln 

Se r ) ,  e q2 sono due numeri per i quali riesce y, + r ) ,  < mV, possiamo 
evidentemente determinare - data la  continuitk di +(q) - un numero 7, e 
due numeri interi P non negativi s, e s, tali da emwe simiiltaneamente 

e,  E essendo un numero positivo arbitrariamente prefissato, 

segiie facilmente che : 
Lcr fwnaione con finina +(y) z w i f i c a  1' ~ q m e i o n e  

(28) r i  + Y )  = $ 7  4- 7 )  (y, 2 0 .  % 2 0 ;  ri, + ~ i ~ 5 3 n V 1 . '  

e quindi P d~llrr f o n m  
(29) +(y) = k..r), 

~ 0 1 2  k = cost. 
La (28) equivalt~ gih di per sé all'additivitA in senso stretto della cp(E). 

La (29) ci permette di asserirne l'additivith in senso lato. 
Per  stabilire ln (29) era gitt sufficiente, come del resto P noto, la (27). 

Da questa segue infatti, se s, 2 O e s, > O sono due interi, con 8 ,  < R ? ,  

1 
la (29) P quindi vera se - r )  è un numero raaionale; ma $(y) B continua, 

l n  V 
qiiindi ... 

OSSERVAZIONE. - A proposito del numero positivo z, valgono natural- 
mente delle consiclerazioni analoghe a quelle fatte alla fine del numero pre- 
cedente. 

(37) A stretto rigore, per 1 = 0, la (27) - allora banale - non segue dalla (%), almeno 
nelle ipotesi i n  ciii quest' iiltima è stata dimostrata ; e, per > 0, sarà  riconosciuta conse- 

nev 
guenea della (26) solo dopo di aver  rilevato che, se è v] < , allortt esistono - come si 

riconosce con un'oa~ervaaione analoga a quella della nota precedente - s poraioni di V, 
aperte, p i i r e  a due a cliie di piinti comiini ed avenii t i i t t ~  niisuia ugiiale a ri. 
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8. Diiiiostrazione del teorema 1. - I l  risultato del numero precedentc ci 
autoxizza a scrivere y(U) = ~ . N L U ,  se U A una porzione aperta (su V )  di V. 

Posto U =  V, si ha evidentemente U(t)  = V)  e quindi 

ma è anche y ( V )  = k-rnV) indi si trova 

Cambiando f(P) in -f(P), si trova agevolmente che b del pari 

E la (10) del teorema 1 é quindi vera, almeno sinchb f ( P )  O continiia ed 
U é una porzione aperta di V ( 3 8 ) .  

9. Compimento della diiiiostrilzione. - Siipponiamo ora che f(P) sia misu. 
rabile e limitata e che U sia iina poraione misurabile di V. 

Siano 
fiP) 9 fAPL .a-  

le funzioni - continue ed equilimitate su  V di una successione conver- 
gente verso f(P) in quasi tutti i punti di V ;  di guisa che la relazione di 
limite 

liin f i (P) = f (P )  
i-+m 

vale quasi-uniformemente nell'insieine in cui la succesnione f,(P), f,(P), ... 
converge ("1. 

Dico che allora 6, uniforinemente rispetto a 2, 

(38) Si sarh notato che per stabilire questo teorema non si è mai fatto un iiho eus~ri- 
liale de1 postulato di Z E R H R I . ~ .  

(39) Cfr. CARATHLOVORY) loc. cit., nota (?T), pap. W2, 0. 355. 
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Infatti, sin v una poraione misurabile di V .  con M-LY C E; dove E > O è 

un numero prefissato, tale che nell'insieme V- v la successione f,(P), f,(P), ... 
converga uniformemente. Pissato 6 3 0, in ogni punto di V - V sarà 

se i > i,, con i, scelto in maniera conveniente. 
Allora, se si pone 

se ,11 8 lin niimero tale che riesca 1 f(P) 1 < M, 1 f,(P) 1 < M. 
L' uniformità della relazione di limite espressa dalla (30) B quindi dimostrata. 
Dalla (30) segue allora, in virtù del lemma III, che 

è funzione continua di t. 
Sia ora U ,  , U, , ... nna successione decrescente di porzioni aperte di V, con- 

1 
tenenti U e tali che sia MU, <+nu +-. . 

Z 
Si avrà allora (cfr. n. 5)  

e quindi, insieme con la (30), sarà, del pari uniformemente rispetto a t ,  

e quindi, uniformemente rispetto a z, 

lim - di? f,(P)dV = - dt f(P)dV. 
i--+cc I I  7 S 7: 

O Udt) 
j 

O W )  

('") La relazione di limite scritta si poteva iiconoscere valida uniformemente con 10 
stesso ragionamento svolto al n. .i sema passare per il tramite della ualidità, uniforme della (30). 
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E di qui e da1 risultato del n. 8 segue facilmente che la  (10) 6 valida 
anche se f(P) B misurabile e limitata ed U 6 una poreione misurabile di V. 

Se f(P) 6 soltanto (misurabile e) sommabile su V, di guisa che ha misura 
nulla la poreione di  V in oui è f ( P )  = & es, poniamo 

la successione di funaioni limitate e misurabili 

converge allora verso f(P) in quasi tntti i punti di V, la convergema riu- 
scendo quasi uniforme. 

Se  7, U(t), Ü*(t), E, 3, i,, hanno allora un significato analogo a quel10 pre- 
cedente, si trova 

ma per 1' assoluta continuità dell' integrale di LEBESGUE 1' ultiino integrale 
scritto è infinitesirno con E, quindi la (30) B soddisfatta, in maniera uniforme, 
anche ne1 nuovo significato dei simboli ("). 

Lo stesso si pub dire allora per l a  (31); e di qui e da1 fatto che la  (10) 
6 valida per le funzioni f,(P), f,(P), ... si deduce i l  teorema 1 in tutta la  sua 
generalità. 

10. Ipotesi e notazioni. - Inclichiamo con r = n - 1 la diinensione di V e 
V I )  sia y un pezzo di varieta anaiitica, contenuto in V ,  ( r  - 1)-dimen- 

sionale, di equasioni parcclnetriche 

- il punto (g) = ( y i ,  ..., y ,.-,) variando nell'intervallo 

(4L) In particolare si ha allora che, anche in queste ipotesi, la fiinnione f(P)dV 6 continua. I 
Ult) 

.4nrnli  d i  iWntematica, Serie 1V. 'Ponio XIII. 46 
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le t , ( y )  essendo olomorfe in 
- - 
o:a, < 3, < 6, (& t a o l ;  bl < b,), 

le (32) ponendo una corrispondenza biunivoca fra o e y, di guisa che y era 
anche semplice - e indichiamo con y l'insietîze descritto da1 punto dato dalle 
(32), per (y) vuriabile in o - insieme che, per l'analitioità di  V e di y, appar- 
terrà anche esso a V; e che supporremo in oorrispondenza biunivoca con o. 

E supponiamo che: 
VII) la mratteristica della $natrice 

sia r - 1 i ) ~  ogni punto o - di guisa che y B dotato di Sr,, tangente in 
ogni suo punto - ; 

che : 
VIII)  i n  ogni punto P = (x) di 7 sia 

(33) g:(x) + S.. + &(x) , 0 ; 
e Che: 

IX) la tangente in P, P essendo un punto d i  7, alla. traiettorin da F 
descritta - tangente che, appunto per la (33), esiste di certo, univoeamente 

detorrninata -- non appartenga mai al10 S,.-, tangente a 7 in ' P ;  vale a dire, 

y non tocchi wai nessuna delle traiettorie descritte dai suoi pwnti. 

11. Notazioni e richiaiiio dei risultati, - Sin i', l'insieme descritto da 
y ( t )  per t variabile da O a T ( >  O), ogni punto di  I', essendo calcolato con la 
debita molteplicitb - che dipende da1 nnmero di volte che y(t) passa per di  
esso e della quale terremo automaticamente conto attraverso una rappresen- 
tazione parametrica di  l?, -; sia poi I' 1' insieme invaso da Il, per 2 - t o c .  

- - 
I n  maniera analoga si definiscano, a partire da  y, ï, e quindi r. 
Pensiamo a e o immersi nell' 8,. descritto da1 punto (y 1 t )  = (y,, ... , y ,.-, 1 t )  

- 

e indichiamo rispettivamente con 2 ,  e Z, gli insiemi dei punti di questo 8,. 
che soddisfanno alle disuguaglianae 

con o(tl), per O < t' ( z, la sezione di 2,  con 1' iperpiano t = t' ; e Z e 3 si 
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definiscano a partire da Z, e z,, cosi came ï e ï lo sono stati a partire da - 
i', e FT. 

Allora, le X,(xl t )  avendo il significato chiarito ne1 n. 1, le funzioni 

sono olomorfe in , e le eqiiaaioni 

definiscono, per (y1 t )  variabile in , una trasformazione O di Z in r. 
La trasformazione 8, che la O subordina f ra  L e l', si ottiene dalle (34) 

snpponendo (y 1 t )  variabile in 2.  
Essa muta evidentemente L, in r,; le semirette del tipo 

contenute in Z nelle semitraiettorie descritte dai punti di y negli istanti non 
negativi; o(t )  in  y( t ) ,  quest7 ultima trasformazionc riuscendo biunivoca. 

Con un ragionamento analogo a qiiello svolto ne1 n. 4 della inia Nota 
citata si riconosce che 

La trasfonnazione è 1ocal.rnente in,verlibile nei punti di 2, 
cioh subordina una corrispondenza biunivoca fra gli intorni di due punti Omo. 

loghi, uno di 2 e l'altro di l', 17i11to~no di qiiest7 ultimo punto niidando inteso 
rispetto a V. 

Per le ragioni addotte al n. 5 della stessa Nota, si ha clic 
Per s sufficie~~tettoente piccolo - per esempio per TI; T,, , con s, > O - è 

biunivoca anche la trasfonnazione, subordinata dalla O, di 2,  in r,. 
Di qui e dalla (9) segue facilmente che 8 muta con biunivocitlt la 

porzione di L compresa fra i due iperpiani t' = t, , t' = t ,  + T,, , dore 

t ,  2 O, nella porzione di l? descritta da y(t') al variare di  t' ne117intervallo 
t ,  < 1' < t ,  + 2,. 

Xe segue anche che l a  molteplicità di ogni punto di  F, b seinpre finita, 
tendendo eventualmente verso infinito per T - + oc. 

12. Lemmi. - Col ragionamento del n. 6 della mia Nota citata si rics- 
nosce che 

Esiste in o m a  funzione 
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- 
di  (y) = (y, . ... , y ,.-, ), olornorfa e sempre positiva, tale che, posto i n  Z 

rappresenta l'elenzento d i  volume, calcolato, i n  confornzità della lnetrica fissuta 

su V, net punto (di e quindi) di  V onzologo nella del punto (y 1 t) di %. 
Indi, se E B una porzione aperta e limitata di Z, il trasformato El di E 

nella O - che, per la  invertibilith locale della O, é una porxione aperta e 
quindi misurabile di  V - ha una misura che non siipera il valore dell'inte- 
grale (di LEBESGUE) 

(35) 

l'uguaglianza avendo luogo, se, e solo se, 6) pone una corrispondenza biuni- 
vora fra E ed EL. 

Se E b trasformato in  Ei senza biunivocità, l'integrale (35) dai.8 la misura 
dell'insieme pondernto ottenuto da EL calcolandone ogni silo punto con la 
debita molteplicità (42) .  

Risultati perfettamente analoghi sussistono, se E B un insieme limitato 
e serrato (9 contennto in 2.  

Se f(P) è iina funzione continua del punto P di V e fL(yl t )  la fnnzionc 
corit,inua del punto R r (y 1 t )  di ri, ottenuta ponencloln uguale a f (P) nei 
punti R ornologhi, nella 0-', del punto P di I', sarà 

se E ed Ri  hanno il significato precedente, ogni punto di EL  ~ssendo  cal- 
colato con la debita molteplicitk. 

I n  particolare riesce 

('9 Che par& data da1 niimero (evidentemente finito per la limitntceza di E e pcr qiianto 
è detto alla fine del n. 12) dei moi  oinologhi nella 8-j. 

("3) Lo stesso T-ale aiichc se E b un insicme misiiiabilc. 
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13. Teorema II. - Dico che: 
Nelle ipotesi 1), ... , I X ) ,  riesce 

iim ' b ~ ) d r  = 
T - + m  992rT 9n V 

r, v 
se f(P) è u m  fu~zione del punto P d i  V, soamzabile su V (44). 

Supponiamo f ( P )  continua. 
Indichiamo (vedi n. 11) con z, un numero positivo tale che tutti i punti 

di i'," siano semplici e con L,,(t,), per t ,  > O ,  la poraione di 2 definita dalle 

nl<y ,5 . zb , ,  t , < t < t , + s ,  (1 = 1, ... , r - l), 
di guisa che i',,(t,), cioè il trasformato di rT0 nelln T(t,) ,  è anche l'omologo 
di L,,(t,) nella 8. 

Poiché i punti di r,, sono tutti semplici, a i',, possiamo applicare i l  
teorema 1. Con i l  che si ottiene 

cioé, tenuto conto anche di qiianto è detto alla fine del numero prececlentc. 

7 

a =. lim 1 jdtlfl~)av = iim 
7-7m T . t î ~ ~ l  T- l m  'C-TI, 

0 I ' Y O ( t )  G 

(") Si potrebbe  fora^ obiettare che il  simbolo 

PT 

B stato definito solo nell'ipotesi della continuith della f(P). 
Ma si comprende subito che, se p b un  qiialsiasi intero positivo siifficiontcmonte grande 

perche rT,, con 5, = i ,  uia a punti tutti semplici, b da porre 

(45) Si riconouce immediatamente che, posto 

nell' insieme 

la fiinzionc fi(@ t, p) v i  è continua e che l'integrale ucritto ne1 testo è neunle all'intrzrale 
d i  T,(y t, p) esteso all'insieme 

n ~ ~ 9 i ~ h l ,  O 5 t 5 r ,  t 5 8 5 t - t  TO ( l =  1, ..., 1.- 1). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e quindi 

(37 1 

1 t)v(y)da = r, f (P)dV+ S 
l', 

Gli ultiini due integrali scritti si mnntengono evidenternente sempre mi- 
nosi di 

M .  .j&p, 
d 

se M Q il  massimo di 1 f(P) 1 su 17. 
E ln (37) si riconosce quindi iinmediatainentc equivalere alla 

La (36) Q cos1 verificata, se f ( P )  6 continua (9. 

("1 Tale iin'osserrazione analoga a quella della nota (3X). 
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14. Compimento della ditnostraxione. - Supponiamo f (P) misurabile e 
limitata. 

Noi potremo costruire una successione di funzioni continue ed equilimitate 

convergente (quasi uniformemente) verso f ( P )  in quasi tutti i punti di V. 
Avremo cluindi, uniformemente rispetto a p, 

se rT, ha 10 stesso significato che ne1 numero precedente; ey tenuto conto 
della nota ("), 

sempre in maniera uniforme rispetto a p. 
Di qui segue -- cfr. n. 9 - la 

che equivale senz'altro alla (36), come si riconosce facilmente osservando 
che è 

- 
- dove 2=pr , ,  con p inter0 non negdtivo e tale da essere PT, < r I (y + l ) ro  ; 
che 
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36-2 G. SOORZA DRAGONI : Su1 fondccnme&o lrzatenzutico dellcc teoria, ecc. 

si mantiene limitata, e precisamente non superiore a 

A partire dalla (36), vera se f ( P )  è misurabile e limitata, si riconosce che 
essa è vera anche se f ( P )  é soltanto sommabile su V. 

E questo si ottiene mediante un ulteriore passagyio a l  limite; ponendo, 
per esempio, ne1 punto P di V 

e - cfr. n. 9 - ragionando in maniera analoga a quella tenuta ne1 caso 
precedente. 

('") Per bene intendere le affermaaioni del testo, si dovrà tenere presente che I',-i'; in- 
dica naturalmente l'insieme descritto da y ( t )  per ;< t 5 r. 

Di qui e da O < T -  ;< r,,, segue che I',- I'; 6 evidentemente a punti tutti semplici. 
In easo contrario, llaffermazione contenuta nella 

potrebbe essore fallaüe. 
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BANDO DI  CONCORSO A PREXIO 

I l  Comitato per l'Astronomia, l a  Matematica Applicata e la Pisica del 
Consiglio Nazionale delle Ricerche bandisce un concorso a preinio su1 tema 
seguente : 

Applicuzione concretu dei metodi nzutewcutici ni fenoweni fisici ed alle 
uttuuzioni tecniche in cui entruno in gioco fenmneni di ereditarietà e di isteresi. 

Possono concorrere a detto premio cittadini italiani (d'ambo i sessi) con 
un lavoro stampato O dattilografo in lingua italiana da inviarsi entro il 
30 marzo 1935-XII1 alla Segreteria Generale del Consiglio Nazionale delle 
Ricerche (Ninistero Educazione Naaionale - Viale del Re - Roma). 

L'ammontare del premio è di L. 5.000. 

dggiiintn alla Mrniurin d i  1,. Chniiiiird: a Sur quelqzces types de conditions imposées à la 
structuve d ' u n  ensemble ponchiel 0 ,  S. X I I ,  p. 339 e seg. 

La forme donnée, page 351, a u x  definitions 1 et  JI, résiilte d'un 6cliange dc vues 
avec M. EUGENE BLANC qui m'asignal6 en outre qu'une figure de  la classe p peut ne 
pas admettre d e  dernibre enveloppante-?. Ainsi, le  r6le de  la  derniHre enveloppante-:, 
diffbre encore de celui de  l'enveloppante convexe qui existe polir tout ensemble born6. 
D e  même, tandis qu'une figure convexe est caract6risée par  le  fait de  coïncider avec son 
enveloppante convexe, on ne saurait dire  qu'une fignre de la classe 2 cohcide a rec  son 
enveloppante-?, quand celle-ci existe. J e  reprendrai ces questions dans un autre trm-ail. 

Anrtali d i  Matematica, Serie IV, Tomo SIIL 
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