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Lc problème dont il s’agit ici est celui dc certnincs figures d’équilibre d’uue masse 
fluide homogène dont les éléments s’attirent mutuellement suivant la loi de Newton et qni 
tourne uniformément autour d’un axe. 

On sait que, si la vitesse angulaire ne dépasse pas une certaine limite, la figure d’équi- 
libre peut Ctre ellipsoïdale. 

En entendant par w la vitesse angulaire, désignons cette limite par w”. 

Tant que w < w”, on a deux figures d’équilibre sous forme des ellipsoïdes de révO- 
lution qui sont connues sous le nom des ellipsoïdes de Maclaurin. Si d’ailleurs w est in& 
rieur j une certaine autre limite, w’ < w”, on a encore une figure d’équilibre sous forme 
d’un ellipsoïde à trois axes inégaus, figure découverte par Jacobi. 

Ces figures varient continûment avec w. Quand w croît de zCro à w’, l’ellipsoïde de 
Jacobi et celui des ellipsoïdes de Maclaurin qui est moins aplati se rapprochent de plus en 
plus l’un de l’autre et se confondent pour w = w’. Si w continue de croître, on n’a que deux 
figures ellipsoïdales d’equilibre, celles de révolution, qui se rapprochent constamment l’une 
de l’autre et se confondent pour w = w”. Quant aux vitesses angulaires supérieures, il 
n’csiste point de figures d’équilibre sous forme des ellipsoïdes. 

L’ensemble des ellipsoïdes dcJIaclaurin constitue ainsi deus skies de figures d’équi- 
libre variant contirnîment avec la vitesse angulaire. L’ensemble des ellipsoïdes de Jacobi 
en constitue une troisième*). Pour les valeurs w’ et w” de w on peut passer de l’une dc ces 
trois séries à l’une des deux autres. 

La quest,ion se pose naturellement s’il existe d’autres pareilles &ies de figures d’équi- 
libre auxquelles on pourrait passer des séries ellipsoidales pour certaines valeurs de la vitesse 
angulaire. Surtout il serait intkessant de le reconnaître pour la valeur w” de w , au-delà 
de laquelle les figures ellipsoïdales d’bquilibre cessent d’exister. 

C’est la question dont je me suis occupé autrefois sur l’invikition de l’illustre Tcheby- 
chef, qui l’avait proposée aussi 8 d’autres savants russes. 

D’une manière génCrale, la question peut Atre posCe ainsi: 
On considère une quelconque des figures ellipsoïdales d’équilibre. Desiguons cette 

figure par E et la vitesse angulaire qui lui correspond, par w. On donne h cette vitesse un 

*) A un certain point de. vue, I’cnremble des cllipsofdes de Jaco bi peut étre considéré comme constituant deux 
séries de figures d’équilibre. Nais il est inutile de nous placer ici B ce point de vue. 

ha. ha.-ah?. ora. 1 
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2 A. hA?OUNO?F. 

accroissement assez petit c, et l’on demande si, pour la vitesse angulaire w -I- e, il existe 
des figures d’Cquilibre, autres que les ellipsoïdes, qui, CII variant continhment avec E, se con- 
fondent, pour t = 0, avec I’cllipsoïde E. 

Tchebychef avait surtout cn vue le cas dc o = w”. Mais la question peut également 
Ctre posCo pour toute autre valeur de w qui ue surpasse pas w”. 

En me proposant cette question, Tchebychef a exprimé l’opinion que c’est la méthode 
des approximations successives qui doit conduire a la solution, mais que la difficultb consiste 
dans la formation des équations d’où depend l’évaluation de ces approximations. 

Dès que je me suis mis à l’étude de cette question, j’ai reconnu que la formation dc 
l’équation qui doit donner la première approximation ne présente aucune difliculté, et en 
l’étudiant je suis parvenu à pouvoir définir toutes les figures ellipsoïdales, ou toutes les 
valeurs de w, pour lesquelles cette Cquation peut Atre vérifike. Quant aux approximations 
ultérieures, je me suis heurté à des difficultés que je n’ai pu surmonter à l’époque dont il 
s’agit (1882-1883). . 

J’ai été donc arrété dès le début de mes recherches, et en espérani y revenir plus tard, 
je me suis borné à publier le résultat relatif à la première approximation, ce que j’ai fait 
dans le Mémoire Sw In sfnbilité des f;szcres cll2psoïdales d’égtilibre CZ’,WL liquide CCNZIII~ d’un 
nlowement de rol&m*), en énonçant ce résultat comme il suit: 

&ant donné un entier n quelconque, surpassant 2, on peut trouver Ef + 2 surfaces 
algébriques d’ordre n infiniment voisines de celles des figures ellipsoïdales d’équilibre et 
vérifiant, à une première approximation, la condition’ d’équilibre. Parmi les figures déli- 
mitees par ces surfaces, une est infiniment voisine d’un ellipsoïde de dacobi, et les E f + 1 
autres sont infiniment voisines des ellipsoïdes de Maclaurin. 

Si dc nouvelles figures d’éqnilibre, voisines de celles ellipsoïdales, esistcnt, elles seront 
reprkentées, dans la première approximation, par les figures à surfaces algébriques dont il 
s’agit ici. Et c’est tout ce qu’on pouvait dire a priori; car, d’uue part, en passant aux 
approsimatious ultbricures, on pourrait être arrêté par l’impossibilité de satisfaire à certai- 
nes équations, et, d’autre part, si mCme on pouvait pousser les calculs aussi loin qu’on 
veut, on ne pourrait rien conclure sans l’examen de la convergence des approximations 
successives. 

Une année après, M. Poincaré publia, dans les Comptes rendus, les résultats de ses 
recherches sur la m6me question, en aunonqant qu’il a découvert une infinité de nouvelles 
figures d’kquilibre. Ces recherches ont été ensuite publiées dans le Mémoire connu &tr 
I’&tGlz’brc d’un.e masse fluide artkée d’un wtouvemmt de rotatbl, qui parut cn 1886 dans 
les kta illathewuztka (t. 7, 1585). 

+) Ce Mémoire, qai parut en 1884 en russe, est maintenant traduit en français, grice P M. Darrax. 
Cette traduction a paru l’ann6e dernih dans les Attnales de la FacuUi des i%imcco de PUniwrsité de Toubuse 
(t. FI, 1904). 
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SUB IRI PBOBL~ DE TCEEBY~HIW. 8 

Dans ce Mémoire, ayant trouve la première approximation, M. Poincaré, non pins 
que moi, ne cherche & pousser les approximations plus loin. Mais il croit possible d’en con- 
clure l’existence réelle de nouvelles figures d’équilibre, en se basant sur certaines consid& 
rations relatives au cas d’un système materiel dont la position est definie par un nombre 
limité de variables et en cherchant eusuite à Ctendre ces considerations au cas d’un liquide; 
Or on ne peut le faire que par des raisonnements peu rigoureux. Ce n’est donc pas une. 
demoustration; c’est plutôt une extension par analogie, et M. Poincaré lui-mEme semble 
l’avouer lorsqu’il dit: ail y aurait bien des objections k faire, mais on ne saurait exiger en 
nkanique la mdme rigueur qu’en analyse pure pour ce qui concerne 1’infiuiB. 

Moi je ne suis pas de cet avis. Je crois que, s’il est permis parfois de se servir des 
considerations vagues, lorsqu’on veut Ctablir un nouveau principe, qui ne resulte pas logi- 
quement de cc qu’on a dejà admis, et qui, par sa nature, ne peut être en contradiction avec 
d’autres principes de la Science, il n’est plus permis de le faire, dès qu’on a à résoudre un 
problème dkterminé (qu’il soit de la MCcanique ou de la Physique), qui est pose d’une 
manière entièrement précise au point de vue mathematique. Ce devient alors un problkme de 
1’Analyse pure, et l’ou doit le traiter comme un tel. 

Aussi je ne puis regarder les recherches de M. Poiucaré, toutes iugénicuses qu’elles 
sont, comme apportant la solution du problème. Et en effet, les difficultés inherentes au pro- 
bIème, et qui proviennent de ce qu’on a affaire j, un liquide et a la loi de l’attraction de 
Newton: ne s’y trouvent point touchees. 

Pendant les vingt années qui se sont Ccoulées depuis l’epoque dont il s’agit, je n’ai pas 
eu.l’occasion de m’occuper de cette question, et c’est seulement en 1903 que j’y suis revenu. 
Mais avant d’aborder cette question elle-mCme, j’ai cru utile de m’arreter d’abord a une 
autre question analogue, qui me paraissait plus facile à résoudre. Je parle du problème de 
Legendr e sur la figure d’équilibre peu différente d’une sphère pour une masse fluide hCté- 
rogène tournant très lentement autour d’un axe. 

Bien que ce problème fût l’objet d’un très grand nombre de recherches, il n’était pas 
encore résolu complètement, car, d’une part, pour établir les équations qui servent à cal- 
culer les approximations successives, on employait des considérations peu rigoureuses et, 
d’autre part, il n’était point établi que la suite des approximations successives converge, 
méme pour des valeurs très petites de la vitesse angulaire. 

J’ai réussi B combler ces lacunes dans un travail dont j’ai publié une partie dans le 
blémoire &derches dans la théorie de la film? des cwps destes (.ït?nloiWs ck l’Aca&mie 
des Sciewccs dc St.-Pitersbowy, VIII’ série, vol. XIV, fi 7). 

Ce qui assura le suc&, c’est surtout l’idée de considérer, outre la fonction inconnue 
qui figure dans l’équation du problème, encore ses dérivées partielles dont l’une ne figure 
point dans cette equation. 

Dés que je suis ainsi arrivé au but dans le problème de Legendre, la voie fut ouverte, 
et j’ai pu aborder le problème de Tchcbychef que l’on pouvait traiter-par la meme 

1. 
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4 A. LIAPOUNOFF. 

mCthode. Et en effet, en suivant la m&me voie, je suis parvenu, ici encore, à pouvoir présenter 
l’équation foudamentale du problème sous une forme permettant de chercher la fonction in- 
connue soit par des approximations successives, soit par des sdries. Je présento cette fonction 
sous forme d’une série procédant suivant certaines puissances de l’accroissement de la vitesse 
angulaire, et je me suis persuadé que l’évaluation des termes de cette série conduit à des 
calculs toujours exécutables. On pourra ainsi pousser I’approsimation aussi loin qu’on veut. 
Mais il fallait encore examiner la question de la convergence. Je l’ai fait aussi, en me ser- 
vaut de la méme méthode que j’ai employée dans le problème dc Legendre. Ainsi je suis 
parvenu à établir én toute rigueur l’existence de ces figures d’équilibre qui n’btaieut connues 
si longtemps que par une première approximation. 

C’est ici le li& de citer le Mémoire intéressant Star la sfnbdité des fiswes pyri~omes 
crJfèct&s par tme nzasse fkû#e en rotation, que M. Poincaré a publié il 7 a trois anuées 
dans les Pld. Tmwcticm (A, vol. 198). 

Si l’on admet avec 31. Poincaré que la première approximation connue, dans le pro- 
bleme des ’ figures d’équilibre voisines des ellipsoïdes, est rCellement une approximation ti 
certsiues nouvelles figures d’équilibre, on aura, parmi les séries de ces figures, une à laquelle 
ou peut passer des ellipsoïdes de Jacobi eu donnant à la vitesse nugulaire la plus petite 
parmi les valeurs qu’elle peut recevoir pour les ellipsoïdes de Jncobi sta!.~lcs. C’est les figu- 
res de cette série que M. Poincaré appelle pyrifimzcs, et dans le Némoire dont il s’agit il 
cherche & reconnaître si ces figures, tant qu’elles sont suffisamment voisines des ellipsoïdk, 
sout stables. A cet effet, il a dû calculer la &zcxGsc appro.Gation, et il y a réussi & l’aide 
d’une methode très ingénieuse qui est fondée sur la considération du potentiel d’une double 
couche. Toutefois cette Gthode ne semble pas permettre d’aller nu-del5 de la deuxième 
approximation, du moius, SUS le secours des considérations qui fout l’essence de ma m6thode: 
et qui rendent inutile l’introduction de la double couche de 31. Poincaré. 

En ce qui concerne lrl question de stabiliti, 31. Poincaré se borne h la formatiou 
d’une certaine inégalité *), mais il ne cherche pas à l’examiner. Un examen de la condition 
de stabilitk a été fait ensuite par M. Darwin, qui a publi6, dans le mCme Recueil, un MtL- 
moire sur le mBme sujet **), en le traitant par une m&hode toute semblable j celle de 
M. Poincark 

*) 31. Poincaré exprime la condition nécessaire et sufjisantc de la stabilité par l’inégalité 
(4 xc 0. 

Ce n’est pas exact. D’après ce que dit M. Po incar lui-meme, cette condition doit Çtre exprimée ainsi: 

(Iv T-$0. 
Comme T et Y sont des nombres négatifs, il est évident que l’inégalité (2) peut &re satisfaite sans que l’in- 

fgalité (B) le soit. 
J’ajouterai que, daus l’expression de Y (CO~S la page 372), on doit changer le signe du terme 2H’, ce qui aura 

une certaine influence sur la couclusiou a laquelle hi. Poincark arrive h la tiu de son Umoire. 
**) Thc Statilitg o/ the Z’enr-SIwpcd Fir~ure of Irjluilibriun~ of a Rotutiq Mass of Liquid (Phd. Trans., A, 

vol. 200, 1903). 
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fhx DN PXO~YP DE TCHIXYCHLP. 5 

Mes recherches conduisent aussi 8. la solution de cette question. Dans ce qui suit, je 
signalerai la conclusion à laquelle je suis arrive à cet @rd. 

Mon travail est trop étendu pour que je puisse le publier sur-le-champ et en un seul 
Mémoire. D’ailleurs je dois encore chercher à combler ,,certaines lacunes que j’y ai laissé 
subsister. C’est pourquoi j’ai r&oln de publier mes recherches par parties, en plusieurs 
Mémoires. 

Le premier de ces Mémoires, que j’espère pouvoir publier prochainement, contiendra 
le développement de la méthode dont je me suis servi pour former les équations d’où dépend 
1’Cvaluat;on des approximations successives. 

Les Mémoires qui eu suivront seront consacrés à l’examen des calculs ,qu’exige la 
recherche des figures d’équilibre dérivées des ellipsoïdes de Maclaurin, ainsi que de celles 
dkrivees des ellipsoïdes de Jacobi. 

Enfin, un Memoire à part sera consacré à la demonstration de la convergence des séries, 
représentant la solution du problème. C’est donc seulement là que la question sera résolut . 
complètement. 

En attendant, je vais signaler les rh.dtats que j’ai obtenus jusqu’à.prbent. En rnhme 
temps, je donnerai des indications succinctes sur la voie que j’ai suivie. 

i. Je prendrai, pour axe des z des coordonnées rectangulaires 5, y, z, l’axe dc rotation 
du liquide, et, en entendant par k la densité du liquide (supposé homogéne) et par f la con- 
stante de la gravitation universelle, je designerai par xfk U le potentiel dc la masse fluide 
au point (z, I/, 2). 

Alors la condition d’équilibre se réduira à ce que la fonction 

doit conserver une valeur constante sur la surface du liquide. 
Donc, en introduisant, au lieu de la vitesse angulaire w, la quantité 

on pourra présenter cette condition ainsi 

(1) U + il (2’ + y’) = const., 

en supposaut que les coordonnees 2:, y, z, qui y figurent, appartiennent h un point dc la sur- 
facu du liquillc. 
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Comme les. dimensions absolues de hi’ figure d’équilibre ne peuvent jouer ici aucuu 
r6le, je prendrai,l’Bquation de l’ellipsoïde, eu partant duquel on veut chercher de nouvelles 
figures d’equilibre, sous la forme 

p .et q étant des nOmbres positifs. Je supposerai d’ailleurs 

Pour q = 1, on aura ainsi uu ellipsoïde de révolutiou, et alors, quel que soit p, ce sera 
une figure d’équilibre correspondant h une ceftaioe valeur de R. 

Pour q < 1, l’équation ci-dessus ne representera une figure d’equilibre que si p et q 
sont liés par une certaine 6quation transcendaute, et cette équation sera toujours sous- 
entendue. . 

En introduisant deux angles variables 8 et $, on pourra aussi représenter notre ellip- 
soïde par ces trois équations: . 

Soit 0, la valeur de D qui lui correspond, 
En cherchaut s‘il existe de nouvelles figures d”équilibre voisiues de cet ellipsoïde ~OUI 

2 = VjTï sin6 Cos+, 

y = ‘I/pt-9 sin 6 sin $, 

e = vp case. 

q 6tant assez petit en valeur sbsolue, je représenterai la surface d’une pareille tigurc par les 
équations 

2 = Vp+c+ 1 siufr COS+, 

lj= Vp-t-c-4-q sinO sin+, 

d = vp-t-I COS& 

en entendant par I une fonction de 0 et + dont toutes les valeurs peuvent &re rendues aussi 
petites qu’on veut en faisant 1 q 1 suffisamment petit. C’est cette fonction que l’on devra cher- 
cher en partant de l’equation (1), que l’on peut maintenant Ecrire ainsi: 

(2) * U-t- (Q-c-7)(? + cOs~~+qsiup~~+~)sinze = const. 
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SUE UN PROBI~ DB TCHBBMIEF. 7 

Cette Cquation, ,Z elle seule, ue suffit pas pour dCterminer complètement la fonction [, 
cf. si on veut Ic faire, on doit introduire eucore certaines conditions complémeutaires. 

Parmi les conditions dc cette espèce que l’un peut admettre sans restreiudro la @né- 
ralité, je signalerai celles-ci: 

1’. Le volume de la nouvelle figure est Agal à celui de l’ellipsoïde considéré; 
2’. Le centre de gravité de ce volume se trouve à l’origine des coordonnCes; 
3’. Les axes des x et des y sont des axes principaux d’inertie de ce volume (l’axe des z, 

qui est celui de rotation, le Sera, comme on sait, toujours en vertu de l’équation elle-meme). 
Si l’ellipsoïde cousidéré a ses trois axes inegaux, ces conditions suffiront. Mais dans Ic 

cas d’un ellipsoïde de révolution, la troisième condition sera, en général, remplie d’elle-m&me, 
et l’on devra introduire une autre qui sera signalée plus Ioin. 

2. Pour pouvoir aborder le problème, on doit ‘commencer par développer U suivant 
les termes de divers ordres par rapport 8 <, ce que l’on pourra faire, dans des suppositions 
assez générales, par une méthode analogue à celle que j’ai employée dans le Mémoire 
Recherches dans In théorie de In figue des corps célestes. ’ 

Je supposerai que [ soit une fonction continue de 0 et + admettant les dérivées 

dl at 
dd’ ’ d7 ’ 

et que, pour les valeurs absolues des fouctious 

on puisse iLssigner des limites supérieures ue dépendaut que de q et teudaut vers zéro pour 
rl 0. = 

Cela posé, daus l’cxpressiou de U, remplaçons c par ~‘6, E étant un paramék arbi- 
traire, et le résultat, considéré comme fonction de 8, dCsignons par U(L). 

J’ai reconnu que, dans les suppositions ci-dessus, la fonction U(c) est dévcloppable 
suivant les puissances entières et posit.ives de E en une série absolument et uniformément 
convergente pour toutes les valeurs de 9 et #, tant que i~j reste au-dessous d’une certaine 
limite E dépendant de 7. 

Soit 
U(E) = u,-t- up- USES4 u3e3+ . . . 

cc développemeut. 
Comme la limite E peut t?tre rendue aussi grande qu’on veut, en faisaut 17 1 suffisam- 

ment petit, on peut supposer E > 1. Alors, en posant 6 = 1, ou aura le dCveloppement requis 

u= u, 4 u, 4 v, 4- 0,-t- . . 1 
qui sera ainsi absolument et uniformément convergent, tant que 1 y 1 est assez petit. 
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:Si l’on regarde [ comme une petite quantité du premier ordre, le terme Un dans ce 
développement sera du nLu ordre. 

On peut donner, pour les U,,, des expressions explicites. Mais il serait inutile de les 
reproduire ici. Signalons seulement l’expression que l’on obtient pour U,, en tenant compte 
des Cquations qui expriment les conditions d’kquilibre pour l’ellipsoïde considéré. 

Nous introduirons les notations suivantes: 

p (p -t- q) sina 9 c0s’~+p(p+1)sin99sina~+(p-f-1)(~t~)cosa9 = H, 

$(p+l)(p+q) = A, 

et nous désigocrons par Il la distance entre deux points dc la surface de I’ellipsoïdc consi- 
dCri: ayant pour coordonuées respectivement 

Vp + 1 sin 8 COS$, Vp + q sin 9 ski+, Vicos9, 

Vp + 1 sin 6’ cas $‘, r/p 4 q sin 8’ sin $‘, Vs COS 8’. 

Puis, CU considéraut 9 et $ comme coordonnées polaires sur la surface de la sphère dc 
rayon 1 ayant pour centre l’origine des coordonnées, nous désignerons un élément superficiel 
de cette sphère soit par du, soit par dT’, suivant qu’il se rapporte au point (9, l+), ou au 
point (9’, $5. 

Avec ces notations, en entendant par c’, H’ ce que devienucnt <, If, lorsqu’on y rem- 
place 9, J, par ii’, +‘, nous aurons 

l’intégrale étant étendue à toute la surface de la sphère. 
Cela posé, reportons-nous à 1’6quation (2). 
Comme, par la condition d’équilibre dc notre ellipsoïde, on aura 

0, + Cl0 (p -t- cos’(~ + q sin’ +) sina 9 = const., 

cette kquatiou se réduira ?L 

(3) RH( - & I H’r’ - = + W + const., 

Où 
W= 7j (~4cosa~~4ysinPd/t~)sin’9-r- U,+U3+ . . . . 
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fha UN PEOBLÈU DE TCBEBYCHEF. .;g 

Telle est la forme définitive dc l’équation fondamentale qui doit donner la solution 
du problème. 

3. En partant de l’équation (3), on pourra chercher la fonction [ par des approxi- 
mations successives, ou par des séries. 

J’ai cherché cette fonction sous forme de la série 

(4) t:=~,x-t-~sxs+~gXs+ . . . 

procedant suivant les puissances entières d’un paramètre x dépendant de 7. 
A l’égard de x je me suis arr& a la supposition que c’est une certaine puissance de r) 

et, pour ne pas introduire des quantités imaginaires, j’ai posé 

(5) xx = Irl, 
A étant un nombre positif fixe. 

Après qu’on aura trouvé toutes les solutions sous la forme précédente, on pourra cher- 
cher s’il existe des solutions ne se developpant pas en de pareilles séries. Je n’ai pas encore 
examiné cette question, dont je me propose de m’occuper dans un des Memoires ultérieurs. 
Quant it présent, je me bornerai à la considération des solutions de la forme indiquee. Si 
donc je dirai que,’ dans un tel ou tel cas, le problème n’a pas de solution, cette assertiou 
signifiera seulement qu’il n’y a pas de solutions qui puissent être représentées par des séries 
de la forme (4), quelle que soit la valeur qu’on veut attribuer a. h dans l’égalité (5), 
qui sera toujours sous-entendue. II va sans dire que .je ne parlerai que des solutions 
réelles. 

En ce qui concerne le nombre A, on voit facilement, par l’expression de TV dans 
l’équat.ion (3), que ce ne peut Ctre qu’un nombre entier. On aura donc à considérer successi- 
vemcnt les hypothèses: 

h= 1, À= 2, A=3, ,**. 

Il est évident qu’a toute solution, obtenue dans l’hypothèse A = 12, correspondra une 
solution .dans I’h‘-pothèse A = N.IE, N étaut un entier quelconque, qzk représentera la mhe 
&grcre d’é@iitre. De pareilles solutions seront considérées comme identiques. Avec cette con- 
vention, on pourra dire que, pour toute so1utiox1, le nombre A admettra une certaine limite 
inférieure. 

Dans tous les cas que j’ai discutes complètement, et ce sont les cas de tous les ellipso- 
ïdes dc Maclaurin et d’.une iti@ifd des ellipsoïdes de Jacobi, cette limite infirieure est 
égale soit à 1, soit à 2. Donc, dans tous ces cas, la fonction < se présentera sous forme d’une 
série procédant suivant les puissances entières, dans les uns cas, de y1, dans les autres, 
de VF. 

eu. -MAT. OTa. 2 
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En admettant pour < l’expressiou (a), jc suppose que les fonctions (,, &, b, . . . .admet- 
tcnt les dérivées particllcs par rapport à 0 ct +, ct que d’ailleurs on peut trouver les trois 
suites indéfinies do nombres positifs 

telles que l’on ait, quels que soient 0 et +, 

pour toutes les valeurs de i, et que les séries 

1, x + 1, x3 -l- I, x9 4 . . . , 

9,” + g2x= + gsx= + . : * , 

h,x + h,x= -i- h$ -i- . . . 

soient convergentes pour des valeurs assez petites de x. 
Dans ces suppositions, ou peut établir que, z étant assez petit, la fonction W clan> 

l’équation (3) sera développable suivant les puissauces entières de x. 
Soit donc 

m= wlx-i-Wsxa+ ly*x”l-... 

ce développement, qui n’aura pas évidemmeut de terme iudkpendant de x. 
D’aprés cela, l’équation (3), qui doit Ctre vérifiée pour toutes les valeurs assez pctitcs 

de x, conduira à une suite indéfinie des équations de la forme 

(‘3) -k const. 

Dans la première de ces équations, celle qui correspond & n = 1, on aura: 

pourA>l, WI=O, 

pourh= 1, W, = t (p + cosa+ 4 y six?+) sir20, 

où l’ou doit prendre le sigue supérieur dans Ic cas de q > 0 et le signe inférieur daus lc 
cas de q < 0. 
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Ainsi W, sera une fonction connue de 8 et I/J. 
Quant aux autres V:, on voit facilement que, pour toute valeur donnée de n, TV” ne 

dépendra que des fonctions 

(7) ,r,, L ‘5,, ..*y t+*. 

Par suite, les 6quations (6) permettent de calculer successivement 

En cc qui concerne les trois conditions dont nous avons parlé k la fin du no 1, elles 
donneront, pour les intCgrales . 

(où I’intbgration s’étend à toute la surface de la sphére), des expressions qui ne dépendront 
encore que des fonctions (7). Pour ?z = 1, ces intégrales seront Cgales ZI zCr0. 

4, Dans le cas de p < 1, nous nous servirons, outre les variables 0 et +: encore des 
variables p, v définies par les formules 

Vl-$ Vl -9 = Vl -p sino COS$, 
- - 

V/s-+ VA-q = Vq(l - q) sin 0 sin ‘j/ , 

et reprkentant ainsi les coordonnées elliptiques sur la surface de notre ellipsoïde. 
Nous nous servirons aussi des fonctions de Lamé des arguments p, v, en rattachant ces 

fonctions h l’équation différentielle 

~(d-l)(z’-q)~[~(~-l)(z’-q) 2]-+- [P-m(m-t1)2+Jy= 0, 

où n est un entier positif et P une constante que l’on devra déterminer de. telle manière que 
cette équation admette une solution sous forme d’une fonctiou entière de degr4 nt des 
quantités 

(8) 5, VA-l, l&-q. 

On sait que, pour toute valeur donnée de m, il y a 2m -+ 1 valeurs de p satisfaisant 
& cette condition, et que ces valeurs, toujours réelles, sont toutes inégales, tant que p n’est 
égal i1 aucune de ses limites, 0 et 1. 

2. 
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Soient ces valeurs, f*angées dans l’ordw décroissant, 

Les fonctions entières correspondantes des quantités (8) seront désignées pal 

Ce sont, nu fond, les notations dont je me suis servi dans le Mémoire SUY la staWté 
cZes figues ellipsoidales *), Avec ces notations, en entendant’par i un entier positif (ou zCro,I 
et par P une fonction entière de 2, on aura 

pour s=4i, E,,,(z) = P, 

pour s = 4i-t- 1, Em,(%) = v&-q P, 

pour s = 4i 4 2, E,,,(z) = V~o-1 P, 

pour s = 4i + 3, Em,@) = I’za- 1 G P. 

Chacune des fonctions E,,,,(Z) renferme un facteur constant dont on peut disposer ?I 
volont& On peut d’ailleurs, pour une seule et mkme fonction, choisir ce facteur d’une ma- 
nière différente, suivant que .T se trouve entre - Vq et. -4-VF, ce qui est le cas de ,u, ou 
ent.re 1’7 et 1, ce qui est le cas de Y. Nous choisirons ces facteurs de telle manière que les 
fonctions Em:,&) et BmZ,(7) soient réelles. 

Outre ces fonctions, nous aurons aussi à considérer la fonction E,,,, (1/ - 2) dont l’argu- 
ment est purement imaginaire. Nous la dosignerons par E,,. 

Considérée comme fonction de ?, elle sera une solutiob de l’équation différentielle 

4~dd(J.~)-[p+,(~+l)r]y=o 

pour 8 = pm9. 
Une autre solution indt!pcndnnt.e de cette Cquation, que nous désignerons par F,, , sera 

définie par la formule 

l ) Cc que je dhigne ici pnr E,,, ,(z) bit dbsign6 dans cc Mcmoirr par Esm+, (2). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SUR UN PEOBL~XE DE TCHEBYCBEF. 18 

On voit par ià que 1~ produit E,,, 
qui peut figurer dans la fonction E,:, ; 

F,, ne dépendra point du facteur constant arbitraire 
ce sera une fonction de p parfaitemeut déterminée ct 

toujours positive. 
Avec ces notations, la quantitG R qui figure dans l’équation (6) pourra htre ‘expr&Bc 

ainsi : 
R= f El,0 F*,a* 

Dans cc qui suit, ou aura à considérer assez fréquemment les expressions 

que j’ai étudiées dans le Némoire SUT la stabilàté des fi~~tres ellàpsoiddcs. M. Poincaré, qui 
les a aussi étudiées dans sou Mémoire des &a nmthematica, les a appelées coeffiients de 
staO&tti :g). 

Supposons que p tende vers 1, Alors il viendra 
t 

lim fk = cas fi : lim $2 = cas $J. 
-4 

En memc temps, si l’on choisit convenablement les facteurs constants dans les fonctions 
E,,,+ (il), E=,(v), ou aura, eu eutendant par P,,,(zj le polpnome de Legeudre d’ordre IZ, 

lim Em,0 (,u) E,,,(v) = P, (COS 0) 

où l’on doit entendre par p, au second membre, COS~. 
Nous poserons, pour abréger, 

Posons eucore 

2m + 1 
7 p,+ -= 

J 
dp - Qm,r ; Pm;J (y+- 1) Yp - 

l ) Les cocfbcicnts de shbiliti de 31. Foiuwr~ ne diffhxt que par le signe des qurntitks T,,,,. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



14 A. 'hPOUNOFP. 

Alors nous aurons 
h L,o hn,Q = L,o Qnw , 

et, pour k = 1, 2, 3, . . , , m, 

D’après cela, si nous posons 

il viendra 
lim !Pm,O = !i?+,+ 

et, pour k = 1, 2, 3, . . ., m, 

lim Tm,Zk-l = lim Tm,* = T,& . 

5, Reportons-nous maintenant à I’équation (6) et considerons d’abord ,les cas de p = 1 
et de p < 1 simultanément, en entendant, si l’on a affaire au premier de ces cas, par les pro- 
duits de Lamé les fonctions spheriques, auxquelles ces produits se reduisent pour p = 1, et 
par les quantites T,:, , les quantités T&. 

Supposons que, en s’arretant à une certaine hypot.hése a l’égard de A, on ait déja calcule 

Alors IV,, sera une fonction connue de 9 et $, ou de ,w et v. 
Cela posé, multiplions les deux membres de l’équation (6) par 

cn supposant que Z soit différent de ~5-0, et intégrons sur toute la surface de la sphère. 
Alors, d’après les propriétés connues des fonctions de Lame, il viendra 

On obtiendra donc, pour I’intigrale 

(9) 
une valeur parfaitement déterminCe, toutes les fois que la quantité Tlp n’est pas 6gale 
à zéro. 
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Or, parmi ces quantités, il y a une qui est toujours identiquement uullc: c,‘est T,,,. 
D’ailleurs, si p < 1, on a encore 

Ta+ = 01 

ce qui est l’équation transcendante, par laquelle sont liés p et p dans le cas des ellipsoïdes 
de Jacobi. 

En ce qui concerne les autres T4,, ils ne seront pas nuls eu général. Mais ils peuvent 
s’annuler pour certaines valeurs de p. 

Supposons d’abord que p n’a aucune de ces valeurs spéciales. 
Alors l’intégrale (9) sera connue et aura une valeur parfaitement déterminée pour toutes 

les combinaisons des valeurs de Z et de s, qui ne se réduisent pas, dans le cas dc q= 1, à 
l’une de ces deux 

1) z = 0, s = 0, 2) I=l, s=o 

et, dans le cas de q <, 1, à l’une de ces trois 

1) z = 0, s = 0, 2) 2 = 1, s = 0, 3) z = 2, s = 3. 

Quant à ces combinaisons, on pourra déterminer l’intégrale (9), en admettant les trois 
couditions complémentaires du no 1. Mais, pour que Ie problème soit possible, on doit avoir 

On peut montrer que ces @alités, qui peuvent être écrites ainsi 

I TV,, cosO du = 0, 1 W, sinYO COS~ sin$dU = 0, 

seront toujours remplies d’elles-mêmes. 
Ainsi l’on voit que l’équation (6) avec Ies trois conditions du no 1 permettent de d4 

terminer toutes les intégrales de la forme (9), et cela suffit pour définir complètement la 
fonction &, qui est supposée continue *). 

Donc, si l’on admet les conditions du nJ 1, on aura, pour tous les <“, des valeuk par- 
faitement déterminées. 

On en conclut que, si tous les T,+, autres que Tl,o et, dans le cas de 4 < 1, autres que 
T%, , sont différents de zéro, ou ne pourra obteuir aucune figure d’hquilibre, outre la figure 
ellipsoïdale qui correspond à n = L2, -I- u;. 

*) Yoir le Mémoire Rcchdus dms la théorie de lu fiyure des corps célestes, page 21 (Ment. ck I’Acd tica 
Scrcws de St.-Pétersbourg, TOI. XIV, X 7). 
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G, Considérons l’ensemble des q,, , en excluant TO,O, T,,+, et encore, si Q < 1, T8,s. 
D’aprCs ce que nous venons de voir, on nc pourra arriver & dc nouvelles figures d’équi- 

lihrc que si au moins une de ces quantités est égale B zcro. Voyous donc Icsquellcs de ces 
qusntit~s peuvent s’annuler. 

Dans le Mémoire Szk la stnbililé des figures cZZipsoidnZes, j’ai montré que, dans le cas 
dc 9 < 1, cc sont seulement celles, pour lesquelles s = 2Z et Z > 2, qui peuvent s’annuler, et 
que d’ailleurs, si une quelconque des quantités Ti+ s’annule, toutes les autres sont différentes 
de zéro, car on a 

Tl,nl < r,+l, tl+r ’ 

D’autre part, j’ai montri que chacune des quatitités I;,+, pour lesquelles Z > 2 s’annule 
effcctivcment pour une certaine couple de valeurs de p et Q satisfaisant ii l’équation 

T 0. ¶,S = 

En cc qui concerne le nombre des couples (?, a) annulant Tl,r,, jc n’ai examiné la que- 
stion que dans les cas de Z = 3 et de Z suffisamment grand. Dans ces cas, il n’y a qu’ww 
se~rlc pareille couple et, par suite: il n’y a qu’un seul ellipsoïde de Jscobi pour lequel TI,?l 
s’annule. 

Dans le même Mémoire j’ai montré que, parmi les quantités TII, ! que l’on a à consi- 
dérer dnus le cas dc Q = 1: outre T,lo qui est toujours nulle, seulement celles peuvent 
s’annuler, pour lcsqùelles 1 - s est un nombre pair (y compris zéro), Z étaut supérieur i 1. 
D’ailleurs, Z et s satisfaisant a cette condition, Ti,, s’antmle toujours pour une certaine v&xr 
de (, et pou,. !III~ SCUZC. 

J’ai reconnu que deus des Tlo pour lesquels Z > 1 uc peuvent s’annuler simultaué- 
ment. Pour le prouver, j’ai parti d’Uri théorème dc Liudemann, d’aprk lequel tangz et z. 
sauf Ic cas de .c = 0, uc pcurent &tre simultanGmeat des uomixcs nigébriqucs. 

D’aprCs cela, daus le cas des ellipsoïdes de Maclaurin, t3ufcs les suppositions que 
l’on aura i cousidércr se réduisent. h ce que, pour des vnlcurs rloukj ~1, k dc Z, s, telles que 

111 > 1 , In - 16 = nombre pair, 
on a 

1 31 
rrt+ = 0, 

tous Ics autres T&, sauf T,,'. : éraut dif%rents de zéro. 
Dans le cas des ellipsoïdes de Jacobi, on dcurn sculemcut eramiucr lu supposition 

que, rn étant un nombre donné supérieur h 2, on a 

T - 0, mpn - 
tous les autres T, I, sauf T,,, et T, J, étant diffEreut.s de zéro. 

Arrétous-no& d’abord au css’~lcs ellipsoïdes dc Mnclaurin. 
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7. Les plus simples cas qu’on a a considérer sont ceux où 

T’ 292 - - 0, ou z& = 0. 

Le premier de ces cas est C&I~ de l’ellipsoïde de Maclanrin par lequel on peut passer 
à la skie des ellipsoïdes de Jacobi. : _- 

En l’examinant, j’ai reconnu que, outre les figures ellipsoïdales, on n’obtient dans ce 
cas aucune autre figure d’equilibre, et cela quelle que soit l’hypothèse que l’on ait faite à 
l’égard de 1. 

En passant eusuite au second cas, je suis, ici encore, arrivé à la conclusion que, quel 
que soit A, on n’obtient rien de nouveau: si r, < 0, on n’a que deux ellipsoïdes de Maclaurin 
et, si 7 > 0, on n’a aucune figure d’equilibre. 

Ce second cas est celui, où la vitesse angulaire devient bgale à sa limite supericure w” 
pour les ellipsoïdes de Maclaurin. C’est donc le cas dont Tchebychef s’interessait le plus. 

On voit que je suis arrivé à un resuitat negatif. Mais on ne doit pas oublier que ce 
résultat est obtenu dans certaines suppositions il l’égard de [, et rien ne prouve qu’en dehors 
dc ces suppositions le problème soit impossible. 

Je me propose d’y revenir ailleurs et je crois que je pourrai établir ce rkultat dans des 
conditions beaucoup plus genérales. 

En passant enfin aux autres cas possibles de l’Égalité 

T& = 0, 

j’ai rencontré, outre les ellipsoïdes, de nouvelles figures d’équilibre. 
Je vais entrer à ce sujet en quelques détails, et tout d’abord je reluarquerai que l’ou 

devra considérer dans cette recherche séparément les cas où k = 0 et ceux oil E > 0, car 
dans ces deux catégories des cas le problème présente des particularités différentes. 

Je commencerai par les cas où k = 0. 

8, Supposons que, pour l’ellipsoïde consideré, on a 

?’ - 0, m,O - 

m étant un nombre pair supérieur & 2. 
Alors, comme on le voit immédiateumnt, le problème ne sera possible que si l’on peut 

satisfaire à toutes les conditions de la forme 

(10) I W, Z’,(cos 0) dc = 0 

que l’on obtient en donnant à n toutes les valeurs-à partir de n = 1. C’est donc à l’examen 
de ces conditions que le problème se réduit principalement. 

3m. *II,-xrr. or&. 3 
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Pour rendre le problème détermind, no118 admettrons les deux, premibys Conditions 
dunol. ’ . 

Alors, en s’arrêtant à la pluskimpl~ ‘hy$otlksc à \Y&ard de h, celle de A = 1, et CU 
posant pour abréger 

uw4 - .= lp + 1) pmre) = ‘i, p + CO.92 e 

SL~ étant une constaute inconnue et p1 une fonction psrfaiteu~cnt détwuiuée, qui représente 
la valeur de c, dans Ie pasSage à la 6gure ellipsoïdale correspoudant R 0 = Qi -k 3. 

Dé ~Ïuêmé,‘lors~u’o8’ aura déjà kalculé . 

on obtiendra 
t’ L 11 ..; ., “Ci-;> 

rl, = ai7.+ ‘pi.,’ 

où ai est une constkte inconnue et ‘pi une fogctiou dépendant de e,, as,. . . , ci,.-, et ne ren- 
fcnitant, outre -ces :constagtes, rien d’iocoqgu. 

C’est par le choix des coustantes al, a2, a3 , . . . que l’ou devra chercher j satisfaire 
aus conditions (10). ._ 

En se reportant à ces conditions, on verra tout kabord que celle qui répond h n = 1 
sera vCrifiCe d’elle-meme. ) ... 

En passant ensuite au cas de n = 2, on aura 

J JY; P, (COS 0) dc7 = (Aa, t B) a1 , 

(JÙ A ct I3 sont des constantes parfaitement déterminées, ct UU les sigucs correspondeut: 
le supérieur, au cas de q > 0, l’inférieur, au cas de IJ < 0. 

Pour B, on obtient cette expression 
B = _’ 8r: 1 dT&, -y-> 

2m-tlfp dQ 

où p est considCr6 comme fonction de 0 d’après ITéquation qui exprime la condition d’équi- 
libre des ellipsoïdes de Maclaurin. 

Par cette formule, ou voit que B ne w-8 jiztnais nul; car, de ce qui a été moutrC dans 
le Mémoire Sztr la stabiZité des figures ellipsoiddes, il résulte que la dQivée 

ue s’ank& jamais pour ia valeur & g qui annule la fonction Fm& 
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Quant à A, je ne reproduirai pas ici son expression, et je dirai seulement qu’en I’Ctu- 
dinnt j’ai reconnu que cette constante est aussi toujours diff2eratc de z&*o. J’ajouterai que;: 
pour le prouver, j’ai dû encore me servir du thkème de Lindemann que j’ai cite plus haut. 

Ainsi l’on voit que, pour satisfaire à-la condition . 

1, w* P,(COSB)dU =.,o, 

on peut poser 

(ii) Aa, 2 B = 0, 

ce qui donue pour a1 une valeur déterminée et différente de zéro. 
Quant à la supposition ar = 0, paf laquelle on satisfera toujours h cette coudition, 

j’ai reconnu qu’elle ne donne rien que des figures ellipsoïdales.’ 
Ayant determiné al, on calculera a,, QS, ; . . , en consideiant la condition (JO) dans 

les suppositions n = 3, Iz = 4, . . . . 
Eu général, lorsqu’on aura dejà calculé 

on calculera ai par l’équation que donnera. la condition (10) dans la supposition n. = i + 1, 
et cette équation sera de la forme 

(~AU ,zk B)z$. = quantité connue. 

Comme le coefficient de ai se réduit, en vertu de (1 l), à la quantité T B differente 
de zéro, on pourra ainsi déterminer zi 

De cette maniere on calculera tous les ai, et l’on obtiendra, pour ces constantes, des 
valeurs parfaitement déterminees. . . 

Donc les <,. ne renfermeront rien d’inconnu, et l’on voit facilement que ce seront des 
fonctions uniformes de COS*~ ne dépenduntpoint de.$. En ce qui concerne le calcul de ces 
fonctions, nous en parlerons plus loin (no 13). 

On voit que le prc&lèn~e est possible, qllel que soit le signe de ~1 
L’aualyse précedente était fondCe sur l’hypothèse de A = 1. Mais, en examinant les 

autres hypothèses à l’egard de h, on verra’qu’eiles ne donnent rien de nouveau: on aura tou- 
jours deux solutions, dont l’une correspondra.à la figure ellipsoïdale, l’antre, a -la figure 
d’équilibre que nous venons de définir dans l’hypothèse A = 1. 

9. Eu passant aux cas ou k > 0, &pposons que; pour i’ellipsoïde considSré, on a 

wt Ctant snpéricur h 2 et m - k étant un. nombre pair. 
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Op devra alors avoir 

(12) J y EJ,,,~ (COS e> COS kd, a, = o , 

(13) J Fin P,,(cos 0) sin k+du = 0, 

quel que soit N, et c’est à l’examen de ces conditions que le problème se réduira princi- 
palement. 

Comme dans le cas précédent, nous admettrons les deus prcmiirrcs conditions du no 1. 
Mais L présent elles ne suffiront plus, et, pour rendre lc problème déterminé, nous admettrons 
encore celle-ci 

J H~P,,(cosO) sink#do = 0, 

qui ne servira qu’à fixer la position de la figure cherch& par rapport aux axes des x 
et des y. 

Pour que cette @alité ait lieu, quel que soit x, on doit avoir 

J Ht, P,,,$(cos 0) sin k-t dc = 0 

pour toutes les valeurs de i. 
Dans le cas actuel, l’brpothèsc de A = 1 ne donne rien que des figures cllipsoïdales, 

On passera donc a l’hypothèse A = 2. 
Dans cette hypothèse, en posant 

P,$ (COS e) COS &Jc 
CT 

p 4 CO@ 8 

et tenant compte des conditions admises, on aura 

a1 étant trne constante inconnue. 
Puis, on aura 

r,= aa7 + Pa 9 

où Q, est une noavelle constante inconnue et Q* une fonctiou de 0 ct $, dependant de a1 et 
ne contenant, outre cela, rien d’inconnu. , 

Eu gtkkal, eu entendant par ai une constante iuconuue, on obtiendra 

oh la fonction vi dependra de a,, an, . . . , ai-, et ne rcnfermcra, outre CC!~, rien d’inconnu. 
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Pour déterminer les constautcs rl, , as, a*, ‘, . . , on sé reportera aux conditions (12) 
et (13). 

On verra que la condition (13) sera toujours remplie d’elle-mCme, quel que soit IZ. 
Quaut à la condition .(12), elle sera remplie d’elle-m&e pour n = 1 .et pour IZ 7 2. 

Mais pour les autres valeurs de h. ce ne sera pl$s le cas. 
Eu calculant l’intégrale qui figure au premier membre dans le cas de n. = 3, on obtien- 

dra un résultat de la forme 

où A et R sont des constautes parfaitement détermin6es, et oh, comme pr6cbdemment, on doit 
prcudre le signe supérieur, si 7 > 0, et le signe iuférieur, si q < 0. 

Pour B, on aura une expressiou analogue à celle que nous avons rcucoutrGe dans Ic cas 
de k = 0, savoir 

B 4r (m-I-k)! 1 G,, . =---Mm 
2m+l (m-k)! 1'2 dQ 

Donc B ne sera jamais nul. 
Pour A, ou aura uue esprcssiou beaucoup plus compliquée que celle ~II’~II avait dans 

le cas de k = 0. Mais, en partant du tlh-nGue de T,indc+ann, j’ai reussi à Xahlir, ici 
encore, que A ~‘cst jamais m!. 

Ainsi, la coudition 
[ IV3 P,, (COS 0) COS k+ = 0 

donne, pour déterminer a*, une équhou du troisième dcgrE, dont une rn.ciue est Egale h 
zéro et les deux autres sont donuées par l’équation 

ct sont, par suite, différentes de zéro. 
En examinant la supposition zI = 0, on ne trouve qu’une figure cllipsoïdalc. 
Quant à l’équation (14), elle couduira à uue nouvelle figure d’équilibre, si ou la prend 

avec uu signe convenable, qui doit hrc opp~é à celui du rapport $. 
Arrktous-nous 8 une quclcouque des deux valeurs de % données par cette iquation, qui 

sont égales et de signes contraires. 
Pour déterminer a,, on considérera la condition (12) daus la suppositiou st = 4, ct 

l’on verra que cette couditiou donnera uue Aquation de la forme 

(3Ac$2 B) % = quantité connue. 
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D’une manière gén&ale, si l’on a d6jh calculé , 

a I! C(pr . . ., a. t-1 1 

on calculera ai par Rquation que donnera la condition (12) dans le cas de rz = e -+ 2, et 
cette Cquation sera de la forme 

(3Aa, ’ 2~ B) ai = quantitk connue. 

Comme la quantité 3 Au, - p + B se réduit, en vertu de (14), a un nombre diffkent dc 
zéro, savoir T 2B, ou pourra aiusi calculer successivement tous les ai, et l’on obtiendra, 
pour ces constantes, des valeurs parfaitement déterminées pour chacune des deux valeurs 
de al. 

Dès lors, les ci ne contiendront rien d’inconnu, et l’on verra que ce seront des suites 
fi~aics de la forme 

Ci = 0, sin”8 cas i!i+ -+- 0, sitF2)‘0 Cos (i - 2) k+ -t- . . . . 

où cl,, OI, . . . seront des fonctions uniformes de cosa 8. Comment on les calcnlera, nous 
dirons plus loin (no 13). 

Ainsi, pour chacune des deux valeurs de IX~, on aura une suite déterminée des ci. Mais 
ces deux suites ne définiront qu’une seule et méme figure dans deux pogitions différentes, 
dont l’une se déduit de l’autre par une rotation autour de l’axe des z de l$ngle ;. 

On voit que le prqtlèwe sa’est poss$.$e pple pour des z;ahrs de x dc signe détmnrinc’. Ce 
signe doit être opposé à celui du rapport $. 

Ces résultats ont été obtenus dans l’hypothèse X = 2. Mais, en examinant ce qui nr- 
rire pour h > 2, on ne trouvera rien de nouveau. 

10. Passons au cas des ellipsoïdes de Jacobi. 
Supposons que, pour l’ellipsoïde considéré, on a 

w étant un nombre supérieur & 2. 
On devra alors avoir 

quel que soit n, et tout se réduira i I’examen de ces conditions. 
Pour rendre le probkne dCterminé, nous admettrons les trois conditions du no 1. Mais, 

pour aller plus loin, nous devons considérer sépar&nent Ie cas de m pair et celui de nl 
impair. 
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Supposous d’abord que nr soit ua nombre pair. 
En s’arrétant à I’hypotlkse de h = 1 ct en posaut pour abré&l 

on aura alors 

où a1 est une constante iacoaauc et 71 une fonction connue rcpréscutant la valeur dc T, dans 
Ic passage à l’ellipsoïde de Jacobi pour lequel 0 = a,, + 1. 

Pour tous les autres ci, on aura des expressions de la forme 

Y ‘i = aii7 + T{, 

ai étant une constante inconnue et 3,. une fonction de p et v dCpeadirat de a,, a,, . . . , ai-i 
et ne renfermant, outre ces constantes, rien d’inconnu. 

Pour déterminer ces constantes, on se reportera aux conditions de la forme (15). 
Celle de ces conditions, qui correspond Q n = 1, sera remplie d’elle-m8mc. 
Quant au cas de n = 2, on aura 

.4 ct B étant des constantes parfaitement déterminées, et les signes correspondant toujours, 
le supérieur au cas de 3 > 0, l’inférieur, au ws de 3 < 0. En ce qui concerne B, oa aura 
une expression semblable à celles qui se présentaieat dans le cas des ellipsoïdes de Maclau- 
ria, savoir 

B = 27 dT%m 2m --A, A d3 

OU 

et où, dans la formation de Ia dérivée, on considère p et (1 comme fonctions de fi, d’après les 
équatious qui définisseut les ellipsoïdes de Jaco bi. 

Dans le cas actuel, je n’ai pas démontré que A et B sont towjours différents de zéro. 
Mais j’ai établi que cela a lieu dam me i&&é de cas, qui seront indiqués plus loin. 

Supposons donc que, pour la valeur considCrCe de m, ni A, ni B ne sont nuls. 
Aloès oa se trouvera dans des conditions tontes semblables à celles qui se présentaient 

dans le cas des ellipsoldes de révolution pour lesquels 

T’ 0. m>o = 
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Si, pour satisfaire à la condition (15) dans le cas de n = 2, ‘on s’aMe B la supposition 
QI - - 0, on nc trouvera rien que des figures ellipsoïdales. 

Si, au contraire, on pose 
Aa,tB=o, 

on aura, pour tous les autres ri, des valeurs encore parfaitement déterminées, ct l’on obtien- 
dra ainsi une suite déterminée des &, .qui définira une nouvelle figure d’équilibre. 

En esaminant ensuite les hypothéses où A > 1, on ne trouvera rien de nouveau. 
On voit que, dans le cas considCrC, le problème est possible, quel pué soit le signe de ri. 
Pour ce qui concerne le calcul des t et leur forme, je renverrai au no 13. 

1 i, Supposons maintenant que tt2 soit un nombre impair. 
Dans ce cas, l’hypothèse h = 1 ne conduira qu’S des figures ellipsoïdales. On commen- 

cera donc par l’hypothèse h = 2. 
Alors on aura 

Cl = a17 

et, pour les autres ci, 
ci = ai7 4 yi. 

Dans ces formules, : est donné, comme priSdemment? par la formule (16), a1 , CC~, a), . . . 
sont des constantes inconnues et yi est une fonction de ,u et v qui dépend de al, ap, . . .) ‘i-1 

ct ne contient, outre cela, rien d’inconnu. 
Pour déterminer les constantes al, as,. . . , on se reportera à la condition (15). 
Pour II = 1 et pour 11 = 2, cette condition sera remplie d’elle-meme. 
En passant ensuite au cas de TZ = 3, on aura 

A, B étant des constantes parfaitement déterminées, et les signes correspondant, le supé- 
rieur, au cas de rr > 0, l’inférieur, au cas de r) < 0. 

Pour B, on a, ici encore, l’expression (17). Quant B. l 8, on obtient une expression 
beaucoup plus compliqnée que dans le cas de M pair. Je n’ai discutk cette expression ‘que 
dans le cas le plus simple, celui de m = 3, et j’ai reconnu que B est alors diffbrent de zéro. 
Dans le m6me cas, B est aussi difftkent de zéro: comme cela résulte de Ce que j’ai montrC 
dans le Mémoire Sur la stabilifë des &MCS cUà@oüiales. 

Supposons que, pour la valeur considérée de w+ ni A, ni B ne sont nuls. 
Alors on se trouvera ditns des conditions analogues à celles qu’on avait dans le cas des 

ellipsoSdes de révolution pour lesquels . 

T& = 0, k > 0. 
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En s’arrétant à la supposition a1 = 0, on ne trouvera rien que des ellipsoïdes. Quant B 
une autre supposition possible, savoir 

Aa,’ t B = 0, 

où l’on devra prendre un signe convenable, on aura deux valeurs de a1 , ne différant que par 
le signe, et, pour chacune de ces valeurs, on trouvera des valeurs parfaitement déterminees’ 
pour tous les autres czi . On aura ainsi deux suites déterminées des (,. qui conduiront à une 
seule et m6me figure d’équilibre placée dans deux positions différentes: pour passer de l’une 
de ces positions à l’autre, on n’aura qu’à tourner cette figure autour de l’axe des 8 de 
l’angle $-. 

En passant ensuite aux hypothèses où A > 2, on n’obtiendra rien de nouveau. 
Dans le cas consideré, le problème ne sera possible que si q a un signe convenable. Ce 

signe doit Ctre opposé Q. celui du rapport z, 
Pour ce qui concerne la forme des ‘(. et leur calcul, nous renverrons au no 13. 

12. Par ce qui vient d’etre dit, on voit que la question se réduit principalement à 
l’étude de certaines constantes, pour reconnaître si elles sont ou ne sont pas nulles. Dans 
tous les cas oil l’on parvient à établir que ces constantes ne sont pas nulles, on pourra faire 
les conclusions qui viennent d’etre indiquées. Dans d’autres cas, on ne pourra rien dire. 

Pour ce qui concerne les ellipsoïdes de Maclaurin, j’ai établi que les constantes dont il 
s’agit ne sont jamais nulles. Mais j’ai dû, à cet effet, me servir du théorème de Lindemaun. 

Dans le cas des ellipsoïdes de Jocobi, ce t.héo&me n’est plus applicable, et l’on ne 
sait aucun autre théorème analogue qui puisse jouer ici le meme r6le. Cependant les expres- 
sions de ces constantes, et surtout celle de B pour m impair, sont très compliquées et, bien 
que je les aie obtenues, dans tous les cas, sous une forme finie et nhze dge’brique par rap- 
port 8 p et 4, elles ne conduisent à aucune conclusion immédiate. J’ai dû donc me borner à 
la considération de certains cas particuliers. 

J’ai dejà dit que la constante B dans le cas de m = 3 est differente de zéro. J’ai 
établi que la mCme chose a aussi lieu, dés que m dépasse une certaine limite. Dans tous ces 
cas, B est un nombre négatif, 

En ce qui concerne 8, on doit distinguer les deux expressions, très différentes, qu’on 
trouve pour cette constante dans le cas de m pair et dans le cas de m impair. Celle qui se 
rapporte au cas de m pair n’a Cte examinee que pour de grandes valeurs de nt, et j’ai re- 
connu qu’elle ne peut Ctre nulle, dès que m depasse une certaine limite. Quant a l’expression 
qui se rapporte au cas de m impair, et qui est extrt?mement compliquée; je ne l’ai examinee, 
comme il a et6 dej5 dit, que pour m -1 3. Dans ce cas, c’est un nombre positif. 

Ainsi l’on voit que les couclusions relatives au cas des ellipsoïdes de Jacobi sont beau- 
coup moins complètes que celles que j’ai obtehues pour les ellipsoïdes de Maclaurin. 

3as. QS&-Yrr. or&. 4 
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J’y reviendrai encore dans un des Memoires ultérieurs, et j’espère que je pourki ob- 
tenir jusqu’alors des resultats plus complets. 

Par analogie avec ce qui a lieu pour les ellipsoïdes de Maclauria, ou peut prCsumer 
que, pour les ellipsoïdes de Jncobi, les constantes A et B ne seront encore jamais aulles. 
Toutefois, comme je n’en suis pas sur, j’ai examiné ce qui aurait lieu, si uue de ces con- 
stantes, ou toutes les deux, pouvaient s’annuler pour certaines valeurs de m. 11 va tins dire 
que l’analyse de pareils cas est plus compliquee; mais elle se reduit toujours à l’examen des 
conditions (15) qui donnent certaines équations algebriques pour determiner les constantes 
ai. Quant aux conclusions, on pourra alors rencontrer des cils où il n’y a aucune nouvelle 
figure d’equilibre, ainsi que des cas où il y en a plusieurs. 

13. Pour calculer les fonctions [,, on se servira des skies procédant suivant les fonc- 
tions sphériques des angles 8 et (CI, en prenant ces fonctions sphériques, dans le cas de 4 < 1, 
sous forme des produits de Lamé. Si la fonction tT, dans l’équation (6) est donaee par une 
parcille série, on en déduira immédiatement, sous la mCme forme, la fonction Ht,, et.de là 
on pourra déduire le développement de cn. 

Ces développements ne seront pas seulement formels, car, en examinant successivement 

on peut établir que toutes ces fonctions sont réellement développables en des séries de ladite 
forme, et que ces séries sont absolument et uniformément convergentes pour toutes les va- 
leurs de 6 et $. On peut, en effet, établir que, si 

est le développement d’une quelconque de ces fonctions, Pn étant une fonction sphérique 
d’ordre 12, on aura des inégalités de la forme 

où r est une fraction tixe que l’on peut choisir arbitrairement sous l’inégalité 

( sans toutefois pouvoir prendre r = 5 1 et L un aombre fixe suftisamment grand. 
J’ajouterai que tous ces développements peuvent etre differentiés par rapport à 6 et d, 

autant de fois que l’on veut, de sorte que les séries des dérivées de leurs termes donneront 
les dérivees des fonctions. 
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En ce qui concerne la forme des fouctions c,, ce seront, sous les conditions complémen- 
taires admises, des fonctions uniformes des deux arguments 

cosi) et sine Cos+, * 

toujours paires par rapport, au premier et paires ou impaires, suivant les -cas, par rapport 
au second. 

Dans le cas des ellipsofdes de Jaco bi lorsqu’on a 

(les constantes A et B n’étant pas nulles), ce seront des fonctions paires ou impaires par 
rapport à sin 9 COS $, suivant que nm est pair ou impair. Donc, si nz est un nombre pair, 
tous les [, seront des fonctions paires de COS 0 et sin 6 COS (c1. 

Dans le cas des ellipsoïdes de Maclaurin, lorsqu’on a 

T’ 0, m,k = 

les & seront des fonctions ed&res de degrC ft de 

sini 8 cas k+, 

paires on impaires, suivant que N est pair ou impair, et ayant pour coefficients des fonctions 
paires de COS~. 

Mais ce qui est surtout à observer, c’est que les fonctions i& sont, à ce qu’il paraît, 
susceptibles d’Ctre,présentées, dans tous les cas, sous wze fowje @nie, c.-à d. sans l’emploi 
des séries infinies. 

En ce qui concerne &, cela est Cvident: cette fonction s’obtient immédiatement sous 
une forme finie. 

En passant ensuite au calcul de g, on obtient d’abord, pour le produit &, une ex- 
pression sous formé d’une série infinie. Mais l’examen de cette série permet de remarquer 
qu’elle peut t?t?-e sonttie, ce qui donne pour & et, par suite, pour c une expression sous 
une forme finie. 

J’ai calculé encore ?$, et je suis parvenu à la mhme conclusion. 
Les expressions que l’ou obtient de cette manière pour [, , 19 ; & sont renfermées dans 

cette formule 
!!!8 i,= fp, 

oh a,, , dans tous les cas, est une fonction e&re de COS~ et sin 8 COS+, paire par rapport 
h COS 8 et paire ou impaire par rapport à sin 9 COS+, suivant les cas. Quant au degr6 de 

4* 
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cette: fonction, it est toujours égal B nm, én snfiposant que l’ellipsolde considéré (h deux OC 
à trois axes in6gaux) est caractérisé par l’équation 

T . W =o 

J’ajouterai que Zes,coefwents de lu fmtion @,, sont exphabl~s algéb+pcement par Q et q. 
Je n’ai disc& que les cas de n = 1, m= 2 et n = 3. Mais la manière mCme dont 

j’ai obtenu les expressions prkédentes pour les T, dans les cas de n = 2 et de ut = 3, ne me 
laisse aucun doute sur ce que la m6mc chose aura lieu pour toutes les autres valeurs de II. 

Si cela est gCnéralement vrai, le calcul de & en fonction de 

case, sine Cos+, p, p, 

quelque grand que soit n, n’exigera que des opkatious alg6hriques. 

î 4, Pour achever l’étnde de la question, il faut encore justifier les suppositions qui ont 
été introduites dès le début pour pouvoir aborder le problème. 11 faut donc montrer que, 
pour les fonctions {, qui Tiennent d’ktre définies, on peut rCellement trouver les trois suites 
de nombres In, gn ) hn dont il a été parlé au nO.3. 

En examinant cette question, je l’ai résolue aussi, dans tous Ies cas où les constantes 
A et B ne sont pas nulles. J’ai reconnu, en effet, que l’on peut former trois équations algé- 
briques en 1, 9, h, X. qui soient satisfaites eu posant 

2 =g=h=x=O, 

et qui soient telles que les valeurs de I, 9, h,’ définies par ces équations comme fonctions de z 
s’auunlant pour x = 0, soient susceptibles, pour des valeurs assez petites dc Y., d’être déw 
loppées en des series de puissances 

1 = 1, x 4 z, 2 4 la x3 4 . . . ’ 

9 = glx 4 C$i’ 4 gaxa 4 . . . , 

h = h,x 4 Qc~4 I$x8 4 . . . > 

dont les coe%cients, représentant des nombres positifs, vkifient les inégalités 

quels que soient e et +. 
De cette manière j’ai établi, en toute rigueur, l’existence de nouvelles figures d’équi- 

Iibre pour des valeurs assez petites de I? 1, dans tous les cas où certaiues constantes A et 13 
ne sont pas nulles. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SUB UN PBOBL~E DB T~EEBYCEEF. 29 

Je vais à présent caractkriser ces figares d’kqailibre. 
Tout d’abord, pour toute valeur du nombre IJU+ m supérieur à 2, on trouve une et 

une seule valeur de p satisfaisant h l’équation 

T’ 0, m,o = 

qui donne un ellipsoïde de Maclaurin par lequel OII peut passer il une nouvelle série de 
figures d’équilibre, gri SO& dc rhohcfio~ Toutes ces figures admettent un plan de symétrie 
perpendiculaire à l’axe de révolution qui est celui de rotation du liquide. 

A cette série on peut passer tant en augmentant la vitesse angulaire qu’en di- 
minuant. 

Puis, pour toute couple de valeurs de m et k qui satisfont aux conditions 

m- k = nombre pair, m > 2, k>O, 

ou trouve une et une seule valeur de i; vérifiant l’équation 

qai définit un ellipsoïde de Maclaurin par lequel on peut passer à une nouvelle série de 
figures d’bquilibre. Ces figures admettent k plans de symétrie passant par l’axe de rotation 
et un plan de symétrie perpendiculaire à cet axe. Elles sont d’ailleurs telles que, après qu’on 
les tourne autour de cet axe, de l’angle %, elles se superposent en tous les points, 

A cette série ou ne peut passer qu’en dormant 8 la vitesse angulaire un accroissement 
de sigue convenable. Par esemple, à la série qu’on trouve dans le cas de m = k = 3 ou ne 
peut passer qu’en climiiutant la vitesse a~up~ai~re. 

Enfiu, pour toute valeur de na supérieure à 2, on trouve, au moius, une couple de va- 
leurs de p et Q satisfaisant aux Equations 

T 9,s = 0, Tm,,m = 0, 

qui dbfinissent un ellipsoïde de Jacobi par lequel on peut passer à une nouvelle série de 
figures d’bquilibre, si certaines constantes B et B ne sont pas nulles. Tels sont les cas de 
m = 3 et de m pair et suffisamment grand. Dans ces cas, il n’y a d’ailleurs qa’une seule 
couple de nombres p et 4 vérifiant les kquations cidessus. 

Si m est un nombre pair, les nouvelles figures d’hqnilibre admettent trois plans de 
sym&rie, dont deux passent par l’axe de rotatiou et le troisième lui est perpendiculaire. 

A cette série de figures on peut passer tant en augmentant la vitesse angalaire, qu’en 
diminuant. 
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Si au contraire m est un nombre impair, les nouvelles figures n’admettent que. deux 
plans de symetrie, dont l’un passe par l’axe de rotation, l’autre lui est perpendiculaire*). 

A la serie de ces figures d’equilibre on ne peut passer qu’en donnant a la vitesse angu- 
laire un accroissement de signe convenable. Par exemple, a la série qu’on obtient dans le 
cas de m - - 3 on ne peut passer qu’en augme&ufit’la vitesse angu.?a.ire. 

i5, Les figures de la série qui vient d’etre indiquee, et à laquelle on peut passer par 
l’ellipsoïde de Jacobi defini par l’équation 

(18) r 0, 56 = 
sont précisément celles que .M. Poincaré et M. Darwin appellent les figures pyrifwntes. 

M. Darwin, dans le Mémoire i!‘he stability of the peur-slqxd f;scwe of cquilibrizwz 
(PhiZ. D-ans., A, vol. 200), arrive a la conclusion quo ces figures, pour des valeurs assez 
petites de 17 1, sont stables. Mes calculs conduisent à une conclusion différente. 

Je vais entrer à ce sujet en quelques details. 
J’ai déjà dit que pour l’ellipsoïde de Jacobi défini par l’équation (18) on a 

A> 0, B < 0. 

La dernière inégalité rCsulte immédiatement de ce qui a été montré dans mon Mémoire 
Swr la stabilité des &tres ellipsoiclales. Quant à la première, j’y suis arrivé au moyen des 
calculs numériques très compliqués. 

A cet effet, j’ai parti des nombres que j’ai trouvCs dans le Némoire cité, où j’ai cal- 
culé les rapports des carrés des axes pour l’ellipsoïde considéré. 

Avec les notations actuelles, le résultat que j’y ai trouvé s’exprime ainsi: 

0,637 < & < 0,638, 

0,119 < & < 0,120. 

En partant de ces inégalités, j’ai cherche une limite supérieure et une limite inférieure 
pour A, et après d’assez longs calculs j’ai obtenu, pour les deux limites, des nombres 
positifs. 

C’est ainsi que je suis arrive & 1’inCgalité A > 0 d’oû j’ai conclu que, pour passer aux 
figures pyriformes, on doit prendre q > 0 (~02~ le no 11). . 

l ) Il est h remarquer pue toutes ces propriétés de symbtrie ont étb prévaee par 31. ‘Poincsrb, qui les ;L 
déduites, dans le Mémoire des dcfu Nuthematica, de la considhtion de la Premiere approximation 
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Contrairement à cela, M. Darwin arrive à 1’inBgalité B < 0, d’où il a dû conclure 
que, pour passer aux figures pyriformes, il faut prendre q <0 *). 

Ayant ainsi obtenu un résultat opposé à celui de M. Darwin, je me suis mis à vérifier 
mes calculs, et je l’ai fait très soigneusement, en refaisant tous les calculs B plusieurs repri- 
ses, mais je n’y ai trouvé aucun; erreur sensible. Je dois donc conclure que c’est mon rC- 
sultat qui est exact. 

Quant à la discordance avec M. Darwin, elle est facile à expliquer. Elle provient, 
sans doute, de ce que nous avons calculé des formules toutes différentes. Moi, j’ai obtenu 
pour B une expression finie, que j’ai présentée ensuite, en tenant compte des équations 

T 3,8 = 0, Ts,+ = 0, ' 

sous une forme algébrique par rapport à ? et p, et c’est cette fonction al.ge%ripzte plte j’ni cal- 
arlée; tandis que M. Darwin avait affaire à une série infinie renfermant une infinité d’in.% 
pales ellipticpes. Il a dû donc négliger une infinite de termes, et en le faisant il a rem- 
placé, dans les termes retenus, les intégrales elliptiques par certaines expressions approch6es. 
De tout cela proviennent des erreurs; mais M. Darwin n’a pas cherché 0, les apprkier 
d’une manière complète. Du reste, d’après ce qu’il dit lui-m&me,.il ne regarde pas son 
rbultat comme tout à fait certain. 

Pour rkoudre la question de la stabilité qu’il s’est propos6, M. Darwin cherche à 
déterminer le signe de l’accroissement qu’on doit donner au moment des quantités du mou- 
vement pour passer de l’ellipsoïde aux figures pyriformes assez voisines; car, d’aprés 
M. Poincaré, si le liquide considéré est visqueux, il y aura stabilité ou instabilité de ces 
figures, suivant que cet accroissement est posit.if ou nkgatif. 

Or, en développant l’accroissement dont il s’agit suivant les puissances ascendantes de 
x, on trouve, pour son premier terme, cette expression 

où J désigne le moment des quantités du mouvement pour les ellipsoïdes de Jacobi. 
C’est donc le signe de la quantité 

GB--$% 
que l’on doit déterminer. 

M. Darwin, en la calculant, trouve un nombre positif, et il en conclut Ia stabilité des 
figures pyriformes. 

*j La constante A ne dit?he que par un facteur positif de ce que M. Darwin designe par 

d,,+z$ q. 
t 
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Or, par la Worie des ellipkofdes de J’acobi, on’ sait qnc 

Par suite, comme j’ai trouvé A > 0, B < 0, je parviens A I’in6galité 

J’arrive doue, ici encore, à un résultat différent, et je dois conclure que les figures 
pyriformes assez voisines des ellipsoïdes, dans le cas d’un liquide visqueux, sont instables. 

Je n’insiste pas toutefois sur cette conclusion, car les considérations qui lui servrkt 
de base ne peuvent Btre regardées comme bien fondées. 
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