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IL 10 aprile 1913 compie un secolo dalla morte di 
LAGRANGE. La R. Accademia delle scienze di Torino, 
volendo anche in questa occasione render onore alla me- 
moria del grande Scienziato, che f u  uno dei fondatori del- 
1'Accademia stessa, ha deliberato nella sua adunanza ple- 
naria del 21 gennaio 1918 di prendere sotto i suoi auspici 
la pubblicazione di una raccolta di memorie di Materna- 
tica, scritte in onore di LAGRANGE da scienziati di varie 
nazioni; ed ha affidato 1' incarico di tale pubblicazione alla 
Direzione degli A,mnaZi d i  Mate~zatica. 

Cosi si son composti due volumi, che figureranno nella 
collezione degli Anmali d i  Maten~aticn conle ~ o l . '  X X  e XXI. 

Noi ringraziamo cordialinente, anche a nome dell' Ac- 
cademia di Sorino, tutti gli egregi scienziati che hanno col- 
laborato in quest'opera di commemoi.azione del sommo &- 
tematico italiano. 

LA OlREZlONE degli "ANNAL1 DI MATEMATICA,, 
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LAGRANGE 
nella vita e ne l l e  opere. 

« Va d'un air simple à la vérité qu'il aime ; 
la vérité lui sourit et quitte voloiitieis 
sa retraite pour se laisser produire au 
graiid jour par uii homine aussi mo- 
deste B. 

POINSOT. 

si i i ipatie od avrersioiii personali, ilerozione di discepoli o gelosie di 
scuole, riconoscenza per beileficî ricevuti O rancore per ripulse subite, tutto 
congiura per ottenehrare le opinioni sopra grandi O piccoli uonîini dei con- 
teinporanei O dei posteri iinmediati. Ma il giudizio pronuiiziato solxn i per- 
sonapgi veramente rappresentativi, dopo u n  sec010 da1 giorno in cui scesero 
nella pace del sepolcro, dopo clie si spensero quietamente persino gli ultiiiii 
eclii delle pnssioni che si  agitarono attorno ad essi, dopo clle 17umanitii riel 
silo incessante inoto progressive seppe distiriguere e separare le scorie da1 
nobile inetallo, si pub considerare per defiriitivo. Tale deve, (luique, ritenersi 
quel10 che oggi viene pronuiiciato sopra il soiiinio Scienziato di cui ora 1'11- 
iliversalità dei inateiriatici, addolorati e plaudenti, coinnieinornno il primo 
ceiltenario della deplorata dipartita. 

Al coro di voci, concordeiuente laudative, che in impressionante arinonia 
si sprigiona da  yuesti voluriii dei venerabili Annali di JIate~~iaticcc, parve 
opportun0 doresse aggiungerseiie una, per quant0 iliodestissi~na, clle coni- 
pendiasse in  rapidissiina sintesi i niirabili frutti da lui raccolti negli sva- 
riati cainpi a i  quali coilsacrb le soleiti e geniali sue  cure. h4a poicliè l'esaiiie 
dell'opera inal si scouipagiia dalla conteinplazione dell'artefice, cosi si riteilne 
necessario di  segnnre anche le date dei poclii iiiomenti iii cui la trajettoria 
genernluiente tanto regolare del17esistenza del nostro grande coiiîpatriota 

Annali di D.late~imtica, Serie III, 'I'oiiio S X .  b 
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presentb iinprovvisi inutanieiîti di clirezione; il clie parre tanto piii consi- 
gliabile da1 iilomento clie le tre epoclie, nelle q~ ia l i  la  s u a  vita mturalrnente 
si ripartisce, hanno u n  perfetto riscoiitro nella sua attività scientifica: pc- 
riodo di intensa e ferrida preparazioiie a Torino, periotlo cli iiiassiiiia pro- 
duzione origitiale a Beiliiio, periodo di grilticle attività i~fficiale e ditlatticn 
a Parigi. 

1. - A T O R I N O .  

1. La falniglia Lagrange è oriutid:i. clalla Turenua; ma verso ln iiietà 
del secolo XVII si trapianto in Itnlin, ore  non tartli) a porre salcle rnclici. 
11 bimonno del grande ~natematico,  dopo a \ -ew raggiunto il pratlo tli ca- 
pitano riell'esercito francese, ahl~tncloiib il servizio di Luigi XIV per retiire 
alla corte di Saroja, o r e  ben presto se1,pe acquistare la p ie i~a ficliicia del 
Diica Carlo Etnanuele II, il quale gli affidb missioiii delicate e volle dare utia 
solenne attestazione della stiina clie per lui 1)rofessara daiidogli in iuoglie 
uila parente di Michelange10 Conti, colui che, sotto il nome d'lnnocenzo XiII, 
doveva occupare la crtttedra di S. Pietro da1 37% al 1744. Il favore di c,ui 
godeva il bisavolo continu6 al nonno del soninio geoinetra (la cui riioglie fil 
la contessa Roriniolo di Vercelli); sta a provnrlo il fatto d i e  per lui ~ e i i i i e  
creata la carica di Tesoriere della R. Intendcilm delle Fabbriche e Fortifi- 
cazioni, la quale rinîase nella fanîiglia 1,agraiîge siiio al iiioniento (1800) in 
cui fu abolita. Tale uificio fu occupato anche da1 padre del nostro scieil- 
ziato, il yuale ebbe per moglie Teresa Gros, m i c a  figlia di un niedico di  
Cambiano. Da questo matrimonio nacqiiero ben undici figli, di cili soprar- 
vissero soltanto due:  l'ultimo ed il priiiio, Giuseppe Liiigi, il quale vide la 
luce a Torino rie1 Quartiere d i  S. Agilese vicino alla Cliiesa della Jlacloniia 
degli Aiigioli (') addi 25 çennajo 1736 (?). 

Alcune mal riuscite speculazioni finanziarie avendo distiutta la fortiiiia 
della fainiglia Lagrange, il padre pensb di nvriare il suo priniogenito allit 
lucrosrt professione di avvocato, progetto a l  qiinle questi si tlichiarb favore- 
vole in iiiassima ; se noil clie, avendo intrapreso lo studio della fisica e della 
geometria sotto la  guida del P. Beccaria e del llerelli, ehhe ben presto la  
cliiara visione della propria naturale T-ocaziorie e relegb in soEtLn codici e 
pandette. Innaniorato da  principio clella çeon-ietria, 1'abbandonO heii presto per 
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Lor i a :  G.  L. Lagrak~ge s~ella uita e rzelle opere. II 

coiisacrarsi all'analisi, nella quale ravvisava maggior forza e più vasto campo 
d'applicabilità ( 3 ) ;  e, senz'alcun ajuto, si pose in  grado di iotendere (a soli di- 
ciassette a m i  !) l e  opere di Newton, di Leibniz, dei Bernoulli e di Eulero, che 
con pieiia ragione eraiio allora considerate coine le basi di qualsiasi istruzione 
~natematica superiore. Siffatta lettura suscità in lui ta1 folla di pensieri ori- 
ginali e straordinariatnente fecondi clie, contemplando ne1 suo itlsieme la sua 
produzione scientifica, vien fatto di ripetere con Alfredo de Vigny : « Qu'est-ce 
qu'une grande vie? Une pensée de jeunesse réalisée par l'âge mûr B. 

9. La cronologia dei lavori di Lagrange è in inassima parte mal sicura; 
chè, coine è noto, gli atti accademici in cui essi vennero inseriti non rispec- 
cliiano feclelmente lo svolgersi degli avveniinenti; onde, niancando quei lavori, 
di regola, di ulia data indicante il giorno in cui ne venne conlpletata la s t e  
sura, quando, come succede in getierale, non si conosca la seduta accade- 
mica in cui ne f u  data lettura, per determinarne il posto, fa mestieri ricor- 
rere ad iiîdizi indiretti od anche a semplici congetture. Gli uni e le altre 
trovatlo spesso solida base ne1 carteggio scientifico che il Nostro tenne con 
gli scienziati del suo tempo, earteggio clie, pur troppo, non ci venne inte- 
gralmente conservato (4), ma del quale perà fortunatamente possediarno ele- 
iiienti estesi ed oltre ogni dire preziosi. 

Gli è appunto con tale mezzo, e precisamente servendosi delle lettere 
clie egli scrisse al Fagnano e ad Eulero, clie si arriva a projettare qualche 
raggio di luce sopra gli inizi della sua vita scientifica. Si apprende coei che 
in principio dell'estate dell'anno 1754. il diciotterine geometra era intento ad 
investigare le relazioni fra potenze e differenziali che dovevano dar materia 
alla sua priina pubblicazione scientifica ('), condurlo alla sua priina scoperta 
e procurargli, poco dopo, una delusione amarissinia, quando, cioè, egli si 
accorse di essere stato prevenuto in tale scoperta da Leibniz (7. Ammesso 
ver vero d i e  questa dolorosa constatazione di fatto abbia prodotta in lui 
un'iinpressiorie talmente angosciosa da fado cadere in deliquio ed iridurlo 
a chiedersi inelaiiconicamente se non fosse nleglio abbandonare per sempre 
un campo di ricerclie, ove gli setnhrava non rimanesse die  spigolare, in 
campi mietuti da sommi predeeessori ('), yuesto stato di scoraggiamento do- 
vette essere di corta clurata. 11 giovane Anteo, da1 suo contatto con la terra, 
trasse potenti stimoli e nuove forze ad operare; sta a dimostrarlo il fatto 
clie sirio da1 30 ottobre 17.54 era in graclo di partecipare a1 Fagnano qualche 
nuovo risultato conseguito nella Teoria delle curve tautocrone ('), tèma che, 
çoine vedreino, egli contiiiub a coltivnre, raccoglieiidone frutti di tale ralore 
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X I I  Loricc: G. 1,. Lagrange uella ,cita e rlellc opere. 

da destüre l'aoiiiiirazioiie di alcuiii e l'invidia di alt1.i. Poco dopo egli si iii- 
cnniiiiiiib per la ria clie dovera coiidiirlo al Calcolo delle mriazioni (quello fra 
i suoi trorati che egli supra ogni altro prediligeva) (y; stanno a provarlo due 
lettere entranibe cliilette ad Eulero, uiia delle q i d i  (datata 19 agosto 1'753) 
contiene l'applicaziolie della iiuora procediira. analitica ad uiia cjuestioile pro- 
posta da1 grande geometra di Basilea ('")), iiieiitre l'altra (del 20 novembre 17%) 
contiene uiia soluzioiie del probleiiia clella Bracliistocroiia informata ai iiiede- 
siini priiicipî ("). 

3. Ora se yuellit lettera a stanipa cliretta a1 Conte di Fagiiaiio appare 
oggi ben piccola cosa in paragoiie alle opere clie assiciirarorio poi a Lagrange 
iiiia fama iiîiperitura, a1 ljiografo essa si preseiita colne un avvenimeiito di 
iioterole iinportanza per l'iiiiluenza clle essa esercitb sullo svolgiiiîeiito della 
carriera del nostro iiiateinatico: cliè iiidubbianieiite essa rioii fu estranea al 
coiisegiiiiiiento dell'unieo pubblico iifficio clle egli ricopri in  yatria. Conferi- 
togli con R. Decreto clel 96 setteiiil~re 17% ("), con lo stipeiidio aiinuo di 
scudi %O, vernie anniiiiciato da Lagrange a F'agnano il 24 diceii-ihre del10 
stesso anno con le segueiîti parole: «Del resto non dEbbo tacerle l'iiiîpiego 
di fresco cla S. hi.  coiiferitomi di Maestro iielle K. Scuole Matematiclie d'Ar- 
tiglieria, il che certameiite, per essere io giovaiie di noil aiicora 40 aiiiii, è 
stato da tutti reputata per uiia cosa pwticolare e iiieravigliosa » ('7. L'istituto 
ove fu  cliiaiiiato il nostro geoiuetra è quello clie, dopo parecchie radicali tra- 
sforrnazioni, iliveiiiie l'attuale R. Accademia Militare di l'oriuo; clie ivi, assai 
più facilmente elle iiellü Uiiiversità, Egli potesse esplieare le straorclinarie sue 
doti di aiialista, eiiierge teiieudo preseiiti le coiîdizioiii in cui questa allora 
rersava ("); clle l'aspettazione del goreruo sardo il011 sia aiiclata delusa è 
provato da1 riassiiiito cli un corso solira i I' t - ir~cipi  di Amlisi sublime tenuto 
da1 giovaiie lwofessore, di cui uiin copia esiste a Toi-iiio iiella Biblioteca del 
Duca di Geiiovc~; su  d i  esso ci sentiaino esoiierati dall'esteiiclerci essendoiie 
di pubblica ragione aliiieiio il piano generale (15). 

Tuttavia sembra clie il posto ottenuto da Lagrange ilon Io appagasse 
clle inetliocreinente, giaccliè, poclli i~iesi dopo di arerlo occupato, egli inro- 
cava i'üiuto di Eiilero per consegiiirne iino iiiigliore iii Geriiîaiiia ('Y; ecl il 
grande aiialista svizzero, ilell'attesa di poter çiovaw al suo giovane ailiico, 
lo facera iioiiiiiinre ( 9  settembre 1733) socio corrisl)onclente dell'Accadeinia 
di Berlino (li), secoiic~o talimi ('7 in ricoinpeiisn di uiia ineiiloria sopra il tanto 
coritroverso principio della miuilim cr~ione, da lui preseiitata a quel sodalizio 
i n  appoggio alle redute iiiaiiifestate clal presideiite Maupertuis, iiieiitre fervera 
~ivissiuîa la faiiiosa sua disputa con S. Koiiig (':'). 
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Loricc: G. L. Lccgrco~ge nella uitn e uellc opre.  YIII 

Altro avvenirriento di capitale iliiportanza nella vita del Nostro fu la fon- 
dazioiie in Torino iiel 1757 di una Società scientifica privata, dovuta all'irii- 
ziativa del Conte Giuseppe Aiigelo Sduzzo di Menusiglio, assiduo cultore 
degli studi cliiinici, validairiente coadiuvato da Lagrange e da1 inedico Gio- 
vanni Cigtia, Societü clie doveva più tardi trasforniarsi nell'attuale R. Acca- 
demia delle Scienze di Torino, la quale, riuliendo in un fascio tutti coloro 
clie in Pietnonte dedicavansi alle scieiize positive, esercitb un'irifluenza oltre 
ogni dire benefica e clle tuttora continua ('O). 

A filr corioscere favorerolmente ne1 iiiondo niateiiiatico il novello corpo 
suientifico valser0 in particolar'inodo le menîorie che Lagrange inseri nei 
cincjue voliiini desigriati ordinariuiiîente col nome di Jfiscellnnea Tnurinensicz; 
iiieiiiorie delle yuali ci corre l'obhligo di iiidicare, sia pur succintaiilente, gli 
argoinenti, le conclusioni, il valore ("), percliè coiiîplessivarnente rappreseii- 
tario, con suficiente approssimazione, la produzioiie del primo periodo di vita 
scientifica del persona.ggio che ci occupa. 

4. Un gruppo di lavori giovanili di Lagrange concerne la teoria dei 
iiiassimi e iiiiairni. Il Maclauriil rie1 suo celebre Treatise o n  fiuctions (3s 238 
e 857) a reva  esposte le condizioni di inassiino O di iiiiniino per le funzioni ad 
z t m  variabile; al17estensioile di tali criteri a fuiizioni con parecchie variabili 
il Nostro declic6 il suo primo contrihuto ai Niscellanen Tazcriwensia ('y, il 
yuale (corne egli stesso dicliiara) è un preludio al10 scritto (") inediante cui 
egli, per soddisfare ad un voto forinulato da Eulero ("), gettb le hasi del 
Calcolo delle variazioiii. In tale iîuovo laroro egli, per diniostrare la fecoil- 
dit& dei nuovi princaipî, oltre a confermare risiiltati anteriormente otteiiuti 
sopra il problema delle brcicliistocrone, oltre al  diiiîostrare per ~ i a  alialitica 
il teorenia di Cramer su1 niassiino dell'area (lei poligoni piani rettilinei aventi 
lati assegnati, stabili per primo l'eyuazione differenziale delle superficie d'ûrea 
inininia : 

P -0, o v e & = -  d 2 q = - -  d .Z "- d n '  d y  

Volgendosi poi alla dinamica. diede üii7aiiipia estensione art lin pl*incipio dovuto 
ad Eulero e ne fece applirazio~ie a cpei prol-~leini coiicernenti il moto clei solidi 
e dei iluidi clie allora clestavauo il più vivo e geiierale interesse. 

1 iluovi procedimenti analitici escogitati da Lagrange i.iscossei.o subito la 
più entusiastica approvazioiie da parte di Eulero, che ne fece ulteriori ap- 
plicazioni e propose di costituire con essi una nilova branca dell'aiialisi su- 
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bliiiie, da designarsi appunto col iioiiie di « Calcolo delle variazioili » ('7; per 
converso veniiero aspramente, tiia altrettaiito infelicenieiite, coiiibattuti da1 
Fontaine ('7 e furono, con palese niala fede, attribuiti a torto ad Eulero dai 
PP. Le Seur e Jaquier iiei loro ben noti Élérnerzts dm Ca,lcul ildégral (Parina, 
1768). Cid costrinse Lagrange a scrivere i i i i  secondo lavoro (") per riveiidi- 
cape a sè stesso la paternità del i i u o ~ o  algoritmo,' per iuvitare i coinpetenti 
ii parügonare yuesto ai procediiiieiiti usati da1 Fontaine e per rispondese ad 
alcune obbiezioiii iiiossegli clal Borda ('";'aggiungendo poi nuovi sriluppi dot- 
trinali, egli assicuïb importanza periiianeiite ad un 1:troro clle, nltriinenti, sa- 
rehbe stato aniioverato, piuttosto che fra le ii~eiiiorie scieiitifirlie, Fra i docu- 
iiieuti uiiiaiii. 

5 .  Il calcolo delle variaziorii rappreseiita il più celebre e forse il piil 
importante contributo, nia noii l'uiïico, dato da1 giovaiie Lagrange al calcolo 
integrale. Infatti ne1 Volutiie I dei Miscellunea si trova anzitutto uiia nie- 
iiiosia (") destirlata a d  estendere alle eyuazioni liiieari a differeiize finite i 
inetodi in uso per le aiialoglle eyimzioni diffeienziali; cosa iiiiportante in 
sè e per le applicazioni a bellissiiiie cjuestioiii della teoria delle probabilità. 
Notiaiiio clie tale argoiiieiito egli abbandoiid subito percliè Laplace lo scelse 
coliie soggetto di iliipoi.tanti ricerche (v. i Voluini VI e VI1 dei d1éxuoit-e~ 
présentés par. divers snccctzts iç Z'Acntlémie de Paris) ,  nia r i  ritorii6 poi verso 
il 1775 cou uiia iileiiioria (") clie Poisson iioii esitb a proclaiiiare x uti cles 
plus beaux ouvrages de Lagraiige » ( 3 ' )  e ilelln quale la teoria delle serie.ri- 
correnti e cpiella delle eyuaziorii a cliffererize iinite veiigono ulteriorniente 
perfeziouate si da reiiderle atte.alla risoluzio~ie di nuovi iinportanti prohlemi 
della teoria delle prohabilità ("). In uii puuto, perd, tali ricerclie esigevauo 
ut1 coiiipleliiento, coiiie ebbe a rilevare G. F. AIalfatti ("j, eed era di conteni- 
plare il caso che avesse radici eguali l'equazioiie A,  t A ,  c.. + . . . + A, a" = 0, 
dalla quale Lagrange fa. dipeidere lo studio della. serie ricorreiïte detertiii- 
nata dalla relüzioiie A,  y, + A, y,+, + . . . + A,, y,,,, = O ;  osa aiiclie ci6 reriiie 
fatto da1 Nostro, aiizi in parecchi i~iodi, tutti soddisfaceritissiini ("4). 

6. Xello stesso Voluiiie 1 Sei illiscellmtecc si legge aiicora uiïa iiie- 
iiioria ($') coi~teiiente irietodi iiuori pes integrare nlcuiie 'classi di equazioiii 
differenziali suggerite ilall'iiirestigazioiie del iiioriineilto dei fluidi e sagaci 
osservazioiii intoriio alla füiiiosa. coiitrorersia sulla geiieralità della soluzione 
del Probleiiiü delle corde ~ ib ran t i  espressa dalla nota foriiiola 
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Maggiore 1iotoriet;i (e coi1 pieno tliritto) consegui iiiin terza iiiemoria de- 
tlicata iill'ec~iiazioiie dift'ei-mzialc ellittica ("7, nella quale Lagrange, partendo 
tlnll'aiialoga eqiinxioiie relatira a fiiiizioiii circolari, arriva per una  r ia piana e 
liiiiiinosissiiiin al iiotissiiiio risiiltu to otteniito da I h l e r o  u potiiis dirinaildo ». 

14e consitlernzioili srolte clal iiostio iiiateinatico noil tarclaroiio n tlirei~ir 
clnssiclir e furoiio riprodotte nelle iiiig1ioi.i trattazioiii tlelle fiinzioiii ellitti- 
clie, oiitle iioii è il caso di arrestarsi su  di esse; meiio riote soiio quelle iri 
rui il graiide geoinctrn npplica lo stesso nietodo ad altre clnssi di eqiiazioni 
clifferenzinli e clie iiieritereb1)pro ulteriore studio, per t r ame  tutte le cotise- 
giienze di ciii sono tuttora gravide. 

7. Di questioiii ai-~aliticlie collegatr a riceiclie fisico-mateiiiaticlie trat- 
t m o  tre iiieiiioi-ie tli aciistica trorica ("); esse contengono coiitrilmti inipor- 
tnnti alla teorin delle cortle vihrariti, ginccliè ivi u i i i  inezzo ad  uiin dovizia 
infiiiitn di riuori artifizi analitici soiio gettate le 11asi di quei iiietodi clie, ani- 
pliati lwi e fecotidati dal peiiio di Fourier, clireiiiiclro uno dei piil eF~caci 
stroineiiti drlla iiioderiix fisica innteiiiaticn >> ("). 

Xpprezzalissiino dai coiiipetenti i n  ina te ik  fu pure un lavoro sopra il 
iiioto di un panto attratto da  diie centri fissi ("), ove Lagrange rolle e seppr 
eiiiaiiciparsi dall'ipotesi restrittirn, fatta (lai predecessoi.i, clie il iiioto accn- 
tlesse sein11i.e in iiii piano passante p e i  In rettn congiiiiigente i punti dnti. 
Beiiciiè egli al~l)ia. t l o ~ u t o  coiistatare poi con tlolore d ie  Eulero al-eva a w t a  
p r i i ~ i i ~  la iiiedesiiiia idea, piii'e egli seplie trnttare la questione con tanta ge- 
11eralit;i ecl elegniiza clie un  secolo tlopo, iin altro scienziato di primo orrlirie, 
giiidich iioii iiitlegiio ili I i i i  l'esporiie la soluzioiie a vaiitaggio dei propri coii- 
terranei ( 'O) .  

Sorvolacdo soprn uiia iileiiioria (") iiitcsn a dare qualclie foiidamento 
tlotti.inale al procediniento eiiipirico della « rastremazione delle coloiine >), 
percli+ alciiiii errori nlnteriali cli calcolo ii~firiiiano i risultati stabiliti, ne1 
cliiutlere questa rapida rassegna dei coritrihiiti da ti  clal Nostro alla prinin 
serie delle ~1Ieinoi.ie accadeiniclie torinesi ("1, farriiio cmrio delle sue ricerche 
siill'uso della nierlia. nrittiietica fra i risiiltati di 1)areccliie osservazioni ( 4 3 ) ;  

se anche i'eceiîti iiitlagini storiclie accliratissiiiie liailno posto in luce clie 
soln;t tale strntla egli ehhe clunle precursore S. Siiiipsoii ("), pure il su0 
sci*itto è seliipre giiidicnto coiiie seniplice, c1iiai.0, decisivo iii una  questione 
O S C ~ I I ~  spinosa, tlelicata ("), olicle occupa iiiia posizioae cospicua nella pre- 
istoria della teoiin dei riiiniini quadrati. 

8. L'inrio a c1'Aleiilhert tlrl primo roluiue degli Atti clelln Società scieii- 
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tifica toririese servi a Lagrange a stabilire uiia iiuova relszione clle, trnsfor- 
mancloui rapiclamente iii salda ainicizia, fu feconcla di risulttiti della piii rasta 
portata. 11:saniinati gli scritti coiiteiiuti iii quel volunie, i l  celel~ie enciclope- 
dista fraiicese, in data 27 setteirihre 1739, scriveva a Lagrange: « voiis êtes 
clestiil6, si je ne iiie tronipe, A jouer i i t i  gim1d rôle claiis les Scknces et 
j'nliplaudis d'avance à vos succès P ('7 e qiiattro anni dopo (1." ottobre 1763) 
conferinava tale suo giiiclizio col parere di Eiilero, scrireiitlo : « J'ai eu  oc- 
casion de voir Lialis 1111 voyage ù Berlin AI. Euler, qui fait de voiis tout le 
cas que vous iiiéritez, et qui vous regarde arec  raison comme destiné ii 
reci;lei. loin les limites tie 1;i Iiaute Gboluétrie » ("). Qiieste lusingliiere espres- 
sioni fecero sorgere iii Lagrange il desitleiio di conoscere di persona il suo 
illustre corrisl,ondrnte, iioiicliè gli altri iiiateniatici di Parigi; l'occasione di 
sotlclisfiirlo gli fil offwtü clal trnsferiiiiento da Torino a Lontlra del niarchese 
Doineiiico Caraccioli, niubasciatore del Re di Napoli. Iii sua coiupagnia epli 
lasrio ne1 iio\-e~nbre 1763 la capitale del Regno di Saiciegiia, per recnrsi n 
Parigi, et1 ivi riiniise sino a l  iiiese di iiiaggio del segueiite aiino. Bencliè 
tale soggiorno siii stato fiinestato da uiia non lieve iiinlattia ('7, esso lascib 
ilel Kostro i 1)iil lieti ricordi, per le festose nccoglienze e le inauifestazioni di 
stiiiia di cui gli fiirono laiglii - oltre clie d'A1eiiibei.t - Clairaut, Condoi~cet, 
Fontaille, Kollet, Marie et1 altri scieiiziati. 

Appunto iii quest'epocn (Xi venne coiiferita dall'Accatleniia delle Scienze 
di Pnrigi la prima delle nuiiierose distiiizioiii clie lie doveva ottenere ne1 
corso della Sua ~ i t a ;  alliitliaiiîo al premio concesso al10 scritto sulla libra- 
zione della luna ("1, presentato per rispondere alla seguente questione: « Si 
l'on peut expliquer par quelqiie raison pliysique poiircluoi la #Lune nous 
présente toiijoiirs à peu près la niêine face; et coininent on peut tlétcr- 
iuiner par les 01)servations et par la théorie si l'axe de cette Planète est 
sujet à quelqiie iiioii\-einent propre, seinblal~le à celui qu'on coiinait clans 
l'axe de la Terre et ( p i  produit la. précession cles eyuinoses et la  niitation ». 

Il lavoro, con ciii egli tentb rispondere e clie f i i  ritenuto riiei-iteïole di yreinio, 
iioii risolr-e, a dir yero, coinpletamente la  questione, inn rappresenta u n  
priiiio passo in iiiin tlii.ezioiie, iîiuovendosi nella quale il grande nîateinatico 
d o y e n ,  setlici aniii piii tnrcli, giungere alla coiupleta s1)iegazione clel ciirioso 
feiioiiieno; esso p i  possiede grniltle iinpoitanza stoiica, coiiie quello clle 
contiene la prima applicazione del Priiicipio delle velocità virtuali. 

Il siiccesso coiiseguito (la Lagrange in i i r i  arriiigo, n cui la più celehre 
Accatleinia tl' Eurolin. aveva ii-iritnti tutti i ilotti del iiioiiclo, produsse una 
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grande, geiierale e hen giustificata iiiipressione. Non soltaiito Luigi Duteiis 
iiel prelware la sua heti iiota edizioiie delle O p e w  di Leibnix rolle acca- 
parrarsi la collal~ornzione di Lagrange per quanto concerneva gli sci-itti ma- 
teniatici di quel grniicle ("')), ma Carlo Eii-ianuele 1 coiriiticib ad accorgersi 
clie Ia siiii roroiia coiitenevn uiin gciiiiiia preziosissiiiin clie egli diarizi non so- 
spettnra esistesse; oiicle egli et1 i suoi iiiiiiistri ilon rispariniarono locli, in- 
coraggianieiiti, proinesse al giovane geoiiietrn, senzti. perb riuscire a coricre- 
tare iiu1l;t clle riilesse iiiigliorariie le condizioni econoniiclie e sociali ('l) . '  

9. Uiia totale nietaniorfosi ilell'esistenza clel riostro eroe dol-e~a acca- 
dere poco appresso per effetto di un avl-eiiiiiiento congeiiere succeduto ad 
Eulero. Qiiesti era sino da1 1741 Direttore della Classe d i  inateinatica di yuel- 
l'dccadeiiiin (j2) clie, fondata a Berliiio 1'11 liiglio 1700 clall'Elettore di Hraii- 
deburgo, per ispirazione e sotto la clirezione di Leibniz, dopo cluaraiit'anni 
d i  torpitlo lnngnore, era stata riclliaiiiatn a rita iiovelln ne1 1740, dopo l'sr- 
reiito al troiio tlel sorrano illuininato, clie va iiella storia sotto il nome di 
Feclerico il Grande. Qiiesti, clopo niere riconosciuto clie I'Accacleiiiia prus- 
siniia iion poteva disiiiipegiiare l'alto ufficio affida tole di proiiiotrice del pro- 
gresso ne1 caiiipo scientifico e Ietterario, ove si giovasse esclusivainente clellc 
forze iiitellettiiali offerte clal niiovo Regrio, decise di fnrle assuinere un ca- 
rntteiae iiileriinzioriale, cliiaii-iando lie1 suo seno tutti i petisatori che fossero 
tlisposti a portarvi il coiitributo del proprio snpere e della propria esperienzn. 
L'invito da lui rivolto fu tosto accettato dall'Algarotti e da1 Maupertuis. Questi 
fincliè visse fu presicleute dell'ilccacleiiiia; clopo la sua niorte (97 Iiiqlio 1700) 
tale carica riniase appareiitenieiite rncarite, nia di fatto chi dirigeva i larori 
nccadeinici e suggeriva la. scelta del personale era il dYAleiiil,ert, la recondita 
iiinfa Egeria tlel Grancle sovraiio. Ed & appuiito per avere con aiiîarezza ri- 
coiiosciuto clie occupava nell'Accadeiiiia di Berlitio uiia posizione subalterna, 
rispetto a quella di cui çoclevn un iiiateiiiatico a lui indiscuti1)iliiieiite infe- 
riore ('7, clle Eulero cedette alle reiterate sollecitazioni che gli venirano di 
contiiluo clalla corte di Russia e decise di ritornrire a Pietroburço ad iiifon- 
rlere iiuova vita a qiiell'Accadeiiiia, clivenuta aiieiiiica e clorotica dopo clie 
egli l'areva abbniidonata. 

Pion appena d7Aleinhert ebbe sentore di siffatta decisione cliiese a La- 
grange se fosse disposlo a succedere al grande amlista svizzero ("'); ed üru- 
tane risposta afferiiiativa ("'), si affretto n presentare la relativn proposta a 
Federico II. 

Kel fratteinpo 1'8ccacleilii;i di Parigi coiiferira n Lagrange il preiiiio per 
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xvm Loria: G.  L. Lagrange nella vita e nelle opere. 

l'anno 1766, in seguito alla presentazione di una memoria sopra i movirnenti 
dei satelliti di Giove ("). Tale fatto produceva una nuova profonda impres- 
sione ed un'agitazione vivissima nella corte di Sardegna; nuove promesse 
generiche vennero fatte da parte dei ministri del tempo ("7; ma poicliè esse 
non traducevansi in alcun'progetto concreto ("), Lagrange decise di accogliere 
l'invito di essere trasferito a Berlino, non appena d'Alembert glielo fece in 
nome del Re di Prussia (57 (la posizione che gli veniva offerta era quella 
di Membro ordinario di quell'Accadeinia e di Direttore della Classe di mate- 
matica, con Io stipendiû annuo di scudi 1500) ("). In conformità di tale suo 
intendimento il nostro rnateinatico presento al proprio Re una doinanda di 
congedo. Ogni sorts di mezzi fu posta in azione per fargliela ritirare ("), nia 
indarno; e quando il Re italiano ricevette da1 Sovrano tedesco uns  pressante 
sollecitazione a non ostacolare più oltre l'esaudimento di quella clomanda, 
Lagrange potè finalinente (5 luglio 1766) annuriziaïe al suo protettore ed 
amico che ormai nulla si opponeva alla propria. partenza da Torino ("1. EEd 
irifatti il 91 agosto seguente egli abbandono la sua città natale, ove lion 
doveva più ritornare; dopo un soggiorno di due settiinane a Parigi, 10 tro- 
viamo (80 seltembre) a Londra, ospite del niarchese Caraccioli; di la s' iin- 
barcb per Amburgo diretto a Berlino, ove arrivb il 87 ottobre 1766 

II. - A B E R L I N O .  

10. Giunto alla sua destiriazione Lagrange entrb subito in carica, tanto 
che addi 6 novembre 1766 pronuncib alcune parole inaugurali, clle vennero 
religiosamente conservate ("). Cordialmente accolto da1 suo nuovo sovrano, 
che ne ammirava l'instancabile fecondità (6"), e felicitato da Eulero, che sol- 
tanto dolevasi di non averlo seco a Pietroburgo (66),  egli non incontrb yualclle 
difficolth che nei suoi rapporti con Castillon, il yuale vantava diritti di pre- 
cedenza su1 posto al quale era stato chiamato Lagrange ("1. Ma ci6 non 
valse a turbarne la serenità nè ad impedirgli di palesarsi, per assiduità e 
fertilità, degno successore di Eulero; giacchè ne1 ventennio d ie  pas& a Ber- 
lino potè, oltre che adeinpiere a tutte le gravi incombenze annesse agli uffici 
che occupava, leggere una meinoria ogni mese, il clie è tanto più degno di 
amnlirazione cjuando si tenga conto della loro ilnportanza e del fatto che lo 
stile di perfetta eleganza in cui sono scritte è il risuItato di un lavoro di 
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lima, ne1 quale egli era iustancabile ("). Poco dopo il suo arrivo a Berlino, 
cioè ne1 1767, si uni in ~iiatrirnotiio con una sua cugina, Vittoria Conti, da 
lui all'uopo chiainata a Berlino ("); tale unione, da cui non naeque alcun 
figlio, durb sedici anni, essendo la moglie niorta ne1 1783 (?O),  dopo lunga e 
penosa malattia, durante la quale il somnlo geometra si pal& medico intel- 
ligente ed inferniiere infatirabile ed affettuosissimo. 

11. Forse a cagioiie dell'intenso ed indefesso lavoro Lagrange fu sempre 
di salute delicata, tanto che più volte gli fu tolto di partecipare ad inipor- 
tanti concorsi, da cui sentivasi attratto ("). Tuttavia in parecchie occasioni 
gli fu dato di scendere in lima ed ottenere la vittoria. Cosi ne1 1778 divideva 
con Eulero il preinio (doppio) posto a concorso dall'Accademia di Païigi sopra 
la Teoria del movimento della Luna ("), mentre ne1 1774 un altro ne otte- 
neva soprri. J'eyuazione secolare del10 stesso pianeta ('7: neli'intervallo di 
tempo interposto fra yuesti due trioiifi l'sccademia delle Scienze di Parigi 
10 ele~geva (20 maggio 1773) «associé étranger >> con 16 voti sopra 17 vo- 
tanti ("). 

Più tardi fu eletto uno dei Quaranta della Società Italiana delle Scienze ( 7 5 )  

e ineinbro dell'Accdemia Luccliese i77, fatti questi sufficienti a provare coine 
l'ltalia non abbia mai dirnenticato il suo grande Figlio lontano; fatti a cui 
si possoiio, per analogia, avvicinare il progetto di aggregare Lagrange d 'Ac-  
cncietnia di Napoli (") e quel10 per trasferirlo in Toscana ('y. Eçli, da1 canto 
suo, non lascib sfuggire occasione alcuna per affermare la propria naziona- 
lità e giovare ai propri coiinazionali. Cosi, avuta notizia che Gian Domeriico 
Cassini stava conquistaudo una posizione oiiorevole fra gli astronoini del 
proprio tempo, scriveva a d'Alembert in data 15 ottohre 1770,: u Je suis bien 
cliarriié de voir que M. Cassini soutienne déjà si dignement le beau nom qu'il 
porte; je prend d'autant plus de part à ses succès, que je le regarde en 
quelque façon coinnie inon compatriote, sa fainille étant originaire des États 
du roi de Sardaigiie, et je vous prie de lui faire, à ce titre, nies plus tendres 
coiiipliinents » ("). Cod, yuando il celehre violinistü pieinontese Viotti si rec6 da 
Berlino a Parigi, non inancb di racconiandare a d'Alembert questo « compatriote 
et très-liabile liiusicien B ('O); e salutb con viva soddisfazione I'arrivo a Berlino 
dell'abate Deniiia suo « compatriote et aini 2 ("'). Ed il carteggio, iinpron- 
tato a taiita cortesia, clie egli terme da1 1756 al 1788 con due matematici a 
lui di molto itiferiori ('7, non si pub spiegare clie con i legaini d'affetto che 
lo avriucevan seinpre alla cliletta patria lontana. 

La vita uniforme e tranrpilla die  rnenb Lagrange a Berlino non 6 con- 
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trassegnata da altri avveninienti claiiiorosi che non siauo le sue nuinerose 
scoperte; e noi ora ci volgiaino a riassuniere, con la niassiina coiicisione con- 
ciliabile con la cliiarezza, i più cospicui risultati da lui ottenuti, attenendoci 
all'ordine per rnaterie, meglio clie all'ordine cronologico, il qiiale è seiripre 
poco significante e, ne1 cas0 attuale (v. p. XI), per di più, mal sicuro. 

12. Teoria dei numeri. In data. 15 agosto 1768 il iiostro inateinatico ' 

scriveva a d7Alenlbert: Je me suis occupé, ces jours passés, pour diversifier 
un peu mes études, de quelques pi*oblènies d'Aritliniétique, et je vous assure 
que j'y ai  trouvé beaucoup plus de dificultés que je ne croyais. En ~ o i c i  un, par 
exemple, dont je ne suis venu à bout qu'avec Leaucoup de peine: Ult izombre 
quelco~zqzce eutier, positif et non carré étant don~zé, trower zctz eîltier et carré x;' 
tel que n x' + 1,  soit z c n  carré. Ce problème est d'une graiide importance (lalis 
la théorie des quantités quarrées qui font le principal objct de l'analyse de Dio- 
phante»("). Le ricerche a cui si fa qui allusione si trovaoo esposte in un'estesn 
inemoria datata da Berliiio 10 settenlbre 1768 ed inserita iiel T. IV dei Jliscel. 
lnnea Tuurine~zsin ("1, SCOPO precipuo clella yuale è 10 studio dell'ecluazione 
(impropriarneilte cliiamata « equazione di Pell B) a x' + 1 = g'. Lagrange di- 
inostra die  essa ammette infinite soluzioni ed insegna u11 procediniento per 
dedurre da uns  soluziorie infiriite altre; in particolare si occupa della solu- 
zione ininiina x = T, y = U e fa la fondamentale osserraziorie che la frazioiie 
T 
- si trova fra. le ridotte della frazione continua in cui si sriluppa &, osser- 
U 
va.zione clie servi a lui di puiito di partenza per inolte ricerclie aventi per 
nocciolo le fraziorii coiltinue. Più lardi Lagrange notb che il iiietodo di iiso- 
luzione da lui suggerito per l'equazione di Pell è sascettibile di notevoli mi- 
gliorie (") e ritorn6, con ninggiore niiipiezza, sopra Io stesso argomento in 
altra voluiniiiosa inemol.ia (S6), lettn all'Accadeinia di Redino il 44 noveiii- 
bre 1768, nella quale egli affront6 il probleiiia geiierale dell'aiialisi indeter- 
ininata di 9.O grade, iiietteliclo iii luce il leganie di essa con l'eqiiazione di 
Pell e l' interveiî to delle fraziolii continue nella ricerca delle sue soluzioni : 
'fra i risultati speciali iri consepi t i  va rilevata la cliii~ostrazioiie (clle il Wallis 
aveva cercata indariio) della risolul.,ilità dell'ecluazione a x" 1 = y', ne1 caso 
in cui l'inter0 cc lion sis uli yuadrato. Questo 1t~voi.o è tuttodi ritenuto uiio 
dei più iinportaliti di Lagrange, siccliè ancor oggi si deve ratificare il giu- 
dizio da lui stesso proilullciato sciirendo a cl'Aleiiibert il $23 dicembre 1768 
ctle ritelleva di « il'a\roir laissé presque rien à desirer sur le sujet des équa- 
tions dLi secoiid d6gi.é cleux iiicoiinues » ("). Ci0 iioii ostante, indotto a ri- 
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pensare nuova~iiente sopra lo stesso terna in occasioiie di un preteso teorenia 
otteiiuto per itiduzione da Eulero, non solo ("1 aiaplib il catnpo di apylicabilità 
delle frazioiii continue nll1Analisi indeterminata di secondo grado, iua sttihili 
anche uiia proposizioiie concernerite un litnite per il numero delle radici di 
una congruetlza numerica, la quale viene sempre coiisiderctta corne fondamen- 
tale nella teoria. delle coi~gruetize cli un gracio superiore al secondo. 

L'impronta di aminirabile generalità clie possiedono questi scritti si ri- 
trova in altre posteriori ricerche aritmeticlle ciel Nostro ('7; nelle quali egli 
parte dall'osservazione che, rneil tre l'equazioiie A = B t +- C u  è senîpre riso- 
lubile in nuineri interi, purcliè B e C siano priini relativi, altrettanto non pub 
ripetersi riguardo all'analoga eyuazione A = B t" C t t + D 94" da tale di- 
~lersità di coiiîporttmento egli cledusse una spiegaziotie plausibile di certi 
teoremi sopra la rappresentabilità di un nuiiiero col niezzo di m a  fornia 
c~~ladratica scoperti da Fermat ed Eulero e fu indotto ad aggiungerne innu- 
nieret-oli altri congeneri. Tali considerazioni costituiscono il primo capitolo 
della Teoria dell'equivalenza delle forme quadratiche, giacchè esse guidano a 
criterî di equivalenza ed a metodi di riduzione, onde Lagrange iiierita a buon 
diritto il grado di fordatore dell'odierna Teoria (aritnietica) delle fornie bi- 
riarie yuadraticlie; i metodi da lui inventati, esposti sotto fornia più completa 
e metodica nelle celebri A d d i t i o m  alla rersione francese (Lyon, 1774) del- 
lYA2gebrcc di Eulero (") e più tardi da1 Legendre nella sua Théorie des nom- 
bres, si diffuser0 rapidürnente in tutto il rnondo e cos1 raggiunsero una iio- 
torietà ed esercitarono un'influeriza a cui YAritmetica superiore è dehitrice 
di iiiolti decisivi progressi. 

A Lagrange la Teoria dei nunieri deve ancora le prime rliriiostrazioni di 
due importantissiuie proposizioiii. Una è quella, cbe Fermat enuncih e clie 
Eulero tentb indarno di stabilire, secondo cui « yualunque nuinero intero 
ilon quaclrato pub decon~porsi in due, tre e quattro quadrati B ("). L'altra ("2) 
è di data più recente essendo stata resa di puhblica ragione ne1 1770; è il 
teorema di Wilson, secondo il yuale (< se 9% è un nuiiiero priiiio, (9% - 1) ! + 1 
è divisibile per n 8 .  Cliiuiique conosce la p i  te importante che rappresentano 
queste due proposizioni nelln Teoria dei iiuineri e tieiie presente quaiito (pur 
troppo!) sia Facile in tale di-;ciplina il lasciarsi trasciiîare ad afferii~are l'incon- 
dizionata validità di proposizioni che sussistono invece soltanto in alcuni casi, 
riconoscerà senza stento clie l ' a~~e re  suggerite di~iiostix.zioiii coilclusire per 
quei due teoremi costituisce per Lagrange uiia beneiiierenza aritnietica non 
inferiore s quelle che $1 gli attribuiti~t~io. 
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Questo riassunto delle invcstigazioni aritinetiche del grande matematico 
torinese sarebbe incoinpleto ove non raccliiudesse anche un cenrlo degli 
studi ("1 da lui intrapresi sopra alcune equazioni indeterininate di un grado 
superiore al secondo (per eseinpio sull'eyuazione x4 + y4 = z2), i yuali toccano 
una regione matematica elle ancor oggi si deve ritencre esseise in inassinia 
parte una « terra incognita »; onde anclie su1 valore dei risultüti raggiunti e 
sopra la potenza dei metodi usati da Lagrange il giudizio iion pub essere sino 
ad ora definitivo, epperb deve essese iiiiprontato a grande circospezione. 

13. Algebra. Non iiieiio importanti dei lavori aritnietici di Lagrange 
sono quelli di cui ci apprestiamo a rende]: conto, non senza devare  antici- 
pataniente che le risultanze di essi raggiunsero rapidainente e tuttora frui- 
scono d'una imniensa e ben meritata notorietà. 

Ne1 più antico di tali lavori (") il Nostro ha offert0 il primo esenîpio di 
sforzi intesi ad einaiiciparsi da considerazioni georuetriche ne110 stnbilire pro- 
posizioiii puraiiiente algebriclie; il teorema (di Rolle) da lui dimostrato, appunto 
senza ricorrere (corne si era sempre fatto prima) al sussidio di curve, è quel10 
che dice: « se due numeri, sostituiti ilel primo meiiibro d'un' eyuazione, dàiino 
risultati di se@ opposti, essi coiiîprericlono una radice dell'eyuazione pro- 
posta ». Mentre yuesto cositributo alla Teoriü delle equazioni possiede uni- 
cameilte un valore nietodologico, l'applicazione alla separazione delle radici 
d'un' equazione algebrica de l l ' ~  equazioiie ai quadrati delle diftferenze » (già 
incidentalinente itîcoiitrata poco prima da E. Waring) e l'us0 delle frazioni con- 
tinue (ordinarie) all'approssimazioile delle radici stesse rappresentano due pro- 
gressi veramente decisivi che il Nostro fece conipiere alla risoluzione nunierica 
delle equazfoni ('7 ; tanto più clle cib 10 indusse a tracciare con inano sicura 
le prime linee della Teoria delle frazioni continue, prezioso struiilento analitico 
di cui egli per prinio pose in evidenza tutta la forza e la grande rnalleabilità. 
Coiitinuando poi ("1 in ta1 genere di i~ivestigazioni, egli tentb di applicare 
l'equazione ai yuadrati delle diiYerenze alla ricerca delle condizioni di realità 
delle radici delle eyuazioni di 3 . O  e 4.O grado (") e stabili la perioiiicità delle 
fraziorii continue in cui si sviluppaiio le radici di tutte le equazioni qua- 
dra ticlle. 

Da ci6 egli fu portato a stabilire criterî per riconoscere se un'eq~iüziotie al- 
gebrica a coefficienti rnzioliali übbia O non fattori 1iiieai.i o quadratici a coeffi- 
cienti razioilali ed anclie ad estenclere il coiicetto di frazione continua si da ab- 

brncciare anche gli enti aritnietici del t ipopi:  
1 

1 
, dei yuali egli rno- 

")~t... 
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strb l'utilit,à facendone qualctie applicazione. A Lagrange si deve altresi (98) 
il notissimo iiietodo per eliiiîinare un'incognita fra due equazioni algehriclie 
basato sull'uso clelle funzioni siinmetriche delle radici; è un inetodo repul- 
sivo per l'enorme complicazione dei calcoli a. cui conduce (è un inconveniente 
clle Lagrange ha ben visto ed al quale lia tentato di rimediare), nia die, 
sopra i prececleliti procedimeriti congeneri suggeriti da Eulero, Cramer e Ré- 
zout, offre il vantaggio di porgere il risultante esente da fattori estranei. 

Mentre tutte cpeste ricerclie trovano applicazione esclusivainente ad equa- 
zioni algehriche, ad equazioni di specie qualunque rnirano gli sforzi fatti da 
Lagrange per risolrere, mediante serie, tutte le equazioni nuineriche ("). L'idea 
niadre di tali inclagini non è del tutto nuova, perchè si ritrova in un Iavoro an- 
teriore del Lambert (Acta Helveticn, Vol. m, 1768), di cui il Lagrange non ehbe 
conoscenza (cliè, altriinenti, non avrebbe inancato di ricordarlo, con la scrupo- 
losa cura clie egli lia semixe usata nell'assegnare a tutti il suo). Non va taciuto 
clle gli sviluppi da lui stabiliti sono esclusivainente formali, mancando qual- 
siasi considerazione relativa alla convergenza delle serie ottenute; malgraclo 
ci6 egli lia saputo consegaire, movendosi in ilna regione cosparsa di pericoli 
ed insidie, un risultato di suprema eleganza e di indiscutibile valore: allu- 
diaino alla. serie, che reca appunto il nome di Lagrange, la quale serve a svol- 
gere in serie una funzione qualsivoglia di un'equazione scritta sotto la forma 
cc-x+-(P(x)=O. 

Non è i l  caso di esporre gli sviluppi poco conclusivi clie ricamarono at- 
torno alla serie di Lagrange i << combinatorici » tedeschi, nè i dubhi che ven- 
nero sollevati intorno al significato ed al valore di essa, il& finalinente gli 
studî, intrappesi d a  F. Chid e portati a buon termine da E. Rouclié, per con- 
ferirvi la precisione che si esige in yualunque proposiziane matematica. Ci6 
che va invece rilevato è clle Lagrange si è affrettato ( ' O 0 )  ad illustrare l'algo- 
ritmo da lui inventato facendone applicazione ad un'importante equazione 
incontrata da Keplero ne1 corso di ricerclie siil moto dei pianeti (cioè alla 
celebre equazione t = x - u. sens ) ;  in ta1 modo egli dimostrh come la serje 
da lui scoperta, purchè usata con le debite cautele, costituisca un prezioso 
e possente struinento itnalitico. 

Influenza ancor più decisiva sull'evoluzione della niateniatica esercito 
Lagrange con le fainosissiine Réflexions sur la résolution algdbrique des équa- 
tions ('OL). È noto clie egli ha ivi fatto uno studio comparative profondo dei 
varî metodi sino allora proposti per risolvere le equazioni dei primi quattro 
gradi, nell'intento cli scoprire le ragioni del loro successo e dell'insuccesso 
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clie li colpisce quando si tenti di applicarli ad equazioni di un grado piil 
elevato; tali ragioiii, coin'è risaputo, risiedono nella possibilità di  riclurre ln. 
risoluzione di un'equazione di 3." O 4." (nia non di una di 5.") alla risolu- 
zione di altra di grado inferiore (è l'equazione che Lagrange cliiaiim r i d o t t n  

e clie oggi si cliiama r i so lueke ) .  A tali corisegiienze il soniiiio geoinetra arriva 
con uiio studio delle fiinzioni algebriclie razioriali iiitere clie si possono coin- 
porre col niezzo delle radici di una data eyuazione; cos1 facenclo egli sclliuse 
ai posteri un campo sconfinnto ed ul)ertosissinio ove Abel e Galois raccolsero 
iiria straordinaria messe di bellissinii risultn ti. Lagrange lia prepnrati tutti 
i materiali clie furono poco clopo elaborati da1 Riiff~ni, il vero fondatore delln 
Teoria delle sostituzioili; fra l'altro egli lia. reso possibile di concepire e di- 
inostrare il teoreina dell'irresolu1)ilità algebrica. delle equazioni di u n  gradn 
superiore al quarto. E tutto egli fece con tale seniplicità di mezzi e luci- 
dith di argonientazioni clle le sue Réflexiows a ragione yengono aiinorerate 
tra le produzioni classiclie, costituenti la gloria dello spirito iiii-iaiio. 

1 S. Applicazioni dell'algebra alla geoinetria ed alla nieccaiiica. Il y ua cl ro 
della produzione algebrica di Lagrange riuscirebbe incompleto ove non ab- 
bracciasse anclie un gruppo di lavori, nei quali il calcolo letterale viene appli- 
cüto a svariate ilotevolissinie yuestioni, uscendone cosi di gran lunga raffi- 
nato: giova quindi farne qui cenno. 

Fra tali scritti merita il posto d'onore quel10 ( ' O 2 )  in cui, sopra u n  esempio 
seinplicissimo (quel10 offerto da1 tetraedïo e dalle figure collegate ad esso), 
egli insegna quale indirizzo fosse da darsi all'applicazione tlell'analisi alla 
geornetria : mentre priiiia di lui tutta la, trattazione era indissolubilniente 
connessn. all'incessante considerazione della figura, partiva da1 presupposto 
di una scelta particolare degli assi di riferiinento ed esigeva penose consi- 
derazioni di trinngoli simili e di triaugoli rettangoli (è in sostanza il nîetodo 
usato da Apollonia Pergeo rivestito di forma algebrica), Lagrange lia fatto 
vedere corne n~aggiore uniforinità e siciirezza ilel procedere si raggiungesse 
stabilendo formole generdi da applicarsi in ogni caso, seiiza alcun bisogno 
di previaiiîente fissare ln. posizione clegli assi coordinati rispetto alla figura 
da stiidiare. È facile vedere clle da tale geniale concetto trae origine tutta 
l'odierna Geoinetria aiialitica. Per raggiungere Io scopo clie si era prefisso il 
Nostro lia preyesso un buon 1îuinero di len~nii algehrici, i qiiali colpiscono 
anclie oggi il lettore per la  loro eleganza, ma la cui iinportanza si percepisce 
pienaniente quando si osservi clle esprinîono, per deterniinanti del terz'or- 
diiie, alcune proposizioni fondaiiîentnli nella teoria di queste notevoli espres- 
sioiii algel~rictie ( ' O 3 ) .  
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Un concetto nilalogo informa un'altra breve nota ("9 conteneilte u n  
~iietoclo seinplice et1 elegaote per risolrere il problema di « inscrivere in una 
circoiifereiiza un triangolo i cui lati, prolungati se necessario, passino per tre 
puiiti clati », su1 qiiale il Castillon aveva intratteiiuta l'ilccademia di Ber- 
lino ( ' O 5 )  e clle Lagrauge ridusse alla risoliizione di uil'ecjuazione di 1.' grado. 

Lo scopo die,  in fondo, il iiostro niateinatico rolle raggiungere con questo 
rnodesto scritto è yuello di inostrare clle, anche in una cluestione di assoluta 
pertiiienza della geoiiietria, l'ailalisi era in grado di coiiipetere con la. sua 
eterna rivale. l? il niedesinio iutento clle egli si è proposto anche ne' suoi 
Iarori suli'Attrazione degli ellissoidi ('O"; è questo u n  tèirin di cui il Maclauriii 
areva data iinü frattüzione ( 'Oi)  prettameiite sintetica, clle, coii-ie ehbe a di- 
clliarare Lagrange, « peut se comparer à tout ce qu'Archiiiiède nous a laissé 
(le plus beau et de plus ingénieux »; t u t t a ~ i a  egli rolle e scppe ciimostrare 
clle 10 stesso pro1)leiiîa « p e u t  Ctre résolu par ce moyen (l'Analyse) d'une 
iuaiiière, si non plus simple, du iiloins plus directe et plus générale que par 
ln voie de la Syntli&se; ce qui servira à détruire u n  des principaux arguineiits 
que les détractciirs de l'Analyse puissent apporter pour la  rabaisser et pour 
prouver la supériorité de la iiiétliode synthétique des Anciens B. Superfiuo 
c,onstatare clie il fine propostosi è pieilamente raggiunto, cliè tutte le pro- 
posizioni di Maclaurin vengono cledotte da Lagrange, con sorprendente spoii- 
tniieità, d a  formole generali di perfetta sinilnetria; ma non è fiior di luogo 
rilevare corne ilel lavoro in questione si incontri u n  risultato analitico di 
iinportailza generale, cioè la forniola clle serre al caiiibiamento delle varin- 
hili iiegli integrali tripli. Più tardi ('O8) egli ritorno sullo stesso soggetto, 
attelleridosi alle niedesime idee clirettive, sospinlo d a  iiuove ricerelie coin- 
piute da  Laplace e Legendre. 

Bello stesso stile dei precedenti è scritta una meinoria ("'Y ove il Nostro 
insegna parecclii inetodi per stabilire il iioto « teoreina d i  Lambert » relativo 
alle sezioni coniche: lion a torto il Bertrand ebhe ad osservare argutainente 
che tali inetodi sono elegantissiiiii e naturalissi~iii, ptwc7~è sia già nota la pro- 
posizione da  diinostrare! 

Pure ispirata da sentiineilti clie oggi direbhersi di « iiiiperialisino anali- 
tico » è una .  ineinoria ov'è esposta uiia nuova soluziorie del proble~iia (gill 
risoluto d a  Eulero e d'Alembert) del inoto di rotazione di uii solido qualsia ("7). 
Il iiuovo procediiiiento riposa sopra alcune interessantissiine trasformazioni 
algebriclie, nelle yuali si  ravvisaiio, sia pure sotto fornia einbrionale, alcuni 
teoreiiii essenziali della Teoi-in. clri deteriil innii ti ("') ; ne1 corso tlelle coiisi- 
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Ben a ragione, dunque, il Nostro osserva nell'esordio della ineiiioria in que- 
stione « que c'est toujours coiitribuer à l'avancenieiit des Mathématiques qne 
de montrer comment on peut résoudre les iiiêmes questioiis et parvenir aux 
mênies résultats par des voies différentes B. 

Seinpre il niedesiino concetto, di conferire generalità e snellezza nlle ap- 
plicazioni del calcolo, lia ispirato a Lagrange un altro 1avoi.o di squisita fat- 
tura ("7, ove é trattata da un puiito di vista elerato la determinazioiie delle 
evolute delle curve piane e delle trocoidi (« roiilettes ») ; itioltre é per la prima 
volta insegnata quella trattaziotie genei.de dei contatti fra curve piaiie chel 
dopo esser stata introdotta in opere didatticlie del Nostro, non tartlb a diveriire 
classica; finalmente alcune geniali considerazioni di pertiiienza della geometria 
differenziale del10 spazio scliiudono una regione iiovella, il1 cui Monge cloveva 
poco dopo raccogliere tanti e cos1 iiieritati allori. 

15. Analisi infinitesimale. Il lwezioso intervento delle frazioni continue 
in questioni di Teoria dei nuineri e di Algebra, clie rilevat-imo in parecclii 
Iavori di Lagrange, fece sorgere in cjuesto grande peoinetra l'idea die  esse 
potessero prestare utili serrigi aiiclie in questiotii di Analisi e prendese posto 
fra i più comuni processi infiniti (serie e prodotti). Clie tale prerisione sia coii- 
forme alla verità emerge da un lavoro ("" ne1 yuale egli l ia,  in generale, 
fatto vedere conie si potesse espriinere in fraziotie continua algebrica l'in- 
tegrale di yualunque equazione differenziale ordinaria di 1.' ordine; in par- 
ticolare, ha insegnati elegantissimi sviluppi del cletto tipo per pareccliie fun- 

derazioni esposte da Lagrange 10 storico dell'algebra rileva poi la priiria di- 
~iaostrazione della realità delle radici dell'equazione (secolare) 

zioni particolari notevoli, yuali (1 + x)"', log (1 +%), es, tang x, 

1 mateinatici posteriori rion I~aiino giutlicato oppostuno di introdurre nei 

' x - a  C B 

C X - - b  A 

, B  A X - c  

trattati di Analisi tali risultati, onde questi ragpiunsero notorietii assai limi- 
tata e non ebbero seguito : con quanta ragioiie altri giudiclii. 

Altrettanto non pub ripetersi riguardo ad uria inenioria ("') clle costi- 
tuisce tuttora un eccelleiite prelitninare alla Teoria degli iiitegrali ellittici, 
da1 inoriiento clle insegrla in primo luogo la riduzione a forma normale di 

= O .  

qual~iiique integrale del tipo f x, , n + b x + c x" it7 x" t e4),,, (f essentlo 1 -  
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simbolo di funzione razionale) ed in secondo luogo un  procediniento per 
svolgere in serie un tale iiltegrale. Inoltre ivi fa il proprio iiigresso la u media 
aritli~etieo-geometrica », ivi s'incontrano iloteroli sviluppi in serie per l'ai-co 
ct'una conica a centro, ivi da ultimo viene inostrata l'utilitü del seguente 
iiuovo teorema di Calcolo imitegrale: « Se V e Y sono furizioni della variabile x, 

inentre A, A', A", ..., suno costanti e si poue V -  sa r i  : 
1-cc-; 

Iii a1tr.o scritto ("j) Lagrange ritorno, con spirito più maturo, sopra l'ana- 
logia fra le potenze e le derivate (O çli integrali), da lui avvertita esordendo nella 
sua carriera scientifica, ciok: su1 çoncetto centrale della lettera a stauipa da. Iui 
diretta al Conte di Fagnano (v. p. xi). Ma è curioso il fütto clle egli,mentre 
cita i lavori eoiigeneri ariteriori di Leibniz e di Gio~anni  Bernoulli, non fa 
iiienzione alcuna di quel suo saggio giovanile, quasi volesse sconfessarlo. Tale 
scritto è importante specialmeiite perchè contiene un lucidissirno cenno del- 
l'iciea di fondare tutla 1'Anülisi infinitesiniale sopra la serie di Taylor, da 
usarsi per definire le funziorii e le loro derivate successive, ed anche perchè 
vi si trova per la prima volta i'estensione di quella swie a fuiîzioni con quante  
sivogliano vüriahili. 

Benchè l'odierrio lettore si sentirà inediocreinerite soddisfatto di sviluppi 
che, nell'asseiiza di qualunque considerazione intorno alla 101-0 validità, deb- 
boiio ritenersi puramente << forniali », pure prima d i  condannarli, dichiarandoli 
privi di valore, gioverà tetier presente che ivi Laplace trowd il fondamenta e 
10 Y tiniolo pl- le sue funose ricerche sopra le « funzioni generatrici », che 
tanto coiitribuiroiio alla sua fanla e tanto giovaronû al progressa della nostrü 
scieilza, Si aggiutiga clle l'analogia fra le poterize e derivate veime più tardi 
sfruttata da Lagrange ( I l 6 )  per assicurare ~ i t i  solido fondamento ad un me- 
todo d'interpolazioiie iriiaginato ne1 1670 dall'astroiiomo G. Mouton, il cjuale 
si arricclii in coilseguenza. di tali doti clie oggi ancora è usato con profitto ("7. 

Z~ifliieriza di gran lungn rmggiore si~ll'evoluzione dell'iiiialisi esercitaroiio 
le profonde iicerclie del Nostro sopra le equazioni a derivate parziali ("'), 
clle dai risultati clle esse clieciero presero le mosse Monge e Jacobi e, mal- 
grado i perfezioaaiiieuti di sostnnza. e di forma die  ricevettero ne1 corso del 
secolo passato, conservnno tuttora un posto cospicuo in qualunque esposi- 
zione clella materia. Riiiiai~claiido a tali trattaziorii n~etodiche il lettore desi- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



XXVIII Loria: G. L. Lccgrmge tiella vita e nelle opere. 

deroso di conoscere la diniostrazione di tale asserto, aggiungerenlo clie anche 
la teoria. degli integrali singolari delle ecpz ioni  diff'erenziali ordinarie di 
1 .O  ordiiie è debitrice a Lagrange del proprio assetto sino ad  oggi rigiiardato 
conle definitivo ("9); inoltre egli lia scopertü 1' iiiterpretazione geometrica coine 
inviluppo dell'integrale singolare, lia introdotta la considerazione della deri- 
vata dell'ititegrnle geiiei.de rispetto la costnnte cl'iiitegrazione ed ha inosso il 
primo passo verso l'estensioiie di siffatte indagini ad equazioni di ordine su- 
periore al 1.' o conteileiiti parecehie variabili. 

Facendo seniplice nienzione di uno scritto clestinato a risolrere uiia que- 
stiorie relatira alle Annualità ("O) - percliè q~iesta era stata trattata prima, 
circa nello stesso modo, d a  A. de Moivre ("') all'insaputa di Lagrange - cliiu- 
deremo questa sezione della nostrü rassegna segnalando due scritti ove que- 
stioni di Astroiion~ia e Geografia. ii-iateniatica vengono risolute col sussidio 
della pura Analisi. 

Per costruire le tavole planetarie serveridosi delle osservazioni, Ln- 
grange ('") considera ixna serie il cui termine m-esimo è un polinoinio della 
forma A sen (a + ni a )  + .B sen (b + I n  p) + . . . e diniostra clie è uria serie 
ricorrente la cui u scala di relazione » non dipende clle dagli angoli a, p, . . .; 
da ci6 è indotto a risolvere parecclii problemi di grande importaiizü per chi 
voglia applicare le serie ricorrenti al10 studio di siiccessioni di iiunieri, i 
quali siailo legati fra loro da u i ~ t  lcgge ignota, ed a usare conie ausiliari 
frazioni continue i cui termini sono funzioni di una variabile. 

lndirizzo noti meno elevato lianno le ricerclie di Lagrange sopra la co- 
struzione delle carte geograficlie ("y). È noto che la yualità, che possiede la 
projezioiie stereografica di una sfera, di filr corrispondere circoli a circoli 
era nota sin dai tenipi d i  Claudio Toloineo, iiientre la. scoperta della prero- 
gativa che essa possiecle di conservare gli angoli t: di data bel1 più recente ('") ; 
Lambert ed Eulero diii~ostraroiio poi clie la. proprieth di essere isogona1.e è con- 
divisa da tutte le rappreseiitazioiii usate dai geografi. Ora Lagrarige si è pro- 
posto il bel probleiiia di deterniinare tutte le rappreseritazioni conformi della 
superficie terrestre, taiito ne1 caso in cui la s'iniiriagini sferica, cjuanto ove 
la si  supponga uri'ellissoide di rotazioiie. La soluzioiie clle egli ne diede riulla 
lascia a desiderare per seniplicità, generalità ed eleganza; è notevole per 
l'interrento in  essa di fiiiizioni di una variabile coinplessa e per avere scliiusa a 
Gauss la via che lo condusse alln rappresentnzione conforine di uiia superficie 

f'" ." 
qualunque. Nè va tn.ciuto i v i  il primo preseiitarsi della fai~zioiie 
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che tanta parte rappresentb in posteriori lavori specialmente di H. A. 
Schwarz ('") e l'enuociato di un grazioso problema di geoinetria eleinentare, 
die  porse il destro a G. Belhvitis di €are una brillante applicazione del Cal- 
colo delle eyuipollenze da lui inventato ("7. 

16. Meccanica e fisica matematica. La prima coinunicazione clle Lagrange 
fece all'Accademia di Berlino (4. iriarzo 1767) ('") contiene un'ainpia ed im- 
portante generalizzazione del Probletna delle tautocrone, che Huygens aveva 
risoluto nell' ipotesi clie il inovimento accadesse ne1 vuoto, mentre Giovanni 
Bernoulli ed Eulero avevano conteniplato il caso più dificile in cui il moto 
succedesse in un inezzo clle presentasse una resistenza proporzionale al qua- 
drato della velocità. Il Nostro invece si propose e riusci a determinare in 
generale quale è la forza necessaria a produrre il taiitocronismo, solo sup- 
ponendo clle sia una funzione dello spazio e della velocità. Il Fontaine, che 
erasi già prima occupato della stessa yuestioile con discutibile successo, 
attaccb ingiustamente le ricerclie di Lagrange; ci6 costrinse il grande ma- 
tematico ad una replica ("Y, su1 cui t o n ~  pacato e cortese dovrebbero mo- 
dellarsi tutti gli scritti di polemica scientifica; ma eib porse a lui anche l'oc- 
casione per esporre nuovi sviluppi dottrinali di grande iinportünza, perchè 
toccano questioni interessanti in egual grade 1'Analisi e la Meccanica (lZg). . 

Mentre questi scritti fecero coinpiere un sosta~uiale progressa ad un bel 
capitolo della Teoria dei moti e delle forze, ve n'è un altro posteriore ('"O) 
(letto a Berlino il 2 ottobre 1717) il cui merito è piuttosto formale: esso 
concerne il « probletna degli ra corpi » ed ha coirie precipuo scopo di mo- 
strare colne le relative eyuazioni differenziali assurnano, mediaute la inetodica 
introduzione della funzione 

(ove Al è la inassa del punto di coordinate x, 3, x ,  ecc.), una forma estre- 
mainente coinoda, che permette di giungere con ineravigliosa speditezza., non 
soltanto a.i tre noti principî clle governano seiiipre il moto del sisteina, ma 
anche ad altre proposizioni più specidi, segnalate da d'Alembert, valide sol- 
tanto in ipotesi più ristrette. 

Ili altra niernoria (13') Lagrange si è occupato pure di un sistenia di punti 
di masse 41, JI', ..., e coordinate (x, y, x ) ,  (dl y', z')  ,..., coll'intento di sta- 
hilire le proprietà del suo centro di gravità; dette m,,  y,, s, le coordinate 
di cluesto e a, b, c quelle di un puiito arbitrario dello spnzio, le due propo- 
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sizioni da lui stabilite si possoiio espriiiiere col I-iiezzo clelle due seguenti 
ecluazioni : 

« Cette iiiaiiière de cléterniiiier le centre de gravit6 par les seules di- 
stances des corps entre eux (osserva, con pieno foiidamento il so~nmo geo- 
metra) est, je crois, iiouvelle, et peut être utile dans quelque occasiotl~; ed 
infatti se  ne trova iiienzione iri tutti i tiiigliori trattati della ~iiateria. 

Xli'Idroclinuinica il, n'ostro dedich due lavori: uiio fl") inteso a confer- 
imre, contro il sentitiiento di cl'Alenibert, un risultnto teorico conseguito da 
D. Bernoulli e clle senibrava stnentito da  certe esperienze del Kraft; l'altro 
(letto a Berlino il 22 iioveiiibre 1781) (l") cdi iiiolto iiiaggior leiia, avente lo 
scopo di far corioscere un iiietodo nuovo per gettare le hasi dell' Idrodiriai~iica 
teoricn, eoii applicazioni al iiioviiiictlto dei fluidi oinogenei pesanti in vasi o 
candi  di fornia qurtlunyue; è superflue far coiioscere per esteso l'essenzn. 
di cpesto iiietocio, ch6 esso coilsegui grande notorietà, dopocliè eiitrb a far 
parte clella ,Ilkcmz iy 2ae amlytiyue. 

Altre due iiieniorie toccuno l'ottica; utia ('"1 si rifeiisce alle lenti, teoriü 
di cui si erano già occupati ottiiiiatiieiite Côtes ed Eulero e sulla quale il 
Nostro sa fare nuove aciite osservazioiii; iiell'altra. ('") è esposta utia legge 
geiiei.de giudicutü dall'au tore (igtioriaiiio con quanta rngione) ulile in O ttica 
yuamto è ili Meccnliica il priiicipio delle relocità virtuali. 

hll'elasticità si riferisce iina iiieiiioria ( l") ~iella c~uale Lagrange irivestiga 
le condizioni di eyuilibrio di uiia yerga elastica oiiiogetiea di çui un estremo 
è tissa; tiietltre ali'Xcusticü ed alla 1)ropagazione delle oncle in geiierale ap- 
parteiigono alcuiie rettificlie d a  lui suggerite per i Prilicipit~ di Newton ( ' " i ) .  

Da ulti~iio, dalla teoria degli orologi gli fu  ispirato uli elcgante lavoro (la'") 

il qimle prova quaiito profoi~cli siatio stati gli stucli da lui fatti anche solva 
questa specialissimn iiiateiia e colne a lui fosse dato di far scaturire delle 
scintille perciioteiiclo c~ualiiilclue pictrn. 
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17. Astroiiomia. Di alciini lavori astronomici di Lagrange già si teniie 
parola in via incidentale; ne1 iiieutre ci accinginnlo a dare concisa notizia 
degli altri, giova preinettere ctie essi ahbracciano si pub dire tutte le que- 
stioni teoriclle e praticlie clie s'incoiitrano iiello studio del moto degli astri 
e clie tali questioni sono sempre trattate da Lagrange con grande elevatezza 
e generalith, sicchè l'esaiiie nccurato di tali lavori va caldainente raccomaii- 
dato ariclie agli analisti piiri, i cjuali vi incontreranno ad ogni pagina redute 
originnli, teoremi i-iuovi, algori tin i di suprema eleganzn. Alcuni risultati ivi 
esposti goclono di d o r e  permanente, mentre altri appaiono oggi coine tappe 
iiitermedie die  l'hstroiiomia dorevlt incoiitrare per arrivare ai ii~etodi di cal- 
rolo piil sicuri e perfetti, clie vennero elaborati ne1 corso del sec010 scorso, 
a coniinciare da Laplace e Gauss fino a giungere a Gildén e Poincaré. 

Scendendo a qualclie più ininuto particolare osserviaino che Lagrange ha 
cliniostrato (lu), clle ln non-sfericiti? dei corpi celesti non pub prodiirre sensibili 
alterazioni nei loro iijovimenti; in altri ternîini, egli diede della stabilità del 
sistema del iiiondo una dimostrazione più soddisfacente di quella iminaginata 
cla Laplace (1773) e che permise poi (1809) a Poisson di congegnarne altra 
ri1 coperto da ogtii obbiezione. 

BI fondamentale prohleina della determinazioiie dell'orbita di una cometa 
col mezzo di opportune osservazioni egli ha cotisacrato non meno di qunttro 
niernorie ( ' 'O) ,  dalle quali eiiierge che in generale essa non si pub far dipendere 
cln uu'equüzione algehrica di un grado inferiore a sette; mentre 10 studio delle 
perturbazioili che possono subire quei capricciosi corpi celesti per l'influenza 
di altri pianeti, fu da lui conipiuto in unn mernoria che i '~&atlemia di Pa- 
rigi premib nel 1778 ('"). Sopra la teoria deliaLibrazione della luna - tèma 
di un0 dei suoi prirni lavori -- egli S ritornato con notevole ampiezza y'), 
applicandovi un inetodo generale ed analitico da lui proposto per risolvere 
tutti i problemi cli dinamica, cioè il principio di d'Alembert espresso in for- 
inole coi mezzo della legge delle velocita virtuali. 

Altre assidue e non sterili ricerche il Nostro consacrd alle variazioai se- 
colari (14') e periodiche ("') dei movimenti dei pianeti - in pnrticolare all'e- 
quazione secoiare della hila("') - ed altre aucord ('") alla cleterininazione 
del iiîovimento dei nodi delle orbite planetarie, questione di grande utilità 
per chi roglia investigare la struttura presente e futura del inondo. 

Meno rasto è il soggetto di uno scritto ove Lagrange. n-iostra conle, nie- 
diante siiccessire approssiiiiazioni, si possano ottenere integ~ali senipre piii 
esat ti delle ecjuazion i dei inoviiiwnti plrinetari ("7. Noteyole è anche un coni- 
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plelnento (14') da lui inclicato per u n  passo dei Principin, ilotevole, non fosse 
altro, perchè diniostra conie egli, heiicliè itiftiticabile catiipiorie dei iiieto(1i pu- 
ramente analitici, era in graclo cli n~aneggiare con grande disiiivoltiira le coii- 
siderazioni geolnetrirlie preferite da. Newton. 

l n  pi+erisioiie del passaggio di Venere, aiiniinziato per il 6 giugiio 1709, 
egli lesse il 12 iiovenil~re 1767 di' Accadeiiiia di Berliiio iiii'elaboratissiiiiri 
ii~einoria ('") per ~iiostrare coine tale feiionieno si potesse utilizzare oncle de- 
terminare la parallasse del Sole, per insegnare coine si dovesse coildurre il 
calcolo relativo, fiiialiiien te per deterniinare yual fosse la localitü della Priissia 
(love il fenoilieiio potevasi osservare rielle coiidizioiii più favorevoli. 

Xltri soggetti da  lui stiidiati soiio le rifrazioili astronoiiîiclie ('"')), l'ap- 
plicazione del iiietotlo delle proiezioni al cnlcolo delle eclissi (15'') la deter- 
iiiiiiazioiie di clileste ('"), la trasforniaziorie di certe tavole astroooniictie 
a doppia entratn in altre a seniplice entrata ('"Y e le mriazioni aiiiiue degli 
eleinenti orbitali dei pianeti ('"). I)ovreiiimo seglialare eziandio u n  iuetodo 
itleato da  Lagrauge per risolvere iuediaiite serie alcuiii l)rohlciui di Astro- 
iioriiia. sferica ('"y; ma è forza ricoiîoscere clie yuesto lavoro, inalgrado il 
titolo datogli d a  Lagrange, è di pretta trigononietria, da1 monieiito clle in- 
s e p a .  a valutare certi eleiiienti cli u n  triaiigolo sferico rettangolo cjuando 
nltri lie siario noti, osservazioiie che m i  faccianio, non per togliere pregio 
al10 scritto in yuestioiie, nia per assegriargli il posto clie gli coinpete nella 
letteratura iiîateinatica. 

Giunti al termine di cjuesta vertiginosa rassegna dei lavori clel Nostro, 
affrettiaiiioci a riconoscerne noi pei primi le inanclierolezze, dorutc iii parte 
alla loro niole imponente ed in parte alla. iiiancanza in chi sciaire di uiia 
cotnpetenza speciale sull'argoinento. 

A nostra parzinle giustificazione milita il fatto die,  neppure gli astronomi 
clle si acciiisero a narrare la storia della loro scienza, osarono di proiiuii- 
ciare uno schietto giudizio siil valore Gel contrihu1.o clato da Lagrange alle 
iiostre cogiiizioni sopra 1' « essere » ed il « divenire » del creato; persino il De- 
lambre non cledicb a lui uno speciale cüpitolo della sua Histoire de l'Astrono~~lie 
azc XIX siècle, nia si liiniti, a fare cjualche cenno (e non seinpre fitvorevole) 
s u  alcune ricerelie da lui compiute. Onde la deterrninaziorie del posto che 
spett,a a Lagrange nella storia dell'Astronoinia è u n  probleina tuttora irre- 
soluto, clle augurinino tenti clualclie specialista in iiiateria. 

18. La soinnia. di laroro coinpiuto e l'entità dei risultati coilseguiti da 
Lagrange a Berliiio è sorprenclente (''7 ; onde altrettanto sorprenclente è clie 
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egli, mentre alla sua mente si affollarano tanti grandi pensieri originali, po- 
tesse scrivere (in data 21 settenibre 1781) queste scoraggiate parole : u D'ail- 
leurs, je commence à sentir que nia. force d'inertie arigniente peu à peu, et 
je ne réponds pas que je fasse encore de la Géoniétrie dans dis ans d'ici. Il 
nie senlble aussi que la mine est presque déjà trop profotide, et qu'au moins 
qu'on ne découvre de nouveaux filons il faudra tôt ou tard l'abandonner. 
La Physique et la Chimie offrent maintenant des ricllesses plus brillantes et 
d'une exploitation plus facile; aussi le goût du siècle parait4 entièrement 
tourné de ce côté-là, et il n'est pas iinpossible que les places de Géométrie 
dans les Académies ne deviennent LIU jour ce que sont actuellement les 
chaires d'arabe dans les Universités » ("7. 

In  tali linee si trova la prima manifestazione a noi nota di uno stato 
d'aniino, clie in Lagrange and6 col tenipo sempre più accentuandosi ( ' " 0  
fini per fargli prendere in uggia la piccolü e grigia Berlino e desiderare una 
scena più vasta e moviinentata, ove rappresentare una parte importante. La 
perdita della conîpagna della sua vita e la morte (17 agosto 1756) del sovrano 
clie Io avem cliianmto al proprio fianco allentaroiio a poco a poco i le- 
gaini che sino allora 10 avevano avvinto al Regno di Prussia; tanto che Mi- 
rabeau, sino da1 96 novembre 1786, spronava il Governo francese a tentare 
d'ottenerne il trasloco a Parigi, al quale egli attribuiva tale iniportanza da 
equipararlo ad una rivincita clella sua patria sulle uniiliazioni subite in 
parecchi campi di battaglia (l"). A tale passo il grande oratore si decise 
probabilmente previo consens0 clel principale interessato, propenso a stabi- 
lirsi in una città ove stava per iniziarsi la stainpa della Nécaniqzce cru~alytiyue, 
opera di cui 1'Accadetnia di Pariçi aveva accettato il patronat0 (lm), Malgrado 
gli sforzi del Re di Prussia ('"1, le pratiche relative non tardarono a con- 
clurre al risultato voluto ('62), giacchè sino da1 20 febbrajo 1787 Lagra.nge 
veniva nuovamente iscritto fra i soci corrispoiidenti c1ell'Accademia di Ber- 
lino e declinava un'offerta vantaggiosa ed onorevole fattagli da suo padre 
in ilonie del Governo sardo, giustificando tale attitudiiie con gl'iinpegni pre- 
cedentemente assunti con Luigi XVI ('"). Mentre questi gli conferiva il titolo 
di « pensionnaire vétéran » dell'Accadeinia delle Scienze con l'annua pensione 
di 6000 franchi e 10 alloggiava al Louvre ('"), il re cli Prussia, per assicurare 
la continuità della sua collaborazione alle Mernorie dell'Accademia di  Berlitho, 
s'iinpegiiava di sborsargli annualniente 300 talleri : siccliè egli riusci a ri- 
solvere anche l'arduo problema di maiitenere ad un  teinpo ottiini rapporti 
con due corti tradizionalniente nemiche (16'). 
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III. - A P A R 1 G 1. 

19. Accoglienze oneste e liete vennero fatte a Lagrange quando giunse 
a Parigi, non soltarito da parte di Luigi XVI e di Maria Antonietta, nia 
anche da tutti gli scienziati col& residenti. 

Prinio avv~niinento degno di nota clie 10 concerne, succeduto nella ca- 
pitale della Francia, è la pubblicüzione (1788) della priina edizione della N é -  
carlique n ~ z n l y t i q u e  ('66), una delle opere più eininenti della letteratura rna- 
ten~atica, la più eccelsa, a giudizio di taluno, fra quelle che recano la firina 
del grande geoinetra. 1 concetti a cui egli s'inspirb nello scriverla. sono gli 
stessi clie segnalanimo in gran nuinero di suoi lavori anteriori: tali concetti 
egli espose con la consueta chiarezza nella Prefazione, di cui giova qui ri- 
feiire i passi più salienti : 

« O n  a déjà plusieurs Traités de Mécanique, niais le plan de celui-ci 
est entièrement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette Science, 
et l'art de résoudre les problèmes qui s'y rapportent, à des formules géné- 
rales, dont le simple développenient donne toutes les équations nécessaires 
pour la solution de chaque problème ... Cet Ouvrage aura d'ailleurs une autre 
utilité: il réunira et présentera sous un inêiiie point de vue les différents 
principes trouvés jusqu'ici pour faciliter la solution des questions de Mé- 
canique, en montrant la liaison et la dépendance mutuelle, et mettra à 
portée de juger de leur justesse et de l ~ u r  étendue ... On ne trouvera point 
de Figures dans cet Ouvrage. Les méthodes que j'y expose ne deinandent 
ni constructions, ni raisonnenients géométriques ou mécaniques, inais seu- 
lement des opérations algPbriques assujetties à une rnarche régulière et 
uniforme >,. 

Emerge da yueste frasi che l'opera di Lagrange è essenzitilinente e rigo- 
rosamente metodica ; essa ha per cardini il Principio delle velocità virtuali ('"1 
ed il Principio di d'Aleinbert ed insegna coine, applicandoli quasi automa- 
ticanlente, si possano risolvere tutti i problenli concernei~ti l'equilibrio ed il 
moto di punti, di solidi e di fiuidi. Essa possiede, a soniiglianza degli scritti 
di Architnede, il carattere proprio e distintivn della filosofia naturale di Pla- 
tone, che è! yuello di astrarre, per yuanto sia possibile, dalle proprietà fisiche 
dei corpi, per trattenersi a contenîplarne i caratteri niateinatici. È la fisonornia 
clie la Meccanica lia conserrato duratite tutto il corso del sec010 XIX e di ciii 
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soltanto ora accenna a spogliarsi. Ma sino a ~ l i e  non sia instaurato il regno 
della Meccaiiica fisica, l'opera di Lagrange, conie fece cadere nell'ohlio tutte 
quelle anteriori, serrirà sempre di guida agli studiosi di Meccanica, presa 
questa parola ne1 suo significato più ampio e coiriprensivo. 

Quando, un venteiinio più tardi, si manifestb la necessità di una iluova 
edizione della sua grande opera, il grande Geoinetra, pur mantenendone in- 
tatti il piano ed i concetti direttiri, moltiplicb le applicazioni della procedura 
di cui è l'inventore; siccliè, ove gli fosse stato concesso di darvi l'ultima 
mano, avrebbe offert0 ai makeinatici un coinpeiidio hen coordinat0 di tutti 
i suoi lavori di Meccanica (non esclusi quelli relativi alla Meccanica celeste). 

Mn poicliè il vol. II usci dopo la sua morte ('") (il vol. 1 porta la data 
181 1), presenta iiidiscutibili inîperfezioni e deploreroli lacune, che G. Bertrand 
e G. Darboux riuscirono a togliere, riducelidolo cosi a d  essere un libro clie 
si pu6 porre nelle mani di qualunque principinnte, senza tenia che questo 
sia traviato. La JIécaniyue analytique porta il n. 1 ne1 Catalogo delle opere 
costituenti oggi la biblioteca di qualuilque investigatore dell'indicata materia; 
e,  grazie alle esauriedi considerazioni storiche e dottrinali che contiene sopra 
i lavori congeneri di più antica data., pub fungere da ottinla guida anche 
lier coloro che intendono seguire l'eroluzione storica delle idee di moto e 
forza O che almeiio s'interessano a conoscerne le varie fasi di sviluppo. 

Aggiungiaino che gli 6 ne1 rielaborare il inateriale dell'opera testè discorsa 
clie l'iminortale scienziato fu condotto all'ultinîa grande scoperta a cui è legato 
il suo nome, cioè alla Teoria della variazione delle costanti arbitrarie (16" ed 
alla sua applicazione alla nieccanica celeste ("y. 

20. Fu  forse l'esaurinîento prodotto dall'inmane sforzo clie costb il 
coniporre ln Afdcaîzique analytique, oppure il brusco passaggio dall'impertur- 
habile tranquillità berlinese alla baraonda parigina ("') che produssero in La- 
grange quel lungo periodo di iiierzia, durante il quale egli provava un'in- 
 inc ci hile avversione per formole e calcoli? Altri risponda; a noi basti notare 
che tale coridizione fu tülmente acuta clie, a yuanto si narra, egli laseid per 
iiiolti mesi il suo iiîiinortale rolunie cliiuso ed intonso sopra il proprio ta- 
volo, ed iilvece si interessh alle esperienze con cui Lavoisier s t a ~ a  allora 
creando una nuova scieiizs naturale, la Cliimica. 

Kè va taciuto clle la violenta instaurazione del nuovo reginie politico 
in Francia clestava iii lui noii a torto assai gravi apprensioni ecoiiomiche, 
clie iiiaiitennero (lesta e riva ne' suoi amici prussiani la speranza di riaverlo 
a Berlino. Ma la Francia repuhhlicana, ben coiiipreiidendo tutto il disdoro 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S X X T ' ~  L o r i n :  0. L. L a g r a u g e  nolln vita e nelle opere. 

clie sarebhe ad essa ridonclnto da1 coiiiportarsi diversaineiite, gli conferilib 
la. peiisione assegnatagli da1 ci-devant roi » ("y; ilioltre ("Y, dietro pro- 
posta di Lavoisier fece a silo favore uii'eccezione al decreto del 1G ot- 
tobre 1793, con ciii veiiirano espulsi dalla Fraiicia tutti gli stianieri ivi resi- 
deiiti ("'), iiicüricantlolo di eseguire calcoli ed esperielize sopiaa il iiioto dei 
projettili (17'). 

Soppressa l'dccatleniia delle Scieiize, hi creato per lui il l~osto di Xiii- 
~~~~~~~~~~~~~~~e della « Aloiinaie >> (zecca) ("y. Egli p i  fi1 noii~inn to iiieiiil~ro del 
Magistrato iiicaricato di proporre le i~icoiiipeiise per le inveiizioiii di pu11- 
I~lica utilità. In y iialità di iiieiiihro o di prcsideilte pai4ecipb attivaineiite ai  
lavori cli tutte le coiniiiissioili clie, lie1 cleceniiio 1790-1799, lavoraroiio a pre- 
parare il ~iiiovo sistema di pesi e inisure (li'), atteggiuiidosi iii ogiii occa- 
sione a strenuo fautore clrl numero 10. Il Bureau des Loiigitiides 10 volle 
ne1 proprio seno ed egli si iiiostri) degiio di tale iiuora clistiiizione iiiterve- 
nenclo alle sue adiiiianze e contril~ueiiclo alln Coiz~iaissalzce des terq~s con due 
lavori, lino dei quali lia il ~iiodesto scopo di esporre i foi~daineiiti teorici di 
uno str~iinento utile agli astronoiiii ("", iiieiitre l'altro insegiia un'ipotesi co- 
sinologica atta a coiiipletnre quella che porta il noiiie di Laplace ("!'). 

Tutto questo sta a provare coiiie anclle a Parigi egli abbia fiiiito per 
procurarsi le condiziorii di vita. necessarie ad uii pensatore; ci6 è coiifer- 
mato dalle seguenti frasi clie si leggono in una lettera da lui sciilta il 2$ ot- 
tol.~re 1791 : 

« Pour n'avoir été que siiiiple spectateur des événeiiients qui soiit ariivks, 
je n'en ai  été moins affecté. Rlainteriaiit que la tranquillité et l'ordre soiit 
rétablis, je lie regrette pas d'avoir assisté à uii spectacle, le plus iutéressaiit 
pour les pliilosoplies iiiêiiies, celui d'une graiide nation qui se crée uii iioii- 
veau gouvernement, riou par la force des amies, inais par celle de la parole 
et de l'opiiiion publique » ("y. 

91. Istituita (Decreto 11 1iiiLrZo e Legge 28 setteiiiljre 1194) 1'« Ecole 
centrale des travaux publiques » (tlestiiiata a iiiutarsi poco dopo nella celel~re 
« École polyteclinique ») Lagrange vi ebbe (insieiiie a Prony) la cattedra di 
Analisi e Meccauica ed il Coiisiglio dei professori iiella sua priiiia atluiiaiiza 
(4 tlicenibre 1794) lo elesse a proprio piesitleii te. 1 corsi ortliiiaii vetiilero 
inaugurati il % iuaggio 1795 con una seduta. solenlie, iii cui egli teiiiie la 
sila prima lezione in preseiiza ilegli altri l)rofessori e della scolaresw; poco 
dopo perb egli, per ragioni cli età, c e d e ~ a  la catte(1i.a a l  Lacroix (Ih1'). 

Foiidato 1'1s tituto di Francia, iu l~iogo clell'ari tica Accadtwiin delle Sciwze, 
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Lagrange fu subito eletto a fariie parte coiiie ineiiibro della nuova Accadeinia 
delle Scieiize, della quale f ~ i  il primo presitlente et1 ai cui lavori prese parte 
attivissiiiia ('"-). 

E quando la Coiireiizioue Nazionale, con Decreto clel 9 bruinajo auiio III 
(30 ottobre 1794)) foiidb a Parigi la Scuola Nomiale, egli, assienie a Laplace, 
fu cliiainato a professarri niateiilatica. Direiiio fra u i ~  iiionieiito l'influenza 
clie tale carica esercith sopra l'ultinia fase della vita scientifica di Lagrange ; 
nia prima reputirtnio noil privo d'iiiteresse il riferire un giudizio (a dir Tero 
un po' superficiale) pronuiiciato su di lui coiiie insegnante da uiio (Fourrier) 
di coloro clie ne seguiroiio le lezioiii : 

« Lagrange, le premier des savants (l'Europe, paraît avoir de çiiiy~iante 
à soixante ans ;  il est cependant plus jeune ('"1; il a daiis les traits de la 
dignité, et de la fiiiesse dans la pliysioiioiilie; il paraît un peu grêle ou pâle; 
sa rois  est très-faible, h inoins qu'il ne s'écliauffe; il a l'accent italien très- 
niaryué; il prononce les S coiiiiiie des Z ;  il est très-iiiodesteiiieiit vêtu en 
noir ou eii bruii; il parle très-faiiiilièreiiielit et avec quelque peine ; il a dails 
la parole l'einl~arras et la siiiiplicité de l'enfaiit. Tout le inonde sait bien que 
c'est uii lioliiiiie extraordinaire, iiiais il f i ~ ~ t  l'avoir TU pour reconnaître un  
grand lloiime. Il ne parle que clans les coiiférences, et il g a telles de ses 
pl~rases qui exciteraient la risée. Il disait l'autre jour : «'II y cc eucore sur cette 
matière benucoacl, de  choses iw$ortantes dire, wnis je 9ze les dirai pas B. Les 
élèves, dont la plus part sont incapables cle l'apprécier, lui font assez peu 
d'accueuil, iiiais les professeurs le dédoiiiiiiageiit » (lb4)). 

82. Quali fossero gli argoinenti scelti da Lagrange agli iiiizî del pro- 
prio insegilaoieiito e con cluali iiiteiitlimenti li svolgesse emerge dalle am- 
iilirabili Leçons éléiîzentnires sur les dlCcthérrmtiqnes données i& l'École Normale 
en 1795 (IR'), clie la riprociiiziotie stenografica fattalie dagli allievi e le niolte 
edizioni e traduzioni resero popolari in tutto il nioiiclo; esse, a parer iiostro, 
dovrebbero servire di niocle110 n tutti coloro clie si acciligoiio a salire sopra 
uiia cnttedra di scuola metlia, cliè provano non esserri soggetto per cjusnto 
uiiiile e vieto clie non si presti ad essere riiigiovaliito e rallegralo con svi- 
1upl)i originali e brillanti. Sono ivi tra ttate le questioiii fonclaiiieiitali clell'A- 
iitnietica e dell'8lgehra (teoria delle equazioni) e, fia l'altro, è segiialata ai 
iiiateina tici puri la cosi detta « forniola cl'interpolnzioiie di Lagraiige >) clie fiiio 
allora giaceva sepolta in una iiieliioria destiiiuta agli astronoiiii. Va notato 
clie la parte aritiuetica di qiieste Lecons ricevette un iiiiportaiite coinpleriieiito 
da. un brere scritto posteriore ('"'), clestiiia to al10 studio del proljleiiia di tras- 
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formare una frazioiie in altre più seniplici, del yuale è niesso in luce il 
soinmo interesse teorico e pratico. 

È probabilmente per porre i l  disposixione dei prcipri discepoli le iiieniorie 
da lui scritte sopra la Teoria delle equüzioiii clie Lagrange decise (1798) 
di raccoglierle in un ~olunie ,  con l'aggiunta di una magistrale introduzione 
storica e di buon riuli1ei.o cli Note. Cosi ebbe origine il celebre Traité  de lcc 
r6solzdiorz des équatkot~s ~~zcu&riy?les de tous les dégrés, clie (è forza ricoiio- 
scerlo) di trattato non lia d ie  il nonle, essendo una seinplice successione di 
inateriali preziosi iiia staccati ('Si). Siittavia fu coronato cla tale successo clle 
dieci anni appresso si inanifestb la iiecessità di una iiuova eclizioiie e riel 18213 
di una terza. Ci6 non deve stupire percliè, coine ebhe a notare il Poiusot ( l h 8 ) ,  

u coiiiiiie il n'y a dans toute l'Analyse aucun poiiit remarquable où ce géo- 
mètre (Lagrange) n'ait porté son esprit et qu'il n'ait, pour ainsi dire, regardé 
de très près, on est sûr de trouver dans ses ouvrages, eii iiiêiiie temps que 
ses propres découvertes, tout ce qui a été pensé de plus profond et de plus 
ingénieux par ses prédecésseurs; et, ce qui est bien digne de remarque, tout 
y parait suivre uniformeinent des mêmes principes, comme si l'auteur en 
développait des simples corollaires N. 

93. Mentre yuesto volume, al pari della Mécntzique nizalytique, ri- 
scosse lodi generali ed incondizionate, gravi e non ingiustificate obbiezioni 
veniiero iiiosse contro la l 'ldorie des fouctiorls n)~nlytiyzces conte~tant les prin- 
cipes d z c  Calcz~l diff&e)etiel, dégagés de tozcte cotzsirléuntiorh d'infiniment petits, 
d'6vcc~z01cissnrzs, de limites et de j iuxw~zs ,  et rédzt its c i  l 'Analyse cclgébl-ique des 
qunntitds fiuies, pubblicata la prima rolta ilel 1197 e nuovainente l'anrio 
stesso clellu iiiorte dell'autore (1813). Ivi il grande geoiiietra si è proposto di 
ditiiostrare conipletainente (conie arera  enuiiciato in una nieinoria clie risale 
al 177% e poi in un corso tenuto alla Scuola Politecnica ('")) clie gli sviluppi 
in serie di potenze abilitaiio n fondare solidamente il Calcolo differenziale 
senza far appel10 al tatito coritrorerso concetto d'infinito ("'"); è notorio clie 
tale geiiiale concetto, assai p i ù  tardi, nelle ~iiaiii di Weierstrass e hléray, si è 
niostrato capace di disiinpegnare l'uflicio di coloma vwtebrale di tutta 1'A- 
iialisi; iiia sotto la foriiiii. em1)rioiinle sotto cui è preseiitatn. da1 Kostro, presta 
il fiauco a criticlie gravi, le yuali veiiiiero coraggiosa~iiente esposte da 
H. Wronski ('") e d i e  ebbero per consegueiiza l'abbaiidoilo, poco dopo la 
iiiorte del soinnio ailalista, dei coticetti t h  lui caldeggiati. Ma se rita efiinera 
ehhe la parte clie clircmino tilosofica della l 'l~éorie des foiu3iom allalgtiyttes, 
la parte algoritmica c t i  essa (coinpletnta iielle iiotissiiiie J,eyol~s sur le Calcul des 
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fonctions) lia un vnlore grande e permanente, tanto che certi capitoli cli essa 
(ad es. yuanto concerne i contatti di curve e superficie) passarono integral- 
mente nelle opere didatticlie posteriori, tutti avendo riconosciuto clie la gene- 
ralità e l'eleganza ivi raggiunte ben clifficilniente possono venire superate. 

Sono queste le (loti che riscontratnmo in tutti gli scrilti di Lagrange clle 
sin qui analizzainino e che non mancano neiumeno in qiiello notevolissinio 
di cui ci resta ancora da. parlare. È uns  meinoriü ('"1 con cui egli si pro- 
pose di porre in sodo la possibilità di decliirre tutte le formole della trigo- 
nometria sferica da un solo teoreiiia, tratto dall'iiivestigazioile cliretta della 
figura. È una tesi già intravvediita (1783) da1 de Gua, nia che yuesti areva 
tentato stahilire mediante calcoli talmente farragginosi, che si sarebbero detti 
congegnati con 10 scopo di inettere in luce, non i ~antaggi ,  ma gli inconve- 
nienti del10 svolgere c~uell'idea. Lagrange, invece, dimostra clirettümente il 
u teorema del coseno » cos a = cos b . cos c + sen b . sen c - cos A, ne deduce 

A trne il N teo- sen A e dalla sininletria della risultante espressione di - 
sen n 

reina dei seni 3. Similmente ottiene le fortnole 

cosA=-  cosB.cos C+-senB. sen C.cosn,  

co t a  sen b = cot A sen C +  cos b cos C; 

fa vedere che dalle relazioni stabilite scaturiscono, come casi speciali, tutte 
quelle che sussistono per triangoli sferici rettangoli; nè nîanca di diinostrare, 
in inoclo estreinamente seinplice, il « teorema di Legendre » clle insegna una 
relazione tnrtrica approssitnata. fra un triangolo sferico qualuiiqiie ed lin 
triangolo piano opportmainente scelto, teorema del quale è nota la straor- 
clinaria inlportanza pratica. Risulta da ci6 colne ben a ragione un giudice 
competentissiino dichiarasse: s Es besteht kein Zweifel, dass dieses von La- 
grange aufgestellte Sgstem der spliiirischen Trigonometrie an Uebersichtlich- 
keit, Einfachheit und Eleganz alle die bis dahin erschienen übertrifft und so 
in würdiger Weise die Bestrebungen des 18. Jahrliunderts auf dein Gebiete 
unserer Wissenschaft abschliesst N ils'). 

Gli è presumibilinente ne1 corso di tali studi che Lagrange ehbe a no- 
tare cile le formole della Trigonometrin sferica sono indipendenti dal postu- 
lato di Euclide, e fu indotto a pensare clle, facendo tendere ad infinito il 
raggio della sfera su cui si opera, si sarebbe giunti a sorinontare quelle dif- 
ficoltà della Geometria ciel piano clle i non sterili conati di Legendre ave- 
vano posto all'ordine del giorno al tramonto del secolo XVITI. Tale convin- 
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zione egli ebbe a manifestare conversando col Biot ('") e forse costituiva il 
nocciolo di una iiîemoria di cui - n yuanto narra A. de Morgan ( l x )  - 
egli avrebbe corninciata la lettura all'Xccadeniin delle Scienze cli Parigi, let- 
tura clle iiiterruppe improvrisniiieiite esclainando « 11 faut que j'y songe 
encore! ». 

24. Tutto quanto espoiieninio ne1 preseiite Capitolo basla a prorare Che, 
tlurante il soggiorno n Parigi, il genio di Lagrauge si mostrb di forza, se non di 
originalità, conil~aral~ile a yuella diniostrata nelle precedenti fasi di sviluppo. Ni: 
a lui mnncarorio le più espressive iilanifestazioni di alta coiisiderazione da parte 
cli discepoli, di privati, del Goreriio: iufatti ebhe la. cligriiti di Grniid'Ufficiale 
della Legion d' Onoie, a lui venne asseçnato il primo de' preiiii deceiiiiali 
istituiti da Kapoleone 1 ('"), a lui fil assegiinto uii posto ne1 Senato, a lui 
infine fil conferito l'ai-iitiito titolo di Conte dell' Iiiipeio. Circonclato da un 
culto universale egli continuara a lavorare sema clar segiio di alcun depe- 
riiiieiito intellettuale; nia le frequenti siiicopi - clie tanto allarmavnno pa- 
1-enti ecl aiiiici - erano sintoini indubbi di u ~ i  inorboso iiideholiiiieiito fisico. 
Perb gli è soltnnto verso il cadere di niarzo del 1813 clle a tale di~ninuzione 
di forze, lenta ma incessante, si accompagnarono fenoiiieiii allariiianti. Tut- 
tavia il giorno 8 clel segueiite aprile egli pot& ricevere i colleglîi Monge, Ln- 
cepècle e Chaptal - incaricati di recargli, in iionie dell'Iiiîperatore, il Gran 
cordone clell'0rdine ilnperiale della Riunione -, intratteiiendosi famigliarnieiite 
con essi. Ma fu i'ultimo raggio di luce provenieiite cla una fiaiiinîa clie an- 
dara spegnendosi: chè due giorni dopo (10 aprile 1813) alle 9 "/, egli esalara 
la sua grande anima (IQi). 

43. L'Istituto di Francia ed il Senato conservatore assistettero in poiiipa 
magna alle sue esequie ('"); e, dopo che il presidente del più eccelso corpo 
politico della Francia ebbe dato all'illustre estinto il suprenio addio, Laplace, 
con parola coinrnossn, delineara rapidaniente le immense benemerenze scien- 
tificlie del sonîiiio niateiiiatico, osserrando, fra l'altro, che u parnii les inreli- 
teurs qui ont le plus reculé les bornes de nos connaissances Newtoii et lui.. . 
paraissent avoir possedé au  plus liaut point ce tact heureux qui, faisant di- 
scerner dans les ol~jets les priiicipes généraux qu'ils récèlent, constitue le 
réritable génie des sciences dont le but est la. découverte de ces principes. 
Ce tact, joint à une rare élégance dans l'exposition des théories les pliis 
abstraites, caractérise M. de Lagrange a. 

Riuscirebbe inipossibile tlelineare con iiiaggiore chiarezza e sobrietà di 
pal-ole l'opera scieiitifica del Grniide da un sec010 sconiparso, cliè sostanza 
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e forma eraiio di pari perfezione in tutte le sue scrilture ! L'eleganza dei 
calcoli e la lucidità del10 stile fanno ancor oggi dei suoi scritti altrettanti 
insuperabili rnodelli; d'altra parte l'originalità e profondità delle sue vedute 
sono tali che a lui fu dato, in tutti i vari campi che lia coltivati, di inau- 
gurare uii7èra novella O di chiuderne uii'a1ti.a. 

Cosi, nella Teoria dei Numeri pose terinirie all'epoca coininciata con 
Fermat e preparb yuella a cui compete il noilie di Gauss, nientre nella Teoria 
delle Eyuazioni schiuse il grande periodo ne1 qunle - per precipuo merito 
di RuEni, Cauchy, Abel, Galois - (pesta disciplina lia trovata una nuova 
anima ne1 concetto di sostituzione. Similinente, inentre codona degnamente 
l'opera trigonometrica del secolo XVIII, scrive le prime pagine della Geoine- 
tria arialitica, ne1 senso clie a tale vocabolo verine dato da tutti coloro clie 
se ne occuparono durante il secolo passato. Nell' Analisi in generale egli 
appare conîe ultiino rappresentante di quel10 clie pub dirsi indirizzo algo- 
ritiiiico, il quale, per opera di Cauchy e Abel, doveva, all'alba del secolo XIX, 
cedere il posto al regno del rigore: ma per certe speciali teorie (ad esempio 
le Eyuazioni differenziali ed il Calcolo delle variazioiii) egli è tuttora vene- 
rato coine pioniere e fondatore. E se le sue assidue ricerclie su1 Calcolo delle 
probabilità e 1il Meccanica celeste ebbero la sfortuna di precedere di poco 
quelle più decisive di Laplace e Gauss, l'apparizioiie della iII6canique ana- 
lytique pub ben compararsi al sorger del sole, ch& lo splendore da essa ema- 
nante fece cadere in di~nenticanza tutti gli scritti congeneri anteriori. Calco- 
latore geniale si niostrb insuperabile nell'immaginare nuove procedure arit- 
metiche ed analitiche, onde tutti coloro clie serban fede nell'avvenire del 
silnbolismo algebrico considerano le Opere di Lagrange corne inesauribile 
fonte di preziosi aininaestramenti. 

Dopo un secolo intero dacchè la stanca mano di Lagrange cadde sulle 
eterne pagine da lui vergate, dopo un secolo clle per attività e fecondità 
inatematica supera di gran lunga tutti i precedenti, noi troviamo il nome di 
Lagrange ancora collegato a tutte le varie branche della scienza matematica: 
onde per tutti coloro che le coltivano è dovere e vaiito di proclainarsi di- 
scepoli dell'immortale Scienziato a cui 1'Italia diede i natali, a cui la Ger- 
mania assicur6 la pace e la tranquillità indispensabili ad un fecondo lavoro 
scientifico, a cui la Francia largi, con insuperabile generosità, i supremi onori 
a cui pub aspirare un pensatore. 

Geliova, 31 diceinbre 19102. 
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XLII L o r i a :  G. L. Layran~e  nella vita e nelle opere. 

N O T E  
- 

(') Opere del Marclzese G. C. DE' TOSCHI DI FAGNANO pubblicate d a  V. VOLTERRA, G. LORIA 
e D. GAMBIOLI, Vol. III (Roma, 1912?), p. 181. È la  casa attuaimente contrassegnata coi II. 29 
in Via Lagrange. 

(P) Cfr. una dichiarazione ufficiale fatta da Lagrange il 30 marzo 1795 e riprodotta a 
p. $86 del T. XIV delle Oeuvres complètes de Lagrauge publiéespar les soins de J .  A. SERRET 
et G. DARBOUX (Paris, 1867-1898). D'altronde ne1 Registro degli Atti di nasçita e battesimo 
della Parroceliia di S. Eusebio (detta di S. Filippo) a Torino si  trova il seguente docurnento: 

ATTO DI NASCITA E BATTESIMO. 

« LAGRANGIA GIUSEPPE LODOVICO, figlio del signor Giuseppe Francesca Ludovico et 
Teresa Grosso, giugali Lagrangia, nato li venticinque gennajo dell'anno millesettecentotrentasei, 
fu  battezzato il 30 gennajo seguente. Padrino fu il sig. Carlo Lagrangia, e Madrina 1'Ill.ma 
Sig.a Contessa Anna Caterina Rebuffi di Traves. -- Firrn. Padre Carlo Boscallis della Con- 
gregazione dell'0ratorio e Rettore della Parrocchia di S. Eusebio ». 

Notianio per incidenza che questo dociimento porge in certo modo una sanzione legale 
al  costume, invaiso in passato ed ora abbandonato, di scrivere I,AGRAHGIA invece di LAGRAXGE. 

($) Un fatto congenere è offert0 dalla biografia di C. M ~ R A Y ,  il quale (corne egli ebhe 
a scrivermi il 15 febbrajo 1899) ces& di occuparsi di geometria, tema de' suoi primi lavori, 
quando constat5 I'impossibilità di deterininare, per via puramente geometrica, il numero dei 
punti comuni a due sezioni coniche. 

(9 Che la collezione di Iettere di cui disponiamo non sia completa emerge, fra l'altro, 
da cio che il carteggio con FAGNANO s'inizia con uoa risposta di questo (Opere d i  E'aynaizo, 
T. III, p. 179) e quel10 con EULERO con una lettera di ~ a ~ r a i i g e  che evidentemente non inau- 
gura il relativo epistolario (Oeuvres de Lagrange, S. XIV, p. 135). 

(7 Lettera d i  Lu ig i  de l a  Grange Tournier, torinese, all'il2ustrissinzo siylzor Conte Giulio 
Carlo d a  E'agtzano, cotztenente u n a  rmoua serie per i differsrosiali ed inteyrali  d i  qualsivoylia 
yrado, corrispondente alla 1zemto9ziana per le podestic e le radicé. Torino, 1754 (Oeuvres de 
Lagrange, S. VlI, p. 583-588; Opere di C. G. di Fagnano, T. III, p. 181-185). 

(&) V. iettera al Fagnano del 14 agosto 1754 (Opere di C. G. di Fagnano, S. III, p. 189). 
( I )  Tale aneddoto è raccontato dall'drago nella sua biografia di Fresnel (Oeuvres de 

F. Arago, T. 1. Paris, 1854, p. 119). 
Opere di C. G. di Fagnano, T. III, p. 8W2. 

(7 In una lettera scritta a D'ALEMBERT il 20 novembre 1769 LAGRANGE, a proposito del 
calcolo delle variazioni, scriveva : u . . . la  méthode dont je parle a été le premier fruit de mes 
études (n'ayant que dix-neuf ans lorsque je l'imaginai) et . . . je le regarde toujoiirs comme 
ce que j'ai fait de mieux en Géométrie » (Oeuvres de Lagrange, T. XIII, p. 154). 
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(ID) Oeuvres de Lagrange, T. XIV, p. 138; cfr. l a  risposta di EULERO in data 6 set- 
tembre 1755, ivi p. 144. Secondo un biografo del sornmo matematico (VASSALLI-EANDI, Kotice 
abrdyde de la vie et des dcrits d e  Lozcis Lagrunge, ne1 T. XI1 delle Miseellariee di Storia Ita- 
liana), la  scoperta sarebbe stata fatta da lui nella Chiesa di S. Francesco di Paola, ascol- 
tando un conierto musicale. 

( I l )  Oeuvres de Lagrange, T. XIV, p. 146. 
(12) Questo a t t ~  di governo venne pubblicato da G. VACCA nell'asticolo Sui primi amzi 

di  Gizcseppe Lagrange (Bollettino di bibl. e storia delle SC. rnatem., T. IV,  1901, p. 2). 
(18) Opere di C. G. di Fagnano, T. 111, p. 907. in  seilso sonligliante LAGAANQE si espri- 

meva scrivendo ad Eulero il 80 novembre 1'755 (Oeuvres de Lagrange, T. XLV, p. 147). 
('9 LL'Università di Torino non fu  sede di fiorenti studi fisico-matematici prima del se- 

colo XIX. Nola il VALIAUKI (Storia delle Urbiuersità. deyli studi del Pie~itoftte, II ed., Toriiio, 1875, 
p. 4I3), parlalido delle solerti cure date da re Carlo Enlanuele III a quell'istit~ito, che « sugli 
studi fisici e matematici sembra che non scendesse egual favore a, forse perché (stando al- 
meno a quanto risutta da@ scarsi dociinieiiti sino ad ora pubblicati) non avevano alcun heu 
definito 6COpO pratico O sociale, come possedevaiio le discipline mediche, giuridiche e lette- 
rarie facenti parte del progranmm degli studi universitari. In  principio del secolo XVlII s i  
era fatto yenire da Bologna, ove le matematiche erano in fiore, i l  C o ~ ~ z z r ;  ma egli si  di- 
mostr6 professore iiîediocre; alla sua morte (1796) una delle due cattedre d i  matematjca 
rimase per parecchio tempo vacante, talchè quella disciplina restà tutta afidata ad un certo 
CARLO TOMMASO BOCCA, individu0 totalmente oscuro. Finalmente ne1 gennajo 1730 fu riominato 
professore di matematka il P. GIULIO ACCETTA, che, come dice il VALLAURI (op. cit., p. 413) fu 
a i l  primo che coininciasse a rialzare alquanto gli studi matematici in Piemonte*; la deter- 
minazioiie della posizione astronomica di Torino da lui compiuta gli fece ottenere una certa 
iiotorietà ed il grado di corrispondente dell'ilccademia di  Parigi, mentre il volume intitolato 
Gli Elelnenti d i  Euclide a wiyliore e più chiara szadet-a ridotti  (Torino, 1753), pubhlicati 
dopo la sua morte da1 suo discepolo e successore FIL:PPO REVELLI, gli assicurarono un posto, 
sia pur modesto, nella storia della matematica. Nell'anno 1755 le due cattedre matematiche 
(chc, in base agli statuti del 1737, erano stabilite ne1l'Universit.à di Torino, con gli stipendii 
a m u i  di L. 1200 l'uiia, di L. 9800 I'altra) erano occupate, quella d i  geometria da1 REVELLI e 
quella di niatematica da F. D. MICHELETTI, persona di cui si serbà mernoria solo perchè fu 
inembro dell'ilccademia delle Scieme di Torino. 

('7 V. I'articoIo del V A ~ C A  citato neIla nota ('3. 
(16) Lettera del 19 rnaggio 1756 (Oeuvres de Lagratige, T. XIV, p. 155). 
('7 Oeuvres de Lagrange, S. XlT, p. 156. Cfr. anche una lettera scritta da LAGRAXGE 

a FAGNANO il 4 ottobre 1756 (Opere di C. G. di Fagnano, T. III, p. '2081. 
(15) A. HARNACR, Geschickte der 7c. Prezcss. Akad. der Wissemckaftelz, T .  1 (Berlin, 1900), 

p.  338. 
(lu) *Der jugendliche Lt~grarige gestaltete 1760, noch in Turin, das Princip so, dass 

es iiach Jacobi' s Ausspruch in seirier Handen die MuEter uuser ganzen analytischen Necha- 
riik ward B. E. Du BOIS REYMOND, Maupe~+tuis (Reden, II. Aufl., II. Bd., Leipzig, 1912, p. 468). 

(40) Per pih iiiinuti particolari al  riguardo si  ricorra a T. VALLAURI, Delle società Zette- 
rarie ciel Pienzoi.zte (Toriiio, 154&, p. 156-915) ed al docuiilentatissimo volume commemorativo 
21 primo sec010 della R. Accadeitcia delle Scienze d i  Toril~o. Notizie storiche e bibliografiche 
1783-1883 (Torino, 1883). 

Escluderemo soltaiito un lavoro sopra 1'Aiialisi indeterininata di secoudo grado, 
percht' è assodato che appartiene al periodo u berlinese s della vita di Lagrange; per con- 
verso fareino qui  cenno anche delle posteriori coiitinuazioiii che ebbero Ie ricerche iniziate 
durante l'epoca « torinese a, 
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Recherches sur la mdtlzode de max imis  et i i h i n z i s .  Oeuvres, S. 1, p. 1-90. 
(es) Essai d'ttne +zouvelle inétlzode pour détermi.rier les m a x i m a  et les nzinima des forwndes 

intégrales incléfiizies. Oeuvres, T.  1, p. 335-362. 
(24) « Desideratur . . . niethodus a resolutione geometrica et lineari libera n. Cosi sta 

scritto nell'art. 39 del Cap. 11 della fondainentale memoriü Jfetlcodus inveniencli l i m a s  cztruas 
m a x i ~ n i  mitzinzive proprietate gautlentes (Lausaniiae et Generae, 1744). 

( 2 5 )  Elewzeiita calculi variationuwt. Novi Coinment. Acad. Sc. Petrop., T. X, 1764. 
V, la  niernoria. intitolata Arlditioi~ c i  l a  naétl~orle pour h solutiou des problèmes de w a -  

x i ~ n i s  et mini&s (Mém. de 1'Acad. des Sciences. Paris, 1767). 
(=3 S u r  la +néthode des çariat iow.  Oeuvres, S. 11, p. 37-63. 
P )  S u r  la ndhorle de trouver les courbes q u i  jouissent de quelque propriété (le rnax i inu~~z  

ou  de mininzum (MC.iii. de 1'Acad. des Sciences. Paris, 1'767). 
(29)  SU^ ril~tégratiolc d'uiae équatioi~ cliffére~atielle i c  clifféreicces filcies, qui  coutiei~t la  

tlzéorie des suites récurrentes. Oeuvres, T.  1, p. 83-36. 
('O) Recherches szw les suites récurrentes dont les termes carielit (le plusieurs ntauières 

différentes, ou sur  l'imtégratiotz des éqtiations liizéaires a u x  différences fiuies et partielles; et 
sur l'usage de ces eyuatioics darzs la  théorie des hasarcls. Oeuvres, S .  IV, p. 151-251. 

Comptes-rei~dus, T .  II, p. 396. 
(O2) Questa menioria si  trova riassunta da TODHUNTER, A history of the tlseory of proba- 

bilities (Cambridge and Dublin, 18651, p. 313-390. 
(SS) Mernorie della Società Italiana delle Scieiize, T. III, 1786, p. 313-320. 
(") Illémoire sur  l'expressio?a d u  ternze gthdral des séries récurrentes, lorsque l ' d q z ~ u t i o ~ ~  

yérzératrice a cles r a c i m s  égales. Oeuvres, T .  V, p. 687-641. 
(S5) Solutions de divers problèmes de calczil intégral. Oeuvres, T .  1, p. 4.71-668. 
(36) S u r  Z'iiztéyration de quelques équatioiôs diff6rentielles doist les indéterminées soist sé- 

parées, m a i s  dont chaque nze~nbre en particulier n'est p o i d  itctéyrable. Oeuvres, S. I I ,  p. 5-33. 
(37) Recl~ev-ches st4r la  wature et la  propagutioiz t lu soli. Oeiives, S. 1, p. 39-148. 11 let- 

tore desiderosci di più minuti particolari sopra qoanto è i r i  esposto ricorra ai s§ 10-18 della 
II Parte del grande Rapporto di H. BURCKHARDT sopra le Entwicke lu~~gen  nach oscillirende+& 
Fuddionen. inserito ne1 T .  X del Jahresbericht der Deiitschen Matheni. TTereiniguiig. 

(38) Parole di E. BEI.TRAMI: r. Opere, T. II, JIiiaiio, 1904, p. 464. 
(39) Recherches sur  le mouvenze+tt cl'tij~ c o q s  qu i  est attiré vers rleux ceutres fixes. Oeu- 

vres, T. II, p. 67-181. 
(40) A. CAYLEY, OIL L a g m i ~ g e  solutiou o f  the problein of the tnio fixetl centres (Quart. 

Joiirn. of rnathem., T. 9, 1858, oppure Collected Papers, T. III, p. 114 e segg.). 
(41) S u r  la  figure des coloiz~~es. Oeuvres, T .  I I ,  p. 125-170. 
( 4 4  Per breviti non ci arrestiamo sopra la Note sur 2412 pararloxe qulo+z remontre dalzs 

les forrnules de l'attraction d 'un poilet vers uise surface sp7~6riyue quelco~zque (Oeuvres, S. VII, 
p. 591-694) e la Jote sur la  tiiétup1iysique ( lu  culcul ififinitisiwzal (Ivi, p. 697-599), non essendo 
ehe brevi cornmenti a larori altrui. 

(49) OIénzoire sur l'utilitti de preidre  le milieu e9ati.e les v4sultnts de plusieurs obseruations, 
clans lequel ou  exumiice les avaictnges de cette dtltorle pccr le cnlcul des probabilités, et OU l'o?z 
résout différerctspt-oblèirzes relatifs « cette ilzwtière. 'O~uvres, S. II, p.  1'73-23$. 

(44) Si veggalio i ~ ~ i s c e ~ l c ' ~ ~ a o z i s  tructs p~~bblicati  ne1 1757. 
( 45 )  Cfr. TOBHUSTEK, op. cit. iiella nota ('Y), p. 4%. 
(46) Oeuvres de Lagraiige, S. XIII, p. 4.. 
(41) h i ,  p. 9. 
( 4 8 )  V. una lettcrn di d'*lleiiibert p~ibblicata da CH. HESRY ne1 T. XiX (1886) del Bttl- 

lettiwo tli biblioyrufia e storicc delle scielz-e nzateln. et fis., p. 231. 
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("9) Rechercl~es sicr l n  l ibration d e  la l m o ,  t2u1rs lesquelles o u  tache de  resourlre l a  que- 
s t i o r ~  propos(:e par l';Lcrid~;i~?ie voyccle rles scipizces potcv le prix (le l'at~taée 1761. Oeuvres, T .  VI, 
p. 5-61. 

(50) Ir. lit Preftuione generale posta iii testa al  S. 1 di J. C. H. Lsrmiz, Opeva O ~ i z ~ ~ i a  
(Geiievae, liG8); cfr. la letterri di LAGRANGE a ~'XI.EMBI".HT del 26 geliriajo 1765 (Oeuvres, 
T. X I I ,  p. 31). 

(51) Si vegpano le lettere di LAGRASGE a ~ ' A L P Z ~ B E R T  del 30 iiiaggio e del 6 settenilire 1765 
(Oeuvres, S. XII,  p. 31 e 43). 

(52) Per tutho qiiaiito concerne questo istituto si vegga l'opera d e l l ' b i ~ ~ w a c ~  citata. iieiia 
nota (18) .  

(5s) V. la lcttera di EULERO a LAGRANGIC del '2 ottobre 1759 (Oeuvres, S. XIV, p. 162). 
54 Lettera del 4 feb1)riijo 1766 (Oeuvres, T. XIII, p. 53). 

( 55 )  Lettthr:t dei (?) iiiarzo 1766 (ivi, p. 55 . Cfr. La jettera di L A G R A X ~ E  ad E U L E ~ O  dei 
19 allriie 1766 (Id., 1'. S I V ,  p. "L). Cii siiggeriiiic~iito conpciiere f i l  dato da E c ~ ~ n o :  v. kt k t -  
tera di qiiesto a LAGRANGE del 3 inaggio 1'766 (Oci~vres, T. STV, p. L'OS). 

(5G) Recl~erches s u r  1 ~ s  i i ~ 6 g n l i f ë s  des satellites d e  J q i t e r  cr~z~sdes  p u r  lewr nttractiori. 11~1- 
tuelle. Oeuvres, S .  V I ,  p. 6 7 - 9 5  Ci'r. la lettera di ~'AI.ENBI,:RT a LAGHAXGE del 25 iiiarzo 1766 
(Oeuvres, T. ?;III, p. 67). 

(57) Lettera di LAOHANGE a ~ ' A L E J I H E R T  del J aprilr lÏti(i (id. p. 58). 
Per giudicare conforn~eiiieiite a piustizia il coiitepo del poverno sardo di fronte a 

LAGRAXGE, Liisogiia teiier preselite clie il periodo di giovinezza di qiiesto coiticide con quel10 
clie teillie dietro alla gnerra per la si~ccessioiie d'dustria (1736-1741)), iiella qu;ile il Pienionte 
ebbe iiiia parte attiva e gloriosa; F. u n  periodo di riordinan~ento e di riforille pacifiche, iiel 
quale il governo, per inipellenli ragioiii fiiianziarie, riedette di restringere la  propria azione 
a coiiservare piuttosto che a prornuovrre la cultora; tuttavi:i. la fondazioiie delle Uiiiversità. 
di Cagliari e di Sassari (1764-1765) slii a proviire clie, nei liiiiiti clel possibile, rsso agiva in 
coiiforiniti alle esigeiize dei trrnpi. 

(6g) Lettera di ~ ' B L E M B E I ~ T  a LAGRANGE del 96 aprile 1766 (Oei~vres, T. XIII, p. 61). 
(60) HARNACK, Gescl~ickte, T .  1, p. 601. Si riferiscoiio nl trasloco di Lagrange le lettcre 

di Federico II datate 29 iiiarzo, 26 I~iglio e 18 agosto 1766 puhblicate ne1 T. XXIV (p. 319, 
407 e 409) delle 0rurre.s t7e Frt?leric. Ta eziaiidio rilevato a ti tolo di oiiore di L.ZORANUE che 
egli avrebhe potuto occiipare anche il l~osto di Presitlente dell'Xccatleiiiia, che ~'AI.EMHEIIT 
gli offerse due volte (Y. le  lettere del 03 magrio e del 16 piugiio 17611 stampate in Oeuvres 
de Lagrange, T. X I I ,  p. 51 e 135); ma lo rifiut0 seiupre lier rnotlestia (Letteie a d'Alembert 
del 4 giugno e del 15 luglio 1769, ~)iibldicnte ivi p. '7S e l'k9). 

(0') Letteia di Lac:~asuis a CI'ALEMHGRT dvl 10 niaggio 1'766 (Oeuvres, S. SUI, p. 62). 
Ivi, p. 73. 

("3) A Brrlino LACRASGE al~it0 S C > I I I P P ~  Unter deil Liiideii in casa del 1,iesidente GOHXE 
(HAHNAGK, 1. c., T. 1, 1). 481). 

(64) Oenvws de Legraiig~, T. XI\', p. 316. 
(65) Il cnlciile. c:ilciile d ~ s  conihes tant q u e  voiis en voutlrez » : cmi srriveva Federico II 

a d'Aletiibert il 13 @3) gciiiiajo IÏh-2 (Oeuvres de Fri.dBric, T. S S I V ,  p. 21%). 
("1 Cfr. tina lrttera di EULI.:HO a LAGI~ANGI.:  del 9 geiiliajo 1'767 (Oeuvres de Lagra~ige, 

T. XIIT, p. Y9). Piii tardi (-3 uia~gio  1775) egli scrivevagli : II est birii glorieux pour moi 
d'avoir pour successeur h Berlin le  ilu us siihlinie gPoinètre de ce siilcle, et il est certain que 
je n'aurais pu rendre ;i 1'Acadbinie i i i i  plus grand service qu'en prenant inoii conp6, et, à 
cet épard, je puis nie wnter  d'uiie ?r:~nde supC>riorit+ sur  von^, VII  q11e vans ]le 1iii saurez 
jainais reiidrc uii ttsl service , (Lvi, p. 2'iI). 
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XL VI Loricc: G. L. Lagrange nelln vitcc e  belle opere. 

V. una lettera di  A ALEMBERT a LAGRANGE del 14 giugiio 1771 e la risposta in d;~ta 
1% luglio (Oeuvres de Lagrange, T. XIII, p. 902 e 205); inoltre due lettere del CASTILLON a 
d'illembert'del 87 aprile 1765 e del 18 ottobre 1771 pubblicate da CH. HENRY (Bull .  di bibl. 
e storin delle SC. ma t .  e f is. ,  T .  XVIIi, p. 549 e 552). 

Infatti in data 6 giugiio 1769 egli scriveva a ~ 'ALEMBERT:  a . . . j'ai une n~a~ iva i se  
habitude, dont il m'est impossible de nie défaire: c'est que je refais souvent mes hftnioires, 
même plusieurs fois, jusqu'à ce que j'eti sois passablement content » (Oeuvres de Lagrange, 
T. XIII, p. 132). Altre iiotizie interessaiitissirne relative al metodo di studio tenuto da  La- 
grange si  trovaiio in un  articolo di F. G. MAURICE (che ebbe col grande geometra luiiga di- 
mestichezza) da1 titolo Directions pour l'étude approfondie des ~nath.éuzatiques recueillies des 
eutretiem de Lagranyc 2, inserito iiel Mortiteur del 06 febbrajo 1814. Tale articolo venrie 
sostanzialniente riprodotto da C. A. BJERKNESS a pag. 374 del silo iioto volurne sopra N. H. 
Abel (Paris, 188i), corne tolto da1 Giornale di Lindenau e Bohneiiberg, meiitre ne1 T. 1 della 
Zoitsclzrift fur Astrotbo~nie u u d  uevrvrcndtew Wisseizsclzaftei~ non si  trova clle u n  Eleilco delle 
pnhhlicazioni del grande geometra; tale rettifica mi è possil,ile grazie a l  cortese aiuto di 
G. ENESTROM (Stockholm) e V. MORTET (Parigi). 

Ricerche accuratissinie fatte, dietro inia preghiera, da1 dott. G. VALENTIK a Berliiio 
per rintracciare l'atto di matrimonio di LAGHANGE non condussero ad alcuri risultato, Altret- 
tanto dicasi per quelle praticate allo stesso scopo iiegli archivi della 8. Ambasciata d'Italia 
presso la Corte tedesca e ne1 R. Archivio di Stato di Torino; il che non deve stupire, perchi? 
già. il  BIANCHI ha  rilevato (nella sua pubblicazione sopra L e  naaterie politiclie relative a1l'Estero 
i~eg l i  A ~ c h i u i  d i  Stnto del Piemonte) che ivi inaiicaiio gli atti dell'anibasciata presso il re di 
Prassia da1 1731 al 1775. 

('y L'ultiina delle lettere scritte da ~ 'ALEMBERT a LAGRANGE, pochi gioriii prima di mo- 
rire (87 settembre 1783), è appunto per condolersi con l'ainico per la perdita che egli aveva 
fatta (Oeuvres de Lagrange, T. XIII, p. 3i7). 

( I l )  Ci6 è attestato da parecchi passi del cnrteggio con  A ALEMBERT (Oeuvres de Lagrauge, 
T. XIII, p. 131, 173, 300). 

("7 La mernoria premiata è l 'Essai suv le problème des tvois corps (Oe~ivres, S. VI ,  
p. 929-32%). 

("1 Cfr. uiia lettera di d ' ~ i , ~ a i n ~ w  a MELANDERHJELM del 25 aprile 1774 pubblicata dal- 
 HENRY (Bull. di bihl. e storia, ecc., S. XVIII, 1885, p. 615); la memoria preiiiiata è inti- 
tolata Sur l'lyucctiou séculaive de la lu9te (Oeuvres, S. VI, p. 335-399); ivi si trova la  più aii- 
tica meiizioiie del coiicetto di « potenziale ». 

(?') Oeuvres de Lagrange, T. XIII, p. 838 e S. XIV, p. 868. 
('7 Ivi, T. XIV, p. 867. 

Ivi, p. 305. 
(") Autore di tale progetto fu il inarchese CARACCIOLI, divenuto da ariibasciatore vicerè 

di Sicilia; le ragioni per le yuali LAGKANGE non fu  favorevole a questo disegno si desumoiio 
da uiia sua lettera a1 CARACCIOLI in data 13 ottobre 1781 (Oeuvres de Lagrange, S. XIV, 
p. 881) coiiiunicata da F. SCLOPIS alla R. ,4cc. di Torino il % geiiiiajo 1879. 

('7 Id., p. 884. 
( I o )  Ivi, S. XIII, p. 250. 

Ivi, p. 371. 
(O1) [vi, p. 375. 
(sz) Vedi Dieci lettere iuedite cli G. 1;. Layrarzye scritte al uzatematico ueronese A. M.  

Lorgna (Bullettiiio di bibliografia e storia, ecc., T. VI, 1873, p. 131-141); Sette lettere ir~edite 
d i  G. L. Lccgrcu?ye ul P.  Pnolo A i s i  t in t f e  t l (q l i  airtnyrctf i  q~elln Bibliotem Ainbrosicn~ra di 
Milmzo e pubblicate per cura tli A. FAVARO (Atti della R. Acc, di Torino, T. XXXL, LSBS), 
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( O a )  Oeuvres de Lagratine, T. XIII, p. 218. A proposito delle ricerche aritmetiche del 
inatciiiatico di rui ci occupiaiiio, è iiitrressaiite la seguetite iiolizia data da E. LUCAS e cor- 
teseinente segiialataiili da H. BROCARD: Lagraiige avait I'iiitention de publier une nouvelle 
Gditioii de I'arithniétique d u  gGornètre d'Alexandrie (Diophante) dans laquelle il se proposait 
surtout d'échircir lm coiirtes reinarques de Feriilat et de restituer la plos graiitle partie des 
beaux thborkiiies qui y sont rbpandas; riiais cet ouvrage n'a point 6té terinin6 ct l'aiialyse 
maiiusçrite des quatre premiers livres seulement est coiiservée à la hildiothèque de l'Institut )> 

(Rechercl~es siir l'aiznlyse iittldteriiziibée et l'ccritlzmdtique de Diophni~te). 
Solution d ' tm  problèuze il'aritl~~nétique (Oeuvres, S. 1, p. 671.731). 

" )  Cfr. le Arlrlitio~zs i c  1'Algébi-e de M. Euler (Oeuvres, S. TII, p. 158). 
(") Sur  l n  solutiou des problèilzes iizde'termiisés dzc secoi~l  rlegrd (Oeuvres, T. 1, p. 378-535). 
(") Oeuvres d~ Lagrange, S. XIII, p. 1'37. 
(88)N~uue l le  in"thnr1e pour résouclre les problJrnes irzrléternziriés C I L  1~o11zb9-e e~ltiers (Oeuvrcbs, 

T. II, p. 655-7%). 
i8') Reclterches cl'aritlz~ne'tique (Oeuvres, T .  III, p. 695-7515). 

È questa la prima pubblicazione di cnrattwe didattico clie abbia fatta Lagrange. 
('*) Déitzoizstratio~t ~ ' I C I L  tl~éorèine ~Z'icvitl~~uétiqice (Oeuvres, T .  III, p. 18'3-201). 

LV~lzoirstratio~~ d 'un  tltéorènte ~~oztveau coizeevita~zt les .i~ondwespremiew (Id., p. 4-5-438); 
ivi é aiiçlie posto in chiaro il leganie che passa fra il teorenia d i  Wilsoii et1 il « piccolo 2 
twreiiia di Fermat e sono stahilite alcuiie iiiiove proposizioni coiigeiieri. 

( O 8 )  Sur  quelques probléi~ws de l'analyse cle Diopkatzte (Oeiivres, T. IV, p. 367-398). 
("1 Sur la risolzttioîz des équations uurnéi.ipes (Oeuvres, T.  I I ,  p. 359-378). 
('7 Per più iniiiuti particolari riinaiidiamo a A History of the Svit7~i11eticid X ~ t i ~ o i l s  of 

Ap1~roxi~nutiotr to the Roots of Xuwzeg-icnl Equrctioas of o ~ i e  U~ikizo~u Qziantity di F. CAJORI 
(Colorado College Publications, Science Series, Vol. XII, 1910). 

('@) Atlditioizs a u  mé~lcoire sur la rés011~tion des équntiotis ~~ulizéi-iques (Oe~ivres, S .  IT, 
p. 581-63). 

('7 Cfr. anche le posteriori Reclzerclzes szrr la ddteriniiantion clu ~roinbve des rnriires iilln- 
giizrcires clatts les bqications littérales (Oeuvres, T. IV, p. 343-374). 

('7 Sur  l'élinti~tatiou des i~tcol~izues t la i~s  les équations (Oeuvres, T .  III, p. +l&l-l5&). 
(99) ArOacvelle rn4tliorle pour vdsoutlre les iqications littirales pal- le wzoyett des sPries (Oeu- 

vres, T. III, p. 5-73). 
( 'O" )  S u r  le problèine de Képler (Oeuvres, S. III, p. 113-138). 
('O3 Oeuvres, T. III, p. 233-21.1; cfr. J. PIEKPONT, Early Ilistovy of üalois'l'l~eory of 

Equatiotts (Bull. of the Ailier. illatheni. Society, T. IV, lS!& p. 33--3W). Dalle coiisidera- 
ziorii esposte nella meinoria in discorso Lagrange teiitb piii tardi (v. la iiicmorii~ Snw la forme 
cles vaci~zes i~nayiitaires des bquatioils; Oeurres, T .  111, p. 479-516) di dediirre nna diinostra- 
zioiie del teorenla fondailientale della teoria delle equazioiii algebriche; iiia lascib a Gauss 
la gloria di dire l'ultima parola sopra questa essenziale questione di priiicipio. 

( 'Og)  Solutioi~s a i d y t i q u e s  de quelques problèlmes sur les pyranzicles trin1zgzc7nires (Oeuvres, 
T .  I I I ,  p. 661-692). 

('"y Cfr. TH. MUIR,  Tlw Theory of Dateriniua~tts i n  its histovical order of tleuelopei~te~,t, 
T. 1, 8" ed., Londoii, 1906, p. 37-40. 

(la') Solidion aly'brique tl'urz problhirzs de gr'o~tzétrie (Oeurres, S. IV, p. 335-339). 
(las) V. la ineiuoria Sur une +zouuelle propriét~' des secfioi~s coniques (MJIPiii. de 1'Acacl. de 

Berlin, 1776). 
('OB) Sur  l'attraction des sphdrozdes elliptiques (Oeurres, S. III, p. 619-649). Addition nu 

J fé~woi i '~  11r+etlérit (Id., p. 651-674). 
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XLVIII Lor icc :  G. L. Lagrange nella vitcl e nelle opere. 

( y  V. la memoria De causa physicn fluxus et refiuxus maris ,  premiata ne1 1740 (hl- 
1'Accademia di Parigi. 

('O8) Mémoire sur les sphéroïdes elliptiques (Oeuvres, T.  V, p. 645-660). 
('O0) Sur ulte inan,ière particulière d'exprimer le temps datas les sectioits co~ciqzces, décrites 

par  des forces tendentes a u  foyer et réciproquement pvopol-tioltlzelles a u x  carrés des rlisfnr~ces 
(Oeiivres, T .  I V ,  p. 559-582). 

(Ilo) Nouvelle sol?itiow dzc problème t71c nzozc.r;emelit de ~ o t n t i o ? ~  d1u?z colps de fj!/llre C / I I P ~ -  

conque qu i  n 'es t  a~iillié par C I I L C L L ~ ~  fol-ce accélélnt~ice (Id., S. III ,  p. 679-616). 
("7 Cfr. MUIR, op. cit. iiella nota (los), p. 33-37. 

SLW diffdrentes qtcostinns d ' m ~ a l y s e  ~élati?.es Cc l a  théorir des i ~ z f é g r n l ~ s  particislières 
(Oeuvres, T. IV, p. 586-634). 

il") s u r  L'usage des fractiol~s colitinrres dnns  le cctlczll i~ttégrnl (Oeuvres, S. I V ,  p. 301-332). 
("') S u r  zcne no~svelle nttthotle de culc~il  intCgral pozw les diff&entielles affect@es # I L I L  ?.a- 

dicnl cawé sofrs lequel la vmiable ?le passe pas le qttairii.me cT1g1.P (Oeuvres, T. 11, p. 853-318). 
(lZ6) &LI. ?me n o ( ~ ~ e l 1 e  espèce de crrlczd ~ P l a f i f  Cc l a  d i f f i ~ ~ e n f i a f i o n  et d llintr'gratio?c des 

quautités vaviables (Oeuvres, S.  I I I ,  p. 441-476). 
Ménzoire ~ 1 1 7 .  l a  methode tl'i~lterpolatiou (Oeuvres, S. V ,  p. 633-684). Notiamo che 

iiell'anteriore scritto Strr une  méthode paifictclii.re d ' o y p ~ o x i n i t c t i o ~ ~  et t l ' i ~ ~ f e ~ p o l u t i o ? t  (Id., 
p. 517-538) il Nostro aveva esposta una uotevole geiieralizza.zione dell'algoritino usato da1 
BRIQGS nella sua A ~ i t h ~ n e t i c a  lognrifhnzicn : si veggaiio anche le osservazioni SUT les ilctelpo- 
Z C L ~ ~ O I L S  (Oeuvres, T .  VIL,  p. 534-553) di cui LAGRANGE intendeva fare applicazio~ie a questioiii 
astronomiche. 

("3 Cfr. A. Vox B R A U N M ~ H L ,  V o r l e . w ? ~ g e ~ ~  iibe?. Geschichte der Trigo~zoniefrie, S. 11 
(Leipzig, 1905), p. 98 e E~zcylzlopiidie der mathem. Rris.re?m7mfte??, 1, D. 3, n. 9. 

V. la niernoria Sur l ' i ~ ~ t G g r a f i o ~ ~  des Pqîtatiom ti diff@iw/ces partielles d u  preitu'ev 
ortlm (Oeuvres, T .  I I I ,  p. 549-5%), l'ultimo § dell'altra f h 7 '  différentes y.rrestio.its cl'nwdyse TC- 

latines i1 l a  th4orie des infigrales pa~f icul ières  (Id., T .  IV, p. 556-634) e finalinente la dféfhoàe 
gé?&ale pozw i l i f cper  les équations a u x  cli f fé~e~ices pn~t ie l les  drc pre în ie~  oxlre,  lor.sqzie ces i l i f-  
férences ne  sont p i e  linPaires (Id., T .  V, p. 5&568), ove giova rilevare Io studio e I'esten- 
sione al10 spazio del probleina delle traiettorie oblique di un sistema di c u v e  pinne. 

("') S u r  les iîetégmles particulières des é q m f i o ~ ~ s  différentielles (Oeuvres, T .  I V ,  p. 5-108). 
(''O) ïilénzoire szw m e  question co~zcer~zant les annuités (Oeuvres, T .  V, p. 613-694). 
(lB1) V. la 3.' ediz. (1750) del Treatise o f  amzuities of lines. 
(lS9) Rechewhes s w  la rnawiè~e de foi-inar des tables cle p1a~Gte.s c l ' q ~ è s  les sezcles ohser- 

eations (Oeuvres, S. V I ,  p. 5û6-687). 
("') Stcr la consti-ztcfion de  carfes géographiques (Oeuvres, S. IV, p. 637-693). 
(la') Perà è ignoto chi per primo l'ha avvertita ; il DELAMBRE (Hisfoire de  Z'Asfro~zomie 

au  XVII I  Siècle, Paris, 1827, p. 88) ne trov6 cenno, con una diiiiostrazione non perfetta, in 
A coi~~plete system of  nstro~zomy (London, 1728) di C. LEADBESTER. 

(ls6) Donde il nome di « Scliwarzian derivative >p usato da1 CAYLEY. 
C l B 6 )  Sposizione del metot7o delle ~ p i p o l l e m ~ ,  n .  84 (Mernorie della Soc. Ital. delle Scieiize, 

T. XXV, Parte II, 1855). 
(lt7) Szcr les cozcrbes fazctoch~o~aes (Oeuvres, T .  II, p. 318-331). 
(la8) PITOuvelles 7-eflexions sur les fa~~tocArones  (Oeuvres, T .  III, p. 157-188). 
(lsS) Per in€ormazioni meno incomplete sulla storia di tale questioile si ricorra alla mo- 

nografia di C. OHRTMANN, Das P ~ o b l e m  der Tccz~tochroue~~ (Berlin, 1878). 
("O) R e ~ n a ~ q z ~ e s  générales sur le nzozcvenzent de plusieurs corps qlci s 'a t t i~ .e~i t  ~~iecttrelle~t~e~zt 

en ~.aisoîz inverse des cawés cles distances (Oeuvres, T .  I V ,  p. Ml-418). 
(lx') ,Yur lote ~zoz~.r~ellepror)riPtë d7~ e e v i ~ c  [Te qgl'rwitr' (Oeuvres, T .  V, p. 535-540). 
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Lovia:  G. L. Lagrange nella vitcc e plelle o9ere. XLIX 

(las) S u r  la percussion cies fluides (Oeuvres, T .  II, p. 237-249). 
("') illémoire sur l a  théorie d u  mouvement des fluides (Oeuvres, T .  IV, p. 695-748). 
(Is4) Sur la thdoi*ie des Lwettes (Oeuvres, T .  IV, p. 533-555). 
("7 Mémoire SUT une loi générale d'optique (Oeuvres, T .  V, p. 701-710). 

S u r  la  force cles i es sorts pliés (Oeuvres, T.  III, p. 77-110). 
(18') S w  la manière de rectifier deux: e~zdroits des Principes de Newton relatifs à lapro-  

pagation d u  son et a u  mozcven~e~ct des oizdes (Oeuvres, T .  V, p. 591-609). 
(lS8) Bdflexions sicv l'échflppemei~t (Oeuvres, T. IV ,  p. 481-436). 
(la') S u r  l'illtération des nzoyelis ~~zouvenze~its des planètes (Oeuvres, T .  IV, p. 455-841). 
(Ibo) Sul. le problème de la rletern~iuatio~c des orbites des conzètes d'après troisobseîwatio~is 

(Oeuvres, T. IV, p. 439-496 e 496-535) e Nouvelle méthode pour déteri~ziner l'orbite des comètes 
d'après les obsermtioils (id., T .  VII, p. 471-186). Cfr. anche la nota intitolata Equatioitspour 
la àktennit~atiou des éléments de  l'orbite d ' u ~ i e  plaiiète ou  cl'une comète nu moyeu de t ~ o i s  ob- 
se~.vatioias pets éloignées (Ivi, p. 563-567). 

("7 Becl~erches sur les  perturbation.^ que les comètes peuvent éprouver par l'action des 
pln~aètes (Oeuvres, T .  VI, p. 403-503). 

(14') Théorie de la libration de la Zuue et des aictres phénomènes qu i  dépeîzdeltt de la  m u r e  
?cola sphérique de cette pla~zète (Oeuvres, T .  V, p. 129). 

(14') Théorie des vnriatio?~s skculaires des élénzeuts des planttes (Oeuvres, T .  V, p. 155- 
90'7, 211-3@), S u r  les variatious s&ulai~.es des mowoements moyens despla~cétes (Ivi, p. 382-414) 
e Lettre de Lagrauge à Laplace relatiue à l a  théol-ie des i~aégalites séculaires des pla?iètes (Id., 
T .  V I ,  p. 631-632). 

("') Théorie des vnriatio~lspériodiqz~es des mouvenzents des p2amVes (Oeuvres, T .  V ,  p. 347- 
377, 41 7-428). 

(lb6) die'n~oire sur Z'éqicatio~c seczrlaii+e de la lu~ae (Oeuvres, S. V, p. 687-698); ivi s'in- 
contra per la prima volta la nota u formola d'iiiterpolazione di Lagrange >. 

(14=) S w  le nzozrven~ent des noeuds des orbites planétaires (Oeuvres, T. IV, p. 111-147) e 
Recherches sur les éqzratioiu séculaires des mouvements des qioauds et des incli~aatio~is des or- 
bifes des planètes (Id., T .  VI, p. 635-709). Cfr. la nota S u r  l a  diminution de Z'obliquifë de l'e- 
clil>tique (Id., T .  VII, p. 51743%). 

("7 SUT la  manière de vectifier les ~uéthodes ordiîzahzs d 'c~ppoxinzat ion pour Z'intkgra- 
tioiz des équations du moziz;emei~t des planètes (Oeuvres, T.  V, p. 493-514). 

(143 Théorie géométrique d u  mouuemeîct des aphélies des planètes, pour servir d'Addition 
ntrx principes de N e z u t o ~ ~  (Oeuvres, T .  V ;  p. 565-587). 

("') Mémoire sisr le passage de Vénus d u  3 j u i l ~  1769 (Oeuvres, T .  II, p. 335-376). 
("O) Sicr les réfractions ash-ononriques (Oeuvres, T .  III, p. 519-515). 
il6') Remarqt~es  sur  la méthode des projectio?tspozrv le calczsl des éclipses de soleil ozs d'd- 

toiles (Oeuvres, T .  VII, p. 334-419). 
Suv  le cnlczil des éclipses srdettes a u x  pnrallaxes (Oeuvres, T .  VII, p. 416-465, 515514). 

(16') Nouveau moyen cle cEétevnziiher les longitudes de Jupiter et de  Saturne a u  moyeu 
d 'une table Li simple enbrée (Ivi, p. 487-510). 

(lS4) Valeurs des variations amsuelles des éIéme?zts des orbites des planètes (Ivi, p. 557-560). 
(15') Solzstio~as de quelques problènzes d'astrononzie sphérique pa7. le moyen des séries (Oeu- 

vres, T. IV, p. 275-298). 
Ai dilettanti di statistica potrà forse iilteressare l'osservazione seguente: Le me- 

niorie di LAGRANGE occupano in totale 4678 pagine in 40, della ediziane delle sue Oeuvres 
conzplètes. Una classificazione (necessariamente grossolana) di queste pagine da il seguriite 
risultalo: Analisi 714; Fisica iuatematica 553; Aritmetica 734; Meccanica 200; Probabilità 174; 

A m a t i  d i  Mutematicu, Serie III, Soino XX. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L Loricc:  G. 1,. Lccgrarzge nellcc oitn e lzelle o p r e .  

Astronomia 1650; Algebra 478; Gleometria 93; Trigononietria 59. Non deve stiipire se al- 
l 'h~tronomia spetti la  parte del leone quando si tenga presente clie il Direttore della Classe 
di Matematica dell' Accademia di Berlino doveva dirigere la compilazione delle Effemeridi 
astronotniche da essa pnbblicate ; d'altronde di questioni di Meccanica celeste il Nostro 
(come vedemmo) coinincib ad occuparsi sino da giovane e (coine vedremo) s'interess0 sino 
:LI terinine della sua vita. Si noti anche che fra gli obblighi del Direttore della Classe ma- 
tematica dell'ilccademia di Berlino vi era pur quel10 di esaminare e dür parere intorno agli 
scritti presentati da estrailei ; ora nelle Oeirvws conqdètes de Lcigrange si trovano (T.  V, 
p. 713-718) due relazioni, una delle quali concerne la sterile fatica di un quadratore del ccrchio, 
la quale deve coiisiderarsi corne uii rero modello del genere. 

Oeuvres de Lagrange, T. XIII, p. 388. D'ALEMBERT rispose con ragione e cortesin 
il 14 dicenibre 1/81: a Je ne sais pas si  le nonibre des g>oini.tres diminuera bientôt, coniine 
vous le croyez, inais il suffira pour I'avancenient des sci&ces, qu'il y en ait un seul qui vous 
ressemble v (Ivi, p. 37 1). 

Infatti il 3 luglio 1i8& scriveva all'ab. CALUSO: a Je deviens de jour en jour plus 
difficile sur les iiiieiis (travaux), et au lieu d'angmeiiter le nombre de ines mémoires knprirnés, 
je desirerois fort de pouvoir en sapprinier une partie, ou du moins la réduire en peu de pages s 
(G. PITTARELLI, Due 1etfe1.e inedite d i  ?,agraitge nll'nbnfe Cnzuso esistenti ne l l ' hch iü io  storic.0 
nztrnicipale d i  Ast i ;  Atti del IV Congresso interii. dei Matematici, S. III, p. 536). 

('"3 HARNACK, Gescllichte, citata nella nota (18), T. 1, p. 505. 
(160) La cura della statiipa era stata assutita dal Legendre e dal Marie che si  eraiio anche 

fatti mallevadori presso l'editore riguardo alle spese relative. 
(16') Cfr. un hrano di lettera scritta da1 LANDRIAN[ e riferita. a p. 130 del T. VI (1873) 

del Bullettino d i  bibl. e s tw ia ,  ecc. 
(16') Tutti i documenti relativi al  passaggio di Lagrange da Berlino a Parigi furono 

puhblicati ~ & ~ ~ ' H A R N A c K ,  Geschichte, citata, T. II, p. 314-3241. 
('") Cfr. A. GENOCCHI a pag. 93 del gik citato - nota ('O) - voliiriie II priato secolo della 

B. bccadernia delle s c i e ~ ~ z e  J i  Tol-ir~o. 
(16') A partire da1 1788 la sua abitazione fu in Rue Fromentan 11. 4, Section du M~iseuin 

(Oeuvres, T. XIV, p. 986). 
(les) I l  fattq che nell'8ccadeinia di Berlino non veiine inai pronunciato alcun elogio di 

LAGRANGE, farebbe credere che non gli sia mai stato perdonato di avere varcato il Reno. 
('66) Copie di essa furono spedite all'abate CALUSO il 98 aprile 1'788. 
(16') Perb la priina dimostrazione completa di questo principio si trova nella TI~éorie des 

fol~ctious a?uzlytiqrtes ; cfr. anche la nota (che risale al 1'598) S u r  le prhcipe des citesses viy- 
ttielles (Oeuvres, T. VII, p. 371-321). 

(las) Per cura di PRONY, GARNIER e BINET. 
(lSD) c Lagrange's theory of the variation of the arbitrary constants, a theory perfectly 

coinplete in itself. J> A. CAYLEY, The collected P n p e ~ s ,  T. III, p. $00. 
(170) Mdmoire SUI' l a  thiorie des variatio~ts des 6!Pri?enfs des planètes e t  el1 particrrlier des 

varicctio~zs des g ~ m u l s  axes de l e u w  orbifes (Oeuvres, T.  VI, p. '713-768); ~llenzoire sur  la  tlréo~ie 
g4nérale de ln variation cles constrmtes nrbitraiî.es dans  t o m  les problèmes de l n  nzdcn?lique (Ivi, 
p. 771-803); Secolcd NG~noire S L L I -  l n  théorie de la cnriatiolz tles consfaictes a ~ b i t r n i ~ e s  t7n1~s les 
pro5lèmes de ?n8ca1~iq~se, cZam leqirel o n  simplifie l ' npp l i cn t io~~  tles fom~zdes  gégaérnles ic ces 
problèmes (Ivi, p. 809-815). 

( lql) In data 19 maggio 1789 il MÉR~AN scriveva al  niiiiistro HERTZENBERGER che LAGRANGE, 
non soltanto noii aveva potuto occuparsi di nulla dacchè era a Parigi, nia che aveva corso 
rischio di perdere la vita i t i  un tuinnlto, ove erasi casualmeiite trovato (A. HARNACK, 1. c., 
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T. II, p. 319; v. anche p. 391 una lettera di Lagrange in data 14 aprile i'i91). InoItre in 
uiia lettera scritta da Lagrange all'ahate Caluso il 28 aprile 1788 e pubblicata da1 Pittarelli 
- v. nota ('"8) - si  legge cib che segue: « J'ai presque pris coiigé de la Géométrie 'en quittant 
Berlin et le cercle des distractions au  milieu duquel je vis ici est peu propre à raninier mon 
ancienne passion pour cette science m, 

(lZn) Oeuvres de Lagrange, T. XIV, p. 38'1. 
('l') Ivi, p. 314-315. 
(Il4) A tale deliberazione fu probabilmente non estraneo il fatto che un nuovo viucolo 

avviiiceva LAGRANGE alla Francia, aveiido egli sposata (31 maggio 1799) una delle figlie del- 
l'astronoino LEMONNIER. Ricerche fatte per mio incarico negli Archivi della Prefettura della 
Senna hanno portato alla conclusioile che 1'8tto di tale matrimouio non esiste più: la data 
surriferita venne desunta da1 prezioso opuscolo d i  VIREY et POTEL, Pî-écis h i s tor ipe  su?. l n  
vie et l a  mort de Joseph-Louis Lagrange (Paris, 1813) che mi fu dato di esaminare grazie ai 
biioiii ufici del Decano della Sorbona, P. APPEL]., al quale è per me ~111 grato dovere l'espri- 
inere qui la mia riconoscenza. 

(''7 Frutto di tali studî è la  postuma nota: Fornzules ~elatzves a u  nzoucement d~ boulet 
daus  l'i7rtérieur d u  cnuon, extl-aifes des înanusc~ i t s  de Lagrnxge par M .  POISSON (Oeuvres, 
T. VII, p. 603-615). 

("3 Da questa fuiizione purainente amministrativa il Nostro ebbe 10 stimolo a scrivere 
qiiell'Essai d'arithnzétique politique sur les premiers besoins de  la Béptcbliqzce (Oeuvres, T.  VII, 
p. 571-579) che gli accorda un posto anche nella storia dell'Econornia politica. 

(''7 Cfr. G. BLGOURDAN, Le système n lé t~ ique  de poids et mesures (Paris, 1901). 
('la) Compas de ~éduc t ion  pots?. .ln d i s f a m e  de la  luue a u x  étoiles (Oeuvres, T. VII, 

p. 377-378). 
(Il9) SLW l'origine des conzèfes (Id., p. 381-389). Chi desidera coiioscere corne sia stata 

giudicata l'ipotesi di LAGRANGE ricorra alla dotta inemoria di O. ZANOTTI-BIANCO, Le idee di 
Logrange, Laplace, Gauss e Xchiapa~elli  sull'o~2giîle delle coniefe (Memorie della R. Accad. 
delle Scienze di Torino, Serie II, T. LXITI, 1912). 

(lS0) Oeuvres de Lagrange, T. XIV, p. 283. 
(la') h o l e  polyfeclmique. L e  livre ~ 7 2 ~  Centenaire, T .  1 (Paris, 1895), p. 5, 19, 80, 83. 
("3 Cfr. I~tsh'ttct de F ~ a n c e .  Acodetr?ie des Sciences. Procès-ve~baux des Séances de I'Aca- 

dén~ ie  tenues cleyuis Zn fondatio?~ t7e Z ' In~ t i tu t  j z i ~ p ' a u  mois de AoCt 1833. Publiks conformé- 
men t  à une  décision c7e ZJAcndémie pm. iVM. les secrétaires perp&cels. T .  1, Ans IV-VI1 (1795- 
1799), 1910. 

(l83 Affermazione erronea; ne1 t796 Lagraiige compi sessant'aniii. 
(la') Le cenfeuni7*e de 2'kcole ATtmnale 1795-1895 (Paris, 1895), p. 140. 
(18') Oeuvres de Lagrange, T. VII, p. 183-888. 
(''9 Essai d'nnnk/se nzcmPrique SLW i n  frnnsfornzntion des f i a c f i o ~ ~ s  (Oeuvres, T. VII, 

p. 991-313). 
(ls1) Ci6 è reso manifesto considerando che l'opera in questioiie consta di sei Capitoli 

(97 pagine) e tredici Note (935 pagine). 
(lBS) V. U I I ~  linipidissima aiialisi della 8." ediz. iiiserita nelIl1agasin e~rcyclopéclique 1808 

e riprodotta in testa alla 3." ediz. 
(ls9) Cfr. R. PRONY, Notice sur itu Cozws &énre~ataire d ' h t a l y s e  fait par L o g r a ~ g e  (Jourii. 

de l'kcole polyth., II Cah., p. 206-208). 
(''7 Cfr. anche il Discours szw l'objet de ln Théorie cles foi~tio7ls nnalytiqztes, tenuto ne1 

1798 (Oeuvrcs, T. VII, p. 335-338). 
(la') IZ ( j fu fo t io~~  cl? En fhr'o~ie d e s  fimrtious crm7yfiqrie.s (le Lc~yrn i~gr  (Paris, 1819). 
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LII L o ~ i a , :  G. L. Lugraqp i~ella vita e nelle opere. 

('O9) ~Yol tha7~s  de quelques pl-oblemes ~ e l n t i f s  a u x  triangles sphh-iques, avec zme a u a l ~ s e  
complète de ces triangles (Oeuvres, S. VII, p. 331-399). Giova rilevare che dalla ineinoria di  
Lagrange emerge che egli percepi chiaramente l'iinportaiiza della fuiizione denominata piil 
tardi a seno di un angolo triedïo .a. 

(lOy A. VON B R A U N M ~ H L ,  V o r l e s m g e ~ ~  citate iiella nota (IlT), p. 167. 
(lg4) Cfr. J. H o ~ ~ E L ,  Essai critique sur les principes fondamentazcx de la ghmkh.ie dé- 

me7~tail.e (Paris, 1867), p. 76. 
(le') Cfr. F. ENGEL UND P. STACKEL, Die Theorie der I'a~nllelli7iieu von Eulclitl bis nttf 

Gnitss (Leipzig, 1895), p. 212. 
G. DARBOUX, ELoges acadénzipues et D ~ S C O I ~ S  (Paris, i9lv3), p. 974, 

( I B T )  Per particolari miiluti ititorno a quanto concerne la vita fisica di Lagrange ed alla 
sua morte si  ricorra al  Précis di VIREY et POTEL citato nella nota (lT4). L'Atto originale di morte 
del Nostro f ~ i  distrutto ilel 1871 durasite gli iiiceiidi della Coinane. Grazie ai biloiii u f k i  del 
sig. CH. HENRY fu possibile risitracciari~e la copia ricostituita in oinaggio alle disposizioni 
geuerali contenute nella Legge 19 febbrajo 1879. Eccoiie il tenore: 

Q Du onze avril mil huit cent treize ii dix heures du matin. 
u Acte de decès de  Monsieur Joseph Louis Lagrange, sénateur, grand officier de la Lé- 

gion d'lionneui., membre de I'Institnt et du Bureau des Longitudes. décbdé hier à dix heures 
du matin, rue du Faubourg Saint-Hoilor6 il. 188, en son hôtel, quartier du Roule, époux de 
Ma.me Réiiée Fraricoise Adélaide Lemoiinier, mondit sieur Lagrange, né à Turin, âgé de 
près de soixante-dix-sept ans, originaire d'une fa~nille française. Constaté par iioiis Antoine 
Charles Roze, adjoint au  maire du premier arrondissement de Paris, faisant les fonctions 
d'officier de l'État-civil sur la déclaration à lious faite par les sieurs Charles Fraaqois Jac- 
ques de Parfouru, propriétaire; âgé de quarant cinq ans, demeurant à Evy, dCpartemeiit du 
Calvados, de pr6sent à Paris, à domicile susdit, beau-frère du defuiit, et Jean Baptiste 
Etieniie Frauçois Maire, lieutenant-colonel, attaché au  Ministère de la Guerre, âgé de tren- 
tequatre ans, même rue n. 100, et sont sigiiés avec nous aprPs déclaratioii faite ». 

(lss) Più tardi la Francia tribut6 a LAGRANGE la più sigiiificante onoranza postuma pren- 
dendo l'iniziativa ed assunlendo il patronat0 della prima edizione completa delle sue Opere. 
In base ad un Rapporto fatto da Legendre, Prony, Poisson e Lacroix, il 3 novembre 1817 
(v. Oeuvres, T. XIV, p. IX-XII) venne escluso quanto di ancora inedito si trova nei mano- 
scritti coiiservati ilella Biblioteca dell'Istituto di Francia; ora le proposizioiii che G. PEANO 
ricavb da un rapido esanie di quei maiioscritti (v. E'oîamlni~e rna themaf ipe ,  hl. de l ' an  1902-03, 
p. 391-39%) fanno sitenere che da essi non siasi ancora spremuto tutto ci6 che d'iniportante 
sarebbero in grado di porgere, oiide sarebbe desitierabile clie l7Accademia delle Scieiize di 
Pasigi incoraggiasse e dirigesse iiuove ricerche intorno ad essi. 

Iiioltre da varie pubblicazioni posteriori all'anno 1892 (e che vennero da iioi scrupolo- 
sainente ricordate) sarebbe agevole trarre gli elenieiiti per un nuovo voluine di Corrispondenza. 
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Über d ie  Zerlegung 
der Zahlen in zwei Quadrate. 

EINLEITUNG. 

Z u  den bedeutendsten Leistungen L s g r  a n g e s  geliürt der Beweis des 
Satzes, dass jede positive ganze Zalil als Suiiiiiie von vier Qundraten clar- 
gestellt werden kanii, also als Suilime von lioclistens vier positiven Qua- 
clraten. War doch vordein iloc11 nicht einmal die Existenz irgencl eiiier festeii 
Anznlil (sei sie selbst 100 oder niehr) an Stelle der Anzali! 4 bekannt. 

Dieser L a g r a n  g esche Satz war der Ausgangspunkt einer grosseren 
Reille von Arbeiten, welclie die genannte Eigeilschaft der Qundrate (« eine 
bescliriinkte Anzahl positiver Quadrate reicht zur additiven Darstellung jeder 
positiveil ganzen Zahl aus ») auf dritte, vierte , . . . , $%te Potenzeii übertrugeii. 
Herru H i l  b e r t gelang es bekanntlich 1909, das Hauplziel zu erreiclien, 
iiiiiiilicli diese W a r i n gsclie Vermutung fiir jedes n. zu beweisen. 

Aber iiii Tite1 meiner vorliegenden Arbeit spreclie ich nur von dem e h -  
f i ~ c h s t ~ l ,  L a g r a n  g esclien Fa11 der Quadrate und sogar nur ron den Zalileii, 
die in zwei Qundrate zerlegt werden konnen. Welches neue und wertvolle 
Resultr~t ist da noch zu erwarten? Man weiss doch seit langer Zeit, welclie 
Zalilen das sind : Diejenigen, welclie keineii Priinfaktor 4 l u  + 3 in ungerader 
Vielfachheit enthalten. Und inan weiss langst, wieviele Losungen die Glei- 
cliung 

u2 + v 2  = 12 (1) 

in gnnzen u, v (5 0) für jedes 1 % )  O besitzt : Den vierfaclien Überscliuss 

der Anz J i1  der positiveil Teiler 4 111 + 1 von n über die Anzûhl der positiven 
Teiler 4 + 3 von n. Man weiss aucli seit lange, dass die Anzalil A (x) der 

Af~nali  di Matematica, Serie 111, Toino XX. 1 
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3) L a n d a u :  Über die Zerlegung der Zchle~z irz zwei Qtcadrate. 

d. 11. der Zerlegungen aller gaiizeii 12 von O bis [x] iti zwei Quaclrate, (imclers 
ausgedrückt) dass die Anzxlil der Gitterpuiilite iai Kreise mit dewi Radius \lx 
uin clen Eiillpuukt der Relation 

A (x) = z x + O (\ x) (3) 

genügt. Mit anderen Worteii : Der Quotient 

liegt für alle x> - 1 unteiiiall~ eiiier festen Scliranke. Andererseits liabe icll 1908 
sogar folgendes vie1 tiefer liegencle Probleiii mit den Mitteln der iiiocleriieli 
Priiiîzaliltheorie gelost : Die Anzahl 23 (x) derjenigen Zalilen <;x, welche iti 
zwei Quadrate zerleghar sind, in asÿiiîptotisclie Beziehung zu einer eleliieri- 
tainen Funktioii von x zu hringen. Bei B (x) k t  nlso jedes in zwei Quadrate 
zerlegbnre n nur einnlal zii zalilen, niclit (wie hei A (x)) so oft, als die Lii- 
sungszalil vou (1) aiigieht; inein Ergehriis \var übrigens 

wo b eine hestiniaite positive Konstnnte bedeutet. 
\Vas bleibt also in dieser Tlieorie zu tliuii üI1rig8 Die Hnuptfrngestellung 

bezog sich nntürlicli auf die klassisclie Furiktion A (x), d. 11. die L6sniigszalil 
von (S), und giiig zuil3ehst dahiil: Kami die Relation (3) verscliarft werden? 
D. 11. strebt der Quotient (4) gegen O oder niclit? In dieser Richtuiig hat 
Herr S i e r p i il s k i (++) 1906 die Grerixeii (les Wissens sehr erweitcrt ; er 
hewies riXnilicli iiiclit iiur 

A (x) - n x 
lin1 -- = O ,  (5) 
x=w 1X 

soiiclerti sogar die Re1 n t '  ion 

(*) O peltneliz ~n~nd i t i e i l i u  2 mc1zzmX.u ficdceyj asynzptntycz~zych [Prace mnleinritycziio- 
iizycziie, Rd. XVII, S. 77-1181. 
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Ich stelle mir nun i ~ i  meiner vorliegeiiden Arbeit die Aufgahe, für den 
S i  e r p i  fi s k i scheli Sntz (6)) der gewiss nidit vieleri hIathelntttikerii dern 
Wortlaut nach hekannt ist, und desseii polniscli gesctiriebenen 44) Seiten langeil 
Beweis gewiss nur selir wenige ïilatheiiiatiker gelesen liaben, einen neuen, 
ganz anderen Beweis zu gehen. 

Herr S i e r p i fi s k i verwendet eitie Methotle von V O r O 11 O ï ,  die dieser 
zuerst bei eineni anderen Gitterpunktproblenl erprobt liatte. Icli benutze 
eine Alethode, welche Herr P fe  i ffe r (") 1886 für zwei andere Gitterpunktpro- 
bleine erfunden liat. Allerdings liat H e u  P f e i f f e r durch Verwecliseluiig 
der Begriffe E: Liiiies und « gleicliiiiZssigei. Linies in Bezug auf eilien Para- 
nieter » seine heitlen Ziele iiicllt erreiclit, und iiiim iiiuss, clainit seine Ale- 
tliode anwendbar ist, aie von Anfatg ail umarheiteii, cl. 11. in clie Hilfssatze 
GleichniZssigkeit in Bezug auf einen Parameter liineinhi.ingeii, was mir durcli 
Beiiutzuiig neuerer Gedanken aus der Tlieorie der F O u r i  e r sclien Reiheii 
gelungen k t .  Icli kann also (was icli in einer anderwarts (**) erscheinenden 
Abliaildluiig auseinandersetze) mit deln P f e if f e r scheii Ansatz dessen heide 
Behauptungen (und sog::r in heideti Riclitungen inelir) beweisen, sowie he- 
stinmte andere iieiie Gitterpuiîktsatze beweisen. Z. B. fiiide icli bei jeder 
Ellipsenscliar 

v. .2b2 + II, ZC fi + jr fi8 5 - s, 
wo r ,  F, Y Ranz sind, -- A = - 4 z y < O, r / .  > O ist, für die Anzalil der 
Gitterputikte 

Dies entlinlt den S i e r  p i il s k i  sclien Satz (6) als Spezialfall, und icli will 
heute (ftir einen ganz ohne Yorlienntnisse aus der aiialytisclien Zahlentheorie 
gedachten Leser) sus  jener in ilirer Allgenieinlieit y*) redit koniplizierten 

(*) Über d ie  Peviotlicitiit ir~ der Teilbavkeit der Zrbl~ler~ I I I L ~  über die V e r t e i l ~ ~ u g  der Klnsseu 
positiuer quaclrutischcr Forliten cctrf ihl e Deter in i i zaute~~ [Jalircsbericlit der Pf e i f f  e r'scheii 
Lehr- und Erziehuiigs-Anstrilt zu Jeiia über das Schuljahr roi1 Osterii 1885 bis Osterii 1866, 
S. 1-21]. 

(**) Die Berleutmg der P f e  i f f e  V ' S C ~ L ~ I L  Metlzode fiir die ci~~ctlyt isclze  Zdnhbi~theorie [Sit- 
ziiiigsherichte der kaiserlicheii Akademie der IVisseiischnfteii in  Wieti, iiintlienintisch-nattir- 
wisseiischaftliche Klasse]. 

(***) Z. B. koiiimt i n  iiieiiier gr6sscrcii Ar11eit aucli rlüs obengeiiannte Citterpuiiktprohleiii 
hei der Ellipse gar nicht esplizit vor, soiideni nur  ein iiocli nllgeiiieiiieres, hei welcheiii u uncl 
v Nebeiibediilg~iiigeii u r 1 1 ,  (inod. JI), u = r ,  (inod. K) iiiiterworfe~i siiid und clas Ergebiiis 
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Uiitersucliung den Beweis des S i e r p i 11 s k i sclien Satzes lierauspiapa- 
rieren. 

Nur eiiie EigeiiscliaTt des Kreises liabe icli ili dieser Abhaiitlluug zu 
heweisen; sie liegt aber so tief, dass - zuiiial icli wie Herr S i e  r p  i i iski  iiii 
Bereich der reellen (") Analysis verbleihe - der Leser keilien kurzen Be- 
weis erwarten darf. 

Von den Hilfssatzen des ersten Paragrapllen siiid iiiniiclie bekamt;  
wegen getiauerer dugabeii liierüher rerweise icli aiif nieiiie griissere Arheit. 

Hilfssiitze über y,,, ( 1 0 .  

Es werde fiir jecles gaime 11&> - 1 die Funktioii des reelleii 16 

betraclitet. Sie ist stetig, geracle und liat die Periode 1. Für ganzes 9 ist rtlso 
bei heliebigein zc 

y,,, (L/ + t 4 )  = 9>>2 (9 - l b )  = y,,, (d. 

Für niclit ganzes ~b ist 

(*) Übrigeiis habe ich kiirzlicli iii ineiiier Arbeit Uber rZie iirwdd tbr  Gitteryici~kte i,b 
gemissen Beveicl~en [Nachicliten von der  ICGnigliclieil Gescllscliaft der \\'issenscliafteii zii GGt- 
tingeii, niathematisch-physikalische Klasse, Jahrgnng 1912, S. ûô7-7711 u. a. fiir den Satz 

rilit jedeni E > O eiiieii rerli~ltiiisiii~ssig kurzen Beweis d~ircli Si~weiid~iiig der Slieorie der 
Fniil<tioiien einer koinplexen Variabelii gegebeii. Dieser Satz getit nicht gaiiz so weit wie dcr 
S i e r p i  ils k ische Satz (6), eiithalt aller die Relation (3) reivhlich. Der gennnnte Satz wircl 
dort nicht direkt beivieseii, sondcrii als Spezialfall eines vie1 allpenieineren hergeleitet. Deil 
direkten Beweis setze iclz in eincr gleichzeitig erscheineiicleii ilrbeit aiiseiiiaiider : Über eiueu 
Sntz des IIerriz Sie rp i I'L s k  i [Gioriiale di Blnteinatiche]. 
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Ferner k t  offenbar 
Z 
9 

- 

'J 
Fur jedes te ist 

/ ("1) 1 < 1 + 2 1,c 3 1?&. 

1 
für O < u I bestandig abliilniiit, ülso 

ÏÜ 24 A 2 - - 

t Hilfssatz 1 : Fiir O < S < ist - 2 

1 
f i ir  j 5 < 1 ist 

2 
1 

Beweis: Aus Syni~netiiegrüiideri hrauclit nur (10) bewiesen zu werden. 
1 

Es sei also, da für 5 = - die Beiiauptung trivial ist, O < S < . Alsdanii 2 2 
1 

niiiin-it - 1 im I n  tervall 4 5 u 5 - besthdig ab ; wegen 
sin sc zt - - 9  

ist also iiacli dem zweiten Mittelwcrtsatz 

' J% ( 1 1 )  26 l< 2 ÏÜ 1 si11 z d 

I 1 
c.3< 

$ I L  ÏÜ. 2 5 6 l u  5- 
8 
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6 Landau:  cher die Zerlegurzg der Zahlen in swei Qudrccte. 

4, 

Beweis : Es ist hirireicherid, für O ( 3 5 1 - 
3 

zu beweisen; denn alsdann fol@ aus 

sofort die Behauptung. 
2 1) Es sei O 5 i <--. Dann ist nacli (8) 

- =3nz  

1 1 
2 )  Es sei -- ( 9 5 -. Dann ist nach (7) und (10) 

39)~ - 2 

Hilfssatz 3: Es ist 

) 1 p., ( t h )  j d 5 3 + log m. 
0 
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Bcweis : Es k t  mc!i (8) und (9) 

( 1 y,., (II) d 74 = 2 1 1 7.,. (74) c7 I I  5 - 2 3 11, d zc + i? [ * = 3 +- log m. 
" O) 24 

O i, O 1 

> Hilfshatz 4 :  Es seieu t w z d  (J. ganse Zahletz = 0 ; es se$ O < x, < x,. Der < - 

U e a e i s :  Wenn G gar niclit rorhauden ist, ist niclits zu beweisen. Wenn 
G (las gaine Quadrat k t ,  ist 

. . n+i 4+1 
) I r  ... (4. ... (4 c l u d v = )  ? . , ( W U .  \ ?  . . . ( qa f l=1 ,  
G i. P 

d s o  (13) richtig. Eines Beweises bedarf also riur der Fall, 
dass G vorlianclen k t ,  oline das ganze Quadrat zu urnfas- 
sen. Icli zerlege dann das Quadrat durcli die Mittellinien 

1 1 
N = X +  , v= ,u -+ -undd ieDiagona lenv-p=u-X 

2 2 
und u - p. = 1 - u + t in aclit rechtwinklige Dreiecke, G 
zerfiillt daclurcli in eiri bis acht Teilgebiete, deren jedes nacli eventueller 
Hiiizufiigung von gera.den Strecken (was ja den Wert cles Doppelintegrals 
iliclit aliclert) sowolil die Gestalt 

%I.u<~, , g1 (u)<'liLg2 ( ~ 4 )  

als auch die Gestalt 

~ O s f l s v l ,  fi ( ~ ) _ < ~ _ < f z  (v) 

linf, wo g, (u), gs (u), fi (vj, f e  (v) stetig sind. Der Hilfssatz 4 wird aus Sym- 
iiietriegriinclen bewiesen sein, wenn es gelingt zu beweiseii, dass für ein deni 
sclirnffierten Dreiecli angelioriges Gebiet H, welches obige beiden Gestalten liat, 
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8 Landau: Über die Zerlegzcny der Zahlen iuz aîvei ~ucçdra ie .  

kt. Nncli Hilfssctts 1 isl für zq, < u 5 u ,  

iiacli deni Hilfssatz 9 ist für u, 5 u < u, 

Aus (8) ,  (O), (15), (16) unCi (17) ergiel~t sicli ilun 

, 4) A I L  

Pb" 

dninit ist (IL$), xlso der Hilfssatz 4 hewieseri. 
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Lait d a u  : Über d ie  Zerlegzcng der  Znhlelz in xwei Qzcndrate. 9 

Hilfssatz 5 : E s  seien i und p. grime Zaldeîz O, 0 < ç < . Ia d e m  Qun-  
2 

clrat A < = i  u. = < A + 1, p. 2 u _< - p. + 1 liege e i n  Flltchenstück G, das sich d u r c h  
eiqzetz g e r n d l i n i g e ~ ~  Scliîzitt in xwei Teile G, zuzd G,  m i t  folgelden E iyen-  
schn f t en  nersc7~lzeitle)t 7nsse. G ,  hnbe ~ u i n -  
(lesteus e ine  der beiclen Gestalten: Ers teus  

5 ,?j Vl , f l  (21) 2 94 5 f 2  (4, 
I P O  fi  (a) 1 ~ 1 ~ 1  f, (v) fiir tl, 5 u 5 a,  stetig sitztl 

id. 6ber  G, werden  dieselben A ~ ~ n n l z m e n  gemcccht. Jedes der  beiden Gebiete G,  
7uzd G, gehort i?zfolgeclesseu m i r ~ d e s t e r ~ s  eilzeua der  beiden sc7traflierten Rec7~tecke 
c r n .  Dann, ist 

Beweis : Es liabe G, z. B. die zweite Gestalt; es genügt aus  Sginmetrie- 
grüncleii, diesen Fa11 zix betracliten. Dnnn k t  

nnch Hilfssatz 1 ist fiir jedes u der Strecke u, subzcl 

Amtali di nfatematica, Seiie III, Toino XX. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



liieraus in Verbiiid~iiig mit Hilfssatz 3 fol@ 

1 

1 '  
- , . 1 ?.. (r u r 3 + log 1jL 3 9 l b  E - J 111 z . - 3 112 s . 

uo U 

Dasselbe ergieht sicli für G,, uncl dei. Hilfssatz 5 ist hewieseii. 
Es hezeicliile jetzt tlaueriicl A ( x )  (wie in der 12iiileituiig) fiir jedrs IL:> O 

die Aiizahl der Giltei.piitikte des Kreises z ~ '  3 u' _< - x, tleii icli knrz deil Kieis 
l< neililen will. 

Hilfssatz 6: Es sei x> O, crber ~ ~ i c h t  gcrm. Dcinn id 

Beweis: Fiir jecles dein Kreise K roll nngeliiii-ipe Gittei.yiiadrat Q &t  

Der Beitrag jedes niclit voll, sonderii iiur teilweise 
- ~ 

dein Kreise I< aiigeliorigeii Gitterqundrnts knnii, weil auf dein Railde tlcs 
Kreises nach Voraussetzuiig kein Gitterpunkt lie& nur eiiie der folgei~cleii virr 
Gestalten Iiabeii : 

Diese vier Figureli bezielien sicli aiif den FaIl, dass das Qundrat der Vier- 
teleheiie 11 2 - 0, 2) 2 - 0 angeliiirt; in deri anderen drei Viertelcheiieii ist (lie 
Gestalt clieselbe; iiur siiid die E'igureii zu drelien. Icli zeiclirie iiuii die iii 
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L a n d a u  : cher d i e  Zerleylozg der Za7zlen i l t  m e i  Quctdrnte. 11 

deli k'igiireii iiiarkierteli Hilfsliiiieii ililcl wei~de clanil jedesnial auf clas Ge- 
11iet I (zu deln es iiatürlicli eiii lmsseticles E giebt) den Hilfssatz 5 an (der vie1 
scllarfer k t ,  als f ü r  den gegeiiwartigen Zweck erforderlicl~ ist); dariil ist je- 
desnial (weil die redite Seite von (18) für s tb  = cc gegeii O strebt) 

Für  jecles der Ge1)iete II, wclclie Kecl~tecke mit geliau eiiiem Gittereekpunkt 
sincl, ist wegen 

.9 4' 

iiaeli Hilfssatz 1 

Uaher liefert das xerscliiiittene Gitterquadrat bezw. in cien vier Falleii 
3 1 1 1  

- , also stets der1 vierteii Teil der Anzalil cler Gittereckpunkte, 
4 $ d . j  2 4 
die es zuni Gehiet K beitriigt. Insgesaint ist also 

1-ol.liaiicleii uiitl geiiau A (x), da. jecler i~inere Gitterpuiikt geiiau viermal den 
1 

Beitrag geliefert liat. 

Hilfssatz 7 : Es giebt eine absolute Komdnnte  c l ,  so dass die Anznhl U ( 1 1 )  

der Losu~zgerz vott 
16- + v2 = 1% (1) 

1 

fiir jedes I L  2 - 1 kleilzer clls c l  s/"ist. 
Beweis: Es sei T ( 1 2 )  (lie Aiiznlll cler p s i  tivcn ganzen Teilcr von sz. 

Bebanntlicli k t ,  weiiii die Zerlegmig voii $2 > - 9 iii Potenzen rerscliiedener 
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1% L a n d a u :  Über die Zerlegzctiy der Zlçhletz itz sruei Qtmlrnte. 

lautet, 
T (?)) = II (v + l), 

~ l f i  
also 

v +1 TOL) = . 
1 - 
:j 

p 1 9 %  -- 
i L P 

Für 11 > 8 ist ilun 

hei festeni 2 )  = 2, 3, 5, 7 liegt der Quotient % ' ofielibar iiiiterlialh einor 

von v > O  - unnhli%ngigeii Scliraiike; tlaher ist für 1 hei passender Wahl 
einer ahsoluten (") Konstan ton c, 

1 

Andererseits ist lwkanntlicli 
U ( n )  = 4 X (A1iza.111 der Teiler 4 9th + 1 von i b  niinus Ailzal~l der Teiler 

4 ~ r c  4- 3 von ~ r )  5 4 l' (IL) ; 
ilaller ist für alle ~t 2 1 

1 - 1 - 

U ( I L )  5 - 4 C, 12 < C ,  IL . 

Hilfssatz 8 : Es giebt ein c, ~iLit f o l p m i e r  Rigeilschccft. %ic jedeuc gccltaeic 
IJ 2 1 giebt es eilt ?II,, = m, ( y )  derart, dctss fiir nlle I U  ) - m, zcud y < x 2 y + 1, 
ruenn R deiô Kveisriizg y 5 zcP +- d 5 x bezeich~zet, 

ist. 

(*) Ieh ~vercle in  der Folge stillscliweigeild mit c,,  e , ,  . . . absolute Roiistaiiteii bezeichiien, 
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Lcc t l  (!au: [;ber die Zerlegzocg d e r  Zahleu irt smei Qumlrc~te. 13 

Der springende Puiikt ist, dass m, roi1 s unabliangig ist. 
Bcweis : lcli iieune h" den (von x iinahli%iigigeii, aber 1Z eiitlialtenclen) 

Kreisring y 5 rc" tu" < - y + 1. R' liat mit einer endlichen Anzalil von Gitter- 
quaclraten der Ebene Gehiet (*) geriieinsanî. Jecles Gitteryuaclïat, das ein 
Gebiet mit 12' geiiîeinsani liat, ist entweder so bescliaffcii, dass R' iiîindesteiis 
einen seiner Eckpuiikte entl15lt oder iiiclit y*). Die Anzalil der Gittercjuaclrate 
erster Art, von denen R' also iiiindesteiis einen Eclipunkt entlialt, ist of- 
feiil~ar 

< 4  U ( y ) + 4  U ( y t  3 ) ,  
=5 

da (las Gebiet IZ' genau U (y) + U (y 4- 1) Gitterpunkte entlialt und jeder zu 
geiittu rier Gitterquadraten der Ebeiie geliort. Jene Anztilil der Gittcrqua- 
clrate erster Art ist also nücli Hilfssatz 7 

Das 1)ol)pelintegral über das gelneiilsaiiie Gebiet von R mit einenl dieser 
Gittercpadrnte ist nacli Hilfssatz 4 absolut genorninen < 24. Das Doppeliri- 
tegrnl über das genieinsaine Gebiet von R mit den Quadïateii erster Art ist 
also 

Kuii hetrachte icli eiii beliebiges derjeniçen Quadrate, die mit R' Gebiet 
gemeiiisaiii lial~en, aber ihre rier Eckpunkte von R' frei liaben. Das genîein- 
sanie Gebiet von R' mit eiileiii solchen Quadrat liat, wenn es etmu iiii p3- 
sitiveii Quadranten u 2 - O, v 2 O lie@ (soiist sin tl die Figuren nur zu drelien) 
einc der vier Gestalten 

1)a (las geineiiisaiiie Gebiet von R mit eineiii solclien Quadrtit ili l  scliraf- 
fierten Teil liegt, existiert in1 Sinne des Hilfssatzes 5 eiii von x ulîablliin- 

(*) « Gebiet » bedeutet einfncli : nii~~desteiis eineii Puiikt. 
("*) i h i  heaclite, dass diese Klnssifikation voii x iiiiabh%iigig ist. 
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14 Landwu: Über die Zerlegung der Zahleiz in x w o i  Quadrate. 

giges E ;  der Beitrag zum Doppelilitegral strebt also gleichmassig in x Lei 
unendlicli wachsendenl In gegen Null. 

Für $12 >?no = +no (y) und y < x 5 - y + 1 ist daher 

Hilfssatz 9:  Es giebt ein c,  i lci t  folgerzder Eigerlschaft. Tiretln Z> 1 fest 
i d ,  so ist fiir alle 7~inreichend grossen $12, d. h. für m, = m, (2) qcnd alle x 
der Strecke 1.5 - lu; < Z 

Der springende Punkt ist, dass N E ,  von x uliabhiingig kt.  
Beweis : Es is t hinreichend, die Existenz einer solclien absoluteil Kon- 

stanten c, zu zeigen, dass (19) bei festein çanzen y 2 1 für n 2  2 - 112, (y) und 
y 5 - x <y +' 1 iiehtig ist. 

1 
Nacli Hilfssatz 6, wenn er auf y+- statt des darnaligen x angewei-idet 

9 
w ird, k t  fiir n~ ) - 112, (y) 

ührigens ist weçen y 5 - x < y -+ 1 

Nach Hilfssatz S ist für 112 2 - qn, (y) 
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L a n d a u :  Über d ie  Zerlegung der Z a k l e n  in m.tlei ~zcadrak. 16 

Daller ist für m 2 - Max. ( m , ,  ma, m,) = sn, (y) 

Hilfssatz 10: E s  giebt e i n  c ,  mit folgender Eigenschaf t .  W e n n  Z >  1 fest 
id, so i s t  fiir a l le  h i w e i c h e n d  grossen m, d .  72. fi;ir 2 m, (2) vnnd 1 5 - x < - Z 

Beweis: Es k t  

Icl-i beliaupte zuriachst, dass für x > - - 1 

O 

k t ,  und dass (22)  bei festen~ Z >  1 für 3 2 cc 5 Z gleichinassig gilt. 
ist natürlich hinreichend, bei festen g ,  Z, wo g 2 - 0 ganz und (g + 1)' 5 - Z 
ist, für (y + 1)' 5 - x < Z gleichm2ssig in 3~ 

zu beweisen. Nun ist nach (7) 
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16 Land au:  Über die Zerley~r~zg der Zahlen in swei Qmarlrafe. 

. .I  -- 
4 1 Es  sei I I L ~  3, und es wercle 8 = 8 (m) = l n  gesetz t, \vas zwiselien O uiitl, - 

liegt. Danii ergiebt sieli eirizelii dns folgendc. Erstens k t  negeii (8) 

was von x uiiabli3ngig ist und füi. 918 = so gegen O stwbt. Zweitens ist nadi  
tlem zweiten Mittelwertsütz 

also nacli Hilfssntz 1 

wns von x unabliangig ist und für = x gegen O streht. Drittens ist aiinlog 
liierzu 
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Viertens ist analog zur obigeil Beliaiidlunç der Strecke g bis g+ S 

was roi1 x frei ist und fiir 1 1 ~  = QO gegen O streht. 
Aiis der Iclentitiit (24) und clieseii rier Hilfsbetraclitiingeii ergieht sicli, 

class (93) gleichiiiiissig in deni oben aiigegeheiieii Siiine, nlso ('29) bei festem 
%> 1 gleichmiissig für 1 5 x < Z gilt. 

E'erner ist nacli ~ i l f s s a t z  uncl dem zweiten Mittelwertsatz 

Für 2 1 1 ~ ~  (2) ist also nacl1 (29) und (85) gleicliniiissig in x (wo 1 5 ~r: 5 - Z istj 

nlso nacli (83) 

A+?~jal i  d i  Matewmtica, Serie III, Somo XX. 3 
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18 Lnizdau:  Über die Zerlegung der Zn7~len in m e i  ~undrccte. 

Nun lautet ein bekannter Satz (*), der vie1 weiliger besagt als die E u -  
1 e r sche Sutnrnenforrilel : Es sei 9 2 - 2 uncl ganz, f (11) fiir O 5 - u < - y zweiiiial 
clifferentiierbnr und f (u) dort negntiv und 1,estSndig nbnelinieild. Daim ist 

(97) wende icll an auf 

f ( . u ) = J a ,  y=['&]-1, ~ 2 9 .  - 

R7egen der für O 5 - zi < & giltigen Kelationen 

(*) Direkter Beweis: Fürjedes ganze der Strecke 0enSy -92 k t  im  I n t e r v a l l ~ a ~ u < + ~ +  1 

(12 <_ 5 c u, n t1 ah), 

also wegeii 1 f" (&) 1 < - f" ( ~ c  $ 1) ~ u l d  / f" (El) j - f" (n + 1) 

'Clregen 
y-1 

Y-2 

O < -  ?'. f . ( l L H < - j f . ( > I  + l ) à u = f r ( l ) - f . ( 9 ) < f 1 ( 0 ) - r ( U )  
"'O 

O 

ist also (97) bewiesen. Auf den iechts noch zulüssigen Faktor uncl aiidere Verschürfuiigeri 
4 

Bommt es  für meirien Zweck gar nicht an. 
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L a n d a u :  Über die Zerleguwg der Zcchlen in zwei Quadrate. 19 

ist (87) anwendbar und ergiebt 

Mit (86) und (88) ist aber der Hilfssatz 10 bewiesen. 

Approximation von A (x) durch eine Summe von Doppelintegralen. 

Es ist für jedes 112 > 0 

..- ... 
-- - + cp, (u) + y,* ( v )  + 4 x z cos 2 a n u cos B b .;i. v ,  

a=l b=i  

also mit jedein s> O 

wo 

~ ( x , n , b ) = ~ ~ c o s ~ B n x ~ ~ c o ~ $ b i i ~ d ~ d ~  

-K 
gesetzt ist. 
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8 O Landau:  Über die Zerlegung der Zahlen in  zwei Quadrde. 

Nacli (19), d. h. Hilfssatz 9, und (20), d. 11. Hilfssatz 10, ist a.lso bei festein 
m, (2) und 1 2 - x < Z gleichin8ssig in LG 

Hilfsniitze über P (x) und P (<) d i. 

Für X) O, a > O, b > O ist nacli Definition 

Hilfssatz 11 : Piir w > O, O < p =I < 1 id 
1 
'. COS 8 

--Z 

1 

8 1 Jl=F 'Os (U ip t i JI - t z ) )  d t < - 
sin 

- 1; 
1 J; 
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Landau:  Über die Zerleyultg der Zahlen i n  zruei Quadrate. 2 1 

Jede clieser zwei Relationen (32) und (33) stellt vier Behauptuugen dar, 
indeiii unabhiiiigig cos oder sin, + oder - stelien kann. Auf die Grosse 
der absoluten Konstanten rechts kommt es çar nicllt an ; ich habe statt der 
übliclien c hier nume~isclie Konstanten eingefülirt, da die Beweisinethode 
sonst -wenigeï durclisichtig wiire. 

Beweis : Für O < w < 16 sind die Behauptungen trivial, da der Integrand 
absolut genonmen ( A 1 ist und der Integrationsweg die Lange 2 hat. Es sei 
also w 2 16. - 

Es ist nur notig, (38) und (33j mit dem Pluszeichen zu beweisen; denn, 
,-- 

wenn - t statt t geschriehen wird, gelit der Ausdruck ~ n i t  - 41 - t" genau 
in deri Ausdruck mit +J I  - t" über. 

1) Tc11 heginne mit der Herleitung der Relation (32). Die Funktion 

niinint für - 1 < t < 1 bestàndig von + oo zu - CQ ab ; ihre Ableitung ist 

und ahsolut genoii-iinen - 1. Die Wurzel von g (t) = O ist 

1 3  1 
wegen O < p b l  ist O < r ( - < - -  Ich setze A = -  ; wegen r?,216 ist 

-@ 4 JW - 
1 

O < A ~ - ,  also - 1 < . i - A < r + 4 < 1 ,  

Hierin ist zuniichst 
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91 Lwt.zdccu: Über die Zerlegzcrq der Zahlen in xrvei Qtmdrate.  

Venier ist nach dem Mittelwertsatz der Differen tialreçlii~uiiç 

a1so mit llücksiclit auf die i n  Intervüll -- 1 2 t 6 1 exkl. t = r  giltige Itlen- 
titat 

COS 1 d sin -- 

(m (P t + JI - t * ) )  = -1 <11- <.os (. (? t + t'l - t 2 ) )  sin 

nacli (lem zweiteri Mittelwertsatz 

l3ndlicli ist analog 

- ~ ( ~ + A ) = - - A ~ ' ( T + @ A ) > A  - (O< @ < l), 
also 

Es koinmt also 11eiaus : 

h(t)  veiscliwiilclet wie y ( t )  für t = s. \ITerili h die ol-lige Becleutiiiig liat, kt, 
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datier 

. . 

Mit Rücksicht auf die Identitiit 

sin 
sin (a (? t +,/f=F)) 

ist tlnher nacli dein zweiten Mitt.ilwertsatz 

T-d 1 [\/-cos{w JI - t ' j ) d t I <  2 <;--=- 8 8 sin - w h ( 7  - A ) = h A  3JW 

und 

ferrier ist 

also komint lieraus : 

wo~nit (33) bewiesen ist. 

Hilfssatz 12: EsMr % > O ,  b 2 . a ) O  - ist 

a 
Beweis : Nach (31) ist, wenn in beiden Integralen 2 n b = o, - = p 

b 
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$4 Land a%: Über die ZerZegung der Znhlen in zwei  undr rate. 

gesetzt und (was wegen w > 0, O <: p < 1 geht) der erste Teil des Hilfssatzes 
11 angewendet wird, 

Hilfssatz 13 : Pijr 1 C sc < x, 5 2 x, b > a > 1 ist - - - 

Bewsis : 1) I\'a.cli Hilfssatz 12 ist für x < - E x, 

die Weglange ist a, - a ; also ist, (34) bewiesen. 
2) Bach (30) ist für E;'> O 

45 -- 
=- c o s P n s n d ~  b st f sin f i b s ~ < - - , ~ ~ ) ( ~ t  
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Latzdazc: Über die Zerleyung der Zahlen in zwei Quccdrnte. 95 

sin (2 b z JE - un)  XI 
-t OLbz ) ~ = ~ a x . ( l i , u ? )  

-4G 
qG 

Das zweite und vierte Integral kann ganz primitiv durcli Cd a = BJz 

bezw. d zc = 2 abgeschiitzt werden. Im ersten und dritten Integral werde . l 
- 4 z  

zc = JKt bezw. u = Jxt gesetzt, das Produkt cos v. cos P durch 

ersetzt und Hilfssatz 11 mit 

angewendet. Düs giebt 
Tl 

1 8 1 
I J k i 7  n7 b)  d i 1  <m (xi \12 - + - 2 J x ,  
E z b J x ,  

OLbsc 
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und (35) ist bewiesen. 

Beweis des Sierpinskischen Satzes. 

1 - 
Es sei x;2 - 1 und fest ; x, 1,ezeicliiie die Funktioii x, = m -t x . L)aiin 

folçlicli ist fiir 2 m, (x) 

Hieriii ist 
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n'un k t  wegeri der Symiiietrie von P(5, a, b)  iii a  und b für jedes 2 1 - 
.XI 

na nb - nc b-1 XI xi 
m "  r i a, q d ~ = e  x ç p(r, ,, o ) < t t +  x J P ( ~ ,  b , q a ~ ,  

a=i k l  . b=l a=1. 
x 

b= 1 
x x 
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28 Landau: Über d ie  Zerlegung der Zahlen in zwei Quadrata. 

Daher ist nach (36) für jedes x - 2 1 

x 

Es ist also 

5 

Wegen 

ist mit Rücksicht auf (37) erstens 

zweitens 

1 - 
Wenn x + x " a als neue stetige Variable eiageführt wird, wobei 

1 - 1 
3 x = x - x 2 - a - a ist, so ergiebt sich aus (39) 

Aus (38) und (40) folgt der S i e rp i r i sk i sche  Salz 

Uccle, del1 15. August 1912. 
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Le e q u a z i o n i  d i  L a g r a n g e  
nella nuova meccanica. 

( D i  AJAX ABRAHAW, a N i l m ~ o . )  

L a  fisica moderna pone la rneccanica di fronte a nuovi problemi re1atii.i 
alla pressione della luce, alla dinamica degli elettroni, alla relazione tra massa 
ed enei-gia, ecc.; in questi, alcuni principi della meccanica newtoniana (per 
esempio il principio di azione e reazione, la costanza della. inassa) cadono 
in difetto. Per accordare la meccanica colle nuove vedute della fisica, è ne- 
cessario niodificarla in modo radicale; occorre, come disse il POINGARE, ixna 
« nuom nieccanica P. Mentre die  la rneccanica newtoniana si basa su1 con- 
cetto dell'azione a distanza, la nuova meccanica ispirandosi dalle idee di 
FARADAY e di MAXWELL si propone di ridurre tutte le forze ad azioni imme- 
diate. ln questo senso si fece recentemente un passo riotevole; prendendo 
le mosse da una ipotesi  EINSTEIN (*), che aminette una relazione tra la 
velocità della luce ed il potenziale gravitazionale, è stata svolta una teoria 
della gravitazione (**) fondata .su1 concetto deli'azione immediala. In seguito 
svilupperemo questa nuova teoria, in quanto essa si riferisce alle equazioni 
del moto di un punto niateriale ne1 campo gravitazionale. 

Le equazioni del inofo di .LAGKANGE abbracciano la dinamica degli elet- 
troni y"*); l'elettrone si comporta conle un punto materiale, la cui funzione 
di LAGHANGE dipende soltanto dalla velocità (v); perchè la velocità della 
luce (c) ia quella teoria venne considerata come costante. Nella recente teoria 
del campo gravitazionale invece la funzione di LAGRANGE di un punto O di 

/ 

(*) A. E I N S T E I N ,  Atmalen der ~ h ~ s & ,  35, p. 898, 1911. 
(**) M. ABRAHAM, Rendicotûti della R. Acc. dei Lincei, XXs, p. 678, 1911; XXI1, p. 27 e 

4.37, 191% - A. EINSTEIN, A&~ale+a der Physik, 38, p. 305 e 445, 1913. - M .  ABRAHAM, Plzysi- 
lcalische Zeitschrift, 1919, P.: 793, 1918. 

' 

(**+) M .  ABRAHAM, ~isjaalen der Physik, 10, p. 105, 1903. Theorie de+* Elektriaitat, I I ,  2. 

Aufl., 1908, p. 177. 
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30 Abraham: Le equcczioni d i  Lagrange nelta nzcoz;a nzecca~zka. 

un elettrone 
L = L (v, c)  

dipende oltre che dalla velocità, anche da1 luogo e da1 tempo, essendo 

C = C (x, y, Z, t ) .  (la) 

Le equazioni di  LAGHANGE sono 

In esse 

determinano le componenti del vettore inipulso, di valore 

il quale è sempre parallelo al vettore velocità. 
D'altronde 

sono le coinponenti di una forza proporzionale al gradiente di c, e quindi 
al gradiente del potenziale gravitazionale; questa forza è la gravità. 

Scrivendo le equazioni del moto (2) in virtù delle (3) e (k) ,  nella forma 
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Abraham: Le equaaioni d i  Lagrange nella rzuova rneccanica. 3 1 

risalta, che dalla funzione di Lagrange si deduce tanto la forza d'ineraia, 
quanto la fwxa gravitat$onale; le derivate parziali della funzione di LAGRANGE 
rispett'o alle' coordinate, nulle nella teoria primitiva del c costante, rappre- 
sentana nella nuova teoria le componenti della gravità. 

Moltiplicando le (9) c,on i2 $ 8  e sommando otteniamo 

Essendo 
aF,++Fy+2Fz=P 

l'effetto della forza esterna, dalla (6) si deduce l'equazione di energia. Ab- 
bianio 

ed inoltre 

Quindi la (6) diventa 

Dalla (3) segue 

e tenendo conto di 
d l ;  - . d L  d c  ---.- 
d t  d c  d t  

la (6d) si scrive 
d E  - d L  d c  
d t  

- t P. 
d c  d t  
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Ne risulta il significato di E came l'energia del punto materiale, poichè 
per un campo gravitazionale statico l'increinento, che l'energia del punto su- 
bisce col tempo, è eguale all'effetto P della forza esterna. Perd ogni volta, 
qurindo il c, e cpindi iI potenziale gravitazionale, varia cal tempo, viene tras- 
inessa etiergia da1 campo al punto materialé: 

In modo nnalogo secoiido il teorema dell'impulso contenuto nelle (5): 

d G ,  dL d c '  
- - -+Px, 

d t  d c  dx 
ecc., 

il variare hei c con n: y x produce un cambiamento della componente corri- 
spondeiite dell'iinpulso del punto materiale. 

Finora la dipendenza della funzione di LAGRANGE dagli argoineiiti v e c 
era rirnasta arbitraria. Occorre perb specializzarla ("), di modo che essa di- 
venta una funzione lineare oiiiogenea di questi argo~iienti; essa. pub essere 
scritta 

M è una costante caratteristica del puiito, f (p) una funzione universale del- 
l'argomento 

Secondo il teorema di EULER relativo alle funzioni omogenee si ha 

Percib la (7) d i  per l'energia del punto materiale 

lntroducendo questo valore nei secondi meinbri delle (8) e (8") risulta 

(*) ABRAHAM, Una nMova teoria della yravitazione. Nuovo Cimento, 1912', p. 459. 
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Abraham: Le equazioni di Lagralzge nella nuova meccanica. 33 

Si vede che la forza agente ne1 campo gravitazionale su  di un punto è 
proporzionale alla sua etlergia. Per un dato posto del campo il peso del punto 
è proporzionale alla sua energia. Questo risultato, il quale pub essere esteso 
ad un sistema qunlsiasi abbastanza piccolo per essere eguagliato ad un punto 
materiale, è forse il più importante della nuova teoria. 

Lo sviluppo della funzione f (p) secondo potenze di p deve comin- 
ciare con 

. p" 
f ( P ) = 1 - ( . 3 t - . . . ,  (11) 

affincliè le masse trasversale e longitudinale (*) 

abbiano, per v = O, il valore limite comune 

Quindi la « nzassa inerte d i  riposo » varia inversamente proporzionale a c, 
yuando il punto niateriale si sposta ne1 campo gravitazionale. 

Lo sviluppo della funzione f (F), e quindi il fattore nuinerico '!, il quale 
entra pure nell'espressione (Ila) di w c , ,  è differente nelle diverse teorie. Am- 
rnettendo clie per c costante valga la teoria di relatività, si ha ("*): 

e quindi 

Allora si trova per l'impulsa 

(*) M.  ABRAHAM, Atmalen der Physik, 10, p. 105, 1903. Theorie der Elektrizitat, I I ,  4. Aufl . ,  
p. 174, 1908. 

(**) M .  PLANCK, Verha?&dlt~t~yen d.  deutschen Physiicalischen Gesellschaft, 4, p. 136, 1906. 

Annali di Matentatica, Serie [ I I ,  Tom0 XX. 5 
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34 AJrahasn: Le equazioni d i  Lagrange îzella ~tuoua tweccanica. 

e per l'energia 

di nlodo che l'equazione dell'energia (10) assume la forma 

inentre che quelle dell'impulso diventano identiclie colle equazioni del moto 
indicate ~ ~ ~ ~ ' E I N S T E I R '  y) : 

Per un punto materiale moventesi in un campo gravitazionale statico e 
non soggetto a forze esterne dalla (14) segue il teorema della conservazione 
dell'energia nella forma 

C 
- costante, $q- 

enunciata nella mia prima nota (**) ; non considero perb più le equazioni del 
moto, dalle quali la dedussi, coine soddisfacenti, perchè esse non si accordano 
col10 schema lagrangiano. 

Da1 teorema della conservazione dell'energia segue, in linee generali, la 
teoria della caduta libera (***). 

Aminettiarno clie il punto materiale coininci il suo moto colla velocità v, 

(*) A. EINSTEIN, loc. cit., Aq~n. d, Physik, 38, p. 355, 1918. 
(**) M. ABRAHAM, 1. c., Rendiconti  della R. Acc. d e i  Lincei, SX', p. 678, 1911. 

(***) Nella Nota pubblicata nei Rendiconti clel R. 1st. Lombardo, Serie 11, vol. XLV, p. 290, 
1918, ho considerato cZ corne funzione lineare dell'altezza, inentre che si giunse poi ad arn- 
niettere, che per un campo omogeneo privo di masse attiranti sia invece fi una funzione 
lineare della coordinata corrispondente. Cid perb non cambia i tratti essenziali della caduta 
libera esposti di sopra. 
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Abraham : Le epazioni d i  Lagrange nella nuova tneccanica. 35 

in un punto, ne1 quale c ha il valore c,. Allora si ha 

Troviamo quindi 
c2 

v 2  = (CO - c2) ) + v: 
Co 

Se ne1 caso speciale la velocità iniziale o, 

c2 
va = (c: - c2) y 

Co 

Consideriamo quest'ultimo caso, ed ammettiamo che c partendo da1 va- 
lore iniziale c, decresca sempre lungo il cammino percorso nella caduta fino 
al valore limite zero. Dalla (16) si vede, che allora la velocità nell'inizio del 
moto cresce, ma che alla fine essa decresce verso zero, approssimandosi asin- 
toticamente a c. La velocità della caduta assume suo valore niassirno v, per 

d 
d ca 

cioè per 
c = c,/J. 

Questo valore massimo è 
4 

Vediamo che le equazioni di LAGRANGE abbracciano anche la nuova mec- 
canica. Anzi possiamo dire che in questo campo la meccanica analitica trova 
la sua applicazione più feconda. Difatti in essa diventa impossibile di scin- 
dere l'energia in una parte potenziale dipendente da1 posto ed in una parte 
cinetica dipendente dalla velocità; percib l'impulso (v. 14"), come pure la 
forza d'inerzia, dipendono andie da1 posto, e d'altra parte nell'espressione 
della forza gravitazionale entra la velocità. Di fronte a simili problemi i me- 
todi elementari della meccanica si mostrano insuficienti, e soltanto la mec- 
canica analitica fornisce uno struinento abbastanza potente per risolverli. 
Percib anche i rivoluzionari della meccanica portano al fondatore della mec- 
canica analitica il loro omaggio riverente. . 
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Les équations du mouvement d'un fluide par- 
fait déduites de la considération de l'éner- 
gie d'accélération. 

(Par PAUL APPELL, à Paris.) 

1. J. L. LAGRANGE, dans sa Mécanique analytique (31"' édition, 1, 
p. 173/806; Oeuvres, 11, p. 197-8361, déduit les équations de l'hydrostatique 
du principe des travaux .virtuels. Quant aux équations de l'hydrodynamique, 
BASSET, dans l'ouvrage intitulé : A Treatise on hgdrodynamics, Cainbridge, 1888, 
s'exprime ainsi à la page 38 : les équations du mouvement peuvent être dé- 
duites, comme l'a montré M.' Larwtor, de l'emploi d u  principe de la moindre 
action combiné avec la mdthode de Lagrange. 

Je me propose de déduire ces équations du principe suivant. 
Dans un  système matériel a liaisons quelconqzces, sans frottemenis; ho10- 

nomes ou non, soumis à des forces X ,  Y, Z dépendant d u  temps, des positions 
et des vitesses, les composantes x", y", a" des accélérati&s des d.iuers.points 
ont, à a n  instant quelconque, les valeurs qui rendent minimum la fonction 

On trouvera la démonstration de ce principe dans une Note intitulée: 
Sur les mouvements de roulement ; équations du mouvement analogues à celles 
de Lagrange (Comptes Rendus de l'Académie des Sciences de Paris, t, 189, 
7 août 1899, p. 317-320). 

La quantité 
m s = - (x"" y:2 + alla) 
2 

analogue à la fonction de LAGRANGE 

m 
T = Z-  (x'" yte + 2'7 8 

a reçu le nom d'énergie d'accélératiofi, 
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38 Appel 1 :  Les équations du w~oztveri~ent d'un fiuide parfait 

II. Cela posé, imaginons un fluide parfait en mouvement; appelons p 
la derisité d'une particule de coordonnées ix, y, z à l'instant t, X, Y, Z les 
composantes de la force rapportée à l'unité de masse. Employons les variables 
dites de Lagrange et désignons par a, b, c les coordonnées initiales de la 
particule z, y, z à l'instant t = t,, par p, la densité initiale de cette particule. 
Les coordonnées z, y, z et la densité p sont des fonctions de a, b, c, t. 

L'équation de continuité est 

D désignant le déterminant fonctionnel 

d y d z  d e d y  d y e  dont nous désignerons les mineurs tels que - - - - - 
d b  d c  d b  d c  

par - . 
d b c  

Enfin les dérivées de s, y, x par rapport ,Z t seront désignées par des accents, 
suivant la notation de LAGRANGE. La fonction analogue à R est actuelle- 
nient exprimée par une integrale triple, étendue au volume V du fluide & 
l'instant t, 

ou, en prenant comme variables d'intégration a, b, c, 

car il faut remplacer d z d y d z  par D d a d  bdc,  ou h d a d b d c .  Cette in- 
P 

tégrale (8) est étendue au  volume initial vo. Dans cette intégrale z", y", s" 
sont, à l'instant t, des fonctions de a, b, c assujetties à la relation suivante 
déduite de l'équation (1) de continuité. Dérivons cette équation deux fois par 
rapport à t :  elle devient 

Dans cette équation, les termes en x;", Y", s" proviennent uniquement 
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déduites de la  considération de l'énergie d'accélération. 29 

de D". Or on a 
d s "  d y s  d y "  d s x  dz"  d x y  D"= -+ - -- + - -- 

d a  d b c  d a  d b c  d a  d b c  

d x "  d y a  d y "  d s s  ' . d g "  d x y  -+- - 

'db db d c a  d b  d c a  

d x "  d y z  d y "  d s z  dx" d x y  +- -+- -+- - 
d c  d a b  d c  d a b  d c  d a b  

les termes non écrits ne contenant pas LX", y", z". 
Cela posé, d'après la méthode de LAGRANGE pour le calcul des variations, 

on devra, en désignant par A une fonction arbitraire de a ,  b, c,  t, déterminer 
a", y", s" de façon que la variation de l'intégrale 

soit nulle, quand x", y", z" subissent des variations arbitraires infiniment 
petites, S d', d y", S a". Or 

6 1 = ~ J J [ p o ~ x ~ ~ - ~ ) ~ ~ - + . . . + ~ 8 ~ v  d a d b d c  1 
avec, d'après (4), 

où nous n'écrivons que la première ligne. Appliquons maintenant aux termes 
tels que 

d y z  d S x "  
A-- 

d b c  Sa d a d b d c  

la formule d'intégration par parties, telle qu'elle résulte du théorème de 
GREEN (Voyez, par exemple, mon Traité de mécanique, t. III, clîap. XXVIII). 

En appelant d no un élément de la surface limite S,  du fluide et a,, Bo, y, 
les cosinus directeurs de la normale extérieure, on a, pour deux fonctions 
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4.0 Appell:  Les équations d u  wzouvenbent d'un fluide parfait 

d'oh 

Le terme ( 5 )  peut donc être remplacé par 

Traitons de n~ême chacun des neuf termes qui proviennent de 6 D", et 
remarquons que 

d y z  d y z  ~ Y Z  

&(1dbc)fdbbjlIca)+&(~jm) 

- d l  d y z  d l  d y z  d h  d y z  -- - +- - da  d b c + f i  dca d c  d a b  

comme on le voit en écrivant 

Nous avons finalement 

où nous n'avons écrit, dans la partie intégrée (intégrale double) et dans l'in- 
tégrale triple, que les termes en 8 x". Nous verrons plus loin que la partie 
intégrée est wdle .  Dans l'intégrale triple, nous devons égaler à zéro les. coef- 
ficients de 8 x", 8 y", 8 2'' : nous obtenons ainsi les équations classiques 

où la pression est égale à -1. 
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déduites de la considémtion de l'énergie d'accélémtion. 11 

ILI. Il nous reste à voir, que dans la forniirle (6), la partie intégrée 
(intégrale double) est .nulle, d'après les valeurs de 6 x", 6 y", 8 a" sur la sur- 
face limite. 

On sait que les particules fluides qui sont, à l'instant initial, sur la sur- 
face liniite s,, restent sur la surface limite S à l'instant t. L'élément da ,  
de S, devient un élément d G de S ;  nous appellerons a, p, y les cosinus di- 
recteurs de la normale à d  c. On a alors 

En  effet, sur S,, a,  b, c sont des fonctions de deux paramètres p et q ,  
et en posant 

d a , = k d p d q ,  
on a 

1 d b c  u o = - -  1 dccc  , P o = - -  1 d a b  
k d ~ q  k d p q '  F ~ '  

Comme x, y, z sont fonctions de p et q par l'intermédiaire de a, b, c, 
on a 

d c = h d p d q ,  

ce qui est précisénîent la formule (7). L'intégrale double qui figure dans XI 
ueut alors s'écrire 

l'intégration étant étendue à la surface S du fluide à l'instant t .  Mais alors 
l'élément différentiel est nzcl. En effet soit 

l'équation de 1û surface limite S;  on a, en différentiant par rapport à t et 
suivant la particule x, y, z dans son mouvement 

puis 
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411, A p p  e 11 : Les équations du tnozcvelizent d'un thide parfait, etc. 

où les termes non écrits ne contienneut pas x;", y", a". Cette relation (8) montre 
que les variations 8 e", 8 y", 8 a", à la surface, vérifient la condition 

ou, en appelant a, F, y les cosinus directeurs de la normale 

a 6 ~ " + ~ 6 ~ " + y  8 ~ " = = 0 .  

Paris, 14 février 1918. 
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Sopra una classe di equazioni differenziali di 
grado n e di ordine n-1 da considerarsi 
corne estensioni delle equazioni di Riccati. 

( D i  EHNESTO PASCAL, a Napoli.) 

6 1. Un'eyuazione diîîerenziale lineare oinogenea di 2.' ordine 

X,y"+X, y'tX,y=O 
colla trasformazione 

Sad.: 
y = e  

si riduce ad un'equazione di RICCATI 

X, (2' + z2) + XI 2 + X1 = 0, 

avente percib la proprietà (scoperta ne1 1875 da ED. WEYR, e indi ritrovata 
da ÉM. PICARD ne1 1877) del rapporto anarrnonico costante fra quattro sue 
soluzioni particolari, donde si deduce l'altra proprietà importante che i'inte- 
grale generale si espriine sempre mediante tre integrali particolari. 

Ora yuesta proprietà pu6 estendersi in un modo molto seinplice non 
ancora finora notato, per una importante classe di eyuazioni di ordine qua- 
lunque, e propriamente per quelle eyuazioni che derivano con una nota 
trasforinazione elementare dalle equazioni differenziali lineari omogenee. 

Esarriinereino prima la forma generale di siffatte equazioni, e poi faremo 
vedere che cosa diventa per tali equazioni la proprietà del rapporto anar- 
monico e la sua interessante conseguenza. 

§ 9. Ricordiaino prima di tutto qualche risultato ottenuto da me nello 
studio dei preliininari della teoria delle forme differenziali (*). 

(*) PASCAL, L a  teoria delle forme differelzziali d i  ordine e yrado qualunque (Memorie della 
R. Açcademia dei Lincei, (5) vol. VIII, 1910). 
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Nella suddetta teoria abbiamo studiato certe formazioni differenziali clie 
abhiamo indicato con 8;:$,, e clie sono definite come i polinoinii differen- 

ziali che moltiplicano la derivata am ne110 sviluppo del diireren- a xjl  . . . 8xj, 
ziale rmO di d' f. 

L'espressione esplicita di $Zjm e 

dove le i, . . . i ,  sono qît numeri interi positivi la cui somma sia r ,  il 1 si . . 
al...*,,, 

estende a tutte le siffatte partizioni senza ripetizioni di r in addendi, 
p, . . . p, rappresentano le niolteplicità della partizione il . . . i,, (*), e Sj rappre- 
senta la somma dei risultati ottenuti scambiando fra loro in tutti gli ~t ! inodi 
possibili le ccjl. . . xjm . 

Supponiamo ora clle le variabili x si riducano ad una, che sia indicata 
con t ;  cioè tutti gl'indici j sieno tra loro eguali; allora basterà porre in vista 
ne1 simbolo dei 8 il nutnero m degl'indici inferiori, e ottenianzo per esse la 
espressione ridotta 

Sc,= r ! d i t  . . . d ' m  t. 
ii...in i,! ... i , ! p l ! . . , p d !  (5) 

Cosi è 

Si riconosce molto facilinente, e 10 abbiamo notato al $j 6 della succitata 
hietnoria, che la soinma di tutte le 8 del inedesiino indice superiore non è 
altro che il differenziale r"'" dell'esponenziale et diviso per l'esponeizziale 

(") Se nella partizione i, . . . i,, il numero il è contenuto p volte, cioè s e  fra i nuineri 
il . . . im ve ne sono p uguali a i, , noi direino che il è di nioltiplicità p. 
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e di ordine n - 1 da covzsiderarsi corne estensioni delle eqwaxioni di Riccati. 45 

stesso : 
d>' r 
-- - 2: SE). 

et ,=I 

§ 3. Dalle formole precedenti possiamo dedurre facilniente quelle per 
la derivata r"" di 

Se sostituiamo dappertutto i differenziali di t colle corrispondenti deri- 

vate di fi d 2, e propriamente sostituianio dk t con la derivata (k - l)ma di a, 

cioè con z("-') , otteniamo da (6) 

clove cori 0': bisogna ora intendere la espressione 

§ 6. Sia data ora un'equazione differenziale lineare oinogenea di or- 
dine n, 

X,y'"'+X, y'"-" +. - . +x,-, yD+X, y-0. ( 10) 

Colla trasformazione (7), la (10) diventa un'eyuazione di ordine n- i 
in s, e propriainente la equazione della forma 
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46 P a s c a l :  Sopra m a  classe di equazioni differenziali d i  grado n 

che pub ordinarsi secondo il grado dei vari termirii nella x  e nelle sue de- 
rivate, coll'osservare che 

Si ha cosi l'equazione differenziale 

razionale intera di nm"rado nella funzione z e nelle sue derivate, e di (n - 1)"" 
ordine. 

§ 5 .  Questa ecpazione, corne quella da essa ottenuta con una qualunque 
trasformazione fratta della funzione x ,  gode di una notevole proprietà in rap- 
porto ai suoi integrali particolari. 

Sia y , ,  y, , . . . , y, un sistema di integrali fondamentali dell'equazione (10) ; 
ogni altro integrale y sar& dato da 

y=c lY i+ . . .+c , y , ,  ( c , ,  . . . , c, =: cost.) (13) 

donde, indicando con a , ,  a, ,..., x,, a le corrispondenti funzioni s determinate 
da (7), ovvero da 

cl (y ;y f1  - Y ,  y';) t . "+Cm ( Y ~ Y ' ,  - Y ,  yll) x - x i = -  
Yi (cl y1 + . . + c, y,) 

da cui, riducendo a forma intera, e raccogliendo i terniini in c, y , ,  ..., c, y,, 
si ha  la relazione 

Ponendo ora in questa, a eguale consecutivainente ad n altri integrali par- 
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e d i  ordine  n - 1 d a  considerarsi  corne estensioni delle equazioni d i  Riccati .  47 

ticolari z,+, . . .  x,,, e inclicando con a ,  i valori che volta per volta a.cquistano 
le costanti ci, si hanno le equazioni 

da cui, elinîinando le y , .  . .y,,, ottel~iiiiiio 

a11 (%+i - 21) . . al,, (%+, - 2") 
. . . . . . . . . . . . .  
a.,1 (z2,, - 2 , )  . . .  a ...$ (z2,& - z,,) 

in cui le a,  sono costanti; questa  rappresen ta  m a  relazione fra Bn inte- 
yra l i  particolari  dell'equazione (12). 

Questa relaaiorw p u 0  facilmente t ras fornmrs i  in utza fra i rappor t i  anar- 
rnonici delle soluxioni particolari. 

Basterà dividere la la ,  8", ..., nma linea del determinante rispettivamente 
..., .., per (z,,,, - a,), (z,, - z,), e indi la la, !la,. (12 - 1)'"" colonna rispettivaniente 

la (17) diventa 

Le quantità a, sono delle costanti dipendenti dagli integrali particolari 
che si considerano; se poniamo che x,, sia l'integrale generale x della (12) ,  

...... e se sostituiati~o quindi a ...,..., a,-,,, , con costanti arbitrarie c l ,  c c,,-,, e 
il rapport0 anarmonico di z ,  z,+,, z,, x, 10 indichiamo con ( z ,  n + h, n, k ) ,  
e indi con opportune divisioni toglianio la oniogeneità delle a ne1 deternii- 
iiaiite (18), si vede che l'integrale geiic~rale dellu equazioiîe (12) sa r i  dato dalla 
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48 P a s c a l :  S o p r a  uncc clccsse d i  eqzcazioni dif lerenziali  d i  g+ado n ecc. 

equazione 

a l  (2, + 1 n7 1) . . . a ,  ( + 1 n n - 1 )  1 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ? . . .  

( 2 - 1, n, 1 . . . , ( x  9 2 - 1, 2 ,  3 - 1 1 

C l  , . . .  c,-t , 1 

dove c , ,  . . ., c,-, sono le rz - 1 costanli arbitrarie, e le a sono delle quantità 
costanti dipendenti dagli integrali particolari considerati. Abbiamo dunque 
il risultato: l ' integrale generale d i  (12) è conosciuto quaîzdo sono no t i  9 %  - 1 
in tegral i  particolari  dell'equazione m e d e s i m a ;  l'equaxione d a  cu i  d ipende  l'in- 
tegrale generale è l ineare nelle costanti  arbitrarie,  ed è formata d i  rappor t i  
anarmonic i .  

Per n = 8 la (18) diventa 

e questa dà la nota proprietà del rapporto anarmonico di quattro integrali 
particolari dell'equazione di RICCATI. . 

S e  inuece della (18) cot~sideriasno una s u a  t r a s f o r m a t a  c o n  zcna sostStur 
xione l ineare  

operata  sul la  funaione i n c o g t ~ i t a  2, è evidente clie le (18), (ici), formate conle 
sono di rapporti anarmoriici, restano le medesime, e quindi l'equazione d i f -  
ferenziale r isul tante  godrci delle stesse proprietà della (12). Anche questa è 
un'eslensione della proprietà dell'equazione di RICCATI elle, coine si sa, con- 
serva 1st sua forma e quindi la proprietà caratteristica del rapporto anarmo- 
nico, con una trasformazione lineare operata sulla funzione incognita. 

Napoli, 30 giugno 1912. 
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S u l  ca lco lo  de l le  v a r i a z i o n i  
degl i  i n t eg ra l i  mult ipl i .  

(Di G.  VIVANT^, a Pavia.) 

1. 1 1  iiielodo esposlo in m a  Nota reeente (*) per la deteriiiinazioae 
della foriiia clie deve avere utia espresçione @ contenente 11, + 1 funzioni di I L  

parainetri e le loro derivate prime, affirichè il suo integrale n-plo abbia va- 
lore indipendente dalla scelta dei paranietri, pub estendersi senza molta dif- 
ficoltà al caso in cui ci, contiene anche le derivate seconde delle n t 1  funzioni. 

Indichiamo anche qui con v  ,,..., w ,  gli n parametri, con x ,,..., xn+, le 
n + 1 funzioni, e poniamo : 

d xi d 2  xi d3 xi 
--=En , = X i h h  9 = sihkZ, etc. , 
8 W b  d vh d v,  dvhdv ,  dv ,  

inoltre : 

L'integrale da considerarsi è : 

In esso introduciaino in luogo dei parametri v,  i parametri: 

dove s è una costante arbitrariamente piccola (**); se: 

(") Sull'eqtcazio~ze d i  Eztleroper gl i  integrali vmltipli, Rend.  Circ. mat. Palermo, t. 33 (1918), 
pp. 268-974; V. anche : J. RADON, TJeber einige Frageic betreffeiztl rlle iîfuxivna zc+cd Minima 
~nalzvfacher Integvale, hIonatsheft,e fiir Nath. u. Ph., t. 22 (1911), pp. 53-63. 

(**) Cfr. i lavori di G. KOBB e A. KNESER citati in Rend. Circ. mat. Palernio. 

A+~nali d i  Mate~natica, Serie III, Toino XX. 7 
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50 Vi vu nt i : Sui calcolo delle waricwion/i degli fntepali multipli. 

Segue pertmto dalla forrnola scrivendo x$ in luogo di gi (v) e @ in 
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V i v n ~ l t i :  Stcl calcoto delle variaeioni degli iztteymli ~ m ~ l t i p l i .  51 

luogo di @ (xi,  xih, xian.): 

Poniamo ora ne1 pri~iio membre in luogo delle y; le loro espressioni ; sop- 
primendo nei due meinbri il terinine coinune @ e dividende per E, risulta: 

d 6, + - (., Xi?,,, + - a 5,. a 5, a'4 

8 v,  
xi,, + - xi, + = @ 2 - + E .. - a X ; ~ L  a eh 1 . 8 ~ ~  r du,  

Poichè questa relazione deve sussistere qualunque siano le a,, saraniio 
8 a,. d 2  G,. eguali nei due niembri i coefficienti carrispondenti delle a,, -, 
d v,, d V h  d V k  ' 

ne risultano le seguenti relazioni: 

dove : 

a <P a a) a 
X - X ~ ~ + ~ ~ ~ ~ X , , +  L - xirt = O (r =I= s), 
i a Xia it a sist 

(4) 

Le (2) sono identità; scriveremo le (3), (4), (5) brevenieiite cosi: 

x,, <I, = a ( Y =  1, ..., a), (6) 

X,, @ = O (Y, s =  1 ,..., n ;  r = \ = s ) ,  (7) 
u , . ~ ~ G - u ~ ~ ~ ( P = O  (Y, s, t = ~ ,  ..., n). (8) 

La forma generale della funzione è l'integrale generale del sistema 
d'equazioni lineari a derivate parziali (6), (7), (8), coinposto di: 
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59 V i t i a n t  i: Sul calcolo delle vcçriaziotzi degli  i n t e g r a h  nzultipli. 

equazioni con: 

q variabili indipendenti. 
2. Consideriamo anzitutto le w ecjulzzioni (8) aveiiti coniune la coppia 

di indici s, t, cioè le : 

Queste equazioni aminettono evidenternente come iritegrali tutte le x, e 
le xi,, ed inoltre tutte le x,, in cui la coppia 7% k è diversa dalla coppia s t ;  
yuesti integrali sono coinplessivaniente (3 - ( n t  1), nieritre il numero mas- 
siino di integrali indipendenti del sistema (9) è P - n. Per trovare l'ultiino 
integrale, se esiste, osserviamo d ie  dalle (9) segue : 

e Che, nell'integrazione da eseguirsi, le Si, che sono funzioni di integrali gi8 
trovati, debbono considerarsi come costanti. Dopo cib le (10) dànno l'inte- 
grale : 

@ = 5 1  s i , t  + . + L + i  %+1,,* = a,, . 

È da notarsi che anche ogni altra a,,, dove la coppia h k sia diversa 
dalla s t ,  è un integrale del sistema (9), essendo una funzione di integrali di 
esso. Pu6 dunque concludersi che il sistema (8) aimiette gli integrali : 

xi, xih7 ohlo ( i = 1 7  ..., n t l ;  h, k = 1 ,  ..., n). (21) 

Il numero di questi integrali è (" + (3 + ') , cioè è eguale alla dif- 
9 

fereiiza tra fi e il nunlero delle eyuazioni (8); essi poi sono indipendenti, 
perché ciascuno contiene variabili che non figurano in nessun altro. Quindi ( I l )  
è il sistema integrale completo del sistema d'equazioni (8), e l'integrale ge- 
nerale di quest'ultimo sistema è: 

dove F denota una funzione arbitraria. 
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Di qui segue : 

d a  d F  -- -- d F d n , ,  d P  - a F  da5, 
tZ--- -- + z -- --- Xjkl 7 

d  zih xih kl ai., d  Xih Xi!, jkl 8  nkz Xih 
k d  kf l 

quindi: 

d F  d F  8 7 .  d l ?  d F  x,.,. 4 = x - xi, + E - >zjkl xi>. + 2 E ---- Ei xi,.,. + ri - ' > i  Xivt 7 
i d xi,. ijkl d  n,z d xip i fi,., b t  d fi,., 

k 4  t4=r 

k ~ l  

Pertanto, tenendo conto che : 

si ha dalle (6), (7): 

d B '  Y,.*,F= x - d l ?  d  F x<,. + 9 - fiva + x - a,, = O (r  =/= s), 
é 6' xi, %a t=ks 4, (1% 

la prima delle quali pub scriversi più semplicemente: 

3. Consideriaino dapprima la  : 

d F  Y I I F - Y , , F ~ ~ - x  , 1 - x a F  - xi2 + 9! - d F 
i Xi, i.:d Sa an , ,  

* d F  " d B '  
a,, = 07 + tE3 mt aii;; 
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5% Vivanti: Sul calcolo delle variazioni degli integrnli nzultipli. 

die è una coiisegueima delle (13). Essa ammette anzituttu gli integrali: 

xi (i=l, ..., n+I), (15) 

xil, (i= 1 ,..., n,+ 1; h = 3  ,..., n), (16) 

a12 , (17) 

n,,(h, k = 3  ,..., n;  h r k ) ;  (18) 

inoltre da1 suo sistema ausiliario : 

risultano gli ulteriori integrali : 

xii xja (i, j = 1, . . . , Tt. + 1), (19) 
nlhxjz (j=1, ..., n + 1 ;  h = 3  ,..., nj, (90) 

~ , , X ~ , X ~ ,  (j, z = 1, ..., Y +  1). (81) 

Ognuno dei determinanti F;,, ... , 5,,+, è una somma di termini di cui un 
fattore è del tipo (19) e gli altri sono del tipo (16); quindi E l ,  ... , Fm+, sono 

integrali della (14). Poiiian-io ora : 

dove gli indici i, j sono qualunque; è facile dimostrare che, qualunque sieno 
h, k, Nh, è un integrale della (14). Vi sono 6 casi possibili, cioè: 

per6 i casi a), b) sono essemialmente identici tra loro, e cosi i casi d), e). 
Esarniniamo partitamente i casi a), c), d), f) .  

il primo fattore è del tipo (81), e gli altri sono del tipo (16). 
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Triuantà: Sul ealcola delle variaaio.ni degli integrali wudtipli. 55 

il primo fattore coincide con (17), il secondo è del tipo (19), gli altri sono 
del tipo (16). 

il primo fattoile è del tipo ("11, il seconda del tipo (19), gli altri sono del 
tipo (16). 

il primo fattore è del tipo (18), il secondo ed il terzo sono del tipo (19), gli 
altri del tipo (16). 

Scriviamo : 

l'espressione : 
ffl ffl 

è una soinina di terinini della forma IV,,, , e quindi è un integrale della (14). 
Per ragioni di siminetria pu6 concludersi che : 

sono integrali di tutte le eyuazioni : 

YllF-Y,.,$'=O ( r=!2 , . . . ,n) .  (9.3) 

Vogliamo dimostrare clie queste : 

funzioni rendono soddisfatte anche le (18), 
Si ha anzitutto : 

Y,,, Xi = O, 
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56 Vivan t  i: Sul ccclcolo delle variazio~zi dey l i  integrali wultipli. 

Inoltre : 

d S ,  
-- 8 Sri - n ~ ; , ,  --- - 2 lwije udj* , 
d O,, 8 O,, 

quindi : 

se h = s, essa è nulla, percliè JItj, non contiene x,,; se h è diverso da r e 
da s, essa è ancora nulla, percliè rappresenta Io sviliippo d'un determinante 
con due linee eçuali. Invece per h = r = I -  s si lia: 

infatti il primo inembro pirb scriversi: 

ed il secondo: 

= 9 - n,,. n ~ , , , ~  + I: ri,., Ar,,,, = o. [ h t 1 
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Viuanti: Sui  calcolo delle variaxioazi degli integrali multipli. 57 

Ora le xi, Ei sono indipendenti tra loro; le S, sono indipendenti da 
queste, e sono pure indipendenti tra loro corne funzioni delle a,,, perchè 

il determinante d'ordine (nc '' 9 le cui linee sono : 

è diverso da zero (*). Inoltre il numero degli integrali (B2), cioè ( n t  1) Oa+4) 
B 

è eguale alla differenza tra il nuniero 'n + l) (3 + ' delle variabili xi , B 
x,, O,, contenute nelle equazioni considerate e il numero : 

delle 'equazioni (tg), (83). Quindi l'integrale generale di questo sistema d'e- 
quazioni lineari omogenee è : 

F= G (xi, t,, S,) (i, j =  l,..., n+ 1 ;  i< j ) ?  

dove G denota una funzione arbitraria. 
Per ottenere finalmente l'integrale generale del sistema proposto da priri- 

cipio, non resta che da vedere a quali condizioni debba esser soggetta la 
funzione G per soddisfare l'equazione : 

giacchè questa equazione, insieme alle (83), è equivalente al sistema (13). 
Si ha: 

(*) V. la Nota: Un teorema sui determi.nalûti, Rend. 1st. Lomb., S. II, t. 44 (1919), 
pp. 556-559. 
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Ora : 

quindi: 

ossia : 

sicchè la (25) diviene: 

Affinchè questa relazione sussista, è necessario e sufficiente clle la fun- 
3 -  

zione G sia omogenea di primo grado rispetto alle €, ed alle JS,~. 
4. Reciprocainerite, se @ è una funzione delle si, r i ,  S,, omogenea 

positiva di primo grado rispetto alle &, Vg7 il vaiore dell'integrale I è in- 
dipendente dalla scelta dei parainetri. 

Sia v, , . . . , < un nuovo sistema di parametri tale d ie :  
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sia positivo in tutto il campo considerato; soprassegniamo tutti gli elemeiiti 
relativi al iiuovo sisteina di parainetri, poriiaiiio: 

e indicliiarno con U,., il complemento algebrico di u,, neldeterlninante A 
delle zc. Sarà: 

Di qui segue : 

ossia : 

quindi : 
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ossia : 

Ne risulta, per le ipotesi fatte: 
- - - 

@ = G (xi, Ei, S,.,) = G (xi, A C i ,  A 3  Sij) = A G (xi, 5,, S,), 

donde seçue imlnediatanlente che il valore di I non cambia. 
Concludendo : Amnehi? 1' integrale considerato abbia vnlore indipendede 

dalla scelta dei paraluetri, è necessario e sufiiciente che @ sia una ftuzxione 
delle xi, E i ,  S,, omogenea-positiva di primo grado rispetto alle Si, 

1 

5.  Una funzione che soddisfa alle condizioni del teorerna è oa, dove 
o denota il determinante delle n,,,. 

1 

Anzitutto, per essere o" funzione delle sole n,,, soddisfa alle (8). 
Inoltre si ha, considerando che il determinante o è siinn~etrico: 

e dalla prima di queste: 

8 @ d o  X- n W +  E - R,, = n O. 
r d % r t  d Qrt 

Ne segue: 

do  " d o  " do 
Y,, e = 3 - n,, + B -- a,, + - 

fil1 
or, 

t=e d filt h , k = d  %k 
hf k 

- d o  " do  " do " do  
- 2 -a,,+ 

6' fi,, t=3 - d R1t n j t + &  dn, k,k=l 8 a,, + X -- fi,, = (n  + 9)  @, 

h a  
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ed analoganlente : 
Y,,.@ = ( n + 9 )  @, 

e infine : 
1 - 

Yrs~ lz"=0  ( r  =I=s), 
1 - 

y,., on+' = O, 

relnzioni che provano 1' asserto. 
Ne risulta che FI è esprimibile corne funzione delle xi, Ci, S,, omogenea- 

positiva di grado n +  2 rispetto alle &, ?K. 
6. L'eyuazioiie di EULERO-LAGRANGE (*) pu6 scriversi: 

(love i è uno qualunque dei numeri 1 , .  . . , n + 1.  
È facile dimostrare che le n + 1 equazioni (26) sono tra loro equivalenti. 
Possiarno scrivere: 

Formiarno l'espressione: 

Si ha  in generale: 

(*) L'equazione differenziale da cui dipende la risoluzione del problema fondamentale del 
Calcolo delle variazioni per gli integrali semplici fu stabilita per la prima volta da EULERO. 
L'equazione corrispondente per gli integrali doppi fu data da LAGRANGE per il problema 
delle superficie d'area minima. Sembra giusto pertanto designare col nome di equaziorze di 
EULERO-LAQRANQE quella che determina i massimi e i minimi degli integrali multipli. 
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Applicando queste formole, ed osservando che : 

risiilta: 

ossia : 

e quindi, per le (6), (7), (8): 

d a  d ? J  v,=---=o. 
d v, d  v,. 

Dalle n equazioni V, = O segue : 

7. Vediaino quali sono le condizioni perchè neli'equazione di EULERO- 
LAGRANGE manchino le derivate del 4.O ordine delle xi. 

Queste derivate compaiono soltanto ne110 sviluppo dei termini : 

Ora : 

quindi : 
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dove i termini omessi non contengono derivate delle xi d'ordine superiore 
al secondo ; e di qui:  

dove i terinini omessi non contengono derivate delle x i  d'ordine superiore 
al terzo. L'insieme dei termini di 4.O ordine è dunyue: 

Tenendo conto che i 4 ultimi indici di x , , , ~  sono tra loro permutabili, 
e che 10 sono pure i due indici di fi,, e di n,,, pu6 concludersi clie le con- 
dizioni affinchè inanchino i termini di 4 . O  ordine sono: 

h, k ,  r ,  s sono numeri qualunque, distinti O no, della serie 1 ,..,, n. Questo 
sisterna coincide con quel10 considerato da J. KÜRSCHÀK (*); e perb, in base 
ai risultati ottenuti da yuesto autore, si pu6 concludere che F dev'essere una 
funzione lineare di @ e dei suoi minori, e che l'equazione di EULERO-LAGRANGE 
si riduce al secondo ordine. 

Evidentemente poi i coefficienti della F, i quali dipenderanno dalle x i ,  
xi,, devono esser tali che Prisulti  funzione delle x,, 5 , ,  S,, e che sieno sod- 
disfatte le condizioni d'omogeneità sopra stabilite. È facile vedere che il coeffi- 
ciente d'un minore d'ordine .m di @ dev'essere omogeneo di grado n- liz ( n t  8) 
nelle xi, . l n  particolare, poichè @ è una funzione delle xi, 4,, S,, il suo coef- 
ficiente sarà una funzione delle x i ,  5, ,  ornogenea di grado - (1% + 1) nelle 5,. 

Pavia, 8 luglio 1918. 

(*) Ueber symmetrische Matrices, Math. Ann., t .  58 (1904), pp. 380-34; Ueber e i l ~ e  cha- 
rakteristische Eigenschaft der Differentialyleichulzgen. der  T~aviatio?zsrechnung, Math. Ann., 
t. 60 (1905), pp. 137-165. 
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Einiges  ü b e r  Kugelkomplexe.  

( t o n  A. V. B a c m u m ,  in h u d . )  

E I N L E I T U N G .  

Durcli  seine Arheiien iiher die Tlieorie der Varinlion der Koiistanten 
in deil Probleiiieii der nleclianik in 3iéazoires (le ln clccsse des  sciences 11zcctlz8 
watiqztes et physiques  de  Z'I~zsti t~tt  de  France für die Jalire 1808 imcl 1809 liat 
LAGKASGE sow0111 die Bereclinung der planetarischen St6ruiigen sicliergestellt 
als aucli vielen weitergelrencleii Untersucliuiigeii auf dein Gebiete cler Natlie- 
inalil; eineii Weç gehalint. I)ass sic11 die L A G H A N G E S C ~ ~ ~  und nocli deutlicher 
die bald darauf erschienene Poisso~sclie Tlieorie der Variation der Konslaiiten 
wesentlicli mit der Lr~sclien Seorie der Berüliïuilgstra~isfornîationen von1 
Jnlire 1571 deckt, habe icli in meiiier Abliandluiîg voin 1910 in 1L: Suenslm 
Ti~teî tskapsnknde~~~ie~zs Ilnirldlinpr, Bd. 46 hervorzulieben Gelegenlieit geliabt. 
Aller es gibt nocli andere inatlieniatisclie Theorien niit deniselben allgeiiîeinen 
Ziele, ~ o m  Einfaclieren aus in das Verwickeltere einzudringen, die gleiclifalls 
als in der PIIetliode der Variation der Koiistanten entlialten aufzufassen sind. 
Gelien wir z. B. von der allgenieiiieii Kugelgleicliuiig in reclitwinkligen Car- 
tesisclien Koordinaten x, y, E:  

aus uilcl bilden wir die Gleicliungeil der Fliiclieneleliieiite der Kugel: 

deuteii wir dann die Konstanten a ,  b, c als Cartesisclie Puilktkoorcliiiateri 
eines zweiten Rmumes R' und rariieren wir sowolil diese Koiistanten als die 
Konstante (7 :  so liegt es sehr iialw, in (B) die Formulierunç eiiier bestiiilinten 
Beziehung cler zwei dreicliiliensionalen Küime R (x, y, z )  uiid R' (cc, b, c )  zu 

Anliala di Matematica, Serie III, Toino XX. 9 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



einander, oder anders ausgedruckt, eine Transformation dieser Raume in 
einander zu selien. Dass wir nachtraglicli den Unterscliiel zwisclien cliesen 
Raumeii aufheben inüssen, ulii den Zusammenhang der gegeùenen und der 
transformierten, d. 11. der einander entspreclienden Figuren in R und R' als 
einen Zusammenhaiig unter Figuren des gew6hiiliclien Raumes zu erkennen, 
wird selbstverstiindlich keinen Scliwierigkeiteri begegiien. Bei der Trnnsfor- 
riiation (B) konîrnt inan nun von einein beliebigen l'lacheneleiiiente in R zu 
seinem Lote nls der entspreclienden E'igur in R', ferner von eiiîer Flaclie in R 
zu ihrer Evolixtentlache in R', dagegen von einer beliebigen Flache des letzteren 
Raunles zu ihren Evolrentenflachen als entspreclienden Figuren in R. Diese 
Fliichen bilden aber die Gesarntlieit aller Integralflaclien eirier von der an- 
genommenen Flache in R' vollig bestiinniten partiellen Differentialgleicliung 
erster Ordnung. Hieraus folgt sofort, dass wir in (B) keine Lr~sche Berüh- 
i.ungstransforination vor uns haben, denri bei jeder solclien wird eine Flaclie 
sowolil des einen wie des anderen Raumes nur in Punkt, Kurve oder E'lBclie, 
niemals in eine Schar von Flaclien verwandelt. Die vorliegende Transforma- 
tion gehort vielmehr einer Klasse von unendlichdeutigen Flaclientransforma- 
tionen am, die von mir in Bd. XI der Math. Annalen behandelt worden sind. 
Ihrem ganzen Iiihalte nacli muss sie jedoch olineliin langst als bekannt an- 
geselien werden. Ich knüpfe indessen an  diese Transformation die folgenden 
Erorterungen, die in gewissem Sinne eine Erweiterung ilires Uinfanges be- 
deuten. 

Differentialgleichungen der Kugelkomplexe. 

1. Aua den cm4 Kugeln: 

(d-x)' + (y'- y)'+ ( z ' - ~ ) ~  - R2 = 0, (1) 

wobei x, y, z die hlittelpunktskoordinaten und R den Radius darstellen, 
werden durch die Gleicliung 

F (x, y, z, R) = O 

ihrer dreifach unendlich viele ausgescliieden. Ilir Inbegriff wird von LIE als 
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Kugelkor~tplex  bezeichnet und knnn, wie er gezeigt liat, nach den für die 
P ~ ü c ~ ~ F t s c h e n  Linienkoiiiplexe gegebenen Regeln untersucht werden. LIE hat 
namlich eine vollig bestiimnte Korrespondenz zwisclien Kuçeln und Geraden, 
zwischen Kugel- und Linienko~nplexen aufgestellt. Auch auf die Korrespondenz 
zwischen den Flachen und den von ihren Hauptkugeln gebildeten Kugelkon- 
gruenzen hat er aufinerksam geinacht. Dabei werdeîz e i n e l ~ ~  gegebe~zen Eugel-  
kowzplexe alle Fl6clzen entsprechen, deren H a u p t k u y e l n  der eiraen S c h a r  in 
diesem Xomplexe  enthalten s ind .  

Jedes Fl%chenelernent (2' x' y'p' q') einer in dieser Weise den1 Koiiiplexe (2) 
angehorenden F'lache muss zugleicli Berührungselement zweier unendlich be- 
iiachbarter Komplexkugeln (x y x R), (x + d x, ... , R + d R) sein, und daller 
k t  sowohl 

als auch 

Weil nun bei Anwendung dieser Werte der Differentiale d x, ..., d R  

so muss sein 

Die El inz inat ion v o n  x, y, z, R a u s  d e n  fünf GZeic7mngen (i), ( S ) ,  (3), (6) 
ergibt d a n n  e ine  partielle Differentinlgleichuîzg erster Ord~aung  

@ (z', x', yf, p', q') = O (7) 

a l s  B i l d  v o n  (3) in R', , w e n n  dieseln I<ugelkonzplexe tzur die Bedeu tung  des  
Reprtbsentanten der  oben angegebenen Fl&chensclznr beigeleat laird. Von LIE, 
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der die Gleichiiiig (7) zuerst aufgestellt und behaiidelt liat, wurde sie als 
partielle Differentialgleicll~~~1g D,, des I<oiripleses 1)ezeiclinet y). 

2. Für die volil Eleiiie~ite (z' s' g'p' q') ausgelielicle clinraktei.istisd~e 
Rictituiîg von (7) gilt es, dass 

d a  - d P  d F  d P d F d B  -- 
dp' d x  d x  

oder weil iîacli (1) und (3) 

(*) Sietie die Abliantllung von L I E :  Ueber Co)iipEexe, ii~sbesoi~tlei-o L i u i e u -  ~ciltl Ku@-Com- 
plexe, mit B i ~ r v e n c Z u ~ ~ g  auf d i e  Tl~eorie partieller Differentialgleichu~~yel~ (Math. A m .  Bd. V). 
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3. Die Berührungspunkte (x', y', z') der Kugel (a, y ,  a, R) iiiit unendlicli 
be~iaclibarten Kugelti desselhen Koinpleses (2) liegen auf deiii Kreise (l) ,  (6). 
Letztere Gleicliung ist dann iiiittelst (3) in die Forin 

zu brinçeii, und für die Richtung jenes Kreises finden wir solnit die Glei- 
cliungen : 

(Uni Verwecliselungen zu vermeiden, habe icli die liierauf bezügliclien Diffe- 
rentiale ron x', y', z' unten mit deni Index 1 versehen). 

Mit den Werten (S), (9), (10) und (12) von d x', d y', d z ' ,  d xJl ,  d y',, d di  
wird .aber d d d a', + d 9' d y', + d Z' d z f l  proportioual der Deterininante : 

also : 
d x' d a', + d y' d y', + d z' d z', = 0, 

und hieraus kolinen wir sofort einen wiclitigen Scliluss zielien. 
Ilenken wir uns eine Integralflüclie voti (7), die die Kugel (x, y, z, R) 

laiigs des Kreises (l) ,  ( I l )  oder (12) berülirt. Es gibt eine und nur eine solche 
Integralfliiclie, denn ilicht die Riclrtung (1 2), sondern die Richtung (8) ist die 
dem Elenien te (z' a' y'p' q') zugeordnete cliarakteristiche Richtung von = 0. 
AIS nacli (13) senkrecht zu  (32) wird die Riclitung (8) sowohl Richtung des 
Scliriittes der zwei Elemente ( x ' x '  y 'p '  q'), (x' + d x', . . . y'+ d q',) des betrach- 
teteri Berülirungsstreifens (14) zwisclien (1) und der gedachten Integralflaclie 
rori (7),. als auch deslialb mit Bezug auf die Haupttangeiiten clieser Integral- 
ilache ini punkte (a', y', x') der Ricliturig (14) konjugiert. D a m  nmss aber (8) 
Richturig einer [<rüniniuiîgslirîie derselben Flache sein. 
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Noch iiielir, jede Integnilflaclie, die clas Elenlent (2' x'9 'p0  q') entliiilt, 
niuss aucli das nachs tfolgeiide Elemeiit (2' + d a' . . . q' + d q') : 

einer Cliarnkteristik (8) von (1) = O entlialteii ; also uiicl iiifolge der erwaliiiteii 
liarmoiiiscllen Lage der Riclituiigen (8) uiid (12) niuss d p '  d xtl + d g' d g', 
verschmindeii, woraus zur Eridenz lierrorgelit, clnss diese n i i f  einander senk- 
rechten Richtungen (8) und (12) zu den Krüiîiiiiurigsliiiiei1 aller Integralflücl~eii 
durcli (a' x' y'p' q') von (t, = O gelioreii. \Tir sind liierinit au€ einen der LIE- 
schen Hauptsiitze aus der Theorie der Kugelkoniplexe gekoininen : 

Die Chnrnlzteristiken der  partielleu Differentinlgleic7zzc$zg ( 7 )  des Ktigel- 
koi~zplexes (2) werdelt I i r i i t t ~ w ~ u ~ z g s l i n i e ~ ~  der  I~~ tegra l f l t i che~z .  

4. Die Involutio~isbeziel~uiîg zweier partieller Differeiltialgleicliungen 
erster Ordnung @ = O, v = O, iiiinilich die Beziehung [@ Y] = O, durcli die 
die Existenz einfach unendlicli vieler deil beiclen Gleicliuiigen geriieinsaiiler 
Integralflaclien ausgedrückt ist, kanti ganz allgeinein unter der Foriii geschrie- 
ben werden : 

d x ' d p " + d g ' d q w = d x " d $ + d y " d q ' ,  (14) 

wobei d x', d y', d p', d q' und d x",. . . , d q" zii den voiii Eleinente (8' x' y' p' y') 
ausgelieildeii Cliarakteristiken von 0 = O hez. II' = O gelioreii (*). IYenn aber 
insbesoiiders 0 = O die vorangeliende Gleicliuiig (7) des Kugelkoinplexes (8) 
kt, und IF = O für einen zweiten Kugelkoiiiples 

G (x, 3, 8, R) = O 

die niiiiiliclie Bedeutuiig liat, so iiiuss von jeder 

wenn U = ' (r' d a'' + 2 sr d r' tl y' + t' d yf2) ; uiid ideiitisch ist Y 
tZ u' U ' ( d  x") + cl y' U '  ( c l  y") = tl x" U' ( c l  2') + cl y" U' ( d  y'). (a) 

Die das Eleriieiit (r'x;' y'p' q') enthaltende gemeinsaiiie Integralflache von 8 =O,  Y = O  lie- 
fert die Gr6sseii v', s', i', und umgekehrt liefern diese pine beiden Gleicliungeii gemeinsaine 
Fliirlienkalottc (z'x'y'p' q ' r ' s ' t ' ) ,  t'alls (a), d. i. (14) erfüllt ist. 
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samen Integralfliiche entweder gelten, dass die eine Scliar ihrer Krünîniungs- 
linien genleinsaine Charakteristiken beider Gleichungen werden, oder dass 
je eine Schar der Iiriirnniungsliiiien zu je einer Gleichung als Cliarakteristiken 
gehtirt. Iin ersteren Falle waren für eine genîeiusaine Integralfliiclie von 
= 0, = O die Hauptkugeln der betreffenden Kriimniungsliiiien in der von 

den Gleichungeti F = O, G = O bestirnniteii Kongruenz ilirer CO? genîeinsamen 
Kugeln enthalten : die a n  jenen I<rii~~z~izzrr~gsiiaien l~aftelzden 00' Streifen der 
cblzgelLonLnLeîzeîz Integrnlfiiiche maretz ccls Schnren von je mi Biischeliz von 
(r' s' t') betrnchtet selbst aû' Altegrale, zcnd jene Fliiche würde in der Tat nur 
ein sillguliires Itztegrnl des Gkeicl~unyspanres @ = O, Y = O darstelle~1. Wenn 
der Komplex P = O, - icli sage bisweilen statt dessen Koinplex = 0, -- 
gegeben ist, wird sich eiii Koniplex G = O (ocler Y = O) der letzteren Art aus 
der Gleicllung ergeberi : 

dx' il?/" - dyldx"= 0, 

cl. 11. nacli (S), (9) und (10): 

proportional zu 

woraus nach Eliinination von x', y', 3' verinittelst (1) und (11) und der iihnli- 
chen Gleichung: 

als Gleicliung für G hervorgelit: 

Dies ist die von F E L ~ X  KLEIN in seiiîer Abhandlung Ueber gewisse in  der Li- 
niengeometrie nuftretende Differentinlgleichungetl in Math. Ann. Bd. V, S. 291 
zunachst für zwei Linienkoinplexe einer rlerartigen gegenseitigeii Beziehung 
aufgestell te Gleichung. 
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3. In clen1 Fdle  dagegeii, class (r, = O, = O ei:ifidi uneiidlicli viele riicl~t 
zu Streifen ausgeartete Iiitegralfl5clieii geiiieiti liaheii, iiiuss je eiiie Seliai* 
von Kriiiiiiiiungsliiiieii clieser I~laclieil nls Clinrnkteristilieii zu je eiiiein Koiii- 
plexe gelliiren, und deii~gctiiass mirt l  (lie eiiie Scliar der Hauptliiigelii der III- 
tegrnlfl%clieii deil eineii Koiiiplex iiiitl die antlere den aii tlereii ,zusfiilleii. 1)ie 
nuf den geiiieinsnilieii I~itegralfliiclicii verlnule~ideii Cliarakteristikeii tler 1)eitleii 
Gleichungen iiiüsseii dnnii nls Krüliiiiiiingslinieii clieser l~'Iacllei1 auf eiiiniitler 
seiikrecllt stelieii, was I I I ~ I ~  tlurcl~ die Gleicliu~ig aiistlriickeir Laiiii: 

woliei niail selbstverst~adlit~l~ d x', d y', (1  2' ; cl x", t i  ?j", d a" auf clnsselbe cleii 
beiden Gleicliuiigeii a = 0, Y = O gciiieiiisame Eleiiien t (i' x ' j 'p '  q ) zu ]le- 
ziehen lint. \Verin dn11n (x, y, z,  R), (xi ,  y!, c l ,  IL,) die beitleii (las Elenieiit 
(dx' y 'p 'q ' )  elitlinlteiitleii Kuyclii tler zwei I~oiiiplese ( 9 )  iiiicl (15) siiitl, die 
iiuii aucli Hauptkugelii einer g e w e i ~ ~ s n r u o i  Iiitegralfiiiclic 1.011 (r, = O, IF - O 
i i i i  Piinkte (x', y', s') wertleli, so i d  zuiiiiclist iiacli (8)-(10) 

a~ a F  
(7 x': ( 7 1 ~ ' :  (7 2' = R- - (x' -- x) -. 

8 .n: d B '  

oder es erpebeil sicli, meil hier iiacli tlcr aiigege1,eiieii Uecleiitiing der Para- 
meter x, y: s, fi, x,, ..., R I :  

die ~ o i i  x', y', 2' freieii Gleicliuiigeii : 
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Die Elilnination von x', y ' ,  X' verinittelst (17) aus (1) und (11) ergibt: 

d F  d P  d P  d l ?  
( Z  - x j )  - + (y - y , )  7 + (3 - a l )  + ( R  -. R i )  - = O 

dx O?/ d R  ; (21) 

und es gilt offenbar aiicli : 

Au€ Griiiltl Clieser Gleichui-igen niinmt (16) die Forin an :  

d P d G  d F d G  d F d B  d F d G  ---+--+------- - 0. 
d x d x ;  d y  d g ,  d a  d a ,  d R d R ,  

Die geoinetrisclie Betrachtung, die oben zu (16) gefülirt hat, konnen wir 
jecloch e1)eiisogut durch irgend eine der folçenden Gleichungen ahscliliessen, wie 

d x ' d y " ,  -dy ldx" ,  = O ,  
die mit 

d x ' d p " + d y l d q " = O  
identisc,h ausfiillt, oder 

d x "  d y', - d 9'' d dl = O , 

die gleiclibedeutencl ist mit ,  

Jede führt zu (23). Wegen (a), (b) mird aber (14) erfüllt. Die Gleichung (93) 
bildet dccher die notige .îwd 1zii.zreicheîzde Involtctio~~sbedi~zgz.c~~g fiir ci> = O, Y = 0. 

6. In meiner Abliandlung vom Jalire 1873: Ett bidrng t i l t  kzclkomple- 
xernas theori in Lunds ~cwioe~sitets àmskrift Bd. I,i; liabe ich vor langein 
diesen Satz abgeleitet und zugleicli seinen Zusamiiieiiliang mit eiriein Satze 
von den Evolutenfliiclieii hervorgelioben. Icli fasste dahei die Kugeln des R, 
als Punkte eiiies R, auf, betrachtete jedocli als Koordinaten der Punkte dieses 
R I  nidit die friiheren Kuçelparaiiletei. x, y, .z, R solideril folgende x,, x- ,  x,, x,: 

xi = X ,  x2 = y ,  x3 = Z, xa = R J-l. 

Die oben entwickelten Gleicliungen (20)-(23) ilellinen dann die nielir syiii- 
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'74 kd ck 1 und:  Einiges über l i ~ ~ g e l k o ~ ~ t p i e x ~  

metrische Forni an: 

(a, - x'J + (z2 - x'J +- (x, - xP3y + @., - a'J2 = 0, (94) 

d P d G  d P d G  d P d G  d P d G  -- --t----- = O, (27) d x , d x f ,  d x , d s ,  d s , d x ' ,  d x , d x f ,  

wobei die Kugelkoiiiplese (2) uiid (la) durch clie Gleicliuiigen: 

P ( x , ,  a,, x,, % , ) = O ,  G(xt1,  x;',, x',, %',)=O (O-S) 

dargestellt sind. Es liaben selbstverst%ntllicll x', ,. . . , x', clie Bedeutung der 
früheren xl  , . . . , RI  J-. Dann kann icli iiiicli wie am aiigefiilirten Orte iiber 
diese Involution (*) zweier Kugelkoiiildexe (28) folgenderinasseil ausilrücken. 

Wenn in- einein R,, der die lhgeln eiiles R, z u  Puukteii liat, zwei FIS- 
chen, Punktniarinigfaltigkeiteil dreier Diinmsionen, zwei Kugelkoinplexe (les 
R, darstellen, deren partielle Differentialgleicliungeii CO' Integralfl~clieii ge 
inein liaben, so werden sich ilire Tangenteiiehenen i n  den zwei Berüllrungs- 
punkten eioer beliebigen ilinen geineilisamen Tangente von der Lange nul1 
senkrecht schneiclen; utid weiiii letzteres cler Fall k t ,  so inüssen umgekehrt 
die betreffenden Kugelkoiiiplese iiirolutoriscli sein. Oder kürzer: xwei Fldichen 
des R,, die m e t  i~zl;olutorisci~e I<~~gelkoml~lexe i n  X, uertreten, verhalten sich 
in  Bemg nztf ihre ge~izei~zsnwzeîz Tnîtgenteît voiz der Liitzge ~zull wie die beiderz 
~Wnn.ztelfidchen eitzer Euolzcte des R3 mit Bexug nuf ihre sii~l~tlicl~en gerweinsn~îten 
Tangektten. 

Die beiden MantelIliiclien einer Erolute sind iiatürlich selbst als itivolu- 
torisclie Kugelkoniplese besonderer Art nufzufasseii. (Weiin x, uiicl x;', nicht 
in P und G eingelien, lie@ dieser Fa11 vor). 

7. Weniî einer der Koinplexe (28) gegeben ist, z. B. F = 0, erhalt iiiari 
den anderen, also jetzt G = O, durch eitie partielle Differeritialgleichung erster 

(*) Dns Wort u Inroliitioi~ » bezieht sich hier nur aut die partiellen Differentialgleichungen 
der Koinplexe und hat fiir sie die spezielle Bedeutung, dass sie einfach unendlich viele In- 
tegralflachen geinein haben. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bdciz  1 u n d :  Einiges über Kugelkon~plexe. 7 5 

Ordnung, namlicli durcli diejenige, die aus P- O und den Gleicliungen (44)-(97) 
clurcli Eliininatioii von x , ,  x,, x,, x, entsteht. Aller wenn nicht F= 0, son- 
clern eine Gleicliung der allgemeineren Forln : 

vorliegt, bietet die Bestinirriung von G = O weit çrossere Scliwierigkeiten dar. 
Wir selien dies daraus, dnss die Eliniiliation der Gr6ssen x, wenn neben (99) 
niicli P= O gegeben ware, zu niclit weniger nls zwei partiellen Differential- 
gleicliungen 1. O. für G füliren würde, und dass diese Gleichungen nur 
ausnnhiiisweise ein solclies Integral wie G = 0 geineinsam liatten. Es tritt 
uns deslia111 hier die anclere Frage entgeçen, wie mari P zu bestiminen hat, 
dainit jene zwei partielle11 Differentialgleichungen 1. O. in R', (x',, x',, x',, x',) 
wenigstens eine Integral-AI3 gemeinsani hesitzen. 

LJm diese Aufçabe zu liisen, deuten wir zunaclist x,, x,, x,;  x', , x', , x', 
als unabliangige Variablen, schreiben z, z' statt x,, x', und betracliten sie 
als von x ,  , x,, x ,  hez. x', , x',, xt3, abhangig; wir fassen ferner die Gleichun- 
gel1 (24)-(27)) (0,9), cl. II. 

F =(.-a '"  1 2  i 
1 - ,4 )- + ( x ,  - x ,) 7 (cc2 - xl,y + (x3 - x'J = 0) 

Pz -  z - z '  -p~(~~-~',)-p~(x~-x~,)-p~(x~-x'~)=O, 

P, G z - 2' -pll (x, - d l )  - pz  (x ,  - xJz) - p3 ( x ,  - xr3) = O, (30) 
P4 = 1 t ~ l ~ ' 1  t p 2 2 3 ' 2  + ??3p13 = O, 

P, G f (a ,  x , ,  x,, x,, 2') dl, xt2, xf3) = O  

als Transforiiiatioiisgleicliu~~ge~~ zweier Gehiete (3, x,, x, ,  x,), (z', X I , ,  x',, d,) 
odeu zweier Rauine R,, R', in einander. Ziehen wir dann in R, beliebig eine 
AI,: z = cp ( x i ,  x,, x,), füliren wir ferner in F I ,  F,, F, für x,  y,,  p,, p ,  die 
Werte 1, d ~p 1 dx,  , d (p d x,, d 7 1 d x3 ein und verwenden wir nnchher die Glei- 
chunçen F, = O, F, - O, F, = O ZUP Bestimnîung von x i ,  x,, x,, so nehnlen 
mit diesen Wcrteii von a, x, , x,, x,, y , ,  p z ,  p ,  die beiden letzten Gleichungen 
von (30) die Form an : 

Ff4 (a', x', , x', , x', , y', , p', , p',) = O. 

B's (SI, x1 ) x"2 , 33'3 > P'I , p'2 , Y',) = O, 
(31) 

und durcli die Eleniente ( z ' x ' p ' )  einer ilinen beiden iilogliclierweise genü- 
genden AI ' ,  wird beknnntlicli auclî die Porsso~sche Relatio'n 

[B', Pt,]  = O (33) 
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76 Bach  lu n d :  Eiwiges über Kugelkontplexe, 

befriedigt. Aber 

wobei 

dF, a li, 
- a F,, 8 Ffrt 8 Fm a Fm 

> J I i k  = 
a2 x 

+pi t PI, -- + Pgr -- + p s i  --- dac, dx, ~ P L  ~ P Z  8 ~ 3  dxi dx, ' 
ferner : 

a f a f  a f  d f 
8 k? 

a f 
LF4 F s l ~  = - Zpc (F d +Pti -,) = a. d -pl - p2 - - a f 

8 x', P3 -?- 8x3 (33) 
und (*) 

woraus die Werte von [Fax,IE1 , [F4 x~]R', [F4 x ~ ] R ~  bestiinmt werden und 
womit wird 

(*) F', , FI2, B", .ideiitisch riull. 3'4 isl namlich der Wert, den Fi nach Eiiiführuiig der 
obigen Werte von z ,  x,, a,, x,' aniiimmt. Zur Bestimmung letzterer Werte wurden aber die 
Gleichungeii FI = O, F, = O, F, = O  verwandt. 
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fiiitlen wir in derselben Xeise, bei Anveiiduog der Gleicliui~geii [FI, P,] f O ,  
[Ti", Pj] E O, [P',  F>] Ez O : 

dB', <€fi d R , /  : ( d R t d F 2  iEF, ( XI--- I I  X, cl x, d x ,  pp dx, dz, d x ,  , 

Weil [Fi F,]E = O, [E', F,]RI = O, [F3 P 1 ] ~ ~  = O, folgt a u s  den Gleicllungeu 
[E",,, F,]Rl E O ; 111, i = 1, 2, 3, class IF,,, = O uncl soclanii aus den Glei- 
cliungen [FfIIL G O, in~iner  1124, i = 1, 9, 3, class 

[xi x , , , ]~ '  = O ; i, '111 = 1 ,  2, 3. (36) 

Auf Griiiid dieser Relûtionen (333)-(36) Itûnii also iin gegenwiirtigeiî Fnlle 
die Bedinguiig (39) wie folgt ausgedrückt werden : 

d FI cl F, cd F, 
d x ,  dx, dx, 

d Pi tl If', d F, - ( _ _ -  1 (1 +le +a: tP>) = 0. 
da, dx, clx, 

a- 3 
Wenli wie sorben zur Ahkürzung y,, stutt - uiid weiter 

d mi a le, 

gescliiieheii wkd ,  so lionlien wir der Gleicllulig (37) die lcoriii geheil: 
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78 Ba ck l u n d  : Einiges über I<uge lko~~~plexe .  

Eine Anwenduiig liiervon werde ich spater bei einer spezielleren Aufgabe 
aufzeigen. 

AnmerRung. Itn Falle eiiier durch fünf Gleicliungen allgemeirier Art: 
p; (z ,  X I ,  $2, x 8 , p 1 9  p9, 1 2 3 ,  z', ~ ' 1 7  ~ ' 2 ,  ~ ' 8 7  P ' I ~ P ' ~ ,  p13)=07  irl, 2 , . . . 57  
bestirninten Transforniatioil finden wir für die Iiivolutioi~sbediigung (32) die 
folgende zehngliedrige Forin : 

a, b, c, d ,  e = l ,  9,. . ., 5, wobei jedes Glied aus eiiiein beliebigen anderen 
durch von Zeiclienwechsel begleitete Vertauschung je zweier der Buchstaben 
a, b,. . ., e liervorgellt. Aus dem Gliede 

fol@ au€  diese Weise als zweites Glied der Suinine (39) 

und :ils drittes Glied 

USW. - Aus der vosstelienden Beweisführung und bei genügender Berück- 
siclitiguiig der Symiiietrie ergibt sich ohrie lxsondere Reclinung dieser Satz. 

8. Wenn in dem in der unmittelbar vorançeliendeii Aninerkung be- 
trachteten Fülle die Elilnination der akoentuierten Buclist~ben s', m',, p', atis 
den sechs Gleicllungen : (39) und F' = Ol j = 1, 9, . . . , 5, eine, und zwar nur 
eine von jenen Buchstaben freie Gleicliung in G, x,, p,, p,,, il k = 1, 9, 3, 
ergibt, so wird jeder hôtegral-JI3 dieser pccrtielletz Differe?&tia7gleichung 2. 0. 
eine galzze Schar votz m2 JI3 in R', e~çtsprechen. Anr1ernf;ills haben wir nocli 
die Integrabilit2tsbedi11g11ngeri : 
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Bdcklzc a d :  Eitliges iibor Iiugelkonqdexe. 79 

aufzustelleii. Wie jede in die Forni (39) zu briiigen k t ,  brauclie icli niclit 
I.wsoliders zu erklaren, (la. meiiie Ausführungen zuin Falle (30) aucli eirie An- 
weisimg zur Beliaiiclliiiig tler allgemeinereri Fiille geheri tliirften. 

Der Kürze liülber bezeicliiie ich die liiike Seite ~ o i i  (35) niit U. Unter 
Beriicksic~litigui~g der Gleicliuugeii (36) erhnlte icli die Gleicliuiig 

[ F', [F',  F',] = O 1 
als der folgeiiden iiquiralent : 

nlso kailil der Becliiigung = O die Fassuiig gegehen werilen : 

Weil 

(*) Man findet n%mlich: 
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80 R a c k  lun d :  Ei~ziges iiber ICugell~o~nplexe. 

und, A = 1 x, -xf,, p,, p', 1 : (1 +pl +pH +Y:) ( 1  +ptl +pl: +p13a) ( B  - z') ge- 
setzt, 

ergil)t sicli srl~liesslicll s tn t t  der ersteii roi1 (40) die folgeiicle Gleicliuiig: 

I n  derselbeii Weise bekoinmen wir fiir die zn-eite (40): 

d U x xi - X'J  - -- 
d f d U  + (x, - xtl, x2 - x f 2 ,  x:< - xl:J - - = O. 

d x', cl xti dp', 
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(Es ist wolil zu beachten, dass li'ier 

d U  d U  --- - d U  W U  3 9 

d x, dx, 
8 U (*), 4- Pi da + Y P k i  ' + Z Z Z.ws - 

?+=I dp, k = i  1=1 dpkz 

U die linke Seite der Gleichung (38), die eine Funktion von x, x,, x,, x,, 
pl7 2 1 2 7  p.37 p l 1 7  p l 2 ' . " 7  P s s 7  "7 ~ ' 1  7 ~ ' 3 7  ~ ' 3 7  P'I 7 p'Z7 P'O darstellt). 

9. Falls bei Einsetzung der Werte von x',, x',, x',, p',, pl,,p',, die sich 
aus den Gleichungen (30), (38) ergeben, in (41), (42) mvei von z' freie Glei- 
chungen Izernuskommen, so ist eratens zu beinerken, dass, wie ich b,aldigst 
zeigen werde, diese Gleicliungen, die jetzt als partielle Differeiitialgleicliungen 
3. 0. für z auftreten, unendlichfach unendlich viele 1nte~ial-n2'~ gemeinsam 
besitzen, und zweitens dass jeder dieser A l ,  eine ganxe einfach unendliche 
Schar won JI', : a' = p (a', , m', , x',) entspricht. Letzteres folgt fast unmittelbar 
aus der Form (40) unserei beiden Gleichunçen. Denn diese (40) maclien ge- 
rade die. Existenzbedingung einfach unendlicli vieler gelneinsanier Integral- 
Al', der drei Gleichungen (31), (38) aus. Auch die erstere Behauptung wird 
durch die Forin (40) der zwei Gleichungen für z begründet. 

Es seien nainlich im allgemeinen 1V zwei Funktionen von x', xW'<, pfi, 
Z, x, , pi ,  pik, p,,,; fassen wir nun x als eine bekannte Funktion von x, , x, , x,, 
ferner pi, p,, p,, als erste, zweite-und dritte Derivierten derselben und schliess- 
liedl xi  , x, ,  X, als durch 

zu bestiininende Funktionen von a', xfd, pf i :  so fornit die Einsetzung dieser 
Werte von UN, xi,  p;, pik, in V und W diese in Funktionen V' und WW' 
von z', cc',, p', um. Wenn noch drei solche Gleichungen als P4 (z, x, p, z', 
x', p') = 0, F5 (2, x, p, X I ,  x', pl) O und (39) oder (38) vorhanden waren, würden 
wir noch leichter dieselben V, IV c21s Futiktionen V" und W" von z' und 
B,  X, p, pi&, p,, allein darstelleii konnen. Gesefxt, dnss hierbei z' au,s V", IV" 
wegfdlt, so erlialten wir 

d V "  3 d V f d x ; ' ;  d W "  3 d W ' d x ' i  -- , -- - r, -- -- 112 = 1, 2, 3, 
dx, i,idxf, d z , ,  de,, .  i = i d x ; ' , . d ~ , ~ '  

(*) Die Zusainrqenstellungen k 1 und Ek hier gleichgesetzt und iiur je eiiinial genommen. 
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89 B a c k h n d :  Brdges  über Kugeticmptetce, 

frei von 2'. Was d x', 1 d LE,, d m', 1 d x,,, d d:', 1 d 2, betrifft, so werden sie of- 
fenbar durch die drei Gleichungen gegeben: 

k =  1 ,  9, 3, und sie k6nnen nur ausnahn~sweise = nul1 oder = unendlich 
werden. 

Wenn daher eine der sechs Gleichungen: 

eine algebraische Folge der anderen ist, so muss dasselbe mit den sechs 
Gleichunge n : 

der Fa11 sein, indein n2mlich diese dann mit fünf der Gleicliungen (44) gleicli- 
bedeutend waren. Wenn nun 

so gilt es zufolge der J~cosrschen Identitat : 

wenn f, y ,  i j ,  Funktionen von x',  x:, p'i bezeielineri, dass fiir die gemeinsamen 
Elemente der obigen 

Pi.', = O, F', - O, IF', F',] = O, (kG) 

für die wir im betrachteten Falle V' = O, T V '  = O liahen, a w h  

[RI, [R', IF', F'J = R., P f ,  [P., P.,] 9 11 [ [ 11 
sein muss. 

Infolge dessen muss für die gemeinsameri Eleinente (z'etip'ip'ik) der Glei- 
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d F', d F* 
-- = O, --- d [FI, F' ,]  

= O ,  -- = O  
d x ' ~  d xfi  cl x'~ 

eine iii den ersten Derivierteii von V' und IV' lioiiiogene und lirieare Glei- 
cllutig statthaben, utitl es werden also fünf dei. Gleicliungen (44) und damit, 
nach detn soeben Beiiierkteu, auch füiif der Gleicliungen (4.5) die secliste dieser 
Gleichungen nacli sicli zielien; - dies gilt jedocli niir liinsiclitlicli der Ele- 
mente ( z  xIpipikpikl)  der Gleicliungeii Ti" = O, TV" = 0. 

10. Weil sicli also die ersten Derivierteii der Gleichungen V" = O, 
11'" = 0 auf fürif Gleicliui~gen und demzufolge illre zweiten Derivierten auf 
seuii Gleichungen, usw., recluziereti, tiiüssen diese V" = 0, 18" = O jedein ilirer 
Elenleil te (z xi pi p,  p,,.,) uneiidlichfiich u~ieiidlicll riele Rertsgs teine der holieren 
Uifferentialquotieiiten von z zuorclrien, woraus fol& dass sie aucli soo Inte- 
gral-,II3 gemeinsaiii besitzen. Ueber den Grad dieser Mannigfaltiçkeit von 
JIs gibt folgende Betrachtung Aufschluss. 

Die Gleichungen 

seieri die eiiler beliebigeii JI2; an diese 41, scliliessen sicli verscliiedene 
woruriter icli zweifacli uiiendliche Reilien vereinigt liegender Eleiiiente ( z  txipipik) 
verstelie, jede durcli einen beliebigen Wert von p l ,  : 

bestiiniiit. Die Werte der übrigen pi, sind daiin durcli die folgelden Glei- 
cliutigen gegeben : 

und Werte von pi*,,,, , gegebeii durch : 
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usw. y). Die Gleicliungen (b) zülileii nitr für füiif, die Gleicliungeu (c) iiiir 
für neuii, die (cl) nur für vierzeliir roi1 ei iialider uiiübl&iigige Gleicliiiiigeii, iisw. 

Die Gleieli~iilgeii V" = 0, TV" = O sincl liiiear in Bezug nuf die drittcii 
Uif'fereiltial(luotienteii pi,, \-on r .  lcüge~i wir cliese Gleiclluiigeli iii~cl iliie De- 
rivierteii zu den vorangehendeil Gleicliungeii liinzu, so et-lialteii wir zuerst 
aus (a), (b), (c), V u  = O und TV" = O clurcli Elitnination cler zeliii pi,, i i i i t l  der 
zelm z,  x,, p, ,  y,, p, ,  pl-,  p18, pz? ,  p.',, p3,  eiiie lineaie pailielle Diffeieiitial- 
gleicliung erster Ordiruiiç für p I 1  iii dcr Form: 

A, B, C Fimktioiieii von xo, x,, y , ,  . Icli iieliiue cilie belicbige Liisung von (e) : 
yi i  = (xz,  x,) lleraus und setze niit diesein Werte ~ o l i  pI1  die Hecliiiung 
fort, Jedeiu Elemeiite ( x  xip i )  der 3- (a) wird dadurcli eili bestiiiiiiites den 
Gleicliunçeii V" = O, IV" = O aiigelioreiicles Eleiiient ( 2  xi pipi,  pikz) zugeorduet, 
und dniiiit wird auf cler Jf, (a) eine deil zwei Gleicliungen genügeiide AI", 
ausgescliiedeii. Jedein Eletliente dieser J I U 2  weiden iiachller durch die uier- 
zehn Gleichungen (d) und die einzige Gleicliung : 

Werte voii y,,,,, beigelegt, die ilen beideii Gleicliuiigeii V" = 0, 12"' = O uiid 
einer JI'", jener JI", zugleicli rmgeli6reii. Detiii durcli die voïigen p j k l ,  

d1V" dII"' da, 
+-2- 

d IV" é I I T "  d p  
dx, d x, d x, - O, 

t l  2, + - d a ;  

l~efriedigt. Es gibt ferlier, i-iacli der rorangelletiden N., eiiie ideiitisclie Rela- 
tion der Forin : 

2 A i  -- + pi 
cl TV"' 

t i  xi l V "  (1 xi 
J =O,  
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weslinll, hier siclierlicli die eiilzige Gleicliiliig (f) die übrigeii Gleicliungeii 
tl V" -- - 0, 

11 1 i- " 
= O iiacli sich zieht, uiid soiiiit aiicli durch die ohen a lge-  

(7 xi cl xi 
leiteteli \Terte von pi,,,,, eiiie der ol~igeii Jf ", rtiigeliorende und den Glei- 
cliuiigeii 5;" = 0, IV" = O geiiiigeiitle JZ"'- gegebeii k t .  

l n  tlerselbeii ITeise erkeiiiieii wir, dsss die einzige Gleiellung : 

iiii Vcreiii mit ileiieii, tlie fiir die J)~ : , , , , , ,  der letztereii JI'", gelteii und deil obi- 
gen (c) ulicl (cl) alitllicli siiid, Ker te  clieser Diffeieiitialtluotieiiteii besti~iiiiit, 
tlie eiiie J/:Y ergel~eii, die sich der vorigeii X"', uliscliliesst und den Gleic~liuii- 
ben V" = O, IV" = O geuügt. Usm. 

Siru7 nlso 

die Gleichungen eilier. bcliebigen JI,, d. 72. silrtl f, p, + be7iebig, - ist ferizer 

eirz beliebigert Iiîbegral der cor& f, y, $ und von 

tcbhii/rge~zden Gleichang (e), so gehort zzc eil~em jedeu (a%: p:p!k) der JI ' ,  (II), 
(i) eiiz vollig bestiiiimtes Wertsystem aller hlihere~l Differe~~liniqz~otie,lten .o.on (z), 
welc7~es die Taglorsche Reihe 

i ~ z  tlerr~ Qebiete, i n  tie~u sie kowergiert, azcr Repi iüe~~tct~zt i r~  ailier Iutegrnl-JI3 
VOIL (k) ~~cccht ,  u n d  s/aar del-je~ligetz eimigeu I i ~ t e g ~ ~ a l - ~ ~ , ,  welche qqleich die 
dl ', (h), (i) anthiilt. 

Es liijimten die Il7erte der frngliclieii p:!rr,,L uiiencllich gross ausfitlleu; ge- 
scllielit dies hei jedein beliebigeii (5  x,p,p , )  uiiserer JI'?, so gelit keiile 111- 

tegral-JI., durch sie. Wei-in dagegeii tlie ohen gescllilclerte Hecliiiui-ig die p,,,,, 
iiiiter cler uilbestiiiiiiiteii Foriii 0,O tlarstdlte, so ware es sogar iiiiiglicli, clnss 
sicli cliii~ll tlie JI", roi1 (k), die uilserei- ai1geli6rt, &" htegi.al-Ar, ~ o a  (k) 
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86 Biicklukbd: Eiuigeu iiber l i u g e l h o r ~ ~ ~ l e x e .  

hindurchlegen liessen: die X", ware dann eine ckarakteristische Ji ", unserer 
Gleicliungen. 

Hierüber liabe ich in nieiiier Abliaiidlung Zzcr Tlteorie der yartiellen Dif- 
feretztinlgleichzc~zge~2 mveiter Ordtzutzg iii Bd. XV der Matli. ,4nii. (1878), be- 
sonders in $ 4 N. 30, 31 S. 75-78 ausfülii.liclie~~ gesproctien, worüuf ich zuin 
natiereil Studium dieses Gegenstandes verweisen modite. 

11. Es war oben ançenoiiiinen wordeii, dass sic11 bei Eliinitlntioii der 
akzentiiierten Buelistaben z', x', p' nus (30), (33, (Pi), (42)  niclit weniger als 
zwei Gleichungen in x,  xi, pi, pik, Pik2, i?Ünliich die Gleicliuiigeii VI'= O, UT"= 0, 
ergeberi. Icli will nuniiiehr den itllge~neilieren Fa11 eroitern, wo n21r eine v o t ~  
den nkzentuierteiz Bztchstnbetz fmie Gleichzmg resziltie~t. 

Zielien wir wieder die fünf (fleicliuiigeri : 

F', =O, F',  = O ,  [F',E",] U'=O, [P', U']  = O ,  [a', U'] = O  

in Cetraclit. Danii t sie (*) eine Integral-3Z3 (in R',) geriieiii liaben, niüssen 
die Elemente (a' ~ ' ~ p ' i )  von vier dieser Gleichuiigeu, etwa von 

Pl, = O, F', = O, U' = 0, [F* U'] = O (a) 

nicht nur die fünfte Gleicliung: 

sondern aucli die drei Gleicliungen : 

hefriedigen. Die i t z  der oben beschriebewen Weise vorgerbommerze Elirrritbation 
der akzeiztzcierten Buclzstabeu ver~va~adelt sie i r z  vier Gleichzutgeîz i îz  R,, von 
deîzen die eitze, (b); eiiw lineare partielle Diferentia7gleichzc12g 3. O., die drei 
a+zclerera, (c), lineare yartielle Differe~~tic~lgleichzct~ge~z 4. O. fiir' a werdan. TVir 
werden un ten  erkemhen, dnss sie mm littegral-AI,: x = p ( z , ,  a,, x,) gen~einsalla 
besitsen: jeder derselbe~b entspricht eine I~zteyral-nf,  in R', der Gleichungen (a). 

Aus N. Y erselien wir ohne weiteres, wie (h) und (c) einerseits nls Funk- 
tiollen von a', %';, p';, andrerseits alki Funktionen von 2, Xi, Pik) p i k 2 ,  piLzvi 

(*) z = cp (xl, x g ,  x3) gedacht. (N. 7 ) .  
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Back 1 utzd: Einiges iibev I<ugelkomplexe. 8 7 

aufgefasst werden kenneil, ehenso auch mie im letzteren Falle ilire Derivierten 
linear von denen des ersteren Falles abhangen. Die ersten Derivierten von (b) 
erweisen sich, wenn 
trachtet wirtl, unter 

(b) ausschliesslich als eine Gleicliuiig in a', xri, p'i be- 
Beriicksichtigung der Gleichungen: 

d F', d F', --=O, -- 
d U' 

-0, ---- 
d a', ti aii O' 

als $quivalent mit: 

und weil die erste dieser Gleichungen mit 'der zweiten der Gleichungen (c) 
gleicli ausf%llt, liaben wir liieraus zu schliessen, dass (b) und (c), ausscliliess- 
lich in den unakzentuierten Buclistaben geschrieben, für die vi'erten Diffe- 
retitialquotienten von z nur fünf von einander unabhangige Gleichungen 
liefern. Die Anzalil der vierten Differentialquotienten betragt fünfzelin. 

Nachdem wir so gefunden haben, dass zwischen .den drei Gleichungen (c) 
und den ersten Derivierten von (b), - diese samtliclien Gleichungen in solche 
mit z, xi und den Differentialquotienten von z als einzigen Vnriahlen verm-an- 
delt und datnit als Gleichungen in R, gefasst, - eine homogene und lineare 
Relation statthat, ergibt sicli sogleich, dass zwischen den seclis zweiten De- 
rivierteti von (b) und den ersten Derivierten von (c) nichl weniger als drei 
lineare Relationen bestelien. Aus der Form der Gleichungen (c) (*) leuchtet 
ferner üucli ein, dass sich ihre ersten Deririerten auf nur sechs von einander 
unabliangige Gleichungen reduzieren. ünsere Gleichungen (b) und (c) liefern 
cleslialb ilur neun Gleichungen zwischen den fünften Differentialquotienten 
von 2. 

Wir schiiessen in clerselben Weise, dass die Anzahl der Gleichungen, die 
notwendig von den sechsten Differentialquotienten von z erfüllt sein müssen, 
damit diese geineinsailîen Integralen von (b) und (c) aiîgeli6reil konnen, 
vierzehii betragt; die Zahl der p,.,,,.,.,, ist dagegen achtundzwanzig. Usw. 

Die Differeriz der Anzahl der vierten Differentialyuotienten von z'und der 
für ihre Zugehorigkeit zu den früglichen Integralen notwendigen Gleicliungen 
würde nach dem Ohigen gleich zehn sein; 

(*) Und u iiifolge der in N. 9 zitiPrteii Jacobischen Id~iititiit», ware vielleiclit hinzu- 
ziiftigrn. 
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die der Anzahl der.fünften Differentialquotienter-i von a und der fiir 
diese vorgeschriebenen Gleichungen gleicli zwolf; 

die entsprecl-iende Differenz für die sechsten Differentialquotieiiteii 
von a gleicli vierzehn, usw. ; 

der Zahlenwert der Differenz steigt mit dein Grade der Differential- 
quotienten. Hieraus konnen wir erkennen, dass es unendliclifach uiiendlich 
viele Reihen von der Forrn (1) der N. 10 geben nluss, die ebemoviele den 
Gleichungen (b) u n d  (c) y e ~ ~ b e i n s a w  I~ztegral-JI3 darstellen. 

Eine Frage verwandter Natur habe ich in der oben dargelegten Weise 
sclîon vor langer Zeit behancielt. Sielie ineiiie Abhandlung (1880) in Bd. XVII 
der Math. Ana., S. 315 (N. 27). 

Jetat gibt es eine eindeattige Korrespondew xwischen den  L o s m g e n :  

der Gleichungen (30), d. 1 ~ .  xmkchen  denjenige~z M ,  der beiden Rawnbe R,, R',, 
die bei der Transformatioiz (30) N ,  bleiben. Dies wurde sclion oben betreffs 
der Integrabilitat der Gleichungen (a) beliauptet. 

Eine Anwendung des Yorstehenden. Satxe von Weingarten. 

14. Inwiefern nian das oben von der Transformation (30) Gesagte auf 
den allgemeinsten Fa11 einer durcli fünf beliebige Gleichungen 

begrütideten Transforination übertragen kanii, dürfte aus der Anmerkuiig am 
Ende der K. 7 erhellen. Icli inochte sogar behaupten, das aus den Erijrte- 
rungen der N. 8-11 die allgeineine Theorie Wort für Wort abzulesen ist. 1111 
Folgenden werde ieli iiiicli daller ausschliesslich bloss mit eineiii selir spe- 
ziellen Falle der Transforination (30) bescliiiftigen. 

Ich neliine niinilich an, dass die fünfte der Gleicliungen (30) einfach die 
Forln liat : 

F,=f (x , ,  x f 3 ) = 0  (49) 
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und suclle dann nach m6gliclien Liisungeii : 

clieser Gleicliungen. Icli stelle in. a .  W. die Frage auf, oh es nloglich ist, neben 
clen Gleichungen (30) nucli den Gleicliungen : 

p, = O, p', = 0 (50) 
zu genügen. 

Statt x , ,  x,, p l ,  9.7,; d,, x',, p',, p', schreihe ich x, y, p, q Iriez. a', y', p', q' 
und stelle demgeniüss und ~ in ter  Berücksichtigmg der Annalinzen (49) und (50) 
die Gleicliungen (30) unserer Transforniation in der folgentlen Forin dar : 

(X - XI)? + (y - y'), + (Z - 4 ,  + (x3 - xlJ = O) 
8 - n  J - P (X -x') - q (y-y') = 0, 

Z - 5'--pl(x- x') - q l ( y - y ' )  = O ,  1 I+ppl+~cy'=O 

1 
Hierauf brnuclie icli iiur x, y, a; x', y', s' als Koorcliiiateii der Punkte 

zweier Rüulne R, (x, y, z), RI3 (x', y', 2')  aufzufassen und 

zu setzen, ferner RI und R, als die zwei Hauptkrüminungsradien iin Punkte 
(5, 1, () einer Flaclie in einetn Rauiiie R", ([, .fi, [) zu deuten, uin das Vor- 
Iiancienseiii von I16sungen der gesucliteiî Art  zu erkeiinen. Je zwei korrespon- 
tlierende Losungen von (51) : 

k3 = cp (z, Y), Z' = + (x', y') (52) 

stellen riiimlicli die zwei Miintel der ErolutenflXclie eiiies Integrals 5= P([,  ïi) 
der partiellen Differentialçleicliug 2. O. iii R", : 

f ( R ,  \/T, R, 4-1) = 0 

tlsr, wol~ei niit RI, R, die beiden Wurzeln der Gleicliung in Ru, : 

hezeicliiiet werdeii, 
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13, Folgeii wir aber den weiter ohen gegeheiien Voi.sclirifteii, uni zii 
L6sutigen (59) zu gelnngeii, so Iiaberi wir, sell~stverstGricllich uiitei. Berürk- 
siclltiçung von ($9), (>O), zunaclist die Gleic.liung (35) aufziistolleii, i i i i t l  

erlialteri : 

1 a f - (p'  ( r  (x - x') + s (y - y')) + q' ( S  (X - x') + f (Y - 9')))' (x3 - ~ ' 3 )  - - 
I 8 x', 

moraus unter Bertclitung der folçeiitleii aus (51) herzuleitericleii Relationeii : 

d. 11. dass : 
a f 

eine seit der Abhandlung von EEINGARTEN: Ueber eitze Classe ccuf e i t z a d e r .  
ccb~uicheZbnrer P l i i c lwb  iii Cielles Jourrial Bd. 59 selil. hekaiiiite Forniel für 
da s  I~rümiiiuiîgsiiiass eiiier Evolutenflaclie der gesucliten Art. Fiir die eiit- 
sprecliende Flaclie in R',, also für die zweite der Flaclieil (.2), gilt es offenbar, 
d u s  in  deil eritspreclieilden Punkteil 

8 f 

(Das Produkt der Krümii~iiiigsniasse der 11eideii einnnder eiitspreclienden 
Flaclien in eiitspreclietiden Punkteii wircl nlso gleicli 1 : (R,  - R,)" ,vie es 
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von HALPHEN langst angegcben wurde. Sielie etwa Lurm BIAKCHI: Vorle- 
stcttgetb über Differe~aticclgeoll~etrie, Zweite Auflage 1910, S. 250, Gi. (16), (17)). 

Verstelien wir uiiter @ den allgeiiieinen Ausclruck des I~rüriiniungs~~asses 
und unter F ( R , )  die redite Seite von (Sa), diese jetzt mit Hülfe der letzten 
der Gleicliurigen (al)  f (x,, x',) = O  in eine Funktion von RI verwandelt, so 
konrien wir die in den obigen Gleicliungeii (41), (42)  mit U hezeiclinete 
E'uiiktion gleicl~ 4 - F (RI) setzeri. 

14. Mit dieselil Werte von U (") : 

U =  (P - F ( R , )  

reduziert sicli die Gleicliung (41) auf ilir erstes Glied und ergibt also : 

d a  d 4) 
(X - x') + (y - d)  -- + (R, - R,) P' (RI) = o. d x d?l 

Auch die Gleicliuiîg (42) reduziert sic11 auf ilir erstes Glied und weiter, 
3 d U 

infolge der soeben verzeiclinetei~ Relation : (xi - x;;) -- = 0, auf das erste 
i=l d xi 

Glied jeiies Gliedes, woraus fol@ : 

r ( x  - x')" 2 s (x - x') (y - y') + t (y - y')= O 

abgeselieii wird. 
Rie  icli iinten naher erklSreii werde, besagen jene Gleichungen (S), (56) 

iiur was übrigeiis von aiiders wolier wohlbekannt kt ,  nanilicli clie Glei- 
cllurig (53) ,  dass auf jedei. der gesucliten Flaclien z = (x, y) clie Kurveii, 
(lie die Geraden (x - x', y - 21: x - x') als Saageiiten haljen, clie Kurven 
@ = C als Ortliogonalkurren besitzeii, und die Gleicliuiig (541, dass diese 
Kurveii @ = C unter sicli parallei sind. Ersteres fol@ wesentlicli daraus, dass 
die Kiclitung der T,znger~te eiiier der letzteren Ihrveii iiii Puiikte (x, y, z) 

(*) Offenbar wiirde sich eiiie grossere Ucbereiiistiiiiiiiuiig mit dei11 Vorangehenden ergebeii, 
weiin niaii i n  U die Variable R, (=- x', 4-l)stittt BI aufnahme oder, wie i i i  (53), zugleich 
heide II?, und R, bewahrte, Wir koiuineii jedenfalls zu deinselben Schliisse. 
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mit der einer Geraderi (p', y', - 1) zusarninenfZllt y), letzteres claraus, düss 
der seiikreclite Abstand zwischeri zwei unendlicli benaclharteii jerier Kurven 
und @ + t l  @ gleicli - d @ : F' (R,) wird (**). Dieser Abstancl wird clniiii 
wegen (53) (***) gleicll - d R, iiiid k t  als iiiir von R,  athailgig zu betracliteu. 

Jene U~nhüllungeu der Geradeti (x - x', y - y', z - 2')  inüssen folglicli . 
geod&tisclie Liuien der Flzclie ,N = ? (x, y) sein, und wenn l~esoiiclers 
zc (x, y, a) = Konst. die Scllar dieser Uiiiliülluilgsliurren clûrstellt, erlidten 
wir das Quadrat duo  des Linieneleiiientes uiiserer Flaclie in der Foriil: 

Es gilt i~izwisclieii von jeder uiiserer liurveii (b = lioiist., dnss fiir sie 
niclit nur R,, sondeix aucli R,  - R, konstant k t .  Aber der geod&tische Ra- 
dius solcher Kurve, n k  zu der Flaclie s = cp (x, y) geliiirig hetrnclitet, ist 
gleich J(x - x')" (y - y')" ((z -- 2')' uiid deinnnch wegen der ersteii der 
Gleichuaçen (5lj gleicli R, - R, (****). Nüch eiiier liir die geod5tisclie ICriiin- 

(*) Betreffs der Richtiiiig (cl x, d y,  d z) dieser Taiigente folgt niiinlich ails (%), mit der 
Gleichung cl z - p  rl r - q d y = O znsaiiiiiieiigestellt, dass : 

also wegeii der vierteil Gleichung (31) cl x :  tl y : c l z = p l :  q': -1,  vie obeii behauptet wurde. 
Nan beobaclite auch die dritte Gleichuiig (51). 

(**) Weiiii ntiriilich mit cl s, der fragliche Bb~tiiiid bezeichiiet wird, besagt (X), dass, weil 
jetzt x - w' : R, - R, gleicli cos (cl s, x) k t ,  usm. : 

(***) Die Gleichung (53) lautet: 8 = 6 (R,), woniit 

und also iiach voraugeheiider Note : 

(****) Iniriier werdeii auf der Evoluteiitl&che eiiier FlSçlie, dereu Haul)tkrüiiiiii~iiigsr:iclie~i K , ,  
K, siiid, - es sei f (RI \/- 1 ,  R, \I-T) koiist. oder niclit - die Kurven R, = Koiist. unter sicli, 
sowie auch die Iiur\~eii K ,  = Koiist. uiiter sicli geodiitisch parallel uiid K, - K, geodiitischer 
Iiriimin~iiigsradius derseltmi. Sielie RIANCHI, Irorlesu~~gei~ iiber Diffeveiiticdgeoiizetl-ie. Zweite 
Auflage 1910, S. 246, 
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iiiurig gelteiuleil Formel muss dann aber sein: 

(BIANUHI, Vo~' lesz~~zgen  über Differet~tialgeonzetr.ie. Zweite Aiitlage 1910, S. 194, 
953). 

d Also: --(log JG) liaiigt nur von RI  ab, und es k t  somit 
8 fi, 

JG = det .  Funkt. (R,) X willkürl. cp (u). 

Fülireri wir dann in (56) zc' statt zc als Variable ein: 

d= q ~ ( u ) d u ,  

so selien wir, düss 
! 

was von WE~NGAKTEN folgendemassen gedeutet wird: jeder EuoZutei.t~i~n~ztel 

z = y (x, y) ei,ner Flache, srvischen deren Haupikrü~î~~~zungsradietz eine Re- ) 
Eation f (R,  F l ,  Ra d-7) = O Geltwny hat ,  ist  auf eine Rotatio.nsfi&che ab- 
wickelbar, deren Bestitntnung von der finktio~zsfornz f abhiingt. (BIANCHI, 
1. c. 135). 

15. Die Elimination der akzentuierten Bucllstaben aus (54) und c55) 
wird ohne Mühe mit Hülfe der folgenden aus (51) abgeleiteten Gleicliungen 
vollzogen : 

(y - y') J1+ pe + qr dl + pl2 + = - ( p  - y') (R ,  - R2),  

1 + l î p ' + q q l =  0, 
und ergibt : 

Die Eliinination von R, nus. dieser Gleicliuiig und der Gleiclluiig : 

0 = 3' (RI )  
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fülirt dann zu einer partiellen Differentirdgleicllung dritter Ordiiung für 2, 

da iiiimlick nur der Abkürzung lialber statt 

gescliriebeii worden ist. Hierzu treteti aber iiacli deiii Vorigen iiocli anciere 
Gleichungeti. Dass die Aufgabe clurcli eine partielle Differentialgleicliul~g von 
nur zweiter Ordnung erledigt wird, fol@ aus dein am Ende der N. 19 
Erorterten. 

Ueber Orthogonalsysteme. 

16. Die Gleicliungen (24)-(97): die spater durcli die vier ersten der Glei- 
cliuiigen (36) ersetzt wurden, gehoren zwei Kugelkoii~plexen 

an  (*), die aus je einer der beiclen Scliaren von Hauptkugeln einer einfach 
unendlicheii Flaclienschar des R, bestelien. Es seien (F), (F') zwei unendlicb 
benachbarte Flaclien dieser Scliar, (x', g', 2') ein beliebig angenommener 
Punkt der ersten I'lache, (x' + 8 x', gr  + S y', s' + S 2') derjenige unendlicli 
iialie Punkt der zweiten, in dein sie von der ini ersteren Punkte auf ( F )  er- 
richteten Nornialen getroffen wird. N i m  wissen wir aus der G!eichung (18), 
dass diejenige der beiden von (x', g', s') susgehenden Krünimungsku~veii 
auf (F) ,  die eine Cliarakteristik der voiii Koniplexe F= O begrüncleten par- 
tidlen Differentialgleicliuiig 1. 0. kt ,  die Kichtung (d x', d g', d z') liat, wobei : 

, dB' , =(x*-X4)--(x1-X,)-:  
8 XI d cc, d X, 

, d P  d F 
: (cc, -- x J -- 

8x3 

(*) Hier sind wieder xl, x9, x8 Mittelpu~lktskoordiilaten, R Badius eiiier Koiiildexkugel 
~11d CC, = R J -  1. 
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Raclz 1 u n d  : Einiges über I<ugelko,~nplexe. 95 

und dass die andere jener Krümmungskurven, die eine Charakteristik von 
Y (x", y", x", p", 4") = 0 ist, - wenn die vom Konlplexe G = O begründete 
partielle Differentinlgleicliui-iç 1. O. so wie i n  N. 5 bezeichnet wird, - die 
Richtung (dx", d y", dx") liat, wobei: 

Bezeichnen wir die erste dieser Krümtnungskui.ven mit C und die unen- 
dlieh nahe liegende, durch (x'+ 8 x', y'+ 6 y', x' + 8 x') geliende Krümmungs- 
kurve auf (F') mit C', und stellen wir uns eine Flache vor, die knqs  C und 
Cf die beiden Flaclien ( F )  und (B) senkrecht schneidet,, was jedocli nur 
ausnahnisweise inoglich ist, und bezeichnen wir mit r diese Flache, so wissen 
wir, dass C und Cr auch auf 1- Krümmungskurven werden und dass sic11 
also die zwei Flachenelemente von r in den zwei Punkten (x', y', x'), 
(x' + 8 x', y' + S 3: x' +- 8 8') in dein am letzteren Punkte haftenden Linien- 
elemente (d x' -+ 8 d x', d y' + 8 d y', d x' +- 8 d a') von C' schneiden. Es wird 
dann das Linieneleinent (68) auf beiden Linienelementen (57) und (dx'+8dxf, ...) 
senkrecht stehen; es sol1 also in1 angenominenen Falle nicht mir sein: 

F' (x,) @' (x',) +- F' (x,) a' (x',) + F' (x,) @' (x',) + F' (x,) c ~ '  (x',) = 0, (27) 

sondern auch: 

Un1 die Rechnung weiterzufüliren, inüssen wir uns noch von den Werten 
von 8 ml, 8 x,, 8 x , ,  S x',, S x',, 8 x', Kecliensclinft gebeii. Ganz so wie 
x,, . . . , II;,, z', , . . ., xfp Koordinaten zweier Ihçelii  der Kugelkomplexe F = O, 
G = O sind, die iin Puiîkte (x', y', a') die Flache (F) berühren, werden 
x, + S x,, . . . , x4  + 8 z 4 ;  xrl  $- S X I , ,  . . ., d4 + 8 xS4 Koordinaten zweier Kugeln 
derselben Komplexe, die im Punkte (x' + 8 x', y'+ 8 gr, a'+ 8 8')  die unen- 
dlich benachbarte Flsche (Y) berühren. Und deswegen erhalten wir erstens: 

a a i 
(x - x i )  8 ( - x i  = O, Fr (xi) 8 xi = O, ,E Gr (XI) S x '~  = O (a) 

i d  i=l ?= 1 
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96 Ba c k l und : Einiges ii ber I<ugdkomplexe. 

und zweitens, wie aus der Differentiation der Gleichungen (17): 

unter Beachtung des Uinstandes, dass 

wohei zur Abkürzung v statt 
- 

(xt4 8 x4 - L C ~  8 xt4) : (x4 - xn4) + 8 s' 4- 1 
gescllrieben ist. 

Wir verbinden dann mit den Gleichungen (b) den Wert von v unter 
der Forin : 

und schliessen weiter aus der ersteii der Gleicliungen (a), dass: 

4 
1- 8 s' - 1 (x* - xlJ = (%; - x';) 8 xi . 

i=l 
(d) 

inzu- Es sind drittens die Differentiale der Gleicliungen (25), (96), (27) h' 
zufügen. Was übrigens die Gleicllung (27) hetrifft, so ist sie oben (N. 5) aus 
der Gleichuiig : 

gewonnen, und die liiike Seite ihres Differentials ist denmach eine Surnine 
von zwei Gliedern, deren eines die linke Seite von  (59) und deren anderes 
die lirike Seite von 

3 
[ ( x  - x ( )  - ( x  x ( X , )  8 x x G d )  - ( - x G ( x )  = O 

P = l  1 [ 1 
ist. 
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Wenn dalier (59) Geltung liat, so ist aucli : 

Nuil ist obeii gezeigt worden, tlass iii deni Falle, in deni die Integral- 
flaêlieii der Koiiiplexe P= O, G = 0 von m' anderen Flaclien liiiigs der 
Krüiiiiniingskurreii der eirien Schür senkrecht gesclmitten wercleil, die Glei- 
cliixng (59) unter der Voraussetzuug statthat, dass die frngliche Scliar der 
Krümiiiungskurven tien Cliarakteristikeii der Differentialgleicliung des Koiii- 
plexes F =  O angehiirt. Auf Grund der Ceweisfiilirui~g iiiüsseii aber aucli 
uiiigekelirt, sobald (59) erfüllt ist, jene Integralflaclien Iangs jeiier Krüm- 
inuiigskurveri mi Fl&Aien senkrecht sclineiden. Aber dass.mit (59) aucli (60) 
erfüllt ist, hedeutet dnnn, d a s s  cm: F l u ~ h e ~ ~ ,  d ie  l i inys ilwer I<rii~~z~~zungsl~urz~eîz 
der  eiuen S c h n r  cm' Flachen senkrecht sc7rneiden, notwendig a u c h  Zaîzgs der 
l < r i i l r r ~ ~ z k t z ~ s ~ u r v e n  der  anderen  S c h a r  FU oc1 anderen  F l a c h m  dieselbe Be- 
c i e h u ~ l y  habett : sie ~ m c l ~ e n  also jetzt d e n  Bestandteil  e i ~ e s  drei fachen Ortho- 
go~mlsys tentes  atm, wie DARBOUX zuerst angegehen liat ("1. 

Hierbei ist nocli folgendes zu beachteu. Wenn die K&gel (1) der N. t 
deln Koiiiplexe F= O augehort und weiiri senkrecht zu ilir durcli den Kreis 
(l), (11) eine neue Kugel gelegt wird und wenii man cliese Konstruktioii fiir 
s%mtliclie Kugeln von F= O x-erfolgt, su hekotiitnt inan alle Kugeln cles zii 
P-  O reziproken Kugelkoniplexes. Dessen Gleichung werde icli mit P'= O 
hezeiclinen. Der dein Komplexe G = O reziproke Kugelkoiiîplex inag G' = O 
sein. Wiihrerid dann eine der drei Flaclienscharen des von F= O, G = O im 
Falle (59) begründeteii Orthogonalsystenies tliesen Kugelkomplexen als ge- 
iiîeinsaiiie Zntegralschar angeliort, gellort deren zweite dem Komplexe P'= 0 
und deren dritte dem Koniplexe G' = 0 an ; und wenn H= O der zweite 
Kugelkoniplex ist, der mit P' = O jene zweite Flacheiischar als gemeinsaine 
Integralscliar besitzt, wird die erwalinte dritte Flaclietiscliür von einer dein 
Koinplexe G'= O und clein zu H= O ieziprokeii Kugelliomplexe gei~ieirisamen 
liitegralscliar geliefert. (Was von mir sclion 1873 S. 17 meinei Abliandlung 
Et t  b i d r n y  till kulkoaz~lexerrlcts theori, L ~ ~ i i d s  universitets Lrsskrift T. I S  dnr- 
gelegt worden ist). 

Die Beclinguiigsgleicliuiig (59) koiinen wir leiclit mit Hülfe der Gleicliuii- 
gen (24)-(27) und der Formeln (a)-(ci) dieser N. in eiiler eiufaclieren Forni 

(*) Siehe DARBOUX, Le~om SUT l a  théorie gdnérale cles Surfaces, B.é?m partie, p. 963. 

Amzuli c7i Matewl t i ca ,  Serie 111, Toiiio XX. 13 
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darstellen. Zu deni Zwecke berücksiclitigen wir zuniiclist was aus (9.5) unci 
(b), (c) folgt, dass 

h 8 sJ J-T (x, - x',) F' (xi) 8 x', = - F' (ri) 
i= L Xt 

ist und ehenso nacli (96): 

Es folgt daim nus (25) auch: 

Durcli Ausführuiig der in (59) gezeiclineten Multiplikationen finden wir 
ferner für diese Beclingung den Ausdrnck: 

und scliliessen liieraus und aus (97), ( f )  und (g), dnss (39) der Gleichungs- 
forni 

4 
G' (cdi) 8 3" (xi) = - 

8 s' J-i 
( x ,  -- x',) F' (x,) G' (x',) 

i= 1 x', A', 

oder nach (d) : 

4 
Y'(%',.) 8 F' (xi) = - 

P' (x,) G' (x',) " (,xi - x',) S xi 
è=1 xa %'a i = !  

(61) 

üquivalent wird. 
Die Gleicliung (GO) lautet offenbar alinlicli: 
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17. Als Bedingung dafür dass eine Integralschar zweier iiivolutoriscl-ier 
Kugelkonlple~e F (x,, x,, x,, x,) = O, G (xf l ,  xPz, x', , x',) = O in eineiil Ortho- 
gonalsys terne eiitlial teri svi, is t cleinnacli zu fordern, düss iîiclit nur die Glei- 
cliuugen (%-(88), sonderil mit ilinen aucli die folgeiideii vies Differential- 
gleicliuiigen gültig sirid, d a s s  cliese also durcli geeignete Rerte  von 8 x, 1 S x,, 
8 x, 1 S x,, S x, 1 S x, hehiedigt verdeil : 

d 2  F F' (x,) $ [ E (z, - xtk) -- - -- (xi - m i )  s xi = O, 
i=l k-1 dx,da,  x, 1 

Wemi wir drei Funktionen U ,  1) TV einfüliren : 

4 , 1 F' (x,) 
u= 2: FJ(x,)(x,-x,)--- S (x, - x'J, \ 

k= l 2 X4 k=L 1 

4 1 F'  x )  G ( x '  
IV = x G' (x',) F' (x,) + - x (xk - x'J2 

k= L "2; x4 x', k = i  

und deiiîgeinass die ~~orsngellendeil Gleicllungen in der Forrn schreiheii : 

ltiiiiiien wir aber aucli die fragliclie Bedinguug etwn so ausdiücken : 
D a m i t  d ie  zwei I<ugelko~~iplexe P(x, ,  x,, a,, x,) =O,  G (x',, x',, x',, a',) = O  

e i ~ z e  Integrnlschnr  gemei~tsnne besitxen, d ie  in e i n  Orthogonalsystem eingeid, 
ist erforclei.lich, d n s s  einerseits : 

uncl d n s s  andrersei ts  d ie  D e l e r m i ~ m n t e  der  vieil. Fitddiotzeîz F, U ,  V, W (63) 
f i r  dieselberz l l é r t e  2;on x, x' .t.ei.sch~ci~ztlet, lcenn die  i l !  i l lnen  stecXenden z' 
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CCZS Ij01~stcçtzteiz~ also nzw x,, a , ,  x, ,  x, nls Vcçrinbleiz betmclctet wertZer/, tcrctl 
uri~gekehrt. 

Weiiii P und G tinter der Foriii : 

Z - f (x , ,  XB7 x3), 2' - fJ (xJ i ,  d2, da) 

(Z = xl, Z' = X'J çedacht werden, bekoliinieil wir also iiii gegeiiw2rtigeii Falle 
für X ,  z', x t l ,  XI.,, xf3 fiinf Gleicll~iiigee, etwü die vier ersten der Gleicl~uii- 
gen (30) und statt der füiifteii (30) : 

Letztere Gleichung wird in Bezug auf 5 eirie partielle UiEt'erentiuIgleic#liiii~g 
zweiter, clagegen in Bczug üuf  d niir erster Orthiuiig. \Veil aridrerseits dit: 
Flaclienscliaren der Ortliogoiîalsysteiiie Liisuligen einer partielleii Differeii- 
tinlgleicliuiig 3. 0 .  mit tlrei iiiiaB1iangigeii Variahlcii siiicl ("1, geniigt die 
L6suiîg dieser Gleichun; 3. 0. uni alle Losuiigspaüre n = f, s' = g jelier fünf 
Gleicliungen zu gewinneii. 

Bei eirier in 1 beliaiidelten Aufgnhe wurcle ilire L6sung auf ein Systeiiî 
von vier partielle11 Differentialgleicliungen mit drei unabliiingigeii Parialden 
zurückgeführt. Die eine clieser Gleicliutigm \var dritter, die drei iihrigen waren 
vierter Ordnung. Sielle K. 11 S. SG. h i n i t  wird iri clieseiii Fnlle düs iiiitige 
[iitegrntionsgescliaft vie1 einfaclier als clas iiii voi.liegendeii § Erorterte zu 
betrachten sein. 

Die obige Fuillitioualtleteri11i11atite 1)ekoiiiiiit in tleni soebeii I~esprocheiien 
Fnlle: P r  x - f (x,, x 2 ,  x,), G ZE z1- (x', , x',, x',), die Porni : 

(*) Siehe z. B. rileine Ahliaiidl~inp : L l m ~ e ~ ~ ( 7 w ~ g  U O ~ L  S i i t z e ~ ~ .  iiber p u ~ t i e l l e  Di/j%rei~tialglei- 
chuirgeu etc. in Nath. Aiin., Ud. 40 (1891), N. 38, S. 2lkG. 
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wobei zur Abkürzung gesetzt ist : 

@ = p l ,  ( x ,  - xl,y + p p 2  (x2 - x'J + p 3 3  (& - ~ ' 3 ) %  + -p l?  (x l  -%Il) (x% - x'J + 
t ' ~ 2 3  ( ~ 2  - x ' P )  ( ~ 3  - ~ ' 3 )  t ' P S I  ( ~ 3  - ~ ' 3 )  ( X I  - ~ ' 1 ) )  

§ 4- 

Eine Anwendung des Vorstehenden. 

18. In alteren Abliandlungeri über PLÜCKERSC,~~~ Liiiierikomplexe 11e- 
dient sicli FEIJX KLEIN sechs liomogener l,itiienkoordinatei~, zwisclien denen 
eine quadratische Identitat stattliat. Nacli LIE kann man sie auch als Kugel- 
koordinaten anselien. Von den obeii angewandten x, ,  x , ,  cc,, z, koinmt man 
zu  den neuen Koordinateil durch Betracl-ituiig des Punktrauines (a ,  x,  x, x,)  
als stereograpliisclie Projektioii einer iin Kauine R, ( y ,  1 y,, y2 y6,  ZJ~ 1 y,, 
y& 1 yg , yj  / ys) gelegeneri M4 : 

(Vgl. F. KLEIN : Ueber .Linieqeo.metrie ztnd metrische Geowetrie. Mütli. Alin., 
Bd. 5, S. 864). 

Die Gleicliungen der stereographisclien Projektion lauten zun%c,hst: 

wohei h eine Konstaiite und u,, zi,,. . ., zc, rechtwinklige Kooi.ditiateii der 
Punkte des Rj becleuten. Es wird dann 

t h :  + Z G ~  + U: + 24: + u5 (u, - h) = O . 

oder 

die Gleicliuiig der fundaiiieiitaleii X: 
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Fülireii wi i  dawi  y,, y2,. . . y6 als hoiiiogr n e  Iiooidiiiateii e h  : 

1 ~i I - 
ui = - 1 ,  i l  , 3, 4, zr, 1.4= I l l f l a \  1, 9 y,; 02; 2 y,; 

so  liefert utis die allgeiiieiiie liiieare, lioniogeiie und ortliogoilale Transfor- 
mation dieser sechs y die K~~~:rrischen Liiiielikooi.tliil;tten. In ilinen stellt 
sicli (63) uiitei. der E'oi.ii1 (64) tli~r. 

Bis auf weiteres lege icll deil y die ol~igc spexielle Becleutuiig bei und 
setze deinriacli : 

1st ferner 1; (x , ,  x,, x, ,  XI,) eine Funktiori nllgeiileincr Art ruii xi ,  so wird 
sie zi in~clist  durch die Sid~stitu tioneii ((ici) in eiiie 1~"unlition voii y,, y 2 , .  . ., gÿ  
rerwandelt : 
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Bti ch1 ?n nd : Einiges über I\rugelko~î~plexe. 103 

ergiht sicli 

Mit den Suhstitutioneii (GG') wird: 

Weim ;C (x', , x', , x', , x',) eine belie bige Funlition von x ' ~  hetleute t und 
wenn diese inittelst dei. Substitutionen (6G') i n  eine Fuilktioii voii y', , . . . , y', 
iimgeformt wird, so selien wir leiclit e h ,  dass: 

4 ,  r I ( y : , - ~ c ~ ' ~ ) ( y ' : , - ~ ' 6 \ ~ ~ )  ' y + (xJX (xi)=-- 
/&- 1 q (f i<) z' (y ' ; )  

i= L i=L 

und  dass: 

also : 

111 c k i i  i i  eueii Varinldeii ncli ineii daiiii t die Gleicliuiigcii ("2)-(97) die 
Forin a n  : 
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Die allgeineinste lioinogene iiiid liiieare Transforniatioii der Vûriableii, 
(lie zugleicli orthogonal ist, 19sst eiiie jede tlieser Gleicliuiigeil iiiigeiiiidcit. 
1113 Vereim illit (6%) stelleii diese daller i i i  clen allgeiiieiiieii I<r,r.:i~sclieii Kooi*- 
tlinateii die Ii~rolutioiisl~ediiigi~~ig der voii deil Kugelkoiiil~leseii P= O, G O 
begriintleteii 1)artielleri Uiffereiitialgleiclliiiigcii erster Oidi iu i~g des R, tlnr. 

19. Gesetzt tlass P= O, G = O zwei koiifokale l<ugelkoinplese zireiten 
Gra(les tlarstelleii, etwa : 

so fiiitleii wir die Differeiiz der lirrkeii Seiteii tlrr zweiteii iiiid tlrittcii der 
Glcicliuiigetl (67) gleicli 1, - A,, iiinl 

6 9 r - II Y'A. 
651 (ak + ho) (0: + 11) 

iirid tlüiiîit aiicli gleicli dein Produkte von 1, - A, : L! uiid der liiikeii Seite 
der vierteii jener Gleichuiigeii (67). Diese Gleicliiing wird tlniiiit eine alge- 
braisclie P'olge der aiicleren (67), moraiis Jiervorgelit, r7rrs.s zwei beliebige ILOH- 
foknle I<tcgelkoi~~~~lese (68) ir~nuer eine ei~tfirch ztller/d/iche Sc71crv vol8 genzeiw 
saruen I u  fegrnlflachen i ~ z  R, besitneu, ]rie I m  m e r s  t iiielir iiidi 1-ekt Isewieseii 
Iiat. Sielie S. " L G  seiner Bbllantlliing: Ileher Corrtplexe etc. iii Nntli. Ann., 
Bd. V ;  sielie aucli S. 13 ineiiier oben zitierteii Xl~lisi~tlluiig iii  Utl. 1Y voix 
T,~c~rtls mziz.ersitets drsskrift. 

20. Gelleri wir jetzt zur Foimulieriiiig der Bediiiguiigeii (f) ,  (g), (63) 
der K. 1 G  iiber, die für die Iiitegralscliar von P= O, G = O pelteii iiiüsseii, 
weiiii sie in eiiielii Ortliopoiialsystei~ic eiitlialten sein soll, so selieri wir so- 
gleicll eiri, d a s ~  iii den spezielleii Y, tlie in (W), (66') vorkoiiiiiieii, jeiie Glei- 
rliiiiipii iinter TToraussetzung der Gleicliiiil~eii (67) tlie Foi~ir  ei.Iiiilt~ii: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Eiile lineare, hoinogene und orthogonale Transforination der fünf y,, y%, 
y,, yj ,  yG, bei der g, unverüildert bleibt, also: 

andert offenbar nichts an cler Forin der aufgezeiclineten Gleichungeiî. Aber 
die z werderi ilun solclie dlgerneine K L E I N S C ~  Linietlkoordii~atel~, bei deîzeîz 
eiuer der zzc Grulide gelegterz li~zenrelz K o q d e x e  cczcs allelt Pztntkzcgeliz (x, = 0) 
des Ra tmes  R, besteht (*). Das ist hier der l<omplex 

Wir bekoinmen daller die fragliclle Bedinguilg, unter der die lntegralschar 
zweier Koiiiplexe F = O, = O, fiir die die Gleicliui-igen (67) bes tehen, Scliar 
eiiies Orthogonalsÿstemes wird, durch blosses Nullsetzeii der Deterininante 
folgender sechs Funktioiien : 

gesetzt wird, so erhalt nach Uiiterdrückusg des k'aktois 2 die vierte der ohen 

(*) Die linearen Komplexe zk = 0, k = 1, 2 , .  . . 6, merden als F~mdarnentalkomplexe be- 
zeichnet. 
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stehenderi Funktionen (69) die Form : 

die fünfte die Poriii : 

und die secliste nacli Unterdrüeliu~ig cles 1Taktoi.s Z die Forin: 

Letztere Differenz k t  aber ein Proclukt roi1 1 (1, - À,) lincl cler L)iffereliz 
(a) - (b), woraus oline weiteres folgt, class iiii çegeiiwiirtigeil Falk die aiii 
Eiicle der vorangelienden N. besprocliene Determinante ~erscliwiilderi muss. 
Also : 

Zwei beliebiye konfoknle  l i z ~ g e l k o a q l e x e  z ~ v e i t e n  Gracies, für d ie  d ie  Puizht- 
kugelqz des  Rauques e inen der Pzc~~da1r~entnlho1,~plexe bildelz, hnbela e h e  Inte- 
grnlschccr geuçeilz, d i e  xttgleieh e ine  Sc7.mr eitzes drei facheu 0r thogo~zalsys ter)~es  
w i r d .  

In  tileiner obeii zitierten Aclbliaiidluug in Bcl. IX von Lzcizt7s zt~riversitets 
k r s skr i f t  habe icli cliesen Sntz in wesentlicli derselhen Weise abgeleitet und 
hier nur die Keclrnuiigen teilweise weiter ausgefÜ1ii.t und teilweise rereirifacht. 
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Intorno alla risoluzione razionale 
di una classe di equazioni algebriche 

fra quattro variabili. 

(Di FEDERIGO ENRIQUES, CI. Bologna.) 

1. 8 copo d i  questa Nota è d'indieare iiii criterio geiierale per la pos- 
sibilità di risolvere razionalmente una classe di equazioni algebriche fra quat- 
tro variabili. 

1. S i a  f (q s2 X, x4) = O un'equaziorze algebrica, irriducibile, d i  grado 2 
cornplessivauîtente rispetto alle unriabili  x, x, , e d i  grado quals iasi  n. rispetto a d  
x, x,: amnchè  l'equazione f = O possa esser r i s o h t a  r a ~ i o t z a l ~ ~ t e & e ,  cioè po- 
nendo xx;, x, x, x, funsioni raaionali  ( i n  gelzerale n o n  raaionnlnzente i t~vert ibi l i )  
d i  tre parametr i :  

XI = cp1 (Ml  % %) 

x2 = cp2 (ZC, 212 21,) 
' 

X $  = y, ( ? L I  ?b2 1 4  
. 

x4 = y4 ( t h ,  Z L 2  l / J ,  

X, = X, ( u s  11,) x, = IC, (u, u,) 

IC,=x,(u, u,) x,=x,(v,v.), 

per ,nodo clle xd x ,  no)z siccno lcgccte f m  loro d a  zcnn relnzioize indipendente 
d a  u, v, e che sodrlisfino all'equazione f (x, x, x, x,) = 0. 

In linguaggio geoinetrico : 
1'. Utza varie th  d i  3 dimensioni  d'ordine n> 2, in S,, dotnta d'zcna 

rettn (n  - 9)-pla, a ,  s i  pzc6 rapprese?ztare sopra ztn'i~zvoluzione di. S,,  se cojb- 

tiene w a  mperficie r w i o n d e  noj5 composta d i  c o n i d ~ e  gicccenti in p i n n i  per a. 
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Più generalinen te : 
I I .  Una varieth algebrica cli 3 (O  di r )  3) dirnensioni, possedakde ztua 

congruetua del 1." ordirbe di curve ~ a ~ i o n n l i ,  si plco rapyresedccre sopra una 
inuoluzione dello spazio S, (O Sr), se cordiene una superficie ( O  una varietà 
V,,) razionale, non coaq~osta di czcroe della coîtgruenza. 

Un'applicazione particolare di yuesto teoreina ci foriiisce il seguente co- 
rollario : 

Ogni corzgruerasa de2 1." ordine di czcrve razioncdi nello spazio ordifiario, 
(S,), si puo far nascere da zcna stella di rette per +~cesso di una trasforaca- 
zione razionale (genera1,mente novz invertibile) dello spazio. 

Ne1 caso di curve razionali d'ordine clispari la congruetiza pub ridursi 
ad una stella di rette già con una trasforniazione birazionale (invertibile). 
Sappiamo (MONTESANO) che non è pih cosi yuando si tratti di coniche O di 
curve d'ordine pari. Ora il resultato itinanzi enunciato permette di ridurre 
in generale la costruzione delle congruenze del 1 . O  ordine di curve razionali 
d'ordine pari, iiello spazio, alla classificaziotie delle involuzioni di JONQUIÈKES 
dello spazio e quindi a quella delle involuzioni di gruppi di punti ne1 piano. 

2. Dimostriamo il teorema 1'. 
Si abbia una varietà q, C u n  certo ordine n (> 8), dotata di una retta 

(n - 8)-pla, a, nello spazio 8,; i piani per a segano V; secondo coniche C; 
Supponiamo clle alla V: appartenga uiia superficie razionale F, secante 

le coniche C in nz (> 1) punti. Riferiaino la F ad una stella di raggi, di 
centro O,  in S,, per modo che ad ogni punto generico di F corrisponda un 
raggio per O e viceversa. 

Consideriamo una conica C clle sega F in 1n punti: A, ,  A,, . , . , A ,,,. A 
questi punti rispondono !n rette, a,, a , ,  . . . , a ,,,, per 0 ;  e cosi alle coniche C 
di 17, si possono associare gruppi di wz  raggi, generanti un'involuzione riella 
stella O. 0 r a  si pub porre razionch~ente i n  fuuzio+ze del punto Ai, una cor- 
rispondenza proiettiva fra la conica C e la retta ai. Ne risulta definita razio- 
nalniente una corrispondenza (univoca) fra Io spazio S,  e la varietà c, dove 
ad ogiii punto di S ,  risponile un  punto d i  V;, e ad  ogni punto di V; rispon- 
dooo In puiiti di 8,; per inodo alre n~entre un punto di V: si muove descri- 
vendo uoa conica C, gli oniologhi ),z punti in  8, descrivono gli n, raggi as- 
sociati a C, della stella O. Cosi dunque la V: viene rappresenta.ta sopra una 
involuziotie di gruppi di 91z punti in S,, c. d. d. 

3. Per gimgere al teoreiira più generale II, basta quindi ricordare clle, 
secondo NOFTHEK, ogni clIrva razionale si pub trasforinare hirazionalmente 
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d i  una classe d i  equazioni algebriche f ra  quattro uariabili. i l  1 

in una conica senza aggiungere irrazionalità nuineriche al campo di razio- 
iialità definito dai coefficienti della sua equazione, e percib, corne già ebbi 
luogo di notare (Cfs. Math. Amnalem, Bd. 49), ogni varietà Vv di diinen- 
sione r possedente una congruenza del Io ordine di curve razionali, si pub 
trasformare in una varietà V,,  d'un certo ordine n in Sv+, , possedente una 
retta (n - '2)-pla. 

II corollario segue immediatamente osservando che se è data nello spazio S,  
una congruenza di curve razionali, un  piano generico di S, porge appunto 
una superficie razionale non composta colle curve della. congruenza. 

Bologna, Settembre 1912. 
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Über die Triigheitsformen 
eines algebraischen Moduls. 

(Von A. HUHWITZ, in Zürich.) 

- 

D i e  Uritcrsuchungen von Herrn F. ~ H T E N S  liber die Resultaiite (*) kgen 
es nahe gewisse für einen algebraischen Moclul charakteristische Formen zu 
hetrachten, die man passend als « Tragheitsfowne~t » des Moduls bezeichnen 
kniin. 

Es ist der Zweck der vorliegenden Arbeit, einige einfache Eigenschaften 
dieser Formen abzuleiten. 

Der Definition der Tragheitsformen will ich zunachst einiges über die 
B~xeichniingei-i, deren ich micli hedienen werde, voraiifscliicken. 

Eedeuten 
XI, xz,..., S. (1) 

unabhangige Variable, ferner 
m i ,  Q z , .  . . , a" (9) 

nicht-negative ganze Zahlen, so versteht man bekanntlich unter dem « Grade » 

des Potenzproduktes 
xylx?. . . X I I  (3) 

die niclit-negative ganze Zahl 

Die Potenzprodukte p:"" Grades bezeichne ich, in eine beliebige, aber bestiminte 
Reihenfolge gehracht, mit 

y (1) (ei x (2) 
L P >  p r * . . ,  P  9 (5 )  

(*) F. M E R T E N S  : 1)  Über die bestimmenden Eiyenschaften der Resulta~te won n F0rntornze.n mit 
11. Veranderliclze~, Sitzungsberichte der Kais. Akad. d. Wissenschafteii zu Wien, Bd. 93 (1886) ; 
1) Zur Theorie der Elimination, ib. Bd. 108 (1899). 

Awtali di Matetitatica, Serie I I I ,  Tomo XX. 15 
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wilîrend ich unter X,  irgend eines dieser Poterizprodukte wrstelie. Die An- 
zahl k der X, betragt 

(p. + 1t  - 1) ! 
k = [ p ;  n] = 

p.! ( n - l ) !  ' 

In1 Falle p. = O reducirt sich die Reihe (5)  auf d m  eine Gliecl 

irii Falle p = 1 giebt es n Potenzprodukte XI ,  n%nllich 

Neben den Variabeln x,, x, , . . . , x,, treteri im Folgenden noch weitere 
von diesen und von einander unabhiingige veranderliche Grossen auf, die 
ich als « Unbestinttnte » bezeichrie. Die gmzen rationalen Funktionen dieser 
Unbestiii~niteii, deren Coefficienten Zahlen eines bestimmten Rationalitatsbe- 
reiches sind, bilden einen Bereich B; jede einzelne dieser ganzen rationalen 
Funktionen heisse ein « Elenîent » cles Bereiches B. 

Diesen Bereich B denke ich mir ein für alle Mal festgelegt. Unter einer 
« Form » sçhleclithin verstehe ich nun stets eine Iioinogene ganze rationale 
Funlition der Variabeln a , ,  x,, . . . , a,,, deren Coefficieiiteii Elemmte des Be- 
reiches B sind. 

Der allgemeine Ausdruck einer Forln p."" Grades ist deninach 

unter C,, C , ,  . . . , C, Eleniente des Bereiches B verstanden. 
Der Fall, in welchem der Bereich B ausschliesslich aus den Zahlen eines 

bestimmten Rationalit9tsbereiches besteht, wird hier mit eingeschlossen. Er 
entspricht der Annaliine, dass die Zahl der Unbestimn~ten sich auf Nul1 re- 
ducirt. 

Wiihlt man unter den Variabeln x, ,  x,, . . . , x, und Unbestiminten irgend- 
welche aus - sie seien mit v,, v,, . . . , a, bezeiclinet - so ist eine Form F 
als ganze rationale Funktion von u,,  u,, . . . , v, in der Gestalt 

darstellbar, ~ v o  die Coefficienten Kpl,pz,...,Pr nur von den Variaheln und Un- 
bestimmten abhangen, die von den ausgewahlten v,, v,, . . . , v,. verschieden 
sincl. Eetrachtet ma11 hei dieser Darstellung von F zwei Gliedei. iiiit iiiclit- 
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H ur ILI  i t x :  Über die Trüglzeitsforn~en e i r w  nlgebraischen nIoduls. 115 

so heisst, rinch GAUSS (*), das erste Glied l~olzer oder tziedriyer als das zweite, 
je nachdeni die erste iiicht verschwindende unter den Differeineii 

positiv oder negativ ist. 
Hielmach ist klai., -\Tas uiiter deiii « hochsten . Gliede roi1 F zu rerstehen 

ist, wenn noch die Festsetzung getroffen wird, dass in dein Falle, wo F n u r  
ein nicht verschwindendes Glied hat, dieses selbst und in dem Falle, wo P 
identisch Null ist, die Null als hochstes Glied von F angesehen werden soll. 

Für zwei Forinen P und FI, die beide in der Gestalt (8) dargestellt sind, 
gilt der Satz, dass das hochste Glied des Produktes P. FI durch Multiplication 
der hochsten Glieder von F und F,  erhalten wird. 

Wenn die Suinine S der hoclisteil unter den liochsten Gliedern von 
iiîehreren Fornlen F, P , ,  F 2 , .  . . , F, nicht identisch Null k t ,  so wird diese 
Sunime S zugleich das hochste Glied von F + P ,  + & + . . . PIC sein und es 
folgt also : 

1st die S m m e  uon mehreren Formetz F, F I ,  E ,  . . . , lik identisc7* fVull, so 
ist azcch die  Szcnt~rze der hochsten unter  d e n  hocltsten Gliedern dieser Formen 
i ded i s ch  NulZ. 

1. Trigheitsforriiei~ eiiies Moduls. 

Bezeichnen F, fl  , f 2 , .  . . , f,. Fornien, so bedeutet die Coiîgruenz 

P=O(f,, f 2 , . - - .  7 fJ7 (9, 

dass sich die Forni F in die Gestalt 

~ = A , f , + & f , + . . . + A , . f ,  (10) 

setzen lasst, unter A,, A?,  . . . , A,. Forinen verstanden. Sind die Formen 
f , ,  f?,  . . . , fv gegebene Formen, so bildet die Gesammtheit der Fornîen Ii', 

(*) Detttonstratio *loua altera, etc. Werke, Bcl. 3, pag. 36. 
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welche der Congrueriz (9) genügen, den « M o d u l ~  

= (fi, f e ,  . . - 7 f?) (*). 

Bedeutet T irgend eine Form, so wird jede Forni P des Moduls JI auch 
dein &Iodul 

JI'= (fi, c 2 , .  . ., f r ,  T) 

angehoreir. Wenn nun auch umgekehrt jede Forni des Moduls dl', deren Grad 
eine gewisse Grenze iibersteigt,, deni Modul lll airgehort, so nenne ich die 
Form T eine « Tragheitsfonn c?.» des Moduls 111. Also: 

Die Forln T heisst Traghe.itsfonw des Moduls 

suenia dieser iiodul und der Modul  

i n  allen For~nekz, deren Grade eine geruisse Grenze übersteigen, .t.ollstar~d.ig $ber- 
einst i ~ w z e w  (**). 

1st X ,  ein Potenzprodukt, dessen Grnd p. eine gewisse Grenze über- 
schreitet, so muss deriinach 

sein, weil X, T eine li'ornl des Mocluls M' kt.  Giebt es uingekehrt eine Zahl p. 

80, dass fur jedes Potenzprodukt X, die Congruenz (14) erfüllt kt, so k t  Y' 
eine Tragheitsforrii cles Moduls M. Denn jede Forin des Motluls JI' : 

demi  Grad p + g - 1 über'schreitet (unter g clen G i w l  voir T verstanden), 

(") Vgl. L. KRONECKER, G~utaclaüge e i l ~ e r  arithnebische+~ Theorie de,' ulyebraischeu Grossen, 

Crelle's Journal, Bd. 9% - D. HILBERT,  Über die Titeorie der alyebmisclzen Wrrneri, Math. 
Annalen, Bd. 36, S. 479. - F. KONG, Einleitcwg in die allyeuzeine Theorie der alyebraisches 
Grosseta (Leipzig, 2903). 

(**) Enthtilt der ZLL Griinde liegende Bereich B keine U~ibestiiil~iite, silid also die Coef- 
fiüienteii aller in Betracht gezogeneii Foriiieii Zahlen eiiies bestiminten Ratioiialitatsbereiches, 
so besitzen die beideii Moduln M und M' dieselbe Hilbert'sche cliarakteristische Funktion 
(HILBERT, 1. c., pag. 518). 
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Hu T 10 i t ~ :  Über die  Trdghei ts formen eines cclyebraischen Moduls .  1 17 

so dass B mitidestens vom p.ten Grade ist, gehort dann auch dem Modul JI 
ati. Es gilt also der 

Satz 1. Die notrvendiye u n d  hinreichende B e d i ~ g u t ~ g  dafur, dass d i e  F o r m  T 
e i r ~ e  Traghei ts form des  Mod.uls &I is t ,  beste7~t ifi demlrorhandensein  einer Z a h l  p. 
v o n  tler Art ,  d a s s  für jedes Potenzprodukt  X, die Congruenx 

Xp T E  O ( A l )  
erfiillt id. 

Den kleinsten zulassigen Wert von p. nenne ich die « S t u f e  » der Trag- 
heitsfom T. 

Die Tr&gheitsforrrietl Oter Stufe sind hiernach mit den Forinen des Moduls 
identisch ; die Triigheitsforn~en erster Stufe siiid durch die Congruenzen 

xl  T = x ~  - T = . - m = x n  - T f O ( f , ,  f2. , .  .., f,) 

charakterisirt, mit clen1 Zusatz, dass nicht 

T=O(f1, fQ , . . . ,  fv) 
sein soll. 

Die Tragheitsformen Oter Stufe sollen uneigentliche, die ührigen Tragheits- 
formen aber eigentliche Traglieitsfornien heissen. 

Nacli dem ersteii Hilbert'schen Fundamentaltheoretil (") konnen alle 
Tragheitsforrnetl in der Gestalt 

dargestellt werderi, unter T l ,  T2 , .  . . , T, geeignet gewahlte Tragheitsformen 
xrstanclen. Sol1 nun T eine eigentliclie Tragheitsforin sein, so dürfen die 
Grade der Fornien al, a?, . . . , a, und folglich auch der Grad von T eine 
gewisse Grenze ilicht überschreiteri, weil sonst 

~ m d  also auch 

ware. Man liat also den 

r ~ o  ( f i ,  f2, .  . . . , fi.) 

(*) HILBERT, 1. c., pag. 474. Das Theorein ist in seiner Ausdehnuug auf den Fa11 aiizu- 
wenden, wo die Coefficienten der Fornleii selbst ganze rationale Funlitionen von Variabelri 
(den « Unbesti~iimten ») siiid. 
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Satz 2. Die Grade  der  eigentlichem Tray7~ei ts formen eithes gegebelzen 310- 
d u l s  hnben  e ine  erdl iche  obere Grenze. 

Bus der Gleiehung (15) folgt weiter : 
Satz 3. h i e  S t u f e r ~  der  T r l i g l ~ e i t s f o m ~ e n  eirzes yegebeneg~ N o d u l s  h n b e n  eirze 

ethtllicke obere Gre t~ze .  
Deun die Stufe von T kailii iiicht grvsser sein als die Stufen roi1 T ,  , 

T 2 ,  . - . T,<. 
Es hesteht feriier folgender 
Satz 4. Es sei  T eine eigentliche Trci~lbeitsfotwb p.'"' Stzcfe des  Moduls  AI. 

D a n n  s ind  d ie  F o r m e n  
xlT,  x . x , , T  

Tragheitsformerl (p - 1)"""' oder .~ziedrigerer S t u f e  u n d  ~uindeste i ls  eirie t inter 
ilcnen ist gereccu votz der  (p. - l)"en S tu fe .  

Für jedes Potenzprodukt X,-, gilt nainlicli 

X,-, (x, T )  zi O ( J I ) .  

Daller ist x, T e i i~e  Tragheitsforni (p. - l)"er oder iiietlrigerer Stufe, und 
clas Gleiche gilt von LE, T ,  s, T, . . . , x,, T.  \Varen iiutl die Formeil (lei) siiiiiiilt- 
licli von niedrigerer als der (y. - 1)""" Stufe, so würcle für jedes Potenzpro- 
dukt X,-, 

X,-? xi TE O ( A I )  (i = 1, 2, . . . , n) 
sein; daher auch 

x,- T O (nr) 

für jetles Potenq~roclukt &,-,. Dies widerstreitet alwr der Voi.aussetzuiig, 
clüss T \-or1 der Stufe ist. - 

Durch wiederholte Anwencluiig des Satzes 4 ergiebt sicli 
Satz 5. E s  sei  T eine  eigentlicke Trcigi~ei ts for~f i  vorl der  Stzcfe p.> - r 2 - 0. 

Durchlauf t  tlccttlc Xr alle P o t e n q r o d u k t e  rte" Grades,  so s i î d  d ie  F o r m e n  

s ü ~ t ~ m t l i c h  T r a g h e i t ~ f o r m e ~ t  21012 (y. - r)ter oder niedrigerer S t z ~ f e  Z C ~  ~rt indestenü 
eine un ter  i h n e n  i s t  gennu. v o n  der (p. -r)*"@tufe. 

Inshesondere wird sich also unter den Formen &-, T mindesteiis eine 
Forin erster Stufe hefindeti. Es gilt daller der 

Satz 6. Besitzt  e i n  nlodzcl ,71 iiberhnzipt eigentliche T r a y h e i t s f o r ~ t z e ~ ~ ,  so 
besitzt e r  a u c h  eirte solche v o n  der ersten S t u f e .  
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Eiii Moclul ohne eigeiitliche Triigl-ieitsfortnen heisse u abyesc7dossen ». 

Nach dein vorstehenden Satze ist Iiierfür hit~reichend, dass für deil betreffen- 
den Modiil keiiie Tragheitsforin erster Stufe esistiit. 

Beispielsweise ist der von Herrri Hilbert (1. c.) betrachtete Modul, dei. 
aus den Forinen 

gebildet mirtl, ahgeschlosseii. Denil aus der Congrueiiz 

x, T = O ( f , ,  f 2 ,  f J  
folgt, ]vie eiiw leichte Rechnung zeigt, dass iiotweiidig 

ist. Eine Tragheitsforin erster Stufe gieht es fiir diesen Modul also niclit. 
Es seieii sclilie~slich noch folgeilde, leicht zu beweisende Satze erwiiliiit: 
Satz 7. Sind Tl ,  II,, . . . , Ti I ln ig7~ei t~ foru~en  des Jlodnls 

= (fi 7 f 2 , .  . . , fJ 
so s t iwwt  die Gesnnzlntheit der T~Ciglteitsformen des AIodzrls 

Satz 8. Lassen sich gelizass der Gleiclzwzg (15) sari~mtliche T~tiglzeitsfornhen 
des NoduJs 

J f= ( f , ,  f * , . .  ., L.) 

tlurc7& die Tragheitsformen T, , T,  , . . . , T,. aztsdrücken, so is t  der illodul 

nrl= (fi ,  f i , .  . . , L., T,, IT,, . . . , G,.) 
abyesc7zlossen. 

II. Aus allgeiiieinen Foriiieii gebildete Moduln. 

Wenn die eiiizelnen Coefficienten einer Form z11 den Uiihestiii-iinten (mit 
clenen der zu Grunde liegende Bereicli B gebildet kt) geirioren, so soll die 
Forni << allyenzein » heissen y). Werdeii mehrere rtllgen-ieine Forinen 

f l ,  f i , . . . ,  f .  (17) 
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gleichzeilig betrachtet, so wird iminer, falls nicht das Gegenteil ausdrück1ic.h 
bemerkt wird, vorausgesetzt, ciass die s&nmtlichen Coefficienten dieser Forinen 
von einander unabhangige Unbestilnnîte sincl. Es sind d a m  also iiiiiiîer niin- 
destens (vgl. Gleichung (6)) 

Uiibestiiniiite vorhanden, wobei 

die Grade der Formen (17) hedeuten. 
Wie Herr Mertens werde ich, wenn die allge~neinen Formen (17) vorlieçen, 

den Coefficienten von xp jn der Forin f, mit a, hezeirhnen und ferner 

setzen, so dass - fi, die Gesanmtheit der von n,,xbiverschiedeneii Glietler 
der Form fi  betleutet. Da.bei bezeichiiet k irgend einen der Indices 1: $ . . . , n .  

Der Index k sei jetzt beliebig, aber fest gewahlt, ferner sei .T irgend 
eine Form. Bezüglich aller Unbestiininteii ist T eine game ratioriale Funk- 
tion, insbesontlere kann sie auch als eine solche Fiinlition der Coefficieilten 

betrachtet werden. Denientsprechend werde T mit 

bezeichnet. Ersetzt man nun in dein Ausdruck von Y' die Coeficien-ben (00) 
durch 

bezaglich, so geht T über in 

wo N eine nicht-negative ganze Zahl imd eine Forni bezeichnet, (lie die 
Unhestiminten n ,,,,, a,,, . . . , a,.,. nicht rnehr erithiilt. 

Es gilt nun der 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l 
H u  r l u  i t,- : 776er die Trlig7~eitsfor1~elz.  e i ~ t e s  n.lgeBrnisc71,er~ n i o d d s .  122 

w e m  fiir i rgend e inen I d e x  k 

Pl 
ideu fisch i\T.lrll ist. 

. 1st ziiii:icl~st T Triipheitsfoi-in p.'"' Stuf'e, so ist 

Substituirt nian in clieser, in den Variabelri x , ,  x2,. . . , x,, uiicl den Uiibe- 
stiniinten idriltiscl.ieii Glrichung fiir die Unbestimnlten (20) die Ausdrücke (91), 
so vwscliwiilden nach (II)) f,,  IC,,. . . , f,. identisch und folglicli wird 

X p  [Tl,  und also auch [Tl ,  r O. 
* 

Sei jetzt umgekelirt fiir die Fornl T und irgend einen Index k 

voraiisgesetzt. Es ist danii für eio geiliigend gross ge\valîltes 912 

T  (a,,, n,,., . . . , ci,.,.) = G (a,,. xkl, a,, xkm?, . . . , q.,. xkrnr), t ("2) 
= G (f, + f l k ,  f? + fin., - . . , L. t L.n.1, 

wo G eine ganze rationale Funktion bedeutet. 
Da aber 

G (f,,, fm, a . .  , f?.b)=x;[T]k 

iclentiscli rerschwiiidet, so lasst sich die rechte Seite der Gleicliuiig (84) auf 
die Forni 

A , f ,+A, f ,+ . . .+A, f , .  

bringen. Aus der Identitat 

folgt, düss nicht nur [Tl,, sondern auch IT]( für jeden von h verschiedenen 
Index i identisch Nul1 kt. Folglich I k s t  sich der Exponeiit p so walilen, clüss 

af T = O ( f , ,  f, , . . . ,  f,.) ( i = l ,  9 , . . . ,  I L ) .  (BU) 

Awznli (7i Matenzutica, Serie 111, Toirio XX. 16 
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Jedes Potenzprodukt X ,  vom Grade r. .-p n enthiilt nun riîindestens eine 
der Potenzen e, xi, . . . , x: als Faktor; also ist auch 

d. h. T ist Tragheitsform von p.ter oder niedrigerer Stufe, W. z. b. W. 

Wenn für einen - und folglich für jeden - Index k die identische Glei- 
chung 

[Tl, = O 

besteht, so will ich in Uebereiilstiminung mit einer von Herrn Mertens (1. c.) 
gebrauchten Terminologie sageii, die Fornl T besitze « Grwzdeigetzschnft » 

bezüglich der Formen f,, f , ,  . . . , f,. Nach dem vorstehenden Satze ist dies 
dann vollig gleichbedeutend mit der Aussage, dass T Tragheitsform des Moduls 

sei. Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist ferner 
Satz 10. D a s  Produht  T T' xnleier Fortr~etz i s t  stets u n d  mur d a n n  Trag- 

7zeitsfornz eines a.us allgemeinen Fortnen gebildeten Aioduls,  weîzîz wenigstens 
einer der Pak toren  Traghe i t s form des  JIodzcls ist .  

Denn das identische Verschwinden voil 

[ T  T'], = [Tj,. . [T'J, 

findet dann und nur dann statt, wenn [Tl, oder IT'J, identisch nul1 ist. 
Satz 11. Bezeichnen f , ,  f, , . . . , f,. al lgemei~ze  For~wegz der  Variabeln  s , ,  

x, , . . . , zw u n d  i s t  r<ut, so is t  der  ï i fodul 

32 = (fl, f 2  , . . . , fi.) 
ein abgeschlossener nlodul .  

Der Satz besagt, dass der fiIodu1 4 1  keine eigentlichen TrQheitsfornien 
besitzt, oder, dass nur die Forn~en des Moduls Tragheitsforinen desselben 
sind. 

Zunachst will ich zeigen, dass, falls der Satz 11. für einen bestiininten 
Wert von 92 als richtig vorausgesetzt wird, für den n%mlichen Wert von n auch 
der folgende Satz gilt: 

Satz 12. Bezeichnen f ,  , f 2 ,  . . . , f,. allgeweilze F o r m e n  der  n Variabeln 
x,, z2,. . . , x,,, i s t  ferner .r 5 92 und befriedigen die  F o r m e n  A,, A,, . . . , A,. 
die  identische Gleichzc~zy 
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so lnssevc s ich  d ie  letztererb F o r m e n  in der  Gestalt 

dnrstellerz, w t e r  tlett Li,. F o ~ m e , ~  uerstandew, welc7ze deth Gleichzmgen 

Li, = -- L,, (also Lii = 0) (i, k = 1, 2 , .  . . , r )  
genügen. 

(98) 

Im Falle r = 2 ist dieser Satz offenbar richtig. Sei also r>  1 und der 
Satz fiir weniger als Y Foririeii schon als bewiesen vorausgesetzt. 

Aus der Identitiit ( 8 6 )  folgt, dass A, bezüglich der Fornien f ,  ,. . . , f ,  Grund- 
eigenschaft besitzt, also Tragheitsform des Moduls (f,, . . ., f,) kt .  Da ferner 
r - 1 < 12 ist, so ergiebt der als richtig angeriommene Satz Il., dass 

gesetzt weiden kann. Dies mit (26) coinbinirt ergiebt weiter 

und folglich (da der Satz 18. für r - 1 Fornien als schon bewiesen vorausge- 
setzt wird) 

A i + L , , f , = L i , f , + - . . + L i v f , .  ( i = 2 ,  3 ,..., r), 
wohei 

(31) 

Lik=-Lki  ( i = 2 ,  3 ,  ..., r )  
ist. Setzt man nun 

T, , ,=O,  Lz l=-L1  2 , . . . ,  L,.,=-.L ,,., 

so gdieii die Gleicliuiigen (29) ulld (31) in die Gleichungen (27) über. 
Uin nuil den Satz 11. zu beweisen, genügt es zu zeigen, dass aus 

XI !l '=O ( f l :  f l , . . . ,  f,.) ( 38 )  
notwendig 

T=O(f1, f2,..., fi.) (33) 

folgt. Dena hiersus geht daim hervor dass Tragheitsformen erster Stufe für 
tien Modul M nicht existiren und dieser Modul nach Satz 6. also abge- 
schlossen ist. 

Besteht aber die Congruenz (38) ,  also eine Gleichung der Gestalt 
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so koinmt, indeni nian die auftretenderi Forizien nacli Potenzen von ml ordnet, 
etwa 

$1 T = (A, ,  -l- A,,  X I  te. .) (f," + fi1 x ,  + . .) + a . 

- . t ( A , o + A , , x , + . . . )  (f,o+f,.1x,+.-) 

und hieraus für x ,  = O : 

Die Formen f,,,. , . , A., sind allgenieirie Formeii der n - 1 Variabeln 
Xz ,..., X,. 

Wird nuil der Satz 11. für den Fa11 von (n - 1) Variabeln als schon 
bewieseii vorausgesetzt, so folgt nach Satz 18 

Ai, = Li, fi0 + Lis fZO + - - - +Li, .  frO (LIk = - LLS; i = 1,  9 , .  . . , r ) .  (37) 

Dann sind die Differenzen 

s5iiiintlich durch x, teilbar, also 

Ai-Bi=x,C,  ( i = I ,  S ,..., r) .  (39) 

Subtrahirt nian daher von der Gleichurig (34) die identische Gleichung 

so konlrnt nach Division durch x,  

T = C l f l t C , f , + ~ ~ ~ + C , . f , ~ O ( f l ,  f, ,..., t.). 

Da der Satz II. aber für den Fa11 n = 2 uiid also r = 1 offenbar richtig 
ist, so gilt er allgenieiil. Auf ganz alinlichein Wege wie Sa tz 11. ergiht sich der 

Satz 13, Bezeichnen f , ,  f,,.. . , f, a1lge)t~eine F o r m e n  der  T a r i a b e h  si, 
x ,,... , a,, u n d  s i n d  d ie  Gradzah len  m, ,  w z  ,,..., ,HZ, dieser E'orwzen positiu, 
wiihrend die Anaa7d r der F o r w e n  gam beliebig is t ,  so besitst der Nodul 
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ke i r~e  eiye~atliche Tri ighei ts form,  derert G r a d  grosser a l s  

llLl + 11z2 + . . . + 1rz, - r 
ist. 

Zuiiaclist last sicli wieder zeigeri, dass, wenn dieser Sata für eine~i be- 
stiiniiiten Wert von n als riclitig vorausgesetzt wiïd, für den niimlichen Mrei.t 
von rt aucli der folgeude Satz gilt: 

Satz 14. B e z e i c l m e ~ ~  f ,  , f ,  , . . . , f,. allgert~eine Formeîc der  V a r i a b e l t ~  x, , 
x, , . . . , e,, U O ~ L  d e n  positivepz Grade12 m l ,  m, , . . . , m, bez. u n d  befriedigen d ie  
Forwten A , ,  A , ,  . . . , A,. d ie  idevctische Gleiclzuny 

derer~  ei,izelrte Glieder A,  f ,  , A, f,, . . . , A,. f,., so weit sie l t ic l~t  ident isch Null 
s ind ,  von eiuerrc Grade  grosser a l s  

sincl, so lrcssen sich diese F o r m e n  i n  der  Gestalt 

dnrstellen, u r ~ t e r  d e n  L, F o r ~ i ~ e u  verstanden, welche d e n  Gleiclzunyetz 

L, = - LLi ( a h  Lii = 0) (i, k = 1, 2,. . . , r )  (42) 
gelaügen. 

In der. Tat : weiin r > 1 vorausgesetzt wird, so fol@ aus der Identitat (Ml), 

dass A, Grundeigeriscliaft bezüglicli der Fornieri f 2 ,  . . . , f, hesitat. Da der 
Grad von A, grosser als 

ist, so wird nacli clem als riclitig angenoininenen Satze 13.: 

i l ,=L, ,  f ,+. - .+L,, . f ,  
und folglicli, riacli (&O), 

( A ,  + LI* f l )  f 2  + . + (A,. + LI,. f , )  f,. = 0. 

1)ie Grade der einzelneii Gliedei. dieser Identitiit sind grosser als 

Wird also der Satz 14. für r - 1 Formen als richtig vorausgesetzt, so folgt 

A , + L , , f , = I ~ , , f , + ~ ~ - + L i , f , .  ( i = 2 ,  3, . . . ,  r),  (4.4.) 
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wobei 
Lilc=-L; ,  (%, k = S ,  3 , . . . ,  r)  

ist. Setzt man 
LI ,  = O ,  L,, =- L L 2 , . . . ,  L r l = - L  Ir 1 

so gelien die Gleichuiigen (43) und (44) in die zu beweisenden Gleichungen (h l )  
über. Da nun dei Satz 14, ilil E'alle r = 1 offenbar richtig ist, so gilt er all- 
gemein. 

Um nuii den Satz 13. zu beweisen, nehme ich seine Gültigkeit für den 
Pal1 von n - 1  Variabeln als schon feststehend a n  und zeige uriter dieser 
Annahme : 1st der Grad von T grosser alsm, + m, + . . - + In, - Y ,  so folgt aus 

notwendig 

Ordnet inan namlich in der Gleichung 

auf der rechten Seite nach Poterizen von a,, so koinint etwa 

hervorgeht. Hier sind f,, , . . . , f,., allgelneine Formen der n - 1 Variabeln x, , 
LE,,.. . , x, und die Grade der Fornien A, fd0 sind grosser als 

m , + r n , + . - . + + ? ~ , - r + l .  

Nach Satz 14. ist daher 

A,, = Li, f i ,+ .  . .'+L;,. f,., (Lik= - Lbi) (i = 1, 9 , .  . . , Y). (50) 

Setzt man jetzt 

B , = L , , f , + . . . + L  i,.f7 ( i = 1 ,  52 ,... , r), (51) 

so sind die Differenzen Ai-Bi s%mmtlich durch x, teilbar, also 

A i - B , = x l C i  ( i = l ,  2 ,  . . . ,  Y ) .  (58) 
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Die Suhtraction der Identitgt 

von der Gleicliung (47) liefert dann 

Bedeutet nuil T irgend eine Tr%glieitsforni des Moduls (f, , f, ,. . . , f,),  deren 
Grad grosser als ml + w, + . - . +ln,. - r ist, so ist für einen geeigneten 
Exponenten p. 

xf" T = O  ( f l ,  f 2  ,. S . ,  f,.). 

Nacli dem Vorliergehenden folgt liieraus successive 

1). 11. die Form T ist notwendig eine iineigentliclie Tragheitsform. 
Uni den Beweis des Satzes 13. zu vollendeiî, geniipt es zu zeigen, dass 

tlieser Satz in1 Falle n= 1 riclitig ist. Es seien also 

allgeineine Formen der Variabelil x ,  und 

eine Tr3glieitsforrn des Moduls (f , ,  f Q 7 .  . . , f,.), dereiî Grad 

p > oz, + m,+ . . . + m,. - r ist. 

Für einen geeigneten Wert von p. ist dann 

x f T = C ~ f ' + p = A ~  f , + A z  f 2 + . . . + A ,  .f,. 
= Cl xyl+"l + C, ~ f f i ' " ?  + . . . + C,. ~ y v t ' " ~ .  > 

wenn 
n i ,  A,  = C,xf< (i= 1 ,  9 , .  . . , r)  (5G) 

gesetzt wird. Hier ist nun, wenn Cl riiclit Nul1 ist, 

pl + ~ n , = p + p > ~ n , + ( ~ ~ t , - I ) + . .  . + ( + n , . - ? ) + p - 1 ,  

also, (la die Zalilen a&, - 1, .  . . , I I&, .  - i niclit negatir sind, 
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1 Der Faktor A, = - Cl xi1 k t  also (lurcli xf teilbar und clnssell~e gilt von 
' 3 1  1 

A? ,..., A,.. 
Die Gleicliung (-55) liefert daller 

cl. 11. T ist keine eigeiitliclie Tr8glieitsfoi-ni. 
Satz 16. Bezeich~ielz  f ,  , f 2  , . . . , f,, tcllge1neirIe P O ~ I I M X  t7er I 7 n ~ . i n b e l ~ ~  

x,, x,, . . . . x, zrnd siiztJ d i e  Grndzcihle~t I I I , ,  U L ,  . . . , N I , ,  r7ieser P o m e ~ ~  170- 

' s i f iu ,  so ist jede T v i l g h e i t s f o r i ~ ~  c w t e r  Stufe des  illod7tls 

Nach dein Satze 13. ist jedeiifalls p - <nt ,  + I I I -  + . . . + ln,, - n iiritl es 
geniigt dalier zu z~igen,  dnss die Annaliiiir 

p < ? I L l  1 1 L 2  . - + '111.,, - 11 
unzul%ssig kt. 

(58) 

Fiir cien Fa11 lz = 1 leurlitet dies sofort ein. Denn ist 

Triiglieitsform erster St,ufe des aus der 6411eii Iioriii 

gebildeten Moduls, so niuss in der Gleicliung 

p. = 0 sein, weil sonst T O (f,) wiire. Folglie,li ist wirklicli 

Sei ilun n> l uiid der Satz 15. fiir weniger a1.s 1% Variahle sc11oi-i als 
riclitig erkannt. 

Dann ergeben folgende Sclilüsse, dass er aucli fiir 12 Variable gilt. 
Der Grad p der Traglieitsforin erster Stufe T befrieclige die Eetliiigung (58). 

Am tien Gleicliungen 
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folgt ziiniicl~st 

Nach Satz 19. ist daher 

Es seien A,, , Mi, ,  f i ;  die Formen, die a.us A,, Hi, 1): durch KuIIsetzen 
von x, entsteheii. 

Dann folgt aus (BO) 

und dieselbe Coiigruenz gilt offenbar aucli, wenn eine der Variabeln a,, 
x,,. . ., x,, an Stelle von X, tritt. 

Demnacli ist A,, Traglieitsform erster oder nullter Stufe für den Modul 

der aus (n - 1) allgemeinen Forme11 der (n - 1) Variabeln x, , x, , . . . , x,, 
gehildet kt.  

Der Grad von A, ,  ist derselbe wie der von A , ,  also p + f - m, und 
es ist 

p + I - n e , < m , + . . -  +m,-(m-1). 

Da der zu beweisende Satz für n - 1 Variable als gültig vorausgesetzt wird, 
kaim A,,  nur Trggheitsform nullter Stufe sein; ci. 11. es ist 

wo Ll ,,,. . . , LI, gewisse Fornien bezeichneri. 
Aus (59) folgt weiter 

0 = A 1, f l ,  4- A,, f,, t . - -+A,, f,, 
oder zufolge (61) 

Nach Satz 12. ist daher 

Antzali di Matema.tica, Serie III, Tomo XX. 17 
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Die Gleichiingen (61) und (63) lassen sicli xu den folgenclen rereinigen: 

Ai, = Li, fi,, + Liz f 2 ,  + - . - + Li,, f,,O (LiP = - Lki ,  i, k = 1 ,  9,. . n) .  (64) 

Setzt inan nun 

Ci = Li, f i  t Li$ fi te - . + Li,, f,, (i = 1, 2,. . . , n ) ,  

so sind die Differenzeri 

A i -  C; ( i=  1, 9,. . . , n) 

saiiiiiltlich durch xl teilbar und die Conibinatioil der Gleicliuiîpeii 

ergiebt nacli Dirision durcli x, 

Diese Congruenz widerspriclit aber der Voraussetzung, dass T Tr.aglieitsfoi-111 
erster Stufe k t .  

ilus dein soinit bewieseneri Satze 1.3. folçt leiclit der 
Satz 16. Bezeichnen f ,  , f ,  , . . . , f,, allgeineine Formen der Variabellz 

X, , X, , . . . , xl, , sind die Gradza7dei.i NI,, NA,,  . . . , ln,, dieser Ror~lze l~  positiv und  
is t  T eine eigentliche T r d g l ~ e i t s f o r ~ ) ~  O"' Stzcfe utad p'"" Grades des illodzcls 

Jf = C f l ,  CA,. a ,  L,), 
so gilt die Gleichung 

Pu'acli Satz 6. karin das Poterizprodukt X,-, so gewahlt wercien, dass XDPl T 
eine Tragheitsforiii erster Stufe ist. Wendet iiian auf diese dei1 Satz 15. an, 
so erhXlt iiian die zu beweisericle Gleicliung (65). Diese zeigt iiisbesondere, 
class für die Grade der eigentliclien Tr~gheitsforiiien die Zalil 

für ilire Stufen die Zahl m, + nz, + . . . + ]IL,,- I #  + 1 eiiie obere Greiize lildet. 
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111. Die Triigheitsforineii eines aus I L  allgeiiieineu Foriiieii 
von 1% Variabeln gebildeten Moduls, 

Die Betrachtungeii clieser Kuniiuer werden sicli ausscliliesslicli auf den 
Modul 

n l = ( f i ,  C 2 > ' . ' ,  tr) (66) 

beziehen, der aus n allgeineiaeii Forinen- von /n Variabeln x,, x,, ..., x,, ge- 
hildet k t .  Die Grade dieser Formen werden positiv vorausgesetzt und wie 
frülier mit III,, , 1 ) ~  .,..., m., bez. bezeichnet. Zur Abkürzung sei 

gesetzt. Fur die Punktionaldeterminaiite 

afi d f 2  a f i  
) ) . . . ,  - 

d x ,  dx2 d x,, 

a d a L  
7 -  

8 f,, , . . . )  - 
dm, dx, d x,, 

Satz 17. Die ~rtrihtio~~ccldeter~~~irta~~te J ist eiiie Tri i~heitsfovr~~ crster Stiife 
des XoduZs JI. 

Zun3clist folgt aus deil Euler'sclleii Gleicliungeii 

durch Aufl6sung nacli x,, x,, . . . ,  x,, dass 

ist. Deinnach wird J Tragheitsfornî erster oder nullter Stufe sein. Es er- 
ühigt,  zu zeigeii, dnss J riicht von der nullten Stufe, also eine Gleicliung dei 
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Gestalt 
J = A l f l + ~ , f , + - . ~ + A , , f , ,  

utiiii6glicli ist. Statt dessen beweise icli sogleicli deti allgeiiieineien 
Satz 18. E h ~ e  Iderrtitilt der  Gestalt 

 IL rvelç7~er A, A, ,. . . , A,, Formeu  urd swnr A eiue Porrr~ U O I ~ L  G r c d e  i\'zdl 
(&O eiva E'lement d e s  Bereiches B, cl. I L  e i r ~ e  p u e  ratior~rile Fuuk t ion  tler 
Ui~bestilrcmteu nllein) i s t ,  kntzn tziclbt aladers bestehett, nls w e m  d = O is t .  

Mit cc,, werde, wie friilier, dei. Coeilicieiit 1-011 af. in f i  I~ezeicljiiet uticl 
clie s2uiintliclleu in de i  Iileiititat (69) üuftreteticleii Foriiieii niogeu als Futik- 
tiorien tler Uiibestiiiiiîiteii 

al 1 , CI.22,  . . . , CI.,,,, 

U L I ~  (wie aus (68) folgt) 

ist. d u s  (6'3) folgt iiuii die Identitat. 

lhs  in deln ersteri Gliede uuftreteiicle Potenzpi.oclukt x?-'x?:-?. . xi?-1 steht 
hier dm isolirt, da iille atideieii vorkoiiii~ieiitleii Po,tenzpi.odulite eiiieii der 
Faktoreii x:~ , .  . . , x? aut'weisen. Die Icleiitit3t ( IO)  verlangt dulier, dass 

H ( A )  = 0 

und folglicli aucli A = O ist, W. z. b. W. (*). 

(*) Dieser Beweis hedarf eiiier Erganzuiig, die icli bei aiiderer Gelegenheit mitteilen werde. 
Der Übergaiig voii (69) zu (70) ist niiiiilich iiicht ohiie meiteres stattliaft, da die eiiizelneii 
Teriiie voii (70) nicht siirnmtlich voii gleicher Holie zu sein braucheii. 

(Zusatz bei tler Cowektiw.) 
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Bedeutet T irgeiid eiiie Tr~glleitsforni erster Stufe des niIoduls 1Ci, so wird 

eine Trügheitslorm erster oder iiullter Stufe sein, weiin A, , A,, . . . , A,, Foriiieii 
von deil bez. Graden r - ml - 1 , r - m, - 1 , . . . , r - lu,, - 1 und A isgend 
eine Forni voin Grade Nul1 bezeiclineii. Die Tr~gheitsfoini T lieisse aus T 
« nbyclcitet ». Es 1)estelit iiuii der folgeiitle Satz, der die Theoiie der Traglieits- 
forn~en erster Stufe des Moduls ,1/ zuiii Abscliluss brin@. 

Satz 19. Jede Traglzeitsform T erster St?.cfe des  i lJOd~ds JI Iasst sich CGUS 

der  Fu~zktio)taldete~r~~i~z~~~te J ccbleiten, d .  h. es  i s t  

uîzter A, A , ,  A,, . . . , A,, yasseud  gewühlte i i o n m a .  uevstanden. 
Da iiacli deni Satze 13. die Forni T, eberiso wie J ,  vom Grade r -1  ist, so 

folgt, dass die F o m  A voin Cfrücle Kull, die P'orui ili von1 Grade r - mi-- 1 
sein iiiuss. 

Uni den Beweis des Satzes 19. vorzuhereiten, zeige ich zuniiclist: wenn 
der Satz für  eineii bestimmten Wert roi1 î t  gültig k t ,  so gilt für den iikiiliclieli 
Wert von n aucli der folgende Satz : 

Satz 20. E s  seietz f i ,  c l , .  . ., f,, fi,+, allgemeilte E'orrrren der 9 % .  Var iabe ln  
x, , J?,  . . . , x,, v o n  d e n  posi t iven Grndzahleri lu, ,  W L , ,  . .. , m,, , u~,,+, bec. Befr ie-  
d igen  d a m  die  B'orwolz A,, A,, .. . , A,,, A,+, d i e  idetztische Gleiclzung 

deren eilizelrle Gliecler A, f ,  , A, f ,  , . . . , A,,+, fi,,, , sorueit sie ,~ ich t  ident isch Nd1 
s i n d ,  dew G r a d  

s = ) ) L I  + 1H2 T . . . + ) IL , ,  + m,,+, - tt (73) 

besitxetc, so l a s s m  sich diese Porrueu i r b  folgencier. Gestalt darstellekz : 

Dabei bedeutefl : L e i ) ~ e  I i o r ~  v o w  G r a d e  O, ferlter d ie  L, Forrwih, d ie  
cleu Gleichunger~ 

L,=-L,, (i, k = ~ ,  2 ,... ', w + i )  (75) 
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2.61 , afl 8 f, ---- a f1 y . . . ,  - 
dx, d x, 8 x,, 

Aus der identiscl-ien Gleichung (79j folgt, dass A! Grurideigenschaf't be- 
züglich der Formen f ,  ,.... f,., f,+, hat; der Grad von A, ist wz, +.--+ m,+, - n  
und folglich ist A, Traghejtsform erster oder nullter Stufe für den Modul 
( f i , .  . ;, f,, f,,,). Nach dein als riclitig angenommenen Satz 19. kann daher 

gesetzt werden, wo L,, = O  und L, L,,, ..., L ,,,,, Formen bedeuten. 
Die Gleichung (78) geht nun vermoge (77) über in  

.... Ersetzt man weiter in der Gleichung (76) die Unbestimmten u,, zc,, a,,,, 
durch 

1 1 ,  2 2 7 . . , %+1 f,,+l 

bezüglich, so verscihwindet die Determinante, welche die linke Seite 'der 
Gleichung bildet, so dass also 

ist. Dies mit der vorhergehenden Gleichung combinirt, liefert 

( A 2  + L I 2  f 1  - .L J J f ,  + . + (A*+* t LI,,,+, f 1 -  l k + l  L J,,+l) 6,+1 = 0. 

Und hieraus folgt nun nach Satz 18. : 

~ 4 , = - ~ l i f , + ~ ~ ~ j L J , + L , , f , f - L , , f , + ~ ~ ~ f  L,,,+lf,+, ( i = 8 , 3  ,..., n t l ) .  (78) 
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Hzcrmi t a  : Über die Trdgheitsformen eines alyebraischen Moduls. 135 
- 

Setzt inan endlich Lii = - Lii (i = 9, 3, ..., n +- l ) ,  so gehen. die Gleichuh-. 
gen (77) und (78) in die zu beweisenden Gleichungen (74) über., 

Um jetzt den Satz 19. zu' beweisen, bemerke ich' zunkhst ,  dass der Satz 
im Falle .n = 1 richtig ist. Denn es wird dann etwa 

f i  = a,, x?, J = ml a,, xyj-l, T = C.  X ~ I - ~ ,  

wo C eine Forin nullten Grades ( a h  eine Funktion der Unbestiminten allein) 
bezeichnet. Da T a.ls Tragheitsform erster Stufe des Moduls (fi) v o r a ~ s ~ e s e t z t  
wird, muss 

x l T = C . x ~ ~ = A l f i = A 1 a l , x ~ - l ,  d. i. C=A,a, ,  . . 

sein. Samit kommt 
1 T = A, ail a?-'= - - Ai J, 

- 

eine Gleichung, welche die Gestalt der Gleichung (71) besitzt. 
Sei nun n > 1 und vorausgesetzt, dass der Satz 19. für den Fall von (n-  1) 

variabel2 sclion als richtig erkannk sei. Bezeichnet dann T irgend eine Trag- 
heitsform erster Stufe des Moduls M, so ist .  

.... unter A , ,  A , ,  A, Formen von den bez. Graden 

r - n z l + l ,  r - m , + l , . - . . ,  r - m , + 1  

verstanden. Für x, = O entsteht aus (79) . 

O = Al0 t i d  t A,, f,, t .. t A", fn0 , (80) 

wo f,,, f,, ,..., fno allgemeine Formen der n - 1 Variabeln x,, ..., x, sind. 
Auf die vorstehende Gleichung kann jetzt der Satz 80. angewendet werden. 
Sei also für unbestiinmte u , ,  u, ,. . , u, 

afno w o  
%, ' dXq'"" dx, 
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136 Hzcr rv i tx : Über d ie  Triiglmits fontzen e i ~ e s  olgebroisc fien J t o d d , ~ .  

gesetxt. Dann wird 

..... wobei L und die Li, Formen der Variabelti x, x, bezeicliiien, welche den 
Gleichungen 

L,, = - L,., 

genügen. N~ininehr fülire i cl1 die Formeri 

B i = ~ r t , L j , + L i , f , + L i z f i + - . . . + L , , , f , ,  ( 1  2 . .  ) (83) 
ein. 

Die Differenzen A,, - Bi und folglich auch die Differenzen Ai - Bi = A, - 
- A,, -+ (A,, - Bi) sind siiinmtlich durch x, teilbar, also etwa 

..... A,-B, = s i C d  ( i = l ,  '2 n ) .  (84) 

Ferner folgt aus (83) 

Diese Gleichung mit (79) coinbinirt, ergiebt in Rücksicht auf (84): 

Der Pa.ktor von L liangt niir von den Formen f,, f i2, .  . .  f,, ab und lgsst 
sich nacli (SI) tlurch die Deterininante 

a f i n  d f 1 o  J f l o  / % f ,  , -- 9 -- 
J E ,  y J E , $  - 1  

darstellen, Die Form L selbst ist vom nulken Grade, also eine Funktion der 
Unbestimmten allein. 

Die Gleichung (86) wende ich insbesondere auf den Fa11 an, wo die 
Triigheitsforin T mit der Funktionaldeterminante J xusarnmenfAllt. Es sei 
etwa 

LE, ~ = ~ . @ + x , ( ~ , f , + ~ , f , + ~ - - + ~ ~ f ~ ) .  

< f 3 -  

a f i"  a f i" '  '7 f i ,  
W Z f , ,  - 9  - Y -  

d x, d z ,  d s* 
. . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . .  

, (87) 
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Diirdi Vergleicli der I-i6clisten Glieder heziiglich der Unbestinmten 0,,, 

. . . ,  ,,,, a , , ,  a ergiel~t sicli 
- 
L = 3 ,  

also 

x1 J = @ + x ,  (C'If1 t c f i 2 + - . . t  Cf,), 

eine Gleicliiiiig, die übrigeris nucli direkt aus der Identitat 

a fi d f i ,  . . . .  - 
" L I  f l ,  a x,, 

folgt. 
Aus (86) und (88) ergiebt sich nun schliesslich 

womit die Darstellbarkeit von T in der Gestalt (71) bewiesen ist. 
Die Aufgabe, saniintliclie Tragheitsformen des Moduls M zu bestimnen, 

sclieint selir erhebliche Schwierigkeiten zu bieten. Dagegen gelingt es durcli 
eine Reihe von einfaclien Schlüssen, alle diejenigen Traglieitsfornlen l-ierzu- 
stellen, die in den Coefficienten jedeï der Formen f,, f,, ..., f,, linear sind, zu 
welchen Tragheitsformen insbesondere die Funktionaldeterminante J gehort. 

In  Bezug auf die Abhangigkeit der Tragheitsformen von den Coefficienten 
der Fornien f, , f, ,..., f;, heweist man leicht zunachst den folgenden 

Satz 21. Jede e$gentZ%he Tragheitsfonrz des Moduls 

.... ist  i n  jedetn beliebiyen Coeflicientetz einer beliebiyen der Foreuen f,, f, f,, 
mindestens vom ersten Grade. 

Atznali d i  Mntemntica, Serie III, Tom0 XX. 18 
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138 Hurrvitz: Über die l 'r icyhei tsfor~~~en e i i ~ e s  a l y e b r a i s c 7 ~ ~  Jioduls.  
- - 

Es sei a irgend einer der Coefficienten der Form f ,  und X das Potenz- 
produkt welches mit a multiplicirt ist, so dass 

gesetzt werden kaiin, wo f ', den Inbegriff der von a X verschiedenen Glieder 
der Forrn f, bedeutet. Werin nun T eine Tsagheitsforni des Moduls M ist, 
die vom Coefficienten a nicht abhangt, so setze inan in der Gleichung 

f' a n  die Stelle von a überall -2. Nach Multiplikaton mit einer geeigneteti 
X 

Potenz von X kommt dann 

x N . x P ~ = A , f i t . . . + ~ f , ,  

unter A, , .  . ., 2, wieder Formen verstanden. Aus dieser Gleichung folgt nun 
(mit Hülfe des Satzes 9.), class T notwendig aucli Tr&gheitsforrii des Moduls 
(f, ,. . . , f,) ist. Nach Satz 11. ist folglich T eiiie uiieiçentliche Traglieitsform. 
Eigentliche Tragheitsformen sind hiernach bezüglich der Coefficienten jeder 
der Formen f, , f, , . . . , f ,  mindesteils vom ersten Grade. Es gilt aber weiter der 

Satz 22. Eivee eigeiztliche Tr.&g72eitsform T des Mocluls Al: welche in  den 
Coencientelz der  Por.~n f ,  voez. ersten Grade ist, besitxt eiize St@, die den 
Grad 912, von f ,  nic7d übersteigt. 

Angeriommeii die Stufe von T sei 

Dann kann nach Sntz 6. das Potenzprodukt X, so gewahlt werden, dass 

von der Stufe mi + 1 ist. Sind nun 

xi;., XE; ,..., xg 

die Potenzprodukte Grades, so ist jede der Formen X m r  T Von d-er Stufe 
1 oder O. 

Also hat man nach Satz 19. 

XE: A'" J (mod. M) (cc = 2 ,  2 ,  . . . , k).  (90) 
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Da (lie Funktioiialdete~.iiiiriaiite J, ebeiiso wie F, rom ersten Grade in den 
Coefficienteii a"', a'"', . . . , a("' der Forni 

ist, so sincl die Forineii A(a) von diesel1 Coefficienten unabhangig. 
Multiplicirt iiian I ILM die Congrueiiz (90) mit a'"' urid suniinirt sodann 

über r, so konimt 

O r f ,  F r  J . da) A(") (inod. ill). 
a 

Nach Satz 18. k t  folglich 

A(") = 0 ( a  = 1, 2 , . . . , k ) .  

Die Congruenzen (90) gehen riun über in 

X?,! T ZE O (inod. 41).  

Es ware also li6clisteiis von der Stufe Ini. Demiacli k t  die Annalime, 
die Stufe G von T sei grosser als mi uiizul&sig. 

Die Forinen f ,  , f i , .  . . , L, seien iluu tlacli aufsteigendeii Gradzalilen 
grwi.tliiet, iilso so, class 

ist. Eigeiitliche Traglieitsforinen des Mocluls Il;, die in den Coefficienten jecler 
einzelnen der Forinea L. lilzenr sincl, k6nrien dailli nacll clerri vorhergehendeii 
Satze nur l)is zur Stufe ml e?tistii.cn. l h e r  (liese Tr~glieitsforuieii gielit der 
folpende Satz niihereii A~it'sclrliiss : 

Satze 23. E s  sei G eiue positire grrrize Z(t711, welche ~ c i c h t  p o s s e r  nls / I L ,  

k t ,  cclso 
1 5 - 0 5 )ILl . (93) 

U a r t l ~  giebt es 
( G + l b  - q! 

s =  ( O -  1; n] = 
( 5 -  l ) ! ( / h -  i ) !  
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d e s  &/loduls Ji!, d ie  in  d m  Coefficienteiz jeder e iuae lne )~  der E 'or jwn f , ,  f , ,  . . . , f, 
l inear  sind u n d  überdieu folgelde Eigenschaf te~z  besitzen: 

Der Aacsdmck 

T=A(1)Tl+A'2'T2+-~.+A(a)Ig+Aifi+Azf2+-~.+A,,f,, ((36) 

i n  rvelcher)~ A"', A('), .. . , A(") F o r m m  nul l ten  Grades ,  A, , A,, . . . , A, irgend 
welche Fom8en bedeuten, Fzntcn nicht  a n d e r s  verschwinde?~,  a l s  ive lm 

i s t  utzd jede Trag7teitsform ùter Stufe des  N o d t d s  31 liisst sich in d e r  P o n n  (96j 
dnrstellen. 

Es sei (K,, a,, . . . , a,,) irgend eine der s Losungen der Gleicllung 

in nicllt-negativen ganzen Zahlen 2 ,  , E ,  , . . . , a,. Ferner bezeicllne P ,irgend 
eine Form, deren Grad q i z  - 2 u ist. Jedes einzelne Glied der Form F ist dann 
iiiindestens durcli eim der Potenzen 

Xpl+', xp+' , , . . , $,a,;t-' (99) 

teilbar. Würde namlich das betreffende Glied, für jedes i, die Variab'le xi 
hochstens zur Potenz ai als Faktor enthalten, so würde der Grad des Gliedes 
hocllsteiis a, + r, + . - .  + a, = G -- 1 sein, walirend doch P nach Vorausset- 
zung inindesteris voin Grade G kt.  Detiinacli kann P in die Gestalt 

gesetzt werden und zwar in eindeutigcr Weise, wenn festgesetzt wird, dass 
x?+' Pl alle diejenigen Glieder von P umfassen soll, die den Faktor xpi+, haben, 
sodaiîn x,"?+' E', von den ührigen Gliedern ülle diejenigen, welche den Faktor 
&+l haben u. S. f. 

Diese Darstellungsweise wende ich ilun auf die Formen f, , fl, , . . . , f, an, 

wodurch die, bezüglich der Potenzen (99) linearen Gleichungen 
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BPIIuIS l~eipeiiierer Bezeiclinuiigsweise ni6geu die s Liisutigeri dei Glei- 
cliuiig (98) eheilso ilutlierirt werden, wie die Poterizprodukte 

voiii Grade 5 -- 1, derart ülso, dass die L6sung ( i l ,  a ? ,  . . . ,  x,,) die Nuniiiier h 
hekoinmt, wenn 

~ $ 1 ,  = %:I XZ> . . .  xnn (1 03) 

k t .  Die Deteriniilante der Gleichuiigeil (101) werde entspreclieiid mit 

hezeicliiiet. Ersichtlicli ist Tl, eine Fort11 von1 Grade 

T, = 

i i i it i  da aus den Gleichuiigen (101) Iiervorgeht, dass 

f i l ,  fi2,.'., fi,, 

f i l ,  fi27 ' - 7 f2*  

. . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . .  

X B I + ~  T, f O (inod. N )  

L I  7 f k 7  . . .  7 f ? ? ? ,  

k t ,  so folgt ails den  früliereu Siitztlii, (las T,, eine T~+iglieitsforiii der ocler 
iiullter Stufe des Moduls M kt .  

Sielit inan TIb als Fiiiiktio~l der Utibestitiiiiiteii a,,, a,,, . . . ,  a .,,, an, so 
litutet das Iiochste Glied von T18 

wo c voin nullten Grade in den Variahelil uncl alleil Utibestimiiiteiî, also 
eir~e 1-eiiie Zalil, kt .  
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Uni diese zu hestirnmen, braucht man nur in der Gleichung 

die liiicl~steii GlietLer bezüglicll der Unbestiniinten a,,, a,, , . . . , a,,, zu verglei- 
chen. Es ergiebt sicli, nach Untertlrückuiig des Produktes 

1 gesetzt ist. hus (107) fol@, dass c = ist, falls Xs , mit Sr!-l = s f i  x : ~ .  . . x 3  
P 

zusaiimenfiillt, dagegen c = 0 in jedein andern Falk. Es gelten also die 
Congruenzen 

wenn h und 7b' irgend zwei rerschieden Indices der Reille 1,02,. . . , s bezeichneii. 
Die erste der Congruenzen (109) zeigt, dnss T, wirklicli eine Triiglieitsforiii der 
Stufe ist. Denn ware T, von der nullten Stufe, so rnüsste ,Y%, T7, - O (inod. JI) 
sein. Betraclltet man iiuii irgend eiiien Austlruck voii der Fom (96), so 
eigiel~t sicli nacli (109j 

SgL ,  T z  l d(" ' J  (inod. A l ) .  
2' 

Sol1 also l' idetitisch verschwincleri, so inuss zufolge Satz 18. 
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hefriedigt daher die Congruenzen 

Da a h r  T iiur von der G'"" Stufe oder von der Stufe Nul1 sein kami, 
so iriuss iiacll clen rorstelre~itlen Coiigrueiizen notwentlig der letztere Fa11 vor- 
liegeii. Dalier k t  also 2' G 0 (inocl. 114, ocler 

Hierniit ist der Satz 93. iii alleil seinen Teilen hewiesen. 
Von besoiiderein Interesse silid unter den Tr3glieitsfolmen des Moduls JI 

diejenigen, welclie ~ o i n  Grade SuIl siiid, die also nicht voii clen Variahelri 
x,, z 2 , .  . . , x,,, soiidern iiur von (1~11 Coefficienten der Foriiieii f,, f,, . . ., f,, 
(und den weiteren e t aa  in den1 zu Grunde liegenden Bereich B aufgenom- 
inenen Unbestiiiimten) abliangeii. 

Die Tlieorie dieser Ti.&glieitsfor~iieli liat i i ~  saclilicli erscllripfeiider Reise 
Heri ilIen!ens i ~ i  deil scli6iieii dliliaiidluiigeii eiitwiclielt, die icli eiligiitip 
ei-waliiite. Bezeicliiiet, wie ol~eii, 1, clas Produkt IIL, . nz, . . . m,, uiitl setzt iriaii 

so giebt es eiiie ganze gaiizzablige Funktion R der Coefficienten der Forrnen 
f , ,  r2, ..., fi,, die in den Coefficienteii der Forin f i  lioinogen voin Grade pi ist, 
I~ezüglich der Coeficienieii n,,, , f i - , ,  . . . , cc,,, clas liiichste Glied 

hesitzt iind Tr8gheitsforiii des hloduls ,1/ ist. Diese Fuiiktioti R lieisst die 
« Kesultante » dei. Foniieii f,, c2, . . ., f i , .  Jede Traglieitsform voin Grade Xull 
ist durcli R teilbar, so dass also 

T = A R  

der allgemeine Ausdïuck dieser Triiglieitsforinen ist, uiiter A eine beliebige 
Form voin Grade nul1 verstanden. 

Die Beweise für diese Tatuachen lassen sic11 im Atiscliluss an die obigeil 
Satze leicht erbringen, wie icli irn Folgenden zeigeii will. 
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IV. Die Resultante. 

Da. ili diesei. Niiniiiier aiidere Tr~glieitsforiiien, als  solclie roiii Grade 
Xii11, nicl~t in Betraclit gezogen wertleii, so iiiiige Kiirze 11;~lher uriter « Tragheits- 
foriii » ollrie weitereii Zusatz l i i ~ r  stets eiiie solvlie roiii Grade Nu11 vers tii iîtleii 
sein. Yacli Satz 16. ist die Stufe eiiier solclien Fortii T 

d. 11. es gilt für jedes Poteiizprodukt X,. die Congruenz 

Y . T s O ( f 1 ,  f i , . . . ,  f,), (114) 

wlihrerid nicl~t  für alle Pontenzprodukte ,Y,.-, die Congruenz 

x,.-1 Y'= O G ,  L ,  .. . , f , )  

bestelit. Die für die Formen T cliarakteristisclien Congruenzen (214) füliren 
dazu auf dein folgenden Rege gewisse derartige Forinen lierzustellen. 

Zuii%cllst bemerke ich, dass jedes Potenzprodukt X:. durcli inindestens 
eine der Poteiizen 

, %a., . . . ,  
teilbar k t .  Denn jedes Potenzprodukt, welches für jeden Index i die Variable xi 
hiirlistens zur Potenz $ 1 ~ ;  - 1 entlialt., besitzt li6clistens den Grad 

Nuri ordile icli die Poterizproclukte X,. in der Weise an, dass icli zunachst 
alle diejenigen nehiiîe, welche den Faktor xyl besitzen; es sind dies die Pro- 
dukte 

&-,ni %Yi, 

wo X,,,,, alle Potenzprodukte des Grades r - ml diirchlauft. Von den noch 
übrigen Potenzprodixkteii ;Y,. nehine ich weiter diejenigen, welche den Faktor 
X? besitzen; es sind dies die Produkte 

wo X,=,,,, alle diejengen Potenzprodukte des Grades r - 112, durchlauft, die 
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nicllt t l u i ~ l i  a71 trlill)ai. sintl. Von deil iiiiii novli iil)rig~ii Sv iîeliiîie icli alle 
tliejenigen, welclie (leil Faktor r,"~ 1)esitzeil; es sititf dies tlie l'rotliikte 

wo Sv-,,,, nlle cliejenigen Potenzprodukte des Grades Y -  1 1 1 ,  durchliiuft, die 
weder c-liircli ilocli duicli x:. teill~nr siiid u. S .  W. Aiif cliese Weise \vertleil 
(lie Pot~iîzprodilkte x,. in die 1, Crriipjwi zerlegt : 

Naclidein iniierl~nlb der eiilzeliien Gruppe die Potenzprodukte noch in he- 
liehiger Weise geordliet sind, ersclleirieri die Poteiizproclukte X,. in pilier Ile- 
stiiniiîteii Anordnung 

xy, Sr', . . . , -Y?, 

wo k die Gesainnitzahl [ r ;  11.1 aller S,. bedeutet. 
Die Anzalil der in der letzten Griippe (1 15) stehenden Potenzprodukte ist 

itlentisch mit der Anzalil derjeuigeii 

xPp1~~-l teill~ar sind, (1. II. mit der die diircli keine der Potenzen x?, x?, . . . , ,,-, 
Anzal~l der Losungen der Gleichung 

a, + CI,+...+ x ,,-, +a,,=r-+n,,=(~11z,-I)+(+t~,-l)+~.-+(~~~,,-,-1), (117) 

welclie den Bedingungeii 

genügen. Nirnnit man aber für a,, a,, . . . , a,,-, isgend welclie den Bedin- 
gungeii (118) geniigende Zalilen, so ist tlie Bedingung rr.,, 2 O nach (117) von 
selbst erftillt. Da also jede der Zalilen ai (i = 1, 2,.  . . , 11 - 1 )  ui-iabhangig 
von den andern die vz, Zahlen O, 1, 9 , .  . . , 1 1 ~ ~ -  1 annehineil kanii, so folgt: 

Die AnzaWl der Pote~tzprodukte X,. -,,,, x,". betriiyt p,, = ez, 91?, . . . lu+,-, . 
Dies vorausgescliickt, hilde icli nun mit den Formen f , ,  cl, . . . , f,, die 

k = [ r ;  n] Formen rt" Grades 

welclie in die k Poteiizprodukte Xv in der Anordi-iung (115) iibergelieii, wenn 
die Formen f i ;  fi?, . . . , f ,  zu x?, xT2,. . . , x,". beziiglicli specialisirt werden. 

A m i d i  d i  Matemntica, Serie 111, Tomo XX. 19 
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146 Hur IV i t a :  Über die Tricgheitsformen eines cclgebroisehen ïîloduis. 

Die Fornien (119) in die entsprechende Reilienfolge wie die Potenzpro- 
dukte (115) gebracht, bezeichne ich mit 

so dass also bei der erwahnten Specialisation der Forinen f,, F2 ,  . . . ,  f, die 
Foriii Fi in das Potenzprodukt XL0 iibergelit. Die Anzahl der Fortnen Fi, 
welche f, als Faktor Iiaben, betragt liach dem vorliergehenden Satze 

so sind die Coefficienten CP) gmzzahlige lineare homogene Funktionen der 
Coefficieiiten derjenigen Forrn, welche als Faktor in Fi auftritt. Jeder der 
Coefficienten CLh) ist namlicli entweder Nul1 oder mit einem der Coefficienten 
der betreffenden Form fa ident,iscli. 

Die aus tien Coefficieiiten .CF) gehildete Determinante 

.. CI') ,  CI2),.. 

cp,  Cf), . . . .  
. . . . . . . . . .  T,, = 

hat nun folgende Eigenscliaften : 
1 )  Werden die Coefficienten der Formen f,, f,, ..., f, so specialisirt, 

dass 

fi =xF, fi=%?:, . . . ,  f,=%? 

wird, so nirnmt T, den Wert 1 an. 
Denn es wird dann Cf )  = 1 (i= 1, 9, .  .., k), wahrend alle übrigen Coef- 

ficienten Cy) verschwinden. Da soinit TM für eiri specielles Rertsystem der 
, .., Coefficieiiten der Fortnen f ,  f i , .  f, nicht verschwindet, so ist T, eine nicht 

identisch verscliwindencle Funktion jener Coefficienten. 
9 )  Die Determinante T, ist eine ganze ganszahlige Funktion der Coef- 

, ,..., , ficienten der Forqnen f, f, f;, homogen in den Coeflciewten jeder einzelnen 
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dieser Formerz .und iusbeso~zdere vor~z Grade  

p,, = ilCi ? I L 2  . . . 116 ,,-, 

beziiglich der  Coefliciev~teî~ der F o r m  c, . 
3) Die D e t e r m i n a d e  T, i s t  Trliglzeitsforwc des n f o d u l s  JI = (f, , f, , . . . , f i). 

De~in durch Auflosung der Gleicliuiigen (E l )  nacli eiiieiii heliehigen der 
Poterizproclukte ,Y,. findet Inail, da die Foriilen Ii: G O (iiiod. A l )  sind, 

ITiederliolt mail die vorstelietide Betrachtung nachdein nian die Reihen- 
folne der Foriiien f , ,  f, , . . . , f,, in der Weise abgeandert hat, dass an die 
letzte Stelle statt f ,  eine andere For111 f ,  tritt, so eilralt inan statt der De- 
terminante T,, eine andere Deterniinante Ti ,  welche in den Coefficienten der 
Form f i  homogen vom Grade 

kt,  iin übrigen aber dieselben ohen erwaliiiten Eigeiischaften hesitzt, wie 'T,, . 
Es sei jetzt T eine beliebige Tr%glieitsforin des Modu!s JI. Zerlegt man T 

in seine irreducibeln Faktoren (-1, so inuss nach Satz 10. mii~desteiis eitier 
dieser J1aktoreil ehenfalls Tr$glieitsforni sein. Es gieht clalier auch irredzcci- 
bele Traglleitsfornien. Uriter diesen sei R eiiie derjenigen, welche hezüglicli 
pines beliebig gewahlten Coefficieiiten a der F o m  f ,  den niedrigsten Grad 
besitzt und sei etwa 

R = n h S + . .  . ,  

wo S roi1 cc uoabliiiiigig ist. Der Grad 7ô roi1 il hezüglicli a ist nüch Satz 81. 
iiiiiidestens 1. 

eine  beliebige Triigheitsforii~,  so ist T clicrch R teilbar. 

(*) Der 13egrifT der Irredoçibilitiit ist hier iiatiiiiich auf deil zu Gruritlr gelegteii Hereich R 
zii lieziehen (Siehe oben pag. 114). Übrigeiis ist e s  zweckni2ssig, il11 Folgeiitleii a ls  Beïeich R 
alle ganzen rationalen Funktioiieii e i i w  beliebigeii Anzahl voii Uiilmtiiii~iitrii, zit  deiieii auch 
die Coefficieiiten der Fornien f, , f, , . . . , f, gchiireii, mit beliebigett  iiiiniei'isclieii Coefficieiitrii 
zii wiihleii. L k  hei der Bild~itig des Rereivhes B b21iiitzte Hationalitiitsbrreich hestelit daiiii 
;i lso iiiis der Gtwiiiintlieit aller (~wl le i i  iiiid conipleseii) Zalilcii. 
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Dies leuclitet sot'ort eiii, wenn IL'< Ib kt .  1)eiiii claiiri iiiuss 7' itleutiscli 
rerscliwiricleii, weil sonst e i~ i  irred ilci liler Valitor vol I T, clesseii Grad bezü- 
glicli a kleiiier als 71 ist, 'l'rSglieitst'oriii whe .  

Sei also 7b') IL uiid die aufgestellte Ueliauptiiiig fiir cleii P'all, cluss T von 
iiietliigereiii als clem 7~'~"" Gi.atle 1)eziiglicli a ist, sclioii cils viclltig eikni~iit. 
1)ü iiuii 

den Giad 11,' in CG iiicht erreiclit, so ist ï' tlurcli 11 teilbar uiicl also aucli S I'. 
Folglicli iiiciss R als irretli~cil~le Fiinktioii i n  S oder T aufgelien. Weil aber S 
~ o i i  n unabliüiigig ist, kaiiii S niclit tliircli R teilhar sein ; folglicli ist es T. 

Die Trü$ieitsforiii R ist his auf eiiieil ~iiiiiierischeii Fi~ktor bestiiiiiiit. 
Uenii weiiii dieselhe Eigenscl~üft llat wie R, so siiid 11 uncl R gegenseitig 
durch eiiiaiider teilbar. Uiii Ei vollig zii bestinii~ien, l~~ i i i e rke  icli, ilüss R einen 
niclit verscliwii~deiideri Wert erlialt, weuii nian die Foiwieii f , ,  ,fi, . . . , f, zu 
T T ! ,  x.?, . . . , a2 specirilisirt. 

llaiin niiiiiiit naiiilich die 1)eteriiiiiiaiite T,,, welche H nls Faktor entlialt, 
den Wert 1 an. Der in R riocli eutlialteiie iiuiiieiische Paktor kani1 dalier so 
hestiiii nit werdeii, tiass fiir cl ie erw3liiite Specialisatio~i der Foiïiien f,, fi ,. . . , /;, 

E = 1  
wird. 

a i e  nuf diese IVeise eiizdelctig best i trmte Tr i ig lze i t s for~u K heisse die u Re- 
sultmite » der  For.rne,z f , ,  f, , . . . , f:, zod mage LLCCÇIL JTerrtz X e r t e ~ z s  Vorgang mit 

bexeiçl~tzet rcerdeu. 
Ua i', , T. , . . . , Y',, Jion~ogene Funktio~ieri der Coeflicieiiten cler b'oriiiei~ 

f ,  , f i 2 . .  . . , fi, sincl, iiiid jede diesei E'unktionen den Faktor M besitzt, so ist 
aucli K lioiiiogen in deil Coefficieilten jecleï eiiizeliien Forni f: und zwar, als 
Teiler von Ti, 116chstens voin Grade 

pi = l i L l  1 1 1 -  . . . I I I  ,, . 
) I l ,  

Es bleil~t iiocll zu zeigeii, dass H in clen Coefficienten wii f ;  clel1 Grad pi 
erieirht. Dies gelitigt leiclit auf deni 'il'ege cler Incluktion. f eniî iiiiiiilicli zii- 
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den kleiristen Wert 1 besitzt, so sind f,, c2 , .  . . , f, lineare Formen, die 
Zahleii p, werden s$iinmtlich 1 und da R nach Satz 82. in den Coefficienten 
der einzelnen Forin f ;  inindestem vom Grade 1 ist, so ist in diesem Falle R 
wirklich voin Grade pi in den Coefficienten von f i  (R ist ührigens in dieseni 
Falle identisch mit der Determinante der Linearformen f, , f, , . . . , f, , init 
welcher die Determinanten' Tl,  T2 , . . . , T, zusamnienfallen). 

Sei nun p > 1 und für alle Falle, in welchen das Produkt der Grade 
kleiner als p ist, schon als bewiesen vorausgesetzt, dass der Grad von R in 
den Coefficienten einer jeden der Forinen f,, f,, . . . , f, gleich dem Produkte 
der Grade der ührigen ist. Da p > 1 sein soll, ist unter den Formen fl , f,, . . . , f i , ,  
deren Resultante R heisse, mindestens eine von hoherem als dem ersten 
Grade. Es sei etwa nz, > 1 und 

gesetzt, wo ta', und m', positive ganze Zahlen bezeichnen. 
Unter f', und f", zwei allgemeirle Fornlen von den Graden m', bez. sri', 

verstanderi, setze ich in die Identitàt 

an die Stelle der Coefficienten von f, die Coefficienten der E'orni f ' ,  . f",, wo- 
durch 

s,.El=~,f',f",.-t- A,f ,+. . -+i-L, , ( ,  

eutstelit. Diese Gleichung zeigt, dass R Tragheitsform der heiclen Moduln 

und folglicli durch die Kesultanteii 

teilbar ist. Da R' und R" zwei wesentlicli verschiedeiie irreducihele Furiktionefl 
sind, weil K' die Coefficienteii von f ' ,  , R" aber die Coefficienten von f ", 
enthàlt, so ist R auch durch das Produkt R'B" teilhar, also 
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Die Form Q kann nicht identisch verschwinden. Denn specialisirt man 
f r i ,  f " , ,  f e , . . . ,  f* zu @'l, xmnl, QJ ,..., $3, so wird f ' ,  f n i  = X ~ + " ' " ~ = X ~ ~  

und folglich 

R = l ,  R 1 = l ,  R U = l ,  also auch &=1. 

Da iiun weiter 

p' = di m, m, . . . M,, < ne, m, . . . m, , p" = *no, m, m, . . . NA,, < kn, 11.a~ . . . m, , 

so sind die Grade von R' in den Coefficienten der Formen f ', , f, , . . . , f, bez. 

und die Grade von R" in den Coefficienten der Forinen f ", , f 2  ,. . . , f, bez. 

Die Grade von 2 in den Coefficienten der Formen f ', , f ", , fi ,.. . , f, bez. 
sind daher inindestens 

pu p l + p s  p' +ri" > > - > . .  ' , -- 
m', fit", "'k 9% 

d. i. 
PI>  PI, 232,. P n ,  

WO, wie oben, 

kt.  Die Grade der Resultante R bez. der Coefficienten von f,, r2, . . . , f, sind 
nun die niimlichen, wie die Grade von R hez. der Coefficienten von f ', , f, , . . . , f,,. 
Also sin11 die betreffendeu Grade für die Resultante R mindesLens p l ,  p , ,  . . . , p, 
resp. und da schori feststeht, dass diese Grade aucli hochstens die aiîgege- 
benen Werte Iiaben, so stellen sie die riditigeil Gradzahlen vor. 

Zugleich ergiebt sich nun, dass in der Gleiciiung (1%) Q = 1 sein niuss, 
dass also die Resultante 

gleich deni Produkte der. beideii Resultanteli R' und R" kt.  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Huvlui tz :  Über die T.1-Ciyl~eitsforrt~en eines nlgebraischen 

Die Determinariten T , ,  T,, . . . , T,, ha.hen die Resultante 
gelneinsamen Teiler. 

Morluls. 151 

R als grossfen 

Deiin bezeiclinet R Q diesen grossten geiiieinsamen Teiler, so ist Q von 
den Coeficienteri der Formen f,. f i2 , .  . . , unabliangig, weil R in den Coef- 
ficieiiten von f i  denselben Grad pi hesitzt, wie die Deterininante Ti. Folglicl-i 
ist Q ein iiuiiîerisclier Faktor. 

Als grosster genieinsanier Teiler der ganzzahligeii Fuiiktiorien Tl,  T,, . .. , T,, 
besitzt R jedenfalls Coefficientei cieren Verh%ltnisse rationale Zalilen sind. 
Der nunierische Faktor x; lasst sich daher so wiihlen, dass x R eine ganz- 
zahlige primitive Funktioii der Coefficienten der Formen f,, c2,. . . , f, wird. 
Setzt inan dann 

R = ( x  R) H,i, 

so ist H, eine ganzzahlige Funktion. ~~ecia1isii.t man f,, f i , .  . . , A, zu x ; ~ ,  
$2" ,..., xp resp., so koinmt T,, = 1 und da x R und H, ganze Za.hlen werden, 
so erhalt nian, wegen R = 1, 

Demnacli ist R selhst eine ganzzalilige Fiinktion der Coefficienten dei. 
Formen f,, f,, . . . , f i , . 

Hierniit sincl nuil die s~tiimtlichen f~indatnentalen Eigenschaften der Ke- 
sultante abgeleitet. 
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NUOVO sistema canonico di elementi ellittici. 

(Di T. ~ A ~ ~ \ . I - C I V I T ~ ,  CG PCC~OZICI. )  

I l  iiietodo della variazione delle eostanti arhitrarie, doviito a LAGRANGR (*), 
trova notorianiente le sue piil cosl~icue applieazioni in meccaiiicn celeste. Per 
lo studio del moto pertur1)ato - di un piiiito Y soggetto all'attrazione pre- 
ponderailte di un centro O - appare qiiasi sempre rantaggioso, secoiido la 
teoria svolta sisteimticaniente dallo stesso LAGRAR'GE y*), di sostituire a i  sei 
elementi cartesiani, cleterininativi tlello stato d i  moto di P riferito ad O (coor- 
tlinate x, y, x della posizione, coiiiponeriti p, , p,, p, della yiin.ntità di iiioto), 
altrettante loro con~hinazioni clie sarebl~ero (iiria al piii eccettiiata) costanti 
riel iiioto non pertur1)ato. E precisa~iiente sei paraiiletri clell'ipotetica orhitn 
ellittica, iiiodernüineote cliiania ta interu~edinricr, clie çarebbe tlescritta da P, 
yualora, cessando ogni influenza perturbatrice, esso si niuovesse, a partire 

dallo slatn di iiioto '" , sotto ln escliisirn attrazione del roi2po 

centrale. 
L Y J 

Questi parametri (eleiiieoti ellittici) derono naturalniente irirli~iduare in 
niodo diretto ed espressivo la forma e le diiiierisioni dell'orhita ellittica in- 
teimediaria, la sua posizione (rispetto agli assi di riferimento), la legge di 
percorrenza; inü la scelta cotnporta aiicora inolta. arhitrnrietà, sicchè conviene 
lasciarsi guidare (la criteri d i  seiiiplicità e di convenienza. 1 sei eleineriti tra- 

(*) Recherches sur les suites 9-écuvrentes dout les termes varient de pltisieum ~mnières  dif- 
férentes, ou sur I'intégratiolz des dq~a t io+~s  linéaives aux <liffér~nces filvies et pn~tielles . . . , 
Oeuvres, T. IV, pp. 151-234. Cfr. le pagiiie 139-163. 

(**) TTIorie ~ P S  urwi«tions séculaives cles Plémeds des planètes e Théorie des vrwirrtio~is 
périodiques. . . , ibid~iii ,  '1'. V, pp. 185-344, 345-489 ; Mémoire s w  Icc tlzéorie des un~irctio,?~ des 
éléments des plamètes, T .  V I ,  pp. '713-768. 

A I L I I ~ Z Z  di Matematica, Serie III, Toino XX. 20 
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dizionali degli astronomi sono : cc (seinia.sse iiîaggiore), e (ecceiitricità), i (in- 
clinazione), 0 (longitudine del nodo ascendente), 8 + g  (loiigitudine del pe- 
rielio), 1 (anornalia media). 

Nelle ricerche teoriclie interessa che le formule di passaggio dalle 

pz 'Y pz alle nuove variabili rientrino ilel tipo canonico, donde l'introdu- 
( X I I  2 )  

zione, effettuata per la prima volta da JACOBI, di sestuple canoniclie. Fissiamo 
l'attenzione sulla seguente, dovuta a DELAUNAY (*), 

da cui, con passaggi eleinentari, se ne desuinono altre, per certi rispetti pre- 
feribili, segnalate da POINCARÉ, e divenute ormai cl'uso corrente col nome 
coinplessivo di rariabili kepleriane (**). 

In tutti yuesti sisteini, il paranletro clie fissa la posizione sull'orbitn è: 
O proprio l'anomxlia media 1 [conie in (I)], ovvero Z aiiiiientata di angoli che 
ne1 111oto ellittico sono costanti. Ne risiilta una discreta coinplica.zione nel- 
l'espressione della funzione perturbatrice; questa sarebhe notevolniente piii 
seinplice se, al posto dell'anoiiialia media 1, si usasse 1'anoma.lia eccentrica 14.. 

Si pub anzi dire .Che gli sviluppi in serie trigonoinetrica d i  1 si discutono 
teoricalnente e si formano praticainente trasfoirnando (con procedimenti più 
O meno lahoriosi) gli analoghi sviliippi relativi alla u (***). Con tiitto cib non 
si adotta in definitiva la ~r ina ci si attiene alla 1, percliè da ixn lato questo 
argomento è il più indicato in quasi tutti i calcoli di priiiia ripprossimazione 
(rispetto alle niasse perturbatrici); e tl'altro lato consente di conservare la 
forma canonica, il che giova sotto il duplice aspetto teorico e pratico, e noil 
sarebbe raggiungibile (senza incoilvenienti niaggiori), effettuando un puro 

cambiamento di variabili sulla sestupla K: ;). 
(*) Cfr. L. CHARLIER, Die Mech&7c des Hiwmels, B .  1, p. 852. 

(**) H .  PO IN CAR^, Leçorts de mécanique céleste, S. 1, pp. 4-13; ovvero CHARLIER, loco 
citato, pp. 892-894. 

(***) Veggasi per es. il T. 9 (pp. 4-13 e Cap. XV) delle citate l k ~ o n s .  . . di P o r ~ c ~ n k ;  
oppure i 11.' 31, 32, 43, 44 del concettoso articolo del sig. H. v. ZBIPEL, Entw~ickeluny der 
Stor~ngsfitukti012 [Enc. der Matli. Wiss., BI, Y, 131. 
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Ma se s i  premette una lieve wodificazione nella definizione dell'cwbita el- 
littica in termed iar ia ,  si è senz 'a l tro  condotti - come apparirà da1 presente 
scritto - a d  un nuouo sisteuta cano~.zico d i  elententi ellittici, che è sostanxiah 
mente  del t ipo (1) ,  snlvo l a  sostitzcaione della anonçalin eccentrica u in lztogo 
del l 'anomal ia  m e d i a  1. 

La inoclificazione in parola non è più profonda (nnzi ha proprio 10 stesso 
ordine di grandezza) di quelle rispettivamente introdotte da JACOBI e da 
POINCAH~ ne1 proble~iia dei tre corpi. Corne si sa, JACOBL ha sostituito, per 
uno dei tre corpi, alla attrazione del corpo centrale O, quella di un  fittizio 
baricentro (di O e del terzo corpo), inoltre alle inasse reali inasse fittizie 
(poco diverse); POINCARÉ ha invece inantenuto il vero corpo centrale, ma ha 
sostituito, per uno qualunque degli altri due, la quantità di moto relativa 
colla quantità di moto assoluta, modificando anch'egli le masse. 

La nostra alterazione porterà esclusivamente su1 coefficiente d'attrazione, 
cioè, possiarno dire, sulla niassa del corpo centrale. Ecco in qua1 modo. 

Consideriamo, per fissar le idee, il moto relativo di un punto P rispetto 
ad 0, nell'ipotesi clie P sia soggetto all'attrazione di O e 'a forze perturba- 
trici qualisivogliono derivanti da un potenziale (funzione delle forze cambiata 
di segno) p. P, : p. è un parametro numerico che serve a fissare l'ordine di 
grandezza. Sia r la distanza 07, qn la massa di P, k, l'attrazione newtoniana 
di O su P, all'unità di distanza. Le equazioni del moto di P sono caiîoniche 

rispetto alla sestupla [ 'Prpy ") e ainrnettono per funzione earatteristica 
X t J Z  

1 
T rappresentando la forza viva del mobile, ossia q;;18 U): + p: + 12). 

Secondo la definizione abituale, l'orbita interniediaria relativa ad un ge- 
nerico istante t - ilel caso attuale senz'altro osc~rlatrice - è quella clie sa- 

k rebbe descritta da P, sotto I'attrazione + di O, a partire da110 stato di 1not0 
r 

P z p v p z  realiiiente posseduto da P ne1 detto istante. Ci6 presupporie natu- 
( X Y J  
mlrnente che si tratti di inoto abbastanza poco diverso dall'ellittico percliè 

k" iti particolare la differeiiza T - = k (eiiergia del inoto non pertui.bato) sia 
'r 

seiripre iiegativa. Al variare di t ,  \,aria alquanto l'orbita osculatrice, e con 
essa la relativa eiiergia h. 
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ko Noi procederen~o itivece coiiie segue. Sia ho il valore di 1'- nell'i- 
r 

stante iniziale t = t,. Per un altro istante qualsiasi t ,  definiaino k iiiediante 
la posizioiie 

k T - - = I L  O . 
r (III) 

Una tale k risulterà variabile coll'istante coiisiderato, iiia la sua differenza 
da k,  sa r i  dell'ordine di y.. (Pei. p = O si lia infatti Iz = lz,,, e quiridi k = k,,, 
qualunque sia t). 

Ci6 premesso, nulla vieta di assuiilere coiiie ellisse osculntrice, i i i  un ge- 

nerico istaiite, quella die  coinpete al reale stato di moto (pg':) di questo 

istante, nell'ipotesi perb clie la costante di attrazione del corpo centrale sia k ,  
aiizicliè k ,  . 

Coine si vede, nientre di solito (yuando si mantiene alla costante di at- 
trazione del centro O il suo valore reale k , )  ci si lascia guidare da un'iin- 
iiiagine che coiiserva esattaniente la forza centrale (ma non l'energia h del 
iiioviiiiento ellittico tangente), colla nostra definizione si attribuisce bensi al 
coefficiente k dell'attrazione i-iewtoniana di O un valore clie varia alyuanto 
dall'una all'altra delle ellissi osculatrici, ma viceversa si tiene costante per 
tutte il valore di ho: c' è yuindi conservazioiie dell'energia (spettante ai vari 
inoti tangenti). Per cib yueste orbite osculatrici e i relativi elenienti ellittici 
possono oppoi~tunamente yualificarsi isoeneryetici, a differeiiza degli ordinari 
clle sono isoclilzowici. 

Cima l'espressione trasfornlata clie assumer2 la funzione caratteristica F, 
(p.ando vi si introducano i nuovi eleinenti, osserver&ilo clie, seguerido iden- 
ticaniente dalla (III) 

la (II) porge 
k - k,, R= ho T- 

r +FE',. ( I V  

Le cose vanno duiiyue coine se alla funzione perturbatrice p. F, si ag- 
giungesse un termine coinplenlentare (che corrisponde a forza emanante da1 

Iz  - k,, cetitro) - . la k tlipende (coine si rilever2 qui appresso) eselusivaiiiente 
r 

dall'asse inaggiore clell'orhita osculatrice. 
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Riohiami concernenti il moto non perturbato 

e la relativa equazione d i  Jacobi. 

Le equazioni del nioto di un punto P, attratto dall'ocigine O in ragione 
inversa del y uadrato della distaiiza, sono, con inanifesto significato dei simboli, 

lntrodotte le coniponenti 5 

pz = llL 17; > p, = Ill Tj , 9, = III, 2 

della quantità di moto di P, e la sua forza viva 

e posto 

le (11, (8) equivalgono notoriamente al sistema canonico 

avendosi in ogrii caso l'integrale delle forze rive 

Riterrerrio negativa la costante h, con clie classicamente si tratta di traiet- 
torie ellittiche e moto kepleriano. 
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Se iiella (6) si risguardano le p conie siinboli delle derivate di un'inco- 
gnita funzione W ( x ,  y, 8 )  a mezzo delle forinule 

si lia la corrisponderite equazione di J ~ c o m .  Ciascun suo iritegrale completo 
dà luogo ad una rappresentazione dell'iutegral'e generale del sistema (5)) ossia 
(ne1 caso h< O, cui esclusivamente ci riferiarno) degli w6 nioti ellittici, dovuti 
all'attrazione di O. 

Prendiaino per es. l'integrale completo (con due costariti G e 8, oltre 
alla h) considerato da POINÇAHÉ nelle sue Leçons de nzécanique céleste ("1. 

Esso è 
C 

col segrueilte significato di r , ,  R, e l :  
1.O r ,  vi rappresenta la ininirna distanza di P da O, ossia (dacchè si 

tratta di orbite ellitticlie col fuoco in O) a (1 - e),  essendo a il seiniasse mag- 
giore ed e l'eccentricità. 

8.O 

con che IC contiene il solo argomento variabile r, dipendendo iiioltre da h 
e k ,  costaliti intrinseche della (61, e dalla costante di integrazioile G. Le due 
radici della equazione r' R" 0 (di secondo grado in r) corrispondono alla 
massima e minima distanza a (1 + e), cc (1 - e)  del iiiobile dall'origine, donde 
le relazioni jfra radici e coeficienti) 

3 . O  ': designa l'angolo del raggio vettore O P  colla liriea dei riodi (in- 
tersezioiie, debitamente precisata quanto al verso, del piano dell'orbita col 
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piano di riferinietito O x y). Corne costanti di integrazione nell'espressione (8) 
di W si risguardano la già menzionata G e la. longitudine 4 ( a  priori qua- 
lunque) della linea dei nodi, che compare pel traiiîite di [. Si h a  iiifatti, es- 

X Z sendo cos 4, sin 8, O i coseni direttori di tale linea, e -, - quelli di O P, 
r r r  

. LV cos 8 + 3 sin 0 
cos ! = 

r 

Del resto non ci interessa la forma esplicita della funzione '! (x, y, 3, O ) :  
basterà tener preserite che essa d i .  luogo alla relazioiie 

a !  - - - 
a b -  

cos i , 

i designando l'inclinazione (del piano dell'ellisse su1 piano 0 xy). 
Le equazioni in termini finiti delle traiettorie si ottengono ponendo 

con g e O nuove costanti arbitrarie. 
Il loro significato risiilta: per la seconda, dalla ( I l ) ,  clle d i  

per la prima, riferendosi alla posizione perielia r = r,, con clle R = O e 

si riduce a !: g rappresenta pertanto il valore di < yuanclo il mobile transita 
pel perielio, ossia è l'angolo nodo-perielio. 

Tiitto ci6 è puro riassunto di indispensabili premesse. Solo ora coinin- 
cierb a staccarini da1 procedimento consueto, ilell'intento di associare alle (12) 
un'eyuazione diversa dalla 

che, da  JACOB^ in poi, si fa sempre intervenire per coinpletare la definizione 
del moto. 
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La derivata di IV rispetto al parametro Ii. 

Introdiizione di lin iiuovo parametro U. 

L'integrale del secondo memhro si calcoln ne1 iniglior modo sostituendo alla 
rnriabile di integrazione r (clle non è nionotona, ove si segua il nioto ellit- 
tiro del punto P, ma oscilla continuamerite fra la distanza perielia e l'afelia) 
la a,norna.lin. eccentrica II, clle è senipre crescente e legata ad r dalla nota 
relazioiie 

r = rc (1 - e cos u). (15) 

Si lia con ciil, poi4niiilo nella espressiotie (9) t l i  R2 i valori di k e di G2 de- 
finiti dalle (IO), 

tlopo di che, ove si noti che I L  è nmltiplo intero di 52 ?; per r = r, (e pub 
quindi ritenersi nullo yuando r parte per la prima volta da1 valore Y,), la (14) 
si riduce seniplicemente a 

dovendosi attribuire al radicale il silo valore aritmetico. 
Questa equazione, desunta per inateriale derivaziorie dalla espressione (8) 

di W, sussiste identicamente in quanto, corne ahbiam fatto ne1 corso del 
calcolo, si tenga conto della (16). Qualora si coriservi a W la sua originaria ac- 
cezione di funzione di  x, y, z (pel tran~ite di r e di C), e dei parametri h, k, G, 9, 
la (24') diriene di necessità ecpivalente alla (15) stessa; o nieglio ne costi- 
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tuisce la risolvente rispetto ad tr, w ed e dovendosi intendere combinazioiii 
di h, 72, G definite dalle (10). 

È opportuna una ulteriore trasformazione moltiplicativa., che sostituisca 
al parametro k il nuovo ,parametro 

Si pqa6 i n  conformitb ~ i s y u a r d n r e  W cow e fu,nzione dei sei argoweu fi 

x, y, z ;  U, G, 9 :  

a dir vero in IV interviene altresi il parametro h, ma non lo nîetto in evi- 
denza, perchè 10 ho trattato finora, e 10 tratterb anche in seguito, come una 
assoluta costante, a differenza di G, 8 e k - diciaino ormai U - che mi 
riservo di considerare coine variahili, che anzi ho già implicitainente fatto 
variare, introducendo le derivate parziali di W. Con tale avvertenza si lia. 

dalle (14') e (16) 

Risoluzione del sistema (14), (17) rapporto ad cc, y, z. 

Il fatto clie IV è integrale coinpleto assicura notoriamente la risolubilità, 
rapporto ad x, y, z, del sisteilla costituito dalle due equazioni (14) delle tra- 
iettorie e da una terza equazione, che (in q u a n t ~  si abbia riguardo al moto 
ellittico) contenga effetthamente il tempo. Tale è per certo la (17), tostochè 
vi si riguardi i'anomalia eccentrica u come quella ta1 funzione di t ,  che ca- 
ratterizza il moto ellittico a norma della equazione di KEPLER. Cosi rimane 
provato che le (14), (17) sono atte a definire z, y, z in funzione, possiamo 
dire, della sestupla 

(%Y : Y )  . 
Quanto alle formule esplicite, sarebbe inutile ricavarle più O nîeno laborio- 
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samente dalle (IS), (17) : esse devono di necessità coincidere colle espressioni 
integrali 'spettanti alle x, y, n ne1 moto ellittico, in funzione dei suddetti sei 
argoinenti. Basta dunque nelle formule classiclle, in cui intervengono ahi- 
tualmènte a, e, i ,  g, 8, u, ritenere a ,  e ed i sostitiiiti mediante U, G, @ a 
nornîa delle (IO), (16) e (13), clie possono coinplessivainente scriversi (eli- 
minando k )  

u = J- 9 7% 9th CC, 

Corne si vede, U è proporzionale all'asse maggiore, G all'asse minore, il 
fattore di proporzionalità J= dovendo trattarsi - ripetiamolo - come 
una costante assoluta. 

Introducendo, per comodo di scrittura, le coordiriate ausiliarie del mo- 
bile z, g e X, Y relative a.d assi (setnpre di origine 0) situati ne1 piano del- 
l'orbita e rispettivarnente orientati: 1 . O  secondo la linea dei nodi e sua per- 
pendicolare; 2 . O  secondo gli assi dell'ellisse, si lianno le note formule ele- 
mentari :. 

O 
x = c o s 8 3 ~ - c o s i s i n O g = c 0 ~ 8 ~ - - s i n ~ q ,  

G 

O 
y=s in8~+cos icos8g=s in8x+-cosFJ t ) ,  

G (19) 

x=cosgX-sing Y, t ) = s i n g X + c o s g Y ;  

X = a (COSU - e), Y = a dl - eB sin u, 
(20) 

le ultime delle quali, attese le (18), assumono l'aspetto 

Ove si immagini di portare successivamente nelle (19) le (90) e (81), si 
ottengono le risolventi delle (14), (17) sotto la forma voluta 

x = x (U, G, @ ; u, g, 8 ; h), 

Y = Y  (U,  Q, @; u, g, 8; q, 
z ="O, G, 6 ;  u, g, 8 ;  h). 
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- 

Se ne trae, per le coinpoiienti della quantità di moto (dei movimenti 
kepleriani definiti da queste equazioni), 

d x  , a y  . 
p , = ~ . n ~ x : = m - u ,  p Y = w - u ,  

6'2 

d u  au. pS=m-zi,  du, 

& dovendo desumersi dall'equazione di KEPLER 

in cui il moto medio n vale --, ossia, per la prima delle (IO), 
/ W h 1 3  

Si ha cosi, badando anche alla (15), 

e in conformità 

Queste costituiscono evidentemente anche le espressioiii integrali di p,, p,, y,, 
considerate come incognite ausiliarie delle equazioni del moto [sotto la forma 
canonica (5 ) ] ,  semprechè vi si risguardino: h, G, @, g,  9 come cinque costanti 
arbitrarie di integmzione (la sesta essendo inclusa in u), k come fisso, ma su- 

. m scettibile d i  zalore yualslasi, anzi sostituito da U - lz \/- --- a narrna della (16). 

Ora le stesse espressioni integrali di p, , p,, pz devono trarsi dalle (7) (attesa la 
eircostanza che W è integrale coinpleto), in quanto vi si inteiidano per x, y, a 
le relative espressioni integrali (88) (colla accezione ora detta delle lettere 
h, G, a, g, 0, u, b).  Le (7) equivalgono pertanto alle (023) (previa la sostitu- 
zione delle 8, y, x ) ,  yualun que siaiio i valori dei sette argotiienti U, G, o, zc, g, 0, h. 
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Badando alla già rilevata, circostanza che le (92)  non sono altro clie le 
risolventi delle (la), (171, si conchde che le (88), (83) equivalgono comples- 
sivamerite alle (14), (17), (7). 

Constatazione della canonicità. 

Le (%), (23) definiscoiio sotto fornia esplicita una trasforiiiazione della 
sestupla 

nella 

dipendente da un paranietro h. Dico che (qualuique' sia il valore attribuito 
ad h) la trasforinazione è canonica, le nuove variabili coniugate esseiido 
U, Z L ;  G, g ;  O,  0. 

All'uopo basta sfruttare la circostanza clie le (la), (17), (ï), e con esse 
la relazione differenziale 

sono necessaria conseguenza delle forniule cli trasforiiiazione (W), (23). S e  
consegue ulteriorinente, togliendo da una parte e dall'altra d (Uzc + G y ) ,  

d ( W -  U u -  G g ) = ( p T d ~ + p , d y + p , d e j - ( U d z t + G d y + @ d f ) ) .  

La differeilza dei due trinomi 

è dunque un differenziale esatto, c. d. d. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Levi-Civi ta:  ihovo sisteirba canorbico di elew~enti ellittici. 165 

Confronto fra, i nuovi elementi e quelli di Delaunay -- Conseguente espressione 

del momeiito delle quautia di  inotc! - Identità di comportamento di  fronte 

alle trasformaxioni di Poincar6. 

La trasforlnazione canonica abitualmente adottata fa passare dalla se- 
stupla cartesiana alla 

L =  Jk.111 6 G = L J I - ~ "  O = Gcos i  ) 
Z (anornalia media) g '4 j 

(D) 

in cui k (attrazione di O all'unità di distanza) va trattata coine un  para- 
rnetro costante. Per questo fatto, la sestupla di DELAUNAY puO dirsi isodi- 
namica (corne già si accenno nell'Introduzione), e contrassegnarsi con (D). In  
modo analogo sarà a dirsi isoenergetica, e si indicherà con (E) la nostra se- 
stupla 

U =  J - 9 h r n a  G =  U J I - e 2  = G cos i 

u (anomalia eccentricaj g 4 

nella quale si tratta conie costante l'eiiergia h. 
Gli eleinenti g e 9 hanno itlentico s ignifkto in (D) ed in (E). Il di- 

vario essenziale consiste iiell'intervento dell'anoinalia media in (D), e della 
ecceotrka in (E). Ma vi sono altre differenze secondarie. La variabile coniu- 
gata all'anomalia dipende hensi, iii entranlbi i casi, da1 solo asse maggiore 
dell'orbita osculatrice: perà, menti-e L è proporzio~bale a JG, U è addivittura 
proporziomle ad a. La coniugata di g, designata in atnbedue le sestuple con G, 
è proporzionnle al pccranzetro dell'orbita in  (D), al semiasse ,minore itt ( E ) .  

Importa notare che, se si tratta di una stessa orbita, la prima delle (10) 
dà fra le due quantità h e k la relazione 

talchè 
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Coincidono quindi [in base alle tabelle (D) ed (E)] i valori nuinerici di L e 
di U ;  per conseguenza anche G ha un inedesiino valore nei due casi, e cos1 o. 
Ne discende rclteriorwzente che G conserva la sua abitzcale interpretazione di 
mornento risultante delle quantità di moto; seguitano percih a sussistere, anche 
per gli eletnefiti ( E ) ,  le note formule 

yp,- zp,= G s in is in  O, 

z pz - ~r: y, = - G sin i cos 8, 

xp,  - yp, = G cos i; 

in cui i si deve intendere eliminato a inezzo della o = G cosi. 
È appena necessario aggiungere che, applicando alla sestupla (E) le 

trasfonnazioni canoniche indicate da POINCARÉ per la (D), si raggiiinge ana- 
logamente l'iiitento di introdurre variabili appropriate alle piccole eccentri- 
cità ed inclinazioni. Si hanno cos? successivanlente le sestuple 

con evidente signifibato degli angoli o, o,, w,. 

Introduzione dei uuovi eleiiienti ne1 problerna dei tre corpi. 

Sieno O, P, P' i tre corpi (O corpo centrale di massa preponderante); 
nz,, m, m' le rispettive masse; x, y, z; 2', y', z' le coordinate di P e di P', 
riferite ad assi di orientaeione fissa coll'origine in O ;  f la costante di attra- 
zione universale; r = O?, r'= OP', A = le tre distanze; p,, p,, p, le 
componenti della quantità di moto assoluta di P; p',, plp, plz le componenti 
della analoga quantità di moto di P'. 
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Posto 

le equazioni del moto relativo, sotto la forma canonica di POIKCARÉ, ammet- 
ton0 per funzione caratteristica 

essendo variabili coniugate le coordinate di ciascuno dei due corpi P e PP e 
le corrispondenti componenti delle loro quantità di moto; p P, costituisce ln. 

m +nf 
funzione perturbatrice, e più precisameilte il termine - f - 

A 
ne è la parte 

1 
principale, il trinomio - (p,pl, +p,  p', +p,pPJ il termine cornpleinentare. mo 

A ciascuna delle due sestuple 

conviene sostituire degli eleinenti ellittici, definiti in base ad ipotetici moti 
non perturhati. 

L'abituale criterio isodinanlico porta a valersi di due sisteini canonici 
ausiliari aventi rispettivamente Ho e 'HI, per funxioni caratteristiche. 

Noi faremo invece corrispondere ad ogni istante due funzioni poco di- 
verse dalle Ho, HP, relative al10 stesso istante, cioè 
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1 1  
ii-iodificando (lieveinente) i c,oeficieuti di - , - in confronto dei valori f lnn IN, 

r r' 
f +no m' clie loro -coinpetono in Ho, II',. Questi coeficienti k e k' li intentle- 
remo fissa.ti in guisa che H e H' si conservino, ilel moto reale di -P, P', co- 
stantemente eguali ai loro salori iniziali ho, h',. 

Ci6 posto, riportandoci ai precedenti paragiafi, potremo coordinare al 
sistema canonico di fuiizione carsttteristica H una. trasfoi.iiiazioiie canonica, 
die  fa passare dalla sestupla (89) ad una sestupln 

di eleinenti ellittici (E), corrispondenti all' orbita intemediaria che sarebbe 
descritta da1 punto P, a partire da1 suo reale stato di inoto dell' istante t ,  
qualora cessasse ogni perturhazione. In questo moto ipotetico [coine risulta. 
tlal' confronto dell'espressione (32) di H colle (3), (4)]: 

1.0 funge da massa di P 
1 - 

1 1 - 
5 diversa dalla massa reale ni per essere piccolo il 

11% 

K+G I + G  

8.O il rettore ( p z ,  p,, pz), che concorre a definii*lo (e che è, ne1 moto 
reale di P, la quantità di inoto assoluta dell'istante cui si riferiscono gli ele- 
menti) si interpreta coine yuantità di moto relativa, talchè l'orbita interme- 
diaria non riesce esattamente osculatrice; 

3 . O  (e qui risiede la differenza in confronto della definizione ordina.ria) 
l'attrazione del centro O ha un coefficiente k (poco diverso da fa t ,  m), scelto 
in guisa clie risult,i H = 72,. 

Analogamente per P'. 
Ove si badi alla (26) e si noti che [a norina delle (97) e (31)] 

si vede che la sostituzione degli eleinenti ellittici isoenergetici in Ho la ricluce a 
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Del pari, designando gli elementi di P' con lettere accentate, H o  si ri- 
duce a 

- '2 h', 
U' - f ln, 1 d  

A', -+ --. 
r 

Insomma, designando con C, a, a', $, F' costanti positive, che dipendono 
soltanto dalle masse e dalle condizioni iniziali, si ha 

coli'avvertenza che r ed r' si  devono ritenere espresse per n-iezzo di U, 
O rispettivamente U', G', u', a norma delle (15) e (18). 

Resta la funzione perturba.trice p F,. È appiinto nei moi  riguard 

G, 9-4 

li che 
si fa palese il vantaggio dei nuovi elementi, i quali comprendono l'anomalia 
eccentrica u, al posto della media., e consentono cosi sia di attribuire a p. P, 
espressione esplicita (mentre di solito c 'è di iriezzo l'equazione di KEPLER), 
sia più agevoli sviluppi in serie. Ci6 è troppo noto perchè occorra illustrarlo. 
Terminerb osservando clîe, anche coi nuovi elementi, dei due gruppi di for- , 
niule di trasformazione destinati ad introdurli [(B) e ('23)], viene i n  uso sol- 

m 9%' 
tanto il primo per la parte principa.le - f -, soltanto il secondo per il ter- 

A 

1 
mirie coinplementare - (pz p', t p ,  p', t p,pl,). 

"no 

Antzali d i  Mntewznticn, Serie III, Tomo XX. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Neues Verfahren zur Herleitung 
der Differen tialgleichung 

für das relative Extremum eines Integrals. 

(Von O. HOLDER, in  Leipzig.) 

D a s  Variationsproblein, bci dem Difierentialgleiehungen als Nebenbe- 
dingungeii gegeben sind, pflegt mit der berühmten EULXR-LAGRANGE'SC~~~ 
Multiplicatorenmethode (") hehandelt zu werden. Diese Methode kt  durch 
die Arheiten von A. MAYER, KNESER, HILBEHT, HANN strenge bewiesen wor- 
den (**). Wenn icli hier ein neues, elementares Verfahren angebe, das ein- 
fachste dieser Probleme zu bearbeiten, so ' hat rneins Auseinandersetzung 
inehr nur die Eedeutung einer Erlauterung und Verailschauliekmng. Ich werde 
zeigen, dass man gewisse specielle Variationen, obwohl sie durch eine Diffe- 
rentialgleichung mit einander verknüpft sind, so genau abschatzen kann, dass 
sich mit ihrer Hilfe die Differentialgleichung des Problems ohne den EULER- 
L A G R A K G E ' S G ~ ~ ~  Multiplicatorenkunstgriff gewinnen 12sst. Es sind dabei 
Grossen versehiedener Ordnung in verschiedenen Intervailen der unabhan- 
gigen Veranderlichen zu berücksichtigen, wodurch besondere Vorsicht erfordert 

(*) Cf. EULER, Methodus Zweniendi lilzeccs curvas, etc. (1744), p. l14î19 (fiir einen spe- 
cielleren Fall'); LAGRANGE, Oeuures, X, p. 490-421. 

(*") Cf. A. MAYER, Be~rilndumg der Lagrange'schen Multiplieatore?%methode ilz der Varia- 
tionsrechnuny, Math. Annalen, Bd. 96, p. 74.; A. KNESER, Lehrbuch der Variationsrechnulay, 1900, 
p. 987 ff. ; D .  HILBERT, Zur Turàatio~srechnwng, Gottinger Nachr., 1905, p. 159 ; H .  HAHN, 
Über die Lagranye'sche illultiplicutorenlpzathode, Monatshefte fiir Math. u. Phys., Bd. 14, p. 325. 
M. vergl. auch die in der Varaaitionsrechnung von 0. BOLZA (deSitsche Ausgabe, 1909, 
p. 566-569) gegebene Übersicht. Für den Specialfall der isoperimetrischen Probleme hat lange 
vor den erwahnten Publicationen WEIERSTRASS einea strengen Bemeis des Multiplicatorenver- 
fahrens in seinen Vorlesungen vorgetragen (Vgl. auch P. DU BOIS-REYMOND, Math. Anlzalen, 
Bd. 15, p. 31 1, wo sich derselbe Beweis findet). Durch dieseu Bemeis sind auch spatere Un- 
tersuchungen beeinflusst aorden; m: vergl. L. SCHEEPFER, Math. A~inalelz, Rd. 95, p. 583 
und die durch diese Arbeit beeinflusste oben schon erwghnte Abhandlung von A, MAYER. 
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wird. In1 Gegensatz dazu stelit das LAGRANGE'SC~~  Multiplicatorenverfahrren 
eine Regel dar, die auch denjenigen,'der sich um die strenge Begründung der 
Methode wenig beküminert, fast nie in Irrtümer verfallen lasst. 

Icli werde mich im Folgenden begnügen, zu beweisen, dass die zu ent- 
wickelnde Gleichung erfüllt sein inuss, wenn die Variation 8 I des Integrals I 
für alle diejenigen Variationen der zu Grunde liegenden Functionen ver- 
schwindet, die der variirten Nebenliedingung 8 H= O genügen. Ich zweifle 
nicht daran, dass sich das Prohletn aucli mit dem neuen Verfaliren weiter 
führeii Iasst, obwohl ich dahei vorlaufig noch auf eine gewisse Scl-iwierigkeit 
gestosseii bin. Iedenfalls sclieint tnir das Abschatzungsverfahren für die hier 
henutzten Variationen von Interesse zu sein. 

Die Variationen. 

Man wird auf die Variationen, die wir benutzen wollen, ganz von selbst 
geführt, wenn man zunkhs t  die einfache Aufgabe, das Integral 

[: G (t, sl) d t 

zu einein Extremum zu inaclien, behandelt, ohne dabei die L A G R A K G E ' S C ~ ~  
partielle Integration (*) anzuwenden. Die Function G sol1 stetige erste par- 
tielle Differentklquotienten besitzen. Die Integrationsgrenzen sind fest ge- 
dacht, die zu bestiminende Function x (t) so, dass sie einen stetigen Diffe- 
rentialquotienten hat und an den Grenzen r und s des Intervalls vorgege- 
bene Werte annimtnt. Wir setzen (vergl. S 5) einfach die Integralvariation: 

gleicli Null. Da nun 

-- 

(*) Oeuvres, 1, p. 337 ( a u ~  den Miscellanea Tauritzemia, t. I I ,  1760-1761). 
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ist, und die Variation S x an den Grenzen verschwinden soll, so ist 8 x' eine 
Function von t, die der Bedingung 

genügt, wahrend sie sorist nur 110~11 der Bedingung der Stetigkeit unter- 
worfen ist. 

Triigt inan t als Abscisse und 
O x' als Ordinate auf, so sieht man, 
dass der Bedingung(3) niclit durch 
eine solche Curve genügt werden Kg. 2. 
kann, die nur in einetn kleinen 
Intervall von Nul1 verschieden ist und hier iiberall nach der gleichen Seite 
von der Abscissenaxe abweicht. Deslialb kann man aus dem Verschwinden 

d G der Variation (8) nicht schliessen, dass -, = O  sein niüsse. Es kann aber 
d LE 

der Bedingung (3) durch eine Curve geniigt werden, die nur in zruei kleinen 
Intervallen von der Abscissenaxe abweicht und im erstein Intervall nach der 
einen, im anderen nach der arideren Seite eine Ausbuclitung nmcht, so dass 
dabei beide Ausbuchtungen deriselben Flacheninhalt abgrenzen (Fig. 1). Man 
erkennt nun leicht, indem man die beiden Intervalle auf Punkte t = G, 

und t = G, zusammenzieht, dass das Verschwinden von (8), wenn es für 
alle die erwahnten Variationen Ex' eintreten soll, die Relation 

d. h. also die Gleichung . 
d G 
- = const. 
8 x' 

nach sich zieht. 
Die eben gezogene Folgerung, der unschwer eine strenge Forin gegeben 

werden kann (vergl. das hier Folgende), ist zugleich eine unnîittelbare Folge 
von dem jetzt sogenannten u DU B O I S - R ~ Y ~ o ~ ~ ' s c h e n  Leinma ». Dieses besagt, 
dass aus einer Gleichung 

wenn sie für alle an den Enden des Intervalls verschwindenden, mit ihren 
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Ableitungen stetigen Functionen YI bestelit., falls zugleich F eine stetige Func- 
tion von t k t ,  die Beziehung 

P = const. 
erschlossen werden kann (*). 

Jetzt sol1 das Integral 

1 = G ( t ,  x, y ,  z', 4') d t  1 :  
zu einern Extremum gemaclit werden, indein dabei die Functionen x und y 
der unabhangigen Veranderlichen t, die wir zweimal stetig differentiirbar an- 
nehinen wollen (**), der Nebenbedingung 

H ( t ,  x, y, x', y') = O  63 
unterworfen werden. Von den Functionen G und H wollen wir noch vor- 
aussetzen, dass sie stetige erste und zweite partielle Differentialqiiotienten 
nach san~intlichen Argumenten besitzen. Wir nehnien nuri einfacli (S. o.) zwei 
stetig differentiirbare Variationen 8 x und 8 y an, die der Gleichung S H =  O, 
d. h. der Gleichurig 

genügen. Dabei bedeuten H,, H,,.. . , die partiellen Ableitungen der Function H 

(*) Die angestellte Überleguiig ist von den bekannten Beweisen des uu BOIS-REYMOND'sC~~~ 
Lemmas nicht wesentlich verschieden ; vrgl. Math. Annalen, Bd. 15, p. 313 und p. 310. Du 
BOIS-REYMOND führt hier den Gedanken, eine Variation nur in zwei kleinen, beliebig ge- 
wahlten Intervallen von Nul1 verschieden z u  setzen, auf R. REIFF zurück, der das entspre- 
chende Verfahren auf ein Raumintegral angewendet hat (Über den Einfluss der Capillavkrufte 
auf die Fo'onn der Oberfiache eirzer beweylen Flüssigkeit ; Dissertation, Tübingen, 1879, p. 8). 
Mau hatte ein ahnliches Verfahren, wenn man bei der E U L E R ' S C ~ ~ ~  Behandlung der isope- 
rimetrischen Probleme zwei beliebige Ordinaten des der Curve substituirten polygonalen 
Zuges variirte und die anderen ungeandert liesse, wahrend EULER zwei benachbarte Ordinaten 
variirt (Methodus inueniendi, etc., p. 176, p. 184 und Fig. 15 der zweiten Tafel). Man ver- 
gleiche ferner die auf demselben Gedanken beruhenden strengen Beweise des Lemmas bei 
BOLZA, Lectures on the Calculus of Variations, 1904, p. 82 und bei WHITTEMORE, Annals of 
Mathematics 3, vol. 8, 1901, p. 138; die letzte Darstellung beruht auf einer von HILBERT 1899 
gehaltenen Vorlesung. 

(**) Man konnte die Voraussetzungen verringern, worauf aber für den Zweck der vorlie- 
gendeii Arbeit wenig ankommt, 
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nach ihrem . . . Argument, und es ist bereits von den Relationen 

Gebrauch gemacht. 
lm Integral (4) sollen wieder die Endwerte von x und y vorgegeben sein, 

weshalb die Variationen 8 x und 8 y für t  = r und t = s gleich Null sein 
müssen. Betrachtet man jetzt 8 x als den genannten Bedingungen gemass 
vorgegeben, so kann man die Function 8 y von t aus der Gleichung (6), die 
eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist, bestimmen, indem man 
von den an den Enden geltenden Bedingungen zunachst nur die eine, dass 
6y für t = r verschwindet, berücksichtigt. Man erhiilt so unter der Voraus- 
setzutig, dass für die Functionen x (t), y ( t ) ,  die das Integral (4) zu einem 
Extreinum machen, die Grosse H, von t  = r bis t = s durchweg von Null 
verschieden ist, 

Zerlegt inan die eckige Klaminer und damit das darüberstehende Integral 
in zwei Glieder, von denen man das zweite partiel1 integrirt, so ergiebt sich 

Hier ist Sx bereits als eine an den Enaen verschwindende Function gedaclit, 
weslialb der bei der partiellen Integration vor das Integral tretende Teil. 

gesetzt worden ist. 
Dafür, dass nun 8 y auch für t = s verschwindet, n ~ u s s  erst gesorgt 

werden. 8 x nehme ich jetzt selhst so an, dass es nur in zwei kleinen In- 
tervallen t ,... t', und t  ,... t',  von Null verschieden ist (r < t ,  < t', < t ,  < t', < s) 
und in jedein dieser Intervalle nui. ein Vorzeiclien besitzt. Wird nun zur 
Abkürzung 

H, - -- eJr 2 d' d I l ,  eJ,. 2 dt 

H6 - a (Bi ) = Q ( t )  

gesetzt, so ist in  Folge der früher gernacliten Voraussetzungeri @ ( t )  eine 
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stetige Function. Das grosse Integral in (8) enthat als einzige von Nul1 ver- 
schiedene Elemente diejenigen, die aus den lntervallen t,. . . t', und t, . . . t', 
herrühren. Da nun 6 x in diesen Iiitervallen sein Vorzeichen nicht wecliselt, 
so kann man für jedes dieser Intervalle oder für einen Teil davon aus dem 
betreffenden Integral einen Mittelwert von a heraussetzen. Man erhalt so 
folgende Tabelle : 

Hier hedeutet s', ein Argument des Intervalls t ,  . . . t',, das von der in 
deinselben Intervall variaheln Grosse t abhangt, Y',  ein Argument im Inlervall 
t ,  . . . t',, das sicli wiederuin nach t richtet , welches in diesein Fa11 selbst 
zwischen t ,  und t', gelegen kt.  Dagegen sind r, und T, feste Argumente der 
beiden Intervalle. So ist z. B. 

\ o ( t )  . 8 x . cl t - (1) (y,)( 8 x (l t ,  
i f n  f 11 

.1, ( "11 ( t )  Hz d t  = a > ( ~ " ) (  S B < I ~  
r fil . fil 

gese tz t worclm. 
FüI1i.t iiim jetzt die Bezeiclinungen 
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ein, so sind Do und D, wieder zwei Flacheninhalte, die, ahnlich wie in 
Figur 1, von zwei Ausbuchtungen der die Variation Sx darstellenden Curve 
an der ~ b s c i s s ~ n a x e  abgegrenzt werden. Da nun 6 y für t = s gleich Null 
sein soll, so ergiebt die letzte Zeile der Tabelle (10) : 

(7,) D', - @ (7,) D', = O, (12) 

und es ist dann d y  = O  von t', bis S .  

Q 9. 

Herleitung der Gleichurig des Problems. 

Nun kanii die Differentialgleichung aes Problenis unschwer hergeleitet 
werdeii, indem die Variation des ~ n t e ~ r a l s  (4) mit Hilfe der L A G H A N G E ' S ~ ~ ~ ~  
partielleti Integration gleich in die Form 

gescliriehen wird. Wir untersuchen zunachst nur die Bedingung dafür, dass 
die Variation (13) für alle die hier aufgestellten Variationen S x und 8 y gleich 
Null kt, wobei y i r  uns wegen der Homogeneitat unserer Ausdrücke riicht 
einrnal auf kleine Variationen zu beschranken brauchen. 

Das Integral (13) ist über die fünf Intervalle 

r . .  . t o7  t o m . .  i fo ,  t',, . . . t ,  , t , .  .. t ' , ,  t ' , . .  . s 

zu erstrecken, wobei die beiden ausseren keinen Beitrag ergeben, da in ihnen 
Sx und 6 y beide verscliwinden. Setzt man jetzt in (13) die Werte von 6 x 
und die iti der Tabelle (10) gegehenen Werte von S y  ein, so erscheint 

unter dem aussereri Integral in verschiedenen ~ l i ehe rn ,  bald mit dies&, bald 
mit jenen Grenzen behaftet. Diese Glieder geben, wenn die aussere Integration 
zunachst auf die b;iden Intervalle ta . . . t', und t, . . . t', beschrankt wird, zu- 
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saminen etwas, was 'absolut kleiner ist als (vrgl. (Il)) 

Do (t , ,  - t,) + Do ( te ,  -- t , )  + Dl ( t t l  - t l )  1 
I ' 

wobei JI eine v o n  d e n  V a r i a t i o m n ,  ulso nuch von der  Grosse ulzd L u g e  der 
I~ t t e rva l l e  t ,  . . . t', tozd t ,  . . . t', unabkang ige  Konstnnte  bedeutet. Sind nuil 
diese beiden Intervalle kleiner a l s  A, so ist'der eben hezeiclinete Wert gleieli 

w o  4 eine xruische~z - 1 ztnd + l  gelegeîze Z a h l  bedettten soll. Es eigeheii 
sic11 aus ( 1 3 )  ausserdem in den beiden betrachteten Intervalleil die Werte 

Das Interrall t', . . . t , ,  d. il. clas mittlere ron jeiieii fürif, giebt über zuiii 
Integral (13)  den Beitrag 

Man erhalt also duïch Zusaintnenfasseti, falls nian sus den Integralen (14) 
und (13) je einen Mittelwert der Grosse 

d G G2 - 2 d t -(G3 - y! = 'If ( 1 )  
ta t ri, 

herausse tz t, 

S 1 = 4 X (8 D o  + D,) A + iu (G) nto- Y FI) BI,  

CEG,)  -j, zdtd D j G - - e 
* t'o 

dabei bedeuten;, und;, wiederum Argumente der Intervalle to . . . t', und t ,  . . . l',. 
Es  seien jetzt in der Strecke r . .  . s der Abscissenaxe (t -Axe) zwei Puiikte 

5, ~ ~ n d  cl lierausgegriffen (a, < u,), und un1 diese beiden die Intervalle t,.. . t', 
und t ,  . . . t', beschrieben. rt, (G,) m6ge zun%clist von Nul1 verschieden sein. Die 
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Curve, deren Ordinate die Function 8 x von t reprasentirt, sei wieder in der 
angegebenen Weise konstruirt und dabei, was moglicli ist (*), so eirigerichtet, 
dass für die Grossen (il) die Relation (18) erfüllt ist; im Übrigen aber inoge 
die Curve irgendwie verlaufen. Wegen der Stetigkeit der Function @ wird 
nun @ ( 7 , )  wenig von ( G ~ )  verscliieden sein, wenn das Intervall t ,  . . . t', 
hinreichend klein ist, und es ist somit @ (T,) sicher von Null verschieden. Wir 
setzen jetzt den Ausdruck (16) gleich Null, ersetzen in ihm D', nacli (18) durch 

dividiren mit D', und multipliciren mit @ ( 7 , )  durcli. Indem wir nun die Punkte 
o, und a, festhalten, die beiden Intervalle aber verkleinern, wobei wir für jede 
Wall1 der Intervalle die Konstruktion von 6 cc und die eben durchgeführte 
Betraclitung wiederholen, ergiebt sich an der Grenze, wenn die Intervalle unend- 
lich klein gemaclit werden, die Relation 

Wie man sofort erkennt, ergiebt sich dieselbe Relation auf die gleiche Weise, 
wenn zwar (ri,) = O, aber @ (GJ von Null verschieden kt .  

Sind nun 0 (G,) und @ (G,) beide von Null verschieden, so kann die Glei- 
chung (17) in die Form 

gesetzt werden. Es ergiebt sicli also, dass für die Argumente t ,  für die @ (t) 
von Null verschieden ist, 

d. 11. gleicli ein und derselben Constanten sein muss. 
1st dagegen von den Grossen @ (5,) und (r, (ri,) die .eine gleiçll Null und 

die andere von Null verscliieden, also z. B. @ (rra) = O  und (ri,) %O, so er- 
giebt sich aus (17), dass v (a,) = O sein muss. 

(*) Man kaiiii die eine Ausbuehtung der Kurve affiii abaiidern. 
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Es ist also die Gleickung (18) i n  der Forwc 

dann für das ganze Interual1 r .  ..s giltig, wenn es einen Wert t des Intervalls 
giebt, für den @ - /=O k t .  Dagegen ist (17) identiscli erfüllt, wenn für das 
ganze Intervall 

@ (t) = O (90) 

ist, in welchem Fa11 also keine weiteren Sclilüsse gezogen werden korinen. 
Es erscheint beachtenswert, dass die Glieder unter dem Integral (13), die 

enthielten, schliesslicl-i nach deru Grenzübergang in der Fori-iîel (17) wer- 
schwunden sind, soweit sie aus den Intervallen t ,  . . . t', und t ,  . . . t', , die hein2 
Grenzübergang unendlich klein wurden, hervorgegangen sind, wahrend an- 
dererseits das mittlere Intervall t', . . . t , ,  das in ri, . . :o, iibergeht, zu (17) einen 
von Null verschiedenen Beitrag ergiebt, obwohl in ihin die einzige von Null 

verscliiedene Variation 6 ÿ eben von der Ordnung von ('6 x d t ist (vrgl. die 
ii 

Tabelle (10)). 

Speciellere Variationen für einen besoiideren Fall. 

Die zu Grunde gelegte Function 8 x von t, aus der sich dann 8 y mit 
Hilfe der Differentialgleichung (6) ergeben hat, war nur in den beiden Ii-iter- 
vallen t, . . .6, und t ,  . . . t', von Null verschieden; dabei war es nicht notig, 
die Gestalt der ~ u n c t i o n  8 a in den beiden Intervallen genau zu kennen. Man 
konnte deshalb versuchen, 8 m in jedem der Intervalle inz Allgemeinew con- 
stant, also im Allgemeinen 6 x = c, für das Intervall t,, . . . t', und 8 x = - c, 
für das Intervall t, . . . t', zu setzen, wobei aber die Curvenstücke, welche die 
Function S x darstellen, wenn t wieder als Abscisse gedeutet wird, bei t,, t',, t ,  
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und t', etwas abgerundet werden müssten (Fig. 8) (*). Wir nehrnen deshalb 
nach t, und vor t', und dann wieder riach t, undvor 6, die Argumenter,, T',, r,, 

T', an und lassen 8 x für t = t, . . . 7 ,  von O bis c,, dann wieder zwischen r', und 
t', von c, bis O, ebenso zwischen t ,  und r, von O bis -cl und zwischen T', 
und t', von - c, bis O stetig und stetig differentiirbar und jedesmal nur in 
einein und deinselben Sinne übergelien (Fig. 9). 

Die jetzt für 8 x eingefül-irte' Curve gieht insbesondere dünn für 8 y ein 
einfaches Resultat, wenn die Function H (t, x, y, x', y') die Argumente x und y 
nicht entlialt, so dass also 

ist. Man erkennt in diesem Fa11 aus der Gleichung (6), die sich jetzt auf 

d d 
H ,  S S + H , ~ ~ ~ ~ = O  

d t  (21) 

reducirt, dass in den Intervallen r . . . t , ,  1,. . . T',, t', . . . t,, T, . . . r',, t', . . . s, 
in denen nunmehr 8 x genau constant ist, 

d ,  H 5 - X y = O  
d t 

sein muss. Es k t  also, da H, im ganzen Intervall r . . . s von Nul1 verschieden 
gedacht war, in jedeln der zuletzt genannten Teilintervalle aucl-i o" y con- 
stant. 

Untersucht man. nun die ~ n d e r u n ~ ,  die 8 y z. B. im Intervall t , .  . . Y ,  

erhglt, so giebt die Gleichung (21) durch Integriren 

(*) Vrgl. die Figur hei P. DU BOIS-REYMOND, Math. Annalen, Bd. 15, p. 301 uiià in der 
Darstellurig von HILBERT'S Beweis des DU B o r s - R ~ u ~ o ~ ~ ' s c h e n  Lemmas in der deutschen 
Ausgabe von Bo~za's Variationsrechnung, p. 88. 
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d 
Hier kann man, da - 8% im Intervall t a .  . . r, stets dasselbe Vorzeichen 

d t  

hat, einen Mittelwert herausnehinen und man erhiilt nachlier, 

iiidein r, an t ,  uneiidlich nahe herangerückt wird, 

Dabei bedeute z. B. H, ( t a )  den Wert, den die .Funetion H, ( t ,  x, y, d, y') 
erhalt, wenn in iliren siiinmtlichen Argumenten die Variable t zu  t ,  specia- 
lisirt wird. 

Wir halten jetzt die Werte c, und c l ,  zwischen denen nachher noch eine 
Beziehung aufgestellt wird, fest und ziehen die vier Übergangsintervalle 
(Ahrunduilgsintervalle) t , .  . . r,, -', . . . t', , t l  . . .T, , t', . . . t', auf Nul1 zusammen. 
Dabei ergeben sich 8 %  und 8 y in den verbleibenden Iiitervallen der fol- 
genden Tabelle gemass: 

("dfo) H4 ( t o ) )  H4 ( 4 )  

' l - O 1  
H ( t , )  H .  (t,) Co + Hj(ti) 

Da nun 8 y für t = t ,  verschwinden sollte, ist zwischen c, und c, die Be- 
ziehurlg 

festzusetzeii. 
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Führt man die in der Tabelle gegeben Variationen S x und 8 y in die 
Variation (13) des Integrals (4) ein, so ergiebt sich, wenn man jetzt auch 
die Intervalle t, . . . t', und t ,  . . . t,' auf die Argumente c, und cl zusaminen- 
zieht, wieder die Gleichung (17). Dabei ist zu beinerken, dass man sich zu- 
riachst 8 x und somit auch S y noch durch eine zusamnienhangende und abge- 
rundete Curve dargestellt zu denken hat; indein man aber gleich nachher 
die Intervalle t, . . . .r,, -', . . . t',, t ,  . . . r,, r', . .. t', verschwinden lasst, ergeben 
sich für 6 x und 8 y die durch die Tabelle (82) beschriebenen Linienzüge, 
die zcnstetig sind und nus Zauter der Abscissenrcxe parallelen geradlinigeîz 
Strecken bestehen. 

Übereinsti~nmun~ mit dem Ergebnis des Multiplicatoreiiverfahre~is. 

Hatte man zur Bestimmung des Extreniums des Integrals (4) unter der Ne- 
benhedingung (5) das EULER-LAGKANGE'SC~~ Multiplicatorenverfahrei~ ange- 
wandt, so hatten sich die beiden Differentialgleichungen 

d l  
ergeben. Diese Gleichungen sind, wenn sie entwickelt werden, in 1 und - 

d t 
d l  

linear. Rechnet iriaii die beiden Ausdrücke für A und - aus den Gleichungeii 
d t  

aus und stellt man die Bedingung dafür auf, dass der zweite Ausdruck wirk- 
licli gleich dein Differentialquotienten des ersten wird, so ergiebt sicli eine A 
nicht mehr enthaltende Differentialgleicliung. Dieselbe Differentialgleichuiig 
erhalt man, wenn nlan aus (19) die Constante C durch Differentiiren und 
Eliminiren lierausschafft. 
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Weiterfuhrung des Problems. 

In unserer Entwicklung ist einfach die Variation (13) des Integrals (4) 
gleich Nul1 gesetzt worden für solche Variationen 8 z und 8 y, die der Glei- 
chung (6) genügen, welche durch Variiren von (5) entstanden ist. Zuui Zweck 
eines vollstandigen Beweises dafür, dass die Gleichung (17) für das Extrenium 
des Integrals (4) notwendig kt ,  müsste man aber zeigen, dass die ~ r i d e r &  
des Integrals (4), falls die Gleichung (17) nicht erfüllt ware, sowohl positiv 
als auch negativ werden konnte für Variationen 8 x und S 9, die an  den Enden 
verschwinden und für die x + 8 x und y + 8 y der Nebenbedingung (5) ge- 
nügen. Dabei muss man noch erwagen, dass erstens die vollstandige ~ n d e r u n g  
des Integrals sich von dei  Variation (13) unterscheidet, und dass zweitens 
dann, wenn die Bedingung (5) genau erfüllt ist, 6 x und 8 t~ der Gleichung (6) 
nur naherungsweise genügen. Die aus der ersten Erwagung entspringenden 
Fragen erledigen sich in bekannter Weise leicht, wenn inan die vollstlindige 
Andermg des Integrals (4) in die Form setzt : 

dabei mogen 8 x, 8 y, S'x, 8'y im ganzen Intervnll r . . . s absolut kleiner als ,o 
sein, und es hedeutet dnnn E eine mit verschwindendem p gleictmassig für 
das ganze Intervall verscliwindende Grosse. 

Die aus der zweiten Erwagung hervorgehenden Schwierigkeiten sind für 
den Eall, dass die Aufgabe mit der L A O R A N C ~ B ' S ~ ~ ~ ~  Multiplicatorenmethode 
behandelt wird, durcli KNESEK, HILBERT und HAHN (") beseitigt worden. Die 
angedeuteten Fragen lassen sich von den1 in der vorliegenden Arbeit ange- 
nonmenen Standpunkt aus jedenfalls nicht ohne gewisse Unistande erledigen. 

(*) M. Vrgl. neben den schon genannten Arbeiten : H. HAHN, Math. Ann., Bd. j8, p. 148 ff. 
und Bd. 63, p. 253 ff. 
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Sur un théorème général de l'optique. 

(Par H .  A. LORENTZ, à Haarlem.) 

D a n s  le cours de ses recherches su; la théorie des instruments opti- 
ques ("), LAGRANGE est parvenu à établir un théorème fondamental (**) bien 
connu de tous les physiciens. De riombreuses considérations plus modernes 
sur la marche des rayons lumineux dans un milieu quelconque sont intime- 
ment liées à son résultat, et il sera donc peut-être approprié à la présente 
occasion d'indiquer comment ces considératioiis peuvent être étendues au  cas 
général des corps biréfringents. 

1. Imaginons un milieu transparent qui a en chaque pbint les pro- 
priétés d'un crystal biaxe, et dont la nature change continûment d'un point 
à un autre. Soit du une ligne infiniment petite quelconque. Cette ligne peut 
être regardée comme un élément d'un rayon de lumière, ou.plutôt comme 
un élément de deux rayons, pour chacun desquels il y a une direction dé- 
terminée des vibrations, et une direction déterminée d'un élément superficiel 
d 5 qui appartient à une surface d'onde et qui est conjugué avec l'élément d S. 

Si l'on connaît les constantes optiques on peut aussi indiquer pour chacun 
des deux cas la vitesse de propagation de l'onde et la vitesse du rayon. Nous 
représenterons la première par u et la seconde par u. 

Dans ce qui suit nous nous bornerons à une seule direction de vibra- 
tion; nous dirons donc que cette direction, celle de l'élément d'onde d a  et 
les valeurs de zc et de v sont entièrement déterminées quand on a choisi 
l'élément de rayon d S. Bien entendu, si l'on considère une Iigne quelconque 
s et si l'on regarde les éléments dans lesquels elle peut être divisée comme 
des éléments de rayon, le choix de la direction de vibra.tion en chaque point 

(*) Satr la théorie des lunettes. Nouveaux mémoires de 1'Acad. royale pour Vannée 1778 
(Berlin, 1780), Classe de mathématique, p. 162. 

(**) Sur wne loi générale d'optique. Mémoires de 1'Acad. royale pour l'année 1803 (Ber- 
lin, 1805), Classe de mathématique, p. 3. 
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devra être fait de telle manière qu'elle change continûn~ent le long de la 
ligne. Il devra également y avoir continuité quand on passe d'une ligne à une 
autre qui en est infiniment voisine. 

Après avoir fait le choix dont nous venons de parler, on peut calculer 
pour chaque ligne l'intégrale 

La valeur qu'on trouve pour cette expression ne changera; pas quand on in- 
tervertit la direction de l'intégration. En effet, pour un élément de rayon 
donné, la vitesse v est indépendante de la direction dans laquelle il est par- 
couru par la lutnière. Ajoutons qu'il en est de niêine de la direction de 
vibration, de celle de l'élément d'onde conjugué avec d s et de la vitesse 
d'onde u. 

8. La construction bien connue de HUYGENS peut servir à déterminer 
les lignes, courbées dans un milieu non homogène, que suivent les rayons 
lumineux, et nous fait connaître en même temps les positions successives 
d'une onde. En généra1,'et c'est à ce cas que nous nous bornerons, il n'y a 
qu'un seul rayon entre deux points donnés P, et P, et ce rayon est déter- 
miné par la règle que l'intégrale (1) devient un mininium. Ce minimum, pour 
lequel nous écrirons 

p2 

' d  s  T = /  - 3 

v 
i .1 

sera une fonction des coordonnées de Pl et de P,; c'est le temps que la lu- 
mière met à se propager d'un de ces points à l'autre. 

Concevons que des rayons émanent d'un point fixe Pl dans toutes les 
directions et choisissons sur  chaque rayon un point Pz tel que le temps T 
ait pour tous ces points une même valeur déterminée. Les points P, se trou- 
veront alors sur une surface G qui n'est autre chose que la position qu'une 
onde partie du point P, atteindra dans l'intervalle T, chaque élément d o  
étant conjugué avec le dernier élément d s  du rayon qui y aboutit. 

Cela posé, si l'on part d'un point déterminé P, de la surface ri, on peut 
facilemeiit indiquer la valeur du coefficient différentiel 
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pour le c a s  où le point P, subit un déplacement infiniment petit dans une 
direction donnée h. 

En effet, si cette direction se trouve dans le plan tangent de la sur- 
face 5 ,  la dérivée est nulle, et elle aura la valeur 

quand h coïncide avec la normale Pz N2, cette ligne étant dirigée vers le 
côté où se trouve Pl, et zc, étant la vitesse d'onde qui appartient au  der- 
nier élément d u  rayon Pl P,. 

11 s'ensuit que dans le cas où la direction h fait un angle 3, avec Pz N,, 
on aura 

d T  cos 4, ---p. - 
d h  . zc, 

Notoils ici qu'à partir du point Pl on peut tirer une ligne analogue à 
P, N,  ; cette ligne Pl N ,  sera la normale de l'élément d'onde qui est conjugué 
avec le premier élément du rayon P, P,, et elle sera dirigée vers le côté où 
se trouve Pz. 

3. Introduisons maintenant deux axes Pl X, et P, X ,  soumis à la seule 
condition d'être normaux respectivement à Pl N, et à P, N, . Un point Q, 
de la première ligne peut être déterminé par la distance Pl QI = x,, et pa- 
reillement u n  point Q, du second axe par la distance P, Q,  = x,, ces deux 
grandeurs x, et x, étant prises avec le signe positif ou le signe négatif selon 
la position des points Q, et Q, . 

La valeur de l'intégrale 
0, 

calculée p o u r  le  rayon qui unit les points Q, et Q,, sera une fonction des 
variables a, et x,, et nous obtiendrons le théorème dont il s'agit en calcu- 
lant le coefficient différentiel 

d" 
d x, dx, 

pour x, = O, x, = O, et en exprimant qu'il est égal ii 

d2 T 
dx;, dx, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



188 Lorentz: Sur un théorème général de I'optique. 
.- 

Pour trouver la valeur de 

nous remarquons d'abord que d'après la forniule (2) 

d T cos S2 -- a ( x ,  = O )  = u2 

si l'on entend par u, la vitesse d'onde propre au  dernier élément du rayon 
Q,  Y, et par 4, l'angle que fait avec l'axe Pz X ,  la normale d'onde correspon- 
dant à ce dernier élément, cette normale étant tirée vers le côté où se trouve &, . 

Donc : 

4. On trouvera le dernier coefficient différentiel en comparant les va- 
leurs de 

pour deux rayons qui se terminent en Pz 
point Pl et le second d'un point Q I ,  situé 

et dont le premier est parti du 
sur l'axe Pl X ,  à une distance 

infiniment petite hl de P l .  Si l'on écrit 2, et u, pour les grandeurs qui se 
rapportent au  premier rayon, et Y, ,  u', pour celles qui appartiennent au 
second, on aura 

COS .Y2 cos 3, 

-- 

ad,, (Ct292)z, , = 
u', 

hl 

La normale d'onde qui appartient au  dernier élément du rayon Pl Pz 
est la ligne P, N,, et la ligne correspondante P, N', pour le rayon Ql P2 fera 
avec Pz N, un angle infiniment petit p. Donc, puisque l'axe P, X ,  est perpen- 
diculaire à Pa N,, on aura cos>, = O  et, si l'on désigne par o l'angle entre 
les plans P, AT2 N', et  P, N2 X,, 

COS 3', = sin cos w, 

expression qu'on peut remplacer par cos w, ou encore par l'angle +, que 
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fait avec Pz N, la projection de P, N', sur le plan P, 1% X,. Quant a u  signe 
algébrique de ce dernier angle, on regardera comme positive une rotation 
d'un angle droit de la ligne P, N, vers Pz X,. 

On peut n~aintenant écrire pour le second membre de l'équation (4) 

et il est permis de remplacer ici u', par u,, attendu que la différence de ces 
deux vitesses est infiniment petite et que le numérateur +, l'est également. 
On a donc, en vertu des équations (3) et (4), 

Or, dans le raisonnement qui précède, on peut échanger entre eux les 
points Pl et Pz ,  ce qu'on exprimera par la permutation des indices 1 et 2. 
Il en résulte 

et en fin de compte 

5. En tenant compte de ce qu'un rayon peut être parcouru dans les 
deux directions opposées, on peut exprimer de la manière suivante le ré- 
sultat que nous venons d'obtenir. 

Soient Pl et Pz deux points arbitrairement choisis, Pl Pz le rayon lumineux 
qui va du premier au  second, Pl NI la normale d'onde et zc, la vitesse d'onde 
telles qu'elles sont au  point de départ de ce rayon, Pl NI étant tirée dans 
la direction de la propagation. Désignons pareillement par P, N, et u, la 
normale d'onde et la vitesse d'onde pour le point de départ Pz du rayon 
inverse P, Pl. Soient enfin VI et V, des plans quelconques passant respec- 
tivement par Pl N I ,  P, N,, et Pl X I ,  P, X ,  deux axes situés dans ces plans, 
dont le premier est perpendiculaire à Pl NI et le second à P, N,. Alors, si 
on prend sur le premier axe un point Q ,  infiniment voisin de Pl (Pl Q ,  = h l )  
et sur le second un point Q, infiniment voisin de P, (Pz Q, = h,), on peut 
considérer les rayons qui se propagent, l'un de Pl à Q,, l'autre de Pz à Q I ,  
et les normales d'onde P, N', et P, N', propres aux premiers élénients de 
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ces rayons. En général ces normales sortiront des plans VI et V,. Si on les y 
projette et si l'on désigne par S, l'angle infiniment petit que la projection de 
P, N', sur VI fait avec Pl NI, et par +, l'angle entre P, N, et la projection de 
P, N', sur le plan Ir,, les deux expressions qu'on voit dans la formule (5 )  
auront la même grandeur et le même signe algébrique. Quant aux signes, 
ils seront déterminés pour hl et h, par le choix des directions positives PI X, 
et Pz X ,  et pour +, et +, par ce que les rotations de P, NI vers Pi X, et de 
Pz N2 vers P, X ,  sont considérées comme positives. 

N'oublions pas d'ajouter que le théorème est vrai, non seulement pour 
un système où il n'y a aucune discontinuité, mais aussi pour le cas où un 
certain nombre de milieux transparents sont séparés les uns des autres par 
des surfaces de discontinuité, chacun de ces, milieux pouvant du reste pré- 
senter un changement graduel, d'un point à un autre, des propriétés optiques. 
Un artifice mathématique dont il n'est pas nécessaire de parler nous permet 
d'arriver à cette extension, par laquelle les rayons de lumière deviennent 
des lignes brisées dont les segments peuvent être rectilignes ou courbés selon 
les circonstances. 

6. En partant de la formule (5) on retrouve facilement des théorèmes 
bien connus. 

trnaginons un systènîe de milieux isotropes et homogènes qui sont sé- 
parés par un certain nombre de surfaces spliériyues centrées. Prenons pour 
P, et P, deux points sur l'axe du système. Le rayon P, P2 coïncide alors avec 
la portion de l'axe comprise entre ces points, et on peut faire en sorte que 
les points Q,, Q, et tous les rayons dont il est question dans le théorème se 
trouvent dans un même plan passant par l'axe. De plus, les normales d'onde 
coïncideroi~t avec les rayons lumineux et les vitesses w, et u, seront inver- 
sement proportionnelles aux indices de réfraction ni et n, des milieux où se 
trouvent les points P, et P,. Les lignes PI Q, et P, Q,, que nous supposerons 
avoir la même direction, peuvent être considérées comme deinri « objets » 

perpendiculaires à l'axe et l'on voit facilement qu'alors +, n'est autre chose 
que l'angle sous lequel I'object P, Q z  est vu  du point Pl, et que pareille- 
ment $, est la grandeur apparente de l'objet Pl Q I  vu du point P2. La for- 
mule (5) devient maintenant 

n, h,  ib2 = n, hl $, , 
ce qui nous donne 

h 4 J 2  = hl $1 
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dans le cas rz ,  = n,, et 
4 J 2  = $ 1  

si nous supposons en outre hl = 72,. 
La dernière égalité exprime un théorème qui a été trouvé par HUYGENS 

en 1653. 

7. Revenons au  c,as général et menons par P, un plan Wl perpendi- 
culaire à Pl LX, et par P, un plan W ,  perpendiculaire à. Pz 1%. Portons sur 
Pl NI un segment égal à l'unité de longueur et soit W',  un plan passant par 
l'extrémité de ce segment et parallèle au plan W ,  . 

Cela posé, si Q, est un point quelconque de W, infiniment voisin de P,, 
on peut considérer le rayon Pl Q, et la norlnale d'onde Pl N', appartenant au  
premier élément de ce rayon. Soit R le point d'intersection de cette normale 
avec le plan W', et considérons la relation entre les positions de Q, et de R. 

A cet effet nous choisissons dans le plan W ,  deux axes de coordonnées 
Y, X, et Pl X ' ,  perpendiculaires entre eux, et rious déterminons la position 
du point R par ses coordonnées xi et x', par rapport à ces axes, ou plutôt 
par rapport aux axes yu'on obtient en projetant Pi X, et Pl X I ,  sur le plan 
W',. Quant au point Q,, sa position pourra être déterminée par ses coor- 
doniiées x,; x', par rapport à deux axes P, X ,  et P,X', perpendiculaires 
entre eux et situés dans le plan W , .  

Evideminent les coordonnées x ,  , dl seront des fonctions de x, ,  x', et 
comme toutes ces variables sont infiniment petites et s'annulent en même 
temps, il faut que la relation cherchée puisse être exprimée par deux équa- 
tions de la forme 

xl.= a,,x, +a,,,x',, x', =a,,, x ,+a,~ ,~x ' ;  

Si inaintenant le point Q, prend toutes les positions corilprises dans une 
portion infinitnent petite d o, du plan W,, le point R prendra toutes les 
positions qui se trouvent dans une portion correspondante do, du plan W', , 
et on aura 

do, = D l ,  du,, 

si l'on désigne par Dl, la valeur absolue du déterminant 

Remarquons que d o, est la mesure de l'ouverture du cône qui contient 
les normales d'onde appartenant aux premiers éléments des rayons qui par- 
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tent du point Pl et qui sont reçus par l'élément superficiel d oz situé au 
point Pz. 

D'une manière tout-à-fait analogue on peut considérer un faisceau de 
rayons infiniment mince qui émane du point Pz et qui découpe dans le plan W, 
un élément da, situé au  point Pl. Les normales d'onde propres aux rayons 
de ce faisceau à leur point de départ rempliront un certain cône à ouver- 
ture do, et on aura la relation analogue à (6) 

où D,, est la valeur absolue du déterminant 

Or, en faisant attention à la signification des coefficients a,,, a,,,, etc., on 
déduit facilenient de l'équation (5) que 

si l'on entend par I un des indices 1, 1' et par II un des indices 8, Y. Par 
conséquent 

et, en vertu des formules (6) et (7),  

Notons encore que d û , ,  d l;, sont les sections des faisceaux considérés 
par des plans (W,, W,) normaux aux normales d'onde. Il serait facile d'in- 
troduire en leur lieu les sections par des plans qui sont normaux aux rayons 
ou qui ont une direction quelconque. 

Pour le cas de milieux isotropes l'équation (8) nous raniéne à un tl-iéo- 
rème qui a été énoncé pour la première fois par M. STKAUBEL (*). 

' 

(*) Yhysik. Zeitschrift, 4 (1903), p. 114. 
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Über die Rektifikation algebraischer Kurven. 

(Von PAUL STACKEL, Heidelberg.) 

1. I n  der Geschiclite der Mathernatik des 18. Jahrhunderts sind die 
Namen LAGRANGE und EULER eng niit einander verbunden. Nicht nur, dass 
EULER, als er 1766 Berlin verliess und nach St. Petersburg zurückkehrte, 
LAGRANGE zu seinem Nachfolge'r an der Akademie machte, auch auf fast 
allen Gebieten der Mathematik greifen ihre Arbeiten in einander ein, und 
wenn der jüngere der beiden grossen Geometer von dem alteren mannig- 
fache Anregungen erhalten hat, so ist doch auch EULER nicht selten durch 
Ergebnisse angeregt worden, die LAGRANGE gefunden hatte. So stehen zum 
Beispiel die spateren Untersuchungen EULEHS über die elliptischen Integrale 
unter dem Einfluss der klassischen Abhandlung LAGRANGES: Sur l'intégration 
de quelques équations différentielles dont les indéterminées sont séparées, mais 
dont chape membre en particdiet= n'est point intégrable (Misc. Taur. t, 1766169, 
Oeuvres, vol. 9, S. 5 ) ;  EULER schreibt darüber in seiner Abhandlung: Dilu- 
cidationes super methodo elegantissinza qua illustris DE LA GRANGE US'US est 

d x  d y  
in integranda aequatione differentiali -- = - (Acta Petrop. 1778, 1 (1780), a JY 
S. 80, Opera omnia, series 1, vol. 91, S. l), das Ergebnis und die Methode 
des Turiner Mathematikers hatten ihn in das ausserste Erstaunen versetzt: 
u penitus obstipui B. Wenn daher die Lehre von den Integralen algebraischer 
Funktionen zu den Teilen der Analysis gehort, die LAGRANGES Schopferkraft 
gefordert hat, so wird in einer Veroffentlichung, die seinem Gedachtnis gilt, 
ein Beitrag Platz finden dürfen, der sich auf eine von EULER ausgesprochene 
Vermutung über die Integrale bezieht, die bei der Rektifikation algebraischer 
Kurven auftreten. 

9. In zahlreichen Abhandlungen über die algebraisclie Integration von 
Differentialgleichungen der Fortn 

Annali d i  Matematica, Serie III, Tomo XX. 
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bei denen sich das Integral 

j 1 (v) d 

nicht mittels elementarer Funktionen ausführen lasst, hat EULEH die gewon- 
nenen Ergebnisse geometriscli gedeutet, indein er das Integral (9) als den 
Ausdruck für die Bogenlange einer algebraischen Kurve auffasste; dabei 
spielt v die Rolle einer Hilfsgrosse, eines Parameters, mittels dessen sich die 
rechtwinkligen kartesischen Koordinaten z, y eines Kurvenpunktes algebraisch 
ausdrücken lassen. Bei den von ihm genauer untersuchten Differentialglei- 
cliungen sind die Kurven die Ellipse, Hyperbel, Parabel, Lemniskate, und 
als Parameter v ist entweder eine der Koordinaten x, y selbst oder der 
Fahrstrahl bei Polarkoordinaten gewahlt. EULER hat aber wiederholt und 
mit Nachdruck hervorgehoben, dass seine Satze nicht bloss für die genannten 
Kurven gelten, sondern in allen den Pallen anwendbar sind, in denen die 
Bogenliinge s einer algebraischen Kurve dieselbe besondere Form wie dort 
hat, Kachdein seine Untersuchungen über die Differentialgleichung (1) zu 
einem gewissen .Abschluss gekommen waren, hat er sich der Aufgabe zuge- 
wandt, Scharen von algebraischen Kurve zu finden, bei denen die Bogenlaiige 
s druch ein vorgegebenes Integral der Form (8) dargestellt wird, und es ist 
ihm im Besonderen für die Ellipse, Parabel und Lemniskate gelungen, solche 
Kurvenscharen zu ermitteln. Die betreffenden Abhandlungen, die aus dem 
letzten Jahrzehnt seiner Tatigkeit stammen, sind erst nach seinem Tode, die 
letzte sogar erst itn Jahre 1868, gedruckt worden (*). 

3. Um die Ausdrucksweise zu vereinfachen, moge unter einer algebrai- 
schen Parameter-Darsteilung einer ebenen aigebraischen Kurve eine Darstel- 

verstanden werden, in der x und y algebraische Funktionen sind; min Bei- 
spiel wird bei dem Kreise . 

%"y2= 1 (4) 

eine solche Darstellung durch die Formeln 

(*) Alle in diesem Paragraphen erwahnten Abhandlungen E U L E R ~  werden in den dem- 
nachst erscheinden Banden 80 und 81 der Opera Leonhardi EULERI, series I (herausgegeben 
von A. KRAZER) wiederabgedruckt werden. 
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geliefert, aus denen sich für die Bogenlarige s die Gleichung ergibt 

In der Abhandlung: De Ziweis curvis quarum rectificntio per dataw qua- 
drnturaln nzensuratur (Opera postuma, 1, 1868, S. 439) hat EULER die Ver- 
mutung ausgesprochen, dass in dem Integral (8) der Integrand 1 (v) nicht 
beliebig gewiihlt werden dürfe; denn weder er selbst noch ausgezeichnete 
Geometer, die er befragt habe, hatten eine algebraische Kurven entdecken 
konnen, bei der 

a = a - ~ n v  (7)  

ist, wo a eine von Nul1 verschiedenen Konstante bezeichnet. Ferner scheine 
es Falle zu geben, in denen die Aufgabe nur eine einzige L6sung besitze; 
denn für den Fa11 

a x (v)  = - 
1 + v a  

habe er allein den Kreis auffinden k6nnen. 
Dass es sich mit den Formeln (6) und (7) für die Bogenlange s in der 

soeben angegebenen Weise verhalte, hatte EULER schon in der Abhandlung: 
Theoremata quaedarn analytica quorum denzonstratio adhuc desideratur be- 
hauptet, die am 1. Mai 1775 der Petersburger Akadernie vorgelegt, aber erst 
1785 iin zweiten Bande der Opusczcla analytica, S. 76 a.bgedruckt worden ist; 
die Wahrheit dieser beiden Satze, n~eint  EULER, konne nicht bezweifelt werden, 
wenn es ihm auch auf keine Weise gelungen sei, sie in aller Strenge zu 
beweisen. Wenige Jahre spater hat er jedoch erkannt, dass er sich bei dem 
ersten Satze getauscht hahe, denn am 80. August 1781 legte er der Peters- 
burger Akademie eine Abhandlung vor: De curvis algebraicis quaruln omnes 
nrcus per arcus circulares wetiri liceat, in der er seine frühere Behauptung 
« feierlich widerrief »; diese Abhandlung ist erst im Jahre 1830 in 11. Bande 
der Petersburger Memoiren gedruckt worden. 

Anders steht es mit dem zweiten 
unrichtig; EULER selbst hat namlich 
algebraische Parameter-Darstellung 

1 
X = - (w-' -+ w), 

B 

Satze. In gewissem Sinne ist er auch 
beinerkt, dass bei dem Kreise (4) die 
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zu der Gleichung 
s = i . Z n w  

führt, sodass sein Satz im komplexen Gebiet versagt. Ob dieser im reellen 
Gebiet, auf das man sich bei Fragen der Rektifikation beschranken wird, 
richtig ist, sol1 iin Folgenden untersucht werden. 

4. Zunachst moge auf die Ueberlegungen eingegangen werden, mittels 
deren EULER seine Behauptung wahrscheinlich zu inachen gesucht hat. Er 

sagt zunachst, dass bei keiner ge- 
schlossenen algebraischen Kurve eine 
algebraische Parameter - Darstellung 
(3) für die Bogenlange s die Formel 
(7) ergeben konne. Es sei namlich 
A Y B D A  eine solche Kurve. Dann 
liesse sich auf der Ordinate X Y ein 

A solcher Punkt Z angeben, dass arc. 
A Y = a . l n X Z  wird. Da aber auch 
zuni Bogen A Y B  D A Y dieselben 
Koordinatefi A X und X Y gehoren, 

w so gabe es auf X Y einen zweiten 
Punkt Z', sodass arc. A Y B  D A  Y 

= a .  1 n X 2' wird, und es gabe überhaupt, wenn c den Umfang der geschlos- 
senen Kurve bedeutet, auf XY Punkte 2, Z', Z", Z"', . . . , denen der Reihe 
nach die Bogen A Y, A Y + c, A Y + S c, A Y + 3 c, . . . , entsprechen. Alle 
diese unzahlig vielen Punkte sollen, der Voraussetzung nach, durch eine alge- 
braische Formel geliefert werden, und das ist ein Widerspruch, weil eine 
solche Formel nur eine endliche Anzahl von Punkten ergibt. ~ i t h i ' n  kann die 
gesuchte Kurve nicht geschlossen sein. 

EULEKS Ueberlegung lasst sich leicht des geometrischen Gewandes ent- 
kleiden und in rein analytischer Form darstellen. Bei einer geschlossenen 
Kurve vom Umfange c gehoren zum Kurvenpunkte (s, y) die unzahlig vielen 
Werte der Bogenlange 

Besteht nun die Gleichung (4), so sind dem betrachteten Kurvenpunkte die 
Parameterwerte 
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zugeordnet, die im r'eellen Gebiete alle von einander vergehieden sind. 
Wahrend also bei einer algebraischen Parameter-Darstellung (1) jedem Kur- 
venpunkte nur eine endliche Anzahl von Parameterwerten zugehort, würde es 
nach der Gleichung (6) deren unzahlig viele geben müssen. Mithin führt die 
Annalime der Gleichung (4) für die Bogenlange einer geschlossenen algebrai- 
scllen Kurve auf eine Widerspruch. 

So einleuchtend diese Schlussweise erscheint, so zeigt doch eine genauere 
Ueberlegung, dass sie unzureichend ist. Damit man erkennt, worin der Mange1 
liegt, moge dieselbe Schlussweise auf den Fa11 angewandt werden, dass eine 
geschlossene algebraische Kurve vom Umfang c algebraisch rektifizierbar ist, 
dass heisst, dass ihre Bogenlange s bei der algebraischen Parameter-Darstel- 
lung (1) durch eine algebraische Funktion von u dargestellt wird. Dann ist 
uingekehrt v eine algebraische Funktion von s, etwa 

und dem Kurvenpunkte (x, y) sind die Parameterwerte 

zugeordnet. Diese unzahlig vielen , Werte müssen bei einer algebraischen 
Kurve auf eine endliche %hl zurückkommen, es muss mithin eine kleinste 
positive ganze Zahl a geben, sodass 

ist, und (p (s)  ist daher eine periodische Funktion mit der primitiven Periode a q 
Hieraus würde aber folgen, dass umgekehrt s eine unendlichvieldeutige Punk- 
tion von u ist, wahrend s  doch eine algebraische Funktion von v sein sollte, 
und damit ist man auf einen Widerspruch gekommen. 

Dass hierin ein Fehlschluss steckt, zeigen die Beispiele der Astroide, der 
Evolute der Ellipse usw., denn dies sind geschlossene algebraische, algebraisch 
rektifizierbare Kurven. Wenn man bei diesen Kurven das Integral 

über die ganze geschlossene Kurve erstreckt, so ergiebt sich als sein Wert 
Null, sodass man es mit gesclilossenen Kurven vom Umfange Nul1 zu tun 
hat. 1st aber G = O, so verschwindet die Periode a c, und damit entfallt der 
vorher gefundene Widerspruch. Auf den hiermit bewiesenen, bemerkenswerten 
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Lehrsatz, dass alle geschlossenen ralgebraischen, algebraisch rektifixierbaren 
Kurven den Uwfang Null haben, sol1 an dieser Stelle nicht weiter einge- 
gangen werden. ' 

Die vorhergehenden Darlegungen zeigen, dass EULER bei seinem Beweis- 
versuche den Fa11 der geschlossenen Kurven vom Umfange Null übersehen 
hat. Da die betrachteten Kurven aus einer endliclien Anzahl von Stücken 
endlicher Bogenlange zusammengesetzt sind, auf denen s bestandig wachst 
oder bestandig abnimmt, so kann zu dem Parameterwerte v = O kein Punkt 

'd& geschlossenen Kurve gehoren. Aus dem Prinzip der analytischen Fort- 
setzung folgt aber, dass die Identitat 

die zunachst nur gilt, wenn u zu einem Kurvenpunkte gehort, für alle reellen 
Werte von v bestehen bleibt, dass sie also irn Besonderen auch für kleine 
Werte von v erfüllt sein muss. Jetzt sirid zwei Moglichkeiten zu unterscheiden. 

Erstens kann zu kleinen Werten von v ein reeller Zweig der betrachtelen 
algebraischen Kurve gehoren, der dann notwendig ins Unendliche geht. Für 
ihn würde auch die Gleichung (4) gelten. Dass dies auf einen Widerspruch 
führt, wird im Folgenden gezeigt werden. 

Zweitens kann das Funktionenpaar x;, y für kleine Werte von v koinplex 
werden, sodass diesen Werten kein reeller Zweig der betrachteten algebrai- 
schen Kurve entspricht. Dieser Fa11 bedarf noch weiterer Untersuchung und 
muss hier unentschieden bleiben. 

5. Wenn die Kurve iiis Unendliche geht, so inuss sie sich, wie es einer 
algebraischen Kurve zukommt, von dem betrachteten Kurvenpunkte aus nach 
beiden Seiten hin erstrecken; auf der einen Seite wird s positive, auf der 
andern negative Werte haben. 

EULER hat diesen Fa11 nicht zu erledigen gewusst. Er  begnügt sich viel- 
inehr damit zu erklaren, nach einem Satze von J. BEHKOULLI würde man, 
sobald eine einzige Kurve der gesuchten Art bekannt ist, daraus unzahlig 
viele andere derselben Art herleiten k6nnen (*). Damit konne man aber 

(*) Für den Kreis ist diese Schlussweise ilicht zuliissig, bei diesem wird man vielmehr 
durch das Verfahren von Bernoulli immer wieder auf den Kreis zurückgeführt. Sobald man 
aber eine einzige vom Kreise verschiedene Kurve kennt, deren Bogenlange durch die Formel (6) 
gegeben wird, erhalt man daraus unzahlig viele neue Kurven derselben Art. 
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schwer in Einklang zu bringen, dass es ihm trotz aller Betnühungen nicht 
gelungen sei, eine solche Kurve zu finden. Dies sei freilich kein strenger 
Beweis, er wolle vielmehr die Geometer anregen, einen solchen zu erbringen. 

Die Lücke in EULERS Darlegungen lasst sich ausfüllen, indem man Reihen- 
entwicklungen der algebraischen Funktionen zu Hilfe nimmt, ein Hilfsmittel, 
dass allerdings ausserhalb des E u ~ ~ ~ ~ s c h e n  Gedankenkreises liegt. 

Wenn die algebraische Kurve ins Unendliche geht, so wird s nach der 
eirien Seite hin negative Werte annehmen, deren Betrag über alle Grenzen 
wachst, und gleichzeitig wird v unbegrenzt gegen Nul1 abnefimen. Betrachtet 
man das Stück der Kurve, das zu kleinen Werten von v gehort, so werden 
nadl den allgemeinen Satzen über die Reihenentwicklungen algebraischer 
Funktionen die Koordinaten x und y durch Reihen dargestellt werden, die 
allgeinein gesprochen nach steigenden Potenzen einer Wurzel aus v fort- 
schreiten und nur eine endliche Anzahl von Gliedern mit negativen Expo- 
nenten enthalten; da die Kurve mit abnehmendem u ins Unendliche geht, 
muss jedoch mindestens ein solcher negativer Exponent auftreten. 

Um die Darstellung zu veriinfachen werde 
/ 

v = wZi' (15) 

gesetzt und die ganze positive Zahl r so gewahlt, dass sie sowohl den bei 
x als auch den bei y auftretenden Wurzelexponenten als Faktor enthalt. 
Dann gehen x: und y in algebraische Funktionen von w üher, die sich in der 
Umgebung der Stelle w = O nach gansen Potenzen n, entwickeln lassen, wobei 
wiederum Potenzen mit negativen Exponenten nur in endlicher Zahl vor- 
kommen, mindestens ein solcher aber vorhanden sein muss. Zu der alge- 
braischen Parameter-Darstellung 

x = f  (w'), Y =s(w ' )  t 16) 
gehort daim als Ausdruck der Bogenlange si 

s = a . I n ( w P ) ,  = a r . I n r v ,  (17) 

sodass bei der Darstellung durch den Parameter w die Form der Gleichung (7) 
erhalten bleibt. 

Die Reihenentwicklungen von x und y nach Potenzen von n, niüssen 
so .bescliaffen sein, dass die Gleichung 

identiscli erfüllt ist. Bei der weiteren Untersuchung empfiehlt es sich zu un- 
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terscheiden, ob die Entwicklungen von z und y mit verschiedenen Exponenten 
oder mit demselben Exponenten beginnen. 

1st im ersten Falle - cc der kleiriste Exponen.t, der in den Entwicklungen 
von E und y vorkornmt, so entspringt aus deni betreffenden Gliede auf der 
linken Seite der Gleichung (18) ein Glied mit dem Exponenten - S a - 2, und 
B CC + 2 ware mindestem gleich 4, weil a mindestens gleich 1 sein muss. Das 
ist aber ein Widerspruch gegen die angenommene Gestalt a2 r k - '  der rschten 
Seite. 

Im zweiten 'Falle moge die Entwicklung von x mit dem Gliede A gv-p, 

die Enlwicklung von y mit dem Gliede B w-' beginnen, wo A und B von 
Eu11 verschiedene Konstanten sind; hierbei ist wiederum p. mindestens gleich 1. 
Alsdünn wird die Entwicklung der linken Seite der Gleichung (18) mit dem 
Gliede 

p"A2 + B2) . w-~''-~ 

beginnen, und da 9 p. + 9 mindestens gleich 4 ist, rnuss der KoeEzient dieser 
Potenz von ru verschwinden. Da hierin inl. reellen Gebiet ein Widerspruch 
liegt, so ist auch die zweite Moglichkeit ausgeschlossen und der Beweis voll- 
endet. 

Gleichzeitig erliennt man, dass im komplexen Gebiete A" B%ehr wohl 
verschwinden kann, ohne dass A und B verschwinden. Dies trifft in der Tat 
bei der Parameter-Darstellung (5') des Kreises zu, in der 

ist, und auf diese Art erklart es sich, dass hier die Gleichung (18) identisch 
erfüllt ist. 

Karlsruhe, im Oktober 1918. 
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Relazioni tra gl'integrali semplici e gl'integrali 
rnultipli di 1." specie di una varietà algebrica. 

(Di FHANCESCO SEVERI, a Padova.) 

P e r  quant0  ANGE si sia occupato di integrali di differenziali alge- 
brici in una sola Memoria (*), clle lia per iscopo principale la rettificazione 
clell'ellisse e dell'iperbole, non parrà fuor di luogo la pubblicazione in questo 
Volume, dedicato al soinnio Analista (**), di un lavoro sugl'integrali apparte- 
nenti ad una superficie O varietà algebrica, tanto più che il concetto mede- 
simo di forma differenziale integrabile, che giuoca in modo più O rneno esplicito 
nella mia ricerca, potendosi esprirnere mediante una condizione al contoriio, 
si riattacca anche alle celebri Memorie di LAGHAKGE SUL calcolo delle va- 
riazioni. 

Allorchè si conoscono sopra uiia superficie algebrica, due integrali seinplici 
di 1." specie, funzionaltnente indipendenti, si pu6 forinare, con NOETHER (***), 
un ben determinnto integrale doppio di l.a specie, che deriva razionalmente 
da quelli. 

(*) Sur une nouvelle méthode de calcul intéyral pour les difléreidie26.s affectées d'un 
radical carre' sous lequel la variable ne passe pas le quatrième degré (Mémoires de l'Ac. ro- 
yale de Turin, t. II, 1784-83; Oeuvrm, t. II, p. 953). 

(*") Un aneddoto, forse poco noto, che riconferma la grande considerazione in cui LA- 
GRANGE era tenuto anche da'suoi contemporanei, è raccontato da1 BRUNACCI. « Napoleone, 
essendo in Milano, volle sostenere al Bruilacci, che la Francia primeggiava sopra 1'Italia in 
forza di matematiche. Il Brunacci rispos- francamente: che se yli rendeva Lagrange - Ita- 
Ziano - si sarebbe hattzcto ». (Ved. MORENA,' Vittorio .Fossomhroni econonzistu, Arezzo, tipo- 
grafia Bellotti, 1896.) 

(***) Ueber die totulen a1gebrnische.n Differe.ntialazcsdriicke, Math. Aiin., Bd. 29 (18SG). - 
Vedi pure : PICARD et SIMART, The'orie des fonctions alyébriques de dsux variables inclépen- 
dantes, Paris, Gauthier-Villars, t .  1 (LS97), p. 139. 

Annali d i  Matematka, Serie III, Tomo XX. $6 
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Se i  più recenti svilsippi di geonietria sopra unn superficie, tale relazione 
t r n  integrali Semplici e doppi, ha costituito spesso il punto di partenza di 
notecoli applicazioni. 

In questo lt~voro mi propongo di inostrare l'esistenza di legaini analoglii 
tra gl'integrali semplici e gl'integrali inultipli di 1." specie - doppi, Iripli, ..., 
k-pli - di una varietà algebrica W,, ,z k ditliensioni: legnmi che pernîettono 
appunto di costruire razionalmente, in modo imiiiediato, un integrale s-plo 
di 1." specie, appena sieno noti s integrali seinplici di 1." specie, funzional- 
mente indipendenti. 

La via che si segue per stabilire la relazione di NOETHER sulle superficie, 
si pub senza dubbio estendere, senza troppe difficoltà; e conduce ad un le- 
gaine 'tra gl'integrali semplici e gl'integrali k-pli. Ma nei casi intermedi deçli 
integrali doppi, tripli, ..., (k - 1)-pli, ln via stessa è, per ora almeno, addirit- 
tura in-ipraticabile, se non altro perçliè non si sanno assegnare le forme nor- 
mali di questi integrali intermedi. 

Io dunque ho creduto opportuno di riprendere ex-~zovo la yuestione anche 
per le superficie, cercando di riattaccare la relazione di NOETHEH a proprietà 
geometriche della superficie, piuttosto clle a proprieta algoritrniche di certi 
polinomi, corne nella trattazione consueta. Ed in ta1 modo ho ottenuto un 
procedimento estensibile agl'integrali multipli, di ogni rango, appartenenti 
ad una varietà. 

Dimostro in primo luogo, per via sintetica, die  una superficie P d'irre- 
golarità p > O, pub sempre considerarsi coine la trasformata razionale di una 
~ ~ p e r f i c i e  @, di eguale irregolarita, appartenente alla varietà di PICARD V,, 
annessa ad P. Va eccettunto soltanto il caso in cui P possegga un fascio 
irrazionale di genere p: in ta1 caso P è la trasformata razionale di una curva 
di genere p, bacciata su  V,, e tutti gl'integrali semplici di 1." specie di P 
son funzioni di uno tra essi. 

Indicando con u , ,  u, due dei p integrali semplici di 1." specie di V,, gli 
integrali doppi di 1." specie della varietà (che è abeliana) saran del tipo 

S/du ,  du,;' e gli uni e gli altri subordineranno su integrali seinplici e 

doppi, i quali alla lor volta si trasformano in integrali analoghi di E: Anzi, 
da1 moment0 clie a, F hanno la stessa irregolarità, tutti gl'integrali semplici 
di 1." specie di F, si ottengono ne1 modo indicato dagl'integrali semplici u 
di y, (nientre lo stesso non potreblie dirsi degl'integrali doppi). 

Eseguendo la sostituzione razionale clie fa passare da @ ad .F, ne segue 
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subito che il determiriante jacobiano di due integrali semplici di 1." specie 
della P - supposta iininersa in S, e di eyuazione P (E,. y, z)  = O - rispetto 
alle due variabili indipendenti x, y, è la funzione integranda di un integrale 
doppio di 1." specie. Ed è yuesto appunto il legaine scoperto da NOETHEH. 

Estendo poi alle varietà il procedimento sviluppato per le superficie, pro- 
vando prima che la data W,, d'irregolarità superficiale p >O,  pub conside- 
rarsi corne la trasforinata razionale di un& varietà a,, di eguale irregolaritü 
superficiale, tracciata sulla varietà di Picam V p ,  relativa a W,; a meno che 
non accada che W, contenga un sisteina ooLi (1 r i  6 k - 1) d'indice 1, di 
varietà Ni, tlvente la stessa irregolarità bidimensionale p. Ne1 qua1 caso W, 
è la trasforinata razionale di una d'irregolarità. superficiale p, tracciata 
su V, e 7c - i + 1 integrali seinplici di 1." specie di W, son sempre funzio- 
nalmente dipendenti. 

Da ci& tenendo conto clie gl'integrali doppi, tripli,. . . , di 1." specie di 

ove u , ,  u, , . . , , sono i p integrali seinplici di 1." specie, deduco ln costru- 
zione razionale di integrali doppi, tripli,. . :, di l.a specie della IR, a partire 
da' suoi integrali semplici. 

Il teorema geometrico che pongo a fondatnenlo della ricerca, è già di per 
sè interessanle, in quanto da esso possono trarsi varie coiiseguenze, tra le 
quali cito, a titolo d'esempio, questa: una superficie irregolare non pub pos- 
sedere un'infinità (neanche discontinua) di curve razionüli, senza essere tras- 
formabile birazionnlmente in una rigata (irrazionale). La proprietà arialoga 
non sussiste per le superficie regolari. 

1. Caratterizzazione d'ma superficie F d'irregolaritii p > O, che contenga 
un fascio di genere p, medisute i sistetni continui ml di curve tïacciate sir 3'. 
Supponianio anzitutto che sulln F esista un sistema algebrico oc', x, di curve 
ülgebriche A non equivalenti, tale che fra le oohciirve B costituite dalle A 
passanti pei singoli puriti di F, ve ne sieoo w' equisalenti ad una prefissala B, 
che provenga da uil puiito generico P di 3'. Alloia i punti P relativi ülle 
w lB equivalenti tra loro, riempiono una curva algebrica C, variabile in un 
fascio, necessariamente irrazionale, perchè altrimenti (*) le B, e quincli le A, 
sarebbero a due a due equivüleuti. 

(*) Cfr. SEVERI, a) 12 teorema d'Abel sulk superficie algebriche. Questi Annali, (3), t. XII, 
(1905), n.' 1, 6, ed anche: b) Osserva~ioni varie d i  yeometria sopra uncG szcperficie alyebriea e 
sopra wna varieta. Atti del R. Istituto veneto di scienze, lettere ed arti, t. LXV (1906). 
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Prendiamo ora su  P un sisteiua continuo completo 1 A 1, di curve A, co- 
stituito da mg sistetni lineari distiriti, e supponianio che, scelto comungue 
entro ( A ) un sistema algebrico m" 1, esso goda sewqre della proprietà. sopra 
indicata. Esisterà allora' un fascio irrazionale ( CI, tale che le curve di 2: pas- 
saiiti per un punto P di una C, segheranno ivi un gruppo, il yuüle, al va- 
riare di P su C, si iiiuoveià. entro una serie lineare. Donde segue (*) che le 
A di Ç tagliano su  una C qualuncjue gruppi equivalenti, cioè (**) che esse 
differiscorio per curve C. 

Nulla ci vieta di supporre che il sisteina possa variare entro ! A  j in 
una serie algebrica di sistemi ailaloghi, die  invadano coiiiplessivan~ente tutto 
( A ) ,  e che contenpno una curva fissa A,. Ci6 invero equivale tic! affer- 
mare clle la varietà. irriducibile V,, i cui punti rappreseritano gli oop sistenii 
lineari ( A ) ,  pub descriversi tutta mediante una faiiiiglia algehrica di curve 
(algebriche) passanti per un punto di V,.  In realtà ad ognuna delle curve 
di quella famiglia, risponderebbe su F non un sistema ml di curve A, ma 
m a  serie ml di sistenii lineari cornpleti ( A 1 .  Poicliè i sisteini generici 1 A 1 
hanno la stessa diinensione r ,  fissati su Pr  punti generici, si staccherà da 
ogni 1 A 1 una curva e cosi ci ridurreino a sistemi ml, 2, di curve A. 

Quando descrive il sistein. continuo ( A ] ,  il füscio irrazionale ( C I  non 
pu6 variare, percliè altrimenti descriverebbe un sistema continuo più ampio, 
inentre ( C )  è già completo. Sopra ogni C le curve di un sisterna I: segano 
una serie di gruppi equivalenti al gruppo fisso ( A ,  C); cioè tutte le curve 
di ( A )  staccano sopra una C gruppi equivalenti, ed esse, pertanto, differiscono 
a due a due per curve C. 

Cib significa irisornina che i sistemi 1 A ]  si bttengorio tutti da uno generico 
di essi, e sia 1 A, 1, nggiungerido e' togliendo gruppi di un egual numero v di 
curve C. 

Osserviamo ora die se si sostituisee ad uno di yuesti due  gruppi di v 

curve C, un gruppo equivalente (entro l'ente ool ( CI), i l  sisterna 1 A 1 ,  clie si 
ottiene da 1 A, 1, non s'nltera, per guisa clie i sisterni distinti 1 A 1 risultaiio 
tanti quante le serie lineari distinte d'ortline v, en tro l'ente m' ( Cl. Sia z il 
genere del fascio. Se fosse v < x, le suddette serie d'ordine v sarebbero aoV, 

i*) Loc. cit. a pag. 903 a) n. 1 .  Vedi pure la dimostrazione geometrica di  CASTELNUOVO, 
Sulle serie aalyebriche di gruppi di p u f ~ t i  appartene~sti ad twa  curva algebrica [Rendiconti della 
R. Acc. dei Lincei, (5) ,  t. XV, (1906)l. 

("*) Loc. cit. a pag. OB3 a )  n. 6 ,  
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cioè snrelsbe p < n, il che è assurdo. È dunque v t ;: e le serie d'ordine v, sono 
ocr. Ne segue p = '7. 

La. proprietà s'inverte subito. Presa infatti sulla F d'irregolarità p, una 
curva A d'ordine niaggiore delle eventuali curl-e canoniche di  3' (non de- 
purate dalle curre eccezionali) e di dimensione virtuale non negativa, potrü 
selnpre considernrsi il sistemn lineare 1 A + H- Ii 1 ("), ove TT, FI, siario due 
qualunrjue gruppi di p curve C di  u n  fascio di genere p, esistente s u  F. Te- 
nencio fisso H e fücendo variare IC, si otterranno cosi tutti gli mP sistelni 
lirienri costituenti il sistema continuo conipleto ( A 1 ,  il che significa clle le A 
tagliüno gruppi a due a due equivdenti sopra ogni C. Ne derivn clle, preso 
entro : A ]  un sistems oo', x, di curve non equivülenti, se si chiainano onio- 
loglii u n  punto di  una fissata C ed una  curva di x, quando si appartengoiio, la 
corrispondenza tra i due ent.i oo' C, 2, è a valenza zero in un senso e yuindi (**) 
anche ne1 senso opposto; cioè i gruppi di curve A passanti pei singoli puiiti 
di C sono equivalenti entro l'ente x, e sono percib equivalenti, anche corne 
curve di P. 

Possiaino pertanto enunciare : 
1. Sopra %.na superficie F d'irregolnrith p> O, le due proprietic: 

1) Ogni sistema oo' di  curve A, non equivalenti, tolte da un si- 
stemx contiîzuo colnpleto d i  oop sistemi lineari, è tale che la curua cot~~posta 
dalle A per u n  punto generico di P, è eequiva1e)zte ad ao' cwue analoghe; 

52) La superficie cotztiene uîz fascio irrnsionale d i  genere p;  
sono Z'zma conseguenza dell'altra. 

S. Trasformazione di una superficie irregolare F in un'altra appartenente 
alla varietà picardiana d i  F. Sin o r s  unn superficie d'irreçolaritü p > 1, non 
contenente u n  fascio di genere p (*""). Allora considerando su  P u n  sistenia 
cdrnpleto 1 A ]  di oop sistemi 1inea.ri (non conîposti con un'involuzio'ne di  F), 
u n  generico sistemn Z oo', format0 d a  curve A, non equivalenti, non godrà 
della proprietà 1) dell'enunciato precedente; e poichè neppur pub darsi clie 
sieno equivalenti a due a due le oo' curve B formate colle 312 (> 1) A uscenti 
dai punti di P (**=), accadrà ehe ogni B s a r i  equivalente ad uii nuniero finito 
n h 1 di curve analoghe. Indicheremo con x' il sistema delle ao". 

(*) SEVERI, Sulle curve algebriche virtuali appartet~eioti ad Z L ~ X  superficie algebvica. Rend; 
del R. 1st. Lombardo, (8)' t. XXXVIII (1905), p. 861.. 

(**) Il teorema &Abel, ecc. (citato), n. 8. 
(***) L'ipotesi p = 1 rientra riell'analisi del numero precedente, perchè in ta1 caso P pos- 

siede sempre u n  f a d o  ellittico di curve. 
(****) Il teorema d'Abel, ecc., n. 9, c). 
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Se la diriiensione virtuale di un sisteii~a lineare 1 Al non è negativa, risul- 
terà a fortiori non negativa la diniensione virtuale di un sisteina lineure 1 B 1, 
perchè essa uguaglia (luella di 1 rn A 1, onde (") i 1 B 1 appürterrniîiio ad uii 
sistema continu0 completo contenente ooP sisteini lineari distinti. 

Coiisideriamo la varietü Vp di PICARD, i cui punti rappresentürio i si- 
stemi ( B 1 .  Alle curve B di x' O ineglio ai sisteini 1 B ( da esse individuati, 
risponde in Ir unü superficie (i), la quale risulti~ riferita razionalniente ad 3, 
ad ogni punto di 3' rispondendo una B di 2' e quiiidi un punto di a, metitre 
ogni punto di @ proviene dagli n punti di P relativi a curre B equivaleiiti 
tra loro. Si conclude che: 

I I .  Una super@cie F d'irregolnrità p )  O O contiene u n  fascio d i  ge- 
nere p, oppure pud con.siderarsi corne la trasfornzccta razionale d i  u ~ z a  super- 
ficie, d i  eguule irregolaritic, appartenente alla varieth picardiana d i  P (**). 

Llafferinaziorie, inclusa in quest'enuriciato, che la (1, abbia ln stessa irre- 
golarità di F, verrà. subito giustificata nelle linee seguenti. 

3. Deduzione dell'identità di Noether. Conserviaino ancora le ipotesi 
e le notazioni del numero precedente, e osserviamo, in  primo luogo, clle gli 
integrali seniplici di 1." specie, a , ,  u,, u, , . . . , u,, appartenenti a V, staccnno 
su @ altrettanti integrali di 1." specie linearniente iîzdipendelzti, perctil! in 
caso contrario @ apparterrebbe ad una varietà invariante per un sottogruppo 
(algebrico) del gruppo abeliano formata dalle aoP trnsforrnazioni birazionali 
che mutano in sè Vp, e quindi il sistema di curve A, da1 quale sinino par- 
titi, sarebbe particolare eiitro / A 1 (***). 

1 p integrali che cosi s'otterigotio su a, medinnte la sostituzione razio- 
nale tra @, E', si mutai10 nei p integrali distinti d i  1." specie della 3: 1, , 
I,, . . . , Ip. Alla lor volta i (i) integiali doppi di 1." specie npparteneiiti n V, 

che son del tipo (****) 

( 3  

(*j SEVERI,  SI^ teorerita di Rietnattn-Roch e sulle serie co~rtiitue di cuvoe npparteiredi 
ad ugza superficie alyeb~ica (Atti  della R. Acc. di Torino, t. XL (lyO5), n. 6. 

(*+) Pel caso p = 9, cfr. CASTELNUOVO, Sugli integr'ali semplici apparteneM ad. u m  su- 
perficie irreyolare. Rend. della R. Acc. dei Lincei, (& t. XIV (1905), p. 6 1 .  

(***) È qiiesta iin'affermazione pressoché intuitiva, la quale del resto trovasi coinpleta- 
mente giustificata, sotto altra Forins, in CASTELNUOYO, S ~ y l i  iwte~rali sem~lici, ecc., 11. 12, p. 657. 

(*ni+) Cfr., p. es., SEVERI, Sulle superficie che rappreseutano le coppie dei pu?& d i  uua curva 
alyebrica. Atti della R. Acc. delle Scienze di Toririo, t. XXYVIII (1903). n. 9. 
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staccano su  degli iritegrali doppi di 1." specie, clie perb posson ridursi a 
costanti O essere linearinente dipendenti. Coniunque sia gl'integrali doppi 
clie cosi s'ottengono su a, si trasformano razionalmente in altrettanti inte- 
grali di F, ciascuno dei yusli, appunto perchè proviene, mediante una so- 
stituzione razionale, da un integrale del tipo (l), avrà-la forina: 

ove si suppoiîga d ie  
P (x, Y, 2 )  = 0 

sia. l'eyuazione della P(in S,) e D ( I i '  12' denoti il determinante funzionale 
(x, Y) 

di I l ,  I2 rispetto alle variabili indipendenti s, y. 
Scrivendo gl'integrali I , ,  I2 sotto la forma 

ove A, = O, .B, = O, A, - O, B, = O son superficie d'ordine n -- 9, aggiunte 
alla 3'' d'ordine n, e soddisfacenti alle debite condizioni (*), perveniaino dunyue 
alla relazione 

A, B, - A ,  BI = F', Q ,  

ove Q = O è una superficie d'ordine n - 4 aggiunta ad l? 
Resta cosi dintostrata, in modo sintetico, la ben nota relaziona d i  NoetheL 
È appena necessario d'avvertire che questa relazione vale anche ne1 caso 

escluso da1 ragionamento precedente, cioè quando F contiene un fascio di 
genere p, poichè in ta1 caso gl'integrali semplici di F son funzioni l'uno del- 
l'altro e si ha identicamente: 

che è un caso particolare della precedente relazione (Q è identicamente nullo). 
4. Alcnne conseguenze del teorema II. Prima di passare ad estendere 

la relszione stessa alle varietà superiori, ri1evia.mo in modo esplicito qualche 
interessante conseguenza del tcorema II. 

(*) SEVERI, Sur les intégrales simnples de première espdce attachr'es h une surface algébri- 
qu.e. Comptes rendus, t. 158 (1911), p. 1079. 
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Poichè una variet& di PICARD non contiene curve razionali, neppur In a, 
di cui si parla al n. 8, potrà possedere curve razionali e quindi F potri con- 
tenere al più un nuinero finito di curve razionali provenieilti dagli eventuali 
punti fondamentali della trasformazione tra a, F. 

Che se poi F possiede un fascio di genere p, è evidente che ogni curva 
razionale di F è fondamentale pel fascio. 

Consideriamo ora una F, d'irreçolarità p>O, possedente un'infiiiità (anche 
discontinua) di curve razionali. Non potendo allora esislere la superficie a, 
di cui sopra, P dovrà contenere un fascio di genere p. La generica curva C 
di questo fascio potrà supporsi irriducibile, perchè altrimenti le C sarebbero 
coinposte colle curve di uii fascio di genere z, e da un lato, per la forinola 
di ZECTHEN, non potrebbe essere p> z, e d'altro lato, pel fatto clle p S l'ir- 
regolarità di F, non potrebbe essere ii >p. Cosiccliè risulterehbe n = p  = 1 
e, ad ogni modo,'la superficie P, d'irregolarità 1, conterrebbe un fascio ir- 
riducibile di genere uguale all'irregolarità. 

Ci6 premesso, suppongasi, se è possibile, che il genere delle C sia p > O. 
Allora ne1 fascio vi saranno infinite curve riducibili, contenenti corne pa.rti 
le curve razionali di F. Ma ci6 è assurdo, perchè un fascio irriducibile pos- 
siede soltanto un nuinero finito ('O) di curve riducibili. 

Si conclude pertanto che, ne1 caso in esaine, F coritiene un fascio di 
çenere p di curve razionali, e quindi (*) ch'essa è birazionalrnente identica 
ad una rigata. Riassuniendo : 

Una superficie d'irregolaritb p )  O che coîztenga una curva razionale (norz 
eccexionale) O possiede un'involuxione d'irregolarità p O un fascio d i  genere p. 

Una superficie d'irregolaritk p > O, clte contenga u.na i î i  finità (anche di- 
scontinua) di curve rnziorzati, é trasformabile birazionalnzetzte in thna rigata ("*). 

(*) ENRIQUES, Sulle superficie algebriche cbe conlenyono un fascio cli c u w e  razionali. Math. 
Aiinalen, Bd. 59 (1899), p. 449. 

(**) Ne1 caso iii cui le curve razionali formino uri sistema continuo, la cosa era nota. 
Vedi CASTELNUOVO-ENRIQUES, Sopra a k u n e  questioni fondamentali  nella teoria delle superficie 
alyebricha. Questi Anliali (3), t. VI (1901), n. 17. Da1 teorema del testo segue iii particolare 
il teorema di CASTELNUO~O-ENRIQUES, che u n a  superficie con in f in i te  eurve eccezior~ali, appar- 
tiene alla classe delle riyate (razionali O no). Basta infatti presupporre il teorema di  CASTEL- 
~ u o v o ,  circa le condizioiii di razionalità d'uiia superficie (pa= P2 = O) per dedurre subito il 
teorerna riferito, anche per le superficie regolari (il teorema del testo risolverido la questione 
soltanto per le superficie irregolari). E invero uiia superficie regolare con iiifiiiite curve ec- 
üezioiiali ha necessariamente tutti i generi nulli. 
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Per una superficie regolare il fafto analogo non si verifica, se non quando 
le infinite curve razionali sieno ecceziopli. Per es. una superficie del 4.O or- 
dine possedente una conica, possiede in conseguenza infinite curve razionali, 
e non è trasforrnabile in uria rigata. 

Osserviamo inoltre che se F, cioè la varietà di PICARD V, e quindi anche la 
superficie a, non posseggono integrali riducibili, sulla non possono esistere 
curve in cui i p integrali semplici di 1." specie sien0 linearniente dipen- 
denti (*): donde segue che P non potrà contenere curve di genere 7~ ( p ,  
ali'infuori delle eventuali curve isolate fondamentali per l'involuzione J,, 
i cui punti rispondono a quelli di (D. E ci6 percliè ad una curva d i  genere 
z < p  di 3, che non fosse fondamentale per J,, risponderebbe su Q una 
curva di genere p f 5i7 e sulla çurva stessa i p integrali semplici di @ no11 
potrebbero esser indipendenti. 

Ne1 caso poi in cui P possegga un fascio di genere p, è ben chiaro che 
ogni curva di genere 7; <p,  tracciata su F, è fondamentale pel fascio e quindi 
isolata. Si conclude che : 

' 

Soprcc %na superficie P d'irregolarità p > O, che non posseyga sistemi 
d'integrnli semplici d i  1." specie riducibili, ail genere d i  una curva trncciata 
su P e oariabile i n  un sistema colztinuo, non pu6 scendere al disotto di p. E 
pualora esistano curve (isolate e non eccezionali) di genere 7; ( p ,  la superficie 
contiene in conseguensa o.un'involusio~.~e d'irregolarità p O u n  fascio d i  genere p. 

5. Caratterizxazione d ' m a  varietà irregolare che contenga un sistema 
d'indice 1, della stessa irregolarith, di varietà suboïdinate. 11 ragionanlerito 
del n. 1 si estende facilinente. Se soprn una varietà irriducibile IVk, a k di- 
mensioni, d'irregolarità superficiale p > O, esiste un sistema algebrico CO', x, 
di varietà a k - 1 dimensioni, A, tale che fra le c d  varietà B formate dalle A 
passanti pei singoli punti di W, ve ne sieno css" i k - 1) eyuivalenti 
ad una di esse, clîe provenga da un punto P di W, i punti P relativi alle 3 
erjuivalenti, riempiono una varieta C ad i diniensioni, variabile in un sistema 
BO"-' d'indice 1. 

Supponiaino che la proprietà stessa sia verificata allorquando E sia scelto 
cornunque entro un sisteina algebrico 1 A 1, forinato da aoP sistemi lineari di- 

. stinti. Allora, ripetendo un ragionamento che ho già esposto altrove (**), si vede 

(*) CASTELNUOVO, Sugli inteyrali semplici, ecc. (citato), p. 594. 
(**) Sulle superficie e varietà alyebriche irregolwi d i  yenere geometrico wtllo.  Rend. della 

R. Acc. dei Lincei, (5), t. XX (1911), n. 6. 
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e h  le varietil A segano varietà equivûlenti sopra le me-"arietà C ' ,  di di- 
mensione i, di un sisterna r' d'iridice 1, talchè esse differiscono per varietà. 
composte mediante le C (*). E si conclude, come ne lh  niia Nota lincea ci- 
tata, che il sistema ï', considerato coime varietà di elementi C, ha la s t e m  
irregolarità p di IVk (si dov1.L dire che p è il geiiere di 17, quando i = k -  1). 

La proprietà s'inverte corne al n. 1, con pochi cxmbiaiiienti. Basta pren- 
dere sulla W,, d'irregolarittl p, un sisteina coritinuo ( A  ) costituito da oo" 
sistemi linenri e contenente parzialmente tiitto un sistenia (8: eomposto iiie- 
diante le C e costituito pure da cm2' sisteini lineari. A ta1 uopo si yotrà sce- 
gliere p. es. come sisteiila f A j yuello deternîiiiato dalle sezioni di Wk colle 
forme d'un ordine abbnstanza alto, rispetto all'ordine delle H prefissate. Dette 
allora Ho,  llfi due particolari H, esisterà il sistema lineare 1 A + Ho - H, / e, 
al variare di 1 H, / in ) H I ,  yuesto sisteina. litieare CX~serive~& tutto il sisteiiia ( A I ,  
le ctli varietà verranno pertanto a segare sulle C varietà equivalenti. 

Si eonclude che: 
III. Per ztna varieth W, d'irregolaritiç b'idiwmensionale p> O, le dace 

proprieth : 
1 )  Ogni sistema oo' di vtrrietib A, a k - 1 dimensioni, non eyuiua- 

beybti, bolto dm zew sistema continuo completo d i  crop sistemi lineari, tracciati su 
W, è tale che la varieta costituita dalla A per un punto generico, è equiva- 
lente ad coi (1  k i G k - 1) varieth analoghe. 

2) La W conliene an aistana m"-" d'indice 1 di  vm-letir ad i di- 
mmsioni, avente nnch'essa I'irregolarii8 bidimenmonale p; 
sono conseguenza E'zanca dell'altra. 

6. Trasformazione razionale d'ma varietà irregolare W, in  un'altra ap- 
partenente alla varietà picardiana di W,. Escludiai.iio elle la IV, di irregola- . . rita p t k, contenga un sistema come quello indicato in III 2) (**). Si potrà 
dora estendere parola per parola il ragionainento del n. 8, con questa sola 
avvertenza : che per eoncludere, corn'è necessario, che il sisteina completo ( B ) 
contiene wp sistemi lineari distinti, basterà prenclere coine sistema ( A )  quello 
che contiene totalmente le sezioni di W colIe forme di un ordine cosi alto, 
che i sistemi continui deterininati da esse e dalle sezioni colle forme degli 
ordini suceessivi, siena tutti costituiti da ccP sistemb lineari. 

("1 SEVERI, A b m e  relwbwi di equival~nzct tra grz~ppi di pu& di una curva alyebrica 
O tra curve di una superficie. Atti del R. 1st. Veneto, t. LXX (1911), n. 6. 

(**) S e p  < k, si ha necessariamente una Wk soddisfacente alle proprietà 1) 8) del teor. III. 
Cfr. Sdle  superficie e varietù algebriche irreyolwd, ecc. (citato), n.  6. 
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Si potrà pertanto enunciare : 
IV. Una aarietà. W k  d' iwegolarità bidimensionale p > 0 s condiene un 

sistema cioh-', d'indice 1, d i  varietà ad i dimensioni, avente anch7esso l'irre- 
golarith bidinzensionde p (1 6 i 6 k - l), oppzcre pub wnsiderarsi wme ira- 
sfornmta raaioaale di una varietà @, della stessa irregoluritb superficiale, e wp- 
partenente alla varietà picardinna di W. Si oerificcc sesitpre la prima parte 
&l17alternativa, quando p < k. 

7. Relazioni t ra  integrali semplici e multipli di La specie di una varietà. 
Quando W è birazionalinente identica ad una varietà m, a k diinensimi, trac- 
ciata sulla varietà di PICARD V,, relativa a W, ogni integrale t-plo (t s k )  di 
1." specie di Vp, che è del tipo 

Id u, d u , .  . . d u ,  ('2) 

ove u,, u,, . . . , a* sono ip.integrali semplici di l? specie appavtenente a Ir, 
stacca s u  un integrale di 1." specie (in particolare costante). Per cui se 

è i'equazione di W, (ne110 S,+,) e si prendono corne variabili indipendeati 
x,, x,, . . . , xk,  mediante la sostituzione razionale i ra  e IV, da (83 ricave- 
rem0 un integrale &pl0 d i  1." specie di W: 

ove I , ,  I,  , . . . , 4, sono i p iiitegrali semplici d i  1." specie di W - che corri- 
spondono agli integrali u,, zc, , . . . , zc, di V' - A, A, . . . l e  ~appresenta una di- 

sposizione semplice degli indici 1, ' 2 , .  .:, Tz e D 1 ,  2 7 - 7 t & il deter- 
D (xl1, XI?, . . . , XI,) 

minante funzionale delle I, , . . . , 1, rispetto alle variabili indipendenti XA,, . . . , xi,. 
Ponendo : 
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Agl'integrali semplici di 1." specie appartenenti a W, restano pertanlo 
associati degli int,egrali cloppi, tripli, . . . , k-pli di 1." specie, clle si costrui- 
scono razionalmente, in niodo ben cleterininato, a partire dagl'integr d 1' I sen]- 
plici. Un integrale del tipo (3) riducesi ad una costante allora e solo allora 
che i t integrali I l ,  I , ,  . . . I,, considerati coine funzioni delle x,, x,, . . . , x,, 
son fra loro funzionaliiiente dipenden ti. 

8. Lo stesso modo di costruzione indicato per gl'iiitegrali iniiltipli di 
1." specie vale anche ne1 cnso, clle ora vogliaino esaminare, in cui IV con- 
tenga un sisteina r ooz ( 1  = k - i ,  1 r i 6 k - l), d'indice 1, d'irregolarith bi- 
dimensionale p, costituito da varietà C ad i diinensioiii. 

Aiizitutto in yuest'ipotesi si vede agevolmente, conie ho mostrato al n. 8 
della [nia Nota lincea citata, die  Z +  1 integrali semplici di 1." specie di IV 
son sempre funzioiialmente dipendetiti, eccettuato il caso ovvio in cui, es- 
sendo p < k, IV contiene un sisteina 1- oop ( I  = p), d'irregolarità bidimensio- 
nale p, format0 da varietà a k -- p diuiensioi~i. Ne1 caso generale si pub dire 
senz'altro che l'integrale (3), per t 5 1 + 1, è di La specie (è anzi una co- 
stante); ne1 caso eccezionale cl'altra parte è senipre t 4 l. Cosiccliè, per di- 
iiiostrare in ogni caso clie un integrale del tipo (3) è seinpre di 1." specie, 
basterà che ci limitiamo all'ipotesi t r 1. 

Diciamo V, una varietà i cui puiiti rappresentino birazionalniente le va- 
rietà C di r e supponiamo d'avere stabilito la relazione in questiorie per 
tutte le varietà irregolari di diniensione ( k ,  e quincli in particolare per Vz. 

Sieno 

f ( G ,  X ,,..., %+)=O, ~ ( 5 1 ,  E Z  , a . -  > 51+1)=0 

le ccjuazioni di Ili,; V,, clle supponiamo rispettivainente iiiimerse il: S,,, e 
in S,,, . Gl'integrali semplici di 1." specie d i  IVk prouerrailno tutti dagl'inte- 
grali semplici 

di 1." specie di V,, mediante la sostituzione razionale: 

El  = El  (xl ,..., %+l),.-., t l + t  = E Z + ~  (sl,.. %+I), ( 5 )  

che lega W e V. E similmente dagl'integrali doppi di 3." specie di V si ot- 
terranno integrali doppi di 1." specie (ma non necessariamente tutti quelli 
di K); e cosi per gli altri integrali multipli. 
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Consideriaino l'integrale t-plo (t L Z) di 1." specie di Vl 

Opeundo colla sostituzione (5), questo si trasfornierà nell'integrale di miL: 

Facendo il prodotto per orizzontali delle due matrici, verrà: 

J =lL?I .  
ove si è posto: 

E: poichè gl'integiali semplici 

sono, corne si è detto, tutti gl' integrali semplici di 1." specie di W,, possiaiiio 
infine enunciare il teorema generale: 

V. Sieno 

gl'inteyrali semplici di 1." specie, appartenenti ad una varieta IV a k dhen-  
siowi, d'irregolarità superficiale p > O.  Allora a W appartengono in conse. 
guensa alcuni integrali doppi, tripli, ..., &pli di 1." specie, che si forrnano razio- 
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nnltnente a partire dagl'integrali suddetti. QuestJintegvali wzultipli son del tipo: 

ove 1, A , .  . .'A, è una disposizione semplice degli irdici 1 ,  2 , .  . . , k. 
9. Verificazione diretta delle condizioni d'integrabilità. Il fatto clle gl'iii- 

tegrali inultipli costruiti secondo il teor. V, soddisfacciano nlle coiidiziorii d'in- 
tegrabilità. assegnate da  POINCARÉ (*), è senz'altro iiiiplicitaiiiente racctiiuso ne1 
teorenia dirnostrato. Ma val la yena di osservare clle questo fatto è indipen- 
dente dall'algebricità della questione, Si pub cioè stabilire in generale che: 

Se le p forme differensiali lineari, linenrmente indipedenti 

ove le A son ficnzioni annlitiche qualzuzque delle zariabili iildipe~ldedi a,, 
a,, . . . , x,, soddisfanno alle cotzdizioni d'ilztegrabilitb, io stesso nccnde per le 
fornze del tipo 

D(""" ' )d;c ,dxa,  Z u3'drrdû8dxc, ecc. 
r,s D (x,., % Y )  r,s,t D ( G . 7  xs, xt) 

Per brevità espongo la dimostrazione ne1 caso della forma cjuadratica 

giacchè ailclle i n  gerierale il ragionariieiito corre al10 stesso modo. 
Osservianio anzitutto che le condizioni d'ititegrabiliti sono invariaiiti di 

fronte ad un cnngiainento di variabili. Per convincersene basta p. es. riflet- 
tere ch'esse equivalgono ad affermare clie il valore dell'integrale 

d x,. d x, 

si conserva in~mutato per una variazione continua della. superliuie d'iutegra- 
zione (per modo da non traversare punti singolari delle A), fernio restando 
il con torno della superficie stessa. 

y) Acta mathematica, t. IX, 
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Possiamo supporre che le zc,, zt, sieno funzionalmente inclipenclenti, giac- 
cliè dtriirienti si cadrebbe ne1 caso o n i o  in cui l'integrale (8) riducesi ad 
iina costante. Sar i  dunque p. es. non identicamente nullo: 

e (luindi si potrà passare dalle variabili x , ,  xl ,... . ,x,  alle u , ,  u,, x,,..  .,x,. 
Con cib la forma quadratica (7) si muta nella d zc, du, ,  per ciii SONO evideii- 
teiiiente soddisfatte le condizioni d'integrabilità (*). 

In  forza dcll'invarianzs di queste condizioni di fronte ai cangiamenti di 
va.riahili, risultano soddisfatte le condizioni stesse anche per la fornia (7). 

OSSEHVAZIONE. Ci6 \-ale nell'intorno di un punto generico del campo di 
esistenza delle A. Qiiando le A - coine ne1 c,aso del teor. V - son funzioni 
razionali del punto corrente sopra una varietà algebrica irriducibile IV, a k 
dimensioni, ne segue agevolmente clie le condizioni d'integrabilità son sod- 
tlisfatte in ogni punto di W. Infatti esse si esprimono uguagliando a zero 
certe funzioni razionali, delle quali, per quanto precede, si sa già che pos- 
seggono ooF zeri (complessi) intorno ad un punto generico di W. Le clette 
fiinzioni razionali risultano percib identicamente nulle su tuttn la varietà. 

Padova, 15 dicembre 1918. 

(*) Non occorre nvppure di scrivere in modo esplicito queste condizioni. Basta osservare 
soltanto ch'esse s'ottengono uguagliando a zero certe espressioni coinposte liiiearniente me- 
diante le derivate dei coefficienti della. forma. 
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Alcuni nuovi problemi di calcolo 
- 

delle variazioni con applicazioni alla teoria 
delle equazioni integro - diff erenziali. 

(Di GUIDO FUBIKI, a Toriao.) 

1 problemi di calcolo delle varia,zioni, di cui si occupa il presente lavoro, 
sono tanto una generalizzazione dei problemi classici, quanto di yuei pro- 
blemi di cui si è occupato ~(.HOLMGREN nell'drkiv di Stoccolma (1906), e l'A. 
stesso negli Annali d i  &'atematica e nei Rendiconti della R. Accademia dei 
Lincei (1910). 

Lo studio di questi nuovi problemi apre tutto un nuovo indirizzo di ri- 
cerche, in cui sarebbe, secondo me, del inassiino interesse il trovare effetti- 
vamente condizioni necessarie e sufficienti per un massimo o per un minimo, 
seguendo l'ordine di studii, che è stato aperto da LEGENDRE, JACOBI, WEIEH- 
STRASS, HILBERT. Ma non pub essere qiiesto 10 scopo di un primo lavoro, il 
quale, più che altro, deve essere dedicato a dimostrare con esempi particolari 
che i nuovi problemi non sono scelti a caso, ma che il loro studio getta 
nuova luce in altri campi dell'analisi mateniatica. 

E noi proveremo appunto che le nostre ricerche conducono per via sem- 
pliee ed uniforme a risultati nuovi ne1 campo delle equazioni integro-cliffe- 
renziali: risultati che non sembrano facilmente conseguibili coi metodi finora 
applicati alle ordinarie equazioni del FREDHOLM. 

La Memoria si chiude con alcuni teoremi di grande generalità sulle fun- 
zioni limiti di una classe di funzioni: teorerni Che potranno semplificare tutte 
le ricerche di natura affine a quelle qui svolte : ci6 che il lettore potrà fa- 
cilmente riconoscere, applicandoli al problema di DIRICHLET. Ma nonostante 
questi risultati, molto più numerose sono le questioni da noi poste, clie i 
problemi risoluti in queste pagine, le quali vogliono essenzialmente contenere 
i primi germi di un nuovo capitolo di quel calcolo funzionale, alla costru- 
zione del quale tanti sforzi sono ora diretti ! 

Annali d i  Matematica, Serie III, Toino XX. 88 
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- 

$j 1. Una equaxione integrale non lirieare, 

Diinostreremo che alcuni dei risultati ottenuti da HIT~RERT e da SCHMIDT 
per l'equazione integrale lineare omogenea del FREDHOLM si estendono a 
qualche classe di eyuazioni non lineari. Corne esempio seinplicissiino stuclie- 
rem0 l'equazione 

1 1  

dove f (x,) é la funzione incognita, supposta integrahile insirnie ad f y x , ) ,  e 
dove 1-('x,, CE,, x,) =1 -  0 è una funzione siintiietrica delle xi, ilitegrabile in- 
sienle a I<" Suppporremo di più : 

1 

1) L 1 ( , ) d x  & una funzioiie limitata delle s, e x, ilel- 
Li 

l'intervalle (0, l), 
II) Se x, y sono puiiti dell'intervallo (0, l), è : 

I l  

liin ( [ / ~ ( x , ,  x,, $1 -K(x, ,  XZ, y) I2dx,dxp=0. 
y=x 

Li i 

Sarà sottinteso che tutte le nostre variabili variino nell'intervallo (0, l), 
e che le ilitegrazioni rispetto alla x,, od alla a,, od alla x,, siano eseguite 
in tale intervallo. Se rp, +, x sono funzioni integrabili insieme al loro quadrato, 
otterremo, applicando ripetutamente la disuguaglianza di SCHWARZ : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



con applicazioni alla teoria delle equazioni integro-di fil-enzia li. S 3 9 

Porreino 

Cosicchè, se u. (x) è una funzione per cui i (u) = 2 ,  sarà 

II(%, u., u ) I L H ,  per i ( u ) = l .  ( y 1  

Noi ci proponiamo di riconoscere se la (1) possiede qualche soluzione 
oltre alla soluzione evidente f (z) = O. Se cos3 è per un qualche valore di A, 
cosi sarà per tutti i valori di 1, come si riconosce, mutando f (x) in k f (x) 
(se k = cost.). Noi preciseremo la domanda, chiedendoci se esiste per un qual- 
che valore di X una soluzione f (x) di (l), per cui i ( f )  = 1. 

Evidentemente i limiti superiore + d > O  e inferiore - d (*) dei valori 
che pu6 assumere I ( u ,  u, u), quando i (u) = 1, appartengono per (2)bi' all'in- 
tervallo (- H, H). 

Siano u, , U, , a,, . . . funzioni integrabili insieme al loro quadrato, tali che 

e clie, posto 

sia 

i (un) = 1 

L = I (a,, W,', U.") + d > O, 

lim z,, = O. 

Siano u, (x) funzioni integrabili insieme al loro quadrato. Posto 

(") Essi sono uguali, e di segtio opposto, perchè I(u, zt, u) cambia di segrio, quando si 
rnuti ~ ( x )  in - zt(x). 
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i ( n i  = i ( v )  - U, v, d x . [ l  1' 
Se A,, p. sono costanti tali che i (1, u,, + !, . ni,,) = 2 ,  cioè per (3) e per (6) 

tali che : 
h i  + y.: i2 (w,) = 1, (7) 

sarà (sopprimendo per semplicità di scrittura gli indici n) per ipotesi : 

I ( ' h u t p . n i ,  A u I p w ,  A w t _ p w ) + d & O  

ossia per (4) : 

ossia, posto 
p = i (w) ; e quindi per (7) 1" $ =  1, (a) 

Dalle ('29, (3) si trae: 

I I ( a 7 w i w ) 1  r H ;  iziw,- S H ;  i3 ((UV) (10) 

Scegliamo p cosi piccolo che: 

ossia che 
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clie, per (IO), saranno certamente soddisfatte se 

1 h I (u, u ,  w) 43 h I (u, u, ru) ~ ! < T I Ï T  i ( w )  1 ;  I ~ I - C ~ ~ ~  i ( iu) (1 I lb r  
e quindi, se 

1 1 I (u, u, w)  +l4 i ( w )  l 
Da (9) segue, supposte A, p positive : 

e per la seconda delle (11) a fortiori 

che, per la prima delle (11) dà: 

che deve essere conseguenza delle (€9, (18). 
Dividendo ambo i membri per hZ p,  e osservando che per (8) è : 

la (13) diventa: 
3 - 

1 1 c + ( [ l + ~ ] m l )  3 1 I ( u ,  i ( w ,  u, ru) 1 Wbi* 

A 
che per (12) vale per tutti i valori di - soddisfacenti alla 

P 
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Poichè lim E, = O ,  esiste una delle E,, p. es. cp, pih grande di tutte le 
n=ca 

altre; cosicchè, se k > O  è una costante tale che VsEp< 1, sarà per ogni e 

anche k 5  < 1, e quindi 

1 + 4 k 2 ~ + 4 k 4 ~ 2 > 1 + 3 k 2 ~ + 3 k 4 e 2 + k 6 ~ Y ,  
ossia 

3 

(1 + 2 ka e)' 2 (1 + k2 E)'; 1 + 2 ki E 2 (1 + k2 E ) ~ .  

Ricordando che da (14) si deduce (13)"", riconosciamo che, se non è 

1 
si pu6 porre - = - nella (13)b>: ottenendo d ie  : 

P k " c  

e quindi a fortiori per l'ipotesi fatta su k :  

In ogni caso è dunque soddisfatta almeno una delle (15), (15)bU. Cosicchè, 
se Ii è la massima delle 

sarà in ogni caso 

e cjuindi, per (5)  e (6)bi" 
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clie vale per ogrii sistema di funzioni v, tali che v, e vfi siano integrabili. 
- - 
r -  

Essendo ( J [K (x ,  , x,, x)  d x,  d z, , per ipotesi, una funzione limitata 
0- O 1' 

della x, per la formola di SCHWARZ le funzioni 

saranrio tutte inferiori ad una stessa costante finita indipendente da n. 
E per un rioto teorema, potrb nella successione delle $, scegliere una 
successione subordinata clie tenda a un limite per ogni valore razionale 

1 1  

della 1: E* poichà lim J' ( I É : ( x , ,  x,, x)-K(x17 x,, y ) ' 2 d ~ I d x 2 = ~ 7  le 
Y= 

O O I 
Sn ( x )  - $" ( y )  si potranno rendere conteniporaneamente (per ogni valore di n) 
piccole a piacere, scegliendo y abbastanza vicino ad x. Cosiccliè detta suc- 
cessione subordinata avrà per limite una funzione f ( x )  continua nell'inter- 
val10 (O, 1). Noi potremo anzi sopprimere nella successione delle u, tanti 
terinini, cosi che sia senz'altro 

f ( x )  = lim $* (x).  
n i m  

(17) 

Notiamo ancora l'identità, valida per ogni valore di n: 

1 ( 18) =i+ (xi v ( x )  d x. 1 
O 

Si ponga in (16) 
1 
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Per provare lecita questa posizione, basterà dimostrare che un (x) è in- 
1 

tegrabile; cib che è evidente per l'ipotesi (I). Anzi v:(x)dx è pet- tale ipo- I 
O 

tesi limnitato: cosicchè il limite del secondo membro di (16) sarà, con tale 
posizione, nul10 per n = + W. 

E la (16) ci darà dunque 

Poichè il limite del secondo termine esiste e vale d f (z,) sarà per (18) 

- d f (x,) = lin1 I (u, u, v) = lim [$ (x) u (x) d x = 1 

Ponendo in (16) u., (x) = f IZ (r, x , ,  2,) +. (x,) d x,, si otterrà sirnilinente 

per ogni valore di m, 

Ed, essendo le $ limitate, si pub invertire il segno d'integrale con quel10 di 
limite, cosicchè: 

Posto in (16) u, = +,, e ricordando (18), si ottiene: 
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ossia 

liin 1 J+: ( 3 ~ )  d x + ( d  - E) I (M., U,, M.) ' = O 
\ 

cosicchè : 
1 

f (x) ci6 che già basta a provare clie non è identicamente f (a) = O. La P (x) = - 
d 

per (20), (81) soddisfa alle : 

1 pz (x) d x = 1. 

L'ultima di queste equazioni, che è immediata conseguenza delle prime 
due, dimostra essere t d effettivainente inassirno e minimo di I(u, u, .u) 

quando ia (u) = 1. 
La prima di yueste equazioni risponde alla doinanda propostaci per la . 

eyuazione (1). 

$$ S. Estensione del19equazione differenziale .di Eulero. 

Siano x, X due variabili; indicheremo sovente, ponendo lettere maiuscole 
al posto di lettere niinuscole in uiia espressione, il risultato che se ne de- 
duce scambiando x con X. Cosi, p. es., se .u = sen x, y = x - X, noi por- 
rem0 U = sen X, Y = X - x, ecc. 

Sia u una funzione della x, possedente derivata. u'; e sia una funzione 
di u, u', 0, U t ,  x;, X. Noi supponianlo dafa la p, e ci proponiamo di deter- 
ininare la u in guisa che risulti massimo O minimo l'integrale 

e che per x = O, x = 1 la u riceva valori prefissati. 

Annali d i  Matematica, Serie III, Tom0 XX. 29 
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Se la (p non contiene U, U', X, questo probleina si riduce all'ordinario 
problema fondamentale del calcolo delle variazioni. Si iioti poi clie la gene- 
ralità non viene diminuita, supponendo cp = a, cioè cp (zn, d, U, U', x, X )  , 
uguale a p, (U, U',  u, u', X, x);  se infatti in (1) si scrive @ al posto di y ,  la 
y non muta, pei.cliè cib equivale a cambiare il nome delle variabili di iiite- 

grazione. Si pub dunque scrivere y = - y + @ d x d  X, dove l'integranilo 
B 1 

non muta scambiando x con X ,  u con U :  cib, che noi esprimeremo dicendo 
che Z'integrando è s i eme t r i co .  Possiamo duiique senz'altro supporre clie y sia 
siinmetrico. 

Con ipotesi, e con notazioni analoglie a quelle usate nei problemi coiiîuni 
di calcolo delle variazioni si trova (poicliè 1, è sin-imetrico) clie : 

E si otterrà : 
Condizione necessaria per un massirno O per un wzinimo è 

L7essere l a  (8) ident icamente  soddis fat ta  è la condi~io?ze necessaria .e  suf- 

ficiente a f f inchè la y s i a  ind ipenden te  da l la  scelta della funaione u (x) e di-  
p e n d a  percid soltanto d a i  valor i  prefissati per  la u (x) n e i  p u n t i  x = O,  x = 1. 

Nello scrivere la (2) si suypone tacitaineiite clle la zc (x) possegga deri- 
vate seconde. Questa ipotesi si pub giustificare con 10 stesso nietodo, che si 
usa per la ordinaria equazione di EULEHO relativa al caso che p, non dipenda 
da X, U, U'. 

La (2) è una equazione integro-differeiiziale. Perb, mentre per gli ordinari 
prolilenii di calcolo delle variaziorii, si giiirige a un'equazione differenziale, 
e i teoretni di esistenza per questa sono ben noti, rioi ora inv'ece noii pos- 
sediaino quasi teorenii generali di esistenza per la (8). Voglianio vedere se 
lo stesso calcolo delle variazioni permette di trovarne qualcuno. 
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5 3. Una equazione integro-differenziale alle derivate ordinarie. 

Sia q, una forma quadratica nelle .u, U, M', U', ponianio 

p = a ~ ~ + 2 b u ~ ' + c u ' ~ + 2 e u  U ' f B X u  U+Bp.UU1+ 

+ A U e + B B  UU'+CU'2+!2E Un', 
, 

dove le a, b, c, e sono fuozioni delle x, X, che si mutano nelle A, B, C, E 
scambiando z con X,  e dove le A, p sono funzioni simmetriche delle ai, X. 
Supponianio che per O r z _L l? O G X G 1, le a, b ,  ... posseggano derivate 
prime limitate. La nostra equazione integro-differenziale diverrà: 

~ u e s t a  equazione si scrive 

Noi, seguendo le idee esposte in fine del fj 8, senza occuparci di trattare 
direttamente per (8) il problema di costruire una soluzione che assuma va- 
lori prefissi per x = O, e per s = l,  affrontianio invece senz'ültro il problema 
di rninimo. 

Supporremo che cp  sia una forma definita positiva, o, più generalmente, 
che essa sia positiva e differente da zero quando. almeno una delle u', U'  è 
differente da zero; essa tale rimarrà, se sottraiamo dalle c, C una costante 
positiva 1 abbastanza piccola ; cosicché sarà : 
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Poniamo 

I ( u + v ) - I ( u ) - I ( v ) = 2 I ( u ,  v). 

Lo I (u ,  u) sarà l'integrale di una fornia bilineare nelle u, U, a', U' e 
nelle v, V, a', V'. Siü d il limite inferiore di I (u . ) ,  quando u assume agli 
estrerni dell'intervallo x = O, x = 1 i valori prefissati, possiede nell'intervallo 
(0, 1) una derivata prima, I'integrale della quüle riproduce, con la debita in- 
determinazione, la stessa funzione u. 

Sia u una funzione nulla per x = 0, x = 1, e la cui derivata prima u' 
gode di proprietà analoghe. Sarà, se k è una qualsiasi costante, per ognuna 
delle funzioni u citate: 

I ( u + k v )  = I ( u ) + 2 k I ( u ,  u ) + I Z e I ( v ) s d ,  
cosicchè 

Se u, ii sono due funzioni u, se I ( u , )  = d t r i ,  I ( u )  = d +  v ,  se p. es. 
n >ri (si ricordi che ri > O ,  ii > O), sarà percib: 

E, poiehè 

r ( u ) = i ( [ ~ - - ; U I  t u ) =  I ( u - ü ) + 1 ( % ) + 2 I ( u - Z ,  u.), 
ossia 

BI(u-E,  Z) = u i  -;ri- I ( u -  Ü), 
sarà 

I ~ - T - I ( U  - Ü ) ~ G ~ & I ( u - u ) ,  

ossia a fortiori (poichè %> ri) 

Queste disuguaglianze sono affatto analoglie a quelle dei signori HILBERT 
e B. LEVI per il problema di DIHICHLET. 

2 
Quindi per (3), posto .- = h" sarà: z 
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generale 
a u, w' (5) = lim - a x 

x 

jd (%) d s = nt (x). 
n 

Cioè la .;v (x) appartiene al campo funzionale delle u. 
Noi ora dimostreremo che I ( w )  = d, cioè clie d è un inininio effettivo. 

Si dovrà cioè dimostrare che per calcolare 

si pub perinutare il segno di limite col segno di integrale. La parte più difficile 

(a cui ci liiniteremo) della dimostrazione è di provarlo per c  zc" d x. Sia y un S 
qualsiasi gruppo di punti dell'intervallo (0, l), AI il inassimo di c, e si ponga 

j (u) = 1 ou"  d O. Considero due funzioni u, ü per cui 

Y 
I ( u ) = d + x ,  I ( Ü ) = d + n ,  -ri>%. 

È .  
i ( u ) = i ( U ) + i ( u - Ü ) + ! l i ( u ,  u - Z ) .  

( Si è posto '2 i (zc, v )  = i (?A + v )  - i (u) - i ( v ) )  . Quindi è 

identicamente, dove 

Ii(u, u - i i ) I f M  \/J K y d  EJ ["+q]-l<d 5 (perla formula di Y c ~ w n ~ z ) ,  

Y Y 

1 1  

percliè d + n  = I ( u ) %  1 1 d X  1 E ) 9 d  x 2 Z J ( E ~ ~  30) . 
O O Y 
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Ne segue clie la differenza i (u) - i (-in) si pub rendere in valore assoluto 
piccola a piacere, prendendo ri, ui abbastanza piccoli; cosicchè, inentre u varia 

in guisa che I(u) tenda a d, lo c u'" x tende a un limite in rnodo uni- 

Y 
J 

forme per ogni aggregato y di punti dell'intervallo (0, 1). 
Sia n cosi grande che 1 i (zc,) - i (u,) 1 per m t n, p t n sia minore (qua- 

lunque sia l'intervallo y) di un numero E prefissato. 
Sia y un aggregato, clie si pub scegliere di misura piccola a piacere, 

tale die  nell'aggregato eomplementare y' le b- siano equilimitate, cosiecliè 
d x 

Scegliarno y cosi piccolo che 

e quindi, per ogni p > n, 

Potr6 scegliere p cos1 grande che 

Sarà, poicliè f=J tl: 
n y 

per p abbastanza grande, e quindi 
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per y abbastanza piccolo. Quindi 

Cj 4. Dednxione di una equazione integro-differenziale 
alle derivate parziali. 

Sia u (x, y, t )  una funzione delle 3 variabili x, y,  t, possedeiite tlerivate 
integrabili, la quale sia definita in una regione S del piano (cc, g),  e su1 con- 
torno a di questa assume valori prefissati per oçni valore di t  dell'intercallo 
(0, 1) (il die  eyuivale a prefissare i valori della u su1 contorno laterale di 
un cilindro del10 spazio x, y, t). Noi voglianio render niininio l'integrale 

dove le +i sono funzioni delle x, y, t, 7 ,  le integrazioni rispetto alla t od alla r 
sono estese all'intervallo (0, l), è posto talrolta per brevità u ( t )  = u (x, y, t ) ,  
zc (7) = U. (x, y, T), e le integrazioni in d x d y sono estese al campo S. Se rioi 
cercassiino di applicare i metodi precedenti, troveremmo un primo ostacolo 
in ci6 clle l'integranilo non è i n  nessun caso una forma definita delle quattro 
derivate che vi figurano. Si supera questa diffkolti, rendendo (S 8) l'inte- 
grando sinirnetrico: il che si ottiene integrando il primo addendo rispetto a T 
nell'intervallo (0, 1) (cib che nulla muta); e quindi aggiungerido gli integrali 
clie se lie deducono permuta,ncd nell'integrando le variabili t, 7. Ci6 eyuivale 
a radcloppiare l'espressione che si vu01 rendere minima, e nulla muta al no- 
stro problenia. 

Sianio cosi ridotti al problema di rendere minimo 
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ove 

a u (t) a u (7) 8 u ( t )  8 u (7) 
+QI (36, Y, t, ')x + 2 ?* ($7 II. t. 7) T&j- - 

8 9  

ove le + 2 cp, = #i (x, y, t, r )  + +i (a, y, r ,  t) sono siinmetriche nelle t ,  r .  Questo 
problema in ci6 differisce ed è più difficile dei precedenti, e dei coinuni pro- 
bleini di calcolo delle variazioni, che la fu~zione u (%, y, t) cercata dipende 
anche d a  una variabile t, la quale non. s i  pu6 consideraré corne para.rnetro, 
wwntre l'integratzdo ? non c0rztien.e la deriwata della u rispetto alla t. 

Se la. u, che rende miniino I (u ) ,  possiede derivate prime e seconde si 
trova coi soliti inetodi, annullando la prima variazione, clie essa soddi- 
sferà alla : 

equazione analoga, tna estremamente più generale e cornplessa di una equa- 
ziorie iritegro-differenziale del VOLTEKHA, perche i limiti cli integra~ioile sono 
costanti. 

Se non ammettialno che u possegga derivate seconde, si noti che la va- 
riazione prima è uguale (posto v = 8 t h )  all'integrale di 

a u (t) d v (7 )  a u (7) d v (t) a u (t) d w (r) + y 2  - --- +?'TTdx dY dY dg 

cioè è uguale al quadruplo dell'integrale rispetto alle variabili t, s ,  y di 

1 1 
d v (t) d du (t) d 

La v dev'essere nulla su1 contorno ri di S. 
Si scelga in  S un rettangolo R liinitato dalle rette x = a, z = b, I/ = a, 

- 1 ,  
y = 13 (a, b, z ,  costanti). Si ponga v = O, fuori di R, v =-5 -0 in R, ove 5 

4 

Annali d i  Matenuntica, Serie I I I ,  Tomo XX. 30 
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è funzione delle x, t, nulla per x = a,  x = b, ed ui è funzione delle y, t nulla 
per y = a, y = p. La nostra variazione diventa l'integrale in d t d x d y di 

quando le variabili t ,  a, y si facciano variare rispettiraniente negli intervalli 
(0, i ) ,  (a, b), ( r ,  p). Tale ilitegrale si pub scrivere : 

b 

Con le ben note considerazioni di Du BOIS REYMOND per I'orclinario pro- 
bleina del calèolo delle variazioni si proverà nei casi più generali che per 
valori generici delle x (escluso cioè al più un aggregato d i  inisura nulla) è : 

ossia : 

Cosicchè I'espressione 
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soddisfa alla 

i d  i ~ 0 - n ~  d y = cost. 
O a 

e la differenza A dei valori assunti dalla U per due valori geiierici della x 
soddisferà alla : 

e quindi anche (moltiplicando, com'è lecito, n (y) per una funzione arbitraria 
rq jt) della (t) alla : 

1 B 

Per un valore generico della t sarà dunque 

e quindi, per un valore generico di y, A = cost., cioè indipendente dalla y 
(ma non dai valori dati alla x). La U sarà durlque in generale somma di una 
funzione X (z, t )  delle z, t e di una funzione Y (y, t) delle y, t .  E poichè U 
è nullo per x = a, y = x, possiamo evidenternente supporre X nullo per x = a ,  
Y nullo per y = a, cioè X uguale al valore di U per y = z, e quindi deri- 
vabile rispetto ad x, Y derivabile rispetto ad y. Sarà cioè in conclusione 

eyuazione che si riduce alla (I), se la u possiede derivate seconde. 
Indicheremo ora un metodo che in qualche caso permette di sostituire 

alla (1) una equazione eqwivalente, ove non cotnpaiono esplicitamente le de- 
rivate seconde della u. 

Per poter fare il confrotito con le equazioni integro-differenziali del VOL- 
TEHKA, sostituiaino per un monîento alla (1) l'equazione analoça per 10 spazio 
a. tre dimensioni: 

d2  u ( t )  d 2  u ( t )  d a  u (t) 
6' s2 +- dy2 +dl'- 
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ove le cp, si suppongono indipendenti dalle z, 9, a. Se il massimo loro non 
1 

supera - si pub ditnostrare col VOLTERRA col metodo delle. successive ap- 6 
prossimazioni che la (III) possiede in un putito O scelto n priori in S una 

1 
soluzione fondamentale: una soluzione cioè d i e  si con~porta corne - 3  se r 

r 
indica le distanze da1 punto O. 

Indicando con h una costante numerica, con g tale soluzione, con n una 
normale a1 contomo G del campo S, con x,, y,, 9, le coordinate di O, si 
prova che una soluziotie della (111) soddisfa alla 

la quale costituisce la formola di GREEN O di reciprocità per la (III). Se si 
riesce a provare che una funzione soddisfa a (IV), se ne pub dedurre che 
essa possiede derivate seconde, e che soddisfa alla (III). Si prevede dunque 
clle in qualche caso si potrà evitare la diniostrazione a priori che la zc pos- 
siede derivate seconde, sostitueiido, come è già stato fatto per il problema 
di DIRICHLET, la dimostrazione di (IV) alla dimostrazione di (III). 

5 5.  I l  teorema di esistenza per i l  problerna di minimo. 

Supponiamo che l'integrando (p del $j 4 sia una forma definita positiva 

Una ta1 forma sarà non minore di 

dove X è una costante positiva abbastanza piccola. Le funzioni u, che pos- 
segçorio iii punti generici derivate priine integrabili insieme al loro quadrato 

d y siano, 'a meno della solita costante additiva, 
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uguali alla u, che per un valore generico della t sono continue su ogni retta 
generica x = cost., od y = eost., che nei punti generici del contorno 6 di 
S assurnono valori prefissati, descrivono un campo funzionale 1 u }  (*). Sia d il 
limite inferiore di I (u), quando u varia in ( u ) .  Vogliamo provare che d 13 
effettivamente un minimo. 

La difficolti che si presenta in questo studio, e che non si presenta nel- 
l'ordinario problema di DIRICHLET, è questa che l'integrando non contiene 
au -, cosicchè esso pub 
d t 
stante potremo ancora 

Sia u, , uz . una 

essere nullo, serlza che la u sia costante. Cionono- 

diinostrare il nostro asserto. 
successione di funzioni tale che : 

A 
1 (u,) = d + - rii; ri,, > ïi,,, ; lim YI,  = O . 6 n=w 

1 - 
4 

e che ri, sia una serie convergente. 
n  

Corne al 5 2 si diinostra che I (zc, - in_,) < 'h a,, cosicchè anche 

4 
Eccettuato un aggregato S ,  di valori della t di inisura S, 4 Y I ,  , per ogni 

altro valore di t è 
3 

Eccettuato un aggregato Tm di valori della t di misura 

per tutti gli altri è soddisfatta la precedente disuguaglianza per m 2 n. Ora, 
i - 
4 

essendo rii convergente, e quindi litn T,, = O 7  ed essendo I'aggregato Tm+, 
rt=m 

interno a T,,, , I'aggregato T comune a tutti gli aggregati Tm ha niisura nulla; 
eccettuati i valori di t appartenenti a T, per ogni altro valore di t ,  ossia per 

(*) Quando diciamo retta O punto generico, intendiamo che sia escluso al più Lin ag- 
gregato di misura nulla di tali rette O p u n k  
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ogni valore generico di t, sarà da un qiialche valore di n in poi : 

Y 
dove E,, = xn4,  e quindi la serie E% è conveigente. 

Ci troviaino cosi ridotti a studiare una successione di funzioni u,, , die 
soddisfano (a partire da un certo punto in poi) alla precederite disuguaglianza, 
affatto analoga a quella clie si presenta (*) nello studiare L'ordinario probleina 
di DIRICHLET. E si pub dimostrare con procedinienti arialoghi a quelli se- 
guiti in ta1 caso d ie :  

1 . O )  Su agni retta generica x = cost.? oppure y  = cost., la successione 
delle u, tende uniformetnente ad una funzione limite u di ( u t  continua su 
tali rette. 

d  u, du, ,  d u  du 8.O) Le derivate - , - tendono in un punto generico alle -, - . 
d x  d y .  dx; d y  

d u ,  d u ,  3 . O )  Integrali lineari delle u, o superficiali delle u,, - 

i 5 ) ' t e n d o n o  per 12 = m agli integrali corrispondenti della a, cosiechè in 

particolare I(u) = d; e la d è un minima effettivo. c. d. d. 

4 . O )  Anche gli iritegrali lineari delle - - estesi a un pezzo qiinl- 
d x  d y  

siasi di una retta generica x = cos., O y = cost. tendono agli integrali ana- 
du du 

loghi per le - - . 
dx d y  

Non si pub dire ancora clle la zc soddisfi alla nostra equnzione integro- 
differenziale (1). In qualche caso cib si potrà dirnostrare per via indiretta. 
Cosi p. es. ne1 caso, a cui si riferisce l'ultima osservaziorie del precedente 
paragrafo, si potrà provare anzitutto la formola di GREEN per la funzione u 
(cosi coine si pub fare per l'ordinario problema di DIRICHLET), deducetidone 
quindi l'equazione integro-differenziale. 

Ma si resta anche in questi problemi, corne per gli arialoghi relativi alle 
equazioni alle derivate parziali, ben lontani da un risultato generale. 

(*) Cfr. la Mem. dell'A. : I I  principio di minimo, ecc. Rend. del Ciicolo Matem. di Pa- 
lermo, Tomo 83 (1907). 
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6. Alcuni teoremi generali sulle funxioni limiti 
di una classe di funxioni. 

Chiuderb questo lavoro, dimostrando alcuni teoremi generali, i quali pos- 
sono rentlere molto più facili ricerche analoghe alle precedenti, e permettono 
di considerarle da un solo punto di vista. 

A noi si è presentato quasi sempre 10 studio di una successione di fun- 
zioni, le quali tendevano a un limite in ogni punto generico (cioè escluso al 
più un aggregato di misura nulla), mentre i loro integrali tendevano senlpre 
ad un limite. 

Qual'è la ragione di questo fatto? Possiaino noi renderci questi risultati 
più intuitivi, ricorrendo al10 sviluppo delle nostre funzioni in serie (di FOURIEH, 
di funzioni ortogonali normali), i coefficienti delle quali si calcolino mediante 
quadrature? A queste domande rispondono i teoremi seguenti. Il primo ri- 
guarda il caso più dificile di integrali, in cui l'integrando contiene solo parte 
delle derivate parziali del primo ordine delle funziorii considerate. 

Teor. 1.' Sia {u , )  u n a  classe d i  in f in i te  funzioni  u (a, y), definite, p. es., in 
zcn rettangolo R coi la t i  paralleli  a g l i  ass i  coordinati ,  p e r  le q u a l i  g l i  inte- 

yrnl i  (2)l d a d y sono tu i t i  i n f e r ior i  a d  u n a  stessa cost in te  finila H. , 

, (R) 

Su una retta y = cost. generica sin d x = u (a,, y )  -- u (a, ,  y) iden-  
x* 

ticamente. Si pu6 al lora in ( u 1 scegliere in znfinit i  m o d i  una successione u, , 
u,, . . . tale che: 

a )  l n d i c a t o  con x = O un valore generico prefissato della x in  R, i coefii- 
cienti del10 sv i luppo,  p .  es., in serie d i  Fourier  delle v, (x, y) = zc,, (x, y) - u, (O, z~),  
considerate corne funxioni della y, tendon0 c iascuno p e r  n = m a un l imi te  che 
è funzione con t inua  della z. L a  serie d i  Pour ier  l imi te  (cioè la serie, che si 
ottiene passando al limite termine a termine dalle serie di FOURIER per le v,) 
definisce per un vabore generico (") della y ?ma funaione V(x;, y )  integrabile 
ins ieme a l  suo quadrato .  

(*) Cioè escluso al più, per ogni valore di x, uii aggregato di iilisura nulla di valori 
per la y. 
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x2 

p) I coeficiefiti del10 sviluppo in serie di Fourier per (p (x)li(x, y) d x  

sono, se q, (x) e q~' (x) sono funzioni 
x-2 

J 
2 1  

integrabili, i liqniti dei corrispondenti coef: 

y (x) V, (x, y) d x (*). 
xi 

y )  Se y (y) e $(y) sono fi,naioni integrabili della y, è 

Per queste ragioni si potrà dire clze V(x, y) è una funpione quasilimite 
delle v, (x, y )  per n = W. 

Ricordando l'ipotesi del teorema e la formola di SCHWAHZ, si lia, se cpyy) 
è integrabile: 

ossia : 

che, per x,  = O, x, = x, diventa : 

È sottinteso che tutte le integrazioni rispetto alla y sieno 
due valori assunti dalla y in R. Fissata la cp (y), per ( B ) b i ' e  

(!qbiS 

estese tra 
per (8) le 

P (x) = cq (y) v (x, y) d y sono dunyue tutte inferiori ad una stessa costünte, J 
e sono equi-continue; cioè, dato un riuniero E piccolo a piacere, esiste un c 

(*) Con x,, x, O con y,, y, indico due valori qualsiasi assunti in R dalla x, O dalla y. 
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con applicagioni alla teoria delle eqzca~ioni integro-diffienziali. 241 

tale che 1 F (a,) - F (LE,) 1 r E per 1 x, - x, 1 r G; e questo numero G non di- 
pende dalla particolare funzione u (%, y) scelta. Si pub dunque jcfr. § 1) sce- 
gliere una successione v,, v,, v, ,... tale che le corrispondenti 

tendano a un limite @ (x) per ogni valore razionale della x ;  dalla equi- 
continuità delle Ii: scenderà che (I3 (x) = lirn F, (x) esisterà per ogwi valore 

,'&=O0 

della x, e sarà anzi una funzione continua della a. 
, Sia ora yo7  ?, , y?, 'p 3,... una successione di funzioni della y, integrabili 

insieme . . al loro quadrato. Esisterà ilna successione v,,, v,,, v ,,,... .tale che 

a,, (x) = lirn \ v,. (x, y) ?. (y) d y sia una funzione continua della x ; in questa 
YI=OD, 

potr6 scegliere una successione aubordinata v,, , v,, , v,, , . . . . tale che 

a, (e) = lim u,, (x, y) cp,  (y) d y sia una funzione continua della a. Esisteranno 
n r m  J 

cioè infinite successioni v ,,,, a,,, , v ,,,... (m = 0, 1, 8, 3,. .  .), ciascuna delle yuali 

è subordinata alla precedente, ed è ta.le che a,, (x) = lirn v,,,, y, d y è una 
%=a, l 

funzione continua della S. Se noi ora, mutando lievemente le notazioni, in- 
dichiamo le v,. (x, y) semplicernente con v, ($, y), troviamo che la successione 
di tali u, è, dallo nz""'"" termine in poi, subordinata alla successione delle 
vml, vm2, v m,,..., per ogni valore di m. Sarà quindi, con le nuove notazioni, 
e per ogni funzione y, 

una funzione continua della G. 
Se in particolare le cp, (y) formano un sistema ortogonale normale chiuso 

relativnmente all'intervallo che si considera se p. es. detto intervallo &,l'in- l 
tervallo 

la (3) ci diinostra appunto che i coefficienti del10 sviluppo in serie di fun- 

Annali di  Matematica, Serie III, Tomo XX. 41 
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zioni 9, [O di FOURIER] per la funzione v,, considerata come funzione-della y, 
tendono per n = 00 ciascuno ad un limite che è funzione continua della x. 

Osserviamo che : 

sono tutti inferiori ad una stessa costante K. 
Se dunque a,,, a,,, a ,,,... sono i coefficienti del sopra citato sviluppo 

in serie delle u , ,  sarà : 

a:, + a:, + nL + . . . L K. 

Posto .cc; = lim a,;, la serie cc: + a: + ai + . - non pu6 essere nè diver- 
n=w 

gente, nè maggiore di K. In ta1 cas0 esisterebbe infatti un intero p cosi 
grande che a: + ai  +, . + a: > K, e quindi anche un n cosi grande che 
anl + an, + . - . + a;:, > K, cib che è assurdo. Dunque 

converge e non supera K. La serie di funzioni p, [O di FOUHIEH] che ha le cr 

come coefficienti rappresenta dunque una funzione V(x, y) definita per i 
valori generici della y, ed integrabile insieme al suo quadrato. Ed è, ricor- 

Poichè le quantità sotto al  segno di limite al  secondo membro sono 
per (8)"1 limitate, si potrà integrare da x, ad x, rispetto alla x, invertendo 
il segno di limite con quello di integrale; e altrettanto si pu6 dire, se noi 

moltiplichiamo per una qualsiasi funzione cp (x) limitata-della x. Resta cos1 
provato il comma p), se p (x) è limitata. Per dimostrare il teorema in generale, 

basta provare che il limite di v, (x, y) y, (y) d y si ottiene ' inte- 
% 

grando da x, a a, rispetto alla x il lim IV,, ove IP,,  = p (x) v, (x, y) ?, (y) d y, 

yuando pz (x) è integrabile. Ora 
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dove con M indico una costante positiva non inferiore ad alcuna delle ,. 
J a. (x, y) 9, (y) d  y c). Cioè gli J m. (3c) dl: sono tutti inferiori ad una stessa 

costante. Ed è facile provare il 

Teor. 8.O Se le ru:(x) d x sono irnferiori ad ana costante N, è 

lim tu,, d x  = lim w, dx .  I 
Infatti gli integrali indefiniti w, d x: sono funzioni eyuiassolutamente I 

continue (**), perché, se.G è un gruppo qualsiasi di punti d i  misura 0, è 

Dimostriamo ora I'ultimo comma y). Se rp (y) e ?"y) sono funzioni in- 
tegrabili, E è un numero piccolo a piacere, a,, a, ,  a, ,. . . sono i coefficienti 
del10 sviluppo di y(g) in serie di funzioni p,, si potrà trorare un intero p 
cos1 grande clle: 

E quindi, per la formola di SCHWARZ 

Ricordando le (5), e osservando che p è un numero finito, si deduce: 

normale, è j& (y) d y = 1. Dalla (9)bh segue tosb l'aaserto. 

(**) Cfr. VITALI, Sull'ilztegra~ione per serie. Rend. del Circolo Matem. di Palermo (1907), 
Tomo 83. 
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per n abbastanza grande. Da tutte queste disiiguaglianze si deduce tosto clie 
per n abbastanza .grande è : 

ossia appunto che 

1 risultati' finora ottenuti valgono per le u, ( x  9). Che cosa si pub de- 

(::) dali'ipotesi chr gli integrali dei loro quadrati durre per le funzioni --- 

sono inferiori ad una stessa costante? 
Anzichè rispondere a questa domanda, ci occuperenio del cas0 analogo 

delle funzioni di una sola variabile: la diinostrazione e generalizzazione del 
teorema più sotto enunciato è ilninediata. 1 metodi da applicarsi sono quelli 
stessi, che ci hanno guidato fin qui. 

1 

S e  ( u )  è u n a  classe d i  infinite funzioni della x tale che gli u2 ( x )  d x sono 

0 O J 
tutti inferiori a d  u n a  stessa costante K, s i  pub in infiniti  nzodi scegliere u n a  
szcccessione u, (x) ,  u, ( x ) ,  . . . in guisa che i coefficienti dello svilmppo in serie 
d i  Fourier, O d i  funzioni ortogonali m r m a l i ,  per le u, tendano a lirniti finiti, 
che saranno i coeficienti dello sviluppo iu serie d i  u n a  funzione quasi-limite 

1 

U ( s ) ,  per cmi ancora U y x )  d x 5 IZ. E, se f ( x )  è una funzione integrabile, S O 

allora : 
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Über zwei Euler'sche Aufgaben 
aus der Variationsrechnung.' 

(Von OSKAR BOLZA, in Preiburg i .  B.) 

I m  vierten Kapitel seiner Methodus invmlendi llneas Curvas maxirni mi- 
nimive proprietate gawdentes behandelt EULER Variationsprobleme, bei welchen 
nicht ein einzelnes Integral, sondern eine Functiovz wwhrerer Integrale zu einem 
E~trernum zzc machen ist, und leitet die aus dem Verschwinden der ersten 
Variation sich ergebenden Bedingungen ab. Insbesondere hat er bereits das 
Resultat, dass die Aufgabe, eine Function von p Integralen J,, J,,. .., J, zu 
einem Extremum zu machen, auf dieselben Differentialgleichungen führt, wie 
das isoperimetrische Problem, eines der p Integrale zu einem Extremum zu 
machen, wahrend die übrigen vorgeschriebene Werte haben sollen (*). 

Hierüber hinaus scheint diese Klasse von Problemen noch nicht weiter 
geführt worden zu sein. Es hat zwar keine Schwierigkeiten, durch Anwendung 
des L A G R A N G E ' S C ~ ~ ~  8-Algorithmus einen Ausdruck für die zweite Variation 
aufiustellen; bei der weiteren Discussion desselben stellen sich jedoch we- 
sentlich andere Verhaltnisse ein als bei den gew6hnliche.n Aufgaben der Va- 
riationsrechmung, und zu einer vollstandigen Behandlung des starken Extre- 
mums würde man auf diesem Weg doch nicht kommen. Andererseits lassen 
sich, wie HADAMARD (**) bemerkt, Aufgaben dieser Art auf ein LAGRANGE'SC~~S 
Problem zuriickführen, aber auf ein solches mit variabeln Endpunkten, also 
ein Problem, das ebenfalls noch nicht als abgeschlossen betrachtet werden 
kann. 

. . 
Es ist nun nicht meine Absicht, hier die allgenîeine Theorie dieser Eu- 

ler'schen Probleme nach einer dieser Kichtungen weiter zu verfolgen. Viel- 

(*) EULER, loc. cit., p. 161. 
(**) HADAMARD, Leçons szlr le calcd des variations, p. 818. 
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rnehr mochte ich an zwei der von EULER behandelten Beispiele zeigen, wie 
man bei gewissen Problemen dieser Art durch gane elenientare Ueberlegungen 
zu einer vollstandigen Losung, d. h. zu einem Hinlanglichkeitsben:eis für ein 
starkes Extremum, gelangen kann, wofern nur die zugeordneten isoperime- 
trischen Problenie vollstandig gel6st sind. 

Ich wahle dazu die beiden Beispiele: 
1) Den Quotienten T) 

zu einem Maximum zu machen; 
2) Das Product (**) 

zu einem Minimum zu machen. 

8 1. Genauere Forniulierung der Aufgabe. 

Wir pracisieren die beiden Euler'schen Aufgaben, indein wir sie zugleich 
et was vorallgemeinern, folgendermassp : 

In einer Ebene, deren Punkte auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
bezogen sind, dessen positive y-Axe zur linken der positiven *Axe liegt, sind 
zwei Punkte Po und Pl gegeben und eine feste, sie verbindende « Curve » &,. 
Wir ziehen von Po nach Pl eine beliebige « Curve » (a, dargestellt durch die 
Gleichungen 

$ : x = x ( t ) ,  y= tJ ( t ) ,  t , 7 t = < t l ,  

(*) EULER, loc. cit., p. 153. 
(**) EULER, lac. cit., p. 148. 
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und bezeichnen mit Jd die Lange derselben, mit Ica den Flacheninhalt, wel- 
cher1 die CurVe (a zusammen mit der Curve Jio  einschliesst, gemessen dureh 
das Linienintegral 

genommen entlang d. von Po bis P, und entlang $Io von P, bis Po. Dabei 
sol1 unter einer u Curve » hier und in der Folge stets eine gewohnliche 
Curve (*) ohne mehrfache Punkte verstanden werden. 

Der Flacheninhalt Kd ist gleich der Surnme aus dem in derselben Weise 
gemessenen festen Flacheninhalt B, welchen die Gerade Po P, mit der Curve &, 
einschliesst plus dem Flacheninhalt Sd, welchen die Curve $ mit der Ge- 
raden Pi Po einschliesst : 

K&l=B+Sa. (1) 

Urn die Idebn zu fixieren setzen wir voraus, was wir ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit tun diirfen, dass 

und schreiben dementsprechend: B = b" Endlich bezeiehnen wir den Abstand 
der beiden gegebenen Punkte mit 2a. 

Nach diesen Festsetzungen formulieren wir nun unsere Aufgabe so: 
Unter allen u Curven », welche in der x, y-Bene von Po nach Pi gezogen 

werden ?ionmen, diejenigen zu bestimmen, welche fiir den Quotienten 

@in 2Ciaximum, beziehungsweise für das Product 

ein Minimum Ziefern. 

(*) « Gewohnliche Curve» im Sinn meiner Vorlesumgem iiber Varicctwlzsrechn.~~zy, p. 198, 
gleichbeutendend mit einer stetigeti Curve, welche aus einer endlichen Anzahl von Bogen 
besteht, für welche x, y stetig differentiierbare Functionen eines Parameters t sind und 
xI2 $ giP > o. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



248 Bo Es a : Über zwei Euler'whe Azcfyaben aus der Variationsrechnzcng. 

Dabei sind die Worte Maximum, Minimum irn Sinn eines starken relatiuen 
1CIaxirnums, Minimums (") zu verstehen. 

Die Untersuchung sol1 so geführt werden, dass aus der Variationsrech- 
nung nichts weiter vorausgesetzt wird als die folgenden beiden Satze über 
das specielle isoperirnetrische Probleni und die dazu reciproke Aufgabe : 

Hilfssats 1: Wenn die von Po nach P, führende « Curve » $ mit der 
Geraden Pl Po einen grosseren Flacheninhalt einschliesst als jede andere 
« Curve » derselben Lange, welche in einer gewissen Umgebung von dC. von Po 
nach P, gezogen werden kann, so ist $ ein Kreisbogen (*).- 

Hilfssats II: Unter allen a Curven *, welche von Po nach P, gezogen 
werden konnen, und mit der Sehne P, Po eine Flache von gegebenem Inhalt 
(positiv, nul1 oder negativ) einschliessen, hat der stets eindeutig vorhandene 
Kreisbogen Po P,, welcher dieser Flachenbedingung genügt, die kleinste 
Lange (***). 

S 3. Constantenbestiinmung für die ersfe Euler'sahe Aufgabe. 

Wir betrachten zuerst die erste Aufgabe. Wir nehmen an, wir hatten 
eine zulassige Curve $, gefunden, welche ein Maximum für den Quotienten V 
liefert. Ersetzen wir dann die Curve 6, (falls sie nicht etwa mit der Geraden 
Po Pl identisch kt), durch eine benachbarte Curve ($. von derselben Larige, 
so bestehen gleichzeitig die beiden Relationen 

J&, = Ji3 , V@,F va , 
woraus folgt 

Kd, 7 Ica und daller nach (1) : S&, 7 Sa . 
Die Curve ($, liefert also ein Maximum für den Flacheninhalt S bei gegebener 
Lange; sie muss somit nach dem ersten Hilfssatz ein Kreisbogen von Po 

(*) Im Sinn meiner Vorlesur~yerz, etc., 3 95, d). Man überzeugt sich leicht, dass ein ab- 
solutes Extremum weder für V noch für W moglich ist, da man sowohl V als W durch pas- 

Wahl von beliebig nahe an + a, oder - cw, heran bringen kann. 
(**) Vgl. z. B. meine Vorlesungelz, etc., § 59, c). 

(***) Nit Hilfe der Weierstrass'scheii Construction zu beweisen ; vgl. z. B., 8 63, b) und 
5 @, a) meiner Vorlesunyert. 
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nach Pl sein, falls sie nicht eine Gerade ist. Um beide Flille zusammenzu- 
fassen, rechnen wir die Gerade Po P, mit unter die Kreisbogen von Po nach P,. 

Jeder dieser Kreisbogen lasst sich eindeutig definieren durch seinen Cen- 
triwinkel o = Q Po C P,, wenn C den Mittelpunkt des betreffenden Kreises 
bedeutet. Für die im entgegengesetzten Sinn des Uhrzeigers beschriebenen 
Kreisbogen von Po nach P, normieren wir den Winkel w auf das Intervall: 
O < o < "2, für die im Sinn des Uhrzeigers beschriebenen auf das Intervall: 
- 8 x < w < 0, wahrend wir der Geraden Po Pi den Centriwinkel O beilegen. 
Es entspricht dann jedem Kreisbogen Po Pl (im weiteren Sinn) ein Wert von 
o zwischen - 9 7~ und +- 9 x und umgekehrt. 

Bei diesen Festsetzungen ist der Radius p des Kreisbogens vom Cen- 
triwinkel w gegeben durch 

p = w  ' 1 sin *2 1 
seine Lange J (a) durch 

ao  
J ( o )  = - 9 

w 
-% 

der von dein Kreisbogen Po P, und der Sehne P, Po eingeschlossene FI%- 
cheninhalt S (o) (zeichenrichtig) durch 

a2 (o - sin w) s (0) = o 
B sin' - 

B 

Daller ergibt sich für den von dem Kreisbogen Po Pi und der festen Curve Jk0 
eingeschlossenen Fliicheninhalt R (w) der Ausdruck 

a2 (w - sin o) 
K ( o ) = b 2 +  o 

B sin" 
B 

Da nun der Kreis'bogen do nach Voraussetzung in Beziehung auf die Ge- 
saintheit aller von Po nach P, führenden « Curven » ein (relatives) Maximum 
für den Quotienten V liefert, so muss er a fortiori auch ein solclies liefern 
in Beziehung auf die Gesaintheit aller Kreisbogen von Po nach Pi, d.h. aber, 
der Centriwinkel des Kreisbogens d o  muss die Function 

1 
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- 
zu einem Maximum machen. Nun ergibt eine einfache Rechnung 

(sin - FOS 
- 
7 - 

o - X [b" (4 - a"], (sa) 
9 awa sin2 - 

B 

1 - cos w 
P (4 = Gn< 

Der erste der beiden Ausdrücke für die Ableitung von Ir liefert für den ge- 
suchten Kreisbogen wegen (5)  die Euler'sclie Bedingung 

deren weitere Discussion sich dann aus dem zweiten Ausdruck folgeiider- 
rnassen ergibt : 

Wghrend o von O bis n und dann weiter bis 9 TC wiichst, nimmt y (w) 

von O bis zu deni Maximalwert 9 / x  zu und dann wieder ah bis null; über- 
dies ist cp (o) ungerade. 

Da der erste Factor in dem Ausdruck (8") bestiindig negativ ist, so fol@ 
hieraus : Wenn 

so wachst die Function V(w) besthdig von - m bis + ao, wiihrend w von 
- 9 7~ bis '277 wachst; sie kann also kein Maximum besitzen, und a fortiori 
kann daher auch kein Maximum für das vorgelegte Variationsproblem exi- 
stieren. 

Wenn dagegen 

so hat die Gleichung 
bB cp (a)  = u2 
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zwei Wurzeln w,, w, im Intervall [- 2 7c, + 2 x ] ,  und zwar ist 

Wahrend daher w von - 2 x bis a. wachst, nirnmt V (a) von - w bis zu einem 
Maximalwert V (o,) zu, der sicher positiv ist, da V ( 0 )  = b79 a 5 0. 

Wachst w weiter bis o,, so nimmt V(w) ab bis zu einem Minimalwert 
V(o,), um dann weiter bis + eo zu wachsen, wahrend o von w, bis '2 n wachst. 

Aus alledem folgt: Wenn unsere Aufgabe in1 Fa11 (11) überhaupt eine 
Losung besitzt, so kann dieselbe nur geliefert werden durch den Kreisbogen 6, 
mit dem Centriwinkel o,. 

§ 3. Hinlanglichkeitsbeweis für die erste Euler'sche Aufgabe. 

, Wir wollen nunmehr beweisen, dass im Fall (il) der so definierte Kreis- 
bogen $, in der Tat ein Maximum für den Quotienten V liefert. 

Dazu ziehen wir eine beliebige « Curve » $ von Po nach Pi. Wenn 
Ka r O, so ist auch Va 2 O, da Jd stets positiv ist. Es ist also sicher 

da Va,, wie oben gezeigt, positiv ist. 
Wenn dagegen Ica > O, so schliessen wir folgenderernasseri : Da die Func- 

tion K (a) von - w bis + cx, wachst, wahrend o von - '2 x bis 3 7; zunim tnt, 
so gibt es einen und nur einen Wert o zwischen - 9 x und + B z für welchen 

was wir auch schreiben k6nnen 

K g = K a ,  (12) 

wenn (& den Kreisbogen Po Pl mit dem Centriwinkel bedeutet. Nach (1) ist 
also auch : Sg = Sa. Hieraus folgt aber nach dem zweiten Hilfssatz, dass 

J ,ZJa ,  (13) 

wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn cd = d Aus (12) und (13) folgt 
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aber, da Kd positiv vorausgesetzt war, 

Ferner ergibt sich aus der Discussion der Function V(o) in 8, dass 
dieselbe den Wert V(w,) noch einnlal im Intervall [- 2 x ,  + 2 I;] annimmt 
und zwar zwisclren w, und B r ;  der betreffende Wert von o heisse w',. Als- 
dann konnen wir die Maxiinaleigenschaft der Function V(o) noch naher daliin 
pracisieren, dass 

V(w,) > V(o), wenn - 8 x < w < a',,, w =I= . 
Wenn daher 

- 

< w'" , 
so folgt 

(15) 

V(oo)5V(G), d. h. V@,,FVz,  (16) 

wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn 8~ $,. 
Da die Function X(o)  bestandig zunimmt, so ist die Ungleichung (15) 

&pivalent mit: K (w) < K (w',). Aus (12), (14) und (15) schliessen wir daher: 
Wenn 

Ka < K (~'0) 
so ist 

(17) 

Va,, 7 , (18) 

wohei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn $ r $,. 
Nun konnen wir aber stets eine solche Urngebung von &, angeben, dass 

die Bedingung (17) sicher erfüllt ist, sobald wir die Curve cd auf diese 
Urngebung bescl~ranken. ' ~ a z u  bezeichnen wir die stets positive Differenz 
K (w',) - IC (o,) mit D und ziehen eine geschlossene a Curve a $, welche den 
Kreisbogen 6, in ihrern Inneren enthalt, und welche, in positivem Sinn durch- 
laufen, einen Flacheninhalt einschliesst, welcher < D. Wird nun die Curve d 
auf das Innere dieser geschlossenen Curve X beschrankt, so zeigt man 
leicht ("j, dass 

-D<&-Ka,<D, 

woraus dann die Ungleichung (17) folgt. Somit haben wir das Schlussresultat 
hewiesen: 

(*) Sllerdings unter Zuhilfenahme einiger aiischa~~uiigs~nassiger Elemente. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bo laa: Über zwei Euler's~he Au fgaben aus der Variationsrechnung. 853 

Wenn zruischen dem halben Abstand a der beiden gegebenen Pzcnkte Po, Pl 
und dem @on der Geraden Po Pl mit der gegebenen Czcrve b, eingeschlossenen 
Flacheninhcdt bZ die Beziehung besteht 

b" T 

so existiert für den Quotienten 

keilz Naximam. Wenn dagegen 

so existiert ein starkes (relatiues) Maxi&um, und zruar wird dasselbe geiiefert 
durch den von Po nach P, führenden Kreisbogen, dessen Centriwinkel die zwi- 
schtzn O und n gelegene Wzcrsel der GleiAung 

b"1 - cos o) - a' (w + sin w) = O (i9) 
ist. 

In dem speciellen von EULER behandelten Fa11 besteht die gegebene 
Curve b, aus den Ordinaten der beiden Punkte Po, P, und dem zwischen 
ihnen liegenden Stück der x-Axe. Wir wollen uns für diesen Fa11 noch die 
Frage vorlegen: Wenn der Punkt P, als fest angenommen wird, auf welchen 
Bereich der Ebene muss dann der Punkt Po beschrankt werden, damit ein 
Maximum für den Punkt ~uo t i en t en  V existiert? 

Um die Ideen zu fixieren, nehmen wir y, > 0, y, >O, x ,  < x, an; dann ist 

4 a' = (a, - s,)' t (Y, - 
und die Gleichung 

stellt, wenn wir darin x,, y, durcli die laufenden Coordinalen x;, y ersetzen, 
eine Ellipse dar, welche im Punkt Pl die Ordinate dieses Punktes berührt, 
und deren grosse Axe mit der positiven *Axe einen Winkel von 4a0 bildet. 
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Liegb, der P ~ n k t  Po im lnneren dieser Ellipse, so existiert ein IlI:axirntm 
für den Quotienten V, liegt Po auf der Ellipse oder ausserhalb, so existiert 
kein Aiaximzcm. 

4. Die zweite Euler'sche Ayfgabe. 

Ganz Zhnliche Ueberlegungen lassen sich für die zweite Euler'sclie Auf- 
gabe anstellen und führen zu ganz analogen Resultaten. Man findet zunachsi 
wieder, dass die gesuchte Curve ein Kreisbogen von Po nach P, sein muss. 
Für die Ableitung der Function 

W (O) = J (w) K (a) 

erhalt man 

1 - cos O + (W) = 
3w-sino' 

Bezeichnet y die zwischen O und elegenc Wurzel der Gleichuog B Q  

(angenahert ist: y = 55"26'), so wachst die Function JI (a) von O bis zu dem 
Maximalwert 

sin 9 y x = -  = 0,8783, 
3 - COSBY 

wahrend w von O bis 2 y wachst, und nimmt dann wieder ab bis zum Wert O, 
wiihrend w von 52y bis 9 7 ~  weiter wachst. 
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Hierxus leitet man dann durch geringe Modificationen dei. obigen Schlüsse 
das Resultat ab: 

W e n n  

so existiert kein M i n i l n u ~ n  für das  Product W ;  wenn dagegen 

so existiert e in starkes Minimum,  u n d  zwar wird dasselbe geliefert dzcrch den  
Kreisbogen von Po nach Pl, dessen Centriwinkel die swischen O u n d  - B y  
gelegene Wzcrxel der Gleichung 

b2 (1 - COS W) + a 2  (3 o - sin o) = O (96) 
ist. 

Bei der speciellen von EULER gemachten Annahme über die gegebene 
Curve &, existiert bei fester Lage von P, stets und nur dann ein Minimum, 
wenn der Punkt Po im Inneren der (in delnselben Sinn wie oben zu ver- 
stehenden) Ellipse 

a 2 - x b 2 = 0  (97) 
liegt. 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich auf die ganze im Eingang erwahnte 
Klasse von Variationsproblemen anwenden. Ob sie zu einer vollstandigen 
L6sung führen, wird in jedem einzelnen Fa11 einerseits davon abhangen, ob 
sich die Constantenbestimmung durchführen lasst, andererseits davon, wie 
weit sich die zugehorigen isoperimetrischen Probleme losen lassen. 

Freiburg i. B., den 86. October 1918. 
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