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a v e r t i s s e m e n t .

C e t  o u v r a g e , e n tr e p r is  su r  la  d e m a n d e  d u  C o n s e i l  d ’in s tr u c t io n  
d e  l’É c o le  r o y a le  p o ly t e c h n iq u e ,  o f fr e  Je r é s u m é  d e s  L e ç o n s  q u e  j’ai 
d o n n é e s  à c e t t e  É c o le  sur le  c a lc u l in f in ité s im a l. Il sera  c o m p o s é  
d e  d e u x  v o lu m e s  c o r r e s p o n d a n s  a u x  d e u x  a n n é e s  q u i f o r m e n t  la  
d u r é e  d e  l ’e n s e ig n e m e n t . J e  p u b lie  a u jo u r d ’h u i l e  p r e m ie r  v o lu m e  
d iv is é  e n  q u a ra n te  L e ç o n s , d o n t  le s  v in g t  p r e m iè r e s  c o m p r e n n e n t  
le  c a lc u l d i f f é r e n t ie l , e t  le s  v in g t  d e r n iè r e s  u n e  p a r tie  d u  c a lc u l 
in té g r a l. L e s  m é th o d e s  q u e  j ’a i su iv ie s  d if fe r e n t  à  p lu s ie u r s  ég a rd s  
d e  c e l le s  q u i s e  t r o u v e n t  e x p o s é e s  d a n s  le s  o u v r a g e s  d u  m ê m e  
g e n r e . M o n  b u t  p r in c ip a l a  é t é  d e  c o n c i l ie r  la  r ig u e u r , d o n t  je  
m ’éta is  fa it  u n e  lo i  d a n s m o n  C ours d 'a n a ly se ,  a v e c  la  s im p lic i t é  q u i  
r é su lte  d e  la  c o n s id é r a t io n  d ir e c te  d e s  q u a n tité s  in f in im e n t  p e t ite s .  
P o u r  c e t t e  r a is o n , j’a i c r u  d e v o ir  r e je te r  le s  d é v e lo p p e m e n s  d e s  
f o n c t io n s  e n  sé r ie s  in f in ie s , to u te s  le s  f o is  q u e  le s  s é r ie s  o b te n u e s  
n e  s o n t  p as c o n v e r g e n te s  ; e t  je  m e  su is  v u  f o r c é  d e  r e n v o y e r  
a u  c a lc u l in tég ra l la  fo r m u le  d e  T a y l o r ,  c e t t e  fo r m u le  n e  
p o u v a n t  p lu s  ê tr e  a d m ise  c o m m e  g é n é r a le  q u ’a u ta n t  q u e  la  s é r ie  
q u e l l e  r e n fe r m e  se  tr o u v e  r é d u ite  à  u n  n o m b r e  f in i  d e  t e r m e s , e t  
c o m p lé t é e  p a r  u n e  in té g r a le  d é f in ie . J e  n ’ig n o r e  p as q u e  l’illu stre

OEuere» de C. —  S .  I l ,  t .  IV . , ' 2
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AVERTISSEMENT.

a u te u r  d e  la  M écanique analytique a  p ris la  fo r m u le  d o n t  il  s’a g it  p o u r  
b a se  d e  sa  th é o r ie  d e s  fon ction s dérivées, M a is , m a lg ré  t o u t  le  r e s p e c t  
q u e  c o m m a n d e  u n e  s i g r a n d e  a u t o r i t é , ja .p lu p art d e s  g é o m è tr e s  
s’a c c o r d e n t  m a in te n a n t  à r e c o n n a îtr e  l ’in c e r t itu d e  d e s  résu lta ts  
au x q u els  o n  p e u t  ê tr e  c o n d u it  p a r  l’e m p lo i  d e  sé r ie s  d iv e r g e n t e s , 
e t  n o u s  a jo u te r o n s  q u e , d a n s p lu s ieu rs  c a s , l e  th é o r è m e  d e  T a y l o r  

s e m b le  fo u r n ir  le  d é v e lo p p e m e n t  d ’u n e  f o n c t io n  e n  s é r ie  c o n v e r 
g e n te  , q u o iq u e  la  s o m m e  d e  la  s é r ie  d if fè r e  e s s e n t ie l le m e n t  d e  la  
f o n c t io n  p r o p o s é e  [ voyez la  f in  d e  la  3 8 .® L e ç o n ] .  A u  r e s te ,  c e u x  
q u i l ir o n t  m o n  o u v r a g e , s e  c o n v a in c r o n t ,  je  l ’e s p è r e ,  q u e  le s  p r in 
c ip e s  d u  ca lcu l d if fé r e n t ie l ,  e t  ses a p p lic a t io n s  le s  p lu s  im p o r ta n te s ,
p e u v e n t  ê tr e  fa c i le m e n t  e x p o s é s , sans l’in te r v e n t io n  d e s  s é r i e s . .

* - »

D a n s  le  c a lc u l in t é g r a l , i l  m ’a  p a ru  n é c e ssa ir e  d e  d é m o n tr e r  
g é n é r a le m e n t  l ’e x is te n c e  d e s  intégrales o u  fo n ctio n s prim itives a v a n t  
d e  fa ire  c o n n a îtr e  le u r s  d iv e r se s  p r o p r ié té s . P o u r  y  p a r v e n ir , i l  a  
fa llu  d ’a b o rd  é ta b lir  la  n o t io n  d ’intégrales p rises entre des lim ités 

données o u  intégrales définies. C e s  d e r n iè r e s  p o u v a n t  ê tr e  q u e lq u e fo is  
in f in ie s  o u  in d é t e r m in é e s ,  il é ta it  e s s e n t ie l  d e  r e c h e r c h e r  d a n s  
q u e ls  cas e lle s  c o n s e r v e n t  u n e  v a le u r  u n iq u e  e t  f in ie . L e  m o y e n  
le  p lu s  s im p le  d e  r é s o u d r e  la  q u e s t io n  e s t  l ’e m p lo i  d e s  intégrales 

définies singulières q u i s o n t  l ’o b je t  d e  la  2 5 .® L e ç o n .  D e  p lu s ,  p a rm i  
le s  v a leu rs e n  n o m b r e  in f in i ,  q u e  l ’o n  p e u t  a ttr ib u er  à  u n e  in té g r a le  
in d é t e r m in é e , i l  e n  e x is te  u n e  q u i m é r ite  u n e  a t te n t io n  p a r tic u 
liè r e  , e t  q u e  n o u s  a v o n s  n o m m é e  valeur principale. L a  c o n s id é r a t io n  
d e s  in té g r a le s  d é f in ie s  s in g u liè r e s  e t  c e l le  d e s  v a leu rs p r in c ip a le s
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AVERTISSEMENT.

d es  in té g r a le s  in d é te r m in é e s  s o n t  tr è s -u tile s  d a n s la s o lu t io n  d  u n e  
fo u le  d e  p r o b lè m e s . O n  e n  d é d u it  u n  g ra n d  n o m b r e  d e  fo r m u le s  
g é n é r a le s  p r o p r e s  à la  d é te r m in a t io n  d e s  in té g r a le s  d é f in ie s ,  e t  
sem b la b les  à c e lle s  q u e  j’ai d o n n é e s  d a n s  u n  M é m o ir e  p r é s e n té  à  
l’In stitu t e n  i 8 i 4< O n  tr o u v e r a  d a n s le s  L e ç o n s  3 4  e t  3 9  u n e  
fo r m u le  d e  c e  g e n r e  a p p liq u é e  à  l’é v a lu a tio n  d e  p lu s ieu rs  in té g r a le s  
d é f in ie s , d o n t  q u e lq u e s-u n e s  é ta ie n t  d éjà  c o n n u e s .
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RÉSUMÉ DES LEÇONS
DONNÉES

A L’ÉCOLE ROYALE POLYTECHNIQUE
SUR

LE CALCUL INFINITÉSIMAL.

CALCUL DIFFÉRENTIEL.

PREMIÈRE LEÇON.

DES VARIABLES, DE LEURS LIMITES ET DES QUANTITÉS INFINIMENT PETITES.

On nomme quantité variable celle que Ton considère comme devant 

recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des 

autres. On appelle au contraire quantité constante toute quantité qui 

reçoit une valeur fixe et déterminée. Lorsque les valeurs successi

vement attribuées à une même variable s’approchent indéfiniment 

d’une valeur fixe, de manière à finir par en différer aussi peu que 

l’on voudra, cette dernière est appelée la limite de toutes les autres. 

Ainsi, par exemple, la surface du cercle est la limite vers laquelle 

convergent les surfaces des polygones réguliers inscrits, tandis que 

le nombre de leurs côtés croît de plus en plus; et le rayon vecteur, 

mené du centre d’une hyperbole à un point de la courbe qui s’éloigne 

de plus en plus de ce centre, forme avec l’axe des x  un angle qui a 

pour limite l’angle formé par l’asymptote avec le même axe; —  Nous 

indiquerons la limite vers laquelle converge une variable donnée par 

l’abréviation lim placée devant cette variable.
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14 R É S U M É  D E S  L E Ç O N S  S U R  L E  C A L C U L  I N F I N I T É S I M A L .

Souvent les limites vers lesquelles convergent des expressions 

variables se présentent sous une forme indéterminée, et néanmoins 

on peut encore fixer, à l’aide de méthodes particulières, les véri

tables valeurs de ces mêmes limites. Ainsi, par exemple, les limites 

dont s’approchent indéfiniment les deux expressions variables

tandis que a converge vers zéro, se présentent sous les formes indé

terminées j, i*"; et pourtant ces deux limites ont des valeurs fixes 

que l’on peut calculer comme il suit.

On a évidemment, pour de très petites valeurs numériques de a,

— —  - > ------------------ - >   -----------------------------
s ina a tanga

Par conséquent le rapport toujours compris entre les deux quan

tités =  i et sina- =  cosa, dont la première sert de limite à la 
s ina tanga r

seconde, aura lui-même l’unité pour limite.

Cherchons maintenant la limite vers laquelle converge l’expres- 

£
sion ( i +  a)a, tandis que a s’approche indéfiniment de zéro. Si l’on

suppose d’abord la quantité a positive et de la forme m désignant

un nombre entier variable et susceptible d’un accroissement indéfini, 

on aura

Comme, dans le second membre de cette dernière formule, les termes · 

qui renferment la quantité m sont tous positifs et croissent en valeurs 

et en nombre en même temps que cette quantité, il est clair que l’ex-
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C A L C U L  D I F F É R E N T I E L . 15

pression 4- ^  

demeurant toujours

croîtra elle-même avec le nombre entier m, 

comprise entre les deux sommps

en

I
I +  -  =r- 2 I

et
I

I -+- - I
1 I 'ï
---1----- ~h -------
2 2 . 2  2 . 2 . 2

=  3 ;

donc elle s’approchera indéfiniment, pour des valeurs croissantes de 

m, d’une certaine limite comprise entre 2 et 3 . Cette limite est un 

nombre qui joue un grand rôle dans le Calcul infinitésimal, et qu’on 

est convenu de désigner par la lettre e. Si l’on prend m =  10000, on 

trouvera pour valeur approchée de e, en faisant usage des Tables de 

logarithmes décimaux,

/10001 \ 
\10000J

10000
2,7183.

Cette valeur approchée est exacte à près, ainsi que nous le ver

rons plus tard.

Supposons maintenant que oc, toujours positif, ne soit plus de la 

forme Désignons dans cette hypothèse par m et n — m -+-1 les

deux nombres entiers immédiatement inférieur et supérieur à en 

sorte qu’on ait
I
- = m + i i  =  n -  v, 
a

p. et v étant des nombres compris entre zéro et l’unité. L’expres- 
1

sion ( i- t- a )“ sera évidemment renfermée entre les deux suivantes

(I+ )̂ ~[(,+j;) ]
1H-Ü

I + ¿ H I -h

et, comme, pour des valeurs de a décroissantes à l’infini ou, ce qui 

revient au même, pour des valeurs toujours croissantes de m et de n, 

les deux quantités convergent l ’une et l’autre
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1 6  R É S U M É  D E S  L E Ç O N S  S U R  L E  C A L C U L  I N F I N I T É S I M A L .

vers la limite e, tandis que i -t- ■ £> i —  ̂ s’approchent indéfiniment 

de la limite i ,  il en résulte que chacune des expressions

et par suite l ’expression intermédiaire (i +  a)a convergeront encore 

vers la limité, e.

Supposons enfin que a devienne une quantité négative. Si l ’on fait 

dans cette hypothèse

[3 sera une quantité positive qui convergera elle-même vers zéro, et 

l’on trouvera
i Lti r ll'+P

( i h - « ) 5 = ( i +  (3) P =  L( i  +  P ) p J ,

puis, en passant aux limites,
_1

lim(i +  a )* =  eiim(i + P) =  e.

/
Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable 

décroissent indéfiniment de manière à s’abaisser au-dessous de tout 

nombre donné, cette variable devient ce qu’on nomme un infiniment 

petit ou une quantité infiniment petite. Une variable de cette espèce 

a zéro pour limite. Telle est la variable a dans les calculs qui pré

cèdent.

Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable 

croissent de plus en plus, de manière à s’élever au-dessus de tout 

nombre donné, on dit que cette variable a pour limite l ’infini positif 

indiqué par le signe oo, s’il s’agit d’une variable positive; et l ’infini 

négatif indiqué par la notation — oo, s’il s’agit d’une variable néga

tive. Tel est le nombre variable m que nous avons employé ci-dessus.
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\

DEUXIÈME LEÇON.

DES FONCTIONS CONTINUES ET DISCONTINUES. REPRÉSENTATION GÉÛMÉBlfBt&KE 

DES FONCTIONS CONTINUES.

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles 

que, la valeur de l’une d’elles étant donnée, on puisse en conclure 

les valeurs de toutes ,les autres, on conçoit d’ordinaire ces diverses 

quantités exprimées au moyen de l’une d’entre elles, qui prend alors 

le nom de variable in dépen dan te; et les autres quantités, exprimées 

au moyen de la variable indépendante, sont ce qu’on appelle des f o n c 

tions  de cette variable.

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles 

que, les valeurs de quelques-unes étant données, on puisse en con

clure celles de toutes les autres, on conçoit ces diverses quantités 

exprimées au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors 

le nom de variables indépendantes; et les quantités restantes, expri

mées au moyen des variables indépendantes, sont ce qu’on appelle 

des fo n ctio n s  de ces mêmes variables. Les diverses expressions que 

fournissent l’Algèbre et la Trigonométrie, lorsqu’elles renferment des 

variables considérées comme indépendantes, sont autant de fonctions 

de ces variables. Ainsi, par exemple,

L x ,  s i na? ,  . . .

sont des fonctions de la variable x ;

& + y ,  * r, xys> · · ·

des fonctions des variables x  et y  ou x ,  y  et z ,  etc.

OEueres de C. —  S. II, t. IV. 3
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18 R É S U M É  D E S  L E Ç O N S  S U R  L E  C A L C U L  I N F I N I T É S I M A L .

Lorsque des fonctions d’une ou plusieurs variables se trouvent, 

comme dans les exemples précédents, immédiatement exprimées au 

moyen de ces mêmes variables, elles sont nommées fonctions expli

cites. Mais, lorsqu’on donne seulement les relations entre les fonctions 

et les variables, c’est-à-dire les équations auxquelles ces quantités 

doivent satisfaire, tant que ces équations ne sont pas résolues algé

briquement, les fonctions n’étant pas exprimées immédiatement au 

moyen des variables sont appelées fonctions implicites. Pour les rendre 

explicites, il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équations qui 

les déterminent. Par exemple, y  étant une fonction implicite de x  

déterminée par l’équation

si l’on nomme A la base du système de logarithmes que l’on consi

dère, la même fonction, devenue explicite par la résolution de l’équa

tion donnée,sera
j  =  A*.

Lorsqu’on veut désigner une fonction explicite d’une seule variable a? 

ou de plusieurs variables x , y , ' s , . . . ,  sans déterminer la nature de cette 

fonction, on emploie.l’une des notations

f { æ ) ,  F ( æ ), y (as), x ( x ) ,  ty(x),  xs(x) ,  . . . .  

f ( x , y , z ,  · · · ) ,  F (a;, y , z ,  . . . ) ,  o ( x , y ,  s,  . . . ) ,  . . . .

Souvent, dans le calcul, on se sert de la caractéristique A pour indi

quer les accroissements simultanés de deux variables qui dépendent 

l’une de l’autre. Cela posé, si la variable y  est exprimée en fonction 

de la variable x  par l’équation

(O y  ■=/(*)>

Ay,  ou l’accroissement de y  correspondant à l’accroissement Aîc de la 

variable x,  sera déterminé par la formule

( 2 ) y  +  \ y  = f ( x  +  b x ) .
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CALCUL DIFFÉRENTIEL. 19
Plus généralement, si l’on suppose 

( 3 ) F(a;,y) =  0,

on aura

(4) +  Aa?, j-t-  Ay)— o.

Il est bon d’observer que, des équations (i)  et (2) réunies, on conclut

( 5 ) A y = f ( x  +  A x ) - f ( x ) ,

Soient maintenant h et i deux quantités distinctes, la première finie, 

la seconde infiniment petite, et a =   ̂ le rapport infiniment petit de 

ces deux quantités. Si l’on attribue à Ax la valeur finie h, la valeur 

de Ay, donnée par l’équation ( 5), deviendra ce qu’on appelle la diffé

rence finie de la fonction f ( x ) ,  et sera ordinairement une quantité 

finie. Si, au contraire, l’on attribue à Ax une valeur infiniment petite, 

si l’on fait par exemple
A x  =  ¿ —  ah,

la valeur de Ay,  savoir

f ( x  +  i ) — f ( x ) ou f ( x  +  a h ) — f { x ) ,

sera ordinairement une quantité infiniment petite. C’est ce que l’on 

vérifiera aisément à l ’égard des fonctions

Ax, sinx, cos a;,

auxquelles correspondent les différences

A x+‘ —  Ax =  ( A l — i ) A x, 

sin ( x  4 - 1) —  sin^r =  2 sin ^ cos ^ x  H- >

C osta; -+ -1) —  c o s a ;  = —  2 s in  — s in  ( x  -+- -  )>
2 \ 2/

dont chacune renferme un facteur A/ — 1 ou sin^ qui converge indé

finiment avec i vers la limite zéro.

Lorsque, la fonction f ( x ) admettant une valeur unique et finie
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20  R É S U M É  D E S  L E Ç O N S  S U R  L E  C A L C U L  I N F I N I T É S I M A L .

pour toutes les valeurs de x  comprises entre deux limites données, 

la différence
f { x  +  0 — / ( # )

est toujours entre ces limites une quantité infiniment petite, on dit 

que f ( x )  est fonction continue de la variable x  entre les limites dont 

il s’agit.

On dit encore que la fonction f ( x ) est, dans le voisinage d’une 

valeur particulière attribuée à la variable x , fonction continue de 

cette variable toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites, 

même très rapprochées, qui renferment la valeur en question.

Enfin, lorsqu’une fonction cesse d’être continue dans le voisinage 

d’une valeur particulière de la variable x , on dit qu’elle devient alors 

discontinue, et qu’il y a pour cette valeur particulière solution de con

tinuité. Ainsi, par exemple, il y a solution de continuité dans la fonc

tion A  pour x  =  o\ dans la fonction tanga?, pour x  — ±. A A t .1).77,

k étant un nombre entier quelconque; etc.

D’après ces explications, il sera facile de reconnaître entre quelles 

limites une fonction donnée de la variable afest continue par rapport 

à cette variable. (Voir, pour de plus amples développements, le Cha

pitre II de la lre Partie du Cours d ’Analyse, publié en 1821) ( ') .

Concevons à présent qué l’on construise la courbe qui a pour équa

tion en coordonnées rectangulaires y  =  f ( x ) ·  Si la fonction/(a?) est 

continue entre les limites x  =  x 0, x  '=  X, à chaque abscisse x  com

prise entre ces limites correspondra une seule ordonnée; et de plus, 

x  venant à croître d’une quantité infiniment petite Ax, y  croîtra d’une 

quantité infiniment petite Ay. Par suite, à deux abscisses très rappro

chées x, x  -h Ax, correspondront deux points très rapprochés l’un de 

l’autre, puisque leur distance \jAx2 -+- Ay2 sera elle-même une quan

tité infiniment petite. Ces conditions ne peuvent être satisfaites qu’au- 

tant que les différents points forment une ligne continue entre les 

limites x  =  x 0, x  = 'X .

(*) OEuvres de Cauchy, S. Il, T. III.
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Exemples. —  Construire les courbes représentées par les équations
>

y =  x m, J =  7 =  A®, y — Lx, y =  s\nx,

dans lesquelles A désigne une constante positive et m un nombre 

entier.
Déterminer les formes générales de ces mêmes courbes.
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TROISIÈME LEÇON.

DÉRIYÉES DES FONCTIONS D’ UNE SEULE YARIABLE.

Lorsque la fonction y  =  /(a?) reste continue entre deux limites 

données de la variable a?, et que l’on assigne à cette variable une 

valeur comprise entre les deux limites dont il s’agit, un accroisse

ment infiniment petit, attribué à la variable, produit un accrois

sement infiniment petit de la fonction elle-même. Par conséquent, 

si l ’on pose alors Ait? =  i, les deux termes du rapport aux différences

r.\ Ar  _  f ( x  +  j) — f i x )
K 1 ' · A x  —  i

seront des quantités infiniment petites. Mais, tandis que ces deux 

termes s’approcheront indéfiniment et simultanément de la limite 

zéro, le rapport lui-même pourra converger vers une autre limite, 

soit positive, soit négative. Cette limite, lorsqu’elle existe, a une 

valeur déterminée pour chaque valeur particulière do x;  mais elle 

varie avec x . Ainsi, par exemple, si l’on prend f ( x )  — aft, m dési

gnant un nombre entier, le rapport entre les différences infiniment 

petites sera

( x  — x m . m ( m  —  i) . .
------------------- =  m x m~l -\------ ----------- x m~i i +  i"*- 1 ,

l 1.2

et il aura pour limite la quantité ma?'"-1, c’est-à-dire une nouvelle 

fonction de la variable x.  Il en sera de même en général; seule

ment la forme de la fonction nouvelle qui servira de limite au rap

port lj— ISéEl dépendra de la forme de la fonction proposée

y  =  /(a?). Pour indiquer cette dépendance, on donne à la nouvelle

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A L C U L  D I F F É R E N T I E L . 23

fonction le nom de fonction dérivée, et on la désigne, à l’aide d’un 

accent, par la notation
y  ou / 'o ) .

Dans la recherche des dérivées des fonctions d’une seule variable x, 

il est utile de distinguer les fonctions que l ’on nomme simples, et que 

l’on considère comme résultant d’une seule opération effectuée sur 

cette variable, d’avec les fonctions que l’on construit à l’aide de plu

sieurs opérations et que l’on nomme composées. Les fonctions simples 

que produisent les opérations de l’Algèbre et de la Trigonométrie 

{voir la Ire Partie du Cours d ’Analyse, Chap. I) peuvent être réduites 

aux suivantes

a- \-x ,  a —  x ,  a x ,  —, x a, k x, L x ,
X

sin#, cos#,  arc sin#, árceos#,

A désignant un nombre constant, a =  ±  A une quantité constante, et 

la lettre L indiquant un logarithme pris dans le système dont la base 

est A. Si l ’on prend une de ces fonctions simples pour y, il sera facile 

en général d’obtenir la fonction dérivée/'. On trouvera, par exemple, 

pour y  =  a +  x ,

A y  (a x  +  t) —  ( a- h  x )
A x  ¿ ~ ' 1

pour y z = a  — x,

Ay _( a —  x  —  i) —  (a  — x ) __

Ax i

pour /  =  ax,

A y  a ( x  -+- i) —  a x  _

A x  ~~· i ’

pour /  =  f ,

a a
A y  x  -H i  x   a
A x i x { x - \ - i Ÿ

y =  i;

■ i, y' =  — i;

y ' — a-

y = ■
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pour y  =  sina;,

A y  s i n - i i  . , , i t \¿  =  - jf -cos(*  +  *0. /= c o s *  =  sin^.r +  - j ;  (

pour y  =  cosa;,

------- | 4 - s i n ( j ?  +  { 0 »  /  =  - s i n a r  =  c o s ^ a î +  -  J-

De plus, en posant i — ax,  A '=  i 4- fl et (i -+- a)a —  i 4- y, on trou

vera, pour j  =  La;,

l
A  y _L ( i T - t - i ) — L a ; __ L ( i  -y oc)__ L ( i - t - a ) “ , _L e .

A x i ocx x  ’ y  x  ’

pour y  =  Ax,

Ay _  k x+i —  A *  

A x  i

p o u r  y  =  a f ,

A ‘ —  i
k x-

kx

L(n-P)P

A y _( x  -t- i )a —  x a

A x  ~  i
(i -t- oc)« —  i _  L(i  4 - oc)® 

-  x  -

L ( i  +  y) ï

a x a y '  ■ = a x “- 1.

D a n s  c e s  d e r n i è r e s  f o r m u l e s ,  l a  l e t t r e  e  d é s i g n e  l e  n o m b r e  2 , 7 1 8 . . .
y

qui sert de limite à l’expression (1 4 - a)a. Si l’on prend ce nombre 

pour base d’un système de logarithmes, on obtiendra les logarithmes 

.népériens ou hyperboliques, que nous indiquerons toujours à l’aide de 

la lettre 1. Cela posé, 011 aura évidemment

le =  1,
_ L e  __ l e  _ 1

L e  l a  Ta  ï a ;

et de plus on trouvera, pour y  =  la;,

/  =
I

pour y  =  ex,
y t  —  q X^
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Les diverses formules qui précèdent étant établies seulement pour les 

valeurs de x  auxquelles correspondent des valeurs réelles de y, on 

doit supposer x  positive dans celles de ces formules qui se rapportent 

aux fonctions Lx, \x, et même à la fonction x n, lorsque a désigne une 

fraction de dénominateur pair ou un nombre irrationnel.

Soit maintenant z une seconde fonction de x , liée à la première . 

y  — f ( x )  par la formule

(a) z =  F(/).

z ou F sera ce qu’on appelle une fonction de fonction de la

variable x ; et, si l’on désigne par Ax, A y, Az les accroissements 

infiniment petits et simultanés des trois variables x , y , z, on trou

vera
Az   F(y  -t- Ay)  —  F ( y )  F ( y - h  Av)  —  F( y) Ay
A x  A x  Ay  A » ’

puis, en passant aux limites,

(3) =  / F '( y )= / '(* )  F'[/(*)].

Par exemple, si l’on fait z — ay et y  =  l x , on aura

, , a
z — ay  — —·

A l’aide de la formule (3), on déterminera facilement les dérivées des 

fonctions simples A®, x a, arcsinæ, arccosa? en supposant connues 

celles des fonctions L x , sinx, cosx. On trouvera, en effet, pour

y =  A®,

L y  =  x,  / y  =  [> J',=  U  =  A x l $;

pour y  =  af,

\y =  alx,  y ' = a ^ = a x “- 1;

pour y =  arcsina;,

s i n v  =  Æ, y ' COS.)' =  I , y ' — — î—  _  -------!___.

C0SJ
OE,ivres d e C. —  S .  I l ,  t .  I V . 4
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pour y  =  arc cosa;,

cosy  =  x ,  y' x  (—  sin/ )  =  i, y ’ —
s in,X y/i —  a;2

De plus, les dérivées des fonctions composées

I
Ar, er,

y

étant respectivement, en vertu de la formule ( 3),

/ A rlA , y>er, - L ·

les dérivées des suivantes

A Bt, ec*, séca; =
cosa;

coseca; —
sina;

deviendront
i „ x  sina; cósa:

A BTB * 1A 1B, ec ex, ---- > ---------^ — ·
cos* a; sin2 a;

Nous remarquerons, en finissant, que les dérivées des fonctions 

composées se déterminent quelquefois aussi facilement que celles 

des fonctions simples. Ainsi, par exemple, on trouve, pour
, sma;

y =  tanga; = ----- ,
·' °  cosa;

Ay   i T sin(a;-4-¿) sina;*] _  sint

Aa; — i  [_cos(a; +  i) cosa; J i  cosa; cos( x  -+- ¿Ÿ y '- cos2a;2

cosa;
pour y - cota; =  —— >
1 J sma;

sin i.Ay   i Tcos(a; H-i) c o s a H  
Aa; / |_sin(a;H-i) sina;J í  sina; sin ( x  4- i) ‘

et l’on en conclut, p o u r/ =  arc tanga;,

tan g y  =  x ,
cos2/

/ ' =  cos2/  =
i —i— a;

pour /  =  arc cota;,

cot /  =  x, — y'
sin2/  l>

y  — —  sin2/  =  —

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A L C U L  D I F F É R E N T I E L . 27

QUATRIÈME LEÇON.

DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS D’ UNE SEULE VARIABLE.

Soient toujours y =  f ( x )  une fonction de la variable indépen

dante x ; i une quantité infiniment petite, et h une quantité finie. 

Si l’on pose i=tx.h, a sera encore une quantité infiniment petite, 

et l’on aura identiquement .

/(¿c +  t) — f ( x )  _  f ( x - + - a h )  —  f ( x )  ' 
i ah

d’où l’on conclura

f { x  +  x h ) — f ( x )  _  f ( x  +  i) — f { x )
' ' a i

La limite vers laquelle converge le premier membre de l’équation (i), 

tandis que la variable a s’approche indéfiniment de zéro, la quan

tité h demeurant constante, est ce qu’on appelle la différentielle de la 

fonction y  =  f ( x ) .  On indique cette différentielle par la caractéris

tique d, ainsi qu’il suit :

dy  ou d f ( x ) .
t

Il est facile d’obtenir sa valeur lorsqu’on connaît celle de la fonction 

dérivée y  ou f ' ( x ) ·  En effet, en prenant les limites des deux membres 

de l’équation ( i) , on trouvera généralement

(2) d f ( x )  =  h f ’(x) .

Dans le cas particulier où/ ( x ) =  x,  l ’équation (2) se réduit à

(3) d x ~ h .
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Ainsi la différentielle de la variable indépendante x  n’est autre chose 

que la constante finie h. Cela posé, l’équation (2) deviendra

(4) d f { x ) — f ' { x ) d x

ou, ce qui revient au même,

(5 ) d y — y ' d x .

Il résulte de ces dernières que la dérivée y' — f ' ( x )  d’une fonction

quelconque y  =  f ( x )  est précisément égale à c’est-à-dire au

rapport entre la différentielle de la fonction et celle de la variable 

ou, si l’on veut, au coefficient par lequel il faut multiplier la seconde 

différentielle pour obtenir la première. C’est pour cette raison qu’on 

donne quelquefois à la fonction dérivée le nom de coefficient diffé

rentiel.

Différentier une fonction, c’est trouver sa différentielle. L’opération 

par laquelle on différentie s’appelle différentiation.

En vertu de la formule ( 4), on obtiendra immédiatement les dif

férentielles des fonctions dont on aura calculé les dérivées. Si l’on 

applique d’abord cette formule aux fonctions simples, on trouvera

d ( a  +  x )  =  dx ,  d( a  —  x )  — — dx,  d ( a x ) z z z a d x ,

, a  d x  , „ „ , .
d — - - — a —T> d x a= a x a~i d x ;

x  x 1
dAx —  A* 1A dx ,  . dex —  ex d x  ;

»T T a d x  j .  d xd L x  —  L è — , d l x = — ;
X  X  5

d  sina; =  cosa; d x  =  sin ( x  4- dx,

d  cosa; rz  —  sina;e?a; =  cos ^x  H- ^  d x ;

darcsmx —
d x

\J 1 —  x i
d  arc cosa; = -

d x
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On établira de même les équations

d  tanga? =
d x

d  cota? =  —
' d x

COS2.3?’ sin2a:’

d  arc tanga? =:
d x

a? arc co ta ?=  —
dx

1 +  x 2> 1-4- a;2’

d s é c x  —
si n x  dx  

cos2 a; ’
aicoséca? = —

cosa?afa?
sin2a?

Ces diverses équations, ainsi que celles auxquelles nous sommes 

parvenus dans la Leçon précédente, ne doivent être considérées jus

qu’à présent comme démontrées que pour les valeurs de x  auxquelles 

correspondent des valeurs réelles des fonctions dont on cherche les 

dérivées.

En conséquence, parmi les fonctions simples, celles dont les diffé

rentielles peuvent être censées connues pour des valeurs réelles quel

conques de la variable x  sont les suivantes

Ct I ,
a - t-a?, a —  x ,  a x ,  —, Kæ, ex, sina?, cosa?, 

x

et la fonction x a, lorsque la valeur numérique de a se réduit à un 

nombre entier ou à une fraction de dénominateur impair. Mais on 

doit supposer la variable x  renfermée, entre les deux limites — i, 

+  i,  dans les différentielles trouvées des fonctions simples arcsina?, 

arc cosa? et entre les limites o, co, dans les différentielles des fonc

tions Lx,  la;, et même dans celle de la fonction af, toutes les fois que 

la valeur numérique de a devient une fraction de dénominateur pair 

ou un nombre irrationnel.

Il est encore essentiel d’observer que, conformément aux conven

tions établies dans la Ire Partie du Cours d ’Analyse, nous faisons usage 

de l’une des notations

arc sina?, arc cosa?, arc tanga?, arc cota?, arcséca?, arccoséca?,

pour représenter, non pas un quelconque des arcs dont une certaine 

ligne trigonométrique est égale à x , mais celui d’entre eux qui a la
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plus petite valeur numérique ou, si ces arcs sont deux à deux égaux 

et de signes contraires, celui qui a la plus petite valeur positive; en 

conséquence, arcsina;, arc tanga;, arc cota;, arccoséca; sont des arcs

compris entre les limites — - ,  -+- - ,  et arc cosa;, arcséca; des arcs 
1 2  2

compris entre les limites o et tc.

Lorsqu’on suppose y  = f ( x )  et'Aa; =  i =  <x.h, l’équation (i) , dont 

le second membre a pour limite dy, peut être présentée sous la forme

[3 désignant une quantité infiniment petite, et l ’on en conclut

(6) Ay - = a ( d y  4 - 13).

Soit s une seconde fonction de la variable a\ On aura de même

As =  <x(dz -+- y),

Y désignant encore une quantité infiniment petite. On trouvera par 

suite
As dz —i— y

A j  —  d y - t - p ’

puis, en passant aux limites,

,  N · , . m  As _dz  ____ s ' d x ____ s'

(7) imÂÿ ~ ~ d ÿ  ~  7 ~ d x  ~

Ainsi, le rapport entre les différences infiniment petites de deux fonctions 

de la variable x  a pour limite le rapport de leurs différentielles ou de leurs 

dérivées.

Supposons maintenant les fonctions y  et z liées par l’équation

(8) * =  F(jO.

On en conclura
As F ( j - + - A y )  — F ( / )
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puis, en passant aux limites et ayant égard à la formule (7),

( 9 )

As _
Ar ~  y '

F'(7 ),

d z = z V ' ( y ) d y ,  z' =  y ' F ' ( y ) .

-La seconde des équations (9) coïncide avec l’équation ( 3) de la Leçon 

précédente. De plus, si l’on écrit dans la première F ( j )  au lieu de z, 

on obtiendra la suivante

(10) d F ( y ) = ¥ ' ( y ) d y ,

qui est semblable pour la forme à l’équation (4). et qui sert à diffé

rentiel' une fonction de y, lors même que y  n’est pas la variable indé

pendante.

Exemples :

d { a + y ) = d y ,  d{— y)

dy

dy, d ( a y  ) =  a dy, dey =  es dy,

d \ y .
y J y 1 y

djly^— ^l,
J  y

d  1 sin x

d ( a x ' n) —  a d x m =r m a x ' n~l dx,  dec* =  eeX de* —  eeXex dx,  
\

o?sin« cos x d x  d x  d x

sin« sin« tang«
d  1 tang«  =

s in« cos«

La première de ces formules prouve que l ’addition d ’une constante. 

à une fonction ri’en altère pas la différentielle ni, par conséquent, la 

dérivée.
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CINQUIÈME LEÇON.

LA DIFFÉRENTIELLE DE LA SOMME DE PLUSIEURS FONCTIONS EST LA SOMME DE LEURS 

DIFFÉRENTIELLES. CONSÉQUENCES DE CE PRINCIPE. DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 

IMAGINAIRES.

Dans les Leçons précédentes, nous avons montré comment l’on 

forme les dérivées et les différentielles des fonctions d’une seule 

variable. Nous allons ajouter aux recherches que nous avons faites 

à ce sujet de nouveaux développements.

Soient toujours x  la variable indépendante et Ax =  a.h =  a.dx 

un accroissement infiniment petit attribué à cette variable. Si l’on 

désigne par s, u, v, w, . . .  plusieurs fonctions de x , et par As, Au, 

Av, A w, . . .  les accroissements simultanés qu’elles reçoivent, tandis 

que l’on fait croître x  de Ax, les différentielles ds, du, dv, dw, . . .  

seront, d’après leurs définitions mêmes, respectivement égales aux 

limites des rapports

As Au Av Aiv
---) ---- 1 --- > ----  > · · · ·
oc oc oc oc

Cela posé, concevons d’abord que la fonction s soit la somme de 

toutes les autres, en sorte qu’on ait.

( I ) S =  U +  v -+■  w -+-___

On trouvera successivement

As —  Au ■ +- Av -+- Aw -t- . . . ,

A s __Au Av Aw ^

<x «  a  «  ' ’ ' ’

puis, en passant aux limites,

(2) ds —  du  +  dv +  dw + . . . .
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Lorsqu’on divise par dx les deux membres de cette dernière équation, 

elle devient

( 3 )  S1 — ll'-h  v ' - h w ' - h . . .  .

De la formule (2) ou (3) comparée à l’équation (1), il résulte que la 

différentielle ou la dérivée de la somme de plusieurs fonctions est la somme 

de leurs différentielles ou de leurs dérivées. De ce principe découlent, 

comme on va le voir, de nombreuses conséquences.

Premièrement, si l’on désigne par m un nombre entier, et par a, b, 

c, . . . ,  p, q, r des quantités constantes, on trouvera

I d ( u  +  v) —  du  +  dv,

(4) < d ( u —  v) — du —  dv,

l d(au  -+- bv) —  a du  -+- b dv;

(5 ) d(au-jr b v c w - h . ■ —  a d u b  d v c  d w - h . . .  ;

\ d( a  x ' n b x ”1* 1 c x m ~ 2 + . . p x ° - q x r )

=r [ m a x ’n~' -+- (m — 1 ) b x " t~i -V· (m —  2) c x m~'¿ +  . . .  +  2/)Æ +  y]  dx.

Le polynôme a x m-l·- bxm~K -1- cx m~2 p x 2 -h q x  /*, dont tous

les termes sont proportionnels à des puissances entières de la va

riable x , est ce qu’on nomme une fonction entière de cette variable. 

Si on le désigne par s, on aura, en vertu de l’équation (6),

s ' —  m a x m~l (m —  i ) b x m~t -l·- ( m —  i ) c x " 1—·s-t-. . 2 p x  4- q.

Donc, pour obtenir la dérivée d ’une fonction entière de x , il suffît de 

multiplier chaque terme par l ’exposant de la variable et de diminuer 

chaque exposant d ’une unité. 11 est aisé de voir que cette proposition 

subsiste dans le cas où la variable devient imaginaire.

Soit maintenant

(7 ) s —  u v w . . . .

Comme on aura, en supposant les fonctions u, v, w, . . .  toutes posi

tives,

(8) 1î  =  1m4-1c +  1 « ’+ . . .
OKuvres de C. — S .  I I ,  t ,  I V .
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et, dans tous les cas possibles,

s2 =  ii1 v-w2. . . ,

(9) * l i 2= i U 2- f - i l p 2+ i l < ^  +  . . . ,

l’application du principe énoncé à la formule (8) ou à la formule (9) 

fournira l’équation

, ds du dv dw
( 10 ) —  =  —  -+■ -----1-  ■ +“ ···>v ' s u v w

d e  l a q u e l l e  o n  c o n c l u r a

( , ( d u  dv dw \

( . 1) V « «* /
( =  vw. . . d u  4- uw. , . d v  +  u v . . .  dw +  . . . .

Exemples :

d ( uv) =  u dv -+■  v du,  

d . x  1 x  =  (1 -t- la;) dx,

Soit encore 

( ' 2 )

d ( uvw ) —  vw du  H- uw dv -t- uv dw, 

d(xae~x) =  xae~x —1 ,̂

s =

E n  d i f f é r e n t i a n t  l.y o u  ^ I î 2, o n  t r o u v e r a

 ̂ d s  du dv d s — U ( d 11
 ̂ '  s u v ’ v \ u di )

et, par suite,

(•4) V
v du —  u dv

ë»

On arriverait au môme résultat, en observant que la différentielle 

de  ̂ est équivalente à

d «I
1 , . 1 du

—  — du +  u d — ~  —
V V V

u dv
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Exemples :

d  tanga; =  tf sina; _cosa; d  sina; —  sina: d c o s a ; __ d x
cosa; cos2 a; cos2 a;’

dx
d  cota; = -----r— >

sm-i

35

X

a d x içax eax
d ----  =  —  ( a  —  — ) d x ,

x  x  \ x  J

d J ^ .  =  1=±^L·.
x  x-  a - h x  (a-t-a;)-

Si les fonctions u, v se réduisent à des fonctions entières, le rap

port  ̂ deviendra ce qu’on nomme une fraclion rationnelle. On déter

minera facilement sa différentielle à l’aide des formules (6) et(i/i).

Après avoir formé les différentielles du produit uvw... et du quo

tient on obtiendra sans peine celles de plusieurs autres exprès- 
\

sions telles que uv, u\  i F , __ En effet, on trouvera pour s — uv,

ls =  v 1 u,
ds
s

du , .
—  v ----- 1- I m dv,u

ds —  vuv~l du  +  i / ' k  dv\

pour s =  u",

d s  du \u ^v
s uv e2

- - i  du - dv 
ds —  u ------- u lu  —  :

V V1 ’

pour s — u1' i

l.ç z= vw 1«, ds — — ht  dv -+-1 u 1 v dw 
v

Exemples :
l i l_ j _ \x  -

d x x —  x x (i +  la;) dx,  d x r= — — — x f  dx ,  d x r'x

Nous terminerons celte Leçon en recherchant la différentielle d’une 

fonction imaginaire. On nomme ainsi toute expression qui peut être 

ramenée à la forme u - h c \ j — i ,  u  et e désignant deux fonctions
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réelles. Cela posé, si l ’on appelle limite d’une expression imaginaire 

variable ce que devient cette expression quand on y remplace la partie 

réelle et le coefficient de \]— i par leurs limites respectives, et si, de 

plus, on étend aux fonctions imaginaires les définitions que nous 

avons données pour les différences, les différentielles et les dérivées 

des fonctions réelles, on reconnaîtra que l’équation

u ■ +- !

entraîne les suivantes :

A.9 =  Au -h àv y/— 1,
A.s
Ax

A u 
A x

Av
Ax

A.9 
«

A u
a.

Ae

—  i , ds =■  d u d v  \J —  i .

On aura, en conséquence,

( i 5 ) d ( u  -1— t-* y/—  ¡ ) =  du -h dv \j—  i .

La forme de cette dernière équation est semblable à celle des équa

tions (4)'.

Si l’on suppose en particulier

on trouvera

s —  cosa; -+- y/— i sin x,  

ds —  j ĉos ^x -4- +  y/— i sin Çx +  J d x  —  s \J—  i dx.

Ajoutons que les formules (4), ( 5), (6), (i i) - et ( i 4) subsisteront 

lors même que les constantes a, b, c, . . . ,  p, q, r ou les fonctions u, c, 

w, . . .  comprises dans ces formules deviendront imaginaires.
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SIXIÈME LEÇON.

U S A G E U ES  D I F F É R E N T I E L L E S  E T  D E S  F O N C T IO N S  D É R IV É E S  D A N S  L A  S O L U T I O N  D E  P L U S IE U R S  

P R O B L È M E S . M A X IM A  E T  M IN IM A  D E S  F O N C T IO N S  D ’ U N E  S E U L E  V A R I A B L E . V A L E U R S  DES 

F R A C T IO N S  Q U I S E P R É S E N T E N T  SOUS L A  F O R M E  f .

Après avoir appris à former les dérivées et les différentielles des 

fonctions d’une seule variable, nous allons indiquer l’usage qu’on 

peut en faire pour la solution de plusieurs problèmes.

P roblème I. — La fonction y  =  f (x ')  étant supposée continue par rap

port à x  dans le voisinage de la valeur particulière x  — x 0, on demande 

si, à partir de celte valeur, la fonction croît ou diminue, tandis que Von 

fait croître ou diminuer la variable elle-même.

Solution. — Soient Ax, Ay les accroissements infiniment petits et 

simultanés des variables x, y. Le rapport ^  aura pour limite ^  =  y'. 

On doit en conclure que, pour de très petites valeurs numériques de 

Atœ et pour une valeur particulière x„ de la variable x , le rapport -~  

sera positif si la valeur correspondante de y ’ est une quantité posi

tive et finie, négatif si cette valeur de y ' est une quantité finie, 

mais négative. Dans le premier cas, les différences infiniment petites 

Ax, Ay étant de même signe, la fonction y  croîtra ou diminuera, à 

partir de x  — x 0, en même temps que la variable x .  Dans le second 

cas, les différences infiniment petites étant de signes contraires, la 

fonction y  croîtra si la variable x  diminue, et décroîtra si la variable 

augmente.

Ces principes étant admis, concevons que la fonction y  = / < »  

demeure continue entre deux limites données x  — x 0, x  =  X. Si l’on 

fait croître la variable x  par degrés insensibles depuis la première
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limite jusqu’à la seconde, la fonction y  ira en croissant toutes les fois 

que sa dérivée étant finie aura une valeur positive, et en décroissant, 

toutes les fois que cette même dérivée obtiendra une valeur négative. 

Donc la fonction y  ne pourra cesser de croître pour diminuer ou de 

diminuer pour croître qu’autant que la dérivée y ' passera du positif 

au négatif ou réciproquement. Il est essentiel d’observer que, dans ce 

passage, la fonction dérivée deviendra nulle si elle ne cesse pas d’être 

continue.

Lorsqu’une valeur particulière de la fonction f ( x )  surpasse toutes 

les valeurs voisines, c’est-à-dire toutes celles qu’on obtiendrait en 

faisant varier x  en plus ou en moins d’une quantité très petite, cette 

valeur particulière de la fonction est ce qu’on appelle un maximum.

Lorsqu’une valeur particulière de la fonction f ( x )  est inférieure à 

toutes les valeurs voisines, elle prend le nom de minimum.

Cela posé, il est clair que, si les deux fonctions f ( x ) ,  f ' ( x )  sont 

continues dans le voisinage d’une valeur donnée de la variable x,  

cette valeur ne pourra produire un maximum ou un minimum de 

f ( x )  qu’en faisant évanouirf ( x ) .

P roblème II. —  Trouver les maxima et minima d ’une fonction de la 

seule variable x.

Solution. — Soit f ( x )  la fonction proposée. On cherchera d’abord 

les valeurs de x , par lesquelles la fonction f ( x )  cesse d’être continue. 

A chacune de ces valeurs, s’il en existe, correspondra une valeur de 

la fonction elle-même qui sera ordinairement ou une quantité infinie, 

ou un maximum ou un minimum.

On cherchera, en second lieu, les racines de l’équation

(O , f ( r )  — o

avec les valeurs de x  qui rendent la fonction f ' ( x )  discontinue, et 

parmi lesquelles on doit placer au premier rang celles que l’on déduit 

de la formule

/'(*)
=  o.(2) /'(#) =±oo ou
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Soit x  =  æ0 une de ces racines ou une de ces valeurs. La valeur cor

respondante de /(oc), savoir f ( x 0), sera un maximum si, dans le voi

sinage de x  =  x 0, la fonction dérivée f ' ( x )  est positive pour x < / x 0 
et négative pour x ^ > x 0. Au contraire, f ( x a) sera un minimum si la 

fonction dérivée f ' ( x ) est négative pour x < ^ x 0 et positive pour 

x ^ > x 0. Enfin, si, dans le voisinage de x  =  x 0, la fonction dérivée 

f ' ( x )  était ou constamment positive ou négative, la quantité f ( x 0) 

ne serait plus ni un maximum ni un minimum.

Exemples. — Les deux fonctions x 2, ^ > qui deviennent discon

tinues en passant du réel à l ’imaginaire, tandis que la variable x  

diminue en passant par zéro, obtiennent, pour x  =  o, une valeur 

nulle, laquelle représente un minimum de la première fonction et un 

maximum de la seconde.
2

Les deux fonctions x 2, x * , dont les dérivées passent du positif au 

négatif en se réduisant à zéro ou à l’infini pour une valeur nulle de x , 

ont l’une et l’autre zéro pour valeur minimum. Quant aux deux fonc

tions x 3, x 2, dont les dérivées deviennent encore nulles ou infinies 

pour x  =  o, mais restent positives pour toute autre valeur de x ,  elles 

n’admettent ni maximum ni minimum.

• La fonction x 2 -+-p x  -+- q, dont la dérivée est i x  p, obtient, pour 

x  =  — \p, la valeur minimum q — \p2, ce qu’on vérifie aisément en 

mettant la fonction donnée sous la forme ( x  -+- ~p )2 q — {p2.

La fonction — , dont la dérivée est — (=-------- , obtient, pour& CC \ Ju6 CC J
x =  Le, quand A surpasse l’unité, la valeur minimum

1 j c

La fonction dont la dérivée est ~ ( L e  — Lx),  obtient, pour 

x  — e, la valeur maximum — ·
e

La fonction x fe ~ x , dont la dérivée est — i j ,  obtient, pour

x  =  a, la valeur maximum a ae~a.

Problème III. — Déterm iner l ’inclinaison d ’ une courbe en un poin t  

donné.
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Solu tion — Considérons la courbe qui a pour équation en coor

données rectangulaires y  =  f { x ) .  Dans cette courbe, la corde menée 

du point { x ,y )  ( 1) au point (x  -h Ax , y  -t- Ay)  forme, avec l’axe des x  

prolongé dans le sens des x  positives, deux angles, l’un aigu, l’autre 

obtus, dont le premier mesure l’inclinaison de la corde par rapport à 

l’axe des x. Si le second point vient à se rapprocher à une distance 

infiniment petite du premier, la corde se confondra sensiblement avec
i

la tangente menée à la courbe par ce premier point, et l’inclinaison 

de la corde, par rapport à l ’axe des x,  deviendra l’inclinaison de la 

tangente ou ce qu’on nomme Vinclinaison de la courbe par rapport au 

même axe. Cela posé, comme l’inclinaison de la corde aura pour tan

gente trigonométrique la valeur numérique du rapport il est clair

que l’inclinaison de la courbe aura pour tangente trigonométrique la 

valeur numérique de la limite vers laquelle ce rapport converge, c’est-

à-dire de la fonction dérivée ÿ  =  —

Si la valeur de y ' est nulle ou infinie, la tangente à la courbe sera 

parallèle ou perpendiculaire à l’axe des x . C’est ordinairemen t ce qui 

arrive quand l’ordonnée y  devient un maximum ou un minimum.

Exemples :
X

y  =  x 2, y  =  x 3, y  =  x m, y  —  x 3,

y  —  x a, y  =  Ax, J  == sina?, . . . .

P roblème IV. —  On demande la véritable valeur d ’une fraction dont 

les deux termes sont des fonctions de la vaiiable x , dans le cas où l’on 

attribue à cette variable une valeur particulière, pour laquelle la fraction 

se présente sous la forme indéterminée

Solution. — Soit s — ^ la fraction proposée, y  et s désignant deux 

fonctions de la variable x ,  et supposons que la valeur particulière

(*) Nous indiquons ici les points à l’aide de leurs coordonnées renfermées entre deux 
parenthèses, ce que nous ferons toujours par la suite. Souvent aussi, nous indiquerons 
les courbes ou surfaces courbes par leurs équations.
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x  =  Xn réduise cette fraction à la forme £, c’est-à-dire qu’elle fasse 

évanouir j  et 3. Si l’on représente par Ax, Ay, Az les accroissements 

infiniment petits et simultanés des trois variables x , y , s, on aura, 

pour une valeur quelconque de x ,

s
y

lim
z  -+- Az  

y-hAy

et, pour la valeur particulière x  =  x 0,

( 3 )
d±__£'  
dy ~~ y'

Ainsi la valeur cherchée de la fraction s ou j  coïncidera générale

ment avec celle du rapport ^  ou y -

Exemples. — On aura, pour x  =  o,

s i n # __c o s æ · __ f 1 ( j -+-£f ) i

x  1 ’ x  i - h  x  1 ’

pour x  =  i»

1 x _ 1
X  —  I X

X  —  I _  1  _  1

x ' 1— 1 n x " ·—1 n ’

Œ uvres de C. — S .  I I ,  t.  I V . 6
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SEPTIÈME LEÇON.

VALEURS DE QUELQUES EXPRESSIONS QUI SE PRÉSENTENT SOUS LES FORMES INDÉTERMINÉES 

00
—  ) 00°, . . . .  RELATION QUI EXISTE ENTRE LE RAPPORT AUX DIFFÉRENCES FINIES ET 
00

LA FONCTION DÉRIVÉE.

Nous avons considéré dans la Leçon précédente les fonctions de la 

variable x ,  qui, pour une valeur particulière de la variable, se pré

sentent sous la forme indéterminée £. Il arrive souvent que cette forme 

se trouve remplacée par l’une des suivantes : co°, o x x ,  o ° ,__

Ainsi, lorsque / ( x )  croît indéfiniment avec x,  les valeurs particulières 

des deux fonctions /

pour x  =  oo, se présentent sous les formes indéterminées co°. Ces

mêmes valeurs peuvent, en général, être facilement calculées à l’aide 

de deux théorèmes que nous avons établis dans Y Analyse algébrique 

(Chap. III, p. 48 et 53) ( ') .  Mais nous nous bornerons ici à montrer 

par quelques exemples comment on peut résoudre les questions de 

cette espèce.
A»

Soit proposée d’abord la fonction — , A désignant un nombre supé

rieur à l ’unité, et concevons que l’on cherche la véritable valeur de 

cette fonction pour x  — co. On observera que, pour des valeurs de x  

supérieures à jL , la fonction dérivée étant toujours positive, la fonc

tion donnée sera toujours croissante avec x .  D’ailleurs, si l ’on repré-

(*) OEuvres de Cauchy, S. II, T. III, p. 54 et 58.(
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sente par m un nombre entier susceptible d’un accroissement indéfini, 
l ’expression

k m
m

O- A  —  i )m i  „ . . m  —  i-------— = ----1- (A —l) H---------m m - 2
(A — i)2

(m  —  i) (m  —  2) 
+  " ^ 3 (A —1)3+ .. .

aura évidemment pour limite l ’ infini positif. On trouvera en consé

quence
Air

(1) lim —  =00.x

Il résulte de cette dernière formule que L’exponentielle Jkx, lorsque le 

nombre A surpasse l ’unité, finit par croître beaucoup plus rapidement que 

la variable x .

Cherchons, en second lieu, la véritable valeur de la fonction —X
pour x  — 00, la base des logarithmes étant un nombre A supérieur à 

l ’unité. Comme, en faisant y  =  Lx, on trouvera

U f _  y_
x  A y ’

et que la fonction aura pour limite ^ =  o, on en conclura

. . Lx
( 2 )  l i m —  —  0.
' . x

Il en résulte que, dans un système dont la base est supérieure à l ’unité, 

les logarithmes des nombres croissent beaucoup moins rapidement que les 

nombres eux-mêmes.

Cherchons encore la valeur de a f  pour x  =  00. Comme on aura évi

demment
£ Lx 

Xx' = k x ,

on en tirera

A° =  1.(3)
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Lorsqu’on remplace, dans les formules (2) et (3), x  par on en 

conclut que les fonctions æ lx  et x f  convergent respectivement vers 

les limites o et 1, tandis que l ’on fait converger a? vers la limite zéro. , 

Nous allons maintenant faire connaître une relation digne de re

marque ( ')  qui existe entre la dérivée f ' ( x )  d’uiie fonction quel

conque f(oc) et le rapport aux différences finies ^ si

dans ce rapport on attribue à x  une valeur particulière a?0, et si l’on 

fait, en outre, x u-h h =  X, il prendra la forme Cela

' posé, on établira sans peine la proposition suivante :

Théorème. — Si, la fonction f ( x ) étant continue entre les limites x  =  x 0, 

x  =  X, on désigne par A la plus petite, et par B la plus grande des valeurs 

que la fonction dérivée f  (oc') reçoit dans cet intervalle, le rapport aux dif

férences finies

(4)
/ ( X ) —/(*·„) 

X — ¿c0

sera nécessairement compris entre A et B .

Démonstration. — D é s i g n o n s  p a r  S, 1 d e u x  n o m b r e s  très p e t i t s ,  le 
premier étant choisi de telle sorte que, pour des valeurs numériques 

d e  i  i n f é r i e u r e s  à £, et  p o u r  u n e  v a l e u r  q u e l c o n q u e  d e  x  c o m p r i s e  
entre les limites x 9, X, le rapport

f ( x - h i )  — f { x )  
i

reste toujours supérieur à f ( x )  — t et inférieur à f ( œ )  -f- e. Si, entre 

les limites x 0, X, on interpose n — 1 valeurs nouvelles de la variable x,  

savoir
x i> x i> · · ·> xn—1>

de manière à diviser la différence X — x„  en éléments 

x i  x „ ,  x ^  a ? i, . . . ,  X  x n —  1,

('  ) On peut consulter sur ce sujet un Mémoire de M. Ampère, inséré dans le XIII* Cahier 
du Journal de l'Ecole Polytechnique.
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qui, étant tous de même signe, aient des valeurs numériques infé

rieures à S, les fractions

/ ( « , ) - / ( *  o) / ( * . ) - / ( * . )  ' / ( X ) -/(*»-«)
(.J) ---------------- :-------- > ------------------------- y ’ • • y ------v ------------------- ’

X t —  X 0 - æ i  X  — 1

se trouvant comprises, la première entre les limites f ' ( x 0) — t, 

f ' ( x 0) -l- e, la seconde entre les limites /'(a?, ) — 's, / '(x ,  ) -+- e, . . . ,  

seront toutes supérieures à la quantité A — s, et inférieures à la quan

tité B -+- s. D’ailleurs, les fractions ( 5) ayant des dénominateurs de 

même signe, si l’on divise la somme de leurs numérateurs par la 

somme de leurs dénominateurs, on obtiendra une fraction moyenne, 

c’est-à-dire comprise entre la plus petite et la plus grande de celles 

que l’on considère (voir Y Analyse algébrique, Note II, théorème XII). 

L’expression (4), avec laquelle cette moyenne coïncide, sera donc 

elle-même renfermée entre les limites A — e, B -+■  e, et, comme cette 

conclusion subsiste quelque petit que soit le nombre e, on peut affirmer 

que l’expression (4) sera comprise entre A et B.

Corollaire. — Si la fonction dérivée /(a?) est elle-même continue 

entre les limites x  =  x 0, x  =  X, en passant d’une limite à l’autre, 

cette fonction variera de manière à rester toujours comprise entre les 

deux valeurs A et B, et à prendre successivement toutes les valeurs 

intermédiaires. Donc alors toute quantité moyenne entre A et B sera 

une valeur de /'(a?) correspondante à une valeur de x  renfermée entre 

les limites x 0 et X =  x 0 4- h ou, ce qui revient au même, à une valeur 

de x  de la forme .
« 0 -t- 9h =  x 0-\- 0 ( X  —  x 0),

0 désignant un nombre inférieur à l’unité. En appliquant cette 

remarque à l’expression (4), on en conclura qu’il existe entre les 

limites o et i une valeur de 0 propre à vérifier l’équation

/( ' x = x ï * ° ) = / ' [ * · +  0(x  -
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ou, ce qui revient au même, la suivante :

Cette dernière formule devant subsister quelle que soit la valeur de x  

représentée par x 0, pourvu que la fonction / ( x )  et sa dérivée f !(x)  

restent continues entre les valeurs extrêmes x  =  x 0, x  =  x 0 -+- h, on 

aura généralement, sous cette condition,

puis, en écrivant Ax au lieu de h, on en tirera

(8) f { x - \ - L x ) —/(æ )= / '( *  +  flAx) Ax.

Il est essentiel d’observer que, dans les équations (7) et (8), 0 désigne 

toujours un nombre inconnu, mais inférieur à l’unité.

Exemples. — En appliquant la formule (7) aux fonctions x a, \x, on 

trouve

( 6 )
f ( x 0 -hh)—f ( x 0) 

h 0+ 0/i).

\(x +  h) — \ x_ 1

h x  -H 6 h
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HUITIÈME LEÇON.
y

DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. DÉRIVÉES PARTIELLES 

ET DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES.

/

Soit u = / ( x , y , z , . . . )  une fonction de plusieurs variables indé

pendantes x ,  y , z ..........Désignons par i une quantité infiniment

petite, et par

^ { x , y , z ,  . . . ) ,  x ( æ, y , s ,  . . . ) ,  ty(x,  y ,  z,  . . . ) ,  . . .

les limites vers lesquelles convergent les rapports

f ( x  +  i , y , z ,  . . . ) —f ( x , y , z ,  . . . )
-------------------- :-------------------yl

f ( x , y  +  i , z ,  . . . ) —f { x , y , z ,  . . . )---------------------;--------------------  J
l

f { æ , y ,  z  +  i, . . . ) — f ( x , y , z ,  . . . )--------------------- ---------------------  y
l

tandis que i s’approche indéfiniment de zéro; f ( x , y ,  z , . . . )  sera la 

dérivée que l’on déduit de la fonction u — f ( x , y ,  z , . . .) ,  en y consi

dérant x  comme seule variable ou ce qu’on nomme la dérivée partielle 

de u par rapport à x .  De même, x { x ,y ,  z , . . . ) ,  ty(x,y, z , . . . ) ,  . . .  

seront les dérivées partiellés de u par rapport aux variables y, z, . . . .

Cela posé, concevons que l’on attribue aux variables x,  y,  z, . . .  

des accroissements quelconques Ax, Ay ,  A z, . . . ,  et soit Au l ’accrois

sement correspondant de la fonction «, en sorte qu’on ait

(i) A u  = f ( x . +  A x ,  y  -h A y ,  z  +  A z ,  . ..)  — f ( x , y ,  z ,  . . .).
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Si l’on assigne à Ax, Ay, A s , . . .  des valeurs finies h, k ,l,  . . . ,  la valeur 

de Au, donnée par l’équation (i),  deviendra ce qu’on appelle la diffé

rence finie de la fonction u et sera ordinairement une quantité finie. 

Si, au contraire, a désignant un rapport infiniment petit, l’on sup

pose

(2 ) A x  —  a h ,  A y  =  t x k ,  A z  =  a l ,  . . . ,

la valeur de Au, savoir

\

f ( x  +  cch,y +  <xk,z-+-<xl, . . . ) —f ( x , y , z ,  . . . )

sera ordinairement une quantité infiniment petite; mais alors, en 

divisant cette valeur par a, on obtiendra la fraction

(3) A u _  f ( x  -h uh, y -±- ak, s +  al, . . . )  — f ( x ,  y, z, .■ ■ )

qui convergera, en général, vers une limite finie différente de zéro. 

Cette limite est ce qu’on nomme la différentielle totale ou simplement 

la différentielle de la fonction u. On l’indique, à l ’aide de la lettre d, 

en écrivant
d u  ou d f ( x , y ,  z, . . . ) .

Ainsi, quel que soit le nombre des variables indépendantes que ren

ferme la fonction u, sa différentielle se trouvera définie par la for

mule

( 4) e?M =  l i m —  ·
a

Si l ’on fait successivement u =  x , u — y , u — z, . . . ,  on conclura des 

équations (2) et (4)

(5) d x  —  h ,  d y — k ,  d z = z l ,  ----

Par conséquent, les différentielles des variables indépendantes x , y , 

s, . . .  ne sont autre chose que les constantes finies h, k, l ........
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On détermine facilement la différentielle totale de la fonction

f ( x , y , s , . . . ) ,

lorsqu’on connaît ses dérivées partielles. En effet, si dans cette fonc

tion on fait croître l’une après l’autre les variables x , y , z, . . .  de 

quantités quelconques Ax, Ay, A z, . . . ,  on tirera de la formule (8) de 

la Leçon précédente une suite d’équations de la forme

f ( x - y A x ,  y ,  s,  . . . )  —f { x ,  y ,  2, . . .)

=  A x y ( x + 6 i A x , y , s , . . . ) ,

f { x  +  Ax, y  -h Ay, z,  . . .  ) —f ( x  +  Ax , y ,  s, . . .  )

=  A y x ( x  +  A x , y  +  Bt A y , 2, . . . ) ,
*

f ( x  - y A x , y - y A y , z - y A z , . . . )  — f ( x - y  Ax,  y - h  Ay,  « , . . . )

=  A z ^ { x - y  A x , y - y  Ay,  z - y  9%Az, . . . ) ,

Ût, 02, ô3, . . .  désignant des nombres inconnus, mais tous compris 

entre zéro et l’unité. En ajoutant ces mêmes équations membre à 

membre, on trouvera

j f ( x  +  Ax,  y  4- Ay, z +  As, . . .  ) — f ( x ,  y ,  z, . . . )

(6 ) |  =  Ax< p(x -y 9 l A x , y , z , . . . ) - y A y x ( x - y A x , y - y O i A y , 2 , . . . )

( -y As ^ ( x  H- Âx,  y  -+- Ay, z -+- 9Z Az, . . . )  - y . . . .

Si, dans cette dernière formule, dont le premier membre peut être 

remplacé par Au, on pose Ax =  ah, Ay =  ak, Az =  al et si l ’on divise 

en outre les deux membres par a, on obtiendra la suivante

(7 ) i ^ — h ^ { x  +  9l a h , y ,  z, . . . )  +  k x { x  -y ah,  y  -y Ot xk ,  z, . . . )

( +  1 ^i (x  -H ah,  y  -y,ak, z -+- 9zal,  ..  . ) - y . .

de laquelle on conclura, en passant aux limites, puis écrivant dx, dy, 

dz au lieu de h, k, l,

( 8 ) du =  y(x, y, z, ...) dx 4- X{x, y, z, .. .)dy+  ty(x, y, 2 , . . . ) d z + . .\ .  
OEuvres de C .  —  S .  Il, t* I V .  7
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Exemples :

d ( x  +  y  -+- s + . . . )  — dx  +  dy dz + . . . ,  d ( x  — y)  =  dx  — dy, 

d ( a x - \ - b y - h c z + . . . )  =  a d x - h b d y  +  cdz  4 - . . . ,  

d ( x y z , . —  y  z . . .  dx  - t-  x z . . .  d y '+  x y ..  .dz +  . . . ,

Il est essentiel d'observer que, dans la valeur de du donnée par 

l’équation (8), le terme <p (a?, y, z, . . .) d x  est précisément la diffé-

en considérant dans cette fonction x  seule comme une quantité va

riable et y ,  z, . . .  comme des quantités constantes. C’est pour cette 

raison que le terme dont il s’agit se nomme la différentielle par

tielle de la fonction u par rapport à x. De même, y^(x,y, z, ...)d y ,  

'\>(x,y,z, . . .) d z  sont les différentielles partielles de u par rapport

à y ,  par rapport à .z........ Si l ’on indique ces différentielles partielles

en plaçant au bas de la lettre d les variables auxquelles elles se rap

portent, comme on le voit ici,

^  x _ y  d x  — x  dy

d xr  =— y x r ~ l d x  -+■ x? \ x  dy,

rentiellc qu’on obtiendrait pour la fonction

u = f { x , y , z ,  . . . )

dx u, dy u, dz u,
on aura

( 9 )

I / \ d. u

et l ’équation (8) pourra être présentée sous l’une ou l’autre des deux 

formes

du — dxii ·+■ dyu -t- dzii + .. . ,( 1 0 )

(11)
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Pour abréger, on supprime ordinairement dans les équations (9) les 

lettres que nous avons placées au bas de la caractéristique d, et l’on 

représente simplement les dérivées partielles de u, prises relative

ment à x , y , z, . . . ,  par les notations

. . · du du du(12) - j - ,  —  , —  , -----doc dy  dz

Alors ^  n’est pas le quotient de du par dx; et, pour exprimer la

différentielle partielle de u, prise relativement à x , il faut employer

la notation ^ d x ,  qui n’est point susceptible de réduction, à moins

qu’on ne rétablisse la lettre x  au bas de la caractéristique d. Lorsqu’on 

admet ees conventions, la formule (11) se réduit à

, o, , du , du  , du ,(10) du == —— d x  H— d y  H—d x  d y  y dz

Mais, comme il n’est plus permis d’effacer de cette dernière les diffé

rentielles dx, dy, dz, . . . ,  rien ne remplace la formule (10).

Les définitions et les formules ci-dessus établies s’étendent sans dif

ficulté au cas où la fonction u devient imaginaire. Ainsi, par exemple, 

si l’on pose u =  x  -hy \J— 1, les dérivées partielles de u et sa différen

tielle totale seront respectivement données par les équations

du
d x du — d x  y/ — 1 dy.

Nous indiquerons, en finissant, un moyen fort simple de ramener 

le calcul des différentielles totales à celui des fonctions dérivées. Si 

dans l’expression / { x a h ,  y-\-ak, z-\-a.1, . . . ) ,  on considère a 

comme seule variable, et si l ’on pose en conséquence

(i4) f { x  +  ah,  y  +  xk ,  s + a l ,  . . . )  =  F (a ) ,

on aura, non seulement

(i5) m  =  F ( o ) ,
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mais encore
A«< =  F(«) — F(o)

et, par suite,

(16) , F(«) — F(o) . 
du =.lim—-—— — —  =  Ff(o).

Ainsi, pour former la différentielle totale du, il suffira de calculer la 

valeur particulière que reçoit la fonction dérivée F'(a) pour a =  o.
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NEUVIÈME LEÇON.

. USAGE DES DÉRIVÉES PARTIELLES DANS LA DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS COMPOSÉES. 

DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES.

Soit s =  F ( m, v, w, . . . )  une fonction quelconque des quantités 

variables u, v, w, . . .  que nous supposerons être elle^-mêmes fonc

tions des variables indépendantes x , y , s, . . .  ; s sera une fonction 

composée de ces dernières variables; et, si l’on désigne par Ax, Ay, 

A s , ' . . .  des accroissements arbitraires simultanément attribués à x ,  

y, s, . . . ,  les accroissements correspondants Au, Av, A w, . . . ,  As des 

fonctions u, v, w, . . . ,  s seront liés entre eux par la formule

(i) A s =  F(w -t- Au, v -4- Av, w -+- A w, . .. .) — F(w, v, w, . . . ) .

Soient d’ailleurs 3>(m, v, w, . . . ) ,  X ( m, v, w, . . .) ,  W ( u, v, w , . . . ) , . . .  les 

dérivées partielles de la fonction F'(w, v, w, . . . )  prises successivement 

par rapport à u, v, w ,__ Comme l’équation (6) de la Leçon précé

dente a lieu pour des valeurs quelconques des variables x , y , z, . . .  

et de leurs accroissements Ax, Ay, As, . . . ,  on en conclura, en rem

plaçant x , y , s, . . .  par u', v, w, . . . ,  et laFonction/par la fonction F,

1
F ( u -+- Au, v +  Av, w +  A w, . . . )  — F ( u, v, sv, . . .  )

=  A« <&(m H- 9, Au, v, w, . . . )  +  A<’ X ( u  -4- Au, v -+- 02 Av, w, . . .)

H— Aw ( u -4— Au, v -i— Au, iv -h 93 Aw, . · · ) H- . . . .

Dans cette dernière équation, 04, 02, 03, . . .  désignent toujours des 

nombres inconnus, mais inférieurs à l’unité. Si maintenant on. pose

Ax  =  « h =  a dx ,  Ay —  c t k ~  oc dy,  As =  x l  —  et ds,  . . . ,
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et que l’on divise par a les deux membres de l’équation (2), on en 

tirera

I
As . , .A u— =  <l>( u -4- 0 i a.h, v,w, . . . )  —  
a  '  a

Ar
+  X ( u  +  a h , v - * - d t a k , w ,  ...) —

Aw>
+  *F( m -h a  A, p +  +  . . .  ) — — h . . .  *

puis, en faisant converger a vers la limite zéro,

(4) ds — <b(u, v, w, . . .) du  -+- X(m, v, w, . . .) do -+- W(u, v, w,  . . .) d w -+------

La valeur de ds fournie par l’équation (4) est semblable à la valeur 

de du fournie par l ’équation (8) de la Leçon précédente. La princi

pale difference consiste en ce que les différentielles dx, dy, dz, 

comprises dans la valeur de du sont des constantes arbitraires, tandis 

que les différentielles du, dv, dw, . . .  comprises dans la valeur de ds 

sont de nouvelles fonctions des variables indépendantes x,  y , z, . . .  

combinées d’une certaine manière avec les constantes arbitraires dx, 

dy,'dz, . . . .

En appliquant la formule (4 ) à des cas particuliers, on trouvera

d  ( u -f- v -+- w -+■. .  . ) =  du  -H dv 4 -  dw  + .  . . ,  

d (u  — dv) — du  — dv,

d (a u  +  bv H- cw 4 - . . . )  =  a du  -+- b dv -f- c dw +  . . . ,  

d ( u v w . . . )  =  vw . . .  du  -H u w . . .  dv 4- u v . . .  dw +  . . . ,

. v u dv — v du
Cl — —■ ------------r---------y

U U%

d u v— vuv~i du +  v” lu  dv 4- . . . ,
Nous avions déjà obtenu ces équations (voir la cinquième Leçon) en 

supposant u, v, w, . . .  fonctions d’une seule variable indépendante x, 

mais on voit qu’elles subsistent quel que soit le nombre des variables 

indépendantes.

Dàns le cas particulier où l’on suppose u fonction de la seule 

variable#, v fonction de la seule variable y, w fonction de la seule

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A L C U L  D I F F E R E N T I E L . 5 5

variable z, . . . ,  on peut arriver directement à l’équation (4), en par

tant de la formule (10) de la Leçon précédente. En effet, en vertu de 

cette formule, on aura généralement

( 5 ) ds — d% s —l·- dy s H- d~ s —H. · . .

De plus, comme parmi les quantités u, v, w, . . .  la première est, par 

hypothèse, la seule qui renferme la variable x ,  en considérant s 

comme une fonction de fonction de cette variable et ayant égard à 

la formule (io) de la quatrième Leçon, on trouvera

dx s =  dx Y(u,  v, w, . . . )  =  4>(îî, v, w, . . . )  dx u =  $>{u, c, w, . .  , )du.

On trouvera de même

dyS — X ( u , v , w , . . . ) d v ,  ■ dz s =  W ( u, v, w, . . .  ) dw,  . . . .

Si l’on substitue ces valeurs de dxs, dys, dzs, . . .  dans la formule ( 5), 

elle coïncidera évidemment avec l’équation (4).

Soit maintenant r une seconde fonction des variables indépen

dantes x , y , z, __ Si l’on a identiquement, c’est-à-dire pour des

valeurs quelconques de ces variables,

(6 ) s — r,

on en conclura

( 7 ) . ds =  dr.
-» »

Dans le cas particulier où la fonction r se réduit soit à zéro, soit à une 

constante c, on trouve
dr  =  o,

et par suite l’équation

(8 ) 5 =  0 ou s — c 

entraîne la suivante

(9 ) ds — o.

Les équations (7) et (9) sont du nombre de celles que l’on nomme
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équations différentielles.La seconde peut être présentée sous la forme

(io) 4>(m, v, iv, . . . )  du 4- X(w, e, w, . . . )  dv + T ( » ,  v, w, . .  , ) dw  H- . .  . =  o,

et subsiste dans le cas même où quelques-unes des quantités u, v, 

w, . . .  se réduiraient à quelques-unes des variables indépendantes oc, 

v, z , ----Ainsi, par exemple, on trouvera : en supposant F(a?, e) =  o,

$ { x ,  v ) d x  -4 -  X(.z, v) dv  —  o·,

en supposant F(æ, y, w) =  o,

<&(x,y, w) d x  - \ - X ( x , y ,  m) d y  +  W ( x , y ,  w) dw — o;

etc. '

Dans ces dernières équations, e est évidemment une fonction impli

cite de la variable x ; w une fonction implicite des variables x , y ........

De même, si l’on admet que les variables x ,y ,  z, . . . ,  cessant d’être 

indépendantes, soient liées entré elles par une équation de la forme

( u )  f { x , y , z ,  . . . )  — o,

alors, en faisant usage des notations adoptées dans la Leçon précé

dente, on obtiendra l’équation différentielle

( 12) y ( æ , y , s ,  . . .  ) d x  -+- %(x, y ,  s, . . .) dy  +  <\i(x,y, z, . .  . ) d z  . . =  o,

au moyen de laquelle on pourra déterminer la différentielle de l’une 

des variables considérée comme fonction implicite de toutes les autres. 

Ainsi, par exemple, on trouvera : en supposant x 2 ■ +-y 2 — a2,
v

x  d x  + y d y  =  o, 

en supposant j 2 — x 2 =  a2,

y  dy  — x  d x  =  o,

en supposant x 2 -h y 2 -t- z2 =  a2,

x  d x  y  dy  z  dz — o,

dy — ~  d x \

dy  =  — dx:
J y

, £ 1 Yd s — — — d x  — d- dy,
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Comme on aura d’ailleurs, dans le premier cas,

y = i± \Ja ?— x*·,

et dans le second,
y  =  d b  \/a2 -l·- x * ,

on conclura des formules précédentes

( 1 3 )  d\Ja2 — x'1 — - - - - X  <̂ X- — , d \/a2 -+- x ï —  —X  ,
sfâ^— x 1 \]a +  x

ce qu’il est aisé de vérifier directement.

Lorsqu’on désigne par u la fonction f ( x , y ,  z , . . les équa

tions ( i i ) et (12) peuvent s’écrire simplement comme il suit :

u =  o, du — o.

'Si les variables x,  y,  z ........ au lieu d’être assujetties à une seule

équation de la forme u =  o, étaient liées entre elles par deux équa

tions de cette espèce, telles que

(14) ' U--o, . v =  o,

alors on aurait en même temps les deux équations différentielles

(15) du — o, dv — ô

à l’aide desquelles on pourrait déterminer les différentielles de deux 

variables considérées comme fonctions implicites de toutes les autres.

En général, si n variables x,  y,  z, . . .  sont liées entre elles par 

m équations, telles que

(1 6 ) U — O, V — O, w =  0 , . . . ,

alors on aura en même temps les m équations différentielles '

(1 7 ) . du — o, dv =  o, dw—, o, . . . ,

à l’aide desquelles on pourra déterminer les différentielles de m va

riables considérées comme fonctions implicites de toutes les autres.

rîTriVQ » ij* ·
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DIXIÈME LEÇON.

THÉORÈME DES FONCTIONS HOMOGÈNES. MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS 

DE PLUSIEURS VARIABLES.

On dit qu’ une fonction de plusieurs variables est homogène lorsque, 

en faisant croître ou décroître toutes les variables dans un rapport 

donné, on obtient pour résultat la valeur primitive de la fonction mul

tipliée par une puissance de ce rapport. L’exposant de cette puissance 

est le degré de la fonction homogène. En conséquence, f ( x ,  y, z, . . . )  

sera une fonction de x , y-, z, . . .  homogène et du degré a, si, t dési

gnant une nouvelle variable, on a, quel que soit/,

(i) f( tx, ¿y, tz., . . . )  — taf{x , y ,  z ).

Cela posé, le théorème des fonctions homogènes peut s’énoncer comme 

il suit :

T h é o r è m e .  — Si l ’on multiplie les dérivées partielles d ’une fonction 

homogène du degré a par les variables auxquelles elles se rapportent, la 

somme des produits ainsi formés sera équivalente à celui qu’on obtien

drait en multipliant par a la fonction elle-même.

Démonstration. — Soient u =  f ( x , y , z , . . . )  la fonction donnée et 

y ( x , y ,  Z, . . .) ,  y f x ,  y , z ,  . . . ) ,  ty(x,y,z ,  . . . ) ,  . . .  ses dérivées par

tielles par rapport à x ,  à y,  à s, etc. Si l’on différentie les deux 

membres de l’équation (i) , en y considérant t seule comme variable, 

on trouvera

o ( l x ,  ty ,  tz ,  . .  . ) x  dt  + x { t x ,  ty ,  t z,  . .  , ) y  dl  +  ^ { t x ,  t y ,  t z ,  . .  . ) z d t  +  . . .  

— ala~lf ( x ,  y ,  z, . . . )  dt,
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puis, en divisant par dt, et posant t — i ,

l x<p(x,y ,  z, . . . )  +  y x ( x , y , z .  . . . )  +  z<\>(x,y,z, . . .) + . . .  
( 2 )  <

I =  a f { x , y , z ,  . . . ) ,

ou, ce qui revient au même,

( 3 )
du du dux - , --- h y - ,— 1- z-d x  J dy dz au^

Corollaire. — Pour une fonction homogène d’un degré nul, on aura

( 4 )
du du

x d-x+yd-y
du
dz =  o.

Exemples. — Appliquer le théorème aux fonctions A îk2-+- Bxy  +  Cy x

et L - ·
y

Lorsqu’une fonction réelle de plusieurs variables indépendantes x,, 

y, z, . . .  atteint une valeur particulière qui surpasse toutes les valeurs, 

voisines, c’est-à-dire toutes celles qu’on obtiendrait en faisant varier x,. 

y, z, . . .  en plus ou en moins de quantités très petites, cette valeur 

particulière de la fonction est ce qu’on appelle un maximum.

Lorsqu’une valeur particulière d’une fonction réelle de x, y , z, .... 

est inférieure à toutes les valeurs voisines, elle prend le nom de 

minimum.

La recherche des maxima et minima des fonctions de plusieurs, 

variables se ramène facilement à la recherche des maxima et minima 

des fonctions d’une seule variable. Supposons, en effet,, que

u — f{x> y> z , ...)

devienne un maximum pour certaines valeurs particulières attribuées

à x,  y,  z ........On aura, pour ces valeurs particulières, et pour de très

petites valeurs numériques de a,

(5) f { x  +  <xh,y +  « k , z  +  al,  . . . )  <  f ( x ,  y ,  z, . . . ) ,

quelles que soient d’ailleurs les constantes finies h, k, l ,  . . . ,  pourvu
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qu’elles aient été choisies de manière que le premier membre de la 

formule ( 5) reste réel. Or, si l’on fait, pour abréger,

(6) / ( x  +  a h , y  -+- <xk, s  -+- <xl, . . . )  =  F(a) ,  

la formule (5 ) se trouvera réduite à la suivante :

(7) F ( a )  <  F(o).

Celle-ci devant subsister, quel que soit le signe de a, il en résulte que, 

si a seule varie, F(a), considérée comme fonction de cette unique 

variable, deviendra toujours un maximum pour a =  o.

On reconnaîtra de même que, si f ( x , y , z ,  . . . )  devient un mini

mum pour certaines valeurs particulières attribuées à x,  y,  z, . . . ,  la 

valeur correspondante de F(a) sera toujours un minimum pour a =  o.

Observons maintenant que, si les deux fonctions F(a), F'(oc) sont 

l’une et l’autre continues par rapport à a, dans le voisinage de la valeur 

particulière a =  o, cette valeur ne pourra fournir un maximum ou un 

minimum de la première fonction qu’autant qu’elle fera évanouir la 

seconde (voir la sixième Leçon), c’est-à-dire, qu’autant que l’on aura

(8 ) F'(o) =  o.

D’ailleurs, lorsqu’on écrit dx, dy, dz, . . .  au lieu de h, k, l........ l’équa

tion (8) prend la forme

(9 ) du  =  o

(voir la huitième Leçon). De plus, comme les fonctions F(a) et F'(a) 

sont ce que deviennent u et du quand on y remplace îc par x  — a h, 

y  par j  -+- cak, z par z -+- a.1, , il-est clair que, si ces deux fonctions

sont discontinues par rapport à a, dans le voisinage de la valeur parti

culière a =  o, les deux expressions u et du, considérées comme fonc

tions des variables x , y , z, . . .  seront discontinues par rapport à ces 

variables dans le voisinage des valeurs particulières qui leur sont 

attribuées. En rapprochant ces remarques de ce qui a été dit plus 

haut, nous devons conclure que les seules valeurs de x , y , z, . . .  

propres à fournir des maxima ou des minima de la fonction u sont 

celles qui rendent les fonctions u et du discontinues, ou bien encore
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celles qui vérifient l ’équation (9), quelles que soient les constantes

finies dx, dy, dz, ----Ces principes étant admis, il sera facile de

résoudre la question suivante :

P r o b l è m e . — Trouver les maxima et minima d ’une fonction de plu

sieurs variables.

Solution. — Soit u =  f { x , y , z , . . . )  la fonction proposée. On cher

chera d’abord les valeurs de x,  y,  z, . . .  qui rendent la fonction u 

ou du discontinue, et parmi lesquelles on doit compter celles que l’on 

déduit de la formule

(io) d u — ±  00.

On cherchera, en second lieu, les valeurs de x,  y,  z, . . .  qui vérifient

l’équation (9), quelles que soient les constantes finies dx, dy, dz ........

Cette équation, pouvant être mise sous la forme

(«0
du
dx d x  · du

dy dy- du
dz dz =  o,

entraîne évidemment les suivantes

(12
du du du
d x ~ ° ’ T y - ° ’ dz

I

dont on obtient la première en posant dx — 1, dy — 0, dz =  0, ’. . . ,  la 

seconde en posant dx =  o, dy =  1, dz =  o........ Remarquons en pas

sant que, le nombre des équations (12) étant égal à celui des incon

nues x,  y,  z, . . . ,  on n’en déduira ordinairement pour ces inconnues 

qu’un nombre limité de valeurs.

Concevons à présent que l’on considère en particulier un des sys

tèmes de valeurs que les précédentes recherches fournissent pour les 

variables x,  y,  z, . . . ,  et désignons par x ü, y 0, z n, . . .  les valeurs dont 

il se compose. La valeur correspondante de la fonction f(oc, y , z ,  . . .), 

savoir,/(¿e0, / 0, s 0, . . . ) ,  sera un maximum, si pour de très petites 

valeurs numériques de a, et pour des valeurs quelconques de h, k, 

la différence

(i3) s„-t- al, . . . ) — /( x „ , y 0, z 0, . . . )
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est constamment négative. Au contraire, f ( x 0, y„, z 0, . . .) sera un mi

nimum, si cette différence est constamment positive. Enfin, si cette 

différence passe du positif au négatif, tandis que l’on change ou le 

signe de oc, ou les valeurs de h, k, l, . . .  ,/(ao0, j 0, s 0, . . . )  ne sera plus 

ni un maximum, ni un minimum.

Exemple. — La fonction k x 2 4- Bxy  4- Cy 2 4- Doc 4 - Ey 4- F admet 

un maximum ou un minimum, lorsqu’on a B2 — 4AC <  o, et n’en 

admet plus, lorsqu’on a B2 — 4AC >  o.

Nota. — La nature de la fonction u peut être telle, qu’à une infir 

nité de systèmes différents de valeurs attribuées à x , y , s, . . .  cor

respondent des valeurs de u égales entre elles, mais supérieures ou 

inférieures à toutes les valeurs voisines, et dont chacune soit en consé

quence une sorte de maximum ou de minimum. Lorsque cette circon

stance a lieu pour des systèmes dans le voisinage desquels les fonc

tions u et du restent continues, ces systèmes vérifient certainement les 

équations (12). Ces équations peuvent donc quelquefois admettre une 

infinité de solutions. C’est ce qui arrive toujours quand elles se' 

déduisent en partie les unes des autres.'

Exemple. — Si l’on prend

u  —  ( c y  —  b z  4 - l y - - h  ( a z  —  e x  4 - m ) 24 -  ( b x  —  a y  4 -  / i ) ! , 

les équations (12) donneront seulement

c y  —  b z  4 - 1 __a z  —  e x  4 - m ___b x  —  a y  +  n

a  b  c

et la fonction u admettra une infinité de valeurs égales à

( a l  4 - b m  H- e n ) 2 

a 2 4 -  ¿>s -H c 2 ’

dont chacune pourra être considérée comme un minimum.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A L C U L  D I F F É R E N T I E L . 63 '

ONZIÈME LEÇON.

USAGE DES FACTEURS INDÉTERMINÉS DANS LA RECHERCHE DES MAXIMA ET MINIMA.

Soit

(0 u = f ( x , y , z ,  . . .)

une fonction de n variables x, y , z, .....  Mais concevons que ces

variables, au lieu d’être indépendantes les unes des autres, comme 

on l’a supposé dans la dixième Leçon, soient liées entre elles par 

m équations de la forme

( 2 ) F =  O, W — O, . . . .
M

Pour déduire de la méthode que nous avons indiquée les maxima 

et les minima de la fonction u, il faudrait commencer par éliminer 

de cette fonction m variables différentes à l’aide des formules (2). 

Après cette élimination, les variables qui resteraient, au nombre 

de n — fn, devraient être considérées comme indépendantes, et il 

faudrait chercher les systèmes de valeurs de ces variables qui ren

draient la fonction u ou la fonction du discontinue ou bien encore 

ceux qui vérifieraient, quelles que fussent les différentielles de ces 

mêmes variables, l’équation

(3) du =  o.

Or la recherche des maxima et minima qui correspondent à l’équa

tion ( 3 ) peut être simplifiée par les considérations suivantes.

Si l’on différentie la fonction w, en y conservant toutes les variables 

données x , y , z, . . . ,  l’équation ( 3) se présentera sous la forme

du  ,dxd x H-
du , du  ,

+  + ----- ° ’(4)
1
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et renfermera les n différentielles dx, dy, dz.........Mais il importe

d’observer que, parmi ces différentielles, les seules dont on pourra 

disposer arbitrairement seront celles des n — m variables regardées 

comme indépendantes. Les autres différentielles se trouveront déter

minées en fonction des premières et des variables elles-mêmes par 

les formules dv =  o, dw =  o, . . . ,  qui, lorsqu’on les développe, 

deviennent respectivement

(5)

dv , dv , dv ,
—j— d x  H— —J — d y  H— =— dz -j—,. . — o, 
d x  dy dz

dw
d x

, dw , dw , 
d x  -7- dy H— r- dz < .. = 0, 

dy J dz

Cela posé, puisque l’équation (4) doit être vérifiée, quelles que 

soient les différentielles, des variables indépendantes, il est clair 

que, si l ’on élimine de cette équation un nombre m de différen

tielles à l’aide des formules ( 5), les coefficients des n — m diffé

rentielles restantes devront être séparément égalés à zéro. Or, pour 

effectuer l’élimination, il suffît d’ajouter à l’équation (4) les for

mules ( 5) multipliées par des facteurs indéterminés, — X , p ,  — . . . ,  

et de choisir ces facteurs de manière à faire disparaître dans l’équa

tion résultante les coefficients de m différentielles successives. Comme 

d’ailleurs l’équation résultante sera de la forme

(6 )

du . dv dw
d x  d x  ^ d x

du . dv dw
dy dy [X dy

o,

et que, après y avoir fait disparaître les coefficients de m différen

tielles, il faudra encore égaler à zéro ceux des différentielles res

tantes, il est permis de conclure que les valeurs de X, p, v, . . .  tirées 

de quelques-unes des formules

du y dv dw 
 ̂ d x  d x   ̂d x

du
dy

dv dw
dy “ dy

• - =  o,
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devront satisfaire à toutes les autres. Par conséquent, les valeurs de 

x , y, z, . . .  propres à vérifier les formules (4 ) et ( 5) devront satis

faire aux équations de condition que fournit l ’élimination des indé

terminées A, p., v, . . .  entre les formules (7). Le nombre de ces équa

tions de condition sera n — m. En les réunissant aux formules (2), 

on obtiendra en tout n équations, desquelles on déduira pour les 

variables données x , y, s, ■ ·· plusieurs systèmes de valeurs, parmi 

lesquels se trouveront nécessairement ceux qui, sans rendre discon

tinue l’une des fonctions u et du, fourniront pour la première des 

maxima ou des minima.

Il est bon de remarquer que les équations de condition produites 

par l’élimination de A, p., v entre les formules (7) ne seraient alté

rées en aucune manière, si l’on échangeait dans ces formules la fonc

tion u contre une des fonctions p, w........Par suite, on arriverait tou

jours aux mêmes équations de condition, si, au lieu de chercher les 

maxima et minima de la fonction u, en supposant e =  0, w =  o, . : . ,  

on cherchait les maxima et minima de la fonction v, en supposant 

u =  o, w =  o, . . . ,  ou bien ceux de la fonction w, en supposant u — o, 

v =  o, —  On pourrait même, sans altérer les équations de condition, 

remplacer les fonctions u, v,w, . . .  par les suivantes : u — a, p — b, 

w — c, . . . ,  a, b, c, . . .  désignant des constantes arbitraires.

Dans le cas particulier où l’on veut obtenir les maxima ou les 

minima de la fonction u, en supposant x,  y,  z, . . .  assujetties à une 

seule équation.

(8 ) p =  o

les formules (7) deviennent

(9) dy l d y ~ ° ’

r1·· 'r‘> du . dp f h t  r lv

et l’on en conclut, par l’élimination de A

(10)

du du du
d x  _ dy _ dz

dp dp dp
d x  dy dz

OEuvrcs de C. — S. I I ,  t .  IV. 9
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Cette dernière formule équivaut à n — i équations distinctes, les

quelles, réunies à l’équation (8), détermineront les valeurs cher

chées de x,  y , z, . . . .

Premier exemple. — Supposons que, a, b, c, . . . ,  /’ désignant des 

quantités constantes et x , y , z, . . .  des variables assujetties à l’équa

tion
x i +  yi +  -s2 H- ·. .=  /'s ou x 2+■  y2-h s2-h ■ . r2 — o, 

on demande le maximum et le minimum de la fonction

u =  a x  -h b y  -h cz  + . . . .

Dans cette hypothèse, la formule ( io)  se trouvant réduite à 

( 'O
a _b __ c
x ~ ÿ ~  s

on en conclura (voir Y Analyse algébrique, Note II) ( ')

ou

ax -h by cz -+-...__—h ¿>2 —(— c2 --1—..
x 2-+- y 2- y z 2-h . . . .  ¡Jæ'--+-y2 +  z2- h. . .

u __ \/a- -h b2 -4* c2 - h .. .

et, par conséquent,

( 12) u — ±  r  \ /a2-t- b2-j- cs +  . . .  .

Pour s’assurer que les deux valeurs de u données par l’équation (12) 

sont un maximum et un minimum, il suffit d’observer qu’on aura 

toujours
! { a x  H- b y  -h cz  4*.. .)2-h ( b x  — a y ) 2

-+■ ( e x  — a s ) 2- y . . .  -y ( c y  — b z ) 2 - y . .  .

=  (a2-h b2-h c2- y . . . )  { x 2- y y 2-y s 2-)- . . . )

et, par suite,
m2<  {a2-y b2-y c2h- . .  .)/·%

à moins que les valeurs de x , y , s, . . .  ne vérifient la formule (t 1).
( ’ ) OEuvre.i de Cauchy, S. II, T. III, p. 36o.
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Deuxième exemple. — Supposons que a, b, c, . . . ,  k désignant des 

quantités constantes, et x , y , z, . . .  des variables assujetties à l’équa

tion
a x  +  by  4 - es  4- . .  . =  k,

on cherche le minimum de la fonction u =  x- 4 - j 2 -f- s 2 4- __Dans

cette hypothèse, on obtiendra encore la formule ( j i), de laquelle on 

conclura
k , sla14- V- 4 - c- 4 - . . .
« Vü

et, par suite,

(i4)
h*

a14- 6* 4- c2 4-. .  · ’

Si les variables x , y, s, . . .  se réduisent à trois et désignent des coor

données rectangulaires, la valeur de \fû, donnée par l’équation (14), 

représentera évidemment la plus courte distance de l’origine à un 

plan fixe.

Troisième exemple. — Concevons que l’on cherche les demi-axes 

d’une ellipse ou d’une hyperbole rapportée à son centre et repré

sentée par l’équation
à æ 24- 2 B xy 4 - Cys =  K.

Chacun de ces demi-axes sera un maximum ou un minimum du rayon 

vecteur r, mené de l’origine à la courbe et déterminé par la formule

1-2=  x*-\-y2.

Cela posé, comme on aura

dr  =  j; (x  dx  4 - y dy) ,

on ne pourra faire évanouir dr qu’en supposant

r — o0 ou x  dx  4- y  d y  =  o.

La première hypothèse ne peut être admise que pour une hyperbole.
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En admettant la seconde, on tirera de la formule (io)

_  y  _ ■ y
Aœ +  B  y C y -h Bx  x{k.oc -t- By)  +  / ( C j  -+- B x ) R

K

(.5)

A =  B —,

t - A

K

K

C =  B - ,
Y

: B2

Observons maintenant qu’à des valeurs réelles de r correspondront 

toujours des valeurs positives de r 2, et que l’équation ( i 5) fournira, 

pour r 2, deux valeurs positives, si l’on a ÀK >  o, AC — B2 >  o ; une 

seule, si l ’on a AC — B2< o .  Effectivement, la courbe, étant une 

ellipse dans le premier cas, aura deux axes réels; tandis que, dans 

le second cas, elle se changera en hyperbole et n’aura plus qu’un seul 

axe réel.

>nj*6<
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DOUZIÈME LEÇON.

- DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS D’UNE SEULE 

VARIABLE. CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE.

Comme les fonctions d’une seule variable x  ont ordinairement pour 

dérivées d’autres fonctions de cette variable, il est clair que d’une 

fonction donnée y  =  f ( x )  on pourra déduire en général une multi

tude de fonctions nouvelles dont chacune sera la dérivée de la-précé

dente. Ces fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme les dérivées des 

divers ordres de y  ou f ( x ) ,  et on les indique à l’aide des notations

/'» y ", f ,  f ,  · · ·> y (n)
ou

S \ x ) ,  f { x ) ,  f ( x ) ,  / ” (*),  f v( x ) ,  /<»>(*).

Cela posé, y '  ou f { x )  sera la dérivée du premier ordre de la fonction 

proposée 7  — f ( x ) ' , y "  ou f " ( x )  sera la dérivée du second ordre d e j ,  

et en même temps la dérivée du premier ordre de y' ,  . . . ;  enfin j 1"1 

ou f w(æ) (n désignant un nombre entier quelconque) sera la dérivée 

de l’ordre n de y , et en même temps la dérivée du premier ordre de 
y - o .

Soit maintenant dx  =  A la différentielle de la variable x  supposép 

indépendante. On aura, d’après ce qu’on vient de dire,

(O y («) —
dy  i»-*) 

d x

ou, ce qui revient au même,

(2 ) d y — y 'h ,  d / — y"h,  d y n =  y'"h^ dyOO  —  y{n—l) fa'
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De plus, comme la différentielle d’une fonction de la variable x  est 

une autre fonction de cette variable, l’ien n’empêche de différentiel’ 

/plusieurs fois de suite. On obtiendra de cette manière les différen

tielles des divers ordres de la fonction/, savoir :

d y  —y ' h  =  y '  dx ,

d d y  — h dy'  =  y" h * = y "  d x 2, 

d d d y  — h- dy" =  y'" h3 — y"' d x 3,

Pour abréger, on écrit simplement d-y  au lieu de ddy, d %y  au lieu 

de dddy, . . .  ; en sorte que la différentielle du premier ordre est 

représentée par dy, la différentielle du second ordre par. d 2y, celle

du troisième ordre par d 3y ........et généralement la différentielle de

l’ordre n par dny. Ces conventions étant admises, on aura évidem

ment

(3)

et, par suite,

(4)
y

y iy—

dx, d2y  =  y " d x \ • d 3y  =  y"' d x 3,

vd x \ • · · .................. d ny  — y(re) d x n

dy

itg
"S 1̂

8

Jl

*

„ d3y
d x  ’ y d x 3 ’

# y  

d x k ’
................. >

, , d'l yv i.n) _ ---■ L..
J  d x *

Il résulte de la dernière des formules ( 3) que la dérivée de l’ordre n, 

savoir/:n), est précisément le coefficient par lequel il faut multiplier 

la «ieme puissance de la constante h =  dx  pour obtenir la différentielle 

de l’ordre n. C’est pour cotte raison que y w est quelquefois appelée 

le coefficient différentiel de l ’ordre n.

Les méthodes par lesquelles on détermine les différentielles et les 

dérivées du premier ordre pour les fonctions d’une seule variable, 

servent également à calculer leurs différentielles et leurs dérivées 

des ordres supérieurs. Les calculs de cette espèce s’effectuent très 

facilement, ainsi qu’on va le montrer par des exemples.
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Soit d’abord y  =  sina?. Comme, en désignant par a une quantité 

constante, on a généralement

£¿sin( x -t- a) =  cos (a? +  a)af(a;-i-a)=:sin(£c-|-a +  \n)dx,

on en conclura
d  sina; =  sin(¿c -t- |-Tr) dx,  

c?sin(¿P +  \iz) =  sin(a? H - n) dx ,  
rfs¡n(a; +  ii) =  sin(.r -i- |n) dx,

et par suite on trouvera poury =  sina?,

y' =  sin (a; H-{ 71), 
y" =  sin (a; -+- tt), 
y* =  sin (x H- f 7r),

y t . n )  g] ni ^ TT j

En opérant de même, on trouvera encore pour7  =  cosa;,

y '  — cos(a; 7+- %it), 
y" —  CO S(iC  +  7 t) ,

y ”  = c o s (.2JH- | tt),

pour y  =  A5 ,

y n , =  COS  ̂ X  -1------7 1

y '  =  A * 1 A ,  

y" — k x{\k)\
y '"  = A * ( 1 A ) 3,

y(»)  =  A * ( 1 A ) B ;

pour y  =  af,
y' = a x a~l,

y 1 — a(a —- i)a?a_2,

a (a — i) (a —2).. ,(a — «  4- i ) x a- ' 1.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



72 RÉSUMÉ DES LEÇONS SUR LE CALCUL INFINITÉSIMAL.

Il est essentiel d’observer que chacune des expressions sinÇr-t- r̂vx), 

cos(ic +  i/ïu) admet seulement quatre valeurs distinctes qui se repro

duisent périodiquement et toujours dans le même ordre. Ces quatre 

valeurs, dont on obtient la première, la seconde, la troisième ou la 

quatrième, suivant que le nombre entier n, divisé par 4> donne pour 

reste o, i, 2 ou 3, sont respectivement sina;, cosa;, — sina?, — cosa? 

pour l ’expression sin(a? +  /̂in:), etcosa;, — sina;, — cosæ, sina?pour 

l’expression cos(a? -1- De plus, si, dans les fonctions A®, ocf1, on 1 

remplace la lettre A par le nombre e qui sert de base aux logarithmes 

népériens et la quantité a par le nombre n, on reconnaîtra que les 

dérivées successives de ex sont toutes égales à e®, tandis que, pour la 

fonction ccn, la dérivée de l’ordre n se réduit-à la quantité constante 

1 . 2 . 3 . . .  n, et les suivantes à zéro.

En substituant les différentielles aux dérivées, on tirera des for

mules que nous venons d’établir

»
dn sina? =  sin (x. -+· {mt) dxn, 

dn c.OS# =  cos(a: +  |/nr) dx”, 

dnAx = A X(1A)ndxn, - 

dnex = e xdxn,

d n { x a ) =  a(a — 1).. .(a — n  4- i ) x a~ n d x ' 1, 

d n ( x n )  = i . 2 . 3  . . . n d x " ,

dn\x — dx d"~l (x~l ) =  (— i)'i_1 -1- * ‘ — — dxn,v ' , ' ' OC'"

Considérons encore les deux fonctions /(a? -+- a) et f ( a x ) .  On trou

vera, pour y  -+- a),

ÿ = f ' { æ  +  a), y " = f " ( x  +  a), .... y w = f ™ ( x  +  a),

d " y  = z f W ( x  ■ +■  a) d x" ;

«

pour y = f { a x ) ,

y ' = a / ' ( a x ) ,  y"=z a* f " { a x ) ,  ..·, j<")= a" / ^ ( a x ) ,

d'ly  —  an f<-nl(>a x )  d x".
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Exemples :

dn\x  4 - a)" =  ï .2.3. .. n dxn, dneax— aneaxdxtt, d'1 sinax — . ...

Soient maintenant y  =  f ( x )  et z deux fonctions de x  liées par 

- l’équation

(5) * =  FOO.

En différentiant cette équation plusieurs fois de suite, on trouvera

/ ds =  F '(y)dy,

(6) ] d*s =  F'(y)rf/* +  F ( y ) * y ,

I d3z =  F ${y) dy3 -+- 3 F"( y) dy d"-y -4- F '(y) d3y,

Exemples :
dn {a -t- y )  —  d ny,

dn(— y )  = — d" y »

d n{ay) —  a d ny,

dn( a x n) — i .2 .3 . . . n . a d x ' 1,

der — erdy,

d 3e y = e y { d y 3-:r d iy ) ,

d3er=. er^dy3-^ 3 dy d 3y  +  d3y ) ,

Si la variable x  cessait d’être indépendante, l’équation 

(7) y=f(æ)>

étant différentiéé plusieurs fois de suite, donnerait naissance à de nou

velles formules parfaitement semblables aux équations (6), savoir :

dy = f ' ( x ) d x ,  

d'-y — f " ( x ) d x 3 -+-/' (#) d2x,  

d3y  =  / ' " {x )  d x 3 -+- 3·f " ( x )  d x  dr x  + / ' { x )  d3x , f

OEuvres de C. — S. Il, t. IV. 10
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On tire de celles-ci

/ \_  ̂y

S

, .... , dxd^y— dycPx i ,dy
'/<*>=— V
! tm,„\^dx{dxd?y — dyd3x) — 3dîx(dxdiy — dydïæ)  i Jdxdiy — dyd-
J [X)~  d^  ! ~ d ^ d d&

Pour revenir au cas où x  est variable indépendante, il suffirait de sup

poser la différentielle dx  constante, et par suite d ï x  — o, d*x — o , __

Alors les formules (9) deviendraient

(10) / ( * )
dy
dx’ f"(x) =

d3 y 
dx3 ’ / '(* )  =

d?y 
dx3 >

c’est-à-dire qu’elles se réduiraient aux équations (4 ). De ces der

nières, comparées aux équations (9), il résulte que, si l ’on exprime 

les dérivées successives de /(a?) à l’aide des différentielles des 

variables x  et y  =  /(# ),  i° dans le cas où la variable x  est sup

posée indépendante, 20 dans le cas où elle cesse de l’être, la dérivée 

du premier ordre sera la seule dont l’expression reste la même dans 

les deux hypothèses. Ajoutons que, pour passer du premier cas au 

second, il faudra remplacer

dly
dx3

par dx d3y  — dy d3 x 
dx3 ’

d3 y
d à  Par

dx (dx d3y — dy d?x) — 3 d3x (dx d-y — dy d-x) 
dx5

C’est par des substitutions de cette nature qu’on peut opérer un chan

gement dé variable indépendante.

Parmi les fonctions composées d’une seule variable, il en est dont les 

différentielles successives se présentent sous une forme très simple. 

Concevons, par exemple, que l’on désigne par u, v, w, . . .  diverses
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fonctions de x . En différentiant n fois chacune des fonctions com

posées
u -4 - (’, u —  Vf u +  v\J—  x , au H- bv +  cw +  . .

on trouvera
l d ' l ( u - t-p) =  d'l u +  dav,

( n )  < dn( u — v) = d nu —  dnv,

( d n( u  +  v\J —  i )  =  d n u +  d n v —  i ,

(12) d'l (au  -+- bv H- cw -+-...) =  a d'l u +  b d nv -+- c d nw -+-. . . .

Il suit de la formule (12) que la différentielle dny  de la fonction 

entière
y  =  a x m +  b x m~l +  c x m~24-. . .-t- p x * + q x  +  r

se réduit, pour n =  m, à la quantité constante 1 .2 .3 . .  ,m .a d x m, et 

pour n à zéro.

/
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TREIZIÈME LEÇON.

DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.

Soit u =  f ( x , y , z , . . . )  une fonction do plusieurs variables indé

pendantes x , y , z .........Si l’on différentie cette fonction plusieurs

fois de suite, soit par rapport à toutes les variables, soit par rapport 

à l’une d’elles seulement, on obtiendra plusieurs fonctions nouvelles 

dont chacune sera là dérivée totale ou partielle de la précédente. On 

pourrait même concevoir que les différentiations successives se rap

portent tantôt à une variable, tantôt à une autre. Dans tous les cas, le 

résultat d’une, de deux, de trois, . . .  différentiations, successivement 

effectuées, est ce qu’on appelle une différentielle totale ou partielle, 

du premier, du second, du troisième,. . .  ordre. Ainsi, par exemple, en 

différentiant plusieurs fois de suite par rapport à toutes les variables, 

on formera les différentielles totales du, ddu, dddu, . . .  que l’on

désigne, pour abréger, par les notations du, d-u, d3u...... Au contraire,

en différentiant plusieurs fois de suite par rapport à la variable x, 

on formera les différentielles partielles dxu, dx dæu, dxdx dxu, . . .  que 

l’on désigne par les notations dxu, d\u, d\u, . . . .  En général, si n est 

un nombre entier quelconque, la différentielle totale de l’ordre n sera 

représentée par dnu, et la différentielle du même ordre relative à une

seule des variables x , y , z, . . .  par d"xu, d'y, d"z u , ----Si l ’on différen-

tiait deux ou plusieurs fois de suite par rapport à deux ou à plusieurs 

variables, on obtiendrait les différentielles partielles du second ordre 

ou des ordres supérieurs désignées par les notations dx dyu, dydxu, 

dx dzu, . . . ,  dx dydzu.........Or il est facile de voir que les différen

tielles de cette espèce conservent les mêmes valeurs quand on inter-
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vertit l ’ordre suivant lequel les différentiations relatives aux diverses 

variables doivent être effectuées. On aura, par exemple,

(1)  dx dy u —  dydx u.

. C’est effectivement ce que l’on peut démontrer comme il suit.

Concevons que l’on indique par la lettre x , placée au bas de la 

caractéristique A, l’accroissement que reçoit une fonction de x , y , 

z, . . .  lorsqu’on fait croître x  seule d’une quantité infiniment petite 

oLdx. On trouvera

( 2 ) Ax u = f ( x - h  ctdx, y , z, y , s,  . . . ) ,  dx u =  l i m

( 3 )  Ax dy u = d y(u  +  Ax u) —  dy ii =  dr Ax u

et, par suite,
à x dy u _dr v

a  <x

puis, en faisant converger a vers zéro, et, ayant égard à la seconde des 

formules (2), on obtiendra l’équation (1). On établirait de la même, 

manière les équations identiques clx dzu =  dz dxu, dydzu =  dzdyu, —

Exemple. — Si l’on pose u =  arc tang^> on trouvera

dx ii —  —-¥■ — - d x ,

dy  u .

a*-h y
— x 

x 2~hy2dy,

J J  J , oc- — Ÿ
d y  d X U —  d X d y  u = r  — -------—, 1 TTïdxdy.

L’équation (1) étant une fois démontrée, il en résulte que, dans une 

expression de la forme dx dydz ...u ,  il est toujours permis d’échanger 

entre elles les variables auxquelles se rapportent deux différentiations 

consécutives. Or il est clair qu’à l ’aide d’un ou de plusieurs échanges 

de cette espèce on pourra intervertir de toutes les manières possibles 

l’ordre des différentiations. Ainsi, par exemple, pour déduire la diffé-
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renlielle dz dydxu de la différentielle dx dydzu, il suffira d’amener 

d’abord par deux échanges consécutifs la lettre x  à la place de la 

lettre z, puis d’échanger ensuite les lettres y  et s, afin de ramener la 

lettre y  à la seconde place. On peut donc affirmer qu’une différentielle 

de la forme dx dy dz . . .  u a une valeur indépendante de l’ordre suivant 

lequel sont effectuées les différentiations relatives aux diverses va

riables. Cette proposition subsiste dans le cas même où plusieurs 

différentiations se rapportent à l’une des variables, comme il arrive 

pour les différentielles dx dydxu, dx dydx dxu, . . . .  Lorsque cette cir

constance se présente, et que deux ou plusieurs différentiations con

sécutives sont relatives à la variable x , on écrit, pour abréger, dx au 

lieu de dx dx, d3x au lieu de dx dx dx, —  Cela posé, on aura

dx dy u —  dx dy dx u =  dy d% u ,

dx dy dz u —  dx dy dx dz dx u — dy dx dz u — « . . ,

dx dy u ~  dy d% u,

dx dy dî u —  dx d l d$ u =  d} dx d? u = . . .

et généralement. l ,m ,n ,  . . .  étant des nombres entiers quelconques,

( 4 ) d lx d"1 d n, . . .  u =  d'x dnz d ' f . ' .  u =  d™ dlx d '1. . . .  u = . . . .

Comme, en différentiant une fonction des variables indépendantes 

x , y , s, . . .  par rapport à l ’une d’elles, on obtient pour résultat une 

nouvelle fonction de ces variables multipliée par la constante finie dx, 

ou dy, ou dz, . . . ,  et que, dans la différentiation d’un produit, les 

facteurs constants passent toujours en dehors de la caractéristique d, 

il est clair que, si l ’on effectue l’une après l’autre, sur la fonction 

u — f  (x , y , z , . . . ) ,  I différentiations relatives à x , m différentiations 

relatives à y , n différentiations relatives a s , . . . ,  la différentielle qui 

résultera de ces diverses opérations, savoir, dlx d”l d". ..u , sera le pro

duit d’une nouvelle fonction de x , y , s, . . .  par les facteurs dx, dy, 

dz, . . .  élevés, le premier à la puissance l, le second à la puissance m, 

le troisième à la puissance n __ La nouvelle fonction dont il s’agit ici
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est ce qu’on nomme une dérivée partielle de u, de Y ordre l +  m +  n 4-.... 

Si on la désigné par rs(x, y , z , . . .) ,  on aura

( 5) dx d'y d * . . . u — Tii{x,y, z, . . . )  d x l dy'n d zn. . .

et, par suite,

. . ,  , . dx d f  d'i. . .  u(6 )

Il est facile d’exprimer les différentielles totales dl u, d3u, . . .  à 

l’aide des différentielles partielles de la fonction u ou de ses dérivées 

partielles. En effet, on tire de la formule ( io)  (huitième Leçon)

d* u =  d du = .d x du -+- dy du 4- dz du H-...

=  dx(dxu +  dyu +  dt u + . . . )  +  dy(dxu +  dyu 4- d.u 4 - . . . )

4- dz (dxu 4- dyu 4- dzii 4 - . . . )

et, par suite,

(7 ) d*u =  d*a -hd*u-hd*u+..> +  id xdr u 4- 2 dx dzu...+  2 dr dzu■+...

ou, ce qui revient au même,

J, dlu  , . d $ u , „  dz u ,d* u — “~z—r dx* -4 - j - j  dy 4- -r-r d* 4 - . . .  dx* dy* J d z1
dx dy a j , dx d2 a j  , ■ 4- 2

dy dz u
dy dz dy dz ■

On obtiendrait avec la même facilité les valeurs de d3u, d*u, ..... 

Exemples ;
d!(xyz) =  2 (x  dy dz 4 - y dz dx 4- z dx dy), 

d3(xyz ) “  6 dx dy dz,

d* (x* 4- y5 4- z34 - . . . )  =2 i{dx* -y dy* -+■ dz* ->r . . . ) ,  

d3(x 3y-y3 +  z3 +  . . . )  =  6 (îLc34- dy34- de34 - . . . ) ,

Pour abréger, on supprime ordinairement, dans les équations (G),

(8), etc., les lettres que nous avons écrites au bas de la caracté-
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ristique d, et l’on remplace le second membre de la formule (G) par 

la notation

(9 ) d x l d y m d z ‘L. . .

Alors les dérivées partielles du second ordre se trouvent rcprésen-

d2 u d5 ud- u d2 u d 2 u ■ 
,ees 3F ' d x  dy d x  dz

d2u . j , · ,
> -3— r» ■ ■ ·> les denvees

u u
partielles du troisième ordre par -j— — —, >

dy dz 

(Pu
d x 3 d x 2 dy d x  d y 2 .

de d2u se réduit à

·; et la valeur

(to) <

d2a j  , d 2u . , (Pu , ,
d x 2

d2u , , d 2u , ,
-t- 2 - — — d x  dy - h  2 —— 7- d x  d z . .,

d x d y d x  dz
dru , ,

2 —— — dy dz-]-  .,
’ dy dz

Mais il n’est plus permis d’effacer, dans cette valeur, les différentielles

ne désignent pas les quo-
, 7  ? ,, 7 d 2 u d2 u

d x ,  dy, d z ........ attendu que
d x 2 d x  dy

tients qu’on obtiendrait en divisant d2u par dx2, ou par dxdy, . . . .

Si, au lieu de la fonction u =  f ( x ,  y, s , . . .) ,  on considérait la sui*. 

vante

(") s =  F {u , v, w, . . . ) ,

les quantités u, v, a>, . . .  étant elles-mêmes des fonctions quelconques 

des variables indépendantes x , y , z, . . . .  les valeurs de d2s ,d 3s, . . .  

se déduiraient sans peine des principes établis dans la neuvième 

Leçon. Effectivement, en différcnliant plusieurs fois la formule ( r 1), 

on trouverait

ds =  ^  -1) du  +  ? F ( “ > v w, ...) dv +  dw '
du dv dw

(Ps =  diF(u’ Y ’ - )  du* + ...+  2 du dv + . . .+  d F ( u , v , w , . . . )  d , u
clir cludv cia

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A L C U L  D I F F É R E N T I E L . 81

Exemples :
d n (« +  «·■ )=: d a u -+- dn 

dn(u — v) =  dn u —  d n v, 

d n( u - h  y —  j) =  dnu -h  \J—  i d ’1i>,

¿ » ( m  +  bv 4- c t v - h . . . )  =  a d nu +  b d nv -4- c d nw + __

On obtiendrait encore avec la plus grande facilité les différentielles 

des fonctions implicites de plusieurs variables indépendantes. Il suf

firait de différentier une ou plusieurs fois de suite les équations qui 

détermineraient ces mêmes fonctions, en considérant comme con

stantes les différentielles des variables indépendantes, et les autres 

différentielles comme de nouvelles fonctions de ces variables.

I JŒ u v r es  d e C . — S. H, t. IV.
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QUATORZIÈME LEÇON.

M É T H O D E S  P R O P R E S  A  S I M P L IF IE R  L A  R E C H E R C H E  D E S  D I F F É R E N T I E L L E S  T O T A L E S ,  P O U R  

L E S  F O N C T IO N S  D E  P L U S IE U R S  V A R IA B L E S  IN D É P E N D A N T E S . V A L E U R S  S Y M B O LIQ U E S  D E  

C ES D I F F É R E N T I E L L E S .

Soit toujours u =  / ( x ,  y , z , . . . )  une fonction de plusieurs variables 

indépendantesx ,y ,  z , ... ; et désignons par y (x ,y ,z , ...), y jx ,y ,z , ...), 

y, z , . ..) ,  . . .  ses dérivées partielles du premier ordre relatives 

à x, à j ,  à s ........Si l’on fait, comme dans la huitième Leçon,

(i) F ( a )  =  f { x  4- <xdx, y  « d.y, z  +  cc dz, . . . ) ,

puis que l’on différentie les deux membres de l’équation ( i)  par rap

port à la variable a, on trouvera

I
F' (a )  - <p(x +  a d x ,  y  ■+■ a. dy, z +  a  d z , . . . )  d x

-H- X +  a dx , y  4- a dy, z a  d z , . . .  ) d y

H— up(¿c -t- ce d x ,  y  -+- a dy, z -+- a dz, . . . )  dz  -+-.. . .

Si, dans cette dernière formule, on pose a =  o, on obtiendra la sui

vante

(3) 1 F' (°) =  ¥(·»> y>z > ••■)dx  +  x{x,  y , z ,  . . . ) d y
I + < \i (x ,y , z ,  . . . ) d z  +  . . .  — du,

laquelle s’accorde avec l’équation (i 6) de la huitième Leçon. De plus, 

il résulte évidemment de la comparaison des équations ( i)  et (2) 

qu’en dilférentiant, par rapport à a , une fonction des quantités 

variables

( 4 ) x  +  a d x ,  y  H- a dy, z-+- x d z ,  . . . ,

on obtient pour dérivée une autre fonction de ces quantités combi-
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nées d’une certaine manière avec les constantes dx, dy, dz, . . . .  De 

nouvelles différentiations, relatives à la variable a, devant produire 

de nouvelles fonctions du même genre, nous sommes en droit de con

clure que les expressions (4) seront les seules quantités variables 

renfermées, non seulement dans F(a) etF'(a), mais aussi dans F"(a), 

F '"(a), . . . ,  et généralement dans F(,,,(a), n désignant un nombre 

entier quelconque. Par suite, les différences

F(ac) —  F(o) ,  F'(«) — F'(o),  F " ( a ) - F " ( o ) ............  F<«>(a) -  F<*>(o)

seront précisément égales aux accroissements que reçoivent les fonc

tions de x , y , z, . . .  représentées par

F(o) ,  F'(o),  F"(o)............  F<»>(o),

lorsqu’on attribue aux variables indépendantes les accroissements 

infiniment petits a dx, udy, a d z ,. . . .  Cela posé, comme on aF(o) =  u, 

on trouvera successivement, en faisant convergera vers la limite zéro,

v i /  \ î· F(a)  — F(o)
F'(o) = l i m —— ------—a

r „. . .. F '(a)  —  F'(o)
F"(o) =  hm — — ------ —

A u
=  lim —  

a
=  du,

—  = d d u  —  d 2u,

F »  = lim F > k z F > )
a

v àd*u , ,, ,,
=  l i m -------  —  d  a 2 u — d*u9

pc*—!>(«) —Ff«“1>(o) .. A . . , ,—  l i m ------ -— l- - - - - - - - - - -—L —  ______ —  d  dn—I —  d^p(»)(o) =  lim : d d ' l~l =  d n a.

En résumé, l ’on aura

( « = F ( o ) ,  du —  F'(o),  d*u =  F"(o),
( 5 ) {

( d3u —  F'"(o), . . . ,  d *u  =  F<”>(o).

Ainsi, pour former les différentielles totales du, d2u, . . . ,  dnu, il suf

fira de calculer les valeurs particulières que reçoivent les fonctions 

dérivées F'(a), F"(a), . . . ,  F(";(a), dans le cas où la variable a s’éva

nouit.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8k RÉSUMÉ DES LEÇONS SUR LE CALCUL INFINITÉSIMAL.

Parmi les méthodes propres à simplifier la recherche des différen

tielles totales, on doit encore distinguer celles qui s’appuient sur la 

considération des valeurs symboliques de ces différentielles.

En Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute 

combinaison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-même, 

ou à laquelle on attribue une valeur différente de celle qu’elle doit 

naturellement avoir. On nomme de même équations symboliques toutes 

celles qui, prises à la lettre et interprétées d’après les conventions 

généralement établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais des

quelles on peut déduire des résultats exacts, en modifiant ou altérant, 

selon des règles fixes, ou ces équations elles-mêmes, ou les symboles 

qu’elles renferment. Dans le nombre des équations symboliques qu’il 

est utile de connaître, on doit comprendre les équations imaginaires 

( voir VAnalyse algébrique, Chapitre VII) et celles que nous allons 

établir.

Si l’on désigne par a, b, c, . . .  des quantités constantes et par l, m, 

n, . . . ,  p, q, r, . . .  des nombres entiers, la différentielle totale de 

l’expression

(6 ) a dx d'y d'1. . .  u -+- b dpx dy dr. . .. u 4- . . .

sera donnée par la formule

I
d (a dx d'y dï... u, b d% d? d'1... u -1- .. . )

=  dx(ad'xd'y d*.. .u 4- bdpdj.dz. . . « + . . . )

4- dy(adx d™d'I. . .  u 4- b dpx dqy d'1.. .u -I-. . . )

4- d-(ad,xdÿ d? . . .u -h bd’xd'̂ drz. . .u .
— a dlxl d'ÿ1 dz.. .u -H a d'x d'ÿt+i dz...u-\-ad'x d'y d't*1.. .u -t· . ..

4 4-bd5+l d*dr. . . . u  +  . . . .

De cette formule réunie à l’équation (4) de la treizième Leçon, on 

déduit immédiatement la proposition suivante :

T héorème. — Pour obtenir la différentielle totale de l ’expression ( 6 ) ,  
*»

il suffît de multiplier par d le produit des deux facteurs
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et u, en supposant d =  dx -t- dy +  dz -t- . . . ,  et opérant comme si les nota

tions d, dx, dy, dz, . . .  représentaient de véritables quantités distinctes les 

unes des autres, de développer le nouveau produit, en écrivant, dans les 

différents termes, les facteurs a, b, c, . . .  à la première place, et la lettre u 

à la dernière, puis de concevoir que, dans chaque terme, les notations dx, 

dy, dz, . . .  cessent de représenter des quantités et reprennent leur signifi

cation primitive.

Exemples. — En déterminant, à l’aide de ce théorème, la différen

tielle totale de l’expression

( 8 ) ' dx u +  dy u +  dz u -+-.. . ,

on obtiendra précisément la valeur de ddu ou de d-u, que fournit 

l ’équation (7) de la Leçon précédente. En appliquant de nouveau le 

théorème à cette valeur de d-u, on obtiendra celle de d*u, et ainsi de 

suite.

Nota. — Lorsqu’on ne fait qu’indiquer les multiplications, à l’aide 

desquelles on peut, d’après, le théorème, calculer la différentielle 

totale de l’expression (6), on obtient, au lieu de l’équation (7), la 

formule symbolique

( 9 )
( d( a dx d"1 d'}. . . u 4- b d% d  ̂d i . . .  u -H. . .  ) · ■

j —  (ad'x d'y dz . . .  +  b d^diyd'l.. (dx -1- dy +  ds +  . . .)u .

Comme, dans la formule (9), les notations dy, dz, ... sont employées 

pour représenter des différentielles, cette formule, prise à la lettre, n’a 

aucun sens; mais elle redevient exacte, dès qu’on a développé son 

second membre à l’aide des règles ordinaires de la multiplication 

algébrique, et en opérant comme si dx, dy, dz, . . .  étaient de véritables 

quantités.

Lorsqu’à l’expression (6) on substitue l’expression (8), et que l’on 

différentie cette dernière plusieurs fois de suite, on obtient par les 

mêmes procédés les valeurs symboliques des différentielles totales d2 u,
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d3a, . . . ,  savoir

( d x  d y  -+- d -  + . . .  ) ( d x - f- d y  +  d z - + - . . . )  u ,

( d x  +  d y  d z -+- . . . )  ( d x  -t- d y  +  o?- + . .  . ) ( d x -\- d x  -f- d z  -+- . . . )  u ,

En joignant à ces valeurs symboliques celle de du, puis écrivant, pour 

abréger,
( d x dy  H- d z - t- . . .  )2

au lieu de
(dx +  dy ■+- dz +  . . . ) ( dx -h dy -|- d,  -+- . . . ) ,

et

au lieu de

(dx H- dy  H- d z 4 - . .  .)*
S

(dx +  dy -4- dz -+-... ) ( dx-\- dy H- dz -t-. . .  ) (dx dy +  dz h- . . .  ),

etc., on formera les équations symboliques

du =  ( dx -t- dy dz + . . .  ) u,

d  ̂u —  (d x 4 -  dy  -f- d z -f- * . .  )2 u, 

d  ̂u nz ( d x 4 ~ dy  H— d z 4 ~·. . .  )** u,
\ .............................................. ..

et l ’on aura généralement, n désignant un nombre entier quelconque,

(11) dn u =  (dx+dy-h dz-\-.. .)a u.

Soit maintenant

( 1 2 )  S =  F(«,  . . . ) ,

u, v, w, . . .  étant des fonctions des variables indépendantes x , y , 

z , __ On trouvera encore

( i 3 ) d ns =  ( d x -h d y +  d z -\- . .  .)'*$.

Il est très facile de développer le second membre de cette dernière 

équation, dans le cas particulier où l’on suppose u fonction de x  seule, 

v fonction de y  seule, w fonction de z seule, etc. D’ailleurs, pour 

passer de ce cas particulier au cas général, il suffira évidemment de
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remplacer ¿4«, d].u, d3xu , . . .  par du, d2u, d'3u , . . .  ; dyv, d^v,. . .  par dv, 

d2v, . . .  ; . . . ,  c’est-à-dire d’effacer les lettres x ,  y ,  s ,  . . .  placées au 

bas de la caractéristique d. Donc il sera facile, dans tous les cas, de 

tirer de la formule ( i 3) la valeur de dns. Prenons, pour fixer les idées, 

s =  uv. En opérant, comme on vient de le dire, on trouvera successi

vement

(i4)

(i5>

d n{ u v ) — u d™ v +  y  dx u d% 1 <’ H- u d ,ly~2 v -t-. . .  +  j  dy v d%~1 u +  v d%

d" (uv) —  u d" v -t- — du d"~l v -t- ---- — d1 u d v  -t-. . .  4- — dv d n~-u-\- v d"·v ' 1 1.2 1

La dernière formule subsiste, quelles que soient les valeurs de u, 

v, en x, y, et dans le cas même où u, v se réduisent à deux fonctions 

de x.

Exemple :

¿n e“X _  an e<lX 
X X [■

n
a x

n(n  —  1 )

cdx-

n (n  — 1 ) ( n —  2)
H-... ±

n ( n  — i ) . . . 3 . 2 . i

a " x '*
J d x '1.

t
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QUINZIÈME LEÇON.

RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LES FONCTIONS d ’ l’NE SEULE VARIABLE ET LEURS DÉRIVÉES 

OU DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES. USAGE DE CES DIFFÉRENTIELLES DANS LA 

RECHERCHE DES MAXIMA ET MINIMA.

Supposons que la fonction f ( x ) s’évanouisse pour la valeur parti

culière x 0 de la variable x. Concevons de plus que cette même fonc

tion et ses dérivées successives, jusqu’à celle de l’ordre n, soient 

continues dans le voisinage de la valeur particulière dont il s’agit, 

et que la continuité subsiste pour chacune d’elles entre les deux 

limites x  =  x 0, x  =  h. L’équation (6) de la septième. Leçon 

donnera
h) -t- A / '(« o +  Bh) =  h / ' ( x „  +  Bh),

ô désignant un nombre inférieur à l’unité; ou, en d’autres termes,

(i). /{x^-b h) =  h f { x i>-ir h1),

h, désignant une quantité de même signe que h, mais d’une valeur 

numérique moindre. Si les fonctions dérivées f ' ( x ) ,  f " ( x ) ,  . . . ,  

f [n~K]{x )  s’évanouissent à leur tour pour x  =  x 0, on trouvera encore.

f ' { x „ + h i )  = / i 1/ ,,(a-0+ / i 2),
/ " ( X o + h i )  = h i f * ( x 0+  /¡a),
................................................................................ y

/<—»(*„+ /*„_,) =  /*»-, /<»>(*.+*»),

hK, h2, h3, . . . ,  hn représentant des quantités qui seront toutes de 

même signe, mais dont les valeurs numériques décroîtront de plus 

en plus. Des équations (2) réunies à l ’équation (x), on déduira sans 

peine la suivante

f ( x 0+  h) =  h h j i t . . .hn_i (¿r0-v- hn),(3)
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dans laquelle hn sera une quantité de même signe que h, et le pro

duit hhsh^.. .hn_K une quantité de même signe que hn. Ajoutons que

les deux rapports ' ’ h;i seront des nombres évidemment

compris entre les limites o et i ,  de sorte qu’en désignant par G et 0 
deux nombres de cette espèce, on pourra présenter l’équation ( 3) 

sous la forme

(4) f {x,  +  h) =  ®h’>f^{x<i + Qh).

Si l’on imagine que la quantité h devienne infiniment petite, la for

mule (4) subsistera toujours, et l’on trouvera, en écrivant i au lieu* 

de h,

( 5 ) /(¿c0-t- i) =

De plus, comme, pour de très petites valeurs numériques de i, l’ex

pression / (,i)(a;0-(- Oi) sera très peu différente de f^’f x f ) ,  on déduira 

immédiatement de l’équation ( 5) la proposition que je vais énoncer.

Théorème I. — Supposons que la fonction f ( x )  et ses dérivées succes

sives, jusqu’à celle de l ’ordre n, étant continues par rapport à x  dans le 

voisinage de la valeur particulière x  =  x (i, s’évanouissent toutes, à l ’ex

ception de f [n)(x),  pour cette même valeur. Alors, en désignant,par i une 

quantité très peu différente de zéro, et posant x  =  x 0 i, on obtiendra 

pour f  \x) une quantité affectée du même signe que le produit i11 f [ll,( x a).

Il est aisé de vérifier ce théorème sur la fonction

f ( x )  =  ( x — x ù)"-<? (x ) .

Lorsque la fonction f ( x )  cesse de s’évanouir pour x  — x 0, le théo

rème I peut être remplacé par le suivant :

Théorème II. — Supposons que les fonctions

/ ( « ) ,  f { x ) ,  / " ( « ) ,  · · · ,  f (n){x ) ,

étant continues par rapport à x  dans le voisinage de la valeur particu

lière x  ~ x „ ,  s’évanouissent toutes, à Vexception de la première f ( x )  et

OEuorcs de C. — S. II, t. IV. I 2
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de la dernière f {n\ x ) .  pour cette valeur. En désignant par i une quantité 

très peu différente de zéro, on obtiendra pour la différence infiniment 

petite J ( x o -t- i) — f ( x 0) une valeur affectée du même signe que le pro

duit inf W ( x 0).

Démonstration. — Pour déduire le théorème II du théorème I, il 

suffit de substituer à la fonction f { x )  la fonction f ( x )  — f(x<>), qui a 

les mêmes dérivées que la première, et qui, de plus, s’évanouit pour 

x  =  x u. En vertu de la même substitution, l ’équation' ( 5) se trouvera 

remplacée par la suivante :

(6) f ( xo+  0 — /(■ *#) = & i a/ M(Xo+ Si)·
*

Si maintenant on écrit x  au lieu de x 0, et si l’on pose

f { x ) = y ,

l’équation (6) prendra la forme

(7 ) A j  =  0 a»(i/«j-t-(3 ),

¡3 désignant, aussi bien que a, une quantité infiniment petite. Toute- 

* fois il est essentiel d’observer que la formule (7) subsistera seule

ment pour la valeur particulière x  =  ¿ty.

Corollaire. — Les mêmes choses étant admises que dans le théo

rème II, supposons qu’après avoir assigné à la variable x  la valeur x 0 
on attribue à cette même v a r i a b l e  un accroissement infiniment petit. 

L’accroissement correspondant de la fonction f ( x )  sera, si n désigne 

un nombre pair, une quantité constamment affectée du même signe 

que la valeur de f {ll)(x)  ou de dny, correspondante à x  — x a. Si, au 

contraire, n représente un nombre impair, l ’accroissement de la fonc

tion changera de signe avec celui de la variable.

Nous avons fait voir dans la sixième Leçon que les valeurs de x, 

qui, sans rendre discontinue l’une des fonctions ' f ( x ) ,  / ' { x ), don

naient pour la première des maxima ou des minima, étaient néces

sairement des racines de l’équation

( 8 ) f \ x )  — o.
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Or, à Faide de ce qui précède, on pourra décider, en général,' si une 

racine de l’équation (8) produit un maximum ou un minimum de 

f { x ) ·  En effet, soient x a cette racine et f w(x)  la première des déri

vées de f ( x )  qui ne s’évanouisse pas avec f ' ( x ) ,  pour la valeur parti

culière x  =  x 0. Supposons de plus que, dans le voisinage de cette 

valeur particulière, les fonctions f ( x ) ,  f ( x ) t  · · · .  f ["]{x)  soient 

toutes continues par rapport à x.  11 suit évidemment du théorème II 

que /(¿casera  un maximum si, n étant un nombre pair, f ili]( x 0) a 

une valeur négative, et un minimum si, n étant un nombre pair, 

f w(x)  a une valeur positive. Si n était un nombre impair, l’accrois

sement de la fonction changeant de signe avec celui de la variable, 

f ( x )  ne serait plus ni un maximum ni un minimum. En observant 

d’ailleurs que les différentielles d f ( x ) ,  d2f ( x ) ,  . . .  s’évanouissent 

toujours avec les fonctions dérivées f { x ) ,  /"(#)> •••et  que, pour 

des valeurs paires de n, dHf ( x ) =  f ( n)( x ) d x 11 a le même signe que 

f w(x),  on se trouvera naturellement conduit à la proposition sui

vante :

T héorème III. — Soit y  =  f { x )  une fonction donnée de la variable x. 

Pour décider si une racine de l ’équation dy =  o produit un maximum 

ou un minimum de la fonction proposée, il suffira ordinairement de cal

culer les valeurs de d~y, d:iy , d 'y, . . .  correspondantes à cette racine. Si 

la valeur de d’-y est positive ou négative, la valeur de y  sera un minimum 

dans le premier cas, un maximum dans le second. Si la valeur de d-y se 

réduit à zéro, oh devra chercher parmi les différentielles d3y, d 'y , . . . l a  

première qui ne s’évanouira pas. Désignons celle-ci par dny. Si n est un 

nombre impair, la valeur de y  ne sera ni un maximum ni un minimum. 

Si, au contraire, n est un nombre pair, la valeur de y  sera un minimum, 

toutes les fois que la différentielle dny  sera positive, et un maximum, 

toutes les fois que la différentielle dny  sera négative.

Nota. — Il faut admettre pour le théorème III, comme pour les 

deux premiers, que la fonction y  et ses dérivées successives, jusqu’à
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celle de l’ordre n, sont continues dans le voisinage de la valeur parti

culière attribuée à la variable x.

Si, au lieu de prendre pour y  une fonction explicite de la variable x, 

on supposait la valeur de y  en x  donnée par une équation de la forme 

u =  o, le théorème III serait toujours applicable. Seulement, dans 

cette hypothèse, les valeurs successives de dy, dly , d3y, . . .  devraient 

être déduites des équations différentielles

du  —  o, d 3 u — o, d 3 u =  o, . . . .

Exemple. — Soit
y  — x ae~x , '

' S

a désignant une quantité positive. On aura

1 y  — a 1 x  — x .

En différentiant deux fois de suite la dernière équation, on trouvera

d y
y

a
---- 1
oc doc,

d*y
y

d y
y

2 doc
x

2

>

puis, en posant dy — o, et faisant abstraction de la valeur zéro que y  

ne peut recevoir,

(9 )
a
x

y

y
d x
x

La valeur de d-y donnée par la seconde des formules (9) étant néga

tive, il en résulte que la valeur de x  donnée par la première fournit 

un maximum dey.
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SEIZIÈME LEÇON.

USAGE DES DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES DANS LA RECHERCHE DES MAXIMA 

ET MINIIIA DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.

Soit u =  / ( x ,  y , s , . . .) une fonction des variables indépendantes x,  

y , ·=, . . . ,  et posons, comme dans la dixième Leçon,

(1) f ( x  +  oc dx, y  -i- a dy, z  -+- a dz, . . . ) = F ( a ) .

Pour que la valeur de u relative à certaines valeurs particulières de x,

y , z, . . .  soit un maximum ou un minimum, il sera nécessaire et il 

suffira que la valeur correspondante de F(a) devienne toujours un 

maximum ou un minimum, en vertu de la supposition a — o. On en 

conclut (voir la dixième Leçon) que les système^de valeurs de x , y ,

z, . . .  qui, sans rendre discontinue l’une des deux fonctions u et du, 

fournissent pour la première des maxima ou des minima, vérifient 

nécessairement, quels que soient dx, dy, dz, . . . ,  l ’équation

(2) ( du — 0,

et, par conséquent, les suivantes.

( 3 )
du du
d ^ ~ ° ’ d ÿ ~ ° ’

du
dz

Soient x 0, y 0, z 0, . . .  les valeurs particulières de x,  y,  z, . . .  dont se 

compose un de ces systèmes. La valeur correspondante de F(a) de

viendra un maximum ou un minimum pour a =  o, quelles que soient

les différentielles dx, dy, dz ........ si, pour toutes les valeurs possibles

de ces différentielles, la première des quantités F'(o), F"(o), F"'(o), . . .  

qui ne sera pas nulle correspond à un indice pair et conserve tou-
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jours le même signe (voir la quinzième Leçon). Ajoutons que F(o) 

sera un maximum, si la quantité dont il s’agit est toujours négative, 

et un minimum, si elle est toujours positive. Lorsque celle des quan

tités F'(o), F"(o), F'"(o), . . . ,  qui cesse la première de s’évanouir, 

correspond à un indice impair, pour toutes les valeurs possibles 

de dx, dy, dz, . . . ,  ou seulement pour des valeurs particulières de ces 

mêmes différentielles, ou bien encore, lorsque cette quantité est 

tantôt positive, tantôt négative, alors F(o) ne peut plus être ni un 

maximum, ni un minimum. Si maintenant on a égard aux équa

tions ( 5) de la quatorzième Leçon, savoir,

F ( o) =  m, F '( o ) =  du, F"(o ) —  d i u, . . . ,

on déduira des remarques que nous venons de faire la proposition 

suivante.

T héorème. — Soit u =  f ( x ,  y , z, . . . )  une fonction donnée des va

riables indépendantes x , y, z, . . . .  Pour décider si un système de valeurs 

de x , y , z, . . .  propre à vérifier les formules ( 3) produit un maximum 

ou un minimum de la fonction u, on calculera les valeurs de (Pu, di u, 

dku, . . .  qui correspondent à ce système, et qui seront évidemment des 

polynômes dans lesquels il n’y  aura plus d ’arbitraire que les différen

tielles dx  =  h, dy =  k, dz =  l........Soit

f i )
ci'1 u d n u 

clxn
hny-

d 11 u
d r

k n
n d '1 u
i d x n~l dy

A « - 1 A - 4 - .  . .

le premier de ces polynômes qui ne s’évanouira pas, n désignant un 

nombre entier qui pourra dépendre des valeurs attribuées aux différen

tielles h, k, l, . . . .  Si, pour toutes les valeurs possibles de ces différentielles, 

n est un nombre pair, et d"u une quantité positive, la valeur proposée 

de usera un minimum. Elle sera un maximum, si, n étant toujours pair, 

dnu reste toujours négative. Enfin, si le nombre n est quelquefois impair, 

ou si la différentielle dnu est tantôt positive, tantôt négative, la valeur 

calculée de u ne sera ni un maximum, ni un minimum.

Nota. — Le théorème précédent subsiste, en vertu des principes
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établis dans la quinzième Leçon, toutes les fois que les fonctions F(a) 

F'(a), F(n)(a) sont continues par rapport à a, dans le voisinage

de la valeur particulière a =  o, ou, ce qui revient au même, toutes 

les fois que u, du, d^u, . . . ,  d"u sont continues, par rapport aux 

variables x,  y,  z, . . .  dans le voisinage des valeurs particulières attri

buées à ces mêmes variables.

Corollaire I. — Concevons que, pour appliquer le théorème, on 

forme d’abord la valeur de l’expression >

en substituant les valeurs de x , y, z, . . .  tirées des formules (3) dans

résultat, si toutes ces dérivées s’évanouissent. Dans l’hypothèse con

traire, d-u sera une fonction homogène des quantités arbitraires h, k, 

l, . . . ,  et, si l’on fait alors varier ces quantités, il arrivera de trois 

choses l’une : ou la différentielle d2ü conservera le même signe, sans 

jamais s’évanouir; ou elle s’évanouira pour certaines valeurs de h, k,
M

l, . . . ,  et reprendra le .même signe, toutes les fois qu’elle cessera 

■ d’être nulle; ou elle sera tantôt positive et tantôt négative. La valeur 

proposée do u sera toujours un maximum ou un minimum dans le 

premier cas, quelquefois dans le second, jamais dans le troisième. 

Ajoutons que l’on obtiendra, dans le second cas, un maximum ou un 

minimum, si, pour chacun des systèmes de valeurs de h, k, /, . . .  

propres à vérifier l’équation d^u — o, la première des différentielles 

d3u, dhu, . . .  qui ne s’évanouit pas est toujours d’ordre pair et affectée 

du même signe que celles des valeurs de d-u qui different de zéro.

Corollaire II. — Si la substitution des valeurs attribuées à x , y, 

z, . . .  réduisait à zéro toutes les dérivées du second ordre, alors, 

d*u étant identiquement nulle, il ne pourrait y avoir ni maximum, 

ni minimum, à moins que la même substitution ne fît encore évanouir 

d*u, en réduisant à zéro toutes les dérivées du troisième ordre.

les fonctions dérivées
d 2 u d ‘>- u d 1 a

On trouvera zéro pour
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Corollaire III. — Si la substitution des valeurs attribuées à x , y, 

s, . . .  faisait évanouir toutes les dérivées du second ordre et du troi

sième, on aurait identiquement d2u — o, d3u =  o, et il. faudrait 

recourir à la première des différentielles d'u, dsu, . . .  qui ne serait 

pas identiquement nulle. Si cette différentielle était d’ordre impair, 

il n’y aurait ni maximum, ni minimum. Si elle était d’ordre pair ou 

de la forme
/72 m.»/ /72 mit

(6) æ-"‘ u ~  /O"1- dlmu
d x 2" dy d x 2" dy

h2m~' k

il pourrait arriver de trois choses l’une : ou la différentielle dont il 

s’agit conserverait constamment le même signe, pendant que l’on 

ferait varier h, k, l, . . . ,  sans jamais s’évanouir; ou bien elle s’éva

nouirait pour certaines valeurs de h, k, / , . . . ,  et reprendrait le même 

signe, toutes les fois qu’elle cesserait d’être nulle ; ou elle serait tantôt 

positive, tantôt négative. La valeur proposée de u serait toujours un 

maximum ou un minimum dans le premier cas, quelquefois dans le 

second, jamais dans le troisième. De plus, afin de décider, dans le 

second cas, s’il y a maximum ou minimum, il faudrait, pour chaque 

système de valeurs de h , k , l , . . .  propres à vérifier l’équation d-mu — o, 

chercher parmi les différentielles d’un ordre supérieur à am celle qui 

la première cesse de s’évanouir, et voir si cette différentielle est tou

jours d’ordre pair et affectée du même signe que les valeurs de d2mu 

qui diffèrent de zéro.

Il est essentiel d’observer que la valeur de d2u donnée par la for

mule (6), étant une fonction entière, et par conséquent contiriue des 

quantités h, k, l, . . . ,  ne saurait passer du positif au négatif, tandis 

que ces quantité? varient, sans devenir nulle dans l’intervalle. Remar

quons en outre que, si la quantité u était une fonction implicite des 

variables œ, y,  s, . . . ,  ou si quelques-unes de ces variables devenaient 

fonctions implicites de toutes les autres, chacune des quantités du, 

d2u, d3u, . . .  se trouverait déterminée par le moyen d’une ou de plu

sieurs équations différentielles, en fonction des différentielles des 

variables indépendantes.
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Exemple. — Supposons que, a, b, c, . . . ,  k, p, q, r, . . .  désignant 

des constantes positives, et x, y, z, . . .  des variables assujetties à 

l’équation
a x  -+- b y  -+- e s  . .  =  k,

on cherche le maximum de la fonction u — x py qzr. . .  ; on trouvera

cPu
u

du

u
d x  dv

P -----\ -q  —
*  y

d.

du
u

et par suite on tirera de la formule ( io)  (onzième Leçon)

p  _  q_ _  r__ _p +  g +  .
a x  b y  cz  ' k ’

p k q k
x —  — --------------------- > y = r ---------------------- > z = -----a J) -h q -h r - h . . .  J b p  +  q +

Comme les valeurs précédentes de x ,  y ,  z ,  . . .  rendront du  constam

ment nulle etc?2« constamment négative, elles fourniront un maximum 

de la fonction w.

OMuvres de C. — S. Il, t. IV.
i 3
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DIX-SEPTIÈME LEÇON.

DES CONDITIONS QUI DOIVENT ÊTRE REMPLIES POUR QU’UNE DIFFÉRENTIELLE TOTALE 

NE CHANGE PAS DE SIGNE, TANDIS QUE L ’ON CHANGE LES VALEURS ATTRIBUÉES AUX 

DIFFÉRENTIELLES DES VARIABLES INDÉPENDANTES.

D’après ce qu’on a vu dans les Leçons précédentes, si l’on désigne 

par u une fonction des variables indépendantes x , y, z, . . . ,  et si l’on 

fait abstraction des valeurs de ces variables qui rendent discontinue 

l’une des fonctions u, du, d2u, . ..» la fonction u ne pourra devenir 

un maximum ou un minimum que dans le cas où l’une des diffé

rentielles totales d2u, dhu, d6u, . . . ,  savoir la première de celles qui 

ne seront pas constamment nulles, conservera le même signe pour 

toutes les valeurs possibles des quantités arbitraires dx =  h, dy =  k, 

dz =  l, . . . ,  ou du moins pour les valeurs de ces quantités qui ne la 

réduiront pas à zéro. Ajoutons que, dans la dernière supposition, 

chacun des systèmes de valeurs de h, k, l, . . .  propres à faire évanouir 

la différentielle totale dont il s’agit devra changer une autre différen

tielle totale d’ordre pair en une quantité affectée du signe que con

serve la première différentielle, tant qu’elle ne s’évanouit pa-s. D,’ail

leurs, les différentielles d2u, d'u,  d*u, . . .  se réduisent, pour des 

valeurs données de x,  y,  z, . . . ,  à des fonctions entières et homo

gènes des quantités arbitraires h, k, l ........ Déplus, si l’on appelle r,

s, t, . . .  les rapports de la première, de la seconde, de la troisième de 

ces quantités, . . .  à la dernière d’entre elles, la différentielle

dîmu:
d ,m u 
d x 1"1

//*/«,· dlmu
him -t- -,----  /f2"> i 2---1 It'll .dytm +  ¿¿Xm

2 m d îm uH-----
i  dxtin - 1  d y

(0
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sera évidemment affectée du même signe que la fonction entière de r, 

s, t, . . .  à laquelle on parvient en divisant damu par la puissance im  

de la dernière des quantités h, k, l, . . . ,  c’est-à-dire du même signe 

que le polynôme

( 2 ) d îmu
d x inl

.2 m d2m u 

dy'lm
s2"14-

d-mu
d zlm

t2m 4- . . .  4-
2 m
i

din
d x im~l dy

En substituant un polynôme de cette espèce à chaque différentielle 

d’ordre pair, on reconnaîtra que la recherche des maxima et minima 

exige la solution des questions suivantes :

Problème I. ;— Trouver les conditions qui doivent être remplies pour 

qu’une fonction entière des quantités r, s, l, . . .  ne change pas de signe, 

tandis que ces quantités varient.

Solution. — Soit F(r, s, t , . . . )  la fonction donnée, et supposons 

d’abord les quantités r, s, t, . . .  réduites à une seule r. Pour que la 

fonction F(r) ne change jamais de signe, il sera nécessaire et il suf

fira que l’équation

( 3 ) F (r)  =  o

n’ait pas de racines réelles simples, ni de racines réelles égales en 

nombre impair. En effet, si, r0 désignant une racine réelle de l’équa

tion ( 3), m un nombre entier et R un polynôme non divisible par 

r — r0, on avait

F(r) =  (r — r0)R ou F ( /’ ) =  (r — 7’0)2'»+lR,

il est clair que, pour deux valeurs de r très peu différentes de /’0, mais 

l’une plus grande et l ’autre plus petite, la fonction F ( a-) obtiendrait 

deux valeurs de signes contraires. De plus, comme une fonction con

tinue de r ne saurait changer de signe, tandis que r varie entre deux 

limites données, sans devenir nulle dans l’intervalle, il est permis 

d’affirmer que, si l’équation ( 3) n’a pas de racines réelles, son pre

mier membre conservera toujours le même signe, sans jamais s’éva

nouir, et qu’il s’évanouira quelquefois sans jamais changer de signe,
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s’il est le produit de plusieurs facteurs de la forme (r — r0) 2m par un 

polynôme qui ne puisse se réduire à zéro, pour aucune valeur réelle 

de r.

Revenons maintenant au cas où les quantités r, s, t ,  . . .  sont en 

nombre quelconque. Alors, pour que la fonction F(r, s, t, . . . )  ne 

puisse changer de signe, il sera nécessaire et il suffira que l’équa

tion

(4 ) F ( r , s ,  t, . . . )  —  o,

résolue par rapport à r, ne fournisse jamais de racines réelles simples, 

ni de racines réelles égales en nombre impair, quelles que soient d’ail

leurs s, t........

Corollaire I. — La fonction F(r) ou F(r, s, t, . . . )  conserve constam

ment le même signe lorsque l’équation ( 3) ou ( 4) n’a pas de racines 

réelles. (Voir, pour la détermination du nombre des racines réelles 

dans les équations algébriques, le XVIIe Cahier du Journal de l ’École 

Polytechnique, p. 4 7̂·)

Corollaire II. —  Soit u =  f ( & , y ) .  La différentielle totale

(5 ) d 2 U  :
d 2 u  

d x 2
/i! -

d 5 u d 2 u  

d x  d y
h k

conservera constamment le même signe, si l’équation

(6)
d 2 u  s d 2 u  d 2 u  

d x 2 r  2 d x  d y 1 d y 5

n’a pas de racines réelles, c’est-'a-dire si l ’on a

d 2 u  d 2 u  /  d 2 u  \ *

d x 2 d y 2 \ d x d y )

La même différentielle pourrait s’évanouir sans jamais changer de 

signe, si le premier membre de la formule (7) se réduisait à zéro, 

et admettrait des valeurs de signes opposés, si ce premier membre 

devenait négatif.
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Corollaire III. — Soit u =  f ( x , y ,  s).  La différentielle totale

(8)'  d 2u-
d2u

d x 2
h··

(Pu
dy2k2-

d 2u d2 u 

' d x  dy
hk-

<Pu 
' d x  dz

Il l  -4“  2
d 2 u 

dy dz
kl

conservera constamment le même signe, si l’équation

(9 )
d 2u , I d2u 
d x 2 r  2 \ d x d y

d 2u \ d 2u , d 2u d 2u 
-, r +  -T-T s2 -H 2 s -+- -j-v =  o, 
d x  d z )  dy- dy dz dz-

résolue par rapport à r, n’a jamais de racines réelles, c’est-à-dire si 

l ’on a, quelle que soit s,

d2u d2u / d 2u \ 2~ 2

d x 2 d 2y  \ d x d y )

( d 2u d 2u d2u d2 u \ d2u (P_u_ _ f  d 2u \ 2^  ^
+  2 \ d x 2 dy dz ~  d x  dy d x  d z ) S +  d x 2 dz2 \ d x d z )  °*

Cette dernière condition sera elle-même satisfaite quand on aura

0 0

d 2 u d 2 a  /  d 2 u  y  o 
d x 2 d y 2 \ d x d y )

et

d 2 u  d 2 u  Í  d 2 u \ 2l [ P u  d 2 u  /  d 2 u  y~[
d x 2 d ÿ 2 \ d x d y )  J \ _ d x 2 d z 2 \ d x d z )  J

f d 2 u  d 2 u  d 2 u  d 2 u  y  
~  \ d x 2 d y  d z  d x  d y  d x d z )  ^  °

Scolie. — Soit u =  f ( x , y , z , . . .)  une fonction de n variables indé

pendantes x , y ,  z, . . . ,  et posons

(12)

„ .  , d 2u ,
F(r,s,t, . . .) — - ^ r

d2u 2 

dy2 s

d2 u 

d x  dy

d2u
dz2 t2 +  . . .

rs -
d2 u 

' d x  dz
rt - 2 d 2 u 

dy d ·.
■ st -j—.

La différentielle d 2u  et la fonction F(r, s, t, . . .) seront toujours affec

tées du même signe que la quantité si le produit ~L^F(/·, s, i , . . . )  

est toujours positif. Or c’est évidemment ce qui aura lieu, si chacun
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des produits

( i 3 )
d2u d*u d̂ û , ,
^ F(,-)’ d ^ F{r’ S)’ d ^ l { , ’ S>t)’ ···

obtient pour valeur minimum une quantité positive. D’ailleurs, si 

l’on fait
_dî u „ _dî u d1u / diu \ 2

1 d x i ’ 2 d x 2 dy% \ d x  d y )  ’ ’

et si généralement on désigne par D„. le dénominateur commun des 

valeurs de h, k, l, . . .  tirées des équations (voir VAnalyse algébrique, 

p. 8o) ( ' )
O?2 U ,

d- u

d2 « , d* u ,

04)

d x  dy

, d  '-u ,
h H— r r  k

d x  dz 

d} u
d x  dy dy

d 2 u . di u , 
d x  dz 1 dy dz

l --H · .. — i ,
dy dz 

d̂ u ,
1 + · · · = ' .

on prouvera sans peine que les valeurs maxima ou minima des fonc

tions F(z’), F(r, s), F(r, s, t), . . .  sont respectivement

(l5) ï ï ï  d s  d; ’· · · · ’ D^T

Donc la différentielle d2u conservera constamment le même signe, si 

les fractions ( i 5), multipliées paj D,, donnent des produits positifs 

ou, ce qui revient au même, si D2, D3, D4, . . . ,  Dft sont affectées des 

mêmes signes que DJ, DJ, DJ, ' . . . ,  DJ.

Lorsqu’on suppose simplement u fonction de trois variables x , y , s, 

les conditions qu’on vient d’énoncer se réduisent aux deux suivantes 

D2> o, D,D3> o, et coïncident avec celles que fournissent les for

mules ( i i ).

P roblème II. — Étant données deux fonctions entières des variables r, 

s, t, . . . ,  trouver les conditions qui doivent être remplies pour que la

(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. III, p. 78.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A L C U L  D I F F É R E N T I E L .  103

seconde fo n c tio n  conserve un signe déterm iné, toutes les fo is  que la pre

mière s’évanouit.

Solution. —  S o i e n t

F { r ,s , t ,  . . : )

. l a  p r e m i è r e  f o n c t i o n  e t

U  == .f  ( r, s, t, . . . )

l a  s e c o n d e .  O n  é l i m i n e r a  r  e n t r e  l e s  d e u x  é q u a t i o n s

F(/·, s, t, . . . )  =  o et R =  $ (r, s, t, . . .  ).

L ’ é q u a t i o n  r é s u l t a n t e ,  é t a n t  r é s o l u e  p a r  r a p p o r t  à  R ,  d e v r a  f o u r n i r  

p o u r  c e t t e  q u a n t i t é  u n e  v a l e u r  a f f e c t é e  d u  s i g n e  c o n v e n u ,  t o u t e s  l e s  

f o i s  q u e  l ’ o n  a t t r i b u e r a  a u x  v a r i a b l e s  s, t, . . .  d e s  v a l e u r s  r é e l l e s  a u x 

q u e l l e s  c o r r e s p o n d r a  u n e  v a l e u r  r é e l l e  d e  l a  v a r i a b l e  r.
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I

DIX-HUITIÈME LEÇON.

DIFFÉRENTIELLES ü ’ uNE FONCTION QUELCONQUE DE PLUSIEURS VARIABLES DONT CHACUNE 

EST A SON TOUR UNE FONCTION LINÉAIRE D’AUTRES VARIABLES SUPPOSÉES INDÉPEN

DANTES. DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS ENTIÈRES EN FACTEURS RÉELS DU PREMIER 

OU DU SECOND DEGRÉ.

Soient a, b, c, . . . ,  k des quantités constantes et

( i )  u =  a x  +  by  -+- c z  ■ +■ ... k

une fonction linéaire des variables indépendantes x, y , s ........La dif

férentielle

( 2 ) du — a d x  +  b dy +  c ds

sera elle-même une quantité constante, et par suite les différen

tielles d2u, dsu, ... se réduiront toutes à zéro. On conclut immédiate

ment de cette remarque que les différentielles successives des fonc

tions / (« ) ,  /( u ,  e), / ( u, v, w, . . . ),  . . .  conservent la même forme, 

dans le cas où les variables u,v, w,  . . .  sont considérées comme indé

pendantes, et dans le cas où u, v, w, . . .  sont des fonctions linéaires

des variables indépendantes x,  y,  s ........ Ainsi on trouvera, dans les

deux cas, pour s = / ( « ) ,

I ds =- f ' { u ) d u ,

(3 ) | d3S = f * { u )  du2,

d'ls — f (n)( u ) d u n;
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pour* = / ( « ,? ) ,

dn s

(4)

dnf ( u , v )  , n d " f ( u , v )  , . ,
— V  - du '1 -t--------r  r du”- 1 dv + . . .

du"  i dun~' dv

n d " f ( u , v )  . . 'dn f ( u , v )
+  -  - , , !  du dv"~l H-¿A-» > dv" ; .

i du dv" -1  dv" ’

pour S — f [ u ) f { v ) ,

| d"s  =  /(">(“ ) f ( v) d u " +  J  ) f ’ {v) du " - 1 dv .

(5)
7  / ' (  «) / (B_1,( r ) du dv" - 1 -(-/( u )/<«)( „)

etc.

Il est facile de s’assurer que, si l’on représente par f ( u ) ,  /(e),  

/ ( u, v), . . .  des fonctions entières des variables u, v, w........ les for

mules ( 3), ( 4), (5), . . .  subsisteront lors même que, u, v, w, . . .  

étant fonctions linéaires de x,  y,  z, . . . ,  les constantes a, b, c, 

k, . . .  comprises dans u,v,w,  . . .  deviendront imaginaires. On aura, 

par exemple, pour s = / ( #  '-h y  i)>

(6 )
ds =  / ' ( x + y A ^ i ) ( d x  +  \/—  i d y ),

dnx = f {"){ x - \ - ( d x  -+- y/— i

pour î  = A x - y s / -  i),

(7 )

=  / ' ( x —y sf-^id n — A^idy),

d Hs = f l>l)( x  —  y A ~ ~ l )  ( dx — \J—  I Û?j)ra;

pour î  =  / ( a ; + / v /_· l ) / i x  —7  \l ~  0»

¿«s=/<»> (¿c+ / A - ^ f A ~ y  Ve ·7*) (dx+ v/—ï

+ 7 + /V-  ')/ '(*—  ̂V^I) (¿te -  v/37 +

■ ■ +■  ~ f ’ A  ~t~y A ~ A  f*' y  S¡ 0  ( d x  +  \J—  x dy') ( d x  —  y/_ r d y ) " - 1

+  /(« +  y / ("’ (*  -  y A ^ )  ( dx -  A 1 * dy)’1.
OEuvres de  '(7 . —  S . H » t .  Ï V .
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De cette dernière formule on déduira sans peine la proposition sui

vante :

T héorème I. —  Soit f ( x )  une fo n ctio n  réelle et entière de x .  S i l ’on  

pose

(9 ) ■ s — f { x  + J ' ' j z r i ) f ( x  —  y \ fz r i),

on pourra toujours satisfaire p a r  des valeurs réelles des variables x  et y  à  

l ’équation

(10) s =  o.

\

Dém onstration. — Soit n  le degré de la fonction /(a?), en sorte 

qu’on ait

( n )  f { x ) —  aox '1 H- +  . .  .H- a„_, x  -h an,

a 0, a ,,  . . . ,  a n_ t, an désignant des constantes dont la première a 0 ne 

pourra s’évanouir. Concevons de plus que, les variables'a?, y  étant 

supposées réelles, on représente par r,  p, R, R,, Ra, . . .  les modules 

des expressions imaginaires

x  -t- y  \J—  i , d x  dy \j— i ,

A o c + y f ^ ) ,  +  f ’ ( x ~y W — *)> · · · ,

et faisons, en conséquence,

x  4 - y j —  i =  r e c o s í  -+- f — i s in i ) ,  

d x  +  dy \J—  i —  p ( cost +  j —  i s inr) ;  

f ( x - \ - y j —  i )  =  R ( c o s T  -h \J—  .i sin T ), 

f j x - y  y f — ï)  —  R i ( c o s T ,  -+- \J—  i sin T, ),

=  R s ( c o s T s T s i n T 2 ) ,

....................................................................... * .............................9

/ < " > ( · *  H - / v/-7 ! )  =  R « ( c o s T „ - t -  v^— "ï s i n T „ ) ;

/-, p, R, R,, R2, . . . ,  R„ seront des quantités positives; t,  t , T, T,,
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T2, . . . ,  Tra des arcs réels, et l’on aura

107

04) r =■=  v/#'2 +  J 2,

osnt  ->r a i f 1- 1 c,o%{n —  . .  +  «„_[/■  c o s i +  a „ ] 2

11 résulte de ces dernières formules que la quantité s, qui représente 

une fonction entière, et par conséquent une fonction continue des 

variables x , y , restera toujours positive et croîtra indéfiniment si

et par suite au module r, des valeurs numériques de plus en plus 

grandes. On doit en conclure que la fonction s admettra un ou plu

sieurs minima correspondants à un ou à plusieurs systèmes de valeurs 

finies des variables x  et y. Considérons un de ces systèmes en parti

culier, et calculons les valeurs correspondantes des expressions

( 16 ) / ' (  a?-4 -/  s/—"0 » f ' i x  +  y s f - - ' ) ’ ···> f (n){ x  + / s / — ') ·

Quelques-unes de ces valeurs pourront s’évanouir, mais jamais elles 

ne seront nulles toutes à la fois, puisque l'expression/(/,)(.z; -hy \J— i), 

se réduisant, avec au produit 1 .2 .3 . . . « . a 0, a une valeur

constante et différente de zéro. Cela posé, soit f {m){x 1) la

première des expressions (16) dont la valeur ne s’évanouira pas. Si· 

l’expression f { x + - ÿ 'J — 0  obtient elle-même une valeur différente 

de zéro, dms sera, en vertu de la formule (8), la première des diffé

rentielles de s qui cesseront de s’évanouir. Au contraire, si l’on a

(•7) /(*-t-/v/:=r') = o ,

la différentielle dms deviendra nulle elle-même. Or je dis que ce der

nier cas est seul admissible; car, dans le premier, on tirerait de la 

formule (8)

i dms =  /('«)(# +  y \ j —  O / C · * - / V ,— 1) ( d#  +  sJ—  1 d y ) m

-+- [a0rn sin nt-\- di rn~l sin (n — i)f H-... , +  a,

J 2«o«lCOSÎ
r

n—i r sin ¿]2

l’on attribue a ces deux variables ou seulement à l’une d’entre elles,

-f- -\-y \J—  1) —  y  \j—  1) ( d x  —  \j—  1 d y ) m

=  2RR,„p"! cos(Tm- T + m r ) ,

(1 8 )
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et par suite la différentielle dms, changeant de signe lorsqu’on rem

placerait t par t H- ne resterait pas toujours positive, quelles que 

fussent les quantités dx et dy, comme cela doit nécessairement arriver 

chaque fois que la fonctions devient un minimum. Donc tous les sys

tèmes de valeurs de x  et d e /  propres à fournir des mínima de la fonc

tion s vérifieront l’équation (17), qu’on peut aussi mettre sous la forme

R ( co sT  -t- y/—  1 s inT)  =  o,

et de laquelle on tire
R =  0, ,î =  R- =  o.

Donc la fonction s deviendra nulle pour des valeurs réelles et finies 

des variables x  et y  toutes les fois qu’elle atteindra un des mínima 

dont nous avons ci-dessus démontré l’existence.

Corollaire. — La fonction réelle s =  R2 ne pouvant s’évanouir 

qu’ avec le module R, les fonctions imaginaires

• f ( x  -t-/y/—  0  =  R ( c o s T  -h y/— 1 s i n î ) , '  

f ( x  — y  y/—  1) =  R ( c o s T  —  y/—  1 s i n l )

s’évanouiront toujours en même temps qu’elle. Par conséquent, 

toutes les valeurs réelles de x  et de y  propres à vérifier l’équa

tion (10) vérifieront aussi l’équation (17) et la suivante :

(19) /(■ *— r  =

A ces valeurs de x  et de y  correspondront des valeurs réelles de r 

et de t propres à vérifier les deux équations

(20) / ( r c o s i  -l- r s in î  y/—  1) =  o, / ( r  cosí  —  r s inî  y/ —  1) =  o.

Dans le cas particulier où la valeur de y s’évanouit, les formules (17), 

(19) et (20) coïncident avec l’équation unique \

(21) f { x ) —  o,

qui se trouve alors satisfaite par une valeur réelle de x. De ces
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remarques on déduit immédiatement la proposition que je vais 

énoncer.

T h é o r è m e  II. — f ( x )  désignant une fonction réelle et entière deja  

variable x , on peut toujours satisfaire à l ’équation (21), ou par des 

valeurs réelles de cette variable, ou par des valeurs imaginaires conju

guées deux à deux et de la forme

{'î i ) x  ■ =. / - ( c o s í  -t- \J—  1 s i n í ) ,  x  —  / - ( c o s í  — \ ¡ —  1 s i n í ) ,

Scolie. — Si l ’on appelle x t une racine réelle ou imaginaire de 

l’équation (20), le polynôme f ( x )  sera divisible par le facteur 

linéaire x  — x 0. Donc, à deux racines imaginaires conjuguées et 

de la forme
/■ ( c o s í  -H f — i s i n í ) ,  /’ ( c o s í  — s f — i  s in  i ) ,

correspondront les deux facteurs linéaires

x  — r  cosí — /■ sini \J— 1, x  — r cosí -f- r siní j — i,

lesquels seront encore conjugués l’un à l’autre et donneront pour 

produit un facteur réel du second degré, savoir

{ x  —  r  c o s í ) 2 -i- r 2 s i n 2 i  =  x 2—  2 r x  c o s í  +  r 2.

Cela posé, il résulte du théorème II que toute fonction réelle et 

entière de la variable x  est divisible par un facteur réel du premier 

ou du second degré. La division étant effectuée, on obtiendra pour 

quotient une autre fonction réelle et entière qui sera elle-même divi

sible par un nouveau facteur. En continuant de la sorte, on finira 

par décomposer la fonction donnée, que j ’appellerai f ( x ) ,  en fac

teurs réels du premier ou du second degré. En égalant ces facteurs 

à zéro, on déterminera les racines réelles ou imaginaires de l’équa

tion (21), lesquelles seront en nombre égal au degré de la fonction. 

[ Voir XAnalyse algébrique, Chap. X ( 1 )].

( ')  OEuvrcs de Cauchy, S. Il, T. III, p. 274·
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USAGE DES DÉRIVÉES ET DES DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES DANS LE DÉVELOPPEMENT 

’ DES FONCTIONS ENTIÈRES.

Il est facile de développer une fonction entière de x  en un polynôme 

ordonné suivant les puissances ascendantes de cette variable, quand 

on connaît les valeurs particulières de la fonction et de ses dérivées 

successives, pour x  =  o. En effet, désignons par F(æ) la fonction 

donnée, par n le degré de cette fonction, et par ae, a,, a.2, . . . ,  an les 

coefficients inconnus des diverses puissances de x  dans le dévelop

pement cherché, en sorte qu’on ait

(i) F (x )  =  a0 -t- a¡x.-+- a2x --±-. . .  -4- anx n.

En différentiant n fois de suite l ’équation (i), on trouvera

[ =  1 . 2 . 3 . .  , n a lt.

Si l’on pose, dans ces diverses formules, x  =  o, on en tirera

a0 =  F(o) ,

DIX-NEUVIEME LEÇON.

F'(i») =  1 .a, ?.a2x  -¡-... -I- n a nx " —',

F"(x)  —  1 . 2 . a 2- h . . . - h  (n —  x)

a, =  i F ' ( o ) ,

(3)
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et l’équation (i)  donnera

111

(4) F(«) =  F(o)+ *F '(o)+  ~ -F"(o)+ ...
1 . 2 . 3 . . . , ■ F (" ’ (o)

Exemple. — Soit F(a>) =  (i -+- x)"; on obtiendra la formule connue

·, «  « ( «  — i) , n(n — i ) ( «  — 2) , «
(O) ( H - æ ) n =  H ----X H------------- - X2-\-----:--------------------------------- Xa-l-\-xn

I 1.2 1.2.3 I

Soit maintenant u =  f ( x ,  y, z , ...) une fonction entière des variables 

x,  y, z, . . . ,  et n le degré de cette fonction, c’est-à-dire la plus grande 

somme qu’on puisse obtenir en ajoutant les exposants des diverses 

variables pris dans un même terme. Si l ’on pose

F ( a )  — J { x  3- «  dx,  /  3- a dy, z 3- ad z ,  . . . ) ,

F(a) sera une fonction entière de a, du degré n, et l’on aura en con

séquence

F («)  =  F (o )  +  ^F '(o)  +  t^ F " ( o). . 2 . 3
Fw(o) · 1.2.3...«

Ff'C(o)

Cette dernière formule, en vertu des principes établis dans la qua

torzième Leçon, peut s’écrire comme il suit :

f ( x  -h a dx,  y  -h a dy, z  3- adz ,  . . . )  '

OL O? Cf? OCn
=  « H — du H-------d 2u-\--------- r- d3 11 3—. . .  H-------- 7;------ dnu. .

I 1.2 1.2.0 1.2.3...«

Ajoutons qu’elle subsistera pour des valeurs quelconques de a, soit 

finies, soit infiniment petites. Si, pour plus de simplicité, on prend 

a =  1, on trouvera

/ ( ® 3 -  dx, y  3- dy, z 3- dz,  . . .  )

(7) j . I , I II , 1~ u 3—  du 3------ a 2 u
1 1.2 1 . 2 . 3

d31
i .2.3. . .11dn u.

Dans le cas particulier où les variables x , y , z, . . .  se réduisent à une
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seule, on a
u =  f ( x ) ,  

du =  f  (x)  dx,  

dî u =  f" (x)  d x 2,

d nu — f w {x)dx"·,

et l’on tire de la formule (7), en remplaçant dx par h,

(8 )

f ( x  +  h ) = f ( x )  +  ~ f ' ( x )  -+■

Au reste, on aurait pu déduire directement cette dernière équation 

de la formule (4).

Exemple. — Si l’on suppose f ( x )  =  x n, on trouvera

l ( x  4 - h)n= x n+  —x n~l h +  rl n̂ x n~î h--\-. . .
I 1. 2

(9 ) (

f H- ~  ^  œ*hn- %-\--och '1- 1 +  h".
1 1.2 1

Nota. — Si / ( x )  est divisible par ( x  — a)'n, ou, en d’autres termes, 

si l ’on a

( , 0 ) f ( x )  =  ( x  —  a)m o ( x ) ,

*f(*) désignant une fonction entière de la variable x , le développe

ment de / (a  -f- h), suivant les puissances ascendantes de h, deviendra 

évidemment divisible par hm. D’ailleurs ce développement sera, en 

vertu de ce qui précède,

Donc l’équation (10) étant posée, on en conclura, non seulement

/ ( a )  — 0, mais encore/'(a) =  0, /"(a) =  0........ f m~l)(a) =  o. On

arriverait au même résultat en dilférentiant plusieurs fois de suite
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l ’équation (io), de laquelle on tirerait successivement, à l’aide de la 

formule ( i 5) (quatorzième Leçon),

!f f ( x )  =  ( x  —  a)m cp'(x) +  m ( x  —  a )" 1- 1 <p (x) ,

f " ( x )  = { x  —  a)m<fi''(x) +  —  a)m~l cp' (x )  -h m ( m  — i) ( x  —  a)m~i y ( x )

fim-u^x'j — (¿¡j — a)m <p( 1J(¿t:) + . . . 4 - m(m  — i ) . . .Z . i . {x  — a) <j>(x).

Ainsi, / ( x )  étant une fonction entière de x,  on peut affirmer que, si 

l’équation

(12) /(^) =  °

admet m racines égales représentées par a, chacune des équations 

dérivées(i3) f ( x )  =  o, f { x )  =  o, f { x )  =  o,. /<"-')(*) =  o

se trouvera vérifiée par la supposition x  — a. On doit même remar

quer que, f { x )  étant divisible par (x  — a)m, f ( x )  sera divisible par 

{ x  — a)m~ \ f " ( x )  par (x  — a)m~2, . . .  e t/ ^ -^ {x )  par x  —  a seule

ment. Quant à la fonction f {m)(x),  comme elle sera déterminée par 

l’ équation

I
T Y l

/ ( “ )(x )  — { x  — a)m ( x )  -1----- m ( x  — a)m~l y(m~l) ( x)

4- ™ m ( m — i ) . . . 3 . 2 . ( x  — a)<p'(x) +  m ( m  — i)...3.2.i.<p(x),elle se réduira, pour x  =  a, à

(15) =  i .2 .3 . .  . ( m  — i)wi.cp(a).

Toutes ces remarques subsisteraient dans le cas même où, la valeur 

d e/(;z) étant donnée par l’équation (io), <?(x) cesserait d’être une 

fonction entière de la variable x. On connaît d’ailleurs le parti qu’on 

peut tirer de ces remarques pour la détermination des racines égales 

des équations algébriques.

Concevons à présent que j  =  F(a?) et s =  f(a;) désignent deux 

fonctions entières de x,  divisibles l’une et l ’autre par ( x  — a)m. Si le

Œuvres de C, —  S .  11̂  t .  IV .  J 5
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nombre m  surpasse l’unité, les valeurs des fractions -  et ^
f  y  dy y '

pour x  =  a,  se présenteront en même temps sous une forme indéter

minée, et par conséquent on ne pourra plus se servir de la seconde 

fraction pour calculer la valeur de la première, comme nous l’avons 

expliqué dans la sixième Leçon. Toutefois, la véritable valeur de la

fraction j  ne cessera pas d’être la limite vers laquelle converge le

rapport tandis que les différences A y ,  Az  convergent vers zéro. 

D’ailleurs, en attribuant à a; l’accroissement infmimentpetitAo: =  at£r, 

on tirera de la formule (6)

oc ûc et 1

.2.3 ..,
-dm

y/W + l
y-

a « , a ,»A« —. z  H- — ciz 4- -- d  5 ·
I 1.2

dmz-

x . 2 . 3 . . .  ( m i )

a"?-1

1.2 .3 . . . ( m — i)

0

dm̂ ly + . . 

dnv~iz

i . 2 . 3 . .  .m i . 2.3 . . .(m -hi)
dm+lz-Y.

Si maintenant on assigne à x  la valeur particulière a, comme cette 

valeur fera évanouir les fonctions dérivées y ', y", . . . , y [m~'\ z', 

z", . . . ,  et, par conséquent, les différentielles dy, d2y, . . . ,

dz, d2z, . . . ,  on aura simplement

Ay  — 1 . 2 . 3 . .  ,m
d my  ■ a«14-1

1 . 2 . 3 . . .  (m -+-1) 

a

d m+ ' y  ■

ac'n /
= ------5------- ( dm y ^----------- d m+iy

i  . 2 . 3 .  . . m  \  j  m - M  J

Az =
1 . 2 . 3 . .  .7)1

d mz ■
i . 2 . 3 . . . ( m - t - i )

d m+li

„m /
= ---- %------[dmz

1 . 2 . 6 . .  , m \

On en conclura

-H
a

m -+- i
-dm+iz  + . . .  ].

A z 

Ay

d mz  4-

d my  ■

a.
m -+- i

ot
m -+- i

- dm+l i

d m~i~iy  ■
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puis, en faisant converger œ vers la limite zéro,

115

\ z  _  d mz  _  .
Ay  d my  y ( m)

Donc la valeur que recevra la fraction donnée ^ ou pour x  =  a

sera précisément égale à la valeur correspondante de la fraction

dmz [<m'> (œ)
d"ly  ° U F ("i; (x)

Exemple. — y (x)  désignant une fonction entière non divisible par 

x  — a, et F(x)  une autre fonction entière divisible par (x  — a)m, on 

aura, pour x  — a,

Cîfi) (a? — a ) m®(x) __ +  —  «)<?>'(«)-K .. 1.2.3.· r » m / .

F(*) _  : -------
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VINGTIÈME LEÇON.

DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES.

Représentons parf(a?) et F(æ) deux fonctions entières de x,  la pre-
' f ( ¿Z/}

mière du degré m, la seconde du degré n. sera ce qu’on appelle
r  ( x )

une fraction rationnelle. De plus, l’équation

(1) F ( « )  =  o

admettra n racines réelles ou imaginaires, égales ou inégales; et si, 

en les supposant d’abord toutes inégales, on les désigne par x 0, x {, 

x 2, . . . ,  x n̂ \y on aura nécessairement

( 2 ) Y  ( x )  =  k ( x  —  X a )  ( X  —  X i )  { x  —  x 2 )  ■ · - ( x  —

k étant le coefficient de x" dans F(æ). Cela posé, soient

(3) <p(Æ) =  k(.v —  æt) ( x  —  x 2) . . . { x  —  et Î ^ ^ = A 0.
• -

L’équation (2) prendra la forme '

(4) F(æ) =  (æ — a;0)9(a;);

et, comme la différence

f(æ) . _  f(;r).—A0y(^)
?(») 0— ?(«)

s’évanouira pour x  =  x 0, il en sera de même du polynôme

f (*)  —A0<p(Ær).

Donc ce polynôme sera divisible algébriquement par x  — x 0 ; en sorte
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f ( ¿ e )  —  A 0 ? ( # )  =  (# —  & o ) x { x )

117

ou

( 5 ) f ( « )  —  A0<p(a?) +  ( x  —  x 0) x ( x ) ,

X(x)  représentant une nouvelle fonction entière de la variable x.  Si 

maintenant on divise par F(îc) les deux membres de l’équation ( 5), 

en ayant égard à la formule (4). on trouvera

( 6 )
x ( x )î { x )  _  A„ x { x )  _  Ap t________

F ( îc) x  —  Xq cp (¿t?) x  —  x„  k { x  —  X i ) { x  —  x ¡ ) . . . ( x  —  x n—i)

• * f  ̂  )
On peut donc extraire de la fraction rationnelle une fraction 

r  F ( æ;)

simple de la forme ■ ■■■ °— , A0 désignant une constante, de manière à 

obtenir pour reste une autre fraction rationnelle dont le dénomina

teur soit ce que devient le polynôme F(îc) quand on supprime dans 

ce polynôme le facteur linéaire x  — x n. Concevons que, par une suite 

d’opérations semblables, on extraye successivement de puis de

x(x)
<p(x)’

une suite de fractions simples de la forme

A, A„._,

x  —  x. x  —  x . x  —

de manière à faire disparaître l’un après l’autre, dans le dénominateur 

de la fraction restante, tous les facteurs linéaires du polynôme F(¿c). 

Le dernier de tous les restes sera une fraction rationnelle dont le déno

minateur se trouvera réduit à la constante h, c’est-à-dire une fonction 

entière de la variable x.  En désignant par Q cette fonction entière, on 

aura

(7) =  +  +
'  F(¿r) co —  oo0 x —  x t x  —  x 2 x  —  x n- i

Comme cette dernière formule entraîne la suivante

î ( x )  =  Q F ( ^ )  +  A 0

( 8 )

F(^)
X  —  X a

A,
F(#)

i  F(.r)
' -̂ 2 ---- --- l· . . . 4-

X  “  x &

F(^)
«27 — X„-
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dans laquelle tous les termes qui suivent le produit QF(a?) sont des 

fonctions entières de x  d’un degré inférieur à n, il est clair que la 

lettre Q représente le quotient de la division algébrique de f(a?) par 

F(#). De plus, comme tous ces termes, à l’exception du premier, 

seront, ainsi que le produit QF(a;), divisibles par x  —  x 0, on aura 

évidemment, pour x  =  x 0, _

(9) f(x) =  A F(*)
o-------

X  —  X q
=  A0

d F (¿r)
. dx =  A0 F'(tf).

Donc, pour obtenir la valeur de A0, il suffira de poser x  =  x 0 dans la 

fraction · En formant de même les valeurs de A ,, A2, . . . ,  on 

trouvera
A f(^o)ü-0

Ai
f ( ^ )

F'(«i)’

A f(^s)
a 2 _ F'(*2)'

K -

A l’inspection de ces valeurs, on reconnaît qu’elles sont indépen

dantes du mode de décomposition adopté. Ajoutons que la valeur 

de A 0, déduite de la formule (9), peut être indifféremment présentée 

sous l’une ou l’autre des deux formes et d’où il résulte

que la première des formules (10) s’accorde avec la seconde des équa

tions ( 3).

Lorsque les deux racines x 0, x , sont imaginaires et conjuguées, ou 

de la forme a -+- (3 \J—  1, a — ¡3 y/— 1, alors, en désignant par A et B 

deux quantités réelles propres à vérifier l’équation

(") A _  B y/— 1
f(« + 13 yCCT) 

F'(«-t-(3y / - i) ’

on trouve que les fractions simples correspondantes à ces racines
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sont respectivement

. . A — B v/— ' A +  B\/— i(12) ----------Y -----------— ----
x  — a — (3 y/—  1 x  —  a-t-(3 v/— 1 

En ajoutant ces deux fractions, on obtient la suivante

(:3)
iA{x  — a) -f- 2B¡3

(x — a)!-t-[32 ’

qui a pour numérateur une fonction réelle et linéaire de x,  et pour 

dénominateur un facteur du second degré du polynôme F(æ).

Exemples. — Décomposition des fractions

X,t_1

I
X %—  I ’

X

X2— I ’
x m

x '1 d z  1

x n rh 1

Passons au cas où l’équation (1) a des racines égales. Alors, si l’on 

désigne par a, b, c, . . .  les diverses racines, par p, q, r, . . .  des 

nombres entiers, et par k un coefficient constant, le polynôme F (æ) 

sera de la forme

( 1 4 ) F( . a; )=: A: (a ;  —  a)P ( x  —  b)? ( x  —  c)

Si, dans cette nouvelle hypothèse, on fait, pour abréger,

(15 ) 9 ( x )  =  k ( x  —  b) i ( . x  —  c)r. . .  ■ et i ^ = A ,

l ’équation (14) deviendra

( r 6 )  F ( æ ) =  ( x  —  a)P cp{x);

et, comme les deux différences -̂7̂ - — A, f(a?) — A<p (a?) s’évanoui-

ront pour x  =  a, on aura nécessairement

( 17)  î ( x ) = A < p { x ) - * - { x  — a ) x { x ) ,

X(cc) désignant une nouvelle fonction entière de la variable x.  Cela 

posé, on tirera des équations (i4 ), (16) et (17)

f(g) _  A x(*)
F ( îc) (x  — a)P (x  — a)p~1cf>(x)

A _____________x ( x ) _____________
( x  —  a)P k ( x  — a)P~l ( x  — b) i  ( x — c ) r . . .

(18)
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Ainsi, en extrayant de la fraction rationnelle une fraction simple

de la forme — — T-> on obtient pour reste une autre fraction ration-( x — aY  r  -

nelle dont le dénom inateur est ce que devient le polynôm e F (a ;)  
quand on supprime dans ce polynôme un des facteurs égaux à x  — a. 

Concevons qu’à l ’aide de plusieurs décompositions semblables on 

enlève successivement au dénominateur de la fraction restante : 

i° tous les facteurs égaux à a; — a; 20 tous les facteurs égaux à 

x  — b·, 3° tous les facteurs égaux à x  — c, etc. Le dernier de tous les 

restes sera une fraction rationnelle à dénominateur constant, c’est- 

à-dire une fonction entière de la variable x  : de sorte que, en dési

gnant par Q cette fonction entière, et par A, A ,, A2, . . . ,  A ^ , ,  B, B,, 

B2, . . . ,  B?_,, C, C,, C2, . . . ,  Cr_(, . . . ,  les numérateurs constants des 

diverses fractions simples, on aura

( •9 )

f(^)
FÇ r) =  Q +

- t -

A A!
( x  —  a ) P  ""*"(# —  a ) P ~ l 

._____ ®
x  —  a  ( x  —  b ) 9

■ f· · · · ”i~ (¿V —  c ) r

Pour prouver : i° que le polynôme Q est le quotient de la division 

algébrique de f( x)  par,F(x);  20 que les valeurs des constantes A,

A ,........A p_(, B, . . .  sont indépendantes- du mode de décomposition

adopté, il suffira d’observer que la formule (19) entraîne la suivante

(20)

f(a?) =  Q F(i£) -+- A
F (¡ar )

+  Ap_i

( x  —  a ) P  

Y { x )

■ Ai

B

F(g)
( x  —  a ) P ~ l  

F ( x )
x  —  a  { . x — b ) i

dans laquelle tous les termes qui suivent le produit QF(a?) sont des 

fonctions entières de x,  d’un degré inférieur à celui de la fonction 

F (æ); et de plus, que, si dans la formule (20) on pose x  — a +  s, la 

comparaison des termes constants et des coefficients qui affecteront 

les puissances semblables de z, dans les deux membres développés 

suivant les puissances ascendantes de cette variable (voir la dix-neu-
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vième Leçon), fournira les équations

( 2 1 )

f  (a)  —  A  

f ' (  a  ) =  A

F  <*»(a)
1.2.3. .  . p ’

■ · Fir+P(a )
I .2.3.  . . ( / > + 1) +  A)

■ FW(ffl) 
1 . 2 . 3 . . , p

121

desquelles on déduira pour les constantes A, A ,, A2, . . .  un système 

unique de valeurs, savoir :

!
i . 2 . 3  . . . p f ( a )

A _  F^ (âj ’

i . 2 . 3 . . . (/ )  +  i ) [ ' ( f l ) - A F ,',+1i(a)
A l "  -  (/) +  i ) F W ( a )  ’

On obtiendrait de la même manière les valeurs de B, B,, B2, . . . ,  C, C,,

C2........U est essentiel d’observer que la première des formules (22)

donne pour la constante A une valeur égale à celle que.reçoit la frac

tion =  ^ y >  <ï.uand on y suppose æ =  a, et par consé

quent égale à ^ y ·  [ Voir, pour plus de détails, l’Analyse algébrique,

Ch. XI ( ') ·]

(') OEuvres de Cauchy, S .  II, T. III, p. 3o 2 . -

16OEuvres de C. —  S .  U ,  t .  IV.
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C A L C U L  IN T É G R A L .

VINGT ET UNIÈME LEÇON.

INTÉGRALES DÉFINIES.

Supposons que, la fonction y  =  f ( x )  étant continue par rapport à 

la variable x  entre deux limites finies x  =  x 0, x  =  X, on désigne

par x {, x 2........ de nouvelles valeurs de x  interposées entre ces

limites, et qui aillent toujours en croissant ou en décroissant depuis 

la première limite jusqu’à la seconde.,On pourra se servir de ces 

valeurs pour diviser la différence X — x„  en éléments

(1) X , — x 0, Xi— X „  Xi — Xi, . . . ,  X — Xn- t

qui seront tous do même signe. Cela posé, concevons que l’on mul

tiplie chaque élément par la valeur do / ( x )  correspondante à Yori- 

gine  de ce même élément, savoir l’élément x t — x a par f ( x ) i  l ’élé

ment x 2 — x t par f ( x , ) ,  . . . ,  enfin l’élément X — x„-, par f ( x n- {); 

et soit

(2) S =  ( x t — x 0)f(x<>) - h ( x i — x i ) / ( x l ) + . . ,-t- (X — x, , - ( ) / ( x n-i)

la somme des produits ainsi obtenus. La quantité S dépendra évidem

ment : i° du nombre n des éléments dans lesquels on aura divisé la 

différence X — x 0 ; 2° des valeurs mêmes de ces éléments et, par con

séquent, du mode de division adopté. Or il importe de remarquer 

que, si les valeurs numériques des éléments deviennent très petites
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et le nombre n très considérable, le mode de division n’aura plus sur 

la valeur de S qu’une influence insensible. C’est, effectivement, ce 

que l’on peut démontrer comme il suit.

Si l ’on supposait tous les éléments de la différence X — x a réduits 

à un seul qui serait cette différence elle-même, on aurait simplement

(3 ) S =  (X —  x 0)/( a ; 0).

Lorsque, au contraire, on prend les. expressions (i) pour éléments 

de la différence X — x 0, la valeur de S, déterminée dans ce cas par 

l’équation (a), est égale à la somme des éléments multipliée par'unè) 

moyenne entre les coefficients

f ( x o ) r  l ) > f i & C U  · · · ,  f i ' X ' n —  l )

[voir, dans les préliminaires du Cours d ’Analyse, le corollaire du théo

rème III (')]. D’ailleurs, ces coefficients étantdes valeurs particulières 

de l’expression
/[«„-+- 9(X — ¿’a)]

qui correspondent à des valeurs de 0 comprises entre zéro et l’unité, 

on prouvera, par des raisonnements semblables à ceux dont nous 

avons fait usage dans la septième Leçon, que la moyenne dont il 

s’agit est une autre valeur de la même expression, correspondante 

à une valeur de 0 comprise entre les mêmes limites. On pourra donc 

à l’équation (2) substituer la suivante

(4) S =  fx —tfC)/K-+-S(x —;r0)],

dans laquelle 0 sera un nombre inférieur à l’unité.

Pour passer du mode de division, que nous venons de'considérer à 

un autre dans lequel les valeurs numériques des éléments de X — x 0 
soient encore plus petites, il suffira de partager chacune des expres

sions (1) en de nouveaux éléments. Alors on devra remplacer, dans 

le second membre de l’équation (2), le produit ( x t — a?0)/(a?0) par

( l ) Œuvres de Cauchy, S. II, T. III, p. 28.
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une somme de produits semblables, à laquelle on pourra substituer 

une expression de la forme

(Xi ~  ¿ro)/[^o+ S0( x t — a?„)],

0O étant un nombre inférieur à l’unité, attendu qu’il y aura entre cette 

somme et le produit (x, — x 0) f ( x 0) une relation pareille à celle qui 

existe entre les valeurs de S fournies par les équations ( 4) et (3). 

Par la même raison, on devra substituer au produit ( x 2 — x,  ) f ( x K) 

une somme de termes qui pourra être présentée sous la forme

( X 2 —  X K )  / [  -+- 0J  (  X 2 —  Xy ) ] ,

ô, désignant encore un nombre inférieur à l’unité. En continuant de 

la sorte, on finira par conclure que, dans le nouveau mode de divi

sion, la valeur de S sera de la forme

/ S =  O i — Æ-o) / [ ^ o + 0o(^i — #0)]

(5) | -h (X2  « l ) / [ > l +  0l(«2 * d ]  +  . . .

( +  ( X — X , t - x  ) -+- 0«-! ( X — a?,,-! )].

Si l’on fait dans cette dernière équation

/ ! > . ®o ( x i  X q)] Xo )  ”  ô*

/ O t - t -  B y { x 2 —  x { ) ]  = / ( a ? 1 )  ± £ „

......................................................................................................................9

f [ x „ - t +  Ô„-, (X -  X„-, )] = f ( x , i - 1 ) ±

on en tirera

( S — ( x ^  a;0) [/(.r„) ±£ 0] +  (a?s— a?i) [/ (# i) ±  Si] H-...
( 6 )  J

( H-(X — X n - i  ) ±  £„_, ],

puis, en développant les produits,

| S — ( x i  —  X o ) f { X o )  +  ( X i —  a?,)/(a?i )TÎ-...-+-(X — ■*«-()/(#„_,)
! ± ^ ( X i ~ X o ) ± £ i { X t — X i ) ± - - - ± S n ~ l ( X  —  j ; a_ t ) .

Ajoutons que, si les éléments x, — x ü, x 2 — x {, . . . ,  X _  x  on|·
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des valeurs numériques très petites, chacune des quantités ±  e0, 

±  ■ ··, ± e„_i différera très peu de zéro, et par suite il en sera

de même de la somme

± £ 0(^, —  a?0) ±£1(^2 —  &i ) ± -  - . ±  £„_,(X —  ocn-é),

qui est équivalente au produit de X — cc0 par une moyenne entre ces 

diverses quantités. Cela posé, il résulte des équations (2) et (7) com

parées. entre elles qu’on n’altérera pas sensiblement la valeur de S 

calculée pour un mode de division dans lequel les éléments de la dif

férence X — x 0 ont des valeurs numériques très petites, si l’on passe 

à un second mode dans lequel chacun de ces éléments se trouve sub

divisé en plusieurs autres.

Concevons à présent que l’on considère à la fois deux modes de 

division de la différence X — æ0, dans chacun desquels les éléments 

de cette différence aient de très petites valeurs numériques. On 

pourra comparer ces deux modes à un troisième tellement choisi 

que chaque élément, soit du premier, soit du second mode se trouve 

formé par la réunion de plusieurs éléments du troisième. Pour que 

cette condition soit remplie, il suffira que toutes les valeurs de x,  

interposées dans les deux premiers modes entre les limites x 0, X, 

soient employées dans le troisième, et l ’on prouvera que l’on altère 

très peu la valeur de S en passant du premier ou du second mode 

au troisième, par conséquent en passant du premier au second. 

Donc, lorsque les éléments de la différence X — çc0 deviennent infini

ment petits, le mode de division n’a plus sur la valeur de S qu’une 

influence insensible; et, si l ’on fait décroître indéfiniment les valeurs 

numériques de ces éléments, en augmentant leur nombre, la valeur 

de S finira par être sensiblement constante ou, en d’autres termes, 

elle finira par atteindre une certaine limite qui dépendra uniquement 

de la forme de la fonction f ( x )  et des valeurs extrêmes x 0> X attri

buées à la variable x. Cette limite est ce qu’on appelle une intégrale 

définie.

Observons maintenant que, si l’on désigne par Ax  =  h — dx un
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accroissement fini attribué à la variable x ,  les différents termes dont 

se compose la valeur S, tels que les produits

( x i —  x l)) f ( x 0), (Xi—  X t ) f ( X i ) ,  . . .

seront tous compris dans la formule générale

(8) h f ( x ) = f ( x ) d x ,

de laquelle ôn les déduira l’un après l’autre, en posant d’abord

puis

x  ~  x 0 el h ~ ~ x { — x 0,

X -----X  J 0t f t ------X% ------- X  ] y

On peut donc énoncer que la quantité S est une somme de produits 

semblables à l’expression (8), ce qu’on exprime quelquefois à l’aide 

de la caractéristique S, en écrivant

(9) S =  2 h f ( x ) - = l f ( x ) k x .

Quant à l’intégrale définie vers laquelle converge la quantité S, tandis 

que les éléments de la différence X — x 0 deviennent infiniment petits, 

on est convenu de la représenter par la notation J"h /(x ) ou j 'f(x ')  dx, 

dans laquelle la lettre J ,  substituée à la lettre 2, indique, non plus 

une somme de produits semblables à l’expression (8), mais la limite 

d’une somme de cette espèce. De plus, comme la valeur de l’intégrale 

définie que l’on considère dépend des valeurs extrêmes x„, X attri

buées à la variable x , on est convenu de placer ces deux valeurs, la 

première au-dessous, la seconde au-dessus de la lettre J , ou de les 

écrire à côté de l’intégrale, que l’on désigne en conséquence par l’une 

des notations

(1°) J  f ( x ) d x ,  / / ( * ) < * *  [ * “ x° ·

La première de ces notations, imaginée par M. Fouricr, est la plus 

simple. Dans le cas particulier où la fonction j ( x )  est remplacée par
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u n e  q u a n t i t é  c o n s t a n t e  a,  o n  t r o u v e ,  q u e l  q u e  s o i t  l e  m o d e  d e  d i v i 

s i o n  d e  l a  d i f f é r e n c e  X  —  x 0,

S —  a(X. —  x 0),

e t  l ’ o n  e n  c o n c l u t

(il) J. a dX — a('^—7X<i)·
•*'o

S i ,  d a n s  c e t t e  d e r n i è r e  f o r m u l e ,  o n  p o s e  a  —  i ,  o n  e n  t i r e r a

(12)
r

d x  —  X  —  ¿r0
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YINGT-DEUXIÈME LEÇON.

FORMULES POUR I.A DÉTERMINATION DES VALEURS EXACTES OU APPROCHÉES 

DES INTÉGRALES DÉFINIES.

D’après ce qui a été dit dans la dernière Leçon, si l ’on divise X — x 0
en éléments infiniment petits x , — x 0, x 2 — x t......... X — la

somme

(1) S =  (æ{ —  «„ ) / («„)  +  (a:, — ajj)/(a?,) -1-. . (X — X n - i )  /(a?»-i) 

convergera vers une'limite représentée par l’intégrale définie

(2) Ç f (x )  dx.
•r0

Des principes sur lesquels nous avons fondé cette proposition, il 

résulte qu’on parviendrait encore à la même limite si. la valeur de S, 

au lieu d’être déterminée par l’équation (1), était déduite de formules 

semblables aux équations ( 5) et (6) (vingt et unième Leçon), c’est- 

à-dire si l ’on supposait

| S =  (xt — x0) f [ x 0+  0o(x i — #0)]

(3) < + ( . r s — # 1  )/[>,-+-0, (a

( ■ +· (X — x n - 1·) f \ xn-1 ·+- 0,;-l (X x n-\)],

ô0, G,, . 0„_, désignant des nombres quelconques inférieurs à 

l ’unité, ou bien

( 4 )  Î  §  =  ( x i —  a?o) [ / ( a ? o )  ± e0] +  ( ^ 2—  - * i )  [ / ( ^ î ) ^  £ ) ] · + · ·  · ·

I ' 4- (X — a?„_, ) [ / (*„_,)  ±  e„_, J,

e0, · · . ,  désignant des nombres assujettis à s’évanouir avec

les éléments de la différence X — x 0. La première des deux formules
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précédentes se.réduit à l ’équation (i), lorsqu’on prend

=  — · · · = · 0/1 — 1 =  °·

Si l’on fait, au contraire,

. 0O=®l =  --- =  0«-I =  I,
on trouvera . .

(5 ) ' S =  (^, —  x 0) f (ocx) +  («2— «,)  f { x t ) + . . . +  ( X  — a?„_j)/(X).

Lorsque, dans cette dernière formule, on échange entre elles les deux 

quantités a?0, X, ainsi que tous les termes placés à égales distances 

des·deux extrêmes dans la suite x ü, æ{, . . . ,  x n~{, X, on obtient une 

nouvelle valeur de S égale, mais opposée de signe, à celle que fournit 

l’équation (i). La limite vers laquelle convergera cette nouvelle valeur 

de S devra donc être égale, mais opposée de signe, à l’intégrale (2), de 

laquelle on la déduira par l’échange mutuel des deux quantités x 0, X. 

On aura donc généralement

On emploie fréquemment les formules (1) et ( 5) dans la recherche 

des valeurs approchées des intégrales définies. Pour plus de simpli

cité, on suppose ordinairement que les quantités x 0, x ,,  . . . ,  X 

comprises dans ces fonnules sont en progression arithmétique. Alors 

les éléments de la différence X — x 0 deviennent tous égaux à la frac- 

tion — -— et, en désignant cette fraction par i, on trouve que les 

équations (1) et ( 5) se réduisent aux deux suivantes :

(7) S =  i[/(ar0) -h/(«0H- O +/(«o +  2* ) +  · · · + / (X  — 2í)  + / (X  — i )],

(8) S =  i\_f(æQ-\- i ) 04- 21) -H. . . - t - / ( X —  21) + / ( X — i) - l -/(X)] .

On pourrait supposer encore que les quantités cc0, x f, . . . ,  x„_{> X

forment une progression géométrique dont la raison diffère très peu
£

(X \ "
—  ) =  i  +  a ,  o n

tirera des formules (x) et ( 5) deux nouvelles valeurs de S, dont la

Œuvres de C. — S. II, t. IV.
'7
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première sera

(9) S =  a | ; r 0/(a:0)H-a?o(i+  « ) / [ « «  (i +  «)] 7 ^ / ( 7 ^ )  j·

Il est essentiel d’observer que, dans plusieurs cas, on peut déduire 

des équations (7) et (9), non seulement des valeurs approchées de 

l’intégrale (2), mais aussi sa valeur exacte ou limS. On trouvera, par 

exemple,

(10)

( n )

(12)

*  d x  =  lim (X ~  ^  ( X  - t f i - J l  l im X2— l  =2 2 4- Oi 2Í

l

I ex d x  —  ex —  exof

A ‘ —  1 IA

d x  =  lim —  ,î7“+1) —  X a+1—  < +1
( 1 - t - c e ) “ * 1 — 1  a - h  1

r x d.v , x
I —  = I i m / i a = l — >

Jv X·* 0

la dernière équation devant être restreinte au cas où les quantités x a, 

X sont affectées du même signe. Ajoutons qu’il est souvent facile de 

ramener la détermination d’une intégrale définie à celle d’une autre 

intégrale de même espèce. Ainsi, par exemple, on tirera de la for

mule (1)

I  a c p ( x )  d x  = limaba?!— x 0) <p(a?0) +.. .-+■  (X — x n - \ ) <p(#B-i)]
( 13) { J r.

=  a I < p ( x )  d x 9

J  f { x - + - a ) d x  =  \\m[{xl —  x 0) f{x<,->r a) +  . . .  +  ( X  — a;„_j )/ ( # „_ ,  +  a)]
•r o

'  f { x ) d x ,
T*. _U //

( - 4)

' Tt + a
—a

O 5 ) f  n * - a ) d x = f  f ( x ) d x ,  f  ‘ £ = 1 *X  — a
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la dernière équation devant être restreinte au cas où x 0 -r- a et.X — a 

sont des quantités affectées du même signe. De plus, on tirera de la 

formule (8), en posant x 0 =  o et remplaçant f ( x )  par f ( X  — x),

(16)
— x )  d x  =  Yi mi [ f ( X — i )  - t - / ( X  —  21) h - ,  

=  / f{x)dx;
v n

. .+ / ( 2t) +/(*') +/(0)]

puis on en conclura, en ayant égard à l’équation (14),

( '7) x  +  x 0) dx — dx.

Enfin, si dans la formule (9) on pose

^ x ') =  lxYx et ' 1(I-|- <X) =  P»
on en tirera

(,8) X Æ  = li” KÉ; + î^ <-P

e$ —

I X - f V  P

I _  r ' x d x  _  I X

~ J lr *  “  I V

les quantités x 0, X devant être positives et toutes deux supérieures 

ou toutes deux inférieures à l’unité.

Une remarque importante à faire, c’est que les formes sous les

quelles se présente la valeur de S, dans les équations (4) et ( 5) de la 

Leçon précédente, conviennent également à l ’intégrale (2). En effet, 

ces équations subsistant l ’une et l ’autre, tandis que l’on subdivise ou 

la différence X — x 0, ou les quantités x K — x 0, x 2— · x t, . . . ,  X — x n_t 

en éléments infiniment petits, seront encore vraies à la limite, en 

sorte qu’on aura

f  f ( x ) d x  —  ÇX Xn ) f  [ x 0 +  Q ( X  —  x <>)2(J9)

et

(  f ( x ) d x — (Xi Xq) f\_Xi)+ ®o(^i — -»0)]

{Xî ^l) (̂ "2 — Æ*i ) ] + . . .

-h (X — ) /[.r„_jH- 0„_1 (X —

(20)
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9, 0O, 04, ÔB_·, désignant des nombres inconnus, mais tous infé

rieurs à l ’unité. Si, pour plus de simplicité, on suppose.les quan

tités x { — x 0, x 2 — x t, X — x n_, égales entre elles, alors, en 
^ _ x

faisant i = --------, on trouvera, n l

(2I) f  f ( x ) d æ = i [ f ( x <, +  e<li ) + f ( æ <)- h i + e i i ) -h . . . - h f (X .— i + 6 ll- 1i)].
•r»

Lorsque la fonction/ ( x ) est toujours croissante ou toujours décrois

sante depuis x  =  x 0 jusqu’à x  =  X, le second membre de la for

mule (21) reste évidemment compris entre les deux valeurs de S 

fournies par les équations (7) et (8), valeurs dont la différence est 

± î [ / ( X ) — / ( æ0)]. Par conséquent, dans cette hypothèse, en pre

nant la demi-somme de ces deux valeurs, ou l’expression

( ¿[2/(^0)+/(^o +  i) + / (« o + 2 i)+ · ··

I + / ( X - 2 i ) + / ( X - o  +  |/(X )h

pour valeur approchée de l’intégrale (21), on commet une erreur 

plus petite que la demi-différence ±  ¿[¿/(X ) — ¿/(^o)]·

Exemple. —  Si l ’on suppose

f { x ) — 1 +  xo— °> X =  I, ï =  \,

l’expression (22) deviendra

Ùl· +  ^  +  î  +  -l·î +  ï) =  o ,78. . . .

En conséquence, 0,78 est k  valeur approchée de l’intégrale ·

L’erreur commise dans ce cas ne pourra surpasser {(5 — {) =  -A. Elle 

sera effectivement au-dessous de 757, comme nous le verrons plus tard.

Lorsque la fonction/ ( x ) est tantôt croissante et tantôt décroissante 

entre les limites x  — x 0, x  — X, l’erreur que l’on commet, en prenant 

une d,es valeurs de S fournies parles équations (7) et (8) pour valeur 

approchée de l’intégrale (2), est évidemment inférieure au produit de
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ni =  X — a;0 par la plus grande valeur numérique que puisse obtenir 

la différence

( 23) f ( x  H- Aj?) —  f ( x )  —  A x  f ' ( x  ■ +■  B Ax )

quand on y suppose x  comprise entre les limites x 0, X et Ax entre 

les limites o, i. Donc, si l’on appelle k la plus grande des valeurs 

numériques que reçoit f ( x ) ,  tandis que x  varie depuis x  =  x 0 jus

qu’à x  =  X, l’erreur commise sera certainement renfermée entre les 

limites
h ¿(TL—  x 0), - h k i ( X  —  x  „).
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VIN&T-TROISIÈME LEÇON.

DÉCOMPOSITION D’UNE INTÉGRALE DÉFINIE EN PLUSIEURS AUTRES. INTÉGRALES DÉFINIES 

IMAGINAIRES. REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE DES INTÉGRALES DÉFINIES RÉELLES. 

DÉCOMPOSITION DE LA FONCTION SOUS LE SIGNE J 'E N  DEUX FACTEURS DONT L ’ UN 

CONSERVE TOUJOURS LE MÊME SIGNE.

Pour diviser l’intégrale définie

(i) f  f ( x ) d x
* X0

en plusieurs autres de même espèce, il suffit de décomposer en plu

sieurs parties ou la fonction sous le signe J", ou la différence X — cc0. 

Supposons d’abord

on en conclura

( * 1  —  3 o )  / ( & < > ) + ■ ■  · -t- ( X  —  X n - x ) f ( X n -  t )

= (#1— a?o) cp (#<>)· + . · ·+ (X — <p(#n-l)
-+- (a-1— a?o) x(œo) + · · · +  (X — X(&n-i)

-H { X i —  ^ 0) ^ ( « o )  +  . . . +  ( X  —  +  · · ·>

puis, en passant aux limites,

! f ( x ) d x =  J y ( x ) d x + l  x ( x )  d x I  ty{x) d x .

De cette dernière formule, jointe à l’équation ( i 3) (vingt-deuxième 

Leçon), on tirera, en désignant par u, v, w, . . .  diverses fonctions de
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la variable x,  et par a, b, c, . . .  des quantités constantes

(2)

( 3)

( 4) J
( u +  v -+- w H-. . .  ) dx  =; I u d x  j  v dx +  I w dx  -+-.. .,

r«  J . r *

X

/ ( u +  v ) d x = i  u d x ~ h f  v dx,  I ( «  — i>)dx— f u d x — 1 ed
·'-*'» 'Ar„ ■ Al-n "L·,, «Ar,, *'·»"()

/ {ait -4 - bv ■+- cw  -t-. . . )  d x  — a I u d x + b f  t> d x  -+- c I w d x + . . . .
*'·*·„ 1 *4r„ «/r„ */*o

Lorsqu’on étend la définition que nous avons donnée de l’ intégrale (1) 

au cas où la fonction / ( x )  devient imaginaire, l’équation (4) subsiste 

pour des valeurs imaginaires des constantes a, b, c, —  On a, par 

suite,

( 5 )
r· ̂  __ /j X

/ (  u  4- v y/—  i  )  d x  =  I  u d x - v dx.

Supposons maintenant que, après avoir divisé la différence X — x 0 
en un nombre fini d’éléments représentés par x x — x 0, x 2 — x {, . . . ,  

X — x„-t,  on partage chacun de ces éléments en plusieurs autres dont 

les valeurs numériques soient infiniment petites, et que l’on modifie 

en conséquence la valeur de S fournie par l’équation (1) (vingt- 

deuxieme Leçon). Le produit (x , — x 0) . f ( x 0) se trouvera remplacé 

par une somme de produits semblables qui aura pour limite l’inté

grale f  f ( x ) d x .  De même, les produits ( x 2 — x t) / ( x t), . . . ,
r

(X — x n- i) f (xn-\)  seront remplacés par des sommes qui auront

pour limites 

f  / O )  dx.

f ( x )  dx,

D'ailleurs, en réunissant les différentes sommes dont il

s’agit, on obtiendra pour résultat une somme totale dont la limite sera 

précisément l’intégrale (1). Donc, puisque la limite d’une somme de 

plusieurs quantités est toujours équivalente à la somme de leurs 

limites, on aura généralement

dx +  .. dx.( 6 )
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11 est essentiel de se rappeler que l’on doit ici attribuer au nombre 

entier n une valeur Unie. Lorsqu’entre les limites x 0, X on interpose 

une seule valeur de x  représentée par l’équation (6) se réduit à :

(7 ) dx.

Il est facile de prouver que les équations (6) et (7) subsisteraient 

dans le cas même où quelques-unes des quantités x {, x %, . . . ,  x n_{, \ 

cesseraient d’être comprises entre leslimites#,,, X, et dans celui où les 

différences x s — x ü, x 2 — x , , ...., X — x n-\, \ — #p> X —  ̂ ne seraient 

plus des quantités de même signe. Admettons, par exemple, que les 

différences \ — x 0, X — ij soient de signes contraires. Alors, suivant 

qu’on supposerax 0 comprise entre \ et X, ou bien X comprise entre x a 

et £, on trouvera

ou bien

Or, la formule (6) de la vingt-deuxième Leçon suffit pour montrer 

comment les deux équations que nous venons d’obtenir s’accordent 

avec l’équation (7).  Cette dernière étant établie dans toutes les hypo

thèses, on pourra en déduire directement l’équation (6), quelles que 

soient x , ,  x 2, . . . ,  x n- {.

On a vu, dans la Leçon précédente, combien il était aisé de trouver, 

non seulement des valeurs approchées de l’intégrale (1), mais aussi 

les limites des erreurs commises, lorsque la fonction / ( x )  est tou

jours croissante ou toujours décroissante depuis x  =  x a jusqu’à 

x  =  X. Quand cette condition cesse d’être satisfaite, on peut évidem

ment, à l’aide de la formule (6), décomposer l ’intégrale (1) en plu

sieurs autres, pour chacune desquelles la même condition soit rem- 

plie.

Concevons à présent que, la limite X étant supérieure à x a, et la
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fonction /(¿c) étant positive depuis x  =  x 0 jusqu’à x  =  X, x,  y  

désignent des coordonnées rectangulaires, et A la surface comprise 

d’une part entre l’axe des x  et la courbe y  =  f ( x ) ,  d’autre part entre 

les ordonnées / ( x 0), / (X ). Cette surface, qui a pour basé la lon

gueur X — a?0 comptée sur l’axe des x,  sera une moyenne entre les 

aires des deux rectangles construits sur la base X — x 0, avec des hau

teurs respectivement égales à la plus petite et à la plus grande des 

ordonnées élevées par les différents points de cette base. Elle sera 

donc équivalente à un rectangle construit sur une ordonnée moyenne 

représentée par une expression de la forme / [ îc0 -4- ô(X  — a?0)]; en 

sorte qu’on aura .

(8) . A =  (X — 0(X — a?0)]>

0 désignant un nombre inférieur à l’unité. Si l’on divise la base 

X — en éléments très petits, x,  — x 0, x 2 — x if . . . ,  X — x n- K, la 

surface A se trouvera divisée en éléments correspondants dont les 

valeurs seront données par des équations semblables à la formule (8). 

On aura donc encore

( 9 )
A^rfa?! — ¿r0) / [ ^ o +  0o(^i — #o)] +  (a?» — x ,  ) / | > i  +  0t (a?s — a?, ) ]+ ·. .  

H- (X — ®«-i)/[a!*-i+  0»-i(X — æa-l)hr

0o, 0(, . . . ,  0„_, désignant des nombres inférieurs à l ’unité. Si dans 

cette dernière équation on fait décroître indéfiniment les valeurs 

'numériques des éléments de X — a?0, on en tirera, en passant aux 

limites,

( 10 ) dx.

Exemples. — Appliquer la formule ( i o )  aux courbes y  — a x 2, 

xy =  i,  y  =  ex, . . . .

En terminant cette Leçon, nous allons faire connaître une pro

priété remarquable des intégrales définies réelles. Si l’on suppose 

f ( x )  =  9 (x)yXæ)> ©(a?).et)r(iç) étant deux fonctions nouvelles qui 

restent l’une et l’autre continues entre les limites x  =  x¿, x  =  X, et

18QElivres de C. — S. Il, t. IV.
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dont la seconde conserve toujours le même signe entre ces limites, la' 

valeur de S donnée par l’équation ( i)  de la vingt-deuxième Leçon 
deviendra

( S =  («;, — a?o)<p(à?o)x(*o)
( 11)  J

et sera équivalente à la somme

(a?, — a?0 )x(«o) + (*! —*i)x(*i)+’" + (X —

multipliée par une moyenne entre les coefficients 9(2?,), . . . ,

9 ou, ce qui revient au même, par une quantité de la forme

9(£), £ désignant une valeur de x  comprise entre x 0 et X. On aura 

donc

(12) S =  [(æ, —ar0) + . . . +  (X — a:,_t )x(iP1,_I)] ? (£),

et l ’on en conclura, en cherchant la limite de S,

f ( œ ) d x = f  <? ( x ) x ( x )
x„

\ désignant toujours une valeur de x  comprise entre x 0 et X. 

Exemples. — Si l ’on prend successivement

dv =  <?(%)J  x ( x ) d x ,

on obtiendra les formules

04) f  f ( x ) d x = f { £ )  f  d x  = (X — a?0 )/(£),
•̂*'0 •T'o

(i5) f Xf ( x ) d x  =  U t t ) f X ~ = U t t ) l - ’
dx, X ■ X0
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dont la première coïncide, avec l’équation (19) de la vingt-deuxième
X

Lfeçon. Ajoutons que le rapport — dans la seconde formule, et le rap-
a;0 I ■ r

port ^ ~~  ̂ dans la troisième, doivent être censés positifs.
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YIN&T-QUÀTRIÈME LEÇON.

DES INTÉGRALES DÉFINIES DONT LES VALEURS SONT INFINIES OU INDÉTERMINÉES. 

VALEURS PRINCIPALES DES INTÉGRALES INDÉTERMINÉES.

Dans les Leçons précédentes, nous avons démontré plusieurs pro 

priétés remarquables de l’intégrale définie

( 0 d x ,

mais en supposant : i° que les limites o;0, X étaient des quantités 

finies, 2° que la fonction f ( x ) demeurait finie et continue entre ces 

mêmes limites. Lorsque ces deux espèces de conditions se trouvent 

remplies, alors, en désignant par x t, x 2, . . . ,  x n_{ de nouvelles 

valeurs de x  interposées entre les valeurs extrêmes x 0, X, On a

( 2 )

y-1 A*! J,í

I f ( x ) d x — l  f ( x ) d x + l  f { x )  d x  -H. . .-
XA J X a J-X,

- f  f ( x ) d x .

Quand les valeurs interposées se réduisent à deux, l’une très peu 

différente de x 0, et représentée par ij0, l’autre très peu différente de X, 

et représentée par £, l’équation (2) devient

X

f ( x ) d x ,

et peut s’écrire comme il suit :

Y %

f { x )  d x  =  (£„— x 0) f [ x 0+  Ô„(£o— *o)] ■+■ f f ( x ) d x  +  Ç K  — \ ) f \ X  -+- 0(X — £)], 

G0, G désignant deux nombres inférieurs à l ’unité. Si, dans la dernière
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*  .

formule, on fait converger £0 vers la limite x 0, et £ vers la limite X, on 

en tirera, en passant aux limites,

Lorsque les valeurs extrêmes x 0, X deviennent infinies, ou lorsque 

la fonction f ( x )  ne reste pas'finie et continue depuis x  =  x () jus

qu’à x  =  X, on ne peut plus affirmer que la quantité désignée par S 

dans les Leçons précédentes ait une limite fixe, et par suite on ne voit 

plus quel sens on doit attacher à la notation (i)  qui servait à repré* 

senter généralement la limite de S. Pour lever toute incertitude et 

rendre à la notation (i), dans tous les cas, une signification claire et 

précise, il suffit d’étendre par analogie les équations (2) et ( 3) aux 

cas même où elles ne peuvent plus être rigoureusement démontrées. 

C’est ce que nous allons faire voir en quelques exemples. ' 

Considérons, en premier lieu, l’intégrale

(4 ) . / exdx.

Si l’on désigne par £0 et \ deux quantités variables, dont la première 

converge vers la limite — 00, et la seconde vers la limite co, on tirera 

de la formule ( 3) .

exdx =  lim / 
*0 ,

exdx — lim(e  ̂—e ’ °) =  e" e~“ — cc.

Ainsi, l’intégrale (4) a une valeur infinie positive!

Considérons en second lieu l’intégrale

( 5 )  ^  —

do æ

prise entre deux limites dont l’une est infinie, tandis que l’autre rend 

infinie la fonction sous le signe J", savoir^· En désignant par £0 et \ 

deux quantités positives, dont la première converge vers la limite
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zéro, et la seconde vers la limite » , on tirera de la formule (3)

Ainsi l’intégrale (5) a encore une valeur infinie positive.

Il est essentiel d’observer que, si la variable x  et la fonction f ( x )  

restent finies l ’une et l ’autre pour une des limites de l’intégrale (i)·, 

on pourra réduire'la formule (3) à l ’une des deux suivantes :

f  f ( x )  dx —  lim J ' f ( x ) d x .

On tirera en particulier de ces dernières

( 7 )

f  ex d x  —  ds— e- " =  x, Ç  ex dx =  e" — <
d— oo Vo

r ° d x  , r ' d x  ,,
j _ i -  =  , o  =  — ^  T = ' i  =  « ·

Considérons maintenant l’intégrale

<s> .

dans laquelle la fonction sous le signe J\  savoir devient infinie 

pour la valeur particulière x  =  o comprise entre les limites x  =  — x, 

x  =  +  i. On tirera de la formule (2)

=  ^ 0 0  +  00.

%

La valeur de l’intégrale (8) paraît donc indéterminée. Pour s’assurer 

qu’elle l ’est effectivement, il suffit d’observer que, si l ’on désigne 

par e un nombre infiniment petit, et par p., v deux constantes posi

tives, mais arbitraires, on aura, en vertu des formules (6),

( 9 )
Ç+ d x   Ç dx r 1 dx

J—l & Æ J0 æ
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Par suite, la formule (9) deviendra

H3

=  l £ , .
V

et fournira pour l ’intégrale (8) une valeur complètement indéter

minée, puisque cette valeur sera le logarithme népérien de la con

stante arbitraire £■ · .
V

Concevons à présent que la fonction / ( x )  devienne infinie entre 

les limites x  =  x 0, x  =  X, pour les valeurs particulières de x  repré

sentées par x , , x 2, x m. Si l’on désigne par s un nombre infini

ment petit, et par p.,, v(, p2, v2, . . . ,  ¡im, vm des constantes positives, 

mais arbitraires, on tirera des formules (2) et ( 3 )

( 12 )

f  f ( x ) d x =  f  f ( x ) d x - h f  f ( x ) d x - h . . . +  Ç  / (
dr, .. dx¡ J Xm

x )  d x

' f ( x ) d x + J  f ( x ) d x - h . . . +  l
x„ ' ^ x . +  sv, Jx„

f ( x ) d x
m~r

S i  l e s  l i m i t e s  x „ ,  X  s e  t r o u v a i e n t  e l l e s - m ê m e s  r e m p l a c é e s  p a r  — 00 

e t  +  oo, o n  a u r a i t

(.3) / ( x )  d x  =  lim
/ Æ1! — £[/·! ^ ,X a—

f { x )  d x  +  I f ( x ) d x -

1 J  X .

-  " ! £

p., v désignant deux nouvelles constantes positives, mais arbitraires. 

Ajoutons que, dans le second membre de la formule ( i 3 ), on devra 

rétablir X à la place de ^  ou x 0 à la place de — si des deux quan

tités x 0, X une seule devient infinie. Dans tous les cas, les valeurs 

des intégrales

(•4 ) dx, £ f ( x )  dx ,

déduites des équations (12) et ( i 3 ), pourront être, suivant la nature 

de la fonction/ ( x ), ou des quantités infinies, ou des quantités finies ..
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et déterminées, ou des quantités indéterminées qui dépendront des

valeurs attribuées aux constantes arbitraires p., v, p.,, v ,........ p,,„, vm.

Si, dans les formules (12) et ( i 3 ), on réduit à l’unité les constantes

a rb itra ire s  p., v, p.,, V ,.......... p.m, v„„  on tro u v e ra

(«5) J  f { x ) d x  —  lim
•*'n

/"' f ( x ) d x + l  
_ d.r0 */

f ( x )  dx + .
r, + e

· +  / ( * )

(.6)
-H <»

/ /(¿e) dx —  lim
J — ao

j  f { x ) d x - h j
£
f ( x )  d x -+-.

e
· + Ç  / ( * )

Jxm+ S
S

Toutes les fois que les intégrales ( i 4 ) deviennent indéterminées, les 

équations (/5 ) et (16) ne fournissent pour chacune d’elles qu’une 

valeur particulière à laquelle nous donnerons le nom de valeur prin

cipale. Si l ’on prend pour exemple l ’intégrale (8) dont la valeur géné

rale est indéterminée, on reconnaîtra que sa valeur principale se 

réduit à zéro.
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VINGT-CINQUIÈME LEÇON.

IN T É G R A L E S  D É F I N I E S  S IN G U L IÈ R E S .

Concevons qu’une intégrale relative à x, et dans laquelle la fonc

tion sous le signe J  est désignée par /(x),  soit prise entre deux 

limites infiniment rapprochées d’une certaine valeur particulière a 

attribuée à la valeur x. Si cette valeur a est une quantité finie, et si 

la fonction f{x)  reste finie et continue dans le voisinage de x — a, 

alors, en vertu de la formule (19) (vingt-deuxième Leçon), l’intégrale 

proposée sera sensiblement nulle ; mais elle pourra obtenir une valeur 

finie différente de zéro, ou même une valeur infinie, si l’on a

Dans ce dernier cas, l’intégrale en question deviendra ce que nous

la vingt-troisième Leçon, ainsi qu’on va le voir.

Soient e un nombre infiniment petit et p, v deux constantes posi

tives, mais arbitraires. Si a est une quantité finie, mais prise parmi

laquelle converge le produit (x — a)f(x),  tandis que son premier 

facteur converge vers zéro, les valeurs des intégrales singulières

a = ±o o  ou bien /(a) = ± 00.

appellerons une intégrale définie singulière. Il sera ordinairement 

facile d’en calculer la valeur à l’aide des formules ( i 5 ) et (16) de

les racines de l’équation f ( x ) =  ±.00, et si f  désigne la limite vers

OEuvres de C. — S. II, t. IV. 19
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s e r o n t  à  t r è s  p e u  p r è s  [ e n  v e r t u  d e  l a  f o r m u l e  ( 1 6 ) ,  v i n g t - t r o i

s i è m e  L e ç o n ]

(I ) f f ( x ) d x  =  f i f i ,
â — 5

( 2 )

«IZ-HE j
/  f ( x ) d x  =  i l - ·

J  a-4-ev

S i  l ’ o n  s u p p o s e  a u  c o n t r a i r e  a  =  ±  oo, e n  a p p e l a n t  f  l a  l i m i t e  v e r s  

l a q u e l l e  c o n v e r g e  l e  p r o d u i t  x  f ( x ) ,  t a n d i s  q u e  l a  v a r i a b l e  x  c o n 

v e r g e  v e r s  l a  l i m i t e  ±  oc, o n  a u r a  s e n s i b l e m e n t  [ v i n g t - t r o i s i è m e  L e ç o n ,  

é q u a t i o n  ( i 5 ) ]

(3)

(4)

/ > x)  dx — fifi,

/

en

SV

f { x ) d x  =  î\ - ·

11 e s t  e s s e n t i e l  d ’ o b s e r v e r  q u e  l a  l i m i t e  d u  p r o d u i t  ( x —  a )  f ( x)  o u  

x  f ( x)  d é p e n d  q u e l q u e f o i s  d u  s i g n e  d e  s o n  p r e m i e r  f a c t e u r .  A i n s i ,

p a r  e x e m p l e ,  l e  p r o d u i t  x ( x 2 -+- x 4) 2 c o n v e r g e  v e r s  l a  l i m i t e  -+-1 o u  

—  i ,  s u i v a n t  q u e  s o n  p r e m i e r  f a c t e u r ,  e n  s ’ a p p r o c h a n t  d e  z é r o ,  r e s t e  

p o s i t i f  o u  n é g a t i f .  11 s u i t  d e  c e t t e  r e m a r q u e  q u e  l a  q u a n t i t é  d é s i g n é e  

p a r  f  c h a n g e  q u e l q u e f o i s  d e  v a l e u r  d a n s  l e  p a s s a g e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( i )  

à  l ’ é q u a t i o n  ( 2 ) ,  o u  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 3 )  à  l ’ é q u a t i o n  ( 4 ) .

L a  c o n s i d é r a t i o n  d e s  i n t é g r a l e s  d é f i n i e s  s i n g u l i è r e s  f o u r n i t  l e  m o y e n  

d e  c a l c u l e r  l a  v a l e u r  g é n é r a l e  d ’ u n e  i n t é g r a l e  i n d é t e r m i n é e ,  l o r s q u ’ o n  

c o n n a î t  s a  v a l e u r  p r i n c i p a l e .  E n  e f f e t ,  s o i t

(5) Ç f ( x )  dx
J**

l ’ i n t é g r a l e  d o n t  i l  s ’ a g i t ,  e t  c o n c e v o n s  q u e ,  e n  a d m e t t a n t  l e s  n o t a t i o n s
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de la Leçon précédente, on fasse

(6)
E = J

/.a’i-etJ-i
' f ( x ) d x  +
X0

x*xt— £[Xj
/ f ( x ) d x  +  ..
’xt+ ev,

, . +  T  f ( x )

( 7)
F = J

✓ >*1 —E
< f ( x ) d x  +  
X0 **

e

/ / ( x ) d x + .. ■ +  f X / ( * )

Soient, en outre, A =  limE la valeur générale et B =  limF la valeur 

principale de l’intégrale ( 5 ). La différence A — B =  lim(E — F) sera 

équivalente à la somme des intégrales singulières

( 8 )

f { x ) d x ,

*

c’est-à-dire à la limite dont s’approche la somme des intégrales (8), 

tandis que e décroît indéfiniment. De plus, si l’on désigne par f,, 

f2, . . . ,  fm les limites vers lesquelles convergent les produits

■ ( x  —  x ^ f i x ) ,  ( x  —  x t ) f ( x ) ,  . . . ,  ( x  —  x m) f { x ) ;

tandis que leurs premiers facteurs convergent vers zéro, et si ces 

limites sont indépendantes des signes de ces premiers facteurs, on 

trouvera que la somme des intégrales (8) se réduit sensiblement à

(9) f , l ^  + f 2l ^ + .

Lorsqu’on a x { =  cc0 ou x m — X, la différence A — B comprend une 

intégrale singulière de moins, savoir la première ou la dernière des 

intégrales (8). . »
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L o r s q u ’ o n  s u p p o s e  x 0=  —  oo, X =  +  go, l e s  é q u a t i o n s  ( 6 )  e t  ( 7 )  

d o i v e n t  ê t r e  r e m p l a c é e s  p a r  c e l l e s  q u i  s u i v e n t  :

f ( x ) d x - \ -  i f { x ) d x + . . . - \ -  I f ( x ) d x ,
1 •’' x 1 H -8 V l S V «

·» 07s— SfJLg

E(A 

,  x .  —  S/ *l — * /* 6 f
f { x ) d x - { -  I f ( x ) d x  4- . . . +  I f ( x ) d x .

1 ■ '.Ti +  e o 'ï’m+e

Dans la même hypothèse, il faut aux intégrales (8) ajouter les deux 

suivantes
_  1 _t_

/
£ p  £|X

f ( x ) d x , J f { x ) d x ,

~ q ï  Í

»

dont la somme sera sensiblement équivalente à l’expression

( i 3 )  n Ç ,

si le produit x / ( x ) converge vers la limite f, tandis que la variable x  

converge vers l ’une des deux limites — 00, -1-00. Si une seule des 

deux quantités x 0, X devenait infinie, il ne faudrait conserver dans 

la différence A — B qu’une seule des intégrales (12).

Lorsque pour des valeurs infiniment petites de e, et pour des valeurs 

finies ou infiniment petites des coefficients arbitraires p, v, p ,, v, , . . . ,  

pm, vra, les intégrales singulières (8) et (12), ou du moins quelques- 

unes d’entre elles, obtiennent ou des valeurs infinies, ou des valeurs 

finies, mais différentes de zéro, les intégrales

' /*”*"00 
I  f ( x ) d x ,  f  f ( x ) d x

J  Xt J — CD

sont évidemment infinies ou indéterminées. C’est ce qui arrive toutes 

les fois que les quantités f,, f2, . . . ,  îm ne sont pas simultanément 

nuiles. Mais la réciproque n’est pas vraie, et il pourrait arriver que, 

ces quantités étant nuiles toutes à la fois, les intégrales (8) et (12),
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o u .  d u  m o i n s  q u e l q u e s - u n e s  d ’ e n t r e  e l l e s ,  o b t i n s s e n t  d e s  v a l e u r s  f i n i e s  

d i f f é r e n t e s  d e  z é r o  p o u r  d e s  v a l e u r s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  d e s  c o e f f i 

c i e n t s  ¡X, v ,  [ x , ,  v ( , [xm, v m. A i n s i ,  p a r  e x e m p l e ,  s i  l ’ o n  p r e n d

f { x )  =  I e  p r o d u i t  x  f ( x )  s ’ é v a n o u i r a  p o u r  x  =  o ,  e t  c e p e n d a n t

l ’ i n t é g r a l e  s i n g u l i è r e

c e s s e r a  d e  s ’ é v a n o u i r  p o u r  d e s  v a l e u r s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  d e  v .

L o r s q u e  l e s  i n t é g r a l e s  s i n g u l i è r e s  c o m p r i s e s  d a n s  l a  d i f f é r e n c e  A —  B  

s ’ é v a n o u i s s e n t  t o u t e s  p o u r  d e s  v a l e u r s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  d e  e ,  q u e l l e s  

q u e  s o i e n t  d ’ a i l l e u r s  l e s  v a l e u r s  f i n i e s  o u  i n f i n i m e n t  p e t i t e s  a t t r i b u é e s  

a u x  c o e f f i c i e n t s  [x, v ,  ¡x( , v , ,  . . . ,  (xm, vm, o n  e s t  a s s u r é  q u e  l a  v a l e u r  

g é n é r a l e  d e  l ’ i n t é g r a l e  ( 5 )  s e  r é d u i t  à  u n e  q u a n t i t é  f i n i e  e t  d é t e r 

m i n é e .  S o i t  e n  e f f e t ,  d a n s  c e t t e  h y p o t h è s e ,  § u n  n o m b r e  t r è s  p e t i t ,  

e t  s u p p o s o n s  £ c h o i s i  d e  m a n i è r e  q u e ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  d e  ¡x, v ,  ¡x( , 

v t , . . . ,  (x,„, vm i n f é r i e u r e s  à  l ’ u n i t é ,  c h a c u n e  d e s  i n t é g r a l e s  ( 8 )  e t  ( 1 2 )

a i t  u n e  v a l e u r  n u m é r i q u e  i n f é r i e u r e  à  , S. L a  v a l e u r  a p p r o c h é e

d e  B ,  r e p r é s e n t é e  p a r  F ,  s e r a  u n e  q u a n t i t é  f i n i e  q u i  n e  c o n t i e n d r a  

p l u s  r i e n  d ’ a r b i t r a i r e ;  e t ,  s i  l ’ o n  a t t r i b u e  a u x  c o e f f i c i e n t s  jx, v ,  ¡x , ,  

v ,  . . . ,  ¡xm, vm d e s  v a l e u r s  i n f i n i m e n t  p e t i t e s ,  E  s ’ a p p r o c h e r a  i n d é f i 

n i m e n t  d e  A ,  e n  d e m e u i ’ a n t  c o m p r i s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  F  —  §, F  +  S. 

A  s e r a  d o n c  c o m p r i s  e n t r e  l e s  m ê m e s  l i m i t e s ,  e t  p a r  c o n s é q u e n t  o n  

p o u r r a  t r o u v e r  u n e  q u a n t i t é  f i n i e  F  q u i  d i f f è r e  d e  A  d ’ u n e  q u a n t i t é  

m o i n d r e  q u ’ u n  n o m b r e  d o n n é  S. O n  d o i t  e n  c o n c l u r e  q u e  l a  v a l e u r  

g é n é r a l e , A  d e  l ’ i n t é g r a l e  ( 5 )  s e r a ,  d a n s  l ’ h y p o t h è s e  a d m i s e ,  u n e  

q u a n t i t é  f i n i e  e t  d é t e r m i n é e .

D e s  p r i n c i p e s  q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ é t a b l i r  o n  d é d u i t  i m m é d i a t e m e n t  

l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  :

T héorème. —  Pour que la valeur générale de l ’intégrale ( 1)  soit finie  

et déterminée, il est nécessaire et il suffit que celles des intégrales singu

lières ( 8 )  et ( 1 2 )  qui se trouvent comprises dans la différence A —  B  se
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réduisent à zéro, pour des valeurs infiniment petites de z, quelles que 

soient d ’ailleurs les valeurs finies ou infiniment petites attribuées aux 

coefficients p., v, p.,, v,, . . . ,  p.m, vm.

Exemple. — Soit une fonction rationnelle. Pour que l’inté

grale f  
J  — »

° fQ ) 
F O )

F O )

dx conserve une valeur finie et déterminée, il sera

nécessaire et il suffira : i° que l’équation F(a?) =  o n’ait pas de 

racines'réelles; 20 que le degré du dénominateur F (îc) surpasse, 

au moins de deux unités, le degré du numérateur f(a?).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C A L C U L  I N T É G R A L . 151

VINGT-SIXIÈME LEÇON.

INTÉGRALES INDÉFINIES.

Si, dans l’intégrale définie / f ( x )  dx, on fait varier l ’une des deux

limites, par exemple la quantité X, l ’intégrale variera elle-même avec 

cette quantité; et, si l ’on remplace la limite X devenue variable parai, 

on obtiendra pour résultat une nouvelle fonction de x,  qui sera ce 

qu’on appelle une intégrale prise à partir de Y origine x  =  x ü. Soit

( i ) § ( x )  =  Í  f ( x ) d x
V  TV

cette fonction nouvelle. On tirera de la formule (19) (vingt-deuxième 

Leçon)

( 2 ) § ( x )  =  ( x  —  x 0) / [ x <)- h  ®(x  —  ·*<>)]> ^ ( X 0) —  o,

0 étant un nombre inférieur à l’unité, et de la formule (7) (vingt- 

troisième Leçon)

s i X - h O C  n X  s % x - t- w,

I f ( x ) d x — j  f ( x ) d x =  J f ( x ) d x  =  o c f ( x - + - 6a)'
J x 0 d  X

+  — §{x) ■ = af { x  +  6a).

OU

(3)

Il suit des équations (2) et ( 3 ) que, si la fonction f(cc)  est finie et 

continue dans le voisinage d’une valeur particulière attribuée à la 

variable x,  la nouvelle fonction §(x)  sera non seulement finie, mais 

encore continue dans le voisinage de cette valeur, puisqu’à un accrois-
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sement infiniment petit de x  correspondra un accroissement infini

ment petit de §{x).  Donc, si la fonction f ( x ) reste finie et continue 

depuis x  — x 0 jusqu’à x  =  X, il en sera de même de la fonction $(x).  

Ajoutons que, si l’on divise par a les deux membres de la formule ( 3 ), 

on en conclura, en passant aux limites,

( 4 )  # ' ( * ) = / ( « ) .

Donc l’intégrale ( i) , considérée commè fonction de x,  a pour dérivée 

la fonction / ( x )  renfermée sous le signe J"  dans cette intégrale. On 

prouverait de la même manière que l’intégrale

/ X „ x

'  f ( x )  d x  —  — / f ( x )  dx,  
«/k

considérée comme fonction de x , a pour dérivée — f ( x ) .  On aura 

donc

(5) ^  f  f { x ) d x — f ( x )  et - j L J  f ( x ) d x  =  — / ( x ) .
OCa X

Si aux diverses formules qui précèdent on réunit l ’équation (6) de 

la septième Leçon, il deviendra facile de résoudre les questions sui

vantes.

P roblème I . — On demande une fonction a ( x )  dont la dérivée ra'(a?) 

soit constamment nulle. En d ’autres termes, on propose de résoudre 

l ’équation

(6 ) . m'{x)— o.

Solution. — Si l’on veut que la fonction ts(x)  reste finie et con

tinue depuis x  =  — ao jusqu’à ï  =  +  » , alors, en désignant par x 0 
une valeur particulière de la variable x,  on tirera de la formule (6) 

(septième Leçon)

ro(ar) — &(x0) =  (x — ¿c0)ra'[;ro-t- 0(x — #„)] =  o 

et, par suite,

( 7 ) BT x  =cr(ir0),
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ou, si l’on désigne par c  la quantité constánte tj(a?0),

( 8 )  =  c.

Donc alors la fonction v s ( x )  devra se réduire à une constante et con

server la même valeur c ,  depuis x  =  — co jusqu’à x  =  a o. On peut 

ajouter qué cette unique valeur sera entièrement arbitraire, puisque 

la formule (8) vérifiera l’équation (6), quel que soit c.

Si l’on permet à la fonction üj(a?) d’offrir des solutions de conti

nuité correspondantes à diverses valeurs de x ,  et si l’on suppose que 

ces valeurs de x ,  rangées dans leur ordre de grandeur, soient repré

sentées par a?,, x 2, . . . ,  x m ,  alors l’équation ( 7 )  devra subsister seu

lement depuis x  =  — 0 0  jusqu’à x  =  x t ,  ou depuis x  —  x ,  jusqu’à 

x  =  x 2, . . . ,  ou enfin depuis x  =  x m  jusqu’à x  =  4 - 0 0 , selon que la 

valeur particulière de x  représentée par x 0 sera comprise entre les

limites — 0 0  et x , ,  ou bien entre les limites x K et x 2 ........ou enfin

entre les limites x m  etoo. Par conséquent, il ne sera plus nécessaire 

que la fonction t z ( x )  conserve la même valeur depuis x  =  — <x > jus

qu’à x  =  - h c c ,  mais seulement qu’elle demeure^constante entre deux 

termes consécutifs de la suite

CO, j Xÿy  · * · j  OOm i  ° 0·

C’est ce qui arrivera, par exemple, si l’on prend

!
, ,   Cq - H  C rn C  —  Cq OO OO| C g  —  C j  OO x 2

t n  ( 00 ) — ------------------ H  --------------- H ------------------------—  -4- . .  .

. 2  2  \J(o c  —  X i ) '¿ 2  \ J ( x  —  x 2 ) %

-4_ ^m Cm —! OO OO rn

2  \ / { x  —  x m y ’

c0, c,, c 2 ....... ........ désignant des quantités constantes, mais arbitraires.

En effet, dans ce cas, la fonction r z ( x )  sera constamment égale à c 0 

entre les limites x  =  —  0 0 , x  —  x t ;  à c, entre les limites x  =  x t ,  

x  -  x 2 ,  .. .  ; enfin à c m  entre les limites x  =  x m ,  x  =  oo.

Si l’on veut que v ( x )  se réduise à c 0 pour des valeurs négatives,

1 OEuvres de C. —  S .  I ï ,  t .  I V .

20
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e t  à  c, p o u r  d e s  v a l e u r s  p o s i t i v e s  d e  x ,  i l  s u f f i r a  d e  p r e n d r e

( i o )
c, — Co x  

2 \/xs

P roblème I I .  —  Trouver la valeur générale de y  propre à vérifier 

l ’ équation

(II) dy = / ( x ) d x .

Solution. —  S i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  F ( æ )  u n e  v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  d e  

l ’ i n c o n n u e  j ,  e t  p a r  F ( a ? ) - i - s a  v a l e u r  g é n é r a l e ,  o n  t i r e r a  d e  

l a  f o r m u l e  ( n ) ,  à  l a q u e l l e  c e s  d e u x  v a l e u r s  d e v r o n t  s a t i s f a i r e ,

V ' ( x ) = f ( x ) ,  F ( x ) - h v ' ( x ) = f { x )

e t ,  p a r  s u i t e ,

m'(x) =  o.

D ’ a i l l e u r s ,  i l  r é s u l t e  d e  l a  p r e m i è r e  d e s  é q u a t i o n s  ( 5 )  q u ’ o n  s a t i s f a i t

à  l a  f o r m u l e  ( i  i )  e n  p r e n a n t  y  =  f  f { x )  d x .  D o n c  l a  v a l e u r  g é n é r a l e
*'■ >·»

d e  y  s e r a

J n  X

' f ( x ) d x  +  t b { x ) ,

T,

v s (x )  d é s i g n a n t  u n e  f o n c t i o n  p r o p r e  à  v é r i f i e r  l ’ é q u a t i o n  ( 6 ) .  C e t t e  

v a l e u r  g é n é r a l e  d e  y ,  q u i  c o m p r e n d ,  c o m m e  c a s  p a r t i c u l i e r ,  l ’ i n t é 

g r a l e  ( i )  e t  q u i  c o n s e r v e  l a  m ê m e  f o r m e ,  q u e l l e  q u e  s o i t  l ’ o r i g i n e  x 0 

d e  c e t t e  i n t é g r a l e ,  e s t  r e p r é s e n t é e  d a n s  l e  c a l c u l  p a r  l a  s i m p l e  n o t a 

t i o n  J f ( x )  d x ,  e t  r e ç o i t  l e  n o m  à!in tégrale indéfinie. C é l a  p o s é ,  l a  f o r 

m u l e  ( u )  e n t r a î n e  t o u j o u r s  l a  s u i v a n t e

0 3 ) y —J f ( æ)dx,

e t  r é c i p r o q u e m e n t ,  e n  s o r t e  q u ’ o n  a  i d e n t i q u e m e n t  

( i4) d j ' f ( x ) d x = f ( x ) d x .

S i  l a  f o n c t i o n  F ( æ )  d i f f è r e  d e  l ’ i n t é g r a l e  ( i ) ,  l a  v a l e u r  g é n é r a l e  d e y ,
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ou J / ( a ? )  d x , pourra toujours être présentée sous la forme

( î 5) J * f ( x )  d x  =  F ( x ) - h  tn(x),

et devra se réduire à l ’intégrale ( i) , pour une valeur particulière 

de zs(x) qui vérifiera en même temps l’équation (6) et la suivante :

(i6) d x  —  F ( # )  -hrofa?).

Si, de plus, les fonctions f{oc) et F(a;) sont l’une et l’autre continues 

entre les limites x  =  x ü, x  =  X, la fonction § (x )  sera elle-même con

tinue, et par suite &(x) =  $(x) — F(x)  conservera constamment la 

même valeur entre ces limites, entre lesquelles on aura

i s ( x ) =  i b ( x 0),

H æ ) —  F ( x )  = ^ ( x 0 ) —  F ( x 0 ) =  —  F ( x 0 ) ,  J ( x ) ' — F ( x ) — F ( x 0 ) ,

(17) f f { x ) d x  — F { x )  —  F { x <¡) .

Enfin, si dans l’équation (17) on pose x  — X, on trouvera

(1 8 ) J  f ( x ) d x  =  F(X) — F(¿c„).

Il résulte des équations ( i 5 ), (17) et (18) que, étant donnée une 

valeur particulière F(a?) de y,  propre à vérifier la formule (11), on 

peut en déduire : i° la valeur de l’intégrale indéfinie f f ( x ) d x ;

X
x «X

f ( x ) d x ,  i f ( x ) d x ,  dans

le cas où les fonctions f ( x ) ,  F(a?) restent continues entre les limites 

de ces deux intégrales.

Exemple. — Comme on vérifie l’équation dy =  en prenant

y  =  arc tanga;, et que les deux fonctions arc tanga; restent

finies et continues entre les limites x  =  — oo, x  =  <», on tirera des
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f o r m u l e s  ( i 5 ) ,  ( 1 7 )  e t  ( 1 8 )  v

/
dx

i.H- x 2
arc tanga; +  rn(x),

Ç x dx
A T + x *

r* dx

A

arc tanga;,

N ota. —  L o r s q u e  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 1 7 )  o n  v e u t  é t e n d r e  l a  v a l e u r  

d e  x  a u  d e l à  d ’ u n e  l i m i t e  q u i  r e n d  l a  f o n c t i o n  / ( x )  d i s c o n t i n u e ,  i l  

f a u t  o r d i n a i r e m e n t  a j o u t e r  a u  s e c o n d  m e m b r e  u n e  o u  p l u s i e u r s  i n t é 

g r a l e s  s i n g u l i è r e s .

E x em p le.  —  C o m m e  o n  s a t i s f a i t  à  l ’ é q u a t i o n  d y  =  ^  e n  p r e n a n t

y  =  ^ l a ; 2 , s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  s  u n  n o m b r e  i n f i n i m e n t  p e t i t ,  e t  p a r  p., v 

d e u x  c o e f f i c i e n t s  p o s i t i f s ,  o n  t r o u v e r a ,  p o u r  x  <  o ,

e t ,  p o u r  x  >  o ,  ,

dx
x

dx
x

x
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VINGT-SEPTIÈME LEÇON.

PROPRIÉTÉS DIVERSES DES INTÉGRALES INDÉFINIES. MÉTHODES POUR DÉTERMINER 

LES VALEURS DE CES MÊMES INTÉGRALES.

D ’ a p r e s  c e  q u i  a  é t é  d i t  d a n s  l a  L e ç o n  p r é c é d e n t e ,  l ’ i n t é g r a l e  i n d é 

f i n i e

(i) J f  (x) dx

n ’ e s t  a u t r e  c h o s e  q u e  l a  v a l e u r  g é n é r a l e  d e  l ’ i n c o n n u e  y  a s s u j e t t i e  à  

v é r i f i e r  l ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e

( ? ) dy — f(x )d x .

D e  p l u s ,  é t a n t  d o n n é e  u n e  v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  F(a?) d e  l a  m ê m e  

i n c o n n u e ,  i l  s u f f i r a ,  p o u r  o b t e n i r  l a  v a l e u r  g é n é r a l e ,  d ’ a j o u t e r  à  F(a;) 
u n e  f o n c t i o n  u(a?) p r o p r e  à  v é r i f i e r  l ’ é q u a t i o n  u '( x )  —  o ,  o u ,  c e  q u i  

r e v i e n t  a u  m ê m e ,  u n e  e x p r e s s i o n  a l g é b r i q u e  q u i  n e  p u i s s e  a d m e t t r e  

q u ’ u n  n o m b r e  f i n i  d e  v a l e u r s  c o n s t a n t e s ,  d o n t  c h a c u n e  s u b s i s t e  e n t r e  

c e r t a i n e s  l i m i t e s  a s s i g n é e s  à  l a  v a r i a b l e  x .  P o u r  a b r é g e r ,  n o u s  d é s i 

g n e r o n s  d o r é n a v a n t  p a r  l a  l e t t r e  e  u n e  e x p r e s s i o n  d e  c e t t e  n a t u r e ,  e t  

n o u s  l ’ a p p e l l e r o n s  constante arbitraire, c e  q u i  n e  v o u d r a  p a s  d i r e  

q u ’ e l l e  d o i v e  t o u j o u r s  c o n s e r v e r  l a  m ê m e  v a l e u r ,  q u e l  q u e  s o i t  x .

C e l a  p o s é ,  o n  a u r a  '
♦

(3) f f ( x ) d x  =  F ( * )  +  ©.

nx
Q u a n d  o n  r e m p l a c e  l a  f o n c t i o n  F ( a ; )  p a r  l ’ i n t é g r a l e  d é f i n i e  I f ( x ) d x ,  

q u i  e s t  e l l e - m ê m e  u n e  v a l e u r  p a r t i c u l i è r e  d e  y ,  l a  f o r m u l e  ( 3 )  s e
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réduit à

cas où la fonction f ( x )  est supposée imaginaire, on reconnaîtra faci

lement que, dans cette hypothèse, les équations ( 3 ) et (4 ) subsistent 

encore. Seulement, la constante arbitraire © devient alors imagi

naire en même temps que f ( x ), c’est-à-dire qu’elle prend la forme 

©( H- ©2 \/ — 1, e ,  et ©2 désignant deux constantes arbitraires, mais 

réelles.

Avant d’aller plus loin, il importe d’observer qu’en formant la 

somme ou la différence, ou même une fonction linéaire quelconque 

de deux ou de plusieurs constantes arbitraires, on obtient pour 

résultat une nouvelle constante arbitraire.

Plusieurs propriétés remarquables des intégrales définies se dé

duisent facilement de l’équation ( 4 ) combinée avec les formules ( i 3 ) 

(vingt-deuxième Leçon) et(a), ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ) (vingt-troisième Leçon). 

En effet, si, après avoir remplacé X par x  dans les deux membres de 

chacune de ces formules, on ajoute aux intégrales qu’ils renferment 

des constantes arbitraires, on trouvera, en désignant par a, b, c, . . .  

des constantes supposées connues, et par u, v, w, . . .  des fonctions de 

la variable x ,

( 5 ) , J'audx =  a j “u dx,

Ces équations subsistent dans le cas même où a, b, c, ... ',  u, v, 

(v, . . .  deviennent imaginaires.

Intégrer la formule différentielle f{cc)dx,  ou, en d’autres termes,

(4 )

En étendant la définition que nous avons donnée de l’intégrale (i)  au

( 6 )
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intégrer  l ’ é q u a t i o n  ( 2 ) ,  c ’ e s t  t r o u v e r  l a  v a l e u r  d e  l ’ i n t é g r a l e  i n d é f i n i e  

J f { x ) d x .  L ’ o p é r a t i o n  p a r  l a q u e l l e  o n  y  p a r v i e n t  e s t  u n e  intégration  

indéfinie. L ’ intégration définie  c o n s i s t e r a i t  à  t r o u v e r  l a  v a l e u r  d ’ u n e

i n t é g r a l e  d é f i n i e ,  t e l l e  q u e  f  f ( x ) d x .  N o u s  a l l o n s  m a i n t e n a n t  f a i r e

c o n n a î t r e  l e s  q u a t r e  p r i n c i p a l e s  m é t h o d e s  à  l ’ a i d e  d e s q u e l l e s  o n  p e u t  

e f f e c t u e r ,  d a n s  c e r t a i n s  c a s ,  l a  p r e m i è r e  d e  c e s  d e u x  o p é r a t i o n s .

Intégration im m édiate. —  L o r s q u e  d a n s  l a  f o r m u l e  / ( x )  d x  o n  

r e c o n n a î t  l a  d i f f é r e n t i e l l e  e x a c t e  d ’ u n e  f o n c t i o n  d é t e r m i n é e  F ( î c ) ,  l a  

v a l e u r  d e  l ’ i n t é g r a l e  i n d é f i n i e  J ' f ( x )  s e  d é d u i t  i m m é d i a t e m e n t  d e  

l ’ é q u a t i o n  ( 3 ) .  O n  é t e n d  l e  n o m b r e  d e s  c a s  a u x q u e l s  c e t t e  e s p è c e  

d ’ i n t é g r a t i o n  e s t  a p p l i c a b l e ,  e n  o b s e r v a n t  q u e  l e s  f a c t e u r s  c o n s t a n t s  

r e n f e r m é s  d a n s  f ( x )  p e u v e n t  ê t r e  p l a c é s  à  v o l o n t é  e n  d e d a n s  o u  e n  

d e h o r s  d u  s i g n e  J  \yoir l ’ é q u a t i o n  ( 5 ) ] .

r.a-t"l.

E xem p les :

J ' a d x  =  a x  +  £, J ' (a + i ) x a dx —  a;0+1-f- ©, J  x adx _ -+- G,

f x d x = 1- x * + e ,  J ^ = - L  +  e ,

r d x  _ 1

J  xm ( m  —  1
-------- H ©,

) x ,n—1 I —  =  2 d x  4- 2,
J V#

B = \ ^ ·  f - r hX 2

d x

— arc tanga; +  ©,

r  d

J  ^
—  a r c  s i n a ;  +  © =  S +  - n  —  a r c  c o s a ; ,  ■

x 2

J ' e xj d x  =  ex -+- ©, J * A* 1À dx  = A* -I- ©, J ' A x dx =  ~

J ’cosx dx =  s inx -h  Q, J ' s i n x d x — —cosa;-}-©,

/ dx . _ r  dx  _— r— =  tanga; +  G, / . == — cota; -+- ©.
COSaa: 0 J  s i n 2a:

In tégration p a r  substitution. —  C o n c e v o n s  q u ’ à  l a  v a r i a b l e  x  o n  

s u b s t i t u e  u n e  a u t r e  v a r i a b l e  z  l i é e  à  l a  p r e m i è r e  p a r  u n e  é q u a t i o n  d e  

l a q u e l l e  o n  t i r e  s  =  y ( x )  e t  x  ~  y^(z).  L a  f o r m u l e  ( 2 )  s e  t r o u v e r a
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r e m p l a c é e  p a r  l a  s u i v a n t e  :

(7) dy = /[%(*)] y ' { z )d z .

S i  l ’ o n  f a i t ,  p o u r  a b r é g e r ,  / [ x . ( - ) ] x ' ( * )  =  K - 5 )» l a  v a l e u r  g é n é r a l e  

d e  y  t i r é e  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 7 )  s e r a  r e p r é s e n t é e  p a r  l ’ i n t é g r a l e  i n d é f i n i e  

J " I’( z ) d z .  D ’ a i l l e u r s ,  c e t l e  v a l e u r  g é n é r a l e  d o i t  c o ï n c i d e r  a v e c  l ’ i n t é 

g r a l e  ( 1 ) .  D o n c ,  s i ,  e n  v e r t u  d e  l a  r e l a t i o n  é t a b l i e  e n t r e  x  e t  z ,  o n  a  

i d e n t i q u e m e n t

( 8 ) f { x ) d x  =  f ( z ) d z ,

o n  e n  c o n c l u r a

(9) f / { x ) d x = f ( ( z ) d z .

S u p p o s o n s  m a i n t e n a n t  q u e  l a  v a l e u r  d e  J  f ( z ) d z  s o i t  d o n n é e  p a r  u n e  

é q u a t i o n  d e  l a  f o r m e

(10) j  f(a) dz =  § { z )  -l- S ;  

o n  t i r e r a  d e  c e t t e  é q u a t i o n

(1 1 ) · J / ( x ) d x  — ^ [ ( f ( x ) ] - h B .

E xem p les. —  E n  a d m e t t a n t  l a  f o r m u l e  ( 1 0 )  e t  p o s a n t  s u c c e s s i v e 

m e n t

CC
x  —1— et — *», (zx — z. — — z . x^ —f— ct^ z.

a

1 x  =  z ,  ex= z ,  sin a;r= a , 003^ =  5,

o n  t i r e r a  d e  l a  f o r m u l e  ( 1 1 )  c o m b i n é e  a v e c  l ’ é q u a t i o n  ( 5 )

J ' f i x  ±  a )  dx —  § ( x  ±  a )  -H  © ,

Ç  % ( a x ) d x — ^ $ { a x ) - Jr Q ' ,

f  x  a1) dx  = - $ ( x - - + -  a2) H- G,
J  2

J x a~l f ( x a) dx ^ ( x a‘) S ,
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la?-H©,

J e *  f(eæ) dx — § ( e x) -t- ©,

J  cosa; f(sina) dx  =: ¿f(sina) -+- S ,

J sin a  f(cosa) dx —  — ¿?(cosa) + ©.

C e s  d e r n i è r e s  f o r m u l e s  é t a n t  c o m b i n é e s  â  l e u r  t o u r  a v e c  c e l l e s  q u i  

é s u l t c n t  d e  l ’ i n t é g r a t i o n  i m m é d i a t e ,  o n  t r o u v e r a

f  =  - 1  ( æ - a ) * + e ,
J  x  —  a 2

Ç  d x  _  I________ , 0
J  ( a —  a ) " ‘ (/w —  i ) ( a —

a2, x*  €u
=  -  arc lang(a¿r) -h ©,

eaa; d x  —  - e f 
a

ax _i_ O  ·'
/

c o s a a  

f ~ d x =  - ( l a ; ) 5 +  ©,
J  a; 2

d x - - -  sin a a; -+- S ,  
a

f  e~ax d x =  —  -  e~ax -t- ©,
J  a

/sin a x  dx  ' =  —  -  c o s a a  ©, 
«

Ç d x  .. _

J ^ = 1 U  +  e >

f — ^ —  — ----------1 — -— - h- S ,  f  -\ -~ X =  arc tange* +  ©,
J  a ( l a ) " ! (m —  i ) ( la )"*  1 J  e-x + i

/ sinae?a i _ _ A c o s a d a  i
cos2a  c o s a  J  sin2a  s m a

In tégration p a r  décomposition. —  C e t t e  e s p è c e  d ’ i n t é g r a t i o n  s ' e f 

f e c t u e  à  l ’ a i d e  d e s  f o r m u l e s  ( 6 ) ,  l o r s q u e  l a  f o n c t i o n  s o u s  l e  s i g n e  J  

p e u t  ê t r e  d é c o m p o s é e  e n  p l u s i e u r s  p a r t i e s . d e  t e l l e  m a n i è r e  q u e  

c h a q u e  p a r t i e ,  m u l t i p l i é e  p a r  d x ,  d o n n e  p o u r  p r o d u i t  u n e  e x p r e s s i o n

OEuvres de C. — S. II, t. IV. 21
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f a c i l e m e n t  i n t é g r a b l e .  E l l e  s ’ a p p l i q u e  p a r t i c u l i è r e m e n t  a u  c a s  o ù  l a  

f o n c t i o n  s o u s  l e  s i g n e  J "  s e  r é d u i t ,  s o i t  à  u n e  f o n c t i o n  e n t i è r e ,  s o i t  à  

u n e  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e .

E xem p les :

- cos2a; ,
— ;—  dx  cos2a; y

Ç d x  _ Ç sin2a; -4
J  sin2a;cos2a: J  _ sin2a;

C d x  C d x
=  1 ------;------H 1 -r -^ — =  tanga; —  cota; 4 - S ,

J  cos-a; J  sin2a;

j  (a -4- b x  4- c a?2 -t-. . . )  d x  =  a j  d x  ■+■  b Ç  x  d x  4- c J x *  d x  ■ +-.

/v>2 /y>3

■ ax +  b - + c ^ + . . .  +  e .  
2 3

In tégration p a r  parties. —  S o i e n t  «  e t  v d e u x  f o n c t i o n s  d i f f é r e n t e s  

d e  x ,  e t  u', v' l e u r s  d é r i v é e s  r e s p e c t i v e s ,  uv s e r a  u n e  v a l e u r  p a r t i c u 

l i è r e  d e  y ,  p r o p r e  à  v é r i f i e r  l ’ é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e

dy —  u dv 4- v du =  uv' d x  -t- vu' dx,

d e  l a q u e l l e  o n  t i r e r a  g é n é r a l e m e n t

y =  uv 4- 8  r= J' uv '  d x  4- f  vu' d x  =  j"u dv 4- j  v du,

e t ,  p a r  s u i t e ,

j  u dv —  uv —  ( J  v du —  S ),

o u ,  p l u s  s i m p l e m e n t ,

u dv —  uv —  j  v du,

l a  c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e  —  e  p o u v a n t  ê t r e  c e n s é e  c o m p r i s e  d a n s  l ’ i n t é 

g r a l e  J "  v du .

E x em p les :

\x d x  =  x \ x  — J ' x  — - —  x ( \ x  — 1 ) 4 - 8 ,  J ' x e x dx  —  ex ( x  —  1) 4 - 8 ,

J ' x c o s x d x =  x  sina; 4 -  cos.r 4- S ,

J x s i n x d x — — x  cos x  4- si n x  4 -  ©,

(12) J
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Nota. —  I l  e s t  e s s e n t i e l  d ’ o b s e r v e r  q u e  l e s  c o n s t a n t e s  a r b i t r a i r e s ,  

q u i  s o n t  c e n s é e s  c o m p r i s e s  d a n s  l e s  i n t é g r a l e s  i n d é f i n i e s  q u e  r e n f e r 

m e n t  l e s  d e u x  m e m b r e s  d e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 2 ) ,  p e u v e n t  a v o i r  d e s  v a l e u r s  

n u m é r i q u e s  t r è s  d i f f é r e n t e s .  C e t t e  r e m a r q u e  s u f f i t  p o u r  r e n d r e  r a i s o n  

d e  l a  f o r m u l e

à  l a q u e l l e  o n  p a r v i e n t ,  e n  p o s a n t  d a n s  l ’ é q u a t i o n  ( 1 2 )

u — r— et v = \ x .
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1 VINGT-HUITIÈME LEÇON.

SUR LUS INTÉGRÎLES INDÉFINIES QUI RENFERMENT DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES.

On appelle fonctions algébriques celles que l’on forme en n’em

ployant que les premières opérations de l’Algèbre, savoir l ’addi

tion, la soustraction, la multiplication, la division, et l’élévation 

des variables à des puissances, fixes. Les fonctions algébriques d’une 

variable sont rationnelles lorsqu’elles contiennent seulement des puis

sances entières de cette variable, c’est-à-dire lorsqu’elles se réduisent 

à des fonctions entières ou à des fractions rationnelles. Elles sont irra

tionnelles dans le cas contraire.

Cela posé, concevons que, f(sc)  désignant une fonction algébrique 

de x,  on cherche la valeur de l’ intégrale indéfinie J f ( x )  dx.  Si la 

fonction f ( x )  est rationnelle, on décomposera le produit f ( x ) d x  en 

plusieurs termes qui se présenteront sous l’une des formes

(i) k x " l dx,
A dx A dx 

(x  —  a )h

( A B /̂— i ) dx (A +  B\/— i) dx
i ( x  —  a qr (3 \¡— i ) mx

a , a, ¡3, À, B désignant des constantes réelles et m un nombre entier; 

puis l’on intégrera ces différents termes à l’aide des équations

Ax mdx — A x "

7 + s '  /

/
À dx

(x  — a)'1

A dx
x  — à

A

ï A \{x — a)*-f- e ,

(ni — i ) ( x  — a)'· +  C3

(à \/—i )dx
P \/

¡3 dx

f

-a)2+|32

: | ( A i p B  y'’— i ) l [ ( · «  — » )2+ ( 3 2] - 4 - ( B ± A v/—  i ) a r c  t a n g ^ - p - ^  ■

(A rp B dx A rp B \J-
x  — ac : - $s f —  G " (m — i ) ( x  — i) " ‘ 1
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dont les premières se déduisent des principes établis dans la Leçon 

précédente, et dont la dernière, tirée par induction de la troisième, 

peut être, a posteriori, facilement vérifiée.

Exemples : .

A — B y/— +  A +  B y/ i_\ dx ··
x — a — (3 — i ¿c ̂  a 4- ¡3 \/ — i /

=  A1[(æ — cf)2+  ¡32] 4- 2B arc tang'̂  . - 4- ©,

i  X  +  1

Ç  dx  r  i / i

J î ’ - I  ~ J  2 \ X  —

/ x d x  , , _
£ ï r r  =  ;  ! ( * ’ + ' )  +  ®.

/ d x  _ Ç  r / i x  -h 2 \
x 3—j 3 \ x  — i x 2-\-x +  iJ

1 ^ d x — U ^  1
4  -H  I

dx

(x — t)2
6 x- 4- x +  i /̂3

----— arc tang 2 X  +  T

V/3

Lorsque la fonction f(sc),  sans cesser d’être algébrique, devient 

irrationnelle, il n’y a plus de règles générales au moyen desquelles 

on puisse calculer en termes finis la valeur de J f ( & )  dx. A la vérité, 

il suffirait, pour y parvenir, de substituer à la variable x  une seconde 

variable s tellement choisie que l’expression / ( x )  dx se trouvât trans

formée en une autre f(z-)ds, dans laquelle la fonction f(s) fût ration

nelle. Mais on n’a point de méthode sûre pour opérer une semblable 

transformation, si ce n’est dans un petit nombre de cas particuliers 

que nous allons faire connaître.

Soit d’abord f(x; z·) une fonction rationnelle de x  et de z, z étant 

une fonction irrationnelle de x,  déterminée par une équation algé

brique d’un degré quelconque par rapport à s, mais du premier degré 

par rapport à x.  Pour rendre rationnelle et intégrable la formule dif

férentielle f(x , s) dx, il suffira évidemment de substituer la variable,z 

à la variable, x.  On doit surtout remarquer le cas où la valeur de s est
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fournie, soitpar l’uné des équations binômes

(2) z n—  ( a x  4 -  b) =  0, {a0x  4- b0) z n— (aIÆ + è 1) =  o,

soit par l’équation du second degré

(3) (a0x  4 -  ¿>0)-s2—  2(al x  4- bt )z —  (a2x  -4- b2) = 0 ,

a, b, a0, b0, b,, a2, b2 étant des constantes réelles et n un nombre

entier quelconque. Comme on satisfait aux équations (2) en posant

z =z ( a x  -+- b)H ou 

et à l’équation ( 3 ) en posant

a , x  4 -  ô A "  
a0x  - 1-  b J  ’

_ ___ a {x  -4- bt 4 -  \/( a, H- +  (a0x  -+■  b0) (a2x  4 -  ¿>2)
~ —  a.f,x-hb0. ’

il en résulte qu’on rend intégrable la formule

(4) f [ « ,  ( « Æ +  b)n\ d x  ou fj^e, ( g‘ ^  +  6 0 )  ]  d x ’

en égalant à 5 le radical qu’elle renferme, et les deux formules

tx  a i X  +  ^1 +  ¿>i)24- ( a0x  4- ¿>p) ( a j X  4- ^
’ a ^ x + b o  J  ’(5 )

f

f[a?, \¡(avx  4- ¿>i )24- ( « 2«  4- ¿0) {aoæ H- ¿2 )]

en y substituant la valeur de x  en z tirée de l’équation ( 3 ) ou, ce qui 

revient au mémo, de la suivante :

(6 ) \J(a,x  4-  ¿>i )24-  (a0x  4- b0) (à2x  4- b2) —  (a0x  4- b0)z —  ( a tx  4- ¿>i).

Concevons maintenant qu’il s’agisse de rendre intégrable l’expres

sion

( 7 ) f ( x , \Jkxi -Jr  4- C ) dx,

A, B, C étant des constantes réelles. Il suffira évidemment d’employer 

l’équation ( 6 ), après avoir réduit le trinôme A x 2 -+- Ba? +  C à la forme
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( a , a ;  +  è 1) 2H - ( a 0a; +  bü) ( a i x  +  b2).  Or on peut effectuer cette réduc

tion d’une infinité de manières, en choisissant un binôme a, x  +  6, tel 

que la différence A æ 2 +  B x  +  G —  ( ahx  -+- ¿>,)2 soit décomposable en 

facteurs réels du premier degré, c’est-à-dire tel que l’on ait

(8) kb\ C a ?  — B « ,  bA +  ] B 2 —  A C  >  o.

En cherchant les valeurs les plus simples de ct{ et de bh propres à rem

plir cette dernière condition, on trouvera : i° si | B2 — AC est positif,
«

rtj —  O, ¿>,^=0 }

2 °  s i  A  e s t  p o s i t i f ,
i

<zi =  A 2 , b y—  o ;

3° si G est positif,

6 i = r C 2 , 3 , ^ o .

De plus, comme on aura

kx*  -t- B x  -+- C — ( à *# ) ==i x (B x +  C)
e t

A ^ + B x ' +  C —  ( c 2) 2 =  a ? ( A a ? - + - B ) ,

on pourra prendre dans le second cas a 0x - h  b0=  i, et dans le troi

sième a 0x  -t- b0 =  x .  En résumé, si A #2 -+- B x  -+- C est le produit de 

deux facteurs réels a 0x - h  b0, a ^ x k - b » ,  on rendra la formule (7) 

rationnelle en posant

(9) \/{a0x  +  b0) (a^x  h- ¿>„) = (a0x  -4- b0)s ou =  s1.

Dans le cas contraire, le radical s /A x 2 -+- B x  4 - G , ne pourra être une 

quantité réelle, à moins que les deux-coefficients A et C ne soient 

positifs. Dans tous les cas, on rendra l’expression (17) rationnelle 

en supposant

si A est positif, ............................................

e t

______________  ' 1
si C est positif, y kx^ +  Bx-^Q — xz — C¥

sJ A x'~ —t— B x  —t- C —  -3

i / A + B -  + C —2 = z y  x x 1Oll
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11 e s t  a i s é  d e  v é r i f i e r ,  a posteriori, c e s  d i v e r s e s  c o n s é q u e n c e s  d e  l a  f o r 

m u l e  ( 4 6 ) .  .

E xem p les. —  O n  t i r e r a  d e  l a  p r e m i è r e  d e s  é q u a t i o n s  ( i o )

/
d x

\fk~¿ • B æ  +  C = / v
J  A’ s-

ds  _ ] ( a *  +  } B  +  A V A æ! + I 3æ + c )

I B

O

=  1 (¿c -r- y/^ ï+1 ) -+- G, 

=  l(¿e +  \Jx —̂  i )  4- G,

I l  i m p o r t e  d ’ o b s e r v e r  q u e ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  ï ( u ,  v, w , . . . )  u n e  

f o n c t i o n  e n t i è r e  d e s  v a r i a b l e s  u , v , w ,  . . . ,  e t  p a r  p ,  q,  r,  . . .  d e s  d i v i 

s e u r s  d u  n o m b r e  e n t i e r  n,  l e s  e x p r e s s i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s

(a x  4- b ÿ , (a x  H- b ÿ , ( a x  4- b)~', . .  .J dx,

r  1  1
f U ( a i * 4- A Y ,  +  . . .

s e r o n t  d e  l a  m ê m e  f o r m e  q u e  l e s  e x p r e s s i o n s  ( 4 )  e t  p o u r r o n t  ê t r e  

i n t é g r é e s  d e  l a  m ê m e  m a n i è r e .  A i n s i  l ’ o n  t r o u v e r a ,  e n  p o s a n t  x  =  a 0,

f í x ^ - h x *)- 1  d x  =  6 J  = 6 [ i s s —  s 4- i l ( i 4- s ) s] 4- e ' .

A j o u t o n s  q u e  l ’ o n  r é d u i r a  i m m é d i a t e m e n t  l e s  e x p r e s s i o n s  d i f f é r e n 

t i e l l e s  " ·

(12) f[a?^, ( a x ^ + b y ^ x V - ' d x ,  fjjg l* ,

( p .  d é s i g n a n t  u n e  c o n s t a n t e  q u e l c o n q u e )  a u x  f o r m u l e s  ( 4 ) ,  e t  l ’ e x -  

p r e s s i o n

f[¿¡?, (à0x  4- bQy , ( a , x  4- ô])*] d x

¿et*·“ 1 d x

( * 3 )  .
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à  l a  f o r m u l e  ( 7 ) ,  e n  p o s a n t ,  d a n s  l e s  e x p r e s s i o n s . ( i 2 )  aP =  y  e t  d a n s  

l ’ e x p r e s s i o n  ( i 3 ) ,  a ax  +  bü= y - .

E xem ples. —  O n  i n t è g r e d x ,  e n  p o s a n t  x -  —  y ,  y  —  1 „2
à»

o u  s i m p l e m e n t  a?2 —  1 =  s 2, e t ----------- ---- ------------ p  e n  p o s a n t  x  —  1 — y '1,
{œ —  (¿y H- 1)*

y . i l
p u i s  ( y 2 -+- 2 ) 2 =  z  —  y  o u  s i m p l e m e n t  ( x  —  i ) 2 -+- ( x  - + - 1 ) 2 =  s .

E n  t e r m i n a n t  c e t t e  L e ç o n ,  n o u s  f e r o n s  r e m a r q u e r  q u e ,  d a n s  t o u s  

l e s  c a s  o ù  l ’ o n  p a r v i e n t  à  c a l c u l e r  l a  v a l e u r  d ’ u n e  i n t é g r a l e  i n d é f i n i e  

q u i  r e n f e r m e  u n e  f o n c t i o n  a l g é b r i q u e ,  c e t t e  v a l e u r  s e  c o m p o s e  d e  

p l u s i e u r s  t e r m e s  d o n t  c h a c u n  s e  p r é s e n t e  s o u s  l ’ u n e  d e s  f o r m e s

04) · f(·*)» Alf(j?), Aarctangf(jj),

f ( « 0  d é s i g n a n t  u n e  f o n c t i o n  a l g é b r i q u e  d e  x ,  e t  A  u n e  q u a n t i t é  c o n 

s t a n t e .  L e s  e x p r e s s i o n s  a r c  s i n æ  =  a r c  t a n g — - - — , a r c  c o s a ;  e t  a u t r e s
V i —  x 1

s e m b l a b l e s  s o n t  é v i d e m m e n t  c o m p r i s e s  s o u s  l a  d e r n i è r e  d e s  t r o i s  

f o r m e s  q u e  n o u s  v e n o n s  d ’ i n d i q u e r .

OEuvres de C. — S. II, t. IV.
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VINGT-NEUVIÈME LEÇON.

su r  l ’ in t é g r a t i o n  e t  l a  r é d u c t io n  d e s  d if f é r e n t i e l l e s  b in ô m e s , e t  d e

QUELQUES AUTRES FORMULES DIFFÉRENTIELLES DU MÊME GENRE.

S o i e n t  a, b , at, b {, \ ,  p ,  v  d e s  c o n s t a n t e s  r é e l l e s ;  y u n e  q u a n t i t é  

v a r i a b l e ,  e t  f a i s o n s  yx= x .  L ’ e x p r e s s i o n  (ayl +  bydy, d a n s  l a q u e l l e  

dx a  p o u r  c o e f f i c i e n t  u n e  p u i s s a n c e  d u  b i n ô m e  ayx-(- b, s e r a  c e  q u ’ o n  

a p p e l l e  u n e  différentielle binôm e, e t  l ’ i n t é g r a l e  i n d é f i n i e

1
(1) J ' (af f -\ -b) V- dy  —  ÿ- J ' ( ax -hb )V- æ :ï· d x

s e r a  l e  p r o d u i t  d e  ^ p a r  u n e  a u t r e  i n t é g r a l e  c o m p r i s e  d a n s  l a  f o r m u l e  

g é n é r a l e

( 2) j'{aæ ô)!* (atx  -+- b¡)v dx,

d o n t  n o u s  a l l o n s  m a i n t e n a n t  n o u s  o c c u p e r .

O n  d é t e r m i n e  f a c i l e m e n t  l ’ i n t é g r a l e  ( 2 ) ,  l o r s q u e  l e s  v a l e u r s  n u m é 

r i q u e s  d e s  e x p o s a n t s  p ,  v  e t  d e  l e u r  s o m m e  p  4 -  v  s e  r é d u i s e n t  à  t r o i s  

n o m b r e s  r a t i o n n e l s ,  d o n t  l ’ u n  e s t  u n  n o m b r e  e n t i e r .  E n  e f f e t ,  d é s i 

g n o n s  p a r  /, m , n  d e s  n o m b r e s  e n t i e r s  q u e l c o n q u e s .  P o u r  i n t é g r e r  l e s  

e x p r e s s i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s
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il suffira de poser successivement (voir la vingt-huitième Leçon)

a,x  + b , =  zn, a x  +  b = z n, -------— — zn.
a^x H- 6 ,

La formule (ax -+- b y ( a tx  +  ¿>,)v dx  n’étant pas toujours inté

grable, il est bon de faire voir comment on peut ramener la détermi

nation de l’intégrale (2) à celle de plusieurs autres intégrales de 

même espèce, mais dans lesquelles les exposants des binômes a x  -4- b, 

a{x  ■+■ bt ne soient plus les mêmes. Pour y parvenir de la manière la 

plus directe, on aura recours à l’équation (12) (vingt-septième Leçon), 

que l’on présentera sous la forme

(3) J 'u v \d \v -= z  u v — J u v \ d \ u %·,

puis l’on supposera les fonctions u et v respectivement proportion

nelles à certaines puissances de deux des trois quantités /

(4) a x  +  b, a^x -4- bu
a x  -4- b 

a ¡ x  -(- b 1

Comme ces trois quantités, combinées deux à deux, offrent six combi

naisons différentes, on voit que la formule (3) donnera naissance à 

six équations distinctes. On simplifiera le calcul, en opérant comme 

si u et v devaient toujours rester positives, et réduisant en consé

quence la formule (3) à cette autre

(5 ) J  uv d ï v  =  u v — J  u y d l u ,

puis ayant égard aux équations

71/ a d xd l l a  x  -h b ) = ---------r ,
a x  +  b

dx
alx  H- bt

(abx — «i b)  dx  
aix - \ - b i ( a x  -h b )  (a^x -4- b¡ )  ’

d i ( a ¡ x  -4- b¡) =

• a x  -4- b 
d 1

desquelles on tirera la valeur de dx pour la substituer dans l’inté-
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grale (2). Concevons que, pour abréger, on désigne par A cette même 

intégrale. On trouvera :

i° En supposant u proportionnel à une puissance de a x  4- b, et e à 

une puissance de a ,x  4- bK,

k = f ^ + m s i ± ± i i r i 4i{<tta, + b t )
J «1

= / ((T + ^ Z  ta' x  +  b' )V+1 d  1 ( ”  +  b,)V+»

_  (m +  6)1* ( a , .« 4- 6,)v+1 ( ' ( a x  +  b)V-(a¡x +  bi )'>'-i i ;>M/.
“  ( v - h i ) a ,  J (v +  i )a ,  ( } ’

(6 )

J  (a x  4- &)!* (alx  4- ¿>t)v dx 

_  ( v 4 - ' i j a , ( v - + - i ) a t . / v

20 En supposant u proportionnel à une puissance de atx  4- bt, et v 

à une puissance de a x  +  b,

j  (a x  4 - ¿>)l* (a¡x  4- ¿>,)v dx

(7) { (ax +  b ^ ' ^ x + b V  _  va^_  f {ax +  b)^ ( ata.+  bly - i da!i
( ¡ í-\ -i)a

a x  4- 63° En supposant u proportionnel à une puissance de a x  — et 

à une puissance de a ,x  4- 6(,

» _  Γ(α^4-^>)lx·(«!,a;4-è1)v-,-1 , , ,  . IN
A — J ---------------------------- « l(a ).£4-él )

_ (ax  4- b)V- (UjX 4 - ¿>1 )v+1 f' (ax  4- b)V· (a,x  4- &i)v+l ax  4- b \l*
(¡JL 4- v 4- i)«i - P ([i +  v4-i)a, axx-\-bx)  ’

8 )

a x  +  b )V ( a, x  +  6, )v dx 

_ (q¿r 4- 6)1* (a^x 4- frt )v+1 \j.(abi— axb)
((i4-v +  i)íi, (fi +  v + i ) a - J  (ax  4 - ¿j)!* -1 (a¡x  -h bty

4° En supposant« proportionnel à une puissance de a>æ~'~-l)'·, et
Cl OC —l·-  O
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à  u n e  p u i s s a n c e  d e  a x  -+- b>

1 7 3

J ' { a x  4 -  b)V- (axx  -+- bxy  d x

( 9 )  j =  ( « *  +  b ^ ^ x + ^ y  _  v(_a ,  b ~_a b )  ,

( ( p  -f- v -t- i )  a  ( p  +  v + i ) «  J  K / v i w  ;

5 °  E n  s u p p o s a n t  u p r o p o r t i o n n e l  à  u n e  p u i s s a n c e  d e  a ,  x  -+- b t , e t  v à

, a x  4-  b
u n e  p u i s s a n c e  d e  a æ b >

( a x  4-  b ) ^ 1 (a xx  h-  ô ,)v+1 ^ a x

abx —  ax b atx  4 -  b,= /
—  f  (a \x  +  f  a x - h  b Y +1 j  /  a x  4- b

(¡¡.-j-i) (abi — axb) \axx b t)  . \a j j r e - 6 , ,

(a x-\-b )^ rl(aix - \ - b {)',+l f  (ax-\-  6)!iH"1( a 1. r +  bt)v+1

( fjt H— i ) (abx —  axb)

r  (ax +  b)V*·' (avx  4 -  &i)v+1 , , ,  , . „ . v . „
-  I — ,--------. , ------- -*4— d l ( a lx  +  bl)v-+''-+î
J  ■ ( p  4 -  i )  (ab1—  a xb)

| J'(àx-\-b)V-(aix - \ - b l)'‘ d x

( , 0 ) | ( a a ;  +  6)!1 + 1 ( a , . r  +  6 ] ) v+1 ( p  4 - v 4 - 2 ) « !  p  ,  ,  ,

| ( p 4 - i  )(a b x—  at b) ( p - t - i  {(ab^— a ^ d  '  ’

6° E n  s u p p o s a n t  u p r o p o r t i o n n e l  à u n e  p u i s s a n c e  de a x  4- b, e t  ç à
1 a x  4-  b

u n e  p u i s s a n c e  d e  - —  ■■ 
r  axx - \ - b x

( ” )

| / ( a x  4 -  b)V- (ax x  4-  bxy  dx

(a x +  by+'iayx·*·  &,)v+1 ( p - p v 4 - 2 ) a  p
—  -— -,------ - ,  : ‘ --------7~7--------- , . r  , .— , - . / ( a # 4 - i > ) l i ( a 1a ; 4 - & , ) v+1<ir.

• ( v 4 - i ) ( a i ^ —- a ô , )  (v -t- 1 ) ( ax b — a b x) J

A  l ’ a i d e  d e s  f o r m u l e s  ( 6 ) ,  ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  ( 9 ) ,  ( 1 0 ) ,  ( 1 1 ) ,  o n  p o u r r a  t o u - '  

j o u r s  r e m p l a c e r  l ’ i n t é g r a l e  ( 2 )  p a r  u n e  a u t r e  i n t é g r a l e  d e  m ê m e  e s 

p è c e ,  m a i s  d a n s  l a q u e l l e  c h a c u n  d e s  b i n ô m e s  a x  4- b, a , x  -f- b , p o r t e  

u n  e x p o s a n t  c o m p r i s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  o  e t  —  1 . E n  e f f e t ,  i l  s u f f i r a ,  

p o u r  y  p a r v e n i r ,  d ’ e m p l o y e r  u n e  o u  d e u x  f o i s  d e  s u i t e  l e s  f o r m u l e s  ( 8 )  0

e t  ( 9 ) ,  o u  d u  m o i n s  l ’ u n e  d ’ e n t r e  e l l e s ,  s i  l e s  e x p o s a n t s  p ,  v  s o n t  p o s i 

t i f s ,  o u  s i ,  l ’ u n  d ’ e u x  é t a n t  p o s i t i f ,  l ’ a u t r e  e s t  d é j à  c o m p r i s  e n t r e  l e s  

l i m i t e s  0 e t  — 1 . A u  c o n t r a i r e ,  o n  d e v r a  e m p l o y e r  l e s  f o r m u l e s  ( 10 )  

e t  ( i i ) ,  o u  d u  m o i n s  l ’ u n e  d ’ e n t r e  e l l e s ,  s i  l e s  e x p o s a n t s  p ,  v s o n t  

t o u s  d e u x  n é g a t i f s .  E n f i n ,  s i ,  l ’ u n  d e s  d e u x  e x p o s a n t s  é t a n t  p o s i t i f ,
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l’autre est inférieur à — r, on fera servir la formule (6) ou la for

mule (7) à la réduction simultanée des valeurs numériques de ces 

deux exposants, jusqu’à ce que l’un d’eux se change en une quantité, 

comprise entre les limites o et — 1.

Lorsque les exposants p., v ont des valeurs numériques entières, 

alors, en opérant comme on vient de le dire, on finit par les r.éduire 

l’un et l’autre à l’une des deux quantités 0 et — 1. Cette réduction 

étant effectuée, l’intégrale (2) se trouve nécessairement remplacée par 

l’une des quatre suivantes : \

f d x = x - > r  3,* f —— '-T =  —  \(ax -+- ¿>)2+  3 , f —
J  J  a x  +  b 2 a ' J  ax

Ç _______dx  __ 1 Ç  ax-^-b
J  { a x  +  b) {atx  -+- ùi) ~  ab  ̂— a xù J  a , x  -+- b]

dx
■ l ( a , i c  -H à ,) 2

X  - f -  b ï  2 « !

1 , f  a x  -t- b \ 2
[abl — at b) \ a l x - h b t

•En général, toutes les fois que la formule (ax  -+- b y ( a {x  -+- b ^ d x  

sera intégrable, les méthodes de réduction ci-dessus indiquées per

mettront de substituera l’intégrale (2) d’autres intégrales plus simples 

dont il sera facile d’obtenir les valeurs.
v

Si l’on veut appliquer les mêmes méthodes à la réduction de l’inté

grale (r), il faudra supposer dans la formule (5) les quantités u et c 

proportionnelles à certaines puissances, non plus des quantités (4), 

mais des suivantes :

(r3) a x  4- b — a/2-4- 6, x — y %,
aæ -i- b  «y2 -+- b

x r

Exemple. — Concevons qu’il s’agisse de réduire l’intégrale

n désignant un nombre entier supérieur à l ’unité. On supposera u 

et v proportionnels à des puissances de y 2 et de et, comme on

i + y 2

y
=  2

2 dy
aura
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on tirera de la formule ( 5)

C>4)

dy

( i + J 2)“

y ( , + r a) - 't+1 _  r y ( i +  ,yi)',- 1cf] ^ ;i
2 { n  —  i )  J  2 (7 1  — i )  7

_____  y ________

2 (7 1  —  I) ( n - y ' - ) ' t_ 1

2 7i — 3 Ç dy
271 —  2  J  ( l  H - J 2 ) " - 1
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TRENTIEME LEÇON.

SUR. LES INTÉGRALES INDÉFINIES QUI RENFERMENT DES FONCTIONS EXPONENTIELLES, 

LOGARITHMIQUES OU CIRCULAIRES.

O n  n o m m e  fo n ctio n s exponentielles, fon ction s logarithmiques,  c e l l e s  

q u i  c o n t i e n n e n t  d e s  e x p o s a n t s  v a r i a b l e s  o u  d e s  l o g a r i t h m e s ,  e t  f o n c 

tions trigonométriques  o u  circulaires, c e l l e s  q u i  c o n t i e n n e n t  d e s  l i g n e s  

t r i g o n o m é t r i q u e s  o u  d e s  a r c s  d e  c e r c l e .  I l  s e r a i t  f o r t  u t i l e  d ’ i n t é g r e r  

l e s  f o r m u l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  q u i  r e n f e r m e n t  d e  s e m b l a b l e s  f o n c t i o n s ;  

m a i s  o n  n ’ a  p o i n t  d e  m é t h o d e s  s û r e s  p o u r  y  p a r v e n i r ,  s i  c e  n ’ e s t  d a n s  

u n  p e t i t  n o m b r e  d e  c a s  p a r t i c u l i e r s  q u e  n o u s  a l l o n s  p a s s e r  e n  r e v u e .

D ’ a b o r d ,  s i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  f  u n e  f o n c t i o n  t e l l e ,  q u e  l ’ i n t é g r a l e  i n d é 

f i n i e  / f ( . s )  d z  a i t  u n e  v a l e u r  c o n n u e ,  o n  e n  d é d u i r a  l e s  v a l e u r s  d e

/
clcc ‘

j J e x [’(ex)dx, f  cosa? f ( sin x)dx, J  sinxf(cosx) dx,

e n  p o s a n t  s u c c e s s i v e m e n t ,  c o m m e  d a n s  l a  v i n g t - s e p t i è m e  L e ç o n ,

\ x  — z, ex — z, sin# =  ,s, cos# =  z.

O n  d é t e r m i n e r a i t  d e  m ê m e  l e s  t r o i s  i n t é g r a l e s

e n  p o s a n t ,  d a n s  l a  p r e m i è r e ,  a r c  t a n g a ;  =  z ,  e t ,  d a n s  l e s  d e u x  d e r 

n i è r e s ,  a r c s i n # :  =  ^ o u  a r c c o s a ;  =  ^ .
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Observons encore que, si l’on désigne par f(«), f  {u,v), f (u, v , w , . . .) 

des fonctions algébriques des variables u, v, w; i l  suffira de faire 

ex = z  pour rendre algébrique l’expression différentielle renfermée 

sous le s ig n e y  dans l’intégrale

(3) ' J  f (ex)dx,

et cos;r =  s ou sinÆ? =   ̂ pour produire le même effet sur les deux 

intégrales

t J  f (sin#, cos#) dx,

^  j /*f(sin#, sin2#, sin3#, . . . ,  cos«, cos2#, cos3«, . . .  ) dx,

dont la seconde n’a pas plus de généralité que la première, attendu 

qu’on peut y remplacer les sinus et cosinus des arcs i x ,  Zx, L\x, . . .  

par leurs valeurs en sin# et cos#, tirées des équations de la forme

cos«« 4 - \j— i sin«# =  (cos# 4- \J — i sin#)",

cos«# — \J— i sin n x  — (cos# — \j— i s in« ) '\

Ajoutons que, si, dans la première des intégrales (4), on égale sin#,
.1

non pas à z, mais à ±  z i , cette intégrale prendra la forme très simple

On aura, par exemple, en désignant par p., v deux quantités con

stantes,

( 6 ) / s in tJ,# c o s v#c?#

Remarquons enfin que, en supposant connues les valeurs des inté

grales (3) et (4 ), ori en déduira facilement celles des suivantes

( 7 ) . J  f ( eax ) dx,

» J  f(sinè x ,  cosb x ) d x ,

J f(sin¿>#, sin2 ¿>#, sin3¿>#, . . . ,  cos¿>#, cos2 b x ,  cos3bx,  .. , ) d x ,

QEavrcs de C. — S. Il, t. IV. 23
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puisqu’il suffira de diviser par a  ou par b les fonctions obtenues* 

après y avoir remplacé x  par a x  ou par b x .

S o i e n t  m a i n t e n a n t  P ,  z  d e u x  f o n c t i o n s  d e  x ,  d o n t  l a  p r e m i è r e  res te -  

a l g é b r i q u e ,  e t  d o n t  l a  s e c o n d e  a i t  u n e  d é r i v é e  a l g é b r i q u e  z ' . S i ,  e n  

p o s a n t

J  P d x  — Q, f Q z ' d X  =  R, j R z ' d x  — %,

on obtient pour Q, R, S, des fonctions connues de la variable ¡r, 

on déterminera sans peine, à l ’aide de plusieurs intégrations par 

parties,

(9 ) f P z - d x ,

n  étant un nombre entier. Ën effet, on trouvera successivement

J  P z n d x  =  Q-3" — n j  Q z ' s '1- '  d x f 

J 'Q z ' z ' ‘~ l d x — R z 11̂  — {n — l) j R ^ z ’̂ d x ,

I . . i . . 4 i . I . .  4 i 4 « i i i .  .  i ...........................

et, par suite,

(io) J  P zn dx — Q¿'1—' «Rá"-1 -+* n(n — i) S .s"-2 — ...  h- 8,

Lorsque la fonction s se réduit à un seul tefme, elle se présente néccs* 

sairement sous l’une des deux formes (voir la vingt-huitième Leçon)

* A AarctangfO),

A désignant une quantité constante et f( x)  une fonction algébrique 

de x.

Exemples. — Si l’on suppose la fonction P réduite à l ’unité, et la 

fonction z h l ’une des suivantes

■ lx, arcsina;, arccos-r, +  -··»
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o n  t i r e r a  d e  l a  f o r m u l e  ( i o )

179

(n ) J  { \ x ) n dx  — x ( l x ) a 

1 J  (arc sin«)'* dx

n n ( n  — i )
l x  (lx)~ ( l x )11

( 12)

(.3)

=  (arcsin« ) '2 «n -------.------ , . . —------' L arcsina; (arcsina;) (arcsm« ) 3
n \! 1 — x 2 _  n ( n  — i ) x  _  n ( n  —  1) ( n  —  a ) x_^2

J  (arc co s« )a d x

(arccosÆ·)'1 L  -  +  — a) 'A - * ;
L arccos# (arc cos#) (arc cos# )3

J  [ l ( «  4 - \Jx‘l +  1)]'1 dx

1 r /  ,— I n i t f + i  n ( n  — i ) x
(i ' , \  — \ l ( x  -h \ / x s +  i)\ \ x ----- , ■ +  r -y  ■— ~i~~~
( 4 M  ( l ( x  -h \/x'z-h 1·) [ 1( 5? +  ^ ï ) ] 2

n ( n  — 1) (n — 2)\f,x--\- 1

[ l ( «  4- ^/«2-|- i ) j3

-H ©,

S i  l ’ o n  s u p p o s a i t  P  =  a ? - '  e t  s  =  \ x ,  o n  t r o u v e r a i t

n , n ( n  —  i) ■ n ( n  —  i ) . . . 3 . 2 . i '
(*5) J x a~x ( l x ) n d x  z=. —  ( !« )“ a l «  '■ a" (Iæ·)’«

L o r s q u ’ o n  s u b s t i t u e  s  à  x ,  l e s  f o r m u l e s  q u i  p r é c è d e n t  d e v i e n n e n t

/

n(t). —  1 ) .  . . 3 . 2 . 1 '(16) f z ne: dz

( l7 )
|  . /  eos 3
<

f

( 18)
1 —^ æ" sinsefc

n n(n —  1 )
I ------------h  -------- - }

n ( n —  1 )

+  COS
i(n—  1 ) (n —  2 )„ p »  «  (

« (n  — r) 1 

- S I -4
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(>9)

( 2 0 )

( / - dz  — _n ( e-,— e~~ ^  +  n ( n  — i)

e- e~- Vn n ( n  — i) (n — 2 ) "Il

/· „ . -"eas T «  » ( «  — 1) . n (« — 1 ).. .3.2.1 1,
J  a \ a z  alz- a'lz tl J

On pourrait établir directement ces dernières formules à l’aide de 

plusieurs intégrations par parties que l’on effectuerait de manière à 

diminuer sans cesse l’exposant n,  pour le faire enfin disparaître. 

Ainsi, par exemple, la formule (20) se déduit des équations

( 21)
ea: d:

z neaz
a

•il— 1 qClz

a

” ( ‘s *-1 eaz dz,
a J

1d- Z l  f  z n~-eaz dz,  
» a J

Une remarque semblable s’applique à toutes les intégrales que l’on 

déduirait de l’intégrale (10) supposée connue, en substituant z à x.  

L’intégration par parties peut encore servir à fixer les valeurs de

( 22) J z neaz c o s is  dz, J ' z neaz sin bz  dz,

a, b désignant des quantités constantes et n un nombre entier. 

Ainsi, par exemple, on obtiendra les valeurs générales des deux 

intégrales f e aZ cosbz dzt J 'eazsmbzdz en ajoutant des constantes 

arbitraires aux valeurs de ces mêmes intégrales tirées des équations

J ' e az cos bz  dz =  

Ç eaz sin b z  dz =

eaz cos b z 
a

eaz sin bz  
a

eaz sin b z dz i

-  / eaZ dosbzdz .  
a J

Au reste, la détermination des intégrales (22) peut être simplifiée 

par le moyen des considérations suivantes.

Comme on a (voir la fin de la cinquième Leçon)

¿ ( c o s ^  ■ +- \/— 1 sina?) ( c o s #  +  \/— 1 sin x ) d x \ J — 1 ,
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on en conclut

(23) X
j c?[eaI(cosè^ -4- \f— i sinès)]

( =  (a +  eaz(cosbz 4- \/—"ï sin bz) dz,

(a4 ) j e a“(cosbz -+- (/— i sinbz)dz —
_eaz (cos b s +  \J — i sin bz)

«  +  b\

s  admettant des valeurs imaginaires. Cela posé, il est clair que les 

formules (21), et la formule (20) qui en est une suite nécessaire, 

subsisteront encore si l’on y remplace l’exponentielle eaz par le pro* 

duit
ea2(cos bz +  \/— 1 sinè.c),

et le diviseur a pai

On aura donc

f z neaz( c o s b z  + \ f ^ i  s\ nb z) dz

z n e a z ( c , o % b z  +  \/—  1 s i n6. s )  T _ _____ n ______ n ( n —  1 ) . . . 3 . 2 . 1

a -\- b\J— 1 L ( a +  b\/ — i) s  (a  +  b\J— i ) n z n

Si l ’on ramène le second membre de cette dernière équation à la 

forme u +  v s ¡ ~ 1, u et e désignant des quantités réelles, ces quan

tités seront précisément les valeurs des intégrales (22). Les deux 

formules qui détermineront ces valeurs comprendront, comme cas 

particuliers, les équations (16), (17), (18) et (20). De plus, elles 

entraîneront l’équation (19) et se réduiront, si l’on suppose n =  0, 

aux deux suivantes :

, , acos¿>-h- b sinÔÆ . _/ eaz cos bs dz — --------;---=----— eat +  ©,
J a~ +  b1

r . , , a s 'm b z — b cô sb é  _/ eaz sin bsds = ----- —--- - ------ eaz -+- ©.
J  a - +  6*

(26)
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i ■

TRENTE ET UNIEME LEÇON.

Sim LA DÉTERMINATION ET LA RÉDUCTION DES INTÉGRALES INDÉFINIES, DANS LESQUELLES 

LA FONCTION SOUS LE SIGNE J  EST LE PRODUIT DE DEUX FACTEURS ÉGAUX A CERTAINES 

PUISSANCES DU SINUS ET DU COSINUS DE LA VARIABLE.

S o i e n t  [a , v d e u x  q u a n t i t é s  c o n s t a n t e s ,  e t  c o n s i d é r o n s  l ’ i n t é g r a l e  

( i )  f s m v - x c o ^ x d x .

j.

S i  l ’ o n  p o s e  s i n 2#  =  î  o u  s i n #  =  ± ' s 2 , c e l t e  i n t é g r a l e  d e v i e n d r a

/
E - ! V - l

*  8 0 - 3 )  8 dz.

D o n c  e l l e  p o u r r a  ê t r e  f a c i l e m e n t  d é t e r m i n é e  ( voir  l a  v i n g t - n e u 

v i è m e  L e ç o n ) ,  l o r s q u e  l e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  d e s  d e u x  e x p o 

s a n t s  — , I C n l  e t  d e  l e u r  s o m m e  ~  2 s e  r é d u i r o n t  à  t r o i s
2 2 2

n o m b r e s  r a t i o n n e l s  d o n t  l ’ u n  s e r a  u n  n o m b r e  e n t i e r .  C ’ e s t  c e  q u i  

a r r i v e r a  n é c e s s a i r e m e n t  t o u t e s  l e s  f o i é  q u e  l e s  q u a n t i t é s  p., v a u r o n t  

d e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  e n t i è r e s .

D a n s  t o u s  l e s  c a s ,  o n  p o u r r a  d u  m o i n s  r a m e n e r  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e  

l ’ i n t é g r a l e  ( x )  o u  ( 2 )  à  c e l l e  d e  p l u s i e u r s  a u t r e s  i n t é g r a l e s  d e  m ê m e  

e s p è c e ,  m a i s  d a n s  l e s q u e l l e s  l e s  e x p o s a n t s  d e  s i n #  e t  c o s #  o u  d e  s  

e t  1 —  s  n e  s e r o n t  p l u s  l e s  m ê m e s .  P o u r  y  p a r v e n i r ,  i l  s u f f i r a  d ’ e m 

p l o y e r  d e  n o u v e a u  l a  f o r m u l e  ( 5 )  d e  l a  v i n g t - n e u v i è m e  L e ç o n ,  s a v o i r

( 3 )  Çiiv d \ v  —  uv —  J  uv d \u ,

e n  s u p p o s a n t  l e s  f o n c t i o n s  u , v p r o p o r t i o n n e l l e s  à  c e r t a i n e s  p u i s -
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s a n c e s  d e  d e u x  d e s  t r o i s  q u a n t i t é s  5 , 1 —  - ,  —  _ "  o u ,  c e  q u i  r e v i e n t  

a u  m ô m e ,  d e  d e u x  d e s  t r o i s  s u i v a n t e s  :

( 4 ) sino.', cos#, 
*

s i n #

cos# —  t a n g #  =
1

col#

C o n c e v o n s ,  p o u r  f i x e r  l e s  i d é e s ,  q u e  l ’ o n  v e u i l l e  r é d u i r e  l ’ i n t é 

g r a l e  ( t ) .  O n  c o m m e n c e r a  p a r  s u b s t i t u e r  d a n s  c e t t e  i n t é g r a l e  la  

v a l e u r  d e  d x  t i r é e  d e  l ’ u n e  d e s  é q u a t i o n s

( 5 )

d 1 sin# 

d 1 cos# =r—· 

cil tang# trí

e o s  #  dx
-------->sin#

sin# dx
--------------- ,

C O S #  ·

d 1cot# =
dx

sin# cos#’

p u i s  l ’ o n  c o n c l u r a  d e  l a  f o r m u l e  ( 3 )  : i °  e n  s u p p o s a n t  u  p r o p o r 

t i o n n e l  à  u n e  p u i s s a n c e  d e  s m a ?  e t  v à  u n e  p u i s s a n c e  d e  c o s . r ,

J  siû '# cosv# dx — j —sinl1·-1# cos74-1# d 1 cos#

cosV4_l x d l  cos7+1 x= / 'J - t-  1 

sint*-1# cos74-1#

( 6) J  sinr-#cosv#rf# =  -

V +  I

sint'·“ 1# cos74"1# 
v -f- 1

/ s i n l* - 1#  c o s 7+ 1#  , ,---------------- d I
v + 1

sinl*-1#,

— f  sinH·- ■ 1 J
■2# cos74"2# dx:

12° e n  s u p p o s a n t  u p r o p o r t i o n n e l  à  u n e  p u i s s a n c e  d e  c o s #  e t  v à  u n e  

p u i s s a n c e  d e  s i n # ,

( 7 ) y  siné# cosv# dx —
sinr·4"1 x cos7- 1 # , 'J — 1

4-
f* '

— f  sin!J-+2.i 1 J x cos7' 2 # dx ;

e n  s u p p o s a n t  u  p r o p o r t i o n n e l  à  u n e  p u i s s a n c e  d e  t a n g a ;  e t  e à  u n e
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p u i s s a n c e  d e  c o s a ; ,

f sin ^ a ;  c o s va; d x  —  J"  — sin l1 - 1 ^  c o s v+ 1« í¿1 c o s ®  

—  t a n g í a ;

- f p. 4-  V 

sinM·—1 

F

c o s ^ a ;  û? 1 c o s ^ a ;

s i n l ^ t a ;  c o s v+1a;a ? c o s v41a; /* !

<T+v-------- V  · F -
d  1 ta n g u a ? ,

( 8 ) J " sinl·*·x  c o s v x d x  — —
s i n ^ - ’ a; c o s ^ ' a ;  (jl —  i

/J. 4 - · v
— j " sir# -2 a; c o s v a; d x \

4 °  e n  s u p p o s a n t  u  p r o p o r t i o n n e l  à  u n e  p u i s s a n c e  d e  co t .cc  e t  v à  u n e  

p u i s s a n c e  d e  s i n a ; ,

( 9 ) j ü ^ x ^ x d x  =
s i r # + 1a; c o s v ‘ x

F -
—  Ç s in ^ a ;  c o s v - 2a; dx-, • v J

5 °  e n  s u p p o s a n t  u p r o p o r t i o n n e l  à  u n e  p u i s s a n c e  d e  c o s a ;  e t  v à  u n e  

p u i s s a n c e  d e  t a n g a ; ,

j ' s i r # a ;  c o s vx  d x  =  j ’ s intA_,_1 x  c o s v+1a; d \ t a n g a ;

l a n g e a ;  c i l  l a n g e a ;

i i # + 1a; c o s v+1a;

- f

COSS

[JL 4- i
s i n i s a ;  c o s v+ Ia;

■ f -

(10) J ' s inocosyx d x  =

F  + 1 J  F  +

s i n #*·1 a; c o s v+1a; jul

d  1 cos ix+'v + , a;>

F '
- +  2 É s i n ^ a ;  c o s v a; <£r; 
*+-1

6 °  e n  s u p p o s a n t  u p r o p o r t i o n n e l  à  u n e  p u i s s a n c e  d e  s i n a ;  e t  v à u n e  

p u i s s a n c e  d e  c o t a ; ,

( 1 1 ) j  s io ^ a ;  c o s v a; d x  — — s i n ^ ' a ;  c ô s v+1a; 

v 4 -  1
------  (  sml·1 x  c o s v+2x  dx .
■ 1 · '

A  l ’ a i d e  d e s  f o r m u l e s  ( G ) ,  ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  ( 9 )', ( 1 0 ) ,  ( 1 1 ) ,  o n  p o u r r a  t o u 

j o u r s  t r a n s f o r m e r  l ’ i n t é g r a l e  ( 1 )  e n  u n e  a u t r e  i n t é g r a l e  d e  m ê m e  

e s p è c e ,  m a i s  d a n s '  l a q u e l l e  c h a c u n e  d e s  q u a n t i t é s  s i n a ; ,  c o s a ;  p o r t e  

u n  e x p o s a n t  c o m p r i s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  — 1 , 4- 1 . E n  e f f e t ,  p o u r  

a t t e i n d r e  c e  b u t ,  i l  s u f f i r a  d ’ e m p l o y e r  u n e  o u  p l u s i e u r s  f o i s  d e  s u i t e  

l e s  f o r m u l e s  ( 8 )  e t  ( 9 ) ,  o u  d u  m o i n s  l ’ u n e  d ’ e n t r e  e l l e s ,  s i  l e s  e x p o -
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s a n t s  [x e t  v  s o n t  p o s i t i f s ,  o u  s i ,  l ’ u n  d ’ e u x  é t a n t  p o s i t i f ,  l ’ a u t r e  e s t  

c o m p r i s  e n t r e  l e s  l i m i t e s  o ,  —  i .  O n  d e v r a ,  a u  c o n t r a i r e ,  e m p l o y e r  

l e s  f o r m u l e s  ( i o )  e t  ( i  i )  s i  l e s  e x p o s a n t s  p. e t  v  s o n t  t o u s  d e u x  n é g a 

t i f s ,  o u  s i ,  l ’ u n  d ’ e u x  é t a n t  n é g a t i f ,  P a u t r e  e s t  c o m p r i s  e n t r e  l e s  

l i m i t e s  o  e t  i .  E n f i n ,  s i ,  l ’ u n  d e s  d e u x  e x p o s a n t s  é t a n t  p o s i t i f ,  m a i s  

s u p é r i e u r  à  l ’ u n i t é ,  l ’ a u t r e  e s t  n é g a t i f ,  m a i s  i n f é r i e u r  à  —  i ,  o n  f e r a  

s e r v i r  l a  f o r m u l e  ( 6 )  o u  l a  f o r m u l e  ( 7 )  à  l a  r é d u c t i o n  s i m u l t a n é e  d e s  

v a l e u r s  n u m é r i q u e s  d e  c e s  d e u x  e x p o s a n t s ,  j u s q u ’ à  c e  q u e  l ’ u n  d ’ e u x  

s e  t r o u v e  r e m p l a c é  p a r  u n e  q u a n t i t é  c o m p r i s e  e n t r e  l e s  l i m i t e s ,  —  1 

e t  -t- 1 .

D a n s  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  o ù  l ’ o n  s u p p o s e  p. -t-  v  =  o ,  l e s  é q u a t i o n s  ( 6 )  

e t  ( 7 )  d e v i e n n e n t

f  langea;dx =  —  ̂-*— y ’ tange-2.*dx,

f* cotv-** x r
J  cot̂ xdx — --------— — J  cotv_2a; dx.

L o r s q u e  l e s  e x p o s a n t s  p.. e t  v o n t  d e s  v a l e u r s  n u m é r i q u e s  e n t i è r e s ,  

a l o r s ,  e n  o p é r a n t  c o m m e  i l  a  é t é  d i t  c i - d e s s u s ,  o n  f i n i t  p a r  r é d u i r e  

c h a c u n  d ’ e u x  à  l ’ u n e  d e s  t r o i s  q u a n t i t é s  -f-  1 , o ,  —  1 , e t  l ’ i n t é g r a l e  ( 1 )  

s e  t r o u v e  n é c e s s a i r e m e n t  r e m p l a c é e  p a r  l ’ u n e  d e s  n e u f  s u i v a n t e s  :

J  dx — x +  G, J “ sina;<£r:= — cos x +  ©,

=  sin« -+- G, / sin«cosa;<i«=: |

f ' s i n x d x

J  C O S X
— --  11 cos2 a;

f '  cos a; d x

J  sin.*
= 1 1 sin2a; +  e,

Ç d x
{1 tang?« +  G,J  cosa;sina;

— 1 1 tang2 ~ +·©„

dx
cos«

d(x  +  -¡-rc)
sin(a; + î-tt)

Oliuvres de C. — S. II, t. IV.

11 tang: X K

4
+  e.

24
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S i  l ’ o n  a p p l i q u e  c e s  p r i n c i p e s  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  i n t é g r a l e s

}
J'sin,lxdx,  J ‘cosnxdx,  

r s in "«, / 'cos»«, f  dx r
J  w ^ d x ’ J  sin'·« ' J  cos»« J  sin"a-·

n  é t a n t  u n  n o m b r e  e n t i e r ,  o n  t r o u v e r a  : i °  e n  s u p p o s a n t  n  p a i r ,

J  sin'‘«rf« = - 

J  cos” x dx =  

J  tangnx d x  — 

J 'cot nx d x  =  - 

J ' séC xdx  =  

J cosôc“.rrf« =

J '  sin"««/x =  ■ 

y"cos'*« dx —

f  tang" x dx — 

J  cot"x dx — 

Ç sée" x dx =  

J 'eoséc".« dx —

cos.«
n [

sin.« f----- c
n L

sin"-1« n —  i 
n —  2

sin"-3.« 2 . 4 . . . ( n  —  4)< >  — 2 ) ’]

ain V r n _ r - 3 .5 ...(«  — 3) (n 0 „„„ „1
Sll1,3; I cos"—1 x  - h  — ----r cos"-3. » +  . · ■ +  I X - . . ( n - 4 ) ( « - 2 ) C J

n  —  :

i .3...(« — 3) (n — 1) 
2.4. . .{n —  a)n

i ,3. ■ ■ (» — 3) (n — 1)
2 .4 ..

x  +  ©,. 

x  4- ©,

tang"-1.« tang"-3.« +  tang" *« 
n —  i n —  3 11 3

col"“1.« col“- 3·« cot"-5«
n — 1

sin« P 
n —  i L

n — 3 n ■

—...  ±  tang« q= x  h- ©, 

±  cot.« + X + 0 ,

Bée»-*« +  ^ s à c " ~ 3«
n —  3

[ coséc"-1« +  coséc"-3« -f-.
?* --  I

1 .3 .. .(n — 5) ( re -3 )

. ~  ^  / n ~ ·  i l  c ° s é c
1 .3 .. .(n — 5) (n — 3)

.«]

2 ° e n  s u p p o s a n t  n  i m p a i r

« r n —  i . „ V,l —  ' n 1*-  - >-^ s in " -1« H '^ z r ï sin"-3« +  (B_ a ) ( B- 4 )

n r  T n —  I „ (« —  t) t 1
™  [cos"-1« +  —  cos"-3« +  ( i r ^ y T

cos
n

(n  _ji)_(n-----3) g¡Q/í—3^ +

1 X  -+ * ·------------  o u o "  -  ^  .n — a t

lang" - 1 x  tang"“3« lang»-5« _
n —  1 n —  3 n —’5

cot"-1« cot"-3« cot"-5«

a.à. . .(n — 3)(/i —1)"| -h ©,
1.3.. ■(»'- 4 )  O  — 4)J
2. 4. ■·(« — 3) (« — 1) 1 •4* G.
1.3. ..{n — 4) C» — a)J

tang*!« ±  \  1 cos2« -t- ©,
2

n —  i

sin« T
-------  in —  1 L

séc"“1«

n — 3 n

n —  2

cot2 x  
2

: i  1 sin2« -t- ©,

cos.« r-------cosec"-1 «-+

n —  3 

Il —  2
n — 3

séc"-8« - 

coséc"-3«-

.^ h d -d !l— l̂ séc2« 1 ~  — ^altang2^ -
2 .4. . . ( k - - 3) J a4-..(n·—1) \ 2

b .Î llA ü— cosée2«! -+- |ltan g 2 -
2 .4 · · -(n— 3) J 2.4.- O - O  4

· ? ) + © ,

.©

N o u s  i n d i q u e r o n s ,  e n  f i n i s s a n t ,  p l u s i e u r s  m é t h o d e s  q u i  p e u v e n t  

s e r v i r ,  c o m m e  l e s  p r é c é d e n t e s ,  à  l a  r é d u c t i o n  o u  à  l a  d é t e r m i n a t i o n  

d e  l ’ i n t é g r a l e  J s i i v ^ æ c o s * “ #  t/a?, m , n  é t a n t  d e u x  n o m b r e s  e n t i e r s .
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D ’ a b o r d ,  i l  e s t  c l a i r  q u ’ o n  r é d u i r a  l ’ i n t é g r a l e  J s i n ~ ma; c o $ -" x d x  à  

d ’ a u t r e s  p l u s  s i m p l e s  e n  m u l t i p l i a n t  u n e  o u  p l u s i e u r s  f o i s  l a  f o n c t i o n  

s o u s ' l e  s i g n e  J  p a r  s i n 2#  -+- c o s 2a? =  1 . D e  p l u s , . o n  p e u t  r e n d r e  

r a t i o n n e l l e  l ’ e x p r e s s i o n  d i f f é r e n t i e l l e  s i n ± m a ; c o s ±nx d x  : i°  d a n s  l e  

c a s  o ù  n  e s t  u n  n o m b r e  i m p a i r ,  e n  p o s a n t  s i n a ;  =  s ;  20 d a n s  l e  c a s  

o ù m  e s t  u n  n o m b r e  i m p a i r ,  e n  p o s a n t  c o s a ;  =  s .  R e m a r q u o n s  e n f i n  

q u e  l ’ o n  o b t i e n d r a  t r è s  f a c i l e m e n t  l e s  v a l e u r s  d e s  i n t é g r a l e s

j ‘s\nmx  d x, J  cosnx d x ,  J  s\nmx  cosnx  d x

d è s  q u ’ o n  a u r a  d é v e l o p p é  sinmæ, cosnx  e t  s i n m; z  c o s " a ?  e n  f o n c t i o n s  

l i n é a i r e s  d e  s i n a ? ,  s i n 2 a?, s i n 3 a ? ,  . . . ,  c o s a ? ,  c o s 2 a ; ,  c o s 3 a ; ,  . . .  à  l ’ a i d e  

d e s  f o r m u l e s  é t a b l i e s  d a n s  l e  C h a p i t r e  V I I  d e  Y Analyse algébrique  ( * ) .

(*) OEuvres de Cauchy, S. Il, T. III, p* i53.

IQ<S»
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TRENTE-DEUXIÈME LEÇON.

SUR LE PASSAGE DES INTÉGRALES INDÉFINIES AUX INTÉGRALES DÉFINIES.

Intégrer l’équation

(i) dy — f ( x ) d x ,

ou l’expression différentielle f { o c )  d x ,  à partir de #  =  a?0, c’est trouver 

une fonction continue de x  qui ait la double propriété de donner 

pour différentielle f { x ) d x  et de s’évanouir poura? =  a;0. Cette fonc

tion, devant être comprise dans la formule générale

I f ( x ) d x  +  Q,
*0

.r

f ( x ) d x ,  si la fonction f ( x )
i

est elle-même continue par rapport à x ,  entre les deux limites de

cette intégrale. Concevons maintenant que, les deux fonctions ®(x)

et x(oc) étant continues entre ces limites, la valeur générale de r ,

tirée de l’équation (i), soit présentée sous la forme 
*

< ? { * ) + f x ( x ) d x -

La fonction cherchée sera évidemment égale à 

? ( x )  —  ?(#<>) +  /  X ( x ) d x .

En partant de cette remarque, on verra sans peine ce que deviennent 

les formules établies dans les Leçons précédentes, lorsqu’on assujettit 

les deux membres de chacune d’elles à s’évanouir pour une valeur

se réduira nécessairement à l’ intégrale J
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donnée de æ. Ainsi, par exemple, on reconnaîtra facilement que les 

équations (9) et (12) de la vingt-septième Leçon, savoir

uv —  J v  du

entraînent les suivantes

( 2 )

et

(3) -

r 0, «o et v0 désignant les valeurs de 5, u et v correspondantes a x  =  x ü. 

Si, dans les formules (2) et (3), on pose x  =  X, on trouvera* en appe

lant Z, U, Y les valeurs correspondantes de s, u, v,

f X/ ( æ) d x  —  f |?( s )  dz

J uv' d x  ~  uv —  iif, Vt, —  / vu 'dx,
y»

ou

J f ( x ) d x  =  j  f ( s ) d z  e t  / udv =

J u v '  d x  =  uv —  J  vu' d x

(4) dz

et

(5) uv' d x  =  U V  —  «o Co — vu' dx,

Les équations (4) et ( 5) sont celles que l’on doit substituer aux for

mules (9) et (12) de la vingt-septième Leçon, lorsqu’il s’agit d’appli

quer l’intégration par substitution ou par parties à l’évaluation ou à 

la réduction des intégrales définies; tandis que les intégrales de cette 

espèce, déduites de l’intégration immédiate ou par décomposition, 

sont données par la formule (18) de la vingt-sixième Leçon, ou par la 

formule (2) de la vingt-troisième. Ces principes étant admis, les mé

thodes exposées dans les Leçons précédentes pourront servir à déter

miner un grand nombre d’intégrales définies, parmi lesquelles je vais 

citer quelques-uiies des plus remarquables.

Si l’on désigne par m un nombre entier, par a, ¡x, v des quantités
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p o s i t i v e s ,  p a r  a ,  A ,  B ,  C ,  . . .  d e s  q u a n t i t é s  q u e l c o n q u e s ,  e n f i n  p a r  t 

u n  n o m b r e  i n f i n i m e n t  p e t i t ,  o n  t i r e r a  d e s  f o r m u l e s  é t a b l i e s  d a n s  l e s  

v i n g t - s e p t i è m e  e t  v i n g t - h u i t i è m e  L e ç o n s

/ x a~l d x  =  --5 / x~ a~x d x  ^  oo,
a  «A

J e~x d x  —  i , f  eax d x  —  oo, f  e~ax d x  —  —
o · A> Jo a

JC1 B C' ( A  +  B æ +  C æ! t . . . ) ^  =  A +  -  -h j + . . . ,

r l x m—  T , , 1 , 1 , , 1  r ”

1  * ~ l 2 3 w  -'o 1

et# tt

-+- a;2 2 ’

T “ d x   TT r ve x  d x    p
J _ ̂  îc2 -h a1 a ’ J  j a;s-t-a2 v’

1

/** arête _ r "  ^  7T
J  t x*-ha* J 0 \Ja*— x * ~~ 2

f\  90 d x
( x - a y + l 32

__ TT T 8V ( x  — tx)dx  _. p r 6

~  P ’ J  l (-27 — CC)2-t- (32 _  v ’ J  ,
(¿c —  ot) ¿fcc 

(a; —  a ) * +  (32

r ev /  A — B y/— I · A +  By/— i \ , . ,p  T)
/ ( -------------- -----= =  -1----------------- v . _ _  \ d x - 2 h .  1 i-  +  2ttB ,

J , \ x  — a — (3 y/— i a; — a-h ¡3 y/— :
E)A

f ( - ± =J  i \ x  — a
A — B y/— i A ■+- By/— i

(3y/— i a; — « -+- (3 yA— i
d x  —  2ttB.

f f X ̂
D e  p l u s ,  s i  l ’ o n  r e p r é s e n t e  g é n é r a l e m e n t  p a r  u n e  f r a c t i o n  r a t i o n 

n e l l e  d o n t  l e  d é n o m i n a t e u r  n e  p u i s s e  s ’ é v a n o u i r  p o u r  a u c u n e  v a l e u r  

r é e l l e  d e  x , p a r a ; , ,  x 2, . . .  l e s  r a c i n e s  i m a g i n a i r e s  d e  l ’ é q u a t i o n  

F ( æ )  =  o , d a n s  l e s q u e l l e s  l e  c o e f f i c i e n t  d e  \J—  i e s t  p o s i t i f ,  e t  p a r

A ,  —  B ,  y/—  f , A 2 —  B a y C T  !  . . .  i e s  v a l e u r s  d e  l a  f r a c t i o n  c o r -F(«)
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respondantes à ces racines, on obtiendra la formule

J_ ' 1

( 6 ) . J '  d x  —  2 ( A ,  +  A 2 +  . . .)  1 ^  +  2 7 t ( B 1 4 -  B 2h-·. .

“ sîl

Le second membre de cette formule cessera de renfermer le facteur 

arbitraire l£, et l’on aura en conséquence

( 7 ) . =  t ( B l + B , +  . . . ) ,

toutes les fois que la somme A, 4- A2 4 - . . .  s’évanouira. Or, cette con

dition sera remplie si le degré de F(a?) surpasse au moins de deux 

unités le degré de f(#). On arrive au même résultat en partant de la 

remarque qui termine la vingt-cinquième Leçon.

Si le degré de la fonction F(æ) surpassait d’une unité seulement

celui de f(#), l’intégrale J  dx deviendrait indéterminée, et sa

valeur générale, donnée par l’équation (6), renfermerait la constante

arbitraire-· Mais, en réduisant cette constante arbitraire à l’unité,
• V

on retrouverait l’équation (7), qui, dans ce cas, fournirait seulement 

la valeur principale de l’intégrale en question. Ajoutons que cette 

valeur principale resterait la même, si, outre les racines imagi

naires æ, x 2, l’équation F(¡r) =  o admettait des racines réelles.

L a  r a i s o n  e n  e s t  q u e  t o u t e s  l e s  i n t é g r a l e s  d e  l a  f o r m e  f< 

d e s  v a l e u r s  p r i n c i p a l e s  n u i l e s .

o n t

E x e m p le s . —  S o i e n t  m  e t  n  d e u x  n o m b r e s  e n t i e r s ,  m  é t a n t  <  n .  S i  

l ’ o n  f a i t  VU: + 1 =  a,  o n  t r o u v e r a
2 n

d i  

1 —  x

2 Tt

2 n [ sin a T: +  sin 3 au-H...4- sin(2/i — i)<z7t]

il

n sina7i
n sin

n

(2/11+ I ) 7t
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O n  e n  c o n c l u t ,  e n  p o s a n t  s  =  x 2'1,

T" za~l dz r " x inid x  _  x *"1 d x  _  n
(8). Jo T+T ~'2nJ0 T+xï7l~nJ_ x 1 + ^ 11 sinfl7r’

D e  m ê m e ,  e n  r é d u i s a n t  c h a q u e  i n t é g r a l e  i n d é t e r m i n é e  à s a  v a l e u i  

p r i n c i p a l e ,  o n  t r o u v e r a

—— ^  — [sinaan: +  sin4«rc · · +  sin(2«  a),airl — ftt,angair ( 2/71 +  1)71’
i — x211 2 n 0 /itang -̂--—----

/*“ z11- 1 dz C“ x2mdx _ f ” x°mdx _  -rc
(9) ’ / -4— r  =  2n nJ  1 —x2« “  tanga7r'

j 0 1 "" ^0 — *

O n  d é d u i r a  e n c o r e  d e s  f o r m u l e s  é t a b l i e s  d a n s  l e s  v i n g t - n e u v i c m e  e t  

t r e n t i è m e  L e ç o n s

dx 1.2.3...(772 — 1) X i .2.3.,.(n — m — 1)

x d x  _  m — 1 r "  x m~*dx 
(1 +  *)“ ~  n — m J 0 (i +  «)'i

( 771 —  I ) .  . . 3 . 2 . 1  / " * _

—’ (/i —  —  3 )  {n — 2 ) J 0 (1 ■

dy 2/î_ 3  r n df  x . 3 . 5 ■ . ■ ( 2 « — 3) r “ dy  _  1 .3.5.  . ■ ( i n  -  3) ;
( T ^ p i - ^ T i J o ( i + j 2)'1- 1 2 .4 .6 . . .  (2 /1 - 2 ) J 0 1 +  y 2 2 .4 . 6 . . .  ( 2 « - 2 ) 2

(n — — 3) ( «  — 2 ) (1 +  * )"  1 .2 .3 ... (n — 1)

2. ^ . 6 . . , (2 n — :

f “ z ne~2dz = 1 . 2 . 3 . . .
0̂

r°° 1 . 2. 3. .
I z n er a*dz-=. 
0̂ a " +1

‘1 . 2 . 3 . . .  n

(  a  +  v/—  1 ) "
T  & e ~ az{ c o s b z - { - \ / ^ ~ i û n b z ) d z  —

r  zne-^ cosbzdz -  '•2-3- - -^ cos ["(/» +  1) arctang|]> 
^  ‘ ( a 2+ 62) 2

e-a z  cos JjS d ~

»'O

f  £'!e-as sín6s — -* - 2·3· · ̂  - sin t"(/i +  1) arc tang— 
■ ·  ( a 2+ 62) ~  L

r *  6I e~a“ sm bzdz = - ——r+
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E n f i n ,  o n  t i r e r a  d e s  f o r m u l e s  é t a b l i e s  d a n s  l a  t r e n t e  e t  u n i è m e  L e ç o n ,  

i °  e n  s u p p o s a n t  n  p a i r ,

1.3.5.. .(n —i) n C
x d x  — -------- -¡—z---------------- =  / c o s re«  dx,

2 .4 .6 . . . «  2 J/
û n n

TC

r k . _ ,  I I I , 7T/ tang nx d x = --------------5 + . . . +  r ± i q : 7
J  «  —  i «  —  3 3 ^ 4

2 0 e n  s u p p o s a n t  n  i m p a i r ,

TT

/ s i n ' l « o ? «  =  

0

2 . 4 . 6 . .

TC

1 . 3 . 5 . . . . ( «  —  2 ) «  J B

TC

J t a n  gnx d x = :  
0

[ I I

n — 1 « - 3  4

L e s  m é t h o d e s  d ’ i n t é g r a t i o n  q u e  n o u s  a v o n s  i n d i q u é e s  f o u r n i s s e n t  

s o u v e n t  l e s  m o y e n s  d e  t r a n s f o r m e r  u n e  i n t é g r a l e  d é f i n i e  d o n n é e  e n  

u n e  a u t r e  p l u s  s i m p l e .  A i n s i ,  p a r  e x e m p l e ,  q u e l l e  q u e  s o i t  l a  f o n c 

t i o n  f ( x ) ,  o n  t i r e r a  d e s  f o r m u l e s  " é t a b l i e s  d a n s  l a  v i n g t - s e p t i è m e  L e ç o n

f /*90
I  f (x  ±  a) dx —

S% 50 /O 00
/ f ( z )dz— j  f(x )d x ,

1 J— » t/„ » t/_ 50
1 · »
1 / f(a x)d x  = A f f(x)d x, 

do1 d0

1 />09
/ e~ax dx =  

J q

j r x— / « f·-^ -*^ «,
alV .

C° s in ««  . T ” s in « ,/ ------  dx = / oo dx’Je . x Je 00

L o r s q u e ,  d a n s  u n e l i n t é g r a l e  r e l a t i v e  à  l a  v a r i a b l e  x ,  l a  f o n c t i o n  

s o u s  l e  s i g n e  J  r e n f e r m e  u n e  a u t r e  q u a n t i t é  p. d o n t  l a  v a l e u r  e s t  a r b i 

t r a i r e ,  o n  p e u t  c o n s i d é r e r  c e t t e  q u a n t i t é  p. c o m m e  u n e  n o u v e l l e  

v a r i a b l e ,  e t  l ’ i n t é g r a l e  e l l e - m ê m e  c o m m e  u n e  f o n c t i o n  d e  p.. P a r m i  l e s
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fonctions de cette espèce, on doit remarquer celle que M. Legendre a 

désignée par la lettre T, et qui, pour des valeurs positives de p., se 

trouve définie par l’équation

( n )  r ( | i ) = j f  Z ^ e - ^ d s .

Cette fonction, dont Euler et M. Legendre se sont beaucoup occupés, 

satisfait, en vertu de ce qui précède, aux équations

(12)
T ( i ) = i ,  T ( 2 )  —  1 ,  T ( 3 ) ^ = i . 2 ,  . . . ,  T ( n )  =  1 . 2 . 3 . .  . (n  — i ) ,

f V
"0

( 13 )

f  zn- l e-a·
Jo

I Æ» - ie-«s 
n

~azcos b z d z  —
T(/i) cos arc tang-

( a s +  V f

T ( n )  s in  ( n a r c l a n g -  

s i n  bz dz — —-------

( U )  r # - '
•'O

( a 2+ ^ ) 2

e-a z  d z  __ É(p.) r  x m~l d x  _  T ( m ) T ( n  — m)
J„ (1 +  « ) '*aV- F ( / i )

dans lesquelles n désigne un nombre entier, m un autre nombre en

tier inférieur à n, et p. un nombre quelconque.
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TRENTE-TROISIÈME LEÇON.

DIFFÉRENTIATION ET INTÉGRATION SOUS LE SIGNE J ' .  INTÉGRATION DES FORMULES

DIFFÉRENTIELLES QUI RENFERMENT PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES.

Soient x,  y  deux variables indépendantes, /{oc,y) une fonction de 

ces deux variables, etic0, X deux valeurs particulières de x.  On trou

vera, en posant Ay — ocdy et employant les notations adoptées dans la 

treizième Leçon, '

Ay / f ( x , y ) d x  =  f { x , y  +  A y ) d x  —  j  f { x , y ) d x  =  j  Ay f { x , y ) d x ,  
Jxa */r0 ■ */r0 Jxo

puis, en divisant par a.dy et faisant converger a vers la limite zéro,

Il suit de ces formules que, pour différentier par rapport à y  les inté

grales f  f { x ,  y )d x ,  f  f ( x , y ) d x ,  il suffit de différentier sous le
' "X* “ X*

X X

( O

On aura de même

signe J ' la fonction f { x , y ) .  il en résulte encore que les équations

X

(3)
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entraînent toujours les suivantes :

f Xd f ( x , y )  _  d § { y )

4  dy -  dy ’

r X d f ( x , y )  d x  _  d § { x , y )

4  dy  dy

Ç d / { x , y )  _d § \ x , y )  '
J  d y  -  dy  +

( 4 )

( 5 )

/
' d" f { x ,  y )  d x _  d n § ( y )  ' 

dy'1 dy'1

' d 'lf { x , y )  d x _  d " í ( x , y )
l  d y " dy'·

f  d " f { x , y ) d x _ d"§{x,y)  ^
J  d yn d yn

Exemples. — En différentiant n fois de suite par rapport à la quan

tité a chacune des intégrales

f  - f ' X_> f  f  e±axdx,  f  e~axdx,  * f  xV- 'e~axdx,

on trouvera

1 . 2 . . . «  d x
f  ( « 2 -t- a ) n+i

Ç “ 1 . 2 . . . /

J 0 (a?2 H-a

X  ( l - r t f 2)“-1-1 

/

f xne~·

i . 2 . . .  n d x
( x î ~ha)'l+l

d x

e±ax d x  

ax d x

( —  arc tan g 
u a  sja

dan
G.

d'1 ( ~j=  n \ \ /a i . 3 . 5 . . .  ( 2 « — i ) n
2 d a '1 2 nan\Ja

i . 3 . 5 . . . ( 2 « — i) n 
2 . 4 -6 . .  . ( 2 «) 2 ’

___¿ ' » ( « - ‘ g * 3* )

dan
\

-4- G,

o?3 ( a-1 )   1 .2 .3 . . .«
dan yti-t- 1

Ç  x P + n - i  e—a x d x  - f*(f*  I ) ‘  · · ( /* n J) T V , , ' )

do aV-+n \rl*

T(f2 -f· «) =/*({x 4 - 1). . .(fx-l- « — i) T (fi).
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C o n c e v o n s  m a i n t e n a n t  q u e  l a  f o n c t i o n  f ( æ >y)  s o i t  c o n t i n u e  p a r  

r a p p o r t  a u x  d e u x  v a r i a b l e s  x  e t  y ,  t o u t e s  l e s  f o i s  q u e  x  r e s t e  c o m p r i s  

e n t r e  l e s  l i m i t e s  a?0, X ,  e t  y  e n t r e  l e s  l i m i t e s  j 0> Y ·  I l  e s t  a i s é  d e  v o i r  

q u e ,  p o u r  d e  s e m b l a b l e s  v a l e u r s  d e  x  e t  d e  y ,  l a  s e c o n d e  d e s  é q u a 

t i o n s  ( 3 )  e n t r a î n e r a  l a  s u i v a n t e  :

( 6 ) f  f  f ( x , y ) d y d x  =  f  $ ( x , y ) d y =  f  f  f ( x , y ) d y d x .
J*« ŷ* ''y* ŷo J x0

E n  e f f e t ,  o n  t i r e r a  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 )

d r x r y r æ
¿z \ / A x >y)dxdy — f i x , y ) dx>

J J x* Jyo **c0

p u i s ,  e n  m u l t i p l i a n t  l e s  d e u x  m e m b r e s  p a r  d y  e t  l e s  i n t é g r a n t  p a r  

r a p p o r t  à  y ,  à  p a r t i r  d e  y  =  o ,  o n  r e t r o u v e r a  l a  f o r m u l e  ( 6 ) .  O n  a u r a  

p a r  s u i t e

/ / f ( x , y ) dx d y =  / f (x ,y )d y d x ,
JXn, ‘■'.y» d y* *7.r„

( 7 )
'xo "y0 

s» Y

y» "xo

Y r>X

f  f  f ( œ > y ) d x d y = z  f  f  f ( æ > y ) d y d x .  
j Xù Jy* dy(t J x<¡

I l  r é s u l t e  d e s  f o r m u l e s  ( 6 )  e t  ( 7 )  q u e ,  p o u r  i n t é g r e r  p a r  r a p p o r t  à  y ,
r*x

e t  à  p a r t i r  d e  y  — y ü, l e s  e x p r e s s i o n s  / f ( x , y ) d x ,  f  f ( x , y ) d x ,
Jx0 */r0

m u l t i p l i é e s  p a r  l a  d i f f é r e n t i e l l e  d y,  i l  s u f f î t  d'intégrer sous le signe f ,  

e t  à  p a r t i r  de y  — y 0, l a  f o n c t i o n  f ( x , y )  m u l t i p l i é e  p a r  c e t t e  m ê m e  

d i f f é r e n t i e l l e .

S o u v e n t  l ’ i n t é g r a t i o n  s o u s  l e  s i g n e  J f a i t  c o n n a î t r e  l e s  v a l e u r s  d e  

c e r t a i n e s  i n t é g r a l e s  d é f i n i e s ,  q u o i q u e  l ’ o n  n ’ a i t  a u c u n  m o y e n  d ’ é v a 

l u e r  l e s  i n t é g r a l e s  i n d é f i n i e s  c o r r e s p o n d a n t e s .  A i n s i ,  q u o i q u e  l ’ o n  n e

s a c h e  p a s  d é t e r m i n e r  e n  f o n c t i o n  d e  x  l ’ i n t é g r a l e  i n d é f i n i e  J ' ^

( p ,  v  é t a n t  d e u x  q u a n t i t é s  p o s i t i v e s ) ,  n é a n m o i n s ,  c o m m e  o n  a  g é n é 

r a l e m e n t ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  p o s i t i v e s  d e  p ,

¿et*·- 1 dai 1

f*
( 8 )
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o n  e n  c o n c l u t ,  e n  m u l t i p l i a n t  l e s  d e u x  m e m b r e s  p a r  d\x, p u i s  i n t é 

g r a n t  p a r  r a p p o r t  à  p ,  à  p a r t i r  d e  p  =  v ,

, . r l  œV-— xv dx , ¡X

'» >  J. — T = ' r

P a r m i  l e s  f o r m u l e s  d e  c e  g e n r e ,  o n  d o i t  r e m a r q u e r  e n c o r e  c e l l e s  q u e  

n o u s  a l l o n s  é t a b l i r .

S i  l ’ o n  d é s i g n e  p a r  a , b, c  d e s  q u a n t i t é s  p o s i t i v e s ,  u n e  i n t é g r a t i o n  

s o u s  l e  s i g n e  J ' ,  r e l a t i v e  à  l a  q u a n t i t é  a ,  e f f e c t u é e  à  p a r t i r  d e  a  ■ = c 

e t  a p p l i q u é e  a u x  i n t é g r a l e s  d é f i n i e s

( 1 0 )

/ s* oo

1 / erax dx —
I

a

i r "J I e~ax cos bxdx =
Cl

U ·
a 2 +  bx

[ I e~ax sin bx dx = b
\ a1 -+- bx

p r o d u i r a  l e s  f o r m u l e s

( n )

Jf“° e~cx —  

o *

f*  00

J  0 
/ »  00

«A

- dx =  12,
C

e x__£>—ax
-C O S bx dx =  1 1 - ,+  f , >

e x __o—axÇ — C X -------- Q

X

1 c ! +  bx’

a■ sin bxdx  =  arc tangg — arc tangg>

d e s q u e l l e s  o n  t i r e r a ,  e n  p o s a n t  c  =  o  e t  a =  oo,

( 1 2 )
/*" y dx I cos b x—  =  oo,

J* æ .

r  . . dxI sin bx —
J 0 æ

•K

2

D e  p l u s ,  c o m m e  o n  a ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  p o s i t i v e s  d e  b ( v o ir  l a  t r e n t e -  

d e u x i è m e  L e ç o n ) ,

X g-Z(ï+x) cl -  — T(b)
( i  + x)b

x a~1 _  i r
X a ~ x ç - z x s b— \ e - z

e t ,  p a r  s u i t e ,
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on en conclura, en supposant« et b positifs, ainsi que b — a,

0 3 ) -
x a- l dæ _T( a)  _  T(a) r(ô — a),
( i  +  a j ) * - ! ■ ( & )  ./„ *  . r ( é )  ’

puis en faisant b =  i ,  prenant pour a un nombre de la forme 

et ayant égard à l’équation r ( i )  =  i, on trouvera \yoir la formule (8), 

trente-deuxième Leçon]

T ( a )  T ( j et)

0 4 )

s i n a 7 r

[r(|)]î;=Tr, r(±) =  n2=  f  s î e~zd z = i  e~x*dx.
0 — «o

Soient maintenant <p(x ,y) ,  %(x,y)  deux fonctions propres à véri

fier l’équation

0 5 )
d(f(æ,y) _  dx(x ,  y) 

dy dx

Si l’on substitue successivement les deux membres de cette équation 

à la place de f(oc,y)  dans la formule (6), on obtiendra la suivante :

0 6 ) [ ? ( * » y )  - ? ( « » 7 o ) ]

y
ix(x>y) — x(*o,y)]dy.

Celle-ci subsiste toutes les fois que les fonctions < p (x ,y ) ,  x ( æ , y )  

restent l’une et l’autre finies et continues par rapport aux variables x  

et j ,  entre les limites des intégrations.

Concevons à présent'que l’on cherche une fonction de u propre à 

vérifier l’équation

0 7 )  ’ d u =  9 ( x , y ) d x  +  x { x , y ) d y

ou, ce qui revient au même, les deux suivantes :

0 8 ) ^  =  ? 0 , . r ) ,

(19) â p = x ( * , y ) · '
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O n  n e  p o u r r a ,  é v i d e m m e n t ,  y  p a r v e n i r  q u e  d a n s  l e  c a s  o ù  l a  f o r -  

m u l e  ( i 5 ) ,  d o n t  c h a q u e  m e m b r e  s e r a  é q u i v a l e n t  à  s e  t r o u v e r a

s a t i s f a i t e .  J ’a j o u t e  q u e ,  e n  s u p p o s a n t  c e t t e  c o n d i t i o n  r e m p l i e ,  o n  

. r é s o u d r a  f a c i l e m e n t  l a  q u e s t i o n  p r o p o s é e .  E n  e f f e t ,  s o i e n t  x 0 e t  y 0 

d e s  v a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  d e  x ,  y , e t  e  u n e  c o n s t a n t e  a r b i t r a i r e .  P o u r  

v é r i f i e r  l ’ é q u a t i o n  ( 1 8 ) ,  i l  s u f f i r a  d e  p r e n d r e

(20) d x  -+■  v,

v d é s i g n a n t  u n e  f o n c t i o n  a r b i t r a i r e  d e  l a  v a r i a b l e  y ;  e t ,  c o m m e  o n  

t i r e  d e  l a  f o r m u l e  ( 2 0 )

du _  r x d<p(x,y)

dy

. dv 
d x  —

dy L

x

d x
d x  +

dv

dy

, . / v dv
=  X ( w , y ) - x ( x 0, y ) - ^  ¿ j , ’

i l  e s t  c l a i r  q u ’ o n  v é r i f i e r a  e n  o u t r e  l ’ é q u a t i o n  ( 1 9 )  s i  l ’ o n  p o s e

(21) ^  —  x ( x 0, y )  =  0, v = j ' x ( x l>, y ) d y = J ' ' X ( x 0, y ) d y - h e .

P a r  c o n s é q u e n t ,  l a  v a l e u r  g é n é r a l e  d e  u  s e r a

(22)

u — f  y ( æ , y ) d x +  fx(x<»y)dy  

=  f  <?(,x>y)dx +  f  x(^o, y ) d y  +  e.
Jx, J  V«

L o r s q u e ,  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  p r é c é d e n t e s ,  o n  é c h a n g e  e n t r e  e l l e s  l e s  

v a r i a b l e s  x ,  y ,  o n  o b t i e n t  u n e  s e c o n d e  v a l e u r  d e  u  q u i  s ’ a c c o r d e  é v i 

d e m m e n t  a v e c  l a  p r e m i è r e ,  e n  v e r t u  d e  l a  f o r m u l e  ( 1 6 ) .

O n  i n t é g r e r a i t  a v e c  l a  m ê m e  f a c i l i t é  l a  d i f f é r e n t i e l l e  d ’ u n e  f o n c t i o n  

d e  t r o i s ,  q u a t r e ,  . . .  v a r i a b l e s  i n d é p e n d a n t e s ,  e t  l ’ o n  p r o u v e r a i t ,  p a r
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e x e m p l e ,  q u e ,  s i  l e s  c o n d i t i o n s

d % ( æ ,y , z )  _  z)
dz dy  ’

d ^ ( x , y , z )  _  d y { x , y , z )  
dw dz ’

d<p(x ,y ,z )  _  dx(cc, y ,  s )  
d y  d x

s e  t r o u v e n t  r e m p l i e s ,  l a  v a l e u r  g é n é r a l e  d e  u p r o p r e  à  v é r i f i e r  l ’ é q

t i o n

( 24) du =  <s>(x,y,z)dx +x{x,y ,z)dy - { - t y { x , y , z ) d z

s e r a

(25) u =  f  y ( x , y , z ) d x +  f  x ( x „ y ,  z )  dy  +  f  <\>(x0, y 0, z) dz ■ 
J  r, Jy° J s<>

e

x 0, y 0, z 0 d é s i g n a n t  d e s  v a l e u r s  p a r t i c u l i è r e s  d e s  v a r i a b l e s  x , y ,  z .
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TRENTE-QUATRIÈME LEÇON.

COMPARAISON DES DEUX ESPÈCES D ’ INTÉGRALES SIMPLES QUI RÉSULTENT DANS CERTAINS CAS

d 'u n e  i n t é g r a t i o n  d o u b l e .

Concevons que l’équation ( i 5) de la Leçon précédente soit vérifiée. 

Si l’on intègre deux fois cette équation, savoir une fois par rapport à x  

entre les limites x 0, X, et une fois par rapporta y  entre les limites Y. 

on trouvera

(0 I [?(·*> Y) — <?(·*, 7o)] dx :
- fJyo

—  7Sx o ,y ï[d y .

Cette dernière formule établit une relation digne de remarque entre 

les intégrales qu’elle renferme. Mais elle cesse d’être exacte, lorsque 

les fonctions y(x,y),  %{x,y) deviennent infinies pour un ou plusieurs 

systèmes de valeurs de x  et de y  compris entre les limites x  =  x a, 

x  — X,  / = / „ ,  y  =  Y.  Imaginons d’abord que ces systèmes se 

réduisent à un seul, savoir x  =  a, y  =  b. Dans ce cas particulier, 

les expressions déduites par une intégration double des deux membres 

de la formule ( i 5) (trente-troisième Leçon) pourront différer l’une de 

l’autre. Mais elles redeviendront toujours égales, si dans le calcul on a 

eu soin de remplacer chaque intégrale relative à x  par sa valeur prin

cipale. Cette observation suffit pour montrer de quelle manière l’équa

tion (i)  devra être modifiée. En effet, si l’on désigne par e un nombre 

infiniment petit, on trouvera, dans l’hypothèse admise,

/ /n fl — Z

( 2 )

J /·» « — «■ . p  -v
[®(x,Y) — co{x,ylí)]dx-l·|  [®(x,Y) — y(x,y<>)]dx

r. * .

= 7  lx (X· y  ) — X (a +  y  ) +  X (a — y ) — X ( j)] dy ;
J  Y
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puis l’on en conclura, en faisant converger t vers la limite zero, 

(3) f  [?(*, Y) — y ( x , y a) ] d x  =  f  [ x { X , y )  —  y)]  dy — A,

la valeur de A étant déterminée par la formule

( 4 ) A =  lim f  [ySa +  È,y) — x ( a  — £ , y ) ] dy .

Dans le cas général, A sera la somme de plusieurs termes semblables 

au second membre de l’équation (4).

Exemple. — Si l’on pose

<P (■*>/) — ~  y
x 14- y î ’ .*(*»y ) -  -*

¿Vq — I,

ro = —

les équations (3) et (4 ) donneront

—  2 d x

x* +  y-

X — U 

Y — L

_  i  =  Ilm f  4 i * L  =  a„.
J_, i +  * ‘ ; . , !  +  /  £ -f-/

J
Il est facile de voir que les fonctions y (x ,y ) , y^(x,y) vérifieront 

l’équation ( i 5) de la trente-troisième Leçon, si l’on a

o ( x , y ) d x - h x ( x , y ) d y = f ( i i ) d n

et, par suite',

(5) ( x , y ) = f ( u ) % L ,  X ( * , y ) = f ( « ) % p >

u désignant une fonction quelconque des variables x , y.

Il est encore facile de s’assurer que les formules ( i)  et ( 3) sub

sistent soils les conditions énoncées, dans le cas même où les fonc

tions y ( x ,y ) ,  y^(x,y) deviennent imaginaires. Concevons, par 

exemple, que, la fonction / ( x )  étant algébrique, on pose
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On tirera des équations (5)

?('*>/) = / ( ^ + / v /;=r')> ■ x(Æ'»/) =  v/:=rî/ ( ^ + r \ / :=riX

et de la formule (3)

— ' ) — /C-  ̂+  Jo v/— i )\dx 

f/ (x +  7 V/770 —/(^o +  7 v/77·)] rf7 — A.

Dans cetle dernière, A s’évanouira si la fonction / ( x  -+-/v/—· i) reste 

finie et continue pour toutes les valeurs de x  et de y  comprises entre 

les limites x  =  x 0, x  =  X, y  =  y 0, y  =  Y. Mais, si, entre ces memes 

limites, la fonction f ( x  -hy \J— i) devient infinie pour le système do 

valeurs x  — a, y  =  b, alors la valeur de A sera donnée par l’équa

tion (4); et, si l’on fait, pour abréger,

(7 )
y  —  b +  es,

b s / ^ i )  f { x )  = z S ( x ) ,

_  ¿ - 7n 7 _ Y - *

on trouvera

__ ^  __
A =  \/— ilim / f y  («-+-£ -t-7  s/—7') — /(« — £ + 7 ^ — ')\dy

Y „

(8) { = ^ l u n  f '\ A _ a ^ e  +  (b +  e s ) ^ \ ]
I —J— 5 y —■* I

_  — £ +  (è +  ez)\J—  ij j
— i +  z\J— i )

Soient maintenant

( 9 )

( 1 0 )

A[a+ £ + (& + £;) y/-n] _  § [ a  -  e -4- (b + es) y/̂ 7] _ , y —
i +  s  T - i + î  V7— 1 ’

w(£) —  ro(o) _ ^ ( ï ) —-it(o) a
------ :------ -«·■  ------ ;------ =  P»

w(e), ^ (s) et par suite a, ¡3 étant des quantités réelles. Supposons

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



205CALCUL INTÉGRAL.

d’ailleurs que Y surpasse y 0 et que les fonctions § {x  -hy \J— i), 

§ '{x  -yy\J—  i) restent finies et continues par rapport aux variables x  

et y  entre les limites x 0, X, y 0, Y. Comme on aura, en vertu de la 

formule (9),

ro'(s) 4- ^'(s) = , f '[a  +  £ +  (6 +  £3)v/— i] — # '[«  — £ +  (¿»4- es) \/—

=  £ ' (a -h e  4- Y \/— I ) — # '( «  — £ 4- y  \J— i)>

il est clair que les valeurs numériques des quantités vs'(z), uj/(.s) 

resteront toujours très petites aussi bien que celles des deux quan

tités a, p dont chacune peut être présentée sous la forme nr'(Û£) ou 

’■ |/(0e), 0 désignant un nombre inférieur à l’unité. Cela posé, on 

trouvera

liriî^ £(a 4 - ¡3 \J— 1) dz =  lim

z -Z
[ ot(£) 4- (];(£)] dz — / [ 57(0) 4- "Ï 41 (°)1 ds >

puis, en faisant f =  §{a 4 - b \J— 1) =  lime f ( a  4 - b 4- e),

( 1 1 )  A  —  \ / — i J ' . [ x n { o )  +  \ J ~ i < \ i ( o ) ] d s  =  2 ( \ / ^ l J '  =  2 u S s J  \ .

Si l’on avait y 0= b  ou Y =  b, l ’intégrale relative à s' dans la for

mule (11) ne devrait plus être prise qu’entre les limites 5 =  0, 

;  =  x  ou bien entre les limites s =  — 00, .s =  o, et par suite la 

valeur de A se réduirait à tu f y — 1. Dans la même hypothèse, le pre

mier membre de l’équation (6) serait la valeur principale d’une inté

grale indéterminée. Il est encore essentiel d’observer que a 4 - b sJ— 1 

représente une racine de l’équation

( 1 2 )  f { x ) — ±  00.

Si cette équation admettait plusieurs racines dans lesquelles les 

parties fussent comprises entre les limites x 0, X, et les coefficients 

de y'— 1 entre les limitesy„, Y; alors, en désignant par.^,, x 2, . . . ,

C YJ  ( « 4 (3  \ f ^ ï ) d y  =  o,
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x,n ces mêmes racines et par f ,, f,, . . . .  fm les véritables valeurs que 

reçoivent les produits

{oc — Xi )f{oo),  —  . . . ,  ( x —  x m) f ( x ) ,

tandis que leurs premiers facteurs s’évanouissent, on trouverait

( 13 ) A — 2 7T ( fj fg H- . . .  +  f„t ) y/—̂7 ·

Ajoutons que chacun des termes f,, f2, ...»  f,„ doit être réduit à 

moitié toutes les fois que, dans la racine correspondante, le coef

ficient de \j— i coïncide avec l’une des limites y 0, Y.

Lorsque la fonction / ( x  -f- y  — i) s’évanouit : i° pour x  =  ± cc , 

quel que s o it/ ;  2° p o u r/  =  ïo, quel que soit x ,  alors, en prenant 

x 0 =  — ao, X =  —j— oo, y 0 =  o, Y =  oo, on tire de la formule (6)

»

(14) f  f { x ) d x  —  A.
—  oo ‘

Lorsque la fonction / ( x )  se présente sous la forme et que 

ceux des termes f,, f2, . . . .  fm, qui ne s’évanouissent pas corres

pondent tous à des racines de l’équation

(15) F(.z:) =  o, 

l’expression A peut évidemment s’écrire comme il suit :

(16) A = 2 7T f(^l)
F'(*,)

f(^2)

et l ’équation (i4 ) devient

(17) I ( æ·)
f(^i)
F'(*,)

f(^i)
F'(*,)

Dans le second membre de celle-ci, on doit seulement admettre les 

racines réelles de l’équation ( i 5) avec les racines imaginaires dans 

lesquelles le coefficient de y/— 1 est positif, en ayant soin de réduire 

à moitié tous les termes qui correspondent à des racines réelles. Cela
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posé, on trouvera, pour F(a;) =  i 4 - a:2·, x { =  y/— x >

( 1 8 ). Ç  l ^ L d x  —  i r f ( \ / - x ) ,
J -  » 1 +  ·*

et, pour F(a?) =  i — x 2, x K =  — i, cc2 — 4 -1,

( ’ 9 ) f “ I ^ l ridx =  ^ [  f C - r ) - f ( 0 ] ^ .

Cette dernière formule donne simplement la valeur principale de l ’in

tégrale qu’elle renferme.

Exemples. — Soit p. un nombre compris entre o et 2. Si l’on pose

f(;r) =  (— x \!~O1* '»
l’expression imaginaire

{ { x A r y \ ¡ — \ )  —  { y  —  x s ¡ —  i / ' 1

conservera une valeur unique et déterminée tant que y  restera posi

tive (voir VAnalyse algébrique, Chap. V il) ( ') ,  et l’on tirera des for

mules (i8) et (19)

(20)

(a.)

f  = K -  + ( v ^ ) “- 1,
^  —  06

a;!1—1 dx  _  ■ /*" .x̂ -1  d x _ 7r
J0 i +  æ> — n> J 0 t - h x 2 ~  2sin(-‘-f«r)’

/ "  < & = f  [(v̂ t)1*+ c -
— 96

r *  xV--' d x _7TC0 s ( | p 7i ) _  n
J* 1 —x 2 2 s i n ( | p 7r) ~  2 iang({f*7t)

Si, dans la dernière des équations (20) et la dernière des équa

tions (21), l’on remplace x 2 par s et ¡j i  par 2a, on reproduira les 

formules (8) et (9) de la trente-deuxième Leçon, qui se trouveront 

ainsi démontrées, avec la première des équations (14) de la trente- 

troisième, pour toutes les valeurs de a comprises entre les limites o 

et 1.

· ( * )  Œuvres de Cauchy, S .  II,  T.  I II , p .  i 53 .
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7

TRENTE-CINQUIÈME LEÇON.

DIFFÉRENTIELLE d ’ üNR INTÉGRALE DÉFINIE PA R RAPPOR T A  UNE VARIABLE COiMPRISE 

DANS LA FONCTION SOUS LE SIGNE j " ,  ET DANS LES LIMITES DE l ’ i NTÉGRATION. 

INTÉGRALES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS D’ UNE SEULE VARIABLE.

Soit

(0 X , z  J cl Z

une intégrale définie relative à z. Si, dans cette intégrale, on fait 

varier séparément, et indépendamment l’une de l’autre, les trois 

quantités Z, s 0, x , on trouvera, en vertu des formules (5) (vingt- 

sixième Leçon), et de la formule (2) (trente-troisième Leçon),

(2 )
of A
~dL =/(*> Z),

dA
dz0 =  - / ( * ,  3o),

dA _  f ' z d f ( x ,  s)
doc d xv0

Par suite, si les deux quantités z„, Z deviennent fonctions de la 

variable x, on aura, en considérant A comme une fonction de cette 

seule variable,

(3)
, dA  _  Ç l d f { x ,  Z )

dx
drL (IZn

d x d3 +f{0C,  Z ) ^  f ( X’ So) d x

Dans le cas particulier où z 0 se réduit à une constante, et / ( x ,  Z) à 

zéro, on a simplement

(4)
df{x,s)

d x diz *

Exemple. — Soient z0 =  x B ( x B désignant une valeur particulière 

et constante de x ) ,  Z =  x , et f ( x ,  z) =  ( x  — z)m f ( z )  ; on obtiendra
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la formule 

(5) d_
d x .

f  ( x  — z ) ' " f ( z ) d z  =  mf ( x  — z ) ,n- l / ( z ) d z ,

de laquelle on conclura

( 6 ) f  f  ( x  — s ) n - i f ( z ) d z d x = ^ -  f  { x  — z)»l/ { z ) d z
d o c ,  d o c ,  m  d x ,

et

( 7 ) f  f  ( x  —  s )"1-1 f ( z ) d z  d x  == —  f ( x  — z ) ' n f  ( z )  d z - \ -  © ,
d  d x ,  m d x ,

e  étant une constante arbitraire. Si m se réduit à l ’unité, la for

mule (6) donnera

n x >1X
f { z ) d z d x — I ( x  —  z ) / ( z ) d z .

I) X̂o

Il est maintenant facile de résoudre la question suivante :

P roblème. —  Trouver la valeur générale de y  propre à vérifier l ’équa

tion

(9) S  =/<*)·

Solution. — Comme on peut mettre l’équation (9) sous la forme

d i ^ £ ) = ^ œ)dx' .

on en conclura, en intégrant les deux membres par rapport à x ,

= f f { x ) d x = f  f ( x )  d x - h  O

f

ou, ce qui revient au même,

(10) . /(z ) dz+ e -

En intégrant de nouveau, et plusieurs fois de suite, par. rapport à la

Œuvres de C. —  S, II, t. IV. 27

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



210 RÉSUMÉ DES LEÇONS SUR LE CALCUL INFINITÉSIMAL.

v a r i a b l e  x, e n t r e  l e s  l i m i t e s  x 0, x , a y a n t  é g a r d  a u x  f o r m u l e s  ( 6 )  

et ( 8 ) ,  p u i s  a j o u t a n t  a u  r é s u l t a t  d e  c h a q u e  i n t é g r a t i o n  u n e  n o u v e l l e  

constante arbitraire, on trouvera successivement

^ I  — f  (x — z)/{z)dz +  e ( x  — cc0) + e„
JX *

da~3y
dxn~%

^ /-» (» -J); («-*.)■
J I .2 J 1.2

.1 '.

a: —  X r . )  H- S ,

(‘ O

dx - r

I O +  ©1

(a; — .s)'1-2 
1 . 2 . 3 . . .(n —  2 )

( X — Xo)n~3

f ( z )dz  +  e ( x  — x 0)n-* 
i . 2 . . .(n — 2 )

o (® — «o)"-4 , , o
©2 ~ ----7~T----7~\ +  · · · +  ©«-1I.2...(rt — 3 ) 1.2. ..(« — 4 )

et enfin

(1 2)
5 (-a? — ¿g0)”~8 __________
MI.2...(ft — 2) I.2...(» — 3)

( x  — X0 i"—1 
I . 2 . . . ( Il — I )

( x  — x 0)n~3
e n-î(x — x 0) H- ©«-1,

©, ©,, ©2, . . · ,  ©n-t étant les diverses constantes arbitraires. Il 

importe d ’o b s e r v e r  q u e  l ’i n t é g r a l e  d é f i n i e  c o m p r i s e  d a n s  le  s e c o n d  

membre de l’équation ( 1 2 )  peut être aisément transformée à  l ’aide 

de la formule (17) (vingt-deuxième Leçon). En effet, si dans cette 

formule on remplace x  par z, et X par x ,  on en tirera

(
J r\X pX — Xç fX-Xo

f f ( z )dz  =  f ( x 0-t-z)dz =  j  /(·*  —

X,  •A» ■ '0

z) dz

et, par suite

' x {x  —  Z )n~1

(•4)
l

- r

' ( x - x 0- z ) « - i
1.2.3 ...(n  — i)

1.2 .3 . . . ( «  — 1 )

f ( x 0+ z ) d z

f { x  — z)dz.

Si l’on prenait, pour plus de simplicité, a?0= o ,  la valeur de y,
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donnée par l’équation (12), se réduirait à

' = j f(i5)
1 . a . .  . ( n  —  1)

x n
1 .2.. .(/i — 2) 

et la formule (i4 ) deviendrait

S,
x"

1.2.. .(n — 3) +'Qn-iX  +  ©¿-j,

J
r x ( r  -yi-i r x -n—1
I — % ..----------- - f ( z ) d z ~  ------J L - --------- f { x - s ) d z .

Lorsqu’on se sert d’intégrales indéfinies, et que l’on se contente 

d’indiquer les intégrations successives, les valeurs des fonctions

dn~xy  d"~3y  dn~3y  
dx'l~1’ d x n~* ’ d x n~3 ’ ·> y y

tirées de l’équation (9), se présentent sous la forme

/>< x)dx, j'. J'f(x)dx.dx, / · / · / '<  x) dx.dx.dx, ...,

J'. J '. j'··· J"f(œ) dx. . . dx. àx. dx.
Ces dernières expressions sont ce que nous appellerons des intégrales 
du premier, du second, du troisième, . . .  ordre, et enfin de l'ordre n, 
relativement à la variable x. Pour abréger, nous les désignerons doré

navant par les notations

(17) JJf(x)dx\ ffff{x)dx», . . . , j'J...f{x)dxn,
auxquelles nous substituerons les suivantes

s\‘X‘f{x) dx, / f f(x)dx2, / / / f{x)dx3, .. . ,
¿r0 •/r„ x̂0 ^

n
x...f(x)dxn,

_

quand nous supposerons chaque intégration relative à jc effectuée

(18)
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entre les limites x 0, x . Cela posé, on aura évidemment

=  7X Z^T=7j
f ( z ) d s

( n—  i ) ( n —  2)
f * s * f ( z ) d z - . . . ±  f 3 z * - y f ( z ) d z

ou, ce qui revient au même,

On peut vérifier directement la formule (20), à l’aide de plusieurs 

intégrations par parties.

Soit maintenant F(#) une valeur particulière y  propre à vérifier 

l’équation (9), en sorte qu’on ait

(21) - Fl'*'5 (a?) = / ( « ) .

Si la fonction F(a?) et ses dérivées successives, jusqu’à celle de 

l’ordre n, restent continues entre les limites x 0, x , alors, en posant 

x  =  x 0 dans les formules (10), (11) et (12), on trouvera

(22)
e  =  F<'*-O(.r0), e ,  =  F<»-*>(a;o), G , =  F<»-»>(a:#),

©«—2 —  F'(.a?o), ©«—1— E(a)o),

et la formule (12) donnera

F(*) =  F(*0) + F'(«o) +  · · ■
(23)

-i^ p r - ·  F, - „ ( > M
i . 2 . . . ( n  —  1) J  1 .2 .3  . . . n JS

dz

De cette dernière, combinée avec l’équation (19), on déduit la sui-
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(24)
f X f* . . . f(x)dx"  =  F ( x ) - F ( x 0) -  ^ - ^ F ' ( « 0) 

J  y. J  Y 1 ·x(t  ̂x(i
(x—x0y

I . 2 F'(*. - (-g — ̂ o)n~ï
■ 1 . 2 . 3 . . . ( « —  i )

F-'(«.),

qui renferme, comme cas particulier, la formule (17) de la vingt- 

sixicme Leçon. Lorsqu’on suppose x 0 =  o, l’équation ( 2 4 )  se réduit à

( 2 5 ) n
. . . / ( x ) d x n= F { x ) - F ( o )  — -F '(o)

1

—  F ' ( o ) — . . . ----------A - --------x.2 ' 1.2.3.. . (n — 1)

Exemple. — Soit F(#) =  ex; on aura

f ( x )  =  F(ra)(æ) =  ex

et, par conséquent,

n
x

. , .  ex dxn :
X X*

.ex— 1------------1 1.2
x n

r .2 .3 .. .(n — 1)

= i
* (x — z)n~l 

1.2.3. . .{n — 1) ez dz.

(26)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



214 RÉSUMÉ DES LEÇONS SUR LE CALCUL INFINITÉSIMAL.

1

TRENTE-SIXIÈME LEÇON.

TRANSFORMATION DE FONCTIONS QUELCONQUES DE X  OU DE X  -+- h  EN FONCTIONS ENTIÈRES 

DE X  OU DE h  AUXQUELLES S ’ AJOUTENT DES INTÉGRALES DÉFINIES. EXPRESSIONS 

ÉQUIVALENTES A  CES MÊMES INTÉGRALES.

Si, dans l’équation ( 23) de la Leçon précédente, on remplace / ( s )  

par sa valeur Fi")(s), tirée de la formule (21), on trouvera, sous les 

mômes conditions,

(0

F ( * )  =  F(®„) +  F'(a?o) +  {X , f o)* F ' ( * 0) +  · · ·
I  I  · 2

1 . 2 . . . . ( «  —  ! )  J  1 . 2 . 3 . . . ( n  —  i )

puis, en posant x 0 =  o,

(2)

X • X
F ( x )  =  F( o)  +  j  F '(o) +  —  F " ( o ) + . . .

+ -------------------- - Fi»-*>(o)-H / { ------- - F W ( ; ) f c1.2.3. . .(n — i) J0 1 .2,3. . . («  — 1)

Si l ’on fait dans celle-ci F(;c) — f{cc  -+- h), et qu’ensuitc on échange 

entre elles les deux lettres x  et h, on obtiendra l’équation

(3)

f ( x  +  h )  = f ( x )  H- ^ f ' ( x )  +  +  · · ·

hn-l
. / ( - ‘»(X)

+  f  fM(x + z)ds,J0 I .2.3. . . ( / t - l) * /

i .2 .3 .  . .  ( n —  1)·
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dans laquelle le dernier terme du second membre peut être présenté 

sous plusieurs formes différentes, puisqu’on a, en vertu des for

mules ( i4) et (19) de la trente-cinquième Leçon,

( 4 )

f  {\  y  * f ™ ( x  +  z ) d s
J 0 1 . 2 . 3 . . . ( / l —  I) · '

J

r h 7”·—1

J x _ 1 . 2 . 3 . . . ( t t - l /   ̂ '

s%h «A
=  / / (¿c +  s)rfs».

J 0 «̂o

d z

L’équation ( 3) suppose que les fonctions f { x  -+- z), f ' ( x  -t- z), . . . ,
*

f w(x -\ -z ) restent continues entre les limites z — o, s =  4 . On 

pourrait la déduire immédiatement de la formule (1) en prenant 

x  =  x 0-\- h, puis remplaçant x 0 par a? et F par/ . Seulement le der

nier terme du second membre serait alors la troisième des intégrales 

comprises dans la formule (4).

Au reste, on peut démontrer directement l’équation ( 3) à l ’aide de 

plusieurs intégrations par parties, en opérant à peu près comme l’a 

fait M. de Prony dans un Mémoire publié en i 8o5. En effet, si, dans 

la formule ( i 3) de la Leçon précédente, on remplace d’abord x  par 

x 0 -t- h et ensuite x 0 par x, on en tirera

h „ h

f { x  + z ) d z =  I f ( x  +  h —  z ) d z .
Jq

On aura donc, en conséquence,

(6) f ( x  +  h ) — f ( x ) = £  f  (as +  z)  dz —  J  f ' ( x  +  h —  z ) d z .
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D’ailleurs, en intégrant par parties plusieurs fois de suite, on trouve

J f ' ( x  +  h —  s) dz

“ Y f ( x  +  k — s ) + f  ̂ / " { x  +  h — z ) d s

=  * / ' ( *  +  h  +  +  h  - * ) + f  y- J " > ( c c  +  h - z ) d z

i l )  < = ..................................................................................... .................................................................

j  =  — f ! (tC +  h  —  z )  - h  ------f ^ C C - ^ r h —  * 3 ) + · . ·
I I 1.2

+  ÆT * ------- r / ^ - ' ¡ ( x  +  h - z )

+  Ç ------ £_--------+  h — z ) dz;
J 1 .2 ... ( n — 1 ) '

puis, en supposant que chaque intégration soit effectuée entre les 

limites z =  o, z =  h, et que les fonctions f ( x  +  z ), f ( x  -l· z), . . . ,  

f {n)(x  -+- a) restent continues entre ces mêmes limites,

fl fi%

H-
h n ~ 1

1 . 2 . 3 . .  . { n  —  1 )

r U z n ~ l
+  /  -------- 5------+  h  —  z )  d z .

I 1. 2 . 3 .

Cela posé, on déduira évidemment de la formule (6) une équation 

qui s’accordera, en vertu de la formule (4 ). avec l’équation (3). La 

même méthode pourrait encore servir à établir directement l’équa

tion (2).

Non seulement les intégrales renfermées dans les seconds membres 

des formules (2) et (3) peuvent être remplacées par plusieurs autres 

semblables à celles que comprend la formule (4), mais on doit encore 

conclure de l’équation ( i 3) (vingt-troisième Leçon) qu’elles sont
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équivalentes à deux produits de la forme

(9) F<»>(0*) f  ■ . <fc = ---- Ç
J ,  i . 2 . 3 . . .  ( «  —  i)  1 . 2 . 3 . . . «  v

('») + »*).

0 désignant un nombre inconnu qui peut varier d’un produit à l’autre 

en restant toujours inférieur à l ’unité. On aura par suite

00

F O )  = F ( o ) + - F ' ( o )  +  —  F " ( o ) + . . .
I 1.2

F ( « - » ( o ) .
1.2.3.. .(n — i ) i . 2.3. . .  « F (,l,( 0 a?),

O2) <

/ /j AS
/ O  -h h) = / O ) +  - f { 00) +  ± - f " ( x ) + ..

hn'

i  . 2 . 3 . . . ( «  —  i ) /'""-‘ ’O )
h·1

1.2.3...«

Il est essentiel d’observer que la fonction F(a?), avec ses dérivées 

successives, doit rester continue, dans la formule ( i i ), entre les 

limites o, x , et la fonction f ( x - \ - z ) ,  avec ses dérivées successives, 

dans la formule (12), entre les limites z =  o, s =  h.

Soit maintenant u =  f ( x , y ,  z , . . . )  une fonction de plusieurs 

variables indépendantes x , y , z, . . . ,  et faisons

( i 3 ) F ( a )  — f ( x  -+- « d x , y  +  x d y ,  z  -+- a. dz,  . . . ) .

On tirera de la formule (11), en y remplaçant x  par a, puis ayant 

égard aux principes établis dans la quatorzième Leçon,

04)

/ O  -+- <xdx,y -+- et dy,  z -+- a dz,  . .  .) 

a a2
—  u —  du  H------ a 2 u -+-. . .

* 1 1 . 2

[.2...(/i — 1) da- l u 1.2.3.. .11 F (ra) (9a).
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Si la quantité a devient infiniment petite, il en sera de même de la 

différence
F (,,,( 0a) —  F (">(o) ou F (B)(0«) —  dn u,

et, en désignant par ¡3 cotte différence, on trouvera

( i 5 )

f { x  -+- ccdx,y  -t- oc d y , z  -t- a dz, . . .) 

a , a2 j-i=  I H ----du-\------- d 1 u -+-. . .I 1.2

J .2. . .(» — i)
d"·-' u [.2.3.

-(d’l u H- (3 ).

Quand les variables indépendantes se réduisent à une seule variable x, 

alors, en posant y  =  f(x)>  on obtient la formule

(16)
/(x  +  « & ) = / +  l d y + T~2dï}' + '

1.2.3. . .(n — i ■ d'l- 'y  - .2.3. ..,
-(d' ly  +  Ç,).

Concevons à présent que, pour une valeur particulière x 0 attribuée 

à la variable x ,  la fonction / ( x )  et ses dérivées successives jusqu’à 

celle de l’ordre n — i s’évanouissent. Dans ce cas, on tirera de la for

mule (12)

(17 ) / ( * » +  h) =  2 3 ■ n / ln){ ^ o + e h ) ;

puis, en substituant à la quantité finie h une quantité infiniment 

petite désignée par i,

(18) / ( * * + * )  =  — ■ !— 0+®*) ·

Lorsque, parmi les fonctions / ( x ), / '( x ), . . . ,  f {n~{\ x ), la première 

est la seule qui ne s’évanouisse pas pour x  — x a, l’équation ( r8) doit 

être évidemment remplacée par la suivante :

---------Ç----------/ » > ( * , + 0 i ) .
i . 2 . 3 . . tnJ( ' 9 ) /(*0 + i) —/(·*■ <>) =
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Si, dans la même hypothèse, on écrit x  au lieu de x B, et si l’on pose

/ (« )= / . ( Ax — i — ah, 

l’équation (19) prendra la forme

(20) Ay 1.2.3 . ..  n {dny  +  [3),

 ̂ désignant aussi bien que a une quantité infiniment petite. On pour

rait encore déduire de la formule (20) de l’équation (16), en obser

vant que la valeur attribuée à x  fait évanouir les différentielles dy, 

dry, . . . ,  dn~'y, en même temps que les fonctions dérivées /'(a?), 

f " ( x ) ,  f {N- '\ x ) .

L’équation (20) fournit les moyens de résoudre le quatrième pro

blème de la sixième Leçon, dans plusieurs cas où la méthode que 

nous avions proposée est insuffisante. En effet, supposons que, y  et s 

désignant deux fonctions de la variable x ,  la valeur particulière x a

attribuée à cette variable réduise à la forme -> non seulement la* O
Z . ZJ Z11 ¿ ( / r t - l )

fraction s ~ - ,  mais encore les suivantes —¡i ··*> —7,7-1-;* Alors,
y y' y" j 1"1-0

en faisant A x  =  a. dx, et désignant par ¡3, y deux quantités infiniment 

petites, on aura pour x  =  x B

(21)

(22)

AT

As

1.2.3.. ./n

am
1 . 2 . 3 . . .m

(d"ly  +  ¡3), 

{ d ms -h y),

: lim s  +  Ay  As d mz + y  d mz  s<"'>
------- — —  lim —  — ü m ----------— ----- — ------ -
y  -+- A/, Ay  d"‘ y-{-[3 d"‘y  y im>

Exemple. — On aura pour x  =  o

sin5a; _  <¿2(sin2a?) _  2 (cos2a? — sin2.«·)
1 —  cosa? í/2( i —  cosa;)

— 2.
cosa?
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TRENTE-SEPTIÈME LEÇON.

THÉORÈMES DE TAYLO R E T  DE MACLAURIN. EXTENSION DE CES THÉORÈMES AUX FONCTIONS

DK PLUSIEURS VAR IABLES.

On appelle série une suite indéfinie de termes

( I ) Uq, U\, U2j > > >, Un, * · · ,

qui dérivent les uns des autres suivant une loi connue. Soit

sn — uo H~ «i +  +  · · · H- Un-1

la somme des n premiers termes, n désignant un nombre entier quel

conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme sn 

s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite, con

vergente, et la limite s représentée par la notation

i/o +  u,\ +  i<2 ■+■ lh ~t- · · ·

s’appellera la somme de la série. Si, au contraire, tandis que n croît 

indéfiniment, la somme sn ne s’approche d’aucune limite fixe, la série 

sera divergente, et n’aura plus de somme. Dans l’un et l ’autre cas, le 

terme correspondant à l ’indice«, savoir un, se nomme le terme général. 

De plus, si dans la première hypothèse on fait s — sn=  rn, r„ sera 

ce qu’on nomme le reste de la série, à partir du «ieme terme.

Ces définitions étant admises, il résulte évidemment des for

mules (2) et (3) de la trente-sixième Leçon que les séries

(2) F(o),
X

1
F'(o), ———2 F"(o),  

1 . 2 .3

( 3 ) /(·*)>
h

\
S\oo),

h %

~ n * ) ,
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seront convergentes, et auront pour sommes respectives les deux fonc

tions F.(a?), f ( x  h), toutes les fois que-Ies deux intégrales

X

x' ( -V. _ r\n — l

<5> { , . ^ 7.4r V ',1(* + s ) Æ = T X i b ;  M >

convergeront, pour des valeurs croissantes de «, vers la limite zéro. 

On trouvera, en conséquence,

( 6 ) F( æ)  =  F(o) 4- -  F'(o) +  —  F"(o) +  - ± - - F r(o)
X  1 . 2  1 . 2 . 5  .

si l’expression (4) s’évanouit par des valeurs infinies de n, et

h h3 h3
(7) / (*  + A) = / (* )  +  j f { x )  +  — / V )  +  77573 /"(•a:;)+ ··- -

si l ’expression ( 5) satisfait à la même condition. Les formules (6) 

et (7) renferment les théorèmes de Maclaurin et de Taylor. Elles 

servent, quand les intégrales (4) et (5) remplissent les conditions 

prescrites, à développer les deux fonctions F(.cc) et / ( x  +  h) en séries 

ordonnées suivant les puissances ascendantes pt entières des quan

tités x  et h. Les restes de ces séries sont précisément les deux inté

grales dont nous venons de parler.

Supposons maintenant que l’on désigne par u =  f ( x , y , z ,  . . . )  

une fonction de plusieurs variables indépendantes, et qu’aux équa

tions (2) et ( 3) de la Leçon précédente on substitue l’équation (14). 

On conclura de cette dernière

/ / ( x  -t- x dx,  y  - a. dy, z  a dz, . . . )

( 8 ) ] _  « , «5 „ a3I _  u -t- — du h------ d2 u H--------- - d 3 u ...,
\  ̂ I 1.2 1.2.3 ’

toutes les fois que le terme — |L_ F (")(ôa), ou plutôt l’intégrale
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que ce terme représente, et que l’on peut écrire sous la forme

( 9 )
(a —

i . 2.3. . .  ( /i — i)

s’évanouira pour des valeurs infinies de n. On trouvera par suite, en 

posant a =  i,

, , , , , , du d} u d3 u
(io) f { x - h d x , y  +  d y , z  +  d z , . . . )  =  u +  —  +  —  +  -j-~ ^  + . . . ,

pourvu que l’intégrale

( i l ) i . 2.3.. . ( n — i )

vérifie la condition énoncée. Quand les variables indépendantes x,, y, 

z, . . .  sc réduisent à la seule variable x , l ’équation (io ) devient

( 1 2 )
, , du d-u d3 u

f ( x  4 - d x )  = « H -------- 1--------- h ------5- + .
I 1.2 1.2.3

Celle-ci coïncide avec l’équation (7), c’est-à-dire avec la formule de 

Taylor. En y remplaçant x  par zéro et dx  par x , on retrouverait le 

théorème de Maclaurin. Ajoutons que l’équation (10), et celle qu’on 

en déduit lorsqu’on y remplace x , y , z, . . .  par zéro, puis dx, dy, 

dz, . . .  par x , y , z, . . .  fournissent le moyen d’étendre les théorèmes 

de Taylor et de Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables. Remar

quons enfin que les équations (6), (8), (10), (12) coïncident avec les 

équations (4), (6), (7), (8) de la dix-néuvième Leçon, dans le cas 

où F(aQ et / ( x )  représentent des fonctions entières du degré n.

Comme, en vertu de la formule (19) (vingt-deuxième Leçon), l’in

tégrale (4) est équivalente à un produit de la forme

0 3 ) X
(x — 9x)n~l 

1.2.3.. .(« — 1) F '̂^idx),

0 désignant un nombre inférieur à l’unité, il est clair que des valeurs 

infinies de n feront évanouir cette intégrale, si elles réduisent à zéro
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la fonction

04) ·
( x  —  a)'1-1 

1 . 2 . 3 . .  . {n  — i) I

pour toutes les valeurs de z renfermées entre les limites o et a;. Cette 

dernière condition sera évidemment remplie, si la valeur numérique 

de l’expression F(/,)( 0.a:) supposée réelle, ou le module de la même 

expression supposée imaginaire, né croît pas indéfiniment, pendant 

que n augmente. En effet, puisque la quantité

croît avec le nombre m entre les limites m — i , m =  et que l’on a 

par suite
n -  1

i ( n  — i ) . < 2 ( ra — a ) < 3 (n — 3 ) < . . . ,  i . 2 . 3 . . . («  —  i) >  (« — i) 2 ,

on peut affirmer que la valeur numérique ou le module de l’expres

sion (i4 ) restera toujours inférieur à la valeur numérique ou au mo

dule du produit

os)
\yn — i /

Or ce produit deviendra nul, dans l’hypothèse admise, pour n =  =o.

Exemples. — Si l’on prend pour valeurs successives de la fonc

tion F(ît)
ex, sin.z, cos#,

on trouvera pour les valeurs correspondantes de F(n)(ôir)

e0*, sin -+- d x j ,  c o s ^ ^ - t - 9 x J .

Comme ces dernières quantités restent finies, quel que soit a;, tandis 

que n augmente, ôn doit en conclure que le théorème de Maclaurin 

est toujours applicable aux trois fonctions proposées. On aura, en
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conséquence, pour des valeurs quelconques de x  et pour des valeurs 

positives de A,

(16)
x  x-

: H-----1----- .
I 1 . 2 1.2.3

,, # 1A # 2(1A)2' # 3(1A)3
•A x = e x l k  =  H ------------- 1------- -— -  H------- -— 5-i 1.2 1.2.3

(i
OC [  TC \ oc *

7) sin# =  sin (o) h—  sin f — ) H------sin\ 1 \2/ 1.2
2 n 
2

X “

. „. , , x  /n\ x°  /a 7i
(18) cos# =rcos(o)  +  y c o s l - I  +  —  c o s l —

1.2.3
sin

m -

X  X “ X a

x° /3 tc
-----3 cos —
1.2.3 V 2

1 1.2 .3  1 .2 .3 .4

ri
I —

x ‘
1.2

#*
1.2.3

Lorsque la fonction F(tt>(6x )  devient infinie pour des valeurs infi

nies de n, l ’expression (14) peut encore converger vers la limite zéro. 

C’est ce qui arrivera, par exemple, si l ’on prend F(a?) =  l ( i +  x ),  et 

si en même temps on attribue à x  une valeur numérique plus petite 

que l’unité. En effet, on trouvera dans ce cas, en supposant s =  § x t 

0 <  1, a;2 <  i ,

( 19)
# · ■ *)"

1 . 2 . 3 .  . . ( Il — I )
F (,l> (^) :

(# —  z ) n-  
(1 z ) n

T — 6 y ,
I -+-  d x  )  ’

et comme la fraction - 1 sera évidemment inférieure à l’unité, il 

est clair que l’expression (19) s’évanouira pour n =  00. On trouvera, 

en conséquence, pour toutes les valeurs, de x  comprises entre les 

limites — x et 4- 1,

(20) l(i.
. # x i

■ x )  — ----------·
'  . I  2

#»
T
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TRENTE-HUITIÈME LEÇON.

RÈGLES SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. A PPLICATION DE CES RÈGLES 

A LA SÉRIE DE MACLAURIN.

Les équations (6) et (7) (trente-septième Leçon) ne pouvant sub

sister que dans le cas où les séries (2) et ( 3) sont convergentes, il 

importe de fixer les conditions de la convergence des séries. Tel est 

l’objet dont nous allons nous occuper.

L’une des séries les plus simples est la progression géométrique

(1) a, a x , ax3, ax3, . . . ,

qui a pour terme général aaf. Or la somme de ses n premiers termes, 

savoir
1 — x n a axn

<2(1 ¿a? -f- ¿a?2 h— . . .  —1— x n~l ) =  a ---------— ---------------------
'  I —  X  I —  X  I —  X

convergera évidemment, pour des valeurs croissantes de n, vers la 

limite fixe - '> si la valeur numérique de la variable x  supposée 

réelle, ou le module de la même variable supposée imaginaire, est un 

nombre inférieur à l’unité, tandis que, dans le cas contraire, cette 

somme cessera de converger vers une semblable limite. La série (1) 

sera donc toujours convergente dans le premier cas et toujours diver

gente dans le second. Cette conclusion subsiste lors même que le fac

teur a devient imaginaire.

Considérons maintenant la série

(  2  )  ̂ u 0, M i ,  m 2,  M j ,  , .  · ■ , Mn , . . .

composée de termes quelconques réels ou imaginaires..Pour décider
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si elle est convergente ou divergente, on n’aura nullement besoin 

d’examiner ses premiers termes, que l’on pourra même supprimer de 

manière à remplacer cette série par la suivante

( 3 )  U-my 2> · · * *

m désignant un nombre aussi grand que l’on voudra. Soit d’ailleurs 

p„ la valeur numérique ou le module du terme général un; il est clair 

que la série (3) sera convergente si les modules de ses différents 

termes, savoir . ,

( 4 )  p ms pm-t-lj p/n+2> · · · >

forment à leur tour une série convergente, et qu’elle deviendra 

divergente si p„ ne décroît pas indéfiniment pour des valeurs crois

santes de n. Cela posé, on établira facilement les deux théorèmes qui 

suivent.

Théorème I. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles con-
' i

verge, tandis que n croît indéfiniment, l ’expression (pn)n> et soit la 

plus grande de ces limites. La série (2) sera convergente, si l ’on a \  1 ;

divergente, si l ’on a A >  1.

Démonstration. — Supposons d’abord A <  1, et choisissons arbi

trairement entre les deux nombres 1 et A un troisième nombre [x, 

en sorte qu’on ait A < ¡ x < i ;  n venant à croître au delà de toute

limite assignable, les plus grandes valeurs de (p„)n ne pourront s’ap

procher indéfiniment do la limite A sans finir par être constamment 

inférieures à ¡x. Par suite, il sera possible d’attribuer au nombre

entier m une valeur assez considérable pour que, n devenant égal
1_

ou supérieur à m, on ait constamment (pn)n<C p·» P«<C p·". Alors les 

termes de la série (4) seront des nombres inférieurs aux termes cor

respondants de la progression géométrique

( 5 )  p."1/  p " î+ , , p m+2, . . . ;

et, comme cette dernière sera convergente (à cause de p.<0)> on
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devra en dire autant de la série (4) et, par conséquent, de la série (2).

Supposons en second lieu X >  1, et plaçons encore entre les deux

nombres 1 et X un troisième nombre p, en sorte qu’on ait X >  p 1.

Si n vient à croître au delà de toute limite, les plus grandes valeurs 
1

de (pra)", en s’approchant indéfiniment de X, finiront par surpasser p.
1

On.pourra donc satisfaire à la condition (p„)re>  p ou pra>  p " >  1, par 

des valeurs de n aussi considérables que l’on voudra; et par suite, on 

trouvera dans la série (4) un nombre indéfini de termes supérieurs à 

l ’unité, ce qui suffira pour constater la divergence des séries (2), (3) 

et (4).

T héorème II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, le rapport
p»

converge vers une limite fixe  X, la série (2) sera convergente toutes les 

fois que l ’on aura et divergente toutes les fois que l ’on aura X 1.

démonstration. — Choisissez arbitrairement un nombre e inférieur 

à la différence qui existe entre 1 et X. Il sera possible d’attribuer à m 

une valeur assez considérable pour que, n devenant égal ou supé

rieur à m, le rapport demeure toujours compris entre les deux
P»

limites X — £, X -4- e. Alors les différents termes de la série (4 ) se 

trouveront compris entre les termes correspondants des deux pro

gressions géométriques

pm, p m ( ù - e ) ,  pm( l  — s y ,  pm( l  —  e)3, . . . ,

Pin, P»i(^-l-£)> Pm(  ̂+  £)2, Pm(^ +  s)3, · · · ,

lesquelles seront toutes deux convergentes, si l ’on a X <  1, et toutes 

deux divergentes, si l’on a X > i .  Donc, etc.

Scolie. — Il serait facile de prouver que la limite du rapport £ï±i,
Pn

dans le cas où cette limite existe, est en même temps celle de l’ex- 

pression (p„)n. [ Voir l’Analyse algébrique ( ') ,  Chap. YI.J

(*) OEuvres de Cauchy, S, II, T. III.
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En appliquant les théorèmes (x) et (2) à la série de Maclaurin, 

savoir

(6) F(o), y  F'(o), ^ F '( o ) ,  - ^ F » ,  . . . ,

on obtient la proposition suivante :

T héorème III. — Soient pn la valeur numérique ou le module de Vex* 

pression F(n)(o), et \  la limite vers laquelle convergent, tandis que n croît

indéfiniment, les plus grandes valeurs de (p„)'‘ ou bien encore la limite

unique (si cette limite existe) du rapport La série (6) sera conver-
Pn

gente toutes les fois que la valeur numérique ou le module de la variable x  

sera inférieur à y, et divergente toutes les fois que la valeur numérique

ou le module surpassera y ·

Exemples. — Si l’on prend pour valeurs successives de F(a?) 

ex, sina?, cosa?, 1(i +  æ), (n-d?)lt,

p. étant une quantité constante, les valeurs correspondantes de y 

seront
0, 00, 00, 00, I, I. 4

Par suite, les séries comprises dans les équations (16), (17),

(18) de la trente-septième Leçon resteront convergentes entre les 

limites x  =  —  0 0 ,  x  =  -î- co, c’est-à-dire pour des valeurs quel

conques de x . Au contraire, la série

(7 )

f* _ P(f* — O — — 2)
7 ’ ïTa ’ 7 ^ 3  ’

1 .2 .3 . . . «  *  ’ ···

et celle que renferme la formule (20) (trente-septième Leçon) ne seront 

convergentes, si la variable x  est réelle, qu’entre les limites x  =  — 1, 

x  =  + 1 .

Nous avons déjà remarqué que la série (6) est réelle et qu’elle a
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pour somme F(a?) toutes les fois que, la variable x  étant réelle et la 

variable s étant comprise entre les limites o, x , l’expression (14) 

(trente-septième Leçon) s’évanouit pour des valeurs infinies de n. 

Or cette dernière condition sera évidemment satisfaite si l ’expres

sion dont il s’agit est le terme général d’une série convergente, ce 

qui aura lieu, en vertu du théorème III, si, pour des valeurs crois

santes de n, le module ou la valeur numérique du produit

m  * Ff't+1)(¿)
K } n F w { z )

converge vers une limite inférieure à l’unité.

Exemple. — Soit
F(¿c) =  (i -+- x)V·,

¡x désignant une quantité constante. Si dans l’expression (8) on rem

place z par Bx, cette expression deviendra

i 9 n - n  1 - 8  /  p \

i - \ - Q x  a  i H- O x  \  n  )

et convergera pour des valeurs croissantes de n vers une limite de la 

forme — a? — -Q—, limite dont la valeur numérique sera inférieure à 

l’unité, si l’on suppose i. On aura donc, sous cette condition,

( 9 ) (i +  i +  — x ■
i

fx(p· •l)(p — 2)
1 . 2 .3

X a

' On prouverait de même que l’équation

(io) (i +  0^)1*= i -I- !jax + ^ - l)a>x*+ +  , ..
1.2 1 . 2 .3

subsiste, pour des valeurs réelles ou imaginaires de la constante a, 

tant que la valeur numérique de x  est inférieure au module de ~

On pourrait croire que la série (6) a toujours F(¡r) pour somme, 

quand elle est convergente, et que, dans le cas où ses différents 

termes s’évanouissent l’un après l’autre, la fonction F(a?) s’évanouit
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elle-même; mais, pour s’assurer du contraire, il suffit d’observer que 

la seconde condition sera remplie, si l ’on suppose

F ( # )  =  e ,

e t  la  p r e m i è r e ,  s i  l ’o n  s u p p o s e

F ( x )  =  e~x'+ e ~  .

Cependant la fonction e w  n’est pas identiquement nulle, et la

série déduite de la dernière supposition a pour somme, non pas le
_ ( iy

binôme e~æ' +  e yx/ , mais son premier terme e~æ\
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TRENTE-NEUVIÈME LEÇON.

DES EXPONENTIELLES ET DES LOGARITHMES IMAGINAIRES. USAGE DE CES EXPONENTIELLES 

ET DE CES LOGARITHMES DANS LA DÉTERMINATION DES INTÉGRALES SO IT DÉFINIES, 

SOIT INDÉFINIES.

Nous avons prouvé dans la trente-septième Leçon que l’exponen

tielle A* (A désignant une constante positive, et x  une variable réelle) 

est toujours équivalente à la somme de la série

. . ¿clA ¿e2( l A ) 2 ' .r3( lA ) 3
(i) i, — , — — — , _ . ···>

en sorte qu’on a, pour toutes les valeurs réelles de x,

( 2 ) k x — ¿p IA ¿c2(IA)2
I +  1 . 2

a?3(lA)3
1 . 2 . 3

D’autre part, comme, en vertu du théorème III de la trente-huitième 

Leçon, la série (i)  reste convergente pour des valeurs imaginaires 

quelconques de la variable x ,  on est convenu d’étendre l’équa

tion (2) à tous les cas possibles, et de s’en servir, dans le cas où la 

variable x  devient imaginaire, pour fixer le sens de.la notation k x. 

Cette convention étant admise, on déduit facilement de l’équation (2) 

plusieurs formules remarquables que nous allons faire connaître.

D’abord, si l’on prend A — e, l ’équation (2) deviendra

( 3 ) e*— \ x
I

X‘  Xa
----- 1-------01.2 1 . 2 .3

Si l’on pose dans cette dernière x  — z x ( z désignant une variable
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réelle), on trouvera

z y/— i ** ,
I 1 . 2  1 . 2 . 3

z* s* /s
1 . 2  +  I  .2.3.4 \ I

et, par suite,

1.2.3

(4) W - ’ =  cosí; -+- i sin z.

On trouvera de même

(5) e~z'¡-'·— cosa — sj— i sins,

puis on conclura des équations (4) et ( 5) combinées entre elles

ez v'i=' e-5/—1 . ezf~1 — er~z'l~‘l
(o) cos-z = ------------------ , sm £ = r-------------- -----·

2 2 y —  I

Soit, en second lieu, æ =  (a +  b y/ — \)zt a, b, désignant deux con

stantes réelles. Alors la série comprise dans le second membre de la 

formule ( 3) sera précisément celle que l’on déduit du théorème de 

Maclaurin, appliquéà lafonction im aginaire^(cosbz -t-\J— is in iz ) . 

On aura donc

(7) e(o-*-i/—Os=  g«s(cosbz  -+■  y/—  1 sin 6 s )  eaz ebz'T- x.

Cette dernière formule est analogue à l’équation identique

g (C l- t -6 )Z  - ■■ y

de laquelle on la déduirait, mais par induction seulement, en sub

stituant à la constante réelle b une constante imaginaire ¿y/ — j . Nous 

ajouterons qu’en s’appuyant sur la formule (7 ) on étend sans peine 

l’équation

(8) ex+r = e x e* ■ ,

à des valeurs imaginaires quelconques des variables x , y; et qu’en 

comparant la formule (2) à la formule ( 3 ) on en tire, pour une
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valeur quelconque de x,

•(9) A x —  eælA.

Concevons maintenant que, u et v désignant deux quantités réelles, 

on cherche les diverses valeurs de x  propres à résoudre les deux 

équations

( 10) A * = «  +  t '^  — 1 ,

( u  ) ex  =  u  +  v \J—  1 . *

Ces diverses valeurs seront les divers logarithmes de u -h ç y/— 1, 

i° dans le système dont la base est A; 20 dans le système népérien 

dont la base est e. De plus, comme, en vertu de la formule (9), les 

logarithmes de l’expression u v\j — 1 dans le premier système se

ront égaux aux logarithmes népériens de cette même expression 

divisés par IA, il suffira de résoudre l’équation (11). Cela posé, fai

sons x  — a -h ¡3 y/— 1, a, p désignant deux quantités réelles.. La for

mule (11) deviendra
ea+Pt/̂ T— u _|_ v \j— ij

puis l’on en tirera e“ cos[3 =  u, ea sin ¡3 =  e et, par conséquent,

( . 2 )

(13)

e“ =r (m2H- e2)2,

COS P  :
y/ u2 -t- c2

sin (3 =
y/«2

Or, on satisfait à l’équation (12) par une seule valeur réelle de a, 

savoir a =  ^l(«2-f-e2). De plus, en désignant par n un nombre

entier arbitraire, on satisfera aux équations ( i 3 ) par toutes les valeurs 

de ¡3 comprises dans la formule

04 ) (3 =  2/î7: H- arc tang-,
1 ' 11

si u est positif, ou dans la suivante

05) (3 =  ( 2 n —J— 1 )7T — arc tang —j 
0 u

OEuvres de C. — S. H, t.  IV. 3o
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si «'devient négatif. Il existe donc une infinité de logarithmes imagi

naires de l’expression u -+- v\¡ — i. Le plus simple de tous ces loga- ' 

rithmes, dans le cas où la quantité u reste positive, est celui qu’on 

obtient en posant n =  o, savoir  ̂ l(u 2 -+- e2) -I- v̂ — i arc tang~  Ce

même logarithme, qui, pour une valeur nulle de e, se réduit au loga

rithme réel de u, sera celui que nous désignerons par la notation 

,l(« -t- v \j— i) (voir VAnalyse algébrique, Chap. IX), en sorte qu’on 

aura pour des valeurs positives de u

(16) 1 ( « v ·— i ) —  ̂I ( h— c2) —  î arc t an gh .

Par suite, si r représente une quantité positive, et t un arc réel com

pris entre les limites — l’équation

(17) x — /-(cosí -4-  y/— 1 sirii) =  re?/-' 

entraînera la suivante

(18) \æ — \r -\- t \J— 1.

Les formules qui servent à différentiel’ les exponentielles et les 

logarithmes réels subsistent, lorsque ces exponentielles et ces loga

rithmes deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on reconnaîtra 

sans peine que l’on a : i° pour des valeurs imaginaires de la va

riable x,

(19) dex =  ex d x ,

(20) <5Ü(± x )  —  — j

20 pour des valeurs réelles des variables x, y , z, et des constantes a,

(j. «, b,
»

A 31) de**)-/-‘ = e -í+)'/3 ((;Ll. +  (̂ y 'r í ) ,  -

i l  [ ± ( *  +  r v s r i ) ]  =  í f ± f S q £ I ,(22)
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(23)

'( 24)

Dans ces diverses formules, on doit adopter, après la lettre 1, le 

signe -+- ou le signe — , suivant que l’expression imaginaire dont on 

prend le logarithme népérien a une partie réelle positive ou négative. 

De ces mêmes formules on déduira immédiatement les suivantes

[ r  (A -  B y  - y ) d x_ _  (A _  B ^— ) 1 [±  ( g — a — (3 s!~ )\  +  8,
j J  oc — a — i

=  (A +  ^  a + p +  e>
1 J  OC —  a -4- (3 y/— i

26)

I  I  z n p''a+b' l - O -  /V r —  ~  "  I » _____________ " -------------------1--------------- V --------—_________
[ J a +  b ^ — i [_ ( a- \ -b \J— i ) s  ( a  +  b y/— 1 s2

lesquelles s’accordent avec les formules établies dans les vingt- 

huitième et trentième Leçons.

Les exponentielles et les logarithmes imaginaires peuvent encore 

être employés avec avantage dans la détermination des intégrales dé

finies. Ainsi, par exemple, il résulte de la seconde des équations (26) 

que la formule donnée ligne i 3 de la page 192 subsiste, quand on y 

remplace la constante a supposée réelle par la constante imaginaire 

a -t- b\J — i . On obtient alors l’équation

r* / , r— S 1.2.3. . .n

l a q u e l l e  c o ï n c i d e  a v e c  l a  f o r m u l e  d e  l a  l i g n e  1 4  d e  l a  p a g e  c i t é e .  D e  

p l u s ,  il e s t  c lair  q u e  la f o r m u l e  ( 1 8 ) d e  la t r e n t e - q u a t r i è m e  L e ç o n

/ «
l)z (£- —

ç(a+-ü'J—l)z

a b v/— 1

d x
^i[ — — a — P v/ ·)]:

c t l [ ±  ( x  — a -4-P v ^ ) ]  =  -----
x  —  a  +  p  y —  j

t fg ia + b / ^ D z  —  e (a + l> \f^ ï)zÇ a  _)- b \ J —  i )  d z .

x  — a — (3 y/ — 1 

d x
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subsistera encore, si, au lieu de prendre pour f(¿r) une fonction algé

brique, on pose successivement '

f  ( x )  —  eax'!~l , f ( . r )  — ( — x  \J—  \ eax'izri, f  ( «  ) =  ^ , X ^— ^ p = r — >
l ( i  —  r x \ j —  i )

¡x, a, r désignant trois constantes positives, dont la première reste ‘ 

comprise entre les limites o et 2. On trouvera, en conséquence,

(0.8) d x = j T
c o s a «  d x  

1 -t-«2
—  Tte~a,

0 9 )  /
( —  X\J—  1) ^  1

i  4 -  x 1
ç a x j— 1 d x  ~  2 J '  «Ia-1 sin —a« d x

■ 7te_

i"°  ( —  x\J—  1 )  e “ * / - 1 d x  

J - *  l ( i  — r x \ / —  1)  1 +  x ~

JÇ"  s i r i a « I(i +  r î x i ) +  2 c o s a « a r c l a n g r «  

0 . [ j l ( i  -+- /-2« 2)]2-h (arc tang/-«)s

«  d x  _  7i e ~ g
i -+- x'1 ~~ 1 ( 1 +  /' )

(3o)
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QUARANTIÈME LEÇON.

INTÉGRATION PAR SÉRIliS.

Considérons une série

(0

dont les différents termes soient des fonctions de la variable x  qui 

restent continues entre les limites x  =  x 0, x  — X. Si, après avoir 

multiplié ces mêmes termes par dx, on les intègre entre les limites 

dont il s’agit, on obtiendra une série nouvelle composée des inté

grales définies

V « v V V

En comparant cette nouvelle série à la première, on obtiendra sans 

peiné le théorème que nous allons énoncer.'

Théorème I. — Supposons que, les deux limites x 0, X étant des quan

tités finies, la série ( i)  soit convergente, non seulement pour x  =  x 0 et 

pour x  =  X, mais aussi pour toutes les valeurs de x  comprises entre x ÿ 

et X. La série (2) sera elle-même convergente; et si l ’on appelle s la 

somme de la série (1), la série (2) aura pour somme l ’ intégrale

En d ’autres termes, l ’équation

( 3) S —- Mo +  U\ +  Mj -H W3 +  . . .
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»

entraînera la suivante :

s d x  =  I u0 d x  +

Démonstration. — Soit

(5 ) sn =  Uq u i +  -f- . . . -f- î

la somme de n premiers termes de la série ( i)  et rn le reste à partir 

du rieme terme. On aura

J ut d x +  j Uzdx-h J
r- •''j··.» d

, dx

( 6 ) s —- Su -!- r„ —  u„ -+- u l -t- m2 +  . . .  +  m„ - i +  r ,,,

et l’on en conclura

I s d x  —  I u0d x  +  j ¡¿¡dx +  I . ut d x  + . . .
*Jr0 J  x a x0

-+- / d x  h-  / rn dx,
d  xn d  .r*

(7)

Or, puisque, en vertu de la formule ( i 4 ) (vingt-troisième Leçon),

r x
l’ intégrale I rndx  sera une valeur particulière du produit rn(X — x 0)

X  o

correspondante à une valeur de x  comprise entre les limites x 0, X, cl 

que, dans l’hypothèse admise, ce produit deviendra nul pour des 

valeurs infinies de n , il est clair qu’on obtiendra l’équation (4) en 

posant, dans la formule (7), n =  00.

Corollaire I. — Si dans la formule ( 4) on remplace X par x , on 

obtiendra la suivante

( 8 ) Jf* x  s t  X  s%X p X

s d x — j  Ut,dx-t- I ui dx  I u!
>-0 “'■'·» «A.

d x  ■

qui restera vraie, comme l’équation ( 3), entre les limites x  =  x 0,

x  == X.

Corollaire IL — Supposons que la série (1), étant convergente
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pour x  =  x 0 et pour toutes les valeurs de x  comprises entre les 

limites x 0, X, cesse de l’être pour x  =  X. Dans cette hypothèse, les 

équations (3 ) et (8) subsisteront encore entre les limites dont il 

s’agit. J’ajoute que l’équation ( 4) subsistera elle-même, si les inté

grales comprises dans son second membre forment une série conver

gente.,En effet, on reconnaîtra sans peine que, si cette condition 

est remplie, les deux membres de l’équation (8) seront des fonc

tions continues de la variable x  dans le voisinage de la valeur par

ticulière x  =  X [voir l’Analyse algébrique, page i 3 i  ( ' ) ] ,  et qu’ il 

suffira d’y faire converger x  vers cette même valeur pour,obtenir les 

deux membres de l’équation (4). Au.contraire, l’équation (4) dispa

raîtra, si les intégrales que renferme son second membre forment 

une série divergente.

Corollaire III. — Supposons que la série (i), étant convergente 

entre les limites x  =  x 0, x  =  X, devienne divergente pour la pre

mière de ces deux limites ou pour toutes les deux. Alors, en dési

gnant par £0, \ deux quantités comprises entre x 0 et X, on obtiendra 

l’équation

r ’
s d x  — I i/0 d x  +

puis,· en faisant converger £0 vers la limite x 0, et £ vers la limite X, 

on retrouvera encore l’équation (4), pourvu toutefois que les inté

grales renfermées dans son second membre forment une série con

vergente.

Cette remarque s’étend aux cas mêmes où les quantités x 0, X 

deviennent séparément ou simultanément infinies, par exemple au 

cas où l’on aurait x 0 =  — <x>, X =  ao.

Corollaire IV'. — Si l’on prend un =  anx n, an étant un coefficient réel 

ou imaginaire ; si, de plus, on désigne par pn la valeur numérique ou 

le module de an, et par X la plus grande valeur que reçoive l’expres-

(>) ÜEuvrea de Cauchy, S. II, T. III, p. 120.

J
«, d x  4- / u ,

L
d x
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sion (p„)n quand le nombre n devient infini, la série (i)  sera conver

gente (voir le théorème III de la trente-huitième Leçon) entre les

limites x  =  — x  =  -h ·̂· Donc, en laissant la variable x  comprise

entre ces limites et posant

(io) s —  a 0 +  a ¡ x  +  a%x - - h . . . ,

on trouvera

JCX x 2 x 3
1 s d x  =  a0x  +  « ! ----- h « ¡ —

o 2 0

Cette dernière équation subsistera encore («oírle corollaire II) pour 

les valeurs particulières x  =  — a? =  -i- ^, si ces valeurs particu

lières ne cessent pas de rendre convergente la série a0x ,  x-, 

•lfa2a;3, —

'  A l’aide des principes que nous venons d’établir, on pourra déve

lopper un grand nombre d’intégrales en séries convergentes qui four

niront des valeurs de ces intégrales aussi approchées que l ’on voudra. 

C’est en cela que consiste Y intégration par séries. On peut même em

ployer avec avantage cette méthode d’intégration pour développer en 

séries toutes.sortes de quantités, et souvent ce qu’il y a de mieux à 

faire, pour y parvenir, c’est d’exprimer les quantités données par des 

intégrales définies auxquelles on applique ensuite la méthode dont il 

s’agit.

Exemples. — Pour développer en séries les fonctions l(i-i-a?), 

arc tanga?, aresina?, on aura recours aux formules

1(1 +  * ) =  f
J0

arc tanga? =  / 
J n

d x
— ¡I +  *

d x
i +  x 2 ’

( i — * 2 ) 2 d x  ;arc sin*
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et, comme on trouvera, entre les limites x  =  — i , a? =  +  i ,

I  -+- X  

I

1 +  x 2
=  i — x2 -+- x4

(i — x2) 2 =  J H— x2-j- i.3-x*-H i.3.5
2. 4  2 .4. 6  n

l’ intégration par séries donnera, entre ces mêmes limites,

1(H- x)

( 1 2 )

Xa
2

X3arc tanga? =  x  — r  +  t
a?5
T

.3 .îI X 3 i .arc sinx  =  x h------^  h----- 7
2 3 2. 4  5

1 .3.5 x7
2.4.6 7

Si dans les équations (12) on pose x  =  r, les séries comprises dans 

les seconds membres resteront convergentes, et l’on aura (en vertu 

du corollaire II)

12 =  1 ~  2 "*"3 — '

(j3) 71 I

4 _ I ~ 3

7T I I
2 _ l + 2 3

i . 3 i
2. 4  5

1.3.5 i
2.4.6 7

On démontre facilement (voir Y Analyse algébrique, page i 63) ( ' )  

que deux séries convergentes ordonnées suivant les puissances ascen

dantes et entières de x  ne peuvent donner la même somme, pour 

de très petites valeurs numériques de x ,  qu’autant que les coeffi

cients des puissances semblables de x  sont égaux dans les deux 

séries. De cette remarque et du théorème III (trente-huitième Leçon) 

il résulte que, si les deux séries demeurent convergentes et four

nissent la même somme pour les valeurs réelles de x  comprises entre

T1) OEuvres de Cauchy, S. I, T.III, p. 144·

OEuvres de C. — S. Iï, t. IV. 3 J
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les l im it es  — r, - r  ( r  d é s i g n a n t  u n e  qu a n t i té  p o s i t i v e ) ,  e l les  r e m 

p l i r o n t  les  m ê m e s  c o n d i t i o n s  p o u r  l e s  v a l e u r s  i m a g i n a i r e s  d e  a? d o n t  
les m od u le s  se ro nt  i n f é r i e u r s  à r. Cela posé ,  on d é d u i r a  sans p e i n e  

des p r i n c i p e s  c i - d e s s u s  é t a b l i s  l e  t h é o r è m e  s u i v a n t  :

Théorème I L  —  Si, pour les valeurs réelles de z comprises entre les 

limites -o, Z, et pour les valeurs réelles de x  comprises entre les limites — r, 

-I- r, les fonctions

sont développables par le théorème de Maclaurin en séries convergentes 

ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de x  ; si d ’ail

leurs les sommes de ces séries, quand x  devient imaginaire, continuent 

d’être représentées par les notations f ( x , z ) ,  F(a?), l ’équation (1/4) sub

sistera pour les valeurs imaginaires de x  dont les modules seront infé

rieurs à r.

Exemple. — Comme on a, pour des valeurs quelconques de x ,

et

04)

e-(z-<-x)'dz — e-*!■ f V - (Va

et, par suite,

on en conclura, en remplaçant x  par x\J — 1,

06)

Cette dernière formule, que l’on doit à M. Laplace, est fort utile dans 

la solution de plusieurs problèmes.
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i

I · '
Depuis l ’impression de cet Ouvrage, j ’ai reconnu qu’à l’aide d’une 

formule très simple on pouvait ramener au Calcul différentiel la solu- 

tion de plusieurs problèmes que j ’avais renvoyés au Calcul intégral. 

Je vais, en premier lieu, donner cette formule; j ’indiquerai ensuite 

ses principales applications.

D’après ce qui a été dit dans la septième Leçon, si l’on désigne 

par x 0, X deux valeurs de x  entre lesquelles les fonctions f ( x )  et 

f  (oc') restent continues, et par 0 un nombre inférieur à l ’unité, on 

aura
/(X )- / ( * „ )  

X #0 = / ' [ * . + 0(X — * ,)].

Or il est aisé de voir que des raisonnements entièrement semblables 

à ceux dont nous avons fait usage pour démontrer l’équation précé

dente suffiront pour établir la formule

/ ·, / (X ) - / (g B) _ /'[-r0+ g ( X - ^ 0)]
W F ( X ) — F ( #„ ) F'[>o-t-e(X- * „ ) ] ’

0 désignant encore un nombre inférieur à l’unité, et F(îc) une fonc

tion nouvelle qui, toujours croissante ou décroissante depuis la limite 

x  =  x 0 jusqu’à la limite x  =  X, reste continue, avec sa dérivée F'(a?), 

entre ces mêmes limites.

On peut aussi démontrer directement la formule (î)  à l ’aide des 

principes établis dans la sixième Leçon (page 3y). En effet, il résulte 

de ces principes que, dans l’hypothèse admise, la fonction F'(;r) con

servera constamment le même signe depuis x  =  x 0 jusqu’à x  — X. 

Par suite, si A et B représentent la plus petite et la plus grande des

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



244  R É S U M É  D E S  L E Ç O N S S U R  L E  C A L C U L  I N F I N I T É S I M A L .

valeurs que reçoit le rapport dans cet intervalle, les deux pro

duits

F(a?)[ F ^ “ A] = / '(aï) - A F ^ >

F'(*) [b - ^ | ] = B F ' ( , ) - / ^ )

resteront l’un et l ’autre constamment positifs ou constamment néga

tifs entre les limites x 0, X de la variable x . Donc les deux fonctions

f { x )  —  AF(a?),  B F ( x)  — / ( # ) ,

qui ont ces mêmes produits pour dérivées, croîtront ou décroîtront 

simultanément depuis la première limite jusqu’à la seconde. Donc la 

différence entre les· valeurs extrêmes de la première fonction, savoir

/ ( X ) - / ( * „ ) - A [ F ( X )  -  F ( * 0)], ■

et la différence entre les valeurs extrêmes de la dernière, savoir

B [ F ( X )  - F ( * 0)] -  [ / ( X )  — / ( * , ) ] ,

seront deux quantités de même signe; d’où l’on peut conclure que la 

différence
/ ( X ) - / ( * . )  '

s e r a  c o m p r i s e  e n t r e  l e s  d e u x  p r o d u i t s

A [ F ( X )  —  F(.t 0)], B [ F ( X ) - F ( * 0)],

et la fraction
/(X) —f{æ o)
F ( X )  — F ( x 0)

entre les limites A et B. D’ailleurs, les deux fonctions f ' ( x ) ,  F'(a?) 

étant continues par hypothèse entre les limites OC —■— OC q y OC =  X, toute 

quantité comprise entre A et B sera équivalente à une expression de 

la forme
·/ '[> o-t- 0(x — x o)]
F'[i»o H- B{x — æi!)'\ ’

0 désignant un nombre inférieur à l’unité. 11 existera donc un nombre
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de cette espèce propre à vérifier l’équation (i), ce qu’il fallait dé

montrer.

Si l’on fait X =  x 0 -+- A,'l’équation (i) deviendra

/ \ . /(¿c0 +  /Q —  ,/(a?o) _  f ' ( x 0+  8 h)
F(.r0-b A) — F(a.-0) F'(^0-t-6A)

Cette'dernière, qui comprend, comme cas particulier, l ’équation (6) 

de la septième Leçon, est susceptible de plusieurs applications impor

tantes, ainsi qu’on va le prouver en peu de mots.

Concevons d’abord que les fonctions / ( x )  et F(a?) s’évanouissent 

l’une et l’autre pour x  — x„,  et faisons, pour abréger, OA =  A,. Dans 

ce cas, on tirera de la formule (2)

/(®«+ h )  _  /'(.z0 +  A,)
1 ; F(^0+A) “  F '^ -t-A ,) ’

A, étant une quantité de même signe que A, mais d’une valeur numé

rique moindre. Si les fonctions

/(*), /'(*), /'(*), ···> / '"“ ‘ ’ («b 

. F(®). F'(îc), F'(«), ' F '

s’évanouissaient toutes pour x  =  x 0 et demeuraient continues, aussi 

bien que f  n)( x)  et ¥w(x),  entre les limites x  =  x 0, x  =  x 0-\-h, 

alors,  en s u p p o s a n t  c h a c u n e  d e s  f o n c t i o n s  . .

F ( x ) ,  F { x ) ,  F"{x) ,  . . . ,  (#)

toujours croissante ou toujours décroissante depuis la première limite 

jusqu’à la seconde, et désignant par A(, Aâ, . . . ,  A„ des quantités de 

même signe, mais dont les valeurs numériques seraient de plus en 

plus petites, on obtiendrait, avec l’équation ( 3), une suite d’équations 

semblables dont la réunion composerait la formule

a .  \ 7(^0+ h ) _  /'(a?o+At) _  /"(¿gpH- A2) _  _  /W(.r0—t— A»)
* F(ar0+A) F'(jj0 +  Ai) F"(îc„-hA2) F'«) (a;0+  A„) ‘

Si, dans la formule (4), on se contente d’égaler la première fraction à
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la dernière, l’équation à laquelle on parviendra pourra s’écrire comme 

il suit
%

,5 f{æ„+h) _  6h)
F (x0+h) F<")(.r0+0 / î) ’

0 étant toujours un nombre inférieur à l’unité. Enfin, si dans l’équa

tion (5) on substitue à la quantité firne h une quantité infiniment 

petite désignée par i, on aura

/(¿r0+  i) / ( ' » > ( -H gt)
 ̂ ' F(a?0-l-t) F(B>(a?0-t- 0i ) ‘

Lorsque, dans les formules ( 5) et (6), on pose

on trouve

et, par conséquent,

(7)

( 8 )

F ( t f )  =  (a: —  ar0)», 

F (,,)(a ;)  =  1. 2 . 3 . . . »

/ ( ¿c0+  h) _  y t”) (¿g0H- 9h) 
h'1 ’ 1 . 2 . 3 . . . «  ’

/(^o+ i) _  f w (xo+ 8i) 
i'1 1 . 2 . 3 . . . «

Ces dernières équations s’accordent avec les formules (4) et ( 5) de la 

quinzième Leçon, et coïncident avec les formules (17), (18) de la 

trente-sixième. Elles peuvent être employées avec avantage, non seu

lement dans la recherche des maxima et minima, mais encore dans la 

détermination des valeurs des fractions qui se présentent sous la 

forme Au reste, pour résoudre ce dernier problème, il suffira le 

plus souvent de recourir à la formule (6). Admettons, en effet, que 

les deux termes de la fraction '
/(*)
'F(tf)

et leurs dérivées successives, jusqu’à celles de l’ordre n — 1, s’éva

nouissent pour x  =  x 0. La formule (6) subsistera généralement pour
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de très petites valeurs numériques de i, parce qu’en général chacune 

des fonctions
F(a;),  F'(d?), ¥' { x) ,  F("—i) (¿j?)

croîtra ou décroîtra sans cesse depuis la valeur particulière de x  

représentée par x 0 jusqu’à une valeur très voisine; et l’on tirera de 

cette formule, en faisant converger i vers la limite zéro,

(9 ) Jim /(•g 0+ 0
F ( ¿r0 +  O

_  ]im f (n)( x o +  Bi) _  f W ( x 0) 
F lft,(.r0-l·-(9i) F<'O(,r0)

Si l ’on remplace, dans la formule (7), x 0 par zéro, et la lettre /  

par §, on en conclura

(10) H h )  = ----- Ç -----
1 . 2 . 0 .  » .IX

Cette dernière formule suppose que les fonctions

3{h), 3'(h), ê«(h), . . . ,  i w ( A ) ,

étant continues, à partir de la limite h =  o, s’évanouissent toutes, à 

l ’exception de 3w(h), en même temps que la quantité h.

Soit maintenant f ( x )  une fonction arbitraire de la variable æ, mais 

telle que

f ( x  +  /i), f ( x + - h ) ,  f " ( x  +  h), . . . ,  +

restent continues par rapport à h, à partir de h =  o. On pourra aisé

ment, à l ’aide de la formule (10), extraire de f ( x - \ - h ) ,  ou, ce qui 

revient au même, de la différence / ( x  4- h ) — f ( x )  une suite de 

termes proportionnels aux puissances entières de A; et d’abord, 

puisque la différence f ( x  +  h)  — /(a?), considérée comme une fonc

tion de h, s’évanouit avec h, et a pour dérivée du premier ordre 

/ '( x  +  h),  il est clair qu’en substituant cette fonction à §{h),  et 

posant n =  1, on tirera de la formule (10)

( i l )  f { x  +  h ) — f ( x ) ^ - 1̂ f { x  +  Qh).

Lorsque, dans le second membre de l’équation précédente, on rem-
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place 0 par zéro, on obtient le terme j  et, en retranchant ce

terme du premier membre, on trouve pour reste une nouvelle fonction 

de h, savoir

Comme cette nouvelle fonction de h s’évanouit avec h, ainsi que sa 

dérivée du premier ordre, et qu’elle a pour dérivée du second ordre 

f " ( x - h h ) ,  en la substituant à §(h),  et posant n =  2, on tirera de la 

formule (10)

(12) f ( x  +  h) / { &)  =  +

Si, dans le second membre de l’équation (11), on remplace 0 par zéro,
/j2

on obtiendra le terme —  /"(#), et, en retranchant ce terme du pre

mier membre, on trouvera pour reste une troisième fonction de h, 

savoir

+  h ) — f ( x )  -  \ f ’(œ) -  / ' ( * ) .

Comme cette troisième fonction de h s’évanouit avec h, ainsi que ses 

dérivées du premier et du second ordre, et qu’elle a pour dérivée du 

troisième ordre f " ( x  ■+■  h) , en la substituant à $(h),  et posant n =  3, 

on tirera de la formule (10)

(,3) =

etc. En continuant de la même manière, on établira généralement la 

formule

( '4)

f { x  +  h ) - f ( x ) —  - f { x ) -

h"~

1.2
/"G*)·

1 ,2.3...(/î — 1 )
hn

1.2.3...« / (n) (æ-h Bh),

laquelle coïncide avec l ’équatioq (12) de la trente-sixième Leçon. 

Si, dans cette formule, on remplace x  par zéro, h par x,  et / p a r  F,
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F(a;) désignant une fonction arbitraire deæ, on trouvera

(i5)
j F (a?) -  F(o)  -  j  F'(o) -  ^  F"(o)

x"

I .2.3. . .(« — I)
F<»-') (o) rr

X "

1.2.3. . .n
F <'O(0Æ.·).

Cette dernière équation coïncide avec la formule ( n )  de la trente- 

sixième Leçon, et l ’on peut encore y parvenir directement de la 

manière suivante.

Soient F(;r) une fonction quelconque de x, et &(x) un polynôme 

entier du degré n — i,  assujetti à vérifier les équations de condition

w(o) =  F(o) ,  ra ' (o) :=F' (o) ,  t o " ( o ) = : F " ( o ) ,  . . . ,  (o) == F (,i—11 (o);

vs{n)(x) étant alors identiquement nulle, si dans la formule (xo) on 

remplace h par x,  et §{x) par F ( îc) — ct(îc), on trouvera

(16) F ( « )  —  t ü { x )  —  ------ F

. et, comme on aura d’ailleurs (noiVla dix-neuvième Leçon)

(•7)

CT( x ) = ro( o ) + g ro' ( o ) + ^ CT"(o )+ .. .+

/y t /Y '“ . / y i f l — l

=  F ( 0 )  -+- -  F ' ( 0 ) H ------ F" (0) -h . . . H ---------ô--- :---------
v '  i v '  j . 2 '  i . 2 . 3 . . . ( r a  —  î )

nr!"~1 >(o ), 

F ('i_1)(o),

il est clair que la formule (16) entraînera l’équation ( i 5).

Il importe d’observer que, dans tous les cas où les seconds membres 

des équations ( i 4) et ( i 5) convergent vers zéro pour des valeurs 

croissantes de n, on déduit immédiatement de ces formules les théo

rèmes de Taylor et de Maclaurin.

Si, dans la formule (8), on avait x 0 =  o, elle donnerait simplement

(,8) — - 7 :2 .3

Celle-ci suppose que les fonctions

/(O, /'(O, /"(O. · · · ,  /«“-'»(O, / (">(0.
• Couvres de C .  —  S .  I I ,  t ,  I V . 32
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étant continues pour de très petites valeurs numériques de i, s’éva

nouissent toutes, à l ’exception de la dernière, pour i =  o. Dans cette 

hypothèse, les rapports

/(<) /(O
—T- ’ 7ï~ ’

m

étant eux-mêmes équivalents à des expressions de la forme

f " (  9 i)
----------------,  ------------------,  -------- 1 _ _ --------- ---------------- - ,

I I . 2  1 . 2 . 0 .  . . ( n  —  i )

s’évanouiront tous avec i. Par conséquent, i et f ( i )  représentant deux 

quantités infiniment petites,
JV) ■ ,

i '1

sera le premier terme de la progression géométrique

0 9 )
/O)
—y- > M

ts

qui cesse d’être une quantité infiniment petite, si / '" ’(o) est la pre

mière des quantités

(20) / ( o), / '(o), /"(O), /"(O), ...

qui cesse d’être nulle. Ajoutons que, dans l’hypothèse admise,

f (n)( o)
1 . 2 . 3 . . . «

sera, en vertu de la formule (18), la véritable valeur du rapport —  

correspondante à i =  o.

Les considérations précédentes nous conduisent naturellement à 

partager les quantités infiniment petites en différentes classes. Con

cevons, en effet, que toutes les quantités de cette espèce qui entrent 

dans un calcul soient des fonctions de l’une d’entre elles désignée 

par i, et nommons / ( i )  l ’une de ces fonctions. Plusieurs termes con

sécutifs de la progression (19), comptés à partir du premier terme, 

pourront être infiniment petits; et, suivant que le nombre de ces
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termes sera i,  2, 3, . nous dirons que la quantité/(«') est un infini

ment petit de première, de seconde, de troisième classe, etc. Cela 

posé, f ( i )  sera un infiniment petit de la nièrae classe, si est le 

premier terme de la progression (19) qui cesse de s’évanouir avec i. 

Dans la même hypothèse, f { i )  deviendra ce qu’on appelle un infini

ment petit de Vordre n, si, pour des valeurs numériques décroissantes 

de i, le rapport —j^  converge vers une limite finie différente de zéro.

Ces définitions étant admises, on déduira immédiatement des prin

cipes ci-dessus établis les propositions suivantes.

T héorème I. — Lorsque f ( i )  est un infiniment petit de n,eme classe, 

/"»(o) est le premier terme de la série (20) qui cesse d ’être nul. Dans le 

même cas, f ( i ) sera un infiniment petit de l ’ordre'n, si f l-n)( o) obtient 

une valeur finie différente de zéro.

T héorème II. — Lorsque, / ( i ) étant un infiniment petit de nieme classe, - 

la Jonction f ( x )  et ses dérivées successives, jusqu’à celle de l ’ordre n, 

restent continues entre les limites x  =  o, x  — h, on a, en désignant
r

par m un nombre entier inférieur ou égal à n,

(»0 A * ) = r î x r S / '- '(M )·  -

Si, dans cette dernière formule, on remplace h par i, et m par n, on 

retrouvera l’équation (18), à l ’aide de laquelle on peut établir le 

théorème que nous allons énoncer.

T héorème III. — Soit J(i)  une quantité infiniment petite de l ’ordre n. 

Cette quantité changera de signe avec i, si n est un nombre impair, et 

sera constamment affectée du même signe que J l,l)( o), si n est un nombre 

pair.

Le théorème III suppose, comme la formule (18), que la fonc

tion J( i )  et ses dérivées successives, jusqu’à celle de l’ordre n,  

restent continues par rapport à i dans le voisinage de la valeur par

ticulière i = o .  Si cette condition n’était pas satisfaite, la quantité
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désignée par / (/!)(o) pourrait admettre plusieurs valeurs, et, si ces 

valeurs n’étaient pas toutes de même signe, le théorème dont il s’agit 

cesserait d’exister. C’est ce qui arriverait, par exemple, si l ’on pre

nait pour / ( ï) la quantité infiniment petite sji2. Dans cette hypo

thèse, la fonction dérivée

admettrait une solution de continuité correspondante à i =  o, et se 

réduirait tantôt à -f-i, tantôt à — i ,  suivant que la valeur de i serait 

positive ou négative. Il est d’ailleurs évident que la quantité \J!*< 

quoique l’on se trouve naturellement porté à la considérer comme 

un infiniment petit du premier ordre, demeure constamment positive 

et ne change pas de signe avec i. La même remarque s’applique à la 

quantité infiniment petite \Zt#, que l’on est naturellement conduit à 

regarder comme un infiniment petit du troisième ordre, etc.

Le théorème I fournit un moyen très simple de reconnaître la classe 

ou l’ordre d’une quantité infiniment petite. Ainsi, par exemple, on 

conclura de ce théorème que les quantités

I
\ ! i , A3, sint

sont quatre infiniment petits de première classe, le dernier étant seul 

du premier ordre. On s’assurera de la même manière que les quatre 

quantités
t ' — *

{'% s i n 2 «, i — c o s î

sont des infiniment petits de seconde classe, les deux derniers étant 

du second ordre; que les trois quantités

¿2
1«·’

i —  sin i

sont des infiniment petits de troisième classe, les deux derniers étant 

du troisième ordre, et ainsi de suite.
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Lorsqu’on multiplie un infiniment petit de la nieme classe ou du 

nième ordre par une quantité constante ou par une fonction de i qiii 

a pour limite une quantité finie différente de zéro, on obtient évi

demment pour produit un autre infiniment petit de la même classe 

ou du même ordre que le premier.

Il est encore facile de prouver que, parmi les quantités infiniment 

petites, celles qui appartiennent aux classes supérieures finissent par 

obtenir constamment les plus petites valeurs numériques. Soient, en 

effet, <p(i), yt(i) deux quantités infiniment petites, la première de la 

7iieme classe, la seconde de la m,hue, m étant ·< n. La première des deux

fractions sera la seule qui converge avec i vers la limite

zéro; et par suite le rapport qu’on obtient en les divisant l’une par 

l’autre, ou la fraction ^|4y> convergera également vers zéro, ce qu’elle

ne peut faire, sans que sa valeur numérique s’abaisse au-dessous de 

l’unité, ou, en d’autres termes, sans que la valeur numérique du 

numérateur devienne inférieure à celle du dénominateur.

Enfin on établira facilement la proposition suivante :

T héorème IV. —  Désignons par i et parf( i )  deux quantités infiniment 

petites. Zéro sera la valeur unique ou l ’une des valeurs que recevra le rap

port ·

( 2 2 ) A i)
/'(¿y

lorsqu on y  fera évanouir la quantité i.

Démonstration. — Il suffit évidemment de démontrer le théorème IV, 

dans le cas où la fonction dérivée f ' ( i )  s’évanouit en même temps que

f ( f )  pour i — o, attendu que la limite du rapport nulle dans 

toute autre hypothèse, se présente alors seulement sous la forme indé

terminée ,̂ · Or on y parviendra sans peine à l’aide de la formule (18), 

du moins lorsque les deux fonctions /(«), / '( t )  seront continues par
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rapport à i, dans le voisinage de la valeur particulière i o. En effet, 

si’cette condition est remplie, on tirera de la formule (18), en posant 

n =  i,

(23) f{i) =  if'{6i),

et l’on aura, en conséquence,

(24)
/(O _  f ( 6i)
fV) ~ / ' ( O  ’

0 désignant toujours un nombre inférieur à l’unité. Concevons main

tenant que, dans la formule (24), on fasse décroître indéfiniment la 

valeur numérique de 1, / '(0 )  étant nul par hypothèse, et Of dési

gnant une quantité comprise entre zéro et 1, /'(QY) convergera plus, 

rapidement que f ' { i )  vers la limite zéro, d’où il résulte que la frac-

tion /'(fl O obtiendra une multitude de valeurs numériques infé-

rieures à l’unité, et le produit i une multitude de valeurs sen-

siblement nulles. Donc la limite ou l’une des limites vers lesquelles 

convergeront ce même produit et le rapport qu’il représente sera 

égale à zéro.

Scolie /. — Le théorème IV peut être aisément vérifié à l’égard des 

fonctions

sin«, 1 — cos«, e,  „-G)* î3 sin->

11 subsiste dans le cas même où la fonctiony(i) ne reste réelle et infi

nim ent petite q u ’autant que l ’on attribue à la variable i des valeurs
affectées d’un certain signe, comme il arrive, par exemple, quand on 

prend pour / ( i )  l’une des fonctions

q u i  c e s s e n t  d ’ê t r e  r é e l l e s  o u  i n f i n i m e n t  p e t i t e s ,  d è s  q u e  l ’o n  d o n n e
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à i des valeurs négatives. Enfin ce théorème peut subsister, quoique 

la fonction f ' ( i )  devienne discontinue pour i — o. Ainsi, en suppo

sant

(25) f ( i )  =  t'sin4? 

on trouvera que la fonction

(26) / ' ( 0  =  sin^, —  j  cos 4

devient indéterminée, par conséquent discontinue, pour i — o; et, si 

l’on fait alors converger i vers la limite zéro, la valeur du rapport (22) 

tirée des équations ( 25) et (26), savoir

( 27 )
f ü )  _  
/'(O I 1

I — -7 COt-T l l

?

admettra un nombre infini de limites dont l ’une sera égale à zéro.

Scolie IL — Supposons que, la fonction f ( i ) et ses dérivées suc-- 

cessives, jusqu’à celle de l’ordre de « — 1, étant continues par rap

port à i, dans lè voisinage de la valeur particulière i — o, les n quan

tités

(28) /(o), / '(o), /"(o), . . . ,

s’évanouissent; et concevons que la valeur numérique de i vienne à 

décroître indéfiniment. Zéro sera la limite ou l’une des limites vers 

lesquelles convergeront chacun des rapports

(29)
/ (o  f l 0 /"(o /t— »»(o
/ V ) ’ /" (O ’ / ' ( * ) ’

et, par conséquent, leur produit ou le rapport

/(O( 3o)
y '° to
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On peut en dire autant des expressions

que l’on obtient en multipliant les uns par les autres quelques-uns 

des rapports dont il s’agit.
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On prouve facilement que, dans le cas où la fraction

s’évanouit pour h =  o, on a

(*> ' ' * » > = r î X 3 ï * , i<M >''

0 désignant un nombre inconnu, mais inférieur h l’unité. Or l’équa

tion (2), à l’aide de laquelle on peut établir directement la théorie 

des maxima ou minima et fixer les valeurs des fractions qui se pré

sentent sous la forme conduit aussi très simplement à la série de 

Taylor et à la détermination du reste qui doit compléter cette série. 

En effet, on tirera succcssivémcnt de l’équation (2) : 

i° En posant tf(A) = / ( «  +  h) — f ( x )  et n =  1,

puis, en posant f ' ( x  +  h)  =/'(<») -4- H,,

f ( x - +  h ) — f ( x )  —

H‘ =^-------------- a-------L—  ;

20 En posant s (h) =  f i x  ■ +- h).—  f ( x )  _  h f ( æ) e U  =  2>

(4) /(■* +  /i) - / (■ « ) -  h  / 'O ) =  — / " ( x  +  Q/ i ) .

OEnvres de C . — S. Il, t. IV. 33
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puis, en posant f " ( x  -t- OA) =  f ' ( x )  4- Ha,

f { x - Jr h ) — f { x ) — h f { x )  —  - ^ >f ' { x )

—  H , = ----------------------n------------ --------;·
j . 2 . h2

3° En posant #(A) =  f(cc  4- A) —  /(a;) — A/'(a:) — ^  / " ( a  

et n — 3,

h2 /¿3
( 5 ) f ( x  h)  — / ( x )  —  h f ' ( x )  —  ~ f " ( x )  =  ^ - j ^ f " ( x  +  Oh)·, 

puis, en posant / “(a; 4- OA) =  /"(a?) 4 - H3,

/(a :  4 - A) — /(a?) —  h f ' ( x )  —  J L - f ' ( x )  —  x )
1 y «  1 , 2  1 * 2 , 0

7 X 3 u ,=  a»

En continuant de la même manière, et observant que les quantités

H” 7X 3 H-

s’évanouissent toutes avec A, on établira généralement l ’équation

f { x  4- A) —f ( x )  — h /'(*) — —  J'"(x) ■

(6) { h"-____
i . 2 . 3 —  j )

/(»-*)(*) = hn
1.2...«

_/■<'*> (a; -h QL

OU

/(a : 4r A) = / ( « )  4 - y / ' ( a ; )  4- ^ f !,( x ) - h . . .

(7 ) <
4-

A,i_I
-/<»-‘ >(a;) 4 -

A“

I . 2 . . . «J . 2 . 3 . . . (« —  l ) ‘

Si l’on y remplace a; par o, et A par a;, on trouvera

yi«.)^fl/*).

( 8 )
/(*.) - / ( O )  H- f / ' ( o) 4- ^ / »  + .  . .

I .2.3. . . ( « —-l)
/(»-.) (oO

x '1
1 . 2 . 3 .
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11 suit de la formule (7) que. la fonction f(oc +  h) peut, être consi

dérée comme composée d’une fonction entière de h, savoir

(9) /(®) +  7 /'(*)·
h2 

1. a
f"{x)

hn~x
1,2.3.. .{n — i)

et d’un reste, savoir

Lorsque ce reste devient infiniment petit pour des valeurs infiniment 

grandes du nombre n, on peut affirmer que la série

00 /(*)» hfX*■ ), ···

est convergente, et qu’elle a pour somme f ( x  4-A). Donc alors on 

peut écrire l’équation

(12) / ( .T 4 - h) — f { x )  -+- j f ' ( x )  4 - + ·  · ·>

qui est précisément la formule de Taylor. De même, si le reste

0 3 ) ,~2T ~

devient infiniment petit pour des valeurs infinies de n, l’équation (8) 

entraînera la suivante

0 4 ) f { x ) = / (° )  4 - y/'(o) 4 - y-y/"(o) 4 - · .  ·,

qui est précisément la formule de Maclaurin.

11 est souvent utile de substituer aux expressions (10) et ( i 3) 

d’autres expressions équivalentes. On peut y parvenir comme il suit.

Désignons par o(s)  ce que devient le premier membre de l’équa

tion (G) quand on y remplace h par h — z et x  par x  4 - z,  ou, en 

d’autres termes, le reste qu’on obtient quand on développe f ( x  4- h) 

suivant les puissances ascendantes et entières de h — s, et que l’on
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s’arrête à la puissance du degré n  —  i ;  en sorte qu’on ait

( f ( x  +  h) =  f ( x  +  z)  +  — / ' ( *  +  z)  + ·  · ·

(i5) 1

œ(o) représentera la valeur commune de chacun des membres de 

l’équation (G). De plus, en différentiant par rapport à s la for

mule ( i 5 ), on trouvera

(16) ?'(-)=■
( h - z y -

1.2.3.. .{n — i)

et l’on en conclura \

( ! 7 )
o (h)  — ®(o )
' Tl

( h  — O h ) " - 1

i . 2. 3. .. ( n — i )
/(»-»)(« +  eh)

ou, parce que ©(A) se réduit évidemment à zéro,

( j S )  ? ( < > )  =  T ^ 3 . ! h( n - i )  kf(n)  +  e / ° ·

La valeur précédente de ©(o) n’est autre chose que le reste de la 

série de Taylor présenté sous une nouvelle forme. Si, dans ce reste, 

on remplace x  par o, et h par x,  on obtiendra le reste de la série de 

Maclaurin sous la forme suivante :

(J9)
( x  —  Ox l " * 1

I . 2 . S . . . ( U — 1 )

Il suffit, dans plusieurs cas, de substituer ce dernier produit à l’ex

pression ( i3) pour établir la formule ( i 4 )· Supposons, par exemple,

(20) /(¿c)=:(l+^)lJ·,

p. désignant une constante réelle. Les expressions ( i 3) et ( iq) devicn 

dront respectivement

¡ J . ( [ X — 1) .  . . ( f l — h  + 1 )  

1. 2 .3 . . . Il
(21) -t- Sx)!1· "
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Pt

( 2 2 ) °  : · · (-f* -  » +  0 g ,  ( _  a)»-, ( , 
1.2.3. . .(n — i)  ̂ ; v 9æ)V-

Cela posé, on prouvera facilement, i° à l ’aide de l’expression (21), 

que l’équation

( 2 3 ) '  (1 +  ¿7) ^ =  1 -t- - x  -H -----  x-
■ v 1 1.2

subsiste quand la valeur numérique du rapport

(24)
X

i -I- 9 x

est inférieure à l’unité; 20 à l’aide de l’expression (22), que l’équa

tion ( 23) subsiste quand le produit

(2.5)
1 —  0 

1 4 -  9 x

est compris entre les limites -1-  1 et j. Par suite, il suffira d’employer 

l’expression (21) pour établir la formule ( 23) entre les limites x  =  o, 

x  — \. Mais il faudra revenir à l ’expression (22), si l’on veut étendre 

la même formule à toutes les valeurs de x  comprises entre les limites 

x  =  — 1, x  =  -h 1.
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AVERTISSEMENT

. L ’édition  , qui a paru en 1823, du Résumé des Leçons sur le Calcul infinitésimal, 

se trouvant épuisée, je me suis décidé à la remplacer par deux ouvrages séparés, 

l ’un sur le calcul différentiel, l’autre sur le calcul intégral. Je.publie aujourd’hui 

le premier, qui a pour objet le calcul différentiel. Les méthodes que j’ai suivies 

diffèrent à plusieurs égards de celles qui sont exposées dans les ouvrages du 

même genre. Mon but principal a été de concilier la rigueùr, dont je m’étais fait 

une loi dans mon Coufs d’analyse, avec la simplicité que produit la considé

ration directe des quantités infiniment petites. Pour cette raison, j’ai cru devoir 

rejeter les développements des fonctions en séries infinies, toutes les fois que les 

séries obtenues ne sont pas convergentes. Il en résulte, par exemple, que la 

formule de Taylor ne peut plus être admise comme générale, qu’autant qu’elle 

est réduite à un nombre fini de termes, et complétée par un reste. Je n’ignore 

pas qu’en faisant d’abord abstraction de ce reste, l ’illustre auteur de la Méca

nique analytique a pris la formule dont il s’agit pour base de sa théorie des fonc

tions dérivées. Mais, malgré tout le respect que commande une si grande autorité, 

la plupart des géomètres s’accordent maintenant à reconnaître l’incertitude des 

résultats auxquels on peut être conduit par l’emploi de séries divergentes. Il y 

a plus : le théorème de Taylor semble, dans certains cas, fournir le dévelop

pement d’une fonction en série convergente, quoique la somme de la série dif

fère essentiellement de la fonction proposée (voyes la fin de la dixième Leçon). 

D’ailleurs ceux qui liront mon ouvrage se convaincront,, je l ’espère, que les 

principes du calcul différentiel et ses applications les'plus .importantes peuverit 

être facilement exposés sans l ’intervention des séries.
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On trouvera, dans la quatorzième Leçon et dans la Note qui termine ce vo

lume, des considérations nouvelles sur la possibilité de résoudre des équations 

algébriques ou transcendantes, et sur la détermination approximative de leurs 

racines soit réelles, soit imaginaires. ,

«
Au reste, en composant cet ouvrage, j’ai mis à profit les travaux entrepris sur 

le même sujet par les géomètres, et publiés dans divers écrits ou mémoires , par

ticulièrement dans la Théorie des Fonctions de Lagrange, dans le Calcul diffé

rentiel d’Euler, dans celui de M. Lacroix, dans un article de M. Poinsot, qui fait 

partie de la Correspondance sur V Ecole Polytechnique (par M. Hachette), enfin 

dans les Leçons et dans un Mémoire de M. Ampère (voy. le 13. ' cahier du journal 

de cette école).
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LEÇONS
SUR LE

CALCUL DIFFÉRENTIEL.

PRÉLIMINAIRES.

DES VARIABLES, DE LEURS LIMITES ET DES QUANTITÉS INFINIMENT P E T IT E S . DES FONCTIONS 

CONTINUES ET DISCONTINUES, EXPLICITES OU IM PLICITES, SIMPLES OU COM POSÉES, E T C . 

DES SÉRIES CONVERGENTES OU DIVERGENTES.

Avant d’exposer les principes du Calcul différentiel, il est néces

saire d’établir quelques notions préliminaires. Tel est l’objet dont 

nous allons d’abord nous occuper.

On nomme quantité variable celle que l’on considère comme devant 

recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des 

autres. On appelle au contraire quantité constante toute quantité qui 

reçoit une valeur fixe et'déterminée. Lorsque les valeurs successi

vement attribuées à une même variable s’approchent indéfiniment 

d’une valeur fixe, de manière à finir par en différer aussi peu que 

l’on voudra, cette dernière est appelée la limite de toutes les autres. 

Ainsi, par exemple, la surface du cercle est la limite vers laquelle 

convergent les surfaces des polygones réguliers inscrits, tandis que 

le nombre de leurs côtés croît de plus en plus; et le rayon vecteur, 

mené du centre d’une hyperbole à un point de la courbe qui s’éloigne 

de plus en plus de ce centre, forme avec l’axe des x  un angle qui a 

pour limite l ’angle formé par l’asymptote avec le même axe, etc. Nous 

indiquerons la limite vers laquelle converge une variable donnée par 

l’abréviation lim placée devant cette variable. ?

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



270 LEÇONS SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL.

Souvent les limites vers lesquelles convergent des expressions 

variables se présentent sous une forme indéterminée, et néanmoins 

on peut encore fixer, à l’aide de méthodes particulières, les véri

tables valeurs de ces mêmes limites. Ainsi, par exemple, les limites 

dont s’approchent indéfiniment les deux expressions variables

tandis que a converge vers zéro, se présentent sous les formes indé

terminées i* " ;  et pourtant ces deux limites ont des valeurs fixes 

que l’on peut calculer comme il suit.

On a évidemment, pour de très petites valeurs numériques de a,

sina sina 
•s ina a

sina
tanga

Par conséquent le rapport — toujours compris entre les quantités

sina sina—— — i et -------- — cos a,sina tanga \

dont la première sert de limite à la seconde, aura lui-même l’unité 

pour limite.

Cherchons maintenant la limite vers laquelle converge l’exprcs-

sion (i-i-oc)a, tandis que a s’approche indéfiniment de zéro. Si l ’on 

suppose d’abord la quantité a positive et de la forme m dési

gnant un nombre entier variable et susceptible d’un accroissement 

indéfini, on aura

Comme, dans le second membre de cette dernière formule, les termes
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qui renferment la quantité m sont tous positifs et croissent en valeurs 

et en nombre en même temps que cette quantité, il est clair qqe l’ex- 

pression i n - — j croîtra elle-même avec le nombre entier m, en 

demeurant toujours comprise entre les deux sommes

I
J - H  “  —  2 

t
et

I I I I o
i  H -  — H -  -  - h ----------- h --------------- h  · .  .  —  i  H -  i  H -  i  —  3  ;

1 . 2  2 , 2  2 . 2 . 2

donc elle s’approchera indéfiniment, pour des valeurs croissantes 

de m ,.d’une certaine limite comprise entre 2 et 3 . Cette limite est 

un nombre qui joue un grand rôle dans le Calcul infinitésimal, et 

qu’on est convenu de désigner par la lettre e. Si l’on prend .

m — 10000,

on trouvera pour valeur approchée de e, en faisant usage des Tables 

de logarithmes décimaux,

IOOOI
10000

10000
2 , 7 1 8 3 .

Cette valeur approchée est exacte à 7— 5· près, ainsi que nous le ver

rons plus tard.

Supposons maintenant que a, toujours positif, ne soit plus de la 

forme Désignons, dans cette hypothèse, par m et n =  m +  1 les

deux nombres entiers immédiatement inférieur et supérieur à en 

sorte qu’on ait
1
-  =  /n -t- a —- w —  v, 
a ‘

pi et v étant des nombres compris entre zéro et l ’unité,. L’expres-
i

sion (1 -+- a)* sera évidemment renfermée entre les deux suivantes

1
_lx0t
m ,

P*
_ i  +■  —

[ h m  K H R ) T 5>
et, comme, pour des valeurs de a décroissantes à l’ infini ou, ce qui
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revient au même, pour des valeurs croissantes de m et de n, les deux

(
\ \ m / \ \ n

i +  - j  > ( I +  - )  convergent l’une et l’autre vers la

limite e, tandis que i - t - i  —  ̂ s’approchent indéfiniment de . 

la limite i ,  il en résulte que chacune des expressions

1 1

et par suite l’expression intermédiaire ( n - a ) a, convergeront encore 

vers la limite e.

Supposons enfin que a devienne une quantité négative. Si l ’on fait, 

dans cette hypothèse,

i +  a. =  — î-jji +  (3

¡3 sera une quantité positive, qui convergera elle-même vers zéro, et 

l’on trouvera
i  Ltl r IT+P

( i  +  « ) s = ( i  +  (3) P =L (i  +  P)PJ »

puis, en passant aux limites,
1

(i) lim(i -+- a)“=  e'iroo+p)— g.

Les logarithmes, pris dans le système dont la base est e, s’appellent 

logarithmes népériens ou hyperboliques. Nous les désignerons par la 

lettre 1, tandis que nous emploierons la lettre L pour indiquer les 

logarithmes pris dans un autre système dont la hase serait un nombre 

quelconque représenté par A. Cela posé, on aura évidemment

(2)

le =  i,
T Le le i
Le LA IÂ 1 A ’

et, de plus, on tirera de la formule (i)

(3)

(4) lim Le.
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Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable, 

étant supposées très petites, décroissent indéfiniment de manière à 

s’abaisser au-dessous de tout nombre donné, cette variable devient 

ce qu’on nomme un infiniment petit ou une quantité infiniment petite. 

Une variable de cette espèce a zéro pour limite. Telle est la variable a 

dans les calculs qui précèdent.

Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable 

croissent de plus en plus de manière à s’élever au-dessus de tout 

nombre donné, on dit que cette variable a pour limite l’infini positif 

indiqué par le signe oc, s’il s’agit d’une variable positive; et l ’infini 

négatif indiqué par la notation — so, s’il s’agit d’une variable néga

tive. Tel est le nombre variable m que nous avons employé ci-dessus.

.Si le rapport de deux quantités infiniment petites converge vers 

une limite donnée, tandis que chacune d’elles s’approche de zéro, la 

limite en question sera ce qu’on appelle la dernière raison de ces 

quantités infiniment petites. Ainsi, par exemple, a étant infiniment 

petit, l’unité sera'la dernière raison de sina et de a; Le la dernière 

raison de L (i 4- a) et de a, etc. .

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles, 

que, la valeur de l’une d’eljes étant donnée, on puisse.en conclure 

les valeurs de toutes les autres, on conçoit d’ordinaire ces diverses 

quantités exprimées au moyen de l’une d’entre elles, qui prend alors 

le nom de variable indépendante; et les autres quantités, exprimées 

au moyen de la variable indépendante, sont ce qu’on appelle des 

fonctions de cette variable.

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles, 

que, les valeurs de quelques-unes étant données, on puisse en con

clure celles de toutes les autres, on conçoit ces diverses quantités 

exprimées au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors 

le nom de variables indépendantes ; et les quantités restantes, expri

mées au moyen des variables indépendantes, sont ce qu’on appelle 

des fonctions de ces mêmes variables. Les diverses expressions que 

fournissent l’Algèbre et la Trigonométrie, lorsqu’elles renferment des

O E nvres d e  C . — S. Il, t. IV. 35
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variables considérées comme indépendantes, sont autant de fonctions 

de ces variables. Ainsi, par exemple,

L x ,  sin̂ ?, . . .

sont des fonctions de la variable x\

x  +  y ,  xr ,  x y z ,  . . .

des fonctions des variables x  oty  ou x , y  ot z , ----

Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent,

comme dans les exemples précédents, immédiatement exprimées au

moyen de ces variables, elles sont nommées fonctions explicites. Mais

lorsqu’on donne seulement les relations entre les fonctions et les

variables, c’est-à-dire les équations auxquelles ces quantités doivent
«

satisfaire, tant que ces équations ne sont pas résolues algébrique

ment, les fonctions n’étant pas exprimées immédiatement au moyen 

des variables sont appelées fonctions implicites. Pour les rendre expli

cites, il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équations qui les 

déterminent. Par exemple, y  étant une fonction implicite de x  déter

minée par l’équation
L y  =  x ,

si l ’on nomme A la.base du système de logarithmes que l’on consi

dère, la même fonction, devenue explicite par la résolution de l’équa

tion donnée, sera
y — k æ.

Lorsqu’on veut désigner une fonction explicite d’une variable x  ou 

de plusieurs variables x , y , z, sans déterminer la nature de cette 

fonction, on emploie l’une des notations j

f { x ) ,  F ( x ) ,  <f(x), x ( x ) ,  'K'»)’ nT('r )> · · · ;
f { x , y ,  · · ■), F { x , y , s , . . . ) ,  <p(x,y, * . · . · ) ,  -----

Parmi les fonctions d’une seule variable x ,  il est utile de distinguer 

les fonctions que l’on nomme simples, et que l’on considère comme 

résultant d’une seule opération effectuée sur cette variable, d’avec les
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fonctions que l’on regarde comme les résultats de plusieurs opéra

tions et que l’on nomme composées. Les fonctions simples que pro

duisent les opérations de l’Algèbre et de la Trigonométrie [voir Y Ana

lyse algébrique, Chapitre I ( ') ]  peuvent être réduites aux suivantes

a . T
a +  x ,  a —  x ,  a x ,  - ,  x a, Aæ, L#,

x

sin#, cos#, arc sin#, arc cos#,

A désignant un nombre constant, a =  ± k  une quantité constante, et 

la lettre L indiquant un logarithme pris dans le système dont la base 

est A.

Il est encore essentiel d’observer que, conformément aux conven

tions établies dans Y Analyse algébrique, nous faisons usage de l’une 

des notations

arcsin#, arc cos#, aretang#, arc col#, arcséc#, arccoséc#,

pour représenter, non pas un quelconque des arcs dont une certaine 

ligne trigonométrique est égale à x, mais celui d’entre eux qui a la 

plus petite valeur numérique ou, si ces arcs sont deux à deux égaux 

et de signes contraires, celui qui a la plus petite valeur positive; en 

conséquence, arcsina?, arc cota?, arccoséca? seront des arcs compris 

entre les limites — et arccosa?, arcséca? des arcs compris

entre les limites o et h.

Les fonctions de fonctions sont des fonctions composées qui résultent 

de plusieurs opérations successives, la première opération étant effec

tuée sur la variable, et chacune des autres sur le résultat de l’opéra

tion précédente. Ainsi, par exemple,

lsin#, lcos#

sont des fonctions de fonctions dont chacune résulte de deux opéra

tions successives.

Les fonctions composées se distinguent les unes des autres par la

(1 ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. III.
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nature des opérations qui les produisent. Il semble que l’on devrait 

nommer fonctions algébriques toutes celles que fournissent les opéra

tions de l’Algèbre; mais on a réservé particulièrement ce nom à celles 

que l ’on forme en n’employant que les premières opérations algé

briques, savoir l’addition et la soustraction, la multiplication et la 

division, enfin l’élévation à des puissances fixes; et, dès qu’une fonc

tion renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle prend 

le nom de fonction exponentielle ou logarithmique.

Les fonctions que l’on nomme algébriques se divisent en fonctions 

rationnelles et fondions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont 

celles dans lesquelles la variable ne se trouve élevée qu’à des puis

sances entières. On appelle en particulier fonction entière tout poly

nôme qui ne renferme que des puissances entières dë la variable, par 

exemple
a +  b x  h- c.2?!-k  ..,

et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux 

semblables polynômes. Le degré d’une fonction entière de x  est l’ex

posant de la plus haute puissance de x  dans cette même fonction. La 

fonction entière du premier degré, savoir

a +  bx,

s’appelle aussi fonction linéaire, parce que, dans l’application à la 

Géométrie, on s’en sert pour représenter l’ordonnée d’une ligne 

droite. Toute fonction entière ou fractionnaire est par cela même 

rationnelle, et toute autre espèce de fonction algébrique est irration

nelle.

Les fonctions que produisent les opérations de la Trigonométrie 

sont désignées sous le nom de fonctions trigonométriques ou circulaires.

Les divers noms que l’on vient d’attribuer aux fonctions compo

sées d’une seule variable s’appliquent également aux fonctions de 

plusieurs variables, lorsque ces dernières fonctions jouissent, par 

rapport à chacune des variables qu’elles renferment, des propriétés 

que supposent les noms dont il s’agit. Ainsi, par exemple, tout poly-
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nôme qui ne contiendra que des puissances entières des variables x, 

y , z, . . .  sera une fonction entière de ces variables. On appelle degré 

de cette fonction entière la somme des exposants des variables dans le 

terme où cette somme est la plus grande. Une fonction entière du 

premier degré, telle que
a-\-bx +  cy-\-...,

prend le nom de fonction linéaire.

Souvent, dans le calcul, on se sert de la caractéristique À pour indi

quer les accroissements simultanés de deux variables qui dépendent ■ 

l’une de l’autre. Gela posé, si la variable y  est exprimée en fonction 

de la variable x  par l’équation

(5) ' y =  f(x)>

Ay, ou l’accroissement de y  correspondant à l’accroissement Ax de la 

variable æ, sera déterminé par la formule

(6 ) y +  Ay =  f { x  +  Ax).

Plus généralement, si l’on suppose

(7) ‘ · ’ =

on aura

(8) . F (¿c -H Ax, y +  A y) =  o.

Il est bon d’observer que des équations ( 5) et (6) réunies on conclut

(9) Ay =  /(x  +  Àx)~  f(x).

Soient maintenant h et i deux quantités distinctes, la première 

finie, la seconde infiniment petite, et a =  |  le rapport infiniment

petit de ces deux quantités. Si l’on attribue à Ax la valeur finie h, la 

valeur de Ay, donnée par l’équation (9), deviendra ce qu’on appelle 

la différence finie de la fonction f ( x ) ,  et sera ordinairement une 

quantité finie. Si, au contraire, l’on attribue à Ax une valeur infini

ment petite, si l ’on fait, par exemple,
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la valeur de Aj, savoir

f { x  -H i) — f ( x )  ou f ( x  +  « h )  — f { x ) ,

sera ordinairement une quantité infiniment petite. C’est ce que l’on 

yérifiera aisément à l’égard des fonctions

Ax, sin/r, cosîc,

auxquelles correspondent les différences

k x^ — k æ=  (A'— i)Ax,

. . . . .  . i ( i
sin ( x  -t- i)  — sin x  =  2 s m - c o s ( a M —i \ 2

. cos(a; +  i) — cos^=— 2 sin ̂  sin (x-\- ̂  J >

dont chacune renferme un facteur A' — i, ou sin^> qui converge indé

finiment avec i vers la limite zéro.

Lorsque, la fonction f ( x )  admettant une valeur unique et finie 

pour toutes les valeurs de x  comprises entre deux limites données, la 

différence
f ( x  +  i ) — f ( x )

est toujours entre ces limites .une quantité infiniment petite, on dit 

que f ( x )  est fonction continue de la variable x  entre les limites dont 

il s’agit.

On dit encore que la fonction f { x ) est, dans le voisinage d’une 

valeur particulière attribuée à la variable x , fonction continue de 

cette variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites, 

même très rapprochées, qui renferment la valeur en question.

Enfin, lorsqu’une fonction cesse d’être continue dans le voisinage 

d’une valeur particulière de la variable x , on dit qu’elle devient alors 

discontinue, et qu’il y a pour cette valeur particulière solution de con

tinuité. Ainsi, par exemple, il y a solution de continuité dans la fonc

tion pour x  =  o ; dans la fonction tanga?, pour x  =  ±  

k étant un nombre entier quelconque, etc.
2
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D’après ces explications, il sera facile de reconnaître entre quelles 

limites une fonction donnée de la variable x  est continue par rapport 

à cette variable. (Voir, pour de plus amples développements, le Cha

pitre Il de Y Analyse algébrique.)

Concevons à présent que l’on construise la courbe qui a pour équa

tion en coordonnées rectangulaires y  =  f{oc). Si la fonction f ( x )  est 

continue entre les limites x  =  x 0, x  =  X, à chaque abscisse x  com

prise entre ces limites correspondra une seule ordonnée; et, de plus, 

x  venant h croître d’une quantité infiniment petite Ax, y  croîtra d’une 

quantité infiniment petite Ay. Par suite, à deux abscisses très rappro

chées x,  x  -4- Ax, correspondront deux points très rapprochés l’un de 

l’autre, puisque leur distance \jAx--\~Ay 2 sera elle-même une quan-, 

tité infiniment petite. Ces conditions ne peuvent être satisfaites 

qu’autant que les differents points forment une ligne continue entre 

les limites x  =  x 0, x  =  X.

La remarque que nous venons de faire peut être aisément vérifiée 

sur les courbes représentées par les équations

y = x m, y — yy,p f  =  L x ,  y —  sin a;,

dans lesquelles A désigne une constante positive, et m un nombre 

entier.

On appelle série une suite indéfinie de quantités

(io) IIq, U„ U2, W3, * · ·,

qui dérivent les unes des autres suivant une loi déterminée. Ces quan

tités elles-mêmes sont les différents termes de la série qüe l’on consi

dère. Soit
sn — Uq c¿i u% H-. . . -H U/i—i

la somme des n premiers termes, n désignant un nombre entier quel? 

conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes* la somme sn 

s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite
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convergente, et la limite en question s’appellera la somme de la série 

Au contraire, si, tandis que n croît indéfiniment, la somme sn ne s’ap

proche d’aucune limite fixe, la série sera divergente, et n’aura plus de 

somme. Dans l’un et l ’autre cas, le terme qui correspond à l’indice n, 

savoir sera ce qu’on nomme le terme général. Il suffit que l’on 

donne ce terme général en fonction de l’indice n, pour que la série 

soit complètement déterminée.

Il existe des règles générales à l’aide desquelles on peut recon

naître si une série donnée est convergente ou divergente. Ainsi, par 

exemple, on parvient sans peine à faire voir que la série (io) est con

vergente, lorsque, pour des valeurs croissantes du nombre entier n, 

le rapport

converge vers une limite inférieure à l ’unité. ( Voir Y Analyse algé

brique, Chap. "VI.) ’ ·

Une série digne de remarque est celle qu’on obtient, lorsque, dans 

Je développement de l’expression

m \ m ■ x  x % (  i \ ce*
I H------- I —  i  H----------- 1----------( i ---------- ) - 4 - ----------- 3·

x ]  1 1 . 2  V ni )  1.2 .3 i — i  l · - -
m J \ m

on fait converger le nombre entier-m vers la limite co. Cette série, 

dont les différents termes sont respectivement

( M )
X  X ‘ X ?

I, — > --- > ----- 3 >
I 1.3 1. 2.3 1.2.3. . .«

reste convergente, quelle que soit la valeur de x ,  attendu que le rap

port entre les deux termes

1. 2 . 3 .  . . « ( «  -b I ) ’ 1 . 2 . 3 . . . « ’

savoir ■ —- ,  décroît sans cesse pour des valeurs croissantes de n. 
« -H 1 A

Quant à la somme de la même série, on l’obtiendra facilement en
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posant — =  a. En effet, on trouvera, dans cette hypothèse,

1+  -  =(1 +  «)“ ;ni !

puis on conclura, en faisant converger le nombre m vers la limite co 

et ayant égard à la formule (i),

On aura donc

(12)

im | H -----) — ex.• m .

X  X ‘  X "ex — i-\------ |---------1-------- 3
1 1.2 j .2.0

Si, dans cette dernière équation, l’on prend.x =  i, on en tirera

1 \ I(.3) e =  1 +  1 ·
1 . 2  j . 2 . 3  "T~ 1 . 2 . 3 . 4  J . 2 . 3 . 4 - 5  ^  '

ou, ce qui revient au même,'

e =  2+ o,5 +  o, 166666... +  o,o4i666. .. ■+■ o,oo833. ..
4- 0,00138... +*0,00019... +  0,00002. . . + . . . =  2,7182....__

En poussant plus loin l’approximation, on trouverait

0 4 ) 0 =  2,7182818284..·.
Telle est la valeur du nombre e, calculée avec dix décimales.

Nous terminerons ces Préliminaires en expliquant ce qu’on doit 

entendre pa,r des quantités infiniment petites de divers ordres.

Désignons par a un nombre constant, rationnel ou irrationnel; 

par i une quantité infiniment petite, et par r un nombre variable. 

Dans le système de quantités infiniment petites dont i sera la base, 

une fonction de i représentée p ar/(ï)  sera un infiniment petit de 

l'ordre a, si la limite du rapport ;

(i5) 4 P ■

est nulle pour toutes les valeurs de r plus petites que a, et infinie 

pour toutes les valeurs de r plus grandes que a.

O E u vres d e  C . — S. II, t.  IV. 36
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Cette définition admise, si l ’on désigne par n le nombre entier ou 

immédiatement supérieur à l ’ordre a de la quantité infiniment petite 

/(«), le rapport

sera le premier terme de la progression géométrique

qui cessera d’être une quantité infiniment petite. 

Quant au rapport

( 18) A i )
ia

que l’on déduit de l’expression ( i 5) en posant r =  a , il peut avoir 
une limite finie, ou nulle, ou infinie. Ainsi, par exemple,

iaë ,  -y-T- > iael \i

sont trois quantités infiniment petites de l’ordre a, et les quotients 

qu’on obtient en les divisant par ia, savoir

p i

é ,  p , ë \ i
i i

ont pour limites respectives '

Ii, o et - · o

Cela posé, on établira sans peine les propriétés des quantités infini

ment petites, et en particulier les différents théorèmes que nous 

allons énoncer.

T héorème I . — Si, dans un système quelconque, l ’on considère deux

quantités infiniment petites d ’ordres différents, pendant que ces deux 
. * 

quantités s’approcheront indéfiniment de zéro, celle qui sera d ’un ordre
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plus élevé finira par obtenir constamment la plus petite valeur numé

rique.

Démonstration. — Concevons que, dans le système dont la base 

est i, l ’on désigne par I =  f { i )  et par J =  F ( î) deux quantités infi

niment petites, la première de l’ordre a, la seconde de l’ordre b; et 

supposons a<^b. Si l’on attribue au nombre variable r une valeur 

comprise entre a et b, les deux rapports

I J
r  T'

auront pour limites respectives, le premier le second, zéro; et par 

suite, le quotient de ces rapports, ou la fraction

J
T’

aura une limite nulle. Donc la valeur numérique du numérateur J 

décroîtra beaucoup plus rapidement que celle du dénominateur I, et 

cette dernière finira par devenir constamment supérieure à l’autre.

T héorème II. — Soient a, b, c, .. , les nombres qui indiquent, dans un 

système déterminé, les ordres de plusieurs quantités infiniment petites, et 

a leplus petit de ces nombres. La somme des quantités dont il s’agit sera 

un infiniment petit de l ’ordre a.

Démonstration. — Soit toujours i la base du système adopté. Soient 

de plus 1, J, . . .  les quantités données, la première de l’ordre a, la

seconde de l’ordre b, __ Le rapport de la somme I +  J -H . . .  à la

quantité I, savoir

1+  j  + · · · ,

aura pour limite l’unité, attendu que les termes ···  auront.des 

limites nulles. Par suite, le produit
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aura la même limite que le rapport.

I
r

et, puisque ce dernier rapport a une limite nulle ou infinie, suivant 

qu’on suppose r < a o u r > a ,  on pourra en dire autant du rapport

• I +  J +  ..·
j'·

Donc I -+- J -h . . .  sera une quantité infiniment petite de l’ordre a.

Corollaire. — Les raisonnements par lesquels nous venons d’établir 

le théorème I montrent évidemment que, pour de très petites valeurs 

numériques de la base i, la somme de plusieurs quantités infiniment 

petites, rangées de manière que leurs ordres forment une suite crois

sante, est positive ou négative, suivant que son premier terme est 

lui-même positif ou négatif.

T héorème III. — Dans, un système quelconque, le produit de deux 

quantités infiniment petites dont les ordres sont désignés par. a et par b 

est une autre quantité infiniment petite de l ’ordre a -+- b.

Démonstration. — Soient toujours i la base du système que l’on 

considère, et I, J les quantités données, la première de l’ordre a, la 

seconde de l’ordre b. Les rapports - '

I I
ir’ is ■

auront des limites nulles, toutes lés fois que Ton supposera r <  a, 

des limites infinies, toutes les fois que Ton supposcra r ^ a ,  

s >  b, et Ton pourra en dire autant du produit

I J _ IJ
‘ , r ir is ~~ ir+s ’ · · ■ . ,

Il en résulte évidemment que le rapport ’ . * -
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aura une limite nulle pour r +  î < a  +  i ,  et une limite infinie pour. 

r +  î > a + i .  Donc le produit IJ sera une quantité infiniment petite 

de l’ordre a -t- b.

Nota. — Si l ’un des facteurs se réduisait à une quantité finie, le 

produit serait évidemment du même ordre que l’autre facteur.

Corollaire. — Dans un système quelconque, le produit de plusieurs 

quantités infiniment petites dont les ordres sont désignés.par a, b, 

c , ... est une autre quantité infiniment petite de l’ordre a +  Z>-t-c +  —

T héorème IV. — Si trois quantités infiniment petites sont telles que, la 

nremière étant prise pour base, la seconde soit de l ’ordre a, et que, la 

seconde étant prisé pour base, la troisième soit de l ’ordre b, celle-ci, dans 

le système qui a pour base la première, sera d ’un ordre équivalent au 

produit ab.

Démonstration. — Soient i, I et J les trois quantités données, en 

sorte que les deux rapports
I J

” .F ’ ,F

aient des limites nulles quand on suppose à la fois r < a ,  s<^b, et 

des limites infinies quand on suppose à la fois r > a ,  s^>b, il est 

clair que le produit

C

aura une limite nulle pour rs<^ab, une limite infinie pour rsfia b ;  

et par suite que, si l’on prend i pour base, J sera une quantité infi

niment petite de l’ordre ab.

Corollaire /. — Le rapport entre les ordres de deux quantités infini

ment petites J et I reste le même, quelle que soit la base du système 

que l’on adopte, et ce rapport est équivalent au nombre b, qui indique 

l’ordre de la première quantité, quand on prend pour base la seconde. 

Donc, si, apres avoir déterminé pour une certaine base les ordres de 

plusieurs quantités infiniment petites; on vient à changer de base, les

*2
i*
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nombres qui indiquent ces divers ordres croîtront pu décroîtront tous 

à la.fois dans un rapport donné. /

Corollaire II. — Si l’on suppose, dans le théorème 1Y, que la quan

tité J se réduise à la quantité i, on aura évidemment

ab — i, b — - ·  
a

Donc, si, dans le système dont la base est i, la quantité I est un infi

niment petit de l’ordre a, i sera de l’ordre  ̂ dans le système qui aura 

pour base la quantité I. Ainsi, par exemple, lorsque I, considéré 

comme fonction de i, est un infiniment petit du premier ordre, on 

peut en dire autant de i considéré comme fonction de I.

Le second corollaire, réuni au premier, entraîne évidemment le 

suivant :

Corollaire III. — Si deux quantités infiniment petites sont telles 

que, l ’une étant prise pour base, l’autre soit du premier ordre, le 

nombre qui exprimera l ’ordre d’une quantité quelconque restera le 

même dans les deux systèmes qui auront pour bases les deux quan

tités données.
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PREMIÈRE LEÇON.

OBJET DU CALCUL D IFFÉREN TIEL. DÉRIVÉES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS

d ’ u n e  SEULE VAR IABLE.

x , y , z, . . .  étant des variables assujetties à vérifier une ou plu

sieurs équations données, on nomme différentielles de x , de y , de 

z , . . .  et l’on désigne, au moyen de la lettre caractéristique d, par 

les notations
dx,  dy, dz,

des quantités dont les rapports sont équivalents aux dernières raisons 

des accroissements infiniment petits que peuvent prendre simultané

ment ces mêmes variables. L’objet du Calcul différentiel est de déter

miner les rapports des différentielles dx, dy, dz, . . .  quand on connaît 

les relations qui existent entre les variables x , y , s, . . . ,  ou, ce qui 

revient au même, d’évaluer les dernières raisons des différences infi

niment petites Aæ, Ay, Az, . . . ,  c’est-à-dire des accroissements infini

ment petits et simultanés d e x , y , z ........

Concevons, pour fixer les idées, que l’on considère seulement 

deux variables, savoir une' variable indépendante et une fonction

de x  représentée par, ·
y = f ( x ) .

Si la fonction / ( x )  reste continue entre deux limites données de la 

variable x,  et si l’on assigne à cette variable une valeur comprise 

entre les deux limites dont il s’agit, un accroissement infiniment 

petit, attribué à la variable., produira un accroissement infiniment
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%

petit de la fonction elle-même. Donc, si l ’on pose alors Ax  =  i, les 

deux termes du rapport aux différences

(,) A.r _  /(■ *- +  Q — /(■ *)
' ) ' Ax — i

seront des quantités infiniment petites. Mais, tandis que ces deux 

termes s’approcheront indéfiniment et simultanément de la limite 

zéro, le rapport lui-même pourra converger vers une autre limite, 

soit positive, soit négative, qui sera la dernière raison des diffé

rences infiniment petites Ay et Ax. Cette limite, ou cette dernière 

raison, lorsqu’elle existe, a une valeur déterminée pour chaque valeur 

particulière de x;  mais elle varie avec x.  Ainsi, par exemple, si l ’on 

prend f ( x )  =  x m, m désignant un nombre entier, le rapport entre 

les différences infiniment petites sera

( x  H -  i ) m —  X "
— mx” m  ( m — i )

i .2 ■ x"

et il aura pour limite la quantité m x”1- ' , c’est-à-dire une nouvelle 

fonction de la variable x . Il en sera de même en général; seulement, 

la forme de la fonction nouvelle qui servira de limite au rapport

f ( x  +  i) f ( x )  
i

dépendra de la forme de la fonction proposée y  — / ( x ) .  Pour indi

quer cette dépendance, on donne à la nouvelle fonction le nom do 

fonction dérivée, et on la désigne, à l ’aide d’un accent, par la nota

tion
y' «u /'(*)·

Cela posé, les différentielles dx, dy de la variable indépendante x  et 

de la fonction y  =  f ( x )  seront des quantités tellement choisies, que

leur rapport ~  coïncide avec la dernière raison des quantités infini

ment petites Ay, Ax, e’est-à-dire avec la limite du rap-
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P°rt 3^· Ces différentielles seront donc liées entre elles par l’équa- 

tion

( 2 )

OU

*L =  y>
d x  J

(3) dy = y ’ dx,

que l’on peut aussi présenter sous l’une des formes

(4) d f { x )
dx =/'(■ *)>

(5) d f ( x )  =  f ' ( x )  dx.

En vertu de l’équation (2) ou (3), la différentielle dy se trouve com

plètement déterminée, dès qu’on a fixé la fprme de la fonction

y ' = f ' { x )

et la valeur de la quantité dx. Quant à cette dernière quantité, qui 

représente la différentielle de la variable indépendante, elle reste 

entièrement arbitraire, et l’on peut la supposer égale à une constante, 

finie h, ou même la considérer comme une quantité infiniment petite. 

Il résulte des formules ( 3) et ( 5) que la dérivée y ' = Jf ( x )  d’une

fonction quelconque y  = / ( x )  est précisément égale à ^ ,  c’est-à-dire 

au rapport entre la différentielle de la fonction et celle de la variable 

ou, si l’on veut, au coefficient par lequel il faut multiplier la seconde 

différentielle pour obtenir la première. C’est pour cette raison qu’on 

donne quelquefois à la fonction dérivée le nom de coefficient diffé

rentiel.

Dffêrentier une fonction, c’est trouver sa différentielle. L’opération 

par laquelle on différentie s’appelle différentiation.

Il est facile d’obtenir la fonction dérivée y '=  lorsqu’on prend 

pour j  une des fonctions simples

a +  x ,  a —  x ,  a x ,  - ,  #« A* L x ,
x

sin#, cos#, arcsin#, arc cos#,
OEuvres d e  C . — S. N, t. IV« 7̂

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



290 LEÇONS SUR LE CALCUL D I F F É R E N T I E L .

A désignant un nombre constant, a = . ±  A une quantité constante, et 

la lettre L indiquant un logarithme calculé dans le système dont la 

base est A. On trouvera, par exemple, pour y  =  a +  x,

Ay __ (fl +  ic +  i) — ( a -+- x ) _  
A x  i

pour y  =  a — x,

Ay _  (a — x — i) — (a — x ) _
Ax i ~~

!  ,
pour y  =  ax,

Ay  a ( x  -+- i ) — a x
A x  ' i

r d x  — ’

y
. dv  *
— -r- — — i :d x

i dy

p o u r  y  =  ->

a a
Av _x  -t- i x
Ax ~  i x{x  +  ¿y

pour y  =  sinse, 

Ay sinii«/ ----  ------- x—  ,
T .

=  y =  t c =
j _  dy

v/_ iL  f_. 
y ~  d x ~  x "

=  sin(x +  ^);

pour y  =  cósa?,

Ay s in i i  . /  i .
V l

i dy . / k
y  ~  ^  =  —  s i n  X  ■==. CO S ( X  H -  —

De plus, en posant A' =  i -f-1 et ayant égard à la formule ( 4 ) des Pré

liminaires, on trouvera, poury =· A®,

■ Ay _  A«”-'— A *  _  A1' -  t _  I —

Ax i -  i. :  —  L(H-I) ’ y ~~ dx~~ Le

Enfin, si l’on pose, pour abréger,

A — « et (i-f.«)'»— 1=|3,

on aura poury — La?,

Ay _  L ( x  H- i) — L x  _  IJ( I +  x )  _  L(i  +  g) i d y _Le
L x x d x  x  yi i a
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pour y  — x  ,

Av ( x + . i ) a —  x a H~ x )  1 (i +  a )“ —  i * f i
y  — '  —  «y»Cl '  — - / y* «  — 1   J  /y>(X— 1

* A# . i i  a  a

II'reste à trouver la limite du rapport entre les deux quantités infini

ment petites a et ¡3 liées entre elles par l’équation
- t

(r-t- «)« =  i +  (3.

Or on tirera de cette dernière

(6) a l ( i - ) - a )  =  l ( i  +  (3).

D’ailleurs, en vertu de la formule ( 3) des Préliminaires, on aura

y, S désignant des quantités infiniment petites. Par suite, l ’équa- 

tion (6) donnera
f la(i+y) =  P(i +  i),

et l ’on en conclura.
(3 i -(- y .. (3- = a ----- 1» ■ h m - = « .
a i -t- o «

En conséquence, on aura définitivement, pour y  — x a,

v' — —  — a xa~'
y - d x ~ ax  ■

Si, dans les fonctions A* et Lx,  on réduisait le nombre A au nombre

e =  2,7182818...,

et la lettre caractéristique L à la lettre 1 qui désigne les logarithmes 

népériens, on trouverait pour/ — ex,

pour j  =  lx,

y'=4r-e*·
y dx -  ’

_  i .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



292 LEÇONS SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL.

Les diverses formules qui précèdent peuvent être renfermées dans le 

Tableau suivant :

(7)

/ d(a -+- x) =  dx, d{a — x ) — ~dx,  

d(ax) =  adx, ^(~x) ~ ~ a ~xi'>

d{xa) — axa~x dx·,

dkx — ,AX 1 A , dex =  ex dx·
,. . dx ,, dx

d L x = L e  —  > d l x = — : x x

î/ sin¿17 =  cosxdx — sin ^  dx,

dc,osx = — sin# dx =  cos [x h- ^  dx.

\

Comme elles sont établies seulement pour les valeurs réelles de x  

auxquelles correspondent des valeurs réelles des fonctions placées à · 

la suite de la lettre d, on doit supposer x  positive, dans celles de ces 

formules qui se rapportent aux fonctions Lx, \x, et même à la fonc

tion x a, lorsque a désigne une fraction de dénominateur pair ou un 

nombre irrationnel.

Soit maintenant z une seconde fonction de x,  liée à la première 

y  — f ( x )  par la formule
- =  F(y).

z ou F[/(a;)] sera ce qu’on appelle une fonction de fonction de la 

variable x;  et, si l ’on désigne par Ax, Ay, A z les accroissements infi

niment petits et simultanés des trois variables x , y , z, on trouvera

Ay f ( x  +  Ax)  — / ( x )  ■ A ; _F(,y -+- Ay)  — F(j)
A x  A x  ’ Ay Ay ’

puis, en passant aux limites, et substituant aux dernières raisons des 

accroissements infiniment petits Ax, Ay, A z les rapports des diffé

rentielles dx, dy, dz, on obtiendra d’une part l’équation (4 ) ou ( 5), 

et d’autre Jjart la formule

( 8 )
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oll

(9) d s — ¥'(y)df,

ou, ce qui revient au même,

( 1°) d¥(y) =  'F\y)dy.

L’équation (10) est semblable, pour la forme, à l ’équation ( 5), et 

fournit le moyen de différentior une fonction de y , lors même que 

y  n’est pas la variable indépendante. Seulement la différentielle dx 

ou dy, qui, dans le second membre, sert de coefficient à la fonction 

dérivée f ' ( x )  ou F '( j )  est, dans l’équation ( 5), une. quantité con

stante et, dans l’équation (8), une quantité variable égale au produit 

de la constante dx  par la fonction /'(ce).

En attribuant successivement aux fonctions y  =  /(¡r) et F ( j )  dif

férentes formes, on tirera de l’équation (ro)

d(a+y) =  dy, d(— y ) = — dy, d{ay) =  ady, d y — — y ,

dk* =  k y 1A dy, dey =  er dy, d  L y  =  L e-y>  d  l y  =  -y ->

dyd i y i = ^yl — l d y ,  d U f - ^ ,
y y y

d(axm) — adxm =  maxm~i dx, 

decT=  ee* dex~  ec*ex dx,

dsécx — d—-— cos*

dAB*= A“*1A dK * — ABX B* 1A 1B dx,

dex' =  ex’ dx2 =  2 x ex' dx,
\

d cos*   sin xdx
cos2*  cos2*  ’

d coséc* 

d 1 sin x 

d \ cosa?

d - f -sin*
d sin* 
sin a;

d cos,x 
cosa;

d sin.* 
sin2*
cos* dx 

sin*
sin *  dx 
cos*

cos xdx  
sin2*
dx

tang*
dx

cot*

> ■

t»
La première de ces formules prouve que l’addition d ’une constante à 

une fonction n’en altère pas la différentielle, ni par conséquent la dérivée.
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On peut encore, à l’aide de la formule (10), déterminer facilement 

les différentielles des fonctions simples x a, arc sina:, arc cosa?, en sup

posant connues celles des fonctions \x, sina;, cosa;. On trouvera, en 

effet, pour y  =  oC,

\ y  — a \ x , d y  d x
——  (X  >
y x

d y  y-p- =  a — =  a x ad x  x

pour j  =  arc sina;,

sin/ =  x ,  cos/ d y  =  dx,

pour y  =  arc cosa;,

cos/ =  x ,  — sin y d y  =  dx ,

On aura donc

d y   i   i
d x ~  cos /  ~  —

fty _ ___i_ _ _  »
d x  s i n /  ' —

( I I ) d arc siria: = d x
y/1 — x ·

d  arc cosa: — — d x
\ ]  \ —  x *

On doit, dans les formules ( n ) ,  supposer la variable x  renfermée 

entre les limites — i, -f-i, afin que les fonctions arc sina;, arc cosa; 

conservent des valeurs réelles.

Si l’on divise par d x  les deux membres de l’équation (9), on en 

tirera

(xa) .s' =  / ' F ' ( / )  = / ' ( * )  F ' [ / ( * ) ] .

Cette dernière formule sert à déterminer la dérivée d’une fonction de 

fonction. "

Nous remarquerons, en finissant, que les différentielles des fonc

tions composées se déterminent quelquefois aussi facilement que

celles des fonctions simples. Ainsi, par exemple, on trouve pour 
, sina:

y  - tanga; = cosa:

A /__ 1 |" sin ( x  -+- i) s i n a n ^ s i n t  1 d y _ 1

Aa: t [_cos(a;-t-í) cosa:J r. cosa: cos(a  -¡- ¿) ’ d x  c o s ^ ’
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pour y  =  cota:
cosa? 
sin« ’

_ i fcos(« +  i) cos«"] _  sin¿ _ i
i L s in («  -+- i) ~  sin¿27 J — i sino; sin

V  _
A« ¿ ls in («4-í) sin« 

et l’on en conclut, pour/ =  arc tanga?,

______   dy
( «  4- i ) d x

tan g y  =  x , — dx,
cos2/

Il 
.

pour y  =  arc cota?,

COt/ =  X ,  — - - í y -  =  dx, sin2/

II 1

On aura en conséquence

1 dtang« 
(«3)

/ rfarctang

d x
~  cos2« 

d x
X  r n  ------- 1>1 H- X1

d  cot« 

d  arc cot«

s2 y =  — !___.
l +  Æ«'

i
I -+- x-

dx
sin4« ’

d x  '
1 -+- «2
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DEUXIÈME LEÇON.

LA DIFFÉRENTIELLE DE LA SOMME DE PLUSIEURS FONCTIONS EST LA SOMME DE 

LEURS DIFFÉRENTIELLES. CONSÉQUENCES DE CE PRINCIPE. DIFFÉRENTIELLES DES 

FONCTIONS IMAGINAIRES.

Dans la Leçon précédente, nous avons montré comment l’on forme 

les dérivées et les différentielles des fonctions d’une seule variable. 

Nous allons ajouter aux recherches que nous avons faites à ce sujet 

de nouveaux'développements.

Soient toujours x  la variable indépendante, et Ax un accroissement 

infiniment petit attribué à cette variable. Si l’on désigne par s, u, v, 

w, . . .  plusieurs fonctions de x ,  et par À s, Au, Ae, A w, . . .  les accrois

sements simultanés qu’elles reçoivent, tandis que l’on fait croître x  

de Ax, les différentielles ds, du, dv, dw, . . .  seront, d’après leur défi

nition même, respectivement égales aux limites des rapports

As
Ax dx, Au , Ai> , 

d o c  · . d o c*Ax Ax
Aw
Ax dx,

Donc, si l’on fait, pour abréger, ^  — a, ces différentielles seront 

encore équivalentes aux limites des rapports

As Au A<> Aw 
<x ’ a ’ « ’ a

Cela posé, concevons d’abord que la fonction s soit la somme de 

toutes les autres, en sorte qu’on ait

(O S = p U - + - V - \ - W - i - . . . .
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On trouvera successivement

i As =  Au -+- Av Aw -+-..., '

A s  Au. Av Aw
et et a a. ’ " ’ ’

puis, en passant aujc limites,

( 2 ) ds — du +  dv -+- dw + . . . .

Lorsqu’on divise par dx les deux membres de cette dernière équation, 

elle devient'

( 3 )  s'= u'+ v'+ w'+____

De la formule (2) ou ( 3), comparée à l ’équation (1), il résulte que la 

différentielle ou la dérivée de la somme de plusieurs fonctions est la somme 

de leurs différentielles ou de leurs dérivées. De ce principe découlent, 

comme on va le voir, de nombreuses conséquences.

Premièrement, si l’on désigne par m un nombre entier, et par a, b, 

c, . . . ,  p, q, r des quantités constantes, on trouvera

(4 ) d(u 4- v) — du -H dv, d(u — v )~ d u  — dv, d(au 4- bv) =  a du 4- b dv,

(5 ) d (au bv -h cw +  . . . )  — a du -h b dv -h c dw + . . . ,  

d (a x m-sr b x m~l +  c x m~i + . . .  +  p x i +  qx  H- r)

~  [ m a x m ~ '  +  ( m  —  1) b x m~ ^ +  ( m  —  2 ) c x m~ 3-+-. . .  +  2 p x  +  q \ d x .

Le polynôme a xm 4- bx'n~' -+- c x m~2 -+-... -+-p x 2 -I- q x -+- r, dont tous 

les termes sont proportionnels à des puissances entières de la va

riable x , est ce qu’on nomme une fonction entière de cette variable. 

Si on le désigne pari, on aura, en vertu de l ’équation (6),

s ' =  m a x m ~ l -\- ( m  —  1) b t r 'B- 2+  ( m  —  2 ) c x ,n~s -\-. .  . h-  i p x  +  q .

Donc, pour obtenir la dérivée d’une fonction entière de x, il suffit de 

multiplier chaque terme par l ’exposant de la variable, et de diminuer 

chaque exposant d’une unité. Il est aisé de voir que cette proposition 

subsiste dans le cas où la variable devient imaginaire.

O Euvres d e  C . — S. Il,  t.  IV. 38
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Soit maintenant

(7) s =  u v w . . ..

Comme on aura, en supposant les fonctions u, v, w, . . .  toutes po

sitives,

(8) ls =  1« +  lo +  \w  +  . . . ,

et, dans tous les cas possibles, s- =

(9) - \ s * =  -lu*-*- - l e 2-H +  
2  2  2  2

4»
l’application du principe énoncé à la formule (8) ou à la formule (9 

fournira l’équation

(10)
d u  du dv dw
s u v w

de laquelle on conclura

(” )

( j ,  . ( du dv dw \\ d U i v w . . . )  =  u v w . ------1--------1--------
\ \  u v w J

=  vw... du 4- uw...  dv -h uv...  dw -h... .

Exemples :

d{uv) — ud v  +  vdu,  d{uvw) =  vwdu  -+- uw dv +  uv dw,

d ( x  1 x)  —  (1 -t- 1« )  d x,  d { x aer~x ) — x ae~x —  1^,

Soit encore

(12)
_ u

V

En différentiant ls ou Ms2, on trouvera

(.3).

et, par suite,

0 4 )

d s  du dv u / d u  dv̂
s u v 5 v \  u e

, u  v d u  — u d vd — — -------------v (>2
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On arriverait au même résultat, en observant que la différentielle de  ̂

est équivalente à

d ' iu - - du 4- u d - — v v
du
v

u dv 
~v*~'

Exemples :

d tanga; =  d sina;
cosa:

cosa; d sin a; — sin a; d cosa; 
cos2 a;

dx
cos2 a?’

, dx
d cota; r=----— ,sin2a; d a-

X

a dx , eax eax ( i v .— ) a —  = --- a---- dx,
X *  X  X  \  X

X

i — 1 x  ,
~ W ~ dx’

d b
a-\- x

— b dx 
{a-(- a; ) 2

Si les fonctions u, v se réduisent à des fonctions entières, le rap

port  ̂ deviendra ce qu’on nomme une fraction rationnelle. On déter

minera facilement sa différentielle à l ’aide des formules (6) et (i4)· 

Après avoir formé les différentielles du produit uvw... et du quo

tient -> on obtiendra sans peine celles de plusieurs autres exprès-

sions, telles que u\ u“, uv" ,__ En effet, on trouvera pour s =  u\

l.s — v 1 m,

t
pour s =  u",

1î =  -1«,v

ds
s

du
u 4-1 udv,

d s  du | ̂  dv
s uv c2

ds — vu"~* du 4 - uv 1 u dv ;

, du -ds =  uv „. dv — «' l«-r;· v e2

pour s — u ,

1$ =  vw \u, d s  —  u*” v w ( —  4- — \u d v  4- 1m 1 v  d w \ :' u v 1

etc.

Exemples :

- i  \x -dxx — x x (i -h la;) dx, dxv — -----— x 1’dx, dxxX =  ..
ne*

Nous terminerons cette Leçon en recherchant la différentielle d’une

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



300 LEÇONS SUR LE CALCUL D IF F É R E N T IE L .

fonction imaginaire. On nomme ainsi toute expression qui peut être 

ramenée à la forme w-l-ey/— i, u et v désignant deux fonctions 

réelles. Cela posé, si l’on appelle limite d’une expression imaginaire 

variable ce que devient cette expression quand on y remplace la 

partie réelle et le coefficient de y/ — i par leurs limites respectives, et 

si, de plus, on étend aux fonctions imaginaires les définitions que 

nous avons données pour les différences, les différentielles et les déri

vées des fonctions réelles, on reconnaîtra que l’équation

entraîne les suivantes

U -+- ( >\J— I

As=i Am +  Aey/— ï,
A s _Am Ap /—
Ax ~  Ax +  A x' ’ ’

A s __ Am 
a a

Ap
a sj— l.

On aura en conséquence

(i5) ¿ ( k +  c y/— \ ) =  du dv \J — i .

La forme de cette dernière équation est semblable à celle des équa

tions (4).

Si l’on suppose en particulier

on trouvera

s =  cosm; -+- y — 1 sina;,

dx — s y/— i dx.

Ajoutons que les formules ( 4), ( 5), (6), ( n )  et (i4) subsisteront 

lors même que les constantes a, b, c, . . . ,/? , q, r, ou les fonctions u, 

v,w ........comprises dans ces formules, deviendront imaginaires.
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T R O I S I È M E  L E Ç O N .'

DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS D’ UNE SEULE 

VARIABLE. CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE.

Comme les fonctions d’une seule variable x  ont ordinairement pour 

dérivées d’autres fonctions de cette variable, il est clair que d’une 

fonction donnée y .=  f ( x )  on pourra déduire en général une multi

tude de fonctions nouvelles dont chacune sera la dérivée de la précé

dente. Ces fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme les dérivées des 

divers ordres de y  ou f ( x ) ,  et on les indique à l’aide des notations

y ,  y", y"', y ,v, yv, ····,
ou

• /'(«)» /'"(«), / ’V ) ,  / v(*)> ···> / U)(^)·

Cela posé, y'  ou / ' ( x )  sera la dérivée du premier ordre de la fonction 

proposée y  =  f ( x ) \  y" ou f " ( x )  sera la dérivée du second ordre 

de y,  et en même temps la dérivée du premier ordre de y'; etc.;

enfin y w ou f w( x )  (n désignant un nombre entier quelconque) sera 

la dérivée de l’ordre n de y, et en même temps la dérivée du premier 

ordre de

Soit maintenant dx =  h la différentielle de la variable x  supposée 

indépendante. On aura, d’après ce qu’on vient de dire,

(O y
d f  
dx ’ y w =

dy{n-'l
dx

ou, ce qui revient au même,

( 2) dy — y’h, dy'=:y"h, dy"— ymh, d y (n~ i î —- y 00 /),
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De plus, comme la différentielle d’une fonction de la variable x  est 

une autre fonction de cette variable, rien n’empêche de différentier/ 

plusieurs fois de suite. On obtiendra de cette manière les différen

tielles des divers ordres de la fonction y , savoir :

d y  =  y ' h  =  y ' d x ,

d d y  =  h dy'  — y " h 2— y" d x 2,

d  d d y  — h2 dy" =  f  h3 =  y 1” d x 3,

Pour abréger, on écrit simplement d2y  au lieu de ddy, d3y  au lieu 

de dddy, etc.; en sorte que la différentielle du premier ordre est 

représentée par dy, la différentielle du second ordre par d2y, celle du 

troisième ordre par d3y, etc., et généralement la différentielle de 

l’ordre n par dny. Ces conventions étant admises, on aura évidem

ment

(3)
Î d y = y ' d x ,  d 2y  = y ' r d x 2, d3y  =  y m d x 3, d ly  =  y "1 dx'1, . . . ,

( d ny  — yOl) d x n,

et, par suite,

«> y - * 1d x 2· ^  d x 3
cl· y d ny
— t L ,  . . . ,  ------L .
d x 4 J d x '1

Il résulte de la dernière des formules (3) que la dérivée de l’ordre n, 

savoir/'"’, est précisément le coefficient par lequel il faut multiplier 

la niime puissance de la constante h =  dx  pour obtenir la différentielle 

de l’ordre n. C’est pour cette raison que y w est quelquefois appelée 

le coefficient différentiel de l ’ordre n.

Les méthodes par lesquelles on détermine les différentielles et les 

dérivées du premier ordre pour les fonctions d’une seule variable 

servent également à calculer leurs différentielles et leurs dérivées des 

ordres supérieurs. Les calculs de cette espèce s’effectuent très facile

ment, ainsi qu’on va le montrer par des exemples.

Soit d’abord /  =  sina\ Comme, en désignant par a une quantité
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constante, on a généralement

<rfsin(;r -+- a) =  cos(# -t- a) d ( x  4- a) =  sin (a; -+- a ■ +-\n) dx,  

on en conclura
d  sina1 =  sin(a; -+- dx,

• d sin (a: 4- Au) =  sin(a; +  u) dx,  

d  sin ( x  4- t: ) =  sin ( x  4- fu  ) dx,

et par suite on trouvera pour y  =  sin#,

y ' =  sin(a; -t- |u), y " =  sin(a; 4- n), y* =  s \ n ( x +  \n) ,

y lre) =  gin / x  - y  ^  7TJ .

En opérant de même, on trouvera encore, pour y  — cos#,

j'=.COS(aP +  ifl) , y 11 — cos (x  4- u), y* =  cos{x  4 - \iz), . . . ,

* f  n \
y Utl —  cosl x  H- — n J;

p o u r j  =  Aæ,

^ '  =  A*(1A), y " =  À ^ I A ) 2, y '  =  A*(lA)*, . . · ,  — A*(l A)";

pour j  =  #a,
y' — axa~l, y" — a (a — i ) xa~i, . . . ,

y(») — a(a — i ) (a — 2) . . . ( «  — /i 4- 1 ) x a~n.

Il est essentiel d’observer que chacune des expressions sin (# -+- \rnC), 

cos(# -t- i/i-rc) admet seulement quatre valeurs distinctes qui se re

produisent périodiquement et toujours dans le même ordre. Ces quatre 

valeurs, dont on obtient la première, la seconde, la troisième ou la 

quatrième, suivant que le nombre entier n, divisé par 4 , donne pour 

reste o, 1, 2 ou 3, sont respectivement sin#, cos#, — sin#, — cos#, 

pour l’expression s in (# 4 -{mz), et cos#, — sin#, — cos#, sin#, 

pour l’expression cos(# -+- ¿rc-rc). De plus, si, dans les fonctions A®, 

#“, on remplace la lettre A par le nombre e qui sert de base aux loga

rithmes népériens, et la quantité a par le nombre entier n, on recon-
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naîtra que les dérivées successives de ex sont toutes égales à ex , tandis 

que, pour la fonction x",  la dérivée de l’ordre n se réduit à la quantité 

constante 1.2.3 .. .n, et les suivantes à zéro.

En substituant les différentielles aux dérivées, on tirera des for

mules que nous venons d’établir

dn s in #  =  s in («  4- J mz) d x n, d n cosx =  cos (a; 4- -J « tt) d x n, 

d nk.x — Ax (l A)re d x n, dnex = e x d x n, 

dnx a— a(a — î ) . .  .{a — n 4- i ) x a~n d x a, dax n— i . 2. Z . . . n  d x n,

d n I x  =  d x  d n~l (a;-1 ) =  (— î)"-1 —2 ' ^ ‘ ' 'J ----- — dx",  . . . .

Considérons encore les deux fonctions f ( x - \ - a )  et f ( a x ) .  On 

trouvera pour y  =  f ( x  4- a) ,

y '  =  f ' { x  +  a),  y " = f " { x  +  a),  . . . ,  / " >  =  /<"> {x  4 - a),

d'ly  — f ^ n)( x  +  a ) d x n;

pour y =  f ( a x ) ,

y ' — a f ' { a x ) ,  y n— ai f " ( a x ) ,  . . . ,  y W = a n f W ( a x ) ,

dny  — a n / (,1> ( a x )  d x n.

Exemp les  :

dn( x  -i- a ) n=  i . 2 .3 . .  .n d x ”, dn eax =  a" eax d x ”, d ’l s i n a x  — . . . .

Soient maintenant y =  f ( x )  et s deux fonctions de x  liées par 

l’équation

(5) -  =  F( j ) .

I
En différentiant cette équation plusieurs fois de suite, on trouvera

( 6 )

i dz  — F\ y ) d y ,

J d i z = L F ' { y ) d y -  +  F { y ) d ' ty ,

)  d ï z  = * F '" (y )d j34- 3 F" ( y ) d y d - y  4- F '(y) d 'y ,
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Exemples :
d '1 (a +  y )  — dny ,  d»(— y ) = — d*y,  

d n(a y )  — a d ny ,  d't ( a x n) =  i . 2 . 3 . .  . n . a d x n, 

dey=.eydy,  d1 ey =  ey (d y2-y d2y ) ,

d3 e y = ey (  d y 3 4-3  d y d 2y  +  d3y ) ,  . . . .

Si la variable x  cessait d’être indépendante, l’équation

(7) J  =  / (« )>

étant différentiée plusieurs fois de suite, donnerait naissance à de nou

velles formules parfaitement semblables aux équations (6), savoir

dy = f ( x ) d x ,

dîy =  f ’ (x) dx2-h f ( x )  dlx, 

d3y =  f ’,(x)dx3+ ’à f ll(x)dxdix-y f ( x ) d 3x,

On tire de celles-ci

/'<*> =  E '

/ '(* )  =
d x  d2y  — dy d 2x  

d x 3
±_a *L
d x  d x ’

r ( x )  =
d x (d x  d 3y  — dy d3x )  — 3 d2x (d x  d ¡y  — dy d 2x )  

■ d x 5

j , d x  d 2y  — dy  
d x  d x 3

Pour revenir au cas où x  est variable indépendante, il suffirait de 

supposer la différentielle dx  constante, et par suite

d3x  — o, d 3 x  — o,

Alors les formules (9) deviendraient

(10)
/'<·*>=£>

f " ( x )  = d2 y  
d x 2 ’

f \ x )  = d3y  
d x 3 ’ 5

c’est-à-dire qu’elles se réduiraient aux équations ( 4). De ces der

nières, comparées aux équations (9), il résulte que, si l ’on exprime

OEuvres de C *— S. II, t. IV. 3ç)
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les dérivées successives de / ( x )  à l ’aide des différentielles des 

variables x  et y — f ( x )  : i° dans le cas où la variable x  est sup

posée indépendante; 20 dans le cas où elle cesse de l ’être, la dérivée 

du premier ordre sera la seule dont l’expression reste la même dans 

les deux hypothèses. Ajoutons que, pour passer du premier cas au 

second, il faudra remplacer

d}y d x d 3y — d y d ï x

i)ar ----- ------------ ’

d3y dx(dx diy — dy d3x) — 3 dix(dxdty — dydrx)
dx% Par dx5 ’

C’est par des substitutions de cette nature qu’on peut opérer un chan

gement de variable indépendante.

Parmi les fonctions composées d’une seule variable, il en est dont 

les différentielles successives se présentent sous une forme très 

simple. Concevons, par exemple, que l’on désigne par u, v, w, . . .  

diverses fonctions de x. En différentiant n fois chacune des fonc

tions composées

u -+- v, u — v, u +  v \J— 1 , au +  bv +  cw -+- ■ . .,

on trouvera

!
d'l (u-\-v) = d n u -ydnv, 

d'l (u — v) = dnu — dnv, 

dn ( u +  v\f^T) =  dnu +  dnv \f^ i,

(12) dn (au -y- bv -y- cw -y-...)  =  à d" u +  b d'1 v +  c da w + . . . .

Il suit de la formule (12) que la différentielle dny  de la fonction 

entière
y axm+  bxm~l+  cxm~3-y-. .. -y- px^-y-qx -y- r

se réduit, pour n =  m, à la quantité constante 1 . 2 .3 . . . m . a . d x ’n, 

et pour n^>m,  à zéro. ,
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Q U A T R I È M E  L E Ç O N .

RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LES FONCTIONS RÉELLES d ’ üNE SEULE VARIARLE 

ET LEURS DÉRIVÉES, OU DIFFÉRENTIELLES, DES DIVERS ORDRES.

Après avoir appris à former les dérivées et les différentielles des 

fonctions d’une seule variable, il nous reste h montrer l’usage qu’on 

peut en faire, et leurs principales propriétés. Dans ce dessein, nous 

commencerons par faire connaître diverses relations qui existent 

entre les dérivées des divers ordres et les fonctions elles-mêmes 

supposées réelles. Ces relations se trouvent exprimées dans les théo

rèmes que nous allons énoncer.

. Théorème I. — La fonction y  =  f ( x ) ,  étant supposée réelle et con

tinue par rapport à la variable x  dans le voisinage de la valeur parti

culière x  =  x 0, croîtra ou décroîtra en même temps que cette variable, 

à partir de la valeur x  =  x 0, si la valeur correspondante de la fonction 

dérivée y ' =  -J- est positive et finie. Mais, si celte dernière valeur est finie 

et négative, la fonction y  décroîtra pour des valeurs croissantes de la 

variable x , et croîtra pour des valeurs décroissantes de la même variable.

Démonstration. —  Soient Ax, Av les accroissements infiniment 

petits et simultanés des variables x , y . Le rapport ^  aura pour, 

limite ^  = y '·  On doit en conclure que, pour de très petites valeurs 

numériques de Ax et pour une valeur particulière x 0 de la variable x, 

le rapport ~  sera positif, si la valeur correspondante de y ' est une 

quantité positive et finie; négatif, si cette valeur de y' est une quan-
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tité finie, mais négative. Dans le premier cas, les différences infini

ment petites Ax, A/  étant de même signe, la fonction /  croîtra ou 

diminuera, à partir de x  =  x 0, en même temps que la variable x . 

Dans le second cas, les différences infiniment petites étant de signes 

contraires, la fonction /  croîtra, si la variable x  diminue, et décroîtra 

si la variable augmente.

Corollaire I. — Concevons que la fonction /  =  f ( x ) demeure con

tinue entre deux limites données x  =  x 0, x  =  X. Si l’on fait croître 

la variable x  par degrés insensibles depuis la première limite jusqu’à 

la seconde, la fonction /  ira en croissant toutes les fois que sa dérivée 

étant finie aura une valeur positive, et eri décroissant toutes les fois 

que cette même dérivée obtiendra une valeur négative. Donc la fonc

tion y  ne pourra cesser de croître pour diminuer, ou de diminuer 

pour croître, qu’autant que la dérivée/'passera du positif au négatif, 

ou réciproquement. Il est essentiel d’observer que, dans ce passage, 

la fonction dérivée deviendra nulle, si elle ne cesse pas d’être con

tinue.

Corollaire IL — Concevons que la fonction /  =  f ( x )  s’évanouisse 

pour la valeur particulière x  =  x 0 et demeure continue dans le 

voisinage de cette valeur. Si la valeur correspondante de la dé

rivée / ' =  f ' ( x )  est finie et positive, alors, en supposant x  très peu 

différent de x a, on aura

f ( æ ) > o  pour x > x 0 et. f i x ) < °  pour x < x 0'.

Au contraire, si la valeur d e/ ' est finie et négative, on aura

f ( x)  <  o pour x > x 0 et f ( x ) > o  pour x < . x 0.

Théorème II. — Soient f(a?) et F (x )  deux fonctions réelles qui s’éva

nouissent pour x  =  x 0 et qui restent continues entre les limites x  =  x 0, 

x  — X. Supposons d ’ailleurs que la fonction dérivée F'(îc) ne change pas 

de signe entre les limites dont il s’agit. Si l ’on nomme A la plus petité
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et B la plus grande des valeurs que reçoit dans cet intervalle le rapport

I M

la fraction
f(X)
F(X)

, sera elle-même comprise entre les deux limites A ci B.

Démonstration. — Puisqu’on aura par hypothèse, pour toutes les 

valeurs de x  renfermées entre les limites x 0, X,

F'(tf)
— A>0, W

F'(ar)
— B <  o,

et que la fonction dérivée F'(a?) ne changera pas de signe entre ces 

limites, on peut affirmer que, dans cet intervalle, l’un des produits

F'(*) -  B]  =  f'(®) ~  B F'(* )

sera constamment positif, l’autre négatif. D’ailleurs ces produits sont 

respectivement égaux aux dérivées des fonctions

f(aQ —A F(a?), f ( i )  —BF(æ).

Donc, en vertu de'ce qui a été dit ci-dessus (théorème I, corollaire I), 

l’une de ces fonctions sera toujours croissante, l’autre toujours décrois

sante depuis x  =  x 0 jusqu’à x  =  X. Donc, puisqu’elles s’évanouissent 

simultanément pour x  =  æa, les valeurs qu’elles recevront pour a; =  X, 

savoir
f(X) — A F(X), f(X) — B F(X),

seront des quantités de signes contraires, et l’on pourra en dire autant 

des quotients que fournissent les mêmes valeurs divisées par F(X),
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c’est-à-dire des différences

M 1 _ a ' M 1 _ r
F ( X )  F ( X )

Donc la fraction f ( X)
F(X) sera comprise entre A et B.

Corollaire I. — Si les fonctions dérivées f'(#), F'(a?) sont elles- 

mêmes continues entre les limites x  =  x 0, x  =  X> tandis qu’on pas-
C(æ) . j

sera d’une limite à l ’autre, le rapport variera de manière à rester

toujours compris entre les deux valeurs A, B, et à prendre successi

vement toutes les valeurs intermédiaires. Donc alors toute quantité

moyenne entre A et B, par exemple, la fraction f(X)
F(X) sera une valeur

du rapport 4 t—r correspondante à une valeur \ de x  renfermée entre
r  ( X )

les limites x 0, X ; en sorte qu’on aura

(O
f ( X )  _  f ' ( Ç ) ·  

F ( X )  “ F U ) ’

Si l’on fait, pour plus de commodité, X =  x 0 -+- h, la quantité $ sera 

de la forme x 0 +  h t, h, désignant une quantité de même signe que h, 

mais d’une valeur numérique moindre; et l’équation (i)  deviendra

f ( X a - > - h )    h j  )

F { x Q+ h )  ~ ~  F ' ( X o  +  ! h ) '

En d’autres termes, si l ’on représente par 6 un nombre inférieur à 

l’unité, on pourra choisir ce nombre de manière à vérifier la formule

,3. î ( x 0-hh )  _ l ' ( x 0-}-9h)
'  F ( x 0 - h  h )  ~  i ! ' ( x o + 0 h )

Corollaire IL — Si les fonctions

j f ( * ) ,  f ( « ) ,  £»(*), · · · ,  Vn~lHx),

! F ( jî), F'(x), F'(aj), F '*-»^*)

s’évanouissaient toutes pour x  == x 0, et demeuraient continues, aussi
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bien que f (n)(aî) et F(n,(a;), entre les limites x  — cc0, cc =  æ0 -j-h; alors, 

en supposant chacune des fonctions dérivées

(5 ) ¥'{x),  F '(* ) ,  ¥"{x),  . . . ,  F<">(*),

toujours positive ou toujours négative depuis la première limite jus

qu’à la seconde, et désignant par A,, h2, . . . .  hn des quantités de 

même signe, mais dont les valeurs numériques seraient de plus en 

plus petites, on obtiendrait avec l’équation (2) une suite d’équations 

semblables dont la réunion composerait la formule

f(3?0+ f l )  _  f'(æ0+/t|) _  f"(a?„-t-A,) _  _  f lni( x 0-\- h„)
'  F (a ?0 +  ll) ~  F'(aJ0-+- /i,) “  F"(æ0+  ^2) F(", (a?0+  hn)

Si, dans la formule (G), on -se contente d’égaler la première fraction 

à la dernière, l’équation à laquelle on parviendra pourra s’écrire 

comme il suit

f(a?0+  h) _  î ^ ( x 0- h 8h)
^  F ( æ0-+- h) ~  F^n>{x0 +  Ôh)’

0 étant toujours un nombre inférieur à l’unité.

Corollaire ///. — Lors-qu’on pose, dans la formule (3),

x 0= o ,  F ( x )  =  x ,
on en tire

(8) f (A ) =  Af'(0A).

De même, lorsque dans la formule (7) on pose

a?0= o ,  F(x )  =  x n,

f(/t) _  f '(6h)
on trouve

et, par suite,

(9)

F (n)(.r) =  i . 2 . 3 . , . « ,

hn

h'1 1 . 2 . - 3 . . . «

En conséquence, on peut énoncer les deux propositions suivantes : 

Théorème III. — Lorsque la fonction f  (a?) s’évanouit avec la variable æ,
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et demeure continue, ainsi que la dérivée f'(a?), depuis x  — o jusqu à 

x  =  h, il existe entre les limites o et 1 une valeur de 0 propre à vérifier 

l ’équation

(10) î (h )  =  h î ' ( 8h).

Théorème IY. — Lorsque les fonctions

f (* ) ,  î"(x), ...,

s’évanouissent avec la variable x  et demeurent continues, ainsi que la 

fonction dérivée f(n)(a;), depuis x  =  o jusqu'à x  — h, il existe entre les 

limites o et i une valeur de ô propre à vérifier la formule

<"> t w  =  τ f L · r n s" ‘̂ eh)■

Soit maintenant f { x )  une fonction de x  qui obtienne une valeur 

finie positive ou négative pour x  =  x 0, et qui reste continue, ainsi 

que la fonction dérivée f(oc) ,  depuis x  =  x 0 jusqu’à x  =  X. Si l’on 

pose

( 12) î ( x ) = f ( x ) — f { x 0), ¥ { x )  =  x  — x 0,

on trouvera

(13) f(a?) = / ' ( * ) ,  F '(* )  =  i.

Par suite, les formules (i)  et ( 3) donneront

04 )
/ ( X ) - / ( * , )  = / ,a )

A -- dUQ

ou, ce qui revient aü même,

05 )
/ (* ·„ + /t) —f ( x  o) 

h = / ' ( a?o +  0/i).

On peut donc énoncer le théorème suivant :

Théorème V. — Lorsque la fonction f ( x )  conserve une valeurfinie pour 

x  — x '0 et reste continue, ainsi que sa dérivée f f x ) *  depuis x  =  x 0 jus-
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qu’à x  =  x 0-h  h , i l  ex iste  entre les limites o et i u ne valeur de  0 propre à  

vérifier l ’équation

(16) / ( a - 0+  h )  ~ / ( « » )  =  h f ( X o +  B h ) .

De même, si, dans la formule (7), on suppose f( x ) ,  F ( x )  détermi

nées par les équations

(17) î { x ) = f ( x ) — f { x <!), F ( x )  =  ( x  —  x 0)n,

on obtiendra cet autre théorème :

T h é o r è m e  Y I .  —  Lorsque les fo n ctio n s

(1 8 ) /(X), f ( x ) ,  f ' ( x ) ,  . . . .  / ' - ‘ »(tf)

se réduisent, po u r x  —  x 0, la prem ière à une qu an tité fin ie, les suivantes 

à zéro, et restent continues, ainsi que f n)( x ) ,  depuis x  =  x „  ju s q u ’à  

x  =  x 0 4- h , i l  existe entre les limites o et 1 une valeur de  0 propre à  

vérifier l ’équation

( 19) /(tfo  +  A)—/(^o)  =  7 X X 7 7 ^ ^ " l,(iro+ e / l )·

Au reste, les formules (16) et (19) se trouvent comprises dans 

celles que l’on déduit des équations ( 3) et (7), en substituant aux 

fonctions f  et F deux autres fonctions /  et F  liées aux deux premières 

par les formules

(20) f(«) = / ( * ) - / ( * . ) ,  F ( x ) = : F ( x ) - F ( x 0).

Alors, en effet, on tire de l’équation ( 3)

/nrs /(¿p0+  L) — f ( x 0) _ f ' { xo + 6 h)
K ’ F ( x 0-h h) -  F ( x 0) " F > ( x 0+ d h )

et de l’équation (7)

f ( x 0 + h ) — f ( x  q) f < ^ ( x o + 9 h)
K ' F ( x 0 + h ) - F ( x 0) “  F<n)(x0 + B h )

La formule (22), qui coïncide avec la formule (21), quand le nombre n 

est précisément l ’unité, suppose : i° que, pour x  =  x 0, les fonctions

CEuvres de C· —  S .  I I,  t .  I V .  4 °
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/(¿c), F ( x ) se réduisent à des quantités finies, et les fonctions déri

vées

(/ '(*) ,  / '(*), · · · .  / (n- 1,(^).

(2 } i F(^), /%*),

à zéro; 20 que chacune des fonctions dérivées

( 24) F  (te),' F"{x),  . . . .  / r(">(^)

ne change pas de signe entre les limites x  =  x 0, =  3° que les

fonctions ( 23) restent continues entre ces limites aussi bien q u e / ) » ,  

F ( x )  et f w ( x ) ,  F {n)( x ) .
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C I N Q U IÈ M E  L E Ç O N .

DÉTERMINATION DES VALEURS QUE PRENNENT LES FONCTIONS RÉELLES D’UNE SEULE VARIABLE

O ±®
QUAND ELLES SE PRÉSENTENT SOUS LES FORMES INDÉTERMINÉES ->  — — j O X  ±  oc, 0 °,

O ±  00

00°, I*“, .......

Les principes établis dans la Leçon précédente fournissent le moyen 

de fixer la véritable valeur d’une fraction dont les deux termes sont 

des fonctions réelles de,1a variable x, dans le cas où l’on attribue à 

cette variable une valeur particulière pour laquelle la fraction se pré

sente sous la forme indéterminée - ·  En effet, soit
O

(0 s == f(*0
F(*)

la fraction dont il s’agit, et supposons que la valeur particulière x  =  x n 

réduise s à la forme en faisant évanouir f(a?) et F(æ). La valeur 

de s correspondante à x  =  x 0 ne sera autre chose que la limite dont s 

s’approche indéfiniment, tandis que x  s’approche de x 0. Cela posé, 

concevons· que l’on désigne par X une quantité très peu différente 

de x 0, et par \ une autre quantité comprise entre a?0 el X. Comme, en 

général, chacune des fonctions f(a?), F(¡r), f'(x), F'(x)  restera con

tinue, et conservera le même signe depuis la valeur particulière de x  

représentée par x t jusqu’à une valeur très voisine x  =  X, on pourra, 

en vertu de la formule ( i)  de la quatrième Leçon, choisir la quantité <; 

de manière à vérifier l’équation

( 2 ) f ( X ) . _ m
F ( X ) -F 'U ) ·

Si maintenant la quantité X vient à se rapprocher indéfiniment de la
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limite x 0, il en sera de même, à plus forte raison, de la quantité £, et 

le second membre de l’équation (2) aura évidemment pour limite la 

valeur de la fraction

(3) J M
F'(*)

correspondante à x  =  x 0. On peut donc énoncer la proposition sui

vante :

Théorème I . — Lorsqu’une valeur particulière du rapport ^ se pré

sente sous la forme cette valeur coïncide avec la valeur correspondante

, . r(*)du rapport

Exemples. — En vertu du théorème qui précède, on aura, pour 

x  =  o,
ex— e~x  ex +  e~x

sin.® cos# ’

sin#2 _2# cos#2
x  ~~ i — °’

✓

sin# _cosa? i
X 2 I X  O

poura; =  i,

l x  __ i  __ x  —  i  __ i __ 1 x  —  r ___ i __ 1

x  —  1 x  ’  x 2 —  1 2 x  2 ’  X a  —  1 n x n ~ ‘  n ’

Il est bon d’observer que l’équation (2) et le théorème T s’étendent 

au cas même où la constante x 0 devient infinie. Seulement X et Ç 

représentent alors deux quantités dont les signes sont les mêmes que 

celui de x 0, et dont les valeurs numériques sont très grandes, la 

valeur numérique de Ij étant supérieure à celle de X.

Si les fonctions {'(x), F(a;) s’évanouissaient à leur tour pour x  =  x 0,
î!(cc)

la valeur particulière du rapport g ,  ^  se présenterait  el le-même sous 

la forme y  et coïnciderait, en vertu du théorème I, avec la valeur
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correspondante du rapport
f"(a:)
F"(a:)’

dont les deux termes sont les dérivées du premier ordre de f(æ ) et

de F'(;r). Si les fonctions f"(oc), F"(x) s’évanouissaient encore, il

faudrait, pour obtenir la valeur cherchée de s, recourir à la fraction 
*

{'"(x)
F® (a?)’

etc. En continuant ainsi, on déduira sans peine du théorème I celui 

que nous allons énoncer.

Théokèmë IL — Lorsque les fonctions

l F(a?), F'(tf), F'(*), F<«-»(aQ,
| f(»), î'{x), i"(x),

s’évanouissent toutes pour la valeur particulière x  =  a?0, la valeur cor

respondante du rapport

(O
f(-g)
F(aQ

coïncide avec celle du rapport

(5)
fW(a?)
F(«)(îc)

Exemples. — En vertu du théorème II, on aura, pour x  — o,

i — cosa: s in a ·  cosa:  i æ — 's in a :   i i — co sa :   i
x* a a? — 2 — 2 a;3 3 x 1 6 ’

ex —· e~x — 2a: ex -h e~x — 2  ex — e~xt  ex -\- e~x
x  — sina: 1 — cosa: sina· cosa: ’

Si, dans les théorèmes I et II, on fait, pour abréger, 

f(a? ) — f> F ( x )  =  s,

on aura, en vertu de ces mêmes théorèmes, et pour x  == x 0,
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ou bien 

(7)
y y(>‘) dny

^ûô =  dFs

L’équation (G) suppose que, pour x  =  #0* la valeur de . se présente

sous la forme indéterminée et l’équation (7) que les valeurs cor

respondantes de
y

y(lt-l)

se présentent encore sous la même forme.

Si la valeur particulière x  =  x 0 rendait infinies les deux fonctions 

y =  et s =  F(aj), elle réduirait à zéro les deux suivantes

( 8 )
I

y

I

et, comme les dérivées de ces dernières sont respectivement

(9)

on aurait, pour x  =  x 0, en vertu du théorème I,

_  /  i  
y1- J L .

, I
— J î  s

ou, ce qui revient au même, t

En multipliant par 

en conclura

Z! les deux membres de la formule précédente, on

y'  _  y.

Par conséquent, l’équation (6) s’étend au cas même où la fraction
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f(*)— se présente sous la forme indéterminée et l ’on peut 

joindre encore au théorème I celui que nous allons énoncer.

Théorème III. —  Lorsqu une valeur particu lière du rapport p^J^ re

présente sous· la fo rm e  indéterm inée cette valeur coïncide avec la 

valeur correspondante du rapport jp p “  · /

E x e m p le . —  On a, pour x  =  o,

x sin5̂  sin.z: .-----= ------ = ----- sin# =  sin# — o.COtJ? x x

Corollaire. — Le théorème III s’étend, ainsi que le premier, au cas 

même où la valeur particulière attribuée à la variable x  devient 

infinie. Par suite, lorsque la valeur numérique de la fonction {(x)  

croît indéfiniment avec celle de la variable x i on a} pour £c=.±co,

, . i(x) el, .·(10 - L- i  =  i(x)·
i x

a

Concevons, par exemple, que l’on égale successivement f ( x )  aux 

deux fonctions

A x, L x ,

A désignant un nombre supérieur à l’unité, et L ( x ) un logarithme 

pris dans le système dont la base est A. Comme les dérivées de ces 

deux fonctions, savoir

A* IA et — , .
X

deviendront, la première infinie, et la seconde nulle, pour des valeurs 

infiniment grandes de la variable x , on tirera de la formule (10), en
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faisant converger x  vers la limite co,

Ax
( 1 1 )  ■ l i m —  =<=c,

X

, . .. \ x
( 1 2 )  l i m —  = 0 .' '

Il résulte des formules (11) et (12) : i° que, dans le cas où l'on sup

pose A >  1, l ’exponentielle A® finit par croître beaucoup plus rapidement 

que la variable x;  20 que les logarithmes des nombres, dans un système 

dont la base surpasse l ’unité, croissent moins rapidement que les nombres 

eux-mêmes.

Si les fonctions dérivées f'(a?), F'(a·) devenaient l’une et l’autre

infinies, la valeur particulière du rapport f ' ( g )
F'(tf)

se présenterait à son

tour sous la forme -r-^, et coïnciderait, en vertu du théorème III,
d d  00

avec la valeur correspondante du rapport

î"{x)
F"( x )

dont les deux termes sont les dérivées du premier ordre de f '(x ) et 

de F'(x).  Si les fonctions f"(x),  F"(îc) devenaient elles-mêmes infi

nies, on serait obligé de recourir à la fraction

f*(a?)
F'"(^)’

etc. En continuant ainsi, on déduira sans peine du théorème III la 

proposition suivante :

Théorème IV. — Lorsque les fonctions ( 4 ) deviennent toutes infinies 

pour la valeur particulière x  =  x 0, la valeur correspondante du rapport

_.=  f(*)
F(^)

f i ” >(g)

(0

coïncide avec celle du rapport
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Exemple. — Soit a une constante positive, et n le nombre entier 

immédiatement supérieur à cette constante. En vertu du théorème IY, 

on aura, pour x  =  oo,

x a __a  { a  —  i ) . . .  ( a  —  n  +  __a  ( a  —  1 ) . .  . ( a  —  «  + 1 ) ___

1̂ II — et

ou, ce qui revient au même,

( i 3 )  x ae - x — o>. <

Les théorèmes ci-dessus établis servent à fixer les valeurs des frac

tions qui se présentent sous l’une des formes  ̂ ou Il est essen

tiel d’ajouter qu’on en déduira sans peine les valeurs des fonctions 

d’une seule variable qui se présenteraient sous l’une des formes indé

terminées
' 0 X ± 0 0 ,  0 ° ,  00°, I * " ,  . . . .

Ainsi, en particulier, si l’on désigne par y  et 5 deux fonctions de x  

qui deviennent, pour x  =  x 0, la première nulle, la seconde infinie, la 

valeur de la fonction

04) s — y z ,

correspondante à x  =  x 0, prendra la forme o x ± c o ,  et coïncidera 

évidemment avec celles des rapports

et - L ,
1 1

* y

qui pourront être déterminées à l’aide des théorèmes I, II, III ou IV, 

attendu qu’elles se présenteront sous les formes  ̂ et On aura, 

par exemple, pour x  =  00, en vertu du théorème I,

(15) e~~x  I X  ==
\x
ex

x
ex o

OJCuvres de C» — S. Il, l. IV . ' 4
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e t ,  p o u r  x  =  o ,  e n  v e r t u  d u  t h é o r è m e  I I I ,

(■ 6 )

(>7)

x  I x  —
I x  _ x~*

—  X  —  0,
x r ~ l —  x ~ 2

x a \x —
1 x x ~ l X a

X — ax~ a~1 .C l

a  étant une constante positive. De même, si les fonctions y  et z  sont 

telles, que l’on ait, pour x  =  x g,

ou bien 

ou bien encore 

la valeur de

( 18 ) s = y - ,

correspondante à x  =  x „ ,  se presentera sous l’ une des formes indéter

minées

y — 0 et s =  0

y  — co et S —  0,

y =  ' et z = ±

3°, 00°, I*“

Or, pour obtenir cette valeur, il suffira d’observer qu’on a, en vertu 

de l’équation (18),

l. =  ̂  =  ! £

s  =  e

et, par suite, .

0 9 )

puis de fixer la valeur du rapport

( 2 0 )

11 
- 1

11- — l

à l’aide des théorèmes I, II, III ou IV. Ainsi, par exemple, on déduira 

immédiatement des théorèmes I et III, combinés avec la formule (19), 

la proposition suivante :

Théorème V. —  Lorsqu’une valeur particulière de Vexpression y z se
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présente sous l ’une des formes indéterminées o°, ce0, î*», cette valeur 

coïncide avec la valeur correspondante de l ’exponentielle

y
( 2 1 ) · e t * .

Corollaire I. — Soient y  =  f( x)  et z =  x,  f(a?) désignant une fonc

tion qui s’évanouisse avec la variable x.  On trouvera, pour une valeur 

nulle de cette variable,
.r* n x i.

( 2 2 )  [ f ( a ? ) ] - c =  e f|,r) .

Ainsi, par exemple, on aura, pour x  =  o,

( 23 )  x x — e - x = i .

Corollaire IL — Soient <y =  f(ic) et s =  — > f(;r) désignant une 

fonction dont la valeur numérique croisse indéfiniment avec cellc'de 

la variable x. On trouvera, pour x  =  00,

_i rj£2
( 2  4 )  [ f ( Æ ) ] ' ' ' r = e f ( J i ,

puis, en posant f ( x ) =  x,

1 1
( 2 5 )  x ,'— ex ~ i .

Corollaire III. — Soient y  =  x  et s =  F(îc), F ( x )  désignant une 

fonction qui acquière une valeur infinie quand Invariable x  se réduit 

a l’unité. On aura, pour x  — 1,

( 2 6 )  e - Iîl' Jr' ) , 

puis, en posant F (a?) =

( 2 7 )  x ‘ ~ x — e  · * = - ·

Nous ne nous arrêterons point à considérer diverses formes indéter

minées que pourraient présenter les valeurs particulières des fonc-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LEÇONS SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL.

l i o n s  d ' u n e  s e u l e  v a r i a b l e ,  m a i s  q u e  l ' o n  r é d u i r a i t  f a c i l e m e n t  à  c e l l e s

q u e  n o u s  a v o n s  c o n s i d é r é e s ,  p a r  e x e m p l e  l e s  f o r m e s  i \  7 “ , e t c . ;  e t  

n o u s  t e r m i n e r o n s  c e t t e  L e ç o n  e n  o b s e r v a n t  q u e  l ' o n  p e u t  s i m p l i f i e r ,  

d a n s  p l u s i e u r s  c a s ,  l ' a p p l i c a t i o n  d e s  t h é o r è m e s  I ,  I I . . . . .  h  d c

q u e l q u o s  a r t i l i c e s  d ' a n a l y s e ,  t e l s  q u e  l a  d é c o m p o s i t i o n  d e s  f o n c t i o n s  

e n  f a c t e u r s .  A i n s i ,  l ' o n  a u r a ,  e n  v e r t u  d u  t h é o r è m e  1 ,  e t  p o u r  x  -  o .

i — cost»_ sintr
sina;2 2# cos a;2

ex — e~x — 2 x _ex +  e x — 2
x — sina; i — co s a;

1
2

I
2 COSéC2

sina;
X

1sin - x 
2

1
2

1

COS -  X  
2

=  2»

e t c .
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S I X I È M E  L E Ç O N .

SUR LES DÉRIVÉES DES FONCTIONS QUI REPRÉSENTENT DES QUANTITÉS INFINIMENT PETITES.

Soit/(t) une fonction réelle qui s’évanouisse en même temps que 

la variable i, et prenons cette variable pour base d’un système de 

quantités infiniment petites. Soit de plus a un nombre constant 

rationnel ou irrationnel. D’après ce qui a été dit dans les Prélimi

naires, / ( i )  sera un· infiniment petit de Yordre a, si la limite du 

rapport

est nulle pour toutes les valeurs de r plus petites que a, et infinie 

pour toutes les valeurs de r plus grandes que a. Cela posé, il sera 

généralement facile de fixer l’ordre d’une quantité infiniment petite. 

Seulement, pour y parvenir, on devra, dans certains cas, évaluer des 

expressions qui se présenteront sous une forme indéterminée, à l ’aide 

des principes établis dans la Leçon précédente. Ainsi, par exemple, si 

l ’on considère le produit-

fa) iaU,

on reconnaîtra sans peine : i° que ce produit s’évanouit avec la va

riable i, aussi bien que le produit x aI x  avec la variable x  [uoiVla for

mule (17) de la page 322] ; 20 que le rapport

s’évanouit pareillement pour des valeurs positives de a — et acquiert
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une valeur infinie pour des valeurs positives de r — a. Donc l’expres

sion (i) sera.une quantité infiniment petite de l’ordre a.

De même, puisque la fonction

( 3 )
ia
ri

s’évanouit avec i, tandis que le rapport

i ‘ \ i ~  1 i

se réduit à zéro pour des valeurs positives de a — /·, et à £ pour des 

valeurs positives de r —  a, on peut encore affirmer que l’expres

sion ( 3) est un infiniment petit de l’ordre a. On doit en dire autant 

des produits
.. iae l cae‘ U, -yp

que nous avons déjà considérés à la page 282 des Préliminaires, et que 

l’on forme en multipliant l’expression (2) ou ( 3) par un nouveau fac

teur e‘ , qui reçoit la valeur finie 1 pour i — o.

Lorsque, dans l’expression (3), on pose a — o, on obtient le rap

port

( 4 )

I
ÏÏ’

qui est une quantité infiniment petite de l’ordre a =  o. Effectivement 

ce rapport s’évanouit avec i. Mais, si on le diyise par ir, on aura, pour

1 — o,
x _I

ir 1 î o ’

l’exposant r ayant une valeur positive aussi petite que l’on voudra. 

On reconnaîtrait encore facilement que l’expression

( 5 )

est une quantité infiniment petite de l’ordre 00. Eir effet, cette exprès-
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sion s’évanouit pour i =  o, et si, après l’avoir divisée par ir, on pose 

4 =  x,  on trouvera, pour î — o, ou, ce qui revient au même, pour 

x  ■ =. oo \voir la formule ( i 3 ) de la page 3ai],

l’exposant r ayant une valeur positive aussi grande que l’on voudra.

Concevons à présent que, la fonction f ( i )  étant un infiniment 

petit de l’ordre a, l ’on désigne par n le nombre entier égal ou immé

diatement supérieur à la constante a, le rapport

sera en général le premier terme de la progression géométrique

qui cessera de s’évanouir pour i =  o, ou, ce qui revient au même, 

d’être une quantité infiniment petite. On doit seulement excepter 

•certains cas particuliers dans lesquels la constante a coïncide avec le 

nombre entier n. En effet, le rapport

( 8 )

que l’on déduit de l’expression (i), en posant r =  a, peut obtenir, 

pour i — o, comme on l’a remarqué dans les Préliminaires (page 282), 

une valeur finie ou nulle ou infinie. Or, quand ce rapport s’évanouit 

avec 1, et que l’on a d’ailleurs a — n, il est clair que l ’expression

est le premier terme de la progression (7), qui cesse d’être une quan

tité infiniment petite. C’est ce qui aura lieu, par exemple, si l’on
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prend pour f ( i )  la fraction

dont la valeur devient nulle pour i =  o. En résumé, le premier terme 

de la progression (7), qui cessera de s’évanouir avec i, sera toujours 

l’ une des expressions (6) ou (9). Cela pose, si l’on fait converger i 

vers la limite zéro, et si l’on a égard aux théorèmes I et II de la Leçon 

précédente, on trouvera successivement

lim/(O =  0, ou f{ 0) =  0,

lin,'«''»
l

=  lim /'(O =  °> /'(o) — 0,

lim Is =  lim o'II
-

 
« / '( 0) =  0,

Imi =  lim I .2.3. . , ( « — I ) ’
fin—l) ( 0) =  0,

h m · ^ =  lim / ‘"’ (O _  f w (o)
1.2.3. .. .n 1.2.3. . .« / <re)( 0) =  I .

Donc, si l ’expression (6) ne s’évanouit pas avec i, / (,,)(o) sera la pre

mière des quantités

(11) /(o), /'(O), / » , .  H o), . . .

qui obtiendra une valeur différente de zéro. Au contraire, si l’expres

sion (6) s’évanouit avec 1, la quantité

( 1 2 ) —  1 . 2 . 3 . .  . «  l i m

sera encore nulle, et l’on aura, par suite,

lim < $  =  lim ----- ---------------- =
i n 1 . 2 . 3 . .  . n ( n  i )  i  . 2 . 3 . .  . n ( n  - h  i )

y(»-M)(0) =  i . 2 . 3 . . . re (/ i+i)  lim =^j··

Alors, l’expression (9) ne s’évanouissant pas avec i, / (,i)(o) sera le
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premier terme de la série ( n )  qui obtiendra une valeur autre que 

zéro. En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

T h é o r è m e  I .  — Désignons par f ( i )  une quantité infiniment petite, qui 

soit de l ’ordre a dans le système dont la base est i, et par n le nombre 

entier égal ou immédiatement supérieur à la constante a. Si l ’on a n f i  a, 

ou si, a étant égal à n, le rapport

/(O
in

n’acquiert pas une valeur nulle pour i — o,

(13 ) ■ / ‘" ’(O

sera la première des fonctions

(•4) At), f\ï), ni), ni), . . .

qui cessera de s’évanouir avec i. Mais si l ’on a n =  a, et de plus

( i 5 ) f(i)  .J :n '■ — o . pour i — o,

le premier terme de la série. (iZ|) qui cessera de s’évanouir avec i sera la 

fonction

(,6) ' f i n+i>(i).

Soit maintenant f(x·) une fonction réelle de x,  tellement choisie, 

que le rapport

s’évanouisse pour x  =  o. Si l’on considère la variable x  comme repré

sentant une quantité infiniment petite du premier ordre, f(ic) sera 

un infiniment petit d’un ordre égal ou supérieur à n; et l ’on conclura 

du théorème I que les fonctions

f(^c), f ( a - ) ,  în(x), . . . ,

OEuvres de C. — S .  I l ,  t .  IV .  ■ ^ 2
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s’évanouiront toutes pour x  =  o. Par suite, le théorème 1Y de la qua

trième Leçon entraînera celui que nous allons énoncer. -

Théorème II. — Supposons que, les fonctions

f(*0, f ( * ) .  P (* ) ,  ·■·, f(,i)(3·)

étant continues depuis x  =  o jusqu’à x  — h, le rapport

s’évanouisse avec la variable x . Alors, si l ’on attribue à x , ou la valeur h, 

ou une valeur comprise entre les limites o, h, on pourra trouver un 

nombre 0 inférieur à i , et propre à vérifier la formule

( 1 8 ) f (* )  = ------- Ç ------

Corollaire. — Lorsqu’on prend n =  i, l’équation (18) se réduit à

(ig) î(x) =  xt'(dæ).

Cette dernière s’accorde avec l’équation (io) de la quatrième Leçon, 

et suppose : i° que la fonction f (x)  s’évanouit avec x;  2° que les 

fonctions f (x) ,  f '(x)  restent continues entre les limites x  =  o, x  =  h, 

la fonction dérivée pouvant d’ailleurs admettre une valeur infinie ou 

une solution de continuité pour x  — o. Ajoutons que l’on déduit aisé

ment de l’équation (19) les propositions suivantes :

Théorème III. — Soit t‘(x )  une fonction réelle qui s’évanouisse avec la 

variable x . Si cette fonction et sa dérivée C(x) restent continues entre les 

limites x  =  o , x  ·== h , h désignant une quantité dont la valeur numé

rique peut être supposée très petite, zéro sera la valeur unique ou l ’une 

des valeurs que prendra le rapport

pour x  - o.

Démonstration. — Il suffît évidemment de démontrer le théo-
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rème III dans le cas où la fonction dérivée f'(a?) s’évanouit, en même 

temps que f(a?), pour la valeur particulière x ~ o \  attendu que la

valeur correspondante du rapport nulle dans toute autre hypo

thèse, se présente alors seulement sous la forme indéterminée 2 . Or,

si l ’on divise par i ' (x)  les deux membres de la formule (19),· on en 

tirera

( 2 1 )
f(aO _  î!(9x) 
!'(*) ï’ (x) ‘

Cela posé, concevons que, f'(o) étant nul, on fasse décroître irldéfini- 

ment la valeur numérique de x.  Comme bx désigne une quantité com

prise entre zéro et'x,  f'(0a?) convergera plus rapidement que f'(a?)

vers la limite zéro ; d’où il résulte que la fraction
B oc}

— —r obtiendra uneî'{æ)

multitude de valeurs inférieures à l’unité, et le produit
\ 6æ)
X \ x

une

multitude de valeurs sensiblement nulles. Donc la limite ou l’une des 

limites vers’ lesquelles convergeront ce même produit et le rap

port (20) qu’il représente sera égale à zéro.

Corollaire I. — Le théorème III peut être aisément vérifié à l’égard 

des fonctions
_/1

( 22) sin#, 1 — cos#, e ' , îc3 sin — s · · · ·

11 subsiste (¿ans le cas même où la fonction f(a?) ne reste réelle ou 

infiniment petite qu’autant que l’on attribue· à la variable x  des 

valeurs infiniment petites affectées d’un certain signe, comme il 

arrive, par exemple, quand on prend pour f (x)  l’une des fonctions

(23) r~’ \fx>\ x
A k Y

qui cessent d’être réelles ou infiniment petites, lorsqu’on donne à x  

des valeurs infiniment petites, mais négatives. Enfin ce théorème
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peut subsister, quoique la fonction dérivée f'(#) devienne discon

tinue pour# — o. Ainsi, en supposant

(2 4 ) f(#) == x  sin — >
X

on trouvera que la fonction dérivée

(25) f'(;r) =  sin------ - cos' x  x  x

devient indéterminée, par conséquent discontinue, pour x  =  o; et, 

si l’on fait alors converger x  vers la limite zéro, la valeur du rap

port (19), tirée· des équations (24) et ( 25), savoir

(26) f(* )_
i ' (x)  ~

X--------------- ,
I I

i -----cot —x  x

admettra un nombre infini de limites, dont l’une sera égale à zéro.

Corollaire IL — Supposons que, la fonction f(#) et ses dérivées 

successives, jusqu’à celle de l’ordre n  —  1, étant continues, dans le 

voisinage de la valeur particulière x  =  o, les n  quantités

(27) f(o), f'(o), f"(o), .... f('— )(o)

s’évanouissent, et concevons que la valeur numérique de x  vienne à 

décroître indéfiniment. Zéro sera la limite ou l’une des limites vers 

lesquelles convergera chacun des rapports

f(*) f' {00) P( *)  ■
( '  i ' { x ) ’ . V { x ) ’  ’ f i 'ot -c)  ’

et, par conséquent, leur produit ou le rapport

(29) f(^)
ft“) (X )

On peut en dire autant des expressions

(3o) î '( x ) V ( x )  _  f(“ ~ 2)( ^ )

l'1'1) ( x ) ’  ’  i i n>( x )  ’
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que l’on obtient en multipliant les uns par les autres quelques-uns 

des rapports dont il s’agit.

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo

rème III, zéro sera la valeur unique ou l ’une des valeurs que p ren d ra  le 

produit

( 3 i) x ( ' ( x )

p ou r x  =  o .

Dém onstration. —  Le produit (3 i) s’évanouit évidemment avec la 

variable x ,  lorsque la fonction dérivée f'(a:) conserve une valeur finie 

pour x  =  o. Si cette même fonction devenait infinie pour une valeur 

nulle de x ,  alors, en faisant converger x  vers la limite zéro, on tire

rait de l’équation (19), multipliée par 0,

o =  l im [0 f(«)]  =  lim[ôa? i ’( 0x  )].

Donc zéro serait encore la valeur unique ou l’une des valeurs que 

prendrait le produit ü x ( ' ( ü x )  pour une valeur nulle de Ox,  et par 

conséquent la valeur unique ou l’une des valeurs que prendrait le 

produit x  f ' ( x )  pour x  —  o. ,

Corollaire. —  Le théorème IV continue de subsister dans le cas où 

la fonction ï ( x )  ne reste réelle ou infiniment petite qu’autant que 

l’o'n attribue à la variable x  des valeurs infiniment petites affectées 

d’un certain signe, comme il arrive quand on prend pour f(Æ?) l’une 

des fonctions ( 23). Il peut même subsister dans le cas où la fonction 

dérivée f'(a?) devient discontinue pour x  —  o .  Ainsi, par exemple, si 

l ’on pose

f(ic) =r x  sin — >
• x

le produit

x  C(x)  =  x  s in ----- cos —
x  x

admettra, pour une valeur nulle de x ,  une infinité de valeurs qui
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seront toutes renfermées entre les limites — i, + i  et dont l’une 

sera égale à zéro.

Théorème Y. — S o it  f ( x )  u n e  f o n c t io n  réelle  q u i  o b tie n n e , p o u r  

x  =  o ,  u n e  v a le u r  f i n i e  et d é te rm in é e  f ( o ) .  S i  c e lle  f o n c t io n  et sa  

dérivée f ' { x )  resten t c o n tin u e s  e n tr e  les lim ite s  x  =  o, x  =  h ,  h  d é s i

g n a n t  u n e q u a n tité  d o n t la  v a le u r  n u m é riq u e  p e u t  être su p p osée très  

p e tite , zé ro  sera  la  v a le u r  u n iq u e  o u  l ’ u n e  des va leu rs q u e  p r e n d r a  l é  

rapport

( 3a)  · o c f ' { x )

p o u r  x  =  o.

D é m o n stra tio n . — Pour déduire le théorème V du théorème IV, il 

suffit évidemment de poser

f ( * ) = / ( * ) - / ( o ) .

On établira encore sans difficulté le théorème dont voici l’énoncé :

Théorème YI. — L es m êm es choses é ta n t p o sées q u e d a n s  le  th éorèm e I I I , 

c o n sid é ro n s  la  v a r ia b le  x  co m m e u n  in fin im e n t p e t it  d u  p r e m ie r  o rd re , et 

su p p o so n s q u e  le  ra p p o rt

( 33 )
x  i ' ( x )

1 V é f

se ré d u ise , p o u r  u n e  v a le u r  n u lle  d e  x ,  à  u n e  c o n sta n te  d é te r m in é e . L a  

f o n c t io n  r é e lle  f(a? ) sera  u n e  q u a n tité  in fin im e n t p e t ite  d o n t  l ’ o rd re  a u r a  

g é n é r a le m e n t p o u r  m esu re  la  c o n s ta n te  d o n t i l  s ’ a g it .

D é m o n stra tio n . — Désignons par a l’ordre de la quantité infiniment 

petite f(ic), et faisons de plus

f(x )
( 3 4 )  ‘ ■ =  ® ( x )  O U  { ( x )  = :  X a < s ( x ) .

Comme on tirera de l’équation ( 34), en différentiant les logarithmes 

de ses deux membres,

( 35 )
x î ' ( x )  _  x o ' ( x )

l ' O )  ~ a  Q ( x )  ’
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il suffira, pour établir le théorème IV, de prouver que la valeur du 

rapport

(36)
x a ' ( x )
?{x)

correspondante àic =  o, est généralement nulle, quand elle n’est pas 

indéterminée. On y parviendra effectivement comme il suit.

La fonction f (x)  étant un infiniment petit de l’ordre a, la limite du 

rapport

(37)
f(£)
æ1'

— xa—r (p(̂ c) — o( x )
PF»

sera nulle, pour des valeurs positives de a — r, et infinie pour des 

valeurs positives de r — a. Donc, si l’on désigne par t un nombre 

aussi petit que l’on voudra, les deux fonctions

(3S) **?(*)· ^ F )  ’ ' ‘

s’évanouiront en même temps que la variable x.  Cela posé, conce

vons que le rapport (36) se réduise, pour, x  — o, à une constante 

déterminée c. Si la constante c n’est pas nulle, et, si d’ailleurs la 

fonction o ( x)  reste affectée du même signe depuis la valeur parti

culière x  =  o jusqu’à une valeur très voisine x  =  X, les dérivées 

des expressions ( 38), savoir

(3g) x e~* ç>(x) £ ·+-
x  ç ' ( . r ) ' j

<PW J’
x^_[
<p(x) |_£

x  ®'(x)~\
cp{x) J ’

se réduiront constamment, pour de très petites valeurs numériques 

de x  et de e, à des quantités affectées des mêmes signes que les pro

duits
. . . .  —  c xz~'

Supposons maintenant la quantité X assez rapprochée de zéro pour 

que les fonctions (38) et ( 3g), dont les deux dernières deviennent 

infinies quand x  s’évanouit, restent finies et continues entre les
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limites x  =  o, a? =  X. Il existera entre ces limites (voir le corol

laire I du théorème II de la quatrième Leçon) une valeur de x  pour 

laquelle le rapport des expressions (39), c’est-à-dire le produit

£

£

x  o' (x)  
<p(aQ 

x  cp'(x)
?(x)

sera équivalent au rapport des quantités

c’est-à-dire à l’expression

X 6? ( X ) ,
x s

? (X)’

[?(X)P.

On pourra donc assigner à X et à a? des valeurs numériques très 

petites, et propres à vérifier l’équation

(4o)

x  o' (x)
£+ ?(aQ _  f y ( X ) l !. 
. xy'(x)  L<p( )̂J ’

<p(x)

puis on en conclura, en faisant converger X-vers la limite zéro,

£ 4 -  C 

£ —  C
O.

Or celte dernière condition ne peut être satisfaite, quelle que soit la 

petitesse du nombre e ,  tant qu’on suppose la constante c différente 

de zéro. Donc, puisque e peut décroître indéfiniment, cette constante 

ou la limite du rapport ( 36) sera nécessairement nulle. En consé

quence, on tirera généralement de l’équation (35)

(40 x  V( x )  
î ( x a.

Cette dernière formule comprend le théorème qu’il s’agissait de 

démontrer.
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Corollaire I. — Le théorème VI peut être aisément vérifié à l’égard 

des fonctions
rr*CL /y%(X/jSC 'Y * iï /?— X«X> y ¿C- (/ y w C  ̂ · · » y

qui sont toutes de l’ordre a. Ce théorème subsiste, dans le cas même 

où la fonction t'(x) ne reste réelle ou infiniment petite, qu’autant 

que l’on attribue à la variable æ des valeurs affectées d’un certain 

signe, comme il arrive, par exemple, quand on prend pour f (x)  l’une 

des fonctions

< „ 1 1 -I — cĉ  —— — —
T-)  x ’1, x a \x,  r - ,  x a \\x,  e u , æe x , . . . ,
\x  I x

qui sont la première de l’ordre zéro, la seconde de l’ordre la troi

sième, la quatrième et la cinquième de l’ordre a, les deux suivantes 

d’un ordre infini, etc.

Corollaire IL — Si, la fonction réelle {(x)  étant infiniment petite 

et de l’ordre a, la valeur numérique et le signe du rapport

( 34 ) ^ = » ( * )

devenaient indéterminés pour x  =  o, on ne pourrait plus choisir 

X de manière que ce rapport ne changeât pas de signe entre les 

limites æ =  o, x  — X; et l’expression

( 33 )
x î ’jx)

f(4t·)

ne se réduirait plus nécessairement au nombre a pour une valeur 

nulle de la variable x.  Ainsi, par exemple, si l’on prend

(4a) i(x) — x  s in

on trouvera

<2=1,

x î ' ( x )  I T
- -  =  I ------- c o t - ·

i ( j ; )  X  X

(4 3 )

(4 4 )

Œ u v r e *  de C. — S. Il, t. IV. 43
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Or, si l’on fait converger x  vers la limite zéro, le second membre de 

l’équation (44) convergera vers une infinité de limites distinctes, et 

non pas seulement vers la limite i .

Si la fonction f(a;) devenait imaginaire, il pourrait arriver qu’au

cune des valeurs de l’expression ( 33), correspondantes à x  — o, ne 

se réduisît h la constante a. Supposons, pour fixer les idées,

(45) f( x )  =  x a =  x a ex

ï ( x)  sera un infiniment petit de l’ordre a, et l’on trouvera

(46) x i ' ( x )  i
n, T ---  Cl
i ( æ ·) x

Or il est clair que l’expression (46) acquerra nécessairement une 

valeur infinie pour une valeur nulle de x.

Les quantités infiniment petites, dont les ordres se réduisent à des 

nombres entiers, offrent quelques propriétés dignes de remarque, 

qui se déduisent immédiatement de la formule (12), et sont renfer

mées dans les propositions suivantes :

T héorème VII. — Soient f ( i )  une quantité infiniment petite, prise 

dans le système dont la base est i, et f  n) ( o ) le premier terme de la 

série (11) qui ne s'évanouisse pas. Supposons d ’ailleurs que ce terme 

obtienne une valeur déterminée qui diffère de zéro. Le rapport

f ( i )

i'1

sera, pour de très petites valeurs numériques de i, affecté du même signe 

que la quantité f {n)( o).

T héorème VIII. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo

rème VII, si n est un nombre pair, la fonction / ( i )  sera, pour de très 

petites valeurs numériques de i, constamment affectée du même signe 

que la quantitéfw{o).
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Exemple. — Si l ’on prend

f ( i )  —  el —  2 cosî +■  e~l,

on trouvera
/( o ) - o ,  — /"(o) =  4.

Ainsi l’on aura, dans le cas présent,

339

n —  2, /(«)(o)=/,,(o) >0.

Donc, en vertu du théorème VIII, la fonction

el — 2 cos i -1- e~l

sera constamment positive pour de très petifes valeurs numériques 

de i.

T héorème IX. — Les mêmes choses, étant posées que dans le théo

rème VII, si le nombre n est impair, la fonction f ( i )  changera de signe, 

en passant par zéro, avec la variable i. Alors la variable et la fonction 

dont il s’agit seront, pour de très petites valeurs de i, affectées du même 

signe si la quantité f ' n)(o) est positive, el affectées de signes contraires 

si la quantité f w( o) devient négative.

Exemple. —  Si l’on prend

f ( i )  —  e' —  2 s in î —  e~',

on trouvera

/ ( 0) =  0, / ' ( o ) = o ,  /"(o ) = o ,  . / " ( o) =  4.

Ainsi l’on aura, dans le cas présent,

* =  3, /«»)(©) =/'(©) >0.

Donc, en vertu du théorème IX, la fonction

e‘ — 2sin  i — e~‘

sera, pour de très petites valeurs numériques de la variable i, affectée 

du même signe que cette variable.
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SEPTIÈME LEÇON.

SUR LES MAXIMA ET MIN1IIA DES FONCTIONS RÉELLES d ’ uNE SEULE VARIABLE.

Lorsqu’une valeur particulière, de la fonction /(a?) est réelle et 

surpasse toutes les valeurs réelles voisines, c’est-à-dire toutes celles 

qu’on obtiendrait en faisant varier x  en plus ou en moins d’une 

quantité très petite, cette valeur particulière de la fonction est ce 

qu’on appelle un maximum.

Lorsqu’une valeur particulière de la fonction f ( x ) est réelle et 

inférieure à toutes les valeurs réelles voisines, elle prend le nom 

de minimum.

Cela posé, il résulte évidemment de ce qui a été dit dans la qua

trième Leçon (voir le corollaire I du théorème I) que, si les deux 

fonctions f ( x ) , f ' ( x )  sont continues dans le voisinage d’une valeur 

donnée de la variable x,  cette valeur ne pourra produire un maximum 

ou un minimum de f ( x )  qu’en faisant évanouir / ' (x) .  En partant de 

cette remarque, on résoudra facilement la question suivante :

P roblème. — Trouver les maxima et les minima d ’ une fonction réelle 

de la seule variable x .

Solution. — Soit f { x )  la fonction proposée. On cherchera d’abord 

les valeurs de x,  pour lesquelles la fonction cesse d’être continue. 

A chacune de ces valeurs, s’il en existe, correspondra une valeur 

de la fonction elle-même, qui sera ordinairement ou une quantité 

infinie, ou un maximum, ou un minimum.

On cherchera, en second lieu, les racines de l’équation

(0
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avec les valeurs de x  qui rendent la fonction f ' ( x )  discontinue, 'et 

parmi lesquelles on doit placer au premier rang celles que l’on 

déduit de la formule

( 2 ) f ' { x ) — ±  00 OU y — -O .

Soit x  — x ü une de ces racines ou une de ces valeurs. La valeur 

correspondante de / ( x ) ,  savoir /(#„), sera un maximum si, dans 

le voisinage de x  — x 0, la fonction dérivée f ( x )  est positive pour 

x < ^ x 0, et négative pour x ^ > x 0. Au contraire, /(a:0) sera un mi

nimum si la fonction dérivée / ' ( x ) est négative pour x  <  x 0 et posi

tive pour x ^ > x 0. Enfin, si, dans le voisinage de x  =  x 0, la fonction 

dérivée / ' (x )  était constamment positive ou constamment négative, 

la quantité f ( x 0) ne serait plus ni un maximum, ni un minimum.

Exemples. — Les trois fonctions

(3 ) x 1, p-> x l x ,

qui deviennent discontinues, en passant du réel à l ’imaginaire, tandis 

que la variable x  diminue et passe par zéro, obtiennent, pour x  =  o, 

une valeur nulle qui représente un minimum de la première, et un 

maximum de chacune des deux autres.

Les deux fonctions

(4) «S 

dont les dérivées, savoir

(5 ) i x ,  — t ,
3 a;3

passent du négatif au positif, en se réduisant à zéro ou à l’infini, 

tandis que la variable x  s’évanouit en passant du positif au négatif, 

ont l’une et l’autre zéro pour valeur minimum. Quant aux deux fonc

tions
1
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dont les dérivées

( 7 )  3 # 2, —'-j
3x*

deviennent encore nulles ou infinies pour x  =  x 0, mais restent posi

tives pour toute autre valeur de x , elles n’admettent ni maximum, ni 

minimum.

La fonction

(8) x 2- h p x - h q

reste continue, ainsi que sa dérivée, pour toutes les valeurs possibles 

de x. Mais cette dérivée, savoir

( 9 )  2X-hp

s’évanouit pour x  =  — et devient négative pour x  <  — A  posi

tive pour x ^ > — j ·  On doit en conclure que la fonction (8) admet

une valeur minimum correspondante à æ =  - f ·  Cette valeur mi

nimum est

p2
( 1 0 )

ce qu’on vérifie sans peine en observant que la fonction dont il s’agit 

peut être présentée sous la forme

( I I )
P5
T

et qu’en conséquence elle surpasse toujours q — quand x  diffère

Désignons maintenant par A un nombre supérieur à l’unité, et 

par L x  le logarithme de x , pris dans le système dont la base est A. La 
fonction

Ax
( 1 2 )

X
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A*
X

I
X

et, comme cette dérivée est négative, nulle ou positive, pour une 

valeur de x  supérieure à zéro, suivant que l’on suppose x<^Le,  

x  =  Le, ou x^>Le,  il en résulte que la fonction (12) acquerra, pour 

x  =  Le,· la valeur minimum

0 4 )

Au contraire, la fonction

0 5 )

dont la dérivée, savoir

e

Le

L x
x  5

(t6) —  (Le  — La;),
X *

est positive, nulle ou négative, pour une valeur de x  supérieure à 

zéro, suivant que l’on suppose x  <^e, x  — e, ou a ; > e ,  acquerra, 

pour x  — e, la valeur maximum

, v Le
O7 )  ■ — ·

Considérons enfin la fonction

(18) x ae~x.

Comme sa dérivée, savoir

0 9 ) xae~X \Jc — I) ’

sera positive, nulle ou négative, pour une valeur de x  plus grande 

que zéro, suivant que l’on supposera x  <  a, x  — a, x  >  a, on peut 

affirmer que la fonction (18) acquerra, pour x — a, la valeur maximum

(20) aae~a. ■ '

Lorsque, afin d’obtenir les valeurs de x,  qui fournissent des maxima
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ou des minima de la fonction f { x ) ,  sans rendre cette fonction ou sa 

dérivée f ' ( x )  discontinue, on a déterminé les racines réelles de 

l’équation (i), alors, pour décider si chacune de ces racines produit 

un maximum ou un minimum de f ( x ), il suffit ordinairement de 

considérer la fonction dérivée du second ordre. En effet, soita?0 l’une 

des racines dont il s’agit, et supposons que la valeur correspondante 

de f " ( x )  se réduise à une quantité finie. A la racine x 0 répondra un 

minimum de f ( x ) ,  si la fonction f ' { x )  passe du négatif au positif, 

en devenant nulle pour a; =  x 0; c’est-à-dire, en d’autres termes, si la 

fonction f ' ( x )  croît avec la variable x  dans le voisinage de la valeur 

particulière x  =  x 0. Or cette dernière condition sera remplie (voir le 

théorème I de la quatrième Leçon), si la dérivée de / ' ( x ) ,  savoir 

f " ( x ) ,  est toujours positive ou nulle pour des valeurs de x  très peu 

différentes de x 0, par conséquent, si la quantité f " ( x ü) offre une 

valeur finie et positive, ou bien une valeur nulle, mais qui représente 

un minimum de f " { x ) .  Au contraire, f ( x f )  sera un maximum de 

f ( x ) ,  si, / ' ( x  n) étant nulle, la fonction f { x )  diminue pour, des 

valeurs croissantes de x,  dans le voisinage de la valeur particulière 

x  =  x 0, ce qui aura lieu (en vertu du théorème déjà cité), si la quan

tité f \ x 0) offre une valeur finie et négative, ou bien une valeur 

nulle, mais qui représente un maximum de f " ( x ) .  On peut donc 

énoncer les propositions suivantes :

T héorème I. — Pour qu’une valeur de x  propre à vérifier l ’équation

(i) f ( x )  =  o

produise un minimum de la fonction f ( x ) i  d sera nécessaire, et il suf

fira, si la valeur correspondante de f "(x)  est une quantité finie et déter

minée, que cette quantité soit positive, ou qu’étant nulle elle représente 

un minimum de f"{x) .

Exemple. — Si l ’on prend

œ
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on trouvera

Donc alors la valeur x  — Le, qui fera évanouir f ' ( x ) ,  réduira la 

dérivée f " ( x )  à la quantité positive '

f ( x )  =  ex +  2 sin x  —  e~x,

» f " ( x )  —  ex -\- 2 ç , o s x e ~ x.

Donc alors la valeur a? =  o, qui fera évanouir f ( x )  et f ( x ) ,  réduira 

la dérivée f " ( x )  à la quantité positive i-t-a  +  i =  4, et zéro sera 

la valeur minimum de la fonction proposée.

T héorème II. — Pour qu’une valeur de x  propre à vérifier l'équa

tion ( i )'produise un maximum de la fonction f { x ) ,  il sera nécessaire, 

et il suffira, si la valeur correspondante de f"(x) ,  est une quantité finie 

et déterminée, que cette quantité soit négative, ou qu’étant nulle elle 

représente un maximum de f"{x').

Exemple. — Si l’on prend

f { x )  —  x ae~x,

on trouvera

/ '(  x ) — x a e~x

ORuvres de C. —  S. Il, t. IV. 44
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Donc alors la valeur x  — a, qui fera évanouir la dérivée f'(oc), réduira 

la dérivée /"(ce) à la quantité négative

--- fL f ( x)  — — ctxa~-e—x=z— aa~le~a9
1 » ·

et produira un maximum de la fonction proposée x ae~x.

Concevons maintenant que, pour une valeur x 0 de x , propre à véri

fier l ’équation (i) , sans rendre la fonction f ( x )  discontinue, plu

sieurs termes consécutifs pris dans la suite des fonctions dérivées

(ai) · /'(*)> /"(■*)» f"{x), ···

s’évanouissent. Désignons par f w (x)  le premier de ceux qui ne 

s’évanouissent pas, et supposons que f (n)( x 0) soit une quantité finie 

et déterminée. Pour que f ( x 0) soit une valeur minimum ou maximum 

de f(cc),  il sera nécessaire (en vertu des théorèmes 1 et II) que 

/ " ( cCq) =  o .soit une valeur minimum ou maximum de f'(cc). Par 

suite, la première des quantités

( 2 2 )  / ' V  o) ,  / ' V  o)

devra se réduire à zéro, et la seconde à une quantité positive ou néga

tive, ou bien à une quantité nulle, mais qui représente un minimum 

ou un maximum de f iy(x).  Dans les deux premiers cas, on aura n =  [\. 

Dans le troisième, on conclura encore des théorèmes I et II que 

la première des deux quantités

( 2 3 )  - f v( x  o), r \ x  o)
I

doit.se réduire à zéro, et la seconde à une quantité positive, ou 

bien à une quantité nulle, mais qui représente un minimum ou un 

maximum de f m(x).  Si la secoftde des quantités (?.3) diffère de zéro, 

on aura évidemment n — 6. En continuant de la même manière, on 

finira par reconnaître : i° que, si la valeur x  =  x 0 produit un mi

nimum de la fonction f(oc), n sera un nombre pair, et f {n)( x 0) une 

quantité positive; 2° que, si la valeur x  =  x 0 produit un maximum de 

la même fonction, n sera toujours un nombre pair, la quantité / in)(cc0)
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étant négative. En conséquence, on peut joindre aux théorèmes 19t II 

celui que nous allons énoncer.

T héorème III. — Lorsqu une valeur particulière de x , dans le voisinage 

de laquelle la fonction f ( x )  reste continue, fait évanouir les dérivées 

de f ( x )  dont l ’ordre est inférieur à n, et réduit la dérivée^de l ’ordre n à 

une quantité finie et déterminée, la valeur correspondante de f ( x )  ne 

peut être un maximum ou un minimum que dans le cas où la lettre n 

désigne un nombre pair. Dans ce même cas, la fonction f(x ' )  deviendra 

un minimum, si la valeur de f {nf x )  est positive, et un maximum si la 

valeur de f (n)(x) est négative.

Exemple. — Si l’on prend

/(.z·) =  ex -l· 2 cosiZ 4- e~x,

on trouvera
/ ' ( x )  = e x— 2 sin# —  e~x, 

f " { x )  =  ex —  2 cos a? 4 - e~æ,

/" ' (x)  =  eœ4- 2 s i n z  —  e~æ,

/ " ’( x  ) ex 4 - 2 cos x  4 - e~x =  f  ( x  ).

Donc alors la valeur x  =  o, qui fera évanouir les fonctions dérivées

/'(*), /"(¿O. / 'V ) .

réduira la dérivée f n( x)  à la quantité positive, i 4- 2 4- 1 =  4 . et par 

suite la valeur correspondante de la fonction proposée f ( x ) ,  ou le 

nombre 4» sera un minimum de cette fonction.

Le théorème III pourrait se déduire directement de la formule (19) 

(quatrième Leçon). En effet, pour qu’une valeur particulière de J{x) ,  

telle que f ( x 0), soit un minimum, il est nécessaire, et il suffit, qu’elle 

soit surpassée par toutes les valeurs réelles voisines ou de la forme 

f ( x 0 4- i), i désignant une quantité infiniment petite, c’est-à-dire, en 

d’autres termes, que la différence

(24) /(««+ 0 — f(x„)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



348  L E Ç O N S  S U R  L E  C A L C U L  D I F F É R E N T I E L .

reste positive, quand elle est réelle, pour de très petites valeurs 

numériques de la quantité i, et quel que soit d’ailleurs le signe de 

cette quantité. De même, pour que /(¿c0) soit un maximum de f ( x ) ,  

il est nécessaire, et il suffit, que les valeurs réelles de la diffé

rence (24), qui correspondent à des valeurs de i très rapprochées de 

zéro, soient constamment négatives. Cela posé, si, la fonction f ( x )  

étant continue dans le voisinage de la valeur particulière x  =  x 0, les 

dérivées de / ( x ), d’un ordre inférieur ou égal à n, se réduisent, 

poura? =  ;r0, les premières à zéro, la dernière à une quantité finie et 

déterminée, positive ou négative; alors, en attribuant à i une très 

petite valeur numérique, et désignant par ô un nombre inférieur à 

l’unité, on aura [en vertu de la formule (19) de la quatrième Leçon]

( 2 5 )  / ( . r 0 4 - i ) — / ( * ■ « ) =

Or il résulte évidemment de l’équation (20) que, pour de très petites 

valeurs numériques de 1, la différence (24) sera une quantité affectée 

du même signe que le produit

(26) i * f W ( a s  0)·

Par conséquent, si n est un nombre pair, cette différence changera de 

signe avec i, et la quantité f ( x a) ne.pourra être ni un maximum ni 

un minimum de /(¿r). Au contraire, si n est un nombre pair, la diffé

rence (24), en s’approchant de zéro, restera, comme le produit (26), 

et quel que soit le signe de 1, constamment positive ou constamment 

négative, suivant que le second facteur du produit en question, savoir 

f (n)( x 0), sera lui-même positif ou négatif. Donc alors f ( x 0) sera un 

maximum ou un minimum de f ( x ) ,  suivant que la quantité f {n)( x 0) 

sera positive ou négative. Il est bon d’observer qu’on pourrait encore 

établir le théorème III en remplaçant, dans les théorèmes VII, VIII, 

IX de la Leçon précédente, la quantité infiniment petite f ( ï )  par la 

quantité infiniment petite f ( x a-\- i )— f ( x 0)·

Nous remarquerons, en terminant cette Leçon, que, si l’on désigne
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par y  la fonction f ( x ), les différents termes de la série (21) se pré

senteront sous la forme

( 27)
dy d 2 y  diy  
d x  ’ d x 2 ’ d x 3 ’

Alors l’équation (1) deviendra

(28) dv —  o.

De plus, on peut évidemment affirmer : i° que, si

d'ly
dx"· — f nKx )

représente le premier terme de la série (25) qui obtienne, pour 

x  =  x 0, une valeur différente de zéro, d'ly  sera le premier terme qui 

remplira la même condition dans la série des différentielles

(29) · dy, d2y ,  d*y, . . . ;

20 que, si n est un nombre pair, la.différentielle

d " y  —  f i"'l( x ) d x "

sera constamment affectée du même signe que la fonction dérivée 

f n\ x ) .  Cela posé, il est clair qu’on pourra substituer au théorème III 

la proposition suivante :

Théorème IV. — Soit y  =  f ( x )  une fonction donnée de la variable x. 

Pour décider si une racine de l ’équation (28) produit un maximum ou 

un minimum de la fonction proposée', il suffira ordinairement de calculer 

les valeurs de d-y, d3y, diy , . . .  correspondantes à celte racine. Si la 

valeur de d-y est positive ou négative, la valeur de y  sera un minimum 

dans le premier cas, un maximum dans le second. Si la valeur de d2y  se 

réduit à zéro, on devra chercher, parmi les différentielles dsy, d 'y , . . . ,  

la première qui ne s’évanouira pas. Désignons celle-ci par d"y. Si n est 

un nombre impair, la valeur de y  ne sera ni un maximum ni un mi

nimum. Si, au contraire, n est un nombre pair, la valeur de y  sera, un 

minimum toutes les fois que la différentielle d,ly  sera positive, et un 

maximum toutes les fois que la différentielle dny  sera négative.
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Nota. — Il faut admettre, pour le théorème IV comme pour le 

théorème 111, que la fonction dérivée

//«v
s i  =/'■ ’<*>

conserve une valeur non seulement finie, mais encore déterminée, 

pour x  =  x 0, et par conséquent que cette dérivée reste continue, 
ainsi que les fonctions

y, y', y", ·· ·, y 1"-

dans le voisinage de la valeur particulière x 0 attribuée à la variable ¿r.
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HUITIÈME LEÇON.

DÉVELOPPEMENT » ’ CNE FONCTION RÉELLE DE X  SUIVANT LES PUISSANCES ASCENDANTES 

ET ENTIÈRES DE LA VARIABLE X ,  OU DE LA DIFFÉRENCE X  —  a ,  DANS LAQUELLE a  

DÉSIGNE.CNE VALEUR PARTICULIÈRE DE CETTE VARIABLE.

Lorsque, la fonction f(ic) étant réelle et continue, avec ses déri

vées d’un ordre inférieur ou égal à n, depuis x  =  o jusqu’à x  — h, 

le rapport

<0 fiî>
'  X n~ i

s’évanouit en même temps que la variable a?; alors, en supposant cette 

variable renfermée entre les limites o, h, on peut, comme on l’a fait 

voir dans la sixième Leçon (page 33o), trouver un nombre 0 infé

rieur à i et propre à vérifier la formule

(2) ! ( * ) - ■ — Ç ----- fi»>(0aO.

Or ce principe fournit un moyen très simple de développer les fonc

tions réelles d’une seule variable x  suivant les puissances ascen

dantes et entières de cette variable, ainsi qu’on va le montrer en 

peu de mots.

Soit / ( x )  une fonction réelle de x  qui conserve une valeur finie, 

aussi bien que ses dérivées d’un ordre inférieur ou égal à n, pour 

une valeur nulle de x,  et supposons d’ailleurs que les fonctions

(3) f (x) ,  /'(*), /'(*), /<»>(*)
9

restent réelles et continues depuis x  =  o jusqu’à x  =  h. On tirera 
successivement de l’équation (2) :
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i° En posant f(a?) =  /(a?) — / (o )  et n =  i,

(4) /(¿e) —  f ( o )  =  æ f ' ( 6x ) ,  

puis, en posant /'(oc) =  / '( o) +  P,

p _  f ( x ) — /(o) — ^ /'(°).

*>" En posant f ( x)  =  /(a?) — / (o )  — a?/'(o) et n =  2 ,

(5) / ( ^ - / ( o ) - - * / ' ( o )  =  - ^ l / ' ' ( M ,  

puis, en posant /"(Ou?) =  /"(o) -t- Q,

/ (a r )  / ( o )  — x  f ( o )  — / " ( o )
_ 0  — _________________ — ____ ·
i . a U _  a*

3° En posant f(a?) =/(a?) -  /(o) -  x / ' ( o) -  “ /"(o) et « =  3,

(6) /(·*) — /(o) — x f \ o )  — ^ /"(o ) =  7^73/",(.0-r)>

puis, en posant/"'(Ûa?) =  /"'(o) +  R,

, / (* ) -/ (o ) -  */'<°) -  7 77 /"(o) -  7 ^ 3  /'"(o)
R = -----------------------------------;----------------------- —— 1

1 . 2 . 3

etc. En continuant de la même manière et observant que les fonc} 

lions

P, Q, -7 B,1 . 2  1 . 2 . 3

s’évanouissent toutes avec x , on établira définitivement l’équation

( 7 )

/ U )  - / ( o )  - x f \  o) “  777/"(o) - ·

i . 2 . 3 . . .  ( /t —  i ) /(»-» (o) = 1. 2 . 3 . . . « / (;‘) (Ox)
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OU

( 8 )
, /(*)  =/(o) +  f  /'(O) +  o) + . .  .

' H-------- â-----:-------------------------------- ^ ------ f W l B x ) .
x . 2 . 3 . .  A n  — i) '  '  1 . 2  , à . . . n J  K '

Il suit de la formule (8) que la fonction réelle f ( x )  peut être consi

dérée comme composée d’une fonction entière de x,  savoir

(9) /(o) 7 /'(°)·
¿r-

/ » 1.2.3. ..(« — X-/‘"- ‘ ’ (o),

et d’un reste, savoir

( i o ) x n

1.2.3. - / ‘"’ (fi®)·

Si, dans la même formule, on pose successivement « =  i, n =  2, 

n =  3, . . . ,  on obtiendra les équations

( 1 1 )  / ( ® )  = / ( < > )  4 - # / ' ( 0 # ) ,

(12) f ( x ) = f ( 0 ) + x f \ o )  +  - ? - - f ( B x ) ,
I · 2

(x3) / (a-)= /(o) +  a;./'(o) +  -^/''(o) +  7^ 3 / ' ,,(^ ) ,

qui coïncident avec les formules (4)» (5), (6) , ----

Exemples. — Concevons que l’on désigne par p. une quantité con

stante, et que l’on prenne successivement pour f ( x )  les fonctions 

réelles .
ex, cos#, sin#,

(1H-#)!1, l(n -# ),

qui restent continues, avec leurs dérivées des divers ordres, les trois 

premières quel que soit x , et les deux dernières quand 1 4- x  est
OEuvres de C. —  S. Il, t. IV. 45  '
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P o s i t i f .  O n  t r o u v e r a ,  p o u r  l e s  v a l e u r s  d e f (n)( x )  r e l a t i v e s  à  c e s  m ê m e s  

f o n c t i o n s

c o s
« 7 r \

sin ( x  +
rnz ' 
T  j

P ( p  ~  O (P  —  2 ) · ■ ■ (p ~  n +  i )  ( i - h  x ) V - n,  ̂ 1 (i +  *)"

e t  p o u r  l e s  v a l e u r s  c o r r e s p o n d a n t e s  d e  / (n,( o )

mz . n 7T 
i ,  c o s — 9 s i n — >

2 2

p ( p  —  i) ( ^  —  a ) . . . ( fx  — «  +  i ) ,  (— i ) " - 1 î . 2 . 3 .  . . ( «  —  i ) .

E n  c o n s é q u e n c e ,  l a  f o r m u l e  ( 8 )  d o n n e r a ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  r é e l l e s  

q u e l c o n q u e s  d e  l a  v a r i a b l e  x ,

0 4) e* =  i  -+-
a; x* x n x a püx

•2 1 . 2 . 3 .  , . ( «  —  I ) 1 . 2 . 3 . . . «  ’

cosa?  =  i

05)
1.2 1.2.3.4

I . 2 . 3 .  . . ( «  —  I )
c o s

(« — i)u
. 2

x ' in nn\---------5-------- COS ( S x  H--------->
1 . 2 . 3 . . . «  \  2 /

06)
s i n  a 1 = x  —

x ‘

i . 2.3 i . 2.3.4 · 5

I . 2 . 3 .  . . ( «  —  l )
s i n

( «  —  i ) i r  x n£Cn (
------ =------ sin ( 9 x  +■
1 . 2 . 3 . . . «  \

n n \

“J T

e t ,  p o u r  d e s  v a l e u r s  d e  x  s u p é r i e u r e s  à  —  i ,

0  + x ) V · —  1 H- p x  4 -  a~ ' g t  ■ · ·

+  y ( p - , ) ( y - . a ) ( y - »  +  a)
' I . 2 . 3  . . . ( / I  —  i )

■ /*(/* —  0 ( M —  2 ) . . . ( f l  —  «  +  l )
\ 1 . 2 . 3 . . . «

a?"-1

Æn(j -+-

0 8)  10 +  * )  =  * - ^  +  Î
2 3

a;'»-1  __ i /  x  \ "
n  —  i "^ «  \ i  +  0 a ? /
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Si, dans les formules ( i5) et (r6), on prend pour n un nombre Pair, 

elles se réduiront à

cos a; =  i
x*

( ' 9 )
1,2 I . 2 . 3 .4

Xn
I .2 .3 . . . ( «  — 2) '+‘ 1 .2 .3 . . . «

cos Ox,

sin# — x  —
x ■' x 0

( 2 0 )
x. 2 . 3  i .2.3 .4 -5

x n X"
J. 2 . 3 . . . ( «  — l) 1 .2 .3 . . . «

sinôa?.

On trouverait de même, en prenant pour n un nombre impair,

X*
C O S Æ  =  I --------------(-

X *

( 21)
2 1.2.3.4

X n - ‘i

1.2.3 (« — î ) 1.2.3. . .«
sinôa:,

sin# =  x
x * x a

( 2 2 )

i . 2 . 3  i . 2 . 3 .4 . 5
x n—l x n

1.2.3. ..(«  — 2) 1.2.3. . .«
cos0a\

Si l’on fait en particulier n, — i , on tirera des formules précédentes

(2 3 )

( 2 4 )

(2 5 )

(26)

(27)

ex —  1 
x

1 — cos# 
x

sina?

x

(1 +  x)V·—  I
[JLX

=  ê x,

=  sin0.z,

=  cos dx ,

=  (i-t- 6 x ) v - ' f

l(i +  æ) _  1
x  ~  i +  ô«'
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Si l’on fait, au contraire, n  — 2, on trouvera

( 28)

(29)

(30) 

(30

( 32 )

eæ =  i +  xh----- e9x,
1 . 2

cos# =  1 -------- cos0#,
1.2

sin# —  # -------- sin0#,

(1 4-  # ) ( * =  1 4-  f z #  4-  — # s( i  4-  0 # ) ! 1 -2 ,
I . 2

1 / 1 -t- 0#\* 1(14-#) =  # — -(

Supposons encore
/ ( # )  =  arc tang#.

On aura, dans cette hypothèse,

/'(*)
I

i  4 -  # 2
1 ___ !___
2 \ 1 —  #  y/—  i

/ ( « ) ( # )  =  (y/—  j )

/("'(o) = 1 ^ :-

« — 1 i . 2 . 3 . . . ( «  —  i )

et, par suite,
fl — t

y ( n ) ( o ) — O OU / ( " ) ( o )  =  ( — l )  ! 1 . 2 . 3 .  . . ( n  —  1 ),

suivant que l’on prendra, pour n, un nombre pair ou un nombre 

impair. Cela posé, la formule (8) donnera, pour des valeurs réelles 

quelconques de la variable x,  mais pour des valeurs paires du nombre 

entier«,

#“ #“

(33)
arc tang# =  # — 3" +  5-----· · ·

#*—1  #* (1 — 0#y/— i)- " — (14-6# y/— i)-n
n  —  1 2 y/—  :
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et, pour des valeurs impaires de n,

*
arc tanga; =  x  —  +  -g- — . . .

_  x n ( i  —  8 x  i ) ~ " +  ( i  +  8 x\J—  i )~'‘ .
« — 2 _+" « 2

Lorsque la fonction /(a?) est entière et du degré n, sa différentielle 

de l’ordre n, et, par suite, sa dérivée de l’ordre n se réduisent à des 

quantités constantes ( voir la troisième Leçon, page 3o4). On a donc 

alors

( 3 5 ) /i»>(0 * )  =/<«>( o),

et l’on tire de la formule’(8)

(3 6 )

/ ( * ) = / ( o) + Î / ' ( o) + ^ / ' ( o)-k ..

X n

1 . 2 . 3 . .  .{n —  i)
o)

x n
I . 2 . 3 .  . .71

r n){o).

Il est facile de vérifier cette conclusion, et d’établir directement 

l’équation (36), dans le cas même où la fonctionna;) cesse d’être 

iéelle ainsi que la variable x. En effet, soit

(3 7 ) f ( x )  ■ = a „ +  a^x +  a2x i +  - . . +  anx n

une fonction entière du degré n. En différentiant n fois de suite 

l’équation (37), on trouvera

( 3 8 )·

f ' ( x )  = : i . f l ,  +  2a i a : + . . . +  ftas x " - 1,

f " ( x )  = 1 . 2 .  a . +  . . . +  (« —  1 ) n a nx ri—î y

f t tt) (x)  =  1 . 2 . 3 . .  . (n  —  1 ) n a n.

Or, si l’on pose, dans ces diverses formules, x  =  o, on en tirera

( 39) f l . = / ( o ) ,  o), a 2= - L / " ( 0), an 1
1.2.3 . . .n

/ (n,(o),
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puis, en substituant les valeurs précédentes de a0, a,, dans

l’équation (37), on reproduira évidemment la formule (36).

Exemple. — Soit f(oc) =  (1 -+- x ) n. On obtiendra la formule connue

(4o)

, , n n ( n  —  i) „
i +  a " =  I +  ----------- '-X-I 1.2

n( n  —  1) (n —  2) 
x. 2.3.

+ . . . 4 - — x n~x 4- x n. 1

Concevons maintenant que, la lettre a désignant une valeur parti

culière de la variable x , la fonction f { x ) ,  entière ou non entière, 

conserve, pour x  =  a, une valeur finie, aussi bien que ses dérivées 

d’un ordre inférieur ou égal à n; et supposons d’ailleurs que les fonc

tions (3) restent réelles et continues depuis x  — a jusqu’à x  =  a ■+■  h. 

Alors, si l’on fait

(40 x  =  a -h z

et

( 4 2 ) F ( s )  = /(«  +  z),

on trouvera

F '( j)= / '(a + î) , ' F  ' ( * ) = / ' ( « + * ) . F(»>(«) =  / i * ) ( a 4 i

F'(o) =/'(«), F'(o)  = / ' ( « ) , F(«>(o )=/<»>(«),

et l’on conclura de la formule (8), pour des valeurs de s comprises 

entre les limites o, h,

(43)
F (s ) = F ( o) 4 - ^ F ' ( o) +  —  F"(o)r-

4 -
i .2 .3 . .  . (n  — i)

F<"-,)(o) x.2.3. . .  n
F <»>(0s)

ou, ce qui revient· au même,

/ ( « ) = / (  a ) +  ^ — V ( « ) ·

+  -_(_g ,  a ) n  \ / < * - 1)( a ) +  a ) - f W [ a  +  0( x - a ) ] .
1 «2«0« · · ft1.2 .3 . . .(« —  i)*

(44)
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Par conséquent, dans l’hypothèse admise, on peut trouver un nombre 9 
inférieur à 1, et propre à vérifier la formule (44), tant que la variable# 

demeure comprise entre les limites x  =  a, x  =  a -+- h. En vertu de la 

même formule, la fonction /(# ) peut alors être considérée comme 

composée de la fonction entière

( 4 5 )  / ( a ) + £ T ^ / ' ( a )
( ¿27 — a )2

I . 2

(x  — a)'1-1
1 . 2 . 3 . . . ( «  —  i )

qui se trouve ordonnée suivant les puissances ascendantes de x  — a, 

et d’un reste représenté par le produit

(46) S x - a^  /(» )[a+ 0 (*-g)].
i . 2.3. . .  n J L

Si, dans la formule (44). on pose successivement n =  x, n =  2, . . . ,  

on obtiendra les équations

(47) /(«) =  /(«) +  (® — «)/'[« +  0(# — «)]»

(48) f{x) =  /(a) +  (® -  «)/'(«) +  /'[« +  “  «)h ..

(49) / ( « )  =  / (« )  -t-(* — a)/ ' ( « ) H- +  'î . a . 3̂ ' ^  — «)]>

Exemples. — Concevons que l ’on désigne par p. une quantité con

stante, et que l’on prenne successivement pour f ( x )  les deux fonc

tions réelles
xV-, lx,

«

qui restent continues, avec leurs dérivées des divers ordres, tant que 

l’on attribue à la variable x  une valeur positive et finie. On trouvera, 

pour les valeurs générales de/"^#) relatives à ces deux fonctions,

p([JL — i) (¡J.— 2). . .(fl — n +1)^3 -̂», (— !)«—1 I.·2· ·̂ · - (n .
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En conséquence, la formule (44) donnera, pour des valeurs positives 

de la variable x,

xV-=: aV--\- y.alJ- ' 1( x  —  a) + Fit*--- l laV-' ix·
1.2

• a)2

( 5o)
p ( p - Q . . . ( p - i .  +  3) _  fl )_!

1.2.3.. .(n — i)

p ( p - i ) . .  ( p - n  +  1) a ) n f a + e ( ¿ g _ f l ) p _ n

i . 2.3. . .  n

On arriverait aux mêmes résultats, en remplaçant dans les for

mules (17) et (18) la variable x  par la différence ^ — 1.

Si l’on fait en particulier n =  1, on tirera des formules ( 5o) et ( 5i)

(52) xV-=aV·-h [ ¿ ( x —  a ) [ a  +  B ( x —  a)] -̂1,

(53)
j x   x  —  a

a a-{-Q(x  —  a ) ’

11 est souvent utile de substituer aux expressions (10) et (46) 

d’autres expressions équivalentes. On peut y parvenir comme il suit.

Supposons que, dans l’équation (44)» on regarde la quantité x  

comme constante, la quantité a comme variable; et désignons par 

<p(a) ce que devient alors l’expression (46) considérée comme fonc

tion de a , en sorte qu’on ait

( 5 4 ) f ( x )  = / ( a )  +  + .  · · +  r ^ T ^ T — T) +  ?(« ) ·

On conclura de la formule (47), en y remplaçant la lettre f  par la
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(55)
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cp(«) =  cp(x) —  (x —  a) y ' [ a  +  6 (x —  a)].

D’ailleurs on tirera évidemment de l ’équation (54) et de cette même 
équation différentiée par rapport à la quantité a

(56) <p(x) =  o,

( "7* —— ff V* — *
(57)

et, par suite,

. (58) (p'[a +  9(x -  a)] = -  0 7  ̂ 7 .  +  d{x ~  a)]’

Cela posé, la formule (55) donnera

(59) y (g) =  ^ a°r~ :(( H ÿ - ^ " )[a +  6{x -  a)]·

On peut donc substituer l’expression (59) à l ’expression (46). Seule

ment, dans le passage de l’une à l’autre, le nombre G pourra changer 

de valeur, mais en demeurant compris entre les limites 0, 1. 

Lorsqu’on a égard à l’équation (59), la formule (44) se réduit à

f { x )  = / ( a ) +  +  .(* x p l / \ a ) + . . .

(60)
(x — a)n~l 

1 . 2 . 3 . . .(n —  j )
/ ‘- " ( a )

(—  8)~ ‘ (» -< ·) ·  e _
1.2.3. . .  ( n — ; ) J L ' /J

Si l’on pose, dans cette dernière, a =  o, on aura simplement

(61)
, / ( * )  =  A ° )  H - ^ / ' ( o ) +  —  + . . .

/p»—i / _âyi-i

II résulte de l’équation (61) que, dans la formule (8), l ’expres-
OEnvres de C. — S. II, t. IV.
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sion (io) pont être remplacée par la suivante :

(62) ( 1 — 9)n~'x '1 
1.2.3 — 1 )

f in){Bx).

Seulement, dans le passage de la première expression à la seconde, 

le nombre 0 pourra changer de valeur, mais en demeurant compris 

entre les limites o, 1.

Si, dans les équations (60) et (61), on prend n =  1, on devra rem

placer en même temps le produit 1 .2 .3 .. . (n — 1) par l ’unité. Donc 

alors on retrouvera les formules (11) et (47)· Mais, en posant n =  2 , 

n =  3, . . . ,  on obtiendra les équations

(63)

(64)

/ ( * ) = / ( « )  +( ·* ·  —  a ) f ' ( x )  +  (i —  9 ) ( x  —  a) 2 f " [ a - h 6 ( x  —  a )J, 

/ ( ·* )  = / ( « )  +  (■ * —  « ) / ' ( « )  +

+  — ~  a) ' f ' l a  +  B(x  -  a)],

4

(65) / ( x )  = / ( o )  + x f ( o )  -4- (1 — d ) x * f ' ( 8 x ) ,

(66) f ( x )  = / (  o) + x f (  0) +  ^ f ( ° )  +

Exemples. — Si l’on prend pour f ( x )  les fonctions

( i  +  a · ) ^ ,  ] ( I H - Æ ? ) ,

et si l’on attribue à x  une valeur qui surpasse la'quantité — 1, on 

tirera de la formule (61)

(i +  « )!l = i  +  p iiî;+  ---- — x ! - j - ,  . .
1.2

, ii(p — i ) ( p — a) . .■ ({* — n +  2 ) t
1.2.3. .  . ( n — 1 )

u ( u — 1 ) ( M — 2 ) . .  . ( « — n -H 1 ) . „. „ ,
+  -------- ’-¿t— z L.-------^ - r --------- :n~ L ( l - 9 ) n- l X"~' ( i  +  QT )\>.-n

1 . 2. 3. .  . (n — i) '  '

67)
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e t

(68) l(i +  ¿c) =  x  — —  +
2 O

S i  l ’ o n  s u p p o s e  e n  p a r t i c u l i e r  n =  2 , o n  t r o u v e r a  s i m p l e m e n t

( 6 9 )  ( 1  +  x )V -=  1 +  ¡J.X - H  p ( p  —  i ) æ: 2 ( i  —  (?) ( 1  +  0 îg  j l * - 2,

(70) 1(h - * ) = * - ( > - 0 ) ( t^ )  ·
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NEUVIÈME LEÇON.

THÉORÈMES DE MACLAURIN ET DE T A Y L O R .

Lorsque, pour des valeurs de x  comprises entre certaines limites, 

et pour des valeurs du nombre G inférieures à l’unité, l’une des 

expressions ^

(0
x n

1.2.3.

(2)
X a

i  . 2 . 3 . .  . ( n  —  i )

décroît indéfiniment tandis que n augmente, alors, en posant n =  oc 

dans l’équation (8) ou (6 i) de la huitième Leçon, on trouve

(3) / ( X )  =/(o ) +  f / ' ( O )  +  ~  /'( O) +  7^3  r ( o )  + . . . .

Donc alors la série

(4) /(O), j f '( o ) ,  -^ /"(o ) ’ Ï X 3 / » ’

qui a pour terme général le produit

(5)
x n

1 . 2 . 3 .
7l f (n)(o),

reste convergente, tant que la variable x  demeure comprise entre les 

limites données, et celte série fournit une somme équivalente à la 

fonction / ( x ) .  C’est en cela que consiste le théorème de Maclaurin.

11 est important d’observer que la fraction renfermée dans l’expres-
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(6)
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x n
1.2.3. . . « ’

. s’évanouit pour une valeur infinie de n. En effet le produit

croît évidemment avec le nombre entier m, depuis ih =  1 jusqu’à 
n .

m =  et, comme on a en conséquence

i . n < _ i { n  —  i ) < 3 (/i —  2 ) < . . . ,  *

n
(7) 1 .2 .3 .. .« >  «2,

il est clair que la valeur numérique de la fraction (6) sera toujours 

inférieure à celle de la quantité

et s’évanouira aussi bien que cette quantité, pour n =  00. On en con

clut immédiatement que, dans le cas où la quantité

(9) f w ( d x )

conserve une valeur finie, tandis que n croît indéfiniment, l’expres

sion (1) converge vers une limite nulle. Donc alors la série de Mac- 

laurin, c’est-à-dire la série (4), est convergente, et elle vérifie la for

mule ( 3). C’est ce qui arrivera pour toutes les valeurs réelles et finies 

de x ,  si à chacune d’elles correspond une valeur finie de la fonc

tion f w(x ) .

Exemples. — Si l’on prend successivement pour f ( x )  les trois fonc

tions
eæ, cosa?, sino:,

on trouvera, pour les valeurs correspondantes de f w(x ) ,
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Comme ces dernières quantités restent finies, quel que soit x , tandis 

que n augmente, on peut affirmer que le théorème do Maclaurin est 

toujours applicable aux fonctions ex, cosa;, sina:. On aura en consé

quence, pour des valeurs réelles quelconques de la variable x ,

(10) e x —  1 +
X  X ! X 3

-r ~r 
I 1.2 1 . 2 . 3  1

(«0
X 2

C Q S X  =  I --------
I . 2

X W a;6
1 I . 2 . 3 . 4 1 . 2 . 3 .4 . 5 . 6

(12) sino: —  — -  
1

a;3 x 5
1 . 2 . 3  I .,2 .3 .4 - 5  1 ’ ·

L’équation (io) coïncide avec la formule (12) des Préliminaires. Si 

l’on y remplace la variable x  par le produit æ lA , A désignant une 

constante positive, alors, en ayant égard à la formule

on trouvera 

( . 3 ) a * = .  +  7  I A + ^ L îI A ^ + ^ U A ) »

Au reste, il peut arriver que la fonction / (rt)(Ôa;) devienne infinie 

avec le nombre n, et que le théorème de Maclaurin subsiste. Conce

vons, par exemple, que l’on prenne

f { x )  =  I(l  -+- .2?),

et qu’en même temps on attribue à la variable x  une valeur numé: 

rique inférieure à l’unité. On trouvera, dans ce cas,

1 . 2 . 3 . .  . (n  —  i ) #

(1 H- x ) nf ln){x) = ±  — -, r -zr̂ i— >

et, comme le rapport
I . 2 .3 . . . ( «  — 1)

(1 -I- x ) n

toujours supérieur au produit

H — 1
(n - O  a
, (1 ■ +- x ) n

y!n —  1
1 -H x  \  1 -t- x

»-1
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k l

croîtra indéfiniment avec n, on pourra en dire autant des deux fonc

tions f w(x ), f {n)(J)x). D’ailleurs l’expression (2) deviendra

— B)n~l _ ^  x n- 1 f  1 — 8  V 1.
— (i +  8x)n· 1 — 0\i +  9x )  ’

et, comme la fraction
I — 9 __ 8( 1  4 - x )

1 +  8x  ~~ i - t - d x

sera évidemment un nombre inférieur à l’unité, il est clair que l’ex

pression (14) s’évanouira pour n — 00. On aura, en conséquence, pour 

toutes les valeurs de x  comprises entre les limites — 1, + 1 ,

(i5) l(i x) =
X
I

X*
2

X3
T

X4
4

Si la valeur numérique de la variable x  devenait supérieure à l’unité, 

alors le terme général de la série

(16) 

savoir

0 7 )

X x- X3 X k
~ > -- -- ) " n ·}I 2 3 4

J

convergerait, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite ±00 

[voir la formule (11) de lap ag e32o]. Par suite, la série (16), étant 

divergente, n’aurait plus de somme, et cesserait de vérifier la for

mule ( i 5).

Si, dans la formule ( i 5), on fait converger la variable x  : i° vers la 

limite 1; 20 vers la limite — 1, on trouvera, dans le premier cas,

I I I
(.8) l a _ i - -  +  3 -  £ + . . . -  —  +  374 +  576 +· · · =  0,69314718 . . . .  

et, dans le second,

1 , I I I
(19) rz — 00,
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i

Supposons encore
f { x )  =  arc langer.

Alors, si l ’on prend pour x  un nombre impair, l’expression (i)  se 

trouvera réduite au dernier terme de la formule (34) de la huitième 

Leçon, c’est-à-dire à

, . * x n ( i  — 9x \J— ( i -I- 9x\J— i)~n
(20) z p   ------------ ------ ---------- ------------ 1------ ------

n 2

Soient d’ailleurs vn et qn deux quantités réelles déterminées par 

l’équation „

( 2 1) +  6x\/— i)~ n — pn+ g n^/~[.

On aura évidemment

( 22) ^ - e x ^ y ^ - q ^  

et, par suite,

X » ( i _ 0 * V/ I T Ï ) - » + ( I +  0 a . ÿ ' = 4 ) - »

( 23 ) — -----------------------------------------------------------------=  F -

De plus, on tirera des formules (21) et (22) combinées entre elles par 

voie de multiplication

( Ç ) S(l +  02;rî)" ,= /? " +  ^

ou, ce qui revient au même,

(24) ■ ^  +  ^  =  ¿ ( 7 ^ ^ ) ·

Si maintenant on attribue à la variable x  une valeur numérique infé

rieure à l’unité, la valeur du binôme />*-+-y* > fournie par l’équa

tion (24), deviendra évidemment nulle pour n =  0 0 ,  et par suite la 

quantité ou l’expression (20), convergera, pour des valeurs

croissantes de n, vers la limite zéro. Donc alors, en posant n — ao ,
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dans la formule (34) de la huitième Leçon, on trouvera

' ^j 5 sjq 7

( 2 5 ) a r c  t a n g a ;  = r  x ------- 3 ” +  “g -----------—  H - . . . .

Si la valeur numérique de x  devenait supérieure à l ’unité, alors, 

comme l’expression (17) convergerait, pour des valeurs croissantes 

de n, vers la limite ±  00, la série

(26) x '
5 ’ 7

serait divergente, et cesserait de vérifier la formule ( 25).

Si, dans la formule ( 25), on fait converger la variable x  vers la 

limite 1, on trouvera

, . Tt . , . 1 1 1(27)  ̂=arctang(i)=i— ^ - 4-. . —  2
I Í

I .3 5.7

et, par suite,

(28) 7t =  8 —L? -t- p-— 1-----------h. ■ .'j —  3,14159265.......
\ i .3 5 .7  9. 11  /

Si l ’on prenait, au contraire, x  — 4 =>·
V/3

la formule ( 25) donnerait

(29) ï  =  arctang-^ =  - ! ( , - ¿  +

Supposons maintenant
f ( x )  =  (1 +  x)V-,

p. désignant une quantité constante. Dans cette hypothèse, la série de 

Maclaurin deviendra

(3o) ¡ J . X ,
0 „ ,  p ( p - l ) ( i / - 2 )---------  _____------------I .2.3 Xa

tandis que les expressions (1) et (2) se trouveront réduites aux der

niers termes des formules (1.7) et (67) de la huitième Leçon, c’est-

OEtwres de C.  —  S .  I I ,  t .  I V ,  Un
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à-dire aux produits

(3i)

et

— o (f* — a ·̂ · - Cf  — n +  0
I .2.3. . .11 x n(i -H Qx)V-n

(32) ---- n +  O (! —  9)"~l x n (î +  9x)V-'n.
i . 2.3. . .  ( n — i )

De plus, si l’on désigne par un le terme général de la série (3o), et 

par m un nombre entier inférieur à n, on aura évidemment

(33) p(y· — O (,“· — 2).. .(n ■
i . 2 . 3 . . . n

■ O- x n

(34) u»=(-i)»-'» t ± l \  ( x 1 
m -h i J \  m -+- 2

g 4 - 1 
n

Xn~,n Um·

Gela posé, représentons par r la valeur numérique de x , et par p un 

nombre choisi arbitrairement entre les limites x et r. On pourra évi

demment attribuer à m une valeur assez considérable pour que, 

n étant supérieur à m, la valeur numérique du produit

reste comprise entre i et p. Alors celle du rapport

= (-1 )" - '" I — fx H -  Ï

m *f-1
p. -t- t 
m H- 2

f* H- i 
n x n'~ m

se trouvera elle-même renfermée entre les limites i et p"- "*. Par suite, 

si l’on a
r > p >  i,

la fraction ~  et le produit de cette fraction par um, ou la quantité 

deviendront infinies, en même temps que p'1-™, pour n Au con

traire, si l ’on a
/· <  p <  I , ,

les quantités ^  et un s’évanouiront pour en même temps
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que p"-"'. Ajoutons qu’on pourra en dire autant : i° de la quantité

(3 5 ) — — *)...(?■ — n +  i)
1.2.3. . .(« — !)

que l’on déduit de u„ en diminuant chacun des nombres p. et n de 

l’unité; 2° de l’expression (32) qu’on obtient en multipliant la quan

tité ( 35) par le produit

/ I _  e

attendu que ce produit converge, pour des valeurs croissantes de n, 

vers une limite finie ou nulle. Donc, si la valeur numérique de x  sur

passe l’unité, la série (3o), dont le terme général deviendra infini 

avec le nombre n, sera divergente et n’aura pas de somme. Mais, si la 

valeur numérique de x  est inférieure à l’ unité, alors, en posant 

n —  co, on tirera de la formule (67) de la huitième Leçon

(3 6 ) (1 +  ^ = .  +  ^  +  ^  — 12^  
1 1.2

p(p — Q(f* — 2) 
1 .2 . 3

H-. ,

Par des raisonnements semblables h ceux qui précèdent, on prouve

rait aisément que l’expression ( 3 i) s’évanouitpour une valeur infinie 

de n, quand la variable x  est renfermée entre les limites o, 1. Il en 

résulte que l’équation ( 36) peut être déduite de la formule (17) de 

la huitième Leçon, mais dans le cas seulement où la variable x  reste 

positive et inférieure à l’unité.

Lorsque, dans la formule (36), on remplace la quantité p. par un 

nombre entier n, on retrouve l’équation ( 4o) de la huitième Leçon. 

Si, dans la même formule, on écrit — p. au lieu de p-, on en tirera

(37) (. +  * ) - l * = i ' - Î i * + £ Î £ ±' I 1.2
I) f*(f*+l)(f*-t-2)

1.2.3

On aura, par suite,

(3 8 ) +  +
1 1 . 2  1.2.3

X 3 - } - .  . . .
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Enfin, si l’on pose successivement u =  i , (¿ =  2, ¡¿ =  3, \L — m, 

m désignant un nombre entier quelconque, l’équation ( 38) donnera

(39) i —  x
=  i +  x  -b .r2 -+- x 3 x n

(Ao) ----- ï— — —  1 H- I X  -+- 3 x* 4 -Z3
(l — X)s

I „ „ . (« +  l)(» + 2)
(Ai) ----------- =  1 +  3 x  -+- 6x 2 +  i o # 3 +  . . . 4- -------------------- - x n +  . . .
'  ( l  —  X ) 3 1 . 2

et

( 42) <

( __ 1__ =
) (1 —  x ) " 1

m(/îi +  i)
=  i +  î i î î H-------- ---------- x ‘1.2

(fi +  i)(/i +  2)...(>i +  m — 1)
1.2.3 — 0

Si l ’on prenait, au contraire, [/.= -> on trouverait

, . - ï  I 1.3 , 1. 3.5
(1 — x )  — H --- x  4------ 7«* +
'  ' o O /.

(43)
2 ' 2 . 4  2.4.6'

I . 3 . 5 . . .(211 — 0  „
------7~â------- - «2.4-6. . .2«

Supposons maintenant que, pour toutes les valeurs de x  comprises 

entre les limites x  =  a, x  — a +  h, et pour des valeurs du nombre G 

inférieures à l ’unité, l’une des expressions

(44)

(45)

■ {X 9 a)'1 f ^ [ a - h Ô i x - a ) l  1.2.3. . .11

( x  —  a ) " -1 
1.2.3. . . ( « — I)

(1 —  9)’l- lf in)[a +  8(x  —  a)]

décroisse indéfiniment, tandis que n augmente; alors, en prenant 

n  —  00, dans l’équation ( 44) ou (60) de la huitième Leçon, on trou

vera

(46) /(*) =  / (fl) + î ^ / ' ( a ) +  i î ^ / 4 fl) +  ^ / V ) + . . . .
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Si, pour fixer les idées, on pose x  — a +  h, la formule ( 46) donnera

- /> fyp· /jî
(4,) /(a +  h) =  /(fl) +  7 /'(fl) +  —  /'(fl) +  / ' ( « ) + . . . .

Enfin, si, dans l’équation précédente, on remplace la lettre a qui 

désigne une valeur particulière de la variable x  par cette variable 

elle-même, on obtiendra la formule

(48) f { x  +  h ) =  f ( x )  +  \  f ' ( x )  +  ̂  f " ( x )  H- ^  f ' " { x)  + ·  . ..

Cette dernière subsiste toutes les fois que, les fonctions

(49) / ( «  +  «), f ' ( x - h z ) ,  f " ( x - \ - z ) ,  . . .

étant continues entre les limites z — o, z — h, l’une des quantités

(50) T.2hî . . . n f W('ie + °h)·

( 5 Ç 7 ^ X 7 -"(n^ T ) (1 ~  (*  +  9h)

s’évanouit pour une valeur infinie de n. Alors la série

(52 ) /(fl·),'  - J \ x ) ,  ^ / ' ( * ) .  7 X 3 · · · >

qui a pour terme général

(5 3 )
hn

1.2.3.
f ^ { x ) ,

est convergente et fournit une somme équivalente h / ( x - h h ) .  La 

proposition que nous venons d’énoncer est précisément le théorème 

de Taylor.

Exemple. — Si l’on prend successivement pour /(¡r) les deux 

fonctions
l x ,  xV-,

et si l ’on suppose la valeur numérique de h  inférieure à celle de x ,  on
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trouvera

(54)

(5 5 ) .

. . . ,  , h i  h- î h3 x h1
l(a?-t-/i)=— la?H-----------—J H- TJ —r —  y  —T + · · · ># 2 #2 o x* 4

( ar -h A ̂  ^  4- — ¿e!2-2 A -4-I 1.2

— l)(p.— 2)

— i)
a?!2·- * A2

1 . 2. 3
(̂1.-3/(3 .

On pourrait déduire immédiatement ces dernières formules des équa

tions ( i 5) et (36) en y remplaçant ¿r par —·«27
Il est essentiel d’observer, que les formules de Maclaurin et de 

Taylor subsistent, non seulement pour des valeurs réelles, mais aussi 

pour des valeurs imaginaires de la fonction f { x ) .  Supposons en effet

( 5 6 ) f ( x )  =  a>(x) - h x ( x ) \ / —  i ,

o (x )  et x ( x )  désignant deux fonctions réelles de la variable x . Si, le 

nombre ô étant inférieur à l’unité, l ’une des expressions

(5?)

(58) , . 2 . 3 . r . ( / x - i ) ( l ~ e.)ra" 1?('ll(ea:)

se réduit à zéro pour des valeurs infinies de n, on aura

( 5g) <p(ar) =  <p(o) +  ~  <p'(o) -H ~  ç"(o) -t- ?'"(o) H------

De meme, si l’une des expressions

(60) · 7^ X 7^ %,",(9æ)’

(61) ■

i s’évanouit pour n =  oo, on trouvera

(62) x ( a )  —  x ( o )  +  Y  x' (o)  -h ^  x"{o)  +  -¡-^-3 x m(o)  4 - -----
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Or on tirera des formules ( 5g), (62), combinées entre elles,

=  ®(o) +  V,- I X.(o) +  7  [?'(<>)+  V/—"ix'(o)]

+ —  [?"(°) + v/- i x"(o)l + · · · ;

et il est clair que cette dernière équation ne diffère pas de la formule 

de Maclaurin, de laquelle on la déduit en prenant pour f ( x )  la fonc

tion imaginaire <p(ic) -1- yj — 1 y^(x). On peut raisonner de la même 

manière par rapport à la formule de Taylor.

Les formules ( 5g) et (62), et par suite la formule (63), subsistent 

évidemment dans le cas où chacune des fonctions yUl)(x ) , y}H)(oc) 

conserve une valeur finie, quel que soit x, pour n — oc, c’est-à-dire, 

en d’autres termes, dans le cas où la fonction imaginaire

(64) · f<nî ( x )  =  y(', ‘>(x)-y-\/— i yJ" )(x)

reste finie tandis que n croît indéfiniment. 

Exemples. — Si l ’on prend

f { x )  =  cos x  -t- \j — 1 sin x,  

-la formule ( 3) ou (63) donnera

(65)

C O S  3? · i sin# — 1 +
x x ‘ x ‘

x*

1.2 1 .2 .3

x- ,---
-----V— 1 — .
1.2 . O . 4 . OI .2.3.4

L’équation imaginaire qui précède se décompose d’elle-même en deux 

équations réelles qui ne sont autres que les formules (11) et (12). 

Supposons encore

f ( x )  ■ =. eax(c, osbx -+■  \j—  i sinfta;),

a et b désignant deux constantes réelles. On trouvera, dans ce cas, en
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ayant égard à la dernière des formules (i i) de la page 3o6,

f ' { x )  eaœ(cos b x  -j- y/ — i û n b  x }  —  ( a  b \j —  i )  f { x ) ,

f ' ( x )  =  ( a +  b s / ^ i ) f { x )  —  ( a - h  b\J—  i ) 2 /"(·*)>

( * )  =  ( a  -h b f ( x ) ,

et, par suite,
/(o) = 1,

f ' {  o) - = a + b \ J — i ,

/"(  o) = ( a  +  ¿>v/:=r' ) 5.

f (n)(o)  =  ( a  -t- b \ f ^ V ) n.

Cela posé, la formule (63) donnera

(66)

eax( c o s b x  +  \J— i sinèa?)

__  ̂  ̂ ( g + ¿ y / —  i ) ¿ s   ̂ ( a +  è y / 1—  i ) 2 # 8 { a + b ^ — i f x ^
I 1.2 1.2.3

Si, dans cette dernière, on pose aa: =  />, ¿a? =  y, on obtiendra l’équa

tion

e r ( c o s y  4- ^ —  ‘ s i n y)

(67)  ̂ p + q\/—i (p + ç ^ i y  (p + I s Z - iY—  H ------------------- r --- -—-------------- 1--------------ô------I 1.2 1.2.3

qui subsistera pour des valeurs quelconques des variablés réelles p 

et q.
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DIXIÈME LEÇON.

RÈGLES SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES. APPLICATION DE CES RÈGLES AUX SÉRIES 
DE MACLAURIN ET. DE TAYLOR.

Les formules ( 3) et ( 48) de la Leçon précédente ne pouvant sub

sister que dans le cas où les séries de Maclaurin et de Taylor sont 

convergentes, il importe de fixer les conditions de la convergence 

des séries. Tel est l’objet dont nous allons nous occuper.

L’une des séries les plus simples est la progression géométrique

(1) a , a x ,  air 2, a x 3, . . . ,

qui a pour terme général a x n. Or la somme de ses n premiers termes, 

savoir

. . , , . „ i —  x n a a x n
(2) a( i  +  x  4- ¿c2- K . ,4- x n~l ) =  a -------- = --------------------- ,

' 1 —  x  i —  x i  —  x

convergera évidemment, pour des valeurs croissantes de n, vers la 

limite fixe

ou cessera de converger vers une semblable limite, suivant que la 

valeur numérique de la variable x  supposée réelle sera ou ne sera 

pas un nombre inférieur à l’unité. Donc, si l ’on attribue à la 

variable x  une valeur réelle, la série (1) sera convergente, lors

qu’on aura a?2< i ,  et divergente dans le cas contraire.

Concevons maintenant que l’on attribue à la variable x  une valeur 

imaginaire, c’est-à-dire de la forme p 4- <7 \j — 1, p et q désignant des

OEuvrei de C. —  S .  I I ,  t .  IV .
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quantités réelles. Le module de cette valeur ne sera autre chose que 

la racine carrée de la somme p- -\-q- ou, ce qui revient au même, la 

racine carrée du produit des deux expressions imaginaires

( 4)  p - * r q s j - - î ,  p  —  q

qui ne different que par le signe de y/— i > et que l’on appelle expres

sions imaginaires conjuguées. Donc, si l’on nomme r le module dont 

il s’agit, on aura

(5 ) r * = ( p  +  q \ / ^ l ) ( p - q \ f ^ ] ) = p * - + q s ,

(6) r — \Jp* -+- q2,

Soit d’ailleurs

(7 ) ( p  +  q ^ y  =  P» +  q W ~ i ,

pn, qn désignant encore des quantités réelles. Comme on trouvera par 

suite

(8) (p — q 'f :ri y = p a— qn'Jzri, 

on en conclura

(9) p l +  q l= { p  +  q\pry)n(p — q\J— l )n =  {p1+ q i )n= r'ln,

(to) . \lpl +  q l— rn.

Donc, pour obtenir le module de x", il suffira d’élever à la «ième puis

sance le module r de la variable x . Cela posé, concevons que l’on 

attribue au nombre entier n des valeurs de plus en plus grandes. 

Pour que l’expression
x n =  p,t+  qn

s’approche alors indéfiniment de la limite zéro, il sera nécessaire et 

il suffira que les quantités réelles/?,,, qn convergent vers cette même 

limite. Or il est clair que cette condition sera ou ne sera pas satis

faite, suivant que le module r de la variable x  sera ou ne sera pas
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inférieur à l ’unité. En effet, en supposant r<^i et rc =  co, on tirera 

de l’équation ( io)

P l - * - q l  =  °,  P n = o ,  qn—  O.

Au contraire, si l’on suppose r — i ou r >  i et n =  oo, l’équation (io) 

donnera
p l + q l = i  ou p l + q l — »,

♦

et par suite l’une au moins des deux quantités pn, qn cessera de con

verger, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro. Il suit 

évidemment de ces remarques que le produit

dans lequel le seul facteur x n varie avec le nombre n, acquerra une 

valeur nulle pour n =  ao, si l’on a r < i ,  et une valeur différente de 

zéro, si l ’on a r =  i ou r >  i. Donc, la variable x  étant imaginaire, 

la série ( i)  sera convergente, si le module de x  est inférieur à l’unité; 

mais elle sera divergente dans le cas contraire. Cette conclusion sub

siste lors même que la constante a devient imaginaire. Elle subsiste 

aussi dans le cas où, la quantité q étant nulle, la variable x  redevient 

réelle. Alors le module de cette variable se réduit à sa valeur numé

rique, et Von se trouve ramené à la règle que nous avons d’abord 

indiquée.

Considérons maintenant la série

(11) «0. «I, «î. «3,

composée de termes quelconques réels ou imaginaires. Pour que cette 

série soit convergente, il sera nécessaire et il suffira (w irles Prélimi

naires, page 279) que des valeurs croissantes de n fassent converger 

indéfiniment la somme

( 1 2 ) S a =  U q - f -  U ¡  +  ¿¿2 ■ +" · · · +  U/ i —i

vers une limite fixe s. En d’autres termes, il sera nécessaire et il suf-
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fira que, le nombre n devenant infini, les sommes

diffèrent infiniment peu de la limite s, et par conséquent les unes 

des autres. D’ailleurs, les différences successives entre la première 

somme sn et chacune des suivantes sont respectivement déterminées 

par les équations
S/H-l $n — Un y 

Sft-l· 2 $ ri == Un

S/H-3 Sn — U ¡i H- U/i+ 2)

Donc, pour que la série ( i i ) soit convergente, il est d’abord néces

saire que le terme général un s’approche indéfiniment de zéro, tandis 

que n augmente. Mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore 

que les différentes sommes

Un~\~ Un+ J* U fi H- -f- Un+2, · · ·>

c’est-à-dire les sommes des termes

prises, à partir du premier, en tel nombre que l’on voudra, s’éva

nouissent elles-mêmes pour n — x>. Réciproquement, lorsque ces 

diverses conditions sont remplies, la convergence de la série est évi

demment assurée.

Il est encore évident que, pour décider si la série ( i i )  est conver

gente ou divergente, on n’aura nullement besoin d’examiner ses pre

miers termes, et qu’on pourra même les supprimer de manière à 

remplacer cette série par la suivante

D4) Mm 4-1, ·*·,

m désignant un nombre entier aussi grand que l’on voudra. 

Supposons à présent

( i 5 )
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vn, Wn désignant deux quantités réelles, dont la seconde s’évanouira 

toutes les fois que la série (i r) sera réelle. Comme la somme imagi

naire sn, déterminée par l’équation (12), deviendra

/ ^  ( Sn=(e0+ w 0v/^ ) +  (r1+ W’1v/I7 i)-l-...-t-(ere-i-i- wn_xsf^7)
(16) ----

( =  (e0-l- e, +  . . .  +  v n- 1 ) -t- ( w0 -4- w i  -+-... -1- w n—1 ) y — 1,

elle convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite 

fixe, si les deux sommes réelles

e0 -H v¡ -)-... +  c»_i,

«\>+WH-· · · + «’b- i

convergent vers de semblables limites. Il en résulte que la série (1 x) 

sera toujours convergente, en même temps que les séries réelles

O 7)

(.8)

Si ces dernières ou l’une d’elles seulement deviennent divergentes, 

la série (11) le sera également.

Pour que les séries (11) et (18) soient convergentes, il est néces

saire et il suffit, en vertu des remarques précédemment faites, que 

les diverses quantités

(19) U „ ,  U n +  U n + i ,  «,!-+- U n + i  +· K»+2, . . . ,

( 2 0 )  Vn, Vn - t -  Vn+1, vn +  Vn+1 +  Vn+i, · · ·

s’évanouissent pour n = o 0. Or cette condition sera nécessairement 

remplie, si les modules des différents termes de la série (11) ou (14) 

forment une série convergente. En effet, soit

(21) p n = \ l f > i  +  K

le module de l ’expression ( i 5) qui est le terme général delà série (11). 

Ce module sera une quantité positive, qui surpassera évidemment la 

valeur numérique de vn et celle de wn. Par suite, les valeurs numé-

Vo, Vi, v», • ··, Vn, · * * >

w0, Wl, w2, ■ ··, w„, .
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riques des quantités (19) et (20) seront inférieures à celles des quan

tités correspondantes

(22) pn , Pn~b~ Pn+1, Pn “i“ P«-H1 -1“ pn+2* . . . .

D’ailleurs, si les modules des différents termes de la série (i i) ou ( i 4 )> 

savoir

(2 3 ) po, pi, P2, >··, p/z, . . .  '

ou

(24) pm9 pm+1 > Pm+2» » * ·>

forment une série convergente, les quantités (22) s’évanouiront pour 

n =  00. Donc, à plus forte raison, les quantités (19) et (20) s’éva

nouiront elles-mêmes. On peut en conclure que la série (11) ou ( i 4 ) 

sera toujours convergente, lorsque les modules de ses différents 

termes formeront une série convergente.

Si la valeur numérique de p„ ne décroissait pas indéfiniment pour 

des valeurs croissantes de n, on pourrait en dire autant de l’une des 

quantités vn, wn. Alors l’une des séries (17), (18), et par suite la 

série ( n ) ,  deviendrait nécessairement divergente.

En partant des principes que nous venons d’établir, on démontrera 

sans peine les deux théorèmes que nous allons énoncer.

T héorème I. — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, 

tandis que n croît indéfiniment, l ’expression

1
( 2 5 ) (p„)";

et soit R la plus grande de ces limites. La série (i 1) sera convergente, si 

l ’on a R <  1 ; divergente, si l ’on a R >  1.

Démonstration. — Supposons d’abord R < r ,  et choisissons arbi

trairement entre les deux nombres 1 et R un troisième nombre p, 

en sorte qu’on ait
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n  venant à croître au delà de toute limite assignable, les plus grandes

valeurs de (p „ )n ne pourront s’approcher indéfiniment de la limite R, 

sans finir par être constamment inférieures à p. Par suite, il sera pos

sible d’attribuer au nombre entier m  une valeur assez considérable 

pour que, n  devenant égal ou supérieur à m , on ait constamment

Í
(p n ) " < P ,  P » < P " .

Alors les termes de la série (24) seront des nombres inférieurs aux 

termes correspondants de la progression géométrique

( 2 7 ) P», p m + l ,  Pm+2,

et, comme cette· dernière sera convergente (à cause de p < i ) ,  on 

devra en dire autant de la série (24)» par conséquent des séries ( i 4 ) 

et (11).

Supposons en second lieu R > i ,  et plaçons encore entre les deux 

nombres 1 et R un troisième nombre p, en sorte qu’on ait

( 28) R >  p >  1 .

Si n  vient à croître au delà de toute limite, les plus grandes valeurs 
1

de ( p„)n, en s’approchant indéfiniment de R, finiront par surpasser p. 

On pourra donc satisfaire à la condition

l  *
(p»)n> p  'OU P „ >  pn> i ,

pour des valeurs de n  aussi considérables que l’on voudra, et par 

suite on trouvera dans la série (24) un nombre indéfini de termes 

supérieurs à l’unité, ce qui suffira pour constater la divergence des 

séries (24), ( r4) et (1 r).

T héorème I I .  —  Si, p o u r des valeurs croissantes de n , le rapport

(29)
P/t-4-1

converge vers une lim ite f i x e  R, la serie (11) sera convergente toutes les
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fois que l ’on aura R <[ i , et divergente, toutes les fois que Von aura

R >  i .

Démonstration. —* Choisissez arbitrairement un nombre $ inférieur 

à la différence qui existe entre i et R. Il sera possible d’attribuer à m 

une valeur assez considérable pour que, n devenant égal ou supérieur 

à m, le rapport
Pn+1 

■ p«

demeure toujours compris entre les deux limites

R — s, R h- ê.

Alors les différents termes de la série (24) se trouveront compris 

entre les termes correspondants des deux progressions géométriques

Pmj Pm(R O, Pm(R 0 % P»i(R O3, ···>

P m, Pm(R +  0 , Pm(R +  £)!> P»t(R +  g)3> ···>

lesquelles seront toutes deux convergentes, si l’on a R < i ,  et toutes 

deux divergentes, si l’on a R >  i . Donc, etc.

Scolie. — 11 serait facile de prouver que la limite du rapport (29), 

dans le cas où cette limite existe, est en même temps celle de l’expres

sion ( 25) ( voir Y Analyse algébrique, Chap. VI) ( ') .

En appliquant les théorèmes I et II aux séries de Maclaurin et 

de Taylor, on obtient les propositions suivantes :

T héorème III. — Soient f ( x )  une fonction réelle ou imaginaire de la 

variable x , et la valeur numérique ou le module de Vexpression

(3o) ; / (n)( °)·1.2.3.../)'

Soit de plus $  la limite vers laquelle convergent, tandis que n croît indé- 

finiment, les plus grandes valeurs de (<pn)" ou bien encore la limite unique

(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. Ill, p. J23 et 63.
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(si celte limite existe) du rapport <P»+i
9 «

La série de Maclaurin, savoir

(3i) /(°). ?/'«>), ^ / » >  7^73/'"(0)>

convergente toutes les fois que la valeur numérique de la variable x  

supposée réelle, ou le module de la même variable supposée imaginaire 

sera inférieur à ^  et divergente toutes les fois que la valeur numérique 

ou le module de x  surpassera ~ *

Démonstration. — Soit r la valeur numérique ou le module de la 

variable x . Le terme général de la série (3 1), savoir

( 3 2 )
x n

1.2.3. -/'*)( O),

aura pour valeur numérique ou pour module le produit

9 « r '1.

Cela posé, si, dans les théorèmes I et II, on remplace la série (i i) par

la série ( 3 i), on trouvera évidemment
• ;

(33) p«=9 nrn,

R =  <Dr.

Donc la série ( 3 i) sera convergente lorsqu’on aura

(34) $ ; < i °u r < ± ,

et divergente lorsqu’on aura

(35) ® r >  i I
ou /·>-=-·a>

i
Exemples. — Si l’on prend pour f ( x )  la fonction ex, on aura

(36)

/ in,( o) =  r, ?» = . 2.3. . .  n ’

<1> =  lim —-— —
n -+-1

9»+i_ i
9n ~~ n +  I ’

(37)
I

OEnvres de C. —  S .  I l ,  t .  IV . 49

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



386 L E Ç O N S  S U R  L E  C A L C U L  D I F F É R E N T I E L .

Dans le même cas, la série ( 3 i) se trouvera réduite à la série ( n )  des 

Préliminaires. Donc cette dernière série, savoir

( 3 8 )
x

11 T’
x ‘ 

i .a ’
x n

1.2.3. . .n >

est convergente tant que la valeur numérique ou le module de x  

n’atteint pas la limite oo, c’est-à-dire que la série (38) est conver

gente pour une valeur finie quelconque, réelle ou imaginaire, de la 

variable x.  On peut en dire autant des deux séries

Xe
I .  2.3.4.5.6’

x s

J. 2.3.4.5’

qu’on obtient en posant successivement / ( x )  =  cosa;, f { x ) =  sina;, 

et que l’on déduit de la série ( 38), en annulant les termes de rang 

pair ou de rang impair, et plaçant le signe — devant le second, le 

quatrième, le sixième, . . .  des termes conservés. En effet, on aura, 

pour les séries (38), (3g) et ( 4o),

. 1

<*-> * = ,im( i x b T T ; ) " ;

( 3 9 )

(4°)

X £ X1*
1 . 2  1 . 2 . 3 . 4

X
---5
I

X*
1.2.3

et, comme cette dernière formule devra s’accorder avec l’équa

tion ( 36), .il faudra qu’elle se réduise à $ — o.

Si l’on prend pour f ( x )  la fonction l( i  + x ) ,  on trouvera

/(«>(o) =  ( - i  )"-«i. 2.3. , . ( « - . ) ,  9»=^, 9 b+i _  n 
9n n -j- i

(42) 4» =  lim

1

n

î

t H-
— > i
n

i
( 4 3 )
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Dans le même cas, la série (3 i) deviendra

m
X .-r2 Xz a?4 x 5
— 3 1 2 > T ’ T

387

Donc cette dernière série est convergente, tant que la valeur numé

rique ou le module de x  reste inférieur à l’unité. On peut en dire 

autant de la série

(45)
X ÍC3 x % X 1
—  ? 
1

' o  >
D T ’ 7

que l’on obtient en posant f ( x )  =  arc tanga:, et que l’on déduit de 

la série (44) en annulant les termes de rang pair, et changeant les 

signes du second, du quatrième, du sixième, . . .  des termes con

servés.

Enfin, si l’on prend pour / ( x ) la fonction (n -æ )^ , p. désignant 

une constante réelle, on trouvera, pour de très grandes valeurs de n ,

/(»)(o)=p(p — i)...(p  — « +  0, q W i  _  n —  ¡x _  

9« « -+-1
n

(46)

(47)

<I> =  lim---- - =  i,n
i -I- -  1

4>

i H- -  n

Dans le même cas, la série (3 i) deviendra

„3 f*(f* — >) (f* — a)(48) i ,  u.xf i— -̂----- - x ¿
1.2 . 2 .3

Donc cette dernière série est elle-même convergente, tant que la 

valeur numérique ou le module de x  reste inférieur à l’unité.

'  T h é o r è m e  IY. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précèdent, mais la fonction _/"(x ) étant réelle, ainsi que la variable x ,
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désignons p a r  0 un nom bre in férieu r à l'u n ité, p a r  la valeur num é

rique de i  une des expressions

(4 9 )
/<»>(0aO 
1.2.3 . . .  n ’

(5 o)
(1 — 0)»-i f C ‘ )(9 x)  

i . 2 .3 . . .  ( n — i )

et p a r  ^F la lim ite vers laquelle, convergent, tandis que n croît indéfini- 

m ent, les p lu s grandes valeurs de  ( 4 ' » ) "  ou bien encore la lim ite unique  

[s i cëlte lim ite e x is te )  du rapport ¿ p t ·  L a  fo rm u le  de M aclaurin, savoir

( 5 0  f { x )  = / (  o) +  ~ / ' ( o )  +  ~ f { o )  +  + . . . ,

subsistera p o u r toute valeur de x ,  à laquelle correspondra une valeur  

du p ro d u it  * F x  renferm ée entre les limites —  i , - 0  i .

D ém onstration. —  Soit r  la valeur numérique de x .  Si le pro

duit W x  est renfermé entre les limites — i, + 1 ,  on aura

(5 2 ) 1F r < t .

Donc alors la série qui aura pour terme général le produit

( 5 3 )
x n

1 . 2 . 3 . - f (n)(Ox)

OU

( 5 4 )  , . , . 3 . ^ » -

sera convergente. Donc ce produit s'évanouira pour n  —  00, et l ’équa

tion (8) ou (61) de la huitième Leçon entraînera la formule ( 5 i).

Corollaire  / .  —  La formule ( 5 i) subsistera pour toutes les valeurs 

réelles de a: comprises entre les limites

I I( 5 5 )
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si, pour chacune de ces valeurs, l’un des rapports

( 56 )
■ f (ll)( 9 x )  

/<">(0) ’

(^7 )
(r —  0)»-1 P n)( 9 x )  

/ " '  (°)

conserve une valeur finie, tandis que le nombre n  devient infiniment 

grand. En effet, soit yn la valeur numérique du rapport (56) ou (07), 

et supposons que cette vâleur numérique reste constamment infé

rieure au nombre k.  L’expression
l

1
constamment plus petite que kn, convergera, pour des valeurs crois

santes de n,  vers une limite égale ou inférieure à k° — 1; et l’on 

pourra en dire autant de l’expression

i
(«%»)",

I
puisqu’on aura, en vertu de la formule (24) de la page 323, lim«" =  i. 

D’ailleurs, si les quantités et yn désignent les valeurs numériques 

des rapports (49) et ( 56), on aura évidemment

4 ' » = <P»3C»
et, par suite,

1
1F:=®lim(X(I)« = ®.

De même, si les quantités ^  et désignent les valeurs numériques 

des rapports ( 5o) et (07), on aura

et, par suite,
* 1

V  =  lim ( « %n )"< $·

Ën conséquence on aura nécessairement, dans l’hypothèse admise,
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Donc la condition (02) sera satisfaite, et la formule ( 5r) subsistera, 

pour toutes les valeurs réelles de x  propres à vérifier la condi

tion ( 34), c’est-à-dire pour les valeurs réelles de x,  qui rendront 

convergente la série ( 3 i).

Exemples. — Si l’on prend f ( x )  =  e*, le rapport ( 56) se trouvera 

réduit à l ’exponentielle

(5 8 ) e®x .

Or cette exponentielle, dans laquelle la seule quantité 6 varie avec n, 

mais de manière à rester comprise entre les limites o, 1, conserve 

évidemment une Valeur finie pour chaque valeur finie de x,  tandis 

que le nombre n croît indéfiniment. Donc la formule (10) de la Leçon 

précédente subsistera, pour toutes les valeurs réelles de x  qui ren

dront convergente la série ( 38); ce que l’on savait déjà.

Si l’on prend successivement pour f ( x )  les deux fonctions

l ( n - d ? ) ,  ( 1 -H

on trouvera, pour les valeurs correspondantes du rapport (57),

/  X — B \ n - l

(«o) +  ·

Or, dans ces dernières expressions, les deux facteurs ( h -Ôîc)̂ - '

conservent des valeurs finies, pour chaque valeur finie de x,  et le
/ J   g \ n - 1 ' .

facteur ( , +  gx ) reste inférieur à l’unité,, lorsque, le nombre n — 1 

étant positif, la variable x  est renfermée entre les limites x  =  — 1, 

æ =  i. Donc les formules ( i 5) et ( 36) de la Leçon précédente sub  ̂

sistent pour toutes les valeurs de x  renfermées entre ces limites; ce 

que l’on savait déjà.

Corollaire II. — Le corollaire I s’étend au cas même où les valeurs 

de / " ’(o), correspondantes à certaines valeurs de n, s’évanouissent,
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pourvu que, dans ce cas, on ne tienne aucun compte des valeurs cor

respondantes des rapports ( 56) et (57).

E xem ples. — Si l’on prend successivement pour f ( x )  les deux 

fonctions cosa?, sinæ, l’expression (56) se trouvera réduite à l’un des 

rapports

cos X

(6.)

« 7 t \

)

cos-mi

s i n  x

(62)

ni:

sin -HH

Or ces deux rapports acquerront des valeurs infinies, correspon

dantes à des valeurs nulles de /<">(0), le premier quand le nombre n 

sera impair, et le second quand le nombre n sera pair. Mais, si, ne 

tenant aucun compte de ces valeurs infinies, on attribue toujours au 

nombre n,  dans le rapport (61) une valeur paire, et dans le rap

port (62) une valeur impaire, on verra ces rapports se réduire con

stamment à l’une des quantités finies

sin#, cos#, — sin#, — cos#.

Donc les formules (11) et (12) de la Leçon précédente subsistent pour 

toutes les valeurs réelles possibles de la variable x .

Des raisonnements semblables à ceux que nous venons d’employer 

pour établir les théorèmes III et IV, étant appliqués, non plus à la 

série de Maclaurin, mais à celle de Taylor, conduiront immédiatement 

à deux autres théorèmes que nous allons énoncer.

T h é o r è m e  Y. — Soient f ( x ' )  une fo n c tio n  réelle ou im agin aire de la 

variable réelle x ;  h une constante réelle ou im a g in a ire, et ©„ la  valeur  

num érique ou le m odule de l ’expression

( 6 3 ) 1.2.3...«
/i'0(#).
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Soit de plus O la limite vers laquelle convergent, tandis que n croît indè-
\

fimment, les plus grandes valeurs de (<p„)", ou bien encore la limite 

unique (si celle limite existe) du rapport La série de Taylor, savoir

(64) f{œ),  j f ' ( x ) ,  ^ / " ( a ? ) ,  ■ ··>

sera convergente, toutes les fois que la valeur numérique ou le module 

de h sera inférieur à et divergente, toutes les fois que la valeur numé

rique ou le module de h surpassera ~

Exemples. — Si l ’on prend pour f ( x )  l’une des trois fonctions

ex, cosa?, sin a?,

on trouvera <fr =  o, ^ =  <». Donc alors la série (64) restera conver

gente pour toutes les valeurs finies, réelles ou imaginaires, de la con

stante h, ainsi qu’on l’avait déjà remarqué.

Si l’on prend pour f ( x )  l ’une des fonctions

la?, a?!1,

on trouvera, en désignant par r la valeur numérique de la variable 

réelle x,
_ 1 1
*  =  ; ’ s  =  r·

Donc alors la série (64) sera convergente tant que la valeur numé

rique ou le module de h restera inférieur.à la valeur numérique de x;  

ce que l’on savait déjà.

T héorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 

précèdent, mais la fonction f ( x )  étant réelle, ainsi que la constante h, 

désignons par 0 un nombre inférieur à l ’unité, par la valeur numé-
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rique de l ’une des expressions

(65)

(66)

• f<n)(x +  6h)
1. 2 . 3 . . . «  ’

( r — 0)B_I./('̂  ( x  + Oh)  
1.2.3 . . . ( «  — i) ’

et party la limite vers laquelle convergent, tandis que n croit indéfini-
£

ment, lest plus grandes valeurs de ( '\>n )", ou bien encore la limite unique 

(si cette limite existe') du rapport La formule de Taylor, savoir
VTl

(6 7 ) f(œ-h h ) — f { x )  -H j f ( x )  -H h3
t . 2 . 3*/'(*)■

subsistera pour toute valeur réelle de h, à laquelle correspondra une 

valeur du produit Wh comprise entre les limites — 1, -I- 1.

Corollaire /. — La formule (67) subsistera pour toutes les valeurs 

réelles de h comprises entre les limites — si, pour chacune

de ces valeurs, l ’un des rapports

(68)

( 69)

4 -  Qh)

(1 — 0)"-‘ f W{ x + B h )

conserve une valeur finie, tandis que n croît indéfiniment. C’est ce 

que l’on démontrera sans peine par des raisonnements semblables à 

ceux dont nous avons déjà fait usage pour établir le corollaire I du 

théorème IV.

Exemples.

fonctions

Si l ’on prend successivement pour f ( x )  les deux

1 ,̂ ccV-,

on conclura du corollaire précédent que les formules ( 54) et ( 55) de 

la page 377 subsistent dans le cas où la valeur numérique de h est infé

rieure à celle de ¿c.

OEuvres de C. —  S .  I I , ' t .  IV . 00
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On pourrait croire que la série de Maclaurin a toujours / ( x )  pour 

somme, quand clic est convergente, et que, dans le cas où ses diffé

rents termes s’évanouissent l’un après l’autre, la fonction f ( x ) s’éva

nouit elle-même. Mais, pour s’assurer du contraire, il suffit d’observer 

que la seconde condition sera remplie, si l’on suppose

et la première, si l’on suppose

(71) / ( x ) — e-·1'--h e (·*■ ) .

Cependant la fonction e '■ *'' n’est pas identiquement nulle, et la 

série déduite de la première supposition a pour· somme, non pas le

binôme e~x' -he  w  , mais son premier terme e- *’ . Les mêmes re

marques sont applicables à la série de Taylor.

Au reste, on reconnaîtra facilement que la fonction f { x ) ,  réelle ou 

imaginaire, ne peut être la somme d’une série convergente ordonnée 

suivant les puissances ascendantes de x,  qu’autant que celle série 

coïncide avec celle de Maclaurin. En effet, soit

(72) f ( X ) —  a0, -+■  a l X H- «-2·»2 -t- CtiX* +  . . .  .

En différentiant plusieurs fois cette équation par rapport à x,  et obser

vant que l’équation (12) de la troisième Leçon subsiste dans le cas 

même où le polynôme
au ·+· bv -t- cie -t-· · ·,

se composant d’un nombre infini de termes, devient la somme d’une 

série convergente, on trouvera

/ ' ( x )  —  a, -h 2a2x  -H 3 a 3# ! + . . . ,

/"(x) =  1 2.3a3x  + .  · ·, 

f ( x )  =  i.2.3a, +  . . · ,
(73)
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juiis, en posant x  — o, on tirera des équations (72) et (73)

(7 4 ) /(0)  =  fl„· Ao) =  fl|, /'(O) =  1 . 3 0 ,, / '(O) = 1 . 3 . 3  0,,

et, par suite,

(75) «„ =  /( o), a,= y / ,(o), «i=7^/'(o), "’ “ TTÏTs^0)*

Or, si l ’on substitue, dans la formule (72), les valeurs précédentes 

de a0, a,, a», . . . .  on sera évidemment ramené à l’équation ( 5 i).

On prouverait do la mémo manière que la fonction f ( x - { -A) ne 

peut être la somme d’une série convergente ordonnée suivant les 

puissances ascendantes de A, qu’autant que cette série coïncide avec 

celle de Taylor.
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ONZIÈME LEÇON.

DKS VALEURS QUE PRENNENT LES FONCTIONS d ’ üNE SEULE VARIARLE X ,  

QUAND CETTE VARIABLE DEVIENT IMAGINAIRE.

Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction 

donnée, après avoir été considérées comme réelles, sont ensuite sup

posées imaginaires, la notation à l’aide de laquelle on exprimait la 

fonction dont il s’agit ne peut être conservée dans le calcul qu’en 

vertu d’une convention nouvelle propre à fixer le sens de cette nota

tion dans la nouvelle hypothèse. Si l ’on considère en particulier les 

notations propres à représenter les fonctions.simples, savoir

a . . .
a +  x, a — x,  ax, - ,  x a, Ax, L x,x

sinr, cos.r, arcsin.r, arc cos x,

il suffira, pour en fixer le sens, dans le cas où la variable x  devient 

imaginaire, de recourir aux principes que j ’ai développés dans Y Ana

lyse algébrique (voir les Chapitres VII, VIII et IX), et que je vais rap

peler en peu de mots.

On appelle expression imaginaire toute expression de la forme

p +  q \ f - - i ,
p  et q désignant deux quantités réelles. Une semblable expression ne 

signifie rien par elle-même, non plus que le signe \¡— i. Mais, lorsque 

l’on combine des expressions imaginaires entre elles, par voie d’ad

dition, de soustraction, de multiplication, etc., en opérant comme si 

y/— i était une quantité réelle dont le carré fût égal à — i, on obtient
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pour résultats do nouvelles expressions imaginaires; et. il peut être 

utile de signaler les relations qui existent entre les quantités réelles, 

comprises dans les expressions imaginaires données et dans celles 

qui résultent de leur combinaison. Pour retrouver plus facilement 

les relations dont il s’agit, on est convenu de regarder comme égales 

deux expressions imaginaires

p + q \ f^ i,  P +  Qy/3 7 ,

lorsqu’il y a égalité de part et d’autre : i° entre les parties réelles p 

et P; 2° entre les coefficients de y/ — i , savoir q et Q. Cela posé, toute 

équation imaginaire n’est que la représentation symbolique de deux 

équations entre quantités réelles. Par exemple, l ’équation symbo«- 

lique

j cos(a +  P^+y/— >sin(a-t-(3)

( =  cos a cos p —  sinasinp 4- (sinacos(3 +  sinp cosa) i ,

dans laquelle a, ¡3 désignent deux arcs réels, équivaut seule aux deux 

équations réelles

 ̂ | cos(«-4-P )  =  cosa cosp — sin« sin p,

( sin (a +  P) =  sin « cosp +  sinp cosa.

Lorsque, dans l’expression imaginaire

P +  9^ ,

le coefficient q de y/— i s’évanouit, le terme q\j— i est-censé réduit 

à zéro, et l’expression elle-même à la quantité réelle p. En vertu de 

cette convention, les expressions imaginaires comprennent, comme 

cas particuliers, les quantités réelles.

Les expressions imaginaires peuvent être soumises, aussi bien que 

les quantités réelles, aux diverses opérations de l’Alg'ebre. Si l’on 

effectue en particulier l ’addition, la soustraction ou la multiplica

tion de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en opérant 

d’après les règles établies pour les quantités réelles, on obtiendra
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pour résultat une nouvelle expression imaginaire, qui sera ce qu’on 

appelle la somme, la différence ou le produit clés expressions données, 

et l’on se servira des notations ordinaires pour indiquer cotte somme, 

cette différence ou ce produit. On aura, par exemple,

(cosa -+- y/— i sin a) (cos¡3 4- y/— i sin (3)

=  cosa cos¡3 — sin a sin¡3 -i- (sin a cos¡3 4- sin(3 cosa) y/— i ,

d’où il résulte que l’équation (i)  pourra s’écrire comme il suit :

j cos(a 4 -¡3) 4 -y/— i sin(a 4-(3)
( 3 ) i ___ __

( =  (cosa h- y/— i sina) (cos(3 H- y/— i sin[3).

En multipliant les deux membres dé cette dernière équation par de 

nouveaux facteurs de la forme

cos y 4- y/— i sin y,

on trouverait généralement

cos (a 4- (3 4- y 4 - ...)  4- y/— 7 sin (a +  |3 +  y + . . .  )

=  ( c o s a  4-  y/ —  i s i n a )  ( c o s ¡3 4 - y/— i s i n ¡3) ( c o s y  4 -  y/ —  i s i n y ) . . . ,

quel que fut le nombre des arcs réels a, ¡3, y, —

En vertu de ce qu’on vient de dire, si l’on désigne para une con

stante réelle, et par x  une variable imaginaire ou de la forme

p 4- <7 \i—~i,
les notations

( 5 ) a +  x, a — x, a x  
>

devront être employées pour représenter les expressions imaginaires

(6 ) a 4- p  4- q y/— J , a — p — q y/—7» ap +  aq\J— i .  .

Si la constante a devenait imaginaire ou de la forme

a 4- (3 y/— T ,
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les expressions imaginaires, représentées par les notations (5), 

seraient respectivement

( «+/■ >+-(£ +  ?) y/—~ï,

(7) . | <x— p +  {P — q)\/— i,

( <xp —  (3y  -+- ( «g  4 - Pp)  y / ^ 1  ,

Le produit de deux expressions imaginaires conjuguées ou qui 11e 

diffèrent entre elles que par le signe du coefficient de j — 1, se réduit, 

comme on l’a déjà remarqué dans la Leçon précédente, au carré du 

module de chacune d’elles puisque l’on a

Si l ’on supposait en particulier

on trouverait
p =  cosa, q =  sin a,

(9 ) (cosse -+- y/— 1 sin se) (cosse — j —  1 sin se) =  cos2 se +  sin2 se =  j .

Diviser une première expression imaginaire par une seconde, c’est 

trouver une troisième expression imaginaire qui, multipliée par la 

seconde, reproduise la première. Le résultat de cette opération est le 

quotient des deux expressions données. On se sert, pour l’ indiquer, 

du signe ordinaire de la division. Cela posé, si l’on désigne para et 

par x  une constante et une variable imaginaire, c’est-à-dire de la 

forme
a -+■  ¡3 y/— 1 et p 4- q y/— 1 ,

on conclura sans peine de l’équation (8) que les notations

( 1 0 )
1

X
et

a
x

doivent être employées pour représenter les deux expressions imagi

naires

P

P ' + f
et

a . p  +  $ q  

p'+q*
fip — aq j ~( '0
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Dans le cas particulier où la valeur de x  est de la forme

x  =  cos a  4- \/— x sina,

on tire de l’équation (9)

(12) =  cos — v — 1 sin a
cos a -H v — 1 s ina

Une propriété remarquable de toute expression imaginaire

c’est de pouvoir se mettre sous la forme

/’ ( c o s i  4- y/̂ 7 s i n i ) ,

r désignant une quantité positive et t un arc réel. En effet, si l’on 

pose L’équation symbolique

( 1 3) /’ ( c o s £ 4 - \/— 1 s i n i )  = p  4 -  q\J— 1

ou, ce qui revient au même, les deux équations réelles

(14) /· cos t =  p, rs\n t  =  q,

on en tirera
/>s 4 -  q - =  r i (cosî t +  s i n 2 £) — /%

(15 ) r =  \Jpi + q * ,

et, après avoir ainsi reconnu que le nombre r doit coïncider avec le 

module de l’expression imaginaire

p +  q\J— i ,

il ne restera, pour vérifier complètement les équations (i4)> qu’à 

trouver un arc t dont le cosinus et le sinus soient respectivement

(.6) p
cos t — ----

sfp
s in i  :

vV
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( 17)
sin t  qlangi = ----- =

°  cos t p

dont la racine la plus petite (abstraction faite du signe) est l’arc

,L.
’ P

désigné par la notation arctang-· Soit 

( t 8 ) t  =  arc tang-

ce même arc, qui est nécessairement compris entre les limites — - ,

- ·  On trouvera 
2

q  s u i t-  =  tangr = ----- ,
p  COST

( ' 9 )
cost _  sinr y/cos2T 4- sin2r _  _

P  1  \/pi + q i s jp ^ + q * ’

et, comme le cosinus de l’arc t ne pourra être qu’une quantité posi

tive, il est clair que la formule (19) devra se réduire, lorsque p sera 

positif, à ■ ' '

c o s r  s i n x   1

P q \/pi + q i
(20)

et, lorsque p sera négatif, à

(21)
COST SUIT

P <1 s/pt+q*

Donc, si l ’on suppose p >  o, on aura

(22) cost —  —  ' - = > sinT =  —  1 - ;
VP1-*- 9* VP*+9*

et, comme alors les formules (16) deviendront respectivement

(23) "  cosî =  cost, sinimsinx,

la valeur générale de t sera évidemment

( 2 4 ) t  “  T —  2  /i7T, 1

OEuvrcs de C . —  S» II, t, I Vt
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k désignant un nombre entier quelconque. Au contraire, si l’on sup

pose p  négatif, on trouvera

( 2 5 ) COST =  —

vV
SU IT =  —

vV

et, comme dans ce cas les formules (i6) deviendront 

(26) cosí =  — cost, s ¡n í= — siiiT,

la valeur générale de t sera

(27) l = t ±  (2/c +  i)n.

On peut observer encore que, en vertu de la formule (10), réunie aux 

formules (22) ou ( 25), on aura, en supposant />> o,

(28) p 4- 7 \/— i =  r(coST +  v/— i sinv), 

et, en supposant p  <  o,

(29) P +  <1 \/— 1 =  — /'(cost H- ^— i sinv).

Élever une expression imaginaire à la puissance du degré m(m dési

gnant un nombre entier), c’est former le produit de m facteurs égaux 

à cette expression. On indique la miiwe puissance de x — p +  q^j— 1 

par la notation x m. Si, pour plus de commodité, la valeur de x  est 

présentée sous la forme.

( 30) x  =  r ( c o s i  H- y/ — 7 s in i) ,

la valeur de x m se déduira aisément des principes ci-dessus établis, 

et sera donnée par l’équation

( 3 1) x m—  /■ "'( c o s m i  -+- \/—  i sin/ni).

Dans le cas particulier où la constante p  est positive, on peut sup

poser t =  t , et l ’on a par suite

( 3 2 ) x m— /-'«(cosmT -+- y/— i sinmv),
*
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les valeurs des constantes r et t étant fournies par les équations (i5) 

et (18).

Extraire la racine «ième de l’expression imaginaire x  =  p +  q sj— i 

ou, en d’autres termes, élever cettev expression à la puissance du

puissance nii;me reproduise p-\-q\]— i .  Ce problème admettant plu

sieurs solutions, comme on le verra tout à l ’heure, il en résulte que 

l’expression imaginaire x  a plusieurs racines du degré n. Dans le cas 

où la constantep est positive, l’une des racines dont il s’agit est évi

demment l’expression imaginaire à laquelle on parvient, quand on 

remplace, dans le second membre de l ’équation ( 32), m par ^  puis

qu’on a dans ce cas

Cette racine est celle que nous indiquerons par la notation x n, .en sorte 

qu’on aura, en supposant p >  o,

degré c’est former une nouvelle expression imaginaire dont la

i sin — 
n
r

| ]  /’ ( c O S T  H- \ J —  I s u i t )  =  X .

(33)

Ajoutons que, si l’on emploie la notation ((x ))n pour désigner indis

tinctement l’une quelconque des racines- de x  du degré n, on trou

vera, en supposant o,

d’où l’on conclura

(35)

et, en supposant p <  o,

(36) x  —  —  >'(cos? +  \]—  i gin-r),
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d’où l’on conclura

(Î7) (( x  ) f  — rn ( cos ^ +  y/- r sin -M ((— i ))" ·

En effet, il est facile de reconnaître qu’en élevant à la /iléme puissance 

le second membre de la formule ( 35) ou (37), on reproduit Ie second 

membre de la formule ( 34) ou (36); et d’ailleurs, pour s’aSsurcr (lue
• I

toutes les valeurs de ((a?))" sont fournies par l’équation ( 35) ou (^7)» 

il suffit d’observer que, si l ’on fait

((*))*
( 38 )

/·" ( C O S ----- h  \ J —

\ «

on en tirera, en supposant />> o,

(3 g)

et, en supposant p <  o,

<4 0 ) «" =

-  . T
i sin -  

n

—  u,

X
U n =  -  —  I ,  

X
“ =  ((0)",

« = ( ( - 0 ) " .

1
Quant aux valeurs générales de ((1))" et de ((-- i))n, on les obtiendra 

en cherchant les valeurs de x  =  r(cos¿ -+- y/—  1 sint), propres à véri

fier i° l’équation

( 4 0  x '1 —  rn(c o s n t  -+- \/—  1 sin«¿) —  1,

2° l’équation

(4a) ■ x n—  r n(c o s n t  +  y/—  1 sinwt) = —  1.

\

Or on satisfera évidemment à l’équation (4 i)> en prenant

Vn~  I, /· =  !,

cosrai -+- y/— i sin/ii =  1, cos/îî — 1, sin«¿=o,

. , , . ik t t
nt —  ± 2  4 tt, / = r ± ------,

. n
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et désignant par k un nombre entier quelconque; tandis qu’on véri

fiera l’équation (42)> en prenant toujours rn=  i,.r — r, et de plus

cos/îî +  \J—  i sin«i =  — i ,  cos ni ~  —  i , sin«i =  o,

, ,  , , . . , ( 2/c  +  I ) 7T
ni —  ±  (2 k i)it, t — ± i ---------- —  ·

n

On aura donc généralement

( 4 3 ) 

et

(44)

2k% , /----  . 2 k
( ( i ) ) n —  cos:L̂— ± J — 1 sin —II

(2k-{-i)Tz , ,- -  . (2A--f-i)it■ v _ ____ :_ -I- â / _  1 o 1 n __________«((— 1 ))"= cos

Une remarque importante à faire, c’est que les équations ( 43) et (44)
1 1

fournissent, pour chacune des expressions ((1))", ((— I))n» n valeurs 

distinctes que l’on obtient, en prenant successivement pour k les

divers nombres entiers compris entre les limites — o,  ̂ (voir, pour 

de plùs amples développements, l’Analyse algébrique, Chap. Vil) ( ') .  

Outre les puissances entières et les racines correspondantes des 

.expressions imaginaires, on a souvent à considérer leurs puissances 

fractionnaires ou négatives. Ces dernières résultent d’opérations sem

blables à celles qui fournissent les puissances fractionnaires ou néga

tives des quantités réelles. Ainsi, par exemple, pour élever l’expres

sion imaginaire æ =  p -h q v — 1 à la puissance fractionnaire du 

degré —, il faut, en supposant la fraction ^  réduite à sa plus simple 

expression : i° extraire la racine n'ime de l’expression donnée; 

20 élever cette racine à la puissance entière du degré m. Le pro

blème pouvant être résolu de plusieurs manières, nous désignerons 

indistinctement l’une quelconque des puissances x, du degré — , par
m \

la notation ((#))". Cela posé, si l’on élève à la puissance mième les

(1 ) OEuvres cle Cauchy, S. II, T. III.
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deux membres de la formule ( 35) ou (37), on trouvera : i° en sup

posant p >  o,

m m ,  ____ ' m  \ - -
(45) ((¿c))"^:r''7 cos^T-f-V/— ‘ sin — 7îj ((i))";

2° en supposant p <C o,

(46) ( { x ) ÿ  — r" ĉos 77  ̂-f· v̂—"î" sin —tJ ((- i)f .

7/t m

Quant aux diverses valeurs de ((1))" ou de ((— 1))" , on les obtiendra 

sans peine en élevant à la puissance m les .deux membres de la for

mule (43) ou (44). et l’on reconnaîtra qu’elles coïncident avec les .
1

diverses valeurs de ((i))B ou do ((— «))" (voir XAnalyse algébrique, 

Cliap. VII). Ajoutons que, si la quantité p  est positive, on obtiendra
m— v*

une valeur particulière de ((x ))n, en élevant à la puissance m les 

deux membres de la formule ( 33). Cette valeur particulière, que l’on
m

déduit de la formule (46) en réduisant ((1))" à l’unité, sera désignée
m

par la notation x " , en sorte qu’on aura

— m  /-----  . m  \  '
(47) X'x — r (̂ cos “t" V” 1 sin — Tj.

Élever l’expression imaginaire x  à la puissance négative du 

degré — m, ou — L, ou — —y c’est diviser l’unité par la puissance

du desré m, ou -> ou — · Le problème admettant une solution seule-
°  n n

ment dans le premier cas, et plusieurs solutions dans chacun des 

deux autres, on indiquera la puissance du degré — m par la nota-
-  1 _  m

tion simple x ~m, tandis que la notation ((x)) n, ou ((x))  " représen

tera une quelconque des puissances du degré — L, 0u — —■· Enfin

on désignera par x  n ou para; " le quotient que fournit la division
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1 m

(le l’unité par la puissance x n, ou x n. Cela posé, on tirera des équa

tions (3 i), (45), (46) et (47) : i° quel que soit le signe de p,

(48) x ~ m=  r~m(cosmt — \J— 1 sinwîi);

20 dans le cas où p  sera positif,

m
(49) . ((*))""

m
( 50) x  "

3° dans le cas où p sera négatif,

_ m m / __ \ _ Üi
( 5 1) ((#)) " =  /· " (cos — y/—  1 sin — t ) ((—  1)) " .

— — _ m
Quant aux diverses valeurs de l’expression ((1)) ", ou ((— ])) ", on

reconnaîtra sans peine qu’elles coïncident avec les diverses valeurs 
1 1 _ 

de l’expression ((1))", ou ((— 1))". '

Il suit évidemment des formules ( 32), (33), (47) et ( 5o) que, si 

l’on désigne par a une quantité positive ou négative, entière ou frac

tionnaire, on aura, en supposant x  =  p q \/— 1, et/? >> o,

( 5 2 ) x a—  /-“ ( c o s a r  -+- \J—  1 s in a r ) .

Cette dernière équation ayant lieu toutes les fois que la valeur numé

rique de la constante a est entière ou fractionnaire, l’analogie nous 

conduit à l ’étendre au cas même où la valeur numérique de a devient 

irrationnelle. Alors l’équation dont il s’agit sert à fixer le sens de la 

notation x a\ mais il n’est plus possible de conserver dans le calcul les 

notations ((t))a, ((x ))a, à moins de considérer chacune d’elles comme 

propre à représenter une infinité d’expressions imaginaires.

Lorsque la quantité p devient négative, on ne voit plus, même en 

supposant fractionnaire la valeur numérique de a, quelle est celle des 

valeurs de l’expression ((x))a que l’on pourrait distinguer des autres

=  r " ( c o s — r — y/— 1 sin — t ) ((1)) " ,  
rt fx

cos — t — — 1 sin — r J ;
m
n
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et désigner par la notation x a (voir, à ce sujet, le premier article des 

Exercices de Mathématiques pour l’anncc 1826) ( ') .  Mais alors, — p  

étant une quantité positive, on trouvera, pour une valeur réelle quel

conque de la constante a ,

(53) (— x ) a —  /'“ (cosa? 4 - \J— 1 sinat).

Ajoutez que, si l’on désigne para une quantité positive ou négative, 

entière ou fractionnaire, on aura, en supposant o,

(54) ((»))»= *«((!))«,

(55) ((i))a=  cos2Â'a7r 4- y/— 1 sinaArair,

et, en supposant p  <  o,

(56) ((*))“= ( - * ) “ ((- !))“,

(5?) ((— l ))a— cos[ ( 2  A· 4- i)an~\ 4- \J— 1 sin[(2 A 4- i)«7r].

0
Considérons maintenant les six notations 

( A*, sinx, cosx,
(58)

( L x ,  arcsina;, arccosa·.

Si l ’on attribue à la variable x  une valeur réelle, ces six notations 

représenteront autant de fonctions réelles de x , qui, prises deux à 

deux, seront inverses l ’une de l’autre, c’est-à-dire données par des 

opérations inverses, pourvu toutefois que, A désignant un nombre, 

L exprime la caractéristique des logarithmes dans le système dont la 

base est A. Il reste à fixer le sens de ces mêmes notations dans le cas 

où la variable x  devient imaginaire. C’est ce que je vais faire ici en 

commençant par les trois premières.

On a prouvé que, dans le cas où la variable x  est supposée réelle, 

les trois fonctions représentées par

k x, sin.r, cos a?

O) Œuvres de Cauchy, S. II, T. VI, p. 1 1 .
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sont toujours développables en séries convergentes ordonnées suivant 

les puissances ascendantes et entières de cette variable. On'a en effet, 

dans cette hypothèse (voir la neuvième Leçon),

(69) A x = I .4 -
/yi «y>2 /yt.

1 , A + I . 2 1̂ A )2 + I . 2 . 3 ( 1 A )3 +  · · · ’

(60) cos# = I —
#2 i # 4 

I .2  I . 2 . 3 . 4  " ’

(61)
X # 3 # S

sin# -
I 1 . 2 . 3  +  i . 2 . 3 . 4 . 5 + · · · ’

la caractéristique 1 indiquant un logarithme népérien. De plus, comme, 

en vertu des remarques faites dans la dixième Leçon'(page 386), les 

séries qu’on vient de rappeler restent convergentes pour toutes les 

valeurs réelles ou imaginaires de la variable x ,  on est convenu 

d’étendre les équations (59), (60), (61) à tous les cas possibles, et 

de les considérer comme pouvant servir à fixer, lors même que la

variable devient imaginaire, le sens des trois notations
* \

k x, sin#, cos#.

Observons à présent que, si, dans l’équation (5g), on fait A =  e 

(e désignant la base des logarithmes népériens), on en tirera

,,, . · „ # #3
(62) . ex =  n ------ 1--------- h . .1 1.2

puis, en écrivant successivement,,au lieu de x ,

(6 3 )

(64)

p X \ k

# 1A, · x \ j —  1, — ¡csj— i,

: i+ f ! A  + ^ l (lA r + T ^ L ( l A r + .

_xJzz , x j ---  #2 #3 ,----
1 V =* — 7 V— I -------- 1-------ri/— 1+ . . . .1 1.2 1.2.6y

OEuvree de C .  —  S .  I l ,  t .  I V ; 52
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On aura, par suite,

(65 )

(66)

gælA — A*·,

| e x ' ï - ï  —  cos x  -+- \J—  i sin x ,  

| e-x\Ri —  cosæ  —  y/—  i sina?,

et l’on conclura des équations (66)

„x ̂ î_)_ g—aV— 1 . exf—ï— e~x'l—y·
(67) cosa; = --------- ---------> sina; =  :--------7 = ----->
W  2 2 y — I

la variable x  pouvant toujours être réelle ou imaginaire. Cela posé, 

il sera facile d’obtenir sous forme finie les valeurs de ex, Ax, sin# 

et cosîc correspondantes à une valeur imaginaire p -t- q \J— 1 de la 

variable œ·, et d’abord, en ayant égard à la formule (67) de la neu

vième Leçon, on trouvera

ex —  ep+q<f^—  n - p  +  g y/— 1 + , (p +  W — i)3
1.2 .2.3

=  eP^cosq +  (/— 1 sing).

On aura donc

(68) eæ =  eP(cosq  -+- '/— ~t singr).

De plus, la valeur de ex étant déterminée par l’équation (68), les 

valeurs des notations

(69) A®, sin a?, cosar

se déduiront immédiatement des formules ( 65) et (67), et l ’on recon

naîtra que ces notations doivent être employées pour représenter les 

expressions imaginaires

Ap(cosg IA -+- (/— 1 singlA),

(70)
e1 -t- e- ? 

2 sin p  ■
e<i t— e-q

cos p y — 1,

ev+ e-i ----
---------cos p -------------sin p y — 1.2 2
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Ajoutons que l’équation (68) peut être présentée sous la forme 

( 71 ) ex— ePei .

Or, à l’aide de cette dernière et des équations (65), (66), on étendra 

sans peine à des valeurs imaginaires quelconques des variables x , y  

les formules communes qui expriment les propriétés des fonctions ex, 

A®, cosa?, sina?. On trouvera, par exemple,

(72)

(73)

(74)

ex+r — ex eyt

Aæ Aï,
/

cos (a; +  y )  =  cosa? co s/  —  sin a? s in / ,  

sin ( x + ' y )  =  sin x  c o s /  +  s in /  cosa?,

s i n ( J - * )  =  costf, cosí ~ — — sina?,

Concevons maintenant que l’on cherche les diverses valeurs réelles 

ou imaginaires de /  et de z propres à résoudre les deux équations

(76) ey — x ,

(77) Aa=  x.

Ces diverses valeurs seront les divers logarithmes de x  calculés : 

i° dans le système népérien; 20 dans le système dont la base est A, 

et représentés par l’une des notations

l((a?)), L ((* )) .

De plus, comme on aura, en vertu de la formuLe ( 65),
»

kz— ealA,

il est clair que les inconnues/ et z seront assujetties à l’équation de 

condition

1 /  =  s IA ou z — ^-\
IA

L((a?))r= !((*))
IA

en sorte qu’on trouvera

(78)
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Donc, pour obtenir les logarithmes de x  dans le système dont la base 

est A, il suffira de diviser par IA les logarithmes népériens de la même 

variable, et par conséquènt on pourra se contenter de résoudre l’équa

tion (76). Or, si l’on pose

x  —  p-\- q \ f ^ l  et j = : P  +  Qv/—  i f

P, Q désignant, ainsi que p et q, des quantités réelles, Péquation (76) 

donnera
eP + o ^ ^  ep(c o s Q  -f- \J—  1 s in Q ) = p  +  q \J—  1,

puis l’on en tirera : i° en supposant p^> o, désignant par k un nombre 

entier quelconque, et ayant égard à la formule (28),

ep(c o sQ  -+- \j—  1 s in Q )  =  r (c o s v  ■ +■  \J—  1 s in r) ,  

ep=  r, P =  I /·,

cos Q +  ”ï sin Q —  cosv -+- \J—  1 sinr, 

c o s Q  =  c o s t , sînQ =  sinT, Q rz r ±  2 ^ ;

2° en supposant p  < 0 ,  et ayant égard à la formule (29),

ep(c o s Q  +  \l—  1 s in Q )  = —  /•(cost -1- \J—  1 s in r ) ,  

ep= V ,  P =  l r ,

cosQ -4-  v/—  1 sinQ  =  —  ( c o s r  +  1 s u i t ) ,

c o s Q = — c o s t , s i n Q =  —  sinr, . Q =  t  ± . ( 2  k +  1)

On aura par suite, pour une valeur positive de p ,

(79) !((#)) =  I/· ï  ± 2kn\J^ir

et, pour une valeur négative de p,

(80) l((a;)) z= 1/· 4 - 1 ±  ( 2 ^ +  1.

Si l ’on fait en particulier a? =  x ou ® =  on tirera de la for 

mule (79) ou (80)

(8,) l((i)) — ± 2 kiz\J—  1
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ou

(82) 1((—  1)) =  —  ( 2*  H- i ) 7T v / ^ ï ’,

puis l’on conclura des quatre dernières équations : i° en supposant

/>>o,

(8 3 ) l((aO) =  lr  +  r\/= ï +  I((i));

2° en supposant p <  0,

(84) l ( ( ^ ) ) = l r  +  rv/=r i + I ( ( - 0 ) ·

Dans le cas où la quantité p  reste positive, le plus simple de tous les 

logarithmes de x  est celui qu’on obtient en faisant k =  o dans l’équa

tion (79), et l((i))  =  o dans l’équation (83). Ce même logarithme 

qui, pour une valeur nulle de q, se réduit au logarithme réel de p, 

sera celui que nous désignerons par la notation \x, en sorte qu’on 

aura, en supposant jd>  0,

(8 5 ) . \x  — \r z \J— 1.

Cela posé, on trouvera évidemment, pour des valeurs positives de la 

quantité p,

(86) l((*)) =  l*-i-I((i)), 

et, pour des valeurs négatives de p ,

(87) !((■*)) =  1(— ■*) +  1((— 0 )·

De plus, si, jd étant positif, on supprime les parenthèses doubles ren

fermées dans le second membre de l’équation (78), on obtiendra une 

valeur de L((a>)), que nous désignerons par la notation L x, en sorte 

qu’on aura

(88) L* = | f

Ajoutons que l’on ne fera jamais usage des notations \x ou L x  dans 

le cas où la quantité jd sera négative.
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Après avoir calculé les divers logarithmes de l’expression imagi

naire
x — P +  q\J^i,

proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le sinus est égal 

à x. Si l’on désigne par

(89) arc sin ((¿c)) =  P -+- Q \j—  1

l’un quelconque de ces arcs, on aura, pour déterminer P -f-'Q \/ — x, 

l’équation

(90) s in (P  4- Q v/— 0  =  x =  p +  q \J— x

ou, ce qui revient au même, la suivante

--------------- S i n P
e Q _ e- Q  ------

1 ----------- cos P = /? -h <7 y —  1,

laquelle se divise en deux autres, savoir

—  er  Q
(9 1) ----------- sin P =  p, cosP  =  -+- q.

A ces dernières on peut substituer lô système équivalent des deux 

formules

(9 2) e * = - Â p
sin P  cos P sinP cosP

De plus, si l’on élimine Q entre les formules (93), on en tirera suc

cessivement

( 93 )

( 9 4 )

_5 11 — 1 >sin2P  cos2P 

cos4P  —  (1 —  p i — qi ) cos2P  —  qi =  o;

puis, en observant que cos2P est nécessairement une quantité posi

tive,

0S. P = ^ l !  +  v/ ( ï

(95) I __ qt

— P2— 72n' s

i — pî — qî
2
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On aura par suite

(96) sin2P  =  1 —  cos2 P =
1 +  p2-4- q2

V ( L
p - t-r

ou, ce qui revient au même, 

(97) sin2P:
t +  />2 +  q%

s / c - ^ y - o '

et, comme, en vertu de la première des équations (91), sinP et p 

devront être des quantités du même signe, on trouvera, en extrayant 

les racines carrées des deux membres de la formule (97),

(98) sinP :

Cela posé, si l’on fait, pour plus de commodité,

(99) ® =  arcsin---------------------------------
■ p 2 -+- q 2 ' ' 2

on tirera de l’équation (98) 

(100) P =  k,

k désignant un nombre entier quelconque; et de la première des for

mules (92)

p ■ q N =  P -x- ?(IOI) Q =  1 ,s in P  cos P 7 ‘ (sin®  cos®,

D’ailleurs, l’équation (93) devant être vérifiée quand on y pose

P = ï ± ( ® - ï ) ± a *,r'·

on en conclura

(102) . P1· r  _ y  p
sim cos2® \ sin® ~cos® Asin® cos®
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et, par suite,

(lo3) +

Il en résulte que la valeur de Q pourra être présentée sous la forme

■ <">« Q = ± i (ïïïï«-(- s y ·

Il importe d’observer : i° que, dans la formule (104), on devra tou

jours réduire le double signe ±  à celui qui affectera le binôme <2 — 

dans l ’équation (ioo); 20 que la valeur trouvée de Q pouvait se tirer 

de la seconde des équations (92) aussi bien que de la première. En 

substituant cette valeur de Q avec la valeur générale de P dans la for

mule (89), et faisant, pour abréger,

<',o5) î = i( ï e « +  s b i ) '

on aura définitivement

(106) arc sin((Æ·)) =  ^ ±  (<2 +  ^\/—  1 — ^  ±  2̂ :71.

Parmi les diverses valeurs de arcsin((a;)) que fournit l ’équation 

précédente, la plus simple est celle qu’on obtient en posant k =  a 

et en réduisant au signe +  le double signe qui affecte le trinôme 

<2 -t- 1 — \ ' Nous la désignerons à l’aide de parenthèses simples,

et nous écrirons en conséquence

(107) arcsin(;r) = ® - f-  _̂\j—  1,

ou même, en supprimant tout à fait les parenthèses,

(108) arc sin# =  <2 4- ^ V —  l ·

D’autre part, si l’on observe que ±  2kn +  ^ représente un quel

conque des arcs qui ont l ’unité pour sinus, on reconnaîtra que

fcl «
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l ’équation (io6).peut être mise sous la forme

(109) arc sin((#)) =  ±  ^arc sin# —  ^  4 - arc sin((i))·

Il serait facile d’exprimer la quantité «̂ en fonction dejo et de q. En 

effet, si l ’on remplace P par if dans les formules (98) et (95), on en 

tirera, en observant que cosif est essentiellement positif,

( J I O )

Donc l’équation ( io 5) donnera

2

ou, ce qui revient au même,

lE Z + T j ’ I T l V  [ £ ± £ = 1 +V/ ( 2 ± Z ± ! ) Î

le double signe devant être réduit au signe 4- ou au signe — , suivant 

que l’on aura q — \Jq‘2 ou q — — \jq2, c’est-à-dire suivant que la quan

tité q sera positive ou négative.

Dans le cas particulier où l’on a q =  o, les formules (99) et (112) 

donnent

=±1

: arc sin

( u 3 )

* = 4 ^ + i / ë W f -  -  v / ê W l l ·
OEuvres de C. —  S .  I l ,  t .  I V . 53
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On trouve par suite, en supposant p- <C. i ,

(i i4 ) <£= arc sin/?, = ±  l(i) =  o,

et, en supposant /?2 >  i,

(115) ® =  arcsin-p= =  arcsin(± i), = ±  l(v/ï>* +  s/p1 — 1)·
VP*

Dans la première hypothèse, la formule (108) se réduit, comme on 

devait s’y attendre, à l’équation identique

arc sin/> =  arc sin/>, 

et la formule (106) devient

TZ /  \
(116) arc sin((/?)) =  -  ±  (arc sinjt? — -  J ±  2Â-7r.

Dans le second cas, la quantité ^ admettant, non plus une seule 

valeur, mais deux valeurs égales et de signes contraires, le second 

membre de l’équation (108) cesse d’être complètement déterminé. 

On doit donc alors s’abstenir d’employer la notation arc sin p ; mais on 

tire des équations (106) et ( 115) : i° en supposant />> o,

(117) arc sin ((p)) =   ̂±  2 /cir ±  I (p  +  \Jp%— 1);

2° en supposant p <  o,

(118) arc sin ((/>)) =  j  ±  (2 k ±  i)tt±  y/— l(— P 4- s/p* — 0 ·

Dans le cas particulier où l’on a p =  o, les formules (99) et (112) 

donnent

(119) i ’ =  arcsin(o) =  o, l(ç  +  v ^ + l) .

Par suite, les formules (106), (108) se réduisent à

(120) arc sin((7 ^— *)) =  f  — 2^7r — ^  1 K ? +  VV +  0j>

arc sin(y v/i— 1 (q ·+- ^q2 +  1).(121)
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Considérons maintenant les arcs imaginaires dont le cosinus est 

x  =  p  q yj— i , Si l’on désigne par

(122) z —  arc co s((#))

l’un quelconque de ces arcs, on aura, pour déterminer z, l ’équation

(123 ) cos.z =  ;r.

D’ailleurs la première des équations (75) donnera

(124) coss  —  sin ^

Donc l’équation ( i 23) pourra s’écrire comme il suit :

(125) sin ^  —  z j = x .

Or on tirera de cette dernière

(126) -  —  z —  arc sin((.r)).
2

Donc les diverses valeurs de z =  arccos((i»)) seront déterminées par 

la formule

(127) arc cos((-d?)) =  i  —  arc sin((a;)).

Parmi ces valeurs, il en existe une qui mérite d’être remarquée, 

savoir, celle qu’on obtient, en remplaçant, dans le second membre 

de la formule (127), les doubles, parenthèses par des parenthèses 

simples. Nous désignerons encore, à l’aide de parenthèses simples, la 

valeur dont il s’agit, et nous écrirons, en conséquence,

(128) arccos(ir)  =  ^ —  arc sin(dj)

ou même, en supprimant tout à fait les parenthèses,

. . 7T
(129) arc cos#  —  -  —  arc s in #. ,
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Cela posé, on tirera évidemment de l’équation (108)

(130) arc cos# =  ~ — Æ — i,

les valeurs des quantités <2, pétant toujours déterminées par les for

mules (99) et (111). De plus on conclura de la formule (109), com

binée avec les équations (127) et (129),

(131) arccos((#)) =  ±  arccos# ±  arccos(i).

Considérons, en particulier, le cas où l’on a q =  o. Alors, si l’on 

suppose />2<  1, l’équation ( i 3o) se réduira, comme on devait s’y 

attendre, à l ’équation identique

arc cos p  =  arc cosp,

et la formule ( i 3 i ) deviendra

(132) arccos((j9)) =  ±2Â:7r±arccos/>.

Si l’on suppose, au contraire, /?2> i ,  la quantité Q acquerra deux 

valeurs égales, mais de signes différents, et l’on devra, par suite, 

s’abstenir d’employer la notation arccos/>; tandis que l’on tirera des 

formules (117), (118) et (127) : i° en supposant / > > o,

(133) arc cos((/>))=± 2*7: K p  +  'Jp ' —

20 en supposant p <  o,

(134) arccos((jt?))=H=(2A±i)7r-Fs/—"»l(—P +  \/p̂ ~ 0 ·

Dans le cas où l’on suppose p =  o, on tire des formules (120), (121) 

e t (127)

(135) arc cos((# \J— ï)) =  +  2 kn — — SJ~  1 K? +  Oj»

(136) arccosCg'v/— =  f  ~  +

Nous avons précédemment observé que les formules (72), (73),
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(74), (75), etc., qui expriment les propriétés connues des fonc

tions A®, cosæ, sina;, peuvent être étendues à des valeurs imagi

naires quelconques des variables x , y. Si l ’on considère, au con

traire, des formules dans lesquelles entrent les fonctions inverses

l x ,  L x ,  arcsini», arccosa;,

on trouvera le plus sôuvent que ces formules, étendues au cas où les 

variables deviennent imaginaires, ne subsistent qu’avec des restric

tions considérables. Par exemple, si l’on fait

( 137) x  =  p -* rq \f^~ i, y  =  p i +  q ^ — i, z  =  q ï S / ^ ï ,
«

et, si l ’on désigne par a une quantité réelle quelconque, la formule 

connue

( 138) L x  -J- L y  L z  h- . . ,  — L (x y z . . .  )

subsistera seulement dans le cas où, p, pt, p 2, . . .  étant positifs, la 

somme

( 139) arc tang- +  arc tang — -+- arc tang — +  .. .
P P 1 Pi

restera comprise, entre les limites — -t- -> et la formuler 2 2

(i4o) L x a= a L x ,

dans le cas où le produit

(i40 aarctang^

sera compris entre les mêmes limites. Ajoutons que, si, dans l’équa

tion (i 38), on remplace les parenthèses simples par des parenthèses 

doubles, la formule ainsi obtenue, savoir

( i 4a) L ( ( x y z . ..)) =  L((a:)) H -L ((j )) -t- L ((s))  + . .

devra être considérée comme exacte, parce qu’à chacune des valeurs 

du second membre on pourra faire correspondre une valeur égale du
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premier. Quant à la valeur générale de L((ica)), elle se déduira immé

diatement des deux équations

043)
L ( ( * “ ))

1 ((*»)) 
IA ’

!((#“ )) =  l((e“lœ)) =  a \x ±  a A 7i \ f — i ,

k désignant un nombre entier quelconque, et le produit ( i4 i)  étant 

toujours renfermé entre les limites — -> - ·

Pour terminer ce que nous avions à dire sur les valeurs que 

prennent les fonctions simples de la variable x , quand cette variable 

est imaginaire, il nous reste à chercher ce que deviennent les expres

sions
x a, A*, L x

lorsque les constantes a, A cessent d’être réelles. Or, si l ’on étend la 

formule ( 52) au cas où, la partie réelle de x  étant positive, l’expo

sant a devient imaginaire, cette formule suffira évidemment pour 

fixer, dans le cas dont il s’agit, la valeur de la notation x a. Nous ad

mettrons désormais cette extension de la formule ( 52); mais nous 

cesserons d’employer la notation x a toutes les fois que la partie réelle 

de la variable x  sera négative. Quant à la notation ((x))a, on ne peut 

en faire usage, lorsque l’exposant a n’est pas réel, à moins de la con

sidérer comme propre à représenter une infinité d’expressions ima

ginaires.

Supposons maintenant que la constante A se présente ¿ous la forme

(«44) A =  a  - t - 13 \J— i ,

a, p désignant des quantités quelconques. Dans ce cas, si la quan

tité a est positive, il suffira, pour fixer le sens de la notation A®, de 

concevoir que la formule (65) continue de subsister. Alors, en fai

sant, pour abréger,

(«45) v =  arc tang £ ,p —  v/a2-i-(32,
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on trouvera

A  =  p(cosu +  v/— i sinu), 1A =  lp -t- uy/—  i,

— ex\p + \)x^î— g%lp g\>x/̂ ï

et, par suite,

( i 4 6 ) - A.x— pa:(cosua; +  y/—  i sinu;»).

On arriverait au même résultat en remplaçant, dans la formule ( 52),

x  =  / • ( c o s t  h-  — i sinr) par A =  p(cosu +  y/— i sinu)

et
a par x.

Si, dans le premier membre de la formule (65), on remplaçait IA 

par 1((A)), l’expression qui en résulterait, savoir

. ■ e*K<A»,

offrirait une infinité de valeurs que l’on pourrait toujours calculer, 

quel que fût d’ailleurs le signe de la partie réelle de la constante A. 

Donc, si l’on admet dans le calcul la notation ((A))*, il faudra la 

considérer comme propre à représenter chacune des valeurs dont 

il s’agit, et par conséquent une infinité d’expressions imaginaires.

Quant aux notations
L x ,  L((aQ),

L indiquant un logarithme pris dans un système dont la base A est 

imaginaire, elles désigneront nécessairement des valeurs de z propres 

à vérifier l ’équation (77), et par conséquent elles ne devront être 

employées que dans le cas où l’on pourra faire usage de la nota

tion A®, c’est-à-dire lorsque la partie réelle de A sera positive. Il est 

d’ailleurs aisé de s’assurer que, dans ce même cas, les valeurs des 

notations L((a?)), L x  se déduiront à l’ordinaire des formules (78) 

et (88).

Il est aisé de voir comment les formules connues, qui expriment 

les propriétés des fonctions x a, A®, L x ,  doivent être modifiées
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lorsque les constantes a, A deviennent imaginaires. Par exemple, 

si l’on fait

.x— p +  g f̂ZTi, y = p i + q 1\f=rï, z =  pt+ q t \f^l,

la formule ( i38) et la suivante

(147) x ay aza. . ( x y z  ...)“

subsisteront seulement dans le cas où, j0, p,, p2, . .. étant positifs, la 

somme (139) restera comprise entre les limites — Au con

traire, si la partie réelle de A est positive, la formule

(148) AæA^Aa. . . =  Aæ+r+a···

subsistera sans aucune modification pour toutes les valeurs possibles

réelles ou imaginaires des variables x , y , z ........ Il est encore facile

de s’assurer : i° que, si l ’on fait

a =  a. +  (3 "î> a: =  /•(cost +  ^ — i sinr),

a, p, p désignant des quantités réelles et 1  un angle renfermé entre 

les limites — +  f  formule (i4°) subsistera seulement dans le

cas où le binôme

(149) ccT +  ¡31 r ·

restera compris entre les mêmes limites; 20 que la formule (142) 

subsistera pour des valeurs.quelconques des variables x , y , s, . . . ,  

et les formules ( i 43) pour toutes les valeurs de x  qui offriront une 

partie réelle positive.

Les valeurs que prennent les fonctions simples d’une variable x, 

quand cette variable devient imaginaire, étant fixées, comme on vient 

de le voir, on déterminera facilement les valeurs que peuvent prendre 

des fonctions composées d’une ou de plusieurs variables réelles ou 

imaginaires. Parmi les fonctions de cette dernière espèce, il en est 

quelques-unes que l’on rencontre souvent dans l’Analyse. Telles sont,
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par exemple, les quatre fonctions

( i 5o) tanga?, cota?, séca?, coséca·,

que l ’on peut considérer comme composées et définies par les for

mules

(i5r)
tanga? =

seca?

Silla?
----- >
cosa?

1
cosa?’

. cosa?
cota? =  —¡----,

sma?

, 1
coseca?:

sin.a?

Tels sont encore les arcs de cercle dont la tangente, la cotangente, 

la sécante ou la cosécante seraient représentées par x. Pour faire 

voir comment on peut fixer les valeurs des arcs dont il s’agit, dési

gnons par

( 15 2 ) s  =  arc !ang((a?))
%

.l’un quelconque de ceux dont la tangente est égale à x. On aura

sin; x e t z y / — i — j
( i 5 à) a? =  t a n g s = ------=  7— ==--------- .— . .— - =  ,---------- = -----:

coss ( e 2/“ 1 -+- e- ·5!7- 1)  y/ ^ 7  ' e22/ - 1-)-!

puis on en conclura 

( 154 )

et, par conséquent,

2z y/— 1 =  2 y/— 1 arc tanga?

= 1  ) = 1 ((,+-}/=-■ )) - 1  ((■  -  *

1 -+- x  y/— 1

1 — x  y/— 1

x — x  y/ — t

ou, ce qui revient au même,

t ((1 ~+~  ̂y/~~~0) — 1 (C1 — x  y/~~~î))
( 155) arc tang((a?))

2 y/— x

Observons d’ailleurs que, dans le cas où la variable x  reste réelle, 

l’équation (i55) subsiste lors même-qu’on y supprime les doubles

54OEuvres d e C .  S .  II> t .  I V .
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parenthèses. Alors, en effet, on lire de l’équation ( 85)

l(i +  x\j — i) =   ̂ l(i -+- x"-) -+- v/— t arc tangx,

l(i — x  \/— i) — -  1 (i -+- ,r! ) — \j—  \ arc tanga;

et, par suite, 

056) arc tang.r
_ l(l -t- i) — 1 (i — x\j— l)

2 \j— l

Or il suffit évidemment d’étendre cette dernière formule au cas où 

la variable x  devient imaginaire, pour fixer, dans ce dernier cas, le 

sens de la notation

( i 57) arc taiig^r. ,

C’est ce que nous ferons désormais. On trouvera donc, en prenant

x ■ p +  q ^ ^ ï ,  '

( . 58 ) arc tanga; =— 10  — y +  p  0  — 10  +  n — p  v'11" ·) .
2 s/ —  I

puis on en conclura, en supposant q- <^1,

059)

1 ! p
arc tanga; =  -  ( arc tang _ — +.arc lang

1
2 \ î —  q 1 4 - 7

, V - 1 | r Pi+  0 
4 L/̂ 2-h (i — 7)2J'

Si l’on supposait, au contraire, q~> 1, il faudrait renoncer à se servir 

de l’une des notations

\(i —  q + p s l — ~i), l(i +  <7 — W — *),

et par conséquent de la notation

Lorsque la.condition y2< A  se trouve remplie, chacune des diffé

rences
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est de la forme
±.ik-n\j— i,

k désignant un nombre entier, et par suite la différence 

arc tang((a?)) — arc langer

_  l((i +  x \ j— x )) — 1 ( i H- x  y/—-~ï ) -+-l((i — a?y/ — j)) — l(~i — x  \ i^ 7 )
2 \j— J

est de la forme
±  k n .

On a donc alors

( j6o) arc tang((a?)) =  arc tango? ±  kit

ou, ce qui revient au même,

(1 6 1 ) arc tang((o?)) =  arc tanga? arc tang((o)).

Lorsqu’on suppose en meme temps p ~  o et q-<C. i. on tire de la 

formule ( 158) '

(162) arc tang(<7v//— 1) =  — — — ^ a ' 1

Après avoir déterminé, par la formule ( x55), la valeur de l’un quel

conque des arcs qui ont x  pour tangente, on en déduira sans peine la 

valeur de l’un quelconque de ceux qui ont x  pour cotangente. En 

effet, si l’on désigne par

(163) s =  arc col((o?)) · *

l’un de ces derniers arcs, on aura

et, par suite,

X z=. C O t S  =
C O S X  
siu z tans

t a n g s  = z =  arc lang

ou, ce qui revient au même,

arc cot((a?)) =  arc lang
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Lorsque, dans le rapport le coefficient de \J— i a une valeur numé

rique plus petite que l’unité, alors, en supprimant les doubles paren

thèses dans.le second membre de la formule (164), on obtient une 

valeur particulière de arccot((a;)) que nous désignerons par

arc colie,

en sorte qu’on aura

I
( i65) arc cota? =  arc t a n g - ·

Par des raisonnements semblables à ceux qui précèdent, on pour

rait encore ramener la détermination des arcs qui ont x  pour sécante 

ou pour cosécante à la détermination des arcs dont on connaît le 

sinus ou le cosinus, et l ’on établirait les formules

(166) arcséc((ic)) =  arc cos

(167) arc coséc((¿r)) =  arc sin

(168) arc séc.r =  arc cos

( ^ 9 ) arc coséca; =  arc sin
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DOUZIÈME LEÇON.

DIFFÉRENTIELLES ET DÉRIVÉES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS 

d ’ une VARIABLE IMAGINAIRE.

Concevons que l’on étende les définitions que nous avons données 

pour les différentielles et les dérivées des variables et des fonctions 

réelles, au cas même où ces variables et fonctions deviennent imagi

naires. Alors, en partant des principes exposés dans la Leçon précé

dente, on déterminera sans peine ces différentielles et ces dérivées, 

ainsi qu’on va le faire voir.

J’observerai d’abord que, si l ’on représente par

(i) i =  a -t- (3 \J—  i =  p(cosu \J—  i sinu)

une expression imaginaire infiniment petite, a, ¡3, p, u désignant 

quatre quantités réelles dont les trois premières soient infiniment 

petites et la quatrième positive, on aura, cri vertu des formules (62) 

et (61) do la onzième Leçon,

e l — 1 1 r— ;  I H----- -H ------x1 1.2 1.2.0

siru

i

— 1 ~l~ T T ï  ( C0S J sinu) -+- (cosau -t- \J— 1 sin 2 u) .

_  P2 / ,------ . \
=  I --------ô +  · · ----- 1 ~  — ■■■■■ o \ COS 2 U -H V—  I Sin2u) -1- , , , .1.2.0 1.2.0 ' 1 ’ *

Or on tirera de ces dernières, en faisant converger la quantité p, et
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par conséquent l’expression (i), vers la limite zéro,

(2)

(3)

puis, en remplaçant i par

lim

e‘— \
lim— :—  =  I,

lim

i

s i n i
•U

i l  A, on trouvera

e'1A— ;
i IA

. A 1' — i
—  lim r

í IA
i

et, par suite,

(4) =  1A,

A désignant une constante réelle ou une constante imaginaire dont la 

partie réelle soit positive. De plus, si l ’on fait

H 1 +  0  =  É

on aura
] ( i -+-1) _ I _( c' 1
--- r ~  - e ' - . - Ç  I

et, par suite,
. .. i

(5) lim —  i on lim l (i  +  iy =  i;

puis on en conclura
î

(6) l im(i 4- i y — e.

Enfin, comme, dans le cas où la partie réelle de la constante A est 

positive, on tire de l’équation (88) de la onzième Leçon

la lettre L indiquant un logarithme.pris dans le système dont la base 

est A, on aura, dans ce même cas,

(7) lim
L( i  +  0  _  <

TT l i m  i IA
U1 +  o

1A
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Les diverses formules qui précèdent s’accordent avec celles que nous 

avons données dans les Préliminaires, lorsque l’expression infiniment 

petite désignée par i se réduit à une quantité réelle. Mais il était im

portant de s’assurer qu’elles subsistent, lors même que i devient ima

ginaire. Ajoutons que, si l’on représente par A x  =  i l’accroissement 

infiniment petit d’une variable imaginaire x , la dérivée de la fonction

y =  f{x)>

c’est-à-dire la limite vers laquelle converge le rapport .

Ay_ — /(■ *· +  i)— fi*)
A x i

tandis que i s’approche de zéro, pourra toujours être désignée par la 

notation
y' ou f\x).

Quant aux différentielles dx, dy, elles ne seront autre chose que des 

expressions imaginaires dont le rapport sera équivalent à la dernière 

raison des accroissements infiniment petits Ax, Ay, et par conséquent 

des expressions imaginaires liées entre elles par l’équation

: °U d y - ÿ d x .

Or, en vertu de cotte équation, la différentielle dy sera complètement 

déterminée, quand on aura fixé la forme de la fonction y  =  / ( x ‘) et 

la différentielle dx de la variable indépendante. Mais cette dernière 

différentielle restera entièrement arbitraire et pourra être une expres

sion imaginaire quelconque.

Cela posé, en faisant usage de raisonnements semblables à ceux 

que nous avons employés dans la première Leçon, et ayant égard à 

la formule

n ,  le I
(8) L e - Ï Â ~ Ï Â ’

on trouvera : i° pour des valeurs imaginaires quelconques de la
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variable x  et de la constante a,

d ( a  +  x )  —  d x ,  d ( a  — x )  = — d x ,

, a  a d x
d ( a x )  — a d x ,  d

x

(9 )
d e x —  e x  d x ,  

d û n x  —  c o ' & x  d x  - =  s m  [ x d x ,

d  cos îc =  — sin #  ¿for =  cos ( x  +  — ) d x  ;

20 pour des valeurs de la constante A dont la partie réelle sera 

positive,

(io) d k x  —  A.x l A . d x ;

3° pour des valeurs de x  dont la partie réelle sera positive,

(ir) d x a = a x a ~ ‘i d x ,

(12) ri i dxa L # =  L e  — >
x

(i3)
d x

d i x  — - — >x

et, pour des valeurs de x  dont la partie réelle sera négative,

D4) d ( —  x ) a =  —  a  (— ¿c)01-1 d x ,

d x
(i5) d  L(— x ) —  L e  —  ,

x

d \ ( —  x )
d x

ti6) x

De plus on tirera de l’équation (86) ou (87) (page 4 i 3) combinée 

avec la formule ( i 3) ou (16),

d x
(1 7 ) ^ l(( i r ) ) = — ’

et de la formule (78) (page 411)»

d  L ( ( x ) )
1 d x  

1À x

,  d x  
L e  —  ·

x
( 1 8 )

/
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On établira encore sans difficulté les deux premières des équa

tions ( i 3 ) de la page 290, savoir

(10) d  tanga; =  — > d t o { x = : -----
cos4 a; sin2a.'

et l ’équation (10) de la page 293, savoir

(20) d F ( y )  =  F ' ( y ) d y ,

y  étant une fonction quelconque de x ; puis on déduira immédiate

ment de cette équation la plupart des formules contenues dans les 

pages 293, 294 et 295 avec quelques-unes de ces mêmes formules 

légèrement modifiées. On trouvera, en particulier,

d ( a  +  y)  —  dy, d{— y ) —  —  y,  d ( a y )  —  ady,

(21)
d -  =  —

y

dy

y*’
dl((y))· dy

--9
y

(22) , , sin æ dxd seca; - ------7— >
cos2a;

d  coséca· =  —
cos a; dx  

sin2 a;

De plus, si l’on pose 

on aura ·
y  =  x a,

l((y))  =  l ( ( x “ )) = ' a  ! ( (*) ) ;

puis, en différentiant et ayant égard à l’équation (17), on retrouvera, 

comme à l’ordinaire (voir la page 294), les formules

dy d x
—  =  a — > 
Y x

dy

d x
y: a — =  a x a 
x

et par conséquent la formule (11).

De même, si l’on prend

y  =  arctang((a;)) ou y  —  arc cot((a:)),

on en conclura
tan gy =  x  ou c o t /  =  .r,

puis, en différentiant, et ayant égard aux

OEavres de C .  — S .  I I ,  t .  I V .

équations (19), on obtiendra 
55
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la formule
dy —  cos2/í¿(c ou dy — — sin- y  dx,

do laquelle on tirera

(23) (¿arc tang(((c)) = ou (¿arc cot((a;)) = — x ^‘

Si l’on posait, au contraire,

on en conclurait

y  —  arc sin((;r)),

sin/ = x, dy =
dx

cos/

D’ailleurs, si, dans la première des équations (74) de la page l\ii, on 

remplace x  par — y, cette équation donnera, pour une valeur quel-
,  ̂ s \

conque réelle ou imaginaire de la variable y,

cos2/  -+- sin2/  =  1.

On aura donc, dans le cas présent,
.1

cos2/  — 1 — 'sin2/  =  1 — (r2, cos/ =  (( 1 — îc2))2 

et, par suite,

(24)

On trouvera de même

(¿arc sin ((.»)) = dx

( ( i - ^ 2))2

( 2 5 ) d arc c o s ( ( î t ) )  =  —
dx

( O - * 2))*

En d’autres termes, on aura, si la partie réelle de 1 — x 2 est positive,

dx(26) (¿arc sin(((c)) = — (¿arc c o s ( ( æ ) )  = ±

f i

et, si la partie réelle de 1 — x 2 est négative,

( 27 ) d arc sin((a;)) = — d arc cos((a;)) = ± dx

V/'x “ — 1= V ^ ·

Il est bon d’observer que les formules ( 23) comprennent, comme cas
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particulier, les deux suivantes :

„ , dx
(28} a a r c t a n g .r  = ---------, oi arc cot# =
' ■ ' 1 -+- x 1

dx
I +  ÎC2

435

"‘ Ajoutons que, si, dans la première des formules (28), on remplace x  

par x \ j—·■ 1, on en tirera, en supposant la variable x  réelle, et ayant 

égard à l’cquation (162) de la onzième Leçon,

( 29 )
, 1 , 1 -+- x  dx

d -  1------ = -------- « ·
2 1 — x  1 — x 1

Il serait facile de vérifier directement ce dernier résultat. 

Si l’on prenait simplement

y  =  ai e sin;c,

on trouverait toujours
_ dx

J ~~ cos r

D’ailleurs, si l’on suppose

x  —  p +  q v/— h

p, q désignant des quantités réelles, la valeur de arc sina? sera donnée 

par la formule (108) de la Leçon précédente, ou

y  —  arc sina; =  ® H- ^ V —  1,

<$, ^  désignant des quantités réelles dont la première vérifiera les 

équations ( u o )  de la même Leçon. En conséquence, la partie 

réelle de

cos y  =  cos ( ® ^  ç/— +  e cos (P —  (e^“  — e ^) s in ® ,

f
savoir

K ^ + i T ^ c o s ® ,2

sera une quantité de même signe que

_______ vVcos® =
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limites x  =  o, x  =  X. 11 existera entre ces limites (voir le corol

laire I du théorème II de la quatrième Leçon) une valeur de x  pour 

laquelle le rapport des expressions ( 3g), c’est-à-dire le produit

£ +

£ —

x  œ'(a?)

<p(#) 
ce cp'(a?)

?(#)

sera équivalent  au rapport des quantités

X e
X£?(X),

?{X)

c’est-à-dire à l’expression

[?(X)]L

On pourra donc assigner à X et à x  des valeurs numériques très 

petites, et propres à vérifier l’équation

X <p'(x)
‘ <p(X)P.

?(*)J ;

puis on en conclura, en faisant converger X vers la limite zéro,

(/¡o)
y(^)

x cp'(x)

£ -h C 
£ —  C

O.

Or cette dernière condition ne peut être satisfaite, quelle que soit la 

petitesse du nombre e, tant qu’on suppose la constante c différente 

de zéro. Donc, puisque £ peut décroître indéfiniment, cette constante 

ou la limite du rapport ( 36) sera nécessairement nulle. En consé

quence, on tirera généralement do l’équation ( 35)

(40
x f'(x) 

t ( x
a.

Cette dernière formule comprend le théorème qu’il s’agissait de 

démontrer.
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Corollaire I. — Le théorème VI peut être aisément vérifié à l’égard 

des fonctions
/y* Ct 'Y· Ct rf*Ct £> ~~~OClAs y %JU Ç  ^ tl/  O  ^ ·  ·  « y

qui sont toutes de l’ordre a. Ce théorème subsiste, dans le. cas même

où la fonction t‘(x) ne reste réelle ou infiniment petite, qu’autant
que l’on attribue à la variable oc des valeurs affectées d’un certain 

signe, comme il arrive, par exemple, quand on prend pour f (ce) l’une 

des fonctions

I -- Xa — — — —
i— > x*, x alx, — 5 xallx , e .*% xe x,IX \x

qui sont la première de l’ordre zéro, la seconde de l’ordre 4, la troi

sième, la quatrième et la cinquième de l’ordre a, les deux suivantes 

d’un ordre infini, etc.

Corollaire II. — Si, la fonction réelle f(æ) étant infiniment petite 

et de l’ordre a, la valeur numérique et le signe du rapport

(34) ■ !? = ?<*>

devenaient indéterminés pour x  — o, on ne pourrait plus choisir 

X de manière que ce rapport ne changeât pas de signe entre les 

limites x  =  o, x  — X.; et l’expression

(33) x  î ' (x)

~ w r

ne se réduirait plus nécessairement au nombre a pour une valeur 

nulle de la variable x. Ainsi, par exemple, si l’on prend

(4a) iiœ) ~ x  sin — > 
x

a =  i,

x  C{x)  

î { x )
cot-

X X

on trouvera

(43)

( 4 4 )

OEuvres de C .%— S .  I I ,  t .  I V . 43
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est la somme de leurs différentielles ou de leurs dérivées, dans le cas 

même où la variable x  devient imaginaire. En partant de ce principe, 

on pourra évidemment étendre au cas dont il s’agit la plupart des for

mules établies dans la seconde Leçon. Ainsi, par exemple, on trou

vera, en désignant par m un nombre entier, et par a, b, c, . . . ,  q, r des 

constantes imaginaires,

( 38 ) t d(au  H- bv -H cw -+- . . . ) =  a du  -+- b dv -+- c dw -+-.. . ,

( 3g) d ( a x m-1- bæm~1-+-.. .-hqx  -t- /') =  \ jnaxm~'-+- (m —  i ) a « m_24-...-i- <7] dx.

De plus, comme on aura généralement

1 ((u v w . . .)) =  1((k )) + l ( ( e ) )  H- l((fe)) -H. . ., 

on en conclura, en différentiant,

d(uvw.  . . ) _du

u v w . . .  u
dv

v

dw

w

et, par suite,

(4o) d ( u v w .  . . ) — u v w . . .
du
u

On trouvera, en particulier,

( 4 0  d  ( uv) =  u dv -+- v du, d(uvw) —  vw du +  wu dv ■ +- uv dw

et

d ( ' A = d ( u i )  =  ' -du +  u d i  =  ^ - - ll^ ,  

ou plus simplement

, ,  . . f  u\  vd u  —  u dv
<4») . o o = — ? — .

De même, comme, en supposant la partie réelle de u positive, et dési

gnant par k un nombre entier quelconque, on aura

1 ((«'’ )) =  v\u  ±  2 k n \/—  1,

on en conclura
d ( u v) du
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et, par suite,

(4 3 ) . duv—  uv (^~du H- 1m dvj

Si, dans la formule (43), on remplace v par on trouvera, en suppo

sant toujours la partie réelle de u positive,

(44) d J = J (

Enfin, si, dans les formules (43) et ( 44)* on prend u =  v =  x ,  et si 

l’on suppose la partie réelle de x  positive, elles donneront

( 4 5 ) d x x “  x x ( i -f- Ix )  dx ,  d x r—  - ^  X x x dx.

Nous ne pousserons pas plus loin ces calculs; et, pour terminer la 

douzième Leçon, nous dirons ici quelques mots sur les différentielles 

et les dérivées du second ordre ou des ordres supérieurs, relatives aux 

fonctions d’une variable imaginaire.

Comme une fonction y  ou / ( x )  de la variable imaginaire x  a pour 

dérivée et pour différentielle d’autres fonctions f ' ( x )  e . t f ( x ) d x  de 

cette même variable, il est clair qu’on peut déduire de f { x )  une mul

titude de fonctions nouvelles dont chacune soit là différentielle ou la 

dérivée de la précédente. Ces fonctions nouvelles sont ce qu’on nomme 

les dérivées ou les différentielles des divers ordres de y  ou / ( x ) ·  On 

indique les dérivées des divers ordres à l’aide des notations

y , y , y ,  . . . .  y n)
ou

f ( x ) ,  f \ x ) ,  f \ x ) ,  . . . ,  /<»>(*),

et les différentielles des divers ordres de la fonction y  à l’aide des 

notations
dy, d 2y,  d3y,  . . . ,  d’ly.

Cela posé, en raisonnant comme dans la troisième Leçon, on obtiendra 

immédiatement les formules

d y  =  y '  d x ,  d2y  =  y 2 d x 2, d*y =  y w d x 2, . . . ,  d ny  =  j<") d x n,
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qui subsistent dans le cas même où la variable indépendante x  et la 

différentielle dx deviennent imaginaires. De plus, on étendra sans 

peine au cas dont il s’agit les diverses formules établies dans la troi

sième Leçon, par exemple les suivantes

d neæ =  ex d x '1, d n sin« =  sin(^ +  d x n, d n eos.r =  cos(æ; 4 - \ m z )  d x n, 

d nx a—  a ( a  —  i ) . . . ( a  —  n -+■  i ) x a- n d x n,

et l ’on trouvera encore, pour y  =  f { x  -H a),

y W  —  f ^ n\ x  +  a), d,ly  =  / ^ { x  -t- a) d x n; 

pour y  = f ( a x ) ,

yOi)—  an/( '^ ( ax ) ,  d ny  —  an f fn\ a x )  d x n,

etc.
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TREIZIÈME LEÇON.

RELATIONS QUI EXISTENT ENTRE LES FONCTIONS D’UNE VARIABLE IMAGINAIRE OC ET LEURS 

DÉRIVÉES OU DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES. DÉVELOPPEMENTS DE CES FONCTIONS 

SUIVANT LES PUISSANCES ASCENDANTES DE OC, OU DE LA DIFFÉRENCE OC —  a ,  DANS 

LAQUELLE .a  DÉSIGNE UNE VALEUR PARTICULIÈRE DE X .

•Soient

(1) x = p + c j^ r ~ l

une variable imaginaire et î(x )  une fonction de cette variable. Soit, 

en outre,

(2) r  =  y/p2H- <72

le module de la variable x .  La valeur de x  pourra s’écrire comme il 

suit

(3) x — r(cost -+■  \J— 1 sini), 

t désignant un arc réel; et, si, dans la fonction

(4) f(^) — f[r(cosi +  \/— 1 sini)]»

on considère le module r comme seul variable, cette fonction p o u r r a  
être présentée sous la forme

(5) <?('·) +

o(r), i ( r )  désignant deux fonctions réelles de r. Cela posé, si l’on 

différentie plusieurs fois de suite par rapport à r l’équation

( 6 )  f [ r ( c o s i  +  \ f ^ i  s i n i ) ]  =  © ( r )  h-

en ayant égard aux principes établis dans la Leçon précédente, on
ORuvres de C. — S. U, t. IV. 56
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trouvera

| (cosi +  v/— 1 sini) f  [r(cosi -+- yCT7 sini)] =  v’ (r) -+- x'(r),

(7 ) | (cosí +  v̂ — 1 s in i)2f"[r(cosi-t-^ /7T7 sin i)] =  ©"(/’) + y / ^ 7 x"(r),

et généralement

(8 ) (cosí +  1 sini) ' ' ff")[r(cosi +  \J—  1 sini)] =  +  y/—1 x {n)(r),

n étant un nombre entier quelconque. Concevons maintenant que les 

fonctions
î{x), ('(*), . . . .

s’évanouissent toutes pour une valeur nulle de x , en sorte qu’on ait

(9) f(o) =  o, f(o )  =  o, . . . ,  f(«-')(o) =  o.

On tirera des formules (7), en y posant r =  o,

? ( ° )  + V C I Ï5 i(o)  = 0 ,

ffl'(o) + ^ / ~ i x'(o) = o
...................................* ................... J

<p(«-i)(o) +  y/— i xi,i-,,(o) — 0;

puis on en conclura

(11) a>(o) =  o, <p'(o) =  o, o<"-‘>(o) =  o -  ■

et

(12) x(o) =  o, x'(o) = 0 ,  . . . ,  x<"-‘)(o) =  o.

D’ailleurs, si les fonctions

(13 ) tÇx), î '{x) ,  . . . ,  f«»)(.T)

sont continues, par rapport à x, dans le voisinage de la valeur x  =  o, 

les fonctions

( œ(r), <p'(r), . . . ,  <pC«-t>(7·), ©(»)(/·),

I Xt'I. 3c'(r), . . . ,  y}n~'\r), x<n\r)
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seront elles-mêmes continues, par rapport à r, dans le voisinage 

de r = o ;  et la formule (9) de la page 3 i i  donnera, au moins pour 

des valeurs de /-positives, mais inférieures à une certaine limite k,

(i5) ? ( r ) =  T^ h ' . n  <PW(9‘ r)> =  1.2.3

0(, 02 étant deux nombres plus petits que l’unité. Par suite, l ’équa· 

tion (6) donnera

(16) f [/-(cosi  +  y/— 1 sin/)] = ---- ^ r ) —  1 y}'l) /’ )]·1.2.0. . •fl

Pour que cette dernière formule subsiste entre les.limites r =  o, 

r — k, il suffît évidemment que, les fonctions ( i 3) étant continues,, 

par rapport à x , 'dans le cas où le module r reste compris entre ces 

limites, le rapport

, . f(a?) _  ?(/·)-+-/ ^ 7 x;(r)

oc'1- 1 / . » - i ( c o s — i s i n i ) “-1

s’évanouisse avec r. En effet, comme ce rapport est équivalent au 

produit

(18) ‘ [cos(n — Oi +  v ^ sin f/ i  — 1)<] +

il ne pourra s’évanouir pour une valeur nulle de /·, à moins que cette 
»

valeur ne vérifie la formule

g p ( r )

p/l— 1 +  V/- — 0

et, par conséquent, les deux conditions

<?(>') _ o ~ x ( r )
pii—1 9 p/i—1 =  O.

Or, si ces conditions se trouvent vérifiées pour r — o, elles entraîneront 

les équations (11) et (12) ( voir la cinquième et la sixième Leçon). 

Donc alors les formules ( i 5) et, par suite, la formule (16) subsiste

ront entre les limites./- =  o, r =  k.
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Pour que la variable x  devienne infiniment petite, il est nécessaire 

et il suffit que le module r soit lui-même infiniment petit. Or on trou

vera, dans cette hypothèse, en admettant que <p(7,)(o), x (,i)(o) con

servent des valeurs finies, et désignant par a, [3 des quantités infini

ment petites,

(19) ( r )  = cp(n > (o) -I- a ,  (r) = (o) -4- ¡3.

Par conséquent la formule (16) donnera 

f[r(cosi-i- \l— 1 sini)]

=  ---- -[<pi", (o) +  VC r î x (,,,(<>) +

D’ailleurs, on tirera de la formule (8), en y posant r =  0,

(21) cp('0 (o) -+- \J—  I X i n ) ( o )  —  ( c o s í  v/—  J s in i ) ' 1 fi'O(o).

»
Donc, si l’on fait, pour plus de commodité,

(22) I: (cosí 

on aura encore

a  +  ̂̂ 1 =  (a -t- {3 \J—  1) (cos/ii — \ f - - i  sinn t ) ,  sin i)

(23)· f[r(eosi +.y/— 1 sini)] = 

ou, ce qui revient au même,

f(*) =

r'l( cos t

1.2.3. . . n
[fi»>(0) +  I].

Dans cette dernière équation, I désigne une nouvelle variable qui 

s’évanouit avec x . On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Supposons que, les fonctions ( i 3) étant continues, par 

rapport à x , dans le voisinage de la valeur particulière x  — o, s’éva

nouissent toutes avec x , excepté la dernière î [n\ x s), et que f (n)(o) con

serve une valeur finie. Alors, si l ’on attribue à x  une valeur infiniment 

petite, on aura

(24) f(g) = -· 2,3;.-.«[f(",(0) + 1]>
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I désignant une expression imaginaire qui deviendra nulle en même 

temps que la variable x . ■ ■

Dans le cas où la variable x  reste réelle, l ’équation (24) peut être 

immédiatement déduite de la formule (18) (page 33o).

Soit maintenant f ( x )  une fonction de x , qui conserve une valeur 

finie, aussi bien que ses dérivées d’un ordre inférieur ou égal à n, 

pour une valeur nulle de x\ et supposons d’ailleurs que, pour des 

valeurs de x  imaginaires ou de la forme

/•(cosí +  y/— 1 sini),
les fonctions

( 2 5 )  / ( · * ) ,  / ' (■ * )> '  / " ( « ) ,  · · · ,  f w ( x )

restent continues entre les limites o et k du module r. Si, en considé

rant ce module comme seul variable, on désigne par <p(r), y·(/·) deux 

fonctions réelles de r, propres à vérifier l ’équation

(26) / [ / - ( c o s í  4 - y/— 1 s in i ) ]  =  <*>(/·) h-  y / w  %(/·), 

ml aura, pour une valeur entière de m,

/ (cosí +  y/— 1 siní)"!/ ("‘>[/-(cosí 4 - y/— 1 sini)]

(27) < cp,m)(/·) 4- y/--T x (,n)(r )>

( (cosí 4- y/ — i sini)"i/ (m)(o) =  9(m>(o) 4- y/— x j } m) (o).

D’autre-part, la formule (8) de la huitième Leçon donnera, entre les 

limites r =  o, r =  Ic>

I V
?(r) — <p(o) -h y cp'(o) 4- —  ?"(o) 4-..  >

pli

(28)

4 ------------s-------:-----------r 9 ( B - 1 , ( 0 ) 4=- ---------5--------- <?(n) ( 9 ,  r )
I . 2 . O .  . . ( « —  l )  ‘ V '  1 . 2 . 3  . . . «  Y . \ u l ’ 1’

x ( ' ') = x ( ° ) + 7 x '( » )  +  7^x"(o) +  ···

1 . 2 . 3 D t * - " (0) +  1T2". 3. . ,  n *in) ( r),
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G,, 0, désignant deux nombres inférieurs à l’unité. Par suite, on tirera 

de l’équation (26) combinée avec la seconde des formules (27),

[ / [ r ( c o s i  4- \J —  1 s in/)]

= / (0) 4- sin /(O )+ . . .

(29) ■ ' r«- 1( c o s 1 4- y/—-~ï s in t ) " -1
1.2.3. — I) J K ’

+  1|2 3 ■—  [?t,l)(®1r ) 4 - v/— 1 x(n)(02'■)]

ou, ce qui revient au même,

/(*) = / (  O) +  f/ '( o )  +  ^ / " ( o )  + .

(3o) < *4* x n
I .2.3. . .(« — 1) '

¿33« <p(») (0, r) 4- \/—ix('t)(0 2r )
(cosf 4- y/— 1 sini)"1.2.o. . . n

Il suit de la formule (3o) que la fonction f ( x )  peut être considérée 

comme composée d’une fonction entière de x,  savoir

rr» rp& /ytll — 1
(3i) /(o) +  T /'(o) 4- —  f"(o) + . , . +  7 , 2,3 . , . (/l_ l ) / (H- 1)(o)

et d’un reste, savoir

x»  au>(9| /‘)4-y/— t x {n)( 0î r )
1 - 2 . 3  . . . a  ( c o s i 4- y /— 1 s i n < ) ' 1

Lorsque ce reste décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes du 

nombre entier n, la série

¿ 3 3 )  / ( o ) ,  * / ' (  o ) ,  £ / ' ( o ) ,  . . .

.est convergente, et la somme de cette série est précisément la fonc-
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tion f ( x ) ,  en sorte qu’on a

(34) /(*) =/(o) +  7 /'(O) +  ~  /"(O) +

L’équation ( 34) n’est que la formule de Maclaurin étendue au cas où 

la variable x  devient imaginaire.

Concevons encore que, la lettre a désignant une valeur particu

lière de la variable x,  les fonctions (a5) conservent, pour x  =  a, 

une valeur finie et restent continues tant que le module p de la dif

férence x  — a demeure compris entre les limites o et k. Alors, si l’on 

fait ■

(35 ) x  —  a “  s =  p(cosu 4- y/— i sim;), 

o désignant un arc réel, et

( 3 6 ) f ( a  +  s)=zf ]_a +  p(cosu 4- \/-—t sinu)] == Î»(p) "* x (p)t

on trouvera

(37)
( c o s ’j  4- y/ —  i sin’j ) m</ ('", (a)  =  (o) 4 1 i X (,B)(o).

De plus, comme la formule (8) de la page 353 donnera

®(p) =  4»(o) +  £ ®'(o) 4- - f -  4»"(o) 4 - . . .I 1.2

( 38 )

X ( p ) 3 X ( o ) t J î ( o )  +  ^ X ' ( o )  +  . . .

ô(, étant deux noinbres inférieurs à l’unité, on tirera de l’équa-
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tion ( 36), combinée avec la seconde des formules (3?), '

( 39 )

/ [ «  +  p(

—f{a)

cosu +  y/—  i sinu)]

+  p - ' f a s v  +  ̂ T T s i .u ) '-
1.2.3. ..(/I — i) '

+  7^ T ^ ^ tre,(s>P) +  V ^ X (H)(e2p)]

ou, ce qui revient au même,

(4o)

/(*) = /(«) +  +  (^ | .  ° )’ / ,( ° ) + · ·  ·

r. 2. o. . . ( « — i ) ‘

(a? — a )'1 €»(">(0, p) X(B)(g»p)
1 . 2 . 3 . . . «  (cosu  h-  y/—  i sinu)"

En vertu de la formule (4o), la fonction f ( x )  peut être considérée 

comme composée de la fonction entière

£40
/(«)■

x  —  a
/'(«)

( x  —  a )1
/"(«)I . 2

(x  — a ) n~l 

i .2.3. .. ( « — i)

qui se.trouve ordonnée suivant les puissances ascendantes de x  — a, 

et d’un peste représenté par le produit

( x  —  a )"■  (|>('t)( 01 p) 4 - y/—  i X<">(02p) 

1 . 2 . 3 . . . «  (cosu +  y/— i sinu) '1

Lorsque ce reste décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes du 

nombre entier n, la série

( 4 3 ) /(«)>
x  — a

/'(«)>
( x  —  a)

i . 2
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est nécessairement convergente, et l ’on tire de l’équation (40)

(44) / ( * )  = / ( « )  +  +  -* ~ 2a)*/"(“ ) +  ■ ■  '■

ou, ce qui revient au même,

(45) f { a  +  z ) — f ( a )  4- j / ' ( a )  4- /"(«)-+ ....
I J . 21

Si, dans cette dernière, on remplace a par x  et z par h, on obtiendra 

la suivante

h /î2
(46) f { x  4- h) = / ( x )  4- - f { x )  H- —  f ( x )  4 - . . . ,

c’est-à-dire la formule de Taylor étendue au cas où la variable x  et 

son accroissement h deviennent imaginaires.

Lorsque, dans l’équation (4o), le module p devient infiniment 

petit, le rapport
$W (6,p) +  \/^riXW.(0i!p)

( c o s u  4 - sJ— 1 s i n u ) "

différé très peu du rapport

<K.)(o)+v/Z^X(»)(o) ■
( c o s u  4- \Z— i  s i n u ) "

Donc, si l’on pose alors

(47)
^ ) ( 9 1p)-HX«»>(fl,p ) = / ( . ) ( g ) 4.I  

(cosu 4 - 1  sinu)"

I sera, ainsi que x  — a, une expression imaginaire infiniment petite, 

et la formule ( 4°)  donnera

(48)

/ ( * ) = / (  fl)+ £ V - / ( « ) + · · ·

1 . 2 . 3 . . . ( n  —  i ) · '  ' '

[ / f ) ( o )  4- 1], 1.2*3. , . /I L̂  V 1 J ’

57OEuvres de C· — S. II, t. IV.
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puis on en conclura, en faisant x  — a — i,

(49)·

f (a  +  i) — f ( a ) +  -/'(«) +  · · ·

i . 2 . 3 . .  . { n  —  i)
/<»-!>(«)

1.2.3. . .«— -[/<»> («) +  !].

Si, dans l’équation ( 49). on remplace a par x,  oh se trouvera immé

diatement conduit à la proposition suivante :

Théorème II. — Supposons que l ’on attribue à la variable x  une valeur 

dans le voisinage de laquelle les fonctions ( 25) restent continues, et à la 

variable imaginaire i une valeur infiniment petite. On aura

f ( x  +  i)

(5o)

i .2.3.. .{n — i) 1 . 2 . 3 . .  . n
[/<»>(*) +  !],

I désignant une expression qui deviendra nulle en même temps que i.

Cette proposition comprend évidemment, comme cas particuliers, 

le premier théorème et celui que nous allons énoncer.

Théorème III. — Supposons que Von attribue à la variable imagi

naire x  une valeur dans le voisinage de laquelle la fonction f ( x )  reste 

continue, ainsi que sa dérivée f ( x ) ,  et à la variable imaginaire i une 

valeur infiniment petite. On aura

(5i) f ( x +  i ) = f ( x )  +  i[f ' (x) +  I],

1 devant s’évanouir avec i.

Exemples. — Si l’on prend successivement pour f ( x )  les fonctions

X
ex, sin#, cosx, x !, xV·, Ix, arc tangue, . . . ,
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on tijera de la formule ( 5 i)

451

(52)

( 53 )

(54)
( 5 5 )

( 56 )

(57)

(5 8 )

ex+i =  ex -t- i ( ex +  I ), 

sin (« -+- i) =  sin« +  ¿(eos« -+- I), 

cos(« -+- ¿) — cos« — ¿(sin« — I),

(« +  ¿)2 =  «2H-¿/ — L +  l Y  
\2«2 /

(« H- ¿)^~ «Iarh ¿(|H«lA—1 H-I),

!(« +  ¿) =  ¿« -+- ¿ ( — 4- I ),

arc tang(« +  i) — arc tang« ■
I

i -+- «· +  1 ,

Lorsque plusieurs termes de la suite

(59) / ' (« ) ,  f { a ) ,  f { a ) ,  . . .
s’évanouissent, alors, en admettant que / (n)(a) soit le premier de ceux 

qui different de zéro, on tire de l’équation (4g)

(60) f a  +  ¿) = f a )  +  I].

On peut donc encore énoncer la proposition' suivante.

Théorème IY. — Supposons que les fonctions ( 25), étant continues 

par rapport à x  dans le voisinage de la valeur particulière x  =  a, s’éva

nouissent toutes avec x  — a, excepté la première f ( x )  et la dernière 

f n\ x ). Admettons en outre que f ( x )  et f {n\ x )  conservent, pour x  =  o, 

des valeurs finies : alors, si l ’on attribue à la variable i une valeur infi

niment petite, on aura, pour x  — a,

(60 · / ( g  +  ¿) =/(a>) +  — - J* _ n [/<»>(«) +  I],

I désignant une expression imaginaire qui deviendra nulle en même 

temps que la variables.
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Concevons à présent que, la variable x  étant imaginaire, on nomme R 

le module de la fonction f (x)>  en sorte qu’on ait

(62) f ( x )  =  R (cas T -+- \/~ 1 sinT), '

T désignant un arc réel. Soient d’ailleurs AR, AT les accroissements 

que reçoivent les quantités R, T, quand on attribue à la variable x  

l’accroissement infiniment petit

(6 3 ) A x  =  i  =  p (cosu +  \f—  1 sinu).

On fixera aisément, à l’aide des formules ( 5 i) ou (61), la valeur ap

prochée de AR. En effet, on tirera de l’équation (62)

(64) (R -+- AR) [cos(T -t- AT) -4- "ï sin(T 4- AT)] — f { x  +  1); '

puis, en combinant cette dernière avec la formule ( 5 i), nommant R, 

le module de f ( x ), et représentant par T,, a , ’(3 des quantités réelles ■ 

propres à vérifier les équations

(65) f ' ( æ) —  R j( cosT! +  yéZT s in T i) ,

(66) l (c o s u  -4- y/—  1 sinu) —  a -4- (3

on trouvera

| (R 4- AR) [ c o s ( T  4- AT) 4- v/—ï  sin(T 4- AT)]

( =  R(cosT 4- y/—  1 sinT) 4- p jRi[cos(u 4- Tt) 4- \f— 1 sin(u 4 - T,)] 4- « 4- (3 \/·

ou, ce qui revient au même,

(68)
l (R-f- AR) cos(T 4- AT) =  R cosT -t- p[R, cos(u -t- T,) 4- a], 

( (R 4- AR) sin (T -t- AT) =  R sinT 4- p[R, sin (u 4- T,) -+- (3].

De plus, si l’on combine entre elles, par voie d’addition, les for

mules (68), après avoir élevé chaque membre au carré, et en faisant, 

pour abréger,

(69) y =  2R ( a co s T- f - ps in T )+ pj [ R ,  cos(u4-Tj) 4- «]24- [ R i s in(u4-T, )4-p]2j,
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on en conclura

(70) (R H- AR)2 =  R s +  p O R R ,  cos(u +  T ! —  T) +  y].

Cela posé, comme les valeurs de a, [3, y, déterminées par les 

formules (66) et (69), seront infiniment petites, on tirera de 

l’équation (70), en extrayant les racines carrées positives des deux' 

membres, ayant égard à la formule (55), et désignant par 8 une 

quantité qui s’évanouisse avec le module p,

( 7 O R -f- AR “  R +  p [2 R Ri cos (uH-Ti  —  T) H- y] *

Dans cette dernière équation, qui suppose R2>  o, le produit 

[ 2 R R , c o s ( u  +  T , — T) +  y] +

diffère très peu du suivant

Ri cos(u +  T,  —  T) .
%

Donc cette même équation pourra être présentée sous la forme

(72) AR =  p[Rj  cos(u +  T , —  T) -H m],

w désignant encore une quantité infiniment petite ; et par conséquent, 

le produit

(73) pRi co_s(u +  Ti — T)

sera la valeur approchée de l’accroissement AR, c’est-à-dire que le 

rapport de cet accroissement au produit (73) différera très peu de 

l’ unité. On doit seulement excepter le cas où l’on attribuerait à la 

variable x  une valeur qui rendrait nulle ou infinie l’un des deux 

modules R, R,, ou, ce qui revient au même, l’une des deux fonc

tions f ( x ) ,  f ( x ) .  x

Supposons maintenant que, pour une valeur donnée de x,  les 

fonctions

(7 )̂ /'(■ *)» /*(*)* · ·· ,
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s’évanouissent, mais que f ( x )  et f {n)( x)  obtiennent des valeurs finies 

différentes de zéro. Alors le produit (73) sera nul, ainsi que le mo

dule R, de f ' { x ) ·  Mais, si l ’on désigne par R„ le modulé de f {n)(x),  

et par Tn, a, ¡3 des quantités réelles propres à vérifier les équations

(7 5 ) f w {x)  =  R„(cosT„ +  y/:=l  sinT„),

(7 6 ) l(cosu -1- y/— 1 sinu)re=  oc -H ¡3 y/— 1 ,

on tirera des formules (64) et (61), combinées entre elles,

(R -+- AR) [cos(T ·+- AT) -t- sin(T 4- AT)]
y

=  R(cosT-4-y/— x sinï) H----- -̂---jR„[cos(«u +T„) -}-y/— 1 sin(«u + T ft)] -+- a (3y/

ou, ce qui revient au même,

i ( R AR) cos ( T  +  AT) ~  R cos T  -+- ~ [ R 7l cos (nv + T W) -+- et],
(78) ’ ’V ”  ·

I (R +  AR) sin (T  +  AT) =  R s i n T  -t------ ^-----[R„ sin ( n v -+- T«) h- j3 ] »

puis, en substituant les équations (78) aux équations (68), on ob

tiendra, au lieu des formules (69), (70), (72), de nouvelles formules, 

que l’on peut déduire des premières en remplaçant le module p par

la fraction — - —̂ -> R par R,„ et le binôme u -+- T( par le binôme

n u -f- T„. Donc, en supposant R2 >  0, et désignant toujours par 01 une 

quantité infiniment petite, on aura

(7 9 ) A R~ Î T 1 ----~ [R» cos (nu -t-T„ — T)-t-w].

Par conséquent, dans l'hypothèse admise, le produit

(S°) C0S( niJ +  T„  —  T)

sera la valeur approchée de l’accroissement AR, c’est-à-dire que le 

rapport de cet accroissement au produit (80) différera très peu de 

l’unité.
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Lorsque, pour une valeur donnée de x,  la fonction f ( x )  s’évanouit 

avec son module R, et qu’en même temps la première des fonc

tions ( 25) qui diffère de zéro conserve une valeur finie, on tire des 

formules (68) ou (78) : i° en supposant R* >  o,

( AR cos(T +  AT) =  p[R,  cos(u -+- T, )  4- a],

 ̂ j AR sin (T -1- AT) =  p[R,  sin (v -t- T,)  -+- (3 ];

20 en supposant

R 1= R ,  =  . . .  =  R„_1 =  o et R,2t > o ,

| A R c o s ( T  -h AT) =  t 2 g---- - [ R „ c o s ( « u  +  T„) -+- a],

(82)

AR sin (T +  AT) =  ------ [ R ,  sin (nu +  T„)  +  (3].

On en conclura, par des raisonnements semblables à ceux dont nous 

nous sommes servis plus haut, que l’accroissement AR du module R 

peut être, dans le premier cas, présenté sous la forme ^

( 83 ) AR= =p( R1 H-co), 

et, dans le second cas, sous la forme

i R = T x f b : < R- + “ )'
\

w désignant, dans l’une et l’autie hypothèse, une quantité infiniment 

petite.

Pour que l’accroissement de la variable x,  savoir 

A x  =  i —  p (cos u -+- \J—  1 sinu)

soit infiniment petit, il est nécessaire et il suffît que le module p de 

cet accroissement soit lui-même infiniment petit, l’arc u pouvant 

d’ailleurs être une question finie quelconque. Or, si l’on détermine 

cet arc de manière à vérifier l ’équation

1,( 85 ) cos(u +  T! —  T)  =
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ou bien la suivante

(86) cos(rau-t-T„— T)  =  — i,

ce qui aura lieu, par exemple, si l ’on prend

u —  7T +  T —  T(,

(2/?î +  l)7T +  T —

(87)

ou bien 

(88)

m désignant un nombre entier inférieur à n, on verra la formule (72) 

se réduire à

(89) A R =  — p ( R , — w),

ou la formule (79) se réduire à

(9°) AR =  ~  1.2 . 3 (Rft~ (0)·

De plus, la valeur de Ax donnée par l’équation (63) prendra l’une 

des formes

(9‘ )

(92) A x  =  p

A x  —  —  p [cos (T —  T,)  +  y/—  1 s in(T —  Tj)],

(2m +  1 )7T +  T  —  T„. ,----  . (2m +  i ) i r + T -
cos --------- ---------------- hv— 1 sin--------- -----------n v n

T„

]·

D’ailleurs, en vertu de la formule (89) ou (90), l’accroissement AR 

du module R aura pour valeur approchée la quantité négative

(98) —  PR 1

ou

(94)
P'1 R*

1.2.3. . .«

Donc cet accroissement sera négatif, et l’on pourra énoncer la propo

sition suivante :

Théorème Y. — Supposons que les fonctions ( 25) restent finies et con-
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tinues dans le voisinage d ’une valeur de x  qui ne réduise pas la fonction 

f ( x ) à zéro. Faisons d ’ailleurs

f ( x )  =  R ( c o s T  +  \/— i s i n ï ) ,

et soit
=  R „ ( c o s T „ +  \J— i s in T„ )

le premier terme de la suite

f { x ) ,  f ' ( x ) ,  f ' { x ) ,  . . .

qui ne s’évanouisse pas pour la valeur donnée de x . Enfin, concevons que, 

p désignant une quantité positive très petite, on attribue à x  un accroisse

ment Ax déterminé par la formule (91) ou parla formule (92), suivant 

que l ’on aura n — 1 ou nfi> 1. La valeur correspondante de AR sera néga

tive, c’est-à-dire que le module de

f ( x  -+■  Ax)

deviendra, pour de très petites valeurs de la quantité p, inférieur au 

module de f  ’( x ) . /

Au reste, pour que le module de f ( x - h  Ax)  devienne inférieur 

au module de f ( x ) ,  il n’est pas nécessaire de supposer la valeur 

de Ax déterminée par la formule (91) ou (92), et il suffit d’assigner 

à l ’angle u, dans la formule (63), une valeur propre à rendre négatif 

le dernier facteur de l’expression (73) ou (80), savoir

costu +  Tj —  T) ou cos(/iu +  T„ —  T).

Or c’est une condition qu’il est toujours facile de remplir, attendu 

que ce facteur change de signe, tandis que l ’angle 0 reçoit un accrois

sement égal à -rc ou à - ·

En terminant cette Leçon, nous ferons observer que, dans beau

coup de cas, les relations établies par les formules (6), (26), (36) 

entre les fonctions désignées par les lettres f, f  et les fonctions 

réelles y(r), yfr),  <D(p), X(p) continuent de subsister quand on 

remplace \J— 1 par — 1. C’est, en effet, ce qui aura générale-
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ment lieu si la fonction f ( x ) ou / ( x )  se présente sous forme réelle, 

c’est-à-dire si elle ne renferme pas dans son expression le signe y/— i. 

Ainsi, par exemple, si l’on prend pour / ( x )  l’une des fonctions 

simples représentées par les notations

a -h x ,  a —  x .  a x ,  — > x a, h x ,
xN

s inx ,  c o s x 9 a rcs in#,  arccos-r

ou l’une des fonctions composées que l’on peut exprimer en combi

nant ces mêmes notations, l’équation (26), dans laquelle r  désigne le 

module de x,  s un arc réel et <p(r), x (r)  deux fonctions réelles de r, 

entraînera généralement la suivante :

(95 ) / [ r ( c o s i  —  sini )]  =  <j>(r) —  y/ —7  l { r ) .

On aura donc alors

_  /[ / • ( co s t -h y /^ T  sinf)]  +  / [ / ' ( c o s ?  —  y/—  > sinQ]
* '  ' 2

^  _  / [ r ( c o s t  +  y/— 1 s in l) ]  —  / [ r ( c o s <  —  y/—  i s inl )]

(96) / et
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QUATORZIÈME LEÇON.

SUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES ET TRANSCENDANTES. DÉCOMPOSITION 

DES FONCTIONS ENTIÈRES EN FACTEURS RÉELS DU PREMIER OU DU SECOND DEGRÉ.

A l’aide des principes établis dans la treizième Leçon, on peut aisé

ment démontrer la proposition suivante :

Théorème 1. — Soit f ( x )  une fonction de x  qui reste finie et continue, 

ainsi que ses dérivées des divers ordres, pour toutes les valeurs finies réelles 

ou imaginaires de x , et qui devienne toujours infiniment grande lorsque 

le module de la variable x  devient infini. Supposons d ’ailleurs que les 

dérivées de f ( x )  ne puissent s’évanouir toutes à la fois.· Il existera une 

ou plusieurs valeurs de x , réelles ou imaginaires, et propres à vérifier 

l ’équation

(O f { x ) — 0.

Démonstration. — Soient r et R les modules de la variable x  et de 

la fonction f ( x ) ,  en sorte qu’on ait généralement

(2) x  =  /'(cosí H- \j—  i sini) 

et

(3) f { x )  =  / [ r ( c o s f  -t- j — i sin¿)] =  R(cosT 4- <j—  1 sinT),

t, T désignant deux arcs réels. Comme, en vertu de l’hypothèse 

admise, la fonction f ( x )  devra rester finie pour toutes les valeurs 

finies du module r et devenir toujours infiniment grande pour r =  00, 

il est clair que le module R remplira les mêmes conditions. Il est aisé 

d’en conclure que, parmi les valeurs de R, il en existera une plus
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petite que toutes les autres, et correspondante à une ou plusieurs 

valeurs finies de x . J’ajoute que cette plus petite valeur de R sera 

précisément égale à zéro; et, en effet, toutes les fois qu’une valeur 

finie de æ produira pour la fonction f ix ')  un module différent de 

zéro, on pourra, en vertu du théorème Y de la Leçon précédente, 

attribuer à a? un accroissement infiniment petit Ax, tel que le module 

de f ( x  -+- Ax) devienne inférieur à celui de f ( x ) .  Donc alors le 

module de f ( x )  n’aura pas ,1a plus petite valeur possible. Par con

séquent, lorsque les conditions énoncées dans le théorème I seront 

remplies, la plus petite valeur de R sera nulle et les valeurs finies 

de x  qui correspondront à une valeur nulle de R vérifieront l’équa

tion (i). I

Le théorème I s’applique immédiatement aux fonctions entières de 

la variable x.  En effet, soit f ( x )  une fonction entière du degré n, 

c’est-à-dire de la forme

(4) f{oo)  =  atlx n -\- « ,# '* - ' 4 - ai x n~i -h '.. xx  4- an,

n désignant un nombre entier, et a0, a,, ............an_<, an des con

stantes réelles ou imaginaires dont la première ne pourra être nulle. 

Cette fonction f ( x )  restera finie et continue, ainsi que ses dérivées 

des divers ordres, pour toutes les valeurs finies réelles ou imagi

naires de x,  et sa dérivée de l’ordre n, savoir

( 5 )  f l'l)( x )  = i . 2 . 3 . . .  n . a 0,
K

»
sera constante, mais différente de zéro. De plus, si l’on représente 

par p0, p, , . . . ,  pa les modules des coefficients a0, a , , . . . ,  an, et si l’on 

pose en conséquence

«0 =  p0 (costo -H y/—ï sinTo),

aj — p! ( cost! -I- \f—~i sinTt),
.......................................... ..

a « = P » ( cos t„ + v/ “ Ï  s i n v , , ) ,
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on conclura de l’équation (4), combinée avec les formules (2),

( 3 ) ,  ( 6 ) ,

R ( c o s T  4 - y/—  i s inT)

= p0/·" [cos( -+- t 0) +  1 sin(«< 4-r0)J

+  p!/-"-1 jcos[(n —  i ) t  -t-T,] H- v/—~ï sin [(« —  1) i h- Tt] J +  . . .

+  p„(cosT„+v^TsinT„)

ou, ce qui revient au même,

(8)
[ R  C O S Ï  =  p 0/·'* C O S ( « i  +  TS) C O S [ ( «  —  l ) <  +  T i ]  + . .  . +  p» COST„,

I R sin T =  p0rn sin (nt  +  r0) -+-pt rn~l sin [(w — i ) f +  t, ] +  . .  . +  p„sinr„.

On trouvera par suite

(· R 2 =  j p0 rn cos ( nt +  r0 ) -+- pi r n~' cos [(« — 1 ) t +  tj ] H-... H- p„ cost„ j2 

^  j -+- j p0rn sin («¿ +  t0) -+-pi;'"-1 sin[(« — Oi-hTj] +  .. .4-p„sin r„j2

ou plus simplement

(l0) n i _ r»«j'pi |  ap,p,cos(t +  t , - r , )  | pî+apop^osÇat  +  r , - ^ )  ^

Or, si l’on attribue au module r de la variable x  des valeurs infiniment 

' grandes, le premier des deux facteurs, que renferme la valeur précé

dente de R2, croîtra indéfiniment, tandis que le second s’approchera 

d’une limite finie et différente de zéro, savoir de la quantité p®. Donc 

la valeur de R2 et sa racine carrée ou le module R de la fonction / ( x )  

deviendront infinis ainsi que la fonction elle-même. Donc, en vertu 

du théorème I, il existera une ou plusieurs valeurs réelles ou imagi

naires de x  propres à vérifier l’équation

( i l )  a „ x n - 1- a , x "—1 H- a 2 x '1~ î  +  · · · +  « » - ! #  +  a n —  o.

On doit seulement excepter le cas où l’on aurait

n =  o, /(#) =  «„,

et dans lequel toutes les dérivées de / ( x )  deviendraient nulles.
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Soit maintenant x a l’une des valeurs réelles ou imaginaires de x  

propres à vérifier l’équation (i i). La fonction entière f ( x )  sera divi

sible par le facteur linéaire x  — x 0, et, si l’on effectue la division, on 

obtiendra pour quotient une autre fonction entière qui sera elle-même 

divisible par un nouveau facteur. En continuant de la sorte, on finira 

par décomposer la fonction / ( x ) du degré n en autant de facteurs du 

premier degré qu’il y a d’unités dans le nombre n. D’ailleurs, le pro

duit de ces facteurs ne deviendra jamais nul sans que l’un d’eux s’éva

nouisse, et comme, en égalant chaque facteur à zéro, on déterminera 

une racine réelle ou imaginaire de l’équation (i i), on pourra évidem

ment énoncer la proposition suivante :

Théorème II. — Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs ima

ginaires des constantes a0, a,, . . . ,  art_,, a„, l ’équation

(11) ' a0 x n-h 4 - an=  ot
a toujours n racines réelles ou imaginaires et n en saurait avoir un plus 

grand nombre. «

Lorsque la fonction f ( x ) cesse d’être entière, on peut encore, dans 

un grand nombre de cas, constater la possibilité de résoudre l’équa

tion (î)  en s’appuyant sur l’un des théorèmes que nous allons faire 

connaître.

T héorème III. — Soit f ( x )  une fonction de x  qui reste finie et con

tinue, ainsi que ses dérivées des divers ordres, pour toutes les valeurs finies 

réelles ou imaginaires de x , et supposons que les dérivées de f ( x )  ne 

puissent s’évanouir toutes à la fois. Soit de plus <j/i) une fonction déter

minée de l ’angle t, qui demeure non seulement continue, mais encore 

réelle et positive entre les limites t =  — tc, l — tc, et qui reprenne la 

même valeur à ces deux limites. Si, tandis que l ’angle t varie entre les 

limites — it, +  tc, le module de l ’expression

(12) / [( cosí  +  \/— i sini) 4*(0]

reste constamment supérieur au module de / (o ) ,  on pourra en conclure

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



QUATORZIÈME LEÇON. 463

que l ’équation ( r ) admet une ou plusieurs racines réelles ou imaginaires 

et de la forme

(i3) x — 0(cosi -+- \j— i sin t) ^(é), '

G désignant un nombre inférieur à l ’unité.

Démonstration. — En effet, si, dans la fonction ^

/(«) — /[r(cosi +  \J—  i siul)],

on fait varier r et / par degrés insensibles entre les limites r — o, 

r =  ^(¿), / =  — t ï ,  t =  7i, on obtiendra pour cette fonction f ( x )  une 

infinité de valeurs dont l ’une offrira un module plus petit que toutes 

les autres. Soient r0, ta les valeurs de r et de t correspondantes à ce 

plus petit module, eta?0 la valeur correspondante de ¡r; ra devra être 

inférieur et non pas égal à ^(¿0). Car, si l’on avait

le module de l’expression

04 ) /(#<>) =  /[(cosi„ +  v/—"r sinO + Oo)]

resterait, en vertu de l’hypothèse admise, supérieur au module de 

/ (o ) ,  c’est-à-dire au module qu’on obtient pour / ( # )  en posant 

r =  o, quel que soit t. J’ajoute que l’expression ( i4 ) sera précisé

ment nulle; et en effet, si le contraire arrivait, on pourrait, en vertu 

du théorème Y de la Leçon précédente, attribuer à la valeur

( i 5) x 0 =  r „ ( c o s t0 -+- f — ~i s i n i 0)

de la variable x  un accroissement infiniment petit i tel que le module 

de / ( « o + O  devînt inférieur à celui de /(#,,). D’ailleurs, r0 étant 

inférieur à ^(/0), et l’accroissement i étant très peu différent de zéro, 

la valeur/(# „ -f- i) de f ( x )  serait encore l’ une de celles qu’on obtient 

lorsqu’on fait varier r eU  entre les limites r — o, r =  <{/(*), ' t—  — n, 

i =  tz. Donc, parmi ces dernières valeurs, f ( x 0) ne serait pas celle
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qui offrirait le plus petit module. Donc, toutes les fois que les con

ditions énoncées dans le théorème III pourront être remplies, l’ex

pression (i4) s’évanouira ainsi que son module, et la valeur de x  

ci-dessus désignée par x 0 vérifiera l’équation (i). Or cette valeur 

de x  sera du nombre de celles que représente la formule ( i 3), 

puisque le module r0 sera compris entre les limites o et ^(i0).

Scolie. — Pour que le théorème III subsiste, il n’est pas nécessaire 

que la fonction désignée par t}>(i) conserve la même forme pour toutes 

les valeurs de t. Cette remarque fournit le moyen de surmonter les 

difficultés que pourrait offrir l’application du théorème à des cas par

ticuliers. Supposons, pour fixer les idées,

(16) f ( x )  =  ex — x.

On trouvera, dans cette hypothèse,

0 7 ) / ( o ) =  i,

(18) It(cosT -t- \J— i sinT) grcosi-t-rsini v ^ _ (  r cosí -t- r sin t\/~ i),

( R cosT =  e''COs< cos(r sini) — r cos t,
(19) j

( R sin T =  e '-cosf sjn (;· sin t) — r sin t,
( 2 0 ) R 2 —  e S r e o s / _  2  r e r cos t COS ( r  S Î n Î  —  í )  +  7,J

et, par conséquent,

( 21) R2 >  eSrcos<— 2 rercos,-l- r5 ;

puis on en conclura : i° en supposant 2 et cosí négatif,
«

( 22)  · R >  r  — e' <¡os/> ,· — 1 >  1 ;

20 en supposant cosí positif et supérieur à — - >

(23) R >  e'-'08' — ;· >  x.

Soient maintenant N un nombre quelconque supérieur à 2 et

1 (N h- 1) 
u : arc cos — -tç-----(24)
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Si l’on veut que la valeur de R, déterminée par la formule (20) dans 

le cas où l’on pose r - ^(¿), devienne supérieure au module de/(o), 

c’est-à-dire à l’ unité, pour toutes les valeurs de t renfermées : i° entre 

les limites t =  — %, 1 =  — -  ou bien entre les limites t =  -> t =  tc ; 

20 entre les limites t =  — u, t =  u, il suffira de concevoir que, entre 

ces mêmes limites, la fonction ip(i) se réduise à une quantité con

stante égale ou supérieure au nombre N. D’autre part, si, en dési- 
*

gnant par n un nombre entier quelconque, on fixe la valeur de r, 

lorsque l’angle 1 reste positif, à l’aide de l’équation

7T
n 71 -4- — +  t

(25) rs in i— £ — «TiH—  ou r — ----- :—:----->
• . 2 sirU

et lorsque l’angle t devient négatif, à l’aide de l’équation

TZ
/ \ n% +  2 —

(26) r s i n i  —  l - — [ n n -\— ) ou r  —  — ;—;----rrv ' \ 2 J s i n ( —  t)

t

le module R, déterminé par la formule (20), surpassera évidemment 

le module r, et à plus forte raison le nombre  ̂ =  1,5707—  Donc le 

module R surpassera l’unité pour toutes les valeurs de t comprises 

entre les limites — it, -t-■ jt, si l ’on détermine la fonction de 

manière que l’on ait : i° entre les limites t =  — u, t =  u,

(27) <KO =
«7T H-----1- V1

sirni ’

2° entre les limites t — u, t =  it — 1»,

(28) +(0 =
«71 H-----h t■2

sin t  ’

3° entre les limites t =  — (u — u), t =  — u,

( 29) <K0 =

nn 7i H------
2

sin (— t)

t
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4°/ entre les limites / =  — u, t — — (u — u) ou bien entre les 

limites t =  tc — u, t =  u,

(3o) <KO:
« 7T H-----!-7î — u

sin(7r — u)

«71 ■
371
2

sinu

et si de plus on choisit le nombre n de telle sorte que la plus petite 

des valeurs de <j>(0 fournies par les équations (27), (3o), savoir

vérifie la condition 

(30

« n-i-----H u
2

siny j

7T
«TT H-----1- V2

• si nu >  N.

D’ailleurs, quoique la fonction ^(¿) déterminée par le système des 

équations (27), (28), (29), ( 3o), change de forme avec la valeur 

de t, elle reste non seulement finie et positive, mais encore continue 

entre ces limites, c’est-a-dire qu’elle varie par degrés insensibles, 

tandis que l’on fait croître ou décroître l’angle t. Ajoutons qu’elle 

•reprend la même valeur pour t =  —  u et pour t =  u, et que les déri

vées de ex — x ,  savoir ex — i, ex, ne sauraient s’évanouir en même 

temps. Donc, en vertu du théorème III, l’équation

(32) ex — x  —  o

admet des racines réelles ou imaginaires, parmi lesquelles il en 

existe au moins une dont le module ne surpasse pas la plus grande 

des valeurs de ^ (0  fournies par les équations (27), (28), (29), (3o). 

Si l ’on prend N =  2, l ’équation (24) donnera

13v =  arc cos — =  arc cos(o,5493o6...) =  0,98926...,

et la condition (3 i) sera vérifiée, même lorsqu’on supposera n =  o. 

Alors la plus grande des valeurs de <j/ ( 0  déterminées par les for-
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mules (27), (28), (2g), (3o) sera

3 ^  y

Donc, parmi les racines (le l ’équation (1), il en existe au moins une

qui offre un module inférieur au nombre 4>455__

Ce qu’on vient de dire indique suffisamment le parti qu’on peut 

tirer du théorème III pour s’assurer qu’une équation transcendante 

admet des racines réelles ou imaginaires, et pour découvrir une 

limite supérieure au plus petit de leurs modules. Parmi les équations, 

pour lesquelles l’existence d’une ou de plusieurs racines peut être 

ainsi constatée, nous citerons encore les suivantes :

( 3 3 ) ex — x\J— 1, e~x -{-xî —  o, s\nx =  2,

et

( 34 ) e~x — x ,  e~x — x 2, ex — e_ir=:sin.r,  . . . .

Il serait d’ailleurs facile de reconnaître que les équations ( 32) et ( 33) 

admettent seulement des racines imaginaires.

Au reste, par des raisonnements semblables à ceux que nous avons 

employés pour établir le théorème III, on peut encore démontrer la 

proposition suivante.

T héorème IV. — Soient

(2) x  =  r ( c o s i  -t- f — i s in i )

une variable imaginaire, r le module de cette variable, et cp(z), (J/(z) 

deux fonctions de l qui restent, non seulement continues, mais encore 

réelles et positives, pour toutes les valeurs de t comprises entre t =  t,, 

l — t2. Soit de plus

( 3 ) f { x )  = / [ r ( c o s i  +  v/— sini) ]

une fonction de x  qui reste finie et continue, ainsi que ses dérivées des
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divers ordres, entre les limites

( 35) t = t u t = t 2, r =  (p(t), r =  ÿ(t);

et supposons que jamais les dérivées de f(x ')  ne s évanouissent toutes ci la 

fois. Si l ’on peut choisir l ’angle t entre les limites tn t2 et le module t 

entre les limites <p(/), '^(¿), de telle sorte que l ’expression (3) conserve 

toujours un module supérieur à celui de

( 36) / [ , (  cost 4 - y/—  i sinr)] ,

tandis que l ’on fait varier r entre les limites o(t),  ^(z), en attribuant 

à l l ’une des valeurs t{, t2, ou t entre les limites t{, t2, en attribuant à r 

l ’une des valeurs cp(i), <|>(̂ ), l ’équation ( i)  admettra une ou plusieurs 

racines réelles ou imaginaires, correspondantes à des valeurs de r et de t 

comprises entre les limites (35).

Scoliel. — Si, dans le théorème qui précède, on réduit les angles t{, 

t2 aux deux quantités — ir, -{- tc, il deviendra nécessaire de supposer 

que chacune des fonctions ®(i), reprend la même valeur pour 

t — — r. et pour t =  it. Si, dans cette hypothèse, on avait ç ( i )  =  o, 

on se trouverait évidemment ramené au théorème III.

ScolieH. — Si, dans le théorème IV, on réduit les fonctions <p(i), 

ÿ (t)  à deux quantités constantes r,, /·,, on obtiendra la nouvelle pro

position que je vais énoncer.

T héorème V. — Soit

(2) x  =  r(cos t +  \J— 1 sin i)

une variable imaginaire dont r désigne le module. Soit de plus f ( x )  une 

fonction de x  qui reste finie et continue, ainsi que ses dérivées des divers 

ordres, entre les limites

(37) r =  ru /- =  /-2; t — ty, t =  t2,

et supposons que jamais les dérivées de f ( x )  ne s’évanouissent toutes à la 

fois. Si l ’on peut choisir le module x, entre les limites r{, r2 et l ’angle t
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entre les limites t , , t2, de telle sorte que la fonction

(3) f ( x )  =/[r(cos£ -+- y/— i sini)]

conserve toujours un module supérieur à celui de Vexpression (36), 

tandis que l ’on fait varier r entre les limites r, , r2, en attribuant à t 

l ’une dès valeurs t{, t2, out entre les limites t{, t2, en attribuant à r l ’une 

des valeurs r,, r2, l ’équation (i) admettra une ou plusieurs racines 

réelles ou imaginaires, correspondantes à des valeurs de l comprises entre 

les limites if"])·

On pourrait encore au théorème V joindre la proposition suivante, 

qui se démontre aussi facilement et de la même manière que les théo

rèmes III et IV. v

T héorème VI. — Soient x  une variable imaginaire, et p, q deux va

riables réelles liées à la première par l ’équation

(38) x  =  p +  q j — i .

Soit de plus

(39) +

une fonction de x  qui reste finie et continue, ainsi que ses dérivées des 

divers ordres, entre les limites

(4  o) p — p — Pii q — q\, q =  q*>

et supposons que jamais les dérivées de f ( x  ) ne s’évanouissent toutes à 

la fois. Si l ’on peut choisir la quantité A entre les limites p ,, p2 et la 

quantité p. entre les limites q,, q2, de telle sorte que la fonction ( 3g) con

serve toujours un module supérieur à celui de l ’expression
«

( 4 0  /(* + ttv/=rï)>

tandis que l ’on fait varier p entre les limites p {, p2 en attribuant à q 

l'une des valeurs y,, q2, ou q entre les limites qK, q2, en attribuant à p 

l ’une des valeurs p {, p2, l ’équation (i) admettra une ou plusieurs
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racines imaginaires correspondantes à des valeurs de p et de q comprises 

entre les limites (4°) ·

Lorsque l’équation (i)  admet des racines réelles ou imaginaires 

dont les modules sont très considérables, les théorèmes IV et V 

peuvent servir à constater l ’existence de ces racines et à fournir 

des valeurs approchées. Pour donner .la preuve de cette assertion, 

posons de nouveau
f ( x )  —  ex — x.

Alors à chaque racine de l’équation ( i)  correspondront des valeurs 

de r et de t propres à faire évanouir le module R déterminé par la for

mule (20), ou, ce qui revient au même, par la suivante

(4 a) R 2 =  [ erco»<_ r  cos (r si-n t —  £)]2-i- [ r  sin(/· s ini  —  t )]2.

De plus, la somme de deux carrés ne pouvant être nulle qu’autant 

que chacun d’eux se réduit séparément à zéro, l’équation R =  o 

entraînera les deux formules

(4 3 ) r s i n t / ' s i n i  —  t ) — o, e ' cosi=  r  cos (r  sini  —  i), 

que l’on pourra réduire à

(44) r s iní  —  t =  ±  2/17T, ercos‘= r ,

en désignant par n un nombre entier, et en observant que, pour satis

faire à la seconde des formules (43), il est nécessaire de supposer le 

module r différent de zéro, et la quantité cos(rsinf — t) positive.

Concevons maintenant que l’on attribue au nombre entier« et par 

guite au module r une très grande valeur. Comme l’expression réelle

1/·
— y r

»

qui admet un seul maximum correspondant à r =  e, décroît indéfini

ment à partir de ce maximum, pour des valeurs croissantes de r, 

cette expression, ou la valeur de cosí tirée de la seconde des for

mules (44)* deviendra sensiblement nulle. Donc l’angle t, compris
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entre les limites — u, -t- ir, différera peu de ±  et les formules (44) 

donneront à très peu près

\ ( l  «TC 4- — ̂
(4 5 ) r  =  2 n 7 r + ~ »  cos t — —-----------—  ·

2  TT
2nu  ----2

Nous sommes donc conduits à penser que, si l ’équation (x) admet 

des racines dont les modules soient très considérables, ces racines 

correspondront à des valeurs de r et de t peu différentes de celles que 

fournissent les équations (45). Or on constatera sans peine l’exis

tence des racines dont il s’agit à l’aide du théorème V, en opérant 

comme il suit.

Supposons, pour fixer les idées, l ’angle t positif. Alors, si l’on 

désigne par x, et par «r les valeurs de r et de / que fournissent les 

équations (45), on aura
’  , /  7 l \1 ( 2 m: H—

. 7T \  2 /(46) t, =  2ni: -l—  > T =  arccos —------------ ·
2 rnt h—2

On trouvera par suite

(4 )̂ gicosT— t)

et l’on tirera de l’équation (20), en prenant r =  i, t =  t ,

t  sinr —  t
(4 8 ) R2 =  >.2[2 —  2 cos(t  sinr — r)] =  sin2 

ou, ce qui revient au même,

(49) ( r ) = [ 2sin
t sinr —  r

)]■ ·'

D’ailleurs, pour de très grandes valeurs du nombre entier n, cos^ 

acquerra une valeur numérique très petite, ainsi que la différence 

— — t , et l’on pourra en dire autant, non seulement du produit
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mais encore des deux expressions

( 5 0

(52)

71 ï· COS2T
usin: — 2«7T=---- t -------------- :— >

2 I +  SUIT

sin
t sinr — · 

2
= ± Si „ r ¿ ( ' ! ! _ r _ - i£ 2 í í .y | .

1_2 \2 I +  SinT/j

Donc la valeur de tirée de l’équation (49), sera sensiblement nulle. 

Faisons maintenant

(53) r =  t +  u, ■ cosí =  (1 — v) cosr.

Soient de plus r(, r2, i t, t2 les valeurs que prennent les variables r et t 

quand on pose successivement

u — — 7i, u — n, v— — 1, v =  1 ;

en sorte qu’on ait
«

(54) · — TT, /’ü = t 4- 7T

et

(55) C0S£1=2C0ST, cos /g — o, 

ou, ce qui revient au même,

2 1 ( 2/17T +  -  )

(56) ç  =  arc cos— --------- — ,
7T 2

2 /ITT H---
. 2

Le module t  sera évidemment compris entre les modules /·,, r2, et 

l’angle t entre les limites t,, t2. Or, si l ’on renferme la valeur de u 
entre les limites — ir, -+- tï, on tirera de la formule (21) : i° en sup

posant t =  t{,
»+- T

an* + ï )  " - O * “ ) ] ’

20 en supposant t =  t2= ^ ,
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D’autre part, si l’on renferme la valeur de v entre les limites — i, 

-+-1 , en attribuant à u l’une des valeurs — tt, 4- it, la quantité

( 59 )

r  sin £ —  t =  r  —  t ■
r  cosJ£ 

n -  sin£

A i n  qr i)7T q------- t-
2

t COS2T 
i ■ +" sin t

différera très peu de (2 n  i)ir; par suite, cos(rsin£ — t )  différera 

très peu de — 1, et l ’on tirera de la formule (20)

(60)

(61)

R s>  r 2,

Enfin il est clair que, les nombres n e  t i  étant très considérables, 

toute valeur de propre à vérifier l’une des conditions ( 5 7), (5 8 ), 

(61), sera ou très grande ou peu différente de l’unité, et par consé

quent supérieure à la valeur de ^ tirée de l’équation (49). Donc 

l’équation (48) fournira une valeur de R inférieure à toutes celles 

qui vérifient les formules (57), ( 5 8 ), (61), et l’on pourra conclure 

du théorème Y que l’équation (3 2 ) admet des racines qui corres

pondent à des valeurs de r comprises entre les limites ( 5 4 ) et à des 

valeurs de t comprises entre les limites (5 6 ).·

Au reste, pour arriver à la conclusion qui précède, il n’est pas

nécessaire d’attribuer au nombre n des valeurs très considérables,
5

et il suffit même de prendre pour n un nombre entier quelconque 

différent de zéro. Effectivement, si l’on suppose n = 1, on tirera des 

équations (46) et (49)

(62)

( 6 3 )

t =  ^  =  7 , 85398 . . . ,

R  . tsinr — t
— =  2 sin----------
t 2

; ( o , 83c>9 5 . . . )  -  =  i , 3o5 2 6 . . . ,

. 6,27346...
=  2 s in--------------- = 0 , 0 0 9 7 2 . . . ;

tandis que les formules (57), ( 5 8 ) donneront, pour des valeurs de u
OEuvres de C. — S . ’ l l ,  t . I V .  60
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renfermées entre les limites — tu, - f i t ,

(64 )

(65 )

? > ( £ )  “ - (
2(« — O

i H-
2 U

>

R
> i  + 5 ir

> 1 —

5 tt

2 71 -+- I

7T
> o , 4 7 · · · ·

IIO.

57T 37T
D’ailleurs, si, en attribuant à r la valeur------u =  — > on fait varier’ 2 2
l’angle t entre les limites

TT TT
(66) =  arccos(2  cosr) =  (0 ,6482. ..)-> t2— - ,

la différence
/· sin i —  t,

dont les maxima et minima correspondent à des valeurs nuiles de 

rcosi — 1, croîtra depuis t =  t, jusqu’à t =  árceos £ =  arc cos 

et décroîtra ensuite depuis cette dernière valeur de t jusqu’à t =  t2. 

Donc elle restera comprise entre la plus petite des quantités

(67) r s i n i j — t i—  (0,9526.. .)7T, rs inis— î2= 7t,

qui surpassent l ’une et l’autre et la quantité

(68) r 2 —  1 —  arc cos  ̂ =  ( i , o 33g . . . ) tc,

qui est inférieure à Donc cos(rsini — t) sera négatif, et la for

mule (20) entraînera encore la condition (61), de laquelle on tirera

R _ 7T 2— > 1 ---- = 1 — -,
x. x. D

c’est-à-dire

(69) ^ > 0 , 6 .

De même, si, en attribuant à r la valeur —  -t- it =  — , on fait varier
2 2

l’angle t entre les limites (66), la différence rsini — t restera com-
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prise entre la plus petite des quantités

( 70) /•sini1— tl — ( 2 , 6 5 4 g . . . ) 7r, 7-sini2— i 2=

5 7T , t
qui surpassent l’une et l’autre — > et la quantité

( 7 1 ) \/r*—  1 —  arc cos^.= (3,oi46. . .)n,

qui est inférieure à Donc cos(rsin£ — t) sera toujours négatif, et 

la formule (20) entraînera la condition (61), de laquelle on tirera

ou

R   ̂ 7T 2
— >I-H — — 1 + 7  
*; t 5

( 72) R > i , 4-

Cela posé, puisque la valeur de R, donnée par la formule (63), .reste 

inférieure à toutes celles qui vérifient les conditions (64), (65), 

(69)’ ( 7 2)> es*- c â‘r i ue l ’équation ( 32) admettra au moins une 

racine dont le module sera compris entre les limites

( 7^) ~  4 , 7 1238. . .  et —- -+- n =  =  10 , 9 9 5 5 7 . . . .

D’autre part, si l’on suppose n =  2 ou n^> 2, on tirera des for

mules (46) et ( 5o)

(74) c o s t < o , i 8 7 3 6 . . . ,  tcos2̂  0 , 4962. . ï +  sinT = i , 9822 . . .

et, par suite,

(75) ;0,094·
£ tcos2T __
2 i +· sinT î ° , I25. .. ;

puis on conclura des formules (49) et (52)

( 7 6 ) j  <  2 s i n ( o , i a 5 . . . )  <  2(0,125...) c  0>a5o

Or, dans la même hypothèse, les formules ( 5?),
( 58) donneront, pour
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des valeurs de u renfermées entre les limites — u, -rc,

(77)

(78)
R ^ a i t +  1
— >  1 --------------> 0 , 7 0 7 ------
t  9  71

De plus, tandis que, dans la formule ( 5g), on fera varier v entre les 

limites — r, +  1, la somme des quantités

t,
7 t\  , , ,  ï C O S 2T
-  (1 — e)2-----;—-i l  i +  sini

demeurera inférieure à celle des quantités

(79)
(  2 \  . t C O S 2r  , a a , 7Ti +  -  4------ 7=- ........... - <  ( o ,8 o i5 . . . )  -  j
\  9/ n -  v/ i  —  4 cos2t 3 «

et par conséquent .au nombre ir. Donc, la différence entre l’expres

sion rsinz — t et le produit ( 2 u + i ) tc sera comprise entre les 

limites  ̂ — 7ï =  — et, comme on aura par suite

cos(rsini — t) <0,

la formule (20) entraînera encore la condition (61), de laquelle on 

tirera

,o , R ^ 2(8°) _ > I _ _ >0>777. . . .

Enfin, puisque la valeur de t, tirée de la formule (76), reste infé

rieure à toutes celles qui vérifient les conditions (77), (78), (80), 

nous pourrons affirmer que l'équation ( 32) admet au moins une

racine de la forme *
x  =  r(cos£ -t- \J— 1 sini),

le module r étant compris entre les limites

(2 n — 1 ) 7T —I—
7T 
— ) 2 (in H- i)n +

7T 
— ? 
2(80
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et l’angle t entre les limites

(82) arc cos -
2 1 ( i m c  H—

n%nn H—

TC

2

477

Lorsque la fonction / ( x )  se présente sous forme réelle, l’équa

tion (26) de la Leçon précédente entraîne généralement la for

mule (94) de la même Leçon. Donc alors, si l’on pose

( 83) / [ r (c os í  4 -  y/—  1 s in i ) ]  = :  R ( c o s T  4 -  y/—  1 s inT),

R désignant une quantité positive et T un arc réel, on en conclura

( 84) / [ r ( c o s i  —  y/—  1 sini')] = r R ( c o s T  —  y/—  1 s inT) .

Cela posé, comme les deux expressions (83), (84) s’évanouissent tou

jours simultanément quand le module R devient nul, et ne peuvent 

s’évanouir dans le cas contraire, il est clair que, dans l’hypothèse 

dont il s’agit, l’équation (1) ne pourra offrir une racine imaginaire 

de la forme
x  —  /-(cosí 4- y/—  i s in i ) ,

sans offrir en même temps une racine imaginaire, conjuguée à la pre

mière, et de la forme

a; =  r ( c o s i  — y/^T sini ).

II est bon toutefois d’observer que ces deux racines imaginaires de 

l’équation (1) se réduiraient à une seule racine réelle, positive ou 

négative, si l ’on avait t =  0 ou t — ±ctc.

De ce qu’on vient de dire, il résulte que, si la fonction / ( x )  se 

présente sous forme réelle, les racines imaginaires de l’équation (1), 

combinées deux à deux, seront conjuguées entre elles, c’est-à-dire de 

la forme

( 85 ) x  —  /’ ( co s í  -i- y/—  x sini ) ,  x  =  r ( c o s i  —  y/—  1 sini ) ,

et offriront le même module r. C’est ce qui arrive en particulier lors-
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qu’on prend pour f ( x )  une fonction entière ou l’une des fonctions 

transcendantes

(86) e“—x ,  x  — e~x, e~x + x 2, x 2—e~x, . . . .

Si, pour fixer les idées, on pose

f { x )  —  ^ — x,

l ’équation (i), réduite à la formule ( 32), n’admettra évidemment que 

des racines imaginaires. En effet, x  étant réel, la différence

ex— x

ne pourrait s’évanouir que pour des valeurs positives de x,  et pour 

de semblables valeurs on a évidemment

x î
a;<ex<H-iTH---------h . . . .1.2

D’ailleurs on a prouvé ci-dessus que, la lettre n désignant un nombre 

entier quelconque, l’équation ( 32) admet toujours une racine imagi

naire de la forme
x  = r(cosi + s]— i sini),

le module r étant compris entre les limites (8i), et l’angle i entre les 

limites (82). Donc cette équation admettra encore une autre racine 

de la même forme, et dans laquelle le module r restera compris entre 

les limites (81), l’angle t étant renfermé entre les suivantes :

2 « 7 1  -1-----2

Lorsque les conditions énoncées dans l’un des théorèmes I, III ou 

IY et Y se trouvent remplies, il devient facile de résoudre par approxi

mation l’équation (x). Pour y parvenir, on considérera zéro ou l ’ex

pression imaginaire
t(cosT -t- y/— 1 sinr)
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comme une première valeur approchée de l’une des racines de l’équa

tion (i);  puis on supposera, dans la formule (91) ou (92) de la trei

zième Leçon, x  égal à zéro ou au produit

t (c o s r  +  v/—-ï  suit),

et le nombre p assez petit pour que le module de f ( x  -1- Ax)  devienne 

inférieur au module R de/(;»). Cela posé, l’expression imaginaire

x  -+- A x t

pourra être regardée comme une seconde valeur approchée de la 

racine que l’on cherche. Or l’opération par laquelle on aura déduit 

cette seconde valeur de la première, étant plusieurs fois répétée, 

fournira une troisième, une quatrième, . . .  valeur approchée. Soient 

maintenant

(88) x u x if x 3, . . .

les première, seconde, troisième, . . .  valeurs approchées de la racine 

dont il s’agit. Tandis que les modules des expressions

( 8 9 ) / ( * i)> / { & % ) ,  · · ·

deviendront de plus en plus petits, les termes de la série (88) con

vergeront vers une certaine limite qui sera nécessairement une valeur 

finie de x  propre à vérifier l’équation (1).

Il est bon de rappeler que, dans les formules (91) et (92) de la 

Leçon précédente, T, T,, . . . ,  T„ désignent des angles réels qui sont 

déterminés, avec les modules R, R(, . . . ,  R„, par les équations

f { x )  =  R  (c o sT  1 s inT ) ,

/ ' ( x )  —  R ^ c o s T j  +  y/— 1 s inT,  ),
/...............................»....................J

f W { x )  =  R„(cosT„  +  v^—ï  s inT„) .

i
Si la première valeur approchée de x  est telle, que la quantité R 

soit très petite et la quantité R, sensiblement différente de zéro,
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alors, pour rendre le module de f ( x  +  Ax)  inférieur au module 

de f ( x ) ,  il suffira ordinairement de poser p =  — dans la" for

mule (91) de la treizième Leçon ou, en d’autres termes, il suffira 

de prendre

îqiï Ax — R ( c o s T  +  y/=7 s i n T )  _  f{x)
R t( c o s T  -+- \/ —  1 s inT, )  f ' ( æ)

Effectivement, soient

(2) x  —  / '(cosí 4- \J—  i sini)

la première valeur approchée de x;

(92) Ax =  p(cosu 4- ï  sinu)

un accroissement arbitraire attribué à cette première valeur, et 3>(p), 

X(p) les fonctions réelles du module p qui vérifient l ’équation

(93) / [ ’<  cost -+- -7 sin¿) 4- p(cosu + \ / —ï  sinu )] =  ® (p )4- \ / = Ï X ( p ) ,

dans le cas où l’on considère ce module comme seul variable. On 

tirera de la formule ( 3g) de la treizième Leçon, en faisánt n =  1, et 

désignant par 0|} 02 des nombres inférieurs à l’unité,

/ [ r ( c o s £ 4 - \J—  1 s i n i ) 4-p (c o s u 4 -v/—"ï sinu)]

= / [ r ( c o s i  4- 1 sin¿)]

-l-p( cosu 4 -y/—-ï s i n u ) / ' [ r ( c o s i  4- s/ — 1 sini)]

+  ip ’ [<F(Ô,p)4-v/: r ^X"(02P)L

ou, ce qui revient au même, 

f ( x  4- Ax)

=  R ( c o s T  +  if=~i s i n T )  4 - p R , [ c o s ( u  4 - T j )  4- y/— Tsin(u  h- T,)]

4- i p s [<b"(ÔlP) 4 - s / = l X " ( 0sp)];

puis, en supposant

(96) p =  ~ ,  ■ U =  7 t 4 - T - T t
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et, par conséquent,

A# =  p(cosu +  \J—  I sinu) = R (cos T H- y/— i sin T )    f ( & )

R^cosTj-t -^/— i s i n Tj )  f \ x Ÿ

on trouvera

(97)

f ( x  +  Ax) =  ^p2 X" ( 02p)]

De plus, en dilférentiant deux fois par rapport à p la formule (93), et
*

posant ensuite p =  o, on en conclura

[ < F ( p ) + V / - i X " ( p )

( =  (cosu +  \ / ^ 7  s inu)s / " [ r ( c o s i  +  s/—  i s inf )  ·+- p(cosu +  \J—  i sinu

et

<5 "(o) +  \/~ \ X"(o) =  (cosu -t- \ / ~ i  s inu)2/ " [ / ' ( c o s i  -+- ^ —  i s i n i ) ]  

=  R j [ cos(2 u +  Tj)  +  Ve -'' s in( 2u +  Ts)]·

D’ailleurs, le rapport étant très petit en vertu de l’hvpotlièse ad

mise, le dernier membre de la formule (97) différera généralement 

très peu du produit

l > ( o ) V-lX'"(0)]: R2R2

Ri
[co s( 2u +  T, )  H - s/— I s in( 2u +  T,)].

Donc le module de f ( x  -+- Ax) différera généralement très peu de la 

quantité

(100)
1 R5R 2 _  r 2r  t> 

3 "RT -  aRÎ ‘

qui sera elle-même très petite par rapport à R, du moins lorsque le 

module R2 conservera une valeur finie.

Pour montrer une application des principes ci-dessus établis, con

cevons que, l ’équation (1) étant réduite à la formule ( 3a), on veuille 

déterminer, parmi, les racines de cette équation l’une de celles qui

OEuvres de C .  —  S .  I I ,  t .  I V .  6 l
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offrent un module inférieur au nombre 4 . 455 · ■ ■ (woir les pages 467 

et 478). Alors on aura

( j o i ) f ( x )  =  ex — x ,  f \ x )  —  ex —  1, f " { x ) = f l\ x ) — . . . z = e x,

et, en prenant zéro pour la première valeur approchée de la racine 

cherchée, on trouvera

(102) /(  o ) —  1 > / ' ( ° )  =  °.  /" (  o) =  i.

Par suite les formules (90) donneront, pour une valeur nulle de x,

( io3 ) R — 1, R, =  o, R 2 —  1, T  =  T 2= i ;

puis, en réduisant, dans la formule (92) de la Leçon précédente, 

n à 2, et 2 m +  1 k i  ou à 3, on en tirera successivement

(104) ^x — ps/— I ,  kx — —  p\J— I .

En conséquence, la seconde valeur approchée de la racine cherchée 

sera

(105 ) x  +  A x  =  p\J— 1 ou x  -+- A x =  — p\J—  1,
I

p étant assez petit pour que le module de l’expression

' (106)

savoir

(107)

f ( x  4- A x )  =  cosp —  (p —  sinp)v/“ i 

011
/ ( x  -h &x)  =  cos p +  (p —  sinp) \J— i, 

(1 —  2p sinp 4- p2)2,

devienne inférieur au module de f ( x ), c’est-à-dire à l’unité. Or cette 

condition sera évidemment remplie, si l’on prend p<^> attendu que, 

dans ce cas, on aura toujours s in p > £ ·  Supposons, pour fixer les 

idées, p =  -̂ Alors le module (107) se trouvera réduit à

=--« = 0,5707..·,(108)
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ot la première des formules ( io 5) à 
%

(109) ;» 4- A# =  ^ =  (1 ,57 07 . . .  ) y/— "ï.

Si maintenant on prend

(no)

on trouvera

x  —  /-(cosi 4- ( /—7  sin f)  =  ^y/—  O

( n i )
j / O )  =

i / ' ( * )  =

^  it r —  (  e ‘ -----0 — 1 =  x
2 V 

f o i
e2 —  1 =  —■

(112)
7T

r —  - ,  
2

Il

( n 3 ) R —  —  1,
2 R i = V ^ , T —  —

— 1,

37t
T ’

et les formules (91), (96) donneront

483

( t r 4 ) A# =  p(cosu 4- (/— 1 sinu) =  71 —̂-(1 — ^— 1),

(t i 5 ) p =  - -  ._3 —  o , 4o3 6 . . . ,  u = — 7  = — o , 7583 , . . ,
2 /̂2 1 4

de sorte qu’on aura

TT 2 | - 2
(116) ^ 4 - A ^ =  — 4 - — ^— ^  — 0,2853g. . .  4- ( 1 ,28539. . . )  ( / ~ i.

D’ailleurs, en posant f " ( æ )  =  on tirera de l’équation (98)

( } j «»"(pl +  v ^ ^ p )  ■
| _  gz-cosi+pcosii £cos  ̂r  sin f 4-  p sinu 4- 2u) 4-  \/—  1 s in(r  sini  4- p sinu -4 20)].

Par suite, la formule (97) donnera

i / O  -4-Aa?)
(118) J x r

I —  -  p*««“ ‘ [ e0.P cos (r sin i 4 - 0, p sin u 4-  2 o) 4-  ee„p C0S'J sin (r sin i 4-  02p si n o ,+ 2 u) ^  ].
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et, comme, en vertu de cette dernière, le .module de / ( x  4 - Ax) sera 

évidemment, pour des valeurs positives de cosu, inférieur au procfuit

(lig) ‘ pJercos<+pco«u>

on peut affirmer qu’à la valeur de x  4- Ax fournie par l’équation (116) 

correspondra un module de / ( x  4- Ax) inférieur à la quantité

TC TU TC P~ COS- 4-P cos—
(120) p2e = p !e'/2= o,2 i67·..

et, par conséquent, au module

R =   ̂— 1 =  0,5707 —

»

C’est, au reste, ce dont il est facile de s’assurer directement. Car, en

posant __
x  H- Ax —  o,  28539 . . .  +  (1 ,28539. . . )  \j— 1,

on trouvera

(121) /(¿r +  Ax)  =  ex+^x —  ( x  +  S x )  =  0,0890. . .  —  (0,0089. · ·) V̂ — 1 

et, par suite,

(122) R +  AR =  [(0,0890...)!+  (0,0089. ··)’ ]* =  0,089'

Donc on pourra prendre l’expression imaginaire

o, 28539. . . +  1,28539. . . \J— I

pour la troisième valeur approchée de la racine qu’il s’agissait d’ob

tenir. Enfin, si l ’on se sert de l’équation (91) pour déduire une qua

trième valeur approchée de la troisième, puis une cinquième de la 

quatrième, etc., et si l’on désigne par x lt x 2, x 3, x h, x s, . . .  ces 

diverses valeurs approchées, en y comprenant celles que nous avons
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déjà calculées, on aura

jOC 1=0,

a*— (1,5707· · Os/—"O

^8=: rr  0 , 2853 . . .  +  ( 1 , 2853 . . . )  v/=n·,
j  \x î)

(*a3) { ) __
xk~ x t-  =  o ,3i85. . . +  (i,3388. . .)y/-  1,

^8~ ^ 4 _ 7 ^ =0,3x8r' ' '  +  (l,3372' ' ' )v/,:=r' ’
i ........................... .................................................

tandis que les modules des expressions imaginaires 
*

f { *  1), /(#j), /(«s). /(#»). /(®s). ···
«

formeront la série décroissante

(124) i,  0 , 5 7 0 7 . . . ,  0 ,0 89 1 . . . ,  0 , 0023 . . . ,  0,0000.. . ,

et, comme les valeurs de ¿r3, ne différeront pas l’une de l’autre 

quand on se contentera de pousser l ’approximation jusqu’aux déci

males du quatrième ordre, nous sommes conduits à penser que la 

formule
1

(125) x =  o,3x8i H- (1,3372)\j— 1

offrira la racine cherchée de l’équation ( 32) avec une exactitude qui 

s’étendra dans chaque terme jusqu’à la quatrième décimale. Au reste, 

pour lever toute incertitude à cet égard, il suffira de recourir au théo

rème VI et de suivre la méthode que nous allons indiquer.

Si, dans la fonction f{oc) =  ex — x,  on pose

(38) oc — p-\-q\f^\

et

(126) p — o,3i8i -h tx, ç — 1,3372 4- (3,
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on trouvera

f ( x )  — f ( p  4- q s/—  i)

=  (0,3181695. . .  -H 1,3371818. . . v/~~î)ea( c o s (3 4- sf— i sin ¡3)

— [o,3181 +  « H- (i,3372 4- (3) i]·

Faison s  d ’a i l le u rs

(128) « +  (3\/-—7 =  p(cosu 4-\/—”i sinu),

P désignant le module de f(cc),  et soient ô4, ô2 deux nombres infé

r ie u r s  à l ’u ni t é .  E n  r em p la ça n t ,  dans  l ’ éq u a t io n  ( 1 2 )  de la h u i t i è m e  

Leçon, a; par p, f{cc)  par eP°09U cos(p sinu) ou par ePCC9U sin(p sinu), 

et ô par G( ou par ô2, on en tirera

e01 cos(3 =  ePC0SU cos(p sinu)

_ I |~̂p (cosu 4- /—T sinu) ̂  gÇ (cosu — y/— l si nu) J

«2
— 1 p cosu ■ +- ~  e0>P<,°s'J cos(2a 4- 0^  sinu), 

ea sin¡3 =  ePcosU sin (p sinu)
J |~ (cos'J-l-y/—ïsinl)) ep(cosu-/-lsiau)J

y
o1

—  p sin u 4- e°*P C0S'J sin ( 2 u 4- 02 p sin u )

ou, ce qui revient au même,

1
e a co s | 3  =  1 4-  à  4-  d ( a 24-  |32) e 0i “ c o s ( 2 u 4 -  ¡3),

e* s in(3 nz (3 4- ^ ( a 24 - (3! )e0.“ sin(au 4- 0,(3 ).

Do nc ,  en po san t ,  p o u r  a b r é g e r ,

( 0,0000695...  —  o,  6 8 i 83o4 . . . « —  1,3371818.  . . |3  =  X  ·

l̂31  ̂ | —  0,0000181. . .4-  1 ,3371818..  . a  —  o , 6 8 i 83o4 · ..(3  =  ilt>,

| ^  ^ fo ,3 i8 i 6o5 . . .  e9·“ cos(au 4- 9,(3) — 1,3371818.. .ee»«sin(2u 4- 0t (3)]

i a +  ^ [1,3371818·..e0,« cos(2u 4 -0j (3) 4-0,3181695.. .e01“ sin(2u 4- 02(3)]
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on pourra réduire la formule (127) à «

(133) f ( p  +  q \]— 1) =  x  +  Y +  (ii!> +  3) \/~I. 

Soient maintenant
R» 51, ç

les modules des expressions imaginaires

f { p  ■+" ? \ l ~  0> 4- i)l> \J— 1, 7 +  ^ \/— 1 ;

en sorte qu’on ait, non seulement

(134) f { x ) = f { p  +  q'J— i) =  R(cosT +  v'— 1 sinT),

mais encore

! X +  'ilhy/— 1 — ¿Fl(cos5 +  \/ -̂i sins),

7 + 3  \J— i =: ç(cosw +  \j— 1 sinw),

s et co désignant des arcs réels. L’équation ( i 33) donnera

(i36) R cosT =  ¿HcosE +  ; cosw, R sinT =  ¿Ft sinG +  ç sin co;

et le carré du module R, déterminé par la formule

( '37) R2=  5l 2 +  2,Rç cos (S — w) +  s2,

restera évidemment compris entre les limites

( 138 ) ( A —  ç)2, (51 +  ç)2·

Donc le module R sera lui-même compris entre les limites

(139) ¿il —  ç, 51 +  ç,

si l ’on a ç <7 ¿a, et entre les limites v
»

0 4 6 )  ç —  5 1 ,  ç +  ¿R.,

si l’on a ç >» ¿a ; d’où il est aisé de conclure que la différence

( i 4 i )  R  —  5 1

offrira, dans tous les cas, une valeur numérique inférieure à ç. D’autre
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part, si l’on attribue aux quantités a, p (les valeurs positives qui ne 

surpassent pas 0,0001, les valeurs correspondantes de y, 8, tirées 

des formules ( i 3 2 ) ,  resteront comprises entre les limites

— 0,00000002, -+-0,00000002,

et par conséquent le module

(i4a) ç =: (y2+<52)2

restera inférieur à

( o , 00000002 ) \pî <  0, ooooooo3 .

Donc alors le module R ne pourra différer du module <& que par le 

huitième chiffre décimal. Or le module

043) ¿îl =  (X2-i- olli2)2

s’évanouira si l’on prend

('44)
0,0000695...  —  o , 6 8 i 83o4 · . .  a —  1,3371818..  .(3 =  =  o,

—  0,0000181..  . -(-1,3371818.  . . a  —  o , 6 8 i 83o4 · ..(3  =  i)'o =  o 

ou, ce qui revient au même,

( 14 5 ) oc =  o , 0000817. . . ,  (3 =  o ,o o oo 3 5 7. . . .

Mais, si l’on attribue à la variable a l ’une des valeurs

046)

( '47)

« =  o,

a =  0,0001,

en supposant fi compris entre les limites

( '48) . |3 =  o,

(149) p =  0,0001,

ou. à la variable fi une des valeurs (148), (149)» en supposant a coin
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pris entre les limites (146), (147), le module Si, réduit à l’une des 

formes .

( i 5o) ¿R. =  [ ( 0 , 0 0 0 0 6 9 5 . . 1 , 3 3 7 1 8 1 8 . .  .(3 )2 4- ( o , 0000181. . . +  o , 68 i 83o4 · . - P)2] 

( i 5 j) Si =  [ ( o , 0000014.. · —  1 , 3 37 18 x8 . . . (3)2-+- (0,0001 x56 . . .  — o , 6 8 i 83o4 . .  . (3 )2]

(15 2 ) ¿Fl =  [(0,0000695.. .—  o , 6 8 i 83o4 · . . a ) 2-t- (0,0000181. . .  — 1 ,3371818..  . a ) 2]

(153 ) ¿Fl =  [(0,0000642...  -+- o , 6 8 i 83o4 · . . a ) 2-t- (0,0000862.. .—  1,3371818..  . a ) 2]

surpassera évidemment l’une des quantités

(x5 4 ) 0,0000181,

( 155 ) o ,oooxx56 —  ( o , 68x83o4 ) (0,0001) =  0,0000470.. . ,

( 156) 0,0000695 — ( o , 68 i 83o4 ) (0,0001) =  0,0000014. · ·,

(157) o,oooo64 x . . · .

Donc, par suite, le module R restera inférieur au nombre o,ooooooo3, 

si l’on prend
( p =  o , 3 x8 x +  o,oooo32 i =  o , 3 i 8 i 32 x . . . , '

( 158 ) , \
( g =  x ,3372 +  o,oooo356 == 1 , 3372356 . . .  ;

mais il deviendra supérieur au nombre 0,0000014...» si l’on fait 

varier la quantité p entre les limites

( i 5g) p, =  o , 3 i 8 x, ¿jj =  o , 3 i 8 n -  0,0001 =  0,3x82,

en attribuant à q l’une des valeurs

(160) gr, =1,3372, q2 — 1,3372 + 0,0001 =  1,3373,

ou la quantité q entre les limites q{, q2, en attribuant à p l’une des 

valeurs p t, p 2. Donc, en vertu du théorème VI, et attendu que le 

nombre o,oooooi4··· surpasse le nombre o,ooooooo3 . . . ,  l’équa
tion (32) admettra une racine imaginaire

x = p  +  q \ / - i ,

dans laquelle la valeur de p  sera renfermée entre les limites o ,3 i 8 i, 

o ,3 i 82, et la valeur de q entre les limites'1,3372, 1,3373. Cette

OEuvres de C. —  S. II, t.IV. 62
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racine sera donc fournie par l’équation ( t 25) avec une exactitude 

qui s’étendra, dans chaque terme du second membre, jusqu’à la 

* cinquième décimale. Il y a plus : les valeurs de a, [3, correspon

dantes à la racine dont il s’agit, seront inférieures au nombre 0,0001 

et propres à vérifier l’équation R =  o ou, ce qui revient au même, les 

deux formules

(r6i) «A» +  y — o, lit +  <3 =; o.

Or, si l’on substitue, dans ces dernières, les valeurs de X, iiï> tirées 

des équations ( i 3 i ) ,  on en conclura

(162)
a  —  o , 0 0 0 0 3 1 7 . . . ( o , 3 o 2 . .  , ) y  —  ( 0 , 5 9 3 . .  . ) § ,  

P  —  0 , 0 0 0 0 3 5 7 . .  .·+-  ( o , 5 g 3 . . . ) §  -t- ( o , 3 o 2 .  . . ) y .

Donc, puisque y et S resteront compris entre les limites

—  o , 00000002, -t- o , 00000002,

les valeurs de a, (3, fournies par les équations ( i45), seront exactes 

jusqu’à la septième décimale, et l’on pourra en dire autant de la 

racine x  déterminée par l’équation

( 163) æ =  o ,3i8i3i7· . . -t-(1,3372307...) \/—-7 ·

Si, dans les calculs ci-dessus développés, on substituait la seconde 

des équations (ioo) à la prèmièro, alors à la place de la formule ( 163) 

on obtiendrait la suivante

(164) ¿c  =  o , 3 i 8 i 3 i 7 . . . —  ( 1 , 3 3 7 2 3 5 7 . . . ) \/  —  1 ,

qui offre une seconde racine imaginaire de l’équation ( 3a). Cette 

seconde racine et celle que détermine la formule ( i 63), étant con

juguées l’une à l’autre, correspondent à un seul module renfermé 

entre les limites o et 4 ,455 —

Ce qui précède suffit pour montrer comment, à l’aide d’approxi

mations successives, on peut déterminer aussi exactement qu’on le 

voudra les racines réelles ou imaginaires d’une équation algébrique
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ou transcendante, et même comment on peut calculer les limites des 

erreurs commises. La méthode de résolution que nous avons pré

sentée est celle qui a été donnée par M. Legendre dans la seconde 

édition de la Théorie des nombres, et qui lui a paru devoir s’appliquer 

à toutes sortes d’équations algébriques ou transcendàntes; mais il 

est clair qu’elle cesserait d’être applicable si la fonction f { x )  ne 

remplissait pas les conditions énoncées dans l’un des théorèmes I, 

III, IV, Y, YI. On n’en sera pas surpris si l’on observe qu’on peut 

attribuer à f { x )  une forme telle, que l’équation ( j) n’admette point 

de racines finies soit réelles, soit imaginaires. C’est ce qui arrivera 

en particulier si l’on suppose

f ( x ) — ex, f ( x ) = e x f I i , ■. f { x )  — ex\ -------

Dans des cas semblables, on peut bien encore assigner à la variable x  

une suite de valeurs

( 8 8 )  x „  x %, x-t,

tellement choisies que les valeurs correspondantes du module de 

f { x )  soient de plus en plus petites; mais les modules des différents - 

termes de la série'(88), au lieu de converger vers une limite finie, 

croissent au delà de toute limite. {Voir, au reste, sur la résolution 

des équations numériques, l’Ouvrage cité de M. Legendre et un 

Mémoire de M. Fourier, imprimé dans le Tome YII des Mémoires de 

T Académie des Sciences.) ·

Nous avons déjà remarqué que, dans le cas où f { x )  désigne une 

fonction entière du degré n, semblable à celle que détermine la for

mule (4), cette fonction est décomposable en autant de facteurs du 

premier degré qu’il y a d’unités dans le nombre n. Si, de plus, la 

fonction f { x )  se présente sous forme réelle ou, en d’autres termes, 

si les constantes a0, a,, . . . ,« „  comprises dans le second membre de 

la formule (4) sont toutes réelles, l’équation (i) n’admettra que des 

racines réelles ou des racines imaginaires conjuguées deux à deux. 

Alors à chaque racine réelle correspondra un facteur réel du premier
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degré, tandis que, à deux racines imaginaires conjuguées et de la 

forme
/■ (cosí -f- y/— i siní), r(cosí — \/— i sini),

correspondront deux facteurs imaginaires

x  — r cos t — r siní\/ — i, x  — r cos t -+- r sin t \J— i ,

qui seront encore conjugués l’un à l’autre et donneront pour produit 

un facteur réel du second degré, savoir

(x  —  r  c o s í ) 2 +  r 2 s i n 2 í ‘=  x 2—  i r  c o s í  +  r 2.

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Toute fonction réelle et entière de la variable x  est décomposable en 

facteurs réels du premier ou du second degré. [ Voir, pour de plus 

amples développements, le Chapitre X de l'Analyse algébrique (').]

(*) OEuvres de Cauchy, S. Il, T. III.
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QUINZIÈME LEÇON.

DÉVELOPPEMENT d ’ |JNE FONCTION DE X ,  QUI DEVIENT INFINIE POUR X — a ,  SUIVANT 

LES PUISSANCES ASCENDANTES DE X  —  a ,  DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATION

NELLES.

une variable réelle ou imaginaire dont r désigne le module ou la 

valeur numérique, a une valeur particulière de cette variable et 

f ( x )  une fonction qui devienne infinie pour x  — a. La valeur a 

de x  sera une racine de l’équation

et l’on dira que cette équation admet h racines égales à a, h étant un 

nombre entier quelconque, si le produit

acquiert, pour x  — a, une valeur finie différente de zéro. Alors, pour 

développer immédiatement la fonction / ( x )  suivant les puissances 

•ascendantes de x  — a, on ne pourra plus se servir de l’équation (4o) 

(page 448), dont le second membre, comprenant des termes infinis, 

se présentera généralement sous une forme indéterminée; mais cette 

équation pourra encore être appliquée au développement de l’expres

sion ( 3) considérée comme fonction' de la variable x.  D’ailleurs, si, 

en nommant p le module de x  — a, et ®(p), ^(p) deux fonctions 

réelles de ce module, on pose

(4) x  — a —  p(cosu \/— i sine),

Soient

(cosi -t-y/^7  sini)

( 3) { x  —  a ) h f { x )

(5)

(6)

( x  —  a ) h f ( x )  =  $ ( x ) ,

$ \ a +  p(cosu -+- \J—  i sinu)] =  œ(p) +  vCT7x (p)>
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on tirera de l’équation citée

(7)

ü?(x) =  $(a)  ■
x  —  a · . . .  { x  —  a'Ÿ^„. 
--------- S '(a )  ■+■ -— r   ̂ ¿"(a)

( cc — a)rt"1
1.2.3. . .{il — l)

I .2

#<«-» (a)

.(■* — a ) n p) +  y/— ï  x (B)( 0» p ) ^
1 .2 . 3 . . . «  (cosu +  \/— i sinu)“

0,, 02 désignant deux nombres inférieurs à l’unité. Si maintenant on 

divise par ( x  — a)h les deux membres de la formule (7), on en con

clura

«

(8)

f /(^) =
S( a)  

( x  —  a) u

\

1 §'(a)  r S’!(a)
2 ( x  —  a )/i-1 1 .2  ( x  —  a ) * -2

_____1_____
1 . 2 . 3 . .  . { h  —  1 ) x  —  a

#(*»(«) .

j . 2 . 3 . . . / i 1. 2 .3 . . .  /ï (A H- 1)  ̂ ’

(a)
( x  —  a ) n~h~

i .2.3. . .(n — 1)'

<p<re>(0,p) — 1 ^t»)(0s p) ( x  —  a)' 1- ' 1

1 . 2 . 0 . . .  n

A l’aide de cette dernière formule, on pourra développer encore / ( x )  

suivant les puissances entières et ascendantes de x  — a. Seulement, 

l e s  h p r e m i e r s  t e r m e s  d u  d é v e l o p p e m e n t ,  d o n t  l a  s o m m e ,  q u e  j ’ap

pellerai ^(a?), sera

I ,,  S $(a)
'K a,) =  — -

¿ ' ( a ) S" (a)
( x  —  a)h ^ 2  (a? —  a ) ll~l 

i

1 . 2  { x  —  a) h~‘

(9)
1 .2 .3 . .  . ( h  —  1) x  —  a ,

, ( x  —  a)~h+l ( x  —  a ) - /i+2 -
—  { x  —  a)- '1 a {a) ■ +■  ---------------- 3'{a) ■ +■  ---------------- 3 (a) +  .

( x  — a)~l
1.2.3. ..(/t — 1)

1.2 

§ < h - » ( a ) ,

renfermeront des puissances négatives de x  —.a. D’autre part, si,
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f /(■*) =

(lo) {

Q U I N Z I É M E  L E Ç O N .

(8),, on prend n==h, elle donnera simplement

§ { x )  i cTr/(a)  j _  $"( a )
( x  — a)h 2 (¿e — a)/t~l 1.2 ( x  — a)/i-2

, T ' ' P 1- 1' (a)
— 1) or — a

| - ' of/'Kflip) +  y ^ x f/t)( M
i .2.3 . . . / î (cosu-i-y/— 1 sinu)*

4 9 5

ou

(11) f { x )  —  ûj{x)
tP(A)( 0 1 p) ■ I x(/j>(02p)

1 . 2 . 3 . . .  h
(cos /îu — y/— 1 sinAy);

et par conséquent, si l ’on pose

(12) f { x )  —  <\i(x) =  m{x)  

ou, ce qui revient au même,

(13 ) f ( x )  =  <b(x)-\-T3 ( x) ,

on aura

(i4) t s { x ) —
a>w (9 1 p) + y/— i (03p)

i .2.3. ..  h
(cos kv — y/— 1 siny).

Il est important d’observer que la fonction iz(x), déterminée par 

l’équation (i4), acquerra, pour x  =  a, la valeur suivante

( i 5 ) ÏÏS{x) —
y(h) (n) y/— 1 yiM (,o)

1.2.3 . . .h
§W{a) 

1 .2. 3 . . . h '

qui sera, en général, une valeur finie. C’est ce qui arrivera, en parti- 

cul ier, si l’on suppose

<-6> /<*) =  f ê y  ·

fÇx) et F (x )  désignant deux fonctions entières de la variable x, c’est- 

à-dire si la fonction f ( x )  devient une fraction rationnelle. Alors, en 

représentant par a, b, c, .. /les racines distinctes de l’équation

( ‘ 7 ) F(^) =  o,
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par h le nombre des racines égales à a, par k le nombre des racines 

égales à b, par l  le nombre des racines égales à c, . . . ,  et par sk, un 

coefficient constant, on trouvera

(i8) F (a?) = 3T, { x  — a ) '1 ( x  —  b)k ( x  — c)1. . .

et, par suite,

§ { x )  —  ( x — a)h f { x )  · f(*)

(*9)
3 Z ( x  — b)k ( x  —  c)1. ..

Tÿjr (a? — b)~k ( x  — c ) - ' . . .  t {x) .

Or, en différentiant h fois par rapport à x  le dernier membre de la 

formule (19), on en déduira évidemment une valeur de ${h)(x )  qui 

ne deviendra pas infinie pour x  =  a. D’autre part, si l’on fait, pour 

abréger,

$(a) =  A,
S' (a)

(20)
§^~xHa) 

[.2.3.. .(fi

— Aj, 9*<1!
C 

« • · ♦ >

— ^h-1, (̂¿*7) =  u,

les formules (9) et ( i 3) donneront

(21)

(22)

A,
( x  — a) h~l

A2
(x  — a)*-4

f(æ)
F(a;)

=  U -+- t ü ( x ).

A/,-1
--------------- ,

x  — a

Donc, a désignant une des racines de l’équation (17), et h le nombre 

des racines égales à a, la fraction rationnelle pourra être décom

posée en deux parties, dont l ’une U, déterminée par la formule (21), 

sera la somme de plusieurs fractions qui offriront des numérateurs 

constants, et qui auront ppur dénominateurs les puissances de x  — a 

d’un degré inférieur à h, tandis que l’autre partie

( 2 3 ) U
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conservera une valeur finie pour toutes les valeurs finies de la 

variable x.

Soient maintenant, dans la fraction (16), m le degré du numéra

teur f(a?), et n le degré du dénominateur F(a;). Soient de plus Y, 

W, . . .  des fonctions rationnelles de x , semblables à U, savoir celles 

dans lesquelles se transforme la fonction déterminée par les

équations ( 5) et (9), quand on substitue à la racine a l’une des

racines b, c, . . . ,  et au nombre entier h l’un des nombres l, k ........

Les fonctions U, Y, W, . . . ,  déterminées par des équations de la forme

_  A Ai A/,_,
(x  —  a)h (x —  a )/l~l x  —  a

_  B ^  B. ; , B*-.
( x  —  b ) k  ( x  —  b ) k ~ l  x  —  b ’

C , C, , c ,- ,  .
—  7-------- 77 “H 7-------- 77—i" ”1“ · · · H---------- 9( x — cy ( x  —  c y - 1 7c —  c

ne pourront devenir infinies pour des valeurs finies de x  qu’autant 

que l’on supposera, dans la fonction U, x  =  a\ dans la fonction V, 

x  =  b; dans la fonction W, x  =  c, . . .  ; et, comme les différences

( 25 )
F(»)

- U , _ w

F( ·̂)

acquerront, au contraire, des valeurs finies, la première pour x  =  a, 

la. seconde pour x  — b, la troisième pour x  =  c, — , il est clair que, 

si l ’on fait <

( 26) ’ f L î l _ u - Y - W - . . - .  =  Q,F(«)

la fonction Q ne deviendra jamais infinie pour aucune valeur finie 

de x .  D’ailleurs, en réduisant au même dénominateur les fractions 

comprises dans les seconds membres des équations (24), on par

viendra sans peine à transformer la somme U -+- V 4- W -H . . .  en une 

nouvelle fraction qui aura pour dénominateur le produit

(27) ( x  —  a ) h  ( x — b ) k  ( x  —

OEuvres de C.  — S .  1 ! ,  t .  I V , 63
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et, en multipliant par la constante 2tz> les deux termes de cette nou

velle fraction, on trouvera

(28)· . u + V  +  W  +  . . . =  f ^ ,

R désignant une fonction entière de x d’un degré inférieur à n. Cela 

posé, la fonction Q, déterminée par la formule (26), se présentera 

sous la forme rationnelle

( 29 )
_ f ( x)  —  R

- ~ w p r ;

et, puisqu’elle devra rester Unie pour toutes les valeurs finies de la 

variable x, il faudra nécessairement qu’elle se réduise à une fonction 

entière.de cette variable. Enfin, comme on tire de l’équation (29)

( 3o) ï ( x )  =  Q F(.-r) +  R,

les deux fonctions entières Q et R, dont la seconde est d’un degré 

inférieur à celui de F(æ), représenteront évidemment le quotient et 

le reste de la division de f(a;) par F(#). Donc la fraction rationnelle; 

qui aura ce reste pour numérateur et pour dénominateur F(a;) sera, 

en vertu de la formule (28), équivalente à la somme des fractions 

comprises dans les seconds membres des équations (24).

Dans le cas où le degré m de f(æ) est inférieur au degré n de F (x), 

le quotient Q s’évanouit, et l’on a par suite

f ( # ) = : R .

Alors on conclut des équations (24) et (28) . .

If(jc) À A, ' A/1-1
F ( x )  ~~ ( x  —  a)h +  { x  —  n)h~l ' "  x  — a

B B, , , B/f-,
+  { x —  b f  +  { x —  b)k~l + "  ’ x  —  b

c . c, , c,_,_
+  ( ^ - 7 p +  (x — c y_1 + - ·

La formule (3 i) offre évidemment le moyen de décomposer la frac-
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f(¿£)
tion rationnelle p—- en fractions simples, c’est-à-dire en fractions qui

ont pour numérateurs des constantes et pour dénominateurs des puis

sances entières des facteurs simples x — a, x — b, x — c, . . . .  La 

même formule fournit, à ce sujet, le théorème que nous allons 

énoncer.

Théorème I. — Soient

une fraction rationnelle dans laquelle le degré du dénominateur surpasse . 
le degré du numérateur, et a, b, c, . . .  les racines réelles ou imaginaires 
de l’équation

(17) F ( « )  =  o.

Pour décomposer la fraction (16) en fractions simples, il suffira de la 
développer : i° suivant les puissances ascendantes de x — a\ 2 0 suivant 
les puissances ascendantes de x — b\ 3° suivant les puissances ascen
dantes de x — c, . . . .  puis de faire la somme des termes qui, dans les 
divers développements, deviendront infinis quand on supposera x — a, 
x = b, x =  c, . . . .

Si le quotient Q cesse de s’évanouir, alors des équations (24) 

et (26) on déduira la formule

(3 2 )

=  Q +
A A,

ï + ·
A

( x  — a )h ( X —  a )h~ 1 x  —  a

4-
B

1 B| +  . . . +
B/c-i

( x  — b)k ( x  — b)k~l x  —  b

47
C , C' - H .  . . 4-

C,-,
( x  — c ) 1 ( x  —  c y - 1 x  —  a

qui. servira encore à décomposer la fraction (16) en fractions simples, 

et l’on devra substituer au théorème I la proposition suivante.
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T h é o r è m e  II. — Soient

(>6) î(x)
F(æ)

une fraction rationnelle, dans laquelle le degré du numérateur devienne 
égal ou supérieur au degré du dénominateur, et a, b, c, . . .  les racines 
de l’équation (17). Pour décomposer la fraction (16) en fractions simples, 
il suffira de la développer : 10 suivant les puissances ascendantes dex — a ; 

2 0 suivant les puissances ascendantes de x — b; 3 °  suivant les puissances 
ascendantes de x — c, . . . ,  puis d’ajouter au quotient de la division de 
ï( x )  par F (x )  la somme des termes qui, dans les divers développements, 
deviendront infinis pour x  =  a, ou pour x  =  b, ou pour x  — c, . . . .

Dans le cas particulier où l’équation (17) a toutes ses racines iné

galés entre elles, on trouve

( 3 3 ) h =  k =  l =  . . .  =  i,

( 3 4 ) F(.r) =  Hb(x —  a) { x  —  b) ( x  —  c ) . . .  ;

et les formules ( 3 1 ), ( 32) se réduisent aux deux suivantes :

(35)

■(36)

f(̂ r) A R C—- — --------1______ |____
F(vt··) x  — a x  — b x  — c

f(. r) A R C

F ( îc) x  — a x  — b x  — c

Dans le même cas, on tirera de l’équation ( 5)

/ n \ f \   / \ f, / . ( JC ” ”” Cl ) JC )
( 3 7 ) é { x )  — { x  — a ) f { x ) —  - — ")

et par conséquent, pour déterminer le coefficient A ou §{a), il suffira 

de faire évanouir x  — a dans la fraction

( x  — a ) f ( x )
ËÇz)

Mais alors cette fraction, se présentant sous la forme devra être
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[en vertu de la formule (6) de kpage 317] remplacéepar le rapport

{ x — a) î '{x) H- i (x)

que l’on pourra même réduire à

(38)

On aura donc 

(3g)

¥'(x)

l

f(g)
F'(tf) '

t(a)
F'(a)

On trouvera pareillement

(4o) B = l f 7f(*)
F\by

r -  f(c)

Enfin, si l’on a égard à l’équation ( 3 4 ), les formules (3g) et (40) 

donneront
a==J L ____ f(g >_

(a — b) (a — c ) ...

(4 0
B =  — 

C

f(6)
2fc> (b — a) (b — c) ...

1 f(c)
(c — a ) ( c — b ) . ‘

Ajoutons que la première des équations ( 4 0  peut être déduite direc

tement des formules ( 3 4 ) et (37) combinées entre elles, ou, ce qui 

revient au même, de la formule
f(sQ

§(x) = Sfc>(x — a) ( x  — c). ..

Lorsque le degré m de î(x) est inférieur au nombre n des quan

tités«, b, c, . . . .  on tire des formules ( 3 5 ) e t ( 4 i)

f ( * )  f (°)_ _ _ _ _ 1 | f (è)_ _ _ _ _ i__
F( ^)  —  Je [ ( a - b ) { n  —  c ) . . .  x  —  a (b — a) ( b  — c ) . . .  x  _  b

f(c) ■
( c — a) (c — b) . .  ^ ^ + ···]»

(42)
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puis on en conclut, en avant égard à l’équation ( 34),

( 43)

f (x)=:
(x  —  b) { x  —  c).  . .  

(a — b) (a —  c ) . . .
f(n)

( x  —  a) ( x  — c ) . . .  

(b —  a) (b —  c ) . ..
f(6)

( x  — et) ( x  — b ) . . .  

(c —  a) (c — b ) . . .
f (c)

L’équation (43) n’est autre chose que la formule d’ interpolation de 

Lagrange, à l’aide de laquelle on détermine une fonction entière 

de x , lorsqu’on connaît autant de valeurs particulières de cotte fonc

tion qu’il y a d’unités dans le nombre entier n immédiatement supé

rieur à son degré.

Lorsque les fonctions f(a?), F(a?) se présentent sous forme réelle, 

et que les deux racines a, b sont imaginaires et conjuguées ou de la 

forme a -+- (1 \J — i , a — ¡3 — i , alors, en désignant par x ,  ifi, deux 

quantités réelles propres à vérifier l’équation

(44) X — il!, \f — i fCg +  fty/—_0 ) 

F ' ( a  $\/—  i)

on trouve que les fractions simples correspondantes à ces racines 

dans le second membre de la formule ( 35) ou ( 36) sont respec

tivement

X  —  i l ! ,  —  J J Ç  4 -  11!, v / —  i
(4 5 ) -------------— 7==> ----------- .

X  —  C t - p y - I  X  —  x  4 -  p \f — [

En ajoutant ces deux fractions, on obtient la suivante

,  2 X ( j î  —  a )  4 - 2i l ! , S

<46) 4 - « ) L p ·  ■

qui a pour numérateur une fonction réelle et linéaire de x ,  et pour 

dénominateur un facteur réel et du second degré du polynôme F(cr).

Au reste, on pourrait imaginer diverses méthodes propres à décom

poser la fraction rationnelle L['X\ en fractions simples, c’ est-à-dire en
r (x ) 1

fractions semblables à celles que renferme le second membre de 

l’équation ( 32). Mais ces diverses méthodes fourniraient nécessai-
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rcment les mêmes valeurs des coefficients A, A ......... .. Aa_, ; B,

B,, B*_,; C, C,, . . . ,  G/_), ----Pour le démontrer, multiplions

par F( îc) les deux membres de l’équation ( 32). Alors, si l ’on fait 

pour abréger

(47)

■q f w  +  b

+  C

'F(-r)
( x  —  b)k

F ( x )
( x  — c ) 1

+ . . .  +  B*_t
F(#) 
x  —  b

+  - · -4- C,_,
F ( ¿g )
x  — c

4-. . . =  ( x  — a ) /tFl (x) ,

on aura

(48)

î ( x )  —  A
F (.r)

(x  —  a)h
■+■ Aj

F ( x )
( x  —  a)h~l

4 - A a_, +  ( x  —  a)h n (* ) .

D’ailleurs, comme le premier membre de l’équation (47) sera une 

fonction entière de x  divisible, ainsi que F(a;), par (x  — a)h, ü(a?) 

représentera encore une fonction entière. Par suite, si 1 on pose dans 

la formule (48)
x  =  a 4 - s,

et si l’on compare ensuite, les termes constants et les coefficients des 

puissances semblables de la variable s dans les deux membres déve- 

Ioppés suivant les puissances ascendantes de cette variable,· on tiou- 

vera successivement

(49) f («  +  5) —
A F (a  4 - z) 4- zh II (a 4 - s)

ou, ce qui revient au même, 

f(ffl). , f"(«).
Ha)

f  ('«)(«)

(5o)

et

1 1 1.2 * ”  1.2.3.../»

î ,iI I ( « 4 i )  4 - (A 4 - 4- A 2s 2 4 * . . .  4- A/,_i z ,l~l )

F </,)(a) F (/i'M)(a)T F<">(«) 
L1.2,3...

F^(^0 /*// \ » x ■ v.»·*'/ » j.·'
(5i) f ( a )  =  A Y J J Z T t ’ f ( a ) ~ A , i X ^ + A Æ

h 1.2.3. . .  h ( h 4-1 )

F<A>(a)

, FW(«) .„_J
"  1 . 2 . 3 . . . «  J

F</t+1H«) 
h {h 4 - 1) - !"(«)=....
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Ôr des équations ( 5 i) on' déduira évidemment, pour les constantes A, 

A,, . . . .  Aa_,, un système unique de valeurs, savoir

/K \ a _ i -2.3 ...h ((a )  , 2.3.. .(/¿ +  i) f'(rt) — A F(/i+1)(a)
I }  A ~  F*)(âj ’ A t ~ ~  (A + i)F(*>(a)

On obtiendrait de la même manière les valeurs de B, B ,........ B*_, ;

C, C , , ..., C¿_,. II est bon d’observer que la première des formules (52) 

donne, pour la constante A, une valeur égale à celle que reçoit la

fraction —  ? quand on prend x  — o. Cette même valeur,

'dans le cas où l’on suppose h =  i,  se réduit à celle que détermine la 

formule ( 3ç)).

Pour montrer une application des principes ci-dessus établis, con

cevons que l’on veuille décomposer en fractions simples la fraction 

rationnelle

(53> / ( a;) =  ( i - I).,| ^ T ) ·

II suffira, d’après le théorème I, de développer cette fraction : i° sui

vant les puissances ascendantes de x  — i; 2° suivant les puissances 

ascendantes de a? 4-1, puis de faire la somme des termes qui, dans 

les deux-développements, deviendront infinis pour x  =  i ou pour 

x  =  — 1. Or on trouvera : i° en désignant par a (x )  une fonction qui 

conservera une valeur finie pour x  =  1,

( x - iy - f ( x )
X  - h  l ( X ·

et, par suite,

(34) /(·*) 2 (œ —  1)2
■ ro(aOî

20 en désignant par n ,(x )  une fonction qui conservera une valeur 

finie pour x  =  — 1,

U'H-1)/<» =r
(-t·· — ()2 [2 —  (¿i? H- 1 )]2

=  2 -t-(x +  i)nj1(a?),
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et, par suite,

( 5 5 ) f { x )  ~  -hrn^x).

Les trois fractions simples

1 I I I I I
2 ( X  —  l ) 2 (\ X  —  l *  4  ^  - f - I

seront donc les seuls termes qui, dans les deux développements de 

l’expression ( 53), deviendront infinis pour x  =  i ou poura: =  — i, 

et l’on aura, en vertu du théorème I,

/ΚΑΊ 1 _  I I I I  I I
( a :  —  ι ) 2 ( λ ? +  ι ) 2 (x  —  i ) 2 .  4  x  —  i  + 4  ¿r  +  i

On trouverait de la même manière

(57) 2 X  —  X 2 X  H- [
et 2 (t'+I

Concevons encore qu’il s’agisse de décomposer en fractions simples 

la fraction rationnelle

(5 8 )
X "

m, n désignant deux nombres entiers, et m étant <^n. En d’autres 

termes, supposons
î ( x )  =  x!'1, J; (x )  x n —  i .

L’équation (17) se réduira simplement à l’équation binôme

( 5g) x n= i ,

dont les racines inégales entre elles seront de la forme

(60)
ik i :  , /----  . 2 kn

x  — co s------±  v —  1 s i n ------>η * n

k représentant un nombre entier égal ou inférieur à ^n. D’ailleurs, 

en prenant pour x  une quelconque de ces racines, on trouvera

(6.) ' Iï æ Q  x 'n 1 

F'(.r) nxu~L n

ΟΕμΐ'1'es de C . —  S.  Il ,  t .  IV.

-  COSΠ L
2 k (m -4-1) π

V - i sin
2 k(m1 + ι ) π ~|

ή

64

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



506 LEÇONS SUR LE CALCUL DIFFÉRENTIEL.

Donc les formules (35) et ( 4 >) donneront, pour des valeurs impaires 

d en,
2 ( 7724- 1)71 ,------. 2(/72 4-l)7T

c o s  —----------- -------h \J—  i s in  — ---------------M ' »1
4- ■

x  —  c o s --------- v/ — i s i n :—
n  n

2 ( 7724- 1)11 /------ . 2 ( 7724- 1)71
c o s  — — :—  --------\J—  i s m  — ------------ —M ' »■»

æn
(62) — ----  rr  —
v ' x a— 1 n

2 n ,----  . 2 7r
X — COS------H v — 1 Sln---»■ » » M

c o s
(n —  1) (m 4- 1)71 - . (72 —  i ) ( / n  +  i ) 7T x sin ---------—---------—

( n  —  r)7T /------ . ( n  —  i ) tt
x  — c o s  ----------- ---------J —  x s m  — —7) ” 72

COS
( «  — t) ( m  4- 1)71 ^ ( n  —  1) ( m  H- 1)71

1 sm ■
n

( n — 1 ) tt /----
x  —  c o s  -—------- -------H v  — 1 s mn ’

. (  / I  —  I )  TC

'  »

puis on en conclura, en réduisant les fractions imaginaires conju

guées au même dénominateur,

x m
Xn— I

2 ( 7 7 ? 4 - l ) 7 T  217111
X COS —----------------c o s -------

n  n
4 -  2 -------------------------------------------------» 2-KX* — 2X COS------1- In

x  c o s
( n  — 1) ( n i  4- 1)71

c o s
(n — i)mn

. ( n  — i)7rx %—  2 X c o s ------------------ 1- 1

On trouvera, au contraire, pour des valeurs paires de n,

X'"· _ I
1— I 7)

2 ( n i  4~ 1 ) 7T 22227:
« c o s ---------------- c o s ------ X CO s ( n  —  2) (222 4- 1)7: ( 1 1  —  2 ) 1 1 1 1 :

c o s  ·

,  271
x i —  2«  c o s ------1- 1

n .

4- . . . 4- 2-
■ ( 1 1  —  2 ) 1 :

2 « C 0 S - --------------- h I
« 4-x

On trouverait de la môme manière, pour des valeurs impaires de n,

x m.
( n i 4- 1) 7T 7?2 7T . ( i l  — 2 ) ( n i 4 -  x) 7T (71— 2)77271«COS-------- -------COS—  x  c o s  -------- —-------------- COS -------- ------ , .,B+1

72 11 * n  72 ( — 1)",+
2 — ----------------- -------!----------------h . . . 4 -  2 --------------------------------- --------

,  7t« 2 — 2X COS----h ]72
.  ( 7 2  — 2 )  TTX-— 2 X COS --------- ----- 1- I X 4- I

72
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et, pour des valeurs paires de n,

507

(66)
x"

X "  +  I

{ m - ¡ r  i ) Tü m r .
X  c o s ------- — ------cos ——

n  n

, 11x "  —  2 X  COS n

+  2 ■

( n  —  i )  ( n i  h -  i ) 7T ( «  —  i ) i r
x  cos ------------ — -------- --------- co s -------------- —

n n
,■  (n -ï)T i

X 2 —  2 X  CO S - ----------- --------h  I

Enfin si, dans les formules (63), (64), ( 65), (66), on pose m =  n — i , 

elles donneront, pour des valeurs impaires de n,

X  —  cos ■
271

X  —  cos
( n  —  i )  71

,  277
X 2 —  2 X  C O S -------H In

' ( n — i)7i
X 1 —  2 X  COS ------------ ------- h  l

X a(68) —---- =  -
x n -| -  i n

Tl
X  —  CO S —

n
X  —  COS

( n  —  2 ) 7T

X i - ~  2 X  COS -  H - In
( n  —  2 ) 7 1  X  - h  1

X 2 —  2 X  COS -------------- ---------h  I

et, pour des valeurs paires de n,

(69) x n — i n

2 TT
X  —  C.O S-----

n
X  —  cos

(n — 2) tt.

X  —  í 0 2 7T
X 1—  2 X  C O S -----4 -1

n

« (/¿ 2)71 x  4~ i
x 2—  2# co s ------- -— t-T

. . . . .

( 70) -----------
W  '  X n - h l

TC
X  —  cos -  n

2 --------------------- — 4- ·  . . 4- 2
x 2— 2# cos — l· 1

¿P —  cos
( n  —  i ) tc

2 ( n  —  i ) Tt
x 2 —  2 X  cos -------------- 1- i

n
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SEIZIÈME LEÇON.

DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS DE PLUSIEURS V AR IA BLES. DÉRIVÉES PARTIELLES 

ET DIFFÉRENTIELLES P A R T IE L L E S ..

Soi t

une fonction de plusieurs variables indépendantes x , y , z, —  Dési

gnons par i un accroissement infiniment petit, attribué à l’une quel

conque de ces variables, et par

o ( x ,  y , z ,  . . . ) ,  x { x , y ,  z,  . . . ) ,  <\>(x, y ,  z,  . .  .),  . . .

les limites vers lesquelles convergent les rapports

f { x  4- i, y ,  z,  . . . )  — f ( x ,  y,  s, . . . )
------------------------------------------------ #-----------------------------------------------,

l

f { x , y - > r i , z ,  . .  , ) — f ( x ,  y ,  s, . . . )----------------------------------------- ----------------------------------------- j
l

f { x ,  y ,  z 4- i, . . . )  ~ / ( x ,  y ,  z,  . . . )  .

tandis que i s’approche indéfiniment de zéro; <p(x,y,z, . . . )  sera la 

dérivée que l’on déduit de la fonction u =  f ( x , y ,  z , . . .) ,  en y consi

dérant x  comme seule variable, ou, ce qu’on nomme la dérivée par

tielle de u par rapport à x .  De même yi(x, y , - , . .  ·), y> z > · · ·)>

seront les dérivées partielles de u par rapport aux variables y, z ........

Concevons maintenant que l’on attribue aux variables x , y , z, . . .  

des accroissements simultanés Air, Ay, A z, . . .  et soit Au l’accroisse

ment correspondant de la fonction u, en sorte qu’on ait

(i) A u = f { x - + - A x ,  y  +  A y , z  +  Az, . . . ) — f ( x ,  y ,  z,  . . . )·
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Si l’on assigne à Ax, Ay, As, . . .  des vale'urs finies, la valeur de Au; 

donnée par l’équation (i), deviendra ce qu’on appelle la différence finie 

de la fonction u, et sera ordinairement une quantité finie. Si, au con

traire, on assigne à Ax, Ay, As, . . .  des valeurs infiniment petites, la 

valeur de Au sera, pour l’ordinaire, infiniment petite. Mais, tandis 

que les accroissements

■ Ax,  A y,  As, . . . ,  A u

s’approcheront indéfiniment et simultanément de la limite zéro, leurs 

rapports pourront converger vers des limites finies qui seront les der

nières raisons de ces mêmes accroissements. Cela posé, pour obtenir 

des quantités ou des expressions algébriques qui puissent être consi

dérées comme différentielles des variables x ,y ,  s, . . . ,  ou de la fonc

tion u, et désignées en conséquence parles notations dx, dy, dz, . . . ,  

du, il suffira, d’après ce qui a été dit dans la première Leçon, page 289, 

de choisir ces quantités ou.ces expressions, de manière que leurs 

rapports soient rigoureusement égaux aux dernières raisons ci-dessus 

mentionnées. D’ailleurs, les variables x, y, z, . . . ,  étant supposées 

indépendantes, leurs accroissements Ax, Ay, A z, . . .  sont entièrement 

arbitraires. Il en sera donc de même des différentielles dx, dy, dz, .... 

Quant à la différentielle du, on la déterminera sans peine à l’aide des 

raisonnements que nous allons indiquer.

Comme, en s’approchant de zéro, les accroissements
\

Ax, Ay, A z, . . . ,  Au 

deviendront sensiblement proportionnels à

d x,  dy, dz, . . . ,  du,

si l’on désigne par a la valeur infiniment petite de l’un des rapports

Ax A y A z Au
d x  ’ dy ’ dz  ’ ’ du

si l’on pose, par exemple,

(2)
Ax
d x ~ a’
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chacun des autres rapports différera très peu de a. Donc l’équation

A u Am
~  —  ce ou —  = d u
du a v

sera sensiblement exacte, et l’on aura en toute rigueur

( 3 ) ^  = d u +  [3,

¡3 devant s’évanouir avec a. Effectivement, lorsque la proportion

Ax  : d x  Au', du

se trouve à très peu près vérifiée, il suffît, pour la rendre rigoureuse, 

d’ajouter à son dernier terme du une quantité ¡3 peu différente de 

zéro; et alors cette proportion, ou plutôt la suivante

donne évidemment

A x  : d x  y. Au ' du  {3,

, . A u  , Au
du  +  p —  -—  d x  —  —  · 

r  A x  ce

Si maintenant on fait converger a vers la limite zéro, on tirera de 

l’équation (2)

, Au
({,) ' d u —  l i m -----
'  ce.

On trouvera de la même manière

(5) dy

et, comme on aura d’ailleurs, en vertu de l’équation (2),

on trouvera encore

(6)

d x  —
Ax
(X

d x  —  lim
A x
ce

Ajoutons que, si, dans la formule ( 4 )> on substitue la valeur de Au
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donnée par la formule (i), on en conclura

' du =  x.m f ( .v  +  A x , y  +  A y , z  +  A z , . . . ) - f ( x , y , z ,  · · · ) .

. a

Il ne reste plus qu’à chercher la limite vers laquelle converge le 

second membre de l’équation (7), quand, après avoir posé

, Ax  =  a. dx,

on fait converger a vers la limite zéro. On y parviendra de la manière 

suivante.

Si, dans la fonction
u = f ( x , y , s ,  . . . ) ,

on fait croître l’une après l’autre les variables x ,  y ,  z ,  . . .  des quan

tités Ax, Ay, As, . . . ,  on déduira de l’équation (i6)de la page 313 une 

suite d’équations de la forme /

f { x  4- Ax,  y,  z , .........................) —  f { x , y ,  s , ...........................) =r Ax<s>{x y  9 , Ax,  y ,  z , ..........................)

/ ( *  +  A x , y  +  A y , z , ............... ) —  f ( x  +  A x , y , z , .............. .) =  A y i ( x  +  A x , y  +  02 Ay, z , ...............)

Ax,  y  +  A y , z  4- A s , . . . )  —  f ( x  +  A x , y  4 - Ay,  s , . r .) =  As $ {x  Ax,  y A y ,  s +  S3 A z , . . . )

0,, 02, ô3 désignant des nombres inconnus, mais tous compris entre · 

zéro et l ’unité. Or, en ajoutant ces équations membre à membre, on 

en tirera
I f ( x ^ - A x , y  +  A y , z - y A z ,  . . . )  — f ( x , y ,  z,  . . . )

I =  A x  y ( x  -h A x , y , z ,  . . . )

(8) | +  Ay x ( x  +  A x , y +  Ay ,s ,  . . . )

I -t- As 4' ( a? +  Ax,  y  -h A y , z  4- d3 Az, . . . )

\ + .........................................................■; ‘

puis, en divisant par a les deux membres de la formule (8), faisant 

converger a vers la limite zéro, et ayant égard aux équations (5),

(6), (7), on trouvera

(9) du —  w ( x , y , z ,  . .  , ) d x  +  x { x , y , z ,  . . . )  dy +  ty(x, y,  z , , . . ) d z + __
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En vertu de l’équation (9), la différentielle de la fonction u se trouve 

complètement déterminée dès que l’on fixe les valeurs deg quan

tités dx, dy, d z ,__ Mais ces dernières quantités,.qui représentent

les différentielles des variables indépendantes, restent entièrement 

arbitraires, et on peut les supposer égales à des constantes finies 

quelconques h, k, l .........

La démonstration précédente de la formule (9) suppose implicite-

' ment que les variables x , y , z .......et la fonction u sont réelles, ainsi

que leurs accroissements et leurs différentielles. Mais il est facile de 

modifier cette démonstration de manière à la rendre applicable au 

cas même où la fonction u, les variables æ, y , z ........ les accroisse

ments Ax, Ay, A z, . . .  et les différentielles dx, dy, dz, . . .  deviennent 

imaginaires. En effet, lorsque Ax, Ay, A z, . . .  sont infiniment petits, 

on tire de la formule ( 5 i) de la treizième Leçon

f{ x + · A x , y , z , .......................... ................................................... ) =  A x [ y ( x ,  y , s , ........................... ) +  I],

f ( x - + - A x , y  +  Ay,  s , ............... ) - / ( « - + -  Ax,  y,  z , ................ ) =  Ay  [%(# -H A x , y ,  z , ................ ) 4 - J ] ,

f ( x  +  A x , y - > r A y , z  +  Az,  . . . )  —  f ( x  4- Ax,  7 4 -  Ay, z,  . . . )  =  A s [1]/ ( x  4- Ax,  y  4- Ay, z,  . . . )  +  K],

I, J, K, . . .  devant s’évanouir avec Ax, Ay, A z ....... On a donc, par

suite,
| f ( x - h A x , y  +  A y , z - b ' A z ,  . . . )  - f ( x ,  y,  z,  . . . )

\ =  [?(■ *■ >/. z, ■ ■ ·) 4- I] A x

( i ° )  < +  [ y ( x  +  A x , y , z ,  -h J ] A /

I +  [ ^ { x + - A x , y - + -  A y , s ,  . . . ) 4 - K ] A s

1 4- .......................................................................

Or il suffit de diviser par a les deux membres de l’équation (10) et 

de faire ensuite converger a vers la limite zéro pour retrouver la for

mule (9).

En appliquant la formule (9) à des eas particuliers, on en tirera

—  d x  dy  4- dz  -k  . . ,  d { x  — y ) —  d x  —  dy, 

d ( a x  +  b y - + - c z + . . . )  =  a d x  +  b dy  4- c dz  4 - . , . ,
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d ( x aybz c .·  ■ ) —  x?  y b z c. . .  (a  —  -+- b —  +  c —  4-, ..  Y
\ x  y  z ) ’

, ( x \ _ y d x  — x  dy

d \ ÿ ) - ‘— '

d.xX —  yx'r—'· d x  4- x ?  I x  dy, . . . ,

d ( x  + y \ J —  i ) =  d x  H- y —  i dy,  

d . e x + y'l-'x — ex+y'fzri(dx-\-dy\J^:ri ) ,

r

Il est important d’observer que, dans la valeur de du donnée par 

équation (9), le terme
<?{x,y,z,  . . . ) d x

est précisément la différentielle qu’on obtiendrait pour la fonction

U —  X ) y y Z, · · · )>

en considérant dans cette fonction x  seule comme variable et y , z, . . .  

comme constantes. C’est pour cette raison que le terme dont il s’agit 

se nomme la différentielle partielle de la fonction u par rapport à x. De 

même
X ( x , y , z ,  ■ ■ -)dy,  <\i(x,y,s,  . . . ) d z ,  . . .

sont les différentielles partielles de u par rapport à y  par rapport

a z ........ Si l ’on indique ces différentielles partielles en plaçant, au

bas de la lettre d, les variables auxquelles elles se rapportent, comme 

on le voit ici,
dx u, dy u, dz u, . . . ,

on aura

(11)

, .  d x u9 ( x , y , z , . . . )  =  ^

I , . . dzu

cl l’équation (9) pourra être présentée sous l’une ou l’autre des deux

OEuvres d e  C.  — *S. U,  t .  IV.
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formes

(.2)

( i3 )

du —  cix u -+- d Y u 4 - d-u  -+-.

, · dx u , d Yu , d . u  ,
du —  - , —  d x  H— =—  dy  ---- r ~ dz ■

d x  dy dz

Il résulte de la formule (12) que les différentielles partielles dxu, 

dyii, dzu, . . .  sont les diverses parties de la différentielle totale du, que 

l’on peut aussi nommer simplement la différentielle de la fonction u.

Pour abréger, on supprime ordinairement, dans les formules (11), 

les lettres que nous avons placées au bas de la caractéristique d, et 

l ’on représente simplement les dérivées partielles de u prises relati

vement à x, y, z, . . .  par les notations

(*4)
du du du 

d x ’ d y ’ dz

Alors ^  n’est pas le quotient de du par dx; et pour exprimer la 

différentielle partielle de u, prise relativement à x , il faut employer 

la notation
du

d x
dx,

qui n’est point susceptible de réduction, à moins qu’on ne rétablisse 

la lettre x  au bas de la caractéristique d. Lorsqu’on admet ces con

ventions, la'formule ( i 3)'se réduit à

du  . du , du  ,
(.5) du =  - d x + Tyd y + ~ d z  + . . . .

Mais, comme il n’est plus permis d’effacer dans cette dernière les dif

férentielles dx, dy, dz, . . . ,  rien ne remplace la formule (12).

En terminant cette Leçon, nous indiquerons un moyen fort simple 

de ramener le calcul des différentielles totales à celui des fonctions 

dérivées. Si l ’on prend
A x  =  <x dx,

a désignant une quantité infiniment petite, la différentielle totale du
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sera déterminée par la formule (7), pourvu que, en s’approchant 

de zéro, les accroissements Ax, Ay, Az, . . .  deviennent sensiblement 

ou même rigoureusement proportionnels aux différentielles dx, dy, 

dz........Donc, la formule (7) subsistera si l’on pose

(16) ’ A x  —  a. dx,  Ay  ~  « dy, Az ~  a d s ,  . . . ,

en sorte qu’on aura

, , , f ( x  -+- adx ,  Y H- a dy,  z +■ adz ,  . . . )  — f { x ,  y, s, . . . )
(17) du  =  lim —-------------- -------------------------------—=------ ^ ------------ -·

D’autre part, si, dans l’expression

/ (  x  -I- a dx,  y  4 - a dy, z 4 - a dz, . . .  ),

on considère a comme seule variable, et si l’on fait, en conséquence,

(18) / { x  -+- a d x , y  +  «dy,  s 4- ad z ,  . . . )  =  F ( a) ,

on aura, non seulement

(19) · « =  F(o),

mais encore 

et, par suite, 

(20)

A« =  F(«)  — F(o)

du =  lim
F ( « ) - F ( o )

a
F'(o).

Ainsi, pour former la différentielle totale du, il suffira de calculer la 

valeur particulière que reçoit la fonction dérivée F'(a) dans le cas où 

l’on prend u — o.
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DIX-SEPTIÈME LEÇON.

USAGE DES DÉRIVÉES PARTIELLES DANS LA DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS COMPOSÉES. 

DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS IM PLICITES. THÉORÈME DES FONCTIONS HOMOGÈNES.

Soit,
S =  F ( U,  V,  W ,  . . . )

une fonction quelconque des variables u, v, w, . . .  que nous suppo

serons être elles-mêmes des fonctions des variables indépendantes x, 

y, s, . . .  ; s sera une fonction composée de ces dernières variables; et, 

si l’on désigne par Ax, Ay, As, . . .  des accroissements arbitraires 

simultanément attribués k x , y , s, . . . ,  les accroissements corres

pondants Au, Av, Aw, . . . ,  As des fonctions u, v, w, . . . ,  s seront liés 

entre eux par la formule

(i) As =  F ( « H- Au, v -+- Av, w -+- A w, . . . )  —  F (u, v,w,  ..

Soient d’ailleurs '

4>(m, e, »', · · ·), X (m, v , w, ...) , W(u,v, «>,...), . . .

les dérivées partielles de la fonction F ( m, v , w , . . . )  prises successive

ment par rapport à u, v, w, —  Comme l’équation (8) de la Leçon 

précédente a lieu pour des valeurs quelconques des variables x , y , 

s, . . .  et de leurs accroissements Ax, AyuAz, . . . ,  on en conclura, en 

remplaçant x , y , s, . . .  par u, v, w, . . . ,  et la fonction f  par la fonc

tion F,

IF ( u +  Am, v  +  Av, w Air, . . .  ) —  F ( u, v, w, . . .  )

=  Am <!>(« +  0i Am, v, w, . . . )

-t- Ae X (m H- Au, v +  02 Av, »>, . . .) 

f +  Aw W(u  -+- A m , v  -t- Ae, w H- d3 Aw, . . . )

\ + ............................................................

Dans cette dernière équation, 0,, 02, 03, . . .  désignent toujours des
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nombres inconnus, mais inférieurs à Punit,é. Si maintenant on pose 

( 3 ) A x  —  a  d x ,  Ay  —  % dy,  À z  —  a. dz, . . . ,

ci désignant une quantité infiniment petite, on aura, en vertu de la 

formule (17) de la Leçon précédente,

(4) du —  l i m — > =  > dw=.\iva^->  · · ·>  d s ~  Jim—  ;
a  a  a  oc ’

puis, en divisant par a les deux membres de l’équation (2) et passant 

aux limites, on trouvera

( 5 ) ds =  <&(u, v, w, . . . )  du  4- X ( m, v, w, . . . )  dv +  tFfw, v, w, . . . )  dw + . . . ,

La valeur de ds fournie par l’équation (5) est semblable a la valeur 

de du fournie par l’équation (9) de la Leçon précédente. La princi

pale différence consiste en ce que les différentielles dx, dy, dz, 

comprises dans la valeur de du, sont des constantes arbitraires, tandis 

que les différentielles du, dv, dw, . . .  sont de nouvelles fonctions des 

variables indépendantes x , y , z , . . .  combinées d’une certaine manière

avec les constantes arbitraires dx, dy, dz........

La démonstration qu’on vient de donner de la formule (5) suppose 

implicitement que les fonctions u, v, w, . . . ,  s sont réelles, ainsi que 

leurs accroissements et leurs différentielles. Si ces fonctions, ces 

accroissements et ces différentielles devenaient imaginaires, il suffi

rait, pour établir la formule (5), de recourir à l ’équation (10) de la 

Leçon précédente. En effet, comme cette dernière équation subsiste, 

quelles que soient les valeurs finies, réelles ou imaginaires, attri

buées aux variables x , y , z, . . . ,  et les valeurs infiniment petites 

attribuées à leurs accroissements Ax, Ay, Az, . . . .  on en conclura, 

en remplaçant x , y , z, . . .  par u, v, w, . . . ,  et la fonction f  par la 

fonction F,

F ( «  +  Au, u +  Af-, (v -+- Aw, . . . )  —  F (u ,v ,  w ; . . . )

=  [ * (  lty P ,  ( V ,  . .  .  )  - t -  I ]  A m

+  [X (h +  Am, v, w, ...)-+- J] Ae 

-+-[ ^ ( m h-A m, e +  Ae, w, . . .)  +  K]Aiv

(6)
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Dans la formule (6), I, J, K, . . .  désignent toujours des quantités 

qui s’approchent indéfiniment de zéro, en même temps que Ax, Ay,

Az.........Si d’ailleurs on assigne à Açc, Ay, As, . . .  les valeurs que

déterminent les équations ( 3), il suffira évidemment de diviser par a 

les deux membres de la formule (6), et de passer aux limites pour 

retrouver la formule ( 5).

En appliquant la formule ( 5) à des cas particuliers, on en tirera

d(u 4- v) =  du -H dv, d(u— v) — du— dv, d(au 4- bv) =  a du 4- b dv, 

d(au 4- bv +  cw 4- . . .)  =  a du 4- b dv 4- edw 4-. .., 

d(uv) — u dv 4- v du, d(uvw...) =  viv.. .du 4- uw.. .dv 4- uv.. .dw 4- ·.  ·,

Nous avions déjà obtenu ces équations (voir la seconde Leçon), en 

supposant u, v, w, . fonctions d’une seule variable indépendante x  ; 

mais on voit qu’elles subsistent, quel que soit le nombre des variables 

indépendantes.

Dans le cas particulier où l’on suppose u fonction de la seule 

variable x , v fonction de la seule variable v, w fonction de la seule 

variable s ,  . . . ,  on peut arriver directement à l’équation ( 5), en 

partant de la formule (9) de la Leçon précédente. En effet, en vertu 

de cette formule, on aura généralement

( ̂ 7 ) ds -— dx s *4“ dy s dz s H-  * · .  ·

De plus, comme, parmi les quantités u, v, w.........la première est,

par hypothèse, la seule qui renferme la variable x ,  en considérant s 

comme une fonction de fonction de cette variable, et ayant égard à la 

formule (10) de la première Leçon, on trouvera

dx s —  dx F ( u, v, w, . .  .) =  v, <v, . .  , ) d x u =  *b(u, v, w, . . . ) d u .

On trouvera de même '

dys —  X ( u } . . . )  ctr> dz s =  xl ' ( u ,  v, w, . . .) dw,
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Si l’on substitue ces valeurs de dæs, dys, dzs, . . .  dans la formule (7), 

elle coïncidera évidemment avec l’équation ( i5 ) .

Soit maintenant r une seconde fonction des variables indépen

dantes x , y , s, ----Si l’on a identiquement, c’est-à-dire pour des

valeurs quelconques de ces variables,

(8) s —  r, 

on en conclura

(9) · ds =  dr.

Dans le cas particulier où la fonction r se réduit, soit à zéro, soit à 

une constante c, on trouve
dr —  o ;

et par suite l’équation

(10) S — O ou s =  c

entraîne la suivante :

( n )  ds —  o.

Les équations (9) et (11) sont du nombre de celles que l’on nomme 

équations différentielles. La seconde peut être présentée sous la forme

(12) 4>( 11, v, w, . . .) du  -t- X ( m, o, w, . . . )  dv +  ^ ( w ,  v, w, . . . )  dw + . . .  —  0,

et subsiste dans le cas même où quelques-unes des quantités u, v, 

w, . . .  se réduiraient à quelques-unes des variables indépendantes x , 

y, s , ----Ainsi, par exemple, on trouvera : en supposant F ( îc, o) =  o,

e) dos H- X{ x ,  v) di> =  o;

on supposant Y (x ,y , vu') — o,

<6( x , y ,  w) d x  +  Ti(æ,y,  w) dy  -+- W.(x ,y ,  w) dw =  o;

etc.

Dans ces dernières équations, v est évidemment une fonction impli

cite de la variable x , w une fonction implicite des variables x , y  ; __

De même, si l ’on admet que les variables x , y , z, . . . ,  cessant d’être
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indépendantes, soient liées entre elles par une équation de la forme

( i 3 ) f { x , y , z ,  —

alors, en faisant usage des notations adoptées dans la Leçon précé

dente, on obtiendra l’équation différentielle

(i/i) w { x , y , z ,  . .  , ) d x  +  x ( x , y ,  z, . . . )  dy +  <b{x, y ,  z, . . .  ) dz 4 - . . .  =  o,

au moyen de laquelle on pourra déterminer la différentielle de l’une 

des variables considérée comme fonction implicite de toutes les autres. 

Ainsi, par exemple, on trouvera : en supposant x- 4-y- =  a-,

x  d x  4- y  dy ■ =. o, 

en supposantj2 — x- =  a-,

y  dy  —  x  d x  —  0,

en supposant x- 4-j 2 4- zr =  a-, 

x  d x  y  dy z dz ■ = o,

x
d v — '----- dx:

J y

X
dv —  — d x ;

y

d z —  —  X d x  —  dy.

Comme on aura d’ailleurs, dans le premier cas,
t

y  =  ±  sja1—  x î ,

et, dans le second,
y — ±\Ja--y-x'-,

on conclura des formules précédentes

( i 5 ) dt(\/a? —  x * )  — ----- j X -, d(\/a* 4 - x 2)
y a 2—  x i

x  d x

y/«2-t- ,r2’

ce qu’ il est aisé de vérifier directement.

Lorsqu’on désigne par u la fonction f ( x , y , z ,  . . . ) ,  les équa

tions ( t3) et ( i4 ) peuvent s’écrire comme il suit :

u =  o,(.6)

(17 ) du —  o.
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Si les variables x , y , z, . . . ,  au lieu d’être assujetties à une seule 

équation de la forme u — o, étaient liées entre elles par deux équa

tions de cette espèce, telles que

(18) u —  o , v  —  o,

alors on aurait en même temps les deux équations différentielles

(19) du — o, dv —  0,

à l’aide desquelles on pourrait déterminer les différentielles de deux 

variables considérées comme fonctions implicites de toutes les autres.

En général, si n variables x , y, z, . . .  sont liées entre elles par 

m équations, telles que <

(20) u —  0, e =  o, w =  o, . . . ,

alors on aura en même temps les m équations différentielles

(21) du —  o, dv —  o, dw —  o, . . . ,

à l’aide desquelles on pourra déterminer les différentielles de m va

riables considérées comme fonctions implicites de toutes les autres.

Les principes ci-dessus établis relativement à la différentiation des 

fonctions composées fournissent encore le moyen de démontrer une 

proposition digne de remarque, et que l’on nomme théorème des fonc

tions homogènes.

On dit qu’une fonction de plusieurs variables est homogène lorsque, 

en.faisant croître ou décroître toutes les variables dans un rapport 

donné, on obtient pour résultat la valeur primitive de la fonction mul

tipliée par une puissance de ce rapport. L’exposant de cette puissance 

est.le degré de la fonction homogène. En conséquence, f ( x , y ,  z, . . . )  

sera une fonction de x , y , z, . . .  homogène et du degré a, si, t dési

gnant une nouvelle variable, on a, quel que soit t,

(22) f ( t x ,  ty,  tz,  . . . )  —  taf ( x ,  y ,  z, . . . ) .

QEavres tie C,  —  S. Il ,  t. IV. 66
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Cela posé, le théorème des fonctions homogènes peut s’énoncer comme 

il suit.

T héorème. —  Si l ’on multiplie les dérivées partielles d’ une fonction 

homogène du degré a par les variables auxquelles elles se rapportent, 

la somme des produits ainsi formés sera équivalente au produit qu’on 

obtiendrait en multipliant par a la fonction elle-même.

Démonstration. — Soient

u = z f { x , y , z ,  . . . )

la fonction donnée et

<ù(x,y,z, ...) , x(x,y, .), ty(x,y,z, ...), . . .

ses dérivées partielles par rapport à x,  à y,  à ; ,  etc. Si l’on différentic 

les deux membres de l’équation (22), en y considérant t comme seule 

variable, on aura, en vertu de la formule ( 5),

? { t x ,  ty,  t z , . .  , ) x d l  - h x ( t x ,  ty,  t z ,  . . . ) y d t

4- <];( t x ,  ty,  t z ,  . . . )z  dt - y . . . —  ata~l f ( x , y ,  z, . . . )  dt;

puis, en divisant par dt et posant t =  1, on trouvera

( x  y ( x , y , z ,  . . . ) - y y x ( x , y , z ,  . ..) 4- z ty(x, y,  z, . . . ) + . . .  
(ao) 5

j — a f ( x , y , z , . . . )

ou, ce qui revient au même,

(24)
du du

X d x  + }  'dy

du

dz
au.

Corollaire.

(25)

Exemples.

Pour une fonction homogène d’un degré nul, on aura

du du du
x - j--- 1- V r + : T  -H... =  0.

dx  dy dz *

Si l’on pose

u —  -  (A. a?2 4- B . / 2 4- Cs! -(- 2Dyz  h- 2 E z x  4- 2 F xy),
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l’équation (24) donnera

( \oc  4- F j  4- Es).z +  (F x  -t- B7  +  D s ) j  +  (E# 4- Dy  +  C
' = A ^ + B j2+ C s2+2D/S +  2ES.Z +  2F.2?/.

Si l’on pose au contraire

l’équation ( 25) sera réduite à

y
oc ’=  O.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



524 L E Ç O N S  S U R  L E  C A L C U L  D I F F É R E N T I E L .

DIX-HUITIÈME LEÇON.

DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.

Soit
u = f ( x , y , z ,  . . . )

une fonction de plusieurs variables indépendantes x , y , z, ----Si

l’on différentie cette fonction plusieurs fois de suite, soit par rapport 

à toutes les variables, soit par rapport à l ’une d’elles seulement, on 

obtiendra plusieurs fonctions nouvelles dont chacune sera la dérivée 

totale ou partielle de la précédente. On pourrait même concevoir que 

les différentiations successives se rapportent tantôt à une variable, 

tantôt à une autre. Dans tous les cas, le résultat d’une, de deux, de 

trois, . . .  différentiations, successivement effectuées, est ce que l’on 

appelle une différentielle totale ou partielle du premier, du deuxième, 

du troisième, . . .  ordre. Ainsi, par exemple, en différentiant plusieurs 

fois de suite par rapport à toutes les variables, on formera les diffé

rentielles totales du, ddu, dddu, . . .  que l’on désigne, pour abréger,

par les notations du, d-u, d3u.........Au contraire, en différentiant

plusieurs fois de suite par rapport à la variable x ,  on formera les dif

férentielles partielles dxu, dxdæu, dxdædæu, . . .  que l’on désigne par 

les notations dxu, d\u, dxu, . . . .  En général, si n est un nombre 

entier quelconque, la différentielle totale de l’ordre n sera repré

sentée par dnu, et la différentielle du même ordre relative à une

seule des variables x , y , z, . . .  par d'xu, dyu, d'‘ u........ Si l’on diffé-

rentiait deux ou plusieurs fois de suite par rapport à deux ou à plu

sieurs variables, on obtiendrait les différentielles partielles du second 

ordre, ou des ordres supérieurs, désignées par les notations dxd}.u,
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dydxu, dxdzu, . . . ,  dxdydzu, . . . .  Or il est facile de voir que les diffé

rentielles de cette espèce conservent les mêmes valeurs quand on 

intervertit l’ordre suivant lequel les différentiations relatives aux 

diverses variables doivent être effectuées. On aura, par exemple,

(1) . dx dy u =  dydx u.

C’est effectivement ce que l’on peut démontrer comme il suit.

Concevons que l’on indique par'la lettre x ,  placée au bas do la 

caractéristique A, l ’accroissement que reçoit une fonction de x , y , 

z, . . .  lorsqu’on fait croître x  seule d’une quantité infiniment petite 

adx. On trouvera

(2) &x u = f ( x  +  <xdx, y, z,  . . . ) — f { x ,  y ,  z,  . . . ) ,  dx ii =

( 3 ) A* dy u =  dy ( u -+- A* u ) — dy ii — dy \x u

et, par suite,
Ax dy U _ d y \ x U _ J A XU '

--  ' - ·  Cl y j
« a J a

puis, en faisant converger a vers zéro, et ayant égard à la seconde des 

formules (2), on obtiendra l ’équation (1). On établirait de la même 

manière les équations identiques dxdzu =  dzdxu, dydzu =  dzdyu........

Exemple. — Si l’on pose u =  arc tang -> on trouvera

dx ii —
y  ___ gç '  - y 2

d x ,  dy u=z ^  :  ̂dy, dydx u —  dx dy u ~  ( ^  ■ d x  dy.
x * - h y x ¿ +  y1

L’équation (1) étant une fois démontrée, il en résulte que, dans une 

expression de la forme dxdydz...u ,  il est toujours permis d’échanger 

entre elles les variables auxquelles se rapportent deux différentiations 

consécutives. Or il est clair que, à l’aide d’un ou de plusieurs échanges 

de cette espèce, on pourra intervertir de toutes les manières possibles 

l’ordre des différentiations. Ainsi, par exemple, pour déduire la dif

férentielle dzdydæu de la différentielle dxdydzu, il suffira d’amener 

d’abord par deux échanges Consécutifs la lettre a? à la place de la 

lettres, puis d’échanger les lettres y  et s, afin de ramener la lettre y

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5 2 6 * L E Ç O N S  S U R  L E  C A L C U L  D I F F É R E N T I E L ,  

à la seconde place. On peut donc affirmer qu’une différentielle de la

forme dxdydz.. .u a une valeur indépendante de l’ordre suivant lequel 

sont effectuées les différentiations relatives aux diverses variables. 

Cette proposition subsiste dans le cas même où plusieurs différentia

tions se rapportent à l ’une des variables, comme il arrive, pour les dif

férentielles dxdydxu, dxdydxdœu , __ Lorsque cette circonstance se

présente, et que deux ou plusieurs différentiations consécutives sont 

relatives à la variable x ,  on écrit, pour abréger, drx au lieu de dxdx, 

dx au lieu de dxdxdx, —  Cela posé, on aura

d%dyii =  dxdydxu, dxdydzu =  dxdydxd-dxii =  dydxdzu

d%dy u —  dydx u, dx c/·.dl u —  dx d l d ’ u — d-ydx dl u = . . .

et généralement, l, m, n, . . .  étant des nombres entiers quelconques,

(4) dxdy dz . .. u — d'xdzd’y . . .  u =  d'y dxdz...  u =  . . . .

Comme, en différentiant une fonction des variables indépendantes x , 

y, z, . . .  par rapport à l ’une d’elles, on obtient pour résultat une nou

velle fonction de ces variables multipliée par la constante finie dx, 

ou dy, ou dz, . . . ,  et que, dans la différentiation d’un produit, les fac

teurs constants passent toujours en dehors de la caractéristique d·, 

il est clair que, si l’on effectue l’une après l’autre, sur la fonc

tion u =  f ( x , y , z ,  . . . ) ,  l différentiations relatives à x , m différen

tiations relatives à y , n différentiations relatives à z, etc., la différen

tielle qui résultera de ces diverses opérations, savoir dlx d”!d* . ..«, 

sera le produit d’une nouvelle fonction de x , y , z, . . .  par les fac

teurs dx, dy, dz, . . .  élevés, le premier à la puissance /ie,ue, le second 

à la puissance miewe, le troisième à la puissance nicme, etc. La nouvelle 

fonction dont il s’agit ici est ce qu’on nomme une dérivée partielle de u, 

de Y ordre / 4- m -+- n +  . . . .  Si on la désigne par vs{x, y , z , . . .) ,  on aura

( 5 )

et, par suite,

(6) ' . , d'x d'y dz . . .  u
u s ( x , y , z ,  . . . )  —  d x t d y »Cd z * "
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Il est facile d’exprimer les différentielles totales d'u, d3u, . . .  à Laide 

des différences partielles de la fonction u ou de ses dérivées partielles. 

En effet, on tire de la formule (12) (seizième Leçon)

dP-u —  d d u  —  d x d u  4 -  d y d u  +  d - d u  4 - . . .

=  d x  ( d x  u  4 - d y  u  -+- d .  u  4- . . .  )

4-  d y ( d x u  4 -  d y u  4-  d z u  4- . . . )

4-  d z ( d x  u  4 -  d y  u  4 -  d z u  4 -  . . . )

et, par suite,

( 7 ) d 2 u  =  d \ a  4 -  ( i ) « 4 -  d \  u  4 - . . . 4 -  2 d x d y ii 4 -  2 d x d . u  4 - . . . 4 -  2 d y d z u  4- .  . .

ou, ce qui revient au même,

(8)

tPu =  ^ tL ·* -  a#2 dy*ay
d l  u

2 <h^y±dxdy .
d x  d y

d z 2

d x  d -  u  

d x  d z

d z 2

d x d z  ■
d Y d .> J “*

‘ d y  d .
—  d y d z  4- .

On obtiendrait avec la même facilité les valeurs de d%u, dhu........

Exemples :

d 1 ( x y z  ) —  2 ( x  dy dz 4-  y  dz d x  4- z d x  dy), d* ( x y z  ) —  6  d x  dy dz,

d 2( x 2 -t-y ‘ +  z ! - h . . .) =  2 ( d x 2-\- dy2 4- é£z24- . . . ),  

d3{ x 3 -1r y 3-\- z 3 4-.'· ·) —  6(ote34- dy3->r dz34 - . . . ) ,

Pour abréger, on supprime ordinairement, dans les équations (6), 

(8), etc., les lettres que nous avons écrites au bas de la caractéris

tique d, et l ’on remplace le second membre de la formule (6) par la 

notation
d t + m + n . . . .  u

 ̂ d x '  dy"1 d z " . . .  '

Alors les dérivées partielles du second ordre se trouvent représentées 

par

d ’1 u d1 u _ <£_u ' ^  d 2u d 2 u d “· u
d x 2’ dy-'  dz2 ’ ’ d x  d v '  d x d z '  dy  d z ' >

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



528  L E Ç O N S  S U R  L E  C A L C U L  D I F F É R E N T I E L ,

les dérivées partielles du troisième ordre par

d 3 u d 3 u d3 u 

d x 3’ d x 2 d y ’ d x d y 2’ ’

et la valeur de d2u se réduit à

(io)

d2 u .
d 2 u ~  j  dx- ■ 

d x 2
d 2u
dy2

dy2

d’-u , ,
2 —,— — d x  dy ■
' d x d y

d2 u 
~d?

d2u 

d x  dz

dz2-

d2 u
d x  dz + . . .  4- 2 —,— j- dy dz  -+- 

d y d z  J

Mais il n’est plus permis d’effacer, dans cette valeur, les différen

tielles dx, dy, dz, . . . ,  attendu que ···  ne désignent pas

les quotients qu’on obtiendrait en divisant dru par d x2 ou par 

d xd y ........

Si, au lieu de la fonction u =  f(oc, y , s , . . .), on considérait la sui

vante

(11) s =  F ( m, v , w, . . .),

les quantités u, v, w, . . .  étant elles-mêmes des fonctions quelconques 

des variables indépendantes x , y , s, les valeurs de d-s, d3s, . . .  

se déduiraient sans peine des principes établis dans la dix-septième 

Leçon. Effectivement, en différentiant plusieurs fois la formule ( 1 1), 

on trouverait

ds
d T ( u ,  v, w, . .  0 du d  F ( u, v, w, . . . )  ^

du dv

</F(m, v, vv, . ..)  
dw

dw ■

(12)
· ;  )d„··
du2

| 2 F ( ii, v, . . . )  
du dv

du dv ■
d F ( u, v, w, . . . )  

du
d2 u -H »..

du
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Exemples : ,

d ” ( u +  v) —  d” u -+- d '1 v, d” (u  —  v) —  d ” 11 —  d” 1>> 

d” { u  +  v\J—  1) —  d nu -t- y/—  i d nv, 

dn {au -t- bv -l- cw + . , .  ) =  a dn u +  b d n v +  c d '1

Parmi les équations que l’on peut déduire des formules (12), on 

doit distinguer celles qui déterminent les différentielles d’une fonc

tion s de plusieurs variables u ,v ,w , . . .  dont chacune est à son tour 

une fonction linéaire d’autres variables supposées indépendantes. 

Soient, en effet, a, b, c, . . . , k  des quantités constantes, et

( i 3 ) u =  a x  -t- by  4- c z  -+-... -t- k

une fonction linéaire des variables indépendantes x , y , s ........La dif

férentielle

(i/J) du =  a d x  +  b d y  +  c d z + . . .

sera elle-même une quantité constante, et par suite les différen

tielles d-u , d3u, . . .  se réduiront toutes à zéro. On conclut immédia

tement de cette remarque que les différentielles successives des 

fonctions
F ( h ), F ( u, e), F { u , v , w , . . . )

conservent la même forme dans le cas où u ,v ,w , . . .  sont considé

rées comme variables indépendantes, et dans le cas où u, v, w, . . .

sont des fonctions linéaires des variables indépendantes x , y , z , ___

Ainsi on trouvera dans les deux cas, pour s =  F(n),

( ds —  F'{u) du, rf’ s = F ' ( « ) r f « !, d3s —  V'"{u) du3, . . . ,

d ” s F<«)( du ’1;

pour s =  F (m, v),

d»F(n, e)

(16)
d ” s =

du ’1
j  „  n  d ” F { u ,  v )  .
d “  H---------, „  d u d v  ■

i  d a n ~ ’  d v

n d ” F ( u ,  v )  ,  , „ , d ” F ( u ,  v )  .
t  - J -  d u  d v ” ~ l H----------- ï— ’— d  d v ”1 d u d v ” ~l dv”

67O K uvres d e  C. — S. Il, t. IV.
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pour s =  F ( m) F(e),

( ' 7 )

rf»i =  F(B>(u) F(t>) d u " -y j  F('*-l)(«) F'(r) rf«'*“ 1 rfe + . . .

+  -  F '(¿t) F i'i_,,(t·’) rf« rf*'"-1 +  F (a) F<">((’) dvn\

etc.
Ces diverses équations subsistent, lors même que, u, v, w, . . .  étant 

fonctions linéaires de x , y , s, . . . , les constantes a, b, c, . .  . ,  k, 

comprises dans u ,v ,w ,...  deviennent imaginaires. On a, par exemple,

pour s — F (a; -4- y  s/— 0 »

| ds =  F ’ ( x + y \ J —  i ) ( d x  1 d y ),

os) ■ ..............................^ .............. 1 1 "  " 1
( d '15 =  F<re>(ü +  „ r \ / - i ) ( r f i r  +  1

pour $ =  F(a? — y  y/— i),

( its =  W ( x  —  y  { d x  —  \J —  i dy)

09 ) .................................................. i i ' " * ;
( d ns z = W ' î ( x — y \ { ^ i ) ( d x  —  \l— -idy)";

pour s =  F (a? -+- y  s] —  i) F(a? — y  V— 0 »·

I d "s-F ^ (x -y y y J ::ri ) F ( x — y \ J ^ )(d x  -yy/^dy)'1

l +  - F < a- ,}( x  -h y \ J = i )  F ' { x  —  y\J— i ) { d x  -y\J—  i d y ) ' l~ ' ( d x  —  sJ—  I dy)

< H-....................................................................................................................

| + -Y '(x  +  y S/ ~ i)F ^ -i)(x  — y\f::ri)(dx^-\/^idy)(dx — \/— idyyi

\ -i-F(x +  ys/^?)F^)(x  — y\/zri)(dx — \/—ld y ) n.

On obtiendrait encore avec la plus grande facilité les différen-
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tielles des fonctions implicites de plusieurs variables indépendantes. 

11 suffirait de différentier une ou plusieurs fois les équations qui 

détermineraient ces mêmes fonctions, en considérant comme con

stantes les différentielles des variables indépendantes, et les autres 

différentielles comme de nouvelles fonctions de ces variables.
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DIX-NEUVIÈME LEÇON.

MÉTHODES PROPRES A SIMPLIFIER LA RECnERCIIE DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES POUR 

LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. VALEURS SYMBOLIQUES 

DE CES DIFFÉRENTIELLES.

Soit toujours
u = f { x , y , z , . . . )

une fonction de plusieurs variables indépendantes oc, y, z, . . . ;  et 

désignons par

y ( x , y , z ,  . . . ) ,  x ( x , y , s , . . . ) ,  ÿ ( x , y ,  z ,  . . . ) ,  . . .

ses dérivées partielles du premier ordre relatives à a?, à y ,  à s, —  

Sï l’on fait, comme dans la seizième Leçon,

(i) F ( a )  =  f ( x  +  x d x , y  -t- a d y ,  z -+- x d z ,  . . . ) ,

puis, que l’on différentie les deux membres de l’équation ( i)  par rap

port à la variable a, on trouvera

F' (a)  =  (p(x +  a d x , y  -+- a dy, z +  a dz, . . . )  d x  

-h % (x  -h oc d x , y  -t- x dy, z  +  a dz, . . . )  dy  

-I- tj; ( x  -t- a  d x ,  y  +  a  dy, z  H- a dz, . .  .) dz  

+ ............................................................................

Si, dans cette formule, on pose a =  o, on obtiendra la suivante

F'(o) =  c f ( x ,y ,  z ,  . . . ) d x  +  x { x , y , z ,  . . . ) d y

' +  t y { x ,y ,z ,  . . . )  dz + . .  .■ = du,

laquelle s’accorde avec l’équation (20) de la seizième Leçon. De plus, 

il résulte évidemment de la comparaison des équations (1) et (2) que,
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en differentiant, par rapport à a, une fonction des quantités variables 

(4) x  +  a d x ,  y  -+- a d y ,  z  +  a dz,  . . . ,

on obtient pour dérivée une autre fonction de ces quantités com

binées d’une certaine manière avec les constantes dx, dy, dz.........

De nouvelles différentiations, relatives à la variable a, devant pro

duire de nouvelles fonctions du même genre, nous sommes en droit 

de conclure que les expressions (4) seront les seules quantités 

variables renfermées, non seulement dans F(a) et F'(a), mais aussi 

dans F,7(a), F"'(a), . . . ,  et généralement dans F(n)(a), n désignant un 

nombre entier quelconque. Par suite, les différences

F ( a )  —  F(o) ,  F'(oc) —  F'(o),  F"(«) -  F"(o), ' . . . ,  F<»»(«) -  F<»>(o)

seront précisément égales aux accroissements que reçoivent les fonc

tions de x , y, z, . . .  représentées par

F(o),  F'(o), F » ,  F<»>(o),

lorsqu’on attribue aux variables indépendantes les accroissements 

infiniment petits a dx, ady, adz, —  Cela posé, comme on a

F ( o ) =  m,

on trouvera successivement, en faisant converger a vers la limite 

zéro,

F' (o)

F"(o)

F ' »

=  lim

=  lim

=  lim

F(«)  — F(o) 
a

F'(ot) —  F'(o)
oc

F " ( « ) - F »
a

=  lim 

=  lim 

—: lim

A u
a

Adu
IX

Ad* u
x

—  du,

—  d du =  d*u,
i

—  dd*u — d*u,

F<")(o) —  lim
F(»-‘ )(«) — F f^ q o )  Ad«

—  î.m --------i— i---------- —  - lim — =  dd"~ l u —  d n u.

En résumé, on aura

( u =  F ( o), du —  F^o),  c/2w —  F"(o),

I d 3u =  F K(o), ..................... d nu —  F ( « ) ( 0 ).
( 5 )
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Ainsi, pour former les différentielles totales du, d-u, . . . ,  d"u, il suf

fira de calculer les valeurs particulières que reçoivent les fonctions 

dérivées F'(a), F"(a), . . . ,  F:,,)(a), dans le cas où la variable a s’éva

nouit.

Parmi les méthodes propres à simplifier la recherche des différen

tielles totales, on doit encore distinguer celles qui s’appuient sur la 

considération des valeurs symboliques de ces différentielles.

En Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute com

binaison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-même, ou 

à laquelle on attribue une valeur différente de celle qu’elle doit natu

rellement avoir. On nomme de même équations symboliques toutes 

celles qui, prises à la lettre, et interprétées d’après les conventions 

généralement établies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais des

quelles on peut déduire des résultats exacts, en modifiant oiî altérant, 

selon des règles fixes, ou ces équations elles-mêmes, ou les symboles 

qu’elles renferment. Dans le nombre des équations symboliques qu’il 

est utile de connaître, on doit comprendre les équations imaginaires 

(voir Y Analyse algébrique,· Chapitre VII) et celles que nous allons 

établir.

Si l’on désigne par a, b, c, . . .  des quantités constantes, et par 

l, m, n, . . . ,  p, q, r, . . .  des nombres entiers, la différentielle totale 

de l’expression

( 6 ) a dx d'y d ’I , . .  u -+- b dpx dy d r. . . .  u -+-...

sera donnée par la formule

d(adx dy d'1... u -+- b d'^d^di. .. u + . . . )
=  . dx (a dx d'y d 'i . . .  « -+- b d'y dy d ’1 . . .  u -+-.. .)

-+- dy {a dx d'y d'1... u ■ +- b dvx dqy di .. . u -t-... )
- h  dz ( a dx d ’y  d 'i . . .  u - H  b d'x dqy d ’1 . . .  u - + - . . .  ) - + - . . .

=  a d'y1 dy d '1. . . .  « 4- a d'x d'ÿl+' d " . .  , u  +  a d x dy d"+l 

b d 1̂ 1 dj. d'1 . . .  u ■ +■ ....

De cette formule, réunie à l’équation (4) de la dix-huitième Leçon, 

on déduit immédiatement la proposition suivante :
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T héorème. — Pour obtenir la différentielle totale de Vexpression ( 6 ) ,  

il suffit de multiplier par d le produit des deux facteurs

a d'j.d'y d 'z . . .  -H b dpx dlf dr. . . et u,

en supposant
ci "ZZ dx dy -H d- “f“ . . . ,

et opérant comme si les notations d, dx, dy, dz, . . .  représentaient de véri

tables quantités distinctes les unes des autres, de développer le nouveau 

produit, en écrivant, dans les différents termes, les facteurs a, b, c, . . .  

à la première place, et la lettre u à la dernière; puis de concevoir que, 

dans chaque terme, les notations dx, dy, dz, . . .  cessent de représenter 

des quantités, et reprennent leur signification primitive.

Exemples. — En déterminant, à l’aide de ce théorème, la différen

tielle totale de l’expression

( 8 ) dx u +  dy u H- dz u + . . . ,

on obtiendra précisément la valeur de ddu ou de d-u que fournit 

l’équation (7) de la Leçon précédente. En appliquant de nouveau .le 

théorème à cette valeur de d2u, on obtiendra celle de d3u, et ainsi 

de suite.

Nota. — Lorsqu’on ne fait qu’ indiquer les multiplications à l’aide 

desquelles on peut, d’après le théorème, calculer la différentielle 

totale de l’expression (G), on obtient, au lieu de l’équation (7), la 

formule symbolique

(9 )
( d( a dx d"l dz . . .  u +  b d% d j d '.. . .  u . .  . ) ®

I =  (a dx dy dz . . .  -t- b d'x d j clz . .) (dx +  dy +  dz + . . . )  u.

Comme, dans la formule (9), les notations dx, dy, dz, . . .  sont em

ployées pour représenter des différentielles, cette formule, prise à 

la lettre, n’a aucun sens; mais elle redevient exacte dès qu’on a déve

loppé son second membre à l’aide des règles ordinaires de la multi

plication algébrique, et en opérant comme si dx, dy, dz, . . .  étaient 

de véritables quantités.
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Lorsqu’à l’expression (6) on substitue l’expression (8), et que l ’on 

différentie cette dernière plusieurs fois de suite, on obtient par les 

mêmes procédés les valeurs symboliques des différentielles totales d1 u, 

d3u, . . . ,  savoir *

( dx -H dy -f- dz ) ( dx H- dy +  t/3 +  . . .  ) u ,

( dx -+- dy H- d̂  H- * . .  ) ( dx -4- dy -+- d z -+-... ) ( dx H- dy H- d- H-. . .  ) 11,

En joignant à ces valeurs symboliques celle de du, puis écrivant, pour 

abréger,

«
( dx -4- dy -*H d- -i- . . . )3 a u l i e u d e  ( dx +  dy +  d z -H. . .  ) ( dx +  dy -h dz . . .  ),

(dx -f- dy cL-f-. . .  )3 au lieu de ( dx -i- dy~\~ dz +  . . . ) (  dx -\- dy-\- dz H-. . .  ) (dx -H dy -H dz -f-. . .  )

on formera les équations symboliques

(to)

du — (dx - h d y + d z+ . . . ) u ,

d 3 u (dx —H dy —H dz -4~. .  . )3 u,

d % u —  (dx -h dy-\- dz ~h. .  .y3 u,

et l’on aura généralement, « désignant un nombre entier quelconque,

(11) ' dn u —  (dx -\- dy-l·- dz ■ +■ ...)"«. ■

Soit maintenant

(12) s =  F ( u ,v ,w ,  . . . ) ,

u, v, w, . . .  étant des fonctions des variables indépendantes x , y , 

z, —  On trouvera encore

(13 ) d ns —  (dx + d y - i - d z - h . . s.

Il est très facile de développer le second membre de cette dernière 

équation, dans le cas particulier où l’on suppose u fonction de x  

seule, v fonction de y  seule, w fonction de z seule, etc. D’ailleurs,,
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pour passer de ce cas particulier au cas général, il suffira évidem

ment de remplacer

dx u, d\a, dx u, .... par a?2«, d3 u, . . . ,

dy v, d^v, . . . ,  . . .  par dv, d 1 v, . . . ,  . . . ,

c’est-à-dire d’effacer les lettres æ, y , z, . . .  placées au bas de la carac

téristique d. Donc il sera facile, dans tous les cas, de tirer de la for

mule ( i3) la valeur de dns. Prenons, pour fixer les idées, s =  uv. En 

opérant comme on vient de le dire, on trouvera successivement

(14) d'l(uv) r= udyV ■ +- j  dxudy~l v H- g  ̂dxii dy~% v -H...  -t- y  dyv dx~l u +  v dxi

(15 ) d n ( uv) =  u d n v — du d n~l v +  ---- — d 2 u rf?-2 v -t-. .  . +  — dv d '1- 1 u +  v d n i

La dernière formule subsiste, quelles que soient les valeurs de u, v 

et x , y , et dans le cas même où u, v se réduisent à deux fonctions 

de x.

Exemple :

n(n— i) n{n — i){n — 2) n ( n — 1 ) ... 3.2.1
■ J du

O E uvres d e  C ·  *— S. t.  IV. 68
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VINGTIÈME LEÇON.

MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS DE PLUSIEUES VARIABLES.

Lorsqu’une fonction de plusieurs variables indépendantes x , y , 

z, . . .  atteint une valeur particulière, mais réelle, qui surpasse toutes 

les valeurs réelles voisines, c’est-à-dire toutes celles qu’on obtien

drait en faisant varier x , y , z, . . .  en plus ou en moins de quantités 

très petites, cette valeur particulière do la fonction est ce qu’on 

appelle un maximum.

Lorsqu’une valeur particulière d’une fonction de· a?, y, z, . . .  est 

réelle et inférieure à toutes les valeurs réelles voisines, elle prend 

le nom de minimum.

La recherche des maxima et minima des fonctions de plusieurs 

variables se ramène facilement à la recherche des maxima et minima 

des fonctions-d'une seule variable. Eh effet, supposons que

u ~ f ( x ,y rz , . . .)

devienne un maximum pour certaines valeurs particulières des va

riables x , y, z, ..... En attribuant à ces valeurs particulières des 

accroissements infiniment petits Ax, Ay, A z, . . .  choisis de manière 

que l’expression
Ay, z +  As, . ..)

reste réelle, on devra trouver constamment

(0 ’ f{ x  +  Ax,y +  Ay,z +  A z , . . . ) < f ( x ,y ,z , . . . ) .

D’ailleurs, pour que les accroissements Ax, Ay, A z, . . .  deviennent
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infiniment petits, il suffit de prendre

=  « d x ,  Ay —  a dy, Az =  <x dz, . . . ,  *

dx, dy, dz pouvant être des quantités finies quelconques, et a dési

gnant une quantité positive ou négative, mais infiniment petite. Par 

conséquent,'"dans l’hypothèse admise, on aura

(2) f ( x - y a d x , y  +  a d y , z - y a d z , . . . ) < f { x , y , z , . . . ) ,

quelles que soient les valeurs attribuées à dx, dy, dz, . . . ,  pourvu 

qu’on les choisisse de manière à rendre réel le premier membre de 

la formule (2). Or, si l’on fait, pour abréger,

(3 ) f { x - \ - a i d x ,y - > r ( x d y ,z - \ - a .d z , . . . )  —  Y{oi), 

la formule (2) se trouvera réduite à la suivante :

( 4 ) F ( « ) < F ( o ) .

Celle-ci devant subsister, quel que soit le signe de a, il en résulte 

que, si a seule varie, F(a), considérée comme fonction de cette 

unique variable, deviendra toujours un maximum pour a =  o.

On reconnaîtra de même que, si f ( x , y ,  z , . . . )  devient un minimum 

pour certaines valeurs particulières attribuées k x , y , z, . . . ,  la valeur 

de F(a) sera toujours un minimum pour à =  o.

Réciproquement, si l’on attribue à x , y , z, . . .  des valeurs telles 

que F(a) devienne un maximum ou un minimum pour a =  o, quelles 

que soient dx, dy, dz, . . . ,  ces valeurs produiront évidemment un 

maximum ou un minimum de la fonction f ( x , y ,  z , . . .) .

Observons maintenant que, si les deux fonctions F(a), F'(a) sont 

l’une et l’autre continues par rapport à a, dans le voisinage de la 

valeur particulière a =  o, cette valeur ne pourra fournir un maximum 

ou un minimum de la première fonction qu’autant qu’elle fera éva

nouir la seconde (voir la septième Leçop), c’est-à-dire qu’autant que 

l’on aura

(5) F'(o) ~ o.
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Comme on aura d’ailleurs [voir la formule (20) de la àoizième Leçon]

(6) · _ F'(o ) =  du,

l’équation ( 5) pourra être présentée sous la forme

(7) du —  o.

Enfin, comme les fonctions F(a) et F'(a) sont ce que deviennent u 

et du, quand on y remplace x  par x  H- a dx, y  par y  -l· a dy, z par 

z-h a d z, . . . .  il est clair que, si ces deux fonctions sont discontinues 

par rapport à a, dans le voisinage de la valeur particulière a =  o, 

les deux expressions u et du, considérées comme fonctions des 

variables x , j ,  z, ...., seront discontinues par rapport à ces variables 

dans le voisinage des valeurs particulières qui leur sont attribuées. 

En rapprochant ces remarques de ce qui a été dit plus haut, nous 

devons conclure que les seules valeurs de x , y , z, . . . ,  propres à 

fournir des maxima ou des mínima de la fonction u, sont celles qui 

rendent les fonctions u et du discontinues, ou bien encore celles qui 

vérifient l ’équation (7), quelles que soient les constantes finies dx,

dy, d z , __ Ces principes étant admis, il sera facile de résoudre la

question suivante :

P roblème. — Trouver les maxima et les mínima d ’une fonction de 

plusieurs variables.

Solution. — Soit u =  f { x ,y ,  z , . . . )  la fonction proposée. On cher

chera d’abord les valeurs de x , y , z, . . .  qui rendent la fonction u 

ou du discontinue, et parmi lesquelles on doit compter celles que 

l’on déduit de la formule

(8) d u = ±  00.

On cherchera, en second lieu, les valeurs de x , y , z, . . .  qui vérifient 

l’équation (7), quelles que soient les constantes finies dx, dy, dz, ·.. . .  

Cette équation, pouvant être mise sous la forme

du

d x
d x  +

du

dÿ
dy

du
dz  -i-. . .  —  o,(9)
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entraîne évidemment les suivantes

. N du du du
(10) . - d ¿ = ° ’ d ï= °>  d¿=°>

dont on obtient la première en posant doc — i ,  dy =  o, dz =  o, . . .  ;

la seconde en posant dx =  o , dy — i, dz =  o.........Remarquons,

en passant, que, le nombre des équations ( io )  étant égal à celui 

des inconnues x ,'y , z, . . . ,  on n’en déduira ordinairement pour ces 

inconnues qu’un nombre limité de valeurs.

Concevons à présent que l’on considère en particulier un des sys

tèmes de valeurs que les précédentes recherches fournissent pour les 

variables x , y, z, —  La valeur correspondante de la fonction

f { x , y , z ,  . . . y

sera un maximum, si,, pour de très petites valeurs numériques de a 

et pour des valeurs quelconques de dx, dy, dz, . . . .  la différence

(11) f { x  +  a d æ , y  +  ccdy,z +  ixdz, x , y ,  z, ....)■

est constamment négative. Au contraire,

f { x , y , z , . . . )

deviendra un minimum, si cette différence est constamment positive. 

Enfin, si cette différence passe du positif au négatif, tandis que l’on 

change ou le signe de a, ou les valeurs de dx, dy, dz, „. . ,  la valeur 

trouvée de
f { x , y ,  z,

ne sera plus ni un maximum ni un minimum..

N o ta . — La nature'de la fonction u peut être telle que, à une infi

nité de systèmes différents de valeurs attribuées \ x, y, z, . . .  cor

respondent des valeurs de u égales entre elles, mais supérieures ou 

inférieures à toutes les valeurs voisines, et dont chacune soit en con

séquence une sorte de maximum ou. de minimum. Lorsque cette cir-
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constance a lieu pour des systèmes dans le voisinage desquels les 

fonctions u et du restent continues, ces systèmes vérifient certaine

ment les équations (io). Ces équations peuvent donc quelquefois 

admettre une infinité de solutions. C’est ce qui arrive toujours quand 

elles se déduisent en partie les unes des autres.

Il est facile de reconnaître les avantages que peut offrir la considé

ration des différentielles totales des divers ordres, dans la recherche 

des maxima et minima des fonctions de plusieurs variables. En effet, 

d’après ce qui a été dit ci-dessus, pour que certaines valeurs attribuées 

aux variables indépendantes x , y , z, . . .  produisent un maximum ou 

minimum de la fonction
u =  f { æ , y , z , . . . ) ,

il est nécessaire et il suffit que la valeur correspondante de

F (a)  =  f ( x  4- « dx, y  4 - otdy, z  4 - a dz, . . . )

devienne toujours un maximum ou un minimum, en vertu de la sup

position a — o. Or F(a) deviendra effectivement un maximum ou 

un minimum pour a =  o, quelles que soient d’ailleurs les différen

tielles dx, dy, dz, . . . ,  si, pour toutes les valeurs possibles de ces 

différentielles, la première des quantités F'(o), F"(o), F'"(o), . . .  qui 

ne sera pas nulle correspond à un indice pair, et conserve toujours 

le même signe («curia septième Leçon). Ajoutons que F(o) sera un 

maximum, si la quantité dont il s’agit est toujours négative, et un 

minimum, si elle est toujours positive. Lorsque celle des quan

tités F'(o), F"(o), F"'(o) qui cesse la première de s’évanouir cor

respond à un indice impair, pour toutes les valeurs possibles de 

dx, dy, dz, . . . .  ou seulement pour des valeurs particulières de ces 

mêmes différentielles; ou bien encore, lorsque cette quantité est 

tantôt positive, tantôt négative; alors F(o) ne peut plus être ni un 

maximum, ni un minimum. Si maintenant on a égard aux équa

tions ( 5) de la dix-neuvième Leçon, savoir

F (o) =  u, F'(o ) —  du, F"(o) =  d 1u,
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on déduira des remarques que nous venons de faire la proposition 
»

suivante :

T héorème I. — Soitu =  f(pc,y, z , .. .y une fonction donnée des variables 

indépendantes x , y, z, . . . .  Pour décider si un système de valeurs de x , 

y, z,, . . . ,  propre à vérifier les formules (xo), produit un maximum ou 

un minimum de la fonction u, on calculera les valeurs de d- u , d:t u, 

d'u, . . .  qui correspondent à ce système, et qui seront évidemment des 

polynômes dans lesquels il n y  aura plus d ’arbitraire que les différen

tielles dx, dy, dz, . . . .  Soit

, . ■ i dnu , „ d'1 u , „(12) dnu — —.—  dxn + dy'1 . ' dx" dy" J
n dn u
1 dxa~l dy

dx'l~‘l dy ■

le premier de ces polynômes qui ne s’évanouira pas, n désignant un 

nombre entier qui pourra dépendre des valeurs attribuées aux différen

tielles dx, dy, dz, . . . .  Si, pour toutes les valeurs possibles de ces dif

férentielles, n est un nombre pair et dnu une quantité positive, la valeur 

proposée de u sera un minimum.. Elle sera un maximum, si, n étant 

toujours pair, d"u reste toujours négative. Enfin, si le nombre n est 

quelquefois impair,, ou si la différentielle d"u est tantôt positive, tantôt 

négative, la valeur calculée de u ne sera ni un maximum,- ni un 

minimum.

Nota. —  Le théorème précédent subsiste,, en vertu d’es; principes 

ci-dessus établis, toutes les fois que les fonctions F (a )y.F ,(a), . . . ,  

F(,,)(a) sont continues par rapport à a, dans le voisinage de la valeur 

particulière a =  o,. ou, ce qui revient au même, toutes les fois que u, 

du, d2u, — , d'lu· sont continues,, par rapport aux variables x , y , 

z, . . . ,  dans le voisinage des valeurs particulières attribuées à ces 

mêmes variables.

Corollaire I. — Concevons que, pour appliquer le théorème, on 

forme d’abord' la valeur de l’expression:

d%u — d*u , di u , .
d x ïdx-+ d f dy-+ ··

d‘- u·
‘ dx dy

dx dy ■
*

03)
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en substituant les valeurs de x , y> · · ·  tirées des formules (io)

dans les fonctions dérivées ···» dxdy' “ “  trouvera

zéro pour résultat, si toutes ces dérivées s’évanouissent. Dans l’hypo

thèse contraire, d2u sera une fonction homogène des quantités arbi

traires dx, dy, dz, ...;~et, si l’on fait alors varier ces quantités, il 

arrivera do trois choses l’une : ou la différentielle d2u conservera 

constamment le même signe, sans jamais s’évanouir, ou elle s’éva

nouira pour certaines valeurs de dx, dy, dz, . . . ,  et reprendra le 

même signe toutes les fois qu’elle cessera d’être nulle, ou elle sera 

tantôt“ positive et tantôt négative. La valeur proposée de u sera tou

jours un maximum ou un minimum dans le premier cas, quelque

fois dans le second, jamais dans le troisième. Ajoutons que l’on 

obtiendra, dans le second cas, un maximum ou un minimum, si, 

pour chacun des systèmes de valeurs de dx, dy, dz, . . .  propres à 

vérifier l’équation
G?2 U =  O ,

la première des différentielles d*u, dhu, . . .  qui ne s’évanouit pas 

est toujours d’ordre pair et affectée du même signe que celles des 

valeurs de d'2u qui diffèrent de zéro.

Corollaire IL — Si la substitution des valeurs attribuées à x , y, 

z, . . .  réduisait à zéro toutes les dérivées du second ordre, alors, 

d2u étant identiquement nulle, il ne pourrait y avoir ni maximum, ni 

minimum, à moins que la même substitution ne fît encore évanouir 

d3u, en réduisant à zéro toutes les dérivées du troisième ordre.

Corollaire III. — Si la substitution des valeurs attribuées à x , y, 

z, . . .  faisait évanouir toutes les dérivées du second ordre et du troi

sième, on aurait identiquement

cP u — o, d3u =  o,

et il faudrait recourir à la première des différentielles dhu, dnu, . . .  

qui ne serait pas identiquement nulle. Si cette différentielle était
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d’ordre impair, il n’y aurait ni maximum, ni minimum. Si elle 

était d’ordre pair ou de la forme

rfîm ,, rl-,n //
( r 4 ) ■ d tm « =  -7—7— dx*m H- _ dy5

' d x ,-m dyim J
d ïm u 

d x ïm~xdy
d x ‘lm~x dy  -

il "pourrait arriver de trois choses l’une : ou la différentielle dont il 

s’agit conserverait constamment le même signe, pendant que l ’on 

ferait varier dx, dy, dz, . . .  sans jamais s’évanouir; ou bien elle 

s’évanouirait pour certaines valeurs de dx, dy, dz, . . . ,  et repren

drait le même signe toutes les fois qu’elle cesserait d’être nulle; ou 

elle serait tantôt positive, tantôt négative. La valeur proposée de u 

serait toujours un maximum ou un minimum dans le premier cas, 

quelquefois dans le second, jamais dans le troisième. De plus, afin 

de décider, dans le second cas, s’il y a maximum ou minimum, il 

faudrait, pour chaque système de valeurs de dx, dy, dz, . . .  propres 

à vérifier l ’équation
d im u —  o,

chercher parmi les différentielles d’un ordre supérieur à 2m, celle 

qui la première cesse de s’évanouir, et voir si cette différentielle est 

toujours d’ordre pair et affectée du même signe que les valeurs de 

d-mu qui diffèrent de zéro.

Il est essentiel d’observer que la valeur de dlmu, donnée par la for

mule ( 14), étant une fonction entière, et par conséquent continue, 

des quantités dx, dy, dz, . . . ,  ne saurait passer du positif au négatif, 

tandis que ces quantités varient, sans devenir nulles dans l’intervalle. 

Remarquons en outre que, si la quantité u était une fonction impli

cite des variables x , y, z, . . . ,  ou si quelques-unes de ces variables 

devenaient fonctions implicites de toutes les autres, chacune des 

quantités du, d-u, d3u, . . .  se trouverait déterminée par le moyen 

d’une ou de plusieurs équations différentielles, en fonction des dif

férentielles des variables indépendantes.

Exemples. — Pour montrer une application des principes ci-dessus

OEuvres de C. — S. U, t.'lV. 69
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établis, supposons
à

(15 ) u := A 4- 2B xy -t- C / 2 4 - 2 D .r -t- 2 E y  -t- F.

La fonction u et ses différentielles du premier et du second ordre, 

savoir

(16) ¿ k =  2(A¡c +  B y  4- D) dx 4- 2 (R# 4- Cy -t- E) dy■> 

et

(17) d*u —  a( A dx*- +  2 B dx dy 4- C dy1),

resteront continues pour des valeurs finies quelconques des va

riables x, y. De plus, comme d2u sera une quantité constante, d3u, 

d*u, . . .  s’évanouiront. Par suite, les seules valeurs de x  et y  qui 

pourront produire un maximum ou un minimum de la fonction u 

seront celles que déterminent les équations

( 18) A æ  +  B  y  -+- D  =  0, B  x  4- C y  4- E  —  0,

s a v o i r

( ' 9 )
B E - C D B D  - A E

^  ~  A C  -  B 2 ’ y  '~  A C  — B 2

D’autre part, la valeur de d2u, fournie par l’équation (17), pourra 

être présentée sous la forme

(20) rf2u =  2 A  ^ d x  4 - ^  dy ĵ 4- (AC —  B 2) ^A dy^ ,

à moins que la constante A ne s’évanouisse. Cela posé, il est clair que 

la fonction ( i 5) admettra un maximum ou un minimum, si la condi

tion

(21) AC —  B 2> o

est remplie, savoir un minimum, dans le cas où l’on aura

(22) A > o ,  AC — B 2> o ,

et un maximum dans le cas où l’on aura

<a3 ) A  <  o, AC —  B 2> o .
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En effet, les équations (19) fourniront, dans l’uñ et l ’autre cas, des 

valeurs finies et déterminées de x , y;  et, de plus, l ’expression (20) 

restera positive dans le premier .cas, négative dans le second, quelles 

que soient les valeurs attribuées aux différentielles dx, dy. Ajou

tons que la condition (21) ne peut subsister qu’autant, que la con

stante A diffère de zéro.

Concevons maintenant que les constantes A, 13, C vérifient la con

dition

(24) AC —  B : < o ,  

qui se réduit, quand A s’évanouit, à

(25 ) B 2> o .

Les équations (19) fourniront encore des valeurs finies et déterminées 

de x , y . Mais l’expression (17) ou (20) changera de signe, tandis 

qu’on changera les valeurs des différentielles dx, dy. En effet, si 

l’on a

(26) A  —  o, B 2> o ,

l ’expression (17), réduite au produit

( 27 ) 2 ( 2 B d x  -+- C dy ) dy,

changera de signe avec dx, lorsque dy différera très peu de zéro ; et, 

si l’on a

(28) A 2> o ,  AC — B2< o ,

l’expression (20) acquerra deux valeurs de signes contraires quand 

on prendra successivement

(29) dx +  5  dy —  o, d y * > o
A

et

(dx -4- ~ dyj >  o,(3o) dy — 0.
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Il suit do ces remarques que, si la condition (24) est satisfaite, la 

fonction ( i 5) n’admettra plus ni maximum, ni minimum.

Concevons enfin que les constantes A, B, C vérifient la condition

( 3 1) AC — B 2 =  o.

Si l’on n’a pas en même temps

( 32) BE — CD =  o . et AE -  BD =  o,

l’une des équations (19) fournira une valeur infinie de x  ou'de y, et 

la fonction ( i 5) n’admettra point encore de.maximum ou de minimum. 

Si, au contraire, les conditions ( 3 i) et ( 32) sont satisfaites,'on devra 

distinguer le cas où l’on aura

( 33) - B 2 >  o

et celui où l’on aura

( 3 4 ) B 2= o .

Dans le premier cas, les formules ( 3 i) et ( 33) donneront

(3 5 ) AC >  o, A 2C2>  o,

par conséquent

( 3 6 ) A 2> o  et C2>  o; 

et l ’on tirera des formules ( 3 1), ( 32·)

( 37 ) C = » \  E =  J l ) ,  

puis de l’équation ( i 5)

(38) u —  A ( x  -h  +  2D ( æ  -t- j j A  4- F

ou, ce qui revient au même,

(39) u =  A ( x  -+-
B I)
A 7 + A

2 AF
H------

D2
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Cela posé, toutes les valeurs de x  et y  propres à vérifier la formule

(4o)
B I)

produiront évidemment des valeurs de la fonction u égales entre elles, 

ainsi qu’au rapport
AF -  I)2 

A  ’
\

et dont chacune pourra être considérée comme un minimum si l’on a 

A >  o, ou comme un maximum si l ’on a A <  o.

Lorsque la condition ( 34) sera vérifiée en même temps que les con

ditions ( 3 i) et ( 32), les trois produits

AC, AE,  CD

s’évanouiront, et par suite on aura nécessairement ou

( 4 0  A — o, B =  o, C =  o,

(42) U =. 2Ü)x -+- 2 E /  -t- F,

ou

(4 3 )  · .

(44)

ou bien

( 45)

(4 6 )

A =  o, B =  o, D =  o, 

u =  Cj2 -t- 2 Ey  +  F,

1 B =  o, C =  o, E =  o, 

u =r A x i -t- 21) x  -t- F.

Or il est clair que la fonction u, déterminée par l’équation (4^), 

n’admet ni maximum ni minimum, tandis que les fonctions (44) 

et (46) admettent, la première une infinité de maxima ou de minima 

égaux à — et correspondants à une valeur finie de y , mais à des 

valeurs quelconques de ¿c, la seconde une infinité de maxima ou de 

minima'égaux à —  et correspondants à une valeur finie de x, 

mais à des valeurs quelconques de j .
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Pour montrer une seconde application des formules précédemment 

obtenues, prenons

(47 ) u —  {cy  —  bz ■ +■  l ) - -h (a z  — e x  +  m )- -+- ( b x  —  a y  H- « ) 2,

a, b, c, l, m , n  désignant des constantes dont les trois premières dif

fèrent de zéro. Les équations (10) donneront seulement

(4 8 )
c y  — bz  H- l  a z  —  e x  -l- m  b x  —  a y  -+- n

a ~  b c

D’ailleurs à chacun des systèmes de valeurs de x ,  y , z  qui vérifieront 

les équations (48), correspondront des valeurs positives de d ru ,  

égales à celles que détermine la formule

( 4 g ) d*u =  (c d y  —  b d z )2 -+- {a d z  —  c d x )2 -+- ( b d x  — a dy  )s.

Donc les valeurs correspondantes de u,  qui seront toutes égales entre 

elles et au rapport

. ( a l +  bm +  cnY
(50) ' ----■— 5— >

pourront être considérées comme représentant chacune un minimum 

de la fonction proposée.

Nous terminerons cette Leçon en établissant une proposition digne 

de remarque et dont voici l’énoncé :

T héorème II.  —  S o i t f ( z )  une f o n c t i o n  de z  q u i  se présente sous f o r m e  

réelle, de  telle sorte q u e , x ,  y ,  R, T d ésig n a n t des quantités réelles,  

l ’ équation

( 5 1) J ' ( x  - h y  \J—  1 ) =  R ( c o s T  -+- \/ —  1 s in T)

.entraîne toujours la  suivante :

(5 2 ) /(« · — y j — 1) =  R(cosT — \J— 1 sinT).

Si la  f o n c t io n  f ( j z )  et ses dérivées des divers ordres restent f in ie s  et con -
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tinues, pour des valeurs finies quelconques réelles ou imaginaires de z, 

si d ’ailleurs ces dérivées, savoir

(5 3 ) / '(* ), / '(* ) , / '(« ), · · · , '

ne peuvent s’évanouir toutes à la fois, le module R n’admettra pas de 

valeur minimum qui ne se réduise à zéro.

Démonstration. — Les valeurs minima du module R, s’ il en existe, 

seront évidemment les racines carrées du produit

( 5 4 ) , s =  f ( x  +  y st— « ) / ( * — 7  v/— 0  =  re

cela posé, concevons que le module R admette un minimum corres

pondant à une certaine valeur réelle ou imaginaire de

(55) z = x + y \ f ^ i ,

et soit, pour cette même valeur, / '"’(s) la première des dérivées 

de f ( z )  qui ne s’évanouira pas. Comme on aura nécessairement

— f " ( o c + y \ J —  i )  =  o, . . . ,

—  o,

et, par suite,

. ( /'(■ *— y^J— "0 =  °> / " ( * — 7 ' / - 0  =  ° >
( °7J ) , .__ ,

( y<«— _  y \ J —  i )  =r o,

si, dans la formule (20) de la dix-huitième Leçon, on remplace F 

par f ,  cette formule donnera, pour la valeur de z en question,

(58) ds — o, d^s — o, d 3s =  o, . . . ,  (i*“ ls =  o,

■ l d'is = f " > ( x + y \ / — i ) f ( x - y \ / ~ i ) ( d x  +  dy\/— i ) n
(5g) __  ___

puis, en représentant par r, p, R„ les modules des expressions ima

ginaires
x + y \ l — J> d x - ^ d y s ] — \, f (n}( x  4- j \ / —  1),
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et posant en conséquence

i x - h  y\J—  I =  / '(cosi  -H \J—  i sin t) ,
( 6 0 )  ___  , _____ N

\ d x  +  dy y — i —  p( co s t +  y —  i s inr ),

(fii) /<“-'(« + 7 ^ — '̂) =  R« ( c° s T „  +  \!—  i sitiT»),

on tirera de l’équation ( 5g)

(62) ' d'ls =  2 R R „  cos(T„ — T  « t ).

Or, si la valeur minimum de R n’était pas nulle, l’expression (62)
\

serait évidemment la première des différentielles ds, d 2s, d 3s, . .  . 

.qui ne s’évanouirait pas, et cette expression devrait rester toujours 

négative, quelles que fussent les valeurs attribuées aux différen

tielles d x ,  dy,  et par conséquent à l’angle t . Mais il arrive, au con

traire, que, dans le cas où R diffère de zéro, ainsi que R„, le second 

membre de la formule (G2) change de signe, tandis que l’on rem

place % par t  -+- '-2m ,I ~ > m étant un nombre entier quelconque. 

Donc chaque valeur minimum de s ou de R ne saurait différer de zéro. 

Nota. — Lorsque le module R de la fonction

(6 3 ) f ( z )  —  R ( c o s T  -+- \J—  j s i n ï )

devient infini pour des valeurs infiniment grandes du module R de la 

variable s, on peut affirmer que R admet une valeur minimum ou des 

valeurs minima correspondantes à des valeurs finies de r, et il résulte, 

du théorème II que l’équation

(6 4 ) - / ( * ) =  o

admet une ou plusieurs racines réelles ou imaginaires. On se trouve 

ainsi ramené au théorème I de la quatorzième Leçon.
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VINGT ET UNIÈME LEÇON.

DES CONDITIONS QUI DOIVENT ÊTRE REMPLIES POUR Qü’UNE DIFFÉRENTIELLE TOTALE 

NE CHANGE PAS DE SIGNE, TANDIS QUE L’ON CHANGE LES VALEURS ATTRIBUÉES 

AUX DIFFÉRENTIELLES DES VARIABLES INDÉPENDANTES.

D’après ce qu’on a vu dans la Leçon précédente, si l’on désigne 

par u une fonction des variables indépendantes x , y , z, . . . ,  et si l’on 

fait abstraction des valeurs de ces variables qui rendent discontinue 

l’une des fonctions u, du, d2u, . . . ,  la fonction u ne pourra devenir 

un maximum ou un minimum que dans le cas où l’une des différen

tielles totales d'2u, dr,u,d^u, . . . .  savoir : la première de celles qui ne 

seront pas constamment nuiles conservera le même signe pour toutes 

les valeurs possibles des quantités arbitraires dx, dy, dz, . . . ,  ou du 

moins pour les valeurs de ces quantités qui ne la réduiront pas à zéro. 

Ajoutons que, si quelques systèmes de valeurs de dx, dy, dz, . . .  sont 

propres à faire évanouir la différentielle totale dont il s’agit, chacun 

de ces systèmes devra changer une autre différentielle totale d’ordre 

pair en une quantité affectée du signe que conserve la première diffé

rentielle, tant qu’elle ne s’évanouit pas. .D’ailleurs les différentielles 

d2u, d 'u , d^u, . . .  se réduisent, pour des valeurs données de x , y, 

z, . . . ,  à des fonctions entières et homogènes des quantités arbi

traires dx, dy, dz, . . . .  De plus, si l ’on appelle r, s, l, . . .  les rapports 

de la première, de la seconde, de la troisième, . . .  de ces quantités, à 

la dernière d’entre elles, la différentielle

(0

u

O K u v ret d e  C . — S. U, t.  IV.

dîm u
dy'2'“ dy*”

d-m u 
dz2“1dz2"

+
2 m dSmu

dx2"'"1 dy
dxim~x dy ■

7°
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sera évidemment affectée du môme signe que la fonction entière de r, 

s, t, . . .  à laquelle on parvient en divisante?2"^ par la puissance 2m 

de la dernière des quantités dx, dy, dz, . . . ,  c’est-à-dire du même 

signe que le polynôme

(2)
dim u 

d x 2"‘
j.2 m d 2m u 

dy '2"1 S
2 m d 2m u 2 m 

1
d imu

d 2"1- '  dy

En substituant un polynôme de cette espèce à chaque différentielle 

d’ordre pair, on reconnaîtra que la recherche des maxima et minima 

exige la solution des questions suivantes.

P roblème I. — Trouver les conditions qui doivent être remplies, pour 

quune fonction entière des quantités r, s, t, . . .  ne change pas de signe, 

tandis que ces quantités varient.

Solution. — Soit F (r, s, t, . . . )  la fonction donnée, et supposons 

d’abord les quantités r, s, t, . . .  réduites à une seule r. Pour que la 

fonction F(r) ne change jamais de signe, il sera nécessaire et il suf

fira que l’équation

(3) F ( r )  =  o

n’ait pas de racines réelles simples, ni de racines réelles égales en 

nombre impair. En effet, si, r0 désignant une racine réelle de l’équa

tion ( 3), m un nombre entier, et R un polynôme non divisible par 

r — r0, on avait

F ( r )  =  ( r - r 0)R ou F ( r )  =  (r  -  r 0)*«+'R,

il est clair que, pour deux valeurs de r très peu différentes de r0, 

mais l’une plus grande et l’autre plus petite, la fonction F (r) obtien

drait deux valeurs de signes contraires. De plus, comme une fonction 

continue de r ne saurait changer de signe, tandis que r varie entre 

deux limites données, sans devenir nulle dans l’intervalle, il est 

permis d’affirmer que, si l’équation (3 ) n’a pas de racines réelles, 

son premier membre conservera toujours le même signe, sans jamais 

s’évanouir, et qu’ il s’évanouira quelquefois sans jamais changer de 

signe, s’il est le produit de plusieurs facteurs de la forme ( r — r0)2m
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par un polynôme qui ne puisse se réduire à zéro, pour aucune valeur 

réelle de r.

Revenons maintenant au cas où les quantités r, s, l, . . .  sont en 

nombre quelconque. Alors, pour que la fonction F(/·, s, t, . . . )  ne 

puisse changer de signe, il sera nécessaire et il suffira que l ’équa

tion

(4)  ̂ F(r, î , f, . . . )  =  o,

résolue par rapport à r, ne fournisse jamais de racines réelles simples, 

ni de racines réelles égales en nombre impair, quelles que soient 

d’ailleurs s, t........

Corollaire I. — La fonction F(>) ou F(/·, s, t , . . .)  conserve constam- 

ment.le même signe, lorsque l’équation (3) ou ( 4) n’a pas de racines 

réelles. D’ailleurs, les conditions qui expriment qu’une équation algé

brique n’a point de racines réelles peuvent être aisément déduites de . 

la méthode que j ’ai développée dans le dix-septième Cahier du Journal 

de l ’Ecole Polytechnique, p. 4^7 (O*

Corollaire II. — Soit u — / ( ;r ,y ) .  La différentielle totale

(5)
,, d 2u , ,· d 2u , „ d*u , ,

d u =  dX y Y

conservera constamment le même signe, si l’équation

(6)
d 2 u , d 1 u _ d'1 u _
d x t ' 2 d x  dy ’  d y i

n’a pas de racines réelles, c’est-à-dire si l’on a

d 1 u d 2 u / d~ u \ 2
(7) dx'1 dy2 y d x dy

>o.

I
La même différentielle pourrait s’évanouir sans jamais changer de 

signe, si le premier membre de la formule (7) se réduisait à zéro,

( l ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. I. -
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et admettrait des valeurs de signes opposés si ce premier membre 
devenait négatif.

Corollaire III. — Soit u = / ( # , j ,  z). La différentielle totale

(8)

n d 2u , , d 2 u , „ d 2 u ,
4 i x ' + 7? ^ '

d 2 u , , d 2 a , , d 2 u 
2 “ — -  d x  dy  +  2 -y— -  d x  dz +  2 -Ç-—j- dy dz
' d x  dy "  "v  ' ‘  d x  dz  ”  ' “ dy d.

conservera constamment le même signe, si l ’équation

( 9 )
d1 u 
d x 2

/-2+  2 d 1 u d 2 u
d x  dy d x  dz

d 2u

dy'·
■ S2 -J- 2

d1 u 
d y d z

d2 a

résolue, par rapport à r, n’a jamais de racines réelles, c’est-à-dire si 

l’on a, quelle que soit s,

(io)

' d 2u d 2u / d 2u Y ]

d x 2 dy'- ~  yjhTdÿ )  J '
d2 u d2 u d 2u d 2 u d 2u d 2u (  d 2u \ 2

:·2 dz'2 \ d x d z )  ° ‘, d x 2 dy dz d x  dy d x  dz J “ ' d x 2

Cette dernière condition sera elle-même satisfaite quand on aura

(»0

d'-u d 2 u / d 2 u 

d x 2 dy2 Ç d x  dy >  o

et

Y d 2u d 2 u / d 2a y  ~| f  d 2u d 2 u f  d 2u \ 21

Ld x 2 d y 2 \ d x d y )  J \_dx2 dz2 ~ ~ \ d ^ T z )  J ·
_  ( îÎl1 1 11 d 2 u d 2 u \ 2^

\ d x 2 d y d z  d x  d y  d x  dz )  >  ° ‘

Scohe. — Soit u = f ( x , y t z , . . . )  une fonction de n variables indé

pendantes x ,y ,  z, . . .  et posons

F( e , t, . ..)  = d 1 u (l2 u d 2u . 
dx2r dy2S +  ~d̂  1 '+···

. „ d'-u d'-u ■ d 2 u
*+■  2 ~— — rs +  2 —— r- rt +  2 -,— st ■d x  dy d x  dz d y d z

(12)
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on sorte qu’on ait

d2 u

(i3)

F(r) =

F(i-,*) =

dx2

di u
dx2'

, d 2 u d 2 il

r + , î d^d^r +  d f '

d2u 
d x  d y

rs ■
dî u
d y 2 2 V d x  d z

d2u
r +

d î u  

d y  d z  ‘
d1 il 
IL·2’

Soit de plus D„ le polynôme qui a pour premier terme le produit 

04) di u d2 u d2 u 
dx2 dy2 dz2

et qui représente le dénominateur commun des valeurs de dx, dy, 

dz, . . .  tirées des n équations*

d 2 u dx
d 2 u  

d x  d y
dy-

05)

dx

d*U d x , ^ L dy ____
dx dy +  dy2 ? dy d.

d 2 u  

d x  d z

d1u

d z  ■ - — ( a s ) ·
dz +  . . .= .  d i - “ '

A d y >

d2 u 
dx dz

dx
d2u

dyd.
d2 u
rfâ*

— dy +  , ;r dz
,/dit  

, , =  d[ - j-
> dz

en sorte qu’on ait

Tv _  _̂u 
I) ,— dx*’

(.6) <

d2 u d1 a. f rf2“ Y ,
~ U 2 dy2 \dxdy j

d2 u d2 u dr u d2u f
dx2 dy2 dz2 dx2 \i

d2u f
dz2

d2u / V  
rfr2 \ets é&c /

ai2 u d2 « d,2 u
dy dz dz dx dx dy ’

Pour que le signe de la différentielle totale di u ou de la fonc

tion F(r, s, t, . .  ·) reste indépendant des valeurs attribuées à dx, 

dy, dz.........il suffira que les rapports

(17 )
D* D3

U f  D2'
»4
DT

D»
1)J
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soient tous positifs, c ’est-à-dire que, parmi les expressions

08) D,,  D2, D3, . . . ,  D„,

celles qui correspondent à des indices pairs, soient positives, les 

autres étant affectées du même signe que D,. C’est ce que l’on 

démontrera sans peine à l’aide des considérations suivantes.

Supposons d’abord que les variables x, y , z, . . .  se réduisent à 

deux, x  et y. Alors, si la quantité

(19 ) D -  —  
d x 2

ne s’évanouit pas, il suffira d’attribuer à la variable r de très grandes 

valeurs numériques, pour que cette quantité D, et la fonction .

(20)
. d i u . ■ d ï u d l u . ( d* u i  d 2 u

¥^ ^ ~ d ^ r' + 2dx7ÏJ'r + dÿ^~~r +  rd xd ÿ
i d ’2a\
7» d/2 )

soient affectées du meme signe ou, en d’autres termes, pour que le 

rapport

soit positif. Ajoutons que ce rapport, qui varie avec r par degrés 

insensibles, croîtra indéfiniment avec r2. Donc il admettra une valeur 

minimum correspondante à une valeur finie de r et sera toujours 

positif si cette valeur minimum est positive. Or la valeur minimum 

dont il est ici question sera nécessairement déterminée par la for

mule

(22) <*F(r)
dr

— 0,

de laquelle on tirera, en la combinant avec l’équation (20),

I dl u ■ 
dâïr

d2 u 
d x  dy

d*u  _

■ d x  dy  ° ’

d2 u 
dy2

=  F(/·)

( 2 3 )
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et, par conséquent,

(25) F(r)  _ D ,  
D, D f

Donc le rapport (21) restera positif, quel que soit r, et la fonc

tion F(r) sera constamment affectée du même signe que D(, si la 

première des fractions (17) est positive ou, ce qui revient au même, 

si l ’on a

Cette dernière condition coïncide avec la formule (7).

Considérons en second lieu le cas où la fonction u renferme trois 

variables indépendantes x, y , z. Alors, si l’on suppose D, différent 

de zéro et D2 positif, la fonction F (r), d’après ce qu’on vient de dire, 

restera toujours affectée du même signe que D,, et l ’on pourra en 

dire autant de la fonction

Cela posé, il suffira évidemment d’attribuer aux deux quantités r, s, 

ou seulement à l’une des deux, des valeurs numériques très considé
rables, pour que la quantité D, et la fonction

(26) II2 o.

soient affectées du même signe ou, en d’autres termes, pour que le 

rapport

F('·, s)
U,(29)
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soit positif. Ajoutons que ce rapport, qui varie avec r et s par degrés 

insensibles, croîtra indéfiniment avec r 2 et avec s2. Donc il admettra 

une valeur minimum correspondante à des valeurs finies de r et de s, 

et sera toujours positif si cette valeur minimum est positive. Or la 

valeur minimum dont il est ici question sera nécessairement déter

minée par les formules

(3o)
d ¥ (r ,s )_  

dT~  ~ 0’
rfF(r,i)

ds ~  ’

desquelles on tirera, en les combinant avec l’équation (28),

d "1 IL d,1 a d 1 u
d x '1 r

+
d x  d y

+
d x  d s

=  0,

(3i)
d 2 a d 2 u d 2 u

1 d x  d y
+

W *
+

d y  d s
=  0,

d 2 u d 2 u d 2 u
=  F (0\ d x  d s

+
d y  d s  S IL· 2

et, par conséquent,

(32) F( r)
IL

_ d2’

d 3

(33)
F( r) d 3 D?

D ~  Dj D2 ' IL ‘
IL

Donc le rapport (29) restera positif, quelles que soient les valeurs 

de r, s, et la fonction F(r, s) sera constamment affectée du même 

signe que D, si les deux premières des fractions (17), savoir

D, IL
I)?’ D * ’

t

sont positives ou, ce qui revient au même, si l’on a

( 34 ) D2>  o, D, Ds>  o.

Il est d’ailleurs facile de s’assurer que les conditions (34) coïncident 

avec les formules (11).
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En étendant les mêmes raisonnements et les mêmes calculs au cas 

où la fonction u renfermerait quatre, cinq, six, . . .  variables indépen

dantes, on prouvera généralement : i° que les maxima ou minima des 

fonctions

( 35 ) ' F(/·), F(r, ' i) ,  F ( r , s , t ) ,  F ( r ,  s, t, . .  .)

sont égaux aux différents termes de la .suite

( 3 6 ) 1)2 D, d4 D« .
V d2’ lit’ ' 1 W

2° que, si ces différents termes sont des quantités affectées du même 

signe queD,, on,pourra en dire autant de chacune des expressions (35), 

D’ailleurs, pour que D, et les expressions (36) soient des quantités de 

même signe, il suffit évidemment que les rapports (17) soient tous 

- positifs.

Problème II. — Etant données deux fonctions entières des variables r, 

s, t, . . . ,  trouver les conditions qui doivent être remplies, pour que la 

seconde fonction conserve un signe déterminé, toutes les fois que la pre

mière s’évanouit.

Solution. — SoientF(r,s,2,...) la première fonction, et R =  §(r,s, t ,...)  

la seconde. On éliminera r entre les deux équations F(r, s, t , , . . )  =  o, 

et R =  $(r, s , t , ...) .  L’équation résultante, étant résolue par rapport 

à R, devra fournir pour cette quantité une valeur affectée du signe 

convenu, toutes.les fois que l’on attribuera aux variables s, t, . . .  

des valeurs réelles auxquelles correspondra une valeur réelle de la- 

variable r.

OEuvres de C. — S. Il, t.IV.
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VINGT-DEUXIÈME LEÇON.

USAGE DES FACTEURS INDÉTERMINÉS DANS LA RECHERCHE DES MAXIMA ET M1NIMA.

Soit

(1) u — f { x ,  y ,  5, . . . )  *

une fonction de n variables.#, y, z, __ Mais concevons que ces

variables, au lieu d’être indépendantes les unes des autres, comme 

on l’a supposé dans la vingtième Leçon, soient liées entre elles par 

m équations de la forme

(2) c = 0 ,  W —  O, . . . .

Pour déduire de la méthode que nous avons indiquée les maxima et 

les minima de la fonction u, il faudrait commencer par éliminer de 

cette fonction w  variables différentes h l’aide des formules (2). Après 

cette élimination, les variables qui resteraient, au nombre de n — m, 

devraient être considérées comme indépendantes, et il faudrait cher

cher les systèmes de valeurs de ces variables qui rendraient la fonc

tion u ou la fonction du discontinue, ou bien encore ceux qui vérifie

raient, quelles que fussent les différentielles de ces mêmes variables, 

’l’équation

( 3 ) du —  o.

Or la recherche des maxima et minima qui correspondent à l’équa

tion (3) peut être simplifiée par les considérations suivantes.

Si l ’on différentie la fonction u, en y conservant toutes les variables 

données æ ,y, z, . . . ,  l’équation ( 3) se présentera sous la forme
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et renfermera les n différentielles d x , dy, dz......... Mais il importe

d’observer que, parmi ces différentielles, les seules dont on pourra 

disposer arbitrairement seront'celles des n — m variables regardées 

comme indépendantes. Les autres différentielles se trouveront déter

minées en fonction des premières et des variables elles-mêmes par 

les formules dv — o, dw =  o, . . .  qui, lorsqu’on les développe, de

viennent respectivement

dv , dv , dv . 
d x  4- —  dy +  t  dz + .  

dy J · dzd x

(5) dw . dw , dw ,
—— d x  -i— r- dv  4 - -t - dz  + .  
d x  dy dz

.. =  o,

· —  o,

Cela posé, puisque l’équation (4) doit être vérifiée, quelles que soient 

les différentielles des variables indépendantes, il est clair que, si l’on 

élimine de cette équation un nombre m de différentielles à l ’aide 

des formules ( 5), les coefficients des n — m différentielles restantes 

devront être séparément égalés à zéro. Or, pour effectuer l’élimina

tion, il suffit d’ajouter à l’équation (4) les formules ( 5) multipliées 

par des fadeurs indéterminés, — X, — p., . . . ,  et de choisir ces fac

teurs de manière à faire disparaître dans l’équation résultante les 

coefficients de m différentielles successives. Comme d’ailleurs l’équa

tion résultante sera de la forme

et que, après y avoir fait disparaître les coefficients de m différen

tielles, il faudra encore égaler à zéro ceux des différentielles res

tantes, il est permis de conclure que les valeurs de X, p., v, . . .  tirées 

de quelques-unes des formules

. . du  . dv dw du  . dv dw
(7) iù é ~ l d ^ - ^ d ^ - · · · ^ 0’ T y ^ d f - ^ d f - ' · · ^ 0’ · · ”

devront satisfaire à toutes les autres. Par conséquent, les valeurs de
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cü, y , s, . . . .  propres à vérifier les formules (4) et ( 5), devront satis

faire aux équations de condition que fournit l ’élimination des indé

terminées X, p.,- v , .. v entre1 les formules (7). Le nombre de ces équa

tions de condition sera n — m. En les réunissant aux formules (2), 

on obtiendra en tout n équations, desquelles on déduira pour les 

variables données æ, y,, z, .... plusieurs systèmes de valeurs, parmi 

lesquels se trouveront nécessairement ceux qui, sans rendre discon

tinue l’une des fonctions u et du, fourniront pour la première des 

maxima ou des mínima.

11 est bon de remarquer que les équations de condition produites 

par l’élimination de X, p., v, . . .  entre les formules (7) ne seraient 

altérées en aucune manière si l ’on échangeait dans ces formules la

fonction u contre une des fonctions v, w........Par suite, on arriverait

toujours aux mêmes équations de condition si, au lieu de chercher 

les maxima et mínima de la fonction u, en supposante =  o, w =  o , ..., 

on cherchait les maxima et mínima de la fonction v, en supposant 

11 =  0, w =  o, ...., ou bien ceux de la fonction w, en supposant u =  o, 

v =  o, . . .  ; etc. On pourrait même, sans altérer les équations de con

dition, remplacer les fonctions u ,v ,w , . . .  par les suivantes, u — a, 

v — b, w — c, . . .  ; a, b, c,__ désignant des constantes arbitraires.

Dans le cas particulier où l’on veut obtenir les maxima ou les 

mínima de la fonction u, en supposant x, y , z, . . .  assujetties à une 

seule équation

(8)

les formules (7) deviennent

^  d x   ̂d x  ° ’ dy
du  ,  dv du

o,

et l’on en conclut, par l’élimination de X,
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Cette dernière formule équivaut à / ! - i  équations distinctes, les

quelles, réunies à l’équation (8), détermineront les valeurs cher

chées de x, y, z, —

Exemple I. — Supposons que, a ,b ,c ........r désignant des quantités

constantes, et x , y, z, . . .  des variables assujetties à l ’équation

¿p2 H- jk2 +  •s2 H- · ■ - —  r* ou x* +  y* y - z 2- y . . . —  7,2= o ,

on demande le maximum et le minimum de la fonction

u =  a x  -y by  H- c z  -y----

Dans cette hypothèse, la formule (io) se trouvant réduite à

(II)
a  b  c
x  y  z

on en conclura (voir Y Analyse algébrique, Note II) ( 1)

a x  -4-  b  y  +  c z  - t - . . .  , ' J a ï - y  b*  H- c 2 + . . .  u  , v /« s +  b %- y  c2- k ..-------- ----------------- h i— ou — — ± - ------------------
^ - y y ^ - h z ^ y - . . .  \ j x * - y  7 « + ^ + , . .  r  r

et, par conséquent,

( 1 2 )' u  —  ± r \ / à i - y b ,‘ - y c - - y ------

Pour s’assurer que les deux valeurs de u données par l’équation (12) 

sont ün maximum et un minimum, il suffit d’observer cju’on aura 

toujours

03)
{a x  +  b y  ,-y es  - y . . .y - y ( b x  —  a y Y  +  {cx  —  a s ) 2+...-+- (c y  —  bz)*-y... 

—  (at + bi +  c * - y . . . ) { x t +  y î - y z i +  . . . ) ,

et, par suite,
m! <  (a ! -t- b*-y c2- t- . . . )/’2,

à moins que les valeurs de x , y , z, . . .  ne vérifient la formule ( n ) .  

Exemple IL — Supposons que, a, b, c, . . . ,  k désignant des quan-

(>) Œuvres de Cauchy, S. II, T. III, p. 36o.
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tités constantes, et x , y , s., . . .  des variables assujetties à l ’équation

a x  -+- by  -+- c z  - t- , . . =  k,

on cherche le minimum de la fonction u =  x 2 -h y2 +  z2 -+-__ Dans

cette hypothèse, on obtiendra encore la formule ( n ) ,  de laquelle on 

conclura
k __+  \ J a ? - 1- ¿>2-+- c2- k  . .

11 )/«
et, par suite.,

(-4)
_  k2

U a 2 -t- ô 2 -+- e 2 ■ +-...

Si les variables x̂  y , z, . . .  se réduisent à trois et désignent des coor

données rectangulaires, la valeur d e d o n n é e  par l’équation (i4), 

représentera évidemment la plus courte distance de l’origine à un 

plan fixe.

Exemple III. — Supposons que, a, b, c, . . . ,  k, p, q, r, . . .  dési

gnant des constantes positives, et x , y , s, . . .  des variables assu

jetties à l ’équation
a x  +  by +  c z k ,  

on cherche le maximum de la fonction

On trouvera

cl1 u 

- u

u =  xi>yizr__

et par suite on tirera de la formule (io)

p _q  __  r  _ _  P  +  ? -I- r

a x b y

x ~ l -, y= .
a P ·+■  q H- r + .  · . ' b p -h q +  /·-+-... c p +  q +  r - h . . .

Comme les valeurs précédentes de x ,  y ,  z ,  . . . rendront d u  con-
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stamment nulle, et d 2u  constamment négative, elles fourniront un 

maximum de la fonction u.

' Exemple IV. —  Concevons que l’on cherche les demi-axes d’une 

ellipse ou d’une hyperbole rapportée à son centre et représentée par 

l’équation
•Ax*  -+- z B x y  -i- C / 2 =  K.

Chacun de ces demi-axes sera un maximum ou un minimum du rayon 

vecteur r, mené de l’origine à la courbe, et déterminé par la formule 

r2 =  x 2 -h y 2. Cela posé, comme on aura

d r  =   ̂(x  d x  +  y  dy ),

on ne pourra faire évanouir d r  qu’en supposant

r —  oo ou x  d x  +  y  dy —  o.

La première hypothèse ne peut être admise que pour une hyperbole. 

En admettant la seconde, on tirera de la formule (io)

x  _ y  _ x ï -\-y’i _r 2

- A x  +  B y  ~~ Cy +  B x  x ( A x  B y )  4- y ( C y  +  B # )  K  *

Observons maintenant qu’à des valeurs réelles de r  correspondront 

toujours des valeurs positives de r2, et que l’équation ( i 5) fournira, 

pour r2, deux valeurs positives, si l ’on a AK >  o, AC — B2 >  o ; une 

seule, si l’on a AC — B2< o .  Effectivement, la courbe, étant une 

ellipse dans le premier cas, aura deux axes réels; tandis que, dans le 

second cas, elle se changera en hyperbole, et n’aura plus qu’un seul 

axe réel.
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VINGT-TROISIÈME LEÇON.

D É V E L O P P E M E N T  D E S  F O N C T IO N S  D E  P L U S IE U R S  V A R I A B L E S . E X T E N S IO N  D U  T H É O R È M E  

D E  T A Y L O R  A  C ES M ÊM ES F O N C T lb N S .

Soit

(1) u = f ( x , y , s , . . . )

une fonction de plusieurs variables indépendantes æ, y , z, . . . ,  et 

posons, comme dans la dix-neuvième Leçon,

(2) F ( a )  =  f ( x  -+- x  d x ,  y - h  a dy, s  H- x d z ,  . . . ) .

La formule (8) de la page 353 donnera

( 3 )

F ( « )  =  F(o)  +  “ F'(o) +  1^ P ( o ) - + - .

1.2.3. . . (n — 1)
F<B- ‘ >(o) + .2.3... .n F<">(0«),

0 désignant un nombre inférieur à l’unité. D’ailleurs, comme on l’a 

remarqué dans la dix-neuvième Leçon,

(4 ) F («) ,  F '(a) ,  F"(«),  . . . ,  F<»>(«)

seront des fonctions de æ, y , -, . . .  et a, qui renfermeront les seules 

quantités variables

( 5 ) x  +  x d x ,  y  +  a dy, s - h x d z ,  . . . ,  

et qui, pour a =  o, se réduiront à

(6) F(o)  =  a, F'(o ) —  du, F"(o )z=d'1u, . . . ,  F (")(o ) =  d au.

Donc, pour déduire de la différentielle totale dnu les valeurs de
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F;,i)(a) et de F(,i)( 0a), il suffira de remplacer dans cette différentielle 

les variables x, y , z, . . .  par les expressions ( 5) ou par lés suivantes :

(y) x  -+- 9 a dx,  y  9 a dy, z  -f- 9 a dz, . . . .

Si, pour abréger, on désigne par œ>„ la valeur de F(,,)(Ga) ainsi obtenue, 

l’équation ( 3), combinée avec les formules (2) et (6), donnera

(8)

f ( x  4 - a d x ,  y  +  a dy, z -H a dz, . . .  )
n—1a . a ... ' a

— U *+· — du -H----d 2 u -f- · · · H----- 5— ;-------rI 1.2 I.2.3...(« — l)
d"-1 u

1.2.3...« ®«·

Donc, si l’on attribue aux variables x , y , z, . . .  les accroissements

( 9 ) A x  =  a dx,  Ay =  a dy, Az —  a dz, . . . ,

l’accroissement correspondant de la fonction u =  f ( x ,  y , z, . ,  

savoir
( A« — f { x  -t- Ax,  y  -+- Ay, z -t- Az, . . . )  — f ( x ,  y,  z, . . . )

(,o)
( — f ( x  +  a dx,  y  -h a  dy, z -t-a dz, . . .  ) — u,

\
pourra être développé suivant les puissances ascendantes de a à l ’aide 

de la formule

(u) Au =  ~ d u  
1 1.2

■ d2u
1.2.3. . .  ( n — 1 )

fl?"-1 u 4-
i .2.3.. .n— (D„

Si l ’on suppose en particulier n =  1, alors, en faisant

. .  du . 

(I2)
du

dÿ
du

=  x ( x , y , z , . . . ) ,  ^ = < \ > ( x , y , z , . . ; ) ,

on trouvera

( 13 ) du =  y { x ,  y , z ,  . . . )  d x  +  x (x ,  y ,  z, , . .) dy +  <\>(x, y , z ,

et les deux formules (8), ( u )  donneront respectivement

0 4 ), f ( x  +  a d x ,  y  +  ad y,  z  4- a d z ,  . . . )  =  « 4- «(£)„

( 15 ) Attr:«®,,
OEttvres de C. S .  I I ,  t . I V . 72
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(B, représentant le polynôme dans lequel se transforme le second 

membre de Féquation ( i 3), quand on y remplace x  par x  +  9a dx, 

y  par y  4- 0a dy, z par s +  Ga dz, etc.

Lorsque, dans la formule (8), le produit

décroît indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, alors, en 

posant n — zo, on tire de cette formule

OL
( 17  ) / (  x  -H a d x ,  y  -+- a dy, s y- a. ds, . . . )  =  u  ■ +■  — d u  -h — - d 1 u  4- . . . .

Concevons maintenant que l’on prenne a =  i. Les accroissements 

Ax, Ay, Az, . . .  des variables indépendantes se réduiront à leurs dif

férentielles d x, dy, dz, . . . ,  que l’on pourra d’ailleurs considérer 

comme représentant des quantités finies quelconques h, k, l, ----

Alors aussi on tirera.des formules (8) et (11)

/
1 /(■*■ 4 - d x ,  y  4 - d y ,  z  4 -  d z ,  . ,

( 1 8 ) d u  d 2 u d " - ·  i l

1 I 1 .2 [ . 2 . 3 . . . ( «  —  j )

d u  d 2 u d ' l ~ '  u

( • 9 ) A u — ------- 1------------ h  · · · “h
I 1 . 2  T . 2 •3

(D„
1.2.3...«

: . 2 . 3  . . . n

Œ>n étant ce que devient la différentielle totale d“ u quand on y rem

place x  par æ +  0 dx, y  par j  4- 9 dy, z par 5 +  9 dz, . . . .  Si l’on sup

pose en particulier n =  1, on trouvera

I
f ( x  +  d x ,  y  4- d y ,  z  - 1- d z ,  . . . )

= z / ( x ,  y , z ,  . . . )  4 -  9 ( x  4 -  d d x ,  y  4 - 9 dy, z +  9 d z , · . . . )  d x

+  X ( x  -h Ô d x ,  y  +  9 dy, z  4 -  9 dz, . . .  ) dy

f 4- ^ ( X +  d dx, y  4 - 9 dy, 2 + 9  dz, . . . )  dz

Ajoutons que, si s’approche indéfiniment de zéro pour des valeurs
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croissantes de n, Tes formules (i 8) et (19) entraîneront les suivantes :

. s » , ,  , j s  du d l u d z u
(21) / (  x  4- dx,  y  4- dy,  z  4- dz,  . . . )  —  « 4-  —  4- 4- - g -

( 2 2 ) Au :
rf« d} u
---- i-----I 1.2 .2.3

L’équation (21) et celle qu’on en déduit lorsqu’on y remplace x ,  y ,  

s, . . .  par zéro, puis dx, dy, dz, . . .  par x , y , z, . . . ,  fournissent le 

moyen d’étendre les théorèmes de Taylor et de Maclaurin, ou plutôt 

de Stirling ( ') ,  aux fonctions de plusieurs variables.

Concevons à présent que, dans la formulet( 3 ) ou (8), la quantité a 

devienne infiniment petite; il en sera de même de la différence

( 23 ) . F<a>(0a ) - F < " ’ (o) =  (B„ —  dnu\ (

et, en désignant par § cette différence, c’est-à-dire en posant

( 2 4 )  ' cD, 1 = î/ " m -(-[3,

on conclura des formules (8), (11)

( f ( x  +  a dsc, y'-h<x dy, z +  a d z , ..  .)

(25) < f* r, 2 —1 Qt/l
I —  u  H d u  H--------- d 2 u  H - . . .H ---------- ----------------- - d " — 1 u  -t----------5-------{ d 11 u  4 - (3),
( I 1 . 2  i . 2 . 3 . . . ( «  —  1 ) 1 , 2 . 3 . . . «  r /

OZ ûtn
(26) A u —  -  du  4----— d 2 u 4 - . . .  4-------- »-----;-------— d n~l u H------—t,------ ( d'1 u 4- fl ).v ' 1 1.2 1.2.3. ..  (« — 1) 1.2.0...« r '

S’ il arrive que, pour certaines valeurs de x , y, z , . . . ,  les différentielles , 

(27) du, di u, . . . ,  d'l - 'u

s’évanouissent toutes, la formule (26) donnera simplement

(25) ^ u = — ^ — Ti(d-U +  ^ .

(*) M. Peacock a remarqué que le théorème, généralement attribué au géomètre anglais 
Maclaurin, avait été donné, dès T7 1 7 , par son compatriote Stirling, dans l’Ouvrage intitulé : 
Lineœ tertii or dmis Nbwtonianœ.
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Si l’on suppofee en particulier n =  i,  les équations (26) et (28) coïn

cideront avec la suivante

(29) A îî =  a(du -i- ¡3 ),

et, par conséquent, avec la formule ( 3) de la seizième Leçon. Ajou

tons que les formules (28), (29) comprennent la théorie des maxima 

et minima des fonctions de plusieurs variables, et que le théorème I 

de la vingtième Leçon pourrait être immédiatement déduit de la for

mule (28).

FIN CALCUL DIFFERENTIEL.
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NOTE

SUR LA DÉTERMINATION APPROXIMATIVE DES RACINES d ’ üNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE

OU TRANSCENDANTE.

Soit

(i) / ( * ) =  o

une équation dans laquelle f ( x )  représente une fonction quelconque 

algébrique ou transcendante 'de la variable x.  Désignons d’ailleurs 

par a la valeur approchée réelle ou imaginaire d’une racine de cette 

équation, et par i une expression réelle ou imaginaire, mais dont le 

module soit très petit. La formule (49) de la page 45o donnera

(2)

/{a +  i) =f ( a)  H- -f ' (a)  + . . .

1 . 2 . 3 . . . ( «  —  i
-/<»-«>(«) ■

1 . 2 . 3 . . . «
[/(»>(«)·+1],

le module de I devant lui-même très peu différer de zéro. Donc, pour 

que le binôme a -+- i se réduise à la racine en question, il suffira que 

l’on ait

(3)

1.2.3.. . (« — 1)/ '“- ‘»(o)·
1 . 2 . 3 . . . «

[/<">(«)-h I] =  o.

Si, dans la dernière formule, on néglige I vis-à-vis de f w(a),  on 

obtiendra la suivante

(4)·
/(o) +  7/ '(a ) +  £  /"(«)+ .·,

î ..2.3. . . ( « - I ) 7 x ^ 7 ^ / ('° («) =  o, .
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qui se réduira, pour n — i ,  à

(°)  f { a )  +  i / \ a )  = o ,

pour n =  2, à

(6) , f { a )  +  i f { a ) + l~ f " { a )  =  o,

pour n =  3, à

(7) / ( a )  +  i f ' ( a )  -+- l— f ’\ a )  -+- ^ / " ( a )  =  o,

etc.

Si maintenant on substitue, dans le binôme a +  z, la valeur unique 

de i propre à vérifier l’équation ( 5), savoir

(8) i =  - f(a)

ou si, parmi les valeurs de i propres à vérifier l ’une des équations (6),

(7), ...» on choisit colle qui a le plus petit module, le binôme a-\-i 

représentera en général non la valeur exacte, mais une seconde valeur 

approchée de la racine que l’on considère; et l’on pourra même, dans 

un grand nombre de cas, apprécier le degré d’approximation de cette 

seconde valeur à l’aide des principes que je vais établir.

Supposons d’abord, que la fonction f ( x )  et la quantité a soient 

réelles. On démontrera sans peine les propositions suivantes :

T héorème I. — Si la fonction f ( x ) ,  étant continue entre les limites 

( 9 ) x — a, x — a +  2 é,

acquiert à ces deux limites des valeurs de signes contraires, si d ’ailleurs 

la fonction dérivée f \ x )  ne change pas de signe entre les limites dont 

il s’agit, l ’équation (1) admettra une racine réelle, mais une seule, com

prise entre ces mêmes limites. t

Démonstration. — En effet, la fonction f ' { x )  ne changeant pas de 

signe entre les limites x  =  a, x  =  a 4- 21, la fonction f ( x ) ,  supposée 

continue, croîtra ou décroîtra constamment depuis la première limite
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jusqu’à la seconde, en variant avec x  par degrés insensibles, et 

acquerra ainsi toutes les valeurs intermédiaires entre les valeurs 

extrêmes. Donc, puisque ces valeurs sont de signes contraires, la 

fonction / ( x )  s’évanouira, mais une fois seulement, entre les limites 

x  =  a, x  — a +  2i.

T héorème II. — Concevons que, la quantité i étant déterminée par 

l ’équation (5) ou (8), on nomme B un nombre égal ou supérieur à la 

plus grande valeur numérique que peut acquérir la fonction /"(x') entre 

les limites x  — a, x  =  a -t- 2i. Si la valeur numérique de la quantité 

J ' ( a ) est supérieure à celle du produit

(10) 2 B i,

l ’équation ( i)  admettra une seule racine réelle, renfermée entre les 

limites a, a -\-ii.

Démonstration. — En effet, si l ’on pose

( 1 1 )  X  ~  Cl -f- i Z ,

on aura, en vertu de l’équation ( 5) et des formules (47), (48) de la 

huitième Leçon, '

I f ( x )  = / ( a )  +  ( i  +  s) f ' ( a ) + (̂ - ~ - f ' ' [ a  +  d(i-Jr s)]

, (ra) I ■

(*3 ) f ' ( X ) — / ’(«) +  (i + "  ) / * [ «  +  ®(¿ +  -3 )],

0, © désignant des nombres inférieurs à l ’unité. Or, si la condition ■ 

énoncée dans le théorème II est remplie, la fonction f ' ( x )  conser

vera évidemment le même signe que f ' ( a )  pour toutes les valeurs 

de 5 comprises entre les limites s =  — i, z =  +  i, par conséquent, 

pour toutes les valeurs de x  comprises entre les limites a, a -1- 2 i, 

tandis que les valeurs extrêmes de la fonction f ( x ) ,  savoir

—  i f ( a )  et «[/'(«)-+- z i f " { a  +  261)],04 )
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seront affectées de signes contraires. Donc, en vertu du théorème I, 

l ’équation (i)  aura une seule racine réelle comprise entre les limites a, 

a 4- 2 î .
t

Théorème III. — Concevons que, la quantité i étant déterminée par 

la formule (8), on pose

( i5 ) b = a - h i

et

(i6)
J ~  f'(b)

Soient d ’ailleurs A la plus petite valeur numérique que puisse acquérir la 

fonction f  (x )  entre les limites x  =  a, x  — a -+- i i ,  et B la plus grande 

valeur numérique que puisse acquérir entre les mêmes limites la fonc

tion f '( x ') .  Si la valeur numérique du rapport

est inférieure à l ’unité, celle de j  ne surpassera pas le produit

et l ’équation ( i)  admettra une racine réelle comprise non seulement entre 

les limites a, a -1- 2 i, mais encore entre les limites b, b -f- 2y.

Démonstration. — Si, comme on le suppose, la valeur numérique 

du rapport (17) reste inférieure à l’unité, la valeur numérique de 

2B1 ne surpassera pas celle de / '(« )·  Donc, en vertu du théorème II, 

l ’équation (1) offrira une racine  ̂réelle, mais une seule, renfermée 

entre les limites a, a - 1- 21. De plus, en désignant par 0 un nombre 

compris entre les limites o, 1, et ayant égard à la formule ( 5), on 

trouvera *
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puis on tirera de l’équation (19), combinée avec les formules ( i 5) 

et (16),

(20) f i a  +  i)
- n a  +  di)

/ ' ( «  +  t )  ~  f \ a  - t -  i )  ’  

et comme, par hypothèse, les valeurs numériques des quantités

/"(a -h 6¿), /'(a-H i)

seront, la première inférieure à B, la seconde supérieure à A, il est. 

clair que la valeur numérique de j  ne surpassera pas celle, du produit

JL -
2A

Donc la quantité j  sera renfermée entre les limites

B B
---- L l > +  ~T 1 ’2 A 2 A

et la quantité 2j  entre les suivantes

B i . B i .
~ ~ K 1’ + I !|

, \ 

par conséquent entre les limites — ^  -+- *̂ Donc

b +  2 J  =  a +  i  +  2/

sera renfermé, ainsi que b, entre les limites a, a -{-21; et, si l’on 

fait varier x  depuis x  =  b jusqu’à x  =  b-i-2j ,  les valeurs numé

riques des fonctions f ' ( x ) ,  f " ( x )  demeureront, la première supé

rieure à A, la seconde inférieure à B. Enfin, comme, j  étant infé

rieur à i, et A supérieur à f ' ( b)  (abstraction faite des signes), la 

valeur numérique du produit 2B/ ne surpassera pas celle dû pro

duit 2B1 qui est inférieure à A, ni, à plus forte raison, celle de /'(£), 

on prouvera par des raisonnements semblables à ceux à l’aide des

quels on a établi le théorème II, que la racine réelle déjà men

tionnée est renfermée entre les limites b, b +  2j .
#

OEuvrcs de C. —  S .  I l ,  t .  I V .  ' 73
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Corollaire I. — On voit par ce qui précède comment, étant donnée 

la valeur approchée a d’une racine réelle de l’équation (i) , on peut, 

à l’aide de la formule ( 5) ou (8), obtenir de nouvelles valeurs appro

chées et resserrer de plus en plus les limites entre lesquelles la racine 

se trouve comprise. C’est dans l ’emploi de cette même formule que 

consiste la méthode de Newton pour la résolution, approximative des 

équations numériques. Il est bon d’observer que les différences entre 

la racine cherchée et ses deux premières valeurs approchées a, b 

seront respectivement inférieures, l’une à la valeur numérique de ni, 

l’autre à la valeur numérique de 2j ,  et, à plus forte raison, au produit

Donc, si l ’on désigne par p la valeur numérique de i, et celle de la

Bi
quantité —v- par2 A.

les différences dont il s’agit ne surpasseront pas les nombres

R j
2P> â p “  F ‘

De même, si l ’on nomme c, d , . . .  les troisième, quatrième,. . .  valeurs 

approchées de la racine en question, elles n’en différeront que de 

quantités qui ne surpasseront pas les nombres

2 ( p S ) î —  3 p s 3„ 5 ( p £3 ) 2 _ : 2 p £7........................

Donc les erreurs que l’on pourra commettre en substituant à la racine 

cherchée ses valeurs approchées successives

(22) a, b, c, d, ...

seront respectivement inférieures aux divers termes de la suite

(23) 2 p, 2ps, 2p£3, 2ps7, . . . .
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Ajoutons que ces termes se réduisent à

( 24) ki, Are®, kd·, Æ s 8,

lorsqu’on y transporte la valeur de p tirée de l’équation (21), en fai

sant pour abréger

Supposons maintenant que le nombre e ne surpasse pas une unité 

décimale de l’ordre n, en sorte qu’on ait

(,6)

Si l’on suppose en même temps

(27) k <
1
10

3z?n
9

' m désignant un nombre entier quelconque, les termes de la série (24) 

seront respectivement inférieurs aux nombres

/ * \ n ± m  /  » \ /  r \ k n i c m  /  \ \8 n ± /n

^  ■ y  - y  ’ u )  - y  .......

Donc, parmi les chiffres qui suivront les unités de l’ordre m, si l ’on a

(29) . k < {^L·T,

ou les unités décimales de l’ordre m, si l ’on a 

( 3o) Æ < ( i o ) m,

le nombre de ceux sur lesquels on pourra compter sera égal à n dans 

la première valeur approchée de la racine réelle de l’équation (1), à

2n dans la seconde valeur approchée, à 4n dans la troisièm e,__

Donc ce nombre sera doublé à chaque opération nouvelle. La propo

sition que nous venons d’énoncer s’accorde avec celles auxquelles 

M. Fourier est parvenu dans le Bulletin de la Société philomathique de
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mai 1818, en cherchant le nombre de décimales exactes que fournit 

à chaque opération nouvelle la méthode de Newton.

Si l ’on a

( 31 ) k <  j,

les termes de la série (28) deviendront respectivement

et par conséquent le nombre des décimales sur l’exactitude desquelles 

on pourra compter sera doublé pour le moins à chaque opération nou

velle.

Corollaire IL — Comme, en vertu dé la formule (21), la valeur 

numérique de l’expression (17), savoir

2 Bp
T “’
1 1

se réduit à 4 £> il est clair que cette valeur numérique sera inférieure 

à l’unité, si l ’on a

( 3 3 ) i < l .

Corollaire III. — il est bon d’observer encore que, si la condition 

énoncée dans le théorème III se trouve remplie, si d’ailleurs la fonc

tion /"(a?) ne change pas de signe entre les limites x  =  a, cc =  a-\- 21, 

la valeui· de
j  — c — b,

déterminée par l’équation (20), sera une quantité affectée du même 

signe que le rapport
/ »
/'(«)'

%

Comme on pourra en dire autant de chacune des différences

c — b, d — c, . . . ,
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il est clair que toutes ces différences seront des quantités de même 

signe et que les valeurs approchées

b, c, d,

formeront une série croissante ou une série décroissante. Cette 

remarque s’accorde encore avec l’une de celles que M. Fourier a 

énoncées dans le Bulletin déjà cité.

Supposons à présent que l’on prenne pour i, non plus la racine 

unique de l’équation ( 5), mais celle des racines de l’équation (6) 

qui s’approche indéfiniment de zéro en même temps que la quan

tité /(a) ,  savoir ‘

(3 4 )
2/(a)
/'(«) „ /(«V /'(■ «)■' 

V '(« )  /'(«)

Alors les théorèmes II et III devront être remplacés par ceux que je 

vais énoncer.
\

T héorème IV. — Concevons que, la quantité i étant déterminée par 

la formule (34) r. on nomme C· un nombre égal ou supérieur à la plus 

grande valeur numérique que peut acquérir la fonction f '" (x )  entre les 

limites x  =  a, x  =  a h- 21. Si les deux expressions

( 35 ) ‘ / '( a ) ,  / ' ( « )  +  a i f ’(a).

sont des quantités de même signe, et offrent des valeurs numériques qui 

surpassent celle du produit

( 3 6 ) 2 C i2,

l ’équation (1) admettra une seule racine réelle renfermée entre les 

limites a, .a -+- 2ir

Démonstration. — En effet, si l’on pose

*
oc a 1 -f-

on aura, en vertu de l’équation (6) et des formules (48), (49) de la
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huitième Leçon,

(/(■ *) =  / ( « )  + ( i  +  s ) / ' ( a ) +  f ’ (a )

"“ (37) I  ̂ ' g  + ®(i' + æ)]

( = - / ' ( a ) + z ^ i . +  ^jf"{a) +  ^ - ^ r [ a  +  8(¿ +  3)],

( 38) / ' ( * )  = / ' ( « )  +  (i +  * ) / ' ( a )  +  4 - 0 ( i  +  s)],

G, 0  désignant des nombres inférieurs à l’unité. Or, si les conditions 

énoncées dans le théorème IY sont remplies, la fonction f ' ( x )  con

servera évidemment le même signe que / '(a )  pour toutes les valeurs 

de s comprises entre les limites z =  — i, z =  i, par conséquent pour 

toutes les valeurs de x  comprises entre les limites x  =  a, x  =  a -+- 21, 

tandis que les valeurs extrêmes de la fQnction f ( x ) ,  savoir

(39) *[/'(«) +  y /"(«) -+- ^-/"(a-l·- 20i)

seront affectées de signes contraires. Donc, en vertu du théorème I, 

l’équation (1) aura une seule racine réelle comprise entre les limites 

a, a-h 21.

T héorème Y. — Concevons que, la quantité i étant déterminée par la 

formule ( 34), on pose

(4o) b — a +  i

et

(40 J —
g/(¿>)
f ' ( b )

i

f { b )  } " ( b )  
f \ b )  f ' ( b )

Soient d ’ailleurs A là plus petite valeur numérique que puisse acquérir la 

fonction f ' ( x )  entre les limites x  — a, x  =  a 21, et B, C les plus 

grandes valeurs numériques que puissent acquérir, entre les mêmes
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limites, les fonctions /"(%),  /'"(#)· Si les rapports

583

(4»)
2 B i 2 Ci2 
~Â~' H ~ ’

2 Ci2
A ±  2 B i

restent, abstraction faite des signes, inférieurs à l ’unité, la valeur numé

rique de j  ne surpassera pas celle du produit

(43)

et l ’équation ( i ) admettra une racine réelle comprise, non seulement entre 

les limites a, a -+- 2 i, mais encore entre les limites b, b +  2j.

Démonstration. — Si, comme on le suppose, les valeurs numériques 

des rapports (42) restent inférieures à l ’unité, les expressions (35) 

seront des quantités de même signe, et leurs valeurs numériques 

surpasseront le produit 2Cf2. Donc, en vertu du théorème IV, l’équa

tion (1) offrira une racine réelle, mais une seule, renfermée entre les 

limites a, a-\-2i. De plus, en désignant par 0 un nombre inférieur 

à 1, et ayant égard à la formule (6), on trouvera

| f ( b) = /(«  +  ï)

I = / ( « )  +  if{a)  +  - f - J ' V )  +  7 7 ^ 3 / >  +  e t)  =  + Si),

puis on tirera de cette dernière, combinée avec les formules (4o)

et (40·

(45) J —
¿3 f i t  a +  et) 
3 / ' ( «  +  0 /  ¿3 f \ a  + i) f ' (a  +  6£)'

V  3 f \ a  +  i) f ( a  +  i)

D’autre part, comme les valeurs numériques des quantités f" (a  -+- i), 

f " ( a  -+- 0ï) ne surpasseront pas les nombres B, G, la valeur numérique 

de l’expression
Ü /"(« +  Q f"'{a +  8i)

, 3  f ( a  +  i) / ' ( a - h f )
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ne surpassera pas celle du produit

i a B i  aCi*
12 A  A

inférieure elle-même, en vertu de l’hypothèse admise, à la fraction

I
12

Par suite, la valeur numérique de j ne surpassera pas celle du produit

l 3 C I

3 A
2 C

\ r ~ l ·I +
6 +  v/33  A

ni, à plus forte raison, celle du produit

2 C'
—  T  1 ■i i  A

Donc la quantité z j  sera renfermée entre les limites

2 2Ci* . 2 aCi* .
~  77 "X" h Î7 ~A~1’

auxquelles on pourra substituer les deux suivantes

2 . 2 .
----- t, — l,II II

et la somme b h- z j  — a -t- * +  o.j entre les limites

par conséquent, entre les quantités a, a-{-zi.  Donc, si l ’on fait 

varier x  entre les limites b, b +  zj ,  les fonctions / '(# ),  /"(¿c), 

f \ x )  resteront (abstraction faite des signes) la première supérieure 

à A, la seconde inférieure à B, lairoisième inférieure à C, et les deux 

expressions ,

(46) ' /'(b), f'{b) + 2jf'(b)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D E S  É Q U A T I O N S  A L G É B R I Q U E S ,  E T C .  585

seront des quantités de même signe, dont les valeurs numériques, 

supérieures au plus petit des deux nombres

A, A ± a B y >  —  ^  A, 

surpasseront, à plus forte raison, le produit

(47) 2Cy2< —  C(2< ^ - A .
'  J 1 2 1  L 2 (

Cela posé, on prouvera, par des raisonnements semblables à ceux à 

l’aide desquels on a établi le théorème IV, que la racine réelle déjà 

mentionnée est comprise entre les limites b, b ■ +- 2j.

Corollaire /. — On voit, par ce qui précède, comment, étant donnée 

la valeur approchée a d’une racine de l’équation (x), on peut, à l’aide 

de la formule (6) ou ( 34), obtenir de nouvelles valeurs approchées, 

et resserrer de plus en plus les limites entre lesquelles la racine se 

trouve comprise. C’est dans l’emploi de cette formule que consiste la 

méthode de Halley pour la résolution approximative des équations 

numériques, il est bon d’observer que les différences entre la racine 

cherchée et ses deux premières valeurs approchées a, b seront res

pectivement inférieures l’une à la valeur numérique de 21, l’autre à 

la valeur numérique.de y ,  et à plus forte raison à celle du produit

Donc, si l ’on désigne par p la valeur numérique de i, et celle de la 
, · , ,  2 C l2

quantité par

( 4 8 )
2 C P2 

11A ’

les différences dont il s’agit ne surpasseront pas les nombres

4 C  ,

2P’ 77â P = 2 P£'
OKuvres de C .  — S .  I l ,  t .  I V . 74
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De même, si l ’on nomme c, d, . . .  les troisième, quatrième, . . .  

valeurs approchées de la racine en question, elles n’en différeront 

que de quantités qui ne surpasseront pas les nombres

- ^ ( p £ 2)3==2p£8, - ^ - ( p £ 8)3=: 2ps26,

Donc les erreurs que l’on pourra commettre en substituant à la racine 

cherchée ses valeurs approchées successives

a, b, c, d, . . .

seront respectivement inférieures aux divers termes de la suite

( 4 9 )  2 P> 2 P£2> 2 P£% 2 P £20> · ■ · ·

Ajoutons que ces termes se réduisent à

(5 0) kz, kzz, /ce9, Ae27,

lorsqu’on y transporte la valeur de p tirée de l’équation (48), en sup

posant e positif, et faisant pour abréger

( 5 0  t  =  2 \ / 7 ? ·

Concevons maintenant que le nombre £ ne surpasse pas une unité 

décimale de l’ordre n, en sorte qu’on ait

(52) ' £ < ( i s ) ' 1·

Si l ’on suppose d’ailleurs

( 5 3 ) * < ( - )  ,

m désignant un nombre entier quelconque, les termes de la série ( 5o) 

seront respectivement inférieurs aux nombres
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Donc, parmi les chiffres qui suivront les unités de l’ordre m, si l’on a

<55, t < ( ± y ,

ou les unités décimales de l’ordre m, si l’on a

( 56 ) k <  (io)"%

le nombre de ceux sur lesquels on pourra compter sera égal à n dans 

la première valeur approchée de la racine réelle de l ’équation (i), 

à 3n dans la seconde valeur approchée, à 9n dans la troisième, etc. 

Donc ce nombre sera triplé à chaque opération nouvelle.

Si l ’on a

(57) k < i ,

les termes de la série ( 54) deviendront respectivement

et par conséquent le nombre des décimales sur lesquelles on pourra 

compter sera triplé pour le moins à chaque opération nouvelle.

Corollaire IL — Il est bon d’observer encore que, si les conditions

énoncées dans le théorème Y sont remplies, si d’ailleurs la fonction

f" '{ x ) ne change pas de signe entre les limites x  — a,~x — a-v-ii ,  la

valeur de I
’ j  =  c — b,

déterminée par l’équation (45), sera une quantité affectée du même 

signe que le produit
t / »

/'(«)
Donc, sf le rapport

(%)

est positif, les différences

/'(«)
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seront.des quantités de même signe, et les valeurs approchées a, b, 

c, d, . . .  formeront une série croissante ou décroissante. Le contraire 

arriverait si le rapport (69) devenait négatif. ·

Des raisonnements semblables à ceux que nous avons développés 

ci-dessus suffiraient pour faire voir que les formules (7) et suivantes, 

appliquées à la détermination approximative des racines de l’équa

tion (1), fournissent pour ces racines, et sous certaines conditions, 

des valeurs approchées successives dans lesquelles le nombre des 

chiffres exacts est quadruplé, quintuplé, etc., à chaque opération 

nouvelle.

. 11 nous reste à montrer de quelle manière on doit modifier les prin

cipes que nous venons d’exposer, pour les rendre applicables à la 

recherche des racines imaginaires des fonctions algébriques ou trans

cendantes. Nous établirons, à ce sujet, les propositions suivantes :

Lemme I. — Si l'on désigne par a, |3, y, S quatre quantités réelles, la 

somme

( 6 0 )  a y  - t -  (33 

sera toujours comprise entre les limites

(6 1 ) -(a*+|3*)*(y»+3*)\ (a* +  ¡32)^(y2 +  Ô2)L 

Démonstration. — On aura identiquement

(6 2 ) («y H- î3ô)2-4- («&— Py)2=  (àc2-t- i32)(y2-+- â2) 

et, par suite,

(63) ( ay +  j35)! = (a2_1_j32)(y2+ ô2).

Donc la valeur numérique de la somme

« y  +  (33

sera inférieure ou tout au plus égalq au produit

(«2-H (32)^(y2-f- ô2)%

et par conséquent cette somme sera renfermée entre les limites (61).
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Scolie. — On prouverait de même que la somme

(64) +  p p , -+-y y , +  . . .

offre une valeur numérique inférieure ou tout au plus égale à celle du 

produit

(65) («*+!3*+y* +  . . . )Î '(«î + y *  +  . . . )* ,

quelles que soient les valeurs réelles de a, (3, y, . . . ,  a,, [L, y,, —

L emme II. — La somme de deux expressions imaginaires offre, ainsi 

que leur différence, un module compris entre la somme et la différence 

de leurs modules.

Démonstration. — En effet, soient

( 6 6 )  oc - h  (3 y/— ^ , y +  à \ f — i

les expressions imaginaires proposées. Leur somme et leur différence

(67) ‘ a - t -y -h ( j3 -t-<5) \f— i , <x —  y +  (¡3 — 3) \J—  1

offriront pour modules les deux quantités

■ ( [a2H-(32H-2 (ay +  (3ô ) + y 2+ ô 2F ,
( )  \ 1

I [ a 2+ P 2— 2(ay 4- pô) H-y2 4- ô2] 2,

qui, d’après le lemme I, seront l’une et l ’autre renfermées entre les 

deux limites

(69) i (« 2 +  P2— 2 y'«2 +  P2 v / f + ë 2 -H y2 +  S2) 2 =  ±  ( v/a2 +  P2 -  \/y2 4- â2 ), 

( ( a 2 h-  p2 4- 2 y/« 2 4- P2 v/y2 <5‘-4- y2 4- à f f  =  y’oc2 *+■ p2 +  v/y2+  <32,

c’est-à-dire entre la somme et la différence des modules des expres

sions (66).

L emme III. — Si l ’on désigne par a, p, u, v des quantités réelles, et 

par 0 un nombre inférieur à l ’unité, le module de l ’expression imagi

naire

(7°) a -(- Qu -1- (P 4- 0c)
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sera compris entre les m odules des d e u x  suivantes :

( 7 1 ) oc H— (3 y/—-~f , oc H— H— ( ^ H— o* ) —  i .

Dém onstration. —  Comme le module de l’expression (70), savoir

(72) «s-4- (3 2+  2 9( ç u i  +  (3 v) -+- e2),

peut être présenté sous la forme

„ [ ( h 2 +  (>i )0 -t- a u  +  ( 5 v ] 2 +  ( c t o  —  (3c< ) 2

(73) ------------------— ;------------------5

il est clair qu’il croît ou décroît constamment, tandis que l’on fait 

croître 0 entre les limites 0 =  0, 0 =  1. Donc la plus grande et la plus 

petite des valeurs qu’il reçoit alors sont celles qui correspondent à 

ces limites, c’est-à-dire les modules des expressions (71).

T h é o r è m e  Y I .  —  Soient

x — p  +  q  y/—  1

une variable im aginaire,

a — ~k -t- p. y/— 1

une valeur particu lière de cette variable, et

i  —  a. +  [3 y/— 1

un accroissem ent attribué à  la valeur a . Concevons d ’ailleurs que, p , q,

p., a ,  p  étant des quantités réelles, On désigne p a r

( 7 4 ) , p =  ( a 2 -t~ ¡32 ) 2

le m odule de  a  +  8 y/ —  1 , p a r  f ( x )  une fo n c tio n  dont les dérivées ne  

puissent s évanouir toutes à la fo is , et p a r  o ( p ,  q), y f p ,  q) d e u x  f o n c 

tions réelles de p  et de q propres à vérifier la  fo r m u le

( 7 4 )  / ( / >  + W ^ ) := ¥ ( / ^ ? )  +  \/;:::î : > C ( / ^ 9 ) ·

£ 't t/ m ,  posons

( 7 6 ) j  =  a  +  i +  s
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et

(77)
d 9(P><])

dp ^  =*<»»>·

Si lafonction f ( x )  reste continue, ainsi que sa dérivée f '(x ' ) ,  et conserve 

un module supérieur à celui de l ’expression

(78) '/(« +  *)»
pour toutes les valeurs réelles ou imaginaires de s qui offrent un module 

égal à p, si de plus les valeurs correspondantes du rapport

(79)
%'(/>>?)

sont telles quon ne puisse trouver parmi ces dernières deux quantités 

dont le produit se réduise à — 1, l ’équation (1) admettra une seule 

racine imaginaire de la forme a +  i +  î ,  le module de s étant infé

rieur à p.

Démonstration. — En effet, si, dans la fonction

/(a?) = / («  +  t’ +  ·3)»

on fait varier z  par degrés insensibles, mais de manière que le module 

de z ne dépasse pas la limite p, on obtiendra pour cette fonction une 

infinité de valeurs dont l’une offrira un module plus petit que toutes 

les autres. Soient s 0,p 0, q„  les valeurs de z , p ,  q  correspondantes à ce 

plus petit module, en sorte qu’on ait

(80) a -t- £ +  s0 =  />o+ lo 'J— >·

Le module de s 0 sera plus petit que p, et l’expression

(81) A a  +  i - b z Q) = f ( p a+ q <i\ffr i )

s’évanouira nécessairement; car, si le contraire arrivait, alors, en 

attribuant à la variable s  une valeur infiniment peu différente de z 0, 

et par conséquent au module de z  une valeur comprise entre les 

limites o, p, on pourrait choisir ces valeurs de manière que le module
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de +  z )  devînt inférieur au module de / ( a  i  z 0)  ( voir

le théorème Y de la treizième Leçon)..Donc, si les conditions énon

cées dans le théorème VI. sont remplies, l ’expression f ( a  +  i -4- z n) 

sera nulle, et l’équation (1) admettra une racine x  =  a -+- i  ■+■  z ,  dans 

laquelle le module de z  restera inférieur à p. J’ajoute qu’une seule 

racine a. i  ■ +■  z 0 —  p 0~h g 0 \J—  i  jouira de cette propriété ; car, si l’on 

avait en même temps

(82) f ( p 0+ q 0 \ f ^ i )  =  o, / [ ^ o +  v) ^ — 4 ] =  o,

p0-\-u, +  e désignant des valeurs réelles de p  et de g, distinctes

de p 0, qo et correspondantes à un module de 5 plus petit que p, on 

en conclurait

( 8 3 ) <P(/>o»7 o) =  o, ? ( / ? o + « ,7 o + e )  = 0 ,

( 84) X{Po,q<,)— o, x i P o + u ,  7 o +  c) =  o.

D’ailleurs, en ayant égard non seulement à la formule (75) do laquelle 

on tire

(8 5 )

(86)

d <?{p,g) 1 r —
dq V

■ d x(p>q) — j -
dq ~ V " 1 f ' ( p  +  g \ / - i )

( d ?(p> g)  _

\ dq <
j d x ( p , q ) _
l dq

d x(p>q)
dp

d ® {p , q )
dp

- - y ' i p > q )»

=  ?'(.?> 7),

- d y,{p>qY[

* t p ~ Y

mais encore à la formule (20) de la vingt-troisième Leçon, et repré

sentant par 0, 0 deux nombres inférieurs à l’unité, on trouverait

i < f ( p „ + u ,  q0 +  V) =  <p(/>0, ?o) + « < p '(P o+  Ou, q „ - h d v )  —  c x '( p 0+  Qu, q^ +Qv)  

( X (Po +  u, 7 o -+- e) =  x ( p 0, qo) +  u x'  (p 0 H- 0  u, q0 -4- 0  v) H- 0 cp'(/>0 +  © u, q 0 -+- 0

puis on déduirait de ces dernières équations combinées avec les for

mules ( 83) e t ( 84)

?'(j>o +  Ou, q0-hOv) ol(p0-+-®u, g0+ ® v )  _ _  } 
X ' ( P o - + - O u , q 0 + 9 o )  x ' ( p o + 0 u , q o + & v )  ~

(88)
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Or l’équation (88) ne pourrait subsister qu’autant que les deux 

valeurs du rapport (79) qui correspondent : i° à p =  p n-\- §u, 

q =  Qv; 20 à p ~ p 0 4- 0 m, q =  q0-h®v fourniraient un pro

duit, égal — .1, ce qui n’aura pas lieu dans l’hypothèse admise, 

attendu que les modules des différences

du -h (q 0+  9v) — (a -+- i), p 0-h 0 u - h  (ç  o + 0 p )  — (a -h i)

seront, en vertu du lemme III, compris entre les modules des sui

vantes

Po +  qo'J— i — {a +  i),  Po +  u +  { q „ +  v)\J—  1 —  (a -+- i),

et par conséquent inférieurs à p. Donc alors l’équation (1) n’offrira 

qu’une racine imaginaire correspondante à un module de s plus petit 

que la quantité p.

Corollaire. — Lorsque le rapport (79) conserve constamment le 

même signe pour toutes les valeurs de s qui offrent un module infé

rieur à p, alors parmi ces valeurs de s on 11’en peut trouver qu’une 

seule à laquelle corresponde une racine de l’équation (1).

T héorème VII. — Soient 

une variable imaginaire,

une valeur particulière de cette variable,

1 =  a +  (3 \ J ~  1

une expression imaginaire propre à vérifier la formule ( 5 ) ; et posons

x  — a +  i - \ -z .

Concevons de plus que, p, q, ~k, p., a, ¡3 étant des quantités reelles, on 

désigne par f ( x )  une fonction réelle ou imaginaire de x  dont les déri

vées ne puissent s’évanouir toutes à la fois. Enfin, soient p le module 

de i, et B un nombre égal ou supérieur au plus grand des modules

7 5• ORuvres de C. — S. II, t. IV.
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quacquiert la fonction f " ( x ) ,  tandis que le module de z reste compris 

entre les limites o, p. Si le module de Vexpression

(89) / ' ( « ) = / ' ( * +  f*v/=r0

surpasse le produit

(90) 4Bp,

l ’équation (1) admettra une seule racine imaginaire de la forme

\
ci —{— 1 “ H s 9

le module de z étant inférieur à p.
*

Démonstration. — Adoptons les notations employées dans les for

mules (75), (77), et faisons en outre

(91)

u, v désignant deux quantités réelles

(92) R i =  I [?'(*> f*)]2-!- [x '(*» F )P p >

(93)

<*>(/>»?) _  **?'(*>.?) __»/ _ «\ 
dp* ~  dp — V W Q h

¿ * 1  i p , q )  _ d f { p , q )
dp2 dp

L’équation (75) entraînera évidemment les suivantes :

, „  ( / ' ( / > + W ^ )  =  ? '(A ? )+ V C r ';!<:'(/>>S,)>
(94) . ___ _ ___

' /"(/> +  q — 9,) +  \/— ipc"(P, Ç)·

De plus, on tirera des formules (86) : 1 

port à p, v
/ d<? ' ( p,g )  _ _  d x’( p , q )

(95)
clq ~ dp

d f { p , q )  _ d y ' { p , q )

0 en les dilférentiant par rap-

= - x f(p>q),

dq dp ?V ,<7)
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ou, ce qui revient au même,

(96 ) -

[ d’2 9 (P<<i) _ _  d l l (P>Ç)
\ dp dq dp2
<
11 d*x(p,<?)  ___
l dp dq dp2

=  ~ x " ( p ,  g), 

=  <?".(/>> g);

2° en les difïerentiant par rapport à q,

( 97 )

¿2φ(ρ,9)
dq*

dï ySP,g)
dq*

d * x ( p , q )
dp dq ψ“(ρ> g)>

d^ipyq) 
dp dq ~  —  x”(p>g)·

On trouvera par suite, en considérant p et q comme variables indé

pendantes,

(9§)

(9 9 )

(100)

( d  φ(/>, q) = z ( o l ( p , q ) d p - x l ( p , q ) d q ,

\ d x(p>g)  = x ' ( p , q ) d p  +  <?'(p,g)dq,

j d*c?(p ,q)  =  <{>"{p,q) {dp*— dq*) —  2 x" ( p , q )  dp dq,  

I d * x { p , q ) = ^ ’{p ,q )  { d p - -  dq*) +  2 <s)" { p , q ) d p  dq,

( d y ,{ p , q ) — y" {p ,q )d p  —  yl,{ p , q ) d q ,  ' 

i d χ1 {p, g) — χ"(p , q ) d p  +  y"{p, q) dq.

D’autre part, comme on aura

( l O l )  X  z rz  CL l  Z  A H — OC H — W —f— ( —f— 3̂ —f— i-1 ) \j— I ,

on conclura des équations (70) et (-94)

( / ( « )  =  ®(I +  « +  «,/i +  P - H , ) +  \J—  1 x(À +  c t + « , ( i  +  |3 +  p),

{102) | f ' { x )  =  '<?'{l -+- et +  u, p -h [3 H- e) H- y/— x' ( A H- a. +  u, ¡2 -+- (3 -+- v),

( f " { x )  =  <?"(l oc 4- u, p  +  (3 +  v) H- x"(X -¡- a -+- u, p  +  (3 -+- v).

Enfin, comme l’équation ( 5) pourra être présentée sous la forme

( io 3 ) /(X  +  /*\/3r 7)  +  ( a - h | 3 v/— +  a +  (3 ) / ^ ï ]  =  0,
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on tirera de cette équation, réunie aux formules (70) et (94)» 

(io4)
( <p(Xp) + a<p'G,p) — ßx'G»p) =  o,
I xG,p) + «x'G> p) + ß?'G>P) = o.

Soient maintenant Q(, 0 ,, ô2, 0 2 des nombres inférieurs à l ’unité. 

Les équations (18) et (20) de la vingt-troisième Leçon, combinées 

avec les formules (98), (99)» donneront

/ ?(*■

( i ° 5 )

« ,  P  +  ß  +  G  =  <?G> P )  +  ( a  +  « )  <P'G> P )  -  ( ß  +  <’ ) x ' ß ,  P )

; +  (cc~h u '>.  ̂ ) ,(pg[X-)- 6 1(ot +  t<)>̂  +  fl1(ß-t-t>)]

— (« +  u) (ß 4-  e)x"[X 4 -  0,(a -I- a)p -h 0,(ß +  c)],

l ( k  ■ +- a. H- u ,  p  4 -  [3 H- v ) — x ( l ,  p )  4 -  ( a  -1- « )  x '(X ,  P )  +  (P  4 -  c )  <p'(X, p )

+  (Ot +  Mr' 7 (i3 +  (;)2x"[XH-0l(a +  tO,p +  O,(i3 -l· 

4 -  ( ot 4 -  m ) (¡3 v )  [X 4 — 0 i  ( oc 4-  u ) ,  p  -H 0 , ( ( 3  H- c ) ]

ou, ce qui revient au même,

' ( f 9  +  « + H , p  +  ß + ( ’) =  H ?'(X» P )  —  C x ' ( l ,  p )

( g  +  «)»  — ((3 4- c ) 2
[X 4 - 0 j ( a  4 -  m) ,  p - f -  0i ( ß  4 - r ) ]

(106)
(<* 4 - u )  ( ß  -t- e ) x " [ X  H- 0 , ( a +  m ) ,  p - P  0 , ( ß  -H v ) ] ,

X(X4-a 4- ii,p 4- ß4- v) =  u x ' ( l ,  p)4- vœ'(X, p)

( « 4 - « ) 2 —  (ß +  v 
2

* H— ( oc H— ff ) ( ß H- c )  [X 4 -  0 i  ( «  H- w ),  p  -H 0 i ( ß  -H p ) ]  (

4 . I oi 4 ~ W.) ^ X"[X +  0 , ( g  +  u ) ,  p  -+- 0 ,  ( ß  4 -  (')]

et

(107)

<p'(X -+- a  +  | / , p + ß  +  c )  =  <p'(X, p )  -P ( «  H- m ) <p"[X 4 -  02 ( a  P- u ) ,  p  4 -  02 ( ß  4 -  c ) ]

— ( ß  4 -  v ) X ^ G  +  ( a  H- « ) ,  p  -H 0j ( ß  H- (’ ) ] ,%
X'(X +  a  +  « , p + ß +  V ) —  x ' ( l ,  p )  4 -  ( a  4- k ) x"[X 4 -  0 2( a  4 -  « ) ,  p  4 -  0 2 ( ß  H -  v ) ]

- f - ( ß - f - c )  o 11 [X +  02  (ot 4 -  u  ) ,  p  -4- 0 2 ( ß 4 -  (’) ] .

D’ailleurs, en vertu du lemme I et des suppositions admises, les

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DEé ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES, ETC. 

valeurs numériques des expressions

^( p, q)  — (« 4- w)((3 4- v ) f ( p ,  q),

597

(a H- m)2— ((3 4- e)2
x"(p. y) +  (« -h «HP +  *0 ?"(/>, q)

resteront inférieures au produit

~  +  +  [(« +  «')((3 +  «’■ )]*j*|[<p"(/’» <7)P +  [xV> <7) ] f  <  B (a +  ?<)-+ ^  +  ^ 2

et les valeurs numériques des expressions 

(“  +  « ) ? ' ( / > - ? ) - ( P  +  ',)x*(i>ï).  (« +  « ) x V .  7) +  (P-+-<')?"(^, ?) 

au produit

[(a 4- «)2+  (¡3 +  r)2]* y ' { p ,  ?)]2 +  [x"(p, q ) l f  <  B [ ( a  4- «)»4- ((3 -+- p)2]%

i
toutes les fois que le module.de s, savoir (a2 +  e2)% vérifiera la 

condition

(i°8) ( « 2+  e 2) 2 < p.

Donc alors, en désignant par G\ 0 ', 0", 0 " des nombres inférieurs à 

l’unité, on tirera des formules (106), (107)

9 (1 4 - a -l- u, p -H ¡3 4- v) =  u <p'(X, p) +  f’x'(A, p) ±  â'B (a +  ti)s+(P +  <Q2

(I09)
y (k -+- a 4- i/, p 4- (3 v) — uy'{k, p) 4- v y'{k, p) ±  Ô'B (a +  (P +  ( )

(no)
«, p 4- ¡3 4- e) =  <p'(X, p) ±  0" B[(a 4 - «)24- ((3 4- e)2]2,j ?'(* +

( 5c'(*+ « 4 - M, P  4- ¡3 4- e) 2=x'(X, p ) ± 0 'B t ( ü t + M ) : + ( i 3 +  <>)T- 

Gela posé, la première des formules (102) donnera 

( n i )  f { x ) = ( a  4- y v/“  0 / '( *  +  PVC -~') ±  ( ô' ±  ®'\
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puis on en conclura, en prenant u =  o, v =  o,

(i 12) /[X +  a -+· (pi -t- (3 ) \/^Tr] = ±  ( S ' ±  ©'y/--ï) B ·

Donc l’expression imaginaire

(78) y(or -t- «j = y [ x  h- « h- (/x-+- P) y/—  !]

aura pour module la quantité ■

( 113 ) (e'« +  8 '»)»B g l ~ ^ *  <  ^ R p V â-

D’autre part, comme, en vertu du lemme II, le module de l’expression 

'  imaginaire
i  -h s  =  a -h u -1- ( |3 4 - e) y/—  1,

savoir

[(« +  «)*+(P+  0*]‘ ,

sera inférieur au double du module de i, et vérifiera, par conséquent, 

la condition

( n 4 ) [(a -t- h)2h- ((3 +  e)’ ] * <  2p,

tant que le module de s  ne surpassera pas le module p; il suffira de 

prendre

(n5 ) (u‘ +(»*)«i=p =  («*+p*)*,

et de supposer

( 1 1 6 ) R 1 > 2 B p v ' a ,

pour que la fonction f ( x ) ,  déterminée par la formule ( 1 1 1), offre un 

module supérieur à la différence

( 1 1 7 ) p R 1 - ( Ô ' s+ 0 ' 2) ^ B p ! > p ( R l - 2 B p v /ï ) .
% ^

Donc ce dernier module surpassera celui de l ’expression (78), si 

l ’on a

R , >  pv/a,( 1 18 )
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et, à plus forte raison, si l’on a

( 1 1 9 ) R i >  4 Bp.

Alors aussi les diverses valeurs du rapport (79), correspondantes à 

des modules de z plus petits que p, seront telles que, parmi ces 

valeurs, on ne pourra en trouver deux qui fournissent un produit 

égal à — f . En effet, si l’on choisit u et v de manière à vérifier la con

dition

(1 2 0 ) (uî -t-e2)T^p,

on aura, en vertu des formules (110) et ( 1 i4)>

(1 2 1 ) y'(p,q) =<?'(!, p ) ±  20Bp, %'(/>, q) =  x'(*, f*) ±  20Bp,

0, 0  désignant deux nouveaux nombres inférieurs à l ’unité. En 

d’autres termes, la fonction <p'(p, q) restera comprise entre les limites

p) —- 2Bp, ©'(̂ , p) +  2Bp,

et la fonction %'(p, q) entre les limites

X'{1, ¡j.) — 2 Bp, x'{l, p) + 2 Bp.

Il est aisé d’en conclure que, si l ’on désigne par p 0, q0, p it q{ deux 

systèmes de valeurs de p et q correspondants à des modules de z plus 

petits que p, la somme

(1 2 2 ) ?o )?'(/>!, ?i) +x'(po,qo)x'{Pi,qi)

restera comprise entre la plus petite et la plus grande des seize 

valeurs que peut acquérir l ’expression

(123) [©'(*, p.) ±  2Bp] [<p'(A, p) ±  2Bp] -+- p) ±  2Bp] [Z'(X, p) ±  aBp],

eu égard aux doubles signes qu’elle renferme. Donc, si l’on nomme 

?i, X, les valeurs numériques de <p'(X, p.) et de x'(X, p), liées entre 

elles par la formule

?Ï +  ZÎ = R Î ,(124)
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la somme (122) ne pourra devenir inférieure à la plus petite des seize 

valeurs de l’expression

(ia5 ) (<pl ±2Bp)( !pI± 2 B p )  +  ( x i ± 2 B p ) ( x 1±2B p).

Or cette plus petite valeur sera évidemment positive, si la condi

tion (1x9) est remplie, et se réduira, dans ce cas, à l ’une des trois 

quantités

(126) («Pi — 2Bp)2+  (Xi— 2Bp)2,

(127) (? l _ a B p ) * - ( a B p - x I) ( aB p + x 1) =  R î - 4 Bp<p.>Bi(R1- 4 Bp),

(128) (x ,— 2Bp)2 — (aBp — «p,) (2Bp -+- <p,) =  RJ — 4 Bp%i> R i(R i— 4 Bp),

savoir à la quantité (126), si l ’on a en même temps

(129) ? 1 >  2Bp, X,> 2Bp ,  

à la quantité (127), si l ’on a

(13 0) x , < a B p  et, par suite, ip^y/R? — 4 B2ps >  aBpy/3 , 

enfin à la quantité (128), si l ’on a

(131) <p,<  2Bp et, par suite, >  v̂ Rf — 4 Bap2 >  2Bp\/3.

Donc alors l’expression (122) restera toujours positive, et la formule

osa) 9' y ^ i )  ■
l(Po>Ço) x(pi>9i)

ne sera jamais vérifiée. D’autre part, nous avons déjà prouvé que, 

dans le même cas, le module de l’expression (78) est inférieur à tous 

ceux que peut acquérir la fonction f ( x ) ,  tandis que le module de s* 

reste égal à p. Donc alors, en vertu du théorème YI, l ’équation (1) 

admettra une seule racine correspondante à un module de z plus 

petit que p. ‘ .

T héorème VIII. — Les mêmes choses étant posées que. dans le théo

rème VII, désignons par A le plus petit module que puisse acquérir la 

fonction f { x )  =  f ( a  i 4- z), tandis que le module de z varie entre
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les limites o et p. Soient d ’ailleurs 

( 133 ) b — a-\-i

et

(i34)

Si le produit

(90)

r-_ f(b) 
J ~ f\b )

4BP

est. inférieur au nombre A, l ’équation (1) admettra une racine imagi

naire qui sera non seulement de la forme a +  i +  z — b +  z, le  module 

de z étant inférieur à p, mais encore de la forme b -\-j -+- s, le module 

de s étant plus petit que celui de j .

Démonstration. — Lorsque le produit (90) est plus petit que A, il 

est, à plus forte raison, inférieur au module de f ' (a ) .  Donc alors, en 

vertu du théorème VII, l ’équation (1) offre une racine, mais une 

seule, de la forme a - h i  +  z,  le module de s  étant inférieur à p. 

D’ailleurs, si les conditions énoncées dans les théorèmes Y1I et VIII 

sont remplies, le module de f ( b ) = f ( a  +  i) ne surpassera pas le 

second membre de la formule ( n 3 ), et par suite la valeur de j ,  

déterminée par l’équation ( 134) ou

( i 3 5 ) / ( g +  O .
J ~  f ( a  +  i) ’

■ offrira un module p, qui vérifiera la condition

(* 3 6 ) a A r v - ^  8 P</.P·

Donc, tant que le module de s restera inférieur à celui de j ,  le module 

de j  +  s restera inférieur à p, ou même à  ̂p, et les modules des deux 

expressions

( i 3 7 ) f ( ( , + j  +  s)f f " ( b + j  H-.ç)

demeureront le ‘premier supérieur à A, le second inférieur à B. Cela

OEuvres d e C. —  S , II, t .  IV. 7 6
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posé, comme, p, étant plus petit que p, le produit 4Bp, restera infé

rieur à A, et, à plus forte raison, au module de f ' (b ) ,  on prouvera, 

par des raisonnements semblables à ceux à l’aide desquels on a établi 

le théorème VII, que la racine ci-dessus mentionnée est de la forme 

b + j  H- s, le module de s étant inférieur à p,.

Corollaire I. — On voit, par ce qui précède, comment, étant donnée 

la valeur approchée d’une- racine imaginaire de l’équation (i), on 

peut, à l ’aide de la formule ( 5) ou (8), obtenir de nouvelles valeurs 

approchées, et resserrer de plus en plus les limites entre lesquelles le 

module de la racine se trouve compris. Il est bon d’observer que les 

différences i +  z-t. J -h  s entre la racine cherchée et ses deux pre

mières valeurs approchées a, b, offriront, en vertu du lemme II et de 

la formule (r36), dés modules-inférieurs aux nombres

( i 38 ) 2p,. 2 p ,<  j^ p V 2·

Donc, à plus forte raison, dans les différences dont il s’agit, les par

ties réelles et les coefficients de y/— i ne surpasseront pas les quan

tités ( 138), que l’on peut remplacer par les suivantes

2p, 2 p£,

en faisant;.pour abréger,

On prouvera de même que,.si Bon nomme c,d,  . . .  les troisième, qua

trième, .... valeurs approchées de la racine en question, les diffé

rences entre c,.d, . . .  et cette racine offriront des modules qui ne 

surpasseront pas les nombres

5 (p£)2y/2=r2ps3, '  ^(p£3)2y/2 =  2p£7, ----

Donc, en substituant à la racine cherchée les expressions imaginaires

dy l? f Cy dy · · * y _
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on ne pourra commettre sur la partie réelle et sur le coefficient 

de \J— i que des erreurs qui ne surpasseront pas les différents termes 

de la série

( l 4 o )  2 p ,  2 p £ , 2 p£3, 2 p£7, . . . .

Remarquons d’ailleurs que, si l ’on pose

, , . , 4 A. 2A1/2

Bv/2 "

ces différents termes deviendront respectivement

(142) 4 e, 4 s2, 4 s4, 4 s8, . . . .

Concevons maintenant que le nombre s. ne surpasse pas une unité 

décimale de l’ordre n, en sorte qu’on ait

( .4 3 ) £ <
1 y
10/

Si l’on suppose, d’ailleurs, 

0 4 4 ) 4 < ¿ r ·

m désignant un nombre entier quelconque, les fermes de la série ( i4 2) 

ne surpasseront pas ceux de la série (28). Donc, parmi les chiffres qui, 

dans la partie réellë d’une valeur approchée ou dans le coefficient de 

\J— 1, suivront les unités de l’ordre m, si l’on a

0 4 5 )

ou les unités décimales de l’ordre m, si l’on a
}

046) 4 <  ( io )m,

le nombre do ceux sur lesquels 011 pourra compter sera égal à n pour 

la première valeur approchée, à 2n pour la seconde, à l±n pour la 

troisième, etc. Donc ce nombre séra doublé à chaque opération nou

velle.
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Corollaire IL — Comme on tire de la formule ( i 3g)

8As4Bp =
f i

il est clair que le produit 4Bp sera inférieur à A, si l ’on a

047) e< g ^ ·

Pour montrer une application des méthodes que nous venons d’ex

poser, prenons d’abord

048) /(¿e) =  iox — i, 

en sorte que l’équation ( i)  se réduise à

0 4 9 ) io #  —  i =  o.

D’après ce qui a été démontré dans Y Analyse algébrique (page 519) ( 1 ), 

l’équation (149) n’aura point de racines négatives, mais une seule 

racine positive et quatre racines imaginaires, attendu que le premier 

membre pourra être à volonté considéré comme offrant ou cinq varia

tions de signe, ou une seule variation et quatre permanences de signe. 

De plus,, si l’on désigne par r le module de l’inconnue x , celui de

x l = i — iox ou n

devra être, d’après le lemme II, inférieur à la somme 1 h- i or; et par 

conséquent on aura, pour chacune des racines,·

I f
( i5o) r 5< n - i o r ,  r 4< - - t - i o .

Donc le module de chaque racine sera inférieur au nombre 2, puis

qu’on ne peut supposer r >  2, sans avoir en même temps

*,4>  16 >  10 -+■  -  >  10 +  - ·
2 r ·>

D’ailleurs, si, dans l’équation ( i 49)> on remplace le dernier terme

(*) Œuvres de Cauchy, S. II, T. III, p. 424.
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par zéro, et la lettre S  par la lettre a, la nouvelle équation que l’on 

obtiendra, savoir

(15 1) as 4 - i oa  =  o,

se décomposera en deux autres

(152) a — o,

(15 3 )

dont la seconde sera vérifiée par les quatre valeurs de a comprises 

dans la formule

(154 ) a = ± ( j y ± ( j j ) V = 7 .

Cela posé, faisons

( u )  x  =  a - \ - i  +  z ,

la valeur de i étant déterminée par l’équation

f ( a )  __  a 5 - 4 1 0 «  —  i  __  i  ·
(8)

/'(*) 5 a4-i-io 5 a*-i-io

Comme, en prenant : i ° a  =  o; 2° =  — io, on tirera successive

ment de cette même’ équation

(155)

(156 )

I — --=  0,1,

i =  —  T~ — —  0 , 025 ,. 4o

on conclura du lemme II que, pour un module de z inférieur à celui 

de i, le module de æ restera compris entre les limites

(157) o et 0,2,

si l’on a a =  o, et entre les limites

( i 58)
. i

( io )4—· o,o5 =  1,72827..  M
i

( i o ) 4 4- o,o5 =  1 ,82827. . . ,
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si l ’on a a4 =  — io. Donc alors, pour que le module do

f ' ( x )  =  5 x i + 10

reste supérieur au nombre A, et le module de

f " ( x ) =  20 a:3

inférieur au nombre B, il suffira de prendre, dans le premier cas,

( i5g) A  =  10 —  5 (0 ,2 )* =  9,992,

(160) B — 2 0 (0 ,2)3 = 0 ,1 6 ,

et, dans le second cas,

(161) A  =  5(1,72827.. .)3— 10 =  34,609...,

(162) B =  20(1,82827.. ,)s = 1 2 2 , 2 2 . . . .

Or, si l’on adopte les valeurs précédentes de A et B, on tirera : i° de 

la formule (21), en supposant a =  o, p =  i =  0,1,

(•63) £ =
(° ,1 6 )  (0 ,1) 

2 ( 9 ,992)
=  0,0008 < 0 ,0 0 1  ;

2° de la formule (139),’en supposant ak =

(i64)

10, p =  — l 0,020,

(0 , 025) ( 122 ,2 2. . . )  1/2 . ,
£ =  — --- A , „ -----T-1-*—  = 0 , 0624.. . < 0 , 1 .

2 (3 4 ,6 0 9 ...

D’ailleurs les valeurs de £ fournies par les équations ( i 63), (164) 

vérifient évidemment les conditions ( 33) et (147)· Donc, en vertu 

des théorèmes III et VIII, l ’équation (149) admettra une racine réelle, 

positive, mais inférieure à 0,2, et quatre racines imaginaires com

prises dans la formule
X X

( i65) x  —  —  o ,025 ± ^ ^  ±  \J—  1 -H z,

le module de z devant être, pour chacune de ces racines, inférieur 

à 0 , 025. De plus, si l’on désigne par a, b, c, d, . . .  les valeurs appro

chées successives d’une racine de l’équation (149)* déduites : i° de 

la formule ( i 52) ou (154); 20 de la formule ( 8), les erreurs que l’on 

pourra commettre en remplaçant cette racine par a, b, c, d, . . .  ne
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s u r p a s s e r o n t  p a s  l e s  d i f f é r e n t s  t e r m e s  d e  l a  s é r i e  ( 2 3 )  o u  ( i 4 p ) ,  i n f é 

r i e u r s  e u x - m ê m e s  a u x  n o m b r e s

(166) 0,2, 0,0002, 0,0000000002, 0,0000000000000000000002,

s ’ i l  s ’ a g i t  d e  l a  r a c i n e  r é e l l e ,  e t  a u x  n o m b r e s

(167) 0,00, o ,o o 5, o,oooo5, o,oooooooo5 ,

s ’ i l  s ’ a g i t  d e s  r a c i n e s  i m a g i n a i r e s .  P a r  c o n s é q u e n t  u n e  o p é r a t i o n  n o u 

v e l l e ,  o u  d e u x  a u  p l u s ,  f o u r n i r o n t  p o u r  c h a q u e  r a c i n e  u n e  v a l e u r  

a p p r o c h é e  q u i  r e n f e r m e r a  h u i t  o u  n e u f  d é c i m a l e s  e x a c t e s .  A i n s i ,  p a r  

e x e m p l e ,  l e s  d e u x  p r e m i è r e s  v a l e u r s  a p p r o c h é e s  d e  l a  r a c i n e  r é e l l e ,  

s a v o i r  x  =  o ,  x  =  o ,  1 , s e r o n t  s u i v i e s  d ’ u n e  t r o i s i è m e

(o i)S ■
(168) ^ =  0 , 1 - ^ - — 4̂ — - =  0,09999900005...

□ I) 10

q u i  r e n f e r m e r a  n e u f  e t  m ê m e  d i x  d é c i m a l e s  e x a c t e s .  D e  p l u s ,  a u x  

v a l e u r s  a p p r o c h é e s  d e s  r a c i n e s  i m a g i n a i r e s ,  d o n n é e s  p a r  l ’ é q u a t i o n

(169)
0 ,0 2 5  ±T ( \/—  I

=  —  0 ,0 2 5  ±  i , 2 5 7 4 3 3 .  . . ( r  ±  y/—  1) ,  

o u ,  c e  q u i  r e v i è n U a m m ê m e ,  p a r  l e s  d e u x  f o r m u l e s

x  =  r , 232433.. . ±  ( i , 257433. . . ) y/— 1, 

x  —  —  1·,.282433. . . ±  ( i , 257433 . . .)  y/—  1,
(170)

s u c c é d e r o n t ,  a p r è s  u n e  o u  d e u x  o p é r a t i o n s  n o u v e l l e s ,  d e s  v a l e u r s  p l u s  

a p p r o c h é e s ,  s a v o i f

x —  v ,231813 . . . . ±  ( 1 ,2 5 8 i o 5 .  . . )  y/— 1,

x== —  1,28x813 . .  . ±  ([,2 5 8 0 0 7 ...)  y/—  1

o u

(172)
| x —  i , 23i 8i475. · . ±  (1 ,2 5 8 10 6 4 9 ...)y/—  1, 

( x  =  —  1,28x81425.. . ±  (1,258 00767...) y/—  1,

e t  l e s  d e u x  d e r n i è r e s  o f f r i r o n t  h u i t  d é c i m a l e s  e x a c t e s .
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Soit maintenant

(173) f ( x )  =  ex — x,  

en sorte que l’équation (1) se réduise à

(174) ex — x ^ o .

Alors, en prenant pour a la valeur de x  fournie par l’équation (125) 

de la page 485, c’est-à-dire en posant

(175) a =  o, 3 i8 i -h (1,3372) /̂— 1,

on tirera de la formule (8) ^

(176) i  =  o,oooo3iy . . .4- (0,0000357...) \/—  1.

On aura donc, en désignant par p le module de 1,

1
(177) p =  [(0,0000317.. .)*h- (0,0000357.. . ) 2] 2 =  0,0000477.. · · 

D’ailleurs, si l ’on fait

( i l )  a; =  a  +  i  4 - 5  =  0 , 3 1 8 1 3 1 7 . . . H -  ( 1 , 3 3 7 2 3 5 7 . .  , ) y / —  i  +  s ,

il est clair que, pour un module de s, inférieur à celui de 1, la partie 

réelle de la variable x  restera comprise entre les limites .

o , 3 i8 i 3 i 7 · .. — 0 , 0000477=  o ,3i8o84o. · ·* 

o, 3 j8 i 3 i7 . . . 4- 0,0000477 =  0 ,3 18 1 7 9 4 ----

Donc alors, pour que,le module de f ' { x )  =  ex — 1 reste supérieur au 

nombre A, et le module de / " ( x )  =  e® inférieur au nombre B, il suf

fira de prendre'

(178) A =  e°>31808t0---- 1 =  0 , 3 7 4 4 9 · . · ,  R =  e®,*i»i*»*··· = 1 ,3 7 4 6 2 . . . .
»

D’autre part, si l ’on adopte les valeurs précédentes de p, A et B, on 

tirera de la formule (139)

(»79)
s _  (»>37462 .) (0 , 0000477· · ·)y/a

2 (0 , 37449. . . )
10, 00001239.
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Or la valeur précédente de z vérifie évidemment la condition (147). 

Donc, en vertu du théorème VIII, l’équation (174) admettra une 

racine imaginaire de la forme

(180) . æ =  o,3i8i3i7·. . +  1,3372357... v/— 1 +  z,

le module de z étant inférieur à 0,0000477----Ajoutons que, si l’on

nomme a, b, c,d,  . . .  les diverses valeurs approchées de cette racine 

déduites les unes des autres à l’aide de l'a formule (8), les différences 

entre la racine cherchée et ses valeurs approchées ne surpasseront 

pas les différents termes de la série (i4°) °u

( 181 ) 0,00095..., 0,000000011..., 0,00000000000018, . . . .

FIN DU TOME IV DE LA SECONDE SÉRIE.

f «
Œ u vres de C . —  S .  I I ,  l .  I V , 77
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