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Il problema d i  Dirichlet in campi dello spazio 
privi di yunti esteriii. 

Mernoria di CAILLO MIRANDA (a Napoli). 

Sunto. - L'Autore stabilisce i l  teorema di esistenza per i l  problema di DIRICHLET i n  u n  
campo illimitato, avente per completa frontiera una superficie aperta e limitata, ua- 
Zendosi del procedimento alternat0 di SCHWARZ. 

La risolubilità del problema di DIRICHLET in campi dello s p a ~ i o  é 

soggetta a condizioni necessarie e sufficienti, oramai classiche, date da1 
WIENER ('). 

I l  cribrio del WIENER non pare perb sempre di facile applicazione, onde 
l'interesse di esaminare direttamente la questione della esistenza della solu- 
zione del problema di DIRICHLET, nei casi in cui detto criterio sia difficil- 
mente applicabile. Uno di tali casi, al quale peraltro, in condizioni parti- 
colari, hanno già rivolto la  loro attenzione il BELTRAMI prima [problema del 
disco] (2) e il WIENER (3)  dopo, B quel10 di un campo (9, la cui frontiera 
contiene punti che non sono punti di accumulazione di punti esterni al campo. 

I n  base ad alcune considerazioni, fondamentali in questo genere di studii, 
che io ho riassunte in un primo paragrafo, si vede che ci si pub limitare a 
stabilire il teorema di esistenza per il problema di DIRICHLET per i campi 
illimitati T,,, aventi per completa frontiera una superficie aperta ( 5 )  e limi- 
tata a. 

( l )  N. WIENER, The Dirichlet problem, pag. 130 [« Publications of the Massachussets 
Institute of Technology a,  Series II, n. 78, 19241. 

(7 BELTRAMI, Sulla teoria delle funziomi potenziali siwunetriche, [ a  Nemorie della Ac- 
cademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna D, Serie I V ,  Tomo II (l880), pag. 461-5051. 

(9 N. WIENER, 1 0 ~ 0  citat0, pag. 140. 
(') Intenderemo per campo un  insieme aperto e connesso e per dolninio l a  somma di 

u n  campo e della sua frontiera. L'insieme frontiera d i  u n  insieme T e l'insieme comple- 
mentare saranno rispettivamente indicati con FT  e CT. L'insieme dei piinti eomnni a due 
insiemi TI e T2 swrb indicato con T, - T2.  

(7 Una superficie limitata 3 sarh detta aperta se non esiste alciin clominio limitato 
avente per completa frontiera una parte d i  o. 
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2 C. MIRANDA : Il problema d i  Dirichlet 

In una mia prccedente nota ( 6 )  ho già fatto vedere corne, per la tratta- 
zione dell'analogo problema ne1 piano, ci si possa avvalere del procedimento 
alternat0 di SCHWARZ. Cio si pub fare anche nello spazio. Per raggiungere 
perb una certa generalità di risultati, il detto procedimento nella sua forma 
classica non B più sufficiente e bisogna introdurvi alcune modificazioni, che 
mi sono state suggerite da una Dlemoria di RAYNOR (7). 

1. Noderni eontributi alla teoria del problema d i  Dirichlet (9. - Sia T 
un campo del10 spazio e f ( Q )  una funzione continua del generico punto Q 
di PT. Si pub sempre costruire una successione di dominii R, ,  R ,,..., R,, , ... 
(non necessariamenti distinti) tutti contenuti in T e tali che ogni punto di T 
stia in infiniti di essi, e in modo, inoltre, che per ognuno di tali dominii si 
sappia risolvere il relativo problema di DIRICHLET.. Per esempio, si pub 
sempre trovare una successione di dominii, limitati da superfici analitiche 
senza singolarith, invadente i l  campo T. Poichè in un dominio limitato da 
superfici analitiche senza singolarità si pub agevolmente stabilire il teorema 
di esistenza per il problema di DIRICHLET, per mezzo della teoria delle 
equazioni integrali, tale successione si troverà proprio nelle condizioni richieste. 

Prolungata per continuità la definizione di f ( Q )  in tutto T, diciamo Wi 
la funzione continua in T, eguale ad f in T - R, ed armonica in R i ;  di- 
ciamo poi W,, la funzione continua in T, eguale a W,-, in T - R,, ed 
armonica in R,, . Si dimostra che la successione 

converge uniformemente in ogni dominio contenuto in T, verso una fun- 
zione W, armonica in T, che B indipendente dalla particolare scelta dei 
dominii R,, e da1 particolare prolungarnento della funzione f ( Q ) .  Se il pro- 
blema di DIRICHLET per i valori al contorno f(&) B risolubile in T, la solu- 
aione non pub essere che W. Per vedere quindi se tale problema 13 risolubile 

(6) C. MIRANDA, Il teoremu di esistenza per ilproblemu di  Dirichlet i n  un campo p i a m  
privo di  punti esterni, [ a  Rendiconti della R. Accademia di Scienze fisiche e matematiche 
di Napoli s, Serie 3a, Vol. XXXVIII (1932), pag. 50.531. 

(l)  G. E. RAYNOR, Dirichlet's Problem, [« Annals of Mathematics i > ,  Vol. XXIII (1923), 
pag. 183-1971. 

(S) 1 moderni sviliippi della teoria del problema di DIRICHLET nello spazio sono opera 
principalmente di BAREMBA, POINCARE, LEBESGUE, PHILLIPS, WIENER, BOULICAND, KELLOG 
e RAYNOR. L a  breve esposizione, che di tali sviluppi faccio in questo paragrafo, B desunta 
in gran parte da: KELLOG O. D., Foundutiom of pote&ial theovy, Cap. X I ,  [ J .  Springer, 
Berlin 19291. 
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iuz campi del10 spazio privi d i  p u ~ t i  esterai 3 

oppur no, basta vedere se W è eguale in ogni pnnto Q di F T  a f(Q). Detto P 
il generico punto di T, si trova Che: 

Condiaione necessaria e sufficiente affinchè W(P) tenda a f(Q) quando  P 
tende a Q, è che esista u n a  funzione V(P, Q), armonica in T rispetto a P, 
n u l l a  per P r Q ed avente un estretno inferiore poditivo a l  variare d i  P in 
ogni dorninio limitato, contenuto in T + PT - Q. 

Torna naturale di chiamare regolari i punti Q di PT per i quali si pub 
costruire la  V(P, Q), ed eccezionali gli altri. Possiamo allora dire: 

II problewza d i  Dirichlet è risolubile in un campo T ,  qualunque s ia  l a  
funzione f(Q) (3), se, e solo se, t u t f i  i p u n t i  d i  FT sono regolari. 

È facile far vedere che l a  regolarità O eccezionalità di  un punto Q di P T  
é una proprietà locale di PT, ne1 senso Che: 

S e  un punto  Q d i  FT è regolare (ecceaionale), esso è anche regolare (ecce- 
zionale) per ogni altro campo, che coincida con T in u n a  sfera ( l 0 )  d i  centro &. 

Vediamo ora corne si  costruiscono le fun~ion i  V(P, Q). Sia Z una su- 
perficie avente in comune con T + F T  il solo punto Q, e tale inoltre che, 
detto A il campo illimitato avente per completa frontiera Z e contenente 
T + PT, si sappia risolvere in A il problema di DIRICHLET. Corne funzione 
V(P, Q) si pub scegliere una fundone di  P armonica in A, ed asmmente su  L 
opportuni valori al contorno. Si hanno in ta1 modo diversi criterii di rego- 
larità, di  cui ricorderb solo i due seguenti: 

CRITERIO DI ZAREMBA. - Un punto  Q d i  FT è regolare purchè esista un 
cono circolare retto d i  vertice Q, n o n  avente a lcun  punt0 comune con TT. 

CRITERIO DI POINCAR&. - U n  punto & d i  P T  è regolare purchè esista 
una sfera passawte per Q, n o n  avente alcun punto cmnune con T .  

Un altro criterio dedotto per altra via, più generale dei precedenti, é i l  
seguente : 

CRITERIO DI RAYNOR ( I i ) .  -- U n  punto Q d i  FT è regolare, se, detta S 

una sfera d i  centro Q e raggio p, l' insiente FS (T + P T )  è misurubile sulla 
superficie sferica F S ,  risultando 

mis FS.(T + TT) lim' < 1. 
?-O 

4xpe 

(9) Dico qualunque sia f(a) x perchè il problema di DIRICHLET potrebbe essere riso- 
lubile per particolari valori al contorno, rnalgrado la presenza di punti eccezionali. 

('0) Dicendo brevemente sfera S di raggio :, e centro Q intendo sempre indicare il 
campo che ha per frontiera la superficie sferica di raggio p e centro Q, la quale sarh percib 
indicata con FS. 

(l') Cfr. RAYNOR, loco cit., pag. 197. 
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4 C. MIRANDA:  11 problelnn d i  Dirichlet 

Tutti questi criterii possono essere dedotti da  un altro generalissirno, 
dovuto al T 3 T ~ ~ ~ ~ ~ ,  che fa dipendere la  regolarità O eccezionalità di un 
punto Q di  P T  dalla divergenza O convergenza di una certa serie a termini 
positivi. 

k ovvio come quel che abbiamo detto finora non conduce ad alcun 
teorema di  esistenza per i l  problema di DIRICHLET in un campo T, la  cui 
frontiera contenga dei p~ in t i  che sono punti limiti di  soli punti di T + FT. 
I n  ta1 caso si potrà sempre costruire la successione delle W,,., che risulterA 
ancora convergente in ogni dominio contenuto in T, verso una funzione M' 
armonicn in T, ma non ci si potrà valere dei criterii sopra esposti, per di- 
mostrare che la W assume effettivamente su1 contorno i ialori prescritti. 
Il solo criterio applicabile sarebbe quel10 di  WIENER, il quale p ~ r b  B di uso 
molto difficile, perche non 13 facile calcolare, tmnnc che in casi particolari, 
i termini della serie, di cui bisogna poi stucliare il comportamento. 

Da cib che precede risolta perb che, unn volta stabiliti dei teoremi di 
esistenza per il problema di DIRICHLET ne1 campo illimitato T E ,  fivente per 
completa frontiera un pemo di superficie a aperto e limitato, si possono tra- 
sformare tali teoremi in criterii di regolarità e quindi valersene per studiare 
l'esistenza della soluzione del problema di  DIRICHLET, in campi di tipo più 
generale. 

Consideriamo infatti un campo T, la cui frontiera contenga una super- 
ficie a, i cui punti siano punti di accumulazione di soli punti del campo. 
Condiaione necessaria e sufficiente, affinchh un punto Q di 0 sia regolare, 
B che si possa trovare una sfera S di centro Q, tale che, detta G, la  parte 
di a interna ad 8, Q riesca regolare per il campo T,, , che coincide con T in S. 

Pertanto ne1 seguito ci limiteremo a considerare campi TV. 

2. Un lemma di Schwarz-Born. - Come ho già detto a l  principio di 

questo lavoro, i l  metodo da seguire per stabilire il teorema di esistenza per 
i l  problema di DIRICHLET ne1 campo T,, è il procedimento alternat0 di 
SCHWARZ. Per  questo B necessario premettere un lemma di A. KORN ("), 
che B l'analogo per 10 spazio del classico lemma di S c ~ w m a :  

LEMMA 1. - Sia Z una superficie chiusa, somma d i  due superfici aperte o 

e o'. Se la funsione armonica all' esterno d i  L, n d l a  all'infinito e su a, ed 
eguale ad uno su a', pua essere messa sotto la forma 

- - 

('2) A. KORN,  A b b a n d l u + ~ g e n  Z U ~  ~ o t e n t i a i t h e o r i e ,  1, pag. 18, [P. Diimmler, Berlino 19011. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



in cnnzpi del10 spnzio priui d i  punti estermi 5 

dove p(Q) è una funzione contin?~a sia su a che su a, c è una costante e v è 
la norwale esterna a 2, allora, su ogni altra superficie o", esterna a 2, c7he in- 
contri Z solo nei punti coazuni a o e of, sotto u n  angolo diverso da n, risulta 

dove A è una costante che clipende solo da o, G' e O". 
Per  mezzo della teoria delle equazioni integrali si vede facilmente che u(P)  

puo essere inessn sotto la forma (1), purchè Z soddisfi alle seguenti ipotesi: 
a) E è dotatn in  ogni punto d i  piano tangente. 
b) Nell'intorno d i  u n  suo yualunpue punto Q, 5 è suscettibile d i  una 

rappresentazione cartesiancc z = g(x, y), rispetto ad u n  sistema d i  essi tangente- 
normale i n  Q a 2 ,  essendo g(x, y) una funsione cowdinua con le sue derivate 
parziali prirne e seconde. 

Da1 lemina di KORN diseend-e iininediatamente il seguente ( '7 :  
LEMMA I I .  -- Se h(P) è una funzione armonica del punto P me110 spcczio 

esterno a L, mulla all'infinito e su o, e coincidente su o' con zcna firnziorze 
continua f(P), i l  cui valore assoluto su or non supera F ,  si 7za 

3. Primo teorema di  esistenza. - Sia ora o un pemo di superficie, aperta, 
limitata, con un numero finito di contorni, godente delle proprietà a) e b). 

Supporremo inoltre che o ammetta, rispetto ad una certa terna di assi 
O.zyz, una rappresentazione cartesiana a - cp(x, y), essendo y(%, y) una funzione 
positiva, finita e continua con le sue derivate prime in tutto il dominio D, 
proiezione di O su1 piano xy. 

Dico che sussiste il seguente teorema: 
TEOREMA 1. --- Cornunpue si assegni su a una funzione continua f, esiste 

sempre una funzione, armonica in T,, nulla all'infinito, eguale ad f su o. 
Nelle ipotesi ora poste per o si pub sempre costruire una superficie o' 

in modo che o + a' sia una superficie chiusa godente delle proprieth a) e b), 
e in modo inoltre che il dominio limitato T,, avente per frontiera o+ a' non 
abbin pnnti comuni col cilindro che proietta o su D. Diremo poi o" la  su- 
perficie somma della superficie piana D. e della superficie cilindrica, che 
proietta i punti del bordo di o sui punti frontiera. di  D. 

Osserviamo che a'' incontra 5 4- O' sotto un angolo certamente diverso 
da n, perche, essendo le derivate parziali di y(s, y) finite e continue in D, i l  

(1:') Cfr. in E. PICARD, Traita d'Analyse, Vol. II, pag. 80-81. [Gauthier-Villars, Parigi, 
3a edizione] la  dimostraeione del tutto analoga per i l  cas0 del piano. 
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6 C. MIRANDA: 11 pt-oblenza di Dirichlet 
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piano tangent>e a o -+ 6' in un punto del bordo di 5 non pub easere ~ert ica~le.  
11 dominio del10 spaaio avente per froiitiere o -j- o" sa& detto T,. Applioando 
il criterio di ZABEMBA, ricorda,to nel n . O  1, si rioonosce subito che il pro- 
blema di DIRICHLET t2 risolubile sia ne1 campo CT,, che ne1 campo CT,. 
Coatruiamo allora due successioni di funzioni 

(4) v,, v 2 ,  S . - ,  V I , , . . . ,  

(5) m* , w2 ) .aa , WI, , ) 

la prima di funzioni armoniche in CT,, la seconda di funzioni armoniche 
in CT,, tutte infinitesinie all'infinito, verificanti le  condizioni al contorno: 

Facciamo ora vedere che le successioni (4) e (5) convergono uniforine- 
mente, la prima in CT, -j- G -j- a', l a  seconda in CT, -t- o -j- a". Si ha 

e quindi, poichè u,, - 2i ,,-i =. O SU O, 

d'onde, per il Lemma II, 

Poichè h è minore di uno, questa diseguaglianza basta ad assiourare la 
uniforme convergenza della successione (5)  su a -t- a", e quindi, per i l  teorema 
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in carnpi del10 spcc~io privi di pwnti estemi 7 

di HARNAGE, anche in tutto CT, verso una funzione w(P), armonica in C T , ,  
nulla al17 infinito, eguale ad f su o. Dalla (11) segue poi la uniforme con. 
vergenza della successione (4) verso una funzione u(P) ,  armonica in CT,  , nulla 
all'infinito, eguale ad f su o. 

D'altra parte risulta 

ni = lim w ,  = lim v,, = v su O", 
%-Ca n-00 

w = lim wu,, = lim v,,,, = v su a', 
*-+m 12-Ca 

e quindi 

Ponendo allora 
- v = w in C T , .  CT2 

in T, 
in T , ,  

si ottiene una funzione armonica in TG, nulla all'infinito ed eguale ad f 

su a. Resta con cib dimostrato quanto volevamo. 
Il teorema ora dimostrato si presta ad una prima immediata generaliz- 

sazione : 
TEOREMA I'. - Cornunque si assegni u n a  superficie o aperta e Eimitata, 

godelzte delle sole proprietà a )  e b), il problema d i  Dirichlet è risolubile i n  Tg. 
Dimostreremo ohe un generioo punto Q di o è regolare. Per questo basta 

far vedere che esiste un campo T f ,  coincidente con TG in una sfera di 
centro Q, per il quale Q è regolare. 

Ora, per le ipotesi fatte, si pub trovare una sfera di centro Q, tale che 
la parte 5, di o contenuta in detta sfera sia ad unico co~itorno ed ainmctta 
una rappresentazione cartesiana rispetto ad un sistema di assi, il cui piano xy 
sia parallelo al piano tangente a o in Q, ic modo che a, stia tutta ne1 serni- 
spazio positivo. 

Per il teorema 1 il campo Tu, si trova proprio nelle condizioni richieste 
per Tt. 

I l  teorema 1 pub essere ancora generalizzato e cib faremo ne1 seguente 
paragrafo. 

4. Secondo teorema di  esistenza. - Consideriamo ora una superficie 
aperta e limitata o, che si possa mettere in corrispondenza biiinivoca e bi- 
continua con i punti di un dominio piano, e supponiamo che CS goda delle 
seguenti proprietà, : 
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8 C. MIRANDA: Il problema d i  Dirichlet 

a )  Detto Q u n  qualsiasi punto del bordo ('?) di a, si pub trovare uîza 
sfera di centro Q, tale che la parte d i  a, interna a detta sfera goda delle 
proprieth a)  e b). 

/3) Esistono due donzinii lilnitati T, e T , ,  delle cui frontiere a fa parte 
e non aventi altri punti co~mmi all'infuori di quelli di O, per oglzuno dei 
quali è possibik risolvere il relativo problema esterno di Dirichlet, tati inoltre 
c7ze i punti interni di o siano interni a T, i- T, .  

y )  Comunque si prendu un0 sferu S di raggio p, avente per centro u n  
punto interno Q d i  a, interna a Tl  t T ? ,  Z'insiewze dei punti a. PS ha misura 
nulla su FS e inoltre, detta p,(p) la misura su FS dell'insierne PS. CT, , 
risulta 

t PA?) O <  lim < 1. 
P-0 4 v  

Osserviamo che, detta pz(?) la  misura di  FS- CT2, la (14) porta di  con- 
seguenza l a  

e viceversa. 
Cib posto, dico che: 
TEOREMA I I .  - Conzunque si assegni su unn super@ie aperta e limitata a, 

godente delle proprieta a),  P) e y)? una funaione continua f(Q), esiste senzpre 
una funsiom, arntonica in T G ,  nulla all'infinito, eguale ad f(Q) su o. 

Diremo rqi 1 [g] 1 la  funaione armonica in CT, , niilla all' infinito, coinci- 
dente con la  funzione g su FTi e, dopo aver prolungata la defini~ione di f 
in  tutto 10 spazio, porremo: 

Per  quel che abbiamo detto ne1 primo paragrafo, la successione 

converge in Tg verso una fumione W, armonica in TG,  nulla all' infinito, 

( 1 4 )  Beninteso diremo punti ijzterjzi di o i punti di o che corrispondono a punti interni 
del dominio e punti del bordo di c quelli che corrispondono a punti della froritiera del 
dominio. 
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in. campi del10 spa~io pl-ivi di punti eslerwi 9 

eguale ad f(Q) nei punti regolari Q di a, la quale non dipende nB da1 parti- 
colare prolungamento di  f (Q),  né dai dominii T, e T,. 

Infatti, il procedimento seguito per costruire le Wk coincide con quel10 
del detto paragrafo, non appena si ponga 

Per  l'ipotesi cl) tutti i punti del bordo di a sono regolari. 
Resta pertanto da verificare che W coincide con f anche nei punti in- 

terni '  di o. Cib faremo vedere in base all'ipotesi y), adottando apportuna- 
mente un metodo dato da RAYNOR per la dimostrazione del17 analogo teorema 
per i campi dotati di punti esterni, teorema già ricordato ne1 primo paragrafo. 

Assegnato un numero E > O e un punto interno Q di G, costruiamo una 
sfera S, di centro Q e raggio p,, tale che in S, sia 

e inoltre, detto p un arbitrario numero minore di uno, risulti 

cib che, per 17ipotesi y), si pub fare certamente. 

Detto M un numero maggiore del massimo di f (P )  + a ,  sia. U,(P) la fnn- 

zione armonica in S,, soddisfacente alle condi~ioni .a l  contorno 

( = M  SU FS, . CT, 

Per  le note proprietà delle fun~ion i  armoniche, si ha  su  S,*o 

su FS, CT, 

= f(P)<f(Q)+q su (Si+Fsi)*a7 
I 

ne1 campo S, CT, , che ha per cornpleta frontiera E;S, CT, + (S, + FS,).  o, 
risiilta 

e percib al limite 
WdP)  < u m ,  
W(P)  < U,(P). 

Annali d i  Matematica. Serie IV7 Tomo XII. 2 
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10 C. MIRANDA: Il problesiûa d i  Dirichlet 

Calcoliamo ora, col teorema della media, il valore di U,(P) ne1 punto Q, 
centro di S,.  Sarh 

Si potrà ora certamente trovare una sfera S ,  di centro Q e raggio p,, 
tale che in 8,. CT, sia 

risultando inoltre 

In  S, definiamo una funzione armonica U?(P),  mediante le condizioni al 
contorno 

) = ~ ( Q ) + ; + P ( M - f ( ~ 1 - 3  SU 3 7 ~ 2 4 ~ ,  
U R )  i = f ( ~ )  +S SU FS2- Ti. 

Corne sopra, si vede che 

Si ha poi 

e si potrà trovare una sfera S, di centro Q e raggio p,, tale che in 8,- CTi sia 

risultando inoltre 

Cos1 continuando si viene a costruire una successione di sfere di raggio 
infinitesirno S,,  S,, ... , Si, ... , tali che in Si. CT, risulta 
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Poichb p < 1, si  potrà trovare un i ,  per il quale sia 

O ( M  - f ( ~ )  - ;) <! 2' 

Sarh allora in si,. CT, 
W ( P )  < f(Q) + 

Analogamente si vede che ~ i i  possono determinare altre tre sfere S', 
Si', St", in modo che sia 

e cib basta a completare la  dimostrazione del nostro teorema. 
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Geometries involviiig affine counectioris and general 
liilear connections. 

An extension of the recent Einstein-Mayer geometry. 

A. D. MICHAL and J. L. BOTSFORD (Pasadena, California, U. S. A.). 

Snmmary. - Part I of this paper is co?zcemed with the theory of differential invariaats of  a 
symmetric afjâne connection and a general linear connection of the K ~ N I G  type. Part II  
deals with a geometry in  which the components of the amne connection are CHRISTOFFEL 
symbols, and the general linear conneetion is of a special sort. This section can be con- 
sidered in  part as an extension of the EINSTEIN-MAYER ( 5 )  geometry, 

INTRODUCTION 

The study of the general linear connection was initiated by ROBERT 
K~NICI (') and has been continued by L. SCHLESINQ-ER ('), J. A. SOHOUTEN (3), 

J. H. C. WHITEHEAD ('), and others. A particular linear connection (with 
m =5, n = 4) of the K ~ N I G  type has been used recently by A. EINSTEIN 
and W. MAYER f) in the development of a geometry suitable for their unified 
field theory. Special cases, in which the associated spaces are tangent spaces, 
have been considered by H. WEYL, 9. CARTAN, and others. For further 
references see O. VEBLEN ("), L. P. EISENHART t7), and A. D. MICHAL ('). 

In Part 1 of this paper we consider a manifold endowed with a sym- 
metric affine connection and a general linear connection, and the composite 
tensors arising £rom the simultaneous consideration of these connections. 
With the aid of normal representations, normal tensors based on the linear 
connection and extensions of composite tensors are constructea. This leads 
to a general replacement theorem for simultaneous tensor differential inva- 
riants of a symmetric affine connection and a general linear connection. 
This includes as a special case the MICHAL-THOMAS (g) replacement theorem 
for differential invariants of an affine connection. E. BORTOLOTTI'S ( ' O )  two 
interesting memoirs on asymmetric connections and non-linear displaceinents 
suggest generalisatioas of Our work. Furthermore, it is possible to consider 
invariants u d e r  projective changes of the two connections. Development of 
these theories will not .be expounded here. 
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- -- 

I n  ~ a r t  II wè consider a parti&lar instance of this geonietri, which is 
an  extension of the EINSTEIN-MAYER geometry (j). I n  this case the manifold 
is a RIEMANNIAN space, the components of the affine connection are the 
CHRISTOFFEL symbols, and the linear connection is of a particular sort. For 
the general case (sn - n f. 1) we find that the calculation of the rn - n 
« exceptional directions )> is not unique; and furthermore an additional po- 
stulate on the linear connection is necessary. Several of the theorems give 
new results for Pr/, = 5 )  n = 4, the EWGTEIN-MAYER case. I t  is of interest to 
note that the dependence of their field equations on V ,  tensors only is not 
a property peculiar to the tensors involved in  those equations, but is a 
property common to al1 eqaations involving tensors of the forin (11.4). See 
Theorem 28, below. 

Withont further statement, al1 functions considered in the paper will be 
assumed to be analytic in the region under consideration. 

Numbers in parenthesis, as (R). refer to the papers listed at the end of 
the paper. 

PART 1 

Geometries involving affine connections and general 
linear connections. 

1. Defiiiitions aiid Notation. - Consider an n-dimensional manifold, 
with coordinates (cc', x2, ... , 2"')) in which is defined a symmetric affine con- 

nection I$(X) and a general linear connection L&(x). By a symmetric affine 
connection we mean an invariant whose law of transformation under a 
change of cooïdinates 

(1.1) 39 = q x 1 ,  ... , 27, 1 axj @ 1 + O 

A general linear connection is an invariant whose law of transformation 
under a change of representation is 

A change of representation (*) denotes the composite of (il a change of coor- 

(*) WHITEHEAD, loc. c i t .  WHITEHEAD uses the terminology frame of reference 
instead of a vector coordinat8 system P. 
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dinntes (1.1)) (iij a change of vector coordinates 

I n  the above formulas, as througliout the paper, we shall understancl 
that small Latin indices range from 1 to n, and small Greeli indices range 1 
to un. Indices repeated in  the saine term are to be summed over their 
respective ranges. 

W e  shall deal with composite tensors, i. e. tensors which may involve 
both Greek and Latin indices. The transformation law of the compoeite 

tensor X::;::::: (x) is 

As speciad cases we have V,, tensors, i. e. tensors which involve only Latin 
indices (usual tensors), and Vn, tensors, i. e. tensors which involve only 
Greek indices. 

2. The absolute calculus of  an affine connection and a general linear 
eonnection. - I t  follows from (1.2)) (1.3), and (1.4) by the usual differentiation 

and elimination process that the functions X::;:::::;, defined in terms of the 

composite tensor X::;::;:: by 

are the components of a composite tensor, to be known as the covariant 

derivative of the composite tensor X:: ; : : : : : .  The covariant differential of the 

composite tensor X:': i s  defined to be 

The invariant theory of the linear connection leads to the consideration 

of the composite tensor PFab defined by 

The vanishing of this tensor is a necessary and sufficient condition that 
there exist a representation in  which the components of the connection vanish. 

I n  thia case L;, is said to be an  integrable connection. 
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16 A .  D. MICEAL and J. L. BOTSFORD: Geometries iwuolvilzg 

We have the identity, analogous to RICCI'S identity: 

(2.3) 
a a.. a .. a .. ..A..a X::~::b..;c;a - x::B..a. . ;a;~= ... i- PhéaX..~..b:: + .. 

h r a  .. + BE,&::;::!:: -1- ... -- P;,~x::?::;:: - ... - B~,~X::,L:~:: - .. , 
where 

Besides the equations for the parallel displacement of a Vn vector 5" 
along the curve xi= f y t ) ,  first considered by LEVI-CIVITA (Ii) for the Rie- 
mannian geometry, 

(2.4) 

we have the equations defining the parallel displacement of a V,,, vector 
along the same curve, 

(2.5) d X a  -+L;IaXXdt=O. dxa 
d t  

3. Nornial Representations. - Consider a path in V, with affine pa- 
rameter s, passing through the point xt = g' with s = O as the corresponding 

value of the parameter. Let (%) = 6' be the given value of the tangedt 

vector at the point xi = gi. The path, with this parametriaation, satisfies the 
differential equations (697)  

( 3 4  
d'xi d x i  d ~ k  - + r .  --=o. 
dsP I k  ds ds  

Let X"(x) be a vector field parallel to the initially given vector Xg(g) r X $  
along the path (3.1). X" will thus satisfy the system of differential equations 

with initial conditions (X")s - .= Xn . 
By successive .differentiations of (3.2) and substitutions from (3.1) and (3.2) 

dPX 3 we get the expression for - ( dsp )*-O' 
and hence the power series of Xu(s) in 

the neighborhood of the point s = 0. 
Define 
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where P( ...) denotes the sum of ternis derived from (...) by cyclic permutation 

of the Latin indices. Thus the functions L:a,.,.a, are symmetric in the 

indices a, ... a,. The derivatives are then given by 

and the analytic solution of (3.2) is 

(3.5) xa= v:x; 
where 

m 

(3.6) 
sk v; = 8: - 3 (LL, ...ak),&al "' Sak - . 

k-1 k! 

Along the path we have 
yi = Sis 

where yi are affine normal coordinates f). Hence N?(y), defined by 

are analytic functions of the c~ordinates tf. Obviously the determinant IN; 1 
does not vanish in the neighborhood of gt = 0. 

DEFINITION. - The representation defined implicitly from a given re- 
presentation with coordinates x h n d  vector coordinates Vs(x), by means of 
the transformations 

(3.8) xi = y i  +yi- ( r j k ( ~ ) ) ~  - ( c k L ( ! ~ ) ) ~  3 ... y"''yky" 

and 

(3.9) Va(%) = Nf *V"y), 

where Nf(y) are defined by (3.7), will be called a normaE representation with 
base point zi = yi. 

The transformation (3.8) is the well known one that defines an affine 
normal coordinate system yi determined by a coordinate system xi and a 
point x k  gi. 

The symbol (f-) preceding a component of a tensor, connection, etc., will 
denote that that component is referred to and evaliiated in a normal re- 
presentation. 

THEOEEM 1. - Under cc change o f  representation 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XII. 
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18 A. D. MICHAL and J. L. BOTSFORD: Geometries involving 

the normal representation rvith base point xi = gi 

Y" ,V"(Y) 
andergoes the transformations 

(3.11) y' = (S)y 
(3.12) tVa(y) = (M;(X):) )~ ?VB(y). 

Proof: The relation (3.11) between two affine 
with the same origin is well known ('j). 

normal coordinate systems 

If X a  is a vector field parallel to an arbitrarily chosen initial value 

Xa(g)  = X t  along a path in V,, , then tXa given by 

Xa = flpx'. 

is a constant dong  the path and is equal to X $  (cf. (3.5) and (3.6)). If X" is 
given by 

xb=Jf;XP 
then X" satisfies the system 

d X a  -a -1 dB* 
T + L i , X  - = O  ds 

and the initial values X$ are given by X= ( M E ) , X [ .  Also +x'" ie constant 

dong  the curve and is equal to xi. Hence 

(3.13) tXa = ( M ~ ) ~ + X ~  

at al1 points of the path, and consequently at al1 points in  the region of 
convergence of (3.5). The transformation of vector coordinates between the 
normal representations is given by 

(3.14) + V U =  N : M J ~  1 -P + - P  v 
where Ilfi; 11 is the inverse rnatrix of llNlll and i8 defined similarly to NF 
(cf. (3.7)). Since (3.14) must also hold for the vector field *Xa(y) or tX"(y) 
we see that 

N:M;N~ = (M;), . 
This completes the proof of the theorem. 

THEOREM 2. - The transformatiom laru of the invariants Lra,.. .a,(~) under 
a change of rei~esentatiofi 

xi = f q x )  

Va = MB(x) V" 
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- 

where [...] êndicates terms in T., ..., +, and La,, ..., , (k < p). 
Proof: From the covariant sets of equations (=) 

dkEa - di$, =-+rc ,... CkT ... - ds = O  

we have, along a path, 

where (...) indicates termfi in ï:l...,i, (i < k ) .  We also have the covariant sets 
of equations 

Prom (3.16) and (3.17) we have, along a path, 

- 
where (...) indicates terme in F:, ...,.k+, and L&, ... rk > (Tc <p). The theorem 

follows by substituting from (3.10) and (3.18) in the equation 

COROLLARY. - The invcwiants L?,,... ,,, ( p =  1, 2, 3, ...), al1 vanish when 
referred to a normal representation and evaluated at the base point of that 
representatiow. That is  

4. Tensor extensions of composite tensors and Konig nornial tensors. - 
With the aid of the above results we have the following two theorems. 

THEOKEN 3. - The functions X::;::b".,,, ...c,,(x) depned in terms of tlze 
cmposite tensor X:: $ ::::: 6y 
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where xi = g-s the base point of the normal representation, are the colnponents 
of a composite tevzsor of Ihe indicated rank. 

THEOREM 4. - The functions KEac,...cdx) defilzed by 

where xf  = ggl is  the base point of the normal representation, are the components 
of a composite tensor of the indicated rank. 

The proofs of these two theorems parallel those of corresponding well 
known therems for affine extensions of affine tensors, and affine normal 
tensors. 

DEFINITION. - The tensors X:::,, ,  ..+( x) and Kgac, ...,, (x) defined by (4.1) 

and (4.2) will be referred to as the pth extension of the tensor X::: and 
the pth K ~ N I G  normal tensor, respectively. 

COROLLARY. - I n  case the tensor 1::: is a pure Vy, tensor, the tensor 
X:::,c,. . .e, is the pth affine extension of the tensor X:::. 

THEOREM 5. - The Konig norlnal tensor K ~ , , . . . c p  is symtnetric in the 
indices ci ... c,, 

(4.3) ... cp = KgacT ... c, 

ruhere c, ... c, in any permutation o f  c, ... c,. Furthertnore Kga,, ...,, satisfies t7ze 
identity 

(4.4) S(KFac, ... c p )  - 0 

where S( ...) indicates the suln of the terms derived from (...) by cgclic permu- 
tation of the Latin indices. 

Proof: (4.3) is  immediah from (4.2). 

From the definition (3.3) of LEac ,. . . , , ,  we see that 

where P[ ...] indicates the sum of the terms derived from [...] by permuting 

?kLCa 
the Latin indices, and where (...) indicates terms in  Lea and -- 

?Xe# ... 2Zck ' (k <PI. 
Hence at the base point of a normal representation we have 
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wheïe (...) indicates terms which vanish with P[K&, ..,,,(g)], ( k  <p). For p = 1 
(4.5) i s  equivalent to (4.4) for p = 1. Assume that (4.4) holds for the kth 
normal tensor, (k = 1, ... , p - 1). Then (4.5) establishes (4.4) for the pth normal 
ten~or .  This proves the theorem as stated. 

Jt is possible to calculate the explicit form of the extensions of tensors 
and the K ~ N I G  normal tensors. 

THEOREM 6. - The Mst Konig normal telasor is given by 

where P&b is the curvature tensor defined 29% (2.2). 
Proof: Prom (2.2) we see that 

Addition of (4.7) and (4.8) establishes the theorem. 
THEOREM 7. - The first eztension of a composite tensor is  the covariant 

derivative, as given by (2.1). 
This follows mithout difficulty from the definitions of the covariant 

derivative and the first extension, and the properties of a normal repre- 
sentation. 

THEOREM 8. - The second extension of the composite tensor Xi: is 

where A B c d  i s  the first affine normal tensor ( 6 ) .  

Proof: By Theorem 7 

Expanding Y X " ; ~  according to the definition (2.1)) differentiating the result, 
and evaluating at the base point of the normal representation proves the 
theorem. The generalization to any composite tensor is immediate. 

COROLLARY. - The second extension of a tefisor x,":::! with no Latin 
indices is 

...p - 1 xî ..., cd - a [ ~ î z ! ; ~ : d  i- X ~ ~ ~ . ! ; ~ ; C ] .  

THEOREM 9. - The ( p  + i)"t Konig normnl tensor is given b y  
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Proof: From (2.2) we have 

where C [  ...] denotes the sum of the different terms derived from [...] by 
taking permutations of the indices c,  ... cp. 

Prom Theorem 5 we have 

If we add to (4.10) this equation and the p equations derived from (4.10) by 
interchanging b with c i ,  (i = 1, ..., p), we have (making use of the symmetry 
relation (4.3)) 
(4.1 1) (P + 2)Kiaac ,... 0, = PFa,ab, cl . . .  c, + 

where (...) denotes sums of terms in the K ~ N I G  normal tensors of lomer order, 
which sums vanish by (4.4). The vanishing of those terms is easily checked 
by direct calculation fnr p = 1, 2, 3, and may be proved for the general case. 
The details will be omitted for the sake of brevity. 

Another general method that will apply to the calculation of the explicit 
Iorm of a K Ü N I ~  normal tensor of any order will be indicated. Write the 
relations 

Take the pth partial derivative with respect to the normal coordinates y', 
and evaluate at the base point of the normal representation. The equations 
(3.7) and (3.8) yield 

ives an Naking these substitutions in the equations derived from (4.12) g' 
expression for K&cl...c,(x) in terms of KONIG normal tensors of lower order, 

derivatives of LEc, I'q...ck+i, and Lic ,...,, (z), (Tc = 1 ,..., p). 
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THEOREY 10. - If LEa(%) :) an integrable connection all o f  the Konig 
normal tensors vanish. 

This theorem follows from (4.6) and Theorem 9. 
THEOREM 11. - I f  the cova/riant derivatives o f  the temors Pkb  and ~ k b e  

varcish, thert the Konig normal tensors o f  ewerc order ail vanish. 
Proof: If ~ 2 b ~ ; d  is nero the affine normai tensors of even order vanish ('). 

By hypothesis we have 

These equations may also be written in a symbolic form convenient for our 
purposes, 

From (4.9) we see that the second K ~ N I G  normal tensor vanislies. If we 
differentiate (4.14) twice with respect to yi and evaluate at the base point 

of the normal representation we see that the third extension of Pzaa is zero. 
If we differentiate (4.15) twice with respect to y' and evaluate at the base 
point we find that the fourth KONIG normal tensor ia symmetric in the first 
two Latin indices. Then, by Theorern 5, it is a zero tensor. We may then 

proceed by induction and show that if the (2k - 1)" extensions of P&b and 
the (2k)th K ~ N I G  normal tensors (k = 1, ... , p) al1 vanish, then the (2p i- I l s t  
extension of PFab and the (2(p 1- 1) ) l1d  KONIG normal tensor vanish. 

5. Replacement theorem. - With the aid of theorems 1, 3, 4, and by 
methods similar those used in establishing the MICHAL-THOMAS theorem for 
differential invariants of an affine connection ( 9 ) ,  the following fundamental 
theorem for simultaneoue differential invariants of a general linear connection 
and a symmetric affine connection can be established. We leave the details 
of the proof to the reader. 

T H E O ~ M  1.2. - Any temor differential invariant o f  the forrn 

(*) This was proved by A. D. MICHAL in his course on Nodern Differential Geometry, 
1931-1932. The proof is similar to that of Theorem 11 above. 
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where cnF::: are the co+tbponents of any set of composite tensors, lnay be ea- 
pressed as the same ficnctiom of arguments that are affine and composite 
tensors 

CL a.. 
y:: fi 1: b .. (O, K&, ... , K&c ,... c,. ; 0, Aib~~,  .-- , CS ; 

(E$':::, (E)F::, q ,  (EJC ,cl...ct) 

by replacing LpC, by zero, derivatives of L& by the corresponding Konig norrnal 
tensors, rtb by wro, derivatives of rLb by the 'corresponding affine normal 
tensors, and derivatives of the components of any composite tensor by the 
corresponding extensions of that tensor. 

COROLLARY. - Any tensor differential invariant of the form (5.1) may 
be expressed by functions of the Konig curvature tensor Pgab, the affine cur- 

h vature tensor Babc, the tensors (EIF:::, awd successive covariant derivatives 

of P&a, BL,, and (~3::: . 
This corollary follows from a theorem analogous to one for an affinely 

connected manifold (9. 'j), namely : (A)  The pth extension ( p  2 2) of a.ny com- 
posite tensor T may be expressed as a rational integral function of T and 

the first p repeated covariant derivatives of T, the tensors P&, B%,, and 

the first ( p  - 2) repeated covariant derivatives of P&b and  ab,; (B) the pth. 
KONIG normal tensor is a rational integral function of and its first 

(p - 1) repeated covariant derivatives, and (when p 2 3)  BE^^ and its first 
( p  -3) repeated covariant derivatives. Note that Theorem 8 gives (A) for 
p = 2, and Theorem 9 (with p =.i) gives (B) for p = 2. The generalization 
follows by induction as in the affine case. 

PART II. 

An extension of the recent Einstein-Mayer geometry. 

6. Preliminsry remarks. - I n  this part of the paper we shall consider 

a special situation ah ich  is itself an extension of the geometry considered 
by EINSTEIN and MAYER in their recent treatment of the unified field 
theory ('). 

Let Vn be an n-dimensional Riemannian space with each point of which 
is associated an wAimensiona1 linear vector space VVi,,, ($12 > n) which is 
endowed with a symmetric metric tensor Glg(x) of rank na, such that G,pX*XB 
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is positive definite th.roughout V,, . Further assume the existence of a com- 
posite tensor y; for which il y;ll is of rank n. Define G3p to be the cofactor 

of G,p in 1 Gap 1 ,  divided by 1 Gap 1. 
I n  addition to the previously mentioned summation conventions, capital 

Latin indices will have the range n + 1 to tîz and such an  index repeated 
in the same term is to be summed over its range. 

THEOREM 13. - There ezist +ta - n orthonormal vector fields nihich are 
solutions of the equations 

(6.1) yaXa = O;  

a. e. there exist vector fields A: such thnt 

(6.2) 
and 

Any two such sets o f  vector fields are related by 

E - LEAF 
*a - F R 

where ( 1  Lg II is orthogonal. 
The orthonormal sets of solutions are build up by the SCHMIDT ortho- 

gonalization process familiar in the theory of integral equations. 
THEOREM 14. - The guadratic fonn 

(GRpy ;Y !)dxadxb 

is positive definite and of rank n. 
The first part of the theorem is obvious. The second follows by reductio 

ad absurdum. 
W e  impose the condition that the Riemannian metric gab is given by 

As consequences of theorems 13 and 14 we have the corollary: 
COROLLARY 1. - The vector fields Ag,  defined by 

are orthonorlnal sets of solutions of 

A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a ,  Serie I V ,  'Porno XII. 
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that i s  

and 

(6.7) 

DEFINITION. - The vectors A;, will be referred to as exceptional vectors 

and any vector X* which satisfies the equation 

will be said to lie in the exceptional manifold of V,,. 

7 .  Foriiiulae relating the fundamental tensors. 
THEOREM 15. 

(7.1) .1 h - 6 h  
YaY, - a -  

THEOREM 16. 

(7.2) u a - Oa - A a A E .  
yayp - p E p 

The proof of these two theorems is similar to the EINSTEIN-MAYER case. 
If we are given the components of a V,, vector we can construct the 

components of a corresponding V,, vector by the defining relations 

THEOREY 17. - The inverses of (6.4), (7.3), and (7.4) are respectively 

I t  is immediate from (7.6) and (7.7) that any vectors in the exceptional 
manifold of V,, are in one-one correspondence with V,, vectors. 

8. Postulates for the determination of the linear coniieetion. - A linear 

connection L&(:c;) will be defined in terms of the tensors y;, A;, GZp, g, , ,  

and rn - n arbitrarily chosen V,, tensors F M  by means of the following 
tensor equations. 

Postdate  1 
aGzg - - - L:,G,, - L~,G,, = o. 
axc 
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Postulate II (*) 

where 1 :c 1 are the CHRISTOFFEL symbols of V9,. 

Postulate III (*) 

I t  is to be noted that if #n - uz= i, Postulate III is not independent 
but i s  a consequence of definitions and Postulate 1. 

THEOREM i8. - The linear connection as determinecl by the above po- 
stdates is 

&lultiply (8.2) by y$. With the nid of Theorem !6, postdates II and III, and 
the relation 

(8.3) AfAg = 6,E, 

the equations resulting from (8.2) become 

By postdates 1 and II we have 

Miiltiply (8.5) by yra. With the aid of Theorem 16. we obtain 

(*) W e  consider these postdates a-ith reference to a fixed set of exceptional direc- 

tions A;. 
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and hencè (8.6) establishes the validity of the formula (8.1) for the linear 
connec tion LCc . 

The consistency of the postulates has been shown by long but straight- 
forward calculations, which will be omitted here for the sake of brevity. 

THEOREM 19. - The corqponents o f  the VN, curvature tensor P:bc based 
on the Zinear connection (8.1) is given in. t e rw  of the Rienzcintz-Christoff~Z 
tensor R&, the tensors g,,i, y : ,  A: and F f C ,  by 

nrhere F" in given by (8.10): 
Proof: (8.4) may be written as 

(8.9) 
where 

(8.10) 

Prom (8.5) asd (8.9) we have by calculation 

By the generali~ed RICCI identity (2.3) we have 

(8.13) 
and 

Rfultiply (8.14) by ypa; apply Theorem 16, and employ relation (8.13). This 
yields 

(8.15) PL- abc - [&(&;a;c - ~ : ; , ; b )  + 
h + ( ~ a a ; b ; c  - Y a a ; c ; b  Rabcyah)yPa]. 

Substitution froin (8.11) and (8.12) gives (8.8) as was to be proved. 
Note that the last parenthesis in the explicit forwz (8.8) of the V,,, cur- 

vature tensor Pgbc 
( F ; b ~ f c  - -;cFfb). 
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9. Theorems on parallel vector fields. - The first three of the following 
four theorems proviiie an alternative set of postulates for the determination 
of the connection. 

THEOREM 20. - L e t  X" be a n y  vector field parallel  along an arbi trar i ly  
chosen curve. Thel? necessary a n d  sufficient conditio.îzs ilzat X,, defined b y  

be a parallel vector field along that curve, for al1 curves a n d  al1 such  X,, 
are  tha t  

O.  

THEOREM 21. - Let  B* be a n y  vecdor in the exceptional mani fo ld  V,. 
i. e. there exists bu such  that Ba = -(aba, a n d  Jet bu be displaced parallel to 
itself along a n y  curve. T h e n  necessary a n d  sufficient conditions tha t  6B3 so 
defined be orthogonal to the exceptional mani fo ld  are  that 

THEOREM 22. - A necessary a n d  sufficient condition that 6AÊ be a vector 
E o f  the emept ional  m a n i f o l d  of V,,, i s  that ASA,;, be zero. 

THEOREM 23. - Let the parallel  displacement of bu be in the direction 
d.ca = pba. T h e n  necessary a n d  sufficient conditions that 6 B a  (Bq = y;ba) be zero 

are  thaii the tensors F ,  be slerusymwtetric, 

10. Special representations. - The following two theorems will be found 
useful in the next paragraph. 

THEOREM 24. - T h e  detetvninant (MF 1 nihose elements are  given by 

i s  not zero. Purthermore the inverse m a t r i z  of llMEII i s  I I @ I I  where M ;  i s  
given b y  

(io.2) M ;  = Ô:Y$ + s ~ ~ i j .  

The first statement in the theorem is proved by reductio ad absurdum; 
the second staternent is verified by direct calculation. 

DEFINITION. - The representation derived Prom a given representation 
by the change of vector coordinatea alone as determined by (10.1) will be 
referred to as a special representation. 
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THEOREM 25. - In a special representation the coazpommts o f  the fun- 
damental quantities are 

(10.3) is calciilated from the law of transformation of composito tensors. 
(10.4) is more simply calculated from the expressions (7.5) and (8.1) for Gap 

and Lic . 
The components of Pab, in a special representation may be calciilated 

from (8.8). The resulh are embodied in the following theorem. 

THEOREM 26. - The V,,, curvature tensor P$, has the followi~zg com- 
ponelzts i n  a special representation: 

11. Reduction theorem for tensor differential invariants with only Latin 
indices. - Besides the general replacement theorem, Theorem 12, it is pos- 
sible to state a reduction theorem applicable to certain tensor differential 
invariants of the geometry under consideration in this part of the paper. 

A prime (') before components of tensors, connection, etc. will be used 
to indicate that those components are referred to a special representation 
with Riemannian normal coordinates yL. 

Define the functions AEcil...ik(x) by the equations 

where z e = p '  is the origin of the Riemannian normal coordinate system. 
Hence, by (10.4) 

A& -- 63@k - 63:F& 
(11.2) 

A;,,,.., = 6 ~ 6 ; ~ b e k  ... ik t- 6~ôkB'&,i~ ... i k  - ô;$2BC,  il... ik 

where Arci ,.,. ik are affine normal tensors, and B'bA,,il...ip and F&,i ,... i, are 

extensions of ~ b ,  and Pic  based on the CHRISTOFFEL symbols. From 
Theorem 17 we see that 
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affine connections and general linear connectiom 31 

THEOREM 27. - A n y  tewsor differential invar ian t  w i t h  n o  Grôek indices 

u m y  be eqwessed a s  the same  functions w i t h  arguments  that are  l inear  cour- 
binations of  V,, tensors; that i s ,  i t  î nay  be put in the fortta 

zero, A& b y  6$, derivatives o f  A% by zero, gab b y  g,,, % b y  zero, a%Ynb- 
o x C  axci ... axck 

( for  k z 1) b y  the kth eztensiom o f  g,,, Gap by 8 : ~ ; ~ ~ ~  +ô:Z$, 3 axc by zero, 

ôkGap 
axcl  ... axck 

( f o r  Tc > 1) by 8:~; t imes  the kth extension of  gab. 

Proof: By hypothesis we have 

where (*) denotes evaluation in a Riemannian normal coordinate system 
with origin at d= qt, Clearly 

it follows from (10.3)) (11.21, and (11.3) that 

= [ ~ i  k...$ -.. . ( A& : ... , 63;gat,, i...c.)I~=q. 

THEOREM 28. - T h e  componercts of a n y  tensor di f fwent ia l  invar ian t  o f  
the form (11.4) are  expressible a s  functions of V,, tensors o n l y ;  that  i s ,  
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COROLLARY. - The tensor differential inuariant (11.4) may be expressed as 

T i  ... 
r..I=KB::.I(&b, ~ h a b ; c , , - - ,  ~ h a a ; ~ , ; ~ , ;  ...;cm; 

E 
p:b, flfb;Cl, ? Fab;c,;Ca;...;cs; gab) 

where 
(1) R L , ~  is the Riemann-Christoffel tensor of V,, , 
(2 )  a setnicolon between indices indicates covariant differelztiation bused 

on the Christoffel symbols of V,, , 
(3) n~ is the greatest of s - 1, t - 2, and u - 2. 

Evident modifications of the formulas and t h e o r ~ m s  of this paper will 
result from substituting for Postulate II the more general postdate 

where U i c  i s  a mixed V,, tensor. 

Califormia, Institute of Technoloyy, September 1932. 
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Les probabilités à, structure héréditaire 

et la statistique moléculaire. 

FELIX JOACHIM DE WISNIEWSKI (Iiazin-Polonia). 

Dans la note suivante, on introduira dans la statistique mol6culaire l'idée 
d7interd6pendance entre deux etats 6nergBtiques cons6cutifs des mol6cules 
d'un milieu matéricl. 

L' introduction de 1' interdépendance entre deux 6tats cons6cntifs d' une 
molecule fait apparaître le temps comme une nouvelle variable dans la stati- 
stique mol6culaire. 

On obtiendra de cette manière l'expression de' la repartition de l'energie 
entre les molécules en fonction du temps, ce qui permettra de suivre l'6vo- 
lution d'un systbme moléculaire à partir d'une r6partition arbitraire donn6e. 

Le sch6ma d7interd6pendance utilise ici est analogue au schBma que 
M. POLYA (1) a employé dans des recherches sur les probabilités à structure 
heréditaire. 

Representons nous N molécules qui ont en chaque instant l'une des 
différentes valeurs E, , E, , ... E,, de 1' Bnergie par molécule. 

Divisons . le temps en petits intervalles: A,: A , ,  A,, ... A,., ... A,, et donnous 
nous une distribution arbitraire des Bnergies Es parmi les mol6cules en 
nombre de N dans Y intervalle de temps A , .  

Désignons ensuite par pr)  la probabilité que la molécule donnee possède 

1' 6nergie E, dans 1' intervalle A ,  . 
Le nombre de moléoules qui dans l'intervalle A,  auront 1'8nergie Es 

est alors : 
N .  pg). - 

Nous allons désigner la probabilité qu'une molécule ait, dans l'intervalle 
de temps A,., 1' 6nergie E, par : 

Fr). 

(') G. POLYA, r Annales de l'Institut Henri Poincaré B, 1931, tome 1, p. 117. 

Arrnali di Matematica, Serie IV, Tomo XII. 5 
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34 P. J. DE WISNIEWSKI: Les  probabilités à structure héréditaire 

Nous admettrons ensuite que l'état énergétique de la mol6cule donnée 
dans l'intervalle de temps ATPI influe sur l'état énergdtique de la m%me 
molécule dans l'intervalle de temps A, suooessif. 

Supposons maintenant qu' une mol6cule donnee ait 1' Bnergie ER dans 1' in- 
tervalle de temps A,-1. 

La probabilit6 qu'elle ait dans l'intervalle suivant l'energie En sera 
d6signée par : 

P l i ,  R .  

Comme chacune des mol6cules N peut avoir 1' une des valeurs E, , E, , ... E,, 
de l'bnergie dans l'intervalle A-1 il suit que la probabilitb que cette mo- 
l6cnle ait dans l'intervalle A; l'energie E,, sera égale à: 

Comme : 

on peut poser: 
30 

$-') Btant la probabilit6 que la inolbcule donn6e ait dans l'intervalle A,. 

1' Bnergie EA . 
Nous supposerons dans la suite que la probabilite p,,,, qui exprime la 

dependance d'un Btat Bnergetique des etats énergetiques prbc6dents, soit une 
constante pendalnt 1'Bvolution du système molbculaire. 

Le problhme à resoudre se réduit à trouver la probabilite $1 pour l'in- 

tervalle de temps A, en fonction de la distribution 'primitive arbitraire: 

(0) 
Pm 

L 1'6poque de l'intervalle A , .  
Avant d' aller plus loin, on fera quelques hypothèses simplificatrices. 
Nous allons distinguer entre les probabilités 

pour qu'une mol6cule ait la mème Bnergie dans l'intervalle de temps suivant. 
2 O  la probabilité: 

Pn, IL 

pour que la molecule ait une Energie differente dans l'intervalle suivant. 
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et l a  s tat is t ique moléczdrcire 35 

Pour simplifier les calculs, on admettra que p,,, , ne dépende pas de k, 
c7 est-à-dire qu7 on pourra écrire : 

P1r.k = 6 , ~ , v i  - 

Pour p;) on aura alors l'expression: 

En tenant compte de la  relation: 

En posant maintenant : 
P n ,  71 - 011, TI = 

et admettant pour simplifier que s est indépendant de n, on a :  

p n  = O,,, , -+ Tpn-') 

d7 ou il suit que : 
M 

E n  posant maintenant r - 1, on trouve: 

et pour r = 2, 3, ... on obtient identiquement: 

En gBnéral, on trouve: 

Si  T < 1 on a pour r = ffi : 
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36 F. J .  DE WISNIEWSKI:  Les yrobcsbilités a structure hdréditaire 

En introduisant la grandeur p f )  dans l'expression de p z ) ,  on trouve: 

C'est l'expression de la probabilité pour qu'une molécule possède 
1'Bnergie E,, dans l'intervalle de temps A, c'est-àdire dans l'intervalle de 
temps compris entre t et t - A,. 

Posons maintenant : 
b 

t - B  A , = t , .  
1 

Si tous les A, sont égaux à A,  on aura: 

Pour l'expression de p t )  on aura alors: 

En posant maintenant: 
1 - 

TA = e-a a > O 

on trouve enfin 1' expression aherchee : 

Cette formule exprime la  probabilite pour qu'une molécule possède 
1' 6nergie E,, au temps t  si la même probabilite au moment t ,  < t &ait p:). 

Cette expression montre que, indépendamment de la rélpartition primitive 
(pour t = t,) des énergies E, entre les mol6cules, la repartition après un in- 
tervalle de temps infini t  - t ,  = ao tend vers la valeur: 

Si cette repartition est réalisée pour un certain moment, par exemple 
pour t  - t ,  c' est-à-dire si : 

p:) =FI) pour t = t ,  

elle ne changera pas avec le temps sous l'influence des actions héréditaires. 
La répartition p?) des énergies entre les molécules est donc stable si le 

milieu moléculaire est isolé, c'est-&-dire sonstrait aux actions extérieures. 
Un systéme moléculaire identique au système dkcrit ici peut Gtre suivi 

dans son évolution à travers le  temps. 
Nous passerons maintenant à calculer 1' énergie et l'entropie du système 

moléculaire envisage ici. 
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et ln s t a t i s t i q u e  n~oléczclai+e 37 

Pour l'énergie totale UCt)  au moment t on trouve: 

Un systeme mol6culaire en Bvolution sous l'influence des actions h6rB- 
ditaires change son énergie totale avec le temps si l'energie U'O) correspon- 
dante à la repartition primitive est différente de 176nergie U'"' correspon- 
dante à la  répartition stable. 

Si  le systhme moléculaire est isol6, l'énergie primitive doit être Bgde ou 
plus grande que 1' 6nergie de 1' Btat stable : 

Si U'O)> UCw' le systbme moleculaire en Bvolution perd par unit6 de 

Pour la chaleur spkifique c, à volume constant on trouve l'expression: 

et où T d6signe la  temperature. 
On montrera maintenant que pour le système moléculaire ici décrit et 

qui tend vers ln repartition stable: 

pf), @aE,+b 

la grandeur 
dS ' t ' dU' t '  -- c ka -- 
di! clt 

(St) entropie) 

est' toujours positive. 
Comme pour l'entropie Stt' on a, par définition, l'expression: 
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38 P. J. DE WISNIEWSKI: Les probabilités à structure héréditaire 

on obtient pour dg, attendu que: 

1' exnression suivante : 

En introduisant maintenant 

dans 1' expression de T, on trouve : 

dS' t '  ce - = kNa Z (pz) - p) log p;). 
1 

Pour - ' " ' ,  on a 1' expression suivante : 
dt  

En multipliant par ka et e n  a,joutant ensuite b d$, on trouve: 
d t  

cJS'~' d  U ( t )  w 

-+ka-- 
dt  df - kaN (pi:) - pix))[log p*) - (aE, + b)] 

a et b sont des constantes. 
Puisque le produit: 

(a - b)[log a -- log b] 

a une valeur toujours positive, il suit que le second membre de 1'6galit6 (G) 

sera positif si : 

(4 log = aE,, + b. 

On voit donc que pendant l'évolution d 'un systeme moleculaire du type 
qu' on vient d' envisager, on a toujours 1' in6galit6 : 

La &partition stable (x) ainsi trouv6e est identique à la  repartion la  
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et la statistique moléculaire 39 

plus probable de la statistique classique et quantique si l'on pose: 

1 a=--- 
kT 

où T est la température absolue. 
Pour des systèmes moléculaires en Bvolution qui tendent vers la rbpar- 

tition stable donn6e par la formule: 

la relation: 

est satisfaite à tout instant pendant l'évolution du système. 
Il suit de cette inégalité que: 

seulement pour des systèmes qui absorbent de l't'nergie (q 2 0) pendant' 

1' evolution. 
Pour un système qui Bvolue vers une rBpartition stable differente de la 

repartition : 
log pnJ = aE,, + b 

c'est-à-dire pour une r6partition donnt'e par.: 

log p n )  = aE,, + b - qll 

est toujours satisfaite si la  déviation: 

- q,( = - (aE,, + b) t log pr) 

a le mème signe que la différence: 

comme on s' en rend compte facilement. 
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Su uua speciale classe di .serie di  fuuziolii aiialitiche. 

Mernoria d i  LUIGI ONOFRI (a Bologna). 

Suiito. - L'A. cletevmiaa i camnpi d i  c o w e q e n z a  u n i f o ~ m e  delle sevie 

essendo le funzioni fnru), cp(z) analitiche, intere; gZi esponenti pn sono numeri  intera, po- 
sit ivi  tendenti all'infinito ed i coeficienti an sono costadi .  

In questo lavoro determiniamo i campi di convergenza uniforme per le 
serie del tipo: 

essendo : 
i coefficienti a,, delle costanti; 
gli esponenti p,, dei numeri interi, positivi tendenti all'infinito; 
la funzione y(a) analitica, intera e non costante; 

analitiche, intere e tali che il primo coefficiente b,,,,, differente da zero, sia 
eguale all' uni th. 

Questo argomento, che già fu trattato, per serie più generali della (1); 
da var? Autori ed in ispecial modo, non ricchezza e cospicoità di risultati, 
dai proff. S. PINCHERLE ( ' )  e L. TONELLI ('), presenta, anche ne1 caso qui 
considerato, diversi aspetti interessanti ed offre la possibilità di effettuare 
numerose e aotevoli ricerche. A tale proposito, è da ricordare la recente 

(1 )  S. PINCHERLE, Sopra alcuni suiluppi in serie peT funzioni annlitiche. (a R. Acca- 
demia delle Scienee dell'Istituto di nologna ., 1881); Sui sistemi cli funziomi analitiche e le 
serae fovwtate coi medesimi. ( a  Annali d i  Matematica », serie II, tom0 XI1, 1%3-84); Sur 
le tl6veloppement d'urne fomtion analytiqtce en s h i e  de polynômes. (6 Coniptes Rendus ., 
toiiio 107, 1888). 

(') L. TONELLI, Sitlle swie  d i  fitwiolti ccitrtlitirlre della forma ~ R ~ ( X ) X " .  ( . Annali di 
Matematica, serie III, tomo XVIJI, 1911). 

Awnali di Matematica, Serie IV, Tomo XII. 6 
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Memoria di G. JULIA (i) sulle serie delIa forma: 

le quali si ottengono dalla (1) facendo p,, = m, cp(z) = z, f,,(u) = f(u). 
Nella prima parte della presente Nemoria, esponiamo un procedimento 

atto alla costruzione di un campo C di convergenza uniforme della (1), avente, 
inoltre, la  proprietà di contenere tutti quei campi . in cui la (1) converge 
uniformemente. 

Nei oasi pratici, la determinazione di C, O del suo contorno, pub riuscire, 
talvolta, lunga e laboriosa; al10 scopo di renderla più rapida ed agevole, 
abbiamo enunciato, ai  n.i 5, 6, 7, 8, speciali oriteri di facile e frequente 
applicazione. 

La seconda parte è dedicata al10 studio di un caso particolare ed alla 
ricerca delle condizioni alle quali deve essere assoggettata la ~ ( a )  affinch6 il 
campo C contenga un dato cerchio (O, k)  l a  cui periferia appartenga a l  con- 
torno di C. 

Nella terza ed ultima parte vengono esaminate le curve continue, esterne 
a C, sulle quali la (1) B convergente uniformemente. Questo studio è rivolto, 
in particolar modo, a l  comportamento della cp(z) lungo le curve suddette. 

Corne appare da questo breve riassunto, nella presente Memoria ci siamo 
occupati esclusivamente delle questioni inerenti la convergenza delle (i), senza 
intrattenerci sui problemi relativi alla rappresentazione di una fun~ione  ana- 
litica assegnata mediante serie del tipo considerato. 

Di cib, ci riserviamo trattare ampiamente in un successivo lavoro. 

1. Cominciamo con 10 studio di un caso assai particolare e semplice al10 
scopo di esporre subito i concetti ed i metodi che, convenientemente ski- 
luppati ne1 seguito, ci permetteranno di addivenire alla conoscenza del campo 
di  convergenza uniforme di una serie del tipo (1). 

Poniamo : 

(<) G. JULIA,  Sur un déueloppement des fonctions holomorphes. ( u  Acta Mathematica 3, 
vol. 54, 1930). 
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Indichiamo con Mn(rPn) il massimo di 1 f,,(u) 1 sulla cimonferenza (0, r P n )  

e con R(r) i l  raggio di convergenza della serie di potenze 

Con facili calcoli si trova che R(r) t: eguale a 2 per r < 1, & eguale 
2 

a I' per 1 < r < 2, ed è nul10 per r > 2. 

Cib premesso, consideriamo i punti z del piano nei quali si ha :  

(4 ( ( z ) )  z ,  cioè: R(Iz- 21) > jzl.  

Tenendo presenti i valori assunti da  R(r) a1 variare di r, si vede subito 
che : 

per 1 2 - 2 1 1 1 ,  deve essere lz1 < 2 ;  
per 1 < 1 a - 2 1 < 2, deve essere 1 z 1 1 .G - 2 1 < 2; 
per 1 z - 2 1 > 2, non esistono valori di z soddisfacenti alla (a). 

I n  altri termini, i punti z debbono trovarsi, contemporaneamente, all'in- 
terno dei cerchi (0, 2)) (2, 2) e della cassinoide 

È poi agevole provare che il campo C, determinato dai suddetti punti a, 
ha  per contorno: 1.0 1' arco della circonferenza (0, 2) avente gli estremi nei 

7 . VB 7 i15 
punti z, =- + z p, zs = - i - della cassinoide e passante per 2 = 2 ;  

4 4 

1 .Ci5 , 2 . O  1' arco della circonferenza (2, 2) avente gli estreini nei punti z, = p  -+ z -, 
4 

i vis z - - - i -  della cassinoide e passante per l'origine; 3.0 i due archi di  
4 - 4 4 

cassinoide che congiungono a, con a, e a, con z,. 

Passiamo ora a dimostrare che C é il campo di convergenza uniforme 
della serie considerata (l). 

Prendiamo un arco y di una circonferenza (2, r) ed osserviamo Che, al 
variare di z su y, i l  punto u = (z -- 2)Pn viene a descrivere tutta la circon. 
ferenza (0, rP*), purché si abbia l'avvertenza di scegliere abbastanza grande 
1' esponente p,, . 

Ne discende che tutte le funzioni 1 f,,((z - 2)Pn) 1 ,  a partire da un certo 

indice raggiungono sull'arco y i valori massimi M,,(r*n). 

(i) A questa assemione si pub anche pervenire mediante un esame diretto della serie 
e cioh sema l'ausilio di quei procedimenti generali dei quali si fa uso ne1 testo. 
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Allora, se la serie converge uniformemente lungo I'arco y, dovrb aversi, 
per n sufficientemente grande, 

1 a,, 1 1 5 InJf,,(rpn) < 1, 

essendo 1 5 1 il minimo di i s 1 sull' arco stesso. Ma qnesta disugiinglianza ri- 

e ciob, per la  (a), che 6 sia, interno od a l  contorno di C. 
Resta cosi provato che ln serie data non pu0 convergere uniformemente 

in  campi a due dimensioni esterni a G. 
Infine, dalle disugiiaglianze (a), cui soddisfano tutti i punti di C, consegue 

immediafamente la convergenza uniforme della serie nell'interno di questo 
campo. 

2. Determinato cosi il campo di convergenza uniforme per una serie 
assai semplice del tipo (l), passiamo ora al10 studio della questione ne1 caso 
generale. 

Indichiamo con R ed R(r) i raggi di convergenza .elle serie di potenze 

essendo M,(rpft) il massimo di 1 f,,(u) 1 sulla circonferenza (0, 
Detto r' i l  limite superiore dei valori di  r pei quali la successione 

A limitata, si vede immediatamente che per r < r' é R(r) > O, mentre per 
r > r' éi R(r) = 0. 

La funzione R(r) non 6, in generale, continua; tuttavia, essendo mono- 
tona, decrescente, pub avere soltanto delle discontinuith di prima specie. 
Esisteranno, percib, i due limiti R(r - O), R(r + O) i quali saranno, al pari 
della R(r), funzioni monotone, decrescenti della variabile r. 

Osserviarno, infine, che la  R(r - 0)' b continua a sinistra e l n  R(r + O) 
a destra nei punti r in cui esse sono finite. 

3. Consideriamo i punti 2: del piano nei quali la  funzione 

A positiva ed indichiamo con C il loro aggregato. 
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Nell'ipotesi che pnnti siffatti esistano, 13 facile provare clie ciascuno di  
essi è interno a C. 

Invero, detto z uno di questi punti e posto 1 y(z) 1 =r, si determini un 
nuinero 6 in guisa che sia: 

Cib è sempre possibile in  virtù della continuith a destra della funzioiie 
R(r t- O). 

Poi, si prenda un intorno di z contenuto ne1 cerchio (O, R(r  + 6 + O)) e 
tale che entro di esso la funzione / y(z) 1 sia inferiore a r + 5. Allorn, Re z, è 

un punto qiialunque del siiddetto intomo, si avrà: 

R( 1 y@,) 1 + O) R(r + 6 + 0) 
e quindi a(o,) > 0. 

Dunque, il piinto z, appartiene a C. 

4. I l  campo C, che nbbiaino ora definito, gode delle seguenti proprietà: 
a) I n  ogni cawpo limitato e coazpletamente interno a C la serie (1) con- 

verge unifonnemente. 
b) La serie (1) non pu6 convergere uniformewzente neZl'intorno di u n  

punto esterno a C. 
Dimostrazione della proprietà a). 
Sia D un campo limitato, completamente interno a C, e sin z, un punto 

di esso. Posto 1 y(z,) 1 = r i ,  avremo a@,) > O, cioè R(r, + O) > / z, 1 .  
Determiniamo poi un numero 6 )  0 in modo che si  abbia: 

ed un intorno (z,, p) di z,, contenuto ne1 cerchio (O, R(r, + 6 +O)),  tale che 
sia 1 ÿ(z) 1 (: r ,  -1- 6 per 1 z - B ,  1 < p. 

Ne1 suddetto intorno si avrà: 

e percib i termini della (1) risulteranno, in modulo, inferiori a quelli di una 
serie convergente a termini positivi. 

Resta cosi provata l'uniforme convergenza della (1) ne1 campo D. 
Dimostrazione della proprieta b). 
Supponiamo che in un cerchio (a,, p), esterno a C, la  serie (1) converga 

uniformemente. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



46 II. ONOFRI: SU. una specinle clccsse di serie di fitnzioni nnnlitiche 

Prendiamo due punti z,, z, di (z,, p) in modo che: 

e poniamo, per semplicità di scrittura, r, = 1 cp(z,) 1 .  
Consideriamo poi un arco y della curva passante per z, lungo la quale 

B 1 ?(a) 1 = r ,  . Quando a percorre 1' arco y, il punto u = cpP+) descrive un amo 

di circonferenza che ha  per centro l'origine e per raggio r:l1; anzi, per p,, 

abbastanza grande, il punto u descrive, almeno una volta, l'intera circoil- 
ferensa. 

Cib significa che i l  massimo di 1 f,[cpP+)] 1 sulla curva y è, per w suffi- 

cientemente grande, eguale a M,(rp). 

Inoltre, per la  supposta convergenza uniforme della (1) in (z,, p), avremo, 

da un certo indice in poi e per ogni a di y, 

dove 5 indica il minimo di 1 s 1 sull'arco y. 
Scegliendo y in modo che risulti 5 > 1 a, 1 si avrà, per la (a), R(r,) > 1 si 1 

e quindi: 
+il = 4 l d ~ l )  I -1- 0) - la, 1 2 Rb-,) - I Bi  l > 0. 

Dunque, il punto z, dell'intorno (z,, p) è interno a C, la  qua1 cosa è in 
contraddizione con l'ipotesi fatta sui punti di (z,, p). 

Le proposizioni ora dimostrate' giustificano i l  nome di cawpo di conver- 
genza uniforwe della serie (1) che ver& dato a C. 

5. Per stabilire se un punto z del piano é interno. esterno, O al contorno 
di  C, basta, evidentemente, esaminare il comportamento della a(z) in un in- 
torno del punto stesso. Tuttavia, nei casi concreti, pub tornare utile anche 
la  considerazione della funzione 

A conferma di  cio, valgano le seguenti osservazioni. 

(') Cib 6 sempre possibile. Difatti, se cp(z) = azm basterà prendere 1 z, / < 1 z, 1 affinchè 
sia anche cp(z,) 1 < 1 cp(z,) 1 ;  se invece cp(z) è di tipo diverso, si potranno trovare due nu- 
meri s i ,  zql, di egual modulo, tali che 1 cp(z,) < 1 cp(z,') l .  Allora, per soddisfare alle disugua- 
glianze del testo, sarà sufficiente scegliere zz in un intorno abbastanza piccolo di z,' ed in 
guisa che 1 2% 1 > 1 zzl 1 .  
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OSSERVAZIONE 1. - Se P(z) < O, il punto z é esterno a C. Difatti, in 
virtù della continuità a sinistra della funzione R(r -O), si potrà determinare 
un numero 6 > 0 tale che per h 1 < 6 sia a(z + h) < O. 

OSSERVAZIONE II. - Se a(B) < O, P(2) > 0, / ~ ( 8 )  / = r ) O, il punt0 Z 6 al  
contorno di C. 

Per  essere / y(z) 1 > O, si pub trovare un punto z -1- h, prossimo a s quanto 
si vuole, ne1 quale sia 1 y(# + h) 1 =ri < r. 

Ma si ha R(r,  .+ O) 2 R(r - O) e quindi u(z + h) > 0. 
Se y+) =O,  il ragionamento ora fatto cade in difetto; in questo caso il 

punto z pub anche essere esterno. E cib avviene effettivamente se u(z) < O 
perché nei punti a, di un intorno di s si ha R(I cp(a,) 1 + O )  < R(0 -+- 0). 

OSSERVAZIONE III. - Dalla Oss. II consegue che se per un valore r 2 0  
è R(r - O) > R(r + O), tutti i punti n della curva 1 ~ ( z )  1 = r siluati nella 
corona circolare definita dalle circonferenze (O, R(r +- C))), (O, R(r - O)) O posti 
sulla circonferenza (O, R(r + O)), appartengono al  contorno di C. 

OSSERVAZIONE IV. - Un punto z , ,  appartenente alla circonferenza 
(O, R(l y(z,) 1 -O), pub essere all'esterno O su1 contorno di C. Ma se la 
curva 1 cp(a) 1 = 1 y@,) 1 = r penetra nell'interno del suddetto cerchio, passando 
per z,, allora questo punto é a l  contorno. 

Invero, nell'interno di (O, R(r -O)) esistono dei punti z, vicini a s, quanto 
si vuole, nei quali è / cp(z) 1 < r e quindi R( 1 ~ ( z )  1 + O) 2 R(r - O), a(z) > 0. 

6. ESEMPIO. - Determiniamo il contorno di C essendo la R(r) una fun- 
zione continua nell'intervallo (0, r') ad eccezione di un punto p. 

Indichiamo con ï, , i',, ï,, l', le  circonferenze che hanno i centri nel- 
1' origine e per raggi i numeri R(0 + O), R(p - O), R(p i- O), R(rf - O), e sup- 
poniamo che nei quattro intervalli (O, r,), (r,, p), (p, r,), (r,, r') (alcuni dei 
quali possono ridursi ad un sol punto) si abbia, rispettivamente, 

= R(O + O), R(r) = R(p - O), R(r) = R(p + O) ,  R(r) = R(rf - 0). 

All'esterno di F, non possono esistere punti del contorno di C, mentre 
appartengono al  contorno quei punti s di I', , l',, I',, ï, nei quali è: 

Vediamo quali sono i punti del contorno di C che figurano nelle due 
corone circolari definite da I',, i', e da i',, r,. 

Per  la supposta continuità della R(r) negli intervalli (O, p), (p, rfj e per 
l'Oss. 1, dovrà aversi a(z) = O  e cioh i punti al contorno, contenuti nelle 
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corone suddette, dovranno appartenere alla curva 

Infine, in virtii dell'oss. III, si piib affermare che i punti al contorno 
posti nelln corona circolare l?,, Y, O sitiiati nell'interno di l',, sono quelli 
che soddidano alle equazioni 

Un analogo procediinento vale ne1 caso in cui . la  R(r) sia discontinua 
in un numero finito di punti, anziché in uno soltanto. 

7. Vogliamo ora trovare, particolariz~ando convenientemente le funzioni 
f,(u) ed i numeri p,, a,, , qualche nuova proprietà del campo C. 

Ammettiamo, dapprima, che le funzioni 1 f,,(u) 1 si mantengano inferiori, 
in  un intorno (O, k)  della origine, alle funzioni KI u lx*, essendo K una CO. 

stante positiva e A, l'ordine di multiplicità della radice u = O della f,,(u). 
Prendiamo un numero r < 1 e ,determiniam0 un indice h in guisn che 

per n > n sia P n  < k. 

e, per essere: 

- N p  h&C 1 = lim \' 1 a, 1 Mn(rPn) = lim V 1 a,  1 r " 1 
R (r) 

c = ~ .  

N- 

Se poi le \'l a, si suppongono limitate, e cioè R) O, si vede facilmente 

re-  
).nPn 

che le funzioni V I  a, 1 r sono egualmente continue in ogni intervallo del 
tipo (E, 1 - E). 

Cib vu01 dire che il loro limite massimo è una funaione continiïa ne110 
stesso intervallo. 

Si pub dunque affermare che l a  funzione R(r) B continua in ogni inter. 

12- 
1, P n  

val10 (E, 1 E) salve rhe il limite massimo delle ) 1 a,, 1 r 1' non si anriiilli 
in qualche punto interno all'intervallo (0, 1). 
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Ma se cib avviene, é ben ohiaro che il suddetto limite è sempre nul10 
per r < 1, onde R(r)  = ffi comunque si prenda r < 1. 

Riassumendo le considerazioni svolte ne1 presente numero, possiamo 
enunciare le seguenti proprietà del campo C. 

a) Se le funzioni ?@ sono egualinante liinitale in un intorno del l 'ori  
u%l 

gine, i l  campo C contiene tutti i punti  a del cerchio (O, R) nei puali è 1 y(5) 1 < 1. 
In particolare, se: 

si  h a :  R(r) = R per r < 1 e phindi i l  campo C è contenuto. ne1 cerchio (0, R). 

b) Se le funzioni fa sono egualntente l i~ni tate  in un intorno dell'ori- 
u1n 

n- 
gine e se la  successione \ 1 a, / é lifizitata superimtbente, i punti  del contorno 
d i  C, çontenuti nella corona circolare definita dalle circonfermwe (O, R(0 + O)), 
(O. R(l  - O)), appartengono alla curva 

8. ~saminiamo,  infine, i punti x di C in cui 6 1 y(#) 1 > 1. 
Osserviamo, itnaitutto, che l'esistenzn di punti siffatti richiede al limite 

superiore r', definito a l  n . O  2, di essere maggiore dell'unità e, di  conseguenza, 
a l  raggio R di essere positivo. 

Invero, si ha, per r > 1, 

Da cib discende subito che i punt i  z d i  C, nei quali è 1 y(z) 1 > 1, a p  
partengono al cerchio (0, R) 

Pacciamo poi sulle funzioni fn(u) e sui numeri a, e p, le seguenti ipotesi: 
le f,(u) siano egualmente limitate in un cerchio (O, k ) ;  

il limite massimo p della successione sia finito; 
Pn 

Pn - 
il limite minimo y della successione VI a,% 1 sia positivo. 

Cib posto, prendiamo un r compreso fra 1 ed r ' ;  indichiamo con A un 
intero per cui si abbia: 

A" M,(rPa) < - 
l % l '  

Annali di Matematica, Serie IV. Tomo XII. 
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e determiniamo un numero intero, positivo a in maniera che sia: 

Avremo allora, per n mnggiore di un certo &: 

e quindi: 

Da queste disuguaglianze si deducono importanti proprietà delle f,,(u). 
Anzitutto, dimostriamo che le fn(u) sono egualmente liniitate in ogni rem 

gione finita del piano. 
Infatti, presa ad arbitrio una circonf~renza (0, S), si consideri, nella 

7 f (4 corona circolare definita da (O, S )  e da O, 3 , la  funzione 1, con n > & 
#a 

ed r% > S. 

Poichb sulle ciroonferenze (0, rp.), (O, i) si ha, rispethivamente, 

la  funzione fa si manterrà interiore ad un nurnero H, indipendente da n, 
un l 

in tutta la  corona circolare suddetta. Da cib consegue immediatamente 1' asserto. 
Consideriamo poi una successione estratta dalla 

e convergente uniformemente in una certa regione del piano. I n  base a 
quanto s'B ora detto, questa successione convergerà uniformemente in ogni 
cerchio (O, S )  ed i l  suo liniite F(ul  sarà, di conseguenna, una funzione intera. 
Inoltre, la  F(U) non potrà essere nb una trascendente nB un polinomio di 
grado superiore ad a. 

Invero, si ha: 

e quindi, per 9% > a, 

I fn)(o) I - l im -- - O. 
n A, 91% ! 
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Cib significa che nella serie 

i coefficienti b, ,  con indice m > a, sono tutti nulli. 
Siamo cosl giunti al seguente risultato: 

S e  : 
le f,(u) sono egualmente limitate in un intorno del l 'or igine;  

i l  l imite rnassimo della successione è finito; 
Pn 

Pn - 
i l  l imite ~ ) z in imo  della successione V 1 a, 1 è yosit ivo : 
i l  campo C contiene dei p u n t i  5 in cu i  1 45)  1 > 1 ; 
a l  lora : 
le f,(u) sono egualn~ente  l imitate in ogni cerchio (O, S ) ,  ed o g ~ , i  succes- 

sione estratta dal la  (a )  e convergente unifon?zenzente h a  per l imite un poli,aonzio 
i l  cu i  grado n o n  pu6 superare uuz numero  fisso a.. 

9. In  questo paragrafo faremo due applicaaioni delle teorie generali svolte 
nei precedenti numeri. 

ESEMPIO 1. - Consideriamo la  serie 
\ 

Ca 

essendo f(u) una trascendente' intera a crescenza regol'are e d'ordine finito 
p > O. Supponiamo, inoltre, che sin f (0)  = 1. 

Seguendo il procedimento generale indicato a l  paragrafo 1, determiniamo, 
anzitutto, la funzione R(r). 

Per  le proposizioni del n.O 7, possiamo intanto afferinare che tale fun- 
zione è costantemente eguale ad R . i n ' t u t t i  i punti dell'intervallo (0: 1). 

Ne discende, in particolare, che se R = O la serio data non pub conver- 
gere uniformemente in cainpi a due dimensioni. 

Esaminiamo poi il comportamento della R ( r )  nei punti esterni all7i11ter- 
vallo (O, 1). Per  quanto s' è ora osservato, possiamo supporre, senz' altro, R 2 O. 

Essendo la f(u) a crescenza regolare, avremo, per n sufficientemente 
grande, 

er~, , (~--4  < M(rP=) < e TP?&(P+E) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



52 L. ONOFRI: SU u n n  specinb classe d i  serie d i  funzioni analitiche 

e quindi: 

- n- 1 
iim (vI a, 1 $'(P-E') _ ( i  la,l e; 

Rh") "n'p+c'>. 
Dunque, per conoscere la R(r), dobbiamo, dapprima, saper valutare il 

limite massimo di una espressioiie del tipo: 

A tale scopo, decomponiamo 1s successione delle an nelle due successioni 
pa r~ ia l i  

"3, 9 9 ..* ) a812 9 9 

ut1, "t,, ..-, ut,, ... , 
mettendo nella prima tutte le a, positive O nnlle e nella seconda le an ri. 
manenti. 

Affinchb la  (a) abbia limite inassirno finito, occorre e basta che le suc- 
cessioni 

siano limitate superiormente; e cib richiede che r non sia superiore al mi- 
nore dei due numeri 

P 4  - Pho - 
lim 1 s,, , lim Vt,, - utlz .  - - 

Difatti, se: 

a,, + r%P < Jh, 
S n  

si ha:  

da cui, 

Similmente, clalla disuguaglianza 

discende : 
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ed anche, per essere: 
1 

Si trova poi, mediante facilissimi calcoli, che, per ogni r inferiore ad 
1 

entrambi i numeri (b), la successione (a) ha per limite massimo -; mentre, R 

per ogni altro valore di r, la (a) è illimitata. 
Da tutto cib consrgue, tenendo anche conto dell'arbitrarietà del nu- 

mer0 E, che il campo di convergenza uniforme della serie considerata è CO- 

stituito dai punti z del piano soddisfacenti alle disuguaglianze 

10. ESEMPIO II. - Ammettianio che si conoscano le funzioni f,,(u), i nu- 
meri a,, pn e, di conseguenza, la funzione R(r). 

Vogliamo determinare la funzione y ( i )  in modo che il campo C di con- 
vergenza uniforme della corrispondente serie (1) contenga un cerchio dato 
(0, 7) la  cui periferia appartenga al contorno di C. 

Intanto, si vede subito che il raggio k non pub superare R(0 + 0) poiché, 
altrimenti, sarebbe a(#) > O per R(0 i- 0) < 1 z 1 < 7, e cioé R( 1 y(#) 1 + O) > R(0 i -  0). 

Cib posto, consideriamo i limiti superiori r,, r, degli aggregati formati 
con i valori di r che soddisfano alle disuguaglianze 

Se noi vogliamo che ogni punto della circonferenza (0, A) appartenga al 
contorno di C, dovremo prendere 1 g(z) 1 in guisa tale che il suo massimo 
sulla predetta circonferenza non superi r, ed il suo minimo non sia infe- 
riore ad r, . 

Difatti, ne1 caso opposto, tutti i punti z di (6, 7) nei quali 6 1 cp(s) 1 < r ,  
sarebbero interni a C e quelli in cui è j ~ ( z )  1 > r,  sarebbero esterni al me- 
desimo campo. 

Premesse queste consideraaioni di carattere generale, passiamo a discutere 
le soluzioni del problema assumendo come parametri i due numeri r , ,  I., . 

Se r ,  = r, = O, oppure se r, = r, = oo, il problema non animette solu- 
zioni, non potendosi trovare nna funzione analitica y(z)  sempre nulla O sempre 
infinita sulla circonferenza (0, k). 
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Se ri < r , ,  vi A una grande arbitrarietà nella scelta della soluziorie 
poiché, in corrispondenza di una funzione intera +(z), presa a piacere, si 
possono sempre determinare due costanti A, y in guisa tale che la  funzione 
A+(z) 1- p soddisfi alle condizioni imposte alla iq(z). 

Infine, se ri  = r ,  , la funzione intera cp(a), dovendo avere rnodulo costante 
su tutta la  circonferenza (0, JE), sarh necessariamente della forma azn con n 
intero, positive. 

È utile osservare che, ne1 presente caso, il campo C di convergenza 
uniforme coincide con il cerchio (O, k). 

III. 

I l .  Al n.O 4 abbiamo visto come una serie del tipo (1) non possa con- 
vergere uniforinemente in  campi a due dimensioni posti nella regione formata 
con i puiiti esterni a C e, conseguentemente, su curve chiuse, continue, ap- 
partenenti alla stessa regione. 

Beninheso, ciù non impedisce alla serie (1) di essere convergente unifor- 
memente lungo delle curve continue ed aperte situate all' esterno da1 campo C. 

Qui, vogliamo fare alcune . considerazioni su1 comportamento della fun- 
zione cp(z) lungo le curve suddette. 

' Fer  semplicità,. supporremo le funzioni f , , ( ~ )  egualmente limitate in un 
intorno dell' origine ed f,(O) = 1. 

12. Dimostriamo, anzitutto, che : 
La serie (1 )  no% pub convergere nei punti 5, esterni a l  cerchio (O, R), nei 

yuali è 1 y(a) 1 < 1. 
Infatti, se in  un tale punto la  (1) fosse convergente, dovrebbe aversi: . 

e, non potendo a,zn tendere al10 zero, esisterebbe, conseguentemente, una 

avente per limite zero: 
Na cib é impossibile perchè, in forza delle ipotesi fatte sulle f,,(u) e per 

essere 1 cp(z) 1 < 1, una siffatta successione tende all'unità. 

13. Sia y una curva continua, posta all'esterno di (O, R), e sulla quale 
la serie (1) converga uniformemente. 
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Ripetendo un ragionamento fatto al n.O 4, si vede subito Che, al variare 
di .z su y, il 'punto u = yP"(z) non pub descrivere una curva chiusa circon- 
dante 1' origine. 

Ne discende, in particolare, che : 
l z ~ n g o  l a  curva  y i l  modulo cl2 cp(z) n o n  puo essere costante. 

Supponiamo poi che sulla curva y l'argomento di cp(a) sin iina funzione 
sempre crescente, O decrescente, e che in un punto a,, di y i l  niodiilo cli y(s) 
abbia un massimo (minimo). Sia, cioè, crescente (decrescente) in un tratto 
precedente a, e decrescente (crescente) in un tratto seguente a,. 

Prendiamo un arco y' di y contenente z ,  e tale che nei suoi estremi z ,  , z, 
si abbia 1 cp(a,) 1 = 1 y(#,) 1 .  Facendo variare la  a sull' arco y', veniamo ad ot- 
tenere, ne1 piano della u, delle curve continue u - cpP. . (a)  le  qiiali, in conse- 
guenza delle ipotesi fatte, hanno la proprietà di  circondare l'origine. 

L'incompatibilità di questa conclusione con la  convergenza uniforme 
della serie (l), ci permette di affermare Che: 

S e  s u l l a  curva y l 'argoînento d i  y(z) é u n a  funzione whonotona, i l  rnodulo 
d i  rp(z) n o n  pu6 avere n é  m a s s i w i  nè ~ttinimi ne i  p u n t i  in t e rn i  d i  y. 

Id. Particolarizzando le funzioni fJu), si possono ottenere delle altre 
proprietà per le curve y. 

Ad esempio, se esiste una semiretta d uscente dalla origine e sulla 
quale tutte le funaioni 1 f,(u) 1 siano superiori ad un numero K ,  O, allora 
lungo la curva y l'argomento di y(z) é costante. 

Infatti, ne1 caso opposto, si pub determinare un indice ii in modo che 

per n > & i massimi delle funzioni 1 f,,[.qP+)] 1 ,  snlla c u v a  y, siano m a g  
giori di K. 

Questa osservazione pub applicarsi alla serie 

della quale vogliamo determinare i l  campo C e le curve y. 
Abbiamo, evidentemente : 

Consideriamo, dapprima, la cassinoide 

nell' interno della quale 6 1 y(z) 1 < 1. 
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56 L. ONOFRI: SU. u%a speciale classe di  serie d i  funaioni analitiche 

Poichb questa curva 6 situata all'esterno del cerchio (O, R), potremo 
asserire, applicando il teorema del n.O 8, che il campo C di  convergenza 
uniforme coincide col cerchio (O, 1). 

Cib posto, passiamo alla ricerca delle curve y. 
I n  virtù della proposisione del n.O 12, queste curve saranno poste al- 

l'esterno della cassinoide (a) e, per l'osservazione fatta al principio del 
presente n.O, dovranno essere tali Che, lungo di esse, la funzione 

abbia argomento costante. 
Un semplice calcolo mostra che le uniche solueioni accettabili sono 

fornite dalle rette 

(b)  x = o :  y = o ,  

luogo dei punti in cui l a  cp(z) é reale, e dalla iperbole 

sulla quale la  cp(8) é immaginaria. 
I n  concliisione, la  serie data converge uniformemente ne1 cerchio (O, 1) 

e su qualsiasi arco limitato appartenente ad una delle curve .(b), (c) ed esterno 
alla cassinoide (cc). 
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Uebeï die nomogrrrphische 
Losuiig einer eleilientarniechanischeri Extreiniiii~aufgrthe. 

Von ALEXANDER FISCHER (Praga-Cecoslovacchia). 

Uebersicht: Es wird eine graphische Rechentafel für die Bestimmung 
der reduzierten Lange eines physikalischen Pendels nach dem allgemeinen 
Verfahren des Verfassers hergeleitet und gezeigt, \vie sich das Minimum der 
letzteren mit Hilfe der Tafel ebenfalls formelm%ssig festlegen lasst. Die 
mathematischen Grundlagen hierau werden im Aufsata selbst entwickelt, so 
dass er ohne weitere Vorstudien verstandlich ist. 

1. Einleitung und Aufgabestellung. - I n  der angewandten Mathematik 
und in den technischen Wissenschaften kommt es bekanntlich des ofteren 
vor, dass man nicht nur den Verlauf einer Punktionsbeziehung leicht llbersehen 
will, sondern auch die Extrernwerte der in Betracht Iiommenden Veranderli- 
chen kennen muss. I m  folgenden soll an einem einfaehen Beispiel geaeigt 
werden, dass die heutige Nomographie, dieses ebenso interessante wie nataliche 
?'eilgebiet der angewandten << Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte 
a m  » (im Sinne von FELIX KLEIN), beiden Forderungen gerecht wird. Dariiber 
hinaus wird dasselbe aber auah aeigen, dass durch die Anwendung elemen- 
targeometrischer Satae die mit Hilfe der Differentialrechnung erhaltenen 
Ergebnisse in reizvoller Weise gedeutet und bestgtigt werden konnen. 

Der Entw~irf des Rechenbildes (Nomogramms), bei dem ein R e c h t w i n -  
k e 1 k r e u a als Ablesegergt dienen wird, soll nach meinem allgemeinen 
Verfahren (*) geschehen. Wie ersiehtlich sein wird, ergibt dasselbe - neben 
Tafeln a. B. mit einfacher Ablesegerade - auch diese Tafeln auf einfachste 
Weise. 

Die Berechnung der reduzierten Pendellange erfolgt bekanntlich (vgl. z. 

B. ( 5 ) )  nach der ' ~ o r m e l :  

(4 
B 

z = s + s ,  
ms 

(*) Die Bahlen in Klammern beziehen sich aiif den Schriftennachweis am Ende der 
Arbeit. 
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58 A. FISCHER : Ueber die szonzographische 

worin 0, das Tragheitsmoment des Pendels fiir eine durch den Schwer. 
punkt gehende Achse, 

s den Abstand ~wischen Schwerpunkt und Drehachse und 
rn die Masse des Pendels bedeutet. 

Das Minimum von 1 ergibt sich nach den Regeln der Differentialrechnung au 

2. Mathematische Grundlageri des Entwurfes. - Dieselben sind in  den 
folgenden paar Zeilen enthalten: 

a)  Die Gleichung der Geraden y mit der Richtungskonstante alb, die 
auf der y-Achse eines r e c h  t w i n k l  i g e n kartesischen Koordinatensyst~ms (xy) 
die Grosse c abschneidet, lautet: 

wodurch ein Rechtwinkelkreua festgelegt wird. (S. Abb. 1) Hierbei ist einer 
der Faden als « Ablesefaden », der andere als 

Einstellfaden » au bezeichnen, je nachdem ob 
er der gesuchten oder den gegebenen Veran- 
derlichen der vorgelegten, au vertafelnden 
Funktionsbeziehung augeordnet ist. 

b) Betrachtet man x und y als Funktionen 
eines Parameters a,  also 

(II) x = x(a), (III) Y = ~ ( 4 ?  

so bedeutet (1), dass die Kurve, die durch die 
beiden Gleichungen (II) und (III) in  Parame- 
terform definiert wird, von der Geraden g 
geschnitten wird. 

c) Hierzu tritt schliesslich der leitende Grundgedanke (vgl. (')) des 
eingangs genanntén Verfahrens : Die vorgelegte Funktionsbeaiehung ist 

zundchst rein fomal 
in die Gleichungsdreiheit : 

Gleichung der « Ablesekiirve » (insbesondere « Ablesegerade »); 

Gleichung der « Losenden Eurve » und 
Gleichung von deren « Bezifferung » 

ou zerfallen und diese Zuordnungsbeziehung ist 
dann  erst geometrisch 
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au deuten - und ~ w a r  im vorliegenden Fa11 im reehtwinkligen kartesischen 
Koordinatensystem. (Implizite Definition der allgemeinen < Fluchtlinientafel »!). 

3. Tafelentwurf. - Die Anwendung des ebengesagten ergibt die Glei- 
chungsdreiheit : 

G1. d. Ablesefadens : 

(1) y = (@s/iom)x + 1, 

G1. d. Losenden Kurve und ihrer Bezifferung: 

also die Parameterdarstellung der gleichseitigen Hyperbel mj = - 10. Hierin 
ist 10 ein freigewahlter Masstabfaktor, um die Tafel brauehbarer 5u gestalten. 

4. Benutzung der Tafel. - Durch die gegebenen Werte von 0, und m 
ist der Einstellfaden festgelegt. Derselbe ist hierauf solange in sich au 

verschieben, bis der Ablesefaden diireh den ebenfalls gegebenen S-Wert auf 
der Losenden Eurve hinclurchgeht. Er selineiclet d a m  auf der 2-Leiter das 
gesuehte 2 ab. (S. Beispiel 1 in Abb. 9) .  
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60 A. F I S C H E R  : Ueber die momogrnphische 

5 .  Extremumbestimmung mittels der Tafel. - Wie unmittelbar ersicht- 
lich, gelangt der Ablesefaden bei dieser Verschiebung in eine Grenzlage, die 
« Ablesetangente >) (an die Losende Kurve), der auf der 1-Leiter ein Extremum 
von 1, (im vorliegenden Pal1 das Minimum Z,,,), entspricht. (S. Beisp. 2 in  
Abb. 2). Der Berührungspunkt dieser Ablesetangente tragt dann die dem lnZin 
entsprechende Bezifferung s, . 

Beide Gro~sen konnen aber unter Herandehung des elementargeome- 
trischen Satzes, dass das zwischen den Asymptoten liegende Stück einer 
Hyperbeltangente im Berührungspunkt halbiert wird, durch folgende ganz 
elementaren Betrachtungen bestimmt werden. 

Es ist auf Grund dieses Satzes : 2y, = lmi,, , oder, da nach (III) y, = s,: 
2sb = ln,in . 

Diesem sb entspricht nach (II): xb - - die Ablesetangente schneidet 
daher auf der negativen x-Achse das Stück Oo = 20sb-' ab. Die Betrachtung 
der beiden ghnlichen rechtwinkligen Dreiecke MO@, und oOA ergibt: 

6. Anmerkungen. - a )  Wie leicht einzusehen, entfaltet das gegebene 
Verfahren seine volle Wirksamkeit erst im Palle hoherer algebraischer oder 
transzendenter Punktionsbeziehungen, [vgl. (2)), bei denen der Differentiations- 
prozess wieder auf solche führt und deren Auflosung bekanntlich allgemein 
rechnerisch nicht moglich ist. Die nomographische Losungsart ergibt dann 
i n  einfachster Weise Raherungswerte, die nach Erfordernis rechnerisch be- 
liebig verscharft werden konnen. Aber auch bei empirisch festgelegten Punk- 
tionsbeziehungen ist es mühelos anwendbar, es vermeidet hier die sonst 
unvermeidliche graphische Differentiation. (vgl. (")). 

1) Beiin neuerlichen Studium der Abhandlung von P. LUCEEY (') - nach 
Abschluss ineiner Arbeiten (2)  und (3) - fand ich gelegentlich der Besprechung 
der Arbeiten von W. MARGOULIS daselbst die Bemerkung: « Die tangentiellen 
Berührungen (d. i. die Berührungen zweier Linien) haben sich fiir die 
Aufsuchung gewisser Hochst-und Niedrigstwerte brauchbar erwiesen ». Da 
mir die genannten Arbeiten nicht mganglich sind, vermag ich nicht anzu- 
geben, in welchem Zusammenhang sie mit dem Torstehenden stehen. 

SCHRIPTENNACHWETS 

(l) A. FISCHER, Uebev e h  neues allyemeilzes Vwfahven zum Entwevferc von gvaphischen 
Rechentafeln (Nomoyramrnen), insbesotzdere von Fluchtlinie~?tafel+z. a Zeitschr. f. angewandte 
Math. u. Mech. », 7 (19%') : H. 3 u. 5; 8 (1938) : H. 4: 9 (1929): H. 5. 
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(2) A. FISCHER, Ueber zniei Anniendungen der Nomographie a u f  Aufgaben der Bau- 
mechaltil. s HDI-Mitteilungen d. Hauptvereines deutsch. Ing. in d. Tschechoslow Republ. 3 .  

21 (1932), H. 6, S. 117. 
(3) A. FISCHER,  Ueber eine Anvuenduny der Nomographie azcf eine Aufgabe u u s  dwn 

Dynamobau. Ebenda, H. 19-20, S. 405. 
(4) P. ÙUCKEY, Die Fliichenschieber oder znieidimensionalen ebenen Rechenschieber. 
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Su di uno speciale problema dei momeiiti. 

Mernoria di UGO BROGGI (a Milano). 

Co Ci O0 an Santo. - Si  associa al la  serie - 2 + ..., divergente per ogni valore d i  2, una serie Z - , _ O z + n '  
C C 

convergente i n  tutto il  piano, . d i   CU^ 2 - 2 + ... costituisce 10 sviluppo assintotico, 
5 a" 

per z - oo dove 9 = arg 2, 1.9.1 5 x - ô. 

00 

1. Gli elementi della suocessione a,,  a,, ... siano reali. Se Z converge, 
n=O " 

la  serie d i  fraaioni parziali 
00 

(1) I =  L a, 
n = ~ ' +  12 

converge assolutamente in tutto il piano z, meno in  intorni arbitrari dei poli 
.... semplici a = 0, - 1, - 2, e vi definisce una funzione f(z) ,  non avente altre 

singolarith fini te. 
È infatti 

e le due serie aventi i termini generali 2, 2% convergono assolutamente a 
z t l z  

un tempo. 
Ove poi la fun~ione +(x) della variabile reale x sia definita da 

$(x) - O in corrispondenaa di x  < O 
= a, > >> O < x < l  

(4 - - a, + a, >> » 1 < x s 2  
. . . . . . .  . . . . . S .  

= a, + a, + ... + CC, >> » n < x < n i - 1  

pub scriversi 
00 
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64 U. BROGGI: SM di  %no specide problerna dei momenti 

dove l'integrale del secondo membro é l'integrale di  STIEI~TJES della fun- 
1 

zione ---- rispetto alla funzione $(x). La quale è a variazione limitata se 

gli infiniti integrali 

(3) 
O 

corrispondenti a h = 0, 1, ... , convergono. È infatti 

mentre i secondi membri non possono convergere qualunque sia h, senza 
convergere assolutamente. 

1 
Lo si vede osservando che, poichè Z converge assolutamente se p> 1, 

dalla convergenza di LnPb,, puo venire dedotta la convergenza assoluta di 

z % = I : ~ , ,  na 

giacché n%, - 0. 
Se gli integrali (3) convergono, ed 13 

10 sviluppo formale di f(z) in serie di potenze decrescenti di O 

pub venire ottenuto da (2) se sotto il segno d'integrale si sostitoisca a 

(1 + :)-' il suo ssiluppo e s' integri termine a termine. 

Se non è finito il numero degli a, diversi da  zero, il punto a117infinito 
della funzione f ( z )  I3 punto limite d i  poli, e pertanto singolare: la, (4) diverge 
per ogni valore di e, e puo considerarsi sommata in tutto i l  piano (con 
esclusione degli intorni di O, - 1, - 2, ...) dalla fun~ione  analition f(z). 

È poi per ogni valore di n, se s = 1 s 1 eis 

c cioè 

n-1 
GY iim en lf(z) - I: (- ilv = 0 

a=oce59 v=O 
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U. BROGGI: Su d i  Zçno speciale problewa dei momercti 65 

nell' angolo 
- n + 6 < a r g a < x - 8 .  

Si ha infatti,. se la funzione cp(il) della variabile reale t è infinitamente 
derivabile nell'intervallo chiuso (O, l), se, per ogni valore di h, l'integrale di 
LAPLACE 

jt5-ip'"'(t)dt (h = O ,  1, ...) 
O 

the, ove converga in corrispondenza di un determinato valore x, di a, di 
parte reale R(a,), converge ne1 semipiano R(s) > Ris,), converge ne1 semi- 
piano R(a) > A, e se 

= %(t) 
= (h= 1, 2, ...) 

la relazione 

dalla quale appunto si deduce 

se 1 arg z 1 < - 6. Ne1 caso particolare in coi sia 

e gli integrali (3) convergano, è anche, per ogni valore di h 

(BI 
cpo(l) = a. i- a, t a ,  + ... = c, 

(~"(1) = lhai + Zha2 + ... = ch 
mentre 

jt"-iY,(t)dt 
O 

converge in un semipiano R(a) > A <O.  
E poiché l'integraaione termine a termine di 
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66 U. BROGGI: Su di wno speciale problema dei momenti 

b evidentemente legittima e conduce alla serie di frazioni parziali (11, si de- 

duce dalla (2) e dalla (3, poichb < 1 se / 4 1 < i, C -, se 

I * I >  $, Che 

2. Reciprocamente: data una serie divergente di potenze negative della 
variabile 

(4) 
C C S(a) = " - -' + 
2 z2 "' 

ci si pub proporre di associare ad essa una funzione meromorfa f ( z ) ,  definita 
da una serie del tipo (1), che la sommi ne1 piano z, meno che nell'intorno 
di ciascun polo, e di cui la serie S(a) costituisca 10 sviluppo assintotico. 

Si ha  intanto, se la serie 

associata della (4) converge per ogni valore di t, O converge in un intorno 
del punto t = O e pub venire continuata analiticamente in una parte infinita 
di  piano che comprende il semiasse reale positivo, e se @(t) è infinitamente 
derivabile .con derivate limitate integrabili in  ogni tratto finito da O a + oo, 
e 1' integrale 

TL 
converge ne1 semipiano R(a) > y, (h .= 0, 1, ...), .the, se 1 arg a / < 2 - ô 

dove 

Condizione necessaria perchè ln funaione determinante 

sia sviluppabile in serie della forma (1) 6 che il punto singolare della fun- 
zione @(- log t) più prossimo dl' origine abbia modulo per 10 meno uguale ad 1. 
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U. BROGGI: SU. d i  w n o  speciale problerna d e i  rnornenti  67 

Ed B allora, se 
... a(- log t )  = a, + a i t  1- a,t2 c 

dove a, pub venire formato a mezso di @(t )  e delle sue derivate rispetto a t 
di ordine 1, 2, ... n, e dei numeri di  STIRLING di prima specie. 

La  soluaione generale del problema pnb venire fondata sulla risoluzione 
del sistema di  infinite eqiiaaioni lineari con infinite incognite (B) che secondo 
un'osservazione di E. BOREL si pub risolvere ove, corne di fatto accade, 10 
si sappia risolvere con una certa approssima~' ~ione. 

La soluzione xi ,  e ..... del sistema 

dove y, cresce indefinitamente con k, pub ottenersi, secondo BOREL ('), se il 
sistema degli A, B limitato, formando una funziune intera g(z) della quale 
i q, sono zero semplici, ed una funsione intera 0(s) tale che le serie 

convergono. Se 

è anche 

Se il sisterna degli Ai non è limitato, potrà assumersi 

x k =  =!= f, per k = 1, 2, ... n 

-- 1 -- + - per k = n + l ,  n t i ,  .... nt 
kvk ) 

=A=- 1 per k = n l + l ,  d + 2 ,  ..., a" Wrpk ' 

... scegliendosi il segno di ogni xk e gli interi n, nt, nu,, per modo che sia 

( l )  a. BOREL, Sur quelyues points de la théorie des fonctions, a Annales de l'&cole 
Norm. Sup. S, 1895, pag. 38-44. 
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68 U. BROGGI: Su d i  UNO specinle problema dei mornedi 

i l  sistema delle differenze 
Co 

h B, = A,, - Z q@h 
k=l 

B limitato, e le infinite equazioni ' 

permettono d i  determinare le  differenze fra i valori xk, che si vogliono de- 
terminare, ed i valori attribuiti a ciascuno di  essi, e pertanto anche gli x,. 

Il sistema (B) 

che c'interessa di risolvere è della forma considerata. Si  ha infatti 

se, conferito ad a, un valore arbitrario, s'immaginj attribuito al secondo 
membro della prima equazione, corrispondente ad h = O ,  il valore c, -a,, 
che conveniamo di designare con c,. 

È q, = k. Pub dunque ammettersi sia, 

g ( ~ )  = sen m ,  ô(Z) = e2 

e, se 

dove 

U k  = a h ,  A, = C, 

se i l  sistema dei o, B limitato, 

1 
in cas0 contrario. È x, = % ;,, (h  = 1, 2, ...), a seconda del valore di  v .  

Poichè la serie (4) diverge per ogni valore di z, l'insieme di elemento 
generale c,, non potrebbe essere limitato. 
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3. I l  cammino seguito, consistente nella risoluzione di un sistema di 
infinite equazioni lineari, permette dunque sempre di  associare alla serie 
divergente 

una serie di  fraaioni parziali convergente in tutto il piano z, e pertanto anche 
1' integrale 

mentre la serie associata della (4) 

pub essere tale che l'integrale 

Je-'"@(t)dt =p-'a( - log t)dt 
O O 

non converge in corrispondenza di valore alcuno di s, O che il punto t = O 
sia punto singolare di O(- log t ) ,  che non ammette allora sviluppo in serie 
di potenze crescenti di t. 

Il secondo caso si presenta, ad esempio, ove sin 

(2%) ! 
'ZN+, = '9 '2% = (- 'In 7 (9% =O, 1, ...) 

e pertanto anche 
@(t) = e-ts, @(- log t )  = e-logat 

Poichè pub sempre invece definirsi un sistema di valori a,, a , ,  ... ai 
quali corrisponde 

1 

se ne deduce che possono venire definite funaioni determinanti, che possono 
non coincidere con 

(ove questo integrale esista), di generatrice a, + a,t + ... convergente assolu- 
tamente nell ' inter~a~llo d'integrazione, i limiti inclusi, aventi 10 sviluppo 
assintotico (4). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Data la serie divergente 
C C S(e) = 2 - -' + 
2 ZJ "' 

e supposto che i determinanti di HANKEL 

e pertanto anche i c,, siano positivi per ogni valore di 12, 10 STIELTJES 9s- 
socia ad essa, corne P noto ('), un integrale 

dove O($) é una funzione crescente di x, avente infiniti punti di crescenza, e 
tale che esistono i momenti 

00 

ed una frazione continua 
- 

dove i 6, sono numeri reali e positivi. 
1 denominatori Q&) delle ridotte di ordine n 

di (6) solo hanno raclici reali non positive. 
I n  ogni dominio connesso chiuso, che non contiene nessun punto del 

semiasse reale negativo, né 10 zero, le ridotte di ordine pari convergono 
uniformeinente verso una funzione analitica regolare fi(#), le ridotte d i  ordine 
dispari verso una funeione analitica regolare F,(a). 

(') T. J. STIELTJES, Recherches sur les fractions cotztinues, e Annales de la Faculté des 
Sciences de 'Poulduse », Vol. 8 (1894), 9 (1895). Cfr. pure 0. PERRON, Die L e h e  mou den 
Kettenbviichen, 1913, cap. I X .  
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-- 

Po(~), P,(a) sono due funzioui meromorfe dappertutto distinte, se la serie b,  
converge. 

Se Z bn diverge é &(n) = Pi(#): la frazione continua converge e definisce 
una funzione olomorfa 
cesione dei punti del 
quel10 dell' integrale 

in tutto il piano della variabile cornplessa, 
~iemiasse reale negativo e del10 zero. I l  suo 

Si ha divergenza di L b, e pertanto convergenza della frazione continua, 
se, essendo B, > 0, Cn > O per ogni valore di m, pub venire indicato un nu- 
mero positivo fisso p tale che per ogni valore di v  sin 

Il teorema Che, a differensa degli anteriori, non B dovuto alIo STIELTJES, 
veniva stabilito da H. HAMBURGER (i), e ne cornpleta un altro anteriore di 
O. PERRON (?) secondo il quale si ha convergenza della frazione continua se 
la disuguaglianza 

c, < p v . v !  

sussiste in corrispondenza di infiniti valori di v.  
Il problema dei momenti: di determinare la frazione positiva crescente 0(x), 

avente un numero .infinit0 di punti di crescenza, tale che 

ha un'unica soluzione (se due funeioni crescenti uguali a O per x = O ,e 
coincidenti in tutti i punti di continuitA non si considerano coine distinte) 
se la frazione continua converge, ne ha infinite se essa diverge. 

Si ha infatti in questo caso, o = 0, 1 

(i) H. HAMBURGER, Beitrage zur  Konvelpenztheorie der Stieltjeschen Kettenbrüche, 
u Mathematische Zeitschrift B, Vol. 4 (1919), pag. 186.223. L'H. dimostra che il secondo 
membro non potrebbe venire sostituito da altro minore. 

(2) O. PERRON, Erraeiteru+zg eines Marlcoffschen Satzes über die K o w v e ~ e n z  Gavisser 
Kettenbriicke, u Mathematische Annalen S,  Vol. 74 (19i3), pag. 545-551. 
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dove 

e, non solo 

ma anche 

dove a, p sono costanti non negative, di somma 1. 
Ne1 caso in cui i c,, C,, B,, siano positivi, infiniti a, siano diversi da O, 

e nessuno fra essi sia negativo, la funaione a ripiani +(x) definita dalle con- 
dizioni (A) 6 crescente, con infiniti punti di crescenza e costituisce una solu- 
zione, ne1 senso di STIEL'PJES, del problema dei momenti, 

L' integrale 

ci d& 10 sviluppo della frazione continua di SIIELTJES (6) in serie di frazioni 
paraiali. E la soluzione prima ottenuta 6 unica, ne1 senso prima definito. 

Ove la frazione continua diverga e +(x) sia una delle infinite soluzioni 
aB,(x) + P0,(x), si ottiene 

La relazione non pub sussistere se UO, y ,  ai, assumono valori diaersi 
da -O, 1, 2, ...; ao, al,, possono venire ordinati per modo che sin 

sempre che Go,v, G1,v possano assumere anche il valore O. E allora 

4. Si  é indicata ne1 3 2 una fra le infinite soluzioni del sistema (B) 
che possono ottenersi modificando opportunamente la definizione delle fun- 
zioni g(z), H(z), od il valore di a,. 

Supposto, ad esempio, 

O(#) = eaz, (a > O) 

a due valori diversi di a corrispondono due solueioni diverse di (B). 
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Lo siano (a,, a,, a,, ...), (b,(= a,), b , ,  b,,  ...) e si scriva 

È anche 

((3 

e, poiche 

I l  problema di associare alla serie divergente 

una funzione meromorfa 

avente infiniti poli semplici in punti che appartengono al17insieme 0, - 1, 
- 2, ... e di cui la  serie divergente costituisce 10 sviluppo assintotico, ha  
dunque sempre infini te soluaioni. 

I l  niiovo problema di scegliere fra esse una soluzione privilegiata, uni- 
vocamente definita da ulteriori condiaioni, rientra nella categoria di problemi 
in cui si tratta di determinare una funzione soddisfacente ad un sistema di- 
s c r e t ~  di condinioni, a proposito dei quali osservava più d i  un terzo di sec010 
fa il BOREL ('1 come apparisse interessante di vincolarli alla teoria degli aeri 
delle funaioni intere. S i  tratterebbe ne1 cas0 concret0 delle funzioni intere g(a) 
che si annullano se z = 1, 2, ... . Ma accanto a questo problema si presenta 
l'altro dell'influenza che la  scelta della funzione sommatrice intera O(z) eser- 
cita su1 risultato. 

(') É. BOREL, Sur l'interpolation, a Comptes Rendus de l'Ac. des Sc. a, t. 134, pag. 673 
e Mdthodes e t  pvoblémes de la Thdorie des Fonctions, pag. 129. 

Annali d i  Matematioa, Serie IV, 'Porno XII. 
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Sul càlcolo plurivettoriale ne@ spazi S, 
e applicazioni alla meccanica dei sistemi rigidi. 

Memoria d i  MARIO MANARINI (a  Bologna). 

Sunto. - S i  stabiliscono aleuai  cotnplementi sulle omografie vettoriali e in particolare sulle 
omografie assiali;  s i  applicamo i risultati  ottenuti per sviluppave i l  Calcolo plurivet- 
toriale in modo assoluto, cioè senza l'uso dell'ordinavio Calcolo tensoriale. 

Come conseguenza, s i  estende al10 spazio Sn, con n > 3, 1' opel'atore /\ (prodotto vet- 
toriale) ed i l  concetto d i  vettore d i  u n a  ornografia, finora considerati soltanto nello 
spazio ordinario. Cosi s i  sviluppa una teoria vettoriale che con altre ad essa riattac- 
eantesi s i  presta u t i l m e ~ d e  per le indagini  geometriche e fisico-matematiche negli spazi  
a più dimensioni. 

Infine, cotne esempio iilustrativo, s i  è fatta zçna applicazione meccanica, stabilendo 
i fondamenti della Cinematica dei sistemi rigidi negli spazi  S n ,  ottenendosi rapida- 
mente u n a  diseussione p iù  esauriente d i  quelle g ià  note. 

Molti Autori (') rielaborando il Calcolo differenxiale assoluto per applicarlo 
al10 studio degli spazi ourvi usano enti yeometrici chiamati bivettori, tri- 
vettori ecc. (che estendono l'ordinario concetto di  vettore) riferendosi alle 
coordinate cioè considerandone le componenti covarianti e contravarianti e 
trattandoli corne particolari tensori. 

Il BOGGIO ed il BURALI-FORTI trattarono pure i principali argomenti 
relativi agli spaai curvi con metodo assoluto, ci06 senza l'us0 delle componenti, 
oporando esclusivamente su1 vettore ed estendendo invece l a  teoria delle omo- 
grafie vettoriali nella teoria delle iperomografie od omografie di  ordine n (v. 

Nondimeno con questo ultimo modo di procedere, ottimo sotto molteplici 
aspetti per le semplificazioni notevoli che apporta, permane, nell'ordinaria 
analisi vettoriale, l'impossibilità di  estendere in modo naturale agli spazi 

(') Cfr .  ad es.: E. CARTAN, Leçons sur  la  Géométrie des Espaces de Riemann,  Gaiithier- 
Villars,  Paris, 1928: E. CARTAN, L a  Géoinétrie des Espaces de Riemann,  a Mémorial des 
Sciences Math6matiques P, Fasc. I X ,  Galithier-Villars, Paris, 19-25; J .  A. SCHOUTEN, Der 
Ricci-Kalkül, Springer, Berlin, 1924; A. DUSCHEK e W .  MAYER, L e h ~ b u c h  der Diffevential- 
geometvie, B. I I ,  W. MAYER, Rienîannsche Geometrie, B .  G. Teubner, Leipzig,  1930. 

(y C h .  CC. BURALI-FORTI e T .  BOGGIO, Espaces Courbes et critique de l a  Relativitd, S ten,  
Torino, 19%; Analisi  Vettoriale Gelterale, Vo l .  I I ,  P. BURGATTI, T .  BOGGIO, C. BURALI-FORTI ; 
Geometria differenziale, Parte I I ,  BOGGIO, Zanichelli, Bologna, 1930. 
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S,(w ) 3) le teorie che in S, dipendono dall' operatore /1\ (prodotto vettoriale) 
e conseguentemente dagli operatori r o t  per i vettori e Rot per le omografie ('), 
e che trovarono applicazioni importantissime specialmente nella geometria e 
nella fisica-matematica del10 spazio ordinario. 

Al10 spazio S,, coi detti metodi, si puo soltanto estendere il gradiente 
di uno scalare e la  divergenza di  un vettore. 

In  questa Memoria, rnediante l' uso delle omografie vettoriali, stabilisco 
in modo assoluto (') ci06 senza l'u'so delIe coordinate, i fondamenti del calcolo 
plurivettoriale, trrzttato cartesianamente ne1 senso detto dagli Autori citati. 

Questo studio mi permette poi di  estendere al10 spazio S,, l'operatore A 
(prodotto vettoriale), il concetto di vettore d'una omografia, l'operatore r o t  e 
teoremi relativi, ed ancora l'operatore d i v  in modo più generale di quel10 
fatto fino ad ora. 

Queste due ultime estensioni di carattere differenziale saranno trattate 
in  altri lavori che appariranno nei « Rendiconti della R. Acc. dei Lincei ». 

Si comprende come si affacciano tosto importanti applicazioni al10 studio 
degli spazi cuwi  con un nuovo metodo vettoriale d ' indag ine  che opera diret- 
tamente sugli enti geometrici a questi collegati. Qui, invece, come applicazione 
del solo calcolo plurivettoriale e per mostrarne l'utilità, mi sono limitato a 
trattare la  cinematica dei sistemi rigidi negli spazi Sm, già trattata da vari 
Autori con metodi diversi. Molte altre applicazioni si intravedono facilmente. 

Premetto, in  questa Memoria, un7 introduzione sulle omografie vettoriali 
nello spazio Sn, nella quale studio in particolar modo le omografie assiali, 
sviluppando quelle proposizioni, in parte nuove, con le quali mi è stato pos- 
sibile fare la  trattazione e l'estensione accennate. 

Presuppongo invece ne1 lettore la  conoscenza della teoria delle omografie 

(1) Cfr. C. BURALI-FORTI e T. BOGGIO, Espaces Couvbes m., loc. cit., pagine 19, 56, 58; 
P. BURGATTI, E< Boll. Un. Mat. It.  2 ,  1928,- pag. 70. 

(2) Ni permetto a questo proposito di citare quanto afferma i l  CARTAN nella prefazione alla 
Tesi del prof. DELENS, Méthodes et Problèmes cles Géodtr ies  rlifferentielles Euclidienne et con- 
forme, Gaiithier-Villars, Paris, 1927 e cioè: « L'idéal  serait  de raisonner et de calculer s u r  les 
êtres géométriques eux: wêm es... », ed a questo ideale corrispondc in modo lusinghiero il  metodo 
vettoriale della Scuola italiana. Gioverà anche riflettere s u  quanto dice I'APPELL a proposito 
del Calcolo Vettoriale in  Elememts de Calcul Tensoriel, vol. V del Traité de Mécanique ra- 
tionnelle, 1926, Ciauthier-Villars, Paris. Ivi ,  a pag. 21, l'illustre Scienziato accetta detto 
calcolo per 10 spazio S,, rimanendone titubante per gli  spazi S, specie se non sono euclidei. 

Ancora il  SEVERI ne1 suo Discorso L a  maternatica italiana x, tennto a Trento ne1 1930, 
( a  cfr. Atti della Soc. I t .  per il  Progressa delle Scienze », 1931, Vol. 1, pag. 19-1) giudica 
x .... la moderna teoria dei vettori, tanto importafite i n  niimerose questioni niatematiche 0 

fisiche D. 
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vettoriali per quanto pub trovare nelle opere fondamentali seguenti: Analisi 
vettoriale Generale: Vol. 1, C. BURALI-FORTI e R. MARCOLONGO, Trasfornoa- 
aioni lineari, 1928, Zanichelli, Bologna; Vol. II, P. BURGATTI, T. BOGGIO, 
C. BURALI-FORTI, loc. cit. ed ancora C. BURALI-FORTI e T. B O ~ G I O ,  Les Espaces 
Courbes, loc. cit. 

Ne1 primo paragrafo tratto la teoria dei plurivettori in  AS, con metodo pu- 
ramente vettoriale, riservando a l  paragrafo successive la  traduzione cartesiana 
degli enti e delle operasioni considerate; in ta1 modo intendo anche collegare 
i l  metodo da me seguito con quello adoperato dagli Autori citati. Infine ne1 
t e r ~ o  paragrafo sviluppo l'accennata applicazione alla cinematica dei sistemi 
rigidi, corne esempio scelto fra le tante altre che si potrebbero fare, stabilendo 
nuovi semplici caratteri differensiali fra spazi di indice pari e dispari. 

A proposito di questa applicasione mi sia concesso di osservare che il 
metodo facile e assai celere da  me seguito nello stabilire i fondamenti della 
cinematica in S,, pub manifestamente essere adoperato, con vantaggio rispetto 
a quelli in  uso, nello sviluppo degli stessi argomenti nella Meccanica ordi- 
naria qualora siano conosciuti gli elementi delle omografie vettoriali. 

INTRODUZIONE 

1. Complementi sulle Oriiografie. - Per ottenere in S,, una esatta clas- 
sificaaione delle omografie vettoriali in proprie ed improprie coine in 8, e 
specialmente per avere le varie specie di omografie improprie, è importante il 
segnente teorema generale che estende l'analogo ben noto del10 spazio S,: 

Se %na n-pla di vettori .a, a, ... a, non linearmente dipendenti è trasfor- 
mata dall'onzografia a i n  una n-pla d i  vettori pure linearuzente indipemdenti, 
10 stesso accade per ogni altra n-pla di vettori non linearrtzente dipendenti che 
si consideri; se invece a, ... a, vengono da u trasformati in una n-pla di vettori 
paralleli ad una giacitura p-dimensionale (i) con p < n - 1, senza essere 
paralleli ad urza giacitura q-dinbensionale con q < p e parallela alla prece- 
dente, ogni altra n-pla b, ... b, di vettori ancl~e linearnzente imdiperzdenti gode 
della stesso proprieta. 

Non ne espongo per brevità l a  dimostïazione che ho stnbilito in modo 
quasi a,nalogo a quello che trovasi, per 10 spasio S,, in Vol. 1 dell'Analisi 
Vettoriale Generale, loc. cit., pag. 54. 

Con questo teorema classifico le omografie vettoriali in proprie le prime 
e degeneri O iuzproprie O singolari e di specie O raszgo n - p le  altrr. 

(') Con ciù intendo il a quid » comune a tutt i  gli spazi Sp  di Sn paialleli f i a  loro. 
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Ne consegue facilmente che le omografie degeneri d i  r a n g o  p sono tutte 
e soltanto quelle che asawzettono p direzioni nul le  diséinte (') ossia per le quali 
esistono p direzioni l inearmente indipendenti  e puindi  u n ' i n t e r a  giacitura 
p-dinzensionale tale che ogni  vettore a d  essa parallelo, viene trasformato d a  a 

ne1 vettore nullo. 
Allora si ha  l'osservaaione, sfruttata spesso ne1 seguito, che le ornografie 

degeneri di  specie p sono tutte e soltanto quelle che, usando una scrittura 
ben nota, possono mettersi sotto la  forma 

con b, ... bn-p non nulli e non appartenenti ad uno stesso Sn,-1. 
Per  esempio la  diade Hia, b) che come é noto trasforma i vettori del10 

spazio, O in vettori nulli, quelli perpendicolari ad a, O in vettori paralleli a b, 
gli altri, è un'omograf ia  degenere d i  rango n - 1. 

Vedremo in seguito che questo teorema si puo invertire. 
Fer  le  consideraaioni che seguiranno, mi sarh utile riferirmi spesso alla 

cosidetta forma diadica delle omografie. 
Se a é determinata dalla n-pla a, ...a, che viene trasformata nell'altrii 

u, ... un, risolvendo un sistema algebrico vettoriale facilmente ottenibile, ho 
dimostrato che a è sempre possibile porla sotto forma di somn:a di n diadi: 

con 
E(a, a2 ... a,,-, a,.+i ... an) 

8,. = 
E(al ... a ,.-i a,.+, ... a2J X a,.' 

dove E(a, ... a ,.-, a,.,, ... a,) é il ben noto (9 vettore perpendicolare agli n- 1 
vettori scritti entro parentesi. 

Da questi teoremi traggo subito la proposizione, importante per il seguito, 
che: un'  omografia degenere d i  rango  r s i  p u b  s e q w e  esprimere come sotnwza 
d i  n - r d iad i  e n o n  d i  un numero  inferiore. 

(i)  I n  ta1 modo si ricade nella definizione di  rango di  altri Autori :  c f r .  B. DE FINETTI, 
Studio delle omografie vettoriali in relazwne alle radici d i  In(% -x) = 0, Atti della Acca- 
demia Pontif icia dei Nuovi Lincei  B, Anno  LXXXII, 1929, pag. 387; per il caso delle 
assiali c f r .  P. BURCTATTI, Proprietà delle omog~af ie  assiali  in un S n  euclideo con appl ica~ione 
alle formule d i  Frenet, u: Rend.  della R. Accademia dei Lincei  n, 1928, Io sem., Vol. V I I ,  
pag. 791. 

S i  potrà consultare utilmente anche S. PINCHJDRLE e U. AMALDI, L e  operazioni distri- 
butive e le loro applicazioni all 'analisi ,  Cap. I I I  e I V ,  Zanichelli, Bologna, 1901. 

(2) Cfr .  C. BURALI-PORTI e (P. BOGGIO, Espaces Courbes ecc., loc. cit., pag. 7, oppure 
Y o l .  II, dell'Analisi Vettoriale Generale, loc. cit., pag. 158. 
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In particolare: ogni  omografia degenere d i  raszgo n - 1 si pu6 porre 
sempre in forma d i  diade. In ta1 modo si ha 17inversione della proposizione 
poco fa accennata. 

La forma diadica permette inoltre di stabilire con metodo assoluto che 
u n ' o m o g r ~ f i a  a e l a  s u a  coniugata Ka  sono proprie O degeneri contemnpora- 
nearnente e quando  sono degeneri 20 sono della medesima specie. 

In particolare, come B noto, Q 

KH(a, b) = H(b, a). 

2. Complementi sulle omografie assiali. - Indicherb, seguendo altri 
Autori, con A 170peratore lineare che applicato ad un'omografia sc dà la sua 
assiale : 

a- Kz 
Aa =- 2 

In particolare osserviamo che per la diade H(a, b) si ha: 

dalla quale si scosge che AH(a, b) è un 'ass ia le  semnpre degenere qualunque 
sia l'indice n dello spazio, e 10 è d i  rango n - 2. 

Vedremo fra breve che questa proposizione si potrà invertire. 
- È ben noto che le omografie assiali possono essere proprie soltanto se 

l'indice n dello spazio B pari; le assiali in genere ed in specie quelle di 
rango n - 2, hanno importanti proprieth che useremo ne1 seguito e delle 
quali si è occupato in modo particolare anche il prof. BURGATTI (i). 

Nella Nota ora citata il prof. BURGATTI dimostra che « un'owzografia 
assiale n o n  pu6 essere d i  rango muggiore d i  n - 2 » e ricordiamo che ad 
esempio un'assiale di rango n - 2 è data da117 assiale di una qualsiasi diade. 

Inoltre il prof. BURGATTI, ne110 stesso lavoro, in base all'osservazione 
che per un7 assiabe tu t t i  g l i  i n v a r i a n t i  d i  ordine dispuri  sono nu l l i ,  ricorrendo 
all'equazione in x 

alle cui radici reali corrispondono direzioni un i t e  per l'omografia y ,  fa 
notare che questa equazione, ne1 caso di y assiale, contiene soltanto i termini 
di grado n, n - 2, n - 4, ecc. 

(1) C f r .  P. BURUATTI, Propvietà delle omografie assiali in S n  ecc., loc. cit. 
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Ne deduce che d lo ra  essa non pub avere che radici reali nulle (') e che 
la radice fiulla potrà essere di ordine d i  molteplicita 0, 2, 4, ô ... n - 2 cioè pari 
se n è pari, 1, 3, 5 ... n - 2 ci06 dispari se n è dispari; corrispondentemente 
1' omografia y potrà avere 0, 2, 4 ... n - 2, oppure 1, 3 ... n - 2 direzioni rzulle 
distinte a seconda che n è p w i  oppure dispari. 

Quindi possiamo aggiungere che le assiali in Sn potmnno avere interi 
spazi (O meglio giaciture) di diresioni nzdlle con dimensioni pari O dispari 
variabili da O a n - 2 a seconda che l'indice n di Sn è pari O dispari. 

Di questo risultato me ne servirb spesso ne1 seguito ed in particolare 
nella applicazione cinematica annunciata. 

Poichb anche dell'ultima parte della proposi~ione del prof. BURGA'PTI 

nella Nota citata non figura la  dimostrazione e dato che sarà da  me ctpplicata 
ne1 seguito, mi permetto di darne la seguente. 

Supponiamo chc 10 zero sia radice multipla de117 equazione scritta sopra 
e dell'ordine d i  molteplicità r,  pari se n 6 pari, dispari se n è dispari. Dico, 
con il BURGATTI, che y dovrà avere r direzioni nulle distinte cioè linearmente 
indipendenti. Infatti per l'ipotesi si ha:  

Essendo I,y = O, y è degenere e quindi esisterh almeno un vettore a, 
non nullo, tale che ya, = 0. 

Essendo I,-, y = O, considerando 1' espressione di questo invariante pren- 
dendo la  n-pla di vettori linearmente indipendenti a, b, ... b,, ne viene di 
conseguenza a ,  yb, ... yb,, linearrnente dipendenti, per modo che esisteranno 
gli n - 1 numeri reali na, ... m, non tutti nnlli tali che 

(*) a, -- m,yb, + rn,yb, + ... + w,yb,. 
Allora il vettore 

a z =  m,b,+ ... -t mlLbn, 

indipendente linearmente da a, per 1' ipotesi, è tale che 

YBZ - O 
risultando per (*) ya, = ya, . 

Quindi se 1,y = In-,y = O, aisteranno due direzioni nulle clistinte a, , a , .  
Cosi seguitando, stante 17ipotesi del teorema in parola, si possono costruire r 
vettori a, a, ... a,. linearmente indipendenti e direzioni nulle di y. 

(i) Invero se avesse una radiae reale non nulla, m, si avrebbe che y - m sarebbe de- 
genere ed esisterebbe n tale ohe (y - m)u = O, ossia yu = mu con m + O, ciù che non pub 
esfiere per y assiale. 
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Inoltre y, nelle ipotesi adottate, non pub ammettere pih di r direzioni 
nulle distinte perche altrimenti risulterebbe degenere di ordine maggiore 
di r e quindi sarebbero nulli altri invarianti d' ordine minore di n - r + 1, 
contro 1' ipotesi ('). c. d. d. 

3. Assiali seniplici. - Per quanto seguirà b particolarmente interessante 
10 studio delle omografie assiali di rango n - 2. Anzitutto stabiliamo il 
seguente : 

TEOREMA. - Tut te  le  assiali d i  ranyo  n - 2 aventi le stesse direzioni 
nul le  distinte a, ... a,-2 nom difleriscono che per un fattore d i  proporzionalita. 

Infatti se b B un vettore non parallelo alla giacitura (n - 2)-dimensionale 
determinata da a, ... a,-,, e y è un'assiale avente quelle direzioni nulle si ha: 

yb = mE(a ... a,-, b), 

con m +O e dipendente soltanto d a  y, cioh indipendente da b, una volta 
fissati a, ... a,-, . 

Siano invero a,-, , a, altri due vettori indipendenti fra loro e dai pre- 
cedenti a, ... a,-, cioh tali Che: 

si consideri il vettore ya,-,; esso non risulterh nullo ma perpendicolare 
ad a,-, stesso, essendo 

x a,-, = O  

per le proprietà delle assiali. Inoltre è :  

y&,-,Xa,.=-an-,Xya,.=O per r = i , 2  ,..., n-2,  

e percib ya,-, risulta perpendicolare alla giacitura (n  - 1)-dimensionale de- 
terminata dai vettori a, ... n,-, a,-, . 

Quindi sasà parallelo al vettore E(a, ... a ,,-, a,-,) ed avremo: 

con m + O, numero reale. 
Analogamente si potrà scrivere 

- 
(2) yam = rnE(a, ... a,-, a,) 

con numero reale non nullo. 

(') A questo proposito richiamo I'atten~ione del lettore sulla Mernoria del DE PINETTI 
loc. cit., ove si tratta il caso generale di una omografia 1 qualunque e in particolare queilo 
delle dilatazioni; la discussione che l'A. fa per questo' ultime mi pare che potrebbe essere 
ripetuta anche per le  assiali. 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XII. 11 
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Dico che é m = m. Infatti essendo 

si ha per le (1) e (2): 

da cui 

Cos1 resta provato che per ogni b non parallelo alla giacitura (lz - 2)- 
4imensionale determinata da a, ... an-, si ha effettivamente' 

yb = mE(a, ... a,-, b). 

Ne consegue che per un'altra assiale y, avente le stesse direzioni nulle 
si ha 

yib = rn,E(a, ... a,-, b), + O  

ed allora per ogni vettore b del10 spanio si ha: 

ossia 

In particolare esiste l'omografia y tale da dare proprio 

yb = E(a, ... a,-, b). 

Essa si pub formare ne1 seguente modo: si considerino i due vettori 
a,-, , a, ortogonali alla giacitura (n - 2)-dimensionale determinata dalle di- 
reaioni nulle a, ... a,-,; inoltre il valore assoluto dell'area del parallelogramma 
format0 con i due vettori a,,-, , a, sia uguale al valore assoluto del volume 
del parallelepipedo (n - 2)-dimensionale costruito sopra a, ... a,,-, ed ancora 
i due vettori siano tali che il verso della %-ph a, ... a,-, a,-., a, sia quel10 
positivo prefissato per le n-ple di Sn. 

Allora 1' assiale 

per ogni b da appunto 
yb = E(a, ... a,-, b). 

Cib si pub vedere direttamente oppure vedremo che risulterà manifesto 
dopo quanto avremo detto più avanti al n. 15. 

Un'altra proposizione usata ne1 seguito B il seguente: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e upplieuziomi alla meccuwicu dei sistemi rigidi 83 

TEOREMA. - In un0 spazio di ditnensioni pari se y è un'assiale non 
degenere anche l'inversa y-' è pure un'assiale non degenere. 

Invero, essendo y = - Ky, esistendo y-i ed applicandola ai  due membri 
(a sinistra) abbiamo : 

l = -  Y - 'KY. 

Essendo Ky non degenere, esisterà (Ky)-L che applicata, a destra, nella 
precedente dà: 

Ky-' = - y-i. 

Assai importante per quanto ci occuperà più oltre é i l :  
TEOREMA. - Un70snografia assiale y qualsiasi, di qualunque rango, pub 

senzpre considerarsi, i n  irzfiniti modi, cosfie somma di n assiali di rango n - 2. 
Invero, diamo all' assiale y la forma diadica, che, ricorrendo ad una n-pla 

fondamentale i ,  ... i n ,  assumer& 1' espressione semplice : 

y = H(i,, yi,) + H(i,, yi,) + ... + H(i,, yi,). 

Considerando la  coniugata 

Ky = H(ïi,,  i l )  t H(yi,, i,) i- ... + H(yi,, in) 
si ha subito: 

ove evidentemente gli n addendi sono del tipo AH(i,., yi,.) ossia assiali di  
rango n - 2. o. d. d. 

Pe r  questa ragione chiamo assiale semplice l'assiale di una diade e 
assiale tîzultiple le altre. Queste ultime sono quindi decornponibili in ana 
somma di assiali semplici. 

Si noti che i l  prodotto di un'assiale semplice per un numero renle é 

ancora un' assiale semplice. 
OSSERVAZIONE. - Poiché un'assiale di rango r pub scriversi sotto forma 

di somma di n - r diadi (e non di un numero minore, cfr. n. l), ne consegue 
che un7 assiale multipla d i  rango r pofrà scriversi softo forma di somma 
di n - r assiali semplici ed anche pero di un numero inferiore, come avviene 
per esempio per un'assiale semplice stessa Che, essendo di rango n - 2, pub 
ridursi alla somma di due diadi, dalle quali applicando l'operatore A con- 
segue la somma di due assiali semplici, che debbono ridursi all'assiale sem- 
plice primitiva. 

Ci sarB anche utile i l  seguente: 
TEOREMA. - Condizione ~zeccessaria e sufficiente affinchè in Sn un'as- 

siale sia semplice è che sia d i  rango n - 2. 
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Già sappiamo che le  assiali semplici sono di rango n-  2; viceversa 
dimostriamo ora che un' assiale di rango n - 2 A un'assiale semplice. Cib A 
anche conseguenaa di  una osservazione precedente di  cui perb per l a  dimo- 
strazione rimandammo ad un n.0 più innanzi. Diamone percib la  seguente 
dimostrazione diretta. 

Se a B di rang0 n - 2, ammetterà n - 2 direnioni nulle non linearmente 
dipendenti ed esisteranno, in  infiniti modi, n - 2 versori i, ... i, linearniente 
indipendenti ortogonali a due a due, tali che: 

(1) yi,. = O r = 3, ... , m. 

Insieme a questi consideriamo nella giacitura 2-dimensionale .perpendi- 
colare alla giacitura (n - 2)-dimensionale determinata dai versori precedenti,. 
altri due versori i, e i, tali che con i precedenti n- 2, formino in Sm una 
n-pla fondamentale. Scrivendo la y in forma diadica, mediante questa n-pla, 
abbiamo semplicemente 

(2) Y = HO,, f w,, yi*). 
Si ha per la  (1) 

yi, X i,. = O, 
ed inoltre 

yi, X i ,  =O, 

per le proprietà delle assiali; quindi ne consegue 

yi, = mi,, 
con WA numero reale non nullo. 

Analogamente risulta - 
yi, = mi , ,  

e per essere y assiale: 
y i ,  X i, = - yi, X i , ,  

onde si deduce che B - 
wL=-m. 

Percib la (2) diviene 

Y = Wi , 4) - H(i2 , 4) \ , 

con & reale, + 0, 

cioA y è un' assiale semplice, essendo l'assiale della diade H(2rni,, i,). c. d. d. 
Dopo queste considerazioni possiamo affermare che le assiali semplici 

sono sena' altro le a~s ia l i  degeneri di rango n - 2. 

5 1. Calcolo plnrivettoriale. 

4. Ricordiamo che il vettore di cui tratta l'ordinario calcolo vettoriale è 

un ente geometrico determinato da un numero reale positivo (il suo modulo) 
da una direaione e da un verso. Si suole in, generale rappresentare geome- 

I 
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tricamente O con una coppia di punti A, B, scrivendo in questo caso B - A, 
oppure con una lettera minuscola latina scritta in grassetto. 

Si chiama bivettore selitplice O soltanto biwettore (almeno fino a che non 
darh luogo ad equivoco) un 'ente geometrico determinato da una giacitura 
duedimensionale, da un numero reale positivo e da un K verso ». 

Per rappreseutarlo completamente si potrebbe fa,r uso di una terna di 
punti non in linea retta; ma è preferibile far uso col CARTAN di una coppia 
di vettori a,, a, non paralleli, considerati in un dato ordine, e paralleli a 
quella giacitura; 1' area del parallelogramma costruito con essi presa in valore 
assoluto ci dà i l  modulo del bivettore, i l  loro ordine determina il verso ossia 
determina il senso del percorso del17 area ' del parallelogramma considerato. 
Evidentemente per rappresentare 10 stesso bivettore disponiamo di infinite 
coppie di vettori. I l  bivettore ,considerat0 10 rappresenteremo con . l a  scrit- 
tura (il, , a-), oppure pih semplicemente con a. 

8 

Se il bivettore 13 di modulo unitario, 10 chiamerb biversore. L' uguaglianza 
dei bivettori si avrà con le uguaglianze dei moduli, delle giaciture e dei versi. 

Più  avanti considereremo altri .bivettori che si diranno bivettori multipli. 

5. Si  chiama trivettore un ente geometricamente rappresentabile mediante 
una terna ordinata di vettori a,, a,, a, non appartenenti ad uno stesso S,? 
e che indicheremo con a. Qnesto ente è determinato ancora da un modulo, un 

3 

< verso . ed a n a  giacitura (tridimensionale): il modulo è dato da1 valore 
assoluto del parallelepipedo tridimensionale avente gli spigoli rappresentati 
da>i trd vettori a,, a,, a,; il verso é determinato da1170rdine dei tre vettori 

a, ,  a,, a,, che si conserva per una permutazione pari eseguita sui vettori; 
esso stabilisce l'orientamento positivo O negativo delle terne di vettori negli 
spaai 8, paralleli alla giacitura tridimensionale determinata da  essi; l a  gia- 
citura (tridimensionale) di s B quella d i a n ~ i  accennata, determinata dai  tye 

3 
vettori. 

L7uguaglian5a si  definisce in modo analogo a quel10 per i bivettori e se 
ne deduce l'infinità dei modi per rappresentare uno stesso trivettore mediante 
terne ordinate di vettori. 

Se il modulo del trivettore 13 unitario s i  pub chiamare triversore. 
Cosi si pub seguitare e definire in generale il p-vettore a con p < n 

P 
essendo n le dimensioni del10 spazio entro cui si opera. 

Nello spazio ordinario S, esistono soltanto vettori, bivettori e trivettori; 
questi ultimi poi hanno tutti la medesima giacitura (tridimensionale) che è 

quella stessa di Si. 
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Nello spazio SN si possono considerare plurivettori fino all'n-vettore e 
tutti gli n-vettori sono fra loro paralleli ossia hanno la  stessa giacitura 
(n-dimensionale) che è quella di Sn. 

6. 1 bivettori in relazione alle omografie vettoriali. - Dato il bivet- 
tore a, rappresentabile geometricamente con la coppia di  vettori a, b, consi- 

a 
deriamo la  diade H(a, b) ed i l  doppio della sua assiale: 

2AH(a, b) =.H(a, b) - H(b, a). 

Osservando che fra i bivettori semplici e le assiali delle diadi, ossia le 
assiali semplici, intercede una corrispondenaa biunivoca, chimnerewzo a il bi- 

2 
vettore senzplice corrispondente all'assiale semplice 2AH(a, b). 

I n  generale le assiali del10 spazio Sn possono essere di rango O, 1, 2, ... 
fino ad n - 2, escluso 10 zero ne1 caso di  n dispari, e sappiamo che in  ogni 
caso si pub sempre (cfr. ne0 3) decomporle nella somma di assiali semplici. 
Estendendo la corrispondenza con i bivettori anche alle assiali multiple, 
chiamando bivettore rnultiplo il corrispondente dell'assiale multipla, assume- 
remo questo come somma dei bivettori semplici corrispondenti alle assiali 
semplici secondo cui si pub decomporre l'assiale multipla assegnata. A1- 
17assiale nulla oorrisponderà il bivettore nnllo e il concetto di somma eosi 
stabilito soddinfa alle leggi ordinarie di tale operaaione giacchk queste sono 
soddisfatte dalla somma delle omografie e in particolare delle assiali. 

I l  bivettore multiplo cosl introdotto corrisponde, come si vedrà meglio 
al 5 2 allorch6, tratteremo della rappresentazione cartesiana, all' ente geome- 
trico chiamato da1 CARTAN, a Système de bivecleurs >> ('), e dallo SCHOUTEN, 
<< Allgesneine bivektor » ('). 

L7 uguaglianaa dei bivettori multipli sara, per definizione, conseguenBa del- 
l'uguagliansa delle assiali multiple corrispondenti e cos1 pure athaverso la  
somma delle assiali multiple si definirà la  sotntna dei bivettori twultipli. 

I n  particolare, essendo 

a = (a, b), - a = (b, a), 
2 2 

si avrà 
a + ( - a ) = O ,  
2 2 

come in corrispondenaa è 

( l )  Cfr. E. CARTAN, Leçons SU+ les Espaces de Riemann, loc. cit., pag. il. 
(2) Cfr. J .  A. SCHOUTEN, De+ Ricci.Kalkül, loc. cit. 
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Diremo rango del bivettore multiplo il rango dell'assiale corrispondente; 

i bivettori di rango n - 2 sono bivettovi semplici, essendo l'assiale corrispon- 
dente un'assiale semplice (cfr. n.O 3). Ricordando la  decomposizione delle 
assiali multiple vista al n.O 3 possiamo affermare Che: 

Un bivettore multiplo (corrispondente ad un' assiale multipla) pub sempre 
pensursi decomposto nellct sovnrna di n bivettori semplici; se r è il rango del 
bivettore, si pub anche pensare decomposto nella somma di n - r bivettori 
semplici (e anche di  un numwo minore). 

Nello spazio Sm, con n, dispari, ogni bivettore è almeno di rango 1; negli 
spazi di  indice pari pub essere di  rango zero. 

Corne si B visto, la  somma di bivettori semplici deve considerarsi come 
un bivettore, in generale multiplo; ma pub anche risultare un bivettore sem. 
plice; basta pensare al bivettore semplice corrispondente ad una assegnata 
assiale semplice; questa pub scriversi, in infiniti modi, sotto forma di somma 
di n assiali semplici riferendosi ad es. ad una n-pla fondamentale qualsiasi; 
a ciascuna corrisponde un particolare bivettore semplice e la  somma di questi 
B manifestamente il bivettore semplice iniziale. 

Nello spaziio S ,  tutte le assiali sono sernplici (di rango i) e quindi in esso 
la  somma delle assiali è ancora un'assiale semplice a cui corrisponderà un 
bivettore semplice. Ne consegue che in fi, non esistono che bivettori sewiplici 
la cui somma è sempre u n  bivettore semnplice che si ottiene facilmente attra- 
verso la  somma delle assiali corrispondenti. 

7'. Prodotto scalam di  due bivettori. - Cominciando da due bivettori 
semplici, siano essi a e b, rappresentabili geometricamente con le coppie di 

2 2 

vettori (a, , a,) e (b, , b,) rispettivamente. 
Si  chiama prodotto scalare di  questi due bivettori l'espressione 

a X b =  (a, X b,)(a, X b,) - (a, X b,)(a, x b,) = l a, X b, a, X b* 1 
a 2 l a, X b, a*  X b* l 

che, come si vede, è riconducibile all'operazione di prodotto scalare per i 
vettori. 

Se  ci poniamo nello s p a ~ i o  S, e ci rappresentiamo a e b con due coppie 
2 2 

di vettori (a, ,  a,), (b,, b,) tali che sia il, b, = O  e a,, b, siano i lati della 
sezione rettilinea del diedro formato dai piani dei bivettori, essendo 

si ha che a X  b viene ad essere uguale al prodotto dei moduli dei due bi- 
2 2 
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vettori per il coseno dell'angolo diedro format0 dai piani dei due bivettori; 
in ta1 modo si scorge l a  naturale estensione a i  b ive t t~ r i  della noplione di 
prodotto scalare di  due vettori. 

I n  particolare per il quadrato di un bivettore si ha 

e la  sua radice quadrata è il modulo del bivettore che coincide appunto con 
1' area del parallelogramma detta in principio, come si verifica facilmente. 

S i  hanno le proprietk: 
a X b = b X a ,  
2 2 2 2  

r n ( a X b ) = m a X b = r X m b ,  
2 2 2 .  2  2  2 

con m numero reale. 
Osserviamo che con l'uso delle assiali s i  pub anche scrivere 

(1) a X b = 2AH(a,, a,)b, X b, = 2AH(b,, bJa, X a, 
2  2  

e quindi 
a' = 2AH(a,, a&, X a, .  
2 

Per  completare le proprieth del prodotto scalare di due bivettori semplici, 
dimostriamone la  proprieta distributiva rispetto a l la  somma : 

( a + b ) X c = - t t X c t b X c .  
2 2  a 2 2 2 2  

Infatti si ha: 

Questa proprieta ci permette di estendere il prodotto scalare ai  bivettori 
multipli e di questo diremo fra poco. 

Consideriamo ancora il prodotto scalare a X  b e sia j = (j, , j,) i l  biver- 
2  2  2 

sore del bivettore b, per modo che si  avrà 
2  

Come si vede facilmente in S, e come si vedrà in generale più avanti, ne1 5 2, 
ove tratteremo delle rappresentazioni cartesiane, l'espressione a X j misura 

2  2 

la  p r o i e ~ i o n e  ortogonale del bivettore a su1 piano del biueltore b. Percib pos- 
2  2 
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siamo affermare Che: il prodotto scalare di due bivettori è uguale al lnodulo 
dell'uno per la proiesione ortogonale dell'altro su questo. 

E veniamo ora al prodotto scalare dei bivettori multipli. Potendoli con- 
siderare come somma di bivettori semplici e valendo la  proprietà distributiva 
per i l  prodotto scalare di somme d i  bivettori semplici, ne consegue la  possi- 
bilità di definire e di calcolare il prodotto scalare di due bivettori multipli, 
come somma dei prodotti scalari di bivettori semplici, seguendo 17algoritmo 
algebrico del prodotto dei polinomi. 

Osserviamo che se y é un7assiale multipla e b = (b,, b,) un bivettore 
2 

semplice, il prodotto scalare del bivettore multiplo corrispondente a y per il 
bivettore b B rappresentabile con yb, X b,, poichè questa espressione vale 

2 

appunto l a  somma dei prodotti scalari dei bivettori semplici costituenti i l  
bivettore multiplo per i l  bivettore b. 

2 

Poichè, se y e y, sono assiali qualunque, condizione necessaria e suffi. 
ciente perchè esse siano uguali & che per ogni coppia di  vettori arbitrari b , ,  b, 
si abbia 

$1 X b, = y,b, X b, 7 

ne consegue, in virtù della condizione di uguaglianza di  due bivettori mul- 
tipli, che : 

Condizione neccessaria e sufficiente affinché due bivettori multipli siano 
uguali è che, moltiplicati scalawnente per uno stesso bivettore sewplice arbi- 
trario b = (b,, b,) diano 20 stesso rimltato (cfr. CAR~TAN, loc. oit., pag. il). 

2 

Questa condizione acquisterà anche un7altra forma più avanti a l  n. 10. 

8. Ortogonalità totale di due bivettori (semplici). - Due bivettori 

a = (a,. a,), b = (b, , b,) si dicono totalmente ortogonali quando ogni vettore 
2 2 

parallelo alla giacitura di  n è ortogonale ad ogni vettore parallelo alla gia- 
2 

citura ,d i  b. 
2 

Condisione neccessaria e sufficiente perchè cib avvenga é che sia 

(a, X bJ2 + (a, X b,)" (a, X b,)' + (a, X b,)" O. 

Poiché ne1 seguito noi non sfrutteremo che questa osservazione, ci limi- 
tiamo a questo cenno, rimandando per tale argomento ad altri lavori ('). 

(9 Cfr. ENEA BORTOLOTTI, Invaviawti angolari nella metvica bivettoriale, a Rend. del 
Seminario delia Pacoltà di Scienza di Cagliari ., 1932) Vol. II, pag. 4-5 e le opere citate in 
questa Nota. 

Annali d i  Maternatica, Serie IV, Tomo XII. 12 
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9. Angolo di due bivettori (eemplici) 'e di due giaciture bidimensionali 
i n  8,. - Si definisce l'angolo di due bivettori semplici ponendo 

(1) COS iq = 
% X b ,  (a, x b i h  X b2) - (a, X bAa2 X b,) 

mod a*mod b - t'aiai - (a, x aJe V' bibi - (b, X b,)' ' 
2 2 

ove il secondo membro é in valore assoluto minore di 1, come si pub verificare. 
Due bivettori a. b si dicono semplicemente (') ortogonali quando è 

Si pub verificare che 

hanno la stessa giacitura, 

se il bivettore b è parallelo ad , a7  ciod se a e b 
2 2 2 2 

è cos y = rt: 1 e si verifica pure che l7 espressione 
di cos cp é indipendente dalla scelta delle coppie di vettori atte a rappresen- 
tarci i bivettori. 

Considerati in S, due piani S,, si dirà angolo dei due piani O delle 
giaciture bidimensionali da essi determinate, l'angolo di due bivettori O 

biversori semplici aventi le giaciture parallele ai due piani e la sua espres- 
sione sarà data da (1). 

10. Prodotto vettoriale interno di un bivettore semplice O multiplo per 
un vettore. - Sia a un bivettore semplice ed u un vettore. 

2 

Chiameremo prodotto vettoriale interno di a per u e 10 indicheremo 
2 

con a x u oppure u >ia, il vettore che si ottiene applicando ad u 17 assiale 
2 2 

semplice corrispondente al bivettore: 

II j< a = a X u = 2AH(a,,  a,)u = (a, x u)a, - (a, x u)a, . 
2 a 

Si noti che il risultato é un vettore parallelo ad a ed B perpendicolare 
2 

ad u ;  esso è nul10 quando il vettore u è perpendicolare alla giacitura del 
bivettore; è un70perazione distributiva rispetto alla somma di bivettori e alla 
somma di vettori ed é permutativa con il prodotto per un numero. 

(1) L'ortogonalith semplice non porta la conseguenza che ogni vettore parallelo ad lino 
dei bivettori sia ortogonale ad ogni vettore parallelo all'altro. Nello spazio S3 cib non av- 
viene mai e quindi i bivettori in esso non possono essere che semplicemente ortogonali. 
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Invero : 
u (a + b) = [2AH(a,, a,) + BAH@, , b,)]u = 

2 2 

= 2AH(a., , a,)u -+ 2AH(b,, b,)u = u x a t u A b ,  
2 2 

Similmente 
rn r txu=a j<mu=m(nxu) .  

2 2 2 

L a  corzdiaione d i  ortogonalità d i  un vettore u con un Mvettore a è d a t a  
2 

dall' annu l lars i  del Zoro prodotto vettoriale in terno : 

Se diciamo i,, = ( i l ,  i,) il biversore parallelo ad a, il vettore 
2 2 

B la componente ortogonale di u secondo il piano del bivettore. È facile 
vedere allora che 8: 

a j ( u = a X u , ,  
2 2 

cioè i l  prodotto settoriale interno d i  un bivettore per un vettore è 10 stesso d i  
quel10 che s i  ottiene sostituendo i l  vettore con l a  s u a  componente ortogonale 
secondo i l  p i a n o  del bivettore. 

Infatti la  componente di u secondo 1' Se-, perpendicolare al piano del 
n 

bivettore data da  2 (u X i,.)i,, essendo i, ... i, vettori tali che con i l  e i, for- 
r=3 

mano una rt-pla fondamentale, si  vede che non dà contributo a l  prodotto 
vettoriale interno, risultando perpendicolare al piano del bivettom. 

Se u è parallelo a l  piano del bivettore a, si ha 
2 

a j ( u = m o d a - i , , > i u =  
2 2 2 

= mod a-[(i, X u)i, - (u X i,)i,] 
2 

= mod a-mod u - k ,  
2 

essendo k un versore del piano del bivettore perpendicolare ad II e ne1 senso 
del bivettore. Ne oonsegue che: 
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se u é ne1 piano del bivettore a, si ottiene il prodotto vettoriale interno 
2 

di a per II, facendo ruotare u d'un angolo retto parallelamente al piano del 
2 

bivettore ne1 senso del bivettore e alterandolo ne1 rapporto di 1 a rnod a ('). 
2 

Dalle due ultime osservaeioni segue che qualunque sia u, se a A ii non 
2 

è nullo, é un vettore del piano di a perpendicolare alla componente ortogo- 
2 

na'le di u ne1 piano di a e nella direeione 
2 

positiva del bivettore a;  ossia il 
2 

bivettore (u, a Xu) ha 10 stesso verso di a. 
2 

In  particolare se i é il biversore di a, 
2 2 

tore u girato di 900 ne1 piano del bivettore 

risulta che u x i  13 10 stesso vet- 
2 

e ne1 senso del bivettore stesso. 
Quindi 170perazione i >i per i vettori paralleli ad i pub essere sostituita con 

2 2 

l'operatore i di TAIT, analogamente a quanto si fa per i vettori. Fra breve 
vedremo che quest'operatore i sostituirà una operazione che sarà più parti- 
colarmente analoga di quella che sostituisce nello spa~io  s,. 

Osserviamo per ora che ne110 spazio a tre dimensioni per tale prodotto 
vettoriale interno si ha: 

rnod (a j( u) = rnod a. rnod u cos y, 
2 2 

essendo rp 17angolo che u forma col piano di a. 
2 

Basta pensare che ivi esso vale anche (a, /\ a,) A u. 
In  base a cib si dice angolo rp di un bivettore a con un vettore u, in 

2 

un S, qualunque, quel10 definito da 

mod (a j< u) 
2 

COS rp = 
rnod a*  rnod u ' 

2 

Osserviamo infine col CARTAN, sempre a proposito del prodotto vettoriale 
interno di un bivettore a = (a,, a,) per un vettore u, che se il vettore w = a u 

2 .  2 

10 moltiplichiamo scalarmemte per un nltro vettore v, si ottiene il prodotto 
scalare del bivettore a per il bivettore sesnplice deterstzinato dai due veltori u 

2 

e v presi irt quest7 ordine, b = (u, Y). 
2 

(i) Cfr. E .  CARTAN, Leçons sur les Espaces de Riemafia, loc. cit., pag. 10. 
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Invero si h a  

Questa osserva~ione ci sarà utile per determinare l'espressione cartesiana 
di w servendoci dell'espressioni cartesiane di a e di u, ci0 che faremo più 

2 
avanti al n.O 18. 

Diremo prodotto vettoriale interno di un bivettore multiplo per un vet- 
tore u, il vet,tore risultato dell'applicadone al vettore II dell'assiale multipla 
corrispondente a l  bivettore; viene ad essere il vettore somma dei prodotti 
vettoriali interni per u, dei bivettori semplici secondo cui si decompone il 
bivettore multiplo. 

Osserviamo ancora col CARTAN che moltiplicando scalarmente il risultato 
per un vettore v si  ottiene il prodotto scalare del bivettore multiplo per i l  bi- 
vettore sempiice b = (u, v). Ricordando un risultato del n.0 7 si capisce allora 

2 

che due bivettori multipli saranno uguali se e soltanto se, moltiplicati inter- 
namente per uno stesso vettore u danno Io stesso risultato. 

I l .  (11 - 2)-vettore suppleriientare di un bivettore semplice O multiplo. - 
Dato un bivettore semplice a, chiamasi (n - 2)-vettore supplementare di a, 

2 2 

1' (n - 2)-vettore semplice, che indicheremo con a, tale che la giacitura (n - 2)- 
n-2 

dimensionale a oui A parallelo, sia fotalmente normale alla giacitura 2-dimen- 
sionale di  a, il che avviene evidentemente quando 

2 

a, ... an rappresentanti 1' a sia ortogonale a sciascuno 
m-2 

presentanti 1' a : 
2 

ciascuno dei vettori 

dei vettori a, ,  a, rap- 

(a, x a,)' t ... +- (a, X an)g +(a, X a,)' + ... + (a, X a,)' = 0; 

inoltre i l  volume del parallelepipedo (n- 2)-dimensionale costruito sopra 
a, ... a, sia in  valore assoluto uguale al valore assoluto dell'area del paralle- 
lograinma costruito sopra a,, a,, cioè: 

mod a = mod a; 
fi-2 2 

infine 1'12-kettore rappresentato dai vettori a,a,a, ... a,, abbia orientamento 
uguale a quel10 dell' rz-pla fondamentale di Sn. 

S e  a B u n  bivettore multiplo, si definisce suo (n - 2)-vettore multiplo 
2 
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supplementare la  somma degli (n  - 2)-vettori semplici supplementari dei bivet- 
tori semplici che costituiscono l'a, la  cui definizione 6 manifesta. 

2 

La definidone di  plurivettori supplementari si pub trattare in modo 
analogo anche in  generale (cfr. CARTAN, Leçons sur les Espaces de Riemann, 
loc. cit., pag. 16); noi ci limiteremo al caso accennato. Soltanto osserviamo 
che il bivettore supplementare del (n - 2)-vettore a A, reciprocamente, il 

n-2 

bivettore a e cio dipende da1 fatto che la  disposizione degli indici 3 ... n, 1, 2 
2 

13 di classe pari. 

12. Prodotto vettorialu esterno di un in - 2)-vettore per un vettore. - 

vettore u, il vettore E(a,, a, ... a, u) la cui definizione I3 
al n. 1, ove a, ... a, sono n - 2 vettori atti a rappresentarci 

quest' operamione scrivendo 

Chiameremo prodotto vettoriale esterno dell' (n  - 2)-vettore semplice ;t per il 
n-2 

stata richiamata 
1' a. Indicheremo 

n-2 

a A u = E(a, a, ... a, u). 
n-2 

Corne si vede risulta un vettore di grandezza mod a-mod 11-cos y ,  es- 
n-2 

che u forma col bivettore a supplementare di a, di direzione 
2 n-2 

ortogonale alla giacitura ( n  - 1)-dimensionale determinata da a, ... a, u, e 
verso tale che 1' n-vettore determinato da  a, ... A, u E(a, ... u) abbia il verso 
positivo fissato a priori per le lzrple di vettori in 8%. 

Si h a  subito il teorema: 

cioé il prodotto vettoriale interno di un bivettore senzplice per un vettore è 
uguale al prodotto vettoriale esterno per 10 stesso vettore dell'(n - 2)-vettore 
supplementare del bivettore. 

Infatti, per le cose dette, i due vettori risultati hanno manifestamente 
ugual modulo, ugual direaione ed ugual verso. Circa quest'ultimo ci si  con- 
vince subito pensando che nell'espressione di  E(a, ... a, u) si pub sostituire u 
con la componente u, considerata in precedenza. 

La proprietà distributiva del prodotto vettoriule esterno rispetto a somme 
di (n - 2)-vettori O cc sosîzsne di vettori I3 conseguenea della validità della stessa 
proprieth per il prodotto vettoriale interno, del teorema espresso da  (1) e 
della definizione di  supplementarità data per i bivettori. 
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Nello spazio a tre dimensioni il supplementare del bivettore a = (a,, a,) 
2 

e il vettore dato da a = a, a,.  
Quindi si ha, sempre in S,, 

a X u = a r\ n = (al A aa) A u = (a, X u)a, - (a, X u)a, . 
2 

Tornando al10 spazio S,, ne1 caso particolare che a sia unitario, anche 
2 

l'(n - 2)-vettore supplementare a é unitario; indicandoli con i e i rispettiva- 
n-2 2 n-2 

mente, abbiamo 
i X u = i  A u;  
2 12-2 

se u é ne1 piano di i ciascuno dei due membri rappresenta il vettore u 
2 

girato di 900 ne1 verso di i. Ne consegue che la naturale estensione dell7ope- 
a 

ratore i usato in S, (') e già accennata al n. 10 B quella di rappresentarci qui 
l'operazione i r\ da applicarsi a i  vettori della giacitura 2-dimensionale per- 

m-2 

Per note propïietà dell'operatore E essendo 

Inoltre: l a  condiaio.ne necessaria e sufficiente aff inchè i l  vettore u appar-  
tenga al la  g i a c i h r a  d i  a è espressa d a  

n-2 

essa coincide con la condiaione di ortogonalità di a con u espressa come 
a 

sappiamo da a X u = 0. 
2 

Per un (n - 2)-vettore multiplo, somma di (n - 2)-vettori semplici, si 
definirà il prodotto uettoriale esterno per un vettore u come la somma dei 
prodotti vettoriali esterni per u dei (rz - 2)-vettori semplici secondo cui quel10 
si decompone. 

Cib è conseguenza della validità della proprietà distributiva accennata. 

(1) Cfr. P. BURGATTI, Leaiom' di Meccanica razionale, Zanichelli, Bologna, Introduzione. 
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13. Prodotto vettoriale di due vettori in Sn. - Dati due vettori a, ,  a,, 
chiameremo prodotto vettoriale di essi 1' (n - 2)-vettore semplice supplemen- 
tare del bivettore a rappresentabile con i due vettori. 

2 

Lo indicheremo usando ancora il segno A :  

.Ne110 spaaio S, coincide con 1' ordinario prodotto vettoriale. 
Le sue proprietà sono identiche a quelle che esso ha nello spazio S,. 

In particolare è manifestamente a, /\ a, = - a, r\ a, e dimostriamo la pro- 
pr ie tà  distributiva rispetto alla somma. Osserviamo che essendo 

2AH(a,, a,) i- 2AH(a,, a,) = 2AH(a,, a, c a,), 

per i bivettori semplici corrispondenti abbiamo la relazione 

(ai, %) + ( i l , ,  a31 = (a,, a2 + aJ 

e quindi la stessa relazione passerà fra i rispettivi (n - 2)-vettori supple- 
mentari. Ne consegue che 6 

Condisio?ze d i  parallelismo dei  due  vettori a, e a., è: a, a, = 0. 

14. Prodotto misto. - Sia v un vettore non parallelo alla giacitura 
(n - 1)-dimensionale determinata dai vettori a, ... an-, u de! n. 12, ossia,: 

Si ha, essendo a 1' (rl - 
n-2 

2)-vettore determinato da a, ... a ,-,, 

a r\ u X v  =E(a ,... a,-, u ) X v = v o l ( a  ,... a,-, u v). 
n-2 

Si  hanno le proprietà 

I n  particolare 
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Ho di,nostrnto che anche ne110 spazio Sn nella espressione a A v X u è 
n-2 

possibile, corne in S , ,  scm~abiare i due segni A e X. La rscrittura che si 
ottiene con 10 scambio ha un facile significato trattandosi di prodotto scalare 
di due (n - 2)-vettori semplici. La dimostrazione sarà accennata più avanti 
al n. 21. 

Ora limitiamoci a far notare che il prodotto scalare di due p-vettori 
ii = (a, ... a,), b - (b, ... b,), si ottiene estedendo 1' espressione che dà il pro- 
P P 

Si noti che (a A 11) /"\ v rappresenta un (n - 2)-vettore parallelo alla gia- 
n-2 

citura (n - 1)-dimensionale determinata da a e da LI, mentre (a A u) A b rap- 
12-2 a-2 n-2 

presenta un vettore parallelo alla stessa giacitura. 
Se a B un (n - 2)-vettore multiplo, basta pensare che esso 6 la  somma, in  

n-2 

infiniti modi, di (n - 2)-vettori semplici che sono i supplementari dei bivettori 
semplici di  cui si  compone il bivettore multiplo supplementare di a. 

n-2 

L'omografia a /\ risulta la  somma delle assiali semplici corrispondenti 
n-2 

agli (.rz - 2)-vettori semplici componenti, quindi risultu un'msiale; chialno a 
n-2 

1' (n - 2)-vettore di questa assiale. 
Essendo K il solito operatore che applicato ad un'omografia dà l a  co- 

dotto scalare di due bivettori e cioh: 

niugata, verifichiamo che, essendo n multiplo O semplice, si  ha appunto 
n-2 

la ben nota proprietà caïatteristica 

i i X b  = 
P P  

Invero, presi n e v arbitrari abbiamo: 

a , ~ b ,  a, X b  ,... a , X b p  
a. x b ,  a, x b ,... a , X b p  

. . . . . . , . . . m . . . . . .  

5 X b ,  a p X b , .  . . a p X b p  

a A u X v = u X K(;i A)v. 
n-2 11-2 

D'altra parte 
a A u X v = v X a / \ u = - u X a / \ v  

+a n - 2  a-2 

(cfr. CARTAN, loc. cit., pag. 13). 

= u X ( - a  /\)v 
n-2 

e da1 confronto si ha l'asserto. 

Annali dé Matematica, Serie IV, Tomo XII. 
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15. (n - 2)-vettore di una omogrsfia. - Da quanto precede abbiamo 
che se si considera l'assiale della diade H(ai ,  a,) si ha 

(1) 2AH(a,, a,) = s = a A , 
2 n-2 

essendo n il bivettore semplice rappresentato dai vettori a,, a, che determi- 
a 

naiio la diade e a 1' (n - 2)-vettore semplice snpplementare ( i ) .  
n-2 

Clziarîto (n - 2)-vettore de l l a  a s s i a l e  del la  d i a d e  H(a, , il,) ed a n c h e  della 

i 
dinde stessa, 1'n - 2-vettore - a. 

2 ,-2 
Per quanto dicemmo al n. 13, esso pub anche venire indicato con la 

1 
scrittura ; (a, A a,). 

2 
In  generale, presa un70mografia qualunque di Sa: 

la si scriva nella forma diadica: 

a = H(a,', u,) i- H(a,', u,) + .... + H(a,', u,,) 

come si è detto al n. 1. 
Calcolando l'assiale di a abbiamo 

Au = AH(air, u,) + ... + AH(aar, u,,) 

e per la (1) del n . O  precedente risulta 

- 1 
(a, + ae + ... + a,) /\ 

- 2 -a N-2 r-2 

ove i simboli hanno evidente significato. 

(i) Ora è il momento di completare la dimostrazione lasciata in sospeso al n. 3. 
Se n, ... a1L-2 sono le direzioni nulle distinte dell'assiale y, di  rango - 2 ivi consi- 

derata, esse definiscono, un (12 - 2)-vettore semplice n ;  se ir è il bivettore supplementare 
m-2 2 

determinato dai vettori a,-, e n, si ha, essendo b un vettore qualunque di 8,: 

e poichè 

è 
-(b = E (ni ... a,, b) 

corne appunto diceramo allora. 
Dunque l'assiale y in parola 6 a /\ 

n-2 
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L7 (n - 2)-vettore (multiplo in generale) 

1 
a = - (a, i- ... + a,) 

n-2 2 H-2 n-2 

sarà detto 1' (n - 2)-vettore dell' omografia Aa ed anche de117 omografia a e 17 in- 
dicheresno con Va. I n  generale quindi si tratterh di un (n  - 2)-vettore multiplo. 

Si dira rango d i  questo (n -- 2)-vettore i l  rango d i  Aa e se Aa è semplice 
il suo rango sarh n - 2 e viceversa. 

Nello spazio ordinario, n = 3, 17(n - 2)-vettore di una qualunque omo- 
grafia cc diventa semplicemente un vettore ed è il ben noto vettore dell'assiale 
di a, assia il vettore di  a che si suole indicare appunto con Va. Per  questa 
ragione ho conservato 10 stesso simbolo V che con maggiore espressivith si 
potrebbe indicare con V. 

n-2 
1 

Per  la diade si avrh VH(a,, a,) = (a, /\ a,) ; anche in 8, si  ha, 
1 

come è noto, T B ( & ,  b) = 9 (a A b) ('). 

Se n 13 dispari il rango di Aa è almeno uno e quindi l'(in - 2)-vettore 
di cr. è almeno di rango 1. 

Con ~ i ù  esattezza, per quanto abbiamo visto al n.O 2 su1 rango delle 
assiali e più precisamente sulle direziûni nulle delle assiali, ci0 che equivale, 
possiamo dire che negli spazi di indice pari gli (n - 2)-vettori sono di 
rango nul10 O pari fino ad n - 2, negli spazi di indice dispari sono d i  
rango dispari che pub variare da 1 'a n - 2. 

Potendosi scrivere cc = Da + Au, ove D a  è la  dilatazione di cc, abbiamo 
anche 1' altra espressione 

che estende forlnalrnente e concettualmente al10 spazio S, la formula analoga 
del10 spazio 8,. 

Corne conseguenza della linearith dell' operatore A per le omografie in S,, , 
ne risulta la linearita dell'operatore V che applicato a d  una osnografia d a  i l  
suo (n - 2)-vettore. 

Allora posta l'omografia a sotto la  forma: 

a = H(i,, ai,) + ... + H(in,  ai,,), 

essendo i, ... i, una n-pla fondamentale di S,, si ha subito 

2Va=i ,  11 ai ,- t i2 A a i 2 +  ...+ in A aiqz7 

(i) Cfr. Analisi vettoriale generale, Vol. 1, C. BURALI-FORTI e R. MARCOLONGO, loc. cit., 
pag. 86. 
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* .  

la q u d e  6 una formula del tutto analoga a quella dello spakio 8 , ;  qui perb i 
singoli addendi sono (n - 2)-vettori semplici, supplementari dei bivettori sem- 
plici rappresentabili dalle coppie di  vettori i , ,  ai,. che determinano le diadi. 

I n  ta1 modo 1' (n  -- 2)-vettore di una omografia cr, che in generale è mul- 
tiplo, 0 decomposto nella somma di n (n - 2)-vcttori semplioi, servendosi di 
una n-pla fondamentale. 

5 II. Rappresentazioni cartesiane. 

16. Consideriamo nello s p a ~ i o  S, una n-pla di vettori fondamentali i ,  ... i, 
che determinerà l'ordinamento positivo delle n-ple di vettori dello spazio. 

Essa, in sostanza, costituisce 17n-versore i dello spazio S, che determina 
12 

il verso in S,, in modo analogo a quel10 per cui si dice che un versore i 
determina i l  verso sulle rette ad esso parallele. 

?%(Pt - 1) Con i vettori di (i, ... i,) si possono determinare - 
2 bivettori fonda- 

mentali (biversori) combinandoli a due a due, senza ripetizione, e facendo in 
modo che le disposizioni dei due indici siano di classe pari. 

Sia dato il bivettore qualunque a rappresentabile con la coppia di vet- 
2 

tori (a, b). Si chiamano componenti (cartesiane) d i  a rispetto alla n-pla scelta, 
2 

le  proieaioni di (a, b) sui piani dei bivettori fondamentali accennati. Sia (i,, i,) 
i l  primo di questi e diciaino a,, az,  b , ,  b, rispettivamente le  proiezioni 
di  a e b, sugli assi determinati dai versori i , ,  i , ;  la proiezione di (a, b) 
su1 piano ( i , ,  i,) sarh l'area del parallelogramma proiezione su ( i , ,  i,) del 
parallelogramma costruito su  a e b portati ad esempio a partire dall'origine; 
essa proiezione corne 13 noto é data da 

ossia dalla differenza 

Cosi si ha il valore algebrico della componente cartesiana, di  a secondo 
2 

il biversore ( i , ,  i,), che indicheremo con a,, . 
2 

I n  generale l a  componente cartesiana a, di a sarà la  proiezione di (a, b) 
2 2 

su (i, ,  is) ed è data da 
am = arbs - asbr. 
2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e applimsiouzi alla meccanica dei sistemi riyidi 101 

È da notare subito che è 

Le condizioni geometriche di uguaglianaa di due bivettori mediante 
17uguaglianza dei moduli, delle giaciture e dei versi vengono tradotte anali- 
ticamente mediante il seguente teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente affinche due bivettori siano uguali è 
n(n - 1) che siano rispettivawzente uguali le - a compone~ti rispetto ad un rifmv- 

mento cartesiccno qualsiasi ('). 
Se calcoliamo le componenti cartesiane a, del17assiale 2AH(a, b) rispetto 

alla scelta n-pla fondamentale, in corrispondenaa della quale & 

si scorge che esse coincidono con le componenti cartesiane di r secondo i 
8 

biversori coordinati e testé calcolate. 
Invero si  h a  

a,, = 2AH(a, b)i, X i, - (a X L)(b X i,) - (b X i,)(ci x i,) 
= a&, - asb, = a,.$. 

2 

I n  estensione di cib, diremo componenti cartesiane a,, di un bivettore 
2 

multiplo, le componenti cartesiane dell7 assiale multipla corrispondente; esse 
soddisfano pure alla relazione 

a,  = - as, 
2 2 

e, disposte secondo una matrice quadrata, questa risulta gobba; i moi 
elementi si otterranno sommando gli elementi corrispondenti delle matrici 
gobbe delle componenti cartesiane corrispondenti ai  bivettori semplici secondo 
cui si decompone il bivettore multiplo. 

Tornando al bivettore semplice a =(a, b) osserviamo che per le posi- 
2 

zioni fatte é :  

( l )  Cfr. E. CARTAN, Leçons sur la Géome'tràe des espaces de Riemann, loc. cit., pag. 7. 
In questa dimostrazione si fa uso delle componenti covarianti e contravarianti del bivettore 
che ne1 caso nostro coincidono essendo gli assi ortogonali, 
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ove la sommatoria è estesa a tutte le combinazioni degli indici 1, 2, ... n a 
due a due. 

Poichè a117assiale sotto i l  segno di sommatoria corrisponde la  compo- 
nente del bivettore ( i ~ ,  b) secondo il piano (i,, i,), ossia secondo il biversore 
(i, ,  i,), per la precedente relazione si ha  che il bivettore ;L= (a, b) pub con- 

2 

siderarsi corne la somma delle sue componenti secondo i bivettori fondamentali 
coordinati e si pub scrivere percib 

indicando con i,., il biversore determinato dai due vettori i,, i,. 
2 

La (1) si dirà, analogamente a quanto avviene per i vettori, rappresenta- 
aione cartesiana del bivettore semplice a. 

2 

Per  un bivettore multiplo, se ne potrl't ottenere la rappresentazione car- 
tesiana in forma analogn considerandolo decomposto nella somma di bivettori 
semplici. 

4 1 1  - 1) Si  pub notare che le componenti cartesiane a,, secondo gli - 
2 

piani 
2 

coordinati del bivettore a e calcolate sopra, sono date da  
2 

essendo i, i l  biversore corrispondente al piano di i, e i,. 
2 

Si  pub quindi anche scrivere, analogamente a quanto avviene per i vettori, 

a = L a X i,,. i,,, 
2 [YS) 2 2 2 

n(w - 1) 
la  sommatoria essendo estesa agli --- 2 biversori fondamentali. 

Questa si dirà pure corne per i vettori espressione cartesiana del bivettore a. 
2 

Servendosi della (1) del n. 7 si pub verificare che presi quattro indici 
h, 7, 1, 1)2, percorrenti l a  permutazione 1, 2, ... !it, fra le componenti car- 
tesiane di un bivettore semplice aventi queg17indici passa l'identith: 

Per n = 3 questa è sempre verificata; non ha  luogo per i bivettori mnltipli. 

(1) Cfr. E. CARTAN, loc. cit., pag. Il .  
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17. Veniamo ora a stabilire le espressioni cartesiane degli altri enti ed 
operazioni studiate ne1 5 1. 

Incominciamo col prodotto scalare di  due bivettori semplici O multipli. 
Avendosi per questi le espressioni cartesiane 

a = Z a ,  b = 2 b,,i,, , 
2 (rs) 2 2 (vs) 2 * 

dalle proprietà stucliate discende immediatamente che è : 

a X b = arSb,,, 
2 2 (rs) 2 2 

con la  quale si ha l'espressione cartesiana del prodotto scalare di  due bi- 
vettori (semplici O miiltipli). 

Come si  nota, essa è del tutto analoga a quella dei vettori. 

18. Determiniamo ora l'espressione cartesiana del prodotto vettoriale 
interno 

W = H ~ U .  
2 

Posto w = Z w,i, si ha 
r 

" i v , = m X i ,  

e ber l~osservazione fatta alla fine del n. 10, si ha che questa componente w, 
è anche uguale al  prodotto scalare di H, per il bivettore b = (u, i,). 

a a 
Le componenti cartesiane del bivettore b sono evidenteinente in parte nulle 

2 

riducendosi ad n. - 1 quelle diverse da  zero; precisamente queste sono: 

bsr = us s = i , 2  ,..., n e con s+r. 
2 

Allora si h a  siibito: 
92 

tu,. = a x b = 2 a,,u,; 
2 2 9-12 

quindi l'espressione cartesiana di w 6 :  

Espressione analoga vale ne1 caso che a sia un bivettore rnultiplo. 
a 

19. Come abbiamo fatto per i bivettori, si possono ottenere le  compo- 
nenti cartesiane dei plurivettori, calcolando con opportune estensioni le pro- 
iezioni di  questi plurivettori sugli spazi coordinati fondamentali determinati 
dai vettori i, ... i,, opportunamente raggruppati. 
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Per un p-vettore semplice con p < n, le componenti cartesiane di- 

stinte sono e sono date dai minori di ordine p estratti dalla matrice a p 0 
linee ed n colonne formata con le componenti cartesiane dei p vettori che 
servono a determinare il p-vettore. 

A noi interessa accenna. in particolare alla rappresentaaione cartesiana 
dell' (n - 2)-vettore a, supplementare del bivettore a avente per espressione 

n-2 2 
cartesiana 

ove (s,s,) sono le combina~ioni degli indici 1, 2, ... n a due a due. 
Si riesce facilmente a vedere che ip corrispondenza si ha 

a =  2 ~ s & - , T ~  ...T,-~, 
12-2 (sis,) ... T , - ~ )  2 n-2 

ove (s,s,) ha il  sipificato detto sopra, ( r ,  ... r,-,) sono le combina~ioni degli 
indici 1, 2, ... n ad n - 2 ad n- 2 ; s,s, r ,  ... Y,-, , insieme, sono permutazioni 
di classe pari degli indici medesimi 1, 2 ,... n e infine gli ir ,... rn-, sono 

n-2 
Iz(n - 1) 

gli - 2 
In - 2)-vettori fondamentali. 

20. Prendiamo ora l'espressione del prodotto vettoriale esterno a A u 
n-2 

studiato ,al n. 12. 
Corne 6 noto, le componenti cartesiane del vettore E(a, ... a,, u) sono i 

minori di ordine n -  1 che si ricavano dalla matrice di n- i linee ed n 
colonne formata con le componenti cartesiane dei vettori a, ... a, u;  le 
stesse componenti varranno quindi anche per a /\ u, ne1 oaso di a semplice. 

s - 2  n-2 

Oppure, se sono date le componenti cartesiane di a invece di quelle dei vet- 
n-2 

tori che 10 costituiscono, ne1 qua1 cas0 le considerazioni valgono anche se esso è 

multiplo, è facile convincersi che dette componenti sono uguali anche a quelle del 
bivettore supplementare a ;  allora ricordando che è (n. 12) 

2 

si ottiene l'espressione cartesiana di a A u applicando la formula che dà 
n-2 

1' espressione cartesiana di a >j u (n. 18). 
2 

21. 11 prodotto misto a A u X v ne1 caso di a semplice essendo uguale 
n-2 n-2 

a E(a3 .:. a, U) X V, per cose note, avrà come espressione cartesiana il deter- 
minante di ordine n format0 con le componenti cartesiane di a,,  a, ... a,, n, v. 
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Cib vale se a é determinato dagli tz - 2 vettori a ,  ... a,; se invece 6 dato 
11-2 

senz'altro mediante le sue componenti cartesiane, ne1 qua1 caso le  conside- 
razioni valgono anche se esso é multiplo, si ha  

- - ri as,s,bs,s, = Z ar, ... r,-&s,s, . 
(sis2) 2 2 (s,s2)(ri ... Y,+) n-2 

essendo bs,s, le componenti cartesiane del bivettore semplice b = (u, v) 
2 2 . O quelle di che sono numericamente uguali alle componenti  as,^, 

n-2 n-2 2 

del bivettore supplementare a. 
2 

Osserviamo che a X  u l\ v viene ad essere i l  prodot'to scalare di due 
n-2 

(fi  - 2)-vettori dei quali il secundo è semplice; ma esso è anche uguale al 
prodotto scalare dei bivettori supplementari, poichè l'espressione cartesiana 
di questo é ancora L a~,~,bs,s,. 

(SI%) 2 2 

Ne segne che B 
a r \ u X v = a X u r \  v, 

12-2 12-2 

cioè i d u e  segni /\ e X quando  s i  seguono s i  possono scatnbiare. 

22. Prendiamo il prodotto vettoriale 

Se diciamo a,, le componenti cartesiane del bivettore a = ( a , ,  a,), per 
2 2 

qaanto é stato detto in precedenza si ha 

Z v = a ,  r\ ap=  as,s2lrL .., r,( 
n-2 (s,s,)(r, ... T,-J 2 n-2 

ove i simboli hanno i l  significato già detto sopra. 

23. Veniamo infine alla espressione cartesiana dell' (n - 2)-vettore d i  ana 
omografia a. 

Essendo (n. 15) 

2 V a  = (i, /1 ai,) i- (i, A ai,) + ... + (i, A ai,), 
posto 

... ai, = a,,i, i + a1,i, 
a i ,  = a,,i, + ... + a,,i, 
. . . . . . . . . . . . . . .  

Annal; d i  Matematica,  Gerie lV, 'Porno XII. 
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si ottiene subito, per le cose dette 

ove i simboli hanno il significato noto. 
Per  n= 3 si ottiene la formula ben nota 

2 v u  =(a,, - a,$ i- (a,, -a,,)j + (a,, -a,,)k, 

ove i, j, k sono i vettori fondamentali. 
I n  altri lavori che saranno pubblicati nei « Rendiconti della Reale Acc. 

dei Lincei » svilupperb l'Analisi plurivettoriale, estendendo e studiando in 
particolare gli operatori div, rot, Rot del10 spaaio ordinario 

Qui mi limito a fare applicazioni cinematiche del calcolo plurivettoriale 
svolto. 

5 III. Cinematica dei sistemi rigidi in uno spazio S,, . 
24. Hoto d i  un corpo rigido con un punto fisso. - Sia O il punto fisso, 

M ed N due punti qualsiasi del corpo, naturalmente ad .n dimensioni; per 
la rigidità dovremo avere durante il movimento 

(N - M)" cost. 

e quindi, derivando rispetto al tempo: 

questa esprime una ben nota proprietà delle velocità dei punti di  un corpo 
rigido in movimento. 

Se consideriamo N vicinissimo ad M e diciamo v la velocità di M, la 
precedente si pub scrivere volendo : 

Osserviamo che la corrispondenaa f ra  i vettori M O ne1 corpo e le 
dM velocità dei punti M, -, b lineare giacchè se 6: 
dt 

(') Cfr. M. MANARIBI, Rotazionale di un vettore aegli spazi S n ,  a Rend. R. Acc. dei 
Lincei ., 1' sem., 1933-XI, pag, 706-712. 
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d"1 - dM2 e se è M2 - O = m(M, - O),  con m numero reale, si ha - - tn --. 
d t dt 

Questa corrispondenza è perci6 un'olnografia vettoriale e indicandola con a,  

possiamo scrivere 

(2) 
dM v=-= a(M- O); 
d t  

si ha subito 

(3) --- c l ~  dt d"=a(N-O)-a(M-O)=a(N-M) d t  

che, per N vicinissimo a M, diviene 

Per le (1) e (3) risulta per ogni coppia di punti M ed N collegati col corpo 

il che assicura Che a è un'osnografia assiale, essendo M ed N arbitrari ne1 corpo. 
L'omografia a è la cosidetta omografia di rotasione ('); essendo un'assiale, 

indicando con O il suo (n - 2)-vettore che in generale sarà multiplo, pos- 
rc-2 

siamo scrivere (n. 15) 

(4) a = O A  =-a 

e la (2) pub mettersi sotto la forma 

(cfr. n. 14) la quale 13 del tutto analoga a quella del10 spazio S, dove 
l '(n - 2)-vettore O diventa il vettore O che definisce la velocità angolare. 

n-2 

Nello spazio S, si  pub dire che il corpo avente il punto fisso O è aninbato in 

(i) Per  un'altra maniera di introdiirre l'omografia di rotazione cfr.: Anal is i  vettoriale 
Generale, loc. cit., Vol. I I ,  Parte II (BOCGIO), pag. 149: BURALI-FORTI e BOGGIO, Espaces 
Courbes ecc. (loc. cit.), pag. 244, oov l'assiale cc B messa in relazione con i c coeficiewti d i  
Rotazione » che il RICCI considerb ne1 suo Calcolo diffevenziale assoluto (cfr. in proposito 
I. LEVI-CIVITA, Lezioni di Calcolo clifferenziale assoluto, Alberto Stock, Roma, 1915, pag. 284 
e Analisi  Vett. Gen., loc. cit., Vol. II, BOGGIO, pag. 265); E. CARTAN, loc. cit., pag. 19; 
C. AGOSTINELLI in loc. cit. più avanti. Esistono su tali aigomenti antichi lavori del DE 
PRANCESCHI, pubblicati nei N Rend. della R. Acc. delle Scienze di  Napoli z, traitati, s'in- 
tende, con il calcolo cartesiano. Cfr. ancora: GEORGES TIERCHY, SUI' les éléments immobiles 
dans une  rotation d a n s  l'Espace n dirnensiolzs, a L'Enseignement Mathématique *, 1926, 
XXV annee, nn. 1-2.3, pag. 11-21. 
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ogni istante da una « rotazione » istantanea rappresenlata dal17 (n - 2)-vettore- 
applicato [O, (- l)n-l - 01. 

n-2 

La rotazione si  dice sewuplice quando 1' (n - 2)-vettore O A semplice e 
n-2 

rappresentabile quindi da una (n - 2)-pla di vettori; in  ta1 caso i punti che 
sono nello spiizio Sn-, condotto per O e parallelo ad esso, hanno velocith 
nulla; ed allora si dice che l a  « velocità angolare » B uguale al modulo di 
quel (n - 2)-vettore W e che la  rotazione istantanea si cojnpie intorno a 

n-2 
quell' Sn-, . 

Fer  n = 3, questo SN-, esiste- semprè ed è una retta: l'asse istantaneo 
di rotazione. 

Potendosi in generale considerare (n. 15) O come somma di n (n - 2)- 
n-a 

vettori semplici mediante la relaaione 

1 
W = ( i ,  /\ ai, + ... + i, A ai,), 
n -2 

ove i ,  ... i,, A una n-pla fondamentale, abbiamo che, in generale l a  « rotazione » 

del corpo con un punto fisso O pub i n  ogni istanfe considerarsi sewpre conze 
la somma di n rotazioni semplici inforno agli n spazi ad n -. 2 di,mansioni 
condotti'per O e determinati dagli (n - 2)-vettori sewplici i,. /"\ ai, (r = 1, ... n). 

Oppure, riferendosi all'espressione cartesiana di O, la rotazione pub 
n-2 

sempre pensarsi somma di G) rotazioni semplici intorno agli G) S m  coor- 

dinati determinati da1 riferimento (O, i ,  ... i,,). 
Se l'indice n del10 spazio 13 dispari, l'(n - 2)-vettore multiplo O B al- 

n-2 

merio di  rango 1, ossia l'assiale W /\ A degenere almeno di prima specie; 
n-2 

quindi esiste aiwzeno wn vettore n tale che sia 

tutti i punti dell'asse per O e parallelo ad u hanno velocità nulla. 
.Se O A non A degenere di specje superiore, esso è l'asse istantaneo di 

12-1 

rotazione per i l  corpo; ma quest'asse non è sufficiente come in S ,  a deternii- 
nare i l  moto, cioA a calcolare ad es. le direzioni delle velocità, dei punti 
del corpo. 

Se n è pari e se W è di rango zero, non esisfono punti di velocità nulla 
n-2 

a117infuori di O. 
Questo si  verifica ad es. nello spazio 8,. 
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Per quanto abbiamo visto a l  n.0 2 possiamo dire che se n è d i spar i  O p a r i  
1' assiale O ,f potrB avere rispettivamente 1, 3, ... n - 2 oppure O, 2, ... n - 2 di- 

n-2 

rezioni nulle distinte, cib che in corrispondenza porta 1' esisten~a di uno spazio 
di dimensioni dispari 1, 3, ... rt - 2 O di dimensioni pari 0, 2, ... n - 2 tirato 
da O i cui punti stanno fermi e quindi intorno ai  quali ruoterà il corpo. 

Per un cas0 particolare trattato cartesianamente si pub confrontare la  
Nota del TIERCY già citata. 

Osserviamo che per quanto vedemmo al n. 12 si pu0 far uso del bivet- 
tore O supplementare di O e porre: 

2 n-2 

adoperando ci06 l'operazione di prodotto vettoriale interno. 
Quindi si pub anche scrivere 

dM -- & - y A ( M -  01, 

in modo che la rotazione istantanea pub essere ruppresentata anche da1 bi- 
vettore O, in generale multiplo, e se si vuole dalla so~tzma dei bivettori sem- 

2 

plici corrispondenti alle ussiali 2AH(i,, ai,). 

25. Formule d i  Poisson. Noto di  un corpo libero. Velocitb di trxscina- 
mento. - Se i ,  ... i, costituiscono una n-pla fondamentale collegata con un 
corpo mobile, dalla formula (5) si ha in particolare, ponendo M, - O = i,, 

ove O definisce 10 stato cinetico d i  rota~ione di un eorpo fittiaio che s' i muove 
12-2 

intorno ad un punto fisso mantenendosi costantemente parallelo a l  corpo dato. 
Se poi u è un vettore costante ne1 corpo si ha, sempre per la  (5) ,  po- 

nendovi M - O = u : 

Qualora invece il vettore 11 sia variabile anche ne1 corpo cioè variabile 
rispetto all'osservatore fisso O e all'osservatore (0,) collegato al corpo mobile 
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si ha, ragionando corne in S, ('), 

ove @) b la  derivata di a calcolata dall'osservatore mobile col corpo. 
l 

Si ricavano allora subito le due formule fondamentali per la  cinematica 
in S,, analoghe a quelle di S, . 

Per  la  velocità di un punto M appartenente ad un corpo libero che si 
muove (velocità di trascinamento) essendo O,  un punto collegato con questo, si ha 

dM --- do' + O  A (M - 0,) 
dt - d t  ,,4 

e per la  velocità del punto M, mobile rispetto ai  due osservatori (O) ed (O,) 
in moto fra loro, si ha:  

che esprime il teorema della cowqosizione della uelocità. 
Per  indagare sulla generalizzazione delle formule riguardanti l'accele- 

ra~ione,  bisogna introdurre regole per la derivasione dei plurivettori, cib che si 
pub fare, sempre pensando all'intimo legame di questi con le omografie assiali. 

Osserviamo che la (9) esprime un teorema il cui enunciato B del tutto 
analogo a quel10 che si  su01 dare nello spazio ordinario (%): basta sostituirvi 
il vettore velocità angolare O di S, con 1' (n - 2)-vettore O. E sempre in 

12-2 

relaaione alla formula (9) osserviamo clle l'assiale O A pub essere degenere 
n-2 

O no (quest'ultimo caso potrà avvenire soltanto se n è pari) e se è degenere, 
a seconda del suo rango, esisterà un AS', (retta), oppure un S, (piano) ecc., 
fino alla possibilità d'esistenza di  un SN-, tale che tutti i punti contenuti 
in esso e collegati col corpo hanno soltanto velocita di  traslazione. 

Possiamo poi anche affermare, in  base a quanto dicemmo ne1 n.O prece- 
dente, che a seconda della parità O disparità del17indice n del10 spazio S,, 
detti spazi di punti con sola velocità di traslazione sono rispettivamente di 
dimensioni pari O dispari. 

Se questa velocità poi risulta parallela a questi stessi spazi si tratta 
allora dell' estensione dell'asse istantaneo elicoidale considerato in S,. 

( l )  Cfr. P. BURGPITTI, Leziod di Mecc. razionale, Zanichelli, Bologna, Cap. III 
(9 P. BVRGATTI, Lezioni di 17leccanica razionaie, loc. cit., Cap. III! n . O  2. 
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Se é di rango n - 2, ossia è un (n-2)-vettore semplice, si avrà 
e -2 .  

uno stato cinetico elicoidale intorno all' Sn-, parallelo ad O condotto per 
n-2 

un punto O, del luogo dei punti del corpo che in quell' istante hanno soltanto 
velocità di traslazione. 

Se O /\ non é un'assiale degenere ossia è di rango zero, il che pub av- 
12-2 

venire soltanto se n è pari, esiste allora un punto C ed uno solo che ha 
velocità, nulla. Invero, in ta1 caso (n. 3) anche l'assiale (W A)-' non 15 de- 

12-2 

genere e, se diciamo C questo punto di velocità nulla, esso é dato da 

da cui si ricava 

Sottraendo la (il) dalla (9) abbianio 

la qua,le esprime che 10 stato cinetico del corpo è una rotaaio9ze intorno a C 
definita da un (n - 2)-vettore rnultiplo O il quale pub sempre pensarsi somma 

n-2 

di n (n - 2)-vettori semplici; quindi detta rotazione risulta in oyni istante 
la sowmza di n rotazioni seîtzplici intorno ad n Sn-, passanti per C ('). 

(<) I n  una Memoria apparsa in due puntate negli a Atti della R. Acc. delle Scienze 
di Torino 2, Vol. LXVII, 1932' avente per titolo: S u l  mdvintento dei sistemi vigidi i?z uno  
spazio d i  n dimensioni, il dott. CATALDO AGOSTINELLI tratta, in maniera diversa, 10 stesso 
argomento di Cinematica inspirandosi a fondamenti posti da1 ROGGIO. Egli afferma che 
l'omogrfifia di rotazione, che in sostanza 13 la nostra assiale z = o A, B per 46 pari sempve 

n-2 

propria e da cib ne tkae la sempre esistenza in un Sn par i  del centro istantaneo di rota- 
eione C,' considerato anche da noi. 

Ora cib non è ver0 poiché quell'ornografia pu6 essere a m h e  degenere come 10 mostrano 
casi particolari di  movimento e la gossibilità di poterne costruire arbitrariamente di tali. 

Ii'affermazione inesatta ~ ~ ~ ~ ' ~ G ~ ~ T I N E L L I  dipende da un'altra errata afformazione 
del10 stesso Autore. Invero Egli afferma che per una assiale a sar8 l ' I ,  (invariante en- 
nesimo) differente od iiguale al10 eero a seconda che 1'8% in cui si muove il sistema B di 
un numero pari O dispari di dimensioni D. Invece se n B dispari cib B senx'altro vero, ma 
se n b pari, 1' I, dell'assiale pub essere nul10 e quindi l'assiale considerata ~~U'AGOSTINELLI 
pub essere anche degenere. 

Ne consegue che anche le altre deduzioni trattate ~ ~ ~ ~ ' A G O S T I N E L L I  ne1 caso di n pari, 
e fatte conseguire da1 fatto di essere l'assiale considerata semnpre propria non sono vere 
che allorquando si faocia esplicita ipotesi che quell'assiale sia effettivamente propria. 
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26. Casi particolari di moviinento in un 8,. - I n  S, la  formula fonda- 
mentale (9) che dà  la velocità di trascinamento diviene 

ove O è u n  bivettore semplice O multiplo e potrà essere di rango O O 2. 
2 

Lo stato cinetico di rotazione potri  avvenire intorno ad un punto, ne1 
primo caso, oppure intorno ad un piano, ne1 secondo caso. 

Veniamo ora a trattare i .seguenti casi particolari di movimento in  S, 
che yossono servire a uiettere meglio in evidenza l'efficacia del metodo as- 
soluto seguito. 

Possiamo prospettarci le seguenti due questioni particolari: 
1) Studio del moto di un corpo parallelamente ad un S,, equivalente 

al10 studio del moto di  una figura (s,) a due dimensioni ne1 suo 8,. 
2) Studio del moto di  un corpo parallelamente ad un S, ,. equivalente 

al10 studio del moto d i  una figura (5,) a tre diinensioni ne1 suo 8,. 
Consideriamo il. primo movimento; sia H. un bivettore semplice che defi- 

2 

nisce la  ghcitura (2-dimensionale) dell' S, entro cui avviene il 'movimento 
della figura piana (s,). Sin u i l  bivettore supplementare di  a i l  quale quindi 

2 2 

risulterà semplice e totalmente ortogonale ad a e poniamo che possa essere 
2 

rappresentabile mediante la coppia di  vettlori u,, u,. 
Ne1 nostro oaso vale la  formula fondamentale (9') essendo M ed 0, due 

punti qualsiasi di (s,). 
Noltiplicandola scalarmente per u, e u, , tenendo conto dell'ipotesi, abbiamo 

ossia 

U, X O A ( M  - O,) = O, 
2 

e ricordando il n. 14, oppure la  validità della permutabilità dei due segni X 
e A, abbiamo 

(M- O , ) X O A u , = O ,  
2 
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per 1' arbitrarieth di  31 - O, risulta allora 

ossia l'assiale O /\ B degenere di seconda specie e O è un bivettore di 
2 2 

rango 2. Tenendo presente che siamo in uno spazio S,, possiamo cowdudere 
che O A è un7assiale  seînplice e id un bivettore semplice. 

2 2 

Dunque : In uno spasio S, , net moto d i  un corpo parallelanzente ad UN SS, , 
lo stato cinetico d i  rotazione è istante per istante definito da un bivettore s e m  
plice ossia è in ogni istante u n a  t-otazzione semplice (n. 25). 

Inoltre a risulta parallelo ad u e quindi anche totalmente ortogonale al 
2 2 

piano 8,. Percio la  rotazione istantanea avviene intorno ad un S,' totalmente 
ortogonale a S Z .  

Sia C il punto di S, che per la  figura piana (si) ha velocità nulla; esso 
é definito dalla relazione 

d o  
O = --A i 0 /\ ( C  - O,). 

a 

Per  quanto vedemmo al n. 12, 0 (C  - O,) equivale a l  vettore che si 
2 

ottiene girando C- O, in S, di un angolo retto ne1 senso del bivettore sema 
plice supplementare di 0 moltiplicandolo quindi per w = mod W; usando 

a a 
l'operatore i (n. 12), abbiamo come in 8,: 

che ci permette la  costruzione di  C. 
Veniamo ora. al10 studio del moto 

muove ne1 suo 8,. Sia n i l  versore di 
tamento di S,. Dalla (9') moltiplicando 
precedenza 

del corpo a tre dimensioni (s,) che si 
S, normale ad S, che definisce 1' orien- 
scalarmente per n,  ricaviamo come in 

da cui risulta che O è in ta1 cas0 un bivettore almeno di rango 1. 
2 

D'altra parte i l  caso in esame non 6 altro che il moto ordinario di  un 
corpo nello spazio S,, onde per quanto insegna l a  cinematica classica, in 
questo S, (non in S,) possiamo scrivere, essendo M ed 0, due punti qual- 
siasi di (s,), 

d M  _-- dot -1- cd A ( M  - O,), 
d t  - at 
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114 hl. MANARINI : Sul raleolo plurivettoriale megli spasi Sn 

ove O è il vettore che definisce 10 stato cinetico di rotazione di (s,) in 8, 
(non in 8,) e il prodotto vettoriale che vi figura è quello che odinariarnente 
si adopera nell' 8,. Pei. tutti i punti Mi di questo S , ,  che si trovano sull'asse 
per O, parallelo ad O e per i quali si ha 

abbiamo 
dM,-*. 
dt - d t '  

tenendo presente cib dalla (Y), per il vettore O di S, test& considerato abbiamo 

con 
O X n = O .  

Con cio si vede che *O r\ è omografia assiale degenere di seconda specie 
2 

ed ha per direzioni nulle il vettore costante ri esterno d l ' &  e perpendicolare 
ad esso ed i l  vettore O di S, variabile da istante a istante. 

Percio O é anche in questo caso un bivettore semplice ed. il moto del 
2 

corpo (s,) in S, B istante per istante una rotazione semplice. 
Dunque: in uno spazio S,, i l  moto d i  un corpo (s,) .ne1 suo S, é istante 

per istante u n a  rotaziorze sewplice, definita d a  un bivetiore sewplice che é 
parallelo al vettore costante ri nornzole a l l l S ,  ed al vettore O variabile col 
tempo che in S, definisce 20 stato cinetico di  rotaaione del corpo (s,).  L' S, de- 
terminato da1 bivettore O condotto per 0, intorno al quale ruota in ogni 

a 

istante il corpo (s,) (essendo inoltre soggetto alla traslazione di- do') è normale 

al10 spazio S, ed è il luogo dei piinti di (s,), O collegati coq esso, che hanno 
velocità di rotaaione nulla a,vendo velocità di traslaeione uguale a quella di O,.  

Se si considera un punto O, di (s,) appartenente all' asse istantaneo elicoidale 
do, 

del moto di (s,) ne1 suo S,, la sua velocita - sarlt parallela ad O e quindi 
dt 

anche ad O ed ancora sarà parallela all' 8, dianzi considerato. Allora, ana- 
2 

logamente ed in estensione di quanto avviene nella cinematica ordinaria, si 
pub dire che in ogni istante vi è uno stato cinetico (atto di  moto, moto tan- 
gensiale) elicoidale e che 17S2 condotto per 0, parallelamente ad O è il piano 

a 
istantaneo elicoidale. 

Lo spaaio S, avrA proprietà diverse da quello considerato di indice pari. 
Intanto il trivettore O che definirà 10 stato cinetico di rotazione potrà essere 

3 
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di rango 1 oppure 3 ed esisterà ne1 primo cas0 m a  direzione u tale clie 

O A u=O; 
3 

ne1 secondo caso i l  trivettore è semplice e si avrà rotazione semplice intorno 
ad un 8,. 

Percib, in S,, un corpo mobile intorno ad u n  punto fisso, anche se 6~ 
3 

non è semplice, ammette sempre un asse appartenente al corpo O collegato 
col corpo passante per il punto fisso e parallelo ad u i cui punti hanno 
velocità nulla. Questa retta perb non è sufficiente a determinare le  direziorii 
delle velocità dei punti del corpo. 

A questo proposito riportandoci ~ ~ ~ ' A P P E L L ,  in loc. cit., pag. 8?, bisognerà 
concludere che la risoluzione del sisterna di equazioni omogenee che ivi fignra 

e che dovrebbe dare i punti di velocitA nulla in SN, porters a punti che 
staranno in spaai pari se r, 6 pari, dispari se n è dispari, come appunto ha 
in parte analizzato i l  TIERCHY in loc. cit. 

Naturalmente dopo questi sviluppi non sarà difficile 1' estensione di alcune 
teorie della dinamica dei sistemi rigidi ed altre teorie fisico-matematiche o 
geometriche che anche in S, dipendono soltanto da1 calcolo e non dal1';inalisi 
vettoriale. 
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Ou the Periodic Motions Neai. a giveil Periodic Motion 
of a Dyiiairiicttl Systeni. 

By Cr. D. BIRKHOPF and D. C. LEWIS Jr. (Cambridge (Mass.) U. S.  A.). 

5 1. Introduction. - I n  a receiit note (Comptes Rendus, 1921)) BIREHOPF 
proved a 'Ln-dimensional generalization of a simple special case of POINCARÉ'S 
two-dimensional geometric theorem. I t  was there suggested how tliis theorein 
might be useful in establishing the existence of infinitely many periodic 
motions (of a, dynamical system with fixed energy constant) in the neighborhood 
of a given periodic motion of general stable type. This application is carried 
out for the first time in the present paper. A summary of the necessary 
preliminaries is also given. 

Suppose we have a dynamical system with n -+ 1 degrees of fïeedom 
and a given periodic motion of general stable type. By a change of variables 
and a reduction of the order of the system with the help of the energy 
integral and the elimination of the time, the system can be written in the 
Hamiltonian form, 

where H is an analytic function of x,, y,,  x,,, yp ,... xn, y,, and t, and 
admits the period 27~ in t. The periodic motion appears as a K generalized 
equilibrium » point, x, zz y ,  r x, y . x, = yn = 0, and any further 
periodic solutions of (l.l), near this equilibrium point and having a period 
which is  an  integral multiple of 275 correspond to periodic motions in the 
original (2% + 2)th order system near the given periodic motion. 

Let 

be the solution of (1.1) which takes on the initial values, x,,, yto ,... zno, ylio, 
for t = 0, and let 

X I I  = f i (%> YI0 > %%O > Yno , 2 4  
Y l i  = gl(z10 7 Yin > 2120 Yno 25c). 
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These equations define a transformation T of the neighborhood of the origin 
into itself, and evidently there is a one-to-one correspondence betweeri the 
periodic solutions of period 2m7c and the points that are invariant under Tm, 
the mth iterate of T. The following method for detecting these invariant 
points was given by BIRKHOFF as a generalization of POINCARQ'S geometric 
theorem : 

Let xlm, y,, ,... x,,, y ,,,, represent the point into which the point 
xi,, y,,, ... x,,, y,, is carried by Tm. On account of the well known relative 
integral invariants of (1.1)) it is seen that 

is an  exact differential. Changing the variables to the modified polar cotir- 
dinates, ui  = xiS + #,%and O ,  = tan-'(yi/xi), we find that 

Now suppose that we are able to find a manifold defined by the eyualions, 

(1.2) uio = B,(Oio, O,, , ... 0,,,), i = 1, 2, ... n (Bi analytic, periodic) 

such that d o n g  this manifold O,, always differs from O,, by sorne integral 
multiple of 275 i. e. O,, - O,, = 2kix. Then we have doinl = deio and hence 

along the manifold. Integrating, we get J as a single valued function of 
(xi,, Y,,, ... xno, yno), unique Save for an  additive constant, defined over the 
manifold. Considered as a function of the O,'s, it must therefore be periodic 
and must have a t  least 2, critical points (0. But any critical point of J on the 
manifold is obviously invariant under Tm, since dJ=O implies that uinl = u,, , 
while we already know that for the point in question O,,, = Oio i- 2k,n. 

The existence of periodic motions therefore depends upon the existence 

(') A critical point is a point for which dJ=O; these are to be counted with their 
proper multiplicity. The existence of two critical points - maximum and minimum - is 
obvious. An easy method of establisliing the existence of 2,- 2 other critical points is to 
apply M. MORSE'S critical point relations (see, for instance, his paper, Relations between the 
Critical Points of a Real Function of n Real Vaviables, a 'Prans. Am. Math. Soc. ., vol. 27 
(1925)) pp. 345356) to the n dimensional torus for which the connectivity numbers (mod 2) 
are the binomial coefficients. 
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of manifolds of the type (1.2). To prove that these manifolds really do exist, 
we make use of a preliminary normalisation of equations (1.1) ('). I n  terms 
of conjugate imaginary variables p,, q,, .,. p,, q,, the transformation T can 
be written in  the form 

The CDi(po, qO) and W,(p,, q,) are convergent poa7er series in p ,,,... p,,, be- 
ginning with terms of degree 2p-1- l, where p is arbitrarily large. The Jf,(pp) 
are polynomials with real coefficients of degree p nt most in the n products p,q,, 

n 

p2q2 ... p,qn. Setting p,qi = ui ,  we accordingly write Mi(u) = $i + Z cijuj + .... 
j=l 

The significance of the fact that we are dealing with a given periodic motion 
of general stable type is that there are no homogeneous linear relations with 
iiitegral coefficients (not al1 zero) connecting the +, and 2n, and that the 
determinant 1 ci, 1 is not zero. We shall regularly denote by c'j  the cofactor 
of ci,? divided by the determinant itself, so that 

to be remembered 
miltonian form of 
form, 

- Pi+Qi P i -  G'. We now change back to real coordinates, x, - yi = 4. I t  is 
2 2/-1 

that these changes in coordinates do not destroy the Ha- 
equations (1.i). The transformation T now appears in the 

where, for abbreviation, we have set Mi(xo8 + yO2)= c f i .  The X,(x, y) and Y,(q  y) 
are real convergent power series in xi, y,,  x2, y2 ,... xn. y, beginning with 
terms of degree B p  + 1. Finally on introducing modified polar coordinates, 
ui  = x,? +- gi2, 0, z tan-'(yi/x,), the transformation T takes the form 

( l )  Cf. G. D. BIRKHOFF, Dynamieal Syste?ns, Chapter III, particularly 5 9. Also 
Chapter VI, 8 1. 
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The forma1 expressions for Ui and Oi are readily written down: 

1 - 1  - 
Ui(uo, 6,) = 2X,u,,%os (O,, + cpi) + 2Yiulo2 sin (Oio + yi) + Xi" Yte 

- Xi sin (O,, + .g,) +- Yi cos (€4, + yi) 
Oi(u0 , 0,) = arctan 

mio' f Xi COS (O io  + yi) + Y, sin (Oi0  + cp,) 
1 1  - - 1 - 

Ui(u, 8) may be represented as n convergent power series in ui2, u , ~ ,  ... ua2, 
with coefficients which are analytic periodic functions of O , ,  O,, ... of 

period 2n. It  begins with terms of degree 2 p +  2 in the VU'S. The expres- 
sion for Oi(u, 8) is not so simple and will be discnssed later. 

5 2. Sonie Fundanieutal Iiiequalities. - Let it be understood once and 
for al1 that the capital letter A, followed perhaps by a subscript, is used 
throughout this paper to denote a suitably chosen positive number, inde- 
pendent of u,, 0 ,,... un, 0,. Thus, for exarnple, we know from the power 

1 1  - - 1 - 
series development of U,(u, H) in powers of u , ~ ,  uZ2, ... uw2 that 

provided that the u's are sufficiently small. Thiis, we may write: 

The point in 2n dimensional space whose modified polar coordinates are 
represented by u, ,  O , ,  u,, 0 ,,... u,, O,, will be denoted by the symbol (u, 0). 
Sometimes, when the 0 ' s  are not being emphasiaed and no confusion is 
likely to result, this same point will be denoted by the more abbreviated 
symbol (u). The « distance » between two such points, (u, 0) and (u', 8') is 

defined as (4 - uj)<. The i< distance >. is thus independent of the 0's 
j=l 

and is equal to the ordinary distance between two corresponding points (u) 
and (u') in n dimensional space. The distance of (u, 8) from the origin will 
be denoted by 5. 

Let a denote a fixed positive number less than 112. We shall show that 
the folloming inequalities hold as long as 5 is  sufficiently small and u,/zcjz a 
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for al1 pairs of indices, i ,  j = 1, 2, ... n :  

The first of these inequalities follows immediately froin (2.1) from the 
+t 

fact that (Z uj)? 5 n Z: uj" nc? I n  order to prove the second inequality, we 
j=1 

consider briefly the function O,(u, 8). I t  is of the form, arctan f(u7 0) 
9 - 

1 
ui2 - g(u, 0) 

I - 
where f and g are convergent power series in u,2, u22, ... u,a with coefficients 
which are analytic periodic functions of O , ,  O , ,  ... O , .  They begin with terrns 

of degree 2 y -1- 1. Consequently we have 1 f(u, 0) 1 ,  1 g(u, 8) ( A,. Z uj2 f]ipri 
for u, , ... u, sufficiently small. Let u s  temporarily make the definition: 

the u ' s  are sufficiently small. Therefore 

But, we are assuming that u,/zcf 2 a, and therefore we get 

3 

as long as 6 is sufficiently small; hare A, - ~ , l z ' p " ~ ( ~ i .  Similar considerations 
1 - 

applied to the partial derivatives of O,(<;  U, %), with respect to 5, the uj2, and 
the ais, enable us to obtain the appraisals for a @ , / a ~ . ~  and a @ , / a A j .  The 
appraisals for aUi/auj and aUi]aOj are even easier. . 
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§ 3.  A Simplification of the Coordinate Systeni (u, 8). - If we make 
n 

the change of variables uj = Z ckj[lCfk(u) - Sk], the transformation 2' is readily 
k=l  

to take the simpler form: 

where in accordance with our later notation the d a s h e ~  over the new va- 
,riables have been omitted. This change of variables is such that 

where pi(w,) is a polynomial in a , ,  u,, ... u, which lacks constant and linear 
terms, and P i @ )  is a convergent power series beginning with quadratic terms. 

We must show that the inequalities of the previons paragraph still huld 
- -  - 

for these new variables as long as is sufficiently srnall and ui/uj 2 a for 

al1 pairs of indices i, j = 1, 2, ... n. Here cl is a fixed positive number less 

than 112, and 5 = 
j=1 

- 1 
Let a be any number such that O < a < a < a. Thon starting with (3.2) 

- - 
it is easily shown that the fact that u.,/uk 2 11; (for al1 pairs of indices j 
and k) implies that uj/uk ils, provided that the Ü' s are taken sufficiently 

small. I t  also follows £rom (3.2) that 5s A, s r 7  and that the derivatives 

auj& are bounded fos small values of the ;'S. This is al1 that is needed 
to verify the validity of inequalities (2.2) and (2.1) in the new variables. 

Hereafter these new variables will be used exclusively with the dashes 
omitted. 

5 4. The Behavior of the Image of a Point Under the Iterrttes of Y'. - 
Let the mth iterate of T take the point (w,, O,) into (u,,, O,,).  I n  this pa- 
ragraph we prove two fundamental theorems about the behavior of (zc,) for 
large values of 11% and small values of the u's. 

THEOREM 1. - I f  (u,, 0,) is a t  a sufficiently srnall distance frorvz the 
origin, then the distance cm, of (u,, O,) frorn the orligin does not exceed nL0 
as long as m 5 A,,~ , - IL (n 2 2). 
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Proof: From (3.1) and (2.1) we have 

Hence ai, increases less rapidly with than as if --- 
dm n 

n 
I t  follows that Z u.jm can not increase to I'n times its initial value for c1î~=0 

j-i 

until 

Hence, as long as IIZ 2 A,,  Co-P, me have 

since uj 2 O, i. e. Ln, 2 nC, as long as m S A,,. S,-p, q. e. a. 
THEOREM I I .  - If the point (u,) is  such t7zat U ~ O / U ~ U  2 2u for al1 ordered 

pairs of indices j and k ,  then ujnl/ukm )3 u as long as m A, , .  [,-p. prowided 
that 5, is sufficiently small. 

Proof: As in the proof of theorem 1, we have 

As long as m 5 A,,<,-P, we have from theorem 1, Aui, 2 A,,T,P41. Hence 

Z Aui,,, 5 A,,r,~+l = d, which is not less than the greatest distance the 

point (zc,,,) can move at each application of the transformation T. 
Let U ~ , / U ~ ,  = 2 F j k 2  2a. Also let X I  =ui0/<,, so that the Ai are the 

« direction cosines » of the ray from the origin through (u,). We have 
n 2a 

hi/?,, 2 2a. Hence nAj2 2 4aZ Z Ahz = 4a" Therefore 1. > , 
k=l j =  va'  

We consider some other point (u), which for a certain pair of indices, 
j and k, is such that U ~ / U ~  = a. The distance between the point (a,) [regarded 
as fixed] and the point (u)  [regarded as variable subject to the condition 

uj  - auk I= O] is given by L (ui - ut,)" the minimum value, D, of which 
i =1 i i" 

is found by elementary methods to be 
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This distance cannot be tràversed by the point (a,,) upon successive iterations 
of T until m 2 Dld 2 (A,,/Ai,)Lo-P, unless perhaps m first becomes greater 
than Aioc,-i", at which point the necessary information from Theorem 1 would 
no longer be forthcoming. 

Hence the theorem is true as stated, if we denote by A,5 the lesser of 
the two numbers A,, and (A,,/A,,). 

Let the region R(q, a) denote the collection of points for which t l y  
and uj/uk L) a for al1 pairs of indices j and k. Theorems 1 and II show us 
that if (a,, O,,) is a point of R(y, 2a), then the image point (u,, O , , , )  under T m  
must lie within R(ny, a )  as long as rns A,,c,-i*, provided that is suf- 
ficiently small. 

5 5. The Non-Vanisliing Property of the Jacobiaii. - We now proceed 
to prore 

THEOREM I I I .  - If K is any positive number and i f  7 is a sufficiently 

small positive nuruber, then for (u,, 0,) in R(v, 2a) the derivative 5 differs 
aujû 

front mcij by a puantity ruhich tends to zero ruitlz C o ,  as long as m does not 
P 

esceed K C , - ~ + ~ .  This lendency to zero i s  uniform wilh respect fo m. 

aeim 
Proof: We introduce the notation - = vik(m), - au,rn = ni,,(m). [m, k] 

auka auko 

will be used as  a symbol to denote any linear homogeneous function of 

vik(m), vfk(m),  ... v,&z), wdk(m), wnh(+n), ... ~ , , ~ ( m ) ,  whose coefficients, depending 
upon m and (u,, O,), are infinitesimals of a t  least the (y  - l)th order in C, 
for wb 5 KS,-P uniformly for (u,, 0,) in  R(y, 2a). The sum of any definite 
number N of the symbols [wz, k ]  is another symbol [tn, k],  N being assunied 
independent of nz or 5,. Let 

( uik( i )  = a,, , uik(0) = O, ~ i @ )  = o i k  a 

Now by the elementary rules for partial differentintion we find 
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But 
a'in*+c - - 51i t a@i(unt An,) Joint+, - c,j+ a@i(un, ,  t'n,) 

ao jn t  a.jm au.jrn au. jnt 
9 

We now use the ineqiialities (2.2) mith reference to the point (un,, O,,,). 
These inequalities are here applicable, because from Theorein II U , ~ , ~ / U ~ , , ,  2 a 

for al1 pairs of indices j and k, m being restricted in such a way that 
m S A,,I;,-P. Remembering from Theoïem 1 that C m  2 nc, , and introducing. 
the symbols [ I N ,  k],  we therefore get from (5.2) 

We proceed to show how the ;iv7 s cal1 he eliminated froin equations (5.3). 
Replacing sn by a~ 1- 1 in equations (5.3) I., we have 

Subtracting 1 from this, Ive get after transposing, 

A2ui,(m) = z ) , ~ ( N z  -1- 2) - 2'Uik(1)2 4- 1) + vih(1)2) = 
n 

= 2 ci j[~qjk(w i- 1) - wjk(in)] t [ m  + 1, k] -i- [m, k]. 
j LI 

We eliminate the 1u.~,(9n + 1) from these equations with the help of (5.3) II 
and thus obtain 

(5.4) A2vih(m) = [?n -+ 1, k]  + [ln, k ] ,  

where now the wik(m + 1) have already been eliminated from the symbol 
, [nz -t 1. k]. W e  now solve equations (5.3) 1 for the rv,,(~n) in terms of the 

v,,(m) and vik(m + 1). We can clearly do this, since the determinant of the 
coefficients of the iinknowns is precisely the non-zero determinant 1 c« 1 plus 
an infinitesimal in 5, of order y - 1 at least. Substituting the resulting 
expressions for the wik(m) into the right members (5.4), we see that the 

, required elimination has been completely effected. 
For convenience, let us now introduce the functions y ih (~n )  and the 

numbers bik as follows: 

(5.5) 
bik = aik and yik(.i,s) = u,,(sn), if ai,  2 O, 1 bik = - aik and y,,(sii) = - vih(m) if air < 0. 
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We first wish to find out how large the yik(nz) can become while nz is 
P 

restricted by the inequality m 5 2~6, , -2+' .  Evidently, on account of (5.4), 
the 1 yik 1 can not increase as rapidly as they would if 

where for abbreviation p = A,,-Q-l. A solution (unique for integral values 
of m) of this system of difference equations, under the initial conditions, 

(5.6) yik(0) = 0, ~ , k ( ~ )  = b i k  7 

is readily found to be 

1 - 1 

where Q is a convergent power series in powers of tnp2 and pa, which lacks 
constant and linear terms. 

Let us see how (5.7) behaves as we let 5, (and consequently p) approach 
zero and allow m to take on values in the range, 

--+a -- P 
(5.8) i . e .O<nzsA! ,p  ' =2K<, < I l ,  where o =  

3 
4(p - 1) ?- O. 

We have from (5.5), (5.1), and' (2.2): 

(5.91 1 b,, - 1 cik 1 12 p ( 1  CiR ( = absolute value of c , ~  and not the determinant) 

provided that 1;, is sufficiently small. Here we increase the nuinber A , ,  
defining p, if necessary. Erom the power series development of 8, we have 

1 1 

as long as both n.zp2 and taken sufficiently small. On account of (5.8) 
this requireinent is surely fulfilled, if 5, is sufficiently small; therefore 

n 
by (5.8). Hence, since Z b j k  is bounded, we see that the second terin in the 

j-1 
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right hand inember of (5.7) tends to zero with p and 5,; (5.7) and (5.9) thus 
yield the result that - 

vih(m) - 1 C I R  1 %'b = ~ i k ( c o  7 

where l i m t ( ~ , ,  m) = O  uniformly in rn, for the range (5.8). 
cO=O 

Now let us see how rapidly the slopes of the yik(mn) can decrease, while 
we limit rn to lie in the range, 

1 - - P -- 
(5.10) O < tris A,,p 1 = 2Kc, '+'- 1. 
From the above results, it folloms that the right hand members of (5.4) can 

3 

not exceed, in absolute value, an expression of the form A , , ~ ~ + ~ .  Hence 
the yik can not decrease as rapidly as they would if they satisfied the dif- 

3 

ference relation APyik(m).= - ~ , , p 4 + ~ .  But, using the initial conditions (5.6), 

which tends to zero with p. Hence, we again obtain the result that y & % )  
differs from 1 ci ,  ( m  by an infinitesimal in t;,. Thus the true value of y,,(sn) 
must also have this property. That is, from (5.5), 

where L ~ ~ ( G ~  M) represents an infinitesimal in L,, uniformly with respect to r ~ ,  
as long as rn lies on the range l5.10). It remains only to note that m will 
surely lie on the range (5.10), if it satisfies the inequalities 

provided, afi always, that 5, is sufficiently small. 

1 aie,,, @,,,,, %*7..- L,) Incidentally the theorem just proved shows us that - 
PHn qui0 7 %O 7 us,, , ..* un,) 

differs from the determinant 1 c, 1 by an infinitesimal in t;, and hence can 
not vanish for 5, sufficiently small. 

6. A Simple Special Case. - We consider here the degenerate case 
where, in the transformation (3.1), defining T, the Ui and the Oi are identi- 
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cally zero. I n  this case the mth iterate of T becomes simply: 

We shall use a theorem proved by BOREL (') in the consideration of the 
approximation of irrational numbers by continued fractions. An inimdiate 
corollary of BOREL'S theorem is  the following 

LEMYA. - Corresponding to any positive number y not less than 11 
and to any real number p (rat.iona1 or irrational), two integers p and q can 

1 i > 
always be found such that and y d p 2 15;'- [ p  O ] .  

1 
We consider a positive number, q, which we regard as fixed but as 2 

- - - 'I having been chosen sufficiently small in advance. Let u, =us= ... =u,, = -- a ~ n '  
1C 

Let ui = 2 c p j .  Then 
j=1 

Let v be a fixed positive number 2 1. Then, i f  y is sufficiently small, we 
have q - v z  Il. Using the lemma, we choose integers 9,zi and k t  such that 

Write yn = m, rn, m, ... ln,, so that q-nv 2 m S - 15nrl-a"v. And let 

ki  = m, . un, ... mi-, - Fei' - mi+, - mi+, ... m,, . Then the above inequalities yield 

1 E i  I Azoy2v. 
Now, using the above definitions for the integers k , ,  k ,  ,... k, ,  and un, we 

12 

clefine u,, u,, ... u,, by means of the linear equations, 2ki7c=mSi+9n Z c , ~ u . ~ ,  
j=l 

1C 

and hence I; cqu, = vi + E ~ .  Solving these equations for the zci, we get with 
j-1 

the help of (6.2) 

(') Ê n r r r , ~  BOREL, Leçons sur la  théorie de la croissame, p. 149. 
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The distance of the point (u) from the point (Ü) is 

On the other hand the distance of the point (Ü) from any of the ilianifolds, 
- - 
ui - %au j - 1 - 2cx , is foiind to be -- - 3 Hence, 
V i 4 a 2  \ n ( 1  + 4 7 )  2 ' 

if q is sufficiently small, the point (u) will lie well within the region 
R(q, 2a), its distance from the boundary exceeding Az3.y .  

I n  order to conform with the notation of the rest of the paper we 

replace v by - " [ p z  8 n  + 41 and ui by . We collect the results of 892 
this paragraph in the following 

THEOREM IV. - Le t  the positive n u n ~ b e r s  a clnd p(> 8n + 4) be 

chosen in advance a n d  then  held fast. T h e n  it i s  possible to choose the positive 
nuazber r )  so smal l  that one c a n  akuays  fin& integers, k , ,  k ,,... k,, a n d  m, 
dependent u p o n  r )  a n d  hav ing  the following two p o p e r t i e s :  

2. T h e  solution of the lifbear equations %kin = ml)i + m 2 cijujOr, yields 
i 1 

a point (u,') l y ing  rvithin the region R(q, 2a), its distance froîn the bozcndary 
exceeding A,,?. 

Here A,, is a suitably chosen positive number, dependent upon .n, cl , ,  p, 
and a, but independent of 3 .  

7. The General Case. - We need the following elementary lemma: 
LEMMA. - Let f&, , u,, ... a,, , t )  [i = 1, 2, ... n] be defined for 0 5  t 2 1 

and for (u) in some closed n dimensional region S. Let al1 the fi@, , zc, , ... u,, , O) 
vanish together for one and only one set of values for the zc's; via. u; =ai'. 
Let K denote the shortest distance from (ut) to 
that fi is of class C" and that the Jacobian, 

is nowhere ~ e r o  for (u) in S and O l t s  1. Let 

the boundary of S. Suppose 

gij(ul, uz , ... u,, 1) represent 
the cofactor of afi/au, in J divided by J itself, so that 

Annali d i  Matsmataca, Serie I V ,  !i'omo XII. 
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- 

Pinally denote by 31 an  upper bound for the functions, 

That is, 1 Fi 1 41 for (zc) in S and O 5 t 5 1. 
Theii there exists a iiniqiie set of functions u,(t), u,(t). ... zc,,(t), of class Cu,  

defined on some interval, O 5 t ( t ,  . such that fi[u,(t), zc2(f), ... zc,,(t), t] = O. 
x 

Furtherrnore ui(O) = ui' and t, is the lesser of the two nurnbers 1 and -- . 
V' 9.1 M 

This lemma is for Our purposes more advantageous than the usual 
« implicit fnnction theorem », because it gives LIS a definite appraisal for 
the intrrval on which the functions u,(t), ... u,,(t) are defined. W e  give a 
brief iiidicxtion of the proof: Necessary and sufficient conditions on a set of 
fiinctions, u,(t) ,... u,,(t), that al1 the fi[ui(t) ,... u,,(t), t]  = O, are that 

* a f i  afi d f i  = 2 / -- + - = O and fi[u,(0), ... u,,(O), O] = 0. 
d t  auj clt at - 

Solving for the derivatives of the ui we get a systern of differential eqiia- 

dui 
tions, = Fi(ul, u2,  ... u,, , t), in the standard forrn. These eqiiations are to 

dt 
be solved under the initial conditions ui(0) =u / .  The leminx now follows 
from the known existence theorems for systems of ordinary differential 
eq~ ia  tions. 

We consider values for y, not only sufficiently small for the validity of 
theorom IV, but also so small that al1 the results of the preceding paragraphs 
hold if 5, q. NTe forthwith choose a set of values for k,,  k , ,  ... k,, , and m, 
depending on y and satisfying the conditions of theorem IV, 

Now it is easily proved by induction that Tm may bo written in the form 

m-'2 m-1 

(7.3) (-)inz(uo, 0,) = Z - 1 - Y) C~~U?(U,  , 0,) + 2 Oi(u,, O , ) .  
,=O 1 .-O 

We wish to show that the equations, Bi, - Bi, = 2kin can be solved for 

the u,, . u,, , %,,O in terms of the O,, , ti,,, , ... O,, . For this purpose we regard 
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the 0's as fixed and try to solve the eqiiations, 

for the ~4,'s. Since mCDi differs from oint  by a constant, Skjx+ Oi,, i t  appears 
mi 

that - Laein', which, according to thcorem III, differs from cq by an . aujo rn 
infinitesimal in C o ,  uniformly with respect to tu, ,r)z being required not to 

Ih ;+il 
exceed K C - ). This means that @inl(t4,,, Ho) tends to zero 1 
with 7, nniformly with respect to uz, and, hence, in particular, if ~ ) t  is de- 
termined as in theorem IV. \Ire assunie always that (u,) lies in R(q, 2a). 

I t  will be convenient at this stage to introduce a parameter t  and con- 
sider the eyuations, 

We allow t to assume values on the interval O S  ts 1, and we shall try to 
solve (7.5) for the u o ' s  as functions of t. Evidently, if we can do this, al1 
we need to do is to set t = 1 to get the required solution of (7.4). 

We try to apply the lemma. I n  the first place 

which differs from c, by an infinitesimal in q. Hence, if we drnote by gi, the 

a fi cofactor of -- in a ( f i  ' f 2 7  f " )  , divided by the Jacobian itself, r e  
au.jo qu,,, % O ,  un,) 

see that gii differs from CO by an infinitesimal i n  y. Hence Igi, 15 A,, . 
AIso it follows from (7.3), (2.2), (7.1)) and from the elementary fact that 
m-2 1 
Z ( I ~ L  - 1 - V )  = - wz,(wt - 1) that 

v = o  2 
3 

i afi I = I Him(q40, e ) I < a,,71y 
l a t l  O i -  

I 
Hence, we find that 

3 3 
Y+'L_ 4 '*f" 1 1 1 - Bir 15 ~ A , , A ~ ~ ~  -- A,,Y 

I j-i 

which is the df of the lemma. 
In  the second place, we know from theorem I V  that for t  = O  equa- 

tions (7.5) have one and only one solution, ut , , ,  ut ,,,... u',,,. wliich lies well 
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within the region R(r), 2a). For the region S of the lemma, we shall take a 
certain n - 1 dimensional sphere together with its interior. The center of S 
is to be the point (ui) and the radins is to be A,,q? By theorem IV the 
whole of S lies within R(y, 2a). The « K » of the lemma is therefore equal 

to A,,r12. 
Heiice a unique set of solving functions u,,(t), u,,(t), ... u,,,(f) exists, the 

interval of definition being O s  t 2 t , ,  where t ,  is the lesser of the two 
3 

numbers, A,,-"' and 1. Hence, if r )  is taken sufficiently sniall, t ,  = 1, and 
uto(l),  u,,,(l) ,... u,,,(l) satisfy (7.4), as required. The solution (u,), thus obtained, 
also has the property that its distance from (u,') does not exceed A, ,y2 .  
Hence 5, exceeds an infinitesimal of the first order in  q. 

For a fixed sufficirntly small value of q and with a corresponding fixed 
choice for the Ici and nt, the solution (u,) is unique, nt least so far as the 

region R(r), 2a) i s  concerned. For suppose there were a second solution (Ü,) 
corresponding to eacli element of an infinite sequence of 71's tending to zero. 

We can join the two points (u,) and (Go) with a straight line segment, 
which lies wholly within R(y, 2a) and whose direction cosines we denote 
by A , ,  A ,  ,... A,, . Since Oi,, has the saine value (via. H i ,  t 21ci7c) at both ends 

w,,, of the segment, its directional derivative, 2: 1,) must vanish at some 
j-I au,j,, 

intermediate point Pi. W e  know, by theorern III, that 

where zi(P, q) tends to zero with q, uniformly as to P or the A's. Hence 

+ an infinitesimal in r ) ,  where, of course, the Ai depend upon 7. Let A , ,  
n 

A,, ... A,, be the set of values for the hi which, under the condition 2: IL,' = 1 
j=l 

a minimum. Then we infer that 

infinitesimal in q. But, sincr the Ai are independent of q, this implies that 
12 

L cGAj=O for Ai not al1 zero; and thus we obtain a contradiction of the 
i 1 

hypothesis that the determinant of the c, is clifferent frorn zero. 
The obtained unique values for u,, , u,,, ... z( ,,,, which-satisfy (7.4) may 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Periodic Motion of n Dynnnzicccl 8ystenz 133 

be regarded as single valued functions, Bi(B,,, O,,, ... O,,) of the 0,'s. They 
are obviously periodic of period Sn, since the (Di are also. The implicit 
function theorem, fartherinore, shows that they are analytic in the neighborhood 
of any point ( O , , ,  8 ,,,,... O , , , ) .  We have thus proved the following tlieorem, 
which is the main result of this pnper: 

THEOREM TT. - It is possible to find a ~mni fo ld  i n  the space of the 2n 
1 

variables, u,, , O , , ,  ... ii,,n, 0,,0 (or the original variables xi0 = u , , ~  cos €40, 

1 

Yi0 = u,,,%in Oio) defined by  equations of the type, 

dong which, for a suitable choice of the ilzteger m, the Hi, differ from the Hin 
by integral wzultiples of 2x .  The Bi are analytic single-valued non-vanislzing 
periodic functions of period 2n i n  the 0,'s. It is assuwied that y (whiclz ap- 
pears in the equations defining TT) is mt less tlzan than 8n + 4. 

Further~nore fhis +nanifold may be taken in such a way tltat, giuen a 
1 < the ui, satisfy tke follorcing relatio~zs: 

for al1 puirs of imlices i,  j = 1, 2, ... n. 

Co'] is arbitrarily stnall. 

- I* 
3. O 2 m $ KTo 4*', whwe K = 15". 

Item 2, of course, implies that there are an  infinite number of manifolds 
of the type described in the theorem. 
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Sur l t ~  solntioll de l'équittion géiiérale d u  cinquième degré 
réduite à la forme libre. 

par K. BOHLIN (à Stockholm). 

1. Il est bien connu qu'au moyen de r6dnctions &mentaires, on peut 
Bliminer des Bquations alg6briques complbtes, en outre du second terme, 
encore un certain nombre des termes suivants. La forme normale des Bqua- 
tions du troisieme, du quatrieme et du cinquieme degré devient ainsi 

Ces équations possèdent les r6solvantes 

C'est an  moyen des substitutions suivantes 

@Y 10 '1s 

u = -  - G i 
S L I J  3 

5 = 8- - 
s'lu 

qu'on peut r6duire la  forme nonnale des Bquations a celle qu7 on a nomme 
la forrtûe libre, savoir 

c" 3uc = 1 -. a3 

(4) 1;" t 4 4 . =  i - 2 . 2 . ~ ~  
1;j + 5u5 = 1 - 3*3 .3 .u5  

qui, dans les cas du  troisiéme et du quatrieme degré, donne les solutions 
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bien simples 
[ = l - u  

(5) G=- u+ VI-u2;  5 = - U +  V 1  f -u2 

dont, en particulier, la solution de l'6quation du qmtridme degré parait 
o£frir un calcul plus expeditif que les formules anciennement propos6es. 

Au moyen de la  substitution 
5 q = -  
u 

les 6quations se simplifient encore, devenant ('1 
3 1 v3+-q=--1  
U u3 

(6) 
4 1 q4 + - q = < - 4  
u u 
5 27 

et possedant les résolvantes 
1 vi 4- - - O u3 - 

(64 
1 vip + W .  $--=O 

"4214 

1 vi3 + vi2 + vi +-- = 0. 27u5 

Ayant forme, pour l'equation du  cinquibme degr6, les trois racines de la 

dernière r6solvante, et en posant 

c'est au moyen de ces eltrments qu'on petit chercher d'abord les solutions 
convenables ( 2 )  de l'équation du cinquième degr6, savoir 

et cela de plusieurs inanières. En particulier on peut adopter la formiile 

& condition qu'on fasse varier l a  constante k ,  qiii entre dans les quantites 

v 2  = &3+2kni- v, = p. e-iO-2k~i 

(i) 1. Sur une 4quation algébrique retuzarquable, se trouvant en vapport à. la Mécanique 
Celeste, « Astron, iaktt. o. undersokn. Stockholms Observatoiium », Band 8, n. 7, Stockholm 1907. 

(2) II. Sur i'équatio~z algébrique du ci9zquiètne degré, . Annali di Matematica pura ed 
applicata ., Bologna, Tome X I ;  4, 1033. 
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de la  manierg expos6e dans le memoiïe II, no. 2 ('). Ln formnle (9) se trouve 
1 

ainsi expéditive dans les environs de Z' origitbe des %, . 

2. Considérons maintenant le dBveloppement, dit rncinal, de la racine 
de l'équation (8), subsistant tout d'abord pour des valeurs petites du para- 

1 
mètre u, C. a,. d. aux environs du point - = W. 

u5 

Cette expression, élabor6e jusqu'aux termes du degr6 uYu entre les pa- 
renthbses, est la suivante (cfr. II (61)) 

+a3[* * * * S . . .  1 
ou bien, pour abréger, 

1 
( 104 y=-A-B-UC-MW, 8A 

THÉOR~ME 1. - Les termes de la dernière ligne ~'Bvanouissent. Il y a, 
dans ce cas, une nouvelle r6solvante aux mème points doubles que dans le 
cas ant&ieur, savoir II, (67) 

(11) a 3 + a e + a + 3 ~ 5 = 0  

et on peut, en prenant la petite racine a correspondant à une petite valeur 
de zc5, Bvidetnment employer ln quantité a comme BlBment de dbveloppement 
a u  lieu de zc5 dans la formule (10). Il sera mème avantageux d'introduire 
une nouvelle quantit6 p, liée B a par la relation 

(114 p = a + a z  
d' où il s' ensuit 

6 52 1116 37506 A ' = l + - p - -  fJ+tp3 -- 
15 15" 10 15' p4 

(l) I I .  SUT l'équation alyèbrique du cinquième degré, Annali di Matematica pura ed 
applicata D, Bologna, Tome X I ;  4, 1933. 
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En rdduisant ces series à la forme de produits [II. (77)], on va trouver 

- expressions forlnant le point de ddpart du memoire présent. De l'obser- 
vation, faite à la fin du mdmoire II, sur les exposants de ces expressions 
en produits, savoir qu7 en géneral 

a, b, c, d désignant les numerateurs des exposants dans A, B, C,  D, et que 
de plus 

a + d = O ;  b + c = O  

pour les exposants ayant les dhominateurs autres que 15 ou 81, il s'ensuit 
qu'on a 

THI~OR&ME II. 

(15) AD = BC 

- relation fondamentale, qui se verifie, en forniant ces produits d'après les 
expressions (IO), ce qui donne en effet 

AD = B C =  1 + u5 - 2ui0 - 5ui5 - 114u2' .... 
Pour simplifier, nous allons introduire les quantites 

Selon que u5, y OU 8 sont prises comme 
trouve des expressions diverses. Soit 

(17) AD= B C =  1 

dlements des d6veloppements7 on 
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Le plus simple des développements possibles de s est alors le  suivant 

- expression finie, qui jusqu7nux ternies du quatrième degr6 possède l'in- 
version : 

(17b) -( = s + 2s' + 4s" 3s4. 
En posant encore 

(18) 
AC p z -  
D '  

on remarquera, parmi les diverses représentations possibl~s de cette quantite, 
la suivante de simplicité prépondérante 

3. On deduit des formules (15) et (18) les relations suivantes 

de manière qu'on aura tout de suite 

I l  s'agit maintenant de l a  determination 
quatre series A, B, C, D? paraît en effet 

du coëfficient A, quantite qui, des 
la  plus convenable pour notre but. 

Toutefois, comme cette serie A resiste encore à la dédiiction d'une 
expression a.cceptable au point de vue de la simplicitd, nous avons procéilt5 
à en former la c i n q u i h e  puissance, et parmi plusieurs représentations 
de A5 avec l 'une ou l 'autre de nos variables, on a ainsi trouve la suivante, 
jouissant de la syrndtrie analytique: 

Mais, ainsi que pour ce qui concerne les autres quantit6s entrant dans 
l'expression. (BO), nous avons aussi consideré comme élément de cl6velop- 
pement la  quantitb s à côt6 des autres, comme y, 6: cela fut  rbitéré pour A' 
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et conduisit encore à une expression symétrique, savoir 

qui pourtant ne paraît pas appartenir à notre question proprement dite. 
Ayant par suite choisi la formule (21)) il s'agit encore d'en donner une 

extension propre à tenir compte des termes siipérieurs au quatrième degré 
de u5 dans le developpement (10). Prenons à ce but le cas spécial 

où, comme on se persuade (cfr. II, page 2)) on a 

On a encore dans ce cas 

Faisant usage des formules (81) et (20)) on obtient avec un accord avec la 
1 valeur vraie de q = - 1.55185, qui à. .ce point éloigné de -= ocl ne serait 

215 

guère attendu, la valeur de 
9 = - 1.58149, 

présentant pourtant la différence A q  = -+ 0.02964, propre à la détermination 
de l'extension dont il s'agit. L'étude numérique du cas conduit d' abord à 

1' équation d u  quatrièrîze degré : 

pour la détermination de l n  quantité A , ,  devant remplacer au premier abord 
la  quantité A dans l'équation (20), apres quoi on trouve encore la seconde 
équation d u  quatrième degré : 

tenant à un écart petit, restant aprbs l'emploi de (22). Cette équation (23) 
fait déterminer la valeur de A' qui, en ddfinitive, appartient à la formule (20), 

1 
et qui maintenant fournit la valeur de la racine pour -ù5 = + 3, savoir 

y =  - 1.5518462; valeur vraie: y = - 1.5518461. 

Les expressions entre pai.entli&ses de (22) et (23) devant être considér6es, 
par rapport à leurs coëfficients, cornine engendrées par l'expression (21)) on 
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voit que les moyens de correction par cette voie sont bien épuisés par les 
deux équations (22) et (23). 

1 4. Comme, au cas spkcial consider6 de - 1- 3, on a s = O, il n' est 

pas cependant exclu qu'il y existe encore quelque correction, dépendant 
de s, et cela se trouve en effet ètre le cas. Considérons en effet en second 
lieu le point 

1 - - 27 
u5 - 

où l'on a r) = O  et, comme on trouve aisement, 

Dans ce cas, ainsi qu'à la plupart des cas appartenant à la formule (20)' il 
est superflu de rksoudre directement les equations (22) et (23)' les valeurs 
de A, et de A s'obtenant par une ou deux approximations faciles. On trouve 

q = - 0.0000030 et par suite AT = + 0.0000030. 

C'est la diffkrence susdite, tenant à la  quantite s, pour laquelle il n 'y a 
plus de directive directe, parce que cette correction n'a pas lieu pour les 
6quations de degré moindre. La seule chose dont on peut s'assurer sans 
calcul, c'est que le terme de correction dont il s'agit doit se trouver en 
dehors de Y expression (do), à laquelle par cela, et par quelques meditations 
numeriques, nous allons substituer en definitive la formule 

06 pour des valeurs de / $ I  excédant la  valeur de 27 on peut admettre 

1 
En gBn6ral le terme correspondant est insensible pour ce domaine de 

1 
Pour k = 1, la derniére formule remplit la valeur de la racine pour = 27. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



142 K. BOHLIN: Sur la solution de l'éq-zcatio~ générale 

1 
Dans le cas de U 5 = Q ,  oh l'on a s =O,  le  terme accessoire de (20A) 

a' 6vanouit. 
Au sujet de ce terme - soit r),(us, s) - on peut à l'aide des Bcarts 

1 1 ayant lieu pour - = 7 et - = - 9 chercher, au  moyen de la formule d' in- 
u5 u5 

terpolation de LAGRANGE, une exptession remplissant la condition d'accord 
absolu aussi pour ces points, par exemple en mettant 

mais, parce qu' il 0' ensuivrait de petits inconvénients pour d' autres motifs, 
il faut préferer la formule (20A). Aussi, parceque en tout cas i l  sera necessaire 
de contrôler le calcul - qui n'est gukre plus loiig que, par exemple, 
pour 1'6quation du quatrieme degr6 - en mettant la valeur trouvee de 
la  racine dans l'bquation originale (8)' on trouvera aussitôt la correction 
tenant au  terme 

sans qu'il soit nécessaire de connaltra l'expression analytiqiie du coefficient k .  

1 5. Pour le doinaine s'approchant de 1' origine = O, il faut avoir recours 

à la  formule (cfr. II ,  n.O 2) 

avec les conditions exposees loco citato, y inclus la relation remarquable 

2f r ~ p ; = 0 ,  

1 ayant lieu a u  voisinage immbdiat de = 0. 

6. Pour le procedé de solution decrit dans ce qui precède, le point 
1 1 p = - - appartenant à l'argument = 8, mérite d'gtre considbré en parti- 
4 ' 

culier, mais il n'y a pas lieu à s'en occuper ici. 
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7. Par rapport à l'expression secondaire de A5 (21a) on peut considerer 
1 

le cas de ,= 3. On trouverait ainsi 

d' où, parce que dans ce cas y = - 3"5, il s'ensuit 

c. a. d. une quantite nouvelle, ne corncidant pas avec la valeur 
4 

de la racine. 

1 8. Exemple de calcul pou,r u:, = 54. On a dans ce cas 

Les corrections successives sont insensibles, et l'on obtient 

Somme : y = + 0.4925960 ; 

valeur vraie : y = + 0.4925958. 
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9. Expose succinct des formules, pour l'équation du cinquidme de gr^, 
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Ou the iufinitesimal deforrnatioiis of a space. 

E. T. DAVIES (London-Inghilterra) 

1. Since the publication of LEVI-CIVITA'S psper on geodesic deviation 
in 1926 ('), several works have appearrd containing generaliaations of the 
results contained in that paper. CARTAN (') obtained a formula for the normal 
deviation between two minimal surfaces in a V,,, generaliaing both the 
equations of geodesic deviation of L ~ v l - C l v ~ r ~ ,  and a formula due to 
SCHWARZ for minimal surfaces in Euclidean space. Later SCHOUTEN (3) and 
BORTOLOTTI (') have studied the corresponding problein for a minimal V,, in V,, . 

SCHOUTEN obtains the expressions for the changes in the fundamental 
quantities of a V,  in a V,, when the points of a V,,, are subjected to a 
displacement &SL, so that the new coordinates zi of the points are given by 

(l) X' = xi  ES' (i = 1, 2, ... , 92). 

He then obtains the equations to be satisfied by the Et in order that a 
certain geometrical property possessed by the V,,, (for example, of being 
minimal), may be possessed by the transformed Ir,. 

BORTOLOTTI starts from the expressions for the change in the metric 
tensor due to an  infinitesimal deformation of the space, and obtains in 
tensor form the corresponding changes in the three-index symbols of CHRI- 
STOFFEL for the Vv and for the V,. He then obtains the conditions that 
the minimal property may be preserved. 

I n  two recent papers SLEBOD~INSKI (5) and van DANTZIG (7 have made 

(') T. IAEVI-CIVITA, Sur I'écart géodésique, (u Nath. Ann. x, Bd. 97, 1926, pp. 291-3). 
(2) E. CARTAN: SUT l'écart yéodésique et quelques notions connexes (c Rend. Accad. 

Lincei D ,  1927, Io sem., ser. ea, vol, 5, pp. 275-278). 
(3) J. A. SCHOUTIBN, On infinitesimal deformations of a V,,, in V, ( a  Proc. Bon. Akad. 

v. Wetenschappcn B, Amsterdam 1928, vol. 21, pp. 208-218). 
(*) E. BORTOLOTTI, Scostamento geodetico e sue generalizzazioni ( a  Giornale di Matem. B, 

vol. LXVI, 1928, pp. 152-191). 
(5) W. SLEBODZINSKI, Sur les transformations isomorphiques d'une variété a connexion 

affine ( Prace Mat. Fie. B, Warszawa, !P. XXXLX, 1932, pp, 55-62). 
(6) D. VAN DANTZIG, Zur allgenzeilzen projektiven Differentialgeometrk (U Proc. Kon. 

Akad. Amsterdam ., vol. XXXV, 1932, p. 535). 

Annali di  Matematica, Serie IV, 'Porno XII. 19 
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use of an operation which is  called « Lie derivation » by the latter, and 
which is substantially eqaivalent to a procedure ernployed by ~ ~ ~ ' E I T Z E N B ~ C K  ( i )  

in order to obtain the change in any tensor due to an infinitesimal transfor- 
mation of the form (1). SLEBODZINSKI is concerned with the determination 
of spaces which admit an « isomorphic transformation », for which the 5' 
satisfy the condition that the parallel transport nmy not be changed by the 
transformation (1). I n  the following note we shall obtain expressions for the 

« deformations » of tensors of the manifold, as well as of the coefficients l 'ab  
of the affine connexion. We shall refer to the « defornied space » as  the 

space whose connexion it; determined by the deformed values of the I'L. 
Our standpoint therefore differs from thnt of SLEBODZINSKI in that the latter 
determines precisely the conditions that the space may not be « deformed ». 

2. Let Tt . . ' f  i ... ( 3 ~ )  be the camponents of a tensor field in an n-dimensional 
P 

manifold X, , ,  and let the points of the manifold undergo an infinitesimal 
transformation of the form (1). The value of the tensor field at the new 
points X i  will be given by 

(2) 
where 

whereas if we regard (1) as a transformation of coordinates in the manifold 

and consider the consequent transformation in the T ~ : . ' Z ,  ... naniely 

taking account of the fact that, in this case 

(4) 

we have 

The true variation or « deforrriation » of the field is the difference 

(1) R. WEITZENBOCK, Invariantentheorie, p.  375. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E. T .  DAVIES: 012 the infinitesimal defornmations of a spaee 147 

which in  this case becomes 

W e  notice that so far we have not made use of any connexion pnra- 

ineters l'ab (a, b, c = 1, 2, ... , uz) which may be assigned in the X,, . If, however, 

we introduce the symbol of covariant derivation corresponding to the rzb, the 
right hand side of (5 )  may be written in tensor form, and we therefore have 

On applyinb the same procedure to the functions Tab, we have 

and remembering their 1a.w of transformation for a change of variables 

a?zc axc ,, 2 % ~  
=ri , - -1  -- 

axUaxb ~ X P  b ~ a ~ a  axb 
we have 

- rab(%) = ri, - qabaatc  4- r;,a,gp + r;a,t? - r7a,a,y] 
so that 

= ~ [ a ~ a ~ t ~  -1- I.'a,a,@ + ry,a,@ - raba,gc + @a,r:,] 
finally 

(1) The ~ T " ' " ~ P  k ,  ... k, is called x ( T $ ~ ' : : ~ )  by S ~ ~ ~ o o a ~ a s r i ,  and D T $:::.$A by VAN DANTZIG. 

I n  SI~EBODZINSKI'S paper (5) is taken as the definition of the operator X. 
(") This expression for the 8rQb in the Riemannian case occurs already in the pre- 

viously cited paper by BORTOLOTTI (1. c. equation (93)). The conditions for an isoinorphic 

transformation obtained by SLEBODZINSKI (1. O., p. 57, eqiiations 1) are equivalent to ET:, = O 

in our notation. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



148 E. T .  DAVIES:  0% the ilzfil2itesimaE defornaatiolzs of  a space 

3 We shall now define the K deformed >) space as being a space ahose 
law of parallelism is determined in the following manner: 

I f  a vector uc at P is paralle1 to the vector ruC at Q in the original space, 
so that v C  = ruC t rablvadxb, and i f  as the result of the h-alzsfor+?zation 8!=xt + 5Ei 

which cnrries the point P to P and Q to &, the vectors vC and IV' becoaze 

vc 1 = vl'(ÔpC t E ~ ~ P )  1 and 2 respectively : then the connexion parameters 

for the deformed space will be deirermined by the condition that vc at P and luc at a 
- - 

are pa~allel jreiative to the new connexion), or that 2 = kc -1- r$,~~&-~. 
The rab thus obtained are equal to rab i- Wab (i). The X ,  c m  therefore 

be regarded as endowed with two sets of connexion parameters, the r a b  and 

the F:b the latter set being those of the deformed space. We are going to 
prove thnt the Torsion and Curvature tensors of the deformed space are equal 

to S;bc + o"S;bc and B;db + SR;$ as calculated from the general formrila (6), 

If me now take account of the identities 

In  order to make the corresponding calculation for the R;%~, let us mi te  

( 3 )  This fact is proved in a paper to be piiblishcd shortly by P. DIENES, to whorn 1 
owe the abore definition. 

(2) SCHOUTEN, Der Ricci Kalkul, p. 88. 
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Substituting the values of Azb in this expression, we obtain 

But from the generalization of BIANCHI'S identity, we have 

4. The property which has just been proved valid for S;bc and Rad:, 
expressed by (9) and (IO), is not restricted to expressions involving only the 
connexion parameters and their derivatives. It can also be proved to hold 
for expressions involving an arbitrary vector vC in addition to the connexion 
para,meters (7. We shall take as an example the covariant derivative g,vC. 

Denoting covariant derivation with respect to Fab + Grab by F,, we shall 
prove that 

- - 
(14) vbvC = vbvC + 8(~bvC)- 

In fact, retaining only first order terms, we have 

On substituting for and using the identity (9), we obtain 

5. If we apply the preceding considerations to the question of geodesic 
deviation, we can obtain in a very simple form, the equations given by 
LEVI-CIVISA for the normal deviation. 

(') SLEBODZINSKI (1. c.) obtains 8S&'= 0 and 8R&$ z O as the conditions of integra- 

bility of the equations 8Pab = 0. 
(2) More grnerally it subsists also for any differential invariant involving arbitrary 

fonctions, of the connexion, o n e  this remark to prof. BORTOLOTTI. for whose helpful cor- 
respondence I am deeply grateful. 
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Let 

(15) 

be a geodesic of the space passing through the point P(x9, and let each 
point of this geodesic undergo an infinitesimal displacement normal to the 
curve so that the element of arc is not changea ('). 

If xC - xC + ES" are the coordinates of points on the new curve, me 
shall have 

The curve passing through p(xi) will be also geodesic provided 

d?xc dXa dzb 
- + (PL -+ 8{?.a,rab) .--. -- - ds" ds ds 

- o. 

On taking account of (15), (16) and (17), this condition becomes 

For the case in which the r:b are the three-index symbols of CHRISTOFFEL, 
these equations reduce to the equations of normal deviation of LEVI-CIVITA. 

6. When the rab are unrestricted the equations (18) represent the con- 

dition that the autoparallel property of the ciirves defined by the differ- 
ential equations (15) may be preserved on deformation. These lines are only 
lines of extrema1 length in the space provided: 

(') LEVI-CIVITA (1. c., p. 317) points out tliat the deviation need not necessaiily be 
normal in order that the tw-O arcs of geodesics may be eyual. 
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If we restrict ourselves to this case, we shall have as a consequence of 
our definition of parallelism in the deformed space, - That i f  a spacepossesses 
the property that autoparullels are lines of extrema2 l e ~ g t h ,  the% the defornzed 
space will also possess this property. 

This fact follows immediately from the fact that the operntion 6 is per- 
mutable with addition ('), so that 

sr:, = s ! ! + ôs;ac, 
( ab l 

so thnt the symmetrical part of the Fib are the three-index symbols of 
CHRISTOFFEL calciilated with the deformed metric coefficients. 
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Sopra uiia formula di Curtiss y). 

Memoria di SILVIO CINQUINI (a Pisa). 

Santo. - È noto che DARBOUX, WEIERSTRASS e CURTISS hanno dato tre differenti estensioni 
della formula del ualor medio alle funzioni d i  variabile cornplessa. 

Nella presente Menzoria s i  danno alcune estensioni dei risultati  d i  CURTISS a d  
un' espressione ( i n  cui  compaiono i ualori cli u n a  data  funzione in n + 1 punt i )  
analoya a q u e l b  a cui  recentemente il prof. MONTEL h a  esteso le formule d i  DARROUX 
e d i  WEIERSTRASS. 

È noto che la formula del valor medio non è senz7altro applicabile alle 
funaioni di variabile complessa e che, per queste funzioni, DARBOUX, WEIER- 
STRASS e Cu~Trss hanno dato tre di£ferenti estensioni di tale formula. 

In un recente articolo (') il prof. MONTEL ha esteso il risultato di DAR- 
BOUX ad un'espressione pih generale, formata con i valori di una data fun- 
zione in n + 1 punti, ed ha accennato ad un'analoga estensione per la for- 
mula di WEIERSTRASS. 

Ne1 presente lavoro mi propongo invece di dare alcune estensioni dei 
risultati del CURTISS ad un'espressione analoga a quella considerata da1 
MONTEL (ie). 

Ringrazio i l  prof. TONELLI che mi ha indicato tale questione e il prof. 
ASCOLI clle mi ha dato &uni utili suggerimenti. 

1. Ueneralith. - Richiamo innanzi tutto le due proposizioni del CURTISS (2) 
ohe estendono il teorema del valor medio alle funzioni di variabile complessa: 

(*) Lavoro eseguito ne1 Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore di Pisa. 
(i) P. MONTEL, Sur une  formule de Darboux et les polylzornes d'imtwpolation. a Annali 

della R. Scuola Normale Superiore di Pisa B, Serie II. vol. 1 (1932), pagg. 371-84. 
('*) Si veda anche: EBERHARD HOPF, E i n  Analogoe s u  einem Mzttelwertsatze von  H. A. 

Schwarz bei komplexen Polynonzen (a Jahreabericht der deutschen Mathematiker vereinigung a, 

1. 37 (1928), pagg. 249-51). In tale Rota ~'HOPF stabilisce, solamente per i polinomi, e con 
proredimento completamente diverso da quel10 qui tenuto, una formiila che presenta qualche 
analogia con i risiiltati del presente lavoro. 

(') D. R. CURTISS, 012 certain Theorems of Mean value for Analyt ic  Functions of a 
cornplex Variable. o: Annals of Mathematics el Serie II, vol. 8 (19ûï), pagg. 118-26; n.i 1 e 2. 
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a )  Sia a un p u n t o  in terno  a d  u n a  regione B, nel la  quale  f(5) è analit ica 
regolare. A l lora  esiste un intorno A d i  a tale che per ogni  valore d i  z in A 
1' equazione 

f (z )  - f ( a )  - ( Z  - a) f ' (a  + 0[z - a])  = O 

é soddisfatta d a  un valore d i  0 che verifica la clisuguaglianza 

p) Sia a un punto  in terno ad  u n a  regione B, nella quale f(5) è analit ica 
regolare, mentre  è f"(a) + O. Allora esiste un intorno A d i  a tale che per tu t t i  
i valori  z, e zI in A l'equazione 

h a  una soluzione soddisfacente a l la  d isuguagl ianza 

Per  ben comprendere 10 scopo del presente lavoro è opportuno rilevare 
che, mentre nella formula di DARBOUX 

in cui 7 & l'affissa di un punto del segmento rettilineo a,z , ,  compare un 
numero complesso h di modulo non superiore all'unith, e mentre in quella 
di  WEIERSTRASS 

f (a,) - f@,) = (2% - z , )Z ,  

si pub soltanto affermare che 2, é un punto appartenente a l  campo di con- 
vessità dei valori che prende f'(z) quando z descrive il segmento retti- 
lineo z, a,, nella formula di CURTISS figura il valore della derivata f'(z) in 
un punto interno a l  cerchio avente per diametro la  distanza dei due punti 
considerati. 

Ne1 presente lavoro si considera l'espressione (analoga a quella del 

ove a,, a, ,... B,,  sono le affisse 
cui la funzione f(a) 8 analitica 

1 z(, a,".. zon-l f(Z") 

1 a, ... aln-' f(z ,)  
. . . . . , . . . . . . .  
1 a,, ~ , , ~ . . . z , , ~ - '  f(z , ,)  

di n. + 1 punti appartenenti a un campo, in 
regolare. 
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Si noti che, per la (1), D,[sl'J è i l  determinante di VANDERMONDE delle 
n + 1 quantità x , ,  s, , ... s,, . 

2. Teorema 1. - Se l a  funxione analitica f(z) è regolare i n  a,, esisfe u n  
intorno circolwe (z,; r,') d i  a,, in cui f(z) 6 .  ancora regolare, e tale che, con- 
siderati n punti qualunque 5,, a,, ... z,, tali che i l  massimo modulo delle dif- 
ferense 5, - zi, (i = 1, 2, ... n) sia r, < r,', risulta 

ove 5 è zc.n punto interno a l  cerchio (a,; r,) (7. 
DIMOSTRAZIONE. - Se due qualunque degli n i- 1 punti z,, z, , ... z,, coin- 

cidono, i determinanti D,,[f(z)] e D,,[zn] sono nulli, perche hanno due linee 
uguali, e la  (2) é sempre verificata. 

Eliminato cos1 questo caso banale, si supporrk sempre che gli n t  1 
punti zo , s, , ... a,, siano a due a due distinti. 

Nell'intorno di x ,  si ha 

Sia R un numero positivo minore del raggio di convergenza della serie (3); 
indicato con M il  massimo modulo di fis) sulla circonferenza (2 , ;  R), per nna 
nota disuguaglianza di CAUCHY é 

1 
Si tenga presente che è C, = a fn)(so) e, per considerare senz'altro i l  

caso più generale, si supponga che C,,+,,(m 2 1) sia il primo coefficiente C,, 
di indice maggiore di n, che non sia nullo; si abbia cioè 

Si prendano n punti qualunque a, ,  e,, ... z,, interni al cerchio (5,; R), 
distinti da zo e tra loro, e sia r, i l  massimo moclulo delle differenze z, - a,,  
(i = 1, 2, ... n). 

Tenuta presente la (l), in virtù della (3) risulta 

(3) Con cerchio (2,; r,) si intende il cerchio di centro z, e raggio r , .  
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... ove si  b tenuto conto che i determinanti D,,[l], D,,[z - sol, D,,[(s - z , )~- ' ]  
sono nulli, poichh in  ciascuno di essi 17ultima colonna è una combinazione 
lineare delle precedenti. 

Si consideri il rapport0 D,y(a)' il oui denominatore h. per ogni n-pla z, , 
WzS1 

z,, ... a,, , determinata ne1 modo sopra indicato. un numero sempre diverso 
da zero. 

Ricordando che i l  rapporto dei deterhinanti D,,[zw] e D,[zW], (v > 14 è 

uguale a (4)  

ove si indicata con [z, , z, ,..., z,,][v-nl 1' espressione (chiamata da WRONSKI 
funzione aleph), che si  ottiene dallo sviluppo della potenza (v  - n)-ma. del 
polinomio go + z,  i- ... + s,, , quando in tale sviluppo si facciano tutti i coef- 
ficienti uguali all'unità, si deduce facilmente che (5) 

Pertanto, tenendo conto delle (5), risulta 

(4) Vedi p. es.: TH. MUIR, A Treatise on the Theory of Determhants. a Priv. publ. Al- 
bany R,  New-York (lM0); Cap, XI, n . O  335, pagg. 329-31. 

(5) Come si verifica immediatamente. Si  ha infatti 

1 a, - a ... (2, - a)%-i (2, - a ) ~  
- ... 1 a, a (z, - a)'z-i (zi - a)y 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
i Zn -.... (z,, - .)"-' (a, - ?)v 
1 Z, - a ... (z,  - a)%-, (a, - a)', 
1 zi - a ... (8, - (z, - a)'% 
. . . . . , . . . . * . . . . . . . . .  
1 Z, - u ... (2, - a),-, (2, - a)n 

ove si B posto zi - a = ti, (i = 0, 1, ... n). 
Pertanto, per la proprieth già ricordata, risulta 

D d z  - +JI .... = [ t ,  , t4, .... t,][v -HI = [(z, - a), (si - a), (z* - a), (2% - a)][v-ml; 
% P l  

e qiiindi, per ct = z,, si ha 

.., ...> =Jz - zO)v' =p, (2, - z,), (z , -~ , )~  (an-2,)][!J~1 =[@, -z0), (z2 - zo): (z,- z,)][v- MI. 
D&"I 
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Siccome d'altra parte per ogni a, che sia interno al cerchio (a,;  R), si  ha 
dalla (3) e tenendo poi conto delle (5) 

per provare l'asserto basterh far vedere che se r ,  & abbastanaa piccolo esiste 
almeno un punto 6, interno a l  cerchio ( 2 , ;  r,) e verificante l'uguaglianza 

Si indichi allora con p(a, ; r , )  il minimo modulo, sulla circonferenza (z, ; r,),  
S 

della funzione L Cv(a - 8,)Y -@; poichè questa f unzione si annulla per a = a,  , 
v=n+m (3 

per una. nota proprietà delle funzioni analitiche ('j) essa assume entro la cir- 
conferenza (z ,  ; r,) almeno una volta ogni valore di modulo minore di p(z, ; r,) ; 
basta dunque prendere r ,  in  modo che il massimo modulo dell'espressione 
che figura al secondo membro della (6) sia inferiore a p(a,; r , ) .  

Poichè r, è il massimo modulo delle differenze e, - s i ,  (i = 1,  2, ... n), 
tenendo conto della (4) e tenendo presente che il numero dei termini del10 

sv i l~ppo  di  [(e, - zO), ( B ,  - z,), ... , (z,, - z , ) ] [ ~ - ~  è (: 1 i), risulta 

1 X Cv[(al - sa), (z* - a,), m.. , (BI ,  - z , ) ] [ ~ - ~ ]  ' < 1 v=:n+m I 

ove si & tenuto conto che, per v 2 n + rtb + 1, 6 sempre 

(V-l)<("+",( 

v - n  n 2 + 1  

('j) Vedi p. es.: II. BIANCHI, Lezioni sulla teoria delle funzioni d i  variabile cornplessa ecc. 
(Ediz. II; Spoerri, Pisa (1916)), Cap, V,  tj 57, pagg. 179-80. Si tratta, del resto, di un'irn- 
mediata applicazione del noto teorema di Rouc~É. 
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e ponendo j = v -a  - w z  - 1, si deduce, poichè è r ,  < R, 

D'altra parte, tenendo conto della (4), si ha 

e siccorne, per v 2 n + m 4- i, è sempre 

V 

si ha a fo r t i o r i  

ed anche, ponendo j = v - w - m - 1, e procedendo corne sopra 

Pertanto esiste sicuramente un punto 5, interno al cerchio (a , ;  r,) e Che 
verifica la (6), se è 
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n + m  n t w - 1  
ossia, essendo ( ci,, m - 1  

, se si ha  

Poichè il primo membro di quest'ultima disuguaglianaa tende a zero 
per r,-O, e il secondo membro (Che è sempre positivo) non dipende da r,, 
esiste certamente u n  valore r,' di ro che soddisfa a tale disuguaglianza, e 
siccome ogni r, < rO1 la verifica a fortiori, cib basta per provare il teorema 
enunciato. 

OSSERVAZIONE. - È anche possibile dare in forma esplicita un valore 
accettabile per r,'. 

A ta1 uopo si  osservi innanai tutto che, sostituendo ai coefficienti bino- 
miali le loro espressioni, l a  (7) diviene, a ridusioni fatte, 

Posto ora 
y(ro) = A(R - r,)"+m+L t nroz - (2n + 1î2 +- l )Rro,  

ai ha 
vl(ro) = -- (s  + m + 2)A(R - r0)"+"'+' + 2nr0 - (2% + wb + l)R, 

donde si vede che, per O < r, < R, cpU(r,) è positiva. Dalla formula di TAYLOR- 
LAGRANGE risulta percib, per O < r, < R, 

onde si soddisfa certamente al10 scopo con un valore di r, tale che sia insieme 

Si trova facilmente che le due condizioni sono compatibili e si ha pre. 
cisamente 

R 
,'-O 2%-+m + 1 ' 

T 8 - i - m i - 2 - c  *Rn+" 
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Si pub dunque prendere 

3. Teorenia I I .  - La funzione analitica f(z) sia regolare ne1 punto a, e 
siu f(n+O (4 * 0. 

Esiste allora u n  intorno circolare (a;  r,') di a, i n  cui f(z) è regolare e tale 
che, considerati n + 1 punti qzcalunque z, , z, , ... an, tali che il rnassimo mo- 
dulo delle differenze a - n i ,  (i = 0, l, 2, ... n) sia r, < r,', e tali inoltre che 
si ubbia 

(8) z ,+z ,+  ...+ ~ , , = ( n + l ) u ,  
risulta 

ove 5 è un  punto interno al cerchio (a;  r,). 
DIMOSTRALIONE. - Si pub senz' altro siipporre che i punti a,, z, , ... a,, 

siano a due a due distinti, poiché in caso contrario, come si A già osservato 
al principio della dimostrazione del n.O 2, la (9) B sempre verificata. 

Nell'intorno di a si ha 
m 

Sia R un numero positivo minore del raggio di convergenza della serie (10); 
indicato con M il massimo modulo di f (z )  sulla circonferenza (a; R), per una 
nota disuguaglianza di CAU~HY, è 

f(n+l)(a) in virtù del17 ipotesi f 'l+'(a) + 0. Poichè, come B noto, è a - - "+'- ( n t l ) ! '  

risulta anche a,,+, + 0. 
Si prendano n + 1 punti z,, a ,,.,. a,, , interni al cerchio (a; R), e sod- 

disfacenti alla (8j, e sia r,  il massimo modulo delle differenze a - z i ,  
(2  = O, 1, 2, a.. ,fi). 
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Tenuta presente la (1), in virtù della (10) risulta 

ove si B tenuto conto che i determinanti D,,[l], D,,[s - a], ..., D,,[(z - a)"-'] 
sono nulli, poichb in ciascuno di essi l'ultima colonna O una combinazione 
lineare delle precedenti. 

il eui denorninatore 8, per ogni (*+ 1)-pla Considerato il rapport0 - 
Dn[z"I ' 

determinata ne1 modo sopra indicato, un numero diverso da zero, procedendo 
in modo analogo al n.O 2, risulta 

= afl -t afl+J(s0 - a) + (si - a) + ... + (afl - a)] + 
Drz[zrnl 

ce 

+ Z av[(ao - a), (a, - a), ... , (s,, - 
v = n t  2 

ove con [(a, - a), 
dicata al n.O 2. 

(si - a), ... , (a,, - a)][v-NI si intende ancora l7 espressione in- 

Tenendo conto della (8) si ha 

60 PJfC41 - a E av[(z,-a), (a, -a )  ,..., (a,, 
D A 4  v=n+ 2 

Siccome d'altra parte, per ogni s che sia interno al cerchio ( a ;  R), si ha 
dalla (10) 

per provare l'asserto basterà far vedere che, se r, B abbastanza piccolo, esiste 
almeno un punto 6, interno al cerchio (a; r,) e verificante l'uguaglianza 

DO 00 

(12) 2 (:)aV(6 - a)v-fi = Z au[(a,, - a), (si - a), ... , (8,. - a)][~-~l . 
v = w t l  v=n+2 

Si indichi allora con p(a; r,) il minimo modulo, sulla circonferenza (a; Y,), 
cn 

della fonzione Z (:)a$ - a).-^; poichh questa funzione si annulla per s - a, 
v=n+l 

per la proprieth delle funzioni analitiche già sfruttata al n.O precedente, essa 

niaal i  di Jbatemutico, Serie 11'. l'omo XII. 21 
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assume entro la circonferen~a ( a ;  r,) almeno una volta ogni valore di modulo 
minore di y(a;  r,); basta dunque prendere r ,  in modo ,Che il massimo modulo 
dell'espressione che figura al secondo membro della (12) sia inferiore a p(a; r,). 

Ora, poichb r, è il massimo modulo delle differenze a - s i ,  (i = 0, 1, 2, ... , n),, 
tenendo conto della, (11) .e tenendo presente che i l  numero dei termini dello 

sviluppo di  [(so - cc), ( z ~  -- a), ... , (z,, - a)][v-nl 8 n), iieulta 

2 ay[(z0 - a), ( z ~  - a), ... , (zH - a)][v-%li < 1 2 

ove si é tenuto conto che, per v 2 n+ 2, B sempre 

Ponendo poi j = v  - n, - 2 e procedendo come al  n.0 2 si ottiene 

D'altra parte, tenendo conto. della (Il), si ha 

p(a; ro)  2 (n t- 1) / a,,, 1 T. - 5 ( '1  My:-m 2 
v=n+2 1% fi 

poichb, corne si B ora visto, 6 

La (12) 6 dunqne sicuramente verificata, se è 
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ossia se B 

Poichè il primo membro di quest'ultima disuguaglianza tende a zero 
per r,-O, e i! secondo membro (Che è sempre iositivo) non dipende da r , ,  
esiste certamente un valore r,' di r ,  che soddisfa a tale disuguaglianza, e 
siccome ogni r ,  <rot  la verifica a fortiori, cib basta per provare il teorema 
enunciato. 

OSSEETAZIONE. - Per assegnare anche in questo cas0 un valore effettivo 
di r,' si procede come al n.O 2 e si ottiene 

4. Teorema III. '- Il teorema del n.O precedente permette di considerare 
soltanto quelle ( n  + 1)-ple di punti che appartengono a l l ' in torn~ di un dato 
punto a e che hanno il baricentro 
pongo di far vedere che quest'ultima 
torno di a sia abbastanza piccolo. . 

Tenendo conto del risultato del 
teorema : 

in  tale punto. Ne1 presente n . O  mi pro- 
restrizione si pub togliere, purchè l ' in- 

n.O precedente, si dimostra il seguente 

La funaione analitica f(z) sia regolare ne1 punto a e sia f'"+"(a) + O. 
Esiste allora u n  intopno circolare (a ;  r*) di a, in cui f(5) è regolare, e 

tale che, considerati n + 1 punti qualunque z, , a,, ... z,, appartenenti a tale 
intorno, posto 

e indicato con r, il massiwco rnodulo delle differenae r) - zi, (i = 0, 1, ... n), 
risul ta 

ove 5 è u n  punto interno al cerchio ( y ;  r,,). 
DIMOSTRAEIONE. -- Si pub senz'altro supporre che i punti z,, z,,  ..., z,, 

siano a due a due distinti, poiché, in caso contrario, come si è gis  osservato 
al17 inizio della dimostrazione dei precedenti teoremi, la (13) 6 sempre verificata. 
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Nell'intorno di  a si ha 

Sia ancora R un numero positivo minore del raggio di  convergenza della 
serie (14) e si  indichi con M il massimo modulo di f(z) sulla circonferenza 

(a ; RI. 
I n  virtù dell' ipotesi f(n+l)(a) $, O, si pub trovare un numero 6 > O(< R), 

abbastanza piccolo, in modo che in tutti i punti del cerchio (a ;  a), circon- 
ferenza compresa, il minimo modulo della derivata fCn+')(z) sia maggiore di 

f ' ~ f " ( 2 )  
zero; si indichi con h(> O) il minimo modulo di ---- in tale cerchio. 

(.n + 1) ! 
Preso un punto p, appartenente a l  cerchio ( a ;  ô), sia nèll'intorno di p 

Poichb R B minore del raggio di convergenza della serie (14), per una 
nota proprietà delle funzioni analitiche, il numero R- 6 è certamente infe- 
riore al raggio di  convergenza della serie (15). 

Pertanto indicato con MF il massimo modulo di  f ( z )  sulla circonferenza 
( p ;  R -- 6) si ha per la  solita disugurtglianza di  C A U ~ H Y  

f'"+"(B) Inoltre, essendo b,,,, = (n + ! , poichB p appartiene a l  cerchio (a; 6), 

risulta 1 b,,,, 1 > 0. 
Quindi in virtù del teorema II e dell'osservazione fatta alla fine di tale 

teorema, se B 

rp' = 
Ml3 

9 

r t + 3 + ( n + 2 )  I b,+lI (R - 6)"+' 

n + 1 punti qualunque z,, z, , ... , z, tali che il massimo modulo delle 
differenae Z~ - P, (i = 0, 1, 2, ... .n) sia rg < rp' e tali inoltre che sia 

zo 4- di + ... + Z, = (12 f- 1)P, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S. C I N Q U I N I :  Sopra ana formula d i  

esiste almeno un punto 5, interno a l  cerchio (p; rp) e 

f W) D J f  (41 = D,,[a"] ,, . 
che verifica 1' uguaglianza 

Ma, qualunque sia i l  punto P del cerchio (a; 6), si  h a  sempre 

qualunque sia il punto P appartenente al cerchio (a; 6)) per ogni (n i -  i)-pla 
zO, z, ? ... z,, , tale che il massimo modulo delle differenze a, - j, (i = 0, i, 2, ... n) 

sia r, < r,' e tale inoltre che sin 

esiste sempre alineno un punto 5, interno al cerehio (p; r,) e che verifica 

Si indichi ora con r* il minore dei due numeri *v: e 6; dico che r* 
2% 

gode della proprietà richiesta. 
Infatti, presi n 3- 1 punti qualunque a,, s,, ... a, non esterni al cerchio 

(a  ; r*), il punto 

Q certainente interno a l  cerchio (a; r*) e quindi anche, a fortiori, al cerchio 
1 

(a; 6) (essendo r* 1 6 ) ;  risulta quindi - 1 f(n+')(q) 1 > A, Inoltre, essendo 
(n + 1) ! 

m + l  r* 5 - 
2n 

r,', il massimo modulo delle differenze q - ai, ( i= O, i, 2, ... n) non 

pub superare r,', come si verifica immediatamente; e quindi, indicato con r, 
tale massimo modulo, per quanto si  è visto poco sopra esiste almeno un 
punto 5 interno al cerchio (q; r,) e che verifica la (13). 

I l  teorema enunciato é con cib provato. 
OSSERVABIONE. - La dimostrazione del presente n.O permette anche di 

assegnare un valore per il numero r*, che, come si 6 visto, pub essere preso 
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uguale al minore dei due niimeri 6 e 

5. Osservazione 1. - Per n= 1 l a  (13) del teorema del n . O  precedente 
diviene 

f (ai) - f (%) = (a,  - ~ o ) f ' ( S ) ,  

ore 5 6 un punto interno al cerchio di centro '9 , e raggio uguale alla 

distanza di questo punto da uno qualunque dei punti B,, B, che sono equi- i 
distanti da " - T"'). II teorema III contiene dunque, come casa particolare, la 

proposiaione (p) di CURTISS. Si ha inoltre, tenendo presente l'osservazione 
fatta alla fine del ne0 precedente, un interessante cowzglernemto, che il CURTISS 
ritiene difficile a conseguire, alla wedeszilncc poposixione (P), perche il campo B, 
in cui possono essere presi i due punti a, e a , ,  risulta costituito almeno da1 

R-s 
cerchio, di centro cr e raggio uguale al minore dei due numeri ô e 

3M ' 
4 1- ---- 

h(R - 6)' 
ove R è un numero positivo inferiore al raggio di convergenza Slella serie 

( l )  Sulla determinazione del numero 8 pub farsi la seguente osservazione: lenendo 
conto della solita. disuguaglianza di CAUCHY, il minimo modulo della funeione 

sulla circonferenza ( x ;  8) B uguale o maggiore di 

Basta dunque che il niimero b soddisfi alla disiiguaglianea 

ossia 
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m 

f (2) = S a,(a - a)v, M A il massirno ' modulo della funzione f (a) sulla circon- 
v=o 

ferenza ( a ;  R), 6 & un numero positivo (< R), tale che in tutto il cerchio 
(a ;  6), circonferenza compresa, f l r ( z )  non si annulla, h B i l  minimo modulo 

del17 espressione t! flf(z) in questo cerchio. 

Osservazione II. ESEMPIO. - Se si sopprime la condizione f'"+"(a) + O, 
il teorema del n.O precedente cessa di esser vero, come risulta da1 seguente 
esempio. 

Sia 
a = O ,  f (a) = a4";  

onde 
f'"'"(a) = o. 

Si prendano poi i seguenti n + 1 punti 

z, essendo un qualunque numero complesso diverso da zero. 
Si osservi che gli n + 1 punti scelti si trovano sulla circonferenza avente 

il centro nell'origine O e raggio uguale al 1 z, 1 = p, e dividono in n parti 

uguali l'arc0 di questa circonferenza, di lunghezza p, che ha per estremi i 
.I[ s - 

punti A z, e B = z,e 2 .  1 punti dati appartengono dunque ad un intorno 
dell'origine che pub farsi piccolo a piacere, prendendo p abbastanza piccolo. 

Qualunque sia a,, per ogni k= O, 1, 2, ... n si ha sempre 

zR4n = z,4n e2i5rh - - 
e percib risulta 

= 0, 

perchè gli elementi dell'ultima colonna di questo determinante sono propor- 
zionali a quelli della prima. D'altra parte, siccome gli n + 1 punti sono a 
due a due distinti, il loro determinante di VANDERMONDE B sempre diverso 
da zero; pertanto, perche abbia luogo l'uguaglianza 

occorre che sia 5 = 0. 
È facile ora verificare che, per quanto il numero p sia piccolo, l'ori- 

gine non appartiene mai al cerchio avente per centro il punto H di affisso 
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2, +ai + ... -- + "", e raggio uguale alla massirna distanza di questo punto dai 
%+i 

pnnti di affisse z,, z, ,... z,, . 
Infatti, per i l  modo in cui i punti z,, z,, ... z,, sono distribuiti sul- 

l'arc0 AB, H deve trovarsi su1 raggio O P  che biseca 17 arco AB. Inoltre in- 
dicato con C i l  punto d7incontro di O P  con l a  corda AB, il punto H non 
pub essere interno al segmento OC, e nemmeno coincidere con C, se 8 n>2. 

Si osservi ora che la massima distanza di H dai punti di affisse z,, 
s, ,... z, B uguale al segmento HA. 

Da1 triangolo ACH si  ha 

ma C, quale punto di mezzo dell'ipotenusa del triangolo rettangolo AOB, A 

equidistante dai tre vertici, e percib risulta 

ossia l'origine 6 esterna a l  cerchio di  centro H e raggio uguale alla massima 
distama di questo punto dai punti di affisse si, @=O, 1, ... .n), se 8 n >  2. 

Se poi b n = 1 (vedi 1' Osservazione 1 del presente n.0)) si ricade nella 
proposizione (P) di CURTISS : si ha allora H = C e 1' origine appartiene alla 
circonferenza di centro H e raggio uguale ad HA, ma non 8, neppure in 
questo caso, interna a tale circonferenza (K). 

6. Estensione del teorema III. - Corne risulta dall'esempio del n . O  pre- 
cedente, se é f("+"(a)= O, il teorema III pub non esser vero. 

L'esempio ora dato, ne1 caso particolare n= 1, B contenuto in quel10 dttto da1 
CURTISS, vedi luogo cit. in (7, n.' 2. 
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I n  ta1 caso, supposto che f'n+ml(z), (wz > 1)  sia la prima derivata, di  or- 
dine superiore ad n che non si annulla per z = a, si pub ottenere un7esten- 
sione del teorema I I I ,  procedendo ne1 seguente modo. 

Tenendo presente che il numero dei termini del10 sviluppo di [(z,  - a), 

( z ,  - CI), ... , (O,, - a)]['n] è r;I) e col10 stesso prooedimento del n.0 3 si  di- 

mostra, in luogo del teorema I I ,  il seguente 
TEOREMA II'. - L a  funzione analitica f(5) sia regolare ne1 punto a 

e f(n+m1(5), (m 2 1) sia la  pr ima derivala d i  ordine superiore ad n che è diversa 
da zero per 5 = a. 

Esiste allora un intorno circolare ( a ;  r,') d i  a, in cui f (z)  è regolare, e 
tale che, considerati n + 1 punt i  z, , z ,  , ... z, , tali che i l  ~nass imo modulo delle 
differenze a - zi, (i = 0 ,  1, ... n) sia r, < r,' e tali inoltre che si abbia 

ove 5 è un pulzto interno a l  cerchio ( a ;  r,). 
Procedendo poi in modo ana.logo al n.O 4 e tenendo conto del teorema II', 

si dimostra il seguente 
TEOREMA III'. - L a  fuvlzione analitica f (5)  sia regolare ne1 punto a 

e f(n+m'(s), (m 2 1) s ia l a  prima derivata d i  ordine superiore ad n che è diversa 
da110 zero per z = a. 

Esiste allora un intorno circolare ( a ;  r*) d i  a, iw cui f (5)  è regolare, e 
tale che, considerati 
cerchio ( a ;  r*), posto 

e indicato con r, i l  
risulta 

n + 1 punti  qualunpue z,, z,, ... z,, appartenenti a l  

massitno modulo delle differenze rj - Z i ,  (i = 0, 1, ... n), 

f '"'(O Dn[f(z)l = D?7[~"1 7, 

ove 5 è un punto interno al cerchio ( 7 ;  r,). 
OSSERVAEIONE. - Fer  m = 1 si ha  nuovamente il teorema III.  

7. Un'iilteriore estensione dei precedenti teoremi. - Se gli n + 1 punti 
s,, z, ,... z,, non sono a due a due distinti, risulta sempre D,,[f(z)]=D,,[zn]=O, 
e, come si 13 già osservato, tutte le formule dimostrate nei precedenti n.' si 
riducono a banali identità. 
Annali di Maten~atica, Serie IV, 'Porno XII. 22 
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Tuttavia anche in questo caso, analogamente a quanto ha fatto il MONTEL, 
le precedenti formule possono essere estese, facendo in ciascnno dei deter- 
minanti D,[f(z)] e Dn[zn] le seguenti modifica~ioni: 

Se z,! coincide con z,, (0 < j < n, O < i  < n, i  + j )  si sostituisca ogni 
elemento della riga (j  + 1) ,  con la derivata del primo ordine rispetto a ai 

dell'elemento della riga (i + 1) appartenente alla stessa colonna. 
Se zk e ad coincidono con Z i ,  ( O l k l n ,  O < j < n ,  O G i l n ,  i + j ,  

j + k, k + i) ,  si cambino gli elementi della riga (j + 1) ne1 modo ora in- 
dicato e poi si sostituisca ogni elemento della riga (k +- 1 )  con la derivata 
del secondo ordine rispetto a Q dell' elemento della riga (i + 1) appartenente 
alla stessa colonna. 

E cosi di seguito se più di tre punti coincidono. 
Si avrh in generale: 

1 a, 2,' ... a,"-' f (go) 
( n - l ) !  O 1 22, ... --- (n- z)! %9'-o f'(4 

1 Z ,  z: ... zen 
( a - l ) !  n !  0 1 28, --- go-~ - n-i ... (n -2 ) !  (n - 1  ! 

... con k, t k ,  + + kh = n, ove il punto 5 13 rispettivamente interno al cerchio 

indicato in ognuno dei precedenti teoremi, intendendosi Che, per quanto ri- 
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uuarda i punti a e y,  che figurano negli enunciati dei n.' 3 e 4 (e del n .O  6)) 
D 

agni punto Zi venga contato tante volte quanti sono i punti in  esso riuniti. 
, Per  provare questi teoremi basta ripetere le precedenti dimostrazioni 

tenend.0 presente che, se p. es. z ,  coincide con s , ,  nelle funziotzi aleph si  
deve fsre B, = 2 , .  Infahti dall'uguaglianza (vedi nota (')) 

Dql[(a -- a)!'] = D , l [ ~ n ]  [(zo - a),  (s i  - z), ... , (a, - a)j["-*i, 

supposto z2 variabile, derivando amho i membri rispetto a z,) si ottiene 

d[(z, - cc), (a ,  - a), ... , (z,, - u ) ] [ ~ - ~ ]  + D,l[s"l 
dz, 

e facendo a, = a ,  l'ultimo termine si annulla, onde risulta 
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Sulle direzioni di Borel di fuiizioni oloniorfe. 

Memoria di VLADIMIRO BERNSTEIN (a Milano). 

1. Questa Nemoria B consacrata alla' dimostrazione di alcuni teoremi 
relativi alle direaioni di BOREL (e di JULIA) delle funzioni intere, ed, in  ge- 
nere, delle funzioni olomorfe in certi settori. 

Cominceremo col ricordare brevemente alcuni fatti noti, e col10 stabilire 
la terminologia di cui ci serviremo in seguito. 

Data una funzione F(z), olomorfa in un settore S : ( a  arg z 2 p), ed in- 
dicato con M(r) il suo massimo modulo ne1 campo S,.(! a 1 r, a 5 arg z - < P), 
si dice che P(a) è d'ordine p in S se il limite superiore, per r-ao, del 
rapporto 

(1) 

è nullo per k > p, ed è uguale a + oc per L < p. Inoltre, P(z) è detta di  
tipo minimo, rucedio, oppure massiwm secohdo che, per k = p, il limite supe- 
riore del10 stesso rapporto b uguale a zero, ad un numero finito non nullo, 
oppure a -+ m. Se il limite superiore di (1) B uguale a + oc per ogni valore 
di k, l a  funzione F(s)  B d'ordine infinito in S. 

Sia adesso p(r)  una funzione reale e positiva di  r, derivabile per ogni r, 
all'infuori tutt'al piB di una suacessione di valori eccezionali isolati di r, 
pei quali tuttavia ammetteremo l'esistenza delle derivate p'(r - O) e pl(r + O); 
se questa funzione soddisfa alle due condizioni 

lim p(r) = p, lim pf(r)r log r = 0, 
r=00 c= w 

diremo che p(r) b un ordine precisato. Inoltre diremo che la  funzione B'(#) è 

ne1 settore S, d'ordine precisato p(r) se, per r-oo, il rapporto 

ha un limite superiore finito e non nullo. G. VALIRON ha dimostrato (') che 

(1) G. VALIRON, Ifiteg~aE fwactions, Toiiloiise, 19'23, p. 64. 

Annali d i  Matematioa, Serie I V ,  lomo XII. 
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ad ogni funaione F(z), d'ordine finito in S, corrisponde effettivamente uil 
ordine precisato p(r). Quest'ultimo non é perb completamente determinato, 
perchè è ovvio che, se la  funaione P(z) è d'ordine precisato p(r), essa 15 anche 
d'ordine precisato p,(r), ogni volta che p,(r) soddisfa alle (S), e per di più 
l'espressione r~(')-~l(r) ha un limite finito non nul10 per r-00. Due ordini 
precisati p(r) e p,(r) soddisfacenti a queste condizioni saranno detti equivalenti. 
Si  pub ancora ricordare che, data ad arbitrio una fnnzione p(r) soddisfacente 
alle condizioni (2), esistono delle funzioni P(z) che, in un dato settore S, 
sono olomorfe e d'ordine precisato p(r). 

Aggiungiamo ancora Che, se una funzione @(z) (d7 ordine 5 p) soddisfa 
in S alla condizione 

+ 
- log 1 @(reiP) 1 
lim 
T m  YP@) = O r), 

si pub dire che essa é d'ordine precisato inferiore a p(r) ne1 settore S. 
Per  abbreviare, ometteremo d'ora innanai I'indicazione che le funaioni 

considerate sono olomorfe; dicendo che una funzione è d'ordine precisato p(r) 

(oppure inferiore a p(r)) in un settore S, sottintenderemo sempre che la fun- 
~ i o n e  é olomorfa in questo settore S. 

L' ordine (oppure l'ordine prècisato) serve a caratteriaaare l a  crescenaa 
di F(z) in tutto il settore S. Quando invece si vuole studiare la  crescen~a 
di P(z) secondo le singole direzioni arg e = const. è utile considerare 1' indi- 
catrice di crescenaa 

+ 
- log 1 F(rei9) 1 , 

h(y) = lim 
",=ao ~ P ( T )  

questa funzione, la  cui introduzione ne1 campo dell'dnalisi é dovuta a 
PHRAGMÈN-LINDELOF ed a VALIRON, ha parecchie proprietà importanti : 
essa è continua y); in ogni punto (a < cp < p) esistono le derivate h'(y - 0) 
e h'(y + O) e si ha  h'(y - O),( h'(y +O) (3 ) ;  infine, se y,, y,, y, sono tre va- 

.!- 

(') Il simbolo log A (leggasi logaritmo positivo di A) significa log A quand~ A > 1, e 
zero se A 5 1. 

(?) PHRAGMÈN e LINDELOF ( a  Acta Math. 2, 31, 1908, p. 394) e VALIRON (n Ann. Fac. SC. 
Toiilouse ,, t. 5, 1913, p. 23.3). 

(3) P ~ L Y A  ( a  Math. Eeitschr. B, 29, 1929, p. 549). 
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lori di .p tali che si < y, < cp3, e cp3 - cpL < a ,  allora si ha 

Da quest,'ultima proprieth si deduce, fra l'altro, Che, se h(cp) è uguale a 

zero in due punti y ,  e y, distanti di meno di ' essa è uguale a zero in 
P '  

tutto 1' intervallo y,  2 cp 2 y,. 
Consideriamo adesso una direzione arg z = cp,(cc < cp, < P), ed indichiamo 

con N(P(z);  r )  il numero degli zeri della funaione F(z), situati ne1 campo 
L,.(l z 1 5 r ;  y, - 6 2 arg z 2 y, 4- 6). Si dice che la direzione arg G = y, 13 
una direzione d i  Borel cl7 ordine precisato p(r) della funzione F(z) se, cowbunpue 
si scelga 6 > O, i l  rapport0 

ha, per r- oo: u n  Zimife superiore finito non nullo, qzcalunque i ia  il valore 
d i  a, all'infuori tutt7al più di u n  possibile valore eccezionale a,. 

G. VALIRON ha dimostrato che, se la funxione F(z) è d' ordine precisato p(r) 

i w  u n  settore S d'apertura superiore a - allora ne1 settore S esiste akîzeno 
P '  

una diresione di Borel d'ordiw precisato p(r) della funsione F(z) ('). Le di- 
rezioni di BOREL, il cui ordine precisato é identico od equivalante all'ordine 
precisato della funaione stessa (p. es. le direzioni di BOREL ~pecificate ne1 
teorema ora citato) sono chiamate direzioni d i  Borel d i  tipo massirno. Qui 
bisogna notare che una medesima. direaione pub essere di tipo massimo O no, 
secondo che la funzione P(z) viene considerata in un settore più O meno 
largo; infatti, in un settore più largo, la funzione F(a) pub avere un ordine 
precisato superiore a quel10 che essa ha in un settore più piccolo. 

2. La ricerca delle direzioni di BOREL di tipo massimo di una funzione 
P(a) pub essere legata, in oerti casi, al10 studio dell'indicatrice h(cp) definita 
più sopra. Infatti, G. VALIRON e la sig-na M. L. CARTWRIGHT hanno dimo- 
strato che le direzioni arg z = y,, per le quali h(cp,) = 0. neentre in uno al- 

(') PHRAGMÈW e LINDELOF (1. c.). 
( t )  « Comptes Rendiis », t .  192, 1932, p. 13ûô. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



176 V. BERNSTEIN: Sulle dire~iotzi di Borel di ficneiowi olotîborfe 

meno degli ktervalli y, - 2 ,  cp,) , oppure (p., p. + F) , è sempre h(y) > O, SONO ( P 

delle diresioni d i  Borel d i  tipo rnassinzo d i  F(z) (I). 

I n  questa Memoria noi mostreremo che, da1 punto di  vista della ricerca 
delle direzioni di  BOREL di tipo massimo, giova confrontare la funzione h(y) 
con funzioni trigonometriche del tipo A cos py + B sen pcp. Se si pub deter- 
minare u n  6 > O, e due costanti A e B in modo tale ohe si abbia h(y) = 
= A cos pp i- B sen py, per ogni p dell' intervallo cp, - 6 < cp < y, + 6 diremo 
che la  direzione a r g z =  rp, è una direaione sinusoidale della funzione F(a). 
Se questo non è possibile, diremo che la direzione mg s = y, 13 non-sinusoidale 
per la funzione F(z). Ci6 posto, mostreremo in questa Mernoria che le direaioni 
non-sinusoidali d i  F(z) sono in  generale, delle direzioni d i  Borel d i  tipo 
massinzo della funaione P(z). Naturalmente, si dovrà precisare quale sen80 si 
deve attribuire qui alle parole « in generale ». 

Per  raggiungere la  meta che ci siamo fissati, dovremo cominciare col 
ridimostrare, sotto una forma un po' più precisa, il teorema teste citato di 
VALIRON-CARTWRIGHT. 

Sia arg a = cp, una direzione soddisfacente alle condieioni di questo teo- 
rema. Se S'(cc1 arg z 2 p') é un settore (d' apertura arbitrariamente piccola, 
ma fissa) che contiene la  direzione arg a = y,, e se ~ ( z )  denota una qualsjasi 
funzione che in S' è d' ordine precisato inferiore a p(r), il teorema di  VALIRON- 
CARTWRIGHT pub essere applicato anche alla funzione P(z) - n(z). Dunque, 
se N(@(z); r) ha 10 stesso significato di  prima (no 1), si potrl'c affermare che, 
nelle condizioni del teorema di VALIRON-CARTWRIGHT, ad ogni funzione z(B), 

d70rdine precisato inferiore a p(r) ne1 settore S', corrisponde al massimo un 
valore eccezionale a, tale che si  abbia 

N[P(z) - n(z) - a.,; 
lim --- 

C=M y ~ ( ~ )  

mentre per ogni a + a, si deve avere 

- N[F(a) - n(z) - a;  r] 
lim 
+-=ce r p i ~ )  

> o. 

Mostreremo al no 8 che un tale valore eccezionale a, non pub certamente 
corrispondere ad ogni funzione n(z); anzi, vedremo che le funzioni n(z), alle 
quali u n  tale valore eccezionale corrisponde effettivamente, possono essere 
considerate, esse medesime, come funaioni eccezionali, mentre i n  generale il 

( 1 )  VALIRON (1. c. nella nota precedente) e Dl. L. CARTWRIGHT ( n  Coni~tes Rendus ., 
t. 194, 1932, p. 1891). 
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valore eccezionale non esiste e la  diseg~a~glianza (4) é soddisfatta per ogni a 
senza eccezioni di sorta. 

Per enunciare, sotto una forma precisa, il teorema che intendiamo cosl 
dimostrare, ci sarà necessario stabilire ancora una nozione relativa alle fun- 
zioni ~ ( z ) .  Nei raggionamenti che dovremo svolgere, sarà necessario di consi- 
derare come diverse 17una dall'altra solo quelle funzioni n(z), la cui diffe- 
renza non é troppo piccola rispetto alle funzioni medesime. Faremo percib 
la convenzione seguente : due funzioni n, ( z )  e n,(a), d' ordine precisato inferiore 
a p(r) in  u n  settore L(cp,, - 6 5 arg z 2 y,  + E ) ,  suranno considerati colne nori 
sostanxislmente diverse ne1 settore 2,  se è possibile trocare una cosfante posi- 
tiva p ed una successione ,infinita d i  punti en= r,eiQo (n = 1, 2, ...) con 
lim r, = i- m, in modo tale che la diseguaglianxa 

sia verificata in tutti i punti dei cerchi C,: j 5 - z, 1 2 r, sen ô (n -= 1, 2, ...). 
Cib posto, dimostreremo il  teorema seguente: 
TEOREMA 1. - Abbiasi una funaione f(z), olomorfa e d'ordine precisato 

~ ( r )  in u n  settore che comprende la direzione arg z = y, ,  per la quale h(y,,) =O,  

wientre h(p) > O in un0 ahneno dedi intervalli 

in  peste condi~ioni, n,(z) e n,(z) sono due funzioni che i n  ujz settore 

L : ( y ,  - 8 arg z 5 y,  + 8) sono d' ordine precisato inferiore a p(r), allora, 
le due forwzole 

N[ f (z )  - %@); YI = 0 lim - 
r= 00 rpi3 

. N f  (4 - d d  ; 11 = 0 lim - -  
r=ca rp)r) 

possono essere verificate contemporanearnente, solo se le funzioni n,(z) e n2(z) ~ 0 %  

sono sostanziialfizente diverse in  u n  certo settore L':(y, - ô' 5 arg 5 5 y, + ô') 
interno al seitore 2.  

Pertanto, se esiste una funzione z,(z), d'ordine precisato inferiors a p(r) 
ne1 settore 2,  per la pale la formola (6) è soddisfatta, allora, per ogni fun- 
sione n ( ~ ) ,  d'ordine precisato inferiore a p(r) i n  2,  e sostaneialmente diversa 

( l )  Se uno di questi intervalli non fosse interamente compreso ne1 interval10 in cui h(cp) 
è definita (il quale corrisponde al settore in cui f ( z )  è d'ordine precisato p ( v ) ) ,  si dovrebbe 
prendere in considerazione soltanto l'intervalle parziale che appartiene per intero all'inter- 
val10 di definizione di h(p). 
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da  x,(z) in u n  settore L' interno a L, si deve avere 

Dopo di aver svolto la  dimostrazione di q u e s t ~  teoïema, mostreremo 
come esso permette di giungere alla condusione già annunoiata, in merito 
all'esistenza O meno dei valori eccezionali a, Che, secondo il teorema di 
VALIRON-CARTWRIGHT, potrebbero corrispondere alle varie funzioni n(z). 

3. Per  non interrompere dopo i ragionamenti, sarà utile di far precedere 
alla dimostrazione propriamente detta del teorema 1 alcune considerazioni 
su1 comportamento della differenza 7 c , ( i )  = n,(z) - n,(z) di due funzioni sostan- 
zialmente diverse z,(z) e n,(z), d'ordine precisato inferiore a p(r). Ne1 fare 
cib, possiamo ammettere, senza menomare l a  generalità del ragionamento, 
che y ,  -- O. Cib posto, possiamo ennnciare il seguente lemma: 

LEMMA 1. - Se le funsioni TC,(Z) e n,(z), d'ordine precisato inferiore 
cc p(r) ne1 settore L : / arg 5 1 =( 6 ,  sono sostan~ialsnente diverse in un certo set- 
tore L': 1 arg 5 1 2 6' interno al settore L, e se 27': 1 arg z / s 6" denota un settore 
qualsiasi interno al settore 2, allora la funxione n,(z) = x,(z) - n,(z) soddisfa 
alle coadiziolzi seguenti : 

1) indicato con n,(r) i l  nurnero degli zeri di n,(z) situati ne1 calnpo 
5 15 r, / arg 5 1 2 6", si ha I - 

no@-) = 0 ;  lim - 
r-m rtW 

2) ad ogni coppia di nulneri positivi arbitrariamente piccoli a, 7 si pud 
far corrispondere u n  R, = R,,(E, rj) i n  nzodo tule che, per ogni R 2 R,, l 'in- 
siesne dei punti z = reiQ del campo R, 5 1 E / ( R, 1 arg z 1 ( 6", nei quali non 
è verificata la disepaglianea 

possa essere inclus0 i n  un sistewa di cerchi tali che la sorwza dei loro raggi 
non sorpassi 7R. 

Quésto lemma pub essere dedotto senza difficoltà da un teorema che si 
ottiene da uno dei teoremi della sig-na M. L. CARTWRIGHT (l) se, nella sua 
dimostraaione, s i  fa uso di  un teorema di H. CARTAN (') invece di  un teo- 

(I) CARTWRIGHT (1. c.). 
(L) « Ann. Ec. Norm. Siip. D, t. 45, 1928, p. '273. 
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rema analogo (ma meno preciso) di P. BOUTROUX ('). Siccome perb l a  sig-na 
M. L. CAR'J!WRIGHT non ha finora pubblicato che un sunto della dimostrazione 
di quel suo teorema; credo che non sarh inutile di  dare qui una dimostra- 
zione completa del lemma 1 (questa dimostrazione, salvo per quel che riguarda 
l'uso del teorema di H. CARTAN, è basata sulle idee espresse dalla sig-na 
M. L. CARTWRIGHT ne1 sunto sopracitato). 

Cib detto, enunciamo un altro lemma che anch'esso costituisce un addat- 
tarnento a l  nostro caso di analoghi lemmi .utilizzati da varii autori: 

LEMMA II. - Abbiasi u n a  funzione @(u), olomorfa in un cerchio ul S R ;  
se questa funzione soddisfa alle condizioni seguenti: 

log 1 @(O) 1 2 - A, 
l o g l @ ( u ) l s A  per J u ( l B ,  

ullvra s i  pub  affermare che: 
1) ad ogni 0 < 1 corrisponde u n a  costante C(0) tale che i l  nwnaero N 

degli zeri d i  @(u) situati  ne1 cerchio 1 u 1 g OR s ia  ilzferiore a C(0)A; 

2) ad  ogni coppia d i  numeri  7 l q o ,  8 < 1,  corrisponde una costante 
positiva K(7, O), tale che l ' insieme dei p u n t i  del cerchio l u 1s OR, ne i  qual i  
n o n  è verificata l a  diseguagliansa 

possa essere inclus0 in un sistema d i  cerchi, i c u i  raggi hanno  una somma 
inferiore a qR. 

I l  primo asserto 8 una conseguenia immediata della classica formola di 
JENSEN (7, l a  quale mostra che 

2rr 

Nlog $5 ;/log 1 @(Reh) / d o  - log / @(O) 1 5 2 8 ;  
O 

3 
Per  dimostrare il secondo asserto, poniamo 8' = 0 + - 1 -- O) ed indi- 4 ( 

chiamo con u, ,  u,, ... , un, gli ~ e r i  di @(u) situati ne1 cerchio 1 u 1 8'11. Po- 

niamo inoltre 

(11) 

(') a Acta Math. =, 1903. 
(?) Cfr. p. es. VALIRON (op. C. a p. 173, p. 48). 
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Il teorema già citato di  H. CARTAN permette di affermare che l'insieme 
dei punti nei q-uali si  ha  

pub essere incluso in un sistema di non più di rn cerchi, i cui raggi hanno 
una somma non superiore a yR. Nei punti del cerchio 1 u 15 0'R che non 
appartengono a questi  cerchi, deve essere 

1 
Ammettiamo adesso che q sia scelto inferiore a - (1 - 6); se cib non 8 

fosse, si potrebbe sempre sostituire ad 7 un numero più piccolo, in modo 
da soddisfare questa ipotesi. Cib posto, si potrà definire un numero O", com- 

1 1 preso fra 0 + - (1 - 0) e 0 + 3 (1 - O), e tale che la  circonferenza 1 u 1 = 0"R 
4 , 

non seghi nessuno dei cerchi test6 definiti. La disrguaglianza (12) sarà allora 
verificata sopra tutta questa circonferenza; ne scende che, sulla medesima 

~ i a n z a  circonferenza, sarà soddisfatta la  diseguagl' 

3 
Abbiamo perb visto che m < C(0)A = C[O + (1 - 0 ) ] ~  = C,(0)A; dunque, se 

si tien conto della (IO), s i  vede che la diseguaglianza (13) pub essere sosti- 
tuita dalla 

Notiamo adesso che la  formola (11) mostra che la  fun~ione  e W  è 010- 
morfa e diversa da zero ne1 cerchio 1 u 12 l3"R < 0'R; ne scende che anche 
la funzione y(u) B olomorfa ne1 cerchio 1 u 15 8"R. Inoltre, l a  medesima for- 
mola (11) mostra che y(0) = log@(O); dalla (9) risulta dunque che éR[cp(O)] > - A, 
e la (10) mostra d'altra parte che éR[cp(O)] < A .  I n  queste condiaioni possiamo 
applicare alla funzione y(u) una nota formola di CARATHEODORY ('1. Questa 
formola mostra che ne1 cerchio 1 u 1 5 BR deve essere 

\ 

( I )  $(i) denota la parte reale di E .  
(') LANDAU, Handbuch der Lehre von. der Vevteilung der Primzahlen, Leipzig, 1909, 

p. 299. 
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1 
siccome perb 8 + ( 1  - 0) 0 ,  si dovrk avere a fortiori 

Questa diseguaglianza sarà verificata in tutto il cerchio / u 1 BR. Dunque, 
nei punti di questo cerchio che non appartengono all'insieme di cerchi de- 
finito poc'anzi, deve essere 

1 v=m 

log 1 @(u) 1 = 8[.p(u)] + log H)A - 1% log t) 2 

Il lemma II è cos1 completamente dimostrato ('). 

4. Facciamo adesso un'osservazione relativa alla funzione p(r). Poniamo 
RI = hR (h  > 1); allora, possiamo scrivere 

ove 5 denota un certo numero compreso fra R e R,. Determiniamo un 
ro = r,(o) tale Che, per r > r , ,  si abbia 1 p(r) - p 1 < o e 1 pf(r)r log r 1 < E. 

Allora, se R > r , ,  si avr& 

Ne scende che ad ogni numero positivo arbitrariamente piccolo a si pub 
far corrispondere un ri = r l (a)  in modo tale che, per ogni R > r i  e per 
ogni h > 1 siano verificate le diseguaglianze 

(14) (1 - a ) h ~  2 (hR)dhR) : R P ( ~ )  2 - ( 1  +- a)72~. 

Cib posto, passiamo alla dimostrazione del lemma 1. Cominceremo col 
dimostrare che, dalla supposizione che le funzioni xi(#) e n,@) sono sostan- 
zialmente diverse ne1 settore L':I arg z 1 _I 8' < 8, si pub dedurre che ad ogni 
coppia di numeri arbitrariamente piccoli a e 9 si pub far corrispondere 
un Ri = R,(s, q) in modo tale che, per ogni R / R, , 1' intervallo dell' asse 
reale R 2 r R(1 -+ 2 ~ )  contenga dei punti, nei quali B soddisfatta la dise- 
guaglianza 

(15) . log 1 noir) 1 > - wpir). 

(') L'idea di ricorrere alla formola di CARATHEODORY é dovuta (salvo errore) a G. VA- 
LIRON (cfr. op. cit. a p. 173, p. 89). 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo XII. 24 
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Dalla definidone delle funzioni sostanzialmente diverse risulta che ad 
ogni o > O si pub far corrispondere un Ro(w) tale che, per oqni R 2 R,, il 
cerchio C: 1 z - R 1 2 R sen 6' contenga almeno un punto z, - riei?# ne1 quale 
si abbia 

log 1 7co(s,) 1 > - w r , ~ ( ~ J .  

Tracciamo il più grande cerchio Q, di centro z, che si  trovi per intero 
ne1 settore 2 :  1 arg z 1 5 8, ne1 quale le funzioni nt@) e n,(z) sono d'ordine 
precisato inferiore a p(r). Indicando con Bq, il raggio di questo cerchio Q , ,  
vedremo subito che 8q, =r ,  sen (6 - 1 + 1 ) I r ,  sen (ô -- 8') 2 R(l -sen 8) sen (6 -8'). 

Cib posto, possiamo ammettere che R, sia stato preso abbastanza grande 
perche l a  diseguaglianza 

(16) log 1 7c,(reiq) 1 < wrdr) 

1 
sia soddisfatta in ogni punto s = rei? del campo r 2 R,, 1 cp 15 6. 

E se ammettiamo inoltre che anche le diseguaglianae (14) sono gi8 ve- 

i 9 1 
rificate p. es. con a = - quando R > R,, vedremo che in ogni punto del 

1 3 campo s R ~ / z I ~ s R ,  j a r g z I s 6  si dovra avere 

Cib posto, tracciamo il  segmento rettilineo L che congiunge i l  punto s, 
col pnnto R ed indichiamo con 1,  la lunghezza di  questo segmento. Ammet- 
tiamo, per cominciare, che 1, > Gy,, ed applichiamo il lemma II alla fun- 
zione 7co(z) ed a l  cerchio Q, .  Questo lemma ci permette d'affermare che 
esiste una costante numerica K (i), per la  quale l a  diseguagliaka 

15 verificata in tutti i punti del cerchio 52,': 1 z - s, 1 2 6q,, alY infuori tutt' al 
più di un insieme di  punti che pub essere inclus0 in un sistema di cerchi, 
i cui raggi hanno una somma inferiore a y,. Ora, il cerchio 52,' sega su1 
segmento L un segmento parziale di lunghezza 6q,; e possiamo dire che 
l'insieme dei punti di quest'ultimo segmento, nei quali la diseguaglianza (17) 
non b verificata, dovrà avere una misura lineare non superiore a 2q , .  Ne 
scende che su1 segmento L esiste un pnnto z,, ne1 quale la diseguaglianza (1.7) 
è soddisfatta, e la  cui distanza 1, da R non b superiore a 1, -4q,. 

( l )  Si pub prendere p. es. K = 8000. 
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Denotiamo adesso con Bq, i l  raggio del più grande cerchio di centro a,, 
che appartiene per intero al settore 2 .  Possiamo ripetere per questo punto z, 
il ragionamento fatto or ora per il punto z , .  Vedremo cos1 che, se 1, > 6p,, 
si pub determinare su1 segmento L un punto z,, ne1 quale è soddisfatta la  

e la cui distanza da1 punto R non é superiore a 1, - 4y,. Proseguendo cos1 
di seguito, potremo determinare una successione di punti si , s, , ... , sp-, , che 
sono tutti situati su1 segmento L, e che hanno le proprietà seguenti: 

1) per ogni valore di n < p ,  si  ha 

2) chiamata l,, la distanza di en da R, ed indicato con 8q,, i l  raggio 
del più grande cerchio di  centro a,, che appartiene per intero al settore L, 
si ha, per ogni n < p, 

È chiaro perb che, per ogni n, si deve avere 8qn 2 R(1- sen 6 )  sen (6 - 6'). 
E siccome, d'altra parte, Z, 5 R sen 6', dalle (18) scende che, per ogni n < p ,  
deve essere 

l,, 5 R sen 6' - (1 - sen 8 )  sen (8 - 6')]. [ 
Perchè questa diseguaglianaa possa essere compatibile colla prima delle (18) 
é necessario che si  abbia 

Dobbiamo cos1 concludere che, se p, denota un numero intero superiore 
al secondo rnembro della (lc)), su1 segmento L esiste un punto zp (con p s p , ) ,  
ne1 quale B soddisfatta la  diseguaglianza 

e per il quale si ha inoltre lP 1_6pp, ove 1, e y, hanno un significato ana- 
logo a quel10 degli l,, e q,, precedenti. 

Cio  posto, applichiamo il lemma II al  ccrchio Sip: / s - ,eP 1 5 BqP. Questo 
lemma ci permette d'affermare che ad ogni numero positivo arbitrariamente 
piccolo q si  pub far corrispondere una costante 01(q), in modo tale che tutti 
i punti del cerchio SZ,": 1 z - q 12 7qp, nei quali non 8 soddisfatta la dise- 
gu aglianza 

(20) log 1 n,(z) 1 > - 2?+iK~oN(q)or,~(rl), 
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possano essere inclusi in un sistema di cerchi, i cui raggi hanno una somma 
inferiore a qp,. 

Ora, è chiaro che il segmento (R, R + q,) dell'asse reale deve essere 
compreso ne1 cerchio 9," dunque, l'insieme dei punti di questo segmento, 
nei quali l a  (20) non è soddisfatta, ha una misura lineare non superiore 

1 a 2 ~ 4 , .  D'altra parte q, è certo inferiore a ; R. Ne scende che su1 segment0 2 

[R, Ri1 + 2q)l vi sono certamente dei punti r, nei quali la (20) é soddisfatta. 
E se si tien conto ancora una volta delle (14), si vede che in questi punti r 

deve pure essere verificata la diseguaglianza 

I l  ragionamento che ci ha condotto a questa conclusione è valido, CO- 

munque sia stato scelto il numero o. Col variare di o potrà solo variare il 
valore di R,. Cib posto, possiamo far corrispondere ad ogni coppia di numeri 
positivi s, q un w = W(E, "Ij in modo tale che si nbbia 

Infatti K è una costante numerica, p è costante, e p, dipende solo da ô e da ô'. 
Con cib, vediamo che ad ogni coppia s, q corrisponde un R, = R,[w(E, v ) ]  = 

= R,(E, 7 )  tale che, per ogni R > R, , i l  segmento dell' asse reale [R, R(1 + 2q)l 
contiene dei punti r, nei quali é soddisfatta la diseguaglianza (15). 

5. Fer  terminare adesso l a  dimostrazione del lemma 1, indichiamo con 6" 
1 

un numero arbitrario inferiore a 6, e poniamo 6'"= 2(6+6"). Cib fatto,'con- 

sideriamo il  cerchio 1 z - r 1 ( r  sen B"', e siano a' e d' (a" > a') i due punti 
d'intersezione di questo cerchio colla semi-retta a rgz  - 6". 1 due rapporti 

(j = r/ 1 a' ( e 5" df/d sono indipendenti da1 valore di r. Pertanto, se divi- 
diamo il settore 2": 1 arg z 1 _( 6" in striscie circolari 

potremo affermare che, per ogni r dell' interv:illo P{p-z < r < Ptp-', il cerchio 
1 z - r 15 r sen 6"' comprende all'interno tutta la striscia (Sp). Ne scende 
ehe, se poniamo R, = Pt"-5 e se prendiamo q abbastanza piccolo perché 
si abbia 1 -i- 27 < 5, potremo determinare un numero p, =pi(€, T )  in modo 
tale che, per p z p , ,  1' intervallo [R,, Rp(l -i- 2q)] comprend& almeno un 
punto r, ne1 quale è 'soddisfatta la  disegiiaglianza (15)) e per i l  quale il 
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cerchio C,: 1 8 - rp 1 S, r, sen 6"' comprende all' interno l a  striscia (8,). Per  
ottenere questo, basterà scegliere p, in modo tale che si abbia R,, 2 Bo, 
ove R, ha 10 stesso significato che ne1 numero precedente. D'altronde, il 
modo ne1 quale avevamo definito R, ci permette di affermare Che, in ogni 
punto del cerchio Y,: ( z -- r, 1 r, sen 8, sarà soddisfatta la diseguaglianza (16); 
e pertanto, dalle diseguaglianze (14) e (21) potremo dedurre che, in tutto il 
cerchio i',, sarà soddisfatta anche la  diseguaglianza 

In  queste condizioni, si pub applicare i l  lemma II al cerchio Il, .  Se 
sen 6"' 

prendiamo 0 = - 
sen B ' e se teniamo conto del fatto che la  sfriscia (Sp) è com- 

presa ne1 cerchio Cp, arriveremo cosi alla conclusione Che: 
1.0 il numero degli zeri di n&), situati nella striscia (S,), non pub 

essere superiore a C(O)~r,r.(~pi, ove C(h) è una costante che dipende solo da 0 
(ci08 da 6 e 6"'); 

2 . O  esiste una costante K(8, q) che dipende solo da  0 e q, per la quale 
l'insieme dei punti della striscia (ap), nei quali non è soddisfatta la  dise- 
guaglianza 

log ( n,(z) 1 > - K(6, q)~r,r.@d, 

pub essere incluso in  un sistema di cerchi, i cui raggi hanno una somma 
inferiore a qr, sen 6. 

Utilizzando ancora una volta le (14), vedremo che l'ultima affermazione 
è valida anche per l'insieme 'dei punti di (S,), nei quali non 6 soddisfatta 
la diseguaglianza 

(22) log 1 n,(re+) 1 > - ~P+*K(H, q)ardr). 

Ne scende che, se p B determinato dalla condizione 5,-' < r =< E p ,  l'insieme 
dei punti del campo @ 5 1 z 1 5 r, 1 arg z 1 2 6", nei quali la diseguaglianza (22) 
non é soddisfatta, pub essere inclus0 in un sistema di cerchi, i cui raggi 
abbiano una somma inferiore a 

D7altra parte, i l  numero degli zeri di x&), situati ne1 medesimo campo 
pl ( B < r, 1 arg B 1 5 Zn, deve essere inferiore a 5 = 1  I =  
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e dalle (14) si deduce che quest'espressione è inferiore a 

Diamoci ora due numeri positivi arbitrariamente piccoli E, e y,.  De- 
$%en 6 

terminiamo 7 in modo tale che si abbia - < q o ,  cib che è certamente 
5-1 

possibile. Poi determiniamo a in modo tale che si abbia 2?+'K(0, y)" E,  e 
4tC(0)@ < E,; anche questo B possibile, dato che 8 e 5 sono completamente EP - 1 
determinati quando sono fissati 6 e 6". 

Adesso possiamo applicare i risultati teste dimostrati dando a E e q 
precisamente i valori or ora determinati; infatti, i nostri risultati sono va- 
levoli per ogni coppia di numeri E e q, ptirché p, sia scelto in relazione ai 
dati valori di E e q. Procedendo cos& rendereino i secondi membri delle (28), 
(23) e (24) rispettivamente inferiori a - a,rA3, y,r, ~ , r? (~) .  

Ne scende che, per ogni r superiore a R,, , 
1) il numero degli zeri di n&), situati ne1 campo tP1 (= 1 z 1 =( r, 

1 arg B 1 ( 6", non è superiore a E , ~ W ;  
2) i punti del medesiino campo, nei ' quali non é verificata la  dise- 

guaglianza 
log 1 7co(rei?) 1 > - sorr('), 

possono essere inclusi in un sistema di cerclli, i cui raggi hanno una somma 
inferiore a Tor.  I l  lemina 1 B uosi coinpletamente dimostrato. 

6. Passiamo ora alla dimostrazione del teorema 1, ed ammettiaino ancora 

che cp, = O .  Diamo a y un valore positivo arbitrariameilte piccolo 

deremo in ogni caso inferiore a =6 . Dai presupposti del teorema risulta 1 
clie l 'una della qiiantità h(y) e h(- y) deve essere positiva. Per  £issare le 
idee, ammetteremo che h(y) > O;  i l  caso di h ( -  y))  O potrebbe essere trattato 
nello stesso modo. e percib noi ci limiteremo alla considerazione del caso 
/%(y) > O. Poniamo h(y) = 5p; p sarà allora. un numero positivo, e siccome y 
rimarrà fisso dnrante i l  ragionamento, cosi anche p sarà considerato coine 
costante. Indichiamo poi con P un numero positivo stiperiore al massimo 
di h(cp)  per 1 .g 1 5 4 ~ ;  anche questo numero P potrà essere considerato come 
costante, perchè anch'esso pub essere completamente fissato, non appena é 

fissato il valore di  y. 
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Cio posto, possiamo definire sulla semi-retta arg z = y una successione 
infinita di punti 5 , )  5-, ... , = Rneiy, ... in modo tale che siano verificate 
le due condizioni 

(2 5)  lim R,, = 03 

n CO 

(26) log 1 f(L) 1 >  PR,,"^"' (n= 1, 2, ...). 

A ciasouno dei punti c,, , possiamo far corrispondere un cerchio Cu'): 1 B - c,, 1 L; 

5360yR,,  ; ognuno di  questi cerchi sarh compreso ne1 settore 1 argr  1 < 6 

Siano adesso n,(z) e n,(a) due fiinzioni d'ordine precisato inferiore 
a p(r) ne1 settore L: 1 arg z 1 =( 8, e sostanzialmente diverse in un settore più 
piccolo. 

Se poniamo, come prima, n,(a) = n,(z) - n,(a), i risultati dei numeri pre- 
cedenti saranno certo applicabili in ognuno dei cerchi C'"', almeno a CO- 

minciare da un certo valore di  n. 
Cib detto, scegliamo un numero positivo E arbitrariamente piccolo. Sarh 

allora possibile determinare u n  R, = R,(i, y) in modo tale che per ogni R IR,, 
siano verificate le diseguaglianee 

log 1 f(R) 1 < ERP(~),  
log 1 f(Re4) 1 c PRAR) , ( I c P I < ~ Y L  

9 
l o g n , , ( R e ~ I . ~ e R ~ ( ~ )  ( l a = 0 , 1 , 2 ; 1 4 ~ 1 < ~ 6 ) ,  

e che inoltre si possa affermare 
1) che i l  numero degli zeri di no@), situati ne1 campo ] a  1 < R, 

9 
/ arg z 1 =( 6, è inferiore a E R P ~ ~ ) ,  

9 
2) che l7insieme dei punti del campo R, 2 1 a 1 5 R, 1 arg z 1 - 6, nei 

10 

quali non è soddisfatta la diseguaglianea 

puo essere rinchiuso in un sistenia di cerchi, i cui raggi hanno una somma 
1 

inferiore a yR. 

La possibilità di definire un tale R, risulta - per la disegnaglianza (27) - 
dalla condizione del teorema per la  quale h(0) = O, - per la diseguaglianea 
(28) - dalla definizione di  P, - per la  diseguaglianza (29) - da1 fatto che 
le funzioni nt,@) (PZ = O ,  1, 2) sono d'ordine precisato inferiore a p(r), - e per 
le due ultime condizioni - dalla supposizione che le funzioni .n,(z) e .n,(a) 

sono sostanzialmente diverse (v. no 5). 
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Possiamo ancora ammettere (aumentando in caso di bisogno il valore 
1 di R,) che, per R > R, , sono verificate le diseguaglianze (14) con cc = 

Scegliamoci adesso uno qualsiasi dei oerchi C(n',  situati fuori del 
cerchio 1 s 15 R,,  e indiohiamolo, per semplifica,re le notazioni, con la sola 
lettera C sema indici; ne110 stesso modo indichiamo con a, = r,eiy i l  centro 
di C. Indichiamo infine con i' la circonferenna 1 a - s, 1 = yr, e con Ci il 
cerchio 1 B - 8, 1 =( 2 y r , .  

La classica diseguagliansa di JENSEN ( l )  ci permette di affermare che si 
deve avere 

D'altra parte, in ogni punto della circonferenza I' la funBione f(a) deve 
soddisfare alla diseguagliansa (28); dalle (14) risulta allora che in ogni punto 
di questa, circonferenna si avrh anche 

Pertanto, se indichiamo con 2rcmyr, la misura lineare dell'insieme dei punti 
di i' nei quali si ha 

(32) log I f (4 1 > 3pr,~(~1', 
potremo scrivere che 

ed il secondo membro di questa diseguaglianza é una costante positiva che 
pub dipendere solo da y ;  possiamo indicarla con m,. 

Vediamo cosi che l'insieme dei punti della circonferen~a ï, nei quali é 

soddisfatta la (32), ha una misura lineare superiore a 2xlrz,yr,. Ne sceride 
che l'insieme dei punti del cerchio C,, nei quali é soddisfatta la (32), non 
pub essere inclus0 in un sistema di cerchi, i cui raggi abbinno una somma 

1 non superiore a - m,yr, . 2 

Introduciamo adesso la funzibne 

(i) hoc. cit. a p. 179. 
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che A evidentemente meromorfa ne1 settore 2. Siocome in ogni punto del 
cerchio Ci sono soddisfatte le diseguaglianze (29)) vi devono essere soddi- 
sfatte, in seguito alle (14)) anche le diseyuaglianze 

Ne scende che nei punti di C,, nei quali è soddisfatta la (32)' deve essere 
soddisfatta anche la diseguaglianza 

purchb E sia abbastanza piccolo rispetto a p (p. es., E < 2-'P+"p). Possiamo 
dunque dire che l'insieme Ii dei punti di C,, nei qnali é soddisfatta la (35)) 
non pub essere incluso in un sistema di  cerchi, i cui raggi abbiano iina 

1 
somma non superiore a sgn,yr,. 

D'altra parte, è facile assicumrsi che l a  medesima affermazione pub 
essere fatta per l'insieine I2 dei punti di Ci, nei quali è soddisfatta la dise- 
guaglianza 

(36) log I a4 I > 2. 

Infatti, il cerchio C, sega sull'asse reale u n  segmento L di lunghezza supe- 
riore a 3yri. L'insieme E dei punti-  del segmento L, nei quali & soddisfatta 
la diseguaglianza 

(37) log 1 n,(s) 1 2_ - ~ P + ' E ~ ~ P ( ~ I )  

ha una misura lineare superiore a Syr,. Infatti, dalle (14) risulta che nei 
punti, nei quali la (37) non A soddisfatta, non pub essere soddiefatta neppure 
la (30)' e pertanto l'insieme di questi punti pub essere incluso in un sistema 

1 di cerchi, i cui raggi hanno una somma inferiore a - yr, .  La misura lineare 2 

di questo insieme 6 dunque inferiore a yr, ,  e quella dell'insieme comple- 
mentare E A superiore a 2yr,. Siccome poi, in ogni punto di L devono 
essere soddisfatte le diseguaglianae (34) e (27)' e pertanto, in seguito alla (14): 
deve essere soddisfatta anche l a  diseguaglianza 

vediamo che in ogni punto di E é soddisfatta la (36). L'insieme E 13 dunque 
un insieine parziale dell'insieme I z ,  e pertanto quest'ultimo non pub essere 
incluso in  u n  sistema d i  cerchi, i cui raggi abbiano una somma non supe- 
riore s yr, . 

Dunque, nA l'insieme 1,, ni3 l'insieme 12, pu0 essere incluso in  un si- 

Annali di  Matematica, Serie I V ,  Tomo XII. 25 
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1 
stema di cerchi, i cui raggi abbiano una somma non superiore a srn,yr,. In 

queste conclizioni, un teorema di MILLOUX (i) permette di affermare che la 
1 

funzione g(z) prende, ne1 cerchio C, almeno M ~ I - ~ E ( ~ ~ )  volte 

ogni valore complesso, esclusi tiitt'al più certi valori eccezionali che, sulla 
sfera di RIEMANN, possono essere inclnsi in due cerchi di ragyio non su- 
periore a e-P''lf(''l). 

Ora, gli zeri di g(z) coincidono con quelli di x&). Dunque, il valore 
zero 8. preso dalla funzione g(z) ne1 cerchio C al massimo ~ P + ~ E ~ , P ( ~ I )  volte, 

P Pertanto, se E < 2p+ZM, --- il punto zero O certamente compreso in uno dei due 

cerchi eccezionali che possono, secondo il teorema di MILLOUX, esistere sulla 
sfera di RIEMANN. In quanto al secondo possibile cerchio eccezionale, esso 
pub avere una posiaione qualunque sulla sfera di RIEMANN, ma b chiaro che 
esso non potrà contenere ambedue i punti CG e A. Infatti, la (33) mostra che, 
detta X la distanza sferica di questi due punti, si avrh log X > - ~ P + ~ E ~ , P ( ~ I )  > 
> - p P , ~ ( ~ l ) .  E ne110 stesso modo si vede che nessuno di questi due punti 
pub essere contenuto ne1 cerchio eccezionale che comprend0 il punto zero. 
Vediamo dunque che uno almeno dei punti A e oo non appartiene a nessuno 
dei cerchi eccezionali, e pertanto l'un0 almeno dei valori A e CG b preso 
dalla funzione g(z) non meno di ICfpr,~(v~) volte ne1 cerchio C. Ma, perche si 
abbia g(z) =A,  oppure g(z) = oo, B necessario che si abbin rispettivamente 
f(s) = z ,(z) ,  oppure f(e) = .n,(z). Arriviamo cos1 alla conclusione che 17 una 
almeno delle equazioni f(z) - n,(z) = 0 e f(s) - x,(z) = 0 possiede almeno 
Mpr,drl) radici ne1 cerchio C. 

Questa conclusione è applicabile a tutti i cerchi Un': 1 z - C,, 12 36OyR,, 
(c,, = R,,eir) a cominciare da un certo valore dell' indice n. Vediamo dunque 
Che, in ogni cerchio C'"), a cominciare da un certo valore di N, l'una almeno 
delle funzioni f(z) - n,(z) e f ( z )  - n,(z) possiede piu di MpR,,?iRJ aeri. Ne 
scende che all'una almeno di queste funzioni corrisponde una successione 
infinita di cerchi CCn', in ciascuno dei quali essa si annulla pih di MpR,,piRn) 
volte. Il  teorema 1 B cosi dimostrato. 

7. Passiamo adesso al teorema sulle direzioni non sinusoidali annunciato 
al principio della Nemoria. 

(') K Proc. Phys. Math. Soc. Japan ., t. 12, 1930, p. 18. 
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Indichiamo con V ( z )  una fun~ione  di a, olomorfa ne1 settore 1 arg z! 1 _( E, 
P 

e che soddisfa in questo settore alla condiaione 

V(rei?) 
lim - == eiQ?. ,. r ~ ( v )  

G. VALIRON ha motrato che, ad ogni ordine precisato p(r), corrispondono 
simili funzioni ('); inoltre, é chiaro che, ne1 caso p(r) = p, si pub prendere 
V ( s )  = er. . 

Cib posto, possiamo dimostrare il teorema seyuente : 
TEOREMA II. - Abbiasi u n a  funzione F(z), d 'ord ine  precisato p(r) in un 

settore S ,  e s i a  arg 5 = y, u n a  direzione n o n  sinzcsoidnle (v. n.O 2) d i  questa 
funzione. S e  n,(a) e n,(z) sono due  funxioni d 'ord ine  precisato inferiore a p(r) 
net settore L : r p ,  - 6 5 arg z 5 y ,  + 6 (8-positivo arbitrarianeente piccolo, ma 
fisso), e sostansialwzente diverse in un settore in terno a 2,  al lora l a  direzione 
arg 5 = y, è una direxiome d i  Borel d i  tipo massivrzo per l ' u n a  almeno delle 
funzioni 

vi (z) = p(8) -- ~,(Z)e[h(Vo)+i41 V(~e-~?o)  , 
(39) v?(") = P(#) - n,(z)e[h(~o)+iqlQ(ze-i~o) , 

ove q è ukt costante a r b i t r a ~ i a  e 

- log 1 F(reiQ) ( h ( y )  = lim ,.=- rd'.) 

Possiamo ammettere che h(y,) > O, perchi? ne1 caso 7 ~ ( ~ , )  = 0 il teo. 
rema II si riduce al teorema di VALIRON-CARTWRTGHT. Cib posto, vi sarà 
un intorno di y, ,  ne1 quale h ( y )  sarà positiva. Dunque, se poniamo 

possiamo dedurre dalle (40) e (38) che, in  un certo intorno di y , ,  si ha 

Ne scende, in primo luogo, che h,(rp,) = O. Ma ne scende anche che, in ogni 
intorno di y, ,  esistono dei valori di rp  per i quali h , ( y )  > 0;  infatti, dalla (41) 
.risulta che, se cib non fosse, dovrebbe esistere u n  intorno di y , ,  ne1 quale 

(1) a Ann. Fac. Sc. de Toulouse D, t. 5, 1913, pp. 230-232. 
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si avrebbe identicamente 

e la  direzione arg a = y, dovrebbe essere una direzione sinusoidale di F(s). 

Dunque in uno degli interralli y,, - $, y,) (') deke essere 

h,(cp) > O; e, per precisare, possiamo ammettere che questo capiti nell'in- 

( 
iL 

tervallo y,, y, + ;). 
Cib posto, vediamo che alla funzione f ( z )  si possono applicare i ragio- 

namenti del n.O 6. S e  ne deduce Che, comunque si scelga l'angolo arbitra- 
riamente piccolo y > O, si pub determinare una successione infinita di punti 
G,, = Rllef(?+yl, situati sulla semi-retta arg z = y, -1- y, ed una costante N (che 
puo dipendere da y), in modo tale che in ognuno dei punti c,, si  abbia 

e che inoltre 1' unn almeno delle due funzioni f ( s )  - n,(a) O f ( s )  - n,(z)  abbia 
non meno di NR,P(~ , )  zeri in ciascuno dei cerchi C'"): 1 a - cl, 1 5 %OR,, . 
Per precisare, possiamo ammettere che, fra le due funzioni f ( z )  - .n,(a) e 
f ( z )  - r , ( z ) ,  e la fun~ione  f(a) - n,(z )  quella che si annulla almeno NR, ,P(~ , )  
volte in ciascuno dei cerchi CCn). Inoltre, se 6, é i l  più piccolo dei nu- 

6 
meri 6 e -, possiamo ammettere che y sia stato preso inferiore a iowm. 

P 
Cib posto, consideriamo come si comporti nei cerchi C'") la  funzione 

Wi(a).  Per far questo, determiniamo i l  numero R, nello stesso modo come 
l'abbiamo fatto ne1 n.0 6, e poi scegliamoci l'uno qualsiasi dei cerchi C'") 
situati fuori del cerchio 1 z / 4 R,, ed indichiamo semplicemente con C questo 
cerchio, e con z ,  = r,ei(%+d i l  suo centro cl, = R , , e i h + ~ ) .  

Ne1 punto a,  sarb allora soddisfatta la diseguaglianaa 

E siccome le (29) devono essere soddisfatte in ogni punto di Cl dovremo 
avere anche 

log 1 f ( z , )  - z,(z,  j 1 > 3 p r i d r ~ J  ; 

infine, essendo h(y,) > 0, si deduce dalle (39) e (38) che ne1 punto si deve 
essere soddisfatta la  diseguaglianaa 

(') Vedi nota a p. 177. 
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Ne possiamo dedurre, esattamente come ne1 n.O 6, che l'insieme dei punti 
della circonferenza F:(z - z, 1 =y,,  nei quali è soddisfnttn la diseguaglianm 

(42) log 1 Y!,(,) 1 > 2pr,pir1) 

ha una misiira lineare superiore a Znm,yr,, ove m ,  è una costante po- 
sitiva che dipende solo da y. Dunque, l'insieme J, dei punti del cerchio 
C,: 1 s - z, 1 =( 400yri, nei quali è soddisfatta la (42), non pub essere incluso 
in un sistema di  cerchi, i cui raggi hanno una somma non superiore 

1 
a. - m, yr, . 2 

Sia adesso J, l'insieme dei punti del medesimo cerchio C,, nei quali & 

soddisfatta la diseguaglianza 

log I w.4 1 <;. 

Se non é possibile includere qiiesto sistema 

cui raggi abbiano una somma non superiore a 

1 
funaione --, ed al cerchio C,, il teorema di 

Yi(4 

J, in un sistema di cerchi, i 

r , si  pub npplicare alla 

MILLOUX già usato ne1 n.O 6. 

Questo teorema ci permette d i  affermare che, .ne1 caso considerato, la fun- 
1 

zione -- 
Y i ( 4  ' e dunque anche la  funaione Y,(z), prende, ne1 cerchio C,: 1 z - z, 1 I_ 

6 7200yr,  , almeno N,r,dr1) volte P ogni valore complesso, 

esclusi tutt'al più certi valori eccezionali che, sulla sfera di RIEMANN, pos- 
sono essere inclusi in due cerchi di raggio non superiore a e -pr4r l ) .  

Se invece l'insieme J,  pub essere incluso in un sistema di cerchi i cui 
1 raggi hanno una somma non superiore a - m,yri, allora si pub definire al- 2 

l'interno del cerchio C, una curva chiusa i', che comprende all'interno tutto 
il cerchio C, ed in ogni punto della quale si  ha  

I l  teorema di R o u c ~ É  mostra allora che le due equazioni W,(z) = O  e 

W,(B) - = O  hanno 10 stesso numero di radici entro la  curva r,. E siccome 
4 

qiiesta curva comprende all' interno il cerchio C ed è compresa ne1 cerchio C, , 
e d'altra parte noi sappiamo che fi(z) - x,(s) e dunque anche W,(z) s'an- 
nulla almeno N r , ~ ( ~ l )  volte ne1 cerchio C, cos1 possiamo concludere che l a  
funeione W,(z) prende ne1 cerchio C, almeno Nr,drl) volte ciascuno dei va- 
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1 
lori O e -. I n  queste condiaioni, un altro teorcma di MILLOUX (') permette 

4 

di affermare che, ne1 cerchio C,: 1 e - a, 15 8000rr,,  la funzione W,(z) prende 
1 almeno -Nr,dyl) volte ogni valore complesso, esclusi tutt'al pih certi valori 

100 

eccezionali che, nella sfera di RIEMANN, possono essere inclusi in due cerchi 
di raggio inferiore a e-Nv1Ay1). 

1 Vediamo cosi che, se N, B il più piccolo dei numeri N, e 3 2 7 ,  la fun- 

aione V , ( a )  prende in ogni caso ne1 cerchio C3 almeno N,r,:.(Tl) volte ogni 
valore complesso, esclusi tutt7 a l  più certi valori eccezionali che, sulla sfera 
di RIEMANN, possono essere inclusi in due cerchi di raggio inferiore a e-N~rl~(rl) 
(N,  B una costante che dipende solo d a  y). 

Ora, la  funaione Vî,(z) 6 olomorfa ne1 cerchio C,, perche questo cerchio 
B compreso tanto ne1 settore E:c+, - 6 ,( arg a 5 cp, + 6, quanto ne1 settore 

X 7 t  

y. - 5 arg z 5 y. 4- - . Dunque, uno almeno dei due possibili cerchi ecce- 
P -  P 

zionali deve effettivamente esistere, e deve comprendere i l  punto m. In- 
quanto all'altro possibile cerchio ecceaionale, la sua esistensa é facoltativa 

Consideriamo ora tutti i cerchi C'"':l z - 1;,, 12 SBOyR,,, ed a ciascnno di 
essi facciamo corrispondere i l  cerchio corrispondente Csc"): lz- 1;,, 1572000yR,, . 
11 ragionamento precedente sarà applicabile a tutti questi cerchi, ed in cia- 
scuno dei cerchi C,'"', la funzione Y,(B) prenclerh almeno N,R,,~.(~,,).volte ogni 
valore complesso, esclusi solo i valori che si trovano, sulla sfera di  RIEMANN, 
in  un cerchio y,'?" di raggio 2e-N~R,ar(R,J e di centro 03, e quelli che even. 
tualmente si trovano in un altro cerchio y,cn) di uguale raggio. Ora, 6 chiaro 
che l'unico punto comune a tutti i cerchi y,(n) (92-oc) B il punto oc:; d'altra 
parte,, vi pub esistere al massimo u n  solo punto a, che appartiene a tutti i 
cerchi y,'"). Possiamo dunque concludere che, per ogni a diverso da questo 
possibile valore eccezionale a,, l a  funzione Y , ( a ) -  a si annulla almeno 
N,R,,:.(R,,) volte in ogni cerchio C,'%), a cominciare da un certo valore di n. 

E questo dimostra che la direzione arg z = y,  B una direzione di BOREL di 
tipo massimo per la  funaione W,(z). 11 teorema II 13 cosi dimostrato. 

S. Il teorema II giustifica l'affermazione (fatta al principio di  questa 
Memoria), secondo la quale le direzioni non-sinusoidali sono, in generale, 
delle direzioni di BOREL di tipo massimo. Crediamo perb che non sarà 
inutile aggiungere a l  teorema II un altro teorema, che, pur essendo compreso 

(') Op. cit. a p. 190, p. 15. 
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ne1 teorema II ed avendo una portata minore di esso, dà all'affermazione 
precedente una giustificazione molto più intuitiva (per quanto meno larga). 

Consideriamo un settore A di apertura superiore a -. Un teorema di  
P 

MII,LOUX, migliorato dalla sig-na CARTWRIGHT, permette di affermare che, 
se ~ ( a )  è una funzione olomorfa e d'ordine precisato inferiore a p(r) ne1 

settore A, allora in ogni settore d'appertura n ,  interno .al bettore A, si pub 
P 

definire una curva che si estende all'infinito e sulla quale il rapport0 

tende a l  limite zero? quando z =reiq cresce all'infinito ('). Da questo teorema 
risulta Che, se n,(a) e n,(z) sono ambedue d'ordine precisato inferiore a p(r) 
ne1 settore A, queste funzioni sono sostanzialmente diverse in  ogni settore 
interno a l  settore A (vedi lemma 1). 

Chiamiamo adesso con ( K A )  10 spazio funzionale che compreiide tutte le 
funzioni che sono olomorfe e d'ordine precisato inferiore a p(r) ne1 settore A. 
Cib posto, abbiamo il teorema seguente: 

TEOREMA III. - Abbiasi una funzione F(z) d'ordine precisato p(r) i n  u n  
settore S che cot~zprende una direaione arg z = cpo ,  non sinusoidale per la 

funaione P(z) ; sia inoltre A u n  settore d' apertura superiore a e contprendente 
P 

la diresione arg z = y,. In queste condizioni, se la funsione x(z) percorre tutto 
10 spasio funaionale (nA) corrispondente a2 settore A, allora fra tutte le funzioni 

ove q e h(y) hanno 10 stesso siynificato che ne1 teorema II, vi pub esistere 
una sola, per la quale la direzione arg z = y ,  non è una direzione di Borel 
di tipo nzassimo, mentre per tutte le altre fuuxioni (43) la direaione arg z= cp, 

è cerfamente una direzione di Borel di fipo massimo. 
Questo teorema non A che un caso particolare del teorema II. Infatti, 

noi sappiamo che due qualsiansi funzioni del10 spazio funzionale (n*) sono 
sostanzialmente diverse in ogni settore interno a l  settore A, e pertanto esse 
sono sostan~ialmente diverse ne1 settore Z che interviene ne1 testo del teo- 
rema II se 6 è abbastanza piccolo perchè i l  settore Z sia intërno al settore A. 
I l  teorema I I  mostra dunque che, prese ad arbitrio due funaioni (43), la 

(') MILLOUX (a Acta Nath. B, t. 58, 1928, p. 251) e CARTWRIGHT (1. c.). 
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direzione arg z = y ,  13 certamente una direzione di BOREL di tipo massimo 
per l 'una almeno di queste , funzioni. Ora,, i casi soao due: oppure la dire- 
zione arga  = y ,  6 una direzione di BOREL di tipo massimo per tzctte le fun- 
zioni (43), oppure esiste una funzione (43) per la  quale questa direzione non 
è una direzione di BOREL di tipo massimo. R h  nell'ultimo caso risulta da 
quanto abbiamo detto or ora che la direzione arg z = cp, devra essere necea- 
sariamente una direzione di BOREL di tipo massimo per tutte le altre fun- 
zioni (43). Infatti, se esistesse una seconda funzione (43) per la  quale la  di- 
rezione arg a = y ,  non fosse una direzione di BOREL di tipo massimo, si 
potrebbero sceglieïe due funzioni (43) per nessuna delle quali la  direzione 
a r g s  = cp, sarebbe direzione di BOREL di tipo massirno; e questo è in contra- 
dizione col teorema II, come l'abbiamo constatato un moment0 fa. 

Diciamo adesso ancora qualche parola sulla portata del teorema 1. 
Se x(z)  è una funzione qualsiasi, d70rdine precisato inferiore a p(r) ne1 set- 
tore Z, e se a, + a,, le funzioni n(a) - a, e n ( ~ )  - al sono certo sostanzial- 
mente diverse ne1 settore Z. Pertanto, da1 teorema 1 risulta che ad ogni 
funzione n(z), d'ordine inferiore a p(r)  in L, pub corrispondere al maassirno un 
valore a, per il quale è soddisfatta la  formola (3) del n.O 2, mentre per ogni 
a + a, deve essere soddisfatta la diseguaglianza (4) del medesimo n.O 2. Ora, 
questo B precisamente la conclusione del teorema di VALIRON-CARTWRIGHT. 
I l  nostro teorema 1 comprende dunque il teorema di VALIRON-CARTWRIGHT 
come cas0 particolare. DIa esso permette anche di affermare che, in generale, 
il valore eccezionale a, non esiste, e che le funzioni n(z), alle quali un tale 
valore eccezionale corrisponde effettivamente, sono, esse medesime, delle fun- 

zioni eccexionali. Infatti, sin A uu settore d'apertura superiore a ? che com- 
P 

prende all'interno il settore Z. Se chiamiamo (nAf) 10 spaaio funzionale che 
comprende tutte le fundoni dello spazio ( 7 ~ ~ )  a117infuori di quelle che si ri- 
ducono ad una costante, e se alla funzione n,(s) corrisponde u n  valore ecce- 
zionale a,,, allora i l  teorema 1 permette di affermare che un tale valore 
eccezionale non potrà corrispondere a nessuna delle funzioni che si ottengono 
mediante l'addizione alla funzione n,(z) di una qnalsiasi funaione dello spazio 
funzionale (ni) .  
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Sur les courbes de convergence des séries de polynomes à u n e  

variable coinplexe e t  leur application à la détermiiiation 

des foiicti~iis holo inor phes dans des doinaiiles doiiiiés. 

par N. ABRAMESCO (Cluj -Roumanie). 

INTRODUCTION 

Al, Les séries de polynomes à une variable complexe, 2 A,,P,,(x), Z - 
P,,(X) ' 

apparaissent comme une g6oiiralisation des series Z A,P", Z- .  En com- 
x" 

mençant par les series Z A,,P,,(x), on peut faire l'étude de ces séries à 

deux points de vue. Premièrement, 6tant donnee une fonction f (x), r6gulih-e 
dans un domaine limite par la courbe (C), trouver le développement de f(x) 
en serie de polynomes, f(x) =Z A,,P,,(x), valable seulement à l'intérieur de 
la courbe (C). Ce problbme a été reaolu par M. FABER ('), qui a montré que 
les polynomes P,,(x) d6pendent seulement de contour (C) et los coefficients A,, 
dbpendent de la  courbe (C) et de l a  fonction f(x). 

Un autre point de vue de 176tude des series de polynomes B A,,P,,(x) est 
le suivant. On donne les polynomes P,,(x) de degrés égaux aux indices et les 
coefficients A,, , et on demande les courbes de convergence de ces séries. 
Ce problème inverse a été abordé, il y a 50 ans, par DARBOUX (') et 
POINCARÉ Dans ce qui suit nous considcirons les cas où les polynomes 
P,,(x) sont donnés par des relations de r6currence de Poincaré pour lesquelles 

on trouve lim %, OU quand on connait lim VP,,(o). Nous construisons, 
p, 

( ' )  FABER, Tleber polynomische Enttvickelulzgen (« Math. bnnalen ., Bd. 57, 1903, p. 389; 
Bd. 64, 1907, p. 118). Voir aussi, P. MONTEL, Leçons sur  les séries de polynomes a une  va- 
riable complexe. 

( )  DARBOUX, Jfimoire sur I 'approximation des fonctions de  très grands nolnbres et sur 
une classe é t e d u e  de développements en séries (a Journal de Math. pures et appliquees ., 
t. IV, 1878, p. 411). 

(") POINCARE, S u r  les équations linéaires a u x  différentielles ordinaires et a u x  différences 
finies (« Arnerican Journal of Math. B, vol. VII, 1884, p. 261). 

Annali di Matematica, Serie I V ,  Tomo XII. 26 
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comme application, des fonctions holomorphes dans des domaines limites 

par de courbes donnees. 
An suivant les inverses de polynomes donnés, rencontrees Les series L -- 

P n ( 4  
par MN. GUILLET et AUBERT (6), ont Btb BtudiBes en premier lieu par 
M. A ~ ~ E L L  (-). NOUS Btudions les courbes de convergence dans les cas où 
les polynomes P,,(x) sont donnés .par de relations de recurrence de PoincarB, 

n- 
ou quand on connait lim VP,,(e); de même pour les series Z A,,P,,(x) 4- Z 

P M  

Iles séries L A,,P,,(x). 

1. Les courbes de convergence des séries L A,,P,,(x), les polynoines P,,(x) 
Btant liés par de relations de récurrence de Poincaré. Séries de Poincaré. - 
Considérons la série 

(1) A ,, Pd, (4, 
les polynomes P,,(x) étant liiss par la relation de récurrence de Poincare 

et R, de fonctions qui dépendent de x et de rang 92. Ces séries ont été con- 
sid6ré;es premibrement par POINCARÉ (Y), ('), ( 5 ) .  On sait que le rapport P,,,,: P,, 

(4) S. PINCHERLE, Swi sistemi di funzioni analmtiche ... (. Annali di Natematica «, II, 
vol. X I I ) .  

(y E. PICARD, Cours d'Analyse supérieure de l a  Sorbonne, en 1912, 1918. Les series de 
Dannoux et de POINCARE on été considérécs par M. PICARD dans son Trai té  d'Analyse, 
t. III, p. 419. 

('j) GUILLET et AUBERT, a Comptes Rendus n, t. 155, 1912, pp. 139, 204, 708, 820. 
(7)  P. APPELL, S u r  les cléveloppements e n  séries s n i v a d  les inverses depolynomes donnés 

( a  Comptes Rendus P, t. 157, 1913, pp. 5, 1042) ; « Bulletin des Sciences Math. ,,, 2e série, 
t. 37, 1913, p. 34-5; a Bulletin de la Société Nath. de France D, t. 48, 1920, pp. 1-8). 

( s )  V o i r  mes Notes: Snlle serie d i  polinomi d i  una variabile complessa. L e  serie d i  
Darbouz ( a  Annali di Mat. pura ed applicata », serie III, t. XXXI, 1923, p. 207); Su? les 
séries de poly?zomes à u n e  variable cornplexe (:< Journal de Math. pures et appliquées D, 
ge série, t. 1, 1932, p. 77); S u r  les courbes de converyetoce des séries procédaut suivant les 
i n v e ~ s e s  de polynomes donnés ( a  Comptes Rendus 2, t. 180, 1925, p. 566); Sulle relazioni ri- 
correnti d i  ordine infinito ( a  Bollettino dell'unione Mat. Itnliana », anno IV, n. 4, 1925, 
p. 1%); Nouvelle méthode pouv l'étude des régions de convevgence des séries de polyno~nes 
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tend, en genéral, vers la  racine p(x) de plus grand module de 1'Bquation 

(31 
R 

F(A)= C , A k t  ...+ C,,=O, C,= lim -*. 
n- oo 

Pour trouver les courbes de convergence de ces series, considérons la 

dont le rayon de convergence est 1. Supposons premièrement jp(x) < 1 et 
consid6roiis un nombre 1, tel que 1 p 1 < 1, < 1. On a 

et si, pour fixer les id6es, on suppose que l'on a cette inégalite en partant 
de n = O, nous aurons 

Donc, si  Ip(x) 1 < 1, la série (1) est convergente, comme ayant les modules 
de ses termes plus petits que ceux de la  série convergente Z A,,l,", 1, < 1. 

Siipposons, au  contraire, que Ip(x) 1 > 1, et que Ip 1 > 1, > 1. Nous aurons 

Donc, si (p(x) 1 > 1, la  serie (1) est divergente, comme ayant les modules de 
ses termes plus grands que ceux d'une serie divergente, X A,,l,", 1, > 1. 

I l  en resulte que la  courbe de convergence de l a  &rie de Poincar6, 
L A,,P,,(x), où les polynomes P,,(x) sont donnes par l a  relation de r6cur- 
rence (2), est donn6e par l'cjquation Ip(x) 1 = 1, p(x) Btant la  racine de plus 

1 " -  
grand module de 1' Bquation (3) et - = lim VI A,, 1 .  La &rie est valable seu- 

l 
lement à 1' interieur de l a .  courbe ( p(x) :) = 1, x r X -+ ilr. 

2. Exemples. - 10 P,,(x) les polynomes de Legendre 

orthogonaux (. Bulletin des Sciences Math. », t. LIT, nov. 1930); Sur le facteur de conver- 
gence uniforme de M. Leja d'une série de polynornes (a Comptes Rendus D, t. 193, 1921, p. 984); 
Sur la détermination de fonctions holomorphes d a m  des do~naines dosnés ((« Comptes Ren- 
dus H, t. 194, 1933, p. 163); Les polynornes ovthogonaux (« Annales de Touloiise B, i. 24, 1932, 
pp. 67-87). 
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la relation (2) et l'equation (3) sont 

1 n -  
La courbe de convergence de la serie L A,,P,,(x), - = h m  v\ll A,, 1 ,  est 

1 
donn6e par 1 p(x) 1 = 1, p(x) etant la racine de plus grand module de 1' équation 
hg - 2hx + 1 = O, qu' on peut Bcrire 

Donc, la courbe de convergence est donnée par 

et en posant h = leie, x = X +- iY, on a 

ce qui montre que cette courbe est l'ellipse 

de foyers - i et -k 1, et la serie est valable seulement & 1'intBrieur de cette 
ellipse. 

2 O  Considérons la série Z A,P,*(x), les polynowes P,(x) étant donnés par 

et qui vkrifient la relation de r6currence 

Changeant n en rz c 2, cette relation devient 

Les coefficients R, de cette relation de récurrence n'étant pas de même 
degre, posons P,, = (n l)rPr,, et 1' on a (9) 

(9) Les  courbes de convergence des séries Z A,,P,&' sont les mêmes que celles des 
séries 2 A,,P, . 
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et la relation de récurrence genérale (2)  devient 

I l  faut d6terminer y tel que pour n - w ,  les expressions 

soient finies. Dans notre cas, il suffit de prendre y = 1, et la relation (4) 
devient 

Pt,,+, + 2xP1,,+, + (1 + x"P1,, = 0. 

L' équation qui donne la limite du rapport Pl,,,,: P',, est 

A"22hxt 1 +x"O, 

A=-xr+.i. 
a 

X + i (1  - Y) .  A" = - x - i = - X - i(1 + Y ) ,  
- Y), 11'' le  = X z  + (1 + Y)', 11'' > 1 A' 1 . 

Les courbes de convergence sont les cercles 

1 A" ( = 1 = const., X "  + (1 i- Y)g  = 1'. 

30 Considérons la s é ~ e  Z AnPn(x), Pn(x) étant  les polynomes de Laguerre, 
qui admettent la fonction g6n6ra,trice 

.xa: - 
el-a = (1 - a )  2 an P,, (x). 

Prenant la derivee par rapport à a, on trouve 

x 
Z anP,, 7 = ( 1  - a) 2 nan-'P,, - 2 anP,, , i - 

x2anP,, = ( 1  - a)'Znan-'P,, -(i - a)Za7'P,. 

Égalant les coefficients de an, on trouve la relation de récurrence 

(n + l)P,,+, - (x  + 2% + l)P,, + nP,,-, = 0. 

Changeant n en n + 1, on a 

(n  t 2)P,,+, - (x t 2% + 3).Pn+, + (n I- i)P,, = 0. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



202 N. ABRAMESCO: Sur les courbes de colzvergmce 

- O, lim Pd = 1, independante de x. i%,- P,L 

En designant par 1 le rayon de convergence de la  serie 2 A,,xW, si 1 > 1 

Pm+' = i = 1 la serie L: A,,P,,(z) est toujours convergente; si ce rayon [lim ! pn 1 1 
1 = 1, le crit6rium fondé sur l a  limite dU rapport -"+' est en defaut. On peut 

% 

employer le critère ilnagin6 par Poincard. En gorivant le rapport sous la forme 

on cherche la limite P de P, pour n-m. Si cette limite a sa partie réelle 
plus grande que 1, la  serie Lu,, est convergente, si cette partie reelle est 
plus petite que 1, l a  sdrie est divergente. 

Cela posé, trouvons les courbes de convergence des séries Z A,,P,,(x), 
pour lesquelles 

l i m P ! ?  -1, - lim-- AN+, - - 1. 
p,, 4% 

et en appliquant le critare de convergence employe, on trouve que la  condition 
de convergence de' l a  serie L A,,P, est donnee par la relation: la  partie 
rdelle de (p +- y) > 1. Comme seulement P depend de x, les courbes de con- 
vergence des sdries 2 A,,P,,(x) sont donnees par: la partie réelle de ? = const. 

Dans le cas des polynomes de Laguerre, pour lesquels P(A) = A2 - -  

d F  - 21 + 1 = O ,  F(1) = 0, [-] = O, il faut substituer 
d h  h=i 

et la  relation de rdcurrence (5) devient 
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Si limô,, = 6 ,  la dernibre parenthèse est nulle, donc, pour n-cm, il 
1 

reste z = O, car H est la somme des termes qui s'annulent avec -. n. 

Donc x. Les courbes de convergence sont données par: la partie r6elle 
de = const. 

Posant P = u + iv, x = X + i Y ,  on a, de P' = x, 

et comme u la partie réelle de a est une constante, il resulte que les 
courbes de convergence des series de polynomes de Laguerre, L A,,P,,(x), 

avec lim A- = 1, sont les paraboles Y + 4u2X - 4u4 = O, avec le foyer 
A, 

en origine. 

3. Les courbes de convergence des séries L A,,P,,(x) pour lesquelles 
- - 1 

on connait lim V 1 P,(x) 1 = lp(x) 1, lim b'I A,, ( = -. -- 1) Supposons d' abord 
2 

Ip(x) 1 < Z. On peut trouver pi et l , ,  tels que 

et donc la serie est valable, car ses termes sont en valeur absolue plus petits 
que les termes d'une serie convergente. Supposons, au contrair~, ,p(x)  1 > 1. 
On peut trouver p, et l,, tels que 

et la serie diverge. 
Donc, la courbe de convergence de la serie Z A,,P,,(;) est donnee par 

jp(x) 1 = 1, et la serie est valable dans la region interieure à cette courbe. 
II)  ons sidérons le cas oh les suites 

ne tendent pas vers de limites uniques pour 1%-CO, quand la region de 
convergence de 1s serie L A,,P,,(x) ne dependra seulement en gén6ral des 
limites superieures des suites ( G ) ,  mais aussi des autres points limites de 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



204 N. ABRABIESCO: Sur les courbes d e  corzvergercce 

ces mêmes suites, ce qu'on voit dans l'exemple suivant communiqué par 
JC 

M. Karamata. considérons. dans la série S(x) = 2 A,,P,,(x), oïl les polynomes 
n-O 

P,,(x) sont de la forme 
P,(x) = [x + (- i)vl]n, $%=O, 1, 2 ,..., 

séparement les sommes S,(x) des termes de rang pair et S,(x) des termes 
de rang impair. L a  sbrie S(x) convergera dans le domaine (D) interieur 
aux cercles 

2% - 1 
I x + l I = i , ,  l i m s u p ~ I ~ , , I = - - ,  n - w  

4 
2%+1 1 I x - i l = l , ,  l imsup VIA,,,+,I=-- 

n-oo $2 

D' autre part, 

" . -  

Ip(x)I=limsup VI P,(x)I = l i m s u p I x t - ( -  i)nI, 
n-m n-cc 

1 n -  
donc le domaine (D') Ip(x) 1 < 1, où - = lim sup V\ll A,, 1 ,  est l a  partie com- 

n,-cc 
mune aux deux cercles 

l x + l l = I ,  1 2 - i l z 1 ,  

et puisque, dans le cas général, 1 < 2 , ,  1 < 1, , le domaine (D') sera contenu 
dans le domaine (D). Les deux cercles 1 x + 1 1 = 1, 1 x - 1 1 = 1 se coupent 
si leur rayon 1 > 1, ou ce qui revient au même si la  série 2 A,, est convergente. 

Ainsi que, dans le cas genéral, du fait que 

n r i . -  n -  1 
lim sup \ 1 A,. Pm(%) 1 5 lim sup V 1 A,, 1 -1im sup V 1 P,,(x) 1 = 1 p(x) 1 ,  

n - w  n-oo n-m 

la  serie S(x) convergera toirjours à l'intérieiir du  domaine (D) défini par 
Ip(x) 1 = 1, mais Ip(x) 1 = 1 ne sera pas en gbneral la courbe limitant le 
domaine de convergence de la sbrie S(x). Cependant, si l 'une des deux 
suites (6) tendent vers une limite determin& pour n-oo, l a  serie S(x) 
converge seulement à l'intérieur de cette courbe. 

Des exemples de séries de polynomes offrant de singularités de conver- 
gence plus profondes ont été données par M. HELGE VON KOCH ( i o ) .  

('") HELGE V O N  KOCH, Remavyues sur quelques séries de polylzomes ( a  Bulletin de la  
Société Nath. de France », t. XXXIV, 1906, pp. 269-274). 
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4. Les séries de polynornes orthogoiiaux. - 1) Supposons que Pn(x) 
soient les polynomes orthogonaux, donnés par 

On sait (8) que 
- 1 2 -  b - a 
lim V 1 P,,(x) 1 = --&- l z l ,  

8 Btant la racine de plus grand module de 1'Bquation 

4 a t b  
b - a  

1 - * -  
Les courbes de convergence des séries 2 A,,P,(x), -= l im VI A, 1 ,  sont 

1 
6 - a .  

donnees par - 
4 

( z 1 = Z, avec la relation (7), ou par 

a i - b i ç  b( 1) ' x=- 4 
2 4 

Z C ;  ) \ z l = l -  b - a '  

et sont des ellipses de foyers a et b. 
I I )  Remarque  relative à la relation de  récurrence entre trois polynomes 

orthogonaux consécutifs. On sait (') que les polynomes orthogonaux 

verifient la relation de recurrence 

Le d6veloppement Z A,,P,,(x) Btant valable dans la region de convergence 

tnuvee, et lim = 1 Btant laracine de 176quation 
pn 

(9) AZ - (x - u)h + v =O, 

Annali di Matematica, Serie I V ,  Tomo XII. 21 
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- 
qu7 on obtient (no 1) de (8)) il suit que lim = lim 1 P,, 1 ,  et donc 

b - a  A =  - f ' I l+,  - 
4 

1 s 1 ,  B étant la racine de 176quation (7); donc lim - - h est la P, 
racine de 1' Bquation 

et en comparant avec (9), on trouve 

a t b  6 - a 2  u = lim u,, = - 
2 

, u = lim v, = (-T) . 

III) Comme cas particuliers des polynomes orthogonaux sont les poly- 
nomes de Legendre, pour lesquels y(x) = 1, a = - 1, b = 1, les polynomes 
de Jacobi, où 

cp(x)=(x-a)).(x-b)~, A t l > O ,  p + l > U ;  

les polynomes qui r6sultent de la serie hypergeométrique, consideres par 
DARBOUX (2), 

Un cas intéressant des polynomes orthogonaux est donné; par les polyno~nes 
de Laguerre, qui peuvent être obtenus de la  manibre suivante. En posant 

P,(x)=a, +a,x+...+anzn, 
considérons 1' integrale 

do m 

On sait que 

0" 
Donc 

Z(y) = L.a,T(z/ -t. i),  
'ta 

I(y) = r(y) Z a,y(y + 1) ... (y + i - 1). 
i=O 

L7int6grale I ( y )  est nulle quand 
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Écrivons que les polynomes P,,(x) sont orthogonaux, c7 est-&-dire 

Ces conditions expriment que 1' integrale (10) I(y) = 0 pour y = 1, 2, ... n, 
et comme I(y) = O  est donnBe par la relahion (il), il suit que 1' Bquation (11) 
a pour racines 1, 2 ,... n. Donc, les coefficients a,, a, ,... a, se trouvent en 
écrivant que l'équation (il) a pour racines i, 2, ... n, c'est-à-dire qu'elle est 
de la  forme 

(12) (y- l)(y- 2) ...(y - n)=a*y(y+ 1) ...(y+ n - 1)+ 
+ an-,y(y + 1) ... (y + n - 2) + ... + ao.  

Pour trouver ces coefficients, considBrons les identites (la première est 
la derivee avec la formnle de Leibniz) 

En identifiant ces expressions multipliées par (- i), et en simplifiant avec 
u-y, on a 

(y - 1)(y - 2) ...(y- nJ =3(y + 1) ...(y i - w  - 1) - 
- nCniy(y + 1) ... (y + n - 2) + ... +- (- 1)"n ! . 

En comparant avec (12), il suit 

de sorte que l'expression des polynomes de Lagueïre est 

et satisfait à 1' équation différentielle xy" + (1 - x)yt t ny = 0. 
Ces polynomes, utilisés dans la  theorie de l'atome d'hydrogéne dans la  

Mbcanique ondulatoire, Btant orthogonaux, donnés par 

on sait que les courbes de convergence des series de polynomes orthogonaux 
sont des ellipses de foyers a et b, qui dans le cas des polynomes de Laguerre 
(b-00)  sont des paraboles avec le foyer à l'origine (a=()), de sorte que nous 
retrouvons le résultat obtenu (no 2, 3 O ) .  
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5. Détermination des fonctions holomorphes dans des domaines limités 
par des courbes données. - On represente une fonction holomorphe dans un 
domaine (D) par une sfjrie entihre, f (o)  = l a,pn, sans donner une expression. 
d'où l'on pourrait voir que cette fonctioii est valable seulement dans ce 
domaine. Dans ce qui suit, nous construisons une fonction holomorphe repr6- 
sentée par une série de polynomes, qui est valable seulement à l'intérieur 
d'un contour (D) limité par une courbe (C). 

Soit 

la transformation conforme qui fait correspondre le domaine extérieur & la 
courbe donnee (C) au domaine intérieur du cercle de rayon lZl =r, la 
fonction y(Z) dtant holomorphe à llint&ieur du cercle de rayon r, donné 

1 L n -  
par - = lim V 1 a, 1 .  Considérons les polynomes PJx) donnes par les relations 

r 
de r6currence d' ordre infini 

Il résulte que x appartenant une certaine region de convergence, la 
série en 2, 

(15) P, + Z P , + . . .  +Z1'P,,, t ..., 
est le quotient des deux séries 

D'où, par identification, les relations trouvées 

doivent être les relations (14). Donc. 

ci--x,  ~ . ~ = 2 a , ,  c 3 = 3 a  ?,... c l t f i = ( n + l ) a  m , . . .  

b , = a ,  b2=-x ,  b3=ai ,... b ,',, = a  ,-,,... 

et les séries 2: c,,Zn, 2 bnZn ont le m6me cercle de convergence de rayon r, 
et donc la serie (15), qui est le  quotient des ces deiix séries, a un rayon 
de convergence 1 Z 1 I_ r. 

Remplaçant en (16) les valeurs de c, et b,, on a 
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En posant . = ; + @), 

nous aurons le developpement 

Or, la série P,(x) i-ZP,(x) t... , ou 2 Z"P,(x), a pour rayon de con- 

vergence 1 Z \ = 1 
- n -  

, et le d6veloppement (19) est valable seulement 
lim VI P,(x) 1 

pour 1 x 1 < 1 2 1 ,  c' est-&-dire pour les points x intérieurs & la courbe (C) 
obtenue par la transformation conforme (13) 

a .= 2 + ~ ( 2 ) .  

Donc 

- w p  1 a  
l m  1 P x )  1 = - x = + ip(Z), p(Z) = a,Z + a,Z2 + ... . 

" . d m  z ' 

Consid6rons une série de polynomes, L A,P,(x), les polynomes P,(x) 
étant donnes par les relations (14), ou par la fonction genératrice (17) ou (18), 

1 " . -  

et les coefficients A, tels que - = lim V ( A ,  1 .  On sait (no 3) que la courbe de 
r 

convergence de cette serie est donnee par Jp(%) 1 =r ,  ou 

c'est-à-dire la conrbe donnee (C), et la serie est valable seulement à, 1"in- 
terieur de cette courbe. Donc la série ZA,P,(x) représente une fonction 
holomorphe seulement à l'intérieur de la courbe (C). 

EXEMPLES. - lo Considérons 1' ellipse 

a 1 1 On a x = -t ip(Z), a = 2 ,  y(Z) = Z7 et donc la fonction genératrice (17), z 
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pour les polynomes attaches à cette trausformation, est 

les polynomes de TCHEBISCHEF. La  fonction f(x) = Z AnP,(x) est holomorphe 
1 n -  

seulement à 1' intbrieur de cette ellipse (ï = lim \/ / A, i). 
20 Considérons les ovales de Cassini 

pour les quelles on a 

et donc avec la  relation (17) on peut former la fonction generatrice d ~ s  
polynomes P,,(x), 

Z 
- 2 

V W  
= P, +ZP, -4- ... = V i  +ZZ-xz 

Identifiant, on trouve 
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et de m6me les coefficients a, de 

on peut donc former une fonction, f(x) == L A,P,(x), holomorpe seulement 
h l'interieur de cette courbe ( I l ) .  

- ' n -  

En g6n&a17 la fonction f(x) Z Z  A,%P,(x), i = lim VI A,. 1 ,  est holomorphe 
2 

& l'intérieur du domaine limité par la courbe 

(20) l ~ ( 4  l = i, x = cp(Z), I 
quand on connait 

1 = const., 

comme nous avons vu dans le cas des polynomes orthogonaux (no  4), la 
courbe (20) Btant une ellipse, ou pour les polynomes de Laguerre (110 2, sO), 
la courbe (20) Btant une parabole. 

Les séries Z - de M. Appell. 
P,P(x) 

A 
6. Les courbes de convergence des séries 2 2 les polynomes P,(x) 

P,(x) ' 
étant donnés par de relations de récurrence. - Consid6rons les polynomes 
P,(x) donnes par la relation de r6currence 

k Btant un nombre donne et R, de fonctions données qui dependent de x 

et du rang m. On sait que le rapport tend, en g6n6ra1, vers la racine 
y,, 

p(x) de plus grmd module de 17t5qiiation 

(11) On peut encore obtenir u n  développement Z ( 2 , ~  + Pq2)[(z - a)(x - b ) ] ' ~  A l'intérieur 
d'une ovale de  CASSINI. Voir A. KIENAST, Ueber die Dalatellung der analytiscken Funktionen 
durch Reiheu die mach Potenzen eines Polynoms ... (e Inaugural Dissertation, Universitiit 
Zürich », 1906). Voir aussi ma Note, Sur le développement d'une fonction suivant les puis- 
sances d'un polynome donné ,(Congrès des math. roumains à III. Severin, 8 Mai 1932). 
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Pour trouver la  region de convergence d'une serie Z suivant les 
PnI4 

inverses de polynomes donnes de M. Appell, pour laquelle lim VI A,( = E ,  
supposons premièrement (p(x) 1 > 2, et considerons un nombre Z , ,  tel que 
1 < Z, < 1 p 1. Nous avons 

et si, pour fixer les idées, nous supposons que 1' on ait cette inégalité à partir 
de n = O, nous aurons 

Donc, si Ip(x) 1 > 1, la serie de M. Appell est valable, comme ayant les 

modules de ses termes plus petits que ceux de la sede convergente Z 2, & 

1' exterieur de cercle 1 z / = I ,  Z, > 1. 
Supposons, au contraire, que Ip(x) 1 < 1 et que \ p  ( < l ,  < Z. Nous aurons 

Donc, si Ip(x) ) < 1, la série de 11. Appell est divergente, comme ayant les 

modules de ses termes plus grands pue ceux d'une s6rie divergente Z $, 
1, < 1. 

Il en r6sulte que la courbe de convergence de la serie de M. Appell, 
où les polynomes P,(x) sont lies par la relation de récurrence (20), est 
donnée par 1'Bquation lp(x) ( = 1, p(x) étant la racine de plus grand module 
de l'équation (22). La courbe (p(x) j = Z, (x = X + iY),  du plan XOY, separe 
le plan en deux regions, l'une intérieure à la courbe, l'autre exterieure où 
se trouvent les points à l'infini. 

Pour une de ces régions, on a 1 p(x) ( - Z > O, pour 1' autre Ip(x) 1 - 1 < O ;  
donc, d'après ce que nous avons vu, dans la premiere région, Ip(x) 1 - Z>O, 
la serie de M. Appell converge, dans l'autre diverge. Or, ces séries con- 
vergent pour x tendant vers l'infini, qui est dans la  region exterieure à la 
courbe, et donc la serie sera convergente dans la region exterieure à la 
courbe Ip(x) 1 = Z, qui est en même temps extBrieure à, la courbe où se 
trouvent les racines des polynomes P,(x). 
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EXEMPLES. - Io Considerons les polynomes 6lectrosphériques P,,(x) qui 
admettent la fonction generatrice ( 6 )  

Ces polynomes ont BtB rencontrés par M N .  Guillet et Aubert dans leurs 
recherches sur 1' attraction mutuelle des deux spheres QlecttrisBes, ou d' une 
sphère et d 'un plan; la capacité; commune des deux armateurs en presence 

1 
est donnee, à un facteur prds, par la serie de M. Appel1 Z - La relation 

PJx) '  , 
de recurrence entre ces polynomes est 

et on voit, de cette relation, que la suite de Sturm: P,(x), Pi(%), ... P,,(x), 
devient pour - 1 et 1 

donc la suite perd, entre - 1 et 1, n variations, et donc les polynomes 

P,(x) ont leurs racines réelles sur le segment (- 1, + 1). L'équation (22) 

où est A2 - 2Ax+ 1 = 0, et la  région de convergence de la série Z -- 
P n ( 4  ' 

M- 

lim \il An 1 = l, est limit* par le segment (- l, + l), x = ' A ( z + - ; ) ,  a IZ 1 = 1, 

et donc cette série est valable dans tout le plan XOY (x = X + i l  ), sauf la 
coupure (- 1, + 1). 

8 O  Supposons que Pn(x) soient les polynomes de Legendre 

qui ont toutes leurs racines ré;elles sur le segment (- 1, -+ 1). La courbe de 

convergence de la  serie de M. Appell, i est l'ellipse 
Pdx) ' 

et la region de convergence est le domaine exterieur L cette ellipse. 

A 7. Les courbes de convergence des séries Z -L pour lesqiielles 
- n -n- 

Pn(4 ' 
lim Pm(%) 1 = lp(x) 1 ,  lim VI A, 1 = 1. - Supposons d'abord Ip(x) 1 > 1. On 

Annali di Matematica. Serie IV, l'omo,&II. 28 
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peut trouver 1, et p , ,  tels que 1 < Z, < p ,  < jptx) 1 .  On a 

donc la série est valable, car ses termes sont en module plus petits que 

ceux d ' m e  série convergente. Supposons au contraire, jp(z) j < 1. On peut 
trouver 1, et p , ,  tels que Ip(x) 1 <pz  < If < 1. On a 

et la  série de M. 
série est donnée 
extérieure à cette 
polynomes P,,(x). 

EXEMPLE. - 

z étant la racine 

Appell diverge. Donc, la courbe de convergence de cette 
par Ip(x) 1 =l ,  et la région où la série est valable est 
courbe et extérieure à l a  courbe où sont les racines des 

P,,(x) étant les polynomes orthogonaux, on sait (no 4) que 

fi- b - a  lim VI Pm(%) j = - 4 14 

de  plus grand module de l'équation 

An est 1' ellipse La  courbe de convergence de la  série de M. Appell, I: - 
Pn(4 ' 

et In série est valable dans la  région extérieure à cette courbe et extérieure 
à l a  conrbe où sont les racines des polynomes Pn(x), le segment ab. 

B n  8. La région de convergence des séries Z A,P,(x) t Z - - Supposons 
PAX) ' 

f i -  1 - " -  p n + ,  - que lim V j A, ( = -, lim V 1 Bn 1 = Z', et que 1' on connait, soit lim -- -p(x), z p n  

_fi- 

on lim V (  P,(x) 1 = 1 p(x) 1 ,  et soient (I') et (1") les courbes 1 p(x) 1 == 1, 1 p(x) 1 = Z', 
La série consid6r6e est valable dans la  région intérieure L l a  courbe (r), 
extérieure à, la  courbe (Y) et extérieure à, la courbe (C) où sont les racines 

des polynomes P,,(x). 
Dans le cas des polynomes orthogonaux, le domaine de convergence de 

l a  série est une couronne formée par deux ellipses homofocales. 
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- 

APPLICATION. - Soient Pn(x) les polynomes attaches à la transformation 
(no 5) 

a 
z = E +  cp(Z), y(Z) = a,Z+ ... -i- anZn + ... 

et (I'), (ï') les courbes correspondant aux valeurs 

La fonction 

est holomorphe dans la région interieure à la courbe (I'), extérieure à la 
courbe (r') et _exterieure h la courbe (c) où sont les racines des poly- 
nomes P,,(x). 
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Coiinexion projective et déplaceriiei~t projectif. 

Par V. HLAVATY (à. Prague). 

AVANT-PROPOS 

La geométrie projective différentielle dans l'espace plan (') peut être 
définie comme I'etude des invariants differentiels du groupe projectif. Elle 
resulte ainsi completement encadrée dans le programme de KLEIN. Quant à 

la gBn6ralisation de cette discipline pour les espaces courbes, son encadre- 
ment dans le  programme mentionné presente bien des difficultés. Mais on a 
résolu le problème de « 1' espace projectif courbe » en partant d' un autre 
point de vue, initie par les travaux de BELTRAMI (Y). En effet, si l'on traduit 
dans le langage moderne de la  Science les resultats de ce gbomètre, on peut 
dire que le point essentiel de sa  découverte est l'6tude des invariants iso- 
hodoïques (3) differentiels des 'connexions à courbure constante. 

Ce point de vue, repris par les g6omPtres modernes, inaugura I7Btude 
qui a men6 à la  notion de l'espace projectif courbe. Au lieu de baser l'étude 
sur le groupe projectif de l'espace plan, on a commence à chercher les in- 
variants (différentiels) isohodoïques d' une connexion. C' est ainsi que M. WEYL 
a découvert son u tenseur projectif de courbure D (') en ouvrant de telle 
maniere l'horizon à beaucoup de questions connexes. On est parvenu aux 
résultats ( 5 )  concernant la structure de l'espace projectif courbe (sans être 
en possession d'uue connexion projective proprement dite), resultats qui 
trouvent aujourd'hui leur place naturelle dans le cadre de la  connexion 
projective. 

GrBce aux travaux de l'école de Princeton, fondée par MN. VEBLEN et 
EISENHART, on est parvenu à la notion cherchée de la connexion projective 

(t) Voir (22) et (23) de l'index bibliographique, ajout6 à la fin du tra~ail .  
('1 vo ir  (2% (3j, (4). 
(3) NOUS entendons par cela les changements de la connexion en question qui con- 

serve ses courbes géodhiques. 
(*) Voir (78), (15), (16), (20)' (66). 

voir  (11, (71, (211, (2% (271, P9)l (4% (.W, (5% (5% (57). 
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de l'espace courbe à 1% dimensions, en en~ployant une coordonnée surnu- 
méraire xO, qui tout en restant inconnue, (où plus précisément: arbitraire) ne 
se manifeste dans cette théorie que par son mode de transformation (I). 

D'autre part, 31. CARTAN a fondé la theorie des espaces courbes projectifs 
sur la notion du raccordement projectif des espaces (locaux) tangents (y. 
C'est MN. SCHOUTEN et GOLAB qui ont r6ussi à demontrer que les théories 
mentionnées, envisagées d'un point de vue plus général, ne sont que deux 
aspects différents d'une seule théorie (3). L'état actuel de la théorie projective 
des espaces courbes est par conséquent le suivant: On est maintenant en 
possession de la connexion projective de l'espace courbe qui permet 1'Btude 
de l'espace ambiant dans ce sens qu'elle nous presente les moyens d'en 
trouver les invariants (differentiels) isohodoïques. Cela n'exclue pas naturel- 
lement les questions plus ou moins axiomatiques concernant l'espace projectif 
courbe, si brillamment résolues par RIM. WEYL et ROBERTSON (4). 

En comparant ces rbsultats à ceux de la gbometrie projective différen- 
tielle de l'espace plan, on voit que la théorie des espaces projectifs courbes 
n'est qu' au premier pas. En effet, on n'est parvenu ici qu'à l'étude de la 
structure de l'espace ambiant courbe, en laissant complètement à c6té l'étude 
des figures y plongées (j), tandis que dans la géométrie differentielle projective 
dans l'espace plan c'est justement cette partie de la théorie qui - graie à 

l'école FUBINI-CECH - est admirablement developp6e. 
Cela posé, il est bien naturel d'envisager aussi les propri6tés des figures 

plongées dans l'espace projectif courbe, dont on connaît d6jà la structure. 
Une telle question se r6dnit à la recherche des invariants (differentiels) 
isohodoïques des courbes et des hypersurfaces, situées dans l'espace projectif 
courbe. C'est ce que je veux faire dans ce Mémoire. 

La solution du problème ainsi conçu sera facilitée par la connaissance 
de l'interprétation g6ométrique des grandeurs projectives moyennant les 
grandeurs jusqu'alors einploy6es dans le calcul différentiel absolu (vectoriel). 
C'est ainsi que l'on peut aborder p. ex. la question concernant les invariants 
isohodoïques d'une hypersurface dans l'espace courbe en'question et de les 

(9 Toir (13)' (141' (14 (16?' (17)' (1% (19)' (3% (351, (36)' (37)' (W' (W' (57)' (5% (59)' 
(6% (61)' (6% (6% (6% (66)' (67), (68)' (69)' (70)' (71)' (7% (73)' (74)' (75)' (80)' (81)' (8'4. 

(2) Voir (IO), (12). Cfr. aussi (91, (41), (47)' (48), (49)' (61)' (85) 
(y Toir (54& et (04)b.  Cfr. aussi (9). 
(4) Voir (44) et (79). En ajoutant dans ce dernier travail trois postulats (concernaut 

l'espace tangent) à la methode de U. CARTAN, l'auteur la rocluit à celle de 31. J. Y. THOMAS. 
(7 à l'exception des courbes g6odbsiqiies. Cfi. aussi la remarque (à la fin de l'avant- 

propos) concernant le travail de M. v. DANTZIG. 
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comparer aiix résultats connus du  calcul vectoriel. D' autre part, 1' interpré- 
tation purement projective des grandeurs employées me semble plus ap- 
propriee à l'étude des courbes dans l'espace projectif courbe. Or, le  lecteur 
trouvera les deux interpretations dans la première partie (Algèbre) de ce 
N6moire: En l'élaborant, je  me suis aperçu de l'avantage que presente l a  
dé/hition de la  coordonnee surnumeraire xO, laquelle jusqu'alors ne se ma- 
nifestait que par son mode de transformation, en restant inconnue et exigeait 
par cc fait quelques conventions, dont le formdisme n'&ait justifié que par 
la volonté de 1' auteur. La  définition mentionnée ne dépasse pas naturellement 
le cadre des données, mais d'autre part, la  coordonnée ~ " r é s u l t e  ainsi 
définie à moins d'une fonction arbitraire additive prés et justifie ainsi les 
r6sultats du  formalisme, dont nous venons de parler. 

La  seconde partie (Analyse) est consacrée à 17étnde de la connexion 
projective. En laissant complétement à côte le développement « historique » 

je n7 y presente que les r6sultats définitifs, c' est-à-dire la construction 
de la connexion projective en  partant des changements isohodoïques d'une 
connexion vectorielle. J e  saisis cette occasion pour géneraliser légerelnent 
les résultats connus, eu construisant la connexion projective, basée sur une 
connexion vectorielle non spé t r iyue  et, par conséquent, il m'est indispen- 
sable - sans venir au large du developpement - de montrer la maniPre, 
dont je me suis servi en suivant l'école de Princeton. Cela fait, j'arrive à 

la notion du déplacement projectif, qui présente la  plus naturelle générali- 
sation du deplacement par parallélisme d'après M. LETI-CIVITA. 

Cette notion, qui me semble nouvelle, exige la connaissanca de la  dif- 
férentielle projective dont l'existence est due à la définition de la coordonee 
surnuméraire. Quoique cette coordonnéc ne soit définie q u 7 à  une fonction 
arbitraire additive près, le déplacement projectif résulte intrinsèque (c'est- 
à-dire independant du choix de cette fonction). 

La troisième partie (Applications) s'occupe avant tout des applications 
de la differentielle projective à la  théorie des courbes dans l'espace pro- 
jectif courbe p, à n dimensions. Grace à cette notion, j'arrive à fixer 
la fonction arbitraire (en ne partant que des données de la  question) qni 
figure dans la définition de x0 et je réussis ainsi à trouver n - 1 invariants 
différentiels isohodoïques (courbures projectives) de la  courbe en question. 
Le lecteur trouvera aussi dans cette partie 1'6tude plus détaillee des cas 
particuliers n = 2, 3, dont les résultats sont analogues à, ceux de la géométrie 
differentielle projective d7 après MX. FUBINI et CECH dans le plan et dans 
l'espace projectif. (L76tude de la  bonique osculatrice locale, du complexe 
lineaire osculateur local, etc.). NBanmoiiis, il faut remarquer que la théorie 
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expos6e diffbre de celle-ci que nous venons de mentionner par le fait que 
le facteur de proportionnalité reste complétement arbitraire dans celle-là 
(cfr. n.O 23). Cela est dil à ce que le groupe projectif local (dans l'espace 
tangent du point en question) est plus restreint dans ce Mgmoire que dans 
la théorie de l'espace projectif plan. (Il conserve le point en question, mais 
- contrairement au cas du groupe local 'du calcul vectoriel - il ne donne 
pas lieu à l a  notion de l'hyperplan « fuyant w ) .  

La dernibre partie des applications emploie des résultats déduits pour 
en tirer l'avantage quant à la  thhorie des hypersurfaces à 912 dimensions 
dans m,. Cette theorie 6tant maîtrisee par « l'équation fondamentale . (d'où 
l'on deduit non seulement la  généralisation projective du « theorema egre- 
gium » mais aussi la  generalisation des equations de NAINARDI-CODAZZI et 
de KUEHNE), je me suis contenté, aprés les préliminaires n&essaires, d'en 
trouver la  forme. 

REMARQUE. - Après avoir fini la  seconde esquisse de ce Mémoire, j l a i  
repu par l'amabilité de MX. SCHOUTEN et van DANTZIG le manuscrit d' un 
Memoire de ce dernier sur la « Theorie des projektiven Zusammenthanges 
n - dim. Raume » j i ) .  Dans ce travail, l 'auteur a 1' ingénieuse idee de g6ué- 
raliser les resultats de 1'6cole de Princeton en introduisant les coordonnées 
« homogènes » curvilignes. Ces résultats, (dont je me sers à, prksent dans 
mon MBmoire) apparaissent ainsi encadres dans la théorie plus générale de 
M. van DANTZIG. Or, les résultats de mon Mémoire -- dont le but principal 
est l'6tude détaillée des espaces Pl,, dans m,, (m < n) - peuvent etre sans 
doute considérés comme conseqnences particulières de la theorie de M. van 
DANTZIG qui embrasse aussi la  théorie de ml,, dans Q,, . D'autre part, le 
lecteur trouve dans mon Miilémoire beaucoup dl applications ainsi que d'inter- 
prgtations g6om6triques complètement nouvelles. 

INTRODUCTION (') 

1. a) Imaginons un espace à n dimensions X,, repéré à un ~ystème (xi) 
des coordonnges x i  (9). La transformation gBn6rale des coordonnées xi 

(1) Cfr. (86). 
(9 P o u r  l'étiide plus d6taillée des notions introduites ici, voir (46). 
(") Les indices latins parcourent - sauf l'avis contraire -- les chiffres 1, ..., n. 
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au jacobien 

sert à la definition 
Le scalaire est 

des grandeurs algebriques dans X,, : 
un invariant absolu du groupe (1,l). 

La densité scalaire d u  poids p est un invariant relatif du poids - p  
par rapport au  groupe (1, l ) .  En le designant par v (dans le  systbine (xi)) et 

par (dans le systbme (xi)) on a 

Le vecteur contrevariant (covariant) est 1' ensemble de n fonctions qui 
pendant une transformation (1) se transforment d'aprbs 

L'affineur r-fois coîztrevariant et s-fois covariant est 1' ensemble des 
fonctions qui se transforment d'apr8s 

- .  . 259, axi, azbi ax% vai. ,. a,. ,& .'. Lv == - .... -- .... - 3,...3s ?%ai a:~a,a%j, azj, b i - . b ~  

La densité affinorielle d u  points p, r-fois contrevariants et s-fois cova- 
riante est l'ensemble des fonctions qui se transforment comme le produit v 

f i  ... f,. savoir 
31  -38 '  

Parmi les affineurs, il y en a un privilégie, à savoir l'affineur unité 
auk composantes 

- ( 0  pour i + j  A; = . .. 
1 1  » z = j  

S i  17 on designe par 6; le symbole de KRONECKER (delta de KRONECKER) 
on peut Bcrire aussi 

(177) A! - 6! 
1-  J j  

car l'dquation (1,6) est une Bquation covariante. Ce fait qui semble assez 
banal est tr&s important dans l'analyse de la connexion affine. 
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Dans ce Mémoire, nous appliquerons aussi les paranthèses ( ) et [ ] aux 
indices CO-ou contrevariants : 

et ainsi de suite. Si ~ii...Ûr(~~,...j,) est un affineur, nous dirons que 
"[il ...ipl(u[j, ... j,]) est un p-vecteur contrevariant (covariant). 

b) Iniaginons donn6esl dans X,, , n3 fonctions qui se transforment 
d' a p r h  

Leur ensemble sera dit « la  connexion I' » et l'espace X,,, doue de cette 
connexion sera design6 par L,, . La connexion 1' donne naissance à « la 

. . 
dériv6e covariante » : Si \3?...% est une densite du poids p, r-fois contre- 

J i  - 1 s  
variante, s-fois covariante, 
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. . 
appelGe K la &rivée covariante de v?'"'. » est à son tour une densité 

3i.-ls 

affinorielle du poids p, r-fois contrevwiante, ( s +  1)-fois covariante ('). 
Il s'ensuit en particulier 

Or, si  l 'on adopte la  régle 

vks = - 
2xR 

pour les scalaires, on cn deduit aussitôt que 1'6quation covariante (1,7) est 
capable de la derivation covariante. (Ce fait n ' a  pas toujours lieu. voir 
p. ex. p. 240). L'equation (1,8) nous apprend que 

est un affineur, dit < l'ilffineur d e  torsion (') ». Si en particulier 

Si Btant un vecteur covariant, nous dirons que L,, (ou bien la connexion 1') 
est semisyin6trique. Si Si =O,  nous dirons que L,,(I') est syiiibtrique, ou sans 
torsion. Un autre affineur trbs important est « l'affirieur de courbure » de L,, , 
aux composantes 

Le vecteur covariaiit symbolique vh donne naissance au scalaire sym- 
bolique ' 

6 = dxkvk. 

Celui-ci donne naissance à la différentielle covariante 

. . . . aV?i -.% = dsDti -.. 5 
J i  -3s 11-.'38 

. . 
ds Btant une fonction scalaire de position, nous dirons que v?~"'?~ est d6placé 

3i  ln 

(1) Voir, pour p + 0, (30), (55)) (76). 
(2) Voir (Il). 

(3)  R ; ~ ~  = O et Sik = O  sont les conditions d'intégrabilité du système 
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parallèlement à lui-même le long de dxk.  Les courbes, dont le vecteur tangent 
est parallele à lui-même seront ditos les courbes g6od6siques » de L,,:  

En tenant compte de ce que vk est le vecteur tangent, on peut écrire ce 
systhme ainsi 

. 2. Coordouude surnuiiiéraire xo. - Reperons l'espace X,, au système (xi) 
de coordonnées xi.  Le choix de ce systhme donne naissance B la densité e 
du poids - 1 qui dans le systèilze actuel (xi) est égale à 1 

En introduisant 
jacobien 

cette densite devient 

(272) 

un autre systè-nie (2') de coordonnées 2' tel que le 

- 
e = Ae. 

D' autre part, le systbme (Zt)  donne naissance B la  densite % du poids - 1, 
qui dans  le systèwze (9) Bgale à 1 et par consequent sa composante dans le 
s y s t è m e  (xi) est E 

- 

(293) = A-i]E = A-' 

de sorte que l 'on peut a jauger ;n Z par e 

Cela étant, introduisons les expressions 

(1) Nous employons le symbole 7 pour accentuer que l'équation en question n'est pas 
covariante. 
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o ù .  . 

c = const. arb. + 0, 

et d6signons par X0 ce que devient dans le s y s t h e  (xi). On a donc en 
raison de (2,4) 

(276) X 0  = xO + f ,  
où 

(2971 f = log Anic. 

D'autre part, en désignant par ce que devient x0 dans le systeme (9) 
on a, à cause de (2,2) 
(298) 3 0  =/y' - log Anic. 

Nous dirons que xO, definie par (2'5) a) est la coordofznée surnu~néraire. 
On voit bien que cette notion depend du choix du  systkine coordonné. En 
effet, supposons que le repère original de l'espace X,, soit (it) et intro- 

duisons après le  système (xi). La coordonnée surnuméraire originale Btant X0 
(définie par (2,5) b)), elle devient X 0  dans (xi) et celle-ci est lice à x0 
(c' est-&-dire St la coordonnee surnuméraire origiwale du système (xi)) par (2,6). 
On est donc parvenu, dans 1e système (xi) à une autre coordonnée sur- 
numéraire, qui est en genéral différente de In coordonnée originale sur- 
numéraire du  systéme (xi). 

La transformation !ci-ii étant arbi t r~i re ,  telle est aussi la  fonction f 
dans (2,6) et par conséquent nous pouvons dire: 

La coordonnée surnuméraire 

.n'est définie qu'a une fonction arbitraire additive près 

Elle se trwnsfornze, pendant la transformafio?t x i - x i  d'après (2,s). 
Dès lors, en parlant du système ( x ~ )  ('1 nous entendrons par cela l'en- 

semble des coordonnees x", x', ..., x". 

3. Groupes de transformatioiis. - Nous avons ainsi trois groupes dif- 
férents de transformations, savoir le  groupe V 

. (') Les indices latins parcourent les chiffres 1, ..., n, tandis que les indices grecs par- 
courent les chiffres O,  i ,..., n. 
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le groupe P 
(372) P .... Zf = Zi(zl, ... , x"), z0 = x0 - log A n l c  (I) 
et le groupe P 

(3,3) F . .  .. X t  = xi, X" = x"+ f(xi, ,,., xn) (l),  

f Btant une fonction analytique arbitraire + O. Nous dirons que le  groupe V 
est un groupe vectoriel, le groupe P est un groupe ponctuel, tandis que F 
est, d'après M. WHITEHEAD, u le changement du facteur » (e), 

En parlant du groupe V, nous emploierons les coefficients 

tandis que pour -accentuer que nous avons affaire nu groupe P nous Bcrirons 

Remarquons qu'en tenant compte des equations (3,1), (3,2) nous avons 

de sorte que les jacobiens des groupes V et P sont egaux 

Quant au groupe P, noua nous en servirons pour definir les notions in- 
trinsèques : 

N'iw.porte quelle notiow invariante par rapport nu grouFe F sera dite 
intrinsèque. 

4. Pro-vecteurs contcevariants. - Imaginons l'ensemble des fonctions 
intrinsbques v* 

VZ = w*(xl, ... , xn) 

(i) Sans %donner une interprétation à la coordonn6e surnumeraire, M. T. Y. THOMAS 
introduit dans (62), (64) l'éqiiation (3.2)b. Voir aussi HLAVATY (31). 

(z) Sans donner une interprétation à la coordonnée surnuméraire M. WHITEHEAD in- 
troduit dans (BO), (82) le groupe F sous le nom . le changement du facteur .. 
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qui pendant la  transformation du groupe V deviennent 

et cherchons son interprdtation géomdtrique moyennant le groupe V. Ima- 
ginons at cet effet l'espace plan à m dimensions, tangent à X,, au point 
P(xi= O) et introduisons-y le  groupe affine local de transformations aux 

i 
coefficients V(0). 

j 

Un tel espace plan sera dit l'espace local et design6 par Et , .  Le point P 
et l'hyperplan fuyant de E,, sont les eldments absolus (reproduits par le 
groupe affine) de E,, et par consequent on y peut introduire l a  notion 
ordinaire du  vecteur contrevariant. Soit donc y' un vecteur contrevariant 
intrinséque et nz = .na(x', ... , x") une fonction scalaire. Les Bquations (4,l) 
nous apprennent que 1' on peut trouver toujours un tel vecteur yt et une 
telle fonction scalaire nz que 

L'ensemble v2 est donc gdometriquement caracterise dans E, par un 
vecteur y: affecté d'une « masse D scalaire un. Supposons maintenant que 
l'on ait effectu6 une transformation du groupe P. En designant par Va, Y t ,  
N ce que deviennent vZ, yt ,  m dans le  nouveau systbme on a avant tout, 
d'aprhs l a  convention fa,ite . 

et par consBquent 

(4,3)a 
a f M = m - v ' - .  axi 

Or, contrairement a u  vecteur y', la masse m n'est pas intrinsbque en g6n6ral. 
Exception fait' le cas où y'=0 

car dans ce cas on a, en raison de (4,3)a M = m. 
Cela pos6, nous d6finissons : 
L' enselnble des fonctions 

(4,4) tP = w ~ x ' ,  ... , xn) 
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qui pendant la transformution du groupe V se lransforrtzent d'après (4,l) et 
sont intrinsèques sera dit o: le vecteur projectif contrevariant intrinsèque ». 

Cet ensemble est géométriquement caracterisé par un vecteur intrinsèque con- 
trevariant et une masse sculuire, non intrinsèque en général. 

Si les fonctions v" qui figurent dans cette d6finitioii ne sont pas in- 
trinsèques nous dirons que leur ensemble definit « un vectenr projectif con- 
trevariant non intrinsèque >>, Tel est par exemple da", tandis que 

est un vecteur projectif contrevariant intrinsèque, lequel est g6ométriquement 
caractérise dans E,, par le point P lui-meme, affecté de la masse 1. 

Dorenavant, en parlant des pro-vecteurs contrevariants >) noiis en- 
tendrons par cela les grandeurs intrinsbques, d6finies plus haut ('). 

D' après la definition, deux pro-vecteurs contrevariants vZ et hoZ ( A  + 0) 
sont deux grandeurs diffbrentes. Nous dirom que vz et l v ~  sont deux pro- 
vecteurs contrevariants homologues. Les pro-vecteurs e* et he* sont, en raison 

O O 

de (4,5), caract6ris6s géom6triquement dans E,, par le point P lui-mème, 
affecte des maeses 1 resp. A. 

5. Pro-vecteurs covariants. - Imaginons l'ensemble des fonctions in- 
trinsèques w, 
(5,l)a nJ% = nJ2),(xi, ... , x") 
qui pendant la transformation du groupe V devient 

- na log A a d  - 

I V ,  = wo - 7 + - wj, Puo = tu, 
c az: axZ 

et cherchons s m  interprétation géométrique moyennant le groupe V. Parce 
que le  groupe affine local conserve dans E,, local l'hyperplan fuyant, on y 
pent introduire les vecteurs covariants (ces vecteurs Btant caracterises par 
deux hyperplans parallèles à n -- 1 dimensions). Or, il s'ensuit immédia- 
tement cllie l'ensemble IV, avec IV, = O est un vecteur covariant. D'autre 
part, en introduisant le  vecteur covariant y de manière que 

(') Le pro-vecteur contrevaiiant est identique ail vecteiir projectif contrevariant dans 
(H2), et au point contrevariant dans (24). Cfr. aussi (54). Une autre interpretation des pro- 
vecteurs contrevariants est donnee dans (70) resp. dans (71), (72). Voir aussi (34). 
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on peut poser pour HI, (mème si I V ,  + O) en raison de (S,X) 

(573) PV Z)i = yi - ?)lx( 7 TV, = m. 

Le vecteur yi, contrairement à la << masse >> d est pas ici une notion 
intrinsèque. En effet, si l 'on désigne par IVq7 Y,, A1 ce que deviennent 
w,, y,, 112 dans le système fXx) defini par F, on a selon les hypothèses faites 

d'où il suit en raison de (2,6) 

Cela pose, nous définissons : 
L'ensemble des fonctions intrinsèques (5,l)a qui se transforment d'après 

(5,l)b sera dit le vecteur projectif covariant intrinsèque ». Cet ensencble est 
géométriquemefit caractérisé par u n  vecteur covariant Non intrinsèque, défini 
par (5,2) et une masse scalaire intrinsèque m = ni,. Si  +n = O, TV,  définit un 
vecteur covariant intrinsèque. 

Si les fonctions qui figurent dans cette definition ne sont pas intrin- 
sèques, nous dirons que leur ensemble definit un K vecteur pro,jecti£ cova- 
riant non intrinsèque ». Tel est par exemple ' 

tandis que, si v est une densite du poids - n 

est un vecteur projectif covariant intrinséque. 
DorBnavant, en parlant des « pro-vecteurs covariants », nous entendrons 

par cela les grandeurs intrinséques, definies plus haut ('). Deux pro-vecteurs 
covariants PU, et AYU, sont différents; nous les appellerons pro-vecteurs 
covariants homologues. 

Etant donnes deux pro-vecteurs 

le scalaire intrinshque v3w, est 

(1) Le pro-recteur est identique au vecteur projectif covariant dans (@2) et au point 
covariant dans (21), (54). Une autre interpretation des pro-vecteurs est dans (34). 

1 
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Il s'ensuit: La condition nécessaire et suffisante pour pue les vecteurs yt 
et yi soient incidents est 

- 
( 5 8 b  v21v, ; nzp. 

Pour 6viter tout malentendu, remarquons expressement que le changement 
du facteur nous mène au vecteur Y, défini par (5,b) et par conséquent, 
si p + O et si (5,8)a est satisfaite, 

ainsi que les vecteurs yi et Y, ne sont plus incidents. 
Exception fait le cas p =O. Le cas Bchéant, 1'Bquation (5,S)b devient 

d'où le théorème suivant: Etant donné u n  pro-vecteur contrevariant vZ et 
u n  vecteur PU,, vu, = O ,  les vecteurs v h t  rui sont incidents si 

Ils restent ~nême incidents pour n' i ~ p o r t e  quel changement du facteur. 
REMARQUE. - La caractérisation g6ométrique des pro-vecteurs CO-et 

contrevariants est là  même dans le système actuel. En effet on a d'aprbs 

(4,% (53) et (VI, (2'51 

(599) vi=yi ,  v a =  . 112 
- 

ni , -Tyt ,  w,=m. 

6. Pro-affineurs. - Imaginons r pro-vecteurs contrevariants vZ, ... , ve 
1 .>. 

1 S 

et s pro-vecteurs covariants tu , ,  ... , vu,. L' ensemble de fonctions 

qui pendant une transformation du groupe V se transforment comme le 
1 s 

produit v*i ... vxr~vp, ... ~ v ? ,  sera dit << l'affineur projectif intrinsèque, r-fois con- 
1 r 

trevariant et s-fois covariant » ; plus court: « le pro-affineur ». On définit 
analogiquement les affineurs projectifs non intrinsèques. Si  v est une densitél 
intrinsèque du poids p, l'ensemble. de fonctions qui se transforment comme 

le produit v va:;:: sera dit a la densité vectorielle projective intrinsèque 8, ou 

bien a la  densite pro-vectorielle ». 
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Parmi les pro-affineurs i l  y en a un trbs important, savoir le pro- 
affineur unit6, aux composantes 

En tenant compte de cette t'qiiation on deduit aussitat 

I l  s'ensuit que A'; peut être interpr6t6 ou bien comme un pro-affineur, 

ou bien comme l'ensemble des scalaires 6; .  Une chose analogue se  pr6sente 

pour AD, qui admet trois interpretations, savoir 

a) comme appartenant à A$ 
b)  coinme l'ensemble des scalaires 6: et enfin 
c) comme le pro-vecteur contrevariant, représenté géom6triquement 

dans E,, par le point P lui-meme, affect6 de la masse 1 (voir (4'5)) 

On peut se persuader facilement que toutes ces interprt'tations sont 
covariantes, c'est-8-dire independantes du choix des coordonnées. 

En snivant la m6tliode de M. T. Y. THOMAS ( ' )  on peut demontrer le 
théorème suivant : 

Seuls les pro-affineurs qui sont des cowhilants de A$ et de At jov~issent de 

la propriété que leu,rs composantes soient invariantes par rapport aux tvaszs- 
formations d u  groupe 17. 

Nous rencontrerons bientot les const'quences de ce théorkrne dans 1' analyse. 

7. Repère pro-vectoriel. - Imaginons n pro-vecteurs contrevariants 

caracterises par n vecteurs contrevariants, linéairement indépendants gi et 
J 

ajoiitons-y le pro-vecteur (4,5). Grâce à 11ind6pendance des vecteurs yi, on a 
j 

Nous traduirons ce fait en disant que mèmes les pro-vecteurs eB sont 
SL 

(1) Voir (63). Cfr. aussi (38). 
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linenirement independants. Cela pos6, nous 

vecteurs lineairement independants covariants 

pouvons trouver n + 1 pro- 
a 
eg qui satisfont à 

Il s'ensuit en particulier 
T 

(7,31b ezeS = A$. 
r 

En ecrivant pour ces pro-vecteurs 

on trouve, en raison de (5,8) et (7,3)a 

S i  l 'on pose 

(777) 
on en deduit 

Cette dernière Bqiiation peut 6tre Bcrite aussi, à cause de la  premihre 

En résnmant: Étant donné un repère pro-vectoriel des pro-uecteurs l i -  
néairement indépeszdants (7'1) et (4,5), les pro-vecteurs covariants, qwi satisfont 
à (7,3) sont géométriquetuent caractérisés par 

k 
Il s'ensuit que e ,  sont les vecteurs définis par (7,7)b, tandis pue Y ,  est 

défini par (7,7)e. 
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REMARQUE. - On sait que 
y, = O  

est l'éqiiation de l'hyperplan absolu de E,, et par conséquent le pro-vecteur 
covariant 

a f Pv,=y< - y.%*, 'Vo=p+0,  & = O  

est caractérisé g6ometriquement dans le système actuel (x9) par l'hyperplan 
absolu (à l'infini) de E,, ('). Cela posé, imaginons un pro-vecteur contre- 
variant v Z  à la  masse l n  f O. Or, parce que vztvz = 0, on peut dire à cause 
de (5,S)a que le pro-vecteur v Z  est representé dans E,, dans le système 
actml (x") par la direction aux composantes v' : v2 : u" : ... : v", autrement dit 
par le vecteur qui joint lu point P à un point dans l'hyperplan absolu 
de E, . Or, en posant dans le paragraphe qui précède m = 0, on parvient 

k 

à un repbre défini dans le système actuel (xZ) par le point P et n points 
lineairement independats à l 'infini (dans l'hyperplan absolu de E,.), tandis 

O 

que e, est, à cause de (7,7)e reprhsenté par l'hyperplan absolu lui-meme. 

8. Autre interprétation. - Comme nous aurons plus tard l'occasion de 
constater ('), 17interpr6tation dans E l I l  dont nous nous sommes servis jusqu'ici, 
n'est pas toujours possible. C'est pour cela que nous introduirons encore 
une autre interpretation fondée cette fois sur le groupe P. Imaginons k 
cet effet l'espace plan à n dimensions tangent h X,, au point P(xf  =O)  
et introduisons-y le  groupe local de transformations projectives, aux coef- 

n O 

ficients P(0) resp. &(O). L'espace tangent, doue de ce groupe restreint pro- 
B $ 

jectif sera dit l'espace pro,jectif local et d6signb par P,,. I l  n 'y a qu'un 
élernent absolu (== reproduit par le groupe en question), savoir le point P 
lui-même. I l  s'ensuit que le parall6lisme (local) n'existe pas dans P,, , car 

( 4 )  Après avoir exécuté le changement du factenr, on obtient le vecteur Yi défiiii 
par (5'5) (où l'on doit écrire p au lieu de m) et par cons6qiient Yi n'est pliis l'liyvperplari 
absolu de E,. Néanmoins on a 

w,=rv,. 
Il ne faut pas confondre ce pro-vecteur covariant, qui reprgsente une grandeur in- 

trinsèque, avec le vecteur projectif non intrinsèque U r  défini par (5'6). car celui-ci change en 

a f u,=x: = = M i t 2 ,  U0=Uo.  

(2) Cfr. le par. 21. 
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l'hyperplan absolu (fuyant) n'existe pas à son tour. Or, il n'y aura même 
des vecteurs covariants, ces vecteiirs Btant caractérises par deux hyperplans 
paralldles, car cette caractBrisation perd son sens. 

Cela posé, remarquons avant tout que les équations,(4,1) et (5,l)b peuvent 
etre Bcrites a cause de (3'6) dans la forme 

d'où nous tirons la definition suivante: 
Le rapport des fonctions i+zirinsèques 

(892) v* = v*(x1, ... , x") resp. TU, = rv,(xl, ... , x") 
qui pendant une transformation d u  groupe P se transforment d'après (8,i) 
sera dit le point contrevamant (resp. covariant) intriuzsèque. Le point contre- 
variant intrinsèque est yéo~néfriyue~nent représenté dans P,, par un point 
aux coordordes projectives vZ(O), le point covariant intrinsèque est géol~zétri- 
quement représenté par Plu~perplan à (n -- 1) dimensions, aux coordo~znées 
projectives sv,(O). 

Si les fonctions (8,2) ne sont pas intrinsèques, on parvient par la mème 
définition aux points non intrinsbques. DorBnavant nous parlerons des contre- 
points, resp. des co-points toutes les fois qiiand nous aurons affaire aux 
points contrevariants intrins&qnes resp. aux points covariants intïinseques. 

Dans cette interprétations les contre-points (CO-points) vz et hv* (resp. 
w, et AIV,) ne sont représentBs que par un Gtre géométrique (un point resp. 
un hyperplan). C'est par cette raison que nous dirons que vZ et Au% (resp. 
IV, et Aw,) definissent le mème contre-point (resp. co-point). D'autre part, 
nous dirons, analoguement que dans la géomktrie é16mentaire projective, 
que le contre-point vX est incide-nt avec le co-point tv, si vzw, = O .  Il 
s'ensuit en particulier que les CO-points ru, avec IV ,  - O sont géontdfriyue~nent 
représentés par les hyperplans passad par le point P lui-nbêwee ('). 

1 2 1 2  
(1) Étant dorin6s deux CO-points ni, et ni, avec -,, ru,* 0, 1'expression 

se transforme comme un vecteur co~rariant. Nous renonçons à cette interprétation du 
Tecteur r covariant pour des raisons que nous constaterons plus tard. (Voir la fin du par. 12). 
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En partant de la notion d 'un  pro-affineur nous définissons: Le rapport 
des fonctions intrinsèques (6'1) sera dit le projecteur r-fois contrevariant, s-fois 
covariant, intrinsèque. Nous l'appellerons plus brièvement le pmjecteur en 
sousentendant le mot cc intrinsèque ». 

Dans ce qui suit nous ferons l'usage du symbole qui veut dire 
« proportionnel à ». Ainsi par exemple le point P de l'espace P,, reprhsente 
le contre-point aux composantes 

eSI 6; ('1. 
O 

a 
9. La dérivée -o. - La forme spkciale du groupe F nous apprend que 

ax 
toute expression intrinsbque ne dipend pas de zO. (Voir (4,4), (5,1), (6,1), (8'2)). 
I l  s'ensuit: @ étant n'importe yuelle fonction idrinsèque, on a 

ou bien, ce qui revient au  même 

Ce fait d'ailleurs assez banal, est trés important pour l'analyse, comme 
nous aurons encore l'occasion de le  constater. 

ANALYSE 

10. Connexions isohodoïques. - Étant donnbe une connexion l'jk dans X,,  , 
elle dgfinit les courbes géodésiques de L,, 

Un calcul facile fait voir que même la connexion 

(10'2) *r? ;k - - y? ;k + A;pk +  AL^^ + G ~ I C  

possbde les memes geodélsiques (10,l) pour n'importe quels vecteurs Pi, qi (3)  

(i) Pour une autre conception des grandeurs projectives voir (58). 
(7 Dans les travaux de l'ecole de Princeton ainsi que dans (241, (?A),, (XIb cette 

Bquation n' a qu' une signification formelle. 
, . 

(3) Pour r&, = GTk = *Gk, = O  voir (78), (15). 
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pourvu que 1' affineur G; soit antisym6trique Gjk = GUkI. C'est pour cette 
raison que nous dirons que les connexion (10,2) sont isohodoïques, en ap- 
pelant cette Bquation << le changement isohodoïyue D de la connexion. 

Dans ce qui suit nous restreindrons la généralit6 du problkme en sup- 
posant que G ait une forme sp6ciale 

i G;k = ~j~~ - As& 

de sorte que (10,2) se simplifie à 

P, et Q, Btant deux vecteurs arbitraires. L'Blimination de ces vecteurs de 
(10'3) nous montre que les expressions 

sont invariantes par ra,pport au changement (10,3). Remarquons que l'on 
a aussi 

(10,5) @;h = 02 = o. 
Les coefficients (3; se transforment pendant une transformation du 

groupe V d' après 

I l  s'ensuit aussitôt que 

(10,7) 

est un affineur lequel, 

Tj"k  

comme on s'en persuade facilement, peut 6tre Bcrit 

= sb +- - l <A;s:, - A ~ S ~ Z )  (il, n - 1  

où,. comme à l'ordinaire sjk est 17affineur de torsion de la  connexion I$ 
(voir (1,iO)). Tik est invariant par rapport à (10,3). Si en particulier L,, est 
(semi)-symetrique 

(l'A91 8" jk- [] k] S j - - + O  

( t )  Voir (29). Pour le cas I';k = r i j ,  l'équation (10,4) se réduit à 

Voir (5Q), (6.2). 
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Dans ce cas et seulement dans ce cas les coefficients 0%. sont donc 
symBtriques par rapport aux indices j, Fc. 

Si l'on n' admet que l m  transformations « éqaivoluminaires », c'est-à-dire 

les transformations au jacobien constant, on a 1, = 0 et par cons6quent @Jk 

d6finissent une connexion, appelée par 11, T. Y. THOMAS « la connexion 
Bqui-projective (') ». Son affineur de courbure est 

On en déduit l'affineur contracté 

Ni ?Ski ni ph, ne sont affineurs par rapport à une transformation 
générale du groupe V. Ainsi p. ex. ph,  se transforme d'après 

Nous utiliserons bientôt cette formule. 

11. MBthode de M. T. Y. Thomas. - Retournons ii cet effet B nos notions 
des pro-affinnears. Jusqu' ici nous n' avons étudié que 1' algèbre de ces 
griincleurs. Pour les Btudier du point de vue de l'analyse, remarquons encore une 
fois que les pro-vec:teurs sont définis moyennant des transformations que 
l'on peut toujours écrire dans la forme (8,l). Or par analogie au calcul 

vectoriel, on est amen6 mème ici à un systbme des fonctions A& qui pendant 
une transformation 

Si 1' on ré~issit 
on peut introduire, 
jective. En suivant 

( i)  Voir (59)' (61). 

des coordonee se transforment d'après' 

à trouver les fonctions A se transformant d'aprbs (11,l) 
moyennant ces fonctions, la  notion de la  connexion pro- 
cette idée de M. T. Y. THOMAS ('), nous définirons ces 

(') Pour une connexion sans torsion voir (54), (GO), (62)' (65), (70), cfr. aussi (82). 

Annali d i  Matematica, Serie Il7,  Tomo XII. 31 
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coefficients de maniere qu'ils soient independants des changements isoho. 
doïques (10,3). Remarquons à cet effet qu'en raison de (3,6) 

et par consequent (11,l) peuvent etre Bcrites de la manière suivante 

n . a b  
+ - E; QQ a,, 

C i j  

i 
I 

d'où il suit en particulier que Azp, A;o sont les affineurs, ce qui nous a u -  

torise à poser, d'après NM. SCHOUTEN et GOLAB (') 

D'autre part, en tenant compte des équations (10,6) et (10,12), on peut 
poser en raison de (3'6) 

Les, Bquations (11'1) nous autorisent h l'assertion que 

(1175) a, Ti& = AiirPyl 

est un pro-affineur. On a en particulier d'après (11,4)a), (11,4)c) 

tandis que ~ j k  sont définies par (10'7) et (10,8). Le pro-affineur T& est nul, 

si la connexion rjk est (semil-symétrique. 

(9 Voir (24)' (54),, 6 .  

(2) Pour une connexion symetrique (sans torsion) voir les deux dernieres remarques 
précédentes et (62, 70) (pour les valerirs spéciales de la constante e). 
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L'ensemble des fonctions A&, définies par (11,4) sera dit « Zn connexion 
projective ». Cette connexion intrinsèque est iwvarianfe par rapport a u x  chan- 
gtments isolzodo~yues (10,3). 

L'espace X,, dou6 de cette connexion sera désign6 par p,, . 
On peut s 'en servir pour definir la dbrivde pro-vectorielle covariante, en 

partant d' un pro-affinetir donne v"' "' " 9 '  
B i  ... Bs 

Le pro-affinetir D~J"~"'"~ est intrinsèque. Il s'ensuit en particulier 
Pi .,. B, 

et de plus, cp Btant un scalaire intrinsèque 

Or, si l'on adopte la loi 

pour' n'importe quel scalaire intrinshqne. L'equation (11,6) nous permet 
aussi de démontrer l a  formule pour une densite pro-vectorielle du poids - p, 
p étant un nombre entier 

- ;,AB %V + ph; .*. "r 
But B i  ... Pt,-iPP,+i Pa -4 B i  a.. 8, VI- 

Nous adoptons cette formule meme pour n'importe quel - p. Il  s'ensuit 
en particulier, à cause de (11,4) 

(1) Pour la démonstration, qui est la rn6ine que dans le calcul vectoriel, voi r  @O), (53), (76). 
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et par cons6quent, si  
( l i , l2)  r- -s+p(n+l)=O 
on a 

(11,13) D Oz' --' % - 0. 
O 81 -.. 8 ,  - 

Cette équation nous sera d'une grande utilit6 plus tard. 

12. Ambiguïté dans la connexion projective. - Nous avons vu dans la 

partie algébrique que le pro-affineur unit6 Ai peut étre interprété d'aprPs 
le principe de KLEIN comme l'ensemble des scalaires 

Cette interpretation est permise meme au point de vue de la connexion 
projective. En effet on a non seulement (11'7) mais aussi, k cause de (11'9) 

ainsi que 1'Equation covariante (6,3) est capable de la ddrivation covariante 

DiAg = D$;j(= O). 

Il s'ensuit en particulier que même 1'6quation 

admet cette operation. Mais il n'en est pas ainsi avec l'equation (6,4) car 

DEA: = O, Die" = ~ ; ~ e ~  = A;:(= CAC) 
O O 

de manibre que 

Or, l'équation (6'4) n'est pas capable de la derivation pro-vectorielle 
covariante. En tenant compte des résultats du 5 6 on peut dire: 

Toutes les équations covariantes où intervient Ag = e" ne sont pas capables 
O 

de la dérivation pro-vectorielle covariante. (C' est toujours A:c + 0 qui donne 
naissance aux ambiguïtés). Nous en voulons donner encore un exemple. 
Étant donné un pro-vecteur covariant ru, on a 

Or, si l'on envisage la O-composante comme le  produit AUw, on obtient 
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tandis que si on l'envisage comme un scalaire m =w,ea = ruo on a 
O 

am 
Diln = - 

ax$ ) 

de sorte que 1'Bqnation rv,= m, qui est une équation covarianfe, n'est pas 
capable de la derivation pro-vectorielle covariante 

Or en tenant strictement au principe de KLEIN quant A la classification 
des grandeurs, nous ne pouvous pas nier l'ambiguïte qui se présente dans 
la  notion de la connexion pro-vectorielle (i). Nais d'autre part on peut 
1' bviter par une convention purement formaliste à savoir : 1' application de 
l'opérateur Cg dépend des indices de la co-ou contrevariance. Ainsi p. ex. 
Dqv, signifiera pour nous toujours la derivee 

tandis que 

Mème en adoptant cette convention, on doit &re tres prudent quant à 

l'application du symbole D,, car il y a des cas où l'on ne voit pas aussitot 

1' infliience de 1' équation covariante A: = eV qui est la  cause de 1' ambiguïté, 
. O 

dont nous venons de parler. En voici deux exemples: 
a) On a, à cause de (7,3)b et (7'8): 

L' équation covariante 
O 

A;I = eveo 
O 

n'est pas capable de la derivation covariante 

(i! Dans les t ravaux qui nie sont connus on tient toujoiirs à ce principe. C'est ains! 
- pour en citer quelques exemples - que MM. SCHOUTEN et  GOLAB, parlent dans (54), du  
sciilaire w, (page POO: K ~ e d e m  kovmianten Punkt (Hypcrebene) nia ist  in  eindeiitiger Illeise 
ein Skalar mit der Bestimmungs~~zahl w, zugeordnet n) ou bien M. VEBLEN introduit dans (72) 
(page 61) le vecteur projectif y,(, y,p étant (dans notre langage) un  pro-affineni: U n e  chose 
analogue se  présente k l'occasion de l'équation (11,4)a. Cfr. aussi (93). 

(2) Pour  l'étude plus détaillée voir ('25). 
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b) En posant 

on a 

et par conséquent 

mais cette éyiiation n'admet pas la dérivation covariante: 

W m e  ces ambiguïtes sont causees par Ag, $ O. 
L' ambiguït6, dont nous venons de parler, nous empeche aussi d'introduire 

dans nos considerations les vecteurs covariants, mentionnes dans la remarque 
à la fin du par. 8. 

13. Reiiiarquo. - On pourrait enlever cette difficult6, mentiontre plus 
haut, en renonçant à la connexion projective intrinsèque et; en introduisant 
une connexion vectorielle non intrinsèque, invariante par rapport aux chan- 
gements isohodoïques (10,3). Une telle connexion est facile à construire, si 
l'on tient compte de la coordonnee surnum6raire. Ses coefficients sont 

Quoique non intrinséque, cette connexion donne naissances aux grandeurs 
intrinsèques, invariantes part rapport aux changements isohodo~ques ('). 
Nous ne voulons pas nous occuper ici de cette connexion et remarquons 
plutôt que si par hasard une densite quelconque était connue, cette con- 
naissance nous permettrait de construire une connexion vetorielle intrinsèque. 

En effet, le cas échtrant, on pourrait construire une densite du poids 1, 
en partant de la densitt! connue et -introduire ainsi la coordonnee surnum6- 
raire qui ne serait plus non intrinsèque. Cela &tint, les coefficients (13,l) 
nous donneraient la connexion cherchee. 

Dans ce cas l'étude des invariants diffdrentiels, invariants par rapport 
à (10,3) se reduit 1'Btude des invariants differentiels de la connexion (13,1), 
de sorte que toutes les notions nouvelles, introduites dans la premiére partie 

(i) Polir l'étude plus détaillée de cette connexion roir (29). Pour l'étude clil rapport de 
la connexion projective à la connexion affine voir (87). 
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(c'est-à-dire « les pro-affineurs D ainsi que « les projecteurs ») seraient su- 
perflues. On parviendrait au but en n'employant que les affineurs. 

C' est cette remarque même, d' ailleurs hidente,  qui justifie notre point 
de depart. Car, remarquons-le express6ment, pour déduire la  connexion 
projective, nous sommes partis des notions qui ne sont pas des densités, 
(ce qui ne nous a pas empêche de construire meme les d4riv6es covariantes 
des densités). Autrement dit, pour déduire la  connexion projective, qui nous 
ménera aux notions independantes de (10,3), nous n'avons pas eu besoin 
des densit6s. 

Supposons maintenant qu'on ait construit une connexion projective en 
partant des densités. Or, ou bien on ne connait pratiquement aucune densite 
et par consequent la  notion déduite de la dérivée covariante d'une densite 
ne nous sert pratiquement à rien, ou bien on connait a u  moins une densite 
et le cas 6cheant 1'8tude des invariants differentiels, invariants par rapport 
à (10,3) n'exige pas l'introduction des pro-affineiirs (et des projecteurs), car 

on parvient au  but moyennant la connexion (lS,l), où maintenant xt serait 
à envisager comme fix6e (par le procédé mention6 plus haut). 

Malgr6 cette objection (qui n'est pour ainsi dire qu'une objection per- 
sonnelle, laquelle ne doit que justifier notre point de depart et n'est aucu- 
nement dirigée contre les théories qui se sont servies des densités pour la  
construction de la connexion projective) ( ' )  qui probablement se présente à 

chaque auteur d'un traité sur cette matibre, il y a beaucoup de travaux 
employant les densites pour la  deduction de la connexion projective. La 
raison en est, & mon avis, l'équation ( l l , i3 )  comme nous aurons encore 
l'occasion de la  constater ( 5  15). 

Encore une remarque: Nous avons suppos6 jusqu'ici que les chan. 
gements isohodo~ques (10,3) soient les plus gBn6raux possibles, en parti- 
culier Qi $= 0. 

Nais si l 'on ne fait entrer en compte que les transformations restreintes 

1'Btude des invariants différentiels, invariants par rapport à (13,2) s'effectue 
moyennant la  connexion 

(13'3) r;k - - A;s:~  vz-1 

(1) Voir (24), (5I),, b ,  (70). 
(9 Voir p. ex. (6), (7)' (21), (57). 
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invariante par rapport à (13,2), de sorte que dans ce cas spécial on n'aurait 
pas besoin d' avoir recours aux notions des pro-affineurs et des projecteurs. 

14. Courbure do la coiinexion projective. - Les conditions d'int6gra- 
bilit6 de 1' equation 

sont (pour v* arbitraire) 

(1492) P&, = o. 
Ici 

est le pro-affineur de courbure de la connexion projective (11,4). Si (14'2) 
sont satisfaites, nous dirons que g3,, est <( l'espace projectif plan » ('). Dans 
ce qui suit nous supposerons, sauf l'avis contraire, que (14'2) ne soient pas 

satisfaites. Le pro-affineur P& intervient dans les < identités de Ricci » 

pour n'importe quels pro-vecteurs vZ, w, 

Puisque pour u* = eZ 
O 

(14,4) a) D.qe* = CA; de sorte que D;D,eT = O 
O O 

on déduit de (14,3) a) en y substituant v* = e* 
O 

(14,4) b) P&, = 2cT&, . 
Puisque d' autre part 

(4) Voir (71)' (BO), (82). 
( 9 )  Quoique D o v ~ = c v z  soit une équation covariante, elle n9&t pas capable de la 

derivation covariante. En effet on a 
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on en tire en raison de (li'5)b) et (14'3)aj 

I l  n'y a donc d'après (14,4), (14,5) et (11'5) que les composantes P& qui 
soient en gén6ral differentes de zgro et par consequent 

En exprimant .les A en fonctions de 0, on trouve à cause de (10,lO) 
et (10,ll) 

(14,7? p! - " 2 .  
jki - Fjkl - - n - i  A;jpkll ('?- 

Tandis que ~f~ est un affineur, P;,~ ne l'est pas en g6n6ral. En effet les 

composantes P ; ~ ~  se transforment A cause de (14'4) d' après 

i a b  c i u  b c  

Pjkl = v - c v w w ~ ~ ~ ,  + a v w w w ~ ~ , ~ ,  , 
d j  k 1 d j  k 2 

d' où le th6orème suivant: Si la connexion I$ est (se9)ti)-sy?îthtrique et seule- 

ment dans ce cas pjk1 est un affineur, appelé « Z'affineur de M. Weyl » (7. 
Mais en tout cas P ; ~ ~  donne naissance à un affineur, à savoir ~ i k l  qui 

est identiquement nul 
p": ? i iki - ~ z k l  - PiM cl 0 ('). 

Remarquons que l'on a aussi, h cause de (10,5) et (11'4) 

15. Difïérentielle pro-vectorielle covariante. - Dg est un pro-vecteur 
covariant intrinsèque symbolique, tandis que dxi est un vecteur projectil 
contrevariant non intrinsèque. Il s'ensuit que 

est un symbole scalaire non intrinsèque. Nous sommes ainsi parvenus à, la 
notion de la « différentielle pro-vectorielle covariante » lquellc,  en gé~zéral, 
n'est pus intrinsèque. En effet, si l'on designe par 8 ce que devient 9 pen- 

-- 

(1) Voir (29). 
(2) Voir (78). 
(3) Voir (12)' (24)' ( C O ) ,  (SI), (54Ia, b .  

(4 )  piqs correspond à 1IaPp (à un facteur constant près) dans (17) et à rpps (à un facteur 

constant prbs) dans (73). Cfr. aussi (9). 
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dant une transformation du groupe F (voir (3,3)) on obtient 

(153) a) 6 = 9 + (df)D,  . 
Or si  VZ'" 'Zy est une densitb pro-vectorielle du poids - p  qui satisfait 

Bi a.. 8, 
à (11,12) on a à cause de (11,13) 

La connexion projective donne naissance a la différentielle pro-vectorielle 
covariante qui en général n'est pas intrinsèque. Fait exception le cas de Za dif- 
férentielle pro-vectorielle covarin~zte de n'importe quelle densité pro-vectorielle 
du poids -pl qui est r-fois contrevariante et s-fois covariante, (les nombres 
p, r ,  s étant liés par (11,12)), dont la diffdventielle nçentionée est intrinsèque. 

Nous pouvons maintenant facilement comprendre 1' avantage qui se pré- 
sente dans le cas de la connexion projective, construite moyennant des 
densith. En partant de ces notions on envisage avant tont les cas spkciaux 

1 
c' est-à-dire les densites pro-vectorielles v",  wu du poids + - 1 

resp. - - 
r c + i  n+i 

et en construisant la connexion projective on constate l'existence de la 
derivke pro-vectorielle covariante ainsi que de la différentielle pro-vectorielle 
covariante de ces grandeurs ('). 

Quoique le  symbole 9 ne soit pas intrinséque, il donne naissance à un 
autre symbole intrinsbque, à savoir 88. On a 

[i 21 

et par cons6quent, en raison de (14,3) et (14,6) 

L'opérateur 99 est toujours infrinséque. Nous verrons plus tard que le 
[l 21 

symbole non intrinsèque nous permet d'introduire d'autres notions gkom6- 

(i) Voir p. ex. (24), (.5P),, b .  
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triques intrinsèques. Quant au vecteur Bvi, i l  n'est pas en général intrinsèque 
car, '9 cause de (15,2) et (i1,il) 

Fait exception le vecteur Bei provenant du pro-vecteur e"= ô,". En effet 
O O 

on a non seulement e Z =  E2, mais aussi en raison de (15,4) 
O O 

Cette équation covariante nous permet la  suivante interpretation géon~é- 
trique intuitive: S i  l'on se déplace du point P de p,, au point infiniment 
voisin Q, les composantes ex(P) deviennent e"(Q) 

O O 

(15,6) ea(Q) = e2(P) + (W)P 
O O O 

et par consequent 

16. Connexion projective et  projecteurs. - Jusqu'ici nous n'avons 
parle que des pro-affineurs, en excluant l'application de l'op6rateur Di aux 
projecteurs. Mais rien ne nous empêche de définir par (11,6) la  dérivbe pro- 
vectorielle covariante du projecteur qui à son tour est défini par le rapport 

des composantes vp::;:;;. Mais la difficulte consiste dans le fait que le meme 

projecteur est defini aussi par le rapport des composantes Ivh:':z (') et que 

les composantes D ~ J " ~ " ' ' +  et D$.V'~"''~ ne sont pas en géneral proportionnelles. 
si $8 P i  BI 

Or, si 1' on doit étudier un chanlp vi: ::: 2 sous ce point de vue, on doit ou 

bien tenir compte des donnees de la  question pour fixer le facteur de pro- 
portionnalité (comme on le fait dans la  géometrie projective différentielle) (') 
ou bien on doit se résigner à étudier les propriétes invariantes par rapport 
au changement du  facteur de proportionnalit& Telles sont par exemple les 
propri6tés deduites de D,ED,l~2.  En effet, on a 

(4) Puisqu'il ne s'agit que du rapport,  nous pouvons supposer, salzs restvehzdre la 
g6néralité, que h ne soit pas une densité (scalaire). C'est aussi par cette raison que  nous 
n'introduisons pas la dérivée covariante des densit6s ponctuelles, car meme la definition 
d'une telle densite n' a pas lieu dans ces considérations. 

(2) Voir (23). 
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et par conséquent, en raison de (14'3) 

En r6sumé: ètant u n  projecteur (intrinsèque) l a  dérivée covariante Di@ 
dépend d.u facteur de proportionnalité, tandis que le projecteur Dr;D,]@ en est 
inddpendant. 

Quant à la differentielle 9, elle ne présente pas de difficult6. En effet 
si l 'on change en meme temps le facteur de proportionnalit6 et << le facteiir » 

(ce dernier changement btant défini par le groupe P) on obtient 

d'où le théoréme suivant: @ étant diw~porta quel projecteur, A@ définit le 
nzênze projecteur, (1 +O). Si l'on effectue une hansformation du groupe P en 

clzoisissant en ~ n ê ~ n e  temps le facteur de proportio~z~zalité A d' après 

d log A + cdf(r - s t p ( n  + 1)) = O 

@A@ = X9@ ('). 

En r6sumant' on peut dire (moins precis6ment): Tandis que la  d6riv6e 
covariante de n'importe quel pro-affinetir est intrinséque, sa differentielle 
n'existe pas en géneral (c'est-à-dire n'est pas intrinseque). Contrairement, 
la dérivée covariante d'un projecteur n'existe pas (c'est-à-dire n'est pas 
independante du facteur de proportionnalitb) tandis que sa  différentielle co- 
variante n'en dtrpend pas (au sens mentionne plus haut). 

17. Coordonnées locales. - Dans ce paragraphe nous dtiidierons quelques 
systhmes privilégi6s des coordonn6es, en tenant compte des resultats d6j& 
déduits. Retournons à cet effet aux considérations du n.O 7 et cherchons 
un tel système de coordonnées, dans le quel a u  poiwt P 

-0 e (P) = O. 
j 

Soit cfk un système de constantes 

(') C'est pour cette raison que nous avons appelé les transformations du groupe F . le changement du facteur 2 en empruntant ce nom à @ O ) ,  (82). 
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-- 

une transformation du groupe V. Sans restreindre la g6n6ralit6, nous pouvons 
supposer que P soit le point xi ==2"0, de manière qu'en P 

D'autre part, si l'on désigne par 

2 log A 
A k =  - 

axk 

la dérivée du jacobien, on a en P 

Cela posé, remarquons que eO se transforme d'aprhs 
i 

de sorte que 
- j i I I  
eOel = eOel - - A,. 
i i C 

Or si l 'on choisit les constantes d'après 

on obtient en P 

j 
d'où il suit, les vecteurs el étant lineairement ind6ptmiants, 

O n  peut toujours choisir un tel systè~ize de coordonnées d a n s  lequel les 
O-conzposantes des pro-vecteurs linéairewzent indépendants  soîd nul les  au 
point P général. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



250 V. HLAVATY : Corcrcexion. projective et  déplaeerne.pzt projectif 

'Un autre systdme privilégié se présente surtout dans p,, sans torsion 

Si cette équation est satisfaite, nous pouvons trouver un tel systéme pour 
lequel 

A,a(P) = o. 
Imaginons & cet effet 1' ensemble de constantes !&, telles que 

Q = Q ,  , qk, = sz,:,,, 
et construisons la transformation suivante du groupe V 

Un calcul facile nous montre qu'en P 

D'autre part, on a 

ce qui est toujours possible à cause de (17'4) on a en P7 R cause de (11,4) b) 

et par cons6quent, à cause de (11,3), (Il$) et (17,6) 
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Nous choisirons !2& jusqu7 ici arbitraire de mnnidre que 1' on ait A;~(P) = O. 
Pour cela il est necessaire et suffisant que l'on ait 

Cette Bquation est satisfaite par 

En substituant cette valeur dans (17,8), on obtient en P 

d'o& il suit dans le voisinage suffisamment petit du point P 

Il s'ensuit, en raison de (3'2): 

Ces rdsultats peuvent être condens6s dans le thdoréme suivant: 

'Si (17'4) est satisfaite (c'est-Cc-dire si l a  connexion I';~ est (semi)-syîzétrique) 
le système (2") des coordonnées, donné par le développement 

dans le voisinage suffisament petit du point gPnéra1 P est privilégié dans ce 
sens pue 

(17,141 qjjp) = O. 

REMARQUE. - La transformation (17,131 n7alt&re pas, à cause de (17'8) 
la O-composante d'un pro-vecteur contrevariant. Or si le système (xz) qui 
figure dans (17,131 est tel que 
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on obtient l'equation analogue dans le  système (xz), defini par (17'13) 
- 
eO(P) = O. 
i 

Nous aurons bientôt l'occasion d' employer ces resultats ( I ) .  

18. Déplacement projectif. - Nous avons vu que le symbole 9 n'est 
pas intrinsèque et par conséquent, si @ est n'importe quel pro-affinenr 
(intrinsèque), 1' équation 

( w  * @ = O  
n'est pas intrimeque à son tour. Si au contraire @ est u n  projecteur (in- 
trinsèque) I'equation (18,l) (et (16,3)) a pour consequence 

(1872) @A@ r= 0. 
Mais en adoptant 1' interpretation projective des grandeurs, nous excluons 

naturellement les grandeurs définies par le rapport O : 0 : 0 : ... : 0. 
Or, dans cette interprdtation, l'équation (18,l) iesp. (18,2) n 'a  pas lieu. 

C'est par ces raisons que nous sommes forces d'introduire, a u  lieu de (18'1) 
resp. (18,2), 1' équation 

9.Q = a@ 

où a = a(xi, ... , xn) est n '  importe quelle fonction scalaire de position diffdrente 
de zero. On peut se persuader facilement que cette équation est intrins8que. 
Cela pos6, nous introduirons la  notion « du deplacement projectif » par la 
definition suivante : 

N'iwpovte quel pro-vecteur vx f e* (ou bien n'importe quel vecteur wj) 
O 

est déplacé projectivesnent à. lui-même si 

a étant n'importe quelle fonction intrinsèque de position, +'O. 
N'importe quel contre-poiîzt vz (co-point w,) est ddplacé projectivertzent à 

lui-gnême s i  

(18'4) +v2 =- avZ, 8w, = am,. 

a é t m t  ~a'importe qzcelle fonction intrinsèque de position, =# 0. 
La définition du déplacement projectif est intrircsèpue et de plus, dccns le 

second cas, indépendante du  facteur de proportionîzalité. 
On peut introduire analogiquement le d6placement projectif des grandeiirs 

à plusieurs indices. 

(') Pour une autre méthode concernaut ces coordonnées voir (13)' (18), (61)' (64). (74)' 
(75)' (8% (82). 
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Le déplacement projectif d'un pro-vecteur contrevariant (d' un contre- 
point) peut 6tre conçu aussi de cette manière: Cherchons la  condition né- 
cessaire et suffisante pour que les pro-vecteurs e", v", us= vz t- 8v" soient 

O 1 

lineairement ddpendauts. Cette condition est, comme on sait 

En tenant compte de ce que e" = 60 (resp. e" 6;) on peut 1' écrire 
O O 

et cette équation est Bquivalente h (18,3) a :  Si  vZ est déplacé projectivement 
à lui-même, les pro-vecteurs (où bien' les contre-points) 

sont linéairement dépendants. 
Interpretons gBom6triquement le déplacement projectif en restreignant 

en meme temps la generalit6 du problème par la  supposition que (17,4) soit 
satisfaite. 

Les r6sultats du n.O .17 nous permettent de supposer que l'on ait choisi 
un tel système prïvildgié des coordonndes dans lequel 

Cela étant, désignons par uz(P) les coordonnées locales de la grandeur 
vZ dans l'espace tangent du  point P ( i)  et par 

les coordonnées locales de uZ dans l'espace tangent du  point Q, infiniment 
voisin ii P. En tenant compte de (18,5) on trouve 

Or si le pro-vecteur v* est deplace projectivement à lui-mème on trouve 
en raison de (18'7) et (18'3) 

( i )  Cet espace est ou bien E,, si nous avons affaire au pro-vecteur vz, ou bien P, si 
nous avons affaire au contre-point v k .  
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Si. au  contraire nous avons affaire au contre-point vN, deplace projecti- 
vement à lui même, nous obtenons par l a  mème methode 

ou bien à, cause de vz (P)  = O 

En tenant compte des Bquations (18,8), nous pouvons dire 

l pro-vecteur 
Si  l 'on deplace un vZ  projectivement a lui-w?l)ze d u  point P 

contre-point 
au point infiniment voisin &, on peut choisir un tel systèw~e des coordonnées 

vecteur vY(Q) 
pue les coordonnées locales du 1 dans l'espace tangent de & 

contre-point a%(&) 
proporfionnelles à uq(P) 

soient 1 
les mêmes que vZ(Q) ('). 

I l  nous reste maintenant à interpréter le deplacement prqjectif d 'un 
pro-vecteur covariant (d 'un CO-point) w, sous la même supposition que (17,4) 
soit satisfaite. La  methode que nous venons d'employer nous donne pour le 
vecteur rui 

(1879) a) q ( Q )  = (a  -k cdxO + l ) ~ n i ~ ( P ) ,  
et pour le  CO-point w, 

(18,9) b) ni,(&) f (a  + cdxO + l)pni,(P) + Ô~c(ni.,dx~)p 
d'oh il suit: 

a) Dans le système privilégié, erîzployé plus haut, les coordonnées locales 
ni,(&) d u  vecteur covaria~t, déplacé projectivement à lui-même du  point P 
au point Q (infiniment voisin à P) sont proportionnelles aux coordonnées 
locales nii(P). 

b) E n  déplacant projectivement h lui-même u n  CO-point ni, incident 
avec le point P lui-mên~e (ruo(P) = O ) ,  du point P au point infiniment voisin Q, 
situé dans le l~zêaze CO-point ru,, les coordonnées locales ni,(&) dans 1' espace 
tangent du point Q sont - dans le sgstème privilégié - les mêmes que les 
coordonnées locales w,(P) dans l'espace tangent d u  point P ('). 

On dit, dans la g6ométrie projective élémentaire, que deux grandeurs 
sont projectives, si les coordonnées de la première par rapport à un rep6re 

(1) Nous entendons ici par u les coordonnées » du contre-point le rapport  uO:ui:v~: ... :u9&, 
coninie dans la géom6trie projective Qlémentaire. 

(') De mème ici nous entendons par 6 les coordonn6es v le r a p p o ~ t  quo: ...:ru,. 
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fixe sont les memes (= proportionnelles) celles de  la deuxidme par 
rapport & un autre repère fixe. La rneme chose se présente ici: Le contre- 
point vv a, dans le rephre appartenant au  point P, les coordonn6es (locales) 
vv(P) et dans le rephre correspondant a u  point Q les coordonndes vY(Q) = kuv(P), 
le facteur de proportionnalité Btant +O.  Le  même est valable (sous certaines 
conditions restrictives) pour le CO-point ? U A ,  d6placé projectivement à lui- 
mème. C'est ce fait qui justifie le nom du « dbplacement projectif » que 
nous avons choisi pour le déplacement Btudié, en l'adoptant aussi dans le 

cas que Ti ,  + O. 
Le parallélisme (généralisé) d'aprés M. LEVI-CIVITA (') n 'a  pas donc 

lieu dans l'étude des projecteurs. Nous lui avons substitue la notion du 
dbplacement projectif des projecteurs. Quant aux pro-affineurs, la  definition 
(18,3) donne naissance au (gén6ralisé) d'aprks DI. LEVI-CIVITA 
qui resulte ici aussi coinme une notion intrinskque. Mais on ne peut pas 
en deduire la  notion de 1'6quipollence, correspondant au  cas a = O dans 
(18,3), car cette notion n'est pas intrinséque. Dans ce qui suit, nous parlerons 
toujours du « déplacement projectif » en tenant compte de ses deux inter- 
pretations possibles ('). 

19. Interprétation de Y:,. - Nous avons interprété le ddplacement pro- 
jectif en supposant que (17,4) soit satisfaite. Il nous reste ainsi à inter- 

préter T& dans le cas contraire. Imaginons à cet effet le point P representé 

par le contre-point eu 6; et construisons les contre-points 
O 

tels que e[veAet"l+ 0. Cela étant, déplaçons pr0,jectivement à lui-meme le 
O 1 2  

contre-point eY(ev) le long de dxv(dxu) 
a 1 1 a 

( I )  Voir (39)' (40). 
(7 Pour une autm in6thode de deplacement dans P, voir (7), (9', (12), (27), (34, (jl), 

( 7 U  (72). 
(3) On a dxO 7 Ol dxO 7 O. 

1 2 
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Le contre-point résultant est donc d'aprhs ces équations 

Il s' ensuit 

et cette Bquation interpréte TEp. 

20. Courbes géodésiques. - Supposons d o n d e  une courbe C aux Bquations 

et construisons les trois contre-points .suivants 

dont seulement le premier est un contre-point intrinsèque. Mais en tout cas, 
comme on peut s7 en persuader facilement, le  projecteur 

est intrinskque. Cela pos6, nous definissons: 
Une courbe C est dite géodésique, s i  les contre-points (20,2) sont situés sur 

sa tangente ebehl. La condition nécessaire et suffisante pour que C soit géo- 
O 1 

desique est donc eY+=O, c'est-iit-dire une équation intrinséque qui à son 
tour est 6qiiivalente à 

où bien (A Qtant une fonction arbitraire) 

8 d x i  d 'x i  d d d x ~  d x i  - -=-+A",-==-  
9 t  d t  dt' " t  d t  d t  ' 

D'autre part, en tenant compte de (10'4) et (11,4) nous pouvons écrire pour 

(2074) 
d'xi d x j  dxh dxf i 2 1 d x k  d x t  

(go$) - + y? - - = - , A 
dt2 jk d t  d t  dt ( -I- n t l  

Sk2 - -2c  - - 
dt ? dt  d t  
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d'où il suit que les espaces aux connexiolzs 

ont les tnê~îzei courbes géodésiques. 
REMARQUE. - L'équation (20,4) nous fait voir que la connexion aux 

coef£icients 

'A'& := A$, 'A$ = A$ + A,.TC~ + A ~ W ,  

nous inbne aux courbes g6odésiques, definies par (20'4). D'autre part ces 
coefficients ne definissent une connexion que si indépendamment du choix 
des variables 

.no = wo = O 
c' est-à-dire 

En effet ce n'est que dans ce cas que m6me les 'A peuvent se trans. 
former comme A d7apr6s (11'1). Mais d'autre part si l'on élimine nh et w, 

on trouve St cause de (10'5) 

Or si l'on veut 6tudier les invariants différentiels des transformations 

isohodoïques, il suffit d'employer la connexion A& sans tenir compte des 
transformations (20,6) ('). 

APPLICATIONS 1. 

Courbes. 

21. Densitd intrimeque. - Imaginons donn6e dans & une courbe C 
aux equations paramétriques 

( i )  Le point de vue eniploy6 ici par nous correspond à celui dans (12). Un autre point 
de vue se manifeste dans (141, (56), (59), (61), (66)' (74): (75). 
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et construisons les pro-vecteurs 

Cela Btant, ddsignons par Au ce que devient a" pendant une trausfor. 
B B 

mation du groupe F. Nous obtenons ainsi 

le pro-vecteur b* étant une combinaison lindaire de ab, ... , an (et b* = 0). 
8-1 O 8-1 O 

Or, en désignant par a"o-"~ resp. AX~.-'~7 les pro-n-vecteurs 

L'unique composante (au signe prbs) du pro-n-vecteur a2o-'~ resp. Axo" .Z~  
qui peut être diEf6rente de zéro est une densite R (resp. B) du poids - 1 

Étant donnée  .urne courbe (21,l) dan8 D,, o n  peut lui toujours adjoitzdre 
%ne densi té  intrinsèque du poids - 1. 

Dans ce qui suit, nous supposerons, sauf l'avis contraire. a + 0. 
Puisque d'aprés (i5,2), (21,6) et (3,3) 
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-on peut fixer la  coordonnee surnuméraire de manière que resulte 

Pour cela il suffit de choisir X0 d'après 

Nous sommes ainsi parvenus à fixer (à une constante additive près) la  
coordonnee surnuméraire en ne faisant entrer en compte que les donnees 
du problème: 

On peut toujours choisir la coordonnée surnuméraire de manière que la 
densité adjointe intrinsèque soit « m,,-constante » le  long de l u  courbe donm'e ('). 
(Voir (21, 8-9)). 

DBs lors, nous supposerons que l'on ait fait le choix convenable (21'9) 
de cette coordonnée (en la  désignant de nouveau par x0 et en écrivant 9 au 
lieu de Cl pour le symbole de. la  differentielle correspondante). Ce fait a 
beaucoup d' avantages mais aussi un inconv6nient, à savoir : La coordonnée xO, 

d 
maintenant fix6e n' est qu' une fonction du parsmétre t ,  ainsi que - xo = xi0 

ax( 
est un symbole depourvu du sens et par consequent le même est valable 
pour les Bquations (4'2) et (5'3). Autrement dit, l'interpretation des grandeurs 
moyennant les pro-affineurs n ' a  pas maintenant lieu. C'est pour cette raison 
que nous emploierons l'autre interprétation, moyennant le groupe projectif P, 
qui n'exige pas la connaissance de xi0. 

22. Arc projectif. - Si l'on veut se servir du groupe P, on doit partir 

du  contre-point a", defini par a" 6:, ou bien, ce qui revient au même, par 
O O 

r(t) étant un facteur arbitraire de proportionnalité. D'autre part, nous intro- 
duirons, à côt6 du paramètre t ,  un autre paramètre s, moyennant les Bquations 

en nous reservant le droit de choisir plus tard convenablement la  fonction s(t). 

(1) Voir (55), cfr. aussi (34). 
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Cela Btant, construisons les contre-points 

Ceux-ci sont lies aux contre-points a", ... , a* par 
1 n 

le contre-point uz 6tant une combinaison linéaire de az , ... , a*. Il s7 ensiiit 
j-1 1 j-1 

Nous n'admettons que de tels paramétres s pour lesquels 

On a donc à cause de (21,6), (22,3) et (21,8) (en écrivant 9 au lieu de O 
dans cette dernihre Bquation) 

9 
Or, le contre-point - uV est une combinaison lineaire des contre-points 

8s O 

(22,s) 
9 

UV = - ZCv = W UV + w ZCv + ... + W UV 
1 $5 n o o i I 12-1 n-i 

avec les scalaires W...., w faciles à construire. Remarquons expressement 
O n-1 

que la  meme methode nous donne en même temps 

avec une autre &rie de scalaires cc,..., a. 
O n-1 

Cela posé, nous exprimerons w en fonction de a, ... , a. On trouve faci- 
a O n - 1  
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lement (pour R = llr) 

les membres omis n' Btant qu'une combinaison lindaire de uV, ... , uV (mais 
1 2-1 

non de UV). 
O 

En substituant dans la  dernière de ces Bquations (a = n + 1) les valeurs 
tirees de (22,8), (22,9) on trouve, à cause de ces Bquations mêmes, pour z = 1, ... , n 

Ici Pv et Q v  sont des combinaisons lineaires de uv, ... , .wv qui ne nous 
1 n-1 

int6rèssent pas. En tenant compte de (22,5), on tire de cette derniere equation 

Dans ce qui suit, nous fixons une fois pour toutes le facteur r(t) jusqu'ici 
arbitraire d' aprés 

d'où i l  suit, en raison. de (22,5) 
t 

(22,12) s = (r(t))2h%. ! 
t O 

Le paramètre s ainsi defini sera dit l 'arc projectif de C. 
Le choix (22'11) du facteur r(t) nous donne d'après (22,lO) 

En Bcrivant k, ..., k pour les autres scalaires w, exprimes en fonction de 
1 n-1 

l 'arc projectif, nous obtenons de (22:8) et (22,13) 

Les scalaires k, ... , k serotzt dits les courbures projectives >> de C ('). 
1 a - 1 '  

(1) Les éqiiations (22,14) ressemblent formellement aux Qquations déduites pour une 
courbe dans Ln. Cfr. (32), (33). 

Annali di Matematica, Serie IV; 'Porno XII. 34 
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23. Changement du facteur. - La methode qui nous a men6 au cour- 
bures projectives est analogue à celle, employee dane la geornetrie diff6- 
rentielle projective de AIX. FUBIN~ et CECH (') pour n = 2, 3 de l'espace 
plan projectif. Nais il y a une grande difference entre ces deux methodes, 
à savoir: Dans la théorie de MAI. FOBINI et CECH la notion des courbures 
projectives (et de l 'arc prqjectif) est intimement liée au choix du facteur (') 
tandis qu' ici Io facteur de proportionnalit6 ne joue qu7 un rôle secondaire. 
En effet, les r6sultats du na0 16 et en particulier 176quation (16,4) nous 
permettent de choisir arbitrairement le facteur de proportionnalit6 pourvu 
que  d'on filre d '%ne manière convenable la coordonnée szcr-numéraire. Posons 

et Bcrivons U* pour ce que devient u* aprhs une transformation du groupe F. 
i i 

Nous obtenons ainsi 

Or, si l'on choisit la fonction arbitraire f ( s )  (ce qui revient au choix de 
la coordonn6e surnumeraire) d'aprés 

on obtient 

(2323) a) 

1 dlogh - - d f  (4 -- -- 
c ds ds ' 

En tenant compte des résultats du n . O  16, on deduit de (23,3)a) 

(1) Voir (23). 
(y D'ailleurs diffërent du choix, employé par nous. Mais il y a encore une diffdrence 

à mentionner: Les équations analogues il (2L,14) dans l'espace projectif plan P, (12 = 2, 3) 
ont chez MM. PUBINI et CECH k=0,  k* O. Ce fait est cause par un autre choix de = l'arc 

n-l o 

projectif D. Nous l'avons choisi d'aprks (22,11), (a2J2) et par consequent il depend encore des 
constantes arbitraires (d' intdgration). D'autre part le choix actuel a l'avantage de nous rendre 
les équations ('22,lP) complètement analogues à celles de la géométrie differentielle affine, 
(cfr. (84)) ce qui est important surtout dans les applications (qui suivent). Pour l'étude des 
invariants projectifs d'une courbe qui ne dépendent ni du facteur de proportion, ni du choix 
de l'arc projectif voir (89)-(92). 
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et en particulier à cause de (23,l-3) 

On est dono.parvenu anx même8 courbures que dans (21,14): 
E n  choisissant arbitrairement le facteur h dans (23,l) et la coordonnée 

surnuuzéraire Xo = xo  + f ('1 d' après (23,2) on parvtent non seulement a u x  
wênzes contre-points u" (') mais aussi a u x  ~aêmes courbures projectives. 

B 
L a  difference qui existe entre cette méthode et la  methode des D1M. Fu- 

BINI et CECH s'explique facilement par .le fait que la base de notre théorie 
est un groupe (local) spécial projectif P (voir (3'6)) tandis que la  methode 
mentionnee se sert du groupe projectif général (dans l'espace plan aa~biaîzt). 

Dans ce qui suit, nous tiendrons compte de ces résultats en ne faisant 
entrer en compte que les équations (22,14) et en négligeant les équations (23,4). 

Cas spécial 1 : 12 = 2. 

24. Le projecteiir {lap. - Si n =  2, les equations (22'3) et (22,14) se 
rdduisent à 

Cela pose, construisons le projecteur symétrique g , ~  = g ~ , ,  integrale de 

a(s) étant une fonction arbitraire de position. Le champ g,p est donc pro- 
jectif B lui-meme le long de la courbe C en question (voir le  par. 18). 

Si  P est un point gén6ïal de D,, ga8(P) est g6ombtriquement representd 
par une conique daus P, tangent en P. Cette conique n'est pas dégén6rée. 

Pour le faire voir, remarquons que le ddterminant de g.p, c'est-à-dire g 
est une densite du poids + 2  et par consi5quent 

(') La coordonnee xo qui figure dans cette équation est déjà fixée par le procédé di1 
n . O  (2 1). 

(2) N'oublions pas qu'un contre-point est defini par le rapport de ses composantes. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



264 V. HLAVATY : Conrcexiofi projective e t  déplacemefit projectif 
' 

D'autre part, si l'on écrit 

b(s) = a(t(s)), 

on a, à cause de (21,9) (en &rivant dans cette équation xO pour X O )  et (24,2) 

(2493) 

d'où il suit 

9 d log g b? 
- g = 3 a g = g  
9s d s '  

3/&)ds 
const e ' g = --- 

b" 
(const + 0) 

Cette équation nous apprend que dans un point gdnéral P 

9(p)  =k 0, Q. E. D. 

Nous nous servirons de ce fait en cherchant la condition nécessaire pour 
que la conique gaP(P) passe par le point P. La droite polaire du contre- 
point u3(P) par rapport à cette c h i q u e  est 

O 

Elle ne passe pas par P que si uo(P) = O. (Voir la fin du par. 8). 
O 

En tenant compte de ce que uam 6," et de plus que P est un point 
O 

genéral de la courbe en question, nous voyons, d'après 1'Bquation précGdente, 
que la condition nkcessaire pour que la conique passe par le point P est 

y,, = O ou bien u"uPgap = 0. 
O O 

En introduisant les scalaires 

cette condition peut être écrite aussi 

(2475) (O, O) = o. 
8 

L'application successive de l'opérateur - R cette Bquation nous donne 
9s 

en raison de (24,l) et (24,2) 

(2496) (O, 1) = O 
(O, 2) + (1, 1) = O  
(0, 3) + 3(1, 2) = 3(1, 2) = O 
(1, 3) + (2, 2) = - k(0, 2) + (2, 2) = 0. 

1 
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La dérivde covariante de cette Bquation nous donne 

d 
(O, 2) - k = o. 

ds 1 

La conique g,p n'6tant pas dégéndrBe, on doit avcir 

et par consBquent, d' après (24,7) 

(O7 O) (O7 1) (O, 2) 

( 1  O (1, 1) (2, 1 

(a, O) (2, 1) (2, 2) 

L a  condition nécessaire pour que la conique g a p ( P )  passe par le point 
général P de la coztrbe e n  question est que l a  courbure projective k de C soit 

1 
constante. 

Si la  condition (24,5) est satisfaite, on a aussi & cause de (24,2) 

On a donc 

= 

d x t  
g,oua - gloui  = cg;', - u0 = O 

1 1 d s  0 

et par conséquent aussi 
g,puaup = uOg U B  = O 

O 1  O  081 
d' où il suit . 

upuP = O. 
O 1 

0 O (0, 2) 

O -(O, 2) O 

(07 2) 0 40, 2) 
1 

Parce que ug est la droite polaire de la conique ggB(P)  par rapport au 
O 

contre-point uz et ua est dans l a  direction tangente de C, la  dernière 6qua- 
O 1 

= (O, 2)" *O 

tion nous apprend: L a  conique mentionnée au théorème précédent est tangente 
a C a u  point P. 

23. Conique oseulatrice. - L'ensemble de contre-points infiniment 
voisins 

sera dit Z' éléuzent d ordre r + 1, adjoint a u  point P de C. L' eldment d'ordre 5 
définit dans P, du point P « l a  conique osculatrice », aux coefficiente cab. 
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ses coordonn6es locales par rapport au rephre u*, u*, u* et en tenant compte 
O 1 2  

de ce que 

on trouve facilement, en n'employant que les contre-points p, ... , p 
1 5 

(2573) (O, O)' = (O, 1)' = (1, 2)' = O 
(O, 2)' = -- (1, l)', (2, 2)) = - k(1, 1)'. 

1 

En comparant ces équations aux (24,ô) on constate leur Bquivalence. 
Cherchons maintenant la condition necessaire pour que la conique (25,3) 
contienne encore 17616ment adjoint d'ordre 6. En tanant compte de la der- 
nibre des Bquations (25,2) on trouve 

1 
czpp*pP = - - d 

20 
s5(0, 2jf JG + s6( ....) 

6 6 d s  i 
d' où 

c q (  
(2574) - - d 

20 1im - - (O, 2)'-k. 
s-O s5 ds i 

S i  la  conique osculatrice n'est pas dagBn6rée (ce que nous voulons sup- 
poser) le contre-point p* n'est situé; sur elle que si 

6 

k = const. 
1 

Lw condition nécessaire pour  que l a  conique osculatrice 
l 'élément adjoint  d 'ordre  6 est que  l a  courbe e n  question 
projective constante. 

contienne encme 
a i t  la courbure 
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En comparant ces resultats aux résultats du n.O pr6cédent on trouve: 
Si la conique gZB(P)  est tangente à C, elle est identique a la conique 

osculatrice et  la courbure projective de C est constante ('). 

26. Autre interprétation de 36. - Construisons, dans P, les droites 
1 

D ,..., D joignant le contre-point uZ(P)  =pz aux points pZ, ..., . 
1 4 O 1 2 

5"' 

E n  designant par B(s) le birapport (D, D, D, D) on obtient 
1 2 3 4  

d 
B(s) = 112 + s/4 - log k + s'( ....), 

ds i 

de sorte que 

et parce que le point P(s  = O) est un point géndral 

d %3) 
d log k 

1 4-=-. 
ds ds 

Nous avons reussi à. interpreter ainsi la courbure projective moyennant 
le birapport des droites qui joignent le contre-point ua(P) aux contre-points 

O 

p", ... , pn. Cette interprétation est naturellement valable même pour le cas 
a 5 

du plan projectif. 
S i  en particulier l a  conique osculatrice contient 17616ment d'ordre 6, on 

a k = const. et par cons6quent 
1 

B = oonst. 

(i) Cfr. (84) (pour le plan affine). 
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Cas spécial II:  n. = 3. 

27. Le champ VaB. - Si n = 3, les Bqua,tions (22,3) et (22,14) se r6dui- 
sent à 

Cela pose, construisons l'integrale Vap = VLa81 du  système 

a(s) 6tant une fonction arbitraire de position. Le champ est donc pro- 
jectif à lui-même le  long de la courbe en question. Si P e s t  un point général 
de Cl Vap(P) est géom6triquement caractepis6 dans P, (tangent à D, en P) 
par le complexe lineaire, aux composanhes pliickeriennes VaP(P). Ce complexe 
n'est pas dégénér6 en g6n6ral. Pour le faire voir, introduisons le projecteur 

de sorte que 1' on a pour W= Wo12, d'après (27,2) 

Xais en tenant compte de (21'9) (où l 'on Bcrit x0 pour X O )  et en posant 
b = a(t(s)), on peut Bcrire pour la dernière Bquation 

de sorte que 
r 

2 lads 

e " const. 
W= 

b * 

Il s'ensuit en g6n6ral pour le point P 

(const =+ 0) 
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Cherchons maintenant la condition n6cessaire pour que l a  tangente de C 

q&"P = u1.x 
O 

( P ) W ' )  
1 

appartienne au complexe KE(P)  (le long de C). En introduisant les coordon- 
nbes locales plückeriennes 

(a, p) = VbpuIu?, 
a B 

et en tenant compte de ce que le point P est un point gCn6ral on peut écrire 
cette condition 

(O, 1) = o. 
9 

L' application succe~sive de 1' opérateur - à, cette équation nous donne 
9s 

(2773) a) (O, 1) = (O, 2) = 0 
(1, 2) + (0, 3) = 0 

2(i, 3) + k(O, 1) + k(0, 2) = 2(1, 3) = O 
1 2 

Le complexe n' Btant pas d6g6nbr6, on doit avoir 

(O, i)P, 3) + (O, 2)(3, 1) + (O, 3)(L 2) = - (1, 2)' =l= 0 

et par consbqueut, à cause de la dernibre des Bquations (27,3) 

La condition nécessaire pour que Za tangente de C appartienne (le long 
de C) au complexe twentionné est (27,4). 

28. Complexe oseulateur. - Introduisons, à cote de l'&ment adjoint 
d' ordre r + 1 

17é16ment adjoint « plilckerien >p d'ordre r + 1 

Annali di ildatematica. Serie IV, Tomo XII. 85 
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L7616ment pliickerien d'ordre 5 definit dans P, (tangent à @, dans P) 
un complexe lintraire, dit << complexe osculateur », dont nous désignerons les 
composantes par 
tout la notation 

et calculons pvA. 
q l l  

C,?. Pour trouver ses coordonnées locales, introduisons avant 

En tenant compte de ce que 

et en introduisant les coordonnees locales pliickeriennes 

on trouve à cause des cinq premieres équations (28,3) 

(O, 1)' = (O, 2)' = (1, 3)' 21 O 
(O, 3)' + (1, 2)' = O 

Ces Bquations, (Bquivalentes aux equations (27,3) a)) ddfinissent le complexe 
lindaire osculateur. Cherchons maintenant la condition necessaire pour que 
ce complexe contienne encore 1' 616ment pliickerien d' ordre 6. En  tenant 

(1)  Nous suppriinoiis ici les indices de contrevariance; u. ... , c, a, ... , c sont les coef- 
4 4 5  O 

ficients scalaires qui ne nons int6réssent pas. 
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compte de la dernihre des Bquations (28,3) on trouve 

et par consequent 

5! C*,@ 
6 

- lim --- 
2 ,-O s5 

Or, si le complexe osciilateiir n'est pas dégénBr6 (ce que nous voulons 
supposer.) o n  doit avoir 

(O, 1)'(2, 3)' i- (O, 2)'(3, 1)' i- (O, 311(1, 2)' = - (1, 2)" + O 

et par cons6quent le complexe oscnlateur ne contieiit l'&ment plückerien 
d'ordre 6 que si (27,4) est satisfaite. On a donc les th6orémes suivants: 

La condition nécesscrire pour  que le conpZexe osculateur contienne encore 
1' élément pliickerien adjoint  d' ordre 6 est l' éguation (27,4). Si la tangente 
de C appart ient  a u  co+wplexe 1i~dair.e 17,p.(P) pour  chaque point  P de C. ce 
complexe est identique au co~?zplexe osc?clafeztr et de p lus ,  l ' é q u a f i o ~  (27,4) est 
satisfaite ('1. 

29. Autre interprétation de8 coiii~bures projectives - Construisons 
dans P, les plans P, ..., P definis par la, droite tangente et le contre-point 

1 4 

resp. p ,..., p de 1'Blément adjoint (28,l). 
5 6 

Un calcul facile nous donne à cause de (27,l) 

de sorte que l'on trouve pour le birapport B(s) = (P, P, P, P) 
1 8 3 4  

(') Cfr. (84) (pour 1' espace plau affine). 
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I l  s' ensuit 

(29,3) 

Nous avons rbussi ainsi à interpréter un certain birapport moyennant 
les courbures projectives. 

Cas spécial III : a(t(s)) = O (98 ) 2). 

30. Cas particulier. - Jusque là, nous avons supposé que l a  densité 
a(t(s)) := b(s) soit différente de zéro. Maintenant, nous voulons étudier ce cas 
particulier. Conime nous avons vu, la densité a(t) nous a permis de construire 
la ooordonn6e surnuiu6raire et par conséquelit aussi de fixer le symbole 9 

qui n' était plus une notion non intrinshque. Puisque nous supposons 
maintenant a - O, nous ne pouvons pas employer a pour en  déduire le  sym- 
bole 9. Cela nous contraint à supposer de nouveau que 8 ne soit pas intrin- 
sèque. Cela étant, construisons les contre-points 

en partant pour le moment du contre-point 

Le  cas dcliéant on a pour un certain nombre In < n 

Remarquons expressément que non seulement le contre-point e* mais ausai 
m l 1  

les contre-points ea ,  eZ,  ... , e2 résultent en combinaison linéaire de ea, ... , es. 
nt+2 m+3 va O m 

Ce fait est invariant par rapport au  changement du  facteur, defini par 
le groupe P. En effet si l 'on pose 

E a = e z  (4 , Ea=-E" O O , E"=-E" ,..., E " = -  Ea, 
O O 1 et1 2 m i  n ut n-i 
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on trouve sans difficultd 

oh V a  est une combinaison lineaire de eg, ... , eg et par consequent aussi 
a-2 O a-2 

W" Btant une combinason lin6aire de eg, ... , el. I l  sensuit en particulier 
m -1 O m-1 

f 
où W'a  est une combinaison de E", ..., E" et R' sont les scalaires faciles B 

na-1 O m-l e 

construire. L' Bquation (S0,5) justifie notre assertion. 
Dans ce qiii suit nous choisirons la foncfioîz f d 'après  

(30,6) 

d'où il suit 

(3097). 
9 

E*=-E"=EEz+EEZ+ ...+ E E g .  
na+-1 9.t m O O 1 1  na-1 m-1 

En tenant compte de ce que 

nous avons en même temps, avec f ,  choisi aussi l a  coordonnée surniim6raire XO. 
Dans ce qui suit nous Bcrirons de nouveau xO pour cette coordonnée fixée 
et 9 pour le symbole de la ddrivée covariante projective correspondante. 

Le syubole 9 résulte ainsi  cowplètenzent défini. 

31. Arc projectif. - Introduisons maintenant le facteur d e  proportio- 
nalit6 r --- r ( l )  en changeant en meme temps le  paramètre t en s = s(t). Si 
l'on pose 
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on trouve 
m(m+l) 

Nous n'admettons que les changements du paramètre pour lesquels 

(en nous rhservant le droit de choisir convenablement le facteur de propor- 
tionnalité r) d'où il suit 

et par consequent, à cause de (30'7) et (31,l) 

Or, le contre-point U* est une combinaison lineaire de Un, ..., U N  
m O m-1 

(3195) 
9 
-U*=62U*+QUa+...+Q Ua. 
8s m O O 1 1  m-i m-i 

Une m6thode analogue Lt celle que nous avons employée au n.O 22 nous 
donne la relation entre !2 et E 

O O 

Nous fixons le facteur r une fois pour toutes d'après 

d' où il suit 

Cela Btant, nous introduirons l'arc projectif pal. 
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Les equations (31'1) et (31,5) se réduisent donc à 

où K, ... , K sont les courbures projectives de la courbe en question. 
1 m-l 

Dans ce qui precède, nous avons suppose m < n, mais rien ne nous 
empèche de supposer az = n, ainsi que la  méthode que nous venons d'em- 
ployer peut servir aussi pour le cas général. 

Nous croyons avoir siiffisaminent démontr6 la port6e de la notion de 
la differentielle covariante projective quant à la  th6orie des courbes. Dans 
les paragraphes qui suivront, nous nous occuperons de la th6orie des hyper- 
surfaces. 

HYPERSURFACES 

32. Repère pro-vectoriel. - Dans cette partie nous étudierons les hyper- 
surfaces X,,, à tn dimensions 

plongees dans p,, . Comnie on aura l'occasion de le constater, il sera pr6f6- 
rable d'employer dans la  suite la premiére interprétation des grandeurs, à 

savoir celle où une telle grandeur est définie par les composantes et mon 
par le rapport des composanterr. Or, dans ce qui suit nous ne parlerons que 
des pro-affineurs, en supposant de nouveau que la coordonnee surnuméraire 
change suivant la loi du groupe P. 

Cela pose, remarquons que les vecteurs 

lineairement indépendants sont tangents à X,,,. Chacun de ces vecteurs donne 
naissance à un pro-vecteur 

(') Dans cette partie les indices grecs latins miniscules miniscules parcourent. ' comme à l'ordinaire,Jes sxm- 

0, ..., n grecs majuscules O. ... , ~n 
boles , tandis que les indices l a h s  majiiscides parcoiirent les synibolee 1, ..., 7it 

1, ..., .n. allemands ~n + 1, ... , 92. 
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on voit que la masse 112 du provecteur e* égale à zero. Cela etant, imaginons 
A A 

à côt6 des pro-vecteurs eZ, - 1.n pro-vecteurs linéairement indépendants 
A 

tels que les vecteurs ei sont hors de X,. Comme on voit, la  masse 9% du 
a a 

pro-vecteur eZ égale à zero. En tenant compte des resultats du n.O 7 et 
a 

en particulier de la  fin de ce paragraphe, nous pouvons dire que les pro- 
vecteurs eZ, linéairement indilpendants, sont representes géométriquement 

k 

par n points linGairement independants dans P,, (tangent à X,, au points P), 
lesquels points, dans le système actuel  (x~) ,  sont à l 'infini et en particulier, 
les points dans les directions de8 vecteurs ei danu l'hyperplan tangent à X,, , 

d 

les autres, dans les directions des vecteurs ei, hors de cet hyperplan tangent. 
a 

Ajoutons à ce système pro-vectoriel le pro-vecteur e*= 6; qui représente le 
O 

point P lui-meme. Les provecteurs eV, linGairement independants nous per- 
I 

Y 

mettent de construire n + 1 pro-vecteurs covariants el linéairement independant 
suivant la  règle 

cl. Y 

euel = Ai; où bien e,ea = 6;. 
cc 1 I 

On a donc d' après (7,8) 
JC 

k 0 

I l  s'ensuit que ex sont representés par les vecteurs covariants, tandis que e,. 
est, d a n s  le système actuel (xa), l'hyperplan à l'infini de P,, . 

33. Les X,,,-composantes. - Nous nous servirons du  repère déduit eu, 
Y ). 

ex pour la construction des pro-affineurs 
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qui jouissent des propri6t6s suivantes 

Plus tard, nous aurons encore besoin de  la formule qui exprime Bj" + c$$. 
On a 

a -- - mei(? O) .  
a 

En tenant compte de (32,4) on trouve aussi 

On a à peine besoin d'accentuer le caractère covariant des Bquations (33, 2.4). 
Nous dirons qu7 u n  provecteur vv(rvx) est situ6 dans X,,, si  

- 
O 

Il s'ensuit en particulier que eZ (ep) sont dans X,,. En g6n6ra1, nous - 
1, 

dirons qu' un pro-affineur v;' "' est situ6 dans X,,, , si  
4 ... A, 

Si rv? 4 " ) v r  ... A, est n'importe quel pro-affineur, nous dirons que 

est sa  X,-composante. 
L'ensemble des pro-vecteurs eZ definit le long de X,,, un espace non 

8 

holonome que nous désignerons par XP (p = n - m), en changeant Mgèrement 
la  notation de  M. VRANCEANU et de M. SCHOUTEN (l).  Nous dirons qu'un 

pro-vecteur vZ(w,) est dmts Xp, on bien qu'il est pseudonormal à X,, s i  

(1) Voir (53)' (77)' cfr. aussi (83). 

Auuali d i  Matematmaa. Serie IV, Tomo XII. 
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a 
I l  s'ensuit en  particulier que eV (eh) sont dans X ; .  En gbnéral, nous 

a 

dirons qu'un pro-affineur vVi hi... "';' 8 est dans X,", si 

(33'71 uî, .a- 0 - C"I "rcPi cBsV'%.-ar. ... > - a, *-. C I r  hi "' A, P i  .,. ps 

Si wV1"'"~  A,  ... l8 est n' importe quel pro-affineur, nous dirons que 

est sa  X>composante. Or l o ' ; : " ' ~  ... se trouve dans X,,. (dans X;). 

Nous voulons trouver maintenant l a  signification g6om6trique des X,,,- 
composantes ainsi que des Xi-composantes. Imaginons à cet effet n'importe 
quel pro-vecteur vq. Sa X,,-composante est un pro-vecteur u'v defini par 

Puisque 

A 
et ef, ej sont des vecteurs, B; est 1' affineur-unit6 de X,,, et par consequent a" 

A 

est la  X,-composante du vecteur ue. En posant 

on trouve d'aprbs (33,8) 

ln' + vl%$ = sn + vix; + B;uj. 

Il s'ensuit à cause de (33,3) 

Or la masse m' de la  X,,-composante du pro-vecteu.r vu n'est pas égale 

en g6n6ral à la masse nz de ce pro-vecteur. Quant à la XP-composante vUi, 
on trouve sans difficulte par cette methode 

de sorte que non seulement 
uv = u'v + u''v 

mais aussi 
m = rn' + rn". 
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Imaginons maintenant un pro-vecteur covariant wl et construisons sa 
X,,,-composante mi. On a 

= Bjow, + B)u,, W ;  = B ~ w ,  + B;w, = VU,. 
Or, en  posant 

y, = y.i - mxjO, n3' = y; - m'xy 
w, = rn, wyz)ol = llz' 

on a avant tout 
112 = m' 

et par consequent, d'aprés les dquations précGdentes, 

Or, le vecteur y; est en gdnéral différent de la X,-composante vecto- 

rielle B ; ~ , ~ .  Quant à la  Xi-composante, si l 'on pose 

on trouve par la  même methode 

de sorte que non seulement 
WI = w; -i- wl", 

mais aussi 
m = m' +- nt", yj = y; + y;. 

La premibre des equations (33,il) nous montre que la  XP-composante 
de n'importe quel pro-vecteur covariant est un vecteur covariant. Le vecteur 

(intrinsèque) y,," est en general diffdrent de la Xi-composante du vecteur 
(non intrinséque) yj. 

34. Connexions induites. - Imaginons donn6, le long de X,, un champ 

pro-vectoriel vv (?VI) et construisons les scalaires 
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lesquels nous permettent de construire les suivantes fonctions scalaire 

Un calcul facile nous montre aussiti3t 

En general, si  ~1:: : : :  est n'importe quel pro-affineur (intrinsbque) et 

on a pour 
al  ... a,. 

a, ... a, a v I' a, ai...an-iaau+i...a, s B ai ... a, 
(34,2)b) D v = 6 ~ ! k k + - X , L  v - 2 ,  L v 

E p i  ... ps 2yA 1 U E  i $ . . l i v  1 PUE P,-BU-,  P i L + t - . P s  

1' expression suivante 

Cela étant, nous introduirons la notion de la c o n n m i o n  project iue .induite 

dans X,,, par m,, . Si vY1 "' Y+ A ,  ... As est n' importe quel pro-affineur situé dans X,,, , 
nous avons d'après (34,4) 

et nous introduirons le symbole D i  de la connexion induite dans X,, moyen- 

Y 

{i) L e  pro-vecteur vu (ml) ainsi que les pro-vecteurs e V ,  el Btant intrinsèques, tels sont 
n 

v 
aussi les scalaires v (w), (34,2)n). 

A 
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nant l'équation 

qui est Bquivalente, à cause de (34,5) et (33'1). à 

L7 hypersurface X,, douee de cette connexion sera désignee par p,,. 
Une méthode analogue à celle que nous venons d'employer nous permet 

d'introduire méme dans X," une connexion induite. En designant par D," 

son symbole, nous obtiendrons pour n'importe quel pro-affineur wv'".vr hi ... A, 

dans X," 

(34,7) 
Yi a.. Y, - B ' ~ I ) C Y ~  

DP"w;~,...A, - p a ,  ... ca Y CF i ... c ~ D ~ & :  1:: sr. 
Taudis que D;v: :;: ;; est dans X,, Dp&h:..'p ... est par les indices v, ... v,. 

et A, ... A, dans Xp et par p dans X,,, . Cela nous contraint à définir encore 

l'application du symbole Di' aux grandeurs situées non seulement dans XP 
mais aussi dans X,,, . Si ~r$ est une telle grandeur 

Cela Btant, nous ddfinissons 

? Y  a eQ 
DY Vf ,  = e pe,epeAev D Y, 

e 4  E Y a  

X i  douee de cette connexion sera ddsignde par @P. 11 est à remarquer 

que le symbole D," s'attache la dérivation à traoers Ql:, tandis que D,,' 
definit la dériv6e le long de ID,,,. I l  s'ensuit que la  notion de la connexion 

induite dans X i  n' est pas analogue à celle que l'on introduit ordinairement 
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en Btudiant une hypersurfaces non-holonome dans le calcul vectoriel, car 
la derivation dans cette connexion s'effectue le long de l'hypersurface en 
question (9. 

Suivant les d6finitions' on a en particulier 

Les connexions induites ne dependent pas du choix particulier du repere 

pro-vectoriel eV, el , ,  pourvu que (33.1) soient satisfaites. 
1 

35. Pro-affineurs Hi,, L;., et Y"&. - En tenant compte de (11,7) et (33,2) 
on trouve 

(3571) 
L 

B ~ D ~ B E  = - . E $ D $ ~ = c c ~ B ,  = O .  

D'autre part, on a d'aprés (11713) 

Cela posb. nous introduirons les pro-affineurs 

En tenant compte de (35,l-2) on peut Bcrire aussi 

D'autre part, si l 'on tient compte de la notion de la connexion induite 
dans X,,, on obtient d' aprés (34,lO) et (33,4) 

d' oh il suit que H ~ I  est avec l'indice v et LY,1 avec 1' indice h dans @P. 
Les Bquations (35'4) nous apprennent aussi à cause de (33,4) 

('1 Voir (S), (83). 
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On a donc en particulier 

Si l'on tient compte de (10,3), (10,4) et (11,4)b) on peut Bcrire aussi 

pour diuzporte quelle connexion (10'3). En designant par *g le symbole de la 
dBriv6e covariante de cette connexion et par v celui de la connexion I', on 
a, à, cause de la dernidm Bquation: 

Puisque B: (c!) est 1' affineur-unit6 de D,, (DP), 1' Bquation (35,9) 
montre que Hia est l'affineur, introduit par M. SCHOUTEN sous le nom de 

u Krüsnmungsaf~nor » ('). Cet affineur qui fait une partie du pro-affineur Hi ,  
est donc invariant par rapport aux changements isohodozques (10,3). 

Remarquons encore que grace aux Bquations (35,1), les pro-affineurs 

HLx et LLx peuvent 6tre Bcrits 

Il s'ensuit en particulier 

(1) Voir (46) page 159. Pour les affineurs ~a~ et Lib dans Ln (nonsyrn6trique) voir (28), 

(5) et pour les cas plus g6n6raux. cfr. (8). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



284 V. HLAVATY : Con fiexion projecti,ue et déplncenzefit projectif 

Cela pos6, introduisons le pro-affineur 

lequel, i cause de (34,1), peut être &rit aussi 

ou bien, en raison de (33,l) et (34,lO) 

En comparant cette equation i (35,ll) on trouve 

Le pro-affineur Tt&, qui est le pro-affineur de torsion de m,,, , est donc 

lu X,-composante du pro-affineur Ti,, lequel est le pro-affineur de torsion 
de m,, . Celui-ci ne s'annulle que si la connexion vectorielle est (semi)- 
symetrique. (Voir 1'6quation (10,9)). Dans ce cas on a à cause de (35,15) 

Mais le pro-affineur T' étant dans D m ,  on en déduit à cause de (35,5) 

Si la connexion vectorielle est (semi)-synètriyue, le pro-affinezcr HLx est 
symètriyue dans ces indices covariants ('). 

(4) Un cas analogue se pr6sente aussi pour 13 connexion vectorielle. Cfi.. (28) et pour 
le cas plus g6n6ral (8). 
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Remarquons encore que g r h e  aux Bquations 

on a aussi en raison de (35,15) 

36. Applications. - Imaginons donne un champ u'" (wll) dans g,,, et 

construisons les expressions B?D,v1v (B?Dzwhf) en tenanb compte de la défi- 
nit,iou du  symbole D,' (34,6). On trouve ainsi 

Analoguement, on trouve pour n7 importe quel pro-vecteur vtfV (ru).") 
pseudonormal à m,,, 
( 3 6 2  BZDaV1'v = Dp"v"~ - LLIVflI 

B;D,w{' = D,"'w< - H",.w,". 

Ces équations nous permettent de dBcomposer les expressions telles que 

B;D,vv (B;D,wr) pour n'importe quel pro-vecteur ~ " ( ( î v ~ ) .  En decomposant 
ce pro-vecteur lui-meme d'après 

on obtient, grâce aux Bquations (56'1-2) 

Ces équations nous niénent aussi L l a  notion des champs projectifs ;t 

eux-mêmes dans pl,, resp. G. Imaginons à cet effet un pro-vecteur vV (un 
vecteur n>,) qui- au  point P de m,,, est dans 

(36,4) ( V ~ P  = (v") )~ ,  (wj )p  = .(1vj')~ 

et d6plaçons-le projectivement à lui-même le long de ml,, 

E n  introduisant les scalaires symboliques 

Annali  di  Matematica, Gerie IV, Tomo XII. 
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on obtient à cause de (36,3) et (36,5) 

Or, le vecteur (vi + 9v9, (yi + %ruj) peut dtre décomposé en deux coni- 

posantes, à, savoir; la  XP-composante 

d'où il suit en P, à cause de (36,4) 

En comparant cee Oquations à, (36,5) on trouve en P 

Nous dirons que ladite X,,,-composante est un vecteur deplace dans m,,, 
projectiveazent à lui-meme. 

On peut definir analoguement le  déplacement projectif dans p:. Imaginons 

à cet effet un pro-vecteur vv (un vecteur ntj) qu i  au  point examine est dans 0: 
et &plaçons-le projectivement b lui-meme dans p," le long de p,,, . En con- 

struisant l a  XP-composante du vecteur d6plac6, on trouve à cause de (36,3) 

(367) gllvlli _ nvf l i  , 8'1t~j1r = ,nt/. 

On voit donc que la  definition analytique du deplacement projectif dans m,,, 
resp. 03; est analogue à celle du deplacement prqjectif dans B,, . D'autre 
part, cette definition est l a  plus naturelle generalisation du déplacement 
parallele introduit par M. LEVI-CITITA dans une variete riemannienne V,,, , 
plongee dans l'espace euclidien R,, (jj.  

Remarquons expressément qu 'un  pro-vecteur projectif à lui-meme 

dans Dwt (p;) ne l'est pas en genkral dans m,, ce qui suit des Bquations 
deduites de (36,l-2) 

( i )  Voir (30) et (40). Cfr. aussi (28) pour les cas plus gen6raux. 
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Or, si u'v est projectif à, lui-même dans p,,, il ne l'est pas dans p,, que si 

En tenant compte de ce que H;~,  est le « Krtiminnngsaffinor » de la 
connexion vectorielle induite dans X,,, , on peut dire: « Un champ pro-vectoriel 
gBn6rd v"dnus Dl,, , qui est projectif ;I. lui-m&ne dans pl,, ne l'est dans m,, 
que si X,,, est g6odesiqiie dans X,, , douée de n' importe quelle des connexions 
vectorielles (10,s) ». 

Ce théorbme peut ètre envisagd comme la g6n6ralisation du théoréme 
bien connu de M. SEVERI, suiva.nt lequel lin champ vectoriel dans Ti,, 
parallèle à, lui-même dans V,,, u' est parallèle à lui-mèine dans VI, (où V,,, 
est plong6e) que si V,,, est gbodésique dans V,., (') y). Un theorùme analogue 

est valable pour I U ~ "  projectif h lui-même dans Di. 

37. Équation fondamentale. - Imaginons donne UE pro-vecteiir vtv (IV:) 

dans ml,, et calculons les ddrivér?.~ D'[wD'pju'~ (D'[,D'rl~zi,.'). En posant 

on trouve facilement << les identites de RICCI D, à savoir 

Le pro-affineur P ' O p h  sera dit << le pro-affineur de courbure de ID,,, B. 
Parce que 

on a B cause de (34,lO) 

(') Voir (45) et pour les cas plus gdndraux (28). 
(2) On suppose naturellement que dxk soit un vecteur arbitraire dans P,,, car si p. ex. 

?a = n - 1 et vi o' h i ,  1' équation 

v i d a k ~ i j  = O 

peut être satisfaite même si Dln n'est pas gdodésique au sens nientionn6 plus haut. L e  cas 
dchéant, chaque courbe definie par cette dernibre équnlion est une courbe asymptotique 
(non-seulement dans X ,  douée d'une connexion rectorielle induite par n'importe quelle 
des connexions (10.3). mais aussi) dans IP,,. 
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et par consdquent, en raison de (37,2) 

On a obtenu ainsi une equation analogue A (14,4). D' autre part, si v''v (w,") 

est un pro-vecteur dans p: on trouve pour lui 

est « le pro-affineur de courbure de [Pi D. Reinarquons expressement que 
l'on a 

(37,4) P ~ ; , ~  = BO B ~ B J B :  plde,, ' pftLp2. = B: I$ CI C: p"dh 
et de plus 
1373) Pltv wl,O -- 0. 

Cela posé, introduisons les pro-affineurs 

et calculons H&,ll, LLIAlx. En tenant compte de (33,10), (35,15) et (37,2) on 
trouve par un calcul assez long, mais covariant 

Cette Bquation contient toutes les Bquations fondamentales de la thBorie 
de Ip, dans m,,, comme nous aurons occasion de le demontrer. C'est pour 
cela que nous 1' appellerons << 1' équation fondu~nentale ». J' a i  deduit 1' Bquation 
analogue (pour le calcul vectoriel) sous une autre forme da.ns un travail 
antérieur ( l) .  

Ici, je me suis servi du pro-affinetir P"Lp1 analogue à un affineur dans 
le calcul vectoriel, où il fut introduit par 11. BORTOLOTTI ('). 

, ( i )  Voir (B), cfr. (5) et (88). 
( 2 )  Voir (8). 
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En posant A = O  dans (37,8) on obtient, à cause de (37,5) 

et cette Bqnation est une autre forme de l'dquation d6ja ddduite (33,153. 
D'autre part, (37,8) contient ( theorema egregium » de Gauss, à savoir 

les Bquations de CODAZZI 

(37,lO) BO B! BI Ca piFr = 2T1W,HLA - SH1,,JIL 6 C i  
6 B: BI C i B i  P,, =-2Tt:,L", -t 2L~,r1LB~. 

et les Bquations de KUEHNE 

(37711) 
6 BO B: Cj: C;  Y&, = Pu'& i- 2L[,p1x C i .  

Tontes ces equations peuvent etre déduites directement de (37,7) a), b). 
L7Bquation fondamentale une fois trouvee, on peut d'en servir pour 

btudier les invariants diffdrentiels de p,,, dans (P,, qui, cela va sans dire, 
ne dependent pas des changements isohodolques (10,3). 

Prague, cléceinbre, 1931, Universite' Charles. 
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Sunto. - S i  dirnostra che: Se  P(x) è un polinomio in x,  d i  yrado g > 1, a eoefficienti in ter i ,  
ivriducibile, e PX denota i l  massimo divisore primo del prodotto F(l)F((L) ... P(x) ~ i s u l t a  

x logx  y 
max lim -- < - 
a-+- P z  -47-1' 

x l o g x  g 
e se F(x) è un polinomio pari anche max lim - I - 

,--Cao P x  - 2 k - 1 ) '  
Si migliova cosi un 

g" ~ i s u l t a t o  d i  T .  NAGEL che assegna rispettivamente i valori g", 5.  

1. Sia P(x) un polinomio in  x a coefficienti razionali interi e denotiamo 
con Px i l  massimo fattore primo del prodotto F(l)P(2) ... F(x), che suppo- 
niaino non nullo. P. TCHEBYCHEF dimostro i l  notevole teorema ( ' )  che tnnto 
per F(x) = 1 + x" quanto per P(x) = 1 +- 4x"i ha 

1. 1. IVANOFF (') e G. P ~ L Y A  (3) estesero la proposizione, il primo ai  poli- 
nomi della forma F(x) = a +x2 (a>= 1) e il secondo ai  polinoml P(x) - II (x - p), 
in cui p percorre le y(%) radici primitive n-esime dell'unità ( ~ 2 3 ) .  Finalmente 
T. NAGEL ( I )  ha generalizzato i l  teorema estendendolo a tutti i polinoml P(x) 
aventi alnieno uno zero irrazionale, dimostrando per di più che vale la  relazione 

X logL- X 
lim = O, 

z-rn Px 

(1) E. LANDAU, Handbuck dei. Lehre von der Vedei luny der P r i m ~ a h l e n ,  Leipz ig  (1909) 
p. 559, p. 901; 1. NAGEL, G é n é ~ a l i S ~ t i ~ T t  d'un théorème de Tchebychef, « Journal d e  Mnthé 
matiques ., 8 série, t. 4 (1921), pp. 343-356. 

(9 E. I ~ A N D A U ,  op. cit., p. 562, p. 901. 
(9 G. P6r,ïa, Généralisation d ' u n  théorème cle M. Stormer, I Archiv for Uathemnlik 

05 Nat. n, t. 30, Kristiania (1917). 
(*) (P. NAGEL, op. cit. 
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essendo B un numero positivo qualunque. Anni quest'ultiino autore ha ulte- 
riorinente dimostrato i l  seguente teorema (9. 

« Sia P(x) una funzione raziona.le int'era a. coefficienti interi, irriducibile, 
di  grado g, g > 1 ;  e siano inoltre E un qualnnque numero positivo e 6 un 

1 
qualunque numero positivo minore di  - . Allora i l  prodotto F(l)IF('2) ... F(x) 

ge 
possiede più di 6x fatfori primi distinti maggiori di xlogi-EX, a condinione 
di assumere x > x,, dove x, dipende da E e da 6. Per  Pfx) = ax' -t b, si 

1 1 
pub sostituire - in luogo di  1 W .  2 g2 

Scopo della presente Nota B di apportare un miglioramento a que- 
l 

st'ultjma proposizione di  XAGEL sostituendo al valore numerico , che li- 
g - 

mita ô, 1' altro - - '. Veniamo coai a dimostrare in soatanza la proposizione 

seguente : 
Sia P(x) u n a  funziowe d i  x razionale intera a coefficienti interi, irridu- 

cibile d i  grado g, g > 1, e sia 6 un qualunque ~~~~~~~O yositiuo ~r~irzore 

d i  '5'. I I  wuiiiero Ns(x) degl'interi p i m i  distinti mqygiori di  ÔX log x cke 
b 

dividono i l  prodotto 

(3) P(l)F(z)F(3) ... F(x) 
soddisfa al la litnituzione 

Se F(x) è u n  poli.noi~zio pa r i  questa 

nella (4) s i  pub sostituire 1 
OSSERVABIONE. - Dando a Px i l  

2(g - 1) proposizione vale per 6 ( - rn 

significato clle ha  nelln (i), questo 
teorema permette di sostituire, alla (1) stessa, la seguente limitazioiie 

pei polinoml F(z )  pari. ove al secondo meinbro si pub porre - - 

%? - 1) 

( 5 )  !P. NAGEL, Z i w  AyitSinetik der Polynome, Abhanùlungen a. d. Mathem. Seininar 
a. Hambiirg. Univ. », 1 Bù (1928), pp. 179-194. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2. Da, questo teorema seguirh come corollario il seguente: 
Detto A(x) i l  nunzero dei divisori prirlzi disti&i de2 prodotto (3)' eulgono 

le lin~itazio~zi 

e p a n d o  F(x) è un polino~nio pari anche 

3. Per dimostrare cib che ci proponiamo ci baswemo su tre lemina, dei 
qiiali i primi due hanno servit0 appunto a NAGEL (7. 

Denotiamo con D il  discriminante (non nullo) di F(x), e con h(m) il 
numero delle radici distinte secondo (mod .il&) della congruenza F(x) r O 
(mod 112) ; allora: 

10) Se  l'intero primo p non divide D risulta 7z(pC) =i h(p) s g  per qua- 
Ilinque intero positivo c; se l'intero primo p divide D (e del resto in ogni 
caso) risulta h ( p C ) s g l  D 1-01! qualunque intero positivo c. 

2 O )  Se F(x)  B irriducibile risultn 

2 h(p)logp = log a + o(I). 
~ 5 %  P 

3 O )  Se F(x)  è irriducibile risulta 

x x h(p) =. - + O 7 . 
P<X 

log x (10; x) 

Andiamo a dimostrare la proposizione 30). Sia 

unit funzione razionale intera irriducibile in x a coefficienti razionali interi 
dei quali i l  primo sia 1, e consideriamo il corpo algebrico generato da una 
radice a dell' equazione H(x) = O. Denotiamo con h(p, r), (v = 1, 2, ... , g), il 
nnmero degl'ideali primi diversi di grado r che dividono l'ideale prin- 
cipale [pl generato da1 numero razionale primo p. Denotiamo con p,. gl'ideali 
primi di  grado r del corpo algebrico in questione (No,. =pl'). 

È noto (') che il numero n([) degl'ideali primi di un corpo algebrico 

(6) T. NAGEL, op. cit. in ('), pp. 326-352. 
(9 E. LANDAU, Einfiihrung in d i e  elementare 1 c d  awalytische theorie der alyebruischen 

Zahlen und cler Ideale, Leipzig, 1918. p. Ili. 
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aventi norma non superiore a 5 é dato dalla formula 

13' altra parte, poichè 74p, Y) 2 g risulta: 

Tutte le  volte che p non divide l'indice dell'intero a del corpo alge- 
brico da esso generato si ha h(p, 1) = h(p), essendo h(p) il numero delle 
radici distinte (mod p) della congruenza H(x) = O (mod p) (DEDEKIND) ('). 

Il numero degl'interi razionali primi che dividono l'indice d i  a A finito, 
quindi sommando membro a membro le (9) otteniamo 

Da questa e dalla (8) segue la (7), valevole pel polinomio H(x). Me ln (7) 
vale in  generale poichè posto 

F(x) = a,xg + aies-' + ... + ag, 2! = aox 
risulta 

aog-'B'(x) = ag + c , z ~ - ~  + ... + cB = H(z), (ci = a,a,f-e) 

ed esclusi gl'interi razionali primi che dividono a, (in numero finito) le due 
congruenze P(x) = O (mod p), H(z) = O (mod p) hanno un egual numero di 
radici distinte (mod p). 

4. S i  pub supporre a, > O .  Fissato un numero positivo a < a,  si puo 
determinare un nurnero reale e positivo 5, abbastama grande d a  avere per 
ogni t > 5, 
(10) aEg < F(5) < (a, t l)Sg 

e inoltre per ogni O < Sr < 5 
(11) I I < 

Ved. p. es. Ij. BIANCHI, Teoria dei numeri algebrici. Pisa 1923, p. 404. 
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I n  ogni caso si assume 5,z 3. Posto 

@(E) = log 1 F(l)P(B) ... F([F]) 1 = iiog 1 B(n) 1 ,  
n 

per la prima delle (10) risiilta 

4 4 
@(5) 1 2 log (c@) = g L+log n + [ 5  - 5, - 11 log a. 

n=io n=go 

ed essendo (") 
6 

log n 2 5 log 5 + 0(5), [t - 5 ,  - 11 log a = O(& 
n=co 

Cerchiamo adesso di ottenere per altra via iin' espressione maggioraiite 
per @({). Cominciamo col valutare l'esponente l(p) della inassiina potenza di 
un numero primo p che divide il prodotto 

Degli [t] fattori di  questo prodotto, quelli divisibili per pC sono in nu- 
mero minore O al pih uguale a 

o inoltre la massiina potenza di p che divide ciascun fattore del10 stesso 

e quindi. per la seconda delle ( I O ) ,  prodotto non supera, per la 

non supera 

Dunque per l'esponente l (p)  vale la limitazione 

( 9 )  E. LANDAU, op. cit. in ('1, y. 73. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



300 G. RICCI: Su wn teoremn di  Tchebycl~ef-Nage2 

Per il lemma 10) abbiamo h(pi) g g  1 D i2, quindi per la  (14) 

Fissati cornunque un numero finito di interi primi p, , p, ,  ... , p,. e 
detto d(S) il massirno divisore del prodotto (13) che si compone esclusivamente 
di  tali fattori prirni, risulta 

'r r 

(l7) log d(S) = 2: l(p,) logpi = Z log piO(E) = o(5). 
i=l i= 1 

Diciamo p' un qualnnque intero primo che supera g 1 D 1, per ogni p > p' 
è, pel lemma Io),  lz(pC) = h(p); e quindi dalla (15) 

Siano 5 e due numeri reali magyiori di  5, e di p'; in seguito fisse- 
rerno y corne funzione di  5 indefinitamente crescente con E ,  opportuna- 
mente scelta. Per adesso conviene supporli indipendenti. Denotiamo con 
JI(<, y )  il numero degi'interi primi distinti maggiori di  q che dividono il 
prodotto (13) e andiamo a valutare le due somme che fignrano a l  secondo 
membro dell' uguaglianza 

che si deduce dalla precedente. Risulta per la (18) 
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e per le (6) e (7) ,  osservando inoltre che la serie L log' & convergente, 
P P(P - 1) 

Annlogamen te 

.+ \ g log 5 + log (a., + 1) 1 E h(p) 
P m  

logp locr Yj 
e, risultnndo h(p) sg, - < -b e M(5,  y)  il nnmero dei terinini di cia- 

P-1 ri 
scuna somma, abbiamo per r i z  5 

Le (19), (20) e (22) ci forniscono un'espressione maggiorante per @([) 

risulta 7 > 5, log y = log 5 -+ log log 5 -+ log 6, quindi 

La  (23) assume la forma 

@(El 2 (1 + %)5 log 5 + 0(5 log 5 )  + N&) { g? log 5 + O ( i )  \ 
e ilal confronto di questa con la (12) risulta 

cioé l a  (4). 

Annali d i  Matematica, Serie I V ,  Tomo XII. 
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5. Sia adesso F(x )  un polinomio pari; ad ogni radice x ,  della congruenea 
F(x) z O (mod pc) vi corrisponde l a  radice pe .- x,, e nella (15) che limita 

l(p) si pub sostituire hm in luogo di h(pi) tutle le  volte che sia pi225+ 1;  
2 

quindi posto 

in luogo della (15) possiarno sostituire la limitazione 

e supposto p > p f  da questa si ricava 

hip) h( P) h(p) log 5 + log 3 h(p) g log 5 i- log (a,  + 1) 
(18') Z(p) s -- 5 3- -- 5+-- 2 2- -  

P P(P - 1 )  log P 1% P 

Supposto p' < 5 < 35 < "q in luogo della (19) consideriaino: 

Q(5) 5 O(5) + l(p) logp  + r, l(p) logp  + Z l(p) logp  '< (3: P P= 3 S p 9  P's? 

e procedendo corne per la (19) si  ricava subito ln  liniitmione 

si pub supporre 5, abbastanna grande, in guisa che per 5 2 5 ,  sia q > 35. 
La (23') con tale posiaione assume In forma 

e da1 confronto di questa con l a  (12) si ricava 

Il teorema del n. 1 risulta cosi dimostrato. 
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6. La proposizione del n. 2 é immediata consegiienza della precedente. 
Infatti il numero degl'.interi primi distinti che non superano (a, + l)t 
b O(&), e ciascun fattore del prodotto (IS), almeno 

poi, si compone con al piii g -  1 fattori primi distinti 

da un certo posto in  

maggiori di  (a, + 1)t. 
Dunque 

D' altronde, qualunque sia 6, è A(t) 2 IV&), e, comunque piccolo si  scelga 
il numero positivo E, per la  (4) risulta 

si conclude che vale la  prima delle (5). 
Lo stesso dicasi ne1 cas0 di  F(x) pari. 

7. OSSERVA&~E. - Il teoreha del n. 1 si pub estendere in modo ovvio 
al prodotto 

 EX] -k ~)*F([Ez] + 2) ... p@), ( O S E  < 1) 
e si giunge alle analoghe disuguaglianze (con notaeioni evidenti) 

delle quali l a  seconda valida pei polinomî F(x) pari. 
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Sur  les équations aux différences finies ("). 

par M. GHERMANESC~ (a Bucarest). 

La theorie des équations aux differences finies qui a fait l'objet des 
preoccupations de nombre de mathematiciens, parmi lesquels je citerai EULER, 
LAGRANGE, LAPLACE, GUICHARD, HURWI'PZ, APPELL, PINCHERLE etc. a fait 
d' apprhiables progrès depuis les travauX de M. N~RLUND, qui lui  a imprime 
une allure moderne, grâce à l'introduction des formules sommatoires, un peu 
oubli6es, et dont il a su faire un si merveilleux usage. 

M. NORLUND s'est attache surtout à 1' 6tude des équations particulieres (') 

f (4 + f (x + .) = g(x) 

et de celles obtenues par l'iteration de l'opération indiquee dans le premier 
membre. 

Plus tard M. R. RACLIS etend (') la  theorie de 11. NORLUND à l'équation 

f(4 -+ kf ix  + 4 = (k + l)g(x) k$=-1  

qui n'est qu'une forme particulihre de l'équation 

(4 f (4 - A f  (x  t- 4 = g(4 

et enfin, M. S. BOCHNER s'occupe (7 de l'equation 

A,f(x)  + A, f (x  + o,) + ... +A, f (x  + w,) = g ( x )  

dont nous nous sommes nous-meme occupe à diverses reprises (*). 
Les formules obtenues par les auteurs cites donnent la  solution des 

Bquations considérees sous une forme très génerale, moyennant certaines 
conditions imposees à la fonction donn6e g(x). Cependant, un point de vue 
remarquable échappe it cette theorie: la solution ainsi obtenue n'a pas de 
sens pour toute valetir de A. 

C'est donc du point de vue des valeurs possibles 
les recherches: c'est ce qui forme l'objet de ce petit 

de A, qu' on doit diriger 
mémoire. 

(*) Le rhum6 de ce MBrnoire a l'annonc6 dans a C. R.  D, Paris (1933), t. 197, p. 805. 
(1) a Acta Mathernatica a ,  t. 43, 44. 
(e) Idem, t. 55. 
(9 a Acta Mathcmatica 0 ,  t. 51. 
(') « Acta Matliemntica D, t. 62. 
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J'y suis parvenu à des résultats d 'une frappante analogie avec ceux fournis 
par,  la  thborie de FREDHOLN pour l'equation integrale-qui porte son nom, 

b 

ce qui m'avait tente de chercher à ramener .17 6tude de 1' équation aux dif- 
ferences finies (A) à celle d 'une Bquation integrale du type de FREDHOLM: 
la chose est ais6e si l'on se place dans le  champ des variables complexes 
et si l 'on suppose la fonction donnée g(x), holomorphe dans un domaine D, 
arbitrairement grand, mais fini; la formule classique de CAUCHY change 
1' Aquation aux differences (A)  dans 1' équation integrale suivante 

et il paralt qu' on n 'a  qu'h Anoncer les trois théorèmes de FREDHOLM pour 
resondre la  question! C'est dans une telle conclusion que reside une erreur 
fondamentale: la théorie de FREDHOLM ne s'applique pas, mot h mot, dans 
le domaine complexe. Déjà, 31. R. BADESCO (7, croyant pouvoir reduire 
17dquation fonctionnelle classique  ABEL EL à une Bquation integrale de la 
forme (B) ou presque, avait remarqué toutefois que le  troisibme théorémr 
de. FREDHOLM est assea restrictif, puisque toute une classe de solutions 
- non uniformes, il est vrai - lui Bchappait, J e  suis arrive, dans cet ordre 
d'idees, à la  conclusion surprenante qu'on obtient toujours une solution 
pour h Bgal à une 'valeur singulibre. 

J ' a i  trouve aussi des exemples où la  solution, loin d'gtre méromorphe, 
est à coupure essentielle en X - A 6tant une variable complexe - ce qui est 
en contradiction cette fois, avec, le  premier théorème de FREDHOLM. 

Ce qui marque encore le désaccord, c'est l e  r6siiltat encore plus sur- 
prenant, à savoir que les valeurs singiili6res ne dépendent pas seulement du 
noyau, mais surtout de la  fonction donnes, g(a). 

J'avais toujours pensé qu'il en est ainsi pour t,oiite Bquation de FREDHOLM 
et un commencement de preuve B cette affirmation peut être trouvé en ce 
que, si 1, est une valeur caractAristique, d'oidre p de multiplicité du noyau 
N(x, y),. la solution de l'équation intégrale 

(5) a RIathematica r, t. VI, p. % et mir. 
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avec 

admet cette valeur singolihe avec l'ordre de multiplicite (p - 1) et cependant 
les deux Bquations intégrales écrites plus haut possilrlént le mème noyau! 

C'est un fait sur lequel je reviendrai à une autre occasion. 
Pour ce qui concerne l'objet de ces lignes, c'est à dire l'dqiiation aux 

diffdrences finies (A), j ' a i  Bt6 oblige de 17etudier directeiiit~nt. J e  suis parvenu 
à énoncer, entre autres, trois theorèines, analogues B ceux de FREDHOLM, 
dont les deux premiers sont presque identiques, h la différence prhs do Ia 
provenance des valeurs singulieres de la solution. 

J e  donne aussi quelques critères, permettant de trouver le nombre et 
l'ordre de multiplicit6 des valeurs singulières et ces valeurs singulibres 
elles-mêmes. 

J e  termine en indiquant bribvement quelques extensions, soit dans le 
cas d'une seule variable, soit dans le cas de plusienrs. 

1.  Considerons 1' 6quation aux diffdrences finies 

dans laquelle o est une constante positive ou à, partie r6elle positive, ce 
qu'on peut toujours avoir par un simple changement de variable; g(z) est 
une fonction donde ,  soumise à la condition que la  limite 

p,(o) = lim 
g(x + %+ l w )  

n=oo g(x + nu) 
existe. 

Cela pose, cherchons à satisfaire à 1'6quation fonctionnelle (1 )  par le 
developpement formel 

(3) f ( x )  = f,,(x) t- Xf,(x) + A%(x) + a-. 

On aura, pour determiner les approximations successives f,,(z), les relations 

de sorte que la  solution formelle de l'equation aux differences finies (1) sera 
donnee par le d6veloppement) 

(5) f(x) = g(x) t hg(x t CO) + A2g(x + 2 4  + ... + AVg(x + no) + ... . 
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pement. On aura 

OU 

A lim g ( ~ + l i . + - w  c l 
,=, g(x i- nw) 

I l  s'agit de determiner les conditions de convergence de ce develop- 

A, de sorte Si  pi(u) =O,  le dbveloppement (5) converge pour toute valeur de 
que la solution de l'equation fonctionnelle (1) est une fonction entihre en A. 

Si pi(m) = oo, le cercle de convergence de la  serie (5) se reduit à son 
centre: l a  serie est divergente et par suite l'equation fonctionnelle (1) n'est 
pas soluble, du moins par les approximations successives. 

Un exemple pour le  cas pl@) = O  est fourni par la fonction g(x) = e-"', 
cas où 1' on a 

Tout au contraire, la fonction g(x) = e " b o u s  fournit un exemple pour 
le deuxibme cas, parce que 

Ces deux cas laisses de c6t6, nous nous occuperons seulement des cas 
où pi(a) est finie et différente de z&o. 

Dans ces conditions, l a  serie (5) est en gen6ral divergente pour 

Dans ce cas hl est une valeur singuiière pour la  solution de 1'6quation (1); 
pour décider de la nature de cette singularite, il faudra voir d'abord s ' i l  y 
a un entier positif p, tel que le produit 

soit regulier pour A = A , .  Le cas echdant, i, sera u n  pôle d'ordre de multi- 
plicité p pour la  solution de 1'6qiiation (1); sinon, on aura affaire à une 
singularite de nature spéciale, comme nous en verrons dans les quelques 
exemples qui suivront. 
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Pour p = 1, on a 

011 encore 
À 1  

FI (x) = g(x) - -- E[g(x) + Ag(x + (0) + ...!. 
A i  11 

Deux cas sont It considérer: 
a)  La fonction g(x) satisfait a l'équation, 

tous les termes du developpement (9) s'évanouissent, à partir du second, de 
sorte que la solution de 1'6quation fonctionnelle (1) est clans ce cas 

Tel est le cas de la fonction ekx ou de g(x) = const. Pour eh" on obtient 
le pole simple A, -= ech" et pour la  constante, le pôle Bgalement simple A, = 1. 

b) La fonction g(x) ne satisfait pas à l'éqzcafion (10). Il faut etudier 
alors la convergence du dBveloppement (9). Si  

p2(w) = lim -- A l  
1 - = P:W 

'-g(x + 12w) - - g(x + +- Io) 
1, 

et si cette sbrie (9) est encore divergente pour A = A , ,  il faudra que la serie 

ait uu rayon de convergence superieur à A , ,  pour pouvoir affirmer que A ,  
est un pôle - simple dans ee cas - de la solution de I'Bquation (1). 

dnnali di Matematica, Serie II- ,  'Porno XII. 40 
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Si p,(w) < p,(wj - le cas > 6tant exclu - on peut affirmer que A,  est 
un pale simple de la fonction (5) et si l a  série (9) est divergente pour 

1 
A = A , = -  on r6iterera le procede pour decider de la  nature de la valeur 

~ 2 ( 4  ' 
singuliere A,. 

Quoique d 'un maniement plus difficile, on peut - comme nous l'avons 
d6jà dit - considerer le produit 

C - 1 (1,' )Y[Ap$p(x) + lP+iEg(x P + W) + ... (- 1)i + g ( x  + m + i w )  + ... + - 
i=o A i  11 1 

avec 

On commence par chercher si l a  fonction y(x) satisfait à une équation 
aux. differences finies de la forme 

Le cas echéant, la  résolvante (5) admet le pale unique A , ,  d' ordre de 
multiplicit6 p et la résolvante de l'equation (1) est dans ce cas, 

Fp(z) étant donnée par (11). 
Si  la  fonction g(x) ne satisfait pas à une équation de la  forme (12), on 

détermine p de façon que la serie (il) soit convergente pour A = A , .  Deux 
cas peuvent se presenter : 

a) L a  série (11) a un rayon de convergence plus grand que A , ;  dans 
ce cas, A ,  est un pôle multiple, d'ordre p, de la  resolvante (5) et alors, on 
continue le procede pour déterminer les autres pales. 

6) L a  série (il) est divergente pour toute valeur de X, égale ou szqé- 
rieure à A,; dans ce cas le cercle 1 A 1 = A ,  est une coupure essentielle pour 
la résolvante (5), si  A est complexe ou, la  resolvante n'existe que dans la 
region du plan A < A , .  
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Pour donner quelques exemples, considélrons le cas g(x) = xm, m Btant 
entier et positif. La résolvante (5) admet le pole A = 1 ;  comme on a 

m + 1 

Ex"' = O, 
1 

il s' ensuit que A = 1 est le pole unique, d7 ordre de multiplicité ~ 2 .  + 1, de 
la résolvante (5), qui est dans ce cas un polynome du degré a$ en x. 

Prenons g(x) = xehx. On a A ,  = e - h ~  et comme 

A ,  =e-kw sera le pole double, unique, de la resolvante (5), qui y est 

La, fonction g(x) = x"'ehx conduit égal61nent B une résolvante, ayant le 
pole unique A, = e-"", de l'ordre tn + 1. 

1 
Prenons maintenant quelques autres exemples apeciaux. Soit g(x) = - 

2' 

grâce A l7 identitd 

le terme général de la &rie (11) devient, au signe près, 

et il suffit de prendre p= 1, pour que la serie converge pour A =  1. Coinine 
la serie diverge pour A > 1, quel que soit p, nous avons affaire B une 
singularitd particulihre pour A = 1. 

De même, pour g(x) = log x, on trouve le point singulier A = 1 et la 
serie ( i l )  converge pour A = 1 si p = 2, car on a 

(x + 0) F,(x) = log x + h log --- + À 2  log 
r ( x  + 20) -+ ... 

x" (x + w)" 
- 

... + Al1+' log (x + n+ l o ) ( x  i n-lm) + ... 
(z + nw)' 

avec 
(CE i- n -t- 1 w)(x + n - lw)  

log 
k 

(Z + n w ) ?  
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de sortme que F2(x) converge pour ( A 1 = 1, mais diverge pour toute valeur 
de I A I > i .  

De la  meme manière se comporte ln réisolvanle de 1'6quation fonction- 
nelle (l), lorsque 

Ces exemples sont 11 considBrer surtout dans le champ des variables 
complexes. 

De ce qui precbde, on peut tirer le theoreme suivant 
1. THI~ORÈME A. - L'équation aux différences finies 

dans laquelle o est à partie réelle positiue, est résoluble par les approzimations 
successives pour toute valeur de A, à d'exception d'un ensemble fini ou dé- 
nodwable de valeurs. 

La solution, ainsi obtenue, est une fonction en général méromorphe en 1, 
ndrrtettnnt ces valeurs exceptionnelles conme pôles, si la lignite 

1 = lim 
g(x + 12 -+ 1 o) 

A ,  ,=, g(x + no) 

est finie et si l 'on p e ~ t  déterminer u n  entier positif p, tel que la série 

admette u n  cercle de convergence de rayon supérieur à A , .  Si  la limite con- 
sidérée est nulle, la solution est alors une fonction entière en A. 

'1. Soit A,  un pôle d'ordre p de multiplicit6 de la  r6solvante (5); ln  

est alors regulibre pour h = h,  . L' Bquation aux ilifferences finies ( 1 )  devient 

et en y faisant A = A,, 
F,,(x) - A,B'&x t o) = 0. 

On peut donc Bnoncer le théiorhme, 
II. TI-LI~ORÈIUE B. - Pour les valeurs exceptionnelles de A ,  c'est l'équation 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M. - GHERMANESCO : S w  les éqmt iom cczcz différelzces finies 315 
- -  

sans second wzeunbre 

(15) f(x] - A,f(x -+ W) = O  
q u i  a d ~ ~ z e t  une so lu t ion .  

3. Etudions maintenant la structure de la résolvante (5) par rapport 
aux pôles A, .  

Supposons donc, qu' elle admette les pales h l ,  A,,  ... A,, , en nombre fini 
ou non, de multiplicités respectives pl , p, ,... p,, et désignons pac CDh(%, IL, A,) 
la partie principale de la résolvante, correspondant au  pôle A, ,  

On aura 

f ( x )  = f(x) i- @,(2, A, A,) + a,(%, A, A,) + ... t a,,(%, 1, A, , )  + ... 
f(x) désignant la partie entière de f(x);  on aura encore 

T,tx, A, A,) designant visiblement l a  somme des parties, correspondant aux 
pôles A,,  autres que A,.  

Prenons k = 1 et remplaçons daus l'equation (1) la  fonction f(%) par son 

expression (16); on a, a p r h  avoir multipli6 les deux membres par (1 

Faisons h = h i  dans cette relation; il reste 

cpi,P,(4 Remplaçons dans (17) cpl,,,(x+co) par -- et faisons-y de nouveah 
1, 

h = A,, apr& avoir simplifié par (1 - :) dans les deux membres; il reste, 
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Les relations 
y,, i (x)  à. l'aide de 

(22) 

ou plutôt, 

(23) 

(18), (19), (20) et (81) permettent d' exprimer les fonctions 
l'une d'entre elles; en écrivant d'abord (20) sous la forme 

on a successivement, 
1 2 

A,~l - i cp , ,~~-~+, (x )  = - A P L - ~ - ~ E  [liipi,pl-i(~ - 0)] = l , p ~ - i - n E ~ , , P l - i - , ( x  - 2 ~ )  
1, 1 ,  

3 i - - l i ~ 1 - ~ - s E ~ i i p l - i - 2 ( ~  - 3 ~ )  = ... = (- l)khi~l-+-kEr f i , P ~ - i - k + i ( ~ - ~ ~ )  
11 1% 

OU, en posant pl - i = ?IL, 

>., 
qui, pour NZ = le, donne 

relation qui permet d'exprimer les fonctions cq,,,,(z) à l'aide de y , ,  ,(XI. 
Inversement, en faisant ?tz =l. p, - 1, Ic = p l  - j, dans (24)' on obtient la 

relation 

qui constitue une Bquation aux diff6rences finies, d' ordre pl - j et dont la 
resolution faira connaître cpi, j(x) en fonction de cp,,,,(x). 

En définitive, il suffit de connaître l'une seulement des fonctions y,, ;(x) 
pour les avoir toutes. 

Remarquons encore que de la relation (26) on déduit, tenu compte dc (18)) 

11 
de sorte qu'on peut énoncer, 

III. THJ~ORÉIVIE. - Les composantes yi, j de la partie principale, relative- 
ment a u  pôle Ai, de la résolvante de 17 équation aux différences finies 
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satisfont aux équnfions 
p,-j+i 

E Y, ,  j(x1 = O 
hi 

et sont liées par les relations 

pi étad l'ordre de multiplicité du  pôle Ai. 

4. L a  relation (17) devient, en tenant compte des relations obtenues plus 
haut, 

(28) 'Jf,(x, A, Ail - A'Jf,(z t- w, 1, A,) =g(x) - A,Y,,,(~ + o) 
Supposons, pour le moment, que A, soit le seul pole de  l a  resolvante (5 ) ;  

on a dans ce cas W, = f(x), de sorte que la  relation (28) devient 

Comme l a  resolvante de cette Bquation n 'a  aucun pôle, on doit avoir, 
comme nous l'avons d6j& remarqué h l'occasion du th6orème A, 

lim g,(x + n + lm) - - o. 
n=oo gi(x + mw) 

Dans le cas d ' un  pôle unique, la fonction g(x) se corrtpose d'une partie 
satisfaisant à la relatiow (31) et d'une autre, qui est solution d'une équation 
aux différences finies de la forme (27). 

La reciproque est encore vraie car, en supposant la fonction g(x) de la  
forme (30)) on resoudra les équations fonctionnelles 

La  premiére admet comme solution une fonction entière en A ;  la deiixi- 
Arne admet une solution de la forme 

de sorte que la  solution de 1'6quation (l), qui est égale à f,(x) + f,(x), est 
bien de la  forme voulue. 
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Or la proposition est gBn6rale: isolons dans (28) la partie principale 
relativement au pôle d , ,  en posant 

'Lî,(a, A, A , ) = @ , ( r ,  1, A ? )  - I - ' ~ , * ( x '  A, A i l  A P ) '  

1' équation (28) devient 

En procedant avec cette Bquation comme avec (17)' on établit les rela- 
tions enhe les fonctions y,, i(x), analogues aux (25)) (26), (27) etc. et on arrive 
finalement à 1' Bquation 

dont la r6solvante n' admet plue les pôles A , ,  A, .  Si la r6solvante de 1' 6qua- 
tion (1) n'admet que les pôles h l ,  A, ,  de multiplicités respectives p, r, alors, 
en posant 

Q(X) =gi(%) i- A i ? , ,  i(x + 0) + 1 2 ~ 2 ,  I(X 4- w)) 

on aura, puisque Y!,,, doit se réduire dans ce cas à T(x), 

c' est à dire à, 1' tiquation (,31), dont la résolvante est sans valeur c:iracté- 
ristique et, par suite, g , (x )  satisfait à la condition (32). 

Proc6dons avec l'équation (34) comme on a fait avec (17) et (28), jusqu'à 
ce qu'on ait Bcartg tous les pôles de la rtisolvante de (1): il nous reste 
l7 équation finale 

qui montre qu'on a 

g,(x) Btant sans valeur caract6ristique et pourvu que la serie du second 
membre converge uniform6ment. 

Inversement, supposons, dans (1)) que la fonction g(z) soit de la forme (36), 
les fonctions cpi, ,(x) satisfaisant à des Bquations aux différences finies, telles 
que (27); la résolution de l'équation fonctionnelle (1) sera ramentie à celle 
de l'équation (31) et des suivantes 
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La résolvante de l'équation (31) ne donne aucune valeur caractéristique: 
quant à celles des équations (37), chacune aura respectivement Ai pour valeur 
caractéristique, avec l'ordre de multiplicit6 pi ;  en faisant leur somme 

on obtient la solution de l'équation aux différences finies (l), admettant les 
pôles A i ,  avec les ordres de multiplicité pi, pourvu que la série du second 
membre de (38) soit uniformément convergente. 

Nous pouvons ainsi enoncer le théoréme suivant 
IV. THÉOR~ME. - P o u r  que l a  résolvante de l 'équat ion aux dif férences 

finies, 
f (4 - h f  ( x  + 4 = g(x) 

admette les piîles A , ,  A ,,... A,, e n  nombre fini o u  non ,  d e  wmltiplicités re- 
spectives p l ,  p, ,... p,, il faut  et il suff i t  que l a  fonction donnée g ( ~ )  soit 
décomnposable e n  u n e  somme, finie o u  non ,  de  fonction ~ i (x ) ,  solutions des  
équations a u x  dif férences finies de  l a  forme 

et u n e  fonction g,(x), sat is fa isant  à l a  condition 

lim 
g,(x + n+ l w j  = O, 

,,=O0 91(x + no) 

l a  fonction g,(x) pouvant  même  être nulle. 

5.  Pour donner quelques exemples, prenons d'abord g(x) = sin x. On a 

avec g,(x) -= O. Puisque la solution de l'équation 

est 

on .aura 
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de sorte que la solution de l'6quation fonctionnelle 

f (x )  - hf(x t w )  = sin x 
est donnée par 

On traite de la meme manière les cas g(xj= sinfnx, sinma, etc. Prenons 
1 

@)=,1. o n  a 

et de 17 exemple précedent on deduit que la  solution de 176quation fonctionnelle 

est donnée par 
e - ,- ?x e-nx 

fi4 = 1 - le-* + 1 - A e - 2 ~  +... + + ... . 1 - le-"* 

Elle admet l7 infinit6 dhombrable de pôles simples h = en" (m = 1, 2, ...). 
1 

Prenons encore g(x) = - , On a g,(x)  r 0, ensuite . ex - x 

et, puisque 1' Bquation fonctionnelle 

admet une solution de la  forme 

on aura pour la resolvante de 17 équation fonctionnelle 

qui admet 1' infinitt! denombrable de pôles emo, de multiplicit6s respectives m, 
(rtz = 1, 2, ...). L' exemple est bien remarquable. 

Nous determinerons plus loin les fonctions cq,(x, A). 
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6. Il a ét6 question, dans le  paragraphe precedent, de  l a  décomposition 
de la fonction g ( x )  en une somme, finie ou non, de fonctions, satisfaisant à 
des conditions donnees. Il est ais6 de montrer que cette décomposition est 
unique. En effet, supposons l'existence de deux d6veloppernents 

les fonctions cpi(x), $i(x) satisfaisant à l'équation unique 

La solution d'une telle Bqoation se compose d'une partie, que nous 
designerons d'aprés N. N~RLUND sous le nom de solution principale et d'une 
autre partie qui est solution d'une équation de la forme ( 4 1 )  mais qui cor- 
respond & u n  p inférieur B p,. Nous Bcarterons cette partie et quand nous 
dirons solution de l'équation (41), nous sous-entendrons toujourfi la solution 
principale. Or la solution d'une équation aux différences finies, telle que (41), 

II! 

s'obtient en y cherchant p, solutions particuliéres de la  forme t3, t étant une 
quantit6 à déterminer. On trouve pour l'bquntion (41) que t doit 6tre racine 
de 1' équation caractdristique 

(42) ( 1  - t X , ) P i  = O 

de sorte que l'équation aux differences (41) admet lespi  solution particali8res 

dont seulement l a  dernière est la principale. Nous prendrons par consequent 

C,, C/ Btant des constantes on des fonctions, admettant l a  periode W. 

La comparaison de deux developpements (40) - tenu compte de (44) - 
montre qu'on a Ci = C,', donc cp,(x) r Si(%). 

7. Lorsque la fonction g(x) peut être mise sous la forme (36)' la con- 
naissance des diverses fonctions y ~ ~ , ~ ( x )  est facile. En effet, la relation (36) 
même nous donne les fonctions cp,, ,(x); ln relation (21) et les analogues nous 
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font connaître les fonctions ;pi, .(x) et, de proche en proche, à l'aide de la 
relation (20). on remonte à toute fonction y,, j(x). 

3Iais si la décomposition de la  fonction g(x) n'est pas aisée, on doit 
employer d'autres procedés pour arriver h la  meme fin. L' équation aux 
differences (27) et les analogues ne sauraient y suffire parce que la solution, 
obtenue comme nous l'avons indique plus haut, comprend nombre de fonctions 
arbitraires, même si l'on s'astreint à la  solution principale, qui comprend 
1' arbitraire d' une constante ' oii d' une fonction de période O. 

' 

On peut alors recourir à des passages la  limite: en  effet, soit A i  lin 
pôle d'ordre pi de la  résolvante; l'expression (16) de celle-ci nous montre 
qu' on a 

(45) 

Une fois determinee l a  fonction (P~ ,~~(x) ,  on pbsse à la suivante ( P ~ , ~ ~ - , ( x )  

Bgalement par un passage à l a  limite, car on a 

On pourra procéder encore autrement: aprhs avoir determiné les fonc- 
tions cpi,,i(x), on déterminera les suivantes, yi,,,~-,(x) à l 'aide de 176quation 

aux clifferences (83) et ses analogues; on finit, de proche en proche, par 

déterminer les fonctions finales y,, ,(x). Mais comme les équations aux dif- 
férences (23) sont d 'un caracthre spécial, nous nous en occuperons plus loin. 

Dans la pratique, i l  faut commencer par ddterminer les fonctions cor- 
rnspondant au  plus petit pôle, soit A , ,  puisque pour A ) A ,  la sBrie (5), qui 
reprbsente l a  résolvante de l'équation fonctionnelle (1)) diverge et on risque 
d'aboutir ainsi à des résultats faux. 

Soit donc A ,  le plus petit pôle de la  résol~a~nte  (5) )  de inultiplicitd p et 
désignons par S,,(A) la  somme des (n + 1) termes dii développeinent (I l) ,  c'est 
à dire, y compris ceux en A". On aura 

(48) S$,) = A,"g(x + nw) + X , n - i ( l  - Cp")g(x + n - 14 + 
+ 1;-.(1 - Cpt + Cp2)g(x C n - 2 4  -4- ... 

.,. ;+ hin-P+'(1 - CP1 +- Cl,' - ... ( l)p-'CPP-*)g(~ i M -p+ 10) 
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et à cause de la, convergence pour h = Ai du d6veloppeinent (il), 

(4!4 Y i ,  , (x)  = lim Sn(Ai1. 
n iw 

Le problème se simplifie de beaucoup lorsque Ai est un pôle simple; on 
a en effet, 

(50) (P,, ,(x) = lim A, "g(x + no)). 
n=oo 

1 
Ainsi, prenons le cas g(x) = - . Nous avons vu que la  resolvante de 

e"-1 
1' equation fonctionnelle (1)  correspondante admet 1' infinit6 d6nombrable de 
pôles siniples enw, 1.1 = 1, 2, ... . 

En prenant A, = et", on a 

resultat déja trouv6. On a ensuite 

ConsidBrons le  deuxibme pôle 1, = eew; on a 

Prenons les premiers (n i -  11 termes de cette série, convergente pour 
A = e ' ~  et faisons-y A = e'"; on aura 

et ainsi de suite. 

S. La relation (49) est encore remarquable à un autre point de vue: elle 
nous permet de determiner le plus petit pôle de la résolvante de 1'Bquation 
aux differences (l), ainsi que son ordre de multiplicite. En effet, si A, est le  
pale envisagé, ayant l'ordre de multiplicite pl le d6veloppement (il) doit 
6tre - comme nous l'avons d6jh reinarqu6 - regulier pour h =  A ,  et par 
suite la  limite (49) existe et est en m6me temps differente de zéro. I l  s'en- 
suit que, pour determiner le plus petit pôle de la  résolvante, ainsi que son 
ordre de multiplicite, il faut et il suffit de pouvoir déterminer l'entier 
positif p et le nombre A , ,  tels que la limite 

- S,,(A,) ayant l'expression (48) - existe et soit diffdrente de z6ro. 
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Pour en donner un exemple simple,. consid6rons la cas g(x) - ex. On a 

Pour que S,,(A,) ait une limite finie et diff6rente de zbro, i l  faut la 
condition premibre A, = e r m ;  on a ensuite 

1 + (1 - CPi) + (1 - cpl t- CP2) + ... + [1 - C,' t ... (- l)p-'Cpp-'] r= 

cpi - BCpd + 3Cp" a.. -t- ( -  i)p-'pcr,fJ 

et la dernière somme est nulle si p > 1. La resolvante admet ainsi le  pôle 
- e-O. simple A ,  - 

Prenons encore g(x) = x?. On a 

(1 -CD4)  ( 1 - C D i + C J  
S,,(A,) = A ,  "(z  +nu)' + + .... 

hlZ 1 

Les deux premibres parenthèses s'anullent pour A, = 1, quel que soit 
l'entier positif p ;  pour que l a  troisibme soit diffbrente de z6r0, il faut 
prendre p = 3. La résolvante admet donc le pBle triple h, = 1. 

On peut donc énoncer le theorbrne suivant: 
V. THÉORÈME. - Pour  que l a  résolvante d e  l 'équat ion aux différences finies 

f (x) - I f  (x + w) = g(x), 

soit u n e  fonction s1zdromorp7ze e n  A, i l  faut et i l  suff i t  qu' o n  puisse déterminer 
l 'entier posit i f  p et le ~zolitbre A , ,  tels que l a  l imite d e  l 'ezpress ion 

S,,(hl) = A,"g(x + n w )  + A l n - ' ( 1  - CP1)g(:i: + 9% - i w )  + ... 
... + hin-fl+l(l - CpL + Clj2 + ... ( -  l)p-iCl,p-i)gI~ + n - p  + l w ) ,  

pour n infini, existe et soit diffdreute de  zéro. 
D a n s  ce c m ,  1, e n  sera le p l u s  petit pôle, p étant son  ordre de ~nult@licité.  

9. Considbrons maintenant I'Bquntion aux differences 

(52) f (4 - h,f(x + w) = g ( x )  

dans laquelle h l  designe un pôle, d'ordre quelconque p ,  de l a  résolvante de 
1' équation fonctionnelle (1). Evidemment, l'équation (52) ne peut être résolue 
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par les approximations successives, parce qu'elles conduisent Lt une serie 
divergente. Nous pouvons, tout de mème, toujours resoudre l'equation aux 
différences (52). 

Considerons d'abord le cas particulier oii la  fonction g(x) satisfait à 

1' Bquation aux differences 
P 

(12) Eg(x) = O. 
4 

1 
En appliquant p fois de suite 17 opérateur E aux deux membres de 

1, 
1' Bquation aux clifferences (52) on obtient 

Bquation qu'on sait resondre (voir $ 6). La  solution sera de l a  forme 

les A, etant des constantes ou des fonctions admettant la periode W. Comme, 
d'aprés (12), on a 

x 

dans laquelle les Bi sont Bgalemenl. des constantes ou des fonctions ad- 
mettant la pbriode w, on aura, pour la determination des Ai,  d' aprbs (62)' 

On a, dans les deux membres, deux polynomes du  meme degr6, p 1, 
en x; l'identification des coefficients des meines puissances nous donnera 
le systhme d' 6quations lineaires 

. . . . . . . . . . . . . . . .  
k 'z k-1 k-1 k-2 k-2 - Bp-k = CPw AD + C p - l ( O  AP-1 + Cp-2w A,-a + ... 

k-i k-i 1 
- S .  + C p - i ~  Ap-i + a.. Cp-lc lCOAp-k+l 

. . . . . . . . .  . . . . . . . . . . .  
k variant de 1 à, p. 
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La r6solution de c e  systhme nous laisse arbitraire la constante ou la 
fonction périodique A, ,  dont on peut disposer pour imposer une condition 
suplémentaire à l a  fonction f(x): solution de 1'6qiiation fonctionnelle (52). 
Cette circonstance particulihre ne se pr6sente pas dans la r6solution de 
l7 Bquation f onctionne!le (1). 

Pour donner un exemple simple, consid6rons 176quation 

La solution l a  plus g6nbrale de cette derniére Bquation étant 

f(x) = e-x(m + b), 

elle satisfaira aussi à llBquation (55) si ao = - 1, de sorte que la solution 
la plus g6n6rale de  1'6quation aux differences (55), est 

b 6tant une constante ou une fonction arbitraire, de periode o. 
On voit sur cet exemple et encore davantage dans la marche suivie 

pour r6soudrè 1'6quation fonctionnelle (52), que sa résolvante ne presente 
plus le caractère de méromorphismel accus6 par la resolvante de l16quation 
aux différences finies (1). 

10. Passons maintenant au  cas g6néral oh la fonction g(x) ne salisfait 
plus à 176quation fonctionnelle (12). Si  l'on a 

dans laquelle d6composition g,(zj satisfait à la condition (321, tandis que 
les fonctions rq,(x) vdrifient des équations- fontionnelles telles que (27), la 
r6solution de l''6quation fonctionnelle (52) sera decomposee dans celle des 
suivantes 

(56) f(4 - X,f (x+ W) =gI(x)  
(57) f,(x) - ~ , f , ( x  + w j  = v,(x) 

(58) fi(%) - kif,(% + w) = v~(x). i = 2, 3, ... 
La résolvante de 176quation (56) est une fonction entière en A , ,  l'équa- 

tion (57) est justement de la  forme (52), étudi6e dans le  5 pr6c6dent, tandis 
que (58) sont des Bquations -de la forme (i), dont les resolvantes ne possedent 
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plus A ,  comme valeur caractéristique. La solution de 176quation aux di£- 
férences finies (32) sera donnee ainsi par l'expression 

à l a  condition expresse que la  série du  second membre converge unifor- 
mement. La solution, ainsi obtenue, dépend d'une fonction arbitraire, de 
période w, pouvant se réduire meme à une constante, qui s'y introduit pen- 
dant la  résolution de 1'Bquation fonctionnelle (57). 

Nous pouvons Bnoncer donc, le th6orème suivant 
VI. THÉORGNE C. - Lorsque la  résoluante de Z'équcdion aux  différences 

finies 
a f(x) - Af(x + w) =g( r )  

est une fonction mzéromorplze en A, l'équation 

- dans laquelle ILi est u n  pôle de la résolvante - est foujours rdsoluble et sa 
solution la  p lus  générale, dépend d'une fonction avbitraire, de période o. 

11. Cette thborie de l'équation aux différences finies (1) s'&end facile- 
ment à des équations de meme nature, mais plus g6n6rales. La généralisation 
la plus immediate est fournie par les équations de mème forme que (1), 
mais à plusieurs variables, dont nous considérerons le cas de deux variables; 

dans laquelle les  constantes a et b sont supposées positives ou h partie 
reelle positive, c e  qu'on peut toujours obtenir par des changements de va- 

riable. Les cas où g(e, 2) = g(x +- $) ou g(x, y) = g,(x) -1- g,(y) sont à rejeter 
car ils se réduisent à celui d 'une seule variable en posant, dans le  premier 
x + y  = u, a + b = w et, dans le second f(x, y) = f,(x) t f,(y). 

Ces cas particuliers laissés de côt6, le cas general se traite d 'une façon 
absolument analogue à celui d'une seule variable. Il y a à considerer l a  
limite de 1' expression 

lim 
g(x i- na, y + nb) - .  

w=wg(x+n-la,  y i - n - 1 b ) -  

C' est ainsi qu'on trouve pour 1' equation 

une résolvante qui est un polynome degré p + r  en x et y et admet le  
pôle A = 1 avec l'ordre de multiplicite (P i- r + 1). 
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12. Une autre extension, dans le cas d'une seule variable et qui meri. 
terait une étude à part, serait la consideration du systéme d'équations aux 
diffbrences finies 

les aij étant des constantes à dgterminant non nul. 
La solution, obtenue à l'aide des approximations 

(63) Y ~ ( X )  = yro(~) + hyii(x) + A'ViAx) t- 
dans laquelle 

(64) Y,,,(x) = gdx) 

13. Il y a à considerer enfin I'Equation 

dont je me suis occup6, ainsi que M. S. BOCHNER ('j), à d'autres points de 
vue, et à laquelle on peut Btendre la théorie de l'equation (1), telle que 
nous l'avons envisagee dans ces lignes. 

(6) « Rencliconti Accad. Lincei n, loc. cit. (9, mars 1933. 
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Gli scorrimenti riella Geometrict non euclideti, degli ipei.sp:i,zi 

ed iiJcuii e note voli cori~ispoiidenze proiettive. 

Memoria di  BENIAMINO SEGRE (a Bologna) (4). 

Siiii6o. - Vengon s tudiat i  e coinpletawzente cleter~ninati i seguenti t ~ p i  d i  c o r r i s p o n d e n ~ e  
p r o  i e t t i v  e n o n  singolari fra S u  sovrapposti (con applicaaiowi al la  G e O m e t r i  a n O n 
e u c  l i d  e a  d i  Sn ) :  ornogl-afie di Sn per eui due pun t i  onaoloyhi qualunyue sono con- 
giunti  d a  u n a  ret ta  uwita; reciprocit2c n o n  involutorie di Sn  che posseggono u ~ z ' u n i c a  
qzçadrica dJincidenza;  ottrogvafie d i  S n  ehe trasformano u n a  quad~.ica Q in u n a  qua- 
clvica &' (euentualtnente coincidede colla Q), associando fi'a loro putzti d i  Q, Q' con- 
giunti  d a  rette in essi tanyent i  a ta l i  quadriclze. 

PREE'AZIONE 

fi noto che in  a n  S,, non euclideo esistono, per n 2 3, coppie d i  rette 
senza punti a comune (perchè sghembe), ciascuna delle quali é luogo di punti 
aventi dall'altra una distanza costante: due rette siffatte diconsi fra loro 
parallele ne1 senso d i  CLIFFORD, e posson esser reali solo in geometria ellit- 
tica (ossia quando mancano le ordinarie parallele). Le numerose eleganti 
proprieth relative alle p:irallele di  CLIFPORD in un S, non euclideo, son 
intimamente collegnte d l 7  esistenza di particolari wovis?~etzti dell' S, - detti 
da1 CLIFF~RD scorrimenti ed in certa guisa annloghi alle traslazioni di un 5, 
euclideo - i quali nzutano ogni retta del10 spazio nella retta medesima, od 
in un'altra ad essa parallela ne1 senso d i  CLIFFORD ('). 

I n  questo lnvoro mi propongo aneitutto di indagare se in un q u a -  
l u n  q u e SI, n o n  e n  c l  i d e  O esistano movimenti - da denominarsi ancora 
scorriwzenti - che abbiano i suddetti requisiti; e, in caso affermativo, di 
determinarli tutti. La  questione si riconduce subito alla seguente, ricorrendo 

( i j  Questa Memorin costituisce u n  capitolo del Corso d i  Co~npletnenti d i  Geowzetria, che 
sto svolgendo presso la R. Univers i tà  di  Bologna corne introduziorie alla Geornetria supe- 
riore. Arialoga origine didattica ha la Rota S u i  gruppi di  Sk udsociati d i  u n  S r  ( a  Rendic. 
R. Acc. delle Scienzc d i  Bologna B ,  Adunanaa 12 novembre 1933), i n  ciii estendo agli spazi 
superiori la  nozione e l e  principali proprieth concernenti le quintuple di  piani associati di 8,. 

(7 A ta1 proposito v. p. es. L. BIANCHI, Leaioni dz geometriu di f femwiale ,  ~ o l .  11, 
parte 2" (Bologna, Zmichel l i ,  19241, pp. 515 e seg.': oppure F. KLEIN,  Vol-lesulzyen über 
nicht-eukliclische Beornetrie, bearb. v o n  W.  ROSEMANN, (Berlin,  Springer,  1928), yp. 283 e seg.i. 
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alla classica metrica non euclidea di CAYLEY-KLEIN avente per assoluto 
una q u a d r i c a  & n o n  s p e c i a l i z z a t a  d i  S,,: Costrzcire le owzografie n o n  
identiche d i  S, trasforaranti in sè Q, e ta l i  che d u e  pualunqzie p u n t i  omologhi 
d is t in t i  d i  Q s iano  congiunt i  d a  a n a  retta s i tuata  su Q. Un'omografia sif- 
fatta, supposta esistente, verrk brevemente denominata un'omograf ia  inerente 
a l la  quadrica Q. 

Al n. 3 vien provato che un'omografia di S,, inerente ad una quadrica 
non specializzata di questo spazio, 6 non singolare e lascin fissa ogni  rettn 
congiungente due  p u ~ z t i  omologhi d is t in t i  d i  Sn. Percih iniziamo il lavoro 
col10 studio delle omografie non singolari di  S,, che godono d i  quest'ultima 
proprieth, stabilendo fra l'altro ( 5  1) ch'esse sono soltanto quelle che chia- 
miamo omoyrafie biassiali  d ' i n d i c i  (h, Ir) generuli e speciali, ossia le omogritfie 
di S,, che - colla iiotazione di C. SEGRE - rispettivamento hanno per 
caratteristica 

h i 1  le+l le-h -- h+l -- 
[ ( l ,  1, a . .  , 1), (1, 1, S.. , 111 O [(2, 2, ... , 2, 1) 1, a . .  , l)], 

con 
Ic>h>O, h t k = n - 1  (3).  

Ne consegue ( 5  II) che le omografie d i  Sn inerenti  a d  una puadrica sono 
l e  omografie biassiali speciali col Io indice  dispari ,  alle quali si aggiun- 

gono, per n d i s  p a r i  , le omografie biassiali generali coi d u e  ind ic i  ugzcali 
1 ad  - n - 1). Per  12 = 5, 1' iiiterpretazione di  questi risultati nella geometria a ( 

della retta di S, mostra che n o n  v i  sono altrc proiettività n o n  identiche fra 
due  S, sovra@posti, in cu i  d u e  qualu9zque rette osizologhe dis t in te  sono incidenti ,  
a l l ' i n fuor i  delle osnologie (generali e speciali). Per 12 2 3  arbitrario, poi, cib 
che precede fornisce l'esistenza di  un certo nmnero > O d i  classi di scor- 
r imen t i  in SB di u n  S,, non euclideo; ciascuno di tali scorrimenti appartiene 
ad u n  determinato gruppo abeliano setnplicemente infinito,  tu tto costituito da 
scorrimenti della medesima classe, ed avente corne t r a i e t t o r  i e rette 
fra loro a due a due parallele ne1 senso di CLIFFORD. È infine da  rilevare 
che esistono scorrisaenti reali  solo ne@ Sn ellittici d i  dimensione d i spar i ;  in 
uno spazio di questo tipo gli scorrimenti reali formnno ii n s 01 s i  s t e m  .z 
c o n  t i n u o  O ne forniano d u e ,  a seconda che .n - 1 6 O non B divisi- 
bile per 4 (4). 

(3) Le omografie biassiali d'indici (0, e -1)' non son altio clie le omologie (generali e 
speciali). 

(4) Quei sistemi sono dei g r u p p i  per l a  = 3, e solo in ta1 easo. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Una parte degli sviluppi precedenti si connette strettamente al problema, 
finora non risoluto, di determinare le reciprocità non involutorie nè singolari 
fra Sn sovrapposti, che a~imettono un' unica qzcndrica cl' iizcidenza ?toi% specia- 
liasata. I l  problema non ammette soluzioni per n =: 2, ossia (n. 10) co~zdiaione 
necessa+ia e sufficiente affinchè una reciprocitb piana non singolare sia una 
polarità rispetto ad zcna conica, è che le sue due coniche d'incidenza siano 
irriducibili e coincidenti. Questo teorema non ha  l'analogo nello spazio ordi- 
nario e neppnre in alcnn altro spahio. superiore, e cioè esistono.reciprocità 
del tipo snddetto per ogni valore di n > 3 (j). Precisainente (Ej III) si otte)?gono 
tutte e sole le reciprocità i n  discorso, ~noltiplicando la polarità rispetto ad una 
quadrica non specialiazata d i  Sn per ~~~'orrbografia non involutoria a questa 
inevente. 

Un ultimo problema, di ciii si occupa. il 5 IV, A la determinazione delle 
oinografie di Sn inerenti a due quadriche Q, Q' non specializzate di tale 
spazio: cos1 denominiamo un' oinografia di S,, che inuti Q in Q', in modo 
che due qualunque piinti ornologhi distinti delle due quadriche aiano con- 
giunti da una retta clie in essi t O c c  h i le Q, &'. Quando Q coincide con &', 
le omografie richieste sono quelle studiate al $ II. lnvece oinografie inerenti 
a due quadriche d i  s t i n t e ,  esistono solo negli spazi di diinensione d i  s p a r  i , 
2p - 1; ognuna di esse B generalmente inerente ad coppie di qua- 
driche, e pub sempre decoinporsi (in un modo e quindi in generale, c o n .  
s e g u e n  t e m e n  t e ,  in m P - '  modi) ne1 pvodotto della polarith rispetlo ad ana 
qundricn per zma polurità nulla, conie pure ne1 p~odotto di una polarità 
tzulla per la polaritb rispetto ad una quadvica; viceversa, i l  prodotto di due 
qunlunqzce polarita, nofi singolari di nome diverso (prese in ordine nrbitrario) 
d h  ztn'on~ografia inerente a due quadriche. Unn siffatta oinografia, inoltre, 
pub venir altrimenti c a r a  t t e r i s z a t a dalla possibilitb di distribuire i suoi 
d i v  i s o  r i e 1 e m e n  t a r i  in coppie, tali che cleiuenti di una stessa coppia 
abbiano il wzedesi~no eskonelzte e si annullino i n  corrispo~zdenza a valori fra 
loro opposti. Le cose si presentano in modo particolarinente interessnnte nello 
e p a e i o  o r d i n a r i o ,  coine risulta da1 n. 13. 

È superflu0 rileyare che l a  traduzione analitica - che per brevità, omet- 
tiamo - di molti dei risultati conseguiti in questo lavoro, fornirebbt! senza 
sforzo la determinazione di  .estese classi di sosfituaion.i lineari e di determi- 
.nanti, godenti di notevoli proprietà (v. nn. 6 e 9). 

( 5 )  Per 92 =3, un escnipio in proposito trovasi nella nota a pie' di p. 139 del171dro- 
dwziorte a l la  yeo~netria protettiua clegli ipersPazi (Xessina, Piincipato, 1953) di E. BRI~TINI. 
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5 1. Le ornogralle biassiali di S,,. 

1. Dalla teoria generale delle o m o g r a f i e  f r a  s p a a i  s o v r a p p o s t i  
seguono subito varie proprieth, nonchd le equazioni canoniche, di quelle che 
nella Prefaaione abbinmo convenuto di chiamare le owzografie biassiali di S,, ( l ) ,  

e f r a  le  quali - corne già si A avvertito - vi sono in particolare le osîzologie. 
Un'osîzografia biassiale generale di S,, , d'indici (h, k), possiede due spaai 

fondawentali indipendetzti, S, , S, , con 

(l) h + k = n - 1 ,  k 2 h 2 0 ,  

ed un unico i)zvuriante assoluto, a (finito, non nul10 e diverso da 1); due qua- 
lunque punti omologhi distinti (ossia non situati sugli spazi Sh, Sh, luoghi dei 
punti uniti), sono congiunti da  una  retta unita appoggiata ad Sh, S k ,  e deter- 
minano coi relativi due punti d'appoggio biramorto costante, ugiiale ad a. Presi 
rispettivamente in Sh ed in Sk i punti fondamentali A,, A ,,..., Ah ed A,,,, 
A,,,, ..., A,, delle coordinate proiettive omogenee (x,, x , ,  ... , x,,), l e  equazioni 
dell' omografia si riducono alla forma : 

(2) xo:xi: ... : X , ~ : ~ X ; ~ + , : X ~ + ~ :  ... :x , ,=xl , :~ ' , :  ... :~ '~:ax '~+, :ax ' , ,+ , :  ... :axl,, .  

Un'ow~ografia biassiale speciale di SI,, cogli indici (h, k )  ancora soddi- 
sfacenti alle (1), ammette un solo spaaio fondamentale, Sk, ed una sola stella 
fondamentale, i l  cui centro Sh a p  p a r  t i e n e  ad Sk O, per h = k,  c o i  n c i  d e  
con questo spazio; due qualunque pnnti omologhi distinti (ossia non situati 
sullo spazio Sh, 1uog0 dei punti uniti) sono congiunti da ztna rettcc unita 
appoggiata ad S,, sulla. quale l'ornografia subordina una proiettivit& paru- 
bolica. Presi i vertici A,, A, ,... , A,, della piramide fondamentale in SI,, e 
scelti inoltre per Ic > 7% i vertici A,,,, , ... , A, (fuori di  Sh) in S,, le equa- 
zioni dell' omografia : 

12 

(3) pz',. = 2 arsxs ,  ove r = O, 1, ..., n (p + O, A r 
s - O  

si semplificano, risnltando com'è facile vedere 

( A )  Ved. C. SEGRE, Sulla teovia e sulla classificuzione delle omografie i n  uizo spazio 
lineare ad atn ~zumero yualunque  cl^ ditneitsiowi, a Mern. R. Acc. dei Lincei n ,  serie III, t .  19 
(188-1), p. 127; oppure E .  BERTINI, Op. cit., cap. IV. 

( 7 )  Questa convcnaione non fa che estendere una terminologia parainlinente in  iiso ne110 
spazio ordinario; c f i .  p. es. A. COYESSATTI, Leziowi d i  geomatvia unalitica e proiettivw, 
Par te  II (Padova, Cedam, 1931), pp. 300 e 302. 
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in altri termini, ne1 determinante A della sostituzione lineare (3) si annullano 
tutti gli elementi, tranne quelli della diagonale principale, ugiiali fra loro, 
ed al più quelli del subdeterminante 

d'ordine h + 1 = n - k. Quest' ultimo potrebbe venir ulteriormente ridotto, 
disponendo opportunamente degli elementi fondamentali delle coordinate an- 
cora arbitrarî, d'acoordo col fatto che 170mografia in discorso n o n  ha inua-  
r i a n t i  ussolut i ;  pel seguito tuttavia basta rilevare che è a+ O, poichè la  
caratteristica del determinante 

deve precisamente valere h + 1 = n - k ,  quando per p si assuma 1' unico valore 

p = aoo = ai, = ... = a,,,, 
che annulla D(p). 

Dalle equazioni (2) e dalle (3), (4) si dednce agevolmente Che: 
Un'omografia biassiale, generale o speciale, d ' ind ic i  (h, k )  d i  Sn, cleter.r)li~za 

col17 ident i ta  un fascio d i  omografie del wzedesi9no tipo, formanti  un g r u p p  O 

a b  e 1 i a n O ;  tal i  omografie posseggono tutte le slesse oon- ' rette uni te ,  costituenti 
le t r a i e  t t o r  i e  del gruppo,  il czci ins ieme verrà detto un sis tema lineare 
(generale O speciale) d i  rette, d ' ind ic i  (h, k). 

P e r  cib che precede, un sistema lineare generale d i  rette d ' i n d i c i  (h, k) 
non 6 altro che l'insieme delle rette che si appoggiano ad un Sh e ad un S,< 
syhembi fra loro. Si  ottiene un s i s t e l m  ligzeare speciale d i  rette d7 ind ic i  (11, k), 
dando arbitrariamente una c o r r i s p o n d e n z a  p r o i e t t i v a  n o n  s i n g o l a r e  
fra i punti di un S,, e gli Sk+, di S,, (n= h + k + 1) passanti per un Sk 
fisso contenente Sh, e considerando le wn-' rette di S,, che sono incidenti 
ad S, e stanno nell' Skfi che corrisponde a l  relativo punto d'appoggio. Ri- 
sulta poi che un'ornografia biassinle speciale pu6 ottenersi coule l imi te  da 
un'ogtzografia biassiale yenerale cogli stessi indic i ,  qzcando dei due  spazi  fon- 
da.u>îentali d i  ques t 'u l t imn  u n o  uenga a contenere l ' a l t ~ o .  
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2. Invertendo u n  precedente risultato, stabiliremo ora Che: 
Un'owzografia non singolare nè idetztica f m  due spuai sovrapposti, che 

abbia u n i  t u  ogni retta congiungente due punti  onzologhi distinti, è un '  omo- 
grafia biassiale. 

Sin invero SZ un'omografia di S,, di quel tipo, e P, P" due generici 
punti omologhi ( d i s  t i n  t i). È ben noto che la  retta r che li congiunge si 
appoggia agli spazi sostegni delle stelle fondamentali d'iperpiani in punti 
d i s  t i n t  i ('); e poiché ciascuno di tali spazi é trasformato in sé dalla Q,  
ed inoltre la retta r per ipotesi P imita, ne segue che i suddetti punti d'ap- 
poggio sono u n i  t i .  Ora, siccoine ln proiettivith (non identica) subordinata 
su  r dalla 52 ha due punti uniti distinti O coincidenti, si conclude che i centri 
delle stelle fondamentali, e quindi pure gli spazi foiidamentali della !2 (Che 
in  ogni caso hanno significato duale e sono nello stesso numero di yuelli), 
debbono essere d u e  d i s  t i n  t i O ridursi ad u n o  s o l o .  Distinguiamo i 
due casi. 

Se !2 possiede due spazi fondameiitali, Sr, ed Sk (con JC 2 h O), qiiesti 
sono certo indipendenti (7 ; essi inoltre appartengono ad S,, - cioé s u s  s i 5 t O n 
l e  (1) - dovendo per ogni punto P generico di S,, passare una retta r un'ita 
e contenente due punti uniti distinti, eppertanto appoggiata sia ad S ,  che 
ad SI,. Dunque Q, nelle ipotesi attuali, é un70mografin g e  n e r a l e  coi dne 
soli spazi fondamentali Sh, Sk,  ossia 6 un' outografia biassiale generale d'in- 
dici (h, k) ('"). 

Supponiamo o r i  che !2 abbia una sola stella fondamentale, di centro S,, 
(con h>  O), e qnindi pure un sol spazio fondamentale, 8,:: fra 1% e k ,  intanto, 
deve notoriamente intercedere la  prima delle (1). Per un punto P generico 
di S, ,  passa, come sappiamo, una retta r unita e contenente un punto unito, 
eppertanto appoggiata ad S R ;  diinque 1' Sk+, congiungente Sk e P é unito, 
ci06 !2 subordina nella stella di centro Sk la proiettività identica. Ma i soli 
iperpiani uniti di S,, sono quelli yassanti per S,, onde deve SI, appartenere 
ad S ,  O coincidere con questo spa~io ,  ed essere k ;> h. 

Introduciamo in S,, un sistema di coordinate proiettive omogenee, in 
modo analogo a ci0 che si è fatto pel 20 caso considerato al n. 1; l'omo- 
grafia P si rappresenti colle (3) in coordinate di  punto, 6 quindi colle 

II. 

a,. = 2 a per r = O, 1, ... , n, 
s-0 

(8) Ved. C. SEGRE, Mem. cit. n. IO; E. BERTINI, Op. cit., p. 80. 
(9) Cfr. C. SEÜRE, Mein. cit., n. 14; E. BERTIN, Op. cit., p. 7'7. 
(iO) CiO segue subito da1 n. 1; ved. pure E. BERTINI, Op. cit., pp. 85-86. 
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in coordinate d' iperpiano. Dovendo 8 subordinare 1' identità ne110 spazio fon- 
damentale 8, (di equazioni xk+, = xktz = ... = x,, = O), in base alle (3) risulta: 

a,,,=a,,= ... =akk+O, a,.s=O per r+s ,  s=O, 1 ,..., k ;  

parimente, affinch& 52 subordini l'identità nella stella di centro 8, (di equa- 
zioni 5, = E i  = ,.. = 5,' =O), i n  forza delle (7) dev'essere: 

Tenuto conto delle (l), di cui dianzi abbiaino stabilito la validità, le condi- 
eioni trovate equivalgono alle (4); e poichè, come subito è visto, il determi- 
nante (5) certu non si  annulla, si conclude che nelle ipotesi attuali S I  é 

un'omografia biassiale speciale d'indici (h, k). 
Col linguaggio dell'illgebra, il risultato conseguito pub enunciarsi di- 

cendo che: 
Affinchè una sostituaione lineare invertibile su il 4- 1 2 3 varinbili, sia 

tale che risulti identicamente nulla la grlatrice avente per orizzontali n + 1 
numeri arbitrari ed i loro trasforlnccti secondo la data soslitztzione e secondo 
la sostituzione inversa, è necessario e sufficiente che i suoi divisori elewmztqri 
siano tutti srntqlici e si annullino per due soli valori, oppure siano al pi& 
dei pzcadrati e si annullino tutti per il ,îzedesirtzo valore. 

3 II. Le omografie inerenti ad una quadrica di S,, 
e gli scorrimenti nella Geometria non euclidea 

degli iperspazi. 

3. Coine già si & detto nella Prefazione, chiamiaino inerente ad una 
quadrica Q di S,, un'omografia non identica di questo spaeio trasfornmnte 
in  sè Q, e tale che due qualunque punti ornologhi distinti di Q sianci con- 
ginnti da una retta s i t u a t a s u  &. Ci proponiamo di stabilire che : 

Un' owzografia inerente ad una quadrica non speciccliaaata è necessaria- 
mente un' omografia biassiale. 

Sia Q una quadrica non specializzata di S,;,  di equazione: 

II. n 

(8) 2 z C,.,X,X, = O, 
r=O s=O 

con : 

'(9) c,.,=c,,. per r ,s=0,  1, ..., n, C s  ~c,.,~=+O. 

Se le (3) rappresentano un'omografia 8 che muta in SA Q, disponendo del 

Annali di  Mmtematica, Serie 1V. Tomo XII. 43 
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fattore p di proporzionnlità, si pub supporre risulti 

ossia 
n  n  

(10) Z 2 cika,,.ak, = c , . ~ ,  per r,s=O, 1 ,..., 12. 
i Oh: O 

Da qui si  trae C . A =  C, A- = 1, onde intanto Cl é certo non singolare. Af- 
finchè 1' omografia 9 sia i n e r e  n t e a Q ,  é inoltre necessario e sufficiente 
vi sia una costnnte a per cui si abbia identicamente: 

n n n  n n w n  

Z 2 Z c,.ia,sx,.xs 7 p 2 2 c , . ~ ~ , . x ' ~  E a Z 2 c,.,xrx8, 
i = O  +=O s=O i = O  1-0 r=O s=0 

e cioé, tenuto conto delle (9), valgano le: 

n 

Z ( C , - ~ ( G ~ ~  + c,'a,,.) = 2ac,., , per r, s =O, 1, ... , n. 
i=O 

Posto per abbreviare: 
n 

incominciamo col provare che, in forza delle (9), (IO), (Il), é:  

(13) wt1.= 1, w , . ~  = O per r + t (r, t=O, 1 ,..., n). 

Invero, qualunque siano s, t = O, 1, ... , n, dalle (12) si deduce: 

da qui, scambiando nell'ultimo sommntorio gl'indici r, i ed applicando 
le (9), (il), si trae: 

ossia, semplificando e ricordando le  (IO), 

Se in questa relazione si tien fisso l'indice t e si dànno ad s i valori 
0, 1, ... , n, si ottengono n + 1 eqnazioni lineari nelle n + 1 qunntitB w,., , 
w,, , ... , w,,,; il sistema da esse format0 ainmette u n a  s O 1 a soluzione, es- 
sendo diverso da zero il determinante C dei coefficienti; e detta soluzione é 

precisamente quella fornita dalle (13), corne subito si verifica. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cib premesso, e tenuto corito del 1, per dimostrare il teorema enunciato 
in principio basta far vedere che l'o~~zogrnfiu 9, inererzte a Q, mmnette corne 
unitn ogni retta congiungeîtte due punti owtologhi clistinti d i  Sn; il che equi- 
vale manifestainente a stabilire che, se 52 muta i l  punto P(x)  in P1(z') ed il 
punto Pf(x') in PU(x"), sempre i tre punti P, Pr e P" (supposti distinti) sono 
a 11 i n e  a t i . Ora infatti, avuto riguardo alle (3), alle formule analoghe 

12 

per r = 0, 1, ... , n, 

ed alle (13), (12), si ha successivamente: 

x,. - 2apx,.' = X w , . ~ x ~  - 2apx,.' = 
t=O 

+a n rr n 
= (2aa,., - E a,.ia,,)xt - 2a Z a,,x, = - I: I: a,.,ai,xt = - p L: a,.,x,' = 

t=O i = O  t=O i - O  t-0 ' I - O  

- - - pex,.Ir7 
ossia : 

z,. - 2 a ~ x , . ~  + pox,." = 0, per r = O ,  l,..., 18; 
e cib prova l7 asserto. 

4. Poggiando sui precedenti risultati, possiamo agevolmente determinare 
tutte le omografie i n e  r e n t  i a d  u n  a q u  a d r  i c a Q non specializzata di S,, . 
Ciascuna 52 di esse, intanto, dev7 essere un7 O m O g r a f i'a b i a s  s i  a 1 e (n. 3), 
di 'Cui h e k, soddisfacenti alle (l), denotino g17indici; distinguiarno due casi, 
secondoch6 17 oinografia S2 6 generale O speciale. 

Se P é g e n e r a l e ,  possiede un Sh ed un Sk fondamentali, e mn-' rette 
unite incidenti a questi (n. 1); di tali rette, CO"-" stanno su Q, dato che per 
un pun'to P generico di Q passa u n a  di dette rette giacenti su Q (quella 
che congiunge il punto P coll'omologo di  P secnndo Q). Cib esige che S h  

ed S k  appartengano a Q; poichb, se p. es. Sh non vi stesse e quindi con- 
- tenesse solo mh-' punti di Q, le suddette O O " - ~  -  OC^+^-' rette di Q si 

otterrebbero congiungendo mh-' di que~t i .  punti con t u t t i  i punti di S,, 
onde Q sarebbe un SA-cono, contro il supposto. I n  base ad una nota propo- 
sizione ("), deve pertanto essere: 

e quindi, in forza della prima delle (1)' 

(Li) Ved. p. es. E. BERTINI, Op. cit., p. 160. 
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Si  conelude che: 
Tutte e sole le oszogrape g e n e  r a 1 i inerenki ad  una quadrica no?% spe- 

c ial imata,  sono 'o înopaf ie  biassiali generali  a d  ind ic i  ugucrli; d i  queste omo- 
grccfie Ize esistono solo negli  spazi  d i  dilnelzsione d i  s p  a r  i ,  e c iascana d i  esse 
é inerente alle infinite quadriche passant i  per  i m o i  d u e  spaai fondanzentali. 

Data in un S,,,, una quadrica Q non specializzata, d u e  qualunque 
suoi S,, s g h e m b i appartengono notoriamente al10 stesso sistema od a sistemi 
diversi secondoch6 h B dispari O pari ("), e sono fondamentali per xi omo- 
grafie biassiali generali inerenti a Q, formanti un gruppo continilo del tipo 
considerato al n. 1. Non ci sono altre ornografie generali inerent i  a Q oltre 
alle suddette, le quali coinplessivamente - a seconda che h 8. p a r i  o 
d i  s p a r i - costitiiiscono u n O O d u e  sistemi distinti, d i  dimensione h 9 -  h + 1 ; 
uno qualunque di tali sistemi è un insieme connesso, ma non chiuso (ne1 
campo complesso), ilovendo venir completato colle omografie particolari ine- 
renti a Q (ved. n. seguente), se si  vu01 ottenere un sistema continuo: 13 poi 
facile provare che quest'ultimo risulta un g r u  p p O solo per h. = 1. 

5.  Supponiamo in  secondo luogo che l'omografia Q, considerata al prin- 
cipio del n. 4, sia un'omografia biassiale s p  e c i a l  e. L7 Sk luogo dei punti 
uniti e 1' Sh inviluppo degli iperpiani uniti d i  8 debbono essere mutuamente 
p o 1 a r  i rispetto a Q, dato che Q muta in sé Q: dunque 10 spazio Sh - che 
(n. 1) appartiene ad S, - s ta  sul la  quadrica Q, ed ammette precisamente S k  
come spazio tangente relativo. Ne risiilta, corne pocanzi, che dev'essere 

e si ha inoltre subito 
di Q sarebbe ad esso 
un 8,-cono, contro i l  

h 2 0, poichè, se S,, fosse un p u n  t O ,  ogni altro punto 
congiunto da una retta di  Q, e la  quadricn Q sarebbe 
supposto. 

. Ad un clualunque S,,, passante p m  S ,  corrisponde un punto P di S,, 
per modo che le rette uscenti da questo punto e giacenti nel17Sk+, sono 
unite per 8 (n. 1); d'altro canto, quella fra queste rette che contiene un 
qualsiasi punto di  Q situato in S,,,, deve stare tutta su  Q (n. 3), per il che 
occorre e basta che Skfi t o c c  h i  Q in P, ossia che P appartenia all' SI,-, 
(di Sh) polare di Sk +, rispetto a Q. Al variare dell' Eh+,  attorno ad Sk , il 
punto P omologo in Sh gli corrisponde in una p r O i e t t i v i  t à non singolare 

(fi) Cfr. p. es. E. BERTINI, Op. cit., p. 155. 
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(n. i), ed un' altra p r O i e t t i v i t à non singolare intercede fra 1' SR+, ed il 
relativo ,Y,,-, polare rispetto rt Q ;  dunque il punto P e lo spazio Fi,,-, va- 
riano in S, sempre appartenendosi, e corrispondendosi in una r e c i p r O c i  t à 

non singolare (prodotto di quelle due proiettività), la  quale b pertanto una 
polarità nulla n o n  singolare: cib esige che h sia un numero d i s  p a r  i .  Il 
ragionamento s'inverte e si ottiene che: 

Un' omografia p a r t i c  O 1 ar  e inerente a d  u n a  quadrica non speciaEizzata, 
è un' ornograjia biassiale syeciale col I o  indice d i  sp a r  i . Viceversa, utz' o+vzo- 
grafia 9 di  Sn d i  puesto tipo, di cui S!: ed Sk delzotino 10 spasio fondawzentale 
ed i l  cenlro della stella fondamentale, è inerente a ciascmza delle infilzitt? 
yuadriche non specialimate di Sn, che - f ra  10 spazio Sh e la  stelld d i  
centro Si, - subordinano la  proiettività prodotto di  una qualsiasi polarità 
nulla non singolc~re di Sh, per la cowispondenza proiettiva ilzdividuata d a  52 
frn lali forme. 

Una quadrica Q non specializzata di S,, , qualunque. sia n 2, pos- 
siede sempre infinite omografie particolari ad essa inerenti, distribuite in [a ( f i  + l)] + 1 sistemi continui diversi se B n - 3 (mod. 4) ed in [; (w + l)] 
sistemi conhinui diversi negli altri casi. Precisamente, scelto comunque su Q 

un Sh , ove h pub solo esser nguale ad uno degli ' (1% + 1) interi d i  s p  a r i 
1 [J 
a 

1 
ohe non superano - (n - 1), sia SR (con k - n - h - 1) il relativo spazio po- 

lare (passante per Sh);  si  consideri in S, una qualsiasi polarith nulla (non 
singolare), e la si moltiplichi per la  proiettività. subordinata da Q fra 10 
spazio Sh e la stella d i  cent,ro S R :  si ottien cosi una corrispondenza pro- 
iettiva fra i punti di Sh e gli &+, per Sk7 in relazione alla quale (giusta 
il n. 1) resta individunto un gruppo continuo oot di omografie biassinli spe- 
ciali i n  e r e n t  i a Q. Non v i  sono altre ornografie particolari inerenti a Q, 
all'infuori di  quelle che si deteruainano i k z  ta1 yuisa. La  scelta di Sh dipende 

1 
da 3 (h + 1)(2n - 3h - 2) parametri, Sn potendo variare in d u e  d i  v e r  si  

sistenii conhinui, aventi ambedue quella dimensione, se Q n = 2h+ 1, ed 
in u n  s o l  sistema negli altri casi (13); poiche una polarità nulla di  Sh 

1 
dipende da h(h +- 1) - 1 parametri, cosi uno dei suddetti sistemi di omo- 

grafie biassiali .speoiali d' indici (h, k) inerenti a Q ha la  dimemio~ze 
(h + l)(n - h - 1) =I= hk +- k. 

("3 Yed. p. es .  E. BERTIN], Op. cit., p. 152. 
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Da1 punto di vista analitico, gli sviluppi dei nn. 4 e 5 provano che: 
Condisione necessaria e sufficiente affinchè ana sostitusione lineare su 

n i- 1 variabili sia inerente ad %na forma quadratica a discriwbinante non 
nullo, è ch'essa abbia caratteristica del tipo: 

oppure : 
q - 2 p !  -.y 

[ (2 ,2  ,,.., 2, 1, 1 ,..,, l)] 

Cosi, ad esempio, per troyare cosa sono le s O s t i t u 5 i o n  i 1 i n  e a r i (3) 
i n e r e n t i  a l l a  q u a d r i c a  

fi 

(16) ' ri X, .~  = O, 
v=o 

basta porre : 
c 1 l  c , . ~ = O  per r + s  (r,s=O, 1 ,..., n) 

nelle formille del n. 3 ;  con cib le (10) diventano le condizioni di ortogonalitB 
del determinante A = 1 a, ,  1 ,  mentre le ( l i )  si riducono a :  

%,.=a, a,.,+a,,:=O per r + s  ( r , s=O, l ,  ..., n). 

Dunque le suddette sostituzioni lineari - la ciii effettiva d e  t e r m i n  a z i O n e 
è irnplicita nei risultati dei nn. 1, 4, 5 - sono csratterizzate da1 fatto che 
tutti gli elemen.ti principnli del loro determinante A hanno utto stesso valore, a, 
ed inoltre tale determinante risulta i n  pari tentpo ortogonale e pseudosk~t~~etrico 
(od ewM~nmetrico per a = 0). 

Poichb, nelle ipotesi attuali, dalla (6) si ricava agevolmente: 

cosi una di quelle sostituzioni lineari ha la caratteristica (14) O l a  (15), se. 
condoch& risulta a' + 1 O a' = 1 ; in particolare, per a = 0, si ottiene il 
teorema di FROBENIUS ( I I ) :  

I divisori elementari d i  m a  sostituzione lineare in pari tempo ortogonale 
ed alternata, sono tutti sew pl i c i  e si annullano 
pel valore - i. 

('4) Ved. G.  FROBENIUS,  Ueber lineare Substitutioneie 
flir die reine und ang. Math. a, t. 84 (1878), p. 26. 

meta pel valore + 

.und bilineare Formen, 

i, nzefh 

c Journ. 
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7. 1 risultati dei nn. 4 e 5 si verificano subito direttamente ne110 spazio 
ordinario. Per n =4 e per n = 5 da essi si trae in particolare che: 

Le otnografie ilzerenti ad u n a  guadrica non  specialimata d i  S , ,  costitui- 
scono un zcnico sistewa conti~zuo w4 e sono tutte outografie biassiali speciali 
d i  indici (1 ,  2). Una quadrica Q non specializzafa d i  S, possiede, corne omo. 
grafie ad essa inerenti, soltnnto m7 orr~ografie biassiali ge~zerali d i  indici (2, 2)  
ed N" omo~raf ie  biassiali speciali d i  iudici (1, 3). 

È subito visto, tenendo conto dei nn. 4 e 5, che se i piinti di Q rap- 
presentano aL modo solito le rette di un S , ,  le suddette omografie inerenti 
a Q corrispondono alle 00' o m o l o g i e  g e n e r a l i  ed alle m6 o m o l o g i e  
s p e c i a 1 i di 8, . Dunque, poiche notoriainente una trasformazione proiettiva 
di S, si rispeccliia in iin'omografia di Q in se e viceversa, e due rette in- 
cidenti di S, hanno per imagini due punti congiunti da una retta giacente 
su Q, cos1 si pub dire che: 

Ne110 spazio o~d inar io  mon u ' è  alcuna reciprocita in cui due qualunque 
rette ortcologhe siano incidelzti, e le soie omografie che godano d i  tale proprietà 
sono le o~noiogie. 

8. Assunta una quadrica Q non specializzata di S,, come a s s o l  u t O di  
una metrica non euclidea di CAYLEY-KLEIN, due rette di  S,, sono parallele 
ne1 senso d i  CLIFFORD, quando i due punti ove una di  esse incontra Q pos- 
sono venir congiunti ai due punti analoghi dell'altra da due rette di  Q (i5). 

Un m ov i m e n  t O dell' SI, non euclideo - ossia un' omografia 51 dell' S,, 
che muti in se Q - si denominerà (come nella Prefaaione) uno scorritraendo, 
quando due qualunque rette distinte di SI, che siano omologhe secondo a, 
risultano fra loro parallele ne1 senso di CLIFFORD. In  altri termini, presi 
su Q due generi& punti A, B, di cui A', B' siano gli omologhi secondo 51 
(situati pure su Q), debbono le rette AA', BB' oppure le AB', BA' giacere 
su Q; ma la seconda alternativa si escludo subito, in quanto A, B, e quindi 
pure A, B', possono venir scelti arbitrariamente su  Q; resta solo ln prima, 
l a  quale (n. 3) esprime che: 

Gli scorrirnenti in geometria vzon euclidea, non  sono altro che le olrcografie 
inerenti all' assoluto. 

1 risultati dei nn. 4 e 5, forniscono percib senz'altro t u t t i  gli scorri- 
menti relativi alla geometria non euclidea di un iperspazio. Quando ci si 
voglia limitare agli scorrimenti r e a 1 i , siccome 1' assoluto non pub contenere 

('5) Cfr. p. es. L. BIANCHI, loc. cit. O F. KLEIN, loc. cit.. 
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spazi lineari reali, restano intanto esclusi quelli contemplati da1 n. 5; quelli 
del n. 4 esistono solo per n = 212 + 1 : uno di essi - se  6 reale - ha 
due 8, fondamentali sghembi e situati su Q, che necessariamente sono 
c o r n p l e s s i - c o n i u g a t i .  Dunque & n o n  h a  p u n t i  r e a l i ,  e si con- 
clude Che: 

L e  sole geo~netrie n o n  euclidee che posseggano degli scorri~îzenti r e a l  i , 
sono le geonzetrie e 11 i t t i c  h e degli spasi Sn d i  dimensione n = 2 h  + 1 
d i s p a r  i .  Secoîldochè h è par i  O dispari,  gli  scorrimenti in sè d i  un tale 
spaaio costituiscono un solo O due distinti  sistemi continui,  d i  dimensione 
h' -+ h + 1; u n o  d i  p e s t i  sistemi r isul ta  un g r u s o  solo per h = 1,  ed i suoi 
scorritnenti s i  possono in ogni cm7so distribuire im aoh(h+O gruppi  abeliani mij  

ciascuno dei puali ammette cogne traiettorie mlh rette fra loro a due  a due 
parallele ne1 senso d i  CLIFFORD. 

g III. Le reciprocità non involutorie di S,, 
che ammettono una sola quadrica d'incidenza. 

9. Una correlazione éR non singolare di un S,, in SB, s i  rappresenta ana- 
liticamente con formule del tipo: 

n 

(17) pS,,'=.Xa ,.,$ x,, per r=O, i ,..., n, (?+O, A ! a , . , ) $ : O ) ,  
s=o 

equivalenti alle : 

n 
0 x 2  A , ,  per r = 0 ,  1 ,..., n, (o+O, A'= lA,-8/+O), 

in cui, secondo 17uso, A,,. denota il complemento algebrico dell'elemento a,,. 
ne1 determinante A. È noto ( '7,  e risulta subito dalle precedenti equazioni, 
che - supposto 3% non sin una polariti't nulla - il luogo dei punti dell'uno 
O dell' altro dei due spazi sovrapposti che giacciono ne1 rispettivo iperpiano 
omologo 13 una medesima q u a d r i  c a - 1 u O g O ,  di equazione : 

e, dualmente, gli iperpiani che passano pel punto omologo inviluppano la 

('6) Cfr. p. es. E. BERTINI, Op. cit., p. 115. 
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q u a d r i c a  di equazione: 

Le due quadriche suddette denominansi le quadriche d ' incidenza d i  91; 
esse risultano indeterminate se 8, è una p o l a r i  t à n u l  l a ,  e solo in ta1 
caso; mentre coincidono in un'unica quadrica non specializzata, se $3, è una 
reciprocità involutoria di  altro tipo (che allora precisamente si identifica 
colla p o l a r i t a  r i s p e t t o  a t a l e  q u a d r i c a ) .  Quest'ultima proprietlt non 
si inverte, tranne per n = 2 ;  e qui appunto ci proponiamo di determinare 
(se esistono) le reciprocità '12092 iwvolutorie d i  Sn che a ~ ~ z m e t t o n o  ~ ~ ~ ' z c n i c a  qaa-  
dr ica d' incidensa n o n  specialixsata. 

La questione, da1 punto di vista analitico, pub venir formulata cosl. Posto: 

in qua l i  casi, supposto i l  deteruzinante n o n  nul lo  A 1 aik 1 s i a  n é  simmetrico, 
n é  emisimmetrico e BB, $; 0, r isul tano le  Br, u g u a l i  O proporzionccli alle B:,? 

Si haInno subito esempi di determinanti A di quel tipo, di un ordine 
p a r i  arbitrario, ne1 modo seguente. Denotiamo con 1 p I h  la matrice quadrata 
d'ordine h, avente gli elementi della diagonale principale uguali a p ed i 
rimanenti tutti uguali a aero; i l  determinante 

in  cui p2 e qe siano diversi fra loro e da aero, soddisfa alle condizioni volute, 

La  complets, d e  t e r m i n a  a i  O n e  di tutti i determinanti A aventi i sudcletti 
requisiti si presenta come piuttosto ardua, quando si voglia affrontare l a  via 
analitica diretta; l a  si pub invece ottenere in  modo assai semplice poggiando 
sugli sviluppi geometrici del n. seguente, i quali mostrano fra l'altïo che 
esistono determinant i  d i  quel tipo d i  ogni ordine  n + 1 * 3, ma n o n  ve n'è 
alcuno del 30 ordine.  

IO. Sia 91 una correlaaione non singolare ne involutoria d i  un S,, in SB, 
avente un' unica quadrica d1 incidenza, Q, non specializzata ; e denotiamo 
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con Q la polarità rispetto a Q. Un punto P generico di Q si trasforma me- 
diante 8 in un iperpiano x p a s s a n t e  p e r P (dato che P sta sulla qua- 
drica-luogo q'incidenza di a), i l  quale perb non tocca Q in  P (se no % 
coinciderebbe con Q); d'altronde n, contenendo il punto P che gli corri- 
sponde in a-', deve appartenere alla quadrica-inviluppo d' inciden~a di 8, e 
ciob deve t O c c  a r  e Q: e sin P t +  P il relativo punto di  contatto. La  retta PP' 
s t a s u Q, poichb conginnge due punti coniugati di Q;  ed in definitiva risulta 
che 2' onzografia 

(18) Q=8Q 
(la quale appunto trasforma P in Pr)  è inerente n Q. È da rilevare che la 
reciprocità 8, - trasformando in SB, come s'è visto, la quadrica Q - è 

p e r m u  t a b  i l e  colla polarità Q, ossia ne1 2 O  membro della (18) é indiffe- 
rente l'ordine con cui si eseguisce il prodotto; dunque, essendo Q2 = 1, 
dalla (18) si ricava: 

(19) % =,QQ = QQ. 

Consideriamo reciprocamente una quslunque ornografia P (non identica), 
inerente ad una quadrica Q non specializzata di S,,;  e denotiamo, coine 
dianzi, con Q la polarità rispetto a Q. L'omografia 8 muta in s& Q (ond'b 
permutabile con Q), trasformando un generico punto P di Q in un punto 
Pi + P di Q, congiunto a P da nna retta situata su  Q; dunque 1' iperpiano n 
tangente in P r  a Q p a s  s a  p e r  P, eppertnnto la reciprocità 8 definita 
dalla (19) fa corrispondere ad ogni punto P di Q un iperpiano 7c passante 
per P, rnentre la sua inversa associa ad ogni iperpiano n che tocca Q, un 
punto P che gli appartiene. Cib significa che la  reciprocità 6.R suddetta, 
sempre che non sia una polarità nulla, ammette Q come u n i  c a quadrica 
d' incidenm. 

Si noti subito che 8, non é certo la polarità rispetto a Q, essendo 52 non 
identica; resta'da vedere se e quando essa pub risultare una polarità nulla. 
All'uopo occorre e basta esista in  S,, un punto P non situato su  Q, che ap- 
partenga all'iperpiano n che gli corrisponde secondo a; ossia che, detto P' 
il punto omologo di P in Q, i punti P e Pi siano c o n i u g a t i  r i s p e t t o  

a Q. Questi punti - certo distinti, dato che P non sta s a  Q - sono con- 
giunti da una retta u n i  t a  secondo 52 (n. 3), la quale incontra Q precisamente 
nei siioi punti d'appoggio agli spazi fondamentali di P. La  condi~ione in- 
dicata equivale a cib che P e P r  formino con tali punti d' appoggio un gruppo 
armonico, e cioh 52 sin u n ' o m o g r a f i a  b i a s s i a l e  a r m o n i c a .  

I n  definitiva risulta che: 
Si ottengono tufte e sole le reciprocità non involutorie di Sn aventi zcna 
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s O l a  quadrica d'incidensa non specializ~ata, moltiplicando (in ordine arbi- 
trario) la polaritù rispetto ad una quadrica non specializzata di Sn,  yer 
un' omografia a yuesta inerente che non sia un' omografia biassiale armonica. 

La determinazione delle reciprocità richieste B con cib effettuata in modo 
completo, ove si abbiano presenti i risultati dei nn. 4 e 5 ;  e si  vede cos] 
che per n 2 3 esistono sempre infinite reciprocità del tipo suddetto, distribzcite 
i n  un certo numero di classi. Per  n = 2, invece, non ne esiste alcuna, poichh 
una conica irriducibile non ammette omografie che le siano inerenti; dunque: 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè una reciprocità piana amwaetta 
un' uni  c a conica d' incidenza irriducibile, é ch' essa sia una p O 1 a r i t a ri- 
spetto ad una conica. 

5 1V. Le omografie inerenti s due quadriche distinte di S,, . 
I I .  Ci proponiamo da ultimo di studiare le omografie inwanti a due 

quadriche, ossia le omografie che mutano una quadrica Q in una quadrica Q', 
per modo che due qualunque punti omologhi distinti di Q, Q' siano congiunti 
da una retta che in essi t O c c h i  le due quadriche. Quando Q e Q' coin- 
cidono, le  suddette omografie sono quelle determinate ne1 § II: percib in 
seguito escluderemo questo caso. 

Consideriamo in S,, due quadriche, Q e Q', distinte e non specializzate, 
le  quali rispettivamente siano fondameutali per l e  polarità Q, 8 ' ;  e snppo- 
niamo esista un'omografia 9 ad esse i n e r e n  t e .  Poichb intanto '2 deve 
trasformare Q in Q', dev'.essere 

Q' = Q-iQSZ, 

onde l'omografia S2 e la reciprocità 

%=PQ'==QB 

necessariamente risultano n O n s i n  g O 1 a r i . Siano P e Pt due generici punti 
di Q, Q', omologhi secondo 9, e n, nt gli iperpiani in essi rispettivamente 
tangenti alle quadriche Q, Q': per ipotesi, ciascuno di questi deve contenere 
tanto P che Pr. Poichh la reciprocità a= Q€Ir muta P in n' e la, sua in- 
versa A-' = 8-'Q trasforma P' in n, cosi i l  luogo dei punti d'incidenza re- 
lativi alla (ed alla a-') comprende le due qundriche d i s  t i n  t e Q e Q': 
ne risulta (n. 9) clie tale luogo é indeterminato, ossia é una p 01 a r  i t à 

n u l l a  n o n  s i n g o l a r e  e necessariamente A un nuinero d i s p a r i .  
Viceversa, in  uno spazio di dimensione dispari, cousiderianlc la pola- 

rith Q rispetto ad una qualsiasi quadrica Q non specializzata, ed una qua- 
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lunque polarità, nulla non singolare, 8; l'omografia 

trasforma Q nella polarità Q', rispetto ad un ' a l  t r a  quadricn Q' non spe- 

cializzata, definita dalla 
Q' = Q-'QQ = 8-'8, 

onde risulta altresi : 
Q = 8 Q '  ; 

ed 6 subito visto che 1' oinografia 52 è i n e r e n t e alle quadriche Q e Q'. Si  
conclude che : 

Esistono omografie inerenti ad una coppia di quadviche distilbte non spe- 
cializzate solo negli spazi di di~)wnsio~ae d i s p  u r i ;  e le si ottengono tutte 
wzoltiplicando fra Eoro (in ordine arbitrario) due pualuizque polarità non 
singolari d i  novae diverso ('7. 

Conservando le precedenti notazioni, s i  ha che il gruppo disco~ztinuo d i  
proiettività individnato dalle Q, 8 è f i n i  t O od i n f i n i  t O ,  secondochè 1' o- 
mografia 52 è O non 6 c i  c 1 i c a .  Precisamente, tenuto conto delle Q k  1, 
8' = 1 e della (20)) risulta che ogni corrispondenza del gruppo suddetto si 
pub porre sotto una delle forme segnenti: 

ed è rispethivamente un'oazografia, una polaritd nulla O la polarità rispetto 
ad una quadrica Qk. Qualunque'sia k vale la formula: 

la quale dimostra che Z'o~î&ografia 52 è inere~zte a due qualunque quadviche 
consecutive della seguente successione (finita od infinita secondochè 8 è O non 
è ciclica) : 

7 Q - 2  Q-i 7 &O = Q, Qi = Q'7 Q2 9 

Le CO"-' rette congiungenti ogni punto della qiiadrica Q, coll'omologo 
(di Q,,,) secondo Q, costituiscono in S,, un sistema, 2,) nvente le qua- 
driche QA, corne fnlde focali; ed è facile vedere che, per 12 = 3, i si- 
stemi 2 ,  (k = ..., - 2, - 1, 0, 1, 2, ...) sono congruenne di  rette del10 spazio 

(17) h e  suddette omografie - che verranno alfriiiienti c a r a  t t e  r i z z a  t e ne1 n.O suc- 
cessivo - si sono giù presenlate incidentalmente al ROSATI, corne i ina g i n i  d i  c o r r i -  
s p . o n d c n z e  e m i s i m m e t r i c h e  si1 d i  u n n  c u r v n  a l ç e b r i c a :  v. C. Rosh'i'r, Sulle 
corrispomlenze f r a  i p u d i  di ui ia  curua alyebrica s, in pavticolare, f r a  i ptiwti cli unu 
c u w a  dm yewer-e cZue, a Annali di Mat. », serie III, t. 25 (1915), p. 1. 5 3, n. 6. 
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ordinario costituenti una successione d i  LAPLACE. In ogni caso, poi, g l i  spigoli 
d i  regresso s i tuat i  s u  Qk (O  s u  Qk+l) delle sviluppabili appartenenti  a & sono 
curve XT d i  KLEIN e LIE, in quanto ciascuno di essi è mutato in sè dal17 omo- 
grafia infinitesima del fascio individuato dalla SJ (O dalla C F i )  coll'identità (IS). 

12. Stabiliamo ora Che: 
Affinch& un'owzografia n o n  singolare d i  S,,-, sia inerente a due  quadriche 

distinte e n o n  specializzate, occorre e basta che i ~ u o i  divisori elementari s i  
possano distribuire in c o p ~ i e ,  ta l i  che elementi d i  u n a  stessa coppia abbiano 
i l  medesfino esponente e si annul l ino in corriqondenza a v a l o ~ i  fra loro op- 
posti;  anai, sotto tal i  ipotesi, Z'otwografia risulta in generale inerente ad mP-I 

coppie d i  quadriche. 
La necessità e ln  sufficienza delle condizioni enunciate si traggono fa- 

cilmente da iina nota proposizione, concernente i fasci di forme bilineari 
determinati da una forma s i  min e t r i  c a e da una forma a 1 t e  r n a t a (19); 

esse perb possono anche venir direttamente provate ne1 modo seguente. 
Sin Q l'omografia prodotto della polarità, nulla non singolare rappresentata 
dalle (17) - con A e m i s i m m e t r i c o  ed n = 2 p - 1  - per la polarità 
rispetto ad una quadrica non specializzata, la cui equazione si pub sempre 
supporre ridotta alla forma (16). L'omografia Q 13 allora precisamente rap- 
presentata dalle (3); ed i suoi divisori elementari godono della proprietà 
indicata, in quanto, nelle ipotesi attuali, gli elementi del determinante (6) carat- 
teristico non fanno che cangiar tutti di segno se si muta p in - p, piirchè 
in pari tempo ne1 determinante stesso si scambino le orizmntali colle ver- 
ticali. La sufficienza di dette condizioni risulterh fra breve per le omografie 
g e n e r a 1 i , e potrebbe venir estesa alle omografie p a r t i c O 1 a r i mediante 
opportune considerazioni di continuità. 

Da quant0 sopra si ha che, fra le oo4P'-l omografie di S2,-, , quelle 
inerenti a due quadriche sono solo m'Pa-p-' ; pcichh le coppie costituite da 
una polarith rispetto ad una quadrica e da una polarith nulla di AS,,-, sono 
o o ~ ( z ~ + ~ ) - i .  ,p(lp-i)-i - o a 4 p P - 2  , tenuto conto del n. 11 si ha che un'owsografia 

d i  S2,,, inerente a due  quadriche, e cioè che s in  decowzponibile ne1 p o d o t t o  
d i  due  polari fà  d i  nome diverso, è generalwtente decomponibile in ta1 guisa 
in mp- '  modi  diversi, ossia r i s u l f a  inerente ad  o c v i  cop9ie d i  quadriche. 

('8) Eon mi soffermo su questo argomeiito nB su altre questioni che ad esso si colle- 
Fano (corne ad esempio 10 studio delle o m o g r a f i e  c i c l i c h e  i n e r e n t i  a d u e  q u a -  
d r i c  h e) ,  poiche di cib si occuperà un rnio allievo. 

(19) Ved. P. MUTH, l'heorie ulzd Andtvendung der Eletnentartheilev, (Leipzig, Teubner, 
1899), Anhang a p. 231. 
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Esaminiamo la  cosa un po' più da  vicino, limitandoci per semplicità alle 
omografie g e n  e r  a l i  di S,,-, . Se una~ siffatta omografia soddisfa alle con- 
dizioni enunciate in principio, le  sue equazioni possono ridursi alla forma 
canonica : 

p ~ ' ~ ~ = a ~ ~ ~ ~ ~  p ~ ' , ~ + , = - a ~ x , ~ + , , p e r i = O , l  ,..., p-1 (a,,a i...ap-,+O); 

si verifica subito ch'essa B inerente alle mP-' coppie di  quadriche non spe- 
cializzate rappresentate, al variare dei parametri mai nulli bi, dalle equazioni : 

potendo corrispondentemente venir decomposta ne1 prodotto della polarità 
rispetto alla la quadrica per la  polarità nulla di equazione: 

oppure ne1 prodotto di quest7 ultima per la  polarith rispetto alla 2" quadrica ; 
e si constata senza diffieoltà che - nell'ipotesi che le ai2 siano p quantità 
diverse fra loro - non vi é alcun altro modo di  decomporre la  data oino- 
grafia ne1 prodotto di due polarità di nome diverso. 

S i  rilevi infine che le due quadriche ultime considerate ammettono le 
seguenti 2 p - '  o m o g r a f i e  a d  e s s e  i n e r e n t i :  

pxtei = Eiaix2,, p ~ ' , ~ + ,  = - E,u,x,,+, , con E ,  ==t 1, per i = 0, 1 ,... , p- 1 ; 

queste sono a due a due p e r m u t a b i l i ,  ed hanno tutte per q u a d r  a t o  
1' omografia : 

pxfZi = p ~ ' ~ ~ + - ,  = aiyxfi+i , per i = 0 ,  1, ... , p - 1. 

Ne risulta che la  successione d i  quadriche indiuiduata d a  quelle due, giztsta 
i l  m. 11, è relativa a 2*-' yruppi d i  proiettiuità del tipo i v i  indicalo; in cor- 
rispondema a questi ultinzi si  ottengono %-' successioni d i  sistewi Z O O ' P - ~  

d i  rette, tutte igzerenti n2lcc suddetta successione d i  quadriche. 

13. Particolare interesse offre il caso - già dircttamente considerato da1 
BIANCHI - di n = 3, p = 2 ('O). Due quadriche del10 s p  a z  i o  O r d i n a  r i  o 

(2" Ved. II. BIANCHI, Ricerche sul la  defovmazione delle quadriche, a Rendic. del Circolo 
Mat. di Palerino x, t. 22 (inoü), p. 75, 8 12; la proprietà quivi stahilita rientra in nna da 
iioi ottenuta e l  n. 11, pcr n dispari qiialunque. Siill.'argoniento cfr. piire M. PICONIG, Atlle 
colzyruenee rettilinee W ,  ibid., t .  37 (1914), p. 212, S 4, n. 12, ed A. TRI~RACINI, Sulle con- 
p u e n z e  W di cui  atna faltla focale B u n a  quadvica, u Scritti offerti ad %. d'Ovx~io * (To- 
rino, Bocca, 1918), p. 149, n. 4. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ed alcwne rtoteuoli corrispondevzze proieltiue 347 

che ammettano un'omografia ad esse inerente, sono falde foc& di una con- 
gruenza di rette che, ponendo fra esse la corrisp~ndenza subordinata da 
quell'omografia, t3 una c O n g r  u e n  5 a W. Viceversa, una congruenza W Che 
abbia come falde focali due quadriche, stabilisce fra queste una corrisponden~a 
trasformante algebricainente e biunivocamente (le asintotiche cioé) le rette del- 
1' una nelle rette dell' altra, e che pertanto 6 una ' p r O i e t  t i v i t à, ovviamente 
sabordinata da un' omografia dello spa~io  inerente alle due quadriche. 

È chiaro che due quadriche di *S, ,  mutate l'una nell'altra da un% 
polarità nulla, s'incontrano secondo 4 rette (distinte O parzialmente coinci- 
denti), che sono le due coppie di generatrici che il complesso lineare indivi- 
duato dalla polarità nulla, ha in comune colle due schiere della la quadrica. 
Da qui, poggiando sui nn. 11, 12 e su semplici considera~ioni analitiche, 
si trae che: 

Due quadriche d i  S, che s iano  falde focali d i  una congruenza W ,  izanno 
sesnpre in cowune d u e  coppie d i  generatrici d i  schiere opposte, e sono general- 
*?tente falde focali d i  una 2a congruensa W .  Viceversa, la congruenza (4, 4) 
delle tangenti  conzuni a d u e  quadriche d i  S, si spesza sesîzpre in d u e  con- 
g r u e n m  W ,  se le d u e  quadriche s ' incontrano secondo 4 generatrici. 

E precisanzente, se queste 4 rette sono d i s  t i n t e  , ambedue le congruense W 
h a n n o  ind ic i  (2, 2)' e le corrispondense ch'esse stabiliscono fra  le due  qua-  
driche - loro falde focali - sono s u b o r d i m f e  d a  d u e  onzografie g e n  e r  a 1 i 
dello spazio, inerenti  alle d u e  quadriche e f ra  loro perwrutabili; c iascuna delle 
congruenze W considerate è a n z i  una c O n g r u e n z u  R ,  in quanto l a  suc- 
cessione d i  LAPLACE d a  essa i n d i v i d u a t a  è t u t ta  costituita d a  congruense W :  
e le due  successioni d i  LAPLACE che  COS^ s i  ottengono h a n n o  1 e s t e s  s e f a  2 d e  
f O c a Z i , date  d a  quadriche appartenenti  a l  fascio delle p r i m e  due.  

Quando  2 generatrici (della stessa schiera) fra le  4 suddette c O i n  c i d O n O ,  

u,na delle d u e  congruense W s i  riduce a d  una congruema lineare speciale 
(contata due  volte), mentre l ' a l t r a  stabilisce fra le d u e  quadriche un 'omograf ia  
p a r t i c o l a r e  a d  esse inerente. 
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Sur quelques types de conditions 

itnposées à la, structure d'un ensemble poiictriel.. 

Par GUCIEN CIIAMARD (Poitiers-Francia). 

1. Soit E un ensemble ponctuel borné et ferni6. L' ensemble des points 
de E par lesquels passe la surface d 'une sphhre d'appui de E, constitue le 
front - p de E. Nous le noterons cpp. 

Tout point P de cpp appartient evidemment à l a  frontibre exterieure de E 
(que nous designerons par e). De plus, il est l'origine d 'un segment rectiligne 
de longueur p, dont tous les points, sauf P, sont exterieurs à E, et dont 
l'autre extr6mit6 Q appartient à la  frontière F de l'ensemble ouvert Ep obtenu 
en effectuant sur E la construction C. M. avec le rayon p. 

Dans ce travail, suscite par les recentes recherches de M. DI. GEORGES 
BOULIGAND et GASTON VERGNI~RES, je m' occuperai: 

1) Des figures gé9zéralisant les figures convexes; - 
I I )  Des ensemble dont tout point extérieur appartient a la classe a ;  

I I I )  De la déterlaination d'un ensewdde E par des 7zypothéses sur son 
front cpp. 

2. Appelons G le complélmentaire de E, + Ii; c' est-à-dire I 7  ensemble 
(non borne) des points situes à ilne distance de E supérieure à p. La con- 
struction C. M. effectuee sur & avec le rayon p fournit un ensemblt? ouvert &? 

de frontière 3. 
En tant que distant de 6 de p a u  moins, E est contenu dans le corn- 

plementaire de G r .  Le front cpp de E n'est autre que l'ensemble des points 
communs à 3 et à la frontière de E (en fait, de la  frontière exterieure e). 

3. M. GEORGES DURAND a noté qu'en effectuant la  construction C. M. 
avec le  rayon p sur la  frontiére P, on obtient une nouvelle frontière C. M. 
qui se decompose ainsi: 

a) l'ensemble qp des points dont l a  distance à E est 2 p ;  
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b) le front -gr de E: 
c) un certain ensemble + ('). 

Comme nous faisons ici la construction C. M., non plus sur F, mais sur 
le complémentaire G de E, + F, l' ensemble FZp se trouve eliminé de nos 
considérations. Quant à l7 ensemble +, il n'est autre que celui des points 
de 3 qui n'appartiennent pas à yp, ce qui s'exprime par 

Nous trouverons plus loin (P) des ensembles qui satisfont à, la condition 
+ = O ou, ce qui revient au  même, à yp =Cf (7. 

4 Un cas intéressant où la condition + = O  est rBalisBe est celui oii les 
points de E remplissent le complementaire C(Gp)  de G p ,  c'est-à-dire où 1' on 
peut Bcrire symboliquement : 

E = C(G,), ce qui entraine C ( E )  -= Gr.  

Alors, l a  frontiere totale de E qui s'exprime par f (E)  = Ë X C(E)  peut 

s' Bcrire f(~)c(G,) X Gr = 3. Donc, la frontihre totale de E coincide avec 
celle de 6,. D'ailleurs, par définition de 3, par chaqne point de f(E) il passe 
une sphère d'appui de E ayant pour rayon p. I l  en resulte que, d'une part, 
la frontière de E est purement exterieure ('), d'autre part, elle coincide'avec 
le front cpl, de E. En resumé: 

THÉORRDIE 1. - G désignant Z' ensemble des points situés, par rapport à 

u n  ensemble borné et ferrd E ,  à une distance supérieure à p, la condition 
E = C(G,) entraine pour E la propriété d'avoir une frontière purement exté- 
rieure coincidant avec son front -- p. 

Notons que, si E est une figure convexe, on a toujours E =  C(G,). 

5. M. G. BOU~,IGAND a bien voulu me signaler une difficulte qu'on 
rencontre dans un probleme qui consisterait à géneraliser la notion d'enve- 
loppante convexe d'un ensemble E ferme et borne. Ce probléme s'attache à 

considerer le complBmentaire de la reunion des sphbres ouvertes disjointes 
de E, le rayon commun Btant 6gal b p. Cette réunion considér6e par M. Bou- 

(') G. DURAND, Sur une généralisation des surfaces convexes, a Journal de Math. W ,  t. X, 
1931! ou  Thhse, Paris 1931, n.O 23. 

(') N.O 4 du présent Mémoire. Théorème 1. 
(9 M. G. BOULIGAND a montré (Note précedente, n.O 2) que, si F est excliisivement 

composd de points ordinaires, E jouit de cette propriéte, 
(') Chacun de ses points est limite de points éxtérieurs de E. 
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LIGAND coincide avec 1' ensemble Gp de n.O 2. Pour p infini, le complementaire 
precédent (qu'on pourrait appeler l'enveloppante p) se reduirait il l'enve- 
loppante convexe de E. La difficult6 annonde  consiste en ce fait que, pour 
une valeur finie de p, si l 'on n ' a  pas formule sur E d'autre hypotlièse, 
l'enveloppante p peut perdre un attribut essentiel de l'enveloppante convexe, 
à savoir la continuite: c'est ce qu'on aperçoit immediatement quand E se 
reduit à deux points. 

Une autre difficult6 est la suivante: S i  E est une figure convexe, son 
exterieur est connexe quel que soit p (ce qui exige que l'exterieur de 
Ep + F  le soit aussi). Au contraire, si E est seulement tel que G, ait un 
complementaire connexe, G, peut avoir plus d'un constituant, comme il ap- 
parait sur l'exemple d'un ensemble E constitue par la frontiére d'une figure 
convexe prise isolement ('). 

Remarquons enfin que, pour p > p  et E donne, E p 3 E , ,  ce qui entraine 
C(EJ c C(E,), puis G p c G , ;  il en resulte que: C(G,) 3 C(G,). 

Ce qui prechde m' ii conduit, aux notions suivantes (terminologie proposee 
par M. BOULIGAND): 

DÉFINITION 1. - On appelle dernière enveloppante - p d ' u n  ensemble E 
fermé et borné, le conzplénzentaire C(G,) de la  réu.nion de toutes les spltères 
ouvertes de rayon p disjointes de E ,  p ayant  la  plus petite des ualeurs qui 
assurent l a  connexité de G, et de C(G,). 

D~FINITION I I .  . - On dit q u ' u n  ensemble E est une  figure de la classe p 
s' i l  coincide avec sa derlaière enveloppante - p, c' est-à-dire si 1' on  a E = C(G,), 
E et G, étant connexes. 

Dans le plan, voici un exemple de figure de la classe p :  Sur  l'ensemble 
A i -  B + C des sommets d 'un triangle BquilatBral ABC, effectuons la con. 
struction C. M. plane avec le rayon p inferieur au rayon du  cercle cir- 
conscrit; l'ensemble E des points du triangle ABC non -recouverts par l'en- 
semble ouvert (A + B +- C)? fournit 1' exeniple annonc6. 

II. 

6. ParalMement à 1' Btude de M. G. BOULIGAND consacrbe aux ensembles 
sans points interieurs, exclusivement environnes de points ordinaires jusqu'à 

(') Signalons en passant que cet exemple a, en outre, l'avantage de montrer l'oppor- 
tunit6 de la considération de deux fronts au moins si E est une coupure de I'esp~ce: iin 

front pour chaque domaine complémentaire. 
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la distance p, et basee sur 17hypoth8se qu'ils constituent on non, au point 
de vue local, une coupure de l'espace, proposons-nous de discriminer les 
continus qui ne sont pas des coupures (en grand) de l'espace, par des 
hypothèses sur la  nature, au point de vue de la  distance, des points exté- 
rieurs à ces continus. 

Le problème suivant nous y conduit: 
Rechercher les ensewzbles n e  donnan t  l ieu,  à leur exidrieur,, qu' à des points 

de  ltc classe a ('). 

7. Notons d'abord une condition necessaire: pour  qu'un emewble  fermé 
et borné n e  donne l ieu,  à son  extérieur, qu'à des points (a), i l  faut q u ' i l  soit 
cont inu.  

En effet, s'il n'en était pas ainsi, on pourrait le décomposer en deux 
ensembles fermés disjoints A et B. Considkrons un point M equidistant do A 
et de B. Par définition, il a au moins une projection P sur A et une pro- 
jection Q sur B. C'est donc un point de multifurcatiou. Soit d la distance 
mutuelle des deux ensembles A et B. Il existe un point P dont la distance 

d 
à chacun d'eux est 5 .  Par  ce point passent les surfaces deux sphè?res 

d 
ouvertes disjointes ayant pour rayon et centrées respectivement sur A 

et sur B. Ces deux sphères sont forcement tangentes. De sorte que le point 
de contact P possède, relativement à A + B = E, au moins deux projetantes 
oppesées: c'est un point (P). D'où le résultat annonce. 

8. Il reste donc à rechercher les continus bornes tels que tout point de 
leur extérieur appartienne à la classe a. 

Supposons que E désigne un  continu borne qui'coupe l'espace, o'est-h- 
dire dont le complementaire C(.E)  est un ensemble ouvert ayant plus d'un 
constituant. 

Il existe un consti tuant de  C(E) qui est b o r ~ é .  En effet, E BLant born6, il 
est contenu' dans une sphère Z (frontière comprise). Tout constituant de C(E) 
qui a un point hors de L contient tout l'extérieur de Z (?), et de ce fait, ne 
peut pas étre borne. Donc, si C(E)  a plus d'un constituant, il en posséde un 
qui est tout entier à l'intBrieur de Y, c'est-à-dire borne. C. Q. F. D. 

\ 
(') Dans ma Thhse, j'ai abordé ce probléme par 116tude de cas particuliers. Voir 

Chap. III, n.i 48 h 52 inclusivement. 
(2) Car l'extérieu~ d'une sphère est un ensemble connexe. 
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9. D'autre part, soit R un constituant borné du complémentaire C(E) ,  
E d6signant toiijours un continu borne qui coupe l'espace, et considérons 
l'ensemble ferme que forme la fermeture R de R. Or, on sait (') qu'il existe 

au moins une sphère (frontière comprise) qui est tout entière contenue dans B 
et dont le rayon r atteint son maximum (2). Une telle sphPre qu'on note 8: 
(O est le centre) se nomme sphère inscrite dans R. 

La sphhre inscrite Sx dans l'ensemble ferme et borne R, porte, A sa 

surface, des points de la frontière de R, sans quoi son rayon ne serait pas 

le plus grand de ceux des sphères contenues dans R. La meme raison veiit 

que le surface de S i  porte des points de la frontière de R non localisables 
sur une calotte moindre qu' un heinisphère. En effet, supposons le contraire. 
En tant que produit de deux ensembles fermes, l'ensemble de ces points 
est fini ou lui-meme fermé. I l  existe donc un hémisphère H de S tout 
intérieur h R. Si l 'on effectue sur H la  construction C. 31. avec un rayon E 

assez petit, l'ensemble ouvert obtenu H, est tout entier intdrieur à R. 
Appelons P le pale de 1' hémisphère H et soit O' le point du segment 

rectiligne O P  situ6 à l a  distance E de O. Considerons la  sphére SLt de 

centre Of et de rayon r, sphbre qui se ddduit de Sg par la translation 66'. 
d7 amplitude E. 

Elle est toute situee dans la réunion de HE et de l'interieur de SL. Elle 

n'est donc formée (frontière comprise) que de points intérieurs de R, ce qui 
l'empeche d'être la  plus grande des sphères de centre O' qui soient contc- 
nues dans R, contrairement à l'hypothèse. Donc, le point O a, relativer~uxt ir 
ln frontière de R, un faisceau de projefantes non strictenzent cowvexe. 

10. D'ailleurs, la frontiére de R est incluse dans l a  frontiére de E 
(frontihre purement extérieure, puisque E est fermé). On peut donc résumer 
ainsi les résultats des n.O 8, 9 et IO. 

THÉORBME II. - Pour que l'enseunble E ,  borné et fenné, ne dome lieu, 
à sorz extérieur, qu'à des points (a), il faut: 

ln) qu'il  soit C O I Z ~ Z I Z U ;  

2 O )  qu' il ue consfifue pns une coupwe de Z'espctw. 

( ') L'existence d'un cercle inscrit dans un enscnible plan fcrmt? et borné n étb d4- 
montrée par M. BONNESEN dans son ouvrage de la Collection BOREL: Les pvoblè~r?es (les 
Isopéhtètres et cles Isopiphatzes, Paris, Gaiitliier-Villars, 1929, Cliap. III, ri.' 24, pag. 43 
e t  4-1. L'existence d'une splihre inscrite dans iin ensemble fcriné et boi.116 B trois dinieri- 
sions se démontre de la. marne manibre. 

(7 Ce maximum existe grfice a u  fait que R est borné. 
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II .  Mais il peut arriver qu'un ensemble soit un continu ne coupant 
pas l'espace et qu'il existe, hors de lui, des points qui n'appartiennent pas 
à la classe a. En voici deux exemples, le premier pris dans l'espace k trois 
dimensions, le second pris dans le plan. 

EXEMPLE 1. - Désignons par E le tore plein et soit O le centre de la, 
cireonference lieu des centres des cercles méridiens. L'ensemble E est bien 
un continu ne coupant pas 1' espace, mais O est relativement à E, un point (ij) 
dont les projetantes, toutes coplanaires, remplissent un grand cercle de la 
sphère d'appui de E qui a pour centre O. 

EXEMPLE II. - Dans le plan, considerons un arc de circonference E 
snperienr à n. L'arc E est bien un continu ne coupant pas le plan, et 
pourtant, le centre O -de la circonférence qui le porte est, relativenient 
à lui, un point (y) planaire, c'est-à-dire dont les projetantes forment un 
faisceau plan non convexe. Par  rapport à une demi-circonf6rence E, le 
centre O est un point (p) planaire (ti faisceau plan de projetantes largement 
convexe). 

12. Notons que, polir toute distance r ,  le front de l'ensemble E, - 1  F, 
obte~tu par la Construction ('. M. effectuée avec le rayon ,G sur l'e~.zse.)uble E ,  
est exiclusivetrzent composé de points ordin,aires de F .  En effet, soit Al un 
point de P appartenant au front .g,.'de E, +- F. I l  passe par M les surfaces 
de deux sphères ouvertes, l'une de rayon r disjointe de E,, l'autre de 
rayon p contenue dans B'?. Ces sphères disjointes ne peuvent 6tre que tan- 
gentes extbrieurement en M; les rayons de contact respectifs MP et AI& 
sont dans le prolongement l 'un de l'autre. 

De ce qui précbde, il suit que MP est l'unique projection de Jf sur E 
(resultat annonc6). De plus, si Q est un point situé à la distance r de E, i- F ,  
il est à la distance p 4- r de E, et toute projefante Q M  sur E, i- F est portée 
par une projetante QP de Q sur E. 

D'où ce résultat qui nous sera utile: 
THÉOR~ME III. - Si  le point Q situé à la distance p + r de E est uw 

point (a)  relativement à cet ensenzble, il appartient aussi à la classe a par 
rapport à E, -+ F. 

13. D' après ce qui precède, le Theorème II peut donc se completer 
ainsi : 

THÉORÈNE IV. - Si  E ne donne- lieu qu'à  des points (a) ,  il en est de 
uîêrue de E:, i-  F ,  et il s'ensuit que E, t B' est, comme E, un continu ne 
coupant pas 1' espace. 
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14. Dans le but cl'dtudier d a ~ s  le plan, les ensembles ne fournissant 
que des points (z), rappelons que: 

lo) Un ensemble E est dit c o n t i w  unico7~ére?zt (') si, d'abord, il est 
continu et si, de plus, pour toute décomposition de E en deux continus, le 
produit de ces< derniers est aussi continu. 

20) Le plan jouit de la propriété de JANIZEWSKI, R savoir: 
Bi E est un contiuu pzci n e  coupe pas le plan, c' est un continu unicohérent (?). 

D'après le théorème de PHRAGMEN-BROUWER,.~~ sait que, dans le plan, 
Ic Btant une r6gion-composante du compl6inent:iire C(E)  d' un continu born6 E, 
la frontière de Il, qui est incluse dans celle de E, est u n  continu (3). 

Si E continu ne coupe pas le plan, c'est-&-dire si E est un continu 
iinicoherent, son cornplenlentaire n ' a  qu' une region composante dont la 
frontière coincide avec celle de E. En d'antres termes, l a  frontière d ' u ~ z  
continu unicohérent. est un continu. 

Enfin, si, avec M. HAUSDORFF ((') on appelle ordre de con~zexion d'un 
domaine plan, le nombre des constituants de sa frontière, on voii, que, si la  
fermeture d'un domaine plan forme un continn unicohérent, ce domaine a 
pour ordre de connexion 1, on dit qu'il est à, connexion simple ou simpZe- 
ment connexe. 

15. Les notions et propositions que nous venons de rappeler permettent, 
dan le cas du plan, de particulariser le  Théorùme IV sous la forme suivante: 

THI~ORÈME V. - Dnvzs le plan, si E ne donne lieu qu'a des points (a), 

i l  e n  est de urêrne de E, + P et i l  s 'ensuit que E, + F est, comme E,  un 
continu unicohérent. 

De plus: 
COROLLAIRE TI. - Dans le plan, si E n ' a  à son extérieur que des 

poinfs  (a). l a  frontière de E est un continu ainsi  que P. 
Ainsi, 1' ensemble oontinu F divise le plan en deux regions E, et C(Ep I F )  

dont il est la frontiére commune, c'est donc une courbe fermee de 11. SCHOEN- 

(1) Voi~, par exemple, C. KURATOWSKI, Sur la structure des fro?ttzères coinlnu.izes à 
deux re'gions, Fundamenta Mathematicae n, tome XII, 1928, p. 24. 

( Z )  Voir S. JANIZEWSKI, Sur les coupures du plan faites par les continus, a Prace 
mat. fil.  s, 26 (1913), p. 55, ThéorBrne B. 

( 3 )  Voir: BROUWER, Berveis des Jovdanschea Kurvensatzes, a Math. Ann. *,69; PHRAGMEK, 
G Acta Mathematica ., 1886. 

(i) F.  HAUSDORFF, Menyenlehre (1. Leipzig, 1927), pages 132 et suivantes, on bien, 
W. Wir,~osz, Les propiiétes topologique d u  plan euclirlien, MBmorial des Sc. Math. a, 
Paris, Gauthier-Villars, 1931, n . O  48, p. 38. 
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PLIES. De plus, chacun de ses points est accessible (') dans ces deux 
regions, puisqu'il passe les surfaces de deizx sphères ouvertes respectivement 
situees dans E, et dans C(Ep + F). L'accessibilite des points d'une courbe 
ferm6e 6tant caracteristique pour les courbes simples de JORDAN (SCHOENPLIES), 
il s' ensuit que P est u n e  courbe s i ~ n p l e  de J o r d a n  fermée. 

16. Ce qui pr6céde conduit tout naturellement à ce r6sultat simple: 
THÉORI~ME VIII. - Si, d a n s  le plan,, un ensew~ble E ne  donne l ieu q u ' à  

des points (a),  n o n  seulemernt E est un cont inu unicohérent ( e n  ver tu  d u  
Théorème Ir) m a i s  encore, s a  frontière extérieure, continue, est à la fois 
ensemble d'accu.mu1atio.r.~ et ensemble l imi te  ( a u  sevts de  Janisaetvski) (7 d ' a u  
rnoins u n e  suite de courbes simples de  J o r d a n  fermées. 

En effet, à partir d 'une longueur p donnée, definissons une suite Bvane- 

P P P  scente de longueurs 1 2 ,  31" ' t  

ouverts d6croissants E r  dont i n i  
de JORDAN fermées (voir la  fin 
de E est à la fois ensemble 
suite [ F,, ) .  

p, ... . I l  y correspond une suite d9 ensembles 
Iâ 

les frontières B'", sont des courbes simples 

du  n . O  16). J e  dis que la  frontière extérieure 
d'accumulation et ensemble limite J de la 

Soit P un point quelconque de la frontihre exterieure de E. I l  est 

évident que toute sphère Sb centrée en P et de rayon E arbitrairement petit 
mais non nul finit par contenir des points d'une infinit6 de courbes F,, et 

L 

qu'il n'existe qu'un nombre fini de telles courbes hors de SEP, ce qui montre 
que la frontière exterieure de E appartient à l'ensemble limite J et à l 'en- 
semble d'accumulation de la suite j F,, \ ,  

I l  reste à montrer que 1' ensemble d'accumulation de la suite 1 F,, 1 est 
situe, avec l'ensemble limite J qu'il inclut, sur la frontiere exterieure de E. 
Pour cela, n'oublions pas que les courbes F,, sont toutes à l 'exterieur de E, 
et considérons un point P non situ6 sur la frontière exterieure de E. Si P 

(1) Rappelons que, selon SCHOENPLIES, un  point M de  la  frontihre d 'un  domaine est 
accessible (erreichbar) dans ce domaine, si, de  chaque point intérieur nu domaine part un 
arc simple de JORDAN aboutissant en M et dont tous les autres points sont intérieurs au  
domaine. > 

(y Rappelons qu'un point P appartient à 1' ensemble d' accumulation d'une collection 

d'enszmbles si la sphère Sb contient des points d'une infinit6 d'ensembles de la collection, 

e t  que P appartient à l'ensemble limite J d e  la collection, s ' i l  n 'y  a qu 'un  nombre fini 

d'ensembles de  la collection h o r ~  de  8%. Voir G. BOULIGAND, Géométrie Infi?zitésimale 

directe, Ch. XV, 131, pp. 115 et 156. 
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est intbrieur à E, il est centre d'une sphère contenue dans E, donc ne con- 
tenant aucun point des courbes P,,. Si P est exterieur à E, il peut être 
incorpore à un 616ment Fk de quelque suite { P,l 1; alors il est centre d'une 

P P sphére ouverte, de rayon < - - -- et ne contenant aucun point de0 
k k-1 

courbes P,, autres que K .  En resuin6, tout point P qui n'appartient pas à 

la frontière extérieure de E est le centre d'une sphère ouverte n'incluant 
pas de points de plus d'une des courbes F,,. A ce titre, un tel' point ne 
peut appartenir B 1' ensemble d' accumulation et, par suite, à l'ensemble 
limite J de la suite j P,, \ . 

En definitive, la frontière exterieure de E est à la fois ensemble d'ac- 
cumulation et ensemble limite J de la suite de courbes fermees simplee ( F , ,  1 .  

C. Q. F. D. 

III. 

17. Les points du front y? de E Btant situés sur une frontiére C. M. 
(celle que nous avons design6e par 3 au n.O 2)' i l  est naturel de distinguer: 

Io) Ceux qui sont des points (a) de 3 et que nous appellerons: 

Points d' Btnission ( a )  ('). 

20) Ceux qui sont des points (S) de 3; nous les nommerons: 

3 O )  Ceux qui sont des points (y) de 3; nous les nommerons: 

Points d'  énzission (y) ('). 

18. T H I ~ O R ~ M E  I X .  - Dans le cas où E =  C(G,), si, de plus, E possède 
au moins un point d'émissiolz (a), il a des po ids  intérieurs. 

En effet, soit P un point d'émission (oc) de E. En tant que point de 3, 
P est le sommet d'un cône circulaire droit ouvert disjoint de 6,. En vertu 
de l'hypothhse E =  C(G,), ce cône ouvert appartient à, E. Donc E a des 
points interieurs. C. Q. F. D. 

Mais E peut avoir des points interieurs sans que son front y? soit 

f ' )  Le mot r 6mission X. évoque ici 17id6e qu'une projetante est parcourue en s'éloignant 
de l'ensemble E, par opposition à l'idée première impliquée par la formule usuelle O: distance 
d'un point (d'abord) à un ensemble (ensuite) r .  A ce point de vue on pourrait, lors que la 
clarté l'exige, appeler projetantes d'absorption celles qu'on décrit en cheminant du point 
vers 1' ensemble. 

Annali di Maiematico, Serie IT, Tomo XII. 46 
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exclusivement compos6 de points d' bmission (a), même . tenant compte de 
l'hypothhse E = C(G,). Un exemple suffira à le prouver. 

EXEMPLE. - Considerons deux sphères tangentes de rayon p designees 
par S, et S., et soit IC l'enveloppante convexe de leur r6iinion. Prenant 
pour E la  fermeture de l'ensemble des points de K qui n'appartiennent A 

aucune des deux sphhres, on voit: d'une pa,rt que l'ensemble E a des points 

intbrieurs, d'autre part, que le point de contact des deux sphhres, qui ap- 
partient au  front cpp de E est un point d'emission (P) à deux projetantes 
opposees. 

19. T H ~ ~ O R ~ Y E  X. - AU cas OU. E = C(Gp) .si, de plus, E la's pas de 
points d'émission (a), il est dipourvu de points intérieurs. 

On a vu, au  n.O 4, que la condition E = C@J implique que la fïont'ihre 
totale de E coïncide avec le front cpi, de cet ensemble et avec 3. 

L'hypothhse que E n'a pas de point d' Bmission (a) équivaut à exclure 
le cas d'une frontibre 3 portant des points (a). 

Or, d'aprhs un thboréme de M. G. BOULIGAND, tout point-frontihre 
exterieur de Go est limite, sur 3, de points (a) (l). 

Donc, 3 est une frontière C. M. intbrieure, c'est-A-dire dont chaque 
point n'est limite que de points de G, (extérieurs à E). En somme, les points 
frontihres de E n96tant limite que de points exterieurs à, E, E est dépourvu 
de points intdrieurs. 

Le Th6orhme IX constitue une reciproque du prbcedent. 

20. Notons que, si le front cpP de E est exclusivement coinpos6 de points 
d'Bmission (y), non seulement E est d6pourvu de. points interieurs, mais 
encore il est au plus dbnombrable. I l  est meme fini, car sinon en vertu du 
ThBortme de BOLZANO-WEIERSTRASS, il aurait au  moins un point d'accumu- 
lation; ce point d'accumulation ne pourrait être de la classe y, cette classe 

ne comptant que des points isolbs- ('). Or, le front cpp de E est un ensemble 

(') Et même de points ordinaires. Voir G. BOULIGAND, Iiatroduction à la Géométi-ie 
Ittltfiwite'simale directe, Paris, Vuibert, 1931, n.' 94, on bien: G. BOULIGAND, Sur la Con- 
stmctiotz de Cantor-Mi+iko+vski, s Annales de la Societe Polonaise de Matliématiques ., 
t. IX, 1930. 

(') On montre aisement qu'un point d'accumulation d'un ensemble de points (y)  ap- 
partient à la classe p. Il ne peut en effet appartenir à la classe (1) comme il decoule du 
fait que l'ensemble des points ( x )  est ouvert (G. BOULIGAND) soit aussi bien de la pro- 
position suivante que j'ai donnée dans ma (Chbse de Doctorat: Tout élément d'accumu- 
lation d'un ensemble de faisceaux non strictement convexes est lui-même non strictement 
convexe. (Lemme XXXI, Ch. IV, n . O  79, p. 53). 
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ferme. I l  ne serait donc pas exclusivement compos6 de points d' Bmission (y), 
contrairement & 1' hypothèse. 

En résumé: 
T H ~ O R ~ Z M E  XI. - Si le front y ,  de E est exclusivement cow~posé de points 

d'émission (y), E est un ensemble fini. 

21. On voit aisement que les ensembles E dont le  front y ,  ne contient 
aucun point (4, peuvent etre dhombrables ou continus. 

EXEMPLE 1. - Soit, sur un demi-axe Ox, nne suite de points ( O,, 1 
1 1' abscisse de O,, étant x,, = 12 (n = 1, 2, 3, ...) on voit aisbment que l'en- 

semble { O,, \ +- O est sans points interieurs, qu'il coincide avec son front cpl, 

pour p quelconque, tous ses points Btant points d'émission (y) à l'exception 
de O qui est de la classe'/3 et enfin, qu'il est d6nombritble. 

EXEMPLE II. - Un segment de droite est un ensemble continu sans 
points interieurs dont le  front y p  coincide avec lui pour p quelconque et 
exclusivement compose de points d' Bmission (P). 

A quelle condition E est-il continu? N. G. BOULIGAND a montre, 
dans la  Note prBcédente, qu'il suffit de considerer E romme entièrement 
environné de points .ordinaires pour assurer sa  continiiitt!. 11 serait intéressant 
de rechercher les ensembles E continus qui tiennent cette propriete d'une 
hypotllése concernant exclusivement leur front (pl, (c'est-à-dire relative à 

tout ou partie de l'ensemble E lui-meme). Dans sa gén6ralit6, ce p r o b l h e  
parait difficile. On pourrait peut-etre 1' aborder en se demandant si E tz' est 
pas un contirzu (sans points it~térieurs) dès que le front yp est exclusivea~ent 
cowtposé: soit de points d'ésnission de 2 projetcr?ztes seuleme/zt, soit de points 
dlé)nission d'un faisceau plalt non co~zvexe de projetantes. 

On peut se demander si, d6s que 1' hypothase E = C(GJ tombe, l a  con- 
tinuité de E reste conditionn6e par celle de C(G,). 

22. Laissons de côté l'hypothèse restrictive E= C(G& Vu que y, est 
situe sur 8, on peut réaliser l'étude au moyen des résnltats présentes dans 
ma Thèse (Ch. IV) (') et des thborémes de 11. JEAN MIRGUET (9). 

10) Si le front cp, de E est exclusivement compose de points (a) ,  on 

(') LUCIEN CHADIARD, Sur les Propridtés'rle l a  distance à. ua ense~tzble poactuel. Poitiers 
1933 ou c Bull. de la Sc. Royale des Sciences D de diétge. 

(') JEAN MIRGUET, Sur le para t inyed  d 'un  ensemble ponctuel, (* Comptes-Rendus a ,  

t. 195, 1932, p. 509). 
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peut le considérer comme localement situ6 sur une (ou plusieurs) surface k 

parntingent incomplet, surface qui n'est pas forcement la frontière extérieure 
e de E ou l a  frontiere C. M. que nous avons. désign6e par 3, du moins a 
priori. 

2 O )  Si le front cql, de E ne porte aucun point d'6mission (a) ,  i l  est 
situé sur un ensemble dont le  paratingent en chaque point est plan, ou se 
réduit à une droite, ou bien est vide. 

En particulier, si le front rqp de E est formé de points dont les B. A. ('1, 
relatifs à F, sont sur une droite, il est localement distribué sur une courbe 
& tangente continue, (resiiltat plus particulier que celui de 31. G. BOULIGAND, 
amené d'une manière différente dans le pr6cédent m6moire) (7. 

Si E coincide avec cp, et est continu, il épuise les points d'iine courbe 
à tangente continue. 

(') Dans ma Ilièse, j'appelle rayon attachb ou R. A. (relatif à un point extérieur à 

un ensemble) toute demi-droite issue du point et faisant, avec chacune de ses prpjetantes 
un angle au moins droit. 

( '2)  R.O 8. 
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ERRATA-CORRIGE 

S. SI, pag. 266 - 1." colonna - in luogo di 10126 leggi 10125 

2.% D x - 0.166.269 B - 0.16@%32 

4.a » - 0.076352 » - Q.076152 

id. B +- 0.001656 + 0,001556 

id. W - 0.010672 D - 0.016668 

id. pag. 275, formula (B), seconda riga; in luogo di 1 leggi 81 

S. XII,  pag. 136, linea 3, invece di - zc + il -.us leggi u + i il + u' 
id. pag. 138, linea 2, B 3116 3196 
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