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THEORIE

DU

POTENTIEL NEWTONIEN

CHAPITRE PREMIER -

POTENTIEL EN UN POINT. EXTERIEUR AUX MASSES AGISSANTES
EQUATION DE LAPLACE
EXEMPLES., — DEVELOPPEMENTS EN SERIES

4. Définition du potentiel en général.— Soit un point mobile M
attiré par n points fixes P, P,,..., P,. (
X, ¥, zles coordonnées du point M, '
par a;, by, ¢, celles du point P, et
par r; la distance MP;. Cette dis-
tance est donnée par la relation :

ﬁg. 1. Désignons par

x P2

i (o [y— b))

Enfin, soit ] (r) la valeur de
attraction qu’exerce le point P, ™
sur le point M. Les composantes
de cette attraction sont :

Fig. 1,

Tr= () 2 —2

POINCARE, Potent, Newt,
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2 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

La résultante des actions exercées sur le point M par les n
points P a pour composante suivant OX :

;o @ —X a, — X , o\ A —X
X = fi()‘)‘T_-{— f’ﬂ(rz)-2_r__ —+ .o+ () “1‘
i 2 n
\ ' Q4 — X
=Zfli(ri) H
1

1

ou, pour abréger, ¢

= N ) AT
X_Ef(l) -

Les deux autres composantes sont pareillement H

oY =Zf’ (r)l)—]__—-)-,—-

L=y 0_1—7_

Nous appellerons potentiel la fonction :

‘ | =— ).

Ses dérivées premiéres sont lies aux composantes de attrac-
tion par les relations :
. . A%
, X = —-—
. 0x
oV
Yy — 2V
- Oy
. oV
. L == ——
0z
2. Potentiel newtonien. — Si 'on suppose que l’attraction
varie en raison inverse du carré de la distance, le potenticl

obtenu s’appelle potentiel newtonien. On a, dans ce cas,

m; m
f,i (I‘i) = — et ﬁ(l‘i) _— —
ry i
m,; désigne la masse du point attirant P;, 'unité choisie étant la
.masse du point attiré M.
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POTENTIEL LOGARITHMIQUE 3

L’expression du potentiel est donc :

V=2—T-,v

ct celle des composantes de l'attraction :

‘X=_—-Zm—3——3—x-,A
"
Y:Zln._br_'s—y.,

¢cC —Z
Z;ZmT.

1’ ’ ’ : : : . M
S’il n’y a qu'un point attirant et si sa masse est égale & 1, l¢s
expressions précédentes deviennent :

1
V _
a—x b—y c—2z )
X = T, Y = T H Z = T7-
3. Potentiel logarithmique. — On appelle ainsi le potenticl

obtenu en supposant que l'attraction varie en raison inverse de
la distance. On a done : 4 )

)= "6 () = mlog <L,

r, désignant une constante.
On en déduit sans peine les formules suivantes :

V= Zm log%,

X — ov ,=Zm a—2x,
X Cr?

03
- v b—y
V==
oV c—z
Z=W'= 1t
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a THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN
Remarque. — Suppesons que le point M s’éloigne indéfiniment,

Zﬂr- tendra vers 0. Au contraire,Zm log%— tendra vers— oo.

Ainsi I'on peut dire qu’a l'infini le potentiel newtonien s’annule,

au lieu que le potentiel logarithmique est égal &4 —co . .

4. Equation de Laplace. — [ormons les dérivées secondes
MV 2’V 3V
points attirants.

du potentiel newtonien en un point distinct des

2 (a —x)? m
02V b—v
—32 —Z -
hEY c—z)*
V3 m(—,,—— o
0z r r?
Ajoutons ces trois relations membre & membre ét appelons,

suivant la notation connue, AV la somme des trois dérivées
secondes que nous venons de calculer ; il vient :

-—-‘ — 2 S—
AV—3Z (x— a4 (y l,sb) —+ (z— ¢)? 32 i

\

Le polenu’el newlonien satisfait donc, dans Uespace & trois
dimensions, & {'équation de Laplace AV =0 en tout point distinct
des points attirants.

Pareillement, le ])otenliel logarithmique sau'sfal'l, dans le plan,
'
oy*
AV =0. On a en offet pour ce potentiel :

O’V . a —x)? Y m

62V 2Zm (b— 2.

r?

PV ..
& Uéquation de Laplace— —+ =0 que Uon écrit encore
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EQUATION DE LAPLACE 5
Ajoutons membre & membre en remarquant que

@—=x +b—y)=r,
nous aurons :

vV 0’V
0x* oy
On peut, de méme, définir, dans ’espace & n dimensions, un
potentiel analogue au potentiel newtonien dans I’espace i trois
dimensions et au potentiel logarithmique dans le plan. Appelons
X,, X,,... X, les coordonnées d’un point de I'espace a n dimen-
" sions ; le potentiel en question sera une fonction V de n variables
satisfaisant a I’équation :
vV vV vV
—_—t =+ .ot =5 =0
T T T =0

0x,?
qui est la généralisation de I'équation dc Laplace. Le potentiel

ainsi obtenu correspond aune attraction proportionnelle a

rn—l >
r désigne toujours la distance du point attiré‘(x“ Xp50eey Xg) i UN
point attirant (a,, a,,..., a,) et est donné par 'expression :

r?=(x,—a,) 4 (x, — 2, ...+ (x, — a,)%

5. Limites supérieures des dérivées de —:-. — Avant d’aller plus

loin, nous allons indiquer des limites supérieures pour quelques-
unes des dérivées de —. Ces limites supérieures nous seront
r

utiles dans la suite. On a :

.a(1>_
“\r)  a—x
x
I
2 ——
b(r)_ 3 (a—x)? 1
ax: T r’ -’
1
03(_> ,
r . (a—x a—X
axs f=—— 10 ( r7 ) '_9 rs t4
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6 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

et des formules analogues pour les dérivées en y et en z. On
conclut sans peine de ces formules les inégalités suivantes :

1
°<T> 1.
0x <3
1
2 ———
(1) | *(+)
0x? < r
1
3
0 <—> 2%
ox3 re )

et ainsi de suite.

6. Potentiel des corps continus, — Jusqu’icf nous n’avons con-
sidéré que des points attirants discrets. Considérons maintenant
des distributions continues de masses attirantes; il y en a de
trois sortes : volumes, surlaces, ligﬁes. Nous allons étudier leur
. action sur un point M (x, y,z) portant I'unité de masse et définir
un potentiel. Nous envisagerons d’abord le cas o le point M est
extérieur aux masses agissantes, c’est-a-dire tel qu’on puisse
cntourer ce point d’'une surface fermée de dimensions finies ne
contenant aucune des masses considérées.

M M M
Fig. 2.
1° Volumes attirants. — Soit un tel volume ; appelons (fig. 2):

dt’, un élément de ce volume; ,
x', ¥, 2, les coordonnées de son centre de gravité;
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POTENTIEL DES CORPS CONTINUS 7

', la densité en ce point; ,
X, Y, 2z, les coordonnées du point attiré;
' est une fonction de x/, y, z'.

I’élément dt exerce sur M une attraction dont la composante
parallele a Ox est:
w/dz’ (x'— x)

! 5 , P==3X (x —x)%

la composante relative au volume tout entier est :

b

de’ (x — x
x— [P % )

'

/
les deux autres composantes sont de méme :

Yszww—w,

r‘i

r?

-

les intégrales étant étendues au volume considéré. V, X, Y, 7Z
sont des fonctions de x, y, z.
Calculons les dérivées du premier ordre de V. Montrons qu'il
suffit, pour les obtenir, de différentier la fonction qui est sous le
M > 14 3 -, .
sngnej et d’écrire par excmple :

1
dV ,%T)
W

Ox X

7 =/’ wdt' (z' — z)

’

et le potentiel :

dt.

Posons ’en effet :
%: f(x,y,2).

On a
A% :fp.’f (x,y, 2) d’.’.‘
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8 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

Par définition :

Y
o llm———[fp. (x+ h,y,2) d< —"fP- X,y 2 )d"]

quand h tend vers 0, ce qui donne :
) _g_ hmfyu[f’ x) —f”,2 (x -|-0h)]d-.’0 <h<l1.
11 est facile de voir que :

hf‘p.’f”ﬁ (x -+ 6h,y, z) d+,

tend vers 0 avec h; car, en vertu des inégalités (1), on a:

f'2 (x 4 6h, y, z) <1_'43"

r désignant la distance au point X/, y/, 2’ du point M” qui a pour
coordonnées x —+ fOh, y, z (fig. 2). Or, quel que soit le point -
X, ¥y, Z, r est inférieur a M” Q, Q désignant le point du volume le
plus rapproché du point- M”. Bref on a :
s &
NMQ

De plus, lorsque h tend vers zéro, M” tend vers M et M"Q
tend vers une limite différente de zéro, puisque M est extérieur
au volume attirant; donc le produit :

h{";2 (x - 0h, y, 2),

tend vers zéro avec h et, en vertu de la relation (2), ona :

oV , , r .
—O_X—'=‘/‘lf)'/fX(x,y’Z)dT:fpj o d'Ta

ce qui démontre la proposition annoncée.

s b L

r
Remplacons maintenant P

fy.,x—x e — X.

3) {2 (x—+-0h,y, z)

par sa valeur ﬂprendlaformc
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POTENTIEL DES CORPS CONTINUS

Pareillement : .

L
'——ay :Y,
oV )
Cinkd

formules identiques a celles que nous avons trouvées dans le cas
d’un potenticl de points attirants discrets.

Comme nous avons différentié une premiére fois sous le
signe [ et pour la méme raison, nous pouvons différentier unc
deuxieme fois et obtenir ainsi les dérivées secondes de V. On
peut donc écrire :

1 1 1
02— 2— o2
0’V EAY EAY /[ r r r ] ’
0x? dyg —+ 0 o s ayg —+ 3 d'=0.

Le potentiel d’un volume attirant satisfait donc a U'équation de
Laplace en tous les points extérieurs aux masses agissantes.

2° Surfaces attirantes. — Lignes attirantes. — Les mémes
considérations s’appliquent aux surfaces et aux lignes attirantes.
Désignons par dw’ un élément dune surface attirante (S) et
par dl’ un élément de longueur d’une ligne attirante (L), les
autres notations gardant les mémes significations que précédem-
ment; on a pour les potentiels les expressions suivantes :

/

Surface : V =f——*1i— dw’,
!

Ligne : V =f—l“:—- dr,

la premiérc intégrale étant étendue i la surface entiére et la
seconde a tous les éléments de longueur de la ligne.
Les composantes de D'attraction s’obtiennent de méme en diffé-

¢]
rentiant sous le mgnef :

N 1
v W , o,
Sulface.}x_a-— * 5% dw
etc...
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10 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

3 1
Cre Y r
ngne:X=W= w =~ dy,
T ete...

Enfin les dérivées secondes s’obticnnent cncore par différen

tiation sous le signe f et vérifient par conséquent 1’équation de
Laplace :

AV = 0.

. . ’,
Tout ceci ne s’applique, comme pour les volumes, quaux
points extérieurs aux masses agissantcs.

3° Potentiel logarithmique. — 11 posséde dans le plan — tou-
jours en dchors des masses agissantes — pour les aires et les
J p

lignes attirantes les propriétés que nous venons de reconnaitre
au potentiel newtonien dans 'espace.

7. Propriétés & Yinfini. — Soit p la distance a Porigine du point
attiré M; quand M s’éloigne indéfiniment, c’est-a-dire quand p

z

T

N <’
/
>
M
°
R
" Fig. 3.
croit indéfiniment, le potentiel newtonien V

en M tend vers 0. C’est ce que nous allons

prouver en montrant que le produit pV tend
vers une limite finie et en calculant cette limite.

Y
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PROPRIETES 4 L'INFINI 1

Soit (fig. 3) T un volume attirant, d<’ un élément de ce volume,
P son centre de gravité, a la distance de P a T'origine O des
coordonnées, M le point attiré, r la distance PM et p la dlstance
OM. On a:
p—a<<r<g-a,

et, par suitel on peut poser :
r==_g- 0Oa,

f étant compris entre —1 et 1.
Le potentiel V a pour expression :

v =f‘o—_}:_lwdt’.

Formons le produit pV :

Bad’
(4) V—f F+G d' —fpd'r t:—:@a

les intégrales étant étendues au volume T.
De I'égalité (4), on tire :

S

On voit sans peine que le second membre de cette derniere
égalité tend vers 0 quand p augmente indéfiniment. On a
done: -

Lim (pV —fp.’dﬂ): 0,

Lim pV =fp’d‘:’ = M,

ou

en appelant M la masse attirante totale.

Le raisonnement s’étend sans aucune modification au cas d’une
surface attirante, d’une ligne attirante ou d’un ensemble de
volumes, de surlaces et de lignes.

8. — Passons au cas du potentiel logarithmique dans le plan,
Soit S une surface plane attirante. Le potentiel V en un point M

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

de son plan (fig. 4) a pour expression, en reprenant les notations
connues :

V=fp.’ log -%— do'.

Y,
Zw’
»
ay M
B
o x
Fig. 4.

Voyons comment V se comporte a I'infini. Posons :
V, =1log % f wdo' = M log %

M désignant la masse attirante totale et p la distance du
point M a l'origine. Formons la différence V—V, :

V—Vo=fl.}., log% d(,o,= —‘/‘P_’log_P_—:—eu_ dw’.

Oron a:

1 L"‘_eq_,=!1 (1 Sa ’<!_0_1_
87 %8\ +9> o

<2<l
N

o désignant une limite supérieure de a; on en conclut:

,V——Vo!<lfp.’—§—dw’ <—%—-y.ofdw',

étant une limite supérieure de w.’. Si I'on désigne par S l'aire
° g 1
de la surface attirante, on a :

S=fdu)',

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POTENTIEL NEWTONIEN D'UNE SURFACE SPHERIQUE HOMOGENE 13

et I'on voit que : .
lV——Vo l <'§'P’os5 .

par conséquent :

Lim |V—V, | =0,

quand p augmente indéfiniment.
On peut donc écrire I’égalité asymptotique :

Vv M. log 1;—°

L4

9. Potentiel newtonien d’une surface sphérique homogéne. —
Nous allons, a titre d’exemples, calculer le potenticl dans quel-
ques cas simples. '

Soit une surlace attirante sphérique, homogeéne, de densité p’;
soient O son centre, a son rayon (fig. 5) et M, un point extérieur,

. Fig. 5.

pour lequel nous voulons avoir la valeur du potentiel. Soit P le
centre de gravité d’un élément dw’ de la sphere; menons le
diamétre AB issu de M. Posons :

MP==1; OP==a; OM==p; angle MOP=0.

Le potentiel en M a pour valeur :

: !
V = %d(ﬂ,,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN
9 re s '
ou, en supposant 'unité de masse telle que u'=1,

(5) , Ve (L do,

r

I'intégrale étant étendue 2 la surface de la sphére. Clest cette
intégrale que nous nous proposons d’évaluer. :

Décrivons, de A et B comme pdles, une infinité de petits cer-
cles sur la surlace de la sphére; nous découpons ainsi la surface
de la sphére en une infinité de zones infiniment étroites. Proje-

tons la figure sur un plan passant par OM que nous prendrons

Fig. 6.

pour plan de la figure (fig. 6). Soient CC’ et DD’ les plans de
base de 'une des zones; C”D” est sa hauteur.
L’aire dw’ de cette zone est donnée par :

do’' =2 ra. C'D" =2 wa.asin § d0 =2 wa?sin Hd6.

AN
La densité de la matiére attirante élant égale & Iunité,
2 =a?sinf0d0 représente aussi la masse répandue sur la zone ct
le potentiel auquel elle donne lieu en M est:

2ma?sin 6 d0
r

Le potentiel V de la surface sphérique est donc :

2] nd o3
(6) V=f 21':.1rsm() do.-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



I’OTENTII",‘L D'UNE SPHERE PLEINE 1>

(C’est une premiére modification de lintégrale (5). Transfor-

mons-la encore; on a:
1’ =a*-p*—2apcos b,
d’ol ¢
rdr==ap sin 6df,

ct
sin 0d6 dr

r ag
et en portant cette valeur dans Pexpression (6) :

a 2 +a
(7 Vo e+t D ma dr=27m edr=4ﬂa’

apg P

o]

p—a [2ad) )

Or 4ma® est la valeur de la masse totale attirante M; on peut
" donc écrire : )

comme st la masse entiére était condensée au cenire.

Sile point M, au licu d’étre extérieur a la sphere comme dans
le cas précédent de la figure (G), était intérieur, les limites de
I'intégrale (7) seraient a — p et a—p; la valeur du potentiel
serait alors :

+e 4 wa® M
dr = 4 A== _
P o a a

2ma

V=

Ainsi, i l'intérieur de la sphére, le potentiel est constant et

.M .
égal a = I'attraction est nulle.

10. Potentiel d’une sphére pleine. — Commengons par calculer
le potentiel d'une couche sphérique homogene infiniment
mince.

Soit (fig. 7) une sphére de rayon a recouverte d’'une couche'de
matiére attirante dont la densité, constante, est égale a ' et
dont D’épaisseur est uniforme, trés petite et égale a ¢. Un
élément P de la sphere, dont I'aire est dw’, porte une quantité

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



16 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

de matiére égale a ep/dw’. Son potentiel en un point M exté-
rieur est:
wedw!
r

Le potentiel V de la couche est donc:
! I ! ]
V=fp\'€ d(lo =€P-/fd:) _ w'e. 4 ;

2
le calcul est le méme que pour une surlace attirante dont la den-

)

Fig. 7.

-

sité serait ep’; 4 mwa?ep’

couche et 'on a:

n’est autre (ue la masse totale M de la

M
Ve=-—;
P
s . ) . ‘M
La dérivée fournit la valeur de 'attraction : — —,

Pareillement, le potentiel en un point intéricur est constant
et égal a:

V——_ﬂ-;
a

le potentiel étant constant a l'intérieur, D'attraction est nulle.

On en conclut sans peine la valeur du potentiel d’une sphére
pleine composée de couches concentriques homogénes. En un
point extérieur, on a encore :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POTENTIEL D’UNE SPHERE PLEINE .17

Tout se passe comme si la masse totale était condensée au
centre de la spheére.

Considérons maintenant une masse attirante comprise entre
" deux spheres concentriques dont les rayons a et b ont une diflé-
rence finie (fig. 8), et supposons la matiére distribuée en couches
concentriques homogenes. A 'extérieur de la grande sphere, le

potentiel est encore égal a

"M
P 2

e étant la distance au centre du point olt I'on évalue le potentiel.
Dans la cavité, au contraire, le potentiel de chaque couche est
eonstant, il ex est done de méme pour le potentiel de la masse

B

Fig. 8. . Fig. 9.

totale. Evaluons-le au centre. Le potentiel en ce point, d’unc
.couche de rayon OC =c¢ et d’épaisseur dc, est :

e 4 rede.

Le potentiel total est done :
. b
V=41tp.f cde=2mu (b*—a?).

L’attraction est nulle en tout point de la cavité, puisque le
potentiel est constant. _

I1 nous reste a calculer maintenant I’attraction et le potentiel
-d’une sphére pleine homogeéne en un point M intérieur a la
sphére. Ici, le point atiiré est intérieur aux masses agissantes;
nous n’avons encore traité aucun cas de ce genre, mais les con-
-sidérations qui précédent vont nous en donner immédiatement

POINCARE. Potent. Newt, Py
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18 . T}IEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

la solution. Tracons (fig. 9) la sphere concentrique a la sphere
donnée et de rayon OM.

Le potentiel V en M se compose de deux parties :

1° Le potentiel V, de la sphéere de rayon OM = b;

.2° Le potentiel V, de la masse comprise entre les deux sphéres
Le point M peut étre considéré comme extérieur a la sphere OM;
on a donc :

‘ M

17

M étant la masse de cette sphere.

D'ailleurs, cetie sphire étant enlevée, M peut étre considéré
comme intérieur a la cavité et, par suite, le potentiel V, de I
masse restante est égal, d’apres le caleul effectué plus haut, a:

V,=2np(a®—b?),
On a donc:

V=V, —}—VQ::%)I— ~+2mp (a—Db?);

‘-

. 4
mais M a pour valeur = =pb®; done :

V= %‘ny.])*—l— 2wy, (a2 !

be) =2 ‘rcu.(a2 --—l%z—) .

Calculons maintenant l'attraction en M : cette attraclion se
compose de deux parties : 1° celle qu’exerce la sphére de rayon b
et dont la valeur est:

b

20 Pattraction exercée par la masse restante, cette derniére cst
nulle, puisque M se trouve dans la cavité déterminée par 'en-
. M . .
levement de la sphéere OM. 5 o5t donc la valeur de I'attraction
)
exercée en M par la masse totale. Cette valeur est proportion-

nelle a .b.

11. — On peut obtenir tous ces résultats par une autre mé-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



POTENTIEL D'UNE SPHERE PLEINE 19

thode, que nous allons exposer dans le cas d’iune surface sphé-
rique homogtne. ' o '

Commencons par effectuer le calcul pour un point situé a l'in-
térieur de la cavité sphérique. Tout point de cette cavité est
extérieur anx masses agissantes et le potentiel Vy satisfait a
I'équation de Laplace

(L) | AV =0.

» 2% 2 ‘ [3
Or, en vertu de I'homogénéité de la couche superficielle,
V dépend seulement de p, distance du point attiré M au centre O
de la sphére; cela nous permet de translormer I’équation (1).

On peut écrire : \

A dV x
X dp ?’

car le centre de la sphére étant pris pour origine des coor-
données, on a:

’ 2
92=X2+y2+2,

et
dp X
O o
On a de méme :
W AV y VAV =z
—_—— Lkt —— =
Oy do ¢ 0z de ¢

‘A
Calculons les dérivées secondes :

, ey A} <dV> X d <x> dv

W = \dp /e T \p /) dp
oAV ox? dv [ 1 X2J
. (192 lo2 d‘O P 93 M

De méme :

oy? = dp* p? do

PV &V 2 av 2
A PO P [9 _9—3]'

BV @ oy dV[

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



20 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

Ajoutons ces trois derniéres relations, membre & membre; il
vient :

&V 2 av
Sk

g
L’¢quation (1) devient donc :

2V 2 av
2 L 28 o

Nous avons remplacé I’équation aux dérivées partielles par unec
équation différentielle linéaire du second ordre. Or nous con-
naissons deux intégrales particulieres de cettc équation; ce
sont : :

V=1 et V=—.

L’intégrale générale est done :

A et B étant des constantes.
Calculons A et B.

. . \ . M .
Au centre, le potentiel doit &tre égal a —, car, dans l'in-
a

«

) ,do’ ) .
tégrale wepms est égal a a, rayon du cercle. Donc, pour

p==0, V doit se réduire a — ce qui exige que I'on ait :

. a

et ce qui nous montre que le potentiel est constant en tout point

- ’ . ’ Y 4
intérieur et égal a —.

a

Voyons ce qui se passe pour un point extérieur a la sphere.

En tout point extérieur, ’équation (2) est vérifiée et le potentiel

est encore de la forme (3), les constantes A et B n’ayant pas la

méme valeur que dans le cas précédent. Calculons ces nouvelles

valeurs; pour ccla, remarquons que, si p augmente indéfiniment,
ona:

Lim pV=M,
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ce qui exige que 'on ait :

A=0
B=M
ct, par suite,
M
V= —-.
¢
12. Potentiel logarithmique d’une circonférence. — Soit une

circonférence attirante homogéne, dont le_centre est a l'origine
des coordonnées. Proposons-nous de calculer le potentiel loga-
rithmique V en un point M de son plan, Remarquons que V est
une fonction de deux variables seulcment, x et y, et qu'a U'inté~
rieur comme a Vextérieur de la circonlérence, cette fonction
satisfait a I’équation de Laplace :
(4) XV BV,
0x? oy*. .

Dans le cas particulier qui nous occupe, la circonférence étant
homogene, V ne dépend que de la distance p du point attirant
au centre. Nous pouvons alors transformer I’équation aux dérivées
partielles (4) en une équation différentielle linéaire et du second
ordre. On a en ellet :

92_____X2+y2’

O_V_ dV x

Ox dp T

W _avy

iy —dp
Ozv_iﬂi>_l 0<d d 0<x
T Dx<(19 e/ o _dg—>+T9-0_x ?)

x* 2V dVv

d’otr ¢
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I'équation différentielle cherchée est donc :

v 1 dv

EE

On connait deux solutions particulieres de cette équation :
V=1
. V=logp.

L'intégrale générale” est donc de la forme :

r
(5) V=A-—|—B.10g—§°—,
qui est une combinaison linéaire des deux précédentes.

Calculons A et B pour un point intérieur.
Au centre, le potentiel est :

flog

a’étant le rayon de la circonférence. L’expression (5) doit donc

Yo oy Yo
" wd'w=>»M.log ~

s T . . .
se, réduire a M log —a—°- pour p = 0. Ce qui exige que 'on ait :

= Xo
A_M.log -
B =0.

Le potentiel est donc constant en tout point intérieur et a pour
valeur :

V=Mlog-—.

M a toujours la méme signification : ¢’est la masse totale de la
circonférence.

Passons au cas d’un point extérieur au cercle; nous’ nous
appuierons, pour traiter ce cas, sur une propriété démontrée
au paragraphe (8) : quand p augmente indéfiniment, on a :

Lim (V — Mlog %)—.: 0.
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Donc, quand, dans la formule (5), on fait augmenter p indéfini-
ment, V doit se réduire a

Mloglo
g I
ce qui exige que I'on ait :
A=0,
B=M,

.et donne pour la valeur du potentiel :
V=Mlog —lp—"-

Tout se passe comme si la masse totale était concentrée au
centre du cercle.

13. — Indiquons encore une troisieme méthode pour obtenir
le potenticl newtonien d’une sphére et le potenticl logarithmique
d’une circonférence. .

Cette méthode repose sur la propriété suivante :

Soient une sphére de centre O (fig. 10), M un point qui n’est
pas sur la sphére, AB le diameétre issu de M, enfin M’ le point
qui sur AB est conjugué harmonique de M par rapport a A et B.
Si M est extérieur, M’ est intérieur, et réciproquement; de plus,
si 'on pose :

PM =r, PM =1’,

P étant un point quelconque de la surface de la sphere, les
triangles semblables OPM et OPM’ donnent la relation :
—Ff

r
— = const. = —,
r a
quand le point P se déplace sur la sphere.
Cette propriété est vraie également de la circonférence de
cercle. . . '
Cela posé, proposons-nous de calculer le potentiel newtonien
d’une surfade sphérique hom'ogéne. )
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Supposons qu’on connaisse la valeur constante
M

a

du potenticl & lintéricur; on peut en déduire D'expression du
potenticl en un point extérieur quelconque M. Soient, en effet, Ve

Fig. 10,

potentiel cherché en M et V' le potentiel au point M’ conjugué

de M; on a:
dw, V,=fdm,
r r

d’olx
A r a.
(6) VTS

P M
Or M’ est intérieur, donc V —T la relation (6) donne V :

d

M a M
Vy 22
e a p p

Inversement : connaissant le potentiel a l’extérieur, on en
déduit le potentiel a 'intéricur.

Par le méme procédé, on peut trouver le potentiel logarith-
mique d’une circonférence en un point extérieur, quand on le
connait a I'intérieur du cercle. Soit, en effet, M le point extérieur
ot 'on veut calculer le potentiel V; soient M’ le conjugué de M
et 'V’ le potentiel en M’; on a:

; r r
V=flog7‘/’-ds’, V’=f]og r—?ds',
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ds’ étant 1’élément d’arc de la circonférence doni la densité est
supposée égale a I'unité. On a:

V—V’:flogl%ds’ =flog%ds’

: a
= Mlog -9—.
Or:
V' = M log —2;
a
done :

V = Mlog ‘;_"

14. Attraction d’une droite homogéne sur un point extérieur. —
Soit une droite attirante AB, homogéne, A
de densité ' (fig. 11). Supposons d’abord
cette droite limitée aux points A et B et
proposons-nous de calculer le potentiel
newtonien de¢ cette droite en un point M -
extérieur. . ‘ P

Prenons la droite AB pour axe des z ct .
choisissons l'origine O entre les points A

et B. Soient Q la projection du point M ™ ' 2
sur la droite, P un élément de longueur

de celle-ci, ds’ la longueur de cet élé- ‘ 0
ment; enfin appelons x,y, z les coordon-

nées du point M, x, y/, 2’ celles du point B
P, et r la distance MP. On a: Fig. 11,

X=0, y=0, ds=d,
MQ= yFF Y,
.Q_—P =2 —z,

1‘=\/x2—|—y“—l—(z’—z)2. -

Posons en outre :

MQ=p,
OA=a,
OB:—b;
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aet b sont des quantités positives si la direction de I'axe des z
est celle du segment BA.
Le potentiel en M a pour expression :

v (4) wds’ ' _ ) w'd! ‘
V! +y + (2 —z) V3t (7 —z)
®) )

La valeur de l'intégrale indéfinie est :

v’ log [(z’—z)—l—Vx“—{—y”+ (z’-—z)zj.
=/ log [QP — MP].

Remarquons que MP est essenticllement positil au lieu que PQ
est doué de signe.
L’intégrale définie V a pour valeur: -

. QA+ MA
V= log o5 B>
ce qui peut s’écrire :
MA+QA _ . (QA-+MA) (MB+BQ)
MB—BQ " %8 MB: —BQ"
= p'log (QA + MA) 4~ ¢/ log (MB 4~ BQ)— /' log [W — BQ]
=1/ log (QA 4+ MA) - p/ log (MB + BQ) — ' log MQ®.

V= iog

Supposons la droite trés longue, c’est-a-dire a et b tres grands,
mais X, y, z finis. Nous pourrons négliger des quotients tels
que :

x X y
a’ D’ al’

La somme QA—-MA est alors trés voisine de 2a; en eflct:

QA+ MA =2 OA + (MA — OA) +(QA—OA).

Il sullit de montrer que 'erreur relative commise en négligeant
les différences (MA—OA) et (QA—OA) est trés petite. Voyons
d’abord la seconde différence QA—OA ; on a:

QA —0A=—0Q;
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I’erreur relative commise en la négligeant est:

0Q_ 2
OA — a’
qui est négligeable en vertu de la remarque précédente. Voyons
maintenant la deuxieme différence MA—OA. Le triangle MQA
donne :

MA < MQ —+QA,

donc:

| MA—OA | < | MQ+QA—OA |,
ou : '

| MA—OA | <|MQ—0Q | ;

I'erreur relative est donc négligeable, puisque MQ et OQ sont
finis et de Pordre de x, y, z. '

Bref, la somme Q'A--MA est trés voisine de 2a; la somme
QB-4-MB est de méme trés voisine de 2b. On peut donc
écrire :

(1) V=1/[log 2a+log2b — 2log p]
= (/[log 4ab — 2 log p] \
, 2 Vab fr T 2M T

en posant :
| b, = /ab
2M 1
atb p
Ainsi le potentiel newtonien d’une droite trés longue est le
méme que le potentiel logarithmique d’un point situé en Q.

Cela cesse d’étre vrai si le point M s’éloigne indéfiniment, car

1 . X X
dans ce cas on ne peut plus négliger les quotients - T)«,...etc.

Quant a P'attraction, elle a pour expression

Cela explique un paradoxe : un potentiel newtonien identique &
un potentiel logarithmique semble un résultat contradictoire,’
car a l'infini le premier s’annule, tandis que le second est infini.
Dans I'exemple précédent, nous avons vu que cette identité n’a
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lieu que pour des points situés a une petite distance de la droite
attirante, distance négligeable devant leurs distances aux extré-
mités de la droite.

Remarquons encore que 'expression de V ne dépend que de
o= Vx* 4 y? et non de z; cela veut dire que, quand z varie
seul, V varie trés lentement; il faut se souvenir, en eflet, que la
formule (1) n’est qu’approximative. -

Faisons une derniére remarque ; nous avons trouvé

1'0:23‘/F3

il semble que V dépende- du choix de l'origine; mais, si U'on
prend deux origines O et O’ a distance finie 'une de l'autre,
Pexpression de V change trés peu.

15. Potentiel newtonien d’un cylindre. — Soit (fig. 12) un cylin-
dre dont la section droite est une courbe quelconque. Prenons
I'axe des z parallele aux génératrices. Supposons ce cylindre
rempli de matiére attirante et limité a deux sections droites dont
les cotes sont :

Proposons-nous de calculer le potentiel newtonien de ce
cylindre en un point M dont la distance au cylindre est négli-
geable devant a etb; nous eflcctuerons le calcul dans I'hypothese
ot la densité ' de la matiére attirante en un point Q dépend
seulement des deux premitres coordonnées x’ ety’ de Q et non
de la troisitme coordonnée z'.

Tragons la section droite S qui passe par M et décomposons
I'aire S en ¢léments do/, puis découpons le cylindre en une
infinité de cylindres élémentaires paralleles a OZ ayant respecti-
vement pour bases les éléments dw' de S.

Un cylindre élémentaire est assimilable & une droite attirante
dont la densité linéaire serait w'dw’; soit C I'un des cylindres; il
perce la section S en Q; son potentiel en M est :

2 wdo'. log %,

e

en posant MQ = r (voir § 14) et r, = 2 y/ab.
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Le potentiel du cylindre total en M est donc :
= [2p/do’. log =&
v f /dw’. log o

I'intégrale étant étendue a tous les éléments dw’ de la section
droite S. Le calecul du potentiel newtonien cherché est donc
ramené a celui du potenticl logarithmique de la section droite
qui passe par M. On raméne de méme le potenticl newtonien
d’une surface: cylindrique au potentiel logarithmique du contour
de la section droite,

C—F’\ i 1T

.-

M

~—____ | ™ el i T

T

Fig. 12, Fig. 13.

16. Cas du cylindre de révolution. — 1° Surface cylindrique.
— Les considérations précédentes nous permettent de calculer le
potentiel newtonien d’une surface cylindrique (fig. 13) homo-
gene de révolution. Ce potentiel se raméne au potentiel loga-
rithmique de la section droite qui passe par le point attiré M,
¢’est-a-dire au potentiel logarithmique d’une circonférence. On
voit sans peine que le potentiel newtonien cherché est :

V=2u/'[ds'. 1o ﬁ,
o fas0g
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¢ désignant la distance du point M a 'axe et r, ayant la signifi-

cation habituelle 2 Vab. On peut done écrire :
V=2log~% [ /ds's
=2 ogT w'ds';

dans ces deux expressions, ds’ est I’élément d’arc de la circonfé-
rence. SiL estla longueur de lacirconférence, M la masse totale
de la surface cylindri(lue, a et — b les cotes des bases, ona :

,_E_ M
B=TS T Tan)
d’ol :
M
! [ ! I / —— .
fy.ds p.‘/‘ds_l L—_—u—l—b’
donc on a:
y M
=2 - .
Y logP I

on en conclut sans peine l’attraction en prenant la dérivée.
Tout se passe comme si la masse attirante était concentrée
sur 'axe du cylindre. On voit de méme sans difliculté qu’a I'in-
téricur le potentiel est constant et égal a :

r M
V=2log-2%.—__
SR a+b’
R désignant le rayon de cylindre. Quant i l'attraction, clle est
nulle.
Tout cela suppose le cylindre infiniment allongé.

2° Volume cylindrique. — Le calcul est encore trés simple;
on partage le volume en couches cylindriques trés minces, con-
‘centriques et assimilables a des surfaces cylindriques attirantes;
on est ainsi ramené au cas précédent.

En un point extérieur I'attraction et le potenticl dépendent de
» seulement; ils ont la méme valeur (ue si toute la masse était
condensée sur I'axe. '

En un point intérieur, les choses se passent différemment; le

résultat se déduit de la considération du cas suivant.

3° Masse autirante comprise entre deux cylindres concen-
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triques. — Nous supposons que la différence des deux rayons
est une quantité finie. En un point M extérieur au plus grand
cylindre (fig. 14), le potentiel est, comme l’attraction, une fonction
de p seulement; tout se passe donc comme sila masse était con-
densée sur ’axe; le raisonnement est le méme que dans le cas
précédent : on décompose la masse attirante en une infinité de
couches cylindriques, concentriques, assimilables a des surfaces.

En tout point M, intérieur & la cavité, le potenticl est constant
et I'attraction nulle, car tous les points M, sontintérieurs a toutes
les couches cylindriques.

Si done (fig. 15) nous voulons ¢valuer le potentiel et ’attrac-
tion en un point M intérieur & un cylindre plein, nous décompo-
serons ce volume en deux parties : 1° un cylindre concenirique aun
premier et passant parle point M; 2° le reste du volume, c¢’est-a-
dire la portion comprise entre les deux cylindres. Le potentiel en
M est la somme des potentiels de ces deux volumes et lat-
traction se réduit & celle du cylindre intérieur. Le raisonnement
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est exactement le méme que celui que nous avons fait (§40) pour
une sphére pleine.

17. Potentiel newtonien d’une circonférence. — Proposons-
nous de calculer le potentiel newtonien d’une circonférence en
un point quelconque M de I'espace.

Représentons (fig. 16) la circonflérence C en perspective. Soient
OZ l'axe de cette circonférence, P un point de celle-ci, r sa dis-
tance au point M, ds’ un élément d’arc de C; le potentiel V en M
est :

-

Si nous supposons la circonférence homogene, la densité p’

est constante et I'on peut écrire :

ds’
V !
E— P, ——r .
Projetons en Q le point M sur le plan du cercle et joignons

z

M

Fig. 16.

0Q, cette droite coupe la circonférence en deux points A et B;
enfin menons les droites MA et MB et posons :

OP ==a; 0Q=p; MP =r; QM =—=z;
et appelons w l'angle POQ (fig. 16).
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On a .
ds’=adw,
W=Z2+(a_9)2’
M_B2=22—I—(a—l—p)2,
I’_Q‘zzaz—,{—pz——?aa‘ocosw,

r? =m2+ PQ*=27"+-a® 4 p*— 2 ap cos w.

r? peut encore s’écrire de la maniére suivante :

w ., 0 w .
r?= (22 —+a?4 92> <cos" -5+ sin? 5 <—- 2ap (cos2 5 = sin® %)—)

= [22 ~+(a— 9)2] cos? %—}— [22 ~+(a+ 9)2] sin? %— .
= MA? cos® %’——-{—I@Q sin? 2£ |
Le potentiel prend donc Ia forme :

2w adw

V=

\/Wcos‘* -(;——|—1\—ll-32 sin? —

o
Or, si Pon désigne par M la masse attirante totale, on a :

M=2ray/;
done :

Vo do
M

2w \/W cos? -;’——l—l‘fl?2 sin? -‘(_J),)_

o

On peut donc poser,

V = o(MA, MB),

et sil’on pose en outre :
w
2

=V s

on peut écrire :
T

dw .
2n \/MA2 cos’ W+ MB2sin* W

o (MA, MB) = 2

POINCARE. Potent, Newt. ) 3
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Enfin remarquons que la fonction sous le signe [est une
fonction périodique et que 'on a, par suite,

jO~== ./:"-’_r.= é— foeu

-

La fonction »(MA, MB) prend la forme suivante :

2r

dw
27 \/MA2 cos® W 4 MBZsin2 0"

]

¢ (MA, MB) =

C’est cette intégrale qu'il s’agit de calculer ; nous y parvien-
drons en démontrant trois propriétés importantes de la fonec-
tion .

1° La valeur de cette fonction ne change pas quand on permute
entre elles les valeurs de MA et MB. On le voit, en changeant

™
L\ P — \ :
I" en W 5- ¢t en remarquant que :

FA

3=
2
’

5 (MA, MB) = » (MB, MA).

on a donc :

2° Supposons MB = MA;ona:
‘ 2= Jdu 1 p=dU 1
MY =" oo =r) T = WE

3% (MA,MB) est homogéne en MA et MB et de degré — 1.
L’expression :

MA 3 (MA, MB)

est donc homogtne et de degré O et, par suite, ne' dépend que

du rapport A

Soient alors (fig. 17) deux points R et R/, situés sur AB et
conjugués harmoniques par rapporta A et Bj; tracons, sur RRV
comme diametre, la circonférence C, dont le plan est perpendi-
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culaire sur celui de C. Pour tous les points M de C,, le rapport

——=-est le méme et.l’expression

MB
MA 5 (MA, MB),

a la méme valeur qu’au point R'. On peut donc, du potentiel
en R, conclure le potentiel en un point quelconque de C, et, par

Fig. 17.
conséquent, si 'on connait le potenticl en tous les points du plan
du cercle C qui sont intérieurs & sa circonférence, on connaitra

sans peine le potentiel enun point quelconque de I'espace.

18. — Toute la question est donc ramenée au caleul du poten-

Fig.18.

v

tiel en un point situé dans le plan du -cercle C al'intéricur de sa
circonférence.

Prenons ce plan comme plan de la figure (fig. 18). Soit M un
point intérieur quelconque ; menons le diamétre AB passant par
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ce point. Soit, en outre, P un point de la circonférence et P/ un
point infiniment voisin. Posons :

OM =g, PM=r, PP/ =ds¢/,
OA=0B=0P=0P'=a, angleMPO=#,
angle PMO =W, angle P'MP = dW.

Enfin, prenons pour unité de masse la masse totale M. On
aura :

1

AT

M=1 e p=

Projetons le point P/ sur MP enII; ona :

N
P’'Hl = PP’ cos PP'H = ds'cos§.
Mais on a aussi :
P'H = P'M sin(d¥) = rdW

On en conclut :

rdW = ds' cos 6.

/dsl
Le potentiel V, qui a pour expressionf{* — peut donc s’écrire :
W
— )
V= P-] cosl

Le triangle OPM donne d’ailleurs la relation :

P

sin § = sin ¥;
a

acos § = /2> —p’sin? W.

Le potentiel V prend la forme suivante :

2 x dw
Y= —
' . ~/o‘ 27\:‘/:1‘“’—92 S W
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qu’on peut écrire :

* dw ‘
V= 27 ya?(sin* W cos* W) — o’ sin® U ’
0
ou enfin :
% , .
dw
V=

2w ya? cos® W + (a® — p?) sin® ‘If"

]

On peut donc poser, cn se souvenant de la définition de la fone-
tion o :

V::p[a, x/a‘"———pﬂ-
Or, on a vu que :

V=9(MA, MB) =29 (a—p, a-}-p).

Donc :

¢ (a—p,a—p)=r2p[a,{a®—¢® |

Remarquons que a est la moyenne arithmétique des deux quan-
tités a—p et a—-p et que Ya*—p® en est la moyenne géomé-
trique ; on peut donc écrire en général :

¢ (@, b)=2(a,b)=2%(a, b)) =... ete.

en posant :

a—+Db —_
a, = _|2_ R b,= V/ab,
a, b — \
212=:-’—_£— L, ])2'= ‘/;11])”
..... etc. ... ele.

C’¢st 1a une propriété fondamentale de la fonction P

Remarquons que la moyenne géométrique est toujours infé-
rieure a la moyenne arithmétique. Or, supposons a>b, ce qlli
cst toujours possible, puisqu’on peut intervertir ces deux quan-
tités sans changer la valeur de ¢’; nous aurons :

a—Db>a —b,>a,—Db,>..... ctc.

;
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Les différences a, — b, diminuent quand n augmente. Je dis
qu’elles tendent vers 0. En effet, on a:

a,—b,<a,—D puisqueb, > b;

or '
a-t+b a—Db
ﬂl—b=——2——])=T,
donc : '
- a—b
a,—b,< 7
de méme :
a,—Db, a—Db
2,—D,< ‘2 1 o
et
a—Db
Q— bn< —‘)n—'

Ainsi la différence a, — b, tend vers 0 quand n augmente indé-
finiment ; d’ailleurs, il est évident que les b croissent constam-
ment et que les a décroissent; donc a, et b, ont une limite
commune «; on Vappelle moyenne arithmético-géométrique des
deux quantités a et b, De I'existence de cette limite, on conclut
que, si a désigne la moyenne arithmético-géométrique de MA
et MB, on a:

% (MA, MB) = %

L’analyse qui précéde est due & Gauss. Elle donne, pour la
valeur du potentiel V au point M :

V=",
a

si la masse attirante totale est prise pour unité; malis, si ceite
masse est exprimée a 'aide d’une unité arbitraire et si M est sa

valeur, on a :

v,
-4

d’otr la régle suivante : on considere la plus grande et la plus
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courte distance du point M & la circonférence; on cherche la
moyenne arithmético-géométrique de ces deux nombres. Le po-
tentiel en M estle quotient de la masse totale par cette moyenne.

19. Formule de Green. — Revenons a la théorie générale du
potentiel. Commencons par établir quelques formules dont nous
ferons un [réquent usage dans la suite.

Soit un volume T limité par une surface fermée S demgnons
par «, 3, v les cosinus directeurs de la normale extérieure a la
surface S. Soit I' une fonction quelconque de x, y, z continue
ainsi que ses dérivées particlles du premier ordre dans le vo-
lume T ; soient enfin dr un élément infinitésimal de T et dw un
¢lément de la surface S. On a les formules suivantes :

01 d? :fa[* do

(1) fOB d———/ EFdw,

Oz dr =t/‘ yFdw,

.

les intégrales triples étant étendues au volume T et les inté-
grales doubles a la surface S. Chacune de ces formules se dé-
montre sans peine a 'aide d’une intégration par parties.

Soient maintenant deux fonctions U, et V, assujetties aux
mémes conditions de continuité que F.

Posons

F=UYV,

La premiere des trois formules précédentes nous donne :

£V, aU,> R

[ (057, ) de = [tV do,
fod

f U, ?1\;’ de = f UV, dew — f v, dli' de.

Posons enfin :

ou
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il vient :
dV 00,
fU e —f Uige d x dx ds.
Les deux autres formules (1) nous donnent de méme :
av v W,
/'U1 55 Ty —L dr,

02V oV oU,
f f U‘ 0 —07- dz d=.

Ajoutons mcmbre a membre ces trois derniéres relations :

) oV
fUAVd» [U( +f’ay+Yaz)d
oV 2U, , OV U, vV DU‘)
“f(m >ty Ty Tt &
Si I’'on pose pour abréger :

V ov dv
B ay Rk r P vy

oV o, ov bU 0V U, AV U,
0x0x+ +01 07=‘0_x—0xd"

on aura :

f UAVdz = f u, ¥

formule bien connue sous le nom de formule de Green.
On la met souvent sous une forme plus symétrique; on a, en
effacant les indices :

U Vv av '
fZO\: Oxdr_./‘U w——fUAVd'r,

mais, en vertu de la symetue des termes sous le signe f dans

OU OV

le premier membre, on a également :

fz aOZ aag d= —-fV dw —fVA.Ud-..
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Retranchons membre A membre ces deux dernieres relations :

dv v dU >dw

[(UAV —VAU) de = <U Ve

Les fonctions U etV doivent étre finies, continues et admettre
des dérivées premiéres continues et également finies. Elles doi-
vent avoir, en outre, des dérivées secondes finies et intégrables ;
les discontinuités de ces dérivécs, s'il y en a, doivent se trouver
sur une surface algébrique. :

Les théorémes sont encore vrais pour des aires planes limi- '
tées par des contours fermés. On les exprime de méme, en rem-
placant les éléments de volume dt par des éléments de surface
et les éléments de surface dw par des éléments du contour envi-
sagé ; les intégrales triples deviennent doubles; les doubles
deviennent simples.

20. — Replacons-nous dans I'espace a trois dimensions et [ai-
sons U==1 dans la formule de Green; elle deviendra :

fAVd”‘—de

Faisons maintenant U=V, au licu de U=1; la {ormule de
Green donnera :

fUAUd-c—fU dw—fZ( )

Si, en outre, U satisfait & Péquation de Laplace AU = 0, on
obtiendra finalement :

Jograo=3(5)

ce qui nous montre que l’intégralef U_legdw est positive. Ces
n .

formules seront utilisées dans la suite.

Tous les théorémes que nous venons de démontrer s’appli- .
quent & des volumes connexes, quel que soit lear ordre de con-
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nexion ; ils s’appliquent, par exemple, 2 un volume doublement
connexe comme celui quiest compris entre deux sphéres concen-
triques ; mais, en appliquant les formules, il faut bien prendre
garde au sens de la normale extérieure ; dans I'exemple cité, le
volume est limité par les surfaces des deux spheres et les inté-
grales de surface doivent étre étendues aux surfaces de ces deux
spheres ; le sens de la normale erxtérieure sur la grande sphére
est celui de la portion de normale qui sort de la sphére ; au con-
traire, sur la surface de la petite sphére, la normale extérieure
au volume T est dirigée vers U'intérieur de la cavité, car c’est la
direction dans laqueclle on sort du volume T considéré.

21. — Comme application des considérations précédentes,
prenons pour volume T le volume compris entre une sphére S
de rayon a et une sphére S’ concentrique a la précédente et de
rayon p > a.

Ecrivons la formule de Green dans ce cas :

() fUAVd* +f2 oy °V S de=[U %Vl_ do.

L’intégralc du deuxieme membre est étendue a chacune des
" :

. , . dv —
deux spheres S et 8'; mais —— est, d’aprés ce que nous avons

dn
dit, 1a dérivée suivant la normale extéricure a S’ et la dérivée
suivant la normale intérieure a S. Si nous prenons ces dérivées
suivant les normales extérieurcs dans les deux cas nous écrirons :

[U—-dw_ UEl-dw—fU T do,

la premiére intégrale du deuxiéme membre étant étendue a la
surface S’ et la deuxieme & la surface S.
Supposons que, si p augmente indéfiniment, Uintégrale,

dV

dw,
(s dll

tende vers zéro. Alors l’éga]ité (1 ) se réduira a :

fU.\Vdr—}—fZaU A =~[U-—dm
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Cette circonstance se présente quand les fonctions U ¢tV sont
des potentiels dus, le premier & une masse M, 'autre 4 une masse
M, répandues dans des volumes, sur des surfaces ou des lignes,
mais contenues I'une et l'autre a 'intérieur de S.

Montrons, en effet, que, dans ce cas,

tend vers zéro.
Pour cela, considérons la masse attirante totale M qui donne

lieu au potentiel U; dans cette masse totale, il peut y avoir des
masses positives et des masses négatives; appelons M, la somme
des premiéres et — M, la somme des secondes; on a :

M = M, — M,

Séparons, de méme, dans la masse totale M’ qqui correspond a'V,
les masses positives des négatives :

M = M, — ;.

Soit, maintenant, P un point de la sphére S’; on a en ce point :

! U ] M, —|—\I
l M’ +\I’
dn a) ?

d’ou :

,<Wl<@m+\m\1+u)

dn (p—na)®
ct, par suite,

fU l O A M) OL M),

T
~lo—ay ;

. ., . . dv
Cette lnégahte montre b1en que I'intégrale fU In dw tend vers

zéro quand p augmente indéfiniment.

22. Polynomes de Legendre. — Soit V un potenticl di i des
masses attirantes quelconques. :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



44 T}(EORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

Je suppose l'origine des coordonnées extéricure i ces masszs ;
on peut donc tracer, autour de l'origine prise comme centre, une
sphere X tout entiére extérieure aux masses agissantes. Nous
nous proposons de démontrer la proposition suivante :

En tout point situé a Uintérieur de la sphére X, la fonction V
est développable en série de polynomes homogenes en z, y, .

Cette démonstration repose sur le développement de ’expres-
sion

1
- VI—2pcosy+¢? ’

suivant les puissances croissantes de p. Commencons donc par
effectuer ce développement.

11 sera de la forme :

(1) A =3P "

oy

Or,on a:

1—2pcosy p?= (1 —pelr) (1 —pe—ir),
d’ot : -
-1 L
A—_—.('l-——Pci‘r) 2(1_Pe—ly) T

Ay

De pluson a, si|p | est inférieur a 1 :

@ (Le o) T — 1 A8
e 5P SRSt
1.3....2n—1)
T am
Tous les cocllicients de ce développement sont réels et posi-
tifs. On a en outre :

1.3....(2n—1)

= 1
(1 —pe‘Y) P = 1+—- pe‘Y ~+eenn —'—m— in+ .....

2

S 1 1.3.....2n—1
(1 —pe™) 2=1+796“Y—|— ..... -+ o (2n )P—nir+,.._,

Ces développements résultent du développement (2), car, si|pl
est égal a 1, | pe'| est aussi égal a 1. De plus, ces trois séries
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sont absolument convergentes ; on peut multiplier les deux der-
nidres membre & membre et écrire

1 .
(1—2pcosy—+p%) T:E%%eir(n—p) e
en posant

3) L A3..2p—1)

Comparons les formules (1) et (3); ou en tire :

P, = zanape‘ﬂ"—l’) .

le signe ¥ portant sur I’ensemble des termes pour lesquels la
somme n—p a la méme valeur.

Les o étant réels et positifs, le maximum de P
pour y=0; on en conclut :
= Zandp.

Or faisons ¥ = 0 dans I’expression de A ; il vient:

1
A= =l 4ot p P veeeid P

I—p
Zanap= 1,

le signe I portant comme plus haut sur l'ensemble des termes
tels que n+p = C®. Brefona: '

nip @ llew

b,

'

On a done :

=1,

b

I'égalité ayant lieu pour y = 0.
Cela posé, supposons p > 0; la série

ZPnPn ’
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est convergente pour | p | < |. Calculons I'erreur commise quand
on arréte le développement au (n -+ 1)° terme ; posons :

A=P+Ppo+Ppl4....+Po"+R,;

Perreur cherchée est moindre que |R,[; or : -

| R, | <™ p™ha..,

lRl<1—P

c’est-i-dire

Les coeflicients P sont des polynomes entiers en cosy; leur
degré est égal i leur indice; P, est de degré n. Ces polynomes
sont connus sous le nom de polyrnomes de Legendre.

Les polynomes de Legendre sont alternativement pairs et
impairs en cosy. Pour le voir, il suflit de changer,

Y+ wmetop

dans A, yen
en — o; A ne change pas et, par suite, un terme

z
T
P
~— 1=
7 ~
G \
it
[} I \
| 1
\ 0 [ X
\ /
/
\ , b4
\\_’/
Fig. 19.

quelconque P,p" de la série reste le méme; done P, nc doit pas
changer de signe et, par conséquent, doit étre pair, si n est pair;

il doit, au contraire, changer de signe, et par suite, étre impair
en cos 7y, si n est impair.

23. Développement du potentiel newtonien en série de poly-
nomes sphériques. — Les considérations qui préctdent vont trou-
ver leur application dans I’étude du potentiel newtonien.
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Soit T un volume aitirant ct O Vorigine des coordonnées, sup-
posée extérieure a ce volume ; on peut tracer une sphére ayant
le point O pour centre et tout entiére extéricure d T (fig. 19).

Soient, en outre, P un point attirant quelconque du volume T
et M un point situ¢ i V'intérieur de la sphere. Appelons x, y, z
les coordonnées rectilignes et g, 8,9 les coordonnées polaires deM;
X, y, z et o/, ¥, ¢ les coordonnées rectilignes et les coordon-

nées polaires de P ; enfin r la distance MP et vy Pangle MOP. On
a les relations sulvantes :

= (x'— x4 (y — ¥+ (¢ — 2 =" —2pp  cos y 4,
cos y==cos §cos §'+ sin O sin §' cos (p — '),
92=X2+y2+22,
P/Z — x/:2 _|_ yll+ ZQ’
pp'cosy =xx'+yy +zz'.
Le potentiel newtonien V-en M a pour expression :

1<
. [%
V=[5
r
c¢’est une fonction des coordonnées g, § et » de M ; proposons-

nous de développer cette fonction suivant les puissances crois-
santes de p;on a:

wl»

—2pp cosy+3?)

L 1
9"\/ p (P)
1—2 -cosy |-+
¢ 1 g

" Reportons-nous au développement du paragraphe précédent ;
on peut écrire :

- 1 ¢ : |
(1) _r..:'?-—l—Pl_;/_z'—‘_ ----- +Pn"éiT+R“’
ct Yon a:
(P>n+l
, —
R, <'i,-- £
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( P >n+l
’ R, l<,_P_ :
p—¢e
Si a désigne le rayon de lasphere, on peut toujours construire

une autre sphére de rayon ca, ¢ étant <1, telle que le point M
soit a son intérieur. On aura :

¢’est-a-dire

p<ea<a<y

et, par suite,
sn+l

N{==-T

R,

On voit que R, tend vers 0 quand n augmente indéfiniment
quelles que soient les positions du point P & Dlintérieur du
volume T et du point M a I'intéricur de la sphere de rayon ca.
La série (1) est donc uniformément convergente dans ces con-
ditions et 'on peut I'intégrer terme 4 terme. On a par suite :

@) _f w'de __f pd~ fp.’P odr -----
+ f **/P';;:d— .....

Considérons P,p"; c¢’est un polynome entier homogéne et de
degré n en x,y, z. En cflet, d’aprés ce que nous avons dit au
paragraphe précédent, P, est un polynome entier et de degrén
en cosy.

Oron a

cos y— xx' +- yy' + zz/ _ xx' 4 yy' -+ zz’

PP’ VR Fy 2

de plus, P,, est pair cn cos y et P, ,, est impair; P,, est donc
entier et de degré n par rapport a

(xx' 4 yy' 4 2z2')?
X2 + y2 + Z2

et p® P,, est entier, homogéne et de degré p par rapport a
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(xx' 4yy' + 2z2')* et x* 4 y* -~ 2* et, par suite, entier, homogéne
et de degré 2p par rapport a x,y, z. Quant a P, 4, il est entier
et de degré 2p + 1 par rapport a :
xx' 4 yy +z7'
T
~ Vi y + 2
il est donc égal au produit de cette expression par un polynome
entier et de degré p par rapport &

(xx'+yy' + z2/)? )
xe_|_y2_|_zz ’

2p+1

enfin le produit P,, ., p ne contient plus de radical et cst
homogene et de degré 2p -1 en x, y, z. Bref, quelle que soit
la parité de n, P,p" est un polynome entier, homogeéne et dc
degré n en x, y, z
SiTon considere alors le terme général de la série (2)
'P,p
X, = **P—ldf

on voit que ce terme est aussi un po]ynome entier en X, Y, %,
homogéne et de degré n.

On démontre en outre que ces polynomes X, satisfont a I'équa-

tion de Laplace _
AX, =0.

Ce sont des polynomes sphériques, car on appelle, en général,
de ce nom des polynomes homogénes en x, y, z satislaisant a
I’équation de Laplace. Le potenticl V est ainsi développé en
série de la forme

V=X, 4+ X, 4 Xy e

Donc le potentiel newtongen est développable en série de poly-
nomes sphériques autour de lUorigine, quand Uory igine est exlé-
rieure aux masses agissantes.

Dans ce dévcloppement, les termes de méme degré sont grou-
pés ensemble; si 'on essayait de les grouper autrement, la séric
pourrait cesser d’étre convergente.

C’est la un fait général pour les séries qui ne sont pas absolu-

POINCARE, Potent. Newt. 4
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ment convergentes ; on ne peut pas modifier arbitrairement
Pordre des tefmes. En voici un exemple sunple la série sui-
vante de polynomes homogénes :

T4 (xA4-iy) + (k- 1y) A (DY) -,

ou Ton suppose

| x+ iy | <1,
est convergente et a pour somme

| .
-
, L —(x—+1y)
en la considérant comme développée a la fois suivant les puis-
sances de x et de y.

Elle n’est pas absolument convergente, dans tous les cas ou elle
converge. Groupons, en effet, les termes dans un autre ordre;
par exemple, effectuons les puissances indiquées et séparons
les termes; considérons le terme

Quand n augmente indéfiniment, la valeur asymptotique du
module de ce terme est :
(2n)" e (/4mn

n*", e~ (/4=n?

NN

ou, en supposant X==y:

ce terme ne peut tendre vers zéro (ue sil'on a :

/

<3

-

4

Si donc le module de x est supérieur a 7 le nouveau déve-

loppement est certainement divergent, alors’que le premicr est
encore comelgent pour toutes les valeurs de x inférieures
V2

2
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Une pareille circonstance ne se présente pas pour les séries
A termes positifs.

24. Développement du potentielnewtoniensuivant les puissances
entieres de x, y, z. — Revenons au potentiel. Nous avons démon-
tré que le potentiel newtonien est développable en série de poly-
nomes sphériques autour de l'origine, quand celle-ci est exté-
rieure aux masses agissantes. Montrons maintenant que, dans la
méme hypothese, la fonction V est folomorphe au voisinage de
I'origine, c’est-i-dire que, dans une sphérc asscz petite ayant
pour centre l'origine, elle est développable en série de la forme

Z Ax™ymzr,

\ .
m,n,p étant des nombres entiers positi(s pouvant prendre toutes
les valeurs entiéres de zéro a 'infini.

Pour le voir, rappelons que 'on a :

P = p?—2pp’ cosy+p"” _
=Xy 2 — (23X 2 yy 42 22') X -y -2

et posons :

O 2xx - 2yy' 22— —y 2
— -
o

X
On a, en comparant r* et X :

2 / 4
1 —=p"(1 —X),
d’o¥ :
1 1
-

P (l—X)Tl‘

1
r

1
Développons(1—X)™ 2; 0on a :

1 . . .
(I—X) T=a,+aX+a,X> 4. a2, X"+,
ct, par conséquent, .
1 s .
(1) —1_—=a0+a1X—{—a2X2+.....+a,,X"+ .....

Dans cette série, les coeflicients o sont tous > 0.
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Développons maintenant X en série entiére; nous sommes

. . . . 1
ainsi conduits, en transformant la relation (1), areprésenter — par
r

1
— = E Axmyrz?,
1! o

et a représenter V par la série suivante :

(2) V_;Zx"")’“zp /‘Aiu.’d':’.

Ce développement est-il convergent et représente-t-il bien la
fonction V? Nous allons le démontrer en prouvant que ce déve-

loppement
(a) Ex“‘y“z" Au/ds,

est une série absolument et uniformément convergente.

A cet effet, posons :

/ . Al / .2 2 2
X 2)(09 +2.‘0\° +2ZOP + X4y, 42 ,
{ 72
P

en appelant x,y,z, les modules de x,y ct z, et considérons le

une série de la forme

développement suivant

1 -+ .
(3) — (1 —X) Y=o+ a2 X ... A X A

/
Co= EAOXL“)’SZE.
Etudions la série

(b) Zon:‘y:zs.

Comparons d’abord les coeflicients A, aux coellicients corres-
pondants A.

Tous les coeflicients X, sont positifls; tous les « le sont aussi;
donc tous les termes du développement (3) sont positifs, et par
suite, les A le sont également. Considérons, en outre, deux puis-
sances égales de X et X : X7 et X,?; chaque terme de X7 est plus
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petit en module que le terme correspondantde X'; on en con-
clut I'inégalité suivante :

i

A>TAY.

Celaposé, reprenons la série (b); dans quel cas converge-t-elle?
Elle convergera, si I'on a:
‘4 A
X, <1,

comme on le voit en se reportant aux égalités (3).
Pour que X, soit plus petit que 1, il sullit que I'on ait:

(4) 20/ (xg 4y, 42,) 02 <p”;

(3

orona:
. 2 2 2___ .2
“ }‘0 +y0 +Z0 '—P b
on a donc aussi :
| xyetz | <pV3,

et la condition (4) sera remplie si 'on a:

20 V34 p2<p?,
ou bien
(9 4 P/ \/3)2 —3 P/2< 912’
¢’est-d-dire ,
(oo V3 <4p®
¢'est-a-dire enfin :
o< p'(2—V3),
et, 4 fortiori, si 'on a :
p<a(2— \/.?T),

a désignant comme au paragraphe précédent le rayon d’une
sphere fixe, ayant l'origine pour centre, tracée de maniere a lais-
ser i son extérieur toutes les masses agissantes, enfin contenant
le point M ou1 'on étudie le développement du potentiel.

Supposons done cette condition remplie; alors X, est inférieur
a 1; la série (b) converge. Considérons maintenant la série sui-
vante (c)

(¢) Ex{,“y:}zg Ay ds
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ot y, désigne un nombre positif supérieur a |u|; cette série
converge comme la série (D). Enfin comparons notre série (¢) a
la série étudiée (a). Tous les termes de (a) sont inférieurs en module
a ceuxde (c); or (c) est une série & termes positils et elle converge;
donc (a) est absolument convergente.

La relation (2) est donc justifiée.

Ainsi le potentiel newtonien est développable autour de 'ori-
gine en série entiére procédant suivant les puissances de x, y, z.

On peut effectuer, de méme, le développement au voisinage
d’un point quelconque (x, ¥, z,) extéricur aux masses; le déve-
loppement procede alors suivant les puissances de x — x,,
Y= Yo Z—7%: .

On peut donc énoncer en général le théoréme suivant : au
Voz'sz'lmge d’un ])oz'/zl (.z Yo = ) extérieur auxr masses ag issantes,
le potentiel newtonien est une fonction holomorphe, c¢’est-d-dire
développable en série enticre procédant suivant les puissances

54

croissantes de x — Xy, if — Yy 5 — 5,

La démonstration n’a été faite que pour un volume attirant;
clle s’applique évidemment sans modification au cas d’une dis-
tribution quelconque de masses.

~

25. Autre développement en série du potentiel newtonien. —
Considérons maintenant (fig. 20) un volume attirant T et un
point M extérieur a ce volume, situé¢ de telle sorte qu'on puisse
tracer une sphére % contenant le volume T tout entier, mais lais-
sant le point M & son extérieur.

Prenons le centre O de cette sphére comme origine des coor-
données.

Si p,p’,v et r ont les mémes significations que précédemment,

on a

::i—;-P g2+P

t

&2
\

e P, Sm +R,.

Le point M étant a 'extérieur de I, on peut construire une
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deuxieme sphere ', concentrique a X, dont le rayon sa est plus
grand que le rayon a de X et qui laisse le point M & son exté-
rieur; on a donc :

p>ea>a>p et e>1
Raisonnons comme au § 23, on voit que

Pl n+1
(?) o 1 1

P__p/ sn+1 a(s_l) *

IR, [ <

ce qui montre que la série :

! /n
e

1
—r, L p L
o] P ]

) )

est uniformément convergente pour toute valeur de p’ correspon-
dant & un élément de volume quelconque d7’ de T.

e —

Y
Fig. 20,

On peut, par conséquent, intégrer terme & terme et écrire

A | P Ppudd Pl
v=f £ +/[ T +f—°F)“—f+ ..... ,

les intégrales étant étendues au volume T.
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Considérons le terme général de cette séric

f Pnpl“p.'d':/ )
S R

?

on peut l'écrire :
1 Y,
Wfpnf’“?/nf"/dTI= o T’

P,e" est un polynome homogéne de degré n par rapport aux
coordonnées x, y, z du point M; il en est donc de méme de Y,.
Le développement de V prend la forme :

Y, Y Y,
V= P—o + _PT‘. -|— ..... -'—W —|— .....

SiT'on remarque que l'on a’

. AV=0,

on démontre sans peine que 'on a
Y,
A (?2?1_ - 0.

AY, =0.

et ensuite

Les polynomes homogenes Y, sont donec des polynomes sphé
riques. K
Tout ce qui précede est vrai d'un point M quelconque exté-
rieur a la sphére ¥'; si le point M s’éloigne indéfiniment, on voit
que la valeur asymptotique de V est

comme nous savons d’autre part que cette valeur asymptotique

est —, M désignant la masse attirante totale, on conclut
P

Y, =M.

26. Développements analogues pour le potentiel logarithmique.
— On peut obtenir des développements analogues pour le poten-
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tiel logarithmique dans le plan. Soit (fig. 21) une surface plane
attirante S, P un de scs points et O l’origihe des coordonnées
supposée extérieure a S. On peut tracer un cercle C ayant le
point O comme centre et tout entier extérieur i ’aire attirante S.

Y

‘Fig. 21.

Soit, en outre, M un point attiré situé a l'intérieur du cercle C,
x, y ses coordonnées et X',y celles du point P. Appelons p, o/, r
les distances OM, OP et MP. Posons :

X+ iy =g,
X iy =7/;
p=|zl,
P/=|Z,la
f=lz’—z [-

Soit p' la densité de la matiére attirante au point P; la valeur V
du potentiel logarithmique en M est :

r
V=f ! log —2 dw'.
el
dw’ désignant ’élément infinitésimal de laire S et I'intégrale -

double étant étendue i aire S tout entiere. La valeur de V n’est
autre que la partie réclle de l'intégrale.

ro
W-_—_fy.’ log —(_z’_—z)_dwl'
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Or, il est facile de développer VWV suivant les puissances crois-
santes de z : appelons a le rayon du cercle C; puisque le point M,
est intérieur a ce cercle, on peut tracer une deuxiéme circonfé-
rence C/, concentrique a la premiére, dont le rayon ca est plus
petit que le rayon a de C et telle que le point M soit & son inté-
rieur. On a donc:

1) p<aa<a<y et e<i;

on a d’ailleurs

log#: log—_]/'% — log <1 -—Z—I,)

z —2Z

Or, d’apres les inégalités (1), on a

(2) :

<= <y

d

Z
/

z (s .
on peut, par conséquent, développer log(i—;,—) cn série entiere

log(l —_ :—,) ==ZA..'I.".
\

Cette séric cst uniformément convergente pour tout point P
del'aire S, car, pour un quelconque de ces points, les inégalités (1)

4

et écrire :

et (2) sont satisfaites; on peut donc intégrer cette série terme &
terme et écrire

(3) W =fy.’ 10g% do’ —Ez“fA“y.’du)’,

les intégrales doubles étant étendues a l'aire S. W est ainsi
développé en série entitre ; on en conclut sans peine le dévelop-
pement de V en série de polynomés homogénes. On a, en effet :

» désignant 'argument de z. On peut donc poser en outre :

fp.’And(o’ = R,elt";
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la partic réelle de f\”‘A" z" dw' est done :
R,p" cos{nw ~+14,);

c’estun polynome-homogéné et entier en x et y, et, si 'on remar-
que que V est égal 4 la somme de la série des parties réelles du
développement de W, on voit que V se trouye développé en séric
de polynomes homogenes ; ils satisfont évidemment & I'équation

de Laplace.

27. Considérons maintenant (fig. 22) un point M sulfisamment
éloigné de T'origine O pour que I'on puisse tracer, autour de O

//’ —\\\
-~ ~ M
s

Fig. o2,

comme centre, une circonférence C contenant I'aire S a4 son
intérieur et laissant le point M a son extérieur. On peut alors
développer le potentiel logarithmique V en M suivant les puis- .

sances de -—; il suffit, pour le voir, de faire un raisonnement

3
semblable a celui du § 26. Du point O comme centre, on peut
décrire une circonférence C’ dont le rayon ea soit plus grand que
le rayon a-du cercle C et qui laisse le point M & son extérieur;

on a, dans ce cas,

p>ea>a>p et e>1.
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Reprenons I'expression de W :

W —fy.’dw’ log 2~ o ——z)

o !
log p— =log _l; — log(i_z_>,

z

ct, comme on a

"
e

quel que soit le point P choisi dans S, on peut développer

. 13
log(jl———) en série entiere procédant suivant les puissances

croissantes de —. .
z N\

/ _
10g<1 ——Z—-) =ZA“Z—" )

et cette série est unilormément convergente; on peut donc
écrire :

(1) W= f log—*- Wdu +Z = f o

les intégrales doubles étant étendues a I'aire S. En prenant les
: P

parties réelles des différents termes, on voit que la série du

second membre de I'expression (1) donne lieu pour V & un déve-

. . . 1
loppement procédant suivant les puissances croissantes de — ;

ce développement est précédé, dans expression de V, par la par-
tie réelle de l’intégrale :

flog ‘°

M désignant la masse attirante totale; cette partie réelle est:

bl

T
Mlog 2.
o
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Le développement de V est donc de la forme :

v =fM log% —I—ZRn.p—“cos (nw —6,)
n=1

en posant :

f (— A,) wdo'=R,e™,

et
7= Peim.

Remarquons que 1’expression :
1 P
e"cos (nw —0,),
peut s’écrire :
X,

2n?

3

X, étant un polynome enticr, homogéne, de degré n en x et Y,
satis(aisant, en outre, 2 'équation de Laplace.
Finalement ona :

—2n n / J—
pT" p" cos(nw — 6,) =

n=00

r X
V—=Mlo —°—+Z+].
8% & p*

On voit immédiatement, sous cette forme, que I'expression de V
ne contient pas de terme indépendant d’x et d’y; en outre, lors-
que le point M s’éloigne a linfini, le potentiel V a pour valeur

asymptotique
r
Mlog —%,
g P

résultat que nous connaissions déja (§ 8).
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CHAPITRE 1I

POTENTIEL EN UN POINT INTERIEUR AUX MASSES AGISSANTLES
FORMULE DE POISSON

28. Convergence des intégrales. — Application au potentiel. ——
Jusqu’ici nous avons étudié le potentiel en des points extérieurs
aux masses attirantes; nous allons maintenant étudier ce qui se
passe quand le point attiré est situé au sein méme de ces masses.
Cette étude repose sur la considération d’intégmleé portant sur
des fonetions qui deviennent infinies pour un point du champ
d'intégration; commencons donc par établir les propriétés de
cesintégrales.

1° Intéorales simples. — Considérons I'intégrale définie
1° Intégral pl C lérons 1
b
f [{x) dx, a<hb.
a
‘Si la fonction f(x) devient infinie pour x == a, la définition

ordinaire de l'intégrale ne s’applique plus et I'intégrale n’a plus
de sens; pour lui en donner un, on medifie la définition. On

considere T'intégrale
b
‘[ f{x)dx;
. att

la définition ordinaire s’y applique ; soit J, sa valeur; si J, tend
vers une limite J quand ¢ tend vers 0, I'intégrale est dite con-
pergente et 'on représente cette limite J par la notation

(") d.

(R .

Si, au contraire, J, augmente indéfiniment ou n’a pas de limite,
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quand ¢ tend vers 0, l'intégrale est dite dipergente et le sym-
bole

b
(. f(x) dx
e

n’a aucun sens.

Voici des exemples de ces deux cas. Si Pon, peat trouver un
nombre o<1 tel que l'on ait ’

<

f(x)

la limite J existe et I'intégrale est convergente. Si, au contraire,
on peut trouver un nombre § > 1 tel que

£(x)

>

(x —a)#’

J. augmente indéfiniment et I'intégrale est divergente.

2° Intégrales doubles. — Soit une aive plane S (fig. 23), limitée
par une courbe fermée C, et une fonction f (x, y) devenant infi-

Fig. 23.

nie en un point O de l'aire S, mais restant continue cn tous les
autres points de l'aire.

L'intégrale double

[ [ 1) do,
(S)
étendue i tous les éléments dw de V'aire S, ne rentre pas dans la

définition ordinaire et n’a aucun sens par elle-méme. Pour lui
en donner un, entourons le point O d’une petite courbe fer-
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mée C'; appelons S’ I'aire enfermée par la courbe C/, et S” I'aire
comprise entre les courbes C et C’; I'intégrale ’

va= f y dl,
f - (x,y) dw

étendue a 'aire 8", a un sens et sa valeur varie quand la courbe
C’ change de grandeur et de forme. Supposons que J. ait une
limite J quand la courbe C’, diminuant d’étendue dans tous les
sens, vient s’évanouir au point O; on prend cette limite pour
définition de 'intégrale ff('s)f(x, y) dw; on dit alors que I'in-
tégrale J, est convergente.

Dans le cas contraire ou J, n’a pas de limite finie, Pintégrale

Jo est dite divergente et I'intégrale fj(;) n’a aucun sens.

29. Dans quels cas l'intégrale J, est-elle convergente? En
voici un. Posons

OM=r,
et admettons que 1'on ait en tout point de l'aire S :
M
flxy) <o @< 2,

on peut alors affirmer que J, est convergente. Pour le voir, sup-
p q ¢ ) P

Fig. 24.

posons d’abord la fonction {(x, y) positive en tout point de S.
Tragons, autour du point O (fig. 24) comme centre, deux cercles,
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I'un C,, de rayon r,, que nous laisserons fixe ; I'autre plus petit C”
dont nous ferons tendre le rayon r” vers zéro. Enfin, pour sim-
plifier le langage, désignons par les symboles

JLo Sl L

les intégrales étendues aux aires comprises respectivement entre
les courbes: C et C,, C et C”, C, et C”. L’intégrale

f‘[_nn i 0(x,7) dw,

a un sens; elle est > o et augmente quand r” diminue. On a, de

plus,
M
f f(x,y)dw< f
et, par suite,

f\/c;wfvx y) dw</f ———d( 0 - fc:_c“—l——dw

la premiére intégrale du second membre reste fixe; quant a la

deuxiéme, elle a pour valeur :

ff —(lw_?qt_llr_“z:‘_‘_)‘ﬁ_ﬂi
_c“r 2—(1 - a4 — 0

et on voit que, si « est inférieur & 2, elle tend vers une limite
finie quand r” tend vers zéro.

L’intégrale du premier membre ff
toujours in(érieure A cette limite et va sans cesse en '1ugmentant
quand r” diminue, a donc aussi une limite.

Le résultat n’est pas changé, si 'on remplace la circonfé-
rence C” par une courbe C’ de forme quelconque entourant le
point O et venant s’évanouir en ce point; on le voit facilement en
tracant, autour de O pris comme centre, deux circonférences C{’
et CJ comprenant entre elles la courbe C’ et venant s’évanouir
en O en méme temps que celle-ci.

Supposons maintenant que la fonction f ait un signe quel-

f (x,y) dw, qui reste

o

POINCARE. Potent. Newt. . 5
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conque; les conclusions précédentes s’y appliquent encore,

Posons, en effet,
f={—T,,

en convenant que l'on a :
fj ={ et ‘; = O,
en tous les points ol f est > 0, et :

fl=0 et f,—=—1

2

en tous les points ou f est < 0.
On peut appliquer a f, et f, lc raisonnement précédent ; les
deux intégrales :

J,= f'fi(x,y)dw et J2=f 'fg(x,y)dw,

sont toutes deux convergentes ; leur diflérence,

b =f.£_c. [(x, y)do,

Iest donc aussi et la proposition énoncée plus haut se trouve
enticrement démontrée.

On peut aller un peu plus loin : J‘f;_c_lf(x, y) | dw est conver-
gente, car elle est égale aJ, + J,. Pour cctte raison, I'intégrale ]
est dite absolument convergente. Remarquons enfin que les limites
de ces quatre intégrales sont indépendantes de la suite des
formes que prend le contour C' lorsqu'il vient s’évanouir au
point O.

Tous ces résultats s’appliquent au potentiel d'une surface
attirante, quand le point attiré est intéricur aux masses agis-
santes. Ce potentiel a pour expression :

V———ffi;{-d(o’.
P-l

La fonetion [ (x, y) du raisonnement précédent est iciT ; elle

satisfait donc aux conditions sullisantes de convergence indi-
quées dans I’énoncé et I'intégrale V a un sens bien défini en
tout point de la surface attirante.

‘4
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30. Intégrales triples.—On définit la convergence, dansle cas
des intégrales triples, comme dans celui des intégrales doubles.
Soit S une surlace fermée limitant un volume V; soit I (x, y, 2)
une fonction devenant infinic en un peint du volume V, mais
restant continue en tous les autres points; pour donner un sens

a l'intégrale triple
J=ff I (x, v, z) d=,
R

on entourc le point O d’une surface fermée S’ et L'on considere

I'intégrale
J’=fff F (x,y, z) d=,
V)

étendue au volume V' compris entre les deux surfaces S et S'.
Si ) a une limite quand §' vient s’évanouir au point O, on dit
que cette intégrale est convergente et cette limite est prise pour
définition de J. Dans le cas contraire, J' est ditc divergente et
I'intégrale J n’a aucun sens.

On peut affirmer la convergence de J', lorsque I'on peut irou-
ver deux nombres positifs, I'un M, fixe, et autre a <3, tels que
Pon ait en tout point du volume V :

M

r* !

<

F(x,y,z)

r désignant la distance du point O 4 un point quelconque x, y, z
du volume. L'intégrale J' est en outre absolument convergente,

car 'intégrale
jff ’F (x,y,2)
(V)

converge aussi; la limite de J' est alors ,indépcndante.de la suc-
cession des formes que prend la surface S’ et la valeur de J est
bien déterminée. Un exemple de cc cas de convergence est
fourni par le potentiel newtonien d’un volume attirant, quand le

dr,

point attiré est i I'intérieur des masses agissantes. Ce potenticl
est, en eflet, représenté par U'intégrale triple

l"“l dt
?
T

’
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la fonction sous le signe fsatisfaisant aux conditions énoncées ;
- cela suppose toutefois que la densité i’ reste finie.
Les composantes de lattraction, elles-mémes, sont données
par des intégrales absolument convergentes. Soit, en effet, o une
limite supérieure de la densité; on a :

[ ] <o
AY

I'une des composantes, par exemple celle qui est parallele a Ox,
a pour expression :

X — W —x) de'.

rs
Orona:

[ ¥ —x | <r,

et, par conséquent,

X est donc absolument convergente.

31. Intégrales d’ordre quelconque. — Soit n 'ordre de 'inté-
grale ; quand n est supérieur a 3, on ne peut plus se servir de la
représentation géométrique, mais le mode de raisonnement reste
le méme.

Soit F(x,, x,,...,X,), une fonction de n variables et considérons
l'intégrale d’ordre n :

J= f Fdx, d, dx,..... dx
étendue par exemple a un champ défini par l'inégalité
D (X}, X,y5ennne x,) < 0.

Supposons que F devienne infinie pour un point O du champ,
dont nous pourrons supposer les n coordonnées égales a zéro
sans restreindre la généralité.

Posons
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Appelons J' intégrale fF dx, dx,..... dx, étendue au champ dé-
fini par les inégalités :
® <0,
T>p>0. .

L’intégrale )’ a un sens si nous supPosons la fonction F con-
tinue en tout point du champ primitif autre que le point O. Si,
quand p tend vers zéro, J'a une limite, cette limite définit J; sinon,
J n’a aucun sens; dans le premier cas, il y a convergence et, dans
le second, divergence. On peut affirmer la convergence dans le
cas ot I’on a‘en tout point du champ primitif :

B

M
<—;“—, avec a<n,

M désignant un nombre positif fixe.

32. Intégrales absolument convergentes et intégi'ales semi-con-
vergentes. — Exemples. — Revenons aux intégrales de ligne, de
surface et de volume. '

J= f Fdt,

Soit
une intégrale simple, double ou triple suivant.que dt désigne un
élément de ligne, de surface ou de volume. Supposons que la
fonction F devienne infinie ou discontinue en un point du
champ d’intégration et qu’on ait démontré la convergence de
I'intégrale J. On dit que cette intégrale est absolument conver-
gente, si l'intégrale ‘
JIe

étendue au méme champ, est elle-méme convergente; dans le
cas contraire, I'intégrale J est dite semi-convergente. Nous avons
donné (29 et 30) des exemples d’intégrales absolument conver-
gentes. Voici maintenant des exemples d’intégrales semi-conver-

dt,

gentes. f

I
PreMiEr EXEMPLE. — Soit 'intégrale :

* sin ax
——dx,
o x
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Elle est convergente, car :

. ! sin ax =
lim,_, | ——dx= -5
[ X Z

elle est semi-convergente, car :

Wl

. sin ax

llml=“f u dx==00
A x

DruxiiMe ExeMpLE. — Soit un cercle attirant limité par une
circonférence C; supposons la densité constante et égale a 1;
proposons-nous de calculer I'attraction au centre O (fig. 25).

Y

=

[e)

Fig. 25.

Prenons pour origine ce point ct, pour axes de coordonnées,
“deux droites rectangulaires Ox’, Oy’. L’une des composantes de
I'attraction, X par exemple, a pour expression au centre :

!
X
X —.__.f—a do'.
. T

Cette intégrale est convergente.
En effet, entourons le centre d’'un cercle C' concentrique au
premier et considérons I'intégrale :

x/

Juv = —I‘_‘- d(.l), )

e—¢

étendue a la couronne comprise entre les deux circonférences.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



INTEGRALES CONVERGENTES ET SEMI-CONVERGENTES 71
Appelons ¢ le rayon de C’, p celui de C et passons en coordonnées
polaires ; ‘on a :

2= edr
Jo = cos0db

0 .

= (sin sin 0) log . 0

AinsiJ, est constamment nulle. Sa limiteest 0, quand ¢ tend vers
zéro. L'intégrale X est donc convergente.

Montrons qu’elle est semi- convergente, ¢ est-a dire que l'inté-
grale

ne converge pas.
Cette 1ntegmle étendue a tout le cercle, est égale au double de

I mtegmle
x/
f-r—3 d(l)/,

étendue au demi-cercle BCAB.

Calculons done celle-ci ; si elle a un sens, elle est la limite de
la portion correspondante de J, relative a la demi-couronne
BCAEFDB. Or, celle-ci est égale a :

-
f * d (sin 0) ?—(1_3—:210g—9—,

A €

w]a

quantité qui augmente indéfiniment quand ¢ tend vers zéro. L'in-
tégralé X est donc semi-convergente. On peut démontrer de plus :
étant convergente, elle a une limite quand on entoure le point O
d’une courbe C’, puis qu’on calcule I'intégrale relative a I’espace
compris entre les deux courbes, et enfin qu'on fait évanouir C'
au point O ; mais, étant semi-convergente, sa limite dépend de la
courbe C’ et de la succession des formes que prend cette courbe
avant de s’évanouir au point O.

C’est ce que je vais montrer.

Supposons d’abord que C’ soit une circonférence concentrique
a C; la raison de symétrie, comme aussi le caleul fait précédem-
ment, montrent que Dattraction de la couronne au point O est
nulle. Ft'\nt nulle constamment, elle définit une limite nulle,
quand C! vient s'évanouir au point O.
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Par un autre procédé, au contraire, on peut définir une limite
différente de zéro. Dans les raisonnements qui vont suivre, nous
nous appuierons sur le lemme suivant :

LemME. — Deux surfaces attirantes homothétiques S et S, telles
que les densités en deux poinis correspondants soient égales,
exercent la méme attraction au centre O d’homothétie.

Ce lemme est presque évident;
soient, en eflet, deux éléments cor-
respondants (fig. 26) dw et dw’, ret
r' leurs distances respectives au
point O ; leurs attractions au point O
sont :

!
pour dw : —*%:w--

! 7
pour dw’ Pl#

Ces deux attractions dirigées sui-
vant la méme droite sont bien égales,
puisqu’en vertu de ’homothétie, on

cac

dow dw’

0 Fig. 20. rr 2

‘Cela posé, reprenons notre cercle C et prenons comme courbe
auxiliaire une autre circonlérence C’ (fig. 27), non concentrique
a (/, ayant son centre en un point O’ voisin de O. Menons . la ligne
des centres OO’ ; cette droite coupe nos deux circonférences aux
points A, B pour la premiére et A, B’ pour la seconde.

Supposons que, des deux points A’ et B/, le plus rapproché de O
soit A’; décrivonsalors,du point O comme centre avec OA’ comme
rayon, une circonférence C,.

Appelons p, o/, p, les rayons des circonférences C, C' et C,,
puis tragons une circonférence C, tangente en A a la proposée C
et telle que son rayon p, satisfasse a la relation

Lo P 1
f M
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Alors les deux cercles C, et C’' sont homothétiques par rapport

au point O et le rapport d’homothétie est £ Dautre part les
P

. 1 .
deux cercles C et C,, étant concentriques, ont aussi pour ccntre
d’homothétie le point O et méme rapport d’homothétie que les
deux précédents en vertu de la relation (1). Il en résulte que les

Cq,

Fig. 27.

deux portions de plan couvertes de hachures, I'une comprise entre
les circonférences C, et C, I'autre entre les circonférences C' et G,
sont homothétiques par rapport au point O. Si donc on suppose
la premiére couverte de matiere attirante avec une densité égale
a 1 comme celle qui recouvrele cercle C, son attraction au point O
sera la méme que celle de la seconde.

Nous exprimerons cette propriété par I'égalité

Ac'—c, = Acu—c ) (2>

désignant en général par C,— C, la portion de plan comprise
entre les courbes C, et C,, et par Ac,,,—c,. Pattraction que cette
portion de plan exerce au point O.
Cela posé, ce que nous voulons calculer, c’est la limite vers
laquelle tend A, _, quand le cercle C' vient s’évanouir au point O.
Or, on aévidemment :

Ac—c‘ = Ac—c‘ —A

3
=,
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ce qui se réduit a :

Ac—c’ _ Ac‘—c, - (3)

puisque A, _, est nulle, par raison de symétrie. Rapprochons les
relations (2) et (3), nous aurons :

Ac—c' == Ar ¢ (4>

Faisons alors évanouir le cercle C' au point O de maniére que
/

°

le rapport—— reste constant, les deux termes de ce rapport ten-
1

dant vers zéro. En vertu de la relation (1), le rapport——P— reste
[

aussi constant et, par conséquent, le cercle C, reste invariable ;
il en résulte que A, _, reste fixe.

Ainsi, Uintégrale qu'il s’agit d’étudier, A, _ ., reste constamment
égale a une quantité fixe — A, _,; on peut done écrive :

Iim. A,_,=—A

[l

Montrons maintenant queA, . , n'est pas nulle. Cela est presque
évident.

M

Tig. 27 bis.

Figurons a part (fig. 27 bis) les deux circonlérences C, et C;
tracons la droite MN perpendiculaire en O a la ligne des cen-
tres. Enfin, décrivons une troisi¢me circonférence C, égale & C,
et tangente intérieurement en B a la circonférence C; cette cir-
conférence passe évidemment par les points M et N. L'aire atti-
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rante C, — C est ainsi divisée en dcux parties : 'une comprise
entre les trois circonférences C, C, et C, ; I'autre’ comprise entre
C, et G, ; elle est représentée, dans la figure, couverte de hachures.
La premiere partie a manifestement une action nulle au point O
par raison de symétric ; quant & la seconde, son action est diri-
gée suivant la ligne des centres et ne peut étre nulle, car tous
ses éléments, étant situés d'un méme c6té de MN, les projections
sur AB de leurs actions en O sont toutes de méme signe.

En résumé, A, _ . est dillérente de zéro ct, par conséquent,
on a :

limA,_,=~0.

On voit done que, suivant la courbe auxiliaire choisie pour défi-
nir Pattraction au point O et suivant la succession de formes
par lesquelles on fait passer cette courbe, on peut obtenir pour
Patiraction une limite nulle on une limite différente de zéro.
Cette circonstance caractérise les intégrales semi-convergentes.

Des considérations analogues pourraient étre [aites au sujet
d’une surface quelconque. On verrait, de la méme fagon, que les
composantes de I'attraction, en un point d’'une surface atiirante,
sont données par des intégrales semi-convergentes.

Au contraire, le potentiel d’une surface attirante, que nous
allons étudicr maintenant, va nous fournir un exemple d’inté-
grale absolument convergente.

33. Avurre ExEMpLE. — Potentiel d’une surface attirante quel-
. conque en un point de cette surface. — Soit S une surface atti-
rante ; son potentiel en un point M est donné par I'intégrale :

'dw’
(n) V= [ £,
® 1
W, r, dw' étant les notations connues
w, 1, a ‘ .

Supposons que le point M soit pris sur la surlace S elle-méme ;
nous allons montrer que 'intégrale précédente garde un sens et
est absolument convergente, si la densité p’ reste finie en tout
point et si la surface S admet, en M; un plan tangent unique.

Menons ce plan tangent (fig. 28); prenons-le pour plan des xy
et prenons le point M pour origine; soient P le centre de gravité
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d’un élément dw’ de S, P’ sa projcction sur le plan des xy, 9
I'angle de ce plan avec le plan tangent en P, enfin x/, y/, 2’ les
coordonnées de P; ona : ‘

dx'dy’
(2) do/ ="
cos ¢
Cela posé, tracons sur S une courbe C entourant le point M
et soit C’ sa projection ; la courbe C partage S en deux zones,

Fig. 28.

S, et S,, la premiere, S,, étant celle qui comprend le point M.
Appelons V, et V, les potenticls respectifs de S, et S, ; on a:
V=V, +4-V,.

N

V, a un sens au point M; il suffit d’étudier V,; cette intégrale a
pour expression.:

7 /
V,— pdew'

. ’
is) T
en vertu de (2), on peut I'écrire :

H/
V, = ———dx'dy'.
rcos
Cette derniére intégrale est étendue a une aire plane, a la portion
du plan des xy comprise a I'intérieur de C'.
Or, on peut choisir la calotte S, assez petite pour, qu’en chacun
de ses points, on ait :

1 l
<o,
cos
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« désignant un nombre fixe; cela est possible, car, au point M,

cos p est égal a 1.

’
t*

Ecrivons alors la fonction sous le signe f, , de Ia

rcos 9
maniere sulvante

1
, 1 I
P - ’
cosp r m
7 =
r 1
en posant )
1 1
m/ —— }LI ]
cosyp r
et
I‘/ = I\IPI.

L’intégrale devient alors :

/
m
. / /.
3) V=] — dx'dy’;
(@) 1
e s 1sx It : de x'. v/ : ’
m’ peut é&tre considéré comme une fonction de x, y', puisqua
chaque point P et, par suite, & chaque point I, est attachée une
valeur de m’; de plus, cette fonction est essentiellement limitée,
car elle est égale au produit de trois autres qui sont limitées :
!

w' Test, par hypothese, ct

, par construction, enfin Zest
cos o r
inférieur 4 1. L'intégrale (3) est alors le potenticl en M d'une
portion du plan des xy, cclle que limite C/, sur laquelle la densité
de la matiére attirante est la fonction m’. Nous avons vu (29)
qu’une pareille intégrale est absolument convergente. Le théo-
réme général est donc démontré.

Dans ce qui précede, nous avons supposé, pour plus de sim-
plicité, que la surface S était pourvue d’un plan tangent bien
déterminé en chacun des points qui avoisinent le point M.
Cette hypothese n’est pas toujours indispensable.

Prenons, en effet, le cas d’un coéne circulaire droit. Supposons
que M soit le sommet de ce cone. Prenons pour plan des xy le
plan perpendiculaire a l'axe du cone ct effectuons les mémes

transformations que ci-dessus. On a encore facilement une limite

’

supérieure de |m’]. En eflet, u’ est une quantité finie ; — est le
, r
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cosinus de 'angle d'une génératrice du cone avec sa projection;

1 < 1ae .
——— reste égal a I'inverse du cosinus de l'angle d’un plan tan-
€os 9 o

gent au cone avee le plan xy. On peut donc relaire ici le raison-
nement indiqué plus haut.

La conclusion subsiste encore si le point M est un point sin-
gulicr de la surlace S, lorsque le cone des tangentes en ce point
est, par exemple, un cone réel du second ordre, ou lorsque ce
cone se réduit & un systeme de deux plans réels distinets. Cela se

voit, comme dans le cas du céne circulaire droit.

34. Analogie avec les séries. — Avant de poursuivre I'applica-
tion des principes précédents i I'étude du potentiel, faisons une
remarque.

Lathéorie des intégrales convergentes doit étre rapprochée de
celle des séries. Les dénominations de convergente, absolument
convergente, semi-convergente, se définissent pareillement dans
les deux théories et les propriétés correspondantes sont compa-
rables. Les deux théorémes suivants mettent en évidence cette
analogic étroite :

1° Quand une série est absolument convergente, on peut modi-
ficr I'ordre des termes sans en changer la somme;

2° Quand une intégrale est absolument convergente, on peut
choisir arbitrairement la courbe ou la surface évanouissante qui
entoure le point de discontinuité et la faire passer par une suc-
cession queclconque de formes. On peut aussi intervertir 'ordre
des intégrations.

" Ce dernier point se démontre sans difficulté. Soit, par exemple,
I'intégrale double )

J =f1' (x,y) dx dy,

étendue a une aire plane S limitée par une courbe C; suppo-
sons que la fonction f devienne infinie en un point M du champ
d’intégration et, qu’en tout point de l'aire, on ait :

’ f{x,y)

M étant un nombre positif fixe ;. I'intégrale est alors absolument
convergente.

M
< —w  avee  a< 2,
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Entourons le point M d’un cercle T de rayon p, ayant ce
point pour centre. Le champ d’intégration est ainsi partagé en
deux parties, S; et S,, S, ¢tant la portion du champ comprise a
Pintérieur de Z. Appclons J; et J, les valeurs de I'intégrale ci-
dessus, quand on prend respectivement pour champs d’intégra-
tion S, et S,.

On a:

J=J 1.

Pour J,, on peut intervertir Uordre des intégrations, puisque la
fonction reste finie dans le domaine S,. Voyons ce qui se passe
pour J; on a:

T

< f M ———_difly ,

et, par suite,

2mMaz—=
- ‘ JO l < —2—_—————‘d H

en prenant p assez petit, on peut rendre |J | inférieur i un nombre
€ \ ‘ . - .
5 donné & l'avance. Intervertissons l'ordre des intégrations;
J et J, deviennent J' ct J'y, ct, puisque J, ne change pas, on a:
[ 7,
J—=JV=J,—=V;

mais on a :

donc :
) l JO—"]IO l <s,
et, par conséquent,
| =V <s,

quel que soit . Comme J —J' est biecn déterminé et ne dépend
pas de p, on a nécessairement

J=17,

ce qui démontre qu'on peut intervertir l’ordre des intégrations.
Cette remarque permet de démontrer facilement un théoréme
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relatif au potenticl ; soit T un volume attirant, M un point inté-
ricur, V le potentiel en M, et X une des composantes de I'attrac-
tion en ce point. V et X sont donnés par les intégrales suivantes :

}, )
PR Jo M T/  —
V= d7/, X e{r‘; Pt

m T

d<’,

Ces intégrales sont absolument convergentes (30). Considérons

I'intégrale quadruple :
fx'de,

X, et x, désignant les valeurs de x en deux points M, et M,.
Cette intégrale est absolument convergente. Je me propose de
démontrer la relation suivante :

(1) [ "Xdx =V, — V,,

V, et V, étant les valeurs du potentiel en M, et M;. Cette rela-

tion serait évidente, si 'on avait démontré que X = ——; cette
' ox
démonstration sera faite plus loin dans le cas — qui est le cas

actuel — ou le point M est intéricur aux masses agissantes. Pour
instant, démontrons directement la relation (1). L’intégrale

s'écrit :

Y‘ O
i
[ dxﬁ)z**dx 7,

ul

ou, en intervertissant I'ordre des intégrations :

2(5) .
/P'/dT'fxo —%dx—:[l—f/—d-.']:":vl_vm

v(T)

ce qui démontre le théoréme annoncé.

35. Potentiel newtonien d’un volume attirant. Existence des dé-
rivées premidres. — Soit T un volume attirant, M un point inté-
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rieur aux masses agissantes; le potentiel en M est donne p'lr
I'intégrale :

!
V[ 2 qv.

m T

et les composantes de I'attraction en ce point par les intégrales :

1t
x:fL(LT_X) a.
=
Y :fi*l_(lls:l)_d_g_
! !
sz_%*(_zr;-_z) 1o,

Ces quatre intégrales sont absolument convergentes (30).
Lorsque le point attiré M est extérieur aux masses agissantes,
les composantes de l'attraction sont aussi les dérivées premieres

du potentiel. Je vais faire voir qu’il en est de méme, quand M est
intérieur aux masses agissantes.

Je vais démontrer, par exemple, que e existe et que 'on a :

v

A= —,

0x

Tracons (fig. 29) une sphere 2, ayant pour centre M et pour

Fig. 29.

rayon p. Sur une parallele a2 Ox menée par M, prenons un point
M’ voisin de M et situé a l'intérieur de la sphére; les coordon-

Poincare. Potent. Newt, 6
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nées de M et M’ sont : pour M : x,y, z; pour M': x+ h, y, z.
Par définition, on a:

v .. - V=Y
—=lim,_y———-

Px h
Nous devons done montrer que l'expression

vV —V

h —X

>

peut é&tre rendue inférieure i un nombre donné ¢, si 'on prend
h suffisamment petit.

La sphere I divise le volume T en deux parties, 'une T,, com-
prise alintérieur de la sphére,’autre T,, constituée par la partie
restante duvolume T.

Appelons :

X, X,, X les composantes en M,

V., V,, Vles potentiels en M,

dus respectivement aux attractions de”la premiere partie, de la
dcuxieme ct du volume total;

Xlo, X/l, XI
Vlo) le 'V/

les valeurs de ces mémes fonctions en M'; .

ona: ’
V=V,4+V, V=V,+V,
X=X +X, X=X +X,

et Pon peut écrire :

V-V _(V,—=V, ) (V'o—-V0 )
S S e )

Comme M et M’ sont extérieurs au volume partiel T,, on peut
différenticr l'intégrale V, sous le signe f et 'on a, par consé-

quent
’ v,

! ox

Si donc on pose :

,_
LLL—XI I =¢(p, h),
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on peut prendre h assez petit pour que la valeur de-cétte fonc-
tion 9 (p,h) soit aussi petite que 'on veut. Occupons-nous mainte-
nant de P'expression :’
. :
Yo=Vo oy
h 0

Supposons la densité ' finie dans tout le volume T et soit u°
une limite supérieure de cette densité.

On a:
d<’
l Xyl < P'of o) .
. g X ’
or : . .
s de ;
f =47,
(1) T
done :

J
| X, | <hmpp,
V,—
. « e ’ 0 0
Cherchons maintenant une limite supérieure de _OF—

. Figu-
rons a part (fig. 30) Ia sphere I; soit P le centre de gravité

Fig. 30.-
d’un élément dz’ du volume T,; menons MP ¢t M'P, puis posons:
MP =r, MP =1, ' ’

et rappelons-nous que MM’:h.. Ona:

1 -1
ro- Y R et IOy 2 B
Vo=V f()< r>**df°’
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" et, de plus,

1 1  r—1y
A
| v'—r | <h,
1 1 1
r’ -F—_'_ r'?’?
d’olr : .
V,—V, dv’ f d+/
, h <:‘10/‘;n)?‘+1“‘0 I 2 *

!

. dt
Nous connaissons la valeur de f —,c’est 4mp; calculons une

, {To) ¥

. . L. dz
limite supérieure def —7 . Pour cela, du point M’ comme centre
Ty T

(fig. 31 , décrivons une sphére £ ayant p -~ h pour rayon. Les

P>l

Fig. 31.

deux sphéres £ et ¥ sont tangentes intérieurement; appelons T,
le volume compris a l'intérieur de la sphére X'. On a

f f d<’
(T) I' 1
d7
et comme :/ —=4=(p-+h),
AR

on a aussi :

[ <t rm),

(1) ¥
Onadonc:

Y/—
!-V—ohi- ,<4rz(29+h)y¢o,
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et enfin :
’ VIo —_ Vo

h — X

<hwm(3p+4 h) <p,16mop,.

En somme, nous pouvons écrire I'inégalité :

V—V .
|—h — X | <3{p, h) +-16mpp,.

Cela posé, proposons-nous de rendre le premier membre infé-
rieur a un nombre donné ¢, en prenant h suflisamment petit; il
nous suflit, pour cela, de prendre p assez petit pour que

€
16mop, <5

puis, p étant fixé, de prendre h assez petit pour que

on aura, dés lors,

ce qui démontre que la dérivée —O—existe et qu’elle est égale a X.
X

Le potentiel V a donc des dérivées premiéres, en tout point inté-
rieur aux masses, et ces dérivées sont égales aux composantes de
Pattraction, ce qui fait qu'on les obtient en différentiant sous le

signef. )

36. Etude des dérivées secondes.— Si ’on différentie une fois de
plus sous le signe f , les intégrales obtenues sont seulement semi-
convergentes ; on rencontre ces mémes intégrales dans la théorie
du magnétisme o leur étude est nécessaire; mais, dans la théorie
du potentiel, on I'évite par un artifice.

Nous allons démontrer que, si la densité p' a des dérivées de
tous les ordres, le potenticl V en a aussi de tous les ordres.

Soit, en effet, ‘
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oV
le potentlel I'une des dérivées premieres, I p'lr exemple a pour

OV . w x’—-x) .
K—f r de;

expression :
on peut l'écrire :
- Cecl posé, rappelons une formule que nous avons démontrée (19},

a propos de la formule de Green; reprenons toutes les notations.
de ce paragraphe, nous aurons :

v
(1) fU 'dr—-faUVd(o— v, D,d'r,
(T)
la premiére intégrale et la troisieme étant étendues au volume
attirant T que nous considérons; la deuxitme, i la surface S qui
limite ce volume. Servons-nous de cette formule pour transfor-

mer l'intégrale ; posons : .

x

1

1-
-I‘_,

fa formule (1) nous donne alors :

( o ) 1 bp,
(2) — m 0,—dr’_ f dw +‘l;r 0x

On voit done que, si emste, V'expression dc = est eg'llc ala

O ’ Ox

somme de deux potentiels : un potentiel de surface

et un potenticl de volume
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or, le premier a des dérivées premieres, en tout point non situé
sur la surface; quant au second, il en a, de méme (35), en tout

e e . oV .
point intérieur ou extérieur; a5 N donc aussi, sauf sur la sur-
X

face; par conséquent, V a des dérivées secondes en tout point de
I’espace, sauf, peut-étre, sur la surface ; & leur tour, les potentiels
du second membre de la formule (2) ont des dérivées secondes,
‘sl les dérivées secondes de p’ existent et, par suite, V a des déri-
vées troisitmes; le raisonnement se poursuit ainsi de proche en
proche et le théoréme annoncé se trouve démontré.

37. Formons I'expression de chaque dérivée seconde et celle
de leur somme; la formule (2) nous donne =

o
' ! Nl
W o aws | X
ox T r

On peutdifférentiersousle signe f dans le second membre; on

peut donc écrire :

1 i
o — o —
%V L (r) , (r)bp.’ ,
Tl Wt )
1 ) ( 1 )
S /L‘dw/_ RAYYLT
N ox'  ox
2V 02 ‘ ‘
on a pour e e des expressions analogues. Ajoutons-les

membre a membre, nous aurons :

5 &) )|

AV == lJ.I _u’ ax, + [3/ byl "I_ ! dz’ | (1(:)’
(W) @) @) ]

r/ o r/ oy r/ oy 4o/

ox’ ox + oy oy oz o7 :
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que 'on peut écrire

AV = "

d='.
¢ dn

w.
- Y
ox/

0

1 1
(5) (5) o
, T , r/ 0
deo — 2 7

38. Formule de Poisson. — Autour du point M (fig. 32), tracons
une sphere ¥, ayant M pour centre et un rayon égal a p; elle par-

g ¥

Fig. 3a.

tage le volume T en deux autres T, et T,, T, étant celui qui est
intérieur a la spheére; appelons Vet V, les valeurs de leurs
potentiels respectifs au point M.

Ona:
V=V,+V,
et
LAV =AV, -AV;

comme .

. AV, =0,
il reste:

AV =AYV,

et par suite on a:

1 1)
, d(T) , D(T 0w’ d'
) P" Td(o— (To) _T 4 "

AV_:: 0 ox'

(Z

la premiére intégrale étant étendue a la surface de la sphere et
la seconde a son volume.
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Comme nous supposons que les dérivées premiéres de
existent, ’expression :

l W—p l

ol p. désigne la densité au point M, doit rester finie; p. lui-méme
et ses dérivées premitres étant supposés finis, on peut assi-
gner a toutes ces fonctions une limite supérieure commune p’/,,
de sorte que I'on a les inégalités :

<

0 !
£ |<u’0 ..... ete.,

‘ P"—"H‘<}*lo?’ ox/ v

a Pintérieur de la sphére.
Remarquons enfin que 1'on peut écrire :

W= p—+ (W —p)
et que 'on a sur la sphere :

o) _a5)_

dn _ dp o’

[

AV devient alors :

/
AV-:.—f P-'% de’ —f—HT—iP'—dw’

a<_1—> ,
r/
- Z ox’ Tx’cc.

La premiére intégrale a pour valeur :

—[—P}%— dm’:—:—zfdw’=—4ﬁp..

La deuxieme tend vers zéro, en méme temps que p, car on a :

- .
‘f—“o—ap do’ i <hwyp.
)
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La troisi¢me tend aussi vers zéro, car on a :

_r_ Ty w!

or l’intégrale du second membre a pour valeur 4wpgp, celle
du premier .est donc inférieure & 12xy/p; elle tend vers zéro
avec p.
Bref on peut écrire :
AV = —ldrmp+te,

¢ tendant vers zéro avec f; comme AV et @ ne dépendent pas
de p, on a rigoureusement :

AV=—4myp.
Cest la formule de Poisson.

ReMARQUE. — AV, considéré comme fonctionde x, y, z, est con-
tinu, i Uintérieur et i I'extéricur du volume, mais éprouve une
dlscontmulte quand on franchit la surface; il en est, de méme,
de chacune des dérivées secondes de V et des dérivées d’ordre

superleur.

39. Potentiel logarithmique d’une surface attirante. — Tout ce
que nous avons dit du potentiel newtonien d'un volume est vrai

du potentiel logarithmique d'une surface attirante.
En un point M de la surface attirante, le potentiel logarith-
mique V est représenté par 'intégrale double :

flog —];—0- wdo'.

et 'une des composantes X de l'attraction par:

I——
‘/‘.X_Fl }L’.dw’=‘/‘-§x—-(log -;”-) pdw'.

On démontre sans peine que ces intégrales sont absolument

convergentes et que 'ona:
oV

ox =X
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L’équation de Poisson devient
, ‘ AV =—2xp.

Tout cela peut se démontrer directement; mais on peut le
considérer comme une conséquence des propriétés du potentiel
newtonien : on a démontré, en effet (15), que le potentiel loga-
rithmique d’une surface plane est le méme que le potentiel newto-
nien d’un certain cylindre ayant cette surface pour section droite.
La matiére attirante qui remplit ce cylindre a une densité cons-

tante et égale 21—‘2— i/, toutle long d’une méme génératrice, p'dési-

gnant la densité superficielle de la section droite dont on étudie

le potentiel logarithmique, au point ol elle est rencontrée par
la génératricé considérée.
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CHAPITRE III

SURFACES ATTIRANTES ET LIGNES ATTIRANTES

SURFACES ATTIRANTES

40. Notations et remarques préliminaires. — Etant donnés une
surfuce attirante S et un point M sur cette surface, nous avons
vu (33) que le potentiel en ce point est représenté par une
intégrale absolument convergente, etles composantes de I'attrac-
tion par des intégrales semi-convergentes (32).

Nous allons voir maintenant ce qui se passe quandle point M
est extérieur a la surface, mais trés voisin d’elle, et qu’il tend
versun point donné M, de cette surface en suivant la droite MM°
(fig. 33).

Etablissons d’abord la notation que nous emploierons dans
toute cette étude.

Prenons le point M, comme origine des coordonnées; suppo-
sons qu’en ce point la surface admette un plan tangent unique et
prenons ce plan comme plan des xy. Pour abréger les calculs,
nous supposerons, en outre, que la surface cst réguliere en M,,
c’est-d-dire qu’au voisinage de ce point, I'une des coordonnées
d’un point de la surface est fonction analytique des deux autres.
En réalité, cette hypothése est inutile et nos démonstrations sub-
sisteront, en supposant qu’au point M, la surface posséde un plan
tangent unique et deux rayons de courbure bien déterminés.

Nous désignerons par dw’ un élément de la surface, par P son
centre de gravité, par P’ la projection de P sur le plan des xy;
enfin par x, y, zles coordonnées du point M et par x/, y/, z’ celles
dupoint P. Les coordonnées de P étant x/, y/, Z/, celles de P’
sont ¥/, y', — O et l'on a PP/ = 7.
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z' est une fonction de x/, y'; appelons-la f (x', y'). L’équation

-

N

—
—~

N\
%\
~

est I’équation de la surface.

D’aprés notre hypothese, 2’ est développable, au voisinage de M,
en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x',y’
!

Fig. 33.

ct le développement commence par des termes du second

degré, puisque le plan des xy est tangent en M; il est donc de
la forme : ‘

2/ = ax” 4 bx'y 4 cy?4-.....

Dans nos démonstrations, nous ne ferons usage que des termes
du second degré; c’est ce qui fait qu’elles seront encore vraies, en
supposant seulement 'existence d'un plan tangent unique et de
rayons de courbure principaux bien déterminés.
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Cela posé, nous menons les droites, MM, MP, MP’, M,P, M_P".
La droite MM, sera représentée par deux équations :

X == 0z,
y=pz.
Posons <
MP =rg; MP =r;
MP/ =1, MP = r'.

On a évidemment :

= (x—x)+(y—y) +(z—2)%,
1= (x—x) - (y— ¥ + 2%
r2=x/2+yl2+zl2
0 b
I./o2 —_ x/g__{_ y/2.
Appelons maintenant » l'angle du plan t‘angent au point P
avec le plan des xy; la projection dx'dy’, sur le plan des xy, de

l’élément do’ ul a son centre de gravité en P, a pour expres-
ki 7
sion :

dx'dy’=cos pdw'.

On peut tracer, autour du point M, sur la surface, une courbe
C (fig. 33) telle que, en tout point de la portion S, de S qu’elle
enferme, 'on ait :

1

cOs "0

0< <3,

¢ étant un nombre donné. Cela est possible, puisqu’au point M,
onacosp=1 et que la surface estréguliére autour de ce point.
Appelons S, la partie restante de la surface. Le potentiel de S,
et les composantes de son attraction sont des fonctions holo-
morphes au voisinage de M, qui n’est pas sur S, et restent conti-
nues, par conséquent, quand on franchit la surface en ce point.
Pour 'étude des discontinuités, on peut done rempl'lcer la sur-
face entiére S par la calotte S,.

11 nous reste a faire une dermere hypothése :'la densité ' qai
est fonction de x’ et y’ sera supposée, pour la commodité des ex-
plications, fonction analytique de ces variables, c¢’est-a-dire déve-
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loppable en série entiére. Pour p/ comme pour 2/, cetie hypothese
est trop particuliére; toutes nos démonstrations subsisteront en
supposant que i’ est continue, ainsi que ses dérivées premieres,
et qu'elle admet des dérivées secondes finies; dans certains cas
méme, l'existence de dérivées premiéres finies suffira et parfois
simplement la continuité de p’. ,
>

S %

Sil'on suppose ' continue, on peut assigner a une li-

mite supérieure vy sur toute I’étendue de la calotte S;; on pourra
donc écrire

-

r Y

—— <.
cos P

4

41. Ces notations étant établies, faisons quelques remarques
dont nous nous servirons souvent dans la suite,
1° Considérons le rapport

>
T

c’est une fonction de x/,y',z et, comme r, et r sont des fonctions
. . T, .
continues, la fonction — est elle-méme continue, sauf peut-&tre
T

en un cas, celui ou r est nul. Montrons que, méme dans ce cas,
ce rapport reste fini.
Si r* est infiniment petit, r,* est aussi; leurs parties princi-
.pales sont :
pour r®: (x —x) 4 (y —y' ) + 22
pour r}?: x? 4 y?,

car z/, considéré comme fonction de x’, y', est un infiniment petit

du second ordre.
2

T r
La partie principale du rapport ILZ est donc :

x/‘l + yl2
==y

ce quipeut s’écrire :
AL v \2
)+ &)
z z
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2

. . . . r
. . 4 20 ;
expression qui reste toujours finie. Le rapport T et, par suite,
r, . . .
le rapport — - restent finis. On peut donc assigner & ce der-

nier une limite supérieure A et écrire :
r,
L <A,
T

D’une maniére analogue, on démontre que les deux rapports
'

» o

I .
— et — restent finis. On peut, par conséquent, trouver deux
r r .
nombres positifs B et C tels que :

N
Tr;-<C et — <B. .
; -

2° Considérons maintenant le rapport

Z

—
Ce rapport est fini, tant que r est différent de zéro; je vais faire
voir qu’il en est de méme quand r s’annule.
Quand 7’ est infiniment petit, sa partic principale est de la
forme :
ax’? 4 bx'y’ 4 cz”,

comme nous l’avons vu précédemment.
! ’

. N z
La partie principale de — ost done:

ﬂx/2+bxly/+ cyl‘l
e

qu’on peut écrire :

W)Y ()

z zZ Z

o i

’

Z

Sous cette forme, on voit que ce rapport reste toujours fini.
Nous appellerons D une limite supérieure de ce rapport.
Abordons maintenant ’étude du potentiel de S.
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42. Etude du potentiel. — Appelons V et V, les potentiels en
M et M, de la surface entiere S; V' et Vg de la calotte S;;
V” et V' ceux de la portion restante S,. On sait que V, est exprimé
par une intégrale absolument convergente (33). Nous allons
démontrer que l'on a :

limV=YV,
quand M tend vers M. On a, en cflet,
V=V 4V, Vo=Vo+ V¢,
d’ou :
V—V,= V=V + (V' — V).

Considérons V' ot Vo; ces quantités sont données par les inté-
grales

/1/ /d/
- ) [ o / pdo
e e

que I'on peut écrire :

wdx'dy’

!‘COS?

w/dx'dy’ .

r,Ccos @

'V'/ J— \Y !

]
Choisissons la courbe C de maniére que sa projection C’ sur le
plan des xy soit une circonf(érence, ayant pour centre M, et un
rayon égal a p.
Les intégrales V' et V' sont étendues a I'aire de ce cercle.
On a, en vertu des hypothéseset des remarques (aites (40 et 41) :

v <f v dx'dy’ <f A dx'dy’ </‘ Aydx'dy’
r r P

7
0 Ty

Toutes ces intégrales sont étendues au cercle de rayon p. On
peut alors écrire :

!
f i dx'dy = A f?dkd) = Ay2~p,

car on voit facilement, en partageant le cercle en anneaux con-

. dx’ dy’
centriques, que U'intégrale du second membref ~ a pour
. 0
valeur 2mp.

Poincari. Potent, Newt. 7
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Bref, on a I'inégalité :
V' <2xAys.

De méme, on démontre que :

Ve<2myp

On a, par conséquent, l’inégalité :
| Vi— Vi | <2=(A+1)ve,

-

et l'on peut rendre p assez petit pour que T'on ait :

| v—v;

¢ étant un nombre choisi a I'avance.

Considérons maintenant V" et V) potentiels, en M et M, de la
portion restante S de la surface; p étant fixé par I'inégalité pré-
cédente, rapprochons le point M du point M, assez pour que I'on
ait :
£

I V” <—2—;

cela est possible, puisque V" est une fonction qui reste continue,
quand on franchit la surface au pomt M,.
Mais, d’autre part, ona :

V-V, =V = V{4 V"'—V;
on a, par suite,
| V=V, [ <] V=V |+ | V=V ]| <¢;

ainsi, on peut rendre la différence V — V, aussi petite qu'on le

veut, en rapprochant suffisamment M de M,; par définition, on &
donc

lim V= VO’
quand M tend.vers M,.
RemMarqueE. — D’aprés la démonstration précédente, on voit

que le potentiel V, continu en tout point de I'espace extérieur,
reste continu quand on franchit la surface attirante. o
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Ce potentiel V est une fonction de la forme
: [(x',y)dx'dy’
(1) f (', y) dx'dy’
r

et, ce qui a joué le role essentiel dans la démonstration, c’est
qu’on a pu assigner une limite supérieure a la fonction f.

On peut done dire, qu’en général, toute lonction de la forme (1)
est continue dans tout I'espace si l'on peut assigner une

limite supérieure a la fonction f qui figure sous le signef, et

cela est vrai, méme si cette fonction dépend, non seulement de
x',y/, mais encore de x, y, z

43. Préparation 4 Pétude des composantes de Pattraction.— Iita-
blissons le lemme suivant :

LenME. — Soit I'intégrale simple :

_f ® x)

ol x désigne la variable d’intégration et z un paramétre. Clest
une fonction de z.
Faisons les hypotheses suivantes :

1° L'intégrale
fz dx
e e ]
o (%)

reste finie et tend vers une limite finie, quand X augmente indé-
finiment. , '
20 o(x) reste constamment positive quand x varie de 0 & oo,
3° La fonction f (x,z) admet une limite supérieure A, de telle
sorte que 'on a:
f(x,z) | <A,
4° Enfin 'on a :
Lim f (x, z) =1,

quand z tend vers zéro, quel que soit x, méme s'il varie, pourva
qu’il reste fini; en d’autres termes, {(x, z) tend uniformément
vers 1, quand z tend vers zéro, pourvu que x reste compris entre 0
et une limite supérieure fixe L.
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Je dis alors que, sil’on fait tendre z vers zéro et augmenter X

indéfiniment, on a :

lim J(z) " ‘Pd(:) .

L)

Pour démontrer ce lemme, posons :

e dx
0(p) = f o,
®)=) %
En vertu de la premiére hypothese, I'intégrale a un sens
quand p est infini et I'on peut écrire :
_ lim,.,, 0 (p) =0 (cc )-

On sait d’autre part que, si F(x) et ®(x) désignent deux fonc-
tions de x continues dans un intervalle a, b, le théoréme de la

moyenne donne :
b b
fF(x)cp(x) dx = F (E)f ®(x)dx avec a<E<b,

pourvu que ® garde un signe constant dans lintervalle a, b.
Appliquons cela & l'intégrale J(z) en remarquant qu'on peut

Técrire :
f(x,2) oo 2 L(x,7) dx,
L= s+ 5w
J(z) =£(E, z)[?%+f(5’, z)[l}%_
ou bien ¢
1) T@=fE2)0()+ (&, 2)[0(4)—08()]

avec les inégalités :
0<E<p et p<li<X
Transformons la relation (1), on a ;

T(@) =1 2)8 (0)+[(5 2)[0(p) — b (0)]
(85 2) [8(0) — 0 (p)],
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ou eéncore

V() =1(5 2) 0 {0 ) (&, 2) — (8, 2] [0 (p) — 0 (0]
+{(E,2) (8(4) — 9 ()],

On a, en outre, les inégalités suivantes :
[EE2) | <A [ (E, 2| <A | (E2)—((F,2) | <2
on peut donc poser :
{8, 2)=cA, ([(E2)—{(F,2)=2¢A,

¢ et ¢, 6tant des fonctions de § et E’ restant toujours comprises
entre — 1 et 4- 1.
Posons encore :

[(E,7)8 (o0 ) =0 (0 )-B.

B tend uniformément vers zéro quand, § restant fini, z tend
vers zéro, car, dans ce cas, Lim {(§,, z) =1.
L’expression de J(z) devient alors :

1(#)=0(0) +B2eA[6 (p) — 0 (o0 )]+ <A [0 () —8 (0 )],

d’our : )
(2)3 () — 82 ) =B+ 25A [0 (6)—D (0 )]+ A [8 (1) — (0 )}
Or, nous voulons démontrer que :

Yim J ( 7)__/ dx =0 ),

=

ou, en d’autres termes, que lec premier membre de la relation (2)
tend vers zéro, ou, si I'on veut, que 'on peut prendre % assez
grand et z assez petit pour rendre |J(z)— 9 (e )| inférieur & un
nombre ddnné v, aussi petit que 1'on voudra.

Cette démonstration se fait facilement a I'aide de la relation (2);
ona: ’

@ T8I <|B|+2A]0(p)—8(=)]
ALO)—0 (o) |-

Le second membre de cette inégalité se compose de trois
termes.
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On peut prendre p assez grand pour que le deuxieme
terme 2A [0 (o) — § (0 )] soit inlérieur h%-
On peut de méme prendre x assez grand pour que le troi-

. . . o e 0, e W

sieme terme A|[0(x)— 6(c0 )]| soit, lui aussi, inférieur a.—é :
p et A étant ainsi fixés, § et &' restent finis, quel que soit z,

et I'on peut prendre z assez petit pour que |B| soit inférieur

Ao , puisque, § et £’ étant finis, B tend uniformément vers zéro.

3

p, X et z étant ainsi choisis, on a :

[ 1 (z)—0() | <n.

Le lemme annoncé est donc démontré.

44. — On peut démontrer un lemme semblable pour les inté-
grales doubles. -
Soit I'intégrale :

f(x z
J (Z) — M dx dy’
® ¢ (x)
étendue h une aire plane S limitée par un contour C qui tend &
embrasser tout le plan. C’est une fonction de z.
On fait les hypotheses suivantes :

1° L’intégrale
f dxdy
p(x,y)’

garde un sens et reste finie quand on I'étend a tout le plan.

20 La fonction ¢ (x,y) est positive én tout point x,y du plan.

3° La fonction {(x, y, z) reste finie et ’on peut lui assigner une
limite supérieure A.

4° Cette méme fonction { tend. uniformément vers 1, quand z
tend vers zéro, le point X,y restant a l'intérieur d’'un contour
fermé, aussi étendu qu’on le veut, mais fixe.

Dans ces conditions, je dis que l'on a :

lim J (z) ._f dxdy

? (x, v
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I'intégrale du second membre étant étendue a tout le plan,
lorsque la courbe C s’agrandit indéfiniment et que z tend vers
zéro.

Pour démontrer ce lemme, on considére un cercle £ ayant pour
centre 'origine et pour rayon p; on pose : '

__/‘ (hdy
5P ("’
La premiére hypothése montre que 8 (o) a un sens et 'on peut
écrire : _
lime=,, ) =0 (»0).

Cela posé, supposons le contour C assez gr;m(i pour que S con-
tienne X et appelons

1(2), (2), V' (z),

les valeurs de 1’intégrale proposée

f(x,y,z)
297 gxdy,
J Py

quand on D'étend respectivement au champ C tout entier, au
cercle Z, a la portion comprise entre C et . On a évidemment :

(1) J=J 417",

L’application du théoréme de la moyenne a chaque membre
de I'égalité (1) permet d’écrire I'égalité :

(2) T(@)=f(En,2)8 () + (', 2) [0.—0 ()],

8, désignant la valeur que prend l’intégfale f dg{dy};

I’étend au champ limité par la courbe C; £,y dés1gnant les coor-
données d’un point situé a I'intérieur du cercle 2; & 7' celles d’un
point situé entre les courbes C et X.

Le reste de la démonstration se {ait comme pour le lemme
précédent.

, quand on

45. Composantes de V'attraction. — Les composantes dirigées
suivant M X et MY s’appellent composantes lang rentielles; elles

N
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sont exprimées par des intégrales qui varient continiment
quand le point M se déplace et franchit la surface au point M
La composante dirigée suivant MZ, dite composante nor-
male, est exprimée par une intégrale semi-convergente et
éprouve une brusque discontinuité quand on franchit la surface.
Nous allons préciser ces énoncés en commen(;'lnt par I'étude
de la composante normale.

46. Etude de la composante normale. — La composante nor-
male Z est exprimée par I'intégrale : .

/
Z=f(—l3_-idw

1

qui peut s’écrire :

(1) 2= [EL ao— [ L7

Ces intégrales sont étendues a tous les éléments do’ de la sur-

/
deo,

face attirante.
Z est ainsi exprimée par la différence de deux intégrales que

nous allons examiner successivement.
Remarquons tout de suite, qu’au point de vue de leurs discon-
tinuités, il suflit d’étendre ces intégrales it la calotte S.
Placons-nous donc dans ce cas.

1,7
., z
Voyons d’abord la premiére Z, = — dw'; transformons-la :

1! I / ! ’
/‘pz d(o’=f Wz dx'dy
J o1 cosp r* r

l’intégrale du second membre est de la forme :

f r(x',y") dx'dy’ )
r b

en posant :
d 14
__f*_____f(,\ ¥

cos p rt
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La fonetion f reste finie puisque :

!

P"

cos p

et (ue, par suite,

| [{x,¥) | <yD.
L’intégrale considérée est donc (42) une fonction continue.

47. — Etudions maintenant la seconde intégrale qui entre
dans Vexpression de Z. Cette intégrale est :

o
Nz,
Z,— f B2 do,

J8 !
[ By,

r® r’ cosg

On peut ’écrire :

ou encore, si ’on appelle p la densité au point M,,
1 ‘ 2502 dx'dy’,

@

3 /
- A (x',y’,z):r—- w1

.3

en posant :

r* cosp
Changeons de variables et posons :
x'=Ez,
y = .qz'

La fonction sous le mgnef dans Z, est ainsi transforméc en
une fonction de §, 7, z

Voyons quel est le champ d’intégration. .

L'intégrale Z, était étendue, dans le systeme des anciennes
coordonnées X',y’,z, i la projection S'; sur le plan des xy de
I'aire S,.”Nous pouvons toujours choisir le contour de S;:de
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maniére que S’ soit un cercle, ayant le point M, pour centre.
Soit g son rayon; I'équation de ce cercle est :

.72 12 2
Xyt =p

Par le changement de variables, I'intégrale (1) devient :

Aw
2 . 3
& ) r————T

cette nouvelle intégrale étant étendue au cercle I,

d&dy,

2

E2+7| =

N |'o

lequel tend a embrasser tout Ie plan des &, quand z tend
vers zéro.

Cela posé, examinons la fonction A.
D’abord elle reste toujours finie; car on a, en vertu des inéga~
lités démontrées au paragraphe 40 :

B"']'

),<

Je dis, de plus, que cette fonction tend vers 1 uniformément

quand, & et x restant finis, z tend vers zéro.
/3

Considérons en eflet le rapport —; 5 il a pour expression en

gener'll

[ (= %) 4 (y — y)* -2 ]%
=X (Y —y) + (F —2)

Remplacons, dans ce rapport, z’ par son développement en
fonction de x/, y'; ce développement est, d’aprés nos hypotheses,
une série entiére procédant suivant les puissances croissantes
de X/, y' et commencant par des termes du second degré :

z/ == ax"*4- bx'y' 4 cy? +.....
Le rapport ci-dessus peut donc s’écrire :

(= x4y —y) 2 ]T
(X — x4+ (y —y)* + (ax* 4 bx'y' 4 cy* +-..... —z)* ’
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Exprimons-le i 'aide des nouvelles variables &, 4, z, il devien-

dra :
3
[ (2 —8° 4 (B—n)+1 ]?.
(0 — B+ (B —n)* + (a8*z + DEnz+cr’z +..... — 1)?

Quand z tend vers zéro, § ct x restant finis, ce rapport tend
vers : '
(r— 8+ (B—)+ 1

Ry oy ke

/3
T c1. .
Ainsi — ,considéré comme fonction de &4 et z, tend vers 1
T
quand, £ etn restant finis, z tend vers zéro; on peut done écrire :
r/3

- =1—|—€1,

e, étant une fonction de &, 1,z qui s’annule pour z=o0, si § et 4
sont finis, quelles que soient d’ailleurs leurs valeurs.
Considérons maintenant !'expression :

w1
C()S’.A’) }J.
P',

Nous avons supposé que

est développable en série procé-
cos

dant suivant les puissances croissantes de x’ et y'; il en est done
! A

de méme de — , puisque p est une constante. Le terme tout

1L COS D

y 1 .
connu dans ce développement est évidemment la valeur de I'ex-
pression considérée pour x’ = y’ = o, c’est-i-dire pour le

point M. Or, en cc point, on a :
wW=p et cosp=1;
on a done :

14

g

cOos Y

1y
*

au point M; et I'on peut poser, en général,
. C
B —14, (3)

COos® w
T b
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e, étant une fonction de x/, y’ qui s’annule en M; si nous considé-
rons I’'expression étudiée comme une fonction de &, 7, z, on peut
encore écrire I'égalité (3), ¢, désignant une quantité qui s'an-
nule quand z s’annule et que § et 7 restent finis, étant d’ailleurs
quelconques.

La fonction 4 prend ainsi la forme :

he=(14-¢)(L4¢)==1+4¢,

Dans cette formule, ¢, est, comme ¢, et ¢, une fonction de
§,n, z qui tend uniformément vers zéro, quand z tend vers zéro.

Il est donc démontré que la fonction A tend uniformément
vers 1, quand z tend vers zéro, § et » pouvant varier, mais restant
finis.

Dans cette démonstration, nous avons supposé que la densité
est une fonction analytique de x',y/, au voisinage de M. Cette
hypothése n’est pas nécessaire ; il sullit de supposer que la den-
sité u est simplement continue par rapport aux variables x,y’; elle
est alors uniformément continue par rapport a z et 'on peut
écrire encore la relation (3). ‘

Reprenons maintenant 'expression (2) de Z, :

. 2  didy.
L —tp o a7

Z,=

et considérons la fonction :

1 5 =
G R
qui entre cn dénominateur sous le signe
Cette fongtion a évidemment un signe' constant; de plus, elle
est telle que 'intégrale J,,
didy

J,= -

- lE— 8 (1)

étendue au cercle T, défini plus haut, tend vers une limite I,
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quand le cercle I s’étale indéfiniment et tend a embrasser tout
le plan.

Nous démontrerons cette propriété tout a ’heure; admettons-
la pour I'instant et tirons-en des conséquences.

L’intégrale Z, a ainsi ét¢ mise sous la forme :

f — dédy,.

Nous pouvons lui appliquer le lemme démontré au paragraphe
précédent; A posséde les propriétés de la fonction f et X celles
de p. Cette intégrale a donc une limite, quand z tend vers zéro
et que le cercle I, s’étale indéfiniment, et cette limite est égale i
celle de l'intégrale J;, c’est-i-dire a J,. On peut donc écrire :

I
lim,_, fT dédn =],

ou
lim,_,Z,=1],.
Démontrons maintenant que la limite J, exisle et évaluons sa

valeur.
Considérons donc I'intégrale :

Ty =

didy
=g (B 1]

étendue au cercle I,

- 2

: g
EZ—{—’I]?:?,

et calculons sa limite quand 3, s’étale indéfiniment, c’est-a-dire,
en revenant aux anciennes variables, calculons la limite de V'inté-
grale : '

z dx'dy’
Jo=l”"£) r/sy ’

quand z tend vers zéro.
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Figurons (fig. 34) I'élément ab =dx'dy’ du domaine S; dans le
plan des xy et considérons le céne, ayant pour sommet le point

-2
Y So Mo a X

Fig. 33.
M et pour base cet élément; appelons o I'angle de Ma avec I'axe
. des z et dz Pangle solide d'ouverture de ce cone ; on a :

z
Ma =1/, cos o =7

dx'dy’ S z dx'dy’

do'-_—.— —_—, CO —_
I ’ B H

L’angle solide Q d’ot1 I’aire S est vue du point M est donc:

z dx'dy’
©g

Q —

et I'on voit que :
Jo = :J.Q.

Quand z tend vers zéro, Q tend vers == 2w et J, vers o= 2wy
J, a donc une limite J, quand z tend vers zéro, et cette limite est
égale 4 -+ 2mp, siz tend vers zéro par valeurs positives et a-—
2w, si z tend vers zéro par valeurs négatives. Il en est de méme
de l'intégrale Z, puisque

lim,___o Z2 == Ji‘

48. Résumons tout ceci :

Nous avons mis Z sous forme d’une différence de deux inté-~
grales Z, et Z, :

Z—=17,—17,
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La premieére Z, reste continue quand on {ranchit la surface.
Quant a la deuxiéme Z,, elle tend vers + 2 = w ou — 2w p, sui-
vant que M tend vers M, d’un c¢6té ou de 'autre de la surface.

Considérons alors deux points M’ et M” situés de part et d’au-

oM
Mo

Fig. 35.

tre de la surface et tres voisins de M, (fig. 35). Soient Z' et Z”,
Z,et 1, 7', et Z} les valeurs respectives de Z, Z,, Z,, en chacun
de ces points. On a:

au pointM': Z/'=7Z{ —Z;,
aupoint M” : 2/ =17 — 7},

d'ou :
T I T — LY — (24— 1)

Supposons le point M’ situé du c6té des z positils et M” du coté
des z négatifs, puis faisons tendre M’ et M” vers M,; la fonction
Z, étant continue, la différence Z{ — Z; tendra vers zéro; Z; et Z;/
tendront respectivement vers + 2z et — 2zy, leur différence Z;
—Z} tendra donc vers 4wy et par conséquent la différence Z/ — Z'
tendra vers — 4wp.

La composante normale de Uattraction éprouve donc un saut -
brusque de 4wp quand on franchit la surface aw point oi la
densité est p. . .

Les raisonnements qui précedent n’ont été faits, il est vrai,
<(ue pour la calotte de surface S ; mais, la partie restante S, de
la surface n’influant pas sur les discontinuités quand on tra-
verse S, la discontinuité de la composante normale est la méme
pour la surface S entiére que pour la calotte S, qui entoure le
point M, ot I'on franchit la surface.

49. — Continuité des composantes tangentielles. — Les compo-
santes tangentielles varient contindment quand on franchit la
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surface. C’est ce que nous allons montrer en étudiant 'une d'elles,
X, par exemple. X a pour expression :

X—f W (xX'—x) dx'dy’
o r’cos ¢ ’
cette intégrale n’est étendue qu'a S, puisque, pour I’étude des
discontinuités, on peut substituer S, & S.

Comparons-la a la suivante :

X p/ (X —x) dx'dy’

&) r'cos p

7

X’ est une des composantes de 'attraction d'une surface pldue
la portion Sg du plan des xy, sur laquelle sel'ut répandue de la

matiére attirante avec une densité égale a —ﬁ—

cos?®
Etudions la différence X —
! 1 1
‘4 A, r___ N E'L 11 ) ’
X—X . (S,o)(x X/ Gos 2 ( 1,3 r’3> dx'dy’.

Nous allons faire voir que ¢’estune fonction continue de x,¥,%-

On a:
1 1 1 1 1 1 1
r® r’ ( r r ) <r'1 rr/ 1"2)
r'—7r /1 1 1
~ (= + )

r

—=0'—1) (s + o+ ov)

r3l- rr/s

Cette relation permet de trouver unc limite supérieure de

LY

On a en effet :

I r'—r l <Z,;
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car r, v/, 7 sont trois cdtés d'un triangle PP'M. De plus :

1 1 1
1 1 1
22 <_/'F+ l.s’
1 1 1
] F—i_ ?

et par suite 3

1

1 1 : 3
rtirl + I.‘BI./.’. + rr“ ’ <

_/T+Fa

"
et, enfin,

l./ 1

1 1 3 3
F“F]< <—+?)'

Transformons encore cette inégalité, en nous servant des
remarques et des notations du paragraphe 41.

On a:
- <G
d’our <
—-17< C—l‘,
1 r
et )
1 1
T< CA—T’
ou )
3 1
F<3C“?~
Done :
3 3

1
<O 1) o

T
-ou bien, en posant 3C* 4 1 =E:

3 3 E
T ST

PoincArg, Potent. Newt.
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Posons :
! 1 1
F= x’—x P' ———-—>
( ) cosp \ 1’ r®
Ona:
Ez . X —x
I F I<Y’ x—x 1: <yED 1,
car ;
z/
- <D.
Enfin remarquons que — X_[< 1; nous pouvons écrire :
ED
1 F|< X2,
(1) [F|<-=5
Prenons alors l'intégrale X — X’; nous avons appelé F Ia
fonction sous le signej.
Posons :
()]
F=

I'intégrale devient :

X'_X=fi dx'dy’;
r

or, envertu de I'inégalité (1), on voit que la fonction @ est limitée,

car :

| ® | <+vED.

Donc l'intégrale X’ — X est absolument convergente et repre-
sente une fonction continue (42).

50. Cela établi, étudions X’ et démontrons que X’ est conh-

. . , . . , d

nue; nous aurons ainsi démontré que X l'est aussi. I.’étude de X

est par la ramenée a celle de X’; nous avons ainsi substitué, a

Pétude de la composante pour une surface quelconque, I’étude
!

de la composante pour unc surface plane a densité variable _&5_'1-9-
co

Ramenons ce cas lui-méme au cas ou la densité est constante.
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L'intégrale X’ peut s’écrire :

!
—w‘[ pdx’dy —[-—j X'—x (cot = —'y.) dx'dy’.
Appelons ], la premiére intégrale et J, la scconde :
X'=J,+1,.

@ .
L’intégrale J, est de la forme f——r,— dxdy, sil'on pose :

X —x Ty )_x’——x 1( p!
®= r' (cos"a— T 1t \ecosy P'>'

On voit, sans peine, que la fonction @ est limitée, car :

x'—x
r/

1° <1.

2° On peut trouver un nombre K tel que :

B

COs P
r

|

/

cela résulte de ce que le numérateur du premicr membre a
pour partie principale, quand x’ et y' sont infiniment petits, un
terme de la forme :

ax’+ by’,

et cela méme tient a la remarque déja faite (40 ) que le terme
’

tout connu du développement de » suivant les puissances

croissantes de X’ et y/, est le nombre { lui-méme.

La fonction @ est donc finie et, par conséquent, Vintégrale J,
“est une fonction continue.

Le probléeme est ainsi ramené a 1'étude de J,, ¢’est-a-dire au
cas d’une surface plane de densité constante p.

Cette surface plane estici S/ ; nous savons qu ‘on peut s’arran-
ger de maniére que S'; soit un cercle, ayant pour centre M,
L’énoncé de la proposition i démontrer est donc réduit au sui-

vant. — e
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Soit (fig. 36) une aire plane attirante, de densité constante p,
limitée par une circonlérence C, dont le centre est M,. Soitun
point M, voisin du plan du cercle et tendant vers le point M, sur
la droite MM,; on considere l'attraction en M et la composante

de cette attraction parallele a
une droite fixe x'’x du plan du
cerc :le lorsque le point M tend
o vers M et traverse le plan, cette
é composante reste continue.
Pour démontrer cette propo-
sition, désignons par M’ la pro-
jection de M sur le plan du
. / cercle et, du point M’ comme
centre, décrivons une circon-
férence C’ tangente, intérieu-
rement a la précédente.
% Fig. 36. ' Désignon.s par S, S.’, S” les
alres comprises respectivement:
a lintérieur de C, i l'intéricur de C/, entre C et C’; appe-
lons A, A/, A” les composantes correspondantes de D'attraction
en M. On a:

A=A+ AN,
mais, par raison de symétrie :
A'=0.
Done :
A=A

Or, quand M tend vers M,, M tend aussi vers M, et 'aire S’
tend vers zéro; donc A” tend vers zéro. Cette composante reste
donc continue quand M traverse le plan en M;; il en est alors
de méme de J,. L’intégrale X', qui est la somme de deux fone-
tions continues, reste aussi continue, et enfin X jouit de la méme
propriété. ‘
~ 11 est donc établi en générai que : Les composantes tangen-
telles de Uattraction restent continues quand on traverse la sur-

face.

REMARQUE. — Plagons-nous dans le cas général.

v

4
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Quand M tend vers M,, z tendant vers zéro, X a une limite
indépendante du coté de la surface ol se trouve le point M.

Appelons E, cette limite. D’autre part, prenons la valeur de
I'intégrale au point M,, c'est-a-dire en y faisant brusque-
ment z=10. On sait (28) "que I’on obtient ainsi une intégrale
convergente et qu’on la calcule, en entourant le point M, d’une
courbe C que 'on fait ensuite évanouir. La limite ainsi obtenue
est-elle égale a E,? Cette question n’a pas de sens précis, car
Pintégrale convergente qui fournit la valeur de X au point M,
est semi-convergente. Sa limite dépend donc de la succession
des formes que prend la courbe C en venant s’évanouir au
point M.

Cependant, parmi ces valeurs, on peut en distinguer une que
Pon appelle paleur principale et que I'on obtient en faisant éva-
nouir la courbe C, de manitre qu’elle se projette toujours sur
le plan des xy, suivant une circonférence ayant M, pour centre.
Désignons par X, cette valeur principale, on peut démontrer que
Ton a:

Je me contente d’indiquer le résultat sans le démontrer.

51. Prenons des axes rectangulaires quelconques et résumons
rapidement les résultats de toute cette étude. Supposons que le
point M vienne traverser la surface, au point M,, ou la densité
est u; soient o, 3,y les cosinus directeurs de la normale en ce
point M. Au lieu des composantes de l'attraction, considérons,
ce qui revient au méme, les dérivées premiéres du potentiel.

. . . dv .
Ladérivée suivant la normale ——, fait un saut brusquede 4mnp.

dn
(e, 0 V.oV )
Les derlvees-gx— il font des sauts brusques, égaux res-

pectivement a 4owmp, 4@3wu, 4ymyp et les valeurs principales sur
la surface, en M, des intégrales qui représentent ces dérivées
sont égales respectivement a la moyenne arithmétique des valeurs
obtenues en faisant tendre M vers la surface au-dessus et au- des-
sous.
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52. Remargue sur les dérivées du potentiel d’un volume atti-
rant. — Soit T un volume attirant, S la surface qui le limite;

son potentiel est : .
de
V— f w o,
m T

’ 1 PRI 0 .
L’une de ses dérivées, ——, par exemple, est donnée par :
0x

¥ oV . anu*l 1 / _auu'l '
(1) _OT—</(;)—()—X_I—T(1‘C +4/(;}__—1‘——de .

C’est la somme de deux potentiels, 'un de volume, I'autre de

surface (36). Les dérivées premieéres de V sont donc continues
quand on franchit la surface S.

. e, oV . .
Si, maintenant, on prend les dérivées de 5 o1 voit, en consi-
X

dérant le second membre, que les dérivées du potentiel de volume:
(premiére intégrale) restent continues en vertu de la remarque
précédente ; mais les dérivées du potenticl de surface (deuxiéme
intégrale) éprouvent des discontinuités. Les dérivées secondes
du potentiel V éprouvent des discontinuités. Elles se calculent
sans peinc. Les sauts brusques sont :

2V .
pour ——-: batmy,
— 00:;; Lafwy,
— oay;; P ARymp,
— 0;;{ 4 Bixyu,
— OOEZ : 4‘777:‘0..

Le laplacien AV fait un saut brusque de 4=y, ce que nous
avait montré déja I'équation de Poisson. ’
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53. Cas singuliers. — Dans l'étude des surfaces attirantes,
nous avons fait deux hypothéses.

1° Le point M, est un point ordinaire de la surface et elle y
posséde un plan tangent bien déter-
miné. '

2° 2’ est développable suivant les
puissances croissantes de X/, y'.

Nous avons vu que, dans ces condi-
tions, les composantes éprouvent des '
discontinuités, mais restent finies.

Il n’en est pas de méme, si on sup-
prime ces hypothéses. En voici deux

S

Az

Ay

exemples,

1° Surface conique. — Soit un
cone droit SA B, (fig. 37), sur la sur- Fig. 37.
face duquel nous supposons répandue
une couche de matiére 'lttll'dllte de densité constante. Proposons-
nous d’évaluer D'attraction au sommet.

Sur P'une des génératrices SA, prenons les longucurs :

SA, =~ SA,

SA, =354, = 4 S4,,

SA;; S -—E-l)‘— SI\Q - é— SAO,

SA, = = SA, L, = -S4, ete.

Par les pomts de division A, A,,...., A,... menons des plans
paralleles a la base A, B,. Nous partageons ainsi la surface du
cone en portions, dont le nombre est illimité; leurs attractions
newtoniennes, au sommet du céne, sont égales ; leur somme, qui
est I'attraction du céne entier, est done infinie.

2° Bord d’'une surface attirante. — Soit une surface attirante
ayant la forme d’un demi-cercle; supposons-y la densité cons-
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tante. Soit (fig. 38) A, B, le diametre et A MB, la demi-circon-
férence, qui limitent ce demi-cercle. Proposons-nous d’évaluer
Pattraction du demi-cercle au centre O de la circonférence.

Ao Prenons sur OA, & partir de QO les lon-
gueurs i
OA
OAl = 5 LI
A A OA, OA,
(8] 2 —_—-—2« = 4 s
A:
° M \ OA, _, OA,
OI " 2 == 2n ’
..... etc.
et, par les points de division A, A,,..., A,,...
tracons des demi-circonlérences concen-
triques 4 la grande et limitées au méme
diamétre. On partage ainsi le demi-cercle

Bo . oy7e
en demi-couronnes, dont le nombre est 1lli-

mité et qui ont toutes méme action au cen-
tre O. L’attraction totale est donc infinic.

Fig. 38.

54. Potentiel logarithmique d’une ligne attirante. — Tous les
résultats obtenus, dans I’étude des surfaces attirantes, s’étendent
au potentiel logarithmique d’une ligne attirante plane.

La composante tangentielle reste continue, quand on traverse
laligne; la composante normale fait un saut brusque de 2w,
quand le point attiré traverse la ligne, en un point ou la densité
est . Quant au potentiel, il n’éprouve aucune discontinuité.

55. Remarque sur un lemme fondamental dans la théorie des
surfaces attirantes. — Un lemme a joué, dans toute cette théorie,

un rbole fondamental. C’est le sutvant:
L’intégrale
f {(x/,y")dx'dv’
-

by

est une fonction continue de Xx,y, z, si la fonction f reste limitée
en tout point du champ d’intégration (42).
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Nous avons fait usage aussi du lemme suivant. L’intégmle

¢ {(x,z) dx
[=5e

® dx , .

tend vers T)—, quand z tend vers zéro et que X augmente

o x
.0 I

indéfiniment, pourva que certaines conditions énumérées au para-

graphe 43 soient remplies.
Ces deux lemmes sont des cas particuliers du théoréme sui-
vant.

Tutorkme. — Soit Uintégrale :
.[s)f(x,y,z) dxdy,

étendue i un certain domaine S,
Supposons :

1° Que le contour C qui limite S ne dépende pas de z.
2° Que 'on ait en tout point de S :

[(x,y,2) <¢(x¥),
¢ étant une fonction pbsitive.

_ 3° Que l'intégrale
fe? dxdy,

étendue au domaine S, ait un sens.
4° Enfin, que l'on ait
. Lim, ., f(x,y, z) = I(x, ¥, 0),

quels que soient x et y, pourvu qu’ils restent fixes.
Dans ces conditions, on a la relation :

Lim, =, [ £(x,y,2) dxdy = o (057, 0) dxdy..
LIGNES ATTIRANTES

56. Potentiel newtonien d’une ligne attirante. — Soit (fig. 39) L
une ligne attirante, p’ la densité linéaire variable d’un point a
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Pautre de cette ligne. Soit, en outre, M, un point de L et M un
point extérieur a L, mais situé dans le plan normal a la courbe
mené par M. Nous nous proposons de voir ce que devient le
potentiel newtonien, en
M, lorsque ce point tend
vers M, en suivant la
normale MM,.
, Appelons ds’ un élé-
ment de longueur de la
ligne L, P le centre de
gravité de cet élément,
r la distance . MP; le

Z

XA P’ . .
' 7 potentiel, en M, a pour
’ . . »
\ / expression 1'intégrale
‘ ey e
! curviligne :
P |
LA

V= f “"rds',

¢tendue a tous les élé-
Y . " ments ds’ de L. Pour
I'étudier, prenons pour
origine des coordon-
nées M, pour axe des X, la tangente en M,, et des axes rectangu-
laires. Appelons 0, y, zles coordonnées de M, x/,¥y/, 2’ celles de P;
projetons P en P’ sur I'axe x'x ; les coordonnées de P’ sont : x’ 0, 0.
Menons les droites M P, MP’, MP, MP’ et posons :

Fig. 39.

g=MM, =Vx*y 2z =Vy'4-2* car x =0,
MP — T y— ¥+ (7],

v =MP' = VX" y + 2,

r,=M,P = VX" y* 27,

ry=MP'= x’

|

Partageons la ligne L en deux trongons, L, et L,, le point M,
se trouvant entre les deux extrémités de L,. Le potentiel V est
la somme V, + V, des potentiels respectifls de L, et L;; le poten-
tiel V, de L, reste continu quand on traverse la ligne en M; il
nous sullit done d’étudier V,,
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Appelons 9 P'angle de la tangente en ds’ avec I'axe des x,
on a:

dx’

.COs ’-"2

dS/=

On peut choisir le trongon L, assez court pour que, en chacun
de ses points, on ait '

L |k,

cos 9

K étant un nombre fixe ; cela est possible, puisqu’au point M,, on

a: cos p==1; si nous supposons, de plus, u' fonction holomorphe
!

de l'arc, on peut assigner sur L, une limite supérieure y & F et
oS P

écrire :
!

P-

Ccos f?

< Y. .

Enfin on peut facilement montrer, comme nous l"wons fait dans

¥ or \/y"—l—/

T
Iétude des surfaces, que les rapports—r"—; — T -2
0

RS
rorr

restent finis; appelons alors A,B,C,D des limites supérieures
de ces rapports, il vient : .

r r’ r VyE 27
el R A; —<B; —_< C; L+__< D.
r r r S
Abordons maintenant I'étude de V,.

57. V, peut s’écrire :
v, —[_¥

cos @ r

/ dx’

Cette intégrale est étendue a la portion A’'B’ de 'axe des x,
laquelle est la projection, sur cet axe, du trongon de courbe
L, = AB.

Comparons cette intégrale a la suivante :

i

coso 1/

et i l’intégrale :

- 'VII‘ P'dx
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. Ces trois intégrales, étendues au méme champ A'B’, repré-
sentent, toutes trois, les potentiels en M de la méme portion de
ligne droite A’B’. Mais, dans V,, Ia densité est variable et d’une
expression assez compliquée :

*"'I Ill
cosp r’
P’I
dans V//, la densité est plus simple, mais variable encore : ot
cosyp -

enfin, dans V,”, la densité est constante, elle a pour valeur celle
de la densité p qui existe, en M, dans la distribution primitive.
Nous allons ramener I'étude de V, a celle de V/, puis a celle
de V,". A cet effet, écrivons V, de la maniére suivante :

[ (A g () B
V‘ﬁfcosgo r ' dx—l—f cos® ) A {f}L Y’

ou, en appelant J, la premieére intégrale, J, la seconde, J; la troi-

sieme :

VvV, =1, —[—‘J2 -+ J..

Etudions successivement ces trois intégrales. Commengons

par J,. Montrons que la quantité sous le signe j reste finie :
H-I
——— reste inlérieur en module a4 y; quant i ——— , on peut
oS ¢ r r
Vécrire :
1 1 Y —r

r r rr’
* Or
¥ | <V,
et
1 1 1
wSE T
done
1 1 Vy'? 422 Vy2 4 22
lT"‘T<‘ e
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Reportons-nous maintenant aux limites supérieures indiquées
au paragraphe 56; on voit que

S
WIS _py,

T
\/y% < DA

S

1 1 . . . . .
— — —{ est fini; la fonction, qui est sous le mgnej s
r

Bref

dans J,, est donc limitée.
Occupons-nous de J,. La lonction sous le signe f est

e
(7 —r)

b
Y

il ;
— 1 estdé-
o @ :

' étant une fonction holomorphe (56) de x/, pves

veloppable, suivant les puissances croissantes de x'; il n’y a pas
de terme tout connu, le développement commence par un terme
du premier degré et le rapport suivant :

P‘I

—_— e — P"

cos Y
X

—_—)

!

reste fini; soit « une limite supérieure de ce rapport, on peut

écrire :
/

*

cosa
et, par suite,
v
cosp ¢ x/
r <a Y *
Or :
x/ x’ x/
o —,—<a—’C<aC —iA<aAC.
r r r,

La fonction sous le signe [, dans J,, reste donc limitée.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



126 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

Nous venons de démontrer que, dans J, et J,, les fonctions sous
le signe ‘sont limitées ; montrons qu’on peut en conclure lacon-
tinuité de ces deux intégrales, considérées comme fonctions dep.
Faisons la démonstration pour J,. Appelons J,° la valeur de I'in-
tégrale J, au point M, :

! 1 1
0 ___ __P’ - . U
J'—f cos v (1‘0 r’0>dx'
Je dis que :

(1) Lim J, =;.
. =0
Posons, en effet, ‘

M,A/ — a, M;B’ = b;

les limites des intégrales J, et J{ sont — a et b :
!

b ! b
J1 ="/_‘ H (—1-—-—%) dx et J)= — (—1—— —%—) dx’.

coso \r _acosp \r, 1/

Il nous sulflit évidemment de démontrer la relation (1) pour les
limites o et b, la méme démonstration s’appliquant aux limites

—aeth.
Démontrons donc que :

b 1 1 ! ( 1 1
. > = WA (N S S .
hm?-_- 0[ ( T l_/)dk —f cosp \ 1, 1./o>

cOoS P

Soit 7, un nombre compris entre 0 et b; on a évidemment :

[=I+[

, P‘, dx/ . " P'l dxl
M _—/. c

V — —_— b 7 !
05’19 r
!/

Posons :

b €OS r

o
b / 7 b ro
u __f w dx . o dx
= Y = 7
A cos:P r w €089 T

g
Enfin, appelons vy, v/, u,, uy/ les mémes intégrales ou ’on rem-
place r et r parr, et ry’. Alors, M désignant une limite supérieure

de
ey (F—7)
cos ¢ T )

IV—-V,I<M’I],
IVO—V'OI<I\I-/;.

on a:

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIGNES ATTIRANTES 127

D’ailleurs, dans les potentiels u, v, u,, uy/, le point M, n’est pas
un des points attirants, puisque ces intégrales ont pour limites
7 et b. '

Ces potentiels sont donc continus, au voisinage de M,. Keri-
vons alors :

b / 1 1 b ! 1 1
2 ¥ (L Plaw— P2\«
) h €OSP ( r 1 )d‘\ .[ cos g ( r, T, >d>_‘l

= (v—V)— (v, — V)o + (@ —1,) — (0 —u'),

et soit ¢ un nombre positif donné aussi petit qu'on le voudra;
nous pouvons choisir » de telle maniére que :

-

€

alors on aura :

v — ) [ <

7 étant ainsi fixé, prenons p assez petit pour (ue :
€
I u— uo l < ‘_4_7

3
7 / .
[w—, | < A
le premier membre de I'égalité (2) est ainsi rendu plus petit
que ¢. Il tend donc vers zéro, quand o tend vers zéro, et la pro-
position annoncée :
LimJ =]},
g=o0
est démontrée.

J, est donc une {onction continue; la méme remarque s’ap-
1 ; 1
plique a J,.

Avant d’étudier J,, faisons une autre remarque : J, n’est autre

a3’ 1
ue V,— V/; démontrer que J,, c’est-a-dire V, — V!, est continu
1] 1) 19 1 1 )

¢’est ramener l'étude de la continuité de V, a celle de V,/;
de méme, J, est égal & V{ — V{; le probleme est ainsi ramené a
Tétude de V{, qui n’est autre que I'intégrale J,.
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58. Ltudions done l’intégrale

b
Ve
— "o__. \ /.
Jz—V, = de,
— a

 étant constant, elle s'éerit :
Y
all Aat
. T

Pv IOg (lb )

l

et a pour valeur :

On a donc, pour V{/, I'expression suivante obtenue en dévelop-
pant le logarithme :

Vi=—2plogp—+2pnlog2 Vab
et, pour V,,

V, = —2plogp =+ 2plog 2 Vab 4 (V§ — Vo)
+ (Ve — V") 4~ W (p),
Vi, Ve, etc., étant les valeurs des intégrales au point M,
et W(o), une quantité qui s’annule avec p.
Posons :

N=—2plog 2Vab 4 (V{ — Vi) + (V}* — V™),

on aura:

Vi=—2ulogo+ N 4 W(p).
On voit que le potentiel V, ct, par suite, le potentiel V de la

A . Mo B )

Fig. 40

ligne entiere augmentent indéfiniment, quand le point M s’ap-
g »
‘proche indéfiniment d’un point M, de la ligne.

La quantité N, qui entre dans son expression, ne dépend pas

1 ’ ’ P

de p ni, par suite, du point M, mais seulement des coordonnées
du point M,.

Calculons cette quantité dans deux cas particuliers : celul

d’'une droite homogéne et celui d’une circonférence homo-
gene.
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Soit AB (fig. 40), un segment de droite attirante homogeéne de
densité p, les autres notations étant les mémes que précédem-
ment. On voit sans peine que I'expression

Vi — Vi - (V0 — V),
est égale a zéro ; la quantité N se réduit donc &
N=2plog2 Vab,

a et b étant les longueurs MA et MB. Le potentiel prend alors
la forme : :
o

P H

c’est I’expression que nous avions trouvée au paragraphe 14.

V, =+ 2plog

Passons au cas plus important d’une circonférence homogene.

59. Cas d’une circonférence homogéne. — Nous avons déja (17)
calculé le potentiel d’une circonférence homogéne, en un point
intérieur ou extérieur, a Paide de la moyenne arithmético-géo-
métrigue de Gauss.

Voyons ce qui se passe, quand le point attiré M est trés voisin
de la circonférence.

Menons toujours (fig. 41) la normale MM, et appelons p la
longueur MM, ; soit, en outre, p
la densité de la matiere atti-
rante. Le potentiel, en M, est
donné par Vexpression :

1) V=—2p.logp—{—N; M 0 o
nous négligeons W(p) qui s’an-
nule avec p.
Nous avons dit que la quan-
tité N ne dépend pas des coor- Fig. 41.

données du point M, mais peut

seulement dépendre de celles du point M_; ici, en vertu de la
symétrie, N ne dépend méme pas de la position de M, et, par
suite, son expression ne doit contenir que la densité i et le rayon a
du cercle; voyons de quelle maniére p et a entrent dans N.

PoiNCARE. Potent. Newt. 9
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Le potentiel V envisagé sous sa [orme ordinaire
ds’
(2) V=f}’~ r !

est manifestement proportionnel & w; mais, envisagé sous la
forme (1), il se compose de deux termes, dont le premier est
proportionnel a p; le second, N, doit donc I'étre aussi.

Cela posé, considérons encore V sous la forme (2); dans I'in-
tégrale du second membre, p est un nombre, ds’ et r sont des

longueurs ; si I'on ‘multiplie toutes les longueurs par un méme
!

ds
nombre, le rapport ——ne change pas, V ne change donc pas non

plus. Par conséquent, quelle que soit la forme de son expression,
le potentiel V doit &tre homogéne et de degré zéro par rapport
aux longueurs qu’il contient; par exemple, si on I'exprime,
comme dans la formule (1), en fonction de p et a, il ne doit con-
tenir que le rapport de ces deux longueurs.

D’apres tout cela, V doit étre nécessairement de la forme sui-

1

vante :

3) = — 2 plog £ 4Ky,

K étant un nombre, indépendant par conséquent des quantités g,
aet p.

Pour achever le calcul de V, il nous reste i calculer K.

Nous nous servirons pour cela des résultats établis antérieure-
ment (17 et 48). Soit M, le point ou MM, perce de nouveau la
circonférence ; posons :

& = MM,,
et appelons o (p,8) I'inverse de la moyenne arithmético-géomé-
trique dep et &; on a (18) :
V = 2=paop(p,d).
Considérons le plan P, perpendiculaire au plan de la circonfé-
rence et passant par M,M,; prenons ce plan P comme plan du

lableau (fig. 42). Sile point M sort du plan primitil et se déplace
dans P sur une deuxi¢me circonférence, tracée dans ce plan du

x
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point M, comme centre, avec p pour rayon, la formule (3) montre
que V ne change pas ; dans ce mouvement, ¢ varie depuis 2a + p
jusqu’a 2a — p. Donnons alors a M une position telle que p

Fig. 42. '

prenne la valeur 2a et calculons le potentiel, en M, dans ces con-
ditions. Ona:

Rapproc‘hons cette {ormule de la formule (3) et égalons les
deux expressions de V, il vient :

2mpay (p,2a). =— 2 u log %—l—- Ku;
d’otr :
. 9 1 a
(4 etans ?(P, _aﬂ):" . log ?—{'-—:—Zga—

Donnons maintenant 4 a un accroissement B2 dépendant de’
p et s’annulant avec, lui; on vérifie, sans peine, que ¢ (p, a) prend
un accroissement qui s’annule aussi avec p; comme nous négli-
geons les termes qui s’annulent avec g, nous pourrons négliger
cet accroissement et considérer comme ¢gales les deux expres-
sions ¢(p, a) et ©(p, a - 8p).

Cela posé, observons que, 9 (p, 2a) étant linverse de la
moyenne arithmético-géométrique de Gauss, on ne change pas-sa
valeur en remplacant ¢ et 2a respectivement par leurs moyennes
arithmétique et géométrique ; on a done

¢ (p,2 )——'.p(a—i— ,VZup "9)-
Or, en vertu de la remarque précédente, on a:

q:(a—]— 72-, 2ap ): o(a, V2 ap),
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_ et, comme, dans I'expression de ¢, on peut intervertir 'ordre des
variables sans changer ¢, on a aussi :

?(a+%,‘/m>~'f’( 2ap, )5

on peut done écrire :
5)..... o (py 22) = o (V2ap, a).
Reportons-nous & I'égalité (1) et changeons-y p en ¥2ap et 2a

en a, cette égalité deviendra :

.a K
1 —
Ta 08 2‘/239 -+ Ta

(6)-..e (V2ap, a) =

Comparons maintenant les égalités (4) et (6); les seconds mem-
bres de ces égalités doivent étre égaux, puisque les deux pre-
miers le sont, en vertu de 1’égalité (5); on a done :

1 a K 2 a K
?a—]OgT—I— 27a  ma log 2‘/m ma

ce qui peut s’écrire, en transformantle second membre de cette
nouvelle relation : ’

a K 1 a K
T _+27:a=ﬂu loggp— ma
ou encore :
1 a K 1 a 1 K
8 T T ey T e 8

1 a .. . .
P log ; disparait et ’on tire finalement :
K = 21log8.

Le caleul de V s’achéve, en portant cette valeur de K dans I'ex-
pression de V :

-~

8a
p

Telle est la valeur approchée du potenticl, quand ¢ est trés petit.

V=2plog
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CHAPITRE IV

LA FONCTION DE GREEN ET LE PROBLEME DE DIRICHLET

60. Théoréme de la moyenne de Gauss. — Soit V une fonc-
tion des trois variables x, y, z, continue ainsi que ses dérivées
premitres dans un certain domaine; supposons que ses dérivées
secondes existent et soient généralement continues, les disconti-
nuités, s’il y en a, se trouvant sur des surfaces algébriques
d’ailleurs quelconques.

Soit, en outre, M, un point de ce domaine et T une sphere,
ayant pour centre M, et située dans le domaine considéré; on
appelle moyenne de la fonction V sur cette sphere 'expression :

SALS

ﬁrz

Pintégrale étant étendue a tous les éléments dw de la surface de
la sphére et r étant le rayon de cette spheére. Soit enfin V; la
la valeur de V au point M,.

Le théoreme de la moyenne de Gauss est le suivant : Sila (onc-
tion V satisfait 4 'équation de Laplace

. AV =0,
_en tout point du domaine, on a la relation :
M=V,
quel que soit r.
Pour démontrer ce théoreme, changeons de variables et pas-
. sons en coordonnées polaires; les formules de transformation
sont :
, x=rsinf cosy,
y == rsinfsin 9,
z==r cos b,
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Porigine primitive et la nouvelle étant toutes deux au centre M.
de T et les courbes

© = const, 0 = const,

désignant les méridiens et les paralleles de la sphere.
Partageons la sphere en éléments de surface trés petits, dw, &

Paide de ces deux systémes de courbes; on a :

dw == r*sin 6d ;1'4‘:,

ctexpression de M devient :

Vefsinfdidy 1 .
M ﬁf = fv sin 0 df do,

les limites de cette dernicre intégrale étant :
pour »: 0 et 2%,

pour 6 : 0 et =.

Les limites étant constantes, on peut différentier sous le signef,

et écrire ;

dM »sinf dV

— dG d@
dr 4 dr T
ou, en revenant aux ancicnnes variables,
dM dVv dow
dr dr  4mr?
ce qui peut s’éerire :
dM dV  dw 1 dVv d
= S - (O]
dr dn  4nr? 4mr? dn !

Mais on a vu (20) que I'on a, en désignant par T un volume et
par S la surface qui le limite,

f v dew =fAVd*c,
dn

la seconde intégrale étant étendue au volume T et la premiére a
la surface S; cela a lieu sous certaines conditions de continuité,
qui seront ici remplics, si nous prenons pour surface S la sphere

»
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I et, pour volume T, lintérieur de cette sphére. Mais, en chaque
point de l'intérieur de la sphére, on a

) : AV = 0,
done
fAVd‘: =0,
par suite, . '
f AV qo—o,

dn
et enfin

dM

dr 0.

Mest donc indépendant de r. Or, quand r tend vers zéro, les
valeurs de V sur la sphére tendent vers V, U'intégrale fVdw tend
vers 4wr?V, et enfin M tend vers V ; comme M est fixe, on doit
constamment avoir M = V,.

Le théoreme de Gauss est done démontré.

61. Fonctions harmoniques. -— On appelle fonction harmo-
nique, dans un domaine donné T, une fonction qui, dans ce
domaine, posséde les propriétés suivantes :

1° Elle est continue;

2° Ses dérivées premieres existent et sont continues;

3° Ses dérivées secondes existent et sont generalement conti-
nues, les discontinuités, s’il y en a, se trouvant sur des surfaces
algébriques quelconqucs ;

4° Elle satisfait a ’équation de Laplace :

AV = 0.

La fonction V considérée au paragraphe précédent est une
fonction harmonique. . )

Voici une propriété importante de ces fonctions. Soient T un
volume, S la surface qui le limite et V une fonction harmonique
dans T. Puisqu’elle est continue, elle a un maximum qu’elle
atteint pour un point du domaine. Je dis que ce point n’est pas a
Pintérieur de T, mais sur S. Supposons, en effet, qu’il soit inté-
rieur & T; on peut I'entourer d’une sphére, ayant ce point pour
centre et tout entiére intérieure a T. En tout point de la sphére,

)

F

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



136 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

la valeur de V estinférieure au maximum V,; Uintégrale fVdw est
donc inlérieure a 4z=r*V et enfin la moyenne M est inférieure a V,;
mais, d’aprés le théoreme précédent, on doit avoir M == V; il
est donc impossible que V atteigne son maximum dans I'intérieur
de T; elle Patteint sur la surface S. Pour les mémes r'usons, v
a un minimum et elle 'atteint sur S.

On peut donc énoncer, en général, le théoréme suivant :

Une fonction harmonique dans un domaine n’atteint son maxi-
mum et son minimum que sur la surface qui limite ce domaine.

On en conclut sans peine le corollaire suivant : Si une fonction
harmonique est positive sur la surface, elle I'est dans le volume
limité par cette surface. A

Toutes ces propriétés sont vraies, que le domaine soit s1mple<
ment ou multiplement connexe.

62. Le théoréme qui préceéde nous permet de faire les remar-
ues suivantes :

I. — Supposons le domaine T limité; soient g le maximum
d’une fonction V harmonique dans ce domaine et h son mini-
mum, on a :

sur la surface : h =V = g,
dans l'intérieurde T : h < V < g.

II. — Supposons le domaine T constitué par toute la portion
de I'espace extérieure 4 une surface S; ce domaine s’étend depuis
la surface jusqu’a l'infini. Décrivons une trés grande sphére S
entourant S. Soient g et h le maximum et le minimum sur S,
g’ et b’ le maximum et le minimum sur S’; on a :

sur S: h<V<yg,
sur S/ W <V <g'.

Le maximum de V sera laplus grande des deux quantités g et ¢/,
pour le volume ¢ompris enire ces deux surfaces; le minimum,
pour ce méme volume, sera la plus petite des quantités h et ',

Supposons maintenant que, S restant fixe, le myon de S’ gran-
disse indéfiniment et que V s’annule a lmﬁm ; g eth tendent
vers zéro. Plusieurs cas peuvent alors se presenter :

»
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1° Supposons h positif; g l'est aussi et, si S’ est assez grand,
on a: :
M <hetg <g,
et, par suite,
: g>V>h),
ou
g>V>0,

dans tout I'espace extérieur a S.

2° Supposons
g>0>h,

on a:
g>4g,
h <,

et, dans tout I'espace extérieur a S :

g>V>h
3° Supposons
0>YV>h,

on voit de la méme fagon que, dans tout 'espace extérieur i S,
V est constamment négatif.

C’estun de ces trois cas qui se présente, pour le potentiel dii a
des masses situées i distance finie.

ITII. Reprenons le cas d’un domaine limité compris a 'intérieur
d’une surface S; on a les inégalités

g>V>h:dans T,
g>V>=h:surS.

Si done, en tout pointde S, la fonction est nulle, elle est nulle
aussi, en tout point de T.

IV. — Soit une fonction V, harmonique dans tout I’espace et
s’annulant a Vinfini. Je dis que 'on a V=0 dans tout I’espace.
Tragons, en eflet, une sphere de trés grand rayon; les valeurs
deV, alintérieur delasphére,sont comprises entre le maximum g
et le minimum h, lesquels sont atteints par la fonction sur la sur-
face et tendent par suite vers zéro, quand le rayon de la sphere
croit indéfiniment; V tend donc vers zéro, a lintérieur de la
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sphére et, comme sa valeur en chaque point est bien déterminée,
on a nécessairement ¥ =0 dans tout l'espace.

63. Ce qui précéde nous permet de trouver les propriétés carac-
téristiques de la fonction potenticlle (cas de l'attraction newto-
nienne), ¢’est-d-dire les conditions nécessaires et sulfisantes pour
qu'une fonction représente un potentiel newtonien.

Soit une fonetion V satisfaisant aux conditions suivantes :

1° V est continue dans tout I’espace.

2° Ses.dérivées premiéres existent et sont continues, a I'inté-
rieur et & 'extéricur d’une surface S donnée ; mais, quand on
franchit la surface, elles éprouvent des discontinuités ; elles ten-
dent vers des limites différentes, mais bien déterminées, quand
on tend vers la surface soit par lintérieur, soit par l'extérieur,
et ces limites sont telles que, scule, la dérivée prise suivant la
normale éprouve une discontinuité a la traversée, les dérivées
tangentielles de S restant continues.

3° A Vextérieur de S, on a

AV = 0.

4° A Pintérieur, AV est quelconque.

50 V s’annule a l'infini.

Ces conditions sont évidemment nécessaires pour définir un
potentiel newtonien, puisque tout potentiel newtonien les possede.
Nous allons montrer qu’elles sont sulfisantes, ¢’est-i-dire qu’elles
définissent une fonction et que cette fonction est un potentiel.

Appelons T le volume enfermé dans S. En tout point de
T, AV est quelconque, mais donné ; posons :

AV = »(x,y,2),

% étant une fonction donnée.
Considérons alors la {onction V, :

_ 1 2 (xhyh2) .
V,—=— sz ) 4o

c’est un potenticl de volume, ot p désigne la densité. On a évi-
demment, en tout point x, y, z du volume T,

AV, = (17,
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Soit maintenant ¢(x, y, z) une fonction définie sur la sur-
face S et exprimant, en chaque point, le saut brusque dela dérivée
de V suivant la normale ; puis posons :

1 Yy 7))
V, =— 4W»£) : de/,

cette intégrzile double étant étendue i tous les éléments dw’ de S.
La fonction V, satisfait a la deuxiéme condition imposée o la
fonction V, car c’est un potentiel de surface ou la densité est
représentée par la fonction ¢. » :

La somme des deux potentiels : V, 4 V,, remplit toutes les
conditions imposées a la fonction V; on peut donc la prendre
pour fonction V. .

Montrons que cette fonction est unique.

Supposons, pour un instant, qu’il y en ait une seconde V’; con-
sidérons la différence

V— (V4 -+ Ve)'

Elle remplit les conditions suivantes :

1° Elle est continue, dans tout 'espace, ainsi que ses dérivées
partielles du premier ordre; .

2° Elle satisfait, dans tout I'espace, a ’équation de Laplace.
Cette différence est donc une fonction harmonique dans tout
Pespace; '

3° Elle s’annule a I'infini.

En vertu de la Remarque IV du paragraphe précédent, elle
est identiquement nulle; donc la fonction V, -V, est unique.

Bref les cinq conditions énumérées plus haut sont sulfisantes
pour définir un potenticl et ne définissent pas d'autre [onction.
Ce sont bien les propriétés caractéristiques cherchées.

’

ReyMarque. — Comme on le voit d’aprés les énoncés. mémes,
il ne s’agit, dans tout ceci, que des potenticls de surface et de
volume. Ceux de ligne, par exemple, sont exclus.

Les propriétés que nous venons d’établir ont une grande
importance pour tout ce qui va suivre.

64. Probléme de Dirichlet. — Probléme intérieur. — Probléme
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extérieur. — Le probléme intérieur de Dirichlet s’énonce ainsi :

Soit un volume T limité par une surface S. Trouver une
fonction V des trois variables x, y, z satisfaisant aux conditions
suivantes :

1° En tout point de T, elle est continue, ainsi que ses dérivées
partielles des deux premiers ordres ;

2° En tout point de T, elle satisfait a I’équation de Laplace :

AV = 0;

3° Sur la surface S, elle se réduit a une fonction donnée U des
coordonnées.
On peut démontrer les deux théorémes suivants :

I. — Sile probleme intéricur de Dirichlet comporte unc
solution, il n’en comporte (u’une.

Supposons, en effet, pour un instant, qu’il en comporte deux;
soient V et V' les deux fonctions ainsi obtenues. On a:

AV =0 dans T, AV = 0 dans T,
V=Usur S, V=U sur S.
~ Posons :

V—V =F.
La (onction I satis{ait aux conditions suivantes :

AV =0, dans T,
F =0, sur S.

Par conséquent, en vertu d'un théoreme démontré au paragraphe
précédent, on a partout, dans T, I' = 0 et, par suite, V=V';
il ne peut donc pas exister deux solutions distinctes du probleme

énoncé.

II. — Le probleme comporte toujours une solution. Cet
énoncé est connu sous le nom de principe de Dirichlet.
Nous nous en occuperons dans un autre chapitre. -
Voici maintenant I'énoncé du probléme extérieur de Dirichlet.
On donne une surface fermée S et I'on considére l'espace

extérieur a'S, c’cst-a-dire 'espace qui s’étend depuis cette sur-
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face jusqu’a I'infini. On demande de trouver une fonction V satis-
[aisant aux conditions suivantes : ‘

1o En tout point de l'espace considéré, la fonetion V est
continue, ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres ;

2° En tout point du méme espace, elle satisfait & I'équation de
Laplace : .
AV = 0;

3° Sur la surface S, elle se réduit a une fonction donnée U des
coordonnées ; '

4° Elle s’annule a l'infini. ‘

On démontre, comme dans le cas du probleme intérieur :

I. Que, s’il y a une solution, il n’y en a qu’une;

IT. Qu'il y en a toujours une.

65. Extension'au cas de deux variables. — Les définitions et
théorémes qui précédent s’étendent au cas de deux variables
sans difficulté.

La définition des fonctions harmoniques est la méme ; il suffit
de remplacer les mots volume et surface par aire plane et
contour.

Le théoréme de Gauss pour une fonction harmonique devient :

AV°=_21T1‘-deS;

la sphére a été remplacée par un cercle, sa surface par une
circonférence, son aire 4w r? par la longueur 2= r de la circonfé-

rence, I'intégrale double fV dw par I'intégrale curvilignerds.

Les remarques surles limites supérieure et inféricure des fone-
tions harmoniques se généralisent immédiatement et Ia modifica-
tion, dans chaque cas, pour transposer les énoncés, est évidente.

Cependant les considérations faites dans le paragraphe 62 (II),
a propos des fonctions harmoniques i I'extérieur d'un domaine
donné et i propos du potenticl newtonien, ne se généralisent pas.
Cela tient & ce que le potentiel logarithmique ne s’annule pas
a I'infini comme le potentiel newtonien.

Voyons ce qui se passe, dans ce cas.
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Soit un contour plan C, entouré d’un cercle de trés grand
rayon C'; considérons le potentiel logarithmique d’une certaine
distribution linéaire de matiere attirante sur le contour C et
d’une certaine distribution superficielle de matiére dans I'aire
plane qu’enferme le contour C; donnons a g, h, g’, h' des signi-
fications analogues a celles qu’clles ont au paragraphe 62. Enfin
reprenons pour le potentiel logarithmique les notations données
au début de ce cours. On sait que I'expression :

V—Mlog —2.,
e

tend vers zéro, quand p croit indéfiniment ; si donc M est diffé-

rent de zéro, V augmente indéfiniment et, sur le cercle C/, | V|

est trées grand quand e rayon de C’ est trés grand ; faisons grandir

cerayon indéfiniment, nous devons distinguer plusieurs cas :
1°M>0;

alors g’ et h' tendent vers — o et l'on a, dans tout le domaine,

) V<g.
20M < 0;
alors g’ et h' tendent vers -} o et 'on a, dans tout le domaine,

YV >h.
3M=0."
Alors V s’annule a I'infini, on retombe dans le cas du potentiel
newtonien et 'on a i distinguer les trois inégalités vues dans ce
cas.

66. Remarque sur le potentiel newtonien. — Supposons que V
désigne, non pas une fonction harmonique, mais un potentiel
newtonien de volume, et essayons de reprendre les raisonne-
ments faits pour établir le théoréeme de la moyenne.

Nous aurons :

dM _fAVd‘c .
dr = 4dm?

Supposons que le point O soit intéricur aux masses agissantes
¢t que la densité soit positive, alors on a :

AV < 0, .
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ct, par suite,

dM <0,
dr

ou enfin :
M<V,

On en conclut qu’au voisinage de O, V pecut étre inférieur
4 V,; en tout cas, il ne se peut pas qu’il lui soit partout supérieur.

Bref, V peut aveir un maximum au sein des masses agissantes,
mais il ne peut pas avoir de minimum.

Soient T le volume, S la surface limite, g eth le maximum et

le minimum de V sur elle; on a : .

g>YV >h sur S.

On est str que l'on a, dans T :
b

V>h
mais on ne sait pas si l'on a:
g>V.
67. Conséquences de la formule de Green. — chortons-nous au

paragraphe 19 et reprenons les notations de ce paragraphe. Nous
avons démontré en général la formule

dv dU
(1)... fm(UAV — VAU) de—— (S)<U v W)dm :

les fonctions U et V et leurs dérivées doivent satisfaire, dans le
volume T et sur la surface S, i certaines conditions de continuité
que nous avons indiquées en établissant cette formule. Les
dérivées —l, —(Lg
dn * dn

Faisons quelques applications dc cette formule.

sont prises vers lintérieur de la surface S.

1° Supposons que U soit une fonction harmonique et V le
potentiel d’'un volume attirant T’; on a alors les relations sui-
vantes :
AU = 0, a l'intérieur de T,
AV == 0, a 'extérieur de T,
AV = —4=y, a 'intérieur de T’,
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i désignant la densité de la matiere attirante dans le volume T';
P'intégrale f(UAV——VA‘U)d'c devient alors :
(T) :
‘—41':fUp.d~.,
ce (qui peut se mettre sous la forme

—4w | Udm,

en appelant dm = pdx la quantité de matiére contenue dans I’élé-
ment dz. La formule (1) devient ainsi:

L]
dv dU g
‘/(;)<U'E1——V'—d;)dw = 47:]Udm,

ce que l'on peut écrire, cn donnant une autre forme au second

membre,
[ (U Ay ﬂ) do— 4nEmU,
s) dn dn

la somme X portant sur toute la partie du volume T’ comprise
dans le volume T.

2° Supposons maintenant que, U désignant toujours une fone-

Fig. 43.

tion harmonique, V désigne un potenticl de surface. Représentons
le volume T d’intégration, la surface S qui le limite (fig. 43) et la
surface attirante S/, dont V est le potenticl. Voyons ce que devient
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alors la formule (1). Ses deux membres sont nuls si §' est tout
entiére extérieure a S. Mais supposons que S’ 'coupe S; elle
partage ainsi le volume T en deux autres T, et T, et la surface S
en deux parties S, et S,. Tracons deux surfaces ', et §, de part
et d’autre de S/, paralleles a § et trés voisines d’elle. Le volume T
est alors partagé en trois parties :

T,/ omprise entre S ¢t S,/
I" conlprlse entre S et S,
T” comprise entre les deux surlaces ‘m\llnues S’ et 8,

T" est une étroite bande dont lec volume tend vers zéro quand
les dcux surfaces S/, et S/, tendent vers S'.

Appliquons la formule (1) i chacun des trongons du volume T
et aux portions de surfaces qui limitent chacun d’eux. Pour lcs

deux premiers, l’intégr‘ale tl'iplef(V.\U—UAV) dt est nulle; les

intégrales doubles correspondantes sont donc nulles et T'on a

dy dU dv dU
vdY _y )1 (U————V—)dw:O
t(‘;‘s,n,) ( dn dn /%% -+ (A15'1B1) dn dn

et

[ (U A dU)d o - (b _y dU)dw—O

Jiagsy \ - dn d (425382) K ‘ dn dn

Ajoutons et faisons passer dans le second membre les inté-
grales étendues & S/, et &, ; il vient:

k[&lSlB] ‘[\‘25282 A §1B) ‘/A;S'ng

Si 8, et S/, tendent vers S’, le premier membre tend vers

f ; on a done :
(s)

1V dU . ' dv dU
... Y v AU =1 [ ( __)
(2) f(U T A" In )dw im e[\:sunl U—— T —V T do

(lV dU
+~[\;S'2Bg (U “dn v W) (lu)] .

., dv dU . . .
Les dérivées —— et sulvant la normale sont prises inté-
dn dn
PoixcArg. Potent. Newt. 10
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rieurement aux volumes T’, et T',; par consé’quent, dans le pre-
mier membre de cette relation, elles sont prises intérieurement
au volume T et dans le second extérieurement au volume T”.

Calculons maintenant la limite de la somme des intégrales de
ce second membre.

La surface S’ est la surlace attirante ; la dérivée

v éprouve
dn °P
done un saut brusque quand on franchit cette surface ; quantaux

autres fonctions U, V, o’ elles restent toutes continues. Appe-

lons o la limite de v sur S, quand $', tend vers S/; et § I

dn

limite de ——- sur ', quand $, tend vers S'. Enfin désignons les

dn
limites de U, V, lU

par les mémes lettres U, V, ——; on a:

dn dn

. dv dU
(6 hmJA,qu'l (UW >d(o _fUa.dw —fV ——dtn

ces deux nouvelles intégrales sont étendues i la portion de S
comprise dans T. Le sens de la normale dans e est celul qui va
n

vers S,. On a encore :

. dv dU aU
(4)..... 11111£25232<U TV )dw = [‘Ued(o —fV —_— dw,

-

Le champ d’intégration pour ces deux dernieres intégrales est
encore la portion de S’ compris dans T. Le sens de la normale

dans Y est celul qui va vers S,. Additionnons les deux egqll-

deo

tés (3) et (4) membre a membre; les deux intégrales fV

se détruisent parce que les sens de la normale dans ces dcux
intégrales sont inverses I'un de Pautre. Il reste :

v dU v U
tim| [ (UG —v42)a (v V)
m [ A1S'1By dn )T N dn do

= [U e+ do,

\ (87

et par conséquent, en vertu de la relation (2) r

. dv dUu
®)..... L}(U—W—-V m—)dm:—ﬁU(a—l—@) dw,
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Or appelons p la densité de la matiére attirante en chaque point
de §'; il résulte de la théorie des surfaces attirantes que, sil’on

désigne par

A% .. . . .
T la limite vers laquelle tend la dérivée prise sui-
l [}

vant la normale extérieure quand on tend vers la surface par

. dv .. dv . .
I'extérieur et par —— la limite de —— prise suivant la normale

dn, dn
intérieure quand on tend vers la surface par I'intérieur, l'on a.:
dv dv
—_—t —=— 4=y
dn, =+ dn,
On a doncici

Bref, la relation (5) donne:

dVv dU
f(U—d—n——V T >dw - fUudco

C’est la méme formule que dans le cas du potentiel de volume;
on peut lui donner la méme forme :

f (U dv V-—)dw_4r mU,
S)

“dn

Cette formule s’étend donc a un potenticl de surface comme &
un potentiel de volume; elle s’étend par suite au potenticl d’un
ensemble de surlaces et de volumes attirants.

68. Cette formule s’applique encore si V désigne le potentiel
d’une ligne attirante, de points atiirants discrets ou d’un ensem-
ble de volumes, de surfaces, de lignes et de points.

On peut donc énoncer en général le théoréme suivant :

Si U désigne une fonction harmonique et V un potentiel newto-
nien, on a la relation :

’ dv dU
3)..... «/(s‘)(U —Eﬁ——v-—a-n—)dwzénEhnU,

Uintégrale étant étendue & tous les éléments dw d’une surface fer-
mée quelconque S et TmU ne s'étendant qu’aux masses situées
& Uintérieur du polume T limité par la surface S.
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Cethéoréme constitue une forme nouvelle du théoréme de Greer.

Il est clair que le théoréme subsiste si V désigne la somme
d’un potentiel et d’une fonction harmonique.

La formule précédente se modifie si U et V désignent deux
potentiels. Soit w la densité de la distribution des masses m qui
engendrent le potentiel U et soit &' la densité de la distribution
des masses m’ qui engendrent V, on a :

dv dU
f(U—H- — V—K)dw = 4'"/(UP?/*VP') d<
= 4 7% (m'U— mV).

Ces deux théorémes s’é¢tendent au potentiel logarithmique dans
le plan.

69. Cela posé, considérons toujours le méme volume T limité
par S. Soient M (fig. 44} un point variable
de S et M’ un point fixe non situé sur S.

M Enfin, soit U une fonction harmonique dans
T; posons

MM =1
et considérons I'intégrale double étendue i
la surface S :

' 1
toau 4w
Fig. 44. T dn dn dw.

Sile point M/ est extérieur a la surface S, on a:

1
d —
r dn dn

\

Si au contraire M’ est intérieur & S et si U’ est la valeur de U
en ce point, on a :

aL
(G) ..... i ) ﬂ._ U. r do = 40",
r dn dn ’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



FONCTION DE GREEN ET PROBLEME DE DIRICHLET 149

1
d—
e U r L .
Les dértvées o 6ty sont prises ici, en chaque point de S,
I

sutvant la normale extérieure.
Ces deux formules se déduisent de la formule (5) démontrée

: 1
dans le paragraphe précédent. Il sullit de remplacer V par gt c’est-

a-dire de considérer V comme le potentiel newtonien d’une
masse égale a 'unité située au point M.

Cette intégrale (6) a une trés grande importance; elle permet,
on le voit, de calculer la valeur U’, en un point M’ d’un volume T,
d’une fonction U harmonique dans ce volume, pourvu que 'on

. dU Cye .
connaisse les valeurs de U et —— sur la surface S qui limite T.

dn

‘Une formule analogue existe pour le cas du potentiel loga-
rithmique dans le plan; on a :

(T)erven 1y — 1 [10g (i) _du U d_li@:l ds;

r

dn : dn

1 1 .
le facteur T est remplacé par 5o le volume par une aire
119 ™~

plane, la surface par le contour qui limite cette aire et le poten-

. .1 . . . 1
tiel newtonien - par le potentiel logarlthmlque 10g(;—-> .

70. Analogies avec la théorie des résidus de Cauchy.— On peut
remarquer 'analogie de ce qui précéde avec la théorie des rési-
dus de Cauchy; la formule (7) dans le plan permet par exemple
de retrouver le théoréme des résidus.

Soit une aire plane S limitée par un contour C; plagons-nous
en coordonnées rectangulaires et soient x et y les coordonnées
d’un point M. Considérons la variable complexe

z = x iy

s

et soit [(z) une [onction de cette variable; si la fonction f est
holomorphe dans l'aire S, on peut poser

f(z) = U 1T,
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Uet T étant des fonctions réclles des variables réelles x et y, et
Tona:

AU — 0
AT=0
en to.ut poin.t de S; on a en outre : )
w_ T
B T
, Oy 0x

Soient maintenant M’ un autre point du plan, x’ et y’ ses coor-
données et 2z’ la valeur de z en ce point; on a :

2= x4 iy’

s . 1
Considérons la fonction log - ; on peut poser :
z—2z

log —z——é—z—/—=V—+— W,

1 ]
V n’est autre que log(;— et W est comme 'V une [onction réelle -

de x et y, si I'on suppose M’ fixe.
Appelons enfin U’ et T’ les valeurs en M’ des fonctions harmo-
niques U et T; on a, en vertu de la formule (7) et en remplagant

log(%) par son égal V :

du av
~17 — — .
97U _f(v U dn)ds

(9).....
2wT/=f(v%—T ﬂ) ds.

dn

Cela posé, revenons aux formules (8); changeons d’axes de
coordonnées en transportant les axes actuels parallélement a eux-
mémes en un point quelconque x,, y, du plan, puis en les faisant
tourner d'un angle a; appelons £ et  les nouvelles coordonnées,
les formules de translormation sont :.

x = E§cosa— sina 4 x,

y =E&sina 1 cosa 4y,
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et I'on voit sans peine, en tenant compte des formules (8), que
Ton a : '

oU T
% O
U aT
%

A}

~
~

N
Y]

0 X

Fig. 45.

point A de la courbe C et comme axes la normale éxtéricure
AN et la tangente AT en ce point (fig. 45). On a alors :

dU  dT
ds T dn
dU dT
dn — ds

le sens positil de latangente étantle sens des rotations inverses ;
prenons au contraire pour sens positil le sens des rotations
directes, nous aurons :

dU dT

ds =~ dn

dU dT

dn ~ ds-
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On démontrerait de méme les formules :

dv.— dW
T Tds T dn
dv  dW .

dn — ds
Les intégrales (9) peuvent alors s’écrire :
2wV = ‘AT — '
=U f( (VAT — Uaw)

25T — [ (— VdU—Taw),
(e)

ces deux intégrales curvilignes étant prises dans le sens direct
(sens inverse des aiguilles d'une montre). La fonction W n’est
pas uniforme ; mais les autres, U, V, T, sont uniformes et I'on

peut écrire :

f VAT — — f TdV
. [ VU = — f Uav

27l — — f TAV o UdW
2T = [ UdV — TdW.

on a done :

On a d’autre part :
— dz

z—2

= dV 4idW

et par suite :

[ 72~ [ 41) (— av — iaw)

z—2z

A

ou :

f fo) — f — UdY 4 TdW — i f TV —+ UdW

z—1z
= 2=T' —i1.2=U

= 2in (U +1iT) = 2i= (/)
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) = i e,

z-—1z

d’ot1 enfin :

C’est le théoréme des résidus de Cauchy.

Ce théoréme n'est vrai que si le point M’ est intérieur au con-
tour C; les formules (9), de méme, ne peuvent s’appliquer que
dans ce cas.

71. Définition de la fonction de Green. — Soient un volume T
limité par une surface fermée S et M un point situé a U'intérienr
de T.

Supposons que 'on puisse trouver une fonction II satisfaisant
aux conditions suivantes :

1° Elle est harmonique dans T,
1 .
2°Ona:]l=——?..... sur S,
r désignant la distance du point fixe M’ (¥, y/, ) au point
variable M (x, y, z).
La fonction II étant obtenue, posons :

G:II+—1—--

La fonction G ainsi définic est la fonction de Green relative au
volume T et au point M,

Cette fonction s’annule sur S et satisfait a 'équation de
Laplace en tout point du volume T, saul au point M’ ou elle
devient infinie.

La fonction de Green que, nous venons de définir est relative
a un volume limité et correspond au probleme de Dirichlet inté-
rieur. On peut de méme définir la fonction de Green correspon-
dant au probleme de Dirichlet extérieur.

Soient toujours S une surface fermée et T l'espace situé &
I'extérieur de cette surface. Solent, en outre, M un point
fixe du domaine T et M un point variable; appelons r la dis-
tance MM'. )

Supposons que 'on puisse trouver une fonction I satisfuisant
aux conditions suivantes :
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1° H est harmonique dans le domaine T.
220na: H=— —..... sur S.
3° La fonction H s’annule a linfini.

Il étant obtenue, posons :

La fonction G ainsi définie est la fonction de Green relative au
point M’ et au domaine T. Elle s’annule sur S, devient infinie
en M mais s'ltlsf'ut a I’équation de Lapl.lce en tout autre point
de T.

Quel que soit le domaine T, la fonction G est une fonction des
coordonnées x, y, z du pomt variable M ; mais elle dépend aussi
des coordonnées X', y/, z' du point de discontinuité M. On peut
done l'écrire G (x, Y, z, X, ¥, 2), en la considérant comme une
fonction de ces six variables, ou encore G (M, M), en indiquant
par cette notation la valeur, au point M, de la {onction de Green
relative au domaine T et au point M.

72. Propriétés de la fonction de Green. — Soient deux points
M et M’ du domaine T; soient en outre G (M, M) la valeur
en M de la fonction de Green relative & T ct au point M et

G (M, M) la valeur en M de la fonction de
Green relative au point M. Je dis que l'on a:

G (M,M’) = G (M, M).
Pour démontrer ce théort tme, nous dis-
tinguerons deux cas.

Premier cas.—Le domaine T est situé al’in-
térieur d'une surface S quile limite (fig. 46).
Soit alors M” un troisicme point du volume T. Posons :

G’ (M)=G (M, M)
G" (M) = G (M, M")

Fig. 46.

'

" Montrons que T'on a: N

¢ (M) = G" (M),
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Pour cela, reportons-nous a une formule démontrée au para-
graphe 68 : si U et V désignent deux potenticls newtoniens dus,
le premier a une distribution m de masses, le deuxieme i une
distribution m’, on a :

e/ AU AV | ,
J(S) (V In —U-E—) dw=4%% (mV—m'U).

Cette formule s’applique encore si U et V désignent 'un et
Vautre la somme d’un potenticl et .d’une fonction harmonique.
Or, ce dernier cas est précisément le cas de G/ et G’; G estla
somme d'une fonction harmonique II' et d’un potentiel du a une
masse - 1 placée au point M'; G’ est la somme d’une fonction
harmonique II” et d’un potentiel dd a4 une masse -1 placée au
point M”. On a done :

dG” 4G/ '
/ N/ — M / N/ 1
f(c; ——— G )dw_lut[(} (M) — G (M),

Mais la fonction G s’annule sur S; G’ et G” sont donc nulles
dans cette intégrale de surface et le premier membre est nul; le
“second doit I'étre aussi et I'on conclut :

G/ (M"y=G" (M)
'c’est-il.-dil'e
G (M, M) = G QI',M"}
et de méme :
G (M, M) = G (M, M).
Le théoréme annoncé est donc démontré. Cependant il faut
remarquer que cette démonstration n’est pas sans délaut : elle

) 4G . .
suppose en effet qu’en chaque point de S, —— existc et est finie
PP q que p

dn
. . . 1 , .
et bien déterminée. Or G est égal a II—]—? et I'on sait, au
sujet de II, seulement ceci, que 'on a :

AH = 0..... dans T

) (IR sur S
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. o e I . .
Mais on ne sait rien sur I On ne sait donc rien non plus

dG

sur ——
dn *

On peut donner une démonstration plus rigoureuse, nous
I'indiquerons plus loin, mais auparavant traitons le decuxieme cas.

Deuzi¢me cas.— Le domaine T est indéfini : ¢’est la portion de
Pespace qui s’étend 2 l'extérieur d’une surface fermée S.

Tragons alors une sphére £ de trés grand rayon ayant pour
centre M et contenant & son intéricur la surface S et le point M

Fig. 47.

(fig. 47); appeclons T, le domaine compris entrc la sphére 2 et
"la surface S et désignons par G, la [onction de Green relative au
volume T, ; enfin désignons par II, la fonction harmonique corres-
pondant et par r et r’ les rayons vectcurs issus de M et M,
On peut écrire : '
G, (M,M) =11, (M, M') + —i—,

G, (W, My=1I, (M’, M)+ —i;
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le volume T, étant limité, la démonstration du paragraphe pré-
cédent s’applique et I'on a :
G, (M, M) =G, (M, M).
Or, on a aussi :
G (M, M) =11 (M, M) - _i_
G (M, My =II(M/, M)+ %,
et il faut démontrer que l'on a:
G (M, M)=G (3, M).
Comparons G et G,; on a:
G—G=H—1II.

Considérons la- différence HI—1II,.

Cette fonction satisfait & 1’équation de Laplace dans le
volume T, ; elle s’annule sur S et prend des valeurs trés petites
en valeur absolue sur la sphére Z, si celle-ciaun rayon trés grand,
parce que Il et H, s’annulent & l’mﬁnl Dongc, dans le volume Tu
II—H, prend des valeurs trés potites en valeur absolue, qui
tendent vers zéro quand le rayon de I augmente indéfiniment.

Puisque H—II, tend vers zéro, G— G, tend aussi vers zéro.

Considérons alors les diiférences :

G (M, M)—G, (M, M)
G (M, M) — G, (M, M)

elles( tendent vers zéro et comme on a constamment
G, (M, M)=G, (\W,M)

on voit que la différence
G (M,M)— G (M, M)

tend aussi vers zéro quand le rayon de T croit indéfiniment ; mais,
d’autre part, cette différence est indépendante de 2, on a donc
nécessairement :

G (M, W) =G (M, M).

et le théoréme est démontré.
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Cette démonstration repose, on le voit, sur celle du premier
cas ; elle s’en déduit d’ailleurs rigoureusement; mais elle n’est
sans défaut que si la premiere est aussi sans défaut. J’ai indiqué
plus haut, & propos de celle-ci, la critique qui peut étre

. . L. . dG S, .
faite : elle est relative & la dérivée — dont 1l aurait fallu au

dn

préalable démontrer I'existence.
Il y a des cas cependant o I'on sait calculer la fonction de
. e e 1. . dG
Green et vérifier ainsi directement 'existence de T
dn ,

Un de ces cas est celui de la sphére; nous allons le traiter
rapidement & titre d’exemple. Occupons-nous d’abord du pro-
bléme intérieur.

-Soient T une sphere, O son centre (fig. 48) et a son rayon. Soit

Fig. 48.

cn outre M’ un point intérieur ; nous voulons calculer la fonction
- de Green relative a ce point.

A cet cllet, menons le diamétre OM et prenons sur ce dia-
métre le point M” conjugué du point M’ par rapport & la sphere :
.enfin soit M un point intérieur quclconque et M, un point de la
surface ; menons les droites OM,, MM, MM”, MM, MM” et
posons :

MM =r MM=r, OM=j.
1\1)[// J— I./ I\Iil\l”:' r/l

OM'. OM" =a?

OM" =2
e
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On a encore :

LR
T
ry I
d’ou
1 ¢
(1)... =
= 1 i
Considérons alors la {onction
o]
e,
ar
c’est un potentiel newtonien dit &4 la masse — £ située au
a

point M”; cette fonction satisfait donc a I'équation de Laplace a
intéricur de la sphére. Sur la surface, elle se réduit & — —en

vertu de la relation (1).
La fonction suivante :

@)..... . G=——,

est donc la fonction de Green cherchée.
La relation (2) montre (u’clle est égale a la différence de deux
| g ;
potentiels newtoniens, Pun di i une masse + 1 située en M,

. a .o, .. .
I’autre & une masse— — située en M”. Toutes les dérivées existent
. ? -
.. dG o, .
donc sur la surface I, en particulier —— existe et est continue.

dn
Le probleme extéricur de Green pour une sphére se traite
d'une maniére tout a fait analogue. Le résultat qu'on obtient est
le méme : '

G=‘i—"l

r er’

ol p désigne toujours la distance ONM’, le point M’ étant ici en

deliors de la sphére.
13. Revenons au cas général.

Etablissons quelques autres propriétés de la fonction de Green'
qui nous seront nécessaires dans la uite.
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1° La fonction de Green est constamment positive dans le

domaine T.
Faisons cette démonstration dans le cas d’un volume T limité.

Ona:

o— L 1.
-

4

. . 1
Lorsque r tend vers zévo, Il reste fini, done G — — reste éga-
r

lement fini, (rtG—1) tend alors vers zéro et rG tend vers 1. Ainsi,
(uand r est trés petit, le produit rG est trés voisin de 1; on peut
done affirmer qu'au voisinage du point de discontinuité la fone-
tion G est positive. Entourons alors ce point d’une sphére trés
petite Z. Entre £ et S, on a AG=0; sur S, G est nulle et sur &
elle est >0; donc entre £ et S, G est partout >0. Ainsi en tout
point de T, G est positive.
2° On a constamment dans le volume T.

G< L.
r

. . 1 P .
On'a ellet G:II+T; or, dans T, II satisfait & I'équation de
Laplace ; de plus on a II=———1— et par suite II<O sur toute la

surface S; si done T est le volume contenu i l'intéricur de S et
limité par cectte surface, on a en tout
point de T

Si

C<—
T

Cette propriété ainsi que la précé-
dente s’étendent sans peine au cas oil
lc domaine T est constitué par ’espace
- extéricur i une surface fermée S.

tig. 9. 3°Soient encore (fig. 49) un domaine T
limité par une surlace S, et un auire plus grand T, limité par une
surface S, et contenant le premier. Soit M’ un point intérieur
a T; appelons G la fonction de Green relative & T et au point M.

On a:
G=II+%.
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Appelons G, la fonction de Green relative a T, ¢t au méme point
M; ona:
1
(;1 = II] + To

Je dis qu’en tout point M intérieur & T on a:
G, > C.
En effet, en tout point intérieur a T, on a:
G—G,=1I—1II,.
Or nous savons que (i, est >0 dans T, ; on a done:

I +% >0.

et par suite

—“1<i"
r

en tout point de T, et en particulier en tout point dé S.

- Considérons alors la fonction HI—II,; elle satisfait dans T &
I'équation de Laplace et reste négative sur S; elle est donc néga-
tive en tout point de T.

Bref, a I'intérieur de T, on
a H—H,<O et par consé-
quent G,—G>0, d’out:

G,> G.

4° Soit maintenant (fig. 50)
une surface fermée S. Consi-
dérans le domaine T exté-
rieur i cette surface ; dans

. ce domaine, considérons un
volume T, limité par une sur-’ Fig. 5o.
face S,.

Soit maintenant M’ un point du domaine T ; appelons G la
fonction de Green relative a T et au point M’ et G, la fonction de
Green relative 4 T, et au méme point M.

POINCARE., Potent, Newt. ' '
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On démontre sans dilficulté, en suivant le mode de raisonne-
ment qui a servi dans le cas-précédent, que I'on a:

G <G

en tout point M de T,.

5° Considérons un domaine T limité par une surface fermée S.
Soit M’ un point de ce domaine et G la fonction de Green rela-
tive & ce point et a ce domaine.

Envisageons les surfaces :

G == const.

A chaque valeur de la constante correspond une surface parti-
culiére.

Pour des valeurs trés grandes de la constante, on a évidem-
ment des surlaces trées petites entourant le poéle M’ puisque la
fonction G devient infinie en ce point. .

Pour des valeurs tres petites de la constante, on a au contraire
des surfaces tres voisines de S.

Enfin on passe d’'une surface a une autre par délormation
continue en faisant varier la constante d’une maniére continue.

D'ailleurs la fonction G étant uni-
forme dans le volume T, deux surfaces
correspondant & deux valeurs différen-
tes de¢ la constante ne peuvent pas se
couper. )

Les surlaces

G==C.

entourent donc le pdle et s’enveloppent
mutuellement.

, Cela posé, soit une valeur particu-
liere G, de la constante ; considérons (fig. 51) la surface

Fig. 51.

G=gG,.
Appelons-la S; elle délimite, & Vintérieur de T, un domaine T,.

Tragons autour du point M’ une sphére X; nous pouvons la
choisir assez petite pour que le minimun de G sur cette spheére
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dépasse toute quantité donnée puisque G devient infinie en M';
choisissons = de telle sorte qu’en tous ses points on ait

G > G,.

Entre S, et I, la fonction G est harmonique, elle atteint donc son
minimum sur 'une des deux surfaces S, ou X ; ici ce ne peut étre
que sur I et ce minimum est G,. Ainsi en tout point de T,
ona:

G> G,
Au contraire, entre S et S| la fonction G est harmonique et son
maximum est sur S, puisqu’en tout point de S, G est nulle. Ce
maximum est done G, et I'on a en tout point extérieur a S, et

intérieur a S:

G <G,

dG
~ Considérons alms Ia dérivée —— v ise suivant Ja normale exté-
rieure a S,.
Cette dérivée existe puisque S, est a I'intérieur de S et qu’en tout
point de T la fonction G a des dérivées des deux premiers ordres.
D’ailleurs on a en tout point de S, :

dG
dn <0

puisque l'on a:

G <G,
en tout point compris entre S et S.

Reprenons maintenant la formule démontrée au N° 68 :

1) (U~ ﬂ)dw——éuz(mV— D).

Remplacons dans cette formule la fonction V par la fonction de

Green G, laquelle est la somme d’une fonction harmonique II et
.o 1 . . A

du potentiel - di & la masse m'=1 située au pdle M’. Rempla-

cons en outre U par 1; nous devrons faire m=0 et la fonnule
considérée deviendra

)..... f L do=—tim.
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Cette intégrale a un sens si on I'étend i la surface S, puisque
dG . s :
—— est bien défini sur cette surface.

dn

74. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer rigou-
reusement le théoreme du N° 72 dont
nous n'avions donné qu'une démonstra-
tion imparfaite.

Considérons toujours un domaine T
limité par une surface S et prenons
dans T deux points M’ et M” (fig. 52).

Appelons G’ la fonction de Green re-
lative au domaine T quand on prend M’
pour pdle et G” la fonction de Green
relative au méme domaine quand le pole est le point M”. Dési-
gnons en général par les notations :

Yig. &».

G'(M) et G"(M)

les valeurs de ces [onctions en un point quelconque M de T.
Nous voulons démontrer I'égalité :

¢ (M) =G (M),

Pour y parvenir, donnons-nous un nombre ¢ trés petit et con-
sidérons la surface :

G =¢.

“

Appelons-la §'; elle est trés voisine de S et, si ¢ est assez petit,
b )
elle contient a son intérieur les points M’ et M”.
Considérons alors I'intégrale :

1" N/
Y CORX A Y

dn dn

étendue 2 la surface S'; eclle est bien déterminée en vertu des
remarques faites dans le paragraphe précédent; de plus la for-
mule (1) dans laquelle on fait :

U=
V=a"
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et par conséquent :

m =
m' =1,
nous permet d’écrire :
3)..... J=4=[G" (W) —G' (M")].

Montrons que J est nul.
Cette intégrale est la différence de deux autres :

L, dG”
fG o dw

.

dG’
"
) f G do-

et

La premiére peut s’éerire

_‘//
=

. N , . -
puisque la fonction G’ est constante sur S’ et égale a ¢, Sil'on
tient compte en outre de la relation (2), cette expression devient :

— 4z,

La premiére intégrale tend donce vers zéro avec ¢

Voyons maintenant la seconde.
7

. G .
Dans cette 1ntegrale, T est  constamment négatlf comne
n

nous I'avons montré; appclons alors ¢’ la limite supéricure de
G’ sur 8, on a :

!
g lf(}”‘l—c' dw ' < lhre!,
dn

Or ¢ tend vers zéro en méme temps que ¢, car la sarface S’
tend alors vers la surface S. Done U'intégrale considérée tend vers
zéro. '

AinsiJ tend vers zéro en méme temps que ¢ et par suite 'expres-
sion

&= [G! (M) — G (\)]

qui lui est égale y tend aussi.
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Mais cette expression a une valcur fixe, elle est donc néces-
sairement nulle ct 'on a bien

G (M) = G" (M).
Le théoréme annoncé cst démontré.

75. Probléme de Green. — Probléme de Dirichlet transformé. —

. Comparaison avec le probldme de Dirichlet ordinaire. — Equiva-
lence de ces trois problémes. — L’énoncé du probleme de Diri-
chlet ordinaire a été donné plus haut (64). Voici I'énoncé du pro-
bleme de Green. ,

Placons-nous dans 'espace a trois dimensions.

Soit un volume T limité par une surface fermée S : calculer la
fonction de Green relative a ce volume et a un quelconque de
ses pomts‘.

Ainsi énoncé, le probleme de Green peut é&tre appelé pro-
bléeme intérieur de Green; mais, comme pour le probleme de
Dirichlet, on peut énoncer un probleme extérieur de Green.

Dans tout ce qui va suivre, nous ne nous occuperons que des
problemes intérieurs; les mémes considérations s’appliqueront

-aux problemes extérieurs.

On pcut montrer facilement 1’équivalence du probleme de
Green et du probleme de Dirichlet.

Soit U la fonction qui doit satisfaire & I'équation de Laplace
dans T et dont il s’agit de déterminer les valeurs dans T par ses
valeurs sur S. Sa valeur U’ en un point M’ de T est donnée par la
formule suivante

4G
!
4nU _f(G—-——UW> dw.

L’intégrale double du second membre est étendue alasurface S;
G est la fonction de Green relative au point M’ et & T. Cette for-
mule se déduit de lintégrale (G) du paragraphe 69 en rem-

plagant le potentiel—r— par la somme G du potentielT et de la

fonction harmonique II.
Sinous remarquons que G s’annule sur S, la formule ci-dessus

se réduit a : ‘
" =——fU-———-du) -
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ou bien
, 1 dG
U=— T U—s— I dw.

Sidonc on sait résoudre le probleme de Green on saura calculer
la valeur U’ de U en chaque point M’ de T, c’est-a-dire résoudre
le probleme de Dirichlet. :

Inversement, sil’on sait résoudre le probléme de Dirichlet, on
sait calculer la fonction II et par suite la fonction de Green G
pour chaque point M’ de T

Les deux problemes de Green et de Dirichlet ordinaire sont
donc équivalents.

716. Voici maintenant en quol consiste le probleme de Dirichlet
transformé : ,

Trouver une fonction V satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Que V soit continue ainsi que scs dérivées premitres dans T ;

2° Que ses dérivées secondes soient finies;

30 Qu’j l'intérieur de T on ait, en chaque point :

AV = — 4mp,

p étant une fonction finie et intégrable donnée ;
4° Que sur la surface S on ait

V=0.

\ dr’
U;fu—
ol
U satisfait aux conditions (1), (2), (3), mais non ala quatﬁéme.
Appelons U, les valeurs de U sur S; si l'on sait résoudre le pro-

bléme de Dirichlet ordinaire, on sait calculer une fonction W satis-
faisant aux conditions (1), (2) et aux deux suivantes

AW =0..... dans T
W=—"U;..... sur S.

Posons

La fonction

V=U-+W

satisfait aux 4 conditions proposées. Ainsidonc,sil’onsaitrésoudre
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le probleme de Dirichlet ordinaire, on sait aussi résoudre le
b

probleme de Dirichlet transformé.

Inversement, supposons que nous sachions résoudre ce dernier

M

probleme, proposons-nous de résoudre le probleme de Dirichlet
ordinaire, c¢’est-a-dire déterminons une fonction U telle que l'on
ait :

AU =0..... dans T
=9..... sur 5,

© étant une fonction donnée.

Pour y parvenir, formons une fonction W continue dans T
ainsi que ses dérivées premiéres et secondes et se réduisant a o
sur la surface : cela est possible d’une infinité de maniéres. L'une
de ces fonctions W étant choisie, la fonction AW est connue
dans T. Pour achever le probleme, il suffit de résoudrele pro-
bleme de Dirichlet transformé en prenant pour w la fonctlon
AW. On obtient ainsi une deuxieme fonction V.

Considérons alors la fonction

U=V 4.

Elle satisfait aux conditions proposées et résout le probléeme
de Dirichlet ordinaire.

717. Montrons enfin I’équivalence du probleme de Green et du
probléme de Dirichlet transformé.

Supposons que nous sachions résoudre le probleme de Green.
Considérons alors 'intégrale :

V#f‘G(x, y, z, X, ¥, ) p/d

G étant la fonction de Green et Pintégrale étant etendue au
volume T.

La fonction V ainsi obtenue est la solution du probleme de
Dirichlet transformé.

En effet, écrivons :

la fonction V prendra la forme :

k4 ! /
v=fo1.+f11}udr'
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Appelons V, la premieére intégrale et V, la seconde; faisons voir
maintenant que la somme V, -+ V, satisfait aux quatre conditions
du probleme de Dirichlet transformé.

1° V, est un potentiel de volume; V, satisfait done aux con-
ditions de continuité. II est une fonction harmonique; on peut,
dans V,, diflérentier sous le signe " et Ton voit ainsi que V,
satisfait comme Y, aux conditions de continuité. Donc V, qui
est la somme de ces deux fonctions, y satisfait aussi.

2°0On a:

AV = AV, +AV,,

de plus : .

AV, == —4ru
et

AV, =0 car AV, = f Ap/de s
donc, en somme :
AV=—4my.
3° Soient M un point intérieur & T, M, (fig. 53), un point
de S, V la valeur de la fonction étudiée en M; je dis que, si M

Fig..53.

tend vers M, V tend vers zéro. Pour le démontrer, décrivons
une sphére S, tangente extérieurement a Sen M; cela est géné-
ralement possible. Distinguons alors plusieurs cas :

Premier cas : p> 0.
Dans ce cas, V qui est égal a fGy.’d'c’ est positif puisque
G et p' le sont.
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Appclons G la fonction de Green relative a I'extérieur de la

sphére et au point M; on sait que :
G, >G.

Désignons par a le rayon de la sphére, par O son centre et
par p la distance OM’; appelons M, le conjugué harmonique
de M’ par rapport a la sphere; on a :

OM OM, =2’

Enfin posons :

r = MM’ .
r, == MM/,.
Ona:
v <fG,p.’d':’.

Mais nous connaissons 'expression de la fonction de Green
relative a I'extérieur d’une sphére; c’est

1 a
G =——
r or,

On a done :

V< [E 4 _f aude

Quand le.point M’ décrit I'élément dv dans T, M, décrit un-
élément dv, dans S, et au volume T correspond un volume
translormé T’ situé a lintéricur de S,. Les deux éléments d<’ et
d7, sont rcliés par la formule connue de la théorie de l'inver-

sion :
v OM" et ¢
&, oM, (_)
p

L'inégalité ci-dessus devient alors :

e
E g a’
V< -r—d’l' - T, dr’,

la premiére intégrale est étendue au volume T, ¢’est un potentiel
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newtonien dit 4 des masses dont la densité variable est p/; la
deuxiéme intégrale estétendue au volume T et represente unpoten-

tiel newtonien di a4 des masses dont la densité est P . Ce sont

donc deux fonctions continues ainsi que leur dlfference. Or cette
différence est nulle sur S, et cn I;ur'ticulielf au point M, done
cette différence tend vers zéro quand M tend vers M. La fonc-
tion v, qu1 est comprlse entre zéro et une quantlte qm tend vers
zéro, tend donec vers zéro.

Deuxiéme cas : u.<O.
Alors V est négatif et I'on démontre de la méme maniere
que :

0>V>

V, compris entre O et une quantité qui tend vers zéro, tend
vers zéro quand M tend vers M,.

Troisieme cas : p. quelconque.
On peut poser :
po=p, + s

B/, étant égal & p quand w est >0 et nul partout ailleurs, y', au
contraire étant égal 4 w quand p est < 0 et nul partout ailleurs;
-/, et ¢/, sont continues comme p. On donne ainsi naissance a
deux fonctions V', et V/; correspondant a p/, et w',; elles ren-
_trent dans les deux cas précédents et tendent vers zéro quand M
tend vers M,. Il en est donc de méme de V=V, 4V, qui
correspond i .

Ainsi, en général, quel que soit le signe de p, V tend vers
zéro quand M tend M.

La fonction V satisfait aux quatre conditions du probléeme de
Dirichlet transformé : c’est la solution cherchée.

.En résumé les trois problemes : de Dirichlet ordinaire, de
Dirichlet transformé, de Green sont équivalents.

718. Cas du potentiel logarithmique. — Ces résultats s’étendent
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au cas de deux variables et au potentiel logarithmique dans le
plan.

NNya cependant une différence : dans le cas du potentiel
newtonien on ne sait résoudre le probleme de Dirichlet que
quand on sait former toutes les fonctions de Green relatives a
tous les points du domaine. Dans le cas du potentiel logarithmique,
le caleul de lafonction de Green pour un point du domaine suffit:
le calcul pour les autres points s’en déduit.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CIHAPITRE V

RESOLUTION DU PROBLLME DE DIRICHLET
DANS LES CAS DU CERCLE ET DE LA SPIERE.
THEOREME DE ITARNACK

79. Fonction de Green pour le cas du cercle. — Il est facile
de formerlaf{onction de Green relative & un cercle C de centre O
et de rayon a (fig. 54) et & un point M’ intéricur & ce cercle.

Yig. 54.

Tragons O M qui rencontre le cercle en A et B et prenons
sur cette droite le point M” conjugué harmonique de M’ par rap-
port a A et B. Soient d’autre part M un point quelconque situé
alintérieur de C et M, un point quelconque situé sur le contour
de C. Posons : o2

<

OM =35, OM/=-‘—

p
MM =r, MM =y
MM =r, MM =r,
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On a la relation :

'
I
r.l

s

quel que soit le point M,.

" On a d’autre part :
/
T T T
o 0
log -———log——r, =Ilog -

r

ct ¢

'
r a
log —* = log —
°r & £

. Posons alors :

G=log —* 1II
T

I :——]og{?——— log —:—;—
)

On a bien :
All=0

. r .
ct de plus II prend bien sur C les mémes valeurs que log 'ITO' .Dour:

N
G = log _11_ — ]og—:—-

ct G est la fonction de Green cherchée.

On peut suivre une marche analogue pour former la fonction
de Green relative 2 un domaine constitué par la partie du plan
qui est extéricure au cercle C.

Sachant trouver la fonction de Green pour le cas d'un cercle,
on sait par la méme, comme nous 'avons vu, résoudre le probleme
de Dirichlet pour le cas du cercle. I1 y a bien encore, il est vrai,
quelques difficultés. Mais elles seront levées plus loin & propos
de la sphere. Il est inutile d’insister sur le cas du cercle, la
méthode a suivre étant la méme que pour la sphere.

80. On peut suivre une méthode plus directe pour résoudre le
probléme de Dirichlet dans le cas du cercle. >

Placons I'origine des coordonnées au centre du cercle donné C.
Soit M’ un point intéricur & C. Appelons x, y les coordonnées
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rectilignes rectangulaires de ce point et p, © ses coordonnées

polaires. On a :
X==pCOS &

y==p sin v,

Cela posé, on veut trouver une fonction continue V possédant
des dérivées partielles des deux premiers ordres elles-mémes
continues et vérifiant les conditions suivantes :

AV =0..... & I'intéricur de C,

V=29(w)..... sur le contour de C,

o (©) étant une fonction donnée. Si cette fonction satisfait a la
condition de Dirichlet, on peut la développer en série de Fourier:

w -
: ~ !
2 (w)=A, —I—ZA,, cosnw —I—ZB,, sin now.
1 1
- Posons alors :

V= A°+2Anp"cos nw -4+ V B,p" sinnw.
e
1

1

Je dis que V est la solution cherchée.
Remarquons que nous avons supposé implicitement le rayon du
cercle C égal al'unité. Sl était égal a R, il faudrait éerive :

V=A, —I—Z‘An <—Pﬁ-> n’cos nw—f—ZBn (%)nsin nw
1 1

Mais rien ne serait changé pour cela aux raisonnements qui

vont suivre.
Etudions la fonction V. Placons-nous d’abord en un point situé

a l'intérieur du cercle C. En un tel point, on a:
p<l. -

Prenons p, tel que :
‘ p<po<l.

Cela est possible. D’autre part il est facile d’assigner une limite
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supéricure N aux modules des coelficients de la série » (w). Dans
ces conditions, on a évidemment :

|A.p" cos nw| < No.»
|B.g® sinnw | < Np,*
[ 4 [<N.

Les termes de la série V sont done inféricurs en valeur absolue
aux termes correspondants de la série :

@®

N+2ZN90"

1

qui cst convergente et 4 termes tous positifs. Done, dans tout
domaine intéricur au cercle C, la série V est absolument et uni-
formément convergente et sa somme V estune fonction continue.
On démontre de la méme fagon que V possede des dérivées par-
tielles de tous les ordres elles-mémes continues.
11 résulte des remarques précédentes que, pour monirer que
T'on a:

AV =0
en tout point intérieur a C, il suffit de montrer que chaque terme
de la série V satisfait i cette relation. Orona:

(x+1y)"==p" (cos nw ~1 sinnw)
Mais (x 4 iy)* est une fonction analytique holomorphe de
x—+iy.D'onr: )
A(p"cosnw) =10
A (p* sinnw) =0.

On peut d’ailleurs le vérifier directement. En effet, changeons
de variables et écrivons 'identité :
. 1 0V 1 0V
=l LN
0p* o 02 0 Jw

) ) )

‘ . N . s
Tout revient a voir que Tona :
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¢’est-a-dire :
nn—1)4+n—n=

i

ce qui est évident.
Enfin, en vertu d’un théoreme d’Abel relatif aux séries entiéres,

il est clair que V tend vers 3 (w) lorsque o tend vers 1. Done V

est bien la fonction cherchée.
Remarquons que I'on vérifie aisément les relations :

A(cosnw>=0

n

Si donc on pose :

V=Ao-—l—z A, cos nw B, sinnw ,
1

n
P

on obtient la solution du probléme de Dirichlet pour le cas ol le
domaine envisagé est constitué par la partic du plan extérieure

au cercle C.
81. Représentation conforme. — Soit une variable complexe :
z==x-1y.

Considérons unc fonction analytique helomorphe de Ila

variable z :

[ (z) =X +iY.

On a:
oX oY
o oy
oX oY
oy T X
Dot :

AX=0, AY=0.

De plus, X et Y sont continues et possédent des dérivées par-
tielles de tous les ordres clles-mémes continues. Ce sont done
certainement des fonctions harmoniques. .

Réciproquement, soit X une fonction uniforme de x et y, har-

Porxcarg, Potent, Newt. 12
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monique dans un certain domaine D. Je dis que c’est la partie
réelle d’une fonction de variable complexe réguliere dans le
domaine envisagé, Posons en effet :

“

" Y= 0X dy— gx—dx,
i (L) ox Y Oy .

L étant un chemin d’intégration qui ne sort pas du domaine D.
I’expression :

X X
I dy — W dx

est une différentielle exacte puisque ’on a par hypothése :
AX =0, .

Donc l'intégrale curviligne considérée est indépendante du
choix que I'on fait pour L. De plus, on a bien :

Y X
EC
X
Dy =

-
Donce X 4 1Y est une fonction analytique de x - iy. D'ailleurs
il est évident que cette fonction n’a aucun point singulier dans
le domaine D. Je dis qu'elle est uniforme. En effet on a :

df=dX 4 idY.

Mais :

dX =0, [aY=0,
) )

[ {r

si C est un contour fermé situé tout entier dans D. Dot :

L:df; 0

dans les mémes conditions.

82. — Soicnt deux aires a et A limitées respectivement par les
contours ¢ et C. Supposons qu’il existe uné corrcspondance
univoque et réciproque entre les points de a et ceux de A, de
telle sorte qu’a tout point m de a corresponde un point M de A
et un seul, et réciproquement. On dit alors que 'on a effectusé
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.la représentation uniforme des deux aires a et A I'une par lautre.
Appelons x, y les coordonnées de m et X, Y celles de M;
X, Y sont des fonctions uniformes de x, y et réciproquement.

Envisageons deux courbes tracées dans a et se coupant en m:
il leur correspond deux courbes tracées dans A et se coupant
en M, si, comme nous le supposons, la correspondance établie
entre a et A est telle qu'a deux points infiniment voisins pris
dans a correspondent deux points infiniment voisins dans A et
réciproquement.

Si I'angle des deux courbes de A en M est égal a I’ mgle des
deux courbes de a en m, c’est-a-dire si les angles sont conservés
par la transformation, on dit que la représentation est conforme.
Il y a d’ailleurs deux sortes de représentations conformes : les
directes et les inyerses, suivant que les angles correspondants
sont on non de méme sens. Je ne m’occuperai que des repré-
sentations conlormes dircetes. Dans ce cas, X 1Y doit étre une
fonction analytique de x 4iy. D’ol :

X Y
0X 0Y
Ny T

Ces conditions sont nécessaires et sulfisantes.

I1 est clair que, si l'on sait faire la représentation conforme
d’une aire o sur une aire {3 et celle de 3 sur une troisieme aire v,
on saura aussi faire la représentation conlorme de o sur y.

83. — Supposons maintenant que I'on sache faire la repré-
sentation conforme de a sur A. Admettons en outre que le pro-
bleme de Dirichlet ait été résolu pour le domaine a limité par ¢,
Alors on pourra le résoudre pour le domaine A limité par C.

En effet notre hypolhése est que l'on sait construire unec
fonction v réguliere dans a vérifiant les. relations suivantes :

2. 2
0 5 T e o ==0..... dansa

0y?

V=25 (S).....sure

» (s) étant une fonction donnée de I'arc s de c.
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Cela posé, nous voulons trouver une fonction V régulicre
dans A et vérifiant les relations suivantes :

2V v
)RR i
V=¢(S)..... sur C

0.... dans A

® (S) étant une fonction donnée de I'are S de C.
En vertu d’une remarque faite au paragraphe 81, v est la
partie réelle d'unc fonction analytique holomorphe de x—4-iy :

v-iw=f(x 4+ iy) A

mals on a :
X 4-1Y =T (x 4-1y)
D’ou :
v lw= f1 (X —+ iY)
On peut alors poser :
V=v (X, Y)

La fonction V est harmonique dans A et prend sur C la méme
succession de valeurs (ue v sur c.

On sait résoudre le probleme de Dirichlet pour un cercle. Done

on peut le résoudre pour toutes les aires qui sont conformément
représentables sur un cercle.

84. Considérons encore une aire T. Si 'on connait la fonction
de Green relative au domaine T et i un point particulier M’ de ce
domaine, je dis que 1'on pourra trouver toutes les fonctions de
Green relatives au méme domaine. En effet on a :

G = log ll?__g_n,

la fonction H étant définie par les égalités suivantes :

All =0..... dans T

Il=—log th’- ..... sur le contour de T.

La fonction G est uniforme. De plus c’est la partie réelle d’une
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fonction analytique de x -1 y. Appelons G la fonction qui lui
est associée et posons 3

G+iG = [ (x4 1y).
La fonction G’ est-elle uniforme ? Nous ne pouvons pas 1'affir-

mer, a cause de I'existence du point singulier situé en M'. Mais,
pour voir ce qu’il en est, il nous suffit de tracer les courbes :

G=C"
"Nous savons qu'elles s’enveloppent mutucllement (§ 7T3) et
qu’elles contiennent toutes le point M’ a leur intérieur. Cela posé,

. d d . . . .
désignons par -—— et —— les dérivées prises respectivement sui-

ds dn
vant la tangente et la normale 4 'une de ces courbes. Ona :
dG& dG
“ds ~ dn
dG’ dG
“dn ~ ds

dG’ » dG
4G/ — f ds — / ds
f ds °° dn ’
le contour d’intégration étant 'une des courbes :
G =G,
Or, nous avons vu que :

dG
dn

ds:—‘.)-ﬁ.

Donc :

- fdc.'=—2,—.

et la fonction G’ n’est pas uniforme, puisqu’elle augmente de
— 2= quand on fait décrire au point x, y un contour fermé
entourant le point M'. Toutelois, si la fonction G’ n’est pas uni-
forme, il n’cn est pas de méme de la fonction :

iz
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Done on peut poser :

e+ — [ (x 4 1iv) = X 1Y,

f, étant une fonction analytique uniforme de x -1 y.
Maintenant, considérons le cercle :

X2 Yr—1,
Je dis que nous pouvons faire la représentation conforme de
Iaire T sur ce cercle. On a :.
VXE Y2 = b,
Donc les courbes :
G —_ Cle

se transforment en les cercles concentriques :
X? _*_ \'2 —_ C(e.
D’ailleurs la courbe :
G=0
qui n’est autre que le contour de 'aire T devient le cercle ¢
X2 4+VY2=1.

La représentation est ainsi réalisée. En conséquence, on peut
résoudre le probleme de Dirichlet pour I'aire T et par suite trous
ver toutes les fonctions de Green relatives a ce domaine. La pre-
position annoncée est donc établie.

Ce théoréme n’est plus vrai dans le cas de ’espace.

85. Résolution du probléme de Dirichlet pour le cas de la sphére.
— Nous avons déja formé (§ 72) la fonction de Green relative i
- ~une sphére et & un point’M’ situé i I'intérieur de celle-ci. SiI'on
appelle (fig. 55) : : .

a..... le rayon de la spheére,
p..... la distance O/,

r..... la distance MM’

r'.... la distance MM",

ona:

G—=t__2
T pr
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En tout point de la surface de la sphére, la relation :.

. /

est vérifiée, puisque les points M’ et M” sont conjugués harmo-
niques par rapport i la sphere. .
Posons :

Alors :
dG cos % a cos ¢

dn = r? or’?

.. dG Lo ‘
En effet — o ot la projection sur le rayon O M, des attrac-
n

Fig. 55.

. . o, a
tions dues 4 deux masses, I'une -~ 1 située en M/, 'autre — —
a

o, oy . R v
située en M”. On peut d’ailleurs facilement vérifier la formule pré-

. . dG
cédente par un calcul direct. Transformons 'expression de d—'- :
n

dG T CO8 % a 1 cos¢
dn o
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Or on a sur la sphére :

r*=—r ‘ps .
Dou:
dG  rcosyp e? 1 cosy
“dn P PO
Mais :
rcos p==a—pcosl
a2
r'cos ¢ = —cosf—a.

Remplacons :

. dG . .1
On voit que —— est px'oportlonnel a -1—*

dn
Cela posé, cherchons a résoudre le probleme de Dirichlet pour
le cas de la sphere. Il s’agit de construire une fonction V régu-
liere en tous les points situés a I'intérieur de la sphére et satis-
faisant aux conditions suivantes:

AV =0..... alintérieur,

Y = une fonction donnée..... 2 la surface

Appelons V la valeur de la fonction inconnue en un point M
situé a l'intérieur de la sphére et V' la valeur donnée de cette
méme fonction en un point M’ de la surface. Soient, d’autre part,
do’ un élément infinitésimal de cette surface et G la fonction de
Green ayant le point M pour péle. On a (§ 75) :

1 dG
Ve —— [V —do’
b dn ?
le champ d’intégration étant la surface de la sphere. Cette for-
mule permet de résoudre le probleme que nous nous sommes
posé. Mais il y a deux objections possibles :
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dG . . :
1o..... I existe-t-il ? Nous avons vu plus haut que oui.

2°..... la méthode suivie suppose que l'on admette d’avance
I’existence de la solution cherchée.

Pour atteindre une rigueur parfaite, il nous faut établir que
la fonction V construite au moyen de la formule précédente rem-
plit bien toutes les conditions imposées a la fonction cherchée.
C’est ce que nous allons faire. Nous sommes ainsi amenés a dis-
cuter une intégrale connue sous le nom d’Intégrale de Poisson.

86. Ona:

dG ~ a?—¢?
T Tdn T ar
D’ot :
v =f (2 — 9% Vido'
4 war®
Posons :
Vo
P
On en déduit : -

_ (=
V_f——————ra do'.

Comparons V & la fonction : ‘

! !
U= f prdo
r
qui est le potentiel newtonien d’une couche de matiére attirante
répandue sur la surface de la sphére. Soient x, y, z, les coor-

données rectangulaires d’un
polaires. On a :

point et g, 6, 9 ses coordonnées

X ==p cos¢sinf
y=psingsinl
z

=p cos .

\

Grice a ce changement de variables, V devient une fonction de
g9, 9.

Etudions 'expression :
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On a:

oU oU ou oU
P T X Ty
En effet : )
P=VX oy 2.

Laissons alors § et ¢ constants, mais donnons & o un accroissement
infiniment petit d>. Nous passons ainsi du point dont les coor-
données sont p, 8, v au point dont les coordonnées sont p - do,
B, ».0n a:

0 10) oU ©oU
'FP—' dP =-K' dx —+ O_y dy—l——v dZ,

enappelant x, y, z et x 4 dx, y 4 dy, z 4 dz les coordonnées

v

cartésiennes des points M et M’ (fig. 56) dont les coordonnées

z

2
~

o]

[
1]
{—:-- [R——

]
I
1]
1

~e
Y’ Fig. 56.
polaires sont p, 9, o, et o - dp, 8, ». Remarquons que dx, dy, dz

sont les projections orthogonales de dg sur les trois axes de coor-
données. D’otr :

ax_dy _a
x y oz p

Nous pouvons remplacer :

dx, dy, dz, do

)
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par des quantités proportionnelles. On conelut de 1a :

ouU oU oU oU
e T S Ty Tt
C’est ce que nous voulions établir.
On a:
,1 .
o U =g ’0————<—r—) de’
DAY v > OP ‘

D’autre part, on peut écrire :
r’=a®~+-p>—2ap cos b

en posant (fig. 55) :

On tire de li ¢
rdr =pdp —acos id>

¢’est-a-dire :

_ dr p—uacosf
dp r ’
Par suite : : .
o)

0<T . 1 or
o 0

0=

‘ (1) - acosf—p
da 1°

\3 3

% oU =fi’~/ 2ap cos § —2p? d(l)l:-‘f{.l’ a?—pj‘—r"’

.
| U=f-*l*__'dw'

et:
a2__ 2
V=W = gy,
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0

a

U—+20 =1V,

g
O

Cette relation va jouer un rdle essentiel dans nos raisonnements.
La fonction U est un potentiel newtonien du & une surface atti-
rante. Donc U a des dérivées partielles de tous les ordres qui
sont finies et continues, en tout point situé a l'intérieur de la

sphere. De plus ona :
AV=0

est aussl

dans le méme domaine. Maintenant il est clair que p ]
ds
Iy

une fonction continue et posse¢de des dérivées a I'infini. En outre,

oU

on a:

En effet, de la formule :

on déduit :

ouy. h18} U ou

; ox

et, comme ona:

AU=0,

ce qui entraine :
ou U oU
A<W>=A(T;>=A(p—z)— 0,

on peut écrire :
oU
)
°

AV=20

0.

I

<

La relation :
est ainsi vérifiée.

En un mot, il résulte des remarques précédentes que V est
une fonction harmonique dans la sphére.
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/
11 nous reste a constater que V (x, y, z) tend vers V' (x',y, 2
quand le point M (x, y, z) tend par un chemin quelconque vers le
- point M (x/, ¥/, ) de la surface de la sphere.

z

(s)

1

Rappelons d’abord un résultat établi dans la théorie des sur-
faces attirantes. Soient (fig. b7) ¢

S .. ... ... uncsurface attirante.
M,. . ... ... un point fixe de S.
M. ....... unpointde espace.

X, ¥, % .. ... lescoordonnées de M.
MM,. . . . ... ladroite quijoint M a M,.
M........ uvnpointde S.

xX,y,2 .. ... lescoordonnées de M.

# ... ... .. une fonctiondex,y,z.
Bo- + + -« « - . lavaleurde p/en M,

Supposons que le pbint M tende vers le point M, en suivant la
droite fixe MM,. Prenons la normale 2 S en M, pour axe des z et

le plan tangent & S en M pour plan des x, y, les axes de coor-
données étant d’ailleurs rectangulaires. Considérons maintenant

I'intégrale :
/ i3
J __f zp/dw ,

1.3
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r étant la distanco MM'. Si les axes sont quelconques, on a:
NMp/de’
Jem [ TRCO
Y

N étant la projection de M sur la normale en Mg, projection
faite parallelement au plan tangent en M,. Le champ d’intégration
est toujours la surface S dont do’ est un élément. Cela posé, on
sait que :

lim, o] =2=%y,.

Appliquons cela.

M N

On a (fig. 58) :
! !
(22— ) » lU.d(l)
V= (a i )j 1
a?— o? f }*/W,Nd(o’ .
M,N r?

V=

»

Si M tend vers M, N y tend aussi. Dans ce cas, on a :

2 2
.oat— .
hm——— =1lim (a4 o) =2a,

=0

5
v
=

car

: MN=a—ON=a—jcosq,

o ¢tant 'angle MON, ce qui prouve que :

lim M N =1lim (a—»2).
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D’autre part, en vertu du lemme rappelé plus haut, on a :

PRI N o/
tim [EIRO 2y

"
D’ou:
limV=4ray,
ce qui donne bien :

lim V=YV,

En définitive, il est prouvé que la fonction V résout le probleme
de Dirichlet dans le cas de la sphére.

87. Reprenons la formule :

. U
, V=U 2

°

‘

On sait que’ U est le potentiel di & une certaine couche de
matiére attirante répandue sur la surface de la sphere. Aucune
des masses qui engendrent U n’estsituée a V'intérieur de la sphere.
Donc (§ 23), dans ce domaine, U est développable en série de
polyndmes sphériques :

U=, 0,1, .. 11, - ...
On peut écrire :
II,=p"X,,
X, étant unc fonction sphérique. D’ola
U=X,+oX, 4 p*X; 4 ... + "X+ ...
Les quantités X, ne dépencient que de Getn. Dou:

.o%g_ =X, + 20X, + ... 4+ np"X, ...
P.

Ces deux séries sont convergentes pour :
o <a.

On déduit de la qu’alintérieur de la sphere V est développable
en série de polyndmes sphériques :

V=I2n+1) "X, =X 2n+ 1)n,.
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Ce développement est valable pour tout domaine contenu dans
Ia sphére. . -
On ne peut pas, en général, modifier I'ordre des termes dans
les séries précédentes et ordonner par rapport a x, y, z. Cepen-

dant cette opération est possible (§ 24) si :
s < a,

) étant une constante suffisamment petite. Donc V est une fonc-
tion holomorphe dans le voisinage du centre. Il en est de méme
d’ailleurs en tout autre point de¢ la sphére, comme on le verrait
en ordonnant les développements par rapport a X —xX,, y — ¥,
z— z,, si 'on appelle x, v, z, les coordonnées du point considéré.

Fig. 59.

Tirons de la une importante conséquence. Soit un domaine T
dans lequel une fonction V est harmonique. Prenons un point M
quelconcque i Iintérieur de ce domaine et .entourons ce point
(fig. 59) d’une sphere X assujettic seulement a ne pas sortir deT.
La fonction V est harmonique dans 2. Done on peut trouver une
nouvelle sphere Sayant pour centre le point M, contenue dans S et
assez petite pour que V soit développable dans S en série entiere
procédant suivant les puissances de X — x,, ¥y —1Y,, 2—z, (si I'on
appelle x,, y,, z, les coordonnées de M). Donc la fonction V est
holomorphe en tout point de T.

88. Méthode de Thomson. — Envisageons une transformation
ponctuelle de I’espace par rayons vecteurs réciproques. Plagons
(fig. 60) Torigine des coordonnées au pole d’'inversion O et sup-
posons que la sphére directrice ait un rayon égal & I'unité de
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Jongueur. Si M et M, sont deux points correspondants, on sait
qu’ils sont en ligne droite avec I'origine et que l'on a :

OM.OM,=1.

Voyons les applications de cette méthode de transformation
a I’étude du potentiel. :
1°... Cas d’un seul point attirant. — Soient (fig. 61) M un

. (]
Fig. Go. Fig. 61,

point aitirant et M un pomt attiré. Au point M corlcspond le
point M, et au point M le point M,. Posons : ‘

OM=p, OM =p, OM,=p, OMN, =¢

’ MM =r, MMN,=
Ona:

e =p'p’y=1
et

RIS Y

roopt g

a cause de la similitude évidente des triangles OMM’ et OM M.

Supposons que le point M’ porte une masse m’ et le point M/,
une masse m’,. Quant aux points M et M,, leurs masses sont par
hypothese égales 4 4 1. Alors, si nous appelons V le potentiel

POINCARE. Potent. Newt. i3
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did alaction de M sur M et V, le potentiel du a l'action de M,
sur M,, nous avons :

! !
m m
Vr—_—_-——, V‘ —_ 1
r r,
Dot
P
& m Vo
r m' \,
Or:
b
T o'
Par suite :
1
o, Vo8,
m' Vg
Choisissons m’, de telle facon que :
!
ool
m’ P/ v

Puisque m’ est donné, on voit que m’, peut étre déterminé. De

i
m . ..
lus, le rapport —* est indépendant de ¢. On a alors :
pius, PP o P P

v A

—_ =
vi?
Vi

c’est-a-dire :

V= Ptvn Vi = PV'

2°... Cas de plusieurs points formant un ensemble discret. —
Svient M un point attiré portant I'unité de masse et :

M......M

un systeme de p points attirants portant respectivement les
masses :

en désignant par r;, la distance MM,
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Appelons M’ le point qui correspond a M dans I'inversion et :

M, M,..... M..... M,
ceux qui correspondent i :

M, M,..... M..... M,.
Posons en général :
OM=p, OM =g
O)I/ — p/, Ol\l,i:_—_' O/

MM, =1, MM,=1,.

Ona
pp'=pipi=1
et :
P/ . Pli . r/‘
R

pour toutes les valeurs de D'indice i depuis 1 jusqu’a p. Atta-

chons maintenant a chaque point M/ la masse m’; déterminée
par larelation :

m/; 1 ,

ny o

D’autre part, considérons le potentiel V' produit en M par
Pattraction des points M/, :

r
vV — n'|
- v}
1
On a :
!
o .
1/i=rl‘__
Ri
!
m; m; o op 1 1 .
T T — 1 T
Ty Pi i@ P h
Dou : X
[A V72N ¥4
PV =V,
Comme on a:
!
pe'=1,
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on en déduit :

V' =oV.

)

3e... Cas d’un volume attirant. — Considérons un volume atti-
rant T o la densité de la matiére est . en chaque élément de
volume dt dont le centre de gravité est le point M. Soit P un
point attiré portant I'unité de masse. Appelons r la distance MP.
Le potentiel produit en P est :

wdz

V=

m T

Transformons par inversion. Le volume T devient un volume T’
ou la densité de la matiere estp’ en chaque élément de volume d<’
dont le centre de gravité est le point M’. Soit P’ le point qui
correspond a P. Appelons 1’ la distance M'P’. Le potentiel pro-
duit en P’ par T/ est :

}J-ld"t’

/

!

(T/) by

Le point M’ est supposé, lul aussi, porter l'unité de masse.
H b

Quant 4 1/, on peut le choisir arbitrairecment. Posons :
p/ds’ 1

l
—_ — =P Ms

y.d‘t.' P‘“

en appelant py la distance OM et p'y, la distance OM'. Désignons

encore par g la distance OP et par ¢’ la distance OP’. On a :

r__ r
PR = pPupw = 1
et :
/ ! J
g w2
P e X
Dol :
! 7;
dv . 2w — ot 1
- 3 Y MW —"%
d=z oM M
Prenons donc :
w! 1
e =05“
- 143 oA
& fw
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Alors la relation :

est bien vérifiée. D’ou :

wdv  pde

o'y =9 .
Y T “M o v

On en conclut :

I YA $44
Vi=pV, V=75V,

197

4° Cas d’une surface attirante, — Conservons les mémes nota-
tions, en remplacant seulement les éléments de volume dz et d<’

par les éléments de surface dw’ et do’. On a ici :

R A
do P P,'M
On prend donc :
) _EI_ e .
e "
etl'on a encore :
| wdo! 1
S =
D'ou :
: V=pV, V=7V,
5° Cas.d’une ligne attirante. — Conservons toujours les mémes

notations, mais en remplacant les éléments de surface do et do’

par les éléments de longueur ds et ds’. On a ici

!
.ils_.= OI2M/ —1 1 .
ds § P2M
On prend donc :
w! 1
~ = =0
— M
= P
et 'on a encore :
w'ds’ 1 ,
)
o
{J.dS oM
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V=pV, V=p'V.
5° ReManQue. — Dans tous les cas examinés, on a :

V'=5V.

)

Supposons que P’ s'éloigne i V'infini, alors P tend vers 'ori-
. gine, p tend vers zéro et V reste fini. Donc V' tend vers zéro.

Supposons maintenant que P s'éloigne a linfini. Alors pV
tend vers la valeur A de la masse totale qui engendre le poten-
tiel V. Il en est donc de méme de V' quand P’ tend vers
I'origine.

89. Equivalence des problémes de Dirichlet intérieur et extérieur.
— Soit une fonction V, (fig. 62) harmonique a Pextérieur d’une

(S1)

Fig. G2.

surface fermée S,, s’annulant i l'infini et prenant sur S, des
valeurs données. Admettons que les dérivées premieres de V,
restent finies et continucs méme sur S;. On peut alors construire
une fonction définie, uniforme et continue a l'intérieur de S,,
‘qui prenne sur S, les mémes valeurs que V, et qui posséde a
I'intérieur de V, des dérivées continues des trois premiers ordres.
Cette nouvelle fonction peut étre regardée comme un prolonge-
ment de la fonction V,. On a :

AV, =0... a Pextérieur de S,

AV, 5£0... a I'intérieur de S,.
De plus les dérivées de V, sont en général discontinues quand
on traverse la surface S,. Dans ces conditions, il est clair que

V, peut étre regardé comme la somme de deux potentiels, 'un
dd 2 une couche attirante répanduc sur S, I'autre dit & des masses
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distribuées i 'intérieur de S,. Effectuons maintenant la translor-
mation de Thomson. Le potentiel V, devient un potentiel V et.
en deux points correspondants on a la relation :

V,=pV.

Par cette méme transformation, la surface S, devient une nou-
velle surface fermée S et, si le péle d’inversion a été pris a I'in-
térieur de S,, I'espace extericur a S, devient 'espace intérieur
a S. Le potentiel V est dit & des masses extérieurcs & S ou situées
sur 8. Done, a l'intérieur de S, ona :

AV =0.

Donc V est harmonique. De plus V prend sur S des valeurs
qui sont données par la relation :
1
=—1V.,.

¢

On voit par la comment on peut ramener le probleme extérieur
de Dirichlet au probleme intérieur, et réciproquement.
J'indiquerai seulement, pour terminer, que, si la fonction :

V,(x,5,z,)

est harmonique a 'extéricur de S,, la fonction :
1

! 1 X y =z
Vr =2V, (G )

est harmonique a I'intéricur de S. C’est ce (ue nous venons de
voir. On peut le vérifier par un calcul direct.

90. Cas du potentiel logarithmigque. — Soit un potentiel :

r
V=32m log—
Q
)
’ ) - . .
dd a des masses quelconques. IFaisons une inversion comme
ci-dessus, mais en donnant des masses égales a deux points
correspondants. On a :
r
V,=2Zmlog —*.
Py
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" Dot ;
. r o
V,—V=Zmlog — = Em log —,
ri Pl
en reprenant les mémes notations que pour le cas d’un point atti-

rant au paragraphe 88. On peut écrire :
V,=V—+4Zmlog —::‘3- —3m log% .
1

On voit que la différence V,—V ne dépend que de la position
¢t de la valeur des masses attirantes données.

La conclusion est la méme, qu'il s’agisse de points discrets,
de surfaces ou de lignes.

On verrait, comme pour le potentiel newtonien, qu’on peut
ramener le probleme de Dirichlet intérieur au probleme exté-

rieur, et réciproquement. Seulement, ici, si :

V(x,y,2)
est harmonique,
’ X z
v ('_," Lza ’_2')
O
I’est aussi. -
91. Propriétés des fonctions harmoniques 4 l'infini. — Considé-

rons 'espace extérieur a une sphére 2 de rayon 1 (fig. 63). Soient
M et M, deux points correspondants dans I'inversion définie par =

prise comme sphére directrice. Posons : .
: p=O0M, p,=OM,.

Ona:
l°t°1=1‘

Si V, estune fonction harmonique a I'extéricur de X, laméthode
de Thomson permet de construire une fonction V harmonique a
lintéricur de Z. Entre les valcurs de V et de V, en deux points
correspondants, on a la relation : -

! .
T r
V=3V,

Remarquons que V est harmonique méme au voisinage de O
q o] »
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pourvu que V, s’annule & l'infini et s’y comporte régulicrement
comme un potentiel newtonien.
-

Fig. 63.

Cela posé, on peut écrire (§ 87).

V=IQ2n+1) 0, =2(2n+4-1)p"X,.

Dot :

en posant :

Le développement de V est valable i l'intérieur de T et celui
de V, Vest a 'extéricur.’

92. Remarque. — Considérons (fig. 64) une fonction V har-
monique en tout point M situé i V'intérieur d’'une sphere S, sauf
peut-étre au centre O.

Posons :

Vdo

I4 2

=) 4ot
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¥ étant une sphére de rayon p concentrique a S et tout entiére
intérieure a cette derniére sphére. On voit que J représente la

Fig. G4.

valeur moyenne de V sur Z. Envisageons maintenant une sphére @
concentrique aux premiéres et de rayon 1. Soit :

d(l)
4wo?

do=

Alors 'do est un élément de la sphére Q. D’ou :

J= / Vdo.
(Q)
On en déduit ;

R U By
do ~Jaydp T 4wt ) dn
dJ 1 dv

Pg = e——— —

. dp 47 Js dn

Considérons deux sphéres T et ' correspondant a deux valeurs
différentes de g, p et p’. Entre ces deux spheres, V est harmo-
nique. D’olr : '

dv deo dv
Ldn CC T v Tdn
Par suite :
‘oz%____ Cle=____c
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On en déduiit :

da C
T
J_—_-OE—I—A,

-A étant une nouvelle constante.
Si VY est harmonique méme en O, J conserve une valeur finie

lorsque p tend vers zéro, car si on pose alors :

|VI<N
on a évidemment
| J|< 4=N.
Dong:
C=0.

.
La méme conclusion subsiste, si, V n’étant pas harmonique en O,

on peut cependant réaliser I'inégalité :
N
IVi<—=—-
o]
)
Dans ce cas en eflet, dés que p serait assez petit, on aurait :
| Vi<,
" sl C était différent de zéro. Mais cela est impossible puisque J est
la valeur moyenne de V. D’our:
C=0.

D’ailleurs la conclusion ne serait plus exacte dans d’autres cas,
du moins en général. Prenons en effet par exemple :

1
P
On aici:
J— dw . 4wp? ____l_
J hdwp? bug® T o )
Dol :
C=1.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



204 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

93. Théoréme analogue & celui de Laurent. — Soit V une {onc-
tion harmonique dans l'espace compris entre deux sphéres
concentriques S; et S, dont les rayons sont respectivement p,
et g, (p,<p,). Cette fonction est susceptible d’'un développement
en série analogue & celui qui est connu sous le nom de formule de

Fig. 65.

Laurent pour les fonctions analytiques holomorphes dans une
couronne circulaire. _

Soient x, y, z les coordonnées d'un point M situé entre les
spheres S, et S,. Posons (fig. 65) :

9=W£sz+y2+zg.

Nous supposerons, ce qui est permis évidemment, que V reste
finie et continue ainsi que ses dérivées sur S et S ; cela revient i
dire que V est harmonique dans un espace un peu plus grand que
celui que nous considérons. Dans ce cas, on peut, d’une infi-
nité de facons, construire une fonction W jouissant des propriétés
sulvantes :

1°..... W est défini a l'intérieur de S,.

2°..... Si l'on considére une fonction © qui coincide avec V
entre S, et S, et avec W a I'intérieur de S;, ©® présente tous les
caracteres de continuité des fonctions harmoniques régulieres.
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Posons maintenant :

’ 1

w=— T A6
et
U w'ds’
1) r
Ona: .
AU =40 = AV..... pour p<pg,
AU=140 =AV=0..... pour o, <p<p,
AU=0..... pour o >o,.

Or on peut écrire :

V=

®—U)4-U..... pour g, < o <p,-
A I'intérieur de S,, on a:
| A(0—TU)=0, .
d’olr (§87):
0 —U=X2n410,=22n+ 1) "X,
Ce 'développement est valable pour :
P<Pr

Cela posé, U est un potentiel newtonien engendré par des masses
situées toutes a 'intérieur de S;. Donc, pour:

Po<<P <Piy
on a (§91): ‘
. Hln Xln
U=3 P2n+1 = I Pn+1'

On conclut de la:

!
Ve=S@n4+ 10, +3 — o
¥

ou encore:
XI

V=2(2 n- 1) p“X,,—|—2-E;;"T-— .

Ce développement, dont I'analogie avec celui de Laurent est
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manileste, est valable i l'intérieur du domaine ol V est harmo-
nique, c¢'est-a-dire pour :

Po<P <Py

94. Je dis que le développement précédent n’est possible que
d’une seule maniére. Cela peut paraitre paradoxal, car le choix
de W comporte beaucoup d’arbitraire. Néanmoins, voici la preuve
de ce fait.

Commencons par démontrer une importante propriété des po]y-
némes sphériques. Posons : '

X, et X, étant deux fonctions sphériques. Considérons ume
sphere Q de rayon p ayant pour centre l'origine et comparons
son élément infinitésimal dw & celui de la sphere T concentrique
et de rayon 1. Si l'on appelle p,0, % les coordonnées polaires
d’un point, on a:

dw=7sin 0dbdy =p'ds.

D’autre part, on a:

dm, di, -
L) (H“W_HP W)dw—o

en vertu de la formule de Green, car:

An,=0, All,= 0.

Mais ici:

Sd
dn 07 ’
d'ou: ” .
f(m (ﬂ% v Oon)d =0.
Or: . .
%_zp‘op—IXm aa[;,, =np"~'X,.
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Remplacons ; il vient :
R ey
Donc, si n=£p, ona:
(“)XnXPdc =0.
Cest-i-dire : -

o ﬁ X,X, sin fdfds =0,

II est clair que cela n’est plus vrai si n=p.

Supposons maintenant qu’il y ait deux développements pos-
sibles pour une fonction V harmonique entre deux sphéres con-
centriques S et S,. Posons :

!
Yo=p"Xa+ —5t

y
Notre hypothése implique qu'on puisse écrire :
Y, =0
~N
en retranchant 'un de I'autre terme i terme les deux développe-
ments distincts de la méme [onction. Or je dis que cette consé-
quence est absurde. En effet, nous savons que la série ZY, est

uniformément convergente comnie étant la différence de séries
qui le sont. Multiplions alors les deux membres de 'égalité :

2Y, =0

par Y, et intégrons sur la sphére Z. On a:

, Y RALEE: f@ Yide=0

en permutant les signes Y'et |, comme cela est permis a cause
de l'uniformité de la convergence. Dans 1'égalité précédente, le
sigue Z ne porte que sur les termes pour lesquels ona:

n=£p.

j Y. Y do=0.

Mais on a:
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D'ou:

[ Y2 do=
v(E)
On en conclut:
Y, =0.

Cela a lieu pour toutes les valeurs de I'indice p. Done, si I'on

pOSC H .
V=1V,
V—3Y",,
on a:
Iy

Le développement étudié n’est donc possible que d’une seule
maniere,

95. Remarques. — Considérons une fonction V harmonique a
Uextérieur d’une sphere T, de rayon g, sauf peut-étre a I'infini. On
peut écrire :

'X/
V=YX, 4= m.

Ce développement est valable dans P'espace compris entre la
sphere £, et une sphere quelconque dont le rayon est plus grand
(que p

Supposons maintenant que 'on puisse réaliser, pour toute
valeur de p, l'inégalité :

|V]<s(e) e

»(p) tendant vers zéro quand p augmente mdcﬁmment Je dis

que, dans le développement de V on aura :

g X,=0.
in effct, on peut écrire :
VX X20" XX \
-—2- d s "‘ d # dQ'
f(n o e 7 (S) et

) '+Zf<n>x"‘° o +Ef( ) 9"“ 9" - do.
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Dans cette formule, le signe Z porte sur des termes pour les-

quels on a :
I) ;&n.

On sait que la fonction X, est finie. Ecrivons donc :

| X,| <M.
D’autre part', on a supposé :
V]
<)
<2 ()
Dol :
\Yxn —
(E)T o) '<4 “Z\If(lo)'

Maintenant, on a ;

X,X,ds =0, X' X,ds=0
)

(5] (T

si p = n. De la résultent les relations :

1 7 Xn
Zf(:) }“"ODP_" do=0

1 '
VX X
(=) ettt @t
On en conclut :

LMo (2)> ] J: :)xada_q_??? [ XX, ds
0 v

Faisons croitre p indéfiniment. Le sccond terme du second

membre tend vers zéro et il en est de méme du premier membre.
On a donc i la limite :

j(‘ )X’,,ds' = 0.
D’ou, forcément ;
f X2,do=0,
=
¢ee qui implique :
. X,=0.

La proposition énoncée est établie.

POINCARE, Potent., Newt,
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Voici une application. Supposons que 'on ait :
| V]<Ke,
K étant une certaine constante positive. On peut écrire :

K
]Vl<? p“+Pa

quel que soit p. Prenons :

On est dans le cas signalé plus haut. D’olr :
X, +p = 0,

pour toute valeur positive de p. Dans ce cas, on a :
' -
; ' n ”1 Xln
V=X X, X, Y
)
1

pour toute valeur de o supéricure & p,. La valeur principale de V
a l'infini est alors :
S
Xot+oX 4o +0"X05
Al A
c’est un polynome.

Si la fonction V est en outre harmonique et régulitre a I'inté-
ricur de Z,, on a simplement :

V=X, 4 X, + p* X, .o+ "X,

et alors V est un polyndme.
Si enfin V est une fonction harmonique régulicre dans tout
Vespace, saul a U'infini, et si l’on a :

V<K,

on voit que V se réduit & une constante X . C'est la un théortme
analogue a celui qui est connu sous le nom de Liouville dans la
théorie des fonctions analytiques d’unc variable imaginaire.

96. Avrres rEmARQUES. — Soit une fonction V harmonique
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a l'intéricur d’une sphére S, saul au centre’ O. Entourons ce
point d’une petite sphéere S,. On a :

v/
V=3"X,1-3X X',
= n “ on 1 ’
i

pour p compris entre p, et p,. Mais p, est quelconque. Donc ce
développement est valable pour tout le domaine limité par S,.
Siona:
()

n+l'l

-6

V<

5(9) tendant vers zéro en méme temps que p, on voit comme

ci-dessus que X', est nul.

Donec si :
K
Vi< T
on peut écrire :
. , X’ X
V=13X, RS

)
La démonstration est la méme que pour la proposmon analogue
du paragraphe précédent. Dans ce cas, le produit g,V reste fini
a l'origine. .
Si la fonction V est en outrc harmonique ct réguliere a l'exté-
ricur de S, ¢t méme & l'infini, on a simplement :

V= XI" X/l S o \In -t
e’ "
Enfin si on a en plus :
K
[V[< P“’ i
Y se comporte comme un potenticl a I'infini et alors on a :
v o
e
97. Théoréme de Harnack. — Soit un domaine T. Considérons

.

une suite de fonctions :
U,,U,,....., Upy.eoe

définies dans ce domaine. Nous ferons les hypotheses suivantes ;
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fe... toutes les [onctions U sont harmoniques dans T.
2°... toutes les fonctions U sont positives dans T.
3°... on peut assigner un nombre positil K, indépendant de n

et du point x, y, z choisi dans T, tel que :

U,+U+..... + U, <K.

Yoici une premiére conséquence. La série :
U,~+U,4vee 4+ Uy

est convergente en tout point de T. Sa somme est donc une
fonction de x, y, z définie dans T. Je dis que cetie fonction est

harmonique.

Fig. 6o,

Prenons en effet, dans le domaine T, un point M, quelconque
(ig. GG). Entourons ce point d'une premiére sphere S’ située
tout entiere dans T, puis d'une seconde sphere S concentrique a
la premiere et intérieurc i celle-ci. Soit M’ un point de S/ placé
au centre de gravité de I'élément dw’ de cette sphere. Appelons
U,/ la valeur de U, en M'. Prenons maintenant un point M a I'in-
téricur de S et appelons U, la valeur de la fonction envisagée en
ce point. Posons ¢

MM =5, MM =r
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et désignons par a le rayon de S'. Puisque U, est harmonique

dans §, on a :
9 o
a—
U =/‘ 104 — dw'.
P sy " 4m 3

Posons :
- I2 /
A, _j(;/)U 2do'.
Ona:
,
—_— STV 12
Z A, _ﬁ/) U, do’,
Dot :
)
0 <}‘An <4=a’K.
Donc la série :
A+A o A .

dont les termes sont tous positifs, est convergente.
Posons :

u—

4.“11' =0>0.

Il est clair que r ne s’annule jamais, si, comme nous le suppo-
sons, M reste dans S et M/ sur S’. On a :

r>a—Db,

en appelant b le rayon de S. Donc § ‘et ses dérivées successives
sont des fonctions qui restent toutes finies. Posons :

19]<B,

39 o9 L] %9
-a—x' <B‘, lwl<B“ IO—Z’<B. l<B2, ete.
Ona: U= [ U,5dw.
(81
-—dw
hE Un . ,
e (S/)U N do
.. etc '
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U, <BA,
ou,
N <B,A,
U,
Y <B,A,.

cte.

Considérons alors les séries :

U4+ U Uy e
W, I, o,
A —+ —OT'_'_ ..... +'_O>T+ .....
22U, 'y, »U,
B S T FO

A+HA 4 A+

Donc elles sont toutes absolument et uniformément conver-
gentes dans 5. On conclut de li que leurs sommes sont des fonc-
tions continucs dans le méme domaine et qu’elles ont respective-
ment pour valeurs

oU U
U, T ete.
Par suite U a des dérivées de tous les ordres dans S.

D’autre part, en vertu de ce qui précede, on peut écrire =

AU =ZXAU,
et comme :
AU, =0,
on déduit de 1a :
AU=0.

Done la fonction U est harmonique dans T : le théoréme de
Harnack est démontré.
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CHAPITRE VI

DOUBLES COUCHES

98. Définition d’une double couche. — On est amené i consi-
dérer dans la théorie du magnétisme des systémes attiranis for-
més de deux couches attirantes infiniment rapprochées . M
et telles qu'en deux points correspondants de ces deux ,,/'
couches les densités soient égales, de signes contraires My’
et trés grandes. De pareils systemes s’appellent dou-
bles couches.

Précisons cette définition.

Soit M* (fig. 67) un point attirant, m sa masse, et M
un point attiré. Désignons par x/, y’, z' les coordon-
nées du point M/, par x, y, z celles de M et parrla
distance MM'. Le potentiel newtonien V dii & lamasse m
a pour valeur au point M :

v="1. .
r ™
Fig. 67.

Supposons que, M restant fixe, M’ se déplace, et
solent §, 0, § les composantes de sa vitesse; les coordonnées
X/, ¥y, 2’ et le potentiel V sont alors fonctions du temps t. On a :

dx’ dy’ dz
= vTTa e
et
1 1
av [ 04 ¥ = ]
TR §+ dy’ 2+ oz Ak
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La variation dV du potentiel pendant un temps trés petit dt
est done :

[0% o5 0%]
dV =mdt peal e 3y 1 +—5 4

Pendant ce temps dt, le point M’ est venu en M” et dV n’est
autre que la différence de deux potentiels : I'un dd & la masse
~+ m située en M”, lautre a une masse égale située en M'; on
peut aussi regarder dV comme la somme de deux potentiels :
I'un dit & la masse 4~ m située en M”, I'autre a la masse — m
située en M.

L’expression dV est donc encore un potentiel newtonien, celui
qu'engendrent deux masses trés voisines I'une de I'autre, égales
et de signes contraires. C’est, par exemple, le potentiel d'un
trés petit aimant dont le pole austral serait en M” et le pole
boréal en M'.

Considérons de méme un volume attirant; son potentiel est
exprimé par l'intégrale :

—fee.

Supposons que chacun des points attirants M’ se déplace,
pendant un temps trés petit dt, d’une trés petite quantité MM”
dont les projections sur les trois axes de coordonnées soient Edt,
ndt, {dt; la variation dV du potentiel sera :

L L i

r
i+ n = —5.7 C]d‘r’-

dV= wdt [

)
oy’
Cette intégrale peut étre considérée comme le potentiel d’un

volume magnétique, chaque élément d7’ de ce volume ayant un
moment magnétique dont les projections sur les trois axes sont:

wdtdss, p/didzy, pdtdsq.

1
ox’

Ixaminons enfin le cas d’une surface attirante; son potentiel
V est,représenté par I'intégrale de surface :
v

vzf H/‘iwl '
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- En opérant comme pr écédemment, on est condu1ta enus'\gcr
I’ 1ntegrale

0—— 0—1- 0}_
1)..... P',dt[ 5% £+ 0;, n—+ 0; Z]d(,)l‘

Cette intégrale peut étre considérée comme représentant le
potentiel dui a des masses attirantes répandues sur deux surlaces
trés voisines dont les points se correspondent de maniére qu’en
deux points correspondants les densités soient égales ot de
signes contraires; le segment déterminé par deux points corres-
pondants a pour projections, sur les axes de coordonnées,
Edt, ndt, {dt, les quantités §, v, { étant des fonctions de X/, ¥/, 2’;
la direction de cette ligne varie donc d’un point a lautre de la
surface.

On peut encore considérer I'intégrale (1) comme le potentiel
engendré par une infinité de petites aiguilles aimantées implantées
dans la surface, la direction de I'aiguille qui perce la surface au
point X/, y, z’ étant celle du vecteur &, 7, . Une telle distribution
de masses attirantes s’appelle fewillet magnétique.

Il est clair que, dt étant tres pe’ut le potentiel d’un feulllet

magnétique est lui-méme trés petit, si la densité p' est finie. En
général on suppose la densité tres grande de facon que le produit
p'dt soit fini. Le potentiel prend alors une valeur finie et on peut
Pécrire :

oL L e
) r 'y de’
*‘/[ Tahha oy " z] v

o/ ayant dans cette expression une valeur finic et désignant la
méme chose que p/dt dans I’expression (1).

Supposons maintenant que le vecteur £,7, % soit, en chaque
point, normal a la surface, ¢’est-a-dire que 'on ait :

E=a'l7 = ‘(5!, C=Y,)

o, 8,y désignant les cosinus directeurs de la normale au point
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X, ¥, 2 ; le feuillet prend alors le nom de double couchdet le poten-

tiel s’exprime par l'intégrale : \

— g
IJ'/[ X o 4~ Oy/ ﬁl—*— 07 T,]dwl'

99. Etude du potentiel d’une double couche.— Soit Vle potentiel
d’une double couche S; on a:

[ O— 0—1— O—f—]
) I J ’
Oy +vY =5 de

ce qm peut s'écrire :

—f o’ p/de

Blp.’dw
T r

U,—

Fu/de’
U, =f li*l_

Ia fonction V prend la forme:

oU, U - U,
(2)..... Ve— (0\ -+ 24 3 )

On voit par laque, les fonctions U,, U,, U, étant des potentiels de
simples couches, ¢’est-a-dire des potenticls de surfaces attirantes
ordinaires, la fonction V se comporte comme les dérivées pre-
micres de ces potentiels; en particulier, la fonction doit éprouver
une discontinuité uand le point attiré se déplace en franchis-
sant la surface S. Nous étudierons plus loin cette discontinuité;
remarquons pour I'instant qu’en vertu de la formule (2), le poten-
tiel d'une double couche est une fonction harmonique en tout
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point de Uespace sauf sur la surface qui porte la double couche
elle-méme.

100. Avant d’étudier ce qui se passe sur la surface elle-méme,
donnons au potentiel une nouvelle forme qui nous sera trés utile
dans ce qui va suivre. :

Reprenons la formule (1) et considérons I'expression
oi o .1_ h) ._1_.

r r r

/ !
ox + 8 Oy +v 0z

U.I

. . 1 . .
Cette expression n’est autre que la dérivée de — prise suivant
A

la normale & la surface dont les cosinus directeurs sont «/, ',v';
1

d—
désignons, suivant la notation habituelle, cette dérivée par o
n
le potentiel V devient :
’ 1
1+
.V' ] ! d(_l),.
"

Soient alors (fig. 68) dw’ un élément de la surface, M son centre
de gravité, M le point attiré et o I'angle de MM’ avec la direction
de la normale suivant laquelle on a différentié ; on a:

d 1
T 1
—— = ——co0s%
dn 1 o

quel que soit le sens choisi sur la normale. Tracons maintenant
la sphére de rayon 1 ayant le point M pour centre et appelons
do’ 'aire de la portion de cette sphere découpée par le cone ayant
pour sommet le point M et pour base 'élément do’; la quantité
deo’ s’appelle I'angle solide sous lequel I’élément dw’ est vu du
point M. On a:

do’ =i-iil—2-

cos

Le double signe provient du double signe de coso, c'est-i-dire

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



220

THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

des deux sens possibles sur la normale. Comparons les deux for-

Fig. 68,

mules précédentes ; il vient:

1
d —
r cos ®
do'= 7 dow'==%d7,
dn r

et I'élément dV de potentiel di @
I’élément dw’ a pour expression :

(Do dV= pds.
On peut I'écrire :
(2)..... dV = p'ds,

en convenant de donner un signe i
do’. Pour voir comment, nous devons
choisir ce signe, tracons (fig. 69) les
deux surfaces infiniment voisines;
appelons S, celle de ces deux surfaces
out la densité est représentée par Ja
fonction ', et S, 'autre surface ol ]2
densité est représentée par — .
Soient a,b, et a,b, deux éléments

correspondants d’égale étenduc dw’; soit enfin M le point attiré.
Joignons le point M & un point de I'élément ab, et supposous

M

Iig. 69,

(ue cette droite ne rencontre la surface 5,
qu’aprées avoir traversé S,; il est clair que
Ie potentiel di a ensemble des deux élé-
ments a, au point M, le signe de 4y,
c’est-i-dire le signe de la densité sur I'élé-
ment a,b,. I faut done choisir le signe+
dans la formule (1), ¢’est-a-dire considérer
ds’ comme positif dans la {ormule (2).
Au contraire, si la ligne qui joint le
point M & I'élément dw’ rencontre S, avant
S,, il faut considérer ds’ comme négatif,

1in d’autres termes, si I'on appelle cété positifde S celui de S, et
cdté négatif celuide S;,0on prendra comme sens positif surlanormale
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celui qui va du c6té négatil au coté positif; par suite, I'élément
do’ de la sphere de rayon 1 qui correspond i I'élément dw' de S
sera considéré comme positif si dw’ présente au point M son coté
Positil, ‘et comme négatif si dew' présente son coté négatif.

Cela posé, 'expression du potentiel di a la double couche
tout enliere est

3)..... V—=[pds.

3 . , .
(est la formule que nous voulions établir.

101. Yoyons maintenant ce qui se passe quand le point attiré M
se déplace et franchit la surflace.

Traitons d’abord le probléme en supposant la densité constante.
Le potentiel prend alors la forme :

V= p./fdc".
Nous distinguerons deux cas :

1*r¢cas.— Supposons (fig. 70) que la surface ait une forme et une
position telles que toute droite issue de M ne puisse Ia rencon-

Fig. so.

trer qu'en un seul point. Dans ce cas, ses ¢léments préseﬁtent
tous le méme cété au point M, les quantités ds’ s’ajoutent, car
elles ont toutes le méme signe et leur somme est l’zingle solide Q
sous lequel la surface est vue du point M. L’expression du poten-

tiel est done .
V=0, '
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Pangle solide Q étant positif ou négatil suivant le coté de la sur-
face qui est tourné vers le point M.

Un cas de ce genre est réalisé si la surface S est une portion de
plan. On voit alors immédiatement ce qui arrive lorsque le point M
se déplace et vient traverser le plan en un point de la double
couche. Si le point M tend vers ce point du coté positif du plan,
Pangle Q tend vers 2= et le potentiel vers | 2=w’; si au contraire
M tend vers ce méme point du coté négatif, 'angle solide Q tend
vers — 2= et le potentiel vers — 2w/ le potentiel d’une double
couche plane subit donc une augmentatlon brusque de 4wy’ quand
on traverse la double couche en allant du c6té négatif au coté
positif.

2° cas. — Supposons (ﬁg 71) la surface S telle que certains
rayons vecteurs issus de M puissent la couper en plusieurs

Fig. »1.

points. C’est le cas général. A un méme élément do’ de la sphere
de rayon 1 tracée autour du point M, peuvent correspondre plu-
sieurs éléments do’,, do’,, dw',.... de S; supposons que N de ces
éléments tournent leur cété positil vers le point M et que N’ tour-
nent leur c6té négatif vers ce méme point M. Considérons alors
ds’ comme positif pour tous les éléments possibles de S; nous
pourrons écrire :
V= [(N—N) .

C’est cette intégrale qu’il s’agit d’étudier au voisinage de la sur-
face ; cette étude se fait sans peine dans le cas d’une surface

lermée et le cas d'une surface quelconque non fermée s’y
ramene.
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Traitons donc d’abord le cas d’une surface fermée.

Trois circonstances peuvent se présenter : le point M peut étre
intérieur a la surface, & I'extéricur de la surface, sur la surface.

Supposons-le d’abord a V'intérieur. Tout rayon vecteur issu de
M coupe la surface un nombre impair de fois (fig. 72) puisqu’on

Fig. 5o,

part de I'intérieur et qu’on va i I’extérieur. Les divers éléments
de surface rencontrés successivement par un méme rayon vecteur
tournentalternativement leur c4té positif et leur c6té négatif vers
le point M. On a donc:

N—N=z=%1
et
V= [ dd == 4y

On doit choisir le signe + et écrire V=4=y/ si c’est le coté
positif de la surface qui est i V'intérieur; on doit, au contraire,
choisir le signe — et écrire V=—4x=y' sile c6té positil de la
surface est le c6té extérieur. ‘

Supposons maintenant le point M a I'extérieur de la surface
fermée ; on voit alors (fig. 73) que tout rayon vecteur issu de M
coupe la surface en un nombre pair de points et que 'on a:

N—N=0,

d’ott I'on conelut

V=0.
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Ainsi, en tout point extérieur a la surlace, le potentiel est nil;
en tout point intérieur, il est constant et égal a ==4xy’; il fait
donc un saut brusque de 4=p’ quand on franchit la surface.

Supposons enfin le point M situé sur la surface ; supposons en

Fig. 73

outre qu’en ce point la surface admette un plan tangent bien
déterminé. Deux cas peuvent alors se présenter.

Dans le premier cas (fig. 74), la surface S est tout entiére
située d’'un méme coté du plan tangent. Tout rayon vecteur issu

Fig. =4.

de M mne coupe la surface qu’en un nombre impair de points
autres que M; la différence N—N’ est donc égale a = 1 et 'inté-
grale f‘dcr’ n’est étendue qu’a une moitié de la sphére de rayon 1.
Par suite, on a: _

V==£2xu

Dans le second cas (fig. 75), le plan tangent partage la surface
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en deux parties : AM'B et AMB. A chacune d’elles correspond
une moitié de la sphére de rayon 1. Pour toute la partie AM'B,

Fig. 5.

un rayon vecteur quelcongue issu de M fencontre la surface un
nombre impair de {ois; on a done:

N—N==+1

et Vintégrale p.’fdo" (N—N/), étendue & hémisphere correspon-
dant, est égale a &=2xy/.

Pour Ia seconde partie AMB de la surface, un rayon vecteur
issu de M rencontre S un nombre pair de fois; on a done:

"N—N=09,
et Vintégrale y.’f(N~N’) de¢’ étendue au deuxiéme hémisphere est
nulle. '

Ainsi, dans tous les cas, le potentiel a pour valeur en un point
quelconque de la surface:

V==t 2my.

On choisit le signe 4+ ou le signe — suivant que le ¢6té posi-
tif de la surface .est le cOté interne ou le coté externe. On voit
que la valeur constante du potentiel sur la surface est la demi-
somme des valeurs constantes (u'il a a Vextérieur et a I'intérieur,

Poixcarf, Potent, Newt. 13
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Quant aux dérivées, elles sont nulles & 'intérieur comme i l'exté-
rieur et n’éprouvent donc aucune discontinuité quand le point ¥
franchit la surface.

Le probleme est ainsi complétement résolu, dans le cas o k
densité est constante, en ce qui concerne les surfaces fermées;
passons au cas d’une surlace quelconque.

102. Seit (fig. 76) S une double couche quelconque limitée
par une courbe C; cette surface S, ayant deux cdtés, on peuten
tracer unc deuxicme S/, limitée a la méme courbe C et telle que
U'ensemble de ces deux surlaces constitue une surface fermée. Tra-
cons donc S et supposons que cetté
surface porte une double couche dont
Iépaisseur et la densité soientles mémes
que celles de la double couche donnée.
Appelons V le potentiel de S, V celul
de S’ et W celui de la surface fermée;
on a:

W=V+V,
Considérons alors deux points N,
et M, situés de part et d’autre de 5 ct
tres voisins 1'un de l'autre; puis désignons par W, V,, V/, les
valeurs des trois fonetions considérécs en M, et par W,, V,, V,
leurs valeurs en M, ; on a :

W, =V, +V,
W,=V,+V,

d’ol :
(1.0 W, — W, =(V, — V)4 (V,— V).
W désignant le potenticl d’'une double couche répandue sur une
surface [ermée, on sait, d’aprés ce qui précede, que lona:
W, — W, ==4np.

De plus, les points M, et M, n’étant pas situés au voisinage
de ', la fonction V' est continue en ces points et la différence
V',—V/, est infiniment petite ; 1’égalité (1) devient doc :

V,— V,==4=ru
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Soit maintenant M, un point situé sur S entre les points M, et
M, désignons par W,, YV, V/ les valeurs des trois poténtiels

tn M, on a: -
V4V v, 4V
(Wr;-“’z —W, )=<_‘—{2—_2 — Vo)+<'i—z‘)}——2 _v/o>.

Le deuxieme terme du sccond membre est infliniment petit
puisque V/ est continu au voisinage de M,; le premier membre
est nul puisque W désigne le ‘potentiel relatif & une surlace
(ermée ; done le premier terme du second membre doit étre:
infiniment petit ¢t I'on voit que V, est la demi-somme de V,
et ,

Ainsi, dans le cas ou la densité est constante, qu'il s’agisse
Tune surface fermée ou d'une surface quelconque, le potentiel
Cune double couche croit brusquement de 4=y’ quand on fran-
¢hit la surface en allant du cété négatil au coté positil; sur la
surface, il prend une valeur égale i la moyenne arithmétique des
deux limites vers lesquelles il tend quand on s’approche indéfi-
niment de la surface du coté positif et du coté négatil.

Quant aux dérivées premiéres, elles n’éprouvent aucune dis-
continuité quand le point attiré traverse la double couche. Cela
¢t bien évident puisque les dérivées de W sont partout nulles ct
que celles de V/ restent continues au voisinage de S.

103. — Abordons maintenant le cas général ol la densité est
variable d’un point & I'autre de la surface.

Nous ferons les deux hypothéses suivantes :

1° La lonction p' reste finie et continue ; on peut alors trouver
un nombre A fixe tel qu’en tout point de la surface on ait :

[/ [ <A

2° La surface proposée est telle qu'une droite quelconque ne
la coupe qu’en un nombre limité de points ; nous appellerons N
une limite supérieure de ce nombre.

Ces deux hypotheses nous fournissent une limite supéricure des
valeurs du potentiel. Soit en-effet do’ un élément de la sphere
de rayon 1 considérée précédennnent; a cet élément correspon-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



228 TUEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN.

dent plusieurs éléments de la double couche (en nombre moindre
que N) et par suite plusieurs éléments de I'intégrale :

V=1 wdo".
Désignons par Z p/ ds’ la somme de ces éléments; on a :
| p/de’ | < NAd</,
ct par conséquent :
|VI<[NAde,

¢’est-a-dire :

| VI<4=NA.

! A4 .
Cela posé, considérons une double couche quelconque S

S

S Fig. 77.

(ig. 77). Soit M le point attiré ; supposons que ce point tende
vers un point M, de la surface ou la densité est p,. Posons

W = f e dd.

C’est le potentiel d’une double couche dont la densité est
constante. Comparons ce potenticl a celui de la double couche

donnée ;
V:J w'ds’,
Pour cela, envisageons Vintégrale

: ’ '
U=fm—wﬂm
Ona:
V=U+W.
Nous savons comment se comporte la fonction W; elle a été
étudiée an paragraphe précédent.
Etudions la fonction U et voyons comment elle se comporte
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quand M tend vers M,. Cette fonction est un potentiel de double
couche dont la densité est variable, mais présente ceci de parti-
culier qu’elle est nulle au point M,. Nous allons montrer que ce
potentiel reste continu quand le point M tend vers M.

Du point M, comme centre décrivons une sphere de rayon p.
Cette sphere partage la surlace S en deux parties : 'une S’ est
comprise a 'intérieur de la sphére, autre S” est constituéc par
le reste de la surface S.

Appelons U’ et U” les potentiels dus respectivement a S et S”;
ona:

U=U-+U",

Désignons, en outre, par U,, U, U”| les valeurs de U, U/, U,

au point M. Nous voulons démontrer que l'on a

lim|U—U,|=0
quand M tend vers M, ¢’est-a-dire que I'on peut prendre M assez
voisin de M, pour satis(aire a inégalité
|U—TU,l<e,

z étant un nombre donné i Pavance aussi petit qu’on le veut.
Pour cela, remarquons que I'on a

U—U,=U'— U, U —U",,

1)..... [U—TU,|<|U—=U,|+|U" —T",|.

M 4 , ! &t 1 Y gt 4

Cela posé, observons que, ' étant fini sur la surface S, p'—y,
'est aussi et que I'on peut assigner au module de cette différence
une limite supérieure o sur la surface S’; on a donc, en tout
point de §' :

| W — <o

d’ou, en vertu d'une inégalité démontrée plus haut :
|U|<4=Na

et
[U,| <4 wNa.

Comme ' est supposée continue, on peut restreindre assez la
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— ' olest-nedir . e 8 ¢ i ;
surface S, c'est-a-dire prendre p assez petit, pour que L'on ait :

4wNa <-.f—
3 >
et qu’ainsi I'on ait :
N , , 2¢
(2)..... U=, |< -5

o étant ainsi fixé, la surface S’ est bien déterminée ainsi que
la surface S”. Considérons alors la différence U —TU",; la fone-
tion U”, étant le potentiel de S”, est holomorphe en tout point
(ui n’est pas sur S” et en particulier au voisinage de M, ; on peut
donc choisir le point M assez prés de M, pour que L'on ait :

. " " €
(3)nne. |U" U | <

Rapprochons alors les inégalités (2) et (3) de I'inégalité (1); on
voit que l'on a :

|U—T,|<e.

La fonction U reste. donc continue au voisinage du point M,
¢'est-a-dire quand M tend vers M, et le dépasse.

Remarquons que M peut tendre vers M, de trois fagons :

1° En restant extérieur it S, et du coté positil ;

2° En restant extéricur, et du cdté négatil;

3° En restant sur la surface.

La démonstration précédente s’applique dans ces trois cas.

Revenons maintenant i I'expression de V :

V=W-4U.

Puisque U reste continue au voisinage de M, V éprouve en ce
point les mémes discontinuités que W. Ces discontinuités ont été
étudiées au paragmphe précédcnt; scervons-nous des résultats de
cette étude, nous obtenons pour V les conclusions suivantes :

1° Lorsque le point attiré M, d’abord extérieur a la surface, se
déplace et la traverse en un point ot la densité est w,, le poten--
tiel de la double couche croit brusquement de 4wy, si le point M
passe du cdté négatif au cdté positif de la surfuce.
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2° Le potentiel d’une double couche reste continu surla surface.

3° Sa valeur, en un point de la surface, estla moyenne arith-
métique des valeurs qu’il prend en deur points infiniment voisins
du premier, mais situés de part et d’auntre de la surface.

104. — Le premier de ces résultats, que nous venons d’établir
directement, pouvait étre obtenu immédiatement comme consé-
quence de la théorie des surfaces attirantes.

Nons avons démontré plus haut, cn effet, la formule sui-

vante (99) : - - .-
—_— 1 2 3
V= ( Ox 0y 0z )’

U,, U,, U, étant trois potentiels de simple couche :

1.7 I4

&' u/dow
—_ [y

U‘—f_—__—

r

R ! !
U2=IL*P‘19_

! /(l !
Ua—_—f_YLri_.

Supposons que le point M, d’abord extéricur i la surface S,

tende vers un point M, de celle-ci et la franchisse en ce point ;
les dérivées premieres U, 30, oG, éprouvent des di i
P %’ dy ' 32 p es disconti-

nuités (voir n° 51).
Ces discontinuités ont pour valeur :

pour \" vorne —bnd p o = — by
) %%-, R v Vo
» Ooliz ..... —hnyu Y =—4my?y .

Le saut brusque de V est donc :
4“(’*’ (a/2+ ?)/2_'_.],/2) =4“%"/5

c’est la valeur trouvée précédemment.
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Remarque I. — Nous avons appelé « densité », dans ce qui
précede, la quantité p'; en réalité, la densité de la double couche
est le quotient de @' par la quantité trés petite € qui représente
I’épaisseur de la double couche. Mais, pour simplifier, nous con-
tinuerons a donner le nom de densité a la quantité y'.

ReMarQue II. — Nous avons vu, dans la théorie du potentiel
des simples couches, qu’un tel potentiel reste continu dans tout
I'espace, méme quand on franchit la surface. On peut s’étonner
de ce que le potentiel d'une double couche éprouve une discon-
tinuité quand on franchit la surface, une double couche n’étant
en somme que l'ensemble de deux simples couches trées voisines.

Cela s’explique bien facilement. Appelons S, et S, les deux
simples couches trés voisines et soit & leur distance. Quand on
franchit la surface S,, puis la surface S,, le potentiel reste con-
tinu, mais il varie trés rapidement entre S, et S,; en effet, les
attractions des deux surfaces s’ajoutent dans I'espace qu’elles
comprennent et, comme on suppose la densité trés grande, la
dérivée du potentiel est trés grande clle-méme dans cet espace.
La variation du potentiel est alors d’autant plus rapide que la
distance ¢ est plus petite.

En général, on suppose cette distance infiniment petite et la
densité infiniment grande, de maniére que le produit p' de ces
deux quantités resie fini; on considere alors les deux surfaces S,
et S, comme conlondues avec une méme surface S. Dans ce cas
limite, qui n’est qu’une fiction analytique et ne correspond plus
a rien de physique, on s’explique bien la discontinuité du poten-
tiel ainsi obtenu.

Ajoutons que ce que I'on appelle alors coté positif de la surface
c’est le coté défini par les cosinus directeurs o, £/, ¥ qui entrent
dans P’expression de V.

105. Etude des dérivées secondes d’un potentiel de simple couche.
Cas d’une surface plane. — Nous avons vu qu’un potentiel de
double couche s’exprime par des dérivées premitres de potentiels
de simple couche. L’étude des dérivées premiéres d’un potentiel
de double couche se ramene donc & I’étude des dérivées sccondes
d’un potentiel de simple couche.
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Clest cette dernié?rc étude que nous allons faire maintenant,
Nous commencerons par un cas simple, celui d’une surface plane.

Soit done S une portion de surface plane attirante limitée par
une courbe C.

Prenons ce plan comme plan des xy. Appelons U le potenticl;
on a, en conservant les notations habituclles :

o

Ce potenticl estune fonction paire en z, ¢’cst-i-dire quine change

pas quand on change z en — z. Par suite, ladérivée premitre —
VA
9

est une fonction impaire et la dérivée seconde 5,7 une fonction
z

paire.
Prenons alors deux points symétriques par rapport au plan des
3

2
xy; les deux valeurs correspondantes de 3,5 sont égales et par
z

conséquent tendent vers la méme limite quand les deux points

reste donc con-

tendent 'un vers 'autre. La dérivée seconde

tinue quand on franchit la surface.

Au contraire, la dérivée premiere o éprouve une disconti-
z

.

nuité et fait un saut brusque égal i 47y/. Quant aux dérivées tan-
gentielles, elles restent continues. Mountrons-le par exemple

pour ==;ona:
-QI—J-‘— dx’dy’,
ce (ui peut s’écrire :
el —f dx'dy’
ou, en intégrant par purtics,
p.dy Ou. dx'dy’ ]
(). f e
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La premiére de ces deux dernitres intégrales est une intégrale
curviligne étendue au contour C; la seconde est une intégrale de
surface étendue @ I'aire attirante S.

L’intégrale curviligne est un potentiel de ligne attirante et
restc évidemment continue quand on traverse la surface en un
point qui n’est pas situé sur le contour C.

L’intégrale de surfuce est un potentiel de surface qui reste con-

tinu dans les mémes conditions. On peut done conclure que e
X

reste continu quzmd on traverse la surface, sauf, peut-étre, au voi-

sinage du contour limite. La méme démonstration sapplique
. ouU
a —0? .

Comme on le voit, cette démonstration suppose que la densité
w est continue et admet des dérivées premiéres.

Examinons maintenant les dérivées secondes de U.

subit

En vertu de la relation (1), on voit que la dérivée
x0z
7Y 2
) . A
de méme
o'’ 7 dydz
o/ U U 02U

TCW; 0x? 5 dy* 7 Oxdy

fait un saut

un saut brusque égal a — 4=

brusque égal & — & restent continues;
G ) . .

quapt a 3 nous avons vu que cest une fonetion paire et que

les deux limites vers lesquelles elle tend quand on approche de la

surlace en dessus et en dessous sont égales. Cela suppose, il est’

vrai, que ces limites existent. On démontre facilement qu’il en est

.. Nt O > .
ainsi : les deux dérivées Iz et Y= restent continues et ont par
X y

conséquent des limites quand on s’approche de la surface; d’autre
part, en tout point extérieur i la surface, on a :

AU=0.
La différence :
00U hid bl o*U
AU—( ox? + oy? )=—0_z2_-

est donc elle-méme continue.
Tout ceci suppose que la densité ' a des dérivées secondes
qui restent finies.
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106. Cas d’une surface attirante quelconque. — Soit S une
surface attirante quelconque (fig. 78), M, un point dela surface, M
le point attiré qui tend vers cc point en suivant la droite MM,.

Prenons le point M; comme origine des coordonnées ; nous sup-
poserons que la surface admet en ce point un plan tangent bien

z

Fig. 78.

déterminé que nous prendrons comme plan des x y, et des rayons
de courbure principaux bien déterminés; enfin nous nous place-
rons en coordonnées rectangulaires.

Reprenons les notations adoptées au paragraphe 40; soit P un
point quelconque de la surface et P’ saprojection sur le plan des
xy. Menons les droites MP, MP’, M_I>, MI”" et posons :

MP=r; MP'=v'; MP=r1r; MP=1

Appelons x, y, z les coordonnées du point M et X', y/, z celles
du point P; on a :

re=(x—x)P+{—y)P+—2)
M= (x —x) 4 (y—y) + 2

Si, maintenant, on désigne par dw’ un élément de S, par dx'dy’
sa projection sur le plan des xy ct par o/, &/, 7" les cosinus direc-
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teurs de la normale i la surface en un point quelconque P de
celle-ci, le potentiel U au point M pourra s’écrire :

_ [ pdo' [ Wdx'dy
UL e
f p.’d\ dy

La fonction U’ est le potentiel en M d’une portion de surface
!

plane attirante, la densité étant représentée par la fonction i)"7;

Posons :

cette surface plane est la partie du plan des xy qui comprend
I’ensemble des projections des éléments dw' de S.
Nous avons fait, dans le paragraphe précédent, I'étude de la
fonction U’; nous allons y ramener celle de la fonction U.
Posons pour cela :

W=U-—-U

et étudions la fonction W.

Dans tout ce qui va suivre, nous supposcrons que la densité p’
est continue ainsi que ses dérivées premiéres et u’elle admet
des dérivées secondes qui restent finies. Nous avions déji fait
cette hypothése pour faire I’étude des dérivées secondes de U'.

Considérons une dérivée d’ordre quelconque de W; appelons-
la DW pour abréger; elle sera de la forme :

DW =[:p (x',y) dx'dy’.

» 4y 2
.

Supposons u’on ait démontré I'inégalité :

n).....

0

k étant un nombre positil quelconque, mais fixe; je dis alors
que DW tend vers une limite quand M tend vers M, en suivant
la droite MNM,.

Pour le voir, tragons dans le plan des xy un cercle C’ de rayon
p ayant M, pour centre; ce cercle est la projection d'une ligne C
tracée sur S et entourant M, La surface S est ainsi partagée .
en deux parties 5’ et §”, S’ étant celle qui contient M,.
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. . : ",
Pour tout point de $' on a : r/ < g, et pour tout point de S" :
r/>o.
A chacune de ces parties correspond une fonction¥V; appelons
W et W’ ces deux fonctions; on a :

W=W +W"
et
DW =DW' + DW”".

Cela posé, remarquons qu’en vertu de l'inégalité (1), on a :

| DW | <f

Cette intégrale est étendue au cercle limité par la circon.
férence C'; transformons-la en prenant des coordonnées polaires;
posons :

kdx'dy’
-

X =wyc0s0; y =1)sinf,

L’intégrale peut alors s’écrive :

cdx/dv’ 2=
./*l\dx/dy —x f f drjdh = 2xks
1‘0 0 0

et I'on a par suite :

2..... |D\V’]<2nkp.

Observons d’ailleurs que, la fonction 3 satisfaisant a Uinéga-
lité (1), Uintégrale
DW = f v dx'dy’
a un sens au point M ; appelons alors DW, sa valeur en ce point

et DW/, DW/ celles des fonctions DW/, DW” au méme point,
On a évidemment :

DW —DW,=DW —DW; -+ DW —DW/
dolr: - y
|DW —DW, | <| DW/—DW;| 4| DW”’—DWy'|.
Or, je me propose de montrer que l'on a :

lim(DW—DW,) = 0
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quand le point M tend vers M,, c’est-i-dire que I'on peut choisir
le point M assez voisin de M pour que l'on ait :

[ DW —DW, | <,

e étant un nombre positil donné aussi petit que 'on voudra.
En vertu de 'inégalité (2), a laquelle DW, satisfait aussi, on

peut choisir o assez petit pour que T'on ait & la fois :
€
DW/ —
DWW | < 5

et

; €
l D\Vo l <—3—’

et par conséquent :
2e

] DWW/ — D\V{; l< -—3—'-

5 6tant ainsi fixé, les domaines S’ et S” sont bien délimités et I'on

peut prendre le point M assez voisin de M, pour que 'on ait :
IDW/—DWY| <

Cela est possible car, le point M, étant extéricur a S”, la fonc-
tion W est holomorphe au voisinage de ce point.
La position de M étant ainsi choisie, on a:

[DW —DW, | <.

I1 est ainsi démontré que la fonction DYV tend vers la valeur

DV, qu'clle a au point M,, quand M tend vers ce point, et cela,
quel que soit le chemin suivi. Cette fonction reste done continue
quand on [ranchit Ia surface.

Si une fonction o satisfaisant & une inégalité de la forme :

k
<..___

/
re"

|2

i

est dite d'ordre n, le théoreme précédent pourra s’exprimer
ainsi : quand on franchit la surface, une dérivée DY reste con-

tinue si la fonction sous le signe / est d'ordre 1.
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RevarQue. — On peut énoncer les deux propositions sui-
vantes qui sont évidentes :

10 Le produit de deux fonctions qui sont respectivement d’ordre
m et d’ordre n est d’ordre m —+4-n.

2° L'inverse d'une fonction d’ordre 1 n’est pas forcément
d’ordre — 1.

107. On peut énoncer dans ce langage tous les théoremes
établis (chap. III) sur les surfaces attirantes. Par exemple les
inégalités du § 40 montrent que :

Z.......... est d'ordre 2

1 i
- etT vecerns.. sont dordre 1

T e est d’ordre 0

y.__y’ Z— 7
ki ?
1y 1y T

i !

X — X
voreeee.. sont d'ordre 0.

in général le rapport

(X _— x/)n (y —_ y/>h (Z - Zl)c

1 m l,lp

ot Yon suppose m—p>a-+b—4c, est dordre
(m—4-p) — (a4 b4c)...

ete.
Considérons maintenant la f{onetion VWV envisagée précédem-
ment ; elle a pour expression :

W =fy.’ (—%—-— —i—,> de’.

Calculons-en les dérivées premitres ct secondes; pour cela,

calculons d’abord les dérivées de - et de ra On a:

1 x’——x. 1 y’—y. 1 _z’-——z
Dx -r— = e H I)y -—r = 5 5 Dz——'r =55 NE]

1 3 —xp 1 1 3 —=x) (' —y)
A i T =
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1 _ 30—y 1 1 _ 3y —y(—=
Dp r=—F""—7 Duy= d ’,.s(
D _1_= 3(2’5—2)2 _ 13 , D“i: 3(z —z)s(\’——>
r r T r T
de méme
1 x —x 1 vi—y 1 —
D, o R .Dy';/—: P DIT= N
1 3 (x' —x)? 1 1 3 —x) ' —
D= ( - i Dy = 1,)5
1 3(y —v)? 1 1 — 3 —v)z
Dyg Y = (y e }) — 73 Dyl v ()1,/5 )
1 3z? 1 1 — 3 —x)z
D, ’l—/"= PE 79_1 Dn_sz ‘l.ls ) -

On a done :

oW , 1. 1
I :fx.}, (XI—X)(-;‘S" —"F)d(l),

oW 1 1
oy . w(y'—y) <Ts‘ _F) do’

aw —[w (7—7 _:;T>dm'

B SH ST
azw 2V _ [y [3 ¥ —y) (%__L)_(Tﬁ_%r)]dto,
e a2 )
LA\ YA __ﬂ(.%s____%.)]dw

Oxds
»wW zZ—z z
dyoz :J }‘/[3 (yl—'y)< 15 -+ 75 )]d‘”,

W z —z Z ,
Tox [u.[ X —x ( i —}—?—)]dm.
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Je vais démontrer les propositions suivantes :

1° Quand on [ranchit la surface, les dérivées premitres de W
restent continues.

2° Au contraire, les dérivées secondes éprouvent des disconti-
nuités, sauf si la densité pg, au point ol 'on traverse la surlace,
est nulle,

108. Occupons-nous d’abord des dérivées premieres.

SN oW . .
Considérons =< la fonction sous le signe fest :
0x

' S (x'_x)<%3— —1—,)

1

C’est un produit de deux [acteurs; le premier, p’/, est d’ordre
zéro. Montrons que le sccond est d’ordre 1. On peut I'écrive :

1 1 -
7,72 -+ .

1
(n..... (x —x) (1“'——1‘)[ =7 : e

Cette expression est la somme de trois termes. Le premier

K —x) (=)

1.3 l./

!

. v X e—x
est évidemment d’ordre 1; enclfet: ———
T

est d’ordre 0; de plus
r'—r est d’ordre —2, car on a :
[ —r| <2’

—x) (Y — 1)

3

: 1 , . . :
enfin v est d’ordre 3; le produit est donc

d’ordre 1.

Il en est de méme pour les deux autres termes dc I'expression

. . 0
1) et I’on voit bien que v est d’ordre 1. La dérivée —\—Y estdone
que o

continue quand on traverse la surface et cela est vrai quelle (ue
soit la valeur de la densité au point out I'on franchit cette surface,

. . 0V AN
La méme démonstration s’étend & W et S et la propo-
sition annoncée pour les dérivées premibtres est enticrement
prouvée.
Poixcari. Potent. Newt. 16
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109. Passons maintenant au cas des dérivées secondes. Nous
démontrerons simplement ceci : Si la densité y', au point M, ol
I'on traverse la surlace est nulle, les dérivées secondes restent

continues.
? T
Considérons I'une d’elles, 50 0 par exemple ; la fonction
X

sous le signe f est :

1 1 1 1
e=p[3 (= (5 =)~z —)]

La densité w/, au point M, étant nulle et possédant des dérivées
des deux premiers ordres, la fonction p' est d’ordre — 1 au
voisinage de ce point. Montrons que la quantité entre crochets
est d’ordre 2. On a :

1 1 1 i
'_1——_:_l—=<i'_i/>(Ls+ -+ z/z+ 73 +77)

& e " T T o r T

1 1 1 1 1
' N .
=(r'—r) ( N ' e ' NENE R ] e )

On a aussi :
1 1 1 1 1
J N R .
o i (x r) 1 I RN I ] )

La quantité entre crochets considérée peut donc s’écrire :

1 1 1 1 1
3 (x’ _x)2 (1./ — r)( e -+ T -+ R +W -+ Tl-,?')

1.11.12 l.l./a

_(1-’_.1')( 1‘;11_, -+ 1. - 1 )a

ou encore:

O 3 (X —x)2 (' —1) 2 v —r
(3) casss Z l‘ml'ln 1.pl.lq

avee les relations

m—+n=>0
p—'—q=4.
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Chacune des sommes de I'expression (3) est d'ordre 2; en effet,
un terme quelconque de la premiere est de la forme :

3(x —x)*(r'—r)

(4)..... e

¥ — x)? ,
Ce terme est d’ordre 2 car 1° L—l—m—)- estd'ordre m—+4-n —2 =4;
o _

Jn

2° (' —1) est d’ordre — 2 puisque 'on a :
jr—r'|< 7

et que z’ est d'ordre — 2; l'expression (4) est donc d'ordre
4—2=2.
Bref, la premiere somme de I'expression (3) est d’ordre 2; la
seconde est d’ailleurs aussi d’ordre 2 car tout terme de la forme
/
rrp——;qzest d'ordre p - q—2, c’est-i-dire dans le cas présent
b—2=2,
Ainsi lexpression (3) est d’ordre 2, la fonction » est done
2

W
ox?

est con-

d'ordre —1 4-2==1 et par conséquent la dérivée

tinue.

Le méme raisonnement s’applique aux autres dérivées sccondes
de W et la propriété annoncée est donc démontrée : les dérivées
secondes de W restent continues quand on franchit la surface en
un point M, ot la densité est nulle.

110. Revenons alors aux potentiels U et U’ considérés au para-
graphe 106 et supposons nulle la densité au point M, o Uon fran-
chit la surface. Nous avions posé :

U=W4U.

La fonction W considérée dans cette relation est précisément
celle que nous venons d’étudier et, par suite, les dérivées
secondes de U, quand on franchit la surface au point M, éprou-
vent les mémes discontinuités que celles de U’ puisque celles
de 1V restent continues.

Or U’ est le potentiel d’une surface plane attirante sur laquelle
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la densité en chaque point x/, y' est représentée par la fonction
£

- ).

Y

Nous avons ¢tudié au paragraphe 405 comment se comporte
un pareil potenticl au voisinage de la surface. Reportons-nous
aux résultats de cette étude ; nous voyons que lorsque le pointM
. . . e ' oy
franchit la surface au point M, les dérivées secondes :

o’
N\ G ot ULV 84 . .
3y’ 07’ xdy restent continues; les auires éprouvent des
y z X

277/

U . .
x02 est égal &

U.l UJ
' 0<"‘_/‘> bY R0 a(m_/)
VN 4 : oy, e Y
A 57 o celui de 350z a 4 3y
Puisque les dérivées secondes de U éprouvent les mémes dis-

continuités queles dérivées secondes de U’, on peut done énoncer
les conclusions suivantes :

discontinuités. Le saut brusque de

Quand un point attiré M ﬁ'an(:hit une sm'ﬁlce atlirante en un
2
point M, oi la densité est nulle, quatre dérivées secondes,

o’
U U 02U .
- ot du potentiel U de cette surface restent conli-
32 T away M f
®U U, ot
—— , ——=— éprou
) oz ' dydz PO
des discontinuilés ; le saut brusque de la premicre est
7
o(—**,—)
¥

— 4w —5a ¢ celui-de la seconde — 4w

rues ; les deux autres dérivées secondes

Remarquons que y' est égal & 1 et maximum pour X’ =0
¢t yy = 0. On a donc au point M :

g
Ty =9
ct
DY"
W:O.
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Par conséquent, les sauts brusques considérés se réduisent a :

oy
— 4% 3

et

du/

—‘475 —0‘—/-

111. Pour traiter la question d’une [agon compleéte, il nous
reste a examiner le cas ot la densité au point M, est dillérente
de zéro.

Nous conserverons les notations pl'écédentes c¢t nous suppose-
rons toujours la surface attirante réduite a une petite calotte S’
limitée par une courbe C qui se projettera sur le plan des xy
suivant une courbe C/; cela est légitime, parce que le potentiel de
la partie restante de la surface est holomorphe au voisinage
de M et n’influe pas sur les discontinuités du potentiel total;
nous supposerons en outre cctte calottc d’étendue assez res-
treinte pour qu'une paralléle quelconque a I'axe des Z ne la ren-
contre qu’en un seul point.

Nous avons supposé dans les paragraphes précédents que la
surface §’ admet en M, un plan tangent bien déterminé que nous
avons pris pour plan des xy. Nous avons supposé, en outre, qu’au
point M la surface posséde deux rayons de courbure principaux

bien déterminés, entendant par la que les expressions T et —Ii—
de leurs inverses sont bien déterminées pour ne pas exc‘lm'e le!
cas ou l'un de ces rayons ou méme tous les deux seraient infi-
nis.
Soit alors
Z/= f(xl’ y/)

Péquation de la surlace; désignons les dérivées premieres et
secondes de z/ par les notations suivantes :
oz 0z’ .
o — Pui 'Oy/ =5
h 0%z 0%z

—

W Ty T oy
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Cela posé, considérons le potentiel U de la surface; il a pour
expression, en un point M extérieur :

wdew'
o—ftil

On peut écrire :

/
U — % % dx'dy/.

Ce sont les dérivées sccondes de U que je me propose d’étudier.
2

N 0*U
fitudions d’abord o5 5 pour cela, calculons o5 s omal

) 1
LS T
W— -7- dx dk(ly.
Or on a
1)..... P=x—xP4(y—yP+4+(z—2)

Considérons r comme une fonction de x, v, z, X', v, c’'est-a-
) y ’ ) .
dire supposons, dans I’expression de r, 2 remplacé par sa valeur
2 b
en fonction de x’ et y'; on a, des lors, la relation :

1
0 Y X —x 2 —z
Y = N - ) P
ou bien :
oL ES
r _r r
ox' OX 3z Pv
d’ou :
1
~r - _r _r .
o0x ox’ oz i
oU
™ prend alors la forme :
1 1
0— 3 —
h18) w r / )
t) I 1,
(..,) ..... —ox _ — f—‘?’— TX’ dx’dy’— ‘—;l— ‘——0; P, dx/ dy’,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4
DOUBLES COUCHES 247
ou bien:

U
(3)eee e =%+

o
Jl=—— —;—L/———O‘deldy,

W<
—"*F’_—Oz p,dx'dy’.

en posant H

et

Considérons J ; cette intégrale peut s’écrire en intégrant par
parties :

W 0 (Lf'—)
(&)-.... J = - dy' + _r_ dx'dy’.

Or, appelons dw’ un élément de surface de la calotte S’ et ds’ un
élément de longueur du contour C qui la limite; on a

d¥'dy’ = N
et

dy’ = §/,d¢/,

31 étant une certaine fonction de x’ et y' définie le long de C. La
formule (4) devient alors

(5)..... L ?" Y
ds’ 4 —_—dw'.

L'intégrale J, est ainsi mise sous la forme d'une somme de deux
potentiels.

1l
Wi

LAY

!
Le premier — Y
T

ds’ est un potentiel de ligne attirante,

celui (u’engendrerait une distribution de matiere attirante faite
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sur le contour C, la densité linéaire étant représentée par la
: s
wB

fonction — ==~ ; ce potentiel est une fonction holomorphe au

voisinage de M puisque ce point n’est pas sur le contour C.

Le second potenticl dw' est un potentiel de

surface, celui qu'engendreraicnt des masses attirantes distribuées
sur S/, la densité superficielle étant représentée par la fonction
/
w
Y —O—},—- . Ce potenticl reste continu ainsi que ses dérivées tan-
X
gentielles quand on franchit la surlace.

La somme J, des deux potentiels précédents reste donc con-
tinue ainsi que ses dérivécs tangentielles. Il en résulte, si l'onse

reporte a la formule (3), que

»®U 02U

quand on {ranchit la surface au point M,, que I'intégrale J,.
Ltudions done J,. Cette intégrale peut s’écrire::

et ses dérivées tzmgentielles

éprouvent respectivement les mémes discontinuités,

B
Jy=— | p, 3 do’.
Posons :
V= P g,
. r
On a évidemment :
J2='90Y7
oy
0x 0x0z
AV
dy ~ Oyda

La fonction V est un potentiel de surface attirante, celui qu’en-
gendreraient des masses distribuées sur §, la densité étant repré-
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sentée par la fonction p,w'. Or, cette densité s’annule au point M,,
car le plan tangent en M étant le plan des xy, on a en ce pownt:

p=q =03

nous sommes donc ramenés au cas étudié dans le paragraphe
précédent. Nous savons comment se comportent les dérivées
premiéres et secondes de V quand on {ranchit la surlace en M, :

. 02 . .
—— reste continue ; fait un saut brusque égal @
7 ' N0z [ue ©g
/ !
o (2t 2 (2
Y 2V Y
47 et aun saut brusque égal & br —_L 1|

0x’ 0y 0z Oy
On peut donner & ces discontinuités une expression trés simple
en remarquant que p, ct ¢, sont nuls en M, et qu’en ce point y/
est égala 1; ona:

3 mﬂ>

/
hrn—

op
Ol\: =A=',

p—— 4TE:J.I

et

op,

) . '
= 4wy oy,—éﬂp.s‘.

Ainsi done, quand on traverse la surface en M, :

1o A

0z

nues. Ce résultat était déja connu (voir § 50).
4

2° — et, par suite

0x0z P ’

02U

——- fait donc aussi un saut égal a 4xmp'r,.

ox?
30

reste continu ; donce J, et, par suite, restent conti-

J'Z

ox

font un saut brusque égal & 4=yu'r, ;

02V . 0J, 0y
3507 et, par suite, dy et enfin 0x 0y

égal i bmps,.

font un saut brusque

nous auraient montré que

Les mémes calculs appliqués a
U

. R . P
v ait un saut ])msque egul a 41:9. b,
¥ .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



250 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

. 0:U »U
La connaissance des sauts brusques de ——- et nous per-
ox? oy .
met de calculer immédiatement le saut brusque de PR En
eflet, la somme AU de ces trois dérivées est continue puis-
oU
qu’elle est constamment nulle; le saut brusque de 5 est donc
z
— 4= (r4-t), c’est-i-dire la somme changée de signe des sauts
hH ) U
brusques de ——— et ——.
ox? 0y?
. . . 0:U 02U
Il nous reste a calculer les discontinuités de et de .
0x 0z Oy 0z

Calculons la premiére, celle de ; pour cela, revenons i

o0 0x 0z
Iexpression (3) de A
dU
—KZJ‘—FJ:.
On a:
U A WA
00z 0z dz
o

2

n'est autre que

357 qui reste continue puisque la densité
z

relative 2 V s’annule en M. Quant & J,, nous avons vu que c¢’est
une somme de deux potentiels: I'un de ligne, 'autre de surface.
Le premier est holomorphe en M;; il ne [ournit donc aucune
discontinuité. Le second, au contraire, a une dérivée normale
discontinue ; cette dérivée [ait un saut brusque égal a

(%)
1,/

— 4=
ox!

-

puisque la densité est, d’aprés la formule (5), représentée par la
fonction :
(¥
il
. 0 % >
T

et qu’au point M, v est égal a 1.
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‘ 9, .. .
D’apres cela, =L fait le méme saut brusque et, par sute, il

0z

hi]
en est de méme de .

0x dz

U »u .
apoliqué 3 erai f:
Le méme caleul appliqué a 3y montrerait que 3y 0z ait un
!

saut brusque égal & — 4= oy

112. Résumons tous ces résultats dans le tableau suivant :

Dérivées secondes. Sauts brusques.
02U
ox?
U

e T T hmult!
oy? :
hid ]

-&2— . . . « . . . . . —_— 4‘A—\.}L/(Pl+t‘)
0*U

T;O? R T

UJ
vo )

AT

0ydz oy’
U».I

| 0(_._

2 !
_O_q_........._zm‘{.
dz0x ox/

L
ReMarQuE I. — On peut donner au saut brusque de 3 une
expression géométrique trés simple, indépendante du choix des
L. 1 1 .
axes; (r+t,) désigne, en eflet, la somme T +T{— des inverses
. . 1 2
des rayons de courbure principaux en M;; le saut brusque
e
de est done
0z2
1 1
— et ()
PR -+ R,
Remarque II. — Les expressions des discontinuités des déri-
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vées secondes se simplifient si I'on prend pour axes des x et des y
les tangentes aux lignes de courbure qui se croisent en M,.
Dans ce cas, en eflet, on a:

1 1
r=-—3; t=——; s, =0;
‘TR TR,
et, de plus: o N
=0 =0,

comme le montrent les formules d’Olinde Rodrigue.
On voit alors (ue les sauts brusques pour les six dérivées
secondes :
U U U U 02U U
0 T dy? 02 T 0xdy | 0ydz Qzdx

deviennent respectivement égaux i :

1 1 11 >
ol [Ty O N W ,
by s A g e (1{1 +1) 0
ou’ op/
.__4‘» —0—3]7, 411 OX/

113. Xtude des dérivées premidres d'un potentiel de double
couche. — Soit S une double couche quelconque ; on sait que son
potentiel V est holomorphe dans tout domaine qui ne contient
ancun point de S. Mais si le point attiré M vient a franchir Ia
surface en un point M,, la fonction V et ses dérivées éprouvent
des discontinuités. Nous connaissons déja celles de V¥, calculons
celle des dérivées premiéres.

Nous supposons qu’en M, la surface S admet un plan tangent
bien déterminé et nous prenons ce plan comme plan des xy,
le point M, étant pris pour origine.

Les résultats du paragraphe précédent vont nous montrer
immédiatement comment se comportent les dérivées premiéres
de V au voisinage de M,.

On a, en effet, en reprenant les notations habituelles :

[ °1i- a_i_ ’ a—:-]
V=-- p Lo Ox +F Oy +Y 0z Ao

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DOUBLES COUCIHES 29

ce que nous avons mis (99) sous la forme :

ou oU U,
V=-—< " -+ U, -+ o7 )’

U f a.!:\l‘ld(l)l
=) *
3 dew’
e
U f v'wde’
3 T

U, U,, U, sont des potentiels de simples couches; V s’exprime
avec des dérivées premitres de ces potentiels et par conséquent
les dérivées premitres de V s'expriment avec dcs dérivées
secondes de ces mémes potentiels.

en posant:

Considérons, par exemple, A om A
X
Y < 0’0, 0%U, 0*U,
e )
0x Ox OxJy 0x0z )
Or, quand on franchit S au point M,, les trois dérivées

o, U, ¥,
ox® ’ OKOy ' xoz Ot des sauts brusques respecti-
' / o,
vement égaux i : 4mop'r,, 4= pls,, — bn 3 *© est-ii-dire égaux

!
: 0, 0, — 4. H puisque 2’ et 3 sont nuls au point M,.

secondes :

I en résulte que —0—2 fait un saut brusque égal a 4w _?)_i )
, X

0x

. v ..
On démontrerait de méme que D_y fait un saut brusque égal
u/

aqn

Voyons maintenant ce qui se passe pour 5, i ona:

o2 02U,
—ﬂ-=—( Y, —+ 3 —l— U )
yOz

0z

est égal a —4w o »’est-a-dire

U
Le saut brusque de L
; ox 0z

a—hwy ag'/ , car o/ =0 et /=1 au point M,.
Ox
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. 0:U . 0F
Le saut brusque de L est de méme égal a — byl = et
dy 0z vy

2

enfin celui de 0053 a — dmy/ (r—4-t,).

-

oV ) )
Le saut brusque de rre est donce egal a:

I

Oron a en général:

d/: - p' ; pl= __—-_—.i____ 5
‘/1+P21+q21 Vl—i—p”,—i—q”,\
d’ou:
N Jo 4 —1 0 —1
T = e (P ()
Y -+ oy’ ‘/1+l)21+(124 (r, )+ D R ‘/1_'_1)21_‘-(12‘
15 )
q 3y V1 i+ 4 ’
Aupoint M, p, et q, étant nuls, cette formule se réduit 2 :
o’ 03

nra -+ '(Ty‘/' =—“(l'i+t1)'

v . . hAY
Le saut brusque de =, 5¢ réduit done 2 zéro; - reste con”
0z z

tinue.
in résumé, on peut énoncer la proposition suivante:
Quand on franchit une double couche, la déripée prise suz‘vanl lo

V
normale reste continue. Les dérivées tangentielles 5 foﬂl

au

o
des sauts brusques respectivement égauz & 4w —6——- et 4 -~ S
X J

114. — On peut obtenir ces résultats d’unc autre maniere sans
les déduire de 1'étude des dérivées secondes d’un potentiel de
simple couche dans le cas général. ‘

Voiei une méthode qui suppose seulement que I’on sache com-
lent se comportent ces dérivées secondes dans le cas ou la den-

sité est nulle au point ol I'on traverse la surlace.
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Nous procéderons de la maniére suivante :

{*Dans un premier cas nous supposerons que la surface qui
porte la double couche est fermée et (ue la densité est cons-
tante.

2°Nous traiterons ensuite le cas d’une surface fermée en suppo-
sant la densité variable d’un point i Pautre, mais nulle au
point M.

3° Nous traiterons aprés cela le cas d'une surface fermée quel-
conque sans faire d’hypotheése sur la densité en M,.

4 Nous traiterons enfin le cas d’'une surface quelconque non
lermée.

Presier cas.— Surface fermée et densité constante. — On a vu
(101) que dans ce cas le potentiel est constant i Vintérieur et
constant @ 'extérieur ; les dérivées sont alors nulles partout et
w'éprouvent donc pas de discontinuité quand on franchit la sur-
lace.

Deuxikme cas.— Surface fermée et densité variable mais nulle
an point M,.

Le potentiel V s’exprime en fonction des potenticls de simples
couches : U,, U, U,, par la formule

o, U,
V——< o~ Ty Oz>

Or les densités correspondantes o'y, f'u/, v’ s’annulent en M,
puisqu'en ce point p’ est nulle. Nous savons alors comment se
comportent les dérivées secondes des fonctions U,, U,, U, (voil‘
n° 110) et nous pouvons en déduire les sauts brusques dcs déri-
vées premitres de V.

-

Considérons par cxemple ——O—;
Y% 0y, 0°U, U,
X T ( ox’ + 0)0x+ Osz)'

0y, U, U,
T reste continue ainsi que TyT ; quant a —2- Yo% elle fait un

7 '\V
saut brusque égal & — 4w —%—i,— .Le saut brusque de e est donc
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. . o . v,
égal a 4n~0“7. On voit de méme que W fait un saut brusque
vy g o
égal a 4.—;——-{', .
et . v
Considérons maintenant 3 ;on a:
z
ov___ ¢ 0*U, U, i OzUa)'
0z ( Ox0z 0y 0z 0z!

hE , . , . / 0 OL/l ! \ .o e
—— flait un saut brusque égal & — 4= ——|—>—; on voit [aci-
OX 0z ° X'\ vy

lement qu’il est nul ; cn eflet on a:

! !

0 a/‘U./ , 0 ‘U»I P‘ Oa
0.\"( Y >_a Y <—YI_>+ Y

et les quantités o’ et u' sont nulles en M,. De méme, le saut
9 2

3 o . 0%, :
2 est égal i zéro. Enfin ~— - reste continue.
0z

0y0z

brusque de

v .
S est donc continue.
Z

Trowsiine cas. — Surface fermdée et densité quelconque. —
Appelons toujours V le potentiel ; on a, en employant les nota-
tions définies au début de ce chapitre:

v =:.fy.’d':’-.

Appclons u, la densité au point M,. On peut écrire :

V=f(pl’ — u,) < -i—-fy.od't'.

La deuxieme intégrale est un potentiel de double couche dont la
densité est constante. Ses dérivées premitres sont continues
(1°F cas).

La premiére intégrale est un potentiel de double couche dont
la densité variable est nulle au point M, (2° cas). Les dérivées
premitres de V se comportant comme celles de ce potentiel, on

a donc encore ;
!

ov "
- Pour —........ le saut brusque 4w <
0x ox’
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ov o
Pour —........ le saut brusque 4m .
oy oy
oV
Pour —........ — 0.
0z
QuaTriEME cas. — Surface non fermée quelconque. — Soit S’

une pareille surface limitée par un contour C.

La surface ayant deux cétés, on peut [aire passer par C une
deuxieme surface S” de maniere que I'ensemble S’ S” [orme une
surface fermée S. Quelle que soit la distribution de matiere
quon envisage sur S”, son potentiel V” est une fonction holo-
morphe au voisinage de M, qui n’est pas situé sur S” mais sur S'.
Si done on franchit §' en M, les discontinuités des dérivées
de S’ sont les mémes que celles des dérivées correspondantes
de S. Nous sommes ainsi ramenés au cas précédent d’une sur-
face fermée (uelconque.

. oV .
On voit done que dans tous les cas : T reste continue et que

/]

les dérivées tangentielles éprouvent des discontinuités égales
. o vV . o J
a 4w <= pour — et & 4n = pour — .
Ox 0x dy h)
Le théoréme énoncé i la fin du paragraphe 143 est donc

démontré.

115. Comparaison des simples et des doubles couches, —
A L e . . 1
Considérons deux potentiels I'un V de simple couche, l’autre V
de double couche, relatifs i une méme surlace S :

ot

1

d—
Ve — w —TX

“  dn

do'.

Comparons-les :

1° Ces deux potentiels sont des fonctions harmoniques dans
tout domaine qui ne contient aucun point de la surface S.

2° Désignons par 1 ct 2 les deux cotés de la surface et soit M,
un point de cette surlace.

Lorsque le point attiré M tend vers M, en suivant une certaine

POINCARFE. Potent, Newt. 17
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droite L passant par M, et en restant du coté 1 de la surface,

les fonctions :
V. vV v

et les fonctions
AV v V!

'

tendent vers des limites ; nous représenterons ces limites par les
notations :

AL
Y ox T Oy Oz

et
g OV, oV, v,

v Jdx Oy’ dz

Ces limites sont indépendantes de la droite L que suit le
point M. _

De méme, si M tend vers M, du coté 2 de la surface, les huit
fonctions considérées tendent unilormément vers certaines limites
que nous désignerons par :

v Y, v, v,
» Jx dy 0z
v OV VY VY

P

x Ty T 0z

Dans les deux cas, ces limites, étant atteintes unilormément,
varient continuement quand M, se déplace sur la surflace.

A ce point de vue, les deux potentiels se comportent de 12
méme fagon ; mais des différences s’introduisent quand on com-
pare les limites relatives au c6té 1 avec les limites relatives au
coté 2. .

Considérons la normale en M, a S et prenons comme sens
positif sur cette normale celul qui va du co6té 4 au coté 2;

dv’ . . .
appelons %— et —d—\:l- les dérivées de V et V' prises au point M

parallelement a cette direction. Quand M tend vers M, dv-

A . . d
coté 1, T tend vers une limite que nous appelleronsa—y— et quml(l
n
1
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r

v oo dy
M tend vers M, du ¢0té 2, — tend vers une limite — . On a

dn
dv’ .o dV Ay
e méme pour —— des limites — et —
dn dn, * dn,
Cela posé, dans le cas de la simple couche, on a les circons-
tances suivantes :

n,

1°V reste continu. . . . . . V,=V,
dv . . dv dv

20— . .. —_—— ==
o est discontinu . o i A

2 1
(1 désigne ici la densité au point M,).

3* Les dérivées tangentielles sont continues.
Le cas de la double couche présente les circonstances inverses :

1°V'est discontinn . . . . . V,—V = o
} ! . 1V’ dv’
2 estcomtinu. . . . . .o omm

dn dn, dn,

& Les dérivées tangenticlles sont discontinues.

Dans la formule V/,— V/, = 4= 1, nous supposons que le coté
positi( de la surface coincide avec le coté 2, c’est-i-dire que,
dans I'expression de V’, les cosinus directeurs o, ',y sont ceux
de la direction positive de la normale a S telle que nous 'avons
définie (celle qui va du coté 1 au cdté 2).
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CHAPITRE VII

RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET
LA METHODE DU BALAYAGE

116. Enoncé du probléme de Dirichlet. — Soit un domaine T
limité par une surface fermée S. Le volume considéré est sup-
posé connexe, mais son ordre de connexion peut étre quelconque.
Enfin appelons @ une fonction continue définie en tout point
de S : cette fonction, d’ailleurs arbitraire, est regardée comme
donnée.

Cela posé, nous nous proposens de construire une fonction V
jouissant des propriétés suivantes :

1° V est_harmonique dans tout domaine T’ contenu i l'inté-
rieur de T.

2° La valeur Vy de V en un point quelconque M (x,7y,2) de T
tend vers la valeur @y, de ® en un point M, (x,, y,,2,) de S, quand
le point M tend vers le point M, en suivant un chemin quelconque
assujetti seulement & ne pas sortir du domaine T.

C’est en cela que consiste le probleme de Dirichlet.

Nous venons d’énoncer le probleme de Dirichlet intéricur. On
peut aussi se poser un probléeme semblable pour le cas ou le
domaine T est formé de la portion de V'espace située a exté-
rieur de S. C’est ce que Pon appelle le probleme de Dirichlet
extérieur. Lorsque l'on étudie ce nouveau probleme, on impose
a la fonction cherchée V une nouvelle condition : celle d’étre
régulicre a 'infini, ¢’est-a-dire de s’y comporter comme un poten-
ticl newtonien. o

Nous avons déja vu (§ 64) que le probleme de Dirichlet ne
peut pas admettre plus d’une solution. Nous allons montrer quil
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en posséde toujours eflectivement une. Cette proposition porte
le nom de Principe de Dirichlet.

I est clair que toutes les considérations précédentes pour-
nient étre répétées sans modification pour le cas du plan. Seu-
lement, on na plus besoin alors, en ce qui concerne le probleme
extérieur, de dire d’avance comment la {onction cherchée doit se
comporter a I'infini.

La méthode de transformation par rayons vecteurs récipro-
ques indiquée par Thomson et exposée au chapitre V permet de
tamener le probléeme extéricur au probleme intérieur, Nous ne
nous occuperons done ici que du probléme intérieur.

Commengons par établir quelques propositions qui nous seront
ntiles.

{17. Comparaison des fonctions harmoniques et des potentiels.
~ Envisageons (fig. 79) une surface fermée S délimitant un
domaine intérieur T, et un domaine Mas
extérieur T,. Nous supposerons que M
laAsurface S posstde en chacun de
ses points un plan tangent unique et
deux rayons de courbure principaux
bien déterminés.

Soit maintenant une fonction V
présentant les caractéres suivants :

1°La fonction V est harmonique
i Vintérieur et a lextérieur de S,
t'est-a-dire dans tout domaine con-
tenu dans T, comme dans tout do-
maine contenu dans T,. ‘

2° La fonction V est réguliere i
linfini et s’y comporte comme un
Potentiel newtonien.

3° Soit M, un point situé a I'intérieur de T,. Considérons un
point M de S. Si M, tend vers M en suivant un chemin quel-
tonque assujetti seulement 4 rester & lintévieur de T,, les
expressions :

s

Fig. 79.

dv
Vet -a—;-
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tendent vers les limites déterminées :

V. et dVv,

! dn

qui sont des fonctions continues sur la surface S.

4° Soit M, un point situé a I'intérieur de T,. Considérons
toujours le point M de S. Si M, tend vers M en suivant un che-
min quelconque assujetti seulement & rester a I'intérieur de T,,

les expressions :

dv
Vet Tn ,

tendent vers des limites déterminées :

dv,
dn

V,et

qui sont des fonctions continues sur la surface S.

5° Posons :

1

i (Vl - Vz) = {"'H
1 /dv, dv,\ o
/m(dn _dn>_"

Nous ne supposons rien surles fonctions p'et 1”, sinon qu’elles
sont finies et continues sur S.

Je dis que V est alors la somme de deux potentiels newtoniens
dus 'un a une simple couche, I'autre & une double couche, por-

tées toutes deux par S.

118. Commencons par examiner le cas oli I'on a :
| A " __
w=0, p'=0.

Je dis que T'on peut affirmer alors que V est identiquement
nulle.

En effet, tragons deux surflaces fermées S,/ et S)/, trés voisines
de S, I'une intérieure, I'autre extérieure (fig. 80). Soit, de plus, =
une grande sphére de rayon R entourant S. Appelons T, I'espace
compris & Vintérieur de S,/ et T, I'espace compris entre S et .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET 263

o

On a, en vertu de la formule de Green :

fv o4 “‘f,,E(

s dn (Sl dn Ly

¥ig. 8o.

., od o, . . . ; :
les dérivées —— étant prises toujours suivant la direction de lg

dn

normale extérieure & la surface sur laquelle on integre.

Lintégrale :
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tend vers une limite déterminée :

. dV
, —— do’
(S) dll

quand S/ tend vers S en passant par une série queleonque de
formes. Cela prouve que U'intégrale :

oV \?
E dz
(Ty) Ox
a un sens. Il fallait le montrer, car on ne sait rien priori de @

que deviennentles dérivées :

oV oV Y
x Oy Y

sur S. Tout ce que I'on avait supposé, en effet, ne concernait que
la dérivée :

oV oV oV
* % +@ dy +1 dz

en désignant par o, {3, y les cosinus directeurs de la normalé
extérieure a S. °
Finalement, on a :

dy, , __/’ A% )2
L)Vi In do = (T.)Z( P dr.

Voila un premier point.
Prenons maintenant 'intégrale :
8

dv ,
j(; )V T dw

et supposons que le rayon R de la sphere X augmente indéfipi~
ment. Puisque V se comporte & l'infini comme un potentiel new-
tonien, on peut écrire, des que R est assez grand :

M dv N
'V’<T’ dn l RTC

Soit, d’autre part, une sphére Q de rayon 1 concentrique i -
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Appelons do un élément infinitésimal de Q. On aura :
V M\I
R I f 4Reds,
o dn
)]
\ © V—-d'

‘ < A MN 41"\1\T

On voit que Uintégrale étudiée tend vers zéro quand
mente indéfiniment.
Cela posé, Vintégrale :

v —(1\—7- do’

(s5: dn

tend vers une limite déterminée :

AN
f(S)V2 dn dw

quand S, tend vers S en passant par une série quelcon
formes.

On conclut de tout cela que 1’intégmle :

V2
S 2 (50)
aun sens. On a:
LD f e
(ra) Ox @ ¢

en vertu des remarques précédcntes.
On déduit de 1a la relation :

0V \2 dv, dv, > '
A T R A do
fZ( 0X> de = (5,( ! dn Vidn dn

Vintégrale triple étant étendue i tout Iespace. Mais :

dv, dy,
dn Vs In

A cause des hypotheses faites.

B G i

Vl == 0?
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266 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

Cela prouve que 'on a :

oV oV oV
0x =0, oy =0, hY =0
en tout point de 'espace. Donc :
V=_C_C"

Or V s’annule alinfini. Par conséquent :

V=0
C.Q. E.D.
119. Abordons maintenant 1’étude du cas général. Posons :

1

'dew’ d T

V= & w/! do',
. )
@ ! ) dn

. d . . : i
en désignant par - une dérivée prise par rapport a X, y, Z sur-
n
. . . IS e !

vant la direction de la normale & S en chaque élément de'. On

. r . ! -

voit que V' est la somme d’un potentiel de surface et d'un poten
tiel de double couche.

N N . I n
in vertu des hypothéses faites tant sar S que sur p et 17, on
peut aflfirmer P'existence des quantités :

av, av,

vy &Y
92 0, T dn

De plus, on a:

BV o "\
V,—V,=—b4mp/ =V, —V,

et : )
dv, av, ., dv, dv,
dn  dn dmp! = dn .~ dn |

conformément aux théorémes établis pour les simples et doubles
couches dans les chapitres I1I et IV.
Posons alors :

U=V —V.
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La fonction- V est harmonique tant a I'intérieur qu’a I'extérieur
de S; elle est réguliere a I'infini; enfin on a :

v, au,
U‘_UZ—O’W_ dn =0
D’otr :
U==0
V=V.

Ainsi, la fonction V peut étre regardée comme la somme d’un
potentiel de simple couche et d’un potentiel de double couche.

120. On peut écrire :

i 1
1 —
. dv, dv,\ do’ 3 ,
AmV = © ( dn dn) r s (Vi —=Vi) dn do
Supposons :
dv,
V,=0, dn — 7
Alors :
d 1
v 1 4V, T) ;
4uV—— (TF—V‘T d(x).

)

On retombe sur une formule connue.
Supposons maintenant :

V,—V,=0.
Alors :

dn dn r

7 dV dv,\ do’
iV = [ (-3 2)
8)
et V est un potentiel de simple couche. Ce cas se présente notam-
ment si on définit V au moyen de deux fonctions harmoniques,
I'une a l'intérieur de S, l'autre a V'extérieur de S, prenant les

mémes valeurs sur S.

121. Balayage d’un domaine. — Considérons un domaine T
ayant pour frontiere une surface fermée S. Soit P un point situé
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a lintérieur de T, portant I'unité de masse. Désignons par p la
distance de P & un point M quelconque de ’espace. Le potentiel
newtonien di a I'action de P sur M a pour valeur :

1

P

V=

.

Supposons maintenant qu’on sache construire la fonction de
Green G relative au domaine T et au point P. On a :

1

== —1II,

IT étant déterminée par les relations suivantes :

Al=0. . . . . . . . dans T
II=—1—. . . . .+ . . surS$.

P

al - . v . . . » A
Concevons une fonction V qui coincide avec II & Vintérieur
1, . . .
de S et avec — i I'extérieur. Cette fonction est continue dans

P
tout I’espace ; elle se comporte réguliérement a I'infini ; en outre
elle est harmonique tant & 'intéricur qu’a I'extéricur de S. Si
I'on reprend les notations du paragraphe 417, on peut écrire :

V,—V,=0
a L
dv, dv, " » dil  JdG )
dn dn — dn dn ~ dn
Dot :
1 dG do’

Y=

—_ [ =TT,
4 Jg; dn
en vertu d'une formule établic précédemment (§ 120).
On voit que V est le potentiel newtonien d’une couche simple
de matiere attirante répanduc sur S avec la densité :

1 dG
" 4= dn

en chaque point.
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/

. . 1 .
A TVextérieur de S, V coincide avec — . Donc, pour un point
- Q
. . , . ) . N .
qui n’est pas situé dans le domaine T, le potentiel du a la simple
couche considérée est le méme que le potentiel dit & I'unique

point P. :

A Tintérieur de S, V coincide avec H, mais on a :

1
vy >G>0,
)
¢’est-a-dire :

1
O<li< —
°
en tout point de T qui n’est ni en P ni sur S. Done, en tout
point situé dans le domaine T, le potentiel dd a la simple cou-
che considérée est plus petit que le potentiel di & P.

. d . .
On sait que -— est négatil en tout point de S : cela résulte

dn

de ce que G est nul sur S et positil a I'intérieur de S. On a
donc :

1 dG

" Az dn

> 0.

Ainsi les masses qui counstituent la simple couche dont le
potentiel est V sont toutes positives.

Les mémes propositions sont vraies si le point P, au lieu de
porter 'unité de masse, porte une masse égale a m. Si m est
positif, la densité de la couche superficielle que 1'on fabrique cst
encore positive en chaque point de S.

Les mémes considérations peuvent encore é&tre [aites d propos
de masses distribuées d’une fagon quelconque dans T : points
discrets, volumes, surfaces ou lignes.

La couche superficielle obtenue s’appelle couche équivalente
aux masses intérieures. L’opération qui consiste i remplacer des
masses par la couche équivalente porte le nom de balayage du
domaine T.

En résumé, on voit que le balayage d’'un domaine qui ne con-
tient (ue des masses positives ne change pas le potentiel en un
point extérieur; il le diminue en un point intérieur ; enfin cette
opération n’introduit jamais de masses négatives.
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ResarQue. — On a :

1 dG
Z=Jyan

_ dw’: 1.

Donc le balayage, dans le cas d’un point P unique portant
I'unité de masse. ne change pas la masse totale considérée. En
d’autres termes, la masse totale de la couche équivalente est
égale i la masse primitive, '

11 en est évidemment de méme dans le cas d’une distribu-

tion quelconque de masses.

122. — On peut définir de méme une opération qui s’appellera
le balayage de la région de I'espace extérieure a S.

Soit P un point attirant portant 'unité de masse située al'exté-
rieur de S. Appelons encore p la distance de P a un point M
quelconque de I'espace. Si G désigne la fonction de Green rela-
tive au point P et au domaine extérieur 2 S, on a :

G=-}——II
¢
avee ¢
All=0. . . . . . . #alextéricurdeS
II=—1-. . « . . . sur8.
o

Imagmons encore une fonction V qui coincide avec — a l'inté-

rieur de S et avec II & Pextérieur. On a cette fois :

1 dG do’

V=re| —— —
4r (S) dn r

et I'on voit encore que V est le potentiel d’une simple couche

répandue sur S avec la densité :

1 dG

s

en chaque point. Iciona:

dG
dn

>0,
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car le sens de la normale extirieure & la surface S est mainte-
nant celut de la normale dirigée vers l'intérieur du domaine
envisagé.

Sans insister davantage, nous pouvons énoncer les conclusions
sulvantes :

1° Le balayage ne modifie pas le potentiel a I'extérieur de S.

20 Le balayage fait diminuer le potentiel a U'intérieur de S.

3° Le balayage n’introduit pas de masses négatives.

Ces propositions se démontreraient comme dans le premier
cas. '

Voyons ce qui arrive pour la masse totale : je dis qu'elle a
diminué.

En effet considérons une sphere = de rayon R. Supposons Rt
assez frnnd pour que le point P ‘et la surface S soient a l'inté-
rieur de X.

La fonction G est harmonique a l'extérieur de I et réguliere a
I'infini. On a donc :

N n, o
czz_l__zm:Tf e
et ce développement est valable pour :

r>1R.

[I5 est une constante. Yoyons son signe.
D’abord on ne peut pas avoir :

1;<0,

car, pour R trés grand, c’est cette constante qui donne son
signe a G. Or, nous savons que G est positif & 'extérieur de S.
De plus je dis qu’on ne peut pas avoir ;

) —0.

En effet, si cela était, ce serait I', qui donnerait son signe a G
pour r trés grand. On devrait- done pouvoir écrire :

n =~0.

Or, posons : ,
! N4
N} =r*X}.
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[XXide=0,
si p =£q, intégrale étant étendue i tous les éléments de ln
sphere de rayon 1. Prenons :
p=1, q=0.
On déduit de 1a :

fX{d': =0.

Done X/, et par suite I nc peut pas avoir un signe constant:
Done Tl§ ne peut pas étre nul.

On conclut de tout cela :

1, >0,
Végalité étant exclue. Or :
}x/ X}
G=— + + + )
Dol :
dG {5 2X/
= o — e

Lorsque v est trés grand, c¢’est I1j qui donne sonsigne. On a*

n,>0
X, >0.

Dol s 1 ‘
< <

pour r trés grand.

Cela posé, si 'on appelle M la masse totale de la couche att
rante répandue sur S apres le balayage, on a :

1 dG
M= hr Jig dn du'.
On peut écrire .
1 dG | 1 dG 1 dG
M_—E s dn deo T hw (=) O do _+_,.__ Tl?dm
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Or la différence des deux premiéres intégrales est égale a 1.
Quant & Ia troisieme intégrale, nous venons de voir qu'elle est
négative deés que r est assez grand. On a donc :

M<1.

La masse totale a diminué par suite du balayage.

Tout ce que nous venons de dire s’applique encore sans modi-
fication si les masses primitives considérées, au lieu d’étre con-
densées en un point, sont distribuées d’une fagon quelconque.

123. — Pour pouvoir faire le balayage d’un domaine T, il faut
deux conditions :

o Savoir former les [onctions de Green G relatives 2 ce
domaine,

dn

2 Savoir que existe et est intégrable sur le bord du
domaine T.

Ces deux conditions sont remplies il s’agit d'une sphere. On
sait done faire le balayage d’une sphére.

Avant de montrer les conséquences que l'on peut tirer des
théoremes précédents, nous allons revenir sur quelques-uns de
ceux-ci en nous plagant dans le cas particulier ou il s’agit du
balayage intéricur d'une sphere.

124. Balayage d’une sphére. — Soient (fig. 81) une sphére S
de centre O et de rayona. Appelons M un point situé i I'intérieur
de la sphére et M’ un point situé au centre de gravité de I’élément
do/ de la surface de la sphere. Posons :

OM=p, OM =a, MM=r.

Imaginons maintenant dans I'espace une distribution de maticre
attirante pour laquelle la densité soit p au centre de gravité de
lélément de volume d=. Désignons par V le potentiel ainsl
engendré. On a :

V=V1—-I—V,

en appelant V, le potentiel di aux masses intérieures i la sphere
et V, le potentiel di aux masses extérieures. Le balayage a pour

POINCARE. Potent. Newt. 18
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effet de remplacer chaque masse wdz située a lintérieur de 12
sphere par une couche équivalente répandue sur la surface €t
ayant pour densité en M :

1-—
f= P wdz,

= fmar® ¥

Il résulte de la que la densité en M’ de la couche équivaleﬂte

M

l

o
finale, une fois qu’on a terminé le bhalayage, est donnée par I'?

tégr ale triple :
(l —
3 _"f}L 41"11'8 dT’

étendue a la sphére considérée. Posons alors :
"
U1 ._—_:f il do’ .
s T
U,=V,. . g

En supposant ' >0, on a:
P~/> 07 |U~N> 0.
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D'autre part :
U, =V,... i I'extérieur de S .

U, < V,... a l'intérieur de S

Prenons :

U= U‘ ~- Uz"
On a finalement :
U=1Y... & extérieur de S
U< V... a lintérieur de S

et d'ailleurs U est positif et continu dans tout I'espace.
Les mémes conclusions sont encore vraies si V est-un potentiel
dd & des distributions superficielles ou linéaires. On le démon-

Fig. 82.

ierait exactement de la méme fagon. Nous n’insisterons donc pas
ivantage sur ce point.

125. Théoréme de Harnack. — Soit une sphére S de centre O

ide rayon a. Prenons un point M alintérieur de la sphére et

sons (fig. 82) : ' ' .
OM = P
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Considérons maintenant une suite illimitée de fonctions :

V,V,... V..

harmoniques et positives dans S. Désignons par :
Ny’ 14
V‘\’ CREXY ,illl
les valeurs de ces fonctions en un point M’ situé au centre de

gravité de 1’élément do’ de la surface de la sphere.
Nous avons prouvé (§ 97) ue, si la série :

3V,
est convergente, sa somme :

V=21V,

est une {onction harmonique dans S.
Ona:

2 2
, At —o
Vi [V E
sy awmar

en posant :
MM =,

Soit alors une sphére I concentrique a S et de rayon b inférieur
a a. Supposons que le point M soit & I'intérieur de . Posons :

a? — p? '
frar® T
Ona:
r>a—p>a—Db
et:
a?— 92 <al
Dol :
g a?
- < -— T *
bra(a— l))3

Appelons B, cette limite supérieure de 8. On voit que I'on Peut

éerire @

V,<B, f@ Vido.
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5i done la série :
f Vido' 4 f Vido' ...+ [ Vido/+- ..
(8) (8) ()
est convergente, la série ; '

V,+V,+ ..+ V4.
Uest elle-méme, et sa convergence est unilorme.
Nous avons vu (§ 97) que I'on peut aussi assigner une limite
supérieure B, aux trois quantités :
08 06 08
x| |3y || O

Donc les séries :

~ 0V, A ~ 0V,
ax 2 dy 0z
sont absolument et uniformément convergentes quand la série :

-\
2 Vido
(8)

est elle-méme convergente.
Il en est encore de méme pour les séries :

AR Y 0V,

ox? 0y0z

O OV, %V,
i 0y® 0z0x
O 0%V, 0%V,
dz? 0xdy

eten général de toutes les séries déduites par dérivation terme @
terme de la série :
V.
Cela se voit toujours par le méme procédé,
Nous avons conclu de tout cela, au paragraphe 97, que la fone-
tion V est harmonique & I'intérieur de la sphere, si la série :

-
2 Vide'
(8)

est convergente.
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o . " e I’I
Nous voulons aller un peu plus loin i présent et montrel que ™

z Vlid(!),
(S)

est convergente, si la série :

série :

IV,

est convergente en un point M, de la sphére.

126. Appelons :
VOV° 'V’O
les valeurs des fonctions :

V,V,.. Vi...

au point M. Posons d’ailleurs :

OM,=p,, MM =r,

Ona:
V? — (ul '—;lp )V .
(s (L
Mais on peut écrire 'inégalité :
Ty <a + Po'
Dol :
a’ —p% a—p,

—> 5!
brar’ 4ma (a—p,)?

ce qui donne :

Vo> 0 (Ve
i> 4lu ((l+‘0) .(/s'

f Vidw'<I NV,
(s)

1 a—py

N T hma (a4 2.)°

et enfin :

cn posant :

Or, par hypothése, la série :
Ve,
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est convergente. Donc 1l en est de méme de la série :

Z V. do'
(8)

et, par suite, la fonction V est harmonique.

C. Q. F.D.

127. Considérons un domaine T limité par une surface fermée S.
Ce domaine est supposé connexe, mais d’un ordre de connexion
quelconque.

Soit une suite illimitée de fonctions harmoniques :
V,V,... V...
définies et positives dans T. Je dis que, si la série :
pA'A

est convergente en un point M, de T, elle est convergente en tout
point de T.

En cffet, prenons un point M quelconque situé a 'intérieurde T.

Fig. 83.

Si le point M est contenu dans une spheére qui renferme aussi -
le point M, et qui soit tout entiére a U'intérieur de T, la proposi-
tion est évidente : en effet, chacune des fonctions V, est harmo-
nique et positive dans cette sphére, en sorte qu’on est ramené au
eas étudié dans le paragraphe précédent,

Supposons maintenant (fig. 83) qu'on ne puisse trouver
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aucune sphere remplissant les conditions prescrites, mais que

) . . . .
I'on puisse trouver dans T un point M, tel qu’il existe deux
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sphéres, 'une contenant M et M, Pautre contenant M, et M, et
toutes deux contenues dans T. Alors, en vertu de la remarque
que nous venons de [aire, la convergence de la série :

Y
P

en M, entraine sa convergence em M, et celle-ci & son tour
entraine la convergence en M. La proposition énoncée est donc
encore vérifiée.

En général, a cause de la connexion du domaine T, on peut
tracer un chemin continu allant de M en M sans sortir de T. Sur
ce chemin, il est manifeste que l'on peut trouver un nombre

limité de points (fig. 84) :
MMM,... MM, ;... M

tels qu’il y ait toujours une sphére contenue dans T et contenant
a son intérieur deux points consécutils M, ¢t M,,,. La démons-
tration du théoréme en question peut alors se faire de proche en
proche. La série :

est convergente en M,; donc elle I'est en M,, comme on le voit
en considérant la premicre sphére. La convergence en M,
entraine la convergence en M, comme on le voit en considérant
la deuxieme sphére. En général, la convergence en M, entraine
la convergence en M,,,, comme on le voit en considérant la
(n—|— 1") sphere. Il est clair (u’aprés un nombre limité d’opéra-
tions on sera assuré de la convergence en M.

C. Q.F.D.

128. Voici une importante application des théorémes précé-
dents. /

Soit un domaine T limité par une surface fermée S.

Considérons une fonction ® définie et continue en tout point
de S. Nous regarderons cette fonction comme donnée. De plus
nous supposerons qu’elle est positive et non nulle en tout point
de S.

Cela posé, tracons une sphere Q assez grande pour contenir
toute la surface S a son intérieur. On peut toujours imaginer une
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{onction U définie et continue dans Q, positive et non nulle dans
le méme domaine, prenant enfin les valeurs ® sur S.
Donnons-nous maintenant une suite de nombres positils :

€,8,85..« Eaens

tels que la série :
I M iR R Sy

soil convergente. On sait qu’il est possible de construire uné
suite de fonctions :
' PP.P,...D,...

définies dans Q et holomorphes en tout point de ce domaine, de

telle fagon que I'on ait :
0<P,<e,

pour toutes les valeurs de 'indice n et que la somme de la sér®
absolument et uniformément convergente :

P +P, 4.4+ P ..

soit la (onction U donnée. On peut, par exemple, s’arranger d¢ -
maniere que les fonctions I, soient des polyndmes entiers
en x,y, z

Supposons alors que 'on sache, pour toutes les valeurs d¢
I'indice n, former une fonction V, harmomquc dans T et prenant
sur S les mémes valeurs que P,. On a :

0<V,<e,.
Donc la série :
V4V, oo 4 Vot

dont tous les termes sont des fonctions harmoniques’ et positives
dans T, est absolument et uniformément convergente en tout
point de T. En vertu du théoréme de Harnack, nous concluons
de la que la somme V de la série précédente est une fonction
harmonique dans T prenant sur S les valeurs ®.

Nous voyons par la que Uon saura résoudre le probleme de
Dirichlet dans le cas le plus général dés qu’on saura le résoudre
en supposant que la fonction chérchée prenne sur S les mémes
valeurs qu’'un polyndme donné.
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RemarQue. — Nous avons supposé pour plus de simplicité,
dans la démonstration précédente, que la fonction donnée ® était
positive et non nulle en tout point de S. On peut toujours se
placer dans ce cas pour résoudre le probleme de Dirichlet.

En effet supposons que ® ait un signe quelconque. Posons :

[®]<M... (M=C").
On peut toujours écrire :
® =M —(M— )

Ona:
M—®>0.

Soit V une [onction harmonique dans T prenant sur S les
valeurs M— @ : nous admettons qu’on peut la déterminer. Cela
posé, il est clair (ue la fonetion :

M—V

est harmonique dans T et prend sur S les valeurs .

129. Méthode du balayage. — Proposons-nous de construire
une fonction V harmonique dans un domaine T limité par une
surface fermée S et prenant sur S les mémes valeurs qu’un
polynéme donné P. ' ‘

Commencons par tracer une sphére Q contenant i son intérieur
tout le domaine T. ' ‘

Cela posé, il est possible de trouver une infinité de spheres
formant une suite & indices entiers positils et jouissant des pro-
priétés suivantes : -

1° Chacune des sphéres Q; est tout entiere intérieure a T.

2 Tout point de T est intérieur a l'une au moins des
sphéres Q. X

Concevons, en effet, une succession de nombres positils :

. .
8,5 Ogpees Opyeen

décroissants et tendant vers zéro. Imaginons maintenant une série
de régions :

R, R,,...Ry...

s'enveloppant mutuellement et tendant a se confondre avec T.
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La région R; par exemple est définie comme étant I'ensemble de
tous les points de T dont la distance minimum & S est supérieure
a ;. Tragons une triple série de plans paralleles aux plans coor-

’

donnés, I'écartement de deux plans consécutifs de la méme série
étant un peu inférieur i ——;)- . La région R; est ainsi partagée en

un nombre limité de cubes dont la diagonale est légérement infé-
. PR . . .. .

rieure a 0. Il est clair que ces cubes sont tous intérieurs a T.
D’ailleurs tout point de R; appartient 4 'un de ces cubes.

Appelons :

la longueur de la diagonale d’un de ces cubes. A chaque région
R; est attaché un nombre positif ¢ inférieur & &;. Nous supposons
que la suite : .

cee g,
-lszha. o0 Sjeee

soit convergente et ait zéro pour limite.
Cela étant, du centre de chacun des cubes obtenus, décrivons

2

: g . -
une sphére ayant pour rayon &-— . Nous construisons ainsi
un nombre limité de sphéres :
102
Q iQ i*r Q:"

Toutes ces spheres sont intérieures & T et tout point de R; est
intérieur 2 'une au moins de ces sphires. En faisant la méme
opération pour chaque régionR;, on obtient une série de spheres
remplissant bien les conditions prescrites :

1° Toutes ces sphéres sont intérieures i T.

2° Tout point intérieur a T, étant intérieur aux régions R, i
partir d'une certaine valeur de i, est intérieur i 'une au moins
des spheres considérées.

3° L’ensemble des spheres précédentes est dénombrable,
puisque I'ensemble des régions R; 'est lui-méme et qu'il ne cor-
respond a chaque région RR; qu'un nombre limité de spheres.

La proposition annoncée est done établie.

Nous considérons les spheres Q; dans I'ordre suivant :

20,0000000

4o

de maniere a considérer chacune d’elles une infinité de fois.
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130. — Prenons maintenant le polynéme donné P et formons
Texpression AP, Supposons d’abord que V'on ait :

AP <0

en tout point de Q. Nous verrons ensuite comment on peut lever
cette restriction.

Posons
- * pfd‘r
" Jioy r
et
, AP
K==z
Ona:

wW>0, W, >0.

.

De plus, W, est le potentiel newtonien d'un volume attirant-
D'ou

AW, = —4=p' =AP
en tout point de Q.
Effectuons maintenant le balayage de chacune des spheéres Q"n
en prenant celle-ci successivement dans l'ordre indiqué. Soit

W, ce qu'est devenu le potentiel W, apres la i* opération. On 2
évidemment, en vertu des propriétés du balayage :

W, =W
en tout point de Q. D’autre part, on peut écrire :
W;>0,

puisque le balayage n’introduit jamais de masses négatives-
Considérons la suite :

W,W,... Wi....

Blle est convergente, puisqu’elle est formée de tecrmes 10U
positifs qui vont toujours en décroissant ou du moins qui ne
croissent jamais. Soit W la limite de cette suite : W est uné
fonetion définie en tout point de Q.
On a évidemment :
W ~W~0nN
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Etudions les propriétés de WV.
Considérons une sphere Q, quelconque. Elle est balayée une
infinité de fois, aux opérations numérotées, par exemple :

N T R

Considérons les fonctions :
7
W Wy We o

Elles forment une suite convergente ayant W pour limite. Dail-
leurs, on a:

‘“V“i= 0... dans Q,

quel que soit i. Mais on peut écrire :
We=— W+ (W, — Wy )+ 4+ (W _ — W)+ ...

Tous les termes de cette série sont des fonctions harmoniques
_ dans Q, ; ces fonctions sont positives dans le méme domaine, 1
I'exception de la premiere ; enfin la série envisagée est conver-
gente en tout point de Q,. Donc, en vertu du théoréme de Ilar-
nack, la fonction W est harmonique dans Q,. Mais étant donné
un point quelconque de T, on peut toujours trouver une
sphére Q, au meoins qui conticnne ce point & son intérieur. On
voit par la que la fonction W est harmonique en tout point de T.

131. Voyons quelles sont les valeurs prises par la fonction W
sur S,

Supposons que la surface S posséde en chacun de ses points
un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux
bien déterminés. Soit M, un point de S. Voyons vers quelle
limite tend W quand le point courant M (x,y,z), d"abord situé a
I'intérieur de T, tend par un chemin quelconque vers M,.

En vertu des hypothéses que nous venons de faire, on peut
construire une sphere S, tangente extérieurement a S en M,
Construisons une fonction U jouissant des propriétés suivantes:

AU=0 .. ... a lextéricur de S,
U=W,..... sur§
U=0...... alimfini

d
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‘Sachant résoudre le probleme de Dirichlet pour la sphere, nous
savons former la fonction U.
On a évidemment :

U=W=W,

en tout point M de T. Mais, quand M tend vers M, U et W,
tendent vers la méme limite. Il en est donc de méme de W,
Ainsi W prend sur S les mémes valeurs que W,
Finalement, on a :

AW =0...dans T
W=W,..surS

pourva que S ne présente aucune singularité.

132. Posons maintenant :

V=P —W,+W,

On a: ,
AW,=AP
AW =0.
D'ou :
AV =0.

D'autre part, il est manifeste que V prend sur S les mémes valeurs
que le polyndme donné P.

Le probleme de Dirichlet est done résolu dans le cas particu-
lier ot nous nous sommes placés. Mais nous savons que le théo-
teme de Ilarnack permet de passer de ce cas particulier au cas
général. Donc le principe de Dirichlet est complétement établi.

133. Nous avons supposé :
AP <0
dans Q. Cela me restreint pas la généralité. En effet, on peut
tojours écrire :
P=P,~P,,

les polyndmes P, et P, étant choisis de facon que Pon ait :

AP, <0, AP,<O.
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CHAPITRE VIII

RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET
LA METHODE DE NEUMANN

- . )

135. Principe de la méthode de Neumann. — La méthode du
halagage, exposée au chapitre précédent, fournit une démons-
tration rigoureuse et générale du Principe de Dirichlet. La
méthode de Neumann, dont nous allons nous occuper mainte-
nant, a le méme but. Au point de vue de la généralité, elle est
inférieure d la méthode du balayage. Mais elle a Pavantage de
hien mettre en évidence l'identité des fonctions harmoniques et
des potentiels newtoniens.

Nous étudierons concurremment le probleme intérieur et le
probleme extérieur de Dirichlet. Nous nous placerons dans le
eas de I'espace & trois dimensions. Mais ce n’est que pour fixer
les idées. On verra sans peine que les raisonnements peuvent
encore étre faits quel que soit le nombre des variables indépen-
dantes.

Considérons une surface fermée S limitant un domaine inté-
vieur T et un domaine extérieur T’. Nous supposerons que la
surlace S posséde en chacun de ses points un plan tangent
unique et deux rayons de courbure principaux bien déterminés.
Cela posé, nous voulons résoudre le probleme de Dirichlet a la
lois pour le domaine T et pour le domaine T'.

La méthode de Neumann consiste & chercher une double couche
portée par S dont le potentiel newtonien soit précisément la
fonction harmonique inconnue que l'on veut construire.

Nous verrons gue I'on peut toujours réussir i déterminer la
double couche en question dans le cas du probleme intérieur,
Mais, pour le probleme extérieur, il n’en est plus ainsi. 11 est

roincark., Potent. Newt. 19
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facile de se rendre compte de cette derniere particularité. Soit V
une fonction harmonique & l'extérieur d’une sphére de rayon R
et régulicre a linfini. On a:

XI 3 !
V= —% - —- 4.
P P
en appelant :
v/ /!
X XL

des fonctions sphériques et en posant:
P2=x2+y2+22.
Ce développement est valable pour :
o> R

Supposons que V soit un potentiel newtonien. Alors on peut
écrire '

lim,—, pV= M,
M étant la masse totale qui engendre le potentiel V. Si ce poten-
tiel est celui d’'une double couche, on a:

M=0.
Mais, en général :
M=X,.
Cela entraine donc:
X, =0.

Par conséquent, une condition est requise pour qu’on puisse
résoudre le probleme extérieur de Dirichlet au moyen du poten-
ticl d’'une double couche.

Nous verrons d’ailleurs que ’on parvient toujours d résoudre
le probleme extérieur en superposant sur la méme surface S une
simple couche et une double couche de matiere attirante.

136. Rappelons d’abord, en quelques mots, les propriétés fon-
damentales des potentiels de double couche.

Soit W un pareil potentiel. C’est une fonction réguliére &
Pinfini et harmonique en tout point de ’espace, saulsur la surface
méme qui porte la double couche. .
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Lorscue le point courant M se rapproche indéfiniment d’un
peint M, de S en restant intérieur a S, Wtend vers une limite
que nous désignerons par V. Lorsque M tend vers M, en restant
a I’extérieur de S, W a encore une limite que nous désignerons
cette fois par V. Si p est la densité de la double couche au
point M, ona:

V—V =—4mp.
Enfin la valeur de W en M, est:

(4
: U= V"f)‘v.
A

Nous supposons ici la maticre attirante qui constitue la double
couche répandue sur une surface fermée S. Les éléments do’
de S sont alors regardés comme ayant leurs cétés négatils tour-
nés vers lintérieur de S. Quant a I'angle solide ds’ sous lequel
dw’ est vu du point x, y, z, il est positif ou négatil suivant que do’
est vu par sa lace externe ou par sa face interne.

137. Soit ® une fonction donnée, définie en tout point de S,
uniforme et continue dans le méme domaine. Appelons 2 un
parametre réel.

Proposons-nous de déterminer une double couche portée par S,
de telle fagon que son potentiel \V satisfasse au voisinage dec
chaque point de S & la relation :

V— V'=(V V)20,

C’est ce que j'appellerai le probléme de Neumann.
Supposons ce probléeme résolu et faisons :

- A=1.
Le potentiel W correspondant vérifiera la relation :
V=—1d,

Le probléeme de Dirichlet extérieur est ainsi résolu.
Faisons maintenant :
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Le potenticl W correspondant vérifiera la relation.
V=2.
Cette (ois, ce sera le probleme de Dirichlet intéricur qui sera
résolu.

Tinalement, on voit que nous sommes ramenés a la recherche
du probleme de Neumann. :

138. Considérons YW comme une fonction de . Admettons
que W puisse &tre développé en série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes de 2.. On a alors

W=W, 4+ AW, + ...+ "W+ ...
V=V, 4+ iV, + ...+ 4V, ...
(1) V=V 40V, 4+ RV
U=1U, + 1, + ... 4+ WU, +...
Voyons si de pareilles sérics peuvent vérifier toutes les conditions

imposées a la fonction W que I'on cherche.
1’abord il faut, pour cela, que I'on ait :

AW,==0, AW,=0,... AW,;=0...

en tout point de I'espace, saufl sur S. Cela aura lieu si nous pre-
nons pour :

W, W,... W..

les potenticls de certaines doubles couches.
Maintenant la relation :

V— V=) (VA4 V)+20

donne :
V,—V, =20

V—V =V, 4V, _2Uo
V,—V,=V —}—V’

VL_V'——Vi—-i_'}_Vrll—-l:‘?‘U -

«”
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Si Ton appelle :
Pothythee - hieee

les densités des doubles couches dont les potentiels sont respec-
tivement :

W, WW,...W....
on sait que 'on doit avoir :

V,—V =— bry,

D’o

=

'Ui—1

2=

ce qui détermine de proche en proche les densités des doubles
couches envisagées.
Cela posé, nous avons deux (uestions i résoudre :

1°..... Peut-on construire les séries (1)?
20..... Ces séries sont-elles convergentes ?

C’est ce ue nous allons examiner.

139. Développement de la méthode de Neumann.— Posons pour
abréger: ' '
de’

[
¥= 2%

Prenons :

W, == fs | wdo,
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W, sera le potentiel d'une double couche portée par S. Donc la
fonction \V, sera réguliére a I'infini et harmonique en tout point
1
de T’espace non situé sur S.
D’autre part, on aura bien :
Vi—Vi=—b4nmy
et, si I'on pose :
oy — U _,

P T a !

o, 2=
on pourra écrire :

Vi-—VQ:zU‘_ 1-

Donc W, remplira toutes les conditions prescrites.

Les fonctions \V; peuvent étre formées de proche en proche &
partir de la fonction @ donnée.

En effet, on a d’abord :

W, = [ @db".

Maintenant, W, étant connu, il est clair que V, V', U le sont
aussi. Donc on peut calculer p,. Dol :

W= [S Uy,

it ainsi de suite.
Finalement on peut écrire :

W= [, d¥’
W=/, UdV’

W,= [S U,y
Wi=js) U,_,dv

.

Done les fonctions W, peuvent étre formées de proche en proche
et, par suite, les séries (1) peuvent &tre construites sans ambi-

guité.
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RemarQuE. — Sil'on a:

b =1,
il est clair que W, égal a
2....... entoutpointde T
. 1....... entoutpointde S
0. en tout point de T’

car :
ﬁs) d¥ =2...s1x,y,z est dans T

js) df'=1...six,y,z est sur S

U(C) d¥ =0...six,y,z est dans T’.

140. Etudions maintenant les fonctions W;. _

Supposons que la surface S soit convexe et posséde en chaque
point des rayons de courbure finis. Nous excluons ainsi de nos
considérations les surfaces qui ont des portions planes ou cylin-
driques.

Ces hypotheses ne sont pas toutes indispensables. Neumann
a étendu sa méthode i toutes les surfaces qui ne sont pas biétoi-
lées, c’est-d-dire ol tous les plans tangents ne vont pas passer
par I'un ou l'autre de deux points fixes (comme ccla aurait lieu
dans le cas d’un cube ou dans le cas du solide commun i deux
cones). Mais, pour simplifier, nous nous bornerons au cas, déji
trés général, qui a été signalé.

Figurons la surface S (fig. 85). Soit M’ un point de cette sur-
face situé au centre de gravité de 1'¢lément dw’. En vertu des
hypothéses faites sur la nature de la surface S, on peut tracer
une spheére I tangente 4 S en M’ et contenant toute la surlace &
son intérieur. Soit O le centre de cette sphére ; désignons par A
le point de £ qui est diamétralement opposé a M'; il est clair
que M’A est la normale & S en M,

Supposons maintenant que le point courant x,y,z vienne sc¢

placer sur S en M. Joignons MM’ et posons :
s

N
NMMA = .
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On a évidemment :
w

2

cosd =0,

b=

-G

quel que soit le point M, puisque la surface S est convexe.
Ici ds’ est constamment négatil, d’aprés nos conventions, car,

A

R

M

Yig. 85.

la surface S étant convexe, on n’en peut voir, quand on se place
sur clle, que le coté interne. On a donc:

, dw' cosy
dO‘ —_———g
MM/
si ’on remarque que do’ est, en valeur absolue, I’élément de la
sphére de rayon 1 décrite de M comme centre dont la perspec-
tive sur S est dw'’. On conclut de la:

407- 1 dw'cosd

T2 T wa?
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Posons maintenant :

MA =2R,

en appelant R le rayon dela sphére 2. La sphere £ a pu étre choi-
sie 'de fagon que la méme valeur de R convienne pour tous les

points M’ de S. On a:
M'B=MA cos ,

B étant le point ou M'M coupe £, puisque le triangle M'BA est
rectangle en B, D’autre part :

d¥ >0
et :
> 1 de’cosd
27 WB?
car :
MB> MY,
Dot
do’
!
49> 8=lk* cos ¢
o dof
> 5 g
Posons:
1
S =
On a finalement :
df’ > Mdw'.

Cette inégalité nous servira tout a 'heure.

141. Considérons U,. C'est une (onction continue sur S. Donc
elle a une limite supérieure G, et une limite inlérieure IT,. Ecri-

vons <
I, £ U, < G;.

Si le point M est situé sur la surface S, ona:

\Vi+1=U1+1'
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Dong, en désignant (fig. 86) par U’ la valeur de U, en M/, on peut
écrive :

> WH,=U.+,=[U;de'.
«/(8)

SiM se déplace sur S, U, varie et

atteint son maximum G;,, en un cer-

M tain point M et son minimum II;,, en

Mo un certain point M,. Appelons alors

—2=d¥, .—2ndf, —2rdf

(s
les angles solides sous lesquels d’
Yt est vu respectivement des points :
¥ig. 86. )
M, M, M.

Dans ces conditions :

Gior= f s,
{8)

1, , =f Uldy.
(8)

fdeg _[de;=1.
G, =f G,do;

II = | Hdb;.
(s

Or:

Donc on peut écrire :

On en conclut :
Gi— G, +r=f(c._ug) do; > 0.
(8)
Dot :
G>G .,
Ainsi les quantités G; vont en décroissant quand i augmente.
On voit de méme que les qu'mtltes II, vont en croissant quand i
augmente.

D’autre part, on a:

a8 > Mdw’
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et

df; > Mdew'.
Do :
Ci—Gi+l = (GI—UE) d%
(S)
Gi— Gy >M [ (G—T) dw.
(s)

De méme :

My 1> M [ (U —11) do.

v(8§)
/\joutons membre a membre :
(Ge—T0) = (G sy — T, ) >M [ (G—11) a0
- )

Enfin :

(Gi—1I) — (Gi 4, —11y, ) >M (G — 1) | do'.
/ . (8

En outre, I'on a:

dow' =S,
(8)

S étant l'aire de la surface S.
Posons :

MS =1—y,
}L‘émnt déterminé par cette égalité méme. On peut écrire alors
Gioyi—1Il o <u (G,—TI).
Comme on a évidemment :

Gl+1—H|+1>O, Gl—Hi>O’

on déduit de li:

p>0.
Mais :
M [ dw' >0,
(8)
Done :
1 —p>0.
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Bref:
O<p<l,

Ces inégalités vont jouer un réle essentiel dans nos raisonne-
ments.
Considérons les différences :

G, — I,
G, —H,
G, —1I

On a:
}1 - “1 < (Go - Ho) >
G, —1IL,<(G,—I) p

. . . . . . . .

G—IL<(G_y — i )p.
Multiplions membre & membre :

G ~—1I,< (G, —1L) @
Posons :
G,—II =A;

A est une constante bien déterminée ct on a:
G—IL<AW,

pour toutes les valeurs de l'indice i. Cela montre que la diffé-
rence :

G —1i
tend vers zéro quand i augmente indéfiniment. La gérie :

(G, —11)

converge comme une progression géométrique décroissante,
puisque w est inférieur a I'unité.

En résumé, les quantités G, forment une suite de termes supé-
rieurs & IT qui vont toujours en décroissant ou, du moins, qui ne
croissent jamais et les quantités H; forment une suite de termes

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



RESOLUTION DU PROBLEME DE DIRICHLET 3ox

inférieurs & G, qui vont toujours en croissant ou, du moins, qui

ne décroissent jamais. Donc les deux suites G; et II; sont conver-
gentes, Mais la différence :

Gi b II‘

reste toujours positive et tend vers zéro quand i augmente indéli-
niment. Donc les deux suites G; et II; définissent la méme limite,
Vappellerai C la limite commune des deux suites G; et II.

142. Presxier cas. — C==0,.
On a constamment :
G, >C>1I.

Si on suppose :

on peut écrire : )
G,>0, I,<0.
Mais on sait que : ‘
G, —IL<Ap

Done :
Gi< A{J\.‘
— I <A
dans le cas actucl. En d’autres termes, les séries :
3G
et
2,

convergent a la fagon d’une progression géométrique décrois-
sante, '
- D’autre part :

Vi——V’;=V;—1+V/j_1'—‘=2Ui—-1

et:
V,= V. —j—-vi -+ Vi— Vs =U;+ U,
2 2
/
VI|= Vi_;V‘ — Vi;Vi zU‘——\-Ui_la
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Mais, puisque I'on a:
Gi< AELi
| — Hl << A{.Li,
on peut écrire :
[Uil <Ayl
On conclut de Ii :
LVi|<Api4 At
!V/il<AP'i+A|U'i_'7
c’est-a-dire :
I Vi l < B;J.l
|Vi1,< B}*i:

en posant: -

B=A<1-|—_1_).
I.L

Maintenant, W; est une fonction réguliére a U'infini et harmo-
nique tant a lintérieur qu'a 'extérieur de S. C’est donc sur la
surface S elle-méme que W, atteint son maximum et son mini-
mum, En d’autres termes, on a :

[W;] <max]|V;]... dans T
Wi <max|V;|...dans T".

D’ol finalement :

| W,|<By.

aussi bien a Pintérieur qu’a I'extérieur de S.

143. Reprenons la série :
W42, 4 VW=
On a, en vertu de ce qui précede :
' [W, | < B |3

Donc la série envisagée est absolument et uniformément conver-

gente si: - _
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Cest-a-dire si :
1
] <—-
he

Or nous savons que :
O<pu<t

Donc la série est convergente pour A=-1 et pour h=—1.

144. Faisons :
=441

et désignons par W la somme de la série convergente :
W, W, + o 4 W4

lest clair que W est une fonction de x, y, z bien définie en tout
point non situé sur S et réguliere a 'infini.

Je dis que W est une (onction harmonique en tout point de
Vespace, saul sur S.

En effet, il en est ainsi de chacune des fonctions W;. Or on peut
Serire : '

\V ::Z\\fi =2 (Byvl"‘l" \V,) -_— SBH"

car la série:
IBy,

dont tous les termes sont des constantes, est convergente. Mais
on a:
| Wi | <By.
D'our :
‘ Bl.l.l +VV,> 0.
D'utre part :
‘ Bu! 4 W; < 2By

Ainst la série :

A ses termes tous positifs et est uniformément convergente. De
Plus tous ses termes sont des fonctions harmoniques tant &
Vintérieur qu'h Vextérieur de S. Donc sa somme, en vertu du
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théoreme de Ilarnack, est une fonction harmonique dans le méme
domaine,
On peut dire la mdme chose de la somme de la série :

=By,

puisque celle-ci est une constante s
En définitive, W est une fonction harmonique en tout point
de I'espace qui n’est pas situé sur S. -

145. Reprenons lc cas oun X a une valeur quelconque et voyons
ce qui arrive quand le point x,y, z tend vers un point M; de S
en restant toujours a 'extéricur de S.

Dans ce cas, on a :

lim W, =YV
par définition. Mais :
\ﬂi‘: U‘— Ui—l‘
Dot : :
limW, =U0,—®
m VW, =U,—U,
linl \\fi - Ui -—_ Ui—l

La série :
Uy— @)+ (U, —U)+ ... +WU, —TUi_y)+...
est convergente. D’autre part, la série :
W+ 0W, 4 o WW -

est elle-méme uniformément convergente. On conclut dela:
Jim W —_—Z)J (U, — U, ),

en vertu d'un théoréme bien connu de la théorie des séries.
Tout ce qui précede suppose :

1
A <—
IM<—
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Cela s’applique si % est égal i 1. Dans ce cas, la série :
Z)ﬁ (U, —TU,_))

(Uo—q))+ (UI—UA) +(U2_U1) =+

c’est-a-dire a la fonction donnée @ changée de signe. On a donc:

se réduit A :

Im We—=—09,

quand le point x, y, z tend vers un point de S en restant a I'exté-
rieur de cette surface.

Comme la fonction @ est arbitraire, on voit que le probleme
de Dirichlet, en ce qui concerne le domaine T extérieur a S, est
complétement résolu.

146. Faisons maintenant :

)\= - 1-
Les mémes raisonnements peuvent étre répétés. On peut écrire :

W= (B—+ W,) -+ Bp. — W, + Bp*+ W,)+...
- [Bp A (— LW, A-...

— Byt

N

Le théoreme de Ilarnack montre encore que W est une fonction
harmonique.
Cette fois, on trouve (ue :

lim W=,

quand le point x, y, z s¢ rapproche indéfiniment de S en restant’
toujours intérieur a T.

Le probléme de Dirichlet, en ce qui concerne le domaine T inté-
rieur a S, est donc completement résolu.

En définitive, le principe de Dirichlet est établi, dans le cas
ol la constante C est nulle. .

147. Deuxiive cas. — C=£0.
Occupons-nous d’abord du probleme intérieur.
Prenons la fonction donnée @, Sa connaissance conduit a la

POINCARE, Potent, Newt. 20
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connaissance de la constante C qui, par hypothese, estici diffé-
rente de zéro.

Changeons maintenant ® en ® — C, et relaisons les mémes
caleuls. 11 est clair que U, devient :

!
.ﬁs)(d) —C)db
¢’est-d-dire .
U, —|(_Cdv,
(S)
ou enfin :
U,—C
De méme U, devient U,— C et, en général, U; devlent U,—C.

Dans les mémes condltlons les quantités :

G, et I

.

deviennent :

Gi'—c et IIi— C.

Alors la nouvelle constante C se déduit de la premiére par

soustraction de C: elle est nulle.

On est ainsi ramené au cas ot C est nul. On peut donc résoudre
le probleme de Dirichlet, en se donnant les valeurs de ®—C
pour valeurs de la fonctlon h*lrmomque cherchée sur le bord du
domaine T.

Soit W la solution obtenue. C’est une fonction harmonique en
tout point du domaine envisagé. De plus :

im W= —-C,

.quand le point x,y, z tend vers S en restant a 'intéricur de T.
Posons alors :

V=W +C,

I est clair que V est encore une fonction harmonique dans T.
Mais, cette fols, ona:

ImV==%®

(uand le point x,y, z vient se placer sur S.
D’autre part, W est le potentiel en un point intérieur a T d’une
_double couche portée par S. Or la constante C peut aussi &tre
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regardée comme le potentiel en un point de T d'une double
couche homogeéne portée par S. Done W+ C est encore un poten-
tiel de double couche.

Le probleme intérieur de Dirichlet est done résolu dans tous les
cas au moyen d’une double couche portée par S.

148. Passons maintenant au probléme extérieur. Nous allons
voir que la méme conclusion ne subsiste plus: si C est différent
de zéro, on ne peut plus résoudre le probleme en question en se
servant seulement d’une double couche portée par S.

Tout d'abord, il est clair que I'on ne peut plus employer V'ar-
tifice qui a conduit & trouver la solution générale du probleme
intérieur, En eflet, il est toujours possible de former la fonction
harmonique W qui tend vers ® — C quand on s’approche indé-
finiment de S par Vextéricur. La fonction W+ C vérifie bien
encore 1'équation de Laplace. Mais ce n’ést pas une fonction har-
monique, car elle n’est pas réguliere & linfini, W 'étant et C
étant une constante. De plus, il est exact que W est un potentiel *
de double couche ; mais la constante C ne peut pas étre regardée
il comme le potentiel en un point extérieur d'une double couche
homogene portée par S, car un tel pbtentiel est nul dans tout
lespace extérieur a S.

D'ailleurs nous avons vu (§4135) qu'il existait une condition
nécessaire pour que le probleme extérieur de Dirichlet soit réso-
luble par le potentiel newtonien d’une double couche de matiére
attirante répanduc sur S. Or: )

C=0

est une condition su[ﬁs’mtc C’est alors la condmon nécessaire et
sullisante en qucstlon

Voyons donc comment la méthode de Neumann permet de
résoudre le probleme extérieur de Dirichlet quand la constante C
W'est pas nulle.

149. Soit W un potentiel de double couche.
Prenons un point M & l'extérieur de S (fig. 87) ¢t un point 0 &

Uintérieur. Puis posons :
OM =
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-

11 n’est pas possible de trouver une double couche portée par S
dont le potentiel W coincide avee la fonction —a lextéricur

) P
de S. En effet, W étant un potenticl de double couche, on
aurait : '

oW =20,

hmF‘ml

. 1 . .
et, d’autre part, W coincidant avec —, on devrait avoir :
\

lun(,:mo\Vz 1,
ce qui est contradictoire.
s . 1
Désignons par @' I'ensemble des valeurs de ——sur S. Il
0

. . . g 0 .
cxiste une fonction W’ harmonique dans T’ et se réduisant a — ¢’
sur S : c’est précisément Ia

.1 .
m fonction —. Cette fonction,

nous venons de le voir, ne
peut étre regardée commne un
potentiel de double couche.
Mais il est certain que c’est
le potentiel d’une simple cou-
che poriée par S: cette sim-
ple couche est d’ailleurs la
couche équivalente provenant
Fig. 87. du balayage d’'une masse +-1
placée en O.
Cela posé, appelons C’ la constante que I’on peut former avec
@’ comme on a formé la constante C avee ®. On a évidemment :

C's5£0,
sans quoi W’ serait un potentiel de double couche.
Posons :

s)

' =P |- ad’

2 étant une constante laissée indéterminée pour le moment. A la
fonction ®” définie sur S est attachée une nouvelle constante C¥
qui est liée aux précédentes par la relation : ’

C"=C ~-al’
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Prenons:
CH4aC'=0

c'est-a-dire :

La valeur de « est bien déterminée, puisque :
C'#£0.

Ayant ainsi choisi «, on a:
C'=0

On peut alors résoudre le probleme extérieur de Dirichlet au
moyen d’une double couche dont le potentiel W prend les valeurs
— ®” sur S.

Posons maintenant :

II est clair que l'on a:

AV=0

a I'extériecur de S. La fonction V est harmonique dans T'; elle
est réguliere a U'infini; enfin, quand on approche indéfiniment
de S par Vextéricur, on a:

m Ve — 7 0@ == — ©.

Donc la fonction V résout le probleme proposé.

Il est manileste que V peut éire regardé comme la somme de
deux potentiels, I'un di 4 une simple couche, I'autre did a une
double couche, portées toutes deux par la surface S.

C. Q.F. D

150. Signification de la constante C.

Voyons ce que représente cette constante C qui a joué un réle
si important dans les considérations précédentes.

Imaginons une certaine quantité d’électricité répandue sur la
surface S regardée comme conductrice. Supposons cette charge
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en équilibre sur S. Soit alors P le potentiel correspondant. On
sait que P est une fonction harmonique a I'extérieur de S. Quant
a sa valeur sur S et a l'intérieur de S, elle est constante : nous
Pappellerons P,. La densité de la couche électrique considérée
est, en chaque point de S, donnée par 'expression :

1 dp .

" 4w dn

Reprenons maintenant les fonctions W; des paragraphes précé-
dents et continuons & employer les mémes notations. On a:

AW, . dv, _ av

dn ~  dn dn

ki

d’aprés les propriétés des doubles couches établies au cha-
A}

pitre VI.
Remarquons alors que Pon a:

.
p YV g— [ Vi o,
J(8)

sy ¢ dn dn

Appliquons la formule de Green, en nous rappelant que P et W,
sont des fonctions continues et que I'on a:

AP =0, AW, =0.
On trouve :
dv; , dp, ,
(S)Po I dw _‘(;)Vi de

cn considérant le domaine T intéricur & S, et:

t . >
fmp Vg (v g

dn s dn

en considérant le domaine T’ extérieur i S. On conclut de la :

dpr, P , dP ,
(S)vi dn do _v{;)v‘_d;—dw'
" Mais :
dP, .
dn
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puisque P, est une constante. Donc :

)
v, 4 g —0
s du
Or:
€= Uﬂ - Ul —1

Par suite :

ar o .,
(U& dw__ﬁ Uiy do-

Cette égalité montre que, si I'on pose :

dp
U; =— do'
JI8) ! dﬂ
on a:
T=J_ =] s=..... ,
D’ol, finalement :
dpP dp
fUi dw’:[‘b—-dw
(s) o dn
Faisons croitre 1 indéfiniment, On a:
lim G;=C
lim II;=C
et, comme : -
GxUix1I,
on peut conclure de la:
limU;=C

Donc:

C : dn d(o__f‘l)—-—dw

Soit alors M la masse totale de la couche électrique dont le
potentiel est P. La densité de cette couche est:

1 dp

A dn
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Dol :
f dp dow =—4=M
is) dn
Finalement :
f ¢ -d—Pd(o'
) C—— ) dn
! JAN

Telle est la valeur de la constante C.

151. Emploi des potentiels de simple couche dans la méthode de
Neumann. — Cherchons & transformer la solution obtenue par la
méthode de Neumann pour le probleme de Dirvichlet tant intérieur
quextérieur. Nous allons montrer qu'on peut considérer des
simples couches au lieu des doubles couches envisagées partout
jusqu’a présent. Nous supposcrons pour cela que Pon a:

C=0.

Prenons d’abord le cas du probleme extérieur.

Appelons x,y,z les coordonnées du point courant M situé
dans le domaine T’ et x', ¥/, z’ celles d’un point M’ de S placé au
centre de gravité de I'élément dw'. Les autres notations adoptées
sont d’ailleurs les mémes que dans les paragraphes précédents.

On a: .

Werk- Wiy = [ (Uiy 4 Ui ) d"

Mais on peut éerire :

I
et:
a-L
de' = dl: de’,
a5

en désignant par r la distance MM’ et par

. 1
1a dérivée de -

prisc dans la direction de la normale extéricure a S par rapport
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ax,y;zregardés comme variables pendant que X', ¥, z' sont re-
gardés comme constants.
On conclut de la:

1
1 =
Wi+W oy =——— (Ux 1+Ui e) do'.
2% ) dn
Or:
: Ui— 1+Ui—-2=vi—t-
D’oli :
g I
.\’Vi—*_\\rl—l:_'—t' Vi_l—d—n-dwl.
. [ (S)

et

1
Servons-nous de la formule de Green. Regardons pour cela -
W,_,; comme des fonctions de X, y/, 2’ renfermant les parainétres
. 1 ) . .
X,y,z. Dans ces conditions,— dépend a la fois de x,y,2
T

etde x',y',z et 'on a:
1
A - =0...dans T
' en posant :

o2 0? hE
A= 0x2 -+ Oylz + 2

Quant 3 W,_,, dont la valeur sur S est V,_, quand on reste a
Iintérieur de T, c’est une fonction de X/, ¥,z vérifiant aussi la
relation :

AW, =0... dans T.

On a alors:

1
d—
r 1 dV_, , ,
Vi, do'— —_——-du’, '
) dn’ Js T dn
en désignant par: )
d
dn’’
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les dérivées suivant la normale prises par rapport a X/, y', z'.

. 1
Mais pour —r—ct W;._,,ona:

d d
dn’ T 7 dn
Donc on peut écrire :
1
d—
Vi—i dl dw'= -—1— dX‘_l dow’
8 n o T n
D’on
' d
W AW, = 71- L W)
VAU

On voit par la que Wi+ W,_, est le potentiel d'une simple
couche répandue sur S avec la densité :
1 dVYi_(
2rn  dn
en chaque point.
Tout cela est valable pour I'extérieur de S. Voyons ce qui se
passe quand le point x, y, z est situé i 'intéricur de S.
Considérons alors la différence :

Wi— W,

Ona:
1 I
Wi— Wi =—a= | (Uoi—Upy) g—do'.
(8)
Mais :
Ul-x - Ul—-2: Vli—l'
Dol : N |
1 d+
W= Wi =— 5= | Vi —do.

1n
) di

Appliquons encore la formule de Green de la méme fucon que
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plus haut, c’est-d-dire en regardant x', y/, 2’ commelescoordonnées
courantes, mais, cette fois, prenons comme domaine d'inté-
gration I’espace extérieur a S. On a:

(1—1— dvli—-l
Vli-—r—d_r dw/= —dL- do'.
(s) n ® T
D’ou
dv'_,
W Wi | 90 gy
2= s T

On voit que W;— W, _, est le potentiel d’une simple couche
portée par S, la densité en chaque point étant:

1 dVIi_ 1
27w dn

152. Remarquons que I'on a :

'dVi-1 _ dvli—t

dn = dn

.

a cause des propriétés des potentiels de doubles couches. Done:

W+ W,
et:

\\7i — \Vi_ 1

sont les valeurs d’'un méme potentiel de simple couche prises cn
un point extérieur a S pour W, 4 W, _, et en un point intéricur
pour W, — VW, _,.
Appelons T, ce potenticl et considérons les séries qui donnent,
la solution du probléme de Dirichlet tant intérieur qu’extérieur.
Dans le cas du probléme intérieur, on doit faire :

h=—1.
D’ou
W= (W, — W)+ (W, — W)+ .. - (Wi — W) ..
c’est-d-dire :

We=—T,~T,— ... —T,—...
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Dans le cas du probleme extérieur, on doit faive :
A=-41.
Dot :
W= (W,+ W)+ (W, W)+ ... 4 (Wi, + W) 4 ...

c'est-i-dire :

W=T,+T, & ... +T ...

Dans les deux cas, W se présente comme un potentiel de simple
couche. Pour les deux simples couches envisagées, la densité
est la méme, au signe prés.

Poussons un peu plus loin I'étude des fonctions T,.

153. Propriétés des fonctions T;.
Considérons la fonction T;. Cette fonction est le potentiel d'une
simple couche de matiére attirante répandue sur S. Désignons
par T, la valeur de cctte {onction en un point voisin de S et inté-
rieur & S. Désignons de méme par T’ la valeur de cette lonction
en un point voisin de S et extéricur a S,
‘n un point M; de S, ona:

T,=T,.
Mais on n’a pas:
dT, dT}
an - dn
On doit écrire :
dT! _ dT, 9 dv_,
dn dn dn

en vertu des propriétés bien connues des potentiels de simple
couche.

in un point situé a l'extérieur de S, la définition méme des
fonctions T, montre que I'on a:

Ti=W,+ W_,.

D’oti, en M;:
dT;  dVj dvi_,
dn = dn dn
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ce qui peut s’écrire :

dT av, = -dV_,

dn — dn dn
puisque :
dvy 4V,
dn ~ dn
dv i—-i . dvi—i
dn ~  dn

d’aprés les théoremes de la théorie des doubles couches.
En un point situé a I'intérieur de S, on a de méme:

Ti= \\G -\Vi-—l'
D’olr, en M : »
a1,  dv, v, .

dn = dn dn

On déduit de la par addition :

dl" dT, dv,
—2 .
+ “dn dn

154. Soit M un point de S. Prenons un point M/, trés voisin

de M, et extéricur & S (fig. 88) et un point o

M", trés voisin de M, et intérieur a S. Mo
Je dis que l'on peut former de proche

en proche les fonctions T;. En eflet, sup-

posons (ue T;_; soit connu. La compo-

sante normale a S de l'attraction corres-

pondant au potentiel T;_, est:

dT’._
—— =1 en M)
dn
dT,
——=t .. en M.
dn Fig. 88.

Quant & sa valeur au point M, lui-méme, ¢’cst:

1 (dTi_, dT,_,
—f}.?( dn + dn )’
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c’est-h-dire :
dvV,_,

+ dn

Yo 1 . .
C’est précisément, au facteur—‘)— pres, la densité dela simple

e

couche i laquelle est du le potentiel T;. Donc quand on connait
T;_,, on peut calculer T,. D’ailleurs on a:
dv,
1 dn

T =———

1 ) .
2% s !

de’

et:

W, = odb.
s)

v

Par conséquent, ® étant donné, on peut trouver W,; on en

. dV
déduit——-; ol T, et, de proche en proche, toutes les fonc-

dn
tions T;.
Tout ce qui précede suppose, bien entendu, que Pon ait :

C=0.

Si cette condition est remplie, il est clair que T, tend vers
zéro quand i augmente indéfiniment, puisque I'on a:

’l‘i - \\ri h— \\Ti~l
a U'intérieur de S et :
T =W+ W,

A extérieur et que les séries :
Z(w, —W._)
Z(W +Wiy)

sont convergentes, De méme :

dv

—
dn
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qui est la densité de la couche superficielle étudiée, tend vers
zéro puisque les séries : '

AW oW, oW,
ox Oy ? 0z

sont convergentes. D’ailleurs, on a:

ATy, AT, 4V,

dn dn ~  dn’

Mais, puisque T;_, tend vers zéro en tout point de I'espace, il en
est de méme de:

"

dar,, dT;, ,

b
dn dn

dvi . . .
Donc In doit bien tendre aussi vers zéro.

155. Revenous a Vopération qui permet de déduire le potentiel
T; du potenticl T; _,. Je dis que cette opération consiste unique-
ment dans un changement de distribution d’unc masse totale
invariable.

En cffet, posons :
/

T = -P— d(l)'.

Jisy T

Calculons © par la formule:

1
0 __f Y de
® T
en prenant :
v 1 ¢ dT’ _(E'_
Ly '——__4_7:_< dn dn)
On voit que © se dédu'it de T comme T, de T,_;.
Oron a: )
1 /4T dT>_ /
__r.< dn  dn /T
D’otx
1 dT ;
p'=— 2% dn +
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dT
P
() dn
f‘p.” d(-)’:j w/de’,
(5) (S)

C. Q. F.D.

Mais :

Done:

Dans Ie cas étudié plus haut, la masse totale de la couche don
le potentiel est T; a pour valeur:

1 /rdv,
h[ - __27‘/(5)_(? d(l) .

Or:
/'_dV,;, do’ :/A\Vi__, dr =0,
is)  dn (T)

Donc la masse totale M est nulle pour toutes les valeurs de I'in-
dice 1. )

156. Je dis que 'on peut prendre pour T, le potentiel d’unc
distribution superficielle quelconque, pourvu (ue la masse totale
de la couche ainsi considérée soit nulle, et calculer ensuite la
succession des {onctions T; de proche en proche par le procédé
indiqué. On est toujours assuré que T; tend vers zéro quand i
augmente indéfiniment.

Pour établir cette proposition, il faut d’abord résoudre un
probleme préliminaire. C’est ce que je vais faire, et, pour cela,
je me servirai des résultats obtenus & propos du probléeme de
Dirichlet par la méthode de Neumann exposée ci-dessous.

1577. Résolution d’un probléme analogue & celui de Dirichlet.

Soit une surface fermée S délimitant un domaine intérieur T
et un domaine extérieur T’. Nous ferons sur S les mémes hypo-
théses qu’i propos de la méthode de Neumann. Enfin désignons
par @ une fonction continue donnée sur S.

Proposons-nous de construire une fonction U telle que l'on

ait :
AU=0. . . . . . . dans T.
dU_—_fD. . . .+ . . surS.
dn
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I1 est clair que, si U est une solution, U4 C en est une autre, C
étant une constante arbitraire.
D’abord, si U est une fonction répondant a la question, on a:

dU dw’—/AUdc':O.
(T}

) dn .

ddew’=0.
()
C’est 1a une condition évidemment nécessaire pour que le pro-
bleme soit possible. Nous la supposerons remplie.
Imaginons une simple couche de matiére attirante répandue
sur S, la densité en chaque point étant :

Soit T le potentiel de cette simple couche. Désignons par T la
valeur de ce potentiel en un point intérieur & S et par T’ sa
valeur en un point extérieur. On a, en tout point de la sur-

face S:

T=T
et :
dT dT" ®
dn dn )

Soit maintenant W le potentiel d’une double couche portéc par S.
Appelons W et W’ ses valeurs respectivement en un point inté-
rieur 2 S et un point extérieur a S. On a :

W W
et:
dwv 4w
dn ~  dn

en tout point de S. Admettons en outre que l'on ait pu choisir
Ia densité de la double couche de fagon que l'on ait encore
sur S:

W=—-T.

POINCGARE. Potent. Newt. 21
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Posons alors:

U=W+T
U'=W T,
Ona:
dU dv’
—_— . ]
dn dn

sur S. Mais, dans les mémes conditions, il est visible que :
U =0,

Or U’ est une fonction harmonique a l'extérieur de S et régu-
3y Y . . )
liere a infini. Dol :

U'=0
alextérieur de S. Alors:
dU’
oW =Y
Par conséquent :
KL
dn
D’autre part :
AU=0

a l'intérieur de S. Finalement la fonction U résout le probleme
proposé.

I'4
158. 11 reste un point encore a examiner. Peut-on déterminer
un potentiel de double couche W’ par les conditions suivantes :

AW =0 . . . . alextérieur de S.
wW=T . . . . surS.

Nous avons vu qu’il n’en était rien. Dans nos études sur la mé-
thode de Neumann, nous avons reconnu qu’une condition était
requise : une certaine constante C doit étre nulle.

D’autre part, nous avons découvert une condition nécessaire
pour la possibilité du probleme actuel :

f(s)fl)du)’ =0
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Comme :

C=0

est la condition nécessaire et suflisante, c’est que les deux con-
ditions :

C= 0, f(s)(l)dwl=0,

sont équivalentes.

Donc, d’aprés notre hypothése du paragraphe précédent, on
peut certainement calculer W’ et, par conséquent, notre pro-
bleme est bien résolu.

159. Proposons-nous, pour terminer, de résoudre le méme pro-
bleme dans le cas ol le -domaine envisagé est constitué par la
partie de I’espace extérieur a S.

Nous devons avoir :

AU =0. . . . alextérieur de S.
/
—%-E—:—(I) . . surS.

Formons une simple couche portée par S et ayant pour densité

., @ . . .
en chaque point——. Soit T son potentiel. On a toujours :

w

T=T
dT dT’
o - dn +@

sur S. . .

D’autre part, on peut, dans tous les cas, trouver une deuble
couche portée par S dont le potentiel W, défini et harmonique
en tout point intérieur a S, tende vers — T quand on se rap-
proche indéfiniment de S par I'intérieur.

Posons alors :

U=W4-T
U=W4T.
Sur S, on a:
U =0.
Donc:
U=0
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A I'intérieur de S. Par suite:

dU
dn =0
Mais il est clair que :
dU . dU’ —
dn dn
On en conclut :
dU’
" Tdn =—®

D’autre part, on a:

AU =0. . . . . Ailextérieur de S.

Le probleme est donc résolu.
Ici il n’existe aucunc condition de possibilité.

160. Revenons maintenant aux fonctions T, considérées plus

haut.
Nous voulons montrer que T, peut ¢tre regardé comme le
potentiel d'une distribution quelconque dont la masse totale est

nulle.
En effet on a, en reprenant les notations du paragraphe 154:

W= [ @dv

dv,
T‘:_2—17: ‘ d:‘l do’,

(8)
D’aprés ce qui précede, nous pouvons choisir W, de facon que :

1 dv,

2= dn ¢
o' étant une fonction arbitraire assujettie seulement & la condi-

tion :

'(S)y.’dm’ =0.

La fonction initiale WV, n'est.pas alors un potenticl de double
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couche. Mais il est manifestc que cela ne change rien a nos
conclusions au sujet des fonctions T;.

C.Q.F.D.

161. Considérons en dernier licu le cas ou I'on part d’un
- potentiel T, correspondant & une simple couche dont Ia masse
totale M n’est pas nulle. :

On peut encore former la suite des fonctions T;.

Cela posé, supposons la masse M répandue sur S a la fagon
d’une masse égale d’électricité en équilibre. Soit P le potentiel
“dans ce dernier cas. On a :

AP=0. . . . & lextérieur de S. *
P—=C¥ . . . #&alintéricur de S et sur S.

La densité en chaque point est : |

_ 1 a4
4w dn
D’olr :
dP’
1 dn
> /
P= y . deo’.

(8)

Il est clair que lopération qui fait passer de T,_, & T; laisse P
invariable, puisque :

_ 1 <dP_’ dP )__ 1 dr

4w \ dn dn 4n  dn

a cause de la constance de P 4 l'intérieur de S.
I1 est manifeste d’aprés cela que les fonctions :

T,—DP
se déduisent les unes des autres d’aprés la méme loi que les
fonctions T,.

Chaque fonction :

T,—P

est le potentiel d’une simple couche dont évidemment la masse
totale est nulle,
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On conclut de la que :
T,—P

tend vers zéro quand i augmente indéfiniment. En d’'autres
termes, si la masse totale qui sert & former le potentiel n’est pas
nulle, T; ne tend plus vers zéro, mais vers I, c’est-a-dire vers
le potentiel de la couche électrique en équilibre sur la sur-
face S.

Dans les mémes conditions, la densité en chaque point de la
matiére attirante dont le potentiel est T, tend vers la densité
de la couche électrique de masse M qui serait en équilibre sur la
surface donnée S. .

C’est 1a le principe de la méthode de M. Robin pour détermi-
ner une simple couche sans action sur les points intérieurs a la
surface fermée qui la porte. On dit quelquelois que cette méthode
permet de trouver la distribution naturelle de 1'électricité sur S.
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CHAPITRE IX

EXTENSION DE LA METHODE DE NEUMANN
AU CAS DES DOMAINES SIMPLEMENT CONNEXES,
LES FONCTIONS FONDAMENTALES

.

162. Enoncé. — Le chapitre VIII contient un exposé de la
méthode imaginée par Neumann pour résoudre le probleme de
Dirichlet tant intérieur qu’extérieur. Nous savons I'importance de
cette méthode, non pas peut-&tre pour établir le principe de
Dirichlet— puisque la méthode du balayage sullit a cet égard, —
mais pour manifester I'identité des {onctions harmoniques et des
potentiels newtoniens. Il est donc intéressant de chercher a don-
ner 4 la méthode de Neumann toute la généralité possible. C'est
ce que nous allons faire.

La preuve Je la convergence des séries considérées par Neu-
mann n’a été faite jusqu’ici que dans I'’hypothise ol la surface
donnée S est convexe. Nous allons montrer que cette hypothese
n’est pas indispensable.

Le développement complet des considérations qui vont suivre
serait trop long pour trouver place dans ce cours. On pourra le
chercher dans un mémoire inséré aux Acta Mathematica en 1896.
Nous nous contenterons ici d'un apercu qui fasse entrevoir dans
quel sens il faut chercher une extension de la méthode de Neu-
mann lorsqu'on a aflaire & une surface S qui n’est pas convexe.

163. Hypothéses. — Nous considérons toujours une surface
fermée S délimitant un domaine intérieur T et un domaine exté-
rieur T'.

Cela posé, voici quelles hypotheses nous ferons désormais sur
la surface S.
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D’abord nous supposerons que cette surface posséde en chacun
de ses points un plan tangent unique et deux rayons de courbure
principaux déterminés. Il est facile de voir avec précision ce que
nous admettons ainsi. Plagons l'origine des coordonnées en un
point de la surface ; choisissons la normale en ce point comme
axe OZ et le plan tangent correspondant comme plan XOY ; pla-
gons-nous d’ailleurs en coordonnées rectangulaires. Soit alors :

=9 ®,y) .
I'équation d’une petite portion de la surlace autour de l'origine.
Notre hypothese est (ue les fonctions :

YA 3z

Pi= 7 9=

Oy

0%z 0%z’ ¥z
. o— —_

S Ty BTy

sont finies et continues dans le voisinage de l'origine. Celle-ci
du reste doit étre un point quelconque de la surlace.

Nous supposerons en outre que le domaine T limité par la sur-
face S est simplement connexe. Cela signifie que toute surface
fermée contenue dans T peut, par une déformation continue qui
ne lui fait jamais rencontrer la frontiere du domaine envisagé, se
réduire a un point de ce domaine.

Enfin nous ne considérerons, comme fonction ® donnée sur S,
que des fonctions possédant des dérivées partielles de tous les
ordres finies et continues.

Cela 6tant, nous aurons & nous appuyer sur le principe de
Dirichlet. Nous sommes donc obligés de le regarder comme
établi déja indépendamment de la méthode de Neumann, par
exemple par la méthode du balayage. Dans ces conditions, notre
but est seculement d’étudier la convergence des séries de Neu-
mann,

164. Rappel de certaines notations. — Soit W le potentiel

newtonien d’une double couche portée par S. Si le point courant
X,Y, z tend vers un point fixe X, y’, 2z’ de S en restant toujours &
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Iextérieur de S, W a une limite que nous appelons V. De
méme si x,y,z tend vers x/,y’, 2 en restant toujours i I'int3-
rieur de S, W a une limite V. Enfin la valeur de W quand x,y, z
coincide avec x', y', z’ est bien déterminée ; c’est:

V4V

U= ——

2

On sait que V n’est pas égal a V'..
Cela posé, la méthode de Neumann consiste a construire une
double couche satisfaisant en tout point de S ala relation :

V—V=%(V+V)+20,

) étant un paramétre arbitraire et ® unc fonction donnée des .
deux coordonnées qui fixent la position d’un point sur S.
Posons :

Chaque fonction W, est le potentiel d'une double couche portée
par S et l'on a:

Vl - V{ == Vi-—l —+ V/i.-x == 2Ui—-1-

On peut done construire les fonctions W; de proche en proche.
Il reste alors a étudier la convergence des séries précédentes.

Il n’est pas nécessaire d’établir cette convergence pour toutes
les valeurs de A. On sait en eflet que la 1'é§olution des problemes
de Dirichlet intéricur et extérieur nécessite sculement la consi-
dération des deux valeurs:

=1
et:

h=—1.
Finalement, nous pouvons nous borner a examiner le cas ou A
reste compris entre — A et —,, X, étant un nombre positif
qucleconque supérieur a l'unité.
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Si la surface S est convexe, le probleme a été résolu. Nous
allons montrer qu’il peut ’étre encore avec les hypotheses que
nous avons faites. Cela peut sembler paradoxal, car les inégali-
tés qui ont joué un réle essentiel au chapitre VIII ne sont plus
vraies quand la surface S n’est plus convexe. Néanmoins la mé-
thode de Neumann réussit encore, et de plus il est probable
qu’elle s’applique méme dans le cas le plus général. )

165. Les intégrales J,,. — Considérons l'intégrale :
. /‘ ( W, W, W, W, W, W, ) de
BTJm\ 0x 0x 0y Oy 0z 0z

étendue i tous les éléments de volume dt du domaine T intérieur
as.
Considérons de méme l’intégrale:

;o <O\Vi oW, oW, oW, AW, oW, ) de
T e\ dx ox Oy oy 0z 0z

étendue 2 tous les ¢léments de volume dt du domaine T’ exté-
rieur-a S.

En vertu des hypotheses faites, chacune de ces intégrales a un
sens bien défini,

Appliquons la formule de Green pour le domaine T en ce qui
concerne Jiy, et pour le domaine T’ en ce qui concerne J,.

On a:
r
I =f V. dv, dew .
! (s) (ln

et:
[ 7 de

dow
i
! (s) dll

en remarquant que :
vy _ av,

— k. Tk
dn dn

puisque W, est un potentiel de double couche.
Dans les formules précédentes, dw désigne un élément de S
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etd—- une dérivée prise suivant la normale a S dmgee vers
n

I'extéricur. De plus, il faut remarquer que I'on doit écrire :
AW, =0, AW,=0,

‘
tant a lintérieur qu’a 'extérieur de S, puisque W, et W, sont
deux potentiels newtoniens. Pour la méme raison, ces deux fonc-
tions sont régulieres a 'infini,

On peut encore écrire :

dV,
Ji, = (S)Vk dni dw
et:
Jy=— [ V| —dﬂ- dw.
s  dn
Dot
Ji,k == Jk,i
l/,k = Jll(,i'

C’était d’ailleurs évident par définition méme de J;, et de J;.
166. Considérons maintenant I'égalité :
Vi’_'vl,=vi—i+vi/—l
Multiplions-en les deux membres par:

dVv,
dn do

et intégrons en prenant la surface S pour champ d'intégration.
On obtient la relation : '

(1) Ji,k+ Ji’,k=Jl—1,k_J§—1.k-
On déduit de la, par permutation des indices :
(2) Ji,k+Jil,k=Jk,l—l—Jll(,i—-l' ‘

Mais, si 'on applique la relation (1) au cas ol les indices ont les

valcurs :

k41 eti—1,
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on trouve : .
(3) Jk+ 1,i—1+J£+1,i—1=Jk,i—1—"Jllx,i—1-
En comparant les formules (2) et (3), on voit que :

/ /
Ji,k+Ji,k= Jk+ 1,i—1 +Jk RS
ou bhien:
! ! !
-]i,k+Ji,k=Ji-1,k+ 1+Ji—1,k+ 1
, .
en permutant les indices comme on a le droit de le faire.
D’autre part :
. / 14

Ji,k—Ji,k=Ji + 4, k+Ji+1,k .

D’ou

! !
Ji+1,k—l_Jl+l,k-—1=Ji+2,k—l +Ji42,k_1-

Mais :
! !
Ji+l,k+Ji+1.k=Ji+2,k—l+Ji+2,k+l'
Done:
! !
']i+ ket Ji+ 1, k—1 =Ji,k_ ']i,k°
FFinalement, on peut éerirve les deux relations :
! !
‘]i,k+Ji,k=Ji—-1,k + 1+']i—- k41

[ !
Ji,k_‘]i,k’—“]i—l,k+1—Jl—l,k+l'

Ces relations sont valables pour toutes les valeurs des indices 1
et k.
On déduit de ce qui précede, par addition et soustraction :

Ji,kZJi—i,k+i
!

7
i,k=J1—l,k+1'
D’ou :
Ji,k=Ji—1,k+ 1=Ji—?,k+2= =Jo,k+i
/ ! ! !
Ji,k=Ji—1,k+1=Ji—2,k+2="‘='0,k+i'
On voit par la que les intégrales :
!
Ji,k) Ji,k

ne dépendent en réalité que de la somme i+k de leurs indices.
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NOllS pOllVOIlS dOllc 1‘eprésenter ces intégrales.,p:u‘ 1(1 llot{ltiOll‘.
!
J& + ko Ji + ks

en ne faisant usage que d'un seul indice.
Posons : |

1+ k = m.
La relation fondamentale (1) devient alors :

Jm+J:u=Jm—1_ lln—l' N

167. Supposons m pair et posons :
m = 2p.

On peut alors écrire :
T 2 2
__/‘[ oW, > (0W,,>_|_(awp>]d__
Oy 0z
;o ANUR >2 < oW, )2( 0wy, >2] _
L (T,)[< Ox + oy 9z ds,

la premiere intégrale étant étendue i tous les éléments de
volume dt du domaine T intérieur 4 S et la seconde i tous les élé-

ments de volume dt du domaine T’ extérieur a S.
On a done:

et :

f
I, =0, J;, =0.

Quant aux quantités :
!
Jip'ri) J2p+ 1

on ne sait rien i priori sur leur signe.
Je me bornerai i signaler les inégalités suivantes :

]J21>+1I<Jip
\Jép + ll<J;p

que l'on peut facilement établir.
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168. 11 est facile de prévoir le role important que les quantités :
Jm’ Jlln,

sont appelées a jouer dans I'étude de la convergence des séries
de Neumann.
Soit la série :

V, -2V, 92V, 4 o NV o

Supposons-la convergente et méme uniformément convergente.
Multiplions-en alors les divers termes par:

(1 Vk

dn do

et intégrons. On obtient la série :
R e T o & SR U D A PR S

Cette série doit étre aussi convergente. Donc le rayon de conver-

gence de la série:

est le méme que celui de la série :

e

ou du moins il ne peut le dépasser. Nous verrons que ces deux
rayons d¢ convergence sont égaux.
De méme, les deux séries :

Zm
Yo,

ont le méme cercle de convergence. Alors ce cercle de conver-
gence est aussi celui de la série:

wai

tant a Pintérieur qu’a 'extérieur de S.

et:
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Ce sont ces apercus qui ont amené a poser a priori et a étudier

les intégrales J,, et J',,.

169. Soit W le potentiel d'une double couche quelconque por-
tée par S. Posons :

dv
J=—=| V d
(s) dn @
etz
dv
J—— [ vV =1q
< (S) (111 @

en remarquant que I'on a:
V£V
dv dv’
“dn ~ dn
en tout point de S.
On peut écrire :

- =[G HE) )

et:
OW 2 70W\2 /0W)\?
=[G+ (5 1=
(T Ox + Oy + O_Z d
Ces nouvelles expressions de J et de J/ se déduisent des prerﬁiéres

par application de la formule de Green.
11 est clair que l'on a:

Jx0,¥=0.
Si 'on prend :
W=V,
ona:
I =1,
et:
V=1.

170. Posons maintenant :
W=al, + W, ,,,

« et B étant deux paramétres réels laissés indéterminés pour le
moment et d’ailleurs indépendants I'un de l'autre.
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Voyons ce que deviennent J et J' dans notre nouvelle hypothese.
On a d’abord :

et [ e 5 S )

(S) P dn dl)
fJ. P + 1
f Verr d n do

J =0, —{—27.?)]2}, 1t p2J2p+2

c’est-h-dire :

si 'on remarque que :

» 4 l
[Vpﬂ\v_“ do=V, “-id\:idw=.lap+,.
s) 1

dn s

De méme:

I__. a2 vy dV’ dvp+l / dVF)
V= d.'-{;)VP T —L dw—af (p T —+ Vi1 In dw
., dV,

_l.) Vl”'l-l d'+1 dl)

D’ou:
01 ay/
V=02]) 42231y, + B ipea-
Finalement, on peut écrire :
—_— 2 2] 2
J=0a,, 420301, 4+ 3130
27/ 1 Lney’
_'a'] +91§J2p+1+ J ‘]2p+2— O
I1 résulte de 1 que J et J/ sont des formes quadratiques définies
positives des variables « et B. On a donc, en considérant leurs
discriminants :
2
Jip*-‘ - J!p J2p+ 1 < O'
I — 15 3 <0,

Ces inégalités sullisent pour montrer que les séries :

ANWUA
|

Zm;

et:
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sont con\'ergentes pourvu que I'on ait:
| %<1,

Mais on ne peut encore rien dire du cas ol A est égal a = 1,

J L A J .

171. Le rapport —-. — Etudions le rapport 7 pour les diffé-

rentes fonction W qui sont des potentiels de double couche.
Supposons que I'on ait :

J=0.
Alors c’est que W se réduit & une constante dans T. Dans ce cas,

W est le potentiel d'une double couche homogéne. Par suite,
W se réduit a zéro dans T’. Done: :

J=0.
Ainsi Iégalité:

J=0
entraine I'égalité :

J=0.

J =0
entraine I'égalité :
J=0.
Ainsi, dansle rapport:
J
7

le numérateur et le dénominateur ne peuvent pas s’annuler I'an
sans l'autre. On conclut de la que ce rapport ne peut devenir ni
nul ni infind. 11 a done une limite supéricure finie et une limite
inférieure différente de zéro.

Ce qui précede n’est qu’un apercu dénué de toute rigueur, car le
rapport en (uestion, par exemple, pourrait, sans s’annuler, étre
susceptible de prendre des valeurs plus petites que toute quantité
donnée, auquel cas sa limite inférieure serait zéro,

POINCARE, Potent. Newt, 29
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, . . . sy
On peut, d’une facon pleinement rigoureuse, assigner & 5 une

limite supérieure finie et une limite inférieure différente de zéro.
Nous nous contenterons d’énoncer ce point, dont on trouvera la
preuve compléte dans le mémoire déja cité des Acta Mathema-

lica.
C’est dans la démonstration de la proposition précédente

qu'intervient celle de nos hypothéses en vertu de laquelle le
domaine T est simplement connexe. C’est également pour faire
cette démonstration que I’on doit supposer le principe de Diri-
chlet établi indépendamment de la méthode de Neumann.

Quoi qu’il en soit, nous admettons désormais que l'on peut

trouver un nombre p. satisfaisant aux inégalités :

O<p<i
et tel que::
1 J
T>T> L

quelle que soit la fonction W choisie.

On aalors:
J—ud>0

V—pl>0.

Ces inégalités vont jouer un role ecssenticl dans nos raisonne-

ments.

172. Posons :
W=aoW,+4 BVW,,,,

a et B étant comme ci-dessus deux paramétres arbitraires.

Ona: .
J— ) =a? (Jy,— pd},)

-+ 2“B (Jipﬂ - P‘Jém-i)
—+ ﬁg (J!p+2 - P-Ji/zp+a)-

On voit que J—uJ' est une forme quadrique définie positive par
rapport aux deux variables « et (3. Dol :

(Japts — Waper)? < (Jip — i) (‘Iipﬂ— l“‘Jép‘d)’
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inégalité qui est a rapprocher des inégalités semblables déja
obtenues.
Posons d’autre part :

W=a\V, —BW,...
Dot :
V—pd =, — J,,)
22800} — wly)
A P2 (Ve — 1ape)-
On déduit de la Vinégalité :
(Tapes = Tpa)* < (Vg — 83y) (g g — lipsa)

analogue a la plecedente
M’unten'mt ona:

o (o ~— pdap) 42083 (Jpus — plhes) + B (Jape — d5p00) >0
o (Vi — o) — 203 (Vs — ?‘J2p+1)’+' B2 (Japr2 — Wapse) > 0.

D’ott 'on déduit par addition :
‘ o (T +J3) (1 — 1)

+2d’§< 2p+1'— ];p-\\-l) (1- + P‘)
+ 132 ( 2p+2+ J2p+i) ( P~) = 0.

Nous sommes encore amenés & la considération d’une forme
quadratique définie positive dépendant des deux variables « et 3.
Son discriminant est certainement négatil. D’ou :

1—
(J‘ip-H._ J;p+l)2 ( 1 + i ) (Jip —I_ J ) ( 2p 42 —l_ J2p+2)

- i
Mais on a:

J2p+i — J;p+l - J2p+2 -+ J£p+ 2> 0.

Donc on peut éerire :

) IR (A (_1;“_\)2@ =+ 1)
2p +2 2p+ 2 1_’_” ap 2p
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en divisant les deux membres de I'inégalité par la quantité posi-

tive :

J2p+2+ J;p+2
Posons enfin :

1—u

_ ==]. -

14

Ona:
O0<L<1.

Finalement, nous arrivons & I'inégalité fondamentale suivante :
! 2 !
J2p+ 2 + Jip-i-i < L (Jip + Jip)'

C’est de la que nous allons tirer la preuve de la convergence des
séries de Neumann.

173. Convergence des séries de Neumann.— Nous venons d’éta-
blir 'inégalité suivante :

(‘]21)1-2 + ']21)1'-2) < L?. (sz + ‘]le) .

On peut donc écrire :

1<, + 1)

I <L, 1)

Jo+Je<L2(J,+4-13)

Ji’p + J;p < L2 (Jip—i+ ‘]ép——ﬂ)'
Multiplions ces inégalités membre 2 membre. Il vient :

Jop + 15 < (I, =+ o) L.

Posons :

Jo—-l—.]{,:A

Nous avons en définitive :

Ty I, <AL®.

On conclut de la que Pon a & fortiori :

Jop <AL, J3, <ALy, -

puisque :
1 J5 >0, J3,>0.
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5.
S
E(Jgp—wép)

sont convergentes comme la progression géométrique décrois-

Donc les séries:

sante de raison L.
Nous allons déduire de la que les séries :

wai
' ZWi |
Z)\*V:
Z)ﬁUi

sont convergentes méme pour A =-1 et pour h=—1.

174. Reprenons la fonction W définie plus haut comme le
potentiel d’une double couche quelconque.
Fcrivons :

. ALY )2 < ALY )2 AN >2]
= (T)[( ox + Oy +( 0z dT
) 2 2 2°
Y [( oW >+( 0\V>+< MV)JdT'
() ox Oy 0z /
On a: .
"/ OW ) L 0\V>2 A\Y >°]
r__ A 1 —
1= (50 + o) +(5) I=
I'intégrale étant étendue a tout l'espace. Cette intégrale a un
sens : elle représente I'énergie totale due a l'attraction de la

double couche.
Considérons maintenant l'intégrale :

K=]| Uldw.
)
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J4+J¥V=0.
K>0

Ltudions alors le rapport :
K
N
Il a certainement une limite inférieure, puisqu’il ne peut prendre
que des valeurs positives. Mais a-t-il aussi une limite supérieure?
Il est facile de voir que non. En effet, J4-J' peut s’annuler.
Cela a lieu lorsque W est le potentiel d’'une double couche
homogene. Mais, dans ce cas, le numérateur K reste différent de
zéro. Donc le rapport en question peut devenir infini.
Un artifice va nous permettre de tourner cette difliculté.

175. Considérons V'intégrale :
M= (S)(U — C)" d(.l)‘,
C étant une constante.

Choisissons cette constante C de fagon que I'intégrale M sort
minimum, On a :

M == fm Utdo —2C j( 'S)Udm_;—cz_ f(s do.

Pour que M soit minimum, il faut et il suflit que C vérific la

relation suivante :
f wa:Cf d(l).
{3) (S)

S = f(s do,

S étant P'aire de la surface donnée. On a:

Posons :

c— (S)wa
.S
Envisageons alors le rapport:
M
J+)
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et cherchons a lui assigner une limite supérieure. Nous allons
voir que c’est possible.

Pour que -‘% devienne infini, il faut que J-4-J’ s’annule. Si
celd a licu, on a:
oW oW oW
w0 oy =0 =0

en tout point de I'espace. D’ou:
W=_C_Ck,

Mais alors W est le potentiel d'une double couche homogene.
Dans ces conditions, on a:

‘f(;)Ucl(L):Uf(s)dw:US.

D'ou:

U==C
et par suite :

M =0.
Ainsi l’égalité : A

J4+1V=0

entraine P'égalité :

M =0.

On conclut de la que le rapport:

M
I+

est limité supérieurement.

Ce qui précede n'est qu'un apercu. Mais on peut trouver une
démonstration rigoureuse. Je renverrai encore pour ce point au
mémoire déja cité des Acta Mathematica.

Quoi qu'il en soit, admettons que l'on puisse trouver un
nombre B tel que 'on ait:

M

T T <B

’

quelle que soit la fonction W choigie.
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116. Prenons la fonction W,. A cette fonction est attachée une
certaine constante G, calculée au moyen de I'équation :

5C, = [, Uydo.
Posons :
M, = [(U, — C,)* do.
On a, en vertu des conclusions du paragraphe précédent :

1“-p < B (sz + J;p)'

Or:
Iy 4+ 35, < AL,
D’oti
M, < ABL*
et 'on a en outre:
O<L<1

comme on I'a vu au paragraphe 172.
On conclut immédiatement de la que les deux séries :

M, 4+ M, ... =M.

et:

VM, VM~ ... -V M, ...
sont convergentes i la facon d’une progression géométrique.
177. Soit ds' I'angle solide sous lequel I'élément do’ ayant pour

centre de gravité le point M’ (x,y',2) de S est vu du point-
M (x,y,2). Ona:

: 1 COS(L
R L ,
de’ = n do'= =

en désignant par rla distance MM’ et par ¢ 'angle de la normale
a S en M’ avec la direction de MM'. Je rappelle que nous avons
posé:

de

dg =——-‘—2;:—--
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Cela posé, on a: -
. / 1
W,=| U, ,di.

(S)
Considérons l'intégrale :
I _,=—| C,_,d¥%.
p—1 (S)(‘p—i

C’est le potentiel d’une double couche homogene et il est mani-
feste que l'on a: ‘

I,,=2C,_... quand M est intérieur a S
I,.t=C,_i..... quand M est sur S
I,.,=0........ quand M est extérieur a S.

Prenons alors le cas ot le point M reste a Pextéricur de S. On
peut écrire :

d—%— do’
va: _— (Ull,_l -—_ C‘p—l) T T *

()

Je veux montrer que la série :

N
A
est convergente .

En effet, partons de 'identité suivante :

E:\*,Eb“iz (Zail)i> 2 +2(ﬂib3 —ab)

(ui est bien connue sous le nom d'identité de Lagrange. On en

déduit :
~\ 2 \ | V o
Za i>‘l)ﬁi> ()ﬁ‘bi) 2,
On passe aisément de cette inégalité a la suivante :
2 {
[ [#4de]'< oo [4rdo’

ot p et ¢ désignent deux fonctions intégrables queleonques. Cette
dernitre inégalité est due a M. Schwarz.
On a d’aprés cela :

aw e
Wi=[ [ (0 =) 20w |

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



346 THEORIE DU POTENTIEL NEWTONIEN

ct

y e o \?
“/3<‘/1;)(Up—1—(‘p_1)2dw /‘(dw’> de’.

¢(S)

Envisageons I'intégrale :

I\ 2
Il — <ie-> do,
(s) (l(O

On peut écrire :

v 1 cosy
T
D’ont
d9’ )2 1
< dow’ %
D'ou :
’ 1
< dw

s Gt

Or, ici r ne peut pas s’annuler. Donc on peut assigner
limite supérieure G a II. Par suite :

Wi<GM,_,

et enfin :
W, <GABL*-?

On déduit de la sans peine :

|W,|<VABG L

ABG
L8

[W,[<glr.

Posons :

On peut écrire :

Considérons alors la série :

E)ﬁwi.

INW |<g (ALY,

On a:
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Donc la série envisagée est convergente comme une progres-
sion géométrique pour les valeurs de X satisfaisant & linégalité :

1
A< =—.
< -

En particulier, on peut prendre % égal i 4-1. Comme tout
ce qui précede est valable pour les points M extérieurs & S, on

voit que le probleme extérieur de Dirichlet est résolu.

178. Voyons maintenant ce qui se passe quand le point
M (x,y,z) est situé a I'intérieur de S. Il faut alors modifier un peu
les raisonnements précédents.

On a, cette fois :

\Vp — 2Cv—i = s)( /p—l - Cp—i) de,l'

On peut montrer d’aprés cela que la série :

E(Wi —2C.)

est convergente. C'est alors le probleme intérieur de Dirichlet
(ui est résolu. Les raisonnements sont d’ailleurs tout semblables
a ceux du paragraphe précédent.

479. Pour que les conclusions énoncées a la fin de chacun des
paragraphes 177 et 478 puissent étre considérées comme rigou-
reusement établies, il reste encore a prouver la convergence des
séries de Neumann pour le ‘cas ou le point M (x, y, z) est situé
sur la surface S elle-méme. '

On ne peut plus faire les raisonnements qui ont réussi pour
les cas des points extérieurs ou intérieurs. En elfet, si nous envi-
sageons maintenant 'intégrale :

L.
s\ do’ ’

le coefficient différentiel ne reste plus fini dans le champ d’inté-
gration. Par suite le nombre G n’existe plus. Cependant on
peut encore étre assuré de la convergence de la série de Neu-
mann. Il faut seulement construire une nouvelle démonstration.

Je n’exposerai pas ici cette démonstration, Elle est contenue
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dans le mémoire des Acta mathematica dont j’ai déja parlé. En
voici seulement les conclusions.

En un point extérieur a S, on a, en désignant par g une
certaine constante :

|W,|<gLr.
En un point intérieur on a de méme :
7
[W,—C,.,[<gLr

Pour un point situé sur S, ces inégalités ne sont plus vraies.
Mais, si l'on remarque que \V, se réduit alors a U, et si I'on
appelle h une nouvelle constante indépendante de p, on peut
écrire :

lUn_Cp—ll<(g -+ hp) L*.

Les conclusions relatives & la convergence de la série de Neun-
mannn ne sont pas modifiées.

180. Conclusion. — Les considérations précédentes ne consti-
tuent évidemment que des apercus. Mais une démonstration
rigoureuse et compléte est possible. On peut se rendre compte
déja de la direction dans laquelle il a fallu la chercher et dans

" laquelle il fandrait marcher pour généraliser davantage encore
les circonstances o la méthode de Neumann s’applique. Bornons-
nous a conclure ue cette méthode donne encore la solution du
probleme de Dirichlet quand la surface S n’est plus convere,
pourvu qu’elle soit toujours simplement connexe. 11 est probable
méme qu’on pourrait arriver i se débarrasser de toute restriction
relative & Pordre de connexion du domaine envisagé.

181. Définition des fonctions fondamentales, — Dans les cha-
pitres précédents, j’ai cherché a donner partout & mes raisonne-
ments un caractére de parfaite rigucur. Je veux maintenant ter-
miner par quelques indications ot mon but sera moins d’obtenir
des conclusions définitives que de faire entrevoir comment
certains problemes doivent &tre posés.

Soit S une surface fermée portant une simple couche de
matiére attirante. Appelons T le potentiel di & I'action de cctte
stmple couche. Quand nous en aurons besoin, nous distinguerons
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la valeur T de ce potentiel en un point intérieur & S et sa
valeur T/ en un point extérieur & S. Sur S, on a :

T=T'
et :
dT dT’
dn 7& dn

comme nous 'apprend la théorie des surfaces attirantes.
Formons les intégrales :

OT \% /0T \? 0T \*] .
J=L[T,[<W> +(55) +(5) ]
, 0T\  /OT\* (T \],
V= ,[(T) +(‘ay> +(57) ]

étendues respectivement aux espaces intérieur et extérieur a S.
Le théoréme de Green montre que 'on a :

J = T—d—T—dw

s dn

et :

D’ailleurs on peut écrire :

dT

=191y |
(S} dll @
dT’
I N
V= (S)'l - dw.

Les deux quantités J et J sont essentiellement positives. Elles

ont donc chacune un minimum.
Assujettissons les fonctions T & la condition suivante :

V=1.

Considérons, parmi toutes les fonctions T qui vérifient cette
relation, celle qui fait prendre a J sa valeur minimum. Elle n’est
certainement pas identiquement nulle.
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Pour déterminer la fonction T en question, employons les
procédés du calcul des variations. Donnons & T un accroisse-
ment § T. On doit avoir :

puisque J est minimum. Or :

- - dT d3T
OJ— (S)<OT (111 —|—T T) d(l),
mais : ‘
T3 g6 = (3T 5rdo,
s dn s dn
Done la condition :
oJ=20

se rédult a la suivante :

-d—T-aTd(o = 0.
(S) dl]

D’autre part, on peut écrire :
o)/ =0,

puisque J' a la méme valeur pour toutes les {onctions considérées.
Par conséquent :

!
c:lT 0Tdw=0.
s dn

Les deux relations :
8] =0, 8V =20

ne sont pas indépendantes T'une de T'autre. Donc il existe une
certaine constante h, telle que I'on ait:

dT dT' \.
f(S)( dn +h dn >0wa =0

quel que soit le choix fait pour la fonction ¢ T. On en conclut
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que la fonction T considérée — que nous désignerons doréna-
vant par T, — vérifie la relation :
d dT, + dT! 0
tdn

en tout point de S.
D’ailleurs J atteint évidemment son minimum pour la fonction

potentielle qui correspond i la distribution d’équilibre d’une
couche électrique répandue sur la surface S regardée comme

conductrice. Dans ce cas, on a:

dT,
dn 0.
D’otlr :
h,=0.

Telle est la premiére fonction fondamentale.
Considérons maintenant les fonctions T vérifiant les rel.ltlons

sulvantes :

V=1
!/
T dT, dw=0.
s dn :

Il existe une (onction T, de cet ensemble qui rend J minimum.
Le calcul des variations montre sans peme que cette fonction
satisfait en tout point de S a Péquation *

dT, dT;  dTy
dn b, dn =k dn

Je dis que 'on a :
k=0.
En effet, multiplions les deux membres de la précédente éga-

lité par :
T,dw

et intégrons. On trouve :

dT, a'n aT!
T, St do +1f S do=k [ T Lo,
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Mais on a :

aT, o AT,
(S T do — [ Tgpt do=0,

puisque :
AT, =0, AT,=0
et que:
T,=Ck

a l'intérieur de S. D’autre part :
dT’ dT!
T,S22 do = f Shdo=
j(;) R e T, do =0,
en vertu des hypotheses faites, Enfin :

fT‘—dT—dw—-_J'=—1.
/(8)

dn
Done :

k=0.

On voit par li que la seconde fonction fondamentale Ty vérifie
la relation :

n/
d[‘ —|—1 dT; AT .

dn

D’ailleurs on a :
[, do /l IT: Jo = 0.
s 2 dn
D’ou :
h, =1,

ce qui montre que h, est positif,
On peut procéder ainsi de proche en proche. On défimt
de la sorte une suite illimitée de constantes positives croissantes :

h,hh,. .. Dy
auxquelles -correspondent des fonctions :

' T,T,T,... T,
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jouissant des propriétés suivantes
AT, =0..... a Pintéricur de S
AT{=0..... 2 I'extérieur de S
T,=T..... sur §
- v
%—l— h %: 0.....sur S.

De plus T, est une fonction réguliere a U'infini. Enfin on a:

M1
Ji=hi
) N4
/(s)' o —0... s itk
", 4T Csiizhk.

() dn

Les lonctions T, ainsi dehmcs portent le nom de Fonctions
fondamentales. -

182. On peut former facilement les fonctions fondamentalcs
dans le cas de la sphere.
Appelons alors X, une fonction sphérique. Posons :

92=x2+y2+z2'
On a alors :
[y=Xno"
b X
n n+1
On a bien:

" /
‘l"= n

ct:
dT, n.. dT!

-+ n—+1 dn =0

. dn.

pour p=1, en supposant que le rayon de la ephore envisagée
soit égal a I'unité.

POINGARE. Potent. Newt. 23
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183. On peut encore former les {fonctions fondamentales dans
le cas d’un ellipsoide représenté par I'équation :

.2 2 2

X 7 7

o =5 "—__'1:0-
Sl + bh? + o?

Passons cn effet en coordonnées elliptiques. Considérons les
quadriques définies par I’équation :

x? y? z

1
—h @ br—n T et

Ce sont les quadriques homolocales d l'ellipsoide donné. Par
chaque point de Pespace, il passe trois de ces quadriques. Les
raleurs correspondantes du paramétre X seront désignées par p,u,v.
On a par exemple :

Pour A==p. . . uncllipsoide.

Sour . — R R TS P
Pour 7 =p. . . un hyperboloide & une nappe.

Pouri==v. . . unhyperboloide i deux nappes.

Les nombres p, u, v constituent ce qu’on appelle les coordonnées
elliptiques d’un point.

On connait la définition des fonctions de Lamé. Elles sont de
la forme:

RMN
et 'ona:
R=1{(p)
M={(p)
N = f (V).

Le produit RMN définit une fonction harmonique a I'intérieur
de la surface S donnée. Nous posons :

T=1RMN,

Maintenant, on peut construire une fonction R’ telle que le pro-
duit :
R'MN
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so0it harmonique & I’extérieur de S et que pour p =0 on ait:
R'=R.
‘On pose alors:
T =R'MN.

A une longueur infiniment petite prise sur la normale a Pellip-

sofde donné correspond un accroissement dp de p. On a d’ail-
leurs :

dp=0, dv=0.

D’out:
dT dR . do
dn de MN dn
et: ) . -
dT’ dR’ dp
= dlo.MN I
Dot .
dR
dT dp _dT’
dn T~ dR7 Tdn
da
Posons :
dR
dp
h=— T
. ‘;l‘0
‘On en déduit :
dT dT’
o Th =0

D’ailleurs, h est la valeur de:

pour p==0: c’est donc bien une constante,
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184. Revenons au cas général et appelons @ une fonction quel-
conque définie sur S.

De nombreuses analogies portent & penser que la fonction @
est toujours développable cn série procédant suivant les fonc-
tions fondamentales.

On aurait alors :

) @:}Pm

Ies A; étant des constantes.

Si P'on admet la possibilité du developpement le calcul des
coeflicients A, est facile.

Multiplions en effet les deux membres de Pégalité (1) par :

dT;
dn

do

w dT)
AI‘ d dwo=0

)
/Ti dT do=—1.
®  dn

dT;
mf_4¢mlm

et intégrons. On a :

D’oti:

On sait done former la série (1.

Soit W la somme de la série (1) en des points non situés sur S.
On voit que W est une fonction harmonique tant a intéricur
qu’a I'extéricur de S, car W est le potenticl d’une simple couche.
De plus, W se réduit & @ sur S. Donc W est la fonction qui
résout le probleme de Dirichlet tant intérieur qu’extéricur.

185. Application 4 la méthode de Neumann. — Revenons 2 la
détermination d’une double couche dont le potenticl W vérifie la.

relation ; -
(1) V—=V=7(V+ V)42

en tout point de S. ‘ —
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On peut écrire, en supprimant les indices pour : qbregel Pécri-.

ture :
—ZaT
W _~=Z 8T
W=Zm/.
On a:
dT dT’
o =0
D’autre part :
, dT’
P N
puisque :
d\V 4w
dn  dn
Dot :
(2) F+h3=0.

Mais la relation (1) donne :

P =) (B B) 20

Comparons (1) et (2):
8(1+h)=7p (L —h) 42« -
Cette équation permet de calculer B, puisqu’on connait «. On a
ensuite ' par la relation (2). On trouve :
= e
T 1+4+h—)(1—h)

20h

F=— T +h—x(1—h)

D’apres cela, W et W’ se présentent comme des’ fonctions méro-
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morphes de A. Le ‘module‘du pole dqnt Te module: est 1e plus
petit est:
1-4h,

- 1'—- h‘2

11 est plus grand que 1. Donc le cercle de convergence des séries.
de Neumann est plus grand que 1. Il n’y a d’exception a cela
ue si 'une des quantités h est nulle. On a:

q q

h, =0.
Donc les conclusions précédentes supposent une condition :
L= 0
Cette condition est d’aillecurs équivalente a la condition :
.
que nous avions rencontrée dans I'étude directe de la méthode de
Neumann. I est visible enfin que, pour le probleme extérieur," il

n’y a pas de condition semblable, a cause de la présence de h au
numérateur de £'. On voit-en effet que, pour h,=0, on a:

8 = 0.

sans qu’il soit foreé pour cela que «, soit nul.
En résumé, faisons k =1 dans les séries de Neumann. 11 vient :
o

W—_—-Z%- T
W’=——Zo¢T.

On a ainsi la solution du probleme extérieur de Dirichlet. Mais

il y a une condition de possibilité. Cette condition est nécessaire

pour que nos séries. représentent la solution, ¢’est-a-dire pour que

celle-ci puisse étre regardée comme un potenticl de double couche.
Fatsons maintenant . =— 1. On trouve :

) ““’W.—-:ZaT ]
- szEcLhT. o

On a de la’sorte la solution du probléme intérieur de Dirichlet.
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Mais cette fois, il n'y a pas de condition de possibilité. La solu-

tion est toujours assimilable a uil'potenti'el de double couche.

186. Application 4 un probléme analogue a celui de Dirichles.
Reprenons les notations :

W, W,V, V'

dont nous nous sommes déja servi.
Cherchons & construire une {onction jouissant des propriétés
suivantes :

AW =0

AW =0
av - av dv dV">
In T Tdn T <E- dn + 20,

® élant une foncltion donnée sﬁr S.
Posons:

= Y AW

W Z ’ i

V'=2ww;

(1) _._Zw
_ Ny 4V,

dn _.}.J)\ dn
dv’ dvi .
s

dn

On voit que les fonctions W, sont des potentiels de simples
couches dont les densités sont données par les équations sui-
vantes :

dv, dV,
dn o =20
dv, dv;  dV, -+ dv,
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/ !

dn dn dn dn

On peut donc former les séries (1).

Cela posé, la convergence des séries (1) peut étre étudiée par
des procédés tout a fait semblables & eeux que nous avons
employés & propos du probleme de Neumann. Les conclusions
sont les mémes. On voit donc que, pourva que le domaine envi-
sagé soit simplement connexe, on peut résoudre le nouveaa pro-
bleme que nous venons de poser.

Pour A ==+=1, on retombe sur le probleme étudié au para-
graphe 175. Dans le cas du probleme intérieur, il y a une con-

dition de possibilité. - -
.[S) ddw =0.

Mais dans le cas du probléeme extérieur, il n'y a plus aucune
condition de possibilité.

181. Yoyons le role joué ici par les fonctions fondamentales.
Tout porte & penser qu'une fonction arbitraire ® peut étre
développée en série de la forme suivante :

', dTi
(D___ZAI dn

Sil'on admet la possibilité de ce développement, il est [acile de
calculer les coeflicients A;. On a ;-

dT;
(S)Ti dn

. dT;
éiq)Tid(O =Ai|/(;)’]:l—(ﬁ-— d(.!).

my
‘/(‘T dT; dw=—1.

$ ' dn

dw =0.

D'ou ¢

L%

Par suite:

A = — IS T do.
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Appliquons ce résultat a notre probleme.

* Posons : ) .
K

‘ .‘I).=2a d'l‘ .

dn

W=Em.

ct prenons :

On a:
dV’ N 4T
“dn 2. “dn
et:
dv ~ AT \" a1’
-—d_n—:d}j3 dn fh dn

La relation qui doit étre vérifiée sur S donne alors :

— 814+ 1)=2%3 (1 —h)+ 2.

Par suite :
.
20

Th+ % (l—h)

B=—

Mais on a:

! —Z m) m (1‘ - h)m
1 + h—l")\ (1——1] ('l _|__ h)m-i-l -
On conclut de la:
p+1

24T 1 —h\r
\V“:(_l)g 14+h (1+1}> '

1—nh

T+ h
si h est positil. Dans ce cas, il est clair que W, tend vers zéro
quand p augmente indéfiniment.

Mais sl on a:
% 7& 0

le terme en h, ne disparait pas.

On a:

188. On a:
<1

1—h,

=1

T,
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puisque h, est nul. D'oir:
lim (— LW, = — 22, T,
lim (= LW/ = — 22, T|.

On a done Fan moyen de caleuler T, et 17, ¢’est-a-dire le poten-
ticl en un point intérieur et en un point extérieur d’une distribu-
tion é]cctl'ique en équilibre sur S.

On retrouve ainsi la méthode de M. Robin pour déterminer une
couche attirante étalée sur une surface fermée S et sans action
sur un point intéricur.
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