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THÉORIE

DU

POTENTIEL NEWTONIEN

C H A P IT R E  P R E M IE R

POTENTIEL EN UN POINT. EXTÉRIEUR AUX MASSES AGISSANTES 
ÉQUATION DE LAPLACE 

EXEMPLES. — DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES

1. Définition du potentiel en général.—  Soit un point mobile M 
attiré par n points fixes P,, P2,..., Pn. (fig. 1). Désignons par 
x, y, z les coordonnées du point M, pj

par â  bt, C( celles du point Pif et
r\ov r. In rlîctnnno AÏP. P.otto f l i c -

l ’attraction qu’exerce le point Pj M 
sur le point M. Les composantes 
de cette attraction sont :

p o ik c a r ê . Potent. Newt.
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2 T H É O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

La résultante des actions exercées sur le point M par les n 
points P a pour composante suivant OX :

ou, pour abréger,

Les deux autres composantes sont pareillement :

Nous appellerons potentiel la fonction :

v = - 2 f ( r )·

Ses dérivées premières sont liées aux composantes de l ’attrac
tion par les relations :

X =
av
d x  ’

Y =  

Z =

av
’

av
Ôz

2. P o t e n t ie l  n e w t o n ie n ·  —  Si l ’on suppose que l ’attraction 
varie en raison inverse dü carré de la distance, le potentiel 
obtenu s’appelle potentiel newtonien. On a, dans ce cas,

et
ni

9

ni| désigne la masse du point attirant P,, l ’unité choisie étant la 
i masse du point attiré M.
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P O T E N T I E L  L O G A R I T H M I Q U E 3

L ’expression du potentiel est donc :

et celle des composantes de l ’attraction :

S ’il n’y a qu’un point attirant et si sa masse est égale à 1  lcs 
expressions précédentes deviennent :

3. Potentiel logarithmique. —  On appelle ainsi le potentiel 
obtenu en supposant que l ’attraction varie en raison inverse de 
la distance. On a donc :

Î (ri) =  m; log

r0 désignant une constante.
On en déduit sans peine les formules suivantes :

X =  

Y =  

Z :

v =

dV
dx

0V
ôy

dV
ôz

•y
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4 T H É O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

Remaeque. —  Supposons que le point M s’éloigne indéfiniment,

tendra vers 0. Au contraire,^^m log — tendra vers— co.

Ainsi l ’on peut dire qu’à l ’infini le potentiel newtonien s’annule, 
au lieu que le potentiel logarithmique est égal à —  co .

4. Equation de Laplace. —  Formons les dérivées secondes
m  ô2Y d2V . , . . .

~q~2’ ■ g~2> du potentiel newtonien en un point distinct des 

points attirants.

ô2V
- 3 V m  ( a _ X ) 2 -YA-r8ùx2 Z j r*

ô2V
ôy2 y ” ,^/j r3

ô2V
Oz2 “3 2 " ^ · y r3

Ajoutons ces trois relations membre à membre ét appelons, 
suivant la notation connue, AY la somme des trois dérivées 
secondes que nous venons de calculer ; il vient :

AV =
(x —  a)2 -+- (y —  b)2 +  (z —  c)

—  3 32 =  o.
r

Le potentiel newtonien satisfait donc, dans l'espace à trois 
dimensions, à Véquation de Laplace AV =  0 en tout point distinct 
des points attirants.

Pareillement, le potentiel logarithmique satisfait, dans le plan,

à l'équation de Laplace— y
ô2V . ô2V
éx2 dy2 

AV =  0. On a en effet pour ce potentiel :

0  que l'on écrit encore

dx2

Ô2V
ôy2
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Ajoutons membre à membre en remarquant que 

(a —  x)2 + ( b  — y)2=  r2,

nous aurons :
ô2Y ô2Y
ôx2 +  dy* _  U'

On peut, de même, définir, dans l’espace à n dimensions, un 
potentiel analogue au potentiel newtonien dans l ’espace à trois 
dimensions et au potentiel logarithmique dans le plan. Appelons 
x , x2,...x„ les coordonnées d’un point de l ’espace à n dimen
sions ; le potentiel en question sera une fonction V de n variables 
satisfaisant à l ’équation :

d2V ô2V
ôx,2 ôx22

ô2V
ôxn

=  0,

qui est la généralisation de l ’équation de Laplace. Le potentiel
1ainsi obtenu correspond à une attraction proportionnelle à — ;

r désigne toujours la distance du point attiré (x4, xs,..., xJ à un 
point attirant (a,, aj,..., a„) et est donné par l ’expression :

r2 =  (x4 —  a,)2 +  (x, —  a*)2 + ......+  (x„ —  a„)2.

5. Limites supérieures des dérivées de — —  Avant d’aller plus

loin, nous allons indiquer des limites supérieures pour quelques-
1

unes des dérivées de — . Ces limites supérieures nous seront 

utiles dans la suite. On a :
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6 T H É O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

et des formules analogues pour les dérivées en y et en z. On 
conclut sans peine de ces formules les inégalités suivantes :

et ainsi de suite.

6. Potentiel des corps continus. —  Jusqu’ici nous n’avons con
sidéré que des points attirants discrets. Considérons maintenant 
des distributions continues de masses attirantes ; il y en a de 
trois sortes : volumes, surfaces, lignes. Nous allons étudier leur 
action sur un point M (x, y, z) portant l ’unité de masse et définir 
un potentiel. Nous envisagerons d’abord le cas où le point M est 
extérieur.aux masses agissantes, c’est-à-dire tel qu’on puisse 
entourer ce point d’une surface fermée de dimensions finies ne 
contenant aucune des masses considérées.

M M "  M ’

Fig· 2.

1° Volumes attirants. —  Soit un tel volume; appelons (fig. 2): 

d-c', un élément de ce volume;
x', y', z', les coordonnées de son centre de gravité ;
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P O T E N T I E L  D E S  C O R P S  C O N T I N U S 1

p/, la densité en ce point;
x, y, z, les coordonnées du point attiré;
p/ est une fonction de x', y z ' .

L’élémentdr exerce sur M une attraction dont la composante 
parallèle à Ox est :

p'd-r' (x'—  x)
! =  2  (x'

la composante relative au volume tout entier est :

■ y . j  x) .

les deux autres composantes sont de même :

et le potentiel :

les intégrales étant étendues au volume considéré. V, X, Y, Z 
sont des fonctions de x, y, z.

Calculons les dérivées du premier ordre cle Y. Montrons qu’il 
suffit, pour les obtenir, de différentiel' la fonction qui est sous le 

signe I et d’écrire par exemple :

OV
Ox

¡Y.
ô

r
ùx

•dt'.

Posons en effet

-= f(x,y»x)·

On a

v  = j V f (x >y>z)
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8 T H E O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

Par définition :

4 r =  limT r [ / V f (x +  h> y >z) d"' —/ !j/f (x-y>z) d"'],

quand h tend vers 0, ce qui donne :

h
(2 ) i l  =  l'imf  (x) +  i - f ' 7  (x +  Oh)]d40<9 < 1 .

Il est facile de voir que :

h f  [¿ ' [ " j  (X  +  Oh, y, Z ) d 4 ,

tend vers 0  avec h; car, en vertu des inégalités (.1), on a :

f V ( x + 0 h , y , z ) | < - l ,  .

r désignant la distance au point x', y', i! du point M" qui a pour 
coordonnées x +  9h, y, z (fig. 2). Or, quel que soit le point 
x', y', z', r est inférieur à M'7 Q, Q désignant le point du volume le 
plus rapproché du point M". B ref on a :

(3) f'P (x+ 9 h ,y,z) / -
\  M"Q

De plus, lorsque h tend vers zéro, M" tend vers M et M"Q 
tend vers une limite différente de zéro, puisque M est extérieur 
au volume attirant; donc le produit :

hf»· (x + ô h , y, z),

tend vers zéro avec h et, en vertu de la relation (2 ), on a :

QY
ôx =  J *  p'px[x>y>z) v-'— d l  ̂ d"'’

ce qui démontre la proposition annoncée.

ô ( t ) ÔY
Remplaçons maintenant— — —  par sa valeur,-^—-prendlaformc

_ÔY
ôx

__ r , x' - -d-u' =  X.
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P O T E N T I E L  D E S  C O R P S  C O N T I N U S 9

Pareillement :

dV

ay
ôV
ôz

Y,

z,

formules identiques à celles que nous avons trouvées dans le cas 
d’un potentiel de points attirants discrets.

Comme nous avons différentié une première fois sous le 

signe J '  et pour la même raison, nous pouvons différentier une 

deuxième fois et obtenir ainsi les dérivées secondes de Y. On 
peut donc écrire :

ô2V
ôxs

d t '= 0 .

Le potentiel d'un volume attirant satisfait donc à Véquation de 
Laplace en tous les points extérieurs aux masses agissantes.

2° Surfaces attirantes. —  Lignes attirantes. —  Les mêmes 
considérations s’appliquent aux surfaces et aux lignes attirantes. 

Désignons par dco' un élément d’une surface attirante (S) et 
par d l' un élément de longueur d’une ligne attirante (L), les 
autres notations gardant les mêmes significations que précédem
ment; on a pour les potentiels les expressions suivantes :

Surface : Y  = J * du',

Ligne : V = j ' -y -  dl',

la première intégrale étant étendue à la surface entière et la 
seconde à tous les éléments de longueur de la ligne.

Les composantes de l ’attraction s’obtiennent de même en diifé- 

rentiant sous le signe J :

r a.1
Surface : X =  =

ox

etc...

ôx
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10 T H E O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

Ligne : X =
DV
ùx

dl',

etc...

Enfin les dérivées secondes s’obtiennent encore par difleren 

tiation sous le signe j '  et vérifient par conséquent l ’équation de 

Laplace :
A V  =  0 .

Tout ceci ne s’applique, comme pour les volumes, qu’aux 
points extérieurs aux masses agissantes.

3° Potentiel logarithmique. —  Il possède dans le plan —  tou
jours en dehors des masses agissantes —  pour les aires et les 
lignes attirantes les propriétés que nous venons de reconnaître 
au potentiel newtonien dans l ’espace.

7 .Propriétés à l’infini. — Soit p la distance à l ’origine du point 
attiré M; quand M s’éloigne indéfiniment, c’est-à-dire quand p

vers une limite finie et en calculant cette limite.
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Soit (fig. 3) T un volume attirant, dx'un élément de ce volume, 
P son centre de gravité, a la distance de P à l ’origine O des 
coordonnées, M le point attiré, r la distance PM et p la distance 
011. On a :

p —  a <  r <  p —|— a,

et, par suite, on peut poser :

r — p +  9a,

0 étant compris entre — 1  e t ,+  l.
Le potentiel Y  a pour expression :

Formons le produit pV :

(*) d Y p/9ad· .̂ 
P + 9 a  ’

les intégrales étant étendues au volume T. 
De l ’égalité (4), on tire :

/ -

¿9adV_ 
p +  9a

On voit sans peine que le second membre de cette dernière 
égalité tend vers 0 quand p augmente indéfiniment. On a 
donc :

Lim(pV —j  p/d-')=  0,

O U

Lim pY =  Ç p/dt' =  M,

en appelant M la masse attirante totale.
Le raisonnement s’étend sans aucune modification au cas d’une 

surface attirante, d’une ligne attirante ou d’un ensemble de 
volumes, de surfaces et de lignes.

8 . — Passons au cas du potentiel logarithmique dans le plan. 
Soit S une surface plane attirante. Le potentiel Y  en un point M
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12 T H E O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

de son plan (fig. 4) a pour expression, en reprenant les notations 
connues :

y = f  n' iog J J  dw'.

Voyons comment Y  se comporte à l ’infini. Posons :

V0 =  log =  M log J J ,

M désignant la masse attirante totale et p la distance du 
point M à l ’origine. Formons la différence Y — V0 :

V — V ^ f p ' l o g  JL cW =  —f  ¿ lo g  p ~ ^  -

Or on a :

dto'.

0a

P
< - ^ < A

P · P

à désignant une limite supérieure de a; on en conclut :

l v- v-l<Î A ' t d"' l<f
p 0 étant une limite supérieure de p'. Si l ’on désigne par S l ’aire 
de la surface attirante, on a :
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et l ’on voit que :

i

par conséquent :

Lim | Y —  V0 1 =  0,

quand p augmente indéfiniment.
On peut donc écrire l ’égalité asymptotique :

V w M . log

9. Potentiel newtonien d’une surface sphérique homogène. — 
Nous allons, à titre d’exemples, calculer le potentiel dans quel
ques cas simples.

Soit une surface attirante sphérique, homogène, de densité p.'; 
soient O son centre, a son rayon (fig. 5) et M, un point extérieur,

Fig. 5.

pour lequel nous voulons avoir la valeur du potentiel. Soit P le 
centre de gravité d’un élément dw' de la sphère; menons le 
diamètre AB issu de M. Posons :

M P = r ; O P = a ;  O M = p ; angle M O P = 8.

Le potentiel en M a pour valeur :

v = / 4 j “ ·
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ou, en supposant l ’unité de masse telle que p /=  1 ,

(5) v = / - 7 d w ' 5

l ’intégrale étant étendue à la surface de la sphère. C’est cette 
intégrale que nous nous proposons d’évaluer.

Décrivons, de A et B comme pôles, une infinité de petits cer
cles sur la surface de la sphère ; nous découpons ainsi la surface 
de la sphère en une infinité de zones infiniment étroites. Proje
tons la figure sur un plan passant par OM que nous prendrons

pour plan de la figure (fig. 6 ). Soient C C ' et D D ' les plans de 
base de l ’une des zones; C^D" est sa hauteur.

L’aire do/ de cette zone est donnée par :

do/ =  2 toi. C"D" =  2 toi. a sin 9 dO =  2 ira2 sin 0 d0.

\

La densité de la matière attirante étant égale à l ’unité, 
2  «a2 sin9d0 représente aussi la masse répandue sur la zone et 
le potentiel auquel elle donne lieu en M est :

2 Tta2 sin 0 d9 
r

Le potentiel V de la surface sphérique est donc :

(6)
2 toi2 sin 9 , 
--------------dô.

r
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C’est une première modification de l ’intégrale (5). Transfor- 
mons-la encore ; on a :

d’où

et

r2 —  a2 -|- p2 —  2  ap cos 0, 

rdr =  ap sin 9d9, 

sin Qd9 dr

et en portant cette valeur dans l ’expression (6 ) :

(7) ._ç ù !

■ 0̂—a

e+a 2  Tta2 . 2 ira /’f+a 4 ira3dr = ------- / dr = --------
P P

Or 4ira2 est la valeur de la masse totale attirante M; on peut 
donc écrire :

comme si la masse entière était condensée au centre.

Si le point M, au lieu d’être extérieur à la sphère comme dans 
le cas précédent de la figure (G), était intérieur, les limites de 
l ’intégrale (7) seraient a —  p et a —(— p ; la valeur du potentiel 
serait alors :

• 2 rai /’*+« 4 rai2 M
V = ------ | dr =  4 ua = --------=  — .

p «/a—e a  a

Ainsi, à l ’intérieur de la sphère, le potentiel est constant et 
, , M „

égal a — ; 1 attraction est nulle.

10. Potentiel d’une sphère pleine. — Commençons par calculer 
le potentiel d’une couche sphérique homogène infiniment 
mince.

Soit (fig. 7) une sphère de rayon a recouverte d’une couche de 
matière attirante dont la densité, constante, est égale à et 
dont l ’épaisseur est uniforme, très petite et égale à s. Un 
élément P de la sphère, dont l ’aire est dw', porte une quantité
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de matière égale à £p/dm'. Son potentiel en un point M exté
rieur est :

p'edm'
r

Le potentiel Y  de la couche est donc : 

p  , dm' , Ç  dm'
= * ! * J  — =

a £ 4 TKlS

le calcul est le même que pour une surface attirante dont la den

sité serait e[x'; 4 7ta 2 £u.' n’est autre que la masse totale M de la 
couche et l ’on a :

Y
P ’

« ' . . · ivi
La dérivée fournit la valeur de l ’attraction : -----

P
Pareillement, le potentiel en un point intérieur est constant 

et égal à :

a y

le potentiel étant constant à l ’intérieur, l ’attraction est nulle.
On en conclut sans peine la valeur du potentiel d’une sphère 

pleine composée de couches concentriques homogènes. En un 
point extérieur, on a encore :

V
M_ 
P ‘
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Tout se passe comme si la masse totale était condensée au 
centre de la sphère.

Considérons maintenant une masse attirante comprise entre 
deux sphères concentriques dont les rayons a et b ont une diffé
rence finie (fig. 8 ), et supposons la matière distribuée en couches 
concentriques homogènes. A l ’extérieur de la grande sphère, le 
potentiel est encore égal h

M

p étant la distance au centre du point où l ’on évalue le potentiel.
Dans la cavité, au contraire, le potentiel de chaque couche est 

constant, il en est donc de même pour le potentiel de la masse

totale. Evaluons-le au centre. Le potentiel en ce point, d’une 
couche de rayon OC =  c et d’épaisseur de, est :

p. 4 ircdc.

Le potentiel total est donc :

Y  =  4 Ttp. J  ede =  2 up (b2 —  a2).

L ’attraction est nulle en tout point de la cavité, puisque le 
potentiel est constant.

Il nous reste à calculer maintenant l ’attraction et le potentiel 
-d’üne sphère pleine homogène en un point M intérieur à la 

sphère. Ici, le point attiré est intérieur aux masses agissantes; 
nous n’avons encore traité aucun cas de ce genre, mais les con- 

- sidérations qui précèdent vont nous en donner immédiatement

POINCARÉ. P oten t. N ew t. 2
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la solution. Traçons (fig. 9 ) la sphère concentrique à la sphère 
donnée et de rayon OM.

Le potentiel V en M se compose de deux parties :
1° Le potentiel Y, de la sphère de rayon OM =  b ;

.2° Le potentiel V2 de la masse comprise entre les deux sphères 
Le point M peut être considéré comme extérieur à la sphère OM ; 
on a donc :

Y  -  M 
1 —  b *

M étant la masse de cette sphère.
D’ailleurs, cette sphère étant enlevée, M peut être considéré 

comme intérieur a la cavité et, par suite, le potentiel V a de la 
masse restante est égal, d’après le calcul effectué plus haut, à :

Va =  2 np (a2 —  bs) .

On a donc :
M

V =  Vi + V ,  =  Jr + 2 «[i (a*— b«);

4
îais M a pour valeur —- -p b 3 ; donc :

V —  — tt: JJ.L·2—|— 2  Tip. (a*—  ha) =  2 Ttp(a2 4 )·
Calculons maintenant l ’attraction en M : cette attraction Se 

compose de deux parties : 1 ° celle qu’exerce la sphère de rayon b 
et dont la valeur est :

M 
b* '

2 ° l ’attraction exercée par la masse restante, cette dernière est 
nulle, puisque M se trouve dans la cavité déterminée par l ’en-

M
lèvement de la sphère OM. est donc la valeur de l ’attraction

exercée en M par la masse totale. Cette valeur est proportion
nelle à h.

14. ■—■ On peut obtenir tous ces résultats par une autre mé-
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P O T E N T I E L  D ' U N E  S P H È R E  P L E I N E •9

thode, que nous allons exposer dans le cas d’ùne surface sphé
rique homogène.

Commençons par effectuer le calcul pour un point situé à l ’in
térieur de la cavité sphérique. Tout point de cette cavité est 
extérieur aux masses agissantes et le potentiel V y satisfait à 
l ’équation de Laplace

( 1 ) AV =  0.

Or, en vertu de l ’homogénéité de la couche superficielle, 
Y  dépend seulement de p, distance du point attiré M au centre O 
de la sphère; cela nous permet de transformer l ’équation (1 ).

On peut écrire :

DV dV x 
Ox d? ?

car le centre de la sphère étant pris pour origine des coor

données, on a :

■ y Z",

et
_dp_
Ox

On a de même 

OV dV

ûy dp
et

OV
Oz

dV z 

dp P

Calculons les dérivées secondes :

De même

02V
Ox2

0

~ l x

d*V

dV
dp

0

Ox
dV

d?

dp2 „a
_dV  rJL____ x j  I

dp L p p:i J '

02V d*V y 2 1 c ,v  r 1Dy2 dp2 0

P dp L ?

02V  ■ d * v Z 2 d V  r  1
Oz2 dp2 p2 1 d p p
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Ajoutons ces trois dernières relations, membre h membre; il 
vient :

d2V . 2 dV

(2)

AV=
ÛP* . P

L’équation (1) devient donc :

d2V . 2 dV

dp

dp2 p dp
= 0 .

Nous avons remplacé l ’équation aux dérivées partielles par une 
équation différentielle linéaire du second ordre. Or nous con
naissons deux intégrales particulières de cette équation ; ce 
sont :

etV = 1

L ’intégrale générale est donc :

(3)

V =  — . 
• P

B
V = A + — , 

P

A et B étant des constantes. 
Calculons A et B.

M
Au centre, le potentiel doit être égal à car, dans l ’in

tégrale f p.'-— , r est égal à a, rayon du cercle. Donc, pour 
J , r  M

p =  0, Y  doit se réduire à ----, ce qui exige que l ’on ait :

A —  — , B =  0,
* a

et ce qui nous montre que le potentiel est constant en tout point

intérieur et égal à
a

Voyons ce qui se passe pour un point extérieur à la sphère. 
En tout point extérieur, l ’équation (2) est vérifiée et le potentiel 
est encore de la forme (3), les constantes A  et B n’ayant pas la 
même valeur que dans le cas précédent. Calculons ces nouvelles 
valeurs; pour cela, remarquons que, si p augmente indéfiniment,
on a :

Lim p V = M ,
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ce qui exige que l ’on ait :

A = :0

B —  M

et, par suite,

0
\

12. Potentiel logarithmique d’une circonférence. — ■ Soit une 
circonférence attirante homogène, dont le centre est à l ’origine 
des coordonnées. Proposons-nous de calculer le potentiel loga
rithmique Y  en un point M de son plan. Remarquons que Y  est 
une fonction de deux variables seulement, x et y, et qu’à l ’inté
rieur comme à l ’extérieur de la circonférence, cette fonction 
satisfait à l ’équation de Laplace :

(4)
o2v
Ox2

0!V
ôy2.

Dans le cas particulier qui nous occupe, la circonférence étant 
homogène, V ne dépend que de la distance p du point attirant 
au centre. Nous pouvons alors transformer l ’équation aux dérivées 
partielles (4) en une équation différentielle linéaire et du second 
ordre. On a en effet ;

p* =  x* +  y\
OV d V  X

Ox dp p ’

_ 0 V _ d V  y
ùy «dp p ’

02V =  _û_/ dV _x \ =  _x _0_ /dV\ dV 0 / x \
Ox2 Ox \ dp p /  p Ox \ dp /  dp Ox \ p /  

x 4 d 2V d V  /  1 x 2 \
-  p2 dp* +  dp l p  7 7 ’

_02V_=^j^__cPV^ dV_ /_1___f \
Oy2 ~~ p2 dp2 dp VT 7 /

d’où :
02V  02V  d 2V  , 1 d V
Ox2 +  ôy 2 ~~ dp2 +  p dp
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l ’cquation différentielle cherchée est donc : 

d2V 1 dV
dp2 p dp

On connaît deux solutions particulières de cette équation :

V =  1

. . V = lo g p .

L’intégrale générale'est donc de la forme :

(5) V =  A +  B .lo g ^ - ,

qui est une combinaison linéaire des deux précédentes.
Calculons A et B pour un point intérieur.
Au centre, le potentiel est :

J "aT  ̂w ~  l°g

a "étant le rayon de la circonférence. L ’expression (5) doit donc
Y

se. réduire à M log pour p =  0. Ce qui exige que l ’on ait :

A =  M. log-^- 

B = 0 .

Le potentiel est donc constant en tout point intérieur et a pour 
valeur :

Y  =  M log — . 
a a

M a toujours la même signification : c’est la masse totale de la 
circonférence.

Passons au cas d’un point extérieur au cercle; nous' nous 
appuierons, pour traiter ce cas, sur une propriété démontrée 
au paragraphe (8) : quand p augmente indéfiniment, on a :

Lim —  M log -y-
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Donc, quand, dans la formule (5), on fait augmenter p indéfini
ment, Y  doit se réduire à

M 1° g y ,

ce qui exige que l ’on ait :

A =  0, 

B =  M,

,et donne pour la valeur du potentiel :

V =  M loff — .
6  P

Tout se passe comme si la masse totale était concentrée au 
centre du cercle.

13. —  Indiquons encore une troisième méthode pour obtenir 
le potentiel newtonien d’une sphère et le potentiel logarithmique 
d’une circonférence. ,

Cette méthode repose sur la propriété suivante :
Soient une sphère de centre O (fig. 10), M un point qui n’est 

pas sur la sphère, AB le diamètre issu de M, enfin INI' le point 
qui sur AB est conjugué harmonique de M par rapport à A et B. 
Si M est extérieur, M' est intérieur, et réciproquement; de plus, 
si l ’on pose :

PM =  r, PM' =  r',

•j

P étant un point quelconque de la surface de la sphère, les 
triangles semblables OPM et OPM' donnent la relation :

r p
—r =  const. = — , 
r a

quand le point P se déplace sur la sphère.
Cette propriété est vraie également de la circonférence de 

cercle.
Cela posé, proposons-nous de calculer le potentiel newtonien 

d’une surface sphérique homogène.
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Supposons qu’on connaisse la valeur constante

M
a

du potentiel à l ’intérieur; on peut en déduire l ’expression du 
potentiel en un point extérieur quelconque M. Soient, en effet, Y  le

Fi g .  io.

potentiel cherché en M et V7 le potentiel au point M' conjugué 
de M; on a :

v - / ■ £ - *

r '  __  a i

v ~ 7 '

Or M' est intérieur, donc Y' =  -^-; la relation (6 ) donne V :
U

y  ;y , a M a  M

~  7 ~ ~ 7 ~ T '

Inversement : connaissant le potentiel à l ’extérieur, on en 
déduit le potentiel à l ’intérieur.

Par le même procédé, on peut trouver le potentiel logarith
mique d’une circonférence en un point extérieur, quand on le 
connaît à l ’intérieur du cercle. Soit, en effet, M le point extérieur 
où l ’on veut calculer le potentiel Y  ; soient M7 le conjugué de M 
et V7 le potentiel en M'; on a :

V = / l o g  T - ds'’ V7= / l o g i l d s ' ,

d’e

(6)

V:
S

dw

_V_
V/
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ds' étant l ’élément d’arc de la circonférence dont la densité est 
supposée égale à l ’unité. On a :

donc :

V =  M log

14. Attraction d’une droite homogène sur 
Soit une droite attirante AB, homogène, 
de densité p/ (fig. 11). Supposons d’abord 
cette droite limitée aux points A et B et 
proposons-nous de calculer le potentiel 
newtonien de cette droite en un point M 
extérieur.

Prenons la droite AB pour axe des z et 
choisissons l ’origine O entre les points A 
et B. Soient Q la projection du point M 
sur la droite, P un élément de longueur 
de celle-ci, ds' la longueur de cet élé
ment; enfin appelons x, y, z les coordon
nées du point M, x', y', z' celles du point 
P, et r la distance MP. On a :

un point extérieur. —

x' =  0 , y' =  0 , ds' =  dz',

MQ= v/^+7,
QP — :

r =  \/x2 +  y2 +  (z' —  z)'2.

MQ =  p, 

O A =  a, 

OB =  —  b ;

Posons en outre :
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a et b sont des quantités positives si la direction de l ’axe des' z 
est celle du segment B A.

Le potentiel en M a pour expression :

* ( A ) 1(A)

V =
Vx! +  y2 +  (z' — z) 2 / ✓ x * + y * + (z ' —  z)

-  (B) V '  (B)

La valeur de l ’intégrale indéfinie est :

p.' log [(z' —  z) +  y/x2 +  y2 +  (z'—  z)2].

=  (P log [QP — MP].

Remarquons que MP est essentiellement positif au lieu que PQ 
est doué de signe.

L’intégrale définie Y  a pour valeur : -

Y p'. log
QA +  MA 
QB +  MB ’

ce qui peut s écrire :

M A + Q A
V =  p'.log- =  (P. log

(QA +  MA) (MB H-BQ)
MB — BQ · -  MB2 — BQ 3

=  jP log (QA +  MA) +  |P log (MB +  BQ) —  p/ log [MB* —  BQ2] 

=  V·' l°g  (QA +  MA) +  [P log (MB +  BQ) —  [P log MQ2.

Supposons la droite très longue, c’est-à-dire a et b très grands, 
mais x, y, z finis. Nous pourrons négliger des quotients tels 
que :

x
a

x
b

y
a

,...etc.

La somme Q A + M A  est alors très voisine de 2a; en effet :

. QA +  MA =  2 O A +  (M A —  OA) +  (QA —  OA).

Il suffit de montrer que l ’erreur relative commise en négligeant 
les différences (MA— OA) et (QA— OA) est très petite. Voyons 
d’abord la seconde différence Q A — OA ; on a:

QA —  OA =  —  OQ ;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



A T T R A C T I O N  D ' U N E  D R O I T E  H O M O G È N E

l ’erreur relative commise en la négligeant est :

OQ z 
OA —  a ’

qui est négligeable en vertu de la remarque précédente. Voyons 
maintenant la deuxième différence M A— OA. Le triangle MQA 
donne :

M A <M Q  +  QA,

donc :
| MA — OA | <  | MQ +  QA — OA | ,

ou :
I MA — OA | <  | MQ — OQ | ;

l’erreur relative est donc négligeable, puisque MQ et OQ sont 
finis et de l ’ordre de x, y, z.

Bref, la somme Q 'A + M A  est très voisine de 2a; la somme 
Q B + M B  est de même très voisine de 2b. On peut doue 
écrire :

( 1 ) V =  g' [log 2a -f- log 2b —  2 log p] 

=  ¡J·' [log 4ab —  2 log p]

2 M
—  2  |i/ log 2  ^ilb =  2  p/ log A log —  

a +  b °  p

en posant ;

r0 =  V/ab.
2 M 1

Quant à 1 attraction, elle a pour expression  ̂  ̂ —■ .

Ainsi le potentiel newtonien d’une droite très longue est le 
même que le potentiel logarithmique d’un point situé en Q. 
Cela cesse d’être vrai si le point M s’éloigne indéfiniment, car

X  X
dans ce cas on ne peut plus négliger les quotients — , — ,...etc.

Cela explique un paradoxe : un potentiel newtonien identique à 
un potentiel logarithmique semble un résultat contradictoire, ' 
car à l ’infini le premier s’annule, tandis que le second est infini. 
Dans l ’exemple précédent, nous avons vu" que cette identité n’a
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lieu que pour des points situés à une petite distance de la droite 
attirante, distance négligeable devant leurs distances aux extré
mités de la droite.

Remarquons encore que l ’expression de Y  ne dépend que de 

p =  \/x'2 +  y2 et non de z; cela veut dire que, quand z varie 
seul, Y  varie très lentement ; il faut se souvenir, en effet, que la 
formule (i) n’est qu’approximative.

Faisons une dernière remarque; nous avons trouvé

r0 —  2  a \/h ;

il semble que V dépende-du choix de l ’origine; mais, si l’on 
prend deux origines O et O' à distance finie l ’une de l ’autre, 
l’expression de V change très peu.

15. Potentiel newtonien d’un cylindre. —  Soit (fig. 12) un cylin
dre dont la section droite est une courbe quelconque. Prenons 
l’axe des z parallèle aux génératrices. Supposons ce cylindre 
rempli de matière attirante et limité à deux sections droites dont 
les cotes sont :

Proposons-nous de calculer le potentiel newtonien de ce 
cylindre en un point M dont la distance au cylindre est négli
geable devant a et b ; nous effectuerons le calcul dans l ’hypothèse 
où la densité p' de la matière attirante en un point Q dépend 
seulement des deux premières coordonnées x' et y' de Q et non 
de la troisième coordonnée z'.

Traçons la section droite S qui passe par M et décomposons 
l ’aire S en éléments do/, puis découpons le cylindre en une 
infinité de cylindres élémentaires parallèles à OZ ayant respecti
vement pour bases les éléments dw' de S.

Un cylindre élémentaire est assimilable à une droite attirante 
dont la densité linéaire serait p/dcY; soit G l’un des cylindres; il 
perce la section S en Q; son potentiel en M est ;

2  (//du/, log — ,

en posant MQ =  r (voir § 14) et r0 =  2 y/ab.
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Le potentiel du cylindre total en M est donc :

V =  J V 'd w '.  log

l ’intcgrale étant étendue à tous les éléments du' de la section 
droite S. Le calcul du potentiel newtonien cherché est donc 
ramené à celui du potentiel logarithmique de la section droite 
qui passe par M. On ramène de même le potentiel newtonien 
d’une surface cylindrique au potentiel logarithmique du contour

Fig. 1 2 . Fig. i3.

16. Cas du cylindre de révolution. —  1° Surface cylindrique. 
—  Les considérations précédentes nous permettent de calculer le 
potentiel newtonien d’une surface cylindrique (fig. 13) homo
gène de révolution. Ce potentiel se ramène au potentiel loga
rithmique de la section droite qui passe par le point attiré M, 
c’est-à-dire au potentiel logarithmique d’une circonférence. On 
voit sans peine que le potentiel newtonien cherché est :

Y =  2p ,y ,ds/.log -^ - ,
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p désignant la distance du point M à l ’axe et r0 ayant la signifi

cation habituelle 2 \/ab. On peut donc écrire :

V = :

dans ces deux expressions, ds' est l ’élément d’arc de la circonfé
rence. S iL  estla longueur de la circonférence, M la masse totale 
de la surface cylindrique, a et —  b les cotes des bases, on a :

d’où :

donc on a :

, INI M
S —  L ( a + b )  ’

M
a +  b 5

V =  2  log —
M

on en conclut sans peine l ’attraction en prenant la dérivée. 
Tout se passe comme si la masse attirante était concentrée 
sur l ’axe du cylindre. On voit de même sans difficulté qu’a l ’in
térieur le potentiel est constant et égal h :

V =  21o
M

a + b  ’

Il désignant le rayon de cylindre. Quant à l ’attraction, elle est 
nulle.

Tout cela suppose le cylindre infiniment allongé.

2° Volume cylindrique. —  Le calcul est encore très simple ; 
on partage le volume en couches cylindriques très minces, con
centriques et assimilables à des surfaces cylindriques attirantes ; 
on est ainsi ramené au cas précédent.

En un point extérieur l ’attraction et le potentiel dépendent de 
p seulement; ils ont la même valeur que si toute la masse était 
condensée sur Taxe.

En un point intérieur, les choses se passent différemment ; le 
résultat se déduit de la considération du cas suivant.

3° Masse attirante comprise entre deux cylindres concen·
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triques. —  Nous supposons que la différence des deux rayons 
est une quantité finie. En un point M extérieur au plus grand 
cylindre (Gg. 14), le potentiel est, comme l ’attraction, une fonction 
de p seulement; tout se passe donc comme si la masse était con
densée sur l ’axe ; le raisonnement est le môme que dans le cas 
précédent : on décompose la masse attirante en une infinité de 
couches cylindriques, concentriques, assimilables à des surfaces.

En tout point M, intérieur à la cavité, le potentiel est constant 
et l ’attraction nulle, car tous les points M, sont intérieurs à toutes 
les couches cylindriques.

Si donc (Gg. 15) nous voulons évaluer le potentiel et l ’attrac
tion en un point M intérieur à un cylindre plein, nous décompo
serons ce volume en deux parties : 1 ° un cylindre concentrique au 
premier et passant par le point M ; 2° le reste du volume, c’est-à- 
dire la portion comprise entre les deux cylindres. Le potentiel en 
M est la somme des potentiels de ces deux volumes et l ’at
traction se réduit à celle du cylindre intérieur. Le raisonnement
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est exactement le même que celui que nous avons fait (§ 10) pour 
une sphère pleine.

H . Potentiel newtonien d’une circonférence. —  Proposons- 
nous de calculer le potentiel newtonien d’une circonférence en 
un point quelconque M de l’espace.

Représentons (fig. 16) la circonférence C en perspective. Soient 
OZ l ’axe de cette circonférence, P un point de celle-ci, r sa dis
tance au point M, ds' un élément d’arc de C ; le potentiel V en M 
est :

Si nous supposons la circonférence homogène, la densité p' 
est constante et l’on peut écrire :

Projetons en Q le point M sur le plan du cercle et joignons

OQ, cette droite coupe la circonférence en deux points A  et B ; 
enfin menons les droites MA et MB et posons :

z

Fig. xG.

OP — a; O Q = p ;  MP =  r;

et appelons w l ’angle POQ (fig. 16).

QM —  z ;
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On a
ds'==adw,

MÂ* =  z*H-(a— p)*,

MB2 =  z2 + ( a + p ) 2,

PQ2 =  a2 -7)- p2 — 2 ap cos co, 

r2 =  MQ2 +  PQ2 = z 2 -f- a2 -f- p2 —  2  ap cos u>.

r2 peut encoi’e s’écrire de la manière suivante :

r2 =  ̂ z2+  a2+ p 2̂  (cos* — |-sin2 - ^ - ^ — 2  ap^cos2- -̂--- sin2-^-)

=  | >  +  (a —  p)2]  cos2 — h |̂ z2 +  (a +  p)2J sin2 .

==1ÏÂ2 cos2 ^  +  MB2 sin2 .
À  Jà

Le potentiel prend donc la forme :

ad«

\l-MA2cos2 MB2 sin2
10

2

Or, si l ’on désigne par M la masse attirante totale, on a :

M = 2  ira ¡F;

donc :
' dw

2 ic \ / W  cos2 +  MB* sin2 ~

On peut donc poser,

Y  =  ®(MA, MB), .

et si l ’on pose en outre :

on peut écrire :

<p (MA, MB) =  2

A F ,

d 'F

2 71 \J MA2 cos2 'F +  MB2 sin2 W

Po in c a r é . Potent. Newt. 3
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Enfin remarquons que la fonction sous le signe J* est une 

fonction périodique et que l ’on a, par suite,

*Jq t/7; t/o

La fonction a (MA, MB) prend la forme suivante :

d'F
<p (MA, MB) =  / ----- ?=

2 t-\ J MA2 cos2 'F -+- MB2 sin2 ¥

C’est cette intégrale qu’il s’agit de calculer ; nous y parvien
drons en démontrant trois propriétés importantes de la fonc
tion cp.

Io La valeur de cette fonction ne change pas quand on permute 
entre elles les valeurs de MA et MB. On le voit, en changeant

TZ
'F en 'F ---- et en remarquant que :

on a donc :
cp (MA, MB) =  cp (MB, MA).

2° Supposons MB s= MA; on a :

, „ A ArlN r dv 1 riT- ¿'F 1
a  (MA,MA) £  2 iîMA MA J0 2 tz MA ‘

3°«cp(MA,MB) est homogène en MA et MB et de degré —  1. 
L’expression :

MA es (MA, MB)

est donc homogène et de degré 0  et, par suite, ne- dépend que
, MB
du rapport

Soient alors (fig. 17) deux points R et R', situés sur AB et 
conjugués harmoniques par rapport à A et B ; traçons, sur RR; 
comme diamètre, la circonférence C, dont le plan est perpendi-
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culaire sur celui de C. Pour tous les points M de Cu le rapport 
MA

~MB~eS  ̂ m m̂e l expression

M A? (MA, MB),

a la même valeur qu’au point R'. On peut donc, du potentiel 
en R', conclure le potentiel en un point quelconque de G, et, par

conséquent, si l’on connaît le potentiel en tous les points du plan 
du cercle C qui sont intérieurs à sa circonférence, on connaîtra 
sans peine le potentiel en un point quelconque de l ’espace.

18. —  T oute la question est donc ramenée au calcul du poten-

F ig .1 8 .

tiel en un point situé dans le plan du cercle C à l ’intérieur de sa 
circonférence.

Prenons ce plan comme plan de la figure (fig. 18). Soit M un 
point intérieur quelconque ; menons le diamètre AB passant par
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ce point. Soit, en outre, P un point de la circonférence et P' un 
point infiniment voisin. Posons :

OM =  p, PM =  r, PP' =  ds',

OA =  OB =  OP =  OP' =  a, angle M P O = 0 , 

angle PMO =  W, angle P'MP =  dW.

Enfin, prenons pour unité de masse la masse totale M. On 
aura :

M = 1  “  f - ' = - é r ·

Projetons le point P' sur MP en II ; on a :

P'II =  PP' cos P pII =  ds'cos 9.

Mais on a aussi :

P'H =  P'M sin(dW) =  rdW

On en conclut :

rdW =  ds' cos 0 .

/u/ds'
■ -, peut donc s écrire

r  dfir

Le triangle OPM donne d’ailleurs la relation :

sin Q =  —  sin W ; 
a

d’où :

a cos 0 =  \/a2 —  p2 sin2 W .

Le potentiel Y  prend la forme suivante :

-2 ,  d ¥
Y

_  _____ d*E

X  2 tî V̂ a2 —  p2 sip2 sin2 W
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qu’on peut écrire :

*2*

v=
d 'F

ou enfin :

V =

2  tí \/a2(sin2 lF -+- cosa \F) —  p'2 sin2 *F ’

d'F

2 u /a 2 cos2 VF +  (a2 —  p2) sin2 \F

On peut donc poser, en se souvenant de la définition de la fonc
tion  ̂ :

V =  !p[a,v^i = 7 ] ·

Or, on a vu que :

Y  - p(MÀ, MB) =  p (a —  p, a-f- p).

Donc :

? (a ~  P> a +  p )~  'f ta> v7»2 —  p2 J·

Remarquons que a est la moyenne arithmétique des deux quan

tités a — p et a +  p et que \Ji\2 —  p2 en est la moyenne géomé
trique ; on peut donc écrire en général :

p(a,b) =  p (a1,b 1)

en posant :
a +  b 
~ 2 ~ ’

a, + b ,
2  ’

etc.

f  (as, b2) =  ... etc.

b4.=  V ^

!>*■ = y/ifib,,

......etc.

C’est là une propriété fondamentale de la fonction p.
Remarquons que la moyenne géométrique est toujours infé

rieure à la moyenne arithmétique. Or, supposons a > b , ce qui 
est toujours possible, puisqu’on peut intervertir ces deux quan
tités sans changer la valeur de p-; nous aurons :

a —  b > a, —  b ,> a , —  b2>  ..... etc. ;
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Les différences a„ —  b„ diminuent quand n augmente. Je dis 
qu’elles tendent vers 0. En effet, on a :

a, —  bt < a ,—  b puisque b, >  b;

or

donc :

de même :

et

a, —  b = —  b =  -

a, —  b ,<
a —  b
~~T~

b, < <
a —  b

22

au —  b„ <
a —  b 

2 "

Ainsi la différence a„— b„ tend vers 0 quand n augmente indé
finiment ; d’ailleurs, il est évident que les b croissent constam
ment et que les a décroissent; donc a„ et bn ont une limite 
commune a ; on l ’appelle moyenne arithmêtico-gèomêtrique des 
deux quantités a et b. De l ’existence de cette limite, on conclut 
que, si a désigne la moyenne arithmético-géométrique de MA 
et MB, on a :

Ÿ (MA,MB) =  I .

L ’analyse qui précède est due à Gauss. Elle donne, pour la 
valeur du potentiel Y au point M :

)

si la massé attirante totale est prise pour unité ; mais, si cette 
masse est exprimée à l ’aide d’une unité arbitraire et si M est sa 
valeur, on a :

d’où la règle suivante : on considère la plus grande et la plus
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courte distance du point M à la circonférence ; on cherche la 
moyenne arithmético-géométrique de ces deux nombres. Le po
tentiel en M est le quotient de la masse totale par cette moyenne.

19. Formule de Green. — Revenons à la théorie générale du 
potentiel. Commençons par établir quelques formules dont nous 
ferons un fréquent usage dans la suite.

Soit un volume T limité par une surface fermée S ; désignons 
par a, (3, y les cosinus directeurs de la normale extérieure à la 
surface S. Soit F une fonction quelconque de x, y, z continue 
ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre dans le vo
lume T ; soient enfin dr un élément infinitésimal de T et dw un 
élément de la surface S. On a les formules suivantes :

( l )

/ l r dT= / ” FJ“

fw^=f~FJ“·
les intégrales triples étant étendues au volume T et les inté
grales doubles à la surface S. Chacune de ces formules se dé
montre sans peine à l ’aide d’une intégration par parties.

Soient maintenant deux fonctions Uj et Vt assujetties aux 
mêmes conditions de continuité que F.

Posons
F = U 1V1.

La première des trois formules précédentes nous donne :

/ ( u - ^ + V' ^ = / “U'v A · .

1

Posons enfin :
ÙV
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rrT °2v , c TT ÔV ! r av au, ,
J ï' i f Jî := J  “U· dT J"-J 1T -ST d "

Les deux autres formules (1) nous donnent de môme :

ÔV OU,
/ U ’  *  = / P U ‘ “ û 7  d “  ~f Hy *

dT,

Ajoutons membre à membre ces trois dernières relations

ôV'
ôz ,

/ u ,A V d , = / u ,  (« +  ¡ Æ  +  y i ï - i  d»

-môV jffJ^ ôV ÔU, ÔV ÔU,
, ôx ôx ôy ôy 

Si l’on pose pour abréger :

ôV
■P

ÔV ÔV
■ *1 T

ôz ôz

dV

d-r.

ôx r ôy 1 ôz dn

ôv ôu, ôv ôu, ôv ôu, v ’ av ôu,
ôx ôx ty ôy ôz ôzz Z j  ôx ôx dT,

on aura

/U.AVCI, = / ü ,  £  d» -  / 2 - Ï Ï l  ™  <fc,

formule bien connue sous le nom de formule de Green.
On la met souvent sous une forme plus symétrique ; on a, en 

effaçant les indices :

/ 2  Î T T r d ' = / u ^ r < I“ - / l J 4 V <1- "  .

mais, en vertu de la symétrie des termes sous le signe J '  dans 

le premier membre, on a également :

r y ^ « L d , = / V - « U
J jLJ o x  ox J  dn - / *

AUd"r.
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Retranchons membre à membre ces deux dernières relations :

/ ( U i V  — V i U ) d , _ / ( ü ^ - V - ® ) d » .

Les fonctions U etV doivent être finies, continues et admettre 
des dérivées premières continues et également finies. Elles doi
vent avoir, en outre, des dérivées secondes finies et intégrables ; 
les discontinuités de ces dérivées, s’il y en a, doivent se trouver 
sur une surface algébrique.

Les théorèmes sont encore vrais pour des aires planes limi
tées par des contours fermés. On les exprime de môme, en rem
plaçant les éléments de volume dx par des éléments de surface 
et les éléments de surface dio par des éléments du contour envi
sagé ; les intégrales triples deviennent doubles ; les doubles 
deviennent simples.

20. —  Replaçons-nous dans l ’espace à trois dimensions et fai
sons U =  1 dans la formule de Green ; elle deviendra :

/ ivd' = Æ <'"·
Faisons maintenant U = V , au lieu de U = 1  ; la formule de 

Green donnera :

Si, en outre, U satisfait à l ’équation de Laplace AU =  0, on 
obtiendra finalement :

ce qui nous montre que l ’intégrale J  U . doj est positive. Ces 

formules seront utilisées dans la suite.

Tous les théorèmes que nous venons de démontrer s’appli
quent à des volumes connexes, quel que soit leur ordre de con-
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nexion ; ils s’appliquent, par exemple, à un volume doublement 
connexe comme celui qui est compris entre deux sphères concen
triques ; mais, en appliquant les formules, il faut bien prendre 
garde au sens de la normale extérieure ; dans l ’exemple cité, le 
volume est limité par les surfaces des deux sphères et les inté
grales de surface doivent être étendues aux surfaces de ces deux 
sphères ; le sens de la normale extérieure sur la grande sphère 
est celui de la portion de normale qui sort de la sphère ; au con
traire, sur la surface de la petite sphère, la normale extérieure 
au volume T est dirigée vers l ’intérieur de la cavité, car c’est la 
direction dans laquelle on sort du volume T considéré.

21· —  Comme application des considérations précédentes, 
prenons pour volume T le volume compris entre une sphère S 
de rayon a et une sphère S' concentrique à la précédente et de 
rayon p >  a.

Ecrivons la formule de Green dans ce cas :

(1 )
dV

L’intégrale du deuxième membre est étendue à chacune des 
* dV

deux sphères S et S' ; mais est, d’après ce que nous avons

dit, la dérivée suivant la normale extérieure à S' et la dérivée 
suivant la normale intérieure à S. Si nous prenons ces dérivées 
suivant les normales extérieures, dans les deux cas nous écrirons :

fuÉLdto =  f U 4 - do> — f U 4 —  du,
J du J(S’, dn J(S) du

la première intégrale du deuxième membre étant étendue à la 
surface S' et la deuxième à la surface S.

Supposons que, si p augmente indéfiniment, l ’intégrale,

f lÆ d < o ,
J[S') un

tende vers zéro. Alors l ’égalité (1 ) se réduira a :

r  , OU OV , r  TT dV
/uA V d*+/2J-3r l T d’ =  - i  V i r r '1“·
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Cette circonstance se présente quand les fonctions U et V sont 
des potentiels dus, le premier à une masse M, l ’autre aune masse 
M', répandues dans des volumes, sur des surfaces ou des lignes, 
mais contenues l ’une et l ’autre à l ’intérieur de S.

Montrons, en effet, que, dans ce cas,

tend vers zéro.
Pour cela, considérons la masse attirante totale M qui donne 

lieu au potentiel U; dans cette masse totale, il peut y avoir des 
masses positives et des masses négatives ; appelons M, la somme 
des premières et —  M, la somme des secondes ; on a :

Séparons, de même, dans la masse totale M'qui correspond à Y, 
les masses positives des négatives :

Soit, maintenant, P un point de la sphère S'; on a en ce point :

M =  Mt —  M2.

M' =  M', —  M'2.

d’où :

et, par suite,

22. Polynômes de Legendre. —  Soit Y  un potentiel dù à des 
masses attirantes quelconques.
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Je suppose l ’origine des coordonnées extérieure ù ccs masses ; 
on peut donc tracer, autour de l ’origine prise comme centre, une 
sphère 2  tout entière extérieure aux masses agissantes. Nous 
nous proposons de démontrer la proposition suivante :

En tout point situé à l'intérieur de la sphère 2 , la fonction V 
est développable en série de polynômes homogènes en x , y, z.

Cette démonstration repose sur le développement de l ’expres
sion

A 1A =
Vl — 2  p cos y -(- p2

suivant les puissances croissantes de p. Commençons donc par 
effectuer ce développement.

Il sera de la forme :

(1) A =  SP np\

Or, on a

1  — 2  p cos y - f  p2=  ( 1  —  peh) ( 1  —  pe— h ),

d’où :

A = ( l  —  pch) 2 ( 1  —  pe-h) 2 . 

De plus on a, si | p [ est inférieur à 1 :

(2) (1 —p) s = l  +  _ p  +

. 1-3— (2 n 1) ^

1.3
2.4

2.4 ....2] P

Tous les coefficients de ce développement sont réels et posi
tifs. On a en outre :

(1 pe’r)~ — 1 +  -rj- pe‘r + ....+  P"‘ï + ....

( 1  -  Pe“ 'T)" T  =  1 +  Y  pe~'T + ..... + L 32.4...2 n2 ~  1)p~niT+.......

Ces développements résultent du développement (2), car, si | p | 
est égala 1, \ pe'T| est aussi égal à 1. De plus, ces trois séries
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sont absolument convergentes ; on peut multiplier les deux der
nières membre à membre et écrire

(1 - ■ 2 p cos y +  p2) 2 = ^ a paneiv(n~1p) Qn + P7

en posant

(3) 1.3 ..... (2 p —  1)
2.4......2 p

Comparons les formules (1) et (3) ; ou en tire :

P»+p = ^ W Mn_I,)·

le signe 2  portant sur l’ensemble des termes pour lesquels la 
somme n +  p a la même valeur.

Les a étant réels et positifs, le maximum de Pn+p a lieu 
pour y =  0  ; on en conclut :

Pn+p Sa„ap-

Or faisons y =  0 dans l ’expression de A ; il vient :

A =  —,------- =  1 —1— p —1— p2 —1— p3 —P-.......+  p" +■i  p

On a donc :

le signe S portant comme plus haut sur l ’ensemble des termes 
tels que n +  p =  Ct9. Bref on a :

p n ^ 1 ,

l ’égalité ayant lieu pour y =  0 .
Cela posé, supposons p >  0; la série
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est convergente pour | p | <  |. Calculons l ’erreur commise quand 
on arrête le développement au (n 1 )° terme ; posons :

A- —  Po+^ip ■ +■  Ia ap2 ......+  P„pn+ R „

l’erreur cherchée est moindre que |Rn| ; or :

I R » I <  Pn+1+ P ”+ Î + ... ,

c’est-à-dire :

Les coefficients P sont des polynômes entiers en cos y ; leur 
degré est égal à leur indice ; P„ est de degré n. Ces polynômes 
sont connus sous le nom de polynômes de Legendre.

Les polynômes de Legendre sont alternativement pairs et 
impairs en cos y. Pour le voir, il suffit de changer, dans A, y en 
y -f- 7t et p en —  p ; A ne change pas et, par suite, un terme

quelconque Pnp” de la série reste le même ; donc P„ ne doit pas 
changer de signe et, par conséquent, doit être pair, si n est pair; 
il doit, au contraire, changer de signe, et par suite, être impair 
en cos y, si n est impair.

23. D é v e lo p p e m e n t  d u  p o t e n t ie l  n e w t o n ie n  e n  s é r ie  d e  p o l y 
n ôm es  sp h é r iq u e s . —  Les considérations qui précèdent vont trou
ver leur application dans l ’étude du potentiel newtonien.
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Soit T un volume attirant et 0 l ’origine des coordonnées, sup
posée extérieure à ce volume ; on peut tracer une sphère ayant 
le point O pour contre et tout entière extérieure à T (fig. 19).

Soient, en outre, P un point attirant quelconque du volume T 
et M un point situé à l ’intérieur de la sphère. Appelons x, y, /. 
les coordonnées rectilignes et p,  G,cp les coordonnées polaires deM ; 
x', y', z! et p', 0', cp' les coordonnées rectilignes et les coordon
nées polaires de P ; enfin r la distance MP et y  l ’angle MOP. On 
a les relations suivantes :

r2 =  (x' —  x)2 +  (y'— y)2 +  (z' —  z)2 =  p'2 —  2  pp' cos y +  p2, 

cos y =  cos G cos G'-j- sin G sin G' cos (cp —  cp'),

?2 =  X2 +  y2 +  z \

' p'2 =  x'2 +  y'2+ z ' 2,

pp'cosy =  xx, +  y y '4 -zz '.

Le potentiel newtonien Y ' en M a -pour expression :

u/dY
v=

c’est une fonction des coordonnées p,  G et cp de M  ; proposons- 
nous de développer cette fonction suivant les puissances crois
santes de p ; on a :

— = (p'2— 2 P ? ' c o s  Y + ? 2) 2 =

' v / l - 2 ff  cosï + 4

Reportons-nous au développement du paragraphe précédent ; 
on peut écrire :

a )
1.
r

et l ’on a :

R.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



48 T H É O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

c’cst-à-dire

R„ < ( ï .

n+l

P — P

Si a désigne le rayon de la sphère, on peut toujours construire 
une autre sphère de rayon sa, s étant <  1 , telle que le point M 
soit à son intérieur. On aura :

et, par suite,

p <  sa < a < p '

R„ <
( l _ s ) a ·

On voit que Rn tend vers 0 quand n augmente indéfiniment 
quelles que soient les positions du point P à l ’intérieur du 
volume T et du point M à l ’intérieur de la sphère de rayon sa. 
La séi’ie (1) est donc uniformément convergente dans ces con
ditions et l ’on peut l ’intégrer terme à terme. On a par suite :

(2) v*
H'P.p'dx'

p/n-ri

Considérons Pnp” ; c’est un polynôme entier homogène et de 
degré n en x, y, z. En eflet, d’après ce que nous avons dit au 
paragraphe précédent, Pn est un polynôme entier et de degré n 
en cos y.

Or on a
........ xx' +  yy' +  zz' xx' +  yy' +  zz'
LUS T    " , ----- ~ . — 1 «

PP pVx*+y* +  z*

de plus, Psp est pair en cos y et Plp +, est impair; Psp est donc 
entier et de degré n par rapport à

(xx' +  yy'-q-Zz')2
x2 +  y2 +  z2

et p2p Psp est entier, homogène et de degré p par rapport à

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D É V E L O P P E M E N T  E N  S É R I E  D E  P O L Y N O M E S  S P H É R I Q U E S  4 9

(xx' +  yy7 +  zz ') 2 et x2 +  y2 -|- z2 et, par suite, entier, homogène 
et de degré 2p par rapport à x, y, z. Quant à P2p + l, il est entier 
et de degré 2  p +  1  par rapport à :

xx' +  yy' zz' 

l/x2 +  y2 +  z2

il est donc égal au produit de cette expression par un polynôme 
entier et de degré p par rapport à

(xx'+yy'+zz')2 _ 
x4 +  y2 +  z2 ’

enfin le produit P2p + 1 p2p + 1 ne contient plus de radical et est 
homogène et de degré 2p -f- 1 en x, y, z. Bref, quelle que soit 
la parité de n, Pnp° est un polynôme entier, homogène et de 
degré n en x, y, z.

Si l ’on considère alors le terme général de la série (2)

X,
- f '

[*/p»F ■ d-u',

on voit que ce terme est aussi un polynôme entier en x, y, z, 
homogène et de degré n.

On démontre en outre que ces polynômes X„ satisfont à l ’équa
tion de Laplace

AXn =  0.

Ce sont des polynômes sphériques, car on appelle, en général, 
de ce nom des polynômes homogènes en x, y, z satisfaisant à 
l ’équation de Laplace. Le potentiel Y  est ainsi développé en 
série de la forme

V = X o + x 1+ ......+  X n + ......

Donc le potentiel newtonien est développable en série de poly
nômes sphériques autour de l ’origine, quand l’origine est exté
rieure aux masses agissantes.

Dans ce développement, les termes de même degré sont grou
pés ensemble; si l ’on essayait de les grouper autrement, la série 
pourrait cesser d’être convergente.

C’est là un fait général pour les séries qui ne sont pas absolu- 

p o i n c a e é . Potcnt. N ew t. 4
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ment convergentes ; on ne peut pas modifier arbitrairement 
l ’ordre des termes. En voici un exemple simple; la série sui
vante de polynômes homogènes :

. 1 +  (x+ îy) +  (x+ îy)2 + ....+  (x +  iy)" +· ■·■·,
où l ’on suppose

I x + i y  I <  J-,
est convergente et a pour somme

1

1  — ( x + iy )  ’

en la considérant comme développée à la lois suivant les puis
sances de x et de y.

Elle n’est pas absolument convergente, dans tous les cas où elle 
converge. Groupons, en effet, les termes dans un autre ordre; 
par exemple, effectuons les puissances indiquées et séparons 
les termes; considérons le terme

Quand n augmente indéfiniment, la valeur asymptotique du 
module de ce terme est :

(2 n) \ e V 4

nîn. c *" \/4Trn2
= / xr

ou, en supposant x ¡= y :
(2 x) 8

V^n

ce terme ne peut tendre vers zéro que si l ’on a :

< 4· ·

Si donc le module de x est supérieur à le nouveau déve-

loppement est certainement divergent, alors'que le premier est 
encore convergent pour toutes les valeurs de x  inférieures
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Une pareille circonstance ne se présente pas pour les séries 
à ternies positifs.

24. Développement du potentiel newtonien suivant les puissances 
entières de x, y, z. —  Revenons au potentiel. Nous avons démon
tré que le potentiel newtonien est développable en série de poly
nômes sphériques autour de l ’origine, quand celle-ci est exté
rieure aux masses agissantes. Montrons maintenant que, dans la 
même hypothèse, la fonction V est holomorphe au voisinage de 
l ’origine, c’est-à-dire que, dans une sphère assez petite ayant 
pour centre l ’origine, elle est développable en série de la forme

» ■ y V ,

m,n,p étant des nombres entiers positifs pouvant prendre toutes 
les valeurs entières de zéro à l ’infini.

Pour le voir, rappelons que l ’on a :

r2 =  p2—  2  pp' cos Y~f- p'2

=  x2 +  y2 -f- z2 —  (2  xx' +  2  y /  +  2  zz') -+- x '2 -fi- y '2 -fi- z' 2 

et posons :
2  xx' fi- 2  yy' fi- 2  zz' —  x2 —  y2 —  z2

-------------------- “ — P -----------------------------------

On a, en comparant r2 et X :

r2 ==p,i(l —  X),
d’oit :

1

r P (i —  X)^
_ L

Développons (1— X) 2 ; on a :

(i-— X) 5 =  ao fi-  ajX +  i'2X2 fi- .....~j enXn | *

et, par conséquent,

(1 ) ~  =  a„ fi- aiX fi- a s^-2 + ......+  ai]Xn +

Dans cette série, les coefficients a sont tous > 0 .
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Développons maintenant X en série entière ; nous sommes
1

ainsi conduits, en transformant la relation (1 ), à représenter — par 

une série de la forme

l
r

Ax”

et à représenter V par la série suivante :

(2) V —  y V y z '1 f A y/ih'.

Ce développement est-il convergent et représente-t-il bien la 
fonction Y? Nous allons le démontrer en prouvant que ce déve
loppement

(a) Y ^ x y v f  AuVk',

est une série absolument et uniformément convergente. 
A cet effet, posons :

X =  2x»P' +  2 v 0p' +  2 z V  H - x 0a - f -  y„2 +  z 0

en appelant x0y0z0 les modules de x ,y  et z, et considérons le 
développement suivant

(3) --- ô) 2 --- ao +  ai^ o + .......H -anX|)" +
r

=  2 A»x“myX ·

Etudions la série

'0 0  ^ A 0x“y X .

Comparons d’abord les coeilîcients A0 aux coefficients corres
pondants A.

Tous les coefficients X0 sont positifs; tous les a le sont aussi; 
donc tous les termes du développement (3) sont positifs, et par 
suite, les A„ le sont également. Considérons, en outre, deux puis
sances égales de X et X0 : X11 et X^; chaque terme de X0q est plus
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petit en module que le terme correspondant de X(J<I ; on en con
clut l ’inégalité suivante :

A0>  | A | .

Cela posé, reprenons la série (b); dans quel cas converge-t-elle? 
Elle convergera, si l ’on a :

x„<i,
comme on le voit en se reportant aux égalités (3).

Pour que X0 soit plus petit que 1, il suffit que l ’on ait :

(4) 2 p'(x0 +  y0 +  z0) +  p2 <  p'2 ;

or on a :

xu2 + y o 4 +  zo 2 ;=:p2>
on a donc aussi :

I xo_i_y o + zo I <pv^3, 

et la condition (4) sera remplie si l ’on a :

- 2 p ' p t / 3 + p 2< p ' 2,

ou bien
(P +  P'vf3)1_ 3 P» < P» >

c’est-à-dire
(p +  P V 3 ) * < 4 p'2,

c’est-à-dire enfin :

P < p'(2— /3),
et, à fortiori, si l ’on a :

p < a ( 2 - v / 3 ) ,

a désignant comme au paragraphe précédent le rayon d’une 
sphère fixe, ayant l ’origine pour centre, tracée de manière à lais
ser à son extérieur toutes les masses agissantes, enfin contenant 
le point M où l ’on étudie le développement du potentiel.

Supposons donc cette condition remplie; alors X0 est inférieur 
à 1; la série (b) converge. Considérons maintenant la série sui
vante (c)

(«0 ^ ^ C y X f A(ip-0dv
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où p.„ désigne un nombre positif supérieur à |p|; cette série 
converge comme lu série (b). Enfin comparons notre série (c) à 
la série étudiée (a). Tous les termes de (a) sont inférieurs en module 
à ceux de (c); or (c) est une série à termes positifs et elle converge; 
donc (a) est absolument convergente.

La relation (2) est donc justifiée.
Ainsi le potentiel newtonien est développable autour de l ’ori

gine en série entière procédant suivant les puissances de x, y, z.
On peut effectuer, de même, le développement au voisinage 

d’un point quelconque (x0 y0 zu) extérieur aux niasses; le déve
loppement procède alors suivant les puissances de x —  x„,

y — y»>z — zü·
On peut donc énoncer en général le théorème suivant : au 

voisinage d’un point (,i\, yu, z j  extérieur aux masses agissantes, 
le potentiel newtonien est une fonction holomorphe, c ’est-à-dire 
développable en série entière procédant suivant les puissances 
croissantes de x  —  x u, y — yu, z —  "g.

La démonstration n’a été faite que pour un volume attirant; 
elle s’applique évidemment sans modification au cas d’une dis
tribution quelconque de masses.

25. Autre développement en série du potentiel newtonien. —
Considérons maintenant (fig. 20) un volume attirant T et un 
point M extérieur à ce volume,'situé de telle sorte qu’on puisse 
tracer une sphère S contenant le volume T tout entier, mais lais
sant le point M à son extérieur.

Prenons le centre O de cette sphère comme origine des coor
données.

Si p,p', y et r ont les mêmes significations que précédemment, 
on a

Le point M étant à l ’extérieur de S, on peut construire une
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deuxième sphère Z', concentrique à S, dont le rayon sa est plus 
grand que le rayon a de I  et qui laisse le point M à son exté
rieur ; on a donc :

p >  sa >  a >  p' et s >  1

Raisonnons comme au § 23, on voit que

R" I <  p — p' s“+1 a (e — 1)

ce qui montre que la série :

—  +  P .4 - -
P P'

" pn+1

est uniformément convergente pour toute valeur de p' correspon
dant à un élément de volume quelconque d̂ ' de T.

On peut, par conséquent, intégrer terme à terme et écrire

j  p ,pyd~

les intégrales étant étendues au volume T.

p »pV ^
■>
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Considérons le terme général de cette série

on peut l ’écrire :

Pnp" est un polynôme homogène de degré n par rapport aux 
coordonnées x, y, z du point M ; il en est donc de même de Y,. 
Le développement de Y  prend la forme :

Si l ’on remarque que l ’on a

Les polynômes homogènes Yn sont donc des polynômes sphé 
riques.

Tout ce qui précède est vrai d’un point M quelconque exté
rieur h la sphère 2 '; si le point M s’éloigne indéfiniment, on voit 
que la valeur asymptotique de V est

comme nous savons d’autre part que cette valeur asymptotique 
■ M

est —, M désignant la masse attirante totale, on conclut

• AV =  0,

on démontre sans peine que l ’on a

et ensuite
AY. =  0 .

P
Y 0 — M.

26 . Développements analogues pour le potentiel logarithmique.
—  On peut obtenir des développements analogues pour le poten-
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tiel logarithmique dans le plan. Soit (fîg. 21) une surlace plane 
attirante S, P un de scs points et 0 l ’origine des coordonnées 
supposée extérieure à S. On peut tracer un cercle C ayant le 
pointO comme centre et tout entier extérieur à l ’aire attirante S.

Soit, en outre, M un point attiré situé à l ’intérieur du cercle C, 
x, y ses coordonnées et x', 'y1 celles du point P. Appelons p, p', r 
les distances OM, OP et MP. Posons :

x +  iy =  z, . 

x! —(— iy; =  1!  ;

on a :

p H z N

p' = I * ' I ,
r = | z ' - z | .

Soit p/ la densité de la matière attirante au point P ; la valeur Y 
du potentiel logarithmique en M est :

y = j ¡Y. log-^Ldw'.

dw' désignant l ’élément infinitésimal de l ’aire S et l ’intégrale 
double étant étendue à l ’aire S tout entière. La valeur de Y  n’est 
autre que la partie réelle de l ’intégrale.

W ^ / p ' l o g ^ r ^ y - d « ' .
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Or, il est facile de développer AV suivant les puissances crois
santes de z : appelons a le rayon du cercle C ; puiscpie le point M. 
est intérieur à ce cercle, on peut tracer une deuxième circonfé
rence C', concentrique à la première, dont le rayon sa est plus 
petit que le rayon a de C et telle que le point M soit à son inté
rieur. On a donc :

(1 ) p< sa< a < p' et s < l ;

on a d’ailleurs

=  1(,s  ( L ~ V - ) ·

Or, d’après les inégalités (1), on a

(2)
ea

<  —  < 1 ;

peut, par conséquent, développer lo g ^ l— ^  en série entière

■ “ K 1 -  f )

on 

et écrire

Cette série est uniformément convergente pour tout point P 
de F aire S, car, pour un quelconque de ces points, les inégalités (1) 
et (2 ) sont satisfaites ; on peut donc intégrer cette série terme à 
terme et écrire

(3) W 1(>g à * ' - 2 / " /

les intégrales doubles étant étendues à l ’aire S. \V est ainsi 
développé en série entière ; on en conclut sans peine le dévelop
pement de V en série de polynômes homogènes. On a, en effet :

z" =  pnenl",

w désignant l ’argument de z. On peut donc poser en outre : 

j * u/Â dco' =  R„elen ;
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la partie réelle de j  ¡j.A„ z" dw' est donc :

R«?" cos(nw -j- 6„);

c’est un polynomehomogène et entier en x et y, et, si l ’on remar
que que Y  est égal à la somme de la série des parties réelles du 
développement de W , on voit que Y  se trouve développé en série 
de polynômes homogènes ; ils satisfont évidemment à l ’équation 
de Laplace.

21. Considérons maintenant (fig. 22) un point M suffisamment 
éloigné de l ’origine O pour que l’on puisse tracer, autour de O

l*’ig .  a«.

comme centre, une circonférence C contenant l ’aire S à son 
intérieur et laissant le point M à son extérieur. On peut alors 
développer le potentiel logarithmique V en M suivant les puis- 

1  .
sanccs de —  ; il suffit, pour le voir, de faire un raisonnement

semblable à celui du § 26. Du point O comme centre, on peut 
décrire une circonférence C' dont le rayon sa soit plus grand que 
le rayon a du cercle C et qui laisse le point M à son extérieur ; 
on a, dans ce cas,

p > s a > a > p ' et s > l .
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Reprenons l ’expression de W :

on a :

lo* 7 = T  =  lo* ^ r

et, comme on a
7.
7. < 1 ,

quel que soit le point P choisi dans S, on peut développer 

log^ l------ J en série entière procédant suivant les puissances

croissantes de — .
z

et cette série est uniformément convergente ; on peut donc 
écrire :

(1) w = J l og— ¡ AW + £ - J (—  A.) p'dw'

les intégrales doubles étant étendues h l ’aire S. En prenant les 
parties réelles des différents termes, on voit que la série du 
second membre de l’expression (1) donne lieu pour Y  à un déve-

1
loppement procédant suivant les puissances croissantes de —  ;

P
ce développement est précédé, dans l ’expression de Y , par la par
tie réelle de l ’intégrale :

/  los  i z t  = l o g ' t t t  M’

M désignant la masse attirante totale; cette partie réelle est :
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Le développement de Y  est donc de la forme :

Gi

V ^ y M l o g ^ + l ^ . p - " cos nco · ■ «0

en posant :

J  ( - A n) p W = R / " (

et
z =  pe1”·

Remarquons que l ’expression :

p~" cos (nco —  9„),

peut s’écrire :

p~! n. p" cos(nw —  0n)
X

Xn étant un polynôme entier, homogène, de degré n en x et y, 
satisfaisant, en outre, à l ’équation de Laplace.

Finalement on a :
n=»

n=l

On voit immédiatement, soüs cette forme, que l ’expression de Y 
ne contient pas de terme indépendant d’x et d’y; en outre, lors
que le point M s’éloigne à l ’infini, le potentiel V a pour valeur 
asymptotique

M log

résultat que nous connaissions déjà (§ 8 ).
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C H A P IT R E  II

POTENTIEL EN UN POINT INTÉRIEUR AUX MASSES AGISSANTES 

FORMULE DE POISSON

28. Convergence des intégrales. — Application au potentiel. -—  
Jusqu’ici nous avons étudié le potentiel en des points extérieurs 
aux masses attirantes; nous allons maintenant étudier ce qui se 
passe quand le point attiré est situé au sein môme de ces masses. 
Cette étude repose sur la considération d’intégrales portant sur 
des fonctions qui deviennent infinies pour un point du champ 
d’intégration; commençons donc par établir les propriétés de 
ces intégrales.

1° Intégrales simples. —  Considérons l ’intégrale définie 

f f(x)dx, a <  b.
t'a

Si la fonction f(x) devient infinie pour x —  a, la définition 
ordinaire de l ’intégrale ne s’applique plus et l’intégrale n’a plus 
de sens; pour lui en donner un, on modifie la définition. On 
considère l ’intégrale

f f ( x ) c l x ;
•'a+i

la définition ordinaire s’y applique ; soit J, sa valeur; si J, tend 
vers une limite J quand s tend vers 0, l ’intégrale est dite con
vergente et l ’on représente cette limite J par la notation

/>bf !  (x) <Ix.
»•a

Si, au contraire, J, augmente indéfiniment ou n’a pas de limite,
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quand £ tend vers 0 , l ’intcgrale est dite divergente et le sym
bole

Na
| . f  (x) dx

n’a aucun sens.

Voici des exemples de ces deux cas. Si l ’on peut trouver un 
nombre a < i  tel que l ’on ait

la limite J existe et l’intégrale est convergente. Si, au contraire, 
on peut trouver un nombre ¡3 >  1 tel que

f(x) >
(*■ "O9

Jt augmente indéfiniment et l ’intégrale est divergente.

2° Intégrales doubles. —  Soit une aire plane S (fig. 23), limitée 
par une courbe fermée C, et une fonction f (x, y) devenant infi

nie en un point O de l ’aire S, mais restant continue en tous les 
autres points de l ’aire.

L’intégrale double

f  f f (x> y) dw>
J J  {S,

étendue à tous les éléments dw de l’aire S, ne rentre pas dans la 
définition ordinaire et n’a aucun sens par elle-même. Pour lui 
en donner un, entourons le point O d’une petite courbe fer-
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niée C '; appelons S 'l ’aire enfermée par la courbe C', et S'' l ’aire 
comprise entre les courbes C et C' ; l’intégrale

Jc’= f f  f (x>y)dw>
J  s··)

étendue à l’aire S", a un sens et sa valeur varie quand la courbe 
C' change de grandeur et de forme. Supposons que J/ ait une 
limite J quand la courbe C', diminuant d’étendue dans tous les 
sens, vient s’évanouir au point O ; on prend cette limite pour 

définition de l ’intégrale J  f  (x, y) dto; on dit alors que l ’in

tégrale Jc. est convergente.
Dans le cas contraire où Jc. n’a pas de limite finie, l ’intégrale 

Jc. est dite divergente et l ’intégrale J ' n’a aucun sens.

29. Dans quels cas l ’intégrale Jc> est-elle convergente? En 
voici un. Posons

OM =  r,

et admettons que l ’on ait en tout point de l ’aire S :

f (x >y) a< 2,

on peut alors affirmer que Jc. est convergente. Pour le voir, sup-

posons d’abord la fonction f(x, y) positive en tout point de S. 
Traçons, autour du point O (fig. 24) comme centre, deux cercles,
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l ’un C0, de rayon r0, que nous laisserons fixe ; l ’autre plus petit C" 
dont nous ferons tendre le rayon r" vers zéro. Enfin, pour sim
plifier le langage, désignons par les symboles

1

les intégrales étendues aux aires comprises respectivement entre 
les courbes : C et C0, C et C", C„ et C". L ’intégrale

f f ? f (x > y ) d w >
t/  t/a—c”

a un sens; elle est >  o et augmente quand r" diminue. On a, de 
plus,

/ /  f(x>y)dw< / /
C/ l/c—c” </ t'e—c” 1

et, par suite,

IL · ' N  * ·  <ÎL  v J "  +fL ·^ d m ;

la première intégrale du second membre reste fixe ; quant à la 
deuxième, elle a pour valeur :

Mr,8"
2 —  a

2 Mr"*—
2  — a

et on voit que, si a est inférieur à 2 , elle tend vers une limite 
finie quand r" tend vers zéro.

L’intégrale du premier membre J'J ' f  (x, y) du, qui reste

toujours inférieure à cette limite et va sans cesse en augmentant 
quand r" diminue, a donc aussi une limite.

Le résultat n’est pas changé, si l ’on remplace la circonfé
rence C" par une courbe C' de forme quelconque entourant le 
point O et venant s’évanouir en ce point; on le voit facilement en 
traçant, autour de O pris comme centre, deux circonférences C{' 
et C'J comprenant entre elles la courbe C' et venant s’évanouir 
en O en même temps que celle-ci.

Supposons maintenant que la fonction f ait un signe (juel- 

p o i n c a r ê . Potcnt. Newt. 5

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



66 T H É O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

conque; les conclusions _ précédentes s’y appliquent encore  ̂
Posons, en effet, .

f —  f _f1 *1 ‘2>

en convenant que l ’on a :

=  f et f1 =  0,
en tous les points où f est > 0 , et :

f, =  o et i ; = — f

en tous les points où f est <  0 .
On peut appliquer à f, et f2 le raisonnement précédent ; les 

deux intégrales :

Ji =  / Y  fi (x. y) du et J$ —  Í* f  f,(x,y)du,
t/c—c’ V t/c—c'

sont toutes deux convergentes ; leur différence,

.1 = //_ c. f(x, y)dco,
l’est donc aussi et la proposition énoncée plus haut se trouve 
entièrement démontrée.

On peut aller un peu plus loin : J  £  _ | f  (x, y) ] dm est conver

gente, car elle est égale à J, J2. Pour cette raison, l ’intégrale J 
est dite absolument convergente. Remarquons enfin que les limites 
de ces quatre intégrales sont indépendantes de la suite des 
formes que prend le contour C' lorsqu’il vient s’évanouir au 
point O.

Tous ces résultats s’appliquent au potentiel d’une surface 
attirante, quand le point attiré est intérieur aux masses agis
santes. Ce potentiel a pour expression ;

v = / / v d“ '
La fonction f  (x, y) du raisonnement précédent est ici ; elle

satisfait donc aux conditions suffisantes de convergence indi
quées dans l ’énoncé et l ’intégrale V a un sens bien défini en 
.tout point de la surface attirante.
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30· Intégrales triples. —  On définit la convergence, dans le cas 
des intégrales triples, comme dans celui des intégrales doubles. 
Soit S une surface fermée limitant un volume Y  ; soit F (x, y, z) 
une fonction devenant infinie en un point du volume V, mais 
restant continue en tous les autres points ; pour donner un sens 
à l'intégrale triple

J =  T f  T F (x> y, z)
J t/(V)

on entoure le point O d’une surface fermée S' et l ’on considère 
l ’intégrale

J , =  f  f f F (x, y, z) dx,
J J c/{V’)

étendue au volume Y' compris entre les deux surfaces S et S'. 
Si J' a une limite quand S; vient s’évanouir au point O, on dit 
que cette intégrale est convergente et cette limite est prise pour 
définition de J. Dans le cas contraire, J' est dite divergente et 
l ’intégrale J n’a aucun sens.

On peut affirmer la convergence de J', lorsque l ’on peut trou
ver deux nombres positifs, l ’un M, fixe, et l ’autre a <  3, tels que 
l ’on ait en tout point du volume V :

F (x, y, z)

r désignant la distance du point O à un point quelconque x, y, z 
du volume. L’intégrale V est en outre absolument convergente, 
car l ’intégrale

dx,

converge aussi; la limite de J' est alors indépendante de la suc
cession des formes que prend la surface S' et la valeur de J est 
bien déterminée. Un exemple de ce cas de convergence est 
fourni par le potentiel newtonien d’un volume attirant, quand le 
point attiré est à l ’intérieur des masses agissantes. Ce potentiel 
est, en effet, représenté par l ’intégrale triple
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la fonction sous le signe J satisfaisant aux conditions énoncées ; 

cela suppose toutefois que la densité p/ reste finie.
Les · composantes de l ’attraction, elles-mêmes, sont données 

par des intégrales absolument convergentes. Soit, en effet, p0 une 
limite supérieure de la densité ; on a :

I P· I <  Po >
\

Tune des composantes, par exemple celle qui est parallèle i\ O xy 
a pour expression :

X = J - P'(X' ~ X) dt'.

Or on a :
| x' —  x | <  r,

et, par conséquent,

X est donc absolument convergente.

31. Intégrales d’ordre quelconque. —  Soit n l ’ordre de l ’inté
grale ; quand n est supérieur à 3, on ne peut plus se servir de la 
représentation géométrique, mais le mode de raisonnement reste 
le même.

Soit F(xj, x2,...,x„), une fonction de n variables et considérons 
l ’intégrale d’ordre n :

J ^ jF d x j  dx2 dx3......dx„,

étendue par exemple à un champ défini par l ’inégalité

......x „ ) < 0 . .

Supposons que F devienne infinie pour un point O du champ, 
dont nous pourrons supposer les n coordonnées égales à zéro 
sans restreindre la généralité.

Posons

r2 =  x,2 +  x22 + ......+  x„2·
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Appelons J' l ’intégrale J  Fdx, dx8. 

fini par les inégalités :
‘b c O ,

r >  p >  0.

dxn étendue au champ dé-

L ’intégrale J' a un sens si nous supposons la fonction F con
tinue en tout point du champ primitif autre que le point O. Si, 
quand p tend vers zéro, J'a une limite, cette limite définit J; sinon, 
J n’a aucun sens; dans le premier cas, il y a convergence et, dans 
le second, divergence. On peut affirmer la convergence dans le 
cas où l ’on a en tout point du champ primitif :

F .  M< ---- , avec
r“

a < n ,

M désignant un nombre positif fixe.

32. Intégrales absolument convergentes et intégrales semi-con
vergentes. — Exemples. —  Revenons aux intégrales de ligne, de 
surface et de volume.

Soit
J = J  Fdt,

une intégrale simple, double ou triple suivant, que dt désigne un 
élément de ligne, de surface ou de volume. Supposons que la 
fonction F devienne infinie ou discontinue en un point du 
champ d’intégration et qu’on ait démontré la convergence de 
l ’intégrale J. On dit que cette intégrale est absolument conver
gente, si l ’intégrale

/ F K

étendue au même champ, est elle-même convergente ; dans le 
cas contraire, l ’intégrale J est dite semi-convergente. Nous avons 
donné (29 et 30) des exemples d’intégrales absolument conver
gentes. Voici maintenant des exemples d’intégrales semi-conver
gentes.

P remier exemple. —  Soit l ’intégrale :

f. sin ax
dx,

X
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Elle est convergente, car :

.. /*' sin ax , r
liin1=M / -------- dx =  -^-;

Jq X Ji

elle est semi-convergente, car :

lim1=» f
Jo

sin ax
dx =  oo

D e u x i è m e  e x e m p l e . —  Soit un cercle attirant limité par une 
circonférence C ; supposons la densité constante et égale à 1; 
proposons-nous de calculer l ’attraction au centre 0  (fig. 25).

Prenons pour origine ce point et, pour axes de coordonnées, 
'deux droites rectangulaires Ox', Oy'. L ’une des composantes de 
l’attraction, X par exemple, a pour expression au centre :

x = / ÿ J “ '

Cette intégrale est convergente.
En effet, entourons le centre d’un cercle C' concentrique au 

premier et considérons l ’intégrale :

J , =  f
VC—c’ *

étendue à la couronne comprise entre les deux circonférences.
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Appelons s le rayon de C', p celui de C et passons en coordonnées 
polaires ; 'on a :

Jc· =  f  cos 0dQ f  -— =  (sin 2  — sin 0 ) log —  =  0 .
Jü J i 1* S

Ainsi Jc, est constamment nulle. Sa limite est 0, quand s tend vers 
zéro. L ’intcgrale X est donc convergente.

Montrons qu’elle est semi-convergente, c’est-à-dire que l ’inté
grale '

ne converge pas.
Cette intégrale, étendue à tout le cercle, est égale au double de 

l ’intégrale

étendue au demi-cercle BCAB.
Calculons donc celle-ci ; si elle a un sens, elle est la limite de 

la portion correspondante de Jc, relative à la demi-couronne 
BCAEFDB. Or, celle-ci est égale à :

J _ l  d ( 8i n 0) j f ?- ^ - = 2 1 og-£-,

quantité qui augmente indéfiniment quand e tend vers zéro. L’in
tégrale X est donc semi-convergente. On peut démontrer déplus : 
étant convergente, elle a une limite quand on entoure le point O 
d’une courbe C', puis qu’on calcule l ’intégrale relative à l ’espace 
compris entre les deux courbes, et enfin qu’on fait évanouir C  
au point O ; mais, étant semi-convergente, sa limite dépend de la 
courbe C' et de la succession des formes que prend cette courbe 
avant de s’évanouir au point O.

C’est ce que je vais montrer.
Supposons d’abord que C' soit une circonférence concentrique 

à C; la raison de symétrie, comme aussi le calcul fait précédem
ment, montrent que l ’attraction de la couronne au point O est 
nulle. Etant nulle constamment, elle définit une limite nulle, 
quand C' vient s’évanouir au point O.
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Par un autre procédé, au contraire, on peut définir une limite 
différente de zéro. Dans les raisonnements qui vont suivre, nous 
nous appuierons sur le lemme suivant :

L emme. — Deux surfaces attirâmes homothétiques S et S', telles 
que les densités en deux points correspondants soient égales, 
exercent la même attraction au centre O d’homothélie.

Ce lemme est presque évident ; 
soient, en effet, deux éléments cor
respondants (fig. 26) du> et do/, r et 
r' leurs distances respectives au 
point O ; leurs attractions au point O 
sont :

p/du>
pour du) : · 

pour du/:

r"

p'da/

Ces deux attractions dirigées sui
vant la même droite sont bien égales, 
puisqu’en vertu de l ’homothétie, on 
a :

du) du/

Cela posé, reprenons notre cercle C et prenons comme courbe 
auxiliaire une autre circonférence C' (fig. 27), non concentrique 
il C', ayant son centre en un point 0' voisin de 0. Menons ,1a ligne 
des centres 0 0 ' ; cette droite coupe nos deux circonférences aux 
points A, B pour la première et A', B' pour la seconde.

Supposons que, des deux points A' et B', le plus rapproché de O 
soit A'; décrivons alors,du point 0 comme centre avec OA'com me 
rayon, une circonférence C,.

Appelons p, p', p4 les rayons des circonférences C, C' et C „ 
puis traçons une circonférence C0 tangente en A à la proposée G 
et telle que son rayon p0 satisfasse à la relation

J A _  JL
p '  pi

(1)
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Alors les deux cercles C0 et C' sont homothétiques par rapport

au point 0 et le rapport d’homothétie est —. D’autre part les
Pi

deux cercles C et C,, étant concentriques, ont aussi pour centre 
d’homothétie le point 0  et même rapport d’homothétie que les 
deux précédents en vertu de la relation (1). Il en résulte que les

deux portions de plan couvertes de hachures, l ’une comprise entre 
les circonférences C0 et C, l ’autre entre les circonférences C' et C1( 
sont homothétiques par rapport au point 0. Si donc on suppose 
la première couverte de matière attirante avec une densité égale 
à 1 comme celle qui recouvré le cercle C, son attraction au point 0 
sera la même que celle de la seconde.

Nous exprimerons cette propriété par l ’égalité

A C’- c ,  =  A 0u_ c , ( 2 )

désignant en général par Cm—  C„ la portion de plan comprise 
entre les courbes Cm et C„, et par ACm_f l ’attraction que cette 
portion de plan exerce au point 0 .

Cela posé, ce que nous voulons calculer, c’est la limite vers 
laquelle tend Ac_c, quand le cercle C'vient s’évanouir au point 0.

Or, on a évidemment :

—c’ ■ -̂C—c A g’—f. ,
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ce qui se réduit à :
Ac-c'=  —  Ac._c, (3)

puisque Ac_c est nulle, par raison de symétrie. Rapprochons les 
relations (2 ) et (3), nous aurons :

Ac—c,=r ^r,— c · (Ay

Faisons alors évanouir le cercle C/ au point O de manière que
p'

le rapport- 1— reste constant, les deux termes de ce rapport ten-
Pl

dant vers zéro. En vertu de la relation (1), le rapport  ̂ - reste
Po.

aussi constant et, par conséquent, le cercle C0 reste invariable ; 
il en résulte que A, c reste fixe.

Ainsi, l ’intégrale qu’il s’agit d’étudier, Ac _ c·, reste constamment 
égale à une quantité fixe — Ar c; on peut donc écrire :

lim. Ac_c. =  —  AP_C.

Montrons maintenant que Ar n’.cst pas nulle. Cela est presque 
évident.

Figurons à part (fig. 27 bis) les deux circonférences C„ et C ; 
traçons la droite AIN perpendiculaire en O à la ligne des cen
tres. Enfin, décrivons une troisième circonférence C s égale à C0 

et tangente intérieurement en B à la circonférence C ; cette cir
conférence passe évidemment par les points M et N. L ’aire atti-
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rante C0 —  C est ainsi divisée en deux parties : l ’une comprise 
entre les trois circonférences C, C0 et Cs ; l ’autre comprise entre 
Câ et C0 ; elle est représentée, dans la figure, couverte de hachures. 
La première partie a manifestement une action nulle au point 0 
par raison de symétrie ; quant à la seconde, son action est diri
gée suivant la ligne des centres et ne peut être nulle, car tous 
ses éléments, étant situés d'un même côté de MN, les projections 
sur AB de leurs actions en O sont toutes de même signe.

En résumé, AP „ est différente de zéro et, par conséquent, 
on a :

lim Ac_c.=£0.

On voit donc que, suivant la courbe auxiliaire choisie pour défi
nir l ’attraction au point O et suivant la succession de formes 
par lesquelles on fait passer cette courbe, on peut obtenir pour 
l ’attraction une limite nulle ou une limite différente de zéro. 
Cette circonstance caractérise les intégrales semi-convergentes.

Des considérations analogues pourraient être faites au sujet 
d’une surface quelconque. On verrait, de la même façon, que les 
composantes de l ’attraction, en un point d’une surface attirante, 
sont données par des intégrales semi-convergentes.

Au contraire, le potentiel d’une surface attirante, que nous 
allons étudier maintenant, va nous fournir un exemple d’inté
grale absolument convergente.

33. A u t r e  e x e m p l e . —  Potentiel d’une surface attirante quel
conque en un point de cette surface. —  Soit S une surface atti
rante ; son potentiel en un point M est donné par l ’intégrale :

y!, r, do/ étant les notations connues.
Supposons que le point M soit pris sur la surface S elle-même ; 

nous allons montrer que l ’intégrale précédente garde un sens et 
est absolument convergente, si la densité p/ reste finie en tout 
point et si la surface S admet, en M, un plan tangent unique.

Menons ce plan tangent (fig. 28) ; prenons-le pour plan des xy 
et prenons le point M pour origine ; soient P le centre de gravité
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d’un élément du/ de S, P' sa projection sur le plan des xy, <p 
l’angle de ce plan avec le plan tangent en P, enfin x7, y', z 7 les 
coordonnées de P ; on a :

(2 ) d o / ^ -Jx/d-y.
cos <p

Cela posé, traçons sur S une courbe C entourant le point M 
et soit C7 sa projection ; la courbe C partage S en deux zones,

Fig. 28.

S, et S2, la première., S,, étant celle qui comprend le point M. 
Appelons Y, et Vs les potentiels respectifs de S, et Ss ; on a :

V = Y ,  +  V2.

y 2 a un sens au point M ; il suffit d’étudier Y i ; cette intégrale a 
pour expression. :

y

en vertu de (2 ), on peut l ’écrire :

P'
r cos ’S>l

dx7 dy7.

Cette dernière intégrale est étendue a une aire plane, à la portion 
du plan des xy comprise à l ’intérieur de C'.

Or, on peut choisir la calotte S, assez petite pour, qu’ en chacun 
de ses points, on ait :

1
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a désignant un nombre fixe; cela est possible, car, au point M, 
cos !f est égal à 1 .

/
{jf

, ---- 5— -— , de la

manière suivante

C O S

en posant

et
r ' =  MP'.

L’intégrale devient alors :

(3) /* -y -  dx'dy';

m' peut être considéré comme une fonction de x', y', puisqu’il
chaque point P et, par suite, à chaque point P', est attachée une
valeur de m' ; de plus, cette fonction est essentiellement limitée,
car elle est égale au produit de trois autres qui sont limitées :

, 1  . r'
¡P l ’est, par hypothèse, et , par construction, enfin — est

inférieur à 1. L ’intégrale (3) est alors le potentiel en M d’une 
portion du plan des xy, celle que limite Cr, sur laquelle la densité 
de la matière attirante est la fonction m'. Nous avons vu (29) 
qu’une pareille intégrale est absolument convergente. Le théo
rème général est donc démontré.

Dans ce qui précède, nous avons supposé, pour plus de sim
plicité, que la surface S était pourvue d’un plan tangent bien 
déterminé en chacun des points qui avoisinent le point M. 
Cette hypothèse n’est pas toujours indispensable.

Prenons, en effet, le cas d’un cône circulaire droit. Supposons 
que M soit le sommet de ce cône. Prenons pour plan des xy le 
plan perpendiculaire à l ’axe du cône et effectuons les mêmes 
transformations que ci-dessus. On a encore facilement une limite

supérieure de |m, l· Eu effet, u' est une quantité'finie ; —  est le
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cosinus de l ’angle d’une génératrice du cône avec sa projection ;
1

------- reste égal à l ’inverse du cosinus de l ’angle d’un plan taii-cos cp ° o x
gent au cône avec le plan xy. On peut donc refaire ici le raison
nement indiqué plus haut.

La conclusion subsiste encore si le point M est un point sin
gulier de la surface S, lorsque le cône des tangentes en ce point 
est, par exemple, un cône réel du second ordre, ou lorsque ce 
cône se réduit à un système de deux plans réels distincts. Cela se 
voit, comme dans le cas du cône circulaire droit.

34. Analogie avec les séries. —  Avant de poursuivre l’applica
tion des principes précédents à l ’étude du potentiel, faisons une 
remarque.

La théorie des intégrales convergentes doit être rapprochée de 
celle des séries. Les dénominations do convergente, absolument 
convergente, semi-convergente, se définissent pareillement dans 
les deux théories et les propriétés correspondantes sont compa
rables. Les deux théorèmes suivants mettent en évidence cette 
analogie étroite :O ,

I o Quand une série est absolument convergente, on peut modi
fier l ’ordre des termes sans en changer la somme;

2° Quand une intégrale est absolument convergente, on peut 
choisir arbitrairement la courbe ou la surface évanouissante qui 
entoure le point de discontinuité et la faire passer par une suc
cession quelconque de formes. On peut aussi intervertir l ’ordre 
des intégrations.

Ce dernier point se démontre sans difficulté. Soit, par exemple, 
l ’intégrale double

J= / 1'(x> y)dx (1}è
étendue à une aire plane S limitée par une courbe C ; suppo
sons que la fonction f devienne infinie en un point M du champ 
d’intégration et, qu’en tout point de l ’aire, on ait :

f (x> y) avec a <2,

M étant un nombre positif fixe ; l ’intégrale est alors absolument 
convergente.
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Entourons le point M d’un cercle S de rayon p, ayant ce 
point pour centre. Le champ d’intégration est ainsi partagé en 
deux parties, S0 et S,, S0 étant la portion du champ comprise à 
l ’intérieur de S. Appelons J0 et J1 les valeurs de l ’intégrale ci- 
dessus, quand on prend respectivement pour champs d’intégra
tion S„ et S,.

On a :

J =  J0 +  Jj.

Pour J,, on peut intervertir l ’ordre des intégrations, puisque la 
fonction reste finie dans le domaine Sr  Voyons ce qui se passe 
pour J0; on a :

Jo </m dx dy
r*

et, par suite,
2  rcMp»—

2  —  a

en prenant p assez petit, on peut rendre | J0| inférieur à un nombre 
£
2 " donné à l ’avance. Intervertissons l ’ordre des intégrations; 

J et J0 deviennent V et J'0, et, puisque J, ne change pas, on a :

mais on a :
£

Jo < T  ct J'.
e

< ô -;

donc :

et, par conséquent,

Jo— J'o I <®,

I J - J '  I < 6,

quel que soit s. Comme J —  J' est bien déterminé et ne dépend 
pas de p, on a nécessairement

J = J ',

ce qui démontre qu’on peut intervertir l ’ordre des intégrations. 
Cette remarque permet de démontrer facilement iin théorème
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relatif au potentiel ; soit T un volume attirant, M un point inté
rieur, V le potentiel en M, et X une des composantes de l ’attrac
tion en ce point. V et X sont donnés par les intégrales suivantes :

Ces intégrales sont absolument convergentes (30). Considérons 
l’intégrale quadruple :

X d x ,

x0 et x, désignant les valeurs de x en deux points M0 et M,. 
Cette intégrale est absolument convergente. Je me propose de 
démontrer la relation suivante :

( 1 ) r
Xdx =  Vt —  V0,

V, et V0 étant les valeurs du potentiel en M, et M0. Cette rela

tion serait évidente, si l ’on avait démontré que X =  ; cette

démonstration sera faite plus loin dans le cas —  qui est le cas 
actuel—  où le point M est intérieur aux masses agissantes. Pour 
l ’instant, démontrons directement la relation (1). L ’intégrale 
s’écrit :

ou, en intervertissant l ’ordre des intégrations :

Mo
—  y _y
------ ’ 1 T 0>

ce qui démontre le théorème annoncé.

35. P o t e n t ie l  n e w t o n ie n  d ’u n  v o lu m e  a tt ir a n t . E x i s t e n c e  d e s  d é 
r iv é e s  p r e m iè re s . —  Soit T u n  volume a t t ir a n t , M u n  p o i n t  i n t é -
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rieur aux masses agissantes ; le potentiel en M est donné par 
l ’intégrale :

et les composantes de l ’attraction en ce point par les intégrales :

w
x) dx',

r3

Y=J
f ¿ { i  —■ y) ,1-'

r3

Z /” p/(z' — z) dx'L - J r3

Ces quatre intégrales sont absolument convergentes (30).
Lorsque le point attiré M est extérieur aux masses agissantes, 

les composantes de l ’attraction sont aussi les dérivées premières 
du potentiel. Je vais faire voir qu’il en est de môme, quand M est 
intérieur aux masses agissantes.

Je vais démontrer, par exemple, que ——  existe et que l ’on a :

Traçons (fig. 29) une sphère S, ayant pour centre M et pour

rayon p. Sur une parallèle à Ox menée par M, prenons un point 
M' voisin de M et situé à l ’intérieur de la sphère ; les coordon- 

Poincaré. Potcnt. Newt. 6
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nées de M et M' sont : pour M : x, y, z; pour M' : x -|- h, y , z. 
Par définition, on a :

ôV V' — Y
H T  ~  iira,'=0 h

Nous devons donc montrer que l ’expression

peut être rendue inférieure à un nombre donné s, si l ’on prend 
h suffisamment petit.

La sphère S divise le volume T en deux parties, l ’une T 0, com
prise à l’intérieur de la sphère, l ’autre T „  constituée par la partie 
restante du volume T.

Appelons :
X0, Xj, X les composantes en M,

V0, Vj, V les potentiels en M,

dus respectivement aux attractions de' la première partie, de la 
deuxième et du volume total ;

X/ X'
v/ les valeurs de ces mêmes fonctions en M' ;

’ 0> ’ V *

on a :
v = v . + V . ,
x = x 1+x0,

et l ’on peut écrire :

V'— v  v  / V ',— V,
h \ h

v ' = r t 4 - v '0, 

X' =  X ' 1 +  X'0,

X
. )

Comme M et M' sont extérieurs au volume partiel T ,, on peut 

différentier l ’intégrale V, sous le signe J" et l ’on a, par consé

quent,
av
ôx

Si donc on pose :

h —  X. =  ?(p»h)»
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on peut prendre h assez petit pour que la valeur de cette fonc
tion <p(p,h) soit aussi petite que l ’on veut.’ Occupons-nous mainte
nant de l ’expression

V ' _  Y* n ’ n •X„.

Supposons la densité p' finie dans tout le volume T et soit p° 
une limite supérieure de cette densité.

On a : '

donc :

| X „ | < 4 i t P1v

y _vo
Cherchons maintenant une limite supérieure d e —2__— °. Figu

rons à part (fig. 30) la sphère 2  ; soit P le centre de gravité

d’un élément d '̂ du volume T 0; menons MP et M'P, puis posons 

MP =  r, M'P =  r', :

et rappelons-nous que MM/ =  h. On a :
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' e t ,  d e  p lu s ,
l_______1 r  —  r '
r ' r  r i '

| r ' —  r | < h ,

r r ' r* ^  r '2 ’

d ’où

<
f  d t '  / '  d ~ '

Po / ~r2 ^ L· ’«'(T.) r J(T.) r

{* cIt* ,
Nous connaissons la valeur de / —j-, c ’est 4n:p ; calculons une

>-'(T°) r

XCl'"
—L . Pour cela, du point M'comme centre

.) r
(fig. 31), décrivons une sphère 2  ayant p -f- h pour rayon. Les

d e u x  s p h è re s  £ ' e t  S  s o n t  ta n g e n te s  in t é r ie u r e m e n t  ; a p p e l o n s  T ' ,  
le  v o lu m e  c o m p r is  à l ’ in t é r ie u r  d e  la  s p h è r e  S '.  O n  a

Ç d-r' r  dT '
/ Pra ^

«4t.) r «4î‘.) r

et co m m e 47:( ? + h)i«'(TV.) r

on  a a u ssi :

On a donc :

/  - $ - < 4 =  (? +  !.)■
«ATM I ·y(T/J

V ' ___V’ n * n <  4 tc (2 p +  h) p0
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et enfin :

V '„ - V „  v
— h-------- x °

<  4 7t (3 P +  h) <  J l0 16 7ip  ¡A0.

En somme, nous pouvons écrire l ’inégalité :

V h V ~  X < î(P » h) +  16T:pjj.,.

Cela posé, proposons-nous de rendre le premier membre infé
rieur à un nombre donné e, en prenant h suffisamment petit; il 
nous suffit, pour cela, de prendre p assez petit pour que

£

1 6 Tcpp„ < - y ;

puis, p étant fixé, de prendre h assez petit pour que

? (p,h) < ÿ ;

on aura, dès lors,

Y '— V —  X <£>

DV
ce qui démontre que la dérivée -^ existe  et qu’elle est égale à X.

Le potentiel Y  a donc des dérivées premières, en tout point inté
rieur aux masses, et ces dérivées sont égales aux composantes de 
l ’attraction, ce qui fait qu’on les obtient en différentiant sous le

signe J".

36. Étude des dérivées secondes.—  Si l ’on différentie une fois de 

plus sous le signe J " , les intégrales obtenues sont seulement semi- 

convergentes ; on rencontre ces mômes intégrales dans la théorie 
du magnétisme où leur étude est nécessaire ; mais, dans la théorie 
du potentiel, on l ’évite par un artifice.

Nous allons démontrer que, si la densité p/ a des dérivées de 
tous les ordres, le potentiel V en a aussi de tous les ordres.

Soit, en effet,
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le potentiel; l ’une des dérivées premières, ^ -p a r  exemple, a'pour
expression :

on peut l ’écrire :

ov r  n V — x) i . 
ôx - J  ?  ’

- Ceci posé, rappelons une formule que nous avons démontrée (19),' 
à propos de la formule de Green ; reprenons toutes les notations, 
de ce paragraphe, nous aurons :

( 1 ) dx' =  f  aUjVjdw
J(S)

OU,
ôx' ch',

la première intégrale et la troisième étant étendues au volume 
attirant T que nous considérons; la deuxième, à la surface S qui 
limite ce volume. Servons-nous de cette formule pour transfor-

„· . , ôVmer 1 intégrale —  ; posons

U,:

V,
1 V

la formule (1 ) nous donne alors :

On voit donc que, si ^  existe, l ’expression de ^  est égale à la 

somme de deux potentiels : un potentiel de surface

dw',
r

et un potentiel de volume
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or, le premier a des dérivées premières, en tout point non situé 
sur la surface; quant au second, il en a, de même (35), en tout

. . . .  av . .
point intérieur ou extérieur;-^· en a donc aussi, saut sur la sur

face; par conséquent, Y  a des dérivées secondes en tout point de 
l ’espace, sauf, peut-être, sur la surface ; à leur tour, les potentiels 
du second membre de la formule (2 ) ont des dérivées secondes, 
si les dérivées secondes de p/ existent et, par suite, V a des déri
vées troisièmes ; le raisonnement se poursuit ainsi de proche en 
proche et le théorème annoncé se trouve démontré.

37. Formons l ’expression de chaque dérivée seconde et celle 
de leur somme; la formule (2 ) nous donne :

av
ôx

d Y.

On peutdiflférentier sousle signe J '  dans le second membre ; 011 

peut donc écrire :

ô2v  m  ,
on a pour et des expressions analogues. Ajoutons-les 

membre à membre, nous aurons :
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que l ’on peut écrire

A Y  =

38. F o rm u le  d e  P o is s o n . — Autour du point M (fig. 32), t r a ç o n s  
une sphère S, ayant M pour centre et un rayon égal à p ; elle p a r 

tage le volume T en deux autres T0 et T „  T0 étant celui qui est 
intérieur à la sphère; appelons V 0 et Y, les valeurs de leurs 
potentiels respectifs au point M.

On a :

v  =  Vj +  V.„, 
et

,AV — 'AVj-f-AVd ;
comme

la première intégrale étant étendue à la surface de la sphère et 
la seconde à son volume.
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Comme nous supposons que les dérivées premières de p 
existent, l ’expression :

' p '— p

P

où p. désigne la densité au point M, doit rester finie; p lui-même 
et ses dérivées premières étant supposés finis, on peut assi
gner à toutes ces fonctions une limite supérieure commune p'0, 
de sorte que l ’on a les inégalités :

p ' — p <  p 0? ? <  V·',
Dp'

etc.,

à l ’intérieur de la sphère.
Remarquons enfin que l ’on peut écrire :

p '=  p +  (p·' p)>

et que l ’on a sur la sphère :

■ € )  ‘ ( 7 ) 1

dn dp p2

AV devient alors :

AY =
- f i

*'-*■  do/
P

V T J
ôx'

dp'
ôx'

La première intégrale a pour valeur :

La deuxième tend vers zéro, en même temps que p, car on a
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■ La troisième tend aussi vers zéro, car on a :

or l ’intégrale du second membre a pour valeur 4ï;pi,p, celle 
du premier est donc inférieure à 12rz[x/0p; elle tend vers zéro 
avec p.

Bref on peut écrire :

AV =  ---4 7îp.+ £,

e tendant vers zéro avec p ; comme AV et p. ne dépendent pas 
de p, on a rigoureusement :

AV =  —  4  «p.

C’est la formule de Poisson.

R emarque. — AV, considéré comme fonction de x, y, z, est con
tinu, à l ’intérieur et à l ’extérieur du volume, mais éprouve une 
discontinuité, quand on franchit la surface; il en est, de môme, 
de chacune des dérivées secondes de V et des dérivées d’ordre 
supérieur.

39. Potentiel logarithmique d’une surface attirante. —  Tout ce 
que nous avons dit du potentiel newtonien d’un volume est vrai 
du potentiel logarithmique d’une surface attirante.

En un point M de la surface attirante, le potentiel logarith
mique V  est représenté par l ’intégrale double :

et l’une des composantes X de l ’attraction par :

On démontre sans peine que ces intégrales sont absolument 
convergentes et que l ’on a :

ôx
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L ’ équation de Poisson devient 

, AY =  —  2 tî[ju

Tout cela peut se démontrer directement; mais on peut le 
considérer comme une conséquence des propriétés du potentiel 
newtonien : on a démontré, en effet (15), que le potentiel loga
rithmique d’une surface plane est le même que le potentiel newto
nien d’un certain cylindre ayant cette surface pour section droite. 
La matière attirante qui remplit ce cylindre a une densité cons

tante et égale à-^- toutle long d’une même génératrice, p/dési-

gnant la densité superficielle de la section droite dont on étudie 
le potentiel logarithmique, au point où elle est rencontrée par 
la génératrice considérée.
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40. Notations et remarques préliminaires. —  Etant donnés une 
surface attirante S et un point M sué cette surface, nous avons 
vu (33) que le potentiel en ce point est représenté par une 
intégrale absolum ent convergente, et les composantes de l ’attrac
tion par des intégrales semi-convergentes (32).

Nous allons voir m aintenant ce qui se passe quand le point M 
est extérieur à la surface, mais très voisin d’elle, et qu’il tend 
vers un point donné M0 de cette surface en suivant la droite MM° 
( f ig .  3 3 ).

Etablissons d ’abord la notation que nous emploierons dans 
toute cette étude.

Prenons le point M0 comme origine des coordonnées; suppo
sons qu’en ce point la surface admette un plan tangent unique et 
prenons ce plan comme plan des xy. Pour abréger les calculs, 
nous supposerons, en outre, que la surface est régulière en M0, 
c’est-à-dire qu’au voisinage de ce point, rime des coordonnées 
d’un point de la surface est fonction analytique des deux autres. 
En réalité, cette, hypothèse est inutile et nos démonstrations sub
sisteront, en supposant qu’a« point M0 la surface possède un plan 
langent unique et deux rayons de courbure bien déterminés.

Nous désignerons par d u ' un élément de la surface, par P son 
centre de gravité, par P ' la projection de P sur le plan des xy; 
enfin par x, y, z les coordonnées du point M et par x', y', z' celles 
du point P. Les coordonnées de P étant x', y', z', celles de P' 
sont x', y', —  0 et l ’on a P P ' =  z'.
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t!  est une fonction de x', y'; appelons-la f (x', y'). L ’équation

z' =  f(x ', y'),

est l ’équation de la surface.
D’après notre hypothèse, z' est développable, au voisinage de M0, 

en série ordonnée suivant les puissances croissantes de x', y'

FiK. 33.

et lë développement commence par des termes du second 
degré, puisque le plan des xy est tangent en M0; il est donc de 
la forme :

z' —  ax' 2 bx'y' - f -  cy/2 -f-......

Dans nos démonstrations, nous ne ferons usage que dès termes 
du second degré; c’est ce qui fait qu’elles seront encore vraies, en 
supposant seulement l ’existence d’un plan tangent unique et de 
rayons de courbure principaux bien déterminés.
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Cela posé, nous menons les droites, MM0,MP, MP', M0P, M0P'. 
La droite MM, sera représentée par deux équations ;

x =  az,

y = P z·

Posons :

M0P =  r0; MP =  r ;

MUP' =  r'0, MP' =  r'.

On a évidemment :

r2 =  (x —  x ' ) 2 H- (y —  y')2 +  (z —  z')2, 

r' 2 =  ( x - x ' ) 2 +  ( y _ y ') 2 + z 2, 

r„2 =  x,J +  y/2 +  z'2, 

r'#* =  x '* + y " .

Appelons maintenant cp l ’angle du plan tangent au point P 
avec le plan des xy; la projection dx'dy', sur le plan des xy, de 
l’élément dco', qui a son centre de gravité en P, a pour expres
sion :

dx'dy'=  cos 'pdw'.

On peut tracer, autour du point M0, sur la surface, une courbe 
C (fig. 33) telle que, en tout point de la portion S0 de S qu’elle 
enferme, l ’on ait :

0 < — —  < 3 ,
cos »

3 étant un nombre donné. Cela est possible, puisqu’au point M0, 
on a cos y =  1  et que la surface est régulière autour de ce point. 
Appelons la partie restante de la surface. Le potentiel de S, 
et les composantes de son attraction sont des fonctions holo- 
morphes au voisinage de M0 qui n’est pas sur S, et restent conti
nues, par conséquent, quand on franchit la surface en ce point. 
Pour l ’étude des discontinuités, on peut donc remplacer la sur
face entière S par la calotte S0.

Il nous reste à faire une dernière hypothèse : la densité p/ qùi 
est fonction de x' et y' sera supposée, pour la commodité des ex
plications, fonction analytique de ces variables, c’est-à-dire déve-
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loppable en série entière. Pour p' comme pourz', cette hypothèse 
est trop particulière; toutes nos démonstrations subsisteront en 
supposant que p' est continue, ainsi que ses dérivées premières, 
et qu’elle admet des dérivées secondes finies; dans certains cas 
même, l ’existence de dérivées premières finies suffira et parfois 
simplement la continuité de p'.

• m/
Si l ’on suppose p' continue, on peut assigner à — —  une li

mite supérieure y sur toute l ’étendue de la calotte S0; on pourra 
donc écrire

41· Ces notations étant établies, faisons quelques remarques 
dont nous nous servirons souvent dans la suite.

1° Considérons le rapport

ro .
9r

c’est une fonction de x', y', z et, comme r0 et r sont des fonctions 

continues, la fonction -5 -est elle-même continue, sauf peut-être

en un cas, celui où r est nul. Montrons que, même dans ce cas, 
ce rapport reste fini.

S ir 2 est infiniment petit, r„2 l’est aussi; leurs parties princi
pales sont :

pour r2 : (x —  x ' ) 2 -h  (y —  y ' ) 2 -f- z2 

pour r02 : x,2 +  y/2.

car z', considéré comme fonction de x', y', est un infiniment petit 
du second ordre.

• ■ . V ^
La partie principale du rapport —y- est donc :

x,2 4 - y /2
(x _  x')2+ ( y  —  y ' ) 2 +  z”  

ce qui peut s’écrire :

£ ) ■ +  ( f r  '
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■ . . . r ^
expression qui reste toujours finie. Le rapport —y  et, par suite,

i* ^
le rapport restent finis. On peut donc assigner à ce der

nier une limite supérieure A et écrire :

—  <  A.
r

D’une manière analogue, on démontre que les deux rapports 

-7- et —  restent finis. On peut, par conséquent, trouver deux 

nombres positifs B et G tels que : 

r
—r < G  et — < B . 
i·' r

2° Considérons maintenant le rapport

Ce rapport est fini, tant que r est différent de zéro; je vais faire 
voir qu’il en est de même quand r s’annule.

Quand z' est infiniment petit, sa partie principale est de la 
forme :

ax' 2 -f- bx'y' -)- cz'2,

comme nous l ’avons vu précédemment.
• · * 2!

La partie principale de —y  est donc :

ax' 2 -)- bx'y' cy ' 2 

_( x '_ x ) 2+ ( y ' - y ) 2 +  z2 ’

qu’on peut écrire

• ( f ) ‘ + + · ( ■ £ ) '

Sous cette forme, on voit que ce rapport reste toujours fini. 
Nous appellerons D une limite supérieure de ce rapport. 

Abordons maintenant l ’étude du potentiel de S.
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42. Etude du potentiel. —  Appelons Y  et V 0 les potentiels en 
M et M0 de la surface entière S; Y ' et VÓ de la calotte S0 ; 
V "et V j ceux de la portion restante S,. On sait que V0 est exprimé 
par une intégrale absolument convergente (33). Nous allons 
démontrer que l ’on a :

lim V =  V„,

quand M tend vers M0. On a, en effet,

V =  V' + V " , v 0 =  VÓ +  VÓ',
d’où :

V - V , =  ( V ' - V ' )  +  (V" -  VÍ').

Considérons V' et VÓ; ces quantités sont données par les inté
grales

Y  / - - T  jj/< W  ; y ,  _ _  r  ;
*Aso) r  0 V(S0) r „

que l ’on peut écrire :

p/dx'dy' 
r cos »t

p/dx'dy' 
r0 cos cp

Choisissons la courbe C de manière que sa projection C' sur le 
plan des xy soit une circonférence, ayant pour centre M0 et un 
rayon égal à p.

Les intégrales V0' et V' sont étendues à l ’aire de ce cercle.
On a, en vertu des hypothèses et des remarques faites (40 et 41) :

y  > c j  y dx/Jy/ Ay dx'dy  ̂ Aydx'dy'

Toutes ces intégrales sont étendues au cercle de rayon p. On 
peut alors écrire :

/ ^ d * ' d /  =  ATp “ £  =  Aï 2 .

car on voit facilement, en partageant le cercle en anneaux con-
/*? dx'dy'

centriques, que l ’intégrale du second membre / — -7  a  pour
t/o * 0

valeur 2 itp.
Poincaré. Potcnt. Newt. 7
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Bref, on a l ’inégalité :

V'<2iïAvp.

De même, on démontre que :

Yi <  2 Ttyp.

On a, par conséquent, l ’inégalité :

I y ' _ y ; | < 2 tz(a + i )Tp,

et l ’on peut rendre p assez petit pour que l ’on ait :

9

b étant un nombre choisi à l ’avance.
Considérons maintenant Y " et Y'0' potentiels, en M et M0 de 

portion restante S0 de la surface ; p étant fixé par l’inégalité pré
cédente, rapprochons le point M du point M0 assez pour que l’on 

ait :

Y " — v i ' <
e

cela est possible, puisque Y " est une fonction qui reste continué 
quand on franchit la surface au point M0.

Mais, d’autre part, on a :

v — V0= Y '  — V i + V "  — Vo';
on a, par suite,

I V  — V„ I <  I Y ' — Y i I +  I V" —  V0' I < e ;

ainsi, on peut rendre la différence V  —  V0 aussi petite qu’on le 
veut, en rapprochant suffisamment M de M,; par définition, on a 
donc

lim V =  V#,

quand M tend, vers M0.

R emarque. —  D’après la démonstration précédente, on voit 
que le potentiel V, continu en tout point de l ’espace extérieur, 
reste continu quand on franchit la surface attirante. '
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Ce potentiel V est une fonction de la forme

(1) /
f(x', y') dx'dy' 

r 1

et, ce qui a joué le rôle essentiel dans la démonstration, c’est 
qu’on a pu assigner une limite supérieure à la fonction f.

On peut donc dire, qu’en général, toute fonction de la forme (1) 
est continue dans tout l ’espace si l ’on peut assigner une 

limite supérieure à la fonction f  qui figure sous le signe J ,  et 

cela est vrai, même si cette fonction dépend, non seulement de 
x',y', mais encore de x, y, z.

43. Préparation à l’étude des composantes de l’attraction.—  Eta
blissons le lemme suivant :

Lemme. —  Soit l ’intégrale simple :

où x désigne la variable d’intégration et z un paramètre. C’est 
une fonction de z.

Faisons les hypothèses suivantes :
1° L’intégrale

n- dx

i  " ? ( * ) ’*

reste finie et tend vers une limite finie, quand X augmente indé
finiment.

2 ° <p(x) reste constamment positive quand x varie de 0  à oo » 
3° La fonction f  (x, z) admet une limite supérieure A, de telle 

sorte que l ’on a :
| f ( x , z ) | < A ,

4° Enfin l ’on a :
lim f (x, z) =  1 ,

quand z tend vers zéro, quel que soit x, même s’il varie, pourvu 
qu’il reste fini; en d’autres termes, f(x, z) tend uniformément 
vers 1 , quand z tend vers zéro, pourvu que x reste compris entre 0 

et une limite supérieure fixe L.
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Je dis alors que, si l ’on fait tendre z vers zéro et augmenter X 

indéfiniment, on a :

lim
* dx

?  (x ) ’

Pour démontrer ce lemme, posons :

p dx

? ( xT ‘

En vertu de la première hypothèse, l ’intégrale a un sens 

quand p est infini et l ’on peut écrire :

lim p=0O 0 (p) =  0 (oc )·

On sait d’autre part que, si F  (x) et i ’(x) désignent deux fonc
tions de x continues dans un intervalle a, b, le théorème de la 

moyenne donne :

avec a <  ? <  b,

pourvu que <I> garde un signe constant dans 1 intervalle a, b.
Appliquons cela à l ’intégrale J(z) en remarquant qu’on peut 

l ’écrire :

on aura : 

ou bien

(1) f J (z) =  f  (5> z) 0 (p) H- f  (£', z) [0 (X) —  ® (p)]i 

avec les inégalités :

0 <  Ç <  p et p <  Ç' <  X. 

Transformons la relation (1), on a :

J (z) =  f  (£, z) 0 (co ) +  f  (Ç, z) [9 (p) —  0 (oc ) j
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ou encore

J (z) =  f (Ç, Z) 9 (oo ) +  [f (Ç, Z) -  f (?, *)] [9 (p) —  e (oo )] 
+  f ( ^ z ) [9 (X )- 0 (c o )] ,

On a, en outre, les inégalités suivantes :

| f ( ü ,z ) | < A ;  | f ( 5 ' , z ) | < A ;  | f ( S ,z ) _ f( S ',z )  | < 2 A ;

on peut donc poser :

£ et £, étant des fonctions de Ç et restant toujours comprises 

entre —  1  et +  1 .
Posons encore :

B tend uniformément vers zéro quand, ¡j restant fini, z tend 
vers zéro, car, dans ce cas, Lim f(£1,z) =  l .

L’expression de J (z) devient alors :

J (z) =  9 (oo ) -J- B +  2 s,A [9 (p) —  9 (co ) ] + e A [0  (X) —  0 (<*>)],

(2) J (z) —  9 (oo ) =  B 4 - 2 SjA [O (p)— 9 (»  )] +  sA [9 (X) —  0 (oo )].

ou, en d’autres termes, que le premier membre de la relation (2 ) 
tend vers zéro, ou, si l ’on veut, que l ’on peut prendre X assez 
grand et z assez petit pour rendre j J (z) —  9(co)| inférieur à un 
nombre ddnné -r), aussi petit que l ’on voudra.

Cette démonstration se fait facilement à l ’aide de la relation (2); 
on a :

(3) I J (z) —  9 (co ) ! <  | B | -4-  2 A | 9 (p) —  9 (o> ) |

Le second membre de cette inégalité se compose de trois 

termes.

f  (£, z) 9 (co ) =  9 (oo ) +  B.

d’où :

Or, nous voulons démontrer que :

+  A | 0 (X )_ 0 (co ) | .
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On peut prendre p assez grand pour que le deuxième 

terme 2 A |9 (p) —  9 (oc ) | soit inférieur à ·

On peut de même prendre x assez grand pour que le troi-
T

sième terme A|[9(x)— 9(oo)]| soit, lui aussi,inférieur à ^ '

p et X étant ainsi fixés, $ et ij' restent finis, quel que soit z, 
et l ’on peut prendre z assez petit pour que |B] soit inférieur

à , puisque, $ et £' étant finis, B tend uniformément vers zéro.
O
p, X et z étant ainsi choisis, on a :

| J(Z) — 9 (oo) |

Le lemme annoncé est donc démontré.

44. —  On peut démontrer un lemme semblable pour les inté
grales doubles.

Soit l ’intégrale :

J _  r  f (x >y>z) 
r (x> y)(z) =  f -

J( S) ï
dxdy,

étendue à une aire plane S limitée par un contour 
embrasser tout le plan. C ’est une fonction de z. 

On fait les hypothèses suivantes :
1° L ’intégrale

/
«*xdy

? (x. y)
·>

c qui tend à

garde un sens et reste finie quand on l ’étend à tout le plan.
2° La fonction <p (x, y) est positive en tout point x, y du plan.
3“ La fonction f(x, y, z) reste finie et l ’on peut lui assigner une 

limite supérieure A.
4° Cette même fonction f  tend uniformément vers 1, quand z 

tend vers zéro, le point x, y restant à l ’intérieur d’un contour 
fermé, aussi étendu qu’on le veut, mais fixe.

Dans ces conditions, je dis que l ’on a :
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l ’intégrale du second membre étant étendue à tout le plan, 
lorsque la courbe C s’agrandit indéfiniment et que z tend vers 
zéro.

Pour démontrer ce lemme, on considère un cercle 2  ayant pour 
centre l’origine et pour rayon p ; on pose :

La première hypothèse montre que 6 (oo ) a un sens et l ’on peut 
écrire :

lim?_o, 0 (p) = 9  (co ).

Cela posé, supposons le contour C assez grand pour que S con
tienne S et appelons

J (z), J'(z), J"(z),

les valeurs de l ’intégrale proposée

f l Î M ^ l d x d y ,
J '·?(*> y)

quand on l ’étend respectivement au champ C tout entier, au 
cercle 2 , à la portion comprise entre C et 2 . On a évidemment :

( 1 )  J  =  J '  +  J " .

L’application du théorème de la moyenne à chaque membre 
de l’égalité (1 ) permet d’écrire l ’égalité :

(2) J (z) = = f(5, v), z) 9 (p) + f  (?, r/, z) [ 0 .- 9  (p)],

0C désignant la valeur que prend l ’intégrale J y ,  quand on

l ’étend au champ limité par la courbe C ; désignant les coor
données d’un point situé à l ’intérieur du cercle S; r/ celles d’un 
point situé entre les courbes C et S.

Le reste de la démonstration se fait comme pour le lemme 
précédent.

45. Composantes de l’attraction. —  Les composantes dirigées 
suivant M0X et M0Y s’appellént composantes tangentielles; elles
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sont exprimées par tles intégrales qui varient continûment 
quand le point M se déplace et franchit la surface au point M#.

La composante dirigée suivant M0Z, dite composante nor
male, est exprimée par une intégrale semi-convergente et 
éprouve une brusque discontinuité quand on franchit la surface* 

Nous allons préciser ces énoncés en commençant par l ’étude 
de la composante normale.

46. Etude de la composante normale. —  La composante nor
male Z est exprimée par l ’intégrale :

Z = /  |X' (Z| ~ Z) ■><■»'■

qui peut s’écrire :

(1 )

Ces intégrales sont étendues à tous les éléments dm' de la sur
face attirante.

Z est ainsi exprimée par la différence de deux intégrales que 
nous allons examiner successivement.

Remarquons tout de suite, qu’au point de vue de leurs discon
tinuités, il suffît d ’étendre ces intégrales à la calotte S0. 

Plaçons-nous donc dans ce cas.

Voyons d’abord la première Z, =  / ‘ 3 ■ dco'j transformons-la : 

Y !2!  f  y '  z ' dx'dy'
cos f  rs r ’

l ’intégrale du second membre est de la forme :

P
' l\V,yQ dx'dy^

en posant :
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La fonction f reste finie puisque :

io5

cos cp
< Y  et < D ,

et que, par suite,

| f ( x ' , y O | < TD. '

L’intégrale considérée est donc (42) une fonction continue.

47. —  Étudions maintenant la seconde intégrale qui entre 
dans Fexpression de Z. Cette intégrale est :

dw'.

On peut l’écrire :

V·'
cos y

dx'dy',

ou encore, si l ’on appelle p la densité au point M0,

(1 )

en posant :

dx'dy,

). (x,,y,,z) = - ^ 3 F'
COS ' f F

Changeons de variables et posons :

x' =  Sz, 

ÿ = r i z .

La fonction sous le signe J '  dans Z2 est ainsi transformée en 
une fonction de ?, rt, z.

Voyons quel est le champ d’intégration.
L ’intégrale Z2 était étendue, dans le système des anciennes 

coordonnées x', y', z, à la projection S '0 sur le plan des xy de 
l ’aire S0.'Nous pouvons toujours choisir le contour de S0‘ de
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manière que S '0 soit un cercle, ayant le point M0 pour centre. 
Soit p son rayon ; l ’équation de ce cercle est :

x,s +  y '2 =  p2·
Par le changement de variables, l ’intégrale (1) devient :

(2 ) f -----------------^ -------------- fdÇdr„
J  [(«  —  Ç)*-h(P — »0* +  l]T

cette nouvelle intégrale étant étendue au cercle S0 :

lequel tend à embrasser tout le plan des Sfr,, quand z tend 
vers zéro.

Cela posé, examinons la fonction X.
D ’abord elle reste toujours finie; car on a, en vertu des inéga

lités démontrées au paragraphe 40 :

B3y

Je dis, de plus, que cette fonction tend vers 1 uniformément 
quand, Ij et restant finis, z tend vers zéro.

r '3
Considérons en effet le rapp ort—j ,  il a pour expression en

général 3
r  (x' —  x)8-h  (y' —  y)2 4 - z 2 1 ~
L (x' -  x)2 +  (y' -  y)a +  (z1 -  z)2 J

Remplaçons, dans ce rapport, z' par son développement en 
fonction de x', y ' ; ce développement est, d’apres nos hypothèses, 
une série entière procédant suivant les puissances croissantes 
de x', y' et commençant par des termes du second degré :

z' —  ax'* -J- bx'y' -f- cy/2 -f-......

Le rapport ci-dessus peut donc s’écrire :

). <
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Exprim ons-le à l ’aide des nouvelles variables £,·/}, z ,  il devien

dra :

(g —  $)* +  ( ? — n T - h l

[ * =(g —  $)2+  (p —  vi) 2 +  (a£2z -4-  b'-rçz -+- crt2z -+-· = ï f ] T '

Quand z tend vers zéro, ? et yi restant finis, ce rapport tend 
vers :

(g —  ^ + ( , 3 - - o ) 2+ l
=  1 .

J»‘
Ainsi —  ,considéré comme fonction de £,·/) et z, tend vers 1 

quand, £ etr, restant finis, z tend vers zéro ; on peut donc écrire :

Sj étant une fonction de £, y), z qui s’annule pour z =  o, si £ et 7j 
sont finis, quelles que soient d’ailleurs leurs valeurs. 

Considérons maintenant l ’expression :

u! 1

u/ .
Nous avons supposé que · r  ■ est développable en série procé

dant suivant les puissances croissantes de x 'e ty ';  il en est donc

— , puisque p est une constante. Le terme toutde même de —
u cos O

connu dans ce développement est évidemment la valeur de l ’ex
pression considérée pour x' =  y' =  o, c’est-à-dire pour le 
point M0. Or, en cc point, on a :

p '= p  et cos o =  l;

on a donc :

l  j
cos O p ’

au point M0 et l ’on peut poser, en général,

p' 1  , ,
------------ —  1  -(- £s>cos O u (3)
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£s étant une fonction de x', y ' qui s’annule eh M0; si nous considé
rons l ’expression étudiée comme une fonction de Ç, tj, z, on peut 
encore écrire l ’égalité (3), Sj désignant une quantité qui s’an
nule quand z s’annule et que $ et V) restent finis, étant d’ailleurs 
quelconques.

La fonction X prend ainsi la forme :

). =  (1 4- £,) (1 +  Sj) =  i +  £s.

Dans cette formule, £3 est, comme s, et £s, une fonction de 
£,ï), z qui tend uniformément vers zéro, quand z tend vers zéro.

Il est donc démontré que la fonction X tend uniformément 
vers 1 , quand z tend vers zéro, i  et V) pouvant varier, mais restant 
finis.

Dans cette démonstration, nous avons supposé'que la densité p/ 
est une fonction analytique de x',y', au voisinage de M0. Cette 
hypothèse n’est pas nécessaire ; il suffit de supposer que la den
sité pt/est simplement continue par rapport aux variables x',y'; elle 
est alors uniformément continue par rapport à z et l ’on peut 
écrire encore la relation (3).

Reprenons maintenant l ’expression (2) de Zs :

X

- H ( «  —  5)* +  (P - * ,) *
, r1

1 ]'

dç dï).

et considérons la fonction :

r

qui entre en dénominateur sous le signe Ç.
Cette fonction a évidemment un signe constant; de plus, elle 

est telle que l ’intégrale J0,

did'l

[(«-Ç)2 +  (!3-ï>)2+ iF

étendue au cercle défini plus haut, tend vers une limite J,
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quand, le cercle 2 0 s’étale indéfiniment et tend à embrasser tout 
le plan.

Nous démontrerons cette propriété tout à l ’heure; admettons- 
la pour l ’instant et tirons-en des conséquences.

L ’intégrale Z2 a ainsi été mise sous la forme :

' L

A

f F
d? dr,.

Nous pouvons lui appliquer le lemme démontré au paragraphe 
précédent; L possède les propriétés de la fonction f  et k! celles 
de f .  Cette intégrale a donc une limite, quand z tend vers zéro 
et que le cercle s’étale indéfiniment, et cette limite est égale à 
celle de l ’intégrale J0, c’est-à-dire à J,. On peut donc écrire :

limz, = Ji.

ou

limz=0 Z 2 —  J,.

Démontrons maintenant que la limite J, existe et évaluons sa 
valeur.

Considérons donc l ’intégrale :

J . =
_________ dSdvi_________

± [ ( a _ ^ + ( p _ ^  +  i ] 4 ’

étendue au cercle 2 0

e  +  r,2

et calculons sa limite quand S0 s’étale indéfiniment, c’est-à-dire, 
en revenant aux anciennes variables, calculons la limite de l ’inté
grale :

Jo
z dx'dy'

quand z tend vers zéro.
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Figurons (fig. 34) l ’élément ab =  dx'dy' clu domaine SJ dans le 
plan des x y  et considérons le cône, ayant pour sommet le point

M et pour base cet élém ent; appelons a l ’angle de Ma avec l’axe 
des z et dv l ’angle solide d ’ouverture de ce cône ; on a :

7L
Ma =  r', cos« =  —

r

, dx'dy' z dx'dy'
d c r =  --- , cosa  =  — — ,

L ’angle solide ii d’où l ’aire SJ est vue du point M est donc :

a=f 9

et l ’on voit que :

J0 =  pQ.

Quand z tend vers zéro, Q tend vers ±  2 tï et J0 vers ±  2?tp.; 
J0 a donc une limite J, quand z tend vers zéro, et cette limite est 
égale à 2 irp., si z tend vers zéro par valeurs positives et à —  
2Tïp., si z tend vers zéro par valeurs négatives. Il en est de même 
de l ’intégrale Zs puisque

lim 1=0 Zs == J,.

48. Résumons tout ceci :
Nous avons mis Z sous forme d’une différence de deux inté

grales Z, et Zs :

z  =  z ,  —  Zs. .
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La première Z, reste continue quand on franchit la surface. 
Quant à la deuxième Z2, elle tend vers —|— 2 tt jjl ou —  2 it p, sui
vant que M tend vers M0 d’un côté ou de l ’autre de la surface. 

Considérons alors deux points M' et M" situés de part et d’au-

.M·
Mo

• M "

Fig. 35.

tre de la surface et très voisins de M,, (fig. 35). Soient Z 7 et Z ", 
I l , et Z” , Z'j et Z27 les valeurs respectives de Z, Zt, Z2, en chacun 
de ces points. On a :

au point M7 : Z7 =  Z{ —  Z£, 

au point M77 : Z77 =  Z" —  Z77,

d ’où :
Z7 —  Z77 =  Z' —  Zi7 —  (Z7 —  Z77).

Supposons le point M7 situé du côté des z positifs et M77 du côté 
des z négatifs, puis faisons tendre M7 et M77 vers M0; la fonction 
Zj étant continue, la différence Z{ —  Z” tendra vers zéro; Z,7 et Z27 

tendront respectivement vers +  2-p  et —  2i:p, leur différence Z'2 
—  Ul tendra donc vers 4up et par conséquent la différence TJ —  Z7' 
tendra vers —  4Ttp.

La composante normale de Vattraction éprouve donc un saut 
brusque de quand on franchit la surface au point oh la 
densité est p.

Les raisonnements qui précèdent n’ont été faits, il est vrai, 
que pour la calotte de surface S0; mais, la partie restante S4 de 
la surface n’influant pas sur les discontinuités quand on tra
verse S0, la discontinuité de la composante normale est la même 
pour la surface S entière que pour la calotte S0 qui entoure le 
point M0 où l ’on franchit la surface.

49. — Continuité des composantes tangentielles. —  Les compo
santes tangentielles varient continûment quand on franchit la
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surface. C ’est ce que nous allons montrer en étudiant l’une d’elles, 
X , par exem ple. X  a pour expression :

X  = /
p/(x'—  x) dx'dy' 

r3 cos cp ’

cette intégrale n’est étendue qu’à S¿, puisque, pour l ’étude des 
discontinuités, on peut substituer S0 à S.

Comparons-la à la suivante :

X ' =
p/ (x' —  x) dx'dy' 

r'3coscp ’

X' est une des composantes de l ’attraction d’une surface plane, 
la portion S„ du plan des xy, sur laquelle serait répandue de la

matière attirante avec une densité égale à

Etudions la différence X —  X ’
costp

Nous allons faire voir que c’est une fonction continue de x ,y,z· 
On a :

Cette relation perm et de trouver une limite supérieure de

1 1

1, n

On a en effet :

| r' — r | <  z',
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car r, p' sont trois côtés d’un triangle PP'M. De plus :

1  1  1

r V  ^  r/4 r'* ’

1  1  1

r V  < 7 r +  P ’

< 'T7rH— 3·»VT·'» .■ '*

et par suite

et, enfin,

3 3
< 7 1 +

. . 3 , 3
<  z l —n— --- T\ r'· rt

Transformons encore cette inégalité, en nous servant clés 
remarques et des notations du paragraphe 41.

On a :

d’où

et

ou

Donc

V < G ’

- V < G — ,
r  r

—  <  C*— ’ r* r

■ <  3C4 -V  · 
r*

•̂T +  pr < (3 +  0 t t »

-ou bien, en posant 3 C 4 +  1 =  E :

r* r' 4 r4

Poincaré. Potent. Newt. 8
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Posons :

On a :

f  (<r
Ez '
7 ^

<  yED

car
z
r

<  D.

Enfin remarquons que
x

r·
<  1  ; nous pouvons écrire ■*

(1 ) F | <
Y  ED

Prenons alors l ’intégrale X —  nous avons appelé F 1» 

fonction sous le signe J  .
Posons :

<ï>

l’intégrale devient :

X' —  dx'dy';

or, en vertu de l ’inégalité (1 ), on voit que la fonction (b est limitée, 

car :
| | <  vED.

Donc l ’intégrale X' —  X  est absolument convergente et repré
sente une fonction continue (42).

50. Cela établi, étudions X ' et démontrons que X' est conti
nue; nous aurons ainsi démontré que X l ’est aussi. L ’étude de X 
est par là ramenée à celle de X '; nous avons ainsi substitué, à 
l ’étude de la composante pour une surface quelconque, l ’étude

de la composante pour une surface plane à densité variable —^—  
r r  1 co sf

Ramenons ce cas lui-mémc au cas où la densité est constante.
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L’intégrale X' peut s’écrire :

« a / .

Appelons la première intégrale et J2 la seconde :

=  J j —)— J2 ·

/ qt
— j- dxdy, si l ’on pose :

x ' --- X / p '
4 > =

r'* \ cos » ‘ / r' r' \ cos y

On voit, sans peine, que la fonction €» est limitée, car

Io < 1 .

2° On peut trouver un nombre K tel que

cos cp
- < K ;

cela résulte de ce que le numérateur du premier membre a 
pour partie principale, quand x' et y' sont infiniment petits, un 
terme de la forme :

ax' +  by',

et cela même tient à la remarque déjà faite (40 ) que le terme
u/

tout connu du développement de — ^ , suivant les puissances

croissantes de x! et y', est le nombre p lui-même.
La fonction $ est donc finie et, par conséquent, l ’intégrale J2 

est une fonction continue.
Le problème est ainsi ramené à l ’étude de J„ c’est-à-dire au 

cas d’une surface plane de densité constante p.
Cette surface plane est ici S '0 ; nous savons qu’on peut s’arran

ger de manière que S '0 soit un cercle, ayant pour centre M0. 
L ’énoncé de la proposition à démontrer est donc réduit au sui
vant.
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Soit (fig. 36) une aire plane attirante, de densité constante p., 
limitée par une circonférence C, dont le centre est M0. Soit un 
point M, voisin du plan du cercle et tendant vers le point M0 sur 
la droite MM0; on considère l ’attraction en M et la composante

de cette attraction parallèle à 
une droite fixe x'x du plan du 
cerc :1e lorsque le point M tend 
vers M0 et traverse le plan, cette 
composante reste continue.

Pour démontrer cette propo
sition, désignons par M 'la  pro
jection de M sur le plan du 
cercle et, du point M' comme 
centre, décrivons une circon
férence C  tangente, intérieu
rement à la précédente.

Désignons par S, S', S" les 
aires comprises respectivement: 

à l ’intérieur de C, à l ’intérieur de C', entre C et C '; appe
lons A, A', A" les composantes correspondantes de l ’attraction 

en M. On a :
A ^ A '+ A " ,

mais, par raison de symétrie :

Donc :
A' =  0. 

A  =  A".

Or, quand M tend vers M0, M'. tend aussi vers M0 et l ’aire S" 
tend vers zéro; donc A" tend vers zéro. Cette composante reste 
donc continue quand M traverse le plan en M0 ; il £n est alors 
de même de J,. L ’intégrale X', qui est la somme de deux fonc
tions continues, reste aussi continue, et enfin X jouit de la même 
propriété.

Il est donc établi en général que : Les composantes tangen- 
lielles de Vattraction restent continues quand on traverse la sur
face.

Remauqtje. —  Plaçons-nous dans le cas général.
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Quand. M tend vers M0, z tendant vers zéro, X  a une limite 
indépendante du côté de la surface où se trouve le point JVI.

Appelons 3 0 cette limite. D ’autre part, prenons la valeur de 
l ’intégrale au point M0, c ’est-à-dire en y faisant brusque
ment z =  0. On sait (28) que l ’on obtient ainsi une intégrale 
convergente et qu’on la calcule, en entourant le point M0 d ’une 
courbe C que l ’on fait ensuite évanouir. La limite ainsi obtenue 
est-elle égale à Eu? Cette question n’a pas de sens précis, car 
l ’intégrale convergente qui fournit la valeur de X au point M0 

est semi-convergente. Sa limite dépend donc de la succession 
des formes que prend la courbe C en venant s’évanouir au 
point M0.

Cependant, parmi ces valeurs, on peut en distinguer une que 
l ’on appelle valeur principale et que l ’on obtient en faisant éva
nouir la courbe C, de manière qu’elle se projette toujours sur 
le plan des xy, suivant une circonférence ayant M0 pour centre. 
Désignons par X 0 cette valeur principale, on peut démontrer que 
l ’on a :

w _ y
^0 ■‘'v

Je me contente d’indiquer le résultat sans le démontrer.

51- Prenons des axes rectangulaires quelconques et résumons 
rapidement les résultats de toute cette étude. Supposons que le 
point M vienne traverser la surface, au point M0, où la densité 
est p ; soient a, [3, y les cosinus directeurs de la normale en ce 
point M0. Au lieu des composantes de l ’attraction, considérons, 
ce qui revient au même, les dérivées premières du potentiel.

dV
La dérivée suivant la normale —j— , fait un saut brusquede 4iïp.

Les dérivées —— , -  ̂— , —— font des sauts brusques, égaux res

pectivement à 4<XTtp, 4(3irp, 4y«p et les valeurs principales sur 
la surface, en M0, des intégrales qui représentent ces dérivées 
sont égales respectivement à la moyenne arithmétique des valeurs 
obtenues en faisant tendre M vers la surface au-dessus et au- des
sous.
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52. R e m a r q u e  su r  le s  d é r iv é e s  d u  p o t e n t ie l  d ’u n  v o lu m e  a tt i
ra n t. — - Soit T un volume attirant, S la  surface qui l e  l i m i t e  ; 
son potentiel est :

V =  f
J(T) r

L’une de ses dérivées,
ÔV 
Ox ’

par exemple, est donnée par :

C1)
sv
ôx

dw'. .

C’est la somme de deux potentiels, l ’un de volume, l ’autre de 
surface (36). Les dérivées premières de Y  sont donc continues 
quand on franchit la surface S.

ov
Si, maintenant, on prend les dérivées de on voit, en consi

dérant le second membre, que les dérivées du potentiel de volume' 
(première intégrale) restent continues en vertu de la remarque 
précédente; mais les dérivées du potentiel de surface (deuxième 
intégrale) éprouvent des discontinuités. Les dérivées secondes 
du potentiel Y  éprouvent des discontinuités. Elles se calculent 
sans peine. Les sauts brusques sont :

02V
P°ur T : 4a27rp., 

02V
-  w !

ô2V
OyOz

: 4¡3yTtp.,

m
ô zù x

4ay*p.,

02V
ùy

ô2V /

— : 4  ¡3 2Tïtu.

Le laplacien AV fait un saut brusque de 4Tcp., ce que nous 
avait montré déjà l ’équation de Poisson. ·

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S U R F A C E S  A T T I R A N T E S ” 9

53. Cas singuliers. —  Dans l ’étude des surfaces attirantes, 
nous avons fait deux hypothèses.

10 Le point M0 est un point ordinaire de la surface et elle y 
possède un plan tangent bien déter
miné.

2 ° z' est développable suivant les 
puissances croissantes de x', y'.

Nous avons vu que, dans ces condi
tions, les composantes éprouvent des 
discontinuités, mais restent finies.

11 n’en est pas de môme, si on sup
prime ces hypothèses. En voici deux 
exemples.

Io Surface conique. —  Soit un 
cône droit SA0B0 (fig. 37), sur la sur
face duquel nous supposons répandue
une couche de matière attirante, de densité constante. Proposons- 
nous d’évaluer l ’attraction au sommet.

Sur l ’une des génératrices SA0 prenons les longueurs :

1

l-ig. 37.

SA, =  -A- SA 1 2

SA„

SA, =

1
SA, =  -A- SA0,

SA, —  g SA),,

SA„ = SA„ =  -ryr SA0, etc.

Parles points de division A,,A ,, — , A„... menons des plans 
parallèles à la base A„ B„. Nous partageons ainsi la surface du 
cône en portions, dont le nombre est illimité ; leurs attractions 
newtoniennes, au sommet du cône, sont égales ; leur somme, qui 
est l ’attraction du cône entier, est donc infinie.

2° Bord d'une surface attirante. —  Soit une surface attirante 
ayant la forme d’un demi-cercle; supposons-y la densité cons-
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tante. Soit (fig. 38) A0 B0 le diamètre et A0MB0 la demi-circon
férence, qui limitent ce demi-cercle. Proposons-nous d’évaluer 
l ’attraction du demi-cercle au centre O de la circonférence.

Prenons sur OA0 à partir de O les lon
gueurs

OA.

Fig. 38 .

OA,

OA,

2
OA, OA„

OA.
OA„ OA„

2 "
etc.

et, par les points de division A4, As,.. . ,  An,... 
traçons des demi-circonférences concen
triques à la grande et limitées au même 
diamètre. On partage ainsi le demi-cercle 
en demi-couronnes, dont le nombre est illi
mité et qui ont toutes môme action au cen

tre 0. L ’attraction totale est donc infinie.

54. Potentiel logarithmique d’une ligne attirante. —  Tous les 
résultats obtenus, dans l ’étude des surfaces attirantes, s’étendent 
au potentiel logarithmique d’une ligne attirante plane.

La composante tangentielle reste continue, quand on traverse 
la ligne ; la composante normale fait un saut brusque de 27tp, 
quand le point attiré traverse la ligne, en un point où la densité 
est p. Quant au potentiel, il n’éprouve aucune discontinuité.

55. Remarque sur un ,lemme fondamental dans la théorie des 
surfaces attirantes. — Un leinme a joué, dans toute cette théorie, 
un rôle fondamental. C’est le suivant :

L ’intégrale
r  f(x',y')dx'dy'

J  i ’

est une fonction continue de x, y, z, si la fonction f reste limitée 
en tout point du champ d’intégration (42).
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Nous avons fait usage aussi du lemme suivant. L’intégrale

tend vers J  ■ , quand z tend vers zéro et que X augmente

indéfiniment, pourvu que certaines conditions énumérées au para
graphe 43 soient remplies.

Ces deux lemmes sont des cas particuliers du théorème sui
vant.

T héorème. —  Soit l ’intégrale :

étendue à un certain domaine S.
Supposons :
1° Que le contour C qui limite S ne dépende pas de z. 
2° Que l ’on ait en tout point de S :

Ti f  (x,z) dx

Jo ® (x) ·
dx

f ( x ,y ,z ) < ? ( x ,y ) ,

<p étant une fonction positive. 
3° Que l ’intégrale

étendue au domaine S, ait un sens. 
4° Enfin, que l ’on ait

Lim, =  0 f(x ,y , z ) =  l(x ,y , 0),

quels que soient x et y, pourvu qu’ils restent fixes. 
Dans ces conditions, on a la relation :

L I G N E S  A T T I R A N T E S

56. Potentiel newtonien d’une ligne attirante.—  Soit (fig. 39) L 
une ligne attirante, p/ la densité linéaire variable d’un point à
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l’autre de cette ligne. Soit, en outre, M0 un point de L et M un 
point extérieur à L, mais situé dans le plan normal à la  courbe 
mené par M0. Nous nous proposons de voir ce que devient le

potentiel newtonien, en 
M, lorsque ce point tend 
vers M0 en suivant la 
normale MM„.

, Appelons ds' un élé
ment de longueur de la 
ligne L, P le centre de 
gravité de cet élément, 
r la distance . MP ; le 
potentiel, en M, a pour 
expression l ’intégrale 
curviligne :

y  =  J  p-'ds' ^

étendue à tous les élé
ments ds' de L . Pour 

j,. l ’étudier, prenons pour
S origine des coordon

nées M0, pour axe des X, la tangente en M0, et des axes rectangu
laires. Appelons 0, y, z les coordonnées deM ,x',y ', z' celles de P ; 
projetons P en P' sur l ’axe x'x ; les coordonnées de P' sont : x ' 0, 0. 
Menons les droites MUP, M0P', MP, MP' et posons :

p =  MM0 — V̂ x2-|-y'2H-z2 === \/y2 -H z2 car x =  0, 

r =  MP =  y'x' 2 —|— (y y ' ) 2 —)— (z z')2,

r '= M P ' = v /x, i+ y s-+- z2, 

r0 =  M0P =  l/x/2+ y ,2 +  z'2, 

r'o =  M0P '=  x'.

Partageons la ligne L en deux tronçons, L, et Ls, le point M„ 
se trouvant entre les deux extrémités de L,. Le potentiel Y  est 
la somme Y, +  V2 des potentiels respectifs de L, et Ls ; le poten
tiel V de Ls reste continu quand on traverse la ligne en M0; il 
nous suilit donc d’étudier V,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L I G N E S  A T T I R A N T E S ia3

Appelons cp l ’angle de la tangente en ds' avec l’ axe des x, 
on a :

dx'
d s '=

cos CS

On peut choisir le tronçon L, assez court pour que, en chacun 
de ses points, on ait

1

CO S cp
< K ,

K étant un nombre fixe ; cela est possible, puisqu’au point M0, on 
a : cos » =  1  ; si nous supposons, de plus, p/ fonction holomorphe

de l ’arc, on peut assigner sur I^une limite supérieure y a — et

ecnre

c o s  CS
< y .

Enfin on peut facilement montrer, comme nous l ’avons fait dans

r vf r z/ y/2 —I— z/2
l’étude des surfaces, que les rapports —  >— >—r ’Tâ/-------S-----r r r r0 r0

restent finis ; appelons alors À,B,C,D des limites supérieures 
de ces rapports, il vient :

i <A; i <B; -ycC; fZ + Ü < D .
r r r' rj

Abordons maintenant l’étude de Y,.

57. Y, peut s’écrire :

v  f  y·' dx'
1 J  cos cs r .

Cette intégrale est étendue à la portion A'B' de l ’axe des x, 
laquelle est la projection, sur cet axe, du tronçon de courbe
L, =  AB.

Comparons cette intégrale à la suivante :

J cos cd r'
et à l ’intégrale :

y//__ J  iJ-dxf

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



124 T H E O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

, Ces trois intégrales, étendues au même champ A'B', repré
sentent, toutes trois, les potentiels en M de la même portion de 
ligne droite A'B'. Mais, dans V,, la densité est variable et d’une 
expression assez compliquée :

dans V/, la densité est plus simple, mais variable encore : — ——  :1 i r cos ^ .

enfin, dans Y/', la densité est constante, elle a pour valeur celle 
de la densité p qui existe, en M0, dans la distribution primitive. 
Nous allons ramener l ’étude de V, à celle de V/, puis à celle 
de Y/'. A cet effet, écrivons Y, de la manière suivante :

dx'
r'

>

ou, en appelant J, la première intégrale, Js la seconde, J3 la troi
sième :

Vj =  J, -+- Js +  J3.

Etudions successivement ces trois intégrales. Commençons 

par Jr  Montrons que la quantité sous le signe I reste finie :

. 1

r r'
u. . . 1 1

— - —  reste inférieur en module à y ; quant à ---------T , on peut
cos tp 1 1 ” l

l ’écrire ;

1 1  r' —  r

Or

et

donc

r' —  r | <V/y'2 -i- z'2,

1  1  1

rr' < ‘ r2 +  r '2 ’

<·
\/y' 2 +  z ' 2 \/y'2 —|— z' 2
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Reportons-nous maintenant aux limites supérieures indiquées 
au paragraphe 56; on voit que

s! y72-|-z72
<  DA2,

vy ' 2
,./2

<  DÀ2C2.

Bref --------- -| est fini; la fonction, qui est sous le signe j  ,

dans J1? est donc limitée.

Occupons-nous de J2. La fonction sous le signe J" est

( — — « 0\ COS ' f  1 /

p7 étant une fonction holomorphe (56) de x;, -   ̂—  —  p est dé

veloppable, suivant les puissances croissantes de x7; il n’y a pas 
de terme tout connu, le développement commence par un terme 
du premier degré et le rapport suivant :

COS 'S>

reste fini ; soit a une limite supérieure de ce rapport, on peut 
écrire :

et, par suite,

Or :

V ·

CO S ' f k

x7 <  a,

COS ff r
<  a

x'
r7 r'

X7 1 x' 1 V7
<  a ----  G <  a C

r7 1 r 1 ro
A <  aAC .

La fonction sous le signe Ç , dans J2, reste donc limitée.
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Nous venons de démontrer que, dans J. et Js, les fonctions sous 

sont limitées ; montrons qu’on peut en conclure la con

tinuité de ces deux intégrales, considérées comme fonctions dep. 
Faisons la démonstration pour J,. Appelons J,° la valeur de l ’in
tégrale Jj au point M„ :

^ h è r i x — h y * '·
Je dis que :

(1) Lim J, = J f .
P =  O

Posons, en effet,
M0A7 =  a, M0B7 == b;

les limites des intégrales J, et JJ sont —  a et b :

i-W .
r o/

Il nous suffit évidemment de démontrer la relation (1) pour les 
limites o et b, la môme démonstration s’appliquant aux limites 
•—  a et b.

Démontrons donc que :

limf = o /*b — ——  ( —-----4 -)dx, = / b— --------?-)·
f cos » \ r r  / Jo cos f  \ r0 r 0 /

Soit -q, un nombre compris entre 0 et b; on a évidemment :

r =  r +  r .
t/0 t/o tAj

Posons :

j  = r b_ _ ü W J _ __ L W  et J < W ,b· ?-■ (—
1 J_a co s»  \ r r7 / 1 cos'P \ r0

—  / dx7
v7- f  ^

dx7

COS » r Jo c o s  f r7

1 - /
,b dx7

u7 f "
’ dx7

J, cos r
î u --  1

COS Ç r7

dons V0, V07, uo> u o les mômes intégrales où
place r et r' par' r„ et r07. Alors, M désignant une limite supérieure 
de

F'
COS 'f• <P \ r r' / ’

| v —  V71 <  Mt¡,

l v 0 ---v'ol <M/¡.

on a :
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D ’ailleurs, dans les potentiels u, u', u0, u/, le point M0 n’est pas 
un des points attirants, puisque ces intégrales ont pour limites 
y) et b.

Ces potentiels sont donc continus, au voisinage de M0. Ecri
vons alors :

t - ! ! -  ( ±  -  4-) fc' -  f - ï -  ( -L -  -U a*-Jo cos cp \ r r  / J0 cos a \ r0 r; /

=  (y —  v') —  (v0 —  v)i +  (u —  u#) —  (u' —  u'0),

et soit e un nombre positif donné aussi petit qu’on le voudra ; 
nous pouvons choisir r, de telle manière que :

My k -Î-;

alors on aura :

. I y — V — (v0 — v0) I < - J ;

7j étant ainsi fixé, prenons p assez petit pour que :

|u — u0

I u' —  u'o I <

le premier membre de l ’égalité (2 ) est ainsi rendu plus petit 
que e. Il tend donc vers zéro, quand p tend vers zéro, et la pro
position annoncée :

Lim J, ■ J,0,
t = O

est démontrée.

J, est donc une fonction continue ; la même remarque s’ap
plique à Js.

Avant d’étudier J3, faisons une autre remarque : J, n’est autre 
que Y, —  YÍ ; démontrer que J,, c’est-à-dire V, — V(, est continu, 
c ’est ramener l ’étude de la continuité de Y, à celle de V,' ; 
de même, J2 est égal à —  V"; le problème est ainsi ramené à 
l ’étude de Y ,', qui n’est autre que l ’intégrale J3.
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58. Étudions donc l’intégrale

J, =  v i , = j f r i ' dx'î
¡2. étant constant, elle s’écrit :

f h dx'

J -  a r '
et a pour valeur :

v-1 ’
—  a

9 .. 2  t/ab
P Iog

On a donc, pour V", l ’expression suivante obtenue en dévelop
pant le logarithme :

V J '= — 2 p.logp-l-2 p.log2  \/«b

et, pour Y lt

v, = — 2 piog p +  2 p îog 2 \Zâh +  (v; — v;°)
+  (Ví° -  V/™) +  ¥(p),

V?, VÍ0...... etc., étant les valeurs des intégrales au point M#
et 'F(p), une quantité qui s’annule avec p.

Posons :

N =  —  2 plog 2 +  (Y? —  Vi#) -+- (V[° —  VÎ/0>,

on aura :
v , —  —  2 p log p +  N +  'F(p).

On voit que le potentiel V, et, par suite, le potentiel V  de la

Fig. 40. ■

ligne entière augmentent indéfiniment, quand le point M s’ap
proche indéfiniment d’un point M0 de la ligne.

La quantité N, qui entre dans son expression, ne dépend pas 
de p ni, par suite, du point M, mais seulement des coordonnées 
du point M0.

Calculons cette quantité dans deux cas particuliers : celui 
d’une droite homogène et celui d’une circonférence homo
gène.
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Soit AB (fig. 40), un segment de droite attirante homogène de 
densité p, les autres· notations étant les mêmes que précédem
ment. On voit sans peine que l ’expression

y ; _  y'« +  (y'· _  y " 0),

est égale à zéro ; la quantité N se réduit donc à 

N =  2 p log2 /ah,

a et b étant les longueurs M0A et M0B. Le potentiel prend alors 
la forme :

Vi =  +  2  p !og

c’est l ’expression que nous avions trouvée au paragraphe 14. 

Passons au cas plus important d’une circonférence homogène.

59. C as d’une circonférence homogène. —  Nous avons déjà (17) 
calculé le potentiel d’une circonférence homogène, en un point 
intérieur ou extérieur, à l ’aide de la moyenne arillimèlico-géo- 
mètrique de Gauss.

Voyons ce qui se passe, quand le point attiré M est très voisin 
de la circonférence.

Menons toujours (fig. 41) la normale MM0 et appelons p la 
longueur MM0; soit, en outre, p. 
la densité de la matière atti
rante. Le potentiel, en M, est 
donné par l ’expression :

(1 ) V =  —  2 p lo g p - f- N ;

nous négligeons W(p) qui s’an
nule avec p.

Nous avons dit que la quan
tité N ne dépend pas des coor
données du point M, mais peut
seulement dépendre de celles du point M0 ; ici, en vertu de la 
symétrie, N ne dépend même pas de la position de M0 et, par 
suite, son expression ne doit contenir que la densité p. et le rayon a 
du cercle; voyons de quelle manière p et a entrent dans N.

Poincaré. Potent. Newt. 9
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Le potentiel Y  envisagé sous sa forme ordinaire

est manifestement proportionnel à p ; mais, envisagé sous la 
forme (1 ), il se compose de deux termes, dont le premier est 
proportionnel à p; le second, N, doit donc l’être aussi.

Cela posé, considérons encore Y  sous la forme (2) ; dans l ’in
tégrale du second membre, p est un nombre, ds' et r sont des 
longueurs; si l ’on multiplie toutes les longueurs par un même 

ds'
nombre, le rap p ort-----ne change pas, V ne change donc pas non

plus. Par conséquent, quelle que soit la forme de son expression, 
le potentiel V doit être hom ogène et de degré zéro par rapport 
aux longueurs qu’il contient ; par exemple, si on l ’exprime, 
comme dans la formule ( 1 ), en fonction de p et a, il ne doit con
tenir que le rapport de ces deux longueurs.

D’après tout cela, V  doit être nécessairement de la forme sui

vante :

(3) V —  —  2 p lo g  -f- Kp,
ü

K étant un nombre, indépendant par conséquent des quantités p, 
a et p.

Pour achever le calcul de V , il nous reste à calculer K.
Nous nous servirons pour cela des résultats établis antérieure

ment (17 et 18). Soit M, le point où MM, perce de nouveau la 
circonférence ; posons :

S =  M M „

et appelons © (p,8) l ’inverse de la moyenne arithmétieo-géomé- 
trique de p et 8 ; on a (18) :

V  =  2  7rpa©(p, 8).

Considérons le plan P, perpendiculaire au plan de la circonfé
rence et passant par M,M0 ; prenons ce plan P comme plan du 
tableau (fig. 42). Si le point M sort du plan primitif et se déplace 
dans P sur une deuxième circonférence, tracée dans ce plan du
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point M0 comme centre, avec p pour rayon, la formule (3) montre 
que Y ne change pas ; dans ce mouvement, o varie depuis 2a +  p 
jusqu’à 2a —  p. Donnons alors à M une position telle que p

prenne la valeur 2a et calculons le potentiel, en M, dans ces con
ditions. On a :

V =  2  Tipacpfp, 2  a).

Rapprochons cette formule de la formule (3) et égalons les 
deux expressions de Y, il vient :

2 npaç (p, 2 a). =  —  2  p. log-*— h Kp;
Q

d’où :

(4)...... a(p, 2  a) =  — — log
‘ '  TOI b p

K

Donnons maintenant à a un accroissement 9p dépendant de 
p et s’annulant avec, lui ; on vérifie, sans peine, que <p(p, a) prend 
un accroissement qui s’annule aussi avec p ; comme nous négli
geons les termes qui s’annulent avec p, nous pourrons négliger 
cet accroissement et considérer comme égales les deux expres
sions «p(p, a) et ®(p, a-f-Op).

Cela posé, observons que, <p(p, 2a) étant l ’inverse de la 
moyenne arithmético-géométrique de Gauss, on ne change pas sa 
valeur en remplaçant p et 2 a respectivement par leurs moyennes 
arithmétique et géométrique ; on a donc

? (p > 2  a) =  <p(a -f--J-, V/Sïïp

Or, en vertu de la remarque précédente, on a :

P_ 
2  ’

V̂ 2 ap \ =  cp(a, s/‘l  ap),
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et, comme, dans l ’expression de <p, on peut intervertir l ’ordre des 
variables sans changer tp, on a aussi :

— ^,^2ap^=3 ® (v/2ïïp, a);

on peut donc écrire :

(5)...... œ (p, 2 a) =  » (^2 ap, a).

Reportons-nous à l ’égalité (1) et changeons-y p en Y2ap et 2a 
en a, cette égalité deviendra :

(6)....a ¡V2 ap, a) =  - l°g"
K

■re a2 ^2 ap

Comparons maintenant les égalités (4) et (6) ; les seconds mem
bres de ces égalités doivent être égaux, puisque les deux pre
miers le sont, en vertu de l ’égalité (5) ; on a donc :

K
-t- -K---- = -----  lOff ■_ ----:H- -

P

1 , a , K
^ t i°8 t + ‘ 2 ï ; 2 \/ 2 ap « a

ce qui peut s’écrire, en transformant le second membre de cette 
nouvelle relation :

K
—i- lo g  — +  
7:a 6  p

K
 ̂ los· a

2  7:a TC a g 8 p

ou encore :

1  lo " - a - 1-  K -
1 , a 1

- a  g p 1 2 Tta 7 Z H °  p rca
log 8

K

l a .
—— log — disparaît et l ’on tire finalement :

K = 2 1 o g 8 .

Le calcul de V s’achève, en portant cette valeur de K dans l’ex
pression de Y  :

Y  =  2 p. log
8 î

P

Telle est la valeur approchée du potentiel, quandp est trèspetit.
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LA FONCTION DE GREEN ET LE PROBLÈME DE DIRICHLET

60. Théorème de la moyenne de Gauss. —  Soit V une fonc
tion des trois variables x, y, z, continue ainsi que ses dérivées 
premières dans un certain domaine; supposons que ses dérivées 
secondes existent et soient généralement continues, les disconti
nuités, s’il y en a, se trouvant sur des surfaces algébriques 
d’ailleurs quelconques.

Soit, en outre, M0 un point de ce domaine et 2  une sphère, 
ayant pour centre M0 et située dans le domaine considéré ; on 
appelle moyenne de la fonction V sur cette sphère l’expression :

l ’ intégrale étant étendue à tous les éléments du de la surface de 
la sphère et r étant le rayon de cette sphère. Soit enfin V0 la 
la valeur de V au point M0.

Le théorème de la moyenne de Gauss est le suivant : Si la fonc
tion V satisfait à l ’équation de Laplace

AV =  0,

en tout point du domaine, on a la relation :

M -  V„,
quel que soit r.

Pour démontrer ce théorème, changeons de variables et pas
sons en coordonnées polaires; les formules de transformation 
sont :

, x =  r sin 9 cos », 
y =  r sin 9 sin cp, 
z —  r cos 9,
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l’origine primitive et la nouvelle étant toutes deux au centre M. 
de 2  et les courbes

o =  const, 9 =  const,

désignant les méridiens et les parallèles de la sphère.
Partageons la sphère en éléments de surface très petits, dw, à 

l’aide de ces deux systèmes de courbes; on a :

dco =  r* sin 9 d9 d®,

et l ’expression de M devient :

V r2sin 9 d9 d®
M

4itr'
^— f  Y  sin 9 d9 d», 
[TZ J ‘

les limites de cette dernière intégrale étant :

jiour » : 0  et 2  r:, 
pour 9 : 0 et t: .

Les limites étant constantes, on peut différentiel· sous 

et écrire :
dM
dr

dY
dr

d9 d»,

ou, en revenant aux anciennes variables,

dM _  f  dY dw 
dr J  dr 4 tu·2 ’

ce qui peut s’écrire :

dM Ç dV dw 1 ç  dV
dr J  du 4ïcr2 4itra J  dn W’

Mais on a vu (20) que l ’on a, en désignant par T un volume et 
par S la surface qui le limite,

Æ d" = / 4vd'.
la seconde intégrale étant étendue au volume T et la première à 
la surface S ; cela á lieu sous certaines conditions de continuité, 
qui seront ici remplies, si nous prenons pour surface S la sphère
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2 et, pour volume T, l ’intérieur de cette sphère. Mais, en chaque 
point de l ’intérieur de la sphère, on a

donc

par suite,

et enfin

A V  =  0 ,

J  A V d v = 0 ,

do J =  0 ,
r  dV

J du

dM
dr

0 .

M est donc indépendant de r. Or, quand r tend vers zéro, les 
valeurs de V sur la sphère tendent vers V0, l ’intégrale /Vdw tend 
vers 4Ttr2V0 et enfin M tend vers V0; comme M est fixe, on doit 
constamment avoir M =  V0.

Le théorème de Gauss est donc démontré.

61. Fonctions harmoniques. —  On appelle fonction harmo
nique, dans un domaine donné T, une fonction qui, dans ce 
domaine, possède les propriétés suivantes :

1° Elle est continue ;
2° Ses dérivées premières existent et sont continues;
3° Ses dérivées secondes existent et sont généralement conti

nues, les discontinuités, s’il y en a, se trouvant sur des surfaces 
algébriques quelconques;

4° Elle satisfait à l ’équation de Laplace :

AV = : 0.

La fonction V considérée au paragraphe précédent est une 
fonction harmonique. ·

Voici une propriété importante de ces fonctions. Soient T  un 
volume, S la surface qui le limite et V une fonction harmonique 
dans T. Puisqu’elle est continue, elle a un maximum qu’elle 
atteint pour un point du domaine. Je dis que ce point n’est pas à 
l ’intérieur de T, mais sur S. Supposons, en effet, qu’il soit inté
rieur à T ; on peut l ’entourer d’une sphère, ayant ce point pour 
centre et tout entière intérieure à T. En tout point de la sphère,
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la valeur de V est inférieure au maximum V0 ; l ’intégrale /Vdw est 
donc inférieure à 4tu'2V0 et enfin la moyenne M est inférieure à V0; 
mais, d’après le théorème précédent, on doit avoir M V ;̂ il 
est donc impossible que Y  atteigne son maximum dans l ’intérieur 
de T ; elle l ’atteint sur la surface S. Pour les mêmes raisons, Y 
a un minimum et elle l ’atteint sur S.

On peut donc énoncer, en général, le théorème suivant :
Une fonction harmonique dans un domaine n atteint son maxi

mum et son minimum que sur la surface qui limite ce domaine.
On en conclut sans peine le corollaire suivant : Si une fonction 

harmonique est positive sur la surface, elle l ’est dans le volume 
limité par cette surface.

Toutes ces propriétés sont vraies, que le domaine soit simple
ment ou multiplement connexe.

62. Le théorème qui précède nous permet de faire les remar
ques suivantes :

I. —  Supposons le domaine T limité ; soient g le maximum 
d’une fonction V harmonique dans ce domaine et li son mini
mum, on a :

sur la surface : h ^ V ^ g, 
dans l ’intérieur de T : h <  V <  g.

II. —  Supposons le domaine T constitué par toute la portion 
de l ’espace extérieure à une surface S ; ce domaine s’étend depuis 
la surface jusqu’à l ’infini. Décrivons une très grande sphère S' 
entourant S. Soient g et h le maximum et le minimum sur S, 
g' et h' le maximum et le minimum sur S'; on a :

sur S : h <  V <  g, 
sitr S' : h' <  V <  g'.

Le maximum de V sera la plus grande des deux quantités g et g', 
pour le volume Compris entre ces deux surfaces ; le minimum, 
pour ce même volume, sera la plus petite des quantités h et h'.

Supposons maintenant que, S restant fixe, le rayon de S' gran
disse indéfiniment et que V s’annule à l ’infini ; g' et h' tendent 
vers zéro. Plusieurs cas peuvent alors se présenter :
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1° Supposons h positif ; g l ’est aussi et, si S' est assez grand,

h' <  h et g' <  g, 

g >  V >  h', 

g >  V >  0 ,

et, par suite,

dans tout l ’espace extérieur à S.
2° Supposons

g >  0  > h ,
on a :

g >  g'.
h < h ' ,

et, dans tout l ’espace extérieur à S : 

3° Supposons
g >  V >  h.

0  >  Y  >  h,

on voit de la même façon que, dans tout l ’espace extérieur à S, 
V est constamment négatif.

C’est un de ces trois cas qui se présente, pour le potentiel dù à 
des masses situées à distance finie.

III. Reprenons le cas d’un domaine limité compris à l ’intérieur 
d’une surface S; on a les inégalités

g >  V >  h : dans T, 
g ^  V ^  h : sur S.

Si donc, en tout point de S, la fonction est nulle, elle est nulle 
aussi, en tout point de T.

IV. —  Soit une fonction V, harmonique dans tout l ’espace et 
s’annulant à l ’infini. Je dis que l ’on a V =  0 dans tout l ’espace. 
Traçons, en effet, une sphère de très grand rayon; les valeurs 
de Y , à l ’intérieur de la sphère, sont comprises entre le maximum g 
et le minimum h, lesquels sont atteints par la fonction sur la sur
face et tendent par suite vers zéro, quand le rayon de la sphère 
croit indéfiniment; Y  tend donc vers zéro, à l ’intérieur de la
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sphère et, comme sa valeur en chaque point est bien déterminée, 
on a nécessairement V =  0  dans tout l ’espace.

63. Ce qui précède nous permet de trouver les propriétés carac
téristiques de la fonction potentielle (cas de l ’attraction newto
nienne), c’est-à-dire les conditions nécessaires et suffisantes pour 
qu’une fonction représente un potentiel newtonien.

Soit une fonction V satisfaisant aux conditions suivantes :
1° V est continue dans tout l ’espace.
2° Ses. dérivées premières existent et sont continues, à l ’inté

rieur et à l’extérieur d’une surface S donnée ; mais, quand on 
franchit la surface, elles éprouvent des discontinuités ; elles ten
dent vers des limites différentes, mais bien déterminées, quand 
on tend vers la surface soit par l ’intérieur, soit par l ’extérieur, 
et ces limites sont telles que, seule, la dérivée prise suivant la 
normale éprouve une discontinuité à la traversée, les dérivées 
tangentielles de S restant continues.

3° A l ’extérieur de S, on a

AV =  0.

4° A l ’intérieur, AV est quelconque.
5° V s’annule à l ’infini.
Ces conditions sont évidemment nécessaires pour définir un 

potentiel newtonien, puisque tout potentiel newtonien les possède. 
Nous allons montrer qu’elles sont suffisantes, c’est-à-dire qu’elles 
définissent une fonction et que cette fonction est un potentiel.

Appelons T le volume enfermé dans S. En tout point de 
T, AV est quelconque, mais donné ; posons :

A V = s ) ( x ,  y, z),

tp étant une fonction donnée.
Considérons alors la fonction V, :

v‘ - ~  4* J ; d‘ ’
c’est un potentiel de volume, où f  désigne la densité. On a évi
demment, en tout point x, y, z du volume T,
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Soit maintenant <|/(x, y, z) une fonction définie sur la sur
face S et exprimant, en chaque point, le saut brusque delà dérivée 
de Y  suivant la normale ; puis posons :

V2 =
1 r ÿ (x'> y'. z0

4 -  J(S) r
du/,

cette intégrale double étant étendue à tous les éléments du/ de S. 
La fonction Vs satisfait à la deuxième condition imposée à la 
fonction V, car c’est un potentiel de surface où la densité est 
représentée par la fonction <(i.

La somme des deux potentiels : V, -f- V „ remplit toutes les 
conditions imposées à la fonction Y  ; on peut donc la prendre 
pour fonction Y.

Montrons que cette fonction est unique.
Supposons, pour un instant, qu’il y en ait une seconde V'; con

sidérons la différence

v ' - C ^  +  v,).

Elle remplit les conditions suivantes :
1° Elle est continue, dans tout l ’espace, ainsi que ses dérivées 

partielles du premier ordre ;
2° Elle satisfait, dans tout l ’espace, à l ’équation de Laplace. 

Cette différence est donc une fonction harmonique dans tout 
l’espace ;

3° Elle s’annule à l ’infini.
En vertu de la Remarque IV du paragraphe précédent, elle 

est identiquement nulle; donc la fonction V1 -f-V 2 est unique.
Bref les cinq conditions énumérées plus haut sont suffisantes 

pour définir un potentiel et ne définissent pas d’autre fonction. 
Ce sont bien les propriétés caractéristiques cherchées.

R emarque. —  Comme on le voit d’après les énoncés, mêmes, 
il ne s’agit, dans tout ceci, que des potentiels de surface et de 
volume. Ceux de ligne, par exemple, sont exclus.

Les propriétés que nous venons d’établir ont une grande 
importance pour tout ce qui va suivre.

64. P r o b lè m e  d e  D ir ic h le t .  —  P r o b lè m e  in té r ie u r . —  P r o b lè m e
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extérieur. —  Le problème intérieur de Dirichlet s’énonce ainsi : 
Soit un volume T limité par une surface S. Trouver une 

fonction V des trois variables x, y, z satisfaisant aux conditions 
suivantes :

1° En tout point de T, elle est continue, ainsi que ses dérivées 
partielles des deux premiers ordres ;

2° En tout point de T, elle satisfait à l ’équation de Laplace :

AV =  0 ;

3° Sur la surface S, elle se réduit à une fonction donnée U des 
coordonnées.

On peut démontrer les deux théorèmes suivants :

I. —  Si le problème intérieur de Dirichlet comj>orte une 
solution, il n’en comporte qu’une.

Supposons, en effet, pour un instant, qu’il en comporte deux ; 
soient V et V' les deux fonctions ainsi obtenues. On a :

AV =  0 dans T, AV' =  0 dans T,
V =  U sur S, V' = U  sur S.

i
Posons :

V —  V' =  F.

La fonction F satisfait aux conditions suivantes :

AF —  0, dans T,
F = 0 ,  sur S.

Par conséquent, en vertu d’un théorème démontré au paragraphe 
précédent, on a partout, dans T, F =  0 et, par suite, V =  V'; 
il ne peut donc pas exister deux solutions distinctes du problème 
énoncé.

IL —  Le problème comporte toujours une solution. Cet 
énoncé est connu sous le nom de principe de Dirichlet.

Nous nous en occuperons dans un autre chapitre.
Voici maintenant l ’énoncé du problème extérieur de Dirichlet. 
On donne une surface fermée S et l ’on considère l ’espace 

extérieur à'S,  c’est-à-dire l ’espace qui s’étend depuis cette sur-
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face jusqu’à l ’infini. On demande de trouver une fonction Y satis
faisant aux conditions suivantes :

1° En tout point de l ’espace considéré, la fonction V est 
continue, ainsi que ses dérivées des deux premiers ordres.;

2° En tout point du même espace, elle satisfait à l ’équation de 
Laplace :

AY =  0;

3° Sur la surface S, elle se réduit à une fonction donnée U des 
coordonnées ;

4° Elle s’annule à l ’infini.
On démontre, comme dans le cas du problème intérieur :

I. Que, s’il y a une solution, il n’y en a qu’une ;

II. Qu’il y en a toujours une.

65. E x t e n s io n ·a u  ca s  d e  d e u x  v a r ia b le s .  —  Les définitions et 
théorèmes qui précèdent s’étendent au cas de deux variables 
sans difficulté.

La définition des fonctions harmoniques est la même ; il suffit 
de remplacer les mots volume et surface par aire plane et 
contour.

Le théorème de Gauss pour une fonction harmonique devient :

la sphère a été remplacée par un cercle, sa surface par une 
circonférence, son aire 4 tti’2 par la longueur 2 Tir de la circonfé

rence, l ’intégrale double Ç  V dco par l ’intégrale curviligne J* Vds.

Les remarques sur les limites supérieure et inférieure des fonc
tions harmoniques se généralisent immédiatement et la modifica
tion, dans chaque cas, pour transposer les énoncés, est évidente.

Cependant les considérations faites dans le paragraphe 62 (II), 
à propos des fonctions harmoniques à l ’extérieur d’un domaine 
donné et à propos du potentiel newtonien, ne se généralisent pas. 
Cela tient à ce que le potentiel logarithmique ne s’annule pas 
à l ’infini comme le potentiel newtonien.

Voyons ce qui se passe, dans ce cas.
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Soit un contour plan C, entouré cl’un cercle de très grand 
rayon C' ; considérons le potentiel logarithmique d’une certaine 
distribution linéaire de matière attirante sur le contour C et 
d’une certaine distribution superficielle de matière dans l ’aire 
plane qu’enferme le contour C ; donnons à g, h, g', h' des signi
fications analogues à celles qu’elles ont au paragraphe 62. Enfin 
reprenons pour le potentiel logarithmique les notations données 
au début de ce cours. On sait que l ’expression :

Y  —  M log-^ -,

tend vers zéro, quand p croît indéfiniment ; si donc M est diffé
rent de zéro, V augmente indéfiniment et, sur le cercle C', |V| 
est très grand quand le rayon de G' est très grand ; faisons grandir 
ce rayon indéfiniment, nous devons distinguer plusieurs cas :

1 ° M> 0;
alors g' et h' tendent vers —  oo et l ’on a, dans tout le domaine,

V < g .
2° M<0;

alors g' et h' tendent vers -]- oo et l ’on a, dans tout le domaine,

Y  >  h.
3° M =  0.
Alors V s’annule à l’infini, on retombe dans le cas du potentiel 

newtonien et l ’on a à distinguer les trois inégalités vues dans ce

66. Remarque sur le potentiel newtonien. —  Supposons que Y 
désigne, non pas une fonction harmonique, mais un potentiel 
newtonien de volume, et essayons de reprendre les raisonne
ments faits pour établir le théorème de la moyenne.

Nous aurons :

dM f AVdT
dr 4 ra·2

Supposons que le point O soit intérieur aux masses agissantes 
et que la densité soit positive, alors on a :

AV <  0,
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et, par suite,

ou enfin :

JM
dr

< 0 ,

M <  V#.

On en conclut qu’au voisinage de O, Y  peut être inférieur 
à V0; en tout cas, il ne se peut pas qu’il lui soit partout supérieur.

Bref, Y  peut avoir un maximum au sein des masses agissantes, 
mais il ne peut pas avoir de minimum.

Soient T le volume, S la surface limite, g et h le maximum et 
le minimum de V sur elle ; on a : *

g >  V >  h sur S.

On est sûr que l ’on a, dans T :

V >  h

mais on ne sait pas si l ’on a :

>  V.

67. C o n s é q u e n c e s  d e  la  fo r m u le  d e  G r e e n . — Reportons-nous au 
paragraphe 19 et reprenons les notations de ce paragraphe. Nous 
avons démontré en général la formule

(1>"· X,<Ü4V -  V4U> d T = - I , ( u - S —  v  t t )·1”  ’
les fonctions U et V et leurs dérivées doivent satisfaire, dans le 
volume T et sur la surface S, à certaines conditions de continuité 
que nous avons indiquées en établissant cette formule. Les

dérivées - Î —> -t — sont prises vers l ’intérieur de la surface S. 
dn dn 1

Faisons quelques applications de cette formule.

1° Supposons que U soit une fonction harmonique et V le 
potentiel d’un volume attirant T' ; on a alors les relations sui
vantes :

AU =  0, à l ’intérieur de T,

AV —  0, à l ’extérieur de T',

AV = —  ^Tïfx, à l ’intérieur de T',
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[jl désignant la densité de la matière attirante dans le volume TT;

l’intégrale / (UAV— VAU)dx devient alors :
A T)

— 4^J^U^dT,

ce qui peut se mettre sous la forme

—

en appelant dm =  p.dx la quantité de matière contenue dans l ’élé
ment dx. La formule (1) devient ainsi:

ce que l’on peut écrire, en donnant une autre forme au second 
membre,

dU \ 
dn )

dto =  4TtSmU,

la somme S portant sur toute la partie du volume T' comprise 
dans le volume T.

2° Supposons maintenant que, U désignant toujours une fonc

tion harmonique, Y  désigne un potentiel de surface. Représentons 
le volume T d’intégration, la surface S qui le limite (fig. 43) et la 
surface attirante S', dont V est le potentiel. Voyons ce que devient
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alors la formule (1). Ses deux membres sont nuis si S7 est tout 
entière extérieure à S. Mais supposons que S7 coupe S; elle 
partage ainsi le volume T en deux autres T, et T2 et la surface S 
en deux parties S2 et S2. Traçons deux surfaces S'j et S'2 de part 
et d’autre de S7, parallèles à S7 et très voisines d’elle. Le volume T 
est alors partagé en trois parties :

T47 comprise entre S et S , 7 

T7S comprise entre S et S72

T77 comprise entre les deux surfaces auxiliaires S7, et S7,.

T77 est une étroite bande dont le volume tend vers zéro quand 
les deux surfaces S7j et S72 tendent vers S7.

Appliquons la formule (1) à chacun des tronçons du volume T 
et aux portions de surfaces qui limitent chacun d’eux. Pour les 

deux premiers, l ’intégrale triple J^VAU— U AV) d-r est nulle; les 

intégrales doubles correspondantes sont donc nulles et l ’on a

X(AiSjBi)
U

dV
dn

■ V
dU
dn

doj -
" X(AjS'i Bi)

U
dV
dn

et

f  ( U - ^ -----V dw i  . ( u - î ^ - — \Æ)dw=0.-WaBî) \ ; an an /  J,AlS,iBj, V dn dn /

Ajoutons et faisons passer dans le second membre les inté
grales étendues à S72 et S72 ; il vient :

I  +f —f. - f  ■
Si S7j et S72 tendent vers S 7, le premier membre tend vers

Jf ; on a donc :
[SJ

« •V (°4r-vX > = - ii" L C jD-JV du \
v 7 n r j  ^

/ ,  (U . i l _ v 4 ^ ) d w
dn dn

dn

] ■

T . . dV dU . t , .
Les derivees —=—  et -t— ■ suivant la normale sont prises mté- 

dn dn 1

Poixcaré. Potent. Newt, io
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rieurement aux volumes T7, et T7, ; par conséquent, dans le  pre
mier membre de cette relation, elles sont prises intérieurement 
au volume T et dans le second extérieurement au volume T".

Calculons maintenant la limite de la somme des intégrales de 
ce second membre.

La surface S' est la surface attirante ; la dérivée
dV
dn

éprouve
donc un saut brusque quand on franchit cette surface ; quant aux 

autres fonctions U, V, —j—  , elles restent toutes continues. Appe- 

dV
Ions a la limite de —:—  sur S', quand S', tend vers S' ; et ¡3 la 
. . dV dn

limite de —;—  sur S's' quand S'2 tend vers S'. Enfin désignons les 
dU , TT „  dUdn

limites de U, V, —¡— par les mêmes lettres U, Y , —¡— ; on a: 
un 1 dn

C / dV(3) ”  ‘lira f (U-
dn

Y 4 ^  dco = J Uadco — J V
dn

ces deux nouvelles intégrales sont étendues à la portion de S' 

comprise dans T. Le sens de la normale dans —j—  est celui qui va

vers S,. On a encore :

(4)· lira f  (U 4 r ----V - ^ - W  =  f U,3dco —  f  V ~  du».
â2sjb2\ dn - fin J J  J  dn

Le champ d’intégration pour ces deux dernières intégrales est 
encore la portion de S' compris dans T. Le sens de la normale

dans -=—  est celui qui va vers S„. Additionnons les deux égali-
dn 1 , . /* dUë

tés (3) et (4) membre à membre; les deux intégrales j  V - g — dm

se détruisent parce que les sens de la normale dans ces deux 
intégrales sont inverses l ’un de l ’autre. Il reste :

lim
( u  4 r -  v J £ > ]

= f U (a P) dco,
•Vi

et par conséquent, en vertu de la relation (2 ) :

<3 >  l(uT T - ' 7  © - * "  = - I u ( »  +  » < · “ ·
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Or appelons p la densité de la matière attirante en chaque point 
de S'; il résulte, de la théorie des surfaces attirantes que, si l’on 

dVdésigne par —j— la limite vers laquelle tend la dérivée prise sui
vant la normale extérieure quand on tend vers la surface par
„ , . dV . . . . .  dV .
1 extérieur et par —,— la limite de —:— prise suivant la normale 

1 dii[ dn 1

intérieure quand on tend vers la surface par l’intérieur, l’on a :

On a donc ici

dV
dm

dV
dnt

P =

=  -- 4 Till..

--4tT!1.

Bref, la relation (5) donne :
dU \
dn ) da) =  4 7t/ Updw.

C’est la même formule que dans le cas du potentiel de volume ; 
on peut lui donner la même forme :

V —̂ L^dw  =  47rSmU.

Cette formule s’étend donc à un potentiel de surface comme à 
un potentiel de volume; elle s’étend par suite au potentiel d’un 
ensemble de surfaces et de volumes attirants.

6 8 . Cette formule s’applique encore si Y désigne le potentiel 
d’une ligne attirante, de points attirants discrets ou d’un ensem
ble de volumes, de surfaces, de lignes et de points.

On peut donc énoncer en général le théorème suivant :
Si U désigne une fonction harmonique et V un potentiel newto

nien, on a la relation :

X ( u i — v - i n r ) d “  =  4 ’ î I “ u ·

l ’intégrale étant étendue à tous les éléments du> d’une surface fer
mée quelconque S et HmU ne s'étendant qu’aux masses situées 
à Vintérieur du volume T  limité par la surface S.
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Ce théorème constitue une forme nouvelle du théorème de Green·
Il est clair que le théorème subsiste si V  désigne la somme 

d’un potentiel et d’une fonction harmonique.
La formule précédente se modifie si U et Y  désignent deux 

potentiels. Soit p la densité de la distribution des masses m qui 
engendrent le potentiel U et soit p' la densité de la distribution 
des masses m' qui engendrent Y , on a :

f { v -ar -  viür)d» = 4” / <V -  dr
=  4 tîS (m'U —  mV).

Ces deux théorèmes s’étendent au potentiel logarithmique dans 
le plan.

69. Cela posé, considérons toujours le môme volume T limité 
par S. Soient M (fig. 44) ün point variable 
de S et M' un point fixe non situé sur S·

; posons
MM'

et considérons l ’intégrale double étendue à 
la surface S :

dw.

Si le point M' est extérieur à la surface S, on a :

—  —  U — r i -  /dm =  0.
r dn dn

Si au contraire M' est intérieur à S et si U' est la valeur de II 
en ce point, on a :

, 1

du
dn

U.
dn

fdw =  4 tcU'.
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Les dérivées et ■ ^  sont prises ici, en chaque point de S, 

suivant la normale extérieure.
Ces deux formules se déduisent de la formule (5) démontrée

1
dans le paragraphe précédent. Il suffit de remplacer V par — ,. c’est-

à-dire de considérer V comme le potentiel newtonien d’une 
masse égale à l ’unité située au point M'.

Cette intégrale (6 ) a une très grande importance ; elle permet, 
on le voit, de calculer la valeur U', en un point M'd’un volume T, 
4,’une fonction U harmonique dans ce volume, pourvu que l ’on

connaisse les valeurs de U et sur la surface S qui limite T.

Une formule analogue existe pour le cas du potentiel loga
rithmique dans le plan ; on a :

<7>... f  Im d · ds ;

1  1
le facteur est remplacé par — , le volume par une aire 

plane, la surface par le contour qui limite cette aire et le poten

tiel newtonien — par le potentiel logarithmique l o g i — .

70. A n a l o g ie s  a v e c  la  t h é o r ie  d e s  r é s id u s  d e  C a u c h y .—  On peut 
remarquer l ’analogie de ce qui précède avec la théorie des rési
dus de Cauchy; la formule (7) dans le plan permet par exemple 
de retrouver le théorème des résidus.

Soit une aire plane S limitée par un contour C; plaçons-nous 
en coordonnées rectangulaires et soient x et y les coordonnées 
d’un point M. Considérons la variable complexe

z =  x +  iy

et soit f (z) une fonction de cette variable ; si la fonction f est 
holomorphe dans l ’aire S, on peut poser

f ( z ) = U + i T ,  -
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U et T étant des fonctions réelles des variables réelles x  et y, et 
l’on a :

AU =  0 

AT =  0

en tout point de S ; on a en outre :

ôU 8T

(8)

ôx ôy 
OU ÔT
ôy ôx

Soient maintenant M' un autre point du plan, x' et y' ses coor
données et z' la valeur de z en ce point ; on a :

z' =  x '—|— iy'.

Considérons la fonction loff ■
z — z

-  ; on peut poser :

!og : Y + i W .

V n’est autre que lo g^ -^ et W  est comme Y  une fonction réelle ·

de x et y, si l ’on suppose M'fixe.
Appelons enfin U' et T 'les valeurs en M' des fonctions harmo

niques U et T ; on a, en vertu de la formule (7) et en remplaçant

lo g (— ) par son égal V :

2t:U' =  n V - ÿ L - U · ^ ) .
(9) « ■ = / (

2 tzT Y

dn
dT
dn

U -jA -)d s

T dV 
dn

ds.

Cela posé, revenons aux formules (8 ); changeons d’axes de 
coordonnées en transportant les axes actuels parallèlement à eux- 
mèmes en un point quelconque x0, y0 du plan, puis en les faisant 
tourner d’un angle a; appelons \ et t\ les nouvelles coordonnées, 
les formules de transformation sont :

x =   ̂cos a —  r, sin a -|- x0 

y == \ sin a -f- -ç cos a +  y0
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et l ’on voit sans peine, en tenant compte des formules (8 ), que 
l ’on a :

OU OT
d£ ¡b)

OU OT
05 ■

%
Supposons par exemple que nous prenions comme origine un

point A de la courbe C et comme axes la normale èxtéricure 
AN et la tangente AT en ce point (fig. 45). On a alors :

dU dT
ds dn

dU dT
dn ds

le sens positif de la tangente étant le sens des rotations inverses ; 
prenons au contraire pour sens positif le sens des rotations 
directes, nous aurons :

dU dT
ds dn

dU dT
dn ds
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On démontrerait de même les formules :

dV d\V
ds dn

dV dW
dn ds

Les intégrales (9) peuvent alors s’écrire :

2 t:U' = f  (VdT —  UdW)
«/10

2 tzT  =  f  (—  VdU —  TdW),

ccs deux intégrales curvilignes étant prises dans le sens direct 
(sens inverse des aiguilles d’une montre). La fonction W  n’est 
pas uniforme ; mais les autres, U, Y, T, sont uniformes et l ’on 
peut écrire :

on a donc :

On a d’autre part

et par suite :

f  VdT =  — J  TdV 

f  VdU =  — J  UdV

2 «U' =  — f  TdV +  UdW 

2tîT' =  ÇUdV —  TdW.

—  dz
z — zL - ^ d V + id W

/ f  (z) ~ r -  / ( U  +  iT) ( -  dV -  idW)

ou :

/  f (z)· z = f —  UdV +  TdW  —  i f  TdV +  UdW

=  O tzT  —  i . 2 -U '
=  2 Í7T (U' +  ÍT7) =  2 i - f (z ')
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d’où enfin :

f(z') = * r  ffr)
2  ÎT; J  z —  t!

dz„

C’est le théorème des résidus de Cauchy.
Ce théorème n’est vrai que si le point M' est intérieur au con

tour C ; les formules (9), de même, ne peuvent s’appliquer que 
dans ce cas.

71. D é fin it io n  d e  la f o n c t io n  d e  G re e n . —  Soient un volume T 
limité par une surface fermée S et M' un point situé à l ’intérieur 
de T.

Supposons que l ’on puisse trouver une fonction II satisfaisant 
aux conditions suivantes :

1° Elle est harmonique dans T,

2° On a : II = ---- — .........sur S,
r

r désignant la distance du point fixe M' (x', y', z') au point 
variable M (x, y, z).

La fonction II étant obtenue, posons :

1
G =  II + - — ·

r

La fonction G ainsi définie est la fonction de Green relative au 
volume T et au point M;.

Cette fonction s’annule sur S et satisfait à l ’équation de 
Laplace en tout point du volume T, sauf au point M' où elle 
devient infinie.

La fonction de Green que. nous venons de définir est relative 
à un volume limité et correspond au problème de Dirichlet inté
rieur. On peut de môme définir la fonction de Green correspon
dant au problème de Dirichlet extérieur.

Soient toujours S une surface fermée et T l ’espace situé à 
l’extérieur de cette surface. Soient, en outre, M' un point 
fixe du domaine T et INI un point variable; appelons r la dis
tance MM'.

Supposons que l ’on puisse trouver une fonction II satisfaisant 
aux conditions suivantes :
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1° II est harmonique dans le domaine T.

2° On a : 11 =  —  — ........ sur S.
r

3° La fonction H s’annule à l ’infini.

II étant obtenue, posons :

G =  II H— — ·
r

La fonction G ainsi définie est la fonction de Green relative au 
point M7 et au domaine T. Elle s’annule sur S, devient infinie 
en M' mais satisfait à l ’équation de Laplace en tout autre point 
de T. '

Quel que soit le domaine T, la fonction G est une fonction des 
coordonnées x, y, z du point variable M ; mais elle dépend aussi 
des coordonnées x', y', z' du point de discontinuité ML On peut 
donc l ’écrire G (x, y, z, x', y', z'), en la considérant comme une 
fonction de ces six variables, ou encore G (M, M'), en indiquant 
par cette notation la valeur, au point M,· de la fonction de Green 
relative au domaine T et au point M'.

72. Propriétés de la fonction de Green. —  Soient deux points 
M et M' du domaine T ; soient en outre G (M, M') la valeur 
en M de la fonction de Green relative à T et au point M' et 

G (M', M) la valeur en M' de la fonction de 
Green relative au point M. Je dis que l ’on a :

G (M, M7) =  G(M ', M).

Pour démontrer ce théorème, nous dis
tinguerons deux cas.

Premier cas.— Le domaine T est situé h l ’in
térieur d’une surface S qui le limite (fig. 46).

Soit alors M" un troisième point du volume T. Posons :

G'(M) =  G(M, M')

G" (M) =  G (M, M")

’ Montrons que l ’on a : \

G' (M") —  G" (M7).
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Pour cela, reportons-nous à une formule démontrée au para
graphe 6 8  : si U et Y  désignent deux potentiels newtoniens dus, 
le premier à une distribution m de masses, le deuxième à une 
distribution m', on a :

Cette formule s’applique encore si U et Y désignent l ’un et 
l ’autre la somme d’un potentiel et d’une fonction harmonique. 
Or, ce dernier cas est précisément le cas de G' et G"; G' est la 
somme d’une fonction harmonique IP et d’un potentiel dù à une 
masse -f- 1 placée au point M'; G" est la somme d’une fonction 
harmonique II" et d’un potentiel dù à une niasse +  1 placée au 
point M". On a donc :

/  ( G /  4 n r ~  G , /  i n r )  d w = ■ 4 "  tG "  w  -  G /  ( M ") ] ·

Mais la fonction G s’annule sur S ; G' et G" sont donc milles 
dans cette intégrale de surface et le premier membre est nul ; le 
second doit l ’être aussi et l ’on conclut :

G' (M") =  G" (M')

c’est-à-dire

G (1VÎ", M') =  G

et de même :

G (M, M') =  G (M', M).

Le théorème annoncé est donc démontré. Cependant il faut 
remarquer que cette démonstration n’est pas sans défaut : elle

dGr
suppose en effet qu’en chaque point de S, —j— 1 existe et est finie

1
et bien déterminée. Or G est égal à II —j---- et l ’on sait, au

sujet de II, seulement ceci, que l ’on a :

API =  0......dans T

sur S
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Mais on ne sait rien sur 4 ^ .  On ne sait donc rien non plus
dn r

dGsur
dn

On peut donner une démonstration plus rigoureuse, nous 
l ’indiquerons plus loin, mais aujiaravant traitons le deuxième cas.

Deuxième cas.— Le domaine T est indéfini : c’est la portion de 
l’espace qui s’étend à l’extérieur d’une surface fermée S.

Traçons alors une sphère 2 de très grand rayon ayant pour 
centre M' et contenant à son intérieur la surface S et le point M

(fig. 47) ; appelons T, le domaine compris entre la sphère 2 et 
' la surface S et désignons par G, la fonction de Green relative au 
volume T, ; enfin désignons par II1 la fonction harmonique corres
pondant et par r et r' les rayons vecteurs issus de M et M'.

On peut écrire :
(M, M') =  II, (M, M') +  - L ,

g1(M',m) = iii (m' ,m) + 4 ;
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le volume T, étant limité, la démonstration du paragraphe pré
cédent s’applique et l ’on a :

Gj (M, M') =  G, (M', M).

Or, on a aussi :

G (M, M') =  II (M, +  ,

G (M ,,M )= II(M ',M ) +  -L ,

et il faut démontrer que l ’on a :

G (M, M') =  G (M', M).

Comparons G et G, ; on a :

G —  G ,=  II—  III.

Considérons la différence II— II,.
Cette fonction satisfait à l ’équation de Laplace dans le 

volume T, ; elle s’annule sur S et prend des valeurs très petites 
en valeur absolue sur la sphère S, si celle-ci a un rayon très grand, 
parce que II et H, s’annulent à l ’infini. Donc, dans le volume T,, 
II —  H, prend des valeurs très petites en valeur absolue, qui 
tendent vers zéro quand le rayon de S augmente indéfiniment. 

Puisque H —  II, tend vers zéro, G — G, tend aussi vers zéro. 
Considérons alors les différences :

G —  G,(M,M')

G —  G, (M', M)

elles tendent vers zéro et comme on a constamment 

G, (M, M') =  G, (M', M) 

on voit que la différence

G (M, M') —  G (M', M)

tend aussi vers zéro quand le rayon de 2  croît indéfiniment ; mais, 
d’autre part, cette différence est indépendante de 2 , on a donc 
nécessairement :

G (M, M') =  G(M ', M).

et le théorème est démontré.
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Cette démonstration repose, on le voit, sur celle du premier 
cas; elle s’en déduit d’ailleurs rigoureusement; mais elle n’est 
sans défaut que si la première est aussi sans défaut. J’ai indiqué 
plus haut, à propos de celle-ci, la critique qui peut être

faite : elle est relative à la dérivée dont il aurait fallu au
dn

préalable démontrer l ’existence.
Il y a des cas cependant où l ’on sait calculer la fonction de

Green et vérifier ainsi directement l ’existence de —:— .
dn

Un de ces cas est celui de la sphère ; nous allons le traiter 
rapidement à titre d’exemple. Occupons-nous d’abord du pro
blème intérieur.

Soient S une sphère, O son centre (fig. 48) et a son rayon. Soit

en outre M7 un point intérieur ; nous voulons calculer la fonction 
de Green relative à ce point.

A cet effet, menons le diamètre OM7 et prenons sur ce dia
mètre le point M77 conjugué du point M7 par rapport à la sphère ; 
enfin soit M un point intérieur quelconque et M, un point de la 
surface ; menons les droites OM,, MM', MM", M,M7, MjM77 et 
posons :

MM' =  r M,M7 =  r, OM =  ?.

MM" =  r' M,M77 =  r71

On a :
OM'. OM" =  a*

O M " =  — ·
■ P

d’où
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On a encore :

L
r'i

d’où

( i) ......
1

r,

Considérons alors la fonction

0
c’est un potentiel newtonien dû à la masse —  située au

point M" ; cette fonction satisfait donc à l ’équation de Laplace a
1

l ’intérieur de la sphère. Sur la surface, elle se réduit à —  — en

vertu de la relation (1 ).
La fonction suivante :

( 2) r
a

est donc la fonction de Green cherchée.
La relation (2) montre qu’elle est égale à la diflerence de deux 

potentiels newtoniens, l ’un dù à une masse 1 située en M',

l ’autre à une masse---- — située en M". Toutes les dérivées existent
? c|q

donc sur la surface S, en particulier -j- ·̂ existe et est continue.

Le problème extérieur de Green pour une sphère se traite 
d’une manière tout à fait analogue. Le résultat qu’ 011 obtient est 
le même :

G =
1

r pr'

où p désigne toujours la distance OM', le point M' étant ici en 
dehors de la sphère.

73. Revenons au cas général.
Etablissons quelques autres propriétés de la fonction de Green ' 

qui nous seront nécessaires clans la suite.
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1° La fonction de Green est constamment positive dans le 
domaine T.

Faisons cette démonstration dans le cas d’un volume T limité. 
On a :

r

Lorsque r tend vers zéro, II reste fini, donc G -------reste éga

lement fini, (rC— 1) tend alors vers zéro et rG tend vers 1. Ainsi, 
quand r est très petit, le produit rG est très voisin de 1 ; on peut 
donc affirmer qu’au voisinage du point de discontinuité la fonc
tion G est positive. Entourons alors ce point d’une sphère très 
petite S. Entre 2 et S, on a AG— 0 ; sur S, G est nulle et sur S' 
elle est> 0 ; donc entre 2 et S, G est partout >0 . Ainsi en tout 
point de T, G est positive.

2° On a constamment dans le volume T.

G < ----
r

On a effet G =  IIH---- ; or, dans T, II satisfait à l ’équation de
1 l

Laplace ; de plus on a 1 1 = -------et par suite II< 0 sur toute la

surface S ; si donc T est le volume contenu à l ’intérieur de S et
limité par cette surface, on a en tout 
point de T

G <  — · 
r

Cette propriété ainsi que la précé
dente s’étendent sans peine au cas où 
le domaine T est constitué par l ’espace 
extérieur à une surface fermée S.

3° Soient encore (fig. 49) un domaine T 
limité par une surface S, et un autre plus grand Tt limité par une 
surface S, et contenant le premier. Soit M' un point intérieur 
à T ; appelons G la fonction de Green relative à T et au point M'. 
On a :

G =  1 1 + — .
r
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Appelons G, la fonction de Green relative à T, et au même point 
M' ; on a :

g ^ + 4 - .

Je dis qu’en tout point M intérieur à T on a :

G j>  G.

En effet, en tout point intérieur à T, on a :

G — G1 =  II —  JIr

Or nous savons que G, est > 0  dans T, ; on a donc:

11, + — > 0 .
1 r

et par suite

en tout point de T, et en particulier en tout point de S.

Considérons alors la fonction II —  II,; elle satisfait dans T à 
l’équation de Laplace et reste négative sur S; elle est donc néga
tive en tout point de T.

Bref, à l ’intérieur de T, on 
a II —  II,< 0  et par consé
quent G, —  G > 0 , d’où:

G, >  G.

4° Soit maintenant (fig. 50) 
une surface fermée S. Consi
dérons le domaine T exté
rieur à cette surface ; dans 

. ce domaine, considérons un 
volume T, limité par une sur- ĵ g 50

face S,.
Soit maintenant M' un point du domaine T, ; appelons G la 

fonction de Green relative à T et au point M' et G, la fonction de 
Green relative à T, et au même point M'. 

i>o i n c a .r é . P o te n t .  N e w t .
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On démontre sans difficulté, en suivant le mode de raisonne
ment qui a servi dans le cas précédent, que l ’on a :

G, <  G

en tout point M de T,.

5° Considérons un domaine T limité par une surface fermée S. 
Soit M' un point de ce domaine et G la fonction de Green rela
tive à ce point et à ce domaine.

Envisageons les surfaces :

G =  const.

A chaque valeur de la constante correspond une surface parti
culière.

Pour des valeurs très grandes de la constante, on a évidem
ment des surfaces très petites entourant le pôle INI' puisque la 
fonction G devient infinie en ce point.

Pour des valeurs très petites de la constante, on a au contraire 
des surfaces très voisines de S.

Enfin on passe d’une surface à une autre par déformation 
continue en faisant varier la constante d’une manière continue.

D’ailleurs la fonction G étant uni
forme dans le volume T, deux surfaces 
correspondant à deux valeurs difieren- 
tes de la constante ne peuvent pas se 
couper.

Les surfaces

G =  C.

entourent donc le pôle et s’enveloppent 
mutuellement.

Cela posé, soit une valeur particu
lière G0 de la constante ; considérons (fig. 51) la surface

Fig. 5i.

G =  G0.

Appelons-la S0; elle délimite, à l ’intérieur de T, un domaine T0.
Traçons autour du point M' une sphère 2; nous pouvons la 

choisir assez petite pour que le minimun de G sur cette sphère
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dépasse toute quantité donnée puisque G devient infinie en M' ; 
choisissons 2  de telle sorte qu’en tous ses points on ait

G >  G,,.

Entre S0 et S, la fonction G est harmonique, elle atteint donc son 
minimum sur l ’une des deux surfaces S0 ou S ; ici ce ne peut être 
que sur 2  et ce minimum est G0. Ainsi en tout point de T0, 
on a :

G > G 0.

Au contraire, entre S et S0 la fonction G est harmonique et son 
maximum est sur S0 puisqu’en tout point de S, G est nulle. Ce 
maximum est donc G„ et l ’on a en tout point extérieur à S0 et 
intérieur à S :

G <  G0.

Considérons alors la dérivée —=—  prise suivant la normale exté- 
. ■ , · dn

rieure à S0.

Cette dérivée existe puisque S0 est à l ’intérieur de S et qu’en tout 
point de T la fonction G a des dérivées des deux premiers ordres. 
D’ailleurs on a en tout point de S„ :

puisque l ’on a :

dG
dn

< 0

G < G 0

en tout point compris entre S et S0.
Reprenons maintenant la formule démontrée au N° 6 8  :

w ........  / ( ü T r - v S i " = 4 ” ï i ” v - “ ' D ) ·

Remplaçons dans cette formule la fonction Y  par la fonction de 
Green G, laquelle est la somme d’une fonction harmonique II et 

1
du potentiel —  dù à la masse m'— 1 située au pôle M'. Rempla

çons en outre U par 1 ; nous devrons faire m = 0  et la formule 
considérée deviendra

......  / · £ - . * — ««■
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Cette intégrale a un sens si on, l'étend à la surface S0 puisque

est bien défini sur cette surface, 
du

T4. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer rigou
reusement le théorème du N° 72 dont 
nous n’avions donné qu’une démonstra
tion imparfaite.

Considérons toujours un domaine T 
limité par une surface S et prenons 
dans T deux points NI' et NI" (fig. 52).

Appelons G' la fonction de Green re
lative au domaine T quand on prend NI' 
pour pôle et G" la fonction de Green 

relative au même domaine quaud le pôle est le point Ni". Dési
gnons en général par les notations :

G'(NI) et G" (NI)

les valeurs de ces fonctions en un point quelconque NI de T.
Nous voulons démontrer l ’égalité :

G' (NI") =  G" (NI').

Pour y parvenir, donnons-nous un nombre s' très petit et con
sidérons la surface :

G' =  s'.

l-ig. 5 *.

Appelons-la S'; elle est très voisine de S et, si s' est assez petit, 
elle contient à son intérieur les points NI' et NI”.

Considérons alors l ’intégrale :

étendue à la surface S' ; elle est bien déterminée en vertu des 
remarques faites dans le paragraphe précédent ; de plus la for
mule (1 ) dans laquelle on fait :

U —  G' 

V =  G"
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et par conséquent :
m =  1

m' =  1 ,

nous permet d’écrire :

(3)...... J =  4 tt[G" (M') —  G' (M")].

Montrons que J est nul.
Cette intégrale est la différence de deux autres :

et

dG"
du

dG'
du

du)

dw.

La première peut s’écrire

E
ç  dG" 

./ dn
du)

puisque la fonction G' est constante sur S' et égale à s'. Si 1 on 
tient compte en outre de la relation (2 ), cette expression devient :

—  4  ra'.

La première intégrale tend donc vers zéro avec s'.
Voyons maintenant la seconde.

. dG' .r
Dans cette intégrale, —j—  est constamment negatu comme

nous l’avons montré appelons alors t" la limite supérieure de 
G" sur S', on a :

dG'
dn

du) < 47îî".

Or e" tend vers zéro en môme temps que e', car la surface S' 
tend alors vers la surface S. Donc l ’intégrale considérée tend vers 
zéro.

Ainsi J tend vers zéro en même temps que s'et par suite l’expres
sion

4 t: [G'(M") — G" (M')] 

qui lui est égale y tend aussi.
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Mais cette expression a une valeur fixe, elle est donc néces
sairement nulle et l ’on a bien

G'(M") =  G" (M').

Le théorème annoncé est démontre.

75. Problème de Green. —  Problème de Dirichlet transformé. —  

Comparaison avec le problème de Dirichlet ordinaire. —  Équiva

lence de ces trois problèmes. —  L’énoncé du problème de Diri
chlet ordinaire a été donné plus haut (64). Voici l ’énoncé du pro

blème de Green.
Plaçons-nous dans l ’espace à trois dimensions.
Soit un volume T limité par une surface fermée S : calculer la 

fonction de Green relative à ce volume et à un quelconque de 
ses points.

Ainsi énoncé, le problème de Green peut être appelé pro
blème intérieur de Gree'n; mais, comme pour le problème de 
Dirichlet, on peut énoncer un problème extérieur de Green.

Dans tout ce qui va suivre, nous ne nous occuperons que des 
problèmes intérieurs; les mêmes considérations s’appliqueront 
aux problèmes extérieurs.

On peut montrer facilement l ’équivalence du problème de 
Green et du problème de Dirichlet.

Soit U la fonction qui doit satisfaire à l ’équation de Laplace 
dans T et dont il s’agit de déterminer les valeurs dans T par ses 
valeurs sur S. Sa valeur U' en un point M' de T est donnée par la 
formule suivante

L’intégrale double du second membre est étendue à la surface S ; 
G est la fonction de Green relative au point M' et à T. Cette for
mule se déduit de l ’intégrale (6 ) du paragraphe 69 en rem-

1  . 1
plaçant le potentiel —  par la somme G du potentiel —  et de la

fonction harmonique IL
Si nous remarquons que G s’annule sur S, la formule ci-dessus 

se réduit à :

4-U'==— y U - ^ -  dw.
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ou bien
dG
dn

dw.

Si donc on sait résoudre le problème de Green, on saura calculer 
la valeur U' de U en chaque point M' de T, c’est-à-dire résoudre 
le problème de Dirichlet.

Inversement, si l ’on sait résoudre le problème de Dirichlet, on 
sait calculer la fonction II et par suite la fonction de Green G 
pour chaque point M' de T.'

Les deux problèmes de Green et de Dirichlet ordinaire sont 
donc équivalents.

76. Voici maintenant en quoi consiste le problème de Dirichlet 
transformé :

Trouver une fonction V satisfaisant aux conditions suivantes : 
1° Que V  soit continue ainsi que scs dérivées premières dans T ; 
2° Que ses dérivées secondes soient finies ;
3° Qu’à l ’intérieur de T on ait, en chaque point :

AV =  —  4 Ttp,

p. étant une fonction finie et intégrable donnée ;
4° Que sur la surface S on ait

V =  0 .

• Posons

U satisfait aux conditions (1 ), (2), (3), mais non à la quatrième. 
Appelons U8 les valeurs de U sur S ; si l ’on sait résoudre le pro
blème de Dirichlet ordinaire, on sait calculer une fonctionW satis
faisant aux conditions (1 ), (2 ) et aux doux suivantes

AW =  0 ..... dans T 

w =  — Us...... sur S.

La fonction
v =  u +  w

satisfait aux 4 conditions proposées. Ainsi donc, sil’on sait résoudre
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le problème de Dirichlet ordinaire, on sait aussi résoudre le 
problème de Dirichlet transformé.

Inversement, supposons que nous sachions résoudre ce dernier 
problème, proposons-nous de résoudre le problème de Dirichlet 
ordinaire, c’est-à-dire déterminons une fonction U telle que l ’on 
ait :

AU =  0...... dans T

U =  »...... sur S,

<s étant une fonction donnée.
Pour y parvenir, formons une fonction W  continue dans T 

ainsi que ses dérivées premières et secondes et se réduisant à œ 
sur la surface : cela est possible d’une infinité de manières. L ’une 
de ces fonctions W étant choisie, la fonction AW  est connue 
dans T. Pour achever le problème, il suffit de résoudre de pro
blème de Dirichlet transformé en prenant pour p. la fonction 
AW. On obtient ainsi une deuxième fonction Y.

Considérons alors la fonction

U = V + W .

Elle satisfait aux conditions proposées et résout le problème 
de Dirichlet ordinaire.

77. Montrons enfin l ’équivalence du problème de Green et du 
problème de Dirichlet transformé.

Supposons que nous sachions résoudre le problème de Green. 
Considérons alors l ’intégrale :

V = j G ( x , y , z , x \ y ' , z ' )  p'dx'

G étant la fonction de Green et l’intégrale étant étendue au 
volume T.

La fonction Y ainsi obtenue est la solution du problème de 
Dirichlet transformé.

En elïet, écrivons :

G = I H ~ h ;

la fonction V prendra la forme :

' y  =  f - ~ ~ -  -f-J’lIu'dT'.
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Appelons V 4 la première intégralë et V8 la seconde ; faisons voir 
maintenant que la somme Vj +  V, satisfait aux quatre conditions 
du problème de Dirichlet transformé.

1° V, est un potentiel de volume; V8 satisfait donc aux con
ditions de continuité. II est une fonction harmonique; on peut, 

dans V2, diflerentier sous le signe J  et l ’on voit ainsi que Vs 

satisfait comme Y 4 aux conditions de continuité. Donc V, qui 
est la somme de ces deux fonctions, v satisfait aussi.

2° On a :

de plus : 

et

donc, en somme

AV =  AV, +  AVa,

AVj =  —  4 up.

AV8 =  0 car AV, =  J Allp'd^' ; 

AV —  —  4 up.

3° Soient M un point intérieur à T, M0 (fig. 53), un point 
de S, V la valeur de la fonction étudiée en M; je dis que, si M

tend vers M0, V tend vers zéro. Pour le démontrer, décrivons 
une sphère S4 tangente extérieurement à S en M0; cela est géné
ralement possible. Distinguons alors plusieurs cas :

P / 'entier cas : p >  0 .

Dans ce cas, V qui est égal 

G et p' le sont.

est positif puisque
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Appelons G la fonction de Green relative à l ’extérieur de la 
sphère et au point M'; on sait que :

G , > G .

Désignons par a le rayon de la sphère, par O son centre et 
par p la distance OM'; appelons M'4 le conjugué harmonique 
de M' par rapport à la sphère ; on a :

Ô M 'Œ Ÿ F ^ a 2·

Enfin posons :
r= M M ' 

r, =  MM',.

On a :

V < j G lfi'dT\

Mais nous connaissons l ’expression de la fonction de Green 
relative à l ’extérieur d’une sphère ; c’est

G, =  —--------— ·
r pr,

’ On a donc :

J r · J  pi’j

Quand le .point M' décrit l ’élément d-c' dans T, décrit un- 
élément dx'j dans S, et au volume T correspond un volume 
transformé T '4 situé à l ’intérieur de S4. Les deux éléments d-r' et 
di/j sont reliés par la formule connue de la théorie de l ’inver
sion :

L’inégalité ci-dessus devient alors :

la première intégrale est étendue au volume T, c’est un potentiel
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newtonien dû à des niasses dont la densité variable est p/; la 
deuxième intégrale est étendue au volume T', et représente un poten-

-S /
tiel newtonien dû à des masses dont la densité est d—p- . Ce sont

a1
donc deux fonctions continues ainsi que leur différence. Or cette 
différence est nulle sur S, et en particulier au point M0, donc 
cette différence tend vers zéro quand M tend vers M0. La fonc
tion V, qui est comprise entre zéro et une quantité qui tend vers 
zéro, tend donc vers zéro.

Deuxième cas : p <  O.

Alors Y  est négatif et l ’on démontre de la même manière 
que :

0 > V >

V, compris entre O et une quantité qui tend vers zéro, tend 
vers zéro quand M tend vers M0.

Troisième cas : p quelconque.

On peut poser :

P ==; P J - f-  P g* >

p/, étant égal à p quand p est > 0  et nul partout ailleurs, pf2 au 
contraire étant égal à p quand p est <  0 et nul partout ailleurs ; 
p'j et p'2 sont continues comme p. On donne ainsi naissance à 
deux fonctions V', et V '2 corresjiondant à p't et p'2; elles ren
trent dans les deux cas précédents et tendent vers zéro quand M 
tend vers M0. Il en est donc de même de V ŝ Y 'j -I-V'j qui 
correspond à p.

Ainsi, en général, quel que soit le signe de p, V tend vers 
zéro quand M tend M0.

La fonction Y  satisfait aux quatre conditions du problème de 
Dirichlet transformé : c’est la solution cherchée.

En résumé les trois problèmes : de Dirichlet ordinaire, de 
Dirichlet transformé, de Green sont équivalents.

78. Cas du potentiel logarithmique. —  Ces résultats s’étendent
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au cas de deux variables et au potentiel logarithmique dans le 

plan.
11 y a cependant une différence : dans le cas du potentiel 

newtonien on ne sait résoudre le problème de Dirichlet que 
quand on sait former toutes les fonctions de Green relatives à 
tous les points du domaine. Dans le cas du potentiel logarithmique, 
le calcul de la fonction de Green pour un point du domaine suffit: 

le calcul pour les autres points s’en déduit.
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RESOLUTION DU PROBLÈME DE DIRICIILET 
DANS LES CAS DU CERCLE ET DE LA SPIIÈRE. 

THÉORÈME DE ITARNACK

79. Fonction de Green pour le cas du cercle. —  Il est facile 
de former la fonction de Green relative à un cercle C de centre 0 
et de rayon a (fig. 54) et à un point M'intérieur à ce cercle.

Traçons O  M' qui rencontre le cercle en A  et B et prenons 
sur cette droite le point M" conjugué harmonique de M ' par rap
port à A et B. Soient d’autre part M un point quelconque situé 
à l’intérieur de C et M4 un point quelconque situé sur le contour 
de C. Posons :

OM' =  p, ÔM" =  —
?

MM' =  r, MM" =  r'

M4M '=  r,, MtM" =  r'4
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On a la relation :

quel que soit le point M,. 
On a d’autre part :

log — -- ]0 rr-iiL==log —b b «/ b v

et :

lot

Posons alors

G =  log. II

On a bien :

II: .]0 g-io— log JL

A il =  0

et de plus II prend bien sur C les mômes valeurs que log —- .  D’où : 

G =  log —  l o g A

ct G est la fonction de Green cherchée.
On peut suivre une marche analogue pour former la fonction 

de Green relative à un domaine constitué par la partie du plan 
qui est extérieure au cercle C.

Sachant trouver la fonction de Green pour le cas d’un cercle, 
on sait par là môme, comme nous l ’avons vu, résoudre le problème 
de Dirichlet pour le cas du cercle. Il y a bien encore, il est vrai, 
quelques difficultés. Mais elles seront levées plus loin à propos 
de la sphère. Il est inutile d’insister sur le cas du cercle, la 
méthode à suivre étant la même que pour la sphère.

80. On peut suivre une méthode plus directe pour résoudre le 
problème de Dirichlet dans le cas du cercle.

Plaçons l ’origine des coordonnées au centre du cercle donné C. 
Soit M' un point intérieur à C. Appelons x, y les coordonnées
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rectilignes rectangulaires de ce point et p, w ses coordonnées 
polaires. On a :

X =  p COS ( i )

y —  p sin w.

Cela posé, on veut trouver une fonction continue V possédant 
des dérivées partielles des deux premiers ordres elles-mêmes 
continues et vérifiant les conditions suivantes :

AV =  0...... à l ’intérieur de C,

V =  ® (w)...... sur le contour de C,

® (w) étant une fonction donnée. Si cette fonction satisfait à la 
condition de Dirichlet, on peut la développer en série de Fourier :

co

» (u>) =  A0 - | - ^ A n cos n oj-|-^ Bn sin no,
1 1

' Posons alors :
co co

V =  Au+^jÿ^A1,p"cos n o +  ^VB„p" s'nnw·

1 1

Je dis que V est la solution cherchée.
Remarquons que nous avons supposé implicitement le rayon du 

cercle C égal à l ’unité. S’il était égal à R, il faudrait écrire :

00 co

V =  A0 A„ cos n w + ^ B n sinnw

1 1

Mais rien ne serait changé pour cela aux raisonnements qui 
vont suivre.

Étudions la fonction V. Plaçons-nous d’abord en un point situé 
à l ’intérieur du cercle C. En un tel point, on a :

P C 1 ·

Prenons p0 tel que :

? <  Po< i ·

Cela est possible. D’autre part il est facile d’assigner une limite
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supérieure N aux modules des coefficients de la série » (w). Dans 
ces conditions, on a évidemment :

I Anp" cos nco | <  Np0”

J B„p" sin nto | <  Np0"
|A 0 [< N .

Les termes de la série V sont donc inférieurs en valeur absolue 
aux termes correspondants de la série :

00

N +  2 ^N p„»

1

cpii est convergente et à termes tous positifs. Donc, dans tout 
domaine intérieur au cercle G, la série Y  est absolument et uni
formément convergente et sa somme Y  estune fonction continue. 
On démontre de la même façon que V possède des dérivées par
tielles de tous les ordres elles-mêmes continues.

11 résulte des remarques précédentes que, pour montrer que 
l ’on a :

AY =  0

en tout point intérieur à C, il suffit de montrer que chaque terme 
de la série Y satisfait à cette relation. Or on a :

(x -f- iy)n =  p" (cos no -(- i sin no)

Mais (x -+- iy)n est une fonction analytique holomorphe de 
x -|- i y. D’où :

A (p" cos no) =  0 

A (pn sinnw) —  0.

On peut d’ailleurs le vérifier directement. En effet, changeons 
de variables et écrivons l ’identité :

» Av d2V i 1  9V 1 ô2V
AV ~  dp2 +  P dp +  p2 ÖW2 '

Tout revient avoir que l ’on a :
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c’est-à-dire :
n ( n _ l ) - | _ n —  n2= 0

ce qui est évident.
Enfin, en vertu d’un théorème d’Abel relatif aux séries entières, 

il est clair que Y  tend vers » (w) lorsque p tend vers 1. Donc Y 
est bien la fonction cherchée.

Remarquons que l ’on vérifie aisément les relations :

Si donc on pose :

A„ cos mo -f- B„ sin nu

on obtient la solution du problème de Dirichlet pour le cas où le 
domaine envisagé est constitué par la partie du plan extérieure 
au cercle G.

81. Représentation conforme. —  Soit une variable complexe :

z =  x iy.

Considérons une 
variable z :

On a :

D’où :

fonction analytique 

f ( z ) = X .+  iY. 

ôX ôY
ôx ôy

a x __ ôy_
ôy ôx

AX —  0, A Y = 0 .

holomorphe de la

De plus, X et Y sont continues et possèdent des dérivées par
tielles de tous les ordres elles-mêmes continues. Ce sont donc 
certainement des fonctions harmoniques.

Réciproquement, soit X une fonction uniforme de x et y, har-

Poixcaré· Potent. Newt. 12
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monique dans un certain domaine D. Je dis que c ’est la partie 
réelle d’une fonction de variable complexe régulière dans le 
domaine envisagé. Posons en effet :

Y  = dy

L étant un chemin d’intégration qui ne sort pas du domaine D. 
L’expression :

ax
»y

dx

est une différentielle exacte puisque l ’on a par hypothèse :

AX =  0.

Donc l’intégrale curviligne considérée est indépendante du 
choix que l’on fait pour L. De plus, on a bien :

dY _ _  OX 
ùx ùy

OY OX
ôy ~  ôx

*

Donc X -f- i Y est une fonction analytique de x -j- iy . D ’ailleurs 
il est évident que cette fonction n’a aucun point singulier dans 
le domaine D. Je dis qu’elle est uniforme. En effet on a :

d f = d X + i d Y .
Mais :

si G est un contour fermé situé tout entier dans D. D ’où :

=  0

dans les mômes conditions.

82. —  Soient deux aires a et A limitées respectivement par les 
contours c et C. Supposons qu’il existe unè correspondance 
univoque et réciproque entre les points cle a et ceux de A> de 
telle sorte qu’à tout point m de a corresponde un point M de A 
et un seul, et réciproquement. On dit alors que l’on a effectué
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la représentation uniforme des deux aires a et A l ’une par l’autre. 
Appelons x, y les coordonnées de m et X, Y celles de M ; 
X, Y  sont des fonctions uniformes de x, y et réciproquement.

Envisageons deux courbes tracées dans a et se coupant en m : 
il leur correspond deux courbes tracées dans A et se coupant 
en M, si, comme nous le supposons, la correspondance établie 
entre a et A est telle qu’à deux points infiniment voisins pris 
dans a correspondent deux points infiniment voisins dans A et 
réciproquement.

Si l ’angle des deux courbes de A en M est égal à l ’angle des 
deux courbes de a en m, c’est-à-dire si les angles sont conservés 
par la transformation, on dit que la représentation est conforme. 
Il y a d’ailleurs deux sortes de représentations conformes : les 
directes et les inverses, suivant que les angles correspondants 
sont ou non de même sens. Je ne m’occuperai que des repré
sentations conformes directes. Dans ce cas, X-}-i Y doit être une 
fonction analytique de x +  iy. D ’où :

i)X ÙY

«>x ~  t y

OX OY
Oy —  Ox

Ces conditions sont nécessaires et suffisantes.
11 est clair que, si l ’on sait faire la représentation conforme 

d’une aire a sur une aire ¡3 et celle de ¡3 sur une troisième aire y, 
on saura aussi faire la représentation conforme de a sur y.

83. —  Supposons maintenant que l ’on sache faire la repré
sentation conforme de a sur A. Admettons en outre que le pro
blème de Dirichlct ait été résolu pour le domaine a limité par c. 
Alors on pourra le résoudre pour le domaine A limité par C.

En effet notre hypothèse est que l ’on sait construire une 
fonction v régulière dans a vérifiant les. relations suivantes :

a*v O’v
, — r—t- = U ......  dansa
ùx* ov*K/

V =  a (S)......sur c

o (s) étant une fonction donnée de l ’arc s de c.
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Cela posé, nous voulons trouver une fonction V  régulière 
dans A et vérifiant les relations suivantes :

Ô2V
ÔX2

V =

-^rrr= 0 __dans
DV

4> (S)......  sur C

A

O (S) étant une fonction donnée de l ’arc S de C.
En vertu d’une remarque faite au paragraphe 81, v est la 

partie réelle d'une fonction analytique holomorphe de x +  iy :

v -h  iw =  f (x +  iy)

mais on a : 

D’où :

X +  iY =  F (x +  iy) 

v +  iW= f 4(X +  iY)

On peut alors poser :

V =  v(X, Y).

La fonction Y  est harmonique dans A et prend sur C la même 
succession de valeurs que v sur c.

On sait résoudre le problème dcDirichlet pour un cercle. Donc 
on peut le résoudre pour toutes les aires qui sont conformément 
représentables sur un cercle.

84. Considérons encore une aire T. Si l ’on connaît la fonction 
de Green relative au domaine T et à un point particulier M' de ce 
domaine, je dis que l ’on pourra trouver toutes les fonctions de 
Green relatives au même domaine. En effet on a :

G =  lo g -^ - +  II,

la fonction H étant définie par les égalités suivantes :

A I I= 0 ......dans T
I*

II = —  log — ...... sur le contour de T.

La fonction G est uniforme. De plus c’est la partie réelle d’une
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fonction analytique de x + i  y. Appelons G' la fonction qui lui 
est associée et posons

G +  iG' =  f (x -|- iy).

. La fonction G' est-elle uniforme ? Nous ne pouvons pas l ’affir
mer, à cause de l ’existence du point singulier situé en M'. Mais, 
pour voir ce qu’il en est, il nous suffit de tracer les courbes :

G =  Cle.

Nous savons qu’elles s’enveloppent mutuellement (§ 73) et 
qu’elles contiennent toutes le point M' à leur intérieur. Cela posé,

désignons par et —jî- les dérivées prises respectivement sui

vant la tangente et la normale à l ’une de ces courbes. On a :

D’où

dG' dG
ds dn

dG7 dG
dn ds

/ dG' = /
dG'
ds

ds,

le contour d’intégration étant l ’une des courbes :

G = G lc.

Or, nous avons vu que :

Donc :

/
dG
dn

ds —  —  2  71,

J  dG' =  —  2  t:

et la fonction G' n’est pas uniforme, puisqu’elle augmente de 
—  2 tz quand on fait décrire au point x, y un contour fermé 
entourant le point M'. Toutefois, si la fonction G' n’est pas uni
forme, il n’en est pas de même de la fonction :
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Donc on peut poser :

eG + iG' =  f, (x +  iy) =  X +  iY,

f, étant une fonction analytique uniforme de x -j- i y.
Maintenant, considérons le cercle :

X* +  Y * =  1.

Je dis que nous pouvons faire la représentation conforme de 

l’aire T sur ce cercle. On a : -

V'X* +  \ 1' =  eG.

Donc les courbes :
G =  G10

se transforment en les cercles concentriques :

X* +  Y 1 =  Cto.

D’ailleurs la courbe :
G =  0

qui n’est autre que le contour de l ’aire T devient le cercle î

X* +  Y * = l .

La représentation est ainsi réalisée. En conséquence, on peut 
résoudre le problème de Dirichlet pour l ’aire T et par suite trou< 
ver toutes les fonctions de Green relatives à ce domaine. La pro
position annoncée est donc établie.

Ce théorème n’est plus vrai dans le cas de l ’espace.

85. Résolution du problème de Dirichlet pour le cas de la sphère.

—  Nous avons déjà formé (Sj 12) la fonction de Green relative à 
-une sphère et à un point* M' situé à l ’intérieur de celle-ci. Si l ’on 

appelle (fig. 55) :

a......  le rayon de la sphère,

p...... là distance OM',

r ...... la distance MM'

r '—  la distance MM",
on a :

r
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En tout point de la surface de la sphère, la relation :

r'
r

est vérifiée, puisque les points M7 et M77 sont conjugués harmo
niques par rapport à la sphère.

Posons :
9 =  MjOM7

Alors :

«p=OM,M7

dG _ cos o a cos ^
dn or,/2

dG
En eil’e t—  est la projection sur le rayon 0 M, des attrac-

tions dues à deux masses, l ’une 1 située en M7, l ’autre —  ■—
. . ■ ■ . · - .. ? 

située en M77. On peut d’ailleurs facilement vérifier la formule pré-
dG

cédente par un calcul direct. Transformons l ’expression de : 

dG r cos :p . a r7 cos J/
dn
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Or on a sur la sphère :

D’où
dG
dn

r cos v

Mais :

Remplaçons :

dG
dn

r cos » =  a —  p cos 9

il"
r' cos : ------cos 9 —  a.

a —  p cos 9
P2

dG a2— p2

dn ar3

On voit que -j—  est proportionnel à — .

Cela posé, cherchons à résoudre le problème de Dirichlet pour 
le cas de la sphère. Il s’agit de construire une fonction Y  régu
lière en tous les points situés à l ’intérieur de la sphère et satis- ' 
faisant aux conditions suivantes :

AV =  0...... à l ’intérieur,

Y =  une fonction donnée......à la surface

Appelons V la valeur de la fonction inconnue en un point M 
situé il l ’intérieur de la sphère et V' la valeur donnée de cette 
même fonction en un point M7 de la surface. Soient, d’autre part, 
dw7 un élément infinitésimal de cette surface et G la fonction de 
Green ayant le point M pour pôle. On a (§ 75) :

V
1

4 tï

dG
dn

dw7,

le champ d’intégration étant la surface de la sphère. Cette for
mule permet de résoudre le problème que nous nous sommes 
posé. Mais il y a deux objections possibles :
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dG
1°...... —■ existe-t-il ? Nous avons vu plus haut que oui.

2 °.....  la méthode suivie suppose que l ’on admette d’avance
l’existence de la solution cherchée.

Pour atteindre une rigueur parfaite, il nous faut établir que 
la fonction Y construite au moyen de la formule précédente rem
plit bien toutes les conditions imposées à la fonction cherchée. 
C’est ce que nous allons faire. Nous sommes ainsi amenés à dis
cuter une intégrale connue sous le nom d'Intégrale de Poisson.

8 6 . On a :

D’ou :

Posons :

On en déduit :

Comparons V à la fonction :

qui est le potentiel newtonien d’une couche de matière attirante 
répandue sur la surface de la sphère. Soient x, y, z, les coor
données rectangulaires d’un point et p, 9, ç ses coordonnées 
polaires ! On a :

x =  p cos tp sin 9 

y =  p sin cp sin 9 

z =  p cos 9.

Grâce h ce changement de variables, V devient une fonction de

P, 9’ ? ·.
Étudions l ’expression :

dG a2 — p2
dn ar°

y _ r ( ^ - p g) W  
J  4 tou·3

· = /

,, V' -
4 t: îi

ou
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On a :
au au , au , au

p =  x  — ------ p  y  -r------ h  z  -r----
1 dp dx J dy dz

En effet :

p =  v/x * +  y* +  z* .

Laissons alors 9 et <p constants, mais donnons à p un accroissement 
infiniment petit dp. Nous passons ainsi du point dont les coor
données sont p, 9, » au point dont les coordonnées sont p -f- dp, 
9, ». On a :

au
dp dp dy-f

dU
dz

dz,

en appelant x, y, z et x -f- dx, y -)- dy, z -f- dz les coordonnées 
cartésiennes des points M et M' (fig. 56) dont les coordonnées

polaires sont p, 9, », et p -|- dp, 9, ». Remarquons que dx, dy, dz 
sont les projections orthogonales de dp sur les trois axes de coor
données. D’où :

dx _ dy _ dz dp

x ~ y

Nous pouvons remplacer :

dx, dy, dz, dp
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par des quantités proportionnelles. On conclut de là :

DU DU
Dp = X ^ r  +  y Dy

DU , DU 
—  ^ z - dT

C’est ce que nous voulions établir. 
On a :

OU

1 ?

0 (±

D?
dw'

D’autre part, on peut écrire :

1,2 =  a2 -f- p2 —  2  a p cos 6 

Q =  MOM'

rdr =  pdp —  a cos 9dp

dr p —  a cos 9 
dp r

en posant (fig. 55) : 

On tire de là : 

c’est-à-dire :

Par suite :

o ( J L )
\ r /
ôp

Dp

J _  JÏL
r 2 Dp

a cos i

Donc : 

DU

18

DU r  ,
dw•’ =  f , ’ É = É = É dw'.

Or

U  = -f-r-  "
et :
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D’où :

U +  2? ^  = V .* il a

Cette relation va jouer un rôle essentiel dans nos raisonnements. 
La fonction U est un potentiel newtonien dû à une surface atti

rante. Donc U a des dérivées partielles de tous les ordres qui 
sont finies et continues, en tout point situé à l ’intérieur de la 
sphère. De plus on a :

AV =  0

dans le même domaine. Maintenant il est clair que p -V— est aussi
1 dp

une fonction continue et possède des dérivées à l ’infini. En outre,

0U \ 

? D p )
0 .

En effet, de la formule :

OU DU , OU
s - ^ = x t o r + y -ÛO

DU
ôz ’

on déduit :

A (? If ) — xA (ir)+yA (17)+ 2A (isr)+ 2 AU
et, comme on a

AU == 0,

ce qui entraîne :

on peut écrire :

La relation :
AV =  0

est ainsi vérifiée.
En un mot, il résulte des remarques précédentes que V est 

une fonction harmonique dans la sphère.
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/

Il nous reste à constater que Y  (x, y, z) tend vers V' (x', y', z') 
quand le point M (x, y, z) tend par un chemin quelconque vers le 
point M' (x', y', z') de la surface de la sphère.

Rappelons d’abord un résultat établi dans la théorie des sur
faces attirantes. Soient (fig. 57) :

S .........................  une surface attirante.
M„.........................  un point fixe de S.
M .........................  un point de l ’espace.
x, y, z .............. les coordonnées de M.
MM,.....................  la droite qui joint M à M„.
M'.........................  un point de S.
x', y', z ' .............. les coordonnées de M'.
p ' .........................  une fonction de x', y', z'.
p0 .........................  la valeur de p' en M0.

Supposons que le point M tende vers le point M0 en suivant la 
droite fixe MM0. Prenons la normale à S en M0 pour axe des z et 
le plan tangent à S en M0 pour plan des x, y, les axes de coor
données étant d’ailleurs rectangulaires. Considérons maintenant 
l’intégrale :
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r étant la distanco MM'. Si les axes sont quelconques, on a ;

NMp/de/

N étant la projection de M sur la normale en M0, projection 
laite parallèlement au plan tangent en M0. Le champ d’intégration 
est toujours la surface S dont du' est un élément. Cela posé, on 
sait que :

lim2=(1J = 2 - ; v

Appliquons cela.

Fig. 58.

On a (fig. 58)

ut/dio'
v = ( a

V :‘ 2 —  p2
W„N J  r*

Si M tend vers Mu, N y tend aussi. Dans ce cas, on a

lim
as----r.2

- U . N

: lim (a —|— p) =  2  a,

car :

W0N =  a —  ON =  a —  p cos a, 

a étant l ’angle WON, ce qui prouve que :

lim W0N i= lini (a—  p).
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D ’autre part, en vertu du lemme rappelé plus haut, on a :

limf :2 tí¡A0.

D ’où :

ce qui donne bien :

lim Y  =  4

lim V =  V'

En définitive, il est prouvé que la fonction V résout le problème 
de Dirichlet dans le cas de la sphère.

87. Reprenons la formule :

/  ' v = u + 2? - ^ -

On sait que' U est le potentiel dù à une certaine couche de 
matière attirante répandue sur, la surface de la sphère. Aucune 
des masses qui engendrent U n’est située à l ’intérieur de la sphère. 
Donc (§ 23), dans ce domaine, U est développable en série de 
polynômes sphériques :

U =  no-4- n2 —|— ïl2 —|—......—|— II,. —|— ...

On peut écrire :
n „ = :Pnx„,

Xn étant une fonction sphérique. D’où

U  =  X „  H -  p X ,  +  p2X 2 +  · · · +  p " X n+  . . .

Les quantités X, ne dépendent que de 0 et ». D’où :

P =  p X i  +  2  ? 2X 2 +  · ■ - +  n p " X „  + . . .

Ces deux séries sont convergentes pour :

p <  a.

On déduit de là qu’à l ’intérieur de la sphère V est développable 
en série de polynômes sphériques :

V = S ( 2 n +  l)  P"X„ =  S ( 2 n + l )  Il„.
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Ce développement est valable pour tout domaine contenu dans 
la sphère.

On ne peut pas, en général, modifier l ’ordre des termes dans 
les séries précédentes et ordonner par rapport à x, y, z. Cepen
dant cette opération est possible (§ 24) si :

P <  ).a,

étant une constante suffisamment petite. Donc V  est une fonc
tion holomorphe dans le voisinage du centre. Il en est de même 
d’ailleurs en tout autre point de la sphère, comme on le verrait 
en ordonnant les développements par rapport à x —  x0, y —  y0, 
z —  z0, si l ’on appelle x0 y0 z0 les coordonnées du point considéré.

Tirons de là une importante conséquence. Soit un domaine T 
dans lequel une fonction Y  est harmonique. Prenons un point M 
quelconque à l’intérieur de ce domaine et entourons ce point 
(fig. 59) d’une sphère S assujettie seulement à ne pas sortir deT. 
La fonction V est harmonique dans S. Donc on peut trouver une 
nouvelle sphère S ayant pour centre le point M, contenue dans 2 et 
assez petite pour que V soit développable dans S en série entière 
procédant suivant les puissances de x —  x0, y —  y0, z —  z0 (si l ’on 
appelle x0, y0, z0 les coordonnées de M). Donc la fonction V est 
holomorphe en tout point de T.

88. M é t h o d e  d e  T h o m s o n . —  Envisageons une transformation 
ponctuelle de l ’espace par rayons vecteurs réciproques. Plaçons 
(fig. GO) l ’origine des coordonnées au pôle d’inversion O et sup
posons que la sphère directrice ait un rayon égal à l ’unité de
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longueur. Si M et M, sont deux points correspondants, on sait 
(ju’ils sont en ligne droite avec l ’origine et que l ’on a :

OM.OM1 =  'l.

Voyons les applications de cette méthode de transformation 
à l ’étude du potentiel.

1°... Cas d’un seul point attirant. —  Soient (fig. 61) M'un

point attirant et M un point attiré. Au point M' correspond le 
point M'j et au point M le point Mt. Posons :

Ô M = p , Ô ÂP^p', 0 1 ,  =  ?',
M ÂP^r, MJVFj^r,.

ppi —  p'p' ^ 1

r p' p

à cause de la similitude évidente des triangles OMM' et OMjM',.
Supposons que le point M7 porte une masse m' et le point M'j 

une masse m'j. Quant aux points M et M,, leurs masses sont par 
hypothèse égales à +  1. Alors, si nous appelons V le potentiel 

Po in c a r é . Potent. Newt. i3

On a : 

et :
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dû à l ’action de M' sur M et Vt le potentiel dù à l ’action de M', 
sur M,, nous avons :

V =  ™ Y,:

D’ou :

O r:

m', Y
m' Y.

_  Pi

Par suite
m'j V
m ' V ,  , p'

Choisissons m', de telle façon que :

J ü l = J - = o ' .
m' p' 1 1

Puisque m' est donné, on voit que m', peut être déterminé. De 
m'

plus, le rapport — t est indépendant de p. On a alors :

V V,

c’est-à-dire
V  =  p1V 1 , V 1 =  p V .

2°... Cas de plusieurs points formant un ensemble discret. —  
Soient M un point attiré portant l ’unité de masse et :

M, M,......M,....... M,

un système de p points attirants portant respectivement les 
niasses :

m,m2...... ni!......mp.

Le potentiel produit en M est :
p

y  — V  m<

1

en désignant par r,, la distance MM,.
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Appelons M 'le  point qui correspond à M dans l’inversion et :

ceux qui correspondent à : 

'■ ? 

Posons en général :

M', M'2- .. M',.· ... M'f

nt à :

M, M ,.... . M,.... • Mp.

OM =  p, OM, =  Pi
0M' =  p', O M '= p ',

MM, =  r„ M'M', =  !·',.

pp'=..Pi?', =  1

p'i _  r 'i
Pi P 1 r.

On a : 

et :

pour toutes les valeurs de l ’indice i depuis 1 jusqu’à p. Atta
chons maintenant à chaque point M', la masse m', déterminée 
par la relation :

jn ^ = J _  =  o,
m, p, ?

D’autre part, considérons le potentiel V' produit en M' par 
l’attraction des points M', :

* , y / _ y i  nr,
* Z j  v’i

On a

1 , —  r, —  
Pi

m, p, _ 1  m,

D’c

pi i’i? P r,

p 'V ' = =  Y .

' p?r —  i> ·

Comme on a :
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on en déduit :
Y '  —  p Y .

3°.. . Cas d’un volume attirant. —  Considérons un volume atti
rant T où la densité de la matière est p. en chaque élément de 
volume dx dont le centre de gravité est le point M. Soit P un 
point attiré portant l ’unité de masse. Appelons r la distance MP. 
Le potentiel produit en P est :

V =
udx

r

Transformons par inversion. Le volume T devient un volume T' 
où la densité de la matière est p/ en chaque élément de volume dx' 
dont le centre de gravité est le point ML Soit P' le point qui 
correspond à P. Appelons v' la distance M'P'. Le potentiel pro
duit en P' par T' est :

p'dx'

Le point M' est supposé, lui aussi, porter l ’unité de masse. 
Quant à p', on peut le choisir arbitrairement. Posons :

p'dx' 1
■  = --------  = P  M/>pdx pM

en appelant pM la distance OIM et p'M/ la distance OM'. Désignons 
encore par p la distance OP et par p' la distance OP'. On a :

et :

D’où

P p ' ----- piMp^RI/ ----  1

J
P M/

f  M

1

M

Prenons donc :
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Alors la relation :
¡A'dT' 1

[Jt-dx Pm
p Mi

est bien vérifiée. D’où :

jVdV _ jzd 2_
P M/ —,---

P Mi

p.d·:

On en conclut

Y' =  pV, V —  p'V'.

4° Cas d’une surface attirante. —  Conservons les mêmes nota
tions, en remplaçant seulement les éléments de volume d·: et d?' 
par les éléments de surface do/ et de·/. On a ici :

d&>

On prend donc

et l’on a encore :

K _
P,3M /

?3m

D’c

udw Pm

_ . /
-p  M/·

V ' = PV, V =  P'V\

5° Cas-d’une ligne attirante. —  Conservons toujours les mêmes 
notations, mais en remplaçant les éléments de surface dw et d</ 
par les éléments de longueur ds et ds'. On a ici :

_ds'
ds

1

On prend donc :

et l ’on a encore

' ----  p  M/ —

' 1

1 Pm/

- 2 P M

u/ds' 1
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D’où :
v'=pv, y=p'v'.

5° R e m a e q u e . —  D a n s  to u s  le s  ca s  e x a m in é s ,  o n  a :

V '=  pV.

Supposons que P7 s’éloigne à l ’infini, alors P tend vers l ’ori
gine, p tend vers zéro et V reste fini. Donc Y ' tend vers zéro.

Supposons maintenant que P s’éloigne à l ’infini. Alors pV 
tend vers la valeur A de la masse totale qui engendre le poten
tiel V. Il en est donc de même de Y ' quand P ' tend vers 
l ’origine.

8 9 . E q u iv a le n ce  d e s  p r o b lè m e s  d e  D ir ic h le t  in t é r ie u r  e t  e x t é r ie u r .
—  Soit une fonction V, (fig. G2) harmonique à l ’extérieur d’une

surface fermée S,, s’annulant à l ’infini et prenant sur S, des 
valeurs données. Admettons que les dérivées premières de V, 
restent finies et continues même sur S,. On peut alors construire 
une fonction définie, uniforme et continue à l ’intérieur de St, 
qui prenne sur S, les mêmes valeurs que V, et qui possède à 
l ’intérieur de V, des dérivées continues des trois premiers ordres. 
Cette nouvelle fonction peut être regardée comme un prolonge
ment de la fonction Y,. On a :

AV, = 0 . . .  à l ’extérieur de S,

AV, =^A0... à l ’intérieur de S,.

De plus les dérivées de V, sont en général discontinues quand 
on traverse la surface S,. Dans ces conditions, il est clair que 
V, peut être regardé comme la somme de deux potentiels, l ’un 
dû à une couche attirante répandue sur S,, l ’autre dû à des masses
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distribuées à l’intérieur de S,. Effectuons maintenant la transfor
mation de Thomson. Le potentiel V4 devient un potentiel V et. 
en deux points correspondants on a la relation :

V, =  pV·

Par cette même transformation, la surface S, devient une nou
velle surface fermée S et, si le pôle d’inversion a été pris à l ’in
térieur de S,, l ’espace extérieur à Sj devient l ’espace intérieur 
à S. Le potentiel V est dù à des masses extérieures à S ou situées 
sur S. Donc, à l ’intérieur de S, on a :

AV =  0.

Donc Y  est harmonique. De plus V prend sur S des valeurs 
qui sont données par la relation :

V = 1"

On voit par là comment on peut ramener le problème extérieur 
de Dirichlet au problème intérieur, et réciproquement. 

J’indiquerai seulement, pour terminer, que, si la fonction :

v i(x>y> * 0

est harmonique à l ’extérieur de S,, la fonction :

Y

est harmonique à l ’intérieur de S. C’est ce que nous venons de 
voir. On peut le vérifier par un calcul direct.

90. Cas du potentiel logarithmique. —  Soit un potentiel :

V =  S m log-^2- 
°  P

/
dù à des masses quelconques. Faisons une inversion comme 
ci-dessus, mais en donnant des masses égales à deux points 
correspondants. On a :
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D’où ;
r 0^

V ,—  Y  —  Z m lo g---  =  2 m log ,

en reprenant les mêmes notations que pour le cas d’un point atti
rant au paragraphe 8 8 . On peut écrire :

V, =  V +  Zm log —  Sm log .

On voit que la différence V, —  Y  ne dépend que de la position 
et de la valeur des masses attirantes données.

La conclusion est la même, qu’il s’agisse de points discrets, 
de surfaces ou de lignes.

On verrait, comme pour le potentiel newtonien, qu’on peut 
ramener le problème de Dirichlct intérieur au problème exté
rieur, et réciproquement. Seulement, ici, si :

V (x, y, y-,)
est harmonique,

l’est aussi.

91. Propriétés des fonctions harmoniques à l'infini. —  Considé
rons l’espace extérieur à une sphère S de rayon 1 (fig. 63). Soient 
]M et Mj deux points correspondants dans l ’inversion définie par -  
prise comme sphère directrice. Posons :

p =  O M ,  p, =  O M ,.

O n  a :
P?i =  1·

Si Vj est une fonction harmonique à l ’extérieur de S, la méthode 
de Thomson permet de construire une fonction V harmonique à 
l ’intérieur de 2. Entre les valeurs de V et de Vt en deux points 
correspondants, on a la relation :

Remarquons que Y  est harmonique même au voisinage de 0>
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pourvu que Y , s’annule à l ’infini et s’y comporte régulièrement 
comme un potentiel newtonien. '

Cela posé, on peut écrire (§ 87).

Y  =  S  ( 2  n  + · ! )  n „  =  S  ( 2  n  + 1 )  p " X B.

D’où :

V, =  4 - = S.(2 n + l ) - ? 5 T -

n'„
^  =  2 (2 1 1 + 1 ) - ^

en posant :

n 'n =  ?l"X n·

Le développement de V est valable à l ’intérieur de 2  et celui 
de V t l ’est à l ’extérieur.

92. R emarque. —  Considérons (fig. 64) une fonction V har
monique en tout point M situé à l ’intérieur d’une sphère S, saut 
peut-être au centre 0 .

Posons :
r  Yd.,>
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S étant une sphère de rayon p concentrique à S et tout entière 
intérieure à cette dernière sphère. On voit que J représente la

valeur moyenne de Y  sur 2 . Envisageons maintenant une sphère Q 
concentrique aux premières et de rayon 1. Soit :

do,=
dco

4 IM*

Alors ds est un élément de la sphère Q. D’où :

On en déduit

J Yda·.

dJ
dp J  [a) dp 4-p- J(s;

2 _dJ_ _  J _  Ç  d 
 ̂. dp 4 it Js c

dV 
) dn

du>

Considérons deux sphères S et 2' correspondant à deux valeurs 
difïerentes de p, p et p'. Entre ces deux sphères, V  est harmo

nique. D’où :

X
d v
dn

dV
dn

dw.

Par suite :

=  Cle =  —  C.
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On en déduit :
dJ _  C
dP —  p*

J =  — +  A,
?

-A étant une nouvelle constante.
Si V est harmonique môme en O, J conserve une valeur finie 

lorsque p tend vers zéro, car si on pose alors :

| V | < N

on a évidemment :
| J|< 4*N .

Donc :
C —  0.

La même conclusion subsiste, si,V  n’étant pas harmonique en O, 
on peut cependant réaliser l ’inégalité :

Dans ce cas en effet, dès que p serait assez petit, on aurait :

I V 1 <  J.

si C était différent de zéro. Mais cela est impossible puisque J est 
la valeur moyenne de Y. D’où :

C =  0.

D’ailleurs la conclusion ne serait plus exacte dans d’autres cas, 
du moins en général. Prenons en effet par exemple :

On a ici :

J =  f ~ T ~ T  =
J  4 '7tpJ

4 t:o2

D’où :
C =  l .
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93. Théorème analogue à celui de Laurent. —  Soit Y  une fonc
tion harmonique dans l ’espace compris entre deux sphères 
concentriques S0 et S, dont les rayons sont respectivement p0 

et p, (p0 <  pt) - Celte fonction est susceptible d'un développement 
en série analogue à celui qui est connu sous le nom de formule de

Laurent pour les fonctions analytiques holomorphes dans une 
couronne circulaire.

Soient x, y, z les coordonnées d’un point M situé entre les 
sphères S0 et S,. Posons (fig. 65) :

p =  OM =  V̂x2 +  y2 +  z2.

Nous supposerons, ce qui est permis évidemment, que Y  reste 
finie et continue ainsi que ses dérivées sur S0 et Sx ; cela revient à 
dire que V est harmonique dans un espace un peu plus grand que 
celui que nous considérons. Dans ce cas, on peut, d’une infi
nité de façons, construire une fonction W  jouissant des propriétés 
suivantes :

1 °......W  est défini à l ’intérieur de S„.

2°...... Si l ’on considère une fonction 0 qui coïncide avec Y
entre S0 et S, et avec W  à l ’intérieur de S0, 0 présente tous les 
caractères de continuité des fonctions harmoniques régulières.
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Posons maintenant :

.0.' =  —  r-—  A0 
4 tz

et

U =
J  (Si)  r

.On a :
AU =  A0 =  AW ...... pour p < p0

AU == A0 =  AY = 0 ......pour p0<p < p,

AU =  0 ...... pour p >  pr

Or on peut écrire :

v  =  (0 — U) +  U ...... pour p0< p < p ,.

A l’intérieur de S,, on a:

A ( 0  —  U) =  0,

d’où (J 87) :

0  —  U = S ( 2 n  +  l ) n n =  S ( 2 n + i ) p ’X..

Ce développement est valable pour :

P < Pr.

Cela posé, U est un potentiel newtonien engendré paé des masses 
situées toutes à l ’intérieur de S0. Donc, pour :

on a (§ 91) :

U =  S·

P .< P < P .

II', X',

On conclut de là :

Y  —  2 (2 n + 1 )  n„ -f- S II',

ou encore :

Y  —  S (2 n + 1 ) p»Xn + S +" - ·
r

Ce développement, dont l ’analogie avec celui de Laurent est
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manifeste, est valable à l ’intérieur du domaine où Y  est harmo
nique, c’est-à-dire pour :

P o < P < P i ·

94. Je dis que le développement précédent n’est possible que 
d’une seule manière. Cela peut paraître paradoxal, car le choix 
deW comporte beaucoup d’arbitraire. Néanmoins, voici la preuve 
de ce fait.

Commençons par démontrer une importante propriété des poly

nômes sphériques. Posons :
t

n „ =  p"X„

ni> =  ?PXP>

X„ et Xp étant deux fonctions sphériques. Considérons une 
sphère G de rayon p ayant pour centre l ’origine et comparons 
son élément infinitésimal du à celui de la sphère X concentrique 
et de rayon 1. Si l ’on appelle p,0, les coordonnées polaires 

d’un point, on a :

dw —  p5 sin üdQd» = p ado·.

D’autre part, on a :

X , ( n·
en vertu de la formule de Green, car : 

AIÏn= 0 ,  AIlp =

Mais ici :
. d ô

du ôp '

d’où : '

f  ( a an-
J<=) \ “ o?

Or : .

dU'  — P3p — *Xnl
ôn„ _

dp
: n p n- , X „ .
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Remplaçons ; il vient :

(p _ n) ^♦ ■ -‘j T x . X p d ^ o .

Donc, si n ^ p ,  on a :a :

f  X„X dcr =  0.

c5est-à-dire :

^X„X1,sinQd9da =  0.

Il est clair que cela n’est plus vrai si n = :p.
Supposons maintenant qu’il y ait deux développements pos

sibles pour une fonction Y  harmonique entre deux sphères con
centriques S0 et Sr  Posons :

en retranchant l ’un de l ’autre terme à terme les deux développe
ments distincts de la même fonction. Or je dis que cette consé
quence est absurde. En effet, nous savons que la série SY„ est 
uniformément convergente comme étant la différence de séries 
qui le sont. Multiplions alors les deux membres de l ’égalité :

en permutant les signes S et J  , comme cela est permis à cause 

de- l ’uniformité de la convergence. Dans l ’égalité précédente, le 
signe 2  ne porte que sur les termes pour lesquels on a :

Notre hypothèse implique qu’on puisse écrire :

2 Y „ = 0

par Y p et intégrons sur la sphère S. On a:

n ^ p .

Mais on a:
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D’où:

On en conclut :

C ,Ytp d » = 0 .•'(s)

Y p = 0 .

Cela a lieu pour toutes les valeurs de l ’indice p. Donc, si l ’on
pose :

\ = n \

v = s y "„,

on a :
V  =  Y"x n --  ■*· n ·

Le développement étudié n’est donc possible que d’une seule 
manière.

95. R e m a r q u e s . —  Considérons une fonction Y  harmonique à 
l ’extérieur d’une sphère de rayon pu sauf peut-être à l ’infini. On 
peut écrire :

V = Z p - X ,+  Z - 2 £ r-.
P

Ce développement est valable dans l ’espace compris entre la 
sphère 2 0 et une sphère quelconque dont le rayon est plus grand 

«lue p„.
Supposons maintenant que l ’on puisse réaliser, pour toute 

valeur de p, l ’inégalité :

Iv  I <  ? (?) p">

»(p) tendant vers zéro quand p augmente indéfiniment. Je dis 
que, dans le développement de Y, on aura :

X. =  0. ’ ■

En effet, on peut écrire :

d o 1

X'

P" + 1
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Dans cette formule, le signe ^  porte sur des termes pour les

quels on a :
p ^ tn .

On sait que la fonction X„ est finie. Ecrivons donc :

|X „|< M .

D’autre part, on a supposé

D’où :

do- < 4 - M œ ( p ) .r  Y X -
| A * )  P "

Maintenant, on a :

f  xpx.d»=o, f  x'px.d»=o
J(S) J { L )

si p n. De là résultent les relations :

d-7 =  0

do· — 0 .

On en conclut :

4 *M ? (p )> |J ^ X \d * . 1 /‘ v v i
1„ + 1 J { S ) '  n ndo-

Faisons croître p indéfiniment. Le second terme du second 
membre tend vers zéro et il en est de même du premier membre. 
On a donc à la limite :

D’où, forcément ·,

ce qui implique :

f  X J„dcr^0.
J ( B )

f  X V ls =  0,
•As)

x„ =  0.
La proposition énoncée est établie. 

poincaré. Potent. Newt.
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Voici une application. Supposons que l ’on ait :

| v | < K f ",

K étant une certaine constante positive. On peut écrire :

?” +
pp

quel que soit p. Prenons :

? (?) =
K

On est clans le cas signalé plus haut. D’où :

Xn + p = 0 >

pour toute valeur positive de p. Dans ce cas, on a :

V
, r, 's

=  X „ + P X 1 + ........+  p"X n +  \

pour toute valeur de p supérieure à pu. La valeur principale de V 
à l ’infini est alors :

X, +  pX, + ..... +  pnXn ;

c’est un polynôme.
Si la fonction V est en outre harmonique et régulière à l’inté

rieur de on a simplement :

V = X # +  PX1 4 -p ,Xi + ..... -f- p"Xn

et alors V est un polynôme.
Si enfin V est une fonction harmonique régulière dans tout 

l ’espace, sauf à l ’infini, et si l ’on a :

|V |< k ,

on voit que V se réduit à une constante Xu. C’est là un théorème 
analogue à celui qui est connu sous le nom. de Liouville dans la 
théorie des fonctions analytiques d’une variable imaginaire.

96. A u t r e s  r e m a r q u e s . —  Soit une fonction V harmonique
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à l'intérieur d’une splicre S, sauf au centre’ 0. Entourons ce 
point d’une petite sphère S0. On a :

y = s p * x D+ s - ^ v ,
r

pour p compris entre p, et p0. Mais p0 est quelconque. Donc ce 
développement est valable pour tout le domaine limité par Sr 

Si on a :

I V K ?(?)

s(p) tendant vers zéro en même temps que p, on voit comme 
ci-dessus que X'n est nul.

Donc si :

on peut écrire :

V = s ? ”X„-
X' X',

La démonstration est la même que pour la proposition analogue 
du paragraphe précédent. Dans ce cas, le produit p„V reste fini 
à l’origine.

Si la fonction V est en outre harmonique et régulière à l’exté
rieur de S, et môme à l ’infini, on a simplement :

y  _  X'o X',
• · +

X'

Enfin si on a en plus :

JV ! < T ’
V se comporte comme un potentiel à l ’infini et alors oh a :

Y'
y =  ±JL

P

97. T h é o r è m e  d e  H a r n a c k . —  Soit un domaine T. Considérons 
une suite de fonctions :

U„u2,....,u„,....
définies dans ce domaine. Nous ferons les hypothèses suivantes :
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Io... toutes les fonctions U sont harmoniques dans T.
2°... toutes les fonctions U sont positives dans T.
3°... on peut assigner un nombre positif K, indépendant de n 

et du point x, y, z choisi dans T, tel que :

u4+u2+ ....+un<K.

Voici une première conséquence. La série :

Uj +  Uj-f-......+  u „ + .......

est convergente en tout point de T. Sa somme est donc une 
fonction de x, y, z définie dans T. Je dis que cette fonction est 
harmonique.

Prenons en eflet, dans le domaine T, un point M0 quelconque 
(fig. GG). Entourons ce point d’une première sphère S' située 
tout entière dans T, puis d’une seconde sphère S concentrique à 
la première et intérieure à celle-ci. Soit M' un point de S' placé 
au centre de gravité de l ’élément dw' de cette sphère. Appelons 
Un' la valeur de U„ en M'. Prenons maintenant un point M à l ’in
térieur de S et appelons U„ la valeur de la fonction envisagée en 
ce poipt. Posons :

M̂ M =  p, MM' =  r
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et désignons par a le rayon de S'. Puisque U„ est harmonique
dans S7, on a :

U U ' „  a* f  clto' 
J(SI) 4 TOll·3

Posons :

A n =  f  U'.dw'.J(SI)
On a :

-3IIs
<

D’où :

0 < Y a „ < 4 toi2K.
1

Donc la série :

A, +  A2+ ......+  A„ + .......

dont les ternies sont tous positifs, est convergente.
Posons :

4 to
=  9 > 0 .

Il est clair que r ne s’annule jamais, si, comme nous le suppo
sons, M reste dans S et M' sur S'. On a :

r >  a —  b,

en appelant b le rayon de S. Donc 0 et ses dérivées successives 
sont des fonctions qui restent toutes finies. Posons :

09
O x

< B „

On a :

09

»y

|9|<Bo

< B t1 I —
* ’  Ô Z

< B .
029
0xs

< B 2, etc.

U. =  / U'.Bdw'.
«/( SI)

09

/ (S / )

... etc.
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D’où

^ < B A
dx <BlAn

<)’Un
dx2- < b 2a „·

etc·.

> alors les séries :

u t+ u , + . . . ·· “(“ Un-f-......

dU,!_i_ au, 1 ÔU" 1Ôx 1 dx 1 '.....  1 dx 1 ......

d2U(
i ô2Ü! 1 i -0aU'* 1dx2 Ox· ...... 1 dx2 1 ......

Elles sont toutes comparables à la série :

\  + ......+  + · .  ·

Donc elles sont toutes absolument et uniformément conver
gentes clans S. On conclut de là que leurs sommes sont des fonc
tions continues dans le môme domaine et qu’elles ont respective
ment pour valeurs

U,
DU
dx ’

d2U
- d ^ ’ etC·

Par suite U a des dérivées de tous les ordres dans S. 
D’autre part, en vertu de ce qui précède, on peut écrire r

AU =  £AU„

et comme : 

on déduit de là :

AUn =  0, 

AU =  0.

Donc la fonction U est harmonique dans T : le théorème de 
Harnack est démontré.
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D O U B L E S  C O U C H E S

98. Définition d’une double couche. —  On est amené à consi- ' 
dérer dans la théorie du magnétisme des systèmes attirants for
més de deux couches attirantes infiniment rapprochées m.» «
et telles qu’en deux points correspondants de ces deux 
couches les densités soient égales, de signes contraires 
et très grandes. De pareils systèmes s’appellent don- \
Mes couches. \

Précisons cette définition. \
Soit M'- (fig. G7) un point attirant, m sa masse, et M \

un point attiré. Désignons par x', y', z’ les coordon- \
nées du point M', par x, y, z celles de M et par r la \
distance MM'. Le potentiel newtonien V dû à la masse m \
a pour valeur au point M : \

r
\

M

Supposons que, M restant fixe, M' se déplace, et ’ 
soient Ij, Y), Ç les composantes de sa vitesse; les coordonnées 
x', y', z' et le potentiel V sont alors fonctions du temps t. On a :

et

dx' dy' „ dz'
—  dt ’ dt ’ 1Ç —  dt ·

dV
dt

m[
ôx' 5-4

1
r
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La variation dV du potentiel pendant un temps très petit dt 
est donc :

dV =  mdt |j
-ô  —  

r
~èT ■ ? +

¡>-L
V

w
Pendant ce temps dt, le point M7 est venu en M" et dV n’est 

autre que la différence de deux potentiels : l ’un dû à la masse 
-4- m située en M", l ’autre à une masse égale située en M7; on 
peut aussi regarder dV comme la somme de deux potentiels : 
l’un dû à la masse +  m située en M", l ’autre à la masse —  m 
située en M'.

L’expression dV est donc encore un potentiel newtonien, celui 
qu’engendrent deux masses très voisines l ’une de l ’autre, égales 
et de signes contraires. C’est, par exemple, le potentiel d’un 
très petit aimant dont le pôle austral serait en M" et le pôle 
boréal en M'.

Considérons de même un volume attirant; son potentiel est 
exprimé par l’intégrale :

Supposons que chacun des points attirants M7 se déplace, 
pendant un temps très petit dt, d’une très petite quantité M'M77 

dont les projections sur les trois axes de coordonnées soient £dt, 
7]dt, Çdt; la variation dV du potentiel sera :

Cette intégrale peut être considérée comme le potentiel d’un 
volume magnétique, chaque élément dT7 de ce volume ayant un 
moment magnétique dont les projections sur les trois axes sont:

p/dtdx'j, ¡JL7dtd”V|, p/dtdv'Ç.

Examinons enfin le cas d’une surface attirante ; son potentiel 
Y est.représenté par l’intégrale de surface :

p'dco7
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En opérant comme précédemment, on est conduit à envisager 
l ’intégrale

« ......

Cette intégrale peut être considérée comme représentant le 
potentiel dû à des masses attirantes répandues sur deux surfaces 
très voisines dont les points se correspondent de manière qu’en 
deux points correspondants les densités soient égales et de 
signes contraires ; le segment déterminé par deux points corres
pondants a pour projections, sur les axes de coordonnées, 
£dt, r,dt, Çdt, les quantités Ç, rn Ç étantdes fonctions de x', y', z'; 
la direction de cette ligne varie donc d’un point à l ’autre de la 
surface.

On peut encore considérer l ’intégrale (1) comme le potentiel 
engendré par une infinité de petites aiguilles aimantées implantées 
dans la surface, la direction de l ’aiguille qui perce la surface au 
point x', y, z' étant celle du vecteur !·, r,, Ç. Une telle distribution 
de masses attirantes s’appelle feuillet magnétique.

11 est clair que, dt étant très petit, le potentiel d’un feuillet 
magnétique est lui-môme très petit, si la densité p/ est finie. En 
général on suppose la densité très grande de façon que le produit 
p'dt soit fini. Le potentiel prend alors une valeur finie et on peut 
l ’écrire :

u! ayant dans cette expression une valeur finie et désignant la 
même chose que p'dt dans l ’expression (i).

Supposons maintenant que le vecteur £, r,, Ç soit, en chaque 
point, normal à la surface, c’est-a-dire que l’on ait ;

5 =  *', *. =  P', Ç=Y',

a', y  désignant les cosinus directeurs de la normale au point
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x\ y', 7!  ; le feuillet prend alors le nom de double couché et le poten
tiel s’exprime par l ’intégrale : ,

dw'.

99. Étude du potentiel d’une double couche.—  S oitV le potentiel 
d’une double couche S ; on a :

ce qui peut s’écrire :

Posons :

V- = I

u - = / -

â u/do/
I*

fty c W

r

U , =  fÆ 'd(,

la fonction Y  prend la forme :

On voit par laque, les fonctions U,, Us, U3 étant des potentiels de 
simples couches, c’est-à-dire des potentiels de surfaces attirantes 
ordinaires, la fonction V se comporte comme les dérivées pre
mières de ces potentiels ; en particulier, la fonction doit éprouver 
une discontinuité quand le point attiré se déplace en franchis
sant la surface S. Nous étudierons plus loin cette discontinuité; 
remarquons pour l ’instant qu’en vertu de la formule (2 ), le poten
tiel d’une double couche est une fonction harmonique en tout
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point de Vespace sauf sur la surface qui porte la double couche 
elle-même.

100. Avant d’étudier ce qui se passe sur la surface elle-même, 
donnons au potentiel une nouvelle forme qui nous sera très utile 
dans ce qui va suivre.

Reprenons la formule (1) et considérons l ’expression

0 —  d —

ôy ôz

Cette expression n’est autre que la dérivée de —  prise suivant 

la normale à la surface dont les cosinus directeurs sont cl', ;

d^-
désignons, suivant la notation habituelle, cette dérivée par. —j— ; 

le potentiel Y devient :

V =

Soient alors (fig. G8 ) dw' un élément de la surface,M'son centre 
de gravité, M le point attiré et o l ’angle de MM' avec la direction 
de la normale suivant laquelle on a diflerentié ; on a :

d
1

r
dn

1
— T - C O S 3
r  ‘ y

quel que soit le sens choisi sur la normale. Traçons maintenant 
la sphère de rayon 1 ayant le point M pour centre et appelons 
dff' Taire de la portion de cette sphère découpée par le cône ayant 
pour sommet le point M et pour hase l ’élément dw'; la quantité 
de/ s’appelle l ’angle solide sous lequel l ’élément dw' est vu du 
point M. On a :

d ( 0 ' = z ±
der'.r2 

cos y

Le double signe provient du double signe de cos s, c’est-a-dire
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des (leux sens possibles sur la normale. Comparons les deux for
mules précédentes; il vient:

d —r . . eos s> , ,. d o / = -----^  dw'=
dn

= ±d/,

F ig .  OS.

et l ’élément dV de potentiel dû » 
l ’élément do/ a pour expression :

(1 ) ......  d V ^ T ^ d ï ' .

On peut l ’écrire :

(2) ...... d V = p 'd / ,

en convenant de donner un signe # 
du'. Pourvoir comment.nous devons 
choisir ce signe, traçons (fig. 69) les 
deux surfaces infiniment voisines j 
appelons S, celle de ces deux surfaces 
où la densité est représentée par la 
fonction p/, et S2 l ’autre surface où la 
densité est représentée par — j/■  
Soient a, b, et a2bs deux éléments 

correspondants d’égale étendue do/ ; soit enfin M le point attiré· 
Joignons le point M à un point de l ’élément a,bt et supposons 

que cette droite ne rencontre la surface Sj 
qu’après avoir traversé S, ; il est clair que 
le potentiel dû à l ’ensemble des deux élé
ments a, au point M, le signe de -f- ¡/> 
c’est-à-dire le signe de la densité sur l’élé
ment fljbj. Il faut donc choisir le signe-p 
dans la formule (1 ), c’est-à-dire considérer 
<la·' comme positif dans la formule (2).

Au contraire, si la ligne qui joint le 
point M à l ’élément du/rencontre Ss avant 
Sj, il faut considérer do·' comme négatif, 

Hn d’autres termes, si l ’on appelle côté positif S celui de S, et 
côté négatif celui de Ss,on prendra comme sens positif sur la normale

Bl
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celui qui va du côté négatif au côté positif ; par suite, l ’élément 
<V de la sphère de rayon 1 cpii correspond à l ’élément dio' de S 
sera considéré comme positif si dm' présente au point M son côté 
Positif, et comme négatif si dw' présente son côté négatif.

Cela posé, l’expression du potentiel dû à la double couche 
tout entière est

(3)....  v = j y d ff\

C’est la formule que nous voulions établir.

101. Y oyons maintenant ce qui se passe quand le point attiré M 
se déplace et franchit la surface.

Traitons d’abord le problème en supposant la densité constante. 
Ce potentiel prend alors la forme :

y  =  ’/ f  dσ'.

Nous distinguerons deux cas :

l ircfl6'.—  Supposons (fig. 70) que la surface ait une forme et une 
position telles que toute droite issue de M ne puisse la rencon-

trer qu’en un seul point. Dans ce cas, ses cléments présentent 
tous le même côté au point M, les quantités do·' s’ajoutent, car 
elles ont toutes le même signe et leur somme est l ’angle solide iî 
sous lecpiel la surface est vue du point M. L’expression du poten

tiel est donc
V = i* '0 ,
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l ’angle solide Q étant positif ou négatif suivant le côté de la sur
face qui est tourné vers le point M.

Un cas de ce genre est réalisé si la surfaceS est une portion de 
plan. On voit alors immédiatement ce qui arrive lorsque le point M 
se déplace et vient traverser le plan en un point de la double 
couche. Si le point M tend vers ce point du côté positif du plan, 
l ’ angle il tend vers 2 t: et le potentiel vers —f— ; si au contraire
M tend vers ce même point du côté négatif, l ’angle solide ü tend 
vers — 2 tz et le potentiel vers — 27: p/ ; le potentiel d’une double 
couche plane subit donc une augmentation brusque de 47ï,u/ quand 
on traverse la double couche en allant du côté négatif au côté 
positif.

2° cas. —  Supposons (fig. 71) la surface S telle que certains 
rayons vecteurs issus de M puissent la couper en plusieurs

points. C’est le cas général. A un môme élément dt/ de la sphère 
de rayon 1 tracée autour du point M, peuvent correspondre plu
sieurs éléments du/,, du/,, du/ 3__ de S ; supposons que N de ces
éléments tournent leur côté positif vers le point M et que N'tour
nent leur côté négatif vers ce même point M. Considérons alors 
dû' comme positif pour tous les éléments possibles de S ; nous 
pourrons écrire :

v  ¡ j . ' f  ( x  —  y )  d * '.

C’est cette intégrale qu’il s’agit d’étudier au voisinage de la sur
face ; cette étude se fait sans peine dans le cas d’une surface 
lerniée et le cas d’une surface quelconque non fermée s’y 
ramène.
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Traitons donc d’abord le cas d’une surface fermée.
Trois circonstances peuvent se présenter : le point M peut être 

intérieur à la surface, à l ’extérieur de la surface, sur la surface.
Supposons-le d’abord à l ’intérieur. Tout rayon vecteur issu de 

M coupe la surface un nombre impair de fois (fig. 72) puisqu’on

part de l ’intérieur et qu’on va à l ’extérieur. Les divers éléments 
de surface rencontrés successivement par un même rayon vecteur 
tournent alternativement leur côté positif et leur côté négatif vers 
le point M. On a donc :

N —  N' =  ±  1

et

V  =  p'J"±  do' =  ±  4  m p '.

On doit choisir le signe +  et écrire V  =  4Tïp' si c’est le côté 
positif de la surface qui est à l ’intérieur; on doit, au contraire, 
choisir le signe —  et écrire Y  =  —  4Tcp' si le côté positif de la 
surface est le côté extérieur.

Supposons maintenant le point M à l ’extérieur de la surface 
fermée ; on voit alors (fig. 73) que tout rayon vecteur issu de M 
coupe la surface en un nombre pair de points et que l ’on a:

N — N' =  0 ,

d’où l ’on conclut
V = 0 .
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Ainsi, en tout point extérieur à la surface, le potentiel est mil; 
en tout point intérieur, il est constant et égal à d:4iqji/; il fait 
donc un saut brusque de 4r:p/ quand on franchit la surface. 

Supposons enfin le point M situé sur la surface ; supposons en

outre qu’en ce point la surface admette un plan tangent bien 
déterminé. Deux cas peuvent alors se présenter.

Dans le premier cas (fig. 74), la surface S est tout entière 
située d’un même côté du plan tangent. Tout rayon vecteur issu

de M ne coupe la surface qu’en un nombre impair de points 
autres que M ; la différence A’— AT/ est donc égale à r t  i  et l ’inté

grale j ”du' n’est étendue qu’à une moitié de la sphère de rayon 1 . 
Par suite, on a :

Y  =  ±  2 «p'.

Dans le second cas (fig. 75), le plan tangent partage la surface
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en deux parties : AM'B et AMB. A chacune d’elles correspond 
une moitié de la sphère cle rayon 1. Pour toute la partie AM 'B ,

Fig. 75.

un rayon vecteur quelconque issu de M Rencontre la surface un 
nombre impair de fois ; on a donc :

N —  N' =  ± l

et l’intégrale p/Ĵ d?' (N —  N'), étendue à l'hém isphère correspon

dant, est égale à ± 2 t7¡ji/.
Pour la seconde partie AMB de la surface, un rayon vecteur 

issu de M rencontre S un nombre pair de fois ; on a donc :

' N —  N '=  0,

et l ’intégrale p'J (̂N— N') do·' étendue au deuxième hém isphère est 
nulle.

Ainsi, dans tous les cas, le potentiel a pour valeur en un point 
quelconque de la surface :

Y = ±  2 itp'.

On choisit le signe -(- ou le signe —  suivant que le côté posi
tif de la surface est le côté interne ou le côté externe. On voit 
que la valeur constante du potentiel sur la surface est la demi- 
somme des valeurs constantes qu’il a à l ’extérieur et à l ’intérieur.

i5Poiscaré. Potent. Newt.
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Quant aux dérivées, elles sont nulles à l’intérieur comme à l’exté
rieur et n’éprouvent donc aucune discontinuité quand le pointM 
franchit la surface.

Le problème est ainsi complètement résolu, dans le cas où la 
densité est constante, en ce qui concerne les surfaces fermées; 
passons au cas d’une surface quelconque.

102. Soit (fig. 76) S une double couche quelconque limitée 
par une courbe C ; cette surface S, ayant deux côtés,, on peut en 

tracer une deuxieme S', limitée à la môme courbe C et telle que 
l’ensemble de ces deux surfaces constitue une surface fermée. Tra

çons donc S' et supposons que cette 
surface porte une double couche dont 
l’épaisseur et la densité soientles mêmes 
que celles de la double couche donnée. 
Appelons V le potentiel de S, V' celui 
de S7 et W  celui de la surface fermée; 

on a :
w  =  V +  V'.

Considérons alors deux points M, 
et Ma situés de part et d’autre de S et 

très voisins l ’un de l ’autre ; puis désignons par Wi( V,, V7,, les 
valeurs des trois fonctions considérées en !M et par W,, V,, V, 
leurs valeurs en Ms ; on a :

w , =  V, +  V'f 
W2 =  V2 +  V'2,

d’où :

W ..... w , — w , = (v, —  v 2) +  ( v \ — v y .

W  désignant le potentiel d’une double couche répandue sur une 
surface fermée, on sait, d’après ce qui précède, que l’on a :

W ,  —  W 2 =  d r  4  irpt/.

De plus, les points M, et M2 n’étant pas situés au voisinage 
de S7, la fonction V7 est continue en ces points et la différence 
V', —  V7S est infiniment petite ; l ’égalité (1) devient doiic :

V, —  Y 2 =  ±47CUL7.

Fig. ;C.
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Soit maintenant M„ un point situe sur S entre les points Mt et 
Jf, ; désignons par W 0, V0, V '0 les valeurs des trois potentiels 

en M0, on a :

v.)+(^
Le deuxième terme du second membre est infiniment petit 

puisque V' est continu au voisinage de M„; le premier membre 
est nul puisque \V désigne le potentiel relatif à une surface' 
fermée; donc le premier terme du second membre doit être 
infiniment petit et l ’on voit que V0 est la demi-somme de V,

ct Vr .
Ainsi, dans le cas où la densité est constante, qu’il s’agisse 

d’une surface fermée ou d’une surface quelconque, le potentiel 
d’une double couche croît brusquement de 4 -p ' quand on fran
chit la surface en allant du côté négatif au côté positif; sur la 
surface, il prend une valeur égale à la moyenne arithmétique des 
deux limites vers lesquelles il tend quand on s’approche indéfi
niment de la surface du côté positif et du côté négatif.

Quant aux dérivées premières, elles n’éprouvent aucune dis
continuité quand le point attiré traverse la double couche. Cela 
est bien évident puisque les dérivées de AV sont partout nulles et 
que celles de Y' restent continues au voisinage de S.

103. —  Abordons maintenant le cas général où la densité est 
variable d’un point à l ’autre de la surface.'

Nous ferons les deux hypothèses suivantes :
1° La (onction p/ reste finie et continue ; on peut alors trouver 

un nombre A fixe tel qu’en tout point de la surface on ait :

| p /1  <  A .

2° La surface proposée est telle qu’une droite quelconque ne 
la coupe qu’en un nombre limité de points ; nous appellerons N 
une limite supérieure de ce nombre.

Ces deux hypothèses nous fournissent une limite supérieure des 
valeurs du potentiel. Soit en-effet do·'un élément de la sphère 
de rayon 1 considérée précédemment ; à cet élément correspon-
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dent plusieurs éléments de la double couche (en nombre moindre 
que N) et par suite plusieurs éléments de l ’intégrale :

v = y y d ff'.

Désignons par 2 p/ do·' la somme de ces éléments ; on a :

| 2 p/d«'| <  NAdij',

et par conséquent :

| V| < f NAda·',

c ’est-à-dire :
| V | < 4 «NA.

*
Cela posé, considérons une double couche quelconque S

((ig. 77). Soit M le point attiré; supposons que ce point tende 
vers un point M0 de la surface où la densité est pt.u. Posons

w  frdS.

C ’est le potentiel d ’une double couche dont la densité est 
constante. Comparons ce potentiel à celui de la double couche 
donnée :

v = j y  do-'.

Pour cela, envisageons l ’intégrale

On a :
V =  U +  w.

Nous savons comment se comporte la fonction W ; elle a été 
étudiée au paragraphe précédent.

Etudions la fonction U et voyons comment elle se comporte
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quand àl tend vers M0. Cette fonction est un potentiel de double 
couche dont la densité est variable, mais présente ceci de parti
culier qu’elle est nulle au point M0. Nous allons montrer que ce 
potentiel reste continu quand le point M tend vers M0.

Du point M0 comme centre décrivons une sphère de rayon p. 
Cette sphère partage la surface S en deux parties : l ’une S' est 
comprise à l’intérieur de la sphère, l ’autre S" est constituée par 
le reste de la surface S.

Appelons U' et U" les potentiels dus respectivement à S' et S" ; 
on a :

U ^ U ' +  U".

Désignons, en outre, par U„, U'0, U",, les valeurs de U, U', U", 
au point M0. Nous voulons démontrer que l ’on a

lim |U — U0| =  0

quand M tend vers M0, c’est-à-dire que l ’on peut prendre M assez 
voisin de M„ pour satisfaire à l ’inégalité

| U - U „ | < s ,

s étant un nombre donné à l’avance aussi petit qu’on le veut. 
Pour cela, remarquons que l ’on a

u - u #=u'_u'0+ u " - ir #,
d’où :

(1)......  | U - U 0| < | U - U ' 0| +  | U " - U " 0|.

Cela posé, observons que, p/ étant fini sur la surface S , p/— p., 
l’est aussi et que l ’on peut assigner au module de cette différence 
une limite supérieure a sur la surface S' ; on a donc, en tout 
point de S' :

lp '—  h«-o I <  «■  ;

d’où, en vertu d’une inégalité démontrée plus haut :

1 U ' | <  4 tîN  a

e t

|U'0| < 4 iïN a .

Comme p' est supposée continue, on peut restreindre assez la
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surface S', c’est-à-dire prendre p assez petit, pour que l ’on ait :

et qu’ainsi l ’on ait :

(2) ......  | U ' - U ' J < - 3- .

o étant ainsi fixé, la surface S' est bien déterminée ainsi que 
la surface S". Considérons alors la différence U" —  U"0; la fonc
tion U", étant le potentiel de S", est holomorphe en tout point 
qui n’est pas sur S" et en particulier au voisinage de M0 ; on peut 
donc choisir le point M assez près de M0 pour que l ’on ait :

(3) ...... | U '- . U \ | < - J -

Rapprochons alors les inégalités (2) et (3) de l ’inégalité (1); on 

voit que l ’on a :
| U - U „ | < e .

La fonction U reste donc continue au voisinage du point M0, 

c’est-à-dire quand M tend vers M„ et le dépasse.
Remarquons que M peut tendre vers M# de trois façons :
1° En restant extérieur à S, et du côté positif ;
2° En restant extérieur, et du côté négatil ;
3° En restant sur la surface.
La démonstration précédente s’applique dans ces trois cas. 
Revenons maintenant à l ’expression de V :

v  =  \ v + u .
Puisque U reste continue au voisinage de M0, V éprouve en ce 

point les mômes discontinuités que W . Ces discontinuités ont été 
étudiées au paragraphe précédent ; servons-nous des résultats de 
cette étude, nous obtenons pour Y  les conclusions suivantes :

1° Lorsque le point attiré M, d'abord extérieur ci la surface, se 
déplace et la traverse en un point où la densité est p.u, le poten-· 
tiel de la double couche croît brusquement de 4 tï|a0 si le point. M  
passe du côté négatif au côté positif de la surface.
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2° Le potentiel d’une double couche reste continu sur la surface. 

3° Sa valeur, en un point de la surface, est la moyenne arith
métique des valeurs qu’il prend en deux points infiniment voisins 
du premier, mais situés de part et d’autre de la surface.

104. —  Le premier de ces résultats, que nous venons d ’établir 
directement, pouvait être obtenu immédiatement comme consé
quence de la théorie des surfaces attirantes.

Nons avons démontré plus haut, en effet, la formule sui
vante (99) :

U,, U,, U, étant trois potentiels de simple couche :

Supposons que le point M, d’abord extérieur à la surface S, 
tende vers un point M0 de celle-ci et la franchisse en ce point ·
i . , .. OU, OU» 0U3 , ,
les derivees premières , ^~· ,  ̂ ■■ éprouvent des disconti

nuités (voir n° 51).
Ces discontinuités ont pour valeur :

OU.
P°U1’ dx · · . . .  — —  —  4TOt'2u /

au, ... —  4 7 ^ ' .  ¡3' =  —  4Tr|3'2a '

» ^ . . .
OZ

. .  —  4 T :y 'p / .y ' -----------4 T y '2ij/.

Le saut brusque de Y est donc :

4«[a' (a'*+ ¡3'2 +  y'2) =4ïtp/;

c’est la valeur trouvée précédemment.
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R emauque I. —  Nous avons appelé « densité », dans ce qui 
précède, la quantité p/ ; en réalité, la densité de la double couche 
est le quotient de p' par la quantité très petite t qui représente 
l ’épaisseur de la double couche. Mais, pour simplifier, nous con
tinuerons à donner le nom de densité à la quantité p'.

R emarque II. —  Nous avons vu, dans la théorie du potentiel 
des simples couches, qu’un tel potentiel reste continu dans tout 
l ’espace, même quand on franchit la surface. On peut s’étonner 
de ce que le potentiel d’une double couche éprouve une discon
tinuité quand on franchit la surface, une double couche n’étant 
en somme que l ’ensemble de deux simples couches très voisines.

Cela s’explique bien facilement. Appelons S, et S., les deux 
simples couches très voisines et soit e leur distance. Quand on 
franchit la surface S,, puis la surface S4, le potentiel reste con
tinu, mais il varie très rapidement entre S, et S,; en effet, les 
attractions des deux surfaces s’ajoutent dans l ’espace qu’elles 
comprennent et, comme on suppose la densité très grande, la 
dérivée du potentiel est très grande elle-même dans cet espace. 
La variation du potentiel est alors d’autant plus rapide que la 
distance s est plus petite.

En général, on suppose cette distance infiniment petite et la 
densité infiniment grande, de manière que le produit p.' de ces 
deux quantités reste fini; on considère alors les deux surfaces S, 
et S8 comme confondues avec une même surface S. Dans ce cas 
limite, qui n’est qu’une fiction analytique et ne correspond plus 
à rien de physique, on s’explique bien la discontinuité du poten
tiel ainsi obtenu.

Ajoutons que ce que l ’on appelle alors côté positif de la surface 
c’est le côté défini par les cosinus directeurs a', ¡3', y* qui entrent 
dans l ’expression de Y.

105. E t u d e  d e s  d é r iv é e s  s e c o n d e s  d ’u n  p o t e n t ie l  d e  s im p le  c o u c h e . 
C a s  d ’u n e  s u r fa c e  p la n e . —  Nous avons vu qu’un potentiel de 
double couche s’exprime par des dérivées premières de potentiels 
de simple couche. L ’étude des dérivées premières d’un potentiel 
de double couche se ramène donc à l ’étude des dérivées secondes 
d’un potentiel de simple couche.
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C’est cette dernière étude que nous allons faire maintenant. 
Nous commencerons par un cas simple, celui d’une surface plane.

Soit donc S une portion de surface plane attirante limitée par 
une courbe C.

Prenons ce plan comme plan des xy. Appelons U le potentiel; 
on a, en conservant les notations habituelles :

Ce potentiel estunc fonction paire en z, c’est-à-dire qui ne chan 

pas quand on change z en —  z. Par suite, la dérivée première

ee

d2U

au
Oz

est une fonction impaire et la dérivée seconde - , une fonction
ùz2

paire.
Prenons alors deux points symétriques par rapport au plan des 

xy; les deux valeurs correspondantes de sont égales et par

conséquent tendent vers la même limite quand les deux points 

tendent l’un vers l’autre. La dérivée seconde reste donc con-

au

az 2
tinue quand on franchit la surface.

Au contraire, la dérivée première ■ ■ éprouve une disconti

nuité et fait un saut brusque égal à 4tc¡P. Quant aux dérivées tan- 
gentiellcs, elles restent continues. Montrons-le par exemple

au
pour ; on a :

clx'dy',

ce qui peut s’écrire :

au
ax

dx'dy'

ou, en intégrant par parties,

dx'dy'
r
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La première de ces deux dernières intégrales est une intégrale 
curviligne étendue au contour C; la seconde est une intégrale de 
surface étendue à l ’aire attirante S.

L ’intégrale curviligne est un potentiel de ligne attirante et 
reste évidemment continue quand on traverse la surface en un 
point qui n’est pas situé sur le contour C.

L ’intégrale de surface est un potentiel de surface qui reste con

tinu dans les mêmes conditions. On peut donc conclure que

reste continu quand on traverse la surface, sauf, peut-être, au voi
sinage du contour limite. La même démonstration s’applique
. êÙ
a —— .

°y
Comme on le voit, cette démonstration suppose que la densité 

p/ est continue et admet des dérivées premières.
Examinons maintenant les dérivées secondes de U.

En vertu de la relation (1), on voit que la dérivée

, . . . , v  , , o2u
un saut brusque égal a — 4tï ; de môme,

02U
ôxDz

subit

dx' 
Ô2U

fait un saut

ô2U ô2U
dy' ’ Dxs ) ôy2 ôxôy

ôyùz

restent continues ;brusque égal à —

,. ù2U , ,
quant a , nous avons vu que c est une Jonction paire et que

les deux limites vers lesquelles elle tend quand on approche de la 
surface en dessus et en dessous sont égales. Cela suppose, il est' 
vrai, que ces limites existent. On démontre facilement qu’il en est

ê2U ô*U
ainsi : les deux derivees - -„■ et ·■■ , restent continues et ont par

ox2 Oy2
conséquent des limites quand on s’approche de la surface; d’autre 
part, en tout point extérieur à la surface, on a :

AU =  0.

La différence

»TT / ê2u  ô2u  \ Ô2U

est donc elle-même continue.
Tout ceci suppose que la densité p/ a des dérivées secondes 

qui restent finies.
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106. Cas d’une surface attirante quelconque. —  Soit S une 

surface attirante quelconque (fig. 78), M0un point delà  surface, M 
le point attiré qui tend vers ce point en suivant la droite MM„.

Prenons le point M0 comme origine des coordonnées ; nous sup
poserons que la surface admet en ce poiirt un plan tangent bien

déterminé que nous prendrons comme plan des x y, et des rayons 
de courbure principaux bien déterminés ; enfin nous nous place
rons en coordonnées rectangulaires.

Reprenons les notations adoptées au paragraphe 40; soit P un 
point quelconque de la surface et lv  saprojection sur le plan des 
xy. Menons les droites MP, MP', M0P, MUP' et posons :

M P = r ;  MP' —  r' ; M„P =  r#; M „ P '= r i.

Appelons x, y, z les coordonnées du point M et x', y', z' celles 
du point P ; on a :

I·2 =  (x —  x ' ) 2 +  (y —  y ')2 +  (z —  z ?  

r'2 =  (x —  x ')2 +  (y—  y ' ) 2 -h  z2.

Si, maintenant, on désigne par dw' un élément de S, par dx'dy' 
sa projection sur le plan des xy et par a', ¡j', y' les cosinus direc-
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teurs de la normale à la surface en un point quelconque P de 
celle-ci, le potentiel U au point M pourra s’écrire :

Posons :

U
p/dx'dy'

ï 'r

p/dx'dy'
y V

La fonction U' est le potentiel en M d’une portion de surface 

plane attirante, la densité étant représentée par la fonction
Tf

cette surface plane est la partie du plan des xy qui comprend 
l ’ensemble des projections des éléments cW de S.

Nous avons fait, dans le paragraphe précédent, l ’étude de la 
fonction U'; nous allons y ramener celle de la fonction U. 

Posons pour cela :
AV =  U —  U'

et étudions la fonction AV.
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que la densité ¡P 

est continue ainsi que ses dérivées premières et qu’elle admet 
des dérivées secondes qui restent finies. Nous avions déjà fait 
cette hypothèse pour faire l ’étude des dérivées secondes de LT.

Considérons une dérivée d’ordre quelconque de AV; appelons- 
la DAV pour abréger ; elle sera de la forme :

D A V = /V (x\y ')d x 'd y '.

Supposons qu’on ait démontré l ’inégalité :

(1)

k étant un nombre positif quelconque, mais fixe; je dis alors 
que DAV tend vers une limite quand AI tend vers AI0 en suivant 
la droite AIAI0.

Pour le voir, traçons dans le plan des xy un cercle C' de rayon 
p ayant M0 pour centre; ce cercle est la projection d’une ligne C 
tracée sur S et entourant AI0. La surface S est ainsi partagée 
en deux parties S' et S", S ' étant celle qui contient AI0.

k

■1 rt

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D O U B L E S  C O U C H E S a37

Pour tout point de S' on a : r/ <  p, et pour tout point de S" :

r/> p .
A chacune de ces parties correspond une fonctionW  ; appelons 

\Y' et W" ces deux fonctions ; on a :

W  =  W ' +  W "
et

DW =  D W '+  DW ".

Cela posé, remarquons qu’en vertu de l ’inégalité (1), on a :

i m y , | < / ·  k d > y  .

Cette intégrale est étendue au cercle lim ité par la circon
férence G'; transformons-la en prenant des coordonnées polaires; 
posons :

x' =  r£cosQ; y' =  r'sinf).

L’intégrale peut alors s’écrire :

/* kdx'dy' P2* H 1
/■ --- 7—1— = k  I / d r„d G = 2 -kp

J l‘o Jtl I/o

et l’on a par suite :

(2).....  | DW'| <  2 iîkp.

Observons d’ailleurs que, la fonction » satisfaisant à l ’inéga
lité (1 ), l’intégrale

D W = J  cpdx'dy'

a un sens au point M0; appelons alors D W 0 sa valeur en ce point 
et DW/, DW/' celles des fonctions DW ', DW " au même point. 
On a évidemment :

DW —  DW 0 =  DW ' —  DWo -+- DW " —  DW /

d'iou :

| DW —  DW01 <  1 DW ' —  DW i | + 1 DW " —  D W '' | ·

Or, je me propose de montrer que l ’on a :

lim (DW —  D W .) =  0
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quand le point M tend vers c’est-à-dire que l ’on peut choisir 
le point M assez voisin de M0 pour que l ’on ait :

| DW  — DW, | <  e,

£ étant un nombre positif donné aussi petit que l ’on voudra.
En vertu de l ’inégalité (2), à laquelle DW 0 satisfait aussi, on 

peut choisir p assez petit pour que l ’on ait a la fois :

et

| DWo | <

et par conséquent :

|D W ' — D W '| < 4 ^ ·

p étant ainsi fixé, les domaines S/ et S sont bien délimités et 1 on 
peut prendre le point M assez voisin de M0 pour que 1 on ait :

|DW" — DWo'l < -J -

Cela est possible car, le point M0 étant extérieur a S , la fonc

tion W " est holomorplie au voisinage de ce point.
La position de INI étant ainsi choisie, on a :

| D W —  DW, | <  £·

Il est ainsi démontré que la fonction DW  tend vers la valeur 
DW, qu’elle a au point M0, quand INI tend vers ce point, et cela, 
quelque soit le chemin suivi. Cette fonction reste donc continue 

quand on franchit la surface.
Si une fonction » satisfaisant à une inégalité de la forme :

, k 
I ? I <  —pz

est dite d'ordre n, le théorème précédent pourra s exprimer 
ainsi : quand on franchit la surface, une dérivée DW  reste con

tinue si la fonction sous le signe j  est d ordre 1 .
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R emaiique. —  On peut énoncer les deux propositions sui

vantes qui sont évidentes :
1° Le produit de deux fonctions qui sont respectivement d’ordre 

m et d’ordre n est d’ordre m -f-n .
2° L’inverse d’une fonction d’ordre 1 n’est pus forcém ent 

d’ordre —  1 .

107. On peut énoncer dans ce langage tous les théorèmes 
établis (chap. III) sur les surfaces attirantes. Par exemple les 
inégalités du § 40 montrent que :

z!.............  est d ’ordre 2

1 1  „  , ,
■—  et—  ............ sont d ordre 1

r r'

r
r'

x
r

z —  t!
r

est d ’ordre 0  

sont d’ordre 0 .

En général le rapport

(x — x')" (y  — y ') h (z  — y/)° .

où l’on suppose m -p p  >  a -f- b +  c, est d’ordre 

(m +  p) — (a —(— b — c)...
etc.

Considérons maintenant la fonction \V envisagée précédem
ment ; elle a pour expression :

? > ' ·

Calculons-en les dérivées premières et secondes ; pour cela,
1  1  >

calculons d’abord les dérivées de —  et de —7- . On a :
r v

]) 1  —  x · D —  =  Î u l L ·· D —  
r —  r3 ’ s r -------- 1 r

1 z ' ----  Z

n . 1  3(x' —  x)a
r --- r» ' j.3 )

1  1
—-  · D° % ■L/v*

3 ( x ' - x )  ( y '- y )
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d - 4 =

3 ( y ' - j ) 2 1
D 4 - 3  ( y ' — y ) ( z' — z

r 5 r® ’ r  - p5

3 ( z '— z ) 2 1 D  1 . 3 (z '—  z) (x' — >

r 5 r 3 ’ p · r®

m ê m e  :

IIK x ' —  x  . p 1 v' —  y
D  ̂ —  Z> - y r' r ' 3 ’ 1 v ' r ' 3

u ‘ 4 =

3 (x ' —  x ) 2 1

» „ 4

1 1

CO 'Î
T r r

r ' 3 r ' * ’ »·'«

D  * —  =  r /
3 ( y ' - y ) 2 1 D 1 —  3  (y' —  y ) z

r ' 5 i · ' 3 ’ 1 J y* j./ r'*

D -  1
3 z 2 1 1

D »  —
- 3 ( x ' - x ) z

r ' r "  r ' 3 ’ r ' 5

On a donc :
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.Je vais démontrer les propositions suivantes :
1° Quand on franchit la surface, les dérivées premières de \V 

restent continues.
2° Au contraire, les dérivées secondes éprouvent des disconti

nuités, sauf si la densité au point où l ’on traverse la surface, 
est nulle.

108. Occupons-nous d’abord des dérivées premières. 

Considérons ; la fonction sous le signe J  est :

y i * '— x)(-js p r)·

C’est un produit de deux facteurs; le prem ier, p/, est d’ordre 
zéro. Montrons que le second est d’ordre 1. On peut l ’écrire :

(1 )· (x '_ x )  (r' —  i')[~^p-
r r ,;‘  J

Cette expression est la somme de trois termes. Le premier

( x ' - * )

est d’ordre 0  ; de plus

r r

est évidemment d’ordre 1  ; en effet : "— 

r' —  r est d’ordre— 2 , car on a :

| r' ■—  r | <  ■ /! ;

enfin -̂ ¡- est d’ordre 3; le produit — ---- -----------—  est donc

d’ordre 1 .
Il en est de môme pour les deux autres termes de l ’expression

ûW
(1) et l ’on voit bien que y est d’ordre 1. La dérivée -yy est donc

continue quand on traverse la surface et cela est vrai quelle que 
soit la valeur de la densité au point où l ’on franchit cette surface,

d\V ôW
La môme démonstration s’étend à — —  et —-— , et la propo-ôy oz x 1

sition annoncée pour les dérivées premières est entièrement 
prouvée.

Poincaré. Polent. Ncwt. *0
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109. Passons maintenant au cas des dérivées secondes. Nous 
démontrerons simplement ceci : Si la densité p'0 au point où 
l ’on traverse la surface est nulle, les dérivées secondes restent 
continues.

Considérons l ’une d’elles,

sous le signe J ' est :

3*W
ôx2

par exemple ; la fonction

1

La densité p/„ au point M0 étant nulle et possédant des dérivées 
des deux premiers ordres, la fonction p/ est d’ordre —  1  au 
voisinage de ce point. Montrons que la quantité entre crochets 
est d’ordre 2. On a :

La quantité entre crochets considérée peut donc s’écrire :

avçc les relations

m n =  G 

p +  q =  4.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D O U B L E S  C O U C H E S 243

Chacune des sommes de l ’expression (3) est d ’ordre 2 ; en effet, 
un terme cpielconque de la première est de la forme :

(4)·
3 (x '—  x)2 (r'—  r)

r r

(x '__ X)S
Ce terme est d’ordre 2 car 1° ■ lB y - est d’ordre m -f- n —  2 = 4 ;

2 ° (r' —  r) est d’ordre —  2  puisque l ’on a :

| r —  r' | <  r J

et que z' est d’ordre —  2 ; l ’expression (4) est donc d’ordre 
4 —  2 =  2.

Bref, la première somme de l ’expression (3) est d ’ordre 2 ; la 
seconde est d’ailleurs aussi d’ordre 2  car tout term e de la forme

-- r  ̂ î
est d’ordre p q —  2 , c est-h-dire dans le cas présent

4 —  2 =  2.
Ainsi l’expression (3) est d’ordre 2, la fonction ©

ô2\Vd’ordre — 1 - | - 2  =  1  et par conséquent la dérivée
ôx2

est donc 

- est con

tinue.
Le même raisonnement s’applique aux autres dérivées secondes 

de W et la propriété annoncée est donc démontrée : les dérivées 
secondes de W restent continues quand on franchit la surface en 
un point Ma oh la densité est nulle.

110. Revenons alors aux potentiels U et U' considérés au para
graphe 106 et supposons nulle la densité au point oh l ’on fran
chit la surface. Nous avions posé :

U =  W -t-U '.

La fonction W  considérée dans cette relation est précisément 
celle que nous venons d’étudier et, par suite, les dérivées 
secondes de U, quand on franchit la surface au point M0 éprou
vent les mêmes discontinuités que celles de U' puisque celles 
de W restent continues.

Or U' est le potentiel d’une surface plane attirante sur laquelle
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la densité en chaque point x', y' est représentée par la fonction

Nous avons étudié au paragraphe 105 comment se comporte 
un pareil potentiel au voisinage de la surface. Reportons-nous 
aux résultats de cette étude ; nous voyons que lorsque le point M

ô2U'
(ranchit la surface au point M0, les dérivées secondes :

d2U' d2u ' ù2u ' . , „ ,
—— , ——  , — — restent continues ; les autres éprouvent des 
dy2 ’ dz2 ’ dxdy r

d2U'
discontinuités. Le saut brusque de · - ^ z est égal à

et celui de

Puisque les dérivées secondes de U éprouvent les mêmes dis
continuités que les dérivées secondes de U', on peut donc énoncer 
les conclusions suivantes :

Quand un point attiré M  franchit une surface attirante en un
d2U

point il/ 0 oii la densité est nulle, quatre dérivées secondes, ,

ô2U d2U d2U , . 1TT , .
— . , -  et — r— , du potentiel U de cette surface restent conli- 
dy2 dz2 dxdy 1

7 7 . , d2U d2U ,nues; les deux autres denvees secondes — , ■ , ■ éprouvent
dxdz dydz 1

des discontinuités ; le saut brusque de la première est

—  4 tc et celui- de la seconde —  4rc

Remarquons que y' est égal à 1 et maximum pour x’ =  0 
et y' =  0. On a donc au point M0 :

et

d f
dx7

0

Y
‘Y

=  0 .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D O U B L E S  C O U C H E S  2 4 5

P a r conséquent, les sauts brusques considérés se réduisent à :

et

—  4 - y
ôx'

—  4 - ôy'
1 1 1 . Pour traiter la question d’une façon com plète, il nous 

reste à examiner le cas où la densité au point INI,, est différente 
de zéro.

Nous conserverons les notations précédentes et nous suppose
rons toujours la surface attirante réduite à une petite calotte S' 
limitée par une courbe C qui se projettera sur le plan des xy 
suivant une courbe C'; cela est légitim e, parce que le potentiel de 
la partie restante de la surface est holomorphe au voisinage 
de M0 et n’influe pas sur les discontinuités du potentiel total ; 
nous supposerons en outre cette calotte d ’étendue assez res
treinte pour qu’une parallèle quelconque à l*axe des Z ne la ren
contre qu’en un seul point.

Nous avons supposé dans les paragraphes précédents que la 
surface S1 admet en M„ un plan tangent bien déterminé que nous 
avons pris pour plan des xy. Nous avons supposé, en outre, qu’au 
point M0 la surface possède deux rayons de courbure principaux

. 1 1
bien déterminés, entendant par là que les expressions -t—  et

de leurs inverses sont bien déterminées pour ne pas exclure le 
cas où l ’un de ces rayons ou môme tous les deux seraient infi
nis.

Soit alors
,  z' =  f(x ',y ')

l’équation de la surface; désignons les dérivées premières et 
secondes de z' par les notations suivantes :

dz' ôz'
ôx' =  Pii O

II

ôV ô2z' d V
ôx'2 11> ôx'ùy' —  S1 » ôy/2
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Cela posé, considérons le potentiel U de la surface; il a pour 
expression, en un point M0 extérieur :

U
u/dco'

- K
On peut l ’écrire :

Ce sont les dérivées secondes de U que je me propose d’étudier.
. . . . . . .  a2u , . . au

htudions d abord -— 7 - ; pour cela, calculons —— ; on a .
ax2 1 Ox

au
éx

C  >/ J i__r__
V  i  ÖX

dx'dy'.

Or on a :

( 1 ) .......... r2 =  (x —  x ' )2 +  (y —  y ' )2 +  (2 —  <

Considérons r comme une fonction de x, y, z, x', y', c’est-à- 
dire supposons, dans l ’expression de r, z' remplacé par sa valeur 
en fonction de x' et y'; on a, dès lors, la relation :

û —

ou bien :

d’où

r X'---X X ---z

ax' ~ r3 r3

,  1 ,  1 1
a — a — a —

r r r

ax; ax dz ^

.. 1 ,  1 1
a — a — a —

r 1* r
ax ax' Oz

au
ax

(2)·

prend alors la forme

au
éx ' U ~ £ r  dx'i]y ' - f  - y  p . dx' d>’ ’
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ou bien :

(3 )......
en posant : 

et

au
Ox +  J*»

â T 'P '<1>

Considérons Jt ; cette intégrale peut s’écrire en intégrant par 
parties :

(*)■ dx'dy'.

Or, appelons dw' un élément de surface de la calotte S' et ds' un 
élément de longueur du contour C qui la lim ite ; on a :

et

dx'dy' =  -/dw' 

dy' =  P'jds',

Pi étant une certaine fonction de x' et y' définie le long de C. La 
formule (4) devient alors :

L’intégrale J, est ainsi mise sous la forme d’une somme de deux 
potentiels.

,.w  P-rif*rLe prem ier—  J — ‘—  ds' est un potentiel de ligne attirante, 

celui qu’engendrerait une distribution de matière attirante faite
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sur le contour C, la densité linéaire étant représentée par la

fonction — v-'P .

r
; ce potentiel est une fonction holomorphe au

voisinage de M0 puisque ce point n’est pas sur le contour C.

* ( · £ )
0x/Le second potentiel f  ------------  de·/ est un potentiel de

surface, celui qu’engendreraient des masses attirantes distribuées 
sur S', la densité superficielle étant représentée par la fonctipn

· ( ■ £ ) . ■ ...........................................................
Y  — g-h—  . Ce potentiel reste continu ainsi que scs dérivées tan-

gentiellcs quand on franchit la surface.
La somme J, des deux potentiels précédents reste donc con

tinue ainsi que ses dérivées tangentielles. Il en résulte, si l ’on se

reporte à la formule (3), que

p  ^ ^  éprouvent respectivement les mêmes discontinuités,

quand on franchit la surface au point M0, que l ’intégrale J2. 
Etudions donc J2. Cette intégrale peut s’écrire :

-iï—  et ses dérivées tangentielles 
ôx °

Posons :

On a évidemment :

f  <9^-J  M

=  du

■ du'.

Ja =
ÖV

(U,

Oz

ô2V
ôx

DJ.

ô x ù z

Ô2V
Oy Oydz

La fonction Y  est un potentiel de surface attirante, celui qu’en
gendreraient des masses distribuées sur S', la densité étant repré-
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sentée par la fonction p,p/. Or, celle densité s ’annule au point M0, 
car le plan tangent en M0 étant le plan des xy, on a en ce point :

Pi =  <l· =  ° ;

nous sommes donc ramenés au cas étudié dans le paragraphe 
précédent. Nous savons comment se comportent les dérivées 
premières et secondes de Y  quand on franchit la surface en M„ :
ôV . ¡PV

-r—  reste continue ; _ .. ■ uz Oxdz fait un saut brusque égal à

4-

/ P.P'

\ Y et
ô2Y

— un saut brusque ég » ( ¥ )égal à 4tt —\  1. .
Dy'ôx' OyOz

On peut donner à ces discontinuités une expression très simple 
en remarquant que p4 et q, sont nuis en M0 et qu’en ce point y7 

est égal à 1  ; on a :

* ( m L )

4r,—> . yj -

et

dx'

4t: ■ r
éy'

:4 , ; Y ^  =  4 - , ' r 1,

=  4«p/ 4tTU.'s .
1 ôy 1 1

2 ».

Ainsi donc, quand on traverse la surface en M0 :

1 " reste continu ; donc J2 et, par suite, restent conti

nues. Ce résultat était déjà connu (voir § 50). 
ô*V . ÔJ, .

et> Par s u i t e , lont un saut brusque égal à 4-pL'r, ;

Ô2U , .
-y } lait donc aussi un saut égal à 47ipi,r1.

„ (PV . ôJ, „ (PU r
6° ———- et, par suite, -  - et entin —̂ iont un saut brusquedyôz 1 o y OxOy 1

égal à 4-niYSj.

Les mêmes calculs appliqués à  ̂ — nous auraient montré que

(PU

*y

ôy

—  fait un saut brusque égal à 4 —p/t,.
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T · , , ! Ö‘U 3*ULa connaissance des sauts brusques de ——  et ■ — nous per-
ûx* '''·*ôy*

0SU
met de calculer immédiatement le saut brusque de - ■ -. En

1 Oz*
ellet, la somme AU de ces trois dérivées est continue puis

é e
qu’elle est constamment nulle; le saut brusque de ----- est donc 

—  4-p/ (r,—|—t,), c’est-à-dire la somme changée de signe des sauts

, , o*u o*u
brusques de et — — .

y 02U . O’U
■ et de

Ox*

Il nous reste à calculer les discontinuités de

ÔHJ
Calculons la première, celle de

l ’expression (3) de

On a :

ÖU
T T

Ox Oz

dx Oz Oy ôz

; pour cela, revenons à

oâu
OxOz

0*V

aj.
Oz

0.1,

ôz

n’est autre que  ̂ ■ qui reste continue puisque la densité

relative à V s’annule en M0. Quant à J,, nous avons vu que c ’est 
une somme de deux potentiels: l ’un de ligne, l ’autre de surface. 
Le premier est holomorphe en M0 ; il ne fournit donc aucune 
discontinuité. Le second, au contraire, a une dérivée normale 
discontinue ; cette dérivée fait un saut brusque égal à

—  4-Ai)
0x'

puisque la densité est, d’apres la formule (5), représentée par la 
fonction :

* ( 4

et qu’au point M0, y' est égal à 1 .
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D’après cela, fait le même saut brusque et, par suite, il

en est de même de .
uxoz

t t . . . . . .  ôU . ô2U .. .
Le même calcul applique a — —  montrerait que ——^  lait un

saut brusque égal à —  4tt

,®y
j ( y - )

112. Résumons tous ces résultats dans le tableau suivant :

Dérivées secondes. Sauts brusques.

ôrj

dx2 • · ·

ô2U

ùy2 ............................
. . . . W t ' ,

Ô2U
êz2 ............................

Ô2U
ùxôy

.. / u/ \
Ô2U . / ( y )
êyêz " ûy'

Ô2U . . . . _ · ( * )
êzôx ùx'

ê’U
Remaüque I. —  On peut donner au saut brusque de ------  une

oz2
expression géométrique très simple, indépendante du choix des

1 1
axes; (î-j+tJ désigne, en effet, la somme -¡r--- 1— rj- des inverses

l\j K 2
des rayons de courbure principaux en M0 ; le saut brusque

de —  est donc 
oz2

- 4 r y ( . i - + - L ) ·

Remauque II. —  Les expressions des discontinuités des déri-
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vées secondes se simplifient si l ’on prend pour axes des x et des y 
les tangentes aux lignes de courbure qui se croisent en M„.

Dans ce cas, en effet, on a :

et, de plus :

ri J_  1
R, ; t l—  R* ;

s, =  0 ;

comme le montrent les formules d’Olinde Rodrigue.
On voit alors que les sauts biusques pour les six dérivées 

secondes :
ù2U ô2U ô2U ô2U d2U D2U
dx2 ’ 0y2 ’ ûz2 ’ OxDy ’ Oyôz ’  ôzôx

deviennent respectivement égaux à :

4 -a ' —  4irp' ( j ç  +  i ç )  > °»

4-
" 4“ V

---4 TZ
Ojjl'
ùx'

113. Étude des dérivées premières d’un potentiel de double 
couche. —  Soit S une double couche quelconque ; on sait que son 
potentiel Y  est holomorphe dans tout domaine qui ne contient 
aucun point de S. Mais si le point attiré M vient à franchir la 
surface en un point M0, la fonction Y  et ses dérivées éprouvent 
des discontinuités. Nous connaissons déjà celles de Y, calculons 
celle des dérivées premières.

Nous supposons qu’en M0 la surface S admet un plan tangent 
bien déterminé et nous prenons ce plan comme plan des xy, 
le point M0 étant pris pour origine.

Les résultats du paragraphe précédent vont nous montrer 
immédiatement comment se comportent les dérivées premières 
de Y  au voisinage de Mu.

On a, en effet, en reprenant les notations habituelles :
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ce que nous avons mis (99) sous la forme

v _  (  au, . au , .
\ ùx

aU„

en posant:
°y

dm'

ôz ·)■

u  _ _ y

U j = p _ V ^ w

U„ U2, U3 sont des potentiels de simples couches ; Y  s’exprime 
avec des dérivées premières de ces potentiels et par conséquent 
les dérivées premières de Y  s’expriment avec des dérivées 
secondes de ces mômes potentiels.

Considérons, par exemple, '■> on a :

av / a2u. . a2u„ . a2u„ \
ôxôz / ’ôx Ox2 ùxôy

secondes · —

Or, quand on franchit S au point 1NIU, les trois dérivées 
ô2U2 ô2U3 „ ,

ôx2-’ ôxùv ’ dxâ)T ° nt · sauts " lus(l ues l'espccti-
y Ou,'

vement égaux à : W p 'r , ,  4^|3'p.'s1, — 4tï , c’est-à-dire égaux

à : 0 , 0 , — 4 tï. puisque a' et ¡3' sont nuis au point Mu.

Il en résulte que 4^ - fait un saut brusque égal à îtz - .
av

On démontrerait de môme que — fait un saut bruseme étral
. , a v  b

„  1 . av
Voyons maintenant ce qui se passe pour ; on a :

av
az

d2lL a2u„ a2u3 \
az2 / ’axaz dyaz

„ „
Le saut brusque de . ^  ' es*- égal à — 4te---^ -,---- ,c  est-a-dire

a2u,

car a! =  0  et y ' =  1  au point M ,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T H É O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E Na J.|

enfin celui de'
ô2U.
ôz2

MJ,
ôyôz

Le saut brusque de · —’'1— est de môme égal à — 4tcu'*—-t- et 
1 clvôz °  1 0/

à —  h r .f  (1‘,-j-t,).

ôV
Le saut brusque de est donc égal à :

+ 1,
ôa' ô?'
ôx' - 1 ·7 J

Or on a en général :

■ P.

d’où : 

Oa' ô,3'

^ i + p ' i  +  q2.

1

P'=
Vl +  p  ̂+  q2,

(V  ôy' j/ l - f - p ^ + q 2,  ̂ 1

8

^) +  P r ûx/
■' V i + p ^ + q 2,

+  qr
¥ ■ pV q2.

Au point Mu, pj et q, étant nuis, cette formule se réduit à:

ôâ' ô^
T  +ôx ¥

r * , , ÔV . , ·. , , , ÔVLe saut brusque de se réduit clone a zéro ; —— reste co»'
Oz

tinuc.

lin résumé, on peut énoncer la proposition suivante:
Quand on franchit une double couche, la dérivée prise suivanlU

7 · r ,, . , . „  OV OV . ,normale reste continue. Les denvees taiigcnttelles — , ——. mm
ôx ôy '

des sauts brusques respectivement égaux à 4tc T et 4tc -y~-·

114. —  On peut obtenir ces résultats d’une autre manière siu>s 
les déduire de l ’étude des dérivées secondes d’un potentiel d® 
simple couche dans le cas général.

Voici une méthode qui suppose seulement que l ’on sache coin· 
ment se comportent ces dérivées secondes dans le cas où la den' 
site est nulle au point où l ’on traverse la surface.
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Nous procéderons de la manière suivante :
l°Dans un premier cas nous supposerons que la surface qui · 

porte la double couche est fermée et que la densité est cons
tante.

2°Nous traiterons ensuite le cas d’une surface fermée en suppo
sant la densité variable d’un point à l ’autre, mais nulle au 
point M„.

3° Nous traiterons après cela le cas d’une surface fermée quel
conque sans faire d’hypothèse sur la densité en M„.

4° Nous traiterons enfin le cas d’une surface quelconque non 
fermée.

PiiEMiEn cas.—  Surface fermée et densité constante. —  On a vu 
(101) que dans ce cas le potentiel est constant à l ’intérieur et 
constant à l’extérieur ; les dérivées sont alors nullcs partout et 
n’éprouvent donc pas de discontinuité quand on franchit la sur
face.

Deuxième cas .—  Surface fermée et densité variable m a i s  nulle 
au point M0.

Le potentiel Y s’exprime en fonction des potentiels de simples 
couches : Lq, U2 U3, par la formule

OU,
ôx

ÛU2 ÔU3\ 
ôy ^  ôz ) '

Or les densités correspondantes a'p/, ¡3'p/, y'p.' s’annulent en M„ 
puisqu’en ce point p.' est nulle. Nous savons alors comment se 
comportent les dérivées secondes des fonctions U,, U2, U3 (voir 
n° 1 1 0) et nous pouvons en déduire les sauts brusques des déri
vées premières de V.

Considérons par exemple -jp- :

ov /o»u. a*u, d»u, \
ôx \ ôx2 ôyôx ôzôx /

ô2U, . . . ô2U, , ô2U3 „
reste continue ainsi que -  ̂ ! quant a eDe *alt unôx2

saut brusque égal à 4  π - ^ r  · Le saut brusque de-4— est donc 
ôx ôx
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■ 1 - / ^ 1 f  r \  · , d V r  .
égal a 4 - — ,̂ . Un voit de meme que —— lait lin saut brusque

ée al il ll~~Èÿr '

Considérons maintenant
ûV
ùz

: on a :

av _  ■ aau, , a*u, , aau , \ .
îlz \ Oxùz ûyùz ù z2 /

■ 1 ■ fait un saut brusque égal à —

lement qu’il est nul ; en effet on a :

on voit laci-

ô
Ôx

a (  Y·' \ \ ^  cV
ùx' \ y ' J Y  Ôx'

et les quantités a' et u/ sont 

brusque de  ̂— est égal a

flV
-T—  est donc continue, 
oz

milles en M0. De même, le saut
^ r ^zéro. Lnfin ■■ . reste continue. 

oz¿

TitoisiÈsiE c a s . —  Surface fermée et densité quelconque. —  
Appelons toujours Y  le potentiel ; on a, en employant les nota

tions définies au début de ce chapitre :

V = f  ¡Y  d t C

Appelons p.0 la densité au point M0. On peut écrire :

La deuxième intégrale est un potentiel de double couche dont la 
densité est constante. Ses dérivées premières sont continues 

(1 er cas).
La première intégrale est un potentiel de double couche dont 

la densité variable est nulle au point M0 (2° cas). Les dérivées 
premières de Y  se comportant comme celles de ce potentiel, on 
a donc encore :

n ov , . , V
Lour-^— ..........  le saut brusque 4t:
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Pour—— ..........  le saut brusque 4tt — ,■
ôy dy'

Pour ...... —  0 .
oz

Q uatrième cas. —  Surface non fermée quelconque. —  Soit S' 
une pareille surface limitée par un contour C.

La surface ayant (leux côtés, on peut faire passer par C une 
deuxième surface S" de manière que l ’ensemble S' S" forme une 
surface fermée S. Quelle que soit la distribution de matière 
qu’on envisage sur S", son potentiel est une fonction holo
morphe au voisinage de M0 qui n’est pas situé sur S" mais sur SL 
Si donc on franchit S' en M0, les discontinuités des dérivées 
de S' sont les mômes que celles des dérivées correspondantes 
de S. Nous sommes ainsi ramenés au cas précédent d ’une sur
face fermée quelconque.

ov
On voit donc que dans tous les cas : reste continue et que

les dérivées tangentiellcs éprouvent des discontinuités égales
. , ôu/ ÔV , , du! ÔV
a 4« ~ r  pour ——  et a 4 tc -^7- pour —— . 

ox ôx ô y '  ô y
Le théorème énoncé à la fin du paragraphe 113  est donc 

démontré.

115. C o m p a ra is o n  d e s  s im p le s  e t  d e s  d o u b l e s  c o u c h e s .  —
Considérons deux potentiels l ’un Y  de simple couche, l ’autre Y # 
de double couche, relatifs à une môme surface S :

V

Comparons-lcs :
1° Ces deux potentiels sont des fonctions harmoniques dans 

tout domaine qui ne contient aucun point de la surface S.
2° Désignons par 1 et 2 les deux côtes de la surface et soit M0 

un point de cette surface.
Lorsque le point attire iNI tend vers M0 en suivant une certaine 

p o ix c a r é . P o te n t. N e w t. 17
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droite L passant par M0 et en restant du côté 1 de la surface, 
les fonctions :

dV tW dV
V’ dx ’ Oy ’ dz

et les fonctions
v, dV' dV' dV'
V ’ dx dy ’ ôz

tendent vers des limites ; nous représenterons ces limites par les 
notations :

V Ü ÏL ü
*’ ôx ’ dy ’ dz

Ct
dV^ dY^ dY ^

*’ dx ’ dy ’ dz

Ces limites sont indépendantes de la droite L que suit le 
point M.

De môme, si M tend vers M0 du côté 2 de la surface, les hlit 
fonctions considérées tendent uniformément vers certaines limites 

que nous désignerons par :

dY2 dV8 dV2 
2’ dx ’ dy ’ dz 

dV's dV', dV'2 
2’ ôx ’ dy ’ dz ‘

Dans les deux cas, ces limites, étant atteintes uniformément, 
varient continuement quand M0 se déplace sur la surface.

A ce point de vue, les deux potentiels se comportent de lu 
môme façon ; mais des différences s’introduisent quand on com
pare les limites relatives au côté 1  avec les limites relatives au 
côté 2 .

Considérons la normale en M0 à S et prenons comme sens 
positif sur cette normale celui qui va du côté 1  au côté 2 ;

dV dV' . . <
appelons -j—- et les dérivées de V et V' prises au point M

parallèlement h cette direction. Quand M tend vers du ■
dV clV

côté 1 ’ dn tend vers une limite que nous appellerons-j—■ et quand
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dV . . dV
M tend vers du côté 2, -=—  tend vers une limite —,—  . On n 

0 dn dn2
, dV' . .. . dV' dV'
de même pour —  des limites -=—  et -=—  .

1 du dn, dns
Cela posé, dans le cas de la simple couche, on a les circons

tances suivantes :

1° Y reste continu.......................

2° est discontinu 
dn

([i désigne ici la densité au point M„).

Y  — V’ 1 --  ' 2
dV dV
dn, dn,

= —  4̂ 0·

3° Les dérivées tarigcntielles sont continues.
Le cas de la double couche présente les circonstances inverses :

1° Y' est discontinu

2°
dY'
dn

est continu.

V '2 —  Y', =  4itp. 

dV' _  dY' 
dn2 dn,

4° Les dérivées tangenticlles sont discontinues.
Dans la formule V'2—  Y', =  4 t: p, nous supposons que le côté 

positif de la surface coïncide avec le côté 2 , c’est-à-dire que, 
dans l’expression de Y7, les cosinus directeurs a!, ¡Y, y' sont ceux 
de la direction positive de la normale à S telle que nous l ’avons 
définie (celle qui va du côté 1  au côté 2 ).
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R É S O L U T I O N  DU P R O B L È M E  DE DIRICHLET 
LA M É T H O D E  DU B A LAY A GE

116. E n o n c é  d u  p r o b lè m e  d e  D ir ic h le t .  —  Soit un domaine T 

limité par une surface fermée S. Le volume considéré est sup
posé connexe, mais son ordre de connexion peut être quelconque. 
Enfin appelons 4> une fonction continue définie en tout point 
de S : cette fonction, d’ailleurs arbitraire, est regardée comme 

donnée.
Cela posé, nous nous proposons de construire une fonction Y 

jouissant des propriétés suivantes :

1° V est harmonique dans tout domaine T' contenu à l’inté
rieur de T.

2° La valeur VM de V en un point quelconque M (x, y, z) de T 
tend vers la valeur <I>JIo de 4* en un point M0 (x0, y0, z0) de S, quand 
le point M tend vers le point M0 en suivant un chemin quelconque 
assujetti seulement à ne pas sortir du domaine T.

C’est en cela que consiste le problème de Dirichlet·

Nous venons d’énoncer le problème de Dirichlet intérieur. On 
peut aussi se poser un problème semblable pour le cas où le 
domaine T  est formé de la portion de l ’espace située à l’exté
rieur de S. C’est ce que l ’on appelle le problème de Dirichlet 
extérieur. Lorsque l ’on étudie ce nouveau problème, on impose 
à la fonction cherchée V une nouvelle condition : celle d’ètre 
régulière à l ’infini, c’est-à-dire de s’y comporter comme un poten
tiel newtonien.

Nous avons déjà vu (§ 64) que le problème de Dirichlet ne 
peut pas admettre plus d’une solution. Nous allons montrer qu’il
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en possède toujours effectivement une. Cette proposition porte 

le nom de Principe de Diriclilet.
Il est clair que toutes les considérations précédentes pour

raient être répétées sans modification pour le cas du plan. Seu
lement, on n’a plus besoin alors, en ce qui concerne le problème 
extérieur, de dire d’avance comment la fonction cherchée doit se 
comporter h l’infini.

La méthode de »transformation par rayons vecteurs récipro
ques indiquée par Thomson et exposée au chapitre Y  permet de 
ramener le problème extérieur au problème intérieur. Nous ne 
nous occuperons donc ici que du problème intérieur.

Commençons par établir quelques propositions qui nous seront 
utiles.

111. Comparaison des fonctions harmoniques et des potentiels.
— Envisageons (fig. 79) une surface fermée S délimitant un 
domaine intérieur T, et un domaine 
extérieur T2. Nous supposerons que 
la surface S possède en chacun de 
ses points un plan tangent unique et 
deux rayons de courbure principaux 
bien déterminés.

Soit maintenant une fonction V 
présentant les caractères suivants :

1° La fonction Y  est harmonique 
a l’intérieur et à l ’extérieur de S, 
c’est-à-dire dans tout domaine con
tenu dans T, comme dans tout do
maine contenu dans T2.

2° La fonction V est régulière à 
l’infini et s’y comporte comme un 
potentiel newtonien.

3" Soit Mj un point situé à l ’intérieur de T,. Considérons un 
point M de S. Si M, tend vers M en suivant un chemin quel
conque assujetti seulement à rester à l ’intévieur de T,, les 
expressions :

dV

M ï ·

V e t
dn
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tendent vers les limites déterminées :

V, et
dV,
dn

qui sont des fonctions continues sur lu surface S.
4° Soit M2 un point situé à l ’intérieur de T2. Considérons 

toujours le point M de S. Si M2 tend vers M en suivant un che
min quelconque assujetti seulement à rester à l ’intérieur de T2, 
les expressions :

V e t
dV
dn

tendent vers des limites déterminées :

V2 et
dV,
dn

qui sont des fonctions continues sur la surface S. 

5° Posons :

4
( V 1 - V 1) =  [x'/

4u \ dn dn / 1

Nous ne supposons rien sur les fonctions p'et p", sinon qu’elles 
sont finies et continues sur S.

Je dis que V est alors la somme de deux potentiels newtoniens 
dus l ’un à une simple couche, l ’autre à une double couche, por
tées toutes deux par S.

118. Commençons par examiner le cas où l ’on a : 

p' =  0 , p" =  0 .

Je dis que l ’on peut affirmer alors que V est identiquement 
nulle.

En effet, traçons deux surfaces fermées S/ et S/, très voisines 
de S, l ’une intérieure, l ’autre extérieure (fig. 80). Soit, de plus, S 
une grande sphère de rayon R entourants. Appelons T/ l ’espace 
compris à l ’intérieur de S/ et T/ l ’espace compris entre S2' et 2 .
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O n  a, en vertu de la formule de Green :

263

normale extérieure a la surface sur laquelle on intègre. 

L’intégrale :
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tend vers une limite déterminée :

/ v ·c/(S)

i l ,
du

do/

quand S/ tend vers S en passant par une série quelconque de 
formes. Cela prouve que l ’intégrale :

jCE (-£■ )*
a un sens. Il fallait le montrer, car on ne sait rien a priori de ce 
que deviennent les dérivées :

av av av
H T '  dy ’ Oz

sur S. Tout ce que l ’on avait supposé, en effet, ne concernait q«e 
la dérivée :

av
dx

OY
i l

Û Z

en désignant par a, [3, y les cosinus directeurs de la normale 
extérieure à S.

Finalement, on a :

J(S) 1 du

2

dx.

Voilà un premier point.
Prenons maintenant l ’intégrale :

et supposons que le rayon R de la sphère S augmente indéfini' 
ment. Puisque V se comporte à l ’infini comme un potentiel neW' 
tonien, on peut écrire, dès que R est assez grand :

Y
dV  ̂ N 
dn <  R 2 '

Soit, d’autre part, une sphère Q de rayon 1 concentrique à $■
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Appelons ds un élément infinitésimal de fî. On aura :

MN

263

f V- -̂du'
/̂(s) an

< -

fJ (S)
y

dY . .
---- iW
du

R3

<

n r
r  /«'(Qï

-R Yb.

4icMN
R

On voit que l ’intégrale étudiée tend vers zéro quand R aU$ 
mente indéfiniment.

Cela posé, l ’intégrale :

dy

fisi; dn 

tend vers une limite déterminée :

f ,  VJtsi:
dw'

X,v*dV,
dn

dw'

quand S/ tend vers S en passant par une série quelconqu® 

formes.

On conclut de tout cela que l ’intégrale :

3V \ 2

de

dv

a un sens. On a :

en vertu des remarques précédentes. 
On déduit de là la relation :

ÔV
J  j/ j K dx
rv h = f  (v,

•dsA

dV,
dn

dV2 \ , /

l’intégrale triple étant étendue à tout l ’espace. Mais :

dY,
V. dn

.V iYi =  o,
Va dn

à cause des hypothèses faites. 
D’où :

DV
J  ¿ J  \  Ùx

dv —  0 .
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Cela prouve que l ’on a :

dV
ix

0 ,
av

o,
DV
Oz

=  0

en tout point de l’espace. Donc :

v = c h.

Or V s’annule à l ’infini. Par conséquent

V =  0
C. Q. F. D.

119- Abordons maintenant l ’étude du cas général. Posons :

en désignant par —j— une dérivée prise par rapport a x, y, z sui

vant la direction de la normale à S en chaque élément do'. On 
voit que Y' est la somme d’un potentiel de surface et d un poten

tiel de double couche.
En vertu des hypothèses faites tant sur S que sur p/ et p , on 

peut affirmer l ’existence des quantités :

dV'\t V' 1
n 21 dn

dV'i
dn

De plus, on a :

Y', —  V '2 =  —  4*1*" =  V, — v ,

et :
__ _dV̂ _ , , dV, ~ dV,

dn dn "’l dn . dn

conformément aux théorèmes établis pour les simples et doubles 

couches dans les chapitres III et IV.
Posons alors :

U =  V — V'.
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La fonction Y  est harmonique tant à l ’intérieur qu’à l’extérieur 
de S ; elle est régulière à l ’infini ; enfin on a :

D’où

u , — u a =  0, du,
dn

dU,
dn

0 .

U =  0

V =  V'.

Ainsi, la fonction V peut être regardée comme la somme d'un 
potentiel de simple couche et d ’un potentiel de double couche.

120. On peut écrire :

(V x -V .)
dJL

r
“ dn"

du'.

Supposons :
dV

V =  0  ——i  =  0 
Vî ’ dn

Alors

On retombe sur une formule connue. 
Supposons maintenant :

Alors :

v , - v t =  0.

4 tîY
dV2\ dto' 
dn ) r

et V est un potentiel de simple couche. Ce cas se présente notam
ment si on définit V au moyen de deux fonctions harmoniques, 
l ’une à l ’intérieur de S, l ’autre à l ’extérieur de S, prenant les 
mêmes valeurs sur S.

121. Balayage d’un domaine. —  Considérons un domaine T 
ayant pour frontière une surface fermée S. Soit P un point situé

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



268 T H E O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

à l ’intérieur de T, portant l ’unité de masse. Désignons par p la 
distance de P à un point M quelconque de l ’espace. Le potentiel 
newtonien dù à l ’action de P sur M a pour valeur :

Y :

Supposons maintenant qu’on sache construire la fonction de 
Green G relative au domaine T et au point P. On a :

1
G =  —· — II,

P

II étant déterminée par les relations suivantes :

AII =  0........................................dans T

I I = J -
P

sur S.

Concevons une fonction Y  qui coïncide avec II à l ’intérieur 
1

de S et avec — à l ’extérieur. Cette fonction est continue dans 
P

tout l ’espace ; elle se comporte régulièrement à l ’infini ; en outre 
elle est harmonique tant à l ’intérieur qu’a l ’extérieur de S. Si 
l ’on reprend les notations du paragraphe 417, on peut écrire :

V2 —  V, =  0

d J_
dVg dv, _  p | d ll _  dG
du dn dn du du

D’où :

y  1 Ç  dG de/
4t dn r

en vertu d’une formule établie précédemment (§ 1 2 0 ).
On voit que V est le potentiel newtonien d’une couche simple 

de matière attirante répandue sur S avec la densité :

___ 1 dG
4ti dn

en chaque point.
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A l'extérieur de S, V coïncide avec ■— . Donc, pour un point
P

qui n’est pas situé dans le domaine T, le potentiel dû à la simple 
couche considérée est le même que le potentiel dû à l’unique 
point P.

A l ’intérieur de S, V coïncide avec H, mais on a :

- — >  G >  0, 
P

c’est-à-dire :

0 < I I <  —p

en tout point de T qui n’est ni en P ni sur S. Donc, en tout 
point situé dans le domaine T, le potentiel dû à la simple cou
che considérée est plus petit que le potentiel dû à P.

On sait que est négatif en tout point de S : cela résulte

de ce que G est nul sur S et positif à l ’intérieur de S. On a 

donc :
i

4*
dG
du

> 0 .

Ainsi les masses qui constituent la simple couche dont le 
potentiel est V sont toutes positives.

Les mêmes propositions sont vraies si le point P , au lieu de 
porter l ’unité de masse, porte une masse égale à m. Si m est 
positif, la densité de la couche superficielle que l ’on fabrique est 
encore positive en chaque point de S.

Les mêmes considérations peuvent encore être faites à propos 
de masses distribuées d’une façon quelconque dans T : points 
discrets, volumes, surfaces ou lignes.

La couche superficielle obtenue s’appelle couche équivalente 
aux masses intérieures. L ’opération qui consiste à remplacer des 
masses par la couche équivalente porte le nom de balayage du 
domaine T.

En résumé, on voit que le balayage d’un domaine qui ne con
tient que des masses positives ne change pas le potentiel en un 
point extérieur ; il le diminue en un point intérieur ; enfin cette 
opération n’introduit jamais de masses négatives.
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R e m a r q u e . —  On a :

Donc le balayage, dans le cas d’un point P unique portant 
l ’unité de masse, ne change pas la niasse totale considérée. En 
d’autres termes, la masse totale de la couche équivalente est 
égale à la masse primitive.

11 en est évidemment de môme dans le cas d’une distribu
tion quelconque de masses.

122. —  On peut définir de môme une opération qui s’appellera 
le balayage de la région de l ’espace extérieure à S.

Soit P un point attirant portant l ’unité de masse située à l ’exté
rieur de S. Appelons encore p la distance de P à un point M 
quelconque de l ’espace. Si G désigne la fonction de Green rela
tive au point P et au domaine extérieur à S, on a :

G - l - I I
P

AII =  0.................................. à l ’extérieur de S

avec

h = - L sur S.

1
Imaginons encore une fonction Y  qui coïncide avec — à l ’inté-

p
rieur de S et avec II à l ’extérieur. On a cette fois :

S)

dG du/ 
dn r

et l ’on voit encore que Y  est le potentiel d’une simple couche 
répandue sur S avec la densité :

1 dG_ 
4t: dn

en chaque point. Ici on a

dG
dn > 0,
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car le sens de la normale extérieure à la surface S est mainte
nant celui de la normale dirigée vers l ’intérieur du domaine 
envisagé.

Sans insister davantage, nous pouvons énoncer les conclusions 
suivantes :

1° Le balayage ne modifie pas le potentiel à l ’extérieur de S.
2° Le balayage fait diminuer le potentiel à l ’intérieur de S.
3° Le balayage n’introduit pas de masses négatives.
Ces propositions se démontreraient comme dans le premier 

cas.
Voyons ce qui arrive pour la masse totale : je dis quelle a 

diminué.
En effet considérons une sphère S de rayon R. Supposons R 

assez grand pour que le point P et la surface S soient a l ’inté
rieur de 2 .

La fonction G est harmonique à l ’extérieur de S et régulière à 
l’infini. On a donc :

G =
y  ni
¿a  r2,,+ 1

ni
r

n;
r°

et ce développement est valable pour :

r >  R.

Ili est une constante. Voyons son signe.
D’abord on ne peut pas avoir :

n i< o ,

car, pour R très grand, c’est cette constante qui donne son 
signe à G. Or, nous savons que G est positif à l’extérieur de S. 

De plus je dis qu’on ne peut pas avoir ;

n i= o .
En effet, si cela était, ce serait H', qui donnerait son signe à G 

pour r très grand. On devrait donc pouvoir écrire :

I li^ O .

Or, posons :

n[, =  i-I’Xp.
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On a :

J x ;x ;« h = o ,
si p ^ tq , l’intégrale étant étendue à tous les éléments de la 

sphère de rayon 1. Prenons :

P =  1) q =  0.

On déduit de là :

■ J x ; d - = o .

Donc X' , et par suite Il[ ne peut pas avoir un signe constant· 
Donc ni ne peut pas être nul.

On conclut de tout cela :

n ; > 0 ,

l’égalité étant exclue. Or :

D’où

X x ; X
G = 1 ■) H— f

r 1 “ r·*

dG X 2 X,'

dr r* r3

Lorsque r est très grand, c’est 11  ̂ qui donne son signe. On a '·

D’où

n ;> o
X '„> 0 .

dG
dr

< 0

pour r très grand.

Cela posé, si l’on appelle M la masse totale de la couche at11' 
rante répandue sur S après le balayage, on a :

1 Ç dG 
4tî J,si du

dio'.

On peut écrire .

1 r dG
M: H -«/(s) dn

du' ■ i . (
i” J (y)

dG

dr
dm'

1 Ç  dG
4“  dr

du'.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



R É S O L U T I O N  D U  P R O B L È M E  D E  D I R I C H L E T 273

Or la différence des deux premières intégrales est égale a l .  
Quant à la troisième intégrale, nous venons de voir qu’elle est 
négative dès que r est assez grand. On a donc :

M< i .

La masse totale a diminué par suite du balayage.
Tout ce que nous venons de dire s’applique encore sans modi

fication si les masses primitives considérées, au lieu d’être con
densées en un point, sont distribuées d’une façon quelconque.

123. —  Pour pouvoir faire le balayage d’un domaine T, il faut 
deux conditions :

1° Savoir former les fonctions de Green G relatives à ce 
domaine.

dG
2° Savoir que - j— · existe et est intégrable sur le bord du 

domaine T.
Ces deux conditions sont remplies s’il s’agit d’une sphère. On 

sait donc faire le balayage cl’une sphère.

Avant de montrer les conséquences que l ’on peut tirer des 
théorèmes précédents, nous allons revenir sur quelques-uns de 
ceux-ci en nous plaçant dans le cas particulier où il s’agit du 
balayage intérieur d’une sphère.

124. B a la y a g e  d ’u n e  s p h è r e . —  Soient (fig. 81) une sphère S 
de centre O et de rayon a. Appelons M un point situé à l ’intérieur 
de la sphère et M' un point situé au centre de gravité de l ’élément 
do' de la surface de la sphère. Posons :

OM =  p, OM7 =  a, MM'==r.

Imaginons maintenant dans l ’espace une distribution de matière 

attirante pour laquelle la densité soit pi au centre de gravité de 
l’élément de volume d .̂ Désignons par Y le potentiel ainsi 
engendré. On a :

v = v1+Yî
en appelant V4 le potentiel dù aux masses intérieures à la sphère 
et Vs le potentiel dù aux masses extérieures. Le balayage a pour

POINCARÉ. Potent. Newt. ^
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effet de remplacer chaque masse ¡adt située à l’intérieur de la 
sphcre par une couche équivalente répandue sur la surface et 
ayant pour densité en M' :

a2 — o2

4nari
ad T.

Il résulte de là que la densité en M' de la couche équivalent

finale, une lois qu’on a terminé le balayage, est donnée par l’1*1' 
tégrale triple :

V- V- dxy

étendue à la sphère considérée. Posons alors :

En supposant p/>0, on a :

¡P > 0 ,
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D’autre part :
Uj = V r>. à l ’extérieur de S 

Uj <  Vt... à l ’intérieur de S

Prenons :
u =  ul +  ul..

On a finalement :

U =  V ... à l ’extérieur de S 

U <  V ... à l ’intérieur de S

et d’ailleurs U est positif et continu dans tout l'espace.
Les mêmes conclusions sont encore vraies si V est un potentiel 

dû il des distributions superficielles ou linéaires. On le démon-

Fig. 82.

aérait exactement de la môme façon. Nous n’insisterons donc pas 

avantage sur ce point.

125. Théorème de Harnack. —  Soit une sphère S de centre O 
de rayon a. Prenons un point M à l ’intérieur de la sphère et
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Considérons maintenant une suite illimitée de fonctions :

harmoniques et positives dans S. Désignons par :

V iv;... V i

les valeurs de ces fonctions en un point M' situé au centre de 
gravité de l’élément d«' de la surface de la sphère.

Nous avons prouvé (§ 97) que, si la série :

SVi

est convergente, sa somme :

est une fonction harmonique dans S. 
On a :

en posant :

l F  =  r.

Soit alors une sphère S concentrique à S et de rayon b inférieur 
à a. Supposons que le point IM soit à l ’intérieur de S. Posons :

0 *>
a - P  - 6
4 TOU·8

On a :
r > a  —  p > a —  b

et :
a2— p2< a 2.

D’où :
,̂ 2

- Q <  4toi (a —  b) 3 ‘

Appelons B0 cette limite supérieure de 6 . On voit que l’on peut 

écrire :

v ‘ < B "X ,v;d “ '
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Si donc la série :

277

f  V 'd w '+ f v i d w '+ . - .+  f  V'dw' + . . .
J  (S) J(S) J  (S)

est convergente, la série :

V 1 +  V , + ... + V î+ . . .

l’est elle-même, et sa convergence est uniforme.
Nous avons vu (§ 91) que l’on peut aussi assigner une limite 

supérieure B, aux trois quantités :

Donc les séries

d0 d9 dQ

dx ôy
>

dz

E dVi OVi V t  £V
ôx ’ ¿ j  dy ’ 2 j  dz

dV, v» av,
dx dy

sont absolument et uniformément convergentes quand la série :

X O 1“ '
est elle-même convergente.

11 en est encore de même pour les séries :

V  d2V¡ Y  d2Vi

Z  dx2 Zt dydz

n  d2V, v  ó2y¡y  a2y, y  £
2 u  dy2 2 jí dzdx

^  daV ¡ ^  ô2Vi

dxdy

et en général de toutes les séries déduites par dérivation terme à 

ternie de la série :
SV,

Cela se voit toujours par le môme procédé.

Nous avons conclu de tout cela, au paragraphe 91, que la fonc

tion Y est harmonique à l ’intérieur de la sphère, si la série :

V f V 'jd w ' ·
¿ - ‘•'(S)

est convergente.
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Nous voulons aller un peu plus loin à présent et montrer que

serie :

S f V',da>'
S)

est convergente, si la série :

2V,

est convergente en un point de la sphère. 

Í26. Appelons :

VÎVÎ... V î -

les valeurs des fonctions :

v . v - v , . .
au point M0. Posons d’ailleurs :

On a

OM0 =  p0, M„M' =  v

y .  r  v - W M

J( s)
Mais on peut écrire l ’inégalité :

ro < a +  ptr
D’où

ce cpii donne :

et enfin :

en posant :

a2—  P2o  ̂ a ~ P c  
4ratr3() 4rai (a-f-p,,)2

Vo, >
a —  p„

4 toi (a -f- p0) 2 J{s)

f Y'1dw/<:NY'’i,
J  (S)

-  / > ,* » '«//«

1 0--- Po
N 4 r,a (a +  p„)4 

Or, par hypothèse, la série :

2 V0,
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est convergente. Donc il en est de même de la série :

et, par suite, la fonction Y  est harmonique.

C. Q. F. D.

127. Considérons un domaine T limité par une surface fermée S. 
Ce domaine est supposé connexe, mais d’un ordre de connexion 
quelconque.

Soit une suite illimitée de fonctions harmoniques :

v.V.v,'..
définies et positives dans T. Je dis que, si la série :

SV,

est convergente en un point M# de T, elle est convergente en tout 
point de T.

En effet, prenons un point M quelconque situé a l’intérieur de T .

Si le point M est contenu dans une sphère qui renferme aussi 
le.point M„ et qui soit tout entière à l ’intérieur de T, la proposi
tion est évidente : en effet, chacune des fonctions Y, est harmo
nique et positive dans cette sphère, en sorte qu’on est ramené au 
cas étudié dans le paragraphe précédent.

Supposons maintenant (fig. 83) qu’on ne puisse trouver
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aucune sphère remplissant les conditions prescrites, mafs que

’on puisse trouver dans T un point Mj tel qu’il existe deux
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sphères, l ’une contenant M0 et M1} l ’autre contenant M, et M, et 

toutes deux contenues dans T. Alors, en vertu de la remarque 
que nous venons de faire, la convergence de la série :

SVi

en M0 entraîne sa convergence en M4 et celle-ci à son tour 
entraîne la convergence en M. La proposition énoncée est donc 
encore vérifiée.

En général, à cause de la connexion du domaine T, on peut 
tracer un chemin continu allant de M0 en M sans sortir de T. Sur 
ce chemin, il est manifeste que l ’on peut trouver un nombre 
limité de points (fig. 84) :

MjM.Mj... MnM„ + j ... M

tels qu’il y ait toujours une sphère contenue dans T et contenant 
à son intérieur deux points consécutifs Mn et Mn + 1. La démons
tration du théorème en question peut alors se faire de proche en 
proche. La série :

2 V,

est convergente en M„; donc elle l ’est en M4, comme on le voit 
en considérant la première sphère. La convergence en M, 
entraîne la convergence en M2, comme on le voit en considérant 
la deuxième sphère. En général, la convergence en Mn entraîne 
la convergence en Mn + 1, comme on le voit en considérant la 
( n - ( - lc) sphère. Il est clair qu’après un nombre limité d’opéra
tions on sera assuré de la convergence en M.

C. Q. F. D.

128. Voici une importante application des théorèmes précé
dents. '

Soit un domaine T limité par une surface fermée S.
Considérons une fonction 4> définie et continue en tout point 

de S. Nous regarderons cette fonction comme donnée. De plus 
nous supposerons qu’elle est positive et non nulle en tout point 
de S.

Cela posé, traçons une sphère Q assez grande pour contenir 
toute la surface S à son intérieur. On peut toujours imaginer une
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(onction U définie et continue dans Q, positive et non nulle dans 

le même domaine, prenant enfin les valeurs <I> sur S.
Donnons-nous maintenant une suite de nombres positifs :

£i£i£3 ··· £n· · ·

tels que la série :

£1 + £2 +  E3 +  ··· +  £a +  ■ ··

soit convergente. On sait qu’il est possible de construire une 
suite de fonctions :

P P P P

définies dans Q et holomorphes en tout point de ce domaine, de 
telle façon que l ’on ait :

0 < P „ < î„

pour toutes les valeurs de l ’indice n et que la somme de la sénc 
absolument et uniformément convergente :

p, -P P2+ . . .  +  p„ + . .  .

soit la fonction U donnée. On peut, par exemple, s’arranger dc 
manière que les fonctions P, soient des polynômes entiers 
en x, y, z.

Supposons alors que l ’on sache, pour toutes les valeurs de 
l ’indice n, former une fonction Vn harmonique dans T et prenant 
sur S les mômes valeurs que P„. On a :

0 <  V „< sn

Donc la série :

v1+v2 + -.. + vn+...,
dont tous les termes sont des fonctions harmoniques et positives 
dans T, est absolument et uniformément convergente en tout 
point de T. En vertu du théorème de Ilarnack, nous concluons 
de là que la somme Y  de la série précédente est une fonction 
harmonique dans T prenant sur S les valeurs <Ij.

Nous voyons par là que l ’on saura résoudre le problème de 
Dirichlet dans le cas le plus général dès qu’on saura le résoudre 
en supposant que la fonction cherchée prenne sur S les mêmes 
valeurs qu’un polynôme donné.
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Remarque. —  Nous avons supposé pour plus de simplicité, 
clans la démonstration précédente, que la fonction donnée i> était 
positive et non nulle en tout point de S. On peut toujours se 
placer dans ce cas pour résoudre le problème de Dirichlet.

En effet supposons que <£> ait un signe quelconque. Posons :

| <I> | < M ... (M —  Cle).

On peut toujours écrire :

<J> =  M — (M —  <I>).

On a :
M — d>>0.

Soit V une fonction harmonique dans T prenant sur S les 

valeurs M— : nous admettons qu’on peut la déterminer. Cela 
posé, il est clair que la fonction :

M — Y

est harmonique dans T et prend sur S les valeurs (b.

129. Méthode du balayage. —  Proposons-nous de construire 

une fonction V harmonique dans un domaine T limité par une 
surface fermée S et prenant sur S les mêmes valeurs qu’un 

polynôme donné P.
Commençons par tracer une sphère Q contenant à son intérieur 

tout le domaine T.

Cela posé, il est possible de trouver une infinité de sphères ûi 

formant une suite à indices entiers positifs et jouissant des pro

priétés suivantes :

1° Chacune des sphères ilj est tout entière intérieure à T.
2° Tout point de T est intérieur à l ’une au moins des 

sphères Q,.
Concevons, en effet, une succession de nombres positifs :

S i , . . .

décroissants et tendant vers zéro. Imaginons maintenant une série 

de régions :
R p V - R , , . · .

s’enveloppant mutuellement et tendant à se confondre avec T-
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La région Rj par exemple est definie comme étant l ’ensemble de 
tous les points de T dont la distance minimum à S est supérieure 

à dp Traçons une triple série de plans parallèles aux plans coor
donnés, l’écartement de deux plans consécutifs de la même sérieg
étant un peu inférieur à ~̂ =r . La région R[ est ainsi partagée en

un nombre limité de cubes dont la diagonale est légèrement infé
rieure à S,. Il est clair que ces cubes sont tous intérieurs à T. 
D’ailleurs tout point de Ri appartient à l’un de ces cubes. 

Appelons :
3, —  s.

la longueur de la diagonale d’un de ces cubes. À chaque région 
R¡ est attaché un nombre positif s, inférieur à 8,. Nous supposons 
que la suite :

C C  C  £ .
1 2 3*·* W1*·*

soit convergente et ait zéro pour limite.
Cela étant, du centre de chacun des cubes obtenus, décrivons

une sphère ayant pour rayon 3¡—  . Nous construisons ainsi
Ji

un nombre limite de sphères :

£2\a 2i... Q l

Toutes ces sphères sont intérieures à T et tout point de R¡ est 
intérieur à l ’une au moins de ces sphères. En faisant la même 
opération pour chaque région R¡, on obtient une série de sphères 
remplissant bien les conditions prescrites :

Io Toutes ces sphères sont intérieures à T.
2° Tout point intérieur à T, étant intérieur aux régions IT à 

partir d’une certaine valeur de i, est intérieur à l ’une au moins 
des sphères considérées.

3° L’ensemble des sphères précédentes est dénombrable, 
puisque l’ensemble des régions R¡ l ’est lui-même et qu’il ne cor
respond à chaque région R¡ qu’un nombre limité de sphères.

La proposition annoncée est donc établie.
Nous considérons les sphères Q¡ dans l ’ordre suivant :

fiA ûiûM ûM · · ·

cle manière à considérer chacune d’elles une infinité de fois.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



R É S O L U T I O N  D U  P R O B L È M E  D E  D I R I C I I L E T a85

130. —  Prenons maintenant le polynôme donné P et formons 
l’expression AP. Supposons d’abord que l’on ait :

AP < 0

en tout point de O. Nous verrons ensuite comment on peut lever 

cette restriction.

Posons :

W,
p'd-c

r

èt :

On a :

AP 
4 TZ

p/> 0 , W 0> 0 .

De plus, 

D’où :
W 0 est le potentiel newtonien d’un volume attirant.

ANY0 =  —  =  AP

en tout point de Q.
Effectuons maintenant le balayage de chacune des sphères Qo 

en prenant celle-ci successivement dans l ’ordre indique. Soit 

W! ce qu’est devenu le potentiel W 0 après la i° opération· On a 
évidemment, en vertu des propriétés du balayage :

en tout point de il. D’autre part, on peut écrire :

Wi>0,

puisque le balayage n’introduit jamais de masses négatives. 

Considérons la suite :

w .w ,. . .  w ,.......
Elle est convergente, puisqu’elle est formée de termes tous 
positifs qui vont toujours en décroissant ou du moins qul ne 
croissent jamais. Soit W  la limite de cette suite : W  est une 
fonction définie en tout point de Q.

On a évidemment :
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Étudions les propriétés deW .
Considérons une sphère quelconque. Elle est balayée une 

infinité de fois, aux opérations numérotées, par exemple :

Considérons les fonctions :

W  AV ... AV . .

Elles forment une suite convergente ayant AV pour limite. D’ail
leurs, on a :

AAV„j =  0... dans il. 

quel que soit i. Alais on peut écrire :

AV =  -  W „ +  ( W ., —  AVH ) +  · · · +  (W Kj -  W J  +  .. .

Tous les termes de cette série sont des fonctions harmoniques 
dans ; ces fonctions sont positives dans le même domaine, à 
l’exception de la première ; enfin la série envisagée est conver
gente en tout point de ü%. Donc, en vertu du théorème de Har
nack, la fonction AV est harmonique dans Mais étant donne 
un point quelconque de T , on peut toujours trouver une 
sphère au moins qui contienne ce point à son intérieur. On 
voit par là que la fonction AV est harmonique en tout point de T.

131. Voyons quelles sont les valeurs prises par la fonction AV 
sur S.

Supposons que la surface S possède en chacun de ses points 
un plan tangent unique et deux rayons de courbure principaux 
bien déterminés. Soit AI0 un point de S. Voyons vers quelle 

limite tend AV quand le point courant M (x,y, z), d’abord situé à 
l ’intérieur de T, tend par un chemin quelconque vers AI0.

En vertu des hypothèses que nous venons de faire, on peut 
construire une sphère S0 tangente extérieurement à S en M0. 
Construisons une fonction U jouissant des propriétés suivantes:

A U = 0 .............. à l ’extérieur de S„

U— W 0 .............. sur S0

U = 0 ..................à l ’infini.
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Sachant résoudre le problème de Dirichlet pour ,1a sphère, nous 
savons former la fonction U.

On a évidemment :

u ^ w ^ w ,

en tout point M de T. Mais, quand M tend vers M„, U et W 0 

tendent vers la môme limite. Il en est donc de même de W. 

Ainsi W prend sur S les mômes valeurs que \V0 

Finalement, on a :

AW =  0... dans T 

W  =  W 0... sur S

pourvu que S ne présente aucune singularité.

132. Posons maintenant :

V =  P — w #+ w .
On a :

A W 0 =  AP 

AW =  0.

D’autre part, il est manifeste que Y  prend sur S les mômes valeurs 
que le polynôme donné P.

Le problème de Dirichlet est donc résolu dans le cas particu

lier où nous nous sommes placés. Mais nous savons que le théo- 
terne de Harnack permet de passer de ce cas particulier au cas 

général. Donc le principe de Dirichlet est complètement établi.

133. Nous avons supposé :

AP < 0

dans ü .  Cela ne restreint pas la généralité. En effet, on peut 
toujours écrire :

p —  p _ p  j. —  i , 1 2,

les polynômes P, et P2 étant choisis de façon que l ’on ait : 

AP4 < 0 , AP2< 0 .
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R É S O L U T I O N  DU P R O B L È M E  DE D I R I C H L E T  

L A  M É T H O D E  DE NE UMA NN

135. Principe de la méthode de Neumann. —  La méthode du 
balayage, exposée au chapitre précédent, fournit une démons
tration rigoureuse et générale du Principe de Dirichlel. La 
méthode de Neumann, dont nous allons nous occuper mainte
nant, a le même but. Au point de vue de la généralité, elle est 
inférieure ii la méthode du balayage. Mais elle a l’avantage de 
bien mettre en évidence l ’identité des fonctions harmoniques et 
des potentiels newtoniens.

Nous étudierons concurremment le problème intérieur et le 
problème extérieur de Dirichlet. Nous nous placerons dans le 
cas de l’espace à trois dimensions. Mais ce n’est que pour fixer 
les idées. On verra sans peine que les raisonnements peuvent 
encore être faits quel que soit le nombre des variables indépen
dantes.

Considérons une surface fermée S limitant un domaine inté
rieur T et un domaine extérieur T'. Nous supposerons que la 
surface S possède en chacun de ses points un plan tangent 
Unique et deux rayons de courbure principaux bien déterminés. 
Cela posé, nous voulons résoudre le problème de Dirichlet à la 
fois pour le domaine T et pour le domaine T'.

La méthode de Neumann consiste à chercher une double couche 
portée par S dont le potentiel newtonien soit précisément la 
fonction harmonique inconnue que l ’on veut construire.

Nous verrons que l ’on peut toujours réussir à déterminer la 
double couche en question dans le cas du problème intérieur. 
Mais, pour le problème extérieur, il n’en est plus ainsi. Il est

POINCARÉ. Potcnt. Newt. 19
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facile de se rendre compte de cette dernière particularité. Soit V 
une fonction harmonique à l ’extérieur d’une splicre de rayon R
et régulière à l ’infini. On a :

X' X'.
V =  — +  — r

? P
en appelant :

o> X '..·

des fonctions sphériques et en posant

p2 =  x2 +  y2 +  Z\

Ce développement est valable pour :

p >  R.
Supposons que Y  soit un potentiel newtonien. Alors on peut 

écrire :
ümç= * pY =  M,

M étant la masse totale qui engendre le potentiel V. Si ce poten

tiel est celui d’une double couche, on a :

M =  0.

Mais, en général :

M = X 'q.
Cela entraîne donc :

X', =  0.

Par conséquent, une condition est requise pour qu’on puisse 
résoudre le problème extérieur de Dirichlet au moyen du poten
tiel d’une double couche.

Nous verrons d’ailleurs que l ’on parvient toujours à résoudre 
le problème extérieur en superposant sur la même surface S une 
simple couche et une double couche de matière attirante.

136. Rappelons d’abord, en quelques mots, les propriétés fon
damentales des potentiels de double couche.

Soit \V un pareil potentiel. C’est une fonction régulière à 
l ’infini et harmonique en tout point de l ’espace, sauf sur la surface 
même qui porte la double couche.
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L o r s q u e  le point cornant M se rapproche indéfiniment d’un 
p o in t  M 0 de S en restant intérieur à S, W tend vers une limite 
q u e  n o u s désignerons par Y. Lorsque M tend vers M0 en restant 
h l ’e x té r ie u r  de S, W  a encore une limite que nous désignerons 
c e t te  fois p ar V'. Si est la densité de la double couche au 
p o in t  M0, on a :

V — V' =  — 4-j*.

E n fin  la  valeur de W  en est:

TT V +  V'

N ous supposons ici la matière attirante qui constitue la double 
co u ch e  répandue sur une surface fermée S. Les éléments do/ 
d e S  sont alors regardés comme ayant leurs côtés négatifs tour
n és vers l ’intérieur de S. Quant à l ’angle solide d?' sous lequel 
do>' est vu du point x, y, z, il est positif ou négatif suivant que do/ 
est vu par sa face externe ou par sa face interne.

13 7 . Soit <I> une fonction donnée, définie en tout point de S, 
uniform e et continue dans le môme domaine. Appelons 1  un 
param ètre réel.

Proposons-nous de déterminer une double couche portée par S, 
de telle  façon que son potentiel W  satisfasse au voisinage de 
chaque point de S à la relation :

' Y  —  V ' —  ). ( V  V ' )  +  2  <I>.

C ’est ce que j ’appellerai le problème de Neumann.
Supposons ce problème résolu et faisons :

1  =  1.

Le potentiel W  correspondant vérifiera la relation :

V ' . = —

Le problème de Diricblet extérieur est ainsi résolu.
Faisons maintenant :

À =  — 1 . :
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Le potentiel AV correspondant vérifiera la relation.

Y =  d>.

Cette fois, ce sera le problème de Dirichlet intérieur (pii sera 
résolu.

Finalement, on voit que nous sommes ramenés h la recherche 
du problème de Neumann.

138. Considérons AV comme une fonction de X. Admettons 
que XV puisse être développé en série ordonnée suivant les puis
sances croissantes de X. On a alors

AV =  AV0 4 -  XAV, +  ... +  X'W, +  ...

V ^ V .  +  XV, +  ... +  X‘V, +  ...

(1) V' =  V '0 +  xv\ +  · ·. +  X'Y'i + .  · ·
U =  u 0 -+ -X U .+  ... +  X'U, +  ...

Voyons si de pareilles séries peuvent vérifier toutes les conditions 
imposées à la fonction W  que l ’on cherche.

D’abord il faut, pour cela, que l ’on ait :

AW0 =  O, AW1=0,... AW, =  0...

en tout point de l ’espace, sauf sur S. Cela aura lieu si nous pre
nons pour :

W , AV,... AV,...

les potentiels de certaines doubles couches.
Maintenant la relation :

V —  V' =  X ( V + V ')  +  2 *

donne :
V0- V ,  =  2 *

V ,— V', =  V 0 +  V '0 =  2 U0 

V , - V ' .  =  V 1 +  V ' 1 =  2U 1

Vi — V'i =  V, - i + V ' i _ 1 =  2U1_
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Si l ’on appelle :

· !*>· · *

les densités des doubles couches dont les potentiels sont respec
tivement :

on sait que l ’on doit avoir :

V . - V '# =  - 4 ^
V . - V ' ,  — 4 ^
V2- V ' 2 =  - 4 ^ 2

D’où
<ï>

l "0---- 2r.

u »
Ia ! — 2t.

U,_
2

ce qui détermine de proche en proche les densités des doubles 
couches envisagées.

Cela posé, nous avons deux questions à résoudre :

I o......  Peut-on construire les séries (1)?
2°......  Ces séries sont-elles convergentes ?

C’est ce que nous allons examiner.

139. D é v e lo p p e m e n t  d e  la  m é t h o d e  d e  N e u m a n n .—  Posons pour 
abréger :

d8' =  -
dcr'

Prenons :

W i = f  u.,d«j/.1 J(S) · ‘
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Wi sera le potentiel d’une double couche portée par S. Donc la 
fonction Wi sera régulière à l ’infini et harmonique en tout point 
de l ’espace non situé sur S.

D’autre part, on aura bien :

V i —  \r/i =  —  4 î îp i

et, si l ’on pose :

on pourra écrire :
Vi — V,i =  2U,_i .

Donc Wi remplira toutes les conditions prescrites.
Les fonctions Wi peuvent être formées de proche en proche à 

partir de la fonction donnée.
En effet, on a d’abord :

Maintenant, W 0 étant connu, il est clair que V0 V '# U0 le sont 
aussi. Donc on peut calculer pq. D’où :

Et ainsi de suite.
Finalement on peut écrire :

¡v
U,.

2 *

Donc les fonctions Wi peuvent être formées de proche en proche 
et, par suite, les séries (1 ) peuvent être construites sans ambi
guïté.
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R emarque. —  Si l ’on a :

il est clair que W 0 égal à

2 .....................  en tout point de T

1 .....................  en tout ¡joint de S

0 ...................... en tout point de T'

car :

J 1 df)' =  2 ... six , y, z est dans T

I dO' =  1 ... si x ,y ,z  est sur S
Jt  S) ’ J  ’

f  df)' =  0... si x ,y ,z  est dans T'.
.(S) 1 J  ’

295

140- Étudions maintenant les fonctions Wj.
Supposons que la surface S soit convexe et possède en chaque 

point des rayons de courbure finis. Nous excluons ainsi de nos 
considérations les surfaces qui ont des portions planes ou cylin
driques.

-■ Ces hypothèses ne sont pas toutes indispensables. Neumann 
a étendu sa méthode à toutes les surfaces qui ne sont pas bièloi- 
lées, c’est-à-dire où tous les plans tangents ne vont pas passer 
par l ’un ou l ’autre de deux points fixes (comme cela aurait lieu 
dans le cas d’un cube ou dans le cas du solide commun à deux 
cônes). Mais, pour simplifier, nous nous bornerons au cas, déjà 
très général, qui a été signalé.

Figurons la surface S (fig. 85). Soit M' un point de cette sur
face situé au centre de gravité de l ’élément dw'. En vertu des 
hypothèses faites sur la nature de la surface S, on peut tracer 
une sphère h tangente à S en M' et contenant toute la surface à 
son intérieur. Soit O le centre de cette sphère ; désignons par A 
le point de S qui est diamétralement opposé à M' ; il est clair 
que M'A est la normale à S en M'.

Supposons maintenant que le point courant x, y, z vienne se 
placer sur S en M. Joignons MM' et posons :
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On il évidemment :

cos 'ji 0 ,

quel que soit le point M, puisque la surface S est convexe.
Ici do·' est constamment négatif, d’après nos conventions, car,

A

la surface S étant convexe, on n’en peut voir, quand on se place 

sur elle, que le côté interne. On a donc :

d o '=  —
d w '  CO S tj;

MÂT'

si l ’on remarque que do·' est, en valeur absolue, l ’élément de la 
sphère de rayon 1 décrite de M comme centre dont la perspec
tive sur S est dw'. On conclut de là :
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Posons maintenant :

297

M'A =  2 R,

en appelant R le rayon de la sphère S. La sphère S a pu être choi
sie de façon que la même valeur de R convienne pour tous les 
points M 'de S. On a:

M'B =  M'A cos di,

B étant le point où M'M coupe 2. puisque le triangle M'BA est 
rectangle en B. D’autre part :

dO' >  0

et :

car :

D ’où:

1  de·/cos A
dô'>-^---- -------2 T

2 71 m 'B

M'B >  MM'.

dto'
d8'>

d0'>

877R2 cos d/ 

du'
8 ttR2

Posons

On a finalement

8 îtR*
:M.

d9'> Mdw'.

Cette inégalité nous servira tout à l ’heure.

141. Considérons Uj. C’est une fonction continue sur S. Donc 
elle a une limite supérieure Gt et une limite inférieure Ili. Ecri

vons :

Si le point M est situé sur la surface S, on a :
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Donq, eh désignant (fig. 8 6 ) par U', la valeur de U, en M', on peut
écrire :

»1̂ ,------->
, W, + 1 =  Ui + 1 =  /uidÔ'.
\ ./(S)

M o /  /

Si M se déplace sur S, Ui + 1 varie et 
/ atteint son maximum Gi + i en un cer- 

tain point M0 et son minimum Ili + 1 en 
un certain point M,. Appelons alors :

1 / s i
—  2 ^ 9 ', —  2nd9i, —  2toI9î

M '

Fig. 80.

les singles solides sous lesquels à<* 
est vu respectivement des points :

M, M„, Mj.

Dans ces conditions :

G1 + l =  f Uid9' 
Ji*)

11, +, =  f  i « .
J  (S)

Or:

fd% =  fdH[ =  l.
Donc on peut écrire :

G ,=  f G,d9;
J  (S)

h , =  f ii.de;.·
«As)

On en conclut :

- G ,  + r = r  (G, —  U[) dQo>0.
«/(S)

D’où:

G i> G i + 1.

Ainsi les quantités G, vont en décroissant quand i augmente.
On voit de même que les quantités II, vont en croissant quand 1 

augmente.
D’autre part, on a :

d9'>M dw'
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Ajoutons membre à membre :

(G, -  II,) —  (G; + , —  II, + 0 >  M f (G, -  II,) du>'.
t/(S)

Enfin :
(G, —  II,) —  (G, + , — II, +,) >M (G, —  II,) f dco'.

•As)

En outre, l ’on a :

S étant l’aire de la surface S.
Posons :

MS =  1 — u,

p étant déterminé par cette égalité môme. On peut écrire 

G, +, —  II, + , <  p. (G, —  H,)·

Comme on a évidemment :

G, + , —  II, + 1 >  0, G, —  II, >

on déduit de là :
p>0.

Mais :
M f dw'>0.

•A(S)

Donc :

alors :

1 —  p > 0 .
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Bref:
0 <  p <  1 .

Ces inégalités vont jouer un rôle essentiel clans nos raisonne
ments.

Considérons les différences :

G „ - H ,
G , - H ,

G, —  II

On a :

G* II* <  (G, H,) I*·

G, —  H¡ <  (G, _, —  II¡ _ i) p.

Multiplions membre à membre :

G¡ —  II, <  (G0 —  II„) p'

Posons :
G0 —  H0== A;

A est une constante bien déterminée et on a :

G¡—  II¡< A p.1,

pour toutes les valeurs de l ’indice i. Cela montre que la diffé
rence :

Gï — II,

tend vers zéro quand i augmente indéfiniment. La série :

S (G, —  II,)

converge comme une progression géométrique décroissante, 
puisque p est inférieur à l ’unité.

En résumé, les quantités G[ forment une suite de termes supé
rieurs à II0 qui vont toujours en décroissant ou, du moins, qui ne 
croissent jamais et les quantités IIt forment une suite de ternies
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inférieurs à G0 qui vont toujours en croissant ou, du moins, qui 

ne décroissent jamais. Donc les deux suites G, et II¡ sont conver
gentes. Mais la différence :

G¡ —  II,

reste toujours positive et tend vers zéro quand i augmente indéfi
niment. Donc les deux suites G, et II, définissent la même limite. 

J’appellerai C la limite commune des deux suites G¡ et II,.

142. P r e m ie r  c a s . —  C =  0 . 

On a constamment :
Gi> C > I I l.

Si on suppose :

C =  0 ,

on peut écrire :
G ¡> 0, II,<0.

Mais on sait que :

G, —  II¡< Àp.1

Donc :
Gi<Ap.'

—  II, <  Afje1

dans le cas actuel. En d’autres termes, les séries :

SG,

et :
2 1 1 ,

convergent à la façon d’une progression géométrique décrois

sante.
D’autre part :

II>■! j =  2U,_1

y _ v . + - v ; v . - v , ■ — u, +  u,_(V -  2 1 2
™ Vi +  V, V, — Y',_— U, — U,t - 2 2
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Mais, puisque l ’on a :

on peut écrire : 

On conclut de là :

c’est-à-dire :

en posant :

G¡< Ap.1

—  Il¡ <  A p1,

|U ,l< A p ¡.

I V ^ A p J + A ^ - 1 

1V', | <  A ¡j.1 - 4— A p«.’ —1,

|Vf|< Bp.1

I V i K B ^

B =  A 1 +
- ) ■r /

Maintenant, W¡ est une fonction régulière à l ’infini et harmo
nique tant à l ’intérieur qu’à l ’extérieur de S. C’est donc sur la 

surface S elle-même que atteint son maximum et son mini
mum. En d’autres termes, on a :

I Wi ! <  max | V il... dans T 

| W¡ | <  max j V'j |... dans T'.

D’où finalement :
I W,I<Bp'.

aussi bien à l ’intérieur qu’à l ’extérieur de S.

143. Reprenons la série :

W 0 +  ÀWI+ . . .  +  ).iWi +  ...

On a, en vertu de ce qui précède :

P 'W iK B I / .u l1.

Donc la série envisagée est absolument et uniformément conver

gente si :
p , u | < l ,
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c’est-à-dire si :

3o3

P>|<—  ·
1 Ia

Or nous savons que

0 <  ja <  1

Donc la série est convergente pour 1  et pour \ = —  1 .

144. Faisons :

X = + l

et désignons par W  la somme de la série convergente :

w 0+ w 1 +  ... +  w I+ . . .

Il est clair que W  est une fonction de x, y, z bien définie en tout 

point non situé sur S èt régulière à l ’infini.
Je dis que W  est une fonction harmonique en tout point de 

l’espace, sauf sur S.

En effet, il en est ainsi de chacune des fonctions Wi· Or on peut 

écrire :

W  =  2 W ,  = 2  (B [a! +  W J  —  SB  [a1,

car la série :
ZBjÀ

dont tous les termes sont des constantes, est convergente. Mais 
on a :

IW í K B ja1.

Bja'+ W îX ) .

D’autre part :
B ja1 -f- <  2 B ja1.

Ainsi la série :
2 (B ja' +  W0

0 ses termes tous positifs et est uniformément convergente. De 

plus tous ses termes sont des fonctions harmoniques tant a 
l’intérieur qu’à l ’extérieur de S. Donc sa somme, en vertu du
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théorème de Ilarnack, est une fonction harmonique dans le même 

domaine.
On peut dire la môme chose de la somme de la série :

puisque celle-ci est une constante.*
En définitive, W  est une fonction harmonique en tout point 

de l ’espace qui n’est pas situé sur S.

145. Reprenons le cas où ). a une valeur quelconque et voyons 
ce qui arrive quand le point x, y, z tend vers un point M# de S 
en restant toujours à l ’extérieur de S.

Dans ce cas, on a :

lim W, =  V',

par définition. Mais :

V't = u ,  — u ,_ t.

D’où :

lim W 0 =  U0 —  

lim Wj —  U, — U0

lim W, =  U, —  Ui_,

La série :

(U, -  *)  + L  (U, -  U J +  -  -4-) «(U, -  U ,_ t) + ...

est convergente. D’autre part, la série :

W 0+ L W 1 + . . .  +  L,\Vl + · . . .

est clle-môme uniformément convergente. On conclut de là :

l i m W = 2 >., (Ui - - U l_ 1),

en vertu d’un théorème bien connu de la théorie des séries.

Tout ce qui précède suppose :
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Cela s’applique si À est égal à 1. Dans ce cas, la série :

se réduit à :

(U. -  f )  +  (U, -  U,) +  (U, -  U.) +  

c ’est-à-dire à la fonction donnée <ï> changée de signe. On a donc :

lim W  —  —

quand le point x, y, z tend vers un point de S en restant à l’exté
rieur de cette surface.

Comme la fonction <!' est arbitraire, on voit que le problème 
de Dirichlet, en ce qui concerne le domaine T' extérieur à S, est 
complètement résolu.

146. Faisons maintenant :

Les mêmes raisonnements peuvent être répétés. On peut écrire :

W  —  (B +  W„) +  (B n —  W,) +  (Bps +  W 2) + . . .

+  [Bpl+ ( —  l/ W .H - ...
- - B p . 1.

Le théorème de Ilarnack montre encore que W est une fonction 
harmonique.

Cette fois, on trouve que :

lim \V =  (I»,

quand le point x, y, z se rapproche indéfiniment de S en restant 
toujours intérieur à T.

Le problème de Dirichlet, en ce qui concerne le domaine T inté
rieur à S, est donc complètement résolu.

En définitive, le principe de Dirichlet est établi, dans le cas 
où la constante C est nulle.

147 . D euxième cas. —  C^é=0.
Occupons-nous d’abord du problème intérieur.
Prenons la fonction donnée <ï>. Sa connaissance conduit à la

p o i n c a r é .  Potent. Newt. so
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connaissance de la constante C qui, par hypothèse, est ici diffé
rente de zéro.

Changeons maintenant (I> en —  C, et refaisons les mêmes 
calculs. Il est clair que U0 devient :

J > - C > d 8 '

c ’est-à-dire :

ou enfin :
U0- C

De même Uj devient U,— C et, en général, U¡ devient U¡— C. 
Dans les mêmes conditions, les quantités :

G, et IIj

deviennent :
G¡ —  C et II¡ —  C.

Alors la nouvelle constante C se déduit de la première par 
soustraction de C : elle est nulle.

On est ainsi ramené au cas où C est nul. On peut donc résoudre 
le problème de Dirichlet, en se donnant les valeurs de —  C 
pour valeurs de la fonction harmonique cherchée 6ur le bord du 
domaine T.

Soit W  la solution obtenue. C’est une fonction harmonique en 
tout point du domaine envisagé. De plus :

lim W== <I> —  C,

%quand le point x, y, z tend vers S en restant à l ’intérieur de T. 
Posons alors :

v = \ v + c ,
Il est clair que V est encore une fonction harmonique dans T. 

Mais, cette fois, on a :
lim V =  <ï>.

•

quand le point x, y, z vient se placer sur S.
D’autre part, W  est le potentiel en un point intérieur à T d’une 

double couche portée par S. Or la constante C peut aussi être
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y

regardée comme le potentiel en un point de T d’une double 

couche homogène portée par S. Donc W-f- C est encore un poten
tiel de double couche.

Le problème intérieur de Dirichlet est donc résolu dans tous les 
cas au moyen d'une double couche portée par S.

148. Passons maintenant au problème extérieur. Nous allons 

voir que la même conclusion ne subsiste plus : si C est différent 
de zéro, on ne peut plus résoudre le problème en question en se 

servant seulement d’une double couche portée par S.
Tout d’abord, il est clair que l ’on ne peut plus employer l’ar

tifice qui a conduit à trouver la solution générale du problème 
intérieur. En effet, il est toujours possible de former la fonction 

harmonique W  qui tend vers (I> —  C quand on s’approche indé
finiment de S par l ’extérieur. La fonction W  +  C vérifie bien 

encore l’équation de Laplace. Mais ce n’èst pas une fonction har
monique, car elle n’est pas régulière à l ’infini, W l’étant et C 
étant une constante. De plus, il est exact que W est un potentiel 

de double couche ; mais la constante C ne peut pas être regardée 
ici comme le potentiel en un point extérieur d’une double couche 

homogène portée par S, car un tel potentiel est nul dans tout 
l’espace extérieur à S.

D’ailleurs nous avons vu (§ 135) qu’il existait une condition 
nécessaire pour que le problème extérieur de Dirichlet soit réso
luble par le potentiel newtonien d’une double couche de matière 
attirante répandue sur S. Or:

C = 0

est une condition suffisante. C’est alors la condition nécessaire et 
suffisante en question.

Voyons donc comment la méthode de Neumann permet de 
résoudre le problème extérieur de Dirichlet quand la constante C 

n’est pas nulle.

149. Soit W  un potentiel de double couche.
Prenons un point M à l ’extérieur de S (fig. 87) et un point 0 à 

l’intérieur. Puis posons :

OM ==p.
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Il n’est pas possible de trouver une double couche portée par S
1  ,

dont le potentiel W  coïncide avec la fonction--- à l ’extérieur

de S. En effet, W  étant un potentiel de double couche, on 
aurait :

ü m ^ c c p W  =  0 ,

1
et, d’autre part, W  coïncidant avec----, on devrait avoir :

P
KnW W = l ,

ce qui est contradictoire.
1

Désignons par <h' l ’ensemble des valeurs d e ------- sur S. Il

existe une fonction W ; harmonique dans T' et se réduisant à —  <I>'
sur S : c ’est précisément la

1
fonction —  . Cette fonction,

P
M

nous venons de le voir, ne
peut être regardée comme un 
potentiel de double couche. 
Mais il est certain que c’est 
le potentiel d’une simple cou
che portée par S : cette sim
ple couche est d’ailleurs la 
couche équivalente provenant 
du balayage d’une masse - | - 1  

placée en O.
Cela posé, appelons C' la constante que l ’on peut former avec 
comme on a formé la constante C avec i>. On a évidemment :

C'=£0,

sans quoi W / serait un potentiel de double couche.
Posons :

<I>" =  $ -f- a<h'

a étant une constante laissée indéterminée pour le moment. A la 
fonction <I>" définie sur S est attachée une nouvelle constante C" 
qui est liée aux précédentes par la relation :
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Prenons : 

c’est-à-dire :

C + a C '= 0

C
a = — cT-

La valeur de a est bien déterminée, puisque :

C ' ^ 0 .

Ayant ainsi choisi a, on a :

C " = 0 .

On peut alors résoudre le problème extérieur de Dirichlet au 
moyen d ’une double couche dont le potentiel W  prend les valeurs 
—  <ï>" sur S.

Posons maintenant :

Y  =  W  —
a

P

Il est clair que l ’on a :

AV =  0

à l ’extérieur de S. La fonction Y  est harmonique dans T' ; elle 
est régulière à l ’infini ; enfin, quand on approche indéfiniment 
de S par l ’extérieur, on a :

lim V =  —  4>" -f- a$' —  —  <I>.

Donc la fonction Y  résout le problème proposé.
Il est manifeste que Y  peut être regardé comme la somme de 

deux potentiels, l ’un dû à une simple couche, l ’autre dû à une 
double couche, portées toutes deux par la surface S.

C. Q. F. D.

150. S ig n i f i c a t io n  d e  la  c o n s t a n t e  C .
Voyons ce que représente cette constante G qui a joué un rôle 

si important dans les considérations précédentes.
Imaginons une certaine quantité d’électricité répandue sur la 

surface S regardée comme conductrice. Supposons cette charge
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en équilibre sur S. Soit alors P le potentiel correspondant. On 
sait que P est une fonction harmonique à l ’extérieur de S. Quant 
à sa valeur sur S et à l ’intérieur de S, elle est constante : nous 
l ’appellerons P0. La densité de la couche électrique considérée 
est, en chaque point de S, donnée par l ’expression :

. ___ 1  dP ·
4n dn

Reprenons maintenant les fonctions Wi des paragraphes précé
dents et continuons à employer les mêmes notations. On a :

dW, dV, _  dV!
dn ’du dn

d’après les propriétés des doubles couches établies au cha
pitre VI.

Remarquons alors que l ’on a :

/  p^(S) u n  «/(S)

dV{
dn

du'

Appliquons la formule de Green, en nous rappelant que P et Wi 
sont des fonctions continues et que l ’on a :

A P  =  0, A W i  =  0 .

On trouve

f  P 0- ~ à i ù ' = f  V,
*As) d l l  t/[Sï

dP„
dn

-du'
/(S) un *qs)

en considérant le domaine T intérieur à S, et :

f  p Í X Í - d u ' = f  V '- ^ - d oJ (si dn «/(si dn' (5) “ 1A «'(S)

en considérant le domaine T' extérieur à S. On conclut de là 

dP„ , , dP
' i

h S) « II «-'(S)

Mais :

f  V . - ^ - d  u '= / *  V '. i^ - d u '.
J(s) un J.S) du

dPo
dn ■ =o,
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puisque P 0 est une constante. Donc :

f v ' ¡ 4 r ~u(S) fin

OJl"33̂

O r:
V { = u ,-

Par suite :

LV‘ â n  ' “ '“ J
f u  dp
si fin

du'.

Cette égalité montre que, si l ’on pose :

dP
J,

- j O t s t * · ' ·

on a :

--J,-l-- S .................. ..............

D’où, finalement :

Faisons croître i indéfiniment. On a :

et, comme :

lim G ¡=  C 

lira II¡ =  C

on peut conclure de là :

l i in U ,=  C

Donc :

d w '=  f <¡> 4 ^ -du'. 
Ji s) dn

Soit alors M la masse totale de la couche électrique dont le 
potentiel est P. La densité de cette couche est :

1  dP
4tî du
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D’où :

Finalement

/■Jl S)

C:

a p
dn

d w '= — 4~M

J (S) dn

4rfd

Telle est la valeur de la constante C.

151. Emploi des potentiels.de simple couche dans la méthode de 
Neumann.—  Cherchons à transformer la solution obtenue par la 
méthode de Neumann pour le problème de Dirichlct tant intérieur 
qu’extérieur. Nous allons montrer qu’on peut considérer des 
simples couches au lieu des doubles couches envisagées partout 
jusqu’à présent. Nous supposerons pour cela que l ’on a :

c=o.
Prenons d’abord le cas du problème extérieur.
Appelons x, y, z les coordonnées du point courant M situé 

dans le domaine T' et x', y', z' celles d’un point M' de S placé au 
centre de gravité de l ’élément do/. Les autres notations adoptées 
sont d’ailleurs les mêmes que dans les paragraphes précédents.

On a :

w1+wl_1=f(u,_1+u1_1) de'.

Mais on peut écrire

-(S)

dô' =
da'
2 tz

et :

der' = do/.

dT  1
en désignant par r la distance MM' et par la dérivée de —  

prise dans la direction de la normale extérieure à S par rapport
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à x, y$ z regardés comme variables pendant que x', y', z' sont re
gardés comme constants.

On conclut de là :

( U ^ + U , . , du'.

Or:

•U l . 1 +  U1. l =  v 1. 1,

D’où :

W i +  W ,_ l =
1

2 -
V,. -î^-dw'.

dn

Servons-nous de la formule de Green. Regardons pour cela —  et

W ,_ , comme des fonctions de x', y', z'renfermant les paramètres
l

x, y, z . Dans ces conditions,----dépend à la fois de x, y, z

et de x', y', z et l ’on a :

A =  0... dans T

en posant :
ô2 à2

Ôy' 2 +  Ôz'2 ’

Quanta W i_ i, dont la valeur sur S est V ^ t quand on reste a 
l ’intérieur de T, c’est une fonction de x', y7, z' vérifiant aussi la 

relation :
AW[_i =  0... dans T.

On a alors :

en désignant par :
d

dn'*
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les dérivées suivant la normale prises par rapport à x', y', z'.
1

Mais pour— et \Vj._i, on a :

d ____ d_
dn' du

Donc on peut écrire :

On voit par là que Wl +  W j . !  est le potentiel d’une simple 
couche répandue sur S avec la densité :

___ 1 «IV,-,
2 tz dn

en chaque point.
Tout cela est valable pour l’extérieur de S. Voyons ce qui se 

passe quand le point x, y, z est situé à l ’intérieur de S. 
Considérons alors la différence :

On a :

W, — W, -1

W, — W.-L.

Mais : 

D’où :

U,_, —  U,_, =

W, —
_1 _
2 tz

-pî-dü)'.
dn

Appliquons encore la formule de Green de la même laçon que
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plus haut, c’est-à-dire en regardant x', y1, z' commeles coordonnées 
courantes, mais, cette lois, prenons comme domaine d’inté
gration l ’espace extérieur à S. On a :

On voit que Wj —  W i_ t est le potentiel d’une simple couche 
portée par S, la densité en chaque point étant:

___ 1  d V V ,
2 ti dn

152. Remarquons que l ’on a :

■dV,-, =  dV'.-i
dn dn

à cause des propriétés des potentiels de doubles couches. Donc:

w . + w ,
et :

W . - W , . ,

sont les valeurs d’un même potentiel de simple couche prises en 
un point extérieur à S pour W, +  W i_t et en un point intérieur 
pour Wi —  W i_ t.

Appelons Tt ce potentiel et considérons les séries qui donnent 
la solution du problème de Diriclilet tant intérieur qu’extérieur. 

Dans le cas du problème intérieur, on doit faire :

1 .

D’où

w  =  (W. -  W,) +  (W, — W,) +  ... +  (W,_t -  wo + . . .
c’est-à-dire :

W  = — T, —  T #—  ... —  T i—  ...
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Dans le cas du problème extérieur, on doit faire :

X =  + l .

D’où :

’\ V =  (W„ +  W,) +  (W, -+- W,) +  ..· +  (^ ¡ - 1  +  Wj) +  ...

c’est-à-dire :

W  =  T1 +  T1 +  . . . + T l +  ...

Dans les deux cas, W  se présente comme un potentiel de simple 
couche. Pour les deux simples couches envisagées, la densité 
est la même, au signe près.

Poussons un peu plus loin l ’étude des fonctions T,.

153. Propriétés des fonctions Tj.
Considérons la fonction 11. Cette fonction est le potentiel d’une 

simple couche de matière attirante répandue sur S. Désignons 
par Ti la valeur de cette fonction en un point voisin de S et inté
rieur à S. Désignons de môme par T'i la valeur de cette fonction 
en un point voisin de S et extérieur à S ,

En un point M0 de S, on a :

Ti — TV

Mais on n’a pas :

dTi dT{
dn du

On doit écrire :
dT( dTi _ 2  dVi_t
dn dn dn

en vertu des propriétés bien connues des potentiels de simple 
couche.

En un point situé à l ’extérieur de S, la définition même des 
fonctions Ti montre que l ’on a :

TÎ =  W i-f-W ,_ t.

D’où, en M„ :
dTÎ dY{ , dV'i_,
dn dn dn
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ce qui peut s’écrire :

àT[ _  dV, | dV ,,, 
dn du du

puisque :
dv; _  dV,
du dn

dV i-t _  dVL_t 
dn dn

d’après les théorèmes de la théorie des doubles couches. 
En un point situé à l ’intérieur de S, on a de même :

T ,= W , - ■w,.,.
D’où, en M0 :

dT, dV, dVt_,
dn dn dn

On déduit de là par addition :

dT{
i dTl -

o dV,
dn 1 dn “ dn

154. Soit M0 un point de S. Prenons un point M'0 très voisin 
de M0 et extérieur à S (fig. 8 8 ) et un point 
M" 0 très voisin de M0 et intérieur à S. m»

Je dis que l ’on peut former de proche 
en proche les fonctions IV En effet, sup
posons que T[_! soit connu. La compo
sante normale à S de l ’attraction corres
pondant au potentiel T1_ 1 est :

• · en Mo
d T V ,

dn

dT,_j
tin

Quant à sa valeur au point M0 lui-mème, c’est :

dT(_
dn

dT,_
dn
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c’est-à-dire :

+
dV,_,

du

, . 1
C’est précisément, au facteur----— près, la densité delà simple

couche à laquelle est dû le potentiel TV Donc quand on connaît 
on peut calculer T[. D’ailleurs on a :

et

W„ =  f <I>dÜ'.
(S)

Par conséquent, <ï> étant donné, on peut trouver W 0 ; on en 

déduit-^p-; d’où T, et, de proche en proche, toutes les fonc

tions Tj.
Tout ce qui précède suppose, bien entendu, que l ’on ait :

C =  0.

Si cette condition est remplie, il est clair que T[ tend vers 
zéro quand i augmente indéfiniment, puisque l ’on a :

T ^ w ,  — w ,- ,

à l ’intérieur de S et :

T, =  W| +  W,_,

à l ’extérieur et que les séries :

( W i - f -  W i_  t)

sont convergentes. De même :

dV
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qui est lu densité de lu couche superficielle étudiée, tend vers 
zéro puisque les séries :

EôYVj ^  (AYj à\\\
ô x  ’  /  j d y  ’  2  ̂ àz

sont convergentes. D’uilleurs, on u :

dT{-M dTi + 1 __,2  dV> ,
dn du dn

Mois, puisque T j_j tend vers zéro en tout point de l’cspnce, il en 
est de même de :

Donc
dV,
(ln

dT'u l
dn ’

dTi+ , 
dn

doit bien tendre uussi vers zéro.

155. Revenons à l ’opérution qui permet de déduire le potentiel 
Tj du potentiel T i_1. Je dis que cette opération consiste unique
ment dons un chungement de distribution d’une masse totale 
invariable.

En effet, posons :

T =  f
-hs) r

Calculons 0 par la formule :

en prenant

0  = r  v·"

1  (
dT'

4tt V dn
dT
dn

On voit que 0 se déduit de T comme T, de T,_t.
Or on a :

1 / d T  dT '

D’où :

4- V du dn

1 dT 
dndn
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Mais

Donc :

Dans le cas étudié plus haut, la masse totale de la couche don 
le potentiel est Tj a pour valeur :

Or :

M _ L  / ><IV=-'2~ J{ s) cl n dco'.

dVi_.|
du

, d T =  0 .

Donc la masse totale M est nulle pour toutes les valeurs de l ’in
dice i.

156. Je dis que l ’on peut prendre pour T, le potentiel d’une 
distribution superficielle quelconque, pourvu que la masse totale 
de la couche ainsi considérée soit nulle, et calculer ensuite la 
succession des fonctions de proche en proche par le procédé 
indiqué. On est toujours assuré que Ti tend vers zéro quand i 
augmente indéfiniment.

Pour établir cette proposition, il faut d’ahorcl résoudre un 
problème préliminaire. C’est ce que je vais faire, et, pour cela, 
je me servirai des résultats obtenus à propos du problème de 
Dirichlet par la méthode de Neumann exposée ci-dessous.

157. R é s o lu t io n  d ’u n  p r o b lè m e  a n a lo g u e  à  c e lu i  d e  D ir ic h le t .

Soit une surface fermée S délimitant un domaine intérieur T 
et un domaine extérieur T/. Nous ferons sur S les mêmes hypo
thèses qu’il propos de la méthode de Neumann. Enfin désignons 
par <I> une fonction continue donnée sur S.

Proposons-nous de construire une fonction U telle que l ’on 

ait :
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Il est clair que, si U est une solution, U +  C en est une autre, C 
étant une constante arbitraire.

D ’abord, si U est une fonction répondant à la question, on a :

f - ^ - c W =  T  AUdT' =  0.
J  [S) dn «/(T)

D’où:

f <I>dw'=0 .
Ji s)

C ’est là une condition évidemment nécessaire pour que le pro
blème soit possible. Nous la supposerons remplie.

Imaginons une simple couche de matière attirante répandue 
sur S, la densité en chaque point étant :

cp

Soit T le potentiel de cette simple couche. Désignons par T la 
valeur de ce potentiel en un point intérieur à S et par T' sa 
valeur en un point extérieur. On a, en tout point de la sur

face S :
T =  T  

et :
dT dT'

----------------=
dn dn

Soit maintenant W  le potentiel d’une double couche portée par S. 
Appelons W  et AV7 ses valeurs respectivement en un point inté
rieur à S et un point extérieur à S. On a :

AV =/= AV'

et :
dW _  dAV'
dn dn

en tout point de S. Admettons en outre que l ’on ait pu choisir 
la densité de la double couche de façon que l ’on ait encore 
sur S :

AA" =  — T'.
p o i n c a r é . Potent. Newt.
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Posons alors :
U = w  +  T

U '=:W ' +  T'.

On d :
dU dU7 ,

----------------------------------—
dn dn

sur S. Mais, dans les mêmes conditions, il est visible que :

U7 =  0.

Or U' est une fonction harmonique à l ’extérieur de S et régu
lière à l’infini. D’où :

U7= 0

à l ’extérieur de S. Alors:

Par conséquent :

D’autre part :

AU =  0

à l ’intérieur de S. Finalement la fonction U résout le problème 
proposé.

458. Il reste un point encore à examiner. Peut-on déterminer 
un potentiel de double couche W 7 par les conditions suivantes :

A W '= 0  . . . .  à l ’extérieur de S.
W ' =  T7 . . . . sur S.

Nous avons vu qu’il n’en était rien. Dans nos études sur la mé
thode de Neumann, nous avons reconnu qu’une condition était 
requise : une certaine constante C doit être nulle.

D’autre part, nous avons découvert une condition nécessaire 
pour la possibilité du problème actuel :
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Comme :
C = 0

est la condition nécessaire et suffisante, c’est que les deux con
ditions :

C =  0 , f  <I>dw,=  0 ,

sont équivalentes.
Donc, d’après notre hypothèse du paragraphe précédent, on 

peut certainement calculer et, par conséquent, notre pro
blème est bien résolu.

159. Proposons-nous, pour terminer, de résoudre le même pro
blème dans le cas où le domaine envisagé est constitué par la 
partie de l ’espace extérieur à S.

Nous devons avoir :

. . . h l ’extérieur de S.

<I> . . sur S.

Formons une simple couche portée par S et ayant pour densité 
([>

en chaque point . Soit T son potentiel. On a toujours :

T =  T'

dT dT' , A 
dn ~  dn +<I>

sur S.
D’autre part, on peut, dans tous les cas, trouver une double 

couche portée par S dont le potentiel W , défini et harmonique 
en tout point intérieur à S, tende vers —  T quand on se rap
proche indéfiniment de S par l ’intérieur.

Posons alors :
U = w + T

U '^ W '+ T '.

Sur S, on a :
u = o .

Donc :
U==0

AU' =  0. 

dU; 
dn
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à l ’intérieur de S. Par suite :

clU
dn

=  0

Mais il est clair que

On en conclut :

D’autre part, on a : 

AU' — 0.

dU dU'
dn dn

dU'
dn

=  <I>.

-<I>.

à l ’extérieur de S.

Le problème est donc résolu.
Ici il n’existe aucune condition de possibilité.

160. Revenons maintenant aux fonctions Tj considérées plus 
haut.

Nous voulons montrer que T, peut être regarde comme le 
potentiel d’une distribution quelconque dont la niasse totale est 
nulle.

En effet on a, en reprenant les notations du paragraphe 154 : 

W 0 =  f  <I>dQ'
0 J  (S)

D’après ce qui précède, nous pouvons choisir W 0 de façon que

1  dY„
2 tz dn

p/ étant une fonction arbitraire assujettie seulement à la condi
tion :

/ , . / d“ ' =  ° ·

La fonction initiale "\V0 p’est.pas alors un potentiel de double
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couche. Mais il est manifeste que cela ne change rien à nos 
conclusions au sujet des fonctions Ti.

C. Q .F . D.

161. Considérons en dernier lieu le cas où l ’on part d’un 
potentiel correspondant à une simple couche dont la masse 
totale M n’est pas nulle.

On peut encore former la suite des fonctions 
Cela pose, supposons la masse M répandue sur S à la façon 

d’une masse égale d’électricité en équilibre. Soit P le potentiel 
dans ce dernier cas. On a :

AP =  0. . . . à l ’extérieur de S.
P =  C lc . . . à l ’intérieur de S et sur S.

La densité en chaque point est : ,

___ 1 dP'
4tî du

Il est clair que l ’opération qui fait passer de T;_j à Tj laisse P
invariable, puisque :

___ 1 / dP' dP \ ___ 1 dP'
4Tl \ dn du / 4ti dn ’

à cause de la constance de P à l ’intérieur de S.
Il est manifeste d’après cela que les fonctions :

Tj —  P

se déduisent les unes des autres d’après la même loi que les 
fonctions T,.

Chaque fonction :
Tj —  P

est le potentiel d’ une simple couche dont évidemment la niasse 
totale est nulle.
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On conclut de là que :

T, — P

tend vers zéro quand i augmente indéfiniment. En d’autres 
termes, si la masse totale qui sert à former le potentiel n’est pas 
nulle, Ti ne tend plus vers zéro, mais vers P, c’est-à-dire vers 
le potentiel de la couche électrique en équilibre sur la sur

face S.
Dans les mômes conditions, la densité en chaque point de la 

matière attirante dont le potentiel est T, tend vers la densité 
de la couche électrique de masse M qui serait en équilibre sur la 
surface donnée S.

C’est là le principe de la méthode de M. Robin pour détermi
ner une simple couche sans action sur les points intérieurs à la 
surface fermée qui la porte. On dit quelquefois que cette méthode 
permet de trouver la distribution naturelle de l ’électricité sur S.
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CHAPITRE IX

EXTENSION DE LA MÉTHODE DE NEUMANN 

AU CAS DES DOMAINES SIMPLEMENT CONNEXES. 

LES FONCTIONS FONDAMENTALES

162. Énoncé. —  Le chapitre VIII contient un exposé de la 
méthode imaginée par Neumann pour résoudre le problème de 
Dirichlet tant intérieur qu’extérieur. Nous savons l ’importance de 
cette méthode, non pas peut-être pour établir le principe de 
Dirichlet—  puisque la méthode du balayage suffit à cet égard, —  
mais pour manifester l ’identité des fonctions harmoniques et des 
potentiels newtoniens. Il est donc intéressant de chercher à don
ner h la méthode de Neumann toute la généralité possible. C’est 
ce que nous allons faire.

La preuve de la convergence des séries considérées par Neu
mann n’a été faite jusqu’ici que dans l ’hypothcse où la surface 
donnée S est convexe. Nous allons montrer que cette hypothèse 
n’est pas indispensable.

Le développement complet des considérations qui vont suivre 
serait trop long pour trouver place dans ce cours. On pourra le 
chercher dans un mémoire inséré aux Acta Mathematica en 1896. 
Nous nous contenterons ici d’un aperçu qui fasse entrevoir dans 
quel sens il faut chercher une extension de la méthode de Neu
mann lorsqu’on a affaire à une surface S qui n’est pas convexe.

163. Hypothèses. —  Nous considérons toujours une surface 
fermée S délimitant un domaine intérieur T et un domaine exté
rieur TC

Cela posé, voici quelles hypothèses nous ferons désormais sur 
la surface S.
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D’abord nous supposerons que cette surface possède en chacun 
de ses points un plan tangent unique et deux rayons de courbure 
principaux détermines. Il est facile de voir avec précision ce que 
nous admettons ainsi. Plaçons l ’origine des coordonnées en un 
point de la surface ; choisissons la normale en ce point comme 
axe OZ et le plan tangent correspondant comme plan XOY ; pla
çons-nous d’ailleurs en coordonnées rectangulaires. Soit alors :

z' =  ? (x',yO

l’équation d’une petite portion de la surface autour de l ’origine. 
Notre hypothèse est que les fonctions :

ôz' ùz'
Pl — - q, = - ùy'

OV ÔV + - OV
ôx'2’ Sl — ôx'ùy' ’ xi ty ' 2

sont finies et continues dans le voisinage de l ’origine. Celle-ci 
du reste doit être un point quelconque de la surface.

Nous supposerons en outre que le domaine T limité par la sur
face S est simplement connexe. Cela signifie que toute surface 
fermée contenue,dans T  peut, par une déformation continue qui 
ne lui fait jamais rencontrer la frontière du domaine envisagé, se 
réduire à un point de ce domaine.

Enfin nous ne considérerons, comme fonction <I> donnée sur S, 
que des fonctions possédant· des dérivées partielles de tous les 
ordres finies et continues.

Cela étant, nous aurons à nous appuyer sur le principe de 
Dirichlet. Nous sommes donc obligés de le regarder comme 
établi déjà indépendamment de la méthode de Neumann, par 
exemple par la méthode du balayage. Dans ces conditions, notre 
but est seulement d’étudier la convergence des séries de Neu
mann.

164. Rappel de certaines notations. —  Soit W  le potentiel 
newtonien d’une double couche portée par S. Si le point courant 
x ,y , z tend vers un point fixe x ',y ',z ! de S en restant toujours à
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l’extérieur de S, W  a une limite que nous appelons Y'. De 
même si x, y, z tend vers x', y', z' en restant toujours à l ’inté
rieur de S, W  a une limite Y . Enfin la valeur de W  quand x, v. z 
coïncide avec x', yr, z' est bien déterminée ; c’est :

U =
V-f-V '

2

On sait que V n’est pas égal à V'..
Cela posé, la méthode de Neumann consiste à construire une 

double couche satisfaisant en tout point de S à la relation :

V — Y' =  X(V +  Y ,)+2<|),

~k étant un paramètre arbitraire et (I> une fonction donnée des . 
deux coordonnées qui fixent la position d’un point sur S.

Posons :

W = J S W

v = > [ a’V,

V ' = ] PfV'l

yVu,.
Chaque fonction Wi est le potentiel d’une double couche portée 
par S et l ’on a :

Vl - V Î  =  V i _ 1 +  V/i . 1 =  2Ui_1.

On peut donc construire les fonctions Wt de proche en proche. 
Il reste alors à étudier la convergence des séries précédentes.

Il n’est pas nécessaire d’établir cette convergence pour toutes 
les valeurs de X. On sait en effet que la résolution des problèmes 
de Dirichlet intérieur et extérieur nécessite seulement la consi
dération des deux valeurs :

et :
— 1 .

Finalement, nous pouvons nous borner à examiner le cas où )> 
reste compris en tre — ).0 et \  étant un nombre positif
quelconque supérieur à l ’unité.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



33o T H E O R I E  D ü  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

Si la surface S est convexe, le problème a été résolu. Nous 
allons montrer qu’il peut l ’être encore avec les hypothèses que 
nous avons faites. Cela peut sembler paradoxal, car les inégali
tés qui ont joué un rôle essentiel au chapitre VIII ne sont plus 
vraies quand la surface S n’est plus convexe. Néanmoins la mé
thode de Neumann réussit encore, et de plus il est probable 
qu’elle s’applique même dans le cas le plus général.

165. Les intégrales Jm. —  Considérons l ’intégrale :

étendue à tous les éléments de volume d-u du domaine T' exté
rieur à S.

En vertu des hypothèses faites, chacune de ces intégrales a un 
sens bien défini.

Appliquons la formule de Green pour le domaine T en ce qui 
concerne J¡k et pour le domaine T' en ce qui concerne J¡k. 
On a :

étendue à tous les éléments de volume d-: du domaine T intérieur 

à S.
Considérons de même l ’intégrale:

et :

en remarquant que :

dV' dVk
dn dn ’

puisque W k est un potentiel de double couche.
Dans les formules précédentes, dw désigne un élément de S
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et-j— une dérivée prise suivant la normale à S dirigée vers 

l ’extérieur. De plus, il faut remarquer que l ’on doit écrire :

AW, =  0, AWk= 0 ,

tant à l ’intérieur qu’à l ’extérieur de S, puisque Wi et Wk sont 
deux potentiels newtoniens. Pour la môme raison, ces deux fonc
tions sont régulières à l ’infini,

On peut encore écrire :

dV,
 ̂k

'(S) 

et :

= /  v,·
H13) dll

■ dw

J.',k =  —  f ̂
‘ '(S)

r, dV,
k du

dw.

D’où :

Ji.k :
y,y

■ h )

C’était d’ailleurs évident par définition même de Jik et de J;’k.

166. Considérons maintenant l ’égalité :

V( — Vi — Vi-i +Vj'-i

Multiplions-en les deux membres par :

dVk
dn

dw

et intégrons en prenant la surface S pour champ d’intégration. 
On obtient la relation :

(1) Ji,k —I— Jj,k == Ji — 1. k J{_tlk.

On déduit de là, par permutation des indices :

(2) Jl,k "P === *fk,l — 1---
Mais, si l ’on applique la relation (1) au cas où les indices ont les 

valeurs :
k-f- 1  et i — 1 ,
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on trouve :

(3) Jk + 1, i — 1 +  Jk . 1,1 — 1 --  Jk,i- VJk,i -

En comparant les formules (2) et (3), on voit que :

J|,k 1 J¡,k " *̂k + i, i—i 1 Jk tE i, i— i

ou bien :

Jj,k Ji,k --  J¡ — 1, k + i H“ Ji — 1, k + i

en permutant les indices comme on a le droit de le faire 

D’autre part :

J|,k-- Ji,k =  Ji + 1, k +  Ji + 1, k ·

D’où :

Ji + i, k — 1 Ji + i, k — 1 -- J¡ + 2, k ■— i +  Ji-i- 2, k -  i ■

Mais :

Ji + 1, k Ji + j, k == Ji + 2, k — i 1 Jï + 2, k -f- i*

Donc :
1 v _T l '+ J, k — J Ji + i, k — 1 -- *'i,k Ji,k·

Finalement, on peut écrire les deux relations :

J>,k +  J(,k —  J i  _  1, k +  1 — I—  J i  —  1, k +  1

I __ V __ 1 T'
J i,k J i ,k -----  —  1, k +  i ------J i —  1, k +  1 ·

Ces relations sont valables pour toutes les valeurs des indices i 
et k.

On déduit de ce qui précède, par addition et soustraction :

Ji,k  =  J| — 1, k + I
T' _p
J i, k ----- J i —  1, k +  1·

D’où :

Ji,k = =  J i  —  i, k +  1 = = :  J i  —  k +  2 ^  Jo,k +  i

T'  y __ p __  _p
J i,k  J i —  1, k +  1  J i —  2, k +  · >   · · ·   J 0,k +  i·

On voit par là que les intégrales :

.1/i,k

ne dépendent en réalité que de la somme i + k  de leurs indices.
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Nous pouvons donc représenter ces intégrales, par la notation :

T V
J l  +  V·) J i +  k>

en ne faisant usage que d’un seul indice.
Posons : >

i +  le =  m.

La relation fondamentale (1) devient alors :

Jm H Jju *Jin — 1 —1* x

167. Supposons m pair et posons :

m =  2  p .

On peut alors écrire :

la première intégrale étant étendue à tous les éléments de 
volume dv du domaine T intérieur à S et la seconde à tous les élé
ments de volume d-c du domaine T' extérieur à S.

On a donc :

J,p  ̂0, J'p -  0.

Quant aux quantités :
T T '
J  5p - t-1 > J  i p  +  1 >

on ne sait rien à priori sur leur signe.
Je me bornerai à signaler les inégalités suivantes :

] 2̂p + 1

|Jip + .

1<J*P

l < j ;

que l ’on peut facilement établir.
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168. Il est facile de prévoir le rôle important que les quantités :

1 J'

sont appelées à jouer dans l’étude de la convergence des séries 
de Neumann.

Soit la série :

Vo +  À V ,+

Supposons-la convergente et même uniformément convergente. 
Multiplions-en alors les divers termes par :

dVk
du

dw

et intégrons. On obtient la série :

Jk +  }>J|¡ + 1 +  >.2Jk+s +  ··· + W k  + I +  ···

Cette série doit être aussi convergente. Donc le rayon de conver
gence de la série :

est le même que celui de la série :

ou du moins il ne peut le dépasser. Nous verrons que ces deux 
rayons de convergence sont égaux.

De même, les deux séries :

ont le même cercle de convergence. Alors ce cercle de conver
gence est aussi celui de la série :

tant à l'intérieur qu’à l ’extérieur de S.

et :
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Ce sont ces aperçus qui ont amené à poser à priori et à étudier 
les intégrales Jm et J'm.

469. Soit W  le potentiel d’une double couche quelconque por
tée par S. Posons :

l = / ’‘ '(S)

dV
dn

dw

et:

J ' = — f  V
«· (S)

r, dV—:--  d(0
dn

en remarquant que l ’on a :

y #  v '
dV dV'
dn dn

en tout point de S. 
On peut écrire :

et:

Ces nouvelles expressions de J et de J' se déduisent des premières 
par application de la formule de Green.

Il est clair que l ’on a :

.J ^  0, J' ^  0.

Si l’on prend :

w = w p
on a :

J =  J!P
et :

1'—  T'·> —  jj,,.

170. Posons maintenant :

\V =  a W ,+  pWp+1,

a et ¡3 étant deux paramètres réels laissés indéterminés pour le 
moment et d’ailleurs indépendants l ’un de l ’autre.
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Voyons ce que deviennent J et F dans notre nouvelle hypothèse. 

On a d’abord :

c’est-à-dire :

J  =  a ’ J jp  +  S a p j i p  +  ! +  p 2J s P + 2

si l’on remarque que :

Finalement, on peut écrire :

J =: orJjp-f- 2a|3 J2l, + 1 +  p" J2P+2 — 0 

F =  a2JïP +  2a|3 Jjp+1 +  ŝJïp+a — 0.

Il résulte de là que J et J' sont des formes quadratiques définies 
positives des variables a et ¡3. On a donc, en considérant leurs 

discriminants :

Fptl J* 2̂p+ l 0 .
T'2 __ 1' ]' <- A
J 2 p  +  1 ------- J 2p J 2 p + 1

Ces inégalités suffisent pour montrer que les séries :
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sont convergentes pourvu que l ’on ait :

|X|<1.

Mais on ne peut encore rien dire du cas où )> est égal à ±  1 .

1 7 1 . Le r a p p o r t . —  Étudions le rapport pour les diffé

rentes fonction W  qui sont des potentiels de double couche. 
Supposons que l ’on ait :

J =  0.

Alors c’est que W  se réduit à une constante dans T. Dans ce cas, 
W  est le potentiel d’une double couche homogène. Par suite, 
W  se réduit à zéro dans T'. Donc :

J':=0.

Ainsi l ’égalité :

J =  0

entraîne l ’égalité :
J' =  0.

On verrait de même que l ’égalité :

J' =  0

entraîne l ’égalité :
J = 0 .

Ainsi, dans le rapport :
J

T ’
le numérateur et le dénominateur ne peuvent pas s’annuler l ’un 
sans l ’autre. On conclut de Ici que ce rapport ne peut devenir ni 
nul ni in fini. Il a donc une limite supérieure finie et une limite 
inférieure différente de zéro.

Ce qui précède n’est qu’un aperçu dénué de toute rigueur, car le 
rapport en question, par exemple, pourrait, sans s’annuler, être 

susceptible de prendre des valeurs plus petites que toute quantité 
donnée, auquel cas sa limite inférieure serait zéro.

p o i n c a r é . Potent. Newt. 22
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Ou peut, d’une façon pleinement rigoureuse, assigner a —- 
ö J'

une

limite supérieure finie et une limite inférieure différente de zéro. 
Nous nous contenterons d’énoncer ce point, dont on trouvera la 
preuve complète dans le mémoire déjà cité des Acta Mathema- 
tica.

C’est dans la démonstration de la proposition précédente 
qu’intervient celle de nos hypothèses en vertu de laquelle le 
domaine T est simplement connexe. C’est également pour faire 
cette démonstration que l ’on doit supposer le principe de Diri- 
chlet établi indépendamment de la méthode de Neumann.

Quoi qu’il en soit, nous admettons désormais que l ’on peut 
trouver un nombre p satisfaisant aux inégalités :

et tel que :

0  < p <  1

1 J
— > - r r > p

quelle que soit la fonction W  choisie.
On a alors :

J —  pJ'>  0 

J' —  pj >  0.

Ces inégalités vont jouer un rôle essentiel dans nos raisonne
ments.

172. Posons :

W  =  aWp+ p W p+1,

a et ¡3 étant comme ci-dessus deux paramètres arbitraires. 
On a :

J —  pJ' =  a2 (JSp— pjjp)

+  2a[3 (JSl>+1 —  pJip+1)

+  (Jsp+2 —  pJîp+s)·

On voit que J— pJ' est une forme quadrique définie positive par 
rapport aux deux variables a et [3. D’où :

( J s p + l  P -J s p + l) 2 ( J j p  ¡-*"^!p) (^ îp + 2  p J s p + â ) î
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inégalité qui est à rapprocher des inégalités semblables déjà 
obtenues.
. Posons d’autre part :

AV =  aWp — [î Wp+,.
D ’où :

J; —  pJ =  a2 ( j ; „ - p J ,P)

—  2ap(Jj,1+i —  pJ!p+i)

+  ( J î p + * —  K -Jap+s)*

On déduit de là l ’inégalité :

(J lp+I P-isp+l) 2 (^Sp----- pd îp ) (JiptS  P-Jîp+l)

analogue à la précédente.
Maintenant, on a :

a2 (Jlp —  p.J2p) +  2a|3 (Jjp+1 —  p.Tip+1) - f  [32 (Jîp+2 —  pJ2p+2)> 0  

a2 (Ji„ -  pJ2p) -  2a? (.)'p+1 -  pJ2p+1) +  p2 (.i;+s -  pJ2p+s) >  0.

D ’où l ’on déduit par addition :

« 2 (Jip +  J ip )  ( 1  — 1^) 

+ i a p ( J 2p+1'— Jsp+i) ( l  +  p )  

■ f" P2 (Jîp+s+ J ip+ï) (1 —  p) ^ 0 .

Nous sommes encore amenés à la considération d’une forme 
quadratique définie positive dépendant des deux variables a et ¡3. 
Son discriminant est certainement négatif. D’où :

(J2p+1 - W < i - i *
1  +  P

Mais on a :

2

(^Ip I ^2p) ('fip  + 2 I *12P+2) ‘

Donc on peut écrire :

J2p +  2 +  îp-f 2 < f  1 - 1*
\ l + p

j ( J i p + J i p )
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en divisant les deux membres de l’inégalité par la quantité posi
tive :

F p + 2  +  F p + â

Posons enfin :

On a :

1 ------- ¡JL

1  +  p. =  L.

0 < L <  1.

Finalement, nous arrivons à l’inégalité fondamentale suivante :

F p +  2 +  F p + 2  <  L 2 (J a p  +  F p ) ·

C’est de là que nous allons tirer la preuve de la convergence des 
séries de Neumann.

173. C o n v e r g e n c e  d e s  s é r ie s  d e  N e u m a n n .—  Nous venons d’éta

blir l ’inégalité suivante :

( F p + 2  +  F p + 2)  <  F "  ( F p  +  J a p ) ·

On peut donc écrire :

J ,  +  F < L *  ( F  +  F )

f + f < f * (f + f )
F + F < l 2 ( F + F )

F p  4 -  F p  <  F 2 ( F p - s  4 ~  F p - * )  ·

Multiplions ces inégalités membre à membre. Il vient :

F p  +  F P <  ( J ,  +  F )  F S|>.

Posons :
F  -F  F  —  A.

Nous avons en définitive :

F p  +  J s p <  A F 2p.

On conclut de là que l ’on a à fortiori :

F p <  A L 211, J ' p < A F 2p,

Fp > 0 , Fp>0.
puisque :
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Donc les séries :

E J *

E J:-

y,-'-U  ~

sont convergentes comme la progression géométrique décrois
sante de raison L.

Nous allons déduire de là que les séries :

‘  ! > ■

EVV!
sont convergentes môme pour =  et pour X—  —  1.

174. Reprenons la fonction W  définie plus haut comme le 
potentiel d’une double couche quelconque.

Ecrivons :

l ’intégrale étant étendue à tout l ’espace. Cette intégrale a un 
sens : elle représente l ’énergie totale due à l ’attraction de la 

double couche.
Considérons maintenant l ’intégrale :

K  =  f  UMti).
J(S)
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On a :
J +  J' ^ 0.

K ^  0

Etudions alors le rapport :

K
J +  J' ‘

Il a certainement une limite inférieure, puisqu’il ne peut prendre 
que des valeurs positives. Mais a-t-il aussi une limite supérieure? 
Il est facile de voir que non. En effet, J + J ' peut s’annuler. 

Cela a lieu lorsque W  est le potentiel d’une double couche 
homogène. Mais, dans ce cas, le numérateur K reste différent de 
zéro. Donc le rapport en question peut devenir infini.

Un artifice va nous permettre de tourner cette difficulté.

175. Considérons l’intégrale :

M =X,<u - c >'d" ’
C étant une constante.

Choisissons cette constante C de façon que l ’intégrale M soit 
minimum. On a :

M —  f U2dw —  2C f Udw +  C2 f  dw.
J IS) J t  S) J(S )

Pour que M soit minimum, il faut et il suffit que C vérifie la 
relation suivante :

f  Uclw =  C f  dw.
J i  s) J  ¡S)

Posons :

S —  f  dw,
J(S) ’

S étant l’aire de la surface donnée. On a :

Envisageons alors le rapport:

M
J + J '
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et cherchons à lui assigner une limite supérieure. Nous allons 
voir que c’est possible.

M
Pour que T | v devienne infini, il faut que J-j-J' s’annule. Si

J  ■11 ” J

cela a lieu, on a :

™  0 , - ^ = 0 , ^  =  0
ox oy oz

en tout point de l ’espace. D’où :

W  =  C‘*·.

Mais alors W  est le potentiel d’une double couche homogène. 
Dans ces conditions, on a:

D’où :

dw =  US.

U =  C

et par suite :
M = 0 .

Ainsi l’égalité : 

entraîne l ’égalité

J + J ' =  0 

M =  0.

On conclut de là que le rapport :

M
J + J '

est limité supérieurement.
Ce qui précède n’est qu’un aperçu. Mais on peut trouver une 

démonstration rigoureuse. Je renverrai encore pour ce point au 
mémoire déjà cité des Acta Malhematica.

Quoi qu’il en soit, admettons que l ’on puisse trouver un 
nombre B tel que l ’on ait :

M
J -f- J'

< B ,

quelle que soit la fonction W  choisie.
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176- Prenons la fonction W p. A cette fonction est attachée une 
certaine constante Cp calculée au moyen de l ’équation :

SC:p =  f lp ,M¡U„dw.

Posons

M>'=X>(U- — c-)‘ d<o·
On a, en vertu des conclusions du paragraphe précédent :

Mp <  B (J2p +  J'p).

Or :

D’où :

et l’on a en outre :

Jo„ -f- J*., <  AL-1'.

M „<ABL,p

0 <  L <  1

comme on l ’a vu au paragraphe 172.
On conclut immédiatement de là que les deux séries :

Mo +  M, + . . .  +  M, - f - ... 

et :

/ M 7 + v ffiT + ... +  /M¡ +  ...

sont convergentes à la façon d’une progression géométrique.

177. Soit da' l ’angle solide sous lequel l’élément dw' ayant pour 
centre de gravité le point M' (x', y', z') de S est vu du point- 
M (x,y,z). On a :

en désignant par r la distance MM' et par  ̂ l ’angle de la normale 
à S en M' avec la direction de MM'. Je rappelle que nous avons 

posé :

d0' =  —
do·
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Cela posé, on a :

Considérons l ’intégrale :

C ’est le potentiel d’une double couche homogène et il est mani
feste cpie l ’on a :

=  2C1,_1... quand M est intérieur à S

I1,_1 = C 1>_1......quand M est sur S

Ip_t =  0..........  quand M est extérieur à S.

Prenons alors le cas où le point M reste à l ’extérieur de S. On 
peut écrire :

Je veux montrer que la série :

I l w - I

est convergente.
En effet, partons de l'identité suivante :

S a ! ,S l , ‘ ‘ = ( m  ’

qui est bien connue sous le nom d'identité de Lagrange. On en 
déduit :

> & ' . > ■ ) · ·

On passe aisément de cette inégalité à la suivante :

[ ĵ -fAdo/J <J^p2d<o,J\l2dιι),

où cp et <\ désignent deux fonctions intégrables quelconques. Cette 

dernière inégalité est due à M. Schwarz.
On a d’apres cela :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



346 

et ;

T H É O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

Envisageons l’intégrale :

On peut écrire :

de1 1  eos <{/

du' ' 2 * r2

D’où :
'/  d8'

Y -  1
\ d u './ '  4itV

D’où :

n < J
r de/

isi 4TC2r ’

Or, ici r ne peut pas s’annuler. Donc on peut assigner 

limite supérieure G à II. Par suite :

W*<GMp_j

et enfin :

Wp<GABL5p~ 2 

On déduit de là sans peine :

|W,|<V/ÂBG IA- 1

Posons :

On peut écrire :
| W I, f < g T A .

Considérons alors la série :

WV,.

On a :
|)’W |< g(À L )i.
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Donc la série envisagée est convergente comme une progres
sion géométrique pour les valeurs de \  satisfaisant à l ’inégalité :

En particulier, on peut prendre 1 égal à —J— 1. Comme tout 
ce qui précède est valable pour les points M extérieurs à S, on 
voit que le problème extérieur de Dirichlet est résolu.

178. Voyons maintenant ce qui se passe quand le point 
M (x,y,z) est situé à l ’intérieur de S. Il faut alors modifier un peu 
les raisonnements précédents.

On a, cette fois :

On peut montrer d’après cela que la série :

2 (W, -  2 C¡_j)

est convergente. C’est alors le problème intérieur de Dirichlet 
qui est résolu. Les raisonnements sont d’ailleurs tout semblables 
à ceux du paragraphe précédent.

179. Pour que les conclusions énoncées à la fin de chacun des 
paragraphes 177 et 178 puissent être considérées comme rigou
reusement établies, il reste encore à prouver la convergence des 
séries de Neumann pour le cas où le point M (x, y, z) est situé 
sur la surface S elle-même.

On ne peut plus faire les raisonnements qui ont réussi pour 
les cas des points extérieurs ou intérieurs. En effet, si nous envi
sageons maintenant l ’intégrale :

le coefficient différentiel ne reste plus fini dans le champ d’inté
gration. Par suite le nombre G n’existe plus. Cependant on 
peut encore être assuré de la convergence de la série de Neu
mann. Il faut seulement construire une nouvelle démonstration.

Je n’exposerai pas ici cette démonstration. Elle est contenue
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dans le mémoire des il ci« malhematica dont j ’ai déjà parlé. En 
voici seulement les conclusions.

En un point extérieur à S, on a, en désignant par g une 
certaine constante :

| W „ | < g L P .

En un point intérieur on a de même :

i W - C ^ K g L -

Pour un point situé sur S, ces inégalités ne sont plus vraies. 
Mais, si l ’on remarque cjue W p se réduit alors à Up et si l ’on 
appelle h une nouvelle constante indépendante de p, on peut

| U - C I, - , | < ( g  +  hp)LP.

Les conclusions relatives à la convergence de la série de Neu- 
mannn ne sont pas modifiées.

180. Conclusion. —  Les considérations précédentes ne consti
tuent évidemment cpie des aperçus. Mais une démonstration 

rigoureuse et complète est possible. On peut se rendre compte 
déjà de la direction dans laquelle il a fallu la chercher et dans 
laquelle il faudrait marcher pour généraliser davantage encore 
les circonstances où la méthode de Neumann s’applique. Bornons- 
nous à conclure que cette méthode donne encore la solution du 
problème de Dirichlet quand la surface S n’est plus convexe, 
pourvu qu’elle soit toujours simplement connexe. Il est probable 
même qu’on pourrait arriver à se débarrasser de toute restriction 
relative à l ’ordre de connexion du domaine envisagé.

181. Définition des fonctions fondamentales. —  Dans les cha
pitres précédents, j ’ai cherché à donner partout à mes raisonne
ments un caractère de parfaite rigueur. Je veux maintenant ter
miner par quelques indications où mon but sera moins d’obtenir 
des conclusions définitives que de faire entrevoir comment 
certains problèmes doivent être posés.

Soit S une surface fermée portant une simple couche de 
matière attirante. Appelons T le potentiel dû à l’action de cette 
simple couche. Quand nous en aurons besoin, nous distinguerons
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lu valeur T de ce potentiel en un point intérieur à S et sa 
valeur T' en un point extérieur à S. Sur S, on a :

Tz=T'

et :
dT , dT' 
du ' du

comme nous l ’apprend la théorie des surfaces attirantes. 
Formons les intégrales :

étendues respectivement aux espaces intérieur et extérieur à S. 
Le théorème de Green montre que l ’on a :

D’ailleurs on peut écrire :

Les deux quantités J et Y sont essentiellement positives. Elles 
ont donc chacune un minimum.

Assujettissons les fonctions T à la condition suivante :

J ' = l .

Considérons, parmi toutes les fonctions T qui vérifient cette 
relation, celle qui fait prendre à J sa valeur minimum. Elle n’est 
certainement pas identiquement nulle.
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Pour déterminer la fonction T en question, employons les 
procédés du calcul des A'ariations. Donnons à T un accroisse
ment 8 T. On doit avoir :

SJ =  0,

puisque J est minimum. Or :

SJ = f  (ST-
du dn -j

mais :

f T dw =  f 4 - ! -  STdw ;
</(s) dn s) dn

dT

Donc la condition :

3J =  0

se réduit à la suivante

/
*/(S)

dT
dn

STdw =  0.

D’autre part, on peut écrire :

SJ' =  0,

puisque J' a la même valeur pour toutes les fonctions considérées. 
Par conséquent :

f 4 ^ ·  oTdw =  0.
*/(S) d n

Les deux relations :

SJ=0, SJ'=  0

ne sont pas indépendantes l ’une de l ’autre. Donc il existe une 
certaine constante h, telle que Ton ait :

a

dT
dn

d T - W d w = 0dn /

quel que soit le choix fait pour la fonction S T. On en conclut
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que la fonction T considérée —  que nous désignerons doréna
vant par T, —  vérifie la relation :

dT.

dn

d ^
dn

=  0

en tout point de S.
D’ailleurs J atteint évidemment son minimum pour la fonction 

potentielle qui correspond à la distribution d’équilibre d’une 
couche électrique répandue sur la surface S regardée comme 
conductrice. Dans ce cas, on a :

dn

D’où :

h , = 0 .

Telle est la première fonction fondamentale.
Considérons maintenant les fonctions T vérifiant les relations 

suivantes :
J '=  1

Il existe une fonction Ts de cet ensemble qui rend J minimum. 
Le calcul des variations montre sans peine que cette fonction 

satisfait en tout point de S à l ’équation

dT.
dn K

dT; dTi
dn — k dn ■

Je dis que l ’on a :
k =  0 .

En effet, multiplions les deux membres de la précédente éga
lité par :

T,da>

et intégrons. On trouve :
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Mais on a :

clw = = f T _^ÏL
t/(S) cm

clw =  0 ,

puisque :

et que :

AT, =  0, AT2 =  0 

T. =  Cte

à l ’intérieur de S. D’autre part :

en vertu des hypothèses faites. Enfin :

Donc :
k = 0 .

On voit par là que la seconde fonction fondamentale Ts vérifie 

la relation :
dTj , . dTj
du dn

=  0 .

D’ailleurs on a

D’où

dw +  h2
, drr;
2 dn

dco =  0 .

K =  J,

ce qui montre que h2 est positif.
On peut procéder ainsi de proche en proche. On définit 

de la sorte une suite illimitée de constantes positives croissantes :

h,h2h3...h¡...

auxquelles correspondent des fonctions :
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jouissant des propriétés suivantes :

AT; —  0...... à l ’intérieur de S

ATÎ =  0......à l ’extérieur de S

Ti =  T,'...... sur S

d T < ( l T i A  Q

“ d ^ r + ^ I Ü T ^ 0 ......su rS ·

De plus 1| est une lonetion régulière à l ’infini. Enfin on a :

J ! = i

J. =  H,

(  T, —¡—L dco =  0 ... si i =t̂= k
t/(S) du

( T. - , k = 0 . . .  si i ^ k .
■· (S) du '

Les (onctions T, ainsi definies portent le nom de Fondions 
fonda moniales.

182. On peut former facilement les fonctions fondamentales 
dans le cas de la sphère.

Appelons alors Xn une fonction sphérique. Posons :

On a alors

P»= X * +  y« +  z*

X.

On a bien

et

P"

T = T '

dT„ dT
du n + 1  dn

i - = 0

pour p— 1 , en supposant que le rayon de la sphère envisagée 
soit égal à l ’unité.

p o i n g a k î :. P o l c n t .  N e w t . a 3
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183. On peut encore former les fonctions fondamentales dans 
le cas d’un ellipsoïde représenté par l’équation :

b'2
^ ---------1 =  0 .

Passons en effet en coordonnées elliptiques. Considérons les 

quadriques définies par l ’équation :

c- —  A
1 =  0.

2 — ). ' b2 —  ).

Ce sont les quadriques homofocales à l’ellipsoïde donné. Par 
chaque point de l ’espace, il passe trois de ces quadriques. Les 
valeurs correspondantes du paramètre), seront désignées par p,p,v. 

On a par exemple :

Pour). =  p. . . un ellipsoïde.

Pour ). =  pu . . un hvperboloïde à une nappe.

Pour). = v .  . . un hvperboloïde à deux nappes.

Les nombres p, p, v constituent ce qu’on appelle les coordonnées 
elliptiques d’un point.

On connaît la définition des fonctions de Lamé. Elles sont de 
la forme :

RMN

et l ’on a :

. R = f ( ? )
M =  f(p)

N =  f(v).

Le produit RMN définit une fonction harmonique à l ’intérieur 
de la surface S donnée. Nous posons :

T =  RMN.

Maintenant, on peut construire une fonction R/ telle que le pro
duit :

R'MN
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soit harmonique à l’extérieur de S et que pour p —  0 on ait

-On pose alors :

R' =  R. · 

T  =  R'MN.

A une longueur infiniment petite prise sur la normale à l ’ellip 
:soïdc donné correspond un accroissement dp de p. On a d’ail·
leurs :

OII
’"wo

'IIdu
O

D’où :
dT dR dp 
ch. ^  dp MN du

-et :

dT' __ dR' mn
du dp dn

D’où :
dR

dT dp dT'
dn dR' dn 

dp

Posons :

dR -

h -  d? .
dR'

• dp

•On en déduit :

dT , u dT' n
du + h dn “ °-

D’ailleurs, h est la valeur de :

dit

_  _ 1 e_
dit' 
dp -

pour p =  0  : c’est donc bien une constante.
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184. Revenons au cas général et appelons (I> une fonction quel
conque définie sur S.

De nombreuses analogies portent à penser que la fonction <!>' 
est toujours développable en série procédant suivant les fonc
tions fondamentales.

On aurait alors :

(1 ) ® = ^ A IT„

les Ai étant des constantes.
Si l ’on admet la possibilité du développement, le calcul des- 

coefficients k x est facile.
Multiplions en effet les deux membres de l ’égalité (1) par :

dT{
"djT

dm

et intégrons. On a :

On sait donc former la série (1).

Soit W  la somme de la série (1) en des poinls non situés sur S- 
On voit que W  est une fonction harmonique tant à l ’intérieur 
qu’à l ’extérieur de S, car W  est le potentiel d’une simple couche. 
De plus, W  se réduit à CI> sur S. Donc W  est la fonction qui 
résout le problème de Dirichlct tant intérieur qu’extérieur.

185. A p p lic a t io n  à la  m é t h o d e  d e  N e u m a n n . —  Revenons à la 
détermination d’une double couche dont le potentiel W  vérifie la. 
relation :

(1) Y  —  V' =  X (V -f- V') +  2 <I>

en tout point de S. __
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On peut écrire, en supprimant les indices pour abréger l ’écri-
turc :

5>=2>T
W  =  ^ P T

W ' ^ ^ p T .

On a :

dT , t, dT' n
a „ + h  a „  = 0·

D’autre part :

Z* Z - K
puisque :

dW _  dW' 
dn dn

D’où :

<2 ) p' +  hp =  0 . ·

Mais la relation (1) donne :

P— |î' =  ).(P +  P ')+2a. '

Comparons fl) et (2 ) :

p(l +  h ) = î .p ( i - h )  +  2a · '.

Cette équation permet de calculer [3, puisqu’on connaît a. On a
ensuite P' par lut relation (2). On trouve :

P ~  1  +  h — x ( l  — h)

ai 2  ah
1  +  h — .X(l — h)

D ’après cela, W  et W ' se présentent comme des fonctions méro-
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morphes de X. Le module ' du pôle dont le module est le plus 

petit est :
1  -+- h,

- 1  —  h2 ‘

11 est plus grand que 1. Donc le cercle de convergence des séries 
de Neumann est plus grand que" 1. Il n’y a d’exception à cela 
que si l ’une des quantités h est nulle. On a :

h , = 0 .

Donc les conclusions précédentes supposent une condition :

. .. a ,  =  0 .

Cette condition est d’ailleurs équivalente à la condition :

que nous avions rencontrée dans l’étude directe de la méthode de 
Neumann. Il est visible enfin que, pour le problème extérieur,· il 
n’y a pas de condition semblable, à cause de la présence de h au 

numérateur de ¡3'. On voit~en efifét que, pour h, =  0, on a :

PÎ =  o.

sans qu’il soit force pour cela que a, soit nul.
En résumé, faisons \ —  1 dans les séries de Neumann. 11 vient :

w = £ x T

W ' =  - £ * T .

On a ainsi la solution du problème extérieur de Dirichlet. Mais 
il y a une condition de possibilité. Cette condition est nécessaire 
pour que nos séries, représentent la solution, c’est-à-dire pour que 
celle-ci puisse être regardée comme un potentiel de double couche. 

Faisons maintenant X — —i l .  On trouve :

- w . = 2 / T

- W ^ ^ c d iT .

On a de la sorte la solution du problème intérieur de Dirichlet.
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Mais celte fois, il n’y a pas de condition de possibilité. La solu
tion est toujours assimilable à un potentiel de double couche.

186. A p p l ic a t io n  à u n  p r o b lè m e  a n a lo g u e  à ce lu i d e  D ir ic h le t .

Reprenons les notations :

W ,\ V ',V ,V '

dont nous nous sommes déjà servi.
Cherchons à construire une fonction jouissant des propriétés 

suivantes :
AW — 0

dV
du

dV'
dn

AW' =  Ü

dV'
dn )+  2<t>,

d> étant une fonction donnée sur S. 

Posons :

( 1 )

w = y w ,

v = E :-v ,

V ' = 2 j),VÎ

™ = Y v
dn ¿ U  dn

dV7 V ,  dVî ■
dn “  L ·  ' dn '

On voit que les fonctions Wj sont des potentiels de simples 
couches dont les densités sont données par les équations sui

vantes :

liX i
dn

dVj
dn

=  2 <I>

i Y i
dn

dVi dV„ dVi

dndn dn

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



36o T H É O R I E  D U  P O T E N T I E L  N E W T O N I E N

dV, dV{ __ dV,^, [ dV{_,
dn du dn dn

On peut donc former les séries (1).
Cela posé, la convergence des séries (1) pent être étudiée par 

des procédés tout à fait semblables à ceux que nous avons 
employés à propos du problème de Neumann, Les conclusions 
sont les mêmes. On voit donc que, pourvu que le domaine envi
sagé soit simplement connexe, on peut résoudre le nouveau pro

blème que nous venons de poser.
Pour = ± 1 ,  on retombe sur le problème étudié au para

graphe 175. Dans le cas du problème intérieur, il y a une con
dition de possibilité. '

Mais dans le cas du problème extérieur, il n’y a plus aucune 

condition de possibilité.

Tout porte à penser qu’une fonction arbitraire <b peut être 
développée en série de la formé suivante :

Si l ’on admet la possibilité de ce développement, il est facile de 
calculer les coefficients A,. On at

187. Voyons le rôle joué ici par les fonctions fondamentales.

D’où :

Or :

Par suite :
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Appliquons ce résultat à notre problème. 

• Posons :

Σ d T  
a

et prenons :

On a :

et :

dn

dV V „  dT

dii

W = ^ T .

dV'" V R dT'
Z,1 dn

dT'
1i l  v « _____ __

dn dn dn

La relation qui doit être vérifiée sur S donne alors : 

—  £ (i +  h) = i p  (1  —  h) +  2  a.

Par suite :

Mais on a :
1

1  +  h + M 'l  — h)

On conclut de là :

l  +  h +  ) .( l —  b)

y  ( 1  - h^ .
Z /  ] ( 1  +  h)m+‘ '

w»

p +  1

( - 1 ) j -
2aT / 1 —  h \ p

188. On a :

1  _|- h \ 1 +  h

1 - i < il-+ -h

si h est positif. Dans ce cas, il est clair que W,, tend vers zéro 

quand p augmente indéfiniment.

Mais si on a :
« , ¥ = 0

le terme en h, ne disparaît pas.
On a :

l i z h — i
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puisque Iq est nul. D’où:

lira (—  1)1>W„ =  —  2a,T, 

lim  ( -  1)*'WÎ, =  — 2a,TÎ.

On a clone lit un moyen de calculer Tj c tT /1, c’est-à-dire le poten
tiel en un point intérieur et en un point extérieur d’une distribu

tion électrique en équilibre sur S.
On retrouve ainsi lit méthode de. Ai. Rabin pour déterminer une 

couche attirante étalée sur une surface fermée S et sans action 

sur un point intérieur.
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