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COURS

DE MECANIQUE ANALYTIQUE.

TROISIEME PARTIE.

DYNAMIQUE.

LIVRE L.

DYNAMIQUE DU POINT.

CHAPITRE PREMIER.

Mouvement rectiligne d'un point libre.

1. Le probléme que U'on se propose de résoudre dans
la Dynamique du point matériel consiste & déterminer
le mouvement d’'un point soumis & Jaction d’une ou
de plusicurs forces.

Nous savons que, si plusicurs forces agissent
simultanément sur un point matériel libre, elles peuvent
étre rewplacées par leur résultante, cf, par conséquent,
le probléme se réduit & Iétude du mouvewent d'un
point matériel sous 'action d'une force unique.
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2. Proposons-nous d'abord d'¢tudier le mouvemeni
rectiigne d'un point libre. 1l est facile de reconnaitre
que, si un point matériel, partant. du repos, est soumis
a Taction d'une force de direction constante, il se
nouvra suivant une ligne droite. I1 en sera de méme,
si le point matériel & regu une vitesse initiale dont
Ia direction coincide avee celle de la foree qui lul est
appliquée. 11 suffira, pour s'en assurcr, de raisonner
comme nous l'avons fait (I, n® 189) pour I¢c cas dune
force constante en grandeur ¢t direction.

Nous savons que si m2 est la masse du point matéricl,
o laceélération du mouvement de ce point & un instant
yueleconque, ¢t P la valeur de la force a cet instant,
nous aurons la relation (I, n® 198) :

P = muo,

Si Pon désigne par £ le temps compté & partir d'un
instant quelconque pris pour origine, x la distance
du point mobile a un point fixe de sa trajectoire
rectiligne, & la fin du temps ¢, et ¢ la vitesse du point
A cet instant, on a :

v_gl.r:' _do d.z
Tt YT AT ar

Par conséquent, on a :

dv . dix
P =m qr’ o bien: P = ar"

Cost Véquation différenticlle du mouvement rectiligne.
On obtiendra Tdéquation finic da mouvement cn
intégrant I'équation préceédente. Les constantes aibi-
tratres introduites par Tlintégration se déterminent
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dapres les circonstances initiales, cest-a-dire Iapros
la distance du mohile au point fixe a lorigine du tenyps,
ol d'apres sa vitesse initiale.

3. En géncdral, la force P varie avee le temps ¢,
['espace parcourn x, ot la vitesse » du mobile. Lorsque P
sera donnce en fonction des trois variables ¢, x, o,
ou de denx d’entre clles, le probléme de Uintdgration
e Uéquation différentielle du mouwreinent dépendra
de lu forme de la fonction. Il Wy a pas de méthode
géncrale & donner # cct égard. Mais, lorsque la force P
vst donnée en fonetion d'une scule des trois variables,
le probléme se ramcéne facilement & unc quadrature.

4. Nous allons ¢tudier sépardément les trois eas :

I Cas. — Ondomne : P = f(7).

I2équation du nmouvement est :

i
mn ?lzz— == /‘(t).

Multipliant les deux membres par df, ot intégrant,
il vient :

4
dx 1
=g =Yt .U/f(” L,

v, Gtant la vitesse du mobile pour £ = 0.
Désignant le sccond membre par ¢ (¢), et intégrant
de nouveau, on a :

t
x=x0+./<p(f)df,

x, ¢tant la valeur de @ pour £ == 0.
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2° Cas. — On donne : P = f(x).
L’¢quation du mouvement est :

dxx

m e
dai?

= [&).

Multipliant les deux membres par 2de, et intégrant,
il vient :

dx\* ° [ .
vz:(dt) ——v02+m&fﬂ0®d%
0

de cette équation on ure :

5 de
Codt
d’olt, en résolvant par rapport & ¢ :

do

et, en intégrant :

3° Cas. — On donne : P = [ (v).
L’équation du mouvement est :

1%
m dl?‘ :/(U)v
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ou hien

dv
mer 7w,
"d'ott T'on tire
)
dl = m —,
/@)
¢t, ¢n intégrant, -
"
t=m/f . —.
/ /)

Résolvant eette ¢quation par rapport & o, on a:

v =0,
ou bien :
dx
2 = (Y,
dr =7 g
dol :
!
x =z, + /q(t di.
o
REMARQUE. — On peut encore, dans ce cas, operer

de la maniére suivante :
De la formule ;

T dee
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on tire :
edv
dx = vdl = m f(?j} ’
d'ol, en intégrant,
»
o x, + M oy
Wy == ) oyt
v
AT

En éliminant » entre cette équation et la formule

t = m

F
J ey

on obtient la relation entre « et ¢.
Exemples de mouvements rectilignes.

5. Propuime 1. — Un poind mualériel pesant loibe
verticalement dans (e wvide. Trourer les lois du
mouvenent.

Soient ¢ aceélération due & la pesanieur, sz la masse
du point matériel, @ Iespace parcouru a la fin

Fig. 1. , . . .
0 du temps ¢, Paxe des @ ¢rant vertical et dirige
° dans le sens de la pesanteur (fig. 1). T/équation
du mouvement est :
m m = my,
ou hien :
" d*x
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On en tire :

v;d—m—= ¢
=a =9
x=%gﬁ!

en supposant que lon compte les espaces et le temps
a partir du point O ol la vitesse est nulle,
En éliminant ¢ entre ces deux équations, on a :

v=1"2g,

ou bien :

@-\2
2g

L'expression 12y est la vilesse due & la hautevr .

6. Pronriyk II. — Un point malériel pesant est

lance

verticalement de bas en Nhaut dans le wide.

Trouver les lois du mourement.
Dans le cas actuel, Ia force qui est la pesanteur agit

Fig. 2.

x

oy

m

en sens inverse du mouvement. Si Ton deésigne
par @ lespace parcouru & la fin du temps ¢,
I'équation du mouvement est, :
m i m ou bien dw

QU Do -

A g i 9
en comptant les abscisses positives de  Dhas
en haut (fig. 2).

On en tire :
dz

T a4 gt
v dt =9

en désignant par ¢ la vilesse initiale.
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Par suite,
x=C -+ at — gt

St Ton compte les espaces & partir du point O,
ou le mobhile se trouve a Porigine du temps, on a x =0,
pour £ = 0; par conséquent, C =0, ct il vient ;

x = at — gt
Désignons par 9 le temps au bout duguel le mohile

cesse de monter, et par OA = A la hauteur a laquelle
il s'éléve, nous aurons :

0 =a— g4,
h—=0f — {9t

On en tire :

a a?
9==—7 hr:;*'
g 2g

~

a

Cette quantité g—g est la hiauteur due 4 la vitesse a.

Arrivé a cette hauteur, le mobile commence 3
descendre, ct revenuw aw point ce départ, sa vilesse
reprend sa valeur iniliale a.

En effet, si, dans la formule du mouvement descendant,
(n° B):

2
X = ?-’g_s

. a® ..
on fult w = 7 = %, il vient @ v = a.

&
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I est dailleurs facile de sassurer quen un point

quelconque de la verticale, le mobile a la méme vitesse
en montant et en descendant.

En effet, soit », la vitesse du mobile en un point 2,
pendant le mouvement ascensionnel (fig. 2), nous
aurons, en posant Om, = x, ¢t en désignant par ¢,
le temps correspondant :

Uy=a— gln
@, = at, — gt

Si o' est la vitesse du mobile en ce méme point i,
pendant la chute, nous aurons, en observant que
Am, =h—x,

0% =29 (h — @) = a* — 2¢x,.

Il s’agit de démontrer que T'on a @ v, = ». Or, de la
formule :

v, =a—gt,

on tire :

d’ot1, en substituant dans la formule :
1 +
€, = all — .90

on trouve :
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ou bien :
v2=a*— 2g9x,,

ct, par suite,

7. ProsLENE III. — Un corps pesant se niewt sup
un plan incliné. Trouwver les lois du ouvement de ce
corps.

Soit mg le poids du corps appliqué & son centre
de gravité G (fig. 3); la
seule force qui tende &
faire descendre le corps est
la compaesante de son poids
parall¢éle au plan incling,

Or, sinous désignonsparz
Pangle ABC du plan avec

‘e “ 5 I'horizon, cette composanie
sera égale & mgsinz, ot
Péquation du mouvement sera :

mn EZZLC = mg sin =z,
ou hien :
%;’i — g sin 2. (1)
On en tire ;
v=gsina. ' 2)
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ou bien :
ds .
0= gt sin 2,
dont :
s = ipt*sina. I3

En ¢liminant ¢ entre les ¢quations (2) et (3) il vient :
22 ==2gs . sina. {4)

L'équation (1) nous apprend que le niouwrement
du corps le long du plan incliné est le méme que celut
qui aurait liew suivont la vesticale, si Uintensité de la
pesanleur, auw liew d'élre égale « g, dctoit dgale
@& gsine.

Si nous désignons par Vola vitesse au has du plan
ineliné, par £ la longueur de ce plan ¢t par /e sa hauteur,
rous aurons, cn vertu de I'équation (4) :

V= 2glsina = 2gh.

Done, la vilesse acquise par le mobile en arrivant
an bas ru plan incliné est la méine que celle qu’idl aurail
acquise en lombant verticalement de la havteur AC = h.

Cherchous encore la longueur que le obile doit
pascourtr suit le plan ineling, pour que la durde de son
nonresent soit égale i celle qu'il emploierait i descendre
de la havtevr .
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sSolent @ celle longueur, et ¢ le temps employé par
le mobile pour parcourir cctte
longueur. La formule (3) nous
donne :

Fig. 4.

& =1 gl*sin 4.

D'autre part, si ¢ cst le temps
employ¢ a parcourir la hauteur
AC =/, nous aurons (n° 5) :

]L = '_‘]:' glg.
En égalant les deux valeurs de ¢, il vient :
o = hsin 7.

Or, si du point C on abaisse une perpendiculaire sur
AB (fig. 4), on a:

AD = A sina.

Done, la longueur cherchée soblient en abaissant
du point C une perpendiculaire sur le plan incling.

ReyarQuE. — La position du point D change
évidemment avee inelinaison du plan : Ie licu du point D
sera la  demi-circonférence ddéerite sur AC comme
diametre. On en conclut la proprid¢té suivante :

ProprifTh. — Sous Uaclion de la pesantewr un mobile
emploie le méme temps pour décrire un diamétre
vertical AC, que pour parcourtr les différentes cordes
qut passent por lextrémité supdricure de ce diameétre.

8. PROBLEME IV, — Trouver le mouvement d'un point
matériel pesant tombant dans le vide a partir dun
point O silué o une asses grande distance de la surface
de la terre.
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Dans ce cas, lintensité de la pesanteur ne peut pas

étre considérée comme constante : clle est en

Fig. 5. pajson inverse du carré de la distance au centre

0

d'ou :

de la terre.

Soient A le centre de la terre (fig. 5), B le point
ou la droite OA rencontre la surface de la terre.

Lorsque le point matéricl est en B son poids
est ¢gal a my.

En désignanl par @« la distance Om, par a
la distance OA, par » le rayon de la terre,
le poids P’ du point matdériel en 2 sera donné
par la formule :

P' 2

mg (@ — wF

512
P'= g .t

(a - .’1/'/"’

L¢quarion différenticlle du mouvement cst donge,
en supprimant le facteur s commun aux deux membres

dax 2
ez g @ — x?’

(1)

Multipliant Jes deux membres par 24, et intégrant,
il vient :

I N
o — &

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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On détermine la constante C, en observant quan
point O, c’est-a-dire pour & = 0, la vitesse est uulle;
on a done :

par suite,

1 ]) 20?2 ) Ve 9)

2= 2grt (—— —
g a — & a

Cette formule nous apprend que la vilesse augimenle
avec &, co (ue ron pouvait prévair.,
SiTon fait ¢ = O3 = a — » =/, il vient:

V [/_g/a.\/a,

comme i< @, on en conclut que la vifesse du mobile
en arvivcanl & la surfoce de la lerye est inoindie que
la vitesse il aurait en toinbant de la méme hauteur i,
st la pesanteur était partout lo méme qu'a lo surface,

Pour x = ¢, on a v ==oo0; done, si foufe la nasse
de la lerre était concentide ¢ son cenire, la vilesse
acquise pui le mobie en ariivant auw centre serait
infinie.

, dr
Sidans Ta formule (2) on remplace « par sa valewr P
dt

il vient :

’

(,@1)2 _ gt
dt) — a a—wx
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dou Fon tire

a— (@ — &) dx
= \/)(/‘72-\/ dT_\/)!ﬂ”' Vaw — it

Nous avons donné¢ aux radicaux le méme signe,
parce que dx et dt sont de mémes signes, x ct £
angmentant en méme temps.

En intégrant, on a :

e

t:l\/a o — @ —x) dx
r [/ar—.r-
__.’/‘
_l\/‘i Gae—wde \/ _sade |
r V2 ) Var —a + "9 Var — &
7]

par consc¢quent,

1 S oa— a a a—2x
t=2"\s, “ Var—ai+ . - arc cos —=.
29 2r Y 2g a
9. ProBLEME V. -— Trouver le inouveinent rectiligne

d'un poind wmatériel altiré par un cenlre fixe O, en iaisan
directe de la dislance.

Soit un point matéricl placé d’abord au point A,
on sa vitesse est nulle (fig. 6), ct attiré par un centre 0,
ot soit m la position du
mobile & la fin du temps ¢£.
A 0 m A z Comme Ja force attractive

a pour eflet de diminuer
Pabseisse du point m, I'équation du mouvement sera :

Fig.6.

adx .
aE =

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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7* ¢tant I'attraction exercée sur Punité de masse du point
mobile a I'unité de distance.
Multipliant les deux membres par 2dz, ct intégrant,
il vient :
dx\*
v?=(—-") =C—n2?
(i)
Pour déterminer la constante, obscrvons gue pour
2=0A=a,onae=0; ot C=n»’a®>. On adonc:

dx\*
- | =n? (a? — x?).
(%) = )

Extrayons la racinc carrée des deux men:hres,
en ohservant que de A en O, 2 diminue quand ¢
augmente, et, par conséquent, que dx et df sont
de signes contraires; nous aurons :

do _ T
W — —Tl,l, ac — X<,
d’ou :
ndt:———dx ;
I/az__xz

on ¢n tire, en intégrant ;

-
nt = const. |- arc eos .

Or, pour { = 0, on 2 & = a; donc la constanie cst
nulle, et il vient :

@
nl — are ¢os =,
a
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d'ou :
X = @ cos nt,

et, par conséquent,

v = — na sin nt.
DrscussioN. — Lorsque le mobile est en O, on a :
=10, dou:
g T
nf=-, oubien {= —
2’ 2n’
ct, par suite,
v = — na.
s . . 71' s
Ainsi, depuis ¢ = 0 jusque ¢ = 5, T est positif,

et décroit jusque zéro, o cst négatif et crolt numéri-
quement jusque na. Au point 0, la vitesse est maximum,
¢t dirigée dans le sens AO : le mobile dépassera donc
le point O, ct continuera & se mouvoir en vertu
dc la vitesse acquisc.

Pour déterminer le point A' ot le mobile sarréte,
faisons » = 0, et nous aurons :

nt=mx, doa t=_,
n

et, par suite,

X = —a.

On a donc OA'= 0OA.
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Le mobile arrivé en A’ a une vitesse nulle ; il est done
placé, par rapport au point O, dans les mémes conditions
quau point A : par conséquent, il sera attiré vers O avee
une vitesse croissante de A’ en O, ol sa vitesse sera nd.
Il continuera sa route en vertu de la vitesse acquise
Jjusquau point A, pour revenir en 0, et ainsi de suite.

Le mohile fera donc une infinité d’oscillations égales
entre elles, et de méme durée de A en A’ et de A'en AL

10. Progritve VIL — Troucer le mouvemernt d'un
point malériel pesant, qui lombe suivant lo wverlicale
dans un milieu résistant, par exemple dans Uair.

Les forces qui agissent sur le mobile sont le poids
du corps égal & myg, et la résistance de I'air R, qui est
dirigée cn sens contraire du mouvement. La force
motrice au point m (fig. 1) est donc my — R, et, par
conséquent, I'équation du mouvement est, en désignant
par & Uespace parcournu par le mobile a la fin du temps £:

2
m %—g— =mg — R.

Or, on reconnait par Texpérience que la résistance
de Tair est une fonetion de lIa vitesse : lorsque
le mouvement n'est ni trés lent, ni trés rapide, cette
résistance est proportionnelle au carré de la vitesse.
On a done, en désignant par A une constante :

R = Av?,
ct Péquation du mouvement est :

2

0
My =Y — Av?,
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ou bhien :
(;’; - 1y — AT

142

Pour la facilité des calculs, nous poscrons A = gk ,
et I'équation pourra étre mise sous la forme :

av _ g — gkt = g (1 — k). )

dit

On en tire :

1
U=y T—we

d'ol, en intégrant,

1 14 kv
t=éﬂ’: { m—{—CU”St.

Or, pour ¢ == 0, on a v = 0; par suite, la constante

est nulle, et il vient :

o

14 ko
20% ! 1 — ke’ )

f =

Celte équation nous donne :

620’“_ 14 ke

2

1— 4o
dou :
gkt ght — gkt
1 e —1 1 e —e
V=g = % (4)
e +1 e +e

C'est la relation entre la vitesse et le temps,
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Pour obtenirl'espace en fonction du temps, remplacons

dx s .
» par sa valeur % dans I'équation (4), et nous aurons:

ght — ght
dx 1 e —e
df T FE " Tom —gat’
at k i
d’o11, en intégrant,
1 ! gkt — gkt /
x=g—k§ (e +e )+cons.

Or, pour ¢t = 0, on a & = 0; par suite,

1
= - {2
const. g {2,

et il vient :

Tegpl T

On peut encore trouver une rclation entre l'espace
et la vitesse.
Fn effet, si dans la formule :

do = vdt,

on remplace d¢ par sa valeur (2), on a :

1 ede
dLE = § T - l?)""
d’ou :
1
L= — 29k [ (1 — k%% | const.
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Or, si I'on observe que pour # = 0, on a v =
la constante est nulle, et il vient :

1 1
=g T )
REMARQUE. — L’équation (4) que I'on peut écrire :
— 2gkt
1 1—e
V== " _—__—2g_kf’
14-e

nous apprend qu’a mesure que ¢ augmente, ¥ converge

1 . , 1
vers la valeur constante % Mais, on n'a v == 7 que

pour ¢ =oo; par conséquent, le mouvement tend
@ devenir uniforme, mais il ne l'est jamais rigourcu-
sement.

11. ProBLEME VII. — Troucver le mouvement d'un
point matériel pesant lancé verticalement de bas
en haut dans un miliev résistant.

Si nous comptons les abscisses positives dans
le sens Oz (fig. 7), I'équation du mouvewent est :

Fig. 7. a2

z mZiﬁ:_mg"R’

m ou bien, en posant R = mgk®c®,

(fi—?; = — g (1 4+ A%Y. (1)
[+ ]
On ¢n tire :
1 dv o
dt = —5 my (“)
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BT R
d’on ;

B |
{ = — 'gfc arc g kv -} consi.

Or, sil'on désigne par @ la vitesse initiale, ona : v=ag,
pour ¢ = 0, et, par suite,

const. = 3 arc tg ka.

gk
On a donc :
t = L (arc tg ka — arc ig kv), (3)
gk
ou bien :
- ;{Il—karctgftz_{_—%. {4)

De cette formule on tire :

1  ka —tggkt

U=E'l+katggkt'

®)
C'est P'expression de la vitesse en fonction du temps.
On peut la mettre sous la forme suivante :

ka cos gkt — sin gkt
cos gkt + ka sin gkt’

pL
_L.

Pour obtenir I'espace en fonction du temps, il sutfit

dz .
de remplacer » par sa valeur o’ ceau donne :

dz 1 kacosght — singkt
dt — Ek° cosgkl+ hasingkt’
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ct, en intégrant,
= E};,l (cos gkt + ka sin gkt) -+ const,

Or, pour ¢ = 0, on a & = 0; par suite, la constante
est nulle, et il vient :

x = g}# l (cos gkt - ka sin gkt). (6)

On peut aussi obtenir unec relation entre Pespace
et la vitesse. En effet, si dans la formule :

dx = vdt,

on remplace dZ par sa valeur (2), on a :

dp — 1 _vd0__
g 1 + k?vZ’
d'ot :
1 0
€= — SgTE I (1 -+ k%% + const. ;

si l'on observe que pour 2z =0, on a » = a, il vient :

1 )
0=— Syl I (1 34 ka?) + const.;
par conséquent,
1 1+ ke
S A ey Y
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Si Ton désigne par & la hauteur la plus grande
4 laquelle parvient le mobile, et par T le temps
de Tascension, on a, en faisant v = 0 dans les formules
(T) et (3) :

1

h = wl(l%—k’a?),
T——l— ¢ty ka
-—gkar g ko

Le mobile parvenu a cette hauteur 4, commence
a descendre, et, si nous désignons par a' la vitesse qu'il
posséde lorsqu’il revient au point de départ, et par T'
la durée de la chute, nous aurons, en vertu des formules
(d) et (3) (n° 10):

1 1
"= gk T
v 1 14k

29k 1 —ka'’

en ¢égalant les deux valeurs de /4, on a :

1

Tz — L+ 72,
ou bien :
1+ B (1 — kay) = 1; (8)
d’ou T'on tire :
I a . 9
T “
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Or, le dénominateur de cette derniére formule étant
plus grand que l'unité, il s'ensuit que a' est toujours
plus petit que a. Donc, la vitesse avec laquelle le mobile
revient ou point de départ est moindre que la vitesse
intfinle. Cest dailleurs ce que lon peut conclure
facilement de la formule (8) laquelle nous donne :

k? (@ — a'?) = R'a’a?,

ct, par conséquent, a > a'.

Proposons-nous maintenant de trouver la relation qui
existe entre le temps 1" de la chule el le temps T de
Pascension. Nous allons démontrer que T' est plus grand
(ue T. A cet effet, nous donnerons d’abord & lexpression
de T une forme différente.

De la formule (8), on tire :

a

a4 = ————————
1 — ka®

(10)

par conséquent,

ka'

1
T = — arc tg —_—
Vv 1 — Aa?

gk

d’ailleurs, de la formule (10), on conclut, puisque
la vitesse initiale @ est toujours réelle, que T'on a £a' < 1.

Cela posé¢, pour démontrer que T > T, remarquons
que l'on a:

17, ,14 ka2 ka' ]
T — T = —-| L ] = to ——2 |
1 1 gk |:3 ! [ — o 208 IV '1— ka*
T - T est donc une fouction de a’ : or, pour &' == 0,

onaT —T=20.Donc,si T > T, il faut que pour toutes
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les valeurs possibles de o, la fonction T' — T soit
croissante, et, par conséquent, gque sa dérivée soit
positive.

Mais, on trouve facilement :

aI—Tm) 1 1

do' gV'1— ka1 — kaz

or, k' étant plus petit que Punité, 1'T— e est réel;
d’ailleurs, on a :

1
e

ct. par suite, la dérivée de T — T est posilive;
cette fonction cst done croissante, et Ton en conelut
que le temps de la chute est plus grand que celui
de lascension.
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CHAPITRE 1II.

Mouvement curviligne d'un point libre.

12. D'aprés ce que nous avons vu, si la direction
de la force qui agit sur un point matériel libre est
variable, ou, si la direction de la force étant constante,
le mobile a regu une vitesse initiale dont la direction
ne coincide pas avec celle de la force, le mouvement
est curviligne.

Or, nous savons que, de quelque maniére que la force
varie en grandeur et en direction, T'accélération totale
du mouvement de ce point est & chaque instant dirigée
suivant la direction de la force, ¢t qu’elle est de méme
sens. Nous savons aussi que, s étant la masse du point
matiriel, la grandeur de la force est liée & la grandeur
de laccélération par la relation (I, n° 198) :

P= g,

13. Cela posé, proposons-nous de trouver les dguations
différentielles du mouvement d'un point matériel libre
sowmis & Uaction d'une force donnée P.

Rappelons-nous d’abord que si l'accélération ¢ est
la résultante de plusieurs accélérations ¢, ¢",... la force P
est de méme la résultante des forces P!, P",... respecti-
vement dégales a meg', my",... appliquées suivant
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les directions de ces accélérations. En d’autres termes,
4 toute décomposition de 'accélération totale correspond
une décomposition analogue de la force P.

D’aprés cela, soient «, %, 2 les coordonnées du point
matériel =, rapporté a trois axes rectangulaires,
7 la masse de ce point, et P la force qui le sollicite.
Nous pouvons décomposer accélération ¢ parallélement
aux axes, et nous aurons pour les accélérations
des mouvements projetés :

&z Py Pz
dee’ dir’ de’

La force P peut étre décomposée suivant Ies trois
mémes axes. Soient X, Y, Z scs trois composantes :
clles sont respectivement ¢gales au produit de la masse m
par laccélération correspondante. Nous aurons donc
les équations :

dxxe
X ZTWIW’
a2y
Y=m e
dz
L=m -

Ce sont les équalions différentielles du mouvement.

REMARQUE 1. — Si le mouvement s'effectue dans
un plan, on peut le rapporter & deux axes rectangulaires
‘pris dans ce plan, et les équations différenticlles du
mouvement seront :
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dix
XR=m
dy
Y =1 T
REMARQUE II. — On peut aussi décomposer I'accélé-

ration ¢ en deux accélérations; lTune tangentielle,
I'autre centripcéte, qui ont pour expressions :

dv 2
%, et 'E‘a

p étant le rayon de courbure de la trajectoire.

Si l'on décompose la force P en deux forces dirigées,
l'une T sulvant la tangente, I'autre N suivant la normale
principale ou le rayon de courbure, ces deux composantes
étant respectivement égales au produit de la masse par
laccélération correspondante, nous aurons les deux
équations :

dv
T==m a’
N =mvgl

g

La force T sappelle la force tangentielle, ct la force N
la force centripéte.

On voit par ces deux dernidres cquations que
le changement de grandeur que la vitesse du mobile
éprouve avec le temps est uniquement di & la force
tangentielle, ¢t le changement de direction de cette
vitesse est uniquement dd 4 la force centripéte.
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On en conclut encore que, sila force tangentielle est
constamment nulle, c'est-a-dire si la force P est &
chaque instant normale a la trajectoire, la vilesse
du mobile sera constante, et le mouvement sera
uniforme; si la force P est & chaque instant dirigée
suivant la tangente & la trajectoire, cette Zrajectoire
sera une ligne droite (p = oo).

Intégration des équations différentielles
du mouvement.

14. ProBLEME 1. — Connaissant le mouvement
l'un point maiériel, trouver la force motrice et la vitesse
du point a un instant guelconque.

Si le mouvement du point matéricl est donné,
on connait @, ¥, ¢ cn fonction de ¢, et il est facile
de déterminer la force motrice et la vitesse du point
meaiéricl.

En cffel, en différentiant, on a les valeurs de
de dy dz
At de’ de
Ia vitesse en grandeur et en direction.

en fonction de ¢, et, par suile, on connail

n différentiant de nouveau, on obtiendra les valeurs
Ay @z et, par conscquent, on connailra
=3 =5 T, ? IH onse Nt Ol = alre
a3 ar” a0l uent,

Ia force motrice en grandeur et en direction.

e

15. Prosuia II. — On donne la force moliice
en fonction du temps t, de la vitesse et de la position
du mobile, el U'on demande de déterminer le mouvreinent
iy poind malériel.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Supposons donc que T'on donne X, Y, Z en fonction
det, =, vy, 2, v,, v, , vz : noOUs aurons les trois équations :

d*z L dx dy dz \
= (6o G G )

ay . dx dy dz
W= G w) M
dz

§
f

_ _dxr dy dz
= h (e e a)

Nous avons done & intégrer trois ¢équations différen-
tielles simultanées du second ordre. Les intégrales
de ces équations,  cest-a-dire les  équations  finies
du mouvement, renferment six constantes arhitraires
distinetes, et 'on a :

x=1g ({,c,Cy Cyy Cyy C5, Cgy

Y =10, [, ¢c;, ¢y, Cyy €y Cy €y (2)

5 =0, (L, C): Cy, €5, €4, C5, Cgl- )

Pour déterminer ces constantes, il suflit de connaitre
pour £ = 0, c'est-a-dire pour lorigine du temps,
In position du mobile, et sa vitesse en grandeur
¢t en direction. On doit done connaitre les coordonndées
&, Y. 3, du mobile pour ¢ = 0, ct les valeurs
(224, (£4)0s (22), des composantes de sa vitesse pour £ =0.

Ov, si Ton fuit ¢ = 0 daws les ¢quations (2), et si 'on
y fait en méme temps @ = x,, ¥ = ¥,, 5 = 3, On aura
trols ¢quaiions entre les six constantes.

D'autre part, en différentiant les équations (2) par
rapport ¢, on a pour les composantes de la vitesse du
mobile :
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dx |

75_ =Y (¢, Cis Cyy €51 Cys Cy,y cﬁ)’

dy

-d_]l/— = ",J.’ (t, €y Cyy gy Cys Cy- CG)' (3’
%;— = “p: (¢, 1y Cos €5, €4 €5, €l |

SiT'on fait, dans ces équations (3), £= 0, et en méme
Zx dJ dz

dt’ dt’
initiales (¢gz),, (24),, (¢z),, on aura trois nouvelles
équations entre les six constantes.

Nous aurons donc en tout six équations pour
déterminer les six constantes. En substituant les valeurs
ainsi obtenues de ces constantes dans les équations (2)
et (3), on a les équations ddfinitives du mouvement.
Enfin, en éliminant ¢ entre les ¢quations (2), on aura
deux équations en z, ¥, %, (ui seront les équations
de la trajectoire.

temps si Pon y remplace ; par leurs valeurs

REMARQUE. — On peut résoudre les équations (2) et (3)
par rapport aux constantes qui seront ainsi exprimées
da dl/ d*

en fonction de ¢, 2, v, z, . Les équations (2)

dt’ dar’
et (3) peuvent donc dtre rompldcées par les six

dquations :
dx dy dz |
F. (‘ w05 e )

gix QZ-Z oz
de’ di’ m)’ )

’_Q
||

. ‘ 1 dg/_ ds

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 93 _

Ainsi done, lintégration des équations (1) nous
dx dy dz
restent constantes pendant toute la durée du mouvement.

Ces six équations sont ce que 'on appelle les intégrales
des équations du mouvement.

domne six fonctions de ¢, z, vy, 2, qui

16. ProprILTE. — Toule aulre fonction des ménmes
rariables qui reslerail constanie pendant lovle la durée
du mouvement sera exprimable en fonction des six
premiéres fonctions.

En effet, si aux équations (4) on ajoute une scpti¢me
¢quation :

c=F(t,m.y,z,%, %’tlg—f) (5)

¢ ¢tant unc nouvelle constante, on pourra ¢liminer
dr dy dz

Zz, Y, s, Etv E(,Tlf’ %
obtiendra une ¢quation :

entre les équations (4) et (9), et Ton

F{te,ec, c, e, Cs Cy ¢) = 0. (6)

Or, de cette équation il résulterait que ¢ varie
avee le temps, ce qui csl contraire a Thypothése.
Si donc ¢ est une constante, le temps ¢ doit disparaitre
de lui-méme de Péquation (6), et cette équation exprime
alors ¢ cn fonction des six constantes ¢, ¢,,... ¢,
seulement. Par conséquent, I'équation (5) rentre dans
les équations (1) : clle n'exprime pas une propriété
du mouvement distincte de celles qui résultent des
équations (4).

Remarque. — Il résulte de ce que nous venons
de voir que le probléme de Pintégration des équations
3

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



du mouvement d’un point matériel se réduit & chercher
dr dy dz .
——, =%, — (qui restent
T A TR
constantes pendant toute la durée du mouvement.

six fonctions de ¢, x, v, =z,

Done, du moment oi, par une combinaison quelconque
des équations du mouvement, on parvient 4 une ¢guation
intégrable, lintégrale de «cette équation sera une
intégrale du probléme. Noublions pas que chaque
intégrale exprime une propriété du mouvement.

Il arrive méme, dans ceriains cas, yue lon peut
trouver des intégrales nouvelles au moyen des intégrales
déja  obtenues. Ainsi, par exemple, en appliquant
une méthode remarquable due a Jacobi, et que nous
avons exposée ailleurs', on peut, dans certains cas,
connaissant deux intégrales d'un probléme de Mécanique,
en déduire une troisicme par de simples différentiations.

1. Sur lintegration des équations de la deécanique, Liege,
Desoer, 18t9.
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CHAPITRE III.

Théorémes généraux de la Dynamigue
du point.
Théoréme des quantités de mouverent.

17. On appelle quantité de mouvement d'un point
matériel de masse 1, animé d'une vitesse @, le produit
me de la masse par la vitesse (I, n° 202). On peut
assimiler ce produit 4 une force, en attribuant a la
quantité de mouvement la direction de la vitesse o.
On lui donne le signe de la vitesse.

On peut représenter la quantité de mouvement
d'un point matériel par unc longueur mA qui lui est
proportionnelle, portée sur la tangente a partir
du point m dans le sens du mouvement.

La quantité de mouvement étant assimilée 4 une force,
on peut la décomposer comme une force suivant trois
axes coordonnés. Chaque composante sera la quantité
de mouvement projetée sur I'axe.

On peut aussi prendre le moment de la quandié
de mouvemen! par rapport & un axe : cest le produit
de la projection de mA sur un plan perpendiculaire
4 laxe par la plus courte distance de mA & cet axe.
On lui donnera le signe + ou le signe — suivant
les conventions adoptées (I, n° 234).

18. Dans le mouvement rectiligne d'un point matériel
de masse m, soumis & l'action d'une force P, on a :

dv
m o P,
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d’olt :
mde = Pdi.

En intégrant entre les limiles 0 ¢t ¢, el deésignant
par v, la vitesse dua mobile pour £ =0, on a :

t
M — Mo, =f1’dt.
u

Le produit Pdi cst ce que Ton appelle Vampulsion
t
dlémentaire de la force P lintégrale / Pdt sappelle

Vimpulsion totale de la force pendant l(é temps auquel
Uintégrale se rapporte.

On voit ue Timpulsion d'une force est une quantité
composdée de Yintensite de la force et du temps de son
action.

19. Les deux dernicres ¢quations nous donnent done
les deux théoreémes suivanis :

TatorinE 1. - — Dans un mouvement rectiligne,
lacervissement élémentatice de la guantité de mouvenend
du mobile penduant Uinlervalle de {emps di, est égal
o Uimpulsion élémentaire de la force I pendant ce temps.

TaroriME 1. — Dans un nouvement recliligne,
Uaccroissement total de la quantité de mourement
pendant un lemps fine quelconque &, est égal a Uimpulsion
lolale de la force P pendani ce temps.

20. Dans le cas d'un mwouvement curvilione, on a,
endésignant par T 1a composante tangenticlle de la foree:

dv
My = T,
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d’oll ;
mdv = Tdl,

et, cu intégrant,
?
ML — MY, = / Tell.
o

On en conclut le théoréme suivant :

TuroriEME. — Dans wun mouvement curviigne,
Paccroissement de la quantité de mourement d'un point
matériel pendant un lemps quelconque infiniment petit
ou fini, est égal a Uimpulsion de la force tangentielle
pendant ce lemnps.

21, REMARQUE I. — Si la force P cst la résultante
de plusicurs forces agissant sur le pointan, la composante
tangentielle de P est égale a la somme algébrique
des composantes tangenticlles des forces appliquées
au point #2. On a alors le théoréme suivant :

THEoREME., — Dans un  mouvement curvilignz,
Paceroisseinent de lo quaniilé de anouvement d'un
point malériel pendant un femps quelcongue est égal
a la somme des impulsions élémentaires langeniielles
de toutes les forces qui agissent sur le point matdrie!
pendant ce temps.

22. Remsrqoue I, — Le théoréme des quantiteés
de mouvement peut ¢étre appliqué au mouvement projeté
sur unc droite fixe.

Considérons, en effet, le mouvement projeté sur Paxe
des &, par excmple; nous aurons 1'égquation :

dzx .

m -, - =X;
e ’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



on en tire :

mdv, = Xdt,

d’olt, en intégrant,
£
MOz — M(Vs), :/th.
[

Or, Taxe des @ étant une droite quelconque, on en
conclut le théoréme suivant :

TrHEOREME. — L’accroissement pendant un intervalle
de temps infiniment petit ouw fini de la quaniiié
de mouvement projelée sur un axe fixe est égal
a Uimpulsion de la foice projetée pendant ce temps.

Théoréme des moments
des quantités de mouvement.

23. Reprenons les équations du mouvement dun
point matériel libre :

dxx
X—md?,
. 2y
Y =m Wa

dzz
Z——maﬁ-
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Multipliant la premiére par y, la seconde par =,
et retranchant, il vient :
. , dty drx
Yo — Xy = m(x ZiéT_yW)'

Or, le second membre de cetle équation n'est autre
que la dérivée par rapport 4 ¢ de I'expression :

dy gi_af)

on a donc :

Ya;—Xy=md( dy gix)

dt\%dt Y ar

Mais, si I'on désigne par Q la projection de la force P
sur le plan des xy (fig. 8), et par ¢ la distance de cette
projection 4 lorigine O, on a :

Q¢ = Yo — Xy.

Dautre part, la quantité de mouvement étant
considérée comme une
force, ses composantes
dx dy dz
sont m g™ ?i?;
par conséquent, Yexpres-
sion 7 (mdﬁ —y dx Jwest
de e
autre que le moment par
rapport a lorigine O de
la quantité de mouvement
du mouvement projeté
sur le plan des ay, ou le
moment par rapport a laxe des z de la quantité
de mouvement du point m

Fig. 8.
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En désignant par v la vitesse du mouvement projeté,
par p sa distance a l'origine, on a:
m ’L‘d’/ 1 daz MUY
Tt Y w s

par conséquent,

d linup)
dt

Qq =
ou hien :

d (mup) = Qgdt,

On en tire, en intégrant, ct désignant par u«,, et p
Jes valeurs de ot de p pour ¢ = 0,

0

[4
mup — Mmip, :/ Qqdt.

7
Mals, / Qg df est la somnic des moments par rapport

a 1’01'ig'i'ne O des impulsions ¢élémentaires de la force
projetée sur le plan des ay, ou la somme des moments
par rapport a laxe des z des impulsions ¢lémentaires

-~ de la force P. D'ailleurs, le plan des oy est quelconque.
On a donc le théorcme suivant ;

TukorkME., —  L'acerowssement  lotal du noment
de la guanlilé de mourvement projelée sur un plan par
rapport & wn point gquelconque du plan de projeclion
pendant un temps quelconque, est égal a la somme
des moments par rapport ¢ ce point des tmpulsions
élémentaires de la force projetée pendant ce lemps.
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24. On peut encore énoncer ce théoréme de Ia
maniére suivante :

TaioREME. —— L'accroissement tolal du smoment
de la quantilé de mouvement d'un point matériel par
rapport & un axe pendant un temps quelconque est égal
a la somme des wmoments par rapport & cet axe
des impulsions élémentaires de la force pendant
ce temps.

25. RrMARQUE. — Si la direction de la force P
rencontre constamment 'axe des z, ou lui est paralléle,
le moment de la force P par rapport & cet axe sera nul
a chaque instant, et nous aurons :

Q=Yxr—Xy=20;

on a alors :

dy @) = const
nl(xat“—ydt = .y

ou bien :
MUP = mup, = const.,

On a donc le théoréme suivant :

TutoriME. — Lorsque la  direction de la force
appliquée & un point mobile rencontre constamment
une droite flxe ou lui est paralléle, le moment
de la guantilé de mouvement du poinl par rappori
¢ cette droite est constant.

L’équation :

dy

Tar

dx
— Y= consé.,

est une dnlégrale premiére des équations différenticlles
du mouvemnent.
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Théoréme des aires.

26. L'équation (n° 23) :

(1)

azy arx
ae Y ar ) ’

Ym——Xy=m(w

peut donner liew 4 une interprétation géométrique
remarquable.

Soient #' la projection du point m sur le plan des ay
(fig. 8), p et 6 les coordonnées polaires de ce point m';
on a facilement :

xdy — ydae = o*d),

Or, ;e2dd est laire élémentaire déerite pendant
le temps d¢ par le rayon vecteur ¢ sur le plan des ay.
En désignant par A; l'aire décrite par ce rayon vecteur
ala fin du temps ¢, cetie aire étant comptée a partir
d’une droite fixe, 'axe des x par exemple, nous aurons :

xdy — ydr = 2dA;.

Par suite, 'équation (1) nous donne :

. A, d?(2A;)
Yx——hy=2m AL :77%—”5T,
ou bien :
o d2(2A,)
Qg =m —
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Q et ¢ ayant la signification indiquée précédemment
(n° 23). Dailleurs, le plan des @y étant quelconque,
on a le théoréme suivant :

THEOREME. — Dans le mourement projelé sur un plan,
le moment de la force projetée est relié au double
de Paire décrite par la projection dw rayon vecleur
par la méme loi qui relie la force et Uespace parcouru
dans le mouvement rectiligne.

27. Si la direction de la force P rencontre
constamment laxe des =z, ou lui est paralléle,
le meoment Qg est nul & chaque instant, et Ton a:

d*(RAz)
=%
dou :
dA: ¢
de 2’

et, par suite, en intégrant de nouveau :

Ay =

OIS

ta

la constante étant nulle, si 'on admet que 'on compte

les aires 4 partir de la position initiale du rayon
vecteur p.

On a donc le théoréme suivant :

TrkorEME. —  Lorsque lo direction de la jforce
molrice renconlre conslarmment un axe fixe ou lui est
parallele, le rayon vecleur mené dun point O de cet
axe au point mobile, praojeté sur un plan perpendiculaire
a laxe, décrit dans ce plan des aires proporiionnetles
av, temps.
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Cest en cela que consiste le théoréme de la
conservation des aires, ou mieux de la proportionnalitd
des aires.

28. Supposons maintenant que la direction de la
force: P npasse consiwmment par un point five O,
et prenons ce point pour origine. La force P rencontrant
alors les trois axes coordonnés, nous pouvons appliquer
le théoreme précédent & chacun de ces axcs, et nous
aurons les trois ¢quations :

Ar =21,

B
Ay =t
A;ZTC;t,

qui sont équivalentes aux trois suivantes :

az dy
Yoar —Fur M

dx dz
BT g = B,

dif dr
TV O

Les constantes A, B, C se déterminent au moyen des
conditions initiales, cest-a-dire au moyen de la position
initiale du mobile, ¢t de la grandeur et de la dircetion
de la vitesse initiale,

Les trois derniéres équations n'étant autres que des
combinaisons analytiques des équations du mouvement
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sont des @nulégrales des équations du mouvement.
Ce sont des tntégrales premiéres de ces équations.

29. On en déduit facilement que la #rajecioire
du mobile est une courbe plane, dont le plan passe par
lorigine des coordonndes.

En cffet, on sait que lon obtient les équations
de la trajectoire en éliminant ¢ entre les cxpressions
des coordonnées (I, n° 52), ce qui nous donne deux
¢quations f{inies enfre les trois variables z, v, 2.
Or, en multipliant les trois d¢quations précédentes
respectivement par «, y, 2, ¢l ajoutant, on obtient
une ¢quation indépendante du temps :

Ax + By 4 Cz = 0.

Cette équation est done une des équalions de la
trajectoire. Or, clle représente un plan passant par
Torigine des coordonnées. Done, la trajectoire est plane,
¢t son plan passe par le point fixe O.

30. De ce que la trajectoire est plane, on déduit,
en ddésignant par S Tlaire ddéerite par le rayon
veeteur Ome, et en appliquant le théoréane des projections
des aires planes :

S = l' Azt Ay2 -+ Azga
par suite,
S=11 A% + B* |- C*. L.
Dong, laire déerite par le rayon vecteur dans espace

est proportionnelle au temps. On a donc le théoréme
suivant :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 46 —

THEOREME. — Quand la foree qui sollicile un poing
matériel libre passe constamment par un centre fice,
la trajectoire esl une courbe plane donl le plan passe
par ce cenire, el le rayon vecteur wmené du cenlre
aw  point mobile déerit, dans ce plan, des aires
proporiionnelles au ternps.

Cette propriété constitue le théoréime des aires.

31. Réciproquement, si le rayon vecteur mené
d'un point fixe O & un point libre 2, déerit une aire
plane qui varie proportionnellement au temps, la fore
qui sollicite le point matériel passera par le point O.

En effet, si le rayon vecteur déerit une aire plane
qui varie proportionnellement au temps, la méme
propriéfé aura lieu pour les aires décrites par les
projections du rayon vecteur Q. sur trois plans
reclangulaires passant par le point O.

Les dérivées de ces aires par rapport au temps
seront donc constantes, et nous aurons les équations :

iz iy
Y T F T 4
dr (z
ST
dy dxr
T Y ar = ¢

Par conséquent, en différentiant, on a :

az A

Yar =% ar =
dix diz

Par TP =Y
dy dix

Car —Yqr — 0
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ou hien, en ayant égard aux équations du mouvement :

Zy — Yz =0,

X2 —Zx =0,

Yo —Xy —0,
dott ;

x_Y_zZ

x Y 3

Done, (o direction de la force coincide avec celle
du rayon tectewr el par conséquent elle passe por
le point O.

32. ProPRIETE. — Lorsque lu force qui sollicite
un point maldriel esi constamment dirigée vers
un cenlre fixe, lo vilesse de ce point est ¢ chaque
mstant inversement proportionnelle & la perpendicuiaire
abaissée du centre fixe sur la direction de la vitesse.

En effet, on sait (n° 25) que, dans ce cas, le moment,
de la quantité de mouvement dans chacun des trois
plans coordonnés est une quantité constante, et l'on
a pour chacun de ces plans la relation :

mup = const.

Or, la trajectoire c¢tant plane, on peut prendre
son plan pour plan des xy, par cxemple, et 'on a dans
ce plan, u étant alors la vitesse du point matéricel :

mup = const.,

ou bien :

up = K,
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d’ont :

ce qui démontre la propriété ¢nonece.

Théoréme des forces vives.
Surfaces de niveau.

33. TRAVAIL DUNE FORCE. — Avant d'établir
le théoréme des forces vives, nous devons donner
quclques détails sur le ¢travail des forces.

Supposons un point matériel sollicité par une force
constante en grandeur ot en direction, la dircclion
du mouvement coineidant avee celle de la force.
On appelle Travail de la force P le produit de cette force
par le chemin ddéerit par son point d’application.
Si done AB est le chemin décrit par le point d’application
de la force P pendant un temps ¢ quelconque, le produit
P x AR scra le travail de la force pendant ce temps.

Considérons maintenant un point matériel libre
sollicité par une force quelconque dont la grandeur et la
direction sont données a chaque instant. Sous 'action
de cette foree, le point subit, pendant un temps
infiniment petit d¢, un déplacement infiniment petit mne,
dont la direction ne coincide pas, en géndéral, avee
Ia direction de la force. On appelle Travarl éléinentaire
delo force P, le produit de cette foree par la projection
sur sa dircction du déplacement ¢lémentaire ds du point
d’application.
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Si donc on désigne par « langle du déplacement,
compté dans le sens du mouvement, avec la direction
de la force, comptée dans le sens de la force, le travail
¢lémentaire de 1a force P sera :

P . dscos .

Ce travail élémentaire sera positif ou rnégatif, suivant
que la projection du déplacement est dirigée dans le sens
de la force, ou en sens contraire. 1l sera donc positif
ou négatif, suivant que Iangle « sera aigu ou obtus;
¢l langle « est droit, le travail élémentaire sera nul.

En Mccanique appliquée, un travail positif est
un travail moteur, ¢t un travail négatif est un Zravail
résistant.

RemarQuE. — L'expression du travail élémentaire
peut dtre mise sous la forme :

Pcosa.ds;

sous cette forme, on voit que le (ravuil élémentaire
est le produit du déplacement délémentaire ds nar
la projection sur le déplacement de la grandeur
de lo force.

34. TororiME. — S8 plusieurs Jorces agissent
sirmultanément sur un méme point malériel, le travail
élémentaire de la résullante est égal & la somme
des travauvx élémentaires des composantes.

La démonstration de ce théoréme est identique 4 celle
que nous avons donnée (I, n°® 37'%) pour lc théoréme
des moments virtucls,

35. TRAVAIL TOTAL. — Si un point matériel,
libre ou non, parcourt une trajectoirc AB, cf est sollicitcé
par une force variable en grandeur ct en dircction,

4
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le travail total de la force, pendant que le point
décrit un arc quelconque de la trajectoire, est égal
@ la somme des travaur élémentoires de celle force
correspondant aux différents éléments dont se compose
le chemin parcouru par le mobile.

En désignant par ds I'élément de la trajectoire, par «
lPangle que fait la tangente au point m dans le sens
du mouvement avec la force en ce point dans le sens
ou clle agit, nous aurons pour l'expression du travail
total :

fP cosa . ds.
S0

REMARQUE. — Si T'on désigne par T la composante
tangenticlle de la force P, on a: ’

Pcosa=T;

par conséquent, l'expression du {ravail total peut étre
mise sous la forme :

s
go/‘Tds.

On en conclut que le fravail élémentaire d'une force
est égal ow travail élémentaire de lao composante
tangentielle; -le travail total est égal & la somme
des travaux élémentaires de la composante tangenticlle.

36. TureorbtMmE. — Si plusicurs forces agissent
simullanément sur un méme point malériel, le {rovail
total de la résullante de ces forces pendant un lemps
quelcongue est égal & la somine des travaur des
composantes.
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Ce théorcme -est évident, puisqu’il a lien pour
chacun des ¢léments dont se compose le déplacement
total du point.

37. UNiTE DE TRAVAIL. — Le travail, comme nous
Pavons défini, est le produit dune force par une
longueur. St nous prenons le kilogramme pour unité
dc force, et le métre pour unité de longucur, lunité
de travail sera bien détermincée. Ce scra lc travail
développé par une force constante dun kilogramme,
lorsque son point d'application se déplace d'un métre
suivant sa direction.

Cette unité de travail s'appelle le kilogrammeétre.

38. Ces notions &tablies, reprenons Iéquation
différentielle :

dv
m T T,
T étant la composante tangentielle de la force.

Multipliant les deux membres par ds, il vient :

ds
Mmooy dv = Tds,
ou bien :
modv = Tds.

En intégrant enire les limites correspondant 4 deux
positions du mobile, on a :

S s
myt — me,2 = 2 deS =2 fP cos a ds, (1)
80 S0

v, ¢tant la vitesse du mobile lorsqu’il occupe la position
pour laquelle I'arc s est égal a s,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Le produit me* de la masse d'un point matériel par
le carré de sa vitessc est ce que Yon appelle la force
vive de ce point. L'expression +no® s'appelle la puissance
vire. On a donc le théoréme suivant :

THEOREME. — L'accroissement de la force wive
d'un point matériel pendant un intervalle de temps
quelconque, est égal au double du traveil de la force P
pendant ce teings.

Cest en cela que consiste le théoréine des forces vives
pour le cas d'un point matéricl libre.

29. L'équation (1) peut étre mise sous une autre
forme qu’il cst nécessaire de connaitre.

Soient «, 7, & les coordonnées rectangulaires
du mobile 4 un instant quelconque, X, Y, Z les
composantes de la force P parallélement aux axcs.
On sait que le travail ¢lémentaire de la force P est
¢gal (n° 34) a la somme algébrique des travaux
¢lémentaires de ses composantes X, Y, Z. Or, le travail
¢lémentaire de la force X est égal au produit
de cctte force par la projection du déplacement ds
sur sa direction, projection qui est ¢gale & dx:
ce travail est done Xdax. De méme, les travaux
¢lémentaires des forces Y et Z sont respectivement
Ydy et Zds. Par suite, le travail délémentaire de la
force P a pour expression :

Xdx + Ydy + Zds,

et I'équation (1) peut alors éire mise sous la forme
suivante :

14

me? — mopl =2 /(X(Zx + Yy + Zd3); 2)
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lintégrale du sccond membre doit étre prise entre
les limites correspondant aux positions extrémes
du mobile, c’est-a-dire entre les limites 0 et ¢ du temps.

CAS PARTICULIERS. — Si la force P est normale
@ la trajecioire en chaque point, on a: T = 0,
et I'équation (1) nous donne :

par conséquent, le mouvement est unifore.
8t la force P est nulle, 'équation (1) nous donne
encore :

v =9,

et le mouvement est aussi uniforme.

40. REMARQUE. — Llintégrale du second membre
de I'équation (2) a toujours un scns bien défini. En effet,
x, ¥, 2 sont des fonctions du temps £; par conséquent,
dx, dy, dz sont aussi des fonctions de ¢, maultiplices
par dé. Dautre part, X, Y, Z sont, en général,
des fonctions de «, ¥, 2z ct de ¢, et, par conséquent,
des fonctions de £. Il en résulte que Xdx + Ydy + Zdz
se réduit en derniére analyse a4 une fonction de ¢,
multipliée par d¢; par suite, lintégrale du second
membre peut toujours étre calculée, quand le probléme
est résolu, et l'on peut ainsi vérifier le théoréme
des forces vives. Mais, il est ¢vident que, dans
ce cas, I'équation ne saurait étre d’aucune utilité pour
la connaissance des lois du mouvement : elle ne fournit
aucune intégrale des équations du mouvement.

41. 1l existe un cas o le théoréme des forces vives
prend une forme trés remarquable @ cest lorsque
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les composantes de la force motrice étant des fonctions
des coordonnées x, ¥, 2 du mobile, I'expression

Xdx + Ydy + Zdz,

est une différentielle exucte dune ceriaine [fonction
de x, y, z que nous désignerons par ¢ (x, y, 2).
On pourra alors intégrer cette expression sans rien
connaitre d’ailleurs des valcurs effectives de x, y, z
en fonction de {.

En intégrant cntre les limites 0 et Z, et désignant
par «,, ¥,, 3, les coordonnées du mobile pour ¢ = (,
et par v, la vitesse & cet instant, I'équation () nous
donne :

smet — Lmw gl = oz, Y, 2) — ¢ (%, Yo, 3}

Elle constitue alors unc infdgrale des équations
du movvement, et Von dit que, dans ce cas, 'iniégrale
des forces vives exisle.

42. Nous pouvons obhserver que, pour que la
condition d'intégrabilité soit remplic, on doit avoir les
trois identités :

X JdY oY 0Z 07 X

dy w9z "oy’ oz

Cest ce qui arrivera lorsque X, Y, Z s'exprimeront
par les dér ivées partielles d'une méme fonction de ®, y, 2
ne renfermant pas explicilement le temps.

Ainsi, par exemple, si l'on a :

':_0_@ Y_.z_.()_@, Z:@,
0z.

A= oy
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il vient :
Xdx ++ Ydy + Zdz =d ¢ (@, ¥, 2.
L'intégrale des forces vives est :
Im? —yme? = o (@, Y, 3 — ¢ (@, ¥ 2,). 3.

Cettc fonction ¢ qui joait de la propriété que
ses dérivées partielles prises parrapport aux coordonnées
sont égales aux composantes de la force, sappelle
fonction de force. 1l résulte de ce qui précéde que,
sil existe une fonction de force ne renfermani pas
explicitement le temps, Uintégrale des jforces vives
existe.

43. L'équation des forces vives nous donne les
propriétés suivantes : '

1° L’accroissement de la force vive, lorsque le mobile
passe de la position (xz,, ¥,, 2,) & la position (x, ¥, 2)
ne dépend que des coordonnées des points extrémes :
cet accroissement est indépendant de 1a trajectoire que
le mobile a parcourue dans lintervalle et du temps
qui s'est écoulé entre les positions extrémes.

2° La vitesse v du mobhile est déterminée par
la position quil occupe 4 linstant considéré, de sorte que,
si le mobile repasse plusicurs fois par la méme position,
il y repassera chaque fois avec la méme vitesse.

44. SURFACES DE NIVEAU. — L’¢quation :

vt — v = 2o (L, ¥, 3) — @ Xy, Yo 2o, (3)

qnous apprend que, si la fonctiong (x, y, z) reste
invariable, la vitesse ne changera pas, :
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Or; si nous considérons 'équation :
Y (.’L‘, Y, z) =0,

¢ ¢étant une constante, nous voyons que, pour chaque
valeur de ¢, cette équation représente une surface,

Les diverses surfaces gque PTon ohtient en donnant
a ¢ des valeurs différentes s'appellent susfaces de niveau.
Par chaque point de Tespace, 11 passe une surface
de niveau et une seule, du moins si la fonction ¢ (x, ¥, 2)
a une valeur unique et déterminéc pour un systéme
donné de valeurs de @, ¥, 2.

De I'équation (3) il résulte que, si le mobile traverse
plusieurs fois une mdme surface de niveau, sa vitesse
reprendra chaque fois la méme valcur, puisque, pour
tous les points de cette surface, ¢ (x, ¥, 2) reprend
1a méme valeur. Ce résuliat est indépendant du chemin
parcouru pur le mobile pour arriver a la surface,
et du nombre de fois quil I'aura traversée entre les deux
¢poques considérdées.

45. PRrROPRIETE. — Deux surfuces de niveau ne
peuvent se rencontrer,

Cela résulte de ce que deux surfaces de niveau
“ont pour équations :

o@, ¥y, ) =c oy, s =Cc,

et ces équations ne peuvent étre vérifiées par les mémes
valeurs de «, y, =.

46. PrOPRIETE., — La force qui agit sur le mobile
en un point quelconque de Uespace, est normnale
& la surface de niveaw qui passe par ce point.
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En cffet, on a :

0P g9 09 . .
X=ﬁ’ = 3, ZE_’ (4)

or, X, Y, Z sont proportionnels aux cosinus dirceteurs
dp o0 0o
dx’ oy’ oz
cosinus directeurs de la normale & la surface de niveau.

Les équations (4) expriment done que la force coincide
avec la normale a la surface.

REMARQUE. — On peut encore démontrer -cette
propriété au moycn de Téquation différenticlle des
surfaces de niveau :

de la force, et sont proportionnels aux

Xdx + Ydy -} Zdz = 0.

En cffet, X, Y, Z étant proportionnels aux cosinus
des angles que la force P fait avec les axes, et de, dy, ds
¢tant  proportionnels aux cosinus des angles qu'un
élément rectiligne de la surface fait avee les axes,
I'équation précédente exprime la condition de perpendi-
cularité de la force ala surface.

47. Silon considere deux surfaces de niveau :

r

v, y,5=c¢, nla,y, 3 =rc,

rencontrées par le mobile respectivement aux points
(x, ¥, 2), (£, ¥, 3", nous aurons :
i{]

Lot — Imot = ¢ — ¢

Par conséquent, laceroissement de force vive est
constant, ot indépendant de la forme de la trajectoire
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entre les deux surfaces, ainsi que des points ou la
trajectoire rencontre les deux surfaces et du temps
qui g'est écoulé.

48. ProvrIETE. — St {'on considére deur surfaces
de niveaw infinimenl voisines, la distance de ces deur
surfaces est, en chaque point de la couche intermédiaire,
inversement proportionnelle a la valeur correspondante
de la force.

Soient S et §' deux surfaces de nivcau infiniment
voisines (fig. 9), et

TFig. 9.

,o(x‘yaz):c!
v (@, Y, z):c-l—dc,

les équations de ces surfaces.

Soit A un pointdelasurfaces,
et menons AB perpendiculaire & 8': la direction AB
sera celle de 1a force P correspondante au point A

Si le point matériel va de A en B, ou de A en un point
quelconque M de la surface & infiniment voisin,
cl si nous désignons par o, la vitesse du mobile sur
la surface S, et par » sa vitesse sur S, par z,, v, 2,
les coordonnées du point A, ¢t par z, y, z les coordonnées
au point M de §', nous aurons :

MU — v = o (X, Y, & — olx,, Y, 2,) = dc.

Mais, §50? — ,m@oz est é¢gal au travail de la force P,
travail qui est égal & P . AB, quelle que soit la position
du point M sur 8''; on a donc :

P.AB = dc

AB est dévidemment la projection sur la force P du chemin
pm couru pat le mobile en allant du pﬂlm Acenun point quelconque M
de-S'infiniment voisin de A.
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Or, dc a la méme valeur en tous les points
de la couche infiniment mince comprise entre les deux
surfaces S et §. Donc, en chaque point la valeur
delaforce P est inversement proportionnelle Al'épaisseur
de la couche, ou a la distance des deux surfaces.

49. REMARQUE. — Parmi les cas ou il existe
une fonction de [force, ccst-a-dire pour lesguels
Xdz + Ydy + Zdz est une différentielle exacte, nous
citerons celui ou la force est constunte en grandeur,
direction et sens.

En prenant l'axe des z paralléle 4 la direction
de la force, on aura :

et, par suile,
Xdx 4+ Ydy + Zdz = Pdz.
L'intégrale des forces vives cst, dang ce cas,
ime —Ime =P (z— z2,),
ou bien, en général,
me? = 2Pz +- .
Les surfuces de niveau ont pour équation :
Pdz =0, dou: dz==.0,
¢t, par conséquent,

2.= consi..
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Les surfaces de niveau sont done des plans paralléles
entre eux el perpendiculaires & la direction constante
de la force P.

Si le point est soumis a la seule action de la pesanteur,
on a P = my, et alors lintégrale des forces vives cst:

v =203+ C;

les surfaces de niveau sont des plans horisontoux.

50. Un aufre cas important oit il existe une fonetion
de force est celui o le point matériel est sollicilé
par des forces dirigées vers des cenlres fixces, el doil
les intensités sont des fonctions des distances du potn!
mobile aux cenlres fixes.

Soient, en cffet, C (a, b, ¢) un centre fixe, m (@, ¥, 3)
le point mobile, » sa distance au centre fixe, F ()
Ia force que nous supposerons altractive,

Les cosinus des angles que la force fait avee les axes
atant :

x—n y—>b z—c
) - | ’

r r r

il s'ensuit que les composantes de la force sont :

—Fm.ﬂgﬁ,—mvyy:q —Fm.z;c

nous aurons done :

de+&'dy+Zd:=—¥ iw—a.dx +ty - b)a’y-ﬂs—c)d::.

Or, de la relation :

rt=(w —aPf+ [y— - (z—cp,
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on tire :
rdr ={x—a)dx -+ (y —b) dy + (z—¢) dz,
et, par conséquent,
Xdx + Ydy + Zdz = — F () dr.

Lintégrale des forces vives est alors

mv’=——2fF(r)dr+ ¢,

et la vitesse reprend la méme valeur chague fois que
le mobile revient & la méme distance du centre d’action.
On voit que, dans ce cas, la fonclion de force
est —fl* (r)dr. Les surfaces de niveau sont des sphéres
concentriques ayant pour centre le point, C.

Si la force était répulsive, il suffirait de changer
les sienes des cosinus ui auront alors pour valeurs:

x—a Yy—b z—c,
bl 3 ?
7 7 r

les composantes de la force changeront de signes,
ce qui revient a changer 12 signe de F ().

Si le mobile est sollicité par un certain nombre
de forces attractives F(r), F (r), F,(r,), ... dirigéces
vers des centres fixes, on aura pour intégrale des forces
vives

- Mt = ——ZfE‘(r)(lr—2/F1(7'1)dr1—{—...—}—c

—QEfF\a-)clr—{»c.
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La fonction de force cst alors :

— [ F)dr— [ F,(r))dr,...=—2X | F #)dr.
/ / /

Théoréme de la moindre action.

51. Supposons un probléme pour lequel Iintégrale
des forces vives cxiste, de sorte que l'on ait pour tous
les points de l'espace :

F1Ut — pmv =0 (@, Y, 2) — ¢ (Lo Yy 2o),
ol, en abrégé,
2 MUt = o (@, Y, 3) + C. (1)

Supposons que, pour aller de la position A 4 la
position B, prise sur la irajectoire

Fig. 10. effective AMB (fig. 10), le mobile
®  suive une route quelconque ACB

M tracée entre ces deux poinis:
¢ I'équation (1) donnera la vitesse

du mobile en un point quelconque
de cette route.

Formons le produit seds de la
quantit¢ de mouvementpar 'élénient
ds dec la trajectoire réelle ou de la trajectoire fictive,
et considérons l'intégrale :

/ meds,

prise entre le point A et le point B.

A
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Le théoréme de la moindre action consiste en ce que
cette intégrale est, en général, un minlmum pour
la trajecloire effective, c'est-a-direc qu'elle est moindre
pour cette trajectoire que pour toute autre courhe ACB
tracée entre les deux points A et B.

Le produit mwds est ce qu'on appelle la quantilé
daction du mobile dans le¢ parcours de T'élément ds ;
f meds est la quantité d’action totale correspondant
au passage de A en B.

En vertu de la relation ds = odf, on a:

/mmis =fmv?a’t,

les deux intégrales étant priscs entre les mémes limites,
et lon voit par la que laclion est aussi la somme
des produits de la force vive par I'élément de temps.

Soient «, ¥, 2 les coordonnées du point mobile sur
la trajecioire effective. Pour passer aux coordonnées
du point sur une trajcctoire fictive infiniment voisine,
il suffira de remplacer ., y, 2, par « + dx,y + 9y, 2 -+ dz;
les points extrémes restent fixes.

Voyons ce que devient, par ce changement, l'intéorale:

v =fm1>ds,

prise sur la trajectoire cntre les points A et B.
Si nous prenons la variation oV de cette intégrale,
il vient :

r]V:B‘/'nwds ;fﬁ "meds) ———/. meor ds -+ fmv?)ds.
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Or, la premiére intégrale nous donne, en remplacantds
par odi ;

fmauds =fmv§v dt ;

mais, medr est la variation de la force vive, cf, par
hypothése, on a, pour tous les points de I'espace :

_—i'r)’a’t}z:(p(.;v, ¥, 3)+C,

dotr:
. 0P J% & a;:bi N
MUV = 5 - GT - @oy—{—?d;u_ Xox + Yoy + Ziz;

par suite,

‘/.mav; ds =‘/-(X6rc + Yoy + Z33) di.

Pour transformer la scconde intégrale, observons
que on a:

ts® = da® 4 dy® -} dze,

d’ou :

dsdds = dxidx + dyddy 4 dzidz;

par conséquent,

ds da 5s
mesds =in 770((3— m, sde + m Otlj 4+ n izmd'.
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On a done:

5V = f (X8 -+ Y3y + 232) dt

%f( de—l—m de-{—mdz odz )

Or, l'intégration par partics nous donne :

/m—odx fm——dox mdm“ —fm dtz&crdt

de méme,

Ay «
fmd—“;ody—7n—8y -/'mgtsoydt,

z dz «
m d_tS(lz=mE[O m dtz % 3zdt.
Par suite,
. dao dy 3 dz 5
oV = m(dt&v—}— %+ g7 @ )
az\ .
%f( dtz ow+(Y— dﬁ) Sy—}—( %)ozsdt.

Mais, la quantité en dchors du signe f est nulle

aux deux limites, puisque ces deux points sont fixes ;
on a done :

WV ‘ i - diry . } dzy 222\ «
v /‘!<)& — —W) X -+ (Y W) oy —+—( RF) 7)1 dt.

5
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Or, pour la trajectoire cffective on a, en veriy
des ¢quations du mouvement,

dag

d*y dz

X —m =0, Y—mm;:O, Z—m‘d‘t;:O-

Par conséquent, pour la  trajectoire cffeciive
on a 3V = 0 quels que soient dz, dy, oz.

La variation de lintégrale [ mrds étant nulle pour
la trajectoire effective, il en résulte que cetle intégrale
cst minimuin pour cette trajectoire.

Il est, d’ailleurs, évident que la fonction V ne peut étre
un maximum, puisquil est toujours possible d’allonger
le chemin fictif de telle maniére que lintégrale / mods,
prisc lo long de ce chemin, croisse au dela de toute
limite.

REMARQUE. — Le¢ théoréme de la moindre action
ne fait connaitre aucune intégrale nouvelle du probléme.
Cest un complément du théoréme des forces vives.
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CHAPITRE 1V.

Mouvement d'un point matériel
qgui n’est pas libre.
Force effective. — F'orce d’inertie.

52. Considérons le mouvement dun point matéricl
sollicit¢ par une force P, et assujetti & satisfaire
4 certaines conditions, par exemple, 4 demcurer sur
une surface ou sur une courbe. Il est évident que
- ¢¢ point ne prendra pas, sous l'action de la force P,
le méme mouvement que sil était libre. Mais, il cst
¢vident aussi que lon peut délerminer & chaque
instant la grandeur et la direction de la force qui
devrail agir sur ce point, sl éfait libre, pour lui
communiquer le mouvement qu’il posséde.

Cette force cst dirigée suivant laccélération totale
du mouvement, et égale au produit de cette accélération
totale par la masse du point matériel (I, n° 198):
on lappclle la force effective. La réaction du point
matéricl est égale et contraire a cette force cffective :
on Pappelle la force dinertie.

La force d’'inertie d'un point matériel en mouvement
est donc une force dégale et directement opposée
a la force effective, c’est-a-dire a la force qu'il faudrait
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appliquer au point matériel, supposé libre, pour
Iui communiquer le mouvement qu’il posséde 4 I'instant
consideéré.

Cela posé, soient m la masse du point matéricl,
£, ¥, 2 scs coordonnées 4 la fin du temps ¢;
les composantes de la force qui, agissant sur ce point
libre, produiraient son mouvement sont :

m & ) ay m L
e’ " oae e’

ce sont les composantes de la force effective.
La force d’inertie aura donc pour composantes :

mdﬁc —mdﬁ _”diz
T dee e e

53. Nous avons vu (n® 13) que la force qui, agissant
sur un point matériel libre, produirait son mouvement,
peut étre décomposée en une foree tangentielle,
ot une force centripete qui ont pour ¢xpressions :

de’ e’

o ¢tant lerayon de courbure de la trajectoire.

La force dincrtie peut aussi étre décomposée
en deux autres : l'une normale & la irajectoire,
l'autre tangentielle, ¢t qui auront respectivement
pour cexpressions :
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On leur donne les noms de force centrifuge
et de force tangentielle dinertie.

REMARQUE. — Il faut bien remarquer que la force
d’inertie n’agit pas sur le mobile: cest une force
qui n'existc pas. Elle est introduite en Mécanique pour
faciliter I'énoncé de certains théorémes. On peut dire
quelle jouc en Mécanique le méme réle que les artifices
de calcul en Analyse,.
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CHAPITRE V.

Mouvement des projectiles dans le vide.

54. ProBLEME. — Un point matériel pesant est
lancé suivant une direction donnéde avec une vitesse
donnde v ; il se meut ensuife sous la seule action
de la pesanleur supposée constante en grandeur
et en direclion. On demande de (rouver le inouvement
de ce point. (Cest le mouvement d'un projectile
dans le vide.)

Prcnons le point de départ O pour origine de trois
axes rectangulaires, I'axc
des = étant dirigé en sens
contraire du sens dans
lequel agit la pesanteur
(fig. 11). Soit m la masse
du point matériel; la force
constante qui agit sur le
mobile est dgale 4 mg,
et dirigée dans le sens
des z négatifs.

4 Les équations différen-
ticlles du mouvenent sont, en supprimant le facteur m:

Fig. 11.

e axy z i
aw =" g =G g =9 W
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on ¢n tire, en intégrant :

do . dy _, s

- A — ¢ — gt 2
dt ¢ dé ¢ i ¢ gt =

Done, le mouvement projeté sur les axes des x
et des y est uniforme; sur laxe des 5 le mouvemen
projeté est uniformément retordd.

Si nous désignons par e, £, 7 les angles que la
direction de la vitesse initiale v, fait avec les axes,
les composantes de cette vitesse sont v, cos a, ©, €08 £,
v,cosy. Or, si dansles ¢quations (2) on fait ¢ =0,
il vient :

()= ()= (-
dt), — ¢ \ae), =% \atl,”

mais, d’autre part :

da . dy az\y

par conséquent,

c=1,c08%, ¢ =1v,c083, ¢ =v,c087,
et les équations (2) deviennent :

@AU COS 2 dl
- T odt

7 =, cosy—gl; (3)

dz
J— c [ ’
= p,Cos J, i

d'olt, en intégrant de nouveau :

Z=utcosa, y=t,tcosB, z=1vtcosy— g
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Nous n’gjoutons pas de constantes, puisque I'on doil
avoirz =0, y =0, 2=0, pour £ = 0.

Les ¢quations (4) sont les #ntégrales finies des
¢quations du mouvement (1) ; les équations (3) sont
les intégrales premicres.

Des deux premiéres équations (4) on tire :

donc, la projection de la trajectoire sur le plan des xy
est une ligne droite, et, par conséquent, cette trajectoire
est une courbe plane.

55. Rapportons donc la trajectoire a deux axes
rectangulaires pris dans son plan, laxe des y étant

Fig. 12,

t-1

dirigé en sens contraire du sens dans lequel agit
la pesanteur (fiz. 12). Les équations différentielles
du mouvement sont :

dx a*
TE O g ©)

on en tire, en désignant par « langle que la direction
de la vitesse initiale », fait avec I'horizontale :
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dx dy .
qf = PoCOSa, o — v, sina — gt, (G)
x=mvitcosa, Yy -—=r,lsina—Lgl {7

On conclut de 1a que {o projection horizoniale
de la vitesse du wmobile & un instant quelcongque est
une quantité constante.

En éliminant ¢ entre les équations (7) on trouve
pour I'équation de la trajectoire :

— __9z
y=wxige 20,2 costa

Done, le mobile décrit une parabole du second degré
dont Uaxe est vertical, el qui est tangente au point O
a la direction de la vitesse initiale, puisque, pour { = 0,
on a :

Si Ton pose v,* = 2gh, il vient pour léquation
de la trajectoire :

xi

y:xtgl—zmcoya' (8)

56. Etudions maintenant les propriétés du mou-
vement.
Elevant au carré les équations (6), et ajoutant, on a:

1t = vt 4 g — 20,9sina, @
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ou bien, en d¢liminant £ au moyen de la deuxiéme
¢quation (7) :

T = v, — 29Y. (10)

Cette formulc détermine la vitesse en wun point
quelconque de la trajectoire.

Pour déterminer Tamplitude duw tir, ou la porié
du jet, faisons y = 0 dans I'équation (8), il viendra :

w2
0=a2tga — ———
° 4hcost o’
d’ont T'on tire :
®, =0, 2, = 0A =4k sin«cosx =2/ sin2x.
I résulte de cette formule que Tlamplitude cst
magiman pour une méue vitesse initiale =g, lorsque
lon a o = 45°, et il vicnt alors :

OA = 21
ProvRrIETE. — Dour des directions qui §'dcartent
également de la direclion de 45°, les amplitudes sont

égales.

En effet, soient deux directions faisant des angles 6
de partl ¢t d'aulre de la direcuon de 45°; nous aurcns
pour ces deux directions :

o == 45° 4 6,
or,

sin 2 (45° L 6) = cos 29,
et, par suite, pour ces deux directions, on a .

OA = 271 cos 29.
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57. Pour déterminer le sommet Q' de la parabole,
r'ost-3-dire le point correspondant 4 la plus grande
hauteur 4 laquelle le mobile g'élévera, nous aurons
a chercher le maximum de y, ¢'est-d-dire le point pour

Y — 0. 0n a donc Péquation :

lequel :
cquel on a ==
dy x
dzx g 2k cos* a ’

d’on I'on tire :
= 2hsina cos a = A sin 2x;

done, labscisse du sonunet est égale & la moitié

de lamplitude.
Pour d¢terminer la Aauteur du jef, remplacons @ par

sa valeur dans 'équation (8), nous aurons :
Yy = hsin?a;
cette hauteur est elleeméme un smazimusm pour o = 90°,
et T'on a alors :

2
Y= h==_0.
Y 3y

Elle cst, comme on voit, égale a la moitié de

lamplitude maximum du tir.
Si Ton rapporte la irajectoire 4 son sommet ¢,
en faisant dans I'équation (8) :
2 = 2h sin z cos =z 4 &',

y=~hsinta —y,
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on trouvera pour I'¢quation de la trajectoire :
X't == 4hcosta.y.

Le paramétre de la courbe est donc 44 cos® a.
Il sensuit que, I

Fig. 13. étant le foyer, on a
y ) (fig. 13) :
H X
; OF = hcosta;
- si 'on prend :
0'G = O'F = hcos?z,
0 B A Z

et si 'on mone par

le point G une paralléle & T'axe des x, on aum
la directrice HG.

La distance de la dircctrice & l'axe des o est donc :

OH =BG = 0'B -+ 0'G = A.

'58. PROBLEME. — Connaissant lo havieur h due
@ la vilesse initiale v, et la direction de celle
vitesse, construire la trajectoire.

Prenons sur Oy (fig. 14) une longueur OH = 7;
par le point H menons
une perpendiculaire HD
a z,, et par le point D
H une perpendiculaire DE a

V o Yaxc Oy. Prolongecons ED
E d’une longueur DO’ = DE:
le point O' sera le sommet
ST de la parabole. On a,
0 B A en cffet,

Fig. 14.
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0D = ksin a,
ED = OD cos a = /A sin « cos « ;
donc,
EQ' = 2/ sin x cos .

On obtient le foyer en prolongecant HD jusqu'a la
rencontre avec la perpendiculaire O'B & laxe des @
en effet, on a :

DF = HD = A cos z,

O'F = DF cos a =/ cos® z.

Enfin, OA —= 203 sera 'amplitude du tir.

59. REMsRQUE I. — Si, dans la formule (10) qui
donne la vitesse en un point quelconque de la trajectoire,
on fait y = 0, on trouve pour la vitesse au point A :

Donc, le wobile repasse par Uhorizontale avec
sa vitesse initiale.

REMARQUE II. — De cette méme formule (10) on
conclut encore que la vifesse sera minimuin, lorsque ¥
ost maximumn, cest-a-dire au point O'. Pour trouver
cette vitesse minimum, il suffit de faire y = 2sin®a dans
la formule (10), ct il vient :

2= 0% — 29hsin?a = 0,2 — 0, 8i0% 2 == p,? c0:’ =,
d'olt :

v = P, COS Z.
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Done, la witesse au point O, cest-a-dire la vilesse
mintmum, est égale o la projection horizontale de la
vilesse iniiale v,

ProrrIETE. — In dewx poinis wm ef m' (fig. 12)
également distants du sommet O, ou & des hauleurs
égales au-dessus de Uhorizontale, les vitesses sont
égales.,

Cela résulte évidemment de la formule (10).

60. Proposons-nous encore de trouver le temps
employé par le mobile pour aller de O en 0. 1l suffit
pour cela de faire v = v, cosa dans la formule (9),
c¢e qui nous donne :

z,2costa =202+ g¥? — 2v,glsina,
ou bien :
v 2sinta - gt — 20, gi sin o = 0,

ou bien encore :

¥, sin a —gf =0,
d'oit :

v, 8ln « .

g

t—

61. Considérons maintenant des projectiles lancés
dans un wméme plan vertical avec une méme vilesse
iniliale dans des directions différentes ¢ parfir dun
méme poini O.

Chacun dec ces projectiles décrira une parabole :
foutes ces paraboles seront situées dans un méme plan
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vertical, et elles seront représentées par I'équation (8)
dans laguelle on fera varier l'angle « pour passer
de Tune a lautre.

Or, il résulte des formules précédentes (n° 5%) que
ln distance OH de la directrice a Thorizontale est
indépendante de «. On cn conclut que, pousr foutes
les inclinaisons possibles, el pour wune wméme vitesse
initiale v, les trajectoires auront la méme directrice.

Dailleurs, le point O étant un point de la courbe,
ona:

OF = Ol = A.

Par conséiquent, les foyers de toutes les paraboles
sond sur une méme circonférence décrite du point O
comme centre avee OH = 7 pour rayon.

Proposons-nous de trouver e liew des sominels
de toules les paraboles correspondunt aux différentes
rvaleurs de .

Les coordonnées du sommet O' d'unc parabole sont
données par les formules :

o, = 2 sin @ ¢os 2,
Yy, = A sin? a2,

Pour obtenir le lieu des sommets, nous devons
éliminer « entre ces deux équations, ce qui nous donne
Téquation :

@+ 4y2 — 4hy, = 0.
Le lien est donc une ellipse dont le centre est sur

Yaxe des g, an milien de la hauteur OH = 72 due
a la vitesse »g.
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Proposons-nous cncore de frouver lenveloppe de
lowles les paraboles wreprésentées par Uéqualion (8)
dans laguelle « sera considéré comme un paraméire
variable. I1 suffit pour cela d’éliminer « ¢nire cette

dy

¢quation (8) ct équation e = 0 qui nous donne :

@ x?sin 2 |
" costa  2hcosPa’

de cette derniére on tire :

d’ou, en substituant dans (8), on trouve pour I'équation
de Penveloppe :

@? = 4h(h — y).

L'envcloppe est donc une parabole dont laxc est
dirigé¢ suivant I'axe des . Le sommet de cette parabole
est au point I : ¢n effet, en faisant & = 0, on trouve
pour Tordonnée du sommet ¥y = kA = OH. D'ailleurs,
cn faisant ¥y = 0, on trouve & = 24 = 20H pour
Tintersection de la courbe avee horizontale ; par suite,
le foyer est au point O.

62. — ProeLEME. — Trouver sous quel angle il foul
lancer un projectile dw poinl O, pour qu'il atteigne
un point donné.

Soient X, Y les coordonnées du point donné, « Pangle
inconnu. Posons :
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L'équation (8) nous donne :

. Xt (14w
Y =Xu o
d’ou l'on tire :
u~%~ + l|/4h2—-4}zY-——X2
T X TX ‘

Il résulte de 14 que, si 'on 4 :
40 — 4AY — X2 > 0,

on aura deux valeurs réelles de u, et ces deux valeurs
sont positives, lorsque X est positif. Par conséquent,
dans ce cas, le mobile pourra étre lancé dans deux
directiong différentes pour atteindre le but.

Silon a:

4ht — 4hY — X2 =0,

il n'existe qu'une seule direction déterminée par la
formule :

Enfin, le probléme est impossible, lorsque l'on a :
4ht — 4hY — X?® < 0.

Or, si l'on considére la courbe représentée par
T'équation :

40t — dhy — &t =0,
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ou bien :

xt = 4h (b — ),

cette courbe n'est autre que la parabole enveloppe
trouvée précédemment. Les résultats que nous venons
d’obtenir peuvent alors s’énoncer de la maniére suivante:
Quand le point que lon veut atteindre est situé
4 Tintéricur de la parabole enveloppe, le mobile peut
étre lancé dans deux directions différentes; si le point
est sur cette parahole, il n'y a quunc seule direction ;
enfin, si le point est extéricur a la parabole, le probleme
est impossible. Cette parabole sappelle parabole de
sureté.

REMARQUE. — Il est évident que, si l'on fait tourner
lc plan autour de T'axe Oy, la parabole enveloppe
engendrera un paraboloide de révelution, et cette
surface jouira dans l'cspace des mémes propriétés que
la parabole de streté dans le plan yOwx.

Mouvement des projectiles dans l'air.

63. ProOBLEME. — Un point matériel pesant est
lancé dans un milieu résistant avec une titesse donnde.
Trouver le mouvement de ce point.

Ce point déerit une trajectoire qui, en général,
est comprise dans le plan vertical passant par la
direction de la vitesse initiale. Les forces qui sollicitent
le mobile & un instant quelconque sont la pesanteur
et la résistance du milien. Nous supposerons cette
résistance proportionnelle au carré de la vitesse;
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clle sera dirigée suivant la tangente a la trajectoire,
en sens contraire du  mouvement (fig. 15). Nous
la représcenterons par ke®, en la rapportant & l'unité
de masse, » ¢tant la vitesse du point m a la fin

Fig. 15.
y
N m «
A !
Kvs n3
[d] 2

du temps £ Cette résistance se décompose en deux
forces : une horizontale, dirigée vers les & ndgatifs,
ot une verticale dirigée dans le sens de la pesantear,
ou des ¥ négatifs, quand le molile montera, ef en sens
contraire quand l¢ mobile descendra.

Silon désigne par « I'angle que la vitesse » fait avee
l'axe des , les composantes de la résistance seront :

— kvtcosz, — Ev®sina,
¢t les équations différenticlles du mouvement seront ;

dxx

JE = keteos «,
72
%%::-—g—kvzsina.

64. Pour simplificr les calculs, on peut, au lieu
de prendre les composantes de laccélération suivant
deux axes rectangulaires Ox et Oy, prendre ces
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composantes suivant deux autres droites, savoir :
Yaxe des &« et la normale & la trajectoire. Nous
aurons ainsi deux équations du mouvement qui

pourront remplacer les deux précédentes. Or, les
composantes des forces sont :

1° Suivantlaxe des @ : — kv’ cos o

2° Suivant la normale, dirigée du point considéré
vers le centre de courbure : gcose, puisque la
composante de la résistance %e® suivant la normale

est nulle. Dailleurs, la composante de Yaccélération
2
totale suivant la normale est —, p étant le rayon

de courbure de la trajectoire.
Les équations du mouvement sont donc :

drx
TE= ke? cos a, 9]
-2
— = § COS . (2)
o 9
Si Pon ohserve que Tangle a diminue quand s
augmente, nous aurons :
ds = — pda,
dou :
___4as.
=
I'équation (2) devient alors :
vda
g CoS o= — i 3)

Les équations (1) et (3) sont

les équations du
mouvement.
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65. L'équation (1) peut étre mise sous la forme

. da
suivante, en remplagant i par v cos « :
d (v cos o)
—a = kv cos a,
d'ou :
d (v cosa
A0S _ _ hodt — — ks ;
veosa
en intégrant, il vient :
l.veosa=— ks -+ c.
Pour déterminer la constante nous ferons ¢ = 0,

el nous aurons, cn désignant par », la vitesse initiale
et par 8 I'angle qu'elle fait avec Paxe des @ :

l.v,cos6 =c;

par suite,

l.veosa = — ks (. v,cos0,
dolt :
PDCoOS o
= — ks,
v, €08 8
ou bien :
veosx — ks
v, cos B ’
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¢t enfin :

z,cosf —hs
Cos @ :

Remplacant ¢ par sa valeur dans I'équation (3) on a :

V,2C08% ) — 2hs gy

cos o = — 2~ . s
g cos® @ ds
d'out Ton tire :
dl q 2hs
—r— TS ————— ds. 14
cos? T2 cos* g S

Cette derniére équation ne renfermant que « ¢t s,
cst celle de Ia {rajectorre.
Sil'on pose :

ga=p,
I'équation (4) nous donne :

q 2ks

dp V14 i = — ds, (5)

T, cost

d'ot, en intégrant,
TR+ VTF ) =y — e . 6
2) m— A — :
pl +p + . p+l/1—t_p .} /tUOzCOSZ(Je '())
On détermine la constante y en faisant s = 0,

d'ou p == tgh, et il vient :

9
kv ?costy

v=tg0 L T+ b+ I.(teo + T4 1g76)+
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Nous conserverons, pour plus de facilité, la constante
y dans nos formules.

66. L'équation (6) nous donne s ¢n fonction de
mais, pour construire la courbe, il est préférable
de déterminer 2 et y en fonction de p.

Or, de la formule :

dz _ coS o.
ds "
on tire :
7
daxr = ds . cos 1:——_;.
V1 + e

d’olt, en remplacant ds par sa valeur (3) :

L]
v, cost § -

do = Qdo,
g 7

—2ns
ou hicu, en ¢liminante au moyen de 'équation (),

do — & — ap — o A7)
EpV T+ p+l(p+ V15 p) —y

ct, en vertu de la formule :

dy = pd,
on a aussi :

N ./ B Y
pVI+p+l.(p+p 1+p)—=

|

dy =
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Des équations (7) et (8) on tire, en intégrant
les seconds membres par approximation :

x=[p, y="F@);

nous aurons donc x et ¥ pour chaque valeur de p,
ce qui nous donnera autant de points que T'on voudra
de la trajectoire.

6'7. Proposons-nous de déterminer le temps employé
par le mobile pour aller du point O en un point m
quelconque.

A cet effet, nous déterminerons ¢ en fonction de p.
Or, la formule :

UZ
COS & = —,
g P
nous donne :
cosm () _ s
geosa=gm\~ us) =~ ar ’
dou
dff — — dsda . )
g cosa

Mais, de la formule (4) on tire :

da  Py2cos?f
cosda 2Rs

ge

ds = —

2

et, par suile,

v.2eostl da?
%hs . costa’

gte

dit =
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d’ou, en extrayant la racine carrée des deux membres,
et ohservant que df et da sont de signes contraires :

v,c088 du v, cosf

dt = —

dp.

&S costa ks

ge ge

ks
Si Ton élimine l'exponentielle e au moyen de
I'équation (6), il vient:

1 dp
V9 \fr—pV 1LtV T )

dl=— (10)

Cette formule dont le sccond membre peut étre
intégré par approximation nous donnera ¢ en fonction
de p.

68. La vitesse au point i est donnée par la formule :

. da? + dy?
dez

=9 1+ . (11
ky—pl T+ p—1. (p+1/ 1+ p2)

On obtiendra le sommnet de la courbe en faisant p = 0
dans les expressions de & et y. On obtient lamplitude
du tir, en faisant y = 0.

69. ProprIETE. — Il est facile de sassurer que
le point ot la vilesse est minimum est situé sur
la branche descendante.

Pour le démontrer, reprenons la formule (n° 65) :

D, 080 —ks

COS
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Pour le point ou la vitesse est minimum, on doit
avoir :

av 0-
dt !
or,ona:
v k 5 eos b efks ds v,cos6 n dae—’“
—_— == —— P 0 _— —_—— 2 —
ot cosar °° dt ' costo at
o k » Ge_ks ©,C080  gcose —hs
= T Cosa oG0S s ST

dz \ .
en remplacant ¢ bar sa valeur tirée de I'équation (9) :

dx~ _ geose
di v

ye Lody
L'¢quation 7 = 0, nous donne donc :
-—kv—'—qsina==0,
v

ou bhien :

kv* + gsine = 0,

Qot Ton tire :

gsin o = — ke,
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Done, au point oic la vitesse est mindmum,
la composante fangenticlle de la pesanieur est égale
& la vésistance kv*.

Ce point est sur la branche descendante; car on
a, pour ce point :

ke?

77 = tg q = — ——

Vg — k20!
la valeur de tg« étant ndégative, la propriété cst
démontrée.

70. ProprRIETE. — La branche descendante de la
trajecloire est indéfinie, et elle a une asymplote
veriicale.

Il est dabord fucile de voir que p augmente
indéfiniment.

En effet, pour la hranche deseendante g est négatif':
done, en remplacant p par — ¢, ¢ ¢tant positif, dans
Ia formule (10), on a :

1 dg
dt = —— .
V'hg \/Y+Ql/l + =l =g+ 1V T+¢)
Or, le dénominateur du second membre de cette

*
¢quation est composé de termes positifs. En effet,
on a identiquement :

VTFE— WTr ¢+ =1,
d’ol ;

LW THE—g=—1. T+ ¢+ 9
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Par conséquent :

1 dgq

dt = =3 ———
V kg \/H—q VI+gE4l(g+ 1V 1Fg)

Le dénominateur ne peut donc étre nul pour aucune
valeur de ¢, cest-a-dire pour aucune valeur de p. *
Done, si p ¢était limité, lintégrale de Téquation (10)
ne pourrait croitre indéfiniment (puisque le dénomi-
nateur ne peut pas étre nul, ¢t que le numdérateur
a une valeur finie); par suite, le temps aurait une
limite, ce qui est absurde. Donc, la tangenic & la
trajectoire tend indéfiniiment & devenir verticale.

Remplacons aussi p par — ¢ dans les valeurs
(7) et (8) de dx et de dy, ct observons que, lorsque ¢
sera trés grand, on peut remplacer V1 + ¢f
par g, et négliger y et I (— ¢ + VT + q°) par
rapport 4 ¢; nous aurons alors:

_1dq __Ldg,
A A
d’ou :
B—c— . y=c—11
T T Rgr YT R

Or, quand ¢ tend vers l'infini, @ converge vers une
valeur constante, ot la valeur ndégative de y croit
indéfiniment ; ce qui démontre la propriété énoncée.

Observons cependant que la valeur trouvée pour z
n'est pas précisément l'abscisse de Iasymptote, puisque
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nous avons négligé certains termes. Pour obtenir cette
abscisse, il faudrait intégrer la valeur compléte de do
jusqu'a ¢ = oo,

71. ProPrILTE. — La vilesse converge vers une
valeur constanle. En effet, en remplagant p par — g,
-dans la formule (11), et passant & la limite, on a :

1+ _ 9,
gtk

lim ot =2 lim
k
Il en résulte que la vifesse tend indéfiniment vers
la valeur qui rendrait la résistance kv® égale au poids
du mobile, et le mourement sapproche de plus en plus
de luniformité.

72. CAS PARTICULIER. — Examinons le cas ou
langle 8 du tir cst trés petit; dans ce cas, le point
ne s'éléve qua une trés faible hauteur au-dessus
de Taxe des «, et la tangentc étant trés pcu inclinée
sur laxe des #, on pourra négliger p*. La formule :

e

nous donne alors :
ds = dx, dou s =ux.
L'équation (5) se réduit a la suivante :

g 2kx

[ AR— a
ap v,2 oSG’ az,
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d’ou :

g b2
=0 — —mm—————— -
P 20,7 €O8* ’

pour déterminer la constante, faisons @ =0, p = o6
v
¢t nous aurons :

Y
c=1tch + —

© 2k, cost b’
par suite,

o aq 2hox d_?/
p=tgh 2k 2 cost Y (e o 1) T dz’

En intégrant, il vient :
q ] 2=z
Y = 1(7* — — L
y—=xigh 2k, cos? § (?h’ ¢ x) T

or, pour @ =0, on a : ¥ = 0, et par conséquent,

[ —
4470 2 cos* 0

Nous aurons donc pour I'éguation de la trajectoire :

= @ (t(r 5 { q 0 2hze
y= e 2/;1;03@0526) T 44202 c0s? 6 (e - 1)'
Enfin, I'équation (n° 65) :

—ks
T COS & == @Ocosee .
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nous donne, dans le cas actuel,

do . hax
7 = Pocosfe ;
don :
1 [ ¥
dt = e dzx,
¥, €08 0

et, en intégrant,

t —————1 - 1
=kvocose(e - )
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CHAPITRE VI.

Mouvement d'un point matériel

sur une courbe fixe.

%3. PROBLEME. — Un point malériel de masse n,
sollicité par une force donnée P, esl assujetli & se
mourolr sur une courbe fixe, dont on néglige le
[rottement. Trouver le mouvement de ce point.

Soient :

Flx,y,2)=0,

f(x,'d,Z)ZO,

les équations de la courbe. Nous pourrons rendre
le point (libre, et, par conséquent, appliquer les
équations différentielles du mouvement d'un point
libre (n° 13), en joignant & la force motrice P,
la réaction normale de la courbe.

Soient X, Y, Z les composantes de la force P,
N la réaction normale de la courbe, situce dans le plan
normal, 4, g, v les angles quelle fait avee les axes,
z, ¥, 2 les coordonnées du point #2 a la fin du temps £.
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Les équations différentielles du mouvement sont :

2.
m%a?:X+Ncos)‘,
m%:Y%—Ncogy, (2)
2
nz%té:Z -+ N cos u.

I’ailleurs, la réaction normale étant perpendiculaire
4 la direction de la vitesse, c’est-a-dire de la tangente,
nous aurons :

coshdw +cospdy +-cosvdz =03 (3)
on a, cn outre,
cos? A -+ cos® u + costv = 1. (4)

Nous avons ainsi sepl équations pour déterminer
les sept inconnues =, ¥, 2, 4, ¢, v, N en fonction
du temps ¢, c’esl-a-dire la position du mobile & chague
instant, ainsi que la grandcur et la direction de la
pression, laquelle est égale et directement opposée
i la réaction normale. Mais, dans la plupart des cas,
les calculs sont impraticables.

Avant d’exposer la marche ordinaire des opérations,
nous allons étudier quelques propriétés communes
t tous les mouvements sur une courbe.

74. Multiplions les c¢quations (2) respectivement
par dwr, dy, dz, el ajoutons; nous aurons, en avant
égard a I'équation (3) :

dadre + dydiy - dzdz
m e

= Xdx -+ Ydy - Zdz,

7
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ou hien :

modv = Xdz + Ydy + Zdz.

In intégrant, il vient :
et —C 4 [ Xdw + Ydy + zdz), ()

tquation que I'on peut c¢erire sous la forme suivante,
en désignant par v, la vitesse initiale :

t
ymet — et ==f(de + Ydy + Zdz),  (6)
' u

ou hien :
4 ¢
rmet — et = /Pds cosf =/Tds, 7)
b by

A ¢tant langle que la foree motrice P fait avee
la tangenie 4 Ia courbe, et T 1a composante tangenticlle
de cette force,

On a donc le théoreme suivant :

THEOREME. — La variaiion de force vive entre deur
positions du uwobile est égele aw double du trarail
de la foirce inolrice, ow de lo composante tangentielle
de cette force.

75. ProrrirTis. — L'équation (6) nous permet
de déterminer la - vitesse du mobile & un instant
quelconque  du mouvement. Elle nous apprend que
velte vifesse est indépendante de lo réaction naeriale,
el ne dénend gque de la force motrice.
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De cetie méme équation (6) il résulte que o force
vive est constante, ct, par suite, que la vitesse v est
constante, lorsque la force molrice est constamment

uulle, ou lorsqu'elle est constamment norincle o la
courbe. Car, dans ces deux cas, on a :

Xdz - Ydy - Zds — 0.

Done, dans ces deux cas, le moureinent est uniforme.

Léquation (7) nous apprend que, chaque fois que
le mobile passcra par un point pour lequel § = 90°,
la vitesse sera un maximum ou un minimum, Car, on a,
pour ces positions :

modr = 0,
ou bien :

dv = 0.

76. Sil exisic une fonetion de force, c'est-a-dire
si le trindme Xdz + Ydy 4 Zdz cst une différentielle
exacte d'une fonction de @, v, =, considérées conune
varinbles indépendantes, ¢n d’auires termes, si I'on a :

Xde + Ydy +7ds = d . o (x, ¥y, 2),

I'éyuation (3) nous donne :

me? =20 (2, Y, 3) |-C,
ou bien :

0t — ?7’&170'2 o 2? (x, _'!/, z) - 2{’ (xoa ?/g, z()\'
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On voit que, dans ce cas, la vilesse s'oblient sans
faire usage des équations de la courbe : clle est
exprimée en fonction de z, v, z, 2, ¥,, 5,, cest-a-dire
en fonction des coordonnées du point d'arrivée et dn
point de départ. Elle reprendra la méme valeur toutes
les fois que le mobile reviendra au méme poim,
ou toutes les fois que le mohile atteindra la surface :

g (@, v, 3) = const.,

surface que Ton appelle surfuce de wnivean. Cest le
principe de la conservation des forces vives.
7. Revenons maintenant 4 la solution du probléme

2

général.

Les équations (1) permetient de déterminer deux
des variables 2, 7, 2z en fonction de la troisieme.
11 suffira donc de trouver une relation entre I'une
de ces variables el le temps ¢. Or, dans la plupart des
cas, celte relation scra donnée par le principe des forces
vives. Clest ce qui arrivera lorsqu’il existe une fonction
de force. Uintégrale des forces vives nous donnce alors :

mr? = 29 (&, ¥, 2) + C,

C &tant une constante qui est déterminée par les
circonstances initiales du mouvenent.

En résolvant les équations (1) par rapport a 2, v,
il vient :

x=1[ &, y="_1:01);
on a alors :

/L‘Z—‘—dl/ - da? ot
o = S T b
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Par suite,

. 452 .
Cllt"' (1 - ? -+ fyz = E:P [fl (Z\, f-z (3), 'z] -+ C,

Q’ou 'on tire

4l Vm V' T+ 2+ [,° e — & (3) ds.
V2o (f,, [, 2) +C

De cette équation on déduira ¢ en fonction de z,
ct, par suite, z en fonction de ¢. L'intégration de cette
¢quation introduira une nouvelle constante, que l'on
détermine en faisant £ = 0, z = z,. Connaissant z
en fonction de #, on déterminera facilement « ¢t y cn
fonction de ¢.

'78. PRESSION NORMALE. — Lorsque le mouvement
sera connu, on déterminera facilement la pression
normale,

Soient . la position du mobile sur la courbe fixe SS'
(fiz. 16), mT la dircction
de 1o vitesse », P la force
appliquée au mobile, mN
la réaction normale.

Fig. 16,

Sous l'action de la force
P et de la force mN le
point 2 peut étre consi-
déré comme libre; par
conséquent, la somme des
projections de ces forces sur la tangente est égale

A et la somme des projections sur la normale

v
TR
dt nr'
principale est égale a —
p
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Décomposons la force P en deux composanis, Iune
mA == P cos0, dirigée suivant la tangente, lautre mB3
dirigée suivant la normale a la courbe dans le plan
TP de la force et de la tangente.

Ccla posé, au licu des forces P ¢t N, nous pourrons
considérer les forces A, mB ef mN ; done, la somnie
des projections de ces trois forces sur Ia tangente est
e

ol
normale principale ¢gale a

coale a m

, ¢t la somume des projections sar la
ne?

Or, les projections

de B et de la réaction mN sur la tangente dtant
nulles, il en résulte que la force A = I cosG est
la force qu'il faudrait communiquer suivant la tangente
au point s {bre, pour lui donner le mouvement qu'il
posséde. On a done :

I’ cos6 = m C—w—.

d

D'autre part, si nous menons la normale principale
el la courbe, et si nous prenons sur cetie droite une

mes

longueur il = , dirigée vers le eentre de courhure,

, mrt P . . . .
cette force — sera 1a foree quil faudrait appliquer au
o
point m lhive, suivant la normale principale, pour lui
communiquer son nouvement cffectif. I en résulte
done que la réaction normale mN doit élre telle que,
composce avee mB, elle donne pour résultante sik.

Par conséquent, — mN sera la résultante de D
me®
ot de — —.
7]

Done, la pression norinale est la résullante de la
composanie normale de la force motrice, et dune
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force E, dirigée suivant le prolongement du rayon
de courbure. Celte seconde [force Sappelle [force
centrifuge.

79. REMARQUE. — On peut dailleurs parvenir au
méme résultat de la manidére snivante :

Des éruations (2) on tire :

— Ncosi =X —in d-'t),
ot

—Ncosp=Y — fcl/'/ )

— Ncosv =12 nvvzﬂ.
e A

On en conclut que la pression — N est la résultante
de la foree motrice P, et de la force d'inertic — F.
Projetons ces deux forees sur la tangente a la trajectoire
et sur le plan normal. Nous aurons pour la somme des

projections de P ¢t — I' sur la tangente, expression
da dy dz die de iy dy | diz dz
G A R T i el A
as + ds ds ' (dt2 ds T e ds al? a‘s)'
- . b . Al dl:
Or, cctte expression, qui west autre que T - 0

est nulle, en vertu des équations da mouvement (n° 74).
Done, les composanies suivant la tangente de lo force
molrice el de la force dinertie sont égales el de signes
contratres.
Par conséquent, — N sera la résultante des compo-
sanles de la force motrice et de la force d'inertie sur
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le plan normal, et, si 'on désigne ces deux composantes
par N, et N,, il vient :

N2 == N2 4 N2 4 2N N, cos ¢,

e étant Pangle compris entre N, et N,

On peut obtenir lexpression de la force N, de la
maniére suivante :

On a évidemment :

dx d (v cos «) o8 av T dcosa
ae T T dt At TN T dr
par suite,
df_x . d'u dx 4om , dcosa
maE T " g lds ds

Or, si I'on désigne par p le rayon de courbure, et par

Ay Egy v, les angles quil fait avec les axes, on a :
deosa 1
= - COS 4,3
ds @
par conséquent,
d" nw2
= T —~ —— COS 2,.
L e s o G084

On a donc :

—Ncos)———X—T[—@——'m) COS 2 ,.
ds

I
. dx L
Mais, X — T s est évidemmeni la composante

de N, sur laxe des «: en cffet, la force P est Ja
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résultante de N, et de¢ T, ef, par suite, N, est
la résultante de P et de — T; done, en désignant par
A, u, v, les angles de N, avec les axes, on a :

X—T(f;:=N1cos7\1.

D'ailleurs, N, est lintersection avec le plan normal
du plan mené par la tangente et la force motrice, et,
par conséquent,

N, = Psin6.
On a donc :
ot
— NecosA = N, cos i, — — cosi,,
o
\
. 710?
— Ncosp= N, cosu, — '—COSyz,
' Q

\

. my?
— Ncosuv = N, cos v, — 5 Cos v,
¥

On conclut de li que la pression normale est
. mo*

la résultante de la force N, et de la force N, = — —,
P

Cest-d-dire de la composanic de la force P dans

5 . moe e s .
le plan normal, ¢t dune force ——— dirigée suivant

P
le prolongement du rayon de courbure.
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Mouvement d'un point matériel
sur une surface fixe.

80. Proprivi. — Un point maldriel de rnasse m,
sollicilé par une force donnde P, est assujelli & se
mourol» sur une surface fixe, dont on néglige
le fiottement. Trouver le mouvement de ce point.

Soit :

F (x, y, 5} = 0. 1)

I'ériquation de la surface. Nous pourrons rendre le point
libre, ct, par conséquent, appliguer les équations difie-
rentielles du mouvement d'un point libre, ¢n joignant
a la force motrice P la réaction normale de la surface.
Solent X, Y, Z les composantes de Ia foree P, N Ia
réaction normale dirigee suivant la nermale 4 la surface,
%, p, vles angles que cette normale fait avee les axes,
a, i, 2 les coordonndes du point s a la fin du temps ¢.
Les ¢quations différenticlles du mouvement sont :

Al N
m = X4 Necos?,
_dy . e :
1 mz— =Y ‘*‘ h Cos f'}" (‘))
azz
o) ,dtg- =7 + N cosv.
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On a d’aillewrs .

- Lol JIy G
cos s =Y oz cosp. =7V 9’ cosv =V 5
et les ¢yuations du mouvement sont alors :
dix . . OF
nlaﬁ‘——:\—*— NV (TE-’
dy o OF
m-r = Y 4+ NV " (3)
o d .y OF
i —dzz— =7 - NV d~
Les dyuations (1) et (3), jointes conditions

initiales, serviront a ddéterminer les inconnues &, v, z,
N en fonction du temps.
Observons que e radical

1

V)

) +

doit étre affecté du double s

() +

signe 4, ce double siene
se rapportant aux deux directions opposdes suivant
losuelles 1a réaction peul agir, Tune extéricure, auire
inféricure.

Nous pouvons convenir de donner au radical le
signe -+ alors la réaction inconnue scra + N,
cest-a-dire que nous donnerons un signe a N. Le calcu!
Jera connailire N non sculement en grandeur, mais
en sens : si elle est positive, elle correspondra 4 la
partie de la nermale définie par le signe 4 du radieal ;
si elle est négative, clle correspondra & Ia partic
opposée de cette normale,
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81. Nous commencerons par Iétude de quelques
propriélés communes & tous les mouvemenls sur une
surface.

Multiplions les cquations (3) respectlivement par
dr, dy, dz, et ajouions; nous aurons :

2, _ 2 .. > 2
m 2EET + d’é;g YR A3 g Ydy 4 2dz, (0

le coefficient de N ¢tant nul, en vertu de la relation :

Jr Jr oF
%dx+@dy+ oz e =0

Cette équation (4) nous donne :

modv = Xdx + Ydy -+ Zdz,
d'on, en intégrant,
Lt = C + [(de + Ydy + Zda), 5]

ou bicn, en désignant par ¢, la vitesse initiale :
t
Imot — Lo 2 =/ Xdx + Ydy + 7d3)
o

4 1
:/ Pds cos § :./ Tds. 0)
U 17

Cette derniére ¢équation nous donne Ie théordme
sulvant :

ToROREME. -— La variation de force vive entre deur
posttions du mobile est égale auv double du tracail
e la force motrice.
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[équation (6) permet de déterminer la vitesse 4 un
instant quelconque du mouvewent. Elle nous apprend
que celte wvitesse est indépendante de la vréaction
normale, el ne dépend que de la force motrice.

82. Sl existe une fonction de force, on a :
Xdx + Xdy 4-7ds = d . oz, y, 2),
et I'équation (5) nous donne :

mrt = 2z (@, y, 2) + G, (7}

ou bien :

ML — M =20 (X, U, 2) — 29 (X4, Yg» 3y

T

Nous pourrons alors considérer les surfaces de
niveaw, comme dans le cas d'un point libre. Nous
trouverons (ue ces surfaces jouent, dans le cas dun
point assujetti & demeurer sur une surface, le méme
role que si le point était libre, et sollicité par Ia méme
force P.

83. Cis pARTICULIERS. — 1° Considérous le cas ou
la force wmotrice est constamment nulle, cest-a-dire
olt le point matériel se mcut sur une surface fixe
en vertu d’une vitesse initiale.

Dans ce cas, I'équation (5) nous apprend que la vitesse
v est constante,

Les ¢équations du mouvement sont alors :

dx . R
e TE S s
/ JE N cos 4,
y ~
i N cos p,
s .
M — == U
T N cosvu
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On en tire :

dtx 12y 2z
COSA  COSm  COSu .

Par conséquent, (o normale & lo surfuce coincide en
direction avec ln normale principale ¢ la trajecioire.
I en résulic que la trujectoire est une ligne géodésique
de la surface. Cest la ligne la plus courle que lI'on
puisse mener sur la surface entre denx quelcongues
de ses points (I, n° 374).

Alinsi, quand un point natériel, assujeltl & demeurer
sur une surface, se meul sur celle surfoce sans
étre sowmmis & laclion davcisae foree, il poarcovit
uniformément une ligne géodésique de la surfuce,

2° 11 est facile de voir que le mouvement ost
encore uniforme, dans le cas on la force motrice est
constamment normale ¢ la surface : car, on a aussi
dans ce cas :

Xdo + Ydy + Zds =0,

ct, par conséquent, la vitesse est constante.

84. Revenons maintenant & la solution dua probléme
aéndral.

En éliminant N entre les équations (3), on obtiendra
deux ¢quations qui, jointes & Péqualion (1), déterminent
2, ¥, & cn fonetion de {. Pour ohtenir la irajectoire,
il sutfira d’éliminer ¢ entre les deux ¢quations résultant
de I'élimination de N on oblient ainst une d¢guation
en x, ¥, & qui, jointe & I'éyuation (1), détermine
la trajectoire.

Ces caleuls, en général impraticables, se¢ simplifient
dans le ecas of il existe une fonction de foice,
cest-a-dire quand lintégrale des forees vives existe.
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En effet, on a alors :
mer = 2@, Y, 5) -+ C; (7

dautre part, des équations (3) on tire, en multipliant
la premiére par dy, la deuxicnie par d, ot retranchant ;

2y dx } _JF
m( i ic —ley) Ydx— \(Z_/+N\()J dx (/J) (8)

Or, on a identiguement :

ay

ay _ i

dx ~ _c(:q’

di

d'ou :
o dy _dy dx o, dw,
g ade a_de ae T aEtY

((ZZ) ((,Zt)

par consdéyuent,

Ir\2
dy g ((x) d dy

Ay x da
! e W= (W) ¢ il ds) “dx’

aw T ag
En substituant dans I'équation (8), il vient :

. dﬂ_T f!’/ . ar r)b \ )
e (Zis) (ldu’c—hla'f\dj FNV ()_/ drx — /lg/. ()

En combinant de la méunie manicre les deux dernicres

¢yuations (3), on a:

— . (OF IF
ulb( ) Id —7(7_/—1d~+l\\( 7_/—')7&).(10)

ds
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En ¢éliminant N enire les équations (9) et (10),
on obtient une équation qui ne renferme plus que
les coordonnées x, %, z, et la force vive me?,
Or, si lon élimine la force vive au moyen de
I'équation (7), on obtiendra une équation différentielle
(ui ne renferme que les coordonnées «, ¥, %, et qui,
jointe & Téquation (1), déterminera la trajectoire.

Cette méthode de calcul est due & Lagrange.

REMARQUE. — Dans le cas particulier ou la force
motrice est coustamment nulle, la vitesse 2 est
constante, ¢t Pélimination de me® et de N se fait
en divisant membre & membre les équations (9) ct (10).
On a ainsi :

dy or oF
dyr ~,ds oK oF ,
85. PRESSION NORMALE. — Soient e la position

du mobile & la fin du temps ¢ (fig. 17), SS'la trajectoire
imconnue, T la tangente a la irajecloire suivand

la direction du mouvement. Décaomposons la force P on
deux composantes, 'une =A suivant la tangente a la
trajectoire, Vautre mB perpendiculaire 4 Ia tangente
dans le plan TirDP de la force et de In langente.
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Soit mN la rdéaction inconnue de la surface, dirigée
suivant la normale & cette surface. Il est évident que
la résultante de mB et de mN doit étre une force
centripéte K dirigée suivant la normale principale

PR
\ . - . s ,
A la trajectoire, et égale a 5 o ¢tant le rayon de

courbure de cette trajectoire.

Done, la pression norinale — N es{ la résultante
de la composante de la force P suicant la normale a la
me®

trajectoire, el de la force cenlrifige mK' = —

Mais, dans le cas actuel, cette construction n'offre pas
les mémes avantages que dans le mouvement sur une
courhe (n® 78).

86. REMarQrE. — On peut obtenir la pression
normale de la maniére suivante :

Multiplions les équations (2) respectivement par
cos?, cospu, cosv, ct ajoutons, il viendra :

— N =(Xcos A+ Ycosu -} Zcosv)

d¥x . Ry iz
— (7 cos A + ar COS 1 +W cos u)-

4

Comme on le voit, cette pression se compose de deux
parties, la premicre :

X cosh 4 Y cos u - Zcos v,

est la projection de la force motrice P sur la normale
A la surface : nous la désignerons par P'; la seconde
partic est la composante de la force d'inertic suivant
la normale & la surface.
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Cela posé, soit S8 la trajectoire du point matérie]
sur ln surface ; imaginons par la normale une seetio
normale AL (fiz, 1R
ayant la meéwe tangenre
m'T que la trajectoire.

Fig. 18.

\ i Soit ¢ le ravon de
courbure de eette section
normale : il sera diriee
suivant la normale 3 I
surface, Les angles que
ce rayon de  courbure
fait avee les axes sont donnds par les formules :

™

A

5 lIAN

cos i = 3 -0
Yodst?

d*y

CoOSu.= 4 &' —=
IS P
a2z’
coSu = + p’ -

s

Or, on a:

a’_x . d:p' as
dt — ds dt’

d'on :

Bz d s dx o?s

T st e ds dee’
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par suite,
dix 72 )
m (a’# cos A + d/’ C()Qu -+ == Tz C08
d*x , 7k} diz ds?
= (?l? cos A + pr cos u - st Cos u)mg

2
+ m (%—cos)—}— COSu—}——COSu)OgI;‘.

Or, Ia seconde partie du sccond membre est nulle,
a causc de la relation

cos Az -4 cos pdy - cosudz =

On a done

\
— | =-cosA ~ oS u -+ —— cosul,
a + ds* wt (s® ,)

dst (d*x dzy a2z
— N—pP —
N=P —m (ds~

ou bien :

Done, la pression normale se compose de la pression
P' due i la force moliice, augmentée ou dinvinude d'une
aulre pression qui ne dépend que de la vilesse et de la
courbure de la surfuce dans le sens du inovvement.
Cette scconde pression est une véritable force centrifuge
engendrée par le mouvement sur la surface. Cest cette
force centrifuge qui distingue la pression dynamique
de la pression statique.
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87. On pecut d’ailleurs donner a I'expression de cetle
seconde force une autre forme. En effet, si on désigne
par p le rayon de courbure de la trajectoire SS' décrite
par le point matériel, rayon de courhure que I'on pourra
déterminer quand on connaitra la trajectoire, par 9
Pangle que faitle plan osculatcur de ceite courbe au
point «, v, z, avec la normale 4 la surface (ou langle
du rayon de courbure de la trajectoire avec la normale
4 la surface), nous aurons, par le théoréeme de Meunier :

1 -
p=p'cost;

par consérnuent,
mv?
—N=10I'7 Tcose.

Done, o pression suir la surface se compose de lu
pression due ¢ la force molrice (projection de P sur
la normale & la surface), augmentée ow diminuée de lu

. me® ,
force centrifuge —— g résulte du mouvement du point
i
sur sa trajectoire, multiplice par le cosinus de langle
du plan osculateur de la trajectoire avec la normale
a la surface,

88. REMARQUE. — Ce résultat est d’ailleurs évident,
si I'on obscerve que les circonstances du mouvement
seront les mémes, si I'on supprime la surface, et si 'on
assujettit le point & demcurer sur la courbe décrite.
Or, le mouvement sur la courbe donne lieu & une force

A0

. 1#
centrifuge

, dirigée suivant le rayon de courbure
de la trajectoire. Si l'on décompose cette force cn

. mp® ,
deux : Tune normale & la surface TCOS 8, Tautre
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. et N . .
tangentielle —— sin 8, la premiére seule déterminera

sur la surface une pression qu'il faudra ajouter
a In pression résultant de la force motrice.

2
muv . ‘ . N
89. La composante e sin 0 donne licu & une

remarque importante : elle est située dans un plan
passant par la normale & la surface et par le rayon
de courbure de la trajectoire; de plus, elle est
perpendiculaire 4 la normale a la surface. Elle cst
donc dans le plan tangent, et perpendiculaire & la
tangente en m a la trajectoire. Il résulte de 1a que les
trois droites : la normale a la surface, la tangente a la
trajectoire, et la direction de la scconde composante
forment trois droites rectangulaires. Or, nous pouvons
décomposer la force 1” en trois forces dirigées suivant
ces trois droites, savoir :

1° une composante T suivant la tangenie a la trajec-
toire : c’est cette composante qui produit le mouvement
du point »2 saivant la tangente a la trajectoire ;

2° une composante P' suivant la normale & la surface :
¢’est cette composante qui entre dans l'expression de la
pression normale & la surface ;

3° une composante Q suivant la perpendiculaire aux
deux précédentes.

Or, la composante T produit lec mouvement sur la
2

- - mv .
trajectoire; les composantes P' et —— cos § produisent
la pression sur Ia surface. Les deux composantes

O et me?

sin 8 ne produisent ni mouvement, ni pression;

elles doivent donce étre égales, ct nous aurons :

"2
Q— % sin 9.
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Or, la composante Q est nulle :

1° lorsque le point matériel n'est sollicilé par aucune
force ;

2° Jorsque la force motrice P est normale a la
surface ;

3° lorsque la force motrice cst dirigée suivani
la tangente & la trajectoire : ¢’est ee qui arrive lorsque
la force motrice provient du frottement, ou de Ia
résistance de Tair

4° lorsque la force motrice est la résultante de T
et de P' seculement, cest-a~dire lorsquielle se compose
d’une pression ¢t dune force tangenticlle.

Dans tous ces cas, on a :

17D

sinfi =20

)
ont :
sinf = (0, oubien 0 = 0.
Done, dans tous ces cas, la trajectoire est telle gue
Pangle du plan osculaieur avee la normale & la surface
est nul, cest-a-dire que le plan osculateur est normal

a lao surfuce. La trajectoire est done wune ligne
geéodésique.
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CHAPITRE VII.

Mouvement dun pcint matéricl pesant
sur un cercle vertical.

90. ProBLEME, — Trouver le movrement d'un poind
matériel pesant assvjetti & demeurer sur un cercle
vertical de rayon a.

Prenons laxe des o dans le plan du  cercle,
et tangent au point le plus
bhas, l'axe des z vertical et
dirigé en sens inverse de la
B pesanteur,

L’éyuation du cercle est:

Fig. 19.

4]
3 x4+ 2 — 205 = 0.
p
X L’équation des forces vives
nous donne (n° 49) -
4 r
i (12— 1) = — 2/ mygds —= — 2my / Az
b o

d'olt, en désignant par 2 la hauteur initdale NB (fiz. 19)

V2 — p, =29 L — 2). {n
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dst  da® 4 ds? ad3t

e T i T Ras — 22 di

(%

par conséquent,

at az®

o T g T 2 [ Y 4
2z — 2¢ df? v, + 294 203.

On tire de 1n

adz
dt = ¥ — . (2
J (2az — 2% (8,2 + 29h — 293)
On prendra le signe — dans le second wmembre

lorsque le mobile descendra, puisqu’alors z diminue
gquand ¢ augmente, et, par conséquent, dz et df sont
de signes contraires; on prendra le signe + lorsque
le mobile montera.

Cette équation (2) est Uéguation différentielle du
mouvement.

91. Avant de nous occuper de ceite céguation,
reprenons la formuie (1) :
2 = 92 4 20h — 293,
qui donne la vitesse & un instant quelconque du
mouvement.
On en conclut que (@ wvitesse cst maxiimawm pour

3 = 0, cest-ii-dire au point le plus bas. On a alors :

vt = v, + 29h.
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La vitesse est nulle, lorsque Uon a

v, + 2g9h — 295 =0,

d'olt 'on tire :

pourvu que l'on ait :
p 7,2 9
L+ 29 < za,

puisque I'ordonnée 2 ne peut pas étre plus grande ue

le diamétre du cercle. Dans ce cas, le mobile, parvenu

i cette hauteur, redescendra ; sa vitesse deviendra

nulle de l'autre ¢bété pour la méme valeur de z, et le

mouvement oscillatotre se continuera indéfiniment.
8i, au contraire, on a :

A+ Uy? > 20
2 ’

la vilesse deviendra minimum au point le plus élevé

du cercle, mais elle n'y scra pas nulle, et le mouvement

révolufif aura lien constamment dans le méme sens.

Les deux mouvements précédents sont périodiqu es.
Enfin, si Pon a

2

Vo*
2

h+ = 2a,

la vitesse serait nulle au point le plus élevé du cercle,
et le mobile y serait en équilibre, s'il pouvait y parvenir.
Ce mourvement cst appelé apériodigue. Mais nous allons
voir que le mobile tend vers cette position limite,
sans jamais pouvoir Patteindre.
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92. Examinons done ce cas particulier, le scul
ou I'équation (2) puisse étre intégrée sous forme finie.
Nous aurons alors, en introduisant cette condition dans
Péquation (2) :

alz iz

dt — ;{: —F _— Y
| 205 — )/ 4ug — 39z V29 2a — )3

. .. . (3
Pour intégrer cetle expression, obscrvons (ue e

est la différentielle de l/z; d’autre part, on peut

. N 1 . .
décomposer la fraction S Pp— de la manicre suivante :

1 ( 1 Lo )
a—2 2 2\ 2a 41z V22—V 5

Nous aurons done, pour le mouveinent descenlant :

— - — —;' )

1, /a 21z 212

dt = — _ hid .
°\/g V26 -+ 2 +|/25,—|/'£5’

<

d’oi1, cn intégrant,

]

1 oy 120 + 1z

I =0C— bt B I
2\/9 V'2a —) s

Pour déterminer la constante, faisons ¢ =0, ce qui
nous donne 5 = A, et nous aurons :

1y /a, V20V 1,
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on a done :

t——}\/al 1722 +1/32 [/>a+|//a
9 Vea—) 3 2 9 |/>a~|/h

Lorsque le mobile arrive au point le plus has,
on a gz = 0; par suite :

V20 4V h
\/ VOZ—V/Z

Cest le lemps employé par le mobile pour aller
Ty point A au point B.

A partir de cet instant, i devient positif; il faudra

changer le signe du premier terme de la valeur de ¢,
et nous aurons pour le mouvement ascendant :

I/JL—H/z / V24 + 1 R
t— = \ L.
l/‘)a—y 3 |/ 2a — 1//1

A mesure que ¢ augmente, z auginente ; mais, il est
togjours plus petit que 2a. En cffet, pour s = 2a,
il vient £ = oco. Le wmobile w'arrive donc janais au
poind le plus élevé du cercle, wais il s'en approcle
tndéfiniinent.

93. Considérons mainienant le cas on le mobile
oscille de part et d'aulre du point le plus bas,
et posons :

‘)J + h—=1Fk<2a;
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nous aurons alors, pour le mouvement descendant :

df =— adz'
I 2az — 3% | 2¢k — 29z

= a dz
V20, 203 — 2k —23

ou bien :

_ _1

, ]~ 2

(u:__})\/a _‘—(1_‘i> .
2VY k2 2a

Comme 5 est moindre (ue l'unité, on peut développer

Al

le bindume (1 _ —"—) )

5a en une séric convergente :
L
2\ ¢ 1 z 1.3/2Y
(1 z—z) _l+é2a+2.4(%) L
1.3.5 ..2n—1,72\*
- 2.4.6...2n0 (205) SR

Nous aurons donc & intégrer des expressions de la
forme :

~71d7
/'I//t’ —

Or, on a :

/' 27 dz 3’1*11/11)3—34_*_(211 —1\)713/' 2 lds
Joy o hr—2zt n it | hs —#
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Proposons-nous de déterminer le temps ¢ que
le mobile met a arriver au point Ie plus has. A cet
effet, observons que la vitesse au point le plus bas
otant égale & |/ v, 4 2gh, il résulte de la formule :

vt + 29h = 29k,

(ue celte citesse est |/ m, ce sera donc la vilesse due
a la hauteur k.

Donc, pour obtenir le temps que le mobile met
A arriver au point le plus has, nous devons intégrer
entre les limites & et 0; ce temps sera dévidemment
le méme que celui que le mobile mettrait & remonter
a la hauteur %, puisque, pour la branche montante,
nous devons intégrer la méme expression, prisc cn
signe contraire, entre les limites 0 ot Z.

On a d’ailleurs :

k

booandsg _@n—Dk -y
L/ Vha — & 2n ./ V ks — at

u

Si 'en pose, en général,

il vient :
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on trouve :

1.3.5..@n—h,

A= =971 5.. o

Puisque 1a durdée de la demi-oscillation descendante
est ¢uale a la durde de la demi-oscillation montante,
nous aurons, en désignant par T la durée de Toscillation
entiére :

1.3.5...(2n— 1)/ 1\~ |
=T (E) An s

ou hien :

5
v

Cette série est trés convergente, si 5 est trés pelit,

et T'on pourra facilement calculer lerreur cominise
en sarrélant aun terme gueleonque.

94. Dans le cas o les oscillations sont trés petites,
Eoest tres petit, et Ton pourra sarréter auw premier
ferme. On aura alors :

T=ny/%

la hurée de loscillation entiére est indépendante de k.
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8i 'on prend les deux premiers termes, on & :

o4 /e 12kl o k
1"\/5*.”(2’:(“”\/5(1* )

La durée de loscillation dépend alors de la houteur K.

REMARQUE. — Il est facile de voir quen désignant
par « Yangle supposé trés petit corres-

Fig- 20. pondant a la hauteur £, on a (fig. 20) :

k ! 1 .
.= 1 —cosa= 251n~§a=2—a‘;
A 2 ) .
‘ par conséquent, la premicre valeur
B approchée de T est en erreur d'unc

quantité du second ordre par rapport
alangle «, ot Ia seconde est en errenr d'une quantité
du quatricme ordre.
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CHAPITRE VIIL

Mouvement du pendule simple dans le vide.

95. ProeLEME. — Unr potal matériel pesanl est
suspendu a lUextrémilé d'un fil inexiensible et sans
masse. L'aulre extrémité C du fil est fixe. Ce poind
se meut librement dans le vide, sans sortir du plan
vertical passant par sa  position déquilibie (B,
Trourver les lois du movrement.

Solent A la position initiale

Fig. 21. du mohile (fig. 21), a langle

/7' ¢ que fait le fil avee la verueale

o 18 dans cette position initiale,

/7“ ¢, la ‘V-iLCSSC initiale, @ l'a.n{_;’lu
que fait le fil avee la verticale

A/ / ‘ A &4 la fin du temps ¢4, # In

vitesse a cet instant.
9 Nous décomposerons {ae-
/‘,m tion de la pesantenr au point
mgcosg J i en deux forees: une foree
normale g cos ¥ qui est
détruite par la résistance du fil, ¢t une force tangenticlle
mg sin o.
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L'équation du mouvement est donc :

dv .
mor = mg sin g,
ou hien 3
dv .
i = 9sing.

Soit Am = s larc décrit par le mobile a la fin
du temps #; nous aurons, en désignant par » la
longueur du fil :

s=7rr—ag),

dou :
ds _ dg
V= _Z = — % W'
et, par suite,\
dv R dﬁ
at ae

L'équation du mouvement est dong :

e

rop = —9sin. (1)

Multipliant les deux membres par 2dg, et intégrant,
il vient :

7 (di)2 = C + 2¢cos¢g. ()
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Pour déterminer la constante, faisons ¢ = 0, Qop
o = a; dailleurs, la vitesse initiale étant v, noyg

T ’

aurons :

g .
—7r (E[)O = V¢,

par conséquent,

2
2N

C-}—QQCOSoa:—T-.

L’¢équation (2) devient alors :

” (d@

2 /DDZ
ﬂ) = " —2gecosa+ 29 cosg,

”
dott l'on tire :

rde
[/1:0" ~+ 2gr (C0s ¢ — COS 2

dt = F

On prendra le signe —, Jorsique le point sz se meut
dans le sens ABA', puisque o diminue quand £ angiente :
nous considérerons langle o comme ndégatif, quand
le rayon Ci passe de lautre cdté de la verticale CB.
On prendra le signe 4, quand le point i se meut en
sens contraire.

98. L'¢quation (3) est intégrable, lorsque T'on a :

v, = 297 (1 + cos ),
c'est-a-dire lorsgue la vilesse iniliale v, est celle que

le mobile acquiert en descendont du point le plus haul
du cercle décrit avec r comme rayon.
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On a alors :

T L
V 2gr (1 4 cosq) g 2cosig

Si nous considérons sculenient le mouvement dans
le sens ABA', nous aurons :

dg=_\/2 _
g 20C08;0

{'olt, en intégrant,

” T e
—cry/prs(i-3)

Pour déterminer la constante, faisons ¢ = 0, dou
¢ =a, ct il vient :

0=C—{—\/§l.tg(-§—2);

nous aurons donce :

Cest la formule qui donne le temps employé par
le mobile pour décrire Uarc Am, en supposant qu’il
parle sans vitesse initiale de Yextrémité B' du diamctre
BCB.
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Si, dans cette formule (4), on fait ¢ = 0, il vient :

ra T o«
t=\/El'COtg(Z — Z)-

Cest le temps employd par le nobile pour décrire
larc AB.

Pour avoir la durée de loscillalion enfiére, faisons
¢ = — a dans la formule (4), et il viendra, en désignant
ce temps par T :

T jed

_ o (T _)
I g 4+4 7 T a2
T= e — = —l.cotg? (- —"
g Tr o q 1 4

tg {— — —

: 4
” T o
2\/;vl.cotg(4 4) 21.

Donc, le temps que le mobile emploic pour aller
de A en A, est double du temps employé pour aller
de A en B.

Pour avoir le temps que le mobile mettrait pour
revenir en B', extrémité supéricure du diaméire BCB,
il faudrait faire ¢ = — = dans la formule (4), ce qui
nous donne :

4

tg -
v o4
2 (3—%)
Il faudrait donc un temps infini au mobile pour

remonter jusquau point B’ (n® 92).
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Cas des petites oscillations.

9'%7. Supposons que le pendule effeciue de trés petites
¢t supposons,

oscillations autour de la verticale,
en outre, que la vitesse initiale au point A soit nulle.

L'équation (3) nous donne alors :
r de
g |/ 2{cosp—cosa)

Jl— — rde _
297 (cosg — cos )

Or, puisque « ct ¢ sont supposés trés petits, nous

pourrons poser :
1]
cosp=1-—35,

et nous aurons

dt = — r (l?—’
g I/'_,xz_q"z

Jd’olt, en intégrant,

t = \/—T- arc cos i 4 const.
g x

Mais, pour ¢ = 0, on a ¢ = =; par conséquent,

Ia constante est nulle, et il vient :

t=\/zarcci)st£- 5
g o
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Cette formule donne le lemps employé par le mobile
pour décrire larc A,

On cn tire :
q:mcost\/%, (6)

équalion qui détermine la posilion du mobile & la fin
du lemps .

Pour trouver la durée d'une demi oscillation, il fuui
faire o = 0 dans la formule (3), et il viendra :

™ »
t—-\/L.

2Yy

Pour avoir la durée de loscillaiion enticre, on fai
p=-—uo, etlon a:

T==A—\/1:25; 7
V3 (7)

on voit que T dépend de » seulement : il est indépendant
de a. Par conséquent, la durde de Poscillation enlicre
est indépendanie de son amplitude, pourvw que celle-ci
soit trés petite. Ce temps est double de celui qui
correspond a la deini oscillation.

Les oscillations sont dites isochrones.

98. La formule (7) permet de donner unc autre
forme & 'équation (G). En effet, de cette formule (7)
on tire :

_ .

_
d i\
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par conséquent, on & :

g
? == & CO8 T .
On en tire :
rd
dv  am . T
dt = T My

De ces deux derniéres formules on conelut :

de
1° que ¢ et -% restent les mémes lorsque ¢ augmente

de 2T, c'est-a-dire que la position du mobile el so
ritesse redeviennent les mémes aprés la durée d'une
double oscillation.

. do
2° que, si ¢ augmentc de T, ¢ et EZ changent

de signe en conservant leurs valeurs absolues. Ainsi,
& des tnfeyvalles de temps qui différent d'une oscillation,
le pendule fait des angles égaux avec la verticale, mais
de cotés différents, et ses vilesses, dans ces posttions,
sont égales et de signes contraires.
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Mouvement du pendule simple
dans un milieu résistant.

99. Proposons-nous d’étudier le mouvement lu
pendule simple dans lair.

Au point m (fig. 22) les forces qui agissent sur
le mobile sont l'action de la
pesanteur et la résistance de
Tair. Cette derniére agit en sens
contraire du mouvement : nous
la désignerons par R. En décom-
posant laction de la pesanteur
au point m, nous obtiendrons
une composantenormalemg cosp
qui est détruite par la résistance
du fil, et une force tangentielle
mg sin g. g
L’équation du mouvement est done :

Fig. 22.

mgeos mg

av .
Moy = mgsing — R.

Comme il g'agit de petites vitesses, nous supposerons
la résistance R proportionnelle a la vitesse, et nous
poserons :

m
R="

- D.
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L'équation du mouvement devient alors :

dv

av ing —9
. g =gsing—i o,

ou bhien :
ds . g ds
aE TIMY TR ar
Or, on a :
s=1r{x—9),
dou ;

Iéquation du mouvement est done :

Q

@y | g de o e
ai EW+;SlnCP_O'

Or, si nous supposons les oscillations trés petites,
Pangle ¢ sera trés petit et nous pourrons remplacer

sing par g; nous aurons alors I'équation du second
ordre :

g g '
awtTra =0 )
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ot I'on tire :

[CR—— ,:(/_ ;(]J, —_ g
T \/4/,»2 r

Or, ces deux racines sont imaginaires @ en effef, il est
facile de sassurer que, si les racines de I'équation (2)
étaient réclles ot inégales, ou hien réelles et égales,
o ne pourrait jamais devenir nul, et le pendule
ne reviendrait pas a la position verticale, ce qui
nest pas.

100. Supposons d’abord les racines réelles ef inéyales :
clles seront négatives, car on a :

g _9_9.
\/4/152 r ok

Nous les ddésignerons par — [ et — £, et nous
supposerons ' > 5" en valeur absolue. Nous aurons
alors pour la solution générale de I'équation (1) :

Bt B

c=0Ce "4 Ce ,

d’ou :
ao

ST — — C8e

l@'t _ Cmueﬁ p”t
dt - :

Pour déterminer les constantes, nous remarquerons
que, pour =0, on a ¢ = «; d'autre part, la vitesse

. , .
initiale ¢tant nulle, on a aussi —{7‘;— = 0, pour ¢{ = 0;

par suite, il vient :
a=C + C,

0=C8 + Cf";
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d’ott P'on tire :

C . 18!! C, aar
p—pr =
Par suite,
o . — q't — fJHt
C=— /7 37 .8'6 \ _‘fj’g . }
-4 \

t =3
< e ' , et, Cn

fa! nry
i — 3

multipliant par fr < £, il vient : ple Pt Fe !
Par conséquent, ¢ ne pourrait tendre vers zéro que
si ¢ tend vers linfini. Le mouvement est apériodigue,
puisque le pendule tend asymptotiquement vers sa
position d’¢quilibre.

. —B
Or, puisque & > £, on a ¢ '

101. Supposons en second licu les racines réelles
et égales : elles seront toutes les deux négatives,
et la solution générale de I'équation (1) sera alors :

Y
e—e " (CHCY,
d'ou :
dz Bt

—f —
O —— e oo 4 e

En faisant ¢t = 0, on a :

d'ou :

par suite,
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Or, puisque f est posiiif, cette valeur de 2 n¢
pourrait étre nulle que pour { = oo. Le mouvement
¢st done cncore apériodigue.

11 résulte de 1a que les racines de 1'équation (2) sont
imaginaires, si, comme nous 'admettons, le mouvement
doit étre oscillatoire.

102. Cela posé, reprenons les valeurs de B que nous
pouvons mettre sous la forme :

_._ﬁ 9 4.
B i\[ akr T

ces racines étant imaginaires, posons :

.
L= =

€t nous aurons :

B=— ggi \/—— ) =1

La solution générale de U'équation (1) sera done :
(-&+rV2y=1)e (&2 y=)
g = Ce + Cle

(/'_t_
2k

7zl/§§/—_’ —-'/tl/gt/:i('
Ce -+ Ce }

ou bien :

_3_ —
p=c¢ " Acosvt\/ +Bsmyl\/g} )
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Pour déterminer les constantes qui entrent dans
do

cetle formule, nous ferons ¢ = 0; d'oll ¢ = o, et == = 0.

Or,ona:
gt

1

dy g , 9
Ez=—2gk(Acosyt\/%—&—]%smyt\/?)e
gt — _ —
o /9 < g g EAR
d-e (——A\‘\/;sm Yt\/—r——*— By\/r cos vt \/r)

Par suite, en faisant # = 0 dans (3) et (4), on a

o= A,
__ 9 /9.
0 = 2kA+B,\/T,

d’ou Pon tire :
o al’ g7
A=ua, B= ——_QkY
On a donc enfin :

_gt — —
2k!cosyt \/97— + I/qu; Sm‘{t\/g‘%’

v — e

. 7zl
__515 ) cos t\/ + Z/tq Sm"f\

—é’ii Y\/~s1nwt\/—+l/w\/ cosvz\/ }

N> '

2

¢
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lo
]
le coefficient de cos y¢ g eat nul ; quant au cocflicient

de sin v 2, on a:
r

(VD) W )2

par conséyuent, I'équation (6) devient :

Or, il est facile de voir que d:

at

dg _ _ =2 P sin\’t\/g. )
ut vy r ‘ 7

Pour trouver la durée dune oscillation, obscrvons

. T dz
qu'a la fin de chaque oscillation on a T 0; or, cctie

condition nous donne :
vt

par suite, nous trouvons pour la durée de la premicre
vscillation :

T=; — \8)

o~ gr
=V

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 143 —

La formule (8) ne differe de celle qui se rapporte au
mouvement dans le vide (n° 97) que par le dénomi-
natcur . On en conclut que les oscillations sont
isochrones comme dans le vide, et leur durée est
augmentée dans le rapport de 1 & 7.

-

Si, dans la formule (5), on fait successivement, :

R S P
t =0, 7—'—\/; = ;

on obticnt les valeurs suivantes :

T — PE S
— Vigr -z, \Vyr
¢ =2, —ae , ae ~©

Donc, les amplitudes successives des  diverses
oscillations forment une progression  géométrique

ks —
— == \gr ) -

s . » D&
déceroissante dont la raison est e 27
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Mouvement d'un point "matériel pesant
sur une cycloide.

103. Considérons wun pointé malériel pesant se
mouvant sur une cycloide ABC dont laxe est vertical.

Prenons pour axe des o (fig. 23) la tangente Bax
au point le plus bas, pour axe des y la perpendiculaire

Fig. 23.

ng

menc¢e en sens inverse de la pesanteur. Soient N
la position initiale du mobile, la vitesse ¢tant nulle
en cc point, m la position du mobile & la fin du
temps ¢, (x, y) scs coordonnées, v sa vilesse a cet
instant, et BH = /A la hauteur du point N au-dessus
de I'horizontale.
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Les composantes de la force étant :

X=0, Y=—uyg,

nous aurons, cn vertu du théoréme des forces vives,
qui est applicable dans le cas actuel (n® 49):

4
MNPt = — Bing /dy = 2mg h —1);
o

par cons¢quent, Péquation du mouvement est :
vr=2gh —yh
ou bien :

ds?
aE = 29— (1)

Or, si nous désignons par a le rayon du cercle
générateur, I'équation de la cycloide est :

dx 2a
= ——1;
dy Yy

par suite,
2a
st = .7 d‘?/?',
et 'équation (I) nous donne :

2a dy*
5 dE ==k
10
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d’ott l'on tire :

r 20
gV hy—°

On prendra le signe — lorsque le mobile descendra,
puisque, dans ce cas, ¥ diminue quand ¢ augmente,
ot, par conséquent, fy et dé sont de signes contraires ;
on prendra le signe 4 lorsque le mobile montera.

104. Considérons le mouvement descendant, ot nous
aurons :

a y
([/ _ g (..?/

9V iy —gt

d'ont, en intégrant :

{=(C -+ \/1 arc cos ?-?/;h
g Tt

Pour déterminer Ia conslante, fhaisons ¢ =0, y =/,
¢t nous aurons C = 0,
On a done ;

t = \/g are cos 22/—_h
q I

Cest le temps employé par le mobile pour décrive
larc Am.
Si, dans cette formule, on fait y = 0, il vient :

t: TT\/Q,
g
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pour le temps employé par le mobile pour décrire
l'arc AB. Ce temps est, comme on le voit, indépendant
de h. Donc, quel que soit le point de dépari du mobile,
il arrivera aw point le plus bos doans le wdéme
femps. Cest pour cette raison que la courbe s'appelle
Tautochrone.

D'autre part, si Ton considére le mouvement
ascendant, on a :

a dy
dt:\/g —
9 V5hy —y

d'ol, en intégrant eatre les limites 0 et 4 :

ty a
V5 m=—Vs
fl/hJ—J g

On voit done que le temps employé par le mobile
pour remonter 4 la hauteur A cst égal au temps
cmployé pour descendre de la méme hautcur.

La durée de losctllation entiére scra donc :

Or, 4a est le rayon de courburc de la cycloide au
point le plus bas. Done (n° 97), lu durée de Uoscillation
sur la cycloide pour une amplitude quelconque esf
lo méme qu'elle serail sur le cercle osculaleur au point
le plus bas pour de petites amplitudes.

105. Proposons-nous maintenant de démontrer que
la cycloide est la seule courbe tautochrone plane dans
le vide. A cct cffet, nous allons chercher quelle cst
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la courbe plane sur laguelle un point pesant, abandonné
sans wvilesse initiale d'un point quelcongue de celte
cowrbe, porvient dans le wémme temps aw point le
plus bas.

Soient s = ¢ (y) I'équation de la courbe, I'arc s ¢tant
compté a partir du point le plus bas, et £ la hauteur
d’ol part le mobile.

L’équation des forces vives nous donne :

——
v=1"20h—y),

d’olt T'on tire :

s
dl = — ——————————,
V29 h— )

en observant que s diminue quand ¢ augmente.
Nous aurons donc pour la durée du parcours depuis
la hauteur 2 jusquw’au point le plus bas :

/“ —ds _/‘ ds _
Vegh—y 2 1V 29—y

11 s'agit de¢ déterminer s en fonetion de y, de telle
manicre que lintégrale soit indépendante de h.
Or, on a :

ds = ¢' (y) dy,

par conséquent,

/ l/" i) dy

2g ( h——_/"
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Comme lordonnée y varic de 0 & /4, nous pouvons
poser ;

y=ha,

6 étant une quantité positive, moindre que l'unité,
¢t nous aurons :

' (h9) hal? / ") |//w di
V208 (1 — 6

|/2g/¢ 1 —6) 208 (L — )

et les limites de lintégrale sont constantes.

Or, pour que ¢ soit indépendant de 4, il faut et il suffit
que la fonction ¢' (h8) | 'A9 soit indépendante de A ; soit,
en effet,

¢ (h8) 1V hE = { (h6),

nous aurons :
/ UK (19 d
V205 1 —5)
Prenons la dérivée par rapport 4 4, il viendra :

' (hB) 6dB
d/l ./l/‘)97 1_6

et cette fonction doit étre nulle, quel que soit 7.
Done, ¢ (#4) doit étre identiquement nulle; sans cela,
on pourrait prendre k assez petit pour que ¢' (A9)
conservit le méme signe pour toute valeur de 725
comprise entrc 0 et h, et alors la somme ne pourrait
étre nulle.
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On a done :
Y (18) = 0,
ou bien, en remplacant 29 par sa valeur y,
Y y)=0.
On en tive
Y (y) = const.,
ct, par conséquent,
| ¢y |y = const. = |/A,

d’ol :

et, en intégrant,
9 ly) =2 | Ay.
I’éguation de la courbe est done :
=274y;

or, cette équation est celle dune cycloide dont le rayon &
du cercle générateur est donné par la formule :

8a = 4A,
d'olt ¢

a = - A.

I
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Brachystochrone.

106. La cycloide jouit encore d'unc autre propri¢té
remarquable.

Soient A et I deux poeints situés dans un plan
vertical, A le plus d¢leve des
deux. Supposons qu'enire ces
deux points on méne une courbe
quelconque ACB  (fig. 24), et
quun  point matériel pesant
glisse sans frottement le long
de cette courbe.

Le théorcme des forces vives
qui cst applicable (n°® 49), nous
permet de déterminer le temps T employé par le mobile
pour déerire I'are AB.

Cela posé, nous allons démontrer que la cycloide
a axe vertical, dont le point de rebrousseinent est en A,
el qui passe par le point B, est la courbe pour laguelle
le temps T est un mininuin. Celte propriéi¢ a fait
donner a la cycloide le nom de brachystochrone.

Prenons pour axe des « 'horizontale Bx passant par
le point le plus bhas B, laxe des y étant vertical.
Le temps T employ¢ a décrire Pare Al sera donné par
Ia formule :

T
=f ds _ Q)
l/2g /L—J)
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La queslion proposée consiste done & trouver entre
les points A et B une courbe telle que lintégrale (1)
soit un mintmum, Or, on a :

I

1 f'/H gy

3

TV Vi—y
et, si l'on pose :
vty @
Vi—y

la question est ramence a rendre l'intéerale :
fe]

h
of\' dx,

un minimum ; on sait quil faut pour cela que lon ait :

n
adem = 0.

Mais, si nous prenons @« pour variable indépendante,
nous aurons dox = 0, et, par conséquent,

af Vdw =fZVdm.

Dailleurs, V ¢tant une fonction de # et de %', ona:
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r ()V J
av ov

ov_o—oy+d—y,8y'=Noy+poy;

d’autre part, &4 cause de ddx = 0, il vient :

,_hdy_odj doy
W= da

par suite,
8/de= f(Naydx + Pdayyzpag/-}-f(N—%g) Syde,

et comme dy est nul aux limites, puisque les points
A et B sont fixes, on 4 :

h h .
8dex=/(N—zg)5ydx.

Il en résulie que la condition :

h
vadx == 0,
7]

nous donne I'équation :
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De (R) on tire facilement : -

NV _ 1V T+

3
3

__ oV Yy i
YooV —ga gy

et Péquation (3) nous donne la suivante :

y
a :
1/ Ty Vih—yp 049y 4
2 by a

Pour intégrer cette équation différenticlle, posons :
Y= ;=182
d’ou :
dx = cotg ady,
et I'équation (4) devient :

d__sinz
1 1 Vh=y

AT cotgady

5 3
~cosz (b — y2
ou bien, ¢n réduisant :

= 2 (h — y)cosada + sinady.
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dy _ 2sinadax,
h—y  cosa

d'ol1, en intégrant :
. .th—y)=2l.cosz+{.¢c

ou hien :

h—y=ccos?ac=m—;2-

Nous aurons donc pour I'équation différenticlle de la
courbe :

C__dy c
y~d—'j_\/h—y 1. ©)

Or, si I'on rapporte cette courbe 4 deux axes rectan-
gulaires ayant pour origine le point A, l'axe des y étant
dirigé de haut en has, les formules de transformation
sont, en posant AK = % :

=k —x,
y=h—y,

et 'équation (5) devient :

ay' /¢
dx - 7 —1:
sous cetie forme on voit que la courbe est une cycloide

dont 'axe des &' est la base, le point A étant le point
de rebroussement.
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107. REMARQUE. — On peut résoudre la question
de la maniére suivante, en observant que la condition
pour que T soit un minimum est :

; ds
3 =0 {6)
ofl/h—y
Or, om a :
Is ads ds. 31 h —y
DR LN . N bR Sl B
fV/L—y fl/h—y / h—y
mais,
8(33=%8d0€+i—y8dy,

par conséquent, la condition de minimum (6) nous
donne :

h da h dy A
s L ds . ds 3y
(e,
Jvﬁ_yovk o Y +

3 Y 2h—yp

En intégrant par parties les deux premiers termes,
il vient :

< das dy h>
ds < ds

0% + ——ee— Sy
iy vh=y
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Le premicr terme esl nul, puisque oz et oy sont nuls
aux deux limites ; par suite, on a :

R

J o

0

dx dy \
13y /d (s ds >§—O-
Vh Y K\l/h Y 2 h—y) ’

on en conelut les deux équations :

ix
ds
=0, {7)
Vh—j
dy
ds ds 0. 8)

VE—Y 2(h—yp>

Or, il est facile de voir que ces deux équations se
réduisent & la premiére ; en effet, on a identiquement :

d&/} ll_l/ e
ds 1
n/h—y Vi—y h—y

d'ots, en différentiant, et en ayant égard & I'équation (7),
il vient :

dy dy
ds d ds dy
vh—y Vi—y 20—y}

ce qui est I'équation (8).
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Dailleurs, de I'égquation (7) on tire :

dr I//L—.?/’

ds I/C
ou bien :

1 _Vh—y

V1ity: Ve

d’on enfin :

,_dy ¢
y_dm_\/h—y_l'

Cest I'équation (5) que nous avons {rouvée précé-
demment (n° 106).
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CHAPITRE X.

Mouvement d'un point matériel
sur une sphére. — Pendule conique.

108. ProsrivMe. — Un point matériel pesant,
suspendu @ Uextrémité dun [, oyant éié écarté
de so position d'équilibre, est lancé dans une direciion
quelconque. Le movvenment de ce poind ne s'effeciue plus
dans un plan vertical. Ce pendule se meut autour de la
verticale passainl par le poinl de suspension : il Sappelle
pendule conique. Trouver le mouvenent de ce poind.

Le point matériel peut étre considéré comme assujetui
a se mouvoir sur une sphére ayant pour centre le poiut
de suspension, et pour rayon la longueur du pendule.

Prenons pour origine le centre de la spheére, I'axe
des z étant dirigé dans le sens de la pesanteur (fiz. 25).
Soient N la tension du
fil (ou la réaction de la
sphere), ¢ la longueur
du fil. Les cosinus dirce-
teurs de Ia  normale

Fig. 25.

B .
s au  point 1, vers le
Y centre de la sphore,
o Y 2
sont — T T

si nous considérons la
quantit¢ N comme posi-
tive ouw néealive, suivant que la réaction est dirigée
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vers lintérieur ou vers lextérieur de la sphere,
nous aurons pour les ¢quations différentielles dy
mouvement :

w3 _ N
de ;"
o aty Ny .
Va3 zitz’ - - T: (1/
%z Nz

M = g =

On a d’ailleurs :
at Yt 4= {2)
Ces quatre équations serviront a déterminer x, v, 2

N en fonction de ¢.
Des deux premiéres on tire :

)

a2y d?x
P —Var =0
d’ol, en intégrant,
dy de .
ma[—y ?lt——(/ (3)

¢ ¢tant une constante. Cette équation n'est autre que
celle que Ton obtiendrait en appliquant le théoréme
des aires au mouvement projeté sur le plun des ay .
ce lhcoréme est, ecn effet, applicable, puisque lu
résultante de N et de wmyg est dirigée dans le plan
passant par le peint m et par la verticale du point
de suspension (n° 27).
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Multipliant les ¢équations (1) par dz, dy, dz,
et ajoutant, il vient :

dodix + dydty +- dsdz
diz o

g7z,

le coefficient de N étant nul, puisque l'on a :
xzdr - ydy - 2dz = 0;
en intégrant, il vient :

dx? + dy* + dz®

dtz = C' ’i_ 2gz; (4)

ou hien :
vt ' - 292,

¢ étant une constante que T'on déterminera aun moyen
des conditions initiales du mouvement, qui nous
donneront :

!

—_ s 2
¢ = v — 292,

en désignant par o, la vitesse initiale, et par z
la valeur initiale de la coordonnée z.

On pouvait d'ailleurs obtenir Péquation (4) en
appliquant le théoréme des forces vives qui est
applicable dans le cas actuel (n° 49).

Les équations (2), (3) et (4) scrviront & déterminer
z, ¥, # en fonction de &

109. On peut, pour intégrer les équations (3)
et (4), changer de variables, et prendre pour variables

11
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nouvelles I'angle 8 que fait le rayon Om avec l'axe 0,

et I'angle ¢ que la projection de ce rayon sur le plap
des ay fait avec 'axe Ox. On a alors les formules :

@ = 1Isinbcosy,
y = lsin@sing,

2=1[cos¥,

d’ou Ton tire :

dax , a9 . . dd
W:lcosecos,pm—lsmesmq;m,
dy _ L A . b
Et——lcosesmmerlsmecosq;m,
dz . ds
m=—lsm6»dt—.

Les équations (3) et (4) deviennent alors :

. dd
2 2 T o
l2sin? 0 a7 e,

Y
i (%)2 4 Zsin®f (%)g = 2glcosf - .

Or, en posant, pour abréger,
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ces équations nous donnent les suivantes :

o (Y
sin®% —- = a,

dt
(%3)2 -} sin? 8 (COZZ—‘S)? = 279 cosf + b

la derniére devient, en ayant égard a la précédente :

(d0)2+ o 29 cos b -0,

dt sinth 1

d’ot on tire :

db
dt — + —, (6)
\/b + 29 cos § — &
A sin2 g
ef, par suite,
adb
o=+ 29 ar Sm
51n29\/b+ l—cosB — SinZh

Comme d¢ doit toujours étre posilif, on prendra,
dans ces formules, le signe + ou le signe —, suivant
que d8 sera positif ou négatif. On prendra donc
le signe + lorsque le mobile monte, et le signe —
lorsqu’il descend.

La formule (6) donne ¢ en fonction de €, au moyen
des fonctions elliptiques; lorsque Ton connaitra la
relation entre ¢ et 6, la formule (7) déterminera ¢
en fonction de ¢.

1. Intégration des €quations de la Mécanique, 1889, p. 94.
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110. On peut résoudre la question d'une auire
maniére, en ewmployant des coordonnées polaires
dans le plan des «y. A coet effet, nous dcésignerons
par 7 le rayon vecteur mené de lorigine a la
projection du mobile sur le plan des ay, et nous
aurons :

2 4oyt =t
xdy — ydx = rdy,
da? 4 dy? = dr? - r2dds.

Les équations (2), (3) et (4) nous donnent alors :

o1 g, ®
ridy = cdt, ©

y 1 2
A S S 23 10)

Or,ona:
rdr -+ zdz =0,
et 'équation (10) devient :

22022 L+ pidle - 2zt

L = ¢+ 2%
ou bien, & cause de (9),
2dzr - e2de? — ¢+ 29,

(lz — 22) Az
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d'ot T'on tire :

ldz-
dt = + , 11
V E—2Y ¢ 2795, — (
et, par conséquent,
lcdz
o= 4 .
dl 4 / (12)

2 — 21— 2y (¢ + 293) — ¢t

Comme la différentielle d¢ est toujours positive,
en prendra le signe + lorsque le mohile descend,
car dz est alors positif, et le signe — lorsqu’il monte.

Les deux derniéres équations donnent ¢ et § en
fonction de 2z, et I'équation (8) nous donnera s
en fonction de z.

Les équations (11} et (12) ne peuvent étre intégrées
que par les fonctions elliptiques ou par approximation.

111. Pour déterminer la tension N du fil, multiplions
les équations (1) par x, y, z et ajoutons; il viendra :

wde - ydty & zdiz
di B

2t 4yt 2
{

N
_7,7,& +93,

d’autre part, Iéquation (2) nous donne :

xdr + ydy 4 z2dz
dt o

0,

d’ou :

adix + ydiy + 2diz | dx® -+ dy? 4 dat
ar ™ R =0
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Par conséquent, on a :

N{
po + 9z,

P = —

d’ou :

mo? mgz

N == 1’

ou bicn, en vertu de (4) :

N:m(3gz+c')_
{

Cette formule nous apprend que N est positive,
lorsque 2z est positif, c'est-4-dire lorsque le point
mobile est au-dessous du plan horizontal passant par
le centre de la sphére.

112. REMARQUE. — On aurait pu écrire immédia-
tement I'équation (13) en appliquant cc que nous avons
dit (n° 87) de la pression exercée par un point mobile
assujctti & demeurer sur une surface fixe.

mgz

En effet, —— est la projection du poids g sur
. 2

. . MY ‘
la normale & la sphére, et - n'est autre que la

projection sur cette méme normale de la force
centrifuge du mobile. En effet, soit R le rayon
du cercle suivant lequel le plan osculateur en un
point queclcongue de la irajectoire coupe la sphére
(ou le rayon du cercle osculateur de cette courbe).

2

. n :
La force cenfrifuge scra < et, pour avoir sa

projection sur la normale a la surface (c’est-a-dire sur
le rayon de la sphére qui passe au méme point), on doit

multiplier cette force par 7
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113. La solution du probléme peut étre achevée
complétement dans le cas ol langle 8 que fait
le pendule avec la wverticale reste toujours tres petit
pendant toute la durée du moutement : le mobile
g'éloigne alors trés peu du point le plus bas.

Pour introduire cette condition dans les équations
du mouvement, observons que l'on a :

cos§ =

z .
7 ’
d'ott Ton tire :

{2 — 22 = [*sin® 0,

dz = — {sin 0df.

Or, si Ton suppose langle 6 tres petit, on pourra
poser :

pe
sinf =286, et cosb=1——;3
2
par suite,
62 '
P Z(L—a,ﬂ—ﬁzﬁﬁch:—ww

Nous aurons donc, dans ce cas,

NG
'l

g .
V_g m*ﬂ W

26ds

d— F

¢+ 2gl(1—%)% —c

= F
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Or, si 'on désigne par «*, $#° les deux valeurs de &
pour lesquelles la quantité sous le radical cst nulle,
on a :

N 6d?
dt =7F \/-
GV — 6"+ (2 ) 6 — a2
7 Bdh
=¥ a 2 (¥2y 2 2 (22.
WEE) - (-
2 2

En intégrant, et obscervant que la constante est nulle,
si 'on comple le temps & partir de linstant ol 8 = ¢
il vient :

»

o
RVy

az__pz ’

ct, par suite,

202 — (02 - 8%) = (a® — £%) cos 2¢ \/%»

ou bien :

6 = a?cos? i \/% - B2sin® ¢ \/‘% (14)

De cetie équation on conclut que 6° est périodique;
Iangle & varie entre les limites 6 — « et 8 = 3. La durée
de la période comprise entre ce maximum et ce
minimum de 'angle ¢ est :

1 {
T=é“\/§'
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Dailleurs, pour ¢ = 0, on a: 6* = 2, ou bien 6 = =« ;
pour ¢ == }Zn \/;—, on a 6® = f*, ou bicn 6 =f;
pourt=m= \/%, on retrouve 6 = o.

114. Pour calculer Tangle ¢ en fonction du temps,
reprenons 'équation ;

ridy = cdt,
de laquelle on tire :
Al — ‘L‘it }
‘ r

Mais on a:
r=1[sind=10;
par conséquent,

cadt

A = e

ou bien, en remplagant 6* par sa valeur (14) .

dy — cdt _.
24 a? cos? ¢ \/% + Bsin®t \/‘%%

En intégrant, et supposant que l'on prenne le plan
des zx de maniére que lon ait ¢ =0, pour {=0,0ona:

iVE )
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On peut simplifier cette expression, en observant que
Ton a:

c?

g’

22
223t =

d'ou :
Par conséquent,

ou bien :

tgq;cgtgt\/'(l]-

Cette équation détermine Tangle ¢ en fonction
de £. On voit que y augmente indéfiniment avec ¢,

™ T

g , 5o aux temps
t =0, T, 2T, 3T,... cest-4-dire aux époques corres-
pondant au maximum et au minimum de langle 6.
Il sensuit que le plan ZOm tourne autour de la
verticale OZ, toujours dans le méme sens, ct quil

fait une révolution entiére dans un temps dégal &

AT = 2r \/i-
g

en passant par les valeurs 0
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115. REMARQUE. — De T'équation :
on tire :

sin ¢ - cos _ 1 '
Ssint\/% acost\/% \/aecosﬁt\/%+ stinzt\/%

d'ou :

esin\pzﬁsint\/%,

9cos¢=acost\/%

Or,on a:

z=1Isinfcosy = Zecosq;zlacost\/%,

y = lsinfsing = Whsiny = lﬁsint\/%;
en éliminant ¢, il vient :

7Y
o2 ﬁz ’

Celle équalion représente la lrajecloire de la
projection du mobile sur le plan des xy, et Ton voil
que cette projection décerit une ellipse, dont le centre
est au point O, et dont les demi axes sont I« et (3.
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CHAPITRE XI.

Mouvement d'un point matériel
soumis & l'action d'une force centrale.

116. ProprLiME. — Un point wmalériel [ibre est
sollicité par wune force dirigée vers un cenire fixe
et dont Uinlensité wne dépend que de la distance
du point aw cenire fixe. Trouver les propriétés du
mouvement de ce point.

Nous savons (n° 29) que la trajectoire est une
courbe plane dont le plan passe par le centre d’action,
et par la direction de la vitesse initiale du mobile.
Nous rapporterons done le mouvement a4 deux axes
rectangulaires pris dans ce plan, lorigine étant au
centre fixe. Désignons par » la distance du point
a lorigine, par x, y ses coordonnées, et par ¢
Iintensité de la force accélératrice. I.es cosinus

. x 7 . ‘
directeurs de cette force sont — Rl '7/;, si elle est

‘ . z Yy . ) . .
attractive, et —, 'fi, si elle est répulsive. 11 en résulte
ror 2 y
que les composantes de la force sont — ¢ — — o =
_ - y r 7
dans le premier cas, et 9 Pl dans le second cas.
Nos formules se rapporteront au premier cas,
et il suffira de changer le signe de ¢ pour les

appliquer au second cas.
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Les déquations différenticlles du mouvement sont
done :

d?w_ @
7 P
M
d’y Y
a = %r

Nous pouvons remarquer ici que la force é&tant
dirigée vers un centre fixe, le principe des aires est
applicable (n° 30), et, par suite, on a, en désignant
par & Tangle que le rayon vecteur » fait avec laxe
des @ :

249 = cdt, )

¢ étant une constante qui se détermine par les
conditions initiales du mouvement. A cet effet, dési-
gnons par v, la vitesse initiale du mobile, « I'angle
gquelle fait avec la droite menée de la position initiale
du mobile vers le centre fixe, », la longueur de ccite
dao

at
de la vitesse suivant la perpendiculaire aw rayon

vecteur., Par conséquent, pour £ = 0, on a:

droite ; on sait (I, n° '76) que » — est la composante

L]

an . .
(7" : ) = P, sina, ou bien (
0

ah dﬁ) _ w,sinz
dt 0

dt r

0

ct, par suite, I'équation (2) nous donne, en y faisant
t =0,

¢ = ¥,v, sinx, (3)
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Le principe des forces vives qui ecst également
applicable au probléme actuel (n® 50) nous donne:

vdv = — ¢dr,
ou bhien :
dv? == — 20dr, (4
et, c¢n intégrant,
”
P2 — /002 = — zfq,dr_ ('0)
70

Les équations (2) et (5) peuvent d’ailleurs se déduire
facilement des équations (1). Ce sont deux intégrales
premiéres des équations du mouvement.

117. Obscrvons encore que, comme nous Pavons
vu (n° 32), I'équation (2) équivautl & la suivante :

vp =¢,

v étant la vitesse, p la perpendiculaire abaissée du
centre sur la direction de la vitesse. On en tire :

R<PES

Done, la wvilesse en un point quelcongue de lg
trajectoire est en raison inverse de la distance du
centre fize & la tangente o lo trajectoire au point
considéreé.

118. Proposons-nous maintenant de trouver lexpres-
sion de la vitesse en fonclion des coordonnées polaires
du point mobile.
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Prenons le point O pour péle, 'axc des x pour axe
polaire ; nous aurons :

ot dr® + r%dez;
diz
or, de I'équation (2) on tire :

»4el0?
C?

ar =

2
par conséquent,

, dr? 4 r2df?
rige®

alY
P2 = ¢? ,71‘7_}_ _é . (6)

Cette formule permet de déterminer la witesse en un
point quelconque, lorsque Ton connalt la trajectoire.
119. On peut aussi trouver lexpression de la force

accélératrice g en fonction des coordonnées polaires du
mobile.

A cet effet, reprenons I'équation :

P? == ¢

ou bien :

dvt = — 2pdr; (4)

- d’autre part, I'équation (6) nous donne en différentiant,
6 étant la variable indépendante :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 176 —

d’ou, en remplagant dans (4), il vient :

1

ar =

ctl 1 r
‘P:ﬁ<7—n+'——da'~'>' il

Cette formule permet de déterminer la force en un
point quelconque dc la courbe, quand on connait
I'équation de la trajectoire.

REMARQUE. — Cefte méme formule (7) permet
de délerminer la trajectoire, quand on connait la loi
suivant laquelle la force varie.

120. AprLICATION. — Supposons la forece propor-
tionnelle & la distance du point au centre fize.
Nous aurons alors :

¢ = p7,
p étant une constante positive dans le cas de Pattraction,

et négative dans le cas de la répulsion.
Les équations différentielles du mouvement sont :

drx ]
ae = TP
dxy

aE T Y

En intégrant, il vient :

@ —=Asint} u + Beost) g,

y =A'sint|/p +Beost] u,
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A, B, A, B’ étant des constantes que lon détermine
par les conditions iniliales du mouvement. En prenant
pour axe des « la droite qui va du centre a la position
initiale du mobile, et pour axe des ¥ la perpendiculaire
4 cette droite du méme co6té que la direction de la
vitesse initiale, r, ¢, et « ayant les mémes significations
que ci-dessus (n° 118), nous aurons, pour ¢ = 0 :

. . dx . . dy _ . ]
x=7r, y=0, (E?)o_—b"cos“" (W)o_v"sm“’

ces conditions nous permettent de déterminer les quatre
constantes A, B, A', B', et nous aurons :

o =—20 B i) - rycost )
fJ.
. (9)
y = v"smasintl/;-

Ve

- Ces formules délerminent les coordonnées x, y du
mobile en fonclion du temps. Elles donnent pour ces
coordonnées des valeurs périodiques, et I'on voit que
la durée de la période est ;

o
Ve

En éliminant ¢ entre les équations (9), on obtient
pour I'équation de la trajectoire :

.2 .
(xsin a -} y cos )% 4~ “v—‘; Y= rt2sin*a.  (10)
0

12
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Ainsi donc, quand g est positif, c’est-d-dire lorsque
la force est allractive, la trajectoire cst une ellipse
ayant pour centre le point fixe. Elle se réduit a un
cercle, quand on a :

’rr a
o == 5, ’UOZ = y?"0~_

Lorsque p est négatif, c’est-a-dire lorsque la force
est répulsive, les équations du mouvement sont ;

axx .

A

a2y

e = PYS

en Intégrant, il vient :
)/ u —tl/

@ = Ae -+ Be ,
: Ve —
y=A'e -+ Be ,

ct, en observant que pour £ = 0, on a :

x=1r, y=20, da = — 9,08 2, dy = 7,sinz,
dat/, ' dt/,

on irouve pour les valeurs des constantes :

r P, CO0S o 7 v, 08 o
A:?;)—-—n—T, B:FO‘}——O——T,
2 21 2 21
v, sin o
. pr . 2o S E,
Al = B—;, —
2y on
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par suite,

r,  V,C08 % tVu 7y | Vo COS & —tV/p
(-5

2 2y Y7y A
(11)
v, sin a (‘\/fj' —'t\/.‘;)
y—=2——\e — .
21 u
On en tire :
1(;\/; _4\/;2) xsina 4 7 cos «
s \e + e = - ’
2 7, sina
1(31/?‘ —”‘/f_‘) y 1
S \e —e =
2 v, sin o

d’'ou, ¢n élevant au carré et retranchant, il vient pour
I'équation de la trajectoire :

4 2
N o - P i Y S B
(xsin a - ¥ cos a) o Y 7,2 sin? a.

Cest TI'équation (10) dans laquelle on a changé
le signe de p.

Cette équation représente une Ayperbole ayant pour
centre le point fixe.

Observons que les valeurs (11) deviennent infinics
pour ¢ = oo ; done, le mobile mettrait un temps infini
pour parcourir la branche dhyperhole sur laquelle
il se trouve au commencement du mouvement.

121. ProBLEME. — St un point matériel déerit une
ellipse sous Uaction dune [orce dirigée vers son centve,
cette force sera proportionnelle & la distance 1y point
aw centre fixe.
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En désignant par a et & les demi axes de Tellipse,
I'équation polaire de la courbe est :

1)2 - azsin? 6 - h2cos2 8 1
(r o ath?

+a2_b2

— in2
T ar @ o 5.

Pour déterminer la force ¢ nous ferons usage de la
formule (4) ou de la formule (7). Or, on a :

1
‘ii_az—bgsme s
rdi a2l 60835

d’ailleurs, de I'équation de la courbe on tire :

. bt (0t — 7% at (rt — by
Sin?f= —————, ¢08*f = —————;
at — bt r? (@ — b2 r®

par suite,

al\
r) @ =yt — b
ab arbry® ’
d’ou :
1 2
L “r _li@—rie = afbt
72 a5 ) arbir: o

azht o

Par conséquent,
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et la formule (4) nous donne :

cr

¥ =

Ainsi done, la force émanant du centre sera propor-
tionnelle & la distance au cenire, et elle sera attractive,
puisque la valeur de ¢ est positive.

122. PrROBLEME. — Un poiné matériel décrit une
section conique sous laction dune force dont la
direction passe constamment par un foyer de cetle
courbe. Trouver Uempression de celfe force.

L’équation polaire de la courbe est :

4

.T=l+ecose’

p ¢tant le demi paramétre, e I'excentricité. La courbe
est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant
que 'on a :

e<1l, e>1, oue=1.

Or, de T'équation de la courbe on tire :

1 1-4-ecosh

r »

d'ou :
gzl
_r___ecos 6.
as R
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par suite,

1

az =
1 rﬁl—%—ecose ecosf 1
» T = P T T

et, par conséquent, la formule (7) nous donne :

CE
?-},72'

On voit que la force est attractive, puisque la valeur
de ¢ est positive, et quelle est en raison inverse du
carré de la distance au foyer.

123. PROBLEME. — Trouver le snouvement d'un
point matériel sollicité par une f[orce dirigée vers
un cenire fize, el donl Uintensité varie en roison
inverse du carré de la distance du point au centre fize,

La force accélératrice sera donc égale a ;—Lg Observons
que si le centre dattraction cst mobile, on peut
ramener le probléme au cas du mouvement d'un point
autour dun centre fixe. Cest ce que Ton fait dans
le mouvement d’'une planéte autour du Soleil, si Ton
tient compte de Taction de la planéte sur le Soleil.
En effet, soient M la masse du centre daction, par
exemple le Soleil, 4, la massc du point attiré,
par exemple une planéte. Le point = est attiré par

. 1 oMo
le point M par une force accélératrice el dirigée
de m vers M; le point M est attiré par le point m

. moo...
par une force accélératrice — et dirigée de M vers m,

c’est-a-dire en sens contraire de la précédente. Or, on
pourra considérer le point M comme fixe, a la condition
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d'introduire au point s et au point M une force égale

. . m .
et contraire 4 la force — s Le point s est alors
L . M m
sollicité par les deux forces de méme sens o et ok

dirigées de s vers M, et le point M est ramené au
repos. Si donc nous posons M -+ mm = g, nous pourrons
considérer le centre datiraction comme fixe, et le
point m comme sollicité¢ par la force accélérafrice 'Hﬁ,
dirigée vers le centre fixe.

Les équations différentielles du mouvement sont :

dx _ _um
de 73’

)
dy _ _ By
de 3"

Le principe des aires nous donne l'intégrale premierc :
r2df = edt, (2)

dans laquelle la constante ¢, d’aprés ce que nous avons
vu (n° 116), a pour valeur »,v,sine«, en désignant
par #, ¢t v, les valcurs initiales de + et », et par «
Tangle que la vitesse initiale fait avec le rayon vecteur
mené de la position initiale du mobile au centre fixe.
L'intégrale des forces vives nous donne I'équation :

v?~h—{—2/‘(de 4 Ydyp) =" — 3/;_ dr,
d’ou :

7:2=h+2‘u,

7
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¢quation dans laquelle on a :

2, o

Nous aurons donc une seconde intégrale premicre :

dre - redbe 2u
—ar
ou bien :
dre as2 2u
JE T gE=h (4)

En ¢liminant d¢ entre les équations (2) et (4),
il vient :
dr® P

: ¢ _, .
-

Cest l'équation différentielle de la trajectoire.

On serait d'ailleurs arrivé au méme résultat au
F’-
e

moyen de I'équation (7) (n° 119) en y faisant ¢ = "
124. De I'équation (5) on tire :

cdr

r Vet f 2ur + kit

a8 = +

on prendra le signe -+ dans le second membre,
lorsque » croit quand 8 augmente, car alors df et dr
sont de méme signe ; au contraire, on prendra
le signe —, si » décroit quand 9 augmente, puisqu’alors
dr et df sont de signes contraires.
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Nous supposerons, pour fixer les idées, qu'a partir
de la position initiale correspondant & » = », les rayons
commencent par croitre, et nous prendrons donc le
signe +. Nous aurons I'équation :

cdr

de _ .
rV ¢+ 2ur + i?

6)

Pourintégrer cette éguation, remplagonsles constantes
¢ et 2 par d'autres qui faciliteront la solution.
Si T'on pose :

hr? - 2pir — ¢t = 0,

cette équation a ses deux racines réclles : en effet, pour
r = 0, le premier membre est négatif, et il est d'ailleurs

" dar .
positif pour d’autres valeurs de #, sans cela 6 e serait

jamais réel : Désignons ces deux racines par a (1 — e€)
et a (1 4+ e). Nous pouvons observer que ces deux
racines sont les deux valeurs minimum et maximum

dr

7 0.
Cest donc en passant par ces valeurs de » que dr
change de signe.

De ce que les deux racines de I'équation du second
degré sont égales 4 ¢ (1 —e) et a (1 I e), on tire :

du rayon vecteur », puisqu’elles donnent

h=—%, c=l/,'za(1—82)- (7)

I’équation (6) devient alors :

_—dl
r

9= 1 2 1 ;
\/_ﬁ+ar(l—ez)_a2(l—eij
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on en tire, en intégrant,

— ot
0 =a -4 arc COS}(M——I),
: e r A
et, par conséquent,

all—ey
T 1+ ecos@—a)

On voit done que la trajectoire décrite par le mobile
est une section conigque ayant le centre dattraction
pour l'un de ses foyers. D'ailleurs, la constante e n’est
autre que l'excentricité de cette courbe qui sera donc
une ellipse, une hyperhole ou une parabole, suivant
que l'on aura :

e<l, e>1, ou e=

Or, des formules :

=V (=), h=—5
on tire :
CQ, __>2'=_E __ p2\.
;_—a(l e h(l e%);
dou :
v
E_I§+1=gz,
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e =\/1 + c-iz_
P.

Par conséquent, on aura :

ou bien :

e<l e>1l, ou e=1,
suivant que l'on aura :
h<0, h>0, ou h=0.

Mais, on a :

done, la trajectoire sera une ellipse, une hyperbole
ou une parabole, suivant que 'on aora :
R 1. 2473
2 <o B> ou@oz———ﬁ
Il résulte de la que Tespéce de courbe dépend
seulement de la grandeur de la vitesse initiale, et non
de sa direction.
125. Pour obtenir la loi du mouvement sur la
trajectoire, observons gue les équations (2) et (6) nous
donnent, en ayant égard aux formules (7) :

rdr

dt = .
2
\/—%—+ 207 — pa (1 — ¢
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On pourrait intégrer le second membre au moyen
d'un arc de cercle; mais, la formule ainsi obtenue serait
peu favorable pour le calcul de # en fonction de 2.

Pour intégrer plus facilement, observons que » élant
-fompris entre @ (1 — e) et a (1 -+ e), on peut poser :

7r=a (1 — ecos u),

u# Glant une variable auxiliaire.
Nous aurons alors :

a
= ——— (1 — ecos u) du,
V

et, si 'on pose :

il vient :
ndl = (1 — e cos u) du,
d’ol, en intégrant,
nt = u — esin u.

On n'ajoutera pas de constante, si I'on suppose u = 0,
pour { = 0, cest-a-dire si 'on compte le temps 4 partir
de linstant ou le rayon vecteur est minimum,
et égal & o (1 — e). Quand il sagit du mouvement
d’'une planéte, ce point s'appelle le périhélie ; le point
diamétralement opposé, pour lequel le rayon vecteur
est égal 4 a (1 + e) est Paphélie.
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126. REMARQUE. — En comparant les deux valeurs
de 7 :

B a(l — e
Tl ecos(h—a)

r=a(l —ecosu

2]

on voit facilement que, pour 8 = a, onar =a (1 —e),
ctu =20.

Si I'on comptait les angles 8 4 partir de la droite qui

va du foyer au périhélie, on aurait « = 0, et, dans
ce cas, il vient :

_all—ey
T 14 ecosb’

Alors Tangle v passe en méme temps que 6 par les

valeurs 0, =, 2r,... On lappelle Vanomalie excentrigue
de la planéte, 8 est lanomalie vraie.

127. La formule :

nt = u — esinu,

sert 4 délerminer u en fonction de ¢, et, par suite,
au moyen de la formule :

r=a(l — ecosu),

on aurait » en fonction de ¢.

Dautre part, en égalant les deux valeurs de »,
on obtiendra une relation entre 6 et ». Nous aurons :

1 — e

1—€COS’M=]—-my
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d’ott T'on tire :

cosu —e

cosf=—2-_ -
l1—ecosu’

par conséquent,

1_*_0059___(1—6)(1-}—0051/6\’
1 —ecosu

(146 (1 — cosu)

1 —cosh =
1—ecosu

et, en divisant,

1 1 e, 1
tgéez\/ljﬂ—etg‘_’u

Cette formule donnera 6 en fonction de ¢, lorsque u«

aura été déterminé en fonetion de ¢.

Comme on le voit, le calcul des coordonnées » et 6
en fonction de ¢ serait trés pénible. On évite ces
difficultés en employant les développements en séries
procédant suivant les puissances de e. Cest ce qui

constitue le probiéme de Képler.

128. REMARQUE. — La durée T de la révolution

de la planéte est donnée par la formule :
nt=1u-—esinuy;
en y faisant v = 2=, il vient :

nT == 2m,
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dou :

129. Cette formule nous permet de démontrer la
trotsieme loi de Képler. En effet, si lon néglige
la masse s de la planeéte, comparativement a la
masse M du soleil, on pourra remplacer v par M,

et on a alors

o]

2=a
=
pour une autre planéte, on a de méme :

3

2ra’
T = .

V'M

On en tire :

TZ a.’l
Tz = g’

ce qui est la troisiéme loi de Képler a savoir que
les carrés des temps des révolutions de deux planétes
sont entre eux comme les cubes des grands axes de
leurs arbiles.

130. La vitesse en chaque point de la trajectoire
est donnée par la formule :

: 2u
1;2=h+—7;—u,
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Mo, .
et, en remplacant A par sa valeur — e il vient :

2
V2= u (: — })
r (24

Probléme de Képler.

131. Proposons-nous dc trouver les développements
des coordonnées polaires » et 6 dune planéte en

fonction du temps.
A cet effet, nous devons appliquer une formule

de Lagrange que nous croyons utile de rappeler

d’abord.
Soient » une fonction de ¢ et de e, définie par

I'équation :
u=14§+ epu),
e étant une quantité trés petite, et F (x) une fonction

quelconque de la variable ». Le développement de F(x)
suivant les puissances ascendantes de e sera donné par

la formule suivante ' :

F(u)=F () +{F @30 +1 7z [F Qe @)

e am— | H{r 7ym
tetieTm a’im—l[F @ @1+

1. BERTRAND. Traité de calcul differentiel. 1864. p. 312 el

suivantes
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En particulier, pour obtenir le développement de
suivant les puissances de e, il faudra fairc F(u) = u,
et il vient alors :

. e et do(t) e do(t)
u=t+ 7¢O+ 5 3 am  ®

132. Cela posé, si I'on veut obtenir le dévelop-
pement de lanomalie excentrique u, qui est donnée
par la formule : ’

u=2~¢ -+ esinu, (1)

dans laquelle on a posé 7 = nf, il faudra appliquer
la formule (B), en posant :

p(u) = sin u, ¢(§} = sin g,

et nous aurons, en conservant la lettre £ pour simplifier
les notations :

. ¢ dsin?% e d2sind §
u=ttesint+ 5 —— + 753 dz o

Or, si nous remplagons les puissances des sinus par
les sinus et les cosinus des multiples de %, et si
nous effectuons les différentiations indiquées, il vient,
en remplagant ensuite § par né, et nous arrétant aux
cinquiémes puissances de e:

2
u=nt-{-esinnt +%sin 2nt —{—g (3sin3nf—sinnd)
(2)

(63sinbnf—3*sin3ni+2sinni).

et o . . e’
+§'—é(25m4nt—sm2nt)+2, 3

13
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133. Pour obtenir 'expression du rayon vecleur p,
(ui est donnée par la formule :

r
T o-1—ecosu, (3)
a

nous appliquerons la formule (A) en posant :

Fu)=1—-ecosu, F{f)=1—ecosZ, F'(Z-=esinz, oZ)=sinz
{ 4 N

Cl nous aurons :

” ; e e dsin3g et (sintf
—=1-—ecos’+ esin?g L = —— S
a 1.2 d¢ 1.2.3 oz

»m~a

En remplacant les puissances des sinus par les sinus
ot cosinus des multiples de &, effectuant les différen-
tiations indiquées, ct remplacant enfin Z par #Z, il vient,
en s'arrétant aux einquiémes puissances de e :

e

o (B cos3nl—scosid)

r ; & cos2ni—1
?L=1—e(,osn{—§\cos~n — .)—.)

8

4
— 5 (4t cos dnt — 4 . 2% cos 2ni) (1)

2.3.2

[°M

e’ . 5.4
WL (53 cos Hnt — 5.3%cos3nl + I——_)-cos nl).

134. Pour obtenir le développement de lancinalie
vraie 0, qui est donnée par la formule :

1 +e
1—e

1
tg i 0= tg 5 Us {5}
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nous aurons & fairc usage d’'unc autre formule duc
aussi & Lagrange et que nous allons démontrer,
Soit I'équation :

tgx=m gy,

et proposons-nous de irouver le développement de @
en fonction de .

En remplacant les tangentes par les rapports des
sinus et des cosinus, et cnsuite les sinus et les
cosinus par les exponentielles imaginaires, on trouve,
en désignant par ¢ la base des logarithmes népéricns :

Vs S ey W1 vy
¢

— ¢ __mc —c
z|/ =1 —zy /=1 wp—1 w1
c +c c +ec
ou hien :
22/ =1 w1
c -1 —m c — 1
22y /— 1 __ wl =1 ’
c Vv +1 c vV 4-1

d’'ou Ton tire :

. =1 _ -/ 1
g’-l/:1=(m+l)c?“/ 1—(97@—1)_62111/*11—)\0 W
P -1 i
(m—}—l)——(m—l)cyv 1 1—12”‘/ l
¢n posant :
;nm—l
T m 417
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Prenant les logarithmes des deux membres, noug
aurons, en divisant par 21”7 — 1,

2=y + W_lT—l[l (1—7@_2“/_l)—l.(l—Acgym)].

Si 4 est moindre que T'unité, on pourra développer les
logarithmes en séries, et il viendra, en remplacant
les exponentielles imaginaires par des sinus et des
cosinus :

;\2 XS
& =1y -} Asin2y +~2— sin 4y §sin6y + ..

135. Cette formule, qui a été donnée par La.grarige,
est applicable & I'équation (5): en effet, dans le cas
actuel, on a:

par suite,

:|/1+e—l/l—e= e
Vitet+pPl1—e 1471 —e’

ot, par conséquent, A est moindre que 1'unité.
Nous aurons done la formule :

A% 22
6=u+2[lsinu+ gsin2u+§—sin3u+ ] (6)
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Or, des formules (1) et (2) on tire :

. u
SIMU=

J— 2
m=sinm‘+ gsin2nt+ %(SSin 3ni—sinnf) +-...

On obtiendra. sin 2u, sin 3%,... en appliquant
la formule (A) dans laquelle on fera succesivement :

F(u) = sin2u%, sin3u, ... ¢(u) = sin u,
F %) = sin2;, sin3%, ... ¢{f) = sing,

et ensuite § = nt.
Nous aurons ainsi :

sin2y =sin2nt + e (sin3nt — sinn) -t e? (sindnt — sin 2nf)

3

+ )—ﬁg (25 sin Bn¢ — 27 sin 3né - 4sinng) + ...

sin3ut = sin 3nl - % (3 sin 4n¢ — 3 sin 2nfd)

2
4+ ;—3 (15 sin Bnf — 18 sin 3nf - 3 sin 2d)

3
+ i— (9 sin 6n¢ — 12 sin 4nt -+ 3 sin 2nf) 4 ...

I ne reste plus maintenant qu'a développer les
puissances de 4 suivant celles de e. A cet effet, nous
poserons :

14+ VT —e =1, (7
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el nous aurons :

-1
3= ¢L

Par conséquent, pour obtenir 3P, il faudra déve-

— P
lopper L. suivant les puissances lde e.
Mais, de la formule (7) on tire :

L2 —2L 4 1 =~ 1 — e,
d’ou :

e!
L—2——-E-

Or, nous pourrons développer L 3 suivant les
puissances de e*, en appliquant la formule (A) de
Lagrange dans laquelle nous remplacerons e par e°,
et faisant :

W=l =2 gWl=—1, 9l =—3
Fl=L ) Fl)=—pln, Fli=gp, Fl=—zm
nous aurons ainsi :

L =5 ; +ariett s pzj:* ‘-}-7’54;)25;:")(3 e

par suite :

p+2VK p+4 46
plp43) ppF+-4(p+5H
2P+2p+2 R i 55 aere ¢ T
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- & maintenant nous substituons dans I'équation (6)
les valeurs de u, sinu, sin2w,... ainsi que les valeurs
des différentes puissances dc 2, nous aurons, cn nous
arrétant aux cinquiemes puissances de e :

,
g = nf + 2e sinnt 4- % e*sin2nt 4 2:—& (13sin 30t — 3 sinnd)
et .
-+ 555 (103 sin 4n{ — 44 sin 2nf)

g (1097 sin Sié — 645 sin 3L + 50 sin ).
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LIVRE 1I.

DYNAMIQUE DES SYSTEMES.

CHAPITRE PREMIER.

Théocrie des moments d'inertie.

136. Avant daborder l'étude du mouvement des
systémes, nous allons considérer certaines intégrales
définies qui jouent un réle trés important dans la
théorie du mouvement des corps solides. Nous admet-
trons, comme nous l'avons fait dans la théorie des
centres de gravité (I, n° 329), que la matiére qui
compose un corps solide est distribuée d’une maniére
continue dans la totalité de Iespace occupé par
le volume de ce corps. Cette hypothése n’aménera
aucune erreur appréciable dans les actions exercées
sur les différentes parties du corps.
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13%7. On appelle moment dinertie dun point
malériel de masse m par roappori & un axe,
le produit m»* de la masse de ce point par le carré
de sa distance 4 laxe.

Le moment d'inertie d'un sysiéme de points matériels
de forme invariable par rapport &4 un axe est égal
a4 la somme des moments d’inertie de ces différents

points par rapport a l'axe. Si donc m, m', m",... sont

U

les masses des différents points, », #, +",... leurs
distances a l'axe, le moment d’inertie du systéme sera :.

mr? - '’ 4 " L = N,

Si, au lieu de considérer des points massifs isolés,
nous considérons un corps solide continu, le moment
d’inertie du corps por rapport o un axe sera égal
a la somme des moments d’inertie de ses ¢léments par
rapport & cet axc.

Si donc on désigne par diz 1a masse d'un des éléments
du corps, par » la distance de cet élément a laxe,
le moment d’inertie du corps par rapport a I'axe sera ;

I =/'9"2dm,

I'intéarale étant étendue au corps tout entier.

REMARQUE. — En désignant par Ji un élément de
volume, de surface ou de ligne, suivant que le corps
sera un volume, une surface ou une ligne, le moment
d’incrtie sera donné par la formule :

I nfp)'?du,

p étant la densité au point x, y, 2 ol se trouve
Ielément du; p sera donc une fonction de x, y, 2.
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On voil par ce qui précéde que le moment d’inertie
dépend seulement de la forme du corps et de la
distribution de la matiére dans ce corps. Il dépend
de la position de la droite par rapport & laquelle
on prend cc moment d'inertie.

138. INTERPRETATION MECANIQUE DU MOMENT
D'INERTIE D'UN CORpPs. — Soient o la vitesse
angulaire du mouvement de rotation du corps autour
de l'axe, dm la masse d’'un élément de ce corps, et »
la distance de cet élément & l'axe. Pendant le temps
infiniment petit d¢, le point # décrira un arc inflniment
petit 7' dans un plan perpendiculaire & l'axe.

La vitesse linéaire de l'¢lément dw au point s est
v = wr, dirigée suivant la tangente & la circonférence
de rayon ». La quantit¢ de mouvement de eet ¢lément
est wrdim; c’est, comme on sait (I, n° 202), la mesure
de la force qu'il faudrait appliquer au point dm lihre
¢t au repos, pour lui communiquer la vitesse » = wr
pendant unité de temps. Le moment de cette quantité
de mouvement ou de la force quelle mesure, par
rapport & Taxe est égal (I, n° 33) a la projection
de la force sur un plan perpendiculaire a l'axe par
la distance de cette projection & laxe. Or, ici, la
projection est fla force elle-méme ; done, le momeni
de la force par rapport a laxe est:

wrdm . r = wridm.

La somme des moments des quantités de mouvement
du systéme sera donc égale a :

fwrﬁdm = m‘/‘oﬂdm.

Done, le moment d’inertie d'un corps par rapport

a2 un axe est égal & la somme des moments dcs
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quantités de mouvement de tous les points du corps
par rapport i I'axe pour une vitesse angulaire égale
4 Tunité.

139. Le moment d’inertie d'un corps par rapport
a4 un axe OI étant calculé, il est évident que Ton
peut toujours imaginer une longueur £, telle quen
désignant par M la masse totale du corps, on ait :

f 72 dm = ME2,

Cette longueur % est ce que T'on appelle le rayon de
gyration du corps par rapport 4 la droite OL 11 est
facile de voir que cette longuecur % nest autre que
le rayon d'un cylindre de révolution qui aurait la
droite Ol pour axe géométirique, et sur la surface
duquel on supposerait la masse du corps répartie
comme on voudra : en effet, le moment d'inertie
de ce cylindre par rapport & Yaxe OI serait égal
4 MZS.

140. PRrROBLEME. — Connaissant le moment d'inertie
d'un corps par rapport G un axe, trouver le moment
dinertie de ce corps par

Fig, 26. ) . 16l

. . rapport & un axe paralléle
aw premier.

Ko AN Prenons le premier axe

m pour axe des z, et pour

i
!
|
|
T
.
'y

plan des zz le plan passant
par les deux axes (fig. 26).

Soient m (2, ¥, 3) un
point du corps, dm sa masse,
mK = r et mN = R ses
distances aux deux axes,
OA = a la distance dc ces axes.

Y
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Le momeni d’inertic du corps par rapport a 0z est

.rzdm, et son monient d'inertic par rapport 4 AD
est f R*dm.

Or, on a :

Ri=(wx — aF 4 y* = r* — 202 + a*;

par suite,

fR%im = fr’-’dm — 2a./‘xdm + a?fdm.

Mais, en désignant par o, v,, 5, les coordonnées
du centre de gravité du corps, et par M la masse
du corps, on a (I, n° 323):

M =fdm, Mz, :fmdm;

par conséguent,

f Ridin — / r2dm — 2aMx, -+ Ma®.

141. Cas PARTICULIER. — Si l'axe des z passe par
le cenire de gravit¢ du corps, on a : z, = 0,
et il vient :

f Ridm = f r2dm -+ Mal.

On a donc le théoréme suivant :
TufiorEME. — Le moment d’inertie dun corps par

rapport & un axe quelconque, est: égal au moment
d'inertie de ce corps par rapport @& un axe poralléle
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passant par le centre de gravité, augmentd du produit
de la imasse entiére du corps par le carré de la distance
des deux axes.

CoroLLAIRES. — De la formule précédente on conclut
yuce le moment d'inertie d’'un corps par vrapport & un
azxe passant par son centre de gravité est moindre
que pour tout autre axe paralléle ¢ celui-ce,

On en conclut aussi que le moment d'inertie w'a pas
de maximum, puisquil augmente indéfiniment avec a.

Enfin, si @ est constant, le moment d’inertie reste
constant.

Done, le moment d'inertie est constant pour lous les
axes paralléles el égalemen! éloignés d'un axe passant
par le centre de gravité.

REMARQUE. — On peut encore démontrer la formule
préeédente comme suit :

Soient z,, 7,, %, les coordonnées du centre de gravité
G, par rapport a trois axes rectangulaires Oz, Oy, 0z
menons par le centre de gravité trois axes Ga,, Gy,, Gz,
paralléles aux axes coordonnés,

Soient «, y, z les coordonnées d'un point 7 du corps
par rapport aux axes Ox, Oy, 0z, et x,, ¥,, 5, les
coordonnées de ce méme point par rapport aux axes
sz, Gy,, Gz, ; désignons par I le moment d’inertie
du corps par rapport a I'axe Oz, et par I; son moment
d’inertie par rapport & Gz,. Nous aurons:

I= /‘(.at:2 + ¢yt dm;

Or,
X == T, + Ly,

vy =y + ¥
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par suite,
.I 5/‘% (w, + @+ Y, T Yo E din
=f(x12 + ¥, dm 4 Q.rofxldm

=+ 2y, /.yldm + (&2 + yoz)fdm.

Mais, le centre de gravité étant lorigine des
coordonnées x,, y,, z,, on a (I, n° 323):

fa;ldm. =), fyl(lm =0;

par conséquent,
1 -cf(wf 4+ .7 din 4+ M (22 + 2),

ow bhien :
= I, 4+ Mr},

en designant par », la distance des deux axes.

142. ProBLiME. — Trouver le moment dinertie
d'un corps par rapport o un axe Ol possant par
Torigine et faisant des angles &, B, y avec les axes.
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Soient m (@, ¥, 2) un point du corps (fizg. 27),
mP = 7 sa distance 4 'axe OI. Nous aurons :

.I =f7-2dm.

Fig. 27.

Or, on a:
72 = 82sin? § — &2 (1 — cos? §)

=a? 412+ 22 — (rcosa + y cos B + 2z cosv)?

= o (1 —cos? &) 4y (1 — cos? B) + 2% (1 — cos® )

— 27y cos a cos 3 — 2%z cos acosy — 2yz cos 8 cos v,
ou hien, 4 causc de la relation

cos?a 4 cos? 5 - costy = 1,

r®=u?(cos® B+ cos?y) - i2 (cos?a | cos?y) - |- 52 (costa 4 cos? )

— 2xy cos v.¢os B — 22z cos wcos Y — 2yz cos B cos ¥

= (1> + 2% costa -} (32 + %) cos® B 4 (@ + ¥ costy

— 2yz cos B cos Y — 22z €os Y oS a — Y oS @ cos P
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Remplagons »° par cette valeur dans I'expression
de 1, et posons:

A=f(y2+z2)dm, Bzf(z.’z—{—.ﬁ)dm, C:f(w2+y2)d;n,

D:fyzdm, E:fwzdm, r =fxydm,

nous aurons :
I=Acos?x+ Bcos*f§ + Ccos*y

— 2D cos B eos v — 2E cos « cos Y — 2F cos « cos f.

1l est facile de voir que les quantités A, B, C sont
les moments d’inertie du corps par rapport aux axes
Ox, Oy, Oz ; quant aux quantités D, E, F on leur donne
le nom de produils d'inertie par rapport & ces mémes
axes.

143. PrROBLEME. — Trouver la lot suivant lagquelle
varie le moment d’inertie d'un corps par rapport & une
droite quelconque O, lorsque celte droite prend
successtvement toutes les positions possibles aulour
du poinl O.

Soit 1 le moment d’inertie du corps par rapport & un
axe OI, déterminé par les angles «, f3, ¥ qu’il fait avec
les axes. Nous aurons (n° 142):

[ = Acos?ta--Beos*@ - Ccosty
— 2D cos B cos ¥y — 2E cos a cosy — 2F cos z cos f.
Cela posé, prenons sur la droite OI, a partir du point
0O, une longueur ON = —1—1, et cherchons le licu

géométrique du point N ainsi obtenu.
14
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Tin désignant par X, Y, Z les coordonnées du point N,
et par p la distance ON, on a:

1

T —X V1, cosﬁ=E=Y|/f,

2

o | A

Z
cos i Sl \? = Z l/I L]
ct, en substituant dans Tequation précédente, it vient :
1= AX® { BY® - CZ®* — 2DYZ — 2EXZ — 2FXY.

Le licu est donc unc surface du second degré, ayant
pour centre le point O. Dailleurs, comme le mowment
d’incrtie I ne peut étre nul pour aucune droite mende
par le point O, le rayon vecteur p de cette surface
ne peut jamais devenir infini. Par conséquent, la surface
est un ellipsoide.

A chaque point de Tespace correspond un ellipsoide
analogue, qui fait connaltre la loi de variation du
moment d'inertie du corps par rapport aux différents
axes menés par ce point. Cet ellipsoide a recu le

nom d'ellipsoide 'inertie. Poinsot l'appelle ellipsoide
central,

Drailleurs, de la formule :

on tire:

-
G4
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On en conclut le théoréme suivant :

THEOREME. — Les moments dinertie d'un corps par
rapport & différents axes passant par une méine
origine sont inversement proportionnels aux carrés
des rayons vecleurs d'un ellipsoide d'inertie ayant celle
origine pour cenire.

REMARQUE. — 8i le corps se réduit 4 une surface
plane, ct si 'on prend les mowments d'inertic de cetle
aire par rapport a tous les axes de son plan passant par
un méme point, I'ellipsoide est remplacé par une cllipse
que l'on appelle ellipse d'inertie.

Axes principaux d'inertie.

144. Il est évident que les coeflicients A, B, C, D, E, I¥
ont des valeurs qui dépendent du choix des axes
coordonnés. Si l'on prend pour axes coordonnés les axes
principaux de lellipsoide, les équations précédentes
se simplifient.

En effet, les rectangles des variables disparaissant
alors de I'équation de l'ellipsoide, on a :

D=0, E—=0, F—0,
cu bien :

f_?/zdm =0, fwzdm = (), fwydm = 0.
L'équation de l'ellipsoide se réduit 4 la suivante :
1 = AX® 4 BY? 4} CZ%

On voit done qu'il existe toujours un systéme d’axes
tel que les trois intégrales D, K, F soient - nulles.
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Ce systéme étant celui des axes de Tellipsoide est
unigye, lorsque les trois axes de TPellipsoide sont
inégaux. Ces trois axes sappellent axes principaucx
d'inertie relatifs au point O, et les moments corres-
pondants sont appelés moments d’inertie principaus.

Le moment d’'inertie d’'un corps par rapport a un
axe queleconyue passant par lorigine O sera done,
en désignant par «, 3, y les angles que cet axe fait avee
les axes principaux, et par A, B, C les moments
Jd'inertic principaux :

I — Acosta -+ Beost 3 + Ccosty. (A)

145. Il résulte de ce que nous venons de voir que
les axes principaux d’inertie pour un point O sont
earactérisés par les trois relations :

fyzdm =0, ‘/.xzdm =0, facydm = 0.

Si on considére seulement deux de ces relations, par
cxemple les deux premiéres, I'équation de I'ellipsoide
ne renfermera pas la variable z au premier degré.
Par suite, les dcux relations :

/yzdm =0, ‘/-xzdm = Q,

sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que
laxe des z soit un axe principal du corps relalif au
point O.

146. §i deux des moments principaur sont égaux,
par exemple si 'on a : A = B, Tlellipsoide est de
révolution autour de l'axe des z. Dans ce cas, les
moments d’inertie relatifs 4 toutes les droites du plan
des xy, c’est-a-dire & toutes les droites menées par le
centre de l'ellipsoide perpendiculairement a4 son axe
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de révolution sont égaux entre eux. Toutes ces droiies
sont donc des axes principaux d'inertie, et les moments
d’inertie relatifs 4 ces axes ont pour valeur A = B.

Dailleurs, puisque pour un queleconque de ces axes
on a:y=90° la formule (A) (n° 144) nous donne :

I = A {cos?a -+ cos® () == A.

147. Si les trois moments principaur sont égaux,
cest-d-dire silon a : A = B == C, lellipsoide devient
une sphére. Dans ce cas, tous les moments d’inertic
sont égaux entre eux; tous les axes sont des axes
principaux ; une droite quelconque menée par le point O
sera un axe principal.

D'ailleurs on a alors pour le moment d’inertie: relatif
4 un axe quelconque :

I = A (cos? o + cos?f3 + cos?y) = A.

148. TafoREME. — 8i un axe esl principel pouvr
un point O pris sur sa direction, le produit dinertie
sera nul pour un axe quelcongue siué dans le plan
mené par le point O perpendiculairement & cet axe.

En effet, si I'axe des
z est principal pour le
point (O, nous aurons
(n° 145) :

fyzd7n:0, fxzdm::().

Celaposé, soient(fig.28)
Ox'une droite quelcongue
mende dans le plan dessry
par le point O, ¢ l'angle
quelle fait avec I'axe des x, et x', ¥' les coordonndes

Fig. 28.

2
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d’'un point m du corps par rapport aux axes Oz’ et Qy'.
Nous aurons :
&' = xcosg | ysing,
!

Y'= — rsing + y cos @.

Par suife, le produit d'inertie relatif a Iaxe Ox' sera ;
/x’zdm == oS cp/ x3dm -~ sin g/ysdnz = 0,

¢c qui démontre le thiéoréme énonce.

Réciproquement, un axe sera principal pour unc
origine O prise sur sa direction, lorsque le produit
d’'inertic sera nul pour un axe guelcongue mené par
le point O dans un plan perpendiculaire & cet axe.

En cffet, si [ a'zsdm = 0, quel que soit langle o,
il résulte de la formule précédente que I'on aura :

‘/‘wzdm =0, fyz(lm = 0.

149. THEOREME. — St un axe est principal pour
une origine O, il v'existe pas, en général, dautre point
pris sur sa direction pour lequel il soit principal.

En effet, si laxe 03 cst

Fig. 29 .. . e
2 principal pour origine O, ona:
-.m » »
; ! /w;dm =0, ‘/y:clna = 0.
r—‘+, h
Lo X
t . . -
( Soit 0" un point pris sur
" t N o
Y ———7— laxe Oz (fig. 29), et posons
/ 1 00" = ¢; par le point O
y menons deux axes Q'a', Oy

paralléles & Oz et Oy, et
cherchons les deux intégrales :
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/ x'3' din, /y';’dua.

Nous aurons : & = &', y =y, s == 2'-} ¢; par suile,

fx’z’dm =/.L‘ (g — ¢) din =./laczdm — Mz,
fy'z’dnz =/.y (¥ — ) din =/'y:dm — ¢My,,

Ly Yy 2, Ctant les coordonnées du centre de gravité
du corps.
On a done :

/a;’:’ i = — cMax,, )
/y'z'dm = — cMy,.

Or, en général, x,, y, ne sont pas nuls; par
conséquent, les produits d’inertie f Z'3'din et f y's'din
ne soni pas nuls, e, par suite, axe des # n'est pas
principal pour le point O'.

En particulicr, si l'axe Oz passe par le centre de
gravit¢ du corps, on aura: %, =0, y,= 0, ct, par
conséquent,

fx’z'dm = 0, /ly':'dm =0,

quel que soit c.
Donc, un axe principal du centre de graviié est
Jirincipal pour toutes les origines prises sur sa direction.
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150. ProBLEME. — Une droite quelconque diant
donnée, on demande de déterminer si cette droile
admet une origine prise sur sa direclion pour laquelle
elle devient axe principal.

Prenons la droite pour axe des z (fig. 30), et deux
droites Oz ¢t Oy pour axes
des @« et des y. Par hypo-
thése, l'axe Oz nest pas
principal pour lorigine O :
par conséquent, [ xzdm et
/lyzdm sont différents de
Z810.

Cherchons gl existe un
. point O' pour lequel cetie

4 droite Oz soit un axe prin-

) cipal, et menons par ce
point deux axes Oz et O'%' paralléles & Oz et Oy.
Si l'axe des z est principal pour lorigine O', nous
devrons avoir :

fm'z’dm =0, fy'z'ﬂm = 0.

Or, en désignant par ¢ la distance O0', on a (n° 149)
fm’z’dm =fwzdm — cMux,,

f_'/'z’dm =fyzdm — cMy,.

Nous aurons donc deux équations :

Fig. 30.

‘/‘wzdm — cMx, =0,

fyzdm — ¢My, =0,
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pour déterminer linconnue c. Par conséquent, le
probléme cst impossible, & moins que l'on nait :

’ faczdm /'yzdm
@ Yy
ol bien :
yol/‘wzdm — .'rofyzdm = 0. (B)
Telle est la condition qui doit étre vérifiée pour que
l'axe Oz puisse étre principal pour un point Q' pris

sur sa direction. Ce point O' sera alors déterminé
par la formule :

f xzdm / 'g/z din
¢ = = .
Mz, My,

11 est facile de voir que I'équation (B) exprime que
le produit d’inertie est nul par rapport a un axe OK
mené par le point O perpendiculairement au plan
passant par la droite et le centre de graviié du corps.

En effet, désignons par K le produit d'inertie par
rapport & cette droite OK, et soit ¢ 'angle que cette
droite fait avec 'axe Ox ; nous aurons (n° 148) :

K = cosg fxzdm -+ sin quzdm.
Or, comme ¢ = 90° + «, on 4 :

. . x
COScp=—Slnd.=—z°—, sing =cosa = =21,

o 7
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en désignant par x,, y,, 5, les coordonnées du centre de
gravité, et par o sa distance 4 I'axe Oz. Par conséquent,

. Yy [ @
K= -—ﬁ/ xzdin -+ _—“f;l/;dm,
", 7y

et la condition (B) nous donne K = 0.

Done, pour qu'une droite quelconque qui n'est pas
un axe principal pour une origine O prise sur sa
direction, le devienne pour une autre origine 0', i faut
gue le produtl d'inertie soit nul par rapport & un axe
sené par le point O perpendiculairement aw plan
passant par la drotie el le cenire de gravité du corps.

151. TnLoriEME. — La somme des moments dinerlie
dun corps par rapport a (rois axes rectungulaiies
partant dun méme point O, est constanle et égale
a la somme des moments principauxr relotifs & ce
néime point.

En cffet, soient Oz, Oy, Oz les axes principaux
du corps, et O, Oy', 03 trois axes rectangulaires
passant par le méme point O, (=, £, ), (%, &, ¥),
(2", B", ¥") les angles que les derniers axes font avee
les premiers.

En désignant par A', B, C' les moments d’ineriie
relatifs aux axes Oz, 0y, 03, on a (n° 144) :

A' = Acostz 4 Beos 3+ Ceosty,
B' = Acos®2' -+ Beos? 3 4- Ceos®y,

C'= Acos® 2" 4+ Beos® 3" -} Ccos?y",
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in ajoutant, et ayant égard aux relations :
cos®a 4 cos?a 4-costal =1,
cos? 3 - cos? &' | cost B =1,
cos? v 4 cos?y! 4 costy’ =1,
il vient :

A'-B 4+ C=A-+-B+C

et le théoréme est démontré.
152. ProrriETE. — Lorsque les irois moments

d’'inertic principaux sont différents, si l'on suppose
A < B < C, on aura toujours cn désignant par I
le moment d’inertie par rapport 4 un axe quelconcue :
I>A et I<C.
En effet, si dans la formule :
I = Acos?a -+- Bcos? 3 - Ccos?y,
on remplace cos®a par sa valeur tirée de 'équation :
cos?a + cos? B +- costy =1,
on trouve :
I = A (1— cos* — cos*vy) - Beos® 3 + Ceostry,
ou bien :

1=A+(B—A)cos?f? 4+ (C— A)cos?y;
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par conséquent,

I>A.

Si, dans cette méme formule, on remplace cos®y par
sa valeur, il vient :

I=Acosta - Beos?f - C ({1 — cos?ax — cost B),
ou bien :
I=C—(C—A)cos*a — (C — B)cos? 3,
et par suite,
I <C.

Done, le moment dinertie le plus grand est le smoment
principal maximum, el il correspond av plus petit axe
de Uellipsoide. Le moment d'inertie le plus petit est
le moment principal minimum, et il correspond au
grand axe de lellipsoide.

Cest d’ailleurs ce qui résulte de la propriété (uc
le moment d’inertie par rapport 4 un axe est en
raison inverse du carré¢ du rayon vecteur correspondant
de l'ellipsoide central (n°® 143).

153. ProprIETE. — Le lieu des axes par rapport
avxquels le moment d'ineriie est égal au moment
d'tnertie moyen principal B se compose de deux plans
également inclinés sur le plan des xy, et passant par
laxe moyen de Uellipsoide.

En effet, le moment d’'inertie par rapport & un axe
quelconque (2, B, ) est donné par la formule :

I =Acos?a + Beos®3 4 Cceos?ys
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faisant dans cette formule I = B, il vient :
B = Acos*z 4+ Beos?f 4 Ccos?y,
ou bien :
= Acosta + B(1 — cos?a — cos?y) + Ccos®y.
On en tire :
(B — A)cos? @ = (C — B cos? y;

d’ou :

Cos o " ¢C—B
cosy B—A’

Or, si I'on désigne par z, y, z les coordonnées d'un
point quelconque pris sur l'axe (2, 8, 7), on a :

e COs &

z  cosy’

et, en éliminant o, v entre les deux derniéres équations,
on trouve pour I'équation du lieu :

@ C—B
z—i\/ﬁ—:y

Cette équation représente deux plans passant par
Iaxe des y et également inclinés sur le plan des xy.

REMARQUE. — Cette propriété est d’ailleurs évidente,
si Pon observe que le¢ lieu des axes pour lesquels
le moment d’inertic est égal & B n'est autre que le licu
des rayons vecteurs égaux 4 'axe moyen de lellipsoide.
Or, ce lieu se compose, comme on sait, des sections
circulaires de Iellipsoide.
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154. ProBLEME. — Twrouver le liev des axes d'une
méme origine par rapport auxquels les moments
d'inertie ont la mémne valeur.

Le moment d’inertie par rapport a un axe (=, f, 7)
cst donné par la formule :

I = Acos*x - Beos*3 4 Ccos?y,
ou bien :
(I —A)costa (I — B)cost 3 + (I — C) cos* v = 0.
Or, les équations de axe étant :

x Y z

cosz  cosf3  cosv’

si I'on élimine e, {5, y entre ces derniéres ¢quations,
il vient pour I'équation du licu :

(I —A)a?+ (I — B) 5 -+ (I — C) 22 = 0.

Cest un céne du second degré ayant son sommet
a lorigine.
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155. 1° Moment d'inertie d'une ligne di-oite hoinogéne
par rapport o un axe passant par une de ses extrémilcs
of perpendiculaire o sa direction.

_— Seient OA = @ la longueur de la
= droite (fig. 31), da un élément situé

4 a une distance a de Taxe Oy ; nous
aurons :
o 3
: a
; I = /oczdao =3
0 m A o '

2" Moment d'inertic d'une droite homogeéne par
vapport & un aaxe passant par son extrémité el meling
d'un angle 0.

Soit OA = «a la longueur de la

Fig. 82. droite : considérons un ¢élément
A au point m de cette droite,

et soient Om = p, mp = ¥y
(fig. 32). Nous aurons :

m

1

i %

g i I= / ¥ do
0 P X v

or, on a:

y=¢sink;
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d’onr :

a

1 =/‘92 sin®*f0dp = %3 sin? 8,

o

3° Moment d'inertie d'un rectangle par rapport
a lun de ses cétés.

Soient a et & les longueurs des
cdtés que nous prendrons pour
y axes coordonnés. Considérons
C B une tranche élémentaire mnpg
(fig. 33), située & une distance y
de Taxe des z : la surface de
. n cette tranche est ady ; sa distance
a 'axe des o étant ¢, son moment
y A d’inertie par rapport a Oz sera
i ay*dy.

M N Nous aurons donc pour le
moment d’inertie du rectangle par rapport a laxe
des o :

Fig. 33.

3

; ab
I=af ydy =
/

Si Ton veut obtenir le moment dinertie de ce
rectangle par rapport 4 un axe MN situé a4 une
distance 9 du ¢dté @, nous aurons, en observant que
ce moment est la différence des moments de deux
rectangles ayant pour hautcurs & + d et 4, et pour
base a:

I:%E(b 48R — 532 = %(b?%—SbE -+ 383
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4° Moment d’inertie d'un triangle par rapport & so

base. :
Soit un élément mnpg du triangle ACD (fig. 34):
le moment dinertie de ce

rectangle infinitésimal est

%y"dm. Par conséquent, en

posant AD = a, le moment

. ,h d’inertie du triangle ACD
| | [+
| | 1
: L sera - ®dzx. Or, on & :
e e W £
¥y_x.
R a’
d'ont :
_h,
?/ - a H

et, par suite, le moment d'inertic du triangle ACD est :

1w f 1L
:?‘E;o/l dx—-lgah

de méme, le moment d'inertie du triangle BCD est

11—2bh"‘, en posant BD = 5. Le moment d'inertie du
triangle ABC est donc :

I=1—1_2ah3-|——bh==—h (@ + b= 55 7oc,

en désignant par c la longueur de la base AB.
15
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REMARQUE. — Le moment d’inertie du triangle par
rapport & un axe passant par son centre de gravité
ct paralléle & la base est (n° 141) :

I‘,—lch'ﬂ‘—l

L
12

5 ch . = o,
5° Moment d'inertie d'une circonférence de cercle par
rapport & un axe passant par
son centre et perpendiculaire & son
1 plan.
Soient » le rayon du cercle, ds la
longueur dun élément (fig. 35).
& Nous aurons :

Fig. 36.

2nr
I= ‘/lrzds = 2nrs.
[}

6° Moment d'inertie d'une circonférence par rapport
a son diamétre.

Prenons le diamétre pour
axe des «, et soit y la
distance de I'élément ds i
ce diamétre (fig. 36). Nous
aurons :

I=/y2ds;

or, si 'on désigne par 6 Pangle au centre, on a :

Fig. 36.

X

y = Rsinf, ds = Rdb.
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Par conséquent,

2T 27
I = [ R3sin?8d6 = R3 [ sin?6dH < nR3.
/ /

]

7° Moment d'inertie d'une surface plane par rapport
& une droile située dans son plan.

En supposant la surface homogéne, et en faisant
la densit¢ p = 1, nous aurons :

1= frzdu =ff¢2docdy,

lintégration se rapportant aux limites de la surface.

Cas PARTICULIER. — Sila droite est prise pour axe
des &, nous aurons » =y, et il vient :

I==ffy’dmdyzfxdxfyyﬁdyméf(w—yﬂ dx.
Yo &Xo

]

8° Moment d'inertie dun cercle par rapport & un
axe perpendiculaire ¢ son plan.

Considérons une hande comprise
entre deux cercles de rayons p et
p + do (fig. 37) : la surface de cette
bande est 2rpdp. Or, le moment
d'inertie de cette bande étant égal
4 la somme des moments d'inertie
de ses éléments, et tous ces éléments
étant 4 la méme distance p de 'axe OI,
le moment d'inertie de la bande est
2mpdp . p* = 2ms® dp. Par conséquent,
le moment d’inertie du cercle est :
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r T"r‘
= 271'0/‘930[9 =5

9° Moment d’inertie d'un cercle par rapport & son
diamétre. :

Le moment d’inertic du cercle est égal 4 la somme
des moments de ses éléments.

Considérons un élément
mnpg (fig. 38) compris
entre deux cercles de
rayons p et p -+ dp et deux
rayons vecteurs consé-

< cutifs faisant des angles
6 et 6 + df avec le
diamétre : la surface de
cet élément est pdpdd, ct
sa distance au diamétre
est psinb6. Le moment d’inertie de cet élément est
donc p®sin®8dpdi. Par suite, le moment d’inertie du
cercle est :

Fig. 38.

2T r

g . mrt
I=/ fp351n29dpd9=T-
o o

REMARQUE. — Le moment d’inertie d’'une bande
circulaire comprise entre deux cercles de rayons R
et R' sera donc :

- T {R{ — RM)
4
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10° Momen! d'inertie d'une ellipse par rapport & Lun
de ses axes.
L'équation de l'ellipse est :

m2 y!

Z Tr=b

le moment d’inertie par rapport 4 I'axe des « est donné

par la formule :
I =ffy2dmdy.

Nous prendrons le moment d’inertie du quart de
laire de lellipse, et nous multiplierons le résultat
par 4. Les limites de T'inlégrale seront donc :

=0, w=a, y=0, yzgl/az—wz,

et par suite,
b Va’

I—4fdwf‘/2d_/:§ag/q( — 2 da.

Pour trouver cette derniére intégrale, posons

Z = asing, et nous aurons :
™
4ab® % wab?
I= 3 /COS‘ gdp — -
(7]
. o na*
REMARQUE. — Si I'on suppose @ = &, il vient 1 = et

ce qui est le moment d'inertie d'un cercle par rapport
a son diamétre,
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11° Moment dinertie dun solide de révolution par
rapport & son axe.

Soient Ox I'axe de révolution (fig. 39), et AB la courbe
génératrice, mP et m'P' deux ordonnées consécutives,
abed un élément infinité-
simal. Posons OP = «,
y Pa — u ; nous aurons:

Fig. 39.

m B abed = dudx.

ol —1b Le volume engendré par
abed en tournant autour
cCc P ¢ b x de Ox est 2nududr, et
le moment d’inertie de ce
volume élémentaire est 2nudude . u® = 2ru*dudz.
Par conséquent, le moment dinertic du volume
engendré par l'aire ABCD est :

xr v - o
I=2n£dw/u3du=§&[y‘dx.

12° Moment dinertie dun cylindre par rapport
@ son axe.

On peut considérer le cylindre comme engendré par
le rectangle OABC (fig. 40)

Fig. 40. tournant autour de I'axe des z.
Y Si donc on désigne par R le
rayon OB de la base, et par A
B ¢ la hauteur, il vient :
h R T’R"h
0 _ 3 — .
A x 1 2n/dxfu du )
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REMARQUE I. — On pouvait arriver & ce résultat
en considérant le cylindre comme composé de tranches
élémentaires perpendiculaires a laxe. Le moment
d’inertie d'une tranche d'épaisseur dx est égal a la
somme des moments d’inertie de ses éléments, et chaque
élément est un cercle perpendiculaire 4 I'axe du cylindre.

Le moment d'inertie de la tranche sera donc égal &
nR* , .
5 dx; par conséquent, pour le eylindre, nous aurons :

__ ™R /‘ do wR‘h

REMARQUE II. — Le moment d’inertic d'une couche
cylindrique comprise entre deux cylindres de rayons R
et R/, aura pour expression :

I==ﬂ( R* — R').

13° Moment d'inertie d'un segment sphérique.

Soit «#* 4+ y* = R® I'équation du cercle générateur,
nous aurons :

P VR:_xl

x
I=2nfdmfusdu=gf(m~m2)=dx
P o xp
- x
I 4 4« 2 2
2!0‘(1{ + @' — 2R*aY) dz,
dol :

I

Il
F’E’.
®

\
8
+

8

8

!
]
e

8

&
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REMARQUE. — Si l'on suppose x, =0, et & = R,
on a pour le moment d’inertie de la demi sphére :

47R*
I= B
et pour la sphére entiére :
8nR?®
1= 15 °

14° Moment d'ineriic dun parallélipipéde rectangle
homogéne par rapport & 'une de ses aréles.

Cherchons d’abord les moments d’inertie par rapport
a trois axes Ox, Oy, Oz menés par le centre O parallé-
lement aux trois arétes dont nous désignerons les
longueurs par 2a, 28, 2c : 4 cause de la symétrie,
ces trois axes sont des axes principaux.

Or, dxdydz étant le volume d’un élément, le moment
d’inertie par rapport 4 I'axe Oz sera :

fa e e
ffff’ (@ + y?) dadydz =P_./;w'dx_fbdy_/;dz
+Pj:‘;mz;?dyz;z:zﬁ’%bﬁ(az+bz):w%ﬂ’

en désignant par M la masse du parallélipipede.
Nous aurons de méme pour les deux autres moments
d’inertie :

Maz4-¢?) M@+ ¢
3 ’ 3 *
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Il sensuit que le moment dinertie par rapport
4 laréte parallele & Oz est (n° 141):

M (a2 + b9 4

3 +M(a2+b2)=3M(a2+b2).

Les moments d’inertie par rapport aux deux autres
arétes sont :

M@+ ¢y, =M+ ¢

GOl

4
3
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CHAPITRE II.

Mouvement d'un systéme quelconque.
Principe de d’Alembert.

156. Considérons un systéme de points matériels
sollicité par des forces quelconques et se mouvant
sous laction de ces forces et des conditions auxquelles
il est assujetti.

Les forces qui agissent sur les différents points se
divisent en deux catégories : les jforces intérieures
et les forces extéricures (I, n° 244).

Lorsque le systéme est de forme invariable, les forces
intérieures sont deux a deux égales et directement
opposées. A un autre point de vue, on divise aussi
les forces en forces donndes et en forces tenant liew
des liaisons, celles-ci pouvant étre inlérieures ou
extérieures (I, n° 380). Il est évident que, si nous
joignons aux forces motrices qui sollicitent le systéme,
les forces qui tiennent lieu des liaisons (réactions des
obstacles, etc.), le systéme pourra étire considéré
comme libre.

\

Nous pourrons donc appliquer & chacun des points
du systéme les équations du mouvement d'un point
libre, si nous tenons compte de toutes les forces
extérieures ou intérieures qui agissent sur ce point.
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Soient » un point du systéme (fig. 41), AB la
trajectoire quil décrit dans son mouvement, P la force
motrice qui le sollicite a4 la fin du temps £, F la force
qui tient lien des liaisons a cet instant. I1 est évident
quc la irajectoire AB n'est pas la méme que celle que
décrirait le point m, ¢l était libre, sous l'action de la

Fig. 41.

force P seule. Mais, il est évident aussi quil existe
toujours une certaine force Q qui, étant appliquée au
point m libre, lui ferait décrire la trajectoire AB,
cest-a-dire qui communiquerait au point m rendu
libre, le mouvement qu’il possede réellement 4 la fin
du temps £ Cest cette force Q que l'on appelle la force
effective : la force — Q s'appelle la force d'inertie.

Cela posé, appliquons au point m les deux forces
Q, — Q, égales et de sens contraires : le mouvement
du point m ne sera pas changé par lintroduction
de ces forces. Le point m rendu libre est donc sollicité
par les forces P, F, Q, — Q. Or, la force Q seule
produirait le mouvement réel du point m. Il en
résultc que les frois forces P, F et — Q se font
¢quilibre. On arriverait a4 des résultats analogucs
pour chacun des points du sysiéme, et I'on aura par
conséquent le théoréme suivant :
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PRINCIPE DE D'ALEMBERT. — Dans un Systéme de
points matériels en mouvement, il y a équilibre,
o chague instant, entre les forces motrices appliquées
o systéme, les forces de liaisons ef les forces d'inertie
des différents points du sysiéme.

157. Cela posé, nous pouvons rétablir les liaisons
du systéme, en supprimant les forces F : I'équilibre
continuera a subsister, en ayant égard aux liaisons,
entre les forces P, P',... et les forces — Q, — Q',...
Nous pourrons alors énoncer le théoréme de la maniére
suivante :

THEOREME. — Dans un systéme de points matériels
en mouvement, tl y a équilibre, & chagque instant,
en vertu des liaisons, enire les forces molrices appli-
quées au systéme et les forces dineriie des différenis
points du systéme.

Comme on le voit, le principe de d’Alembert a
pour résultat de ramener la théorie du mouvement
d’'un systéme de points matériels 4 la théorie de
Téquilibre.

158. REMARQUE. — On peut donner une autre forme
au principe de d’Alembert de la maniére suivante :

Nous pouvons décomposer la force P, appliquée au
point 7 en deux forces, I'une égale & la force effective Q
et une autre quc nous appellerons la force R. Faisons
la méme opération en chacun des points m, m/,...
du systéme. Puisque les forces Q, Q'... suffisent pour
produire le mouvement de chacun des poinls du
systeme, il en résultera qua chaque instant les
forces R se feront équilibre au moyen des liaisons.
Ces forces R, qui ne sont pas utilisées pour le
mouvement, sappellent forces perdues. Nous aurons
alors le théoréme suivant.
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THEOREME. — Dans un systéme de points matériels
en mouvement, i y a équilibre, & chagque instant,
en vertu des liaisons, entre les [orces perdues.

159. Le principe de d’Alembert nous fournit I'égua-
tion générale de la Dynamique.

En effet, puisquil y a équilibre, & chagque instant,
aw moyen des liaisons, enlre les forces motrices et les
forces d'inertie des différents poinis du systéme, il en
résulte (I, n° 384) que la somme des travaux virtuels
de toutes ces forces doit étre nulle, & chaque instant,
pour ftout déplacement virtuel compatible avec les
liaisons telles qu'elles existent & cet instant.

Nous aurons donc, en désignant par ds le dépla-
cement virtuel du point m :

TPas cos (P, 3s) — ZQ3s cos (Q, 8s) = 0,

le signe X s'étendant a tous les points du systéme,
et les déplacements ds devant étre compatibles avec les
liaisons du systéme & l'instant considéré.

Ceite équation peut étre mise sous une autre forme.
En effet, soient m la masse du point m, x, y, 2
ses coordonnées & la fin du temps ¢, X, Y, Z les
composantes de la force P qui agit sur ce point 4 cet
instant, dx, dy, ¢z les projections du déplacement
virtuel ds sur les axes. Le travail virtuel de la force P

est Xdx + Ydy + Zdz; Jd'autre part, les composantes
&'z — d ‘Y m£—
ac’ T " dt’
le travail virtuel de cette force sera:

de la force d’inertic eLaut — M

.2 2
dwé‘w—m—d—ay dzr?z.

- "ar ar’ L ar
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1’équation des travaux virtuels nous donne dong :

dx ayy
Z[(X——m—d?) sx 4+ (Y—m ZZF) By

+(Z —m %Z;Ti) SZJ:- 0.

Cest léguation générale de la Dynamique, ou
Péquation de Lagrange. 1l est bien entendu que lcs
déplacements dz, dy, ¢z,... doivent étre compatibles
avec les liaisons du systéme au moment considéré,

160. ReMArRQUE I. — Nous devons observer ici
quil y a une distinction a établir entre les signes X qui
entrent dans I'équation de Lagrange, et dans 'équation
des travaux virtucls (I, n° 384).

Dans I'équation de Lagrange, le signe X se rapporte
a toutes les masses de tous les points du systéme,
méme celles sur lesquelles aucune des forces données
n'agit direcctement : c¢’est ce qui résulte de la maniére
dont cette équation a été établie.

Dans I'équation d’équilibre de la Statique ;

Y (X8z 4 Yiy 4 Zéz) = 0,

le signe X ne se rapporte qu'aux points soumis & I'action
des forces données : cest aussi ce qui résulte de la
maniere dont cette équation a été établie (I, n° 382).

REmarQuE II. — L’équation de Lagrange subsisie
encore lorsque les masses mobiles, au lieu d'étre
concentrées en des points isolés, remplissent d'une
manieére continue un certain volume; mais, dans ce
cas, la masse-m devra étre remplacée par dm, et le
signe I par une intégrale,
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REMARQUE III. — Si le systéme est un - solide
invariable libre, 11 scra inutile de passer par 'équation
des travaux virtuels. Il suffira d’écrire les six équations
d’équilibre dun nombre quelconque dc forces appli-
quées & un solide invariable (I, n° 301).

161. Nous allons voir maintenant comment 'équation
de Lagrange conduit aux équations différentielles du
mouvement dun systéme, lorsque les liaisons entre
les n points du systéme Sont exprimdes par des
équations de condilion enire les 3n coordonnées de
ces n points et le temps . Observons d’abord que,
puisqu’il y a » points, on a & déterminer 3» coordonnées
en fonction de ¢, ce qui exige la connaissance de 3n
équations entre ces coordonnées et le temps.

L’équation du mouvement, est :

Z[(X——m%ig) Bm+(Y—m%) oy

-+@-m%%)&}=o. (1)

Soient :
L1 (t; &,Y,2, xr: .7/', 2-", eve ) = Os

L, oy, z,2,9,2,...)=0,

Ly, @, y,5,2,9,%,...) =0,

les % équations de condition auxquelles doivent satis-
fairc les coordonnées des » points du systéme. Puisque
le déplacement doit étre compatible avec les ligisons
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du systéme telles qu'elles existent a Uinstani considérd,
il faut que les variations dz, dy, dz, do',... soient telles
qu'en remplacant », ¥, 2, &',... par & 4 oz, ¥ + dy,
z + 93, x' + d&,... en laissant t conslant, dans les
¢quations (2), ces équations soient encore vérifiées par
les nouvelles coordonnées (I, n° 381). On doit donc

avoir les équations de condition : '

L, +08L, =0, L, 4 &L,=0, ... Lg + 8Lz = 0.

Puisque ces derniéres équations doivent étre vérifiées
cn méme temps que les équations (2), on en tire :

OL] =0, aLz =0, ... aLk =0,

en ayant soin de traiter le temps ¢ comme une
constante dans les différentiations relatives & la carac-
téristique d.

Nous aurons donc :

dL‘B + 'by—i— oz+dx}om+

sz o 2 0L2 ! —_
o +d +a 87 + =23 4 ...=

(3)
!’Lh de 8 + dLh 8 + ()Lh 5 ' + —0

ce qui nous donne % équations entre les 3 variations
dz, dy, dz...; au moyen de ces k& équations on peut
déterminer les valeurs de % variations en fonction
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des 3n — £ autres. En substituant ces valeurs dans
I'équation (1), on obtiendra une équation qui ne
renfermera que 3w — £ variations. Or, ces variations
seront maintenant arbitraires, et I'équation qui les
contient devra étre vérifiée, quelles que soient
les valeurs que Ton attribue & ces variations indéter-
minées. On devra done égaler a zéro les coeflicients
de ces 3n — & variations, ce qui nous donnera 3n — &
équations entre les 3n coordonnées z, y, 2, &',... et le
temps £. En joignant ces 3n — £ équations aux £
dquations (2), nous aurons les 3z équations nécessaires
et suffisantes pour déterminer les 37 coordonnées en
fonction du temps. Les constanies arbitraires introduites
par lintégration se déterminent, comme toujours, au
moyen des circonstances initiales du mouvement.

162. Obsecrvons que les opérations que nous venons
de faire reviennent & éliminer % variations entre les
équations (1) et (3). Or, cette élimination qui est,
en général, trés pénible, peut se faire par la méthode
des multiplicateurs, laquelle présente, comme nous
allons le voir, des avantages particuliers.

Multiplions les équations (3) respectivement par des
facteurs indéterminés 2., 2,,... 74, et ajoutons les résul-
tats obtenus a 'équation (1). Nous obtiendrons ainsi une
équation (L) renfermant les 3n variations dx, dy, dz...
Comme, parmi ces 3n variations, il y en a £ qui sont
dépendantes des autres, nous disposerons des facteurs
Ay %yy... ?g, de maniére & faire évanouir dans
I'équation (L) les coefficients de ces & variations.
Les 3n— £ variations restanies élant arbitraires, leurs
coefficients doivent étre nuls séparément. On voit
par 1a quil faut égaler 4 zéro les coeflicients des 3
variations ce qui nous donnera ‘les 3n équations
suivantes :

16
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Wy B 0,
’"-CZ;EZ-FL%LZ—HL gd;§+...+/h0L", 4)
e R N T

Entre ces 3n équations on éliminera les % multipli-
cateurs %,, %,,... 74 et lon obtiendra les 3n — X
¢quations a joindre aux équations (2) pour obtenir
Ia solution du probléme.

183. L’avantage de cette méthode consiste en ce
qu'elle fournit les efforts que les linisons produisent
sur chacun des points du systéme. En effet, chacune
de ces ¢quations (4) est I'équation du mouvement dun
point libre projeté sur Tun des axes coordonndés.
Ainsi, les trois premiéres sont les équations du
mouvement du point m considéré comme libre, sous
T'action de la force donnée X, Y, Z et des k forces :

(. dL, oL OL,) (; oL, . OL,

it § il § et o2 2
SErry h dy ’ M de )’ \"® dx’ "oy’ "t oz

0L (3Lk 0Lx
(lk ox ! I oy’ I W)'

La méme remarque sapplique aux autres groupes
de trois équations.
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1l résulte de la que :

oL,
U g’

iL, . OLx

’ TR

)

sont les composantes suivant 'axe des x des actions
que les liaisons exercent sur le point =, et, par
conséquent, les équations (4) nous donnent l'expression
des forces qui pourront remplacer chacune de ces
liaisons. Il est, en effet, évident que, si 'on supprimait
la liajson L, = 0, rien ne serait modifié dans lc
mouvement, si I'on appliquait :
1° au point m unc force ayant pour composantes :

. oL,

, 0L, oL, oL,
‘p 7()& 3

hay M
2° au point m' une force ayant pour composantes :

o,
gz’

oL,
Loy

oL,

] ——dz, L]

2 A y

cl ainsi de suite.

164. On conclut encore de la que la force a
introduire en un point m (x, y, 2z), lorsque Ion
supprime une liaison L, = 0, est normale & la surface
représentée par I'équation L, = 0, dans laquelle on
considérerait comme seules variables les coordonnées
(%, y, z) de ce point, les coordonnées des autres points
du systéme étant supposées constantes.

165. REMARQUE. — Lec déplacement cffectif que
prend un systéme n'est pas toujours un déplacement
compatible avec les liaisons 4 I'époque £. Cela ne peut
avoir licu que si les liaisons ne renferment pas
explicitement le temps.
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Nous avons vu (n°® 161) que, pour que le dépla-
cement soit compatible avec les liaisons du systéme,
il faut que les équations :

L,—=0, L,=0,..TLx=0,

qui sont vérifiées par les valeurs z, ¥y, 2,... soient aussi
vérifiées par x + dx, ¥ + Jy, z -+ dz,... le lemps ¢
restant constant. Nous devons done avoir les équations :

oL, ~ oL, - 0L, = o
. ow+woy—}——(§m—}—...—0,
oL, . oL, ~ oL, + -
S s + Oy oy -+ er 03 + ... =0,
OLp 0Ly Ly 5 -
o om—}—Ty &y + 6z + ... =0.

Or, les déplacements effectifs (véels) Az, dy, dz,...
ne satisfont pas, en géndral, a ces équations. En effet,
dx, dy, dz,... soent les projections sur les axes de
Iélément eflectivement parcouru pendant le temps df.
Il en résulte que les équations :

L,—=0, L,=0,..L,=0,

devront étre vérifiées quand on y change ¢ en ¢ + df,
x en -+ dx,... et nous aurons alors les équations :
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0L‘dt+ S da +01d +%L1d~,+...——o.

L, aL, oL, dLZ o
dt dt+—d }d ¢ dy - dz 4 ...=0,

()Lk dt 4 ° dL" da adr; dy -+ dde dz -

On voit done que 'on ne pourra prendre :

oLy _ 0, % =0, ... dst" =0,

c'est-a-dire st le temps t wentre pas explicitement dans
les équations de (iaisons.

Applications.

166. ProriME . — Trouver le mouvement d'un
point matériel de masse m, assujetti o glisser sans
[roltement sur une courbe qui varie a chaque instant
de position et méme de forme.

Solent :

Fa, vy 2t =

[y zt=0,
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les équations de la courbe; X, Y, Z les composantes
de la force motrice appliquée au point .
L’équation de Lagrange nous donne ;

Air\ o dty azy ~
(X——?’)?,WZ—)O(L‘—*—( —77’&—dt;)0./+( 7?2-{1?&)0;52—0;
des équations de liaisons on tire :

oF . oF OF‘

I +”w+do —o0.

En éliminant dx, dy, dz entre ces trois équations,
on obtient une équation entre x, ¥, 2z, ¢, et en la
joignant aux équations de la courbe, nous aurons trois
équations pour déterminer x, y, z en fonction de .

167. ProsuiEME II. — Un point wmatériel pesant
glisse sans froltement sur une droite rigide qui décrit
un cine droil autour dela

Fig. 42. verlicale avec une vilesse

o /P angulaire constanie o. On
AN Y demande de trouver le

| i mouvement de ce point.

y m i Soient 6 I'angle constant
mg A ZO}} du coéne (ﬁg. 42),

¢y langle compris entre

. le plan mobile ZOA et sa

position initiale ZOX, » la
distance Om. On a évidemment ;

J = wt;
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d'autre part, on a pour les équations de la droite
mohile OA :

& = 7 8in 6 cos wi,
Yy = rsin § sin wt,

2 = rcosh,

Les composantes de la force motrice étant X = 0,
= 0, Z = myg, Véquation de Lagrange nous donnc :

daf;s n
e ° o+ R (dei"‘g) 0z =0

Or, on a:
o = sin B cos wt . &r,
3y = sin @ sinwl . dr,
3z —=cos 0 8r;
on a aussi :
A2 dir ar .
oL (T — 2w — W
e ( aee ©°8 wf — 20 7 sin wl — w¥ cos mt) sin 0,
(_f;t% — ((f;z sin wf 4- 2w %—t cos wf — w¥ sin mt) sin 6,
"z dr
W = dlz cos 0.
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Par conséquent, en éliminant les dérivées et les
variations de 2, y, 2, on obtient l'équation :

Ef;; — w¥% sin*6 = g cos 0.

Cette équation linéaire du second ordre a coeflicients
constants a pour intégrale :

«tsin § — o.tsin ¥

0% B
r = Ae + Be GOt

WESint g
Pour déterminer Ics constantes, supposons que l'on

ait », = 0, et que v, soit la vitesse initiale du point
sur la droite mobile. Nous aurons :

A i gcost
0—=A4D w?sinz G’
D’autre part, on a :

d .
’UO=(—7'} == Aw sin § — Bw sin §.
dat ',

De ces équations on tire :

__gcosb 4 we,sin b
2w?sin? y

~ gco:f—wv,sinb

B 2w? sin§

Connaissant » en fonction de ¢, nous pourrons

déterminer z, y, z en fonction de ¢, et le probléme
sera résolu.
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CHAPITRY TIII.

Des forces instantanées ou percussions.

168. On mesure une force constante (I, n° 2082)
par la quantité de mouvement qu'elle communique
pendant P'unité de temps & un point matériel libre pris
4 partir du repos. On a donc :

1l résulte de la que, pour une quantité de mouvement
finic et déterminée produite par la force, la durée
de Taction de cette force est d'autant moindre que
lintensité de la force est plus grande. Cette durée
peut étre trés petite, pour ainsi dire inappréciable,
lorsque T'intensit¢ de la force est suflisamment grande.
On peut admetire que la position du point n'a pas
varié pendant la durce de laction d'une telle force.
Ainsi done, leffct de la force I’ trés grande pendant
une trés courte durée sera de communiquer au point
une vitesse finic ¢, sans fairc parcourir & ce point un
espace appréciable. Cette force sappelle force instan-
tande, ou mieux percussion. Il est bon d’observer ici
que Iexpression de force instantanée, qui est consacrée
par l'usage, est défectueuse : il n'y a pas, & proprement
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parler, de force instantanée. En effet, aucune force ne
peut imprimer une vitesse finie 4 une masse, quelque
petite qu'clle soit, sans y mettre un certain temps
et sans faire parcourir un certain espace a4 son
point d’application. Cest pourquoi il serait préférable
d’cmployer lexpression de percussion ou impulsion.
Jacobi emploie lI'expression de force momentanée.

169. Considérons une telle force P agissant sur un
point matériel libre et au repos, suivant une direction
constante Ox, pendant un temps trés court 6. Nous
aurons :

d’ou, en intégrant entre les limites 0 et 6, et désignant
par ¢ la vitesse du point au bout du temps 8, il vient :

[
M —C@ = me =det.

Il en résulte que la force instantanée P est mesurée
par la quantité de mouvement finie qu'elle communique
4 un point libre pris a partir du repos.

Supposons ensuite que la direction de la force
instantanée P sott variable pendant le temps 6 trés
petit. Désignons par m la masse d'un point matérict
libre sur lequel cette force agit & martir du repos,
par x, vy, z les coordonnées de ce point, par X, Y, 4
les composantes de la force P au temps ¢, cest-a-dire
4 un instant quelconque de la durée de l'action
de la force. Nous aurons, pour cet instant, les irois
équations :
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d2x dy _ &
B’ Y=wm Z m —5

X=mp e dae’

of, en intégrant entre les liznites 0 et 6 :

[Z}
m%‘§=fxdt, m——:/Ydt m———det

dr dy dz
TR T AN étant les composantes de la vitesse acquise
par le point . au bout du temps 8.

Or, les premiers membres de ces équations sont les
composantes de la quantité de mouvement due 4 la force
instantanée ; les seconds membres sont les composantes
de I'impulsion totale de la force P. Donc, l'impulsion
totale dune force instantanée P est représentée en
grandeur el en direction par la quantité de mouvement
qu'elle imprimerail & un point maléricl libre ef au
repos.

170. REMARQUE. — On peut encore dire que les
cxpressions :

fe Xdt, /qut, fe 7dt,

sont les composantes de la quantilé de mouvement que
la force inslantanée P (X, Y, Z) communiquerail au
point m libre el auw repos.

171. Il résulte de ce qui précéde que, dans le cas
ol un systéme est soumis 4 des forces instantances,
il faudra transformer le principe de d’Alembert de
maniére & y introduire les impulsions totales de ces
forces et les quantités de mouvement,
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Extension du théoréme de d’Alembert
aux forces instantanées.

1%72. Supposons qu'a un certain instant un systéme
matériel en mouvement subisse des percussions. Soit 8
la durée de T'action de ces percussions. On peut supposer
que cec temps trés court 6 est le méme pour toutes ces
forces. On pourra faire abstraction pendant ce temps 0
des forces motrices qui sollicitent le systéme : car, elles
sont négligeahles par rapport au.. forces instantanées,
et leur effet est inappréciable pendant ce temps 6.
Ainsi done, Teffet des forces instantanées est une
variation des vitesses des points matériels, sans gue
les points du systéeme aient changé de posilion pendant
ce temps 9,

11 est facile de S'assurer que les variations du, Sy, 02, ...
doivent éire considérées comme constantes pendant ce

temps 6. En effet, ces variations doivent satisfaire aux
Gquations :

oL, ~ L. 0L . _
oz gy YT gy e =0
oL, . . 0L, | oL

ip o + Pk 4 d;g 8z 4 ... =0,
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dans lesquelles ¢ reste constant. Or, les coordonnées
z, ¥, Z,... devant aussi étre considérées comme
constantes pendant le temps 9, il en résultera que les
valeurs de dw, Jy, 0z,... qui satisfont a ces équations
sont constantes.

Nous pouvons done appliquer & un instant quelconque
compris dans la durée 6 le théorétme de d’Alembert au
mouvement du systéme, en supprimant tout ce qui
se rapporte aux forces finies, el ne conservant que
les forces infiniment grandes. Nous aurons donc
I'équation :

Cdiz\ . AN
Z{(X— m &Zti) ox -+ (Y—— m die) oy

! az\ -
-+ {‘Z —m W) oz:l =0,

Multipliant les deux membres par d¢, et intégrant
entre les limites 0 et 0, les variations dw, dy, dz,...
étant supposécs constantes, nous aurons :

>

o .
.[th—m%;—?{— (g;f) gan

j it —m % 4 (%) 5y
[

dz az\ (5
/‘Zdl—mdl+77l(dc) 8z |=0.
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Or, fth /S dt, //dt sont les composantes de la

dax dy
permmsxon donnee apphquee au point 7 ; m 2

dz
m sont les composantes de la quantité de mouvement

de ce méme point m & la fin de la percussion;
d.x dy dz

nt (—) s m (—) y M (*) sont les composantes de la
at/, de/, dt/,

quantité de mouvement du méme point 7 au commen-

cement de la percussion.

On peut donc énoncer l'équation précédente de la
maniére suivante :

THEOREME., — Si un systéme maicriel est soumis
& des percussions, il y a équilibre, a laide des
liaisons, enire les percussions appliqguées au systéme,
les quantités de mouvement initiales ef les quantités
de mouvement finales, ces derniéres étant prises en
sens contraire.

173. On peut encore énoncer ce théoréme dune
autre maniére. Obhservons que la force instantanée P
dont les composantes sont X, Y, Z, communiquerait
au point m, s’ était libre, une quantité de mouvement

8

]
dont les composantes seraient /th, /'Ydt, det

a
(n° 170). On en conclut le théoréme suivant :

THEOREME, — Il y a équilibre, au wmoyen des
liaisons, enire les quantilés de mouvement que les
percussions communiqueraien! aux différents points
du systéme, s'ils élaient libres, les quantités de
niouvement que ces poinls possedent au moment ou les
percussions commencent a agir, el les quantités
de mouveinent qu'ils possédent aprés les percussions,
ces derniéres élant pirises en sens contraire.
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174. REMARQUE 1. — Si, au moment ou les percus-
sions commencent a agir, le systéme est au repos, on a :

dr\ dy\ dz,
(dt)o*o’ (W)O"O’ (dt)fo’

<t I'on a le théoréme suivant :

TutorEME. — Il y a équilibre, au moyen des
liaisons, enlre les percussions oppliqudes au sysiéme
et les quantités de mouvement qui ont lieu effectivement
a la fin du temps 8, prises e sens conlraire.

REMARQUE II. — On peut encore observer que les
différences :

dx dx dy dy ) d_z) (2]

w5 (e )~ () () - (G

sont les composantes de la quantité de mouvement
perdue par le point m, par suile de la percussion
subie par le systéme. Nous aurons alors le théoréme
suivant : '

THEOREME., — Il y a équilibre, au moyen de liaisons,
entre les percussions et les quantités de monvement
perdues por les différents points.
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CHAPITRE IV.

Théorémes généraux.

175. Nous allons démontrer que les théorémes
généraux que nous avons ohtenus pour le mouvement.
d'un point unique sétendent au mouvement dun
systéme matéricl. Ces théoréemes peuvent se déduire
comme conséquences du principe de d’'Alembert.

Théoréme du mouvement
du centre de gravité.

176. Considérons un systéme matériel lidre dans
Pespace, et solent # la masse dun point quelconque
de ce systéme, @, y, 2 les coordonnées de ce point,
X, Y, Z les composantes suivant les axes de la résul-
tante des forces extéricures pour ce point, ¥, Y,, Z,
les composantes de la résultante des forces”intérieures
suivant les mémes axes. Nous aurons pour le point m
rendu libre les ¢quations du mouveinent :
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=X + X,,

—Y+Y,

—7 417,

Nous aurons trois équations analogues pour chacun

des points du systéme. En ajoutant membre & membre
les équations relatives aux memes axes pour tous les
pomts du systéme, il vient :

. dx

.47&'%2' = XX + ZXI,
dy . .

Zm 0t = XY 4 XY,

sz§§§-== X7 + XZ,.

Or, les forces intéricures étant deux & deux égales
¢t de sens contraires, leurs composantes suivant les
axes sont deux & deux égales et de signes contraires.
On a done : :

X, =0, XY, =0, XZ, =0,
ef, par suite,

d*e v

Im =55 aE YX,
d*y i

in — 2
qae Y, @)
diz

Xm TE = XZ.

17
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Dans ces équations X, Y, Z désignent les composantes
de toutes les forces extérieures, y compris les forces
de liaisons quand elles sont extérieures (réactions des
appuis, 8l y en a, etc.).

Comme on peut prendre pour axe des & une droite
quelconque de lespace, la premiére des équations (2)
nous donne le théoréme suivant :

THEOREME. — Dans un systéme matériel en mouve-
ment, & un instant quelconque, la somme algébrique
des projections des forces effectives de tous les points
du systeme sur un axe quelconque est égale a la somme
des projections des forces extérieures sur ce méme axe.

177. REMARQUE I. — Il est bon dobserver que
Ton obtiendrait immédiatement les équations (2) par
Tapplication du principe de d’Alembert au systéme
matériel libre : ce sont les trois premiéres des six
équations qui expriment I'équilibre de ce systéme
sous laction des forces extéricures et des forces
d’inertie.

REMARQUE II. — On peut trouver les équations (2)
au moyen des équations de Lagrange, en donnant au
systéme wun mouvement élémentaire de translation.
Cette translation sera compatible avec les liaisons
du systéme, puisque le sysicme est supposé libre.

Dans ce cas, tous les ds sont égaux, et, par consé-
quent, tous les & sont égaux, ainsi que les dy et les oz,
et I'équation de Lagrange nous donne :
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Or, le déplacement de translation ds étant arbitraire,
cette équation doit étre vérifiée quels que soient
éx, Sy, 92; on a dong :

ce sont les ¢quations (2).

REMARQUE III. — Nous pouvons encore observer que
ces équations (2) sont aussi les trois premicres des six
équations qui expriment I'équilibre des forces perdues.

178. On peut donner aux équations (2) une autre
forme. A cet effet, solent M la masse totale du systéme,
x,, ¥,, 2, les coordonnées de son centre de gravité
a I'dpoque ¢, nous aurons (I, n° 323) :

M=ZX%m, Mz, = Smx, My, =Xmy, Mz, = Imz;
d’on :
dx, dx dy, . dy dz dz
g W, ) 1 — Yy 2L L= Yy 22
Mr = g Moy = Mg at’
dx, . dx dry, o 2y d?z, a2z
Ml — Yy ZI T 2L =Y
MTe =S gee Mgp =0 g Mg =3m s
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par suite, les équations (2) nous donnent les suivantes :

d2x,

M D

= XX,

d*y,
ae

M =YY, 3)

dzz
M —l — ¥Z.

Or, ces équations (3) sont précisément (n° 13) les
équations différentielles que lon obtiendrait pour
le mouvement dun point matériel (ibre, qui aurait une
masse M, dont les coordonnées scraient =, vy, 3,
et qui serait sollicité par une force dont les composantes
seraient XX, XY, X¥Z, c'est-a-dire par une force égale
4 la résultante des forces extérieures transportées en
ce point. On a donc le théoréme suivant qui est
le théoréme du mourvement du centre de gravité :

THLoREME. — Dans touf sysiéme matériel en mouve-
ment, le centre de gravité se meul comme st loule
la masse du systéme élail concenirée en ce point,
et si toules les forces exlérieures y étatent {ransporides
parallélement & elles-mémes.

Il résulte de 1a que tout ce que nous avons dit
du mouvement dun point matériel est applicable au
mouvenent du centre de gravité d’un systénie matériel,

179. Cas PARTICULIER. — Si Ton a:

XX =0, XY =0, XZ=0,
il vient :

d?z,
— = 0. .
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On en tire :

-l dyl S dzl n
a -~ ¢ Ta T @ =

a
=ct4c, y,=ct+c,, 2z, =c |,

On en conclut que, dans ce cas particulier, le mouve-
menl du centre de gravité est rectiligne et uniforme.
Cest ce qui arrivera lorsqu’il n'y a pas de forces
extérieures, ow lorsque ces forces sont telles que,
transporiédes a chague instant en un point quelcongque
de Uespace, elles sy feraient équilibre. Dans ces deux
cas, le cenire de gravité du systéme ne peut avoir
qWun mouvement rectiligne et uniforme. Comme cas
particulier, ce mouvement peut étre nul et le centre
de gravité restera immobile. ‘

180. AprpLICATION. — Le cas particulier que nous
venons d'examiner se présente quand les- forces qui
sollicitent le systéme se réduisent & des atiractions
mutuelles égales et de sens contraires, comme, par
exemple, dans le systéme solaire. Ce systéme est
composé du Soleil, des planétes, des satellites et d’une
multitude d’autres corps; tous ces corps exercent les
uns sur les autres des attractions égales et de sens’
contraires. Les forces extérieures qui agissent sur ce
systéme, libre dans lespace, sont les actions qui
¢manent des autres systémes (étoiles fixes). Or, a cause
du grand éloignement des étoiles fixes, on peut consi-
dérer ces actions, c'est-a-dire les forces extérieures
comme négligeables. Le systéme solaire est alors un
systéme matériel libre qui n'est soumis qu'a des forces
intérieures. Par conséquent, son centre de gravité est
ou tmmobile, ou animé d'un mouvement rectiligne et
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uniforime. On a constaté que le systéme posséde
un mouvement qui Ientraine dans la direction de la
constellation d’Hercule.

RevarQue I. — Il résulte des équations (3) gque
les forces intérieures qui existent entre les diflérents
points du systéme, ou celles qui viendraient a prendre
naissance pendant le mouvement, sont sans effet sur
le mouvement du centre de gravité qui se meut
seulement sous l'action des forces extéricures. Ainsi, par
exemple, les chocs, les explosions, les réactions molé-
culaires, les combinaisons chimiques qui peuvent
se produire dans le systéme, ne troublent pas le
mouvement du centre de gravité. Si cclui-ci est
primitivement en repos, et gquaucune force extérieurc
n'agisse sur le systéme, le centre de gravité restera
en repos. C'est en cela que consiste le principe de la
conservation du mouvement du centre de grovité.

REMARQUE II. — Lorsque le systéme considéré n'est
pas libre, on devra introduire au nombre des forces
extérieures les réactions des obstacles, et le théoréme
du mouvement du centre de gravité sera encore vrai
dans ces conditions. Mais, comme les réactions sont des
forces inconnues, le théoréme ne fournit plus le moyen
de déterminer isolément le mouvement du centre de
gravité.
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Théoréme des quantités de mouvement.

181. Si nous reprenons les équations (2), on peut
les mettre sous la forme suivante :

e

— Yt = X%

i Xty X,

d W

o vy = LY, (4)
d . .

_Cﬁ LMV, = XZ.

Or, mvg, mwvy, mr: sont les composantes de la
quantité de mouvement du point m. En considérant
les quantités de mouvement comme des forces (n® 1'7);
et les transportant & lorigine O, les expressions
Imey, ey, Eme: sont les composantes de la force
résultante des quantités de mouvement transportées au
point O. Or, si I'on représente cette résultante par une
droite OV, et par £, n, ¢ les coordonnées de I'extrémité V
de cette droite, ces coordonnées seront respectivement
¢gales aux projections de OV sur les axes, c'est-a-dire
aux composantes de la force résultante des quantités
de mouvement. On a donc :

E = Ymvy, n=Zmv,, {=Imr,
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et les équations (2) deviennent alorsjles suivantes :

dt

ar = %

dn

' =¥ 5
dt "‘Y: (O)
ds

=Y

77 = L.

Mais, si l'on imagine un point mobile, coincidant
avec le point V, les composantes de la vitesse de ce

%, %, % D'autre part, £X, XY, ZZ sont
les composantes de la résultante OR des forces
extérieures transportées au point O. Les équations (5}
nous donnent le théoreme suivant :

THEOREME. -— Dans un sysiéine matériel en mouve-
ment, st l'on délermine & un instant quelcongque la
résultante OV des quantilés de mouvement de tous
les points du systéme, et la résuitanic OR des forces
extérieures pour une méme origine O, cetle seconde
droite OR représentera, en grandeur et en direction,
la vitesse du point V extrémilé de la premiere.

182. L'équation :

point sont

Ynmv, = XX,

dl
nous donne, en intégrant, et désigriant par (v, la

valeur de vz pour { = 0 :

[4
S, — Imty), = Zfth.
o .
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Comme on peut prendre pour axe des @ unec droite
quelconque, on aura le théoréme suivant :

THEOREME. — L’accroissement total de la sonme
des quantités de mouvement du systéme projetées sur un
axe fixe quelconque, pendant un lemps quelconque,
est égal a la somme des impulsions tolales des forces
extérieures projelées sur cel axe pendant le méme
temps.

183. Cas PARTICULIER. — Si Pon a:

X =0, EY =0, IZ=0,
il vient

Smve = ¢, Zmoy =,/ Zmv, =c".
. C \ :

Ces équations nous donnent le théoréme suivant :
TakorEME., — Lorsque les forces extérieures qui

sollicilent un systéme matériel sont nulles & chaque
instant, ou telles qu'élant {ransporiées parallélement
a elles-mémes en un point O, elles 8y feraient équilibre,
la somume des projections des quantités de mouvement de
tous les points du systéme sur un axe fixe quelconque
est constante pendant toute la durée du mouvement.
Par conséquent, la résultante des quantités de
mouvement de. tous les points du systéme transportées
parallélement™ a -elles-mémes en un point quelconque
reste constante.en grandeur et en direction pendant
toute la durée du mouvement. Cest le principe de la
gonservation de la quantité totale de mourement.
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Théoréme des moments
des gquantités de mouvement.

184. Reprenons les équations (1), multiplions la
troisiéme par y, la seconde par 2, et retranchons.
Nous aurons :

dz dy 2
m (_7/ ae 2 'Eﬁ) = (Zy —Y2) + 2.y — Y,3);

faisant la somme des équations analogues pour tous les
points du systéme, il vient :

arz dry .
p1) (y —E % dtz) =Yy —Yz2) 2@y —Y,2.

Or, les forces intérieures étant deux 4 deux égales
et directement opposées, la somme de leurs moments
par rapport & un axe quelconqgue est nulle ; par consé-
(uent,

2(Zy—Y,25 =0,

et I'équation précédente nous donne :
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0)
dx az {
b -— — ¥

Zm (z ar % dti> X (X3 — I,

. a2y dxx

h —_— 55 )= hand

Xm (x o Yy J ﬁ) Yo — Xy) j

Les seconds membres des équations (6) ne renferment
que les forces extérieures : ce sont les sommes des
moments des forces extérieures par rapport aux trois
axes coordonnés. D'aufre part, I'expression :

arz &)
Zm (y g thji) s

est la somme des moments des forces cffectives des
différents points du systéme par rapport a I'axe des .

DVailleurs, comme on peut prendre pour axe des x
une droite quelcongue, on a lc théoréme suivant :

TufiorkME. — Dans tout systéme matériel en mouve-
ment, lo somme des moments des forces effectives de
lous les points du systéme par rapport & un axe
quelconque est, a chaque instani, égale & la somme
des moments des forces extérieures par rapport au
méme axe.

185. REMARQUE I. — On pouvait obtenir les équa-
tions (6) par l'application du principe de d’Alembert
au systeme matériel libre : ce sont les trois derniéres-
des six équations qui expriment I'équilibre de ce
systéme sous laction des forces extérieures et des
forces d'inertie.
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REMARQUE II. — Dailleurs, ces ¢quations (6) peuvent
aussi se déduire de I'équation de Lagrange, en donnant
au systéme un inouvement élémentaire de rotation
autour de lorigine O, cette rotation étant compatible
avec les liaisons du systéme, si celui-ci est libre.
On a alors: '

Sx = zug — yor,
8y = @ty — zop,
8z = yop — a8q ;
en substituant dans 'équation de Lagrange, et égalant

& zéro les coefficients des variations dp, d¢, dr, lesquelles
sont arbitraires, on obtiendra les égquations (6).

186. Si nous reprenons maintenant les équations (6),
on peut les mettre sous la forme suivante : )

gt— Im (yv: — 2v,) = = (Zy — Y2, \
d - ' ‘ ‘
i (2vr — ;) = X (X2 — Zx), _ )

ad? Im (xvy — Yoz) = X (Yo — Xy).

Or, en considérant les quantités de mouvement
comme des forces, et les transportant a lorigine O,
les expressions Xin (yv. — 2vy), Zm (20, — @vy),
Im (wvy — Yyvo)-sont les couples composants du couple-
des quantités de mouvement.
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Si nous désignons par OK l'axe du couple résultant
des quantités de mouvement, et par £ », & les
coordonnées de lextrémité K de cet axe, ces coordon-
nées seront respectivement égales aux projections de
OK sur les axes, cest-d-dire aux couples composants
du couple des quantités de mouvement. Nous aurons
dong :

E=Ym(yv,—2v,), 1=2Xm (20— X0;), {=2Em(@x0y—yv,),

¢t les équations (7) nous donnent les suivantes :

z—; = X {Zy — Y2),
% = X Xz — 7z,
% = X (Yo — Xy).

On en conclut le théoréme suivant :

TafoREME DE M. REsaL. — Dans touf systéme
matériel en mouvement, si lUon délermine pour un
instant quelcongue laxe OK du couple résultant des
quantités de mouvement de tous les points du systéme,
et laxe OG du couple résultunt des forces extéricures,
pour une méme origine O, cetle seconde droite OG
représentera en grandeur et en direction la vilesse
du point K extrémité de la premidre OK.

18'%7. CAS PARTICULIER. — Si la somme des moments
des forces extérieures par rapport a laxe des x est
nulle pendant toute la durée du mouvement, on aura :

XZy —Y2)=0; .
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par suite,

d '
U Sm(yvy; — 30,) = 0,

ou bien :
Sin (yr, — 2vy,) = const.

D’ailleurs, comme on peut prendre pour axe dcs @
une droite quelconque, on a le théoréme suivant, :

THEOREME. — St la somme des momenis des forces
extérieures par rapport & un axe fixe est constaniment
nulle (ou si laxe du couple wrésultant des forces
extérieures est constamment normal & une droite fixe),
la somme des moments des quantités de mouvement de
tous les points du systéine par rapport & cetle droite
reste constante pendant toule la durde du mouvement.

188. Supposons maintenant que les forces données
se réduisent a des forces intérieures (actions mutuelles),
ou & des forces dirigées vers un centre fixe pris pour
origine, ou & des forces qui se¢ réduisent a une force
unique passant par lorigine ; en général, gue laxe du
couple résultant des forces exlérieures soil nul a chaque
instant. Nous aurons :

YXiZy—Yz) =0, Y (Xz—7Zx)=0, X(Yor— Xy =29.

Les équations (7) nous donnent alors :

Yin lyo, — 2r,) =",
Y (38, — av;) = ',

Yo (wty — YPs) = G
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¢, ¢, ¢" ¢tant des constantes déterminées par les
circonstances initiales. Il en résulte que, dans ce cas,
les projections de OK sur les axes sonf constanles;
done, OK est constani en grandeur el en direction,
et I'on a le théoréme suivant :

THEOREME. — Dans un systéme matériel quelcongque,
lorsqu'il W'y a pas de forces extérieures, ou lorsque
laxe du couple wrésultant de ces forces pour une
origine O est constamment nul, laxe du couple résultant
des quantités de mouvement de fous les points du
systéme pour ce méme point O est constant en grandeur
et en direction pendant toute la duréde du inouvement.
En d’autres termes, la somme des moments des quantités
de mouvement par rapport & une droile quelcongue
passant par ce poinl O reste constanle pendant foule
la durée du mouvement.

Cest en cela que consiste le principe de la conser-
vation des moments des quantilés de mouvement,

189. REMARQUE. — Le théoréme des moments des
quantités de mouvement subsiste encore lorsque, au lieu
de rapporter le mouvement du systéme a trois axes
fixes, on le rapportc 4 des axes mobiles de direction
constante passant par le centre de gravité du systéme.

En effet, soient G«', Gy, G2' trois axes rectangulaires
menés par le centre de gravité parallélement aux axes
tixes, @, y,, 3, lcs coordonnées du centre de gravité
par rapport aux axcs fixes, &', ¥, 3' les coordonnées
dun point m du corps par rapport aux axes mobiles;
nous aurons :

x:—xl-'f-"lz", U=!/1+?/"a :=z1+z"

Par suite,
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2z A a (z, 4 7)
oo 5o ) = [y i

. . 2 !
= (i 1 ) ),

AP
-ou bien
dz d ‘ dz, o dy\
o (v e == i) = (o Gt == )

R A T d*y .
—}—yllzn JE S + dﬂl Ziny' _'Ef!l“ Xz

a2’ , %y
4+ Zm (2/ -7 —F Eﬁ)

Mais, Vorigine des coordonnées «', ¥/, #' étant au
centre de gravité, on a (I, n° 323) :

Y = 0, Ty =0, Zmz =0,

d'ou :
o2 duyf arz
ST s TY AL
iy =0, Im g =0, Im T =0,

et il vient alors :

Xm (J Z; dz?/)_M (y [ﬁﬂ__. dll/‘)

ae I N T
dlz/
+Lm(y o —* dt’)'
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D’autre part, on a aussi :

T2y —Y3) =X[Zly, +y)— Y (2, + 2]

=y, X7 — 5 XY 4+ Z(Zy — Y2

Substituant dans la premicre des équations (6),
et ayant égard aux équations (3), il vient :

240

o2z d>y

Tin (y’ 9E 2 _(Zif?) =X (Zy' — Y2

Or, cette c¢quation ne différe de la premicre des
équations (6) que par la substitution de &', v, &' 4z, ¥, ».
Il en serait de méme des équations que I'on obiiendrait
au moyen des deux autres ¢quations (6). On obticnt
done par rapport & des axes mobiles du centre de
gravité trois ¢quations analogues a celles que lon
obtient par rapport & trois axes fixes de lespace.
Il résulte évidemment de 1& que toutes les consé-
quences (ue nous avons tirées de ces équations (6)
se maintiennent quand on rapporte le mouvement
A des axes mobiles passant par le centre de gravité.
Par conséquent, le théoréme des nioments des quantités
de mouvement subsiste par rapport au cenire de
gravité.

18
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Théoréme des aires.

190. Le théoréme des moments des quantités de
mouvement donne lieu & une interprétation géométrique
remarquable.

On sait que 'expression :

&Y, 4
dt Y dr

est égale au double de la dérivée par rapport au temps
de l'aire A, décrite par la projecuon du rayon vecteur
sur le plan des xy, I'aire étant positive quand le rayon
vecteur se meut des x vers les y.

Il en résulte que, si I'on a a chaque instant du
mouvement :

3 (Yo — Xy) = 0,
I'équation :

Em (@vy — Yo = ¢,

nous donnera la suivante :

dA; ¢
In=gr =35>
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et, par conséquent,

ZmAz = z,

[a Y

en supposant que les aires A; soient nulles pour ¢ = 0.
On a donc le théoréme suivant :

TaforEME. — St la somine des moments des forces
extérieures por rapport o un axe fixe passant par
lorigine des rayons vecleurs est constamment nulle,
lo somme des produits que Uon obtient en multipliant la
masse de chaque point maiériel par Uaire que décrit
la projection de son rayon vecteur sur un plan perpen-
diculaire a cet axe varie proportionnellement au temps.

191. Silon a en méme temps les trois équations :
Y2y —Yz) =0, EXz—Zx)=0, XYoo —Xy =0,

ce qui arrivera lorsqu’il n’y a pas de forces extérieures,
ou, en général, lorsque le couple résultant de la
translation de ces forces a lorigine O est nul & chaque
instant, nous aurons la méme propriété pour chacun
des trois plans coordennés. Elle aura donc lieu pour
un plan fixe quelconque, et nous aurons le théoréme
suivant :

TuforEME. — Lorsque dans un systéme wmalériel
en mouvement, il v’y a pas de forces exlérieures, ou
lorsque laxe du couple résultant de ces forces relatif
& une origine quelconque est nul, la somme des produils
que Uon obtient en multipliant lo masse de chaque point
matériel par Uaire décrite par la projection de son
rayon vecteur sur un plan fize gquelconque variera
proportionnellement au lemnps.
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Cest en cela que consiste le théoréine des aires,
ou le principe de la conservation des aires.
On a alors les équations (n° 188} :

dz dy
Ay R > . i
= (y ai —* dt) ¢

\'n('vgz'_x_xgl—z)—c'
=\ de at}) 7

Wi xdl—1d—m)—c
- ( at —Varl — ¢

On les appelle les ntégrales des aires.

11 est bon de remarquer ici que, sil arrive des chocs
entre les différents corps du systéme, ou des explosions,
ces trois dernicres ¢quations ne seront pas modifiées,
puisque ces phénomcénes introduisent des forces égales
et de sens contraires qui disparaissent dans les équa-
tions (6) (n° 184).

Plan du maximum des aires.

192, Supposons un systeéme satisfaisant aux conditions
¢noncées ci-dessus (n° 191), cest-a-dire tel que Paxe
du couple résultant des forces extéricures soit nul,
¢t considérons les aires élémentaires décerites dans
Pespace pendant un élément de temps par les rayons
vecteurs qui joignent le point O aux divers points du
systéme ; les projections de ces aires sur un plan sont
les aires décrites dans ce méme temps par les rayons
vecteurs des projections des points sur ce plan.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 277 —

Soient dAs, dAy, dA: les projections dune de ces
aires élémentaires sur les plans coordonnés, menés par
le point O; la projection de cette aire sur un plan P
faisant des angles o, 8, 7 avec les plans coordonndés sera
donnée par la formule :

BAp = dAx . cosa 4 dAy, . cos P 4 dAs. cos T,
de laquelle on tire, en intégrant :
Ap == Ay cosa + Aycos B + Az cosv;

par conscquennt,
YAy == cos 2 XinAy + cos 3 YmA, 4+ cos T NirAs.

Or, dans le cas particulier que nous avons examiné
(n®191), on a (n° 188) :

"

¢ . ¢
YA, =3 {, XmnA, = (, YmA: =,

™IS

par suite,

1
TmAy = - t (¢"cosa -+ ¢ cos ‘a -+ ¢ cos v,

~

Dans cette ¢quation le coefficient de ¢ est constant,
lorsque le plan P est donné : cette formule est conforme
au théorcie énoncé plus haut (n° 191).

193. On pecut d'ailleurs mettre cette ¢quation sous
la forme suivante :

lt(} COS & -} — cos§+ COS ° ),

NH—J

EmAp =
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en posant :

k=& T F

n CY
B R R
des angles que fait avec les axes coordonnés une
certaine droite OI, dont la direction est, par conséquent,
indépendante de la position du plan P. Si donc nous
imaginons un plan Q perpendiculaire a cette droite 01,
la position de ce plan est indépendante de la position
du plan P, et en désignant par 6 'angle qu’il fait avec
le plan P, ona :

Or, on peut considérer comme les cosinus

c" c ¢
cosG:Ecosz-{— zcosﬁ—}— Ecosy,

par suite,
1
XmApy = 5 kit cosH,

Donc, la somme des produits que ['on obtient en
multipliant les masses des différents points matériels
par les aires correspondantes décrites sur le plan P,

est égale au produit de %kl par le cosinus de langle
que fait le plan P avec le plan fixe Q.

194. La quantité % étant indépendante de la position
du plan P, on voit que Tm A, sera maximum lorsque

lon aura & = 0, cest-a-dire quand le plan P coincidera
avec le plan Q ; on aura alors :

ImAy =% kt.
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Done, il existe un plan fixe tel que lo somime des
aires décrites pendant un temps quelconque par les
projections des rayons vecteurs des différenis points
sur ce plan, multipliées por les masses de ces points,
est plus grande que pour tout autre plan de projection.

Ce plan est toujours le méme, quel que soit le temps
é¢coulé. On Tappelle le plan du maximum des aires:
cest le plan invariable de Laplace. Sa position est
déterminée par les formules :

c" ¢

COS o —mee——— S py=——o-——,
I/CZ+C'2+C”2, # l/Cz—f-C'z—**C”z

¢ ;
COSyu=— ————— 3
Vet~ ¢+ ¢

il coincide donc avec le plan du couple résultant des
quantités de mouvement, et il a pour équation :

"z 4+ cy + cz = 0.
REMARQUE. — 11 est évident que le théoréme des

atres subsiste, comue celui des moments des quantités

de mouvement, dans le mouvement relatif du systéme
autour du centre de gravité.
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Théoréme des forces vives.

195. Nous avons vu, dans le mouvement d'un point
matériel libre (n® 38), que I'accroissement de force vive
d’'un point matériel pendant un cerfain temps est ¢gal
au double du travail de la force motrice (ou de la
résultante des forces appliquées) pendant ce temps.
Daprés cela, 'équation différentielle des forces vives
pour un point matcériel libre est :

L dmv? = Xdx + Ydy + Zdz.

031

Or, dans un systéme matériel, nous pouvons consi-
dérer chacun des points comme libre, et sollicilé par
toutes les forces extérieures et intéricures. Nous pouvons
alors appliquer 4 chacun de ces points rendu libre le
théoréme que nous venons de rappeler, et nous aarons,
pour le systéme, I'équation :

d¥mp? = X (Xdz + Ydy + Zdz2),

LD

dans laquelle X, Y, Z sont les composantes de
I'une quelconque des forces extéricurcs ou intérieures.
Le signe ¥ du premier membre se rapporte a tous les
points du systéme, celui du scecond membre a toutes
les forces.
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En intégrant, on a :

|4
% Zmot —é Sme,t — Z f(de -+ Ydy -+ Zdz).
~ u

Observons que le seccond membre renferme toutes les
forces extérieures et intéricures, y compris les forces
qui tiennent licu des liaisons.

Nous appellerons force wvice folale du syslénc,
la somme des forces vives des différents points de ce
systéme, et nous aurons le théorcme suivant, qui est
le théoreme des forces vives :

THEOREME. - - [accroiwssement de la force vive tolale
dun systéme maldriel en moucement pendant un lemps
donné est égal au double de la sornvne des travaux
de toutes les forces tant inlérieures qu’extéricures qui
agissent sur les différents points du systéme pendant
ce femps.

196. REMARQUE. — Observons ici que, si certains
points sont assujettis & se mouvoir sur des surfaces ou
sur des courbes fixes sans frottement, le travail des
réactions normales est nul.

Nous devons cncore remarquer quc les forces intc-
rieures ne disparaissent pas d'elles-mémes dans’ le
théoréme des forces vives comme dans les autres
théorémes généraux. Nous savons en cffet (I, n° 379),
(e la somme des travaux ¢liémentaires des deux forees
¢gales et de scns contraires qui se développent cntre
deux points matériels, n'est ¢gale 4 zéro que si la
distance de ces deux points nc varie pas. Par consé-
quent, la somme des iravaux des forces intéricures
d’un systéme est, en géncral, différente de zéro, et cette
sommnie entrera dans 'équation des forces vives.
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197. On peut encore obtenir le théoréme des forces
vives en sappuyant sur le théoréme de d’Alembert.
Nous avons vu que ce théoréme nous donne I'équation
suivante :

dx Y\
E[(X m dﬂ)ox—{—(Y*mdﬁ)oy
\ odizy s ]
—T—<Z — 7 W) oz] =0,

dans laquelle X, Y, Z désignent les composantes de
toutes les forces qui agissent sur le systéme, a I'exception
des forces qui tiennent lieu des liaisons, dz, dy, dz,...
devant étre compatibles avec ces liaisons.

Nous avons vu (n° 165) que, si les équations de
liaisons ne renferment pas explicitement le temps,
le déplacement effectif sera un déplacement compatible
avec les liaisons du systéme, et I'on pourra poser :

S = dx, Gy =dy. tz=dz, ..

L’équation de Lagrange nous donne alors :

2y
S "(X m dtf)dm+( — M “z)dy
dz
+(Z - dlz)d]zo’
ou bien :

2 2
Sun dmdm+d’c/];£!/+dzd”=2(de+ng/+Zdz),
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et, en intégrant,
1 1 :
5 Ximvt — B} Yol = Z/(de + Ydy 4 Zdz).
a

Cest équation des forces vives dans le cas ou les
lizisons ne renferment pas explicitement le lemps.
Le second membre de cette équation ne renferme que
les forces qui agissent sur le systéme (y cowmpris les
forces intérieurcs), & L'exclusion des forces de liaisons.

Ainsi done, dans le cas ol les liaisons ne renferment
pas explicitement le temps, I'équation des forces vives
ne renferme pas les forces de liaisons.

198. Si, au contraire, une ou plusieurs des équations
de liaisons renfermaient explicitement le temps, le
déplacement réel ne serait pas compatible avec les
liaisons : le calcul que nous venons de faire n’est plus
applicable. Pour que T'on puisse identifier le déplace-
ment réel a un déplacement virtuel, il faudrait que
les 0z, dy, dz,... fussent complélement arbitraires.

Or, il est possible de donner & I'équation de Lagrange
une forme telle que les dx, dy, 3z,... vy soient tout a fait
arbitraires. )

En effet, si nous désignons par X,, Y,, Z les
composantes de la fbree totule, résultante des forces
extérieures, des actions mutuelles et des forces tenant
liew des liaisons, pour le point 72, nous aurons
I'équation :
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On obtient ceite équation de la maniére suivante :
Ie point 2 pouvant étre considéré comme libre sous
I'action de la force X,, Y,, Z,, on a pour ce point :

dw

e’

X, =m Y, =m ar’ Z,=m I

on obtient des équations analogues pour chacun des
points du systétme rendu libre. Or, en multipliant
chacun des groupes par dz, dy, dz et ajoutant,
on trouve l'équation précédente.

Cela posé, si, dans cette ¢quation ol les oz, dy, 9z,...
sont arbitraires, on remplace dx, ¢y, dz,... par
dx, dy, dz,..., on aura l'équation :

de iy -\ dydiy + dzdz
n .
7

Y}

P

=X (X, do -+ Y,dy + %,dz).

Ce sera 'équation différentielle des forces vives.

199. On pourra séparer duans le second membre les
fermes qul se rapportent aux trois espéces de forces.
En désignant par X, Y, Z les composantes de la force
extéricure au point nz, par X', Y', Z' les composantes
de la force qui tient lieu des liaisons, les termes du
second membre qui se rapportent & ces deux espdéces
de forces seront :

¥ (Xde +Ydy + Zdz), et EX'dxe -+ Ydy - Zdas).

Drautre part, si I'on désigne par mumn'f(27) les actions
mutuclles excrcées entre les deux points m et )/,
ces forces étant appliquées I'une en s, l'autre en ),
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le travail élémentaire de Taction mutuelle de ces denx
molécules sera — ' [(») dr ; done, la somme des
travaux des actions mutuelles scra :

t
— Emm'/f(r) dr,
v

¢t nous aurons pour I'intégrale des forces vives :

~

4
% St ——17 Yinw,t = Z '/‘(de + Ydy + Zdz

ol Z /E(X’a'w +Y'dy + Zdz

4

— Simn! /f (r) dr.
b

200. Lorsque les liaisons sont indépendantes du
temps, le second terme du second membre est nul,
parce quil correspond & des forces qui sont normales
aux chemins réellement parcourus (n® 164 ect 185),
et 'on a alors I'équation :

| =

A
Yme?— 5 Yinp,? = Z f(de -= Ydy -+ Zdz)
[}

4
—_ me'// (™ dr.
u

Cest I'équation que mous aurions trouvée par le
premier procédé (n° 197), si nous avions séparé dans
Féquation les termes correspondant aux forces cxté-
rieures et ceux qui correspondent aux forces intérieures.
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201. Reprenons I'équation des forces vives sous la
forme (n° 197) :

2
1 1
-V 2 _ Yp 2 — ; s
5 Zmv 5 LT, E /(Xd.x + Ydy + Zdz),

en supposant que les laisons ne renferment pas
expliciternent le femps. Nous savons que, dans ce cas,
X, Y, Z sont les composantes de 'une quelconque des
forces intérieures ou extérieures du systéme ; d’ailleurs,
le signe ¥ du premier membre se rapporte & tous les
points du systéme, ct celui du second membre a ioutes
les forces extérieures et intérieures.

Supposons quil existe une fonction de force U,
ne renfermant pas explicitement le temps, c’est-a-dire
une fonction dont les dérivées partielles prises par
rapport aux coordonnées x, y, z dun point soient
égales aux composantes X, Y, Z de la force appliquée
en ce point; en dautres termes, supposons que la
quantité X (Xdx + Ydy -+ Zdz) soit la différentielle
exacte d'une fonction U. Nous aurons alors :

Imo® — Emo 2 = 2U — 2U,,
ou hien :
Tmov? = 2U -+ A,
k étant une constante. Cette équation s’appelle I'intégrale

des forces vives : on dit alors que Iintégrale des forces
vives existe. On peut la mettre sous la forme :

o () + (2) + ()] e
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cest une intégrale premiére des équations du mouve-
ment. Nous aurons le théoréme suivant :

THEOREME. — Dans un systéme soumis & des liaisons
indépendanies du temps, et pour lequel il existe une
fonction de force dgalement indépendanie du temps,
la force vive du systéme est égale au double de la
fonction de force augimentée d'une constanie.

Ce théoréme a 6té énoncé pour la premidre fois par
Daniel Bernoulli.

202. On voit que, dans ce cas, la force vive du
syst¢me ne dépend que des coordonnées des différents
points. Si, & deux époques différenies, les poinls du
systéme repassent por les mémes positions, la force
vive & ces deuw époques reprend la méme valeur :
elle est indépendante des frajectoires des différents.
poinis entre ces deux époques.

Cest en cela que consiste le principe de la conser-
vation des forces vives. Il a lieu lorsqu’il existe une
fonction de force. Le mot conservation se rapporte
4 cette indépendance de la forme du chemin parcourt,
ou, ce qui est la méme chose, des équations de
condition, puisque la forme du chemin parcouru dépend
des équations de condition.

Cest ce qui arrivera lorsque le systéme n'est sollicité
que par des actions mutuelles (forces attractives ou
répulsives) égales et de sens contraires, et fonctions
des distances mutuelles. En cffet, on a alors pour deux
points :

Xdz 4-Ydy + Zdz+ X'dax' + Ydy' +-Z'dad =—mm' fir)dr,

et I'équation des forces vives nous donne :

1
% Tmpt — % Tinw ¥ = — Z fmm’f(r) ar.
o
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Cest ce qui arrivera encore lorsque les forces
extérienres sont des forces attractives ou répulsives
dirigées vers des centres fixes, ces forces étant des
fonctions des distances aux centres fixes. Car, on a
alors, comme nous l'avons vu (n° 80) pour chacune
de ces forces :

Xdx 4+ Ydy |- Zdz = — F (r) dr,

expression qui est une différentielle exacte.

203. Reprenons encore I'équation des forces vives
(n® 195), et distinguons dans le sccond membre les
termes relatifs aux forces extérieures et ceux qui se
rapporient aux forces inlérieures ; NOUS aurons :

1. 1 N
5 Yinet — 5 Smpt = »GrF, YOF;.

Or, on a :

7
01 — —-Z /‘mm'f('/) dr
[

ou bien, en posant :

[ dir = dp (),
il vient :

t

xOF: =—Z /.mm'd(p"/' = ——-g Xnwi'o (r é .

2

Mais, la fonction ¢ () étant évidemment une fonction
des coordonnées z, v, 2, «', ¥, 5’ des deux points
et 7»', nous pourrons poser :
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Smmle(r) =1l (@, y, 5,7, ¥, 5, ...,

et nous auroens :

EGP‘i——H(x,y,z,x',y',z‘,...)—l—TI(xo,yO,zo,x’o,y'o,z’o,...)
=11, —1II,
en désignant par 11 et 11 les valeurs de la fonction It

aux deux époques 0 et £.
L’équation des forces vives est alors :

1 1. - .
5 Yinr? — 5 Ymrt = E@Fe —+ 1, — 1L
204. RmarqQue I. — La fonction IT ne varie pas

lorsque les distances » restent constantes : c'est ce
qui arrivera pour un corps solide en mouvement ;
par conséquent, pour un corps solide en mouvement
et soumnis a Lacuon de forees extéricures, nous aurons :

1 | . -
5 Ymrr — 5 Yy = E{GP,,.

Donc, laccraissemment de la force vive lolale d'un
solide pendant un certain lemps est égal au double
de (o somme des travaux des forces extérieures
pendant ce temps.

En particulier, s aucune force extérieure wn'agit sur
le corps solide en mouvement, sa force vive tolale reste
constante.

205. RrMARQUE II. — Si un systeme matéricl se
déforme pendant le mouvement, mais en repassant
périodiquerngnt par la méme figure apres des intervalles

19
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de temps déterminés, la fonction II — II | sera nulle,
si les temps 0 et £ correspondent au commencement
et a la fin de ces intervalles, et nous aurons encore
Téquation :-

1 1
2 Yinrt — é 277?/002 == Z‘GF(;-

On a donc le théoreme suivant :

THEOREME. — Quand un systéme matériel quelconque
en mouvement reprend la méme figure aprés des inter-
valles de temps déterminés, la variation de la force
vive totale pendant un de ces inlervalles est égale au
double de la somme des lravaux des forces exlérieures
pendant ce temps.

En particulier, % n'y a pas de force extérieure,
la force vive lotale reprend la méme valeur chague fois
que le systeme reprend la méme figure.

206. Remarque IIl. — Le théoréme exprimé par
Téquation :

% Yo — % Tmv st = Y0F, + 11, — 11,

peut étre énoncé sous une forme qu’il est utile de
connaitre. iy

Nous appellerons énergie actuelle d’'un systéme la
demi somme des forces vives de tous ses points
4 un instant donné : nous la désignerons par T;
énergie polentielle la quantité 1I dont la différentielle
prise en signe contraire mesurec la somme des
travaux élémentaires des forces intérieures (n° 203).
Nous appellerons énergie totale d'un systéme la somme
de son énergie actuelle et de son énergie potentielle.
Ces dénominations sont dues 4 M. Rankine.
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L'é¢quation ci-dessus nous donne :

/

(;: Ymv? + H) — (% Smet 4- HO) — s0F.,

. 1 o
ou bien, en posant 5 Ymoe® =T,

(T + II) — (T, + II,) — =OF..

On cn conclut que, dans loul systéme matériel en
mouvement, la varialion de énergie totale pendant
un certain temps est égale & la somime des travauz des
Jorces extérieures pendant ce temps.

En particulier, si aucune force extérieure n'agit sur
le systéme, on a :

(T 4 11) = (T, + TI,).

Or, le second mecmbrc de cette équation étant
indépendant de ¢, il en résulte que le premier membre
est constant. Donc, [lénergie totale dun systéme
matériel soustroit & laction de toute force extérieure
est invariable.

Si Ton considére l'univers comme un systéme de
points matériels sounis exclusivement & leurs actions
mutuelles, on conclut du théoréme précédent que
Uénergie tolale de lunivers est une quantité constante.

20%7. 1l est facile dc sassurer que le théoréme des
forces vives a liew par rapport aw centre de grovité,
comme S'il était fixe.

Soient @,, %,, &, les coordonnées du centre de gravité,

', 4, 2" les coordonnées dun point s du corps par

@
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rapport & trois axes menés par le centre de gravité
parallelement aux axes fixes. Nous aurons :

v—=x +a, y=y +y, s=5+2

d'olt :
Ymr? — Yo [(%)2 —+- (%)2 -+ (%3; )i]
= v [+ G (e T
[ () = (0 (0]
() (G (5

do
o
+~d£

da' dl/ . d‘?/"
b = A W | had> A
2 7 + 2 dt & i + 2

~ o
dz & (3

dz_ pavay TZT.

Malis, Torigine des coordonnées 2/, i, 2' étant au
centre de gravité, on a (I, n° 323) :

Ymax'=0, Tmny =0, Ymni=0;
par suite,

W i@ — Y (_Z’l/l — N (_Z:’_' =
X~ =0, Ymn o =0, Ym 7 0.

Par conséquent, en désignant par V la vitesse du

centre de gravité, par » la vitesse relative du point #2
par rapport au centre de gravité, on a :
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Ymr? == MV? 4 Smue,

“ette formule nous donne le théoréme suivant :

THEOREME DE KokNIG. — La force vive lotale d'un
systéeme matériel est égale a la force vive du sysicéine
par rapport a son cenlre de gravilé, augmentée de la
Jorce vive duv cenlre de grovité ou on supposerail
toute la masse concentrée.

D’autre part, nous avons aussi :

Y {(Xdr 4+ Ydy + Zdz)
=Y [Xd (@, + &)+ Ydy, +¥)+ 24 (z, + 2]
=X (Xdz' + Ydy' -+ Zdz2) + doe XX 4 dy XY + dz Y.

Mais, si 'on applique le théoréme des forces vives
au mouvement du centre de gravité (x,, y,, 5,) sous
laction de la force £X, XY, £Z, on a (n® 39) :

%dMV2 = do XX 4 dy XY | ds,¥7,
el, par conséquent, il vient :
Y (Xdz-+Ydy + Zdz) — % AMV? - X (Xdow' - Ydy' 4 Zd3).
L’équation différenticlle des forces vives (n° 195) :

}) d¥mn? = ¥ (Xdx -+ Ydy + Zdz),
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nous donne alors :

3 AMVE + L dSmur = JANYV? + B (Xda' + Yoy + 7de)

?

par suite, on a :
% dXmu? = X (Xdo' -+ Ydy' 4 Zdz'),

ou bien, en intégrant,
L Tmu? — 1 Tmul? = Z / (Xdz' 4 Ydy' -+ Z2dz'),
2 2 3

et la propriété est démontrés.

REMARQUE. — La fonction II ne dépendant que des
distances des différents points du systéme, ne change
pas de valeur quand on rapporte le systéme aux axes
paralléles du centre de gravité. Il en sera donc de méme
de expression Il — Il du travail des forces intérieures.
Done, le travail des forces intérieures est le méme dans
le mouvement absolu et dans le mouvement relatif au
centre de gravité.
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Théoréme de la moindre action.

208. Supposons un systéme matériel pour lequel
Iintégrale des forces vives existe, c'est-d-dire tel que
les équations de liaisons ne renferment pas explici-
tement le temps, et qu'il existe une fonction de force
ne renfermant pas explicitement le temps. Nous aurons :

Yot = 22U + A.

Considérons les différents mouvements par lesquels
le systéme peut passer d'une de ses positions 4 une
autre, en satisfaisant aux équations de liaisons,
et formons pour chacun de ces mouvements la somme

> f mrds

des produits des quantités de mouvement de chague
point du systéme par les arcs élémentaires quil déerit
successivement sur sa trajectoire réelle ou sur sa
trajectoire fictive. Le théoréme de la moindre action
consiste en ce que cetle somme sera un MINHNUM POUr
le mouvenent effectif.

Nous avons donc a démontrer que l'on a, pour le
mouvement effectif :

oV == 82fnwds == 0.
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Or, on a:
eV — b 2 /mvds= E /‘mavds-}— E /lmtads;
mais,

Z/.mavds = Z/‘mvr)tdl :fdlEHwEv.

D'ailleurs, 'équation des forces vives :
Ymet =20} A,
nous donne :
Smvor = U = £ (X8x -+ Yy -+ Zo3);

done,

Zl/.mavds =fZ(XEm + Y3y + 732) di.

Pour transformer la seconde intégrale de ¢V, ohser-
vons que I'équation :

ds® = da* 4 dy? + dz2,
nous donne :

dsdds = dzidr 4 dysdy -+ dzédz,
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d’ou :

p3 s — o B8 , s dz
MOBAs = 1 i oda - # v Sdy + m i odz.

Par conséquent,

. Zf;;@vacl.s*:Z m— de+2/m oy
-+ Z/ odm

Or, on a, cn intégrant par parties :

Z/'m—odx—im——'ox——Z/‘ox i —, .- di.

Par suite,

oty o , Ay . dz
8V = Zin (W Sx + d; 9+ oz)

+ fz [( —m ’ﬁ) o + (Y-— n (—:;—;‘4—) oy

Mais, le premier terme du second membre est nul
aux limites, puisque les positions extrémes de chacun
des points du systéme sont supposces fixes. D'autre part,
pour le mouvement effectif, on a, en vertu de I'équation
de Lagrange :
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dax ar
Z{(X_MW> S+ (Y—m—a'%) 3y
a2z \ .
=+ (Z—mat—z) oz]:o,

Par conséquent, pour le mouvement effectif, on a
¢V = 0; or, cette condition exprime que la fonction V
est un minimum, puisque cette fonction n’a évidemment
pas de maximum.
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CHAPITRE V.

Du mouvement relatif.

209. Les propriétés du mouvement que nous avens
élablies jusqu’ici se rapportent au smouvemment absolu,
cest-4-dire qu'elles supposent que le mouvement soit
rapporté 4 un systéme de trois axes fixes dans l'espace.

Nous nous proposons maintenant d’étudier le nouve-
ment apparent ou relptif, c'est-a-dire le mouvement
rapporté a un systéme de comparaison qui se déplace
constamment par rapport au systéme fixe.

On pourrait, pour étudier le mouvement relatif,
commencer par déterminer le mouvement absolu du
corps, comuie nous lavons fait précédemment, puis
passer du mouvement absolu au mouvement relatif par
un changement de coordonnées. Mais, il faut observer
que cctte méthode serait trés lahorieuse, et méme,
elle serait impossible si les forces motrices dépendaient
du mouvement relatif du corps. 1l est donc préférahle
de former dircctement les équations différentielles du
mouvement d’'un point ou d'un systéme en rapportant
ce mouvement 4 un systéme de comparaison animé
d’un mouvement connu.
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210. Nous commencerons par I'étude du mouveement
relatif d'un point libre.

Soient Oz, Oy, Oz trois axes rectangulaires mobiles
auxquels se réduit le systéme de comparaison, p, ¢,
les composantes de la rotation suivant ces axes a la fin
du temps ¢ ; «, y, # les coordonnées relatives du point
mobile a cet instant, X, Y, Z les composantes suivant
ecs mémes axes de la force wmoirice P qui déiermine
le mouvement ahsolu.

On sait (I, n° 165) que l'accélération o, du mouve-
ment relatif est la résultante de l'accélération ¢, du
mouvement absolu, de laceélération du mouvement
d’entrainement prise en sens contraire — o, et de
laccélération complémentaire prise en sens contraire
— 0, = — 2w7, sin 2. Nous aurons done, daprés cela,
suivant laxe des @ :

Cr,z = Qa,x — Pe,x — Yo, a9

ou bien

§r,z = Ca

at — "t

x_chx_z(q(ﬁ ,d.?/)_

Or, la force P est représentée en grandeur et cn
dircction par laccélération absolue g, du point m,
multiplice par la masse de ce point; par conséquent,
X = my, .. Dantre part, les composantes de Paccéleé-
Az d'y d’z
dar®’ drt’ drt’
en multipliant par » les deux membres de TFéguation
précédente et des deux équations analogues relatives
aux axes des ¥ et des 2 :

ration relative o sont Nous aurons,
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s P D4 a7
772 T X~77176,x—~9;z ( g d!)’
a2y . dx dz
- VA VA ” D A _
Mmoo == Y Mg,y — R (7 gr P dt) , (4

dz iy dx
% — e s — 2m ( k— T
" 76, 5 ) (p T dif)

Ce sont les équalions différentielles du mouvement
reletif’ d'un point libre.

211. Il est facile d'interpréter ces équations qui
nous apprennent que la force mezr est la résultante
de la force P et des deux forces — mg, et — myp,:
ces deux dernicres portent le nom de forces appar entes
ou jorces fictices. La force e, est ¢videmment
la force qui, appliguéa au point s supposé libre, lui
communiquerait une accclération absolue égale a son
accélération relative. La forece — myp, est la force
d'inertic du point sz, supposé entrainé par le mouve-
ment des axes mobiles @ on Tappelle foree d'inertie
dentraineinent, on rdaclion denlrainement. La force
— g, qui agil en sens contraire de Paceélération
complémentaire, cst la  force centrifitge composée.
On a donc le théoréme suivant :

THEOREME. — Le mourement relalif d'un point maté-
viel libre, rapporté & un systeme de comparaison inohile,
peut élre troité comme un mouvemenl absolu, pourvu
que Uon jowgne @ la force inolrice P (ou @ la résultante

de loutes les forces qui agissent réellement sur ce point)
deux forces ficlives ou apparenies, savoiir: la force
d'inertie d’entralnement, et la force centrifuge composée.

212. Il résulte de 14 que les théorémes généraux
de Ia Dynamique du point matéricl sont applicables
an mouvement relatif de ce point par rapport & des
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axes mobiles, comme 4 son mouvement absolu, pourva
que T'on introduise dans les formules et les énoncés les
deux forces fictives dont nous venons de parler.

213. REMARQUE I. — Si le point matériel n'est pas
libre, mais assujetti & certaines conditions, par exemple
4 se mouvoir sur une surface ou sur une courbe,
on rameéne le probléeme au cas du point libre, en ajoutant
aux composantes X, Y, Z de la force motrice suivani
les axes mobiles, les composantes suivant ces mémes
axes de la réaction normalec de la surface ou de
la courbe, ce qui introduit de nouvelles inconnues. Mais
alors les équations de la surface ou de la courbe, que
nous supposerons rapportées aux axes mobiles Ox, Oy,
0z, nous fourniront de nouvelles équations en nombre
suffisant pour déterminer les fonctions inconnues.

214. REmMARQUE II. — Les Jforces fictives peuvent
dans certains cas se réduire & une seule, ou disparaltre
complétement.

En effet, il résulte de ce que nous avons vu (I, n° 164)
que la force centrifuge composée est nulle :

1° pour w = 0, cest-a-dire lorsque le mouvement
d’entrainement se réduit a une simple translation ;

2° pour . = 0, C’est-a~dire lorsque la vitesse relafive
est nulle ; alors le point est en repos relatif';

3° pour « = 0, c’est-a-dire lorsque la vitesse relative
est paralléle 4 I'axe instantané de rotation.

Dans ces trois cas, les forces apparentes se réduisent
a la force d'inertie d'entrainement.

La force d’inertie d’entrainement est nulle, lorsque le
mouvement d’entraincment est une translation rectiligne
et uniforme (I, n° 164); car, alors ¢, == 0. Dans ce
dernier cas, les deux forces fictives sont nulles : il 0’y a
donc aucune force apparente 4 joindre aux forces
motrices.
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215. Remarquons cncore que Paccélération complé-
mentaire @, étant perpendiculaire a la vitesse relative,
il en résulte que le travail relatif de la force cenirifuge
composée est toujours nul, et, par conséquent, cette
force n'entrera pas dans le théoréme de forces vives
appliqué au mouvement relatif.

Mouvement apparent d'un point matériel
a la surface de la Terre.

216. La terre est animée dun mouvement de
translation dans l'espace, et d'un mouvement de rota-
tion uniforme autour de la ligne des poéles. Ce dernier
mouvement s'effectue de I'Ouest a I'Est. Il est facile de
gassurer que I'on peut faire abstraction du mouvement
de translation et ne considérer que cclui de rotation.
En effet, si le mouvement de translation était rectiligne
et uniforme, il serait rigoureusement sans influence,
puisque la force d'inertie d’entrainement et la force
centrifuge composée seraient nulles (n® 214); d'autre
part, quel que soit le mouvement de translation, son
influence est & peu prés nulle pour chaque point de la
terre : en effet, ce mouvement est di a laction du
Soleil et des planétes, et cetie action est sensiblement
la méme en grandcur et en direction pour tous les
points du glohe. Or, si I'on tient compte des forces
apparentes qui correspondent 4 ce mouvement, on devra
aussi tenir compte des forces réelles qui le produisent,
et ces deux gsysiemes de forces se font sensiblement
équilibre.
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Nous ferons done abstraction du mouvement de
translation, et nous ne ticndrons compte que du mou-
vement de rotation.

21%7. Cela posé, considérons la Terre comme tournant
d'un mouvement uniforme aulour de son axe, que nous
supposcrons fixze, de I'Oucst a I'Est, avec une vitesse
angulaire constante w. Comme la terre effectue un tour
entier cn 861064 secondes (jour sidéral), nous aurons :

A

) = 8—6T6—4‘ = 0,000073.

Il résulte de la que w est tros petit, ainsi que ses
composanies p, g, » suivant les axes rectangulaires
Ox, Oy, 0z, Tl gensuit que, si la vitesse relative ¢, n'est
pas tros grande, ou si elle est nulle (ce qui arrive dans
Ie cas du repos apparent), ou si elle cst parallele
& laxe du globe (= = 0), les forces centrifuges
composées pourront étre ndégligées dans les équations
du mouvement relatif, ¢t nous ne devrons joindre ala
force motrice P que la force d’inertic d’entrainement.

Cherchons donc a ddéter-

Fig. 43. miner celie force dinertic

3 d'entrainement. A cet effet,

. / E\ observons que le point i dans

AL \ la rotation autour de laxe

. ¢ /\B \E PP’ (fig. 43) décrit un cercle
’ 0 d’'un mouvement uniforme.

Or, dans ce cas (I, n° 164),
Taceélération du point se réduit
P a4 sa composante cenlripete

w’r (r étant la distance mn
du point m a laxc PP).

La force d’inertie d'entrainement se réduit done a la
force centrifuge ma’~, due au mouvement de rotation
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awlour de PP 2 elle est dirigée suivant le prolongement
mA du rayon » du parallcle passant par le point e,
et elle a pour expression me® ., mn = mn® [Lcos i,
en désignant part R le rayon de la terre, ot par 2 la
latitude du point w:,

L’accclération. centrifuge est toujours tros faible
car, a l'dquateur ou l'on a : 07 ‘

clle est maximum et a pour expression :
0% == 0,03308.

218. Si donc on veul, éludier le morreinent apparent
d'un  point libre soumis uniquement A latiraction
terrestre, on devra joindre A la force motrice ml qui
est latiraction terresire, la force centrifuge mA corres-
pondante a la position du mohile dans sa rofation
autour de PP Or, lu résultanie mC de ces deux forces
est ce que Yon appelle e gnids du corps : Cest la foree
égale et opposcée a cclle quil faudiait appliquer au
point @ supposé en repos apparent pour (wil reste
en équilibre. Cest le produit de la masse du point
matériel par Pacedlération g correspondante au point e,
et L direction de cetle resultante est la eerticale.

1. On ne doit donc pas counfondre le poids d'un corps avec
lattraction que ce corps éprouve de la part de la terre. Le poidg
est la résultante de cette attraction et de la ree centriluge due
a la rotation de la terrc. i :

<0
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Ainsi donc, quand méme la terre scrait rigoureu-
sement. sphérigue, la divection de la verticale (fil a
plomb) ne serait pas celle de Iattraction terrestre sur
le point =z, mais celle de la résultante mC de cette
atiraction mD ¢t de la force centrifuge .. I s'ensuit
que, meéme dans le cas de la sphéricité, les verticales
ne passeraient pas ftoutes par le cenwe de Ia terre.
Cela narriverait qu'a l'équateur et aux deux poles;
partout ailleurs, Ia foree centrifuge produit une dévia-
tion de la verticale par rapport au rayon terrestre.
(Cest la vraie cause de laplatisscment du globe aux
poles. kn effet, dans le cas ol le point serait en repos
apparent, il serait en équilibre sous Paclion de cefte
résuliante et de la réwciion de la surface terrestre,
normale & ceite surface. Il sensuit que le globe
terresire a une forme cllipsoidale telle que sa surface
.moyenne soit normale a toutes les verticales successives.,

219. RuMARQUE. — Il résulte de ce que nous venons
de dire que, dans les problémes du mouvement des
corps pesants, nous avons implicitement tenu compte
du mouvemnent de rotation de la terre, en remplacant
lattraction terrestre par la pesanseur.

220. Prorrirrg. - - IL est évident que les raison-
nements que nous avous faits seront applicables au cas
ol le point matériel serait souis a Faciion de plusieurs
forces. En cffet, parmi ces forces figure toujours
Patfraction terrestre qui s'exerce sur tous les points
A la surface de la terre. Nous aurons donce le théoréme
suivant :

TutoriME, — Dans Uélude du mouvement relalif’
dun point matériel a lo surfuce de la lerre sous
laction de forces el de liotsons quelcongques, on peut,
avec une approximulion suffisanle (sauf le cas de
grandes vilesses), raisonnes cowvne st la lerre élail
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en repos, et appliquer les égualions du mourement
absolu, pourvye que Uon remplace Callraction lerresire
par la pesanteuwr.

221. Nous avons vu {n” 214) que, quand le point
est, en repos relatif, la forece centrifuge composée est
nulle. II en sera de méme lorsque le point étant en
mouvewment, la vitesse relative zr cst paralléle a laxe
du globe. Elle est encore négliceable lorsque lavitesse
relative o est tres petite @ car, alors la foree cenrifuge
composée st insensible, pourvu qu'elle n’agisse pas
pendant un temps assez long. Sauf ces deux derniers
cas, en d’autres termes, lorsque la vitesse relative est
tres grande, ou lorsque la force centrifuge composée
agit dans le méme sens pendant un temps assez long,
les cffets de cette force sont sensibles, et Ton doit en
tenjr compte dans les équations du mouvement relatif
d'un point & la surfuce de la terre.

222. Ktndions done le mourement relatif d'un point
nwitériel @ la surfuce de o lerse. Dapres ce que nous
avons vu (n® 211), la force capable de produire I'acee-
lération d'un point dans son mouveinent relatf 4 la
surtace de la terre, est la résultante : 1° des forces
réelles qui agissent sur ce point; 2° de la force d’inertie
d’entrainement (c¢'est la foree centrifuge) ; 3° de la force
centrifuge composce.

Les forees réelles comprennent les attractions exercées
par Ia terre et les autres corps cclestes, et ces actions
composées avee la foree dinertic d’entrainement donnent
le poids du corps que T'on désigne dordinaire par wg :
les forces réclles comprennent done le poids du corps,
et toutes les autres forees extéricures qui agissent sur
¢e point.

Daus le cas particulier du mouvement relatif’ d'us
point maltdriel pesané, cc point est soumnis 4 action
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de la pesanteur connue en grandeur ot en direction,
ct & la force centrifuge contposce,

223. Cherchons a déterminer les  éyuations du
mouceinent de ce point,

Soicnt (tig. 44) O Torigine fixe par rappors i la
terre, prise dans 'iemisphere nord, PP’ Paxe terrestre,
EE' l'équatcur, Os la verticale yue nous supposons
dirig¢e dans le sens de la pesanteur, g lacceélération
due a la pesanteur. Rapportons a trois axes rectan-
gulaires, savoir : Oz que
nous venons de définir,
Oz mené dans le plan
horizontal du point 0O,
tangenticllement an meéri-
dien, dans la direction
du Sud; Oy tangent au
parallele an point O et
dirig¢ vers UEst. Soit NS
la parallcle a PP mence

par le point O : Ia rotation
ayant licu de POuest a I'Est, OS scra, dapres les
conventions adoptces, le sens de Taxe de rotation.
Soit 4 la latitude du point O : c’est le cowmplément
de Tangle que fait Paxe de rotation avee la verticale
de ce point O.

Si nous décomposons la rotation o suivant les trois
axes, nous aurons :

p=weosd, ¢=0, r=wsinl.

Les composantes de la foree centrifuge composée
sont donc :
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dz .. d
Xe = 2in (; 5(1;; — i W) = 2/ SIN ?t%’
- e dz S 5 . dz - dx
Y ¢ —= 2N (]) ?l-t— — 1 (Il = Zihw (COS A m— — Sl i
. dx dy dy
Le == 2 ((1 i P ',Tt) = — 2/t eos i e

Si nous désienons, en général, par X, Y, Z les
composanties de la force exidricure appliquée au
mobile, ahstraction faite de son poids, qui se réduit
A me force g dirigée suivant Paxe des 2,' nous
aurons pour les équations du mouvement du mobile

aux environs du point O :

d o a4 Y

37t —{]F === X -<]— ~H?/(1).Sln Py di )

a2y o, dz . & dx

172 —dtg ==Y + 20w 1 C0S ); ?[t — SN ) zﬁ‘
dy 5 Ay

oo = 1) — 20w L

. i 7 4 g 7120 COS 2 dl

Lintéeration de ces éyuations permet de déierminer
x, i, 5 en fonciion de £,

1. Nous suppasons que le mohile ne s'écarte pas beaucoup du
point O, ce gui nous permet de considérer la pesanteur comme
constante dans toute l'étendue de la trajectoire,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 310 —

Applications. — Chute d'un corps pesant.

224. Proposons-nous de trouver le mouvement d'un

point matériel tombant du point O sous Caclion de la
pestnteur seule.

Nous aurons, dans ce cas, X — 0, Y =0, Z = 0,
ot les équations du mouvement sont :

dxx ., dy

E 2w sin A ar’

dy ( dz .. dx

=2 ‘coslm—sm)\ dt)’ (1)
_ng = g — 2w Cos A ((liz -

Intégrant ces équations, et désignant par a, b, ¢ les
composantes de la vitesse relative initiale, il vient :

dw .
T 2wy sini 4+ a,

dy ., . .
Qi 2w (zcos) -axsinzy 4 b, i2)

dz N
Tt = gt — 2wy cos i -} c.
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cntre la premiére et la troisiéme des

équations (1), on a :

2

dae

N

2
+ sin 4 -% = g sin 4,

cos 4

d’ot, en intégrant, et observani que, pour £ —= 0, on a
at/s

s d .
cos 4 - ;" -+ sin 4 {;é = gisini -} acos -} ¢sinj,

I

dz A .
(Et')o = ¢, il vient :

ou bien, en posant a cos 4 + csin 4 = ¢,

sdoe o da .
cos }-sin A T =gisind -{-¢c,.

LEn intégrant de nouveau, il vient :
.’L‘(‘,OaA+ZSIHA=2gl“SlnA+Clt; (3)

nous n'ajoutons pas de constante, parce que x et z sont
nuls pour £ — 0.

dx
Remplacant 7 (r — p ar leurs valeurs (2) dans Ia

deuxicme ¢quation (1), on obtient :

d*y

g Ay = 20 {gf cos 4 — a,),

en posant :

@, = asini — ¢cos i
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On sait que Tintégrale de cotto (\(111 wtion différentielle
du sccond ordre est :

g COS ? a,
2o 2w

7 = A cos 2wt + B sin 2wt +

Pour déterminer les constantes A el B, faisons £ = (;
1OUS Aurons : '

dy _
Yo=0. (dt) b,

et, par suite,

A=, Bf—,l(b——

20 20

1 CoS 7.)

2w
En représentant ces comtantos A et B par Gsinz
et G cos z, il vient =

1 - a
d’ou Pon tire ::
« .(’,.7/ 9 3 D] " ) q eas ;‘
a =2 G CQS (~_‘9t + ) + 2w

. . . N dy
Enfin, si 'on substitue cette dernicre valeur de W

dans la seconde équation (2), on trouve

b 1 c0s A

b9 T Tqer .~ GeosRut 4 a),

asinl — 5¢08 7 ==
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on bien :
28ind — 2¢082 = G cos 2 — Geos (2uf + a).  (5)

Les ¢quations (3), (4) ¢t (5) donnent la solution
compléte du probleme.

225. CAS PARTICULIER. — Supposons la vilesse
mitiale nulle ; nous aurons alors ;

geosh

a,=0, ¢,=0, Gsina=290, Gecosa=—=— 108

On en tire :

¢ cos 2
4*

=T, ¥ =

Introduisons ces conditions dans les ¢quations (3), (1)
et (5), ct nous aurons les équations suivantes

. 1 N
@ cos i - zsink = gi¥sin/,

cos A .
. Jcos A ! — Q__T sin 2wt,
2w 4w*

q cos A

1o (1 = cos 2wl). .

wsin) - $CO8 A = —
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Développant cos 2wt et sin 2w suivant les puissances
ascendantes de 2w, et ndégligeant les termes qui
contiennent o” en factewr, nous aurons les équations
sulvantes :

- 1 N
wcosk+zsm/\:—zgt’sm/\,
7 1 3 3
_y:ngCOS)..l,
- R 1 R
L8N A — ZC0S A— — 5 QICOS 4 ;

d’ou I'on tire ;

x =0, ygégwcosk.ﬁ‘, z=%gt’. )

Les formules (6) nous apprennent que, si le temps ¢
reste trés petit, y reste toujours trés petit ; d’ailleurs,
puisque x = 0, le mobile reste dans le plan des zy,
c'est-d-dire dans un plan normal 4 la liene méridienne :
il tombe donc @ pew prés suivant la verticale de son
point de départ. Mais », quoique trés petit, n'est pas
nul ; en outre, il est positif. Il s’ensuit que le mobile
éprouve une petite déviation de la verticale dans le
sens des y positifs, c’est-a-dire vers ' Est. La grandeur
de cette déviation est donnée par la deuxicme des
formules (G). De la troisiéme de ces formules il résulte
que la projection du mobile sur la verticale aura
le méme mouvement que si I'on navait pas égard 4 la
rotation de la terre.
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11 est facile d’ohtenir la trajectoire décrite par le
mobile dans le plan des zy, en éliminant ¢ entre les deux
dernicres ¢quations (8), ce qui nous donne :

212 —
y=-"—=wcos .z z. (M)
31/

Cette trajectoire qui est tangenie & la verticale au

. . .3
point de départ est une parabole du degré 5-

La formule (7) permet de calculer 1a déviation corres-
pondanie a une hauteur de chute donnée. Cette formule
a €16 vérifiée par des expériences faites par M. Reich
dans un puits de mine a Freyberg. On avait :

A= 5l°, 2 — 158m,5.

Les expériences ont donné une déviation moyenne
de 0*,0283, tandis que la formule (7) donne y = 0™,0276,
valeur qui differe trés peu du résultat expérimental.

REMARQUE. Si dans les développements de sin 2wl
et cos 2uwf on tenait compte des ternies qui contiennent
w® ¢n facteur, on aurait les équations suivantes -

- )
2 cosk 4 zsind = gt sin i,

- . cos A
ocsm/‘—zcoslk—:—g2 &+

)'Zt4,

gcos)\(
¢

y:%gwcos}\ LB
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On en tire :

1 -
@ = o e sind cos P AN
)
Y = i gucosh. B3,
(v}
1 1 -
5 o= gt — - guicost, 1t
59 R4

La valeur posiiive de @ nous apprend qu'il v a aussi
une pelite déeiation cers le Suid, mais celie doviation
est insensible.

Pendule Foucault.

226. Proposons-nous détudier lo inoureiment du
pendule, en ayant égard au mouvement de rolalion
de la lerre, cosi-a-dire le mouvemwent d'un point

matcriel pesant attaché an

point O par un fil inexien-

sible et sans masse de

longucur ¢ (tig. 45). Cela

y revient nu monvement dun

point, pesant sur une sphere

de rayon £, invariablement
lice & la terre.

Les forees qui sollicitent

le point supposé libre sont : la pesanteur,. parallcle a

Paxe Oz, la tension du fil ou la réaction normale de la

Fig. 45.
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surface, qua nous désignerons par N, en la rapportant
A Tunitd de masse, ot qui sera divigée dans Te sens MO,
enfin la force centrifuge composce.

I nous sutliva done, d’aprds ce que nous avons vu
(n° 213), d'ajonicer aux composanies de la pesanieur,
les composantes de la réaction N yui sont :

-~
~

_N‘q‘y —N“',

x
—N7 ] ]

et nous aurons pour les équations du mouvenrent :

2 &€ o i dy
wE T T N. 7 - Resing
By Y g (s d
7 B (005 hogg —sima }1’[)’ (1)
ez & ’ . (])/
=0 — N —2cos &3
arz =Y N i @ eos & 7
On a, en outre, la relation :
@Ayt b= @)

Ces eéquaiions (1) et (2) déterminent @, », 2, N en
fonciion de f, ei, par conséquent, le mouvement
apparent du pendule.

En posant, pour abreéger,

= wsind, X = wcosk,

les équations (1) deviennent :
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o d” FNT =0,

2y dx ¥y _
Gk o G b &
arz

e +2]’dL/+N‘—g

22%7. Nous allons étudier le cas on les oscillations
sont, trés petites, c'est-a-dire que nous supposerons que
le pendule s’¢zarte trés peu de la verticale. Nous consi-

1 N .
J %, comme de trés petites
quantités  dont nous ndéeligerons les carrés et les
produits par & et % qui sont de l'ordre de ». Nous
aurons ainsi :

@
dérerons les rapports

z at AN i A
4*<1 FoE) Y s ok
d’ou ;
r =, cl, par suite, = —0 g 0
L el P T e T

La dernicre des ¢quations (3) nous donne alors :

. iy
N -y — 2"
y— e,
On a, par conscéquent,
N.or 0 x dy
—— = =2k T
{ { { di
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et, en négligeant, comme nous Tavons dit, le produit

-
D

k' —, il vient :

{
Nz _ gz
i L
d¢ méme,
Ny 9y,
1

Les ¢quations (3) nous donnent alors les suivantes :

& opty 922 -0

dee e

Yy | oo dx gy
w*””%*z 0,

. ( 5
ou liien, en posant % = h¥,

i LAY g
ar 2k dt + v -
(4)
dey .,
_dl" /Lzl{f =0,

Ces équations (4) déterminent le mouvenient de la
projection du point M sur le plan des @y,

En ¢liminant y entre ces équations (4), cf 11(\f>lwmnt
les puissances de £ supéricures a la premicre vis-a-vis
des quantités finies, il vient :

AT

e

b2 lt’ —I—/LJ = (). )
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I’ ¢quation caractévistique est :
2t 2t 4 bt =05

clle a deux racines doubles imaginares ot cgales
Ay —1.
L'intégrale de Péquation (5) est done :

@ = Asin{ht + 2) + Bisin (e -+ 3y (G)

los constantes A, B, «, £ sont ddtermindes par les
circonstances nttiales da mouvement,

Supposons que pour ¢ = 0, on wit z = 0, y = y, ct
que la vitesse initiale soit nulle, ¢est-i-dire que Ton

. e ) , .
ait ( /2) =0, (7}) = (; les ¢quations (4) nous donnent

f i ‘
0 0

alors, pour ¢ = 0,

dewy CYN e
(dt*)o—o‘ (?ﬂ-—*)o— "o

Or, de I'équation (6) on tire :

(Zl]“—f =1 3 Acos(/t 4 2) 4 Becos (et + D) %—[— Bsin(if-12), (7)

%q‘” + htr = 2Bh cos (ht + 2,

ou bien, & cause de la premicre équation (4) :

l.'.]l/ B 17
=T "¢ + 2 8
di A Cos (hl N {
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ct, par suite, -

d 27/
E?% = — —- sin (ht + B). {9)

Nous aurons done, en faisant ¢ = 0 dans les équations

), (7). (8) et (9) :

0— Asina, 0= hacosa- B.inf,

a

BA . BA®
0—?(1033, -h_t/,):=——k—

Comme il résulte de la deuxiéme et de la quatriéme
de ces équations que les constantes A et B ne peuvent
étre nulles, les deux autres équations nous donnent :

sine =0, et cosB=0, dot: =0, Bzg;

par suite,

Les équations du mouvement projeté sur le méridien
et le paralléle du lieu sont done :

€r=— }% (sin At — hi cos hi),
(10)
y = y,cos hi.

Il s’'ensuit que le mouvement projeté sur le parallcle
est celui d'un pendule simple de longueur {, abandonné
21
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a lui-méme 4 une distance y, de la verticale. On en
conclut encore que la durée d'une double oscillation est :

<

T—=2 !

_— 7h — T 5-

En éliminant ¢ entre les équations (10), on trouve
pour la trajectoire du mouvement projeté sur le plan
des xy :

€ == k (y arc cos - F Ve — yz) - (1D
h Yo

Dans le mouvement direct du pendule, Af varie
de 0 a4 m, et, par conséquent, sin i¢ est positif; dans
le mouvement rétrograde, At variant de = a 2w, on a
sin ¢ < 0. Donc, dans I'équation (11) on prendra
le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que le
mouvement sera direct ou rétrograde. Dailleurs,
comme I'équation (11) reste la méme, quand on y
change simultanément les signes de o et de y, il ¢n
résulte que cette courbe a pour centre lorigine.

228. Pour nous rendre compte du mouvenient,

rapportons-le & deux axes

Fig. 46. rectangulaires mobiles 0%,

On tournant dans le sens
de Oy vers Ox, c'est-a-dire
cn sens inverse du mouve-
ment de la térre sur 'horizon
avecune vitesse — k (fig. 46).
; Au bout du temps ¢ ces axes
feront avec Oz des angles

, . ™
¢gaux a &t et 5 — k¢, ctnous

aurons pour les coordonnées relatives du point M
rapporté a ces axes :
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¢ = xcoskt — ysin kt,

n = sin k¢ 4 y cos k¢,

ou bien, en négligeant les puissances de £ supérieures
4 la premicre :

E=ao — kiy= Egl sin A,

1 = ktx + y ==y, cos hi.

Ces équations dd¢terminent le mouvement de la
projection M' par rapport aux axes OZ ct On.

En éliminant £ entre ces deux dernicres, on a pour
Iéquation de la trajectoire relative par rapport aux
axes O% et O :

£z 72

—_— {_ JE S —

s\ ot
(t)

Cette trajectoire est donc une ellipse ayant pour centre
T'ovigine et dont les demi axes, dirigés suivant 0f et Ox,

. . . R :
sont respectivement égaux a —”%—Q ct ¥, le premier est
[
treés petit par rapport au second a cause de la petitesse

k

du rapport 7"

On conclut de 1a que la projection sur Chorizon du
point mobile décrit une ellipse mobile trés allongde dont
le grand axe est animé d'un mouvement lent de rolation
autour de la verticale du point de suspension, en allant
de U'Est & [Ouest en passant por le Sud, et de U'Ouest
a l'Est en passant pair le Nord. La cidesse angidaive k
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de celle rolation est consiante ef égale a celle de la
rolation lerrestre mulliplide par le sinus de la latitude
du liew d’observation.

L’cllipse relative est donc décrite toute enticére
entre deux plans verticaux paralléles et distants de
%Zi— ¥,» ¢t animés du mouvement de rotalion que nous
venons d'indiquer. Ces plans élant trés rapprochés Pun
de lautre, paraissent n’en former qu’un seul, celui du
pendule, qui, dans expérience, tourne d'un mouvement
uniforme autour de la verticale de 'Est a I'Quest en
passant par le Sud en sens inverse du mouvement
de la terre, avec une vitesse angulaire & = wsina,
Cest ce phénomene de la déviation du plan d’oscillation
du pendule libre que Foucault a mis en évidence au
Panthéon de Paris.

Extension des théorémes généraux

au mouvement relatif.

229. Les théorémes généraux sappliquent au
mouvement dun systéme par rapport & des axes
mobiles, pourva que l'on joigne en chaque point aux
forces réellement appliquées les deux forces fictives
qui permettent de considérer le mouvement relatif de
chacun des poinls du syst¢me comme un mouvement
absolu. Ces forces fictives sont la force d'inertie d’entrai-
nement et la force centrifuge composée (n° 211).

Nous devons observer cependant que, dans Pappli-
cation du théoréme des forees vives au mouvement
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relatif, les forces centrifuges composées disparaissent
d’elles-mémes. En effet, le travail de chacune d’elles
est nul (n° 215).

Nous remarquerons aussi que, dans le cas ou les
axes mobiles auxquels on rapporte le mouvemeni du
systéme se meuvent parallélement & eux-mémes,
les forces centrifuges composcées sont nulles (n° 214),
et, par conséquent, les forces fictives se réduisent aux
forces d'inertie d’entrainement. Enfin, si le mouve-
ment d’entrainement est une translation rectiligne et
uniforme, les forces d’inertic dentrainement sont
nulles, et, dans ce cas, les théorémes généraux
sappliquent au mouvement relatil comme aun mouve-
ment absolu, sans que I'on ait besoin de joindre les
forces fictives aux forces qui agissent réellement sur
le systéme.

230. Supposons que lon rapporte le mouvement
4 des axes mobiles de direction constanie menés par
le ceatre de gravité, et voyons ce qui va en résulter
pour les théorémes généraux.

Nous avons déji vu (n°* 189 et 20%) que les deux
derniers  théoréemes sont applicables au mouvement
relatif autour du centre de gravité. Nous retrouverons
cette propriété par Papplication de la méthode actucelle.

Drabord, puisque les axes mobiles ne sont animés
gue d'un mouvement de translation, le mouvement
d'entrainement est une translation dans laquelle chaque
point décrit une trajectoire égale et paralicle a celle
que décrit le centre de gravité ; les forces centrifuges
composées soni nulles en chagque peint, comnme nous
I'avons dit (n° 214), et, par conséquent, il n'y a pas
lieu de sen occuper. Quant aux forces dinertie
d’entrainement, elles sont toutes paralléles et de sens
contraire a l'accélération totale du centre de gravité
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du systéme dans le mouvement absolu. Chacune de ces
forces est égale au produit de la masse du point
matériel auquel elle se rapporte par laccélération
absolue du centre de gravité prise en sens contraire.

Ceci établi, étudions ce qui résulte de lintroduction
des forees apparentes dans les équations des théorémes
généraux.

231. En ce qui concerne le théoréine du mouvement
du centre de gravité, désignons, comme précédemment,
par X, Y, Z les composantes suivant les axes de la
force extérieure au point m, par |, ¥,, 5, les coordon-
nées du cenire de gravité par rapport aux axes fixes;

les composantes de l'accélération absolue de ce point

d'x, d'y, d’z,

sont — ; done, (n° 230), les composantes

det’ det’ de
de la force d'inertic d’entrainement pour le point
d*x d*y d*z

du systéme sont —m — ;' — e =5t — 1 ——=t

’ act’ daet’ dt?

Si done, en chague point du systéme, nous joignons

d*x dy

a la f()}fe X, Y, 7, la force — m ™ dlgl,
T ——% nous pourrons traiter le mouvement relatif
du systéme comme un mouvement absolu.

. . d’t d’ /) dzz

Si done nous désignons par ETENTE = les compo-

santes de laccélération relalive du centre de gravité,
et si nous appliquons les équations du mouvement du
centre de gravité (n° 1'78), nous devrons remplacer
dans les seconds membres de ces ¢équations VX Y

. ) _d?xl s v A Y o
et £Z par X3 e LY — T X, X7 — dt‘ Sin,
et les premiers membres par -z o gne et nou

aurons les équations :
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de a2
X — 7‘— p ¥ m,
sy — E oy, @
XY qp =M P Xm,
daxz

d*
L Y = —= Zm.
di?

{

Or, les premiers membres de ces trois équations sont
nuls en vertu du théoréme du mouvement absolu du
centre de gravité (n° 178), el, par suite, on a :

a d2n a .
ar =% =% g =0

done, Yaceélération relative du centre de gravité est
nulle, ce qui est d'ailleurs évident, puisque le centre
de gravité est en repos relatif.

232. Passons maintenant au théoréme des quantités
de mourement projetées sur un axe cuelconrue, par
exemple sur 'axe des .

En désignant par X la composante suivant laxe
des ¢ de la force extérieure au point m, par z, v, 3,
les coordonnées du cenire de gravité par rapport aux

2
[~ 4 B . .

axes fixes, — {”:' sera la force d’'inertie d’entrai-

nement pour le point s, suivant l'axe des a; soient,
dx

dx .
en oufre, - - et (TIZ) les composantes de la vitesse
: - Q
relative du point s aux époques ¢ et 0, nous aurons,
en introduisant les forces d'inertie d'entrainement,
ct en considérant alors le mouavement relatif comme un

mouvement absolu :
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Zm R— —_ ( ) fodt Z fm (i,z;f' dt.

dZ
Or, puisque v ! est le méme 4 chaque instant pour

tous les points du systéme, nous aurons :
t
&, ‘e 2, &'z,
Z/ Sovai— (Ll at. xm of St di

de, de,
=M[dt (‘df),j’

et, par suite,

zm%”—t”—zm( ) Zfth— [dft—%’jl)o]

Mais, on sait (n° 178) que, dans le mouvement
absolu d’un systéme, le centre de gravité sec meut
comme si la masse totale y était concentrée et les
forces transportécs parallélement a elles-mémes. Nous
aurons donc, en appliquant le second théoréme géndral
au mouvement absolu de ce point matériel (x, ¥,, 2,)
de masse M (n° 22) :

M[ddmzl_(dt,o] Z/X‘”

et, par conséquent,

Em%‘%—— Xm (%) = 0.
)
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Donc, dans le mouvemment relatif, loaccroissement
de ln somme des quantités de mouvemen! prajelées
sur un awe quelcongque est nul; en d'autres fermes,
la somme des projections des quantités de mourement
relatives a un axe quelcongue reste constante pendant
toute la durée du mouvement.

Il est facile de s'assurer que cette somme des quantités
de mouvement projetées sur un axe qucleconque est
nulle. En effet, o, ¥, 2 étant les coordonnées d'un point
du systéme par rapport aux axes mobiles du centre de
gravité, on a :

Imx =0, dol: Xm d_x = 0.

dt
On a donc le théoréme suivant :
THEOREME.- — Dans le mouvernent relalif considéré,

la. somme des. quantités de mouvement projetées sur
un axe quelcongue est nulle pendant toule la durée du
mourenent.

233. Appliquons maintenant le théoréme des momenis
des guaniités de mouvement, et prenons les moments
par rapport aux axes mobiles passant par le centre de
gravite.

D'abord, les forces d’inertie d’entrainement des diffé-
rents points étant paralléles et proportionnelles aux
masses de ces points (n° 230), elles se composent cn
une force unique passant par le centre de gravité.
La somme des moments de ces forces par rapport a un
axe quelconque est égale au moment de leur résul-
tante ; d'ailleurs, si I'axe par rapport auquel on prend
les moments passe par le centre de gravité, le moment
de la résultante est nul, et, par conscquent, la somme
des moments des forces d'inertic d’entrainement par
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rapport 4 cet axe est nulle. Done, il n'y a pas licu, dans
les équations des moments des quantités de mouvemenit,
de tenir compte des forces d’inertie d’entrainement.

Drailleurs, comme nous I'avons dit (n° 214), puisque
les axes mobiles s¢ meuvent parallélement a4 eux-
mémes, il 0’y a pas licu de tenir compte des forces
centrifuges composées.

Par conséquent, les équations des maments des
guantités de mourvement dans le mouvement relatif
ne diffevent pas des équations analogues dans le
moureinent absolu, cest-a-dire que l'on nma a tenir
compte que des forces qui agissent réellement,

234. 1l en résulte que tontes les propriétés que nous
avons déduites du théoréme des moments des quantités
de mouvement dans le mouvement absolu s'appliquent
a mouvement relatif rapporté au cenfre de gravité,
Tel est le théoréme de M. Resal (n° 186).

En particulier, si les forces exiérieures réellement
appliquées ont une résultante nulle, cu si cetie résul-
tante passe par le centre de gravité, le théoréme des
atres Sappliquera au mouvement relatif rapporté au
cenire de gravité comme au mouvement absolu,
Le plan du maximuni des aires conserve une direction
constante dans I'espace, et la somnme des aires projetées
sur ce plan, a4 partir dun instant donné, varie propor-
tionnellement au temps. Ce cas se présente dans le
systéme planctaire, composé du Soleil el des planctes.
Les forces extérieures provenant des étoiles peuvent, a
cause du grand éloignement des éloiles, étre considérées
comme des forces paralleles et proporiionnelles aux
masses, et, par conséquent, la résullante de ces forces
passe par le centre de gravité du systéme. Il y a donc
un plan invariable dans le mouvement relatif du Soleil
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et des planétes autour de leur centre de gravité
commun. Cest le plan invariable de Laplace.

235. Enfin, le théoréine des [forces vives sapplique
aussi au mouvement du systéme par rapport 4 des axes
mobiles de direction constante passant par le centre
de gravit¢, sans quil soit nécessaire de joindre les
forces fictives. En effet, si nous voulons appliquer
le théoréme des forces vives i ce mouvement, il faudra
joindre & la somme des travaux des forces extérieures
et des forces intérieures, les travaux des forees d'inertie
d'entrainement et des forces cenfrifuges composées.
Or, les forces d'inertie d’entrainement étant paralléles
et proportionnelles aux masses, ont une résultante
doale & leur somme et appliquée au cenire de gravité,
et, par suite, la somme des travaux de ces forces est
¢gale au travail de la résultante. Mais, le déplacement
du cenfre de gravité par rapport aux axes mobiles
¢tant constamment nul, le travail de la rdésultante
est nul, et, par conséquent, la somme des travaux des
forces d’inertic d’entrainement est nulle. D'ailleurs,
comme nous lavons dit (n° 215), les travaux des
forces centrifuges composées sont nuls.

Par conséquent, le théoréme des forces vives 8'applique
au mouveirent relatif dun systéme par rapport a des
axes mobiles de direction constante mends par le centre
de gravité, sans (Uil y ait licu de tenir compte des
forces fictives.

Ainsi, en résumé, lorsque le mouvement est rapporté
4 des axes mobiles de direction conslante menés par le
centre de gravité, les deux dernicrs théorémes généraux
sont applicables au mouvement relatif sans qu’il soit
nécessaire de tenir compte des forces fictives.

236. REMarRQUE. — Nous avons déja vu (n° 214)
quil en sera de méme, quels que solent les axes
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mobiles, si le mouvement relatif est rapporté a des
axes animés d'un mouvement de translation rectiligne
ot uniforme. Tous les théorémes généraux seront appli-
cables au mouvement relatif sans qu'il soit nécessaire
de joindre aux forces réelles les forces fictives, puisque
ces dernicres sont toutes nulles.

23%7. Ktudions encore le cas ol le mouvement
d’'enfratnement des axes mobiles auxquels on rapporte
le mouvement est un mouvement de rotation uniforme
autour d’'un axe fixe.

Dans ce cas, la force d'inertie d’entrainement se réduit
pour chaque point a la force centrifuge m»*» (I, n° 164);
la foree centrifuge composée n’est pas nulle, et I'on peut
en déterwiner la valeur. Il résulte de 14 que les forces
fictives doivent étre introduites dans les équations des
théorémes généraux.

En ce qui concerne le troisiéme théoréme général,
si on prend les moments par rapport a l'axe de
rotation, les moments des forces centrifuges mwn?» sont
nuls ; mais, il nen est pas de méme, en général, des
moments des forces cenfrifuges composées.

Quant au quatriene théoréme, n’'oublions pas (n° 215)
que, guel que svit le mouvement d’entrainement, les
forces centrifuges composées n'entrent jamais dans
I'équation des forces vives, puaisque le travail de
chacune de ces forces est nul.

D'ailleurs, il est évident que la somme :

2m

dy dz 3z dxy
(G — ) o+ (n G = gg)

+ (q%gg—p(j%) dzg,

{
est identiquement nulle.
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Ainsi done, dans le cas ou le mouvement d’entrai-
nement cst une rotation uniforme autour d'un axe fixe,
on doit sculement, dans lapplication de I'équation des
forces vives au mouvement relatif, tenir compte du
wravail de la force mw*» en chaque point. Proposons-
nous de trouver le travail de cette force.

Soicnt O la projection de Paxe fixe, AB la trajecloire

relative du point m, et m'

Fig. 4. la position du mobile infini-
B ment voisine de m (fig. 47).
Le travail élémentaire de la
force mw®s est :
'
0 - MO e mn — mwtrdr.,
A

La somme des travaux
élémentaires de cette force
entre les deux positions A et B du mobile est :

1

1
5 2 2 —— . - 5
5 MW (r, 7,5 = o M e ,? — 10,9,

en désignant par w, et 1w, les vitesses lincaires.
d'entrainement aux points A et B.
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CHAPITRE VI.

Mouvement d'un corps solide
assujetti & tourner autour d'un axe fixe
sous l'action d'une percussion.

238. ProBLEME. — Un corps solide est refenu
par un axe fixe aulour duguel il peut lourner.
Ce corps élant en repos, est sollicilé par une per-
cussion, On demande de (rouver les propriélés du
mourvement,

La force instantande qui met le corps en mouvement
produira un effort sur 'axe : cet effort sera une sorte
de choc ou de percussion. Nous aurons done a déter-
miner la vitesse angulaire initiale w, et les percussions
cxercées sur I'axe.

En vertu du principe de d’Alembert, étendu aux
forces instantanées (n® 1%2), il y a équilibre, au
moycen des liaisons, cest-a-dire de l'axe, entre la force
instantanée et les quantités de mouvement initiales
ct finales, ces derniéres prises en sens contraires.
Or, le corps partant du repos, les quantités de
mouvenment initiales sont nulles; d’autre part, nous
pouvons rendre le corps libre, en introduisant les
réactions de deux points tixes sur I'axe, réactions qui
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sont égales et de sens contraires aux percussions
exereées sur ces points. Nous aurens alors a derire
quil y a équilibre cnlre la force instantanée, les
réactions des points fixes, et les quantités de mouve-
wment finales prises en sens contraires.

Prenons Jun des deux points fixes pour origing,
laxe des 5 passant par les deux points O et A, et soit
0A = A la distance des deux poinis (tig. 48). Soient

Fig. 4s. X, Y, Z les compo-

z santes de la réaction au

7 point O, et X,, Y,, Z,
les composantes de la

A—=Xs —wrdn réaction au point A,
Y’% N é i"‘”d"’ X, Y, 7 les composantes
_ =~ wydn de la percussion, &, », £

& ':m les coordonnées de son
X | point d’application. Nous

o~ 8T 7 X supposerons que le mou-
Y, \‘\;&r:, vement seffectue dans

le sens des rotations
¥ positives.
Si nous désignons par e la vitesse angulaire conunune
a tous les points du corps, la vitesse lindaire d'un point
m (r, ¥, 3) situé¢ & unc distance » de 'axe sera wr,
st quantité de mouvement sera wrdin, dirigée suivant la
tangente au cercle déerit par le point m @ c’est 1a force
quil faudrait appliquer au point m {ibre el aw repos
pour lui communiquer la vitesse angulaire  pendant
I'unité de temps. Cetie quantit¢ de mouvement prisc cn
sens contraire est — wrdm : clle a pour composantes
suivant I'axe des @, wrdii sin 0, et suivant axe des v,
—wpdin cos 8, en désignant par 6 'angle que le rayon
mK, ou 'O fait avec le plan des sz la composante
swivant Taxe des 5 est nulle.
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Or, on a évidemment :

x .
cosb =2, sing=7;
7
par conséquent, les composantes de - wrdm suivant
les axes des @ et des y sont respeclivement : wydm et

— oxdin,

Nous aurons des résultats analogues pour chacun
des points du corps.

Si nous transportons toutes ces forces a lorigine,
nous aurons suivant les axes des @ ot des ¥ les forees :

m‘/.ydm == wMy,, — mfxdm = — oMz,

en désignant par ., y,, 2, les coordonnées du cenire
de gravité du corps, ct dans les trois plans coordonnds
les trois couples :

wfa,‘zdm, w./‘yzdm, et — m/‘(wz + ¥t dim = — wfr“dm.

La force instantanée transportée & I'origine nous
donne les trois composantes : X, Y, Z, et les trois
couples : '

Zn — Y45, X{—75, YE— Xn;!

1. 1l est bon d'observer que les forces X, Y, Z, et leurs couples
4 4 G

sont ici les unpulmons/ Xdt, /Ydt f&dl et des couples d’im-

pulsion. On représente lcs nnpulstons par une seule lettre pour
simplitier les notations.
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les forces X,, Y,, Z,, transportées & l'origine nous
donnent les trois composantes :

X,,Y,, Z,,
et les deux couples :
—Y,h, X,
situés respectivement dans les plans des yz et des 2.x.

En appliquant le théoréme de d'Alembert, nous
aurons les six équations suivantes :

X+ X, + X, + oMy, =0, 1)
Y+ Y, -+ Y, — wMy, =0, )
Z+7Z, +1Z, =0, (3)

Zn—YC 1+ w f wadm — Y, h == 0, (4)

XZ — 75 mfyzdm + X,h =0, )

Yt — Xy — mfrfdm = 0. {6)

La derniére équation (6) qui ne contient pas les
composantes des réactions inconnues des points fixes,
est [dguation du mouveinent : elle servira a déter-
winer la vitesse angulaire o. On en tire :

Yt — Xn
W= —p———-

f rtdm

22
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Par conséquent, la vitesse angulaire w & la fin de la
percussion est égale au moment de la percussion par
rapport o laxe de rotalion divisé par le moment
d'inertie du corps par rapport & cet axe.

Les équations (4) et (5) serviront & déterminer les
valeurs de X,, Y,, et les équations (1) et (2) nous
donneront ensuite X, Y, ; enfin, I'équation (13) détermine
la somme Z, + Z,.

Les valeurs de X, Y,, Z,, X,, Y,, Z,, prises cn
signes confraires, nous donnent les composantes des
percussions exercées sur l'axe. Comme on le voit,
la percussion dans le sens de I'axe, ou la percussion
longitudinale — (7, + Z,) est égale a la composante
de la force instantance suivant cet axe.
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Centre de percussion.

239. Proposons-nous maintenant de érouver [les
conditions pour que laxe n'éprouve aucune DNercussion.
Nous supposerons, pour plus de simplicité, que l'on
prenne pour plan des zx le plan passant par 'axe de
rotation et le centre de gravité du corps, et pour plan
des ay le plan mendé par le point d’application de 1a foree
instantancée perpendiculairement a Paxe de rotation.
Nous aurons alors y, = 0, £ = 0, ¢t les équations du
mouvement nous donnent :

X+ X, X, =0,
Y + Y, FY, — oMz, =0,
Z 47, +Z,=0,
Zn 4+ w/'mzdm —Y,h =0,
—Z7 4+ m'/.yzdm + X, =0,

Yi— Xy — m/r'—’dm=o.

Ul%}iv{lillls ces Cquations on osce :
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nous aurons les équations suivantes :

X =0, Y—wMz, Z=—0,

faczdm =0, fyzdm =0, Y= m/‘redm.

Les équations X = 0, Z = 0, nous apprennenl que
la force tnslantanée doit élre perpendiculaire au plan
des zx, cest-a-dire au plan passant par laxe de
rotation et par le centre de gravité du corps.

Des ¢quations [ wzdin = 0, [ yzdin = 0, on conclut
que laxe de rolation doit étre principal pour lorigine
déterminée par le plan des xy, mené, comme nous
l'avons fait, perpendiculairement a I'axe par le. point
ou la force de percussion rencontre le corps.

Dailleurs, puisque la force doit étre perpendiculaire
au plan des zx, et que son point d’application cst dans
le plan des ay, elle sera elleeméme dans le plan
des @y, et elle sera paralléle a Paxe des y. L’équation :

Y = wfr%im,

nous donnera alors la distance de la force o laxe:
cette distance étant évidemment égale a £, nous aurons :

- m/lredm _ .[ngm

» Y Mz,

Or, si nous désignons par I, le moment d’inertie du
corps par rapport & un axe mené par son centre
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de gravité parallelement a laxe de rotation, nous
aurons (n° 141):

/de =1, 4+ Mx2;

par conséquent,

L
C= 0 S

1

Le point ainsi déterminé est cc que l'on appelle
le centre de percussion : c'est le point ow la force
doit étre appliquée dans le plan passant par lUaxe
et par le centre de gravité du corps pour que Uaxe ne
subisse aucune percussion.

Done, pour que 'axe ne subisse aucune percussion,
il faut et il suflit :

1° Que la direclion de la force instanianée soit
perpendiculaire au plan qui passe par Uaxe fixe el
nar le centre de gravité du corps.

2° Cet axe de rotation doit étre principal pour le
poinl oty il rencontre le plan qui lui est perpendiculuaire
el qui contient la force.

3° La distance de cette force & Uaxe (ou la dislance
du cenire de percussion a lUaxe) doit éire égale o

I . : , .
@, + M;;' Linlensité de cetle force est égale @ wMx,.
1

ReMarQUE 1. — On voit que la question proposée
serait impossible, si Taxe de rotation passait par le
centre de gravité du corps. En effet, pour quil n'y ait
pas de percussion exercée sur I'axe, il faut que la force
de percussion appliquée au corps soit Y = oMz, ;
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or, si I'axe de rotation passe par le centre de gravité du
corps, &, = 0, ct, par conséquent, Y = 0. D’ailleurs,
on a alors £ = oo, et le centre de percussion serait
a l'infini.

REMARQUE II. — Silaxc de rotation n'est principal
pour aucune origine prise sur sa direction, il 'y aura
pas de centre de percussion relatif & ect axe.

Mouvement de rotation d'un corps solide
autour d'un axe fixe,
sous l'action de forces quelconqgues.

240. Proposons-nous maintenant d’é¢tudier le mouve-
ment d'un corps solide assujetli & lovrner aulour d'un
axe fixe, et sollicité par des forces malrices quelcongues
qui agissent d'une naniére conlinue.

Nous avons 2 déterminer la vilesse angulaire a4 un
instant qucleonque du mouvement, et les pressions
exercées sur 'axe a chaque instant, pressions quiil faut
hien distinguer des percussions initiales.

Nous pouvons rendre le corps euticrement libre,
en introduisant les réaclions de deux points fixes O
et A pris sur cet axe, réactions qui sont égales et de
sens contraires aux pressions exercées sur ces deux
points & chaque instant du mouvement,

Nous appliquerons le principe de d’Alembert, et nous
écrirons il y a équilibre a chaque instant entre les
forces motrices, les réactions des points fixes et les forces
d’inertic des différents points,
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Prenons 'un des points fixes O pour origine, laxe
des s passant par les deux points O et A, et désignons
par 0A = & la distanee des deux points fixes. Soient
X, Y, Z les composantes de la force motrice P, qui
agit en un point m (z, y, 2) du corps,' X, Y, 7,
les composantes de la réaction du point 0, X4, Y,, Z, les
composantes de la réaction du point A ; les composantes

2

de la force d'inertie du point s sont ;: — i dm,
dzyd d*z
" dar*

tions suivantes :

dm, Nous aurons donc les six équa-

2
¥X 4 X, +x2—f‘fi—tfdm=o,
SY Y, F Y, /“dt'/ din = 0,

$
S A Z, + Z, —f%; din — 0,

Xy — Y3) — Y,h f( =% d#)dm—o

"od? 2
Y (Xz—Zx + X,h —sz%—?; fg;) din = 0,

. , d? a
L(Yw—)\y)—‘/‘(m?l;—_{—./ d‘;)dm = Q.

Or, Taxe de rotation étant pris pour axe des z,
et w Gtant la vitesse angulaire de la rotation 4 la fin du
temps ¢, la vitesse du point m est v = wr; ses combo-
santes sont, puisqu’elle est perpendiculaire 4 I'dxe
des z '
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dx d dz
m:—wy, di;:wx, —d—t=0.
On en tire :
e _ 7d—u—)-——mﬁ——m’m— do
ar T T Y dt — Y ar
dy du dx , du
dep =P g e g Tt e g
dt®

En substituant dans les éguations précédentes,

et désignant par «,, y,, 2, les coordonnées du centre
de gravité du corps, il vient :

X + X, + X, +%’ My, + wMz, - 0, (1)

d

2 Zy—Yz) + d—(:fwzdm—mi/‘yzdm —Y,h =0, 4
d

Y (Xz — Za) + d—"t’fyzdm n me/'xzdm L X, =0, 5

Z(\Yr—Xy) - %’ redm = 0. (6)
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L’équation (6) ne contient pas les composantes des
réactions inconnues des points fixes. Cest I'dguation
du mouvement. '

On en lire :

do X (Y& — Xy
at / .7'2(1‘777,

cette équation servira & déterminer la vitesse angulaire
a la fin du temps 1.

Les équations (4) et (5) nous donneront les compo-
santes X,,. Y, de la réaction- du point A on voit que
ces composantes sont en raison inverse de la distance A.
Ces valeurs de X,, Y, étant connues, les équations (1)
et (2) nous donneront les composantes X, Y, de la
réaction du point O. Enfin, I'équation (3) nous donne
la somme Z, + Z, des réactions suivant laxe de
rotation, sans que 'on puisse déterminer en particulicer
ces deux composantes. Les valeurs de X, Y,, Z,,
X,, Y,, Z, prises en signes contraires sont les compo-
santes des pressions aux points O el A,

241. Cas PARTICULIERS. — 1° Si le corps solide
n'est sollicité par aucune force wmotrice, ou Si ces
forces se font équilibre, on a :

¥X — 0. IY =0, 3XZ—0,

XiZy —Yz) =0, EXz—2Zx)=0, XYz — Xy) =0.

, . dw .
L’équation (6) nous donne alors T 0; par consé-

quent, w = const., c'est-d-dire que la vitesse angulaire
est constante : le mouvement de rolalion est uniforme.
On a alors :
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X, + X, + oMz, =0,
Y, + Y, + (uQM_?/l = 0,

Z, +Z, =0,
mﬁfyzdm 4 Y, =0,
w? /mzdm 4-X,h = 0.

L’équation Z, 4+ Z, = 0 nous apprend que les
réactions se réduisent i deux forces perpendiculaires
& laxe, puisque la somme de leurs composantcs
paralléles a T'axe est nulle.

Il est facile de voir que, dans ce cas, les réactions
de Taxe font équilibre aux forces centrifuges de tous
42 _ g
de
il en reésulte que la composante tangentielle de la force
d’inertie, en chaque point, est nulle, cette composante

les points du corps. En effet, puisque lon a

¢ . dvd dw /
ayant pour cxpression — —— din = — r — di.
ayant] I dat dt

ReMARQUE I. — Si I'axe de rotalion est principal

pour le point O, on a (n° 145) :
/-wzdm = 0, /.y;dm =0;

par suite, X, = 0, Y, = 0, quelle que soit la vitesse
angulaire w. Par conséquent, le point A n'éprouce aucune
pression. On peut donc supprimer la fixité du point A,
puisque ce point n’a 4 supporter aucune pression.
Done, si un corps relenu par un seul point fixze O,
commence a tourner aufour de l'un des axes principaux
relalifs & ce point, sans qu'aucune force étrangére lui
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soit appliquée, il continuera & lourner uniforméinent
aufour de cet axe, commne s'il était fixe. Les irois axes
principaux passant par un point fixe s’'appellent, pour
celie raison, axes perimanents de rotation relativement
4 ce point.

Irailleurs, dans ce cas, les équations précédentes
nous donnent :

X, = — oMz, Y, = — wMy,,

d'oti, en désignant par R, la pression exercée sur le
point O, et par » la distance du centre de gravité
a laxe :

R, = wMr ;
on a dailleurs ;
X, x,
Y, Y,

Par conséquent, la force R, ou la pression sur le
point O est dirigée dans le plan passant par le centre
de gravité et l'axe de rolation.

ReEmarqure II. — 8i laxe de rotation est un axe
principal passant par le centre de gravité du corps,

on a:
/mzdm =0, ‘/.yzdm =0, x, =0, y, =0,
et il vient alors :
X,=0, Y,=—0, X,=—0, Y,=0;
le point O ne supporte non plus aucune pression, et on

peut aussi supprimer la fixité de ce point O : le mouve-
ment ayvant commencé autour de I'axe supposé fixe,
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continuera uniformément autour du méme axe lorsquon
Ie rendra entiérement libre.

Donc, si un corps entiérement libre cominence &
tourner aulour d'um de ses axes principausr du centre
de gravité, et quoaucune force élrangére ne lui soit
appliquée, son mouvement confinuera uniformément
autour de cel axe. Ces droites sont les seules qui
jouissent de cette propriéié. Ces trois axes s’appellent
axes naturels de rotalion, ou awes perimanents de
rotlation relatifs av centire de gravité.

242. 2° Siles forces extérieures se réduisent @ un
couple perpendiculaire & laxe de rotation, on a :

X =0, XY =0, ¥Z=0,
YZy —Y2) =0, XXz—Zx}=0.

Dans ce cas, la vilesse angulaire est donnée par la
formule :

dw (Yo — Xy

== 7

ar ‘/.7"2dm
et elle n'est pas constante.

Si I'on cherche la condition pour que le point A
n'éprouve aucune pression, on doit poser :

X,=0, Y,=0, Z,—0,

et il vient :

7; ‘/‘mzdm — m*/.yzdm =0,

{Tu; /lyzdm + mffwza'm =0.
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dw

at

(f oczalm)2 + ( f yzdm)Z —o,

De ces ¢quations on tire, en ¢liminant

L}

dou :

fxzdm = 0, fyzdm = 0.

On conclut de 1a que l'axe de rotation doit étre
un axe principal pour le point O. -

Les équations qui déterminent les composantes X,
Y,, Z, de la pression exercée sur le point O sont:

X, + %’ My, 4 wiMx, = 0,
Y, — Cg? Mz, + wMy, =0,
Z, = 0.
Puisque Z, = 0, on en conclut que la pression

au point O est perpendiculaire a laxe.

Si, 4 un instant quelconque du mouveﬁlent, cet axe
cesse d’étre fixe et que le corps soit seulement retenu
par le point O, il continuera a tourner autour de cet
axe comme Sil était fixe. On_a ';do.nc le théoréme
suivant : - :

THEOREME. — ST un corps reteni par un poinl fixe
commence & lourier aulour d'un axe principal de ce
point, sous laction dun couple perpendiculaire a cet
axe principal, le corps conlinuera a tourner autour
de cet axe comme sl élait fixe.
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REMARQUE. — Si laxe est principal du centre
de gravité, on a, ¢n outre, &, = 0, ¥y, = 0, ¢t la
pression au point O est aussi nulle, puisque l'on
aalors X, = 0, Y, = 0, Z, = 0. Les deux points
0O ct A ne supportent donc aucune pression, et 'on a
le théoréme suivant :

THEOREME. — St un corps enliereinent libre connence
a tourner aulour dun des awxes principaux de son
cenire de gravité, el qu'il soit sollicilé constamment par
un couple situé dans un plan peyrpendiculaire o cet axe,
le mourement se continuera sans altération, lors méme
gue cet axe serait enlierenment (tbre.

Pendule composé.

243. Le pendule composé est un corps solide pesant,
mobile autour d'un axe horizontal que Fon appelle axe
de suspension.

Prenons l'axe fixe horizontal pour axe des z, l'axe
des y dirigé dans lc sens
de la pesanteur, 'axe des
« perpendiculaire au plan
des deux premiers (fig. 49).

En désignant par X, Y,
Z les composantes de la
force motrice pour un point
m (x, y, 3 du corps,
Péquation du mouvement
est (n° 240):

Fig. 49.

d_m . X Yo — Xy
at fr’am M
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Or, dans le cas actuel, on a:
X=0, Y=my, Z=0;
par suite,
T (Yo — Xy) = ¥mgx = g¥mx = gMx,,

en désignant par @, la distance du centre de gravité G
au plan des yz.

Du point G menons GN = a perpendiculaire &
laxe de suspension Oz, et par le point N menons
la verticale NK. Abaissons du point G la perpendi-
culaire GK sur la verticale NK ; nous aurons évidemment
GK = z,. Soit 6 I'angle GNK que fait la perpendicu-
laire GN avec la verticale NK; 8 scra Pangle que fait
le plan mené par le centre de gravité et Paxe de
suspension avec le plan vertical mené par Taxe
de suspension. Soient encore G, la position initiale
du centre de gravite, et « I'angle G NK, valeur inijtiale
de 6.

L'angle 6 diminuant uand ¢ augmente, nous aurons :

> de
A
d’on :
dw ¥
dt —  de’

D'ailleurs, on a :

x, = GK =asinf;
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par suite, I'équation (1) nous donne :

d24 i Mgasin§ 0
e /la"ﬁdm - : @

Cela posé, par le point G menons unc paralléle a Oz,
et soit MA®* le moment d’inertie du corps par rapport
a cette paralléle ; nous aurons (n® 141) : '

/‘r‘ldm =1, + Ma® — M (&% + a?,

et I'équation (2) devient alors :

a2h a .
ﬁ+m—?*_—az-SlﬂG=0. (3'

- Cette équation (3) détermine 'angle 6 ou le mouvement
angulaire du centre de gravité en fonction du temps.
On en tire, en intégrant,

(@)2 = 4 292 _ (cos 6 — cos a)
dt ) k4 a? ’
en désignant par Q la vitesse angulaire initiale.

244. Mais, au lieu d'intégrer I'équation (3), on peut
comparer le mouvement du corps pesant & celui d'un
pendide simple, ¢est-a-dire d'un point malériel pesant
situé sur la droite NG o une distance { du point N.
L’équation du mouvement de ce point est, comme on
sait (n° 95) :

a$ q .
W+%sme=0. (4)
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En comparant les équations (3) ¢t (4), on voit que les
deux pendules auront un mouvement identique, si, les
circonstances 1nmd1es étant les mémes, cest-a—dn’e si,

df
les valeurs initiales de et 7 étant les mémes, on a -

= (1 .

Y

k-4 g2 ke
p +

Doné, le mouvement du pendule composé est identique
au mouvement du pendule svimple de longueur )

= & -+ a;
e
pourvu que les circonstances initinles soient les mémes
pour ces deux corps. On dit alors que le puldule
c01np0% et le pendule simple sont synchrones.

Ainsi, quand un corps pesant tourne autour d'un axe
fixe et horizontal, on peut toujours trouver la longucur
dun pendule simple dont le mouvement soit le méme
que celui du corps, quelle que soit 'amplitude des
oscillations.

Si les oscillations du pendule simple sont trés petites,
on a pour la durée d'une oscillation (n° 97) :

/T
== 7 \/* .
{ - ’ q
Cette formule sera applicable au pendule composé,
si I'on prend : . '

Cela posé, prenons un point B sur la droite NG

prolongée, tel que NI = [, et menons par ce point

) N N . .0

une paralléle a laxe de suspension Oz : tous les points
23
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du,corps sitnds sur celte paralicle seront & une distance
égale a ¢ de laxe de suspension, Doue, le nlouvemneny
du corps, sous Paction de la pesanteur, communiguera
A chacun de ces points le méme mouvement que si ce
point était wsolé el saspendu 4 Pexirémité dun Al NI
saus masse attaché au point N, ¢est-a-dire sl formais
un pendule simple. Les pointg i corps sifuds au deld
de B par rapport & laxe Oz, élant isolés de la mnéme
maniére, auront un mouvement, plus lent, et Ia
liaison avec les autres points augmentie leur vitesse.
Le contraire aurait lieu pour les points plus rapprochés
de Oz que le point B. Les points projetés cn B auraient
de part et dautre le méme mouvement. Cotte droite
menée par le point B, paralltle 4 Oz, sappelle axe
d'osgillation. ‘

Si Taxe Oz est principal pour un de ses points, l'axe
doscillation passera par le centie de percussion corres-
pondant (n® 239). En effet, sa distance a axe Qs est
donnée par Pexpression :

1,
a - Na

245, TukoriME. — Laxe de suspensiton el l'axe
d'oscillation sont réciprogques. In d’aulres teries,
si P'on fait osciller le corps autour de Paxe mené par le
point B, I'axe d’oscillation correspondant sera Osz.

En effet, soit ¢ la longueur du pendule simple
synchrone ; cette longueur sera donnée par la formule »
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Rewplagant &' par sa valeur, il vient :

et le théorcme cst démontrd.

246. PROPRIETE. -— Il y a une infinilé daxes
auntour desquels les petites oscillations sent de tidme
durée.

En effet, on a (n° 244) la formulc ;

. l
'I = T ‘5 Py
v " CR?
dans laquelle ¢ = a - - O la valeyr de £, efy pan

conscéquent, celle de I stront les mdires pour fous
les axes da suspension parallcles entre eux, ct sitacs
a cgale distance du contre de gravité,
bulsiue pour fous ces axgs & oF a
scront les ménies. Sidu point G
commie centre on déerit (fig. 50) deux

Fig. 50.

- gcro%eaﬁc.myauS act 4 toute droite

qui sgl projettera sur la circonférence

- de Pyn da ces cepcles satisfera ala

condifion, En gffel, si O ¢st 1’;11xc(

de suspension, I sera Paxe d'oscillation, et s1 B est
I'axe de suspension, O sera Paxe doscillation.

Mais on peut aussi changer la direction de ces axes
et leur distance au centre de gravité sans que la valeur
de [ soit changée.

En effet, ddésignons' par L le distance d'un axe D
(freleongque an centre de gravito, par «, f, » tes angles
que cot axe fadt hveoe les saxes principawx du contre
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de gravité, par'A, B, Cles mowments d'inertie principaux
du corps par rapport a ces axes. L¢ moment d'inertie
par rapport & une droite GII, mendée parallélement & D
par le centre de gravité, cst donné par la formule :

MA? = A cos? 2 -+ Beos? B+ Ceos? v,
et la longueur du pendule simple sera :

2 2 23_7 L e 2
l;L+}L:L+ACOS o -+ Bcos?d -+ Ceos Y

L ML

Or, cette longueur peut rester constante pour une
infinité de droites différentes D, puisque on peut faire
varier «, f, 7, L de maniére que / reste constante.
Il y a donc une infinit¢ d’axes autour desquels la durée
des petites oscillations reste la méme.

24%7. Proposons-nous encore de érouver Uaxe autouy
dugquel la durde d'une oscillation est la plus courte.

Nous aurons ¢évidemment 4 déterminer le minimum
de l'expression :

Acosta 4 Beos? 34 Ceos?y
Z=I1 4“ M[ d .

Or, si Pon suppose A < B < €, on sait (n° 152) que
la plus petite valeur de Pexpression

Acos®a + Beos* B+ Ceos®y

E N ™ s
est A, et quelle correspond A = — 0, = 5 7= 5"
Donc, l'axe de suspension pour lequel loscillalion sera
la plus courte, est paralléle & Taxe du plus pelet

moiment d'inertie relatif au centre de gravité.
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Nous aurons alors :

A
L=1+gr

{ BTN
Pour déterminer le minimum de ¢, nous égalerons

L, di
a zéro la dérivée i ¢t nous aurons :

I‘A‘; ‘ "AA
Lz\/ﬁs d'on ZZQ\/»M‘

Done, Vaxe de suspension pour lequel Toscillation
W/ A
M
de Taxe du plus petit moment relatif au centre
de gravité, ’

est la plus courte est 4 une distance égale a\/
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CHAPITRE VII.

Mouvement d'un solide autour d'un point fixe.

248. ProBring. — l[]n corps solide fixé par un de
ses points O ésl sollicité par des forves downées. On
danwne les positions ef les videsses initiales des difféirents
points de ce corps, et lon demande de défemniner le
mouvement du solide.

Nous aurons é¢videmment d eonsidérer deux prohlémes
distincts :

ProsrLivg 1. — Le corps étant cn repos et sollicité
par des jorces dimpulsion, lrouver le mouvement
initial.

Proprimue II. — Le corps étant sollicité par des forees
conlinues, trouver son mouvement a un instant donnd.

249. DImaginons par le point O trois axes reefan-
gulaires fixes dans Uespace, et trois axes rectangulaires
fixes dans le corps et mobiles avec lui, ces derniers
coincidant avec les axes principaux de Pellipsoide
d'inertie relatif au point O, Il est évident que Ia
position du corps sera délerminée & chaque instant,
si Pon connait la position des axes Oz, Oy, 0Oz fixes
dans le corps par rapport aux axes O.r,, Oy, Oz
fixes dans Tespace (fig. 51). '

1
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Or, la position de ces axes mobiles est déterminée au
moyen des trois angles g, ¥, 8. Langle ¢ est Fangle que
fait avee laxe Ox, 1a trace OR du plan 20y sur le plan
2,01, 5 tet angle est situé dans le plan @0y, 4 il est
conipt dans le sens des rotations positives autour de Oz,
ot il varie de 0 1 2x. L'angle § est T'angle que fait
le plan 2Oy aver le plan 2 Oy, @ e'est Tangle que
Paxe Oz fait avee axe Oz 3 il st eompté dans lo séns
des rotations positives autour de OR, et il varie de 0 a 4,
Enfin, Yanale 4 ost Pnngle que Ow fait asved OR 2 il lest
§itud danis le plart 2ty ; i1 ¢4t edmpte dans le sens des
rolations positivesaufour dd 0z, et il vavle de 0 A 2=l
Nous devons done déterminer ces angles #, 4, ¥en
fonction de (.

On ' peut passet de It position Oz, Oy, Oz i une
position infiniment voisine an moyen de trois rotations
¢lémentaires @ Fune autonr de Oz, égale i o ; Tautre
autour de Oz, égale a 4y ; et la troisicme autour 4é OR,
éaule 4 (4. Les vitesses angulaires de ces trois rotations
g Y L9

sont restiectivement éohles 4 —-, —~ of, — .
! : di’ ot
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Mais, d'aprés ce que nous vu (I, n® 110), tout mou-
vement ¢lémentaire d'un corps  solide autour dun
point O est une rotation antour d'un axe instantané Ol
passant par ce point Q. Or, on peut décomposer a un
instant quelconque la vitesse angulaire w de cotie
rotation en trois composantes g, ¢, » suivant les {rois
axcs Ox, Oy, Oz, ou bien en trois composantes suivant
les droites Oz, Oz, et OR. Le mouvement ¢lémentaire
du corps solide sera donc produit ou par les trois
rotations ¢lémentaires pdf, gdf, #d{ autour des axes
Oz, Oy ct Oz, ou par les trois rotations dg, dd, db
autour de Oz,, Oz et OR. Ainsi donc, si sur ces derniéres
droites on prend des longueurs :

dy dy df

— 7, OB — T, 0C — )
dt

OA i i

la résultante de ces trois longueurs sera la vitesse
angulaire » de la rotation élémentaire du corps solide ;
d’autre part, cette vitesse angulaire est aussi la
résultante des trois vitesses angulaires p, ¢, », et ces
dernicres sont les projections de w sur les brovs axes
Ox, Oy, Oz.

Il r¢sulie de 1 que la projection p de w sur 'axe Ox
est égule A la somme des projections de 0A, OB, OC sur
I'axe Ox; il en sera de méme pour les deux autres axes.

Nous aurons d’aprés cela :

_ do o y Our! i RO®
P ==,y €os (2,02} +?ﬁcos (20 +—EZZ cos (ROw),
dy ay o a6 o
¢ =y cos (3,0y) + il cos(z0y) -+ a7 °08 (RO,
de oy 9 ,
= 3 {8,02 — C0S (302) - 208 (ROZ).
i a1 €08 02 g1 CO8 (z02) - 77 s (RO
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Or,ona:
cos(z0x) =2 0, cos(z0y) = 0, cos(20z] ='1‘, cos (ROz) = 0.

Fig. 52. k] .
= D'autre part, si

z nous imaginons une

s sphére dun rayon

égal a Tunité ct

ayant pour centre

Ie point O (fig. 52),

elle rencontrera les

m axes et la droite OR

aux points m, n, s,
b ) 5

d a, b, c et R, et l'on

X trouve facilement les

e formules suivantes :

]

cos (2,0x) = sinysin §, cos (z,0y) = cos Jsin 6,

covsr (3,03) = cos6, cos(ROz) = cosy, cos(ROY) = -—sin UR

par conséquent, on a :

: do . . . ap
: pzﬁq;—smrp'sm()%—a?cos'-[»,

o ‘ as .
q-z%(';cosnpsine— 7 Sin gy
V'%ce(é%cos R %
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250. REMARQUE. — On obtiendra plus simplement
ces formules en appliquant ce théoréme que, pour
projeter une longueur sur ung direction, on la projetie
sur trois axes recrangulaires, et Ton tait la somme
de ces projections projetées sur la dircetion. Nous

Fig. 55.
7 7
]
[s) X
W .
y )
! o <

devrons done, au liew des trois droites 0z, Oz, et OR,
prendre trois drmtos rectanculairves, Or, OR et ()~, sont
per pen(h(’ul(m(ls et Oz est dans un plan polpcndl(uldno
a OR. Mcnons par le p()mL O (fig. 53) une droite OK
dans le p]:m ac(b/, perpendiculairement & OR, et

décomposons 7[ dirigée suivant 0z en deux compo-

santes dirigées suivant 05 ef OK et gui seront respecti-
. oy o .

vement égales a ”Z/ cosh et il smf).

Il en résultera que les projectiony de o sur les trois
axes rectangulaires 0z, OR et OK sont respectivement
égales a :

(I? a4y de

i © s 6, i’ E‘;sm@.

(l.g

dt +
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En applignant le théoreme des projections que nous
verions de rappeler, il vient §

dy . £ ain 15 |
pmmsmmIny%’mcoSg,

)

do . a9

A ¢ " — — b

g ==y Sin Beosd g7 S (1
o ay | do

/m-(*]? '{* 7[2(}059.

Ce sont les formules que nous avonhs trouvées tantof.

251, Il est évident que, si nous ylarvenons a déter-
miner p, ¢, r ed fonction de ¢, nous pourrons au
moyen de ces trois formules (1) déterminer ¢, 4, 6 en
fonction de ¢.

Le probléme est done ramené a la détermination
de p, ¢, # en fonction de £. Cest ce que nous obtien-
drons au moyen du principe de d’Alembert.

252. En appliquant ce principe au premier probléme,
nouts devrons écrive qu'il ¥ a équilibre, au moyen des
liaisons, est-d-dire du poini fixe, entre les forees
dimpulsion et les quantités de mouvement initiales
¢t finales, ces dernicres ¢tant prises en sens contraires
(n® 172). Or, le corps partant dw repos, les quantités
de mouvement initiales sont nulles, et, par conséquent,
il nous suffira d’éerire qu’il y a équilibre, au moyen des
{iaisons, entre les forces d'impulsion et les quantités de
mouvement finales prises en sens contraires,

En appliquant le principe de d’Alembert au second
probléme, nous desrons éerire qwil y a équilibre,
au moyen des liaisons, entre les forces motrices et les
forces d’inertie (n° 18%).
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Or,.en transportant les forces a lorigine O, elles se
composeront, en une force unigue et un ,cpuple;unique-;
la force unique étant détruite par le point fixe, il nous
suflira d’écrire, dans le premier cas, qu’il y a équilibre
entre le couple des forces de percussion et le couple des
quantités de mouvement, prises en sens contraires;
ct, dans le sccond cas, qu'il y a équilibre entre le couple
des forces motrices et le couple des.forces d’inertic.

Nous devrons donc¢ chercher a déterminer, d’une
part, le couple des quantités dg mouvement, et, d’autre
part, le couple des forces d'inertie, par rapport
a trois axes fixes dans le corps et mobiles avec lui,
ces axes étant d’abord quclconques. K

253. Soicnt Of axe instantané (fig. 54), » la vitesse
angulaire de la rotation, p, ¢q, r
ses composantes suivant les axes
mobiles Oz, Oy, Oz; »i un point
du corps, @, ¥, 2 ses coordon-
nées, et p sa distance a Laxe OI.
La vitesse de ce point m est
v = wp; 8§ composantes suivant
les axes sont données par les
formules (I, n° 156) :

ie. B
Fig. 54.

dx

W = {3 —71Y,
idd% = "L —pz,
dz )

qr =y — g
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De ces ¢quations on lire :

(h/ )

, ((w (7_/
vz Ez ;o

On en onclut que la vitesse © est perpendiculaire au
rayon vecteur O, et & Paxe wjskantand de rotution ;
elle est donc perpendiculaire au plan mOl.

254. D'autre part, si Uon désigne par 2T la /orce
vive tofale du corps, on a :

_[ds {dat | diyr | dz?
2T = ,/‘dll dm — f?dd‘ﬂi 4 T + o dm,

ou bien :

2T = f Vgz — YR+ rw — pa) 4 (py — g | din |
= Ap® + Bg® 4 Cr®* — 2Dgr — REpr — 2Fpgq.
On a d’ailleurs aussi :
ds?

2T = v dm = ‘/'m?lc’dm = w? fp%{m = wl,

)

I étant le moment d’inertie du corps par rdpport 8
laxe OI.
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255. Cherchons maintenant les couples composants
tdu couple des quantités de moucement, En désignant
ces couples par L, M,, N, nous aurons :

rlods dyy
L, ““‘/(y(Té — 2 dé) din,

/ dw dz\
M = /(.. dtr—.ﬂzﬁ) i,

i o dy du
31 = / ({E }/f — Y —m) (.Z//?r.

1

da dy dz

—, =%, —_ par lewrs valeurs, il vient :
7 a0 PV leurs valeu Ic

in remplacant

L, = f VY (py — gy — 5 px — ps) | din,
ou hien :
L, = Ap — Fg — b}
on trouve de la méme manicére :
M, =~ By — Dir— ¥,
N, =Cr —Euy— Dy.

Ce sont les expressions des trois couples composants
du couple des guantiiés de mouvement par rappor) aux
axes mobiles avee le corps.

Connaissant ces trois couples, nous aurons immédia-
tement les equations du mouvement initial du corpy
sous laction des forces dimpulsion. En effet, en
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désignant par L, M, N les sommes des moments des

forces d'impulsion par rapport aux axes wmebiles, nous
aurons (1° 252) :

I == AZ} —_ Fq — Ei‘,
M= B¢ — Dr — I'p, 3)
N=Cr — Ep — Dq.

Telles sont les éyuations du mouvvement nitral d'un
corps solide aw repos, relenu par un potat five, et
solticité par des foices d'imprlsion.

256. ReMarqen., — Si lon suppose que les axes
mobiles par rapport auxquels on prend les sommes
des moments des forces d’impulsion, et les sommnies des
moments des quantités d¢ mouvement, sont les axes
principaux du corps, on a (n° 144) :

D=0, E=0
pav suite, les ¢quations dy mouvewent deviennent :
L= 4Ap,
M = By, (4
N = Cry,
De ces cquations on ‘LiL‘c :

LI ) A

; L ’ ‘M N ‘
) = — = — 3 = “
A )
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la vitesse angulaire «» de la rotation initiale est donnée
par la formule :

o VFTEIR,

¢t cotle rotation seffectue autour d'un axe dont la
direction fait avee les axes coordonnds des angles «, 7, 7
donnés par les {formules :

P
Ve R e A Y . 4

ViFt e VI

r
cosS Y = "
. p2 + q2 + /,2
257. Proprifiré. — II' est facile de voir que les.

seconds membres des équations (3) ne sont autres que
les dérivées particlles de la fonction 1" (n° 254), prises
respectivement par rapport 4 p, g, ». On a donc pour
les équations du mouvement ;

T aT aT
L - ?)51 NI == d—q—: N - 07‘

Ces équations expriment la propriété suivante :

Les trois couples composanis du couple d'impulsion
sont respectivement égaux aux dérivdes partielles de la
moitié de la force vive du solide par rapport aux trois
composantes p, q, r de la vitesse angulaire.

258. PROPRIETE., — La sommé des inoments des
quantités de mouvement par rapport & laze Ol est égale
a la composante du couple d'iinpulsion suivant ce méme
axe Ol : ‘
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En effet, on a pour la somme des moments des quan-
tités de mouvement par rapport 4 I'axe OI :

fvdm o= /'w_o?dm = wl,

I étant le moment d'inertie du corps par rapport & OI.
D’aufre part, on a aussi, en désignant par G le moment
.du couple d’'impulsion :

I.p + Mg 4+ Nr|

Cos (m, G) = o ;
Lo :
G cos (w, G) = Lp + Mg + Nr,
et, en remplacant L, M, N par leurs valeurs (3) :
wG cos (w, G) = Ap® 4+ Bg2 4+ Cr?

— 2Dg» — 2Erp — 2Fpg — 'l ;
dolt ;

G cos (w, G) = wl.

Par censéquent,

G cos (w, G) = /-cdm N

ce qui démontre la propriété énoncée.
24
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259. TuROREME. — L'aze tnstantané de la rotlation
produite par le couple des forces dimpulsion est le
diameétre conjugué au plan de ce couple dans Uellipsoide
central relatif au point fixe.

En effet, les cosinus directeurs de l'axe instantané
avec les axes principaux relatifs au point O sont
proportionnels 4 p, g, =, cest-a-dire (n° 256) 4
L M N
AT B C
A ses axes principaux Oz, Oy, Oz est :

Or, I'équation de l'ellipsoide central rapporté

AX? 4 BY? + CZ3 == 1.
Le plan du couple d’impulsion ayant pour ¢quation :

LX 4+ MY + N7Z = 0,

o

le diamétre conjugué a ce plan dans Tellipsoide fait

avec les axes des angles dont les cosinus sont propor-
M N

: . L . e .
tionnels & U B Par conséquent, I'axe instantané
est conjugué au plan du couple d’impulsion, et le
théoréme est démontré.

260. Passons maintenant au cas ou fle solide est
sollicité par des forces continues. Nous aurons &
chercher (n° 252) les somines des moments des forces
dinertie par rapport a trois axes fixes dans le corps
¢t mobiles avec lui.

A cet effet, nous chercherons les somnies des moments
des forces effectives par rapport 4 ces mémes axes,
que nous supposerons d’abord quelconques. Nous aurons
donc a déterminer les expressions :
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(-

, dz
Ly = f (-7 A
AL e /'(- s
I " e

,YY'
-

iy
f (‘L ar

®)

., ti%) I
Y i it

Or, on a pour les composantes de laccélération

totale du point e :

dix  f dz dy dq oy
aze"(’f’m—’az)+( at ym)’
dy o dw iz I ar  _dp
=)+ (‘”m <)
ad*z dy dx dp dg
o= (=) e - = )

De ces formules on conclut que la force effective en
un point m du corps est la résultante de deux forces F
et I, ayant respectivement pour composantes :

dz dz/ dy da:

a dt) din, (7 P dt)d'n (p T dl) dmn,
et

dg dr dr dp dap dq

al dt)dm (xm U)o’m (JTI_J:W) din

1l est facile de voir que la premiére force F est

normale a la trajectoire de Télément din,

instantané OL.
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lin effet, on a identiquement :

dz dy

dz: dix
T " /1)d“+( pdt)d‘/ F(pozt qw)d"’&

=
R

dy dx iz dy (]7‘
9@"@)”*('%_ cll)q+( ar dt)r

Cetle composante I est donc une force ceniripéte.

L’autre composante I’ est une force tangentielle :
sa direction est précisément celle que prendrait
I'élément dwue, si le systéme était sollicité par les
trois vitesses angulaires dp, dg, dr autour des axes
Oz, Oy, 0z, c’est-A-dire par les vitesses qui, se compo-
sant avec les vitesses angulaires p, ¢, #, déterminent
la nouvelle position (p + dp, g + dgq, » -+ dr) de Taxe
instantané au bout du temps di.

Observons ici que, si nous imaginons les deux cones
qui servent a représenter le mouvement (I, n° 110),
on peut dire que cest aux forces centripétes qu'est
di le contact d'un cOne sur l'autre, et aux forces

tangenticlles qu'est due la succession des axes instan-
fanés de rotation.

R61. Sinous reprenons les équations (5), et si nous
désignons par L,, M, N, les couples composants du
couple des quantités de mouvement, lesquels ont pour
expressions ;
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il est évident que 'on a:

ydLy . aM, ' (AN,
Li=vgr M= M=
Or, comme on & :
L, = Ap — Fg — Er,
M, = B¢ — Dr — Fp, ()
N, = Cr —Ep — Dgq,
on en conclut :
o dp_pdg dr o dA ¥
VA=~ Pm TP g = Te— "
dg _pdr odp dB_ D dx
My=B =D =P8y~ "a—Par

i dp dq Jdac  dE dD
Ne=Cuyr =B =P~ "ar—Far™ar

‘Ce sont les expressions des ¢rois couples composants
du couple des forces effectives, rapporiés aux trois axes
mohiles avee le corps.

Si done nous désignons par L, M, N les trois couples
composants des forces extéricures appliquées au cQrps
solide, ou les sommes des moments de ces forces prises
par rapport aux axes mobiles, nous aurons (n° 252)
pour les équations du mouvement du corps :
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dp dq dA dF dE

Agr—Yai B + Pui—lgm—"a— W
dyg dr . dﬁ ' dB dI) dr
By =P — Yt rgi P =M

dr dp dyg dC dE dD
dr de _ uD__ N
Cau P Putra w1

262. Les premiers membres de ces équations peuvent

étre mis sous une autre forme qui nous conduira &

certaines remarques importantes. En effet, des for-
mules ;

Azf(yzﬁLZ’z;dm, szl(wi—k—z?)dm, C=f(w2+y2)dm,
D= fyzdm, E ———fxzdm, F =fmydm,
on tire :
da  dF  dE %y )
?)W—QE—TW—Q]J‘/(‘/ -4z a7 dm
dx dm

%’1/-( gi T3 dt)d”“

mais, des deux équations (n° 253) :

dy

d¢+-’/ + 2 dt =0

dz
dz+9dz+’ a =
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on tire :

: d.,
p(ydt+z ) ( SN

)

Par conséquent, en substituant et réduisant, ona:

= gN, —»rM,.

On a donc :

dM, dg dr dp
Sr=By D@ Fa T

aN, dr dp dq
7 —Car P~ Pat

et, en posant :

oL, dp 49 _pdr
51 T Ml dt dar’
oM, dg __ ,dr__ pdp
=B g Yar
ON, i _gdp e
at dr di ar’
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il vient :
d;]? _ 0;}1 + 9N, — M,
%l -— gg_;l rL, — PN, O
dgl - E)_*\% -4 pM, —¢L,.

Les équations (7) du mouvement peuvent alors étre:
mises sous la forme suivante :

oL .

5 PN, — M, =1L,

%‘% -+ 7L, —pN, =M, (10)
oN

Wl‘*—le_qu:N'

Ces équations déterminent les composantes p, ¢, 7
de la vitesse angulaire de la rotation instantanée.
Ces composantes connues, on déterminera les angles.
¢, ¢, 6 au moyen des formules (1).

263. REMARQUE. — Les équations (10) prennent une
forme plus simple, si I'on prend pour axes mobiles les.
axes principaux du corps. On a alors D = 0, E = 0,.
F = 0; les équations (6) nous donnent:

L, —Ap, M, =Bg, XN, =Cr,
et les équations (8) deviennent :

oL, _,dp oM,

ot dt’ ot T Pde’ et T U dt
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Les équations (10) prennent la forme suivante :

dp \ .
A?ﬁ-’r—((z'—B)(['— s

dq W gy
Bm-}—(A—L)ole, (11y
dr .

C- B — Alpg=N.

dt

Ce sont les dguations d'Euler. Elles ne renferment
pas les réactions du point fixe: c'est ce qui résulte
de la manicre dont elles ont été établies. Drailleurs,
si l'on introduisait les réactions du point fixe, ces
réactions devraient étre comprises parmi les forces
extéricures, c'est-a-dire dans les seconds membres
de (11). Mais, les moments de ces réactions par rapport
aux axes fixes dans le corps sont constamment nuls,
et par conséquent n'entreront pas dans L, M, N, qui
nc contiendront donc que les moments des forces
extérieures par rapport aux axes principaux du corps.

Ces équations (11), jointes aux équations (1), nous.
donnent six équations différentielles du premier ordre
pour déterminer les six fonctions p, ¢, », o, 4,
en fonction de ¢. L'intégration de ces équations introduit
six constantes arbitraires que lon détermine par les
circonstances initiales du mouvement, c'est-a-dire
les positions initiales ¢,, 4., 9, et les vitesses angulaires
initiales p,, g, 7.

Lorsque L, M, N sont exprimés en fonction de p, ¢,
r, ¢t seulement, Iintégration des équations (11) donnera
P, q, v en fonction de ¢, avec trois constanies arbitraires;
substituant ces valeurs dans les équations (1), on aure
trois équations pour déterminer ¢, J, 6 en fonction de ¢,
avec trois nouvelles constantes arbitraires.
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Si L, M, N sont donnés en fonction de o, ¢, 6, ¢,
ce qul est le cas le plus général, il faudra éliminer
i g, v entre les équations (1) et (11), ce qui nous
conduira a trois équations différentielles du second ordre
entre les variables o, 4, § et le temps ¢£.

264. ProprifTi. — Les ¢quations (9) donnent lieu
A des remarques importantes.

Si nous observons que L, M, N, sont les coordonnées

du pole du couple des quantités de mouvement' par
) . dL, dM, dN,

rapport aux axes mobiles, T dl seront les

composantes de la witesse absolue de ce pile paralléle-

ment aux axes mobiles,

Les équations (9) nous apprennent que la wvifesse
ahsolue du pole, considéré comme un point mobile, est
la résultante de deux vitesses partielles : Tune, qui a
pour composantes gN, — »M,, »L, — pN,, pM, — ¢L,
est la vitesse que le pole aurait s'il éiait invariablement
lié au corps solide (I, n° 186), c'est-a-dire la wvitesse

. . , . oL,
Lentraineinent ; l'autre, qui a pour composantes !

: dt’
M IN . . .
ith—]' (d[‘ y» est la vitesse relative du péle, telle quielle

apparaitrait 4 un observateur qui participerait au
nouvement.

265. On reconnait facilement que ces deur vitesses
partielles représentent en grandeur el en aae, la
pgremiére la composanile du couple des forces effectives
qui se rapporte aux [orces centripétes, la seconde
i composanie de ce couple qui se rapporte aux forces
fangentielles.

1. Nousappelonsainsi 'extrémité de I'axe du couple des qnantités,
de mouvement.
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En effet, les composantes de la force eﬂ“cctne cenm-
péte pour un élément dim étant (n® 260) :

dz  di [ dx dz dy dox\
(QW li)a’,)z (7-Ei—-pa-z)dm, (pn,/ th)dm,_

nous aurons pour la somme des moments de ces forces
par rapport & l'axe des @« :

/‘( dy dr) (7d_x .
N\ —1g; A da !

dx
—p/(/dt+~ﬂ)dm q/y ﬂo’ua /‘zzﬁdm

q/(xw—ycf/"f)dm—;‘/‘(s% Ufl;)dm

=¢gN, —rM,.

D'autre part, les composantes de la force cffective
tangentielle pour I'élément dm étant (n° 260) :

Jdq dry dy dp dp dy
<dl ydl)d,n, (wﬁt_ dt)dm (ym—mm—)(im

nous aurons pour la somme des moments de ces forces
par rapport & laxe des ' :

{1 dp dy dr o dp
f}(ﬁz“”az) v ('”37 a’t) dimn

dp /(j + 3% dm — —q /'xydm - %f;z‘zdm

La propriété énoncée est done démontrée.
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266. RemarQue. — Les équations (10), et les
équations (11) qui se rapporicnt au cas particulier,
n’expriment donc rien autre que le théoréme connu
(n° 186) que l'axe OG du couple résultant des forces
extéricures relatif au point O pris pour origine est,
égal et paralélle a la vitesse du point K extrémité de I'axe
du couple résultant des quantités du mouvement.

Il est bon d’observer que l'on aurait pu obtenir les
¢quations  (10) et (11) en appliquant directement
cc théoréme.

En effet, soient Ox, Oy, Oz les trois axes principaux
du corps relatif au point fixe, L, M, N les couples
composants du couple des forces extérieures; les couples
composants du couple des quantités du mouvement
sont Ap, Bg, Cr; ce sont les coordonnées de lextré-
mité K de 'axe de couple. Les composantes de la vitesse
relative du point K par rapport aux axes Oz, Oy, 03

dp iy dr

dt 1 at
de la vitesse absolue du point K par rapport aux axes
Oz, Oy, Oz, il faut ajouter aux composantes de la vitesse
relative les composantes de¢ la vitesse dentrainement
du point K, c'est-a-dire les composantes de la vitesse
de ce point supposé invariablement lié au corps,
composantes qui ont pour expressions (I, n° 156) :

sont A . Pour avoir les composantes.

q.Cr—r.Bg, r.Ap—p.Cr, p.Bg — q.Ap,
ou bien :
(C - B) q’/" (A —_— c) 7"[7, (B - A) pq;

et nous aurons facilement les équations (11).
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26'%7. CAS PARTICULIKR. — 87 les [forces exidrieures

sont nulles, ou si elles se réduisent & une force unique
passant par le point fice O, on a :

LL=0, M=—0, N=20;

et les équations du mouvement (11) prennent la forme
suivante :

dp
Aaz“*‘(C—B)qTLfoy
B Ll’[ A—Crp=0 (12}
S -+ (/ Jrp =0, 2

dar
C W-F (B — A)pqg=0.

On trouve une premicre intégrale de ces équations,
en les multipliant respectivement par p, ¢, » et ujoutant;
il vient :

Apdp - Bydg + Crdr = 0,
d’ou, en intégrant,
Ap? - B 4+ Crt = L. (13)

Z étant unc constante. Or, le premier membre de cette
¢quation (13) n'est autre que la force vive totale du
systéme (n°® 254). Elle exprime donc que la force vice
du systeme est constante,

Cest d’ailleurs ce qui résulte du théoréme général
des forces vives (n° 204), puisque, dans le cas actuel,
e travail des forces extérieures est nul.
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On obtient une deuxi¢me intégrale des ¢quations {12)
en les multipliant respectivement par Ap, Bg, Cr
et ajoutant; il vient :

y

Apdp + Bqgdg + Cordy = 0,
d'olt, en intégrant,
ARt L B 4 G = A2 (14)

At ¢tant une constante. Cette équation exprime que
la somme des moments des quantités de mouvement
est constante pendant loule la durde du moucement,

Cest dailleurs ce qui résulte du théoréme général
des moments des quantités de mouvement, qui nous
apprend que, dans le cas actuel (n° 188), 'axe résultant
des moments des quantités de mouvement reste constant
en grandeur et en direction. Cet axe ayant pour

composantes Ap, Bg, Cr, scs cosinus directeurs sont
Ap Bg Cr
ETRT RS
perpendiculaire & cet axe, il Sensuit (uil fait avec
les plans coordonnés des angles dont les cosinus sont
Ap By " 00 104,

E k&

Les intégrales (13) et (14) ¢tant connues, on en tire :

Or, le plan du maximum des aires élant

kR —BA+B—C 0t
B A (A — B

» ,

(15)
. R — AL (A —C)Cr?,

BB — A)
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substituant ces valeurs dans la troisicme ¢quation (12)
il vient:

il + C/ ABdr ) 16)
— C a6
: V  Re—Bh (B - CJCr2{| Ah — &2 4 (C— A Crf

i

Comme le temps ¢ croit constamment, ¢ est 'touj'ours
positif, et T'on prendra le signe + ou le signe — suivant
que dr scra positif ou négatif.

L'équation (16), ¢tant intégrée, nous donnera ¢ cn
fonction de #», et la constante sera déterminée par
la valeur iniliale de ». On en déduira » cn fonction
de ¢, et, par conséquent, p et ¢ au moyen des formules
(15). Mais T'équation (16) ne peut éire intégrée dans
le cas général; l'intégrale du sccond membre dépend
des fonctions- elliptiques.

Elle est intégrable dans le cas ou deux des trois
moments d'inertie principaux A, B, C sont dgaux,
a1 encore si 'une des quantités telles que &* — BA est
nulle, parce qualors il ne reste plus quun radical
du second degré.

268. 1l est facile de voir que, si Ton supposc
A < B < C, les expressions 22 — Ak el £ — Ch sont
toujours de signes contraires, et gue la  quaniile
k* — Bh peut seule devenir nulle,

En effet, des équations (13) et (14) on tire facilement :

2 — Ah =B (B — A) g2 C(C— A}s%,

R—Bh=AA—B) p*+ C(C— DB

K—Ch—=AM=Cp BB . g
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ct, il est évident que A* — Ah > 0, £ — Ch < 0;
tandis que Texpression %* — BA peut étre positive,
négative ou nulle. Ainsi donc, de ces trois quantités
une seule peut étre nulle: c'est celle qui correspond
a l'axe moyen de lellipsoide d’inertie ; les deux autres
sont toujours de signes contraires.

269. REMARQUE. — On peut calculer la vitesse
angulaire » en fonction de ¢, de la maniére suivante
qui a I'avantage de donner des formules symdétriques.

De T'équation :

@ =t gt} o, (17)
on tire:

dw (/];
oo Pyt dt g

dp dg dr
¢t, en remplagant I, 7,2

a0 Al par leurs valeurs tirées
des équations (12), 11 vient :
d&)_, . A—DBIA—CB —-C
© g TP ABU :

Dailleurs, les équations (13), (14) et (17) nous
«lonnent :

\/}L - (B4 C h + BCw?
p= A — B)la —¢)

\//d~—\b—t—A Jh + ACw®
(1_

, <
B—A)(B—C( (=)

\/k= (A + B) 2 + BAw?
€ —A)(C—B
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¢l, par suite,

ABCwdw

V4B + Clh—E*—BCw¥}(A+ O — k' —ACw?|} (A+ Bt —k*—ABuw?{

Cette équation, étant inidgrée, nous donnera o en
fonction de ¢, et alors les dquations (18) déterminent
B, ¢, » en fonction de ¢, et le probléme sera résolu.

Méthode de Poinsct.

270. La solution analytique du probléme de la
rotation d’'un corps solide autour d’'un point fixe est trés
compliquée. Comme nous venons de le voir, méme dans
le cas particulier ou il n'existe pas de force motrice,
le probléme nous conduit & une intégrale elliptique.
On ne peut done pas déterminer le mouvement d'unc
maniére compléte. Mais, on peut démontrer, par la
méthode de Poinsot, les propriétés géométriques du
mouvenient.

271. THEOREME. A chaque instant, l'axe instan-
tand de rotation est le diamélre conjugué au plan
du couple résultant des quantités de mouvement dans
lellipsoide central. : |

Soient O, Oy, Oz les axes principaux du point O
A un instant quelconque. Léquation de lellipsoide
central est:

CAX® L BY' 4 CZ =1,
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Le mouvement du corps a cet instant est une rotation

Fig.

[543

—

-
lif

Y

instantande autourdel'axe
OI (fig. b5). Soient P le
pointou cet axe instantané
rencontre la surface de
Pellipsoide central, point
gque nous appellerons le
pole instaniané, &', y', z'
les coordonnées dece point,
et NN le plan tangent
en ce point a lellipsoide
central.

L’équation du plan tangent étant:

AXz' + BYy' + CZz' =1,

nous allons démontrer que ce plun est paraliéle au plai

invariable du couple résultant des quantités de mouve-

ment, ou au plan du maximum des aires, lequel a pour

¢quation :

ou bicn :

LX+MY+NZ=0,

ApX + BgY + CGrZ = 0.

En effet, le point &, 7/, 2’ étant sur I'axe instantané O,
a une distance OP = p de lorigine, nous aurons pour

COS 2 =

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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les cosinus directeurs de axe OI::



mais, on a aussi :

7 r
cosz=", cosﬁni, COSY=—.
L] w W

On en conclut que p, ¢, » sont proportionnels
a @, ¥y, 2'; donc Ap, Bg, Cr sont proportionnels
a Az, By, C2'. .1l résulte de 1la que les deux plans sont
paralléles, ct, par suite, 'axe OI est conjugué au plan
du couple résultant des quantités de mouvement.

Par conséquent, si 'on méne 4 lellipsoide central
relatif au point O un plan tangent perpendiculaire & Paxe
du couple résultant des quantités de mouvement, le point
de contact P de ce plan sera le péle instantané de la
rotation.

272. THEOREME, — La vilesse angulaire delo rolalion
instantanée est proportionnelle aw demi diamélre qui
va du centre au pole instantané de rotation.

En effet, I'équation des forces vives :

Ap? + Bg® + Crt = A,
nous donne :

I étant le moment d’inertie du corps relatif a I'axe OI.
Or, p étant le demi diameétre OP, on a (n° 143):

par conséquent,

2

2 —
%’—::h, dolt: w=g¢ V'h,

ce qui démontre le théoréme énoncé.
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273. TuiorREME. — Le plan tangent qui passe par
{e pole instantand de rotation est & une distance
constante du point fixe.

En effet, si du point fixe O on abaisse une perpendi-
culaire 0Q = g (fig. 53) sur ce plan, on a:

~ 1
o= -
l/Aﬂx'z + B2y? 4 (22

Or, en égalant les valeurs de cos e, cos 3, cosvy,
trouvées ci-dessus (n° 2'71), on a : '

PP , Vi ' g
xr = I = 2 o= .
w 4 w w7
par conséquent,
~ 0] © h

h
0 == = o =— L — = const.
.C|/A?]J'3 T+ B + Ot ka k

Comme d'ailleurs la deérection de ce plan tangent
paralléle an plan du maximum des aires est aussi
constante, il s'ensuit que ce plan fangent sei-a complé-
lement fixe dans Uespace.

274. ProrrifTE. — Il est évident que O0Q est
la projection de la longueur OP sur la direction de
'axe OQK. qui cst T'axe des moments des quantités
de mouvemwent. Or, nous venons de démontirer que
cette longueur OQ est constante; par conséquent, la
projection de la longueur OP sur 'axe OQK est constante.
1l en sera de méme de la projection sur OQK de la vitesse
angulaire w, laquelle est proportionnelle a OP. Donc,
la ritesse angulaire de la rotation, estimée suivant l'axe
ddes monmenls des quaniités de mourement, est constante.
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R756. INAGE DU MOUVEMENT. — On peut résumer
les propositions que nous venons de démontrer dans
I'énoncé suivant qui forme le théoréne de Poinsot’.

THEOREME. — Si l'on considére les positions succes-
sives de Uellipscide central pendant la rolation du corps,
on peut se représenter le mouvement rdu corps en
concevant que Uellipsoide cenlral doni le centre es{
mainteny fixe se meuve de maniére & rester constain-
ment en contact avec un plan fixe dans Uespace absolu
sur lequel Uellipsoide roule sans glisser, L'uxe instaniand
de rotation est a chaque instant le diamétre qui passe
par le point de contact, et la vilesse ongulaire de ceile
rolation est proportionnelle & ce diamélre.

Pour détermincer ce plan fixe, on prendra surlaxe O,
. : o Vb
A partir du point fixe O, une longucur 0Q = =
et I'on ménera par le point Q un plan MN perpendi-
culaire & OK.

276. REMARQUE. — Le mouvement relatif de
I'ellipsoide par rapport au plan ne sera pas modific,
si on laisse lellipsoide fixe, et si Ton fait rouler
le plan MN sur la surface de cette ellipsoide de manicre
(ue sa distance an point O reste constante.

2'77. PropriETE. — Le point de contact du plan
et de Tellipsoide, c'est-a-dire le pole instantané, déerit
sur la surface de Tellipsoide une courbe que Poinsol
a appelée polhodie®. Ce méme point décrit sur le plan
fixe unc seconde courbe, appelée herpolhodie®, sur
laquelle la polhodie vient rouler dans le mouvement
relatif. Ces deux courbes sont les bases des deux cones

1. Poinsor. Théorie nouvelle de la rotation des corps, p. 7.
2. Route du pole, de nmahos et ads;-
3. Route serpentante du pole, de Zpmm.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



390 —

ayant leurs sommets au point O : la polhodie est
la base du coéne fixe dans le corps et mobile avec lui,
I'herpolhodie la base du céne fixe dans I'espace.

278. On peut {rouver facilement les équations de la
polhodie en la considérant comme le liew des points
du contact de lellipsoide central avec un plan mobile
qui resterail & une distance constante ¢ du centre.

Désignons par X, Y, Z les coordonnées dun point
du licu; puisque ce point est sur lellipsoide central,
nous aurons :

AX® 4+ BY? 4 CZ* = 1. (A)

D'autre part, I'équation du plan tangent a Pellipsoide
au point (X, Y, Z) étant :

AX2' + BYy' 4+ CZz' =1,
11I0US aurons :

1
o I/Azxz + B?Y?® + szz,

g

ou bien :

2

AIXE 4 BRY? 4 Ot = o — % (B)

2|

Les ¢quations (A) et (B) sont celles de la polhodie.
Elles représentent deux cllipsoides ayant les méimnes
plans principaux : lintersection de ces deux surfaces
est donc une courbe qui se projette sur les plans
coordonneés suivant des courbes du second degré.

1. Dans cette équation ', ¥', &' sont les coordonnées courantes.
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279. Proposons-nous de trouver l'équation du liex
des axes instantanés dans Uintérieur du corps.
Les équations de T'axe instantané sont :

P, g, v satisfuisant aux équations de condition :

Ap® + Bt 4- Cr2 =},
(©)
Ap? | BYgR - C® = K%

ce sont les équations d'unc génératrice du cdne.
Pour ohtenir I'équation du céne, il faut éliminer p, ¢, »
cnire les quatre équations précédentes. Or, de ces
équations on tire :

E X — i _ l/AX'e +BY:-+CZ2 [/A2X2+B2Y2+szz
p q "V Ap* 4 Bg*+4-Cr? l/Ai]ﬁ + B*g® + C*r2

Les deux derniers rapports nous donnent, en ayant
égard aux équations (C) :

AX® - BY? -+ CZ2 A®X?® | B2Y? |- CZ2
h = ke ’

ou hien :
AX® (B*— AW+ BY?(k*—Bh) - CZ* (k2 — Ch)=10. (D)
Cest I'¢quation du lien. Comme les expressions

k* -— Ah et k* — Ch sont de signes contraires (n° 268),
cetle équation représente un cone elliplique du second
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degré ayant pour sommet le cenire 0. Il est évident,
puisque k* — A4 > 0, B* — Ch < 0, que I'axe de ce
cone sera le grand axe ou le petit axe de lellipsoide

central, suivant que A* — B# sera négatif on positif,

h >

: <R Or, commc
N [ , N

ona(n®273):¢=0Q= 7 il en résulte que le cone

c'est-a-dire suivant que l'on aura

aura pour axe le grand axe ou le petit axe de lellipsoide

} . 1 0
suivant que ¢° sera plus grand ou plus petit que R b,

Cest-a-dire suivant que la distance 4 qui est comprise
entre a et ¢ scra plus grande ou plus petite que I'axe
moyen de lellipsoide.

On conclut de 14 que la polhodie peut étre considérée
comme lintersection de la surface (D} avec Tellipsoide
central. Cest donc une courbe fermée & double courbure
qui entoure le sommet du grand axe ou celui du petit
axe de lellipsoide, suivant que & > & ou < 5.’

11 est évident que le cone (D) devient circulaire autour
“de I'un des axes principaux, si les moments d'inertie
relatifs aux deux autres sont égaux. Il se réduit 4 deux
plans, lorsque &* — BA = 0.

Observons que cette équation (D) peut étre obtenue
en combinant les équations (A) et (B).

280. Cherchons encore le liew de l'axe du coupls
résultant des quantlilés de mouvement. Cet axe est,
comme nous l'avons vu (n°26'7), immobile dans I'espace:
il en résulte qu’il traverse le corps en mouvement suivant
une série de droites qui forment un céne.

1. Pour la discussion de cette courhe, voir le Memoire de Poinsor.
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Les équations de l'axe de ce couple sont :

p, q, » satisfaisant aux équations ci-dessus (C) : ce sont
les équations d'une génératrice du cone, Pour obtenir
I'équation du cdne, nous devons ¢liminer p, ¢, #; or,
on a:

\/ SR S
X Y 7z yx2+ v+ 2 Va "B C
Ap Bg Cr  /A3pr B 0% ) Apt4 Byt - (4®

Les deux derniers rapports nous donnent, en ayant
¢gard aux équations (C) :

Xz Y? z2
X4 viiz2 AT BTG

= A ’

ou bien

Ah — R? Bh — k? Ch — R
e .Y R 2 —
X A A B 1z C 0.
Cest I'équation du licu : elle représente aussi un cine
elliptique dv. second degré.
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Cas ou deux des moments principaux d’'inertie
sont égaux.

281. Supposons, par exemple, B = A; lellipsoide
central est de révolution autour de l'axe des 2. Les
¢équations du mouvement sont alors :

dp C—A L
dat T TR TR

dg _C—-A M
dt A PTy
dr N
dt ¢~

Dans le cas particulier ou N =0, on a :

dr
=+ =0, dol r=const.=n;
d¢
n scra ¢videmment la composante de la vitesse angulaire
initiale suivant 'axe Oz.

Si nous posons :

= p,

=
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4 et » étant des quantités qui peuvent étre variables,
les équations du mouvement deviennent :

dap 5
e TE=
d.

a({‘ P =

Lorsque 2 et w sont des fonctions de ¢ seulement,
ces deux équations sont faciles & intégrer. A cet effet,
nous intégrerons d’abord les équations privées de seconds
membres ;

dp
i ‘g =0,
dy
g V=0
De la seconde on tire :
1 dqg
P=yar

¢t, en substituant dans la premiére, on a :

g
e

+ vtg = 0.
Intaor AN O 3 A -3 .
L'intégrale générale de cette équation est :

q = Psinyl 4+ Qcos ¥y,

P et Q étant des constantes arbitraires.
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On en déduit -
p = Pcosvi—Qsinyl

Pour intégrer les équations avec seconds membres,
il suftit de considérer P ot Q comme des variables,
et Ton aura pour déterminer les fonctions P et Q les
deux équations :

P N .

v 4 cos yt + psin e,
Q . o ot -
a /2 sin -,vt - u cos 7! ;

par conséquent, si 4 et v sont des fonctions de ¢, les.
fonctions P ¢t Q seront données par des guadratures.

282. Proposons-nious mainicnant d’étudier le cas
particulier ot T'on a :

On a alors, comme dans le cas précédent,
7 = const. = n,

¢t, en posant, commnie ci-dessus :

@

— A .
=0

les équations du mouvement sont :

dp

g TN 0
dg .

a — =09
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On cn tire I'équation du second ordre :

ap
ﬁ[z"l_‘]‘:o;

dont l'intégrale géndrale peut étre mise sous la forme *

p= asin (vt + 8),

« et B ¢lant des constantes arbitraires que Ton détermine
par les circonstances initiales.
- On en déduit :

¢ = —acos [yl + B

Drailleurs, les intégrales (13) et (14) (n” 267) nous
donnent, dans le cas actuel,

A2+ ¢t 4 Cnt = h,
A (pt | @Y 4 Gt = k2
Qo T'on tire :
4+ ¢ = const. = m?,

ot il est évident que m sera la projection de la vitesse
angulaire sur le plan des xy.
Or, on a aussi :

» A=

par suite,

o= m,
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¢t, par conséquent,

p = msin (Yl + B),

¢ = — mcos (vl + 3).

Si, dans ces équations, on fait ¢ = 0, il vient :
P, = v sin B,
q, = — m cos B,

équations qui serviront & déterminer # et § en fonction

de p, et gq,.
Drailleurs, comme 'axe OK du couple résultant des

quantités de mouvement est fixe (n° 26'7), nous pouvons
le prendre pour l'axe OZ; (fig. 56); d’autre part, les

Fig. 56.

Zs

projections de OK sur les axes Oz, Oy, Oz étant
respectivement égales 4 Ap, Ag, Cn, on a :

Cn

—_———— = cpnst.
I/A"mz + Cnt

coser%z
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L'angle 0 est donc constant, et, par conséquent,
laxe de révolution de Uellipsoide cenlral fait un angle
constant avec l'axe OK du couple résuliant des quantités
de mouvement; en d’autres termes, cet axe de révolution
décrit un cone circulaire droit aulour de OK,

283. La vitesse angulaire de la rotation cst donnée
par la formule :

v = [/p2 + @ = |/m‘1 -+ n?* = const.
Done, le mouvement de rotation est uniforme.

284. De ce que 6§ = const., il résulte que gg = (,

et alors les formules (n° 250) qui relient @, q, 7 aux
angles ¢, ¢, 6 se réduisent aux suivantes :

= singsiny ZT,

q=sinecos'{;gg,

dyp

o
r= g oSty

Des deux premiéres on tire :
P _ 3
@¢—q= tg (vt + 2.
d’on :

g=tir— (4 B,

i étant un nombre entier quelconque.
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{.a troisiéme nous donne ;

dp ad C—A Cn
cosedz—naz—az=1z‘+‘—n+ 3 n=fA~,
d'on :
dy  n___k
9 Acosf A

€1, ¢n intégrant,

k

qf:X

t 4@,

Done, intersection OA du plan ay (Cest-a-dire du
plan de Véguateur de lellipsoide) avec le plan xy,
lu couple résuliant des quantilds de mouvement se meul
d'un mouveinent uniforme sur ce dernier plan, c'est-
A-dire autour de l'axe OK.

285. PROPRIETE, — [langle que fuit laxe instan-
tané OI avec Oz est constant ; cn cffet, on a :

7 n
cos (. Z) = — = — = consl.
0] 0]

Par conséquent, (e liew de laxe instaniané dans le
corps est un cone circulaire ayant pour axe OZ, c'est-
a-dire laxe de révolution de Uellipsoide. 1l s’ensuit que
1a polhodie qui est lintersection de l'ellipsoide par ce
cone sera un cercle.

Il est facile de s'assurer que Uherpolhodie est aussi
un cercle. En effet, cette courbe est T'intersection du
cone déerit par l'axe instantané dans I'espace avec
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le plan fixe. Or, Pangle que fait 'axe instantané OI
avec OK est constant; en effet, on a :

A A Cn n A (p? - 08+ Cne®
cos(l, K)— S B 500 S0 (p* - g% + Cn

W kw

= i— const
T hw )

Done, l'axe instantané Ol décrit dans lespace un céne
circuloire droit autour de OK, et, par conséquent, son
intersection avee le plan fixe perpendiculaire & OK sera
un cerele.

Il résulte de 1 que le mouvement du corps peut étre
produit par le roulement dun cone circulaire sur un
cone circulaire,

286. ProrrIETE. — L'axe fixe du couple résullant
des quantités de mouvement, {axe instaniané de rolation
et laxe de révolution de lellipsoide central sont {oujours
dans un méme plan.,

Cas ol 1'on a A — BA = 0.

287. Reprenons les équations (13) et (14) (n° 26%7),
et mualtiplions la premicre par B ; nous aurons, en ayant
éoard A la relation Bh = %%, les deux équations :

ABp? -+ BCr? = E* — Big?,

Apt - Cir2 = At — B2
26
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on en tire :

G R TYPY
=\ g VF =T

r— i \/——B———[/——k —

BC(C

De ces valeurs on conclut que Ton doit avoir
2 2

k* — B%* > 0, ou bien ¢° < I% Lorsque ¢° = I%’
p et » sont nuls, et ils le seront, par conséquent,
pendant toute la durée du mouvement, puisque 'axe Oy
est alors un axe permanent de rotation (n® 241).

Donc, p et r conservent constamment les mémes
signes, et par conséquent, ceux de leurs valeurs initiales
p, et r,. Substituant les valeurs de p et » dans la
deuxiéme équation d’Euler, il vient :

AC dq .
it = = Bz\/(C—B)(B——A) it B

On prendra le signe + ou le signe —, suivant que
p, et , sont de mémes signes ou de signes contraires
(puisqu’il en sera de méme de p et »); suivant I'un ou
T'autre de ces cas, dg sera positif, ou négatif.

Si Ton suppose p et » de méme signe, on a,
en intégrant :

B
;B AC ' 1+}?q_1
kY C—B)B—4) " _B P’
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P étant une constante ; et, en posant :

L2k [C=BIB —4A)
T B AC

Ll

il vient ;

“t

_kPe —1,
=5
Pe 41

Pour { = oo, onaq=%,et, par suite, p =10, » = 0.

Donc, la direction de l'axe inslantané tend vers celle
de Uaxe du moment d'inertie moyen.

On arriverait au méme résultat si I'on supposait p
et » de signes contraires.
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Mouvement dun solide de révolution
autour d'un point fixe
Pris sur son axe de figure.

288. Considérons un solide de révolution homogéne,
fixé par un point O pris sur son axe de figure,
et soumis uniquement & laction de la pesanteur.

Imaginons par le point O (fig. 57) trois axes
Oxz,, Oy,, Oz, fixes dans lespace, l'axe Oz ¢tant
dirigé en sens contraire de la pesanteur; menons par
ce méme point O trois axes fixes dans le corps et
mobiles avee lui Ox, Oy, Oz, axe Oz étant dirigé
suivant la partie de I'axc
de révolution qui fait

@ un angle aigu avec Oz,

a linstant initial.
G Le centre de gravité G

du corps cst sur laxe de
6/ Yuq révolution au-dessus ou
au-dessous du point O.
Nous désignerons par /!
la distance OG, et nous
lui donnerons le signe +
ou le signe - - suivant
que G scra au-dessus ou
au-dessous du point O.
Soit C le moment d'inertie du corps par rapport
4 'axe Oz qui est principal ; lellipsoide central étant
de révolution autour de Oz, les moments d’inertie du

Fig. b7.

Zy
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corps par rapport a tous les axes menés par le point O
dans le plan zy perpendiculaire & Oz sont égaux :
nous les désignerons par A, et nous aurons done B = A,
Désignons encore par g, §, 8 les angles qui déterminent
la posilion des axes mobiles Oz, Oy, Oz par rapport
aux axes fixes Oz, Oy,, Oz, et par ¢/, J', ¢ les dérivées
de ¢, ¢, 6 par rapport a ¢.

On sait (I, n° 110) que le mouvement ¢lémentaire
du corps est une retation autour d’'un axe instantané OI,
passant par le point O : ce mouvement peut élre décom-
posé en trois rotations autour des axes Oz, Oz ct OA.
Par analogie avec le mouvement de rotation de la
terre, on appelle rofation propre du solide celle qui
s'effectue autour de son axe principal Oz ; précession,
la rowation qui s'effectue autour de I'axe 0z, et qui
produit le déplacement de la droite OA, que lon
appelle la ligne des nceuds; nutation, la rotation
autour de OA, qui produit la variation de I'angle 20z, :
les vilesses angulaires de ces mouvements sont respec-

! 1
tivement égales & %, %‘% %

La seule force motrice est le poids du corps P = Mg,
appliqué au centre de gravit¢ de ce corps, M étant
sa masse.

La solution du probléme sera donnée par les équa-
tions (n° 250) :

p = ¢'sinGsind -4 & cosy,
g = ¢'sinfcosy — 6'sin{, )

r =1 + ¢'cosb,
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jointes aux équations d’Euler (n°® 263) dans lesquelles
on fait B = A :

dp _ c
A v +{C—A)gr=1, (2)
dq
Al —(C—alpr=2, (3)
Lar
C-7 =N 4)

Or, N est la projection sur I'axe Oz de I'axe du couple
résultant des forces extérieures, c'est-a-dire de l'axe
du couple résultant de la translation de Mg a l'origine.
Cet axe ¢tant évidemment dirigé suivant OA, perpendi-
culaire au plan 20z, sa projection sur Oz est nulle,
et, par suite, N = 0.

Par conséquent, la troisiéme équation d’Euler nous
donne :

dr

cop=0. (5)

Les équations du mouvement sont donc les équations
(2), (3) et (D), et la question se réduit 4 I'intégration des
équations (1), (2), (3) et (5). Mais, nous emploicrons
une autre méthode qui nous conduira & une solution
plus simple.

289. Remarquons d’abord que, pour établir les
¢quations générales du mouvement (équations d’Euler),
nous avons pris pour axes fixes dans le corps et mobiles
avec lui les trois axes principaux du corps relatifs
au point O. Dans le probléme actuel, nous pourrons
prendre pour axes principaux l'axe de révolution 0Oz
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et deux axes OA et OB perpendiculaires entre eux,
et situés dans le plan des xy, I'axe OA étant linter-
section du plan des «y avec le plan x,y,; l'axe OA est
évidemment perpendiculaire au plan 20z,, et 'axe OB
est dans ce plan : c’est 'intersection du plan 20z, avec
le plan &y,

Cela posé, nous pouvons prendrc comme éguations
du mouvement I'équation (3) et deux autres équations
fournies, comme nous allons le voir, par le théoréme
des forces vives, et le théoréme des moments des
quantités de mouvement.

L'équation (5) nous donne :

dr:
dt

0,
d’ol1 :

r = const. = n,

n étant la composante suivant Oz de la vitesse angulaire
initiale.
La troisiéme équation (1) devient alors :

Y 4 g'eosf=n; (6)

d'autre part, le corps étant soumis 4 l'action de la
pesanteur seule, il existe une fonction de force,
et 'intégrale des forces vives exisie (n° 201). Elle nous
donne (n° 254) :

Ap? + Ag? + Cnt = 280F,.
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Or, on a :

t
E%’Fe = — Z/‘ﬂquz =—y (Zmz)t = — Mg (31)z

— — Mg {2z — (z,) {,

z, ¢tant la coordonnée du point G par rapport a
laxe Oz ; mais, on a: 2z, = {cosb, (2,), = [coso,
en désignant par « la valeur initiale de T'angle 6.

Par conséquent,
s0F. = Mgl (cos & — cos 0) ;

d’ailleurs, on a aussi :
PP+ Q= 6% + ¢*sin?g,
et I'équation des forces vives est donc :

A [6° 4+ ¢?sin?6) + Cn® = 2Mgl (cos = — cos 6) + A, (7
¢ g9 )

L ¢tant une constante qui se détermine par les
circonstances initiales.

Enfin, l'axc du couple résultant des forces extéricures
étant dirigé suivant la droite OA, perpendiculaire a Oz,
il en résulte que la somme des moments des forces
extéricures par rapport a Oz, est nulle. Par consé-
quent (n° 187), la somme des moments des quantités
de mouvement par rapport & l'axe Oz, est constante
pendant toute la durée du mouvement.

Pour obtenir la somme des moments des quantités

de mouvement par rapport a4 Oz,, nous prendrons les

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 409 —

sommes des moments par rapport aux trois axes princi-
paux rectangulaires OA, OB, Oz, et nous ferons la somme
des projections de ces moments sur Oz,. Or, il est
¢vident que la somme des moments par rapport & OA
est Apcosd — Agsing = A9 ; la somme des moments
par rapport & OB cst Apsin¢g + Agcosd = Ag¢'siné,
¢t la somme des moments par rapport & Oz est Cn.
Donc, la somme des moments par rapport & 0z, est:

Af8' cos (AOz,) + Ag'sin 6 cos (ROz,) - Cn cos (30z))
= Ac'sin*6 4 Cncosf;
nous aurons donc I'équation :
Ag'sin?G + Cncos§ = k, @)

k étant une constante déterminée par les circonstances
initiales.

Les équations (6), (7) et (8) qui sont du premier ordre
entre les variables @, 4, 8 et le temps ¢ serviront
4 déterminer ces variables en fonction de ¢, et, par
conségquent, la position du corps & un instant quelconque.

290. De I'équation (8) on tire :

k— Cncos§
~ Asin*g

q,

substituant dans I'é¢quation (7), il vient :

1

g'z
AbE - A sin% 9

(B —Cncosb2=2Mgl(cosa — cos§)+ h—Cne,
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ou bien, en posant :
2Mglcos e + A — Cn? = H,
on a I'équation :

1

2
AB? - A sin? 8

(2 — Cncosb) = H — 2Mgl cos 6.

Pour intégrer cette équation, on pose cosb = u,
et l'on obtient, :

du\? ,
Al (dt) = A {1l — u¥ (H— 2Mglu) — (& — Cnu)?,

d’ou l'on tire :

dt = + Adu )
VA —u®) (H — 2Mglu) — (k — Cnu)?

Cette équation détermine ¢ en fonction de u, et,
par suite, # en fonction de ¢, c’est-a-dire 6 en fonction
de ¢.

D'autre part, I'équation :

'_k——Cncose
¥ = T Asinzg

nous donne :

(Zli_ k— Cnu
dt — Al —uwd)’

Or, u» étant connu en fonction de ¢, cettc derniére
équation nous donnera ¢ en fonction de 2.
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Enfin, de I'équation (6) on tire la suivante :

@_n_(k—Cnu)u
dt A(l—uy)’

laquelle détermine ¢ en fonction de ¢.
On voit que la solution du probléme dépend des
intégrales elliptiques.

291. Cas PARTICULIER. — Supposons que le mouve-
ment initial soit une rotation autour de laxe de
figure Oz : alors, les composantes p,, ¢, de la vitesse
angulaire initiale sont nulles, et les équations :

peosy — gsing =6,
psing -+ qcosq; = Ur’sine,
que l'on déduit facilement des deux premicres équa-
tions (1) nous donnent 8 =0, ¢', =0, et des équations (7)
et (8) on conclut, en y faisant 7 = 0,
h = Cnt,
k = Cn cosa.
Les équations du mouvement sont alors les suivantes :
¢ 4+ ¢'cosb = n,

A (6% - ¢”sin? 6) = 2Mgl (cos « — cos 0), {

2

Ag'sin®§ = Cn (cos @ — cos ).
Proposons-nous de discuter ces équations. D’ahord de

ce que le premier membre de la seconde est positif,
il doit en étre de méme du sccond membre : dou il
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résulte que ! et cose — cosb sont de méme signe.
Dong, si, au commencement du mouvement, pour ¢ = 0,
on a { > 0, cest-a-dire si le centre de gravité est
au-dessus du point fixe, on aura cosa — cosé > 0,
d’olt cos « > cosé, ef, par suite, 0 > «. Par conséquent,
Iaxe de figure Oz fera avec la verticale Oz, un angle 6
qui scra constamment plus grand que langle initial a.

Si, au contraire, pour ¢ = 0, on a { < 0, c'cst-a-dire
st le centre de gravité est c¢n dessous du point fixe,
on aura cos « — cos 6 < 0, d’'ot cos « < cos 8, et, par
suite, 6 < o. Par conséquent, I'axe de figure Oz fera
avec Oz, un angle 6 qui sera constamment plus petit
que langle initial .

De l'équation :

Ag'sin®f = Cn (cos 2 — cos §),

il résulte que ¢ est de méme signe que » (cos « — cos ).
Or, si >0, on a cosa — cos b > 0; par conséquent,
¢' et » seront de méme signe, ef, par suite, le sens
de la rotation de OA autour de Oz, est le méme que
celui de la rotation initiale autour de Oz si I <O,
on a cosa — cos b8 < 0; par conséquent, ¢ et n sont
de signes contraires.

Le mouvement de la droite OA ou du plan z,0A
autour de la verlicale Oz, est le mouvement de
précession (n° 288). On voit donc que le mouvement
de précession est de méme sens que le nouvement
initial de rotation aulour de laxe de figure, ou de
sens contraire, suivant que le cenire de graviié
du corps est au-dessus ou au-dessous du point fixe
a lorigine du mouvement.
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292. Si l'on élimine ¢' entre les deux derniéres
équations (9), il vient :

2Ml Cn? (cos 2 — cos §)2
2 — . - r . .
G {cos & — cos 0) Teintl ;
d’ou Ton tire :
oS a — 6
q= ;\/cosa—cow o \IA(]Z— nicos % — cosB) |
ﬂ sin¢y

Le second membre ayant le signe + il s’ensuit que
l'angle 6 peut croitre ou décroitre lorsque ¢ augmente.

Si nous supposons £ > 0, on aura cose — cos 6§ > 0,
d’ou 8 > a; par conséquent, 8 commence par croitre,
et 'on a db > 0; il faudra prendre le radical avec le
signe 4+, jusqua ce que 6 prenne une valeur 3 telle que
le radical soit nul.

Par conséquent, angle 9 croit jusqu'a la valeur pour
laguelle on a :

2MAg!l sin?§ — Cn? (cos @ — cos 6) = 0.

11 est évident qu'il existe une valeur de 6 satisfaisant
A celte équation, puisque le premier membre est positif
pour 9 — «, et négatif pour & = =. Désignons par T
le temps employé pour atteindre cette valeur 6 = f3.
A partir de linstant ou 6 = B, langle 9 diminue;
car, 81l continuait 4 croitre, §' deviendrait imaginaire :

en effet, cos« — cos 0 resterait positif, et le second
facteur serait négatif. Or, 6 diminuant, 6 devient
négatif, et 'on devra prendre le signe — devant le

radical ; 6 décroit en se rapprochant de la valeur
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initiale « quil prendra au bout d'un temps T. Pour 6 =«
8" est nul, et change de signe; langle 6 croit encore
depuis « jusque 3 dans le temps T, et ainsi de suite.

Donc, l'angle 6 varie enfre sa valeur minimum a
et sa valeur maximum B. L'axe de figure 0z exécule
des oscillations isochrones dans le plan 20z, tournant
avtour de la verticale Oz,. L'amplitude des oscillations
est constante. Ce mouvement oscillatoire est le mouwve-
ment de nutation.

La durde d'une demi oscillation est donnée par la
formule :

T—Afs sin 8d6
o J l/(cosx——cosQJ } 2MA glsin?f — (cosa—-cos6) Cn? (’

laquelle dépend des intégrales elliptiques.
De la formule :

Ag¢'sin?§ — Cn (cos = — cos 6),

on conclut que 3', c’est-a-dire la vitesse angulaire de la
trace OA, est une fonction de f seulement, et qu'elle
varie périodiquement avec 6. D’ailleurs, pour 8 = «,
on a ¢' = 0, et, en outre, ¢’ est toujours de méme signe
que n. Done, le plan 20z, tourne aulour de la verticale
avec une vitesse angulaire tantdt croissante, tantit
décroissante, mais toujours dans le méme sens.

293. Enfin, la vitesse angulaire » du mouvement
de rotation est déterminée par la formule :

w? = pt 4 q* 4 7,
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qui nous donne, dans le cas actuel,

w? = §' | (p'z sin? 6 4 n?,
ou bien :

w? =nt - %l%ll (cos 2 — cos 6).

1l résulte de cettc formule que o wvarie périodi-
quement entre la valeur minimum n gqui correspond
@ 6 = =z, et la valeur maximum qui correspond & 6 = B,

Gyroscope de Foucault.

294. Le gyroscope est un solide de révolution pesant
¢t homogeéne animé d'une grande vitesse autour de son
axe de figure, et assujetti 4 tourner autour d’'un point
fixe O pris sur cet axe. Nous aurons donc (n° 292)
I'équation :

2
Al (3—3) sin®d =2MAglsin®f(cosa — cosf) — Ci?(cosa —cos i)t

Le premier membre de cetle équation étant toujours
positif, il doit en étre de méme du second membre;
donc, le second terme — C®*n® (cos « — cos 6)°, qui
est négatif, doit étre moindre en valeur absolue
que le premier terme qui est nécessairement positif.
Comme 7n® cst trés grand, il en résulte que le coefficient
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(cos = — cos B)* doit étre trés petit, et, par conséquent,
que « et 9 différent trés peu I'un de I'autre. Nous pourrons
donc poser :

§=oa ¢,

e ¢tanl une quantit¢é treés petite en valeur absolue,
positive ou négative suivant que [ sera positif ou
négatif, cest-a-dire suivant que le centre de gravité
sera au-dessus ou au-dessous du point fixe (n° 288)
au commencement du mouvement; cette quantité e
étant treés petite, nous pourrons en négliger le carré
et les puissances supérieures.
Nous aurons ainst :

cos 2 — cos 0 = ¢ sin a,

sin § = sina + € cos =,

sin? § = sin? a 4 2:sin « cos
d’ailleurs, on a rigoureusement :

dahn - d:
dt ~ dt

1

et il vient, par conséquent :

- z -\2
A? ( ?it) sin? o | 2A% (%) sin % cos &

= 2MAgl:sina (sin®a -+ 2¢ sin « cos a) — C*72%2 sint 2.

Nous négligerons dans le premier membre le produit

d:\* . s
€ (ﬁ) qui est du troisiéme ordre, et dans le second

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 417 —

membre le terme 4MAgl:® sin® = cos a qui est du second
ordre ; mais, nous conserverons dans le second membyre
le terme C’n’e® sin? e qui n'est pas négligeable & cause
du facteur »® qui est trés grand. Nous aurons alors :

d:\?* . ) _ .
A? (W) sin® o = : sin a ; 2MAgl sinta — C42® ¢ sin o ‘,,

ou bien :

d:\?
At (m) =z | 2MAglsina — Cn?: E .

Or, le premier membre étant toujours positif, il doit
en étre de méme du second membre ; il en résulte que
2MAglsina

C*n®
valeur qui est donc le maximum de = est la limite de la
nutation de Uaxe; nous la désignerons par ¢, et nous
poserons ;

¢ ne peut varier qu’entre 0 et - Cette dernicre

. 2MAglsin a
Sk el

11 vient alors

En raisonnant comme nous I'avons fait précédem-
ment (n° 292), on verra que, si nous supposons I > 0,
£ commence par croitre, et 'on devra prendre le radical
avee le signe 4, jusqu'a ce que e prenne la valeur e, ;
A partir de cette valeur, ¢ décroit jusque zéro, et I'on
doit donner au radical le signe —.

27
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tn prenant le radical avec le signe 4, ona:

A d:
dt = "
Wi o9
dolr, en intégrant,
A £ 2:
[ = —— arc cos
Cn £,
la constante étant nulle, puisque : = 0, pour ¢ = 0.

Cette formule doune le temps écouleé correspondant
a un ceart égal & . On en tire :

() Cnt . Cnt 2MAglsina . Cnd
e=y \I—cos— - ) =z sint 5 = ————sin® 5.

("est la valeur de : en fonction de £ par suite, on a -

b=a+ ¢ sm-%

On conclut de ce qui précéde que Uaxe éproure une
nulation détermincée par Péquation :

an C?l/
£ 2A "

Ce mouvemeni est oscillatoire, ¢t 'on voit que la durée
d'une oscillation compléte de Paxe autour de la verticale
2nmA TA
Oz, est —=—5cn effet, pour{ = x—> on ae=¢, et pour
'97A Cn Cn
(=G ona:e= 0. L'amplitude de I'excursion totale
n
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est ¢, ¢t la durée de ceite excursion, c'est-d-dire la
TA
Cn
naison § de 'axe Oz sur la verticale Oz, varie entre
sa valeur initiale « et la valeur « 4 ¢, valeur plus
grande que «, puisque ¢, > 0, si l'on suppose { > 0.
11 est encore facile de vdarifier que, si £ augmente
2mA . . , Cnt
¢ reprend la méme valeur, puisqu'alors ETN

augmente de .

demi oscillation compléte, cst Ainsi done, lincli-

de

295. Cherchions maintenant 1o {o7 du mouvement
de precession : clle est donnée par la formule :

do .
A m sin?§ = Cn [cos z — cos 0),

de laquelle on tire :

do Cnzsina Cne

¢ sin?a 4 2:sinacosx sina - 2:COS x

ou bien, en néglizeant les termes du second ordre en e,
ce qui revient & négliger le terme en ¢ au dénomi-
nateur :

du Cnz
T dl T sina

s de .
De cette formule on déduit que u’_;' qui est la vitess

angulaire de la rotation du plan 2 0A autour de Oz,
ou la vilesse de précession, ost nulle pour ¢ = 0,

¢l maximmum pour & =¢ .
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En remplagant ¢ par sa valeur, il vient :

dy Cn  2MAglsin=z . Cnt Mgl Cnt
i A . ! CHE R o 2
i A sinz Uit MECTN Cn. ( Cos )”

et, en intégrant :

_ Mgl P I\[Agl cin Cnt
Cn it

@ ;
nous n’ajoutons pas de constante, puisque ¢ = (),
pour ¢ — 0. .
Si l'on fait abstraction du sccond terme qui est tros
petit & cause du facteur #° au dénominateur, on voit
que le mouvement de précession est uniforme, et qu'il
Mgl
Cn
est la valeur moyenne de

. Il est Qailleurs facile de
s’'assurer que Mg_l do
que Cn di

cette valcur moyenne a ¢videmment pour expression :

a pour vitesse angulaire

; en effet,

(d;) cn 1 A Cnz, Mgl
m

dt = Asinaz aT s == 2A sin 2 Cn

U

Cette valcur moyenne de la vitesse angulaire dc
précession est positive ou négative, en d'autres termes,
le mouvement de précession cst direct ou rétrograde
par rapport a la rotation s, suivant que { est positif
ou négatif, c’est-a-dire suivant qua l'instant initial le
centre de gravité du corps est an-dessus ou au-dessous
du point fixe O.

D’ailleurs, la formule :

_ M[ _ Magl . Cnd
¥ CTn Cr 7 A

k]
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nous apprend que la ligne des neuds OA éprouve de
part et Cautre de la position moyenne qu'elle occuperait
i le monvement était uniforme, un balancement pério-
dique déterminé par Pexpression :

MAgl . Cni

—=— gin
C*n? A

. . . . 2mA
et la durée de la période est égale "
’ 7

On voit donc que ces deux mouvements périodiques
sont de méme durde,

296. Pour déterminer le mouwvement propre du
corps, on prendra la formule (6) (n° 289) :

n =4 - ¢ cosf,
de laquelle on tire :

' ab do
= — cos {x 4 ¢,

ou bien, en négligeant les termes du second ordre en e :

©t, cn remplacant ¢ par sa valeur (n° 294) :

i

d fn-—Mgl l—cos%)cos:r
der Cn ( A o

Ln intégrant, il vient @

Mgl
Y=t —
b=nt G COS%. t+

MAg! <in Cni cos «
Cn? A )
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Le premier terme n¢ qui est proportionnel au temps
croit rapidement a cause du facteur #. Le sccond terme
croit aussi proportionnellement au temps; mais, son
coefficient est trés petit, puisque » est au dénomi-
nateur. Enfin, le troisiéime terme est périodique, ct sa
valeur est trés petitc a cause du facteur »° au
dénominateur. Si I'on néglige ce dernier terme, on voil.
que la droite OA sc meut avec une trés grande vitesse
4 peu prés uniformément dans le plan de l'équateur oy,
et dans le sens de la rotation initiale n autour de Os.

29%7. REMARQUE. — Le mouvement est indépendant
de la densité du corps solide, sl est homogéne.

En effet, les formules ne renfermeni que les rapports
M A , .
N et »—C—: or, ccs rapports conticnnent en facteur au

numérateur ct au dénominateur Ia densité g, qui dispa-
raitra donc dans ces rapports, et, par conséquent,
dans les formules. 1l résulte de la que la vérification
des résultats précédents pent se faire quelle que soit
la nature de lappareil cmployé, pourvu qu'il soit
homogcne.
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CHAPITRE VIII.

Mouvement d'un corps libre.

298. Etant donné un corps solide libhre dans espace,
ct sollicité par des forces données, le mouvement de ce
corps peut, a chaque instant, étre considéré connue
résultant d'un mouvement de translation dun point
du corps, par cxemple, le centre de gravité, et d'une
rotation autour de ce point supposé fixe (I, n° 111).

Nous supposerons que, par le centre de gravilé,
on meéne trois axes Gz, Gy, Gz constamment paralléles
aux axes fixes de l'espace. Le mouvement de franslation
de ce systéme de comparaison sera connu quand on
connaitra le mouvement du centre de gravité. Le mou-
vement relatif du corps par rapport au systéme de
comparaison Gz, Gy, Gz se raméne au mouvement
dun corps solide autour d’'un poeint fixe.

Or, le centre de gravité se meut, comme si la masse
totale du corps ¥y était concentrée, et si toutes les
forces extéricures y étaient transportées parallélement
i ellessmémes (n° 178). 11 est done facile d’établir les
¢quations du mouvement de cc point.

Pour obtenir les équations du mouvement du corps
par rapport aux axes mobiles Ga, Gy, Gz passant par
le centre de gravité, nous rappellerons (n° 189) que le¢
théoréme des moments des quantités de mouvement
subsiste quand on rapporte les moments des gquantités
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de mouvement et les moments des forces extérieures
a des axes passant par le cenire de gravité et animés
d'un simple mouvement de translation. Il en résulte
que, sl T'on considére le mouvement par rapport aux
axes Gr, Gy, Gz, les sommes des moments des
forces extéricures par rapport a ces axes sont égales
aux projections de la vitesse de lextrémité de
l'axe du couple des quantités de mouvement relatives.
Par conséquent, les équations d'Euler sont applicables
au mouvement relatif du corps par rapport aux axes
Gz, Gy, Gs. Nous aurons donc le théoréme suivant :

THEOREME. — Loisqu'un corps solide libre se meut
sous laction de forces exiérieures donnédes, le mouve-
ment de son centre de gravité se détermine en y
supposant toute la masse concenlrée el toutes les foirces
motrices transportées parallélement & elles-mémes,
Le mouvement du corps aulour de son cenlre de
gravilé se délermine en considérant ce point comine
fixe, en supposant toules les forces exiérieures appli-
quées au corps, et en appliquant la théorie du mourve-
ment aulour d'un poinl fire.

299. Si donc nous désignons par =z, y,, 2z, les
coordonndées du centre
de gravité par rapport
aux axcs fixes de 'es-
pace, par X, Y, Z les
composantes de I'une
des forces appliquées
au corps, suivant ces
mémes axes,parp, g,
les composantes de
la vitesse angulaire
o rclative au point
G suivant les axes

Fig. 55.

kA
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principaux d’inertic GZ, Gn, GZ, par o, ¢; 8 (fig. 58) les
angles qui déterminent la position de ces axcs prinei-
paux par rapport aux axes Gz, Gy, Gz, constamment
paratléles aux axes fires, nous aurons les équations
du mouvement : .

M ’i;“;,‘ — ¥X,

M ‘Z-ty; — ¥y,

M ”Zf; = Y7,
Adp—}—LC—B ) gr = L,

dq -
Bdt+ (A—Crp=2M,

dr ,
Cdt+‘B Ay pg =N,

0’9 do . .
P =7 LOSy + il siny sin 0,

r dz
9=— " sin b - 7 CO8 Y sin 6,
iy

cu+d¢”°

L, M, N ¢étant les sommes des moments des forces
extérieures par rapport aux axes principaux G, Gr, GZ.
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Ces ¢quations serviront a délerminerx, v, 2, 9, 4, &
en fonction de ¢.

300. REmMARQUE. — Il résultc dc ce que nous
venons de voir que le mouvement d’'un corps solide libre
se réduit & deux mouvemecents entiérement distincts :
le mouvement du centre de gravité, el le mouvement,
du corps autour de son centre de gravité considéreé
comme fixe,

301. Si les forces extéricurcs ne dépendent que du
temps, ou de la position du centre de gravité, on peut
déterminer isolément le mouvement du centre de
gravité, c'est-a-dire x,, ¥,, #, en fonction de £, au
moyen des trois premiéres équations, sans avoir égard
aux équations du mouvement de rotation,

Mais, en général, les forces motrices dépendent de la
position du corps, cest-a-dire des angles ¢, ¢, 6,
et alors il n'est plus possible de traiter séparément les
deux mouvements.

302. CAS PARTICUCLIERS. — 1° Si les forces qui
sollicitent le corps sont nulles, le centre de gravité
aura un mouvenient rectiligne et uniforme (n° 179).
Le mouvement du corps autour du centre de gravité
satisfait au théoréme de Poinsot (n° 275).

2" Si les forces se réduisent a la pesanteur seule,
le corps étant lancé avec une vitesse initiale donnée
au-dessus de la surface de la terre, le centre de gravité
déerira un parabole (n° 55), ct le corps tournera autour
de ce point comme i1 était fixe. Les forces sc réduisant
dans ce cas & une résultante unique égale au poids du
corps el passant par son centre de gravité, le moment
de cette résultante par rapport & un axe quelconque
passant par le centre de gravité sera nul, et le théoréme
de Poinsot (n° 275) sera encore applicable au mouve-
nient relatif autour du centre de gravité.
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3° Si le corps solide est unc sphore pesante ct
homog¢ne, lellipsoide central est une sphére, et, par
conséquent, A = B = C. Dailleurs, on a aussi
L = M = N = 0. Par suite, dans cc cas, les équa-
tions d’Euler nous donnent pour p, ¢, » des valeurs
constantes ; il en est de méme de w. Il résulte de la
que Taxe de rotation du corps autour de son centre de
gravité reste toujours parallele 4 une méme direction,
et la vitesse angulaire cst constante.

4° Si le corps solide est une sphére homogéne dont
tous les points sont attirés par un centre fixe, en raison
dircete des masses et en raison inverse du carré des
distances, le centre de gravité décrira une section
conigue (n° 124). D’autre part, les actions exercées par
le centre fixe sur les différents poinis du corps se
réduisant & une résultantc unique passant par le centre,
il s'ensuit que les moments de ces forces sont nuls ;
d'ailleurs, le corps étant une sphicre,ona: A =B =C,
et les équations d’Euler nous donneront pour p, ¢, #
des valcurs constantes. Par conséquent, la sphére aura
un mouvement de rotation uniforme autour d'un axe
fixe, constamment parall¢le & une direction donnée.

303. REMARQUE. — Il résulte de la théoric que nous
venons d’exposer une remarque importante. Nous avons
vi, en Statique (I, n° 286), que les forces appliquées
a un corps solide peuvent se réduire a4 une force unique
et un couple unique. Si l'on prend pour origine le¢
centre de gravité du corps, le mouvement du centre
de gravité est produit par la force unique, sans que
lc couple ait aucune influence ; le couple produit la
rotation du corps autour de son centre de gravité, sans
que la force unique ait aucune influence.
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Probléme de la Toupis.

304. Un corps solide pesant et hoimogene, de révo-
lution autowr dun axe passant par son cenlre de
gravité, sappuie par un point A de son axe sur un plan
horizontal parfaitement poli. On demande le moucement
de ce corps.

Soient M la masse du corps, Mg son poids appliqué
au centre de gravité G (fig. 59), R la réaction normale
du plan, réaction qui est verticale ; Ox, Oy, Oz trois

Fig. 59.

Y

axes fixes rectangulaires, l'origine O étant dans le plan
fixe, I'axe Oz vertical ot dirigé vers le haut, =, y,, 7,
les coordonnées du centre de gravité du corps.

Les forces qui agissent sur le corps rendu libre sont :
fe poids Mg du corps au point G, et la réaction R au
point A,
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On a done pour les équations du mouvement du centre
de gravité :

dir, cEy dz, )
M0, Mt =0, ML= R—Mg;
on cn tire :
@ =l Loy, — BB ()
2z
= ! )
R =M (g+ aﬂ) (2)

Les équations (1) nous apprennent que {a projection
du centre de grovilé suir le plan dappui est anunde
d'un mouvement recliligne el uniforme.

L’équation (2) détermine lu réaction R, lorsque 2, est
connu en fonction de .

305. Etudions le mouvement relatif du corps autour
de son centre de gravité. Obscrvons d’abord que GZ
étant un axe principal d'inertie du point G, deux axes
yuelconques perpendiculaires entre eux, et a GZ forment
avec G5 un systeme de trois axes principaux. D'ailleurs,
Pellipsoide d’inertie étant de révolution, désignons par C
le moment d’inertie relatif a GZ, et soit A le moment
dinertie relatif a GZ et & Gz (ces deux moments étant
ézaux, ou bien A = B).

La troisiéme équation d’Euler (n® 263) est :

dr
Cp+B—4a)pg=N.
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Or, N = 0, puisque les forces extéricures R et My
rencontrent 'axe G%; d’autre part, on a B = A, et, par
suite,

s

di
ou hien :

= const. = n.

Imaginons trois axes (wr', Gy, G2’ (fig. 59), mends
par le point G, parallélement aux axes fixes du point O,
et appliquons au mouvement autour du centre de
gravité le théoréme des forces vives et le théoréme
des moments des quantités de mouvement.

En désignant par 2T la force vive du corps, on a:

2T = Apr+ B G2 = A(p* + @Y |- Cn%
et en remplacant p et ¢ par leurs valeurs (fig. 60) :

p =18cos?} + ¢/ sinfgsind,

g =—10sind | e'sinfeos,
Fig. 60.
2
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nous aurons
T — A (07 4 g®sin®5) | Cns.

(Cherchons maintenant la somme des travaux des
forces. A cet cffet, observons que les coordonnées
du point d'application de R étant 0, 0, — 5|, le travail
élémentaire de cette force est — Rdz,.

Drautre part, les coordonnées du point d’application
de la force Mg étant nulles, le travail élémentaire de
celte force est n_ul. Done, la somme des travaux
des forces est - /Rd;l, et nous aurons pour I'équation
des forces vives :

A (6" -g28In%0) +C712———‘>/Rd~ ——’“f( —i‘) %y

— 2y ( — (s1>o)~M~§(%?) (d;z) 5

En désignant par { la distance du centre de gravité G
an point A, on a:

I £1 . \
. =1lcosh, dou —dzlc—lsme.e,

et I'équation des forces vives devient alors :

A0 4 ¢/t sin? 8) + (i = — 2Mglcos B + 2Mg iz,

— MEsin?6 .8 4 M (’;{) R
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ou bien :
(A 4 Msin?8) 6% 4 Asin®0.¢"% = h — 2Mglcos6, (3)

L étant une constante.

Appliquons le théoréme des momenis des guantités
de mouvement a I'axe Gz': nous écrirons que la somme
des monients des quantités de mouvement par rapport
a cet axe est constante, puisque les moments des forces
extérieurcs R et Mg par rapport a Gz' sont nuls,
ces forces étant paralléles 4 l'axe. Or, les sommes des
moments des quantités de mouvement par rapport
aux axes GE, Gn, G% sont Ap, Ag, Cr; par conséquent,
la somme des moments par rapport a Gz' est :

Apcos (£, 2') -+ Agcos (n, 3) + Crrcos iz, 3.
Mais, on a (fig. 60) :

cos (%, 3 =sindsinb, cos(s,3)=—=cosysinb, cos(Z,s)=cosb.

Par conséquent, la somme des moments des quantités
de mouvement est :

Apsinysing 4 Agcosysing | Crcos§=—=Asin?6.q' -+ Crcosb.
L’é¢quation des moments nous donne done :
Asin®é@.¢' 4 Cncosb = &, (4)

k étant unc constante.
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En éliminant ¢' entre les équations (3) et (4), il vient ;

V 'Asin4d5 /A + MEsin® 6

dlf = + ’
I A sins G — 2Mgl cos §) — (B — Cit cos§)?

()

¢quation qui délermine 6 en fonction de /.

306. Discutons maintenant les équations que nous
venons d’obtenir. Supposons que le corps ait recu unc
vitesse initiale assez grande autour de son axe de
ficure : les valeurs initiales de p et ¢ secront nulles,
et, par conséquent, il en sera de méme des valeurs
initiales de ¢’ et 0", .

Désignons par e la valeur initiale de 6, et faisons
4 = 0 dans les équations (3) et (4) ; nous aurons :

h =2Mglcosa, k=Cncosa.
Par suite, les équations (3), (4) et (3) nous donnent :
(A -+ MI2sin®8) 0% -1 Asin®6 . 2 = 2Mgl(cosa — cosl), (0)

Asin®f.y = Ci (cos @ — cos B}, ()

cosa— cos B

— (22
2MAgl — T

.(8)

Le premier membre de I'équation (6) étant positif, il en
est de méme du second membre; done, [ {cosa— cosq)>0.

28
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Or, { est, positif, puisque le centre de gravité est au-dessus
du plan fixe; par conséquent, on a :

cosa — cos8>0, dolt cosb<cosa, et O>a.

Done, l'axe de figure fera constamment avec la
verticale un angle 6 plus grand que langle initial a.

Dautre part, I'équation (7) nous apprend que ¢'
est de méme signe que le produit n (cos @ — cos 6),
¢t comme cosa — cos 8 > 0, il s’ensuit que ¢' et » sont
de méme signe. Done, le sens de la rotation de la
trace GR autour de l'axe Gz' est le méme que celui
de la rotation du corps autour de GZ. Le mouvement de
la trace GR, ou du plan vertical 2GR autour de Gz'
est le mouvemeni de précession (n° 288). On peut done
dire que le nouvement de précession est de méme sens
que le mourement de rotalion initial autour de laxe de
figure GZ.

30%7. Considérons maintenant I'équation (8) : d’abord,
puisque § > a, il s’ensuit que l'angle 8 commence par
croitre, et, par conséquent, ¢8> 0. On doit donc prendre
le signe + devant le radical, et le conserver aussi
longtemnps que 6 ne passe pas par une valeur qui annule
le radical, valeur qui annule . L’angle 0 cruit donc
jusqu'a une valeur & pour laquelle on aura :

2MAglsin? § — C'n? (cos @ — cosh) = 0.

Cette valeur & cxiste nécessairement, puisque, pour
6 = a, lc premier membre est > 0, et que pour 0 = 5
il est < 0.

Désignons par T le tenips qui s’est, écoulé depuis 6 < 4
Jusque 6 = b, Aprés ce temps T, § diminue : car, gj g
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continuait a croitre, le second facteur sous le radical
dans I'équation (8) deviendrait négatif, et comme le
premier facteur cosa — cosb est positif, le radical,
b

at @
Donc, & partir de 6 = b, 'angle 6 diminue, al devient

et par conséquent —- serait imaginaire.

négatif, et 8 se rapproche de a : il reprend cette valeur
aprés un temps égal & T. En effet, de & 4 a, on doit
prendre le signe — dans le second membre de
Féquation (8), et intégrer entre les limites & et a, ce qui

donne le méme résultat que tantét. Pour 6 = a,
9
(%Q = 0, et, a partir de la, % devient positif; 6 croit
de a & b, et ainsi de suite.
Le temps T d'une demi révolution est donné par la
formule :

L A A + MEsinzy) sinBdo

b
f _ Vo _ Cnrlcos a—cos )
ot \/(cos a — cos ) tNMAgl oL

T —

Ainsi donc, 6 varie constamment entre deux limiles,
lune minimum et égale a a, Uautre maximum et égale
@ b. L'axe G% exécute des oscillations isochrones dont
Pamplitude est constante dans le plan 7G% lequel tourne
autour de la verticale Gz'. Le mouvement oscillatoire
de G% est le mourement de nutation (n° 288).

308. Supposens, en particulier, que la vitesse hori-
zontale du point G soit nulle: alors, le point 11,
projection de G sur le plan horizontal sera fixe pendant
toute la durée du mouvement. Il est facile de trouver
de la maniére suivante la courbe décrite sur le plan
horizontal par la poinle A de la toupie aufour du
point H.
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Posons AH = p, et soit AHN = w (fig. 61) 'angle que
fuit ce rayon p avec la paralléle HN a4 Ga' menée par
le point H; p et w seront les ceoordonnées polaires du

Fig. 61
2
§
8\
H
R
b Sy R
A
J H N g

diculaire & ZGH dans le plan 2Ga’, et HA .est
perpendiculaire & 3'GH dans le plan z’(}g; donc,

PN
AHN = 180° — ¢, d'ofi © = 180° — ¢.

D'ailleurs, le triangle rectangle AGH nous donne : -
g == AGsin§ = Isin§.

Or, 8 varic entre les limites a et &; donc, p varie
centre les limites {sina et [sin b, c'est-a-dire que le
point A décrit une courbe comprise entre deux circon-
ferences de rayons [ sina et ¢ sin b, D'autre part, si I'on
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désigne par ¢ I'angle que la tangente & la courbe fait
avec le rayon vecteur p, on g :

ind dy
sdw Isin 6dy SY
ge=rb5=——_""_
dp d . lsiny cos oy
080 -
dt
3 do db
En remplacant i €U g par leurs valeurs (7) et (8),
il vient :
<in6 Cnlcosa — cosf)
A sin*g
Tge:_
1 \ cos a—cosh
€osf——=———=—oox\/ (cosa - c085) MAGI—C*n? ———"—
V A(A +M{*sing) - sintf

_ Cn)/cosa—cosb L A (A -+ Ml sin®t)
A cos B |/ 2MAglsin?6— C*n*(cos g —cos b)

Or, pour 8 =a, on a tge=0; dou e =0, et la
tangente coincide avec le rayon vecteur : la courbe
est done ncrmale au cercle de rayon { sina. De méme,
pour 8 = b, le radical du dénominateur est nul, et l'on

atge = oo, doll ¢ = et la tangente est perpendi-

™
g
culaire au rayon vecteur, c’est-a-dire que la courbe csi
tangente au cercle de rayon ¢ sin b, ou a la circonférence
extérieure,

1l résulte de la que la pointe de la toupie décrit sur
le plan de projection aufour de H, une espéce de
rosace composée d'une série darcs égaux, tangenis
a la circonfirence extérieure el novinoux 4 la circon-
[érence intérieure,
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CHAPITRE IX.

Mouvement des solides naturels.
Choc des corps.

309. Les théories que nous avons exposées dans les
chapitres précédents supposent que le solide considéré
est de forme invariable, c’est-d-dire qu'il conserve la
méme forme pendant toute la durée du mouvement.
Or, les solides naturels ne sont pas, en général, dans
ce cas. Cependant, il existe dans la nature un grand
nombre de corps pour lesquels les changements de
forme sont insensibles, c¢’est-a-dire qui ne se déforment
que de quantités inappréciables sous l'action des forces
qui leur sont appliquées. Tels sont les matériaux qui
entrent dans la construction et dans les machines.
On pourra appliquer & ces corps naturels tout ce que
nous avons dit des solides invariables. Il n’en résultera
(qu'une erreur extrémement petite, et, par conséquent,
inappréciuable.

Lorsque le corps subit un changement de forme
sensible pendant la durée du mouvement, on ne peut
déterminer les circonstances du mouvement, que si I'on
connait les lois suivant lesquelles varient les actions
(que les différents points du corps exercent les uns sur
les autres. Alors, le probléme rentre dans le cas
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général du mouvement d'un systéme de points matériels
soumis a des forces extérieures et a leurs actions
mutuelles.

Nous venons de dire que le mouvement d'un solide
naturel, qui ne subit pas de déformation sensible
pendant la durée du mouvement, peut étre iraité
comme sl s'agissait, d'un solide de forme invariable.
Mais, la plupart du temps, dans les applications, on a
a4 considérer le mouvement de corps qui se meuvent
en touchant dautres corps mobiles ou immobiles.
Ce contact peut avoir lieu de différentes maniéres.
11 peut n’avoir lieu que pendant un temps trés court :
cest ce qui arrive quand il se produit un choc;
ou pendant un temps fini : cest ce qui arrive quand
les solides glissent ou roulent I'un sur lautre.

310. Proposons-nous actuellement d’étudier le phiéno-
mene du choc de deux corps sphériques. Considérons
-donc deux corps sphériques et homogénes, de masses
m et m', animés chacun d’'un mouvement de translation
rectiligne et uniforme, suivant la ligne des centres.
‘Soient ¢ et o' les vitesses de ces corps, vitesses que
nous supposons de méme sens. Supposons le corps m
.en arriére de i/, et soit » > ¢'; la distance des deux
corps va en diminuant, et ils finiront par se rencontrer
cn produisant un choc. 11 est évident que les deux
centres resteront en ligne droite pendant le choc,
ct aprés le choc. Or, lorsque les deux corps viennent
cn contact, il se produit des forces qui tendent &
diminuer la vitesse de i, et & augmenter la vitesse
de m',

Au bout d'un temps trés court, les deux corps auront
donc une méme vitesse #. Pour déterminer cette vitesse
commune u#, nous appliquerons le théoréme des quan-
tités de mouvement projetées sur un axe, Or, les forces
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développées par le choc sont des forces intérieures :
il 'y a donc pas de force extérieure appliquée au
systéme. Par conséquent, en vertu dun théoréme
connu (n® 183), la variation de la somme des quantités
de mouvement projetées est nulle. Si nous projetons
sur la droite qui joint les deux centres, les quantités
de mouvement projetées sont égales aux quantités de
mouvement ellessmémes. Or, la somme des quantités
de mouvement avant le choc est :

mov + m'e';

la somme des quantités de mouvement lorsque la vitesse
cst la méme pour les deux corps est :

mu + m'u = (in -+ ) u;
on a donc :
mv + m'o'— (m -+ m')u = 0,
d'ou :

my 4+ ui'e'

m o+ n'

équation qui servira a déterminer la vitesse commune .

311. Etudions maintenant cc qui se passe 4 partir
de cet instant. Nous aurons deux cas a considérer
suivant la nature des corps :

1° Si les corps sont entiérement dépourvus d'élas-
ticité, ils ne tlendent pas 4 revenir a leur forme
primitive. Ils cesseront d’agir I'un sur lautre, ct ils
continueront 4 se mouvoir avec la méme vitesse u,.
en restant en contact.
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2° Si les corps sont élastiques, ils tendent a reprendre
leur forme primitive. Ils continueront a réagir 'un sur
Tautre : la vitesse de m est encore diminucée, ct celle de
m' est encore augmentée. Au bout d'un certain temps,
les corps se séparent avec des vitesses différentes.

Si nous supposons les corps parfaifement élastiques,
les réactions pendant la deuxi¢me partie du phénomeéne
seront égales aux actions développées pendant la
premiére partie. l.a vitesse de m diminuera donc
de la méme quantité © — w que dans la premicre
partic, ct la vitesse de m' augmeniera de la méme
quantité # — ¢' que dans la premicre partie.

En désignant par w et ' les vitesses de m et m' at
moment ou ils se séparent, ¥ — w sera la vitesse
perdue par # dans la seconde partie, et w' — u la
vitesse gagnée par ' dans cette seconde partic;
nous aurons donc :

U— 1w =10 —1u,
w — =1 — 0.
On en tire :

(i — ) v 4 20’

w =
W+

p ' —m) v 4 2mw

20 :
D)

Ces équations serviront & déterminer les vitesses
w et w' des deux corps au moment ou ils se séparent.
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Ainsi donc, dans le cas de deux corps dépourtus
d'élasticité, la formule :

w4+ m
m -+ '

donnera la vitesse commune aux deux corps aprés
le choe. ‘

Cest la vitesse avec laquelle ces deux corps conti-
nueront 4 se mouvoir en restant en contact.

Dans le cas de deuwx corps parfuitement élastiques,
on devra appliquer les deux derniéres formules qui
nous donneront les vitesses respectives w et w' des
deux corps aprés le choc.

312. CAS PARTICULIERS. — 1° Si le corps »' a un
rayon infini, et une masse égale 4 Finfini, et si sa vitesse
v' est nulle, ce corps se réduit a un plan fize choqué
par un corps sphérique qui se meut perpendiculai-
rement a sa direction. On a alors :

u=0, w=-—7o.

La premiére formule nous apprend que si les deux
corps sont Pun et lautre dépourvus délasticité, le corps
qui rencontre le plan restera imimobile sur ce plan.

La seconde formule nous montre que s¢ les deux corps
sont parfaitement élastiques, le corps qut renconire le
plan quitlera ce plan avec une vitesse égale et de sens
contraire a celle qu'il possédait aw moment du choc.
Cest le cas d'une bille d’ivoire qui tombe normalement
sur un plan de marbre,

2° 8i les masses = et ' sont égales, ct si ¢ = 0,
ona:

v, w=0, w=o0

| —
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Done, si les corps sont dépourvus d'élasticilé,
la premiére formule nous montre quaprés le choc,
ils se mieuvent ensemble avec une vilesse commune
égale & la moitié de la vitesse de m au moment du
choc. Au contraire, si les corps sont parfaitement
édlastigues, les deux derniéres formules nous apprennent
que le corps m sarrétera a la fin du choc, et que le
corps ' prendra lo vilesse v que possédail le corps n
au moment du choc. Cest ce qui arrive lorsque les deux
corps de méme masse sont des billes d’ivoire,

313. Proposons-nous de déterminer la perte de force
vive dans le choc. Considérons donc les valeurs de
la force vive avant le choc et aprés lc choc, ct
appliquons, pour trouver ces deux expressions de la
force vive, le théoréme de Keenig (n° 20%7) :

Tmp? = MV2 4+ Smud,

c’est-a-dire que nous décomposerons la force vive totale
en deux parties : Pune, la force vive du systéme s’il
était concentré & son centre de gravité; Tlautre,
la force vive relative au centre de gravité.

Mais, le centre de gravité du systéme est animé
pendant toute la durée du choc d’'un mouvement
rectiligne et uniforme (n° 179). Il a donc constamment
la méme vitesse, avant, pendant et aprés le choc.
Cette vitesse constante sera donc égale & u, vitesse
commune des deux corps au moment de la plus grande
déformation. Le premier terme du second membre de
la formule de Koenig a donc la méme valeur, et, par
conséquent, il disparaitra dans lexpression de la
variation de la force vive totale d'un instant 4 un autre.

Dautre part, les vilesses relatives au centre de
eravité avant le choc sont respectivement © —
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et u — ?'; done, avant le choe, la force vive du systeme
dans son mouvement relatif au cenire de gravité cst :

(0 — w2+ m' (u — v :

Cherchons maintenant la force vive relative.aprés.
le choc. '

Si les corps sont parfaitement élastiques, les vitesses
relatives au centre de gravité aprés le choc sont
respectivement # — w et w' — wu; donc, aprés le
choe, la force vive relative aura pour expression :

m (4 — w4+ m' @ — uz.

En remplacant w et w' par leurs valcurs, on trouve
pour la force vive relative apres le choc :

m (v — u)l -+ m (u— v

La force vive relative aprés le choc est done égale
a la force vive relative avant le choc. Or, la force vive
totale étant égale a la force vive relative augmentée
d’'un terme constant, il s'ensuit que, dans le cas des
corps parfoitement élastiques, la force vive fotale aprés
le chac est égale a lo force vive tatale avant le choc.

Au contraire, si les corps sont dépourvus d'élasticité,
d’aprés ce que nous avons vu, ils continuent apres
le choe, & se mouvoir avec la vitesse commune u;
la vitesse relative est donc nulle pour chacun des deux
corps. Par conséquent, aprés le choc, la force vive
relative est nulle; il Sensuit que, par I'effet du choc,
la force vive totale a diminué de la quantité :

MW — up 4 o (e — A
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Or, cetle derniére cxpression est celle de la force
vive correspondante aux vitesses perdue et gagnée par
les deux corps, lesquelles ont respectivement pour
valeurs » — # et # — 9, et nous aurons le théoréme
suivant :

THEOREME DE CArNoT. — [Lorsque les corps qui se
choquent sont dépourvus délasticité, la perte de force
vive due aw choc est égale a la somme des forces

vives dues aua vitesses perdue el gagnée par les deuxw
COPPS.

FIN DU TOME DEUXIEMI.
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