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ERRATA. 

Page 25, ligne 13, lisez : a = - - • 

33, » 1G, au lieu de : F lisez : 

- 121, " 3 en bas, au lieu de : Mais, lisez : En effet. 
» 146, 3 » » Am, Nui. 
» 147, " 2, aw lien de : AR, toexr: NB. 
» 161, » 9 en bas, au lieu de : z, Usez : z u . 

y. S 
» 169, " dernière » = • ' » — • 

» 212, i 18, ait lieu de : s, lisez : Z. 
" 2î>3, - 9 en bas, lisez : de l'équation de Lagrange. 
" 300, » 5, lisez: les composantes dclarotation de ce système. 

" 305, " 10, au lieu de : ioV, lisez: 

» 331, » 2 en bas, «zt lieu de. : (n° 214), lisez : (n° 229). 
» 352, » fi, a» Zi'ew de : —M(/c 2 -+-«'-), tee.: : = M {k°- -4- a"-). 
" 359, •> 3, au lieu de : Ox, lisez : Ox^. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C O U R S 

D E M É C A N I Q U E A N A L Y T I Q U E . 

T R O I S I È M E P A R T I E . 

D Y N A M I Q U E . 

L I V R E 1. 

D Y N A M I Q U E D U P O I N T . 

C H A P I T R E P R E M I E R . 

M o u v e m e n t r e c t i l i g n e d ' u n p o i n t l i b r e . 

1 . Le p rob lème que l'on se propose de r é soud re dans 

la Dynamique du point ma té r i e l consiste à dé t e rmine r 

le mouvemen t d 'un point soumis à l 'act ion d'une ou 

de plusieurs forces. 

Nous savons q u e , si p lus ieurs forces agissent 

s imul tanément sur un point ma té r i e l l ibre , elles peuven t 

être remplacées p a r l eu r r é su l t an t e , et, p a r conséquent , 

le problème se r édu i t à l 'é tude du m o u v e m e n t d'un 

point maté r ie l sous l 'action d 'une force un ique . 
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2 . Proposons-nous d 'abord d 'é tudier le mouvement 

rectiligne d'un point libre. Il est facile de reconnaî tre 
quo, si un point maté r ie l , par tant , du r epos , est, soumis 
à l 'action d 'une force de direct ion cons tan te , il so 
m o u v r a su ivan t une l igne dro i te . Il en se ra de même, 
si le point maté r ie l a r eçu une vitesse initiale dont 
la direct ion coïncide avec celle de la force qui lui est 
appl iquée. Il suffira, pour s'en assure r , de raisonner 
comme nous l 'avons fait (I , n° 1 8 9 ) pour le cas d'une 
force cons tan te en g r a n d e u r e t d i rec t ion . 

Nous savons que si m est la niasse du point matériel , 
œ l 'accélérat ion du m o u v e m e n t de ce point à un instant 
que lconque , e t P la va l eu r de la force à cet instant, 
nous a u r o n s la re la t ion (I, n" 1 9 8 ) : 

P = m®. 

Si l'on désigne p a r t le t e m p s compté à par t i r d'un 
ins t an t quelconque pris p o u r o r ig ine , x la distance 
du point mobi le à u n point fixe de sa trajectoire 
rec t i l igne , à la fin du t e m p s t, et v la vitesse du point 
à cet ins tan t , on a : 

d.r; do d-x 
V = ~dt' ? = Ht = dt* ' 

P a r conséquent , on a : 

dv ,. dlx 
P = m —r- , ou bien : P = m -¡-r- • 

dt dl* 

C'est l'équation différentielle du mouvement rectiligne. 

On obt iendra l 'équat ion finie du mouvement en 

i n t é g r a n t l 'équation p récéden te . Les constantes arbi

traires in t rodui tes par l ' in tégra t ion se déterminent 
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d'après les c i rcons tances ini t ia les , c 'est-à-dire d 'après 
la distance du mobile au point fixe à l 'origine du temps , 
et d 'après sa vi tesse in i t ia le . 

3 . En géné ra l , la force P va r i e avec le temps t, 

l'espace pa rcouru x, et la vi tesse v du mobile . Lorsque P 
sera donnée en fonction des trois va r iab les t, x, v, 

ou de deux d 'ent re el les, le p roblème de Vintégration 

de l'équation différentielle du mouvement dépendra 

île la forme de la fonction. Il n 'y a pas de méthode; 
générale à donner à ce t éga rd . Mais , lorsque la force P 
est donnée en fonction d 'une seule des trois va r i ab les , 
le problème se r a m è n e faci lement à une q u a d r a t u r e . 

4 . Nous al lons é tud ie r s é p a r é m e n t les trois cas : 

1 e r CAS. — On donne : P - f(t). 

L'équation du m o u v e m e n t est : 

Multipliant les deux m e m b r e s p a r dt, et i n t ég ran t , 

il vient : 

v0 é tant la vi tesse du mobi le pour t = 0. 

Désignant le second m e m b r e p a r cp (t), e t i n t é g r a n t 

do nouveau, on a : 

u 

DL'Q é tant la va l eu r do x pour t — 0. 
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2 E C A S . — On donne : P = f(x). 

L'équat ion du mouvemen t es t : 

Mul t ip l iant les deux m e m b r e s pa r 2dx, e t in tégrant , 

il vient : 

SCO 

de cet te équat ion on t i r e : 

dx , , 

d'où, en réso lvant pa r r a p p o r t à t : 

-,. doc 
dt = , 

et, en i n t é g r a n t : 

dx 
<p[x) 

3 e CAS. — On donne : P = f\v). 

L'équat ion du m o u v e m e n t est : 
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ou Mon 

'd'où l'on t i re 

et, en in tég ran t , 

,, dv 
dt = m — , 

/ (V) 

, r dv 
t = m J -

va 

Résolvant cet te équat ion p a r r a p p o r t à v, on a 

v = ç (t). 

ou bien : 

d'où 

doc , , 

1 

x = xB 4- j tp [t dt. 

REMARQUE. — On peu t encore , dans ce cas , opérer 

de la man iè r e su ivan te : 

De la formule : 

dx 
dt 
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on t i re : 

dx = vdt = m 
vdv 

d'où, en i n t ég ran t , 

x = x + ni 
rvdv 

E n é l iminant en t re cet te équat ion et la formule : 

on ol(tient la re la t ion en t re x et t. 

E x e m p l e s d e m o u v e m e n t s r e c t i l i g n e s . 

5 . P R O B L È M E I . — Un point matériel pesant tombe 

verticalement dans le vide. Trouver les lois du 

•mouvement. 

Soient g l ' accéléra t ion due à la pe san t eu r , m la masse 
du point ma té r i e l , x l 'espace p a r c o u r u à la fin 
du t e m p s t, l 'axe des x é t an t ve r t i ca l et dirigé 

"° dans le sens de la p e s a n t e u r (fig. 1)., L'équation 
du m o u v e m e n t est : 

m drx 
m ^ = mg, 

ou bien : 
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On en t i re 

x = \ gt-, 

en supposant que l 'on compte les espaces et le t emps 

à part ir du point 0 où la vi tesse est nul le . 

En é l iminant t en t r e ces d e u x équat ions , on a : 

v = \/2gx, 

ou bien : 

• = v* 
X ~~ 2 <?: ' 

L'expression y/'Zgx est la vilesse due à la hauteur x. 

6 . P R O B L È M E IL — Un point matériel pesant est 

lancé verticalement de bas en haut dans le vide. 

Trouver les lois du mouvement. 

Dans le cas ac tue l , la force qui est la pesan teur ag i t 

en sens inverse du m o u v e m e n t . Si l'on dés igne 

pa r x l 'espace p a r c o u r u a la fin du t emps t, 

l 'équat ion du mouvemen t est : 

d-x , . d'lx 

en comptan t les abscisses positives de bas 

en h a u t (fig. 2 ) . 

On en t i r e : 

dx 
v = - = a - g t , 

Fig. 2 

en dés ignant p a r a l a vitesse ini t ia le . 
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P a r su i te , 

x = c + al — Igt1. 

Si l'on compte les espaces à pa r t i r du point 0, 
où le mobi le se t rouve à l 'or igine du t e m p s , on a a ; = 0, 
p o u r t = 0 ; p a r conséquent , C = 0, e t il v ien t ; 

x = at — \ gt--

Désignons p a r 9 le t emps a u bout duquel le mobile 

cesse de mon te r , et p a r OA = h l a h a u t e u r à laquelle 

il s 'élève, nous aurons : 

0 = a — gB, 

h-=aï — \ gtf. 

On en t i re : 

9 2g 

Cette quan t i t é ^ est la h a u t e u r due à la vitesse a. 

Arr ivé à ce t te h a u t e u r , le mobi le commence à 

descendre , e t revenu au point de départ, sa vitesse 

reprend sa valeur initiale a. 

En effet, si , dans la formule du m o u v e m e n t descendant 

(n° 5) : 
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Il est d 'ai l leurs facile de s 'assurer qu 'en un point 

quelconque de la verticale, le mobile a la même vitesse 

en montant et en descendant. 

En effet, soit v, la vi tesse du mobi le en u n point m, 

pendant le m o u v e m e n t ascens ionnel (fig. 2), nous 

aurons, en posant Om, = x,, et en dés ignan t p a r t1 

le temps cor respondan t : 

v, = a — gl„ 

X ï = at, — \gt*. 

Si v' est la vi tesse du mobi le en ce m ê m e point m, 

pendant l a chu te , nous au rons , on obse rvan t que 
Am 1 •= h •— x,, 

v'2 = 2g (h — x,) = a° — 2gx,. 

Il s'agit de d é m o n t r e r que l'on a : v = v'. Or, de la 

formule : 

v,*= a — gt„ 

on t ire : 

a — 

d'où, en subs t i tuan t dans la formule : 

x, = al, — \ gt,-, 

on t rouve : 
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ou bien 

et, pa r su i te , 

v* = a" — 2gx„ 

V . = V . 

Fie. 3. 

7 . P R O B L È M E I I I . — Un corps pesant se meut sur 
un plan incliné. Trouver les lois du mouvement de ce 
corjjs. 

Sou mg le poids d u corps appl iqué à son centre 

de g rav i t é G (rig. ',]) ; la 
seule force qui tende à 
faire descendre le corps est 
la composan te de sou poids 
pa ra l l è le au p lan incliné. 

Or, si nous désignons par z 
l 'angle ABC du plan avec 
l 'horizon, ce t te composante 
se ra égale à mg shiz, et 

l 'équation du m o u v e m e n t s e r a : 

ou bien : 

dv 
m = mg s in a. 

dv 
(1) 

On en t i re 

V = g sin a . t, (2) 
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o u b i o n : 

ds . . 

d 'où : 

s = [, gl- sin a. (3) 

En él iminant i en t r e les équat ions (2) et (3) il vient : 

v- =-•= 2gs . sin a. (4) 

L'équation (1) nous apprend que le mouvement 

du corps le long du plan incliné est le même que celui 

qui aurait lieu suivant la verticale, si l'intensité de la 

pesanteur, au lieu d'être égale à g, était égale 

à g sin a. 

Si nous désignons p a r Y la vitesse au bas du p l an 

incliné, pa r l la l ongueu r de ce plan et p a r h sa h a u t e u r , 

nous aurons , en ve r tu de l 'équat ion (4 ) : 

Y- = 2gl sin a = 2gh. 

Donc, la vitesse acquise par le mobile en arrivant 

au bas du plan incliné est la même que celle qu'il aurait 

acquise en tombant verticalement de la, hauteur AC = h. 

Cherchons encore la longueur que le -mobile doit 

parcourir sur le plan incliné, pour que la durée de son 

mouvement soit égale à celle qu'il emploierait « descendre 

de la hauteur h. 
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Soient x cet te longueur , et t le temps employé par 
le mobile pour pa rcour i r cette 
l ongueu r . La formule (3) nous 
donne : 

x = \ g l - s in a. 

D'aut re par t , si t est le temps 
employé à, pa rcou r i r la hauteur 
AC = h , nous au rons (n n 5 ) : 

h = \ g P . 

En éga lan t les deux va leu r s de t, il v ient : 

x = h sin -j. 

Or, si du point C on aba i sse une perpendicu la i re sur 
AB (fig. 4), on a : 

AD = h sin a. 

Donc, l a l o n g u e u r c h e r c h é e s ' o b t i e n t e n a b a i s s a n t 

d u p o i n t C u n e p e r p e n d i c u l a i r e s u r l e p l a n i n c l i n é . 

REMARQUE. — La posit ion du point D change 
év idemment avec l ' inclinaison du plan : le l ieu du point I) 
s e ra la demi -c i rconfé rence décr i te su r AC comme 
d iamèt re . On en conclut la p ropr ié té su ivan te : 

P R O P R I É T É . — S o u s l ' a c t i o n d e l a p e s a n t e u r u n m o b i l e 

e m p l o i e l e m ê m e t e m p s p o u r d é c r i r e u n d i a m è t r e 

v e r t i c a l AC, q u e p o u r p a r c o u r i r l e s d i f f é r e n t e s c o r d e s 

q u i p a s s e n t p a r ^extrémité s u p é r i e u r e d e c e d i a m è t r e . 

8 . PROBLÈME IV. — T r o u v e r l e m o u v e m e n t d ' u n p o i n t 

m a t é r i e l p e s a n t t o m b a n t d a n s l e v i d e à p a r t i r d ' u n 

p o i n t 0 s i t u é à u n e a s s e z g r a n d e d i s t a n c e d e l a s u r f a c e 

d e l a t e r r e . 
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Dans ce cas , l ' intensi té de la p e s a n t e u r ne peu t pas 
être cons idérée comme cons tan te : elle est en 

FI?. 5. r a j s o n inverse du c a r r é de la d i s tance au cen t re 

0 de la t e r r e . 

Soient A le cen t r e de la t e r r e (fig. 5), 15 le po in t 

où la droi te OA r e n c o n t r e la surface de la t e r r e . 

B Lorsque le point ma té r i e l est en B son poids 

est éga l à mg. 

En dés ignan t p a r x la d is tance Qm, p a r a 

la d is tance OA, pa r r le r a y o n de la t e r r e , 

1 le poids P ' du point ma té r i e l en m sera donné 

par la formule : 

_F r-
mg [a — x? ' 

d'où : 

L'équation différentielle du m o u v e m e n t est donc, 
en suppr imant le facteur M c o m m u n a u x doux m e m b r e s : 

l№ =
 9 [a — xf ' 

Mult ipl iant les deux m e m b r e s p a r 2dx, et i n t ég ran t , 
il vient : 
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On dé t e rmine la cons tan te 0, en observant qu'au 

point 0 , c 'est-à-dire p o u r x - 0, la vitesse est nulle ; 

on a donc : 

a 

p a r sui te , 

t - 2 = 2qr2 I = • 
J \a — x aj a a — 

x 

Cotte formule nous a p p r e n d que la vitesse augmente 

avec x, ce que l'on pouva i t prévoir . 

Si l'on fait x = OU = a — r = /i, il vient : 

comme < a, on en conclu t que la vitesse du mobile 

en arrivant à la surface de la terre est moindre que 

la rilesse qu'il aurait en tombant de la même hauteur h, 

si la pesanteur était partout la même qu'à la surface. 

P o u r x = a, on a v — o o ; donc , si toute la masse 

de la terre était concentrée à son centre, la rilesse 

acquise par le mobile en arrivant au centre serait 

infinie. 

Si dans la formule (2) on r emplace v p a r sa valeur ~ , 

il vient : 
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d'où l'on t i re 

V 2 ^ V oc V ;/ a ; r _ X i 

Nous avons donné a u x r a d i c a u x lo mémo s igne , 

parce que dx et dt sont de mêmes s ignes , x et £ 

augmentant en m ê m e t e m p s . 

En in tégrant , on a : 

~ r V 2f/J [/ax — x 

dx 

x*-

V X 

1 1 / 11 f<T; A — ^ _L 1 » / a T I « ^ 

par conséquent , 

r \ 2g Zr x 2g 
a — 2x 

arc cos • 
g « 

9 . P R O B L È M E V . -— Trouver le mouvement rectiligne 

d'un point matériel attiré par un centre fixe 0 , en raison 

directe de la distance. 

Soit u n point ma té r i e l p lacé d 'abord au point A, 
oii sa vitesse est nulle (tig. G), et a t t i ré p a r un cen t r e O, 

v . et soit m l a position du 

°' ' mobi le à la fin d u t emps t. 
X o ^ 1 i Comme la force a t t r ac t ive 

a pour effet de d iminuer 
l'abscisse du point m, l 'équat ion du m o u v e m e n t sera : 

d'-x 
d P = ^ n ^ 
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n~ é t an t l ' a t t rac t ion exercée su r l 'unité de masse du point 

mobile à l 'uni té de d i s tance . 

Mult ipl iant les deux m e m b r e s p a r 2 doc, et intégrant, 

il v ient : 

P o u r dé t e rmine r la cons tan te , observons (pie pour 

x = OA = a, on a v = 0 ; d'où C = n2a2. On a donc : 

<"'-*''• 

E x t r a y o n s la r a c i n e ca r r ée des deux membres, 

en obse rvan t que de A en 0 , x d iminue quand t 

a u g m e n t e , et, p a r conséquent , que dx et dt sont 

de s ignes con t ra i res ; nous a u r o n s : 

dx 
,, — — n y a2 — xz, 

dt 

d'où : 

dx 
ndt — — 

| / V - — x2 ' 

on en t i re , en i n t é g r a n t : 

x 
nt = const. 4 - arc'eos - • 

a 

Or, pour t = 0, on a x = a; donc la constante est 

nul le , e t il vient : 

x 
ni a r e cos - , 

a 
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d'où : 

x = a cos nt, 

et, par conséquent , 

v — — na sin nt. 

DISCUSSION. — Lorsque le mobile est en 0 , on a : 
x = 0, d'où : 

nt = ~, ou bien t = ~'-. 
2 2ra 

et, pa r suite, 

v — — na. 

Ainsi, depuis t = 0 j u s q u e £ = a; est positif, 

et décroît j u s q u e zéro , v est nég-atif et croît n u m é r i 
quement j u s q u e na. Au point 0 , la vitesse est m a x i m u m , 
et dirigée dans le sens AO : le mobi le dépasse ra donc 
le point 0 , et con t inuera à se mouvoi r en ve r tu 
de la vitesse acquise . 

Pour dé t e rmine r le point A' où le mobile s 'ar rê te , 
faisons v = 0, et nous au rons : 

nt = 7T, d ' o ï l t = — , 
n 

et, par sui te , 

x = — a. 

On a donc OA' = OA. 
2 
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Le mobi le a r r ivé en A r a une vitesse nul le ; il est donc 
placé, p a r r appo r t au point 0 , dans les mêmes conditions 
qu 'au point A : p a r conséquent , il se ra a t t i r é vers 0 avec 
une vitesse croissante de A' en 0 , où sa vitesse sera na. 

Il cont inuera sa r o u t e en ve r tu de la vitesse acquise 
ju squ ' au point A, pour r even i r en 0 , et ainsi de suite. 

Le mobile fera donc u n e infinité d'oscillations égales 

en t re el les, et de m ê m e du rée de A en A', et de A' en A. 

1 0 . P R O B L È M E VI . — Trouver le mouvement d'un 

point matériel pesant, qui tombe suivant la verticale 

dans un milieu résistant, par exemple dans l'air. 

Les forces qui agissent su r le mobi le sont le poids 
du corps éga l à mg, et la rés i s tance de l 'air R, qui est 
d i r igée en sens con t ra i re du m o u v e m e n t . La force 
mot r ice au point m (fig. 1) est donc mg — R, et, par 
conséquent , l ' équat ion du m o u v e m e n t est, en désignant 
p a r x l 'espace p a r c o u r u pa r le mobile à la fin du temps t : 

dix „ 
m ^ ^ m g - R . 

Or, on r econna î t pa r l ' expér ience que la résistance 
de l 'air est u n e fonction de la vi tesse : lorsque 
le m o u v e m e n t n 'est ni t r è s len t , n i t r è s r ap ide , cette 
rés is tance est propor t ionnel le a u c a r r é de la vitesse. 
On a donc, en dés ignan t p a r A une cons t an te : 

R = Av\ 

et l 'équation du mouvemen t est : 
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ou bien 

dv . „ 
m -jjj — mg — AV2. 

Pour la facilité des calculs , nous poserons A = mgk , 

et l'équation p o u r r a ê t r e mise sous la forme : 

^=g-gk>V* = g(l-kW). (1) 

On en t ire : 

dt--

d'où, en in t ég ran t , 

dv 
g ' 1 — h-v2 ' 

. 1 , 1 4- kv . . 
t — r l - ; h COÏlSt. 

2gk 1 — kv 

Or, pour t = 0, on a ï = 0 ; p a r sui te , la cons tante 

est nulle, et il v ien t : 

t = ^ j l \ ± ^ . (3) 
2gh 1 — kv v ' 

Celte équat ion nous donne : 

2 » M _ 1 + kv 
6 ~ 1 - kv ' 

d'où : 

• — I e — 1 _ L e — g , 

e 4- 1 e 4 - e 

C'est la re la t ion en t r e la vitesse et le t emps . 
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gkt — ght 

d x 1 e — R 

~dt ~~ k ' &M -SM 
e +e 

d'où, en in tég ran t , 

ght - ght\ 

X 
1 / ffht - ght\ 

-g-]fil[e +e J "H C 0 Y l S L 

Or, pour t = 0, on a x = 0 ; pa r sui te , 

const. = - ~\2 12, 

et il v ient : 

ght — gkt 

w1 
X ^ 7_u i ~ 

On peu t encore t rouve r une re la t ion ent re l'espace 
e t la vi tesse. 

En effet, si dans la formule : 

dx — vdt, 

on remplace dt p a r sa va l eu r (2), on a : 

1 vdv 
dx = - - Y j - r , 

g 1 - klvl 

d'où 

x = - 1 M l - + const. 

P o u r obteni r l 'espace en fonction du t emps , remplaçons 

v p a r sa va l eu r dans l 'équat ion (4), et nous aurons : 
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Or, si l'on observe que pour x = 0, on a v = 0, 

la constante est nul le , et il v ient : 

X== 2jk* 1 1 - AH* " (5) 

REMARQUE. — L'équat ion (4) que l!on p e u t écr i re : 

-tght 
— A 1 ~ e 

1 -t- e 
nous apprend qu 'à mesu re que t a u g m e n t e , v converge 

vers la va leur cons tan te Mais, on n 'a v = \ que 

fi fi 
pour t = o o ; p a r conséquent , te mouvement tend 

à devenir uniforme, ma i s il ne l'est j a m a i s rigoureu> 

sement. 

1 1 . PROBLÈME VIL — Trouver le mouvement d'un 

point matériel pesant lancé verticalement de bas 

en haut dans un milieu résistant. 

Si nous comptons les abscisses positives dans 

le sens ()x (fig. 7), l 'équat ion du mouvemen t est : 
F i e - 7 - drx 

, s m dt% = — mg-R, 

ou bien, en posan t R = mgkrv', 

dt 

On en t i re : 

% = - g (i + AH>«) . (i) 

, , 1 dv 
dt = • 

g 1 + h2v 
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d ' où 

t = —- \ a i "c t g kv + const, 
gk 

Or, si l'on désigne p a r a la vi tesse ini t ia le , on a : v = a, 

pour t = 0, et, pa r sui te , 

const. = -^j- arc t g te. 

On a donc 

ou bien : 

t = ^ (arc tg ha — arc tg (3) 

1 , £ a — kv ... 
* — ~ r arc t g - — • — j T 4 

gk 1 + h2av 

De cette formule on t i r e : 

_ 1 ha — t g gkt 
V ~ k ' 1 + ha t g l o ) 

C'est l 'expression de la vi tesse en fonction du temps. 

On peut la me t t r e sous la forme su ivan te : 

1 ka cos gkt — sin gkt 
k ' cos gkt -f- ka sin gkt ' 

P o u r obtenir l 'espace en fonction du t emps , il sulfit 
dx 

de remplacer v p a r sa va leur — , ce qui donne : 

dx 1 ka cos gkt — sin gkt 
di k ' cos gkt -f- ka sin gkt ' 
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et, en in tégran t , 

x = I (cos gkt + ka sin gkt) -f- const. 

Or, pour t = 0, on a x = 0 ; p a r sui te , la cons tan te 

est nulle, et il v ient : 

x = — l r £ £ (cos gkt 4 - sin gkt). (G) 

On peut aussi obteni r une re la t ion en t re l 'espace 

et la vitesse. En effet, si dans la formule : 

dx = vdt, 

on remplace dt p a r sa va l eu r (2), on a : 

, 1 vdt) 
dx = 

g l + k2v2 ' 

d'où : 

x = — g — l (1 - f ft*»*) + contf. ; 

si l'on observe q_ue pour x = 0, on a » = a, il vient 

J L _ 

2 ^ 

par conséquent , 

ïgl?- 1 4- W 1 ' 
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Si l'on désigne p a r h l a h a u t e u r la plus grande 
à laquel le parv ien t le mobi le , et pa r T le temps 
de l 'ascension, on a, en faisant v = 0 d ans les formules 
(7) et (3) : 

T = ^ arc tg ka. 

Le mobile p a r v e n u à cet te h a u t e u r h, commence 
à descendre , e t r si nous désignons p a r a' l a vitesse qu'il 
possède lorscpi'il r ev ien t au point de dépa r t , et pa r T' 
la durée de la chu te , nous au rons , en ve r tu des formules 
(5) et (3) (n° 10 ) : 

, 1 , 1 
2gk- 1 — klalz ' 

1 jl + ka'. 
2gk 1 — ka' ' 

en éga lan t les deux valeurs de h, on a : 

, 1 , „ ,. = 1 + kW, 
1 — kla2 

ou bien : 

(1 + £ 2a 2) (1 - Â2a'2) = 1 ; (8) 

d'où l'on t i re : 
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Or, le dénomina t eu r de cet te de rn iè re formule é t a n t 
plus g rand que l 'uni té , il s 'ensuit que a' est toujours 
plus peti t que a. Donc, la vitesse avec laquelle le mobile 

revient au point de départ est moindre que la vitesse 

initiale. C'est d 'a i l leurs ce que l'on peu t conclure 
facilement de la formule (8) laquelle, nous donne : 

k2 {a2 — a'2) = kka2d2, 

et, par conséquent , a > a'. 

Proposons-nous m a i n t e n a n t de t rouve r la relation qui 

existe entre le temps T" de la chute et le temps T de 

l'ascension. Nous allons d é m o n t r e r que T' est plus g r a n d 
que T. A cet effet, nous donnerons d 'abord à l 'expression 
de T une forme différente. 

De la formule (8), on t i r e : 

par conséquent , 

a =• . a (10) 
[ / 1 — k'a12 

1 , ka' 
arc tg 

9k ° u 1 - A ' a ' ! 

d'ailleurs, de la formule (10), on conclut , pu isque 
la vitesse ini t iale a, est toujours rée l le , que l'on a ka' < 1. 

Cela posé, pour démon t r e r que T' > T, r e m a r q u o n s 
que l'on a : 

1 
T' — T = , 

gk 
, , 1 4 - ka , ka' 

T ' - T est donc une fonction de a' : or, pour a' = 0, 
on a T ' — T = 0. Donc, si T ' > T , il faut que pour tou tes 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l e s va leurs possibles de a', l a fonction T' — T soit 
c ro i s san te , et, p a r conséquent , que sa dérivée soit 
posi t ive. 

Mais, on t rouve facilement : 

d ( T ' - T ) _ _ . , 
da' g\/l — A z a ' 2 | | / 1 — k-a'-

or , ka' é t an t plus pe t i t que l 'unité, | / l — k~ari est réel ; 
d 'a i l leurs , on a : 

1 > 1 , 

c t . pa r sui te , l a dé r ivée d e T' — T est posit ive; 
ce t t e fonction est donc cro issante , et l'on en conclut 
q u e le temps de la chute est plus grand que celui 
de l'ascension. 
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CHAPITRE II. 

M o u v e m e n t c u r v i l i g n e d ' u n p o i n t l i b r e . 

1 2 . D'après ce que nous avons vu , si la direct ion 
de la force qui ag i t su r un point ma té r i e l l ib re est 
variable, ou, si la direct ion de la force é t an t cons tan te , 
le mobile a r eçu u n e vitesse ini t iale don t la direct ion 
ne coïncide pas avec celle de la force, le mouvement 

est curviligne. 

Or, nous savons que , de quelque m a n i è r e que la force 
varie en g r a n d e u r et en direct ion, l 'accélérat ion to ta le 
du mouvement de ce po in t est à chaque ins t an t d i r igée 
suivant la direct ion de la force, e t qu'elle es t de même 
sens. Nous savons aussi que , m é t an t la masse du point 
matériel , la g r a n d e u r de la force est liée à la g r a n d e u r 
de l 'accélération p a r la relat ion (I, n° 1 9 8 ) : 

p = niy. 

1 3 . Cela posé, proposons-nous de t rouve r íes équations 
différentielles du mouvement d'un point matériel libre 
soumis à l'action d'une force donnée P . 

Rappelons-nous d 'abord que si l 'accélérat ion <p est 
la résul tante de p lus ieurs accéléra t ions <p', <p",... la force P 
est de m ê m e la r é su l t an t e des forces P ' , P" , . - . respect i 
vement égales à TOCO', m<f",... appliquées suivant 
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les directions de ces accélérations. E n d 'aut res termes, 
à tou te décomposi t ion de l 'accélérat ion to ta le correspond 
u n e décomposi t ion a n a l o g u e de la force P . 

D'après cela , soient x, y, z les coordonnées du point 
ma té r i e l m, r appo r t é à t rois axes rec tangula i res , 
m l a masse de ce point , et P la force q_ui le sollicite. 
Nous pouvons décomposer l 'accélérat ion <p paral lè lement 
a u x axes , et nous au rons pour les accélérations 
des mouvemen t s projetés : 

<Px_ dty d*z_ 
dJ? ' ~dP ' dP 

La force P peu t ê t re décomposée su ivant les trois 
mêmes axes . S'oient X , Y, Z ses t ro is composantes : 
elles sont respec t ivement égales au produi t de la masse m 

p a r l 'accélérat ion cor respondan te . Nous aurons donc 
les équat ions : 

X = m 

Y = m 

Z = m 

dlx 
~dP ' 

dhj 
dP ' 

d-z 
~dP' 

Ce sont les équations différentielles du mouvement. 

REMARQUE I . — Si le mouvement s'effectue dans 
u n p lan , on peut le r a p p o r t e r à deux axes rectangulai res 
pris dans ce plan, et les équat ions différentielles du 
m o u v e m e n t seront : 
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X = m 
d-x 
dP 

REMARQUE I I . — On peut aussi décomposer l 'accélé

ration cp en deux accéléra t ions ; l 'une tangent ie l l e , 

l 'autre centr ipète , qui ont pour expressions : 

p étant le r ayon de cou rbu re de la t rajectoire . 

Si l'on décompose la force P en deux forces d i r igées , 
l'une T suivant la t a n g e n t e , l ' au t re N s u i v a n t la n o r m a l e 
principale ou le r ayon de cou rbu re , ces deux composantes 
étant respect ivement éga les au p rodu i t de la masse p a r 
l 'accélération co r re spondan te , nous aurons les deux 
équations : 

La force T s 'appelle la force tangentielle, et la force N 
la force centripète. 

On voit pa r ces deux dern ières équat ions que 
le changement de grandeur que la vitesse du mobile 
éprouve avec le t emps est un iquemen t dû à la force 

tangentielle, et le changement de direction de cet te 
vitesse est un iquemen t dû à la force centripète. 

dv 
'di' 

4 V* et —, 
P 

T 

N 
a 
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On en conclut encore que , si la force tangent ie l le est 
c o n s t a m m e n t nul le , c 'est-à-dire si la force P est à 
(iliaque ins t an t normale à la trajectoire, la vitesse 
du mobile se ra cons tan te , et le mouvement sera 
uniforme; si la force P est à c h a q u e ins tan t dirigée 
su ivant la t a n g e n t e à la t ra jec to i re , ce t te trajectoire 

sera une ligne droite (p •= ° o ) . 

I n t é g r a t i o n d e s é q u a t i o n s d i f f é r e n t i e l l e s 

d u m o u v e m e n t . 

1 4 . PROBLÈME I . —• Connaissant le mouvement 
d'un point matériel, trouver la force motrice et la vitesse 
du point à un instant quelconque. 

Si le m o u v e m e n t du point ma té r i e l est donné, 

on connaî t oc, y, z en fonction de t, e t il est facile 

de dé t e rmine r la force mot r ice e t la vitesse du point 

ma té r i e l . 

En effet, en différentiant , on a les va leurs de 
d ic df/ dz 

-r-,-=- en fonction d e t, et, p a r su i te , on connaît 
fit dt dt 
la vi tesse en g r a n d e u r et en di rec t ion. 

En différentiant de n o u v e a u , on ob t i end ra les valeurs 
d ~ nu d/^it d^'z> 

do - r ^ , -,-,„ , et , pa r conséquent , on connaîtra 
dt dt- dt' 

la force motr ice en g r a n d e u r et en di rec t ion. 

1 5 . PROBLÈME I I . — On donne la force motrice 

en fonction du temps t, de la vitesse et de la position 

du mobile, et l'on demande de déterminer le mouvement 

flu point matériel. 
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Supposons donc que l'on donno X , Y, Z en fonction 
de t,x,y, z, vx, vv, vz : nous au rons les trois équat ions : 

Nous avons donc à i n t ég re r t rois équat ions différen
tielles s imul tanées du second o r d r e . Les in tégra les 
de ces équa t ions , c 'est-à-dire les équat ions finies 
du mouvement , r en fe rment six cons tan tes a rb i t r a i r e s 
distinctes, et l'on a : 

Pour dé te rminer ces cons tan tes , il suffit de conna î t r e 
pour t = 0, c 'est-à-dire pour l 'or igine du t e m p s , 
la position du mobi le , e t sa. vitesse en g r a n d e u r 
et en direct ion. On doit donc conna î t r e les coordonnées 
^ o - 2/o> ~o ( m mobi le pour t = 0, et les va leurs 
( r r ) 0 , (f-%/)o» des composantes de sa vitesse pour t==0. 

Or, si l'on fait t = 0 dans les équa t ions (2), et si l'on 
y fait en m ê m e t e m p s x — x0, y = y0, z = z0, on aura, 
trois équat ions en t re les s ix cons tan tes . 

D'autre pa r t , en différontiant les équat ions (2) p a r 
rapport à t, on a pour les composantes de la vitesse du 
mobile : 

(1) 
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dx 
di 

[t, c 1 ( c, i > 

dy 
i l 

^2 (̂ J C¡ , C.2, Cg, Ĉ j, 

dû 
4-, (¿, c n c f , e 3 , c 4 , c 5 , c 3 ) . 

Si l'on fait, dans ces équat ions (3), ¿ = 0, e t en môme 
• i , , dx dy dz 

t emps si 1 on y remplace , , p a r leurs valeurs 

initiales (vx)B, (v„)0, (v3)0, on a u r a t ro is nouvelles 
équat ions en t r e les six cons tan tes . 

Nous au rons donc en tou t six équat ions pour 
dé t e rmine r les six cons tantes . En subs t i tuan t les valeurs 
ainsi ob tenues de ces cons tan tes dans les équations (2) 
et (3), on a les équat ions définitives du mouvement. 
Enfin, en é l iminant t en t r e les équa t ions (2), on aura 
deux équat ions en x, y, z, qui se ron t les équations 

de la trajectoire. 

REMARQUE . — On peut r é soudre les équat ions (2) et (,'!) 
p a r r appor t a u x cons tantes qui seront ainsi exprimées 

f . f c C (il/ (J.2-

en fonction de t, x, y, z, - ~ . Les équations (2) 

et (3) peuven t donc ê t re r emplacées p a r les six 

équat ions : 
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Ainsi donc , l ' in tégra t ion des équa t ions (1) n o u s 
dx du djZ 

donne six fonctions de t, x, y, z, —, qui 

restent cons tan tes p e n d a n t tou te la du rée du m o u v e m e n t . 

Ces six équat ions sont ce que l'on appel le les intégrales 

des équations du m o u v e m e n t . 

1 6 . PROPRIÉTÉ. — Toute autre fonction des mêmes 

variables qui resterait constante pendant toide la durée 

du mouvement sera exprimable en fonction des six 

premières fonctions. 

En effet, si a u x équa t ions (4) on ajoute une sept ième 
équation : 

_/, dx dy dz\ 
c ^ F ^ x . y ^ , ^ , - d J , ^ j , (o) 

c é tant u n e nouvel le cons tan te , on p o u r r a é l iminer 
don du dz 

x, y, z, ~ , ~ en t r e les équa t ions (4) et (5), e t l'on 
Clo Loo ttt 

obtiendra u n e équat ion : 

F [t c1: cz, c3, c4, c-, c G , c) = 0. (G) 

Or, de cotte équa t ion il r é su l t e r a i t que c va r i e 
avec le t emps , ce qui est con t r a i r e à l ' hypothèse . 
Si donc c est u n e cons tan te , le t e m p s t doit d i spa ra î t r e 
de lui-même de l 'équat ion (6), et ce t te équat ion exp r ime 
alors c en fonction des six cons tan tes c\, ci1... cs 

seulement. P a r conséquent , l 'équat ion (5) r e n t r e dans 
les équations (4) : elle n ' expr ime pas u n e p ropr ié té 
du mouvement dis t incte de celles qui r é su l t en t des 
équations (4). 

REMARQUE . — Il r ésu l t e de ce que nous venons 
de voir que le p rob lème de l ' in tégrat ion des équat ions 

3 
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du m o u v e m e n t d 'un point maté r ie l se r édu i t à chercher 

s ix fonctions de t, x, y, z, ~ , ~]{, ~ , qui restent 
y dt dt dt 

cons tan tes p e n d a n t tou te la d u r é e du mouvemen t . 
Donc, du m o m e n t où, p a r u n e combinaison quelconque 

des équat ions du mouvement , on pa rv ien t à u n e équation 

i n t e g r a b l e , l ' in tégrale de ce t te équat ion se ra mie 

in t ég ra le du p rob lème . N'oubl ions pas que chaque 

in t ég ra le e x p r i m e u n e propr ié té du mouvemen t . 

I l a r r i ve m ê m e , dans cer ta ins cas , que l'on peut 

t r ouve r des in tégra les nouvel les au moyen des intégrales 

déjà ob tenues . Ainsi , par exemple , en appliquant 

u n e m é t h o d e r e m a r q u a b l e due à Jacobi , et que nous 

avons exposée a i l l e u r s 1 , on peut , dans cer tains cas, 

conna i s san t deux in tégra les d'un p rob l ème de Mécanique, 

en dédu i re u n e t ro i s ième p a r de s imples différentiations. 

1. Sur Vintégration des équations de la Mécanique, Liège, 
Desoer, i s t 9 . 
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CHAPITRE III. 

T h é o r è m e s g é n é r a u x d e l a D y n a m i q u e 

d u p o i n t . 

T h é o r è m e d e s q u a n t i t é s d e m o u v e m e n t . 

1 7 . On appelle quantité de mouvement d 'un point 

matériel de masse m, an imé d 'une vitesse v, le p rodui t 

mv de la masse pa r la vi tesse (I, n° 2 0 2 ) . On p e u t 

assimiler ce produi t à une force, en a t t r i b u a n t à la 

quantité de mouvemen t la direction de la vitesse v. 

On lui donne le signe de la vitesse. 

On peut r ep ré sen te r la quan t i t é de m o u v e m e n t 

d'un point ma té r i e l p a r une l ongueu r mA qui lui es t 

proportionnelle, por tée su r la t a n g e n t e à p a r t i r 

du point m dans le sens du m o u v e m e n t . 

La quant i té de mouvemen t é t a n t assimilée à une force, 

on peut la décomposer c o m m e u n e force su ivan t t ro i s 

axes coordonnés. Chaque composan te se ra la quan t i t é 

de mouvement projetée su r l ' axe . 

On peut aussi p r e n d r e le moment de la quantité 

de mouvement p a r r a p p o r t à u n axe : c'est le p rodu i t 

de la projection de mA. su r un p lan pe rpend icu la i r e 

à l'axe pa r la plus cour te d i s tance de mA à cet a x e . 

On lui donne ra le s igne 4- ou le s igne — su ivan t 

les conventions adoptées (I, n° 2 3 4 ) . 

1 8 . Dans le m o u v e m e n t rec t i l igne d'un point ma té r i e l 

de masse m, soumis à l 'act ion d'une force P , on a : 
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d'où : 

mdv — Vdt. 

En i n t é g r a n t en t re les l imites 0 et t, et désignant 
pa r v0 la vi tesse du mobile pour t = 0, on a : 

Le p rodu i t Vdt est ce que l'on appel le Y impulsion 

élémentaire de la force P ; l ' in tégra le / Vdt s'appelle 

Y impulsion totale de l a force p e n d a n t le t emps auquel 
l ' intégrale se r a p p o r t e . 

On voit que l ' impulsion d 'une force est une quantité 
composée de l ' intensité de l a force et du t emps de son 
act ion. 

1 9 . Les deux de rn iè res équa t ions nous donnent donc 
les d e u x t h é o r è m e s su ivants : 

THÉORÈME I. — Dans un mouvement reciiligne, 

l'accroissement élémentaire de la quantité de mauvcmeiU 

du mobile pendant l'intervalle de temps dt, est égal 

à l'impulsion élémentaire de la force V pendant ce temps. 

THÉORÈME I I . — Dans un mouvement reciiligne, 

l'accroissement total de la quantité de mouvement 

pendant un temps fini quelconque t, est égal à l'impulsion 

totale de la force P pendant ce temps. 

2 0 . Dans le cas d'un m o u v e m e n t cu rv i l igne , on a, 

en dés ignant pa r T la composan te t angcn t ic l l e de la force : 

m 
dv 
Ht 

• = T, 
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d'où 

mdv = Tdl, 

et, en in tégran t , 

mv — mv0 = j Tdl. 

u 
On en conclut le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Dans un mouvement curviligne, 

ïaccroissement de la quantité de mouvement d'un point 

matériel pendant un temps quelconque infiniment petit 

ou fini, est égal à l'impulsion de la force tangentielle 

pendant ce temps. 

2 1 . REMARQUE I . — Si la force P est la r é su l t an t e 
de plusieurs forces ag i ssan t sur le point m, l a composan te 
tangentielle de P est égale à la somme a lgébr ique 
dos composantes t angent ie l les des forces appl iquées 
au point m. On a a lors le t h é o r è m e su ivant : 

THÉORÈME. — Dans un mouvement curvilign?,, 

ï accroissement de la, quantité de mouvement d'un 

point matériel pendant un temps quelconque est égal 

à la somme des impulsions élémentaires tangentielles 

de toutes les forces qui agissent sur le point matériel 

•pendant ce temps. 

2 2 . REMARQUE I I . — Le t h é o r è m e des quan t i t é s 
de mouvement peu t ê t re appl iqué au m o u v e m e n t pro je té 
sur une droi te fixe. 

Considérons, en effet, le m o u v e m e n t projeté su r l 'axe 
des x, p a r e x e m p l e ; nous au rons l 'équat ion : 
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on en t i r e 
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mdvx = Xdt, 

d'où, en i n t ég ran t , 

t. 

mvx — m{vx)o = J Xdt. 

a 
Or, l 'axe des x é t an t u n e droi te quelconque, on en 

conclut le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — L'accroissement pendant un intervalle 

de temps infiniment petit ou fini de la quantité 

de mouvement projetée sur un axe fixe est égal 

à Vimpulsion de la force projetée pendant ce temps. 

T h é o r è m e d e s m o m e n t s 

d e s q u a n t i t é s d e m o u v e m e n t . 

2 3 . Reprenons les équa t ions du mouvement d'un 
point maté r ie l l ibre : 

X 

Y 

Z 

= m 

m 

= m 

d2x 

w 
(Pg 
dt* ' 
d2z 
dt2 * 
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Multipliant la p remiè re p a r y, l a seconde pa r x, 

et r e t r anchan t , il v ient : 

Yx — Xy m (x 
<Px) 

Or, le second m e m b r e de cet te équat ion n 'est a u t r e 

que la dérivée p a r r a p p o r t à t de l 'expression : 

m x 
dy 
Ht 

dx 
Ht Y-

on a donc : 

Yx v d I dy 
^ - m H t [ x H i 

dx 
y Ht 

Mais, si l'on dés igne p a r Q l a projection de la force P 
sur le plan des xy (flg. 8), e t pa r q la d is tance de ce t te 
projection à l 'origine 0 , on a : 

Qq = Yx — Xy. 

D'autre p a r t , la quan t i t é de mouvemen t é t a n t 
considérée c o m m e une 

F l s ' s ' f o r ce , ses composantes 
dx dy dz 

Ht' m d t , m H t ; 

p a r conséquent , l ' expres-
/ dy dxi 

\ x H t - y H t 

a u t r e que le m o m e n t pa r 
r a p p o r t à l 'origine 0 de 
la quan t i t é de m o u v e m e n t 
du mouvemen t projeté 
su r le p lan des xy, ou le 

moment pa r r a p p o r t à l 'axe des z de la quan t i t é 
de mouvement du point m 

s i o n m n'est 
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E n dés ignant pa r u l a vitesse du mouvemen t projeté, 

p a r p sa d is tance à l 'or igine, on a : 

m 

p a r conséquent , 

Qq 
d imup) 

dt 

o u bien : 

d imup) = Qqdt. 

On en t i re , en in t ég ran t , et dé s ignan t pa r u0, et p0 

les va leurs de u et de p pour / = 0, 

Mais, / Qqdt est la somme des m o m e n t s pa r rapport 

à l 'or igine 0 des impuls ions é lémenta i res de la force 

proje tée su r le p lan des xy, ou la s o m m e des moments 

p a r r a p p o r t à l 'axe des z des impuls ions élémentaires 

de la force P . D'ail leurs, le plan des xy est quelconque. 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t ; 

THÉORÈME. — L'accroissement total du moment 

de la quantité de mouvement projetée sur un plan par 

rapport ci un point quelconque du plan de projection 

pendant un temps quelconque, est égal à la somme 

des moments par rapport à ce point des impulsions 

élémentaires de la force projetée pendant ce temps. 

u 
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2 4 . On pout encore énoncer ce t h é o r è m e de la 
manière su ivante : 

THÉORÈME. — Vaccroissement total du moment 

de la quantité de mouvement d'un point matériel par 

rapport a un axe pendant un temps quelconque est égal 

à la somme des moments par rapport à cet axe 

des impulsions élémentaires de la force pendant 

ce temps. 

2 5 . REMARQUE . — Si la d i rec t ion de la force P 
rencontre c o n s t a m m e n t l 'axe des z, ou lui est pa ra l l è le , 

le moment de la force P p a r r a p p o r t à cet axe se ra nu l 

à chaque ins tan t , e t nous a u r o n s : 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. •—• Lorsque la direction de la force 

appliquée à un point mobile rencontre constamment 

une droite fixe ou lui est parallèle, le moment 

de la quantité de mouvement du point par rapport 

il cette droite est constant. 

L'équation : 

Qq = Yx — Xy = 0 ; 

on a alors : 

ou bien : 

mup = muBp0 = const., 

= const., 

est une intégrale première des équat ions différentielles 

du mouvement . 
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T h é o r è m e d e s a i r e s . 

2 6 . L 'équat ion (n° 2 3 ) : 

Yx — Xy = m 
d'y dlx 
dp — Y HP (i) 

peu t donner l ieu à u n e i n t e rp ré t a t i on géométr ique 
r e m a r q u a b l e . 

Soient m! la projection du point m su r le p lan des xy 

(fig. 8), p e t 9 les coo rdonnées pola i res de ce point m' ; 

on a fac i lement : 

Or, Îp2<i9 est l 'aire é l émen ta i r e décr i te pendant 

le t e m p s dt p a r le r a y o n vec teur p su r le p lan des xy. 

En dés ignan t p a r Az l 'a i re décr i t e p a r ce r ayon vecteur 

à la fin d u t e m p s t, ce t t e a i re é t an t comptée à partir 

d 'une droi te fixe, l 'axe des x p a r exemple , nous aurons : 

xdy — ydx = pzrf3. 

xdy — ydx = 2dXz. 

P a r su i te , l ' équat ion (1) nous donne : 

Yx — Xy = 2m 
d'Az 
dP = m 

d2(2Az) 
dP 

ou bien : 

Qq = m 
dï [2kz\ 

dP 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Q et g a y a n t l a s ignif icat ion i nd iquée p r é c é d e m m e n t 

(n° 2 3 ) . D'ai l leurs , le p l an des xy é t an t q u e l c o n q u e , 

on a le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — D a n s le mouvement projeté sur un plaît, 

le moment de la force projetée est relié au double 

de Paire décrite par la projection du rayon vecteur 

par la même loi qui relie la force et l'espace parcouru 

dans le mouvement rectiligne. 

2 7 . Si la d i rect ion de la force P r e n c o n t r e 

constamment l 'axe des z, ou lui est p a r a l l è l e , 

le moment Qg est nu l à chaque ins tan t , e t l'on a : 

d* (2A,) _ 
dl* —u' 

d'où : 

dkz c 
~dt ~~ 2 ' 

et, pa r suite, en i n t é g r a n t de nouveau : 

la constante é t an t nul le , si l'on a d m e t que l'on compte 

les aires à pa r t i r de la posit ion ini t iale du r ayon 

vecteur p. 

On a donc le t h é o r è m e su ivant : 

THÉORÈME. — Lorsque la direction de la force 

motrice rencontre constamment un axe fixe ou lui est 

parallèle, le rayon vecteur mené d'un point 0 de cet 

axe au point mobile, projeté sur un plan perpendiculaire 

à l'axe, décrit dans ce plan des aires proportionnelles 

au temps. 
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C'est en cela que consis te le t h é o r è m e de la 
conservation des aires, ou m i e u x de la proportionnalité 

des aires. 

2 8 . Supposons m a i n t e n a n t que la. direction de la 

force- P passe constamment par un point fixe 0 , 
et p renons ce point pour o r ig ine . La force P rencontrant 
alors les t ro is axes coordonnés , nous pouvons appliquer 
le t h é o r è m e p récéden t à c h a c u n de ces axes , et nous 
au rons les t rois équa t ions : 

* A / 

A„ = # t, 

qui sont équiva lentes a u x trois su ivan tes 

dz da 
V lu ~ z ~dt — A' 

dx dz __ 
Z ~ d i ~ x d.l ~ B' 

du dx 
X ~ — U -TT C. 

dt - dl 

Les cons tan tes A, B, C se dé t e rminen t au moyen des 
condit ions ini t iales, c 'es t -à-dire au moyen de la position 
in i t ia le du mobi le , et de la g r a n d e u r et de la direction 
do la vi tesse in i t ia le . 

Les t ro is de rn iè res équat ions n 'é tant au t res que des 

combinaisons ana ly t iques des équat ions du mouvement 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 5 — 

sont des intégrales des équations du mouvement. 

Ce sont des intégrales premières de ces équa t ions . 

2 9 . On en dédu i t fac i lement que la trajectoire 

du mobile est u n e courbe plane, dont le plan passe par 

ï origine des coordonnées. 

En effet, on sai t que l'on obtient, les équa t ions 
de la t ra jectoire en é l iminan t l en t r e les express ions 
des coordonnées (I, n" 5 2 ) , ce qui nous donne deux 
équations finies en t re les t ro is var iab les x, y, z. 

Or, en mul t ip l ian t les t ro is équa t ions p récéden tes 
respectivement p a r x, y, z, e t a joutant , on obt ient 
une équation i n d é p e n d a n t e du t e m p s : 

Ax + By 4- Cz = 0. 

Cette équat ion est donc u n e des équat ions de la 
trajectoire. Or, elle r ep ré sen t e un p lan pa s san t p a r 
l'origine des coordonnées . Donc, la t ra jec toi re est p lane , 
et son plan passe pa r le point fixe 0 . 

3 0 . De ce que la t ra jec to i re est p l ane , on dédui t , 
en dés ignant p a r S l 'a i re décr i t e p a r le r a y o n 
vecteur Om, et en app l iquan t le t h é o r è m e des projections 
dos aires p lanes : 

S = \/ k-J- + A,/ + A / , 

par suite, 

S = ¡ [ / a 2 + BL + u 2 . t. 

Donc, l 'aire décr i te p a r le r a y o n vec teu r dans l 'espace 
est propor t ionnel le a u t emps . On a donc le t h é o r è m e 
suivant : 
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THÉORÈME. — Quand la force qui sollicite un point 

matériel libre passe constamment par un centre fixe, 

la trajectoire est une courbe plane dont le plan passe 

par ce centre, et le rayon vecteur mené du centre 

au point mobile décrit, dans ce plan, des aires 

proportionnelles au temps. 

Cette p ropr ié té cons t i tue le théorème des aires. 

3 1 . Réc iproquement , si le r a y o n vec teur mené 

d 'un point fixe 0 à un point l ib re m, décr i t une aire 

p lane qui va r i e p ropor t ionne l l emen t au t emps , la forcj 

qu i sollicite le point ma té r i e l pas se ra p a r le point 0 . 

E n effet, si le r a y o n vec teu r décr i t une a i re plane 

qui var ie p ropor t ionne l lement au t emps , la même 

p ropr i é t é a u r a lieu pour - les a i res décr i tes pa r les 

project ions du r a y o n vec teu r Om su r t rois plans 

r e c t a n g u l a i r e s pa s san t p a r le point 0 . 

Les dér ivées de ces a i r e s p a r r a p p o r t au temps 

se ron t donc cons tan tes , et nous a u r o n s les équations : 

dz 

dx dz_ 
dt 

dx 
dt 

= C. 
dt 

P a r conséquent , en différentiant , on a 
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ou bien, en a y a n t éga rd a u x équa t ions du m o u v e m e n t : 

Zy — Yz^ 0, 

X : — Zx = 0, 

Yx — Xy -—= 0, 

d'où : 

X _ Y _ Z_ 
a; ~ y ~ z ' 

Donc, la direction de la force coïncide avec celle 

du rayon vecteur et par conséquent elle passe par 

le point 0 . 

3 2 . PROPRIÉTÉ. — Lorsque la force qui sollicite 

un point matériel est constamment dirigée vers 

un centre fixe, la vitesse de ce point est à chaque 

instant inversement proportionnelle à la perpendiculaire 

abaissée du centre fixe sur la direction de la vitesse. 

En effet, on sai t (n° 2 5 ) que , dans ce cas , le m o m e n t 
de la quan t i t é de m o u v e m e n t d a n s c h a c u n des t ro is 
plans coordonnés est une quan t i t é cons tan te , et l'on 
a pour chacun de ces p l ans la re la t ion : 

mup = const. 

Or, la t ra jec to i re é t a n t p l ane , on peu t p r e n d r e 

son plan pour p lan des xy, p a r exemple , et l'on a dans 

ce plan, u é t an t a lors la vi tesse du point ma té r i e l : 

mup = const., 

ou bien : 

up = K, 
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K 
u = — i 

P 

ce qui démon t r e la propr ié té énoncée . 

T h é o r è m e d e s f o r c e s v i v e s . 

S u r f a c e s d e n i v e a u . 

3 3 . TRAVAIL D'UNE FORCE . — Avan t d'établir 

le t h é o r è m e des forces vives , nous devons donner 
quelques déta i ls su r le travail des forces. 

Supposons u n point ma té r i e l sollicité p a r une force 
cons tante en g r a n d e u r et en di rec t ion, la direction 
du m o u v e m e n t co ïnc idant avec celle de la force. 
On appelle Travail de la force P le p rodu i t de cette force 
par le c h e m i n décr i t p a r son point d'application. 
Si donc AB est le chemin décr i t pa r le point d'application 
de la force P p e n d a n t u n t e m p s t que lconque , le produit 
P x AB sera le t rava i l de la force p e n d a n t ce temps. 

Considérons m a i n t e n a n t u n point ma té r i e l libre 
sollicité p a r une force que lconque don t la g r a n d e u r et la 
direction sont données à c h a q u e ins tan t . Sous l'action 
do cet te force, le point subi t , p e n d a n t u n temps 
infiniment petite, u n dép lacemen t infiniment peti t mm', 

dont la direct ion n e coïncide pas , en généra l , avec 
la direct ion de la force. On appel le Travail élémentaire 

delà force P , le produi t de ce t te force p a r la projection 
sur sa direct ion du dép lacemen t é l émenta i re ds du point 
d 'applicat ion. 
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Si donc on dés igne p a r a l ' angle d u d é p l a c e m e n t , 
compté dans le sens du mouvement, avec l a d i rec t ion 
de la force, comptée dans le sens de la force, le t r a v a i l 
élémentaire de la force P s e r a : 

P . ds cos a. 

Ce t rava i l é l é m e n t a i r e s e r a positif ou négatif, s u i v a n t 
que la project ion d u d é p l a c e m e n t es t d i r igée d a n s le sens 
de l a force, ou e n sens c o n t r a i r e . Il s e r a donc positif 
ou négatif, su ivan t que l ' ang le a s e r a a igu ou ob tus ; 
si l 'angle a. est dro i t , l e t r a v a i l é l émen ta i r e se ra n u l . 

En Mécanique appl iquée , u n t r ava i l positif es t 
un travail moteur, et u n t rava i l néga t i f est u n travail 

résistant. 

REMARQUE . — L'expression du t rava i l é lémenta i re 

peut être mise sous la forme : 

P cos a . ds ; 

sous cette forme, on voit que le travail élémentaire 

est le produit du déplacement élémentaire ds par

la projection sur le déplacement de la grandeur 

de la force. 

3 4 . THÉORÈME. — Si plusieurs forces agissent 

simultanément sur un même point matériel, le travail 

élémentaire de la résultante est égal à la somme 

des travaux élémentaires des composantes. 

La démonst ra t ion de ce t h é o r è m e est ident ique à celle 
que nous avons donnée (I, n° 3 7 7 ) pour le t h é o r è m e 
des moments vi r tuels . 

3 5 . TRAVAIL TOTAL. — Si un point maté r ie l , 

l ibre ou non, pa rcou r t une t ra jec toi re AB, et est sollicité 
par une force va r i ab le en g r a n d e u r et en direct ion, 

4 
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le travail total de la force, p e n d a n t que le point 
décr i t un a r c que lconque de la t ra jec to i re , est égal 

à la somme des travaux élémentaires de cette force 

correspondant aux différents éléments dont se compose 

le chemin parcouru par le mobile. 

En dés ignan t p a r ds l 'é lément de la t ra jec to i re , par a 
l 'angle que fait l a t a n g e n t e au point m dans le sens 
du m o u v e m e n t a v e c la force en ce point dans le sens 
où elle agi t , n o u s au rons p o u r l 'express ion du travail 
to ta l : 

yP cos a . ds. 

sa 
REMARQUE . — Si l 'on dés igne p a r T la composante 

t angen t ie l l e de l a force P , on a : 

P cos a = T ; 

p a r conséquen t , l 'expression du t rava i l t o t a l peut être 

mise sous la fo rme : 

s y Ids. 
so 

On en conc lu t que le travail élémentaire d'une force 

est égal au travail élémentaire de la composante 

tangentielle ; • le travail total est égal à la somme 

des travaux élémentaires de la composante tangentielle. 

3 6 . THÉORÈME. — Si plusieurs forces agissent 

simultanément sur un même point matériel, le travail 

total de la résultante de ces forces pendant un temps 

quelconque est égal à la somme des travaux des 

composantes. 
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Ce théo rème est év iden t , puisqu' i l a h e u pour 

chacun des é léments don t se compose le dép lacemen t 

total du point . 

3 7 . U N I T É DE TRAVAIL . — Le t ravai l , comme nous 
l'avons défini, est le p rodu i t d 'une force p a r u n e 
longueur . Si nous p renons le k i l o g r a m m e pour un i té 
de force, et le m è t r e p o u r un i t é de longueur , Vunitè 

de travail s e ra bien dé t e rminée . Ce se ra le t r ava i l 
développé pa r une force constante d 'un k i l o g r a m m e , 
lorsque son point d 'appl icat ion se déplace d'un mèt re 
suivant sa d i rec t ion . 

Cette uni té de t r ava i l s 'appelle le kilogrammètre. 

3 8 . Ces not ions é t a b l i e s , r ep renons l 'équation 

différentielle : 

T é tant la composan te t angen t i e l l e de la force. 

Multipliant les deux m e m b r e s p a r ds, il v ient : 

En i n t é g r a n t en t r e les l imi tes co r re spondan t à deux 

positions du mobi le , on a : 

m - 5 7 dv = Tds, 

ou bien : 

mvdv = Ids. 

s s (1) 

v0 é tant la vi tesse du mobi le lorsqu' i l occupe la posit ion 
pour laquel le l 'arc s est égal à s0. 
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Le produi t mv"- de la masse d'un po in t ma té r i e l par 
le c a r r é de sa vi tesse es t ce que l'on appel le la force 

vive de ce point. L 'express ion \ mv~ s 'appelle Impuissance 

vive. On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — L'accroissement de la force vive 

d'un point matériel pendant un intervalle de temps 

quelconque, est égal au double du travail de la force P 
pendant ce temps. 

C'est en cela que consis te le théorème des forces vives 

pour le cas d'un point ma té r i e l l ibre . 

3 9 . L'équation (1) peu t ê t re mise sous u n e autre 

forme qu'il es t nécessa i re de conna î t r e . 

Soient x, y, z les coordonnées rec tangula i res 
du mobi le à u n ins t an t que lconque , X , Y, Z les 
composantes de la force P pa ra l l è l emen t a u x axes. 
On sai t que le t r ava i l é l émen ta i r e de la force P est 
égal (n° 3 4 ) à la s o m m e a lgébr ique des t ravaux 
é lémenta i res de ses composan tes X , Y, Z. Or, le t ravail 
é lémenta i re de la force X est éga l au produit 
de cet te force par la project ion du dép lacement ds 

sur s a d i rec t ion , project ion qui est éga le à dx : 

ce t r ava i l est donc Xdx. De m ê m e , les t ravaux 
é lémenta i res des forces Y e t Z sont respect ivement 
Ydy et Zdz. P a r sui te , le t ravai l é l émenta i re de la 
force P a pour express ion : 

et l 'équation (1) peut a lors ê t re mise sous la forme 
suivante : 

Xdx + Ydy + Zdz, 

mv- — mi\- =- 2 / [Xdx + Ydy -\-7Az); 
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l ' intégrale du second m e m b r e doit ê t r e prise en t r e 

les l imites co r r e spondan t a u x posi t ions e x t r ê m e s 

du mobile, c 'est-à-dire en t r e les l imi tes 0 et t du t e m p s . 

CAS PARTICULIERS. — Si la force P est normale 

à la trajectoire en c h a q u e point , on a : T = 0, 

et l 'équation (1) nous donne : 

v = va\ 

par conséquent , le mouvement est uniforme. 

Si la force P est nulle, l 'équat ion (1) nous donne 

encore : 

v = v0, 

et le mouvement est aussi uniforme. 

4 0 . REMARQUE. —• L ' i n t é g r a l e du second m e m b r e 

de l 'équation (2) a toujours u n sens bien défini. E n effet, 

x, y, z sont des fonctions d u t emps t; p a r conséquent , 

dx, dy, dz sont aussi des fonctions de t, mul t ipl iées 

pa r dt. D 'aut re pa r t , X , Y, Z sont , en général , , 

des fonctions de x, y, z e t de t, et, p a r conséquent , 

des fonctions de t. Il en résul te que Hdx 4- Ydy + 7dz 

se rédui t en de rn iè re ana lyse à u n e fonction de t, 

multipliée p a r dl ; p a r su i te , l ' in tégra le du second 

m e m b r e peu t toujours ê t re ca lculée , quand le p rob lème 

est r éso lu , e t l'on peur, ainsi vérifier le t h é o r è m e 

des forces v ives . Ma i s , il est évident q u e , dans 

ce cas, l 'équat ion ne s a u r a i t ê t re d ' aucune uti l i té pour 

la connaissance des lois du mouvemen t : elle ne fournit 

aucune in t ég ra le des équa t ions du m o u v e m e n t . 

4 1 . Il exis te un cas où le t h é o r è m e des forces vives 

prend u n e forme t r è s r e m a r q u a b l e : c'est lorsque 
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les composan tes de l a force mot r i ce é t a n t des fonctions 
des coordonnées x, y, z du mobi l e , l ' express ion 

est u n e différentielle exacte dune certaine fonction 

de x, y, z que nous dés ignerons p a r œ (x, y, z). 

On p o u r r a a lors i n t ég re r ce t te express ion sans rien 
conna î t r e d 'ai l leurs des va l eu r s effectives de x, y, z 

en fonction de t. 

E n i n t é g r a n t en t r e les l imites 0 et t, et désignant 
p a r x0,^ya, z0 les coordonnées du mobi le pour t = 0, 
e t pa r v0 l a vi tesse à cet in s t an t , l 'équat ion (2) nous 
donne : 

\mvi _ \mv* = <p (x, y,z) — y [x0, y0, z0). 

Elle const i tue a lors une intégrale des équations 

du mouvement, et l 'on dit que , , d a n s ce cas , Yinlégrale 

des forces vives existe. 

4 2 . Nous pouvons obse rver que , pour que la 

condi t ion d ' in tégrabi l i té soit r empl i e , on doit avoir les 

t ro is ident i tés : 

dX.• _ <JY dY _ dZ dZ _dX 
dy dx' dz dy ' dx ~~ dz ' 

C'est ce qui a r r i v e r a lorsque X , Y, Z s'exprimeront 

par les dér ivêes partielles d'une même fonction de x, y, z 

ne renfermant pas explicitement le temps. 

Ainsi , p a r exemple , si l 'on a : 

Xdx + Ydy + Zdz, 

= dx ' 
Y = 

dy ' 
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il vient 

Xdx -f- Ydy 4- zdz = d cp [x, y, z). 

L'intégrale des forces vives est : 

\mv* — \mv* = cp (ar, y, z) — cp (a;0, y 0 , z 0 ). (3). 

Cette fonction cp qui joui t de la p ropr ié té que 
ses dérivées par t ie l les prises p a r r a p p o r t a u x coordonnées 
sont égales a u x composantes de la force, s 'appelle 
fonction de force. Il résul te de ce qui p récède que , 
s'il existe une fonction de force ne renfermant pas 

explicitement le temps, l'intégrale des forces vives 

existe. 

4 3 . L 'équat ion des forces vives nous donne les 

propriétés su ivantes : 

1° L 'accroissement d e l à force vive, lorsque le mobile 
passe de la posit ion (x0, y0, z0) à la posit ion (x, y, z) 

ne dépend que des coordonnées des points e x t r ê m e s : 
cet accro issement est i ndépendan t de la t ra jec toi re que 
le mobile a p a r c o u r u e dans l ' interval le e t du t emps 
qui s'est écoulé ent re les posi t ions ex t r êmes . 

2° La vi tesse v du mobi le est dé te rminée p a r 

la position qu'il occupe à l ' instant considéré, de sorte que , 

si le mobile r epas se p lus ieurs fois p a r la m ê m e posit ion, 

il y r epasse ra chaque fois avec la m ê m e vi tesse. 

4 4 . SURFACES DE NIVEAU . — L'équat ion : 

•mvï — mv* = 2 j cp (x, y, z) - cp (x0, y0, za)\, (3) 

nous a p p r e n d que , si la fonction cp (x, y, z) r e s te 
invar iab le , la vitesse ne c h a n g e r a pas . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 56 — 

Or-, si nous considérons l 'équation : 

<P [x, y, z) = c, 

c é t an t u n e cons tan te , nous voyons que , pour chaque 

va leur de c, ce t te équat ion r ep résen te u n e surface. 

Les d iverses surfaces que l'on obt ient en donnant 
à c des va leurs différentes s 'appellent surfaces de niveau. 

P a r c h a q u e point de l 'espace, il passe une surface 
de n iveau e t u n e seule , du moins si la fonction © (x, y, z) 

a u n e va l eu r un ique e t dé te rminée pour un système 
donné de va leu r s de x, y, z. 

De l 'équat ion (3) il résul te que , si le mobile traverse 

plusieurs fois une même surface de niveau, sa vitesse 
r e p r e n d r a c h a q u e fois la même va leur , puisque, pour 
tous les points de ce t te surface, tp (.ce, y, z) reprend 
la m ê m e va leu r . Ce résu l t a t est i ndépendan t du chemin 
p a r c o u r u pur le mobile pour a r r i v e r à la surface, 
e t du n o m b r e de fois qu'il l ' aura t r ave r sée en t re les deux 
époques cons idérées . 

4 5 . P R O P R I É T É . — Deux surfaces de niveau ne 

peuvent se rencontrer. 

Cela résu l te de ce que deux surfaces de niveau 
"ont pour équa t ions : 

<p [x, y, z) = c, <p O-, y, z) = c\ 

et ces équa t ions ne peuvent ê t re vérifiées pa r les mêmes 
va leu r s de x, y, z. 

4 6 . P R O P R I É T É . — La force gui agit sur le mobile 

en un point quelconque de l'espace, est normale 

à la surface de niveau guipasse par ce point. 
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En effet, on a : 

or, X, Y, Z sont p ropor t ionne ls a u x cosinus d i rec teurs 

de la force, e t » T— sont propor t ionnels a u x 
dx dy dz 

cosinus d i rec teurs de la n o r m a l e à la surface de n iveau . 
Les équat ions (4) e x p r i m e n t donc que la force coïncide 

avec la no rma le à la surface. 

REMARQUE . — On peu t encore d é m o n t r e r cet te 

propriété au moyen de l 'équat ion différentielle des 

surfaces de n iveau : 

Xdx + Ydy 4 Zdz = 0. 

En effet, X , Y, Z é tan t propor t ionnels a u x cosinus 
dos angles que la force P fait, avec les axes , et dx, dy, dz 

étant propor t ionnels aux cosinus des ang les qu 'un 
élément rec t i l igne de la surface fait avec les axes , 
l 'équation p récéden te exp r ime la condit ion de perpendi -
culari té de la force à la surface . 

4 7 . Si l'on considère deux surfaces de n iveau : 

tp (x, y, Z) = c', o <x, y, z) = c", 

rencontrées p a r le mobi le r espec t ivement a u x points 
(x, y, z), {x, y , z'), nous a u r o n s : 

\mv- — \mva* = c — c". 

P a r conséquent , Xaccroissement de force vice est 

constant, et i n d é p e n d a n t de la forme de la t ra jectoire 
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en t re les deux surfaces , ainsi que des points où la 
t ra jec to i re r e n c o n t r e les deux surfaces et du temps 
qui s'est écoulé . 

4 8 . PROPRIÉTÉ. — Si l'on considère deux surfaces 

de niveau infiniment voisines, la dislance de ces deux 

surfaces est, en chaque point de la couche intermédiaire, 

inversement proportionnelle à la valeur correspondante 

de la force. 

Soient S e t S' deux surfaces de n iveau infiniment 

et menons AB pe rpend icu la i r e à S' : la direction Ail 
se ra celle de la force P co r r e spondan te au point A.-

Si le point ma té r i e l va de A en B, ou de A en un point 
que lconque M de la surface S' inf iniment voisin, 
et si nous dés ignons pa r v0 l a vi tesse du mobile sur 
l a surface S, et pa r v sa vi tesse su r S', pa r x0, y0, z0 

les coordonnées du point À, e t pa r x,y,z les coordonnées 
au point M de S', nous a u r o n s : 

\mv2 — {mv2 = tp (x, y, z'. - o (x0, y0, z0) = de. 

Mais, ~mv- — \ mv* est égal au t r a v a i l de la force P, 
t r ava i l .qu i est éga l à P . AB, .quelle que soit la position 
du point M sur S' 1 ; on a donc : 

Fig. 9. 
voisines (fig. 9), et 

s 

les équa t ions de ces surfaces. 

Soit A un point de la surface S, 

o [x, y, z) = c, 

(p (x, y, z) = c-\- de, 

P . AB = de. 

1. AB est évidemment la projection sur la force P du chemin 
parcouru par le mobile en allant du point A en un point quelconque M 
de S1 infiniment, voisin de A. 
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Or, de a la m ê m e va leur en tous les points 
de. la couche inf iniment mince compr ise e n t r e les deux 
surfaces S et S'. Donc, en c h a q u e poin t l a va l eu r 
de la force P est i nve r semen t propor t ionnel le à l ' épaisseur 
de la couche, ou à la d i s tance des deux surfaces. 

4 9 . REMARQUE . — P a r m i les cas où il exis te 
une fonction de force, c 'es t-à-dire pour lesquels 
Xdx + Ydy + Zdz est u n e différentielle exac t e , nous 
citerons celui où la force est constante en grandeur, 

direction et sens. 

En p renan t l 'axe des z pa ra l l è le à la direct ion 
de la force, on a u r a : 

X = 0, Y = 0, Z = P , 

et, par sui te , 

Xdcc 4- Ydy 4- Zdz = Pdz. 

L'intégrale des forces vives est , dans ce cas , 

~ mv- — i m r „ ! = P {z — z0), 

ou bien, en géné ra l , 

mv* = 2Pz + c. 

Les surfaces de niveau ont pour équat ion : 

Pdz = 0, d 'où: dz=.Q, 

et, pa r conséquent , 

2 . = const. 
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Les surfaces de niveau sont donc des plans parallèles 

entre eux et perpendicidaires à la direction constante 

de la force P . 

Si le po in t est soumis à la seule ac t ion de la pesanteur, 

on a P = rng, et a lors l ' in tégra le des forces vives est : 

v* = 2gz 4- c ; 

les surfaces de n iveau sont des plans horizontaux. 

5 0 . Un a u t r e cas i m p o r t a n t où il existe une fonction 

de force est celui où le point matériel est sollicité 

par des forces dirigées vers des centres fixes, et dont 

tes intensités sont des fonctions des distances du point 

mobile aux centres fixes. 

Soient, en effet, C (a, b, c) un cen t re fixe, m (x, y, z) 

le po in t mobi le , r sa d i s tance a u cen t re fixe, F (r) 

la force que nous supposerons attractive. 

Les cosinus des angles que la force fait avec les axes 

é t an t : 

x — a y — b z — c 
— r - — . — -

il s 'ensuit que les composantes de la force sont : 

— F{r . , — Flr). , — F M . ; 
r r r 

nous a u r o n s donc : 

F i n i I 
\dx + Ydy-\-Zdz = y\x—ddx\-\y - b)dy\\z-c)dz^ 

Or, de l a re la t ion : 

f*-(x- a)2 + (y — b'f -|- (z - cf. 
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on tiro : 

rdr = [x — a) dx -\- (y — b) dy -f (z — c) dz, 

et, par conséquent , 

Xdx -f- Ydy + Zdz = — F(r) dr. 

L'intégrale des forces vives es t a lors : 

mv- = — 2 J'Y (r) dr + c, 

et la vitesse r ep rend la m ê m e va l eu r chaque fois que 

le mobile rev ien t à la m ê m e dis tance du cen t re d 'act ion. 

On voit que , d a n s ce cas , la fonction de force 

est — y F (r) dr. Les surfaces de n iveau sont des sphè re s 

concentriques a y a n t p o u r cen t re le po in t C. 

Si la force é ta i t répulsive, il suffirait de c h a n g e r 

les signes des cosinus qui a u r o n t a lors pour va leu r s : 

x — a y — b z — c . 
r r r 

les composantes de la force c h a n g e r o n t de s ignes , 

ce qui rev ien t à c h a n g e r le s igne de F ( r ) . 

Si le mobile est sollicité p a r u n ce r ta in n o m b r e 

de forces a t t rac t ives F ( r ) , F ^ r J , F 2 ( r 2 ) , . . . d i r igées 

vers des cent res fixes, on a u r a pour l ' in tégrale des forces 

vives : 

mvï — 2 f Y{r)dr — 2 f ¥x(r,)dr,-\-...-)-c 

= — 2 S / F , r )c /r -L c. 
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T h é o r è m e d e l a m o i n d r e a c t i o n . 

5 1 . Supposons un p rob lème pour lequel l ' intégrale 
des forces vives existe , de sor te que l'on a i t pour tous 
les points de l 'espace : 

\m& -\mv* = © [x, y,z)-y (x0, y0, z0), 

ou, en a b r é g é , 

{mv2= ? (x, y, z) + C. (1) 

Supposons que , pour al ler de la position A à la 
posi t ion B, p r i se sur la trajectoire 
effective AMB (fig. 10), le mobile 
suive u n e r o u t e quelconque ACB 
t r a c é e en t r e ces deux points : 
l 'équat ion (1) d o n n e r a la vitesse 
du mobi le en un point quelconque 
de ce t te r o u t e . 

Fo rmons le p rodu i t mvds de la 
quan t i t é de m o u v e m e n t p a r l'élément 

ds de la t ra jec toi re réelle ou de la t ra jectoire fictive, 
et considérons l ' in tégrale : 

I mvds, 

prise en t r e le point À et le point B. 

!.. fonction de force est a lors : 

—JF(r)dr — FVL(?\)drx ... = — sy*F r)rfr. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 6 3 — 

J mvds = J mv'zdt, 

les deux in tégra les é t an t pr ises en t re les m ê m e s l imi tes , 
et l'on voit p a r là que l'action est aussi la s o m m e 
des produits de la force vive p a r l 'é lément de t e m p s . 

Soient x, y, z les coordonnées du point mobile su r 
la trajectoire effective. P o u r passer a u x coordonnées 
du point sur u n e t ra jec to i re fictive inf iniment voisine, 
il suffira de r emplace r x,y,z, pa r x -\- Sx, y + Sy,z + Sz; 
les points ex t r êmes re s t en t fixes. 

Voyons ce que devient , p a r ce c h a n g e m e n t , l ' in tégra le : 

V =y mvds, 

prise sur la t ra jectoire en t r e les points A et B. 

Si nous p renons la va r ia t ion âV de ce t te i n t ég ra l e , 
il vient : 

5 J mvds JS [mvds] = j mov ds -f- Jmvads. 

Le théorème de la moindre action consis te en ce que 
cette intégrale est, en général, un minimum pour 

la trajectoire effective, c 'es t-à-dire qu'elle est moindre 
pour cette t ra jectoire que pour tou te a u t r e courbe ACB 
tracée ent re les deux points A et B. 

Le produi t mvds est ce qu'on appel le la quantité 

d'action du mobile clans le p a r c o u r s de l 'é lément ds ; 

j"mvds est la quan t i t é d 'act ion totale co r r e spondan t 

au passage de A en B. 

En vertu de la. re la t ion ds = vdt, on a : 
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Or, la p remiè re i n t ég ra l e nous donne , en remplaçan tds 
pa r vdl : 

J"mòvds = Jmvov dt ; 

m a i s , 'mvSv est la va r ia t ion de la force vive, et, par 
hypo thèse , on a, pour tous les points de l 'espace : 

i mv* = <j> [x, y, z) + C, 

d'où : 

dy „ , d? „ , , , , 
ôx ùy J dz i J i 

par sui te , 

J màvds = J (Xox 4- YSy + Zâ,s) fW. 

P o u r t r ans fo rmer l a seconde in tégra le , observons 
que l'on a : 

rf.v2 = dx- + dif + 

d'où : 

dsZds = dxldx 4- dyldy 4- dzZd.z; 

pa r conséquent , 
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On a donc : 

SV =j (Xôx 4- Yoy + ZSz) DT 

+f(m § Mx + m dft Idy + m ~odz). 

Or, l ' intégrat ion p a r pa r t i e s nous donne : 

r dx^ , r dx dx^ r d?x „ , 
]mTtùdx=jMNRTDÙX = MNIÏÙX-JMLTT>ZXDT' 

de même, 

r dy * , 
jm^ody 

f m d % M z 

Par suite, 

(dx. , dy * , dz „ \ 

<-/1(*-»S)fc + ( * - » $ ) * + ( * - " & ) s » 

Mais, la quan t i t é en dehors du s igneJes t nul le 
aux deux l imites , puisque ces deux points sont fixes ; 
on a donc : 

dz * r d*z > ,. 
= m ~-rr oz — I m oz dt. 

dt J dt1 
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Or, p o u r la t ra jec to i re effective on a, en vertu 

des équa t ions du m o u v e m e n t , 

P a r c o n s é q u e n t , pour la t ra jec to i re effective, 
on a $V = 0 quels que soient Sx, Sy, Sz. 

t a va r ia t ion de l ' intégraleJ mvds é tant nulle pour 

la t ra jec to i re effective, il en résu l te que cet te intégrale, 

est m i n i m u m pour ce t te t ra jec to i re . 

I l est , d 'a i l leurs , évident que la fonction V ne peut être 

u n m a x i m u m , puisqu ' i l est toujours possible d'allonger 

le c h e m i n fictif de telle man iè r e que l ' in tégrale fmvds, 
prise le long de ce chemin , croisse au delà de toute 

l imi te . 

REMARQUE . — Le t h é o r è m e de la moindre action 

ne fait conna î t r e aucune in t ég ra l e nouvel le du problème. 

C'es t u n complémen t du t h é o r è m e des forces vives. 

X — 
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CHAPITRE IV. 

M o u v e m e n t d ' u n p o i n t m a t é r i e l 

q u i n ' e s t p a s l i b r e . 

F o r c e e f f e c t i v e . — F o r c e d ' i n e r t i e . 

5 2 . Considérons le m o u v e m e n t d 'un point maté r ie l 
sollicité p a r u n e force P , e t assujet t i à sat isfaire 
à cer ta ines condi t ions , p a r exemple , à d e m e u r e r sur 
une surface ou sur u n e courbe . I l est évident que 
ce point ne p r e n d r a pa s , sous l 'act ion de la force P , 
le même m o u v e m e n t que s'il é ta i t l ib re . Mais, il est 
évident aussi que l'on peu t dé t e rmine r à chaque 
instant la g r a n d e u r e t la d i rec t ion de la force qui 
devrai t ag i r su r ce point , s'il était libre, pour lui 
communiquer le m o u v e m e n t qu'i l possède . 

Cette force est d i r igée su ivan t l 'accélérat ion to ta le 
du mouvemen t , et éga le a u produi t de cette accéléra t ion 
totale pa r la masse du point ma té r i e l (I, n° 1 9 8 ) : 
on l 'appelle la force effective. La réac t ion du point 
matér ie l est égale et con t ra i r e à cet te force effective : 
on l 'appelle la force dinertie. 

La force d ' inert ie d 'un point ma té r i e l en mouvement 
est donc u n e force égale et d i r ec temen t opposée 
à la force effective, c 'est-à-dire à la force qu'il faudra i t 
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appl iquer au point m a t é r i e l , supposé libre, pour 
lui communique r le m o u v e m e n t qu'il possède à l ' instant 
considéré . 

Cela posé, soient m la masse du point matér ie l , 
x , y, z ses coordonnées à la fin du t emps t ; 

les composantes de la force qui , ag i s san t su r ce point 
l ibre , p rodu i ra ien t son m o u v e m e n t sont : 

d2x dHi dïz 
m-dF< mHh> mHF 

ce sont les composantes de la force effective. 

La force d' inertie a u r a donc pour composan tes : 

dlx dHi dlz 

-mw -}nw ~mw 
5 3 . Nous avons vu (n° 1 3 ) que l a force qui , ag issant 

su r un point maté r ie l l ibre , p rodu i ra i t son mouvemen t 
peut ê t re décomposée en une force t a n g e n t i e l l e , 
et une force cent r ipè te qui ont p o u r express ions : 

dv mv* 
dt p 

p é tan t le r ayon de courbure de la t ra jec toi re . 
La force d ' inert ie p e u t aussi ê t re décomposée 

en d eux au t r e s : l 'une no rma le à l a t r a jec to i re , 
l 'autre t a n g e n t i e l l e , et qui a u r o n t respec t ivement 
pour express ions : 

mv2 dv 
— m 

p ' dt 
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On leur donne les n o m s de force centrifuge 

et de force tangentielle d'inertie. 

REMARQUE . — Il faut bien r e m a r q u e r que la force 
d'inertie n 'ag i t pas su r le mobile : c'est u n e force 
qui n 'existe p a s . Elle est in t rodu i te en Mécanique p o u r 
faciliter l 'énoncé de ce r t a ins t h é o r è m e s . On peu t dire 
qu'elle j o u e en Mécanique le m ê m e rôle que les artifices 
de calcul en Analyse . 
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CHAPITRE V. 

M o u v e m e n t d e s p r o j e c t i l e s d a n s l e v i d e . 

5 4 . PROBLÈME. — Un point matériel pesant est 

lancé suivant une direction donnée avec une vitesse 

donnée v0 ; il se meut ensuite sous la seule action 

de la pesanteur supposée constante en grandeur 

et en direction. On demande de trouver le mouvement 

de ce point. (C'est le m o u v e m e n t d 'un projectile 
dans le vide.) 

P r e n o n s le point de d é p a r t 0 pour or ig ine de trois 
axes r e c t a n g u l a i r e s , l 'axe 

Yië- u - des z é t a n t dir igé en sens 

J Les équa t ions différen
tielles du m o u v e m e n t sont , en s u p p r i m a n t le facteur m: 

z 

x 

con t r a i r e du sens dans 
lequel ag i t la pesan teur 
(fig. 11). Soit m l a masse 
du point ma té r i e l ; la force 
cons t an te qui ag i t su r le 
mobi le es t égale à mg, 

et d i r igée dans le sens 
des z néga t i f s . 
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on en t i re , en i n t é g r a n t : 

dx 
"di 

gt. 

Donc, le mouvement projeté sur les axes des x 

et des y est uniforme; sur l'axe des z le mouvemen 

projeté est uniformément retardé. 

Si nous dés ignons pa r a, (3, y les angles que la 

direction de la vi tesse ini t iale v0 fait avec les axes , 

les composantes de ce t te vi tesse sont v0 cos a, v0 cos (3, 

w 0 cos-/ . Or, si dans les équat ions (2) on fait t = 0, 

il vient : 

par conséquent , 

c = t ' 0 cos a , c' = v0 cos ¡3, c'1 = v0 cos y, 

et les équat ions (2) dev iennen t : 

mais, d 'aut re p a r t : 

dx 
~d~t 

= U 0 C O S 2 , -^y = u 0 c o s ¡3, 
dz 
di 

= v0 cos y — gt ; (3) 

d'où, en i n t ég ran t de nouveau : 

x = v0t cos a , y = v0t cos ¡3, 3 = v„£ cos y y - i g r * * . 14) 
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Nous n 'ajoutons pas de cons tan tes , puisque l'on doit 
avoir x = 0, y = 0, z = 0, pour t = 0. 

Les équat ions (4) sont les intégrales finies des 
équat ions du m o u v e m e n t (1) ; les équat ions (3) sont 
les intégrales premières. 

Des deux p remiè res équat ions (4) on t i r e : 

y cos ¡3 _ 
x cos Cf. ' 

donc, la projection de la trajectoire sur le plan des xy 

est une ligne droite, et, par conséquent, cette trajectoire 

est une courbe plane. 

5 5 . Rappor tons donc la t ra jec to i re à deux axes 

r ec t angu la i r e s pr is dans son p lan , l 'axe des y étant 

Fig. 12. 

Y 

J3 A *C 

dir ige en sens con t ra i re du sens dans lequel agit 

la p e s a n t e u r (fig. 12). Les équat ions différentielles 

du mouvemen t sont : 

d*x n d2y 

on en t i r e , en dés ignan t p a r a. l 'angle que la direction 

de la vi tesse ini t iale v0 fait avec l 'horizontale : 
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tlx 
T - = V0 COS a , dl 

Va sin a — gt, 

X = Vat COS a , ?/ — v0t s i n a — v5T^ 8-

On conclut de là que la projection horizontale 
de la vitesse du mobile à un instant quelconque est 
une quantité constante. 

En él iminant t en t r e les équa t ions (7) on t rouve 
pour l 'équation de la t ra jec toi re : 

Donc, le mobile décrit une parabole du second- degré 
dont l'axe est vertical, et qui est tangente au point 0 
à la direction de la vitesse initiale, pu i sque , pour t = 0, 
on a : 

Si l'on pose v0

2 = 2gh, il v ient pour l 'équation 
de la t ra jec toi re : 

5 6 . É tudions maintenant , les propr ié tés du mou
vement . 

Élevant au c a r r é les équat ions (G), et a joutant , on a : 

y = X t g X — 
gxl 

2v0

2 cos 2 a 

V1 = u 0 " + gH- — 2v0gt sin a, (9) 
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ou b ien , en é l iminan t ? au moyen de la deuxième 
é q u a t i o n (7) : 

& = v 2 — 2gy. (10) 

Cette formule dé t e rmine la vitesse en un point 

quelconque de la trajectoire. 

P o u r dé t e rmine r Y amplitude du tir, ou la portée 

du jet, faisons y = 0 dans l 'équat ion (8), il v iendra : 

x2 

0 = X tg a — —r —, 
° All cos* a 

d'où l'on t i r e : 

xx = 0, x„ = OA = 4h sin a cos a = 2h sin 2a. 

Il r é su l t e de ce t t e formule que Y amplitude est 

maximum pour u n e m ê m e vi tesse ini t iale v0, lorsque 

l 'on a a = 45°, et il v ient a lors : 

OA = 2h. 

P R O P R I É T É . — Pour des directions qui s'écartent 

également de la direction de 45°, les amplitudes sont 

égales. 

En effet, soient deux direct ions faisant des angles 0 

de p a r t e t d ' au t re de la d i rec t ion de 45° ; nous aurons 

p o u r ces deux direct ions : 

a = 45° ± S, 

or , 

sin 2 (45° ± 6) •= cos 20, 

et , p a r su i te , pour ces deux d i rec t ions , on a : 

OA = 2h cos 29. 
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5 7 . Pour de te rmine r le sommet O1 de la p a r a b o l e , 
c'est-à-dire le point co r r e spondan t à l a plus g r a n d e 
hauteur à laquelle le mobi le s 'é lèvera, nous a u r o n s 
à chercher le m a x i m u m de y, c 'es t -à-di re le point p o u r 

dy 
lequel on a -~- = 0. On a donc l ' équat ion : 

Ci OC 

dy_ _ ^ ^ x 

dx 2h cos- a ' 

d'où l'on t ire : 

x = 2h sin a cos a = h sin 2a ; 

d o n c , l'abscisse du sommet est égale à la moitié 

de l'amplitude. 

Pour dé te rminer la hauteur du jet, r emplaçons x p a r 

sa valeur dans l ' équat ion (8), nous a u r o n s : 

y = h sin 2 a ; 

cette h a u t e u r es t e l le-même u n maximum pour a. = 90°, 

et l'on a alors : 

v 2 

^ 2^ 

Elle est, comme on voit, é g a l e à l a moi t ié de 

l 'amplitude m a x i m u m du t i r . 

Si l'on r a p p o r t e la t ra jec to i re à son s o m m e t O', 

en faisant dans l 'équat ion (8) : 

x = 2h sin a cos x -\- x\ 

y = h sin 2 a — y', 
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Fig.13. 

on t rouve ra pour l 'équat ion de la t ra jectoire : 

x'* = Ah cos 2 a . y'. 

Le paramètre de la courbe est donc 4 f i cos î a. 
Il s'ensuit que, F 

é t an t le foyer, on a 
(fig. 13) : 

O'F = h C 0 S ! a ; 

si l'on prend : 

O'G = O'F = ficOS2*, 

et si l'on mène par 

le point G une paral lè le à l 'axe des x, on aura 

la directrice HG. 

La distance de la directr ice à l 'axe des x est donc : 

OH = BG = O'B + O'G = h. 

5 8 . PROBLÈME. — Connaissant la, hauteur h due 

à la vitesse initiale v0, et la direction de cette 

vitesse, construire la trajectoire. 

Prenons sur Oy (fig. 14) u n e longueu r OH = fi ; 

pa r le point H menons 

u n e perpendiculaire HD 

à f0, et pa r le point D 

une perpendiculaire DE à 

l 'axe Oy. Prolongeons El) 

d 'une longueur DOr = DE : 

le point 0 ' sera le sommet 

de la parabole . On a, 

en effet, 

F i e ; , li. 
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OD = h sin a, 

ED = OD cos a = h sin a cos a ; 

donc, 

EO' = 2h sin a COS a . 

On obtient le foyer en p ro longean t HD jusrpu'à la 
rencontre avec la pe rpend icu la i re O'B à l 'axe des x : 

en effet, on a : 

DF = HD «= h cos oc, 

O'F = DF cos a = h cos 2 x . 

Enfin, OA -= 2OB se ra l ' ampl i tude du t i r . 

5 9 . REMARQUE I. — Si, dans la formule (10) qui 
donne la vitesse en u n poin t que lconque de la t ra jec to i re , 
on fait y = 0, on t rouve pour la v i tesse au point A : 

v = v0. 

Donc, le mobile 'repasse par l'horizontale avec 

sa vitesse initiale. 

REMARQUE I I . — De ce t te m ê m e formule (10) on 
conclut encore que l a vitesse sera minimum, lorsque y 

est m a x i m u m , c 'est-à-dire a u point 0 ' . P o u r t r ouve r 
cette vitesse m i n i m u m , il suffit de faire y = h s in 2 a d a n s 
la formule (10), et il v ient : 

K2 = v2

0 — 2gh sin 2 a =•= u 0

2 — «V sin 2 a =^ w 0

2 co; 2 a, 

d'où : 

v = vn cos X. 
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Donc, la vitesse au point 0 ' , c'est-à-dire la vitesse 

minimum, est égale à la projection horizontale de la 

vitesse initiale v0. 

P R O P R I É T É . — En deux points m et m' (fig\ 12) 

également distants du sommet 0 ' , ou à des hauteurs 

égales au-dessus de l'horizontale, les vitesses sont 

égales. 

Cela résu l te év idemment de la formule (10). 

6 0 . Proposons-nous encore de trouver le temps 

employé par le mobile pour aller de 0 en 0 ' . Il suffit 
p o u r cela de faire v = v 0 c o s « dans la formule (',)), 
ce qui nous donne : 

v 2 cos 2 a = v* + gH2 — 2v0gt sin a, 

ou bien : 

v 2 sin 2 a -f- g2t2 — 2v0 gt sin a = 0, 

ou bien encore : 

v0 s in a —gt = 0, 

d'où : 

j VN Sin a 

g 

6 1 . Considérons m a i n t e n a n t des projectiles lancés 

dans un même plan vertical avec une même vitesse 

initiale dans des directions différentes à partir d'un 

même point 0 . 

Chacun de ces projecti les décr i ra u n e parabole : 

tou tes ces pa rabo le s se ron t s i tuées dans u n même plan 
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vertical, et elles seront r ep ré sen t ée s p a r l ' équat ion (8) 
dans laquelle on fera va r i e r l ' angle « pour passer 

de. l'une à l ' au t re . 

Or, il résul te des formules p récéden tes (n° 5 7 ) que; 

la distance OH de la d i rec t r ice à l 'horizontale est 

indépendante de a. On en conclut que , pour toutes 

les inclinaisons possibles, et pour une même vitesse 

initiale v0, les trajectoires auront la même directrice. 

D'ailleurs, le point 0 é t an t u n point de l a courbe , 

on a : 

OF = 011 = h. 

P a r conséquent , les foyers de toutes les paraboles 

sont sur une même circonférence décr i te du point 0 
comme centre avec OH = h pour r a y o n . 

Proposons-nous de trouver le lieu des sommets 

de toutes les paraboles correspondant aux différentes 

valeurs de a. 

Les coordonnées du sommet 0 ' d 'une pa rabo le sont 
données p a r les formules : 

X1 = 2h sin a cos a, 

yl = h sin 2 a. 

Pour obteni r le l ieu des sommets , nous devons 

éliminer a en t re ces deux équa t ions , ce qui nous donne 

l 'équation : 

^ i 2 + — 4 % i = 0-

Le lieu est donc u n e ellipse don t le contre est su r 
l'axe des y, a u mil ieu de la h a u t e u r OH = h due, 
à la vitesse i\. 
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Proposons-nous encore de trouver l'enveloppe de 

toutes les paraboles représentées par l'équation (8) 
dans laquel le a sera considéré comme u n paramèt re 
va r iab le . I l suffit pour cela d 'él iminer a en t re cette 

du 
équat ion (8) et l 'équation ~ = 0, qui nous donne : 

x x2 sin a 
cos 2 a 2h cos 3 a ' 

de cet te dern iè re on t ire : 

2h 
tg a = — , 

x 

d'où, en subs t i tuan t dans (8), on t rouve pour l 'équation 
de l 'enveloppe : 

x2- = 4h(h — y). 

L'enveloppe est donc u n e parabole dont l 'axe est 
d i r igé suivant l 'axe des y. Le sommet de cet te parabole 
est au point II : en effet, en faisant x = 0, on trouve 
pour l 'ordonnée du sommet y = h = OH. D'ailleurs, 
en faisant y = 0, on t r o u v e x = 2 h = 2 OH pour 
l ' intersection de la courbe avec l 'horizontale ; p a r suite, 
le foyer est au point 0 . 

6 2 . — PROBLÈME. — Trouver sous quel angle il faut 

lancer un projectile du point 0 , pour qu'il atteigne 

un point donné. 

Soient X , Y les coordonnées du point donné , a. l'angle 

inconnu. Posons : 

tg a = u, d'où — — = 1 -4- u2 

c o s 2 a 1 
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L'équation (8) nous donne : 

Y - S u - X , ( 1 + *', 
Ah 

d'où l'on t i r e : 

u = ± | / 4 À 2 — 4/iY — X 2 . 

X A . 

Il résul te de là que , si l'on a : 

Ah2 — 4 A Y — X 2 > 0, 

on aura deux va leurs réel les de u, e t ces deux va leurs 

sont positives, lo rsque X est positif. P a r conséquent , 

dans ce cas , le mobi le p o u r r a ê t r e l ancé dans deux 

directions différentes pour a t t e ind re le but . 

Si l'on a : 

Ah1 — 4/zY - X 2 = 0, 

il n'existe qu 'une seule direct ion dé te rminée p a r la 

formule : 

2h 
u = tg a = — . 

Enfin, le p roblème est impossible , lorsque l'on a : 

4/z2 - AhY — X 2 < 0. 

Or, si l'on cons idère la courbe r ep ré sen t ée p a r 

l 'équation : 

4/i' — Ahy — x* = 0, 
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ou bien 

= Ah (h — y), 

cet te courbe n 'est a u t r e que l a p a r a b o l e enveloppe 
t rouvée p r écédemmen t . Les r é su l t a t s que nous venons 
d 'obtenir peuven t alors s 'énoncer de la m a n i è r e suivante : 
Quand le point que l'on veu t a t t e indre est situé 
à l ' in tér ieur de la pa rabo le enve loppe , le mobile peut 
ê t re l ancé dans deux direct ions différentes ; si le point 
est sur ce t te pa rabo le , il n 'y a qu 'une seule direction ; 
enfin, si le point est ex t é r i eu r à la pa rabo le , le problème 
est impossible . Cette p a r a b o l e s 'appelle parabole de 

sûreté. 

R E M A R Q U E . — Il est évident que , si l 'on fait tourner 
le p lan a u t o u r de l 'axe Oy, l a pa rabo le enveloppe 
e n g e n d r e r a u n pa rabo lo ïde de révolut ion, et cette 
surface j o u i r a dans l 'espace des m ê m e s propriétés que 
la pa rabo le de sû re t é dans le p lan yOx. 

M o u v e m e n t d e s p r o j e c t i l e s d a n s l 'air . 

6 3 . P R O B L È M E . — Un point matériel pesant est 

lancé dans un milieu résistant avec une vitesse donnée. 

Trouver le mouvement de ce point. 

Ce point décr i t une t ra jec to i re qui , en général, 

est comprise d a n s le p lan ver t ica l pa s san t par la 

d i rec t ion de la vi tesse in i t ia le . Les forces qui sollicitent 

le mobi le à u n ins tan t quelconque sont la pesanteur 

e t la rés i s tance du mil ieu . Nous supposerons cette 

r és i s t ance propor t ionnel le a u c a r r é de la vitesse ; 
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clic sera dir igée su ivan t la t a n g e n t e à l a t ra jectoi re , 
en sens con t ra i r e du m o u v e m e n t (fig. 15). Nous 
la représenterons p a r kv°-, en la r a p p o r t a n t à l 'uni té 
de masse, v é t an t la vi tesse d u point m à la fin 

Fig. 15. 

y 

f fv t 

0 s 

du temps t. Cette rés i s tance se décompose en deux 
forces : une hor izonta le , d i r igée vers les x négat i fs , 
et une ver t ica le di r igée dans le sens de la pesan teu r , 
ou des y négat ifs , quand le mobi le m o n t e r a , e t en sens 
contraire quand le mobile descendra . 

Si l'on désigne pa r a l 'angle que la vitesse v fait avec 
l'axe des x, les composan tes de la rés i s tance se ron t : 

— kv2 cos a, — kv2 sin a, 

et les équat ions différentielles du m o u v e m e n t se ron t : 

-fip = — A ï ; 2 cos a, 

= — q — kv1 a n a. 

6 4 . P o u r simplifier les calculs , on peut , au l ieu 
de prendre les composan te s de l 'accélérat ion su ivan t 
deux axes r ec t angu la i r e s Ox et Oy, p r end re ces 
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composantes su ivan t deux au t r e s d r o i t e s , savoir : 
l 'axe des x et la n o r m a l e à la t ra jec to i re . Nous 
a u r o n s ainsi deux équa t ions d u mouvemen t qui 
p o u r r o n t r emplace r les d e u x p récéden tes . Or, les 
composan tes des forces sont : 

1° Suivant l 'axe des x : — kv2 cos a ; 
2 ° Suivant la n o r m a l e , d i r igée du point considéré 

vers le cent re de cou rbu re : g reosa , puisque la 
composan te de la rés i s tance ho2 su ivan t la normale 
est nu l l e . D'ail leurs, l a composan te de l 'accélération 

v2 

t o t a l e suivant la no rma le est — , p é t an t le rayon 
P 

de cou rbu re de la t r a jec to i re . 
Les équat ions du m o u v e m e n t sont donc : 

~ = — kv* cos a, (1) 

— = g cos a. (2) 
p 

Si l'on observe que l 'angle a d iminue quand s 
a u g m e n t e , nous a u r o n s : 

ds = — p d x , 

d'où : 

ds 

p = ~ ^ ; 

l 'équat ion (2) devient a lors : 

v-da 
g cos a = ^— . ( 3) 

Les équations (1) et (3) sont les équations du 
mouvement. 
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6 5 . L 'équat ion (1) p e u t ê t re mise sous la forme 
ÔJCCI 

suivante, en r e m p l a ç a n t - ~ p a r v cos a : 

d (V COS a ) = — kv2
 cos a, dt 

d'où : 

d (v cos a) = — hvdt = — ftds ; v cos a 

en in tégrant , il v ient : 

l . V cos a = — ks -f- c. 

Pour dé t e rmine r la cons tan te nous ferons £ = 0, 

et nous aurons , en dés ignan t p a r v0 la vitesse ini t iale 

et par 9 l 'angle qu'elle fait avec l 'axe des x : 

l . v0 cos 6 = c; 

par suite, 

y cos a = — 7zs + Z . u 0 cos G, 

d'où : 

l . V COS a 

v0 cos 9 
ou bien : 

v cos a 

u 0 cos 8 

— fts 
- e 
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et enfin 

- 86 — 

v-n cos 0 - fts 
v = — e 

cos a 

Remplaçan t v p a r sa v a l e u r dans l 'équation (3) on a 

C O S 8 G - 2As ga 

g cos a =-• — ——; e . - 7 - , 

cos- a a s 

d'où l'on t i re : 

d* 0 ? k s

r 1 l l s 

—q— = * *n e ds. [4] 

cos 3 a v„2 cos 2 0 

Cette de rn iè re équat ion n e r e n f e r m a n t que a et s, 

est celle de la trajectoire. 

Si l'on pose : 

tg a = p , 

l 'équation (4) nous donne : 

a p l / l + p ^ - ^ - ^ e ds, (5) 

d'où, en i n t ég ran t , 

M / i + ^ + ^ ( ^ + i / i + ^ ) = r - - - 4 ^ e .(0) 

On dé te rmine la cons tan te -/ en faisant s - 0,' 
d'où p — tgG, et il vient : 

y = tg 6 j / i + tg* e + Z. (fg 6 4- j / n - tg 2 6)4-
/£U0

2 COS" 0 
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Nous conserverons , p o u r plus de facilité, la cons tan te 

•/ dans nos formules. 

6 6 . L 'équation (6) nous donne s en fonction de p ; 

mais, pour cons t ru i re la cou rbe , il est préférable 

de déterminer a; et y en fonction de p. 

Or, de la formule : 

dx 
- J - = cos a, 
ds 

o n t i r e : 

ds 
dœ - ds . cos a : 

d'où, en r e m p l a ç a n t ds p a r sa va l eu r (5) : 

, v,,- cos ! 0 - -* s , 
dx = — c a /3, 

- 2 A i 

ou bien, en é l iminant e au moyen de l 'équation ((>), 

d c c ^ l _ dP = = , {T} 

k V V1 + P* + l • (P + V1 + //0 - y 

et, en ver tu de la formule : 

dy - • pdx, 

on a aussi : 
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Des équat ions (7) et (8) on t i re , en in tégran t 
les seconds m e m b r e s p a r app rox ima t ion : 

nous a u r o n s donc x et y p o u r c h a q u e va leur de p, 

ce qui nous d o n n e r a a u t a n t de points que l'on voudra 
de la t ra jec to i re . 

6 7 . P roposons-nous de déterminer le temps employé 

par le mobile pour aller du point 0 en un point m 

quelconque. 

A cet effet, nous dé t e rmine rons t en fonction de p. 

Or, la formule : 

g cos 
P 

nous donne : 

g cos a 
ds2 

dt* 
dz 

ds 
dsda. 

d'où : 

dt* 
' ' s dx 

g cos a 

Mais, de la formule (4) on t i re : 

ds = — 
v0

2 c o s 2 0 

COS 3 a 

et , pa r sui le , 
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d'où, en e x t r a y a n t la r a c i n e c a r r é e des deux m e m b r e s , 

et observant que dt e t dm. sont de s ignes con t r a i r e s : 

, v0 cos 9 da v0 cos 6 

ge ge 

hs 
Si l'on é l imine l 'exponent ie l le e a u moyen de 

l 'équation (6), il v ient : 

dt = -L-. d p • (10) 

Cette formule dont le second m e m b r e peu t ê t r e 

intégré p a r app rox ima t ion nous d o n n e r a t en fonction 

de p. 

6 8 . La vitesse au point m est donnée p a r la formule : 

dt2 h y — p \ Z \ - \ - p 2 — l . ( p + \/l-{-p2)' 

On ob t i endra te sommet de la courbe en faisant p = 0 
dans les express ions de a; et y. On obt ient l amplitude 

du tir, en faisant y = 0. 

6 9 . P R O P R I É T É . — Il est facile de s 'assurer que 
le point où la vitesse est minimum est situé sur 

la branche descendante. 

P o u r le d é m o n t r e r , r ep renons la formule (n° 6 5 ) : 

vn cos 9 — 

v = e 
cos a 
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P o u r lo point où la vi tesse est m i n i m u m , on doit 
avoir : 

dt u ' 

or, on a : 

do k „ ->iSds , f „ c o s 0 . da ~ 

—rr — V0 COS0 e - 7 7 + ;—Sina-—e 
/.M COS a 0 d£ C O S 2 a dt 

h „ _ f t s r „ c o s 9 q c o s « - f t* 
— v0 c o s 9 e . v :—— s i n a — e 

COS a C O S 2 a ' t" 

, , da. 

en r e m p l a ç a n t — pa r sa va l eu r t i r ée de l 'équation 

dr. g c o s a 

dt v 

T , . ,. ds 
L equat ion — ^ q , nous donne donc : 

— hv — ^ sin a. — 0, 
V 

ou bien : 

hv- 4- y sin a = 0, 

d'où l'on t i re : 

g sin a = — Au' . 
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Donc, aie point où la vitesse est minimum, 
la composante tangenlielle de la pesanteur est égale 
à la résistance kv2. 

Ce point est su r la b r a n c h e descendan te ; c a r on 
a, pour ce point : 

la va leur de t g a é t a n t néga t i ve , la p ropr ié té est 
démontrée. 

7 0 . P R O P R I É T É . — La branche descendante de la 
trajectoire est indéfinie, et elle a une asymptote 
verticale. 

Il est d 'abord facile de voir que p a u g m e n t e 
indéfiniment. 

En effet, pour la b r anche descendan te p est néga t i f : 
donc, en r e m p l a ç a n t p p a r — q, q é t an t positif, dans 
la formule (10), on a : 

Or, le d é n o m i n a t e u r du second m e m b r e de cet te 
équation est composé de t e r m e s positifs. En effet, 
on a iden t iquement : 

p = tg a = -
hv2 

y g2 — k2v' 

dt = 

( l / l + q1 q) ( l / i + 'r + <?) = !> 

d'où : 

l . 0 / 1 + g ' q) = _ l . + q'- + q). 
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P a r conséquent : 

àq_ 
dt = 

l/kg y/ï + ? | / i + g* + i . (g + K l + g2) 

Le dénomina t eu r n e peu t donc ê t re nu l pour aucune 
v a l e u r de g, c 'est-à-dire pour aucune va l eu r de p. 

Donc, si p é ta i t l imité , l ' in tégra le de l 'équation (10) 
ne pou r r a i t c ro î t re indéfiniment (puisque le dénomi
n a t e u r n e peu t pas ê t re nu l , et que le numéra teur 
a u n e va l eu r finie) ; p a r sui te , le t emps au ra i t une 
l imite , ce qui est a b s u r d e . Donc, la tangente à la 

trajectoire tend indéfiniment à devenir verticale. 

Remplaçons aussi p p a r — g dans les valeurs 
(7) et (8) de dx et de dy, et observons que , lorsque q 

sera t r ès g r a n d , on peu t r e m p l a c e r l / l + q~ 

pa r g, et nég l iger y e t l (— q + \ / \ 4- q1) par 
rappor t à q ; nous au rons a lors : 

, 1 dq , 1 dq 
dx=h~â> dy = 

d'où : 

k g 2 ' — k q 

kq 

Or, quand g t end vers l'infini, x converge vers une 

va leur cons tan te , e t la va l eu r néga t ive de y croît 

indéfiniment ; ce qui d é m o n t r e la p ropr ié té énoncée. 

Observons cependan t que la va l eu r t rouvée pour x 

n'est pas p réc i sément l 'abscisse de l ' asymptote , puisque 
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nous avons négl igé ce r t a ins ternies . P o u r obteni r cet te 
abscisse, il faudrai t i n t ég re r la va l eu r complè te de dx 

jusqu'à q = o o , 

7 1 . P R O P R I É T É . — La vitesse converge vers une 

valeur constante. E n effet, en r e m p l a ç a n t p p a r — q, 

.dans la formule (11), et p a s s a n t à l a l imite , on a : 

lim v~ = %• lim ~ = 7 - • 

h q'- h 

Il en résu l te que la vitesse tend indéfiniment vers 

la valeur qui rendrait la résistance kv2 égale au poids 

du mobile, et le mouvement s'approche de plus en plus 

de l'uniformité. 

7 2 . CAS P A R T I C U L I E R . — Examinons le cas oii 

l 'angle S du t i r est t r è s pet i t ; d ans ce cas , le point 
ne s'élève qu'à u n e t r è s faible h a u t e u r au -dessus 
de l 'axe des x, et la t a n g e n t e é t an t t r ès peu incl inée 
sur l 'axe des x, on p o u r r a nég l iger p2. La formule : 

dx 1 
- j - = COS a. = —, 
ds . | / ! _|_ pi 

nous donne alors : 

ds = dx, d'où 5 = x. 

L'équation ( 5 ) se r édu i t à la su ivan te : 

dp = „ „ r e dx, 
1 vn

2 cos 2 G 
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d'où : 

pour dé t e rmine r la cons tan te , faisons x = o, p = ter 
et nous au rons : 

c = tg 9 + „ f . . . , i / ï î V cos-' b 

p a r sui te , 

^ r ° ° 2 / ^ c o s 2 o i e V dx' 

En in t ég ran t , il vient : 

or, pour a; = 0, on a : y = 0, e t p a r conséquent , 

4k-v0°- cos- 6 

Nous au rons donc p o u r l ' équat ion de la trajectoire 

tJ = ^ ( t g 9 + g to /coB' t») - (?* - i ) • 

Enfin, l 'équation (n° 6 5 ) : 

v cos « = v. cos 9 e 
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nous donne, dans le cas ac tue l , 

dx 

d'où 

et, en in tég ran t , 

d t = v0 cos 9 e 

] KX 

dt = e 
v0 cos 9 
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CHAPITRE VI. 

M o u v e m e n t d ' u n p o i n t m a t é r i e l 

s u r u n e c o u r b e f i x e . 

7 3 . P R O B L È M E . — Un point matériel de masse m, 

sollicité par une force donnée P, est assujetti à se 

mouvoir sur une courbe fixe, dont on néglige le 

frottement. Trouver le mouvement de ce point. 

Soient : 

F [x, y, z) = 0, 

(1) 
f[x, y, z) = 0, 

les équat ions de la courbe . Nous pourrons rendre 

le point libre, e t , pa r conséquen t , appliquer les 

équat ions différentielles du m o u v e m e n t d'un point 

l ibre (n°_ 1 3 ) , en j o i g n a n t à la force motrice P, 

la réac t ion n o r m a l e de la cou rbe . 

Soient X , Y, Z les composan tes de la force P, 

N l a réac t ion no rma le de la courbe , si tuée dans le plan 

n o r m a l , À, [i, v les angles qu'elle fait avec les axes, 

x, y, z les coordonnées du point m à la fin du temps t. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Les équat ions différentielles du mouvemen t sont 

m -J-- = X - f N cos 1, 

m dt2 = Y -f- N cos p . , 

m -ttt = Z 4- N cos -j. fit1 

D'ailleurs, la r éac t ion n o r m a l e é t an t pe rpend icu la i re 
à la direction de la vi tesse, c 'est-à-dire de la t a n g e n t e , 
nous aurons : 

Nous avons ainsi sept équat ions pour d é t e r m i n e r 
les sept inconnues x, y, z, }., p , -j, N en fonction 
du temps t, c 'est-à-dire la posi t ion du mobi le à chaque 
instant, ainsi que la g r a n d e u r et la direct ion de la 
pression, laquel le est éga le et d i rec tement opposée 
à la réact ion n o r m a l e . Mais, dans la p lupa r t des cas, 
les calculs sont impra t i cab les . 

Avant d 'exposer la m a r c h e ord ina i re des opéra t ions , 
nous allons é tud ie r que lques p r o p r i é t é s c o m m u n e s 

h t o u s l e s m o u v e m e n t s s u r u n e c o u r b e . 

7 4 . Multiplions les équat ions (2) r e spec t ivement 
par dx, dy, dz, et a joutons ; nous au rons , en a y a n t 
égard à l 'équat ion (3) : 

cos \ dx 4- cos po(î /- l - cos u dz = 0 ; 

on a, en ou t re , 

c o s 2 1 4- cos 8 p 4- cos 2 u = 1. 
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ou bien : 

mvdv = Xdx -\- Ydy 4- Zdz. 

En in t ég ran t , il v ient : 

1 mu 2 = C +J (Xdx -f- Ydy + Zdz), (5) 

équat ion que l'on peu t écr i re sous la forme suivante, 
en dés ignant p a r v0 la vitesse ini t iale : 

t 

l mv°- — I mv* =-= y*(Xcte 4 - Ydy 4- Zcte), (6) 

u 
ou bien : 

t, t 

\mv°- — \ mv* = ^Pds cos 6 = ^ Te?*, 7) 

O u 

G é t an t l 'angle que la force motr ice P fait avec 

la t a n g e n t e à la courbe , et T la composante tangentielle 

de ce t te force. 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — La variation de force vive entre deux 

positions du mobile est égale au double du travail 

de la force motrice, ou de la composante tangentiellc 

de cette force. 

7 5 . P R O P R I É T É S . — L'équat ion (6) nous permet 

de dé t e rmine r la vi tesse du mobi le à un instant 

quelconque du m o u v e m e n t . Elle nous apprend que 

cette vitesse est indépendante de la réaction nonnale, 

et ne dépend que de la force motrice. 
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De cette m ê m e équat ion (G) il résu l te que la force 

vice est constante, et , pa r su i te , que la vitesse v est 

constante, lorsque la force motrice est constamment 

nulle, ou lorsqu'elle est constamment normale à la 

courbe. Car, dans ces deux cas , on a : 

Xdx + Ydy + Zdz = 0. 

Donc, dans ces deux cas , le mouvement est uniforme. 

L'équation (7) nous apprend que , c h a q u e Ibis que 
le mobile pas se ra p a r u n point pour lequel 8 = 90", 
la vitesse se ra u n m a x i m u m ou u n m i n i m u m . Car, on a, 
pour ces posit ions : 

mvdv = 0, 

ou bien : 

dv = 0. 

7 6 . S'il exis te u n e fonction de force, c 'est-à-dire 
si le t r inôme Xdx + Xdy 4- Zdz est une différentielle 
exacte d 'une fonction de x, y, z, considérées comme 

variables indépendantes, en d ' au t res t e rmes , si fon a : 

Xdx + Ydy 4 - Zdz = d . m (x, y, z), 

l 'équation (5) nous donne : 

mv* = 2tp [x, y, z) 1- C, 

ou bien : 

mu* — m » , ' •= 2<p [x, y, z) — ~ï ( « o . 2/o. V -
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On voit que, dans ce cas , la vitesse s'obtient sans 
faire usage des équations de la courbe : clic est 
exp r imée en fonction de x, y, z, x0, y0, z0, c'est-à-dire 
en fonction des coordonnées du point d 'arr ivée et du 
point de dépar t . Elle r e p r e n d r a la m ô m e valeur toutes 
les fois que le mobile r ev iendra au même point, 
ou tou tes les fois que le mobile a t t e indra la surface : 

9 [x, 2/, z) = const., 
surface que l'on appel le surface de niveau. C'est le 

pr incipe d e l à conservation des forces vives. 
7 7 . Revenons m a i n t e n a n t à la solution du problème 

géné ra l . 

Les équations (1) pe rmet ten t de dé te rminer deux 

des var iables x, y, z en fonction de la, troisième. 

Il suffira donc de t rouver une re la t ion entre Tune 

de ces var iables et le t emps t. Or, dans la plupart des 

cas , cet te relat ion sera donnée pa r le principe des forces 

vives . C'est ce qui a r r ive ra lorsqu'il existe une fonction 
de force. L ' intégrale des forces vives nous donne alors : 

mv2
 = 2cp (x, y, z) - f C, 

C é tan t une cons tante qui est déterminée par les 
circonstances initiales du mouvement . 

En résolvant les équations (1) p a r rappor t à x, y, 
il vient : 

x = fi (*). V = U (*) ; 

on a alors : 

da*+dy* + dz* dz*. 
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P a r s u i t e , 

m ^ (1 + A " -|- / V 2 ) = 2 ? [ A (*), A ( ; ) , a ] + C, 

d'où l'on t i re : 

di = +/;» + /•'• rf, = * 

i / 2 o </;, f.,,2) + c 

De cette équat ion on dédu i ra t en fonction de z, 

et, par sui te , z en fonction de L ' in tégra t ion de cet te 
équation in t rodu i r a u n e nouvel le cons tan te , que l'on 
détermine en faisant t = 0, z = za. Connaissant z 

en fonction de t, on d é t e r m i n e r a faci lement x et y en 
fonction de t. 

7 8 . P R E S S I O N NORMALE. — Lorsque le m o u v e m e n t 

sera connu, on d é t e r m i n e r a faci lement la pression 

normale. 

Soient m la posi t ion du mobi le su r la courbe fixe SS' 
(fig. 16), m l la direct ion 
de la vi tesse v , P la force 
app l iquée a u mobi le , w N 
la réac t ion n o r m a l e . 

Sous l 'action de la force 
P et de la force J U N le 
point m p e u t ê t re consi
dé ré comme l ibre ; pa r 
conséquent , la s o m m e des 

projections de ces forces su r la t a n g e n t e es t égale 

à m - ^ r , e t la s o m m e des project ions su r la n o r m a l e 

principale est égale à • . 

P 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 102 -

Décomposons la force P en d e u x composâmes , l'une 
mA. — P cos 0, d i r igée su ivan t la t a n g e n t e , l 'autre rnïi 

dir igée su ivan t la n o r m a l e à la courbe dans le plan 
TmV de la force et de la t a n g e n t e . 

Cela posé , a u l ieu des forces P et N , nous pourrons 

cons idére r les forces mA, ml) et mX- ; donc , la somme 

des project ions de ces t ro i s forces sur la t angen t e est 

égale à m -, et la s o m m e des project ions sur la 
mvt 

normale p r inc ipa le éga le à Or, les projections 

de -»¡15 et de la réac t ion m~S su r la t a n g e n t e étant 
nul les , il en r é su l t e que la force mA = P cos 0 est 
la force qu'il f audra i t c o m m u n i q u e r su ivan t la tangente 
au point m libre, pour lui donne r le mouvemen t qu'il 
possède. On a donc : 

P cos 9 = m - , r 
dt 

D'autre p a r t , si nous m e n o n s la n o r m a l e principale 

mK à la courbe , et si nous p r enons su r cet te droite une 

l o n g u e u r mK = , d i r igée ve r s le cen t re de courbure. 

ce t te force —— sera la force qu'il faudra i t appliquer au 

point m libre, su ivan t la n o r m a l e pr inc ipa le , pour lui 

c o m m u n i q u e r son m o u v e m e n t effectif. Il en résulte 

donc que la r éac t ion n o r m a l e m~S doit être telle; que, 

composée avec mB, elle donne pour résu l t an te mK. 

P a r conséquen t , — mN se r a la r é su l t an te de mìì 
, . me'1 

et de — . 
Cl 

Donc, la pression normale est la résultante de la 

composante normale de la force motrice, et d'une 
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X cos J. = X — m 

N cos y. = Y — m 

— N cos v = Z — m 

d'-.v 
W 

d'y 

d-z 
litJ ' 

On on conclut que la pression — X est la r é su l t an t e 
de la force mot r ice P , e t de la force d ' iner t ie — F . 
Projetons ces deux forces s u r la t a n g e n t e à la t ra jec toi re 
et sur le p lan n o r m a l . Nous au rons pour la somme des 
projections de P et — F su r la t a n g e n t e , l 'expression 

X — 4- y 4 - Z —- idrx_ (lx , d-y dy d-z dz\ 
ds + ds ' ~ds m [UF ds ^~ lW- ds lit1 ds)' 

dv 
Or, cet te express ion, qui n 'est a u t r e que T - m —, 

est nulle, en ve r tu des équat ions du m o u v e m e n t (n° 7 4 ) . 
Donc, les composantes suivant la tangente de la force 

motrice et de la force d'inertie sont égales et de signes 
contraires. 

P a r conséquent , — N sera la r é su l t an t e des compo
santes de la force motr ice et de la force d ' inert ie sur 

mv~ 
force , dirigée suivant le prolongement du rayon 
de courbure. Cette seconde force s'appelle force 
centrifuge. 

7 9 . R E M A R Q U E . — On peut d 'ai l leurs pa rven i r a u 

même résu l ta t de la m a n i è r e su ivante : 

Dos équat ions (2) on t i ro : 
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le p lan no rma l , et, si Ton dés igne ces deux composantes 
pa r N t et N 2 , il v ien t : 

N s — 4- X / 4- 2S, N., cos tp, 

cp é t an t l 'angle compr is e n t r e N¡ e t N \ . 
On peu t obteni r l 'expression de la force de la 

man iè r e su ivante : 

On a év idemment : 

d2x d Iv cos a.) dv , d cos <* 
- J 7 T = — T T = c o s a ^ T + « —-r.— ; 

dt- dt dt dt 

pa r su i te , 

d2x dv dx , „ d cos a 
M "TÏF =

 m ~rr r- mv2 —-. 
dt2 dt\ds ds 

Or, si l'on désigne p a r e le r ayon de courbure , et par 
À 2 , p. z, v 2 les angles qu'il fait avec les axes , on a : 

dCOS a l , 
— - — -- - cos >.., ; 

ds p 

pa r conséquent , 

d"~x dx , mv2 

m -jjï = T -y- H cos /.,. 
dt2 ds p 

On a donc : 

tv, -, , , - ™ dx mv2 , 
— N cos ). = X — T —, cos / , . 

ds p 

ci ce 

Mais, X — T ^ est év idemment la composante 

de N ; su r l 'axe des x: en effet, la force P est la 
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résultante de Nj et de T, et , p a r su i te , Nj est 
la résul tante de P et de — T ; donc , en dés ignan t pa r 
A j , an Uj les angles de N : avec les axes , on a : 

X — T<Js = Nl cos*r 

D'ailleurs, Nj est l ' intersect ion avec le p lan n o r m a l 
du plan mené pa r la t a n g e n t e e t la force mot r ice , et, 
par conséquent , 

N„ = P sin 0. 

On a donc : 

TilV2 

— N cos ?. = N\ cos ^ — — cos / 2 , 
P 

7/1V2 

— N COS a = N, COS u, COS u,,, 

1 . p 771V2 

— N cos u = N, cos v, cos -j., . p 
On conclut de l à que la pression n o r m a l e es t o 17VO " 

la résu l tan te de la force N, e t de la force N , = , 
P 

c'est-à-dire de la composan te de la force P dans 

le p lan n o r m a l , et d 'une force d i r igée su ivant 
P 

le p ro longement du r a y o n de c o u r b u r e . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



M o u v e m e n t d ' u n p o i n t m a t é r i e l 

s u r u n e s u r f a c e f i x e . 

8 0 . PrtoiiLÈiiK. — Un point matériel de masse m, 

sollicité par une force donnée P, est assujetti à se 

mouvoir sur une surface fixe, dont on néglige 

le frottement. Trouver le mouvement de ce ptoint. 

Soit : 

F [x, y, z) = 0. (1) 

l 'équation de la surface . Nous p o u r r o n s r end re le poini 

libre, e t , p a r conséquen t , app l iquer les équations diffé

rent ie l les du m o u v e m e n t d 'un po in t l ibre , en joignant 

fi la force mot r i ce P la r éac t ion n o r m a l e de la surface. 

Soient X, Y, Z les composan tes de la force P , X la 

réac t ion n o r m a l e d i r igée su ivan t la normale 1 à la surface, 

p , u les angles que cet te n o r m a l e fait avec les axes, 

x, y, z les coordonnées du point m à la fin du temps t. 

Les équa t ions différentielles du m o u v e m e n t sont : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 107 — 

On a d 'ail leurs . 

cos / = dx ' COS u. = V -y- , cos -J 
et les équat ions du m o u v e m e n t sont alors 

X + M ' T ÔF 
* dx ' 

Y + N V 
dV 

Z 4- NV 
dF 
dz 

Les équat ions (1) et (3), jo in tes a u x condi t ions 
initiales, serv i ront à dé t e rmine r les inconnues x, >j, z, 

N en fonction du t emps . 

Observons que le r ad ica l 

doit être affecté du double signe i - , ce double signe 
se r appor t an t a u x deux direct ions opposées suivant 
lesquelles la réac t ion peu t agi r , l 'une ex t é r i eu re , l ' aut re 
in tér ieure . 

Nous pouvons conveni r de donne r au rad ica l le 
signe + ; a lors la réac t ion inconnue sera ± X, 
c 'est-à-dire que nous donnerons un signe à N . Le calcul 

fera connaître N non seulement en grandeur, mais 

en sens .- si elle est posit ive, elle co r r e spondra à la 
part ie de la n o r m a l e définie p a r le s igne 4- du rad ica l ; 
si elle est néga t ive , elle co r r e spondra à la pa r t i e 
opposée de ce t te no rma le . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 108 — 

8 1 . Nous commencerons pa r l 'é lude de quelques 
propriétés communes à tous les mouvements sur une 

surface. 

Multiplions les équa t ions (3) respec t ivement par 
dx, dy, dz, et a joutons ; nous a u r o n s : 

dxd'-x 4 - dydhi dzdlz „r , , „ , , „ , 
m * •' = Xdx + \ dy + Zdz, ( 1) 

le coefficient de N é t an t nu l , en v e r t u de la relation : 

T ù 4- - r + i - dz = 0. 

Cette équat ion (4) nous donne : 

mu dv = Xdx 4 - Yrfy 4 - Zdz, 

d'où, en i n t ég ran t , 

Imv'1 = C + I"[Xdx 4 - Ydy 4 - Zdz\, (i>i 

ou bien, en dés ignan t p a r vn la vitesse ini t iale : 

i m ? , V = y (Xda; 4 - Ytfy 4 - Zdz) 

o 

l t 

=fvds cos 9 = y Tds. (3) 

Cette de rn iè re équat ion nous donne le théorème 
su ivan t : 

T H É O R È M E . -— La variation de force vive entre deux 

positions du mobile est égale au double du travail 

de la force motrice. 
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dlx 
m w = 

d'y 
dt-
d'z 

m w -

L'équation (G) pe rme t de dé t e rmine r la vitesse à un 
instant que lconque du m o u v e m e n t . Llle nous app rend 
que cette ritesse est indépendante de la réaction 

normale, et ne dépend, que de la force motrice. 

8 2 . S'il existe u n e fonction de force, on a : 

Xdx + Xdy -4- Zdz = d . m (x, y, z), 

et l 'équation ( 5 ) nous donne : 

mv2 = 2 o (x, y, z) + C, (7) 

ou bien : 

mv- — mv0

2 = 2 ç (x, y, z) — 2cp [x0, y0, za). 

Nous pou r rons a lors cons idérer les surfaces de 

niveau, comme dans le cas d 'un point l ibre . Nous 
trouverons que ces surfaces jouen t , dans le cas d'un 
point assujett i à d e m e u r e r sur u n e surface, le m ê m e 
rôle que si le point é ta i t l ibre , et sollicité p a r la m ê m e 
force P . 

8 3 . CAS P A R T I C U L I E R S . — 1° Considérons le cas ou 

la force motrice est constamment nidle, c 'est-à-dire 
où le point ma té r i e l se m e u t su r u n e surface fixe 
en ver tu d'une vitesse in i t ia le . 

Dans ce cas , l 'équat ion ( 5 ) nous apprend que la vitesse 

v est constante. 

Les équat ions du m o u v e m e n t sont alors : 

N eoa / , 

N cos a, 

N cos v. 
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On en t i r e : 

rPx rpy diz 
COS À COS fJ. c o s v 

P a r conséquent , la normale à la surface coïncide en 

direction avec la normale principale à la trajectoire. 

Il en résu l t e que la t ra jectoire est une ligne géodésique 

de la surface . (Test la l igne la plus cour te que l'on 
puisse m e n e r sur la surface en t re deux quelconques 
de ses points (I, n° 3 7 4 ) . 

Ainsi , quand un point matériel, assujetti ce demeurer 

sur ime surface , se meut sur celte surface sans 

être soumis à taction d'aucune force, il parcourt 

uniformément une ligne géodésique de la surface. 

2° Il est facile de voir que le mouvement est 
encore uni forme, dans le cas où la force motrice est 

constamment normale à la surface : car , on a aussi 
dans ce cas : 

Xdx + Ydy + Zdz = 0, 

et, p a r conséquent , la vi tesse est cons tan te . 

8 4 . Revenons m a i n t e n a n t à la solution du problème 

g é n é r a l . 

En é l iminant N en t re les équa t ions (3), on obtiendra 

deux équa t ions qui, jo in tes à l 'équat ion (1), déterminent 

x, y, z en fonction de t. P o u r ob ten i r la trajectoire, 

il suffira d 'é l iminer t e n t r e les deux équa t ions résultant 

de l 'é l iminat ion de N : on obt ient a insi une équation 

en x, y, z qui , jo in te à l 'équat ion (1), détermine 

la t ra jec to i re . 

Ces calculs , en g é n é r a i impra t i cab l e s , se simplifient 

dans le cas où il exis te u n e fonction de force, 

c'est-à-dire quand l ' in tégrale des forces vives existe. 
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En effet, on a alors : 

mv2 = 2cp (x, y, z) + C ; (7) 

d'autre par t , des équa t ions (3) on t i re , en mul t ip l i an t 

la première p a r dy, la deux i ème p a r dx, et r e t r a n c h a n t : 

Or, on a iden t iquemen t : 

dy 
dy_ _ d.ï 
dx dx' 

dt 

d'où 

dx d-y dy d2x d2n d2x 
,di/ 7 Û ~d¥ ~'dl ~d¥ 1 ¥ ~d¥ J . 

d —f~ = J— dt = ;—-
dx idxY idxV t d x y f d x y 

[ d i t \ ~ d t ) 

par conséquent , 

d2i; , d2x , jdx,2 .du , tdx\2 jdi/ 

En subs t i tuan t dans l 'équat ion (S), il vient 

(dxy dy 

En combinan t de la m ê m e maniè re les doux dern iè res 

équations (3), on a : 
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En él iminant N en t re les équat ions ( 9 ) et ( 1 0 ) , 
on obt ient u n e équat ion qui ne renferme plus que 
les coordonnées x, y, z, et la force vive mv1. 

O r , si l'on él imine la force vive au moyen de 
l 'équat ion ( 7 ) , on ob t i endra u n e équat ion différentielle 
qui ne renferme que les coordonnées x, y, z, et qui, 
jo in te à l 'équat ion ( 1 ) , dé te rmine ra la trajectoire. 

Cette mé thode de calcul est due à L a g r a n g c . 

R E M A R Q U E . — Dans le cas par t icu l ie r où la force 
motr ice est c o n s t a m m e n t n u l l e , la vitesse v est 
cons tan te , et l 'é l imination de mv"' et de N se fait 
en divisant m e m b r e à m e m b r e les équat ions ( 9 ) et (10 ) . 
On a ainsi : 

dx2 dx 
dy* 

d 
dz 
dy 

dF , dF . 
- y - d.x — dy 
a y ux 
dF , dF , 
- 3 - du =r- dz 
dz J dy 

8 5 . P R E S S I O N NORMALE. — Soient m la position 

du mobile à la fin du t emps l (fig. 1 7 ) , SS ' la trajectoire 

inconnue, m'Y la t a n g e n t e à la t rajectoire suivant 

Fia:. 17. 

la direction du m o u v e m e n t . Décomposons la force P en 

d e u x composantes , l 'une »îA suivant la tangente à la 

t ra jectoire , l ' aut re mB pe rpendicu la i re à la tangente 

dans le p lan T Î H P de la force et de la tangente. 
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Soit m'S la r éac t ion inconnue de la surface, d i r igée 
suivant la n o r m a l e à ce t te surface. Il est évident que 
la résul tante de mB et de Î H N doit ê t re u n e force 
centripète mK d i r igée su ivant la n o r m a l e pr incipale 

courbure de ce t te t ra jec to i re . 

Donc, la pression normale — N est la résultante 

île la composante de la force P suivant la normale à la 

trajectoire, et de la force centrifuge mK' = — 

Mais, dans le cas ac tue l , ce t te cons t ruc t ion n'offre pas 
les mêmes a v a n t a g e s que dans le mouvemen t su r u n e 
comme (n° 7 8 ) . • 

8 6 . R E M A R Q U E . — On peu t obteni r la pression 

normale de la m a n i è r e su ivan te : 

Multiplions les équat ions (2) r e spec t i vemen t p a r 
COSÀ, e os p , COS-J, et a joutons, il v i e n d r a : 

— N = (X cos /.. + Y cos p + Z cos u) 

Comme on le voit, ce t te pression se compose de deux 
part ies , la p remiè re : 

est la project ion de la force mot r ice P su r la n o r m a l e 
à la surface : nous la dés ignerons pa r P ' ; la seconde 
part ie est la composan te de la force d ' inert ie su ivan t 
la normale à la surface. 

Ti 'l'i "• 

à la t ra jectoi re , et éga le à ——, p é tan t le r ayon de 

X cos / + Y cos a - j - Z cos y , 

8 
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F i g . IS . 

Cela posé, soit SS' la trajectoire du point matériel 
sur la surface ; imaginons par la normale une section 

normale Al'» (fig. 1S) 
ayant la. nudile tangente 
niT (pic la trajectoire. 

Soit p' le rayon de 
courbure de cette section 
normale : il sera dirigi' 
suivant la normale à. la 
surface. Les angles que 
ce rayon de courbure 

fait avec les axes sont donnés par les formules : 

cos / = ± rPx 
ds2 ' 

Or, on a : 

d'où : 

, d-t/ 

, d-z 
cos u = ± p ' - , — 

' ds" 

dx _ dx ds 
Tt ~ Tis dt ' 

<Px _ ipx^ ds^ dx (ps_ _ 
dl* ds2 dl2 + ~ds dP ! 
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par suite, 

idrx . , dly n . d2z \ 

/afe , , du , dz \ dls + m I cos x -\—y- cos a + -j— cos u J-^-j- • 
^ rfs GJ.v ' ds I dt-

Or, la seconde pa r t i e d u second m e m b r e est nu l le , 

à cause de la re la t ion : 

cos 1 dx -f- cos p dy -f- cos u rte = 0. 

On a donc : 

- * = p - m Sr- [ d¥ C 0 3 l + d s ï c o s + d¥ c o s -J) ' 

ou bien : 

Donc, to pression normale se compose de la pression 

P' due à la force motrice, augmentée ou diminuée d'une 

autre pression qiti ne dépend que de la vitesse et de la 

courbure de la surface dans le sens du mouvement. 

Cette seconde pression est u n e vér i tab le force centr ifuge 
engendrée pa r le m o u v e m e n t su r l a surface. C'est ce t te 
force centrifuge qui dis t ingue la pression d y n a m i q u e 
do la pression s t a t ique . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 11G — 

8*7. On peut d 'ai l leurs donne r à l 'expression de cette 
seconde force u n e a u t r e forme. En effet, si l'on désigne 
p a r p le r ayon de cou rbu re de la t ra jectoire SS' décrite 
pa r le point maté r ie l , r ayon de c o u r b u r e que l'on pourra 
dé termine] 1 quand on conna î t r a la t ra jec toi re , par 9 
l 'angle que fait le p lan oscu la teur de ce t t e courbe au 
point x, y, z, avec la no rma le à la surface (ou l'angle 
du r a y o n de cou rbu re de la t ra jec to i re avec la normale 
à la surface), nous a u r o n s , pa r le t h é o r è m e de Meunier : 

p = p' cos 8 ; 

pa r conséquent , 

_ N = P 1

 T — cos 6. 

P 

Donc, la pression sur la surface se compose de la 

pression due à la force motrice (projection de P sur 

la no rma le à la surface) , augmentée ou diminuée de la 
mv " 

force centrifuge qui résulte du mouvement du point 

P 
sur sa trajectoire, multipliée par le cosinus de l'angle 

du plan osculateur de la trajectoire avec la normale 

à la surface. 

8 8 . R E M A R Q U E . — Ce r é s u l t a t est d 'ai l leurs évident, 

si l'on observe que les c i rcons tances du mouvement, 

se ron t les mêmes , si l'on suppr ime la surface, et si l'on 

assujet t i t le point à d e m e u r e r su r la courbe décrite. 

Or, le m o u v e m e n t s u r la courbe donne lieu à une force 

c e n t n i u g e , d i r igée su ivan t le r ayon de courouro 

de la t ra jec to i re . Si l'on décompose cet te force en 

deux : l 'une no rma le à la surface cos 0, l'autre 
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tangcntielle —-— s i n o , la p remiè re seule d é t e r m i n e r a 

sur la surface u n e pression qu'il faudra ajouter 

à la pression r é su l t an t de la force motr ice . 

tmf . , , ,. 
8 9 . La composan te —-— sm 0 donne lieu a u n e 

remarque impor t an t e : elle est s i tuée dans un plan 
passant p a r la no rma le à la surface et pa r le r ayon 
de courbure de la t ra jec toi re ; de plus , elle est 
perpendiculaire à la n o r m a l e à la surface. Elle est 
donc dans le p lan t a n g e n t , e t pe rpendicu la i re à la 
tangente en m à la t ra jec to i re . Il résu l te de là que les 
trois droites : la n o r m a l e à la surface, la t a n g e n t e à la 
trajectoire, et la d i rec t ion de la seconde composan te 
forment t rois droi tes r e c t a n g u l a i r e s . Or, nous pouvons 
décomposer la force P en t rois forces dir igées su ivan t 
ces trois dro i tes , savoir : 

1° une composan te T su ivan t la t a n g e n t e à la t ra jec
toire : c'est ce t te composan te qui p rodui t le m o u v e m e n t 
du point m su ivan t la t a n g e n t e à la t ra jectoire ; 

2° une composan te P ' su ivan t la no rmale à la surface : 
c'est cet te composante qui en t re dans l 'expression de la 
pression n o r m a l e à la surface ; 

3° u n e composante Q su ivan t la perpendicu la i re aux 
deux p récéden tes . 

Or, la composan te T p rodu i t le m o u v e m e n t sur la 

t ra jec to i re ; les composan tes P ' e t cos 0 produisent 

la pression su r la surface . Les deux composantes 

Q et sin 0 ne produisent ni mouvemen t , ni pression ; 
P 

tdles doivent donc ê t re égales , et nous au rons : 

Q = sm 9. 
P 
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Or, la composante Q est nul le : 

1° lorsque le point ma té r i e l n 'es t sollicité pa r aucune 

force ; 

2° lorsque la force mot r i ce P est no rma le à la 

surface ; 

o° lorsque la force mot r ice es t d i r igée suivant 
la tangente! à la t rajectoire : c'est ce qui a r r ive lorsque 
la force mot r i ce provient du frottement.,, ou de la 
rés i s tance de l 'air ; 

-1° lorsque la force mot r i ce est la r ésu l t an te de T 

et de P ' seu lement , c 'es t -à-dire lorsqu'el le se compose 

d 'une pression et d 'une force t angen t ie l l e . 

Dans tous ces cas , on a : 

sinQ = 0 ; 

d'où 

sin 6 = 0, ou bien G = 0. 

Donc, dans tous ces cas , la t ra jec toi re est telle que 
l 'angle du plan osci l lateur avec la n o r m a l e à la surface 
est nu l , c'est-à-dire que le flan osculateli}- est normal 
à la surface. La t ra jec to i re est donc une ligne 
géorlésique. 
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CHAPITRE VII. 

M o u v e m e n t d ' u n p o i n t m a t é r i e l p e s a n t 
s u r u n c e r c l e v e r t i c a l . 

9 0 . P R O B L È M E . — Trouver le mouvement d'un point 

matériel pesant assujetti à demeurer sur un cercla 

vertical de rayon a. 

Prenons l ' axe des x dans le p lan du cercle , 
et t a n g e n t au point le plus 
lias, l 'axe des z ver t ica l et 

z d i r igé en sens inverse de la 
B ' p e san teu r . 

L 'équat ion du cercle est : 

F i g . 19. 

XI — 2a z = 0. 

x L 'équat ion des forces vives 

nous donne (n° 4 9 ) : 

m (v1 — v0-) = — 2 J mgdz ^= — 2mg j dz 

d'où, en dés ignan t p a r h l a h a u t e u r ini t iale NB (tig. 10) : 

V- — v/ = 2g [h — z). (1) 
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Or, on a : 

dx2
 - 4 - dz' 

dt- 2az — z2 dp 
a2 dz* 

par consequent , 

a2 dz2 

4- 2gh — 2gz. 
2az — zi dt2 

On Lire de là : 

dt = ^ 
adz 

y'i2az — z-) [v0* 4 2gh — 2gz) 

On p r e n d r a le s igne — dans le second membre 

lorsque le mobile descendra , puisqu'alors z diminue 

quand t a u g m e n t e , et , p a r conséquent , dz et dt sont 

de s ignes cont ra i res ; on p r e n d r a le signe 4- lorsque 

le mobile mon te ra . 

Cette équat ion (2) est Yêquation différentielle du 

mouvement. 

9 1 . Avant de nous occuper de cette équation, 

r ep renons la formule (1) : 

qui donne la vitesse à un ins tan t quelconque du 

mouvemen t . 

On en conclut que la vitesse est maximum pour 

z = 0, c 'est-à-dire au point le plus bas . On a alors : 

= v 2 4- 2gh - 2gz, 

= V + 2gh. 
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La vitesse est nul le , lo rsque l'on a 

«V + 2gh - 2gz = 0, 

d'où l'on t i re : 

z = h 4 -

pourvu que l'on ai t : 

h 4 - | ^ < 2 a , 

puisque l 'ordonnée .î ne peu t pas ê t re plus g r a n d e que 
le d iamètre du cerc le . Dans ce cas , le mobi le , p a r v e n u 
à cette h a u t e u r , r edescendra ; sa vitesse dev iendra 
nulle de l ' aut re côté pour la m ê m e va leu r de z, et le 
mouvement oscillatoire se con t inue ra indéfiniment . 

Si, au con t r a i r e , on a : 

la vitesse dev iendra m i n i m u m a u point le plus élevé 
du cercle, mais elle n'y se ra pas nul le , et le mouvement 

révolutif au r a l ieu c o n s t a m m e n t dans le m ê m e sens . 
Les deux mouvemen t s p récéden t s sont périodiques. 

Enfin, si l'on a : 

la vitesse sera i t nul le a u point le plus élevé du cerc le , 
et le mobile y sera i t en équi l ibre , s'il pouva i t y pa rven i r . 
Ce mouvement est appelé apériodique. Mais nous a l lons 
voir que le mobi le t end vers cet te position l imite , 
sans j a m a i s pouvoir l ' a t te indre . 

h + > 2a, 
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9 2 . E x a m i n o n s donc ce cas pa r t i cu l i e r , le seul 
où l 'équation (2) puisse ê t r e in t ég rée sous forme iinie. 
Nous a u r o n s a lors , en in t rodu i san t cet te condition dans 
l 'équat ion (2) : 

adz adz 

dt = +- . = 4 \/2az — z-[/Aag — 2gz \/->g [2a — z; |/~ 

dz 
P o u r i n t é g r e r ce t t e express ion , observons que ' 2 | / -

est la différentielle de j / s ; d ' au t re p a r t , on peut 
décompose r la fraction - — - — de la m a n i è r e suivante : r 2a — 

2 l /2a \ l / 2 « 4- [/z l / 2a — l / s / 
2a —z 2 \/2a \\/2a 4- [/z \/~2a — \/~x 

Nous aurons donc, pour le mouvement descendant 

I dz dz ) 

dt : l/s . 2 | / s J 

' i/2a-\-[/z 1 l / 2 a — | / i " ) ' 

d 'où, en i n t é g r a n t , 

2V? 1/ 2a - | / s 

P o u r d é t e r m i n e r la cons t an te , faisons £ = 0, ce qui 

nous donne z — /1, et nous a u r o n s : 

2 V 17 ]/2a - l/h 
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on a donc : 

. / a , \/2a~ + \/z 1 . la \/->a + \/h 

\ g '[/2a — ] / ' z " ^ \ g '[/2â — \/k 

Lorsque le mobi le a r r i v e a u point le plus bas , 
on a z = 0 ; p a r sui te : 

C'est le temps employé par le mobile pour aller 

du point A au point H. 
dz 

A par t i r de cet in s t an t , J - dev ien t positif; il faudra 

changer le s igne du p remie r t e r m e de la va leur de t, 

et nous a u r o n s pour le m o u v e m e n t a s c e n d a n t : 

A mesure que t a u g m e n t e , z a u g m e n t e ; ma is , il est 
loujours plus pet i t que 2a. En effet, pour z = 2a, 

il vient t -- o o . Le mobile ri arrive donc jamais au 

point le plus élevé du cercle, mais il s'en approche 

indéfiniment. 

9 3 . Considérons m a i n t e n a n t le cas où le mobi le 

oscille de p a r t et d ' au t re du point le plus bas , 

et posons : 

'a j [/2a + \/h 

9 ' \/2a — y h 

t 
• •• \/2a 4- l / h 

9 ' y 2a — y Ti 

H«. 4- h h < 2a ; 
¿9 
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nous aurons a lors , pour le mouvement descendant 

adz 
dt = 

y 2az — z" [/ 2gk — 2gz 

a dz 

\/ 2g , 2az — z" [/h — . 

ou bien 

d t = - \ \ l * - d Z ( l - ± 

2 V g 1 / kz — z2 \ 2a 

Comme ^ est moindre que l 'uni té , on peu t développer 

le b inôme | l — -̂ j en u n e sér ie convergen te : 

( 1 - è ) " i - ' ^ é + è7Ï(è) , + -
, 1 . 8 . 5 .. (2n — 1) / z y « 
' 2 . 4 . 6 . . . ; ; » fe/ 

Nous au rons donc à i n t ég re r des expressions de la 
forme : 

/ 
" dz 

Or, on a 
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Proposons-nous de dé t e rmine r le t e m p s t que 

le mobile me t à a r r ive r a u point le plus b a s . A cet 

effet, observons que la vi tesse a u point le plus bas 

étant égale à [/ v0~ + 2g h, il r é su l t e de la formule : 

que celte vitesse est | / 2gk ; ce sera donc la vitesse due 

à la hauteur k. 

Donc, pour obteni r le t e m p s que le mobi le m e t 
à arr iver a u point le plus bas , nous devons i n t ég re r 
entre les l imites A et 0 ; ce t e m p s se ra év idemment 
le même que celui que le mobile me t t r a i t à r e m o n t e r 
à la h a u t e u r k, pu isque , pour la branche montante, 

nous devons i n t ég re r la m ê m e express ion, pr ise en 
signe con t ra i re , e n t r e les l imites 0 et h. 

On a d'ail leurs : 

c 0 * + 2gh = 2gk, 

f zndz (2n — 1) k /• z'l~ldz 

J x/kz — z' 
Si l'on pose, en géné ra l , 

il vient : 

i-

Or, comme on a : 
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on t rouve : 

_ 1 . 3 . 5 . . . ( 2 « - ) ) 
A * ~ 2 . 4 . 6 . . . 2n H ' 

Puisque, la durée de la demi-oscil lat ion descendante 
est éga le à la durée de la demi-osci l la t ion montante, 
nous au rons , en dés ignant pa r T la du rée de l'oscillation 
ent ière : 

(è) 
1 . 3 . 5 . . . ( 2 n — 1) / 1 \ " 

H 2 . 4 . 6 . . . 2n A n + -

ou bien : 

j_ / 1 . 3 . . . ( 2 n - l ) \ * / A \ » I 
1 \ 2 . 4 . . . 2 r c ) \2a) ' "'") 

( 'cite série est t r ès conve rgen t e , si ^ est très peut, 

et l'on pourrî t faci lement ca lcu le r l ' e r reur commise 

en s ' a r re tan t à u n t e rn ie que lconque . 

9 4 . Dans le cas où les oscillations sont t rès petites, 

k est t rès peti t , et l'on p o u r r a s 'a r rê ter au premier 

t e r m e . On au ra alors : 

V 
la durée de l'oscillation entière est indépendante de k. 
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Si l'on prend les doux p remie r s t e rmes , on a 

La durée de l'oscillation dépend odors de la hauteur h. 

REMARQUE. — Il est facile de voir qu 'en dés ignant 
p a r a. l 'angle supposé t r è s pet i t corres
p o n d a n t à la h a u t e u r k, on a (fig. 20) : 

Vis. 20. 
k 
a 

1 — COS a = 2 SÏn2 

p a r conséquent , la p remiè re va l eu r 
app rochée de T est en e r r e u r d 'une 
quan t i t é du second o rd re pa r r appor t 

à l 'angle a, et la seconde est en e r r e u r d'une quan t i t é 
du qua t r ième o rd re . 
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CHAPITRE Vin . 

M o u v e m e n t d u p e n d u l e s i m p l e d a n s l e v i d e . 

Fi£T. -21. 

9 5 . P R O B L È M E . — Un point matériel pesant est 
suspendu à l'extrémité d'un fil inextensible et sans 

masse. L'autre extrémité C du fil est fixe. Ce point 

se meut librement dans le vide, sans sortir du plan 

vertical passant par sa position d'équilibre Cl). 

Trouver les lois du mouvement. 

Soient A la position initiale 

du mobile (fig. 21), a l'angle 

(pue fait le fil avec la verticale 

d a n s cet te posi t ion initiale, 

v0 l a vitesse in i t ia le , tp l'angle 

que fait le fil avec la verticale 

à la fin du t emps t, v la 

vi tesse à cet ins tan t . 

Nous décomposerons l'ac

tion de la p e s a n t e u r au point 

m en deux forces : une force 

n o r m a l e mg cos œ qui est 

dé t ru i t e p a r la rés i s tance du fil, et une force tangemiello 

mg sin cp. 
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L'équation du m o u v e m e n t est donc : 

dv 
m ~ d t = ^ m g S m T ' 

ou bien : 

dv 
•di = 9 s m ^ 

Soit km = s l 'arc décr i t p a r le mobi le à la fin 
du temps t ; nous a u r o n s , en dés ignan t p a r r la 
longueur du fil : 

S = r (CL 

d'où 

et, par suite, 

_ ds 
v ~ T t r ~dl 

do d2f 

Tt r dF 

L'équation du m o u v e m e n t est dono : 

r - ^ f = — £ s i n ç . (1) 

Multipliant les d e u x m e m b r e s p a r 2dv, et i n t é g r a n t , 

il vient : 

( ds\2 

W) = C + 2 < 7 c o s ? . 
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T o u r dé t e rmine r la cons t an te , faisons t = 0 J d'où 

a = a. ; d 'ai l leurs, la vitesse ini t ia le é tan t v0, nous 

a u r o n s : 

~r(dï)rv'i 

pa r conséquent , 

v 2 

C -f- 2g cos a = - ° •. 

L'équation (2) devient a lors : 

\ dt) ^ ~r ~ 9 C'°S a ^ 9 C°S ?' 

d'où l'on t i re : 

dt = T / - _ • (3) 
1/ u 0

2 -f- 2grr (cos if — cos aj 

On p r e n d r a le s igne — , lo r sque le point m se meut 

dans le sens AHA', puisque cp d iminue quand t augmente : 

nous cons idérerons l 'angle <s> c o m m e négatif, quand 

le r a y o n Cm passe de l ' au t re côté de la verticale CIÎ. 
On p r e n d r a le s igne + , quand le point m se meut on 

sens con t r a i r e . 

9 6 . L 'équat ion (3) est i n t ég rab le , lorsque l'on a : 

v* = 2gr (1 + cos a ) , 

c'est-à-dire lorsque la vitesse initiale v est celle que 

le mobile acquiert en descendant du point le plus haut 

du cercle décrit avec r comme rayon. 
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On a alors : 

dt = T /

 n l ' S = =F \/l - ^ r - . 
V'igr (1 + coscp) y V

 cosï? 

Si nous considérons seu lemen t le m o u v e m e n t dans 
le sens AIj.V, nous au rons : 

dt^-x/I-È^, 
V g ^cos^cp 

d'où, en in tég ran t , 

<-c + v f « • * (£ - ! ) • 

Pour dé t e rmine r la cons tan te , faisons t = 0, d'où 
a = a, et il v ient : 

„ = c + v / î , . t g ( — ) . , 

nous aurons donc : 

t- (- - A 

(Test la formule qui donne le temps employé par

le mobûe pour décrire l'arc Am, en supposant qu'i l 

parte sans vi tesse ini t iale de l ' ex t rémi té B 1 du d i a m è t r e 

IÎCI3'. 
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Si, dans cet te formule ( 4 ) , on fait cp = 0, il vient 

< = v f < - » m - ï ) -

C'est le temps employé par le mobile pour décrire 

Vare AB. 

P o u r avoir l a d u r é e de l'oscillation entière, faisons 

<p = — a. d ans la formule (4), e t il v i endra , en désignant 

ce t e m p s p a r T : 

Donc, le temps que le mobile emploie pour aller 

de A en A', est double du temps employé pour aller 

de A en B . 

P o u r avoir le t emps que le mobi le met t ra i t pour 

r even i r en B', ex t rémi té supé r i eu re d u d iamèt re BCB', 

il faudra i t faire cp = — n dans la formule (4), ce qui 

nous donne : 

T = 

= 2t. 

t = = 00. 

Il faudrai t donc u n temps infini au mobile pour 

r emon te r jusqu 'au point B' (n° 9 2 ) . 
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C a s d e s p e t i t e s o s c i l l a t i o n s . 

9 7 . Supposons que le pendule effectue de très petites 

oscillations autour de la verticale, et supposons , 
en outre , que la vitesse initiale au point A soit nulle. 

L'équation (3) nous donne alors : 

2 rdy 4 fr dy 

V g i / 2 [ [/2gr(cosf—cos xj V<7l /2 (coscp— cosa) 

Or, puisque « e t <p sont supposés t r è s pe t i t s , nous 
pourrons poser : 

COS *p = 1 — -~, cos X = 1 — — , 

et nous a u r o n s : 

dt = 

d'où, en i n t é g r a n t , 

£ 1 / 

£ = \ / — ARC COS - + CORASJ. 

Mais, pour t = 0, on a cp = a ; pa r conséquent , 

LA cons tante est nul le , e t il v ient : 

-yTi arc côs - • (5 
a 
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Cette formule donne le temps employé par' le mobile 

pour décrire l'arc Am, 

On en t ire : 

œ = a C03 t 

équation qui détermine la position du mobile à la fin 

du temps t. 

P o u r t r ouve r la durée d'une demi oscillation, il fi ml 
faire <p = 0 dans la formule (5), et il v iendra : 

P o u r avoir l;i durée de l'oscillation entière, on fait 
tp = — a, et l'on a : 

on voit que T dépend do r s eu lemen t : il est indépendant 

de a. P a r conséquent , la durée de l'oscillation entière 

est indépendante de son amplitude, pourvu que celle-ci 

soit très petite. Ce temps est double de celui qui 

correspond, à la demi oscillation. 

Les osci l la t ions sont di tes isochrones. 

9 8 . La formule ( 7 ) pe rme t de donner une autre 

forme à l 'équat ion (G). En effet, de cet te formule (7) 
on t i re : 

(7) 
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par conséquent, on a 

On en t i re : 

= a cos 

d? 
"dt 

CLTT . T.t 

r M U T 

De ces deux de rn iè res formules on conclut : 

1° que cp et ^ r e s t en t les m ê m e s lorsque t a u g m e n t e 

de 2T, c 'est-à-dire que la position du mobile et sa 

vitesse redeviennent les mêmes après la durée d'une 

double oscillation. 

d<s 
2" q u e , si t a u g m e n t e de T , cp et c h a n g e n t 

de signe en conse rvan t l eurs va leu r s absolues . Ainsi , 
à des intervalles de temps qui diffèrent d'une oscillation, 

le pendule fait des angles égaux avec la verticale, mais 

de côtés différents, et ses vitesses, dans ces positions, 

sont égales et de signes contraires. 
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M o u v e m e n t d u p e n d u l e s i m p l e 

d a n s u n m i l i e u r é s i s t a n t . 

9 9 . P roposons-nous d 'é tudier le mouvement du 

pendule simple dans l'air. 

Au poin t m (flg. 22) les forces qui agissent sur 

Fig. 22. 
le mobi le sont l 'action de la 
p e s a n t e u r e t la résis tance de 
l 'air . Cette de rn i è r e ag i t en sens 
con t r a i r e du m o u v e m e n t : nous 
la dés ignerons p a r R. En décom
posan t l 'action de la pesanteur 
a u po in t m, nous obtiendrons 
u n e composan te no rma le mg co&y 

qui est dé t ru i t e pa r la résistance 
d u fil, et u n e force tangentielle 
mg s in cp. 

L'équat ion du m o u v e m e n t es t donc : 

m - T 7 = mg sin cp — R. 

Comme il s 'agit de pet i tes vi tesses, nous supposerons 

l a rés is tance R propor t ionnel le à la vitesse, et nous 

poserons : 
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ou bien 

Or, on a 

d'où 

dIs q ds 

s = r (a — <p), 

ds _ d? d2s _ d*<p. 
~dl ~ ~~y"W d ï » " ~ ~ " — " ' 

l 'équation d u m o u v e m e n t es t donc : 

dt* + k d t + r s m ? - ° -

Or, si nous supposons les osci l lat ions t rès pe t i t e s , 

l 'angle <p se ra t r è s pe t i t et nous pou r rons r e m p l a c e r 

sin <p p a r Y ; nous a u r o n s a lors l 'équat ion du second 

o rd re : 

d*y g d? g _ ( 1 ) 

L'équat ion ca rac té r i s t ique est : 

L 'équat ion du m o u v e m e n t devient a lors 

dv . q 
• - d i = g * m ï k V > 
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d'où l'on tiro : 

G _ g , . / g* / 7 , 

Or, ces doux rac ines sont imag ina i r e s : en effet, il est 
facile de s 'assurer ([ue, si les rac ines de l 'équation (2) 
é ta ien t rée l les et inéga les , ou bien réelles et égales, 
o ne pou r r a i t j a m a i s deven i r nul , et le pendule 
ne r ev i end ra i t pas à la posit ion ver t ica le , ce qui 
n 'est p a s . 

1 0 0 . Supposons d 'abord les racines réelles et inégales: 

elles s e ron t néga t ives , ca r on a : 

V 9L _ < a 
4k°- r 2k 

Nous les dés ignerons p a r — (3' et — fi", et nous 

suppose rons ¡3' > ¡3" en va l eu r abso lue . Nous aurons 

a lors p o u r la solut ion g é n é r a l e de l 'équat ion (1) : 

Ce 1 + C'e ^ , 

d'où 

dl 1 1 

Pour d é t e r m i n e r les cons t an t e s , n o u s r emarque rons 
que , p o u r t = 0, on a <p = a ; d ' au t re pa r t , la vitesse 

ini t iale é t a n t nu l l e , on a auss i ^ = 0, pour t = 0 ; 

pa r su i t e , il vient : 

a. = C + C r, 

0 = Cfi' + C'|3" ; 
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d'où l'on t i re : 

C = — 

P a r sui te , 

c = — 
a - 3't 

— 3"t 
Or, pu isque (î' > on a e ? l < e * ' , e t , en 

mul t ip l iant p a r fi" < il v ient : < (3'e ' 
P a r conséquent , cp ne pour ra i t t endre vers zéro que 
si t t end vers l'infini. Le m o u v e m e n t est a-périodique, 

puisque le pendu le tend a sympto t iquemen t vers sa. 
position d 'équi l ibre . 

1 0 1 . Supposons en second lieu les racines réelles 

et égales .- elles se ron t tou tes les deux négatives., 
et la solution g é n é r a l e de l 'équation (1) sera a lors : 

«p = e ? t (C + Cl), 

d'où : 

(C + Cl) + Ce 
— ?t 

En faisant t = 0, on a : 

a = C, 0 = C — |3C, 

d'où : 

C = a, C = 

par sui te , 

cp = ae p (1 + 
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Or, puisque |3 es t positif, ce t te va l eu r de © ne 
pou r r a i t ê t re nul le que pour t = o o . Le mouvement 
e s t donc encore apériodique. 

Il r é su l t e de l à que les rac ines de l 'équation (2) sont 
i m a g i n a i r e s , si, comme nous l ' admet tons , le mouvement 
do i t ê t r e oscillatoire. 

1 0 2 . Cela posé , r e p r e n o n s les va leu r s de ¡3 que nous 
pouvons m e t t r e sous la forme : 

ces r ac ines é t an t imag ina i r e s , posons : 

e t nous au rons : 

L a solut ion géné ra l e de l 'équat ion (1) se ra donc : 

<p = Ce 4- C'e 

= e \ Ce + C'e \, 

ou "bien : 

<? = e ** jj A cos yt y ̂  4 B sin yt j • (3) 
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S — á t ( A » T « v ^ + » - r « v D « " f i 

P a r sui te , en fa isant í = 0 d ans (3) et (4), on a 

a <= A, 

d'où l'on t i r e : 

< L \ ' gr 
A = a, B 2Ay 

On a donc enfin : 

ae i c o s y i ' 

iti *¿r£ f 
(s; 

Pour dé t e rmine r les cons tan tes qui en t r en t d a n s 

cette formule, nous ferons t = 0 ; d'où cp = a, et -~ = 0. 

Or, on a : 
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Or, il est facile de voir que , d a n s l 'expression de 

i — dt 
le coefficient de cos yt \ — est nu l ; q u a n t au coefficient 

/— V r 
de s i n y t \ f — , on a : 

par conséquent , l 'équat ion (6) devient : 

dy 
TU \/ - e SIN yt\ — 

y Y r \ r 

P o u r t r ouve r la durée d'une oscillation, observons 

qu'à la fin de c h a q u e oscillation on a ~ = 0; or, cette 

condit ion nous donne : 

ï * \j9r = n z 

par sui te , nous t rouvons pour la d u r é e de la première 

oscillation : 

(8J 

formule dans laquel le 
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La formule (8) ne diffère de celle qui se r a p p o r t e au 

mouvement d a n s le v ide (n° 9 7 ) que p a r le dénomi

na teur y. On en conclut que les oscillations sont 

isochrones comme clans le vide, et leur durée est 

augmentée dans le rapport de 1 à y. 

Si, dans la formule ( 5 ) , on fait success ivement : 

TÏ , / r 2K » / r 

-7VV Y\J 
on obt ient les va l eu r s su ivan tes : 

71 . ,— 2ti: 

— - — \/YR — ~ V YR 
cp = a , — ac 2i"<" , ae , 

D o n c , les ampl i t udes successives des d iverses 
oscillations forment u n e progress ion géomé t r ique 

décroissante don t la ra i son est e - [ 
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CHAPITRE IX. 

M o u v e m e n t d ' u n p o i n t m a t é r i e l p e s a n t 

s u r u n e c y c l o ï d e . 

1 0 3 . Considérons un point matériel pesant se 

mouvant sur une cycloïde ABC dont l'axe est vertical. 

P r e n o n s pour axe des x (fig. 23) la t angen te Bx 

au point le plus bas, pour axe des y la perpendiculai re 

menée en sens inverse de la p e s a n t e u r . Soient X 

la posi t ion init iale du mobi le , la vitesse é t an t nulle 

en ce point , m la posi t ion du mobile à la fin du 

t emps t, (x, y) ses coordonnées , v sa vitesse à cet 

ins tant , et BH = h la h a u t e u r du point N au-dessus 

de l 'horizontale . 

Fig. 23. 

y 
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Les composantes de la force é t a n t 

X = 0, Y =- — rag, 

nous aurons , en v e r t u du t h é o r è m e des forces vives, 
qui est appl icable dans le cas ac tue l (n° 4 9 ) : 

mv2 — fdy = 2mg [h — y) ; 

par conséquent , l ' équat ion du m o u v e m e n t est 

v* = 2g [h - y), 

ou bien : 

ds* 
dP 

= 2g (h — y). 

Or, si nous dés ignons p a r a le r a y o n du cercle 

géné ra t eu r , l ' équat ion de l a cycloïde est : 

dx _ . /2a _ 

dy ~ \~y~~ 

par suite, 

0 / 7 

f f e * = y dy\ 

et l 'équation (I) nous donne : 

2a dy*-
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d'où l'on t i re : 

dt = T 
a dy 

g \Zhy-y--

On p rend ra le s igne — lorsque le mobi le descendra, 
pu isque , d a n s ce cas , y d iminue quand t augmente, 
et, p a r conséquent , dy et dt sont de s ignes contraires ; 
on p r e n d r a le s igne 4- lo rsque le mobi le monte ra . 

1 0 4 . Considérons le m o u v e m e n t descendant , et NOUS 
a u r o n s : 

P o u r dé t e rmine r la cons t an te , faisons t = 0, y = h, 

et nous a u r o n s C = 0. 

On a donc : 

C'est le temps employé par le mobile pour décrire 

l'arc Km. 

Si, dans cet te formule, on fait y = 0, il vient : 

d'où, en i n t ég ran t : 
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pour le temps employé par le mobile pour décrire 

l'arc AB. Ce t e m p s est, c o m m e on le voit , i n d é p e n d a n t 
de h. Donc, quel que soit le point de départ du mobile, 

il arrivera au point le plus bas dams le même 

temps. C'est p o u r cet te ra i son que la courbe s 'appelle 
Tautochrone. 

D'autre p a r t , si Ton cons idère le m o u v e m e n t 
ascendant , on a : 

On voit donc que le t emps employé pa r le mobi le 
pour r e m o n t e r à l a h a u t e u r h est éga l au t emps 
employé pour descendre de la m ê m e h a u t e u r . 

La durée de l'oscillation entière sera donc : 

Or, 4a est le r a y o n de cou rbu re de la cycloïde a u 
point le plus b a s . Donc (n° 9 7 ) , la durée de l'oscillation 
sur la cycloïde pour une amplitude quelconque est 
la même qu'elle serait sur le cercle oscillateur au point 
le plus bas pour de petites amplitudes. 

1 0 5 . P roposons-nous m a i n t e n a n t de d é m o n t r e r que 
la cycloïde est la seule courbe tautochrone plane dans 

le vide. A cet effet, nous al lons c h e r c h e r quelle est 

d'où, en i n t ég ran t en t re les l imi tes 0 et h : 
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la courba plane sur laquelle un point pesant, abandonné 

sans vitesse initiale d'un point quelconque de celte 

courbe, parvient dans le même temps au point le 

plus bas. 

Soient s — y (y) l 'équat ion de la cou rbe , l 'arc s étant 
compté à pa r t i r du point le plus bas, e t h l a hauteur 
d'où p a r t le mobi le . 

L 'équat ion des forces vives nous donne : 

v = [/2g (h —y), 

d'où l'on t i re : 

ds 
dt 

l/2g di — y) ' 

en obse rvan t que s d iminue quand t a u g m e n t e . 

Nous a u r o n s donc pour la durée du parcours depuis 
la h a u t e u r h j u squ ' au point le plus b a s : 

o h 

— ds C ds 
r ~ d s f _ 

)[l/2g(h-y) {l/2g[h-y) 

I l s 'agit de dé t e rmine r s en fonction de y, de telle 
m a n i è r e epue l ' in tégrale soit indépendante de h. 

Or, on a : 

ds = <p' [y) dy, 

p a r conséquent , 

/• s ' ty\ dy 

J [/2g (h-y)' 
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Comme l 'ordonnée y var ie de 0 à h, nous pouvons 

poser ; 

6 étant une quan t i t é posi t ive, moindre que l 'uni té , 
et nous a u r o n s : 

et les l imites de l ' in tégra le sont cons t an t e s . 

Or, pour que t soit i n d é p e n d a n t d e h, il faut et il suffit 
que la fonction <p' (hQ) [/¿¡9 soit i ndépendan te de h ; soit, 
en effet, 

P renons la dér ivée p a r r a p p o r t à h, il v i endra : 

et ce t te fonction doit ê t re nul le , quel que soit h. 

Donc, 4' {№) doit ê t re iden t iquement n u l l e ; s ans cela , 
on pou r r a i t p r e n d r e h assez pet i t p o u r que ^' (/16) 
conservât le m ê m e s igne pour t ou t e va leur de /¿9 
comprise en t re 0 et h, et alors la somme ne pou r r a i t 
ê t re nul le . 

y = №, 

f (/¿5) [/M = [hQ], 

nous aurons : 
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•1/ (/¿9) = 0, 

o u bien, en r e m p l a ç a n t /¿9 p a r sa va l eu r y , 

V iy) = 0. 

On en tire : 

4> [y] = const., 

e t , p a r conséquent , 

¥' \y) \/y — const. •= | / a , 

d'où : 

e t , en i n t é g r a n t , 

<P (îd ~= 2 l / Â p . 

L'équation de la coui 'be est donc : 

S = 2 | / Â y ; 

or, ce t te équa t ion est celle d 'une cycloïde don t le rayon a 
du cercle g é n é r a t e u r es t donné p a r la formule : 

8a = 4A, 

A-\K. 

d'où : 
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B r a c h y s t o c h r o n e . 

Fis. 24. 

1 0 6 . La cycloïdo jou i t encore d 'une a u t r e p ropr ié té 

r emarquab le . 

Soient A et lï d e u x points s i tués dans un p lan 
ver t i ca l , A le plus élevé des 
deux . Supposons qu 'en t re ces 
d e u x points on m è n e u n e courbe 
que lconque AC13 (tig. 24), et 
qu 'un poin t m a t é r i e l pesant, 
gl isse sans f ro t tement le long 
de ce t te cou rbe . 

Le t h é o r è m e des forces vives 
qui est appl icable (n° 4 9 ) , nous 

permet de d é t e r m i n e r le t e m p s T employé p a r le mobi le 
pour décr i re l 'arc A13. 

Cela posé, nous al lons d é m o n t r e r que la cycloïde 

à axe vertical, dont le point de rebroussement est en A, 
et qui passe par le point 13, est la courbe pour laquelle 

le temps T est un minimum. Cette p ropr i é t é a fait 
donner à la cycloïde le n o m de brachystochrone. 

Prenons pour axe des x l 'hor izontale V>x p a s san t pa r 
le point le p lus b a s 13, l 'axe des y é t a n t ver t ica l . 
Le t emps T employé à décr i re l 'arc Alï s e ra donné pa r 
la formule : 

ds 

V2g(h-y) 
0 ) 
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La ques t ion proposée consis te donc à t r ouve r entre 
les points A et B u n e courbe telle que l'intégrale (1) 
soit un minimum. Or, on a : 

[/2g J [/li- y 

et, si l'on pose : 

[/h-y 

la ques t ion es t r a m e n é e à r e n d r e l ' in tégra le : 

h 

y Tdx, 
V 

u n m i n i m u m ; on sa i t qu'il faut pour cela que l'on ait : 

h 

Mais, si nous p renons x pour va r i ab l e indépendante, 

nous a u r o n s dèx = 0, et, p a r conséquent , 

S y Ydx = y Zvdx. 

D'ail leurs, V é tan t une fonction de y et de y', on a : 
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d V = d y d y

 +
 ~d7j = N d y +" P ^ ' ' 

S V = S " 5 y +
 d j ? S y ' = N ^ + V h y ' ' 

d'autre p a r t , à cause de d$x = 0, il v ient : 

g , g d y _ o d y d ù y 

y dx dx dx ' 

par suite, 

S J%Ydx = J"{Nlydx + Pdùy) = ply-\-J"^i — lydx, 

et comme Sy es t nu l a u x l imi tes , pu isque les po in t s 

A et B sont fixes, on a : 

h h 

S y Ydx = y ^ N - Q Bycte. 

Il en résu l te que la condi t ion : 

h 

3 y Y c t e 0, 
u 

nous donne l ' équat ion : 

dP 
N _ C ± L = o . (3) 

d . r 
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De (2) on t i r e faci lement : 

rty 2 

P _ ^ _ 2/' 

et l 'équat ion (3) nous donne la su ivan te : 

rf y 

1 | / l ?/' _ — y) (1 + y'') 
2 (A 7/)ï ^ 

P o u r in t ég re r cet te équat ion différentielle, posons : 

2/ = 7 7 ^ = f g *» 

d'où : 

f/.» = cotga.dy, 

et l ' équat ion ( 4 ) devient : 

, s i n a 

1 L _ = ^ - y , 
2 C 0 s a (A - y ) ï COtgatfy ' 

ou b ien , en r é d u i s a n t : 

Sin a 
= 2 (h — y) cos zdx 4- sin adfr/. 
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On en t i re 

dy _ 2 sin se dn. _ 

h —y cos a ' 

d'où, en i n t é g r a n t : 

l . (h — y) = 2 l . cos oc -f- / . t ' , 

ou bien : 

c 
h — y = c cos 2 a = • 

J l-r y* 

Nous au rons donc pour l 'équation différentielle de la 

courbe : 

Or, si l'on r a p p o r t e ce t te courbe à deux axes r e c t a n 
gulai res a y a n t pour or igine le point A, l 'axe des y é t an t 
dirigé de h a u t en bas , les formules de t ransformat ion 
sont, en posan t AK = k : 

iJC — — Ji/ Ou f 

y = h — y', 

et l 'équation (5) devient : 

dx' V y - 1 -

sous cet te forme on voit que la courbe est une cycloïde 
dont l 'axe des x' est la base , le point A é t an t le point 
de r eb rous semen t . 
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1 0 7 . R E M A R Q U E . — On p e u t r é s o u d r e la question, 

de la m a n i è r e su ivan te , en obse rvan t que la condition 

pour que T soit u n m i n i m u m est : 

8 = 0 . 
{ y ft —y 

Or, o» a 

S f d s — f rds .1 l / A - y 

m a i s , 

i> -j dec t> j . dti i> 7 
ods = ùdx + àdy. 

par conséquent , la condit ion de m i n i m u m (6) nous 

donne : 

J
h dx ç . dy /• 

. . l / A — y ? Vh — y J 2 i'A — « \ * 
En i n t é g r a n t p a r pa r t i e s les deux p remie r s termes, 

il v ient : 

h 

dx dy X 
rfs r is » 1 

• o œ + . ^ — S y J 

- I t x d - ^ 4- ( = 0. 
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Le p remie r t e r m e est nu l , pu i sque Sx et 3y sont nuls 
a u x deux l imites ; p a r su i te , on a : 

h , 

j ìòxd-

d x S d y \ \ 

d s , I , d s d s ) [ 

+ à y [ ; = 0 ; 
V h — y V V h — y 2 [h — y ) 

on en conclut les deux équa t ions : 

d x 

d s 

d = 0 , 
l / h - y 

d y 

d — -< j = 0 . i8j 
Vh — y 2 ( h — y ] i 

Or, il est facile d e voir q u e ces d e u x équa t ions se 
réduisent à la p r e m i è r e ; en effet, on a iden t iquemen t : 

[ d s j ( d s J _ 1 

K l / h — y - J \ i / h ^ J ~ h ~ y ' 

d'où, en différentiant , et en a y a n t é g a r d à l 'équation (7), 
il vient : 

d y d y 

d s d s d y 

ce qui est l 'équat ion ( 8 ) . 
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D'a i l l eurs , de l 'équat ion (7) on t i re 

dx _ [/h — y 

ds ~ y/c 
ou bien : 

1 

d'où enfin : 

y- = ^ = \ / l£ i 

dx x h — y 

C'est l 'équat ion ( 5 ) que nous avons t rouvée précé
d e m m e n t (n° 1 0 6 ) . 

Vc 
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CHAPITRE X. 

M o u v e m e n t d ' u n p o i n t m a t é r i e l 

s u r u n e s p h è r e . — P e n d u l e c o n i q u e . 

1 0 8 . P R O B L È M E . — Un point matériel pesant, 

suspendu à l'extrémité d'un fil, ayant été écarté 

de sa position d'équilibre, est lancé dans une direction 

quelconque. Le "mouvement de ce point ne s'effectue plus 

dans un plan vertical. Ce pendule se meut autour de la 

verticale passant par le point de suspiension : il s'appelle 

pendide conique. Trouver le mouvement de ce point. 

Le point m a t é r i e l peut ê t re considéré comme assujet t i 

à se mouvoir su r u n e sphè re a y a n t pour cen t re le point 

de suspension, et pour r a y o n la l ongueu r du pendu le . 

Prenons pour or igine le cen t re de la s p h è r e , l 'axe 

des z é tan t dir igé d a n s le sens de la p e s a n t e u r (fig. 25). 

Soient N la tens ion du 

fil (ou la réac t ion de la 

sphère ) , l la l ongueur 

du fil. Les cosinus direc

teurs de la . n o r m a l e 

a u point m, vers le 

cen t re de la sphè re , 

x y z 
s o n t - 1 ' J ' ~ 1 •• 

si nous considérons la 
quant i té X comme posi

tive ou néga t ive , su ivan t que la réac t ion est dir igée 

Fi<r. 25. 
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vers l ' in tér ieur ou vers l ' ex té r ieur de la sphère, 

nous a u r o n s p o u r les équa t ions différentielles du 

m o u v e m e n t : 

mw T ' 

mdp = --r- f {1> 

d2z Nz 

On a d 'ai l leurs : 

x* + y2 + & = F- (2) 

Ces q u a t r e équa t ions se rv i ron t à dé t e rmine r 1 / , z, 

N en fonction de f. 

Des deux p remiè res on t i re : 

d2y dzx _ 0 

d'où, en in t ég ran t , 

t dy dx 
'~di~V dé (3) 

c é t an t une cons t an te . Cette équat ion n'est au t re que 

cel le que l'on ob t iendra i t en app l iquan t le théorème 

des a i res au mouvemen t proje té s u r le p lan des xy : 

ce théorème es t , en effet, app l i cab le , puisque la 

r é s u l t a n t e de N et de mg est d i r igée dans le plan 

p a s s a n t p a r le point m et p a r la ver t icale du point 

d e suspension (n° 2 7 ) . 
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Multipliant les équat ions (1) p a r dx, dy, dz, 

et ajoutant, il v ien t : 

dx d2x -f- dy d2y 4 - dz dlz 
W = 9DZ< 

le coefficient de N é t a n t nu l , pu isque l'on a : 

xdx 4- ydy 4- zdz = 0 ; 

en in tégrant , il v ient : 

dx1 4- du* + dz2 , , n 

ou bien : 

v2 — c' 4- 2(72, 

c' é tant u n e cons tan te que l'on d é t e r m i n e r a a u moyen 

des condit ions in i t ia les du mouvemen t , qui nous 

donneront : 

en désignant p a r v0 l a vi tesse ini t ia le , et p a r z 

la valeur ini t iale de la coordonnée z. 

On pouvai t d 'ai l leurs ob ten i r l 'équat ion (4) en 
appliquant le t h é o r è m e des forces vives qui est 
applicable dans le cas ac tue l (n° 4 9 ) . 

Les équat ions (2), (3) et (4) serv i ront à dé t e rmine r 
x, y, z en fonction de t. 

1 0 9 . On peut , pour i n t ég re r les équat ions (3) 
et (4), c h a n g e r de var iab les , et p r end re pour va r iab les 

I L 
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nouvel les l 'angle G que fait le r a y o n Oni avec l'axe 0*, 
et l 'angle ^ Çuie la project ion de ce r a y o n sur le plan 

des xy fait avec l 'axe Ox. On a a lors les formules : 

x ~ l s in G COS ij;, 

y = l s i n 0 s i n ^ , 

z — l cos G, 

d'où l'on t i re : 

dx , n . dB . . rfiL 

, „ . , , , - „ , d \ 

~r — l COS 0 S in li - T 7 - 4 - l s i n G COS li - ~ , 
citî T dt r dt 

dz j . 0 dQ 

dt dt 

Les équat ions (3) et (4) dev iennen t a lors : 

P s i n 1 G 
d^_ 
dt c, 

\dt) 
4 - l2 s i n 2 G cos ! 

Or, en posant , pour a b r é g e r , 
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ces équations nous donnen t les su ivan tes 

s i n 2 S dt = a> 

(5) 

la dernière devient , en a y a n t éga rd à la p récéden te 

td^ 

\dtj 
/dOy a* 2g . , , 

d'où l'on t i re : 

dt=± 

o d — c o s 9 — 
i ^ sin^e 

et, par sui te , 

,, adQ 
d$ = ± • 1 (7) 

sin 2 9 \ b 4- ^ cos 9 ^ -

Comme di doit toujours ê t re positif, on p r e n d r a , 
dans ces formules , le s igne + ou le s igne —, su ivan t 
que dQ s e ra positif ou négatif. On p r e n d r a donc 
le signe 4- lo rsque le mobi le m o n t e , e t le s igne — 
lorsqu'il descend. 

La formule (6) donne t en fonction de 6, au moyen 
des fonctions el l ipt iques ; lo rsque l'on conna î t r a la 
relat ion en t r e t e t 9, la formule (7) d é t e r m i n e r a ^ 
en fonction de t. 

1. I n t é g r a t i o n d e s é q u a t i o n s d e l a M é c a n i q u e , 1889, p. 9 i . 
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1 1 0 . On peut r é soud re la quest ion d 'une autre 
m a n i è r e , en employan t des coordonnées polaires 
dans le p lan des xy. A cet effet, nous désignerons 
par r le r a y o n vec teu r m e n é de l 'origine à la 
projection du mobi le su r le p lan des xy, et nous 
aurons : 

œ* + y* = r\ 

x d y - - ydx =-- r2d<\i, 

dx* + dyi = dr2 + r*dJf. 

Les équat ions (2), (3) et (4) nous donnen t alors : 

r 2 4 - z* = l-. 

r*d<b = cdt, 

dr2- 4 - r2dh2 4- dz' 
= c' 4- 2gz. (10) 

Or, on a : 

rdr 4- zdz = 0, 

et l 'équation (10) devient : 

z2dz2 + r'dp 4 - r2dz2 

r2di2 
= c' 4- 2 ^ , 

ou bien, à cause de (9), 

Pdz1 4- c 2 ^ ' 
(l2 - z2) dl2 
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d'où l'on t i re : 

di = ± 
Idz-

^/[l¿—zZ){c• + 2gz,—cz, (H) 

et, par conséquent , 

ledz 
(12) 

il2 — z-)[/[l£ — z*i \c[ - f - 2gz) — C 

Comme la différentielle dt est toujours posi t ive, 
on p r e n d r a le s igne + lorsque le mobi le descend , 
car dz est a lors positif, et le s igne — lorsqu'i l mon te . 

Les deux dern iè res équa t ions donnen t t et } en 
fonction de z, et l 'équat ion (8) nous d o n n e r a r 
en fonction de z. 

Les équat ions (11) et (12) ne peuven t ê t re in t ég rées 
que par les fonctions el l iptiques ou p a r approx ima t ion . 

1 1 1 . P o u r dé t e rmine r la tension N du fil, mult ipl ions 

les équations (1) p a r x, y, z et a joutons ; il v i endra : 

xd2x + y d'y 4 - zd2z _ N x2 + y2 + zi 

m + 9Z < 

d'autre pa r t , l 'équat ion (2) nous donne : 

xdx 4- ydy 4- zdz 
lit 

d'où : 

xd2x 4- yd'y 4 - zd*z dx2 4- dy2 + dz-
dt2 dt2 

0. 
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P a r conséquent , on a : 

d'où : 

ragz (13) 

ou bien, en ve r tu de ( 4 ) : 

N = 
m \?,gz 4- d) 

Cette formule nous app rend que N est positive, 
lorsque z est positif, c 'est-à-dire lorsque le point 
mobile est au-dessous du p l an hor izonta l passant par 
le cen t re de la sphè re . 

1 1 2 . R E M A R Q U E . — On a u r a i t pu écr i re immédia
t e m e n t l 'équat ion ( 1 3 ) en app l iquan t ce que nous avons 
dit (n° 8 7 ) de la pression exercée p a r u n point mobile 
assujett i à d e m e u r e r sur u n e surface fixe. 

E n effet, est la project ion du poids mg sur 

la no rma le à la sphè re , et — j - n 'est a u t r e que la 

project ion sur cet te m ê m e n o r m a l e de la force 

centr ifuge du mobi le . En effet, soit R le rayon 

d u cercle su ivan t lequel le plan oscula teur en un 

point quelconque de la t ra jec to i re coupe la sphère 

(ou le r a y o n du cercle oscu la teur de cet te courbe). 

La force centrifuge s e r a m ^—, e t , pour avoir sa 

project ion sur la no rmale à la surface (c'est-à-dire sur 

le r ayon de la sphère qui passe au m ê m e point) , on doit 
R 

mult ip l ie r cet te force p a r y • 
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1 1 3 . La solut ion du p rob lème peu t ê t re achevée 
complètement dans le cas où Vangle 9 que fait 

le pendule avec la verticale reste toujours très petit 

pendant toute la durée du mouvement -. le mobi le 
s'éloigne alors t r ès peu du point le p lus bas . 

Pour in t rodui re ce t te condi t ion dans les équa t ions 
du mouvement , observons que l'on a : 

Or, si l'on suppose l 'angle 0 t rès pet i t , on p o u r r a 
poser : 

cos 0 = -j i 

d'où l'on tire : 

P — z2 = P s in 2 0. 

dz = — l sin QdQ. 

9a 
sin 0 = 0, et cos 0 = 1 — -— ; 

par suite 

Nous au rons donc , d a n s ce cas , 

№dQ 
dt= T 
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l 6dQ 

9 l / — e 4 + (a2 + 3 2 ) 62 — a 23' 2 

dt — T y/ 
T 6d9 

V r - ^ ' - l ' - ' - ^ ' 

En in t ég ran t , et obse rvan t que la cons tan te est nulle, 
si l'on compte le t emps à pa r t i r de l ' instant où 0 = a.y 

il v ient : 

, 29' — (a2 + 3 2 ) 
< = ± - \ / - arc cos -

a 2 — S 2 

et , p a r su i te , 

2G2 - (a 2 + 3 2 ) = (a 2 - p2) cos 2t y/f ' 

ou bien : 

G2 = a 2 c o s 2 t y/| + p 2 sin 2 it y/f ' (14) 

De cet te équat ion on conclut que S2 est périodique ; 

l ' angle 9 va r i e en t re les l imites G = a. et 6 = |3. La durée 

de l a pér iode comprise en t re ce m a x i m u m et ce 

m i n i m u m de l 'angle G est : 

Or, si l'on dés igne p a r a.2, (Î2 les d e u x va leurs de &-
p o u r lesquelles la quan t i t é sous le r ad i ca l est nulle, 
on a : 
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d\ = 

l* | a2
 C 0 S 2 £ + P! s i n 2 * 

En in t ég ran t , et supposan t que l'on p renne le p lan 

des za; de m a n i è r e que l'on a i t ^ = 0, pour t = 0, on a : 

D'ailleurs, pour t = 0, on a : G2 = « a , ou bien G = a ; 

pour i = ^ TU Ŷ "~' ° n a G2 = (3 2 , ou bien G = ¡3 ; 

. /r 
pour £ = 7i y/ —, on r e t r o u v e 0 = a. 

1 1 4 . P o u r ca lculer l ' angle ù en fonction du t e m p s , 

reprenons l 'équat ion : 

r2cfy = cdt, 

de laquelle on t i r e : 

,, cdt 
dh = —r • 

Mais on a : 

r = l sin 9 = £9 ; 

par conséquent , 

ou bien, en r e m p l a ç a n t 62 p a r sa va l eu r (14) . 

cdt 
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- 2 3! _ _ 

d'où 

P a r conséquent , 

+ = a r c t g ( | I g ^ f ) . 
ou bien : 

Cette équa t ion d é t e r m i n e l 'angle <\> en fonction 

de t. On voit que ^ a u g m e n t e indéf iniment avec t, 

en p a s s a n t p a r les va leu r s 0, ^ , vr, ^r>--- a u x temps 

£ = 0, T, 2T, 3 T , . . . c 'est-à-dire a u x époques corres

p o n d a n t a u m a x i m u m e t a u m i n i m u m de l 'angle 6. 

I l s 'ensuit que le p l a n ZOm t o u r n e au tou r de la 

ver t ica le OZ, tou jours d a n s le m ê m e sens , et qu'il 

fait u n e révolu t ion en t i è re dans u n t e m p s égal à 

4T = 2 , 

On p e u t simplifier ce t t e express ion, en obse rvan t que 

l'on a : 
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1 1 5 . R E M A R Q U E . — De l 'équat ion : 

on tire : 

sin <\ cos <\> 

3 s i n * y / | acos iy / | y/ a*cos^ y / | + (32sin2/f y / | 

d'où 

G sin <{, = ¡3 sin £ y / | , 

8 cos ^ = a cos i y / ^ 

Or, on a : 

x = l sin 9 cos (Jj = te cos ^ = h cos £ y / ^ ' 

y = l sin 9 sin 4< = £8 sin } = ¿¡3 sin £ y / 2 ; 

en é l iminant il v ient : 

a* + (32 _ * ' 

Cette équat ion r ep ré sen t e la trajectoire de la 

projection du mobile sur le plan des xy, e t l'on voit 
que cet te project ion décr i t u n e ellipse, dont le cen t re 
est au point 0 , et dont les demi axes sont U et ¿3. 
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CHAPITRE XI. 

M o u v e m e n t d ' u n p o i n t m a t é r i e l 

s o u m i s à l ' a c t i o n d ' u n e f o r c e c e n t r a l e . 

1 1 6 . P R O B L È M E . — Un point matériel libre est 

sollicité par une force dirigée vers un centre fixe 

et dont l'intensité ne dépend que de la distance 

du point au centre fixe. Trouver les propriétés du 

mouvement de ce point. 

Nous savons (n° 2 9 ) que la t ra jec to i re est une 
courbe p lane dont le p lan passe p a r le cen t re d'action, 
e t p a r la direct ion de l a vi tesse in i t ia le du mobile. 
Nous r appor t e rons donc le m o u v e m e n t à deux axes 
r e c t a n g u l a i r e s p r i s dans ce p l an , l 'or igine é tan t au 
cen t r e fixe. Désignons p a r r l a d i s tance du point 
à l 'origine, p a r x, y ses coordonnées , et pa r y 

l ' intensi té de la force accé lé ra t r i ce . Les cosinus 

d i rec teurs de cet te force sont , — - , si elle est 

a t t r ac t ive , et —, —, si elle est répu ls ive . Il en résulte 

que les composantes de la force sont — cp —, — cp 

dans le p remie r cas , et cp —, <p d ans le second cas. 

Nos formules se r a p p o r t e r o n t a u p r e m i e r cas , 

et il suffira de c h a n g e r le s igne de <p pour les 

appl iquer a u second cas . 
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Les équat ions différentielles du mouvemen t sont 
donc : 

x 
r 

( 1 ) 
dly 
~dtJ 

y 
r 

Nous pouvons r e m a r q u e r ici que la force é t an t 
dirigée vers u n cen t re fixe, le pr incipe des aires est 
applicable (n° 3 0 ) , et , p a r sui te , on a, en dés ignan t 
par 6 l 'angle que le r ayon vec teur r fait avec l 'axe 
des x : 

c é tant u n e cons tan te qui se dé te rmine pa r les 
conditions ini t iales du mouvemen t . A cet effet, dési
gnons pa r v0 l a vitesse ini t ia le du mobile , a l 'angle 
qu'elle fait avec l a dro i te m e n é e de la posit ion ini t iale 
du mobile vers le cen t re fixe, r 0 l a l ongueu r de cet te 

droite ; on sai t (I, n° 7 6 ) que r ~ est la composan te 

de la vi tesse su ivan t la pe rpend icu la i re a u r a y o n 
vecteur. P a r conséquent , pour t = 0, on a : 

et, pa r sui te , l 'équat ion ( 2 ) nous donne , en y faisant 
t = 0, 

r2dQ = cdt. 

( - \ = v0 sin a, ou bien 

c = r 0 v 0 sin a. (3) 
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Le pr inc ipe des forces vives qui est également 
appl icable a u p rob lème ac tue l (n° 5 0 ) nous donne : 

vdv = — (fdr, 

ou bien : 

dv2 — — 2<?dr, (4) 

et , en i n t é g r a n t , 

Les équa t ions (2) et (5) p e u v e n t d 'a i l leurs se déduire 
faci lement des équa t ions (1). Ce sont deux intégrales 

premières des équa t ions du m o u v e m e n t . 

1 1 7 . Observons encore q u e , c o m m e nous l'avons 

vu (n° 3 2 ) , l 'équat ion (2) équ ivau t à la su ivan te : 

vp = c, 

v é t an t la v i tesse , p l a pe rpend icu la i re abaissée du 

cen t r e sur la d i rec t ion de la vi tesse. On en t i r e : 

Donc, la vitesse en un point quelconque de la 

trajectoire est en raison inverse de la distance du 

centre fixe à la tangente à la, trajectoire au point 

considéré. 

1 1 8 . Proposons-nous m a i n t e n a n t de t rouve r Vexpres-

sion de la vitesse en fonction des coordonnées polaires 

du point mobile. 
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Prenons le point 0 pour pôle , l 'axe des x pour axe 
polaire ; nous au rons : 

2 _d r 2 + r2ri92 

* d£ ; 

or, de l 'équat ion (2) on t i r e : 

dl* = — , 

par conséquent , 

dr* + r*dbz 

= r 2 • 

ou bien : 

(6) 

Cette formule p e r m e t de dé t e rmine r la vitesse en un 

point quelconque, lo rsque l'on conna î t la t ra jectoire . 

1 1 9 . On peu t auss i t r o u v e r Vexpression de la force 

accélératrice y en fonction des coordonnées polaires du 

mobile. 

A cet effet, r ep renons l 'équat ion : 

dv2 = — 2ydr ; (4) 

. d 'autre p a r t , l 'équat ion (6) nous donne en différentiant , 

6 é tan t la va r i ab l e i ndépendan te : 

( d^) 
A 2dr 2dr r i 

dv2 = C 2 = j - > 
\ r3 r% d№ ; 
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d'où, en r emplaçan t dans ( 4 ) , il v ient : 

Cette formule p e r m e t de dé t e rmine r la force en un 

point quelconque de la courbe , quand on connaît 

l 'équation de la t ra jec to i re . 

REMARQUE. — Cette m ê m e formule ( 7 ) permet 
de déler?niner la trajectoire, quand on connaî t la loi 
suivant laquelle la force va r i e . 

1 2 0 . A P P L I C A T I O N . — Supposons la force propor

tionnelle à la distance du point au centre fixe. 

Nous aurons a lors : 

<p = pr, 

H é t an t une cons tan te posit ive dans le cas de l 'attraction, 

et négat ive dans le cas de la répuls ion . 

Les équations différentielles du m o u v e m e n t sont : 

dlx 

• d P = - Px> 

d2y 

En in tégrant , il vient : 

x = A sin t \/'p. -f B cos t ]/p, 

y = A'sin t \/ p 4- B'cos t {/' p, 

(8) 
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A, B , A', B' é t an t des cons tan tes que l 'on dé t e rmine 
par les condi t ions ini t iales du m o u v e m e n t . En p r e n a n t 
pour axe des x la dro i te qui va du cen t r e à la posi t ion 
initiale du mobi le , et pour a x e des y la pe rpend icu la i re 
à cette droi te du m ê m e côté que la direct ion de la 
vitesse ini t ia le , r0, v0 e t a a y a n t les m ê m e s significations 
que ci-dessus (n° 1 1 6 ) , nous a u r o n s , p o u r t -= 0 : 

x = r„ y = 0, ( ^ ) o = - u 0 c o s « , ( ^ ) 9 = « 0 s i n a ; 

ces conditions nous p e r m e t t e n t de dé t e rmine r les q u a t r e 

constantes A, B , A', B', e t nous a u r o n s : 

VN COS 3t . 

x = -—=— sur i [/¡J. - | - r0 COS t | / w , 

(9) 
t e s i n a . 

y = 0 sinf j / p . 

• Ces formules déterminent les coordonnées x, y du 

mobile en fonction du temps. Elles donnen t pour ces 
coordonnées des va leurs pér iod iques , et l'on voit que 
la durée de la période est : 

_2_7t_ 

En é l iminan t t en t r e les équa t ions ( 9 ) , on ob t i en t 
pour l 'équation de la t ra jectoire : 

ur 2 

{x sin ce -1- y cos a ) 2 -j \- y2 = r 0

2 sin 2 a . (10) 

12 
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Ainsi donc , quand p est positif, c 'est-à-dire lorsque 
la force est attractive, l a t ra jec to i re es t une ellipse 

a y a n t p o u r cen t r e le point fixe. El le se r édu i t à un 
cercle, quand on a : 

Lorsque p est négatif , c 'est-à-dire lorsque la farce 

est répulsive, les équa t ions du m o u v e m e n t sont : 

en i n t ég ran t , il v ien t : 

t [ / ¡ i — t \ / ¡ i 

ce = Ae + Be , 

ij=A'e +B'e 

et, en obse rvan t que p o u r t = 0, on a : 

°B = r0' y = °' (w) 0

="- 1' o C O S S !' ( Í ) 0

= ? ; 0 S Í n a ' 
on t rouve pour les v a l e u r s des cons tan tes : 

A = r , _ Vn C O S a -g = , g , E O S « 

2 2 | / p ' 2 2 | / p ' 

S i n a A' = — B' = 
2k- p 
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par suite, 

/ r 0 y n cos < r 0 i?„cosa\ *V\> 

(z~T^)E
 + [ ï + 2 \ / - J e 

V0 Sin a / «Vf* - t V ' A 

2 V p 

ai) 

On en t i re : 

i / « l / > - « l / > \ a j s ina + wcosa 

2
 x ' r„ sin a 

2 » v o
 s i n a 

d'où, en é levan t a u c a r r é et r e t r a n c h a n t , il v ient p o u r 
l 'équation de la t ra jec to i re : 

[X Sin a + y COS a) 2 — ?/2 = r 0

2 Sin2 a. 

C'est l 'équat ion (10) dans laquel le on a c h a n g é 
le signe de p . 

Cette équat ion r e p r é s e n t e u n e hyperbole a y a n t p o u r 
centre le point fixe. 

Observons que les va leu r s (11) dev iennen t infinies 
pour t = o o ; donc , le mobi le m e t t r a i t un t e m p s infini 
pour pa rcour i r la b r a n c h e d 'hyperbole su r laquel le 
il se t rouve au commencemen t du m o u v e m e n t . 

1 2 1 . P R O B L È M E . — Si un point matériel décrit une 

ellipse sous faction d'une force dirigée vers son centre, 

cette force sera proportionnelle à la dislance du point 

au centre fixe. 
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E n dés ignan t pa r a et b les demi axes de l'ellipse, 
l 'équat ion polaire de la courbe est : 

IV _ a2 sin* 9 + b1 cos 2 9 __ l_ g 2 — b2 . 
r) ~~ a2b° ~~ a2 + a2b2 s m 9' 

P o u r d é t e r m i n e r la force <p nous ferons u s a g e de la 

formule ( 4 ) ou de la formule (7). Or, on a : 

, 1 

r m a'b-

d'ai l leurs , de l 'équation de la courbe on t i re : 

s i n 2 9 = — j - — - , cos 2 9 = -—5
 r r — j ; 

i a 2
 — b 2j r 2 ( a 2

 — o2) r 2 

p a r sui te , 

' 1 \ 2 

r j = (a2 — r 2 ) ( r ' - Z>2) 
dù J ~ a2b2r"-

d'où : 

1 \ r \ _ I , (a' — r') ( r 2 — b2) a 2 4- ^ ^ 

^ 1 ^ 9 y — r2~T~ tfWr1 — a 2 ô 2 a s è 

P a r conséquent , 

V ~C l a 2 ô 2 a 2 £ 2 / ' 
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et la formule (4) nous donne : 

Ainsi donc , la force émanant du centre sera propor

tionnelle à la distance au centre, et elle sera attractive, 

puisque la valeur de tp est positive. 

1 2 2 . P R O B L È M E . — Un point matériel décrit une 

section conique sous Vaction dune force dont la 

direction passe constamment par un foyer de cette 

courbe. Trouver l'expression de celte force. 

L'équation pola i re de la cou rbe est : 

1 + e cos 9 ' 

p é tan t le demi p a r a m è t r e , e l ' excentr ic i té . La cou rbe 
est une ell ipse, une hyperbo le ou u n e pa rabo le , su ivan t 
que l'on a : 

e < 1, e > 1, ou e = 1. 

Or, de l 'équat ion de la courbe on t i r e : 

1 1 4 - e cos 9 

r p ' 
d'où : 

e cos 9. 
• » 

P 
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p a r su i te , 

1 

+ 
1 + e cos 0 e cos 9 1 

r 

et , p a r conséquen t , la formule (7) nous donne : 

On voit que la force est attractive, puisque la valeur 

de cp est positive, et qu'elle est en raison inverse du 

carré de la distance au foyer. 

1 2 3 . P R O B L È M E . — Trouver le mouvement d'un 

point matériel sollicité par une force dirigée vers 

un centre fixe, et dont l'intensité varie en raison 

inverse du carré de la distance du point au centre fixe. 

L a force accé lé ra t r i ce s e r a donc éga le à Observons 

que si le cen t r e d ' a t t rac t ion est m o b i l e , on peut 
r a m e n e r le p rob lème au cas du m o u v e m e n t d'un point 
a u t o u r d'un c e n t r e fixe. C'est ce que l'on fait dans 
le m o u v e m e n t d 'une p lanè te a u t o u r du Soleil, si l'on 
t i en t compte de l 'act ion de la p lanè te su r le Soleil. 
En effet, soient M la masse d u cen t r e d'action, par 
exemple le Solei l , m la masse du point a t t i r é , 
p a r exemple u n e p l anè t e . Le point m est a t t i ré par 

M 
le po in t M p a r u n e force accé lé ra t r i ce - p , dirigée 

d e m ve rs M ; le point M est a t t i r e p a r le point m 
m 

p a r u n e force accé lé ra t r i ce — —T., d i r igée de M vers m, 

c 'es t -à-dire en sens con t r a i r e de la p r é c é d e n t e . Or, on 
p o u r r a cons idé re r le point M c o m m e fixe, à la condition 
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d'introduire au point m et au point M u n e force égale 
7)1 

et cont ra i re à la force j» Le point m est a lors 
^ M w 

sollicité p a r les d e u x forces de m ê m e sens et ^ ¡ 1 

dirigées de m ve r s M, e t le point M est r a m e n é au 

repos. Si donc nous posons M 4- m = ¡1, nous pour rons 

considérer le cen t re d ' a t t rac t ion comme fixe, et le 

point m c o m m e sollicité p a r la force accé léra t r ice 

dirigée vers le cen t re fixe. 

Les équat ions différentielles du m o u v e m e n t sont : 

dlx fj-x 
~CW

 — ~ 7 * ' 
(1) 

d2y fj-y 

~diï ~~ ~ r T ' 

Le pr inc ipe des a i res nous donne l ' in tégra le p r emiè re : 

r2dQ = cdt, (2) 

dans lacpielle la cons tan te c, d 'après ce que nous avons 
vu (n° 1 1 6 ) , a p o u r va l eu r r 0 u 0 s i n « , en dés ignan t 
par r 0 et va les va leu r s ini t ia les de r et v, et p a r a 
l 'angle que la vi tesse ini t ia le fait avec le r a y o n vec teu r 
mené de la posi t ion ini t iale du mobile a u cen t re fixe. 

L ' intégrale des forces vives nous donne l 'équat ion : 

v* = h + 2y[Xdx 4 - Ydy) = h — 2 ^ — dr, 

2a 
r 

d'où : 
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équat ion dans laquel le on a : 

h - v * - ^ . (3) 

Nous aurons donc u n e seconde in t ég ra l e première 

ou bien 

d r 2 + r2fiS2 7 , 2 a 

dt< + dt* ~ à + r • ( 4 ) 

E n é l iminant dt en t r e les équa t ions (2) et (4), 

il vient : 

„ dr* c 2 , . 2u 

C'est l'équation différentielle de la trajectoire. 

On se ra i t d 'ail leurs a r r ivé a u m ê m e résul ta t au 

moyen de l 'équation (7) (n° 1 1 9 ) en y faisant y = 

1 2 4 . De l 'équation ( 5 ) on t i re : 

,„ cdr 
dQ = ± 

u. 

r [/— c z + 2y-r + hr2 ' 

on p r e n d r a le s igne + dans le second membre, 

lorsque r croî t quand 9 a u g m e n t e , ca r a lors dO et dr 

sont de m ê m e s igne ; au c o n t r a i r e , on prendra 

le s igne — , si r décroî t quand 9 a u g m e n t e , puisqu'alors 

dr et dB sont de signes con t ra i re s . 
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Nous supposerons , pour fixer les idées, qu 'à p a r t i r 

d e l à position ini t ia le co r r e spondan t à r = ra, les r ayons 

commencent p a r c ro î t re , e t nous p rend rons donc le 

signe + . Nous a u r o n s l ' équat ion : 

cdr 
dB = - : • (6) 

r y— c 2 - j - 2yr + hrz 

Pour i n t ég re r ce t te équa t ion , r emplaçons les cons tan tes 

c et h p a r d ' au t res qui faci l i teront la solution. 

Si l'on pose : 

lir2 + 2yn- — c 2 = 0, 

cette équat ion a ses deux rac ines réel les : en effet, pour 

r = 0, le p r e m i e r m e m b r e est négatif, et il es t d 'ai l leurs 
d>r 

positif pour d ' au t res va l eu r s de r , s ans cela n e sera i t 

jamais rée l : Désignons ces deux rac ines pa r a (1 — e) 

et a (1 + e). Nous pouvons observer que ces deux 

racines sont les deux va leurs m i n i m u m et m a x i m u m 
dv 

du r ayon vec teur r , puisqu'el les donnen t = 0. 
Cest donc en p a s s a n t p a r ces va leu r s de r que dr 

change de s igne . 
De ce que les d e u x rac ines de l 'équat ion d u second 

degré sont éga les à a (1 — e) et a (1 + e), on t i re : 

h = — £, c = \Zfia (1 — e 2)• (7) 

L'équation (6) devient a lors 
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on en t i re , en i n t ég ran t , 

0 = a + arc cos 
1 la (1 — e«) 
e\ r 

et, p a r conséquent , 

r 
a (l — e2) 

1 -+- e cos (9 •— a) 

On voit donc que la trajectoire décrite par le mobile 

est une section conique ayant le centre d'attraction 

pour l'un de ses foyers. D'ai l leurs, la cons tan te e n'est 
a u t r e que l 'excentr ic i té de cet te courbe qui sera donc 
u n e ellipse, une hyperbo le ou une pa rabo le , suivant 
que l'on a u r a : 

e < 1, e > 1, ou e = 1. 

Or, des formules : 

c l / f , a ( L - e 2 ) , A = — 

on t i re : 

fl(l _- 6.*) = - £ ( l _ e

2 ) ; 
u. 

d'où : 
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ou bien : 

Par conséquent , on a u r a : 

e < 1, e > 1, on e = ] , 

suivant que l'on a u r a : 

A < 0 , A > 0, ou h = 0. 

Mais, on a : 

h ^ v n 2 — — ; 

r 0 

donc, la t ra jec to i re s e r a une ellipse, u n e hyperbo le 

ou une pa rabo l e , su ivan t que l'on a u r a : 

2f± „ 2«. „ 2a 

Il résu l te de là que l 'espèce de courbe dépend 
seulement de l a grandeur de la vi tesse in i t ia le , e t non 
de sa di rect ion. 

1 2 5 . P o u r ob ten i r l a loi du m o u v e m e n t su r la 
trajectoire, observons que les équa t ions (2) et (6) nous 
donnent , en a y a n t éga rd a u x formules (7) : 
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On pour ra i t i n t ég re r le second m e m b r e au moyen 

d 'un a r c de cercle ; m a i s , la formule ainsi obtenue serait 

peu favorable pour le calcul de r en fonction de t. 

P o u r in t ég re r plus faci lement , observons que r étant 

-,compris en t r e a (1 — e) e t a (1 + e), on peut poser : 

r = a (1 — e cos u), 

u é t a n t u n e va r i ab l e aux i l i a i re . 

Nous au rons a lors : 

a[/a ., , , 
de = • v (1 — e cos i«) (im, 

et, si l 'on pose : 

= n , 

il v ien t : 

nrf^ = (1 — e cos m) du, 

d'où, en i n t é g r a n t , 

jî̂  = u — c sin u. 

On n 'a joutera p a s de cons t an t e , si l 'on suppose u = 0, 
pour £ = 0, c 'est-à-dire si l 'on compte le t emps à partir 
de l ' ins tant où le r a y o n vec teu r est minimum, 
e t éga l à a (1 — e). Quand il s 'agit du mouvement 
d 'une p lanè te , ce point s 'appelle le périhélie ; le point 
d i a m é t r a l e m e n t opposé, pour lequel le r ayon vecteur 
es t éga l à a (1 + e) est Yaphélie. 
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1 2 6 . REMARQUE. — En c o m p a r a n t les d e u x va leu r s 

de r : 

_ a (1 — e-) 
— 1 •+- e COS (fj — a) ' 

r = a (1 — e cos u), 

on voit faci lement que , pouf 9 = a , on a r = a (1 — e), 

et w = 0. 

Si l'on compta i t les ang les 9 à p a r t i r de la dro i te qui 

va du foyer a u pér ihé l ie , on a u r a i t a = 0, et , dans 

ce cas, il vient : 

_ a (1 — e') 
1 + e cos 9 ' 

Alors l 'angle u passe en m ê m e t e m p s que 9 p a r les 

valeurs 0, n, 2rr,... On l 'appelle l'anomalie excentrique 

de la p lanè te , 9 est Y anomalie vraie. 

1 2 7 . La formule : 

nt = u — e sin w, 

sert à dé t e rmine r u en fonction de t, et , pa r sui te , 

au moyen de la formule : 

r = a (1 — e cos M), 

on aura i t r en fonction de t. 

D'autre p a r t , en é g a l a n t les deux va l eu r s de r, 

on obt iendra u n e re la t ion en t re G et u. Nous a u r o n s : 
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d'où l'on t i r e : 

cos 9 = m s u — e 
1 — e cos u ' 

pa r conséquent , 

1 + cos 9 
(1 — e) (1 + cos «1 

1 — e cos ii 

1 — cos 9 
(1 4- e) (1 — cos M) 

1 — e cos u 

et , en divisant , 

. Il + e , 1 

Cette formule d o n n e r a 0 en fonction de t, lorsque u 

a u r a é té dé t e rminé en fonction de t. 

Comme on le voit, le ca lcul des coordonnées r et 9 
en fonction de t s e ra i t t r è s pén ib le . On évite ces 

difficultés en employan t les déve loppements en séries 

p rocédan t su ivan t les puissances de e. C'est ce qui 

const i tue le problème de Kepler. 

1 2 8 . R E M A R Q U E . — La d u r é e T de la révolution 

de la p lanè te est donnée p a r la formule : 

ni = u — e sin u ; 

en y faisant u = 2r., il v ien t : 

nT = 2TT, 
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d 'où 

T - ^ - 2 K O \ / « . 

1 2 9 . Cette formule nous p e r m e t de d é m o n t r e r la 

troisième loi de Kepler. En effet, si l'on négl ige 

la masse m de la p l anè te , compara t i vemen t à la 

masse M du soleil , on p o u r r a r emp lace r « p a r M, 

et on a alors : 

| / M 

pour une au t re p l anè t e , on a de m ê m e : 

On en t i re : 

'El = 9l 
T 1 2 ~ a" ' 

ce qui est la t ro i s ième loi de Kepler à savoir que 
les carrés des temps des révolutions de deux planètes 

sont entre eux comme les cubes des grands axes de 

leurs orbites. 

1 3 0 . La vi tesse en c h a q u e poin t de la t ra jec to i re 

est donnée p a r la formule : 

• 7 2u. 
r 
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et, en r e m p l a ç a n t h p a r sa va l eu r , il vient : 

1 3 1 . Proposons-nous de t r ouve r les développements 
des coordonnées polai res r et S d 'une planète en 
fonction du t e m p s . 

A cet effet, nous devons appl iquer une formule 

de Lagrange que nous croyons ut i le de rappeler 
d 'abord. 

Soient u une fonction de £ et de e, définie par 
l 'équat ion : 

e é t an t une quan t i t é t r è s pe t i te , e t F (u) une fonction 

quelconque de la va r i ab le u. Le déve loppement de F (m) 
su ivan t les puissances a scendan te s de e s e ra donné par 

la formule su ivan te 1 : 

a 

P r o b l è m e d e K e p l e r . 

u = Z + e<?(u), 

F ( « ) = F ( Ç ) + f F ' ( ; ) ' f ( C ) + 
e2 d 

l .2dQ 

(A) 

+ .- + [F' (Ç) ? ( ? ) - ] + . . . 
1 . 2 ... 771 dÇm~l 

1. BERTRAND. Traité de calcul différentiel. ISG4. p. S12 el 

suivantes 
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En par t icul ier , pour ob ten i r le déve loppement de u 

suivant les puissances de e, il f audra faire F (M) = u, 

et il vient a lors : 

1 3 2 . Cela posé , si l 'on veu t obteni r le dévelop
pement de Y anomalie excentrique u, qui es t donnée 
par la formule : 

u = ç 4- e sin u, (1) 

dans laquel le on a posé S = n£, il faudra appl iquer 

la formule (R), en posan t : 

tp(w) -= sin M, tp (Ç) = sin 'Ç, 

et nous au rons , en conse rvan t la l e t t re 'C pour simplifier 
les notat ions : 

Or, si nous r emplaçons les puissances des s inus p a r 
les sinus et les cosinus des mul t ip les de £, e t si 
nous effectuons les différentiations indiquées , il v ien t , 
en r emplaçan t ensui te Ç p a r ni, e t nous a r r ê t a n t a u x 
cinquièmes puissances de e : 

e* e3 

u=nt 4 - e sin nt +—sin 2nt 4 s ï ( 3 s i n S n i — s ' m n t ) 
2 i 3 

- f ^ ( 2 s i n 4 n * —sin2n£) + (5 ssin5wf—3 4sin3rai?4-2sinra*j. 

13 

(2) 
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1 3 3 . P o u r obteni r l 'expression du rayon vecteur 

qui est donnée p a r la formule : 

r 
- — 1 — e cos u, (3) 

nous appl iquerons la formule (A) en posant : 

F (m) = 1— ecosie, F (Ç ) = 1 — e c o s ï , F'(Q--^esml. œiv?)=sinÇ) 

et nous aurons : 

r , ., , „ . „ . , , a3 ds'm^Z . e4 d-sin 4? , 
5 _ l _ C C 0 8 S + e - 8 U l - ^ r l - 3 r + r O - ^ r - + 

En r emplaçan t les puissances des s inus pa r les sinus 

et cosinus des mul t ip les de Ç , effectuant les differen

tiations indiquées, et r e m p l a ç a n t enfin ? p a r nt, il vient, 

en s ' a r rê tan t a u x c inquièmes puissances de e : 

- = 1 — e vos ni—~ (cos2n£—1) — 5 - ^ ( 3 cos 3 ni—iîcosii/) 

e 4 

(42 cos 4raf — 4 . 2 2 cos 2ntf) (!) 2 . 3 . 2 

ej_ 
' 2 . 3 . 4 

- ^ 7 ^5 3 cos ont — 5 .3 3 cos3n£ ' p - ^ c o s s d j -

1 3 4 . P o u r obteni r le déve loppement de l'anomalie 

vraie 0, qui est donnée p a r la formule : 
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nous aurons à faire u s a g e d 'une au t r e formule due 

aussi à L a g r a n g e e t que nous al lons démon t r e r . 

Soit l 'équation : 

t g x = m t g y, 

et proposons-nous de t r ouve r le déve loppement de x 

en fonction de y. 

En remplaçan t les t a n g e n t e s p a r les r appo r t s des 

sinus et des cos inus , e t ensui te les s inus e t les 

cosinus pa r les exponent ie l les imag ina i r e s , on t r o u v e , 

en désignant pa r c la b a s e des l oga r i t hmes népé r i ens : 

x\/-- 1 1 £ — C x\/~\ —x\/^\ 
C - j - C 

v\/=rl -y\/-i c — c 
c + c 

ou bien 

C — 1 

C + 1 

^ m 

2 1 / \ / - 1 

c ïy[/- i 
c 4 - 1 

d'où l'on t i r e : 

(m — 1) 2 < / 1 / - 1 1 — Àc 
- î î / l / ^ i 

(m - f - 1 ) — ( m i • 

2 1 / l / - 1 
1 ) C " 

2 2 / 1 / -

1 — 

en posant : 

m — 1 
m 4- 1 " 
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P r e n a n t les l oga r i t hmes des d e u x m e m b r e s , nous 
a u r o n s , en d iv i san t p a r 2 1 / — 1, 

Si A est m o i n d r e que l 'unité, on p o u r r a développer les 

l oga r i t hmes en sér ies , et il v i endra , en remplaçant 

les exponentielles imag ina i r e s p a r des s inus et des 

cosinus : 

A 2 A 3 

œ = y + / sin 2y + — sin 4y + -g sin 6y + ... 

1 3 5 . Cette formule , qui a été donnée p a r Lagrange , 

est appl icable à l 'équation (5) : en effet, dans le cas 

actuel, on a : 

t /ï"+"ê. 

par suite, 

l = l / î ~ + ~ g — l / î ^ ë e 

l / l + e 4- l / l — e ~ ~ l + [ / 1 — e 2 ' 

et, p a r conséquent , A est m o i n d r e q u e l 'uni té . 

Nous aurons donc la formule : 

0 = u - f 2 
A 2 >.3 

A sin M 4- —- sin 2u -f- ~ sin 3M + (G) 
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Or, des formules (1) et (2) on t i r e : 

sin u= = sin n i 4- - sin 2n14- ^ (3 sin 3nt—sin nt) 4 - . . • 

On obt iendra , sin 2M, sin 3 M , . . . en app l iquan t 
la formule (A) dans laquel le on fera succes ivement : 

F (u) = sin 2M, sin 3w, ... <p (M) = sin u, 

F (?) = sin 2Ç, sin 3?, ... <p (Ç) = sin Ç, 

et ensuite Ç = n i . 
Nous aurons ainsi : 

sin2m = sm2nt 4- e (sin'Ant — sinnij -\- e 2 (sin4nf — sin2ni) 

e 3 

4- 9î~g (25 sin 5ni — 27 sin 3ni + 4 sin ni) 4- ... 

sin3w = sin 3nt 4- — (3 sin 4ni — 3 sin 2nt) 

e 2 

4- ™ (15 sin 5ni — 18 sin 3ni 4- 3 sin ni) 

4- Ç (9 sin 6ni — 12 sin 4«i -f- 3 sin 2ni) + ... 

Il ne r e s t e p lus m a i n t e n a n t qu 'à développer les 
puissances de X su ivan t celles de e. A cet effet, nous 
poserons : 

1 4- j / r ^ T 2 = L, (7) 
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et nous au rons : 

— 1 

P a r conséquent , p o u r ob ten i r l p , il faudra déve-
— p 

lopper L su ivan t les pu issances [de e. 

Mais , de la formule (7) on t i r e : 

U - 2L + 1 - 1 — e \ 

d'où : 

— p 

Or, nous p o u r r o n s développer L suivant les 
pu i ssances de e 2 , en app l iquan t la formule (A) de 
L a g r a n g e dans laquel le nous r e m p l a c e r o n s e p a r e ° , 
et faisant : 

M = L , Ç = 2, <p(w) ~ , ?(?) = — | , 

F ( W . ) = L " P , F ' M — J L i , V® = ± , F ' f â — ^ ; 

nous a u r o n s ainsi : 

T~
P 1

 ] P R , | P ( F + 3).« | ^ ( p + 4 ) ( p + 5 ) . . 

p a r sui te : 

e p P P + 2 m p ( p + 3 ) P + * jo(p + 4 ) ( p + 5 ) P + 6 

2p" r"2P+ 2
 ~ * ~ 2 . 2 P + * ' 2 . 3 . 2 ? + ° 
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Si main tenan t nous subs t i tuons d a n s l 'équation (6) 

les valeurs de u, sin?<, sin2«<,.. . ainsi que les va leurs 

des différentes pu issances de nous au rons , en nous 

arrêtant aux c inquièmes puissances de e : 

5 e a 

B =» ni + 2e sinnt - f - - e"- sin2?i£ (13sin3n£ —3sinntf) 

e4 

P • O 

+ ^TJ—^—g (1097 sin 5u£ — 645 sin 3n£ + 50 sin n/ ) . 
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LIVRE II. 

DYNAMIQUE DES SYSTÈMES. 

CHAPITRE PREMIER. 

T h é o r i e d e s m o m e n t s d ' i n e r t i e . 

1 3 6 . Avan t d ' aborde r l 'é tude d u m o u v e m e n t des 
sys tèmes, nous al lons cons idérer ce r ta ines i n t ég ra l e s 
définies qui j o u e n t u n rô le t r ès i m p o r t a n t d a n s la 
théor ie d u m o u v e m e n t des corps solides. Nous adme t 
t rons , c o m m e nous l 'avons fait dans la t héo r i e des 
centres de g rav i t é (I, n° 3 2 9 ) , que la ma t i è r e qui 
compose u n corps solide est d i s t r ibuée d 'une m a n i è r e 
cont inue dans l a to ta l i té de l 'espace occupé p a r 
le vo lume de ce corps . Cette hypo thèse n ' a m è n e r a 
aucune e r r e u r appréc iab le dans les act ions exercées 
su r les différentes par t ies du corps . 
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1 3 7 . On appel le moment d'inertie d'un point 
ma té r i e l de masse m par rapport à un axe, 

le produi t mr° de la masse de ce point p a r le ca r ré 
de sa d is tance à l ' axe . 

Le moment d'inertie d'un système de points matériels 

de forme invar iab le p a r r a p p o r t à un axe est égal 
à la somme des momen t s d ' inert ie de ces différents 
points p a r r a p p o r t à l 'axe. Si donc m, m', m",... sont 
les masses des différents points , r, r', r",... leurs 
d is tances à l 'axe, le m o m e n t d ' inert ie du sys tème sera 

Si, a u l ieu de cons idére r des points massifs isolés, 
nous cons idérons u n corps solide cont inu , le moment 

d'inertie du corps par rapport à un axe se ra égal 
à la s o m m e des m o m e n t s d ' iner t ie de ses é léments pa r 
r a p p o r t à cet a x e . 

Si donc on dés igne p a r dm la masse d'un des é léments 
d u corps , p a r r la d is tance de cet é lément à l 'axe, 
le m o m e n t d ' inert ie du corps p a r r a p p o r t à l 'axe se ra : 

l ' in tégrale é t a n t é t endue a u corps tou t en t ie r . 

R E M A R Q U E . — En dés ignan t p a r du u n é lément de 
vo lume, de surface ou de l igne , su ivan t que le corps 
se ra u n volume, u n e sur face ou u n e l igne , lo moment 
d ' iner t ie sera donné p a r la formule : 

p é t an t la dens i t é au point x, y, z où se t rouve 
l 'é lément du ; p s e r a donc u n e fonction de x, y, z. 
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On voit p a r ce qui p récède que le m o m e n t d ' inert ie 

dépend seu lemen t de la forme du corps et de la 

distribution de la ma t i è r e dans ce corps . Il dépend 

de la posit ion de l a droi te p a r r a p p o r t à laquel le 

on prend ce m o m e n t d ' iner t ie . 

1 3 8 . I N T E R P R E T A T I O N M É C A N I Q U E D U M O M E N T 

D ' I N E R T I E D ' U N C O R P S . — Soient w la vitesse 

angulaire d u m o u v e m e n t de ro t a t i on d u corps a u t o u r 

de l 'axe, dm la m a s s e d 'un é l émen t de ce corps , et r 

la distance de ce t é lément à l 'axe. P e n d a n t le t emps 

infiniment pet i t dt, le point m déc r i ra u n a rc infiniment 

petit mm' dans u n p l a n perpendicu la i re à l 'axe. 

La vi tesse l inéaire de l 'é lément dm a u point m est 

v « = c o r , d i r igée su ivan t la t a n g e n t e à la circonférence 

de rayon r . La quan t i t é de mouvemen t de cet é lément 

est urdm; c'est, comme on sait (I, n° 2 0 2 ) , la mesure 

de la force qu'il faudra i t appl iquer au point dm l ibre 

et au repos , pour lui communique r la vitesse v = c o r 
pendant l 'unité de t e m p s . Le moment de cet te quant i té 

de mouvement ou de la force qu'elle mesure , pa r 

rapport à l 'axe est égal (I, n° 2 3 3 ) à la projection 

de la force sur u n p lan perpendicula i re à l 'axe pa r 

la distance de cet te project ion à l 'axe. Or, ici, la 

projection est jla force el le-même ; donc, le momen t 

de la force p a r r a p p o r t à l 'axe est : 

La somme des momen t s des quant i t és de mouvement 
du sys tème sera donc égale à : 

Donc, le m o m e n t d ' inert ie d'un corps p a r r appo r t 

à un axe est éga l à la somme des moments des 

wdm . r = wr2dm. 
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q u a n t i t é s de m o u v e m e n t de tous les points du corps 
p a r r a p p o r t à l 'axe p o u r u n e v i tesse a n g u l a i r e égale 
à l 'uni té . 

1 3 9 . Le m o m e n t d ' inert ie d 'un corps p a r r appor t 
à un a x e 01 é t a n t calculé , il est évident que l'on 
peu t toujours i m a g i n e r u n e l ongueu r k, te l le qu'en 
dés ignant pa r M la masse to ta le du corps , on ait : 

Cette l o n g u e u r h est ce que l'on appel le le rayon de 

gyration du corps p a r r a p p o r t à la dro i te 0 1 . I l est 
facile de voir que cet te l o n g u e u r k n 'est a u t r e que 
le r a y o n d'un cyl indre de révolu t ion qui a u r a i t la 
droi te 0 1 pour axe g é o m é t r i q u e , e t su r la surface 
duquel on supposera i t la masse du corps répar t i e 
comme on v o u d r a : en effet, le m o m e n t d ' inertie 
de ce cy l indre p a r r a p p o r t à l 'axe 01 sera i t égal 

1 4 0 . P R O B L È M E . — Connaissant le moment d'inertie 

d'un corps par rapport à un axe, trouver le moment 

d'inertie de ce corps par 

à MA 2. 

z, 
ifi 

rapport à un axe parallèle 
au premier. 

P r e n o n s le p remie r axe 
pour axe des z, e t pour 
p lan des zx le p lan pa s san t 
p a r les deux axes {fig. 26). 

Soient m (x, y, z) un 
point du corps , dm sa masse , 
niK = r e t »iN = R ses 
d is tances a u x d e u x axes , 

OA — a la d is tance de ces axes . 
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Le moment d ' inert ie du corps p a r r a p p o r t à O* est 

Jr'dni, et son m o m e n t d ' inert ie p a r r a p p o r t à A l i 

est J'^dm. 

Or, on a : 

R! = [x — af -[- y1 = r* — 2ax + ; 

par suite, 

y R 'dn i = y r*dm — 2a j * xdm + a* j * dm. 

Mais, en dés ignan t p a r x0, y0, z0 les coordonnées 

du centre de g rav i t é du corps , et p a r M la masse 

du corps, on a (I, n° 3 2 3 ) : 

M = J"dm, Mx0 = y xdm ; 

par conséquent , 

y Bïdm = y r*dm — 2aMxa + Ma 2 . 

1 4 1 . CAS P A R T I C U L I E R . — Si l 'axe des z passe p a r 

le centre de g rav i t é du corps , on a : x0 = 0, 

et il vient : 

y Wdm = y r*dm 4- Ma 2 . 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Le moment d'inertie d'un corps pat-

rapport à un axe quelconque, est égal au moment 

d'inertie de ce corps par rapport à un axe parallèle 
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passant par le centre de gravité, augmenté du produit 

de la masse entière du corps par le carré de la distance 

des deux axes. 

COROLLAIRES. — De la formule p récéden te on conclut 
que le moment d'inertie d'un corps par rapport à un 

axe passant par son centre de gravité est moindre 

que pour tout autre axe parallèle à celui-ci. 

On en conclut aussi que le moment d'inertie n'a pas 

de maximum, puisqu' i l a u g m e n t e indéfiniment avec a. 

Enfin, si a est cons tan t , le m o m e n t d ' inert ie res te 
cons tan t . 

Donc, le moment d'inertie est constant pour tous les 

axes parallèles et également éloignés d'un axe passant 

par le centre de gravité. 

R E M A R Q U E . — On p e u t enco re d é m o n t r e r l a formule 
p récéden te comme suit : 

Soient x0, y0, z0 les coordonnées du cen t re de g r a v i t é 
G, p a r r appo r t à t rois axes r e c t a n g u l a i r e s Ox, Oy, Oz ; 

menons p a r l e cen t r e de g r a v i t é t ro is axes Gxlt Gylt Gz1 

paral lè les aux axes coordonnés . 

Soient x, y, z les coordonnées d 'un point m du corps 
p a r r a p p o r t a u x axes Ox, Oy, Oz, e t xx, ylt z1 les 
coordonnées de ce m ê m e po in t p a r r appo r t a u x axes 
GXj, Gy^ Gzi ; dés ignons p a r I le m o m e n t d ' inert ie 
du corps p a r r a p p o r t à l ' axe Oz, e t p a r \ g son momen t 
d ' inert ie p a r r a p p o r t à Gzv. Nous au rons : 

Or, 

X =-= XI + x i 
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par suite, 

l = f \ ( * i + + (y, + yaf \ dm 

= y * t e j 2 + y^) dm 4- 2 . r „ y a j ^ H i 

+ 2 y , y 4 - (a?0

2 + y»2) 

M a i s , le cen t r e de g r a v i t é é t a n t l 'origine des 
coordonnées xx, y,, z„ on a (I, n° 3 2 3 ) : 

y x ^ l m = 0, y j / j d / î j = 0 ; 

par conséquent , 

i - = y + yi) d m + M ^ + 2 / 2 o ) 5 

ou bien : 

1 = 1, + Mr 0», 

en dés ignan t p a r »*0 la d is tance des deux axes . 

1 4 2 . P R O B L È M E . — Trouver le moment d'inertie 

d'un corps par rapport à un axe 0 1 passant par 

l'origine et faisant des angles «, /3, y avec les axes. 
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Soient m (x, y, z) u n point du corps (fig. 2 7 ) t 

Or, on a : 

r* = B2 sin 1 B = S2 (1 — cos* 9) 

= x2 4- y2 4- z2 — (x cos a + y cos [3 4 z cos y)* 

= a?2 (1 — cos 2 a) + y2 ( l — cos 2 P) + s 2 (1 — cos 2 y) 

— 2xy cos a cos S — 2xz COS et cos y — 2;yz cos ¡3 cos y , 

ou bien, à cause de l a re la t ion 

cos 2 a 4- cos 2 ¡3 -f- cos 2 y = 1, 

r"- = x2 (cos2 ¡3 4 cos2y) + y2 (cos2 a + cos 2y) 4 z2 (cos2 a 4- cos 2 ¡3 ) 

— 2xy cos a. cos (3 — 2xz cos a cos y — 2yz cos ¡3 cos y 

= {y- + z2) cos 2 a 4- (z2 4 œ3) cos 2 ¡3 + \x2 4- 2/2) cos 2 y 

— 2yz cos {3 cos y — 2iC2 cos y cos a — 2xy cos a cos p . 
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Remplaçons r~ p a r ce t t e va l eu r d a n s l 'expression 

de I , et posons : 

nous aurons : 

I = A cos 2 a + B cos 2 (3 4- C cos 5 y 

— 2D cos (3 cos y — 2E cos a cos y — 2F cos a cos |3. 

Il est facile de voi r que les quan t i t é s À, B, C sont 

les moments d ' iner t ie d u corps p a r r a p p o r t a u x axes 

Ox, Oy, Oz ; q u a n t a u x quan t i t é s D, E , F on l eu r donne 

le nom de produits d'inertie p a r r a p p o r t à ces mêmes 

axes. 

1 4 3 . P R O B L È M E . — Trouver la loi suivant laquelle 

varie le moment d'inertie d'un corps par rapport à une 

droite quelconque 0 1 , lorsque cette droite prend 

successivement toutes les positions possibles autour 

du point 0 . 

Soit I le m o m e n t d ' inert ie d u corps p a r r a p p o r t à un 

axe 01 , dé te rminé p a r les ang les a, [3, y qu'il fait avec 

les axes. Nous a u r o n s (n° 1 4 2 ) : 

I = A cos 2 a 4 - B cos 2 (3 4- C cos 2 y 

— 2D cos ¡3 cos y — 2E cos a cosy — 2F cos a cos {3. 

Cela posé, p r enons su r la dro i te 0 1 , à pa r t i r du point 

0 , une longueur ON = — T , et che rchons le lieu 

géométrique du poin t N ainsi obtenu. 

xydm, 

14 
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E n dés ignan t pa r X , Y, Z les coordonnées du point N, 

et p a r p la distance: ON, on a : 

1 X 
x i / ï . , cos 3 = — = Y l / l , 

? 
P = 

[ / I 
cos a = — = 

COS i ' = ! = z i / i , 

et, en subs t i tuan t dans l 'équat ion p récéden te , il vient : 

1 = AX 2 4 - BY 2 4 CZ2 — 2 D Y Z — 2 E X Z — 2 F X Y . 

Le l ieu est donc une surface du second degré, ayan t 

pour cen t r e le point 0 . D'ai l leurs, c o m m e le momen t 

d ' inert ie I n e peut ê t re nul pour aucune droi te menée 

p a r le point 0 , le r a y o n vec teu r p de ce t te surface 

ne peu t j a m a i s deveni r infini. P a r conséquen t , la surface 

est u n ellipsoïde. 

A c h a q u e point de l 'espace cor respond u n ellipsoïde 

ana logue , qui fait conna î t r e la loi de variation du 

moment d'inertie du corps pa r r a p p o r t a u x différents 

axes menés p a r ce poin t . Cet el l ipsoïde a reçu le 

n o m (^ellipsoïde d'inertie. Poinsot l 'appelle ellipsoïde 

central. 

D'ail leurs, de la formule : 

1 

on t i re : 
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On en conclut le t héo rème su ivan t : 

THÉORÈME. — Les moments d'inertie d'un corps par 

rapport à différents axes passant par une même 

origine sont inversement proportionnels aux carrés 

des rayons vecteurs d'un ellipsoïde d'inertie ayant celle 

origine pour centre. 

REMARQUE. — Si le corps se r édu i t à une surface 
plane, et si l'on p rend les m o m e n t s d ' inert ie de cet te 
aire par r appo r t à tous les axes de son p lan passan t p a r 
un même point , l 'ellipsoïde est r emplacé pa r u n e ellipse 
que l'on appel le ellipse d'inertie. 

A x e s p r i n c i p a u x d ' i n e r t i e . 

1 4 4 . Il est évident que les coefficients A, B, C, D, E, F 
ont des va leu r s qui dépenden t du choix des axes 
coordonnés. Si l'on p rend pour axes coordonnés les axes 
principaux de l 'ell ipsoïde, les équat ions précédentes 
se simplifient. 

En effet, les r ec t ang le s des var iab les d i spara i s san t 
alors do l 'équat ion de l 'ellipsoïde, on a : 

D = 0, E = 0, F = 0, 

ou bien : 

y yzdm = 0, J xzdm = 0, ^ xydm = 0. 

L 'équation de l 'ellipsoïde se r é d u i t à la su ivante : 

1 = AX 2 + BY 2 + CZ2. 

On voit donc qu'il exis te toujours u n sys tème d 'axes 
tel que les t ro is in tégra les D, E, E soient nul les . 
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Ce système é t an t celui des axes d e l 'ellipsoïde est 
unique, lorsque les trois a x e s de l 'ellipsoïde sont 
inégaux. Ces t rois a x e s s 'appel lent axes principaux 

d'inertie relat ifs a u po in t 0 , e t les m o m e n t s corres
pondants sont appelés moments d'inertie principaux. 

Le m o m e n t d ' inert ie d 'un corps p a r r a p p o r t à un 
axe quelconque passan t pa r l 'or igine 0 s e r a donc, 
en désignant pa r a, j3, y les ang les que cet a x e fait avec 
les axes p r i n c i p a u x , e t pa r A , B, C les moments 
d'inertie p r inc ipaux : 

I = a cos 2 a. 4 - B cos 2 3 4- C cos 2 y. (A) 

1 4 5 . Il r é su l t e de ce que nous venons de voir que 

les axes p r inc ipaux d ' inert ie pour u n point 0 sont 

caractérisés pa r les t rois re la t ions : 

y yzdm = 0, J" xzdm = 0, J' xydm = 0. 

Si l'on considère s eu l emen t doux de ces re la t ions , pa r 
exemple les deux p remiè re s , l 'équat ion de l 'ellipsoïde 
ne renfermera pas la va r i ab l e z au p r e m i e r deg ré . 
Par suite, les deux re la t ions : 

y yzdm = 0, J xzdm = 0, 

sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que 

l'axe des z soit un axe principal du corps relatif au 

point O. 

1 4 6 . Si deux des moments principaux sont égaux, 

par exemple si l'on a : A = B, l'ellipsoïde es t de 

révolution au tou r de l 'axe des z. Dans ce cas , les 
moments d ' inert ie relatifs à tou tes les droi tes du p lan 
des xy, c 'est-à-dire à t ou t e s les droi tes menées p a r le 
centre de l 'ellipsoïde pe rpend i cu l a i r emen t à son axe 
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de révolut ion sont é g a u x en t r e eux . Toutes ces dro i tes 

sont donc des axes p r inc ipaux d ' iner t ie , et les m o m e n t s 

d'inertie relatifs à ces axes ont pour va l eu r A = R. 

D'ailleurs, pu i sque p o u r un que lconque de ces axes 

on a : y = 90°, la formule (A) (n° 1 4 4 ) nous donne : 

I = A (cos* a + cos 2 ¡3) = A. 

1 4 7 . Si les trois moments principaux sont égaux, 

c'est-à-dire si l'on a : A = B = C, Y ellipsoïde devient 

une sphère. Dans ce cas , tous les mo men t s d ' iner t ie 

sont é g a u x en t r e e u x ; tous les axes son t des a x e s 

principaux ; u n e d ro i t e que lconque menée p a r le point 0 

sera u n axe p r inc ipa l . 

D'ailleurs on a a lo r s pour le m o m e n t d ' iner t i e re la t i f 

à un a x e que l conque : 

I = A (cos2 a -f cos2j3 4- cos 2 y) = A. 

1 4 8 . T H É O R È M E . — Si un axe est principal pour 

un point 0 pris sur sa direction, le produit d'inertie 

sera nul pour un axe quelconque situé dams le plan 

mené par le point 0 perpendiculairement à cet axe. 

En effet, si l 'axe des 
FIG. 28. 

z est pr incipal pour le 

point 0 , nous au rons 

(n° 1 4 5 ) : 

J"yzdm = 0, J'xzdm ==0. 

Cela posé, soient(fig.28) 
Cte'une droi te que lconque 
menée dans le plan d e s ^ 
par le point 0 , tp l 'angle 

qu'elle fait avec l 'axe des x, e t x', y] les coordonnées 
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d 'un point m du corps p a r r a p p o r t aux axes Ox' et Qy'. 

Nous a u r o n s : 

x' = x cos <p - j - y sin (f, 

y 1 = — x sin <p 4" y cos <p. 

P a r sui te , le p rodu i t d ' iner t ie re la t i f à l 'axe Qx' sera : 

J x'zdm =^ cos cp J xzdm 4- sin es Jyzdm = 0, 

ce qui démon t r e le t héo rème énoncé . 
Réc ip roquemen t , u n axe se ra p r inc ipa l p o u r une 

or ig ine 0 pr i se sur sa di rect ion, lo r sque le produi t 

d ' iner t ie s e r a n u l p o u r u n a x e quelconque m e n é par 

le point 0 dans u n p l an pe rpend icu la i r e à cet a x e . 

En effet, si J x'zdm = 0, quel eque soit l'angle cp, 

il r é su l t e de la formule p r écéden t e que l'on a u r a : 

J xzdm = 0, y " y z d m = 0. 

1 4 9 . T H É O R È M E . — Si un axe est principal pour 

une origine 0 , il n'existe pas, en général, d'autre point 

pris sur sa direction pour lequel il soit principal. 

E n effet, si l 'axe O4 est 
p r inc ipa l pour l 'origine 0 , on a : 

Fi". 29. 
z 

a 

m 

1 
x 

0 X 
S 

xzdm ), J yzdm = 0. 

Soit 0 ' un point pr i s su r 
l 'axe 0.3 (fig. 29), et posons 
0 0 ' = c ; p a r le po in t 0 ' 
menons deux axes 0'x\ O'y' 
para l l è l e s à Ox e t Oy, et 

che rchons les deux in t ég ra le s ; 
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J x'z'dm, I y'z'dm. 

Nous aurons : x = x', y = y', z = z' 4- c ; p a r sui te , 

y*x 'z 'dm — jx{z — c) dm = y xzdm — eNx0, 

y y'z'dm =J y [z — c) dm = J yzdm — CMT/Q , 

y 0 , s 0 é t an t les coordonnées du cen t re de g'ravité 
du corps. 

On a donc : 

y x'z'dm = — cMa; 0, 

y y'z'dm = — cM)/ 0. 

Or, en géné ra l , # n l y 0 n e sont pas n u l s ; pa r 
conséquent, les p rodui t s d ' inert ie J" x'z'dm et J y'z'dm 
ne sont pas nuls , et, p a r sui te , l 'axe des z n 'est pas 
principal pour le point 0 ' . 

En par t icu l ie r , si l 'axe 0 * passe p a r le cen t re de 
gravité du corps, on a u r a : xa = 0, y0 = 0, et , pa r 
conséquent, 

quel que soit c. 
Donc, un axe principal du centre de gravité est 

principal pour toutes les origines prises sur sa direction. 
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1 5 0 . P R O B L È M E . — Une droite quelconque étant 

donnée, on demande de déterminer si cette droite 

admet une origine prise sur sa direction pour laquelle 

elle devient axe principal. 

P r e n o n s la droi te pour a x e des z (fîg. 30), et deux 

droi tes Ox e t Oy pour axes 

des x et des y. P a r hypo

thèse , l 'axe Oz n 'est pas 

pr inc ipa l p o u r l 'or igine 0 : 

p a r conséquent , J xzdm et 

j yzdm sont différents de 

zéro . 

Cherchons s'il exis te un 

point 0 ' pour lequel cet te 

droi te Oz soit u n axe p r in 

cipal , et menons p a r ce 

point d e u x axes O'x' et O'y' para l lè les à Ox et Oy. 

Si l 'axe des z est pr incipal pour l 'origine 0 ' , nous 

devrons avo i r : 

J xz'dm = 0, J'y'z'chu =• 0. 

Or, en dés ignan t p a r c l a d i s tance 0 0 ' , on a (n° 1 4 9 ) 

J" x'z'dm = J xzdm — cMx0, 

J'y'z'dm = J yzdm — cWj„. 

Nous aurons donc d e u x équat ions : 

y" xzdm — CMJ? 0 = 0, 

J yzdm — cMy0 = 0, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



pour dé t e rmine r l ' inconnue c. P a r c o n s é q u e n t , le 

problème est impossible , à moins que l'on n 'a i t : 

J" xzdm j yzdm m 

Va 

ou bien 

xzdm — x0J
%yzdm = 0. (B) 

Telle est la condit ion qui doi t ê t re vérifiée pour q u e 
l'axe Oz puisse ê t re pr inc ipa l pour u n point 0 ' p r i s 
sur sa d i rec t ion . Ce point 0 ' sera alors dé t e rminé 
par la formule : 

J xzdm j yzdm 

° Mx~n My0 

Il est facile de voir que l 'équat ion (B) expr ime que 
le p rodui t d ' inert ie est nu l p a r r appo r t à u n axe OK 
mené pa r le point 0 pe rpend icu la i r emen t a u p lan 
passant p a r la droi te et le cen t re de g rav i t é du corps . 

En effet, désignons p a r K le produi t d ' inert ie p a r 
rappor t à cet te droi te OK, et soit <p l 'angle que ce t te 
droite fait avec l 'axe Ox ; nous au rons (n° 1 4 8 ) : 

K = cos <p xzdm -f sincp J'yzdm. 

Or, comme <p = 90° + «, on a : 

cos <p = — sin a = — — , sin cp = cos a = 
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en dés ignan t p a r x0, ya, z() les coordonnées du centre de 
g rav i t é , et pa r ro sa d is tance à l 'axe 0,2. P a r conséquent, 

et la condit ion (B) nous donne K = 0. 

Donc, pour qu'une droite quelconque qui n'est pas 

un axe principal pour une origine 0 prise sur sa 

direction, le devienne pour une autre origine 0 ' , il faut 

que le produit d'inertie soit nul pur rapport à un axe 

mené par le point 0 perpendiculairement au plan 

passant par la droite et le centre de gravité du corps. 

1 5 1 . T H É O R È M E . — La somme des moments d'inertie 

d'un corps par 'rapport à trois axes rectangulaires 

partant d'un même point 0 , est constante et égale 

à la somme des moments p-rincipaux relatifs à ce 

même point. 

En effet, soient Ox, Oy, Oz les axes p r inc ipaux 
du corps , et 0 ^ ' , Oy', Oz' t rois axes r ec t angu la i r e s 
passan t p a r le m ê m e point O, («, (5, y), (»', ¡3', y'), 

(a", (3", y") les ang les que les de rn ie r s axes font avec 
les p r emie r s . 

En dés ignan t p a r A', B', C les mo men t s d ' inert ie 
relatifs a u x axes Ox', Oy', Oz:, on a (n° 1 4 4 ) : 

A1 

A cos 2 y. 4- B cos 2 ¡3 -f- C cos 2 y, 

B1 
A COS 2 a1 

:' 4- B cos 2,3' 4- C cos 2 y', 

c A cos 2 a" 4 - B cos= 3" 4 - C cos 2 y". 
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En ajoutant , et a y a n t é g a r d a u x re la t ions : 

COS 2 a 4 - COS 2 a ' + cos 2
 a" = 1, 

cos 2 ,3 + cos 2 3' + cos 2 3" = 1, 

cos 2 y 4 - cos 2 y' + c e s 2 y ' = 1. 

il vient : 

A ' 4 - B ' - f C' = A + B + C, 

et le t héo rème est d é m o n t r é . 

1 5 2 . P R O P R I É T É . •— Lorsque les trois m o m e n t s 

d'inertie p r inc ipaux sont différents, si l'on suppose 

A < B < C, on a u r a toujours en dés ignan t p a r I 

le moment d ' inert ie p a r r a p p o r t à un axe quelconque : 

I > A et I < C. 

En effet, si dans la formule : 

I = A cos 2 a 4 - B cos 2 3 - j - C cos 2 y, 

on remplace c o s 2 a p a r sa va leur t i rée de l 'équation : 

cos 2 a + cos 2 3 4- cos 2 y = 1, 

on t rouve : 

l = a (1 — cos 2 3 — cos 2 y) -f- B cos 2 3 + C cos 2 y, 

ou bien : 

I = A + (B — A) cos 2 8 + (C — A) cos 2 y ; 
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p a r conséquent , 

I > A. 

Si, d a n s cet te m ê m e formule , on r e m p l a c e c o s ' y pa r 

sa va leur , il v ient : 

I = À cos 2 a + B cos 2 0 4- C (1 — cos 2 a — cos 2 3), 

ou bien : 

I = C — (C — A) cos 2 a — (C — B) cos 2 3, 

e t p a r su i te , 

I < c. 

Donc, le moment d'inertie le plus grand est le moment 

principal maximum, et il correspond au plus petit axe 

de l'ellipsoïde. Le moment d'inertie le plus petit est 

le moment principal minimum, et il correspond au 

grand axe de l'ellipsoïde. 

C'est d 'ai l leurs ce qui résu l te de la p ropr ié té que 
le m o m e n t d ' inert ie p a r r a p p o r t à u n axe est en 
raison inverse du c a r r é du r a y o n vec teur co r re spondan t 
de l'ellipso'ide cen t r a l (n° 1 4 3 ) . 

1 5 3 . P R O P R I É T É . —• Le lieu des axes par rapport 

auxquels le moment d'inertie est égal au moment 

d'inertie moyen principal B se compose de deux plans 

également inclinés sur le plan des xy, et passant par 

l'axe moyen de l'ellipsoïde. 

En effet, le m o m e n t d ' inert ie p a r r a p p o r t à u n a x e 
que lconque (a, 3, •/) est donné p a r la formule : 

I = A cos 2 a 4- B cos 2 3 + C cos 2 y ; 
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faisant dans cet te formule I == B, il v ient 

B = A cos 2 a + B cos 2 ¡3 + 0 cos ! y, 

ou bien : 

B = A cos 2 a 4 - B (1 — cos 2 a — cos 2 y) 4 - C cos 2 y . 

On en t i re : 

(B — A) cos 2 a = (C — B) cos 2 y ; 

d'où : 

cos ». ^ /C — B 

cos y ~ * V B — Â ' 

Or, si l'on désigne p a r x, y, z les coordonnées d 'un 

point quelconque pr is su r l 'axe (a, ¡3, y), on a : 

x cos a 
z ~~ cos y ' 

et, en é l iminant oc, -/ en t re les deux de rn iè res équa t ions , 
on t rouve pour l 'équat ion du l ieu : 

Cette équa t ion r e p r é s e n t e d e u x p lans pa s san t p a r 
l 'axe des y et éga l emen t incl inés su r le p lan des xy. 

R E M A R Q U E . — Cette p ropr ié té est d 'ai l leurs év idente , 

si l'on observe que le l ieu des axes p o u r lesquels 

le moment d ' inert ie est éga l à B n 'est a u t r e que le l ieu 

des r ayons vec teu r s é g a u x à l 'axe moyen de l 'ellipsoïde. 

Or, ce lieu se compose, comme on sai t , des sect ions 

circulaires de l 'ellipsoïde. 
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1 5 4 . P R O B L È M E . — Trouver le lieu des axes d'une 

même origine %mr rapport auxquels les moments 

d'inertie ont la même valeur. 

Le m o m e n t d ' inert ie p a r r a p p o r t à un axe («, S, y) 
est donné pa r la formule : 

I = A cos'- a + B cos 2 3 4 G cos 2 y, 

ou bien : 

(I — A) cos 2 a + (I — B) cos 2 ¡3 + (I — C) cos 2 y = 0. 

Or, les équa t ions de l 'axe é t an t : 

x y s _ 
cos a cos ¡3 cos y ' 

si l 'on é l imine a, p , y en t r e ces dern iè res équa t ions , 
il v ient pour l 'équat ion du lieu : 

(I — A) x2 4- (I — B) y2 4 - (I — C) z* = 0. 

C'est u n cône du second deg ré ayan t son sommet 

à l 'or igine. 
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A p p l i c a t i o n s . 

1 5 5 . 1" Moment d'inertie d'une ligne droite homogène 

par rapport à un axe passant par une de ses extrémités 

et perpendiculaire à sa direction. 

Soient OA = a la l ongueur de la 

Via. si. ° 
droi te (fig. 31), dx u n é lément si tué 

y à u n e d is tance x de l 'axe Oy ; nous 
au rons : 

o 
I I = J x2dx 

0 m A ô 
2" Moment d'inertie d'une droite homogène par 

rapport a un axe passant par son extrémité et incliné 

d'un angle 9. 
Soit OA = a la l ongueu r de la 

droi te : considérons u n é lément 
au point m de ce t te dro i te , 
et soient Om = p, mp = y 

(fig. 32). Nous aurons : 

a 
I = j'y- d.? ; 

or, on a : 

y •= p sin 9 ; 
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d'où 

a 

I = / y s in 2 0 dp = ^ sin'Q. 

Fig. 33. 

y 

3° Moment d'inertie d'un rectangle par rapport 

à l'un de ses côtés. 

Soient a et b les l o n g u e u r s des 
côtes que nous p r e n d r o n s pour 
axes coo rdonnés . Considérons 
u n e t r a n c h e é l émen ta i r e mnpq 

(fig. 33), s i tuée à une d is tance y 

de l 'axe des x : la surface de 
ce t te t r a n c h e est ady ; sa dis tance 
à l 'axe des x é t an t y, son moment 
d ' inert ie p a r r a p p o r t à Ox sera 

. aifdy. 
M N Nous a u r o n s donc pour le 

m o m e n t d ' inertie d u r e c t a n g l e p a r r a p p o r t à l 'axe 
<les x : 

Q ii A 

= aj ifdy 
ab3 

~3~' 

Si l'on veu t obteni r le m o m e n t d ' inert ie de ce 
r e c t a n g l e p a r r a p p o r t à un axe MN s i tué à une 
d i s tance cî du côté a, nous au rons , en obse rvan t que 
<'c m o m e n t est l a différence des m o m e n t s de deux 
r ec t ang l e s a y a n t pour h a u t e u r s b + S e t c5, et pour 
base a : 

I = | | ( 6 + S)»- 5»! = ^ ( 6 ' + 36B +3S 2 ) . 
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4° Moment d'inertie d'un triangle par rapport à sa 

base. 

Soit u n é lément mnpq du t r i a n g l e ACD (fig. 34) : 

le m o m e n t d ' inert ie de ce 
F , g l 3 i ' r e c t a n g l e infini tésimal es t 

^ y3 dx. P a r conséquent , en 

p o s a n t AD = a, le m o m e n t 

d ' iner t i e du t r i a n g l e ACD 

s e r a }- f y3dx. Or, on a : 
B 3 J 

d'où 

y _ oc 

h 
y = - oc, 

et, pa r sui te , le m o m e n t d ' iner t ie du t r i ang le ACD est : 

ï3 r 1 
/ x3dx = — ah3 ; 

i3
 J 12 

1 h3 

3 a* 

de même , le m o m e n t d ' iner t ie d u t r i ang le BCD est 

Y^bh3, en posan t BD = b. Le m o m e n t d ' inert ie d u 
Ito 
t r iangle ABC est donc : 

en dés ignan t p a r c la l o n g u e u r de l a base A B . 
15 
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R E M A R Q U E . — Le m o m e n t d ' inert ie d u t r i ang le p a r 

r a p p o r t à u n axe p a s s a n t p a r son cen t re de g r a v i t é 

et pa ra l l è le à la base est (n° 1 4 1 ) : 

Ig = ± c h > - \ c h . \ h * = ^ c h s . 

Fig. 3fî. 

5° Moment d'inertie d'une circonférence de cercle par 

rapport à un axe passant par 

son centre et perpendiculaire à son 

plan. 

Soient r le r a y o n du cercle , ds l a 
l o n g u e u r d 'un é l émen t (fig. 3 5 ) . 
Nous a u r o n s : 

- Jr*ds 

6° Moment d'inertie d'une circonférence par rapport 

à son diamètre. 

P r e n o n s le d i a m è t r e p o u r 
a x e des x , e t soit y l a 

\y d i s tance de l 'é lément ds à 
ce d i a m è t r e (fig. 36). N o u s 
au rons : 

Fig. 36. 

f y2ds ; 

or, si l'on dés igne p a r B l 'angle a u cen t r e , on a 

y « = R s i n 6 , ds*=Rdd. 
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Pa r conséquent , 

I =- JR3
 sin 2 0d8 = sin 2 Qd9 = TTR 3. 

271 

7° Moment d'inertie d'une surface plane par rapport 
à une droite située dans son plan. 

En supposant l a surface h o m o g è n e , e t en faisant 
la densité p = 1, nous a u r o n s : 

I = J r*du =JF r^-dxdy, 

l 'intégration se r a p p o r t a n t a u x l imites de la surface. 

CAS P A R T I C U L I E R . — Si la dro i te est prise pour axe 

des x, nous au rons r = y, et il v ient : 

L"FF V'dxdy ̂ JdxJ y2dy == -J (y3 — y0*) dx. 

8° Moment d'inertie d'un cercle par rapport à un 
axe perpendiculaire à son plan. 

Considérons u n e bande compr i se 
e n t r e deux cerc les de r ayons p e t 
P -f- do (flg. 37) : l a surface de ce t t e 
b a n d e est 2*pdp. Or, le m o m e n t 
d ' iner t ie de ce t te b a n d e é t a n t éga l 
à la s o m m e des m o m e n t s d ' iner t ie 
de ses é léments , et tous ces é l émen t s 
é t a n t à la m ê m e d is tance p de l 'axe 0 1 , 
le m o m e n t d ' iner t ie de la b a n d e est 
27rprip . p 2 =3_2ms3 dp. P a r conséquen t , 

le moment d ' inert ie d u cercle es t : 
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9° Moment d'inertie d'un cercle par rapport à son 
diamètre. 

Le m o m e n t d ' iner t ie du cerc le es t éga l à l a somme 

des m o m e n t s de ses é l émen t s . 

Considérons u n é lément 
F l g - 38' mnpq (fig. 38) compris 

en t r e d e u x cerc les de 
r a y o n s p e t p + dp e t deux 
r a y o n s vec teu r s consé
cutifs faisant des angles 
6 e t 0 + dO avec le 
d i amè t r e : l a surface de 
cet é lément est pdpdO, et 
sa d is tance au d iamèt re 

est p sin 0. Le m o m e n t d ' inert ie de cet é lément est 
donc p 3 s in 2 OdpdQ. P a r su i t e , le momen t d ' inertie du 
cercle est : 

1 = y" y p 3 sin 2 0c?prf9 = -

REMARQUE. — Le m o m e n t d ' inert ie d 'une bande 
c i rcula i re comprise en t r e deux cercles de r ayons R 
et R' s e ra donc : 
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7? - ] _ Vi - 1 • 

le momen t d ' inert ie p a r r a p p o r t à l ' axe des x es t donné 
par la formule : 

= J J'yidxdy. 

Nous p r e n d r o n s le m o m e n t d ' iner t ie du q u a r t de 
l 'aire de l 'e l l ipse, et nous mul t ip l i e rons le r é s u l t a t 
par 4. Les l imites de l ' in tégra le s e ron t donc : 

x = 0, x = a, y = 0, y = ^ j / a 2 — x2, 

et pa r su i te , 

rt a
 JÏ3 A 3 

1 = 4 fdxjy2dy = | ^ / V — ^ * c . 
0 0 O 

P o u r t r ouve r ce t te d e r n i è r e i n t é g r a l e , posons 
x = a sin ç, et nous a u r o n s : 

y~cos* cprfcp 

REMARQUE. — Si l 'on suppose a = 6 , il v ient I = — , 

ce qui es t le m o m e n t d ' inert ie d 'un cercle p a r r a p p o r t 
à son d i a m è t r e . 

10° Moment d'inertie dune ellipse par rapport à Hun 

de ses axes. 

L'équation de l 'ellipse est : 
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11° Moment d'inertie d'un solide de révolution par 
rapport à son axe. 

Soient Ox l 'axe de révolu t ion (fig. 39), e t AB la courbe 
g é n é r a t r i c e , mP e t m'P' d eux o rdonnées consécut ives , 

abcd u n é lément infmité-
F i g - 3 9 - s ima l . Posons OP = x, 

Ta = u ; nous a u r o n s : 

d 

b 

abcd = dudx. 

Le vo lume e n g e n d r é pa r 
abcd en t o u r n a n t au tou r 

x de Ox es t 2nududx, et 
le m o m e n t d ' iner t ie de ce 

vo lume é l émen ta i r e es t 2^ududx . « 2 = 2nu3dudx. 
P a r conséquen t , le m o m e n t d ' iner t ie du volume 

e n g e n d r é p a r l ' a i re ABCD est : 

v 
2n J"dxj" u3du = ^ J"y*dx. 

a-0 o i r o 

12° Moment d'inertie d'un cylindre par rapport 
à son axe. 

On p e u t cons idé re r le cyl indre c o m m e e n g e n d r é p a r 
le r e c t a n g l e OABC (fig. 40) 

F l g ' 4 0 ' t o u r n a n t a u t o u r de l 'axe des x. 
Si donc on dés igne p a r R le 

r a y o n OB de la base , e t p a r h 
l a h a u t e u r , il vient : 

H 11 

I = 2 t t f d x j u3du = 
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REMARQUE I . — On pouvai t a r r ive r à ce r é su l t a t 
en considérant le cyl indre comme composé de t r a n c h e s 
élémentaires perpendicu la i res à l 'axe. Le m o m e n t 
d'inertie d 'une t r a n c h e d 'épaisseur dx est éga l à l a 
somme des m o m e n t s d ' inert ie de ses é léments , et c h a q u e 
élément est un cerc le perpendicu la i re à l 'axe du cy l indre . 
Le moment d ' iner t ie de la t r a n c h e se ra donc éga l à 

- ~ dx; p a r conséquen t , p o u r le cyl indre , nous au rons : 

REMARQUE I I . —• Le m o m e n t d ' inert io d 'une couche 

cyl indr ique compr i se en t r e deux cyl indres de r a y o n s R 

et R ' , a u r a pour express ion : 

1 3 ° Moment d'inertie d'un segment sphérique. 
Soit x1 4 - y2 = R 2 l ' équat ion du cercle g é n é r a t e u r , 

nous a u r o n s : 

o 

œ 1/R" — x' x 

I = 2TT fdx F u3du — ~ /"(R 2 — x'f dx 

d'où : 

I = | R 4 (» — fflr0)4-
X5 — x0

5 

5 
- 2R 2 x3 — xj 
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R E M A R Q U E . — Si l 'on suppose x] = 0, et x = R , 

on a p o u r le m o m e n t d ' inert ie de la demi s p h è r e : 

4 n R s 

et p o u r la s p h è r e en t iè re : 

— 8 7 t R 5 

1 5 " 

1 4 ° Moment d'inertie d'un parallélipipède rectangle 

homogène par rapport à lune de ses arêtes. 

Cherchons d 'abord les m o m e n t s d ' iner t ie pa r r a p p o r t 
à t rois axes Ox, Oy, Oz m e n é s p a r le cen t r e 0 pa ra l l è 
l emen t a u x t ro is a rê tes dont nous dés ignerons les 
l ongueu r s p a r 2a, 2b, 2c : à cause de la symét r i e , 
ces t ro is axes sont des axes p r i nc ipaux . 

Or, dxdydz é t a n t le vo lume d 'un é lément , le momen t 
d ' iner t ie p a r r a p p o r t à l 'axe Oz s e ra : 

+ a + i> + e 

p [x* + y2) dxdydz = PJxxdx J"dy Jdz 
— a — b — c 

VU RI %?abc. , . M(a2 + b2) 
+ pj dxj y2dyJ dz =-i-j-[a2 + b2) =——^ -> 

— a — 6 — c 

en dés ignan t p a r M la masse du para l lé l ip ipède . 
Nous a u r o n s de m ê m e pour les deux a u t r e s m o m e n t s 

d ' iner t ie : 

M (a2 + c2) M (b2 4- c2) 
3 ' 3 
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Il s 'ensuit que le m o m e n t d ' iner t ie p a r r a p p o r t 
à l 'arête para l lè le à Oz es t (n° 1 4 1 ) : 

^ f f l 2

3

+ m 4- M (a 2 4- S2) = | M (a 2 4- ¥ ) . 

Les m o m e n t s d ' iner t ie pa r r a p p o r t a u x deux au t r e s 
arêtes sont : 

| M (a 2 + c 2), | M (&2 + c2). 
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CHAPITRE II. 

M o u v e m e n t d ' u n s y s t è m e q u e l c o n q u e . 

P r i n c i p e d e d ' A l e m b e r t . 

1 5 6 . Considérons u n sys tème de po in t s matér ie l s 

soll icité p a r des forces quelconques et se mouvan t 

sous l 'act ion de ces forces et des condit ions auxquel les 

il est assujet t i . 

Les forces qui ag i ssen t su r les différents points se 
d iv isent en d e u x ca tégor ies : les forces intérieures 
e t les forces extérieures (I, n° 2 4 4 ) . 

Lorsque le sys tème est de forme inva r i ab le , les forces 
in t é r i eu res sont deux à deux égales e t d i r ec temen t 
opposées . A u n a u t r e po in t de v u e , on divise aussi 
les forces en forces données e t en forces tenant lieu 

des liaisons, celles-ci p o u v a n t ê t r e intérieures ou 
extérieures (I, n° 3 8 0 ) . Il es t év ident que , si nous 
jo ignons a u x forces motr ices qui soll icitent le sys tème, 
les forces qui t i ennen t l ieu des l iaisons (réact ions des 
obs t ac l e s , e tc . ) , le sys tème p o u r r a ê t r e considéré 
c o m m e l ib re . 

Nous p o u r r o n s donc appl iquer à c h a c u n des points 
d u sys tème les équa t ions du m o u v e m e n t d 'un point 
l ib re , si nous tenons compte de tou tes les forces 
e x t é r i e u r e s ou in té r i eu res qui ag issen t s u r ce po in t . 
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Soient m u n point du sys tème (fig. 41 ) , AB la 
trajectoire qu'il décr i t dans son m o u v e m e n t , P l a force 
motrice qui le sollicite à la fin du t e m p s t, F la force 
qui t ient l ieu des l iaisons à cet ins t an t . I l es t év iden t 
que la t ra jec to i re AB n 'est pas la m ê m e que celle que 
décrirai t le point m, s'il é t a i t l ibre , sous l 'action d e la 

Fig. 41. 

force P seu le . Mais , il est év ident auss i qu'il exis te 
toujours u n e ce r t a ine force Q qui, é t an t appl iquée au 
point m libre, lui ferait décr i re la t ra jec toi re AB, 
c 'est-à-dire qui c o m m u n i q u e r a i t au point m r e n d u 
l ibre, le m o u v e m e n t qu'i l possède r ée l l emen t à l a fin 
du temps t. C'est ce t te force Q que l'on appel le la force 

effective : l a force — Q s 'appelle la force d'inertie. 

Cela posé, appl iquons a u point m les deux forces 
Q, — Q, éga les et de sens con t ra i res : le m o u v e m e n t 
du point m n e se ra pas c h a n g é p a r l ' in t roduct ion 
de ces forces. Le po in t m rendu libre es t donc sollicité 
pa r les forces P , F , Q, — Q. Or, la force Q seule 
produira i t le m o u v e m e n t rée l du point m. I l en 
résulte que les t rois forces P , F et — Q se font 
équil ibre. On a r r i ve r a i t à des r é su l t a t s ana logues 
pour c h a c u n des points du sys tème, et l 'on a u r a p a r 
conséquent le t h é o r è m e su ivan t : 
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P R I N C I P E DE D ' A L E M B E R T . — Dans un système de 

points matériels en mouvement, il y a équilibre, 

à chaque instant, entre les forces motrices appliquées 

au système, les forces de liaisons et les forces d'inertie 

des différents points du système. 

1 5 7 . Cela pose, nous pouvons r é t ab l i r les l iaisons 
du sys tème, en supp r iman t les forces F : l 'équilibre 
con t inue ra à subs is ter , en ayan t égard a u x l iaisons, 
en t r e les forces P , P ' , . . . et les forces — Q, — Q ' , . . . 
Nous pou r rons a lors énoncer le t h é o r è m e de la maniè re 
su ivan te : 

THÉORÈME. — Dans un système de points matériels 

en mouvement, il y a équilibre, à chaque instant, 

en vertu des liaisons, entre les forces motrices appli

quées au système et les forces d'inertie des différents 

points du système. 

Comme on le v o i t , l e principe de d 'Alember t a 

p o u r résu l t a t de r a m e n e r la t héo r i e du m o u v e m e n t 

d 'un système de points matér ie ls à la théor i e d e 

l 'équil ibre. 

1 5 8 . R E M A R Q U E . — On peut donner u n e a u t r e forme 
a u pr incipe de d 'Alember t de la m a n i è r e su ivan te : 

Nous pouvons décomposer la force P , appl iquée au 
po in t m en deux forces, l 'une égale à la force effective Q 
et u n e au t re que nous appel lerons la force R. Fa isons 
l a m ê m e opéra t ion en chacun des poin ts m, m',... 

du système. P u i s q u e les forces Q, Q'. . . suffisent pour 
p rodu i re le m o u v e m e n t de c h a c u n des points du 
s y s t è m e , il en r é su l t e r a qu'à c h a q u e i n s t a n t les 
forces R se feront équi l ibre au moyen des l iaisons. 
Ces forces R, qui ne sont pas ut i l i sées pour le 
mouvemen t , s 'appellent forces perdues. Nous a u r o n s 
a lors le t héo rème su ivan t . 
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THÉORÈME. — Dans un système de points matériels 

en mouvement, il y a équilibre, à chaque instant, 

en vertu des liaisons, entre les forces perdues. 

1 5 9 . Le pr inc ipe de d 'Alember t nous fournit Véqua
tion générale de la Dynamique. 

En effet, puisqu' i l y a équi l ibre , à chaque instant, 
au moyen des liaisons, entre les forces motrices et les 

forces d'inertie des différents points du sys tème, il en 
résulte (I, n° 3 8 4 ) que la somme des travaux virtuels 

de toutes ces forces doit être nulle, à chaque instant, 

pour tout déplacement virtuel compatible avec les 

liaisons telles qu'elles existent à cet instant. 

Nous aurons donc , en dés ignan t p a r 5s le dépla
cement vi r tuel du point m : 

SPSs cos (P, ÙS) — 2Q3s cos (Q, 5S) = 0, 

le signe 2 s ' é tendant à tous les points du sys tème , 
et les dép lacement s 3s d evan t ê t re compat ib les avec les 
liaisons du système à l ' ins tant cons idéré . 

Cette équat ion p e u t ê t r e mise sous u n e a u t r e forme. 
En effet, soient m l a masse du point m, x, y, z 
ses coordonnées à la fin du t emps t, X , Y, Z les 
composantes de la force P qui agi t su r ce point à cet 
ins tant , Sx, Sy, Sz les project ions d u dép lacemen t 
v i r tue l Ss su r les axes . Le t r ava i l v i r tue l de la force P 
est XSx + YSy - f 7àz ; d ' au t re pa r t , les composantes 

d^ ce d~ij d^z 
d e la force d ' inert ie é t an t — m —rrr ' — m —r^r > — m - 7 - 7 • 

dr dt dt-

le t r ava i l Virtuel de ce t te force s e r a : 

d x , d~y , d z „ 

dt2 dt2 * dt2 
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L'équat ion des t r a v a u x v i r tue l s n o u s donne donc : 

C'est déquation générale de la Dynamique, ou 

Véquation de Lagrange. Il est bien e n t e n d u que les 

dép lacement s èx, Sy, ôz,... doivent ê t re compat ib les 

avec les l ia isons du sys t ème au moment considéré. 

1 6 0 . R E M A R Q U E I . — Nous devons observer ici 
qu'il y a u n e dist inct ion à é tab l i r e n t r e les s ignes S qui 
e n t r e n t dans l 'équat ion de L a g r a n g e , et d a n s l 'équat ion 
des t r a v a u x vi r tue ls ( I , n° 3 8 4 ) . 

Dans l 'équat ion de L a g r a n g e , le s igne S se r a p p o r t e 
à t ou te s les masses de tous les poin ts d u sys tème, 
m ê m e celles su r lesquel les a u c u n e des forces données 
n 'ag i t d i r ec t emen t : c'est ce qui résu l t e de la m a n i è r e 
dont ce t te équa t ion a é té é tab l i e . 

Dans l ' équat ion d 'équil ibre de la S ta t ique : 

le s igne S n e se r a p p o r t e q u ' a u x poin ts soumis à l 'action 

des forces données : c'est auss i ce qui r é su l t e de l a 

m a n i è r e don t ce t t e équa t ion a é té é tabl ie ( I , n° 3 8 2 ) . 

R E M A R Q U E IL — L 'équat ion de L a g r a n g e subs is te 
encore lo rsque les masses m o b i l e s , a u l ieu d 'être 
concent rées en des poin ts i so lé s , r empl i s sen t d 'une 
m a n i è r e con t inue un ce r ta in vo lume ; m a i s , dans ce 
cas , l a masse m dev ra ê t r e r emp lacée p a r dm, et le 
s igne 2 p a r u n e in t ég ra l e . 

= 0. 

S (XSa? -f Yly -f- Zòz) = 0, 
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REMARQUE I I I . — Si le sys tème est un solide 
invariable libre, il se ra inut i le de pas se r p a r l 'équat ion 

des t r a v a u x v i r tue l s . Il suffira d 'écr ire les six équat ions 

d'équilibre d 'un n o m b r e que lconque de forces appl i 

quées à u n sol ide invar iab le (I, n° 3 0 1 ) . 

1 6 1 . Nous a l lons voir m a i n t e n a n t c o m m e n t l 'équat ion 
de L a g r a n g e condui t aux équations différentielles du 
mouvement d'un système, lorsque les liaisons entre 
les n points du système sont exprimées par des 
équations de condition entre les 3n coordonnées de 
ces n points et le temps t. Observons d 'abord que , 
puisqu'il y a n points , on a à dé t e rmine r 3n coordonnées 
en fonction de t, ce qui ex ige l a conna i s sance de 3n 

équations en t r e ces coordonnées et le t e m p s . 

L'équation du mouvemen t est : 

Soient : 

L t (t,x,y, z, x\y\z\ ... ) = 0, 
L 2 {t,x, y, z, x1, y',z', ... ) = 0, 

(2) 

Lh [t, x, y, z, x\ y\ z', . . . ) = 0, 

les k équa t ions de condit ion auxquel les doivent sa t i s 

faire les coordonnées des n points d u sys t ème . Pu i sque 

le déplacement doit être compatible avec les liaisons 
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du système telles quelles existent à l'instant considéré, 

il faut que les va r i a t i ons Sx, Sy, Sz, Sx',... soient telles 
qu ' en r e m p l a ç a n t x, y, z, x',... p a r x 4- Sx, y 4- Sy, 
z + Sz, x' 4- Sx',... en laissant t constant, dans les 

équat ions (2), ces équa t ions soient encore vérifiées par 
les nouvel les coordonnées (I, n° 3 8 1 ) . On doit donc 
avo i r les équa t ions de condi t ion : 

1 ^ + 5 1 ^ = 0 , L t 4 - S L , = 0 , . . . L * + 8L* = 0. 

Pu i sque ces de rn iè res équa t ions doivent ê t re vérifiées 

en m ê m e t e m p s que les équa t ions (2), on en t i re : 

en a y a n t soin de t r a i t e r le t e m p s t c o m m e une 
cons tan te d a n s les differentiat ions re la t ives à la ca rac
té r i s t ique S. 

Nous a u r o n s donc : 

BL, = 0, SL 2 = 0, ... SL f t = 0, 

oh, 

èx f Sa; 4- ôy 8y + 
dh. -

bz 4- 8a;' 4- . . . = 0, 

c œ + o y + ô z bz + w bx + • - = 0, 

Sa; 4- Zy + lz 4- ^ Sa;' 
ôx du OZ ôx 4- . . . = 0, 

c e qui nous donne k équa t ions e n t r e les 3n va r i a t ions 
Sx, Sy, Sz...; au m o y e n de ces k équa t ions on peu t 
d é t e r m i n e r les va leu r s de k va r i a t ions en fonction 
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des 3n— h a u t r e s . E n s u b s t i t u a n t ces v a l e u r s d a n s 
l 'équation (1), on o b t i e n d r a u n e équa t ion qui n e 
renfermera que 3n — k va r i a t ions . Or, ces va r i a t i ons 
seront m a i n t e n a n t a r b i t r a i r e s , et l ' équat ion qui les 
contient dev ra ê t r e vérifiée , quelles que soient 
les va leurs que l 'on a t t r i b u e à ces va r ia t ions indé te r 
minées. On dev ra donc é g a l e r à zéro les coefficients 
de ces 3n — k va r i a t i ons , ce qui nous d o n n e r a 3n — h 

équations en t r e les 3n coordonnées x, y, z, x',... et le 
temps t. En j o i g n a n t ces 3n — k équa t ions a u x k 

équations (2), nous a u r o n s les 3n équa t ions nécessa i r e s 
et suffisantes pour d é t e r m i n e r les 3n coordonnées en 
fonction du t e m p s . Les cons tan tes a rb i t r a i r e s in t rodu i t es 
par l ' in tégra t ion se dé t e rminen t , comme tou jours , au 
moyen des c i rcons tances in i t ia les du m o u v e m e n t . 

1 6 2 . Observons que les opéra t ions que n o u s venons 
de faire r ev i ennen t à é l iminer h va r i a t ions en t r e les 
équations (1) et (3). Or, ce t te é l iminat ion qui est , 
en généra l , t r ès pénib le , peu t se faire p a r la méthode 

des multiplicateurs, l aquel le p r é s e n t e , c o m m e nous 
allons le voir , des a v a n t a g e s par t icu l iè re . 

Multiplions les équa t ions (3) r e spec t ivement p a r des 
facteurs indé te rminés ïx, ¿ 2 , . . . ~th, et a joutons les r é su l 
tats obtenus à l 'équat ion (1). Nous ob t iendrons ainsi u n e 
équation (L) r e n f e r m a n t les 3n var ia t ions Sx, Sy, Sz... 

Comme, pa rmi ces 3n va r i a t ions , il y en a k qui son t 
dépendantes des a u t r e s , nous disposerons des facteurs 
A M / - 2 , . . . /- f t, de m a n i è r e à faire évanou i r d a n s 
l 'équation (L) les coefficients de ces h va r i a t ions . 
Les 3n — h va r ia t ions r e s t a n t e s é t an t arbitraires, l eu r s 
coefficients doivent ê t r e nu ls s épa rémen t . On voit 
par là qu'il faut éga le r à zéro les coefficients des 3n 

variat ions ce qui nous d o n n e r a les 3n équa t ions 
su ivantes : 

16 
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m 
dlx 
de 

= x + ) . 
âx + / 2 

dh, 
dx 

4 - ) Ô L k 

m d'y 
de 

dL, 
ày + K 

dLz 

dy + • , - dLk 

m 
diz 
"de •=z + k 

dL, 
dz + K 

dl± 
dz + .. _ l _ î ^ L / l M 

m 
, d'x' 
~dë = X' + )., dL, 

1 dx' 4- >, 
dh2 

dx' -t- • 
dL f t 

- + d S " 

Entre ces 3« équa t ions on é l iminera les k multipli
ca t eu r s >.M 5 . 2 , . . . e t l'on ob t i endra les 3n — k 

équations à j o ind re a u x équat ions (2) pour obtenir 
la solution du p rob lème . 

1 6 3 . L ' avan t age de cet te m é t h o d e consis te en ce 
qu'elle fournit les efforts que les liaisons produisent 

su r chacun des points du sys tème . E n effet, chacune 
d e ces équations (4) est l 'équation du m o u v e m e n t d'un 
point libre projeté su r l 'un des axes coordonnés . 
Ains i , les t rois p remiè res sont les équat ions du 
mouvement du point m considéré comme libre, sous 
l 'action de la force donnée X , Y, Z et des h forces : 

/ dL, . dLA . dLA L dL, dL, àh,\ 
\ ' dx ' 1 dy ' 1 dz ) ' V'2

 ~dx ' 2 dy ' 2 dz ) ' m" 

A dLk . dL f t , dLh\ 
- l ^ - f t e ' ) k ô y lk-dz")-

La même r e m a r q u e s 'applique a u x a u t r e s g roupes 

d e trois équa t ions . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 243 — 

Il résul te de là que : 

1 ~dx ' 2 r t e ' •'• * r t e ' 

sont les composan tes su ivan t l 'axe des x des act ions 

que les l ia isons exercen t su r le point m, e t , p a r 

conséquent, les équat ions ( 4 ) nous donnen t l 'expression 

des forces qui pou r ron t r e m p l a c e r c h a c u n e de ces 

liaisons. Il es t , en effet, év ident que , si l 'on supp r ima i t 

la liaison L L =- 0 , r i en n e se ra i t modif ié dans le 

mouvement , si l 'on appl iquai t : 

1° au point m une force a y a n t pour composan tes : 

dx ' 1 ây ' l ôz 

2° au point m' une force a y a n t pour composan tes : 

et ainsi de su i te . 

1 6 4 . On conclut encore de l à que la force à 
introduire en u n point m (x, y, z), lo r sque l'on 
supprime u n e l iaison L t = 0, est no rma le à l a surface 
représentée p a r l 'équat ion L, = 0, dans laquel le on 
considérerai t comme seules var iab les les coordonnées 
(x, y, z) de ce point, les coordonnées des a u t r e s points 
du système é t a n t supposées cons tan tes . 

1 6 5 . R E M A R Q U E . — Le dép lacemen t effectif que 
prend un sys t ème n'est pas toujours un dép lacemen t 
compatible avec les l iaisons à l 'époque t. Cela ne p e u t 
avoir lieu que si les liaisons ne renferment pas 

explicitement le temps. 
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Nous avons vu (n° 1 6 1 ) q u e , pour que le dépla

c e m e n t soit compa t ib l e avec les l iaisons du système, 

il faut que les équa t ions : 

L, = 0, L,_ = 0 , . . . L* = 0, 

qui sont vérifiées p a r les v a l e u r s x, y, z,... soient aussi 
vérifiées p a r x 4- Sx, y 4- Sy, z 4- Sz,... le temps t 

restant constant. Nous devons donc avoir les équations : 

dL. ~ . dL. -. . àL, j . . 
-, 1 QX 4 — ^ - oy-4- ùz 4 - ... = 0 , 
dx 1 ùy J 1 dz 1 

dL, „ , dL., » , d L , -
- § œ Ù X + dy ^ + - ¿ 7 ° - + - - ° . 

Or, les d é p l a c e m e n t s effectifs (réels) dx, dy, dz,.., 

n e satisfont pa s , en g é n é r a l , à ces équa t ions . En effet, 
dx, dy, dz,... sont les project ions sur les axes d e 
l ' é lément effect ivement p a r c o u r u p e n d a n t le t emps dt. 

Il en r é su l t e que les équa t ions : 

L, = 0 , L, = 0, ... Lh 0, 

d e v r o n t ê t r e vérifiées q u a n d on y c h a n g e t en t 4 - dtT 

oc en x 4 - dx,... e t nous a u r o n s a lors les équa t ions : 
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dt 
dt + 

ôx 
dx 4-

dz 

dh2 dt + 
àL, 
ùx 

dx -|-
dLi 

dz 

^ ^ d L . 

On voit donc que l 'on n e p o u r r a p r e n d r e : 

Zx=dx, ûy=dy, bz = dz, 

que si Ton a : 

Ûln = o ^ = o = o ^ ' ^ ' •" ^ 

c'est-à-dire si le temps t ri entre pas explicitement dans 

les équations de liaisons. 

A p p l i c a t i o n s . 

1 6 6 . P R O B L È M E I. — Trouver le mouvement d'un 

point matériel de masse m, assujetti à glisser sans 

frottement sur une courbe qui varie à chaque instant 

de position et même de forme. 

Soient : 

F (x, y, z, t) 
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les équat ions de la courbe ; X , Y, Z les composantes 

de la force mot r ice appl iquée au point m. 

L'équat ion de Lagrang-e nous donne : 

des équat ions de l iaisons on t i r e : 

r J F , , < ? F , , dF 5. 

ôa; + ^— ôy 4 - 3 - 8 , 2 

oa; oy * dz 
0, 

hx + - 4 - oy + y - 0 , 2 = 0. 
(te dy J oz 

E n é l iminant cfa;, e n t r e ces t ro is équations, 

on obt ient u n e équa t ion en t r e x, y, z, t, et en la 
j o i g n a n t a u x équat ions de la courbe , nous aurons trois 
équat ions pour dé t e rmine r x, y, z en fonction de t. 

1 6 7 . P R O B L È M E I I . — Un point matériel pesant 

glisse sans frottement sur une droite rigide qui décrit 

un cône droit autour de la 

verticale avec une vitesse 

angulaire constante u. On 

demande de trouver le 

mouvement de ce point. 

Soient 0 l ' angle constant 
ZOA du cône (fig. 12), 
4* l 'angle compris en t re 
le p lan mobi le ZOA et sa 
posi t ion in i t ia le ZOX, r la 

d i s t ance Om. On a év idemment : 

= ut; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 247 — 

d'autre pa r t , on a pour les équat ions de la d ro i te 

mobile OA : 

X — r sin 6 COS dit, 

y = r sin 6 sin ut, 

z = r cos 0. 

Les composantes de la force mot r i ce é t an t X = 0 , 

Y = 0, Z = mg, l 'équat ion de L a g r a n g e nous donne : 

d2x . , d*y - . / dïz \ . 
- W Û X ^ - d h o y + [ - d v ~ 9 ) ù z - 0 -

Or, on a : 

QX = sin 9 cos ut . lr, 

Zy = sin 6 sin (±tl . ùr, 

oz — cos 9 hr ; 

on a aussi : 

rl'lrp I t U y it'l' \ 

i r L = | _ pos ut — 2 " —rr sin ut — u ! r cos <»t sin 0, 

d'y t dlr ç y w r c o s u ^ — u 2 r s i n u M s i n g 
d i 2 l d t 2 + dt ) 

d*z d2r 
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P a r conséquen t , en é l i m i n a n t les dérivées et les 

v a r i a t i o n s de x, y, z, on o b t i e n t l 'équation : 

dPv 
— w 2 r sin 2 S = q cos 0. 

dp y 

Cet te équa t ion l inéa i re du s econd ordre à coefficients 

c o n s t a n t s a pour in tégra le : 

&-¿ sin 5 —^¿sinO (7 COS ( 
r = Ae + Be (j 2 sin 2 ti 

P o u r d é t e r m i n e r les cons t an t e s , supposons que l'on 

a i t r 0 = 0, et que v0 soit la v i tesse ini t iale du point 

s u r l a d ro i te mobi le . Nous a u r o n s : 

u 2 s in 2 G 

D ' au t r e p a r t , on a : 

v0 = ) = Au sin 9 — Bw sin 9. 

De ces équa t ions on t i r e : 

g cos G -I- wvn sin 9 
2w'2 sin 2 ü 

n on 
B 

co~ 9 — tovp sin 9 

2u 2 sin 2 e 

Conna i s san t r en fonction de t, nous pou r rons 
d é t e r m i n e r x, y, z en fonction de t, et le p rob lème 
•sera r é so lu . 
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CHAPITRE III. 

D e s f o r c e s i n s t a n t a n é e s o u p e r c u s s i o n s . 

1 6 8 . On m e s u r e une force cons tan te (I, n° 2 0 2 ) 

par la quan t i t é de m o u v e m e n t qu'elle communique 

pendant l 'unité de t e m p s à u n point ma té r i e l l ibre pr is 

à pa r t i r du repos . On a donc : 

Il résul te de là que , pour une quan t i t é de mouvemen t 
finie e t dé t e rminée produi te pa r la fo rce , la du rée 
de l 'act ion de ce t te force est d ' au t an t moindre rpie 
l ' intensité de la force est plus g r a n d e . Cette d u r é e 
peut ê t re t r ès pe t i t e , pour ainsi dire inappréc iab le , 
lorsque l ' intensité de la force est suffisamment g r a n d e . 
On peut a d m e t t r e que la posit ion du point n 'a pas 
varié p e n d a n t la du rée de l 'action d 'une telle force. 
Ainsi donc, l'effet de la force F t r è s g r a n d e p e n d a n t 
une t rès cour te du rée se ra de commun ique r au point 
une vi tesse finie v, sans faire pa rcour i r à ce point u n 
espace appréc iab le . Cette force s 'appelle force instan

tanée, ou m i e u x percussion. Il est bon d 'observer ici 
que l 'expression de force in s t an tanée , qui est consacrée 
par l 'usage, est défectueuse : il n'y a pas , à p r o p r e m e n t 
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par le r , de force i n s t an t anée . E n effet, aucune force n e 
peu t i m p r i m e r u n e vi tesse finie à u n e masse , quelque 
pet i te qu'elle soit , sans y m e t t r e u n ce r t a in temps 
et sans faire p a r c o u r i r u n c e r t a i n espace à son 
poin t d 'appl icat ion. C'est pou rquo i il se ra i t préférable 
d 'emploj 'er l 'expression de percussion ou impulsion. 

Jacobi emploie l 'expression de force momentanée. 

1 6 9 . Considérons u n e telle force P ag issan t s u r un 
point ma té r i e l libre et au repos, suivant une direction 

constante Ox, p e n d a n t u n t e m p s t r è s cour t 6. Nous 
a u r o n s : 

d'où, en i n t é g r a n t en t r e les l imi tes 0 et 0, e t dés ignan t 
p a r v l a vi tesse du point au b o u t du t emps G, il v ien t : 

I l en résu l te que la force i n s t a n t a n é e P est m e s u r é e 
p a r la quan t i t é de m o u v e m e n t finie qu'el le c o m m u n i q u e 
à u n point l ibre pr is à p a r t i r d u r e p o s . 

Supposons ensui te que la direction de la force 

instantanée P soit variable p e n d a n t le t emps 0 t r è s 
pet i t . Désignons p a r m la m a s s e d 'un point ma té r i e l 
libre su r lequel ce t t e force a g i t à partir du repos, 

p a r x, y, z les coordonnées de ce point , p a r X , Y, Z 
les composantes de la force P a u t emps t, c 'es t -à-dire 
à u n ins t an t que lconque de l a du rée de l 'action 
de la force. Nous a u r o n s , pour cet i n s t an t , les t ro i s 
équa t ions : 

m 

e 
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et, en i n t é g r a n t e n t r e les l imites 0 et 8 

dt 

dx dy dz 

di' lu' lu é t a n t les composantes de la vi tesse acquise 

par le point m au bout du t emps S. 

Or, les p r e m i e r s m e m b r e s de ces équa t ions sont les 
composantes de la quan t i t é de m o u v e m e n t due à la force 
ins tan tanée ; les seconds m e m b r e s sont les composantes 
de l ' impulsion to ta le de la force P . Donc, l'impulsion 

totale d'une force instantanée P est représentée en 

grandeur et en direction par la quantité de mouvement 

qu'elle imprimerait à un point matériel libre et au 

repos. 

1 7 0 . R E M A R Q U E . — On peu t encore dire que les 
expressions : 

y Xdt, J\'dt, y Zdl, 

sont les composantes de la quantité de mouvement que 

la force instantanée P (X, Y, Z) communiquerait au 

point m libre et au repos. 

1 7 1 . Il r é su l t e de ce qui p récède que , dans le c a s 
où u n sys tème est soumis à des forces in s t an tanées , 
il faudra t r ans fo rmer le pr inc ipe de d 'Alember t d e 
man iè re à y in t rodu i re les impuls ions to ta les de ces 
forces et les quan t i t é s de m o u v e m e n t . 
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E x t e n s i o n d u t h é o r è m e d e d ' A l e m b e r t 
a u x f o r c e s i n s t a n t a n é e s . 

1 7 2 . Supposons qu'à un ce r ta in ins t an t u n système 
ma té r i e l en mouvemen t subisse des percuss ions . Soit 9 
l a du rée de l 'action de ces percuss ions . On peu t supposer 
que ce temps t rès cour t 0 est le m ê m e pour toutes ces 
forces. On p o u r r a faire abs t rac t ion p e n d a n t ce t emps 0 
des forces motr ices qui soll ici tent le sy s t ème : car , elles 
sont négl igeables p a r r a p p o r t a u i . forces i n s t an t anées , 
e t l eu r effet est i nappréc i ab le p e n d a n t ce t emps 5. 
Ainsi donc , l'effet des forces i n s t a n t a n é e s est une 
va r i a t i on des vi tesses des poin ts ma té r i e l s , sans que 

les points du système aient changé de position pendant 

ce temps 0. 

Il est facile de s 'assurer que les va r i a t ions 5cc, $y, 

doivent ê t re considérées comme cons t an te s pendan t ce 
t e m p s G. En effet, ces va r i a t ions doivent sat isfaire a u x 
équa t ions : 
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dans lesquelles t r e s t e cons tan t . Or, les coo rdonnées 
œ, y, z,... d e v a n t aussi ê t re considérées comme 
constantes p e n d a n t le t e m p s 9, il en r é su l t e ra que les 
valeurs de Sx, Sy, Sz,... qui satisfont à ces équa t ions 
sont cons tan tes . 

Nous pouvons donc appl iquer à u n ins tan t que lconque 
compris dans la durée 9 le t h é o r è m e de d 'Alembert au 
mouvement du sys tème, en supprimant tout ce qui 

se rapporte aux forces finies, et ne conservant que 

les forces infiniment grandes. Nous a u r o n s donc 
l 'équation : 

Mult ipl iant les deux m e m b r e s p a r dt, et i n t é g r a n t 

entre les l imi tes 0 e t G, les var ia t ions Sx, Sy, Sz,... 

é tan t supposées cons tan tes , nous au rons : 

u 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 0 h 

Or, JXdt, J Ydt, J 7At sont les composantes de la 
". , " „ u . . , . , dx dy 

percuss ion donnée , appl iquée au point m ; m-y-, m —, 
dz 

m — sont les composan tes de la quan t i t é de mouvement 

de ce m ê m e point m à la fin de la percussion ; 
M {JÊ) ' M (^f) ' m {~dl) S O n ^ ^ G S c o m P o s a n * ' e s ^ e ^ a 

quan t i t é de m o u v e m e n t du m ê m e poin t m a u commen
c e m e n t de la percuss ion. 

On peut donc énoncer l 'équat ion p récéden te de la 
m a n i è r e su ivan te : 

T H É O R È M E . •— Si un système matériel est soumis 

à des percussions, il y a équilibre, à l'aide des 

liaisons, entre les percussions appliquées au système, 

les quantités de mouvement initiales et les quantités 

de mouvement finales, ces dernières étant prises en 

sens contraire. 

1 7 3 . On peu t encore énoncer ce t h é o r è m e d 'une 
a u t r e m a n i è r e . Observons que la force in s t an tanée P 
don t les composan tes sont X , Y, Z, commun ique ra i t 
a u po in t m, s'il était libre, une quan t i t é de mouvemen t 

don t les composan tes se ra ien t J Xdt, J Ydt, J*Zdt 
0 o a 

(n° 1 7 0 ) . On en conclut le t h é o r è m e su ivan t : 
T H É O R È M E . — Il y a équilibre, au moyen des 

liaisons, entre les quantités de mouvement que les 

percussions communiqueraient aux différents points 

du système, s'ils étaient libres, les quantités de 

mouvement que ces points possèdent au moment où les 

percussions commencent à agir, et les quantités 

de mouvement qu'ils possèdent après les percussions, 

ces dernières étant prises en sens contraire. 
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1 7 4 . REMARQUE I . — Si, au m o m e n t où les percus

sions commencen t à agi r , le sys tème est au repos , on a : 

<:t l'on a le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Il y a équilibre, au moyen des 

liaisons, enlre les percussions appliquées au système 

et les quantités de mouvement qui ont lieu effectivement 

à la fin du temps 6, prises en sens contraire. 

REMARQUE I I . — On peu t encore observer que les 

différences : 

sont les composantes de la quantité de mouvement 

perdue par le point m, p a r sui te de la percuss ion 

subie p a r le sys tème. Nous aurons a lors le t h é o r è m e 

suivant : 

THÉORÈME. — Il y a équilibre, au moyen de liaisons, 

entre les percussions et les quantités de mouvement 

perdues par les différents points. 

m 
dx 11 \~{DDI)\> m ! ( f ) - ( S ) i ' w i ( w ) 0 - ( â ) ! ' 
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CHAPITRE [V. 

T h é o r è m e s g é n é r a u x . 

1 7 5 . Nous allons d é m o n t r e r que les t héo rèmes 

g é n é r a u x que nous avons ob tenus p o u r le m o u v e m e n t 

d'un point un ique s 'é tendent a u m o u v e m e n t d'un 

sys tème maté r i e l . Ces t héo rèmes peuven t se dédui re 

c o m m e conséquences du pr incipe de d 'Alembert . 

T h é o r è m e d u m o u v e m e n t 

d u c e n t r e d e g r a v i t é . 

1 7 6 . Considérons u n sys tème ma té r i e l libre dans 
l 'espace, et soient m l a masse d'un point quelconque 
de ce sys tème, x, y, z les coordonnées de ce point, 
X , Y, Z les composantes su ivan t les axes de la résul
t a n t e des forces ex té r i eures pour ce point , Yf, Y, , Zj 
les composantes de la r é s u l t a n t e des forces intérieures 
su ivan t les m ê m e s a x e s . Nous a u r o n s p o u r le point m 

rendu libre les équa t ions du m o u v e m e n t : 
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m ^ - Z + Z l . 

Nous a u r o n s t ro i s équa t ions ana logues p o u r c h a c u n 

des points du sys t ème . E n a jou tan t m e m b r e à m e m b r e 

les équat ions re la t ives a u x m ê m e s axes pour tous les 

points du sys tème , il v ient : 

= SX + 

S m ^ - Ï Y + Ï Y , , 

ï m ^ - S Z + S Z , . 

Or, les forces in t é r i eu res é t an t deux à deux éga les 

et de sens con t r a i r e s , l eurs composantes su ivan t les 

axes sont deux à deux égales e t de signes con t ra i r e s . 

On a donc : 

£ X l = 0, SY, = 0, EZ t = 0, 

et, par sui te , 

Zm % = SY, ( 2 ) 

1 7 
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Dans ces équat ions X , Y, Z dés ignent les composantes 

de toutes les forces extérieures, y compr is les forces 
de l iaisons quand elles sont ex té r i eu res (réactions des 
appuis , s'il y en a, e tc . ) . 

Comme on peu t p r e n d r e p o u r axe des x u n e droi te 

que lconque de l 'espace, la p r emiè re des équat ions (2) 
nous donne le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Dans un système matériel en mouve

ment, à un instant quelconque, la somme algébrique 

des projections des forces effectives de tous les points 

du système sur un axe quelconque est égale à la somme 

des projections des forces extérieures sur ce même axe. 

1 7 7 . R E M A R Q U E I . — I l est bon d 'observer que 

l 'on ob t iendra i t i m m é d i a t e m e n t les équa t ions (2) pa r 
l 'appl icat ion du pr inc ipe de d 'Alember t a u système 
ma té r i e l l ib re : ce sont les t ro is p r e m i è r e s des six 
équat ions qui e x p r i m e n t l 'équil ibre de ce système 
sous l 'act ion des forces ex t é r i eu re s et des forces 
d ' iner t ie . 

R E M A R Q U E I L — On peu t t r o u v e r les équat ions (2) 
a u moyen des équa t ions de L a g r a n g e , en donnan t au 
sys tème un mouvement élémentaire de translation. 

Cette t r ans la t ion se ra compat ib le avec les liaisons 
d u sys tème, pu i sque le système est supposé libre. 

Dans ce cas , t o u s les 5s sont é g a u x , et , pa r consé
quen t , tous les Sx sont é g a u x , ainsi que les Sy et les Szt 

e t l 'équat ion de L a g r a n g e nous donne : 
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Or, le dép lacement de t r ans l a t i on Ss é t a n t a r b i t r a i r e , 

cette équat ion doit ê t re vérifiée quels que soient 

dx, Sy, àz ; on a donc : 

ce sont les équa t ions ( 2 ) . 

REMARQUE I I I . — Nous pouvons encore observer que 

ces équations ( 2 ) sont aussi les t ro is p remiè res des six 

équations qui exp r imen t l 'équil ibre des forces p e r d u e s . 

1 7 8 . On peu t donne r a u x équat ions ( 2 ) u n e a u t r e 

forme. A ce t effet, soient M la masse to ta le du sys tème, 

x]t ylt zl les coordonnées de son cen t re de g r a v i t e 

à l 'époque t, nous a u r o n s (I, n° 3 3 3 ) : 

M = S m , M i T j = ^.mx, M Î / [ zZmy, M * , = zZmz ; 

d'où : 
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pa r su i te , les équa t ions (2) nous d o n n e n t les suivantes 

M 
dl* 

M 
d% 
dl* 

- XZ. 

Or, ces équat ions (3) sont p r éc i s émen t (n" 13) les 
équa t ions différentielles que l'on ob t i endra i t pour 
le m o u v e m e n t d 'un point matériel libre, qui au ra i t une 
masse M, dont les coordonnées se ra i en t x,, y,, zt, 

et qui se ra i t sollicité pa r u n e force dont les composantes 
se ra ien t XX, XY, XZ, c 'est-à-dire p a r u n e force égale 
à la r é su l t an te des forces extérieures t r anspor t ées en 
ce point . On a donc le t h é o r è m e su ivan t qui est 
le théorème du mouvement du centre de gravité : 

T H É O R È M E . — Dans tout système matériel en mouve

ment, le centre de gravité se meut comme si toute 

la masse du système était concentrée en ce point, 

et si toutes les forces extérieures y étaient transportées 

parallèlement à elles-mêmes. 

Il résu l te de là que tou t ce que nous avons dit 

du mouvemen t d 'un point ma té r i e l est appl icable au 

m o u v e m e n t du cen t re de g rav i t é d 'un sys tème matér ie l . 

1 7 9 . CAS P A R T I C U L I E R . — Si l'on a : 

XX — 0, 0, 0, 

il v ient 
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On en t i r e : 

c", 

c"t |- d\. 

On en conclu t q u e , d a n s ce cas par t icu l ie r , le mouve 

ment du cen t r e de g r a v i t é est rectiligne et uniforme. 

C'est ce qui a r r i v e r a lorsqu'il n'y a pas de forces 

extérieures, ou lorsque ces forces sont telles que, 

transportées à chaque instant en un point quelconque 

de l'espace, elles s'y feraient équilibre. Dans ces d e u x 

cas, le c e n t r e de g r a v i t é du sys tème ne peu t avoi r 

qu'wn mouvement rectiligne et uniforme. Comme cas 

part iculier , ce m o u v e m e n t p e u t ê t re nu l , et le c e n t r e 

de g rav i t é r e s t e r a immobi l e . 

1 8 0 . A P P L I C A T I O N . — Le cas par t icu l ie r que nous 
venons d ' examine r se p r é sen t e quand les forces qui 
sollicitent le sys tème se r édu i sen t à des a t t r ac t ions 
mutuelles égales et de sens con t ra i r e s , comme, p a r 
exemple, d a n s le sys tème sola i re . Ce sys tème est 
composé d u Soleil, des p lanè tes , des satel l i tes e t d 'une 
mul t i tude d ' au t re s corps ; t o u s ces corps exercen t les 
uns sur les a u t r e s des a t t r ac t ions égales et de sens ' 
cont ra i res . Les forces e x t é r i e u r e s qui ag issen t su r ce 
sys tème, l i b re dans l ' e space , sont les act ions qui 
émanent des a u t r e s sys tèmes (étoiles fixes). Or, à c a u s e 
du g r a n d é lo ignement des étoiles fixes, on peut consi
dérer ces ac t ions , c 'es t -à-dire les forces e x t é r i e u r e s 
comme nég l igeab les . Le sys tème sola i re est a lors un 
système ma té r i e l l ibre qui n 'est soumis qu 'à des forces 
in tér ieures . P a r conséquent , son centre de gravité est 

ou immobile, ou animé d'un mouvement rectiligne et 

dxl 

~dt = c, 
dy, 
dt di 

x i c t
 + c i < Vi = c't + c\, zl = 
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uniforme. On a cons ta té que le sys tème possède 
un m o u v e m e n t qui l ' en t ra îne d a n s la d i rec t ion de la 
conste l la t ion d 'Hercule . 

R E M A R Q U E I . — Il r é su l t e des équa t ions (3) que 
les forces intérieures qui ex i s t en t e n t r e les différents 
poin ts du sy s t ème , ou celles qui v i e n d r a i e n t à p r end re 
na i s sance p e n d a n t le m o u v e m e n t , sont sans effet sur 

le mouvement du centre de gravité qui se m e u t 
s e u l e m e n t sous l 'act ion des forces e x t é r i e u r e s . Ainsi , p a r 
exemple , les chocs , les explos ions , les r éac t ions molé
c u l a i r e s , les combina isons ch imiques qui peuven t 
se p r o d u i r e d a n s le s y s t è m e , n e t r o u b l e n t p a s le 
m o u v e m e n t d u cen t r e de g r a v i t é . Si celui-ci est 
p r imi t i vemen t en r epos , et qu ' aucune force ex té r i eure 
n 'agisse su r le sys tème, le c e n t r e de g r a v i t é r e s t e r a 
en r epos . C'est en cela que consis te le principe de la 

conservation du mouvement du centre de gravité. 

R E M A R Q U E I I . — Lorsque le sys tème cons idéré n 'est 
pas l ib re , on d e v r a in t rodu i r e a u n o m b r e des forces 
e x t é r i e u r e s les r éac t ions des obs tac les , et le t h é o r è m e 
d u m o u v e m e n t du cen t r e de g r a v i t é s e r a encore vrai 
d a n s ces condi t ions . Mais , comme les r éac t ions sont des 
forces i nconnues , le t h é o r è m e ne fourni t p lus le moyen 
de d é t e r m i n e r i so lément le m o u v e m e n t d u cen t re de 
g r a v i t é . 
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T h é o r è m e d e s q u a n t i t é s d e m o u v e m e n t . 

1 8 1 . Si nous r e p r e n o n s les équa t ions (2), on p e u t 

les met t re sous la forme su ivan te : 

— S m s x = I X , 

~ Xmvy - I Y , (4) 

Or, mvz, mvy, mvt sont les composan te s de la 
quant i té de m o u v e m e n t du poin t m. E n cons idé ran t 
les quant i tés de m o u v e m e n t c o m m e des forces (n° 17)', 
et les t r a n s p o r t a n t à l 'or igine 0 , les express ions 
-mvz, Zmoy, I.mvz sont les composan tes de la force 
résul tante des quan t i t é s de m o u v e m e n t t r anspor t ées au 
point 0 . Or, si l 'on r e p r é s e n t e cet te r é s u l t a n t e p a r u n e 
droite OV, e t p a r S, //, Ç les coordonnées de l ' ex t rémité V 
de cette droi te , ces coordonnées se ron t r e spec t ivement 
égales a u x project ions de OV sur les axes , c 'est-à-dire 
aux composantes de la force r é su l t an t e des quant i t és 
d e mouvement . On a donc : 
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e t les équa t ions (2) dev iennen t a lors j les su ivantes : 

Mais , si l 'on i m a g i n e u n point mobi le , coïncidant 

avec le point V, les composan tes de l a vi tesse de ce 

po in t sont ^JT, D 'aut re p a r t , S X , SY, £Z sont 

les composan tes de la r é s u l t a n t e OR des forces 

ex té r i eu res t r a n s p o r t é e s a u point 0 . Les équat ions ( 5 ) 

nous donnen t le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . —• Dans un système matériel en mouve

ment, si l'on détermine à un instant quelconque la 

résultante OV des quantités de mouvement de tous 

les points du système, et la résultante OR des forces 

extérieures pour une même origine 0 , cette seconde 

droite OR représentera, en grandeur et en direction, 

la vitesse du point V extrémité de la première. 

1 8 2 . L 'équat ion : 

nous donne , en i n t é g r a n t , et dé s ignan t p a r (vz)0 l a 
va l eu r de vx p o u r t = 0 : 

o 
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Comme on p e u t p r e n d r e pour axe des x u n e d ro i te 
quelconque, on a u r a le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — L'accroissement total de la somme 

des quantités de mouvement du système projetées sur un 

axe fixe quelconque, pendant un temps quelconque, 

est égal à la somme des impulsions totales des forces 

extérieures projetées sur cet axe pendant le même 

temps. 

1 8 3 . CAS P A R T I C U L I E R . •— Si l'on a : 

S X . = 0, ' £ Y = 0, SZ = 0, • 

il vient : 

zZmvx = c, 2,mVy = c],f lZmvz = c". . 

Ces équa t ions nous d o n n e n t le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Lorsque les forces extérieures qui 

sollicitent un système matériel sont nulles à chaque 

instant, ou telles qu'étant transportées parallèlement 

à elles-mêmes en un point 0 , elles s'y feraient équilibre, 

la somme des projections des quantités de mouvement de 

tous les points du système sur un axe fixe quelconque 

est constante pendant toute la durée du mouvement. 

P a r conséquent , la r é s u l t a n t e des quan t i t é s d e 

mouvement de. tous les pointe du sys tème t r a n s p o r t é e s 

para l lè lement ' à e l les -mêmes en un point que lconque 

res te cons t an t e • en g r a n d e u r e t en d i rec t ion p e n d a n t 

toute l a d u r é e d u m o u v e m e n t . C'est le principe de la 

conservation de la quantité totale de mouvement. 
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T h é o r è m e d e s m o m e n t s 

d e s q u a n t i t é s d e m o u v e m e n t . 

1 8 4 . R e p r e n o n s les équa t ions (1), mult ipl ions la 

t ro i s ième p a r y, l a seconde p a r z, et r e t r anchons . 

Nous au rons : 

m (yw-2 %)= (Zy _ Yz) + - Y>*> : 

faisant la s o m m e des équa t ions ana logues pour tous les 
points du sys tème , il v i en t : 

- m {y % - z d%) = s { Z y ~ Y z ] + s ( z ' y - Y i Z ) -

Or, les forces in té r i eu res é t an t deux à d e u x égales 
e t d i r e c t e m e n t opposées , la s o m m e de l eu r s mo men t s 
p a r r appo r t à u n axe que lconque est nul le ; p a r consé
quen t , 

2 (Z.y - Y,z) = 0, 

e t l 'équat ion p récéden te n o u s donne : 
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~Lm l y 
d2z d2y 
~dt? ~~ Z Ht* ) ~ Z ( Z y - Y * ) ; 

d e m ê m e , 

v / e^r d}z_ 
^ m \ z ~ d ë ~ ~ x de 

(G) 
-= 2 (Xz (Xz — Zx), 

x 
d2y d*x 
dh y dl2 

= S (Yx — Xy) 

Les seconds m e m b r e s des équa t ions ( 6 ) n e r en fe rmen t 
que les forces e x t é r i e u r e s : ce sont les sommes des 
moments des forces ex t é r i eu re s p a r r a p p o r t a u x t ro is 
axes coordonnés . D 'au t re pa r t , l 'expression : 

est la s o m m e des m o m e n t s des forces effectives des 

différents points d u sys t ème pa r r a p p o r t à l ' axe des x. 

D'ailleurs, comme on peu t p r e n d r e pour a x e des x 

une dro i te que lconque , on a le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Dans tout système matériel en mouve

ment, la somme des moments des forces effectives de 

tous les points du système par rapport à un axe 

quelconque est, à chaque instant, égale à la somme 

des moments des forces extérieures par rapport au 

même axe. 

1 8 5 . R E M A R Q U E I. — On pouvai t obteni r les équa

tions ( 6 ) p a r l 'appl icat ion du pr incipe de d 'Alember t 

a u sys tème ma té r i e l l ibre : ce sont les t ro is dern iè res 

des six équat ions qui exp r imen t l 'équi l ibre de ce 

système sous l 'action des forces ex t é r i eu re s e t des 

forces d ' iner t ie . 

2 m 
d2z d2y\ 

V dt* ZM2)' 
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R E M A R Q U E I I . — D'ail leurs, ces équa t ions (6) peuvent 

auss i se dédu i re de l 'équat ion de L a g r a n g e , en donnant 

a u sys tème un mouvement élémentaire de rotation 
a u t o u r de l 'origine 0 , ce t t e ro t a t i on é t a n t compat ible 

avec les l iaisons du s y s t è m e , si celui-ci est libre. 
On a a lors : 

Sa; = zlq — ySr, 

by = хЪг — zbp, 

ÙZ = уЪр — xbq ; 

en subs t i tuan t d a n s l 'équat ion de L a g r a n g e , e t éga lan t 
à zéro les coefficients des va r ia t ions Sp, 3q, 3r, lesquelles 
sont a rb i t r a i r e s , on ob t i end ra les équa t ions (6). 

1 8 6 . Si nous r e p r e n o n s m a i n t e n a n t les équa t ions (6),, 
on p e u t les m e t t r e sous la forme su ivan t e : 

Лт (yv2 — zv„) = Л (Zy — Yz), j 
. Лт (zvx — xvz) = Л (Xz — Zx), \ '(7) 

^jl.m(xvy — yvx) = 2Z(Yx — Xy). 1 

Or , en cons idé ran t les quan t i t é s de m o u v e m e n t 
c o m m e des forces, et les t r a n s p o r t a n t à l 'or igine 0 , 
les express ions Лт (yvz —• zvy), Лт (zvx — xv,), 
Лт (xvy — ytv) son t les couples composan t s du couple-
des quan t i t é s de m o u v e m e n t . 
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Si nous dés ignons p a r OK l 'axe du couple résultant, 

des quant i t és de m o u v e m e n t , e t pa r l, »?, Ç les 

coordonnées de l ' ex t rémi té K de cet a x e , ces coordon

nées seront r e spec t ivemen t égales a u x project ions de 

OK sur les a x e s , c 'est-à-dire a u x couples composan t s 

du couple des quan t i t é s de m o u v e m e n t . Nous a u r o n s 

donc : 

l = Y.m{yvz—zvv), y=*'£.m{zvx — xvz), £, = Hm{xvy—yv:c), 

et les équa t ions (7) nous donnen t les su ivantes : 

§ = 2 {Zy - Y*), 

Ut 
= S (X.2 7.x), 

Ut 
= 2(Yx — Xij). 

On en conclut le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E D E M . R E S A L . — Dans tout système 

matériel en mouvement, si Von détermine pour un 

instant quelconque Vaxe OK du couple résultant des 

quantités de mouvement de tous les points du système, 

et Vaxe OG du couple résultant des forces extérieures, 

pour une même origine 0 , cette seconde droite OG 
représentera en grandeur et en direction la vitesse 

du point K extrémité de la première OK. 

1 8 7 . CAS P A R T I C U L I E R . — Si la s o m m e des m o m e n t s 
des forces ex t é r i eu re s p a r r a p p o r t à l ' axe des x est 
nul le p e n d a n t tou te la d u r é e d u m o u v e m e n t , on a u r a : 

2 [Zy - Yz) = 0 ; -
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p a r su i te , 

~ ï>rc (yv2 — zvy\ = 0, 

ou bien : 

ï » i (yvz — zvv) = const. 

D'ail leurs, c o m m e on p e u t p r e n d r e p o u r axe des x 

u n e dro i te que lconque , on a le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Si la somme des moments des forces 

extérieures par rapport à un axe fixe est constamment 

nulle (ou si l'axe du couple résultant des forces 

extérieures est constamment normal à une droite fixe), 

la somme des moments des quantités de mouvement de 

tous les points du système par rapport à cette droite 

reste constante pendant toute la durée du mouvement. 

1 8 8 . Supposons m a i n t e n a n t que les forces données 
se r édu i sen t à des forces in t é r i eu res (act ions mutuel les) , 
ou à des forces d i r igées vers un cen t r e fixe pr is p o u r 
o r ig ine , ou à des forces qui se r é d u i s e n t à une force 
u n i q u e p a s s a n t p a r l 'or igine ; en g é n é r a l , que l'axe du 

couple résultant des forces extérieures soit nid à chaque 

instant. Nous a u r o n s : 

E l Z y — Yz) = 0, S (Xz — Zx) = 0, 2 [Yx — Xy) = 0. 

Les équa t ions (7) nous d o n n e n t a lors : 

E» i \yvz — ZV,j) = c" 

S H I (ZVX — XV z) = c\ 

XHI [xvy — yvj) = c, 
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c, C, c" é t a n t des cons tan tes dé t e rminées pa r les 

c irconstances in i t ia les . Il en r é su l t e que , d a n s ce cas , 

les projections de OK sur les axes sont constantes; 

donc, OK est constant en grandeur et en direction, 

et l'on a le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Dans un système matériel quelconque, 

lorsqu'il n'y a pas de forces extérieures, ou lorsque 

l'axe du couple résultant de ces forces pour une 

origine O est constamment nul, l'axe du couple résultant 

des quantités de mouvement de tous les points du 

système pour ce même point O est constant en grandeur 

et en direction pendant toute la durée du mouvement. 

En d 'au t res t e r m e s , la somme des moments des quantités 

de mouvement par rapport à une droite quelconque 

passant par ce point O reste constante pendant toute 

la durée du mouvement. 

C'est en ce la que consiste le pr inc ipe de la conser

vation des moments des quantités de mouvement. 

1 8 9 . R E M A R Q U E . — Le t h é o r è m e des m o m e n t s des 

quant i tés de m o u v e m e n t subsis te encore lo rsque , au l ieu 

de r a p p o r t e r le m o u v e m e n t d u sys tème à t ro is axes 

fixes, on le r a p p o r t e à des axes mobi les de direct ion 

cons tante p a s s a n t p a r le c e n t r e de g rav i t é du sys tème. 

En effet, soient Gx', Gy', Gz' t rois axes r e c t a n g u l a i r e s 

menés p a r le c e n t r e de g r a v i t é pa r a l l è l emen t a u x a x e s 

fixes, xl7 y¡, zr les coordonnées d u c e n t r e de g r a v i t é 

p a r r a p p o r t a u x axes fixes, x , y, z' les coo rdonnées 

d 'un point m d u corps p a r r a p p o r t a u x axes mobiles ; 

nous a u r o n s : 

x = xt + x', y = y¡+ y', z = z, - f z'. 

P a r su i te , 
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„ / , d2z dhj\ v . 
fa. + y') 

d* fay + z') 
dP 

— {.z, + z) 
n dz (y, + y'] 

dP 

o u bien r 

., / dzz d2y\ / # 2 . d 2 y . \ 

, v d2z' v d ' y ' , dH, „ , dhj 
+ y. 2m, w - z, \m -7fk + -7d Zmy> -

dP ' dP dP 

. v / , d2z' , d2y'\ 

Mais , l 'or igine des coordonnées x\ y\ z' é t an t au 
c e n t r e de g r a v i t é , on a (I, n° 3 2 3 ) : 

ïmx1 = 0, S m y = 0, 2 m z ' = 0, 

d'où 

1 ^ - 7 ^ = 0, 2»> - ¿ - = 0 , 2 w | J = 0, 

e t il v ien t a lors : 
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D'autre p a r t , on a auss i 

v {ZY _ YS) = X [Z (y, + y') — Y (*, + z')] 

= f y 1 2 Z - 5 1 S Y 4 - v ( z y _ Y z ' ) . 

Subs t i tuan t d a n s l a p r e m i è r e des équa t ions (0), 
et ayant é g a r d a u x équa t ions (3), il v i en t : 

Or, cet te équa t ion ne diffère de la p r e m i è r e des 

équations (6) que p a r la subs t i tu t ion d e x', y\ z' à x, y , z. 

Il en sera i t de m ê m e des équat ions q u e l'on ob t i end ra i t 

au moyen des deux a u t r e s équa t ions (fi). On ob t ien t 

donc pa r r a p p o r t à des axes mobi les du cen t re de 

gravi té t rois équa t ions ana logues à celles que l 'on 

obtient p a r r a p p o r t à t ro is axes fixes de l ' espace . 

Il résul te é v i d e m m e n t de là que tou tes les consé

quences que nous avons t i rées de ces équa t ions (6) 
se ma in t i ennen t quand on r a p p o r t e le m o u v e m e n t 

à des axes mobi les pa s san t p a r le c e n t r e de g r a v i t é . 

P a r conséquent , le théorème des moments des quantités 

de mouvement subsiste par rapport au centre de 

gravité. 

18 
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T h é o r è m e d e s a i r e s . 

1 9 0 . Le t h é o r è m e des m o m e n t s des quant i t és de 

m o u v e m e n t donne l ieu à une in te rp ré ta t ion géométr ique 

r e m a r q u a b l e . 

On sai t que l 'expression : 

dy dx 
C B d t ~ y d t ' 

est éga le au double de la dér ivée p a r r a p p o r t au t e m p s 

de l 'aire Az décr i te p a r la project ion du r a y o n vec teur 

su r le p lan des xy, l 'a ire é t a n t posi t ive quand le rayon 

vec teu r se m e u t des x ve r s les y. 

I l en résu l t e que , si l'on a à c h a q u e ins t an t du 

m o u v e m e n t : 

£ (Yx - Xy) = 0, 

l ' équa t ion : 

Jim (xvy — yvœ) = c, 

nous d o n n e r a la su ivan te : 
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et, par conséquent , 

S m A , = 1t, 

en supposant que les aires As soient nul les pour t = 0 . 

On a donc le t héo rème su ivan t : 

THÉORÈME. — Si la somme des moments des forces 

extérieures par rapport à un axe fixe passant par 

l'origine des rayons vecteurs est constamment nulle, 

la somme des produits que l'on obtient en multipliant la 

masse de chaque point matériel par l'aire que décrit 

la projection de son rayon vecteur sur un plan perpen

diculaire à cet axe varie proportionnellement au temps. 

1 9 1 . Si l 'on a en même t e m p s les t ro is équa t ions : 

S [Zy — Yz) = 0, S (X* — Zx) = 0, 2 (Yx — Xy) = 0, 

ce qui a r r i ve r a lorsqu'il n'y a pas do forces ex t é r i eu re s , 

ou, en g é n é r a l , lorsque le couple r é s u l t a n t de la 

translation de ces forces à l 'or igine 0 est nu l à c h a q u e 

instant, nous a u r o n s la m ê m e p ropr i é t é p o u r c h a c u n 

des trois p lans coordonnés . Elle a u r a donc l ieu p o u r 

un plan fixe quelconque, et nous au rons le t h é o r è m e 

suivant : 

THÉORÈME. — Lorsque dans un système matériel 

en mouvement, il n'y a pas de forces extérieures, ou 

lorsque l'axe du couple résultant de ces forces relatif 

a une origine quelconque est nul, la somme des produits 

que l'on obtient en multipliant la masse de chaque point 

matériel par l'aire décrite par la projection de son 

rayon vecteur sur un plan fixe quelconque variera 

proportionnellement au temps. 
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C'est en cela que consis te le théorème des aires, 

ou le principe de la conservation des aires. 

On a alors les équat ions (n° 1 8 8 ) : 

On les appel le les intégrales des aires. 

Il est bon de r e m a r q u e r ici que , s'il a r r ive des chocs 
en t re les différents corps du sys t ème , ou des explosions, 
ces t ro is dernières équat ions ne se ron t pas modifiées, 
puisque ces phénomènes i n t rodu i sen t des forces égales 
et de sens cont ra i res qui d i spa ra i s sen t dans les équa
t ions ( 6 ) (n° 1 8 4 ) . 

1 9 2 . Supposons u n sys tème sat is fa isant a u x conditions 
énoncées ci-dessus (n° 1 9 1 ) , c 'es t-à-dire tel que l'axe 
du couple résu l tan t des forces ex t é r i eu re s soit nul, 
et considérons les a i res é l émenta i re s décr i tes dans 
l 'espace p e n d a n t un é lément de t e m p s p a r les rayons 
vec teu r s qui jo ignent le point 0 a u x divers points du 
sys tème ; les projections de ces a i res su r u n plan sont 
les a i res décri tes dans ce m ê m e t e m p s p a r les rayons 
vec teurs des projections des points su r ce p lan . 

P l a n d u m a x i m u m d e s a i r e s . 
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Soient dk%, d \ y , dkz les project ions d 'une de ces 

aires é l émen ta i r e s sur les p lans coordonnés , menés p a r 

le point 0 ; la project ion de ce t te a i re su r u n p l an P 

faisant des ang les a, /3, y avec les p lans coordonnés s e r a 

donnée p a r la formule : 

dkp = dk.K . cos a 4- dkv . cos S -i- dkz . cos y, 

de laquel le on t i r e , en i n t é g r a n t : 

A p = Ax cos a + Ay cos 3 + As cos y ; 

par conséquent , 

SjnAp = cos a V j r t A œ 4- cos 3 Hmkv + cos y Hmkz. 

Or, d a n s le cas par t icu l ie r que nous avons e x a m i n é 

(n° 1 9 1 ) , on a (n° 1 8 8 ) : 

c1' c' c 
I m A j = — t, "Zmky = — t, EmAs = - t ; 

par sui te , 

2 m A p = ^ t [c' cos a + c' cos 3 4- c cos y). 

Dans ce t te équat ion le coefficient de t est cons t an t , 

lorsque le p lan P est donné : ce t te formule est conforme 

au t h é o r è m e énoncé plus h a u t (n° 1 9 1 ) . 

1 9 3 . On peu t d 'ai l leurs me t t r e cet te équat ion sous 

la forme su ivan te : 

Zmkp = | lit cos a 4- t;os 3 4- ^ cos y \ , 
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en posan t : 

k — \/dl
 + c' 2 -f- c" ! . 

Or, on p e u t cons idérer - y , -y-, -r- c o m m e les cosinus 
k k k 

des ang les que fait avec les axes coordonnés une 
ce r t a ine dro i te 0 1 , don t la direction est, p a r conséquent, 
indépendante de la position du plan P . Si donc nous 
imag inons un p lan Q. pe rpend icu la i r e à ce t t e droi te 01 , 
l a posit ion de ce plan est i n d é p e n d a n t e de la position 
d u plan P , et en dés ignan t p a r 0 l 'angle qu'il fait avec 
le p lan P , on a : 

cos 6 = ^- cos a -(- ~ cos p 4- | cos y ; 

p a r sui te , 

EwîAp = | ht cos 0. 

Donc, la somme des produits que l'on obtient en 

multipliant les masses des différents points matériels 

par les aires correspondantes décrites sur le plan P , 

est égale au produit de ^ kl par le cosinus de Vangle 

que fait le plan P avec le plan fixe Q.. 

1 9 4 . La quan t i t é h é t a n t indépendante de la position 

du plan P , on voit que Y.mKp s e r a maximum lorsque 
l'on a u r a 0 = 0, c 'est-à-dire quand le p lan P coïncidera 
avec le p lan Q. ; on a u r a a lors : 

2 T O A B =- s kt. 
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Donc, il existe un plan fixe tel que la, somme des 

aires décrites pendant un temps quelconque par les 

projections des rayons vecteurs des différents points 

sur ce plan, multipliées par les masses de ces points, 

est plus grande que pour tout autre plan de projection. 

Ce plan est toujours le m ê m e , quel que soit le t emps 

écoulé. On l 'appelle le plan du maximum des aires : 

c'est le plan invariable de Laplace. Sa position est 

déterminée p a r les formules : 

c" c' 
cos ). = —. , cos u. = —, 

l / c 2 + c' 2 + c"2 [/c1 -f- c' 2 4- c"2 

a 
cos v = —. ; 

| / c 2 -r c'2 + c"2 

il coïncide donc avec le p lan du couple r é su l t an t des 
quanti tés de m o u v e m e n t , e t il a pour équat ion : 

c"x 4- c'y 4- cz = 0. 

REMARQUE. — Il est év ident que le théorème des 

aires subsiste, c o m m e celui des momen t s des quan t i t é s 

de mouvement , dans le mouvement relatif du sys tème 

au tour du cen t re de g r a v i t é . 
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T h é o r è m e d e s f o r c e s v i v e s . 

1 9 5 . Nous avons vu , dans le m o u v e m e n t d'un point 
ma té r i e l l ibre (n° 3 8 ) , que l 'accroissement de force vive 
d'un point m a t é r i e l p e n d a n t un ce r ta in t e m p s est égal 
au double du t r a v a i l de la force mot r i ce (ou de la 
r é su l t an te des forces appliquées) p e n d a n t ce t emps . 
D'après cela , l ' équat ion différentielle des forces vives 
pour u n point ma té r i e l l ibre est : 

\ dmv2 = Xdx + Ydij + Zdz. 

Or, dans un sys tème maté r i e l , nous pouvons consi
dé re r chacun des points c o m m e l ib re , e t sollicité pa r 
tou tes les forces ex té r ieures et in t é r i eu res . Nous pouvons 
alors appl iquer à chacun de ces points r e n d u l ibre le 
t h é o r è m e que nous venons de r appe le r , et nous aurons , 
pour le sys tème, l 'équat ion : 

l dZmv2 = 2 [Xdx + Ydy - f Zdz), 

dans laquel le X , Y, Z sont les composan tes de 
l 'une que lconque des forces ex té r i eu res ou in té r i eures . 
Le s igne 2 du p r e m i e r m e m b r e se r a p p o r t e à tous les 
points du sys tème , celui du second m e m b r e à toutes 
les forces. 
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En in t ég ran t , on a : 

t 
~ Zmv* — \ 2 m V = ^f (xdx + Y d d -r z d s > -

a 
Observons que le second m e m b r e renfe rme tou tes les 

forces ex té r i eu res et i n t é r i e u r e s , y compr is les forces 
qui t i ennen t l ieu dos l ia isons . 

Nous appe l le rons force vice totale du sys tème, 
la somme des forces vives des différents points de ce 
système, et nous a u r o n s le t h é o r è m e su ivan t , qui est 
le théorème des forces vives : 

T H É O R È M E . • - L'accroissement de la force vive totale 

d'un système matériel en mouvement 'pendant un temps 

donné est égal au double de la somme des travaux 

de toutes les forces tant intérieures qu'extérieures qui 

agissent sur les différents points du système pendant 

ce temps. 

1 9 6 . R E M A R Q U E . — Observons ici que , si ce r ta ins 
points sont assujet t is à se mouvoi r sur des surfaces ou 
sur des courbes fixes sans f ro t tement , le t r a v a i l des 
réactions n o r m a l e s est nu l . 

Nous devons encore r e m a r q u e r que les forces inté

rieures ne disparaissent fias d'elles-mêmes dans ' le 
théorème des forces vives comme dans les au t r e s 
théorèmes g é n é r a u x . Nous savons en effet (I, n" 3 7 9 ) , 
que la somme des t r a v a u x é lémenta i res des d e u x forces 
égales et de sens con t ra i res qui se déve loppent en t re 
deux points ma té r i e l s , n 'est égale à zéro que si la 
distance de ces deux points ne va r i e p a s . P a r consé
quent, la s o m m e des t r a v a u x des forces in té r ieures 
d'un sys tème est , en géné ra l , différente de zéro , et ce t te 
somme e n t r e r a dans l 'équat ion des forces vives . 
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1 9 7 . On peu t encore ob ten i r l e t h é o r è m e des forces 

v ives en s ' appuyant s u r le t h é o r è m e de d 'Alembert . 

Nous avons vu que ce t h é o r è m e nous donne l 'équation 

.suivante : 

d a n s laquel le X , Y, Z dés ignent les composantes de 
t ou t e s les forces qui ag i ssen t su r le sys t ème , à l 'exception 
des forces qui t i ennen t lieu des l iaisons, Sx, Sy, oz,... 

d e v a n t ê t re compat ib les avec ces l iaisons. 

Nous avons v u (n° 1 6 5 ) que , si les équat ions de 
l i a i sons ne r en fe rmen t pas expl ic i tement le t emps , 
le dép lacement effectif s e r a u n dép l acemen t compat ib le 
a v e c les l ia isons du sys tème, e t l'on p o u r r a poser : 

ÙX = dx, ùy = dy, oz = dz, ... 

L'équat ion de L a g r a n g e nous donne a lors : 

o u bien : 

Y/m 
dxd2x + dydhf 4- dzd2z 

'dP 
= 2 {Xdx + Ydy + Zdz), 
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et, en i n t ég ran t , 

- Tanv* — ^ Zmva

2 = ^J {Xdx + Ydy + Zdz). 

o 
C'est Yéquation des forces vives dans le cas où les 

liaisons ne renferment pas explicitement le temps. 

Le second m e m b r e de cet te équat ion ne renferme que 
les forces qui ag i ssen t su r le sys tème (y compris les 
forces in té r ieures ) , à l 'exclusion des forces de l i a i sons . 

Ainsi donc, dans le cas où les liaisons ne renferment 

pas explicitement le temps, l 'équat ion des forces vives 
ne renferme pas les forces de l ia isons. 

1 9 8 . Si, au con t ra i r e , u n e ou p lus ieurs des équa t ions 

de liaisons r en fe rma ien t expl ic i tement le t e m p s , le 

déplacement rée l n e sera i t pas compat ib le avec les 

liaisons : le calcul que nous venons de faire n 'est plus 

applicable. P o u r que l'on puisse identifier le déplace

ment r ée l à u n dép lacemen t v i r tue l , il f audra i t que 

les Sx, Sy, Sz,... fussent complè t emen t a r b i t r a i r e s . 

Or, il est possible de donner à l 'équat ion de L a g r a n g e 

une forme tel le que les Sx, Sy, Sz,... y soient tou t à fait 

a rb i t ra i res . 

En effet, si nous dés ignons p a r X x , Y , , ZL les 

composantes de la force totale, r é su l t an t e des forces 

extér ieures , des ac t ions mutue l les et des forces t e n a n t 

lieu des l i a i sons , pour le point m, nous au rons 

l 'équation : 
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On obt ien t ce t te equa t ion de la m a n i è r e suivante : 

le point m p o u v a n t ê t r e cons idéré c o m m e l ibre sous 

l 'act ion de la force X p Y , , Zj , on a p o u r ce point : 

on obt ien t des équa t ions ana logues pour chacun des 
points du sys tème r e n d u l ib re . Or , en mul t ip l iant 
c h a c u n des g r o u p e s p a r Sx, Sy, dz et a jou tan t , 
on t r o u v e l ' équat ion p récéden te . 

Cela posé, si, dans ce t te équat ion où les Sx, Sy, Sz,... 
sont a r b i t r a i r e s , on r emplace Sx, Sy, S z p a r 
dx, dy, dz,..., on a u r a l 'équation : 

Ce se ra Yéquation différentielle des forces vives. 

1 9 9 . On p o u r r a sépa re r dans le second m e m b r e les 
t e r m e s qui se r a p p o r t e n t aux t ro is espèces de forces. 
E n dés ignan t p a r X , Y, Z les composan tes de la force 
ex té r i eu re a u po in t m, p a r X', Y', Z' les composantes 
de la force qui t i en t l ieu des l ia isons, les t e r m e s du 
second m e m b r e qui se r appo r t en t à ces d e u x espèces 
de forces se ron t : 

X [Xdx + Ydy 4- Zdz), et S (X'dx - f Y'dy -\- 71 dz). 

dlx „ d2y 
X ' = m Hifi' * i = m ~iW' Z[ = îTî 

d2z . 

dxd-x -f- dyd'y + dzd-z 
= X (X,dx + Y\dy + Z.dz). 

D'aut re pa r t , si l 'on désigne p a r mnïf{r) les act ions 
mutue l les exercées en t r e les d e u x points m et m\ 

ces forces é t an t appl iquées l 'une en m, l ' au t re en m', 
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le t rava i l é l émen ta i r e de l 'action mutue l l e de ces deux 

molécules se ra — mm'f(r)dr; donc, la somme des 

t r a v a u x des act ions mutue l l e s se ra : 

— zZmm! j'f{r) dr, 

u 

et nous a u r o n s pour l ' in tégra le des forces vives : 

\ S m w 2 — \ ï m » ; = j" ÇXdx + Y du + Zdz 

u 
t 

+ ^ j(X'dx + Y'dy + Z'dz 

u 
t 

— zZmm' fir) dr. 

o 
2 0 0 . Lorsque les l ia isons sont i ndépendan te s d u 

temps , le second t e r m e du second m e m b r e est nu l , 
parce qu'il cor respond à des forces qui sont n o r m a l e s 
aux chemins r ée l l emen t p a r c o u r u s ( n o s 1 6 4 et 1 6 5 ) , 
et l'on a a lors l 'équat ion : 

t 
ì zlrav^ = ̂  j(Xdx 4 - Ydy + Zdz 

a 
t 

— Y.mm! j f {>-) dr. 

C'est l ' équat ion que nous au r ions t rouvée pa r le 

p remier p rocédé (n° 1 9 7 ) , si nous avions s épa ré dans 

l 'équat ion les t e r m e s co r r e spondan t a u x forces ex té 

r ieures e t ceux qui co r responden t a u x forces in té r i eu res . 
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2 0 1 . Reprenons l ' équat ion des forces vives sous la 

forme (n° 1 9 7 ) : 

t 

[Xdx +- Ydy 4 - Zdz), 
0 

en supposan t que les liaisons ne renferment pas 

explicitement le temps. Nous savons q u e , dans ce cas, 
X , Y, Z sont les composan te s de l 'une quelconque des 
forces in t é r i eu res ou ex té r i eures du sys tème ; d'ailleurs, 
le s igne 2 du p r e m i e r m e m b r e se r a p p o r t e à tous les 
poin ts du sys tème, et celui du second m e m b r e à toutes 
les forces ex té r i eu res et i n t é r i e u r e s . 

Supposons qu'il existe u n e fonction de force U, 
n e r en fe rman t pas exp l ic i t ement le t e m p s , c'est-à-dire 
u n e fonction don t les dér ivées par t ie l les prises pa r 
r a p p o r t a u x coordonnées x, y, z d 'un point soient 
égales a u x composantes X , Y, Z de la force appliquée 
en ce po in t ; en d ' au t res t e r m e s , supposons que la 
quan t i t é 2 (Xdx + Ydy + Zdz) soit la différentielle 
exac te d 'une fonction U. Nous a u r o n s a lors : 

h é t an t une cons tan te . Cette équa t ion s 'appelle Yintégrale 

des forces vives : on dit a lors que Yintégrale des forces 

vives existe. On p e u t la m e t t r e sous la forme : 

X m v " — Z m V a * = 2U — 2U, 

ou bien : 

= 2U + h, 

2 m m+m+(§)*] = 2U 4- h ; 
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c'est une intégrale première des équat ions du m o u v e 

ment. Nous au rons le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Dans un système soumis à des liaisons 

indépendantes du temps, et pour lequel il existe une 

fonction de force également indépendante du temps, 

la force vive du système est égale au double de la 

fonction de force augmentée d'une constante. 

Ce t h é o r è m e a é té énoncé pour la p remiè re fois p a r 

Daniel Bernoull i . 

2 0 2 . On voit que , dans ce cas, la force vive du 

système ne dépend que des coordonnées des différents 

points. Si, à deux époques différentes, les points du 

système repassent par les mêmes p>ositions, la force 

vive à ces deux époques reprend la même valeur .-

elle est i ndépendan te des t ra jectoires des différents, 

points en t re ces deux époques. 

C'est en cela que consis te le pr incipe de la conser

vation des forces vives. Il a lieu lorsqu'i l exis te u n e 

fonction de force. Le mot conservation se r a p p o r t e 

à cette i ndépendance de la forme du chemin p a r c o u r u , 

ou, ce qui est la m ê m e chose , des équa t ions de 

condition, puisque la forme du chemin p a r c o u r u dépend 

des équat ions de condi t ion. 

C'est ce qui a r r i v e r a lo rsque le sys tème n 'es t sol l ici té 

que p a r des act ions mutue l l e s (forces a t t r ac t ives ou 

répulsives) éga les et de sens con t ra i res , e t fonctions 

des d is tances mutue l l e s . E n effet, on a a lors p o u r d e u x 

points : 

Xdx + Ydy + Zdz - f X'dx' + Y'dy' + Z'dz' = — mm' f[r) dry 

et l 'équation des forces vives nous donne : 

o 
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C'est ce qui a r r i v e r a encore lo r sque les forces 
ex té r ieures sont des forces a t t r ac t ives ou répulsives 
di r igées vers des cen t re s fixes, ces forces é tan t des 
fonctions des d i s tances a u x cen t res fixes. Car, on a 
a lors , c o m m e nous l 'avons vu (n° 5 0 ) p o u r chacune 
de ces forces : 

express ion qui est u n e différentielle e x a c t e . 

2 0 3 . Rep renons encore l ' équat ion des forces vives 
(n° 1 9 5 ) , et d i s t inguons dans le second m e m b r e les 
t e rmes relatifs a u x forces extérieures et ceux qui se 
r a p p o r t e n t a u x forces intérieures ,- nous au rons : 

Xdx -\- Ydy -\ - Zdz = — F (r) dr, 

Or, on a : 

ou bien, en posan t : 

f(r)dr = d<p {r), 

il v ient : 

mm'd<f[r) — 
0 

Mais, la fonction <p (r) é t a n t é v i d e m m e n t une fonction 
des coordonnées x, y, z, x\ y', z' des deux points m 
et m', nous pour rons poser : 
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IT (x, y, z, x', ij, z', ...), 

et nous a u r o n s : 

ZbFi = — IT (x, y, z,x', y', z',...; .) + Tl(x0,ya,z0,x'0,y'0,z'0,...) 

= N 0 - N , 

on dés ignant p a r H 0 et 11 les va leu r s de la fonction H 

aux deux époques 0 e t t. 

L'équation des forces vives est a lors : 

2 0 4 . R E M A R Q U E I. — La fonction If ne var ie p a s 

lorsque les d is tances r r e s t en t cons tan tes : c'est ce 

qui a r r ive ra pour un corps solide en m o u v e m e n t ; 

par conséquent , pour un corps solide en m o u v e m e n t 

et soumis à l 'action de forces ex té r i eu res , nous a u r o n s : 

Donc, l'accroissement de la, force vive totale d'un 

solide pendant un certain temps est égal au double 

de la somme des travaux des forces extérieures 

pendant ce temps. 

En par t icul ier , si aucune force extérieure n'agit sur 

le corps solide en mouvement, sa force vive totale reste 

constante. 

2 0 5 . R E M A R Q U E IL — Si u n sys tème ma té r i e l se 

déforme p e n d a n t le mouvemen t , mais en r epas san t 

pér iodiquement p a r la m ê m e figure après des in te rva l les 

= Ï £ F E + Ï T 0 - I I . 

IY 
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de t e m p s dé te rmines , la fonction II — I l 0 s e ra nulle, 

si les t e m p s 0 et t co r r e sponden t a u commencement 

e t à la fin de ces in te rva l les , et nous au rons encore 

l ' équat ion : • 

l y,mv* — l Zmv0

2 = 2?>F e . 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Quand un système matériel quelconque 

en mouvement reprend la même figure après des inter

valles de temps déterminés, la variation de la force 

vire totale pendant un de ces intervalles est égale au 

double de la, somme des travaux des forces extérieures 

pendant ce temps. 

E n par t i cu l i e r , s'il n'y a pas de force extérieure, 

la force vive totale reprend la même valeur chaque fois 

que le système reprend la même figure. 

2 0 6 . R E M A R Q U E I I I . — Le t h é o r è m e expr imé p a r 
l 'équat ion : 

^ Xm«* - | 2HJC 0» = S ^ F , + IT0 - 17, 

p e u t ê t re énoncé sous u n e forme qu'il est ut i le de 
c o n n a î t r e . 

Nous appel lerons énergie actuelle d 'un sys tème la 
demi s o m m e des forces vives de tous ses points 
à u n in s t an t donné : nous la dés ignerons p a r T ; 
énergie potentielle la quan t i t é LT dont la différentielle 
pr i se en s igne con t r a i r e m e s u r e la s o m m e des 
t r a v a u x é lémenta i res des forces in té r ieures (n° 2 0 3 ) . 
Nous appel le rons énergie totale d 'un sys tème la somme 
de son énerg ie actuel le et de son énerg ie potent iel le . 
Ces dénomina t ions sont dues à M. R a n k i n e . 
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L'équation ci-dessus nous donne : 

ou bien, en posan t 

~ Y.mv' 

(T 4- II) - (T 0 + n0) = ZfâFe. 

On en conclut que , dans tout système matériel en 

mouvement, la variation de l'énergie totale pendant 

un certain temps est égale à la somme des travaux des 

forces extérieures pendant ce temps. 

En par t icu l ie r , si a u c u n e force ex té r ieure n 'ag i t su r 

le sys tème, on a : 

Or, le second m e m b r e de ce t te équat ion é t an t 
indépendant de t, il en résu l t e que le p r e m i e r m e m b r e 
est cons tan t . D o n c , l'énergie totale d'un système 

matériel soustrait à l'action de toute force extérieure 

est invariable. 

Si l'on cons idère l 'univers c o m m e u n sys tème de 
points ma té r i e l s soumis exc lus ivement à l eu r s act ions 
m u t u e l l e s , on conclut du t h é o r è m e p récéden t que 
l'énergie totale de l'univers est une quantité constante. 

2 0 7 . I l est facile de s 'assurer que le théorème des 

forces vives a lieu par rapport au centre de gravité, 

comme s'il était fixe. 

Soient a^, ylt z1 les coordonnées du cen t re de g rav i t é , 
x', y', z' les coordonnées d 'un point m du corps p a r 

(T + II) = (T0 4- I ï 0 ) . 
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r a p p o r t à t ro is axes m e n é s p a r le cen t re de gravité 
pa ra l l è l ement a u x axes fixes. Nous au rons : 

x = xl + x , y = y, +y\ z = 

d'où 

i / m v 

~ " M [ J dt T dt) 1 [ dt + dt) H L D I + 

M 

~ d J ) + V d J j + { d i 

, n dx, dœ' , r, dy, D?/' . „ dzt .. CFE' 
+ 2 7 « ' L M - WR + 2 ~ W - 7 7 7 + 2 - rf,- 2 w 

D I D I dt dt dt 

Mais, l 'origine des coordonnées x', y', z' é t an t au 

cen t re de g rav i t é , on a (I, n° 3 2 3 ) : 

Z?nx' = 0, Zmy' = 0, 2mz' = 0 ; 

pa r sui te , 

2»? -^r- = 0, \m -;,r = 0, hm —— = 0. 
dt di 

P a r conséquent , en dés ignan t p a r V l a vitesse du 

cen t re de g rav i t é , p a r u la v i tesse re la t ive du point m 

pa r r a p p o r t au cen t re de g rav i t é , on a : 
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S m u 2 =• MV 2 - f IZmu2. 

Cette formule nous donne le t h é o r è m e su ivan t : 

THKORKMR DK K O K N I C t . — La force vive totale d'un 

système matériel est égale à la force vive du système 

par rapport à son centre de gravité, augmentée de la 

force vive du centre de gravité où l'on supposerait 

toute la masse concentrée. 

D'autre p a r t , nous avons aussi : 

2 (Xdx 4 - Ydy 4 - Zdz) 

^ X [Xd (x, 4 - on') + Yd (y, + y') 4 - Zd (z, + z')] 

2 (Xdx' 4 - Ydy ' 4 - Zdz) + dx^X 4 - dyJùY - f dz^Z. 

Mais, si l 'on appl ique le t h é o r è m e des forces vives 

au m o u v e m e n t du cen t re de g rav i t é (x^, //,, z^ sous 

l 'action de la force SX, £Y, £Z, on a (n° 3 9 ) : 

* dMV 2 = dx^X + dy^Y 4 - dzfZZ, 

et, pa r conséquent , il v i en t : 

'LÇLdx-r-Ydy 4 - Zdz) = | dMV 2 4 - 2 (Xdx' 4 - Ydy' + Zdz). 

L'équat ion différentielle des forces vives (n° 1 9 5 ) : 

\ dSm?; 2 = X (Xdx 4 - Ydy 4 - Zdz), 
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n o u s donne a lors : 

l dMV* + l dlanu* \ dMV 2 + S %dxi + Ydy' + Zdi); 

p a r su i te , on a : 

= dUmvr S [Xdcc' + Ydxj' + Zdz'). 

ou b ien , en i n t é g r a n t , 

t - 2,mu2 — - E m u / = (Xdac' + Ydy' -f- Zdz'), 

o 
et l a p ropr i é t é es t d é m o n t r é s . 

R E M A R Q U E . —• La fonction LT ne d é p e n d a n t que des. 
d i s tances des différents points du sys tème , ne change 
p a s de va l eu r quand on r a p p o r t e le sys tème a u x a x e s 
para l l è les du cen t r e de g r a v i t é . I l en s e r a donc de m ê m e 
de l 'express ion IT0 — i l du t rava i l des forces in té r i eu res . 
Donc, le travail des forces intérieures est le même dans 

le mouvement absolu et dans le mouvement relatif au 

centre de gravité. 
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T h é o r è m e d e l a m o i n d r e a c t i o n . 

2 0 8 . Supposons u n sys tème maté r i e l pour lequel 

l ' intégrale des forces vives exis te , c 'est-à-dire tel que 

les équat ions de l ia isons ne renferment p a s explici

tement le t e m p s , e t qu'il exis te une fonction de force 

ne r en fe rmant pas expl ic i t ement le t e m p s . Nous aurons : 

Considérons les différents m o u v e m e n t s p a r lesquels 
le système p e u t passe r d 'une de ses posit ions à u n e 
a u t r e , en sat isfa isant a u x équat ions de l ia isons , 
et formons pour c h a c u n de ces mouvemen t s la somme 

des produi ts des quan t i t é s de mouvemen t de c h a q u e 
point d u sys tème p a r les a rcs é lémenta i res qu'il décri t 
successivement su r sa t ra jectoire réel le ou sur sa 
t ra jectoire fictive. Le théorème de la moindre action 

consiste en ce que cette somme sera un minimum pour 

le mouvement effectif. 

Nous avons donc à d é m o n t r e r que l'on a, pour le 

mouvement effectif: 

I m w 2 = 2U + h. 

mvds 
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Or, on a : 

SV - S ^ ^ y mv ds = m ° u ds + m ds 

mais , 

^ ^ y mhvds = ^ ^ y inverdì = y dCLmvZv. 

D'ai l leurs , l 'équation des forces vives : 

2mv°- = 2 U - P h, 

nous donne : 

Ymvòv = Su = S (X3a? + Yhj -f ZÒ.3) ; 

donc , 

mlvds = y ^ i X ò a ; 4r YSjr + zSs) cii. 

P o u r t r ans fo rmer la seconde i n t ég ra l e de oV, o 
vons que l 'équat ion : 

cte2 = cir 2 -4- dy' -f- d,*2, 

nous donne : 

dshds = dxZdx -f- dyòdy + dzùdz, 
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mvùds = m octa + ~ àdy + m octe. 

P a r conséquent , 

Or, on a, en i n t é g r a n t p a r par t ies : 

P a r sui te , 

+( z - »* ^0 "] 
Mais, l e p r e m i e r t e r m e du second m e m b r e est nu l 

aux l imites , puisque les positions ex t r êmes de chacun 

des points du sys tème sont supposées fixes. D'autre pa r t , 

pour le m o u v e m e n t effectif, on a , en v e r t u de l 'équation 

de L a g r a n g e : 
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H ( x — S ) t o + ( T - ~ S ) * 
+ ( z - » f H - » -

P a r conséquent , p o u r le m o u v e m e n t effectif, on a 
3V = 0 ; or , ce t te condi t ion exp r ime que la fonction V 
est un m i n i m u m , pu i sque ce t te fonction n 'a év idemment 
pas de m a x i m u m . 
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CHAPITRE V. 

D u m o u v e m e n t re la t i f . 

2 0 9 . Les p ropr ié tés du mouvemen t que nous avons-

établies jusqu ' ic i se r a p p o r t e n t au mouvement absolu, 

c'est-à-dire qu'elles supposen t que le m o u v e m e n t soit 

rapporté à u n sys tème de t ro i s axes fixes dans l ' espace. 

Nous nous proposons m a i n t e n a n t d 'é tudier le mouve

ment apparent ou relatif, c 'est-à-dire le m o u v e m e n t 
rapporté à un sys tème de compara i son qui se dép lace 
constamment p a r r a p p o r t au sys tème fixe. 

On pou r r a i t , p o u r é tud ie r le mouvemen t relatif, 
commencer p a r d é t e r m i n e r le mouvemen t absolu d u 
corps, c o m m e nous l 'avons fait p r écédemmen t , puis 
passer du m o u v e m e n t absolu au m o u v e m e n t re la t i f p a r 
un c h a n g e m e n t de coordonnées . Mais, il faut observer 
que cet te m é t h o d e se ra i t t r ès labor ieuse , et même , 
elle serai t imposs ib le si les forces motr ices dépenda ien t 
du mouvement re la t i f du corps . Il est donc préférable 
de former d i r ec t emen t les équat ions différentielles du 
mouvement d'un point ou d'un sys tème en r a p p o r t a n t 
ce mouvemen t à u n sys tème de compa ra i so n an imé 
d'un mouvement connu . 
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2 1 0 . Nous c o m m e n c e r o n s p a r l 'é tude du mouvement 

relatif d'un point libre. 

Soient Ox, Oy, Oz t ro is axe s r ec t angu la i r e s mobiles 

auxque l s se r é d u i t le sy s t ème de compara i son , p, q, r 

les composan tes de la ro t a t i on su ivan t ces axes à la fin 

d u t emps t ; x, y , z les coordonnées re la t ives du point 

mobi le à cet ins tan t , X , Y, Z les composan tes suivant 

ces mômes axes de la force mot r i ce P qui détermine 

le m o u v e m e n t abso lu . 

On sa i t (I, n° 1 6 5 ) que l ' accé léra t ion <?r du mouve
m e n t re la t i f est la r é s u l t a n t e de l 'accélérat ion cp„ du 
m o u v e m e n t absolu, de l ' accéléra t ion du mouvement 
d ' en t ra înement p r i se en sens con t r a i r e — ae, et de 
l 'accélérat ion complémen ta i r e pr i se en sens contraire 
— mc = — 2«î?r sin a. Nous a u r o n s donc , d 'après cela, 
su ivant Taxe des x : 

Ç r , x ~ ̂ a, x ^e, x ' ^c, x, 

eu bien : 

0 / dz dy \ 
^ = v a < œ - ^ x - > { q T t - r i r t \ . 

Or, la force P est r ep résen tée en g r a n d e u r et en 
d i rec t ion p a r l ' accéléra t ion abso lue tpa du point m, 

mult ip l iée p a r la mas se de ce point ; p a r conséquent, 
X - mya^x. D 'aut re p a r t , les composan te s de l'accélé-

,. . . . , d'lx dry d'lz 
r a t i on re la t ive o r sont —r^, --f, . Nous aurons, 

T dt dtl dt~ 
en mul t ip l i an t p a r m les deux m e m b r e s de l 'équation 

p r écéden t e et des deux équa t ions ana logues relat ives 

a u x axes des y et des z : 
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Ce sont les équations différentielles du mouvement 

relatif d'un point libre. 

2 1 1 . Il est facile d ' in te rp ré te r ces équa t ions qui 
nous a p p r e n n e n t (pie la force MIS»- est la r é su l t an t e 
de la force P et des d e u x forces — mye e t — nifc : 

ces deux dern iè res po r t en t le nom de forces appareilles 

ou forces fictives. La force mar est é v i d e m m e n t 
la force qui , appliquée, a u point m supposé l ib re , lui 
communiquera i t u n e accé lé ra t ion abso lue éga l e à son 
accélérat ion r e l a t ive . La force — mz>e es t la force 
d'inertie du point m, supposé en t r a îné p a r le mouve
ment des axes mobi les : on l 'appelle force d'inertie 

d'entraînement, ou réaction d'entraînement. La force 
— myc, qui ag i t en sens con t ra i r e de l ' accéléra t ion 
complémenta i re , es t la force centrifuge composée. 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Le mouvement relatif d'un point maté

riel libre, 'rapporté à un système de comparaison mobile, 

peut être traité comme un mouvement absolu, pourvu 

que l'on joigne à la force motrice P (ou à la résultante 

de toutes les forces qui agissent réellement sur ce point) 

deux forces fictives ou apparentes, savoir : la force 

d'inertie d'entraînement, et la force centrifuge composée. 

2 1 2 . Il r é su l t e de là que les t h é o r è m e s g é n é r a u x 
de la Dynamique du point ma té r i e l sont appl icables 
au mouvemen t relat if de ce point p a r r a p p o r t à des 
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a x e s mobi les , c o m m e à son m o u v e m e n t absolu, pourvu 

q u e l'on in t roduise dans les formules et les énoncés les 

d e u x forces fictives don t nous venons de par le r . 

2 1 3 . R E M A R Q U E I. — Si le po in t ma té r i e l n'est pas 

l ib re , ma i s assujet t i à ce r t a ines condi t ions , pa r exemple 

à se mouvoi r su r u n e surface ou sur une courbe, 

on r a m è n e le p rob lème a u cas du poin t l ibre , en ajoutant 

a u x composantes X , Y, Z de la force motr ice suivant 

les axes mobi les , les composan tes su ivan t ces mêmes 

axes de la r éac t ion n o r m a l e de la surface ou de 

la courbe , ce qui in t rodui t de nouvel les inconnues . Mais 

a lors les équa t ions de la surface ou de la courbe , que 

nous supposerons r appor t ée s a u x axes mobiles Ox, Oy, 

Oz, nous fourniront de nouvel les équa t ions en nombre 

suffisant pour d é t e r m i n e r les fonctions inconnues . 

2 1 4 . R E M A R Q U E I I . —- Les .forces fictives peuvent 

dans ce r t a ins cas se r édu i r e à u n e seule , ou disparaî tre 

complè tement . 

E n effet, il r é su l t e de ce que nous avons vu (I, n° 164) 

que la force centr i fuge composée est nul le : 

1° pour w = 0, c 'est-à-dire lorsque le mouvement 
d ' en t ra înement se r édu i t à u n e s imple t rans la t ion ; 

2° pour vr = 0, c 'est-à-dire lorsque la vi tesse relative 
est nulle ; a lors le point est en repos relatif; 

3° pour a = 0, c 'est-à-dire lorsque la vi tesse relative 
est para l lè le à l 'axe i n s t a n t a n é de ro ta t ion . 

Dans ces t rois cas , les forces appa ren t e s se réduisent 
à l a force d ' inert ie d ' en t ra înement . 

La force d ' inert ie d ' en t r a înemen t est nul le , lorsque le 
m o u v e m e n t d ' en t ra înement est u n e t rans la t ion recti l igne 
et uniforme (I, n° 1 6 4 ) ; car , a lors <pe 0. Dans ce 
de rn ie r cas , les deux forces fictives sont nul les : il n'y a 
donc aucune force a p p a r e n t e à jo indre a u x forces 
mot r ices . 
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2 1 5 . R e m a r q u o n s encore que l 'accélérat ion complé

menta i re cpc é t a n t perpendicu la i re à la vi tesse re la t ive , 

il en résul te que le t r ava i l re la t i f de la force centr ifuge 

composée est toujours nu l , et, pa r conséquent , ce t te 

force n ' en t r e r a pas dans le t h é o r è m e de forces vives 

appliqué a u m o u v e m e n t relatif. 

M o u v e m e n t a p p a r e n t d ' u n p o i n t m a t é r i e l 

à l a s u r f a c e d e l a T e r r e . 

2 1 6 . La t e r r e est an imée d'un mouvemen t de 

t ranslat ion dans l 'espace, et d'un m o u v e m e n t de ro ta 

tion uniforme a u t o u r de la l igne des pôles . Ce de rn ie r 

mouvement s'effectue de l 'Ouest à l 'Est. Il est facile de 

s'assurer que l'on peu t faire abs t rac t ion du m o u v e m e n t 

de t rans la t ion et ne considérer que celui de ro ta t ion . 

En effet, si le mouvemen t de t r ans la t ion é ta i t rec t i l igne 

et uniforme, il se ra i t r i gou reusemen t sans influence, 

puisque la force d ' inert ie d ' en t ra înement et la force 

centrifuge composée se ra ien t nul les (n n 2 1 4 ) ; d ' au t re 

part, quel que soit le m o u v e m e n t de t rans la t ion , son 

influence est à peu près nu l le pour chaque point de la 

terre : en effet, ce mouvemen t es t dû à l 'action du 

Soleil et des p l anè te s , et ce t te act ion est sens ib lement 

la même en g r a n d e u r et en direct ion pour tous les 

points du g lobe . Or, si l'on t ien t compte des forces 

apparentes qui co r responden t à. ce mouvemen t , on devra 

aussi tenir compte des forces réel les qui le produisent , 

et ces deux sys tèmes de forces se font sens ib lement 

équilibre. 
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Nous ferons donc abs t r ac t ion du m o u v e m e n t de 
t rans la t ion , et nous ne t i end rons compte que du mou
v e m e n t de ro t a t i on . 

2 1 7 . Cela posé , cons idérons la Ter re c o m m e tournant 
d 'un mouvement uniforme autour de son axe, que nous 
supposerons fixe, de l 'Ouest à l 'Est, avec une vitesse 
angu la i r e cons t an te &>. Comme la t e r r e effectue un tour 
en t ie r en 86164 secondes (jour s idéra l ) , nous au rons : 

2TT 

86164 
0,000073. 

Il résul te de l à que « est t rès pet i t , a insi que ses 
composan tes p, q, r su ivan t les axes r ec t angu la i r e s 
Ox, Ou, 0 2 . Il s 'ensuit que , si la vi tesse re la t ive vr n'est 
pas t rès g r a n d e , ou si elle est nu l le (ce qui a r r i ve dans 
le cas du repos appa ren t ) , ou si elle es t paral lè le 
à l 'axe du globe (* = 0 ) , les forces centrifuges 
composées p o u r r o n t ê t re nég l igées d a n s les équat ions 
du m o u v e m e n t relatif, et nous ne devrons j o i n d r e à la 
force motr ice P que la force d ' inert ie d ' en t r a înemen t . 

Cherchons donc à déter
mine r cet te force d'inertie 
d ' en t r a înemen t . A cet effet, 
observons que le po in t m dans 
la ro t a t ion a u t o u r de l 'axe 
P P ' (fig. 43) décr i t u n cercle 
d'un m o u v e m e n t un i fo rme . 

Or, dans ce cas (I, n° 1 6 4 ) , 
l 'accélérat ion du poin t se rédui t 
à sa composan te cent r ipè te 
« V (r é t a n t la d is tance mn 

du point m à Taxe P P ' ) . 

La force d ' inert ie d ' en t ra înement se r é d u i t donc à la 
force centrifuge mu'r, due au m o u v e m e n t de ro ta t ion 

Fig. 43. 

p 

[ c X 
a 2 
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autour do P P ' : elle est d i r igée s u i v a n t le p r o l o n g e m e n t 
mX du r a y o n r du para l lè le pa s san t pa r le point m, 

et elle a p o u r express ion mur . mn = meo* R cos / , 
en dés ignan t p a r R le r a y o n de la t e r re , et p a r l la 
lat i tude du point m. 

' L 'accélérat ion c e n t r i f u g e est toujours t r ès f a ib le ; 
car, à l ' équatour où l'on a : 

r = R = G37G821m, 

elle est m a x i m u m et a p o u r express ion : 

u'-r =- 0,03308. 

2 1 8 . Si donc on veut é tud ie r le mouvement. ap]>arent 

d'un point l ibre soumis u n i q u e m e n t à l 'a t t ract ion 

te r res t re , on devra j o i n d r e à la force motr ice m\\ qui 

est l ' a t t ract ion t e r r e s t r e , la force centr i fuge mX cor res

pondante à la posit ion du mobile dans sa ro ta t ion 

au teu r de P P ' . Or, la r é s u l t a n t e mV de ces deux forces 

est ce que l'on appel le le poids du corps : c'est la force 

égale et opposée à celle qu'il faudrai t appl iquer au 

point m supposé en repos a p p a r e n t pour qu'il reste 

en équi l ibre . C'est le p rodu i t de l a - masse du point 

matér ie l p a r l ' accéléra t ion g co r respondan te au point m, 

et la direct ion de ce t te r é s u l t a n t e est la verticale. 1 

1. On ne doit donc pas confondre le poids d'un corps avec 
l'attraction que ce corps éprouve de la part, de la terre. I>e poids 
est, hi résultante de cette attraction et de la force centrifuge duo 
à la rotation de la terre. 

SO 
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Ainsi donc , q u a n d ' m ê m e la t e r r e sera i t r igoureu

sement sphér ique , la d i rect ion de la ver t icale (fil à 

plomb) ne sera i t pas celle de l ' a t t rac t ion te r res t re sur 

le point m, mais celle de la r é su l t an t e mC de cette 

a t t rac t ion mil et de la force centr i fuge m\. Il s'ensuit 

que , m ê m e dans le cas de la sphér ic i té , les verticales 

m; passe ra i en t pas toutes p a r le cen t re de la te r re . 

Cela n ' a r r ive ra i t qu 'à l ' équateur et a u x deux pôles ; 

pa r t ou t a i l l eu r s , la force centr i fuge p rodu i t une dévia

t ion do la ver t ica le p a r r a p p o r t au r a y o n te r res t re . 

C'est la v ra ie cause de l ' ap la t i ssement du globe aux 

pôles. En effet, dans le cas où le point se ra i t en repos 

appa ren t , il se ra i t en équi l ibre sous l 'action de cette 

r é su l i an t c et de la réac t ion de la surface te r res t re , 

no rma le à cet te surface. Il s 'ensuit que le globe 

t e r r e s t r e a une forme ell ipsoïdale telle que sa surface 

moyenne soit normale à toutes les ver t ica les successives. 

2 1 9 . R E M A R Q U E . — Il r ésu l t e de ce que nous venons 
de d i re que , dans les p rob lèmes du m o u v e m e n t des 
corps p e s a n t s , nous avons impl ic i tement t enu compte 
du mouvemen t de ro ta t ion de; la t e r r e , e n - r e m p l a ç a n t 
l 'a t t ract ion t e r res t re par la pesan teu r . 

2 2 0 . P R O P R I É T É . - - Il est évident que les ra ison
nemen t s que nous avons faits seront appl icables au cas 
où le point maté r ie l se ra i t soumis à l 'action de plusieurs 
forces. En effet, p a rmi ces forces f igure toujours 
l 'a t l ract ion t e r r e s t r e qui s 'exerce sur tous les points 
à la surface de la t e r r e . Nous aurons donc le théorème 
su ivan t : 

T H É O R È M E . — Dans l'élude du mouvement relatif 

d'un point matériel à la, surface de la terre sous 

l'action de forces et de liaisons quelconques, on peut, 

avec une approximation suffisante (sauf le cas de 

grandes vitesses), raisonne/1 comme si la terre était 
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on repos, et appliquer les équations du mouvement 

absolu, 'pourvu que l'on remplace l'attraction terrestre 

par la pesanteur. 

221. Nous avons vu (n° 2 1 4 ) quo, quand lo point 
est, en repos relatif, la force centrifuge composée est 
nulle. Il cm sera de m ê m e lorsque le point é t an t en 
mouvement, la vitesse re la t ive vr est paral lè le à l 'axe 
du globe. Elle est encore négl igeable lorsque l a ' v i t e s se 
relative vr est t r ès pe t i te : car , a lors la force centrifuge 
composée est insensible , pourvu qu'elle n 'agisse pas 
pendant un t emps assez long. Sauf ces deux dern ie rs 
cas, en d 'autres t e rmes , lorsque la vi tesse re la t ive est 
très g r a n d e , ou lorsque la force centr ifuge composée 
agit dans le môme sens p e n d a n t un t emps assez long, 
les effets de cet te force sont sensibles, el l'on doit en 
tenir compte dans les équat ions du m o u v e m e n t relat i f 
d'un point à la surface de la t e r r e . 

2 2 2 . Étudions donc le mouvement relatif d'un point 
matériel à la sui1 face de la terre. D'après ce que nous 
avons vu (n° 2 1 1 ) , la force capab le de produire; l ' accé
lération d'un point dans son m o u v e m e n t relat if à la 
surface de la t e r r e , est la r é su l t an t e : 1 ° des forces 
réelles qui agissent sur ce po in t ; 2" de la force d ' inert ie 
d 'entra înement (c'est la force centrifuge) ; 3° de la force 
c e n t r i fu g e c o m p o s é e. 

Les forces réel les comprennen t les a t t r ac t ions exercées 
par la ter re et les au t r e s corps célestes , et ces act ions 
composées avec la force d ' inert ie d ' en t r a înemen t donnen t 
le poids du corps que l'on dés igne d'ordinaire 1, p a r mg : 
les forces rée l les comprennen t donc le poids du corps , 
et toutes les a u t r e s forces ex té r i eu res qui agissent sur 
ce point. 

Dans le cas par t i cu l ie r du m o u v e m e n t re la t i f d'un 
point matériel pesant, ce point est soumis à l 'action 
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de la pe san t eu r connue en g r a n d e u r et on direction, 

et à la force centr ifuge composée . 

2 2 3 . Cherchons à dé t e rmine r les équations du 

mouvement de ce point. 

Soient (rig. 41) 0 l 'origine fixe pa r r a p p o r t à la 

t e r r e , pr ise dans l ' hémisphère nord , P P ' l 'axe terres t re , 

EE' l ' équa teur , Oz la ver t ica le que nous supposons 

d i r igée dans le sens de la pesan teu r , g l 'accélération 

due à la p e s a n t e u r . Rappor tons à t ro is axes roc tan-

a y a n t lieu de l 'Ouest à l 'Est, OS se ra , d 'après les 
convent ions adoptées , le sens de l 'axe de rota t ion. 
Soit 1 la l a t i tude du point 0 : c'est le complément 
de l 'angle que fait l 'axe de ro ta t ion avec la vert icale 
de ce point 0 . 

Si nous décomposons la ro ta t ion M su ivan t les trois 
axes , nous a u r o n s : 

s 

Fig. 44. 
gu la i r e s , savoi r : Oz que 
nous venons de définir, 
0.x mené d a n s le plan 
hor izonta l d u point 0 , 
t angcnt ie l l emei i t au méri
d i e n , dans la direction 
du Sud ; Oy t angen t au 
para l lè le au point (» et 
dirige- ve r s l 'Est. Soit NS 
la para l lè le à P P ' menée 
p a r le point 0 : la rotat ion 

p — !.) cos q = 0, r = io sin ),. 

Les composantes de la force centr i fuge composée 
sont donc : 
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Si nous dés ignons , r-n géné ra l , pa r X , Y, Z les 
composantes de la force ex té r i eu re appl iquée a u 
mobile, abs t r ac t ion ft'ife de son poids, qui se r édu i t 
à une force mg d i r igée su ivan t l 'axe des z,1 nous 
aurons pour les équa t ions d u mouvement du mobi le 
aux environs du point 0 : 

dlx „ , o.~ • i 
di* dt 

m d% -= Y 4- 2 m » (cos X | - - sin i 

d*z „ . , e?y m = Z 4- mg — 2»m cos /. . 

L ' in tégra t ion de ces équa t ions p e r m e t de dé t e rmine r 
x, y, z en fonction de t. 

1. Nous supposons que lo mollile ne s'écarte pas beaucoup du 
point O, co qui nous permet de considérer la pesanteur comme 
constante dans toute l'étendue de la trajectoire. 
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A p p l i c a t i o n s . — C h u t e d ' u n c o r p s p e s a n t . 

2 2 4 . P roposons -nous de t r o u v e r le mouvement d'un 

point matériel tombant du point 0 sous l'action de la 

pesanteur seide. 

Nous au rons , dans ce cas , X — 0, Y = 0, Z — 0, 

e t les équat ions du m o u v e m e n t sont : 

d2x _ . . dy 

d'y o / > dz . dx\ ,,, 

d2z _ . du 

- d P = 9 - 2 ° C 0 S A - d i -

I n t é g r a n t ces équat ions , et dés ignan t pa r a, b, c les 

composantes de la vitesse re la t ive ini t ia le , il v ient : 

^ = 2<ot/ s i n 1 -f- a, 

dy „ , , . , 
-^j = 2 (» [z cos / - x s in / ) + b, {¿1 

dz 
7 7 7 = 9l — 2 w y cos / 4 - c. 
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Él iminant ~ en t r e la p remiè re et la t ro is ième des 

équations (1), on a : 

COS A — y — -\~ SUI /. -
l i t * i 

, d*x 
- g sin A, 

d'où, en in t ég ran t , et obse rvan t que , pour t — 0, on a 

. t u t , . . U*i . . . 

cos / + sm / = yj sm / -|- a cos A • j c sin / , 

ou bien, en posan t a cos À + c sin À = c1, 

COR / | sin A ^ = ^ sin A -|- Cj. 

En i n t é g r a n t de nouveau , il v ient : 

.* cos A -[- z sin A = * ir/^2 sin A 4 - cj ; (3; 

nous n 'a joutons pas de cons tan te , pa rce que x et -s sont 

nuls pour / — 0. 

/ dx\ /dz\ 

\dï/B ~ a' \di'/0 

= c, il v ien t : 

dx dz 

d*y_ 
~dh 

4 - 4u 2 y = 2w cos À — a,), 

en p o s a n t : 

= a sin A — c cos A. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



On sait quo l ' in tégrale , de cet te équat ion différentielle 
du second o rd re est : 

g cos ). a 
y = À cos 2(ot 4~ B sin 2<oi + l 

P o u r d é t e r m i n e r les cons tan tes A et N..faisons £ = 0 ; 
nous aurons : 

et, p a r su i te , 

E n r e p r é s e n t a n t ces cons tantes A e t R p a r G sin y. 

et G cos a, il v ient : 

y = (* Sin (2(o« + « ] + 'L-^- ^ - 57J ! № 

d'où l'on t i re : 

••S = 2 W G C o s ( 2 W V + ») + - ^ . ai 2(o 

Enfin, si l'on subs t i tue cet te de rn i è re va l eu r de 

dans la seconde équat ion (2), on t rouve : 

. , , h n eos X 
£CSin l — z cos / =r «i ;—rr—r G cos 2uf 4- a), 
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ou bien 

¡3? sin À — z cos 1 = G cos a — G cos ( 2 i . i t -f a ) . (5) 

Les équa t ions (3), (4) e t ( 5 ) donnen t l a solut ion 
complète du p rob lème . 

2 2 5 . CAS P A R T I C U L I E R . — Supposons la vitesse 
initiale nulle ; nous a u r o n s a lors : 

« = 0, b = 0, e = 0 ; 

d'où : 

<7 cos ?. 
= 0, r?j = 0, G sin a = 0, G cos a = — 

On en t i re : 

/7 cos ?. 

4 w 8 

a = t , G = 
4 w -

In l roduisons ces cond i t ions dans les équat ions (3), ( 1 ) 

et (5), et nous au rons les équa t ions su ivantes : 

x c o s 1 + z s i n 1 = * s i n 5-> 

2 w 4 ( 0 -

x s i n 1 - z c o s À = — ^ l ^ - U - c o s 2 « / ) , 
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Développant cos 2roù et sin 2'*l su ivan t les puissances 
a scendan te s de 2;\t, et nég l i gean t les tonnes qui 
con t i ennen t c r en facteur, nous au rons les équat ions 
su ivan tes : 

x cos 1 4- £ sin À =» - sin 

y = ^ cos /.. 

x sin A — z cos / —= — - gtl cos >. ; 

d'où l'on tire ; 

a; = 0, y — \ , 9 U c o s À . (t3, ^ ~ ¿ 7 ^ . (6) 

Les formules ((>) nous a p p r e n n e n t que , si le temps t 

res te t rès peti t , y res te toujours t r ès pet i t ; d 'a i l leurs , 
puisque x =_ 0, le mobile res te dans le plan des zy, 

c'est-à-dire dans un plan no rma l à la l igne mér id ienne : 
il tombe donc à peu près su ivan t la ver t ica le de son 
{joint de dépa r t . Mais y, quoique t rès peti t , n 'est pas 
nul ; en ou t r e , il est positif. Il s 'ensuit que le mobile 
éprouve une petite déviation de la ver t ica le dans le 

sens des y positifs, c 'est-à-dire vers F Est. La g r a n d e u r 
de cet te déviat ion est donnée p a r la deux ième des 
formules (0). De la t ro i s ième de ces formules il résul te 
que la projection du mobile su r la ver t i ca le a u r a 
le m ê m e m o u v e m e n t que si Ton n 'ava i t pas éga rd à la 
ro ta t ion de la t e r r e . 
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Il est facile d 'obtenir la t ra jectoire décr i te p a r le 

mobile dans le plan des zy, en é l iminan t t en t re les deux 

dernières équa t ions ((>), ce qui nous donne : 

Cette t ra jec toi re qui est t a n g e n t e à la ver t ica le au 

point de dépa r t est une pa rabo le du degré | -

La formule (7) p e r m e t de calculer la déviat ion corres

pondante à une h a u t e u r de chu te donnée . Cette formule 

a été vérifiée p a r des expér iences faites pa r M. Reich 

dans un pui ts de mine à F r e y b e r g . On avai t : 

Les expér iences ont donné u n e déviat ion moyenne 

de (T ,0283 , t and i s que la formule (7) donne y =- 0"\027<», 

va leur qui diffère t rès peu du r é su l t a t expér imen ta l . 

R E M A R Q U E . — Si dans les développements de sin 2'nt 

et cos 2c>/. on tenai t compte dos t e r m e s qui con t i ennen t 
r.>- en facteur , on a u r a i t les équa t ions su ivantes : 

. , 1 . . 
X COS A ~\- z SIN A = - gt~ SIN / , 

y = 

2 | / 2 

3 | / £ 
u cos l . z \ / z . 

1 = 5 5 1 " , z = 1 5 8 M , 5 . 

x sin /• Z COS A 
g COS A , 

+ 
g . cos 1 

G 

y = — grx> COS À . P . 
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OD en Uro : 

x = ,7<.)- sin /. cos / . r . 

?/ = ̂  gut cos / . f, 

- = ^ 17^ — - 1710' cos- /. . v. 
La vnleur posi t ive de # nous apprend qu'il y a aussi 

inw peilte devialüm vevs le Sud, inais ceUo deviatiou 

est insensible . 

P e n d u l e F o u c a u l t . 

2 2 6 . P roposons -nous d 'é tudier le mouvement du 

pendule, en ayant égard au mouvement de rotation 

de la terre, c 'est-à-dire le m o u v e m e n t d 'un point 

maté r ie l pesan t a t t aché au 
point 0 pa r u n iil inexten
sible et sans masse de 
l ongueur l (lig. 15). Cela 
rev ien t au m o u v e m e n t d'un 
point pesant su r une sphère 
de r ayon l, invar iab lement 

| , m ? liée à la t e r r e . 

Les forces qui sollicitent 
le point supposé l ibre s o n t : la pesan teu r , para l lè le à 
l 'axe O^, la tension d u fil ou la réac t ion no rma le de la 
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surface, que nous désignerons par X, en la rapportant à l'unité île niasse, et qui sera dirigée dans le sens MO, enfin la force centrifuge composée. Il nous sufliia donc, d'après ce que nous avons vu (n° 213), d'ajouter aux composantes de la pesanteur, les composantes de la réaction îs qui sont : 

- N ï ' - N I ' - N 7' 

et nous aurons pour les équations du mouvement : 
rPx „T x , _ . . d'i 

^ y- -f- 2w ^cos /, - / / 7 - sin / -djJ , (1) dt- * l 

dlz z n . dy 
—r— = « — N . — 2 ( 0 eos /. —y 
di2 J l dl 

On a, en outre, la relation : 
a? + il- 4- ~- = P. (2) 

Ces équations (1) et (2) déterminent ,r, y, N en fonction de t, et, par conséquent, le mouvement apparent du pendule. En posant, pour abréger, 
h — w sin / , /1'' = (o cos / , 

les équations (1) deviennent 
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d e U i d i f l ' 

^ + 9 A ^ _ . ^ ^ . + N . V = 0 (31 
d e

 + ~* a7 ~ + ^ Z u ' ^ J 

d'-z nl,dy , 

2 2 7 . Nous allons é tudier le cas où les oscillations 
sont t rès pet i tes , c 'est-à-dire que nous supposerons que 
le pendule s 'écarte t rès peu de la ver t ica le . Nous consi-

'1C 11 

dorerons les r appo r t s y , connue de t rès petites 

quan t i t é s dont nous nég l igerons les ca r rés et les 
p rodu i t s p a r k et h' qui sont de l 'ordre de '••>• Nous 
aurons ainsi : 

z / V2 \ ~ _ ì

 1
 x2 i y'1 

1 ~ \ ¥ 

e ) 2 e 

d'où 
i . •* dz n d'z 
{, cl, par suite, —- = 0 = 0. 

dt dtl 

La de rn iè re des équat ions (3) nous donne a lors 

On a, par conséquent, 
>•> ^ r/x _ 9 J , x dy 

l ' ~l 7 di' 
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et, en nég l igean t , c o m m e nous l 'avons dit, le produi t 

k ' - j , il v i en t 

de même , 

Na: gx 

= gy_ 
Y ' l ' 

Los équat ions (3) nous donnen t a lors les su ivan tes : 

t № dl ^ l ' 

7/F " f J l dt +
 T = ° ' 

ou bien, en posant ~ = / r , 

i w - 4 + ' ' * " 

(t) 

Ces équat ions (4) dé t e rminen t le m o u v e m e n t de la 

projection du point M su r le plan des xy. 

En é l iminan t y en t r e ces équa t ions ( 4 ) , et nég l igean t 

les puissances de h supér ieures à la p remiè re vis-à-vis 

des quan t i t é s finies, il v ient : 

d'x , d2:r , 
~dF 1 ~!" d/, ' " , K »] 
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L'équat ion carac té r i s t ique est : 

y.À + *>hH* + h < =- 0 ; 

elle a deux racines doubles imag ina i r e s et égales 

à ± h ]/—\. 

L' in tégra le de l 'équation (5) est donc ; 

x = A sin [ht 4 - a) 4 - lit s in (ht -\- 3] ; (0) 

les cons t an te s A, 15, «, ¡3 sont dé t e rminées par les 

c i rcons tances ini t ia les du m o u v e m e n t . 

Supposons que pour t = 0, on a i t x = 0, y = y„ et 

que la vitesse ini t ia le soit nul le , c 'es t-à-dire (pu; l'on 

ait ) = 0, ( ' ~ \ = 0 ; les équa t ions (4) nous donnent 

= Л Acos(M 4- y ) 4 - B / c o s ( / d - r p ) 4 - В sin (Л/-1-3). (T> 

a lo r s , pour £ = 0, 

V ^ / 0

 u ' \ d l 4 ( , 

Ur, de l ' équat ion (Ci) on tire : 

IM2 \- 1>,гх = 2Bhcos(ht 4- ¡3), 

ou bien, à cause do la p remiè re équat ion (4) : 

df/ a./ i » \ - / = _ _ C 0 S ( M 4 - H ) , (8) 
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et, pa r sui te , 

Nous au rons donc, en f a i san te = 0 dans les équat ions 

(6), (7), (8) et (9) : 

O ^ A s i n a , 0 = h A. C 0 S a + B à n ¡3, 

0 = cos 3, — A2,y0 = Y s i n i J -

Comme il résu l te de la deux ième et de la qua t r i ème 

de ces équa t ions que les cons tan tes A et B ne p e u v e n t 

ê tre nul les , les deux au t r e s équa t ions nous d o n n e n t : 

sin a = 0, et cos ¡3 = 0, d'où : a = 0, (3 = ~ ; 

pa r sui te , 

ky, 
A 

Les équa t ions du m o u v e m e n t projeté su r le mér id ien 

et le para l lè le du l ieu sont donc : 

ce ^ — ^j^- (sin ht — ht cos ht), 

(10) 
V =-- y0cosht. 

Il s 'ensuit que le m o u v e m e n t projeté su r le para l lè le 

est celui d 'un pendule s imple de l ongueur / , a b a n d o n n é 
21 
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à lu i -même à une d is tance y0 de la ver t icale . On en 

conclut encore que la d u r é e d 'une double oscillation est : 

En é l iminan t t en t r e les équat ions (10), on t rouve 

pour la t rajectoire du mouvemen t projeté su r le plan 

des xy : 

x = ~ ( y arc cos j - * l / > o z - V%) • (11) 

Dans le m o u v e m e n t d i rec t du pendu le , ht varie 
d e 0 à ÏÏ, et, pa r conséquent , sin ht est positif; dans 
le m o u v e m e n t r é t r o g r a d e , ht v a r i a n t de n à 2ir, on a. 
sin lit < 0. Donc, dans l 'équat ion (11) on p rendra 
le s igne supé r i eu r ou le s igne infér ieur , su ivant que le 
m o u v e m e n t se ra d i rec t ou r é t r o g r a d e . D'ai l leurs , 
comme l 'équation (11) r e s t e la m ê m e , quand on y 
change s imu l t anémen t les s ignes de x e t de y, il en 
résu l te que cet te cou rbe a pour cen t re l 'or igine. 

2 2 8 . P o u r nous r e n d r e compte du mouvemen t , 

r appor tons - le à deux axes 
Fig. 46. r e c t a n g u l a i r e s mobiles 01, 

o O/i t o u r n a n t dans le sens 

de Oy vers Ox, c 'est-à-dire 
en sens inve r se du mouve
m e n t de la t e r r e su r l 'horizon 
avec u n e vi tesse — h (fig. 40). 
Au bout du t emps t ces axes 
feront avec Ox des angles 

T. 

é g a u x à ht e t — ht, et nous 

au rons p o u r les coordonnées re la t ives du point M' 

r a p p o r t é à ces axes : 
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\ = x cos ht — y sin ht, 

•/] = x sin ht 4- y cos 

ou bien, en nég l igean t les puissances de h supér ieures 
à la p r e m i è r e : 

X = x — kty = -j^ sin /(i, 
n = ktx + y yD

 c o s 

Ces équat ions d é t e r m i n e n t le mouvemen t de la 

projection M' p a r r a p p o r t a u x axes Ol et 0»î. 
En é l iminan t t en t r e ces deux de rn iè res , on a pour 

l 'équation de la t ra jectoire re la t ive p a r r appo r t a u x 

axes 0 ; et O i : 

Cette t ra jec toi re est donc une ellipse a y a n t pour cen t re 

l 'origine et dont les demi axes , dir igés su ivan t Ol et 0 /j , 

sont r e spec t ivement é g a u x à — - e t y0 ; le p remier es t 

t rès pet i t p a r r a p p o r t au second à cause de la pet i tesse 

du r appo r t • 

On conclut de là que la projection sur Vhorizon du 

point mobile décrit une ellipse mobile très allongée dont 

le grand axe est animé d'un mouvement lent de rotation 

autour de la verticale du point de suspension, en allant 

de l'Est à l'Ouest en passant par le Sud, et de l'Ouest 

à l'Est en passant par le Nord. La vitesse angulaire h 
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de celle rotation est constante et égale à celle de la 

rotation terrestre multipliée par le sinus de la latitude 

du lieu d'observation. 

L'ellipse z'elative est donc décr i te toute entière 
en t re deux p lans ve r t i caux para l l è les et d is tants de 
2 k 

~h ^ ° ' e ^ a n i m é s d u m o u v e m e n t de ro t a t i on que nous 

venons d ' indiquer . Ces plans é t an t t rès r a p p r o c h é s l'un 

de l ' au t re , pa ra i s sen t n 'en former qu 'un seul , celui du 

pendule , qui , dans l 'expér ience, t o u r n e d'un mouvemen t 

uniforme a u t o u r -de la ver t ica le de l 'Est à l 'Ouest en 

passan t pa r le Sud en sens inverse du m o u v e m e n t 

de la t e r r e , avec une vi tesse a n g u l a i r e h = &> sin À. 

C'est ce p h é n o m è n e de la déviat ion du p lan d'oscillation 

du pendule l ibre que Foucau l t a mis en évidence au 

P a n t h é o n de P a r i s . 

E x t e n s i o n d e s t h é o r è m e s g é n é r a u x 

a u m o u v e m e n t r e l a t i f . 

2 2 9 . Les t h é o r è m e s g é n é r a u x s 'appl iquent au 
m o u v e m e n t d 'un sys tème pa r r a p p o r t à des axes 
mobi les , pourvu que l'on jo igne en c h a q u e point a u x 
forces r ée l l ement appl iquées les d e u x forces fictives 
qui p e r m e t t e n t de considérer le m o u v e m e n t relat i f de 
chacun des points du sys tème c o m m e u n mouvemen t 
absolu. Ces forces fictives sont la force d ' inert ie d 'entraî
n e m e n t et la force centrifuge composée (n° 2 1 1 ) . 

Nous devons observer c ependan t que , dans l 'appli
cat ion du t h é o r è m e des forces vives a u m o u v e m e n t 
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relatif, les forces centr ifuges composées d i spara i s sen t 

d 'el les-mêmes. En effet, le t r ava i l de c h a c u n e d'elles 

est nu l (n° 2 1 5 ) . 

Nous r e m a r q u e r o n s aussi q u e , d a n s le cas où les 

axes mobiles auxque l s on r a p p o r t e le m o u v e m e n t du 

système se m e u v e n t pa ra l l è lement à e u x - m ê m e s , 

les forces centr ifuges composées sont nul les (n° 2 1 4 ) , 
et, pa r conséquent , les forces fictives se r édu i sen t a u x 

forces d ' inert ie d ' en t ra înement . Enfin, si le mouve

ment d ' en t r a înemen t est une t r ans la t ion rect i l igne et 

un i fo rme , les forces d ' inert ie d ' en t r a înemen t sont 

nul les , e t , dans ce c a s , les théorèmes g é n é r a u x 

s 'appliquent au m o u v e m e n t relat i f comme au m o u v e 

men t absolu, sans que l'on ait besoin de j o i n d r e les 

forces fictives a u x forces qui ag issen t rée l l ement su r 

le sys tème. 

2 3 0 . Supposons que l'on r a p p o r t e le m o u v e m e n t 

à des axes mobi les de direction cons tan te menés p a r 

le cen t re de g r a v i t é , e t voyons ce qui va en r é su l t e r 

pour les t héo rèmes g é n é r a u x . 

Nous avons déjà vu ( n o s 1 8 9 et 2 0 7 ) que les deux 

derniers t h é o r è m e s sont appl icables au m o u v e m e n t 

relat if au tou r du cen t re de g rav i t é . Nous r e t r o u v e r o n s 

cette p ropr ié té par l 'applicat ion de la m é t h o d e ac tue l le . 

D'abord, puisque les axes mobiles ne sont an imés 

que d'un m o u v e m e n t de t r ans la t ion , le m o u v e m e n t 

d ' en t ra înement est une t rans la t ion dans laquel le c h a q u e 

point décr i t u n e t ra jectoire égale et para l lè le à celle 

que décr i t le cen t r e de g rav i t é ; les forces centr ifuges 

composées sont nul les en chaque point , comme nous 

l 'avons dit (n° 2 1 4 ) , et, pa r conséquent , il n 'y a pas 

lieu de s'en occuper . Quant a u x forces d ' inert ie 

d ' en t ra înement , elles sont tou tes para l lè les et de sens 

con t ra i r e à l 'accélérat ion to ta le du cen t re de g r a v i t é 
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du sys tème dans le m o u v e m e n t absolu . Chacune de ces 

forces est égale au p rodu i t de la masse du point 

maté r ie l auquel elle se r a p p o r t e p a r l 'accélérat ion 

absolue du cen t re de g r a v i t é prise en sens con t ra i r e . 

Ceci é tab l i , é tudions ce qui résul te de l ' in troduct ion 
des forces a p p a r e n t e s dans les équa t ions des t h éo rèmes 
g é n é r a u x . 

2 3 1 . En ce qui concerne le théorème du mouvement 

du centre de gravité, dés ignons , comme p récédemmen t , 

pa r X , Y , Z les composantes su ivan t les axes de la 

force ex té r i eu re au point m, p a r xx, yx, zx les coordon

nées du cen t r e de g rav i t é p a r r appo r t a u x axes fixes ; 

les composantes de l 'accélérat ion absolue de ce point 

sont ^r—> —rr.1' —rrr ! donc , (n° 2 3 0 ) , les composantes 
dt- dt~ dl-

de la force d' inertie d ' en t ra înement pour le point m 
, _ cl'x. dly, d"z, 
du sys tème sont — m -y-,-• — in—rrri —?" 

dt~ dt1 dt-

Si donc, en chaque point du sys tème, nous jo ignons 
d~x d~y 

à la force X , Y , Z , la force — m -jj-r< — m "7/7^ • 

— m -^jjr> nous pour rons t r a i t e r le m o u v e m e n t re la t i f 

du sys tème comme un mouvemen t absolu . 

„ . , ,, . d~l d'-n d% 
Si donc nous dés ignons pa r -JJ-^ -jp, -jp- les compo

san tes de l 'accélérat ion relative du cent re de g r a v i t é , 
et si nous appl iquons les équat ions du m o u v e m e n t du 
cen t re de g rav i t é (n° 1 7 8 ) , nous devrons r e m p l a c e r 
dans les seconds m e m b r e s de ces équat ions S X , S Y 

et SZ p a r SX j - r - S» j , S Ï ~ S»?, S Z T T T - » 2 . 
r df dt' dl 

i , . , d2l d'y} d% 
et les p r e m i e r s m e m b r e s p a r --jp, -jp> -jp> et nous 

au rons les équat ions : 
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Or, les p remie r s m e m b r e s de ces t ro is équat ions sont 

nuls en ve r tu du t h é o r è m e du m o u v e m e n t absolu du 

centre de g rav i t é (n° 1 7 8 ) , et, p a r su i te , on a : 

donc, l 'accélérat ion re la t ive du cen t re de g rav i t é est 

nulle, ce qui est d 'ai l leurs évident , puisque le cen t re 

de grav i té es t en repos relatif. 

2 3 2 . Passons m a i n t e n a n t au théorème des quantités 

de mouvement projetées sur u n axe quelconque , p a r 
exemple su r l 'axe des x. 

En dés ignan t p a r X la composan te su ivan t l 'axe 
des x de la force ex té r i eu re a u point m, pa r xx, yx, zx, 
les coordonnées du cen t re de g rav i té p a r r appo r t a u x 

dce 
axes fixes, — m sera la force d ' inert ie d 'entraî-

dl ' 
nement pour le point m, su ivant l 'axe des x ; soient, 

d i o i d'ic \ 

en out re , et \ l ° s composan tes de la vi tesse 

relat ive du point m aux époques / et 0, nous au rons , 

en in t rodu i san t les forces d ' inertie d ' en t ra înement , 

et en cons idérant a lors le mouvemen t re la t i f c o m m e u n 

mouvement absolu : 

d * n 

~ d ë 

d K 

d t * 

= 0 ; 
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u o 

Or, pu i sque -^r est le m ê m e à c h a q u e ins t an t pour 

tous les poin ts du sys tème, nous a u r o n s : 

a u o 

et, p a r su i te , 

Mais, on sait (n° 1 7 8 ) que , dans le m o u v e m e n t 
absolu d 'un sys tème, le cen t re de g rav i t é se m e u t 
c o m m e si la masse to ta le y é ta i t concen t rée et les 
forces t r anspo r t ée s pa ra l l è l emen t à e l les -mêmes . Nous 
a u r o n s donc, en app l iquan t le second t h é o r è m e g é n é r a l 
au m o u v e m e n t absolu de ce point ma té r i e l (xl, yt, 

de masse M (n° 2 2 ) : 

e t , p a r conséquent , 

„ dx ldx\ 

- m - d ï - ^ m \dt)r°-
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Donc, dans le mouvement relatif, l'accroissement 

de la somme des quantités de mouvement projetées 

sur un axe quelconque est nul ; en d'autres termes, 

la somme des projections des quantités de mouvement 

relatives à un axe quelconque reste constante pendant 

toute la durée du mouvement. 

Il est facile de s ' assurer que cet te s o m m e des quant i t és 

de mouvement projetées sur un a x e quelconque est 

nulle. En effet, x, y, z é t a n t les coordonnées d'un point 

du système p a r r a p p o r t a u x axes mobi les du cen t re de 

gravité, on a : 

"ï.mx = 0, d'où : 2 w ^ = 0. 

On a donc le t h é o r è m e su ivant : 

THÉORÈME. — Dans le mouvement relatif considéré, 

la somme des quantités de mouvement projetées sur 

un axe quelconque est nulle pendant toute la durée du 

mouvement. 

2 3 3 . Appliquons m a i n t e n a n t le théorème des moments 

des quantités de m o u v e m e n t , et p renons les moments 

par rappor t a u x axes mobi les pa s san t pa r le centre de 

gravité. 

D'abord, les forces d ' inert ie d ' en t ra înement des diffé

rents points é t an t para l lè les et proport ionnel les aux 

masses de ces points (n° 2 3 0 ) , elles se composent en 

une force un ique passan t pa r le cen t re de g rav i t é . 

La somme des momen t s de ces forces p a r r appor t à un 

axe quelconque est égale au momen t de leur résul

tante ; d 'ai l leurs, si l 'axe p a r r a p p o r t auquel on prend 

les moments passe pa r le cent re de g rav i t é , le momen t 

de la r ésu l t an te est nul , et, par conséquent , la somme 

des moments des forces d ' inert ie d ' en t ra înement p a r 
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r a p p o r t à cet axe est nul le . Donc, il n'y a pas lieu, dans 
les équat ions des momen t s des quan t i t é s de mouvement , 
de ten i r compte des forces d ' inert ie d ' en t ra înement . 

D'ail leurs, comme nous l 'avons dit (n° 2 1 4 ) , puisque 

les axes mobiles se m e u v e n t pa ra l l è l emen t à eux-

m ê m e s , il n'y a pas lieu de t en i r compte des forces 

centr i fuges composées . 

P a r conséquen t , les équations des moments des 
quantités de mouvement dans le mouvement relatif 
ne diffèrent pas des équations analogues dans le 
mouvement absolu, c 'est-à-dire que l'on n 'a à tenir 
compte que des forces qui agissent rée l lement . 

2 3 4 . Il en résul te que tou tes les propr ié tés que nous 

avons dédui tes du t h é o r è m e des momen t s des quant i tés 

de mouvemen t dans le m o u v e m e n t absolu s 'appliquent 

au m o u v e m e n t relat if r a p p o r t é au cen t re de g rav i t é . 

Tel est le t h é o r è m e de M. Resal (n° 1 8 6 ) . 

En par t icul ier , si les forces ex t é r i eu re s rée l lement 
appl iquées ont une r é su l t an te nul le , ou si cet te résul
t a n t e passe pa r le cent re de g r a v i t é , le théorème des 
aires s 'appl iquera au mouvemen t relat i f r appo r t é au 
c e n t r e de g rav i t é c o m m e au mouvemen t absolu. 
Le plan du maximum des aires conserve u n e direction 
cons t an te dans l 'espace, et la somme des a i res projetées 
s u r ce plan, à pa r t i r d'un ins tant donné , var ie propor
t ionne l lement au t emps . Ce cas se p résen te dans le 
sys tème p lané ta i re , composé du Soleil et des p lanètes . 
Les forces ex té r ieures p rovenan t des étoiles peuven t , à 
c a u s e du g r a n d éloignement des étoiles, ê t re considérées 
c o m m e des forces paral lè les et propor t ionnel les a u x 
m a s s e s , et, pa r conséquent , la r é su l t an t e de ces forces 
passe p a r le cen t re de g rav i t é du sys tème. Il y a donc 
u n plan invariable dans le mouvemen t re la t i f du Soleil 
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et des p lanètes au tou r de leur cen t re de g rav i t é 

commun. C'est le plan invariable de Laplace. 

2 3 5 . Enfin, le théorème des forces vives s 'applique 

aussi au mouvemen t du sys tème p a r r a p p o r t à des axes 

mobiles de direct ion cons tan te pa s san t pa r le cent re 

de gravi té , sans qu'il soit nécessaire de jo indre les 

forces fictives. En effet, si nous voulons appl iquer 

le théorème des forces vives à ce mouvemen t , il faudra 

joindre à la somme des t r a v a u x des forces ex té r i eures 

et des forces in té r i eures , les t r a v a u x des forces d' inertie 

d 'entraînement et des forces centr i fuges composées . 

Or, les forces d ' inert ie d ' en t r a înemen t é t a n t para l lè les 

et proport ionnelles a u x masses , ont une r é su l t an t e 

égale à leur somme et appl iquée au cen t r e de g rav i t é , 

et, par sui te , la somme des t r a v a u x de ces forces est 

égale au t rava i l de la r é su l t an t e . Mais, le dép lacement 

du centre de g rav i t é p a r r appo r t a u x axes mobiles 

étant cons t ammen t nu l , le t r ava i l de la r é su l t an t e 

est nul, e t , p a r conséquent , la somme des t r a v a u x des 

forces d ' inert ie d ' en t r a înemen t est nu l le . D'ai l leurs, 

comme nous l 'avons dit (n" 2 1 5 ) , les t r a v a u x des 

forces centrifuges composées sont nu ls . 

Par conséquent , le théorème des forces vives s'applique 

au mouvement relatif d'un système par rapport à des 

axes mobiles de direction constante menés par le centre 

de gravité, sans qu'il y a i t lieu de ten i r compte des 

forces fictives. 

Ainsi, en r é sumé , lorsque le m o u v e m e n t est r appo r t é 

à des axes mobi les de direct ion cons tan te menés pa r le 

centre de g rav i t é , les deux dern ie rs t héo rèmes g é n é r a u x 

sont applicables au mouvemen t re la t i f sans qu'il soit 

nécessaire de ten i r compte des forces fictives. 

2 3 6 . R E M A R Q U E . — Nous avons déjà vu (n° 2 1 4 ) 

qu'il en se ra de m ê m e , quels que soient les axes 
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mobiles , si le mouvemen t relat if est r appo r t é à des 

axes an imés d'un m o u v e m e n t de t rans la t ion recti l igne 

et uniforme. Tous les théo rèmes g é n é r a u x seront appli

cables a u mouvemen t relatif sans qu'il soit nécessaire 

de jo indre aux forces réel les les forces fictives, puisque 

ces dern iè res sont tou tes nul les . 

2 3 7 . Étudions encore le cas où le mouvement 

d'entraînement des axes mobiles auxque ls on rappor te 
le mouvemen t est un mouvement de rotation uniforme 

au tou r d'un axe fixe. 

Dans ce cas , la force d' inertie d ' en t ra înement se réduit 
pour chaque point à la force centr ifuge nvjrr (I, n° 1 6 4 ) ; 
la force centrifuge composée n'est pas nul le , et l'on peut 
en dé te rmine r la va leur . Il résul te de là que les forces 
fictives doivent ê t re in t rodui tes dans les équat ions des 
t hé o rè me s g é n é r a u x . 

En ce qui concerne le t ro is ième t h é o r è m e généra l , 
si l'on prend les m o m e n t s pa r r a p p o r t à l 'axe de 
ro ta t ion , les moments des forces centr ifuges ?nw z r sont 
nuls ; mais , il n'en est pas de m ê m e , en g é n é r a l , des 
m o m e n t s des forces centr ifuges composées . 

Quant au qua t r i ème théorème , n 'oublions pas (n° 2 1 5 ) 
que , quel que suit le mouvemen t d ' en t ra înement , les 
forces centrifuges composées n ' en t r en t j a m a i s dans 
l 'équat ion des forces vives, pu i sque le t r ava i l de 
c h a c u n e de ces forces est nul . 

D'ai l leurs, il est év iden t que la somme : 

2 m \ ( r i ~ q - d t ) d x + (p%~r w) d y 

, I dx du \ , I 
+ m) dz\ 

est iden t iquement nu l le . 
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Ainsi donc , dans le cas où le m o u v e m e n t d 'entra î 

nement est u n e r o t a t i o n uniforme a u t o u r d'un axe fixe, 

on doit seu lement , dans l 'appl icat ion de l 'équat ion des 

forces vives au m o u v e m e n t relatif, t en i r compte du 

travail de la force m« 'V en c h a q u e point . P roposons -

nous de t r ouve r le t r a v a i l de cet te force. 

Soient 0 la pro jec t ion de l 'axe fixe, AB la t ra jec to i re 

re la t ive du point m, et m' 

la posi t ion du mobi le infini

m e n t voisine de m (fig. 47) . 

Le t r ava i l é l émen ta i r e de la 

force raro'V est : 

nucP-r . mn = muPrdr. 

La somme des t r a v a u x 

é lémenta i re s de cet te force 

entre les deux posi t ions A et B du mobi le est : 

\ M » ' OV - V ) — l m (io* - t e 0 « | , 

en dés ignan t p a r w et w1 les vitesses l inéaires, 

d 'entraînement a u x points A et B. 
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CHAPITRE VI. 

M o u v e m e n t d ' u n c o r p s s o l i d e 

a s s u j e t t i à t o u r n e r a u t o u r d ' u n a x e f i x e 

s o u s l ' a c t i o n d ' u n e p e r c u s s i o n . 

2 3 8 . P R O B L È M E . — Un corps solide est retenu 

par un axe fixe autour duquel il peut tourner. 

Ce corps étant en repos, est sollicité par une per

cussion. On demande de trouver les propriétés du 

ino uvement. 

La l'orco ins tan tanée qui met le co rps en mouvement 
p r o d u i r a u n effort sur l 'axe : cet effort s e ra une sorte 
de choc ou de percuss ion. Nous a u r o n s donc à déter
mine r la vi tesse a n g u l a i r e ini t iale w, et les percussions 
exercées su r l 'axe. 

E u ve r tu du pr incipe de d 'Alember t , é t endu aux 
forces in s t an tanées (n° 1 7 2 ) , il y a équi l ibre , au 
moyen des l iaisons, c'est-à-dire de l 'axe, en t re la force 
i n s t a n t a n é e et les quan t i t é s de m o u v e m e n t init iales 
e t finales, ces de rn iè res prises en sens cont ra i res . 
Or, le corps p a r t a n t du repos , les quan t i t é s de 
m o u v e m e n t ini t iales sont nulles ; d ' au t re p a r t , nous 
pouvons r end re le corps l ib re , en in t rodu i san t les 
réac t ions de deux points fixes sur l 'axe, réac t ions qui 
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X, 

•vrdm 

sont égales et de sens contra i res aux percuss ions 
exercées sur ces points . Nous aurons alors à écr i re 
qu'il y a équi l ibre en t re la force i n s t a n t a n é e , les 
réactions des points fixes, et les quant i tés de mouve
ment finales pr ises en sens contraires . 

Prenons l 'un des deux points fixes pour or ig ine , 
l'axe des z p a s san t p a r les deux points 0 et A, e t soit 
OA — h la d is tance des deux points (fig. 48). Soient 

X , , Y, , Z. les compo-
Fig. 48. " l ' 1 1 

santés de la réac t ion a u 
point 0 , et X j , Y„, Zi 

les composantes de la 
réact ion au point A , 
X, Y, Z les composantes 
de la percussion, 'i, /j, Ç 
les coordonnées de son 
point d 'application. Nous 
supposerons que le mou
vement s'effectue dans 
le sens des ro ta t ions 
positives. 

Si nous désignons pa r w la vitesse angula i re commune 
à tous les points du corps , la vitesse l inéaire d'un point 
»i (x, y, z) s i tué à une dis tance r de l 'axe se ra wr, 
sa quanti té de mouvemen t se ra tarant, d ir igée su ivant la 
tangente au cercle décr i t pa r le point m : c'est la force 
qu'il faudrai t appl iquer au point m libre et au repos 
pour lui communique r la vitesse angula i re w p e n d a n t 
l'unité de t emps . Cette quan t i t é de mouvemen t prise en 
sens contra i re est — wdm : elle a pour composantes 
suivant l'axe des x, wdm sin 0, et su ivan t l 'axe des y, 
— wdm cos 9, en dés ignan t pa r 0 l 'angle que le r ayon 
niK, ou m'O fait avec le plan des zx ; la composante 
suivant l'axe des * est nul le . 
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Or, on a év idemmen t 

x . . y cos S = - , sin 9 = — ; r r 
p a r conséquent , les composan tes de wdm suivant 
les axes ' de s x et des y sont r e spec t ivemen t : M y dm et 
— wxdm. 

Nous aurons des résu l ta t s ana logues pour chacun 
d e s ' p o i n t s du corps . 

Si nous t r anspo r tons tou tes ces forces à l 'origine, 
nous a u r o n s su ivan t les axes des x et des y les forces : 

<s> J y dm = IOMÎ/j, — IJ>J" xdm — •— M Ma:,, 

en dés ignan t p a r xt, yt, zl les coordonnées du centre 
de g rav i t é du corps , et d a n s les t rois p lans coordonnés 
les trois couples : 

j j'xzdm, (o J yzdm, e t — w J" (x2 + y2) dm — w J r2dm. 

La force i n s t a n t a n é e t r anspo r t ée à l 'origine nous 
donne les trois composantes : X, Y, Z, e t les trois 
couples : 

Zn - YÇ, X Ç - 71, YÇ - Xv, ; 1 

1. Il est bon d'observer que les forces X, Y, Z, et leurs couples 
'j 0 (J 

sont ici les impulsions j "Kdt, j " Y d ( , Z d t , et des couples d'im-
o o u 

pulsion. On représente les impulsions par une seule lettre pour 
simplifier les notations. 
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les forces X 2 , Y 2 , Z 2 , t r a n s p o r t é e s à l 'or igine n o u s 
donnent les t ro i s c o m p o s a n t e s : 

^a> Y 2 , Z , , 

et les d e u x coup le s : 

— Yji, X.Ji, 

situés r e s p e c t i v e m e n t d a n s les p lans des yz e t des zx. 

En a p p l i q u a n t le t h é o r è m e de d 'Alember t , nous 
aurons les s ix équa t ions su ivan t e s : 

X + X, + X , 4- uMy, = 0, (1) 

Y 4 - Y , + Y 2 — uMoq = 0, (2) 

Z + Zv + Z„ = 0, (3) 

Zr, — YÇ -f w J"^.zcto — Y.2/i = 0, (4) 

XÇ — Z \ + « y y x r d m + X , / i = 0, (5) 

Y'i — Xr, — uJ* rhlm = 0. (6) 

La d e r n i è r e équa t i on (6) qui ne con t i en t pas les 

composantes des r é a c t i o n s inconnues des points fixes, 

est l'équation du mouvement : elle s e r v i r a à dé te r 

miner la v i tesse a n g u l a i r e M. On en t i r e : 

Y\ —Xr, 
w = —-, 

/ r2dm 22 
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P a r conséquent , la vitesse angulaire to à la fin de la 
percussion est égale au moment de la percussion par 
rapport à l'axe de rotation divisé par le moment 
d'inertie du corps par rapport à cet axe. 

Les équat ions (4) et (5) se rv i ron t à dé te rmine r les 
va leurs de X 2 , Y.,, et les équa t ions (1) et (2) nous 
donneron t ensui te X M Y, ; enfin, l 'équat ion (3) détermine 
la somme Z, -f- Z 2 . 

Les va leurs de X t , Y , , Z ; , X , , Y 4 , Z.,, prises en 
s ignes con t ra i res , nous donnen t les composantes des 
percussions exercées sur l 'axe. Comme on le voit, 
la percuss ion dans le sens de l 'axe , ou la percussion 
longitudinale — (Z, + Z J est égale à la composante 
de la force ins t an tanée su ivan t cet a x e . 
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C e n t r e d e p e r c u s s i o n . 

2 3 9 . Proposons-nous m a i n t e n a n t de trouver les 
conditions pour que l'axe n'éprouve aucune percussion. 
Nous supposerons , pour plus de simplici té , que l'on 
prenne pour p lan des zx le plan passan t p a r l 'axe de 
rotat ion e t le cen t re de g rav i t é du corps , et pour p lan 
des xy l e p lan m e n é pa r le point d 'applicat ion de la force 
ins tan tanée pe rpend icu la i r emen t à l 'axe de ro ta t ion . 
Nous au rons alors y1 = 0, Ç = 0, et les équat ions du 
mouvement nous donnen t : 

X + x t 4- X o, 
Y + V, + Y, wM.r, = 0, 

Z + Z, + Z o, 

Zç + M fy z dm + X,h = 0, 

Or | s><lans ces équa t ions on pose : 

= 0, Y, = 0 , Z, = 0, X, = 0, Y, = 0 , Z, = 0, 
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nous au rons les équa t ions su ivantes : 

X = 0, Y = uMir, , Z = 0, 

j'xzdm = 0, j yzdm = 0, Y'i = w j r2dm. 

Les équa t ions X 0, Z = 0, nous a p p r e n n e n t que 
la force instardanée doit être perpendiculaire au plan 

des zx, c 'est-à-dire au plan passant par Taxe de 

rotation et par le centre de gravité du corps. 

Des équa t ions j xzdm = 0, j yzdm = 0, on conclut 

que Yaxe de rotation doit être principal pour l 'origine 

dé t e rminée p a r le p lan des xy, m e n é , c o m m e nous 

l 'avons fait, pe rpend icu la i r emen t à l 'axe p a r le point 

où la force de percuss ion r e n c o n t r e le corps . 

D'ai l leurs, puisque la force doit ê t r e pe rpend icu la i re 
au p lan des zx, et que son point d 'appl icat ion est dans 
le p lan des xy, elle se ra e l le-même dans le p lan 
des xy, et elle se ra para l lè le à l 'axe des y. L 'équat ion : 

Yç = w j r2dm. 

nous d o n n e r a a lors la distance de la force à l'axe ; 

cet te d i s tance é t an t év idemment égale à t, nous au rons : 

u j"rzdm j*r' *dm 

Mxl 

Or, si nous dés ignons p a r lg le momen t d ' inert ie du 
corps p a r r a p p o r t à u n axe m e n é pa r son cen t re 
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de g rav i t é p a r a l l è l e m e n t à l 'axe de ro t a t ion , nous 

au rons (n° 1 4 1 ) : 

y r 2 d m --=lg + M a ? ! * ; 

par conséquent , 

1 Ma;, 

Le point ainsi dé t e rminé est ce que l'on appel le 

le centre de percussion : c'est le point où la force 

doit être appliquée dans le plan passant par l'axe 

et par le centre de gravité du corps pour que l'axe ne 

subisse aucune percussion. 

Donc, p o u r que l 'axe ne subisse a u c u n e percuss ion , 

il faut et il suffit : 

1° Que la direction de la, force instantanée soit 

perpendiculaire au plan qui passe par l'axe fixe et 

par le centre de gravité du corps. 

2° Cet axe de rotation doit être principal pour le 

point où il rencontre le plan qui lui est perpendiculaire 

et qui contient la force. 

3° La distance de cette force à l'axe (ou la distance 

du centre de percussion à l'axe) doit être égale à 

x, 4- T T 2 — L'intensité de celle force est éqale à a>Mx,. 
1 Ma, J 1 

R E M A R Q U E 1. — On voit que la question proposée 

serai t impossible , si l 'axe de ro ta t ion passa i t pa r le 

centre de g r a v i t é du corps . En effet, pour qu'il n'y ai t 

pas de percuss ion exercée sur l 'axe, il faut que l a force 

do percuss ion appl iquée au corps soit Y = «Ma^ ; 
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or, si l 'axe de ro ta t ion passe p a r le r e n t r e de g rav i t é du 

corps, œl = 0, et, pa r conséquent , Y = 0. D'ailleurs, 

on a alors \ = DO, et le cen t re de percuss ion serai t 

à l'infini. 

REMARQUE I I . — Si l 'axe de ro ta t ion n'est pr incipal 

pour a u c u n e or igine prise su r sa di rect ion, il n'y au ra 

pas de cen t re de percussion relat i f à cet a x e . 

M o u v e m e n t d e r o t a t i o n d ' u n c o r p s s o l i d e 

a u t o u r d ' u n a x e f i x e , 

s o u s l ' a c t i o n d e f o r c e s q u e l c o n q u e s . 

2 4 0 . Proposons-nous m a i n t e n a n t d 'é tudier le mouve

ment d'un corps solide assujetti à tourner autour d'un 

axe fixe, et sollicité par des forces motrices quelconques 

qui agissent d'une manière continue. 

Nous avons à d é t e r m i n e r la vi tesse angu la i r e à un 
ins t an t quelconque du m o u v e m e n t , e t les pressions 
exercées su r l 'axe à chaque ins tan t , pressions qu'il finit 
bien d i s t inguer des percuss ions ini t ia les . 

Nous pouvons r e n d r e le corps en t i è remen t l ibre , 
en in t rodu isan t les réac t ions de deux points fixes 0 
e t A pris su r cet axe , réac t ions qui sont éga les et de 
sens con t ra i res a u x pressions exercées su r ces deux 
points à chaque in s t an t du mouvemen t . 

Nous appl iquerons le pr inc ipe de d 'Alembert , e t nous 
écr i rons qu'il y a équi l ibre à chaque ins t an t en t r e les 
forces motr ices , les réac t ions des points fixes e t les forces 
d ' inert ie des différents points . 
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Prenons l 'un des points fixes 0 pour or ig ine , l 'axe 

des z passant p a r les deux points 0 et A, et désignons 

par OA = h la d i s tance des deux points fixes. Soient 

X, Y, Z les composan te s de la force motr ice P , qui 

agit en u n point m (x, y, z) du co rps , X t , Y 1 ( Z ; , 

les composantes de la r éac t ion du point 0 , X2<, Y 2 , Z 2 les 

composantes de l a réac t ion du point A ; les composantes 
d'~x 

de la force d ' inert ie du point m sont : —• -jjr dm, 
d~fj d ̂  z 

- - -^rdm, — -jjjj dm. Nous au rons donc les six équa
tions suivantes : 

v x + X, + X, - f^dm = 0, 

2 Y + Y, + Y. -f ^ dm = 0, 

£Z + Z, -f- Z, —J"~* dm = 0, 

2 p 5 y - Y „ - Y , A -f{y%-z%)dm = 0, 

S (Xz-Zx, + Xji -f\z d - ^ - x ^ ) dm = 0, 

Or, l 'axe de ro ta t ion é t an t pris pour axe des z, 

et w é tan t la vitesse angu la i r e de la ro ta t ion à la fin du 

temps t, l a vitesse du point m est v = wr ; ses compo

santes son t , puisqu'el le est perpendicu la i re à l 'axe 

des z : 
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On en t i re : 

dzx du> dy . du 

№--y-dt--'*-tt--'*x-y-dr 
d2y du , dx du 
d ? X d t + " - d t = - M y + X d t ' 

dP 

En subs t i tuan t dans les équa t ions p récéden te s , 
et dés ignan t p a r xt, yit zx les coordonnées d u cen t re 
de g r a v i t é du corps , il v ient : 

SX 4 X, + X , 4 - ̂  My, 4 ««Ma?, - 0, (1) 

S Y 4 Y 1 4 Y 8 - ^ Mx, 4 - wïMy, = 0, (2) 

s z 4 - z , + z2 = o, (3) 

S (Zy — Yzj + ^J*xzdm — w*y"yzdm — Y2ft - 0, (4) 

2 (Xz — Za?) 4 y « + u*ya?ztfm 4 X 2A = 0, (51 

ï (Ya? — Xy) - »*dm = 0. (6) 
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L'équation (6) n e con t ien t pas les composan tes des 

réact ions inconnues des points fixes. C'est Véquation 

du mouvement. 

On en t i re : 

dw S [Yx — Xy) _ 

d t fr*dm 

cette équat ion se rv i r a à dé t e rmine r la vitesse angulaire 

à la fin du temps t. 

Les équa t ions (4) et (5) nous donne ron t les compo

santes X „ , . Y 2 de la réac t ion du poin t À •: on voit que 

ces composantes sont en ra i son inverse de la d i s tance h. 

Ces va leu r s de X , , Y., é t an t connues , les équa t ions (1) 

et (2) nous donne ron t les composantes X , , Y, de la 

réaction du point 0 . Enfin, l 'équat ion (3) nous donne 

la somme Z, + Z, des réac t ions su ivant l 'axe de 

rotat ion, sans que l'on puisse dé t e rmine r en par t icu l ie r 

ces deux composan tes . Les va leurs de X , , Y , , Zs, 

X 2 , Y, , Z., p r i ses en s ignes con t ra i r e s sont les compo

santes des press ions a u x points 0 et A. 

2 4 1 . CAS P A R T I C U L I E R S . — 1° Si le corps solide 

n'est sollicité par aucune force motrice, ou si ces 

forces se font équilibre, on a : 

SX = 0 . SY = 0, 2Z = 0, 

2 \Zy - Yz) -= 0, 2 [Xz — Zx) = 0, 2 (Yœ — Xy) = 0. 

L 'équat ion (6) nous donne alors ^ = 0 ; pa r consé

quent, « = const., c 'est-à-dire que la vitesse angulaire 

est constante : le mouvement de rotation est uniforme. 

On a alors : 
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X, + X, + "'Ma?! = 0, 

Y, + Y i + w « M y l = 0 > 

Z, + Z 2 = 0, 

m" j'y z dm 4- Y.2/i = 0, 

u â ^ * x z d m -\ X,/i = 0. 

L 'équat ion Z, + Z ; = 0 nous apprend, que les 
réactions se rédu isen t à dewa; forces perpendiculaires 

à l'axe, puisque la s o m m e de l eurs composan tes 
pa ra l l è l e s à l 'axe est nu l le . 

Il es t facile de voir que , d a n s ce cas , les réact ions 
de l 'axe font équi l ibre a u x forces centrifuges de tous 

les points du corps . En effet, pu isque l'on a = 0, 

il on résul te que la composan te t angen t i e l l e de la force 
d ' iner t ie , en c h a q u e poin t , est nul le , ce t te composante 

, . do dn 
a y a n t pour expression — dm = —

 r fffl "-m. 

R E M A R Q U E I. — Si l 'axe de ro ta t ion est pr incipal 

p o u r le point O, on a (n° 1 4 5 ) : 

J xzdm = 0, J yzdm = 0 ; 

p a r sui te , X , = 0, Y., = 0, quelle que soit la vitesse 
a n g u l a i r e u . P a r conséquent , le point A n'éprouve aucune 

pression. On peut donc suppr imer la fixité du point A, 
puisque ce point n'a à suppor te r a u c u n e press ion . 

Donc, si un corps retenu par un seul point fixe 0, 

commence à tourner autour de l'un des axes principaux 

relatifs à ce point, sa?is qu'aucune force étrangère lui 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



soit appliquée, il continuera à tourner uniformément 

autour de cet axe, comme s'il était fixe. Les t rois axes 

p r inc ipaux passan t p a r un point fixe s 'appellent , pour 

cette ra i son , axes permanents de rotation r e l a t i vemen t 

à ce point . 

D'ail leurs, dans ce cas , les équa t ions p récéden tes 

nous donnen t : 

X, = — tù*Mxlt Y, = — 

d'où, en dés ignant p a r R , la pression exercée s u r le 

point 0 , et pa r r} la d i s tance du cen t re de g rav i t é 

à l 'axe : 

R t = w 2Mr, ; 

on a d 'ai l leurs : 

_X_ | ce | 

P a r conséquent , la force R, ou la pression sur le 

point 0 est dirigée dans le plan passant par le centre 

de gravité et l'axe de rotation. 

REMARQUE I L — Si l 'axe de ro ta t ion est u n axe 

principal passan t pa r le c e n t r e de g r a v i t é du corps, 

on a : 

y xzdm = 0, I yzdm = 0, xi = 0, yï = 0, 

et il vient alors : 

X . - - - 0 , Y 2 — 0 , X , = 0 , Y , = 0 ; 

le point 0 ne suppor te non plus aucune press ion, et l'on 

peut aussi s u p p r i m e r la fixité de ce point 0 : le mouve

ment a y a n t commencé au tou r de l 'axe supposé fixe, 
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con t i nue ra un i fo rmément a u t o u r du m ê m e axe lorsqu'on 
le r e n d r a en t i è r emen t l ib re . 

Donc, si un corps entièrement libre commence à 

tourner autour d'un de ses axes principaux du centre 

de gravité, et qu'aucune force étrangère ne lui soit 

appliquée, son mouvement continuera uniformément 

autour de cet axe. Ces droi tes sont les seules qui 
j ou i s sen t de ce t te p ropr ié té . Ces t rois axes s 'appellent 
axes naturels de rotation, ou axes permanents de 

rotation relatifs au centre de gravité. 

2 4 2 . 2 ° Si les forces extérieures se réduisent à un 

couple perpendiculaire à l'axe de rotation, on a : 

SX = 0, 2Y --• 0, Ï Z = 0, 

Il (Zy — Yz) = 0, S (Xz — Zx) = 0. 

Dans ce cas , la vitesse angu la i r e est donnée p a r la 

formule : 

e t elle n'est pas cons tan te . 

Si l'on c h e r c h e la condit ion pour que le point A 

n ' éprouve aucune press ion, on doit poser : 

d<>) 

fit 
2 (Yx — X?/) 

X 2 = 0, Y, = 0 , Zi = 0, 

e t il v ient : 
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dut 
De ces équa t ions on t i re , en é l iminant 

^ yxzdinj + yzdrn^ = 0, 

d'où 

J xzdm = 0, y"yzdm = 0. 

On conclut de là que l 'axe de ro ta t ion doit ê t re 

un axe pr inc ipa l pour le point 0 . 

Les équa t ions qui dé t e rminen t les composantes X 1 ( 

Y n Z1 de la pression exercée su r le point O s o n t : 

X , + ^ Uy, + = 0, 

Y, - ^ Mx, + umy, = 0, 

Z, = 0. 

Pu i sque Zx = 0, on en conclut que la pression 

au point O est pe rpend icu la i re à l 'axe. 

Si, à un ins tan t quelconque du mouvemen t , cet axe 

cesse d 'ê t re fixe et que le corps soit seu lement r e t e n u 

par le point 0 , il con t inuera à t ou rne r a u t o u r de cet 

axe comme s'il é ta i t fixe. On a donc le t héo rème 

suivant : 

T H É O R È M E . — Si un corps retenu par un point fixe 

commence à tourner autour d'un axe principal de ce 

point, sous l'action d'un couple perpendiculaire à cet 

axe principal, le corps continuera à tourner autour 

de cet axe comme s'il était fixe. 
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R E M A R Q U E . — Si Taxe est pr incipal du centre 
de g rav i t é , on a, en ou t r e , œl =• 0, yl = 0, et la 
pression au point 0 est aussi n u l l e , pu isque l'on 
a alors X , = 0, Yj = 0, Z, = 0. Les deux points 
O et A ne suppor t en t donc a u c u n e press ion, et l'on a 
le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Si un corps entièrement libre commence 

à tourner autour d'un des axes principaux de son 

centre de gravité, et qu'il soit sollicité constamment par 

un couple situé dans un plan perpendiculaire à cet axe, 

le mouvement se continuera sans altération, lors même 

que cet axe serait entièrement libre. 

2 4 3 . Le pendule composé est u n corps solide pesant , 

mobi le a u t o u r d 'un axe hor izonta l que l'on appel le axe 

de suspension. 

P r e n o n s l 'axe fixe hor izonta l pour axe des z, l 'axe 

des y d i r igé dans le sens 
F l g ' 4 9 ' de la p e s a n t e u r , l 'axe des 

P e n d u l e c o m p o s é . 

0 

— x pe rpend icu la i r e au plan 
des deux p remie r s (fig. 49). 

'y 

E n dés ignan t p a r X , Y , 
Z les composan tes de la 
force mot r ice pour un point 
m (x, y, z) du c o r p s , 
l 'équat ion du m o u v e m e n t 
est (n° 2 4 0 ) : 

dtii 
d~t 

1 {Yx — Xy) 
(1) 
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Or, dans le cas ac tue l , on a : 

X = 0, Y = mg, Z = 0 ; 

par suite, 

I (Yx — Xy) = 2,mgx = gï.mx — gMxlt 

en dés ignant p a r x1 la d is tance du cen t re de g rav i t é G 

au plan des yz. 

Du point G m e n o n s GN = a pe rpend icu la i re à 

Yaxe de suspension Oz, et pa r le point N m e n o n s 

la vert icale XK. Abaissons du point G la pe rpend i 

culaire GK su r la ver t ica le XK ; nous a u r o n s év idemment 

GK = x,. Soit G l 'angle GNK (pue l'ait la perpendicu

laire GN avec la ver t ica le NK ; 9 se ra l 'angle que fait 

le plan m e n é p a r le cen t re de g rav i té et l ' axe de 

suspension avec le p lan ver t ical mené p a r l 'axe 

de suspension. Soient encore G t la position ini t ia le 

du cent re de g r a v i t é , et a l 'angle G,NK, va l eu r ini t iale 

de G. 

L'angle 9 d i m i n u a n t quand t augmente; , nous a u r o n s : 

dB 

d'où : 

d w d 2 9 

dl = ~~ W 

D'ailleurs, on a : 

x, = G K 
= a sin 9 ; 
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p a r sui te , l 'équat ion (1) nous donne 

d2B Mga sin 9 

Cela posé, p a r le point G menons u n e para l lè le à Oz, 

et soit ~Mk2 le m o m e n t d ' inert ie du corps p a r rappor t 
à ce t te para l lè le ; nous a u r o n s (n° 1 4 1 ) : 

j'rHlm --=\g-\- Ma2 - M [k2 •+- a 2), 

et l 'équation (2) devient a lors : 

Cette équat ion (3) dé t e rmine l 'angle 6 ou le mouvement 

angulaire du centre de gravité en fonction du t e m p s . 
On en t i re , en i n t é g r a n t , 

/ d G \ z 2oa 
(dt) = 0 « + ^ , ( 0 0 . 8 - 0 0 8 . ) . 

en dés ignan t pa r Q la vitesse a n g u l a i r e in i t ia le . 

2 4 4 . Mais, au lieu d ' in tégrer l 'équat ion (3), on peu t 
c o m p a r e r le m o u v e m e n t du corps posant à celui d'un 
pendule simple, c 'est-à-dire d'un point matériel pesant 

situé sur la droite NG à une distance l du point N . 
L 'équat ion du m o u v e m e n t de ce point est , c o m m e on 
sa i t (n° 9 5 ) : 
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En coniparanL les équa t ions (3) e t (4), on voi t que les 

deux pendules a u r o n t un m o u v e m e n t iden t ique , si, les 

c irconstances in i t ia les é t a n t les m ê m e s , c 'es t -à-dire si , 

DD 
les va leurs in i t ia les de 0 et —r. é t an t les m ê m e s , on a ; 

ai 

, & 2 - f a 2 , W 
l t=f , _ * J — - ^ a A . 

a a 
Donc, le mouvement du pendule composé est identique 

au mouvement du pendule simple de longueur -. 

l ^ \- a; 
a , < 

pourvu que les circonstances initiales soient tes mêmes 

pour ces deux corps. On d i t a lo r s que le pendu le 

composé et le pendu le s imple s en t àynchrones. 

Ainsi, quand u n corps p e s a n t t o u r n e a u t o u r d 'un axé 

fixe et hor izon ta l , on p e u t tou jours t r o u v e r l a l o n g u e u r 

d'un pendule s imple don t le m o u v e m e n t soit l e m ê m e 

que celui du corps , quelle que soit l ' ampl i tude des 

oscillations. 

Si les osci l lat ions du pendu le s imple sont t r è s pet i tes , 

on a pour la d u r é e d'une oscil lat ion (n° 9 7 ) : 

-r r ' l 

' " 9 
< 

• \ / ï 

Cette formule se ra app l icab le au pendule composé , 

si l'on p rend : 

l = a 
a 

Cela posé, p renons un point 13 sur la droi te NG 

prolongée, tel que *SLÎ = T, e t menons p a r ce, noint E 
une para l lè le à l 'ave de suspension O ; : tous les points 

23 
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du .corps s i tués su r ce t t e para l lè le se ron t à, u n e dis tance 
égale; à l de l 'axe de suspens ion . Donc, le m o u v e m e n t 
du corps , sous l 'action de la p e s a n t e u r , commun ique ra 
à chacun de ces points le m ê m e m o u v e m e n t que, si ce 
point é ta i t isolé et suspendu a l ' ex t rémi té d 'un hl N1! 
sans masse a t t a c h é a u point N, c 'est-à-dire s'il formait 
un pendule s imple . Les points d u - c o r p s situés au delà 
de B p a r r a p p o r t à l 'axe 0 - , étant isolés de la même 

manière, auront; un m o u v e m e n t plus lent , et la 
l iaison avec les au t r e s points a u g m e n t e l eu r vi tesse. 
Le con t r a i r e a u r a i t l ieu pour les points plus r app rochés 
de Oz que le point H. Les points projetés en B a u r a i e n t 
de p a r t et d ' au t re le m ê m e m o u v e m e n t . Cette droi te 
menée p a r le point B, para l lè le à Oz, s 'appelle axe 

d'oscillation. 

Si l 'axe Oz est pr inc ipa l pour u n de ses points , l 'axe 
d'oscillation passe ra pa r le centre de percussion corres
pondan t (n" 2 3 9 ) . En effet, sa d is tance à l 'axe Oz est 
donnée p a r l 'expression : 

Ma 

2 4 5 . T H É O R È M E . — Vaœe de suspension et l'axe 

d'oscillation sont réciproques. En d 'au t res t e rn i e s , 
si l'on fait osciller le corps a u t o u r de l 'axe m e n é pa r le 
point B, l 'axe d'oscillation co r r e spondan t sera 

En effet, soit S l a l ongueur du pendule simple 
synchrone ; ce t te l ongueu r sera donnée pa r la formule y 

a' 

a! é t a n t la l ongueur BCl = — • 
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Remplaçan t a' p a r sa, va leur , il v ien t 

V = - + a l, 

et le t h é o r è m e est; démon t r e . 

2 4 6 . P R O P R I É T É . - — 11 y a une infinité d'axes 

autour desquels les petites oscillations sont de* •même 
durée. 

En effet, on a (n° 2 4 4 ) La formule ; 

dans laquel le l = a. -\- ~ . Or, l a va leur de l, e t , p a r 

conséquent , celle de T se ron t les mêmes p o u r fous 
les axes de suspension. para l lè les en t r e eux , p t s i t u é s 

à ,égale d i s tance du cen t re do g rav i t é , 
puisque ponr tous ces axes h et a 

seront les mêmes . Si du ixpjnt Q 

comme cen t re on décr i t (tig. 50) deux 
k~ 

.cercles Jtaa'ayon.s' à e t - T , toute droi te 
i i a 

qui se pro je t te ra sur la circonférence 
. de l'un de ces cercles sntisfera à< l a 

condit ion. E n effet, sj O es t l'Axel 

de suspension, V> s e ra l 'axe d'oscillation, et si I! est 

l 'axe de suspension, O sera l 'axe d'oscillation. 

Mais on peu t aussi c h a n g e r la direct ion de ces axes 

et l eu r d i s tance au cen t re de g r a v i t é sans que la va leur 

de l soit c h a n g é e . 

En effet, dé s ignons 1 p a r L hi d is tance d 'un n x e D 

quelconque au cen t r e de g rav i t é , pa r a, ¡5, y les a n g l e s 

que cet a x e ' f a i t avec, les axes p r inc ipaux HIU cont re 
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de g rav i t é , pa r A, II, C les m o m e n t s d ' inert ie p r inc ipaux 

du corps p a r r a p p o r t à ces axes . Le m o m e n t d' inertie 

p a r r a p p o r t à u n e droi te GII, menée pa ra l l è l emen t à D 

p a r le cen t re de g r av i t é , est donné p a r la formule : 

Mk?- = A cos 2 a -f- B cos 2 ¡3 + C cos 2 y, 

e t la l ongueu r du pendu le s imple se ra : 

A2

 r i A cos 2 a 4- B cos 2 'i + G cos 2 y 
L~ = ML 

Or, cet te longueur p e u t r e s t e r cons tan te pour une 

infinité de dro i tes différentes D, pu i sque l'on peu t faire 

va r i e r a, (3, y, L de m a n i è r e que i res te cons tan te . 

Il y a donc u n e infinité d 'axes a u t o u r desquels la durée 

dos pet i tes oscil lations res te l a môme . 

2 4 7 . Proposons-nous encore de trouver l'axe autour 

duquel la durée d'une oscillation est la plus courte. 

Nous au rons év idemment à dé t e rmine r le m i n i m u m 

de l 'expression : 

; _ A cos 2 a 4 - B cos 2,3 4- C cos 2 y 
1 ~ L 4 ML 

Or, si l'on suppose A < B < C, on sa i t (n° 1 5 2 ) que 

la plus pet i te valeur de l 'expression 

A cos 2 a 4 - R cos 2 fi 4 - C cos 2 y 

es t A, et qu'elle correspond à a — (), fi = - , y ^= • 

Donc, l'axe de suspension pour lequel l'oscillation sera 

la plus courte, est parallèle à l'axe du plus petit 

moment d'inertie relatif au centre de gravité. 
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Nous aurons a lors : 

, i LI 

P o u r dé t e rmine r le m i n i m u m de l, nous éga le rons 

à zéro la dér ivée et nous au rons : 

^. d'où l=2\/è-
M V M 

Donc, l 'axe de suspension pour l eque l l 'oscillation 

est la plus cour te est à une d i s t ance égale à . Y / - ^ 

de l 'axe d u plus pet i t moment r e l a t i f au cen t r e 

de gravi té -
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CHAPITRE VII. 

M o u v e m e n t d ' u n s o l i d e a u t o u r d ' u n p o i n t f i x e . 

2 4 8 . P R O B L È M E . — Un corps solide fixé par un de 

ses points 0 ésl sollicité 'par des fôr'Cës données. Oii 

donne les positions et les vitesse» initiales dus différents 

points de ce corps, et l'on demandée de déterminer le 

mouvement du solide. 

"Nous aurons év idemment ; ! cons idérer deux problèmes 

dist incts : 

P R O B L È M E L — Le corps é t an t en repos et sollicité 
pa r des forces d'impulsion, t rouver le m o u v e m e n t 
ini t ia l . 

P R O B L È M E I I . — Le corps é t an t sollicité pa r des forces 

continues, t r ouve r son m o u v e m e n t à un ins t an t donné . 

2 4 9 . Imag inons p a r le point 0 t rois axes r ec t an 
gu la i res fixes dans l 'espace, et t rois axes r ec t angu la i r e s 
fixes dans le corps et mobi les avec lui, ces dern ie rs 
co ïnc idant avec les axes p r inc ipaux de l 'ellipsoïde 
d ' inert ie relat i f au point 0 . Il est évident que la 
posit ion du corps se ra dé t e rminée à chaque ins tan t , 
si l'on connaî t la position des axes Ox, Oy, Oz fixes 
dans le corps pa r r a p p o r t aux axes Ox:, Oyr Oz, 

fixes dans l 'espace (fig. 51). 
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Or, la position de ces axes mobiles est dé t e rminée a u 

moyen des trois angles rs, fy, 9. L 'angle cp est l 'angle que 

fait avec l 'axe Ox, la t r ace OR du p lan xOy sur le p lan 

x\Oi/l ; ce t angle est s i tué dans le p lan cclOy1 il est 

edilipté dans le sons des ro ta t ions positives a u t o u r de O s , , 

et: il va r i e de 0 à 2tt. L 'angle G est l 'angle que fait 

le p lan œ\\y avec l e plan xfiyl : c'est l 'angle que 

l 'axe Oz fait avec l 'axe 0.î1 ; il est compté d a n s le s (tes 

des ro ta t ions posi t ives a u t o u r de OR, et il var ie de '{) à it. 

Enfin, l 'angle ' | est l 'angle que Ox fait! avéé OR ; il lest 

situé clans le p lan xi'hj ; il est côinpté dans le sorts des 

ro ta t ions posi t ivos 'aufour cld Or, et il va r i e de 0> à £ r i 

Nous devons donc d é t e r m i n e r ces ang les , -tf, fr*cn 

fonction de t. 

On ' \h\\t passe t de la position Ox, Oy, Oz à, u n e 

position inf iniment voisine au moyen de trois ro t a t ions 

é lémenta i res : l 'une au tou r de O î , , égale à ikp ; l ' au t re 

autoiir de Oz, éga le à t.lb ; et la t roisième a u t o u r dè OR, 

égale à cM. Les vitesses angu la i r e s de ces t rois ro ta t ions 
x - , , • ? h d l c B 

sont rosl tedivouient . égales a -y-, -f- e t -y:' v 

F i g . 5 1 . 
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Mais, d 'après ce que nous vu (I. n° 1 1 0 ) , tou t mou

v e m e n t é l émen ta i r e d'un corps solide au tou r d'un 

point 0 est une ro ta t ion au tou r d 'un a x e i n s t a n t a n é 01 

passan t pa r ce point 0 . Or, on peut décomposer à un 

in s t an t quelconque la vitesse a n g u l a i r e M do cette 

ro t a t ion en trois composan tes p, g, r su ivan t les trois 

axes Ox, Oy, Oz, ou bien en trois composan te s suivant 

les droi tes O s , , 0 - , et OR. Le m o u v e m e n t é lémenta i re 

du corps solide se ra donc produi t ou pa r les trois 

ro ta t ions é lémenta i res pdl, qdt, rdl a u t o u r des axes 

Ox, Oy et Oz, ou p a r les t rois ro t a t i ons dy, dty, dO 

a u t o u r de 0 * , , Oz et OR. Ainsi donc , si s u r ces dern ières 

droi tes on prend des longueur s : 

dm dit d-> 
OA = OR = 0 0 n , 

dt dt dt 

l a r é su l t an te de ces trois l o n g u e u r s se ra la vitesse 

angu la i r e « de la ro ta t ion é l émen ta i r e du corps solide ; 

d ' au t re p a r t , ce t te vi tesse a n g u l a i r e est aussi la 

r é su l t an t e des t ro is vitesses a n g u l a i r e s p, q, r, et ces 

de rn iè res sont les projections de w sur les trois axes 

Ox, Oy, Oz. 

Il r é su l t e de là que la project ion p de w sur l 'axe Ox 

est éga l e à la somme des project ions de OA, OB, OC sur 

l 'axe Ox ; il en se ra de m ê m e pour les d e u x au t r e s axes . 

Nous a u r o n s d 'après cela : 

'/-.. d<L dQ 

p = -jj C0S [ZfiX] -\- ~ C0S (zOx) + -jj cos (KOx), 

dm dît , , , dO , 
1 = 7 7 7 c o s + co^(zOy) -f- - f f cos (ROy.i, 

dm , db dû 
r = j cos [z,Oz) - f - -,j cos (zOz) -] -n cos f R O î ) . 
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Or, on a 

cos(zO^) = 0, cos(zOy) =- 0, cosfc0.2) = 1', cos (ROz) = 0. 

D 'aut re p a r t , si 

nous imag inons u n e 

sphè re d 'un rayon 

égal à l 'uni té et 

a y a n t pour cen t r e 

le point O (flg. 52), 

elle r e n c o n t r e r a les 

axes et la d ro i t e OR 

a u x points m, n, s, 

a, h, c et R, e t l'on 

t r o u v e faci lement les 

formules su ivan te s : 

cos (zLOx) = sin uj sin 9, cos [zfiy) = cos <\i sin 6, 

cos (zfiz) = cos G, cos(ROa') = cosif, cosfROy)' — sini}<; 

pa r conséquent , on a : 

dv . dQ 
p = -~ sin <j/sin 0 + -^j cos ij, 

dv dQ . 
q ^ ~dl C 0 S ^ S i n 6 _ ~dl S m V' 

r>«* cos Q - - - T V ' 
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2 5 0 . R E M A R Q U E . — On ob t i endra plus s implement 

ces formules en app l iquan t ce t h é o r è m e que , pour 

pro je ter u n e longueur su r une, d i rect ion, on la projette; 

su r t rois axes r e c t a n g u l a i r e s , et l'on fait la somme 

de ces project ions projetées su r la di rect ion. Nous 

devrons donc, au lieu dos t rois droi tes Oz, Ùz, et OR, 
p rendre t rois dro i tes r ec t angu la i r e s . Or, OR et Oz sont 
perpendicu la i res , et Oz, est, dans un plan perpendicu la i re 
à OH. Menons par le point O (tig. 53) une droi te OK 

dans le p lan xOy, pe rpend icu la i r emen t à OR, et 
dz> 

décomposons d i r igée su ivant Ozt en d e u x compo

san tes di r igées su ivan t 0 - et OK et qui seront respeet i -
, . dv d'L 

vemont égales a - 7 7 cos G et - r f sin 0. 
dt ilt 

Il en r é su l t e ra quo ( les projections, de r<> sur les t rois 
axes r ec t angu la i r e s 0 " , OR e t OK sont r e spec t ivemen t 
éga les à : 
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En app l iquan t le t h é o r è m e des project ions que nous 

venons de r appe l e r , il v ient i • 

SIN G SIN I2J-+ 
RFS 

df 

•I/ sin 6 COS 'i (1) 

V 

Ce sont les formules que nous avons t rouvées t an tô t . 

2 5 1 . Il es t évident que , si nous pa rvenons à dé ter 

miner p, q, r on fonction de t, nous pour rons au 

moyen de ces t rois formules (1) dé t e rmine r ç>, ' j , 0 en 

fonction de t. 

Le prob lème est donc r a m e n é à la dé te rmina t ion 

de pH q, r en fonction de t. C'est ce que nous obt ien

drons au moyen du pr incipe de d 'Alembert . 

2 5 2 . En app l iquan t ce pr incipe au p remie r p rob lème , 

nous devrons éc r i re qu'il y a équi l ibre , au moyen des 

l iaisons, c 'est-à-dire du point, t ixe, en t re les forces 

d' impulsion et les quan t i t é s de m o u v e m e n t ini t iales 

et finales, ces de rn iè res é tant pr ises en sens con t ra i res 

fn" 1 7 2 ) . Or, le corps p a r t a n t d u repos , les quan t i t é s 

de mouvement ini t iales sont mdlo.s, et, p a r conséquent , 

il nous suffira d 'écrire qu'il y a équi l ibre , au moyen des 

l iaisons, en t re les forces d ' impulsion e t les quan t i t é s de 

mouvement finales prises en sens con t ra i r e s . 

En app l iquan t le pr incipe de d 'Alembert au second 

problème, nous devrons écr i re qu'il y a équil ibre, 

au moyen des l ia isons, en t r e les forces motr ices et les 

forces d ' inert ie (n° 1 5 7 ) . 
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Or, .en t r a n s p o r t a n t les forces à l ' o r ig in^ 0 , e l les .se 
composeron t en une force u n i q u e et un couple, un ique •; 
la force un ique é t an t dé t ru i t e pa r le point fixe, il nous 
suffira d 'écr i re , dans le p r e m i e r c a s , qu'il y a équil ibre 
en t r e le couple des forces de percussion et le couple des 
quan t i t é s de m o u v e m e n t , pr ises en sens cont ra i res ; 
e t , dans le second cas , qu'il y a équi l ibre e n t r e le couple 
des forces mot r ices e t le couple des. forces d ' inert ie . 

Nous devrons donc c h e r c h e r à dé t e rmine r , d'une 
pa r t , le couple des quan t i t é s dp m o u v e m e n t , et, d 'autre 
p a r t , le couple des forces d ' i n e r t i e , p a r r appor t 
à trois axes fixes dans le corps et mobi les avec lui, 
ces axes é t a n t d 'abord que lconques , 

2 5 3 . Soient 01 l 'axe i n s t a n t a n é (fig. 54) , &> la vitesse 
a n g u l a i r e de la ro ta t ion , p, q, r 
ses composan tes su ivan t les axes 
mobiles Ox, Oy, Oz; ni un poinii 
du corps , x, y, z ses coordon
nées , et p s a d i s tance à l 'axe 0 1 -
La vi tesse de ce po in t m est 
v = up ; ses composan tes su ivant 
les axes sont données p a r les 
formules (I, n° 1 5 6 ) : 

dy 
f t - r x - p z . 

dz 
d l - p y - q x . 
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De ces équa t ions on t i r e : ; 

dx . dì./ . dz 

dx , dy , dz 

i\M+v-dl+r.-dï = °-

On en / o n c l u t que la vitesse v est perpendiculaire au 

rayon vecteur Oni"f et à Vaxe instantané de rotation ; 

elle est donc perpendiculaire au plan TOOI. 

2 5 4 . D 'aut re pa r t , si l 'on dés igne par 2T la force 

vive totale d u corps , on a : 

rds* , r\dx- , du* , dz'-), 

ou bien : 

2T = f \ (qz —i ryf -f- (rx — pz)* -f- [py — qxf \ dm 

= kp% + B ç 2 4- O 2 — 2T>qr — 2Epr — 2Fpq. 

On a d 'a i l leurs aussi : 

2T = J'— dm = f i^fdm = ^ f fdm = w 2ï, 

I é t a n t le m o m e n t d ' iner t ie du corps p a r r a p p o r t à 

l 'axe 0 1 . 
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2 5 5 . Cherchons m a i n t e n a n t les couples composants 
du couple des quantités de mouvement. En dés ignant 

ces couples p a r L , , M,, N , , nous au rons : 

L «- / ( y w-*§)* B ' 

^-ffa-rti -v<¥i) d"h 

En r e m p l a ç a n t l ~ , - , - pa r leurs va leurs , il vient : * dt dt dt 

L, = f \ U ipy — qx) — z (rœ - pz) \ dm, 

ou bien : 

L, = Ap — Fq — Fr ; ; 
I 

on t rouve de la m ê m e man iè re : f 
(2)' 

M^Bq -l)r-Fp, ^ 
N, = Cr — F.p — i)q. 

Ce sont les express ions des trois couples comjiosants 
du couple des quan t i t é s de m o u v e m e n t p a r r appo r t aux 
axes mobiles avec: le corps . 

Connaissant ces t rois couples , nous au rons immédia
t e m e n t les équa t ions du m o u v e m e n t init ial d u corps 1 

sous l 'action des forces d ' impulsion. En effet, en 
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désignant, pa r L, M, IS les sommes des m o m e n t s des 
forces d' impulsion par r a p p o r t aux axes mobi les , nous 
aurons (n° 2 5 2 ) : 

L = Ap -Fq -Er, 

M = Bq — Dr -'- Vp, (3) 

S = Cr -Kj, - \)q. 

Telles sont les équations du mouvement initial d'un 
corps solide au repos, retenu par* un point fixe, et 
sollicité par des forces d'impulsion. 

2 5 6 . REMARQUA. — Si l'on suppose que les axes 
mobiles pa r rapport auxque l s on prend les sommes 
des momen t s des forces d ' impulsion, c l les sommes des 
moments des quanti tés dé mouvemen t , sont les axes 
pr incipaux du corps, on a (n° 1 4 4 ) : 

I) = o, E — 0, F = 0 ; 

par sui te , les équations du m o u v e m e n t deviennent : 

L k p , 

M ==• B V > (-1) 

De ces équat ions on, t i re : 
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la vitesse angu la i r e u d e la ro t a t i on ini t iale es t donnée 

p a r l a formule : 

u = \/p2 + f + r2, 

et cet te ro ta t ion s'effectue a u t o u r d 'un axe dont la 

direct ion fait avec les axes coordonnés des ang les «, P, y 
donnés p a r les formules : 

7> a 
COS a • • '• , COS p • 

\/p2 + (f + r* [/p* + q2 + r* 

eos y •• 
[/p2 + q2 + r2 

2 5 7 . P R O P R I É T É . — If est facile de voir que les 
seconds m e m b r e s des équa t ions ( 3 ) ne sont au t r e s que 
les dér ivées par t ie l les de la fonction T (n° 2 5 4 ) , prises 
r e spec t ivemen t p a r r a p p o r t à p, q, r. On a donc pour 
les équa t ions du mouvemen t : 

â T „ ô T à T 

dp oq or 

Ces équa t ions expr imen t la p rop r i é t é su ivan te : 
Les trois couples composants du couple d'impulsion 

sont respectivement égaux aux dérivées partielles de la 

moitié de la force vive du solide par rapport aux trois 

composantes p, q, r de la vitesse angulaire. 

2 5 8 . P R O P R I É T É . — La somme des moments des 

quantités de mouvement par rapport à l'axe 0 1 est égale 

à la composante du couple d'impulsion suivant ce même 

axe 0 1 . 
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En effet, on a pour la somme des m o m e n t s des q u a n 

t i tés de m o u v e m e n t p a r r a p p o r t à l 'axe 0 1 : 

j"vdm . a = j idfdm = to i , 

I é t an t le m o m e n t d ' inert ie du corps pa r r a p p o r t à 0 1 . 
D 'aut re pa r t , on a aussi , en dés ignan t pa r G le m o m e n t 
du couple d ' impulsion : 

. \.p 4- Mo 4- N r 
cos M, G = — i ; 

G to 

•d'où : 

t o G cos (w, G ) = Lp + Mq + Nr , 

e t , en r e m p l a ç a n t L, M, N p a r l eu r s va leurs (3) : 

wG cos (<a, G) = Ap* 4 - Bq2 + O 2 

— 2Dqr — 2Erp — 2¥pq = tw2I ; 

d'où : 

G cos ( w , G ) w l . 

P a r conséquen t , 

G cos (&>, G ) = j vdm . p, 

ce qui démon t r e la propr ié té énoncée . 
24 
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2 5 9 . T H É O R È M E . — L'axe instantané de la rotation 

produite par le couple des forces d'impulsion est le 

diamètre conjugué au plan de ce couple dans l'ellipsoïde 

central relatif au point fixe. 

En effet, les cosinus d i r ec t eu r s de l 'axe in s t an tané 
avec les axes p r i n c i p a u x relat i fs a u po in t 0 sont 
p ropor t ionne l s à p, q, r, c 'es t -à-dire (n* 2 5 6 ) à 

B ' C~" ^ l > ' ^ ( i u a t i ° n de l 'ellipsoïde cen t r a l r appo r t é 

à ses axes p r inc ipaux Ox, Oy, Oz es t : 

A X * + BY* + CZ» — 1. 

Le plan du couple d ' impulsion a y a n t pour équat ion : 

LX + MY 4- NZ = 0, 

l e d i a m è t r e conjugué à ce p lan dans l 'ell ipsoïde fait 

avec les a x e s des ang les don t les cos inus sont propor

t ionne l s à 7 j ^, T^. P a r conséquen t , l 'axe i n s t a n t a n é 

est conjugué au p lan du couple d ' impulsion, et le 
t h é o r è m e est d é m o n t r é . 

2 6 0 . Passons m a i n t e n a n t au cas où le solide est 

sollicité par des forces continues. Nous a u r o n s à 
c h e r c h e r (n° 2 5 2 ) les sommes des moments des forces 

cVinerlie p a r r a p p o r t à t rois axes fixes dans le corps 
e t mobi les avec lu i . 

A cet effet, nous c h e r c h e r o n s les sommes des moments 

des forces effectives p a r r a p p o r t à ces m ê m e s axes , 
que nous supposerons d 'abord que lconques . Nous a u r o n s 
donc à d é t e r m i n e r les express ions : 
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Or, on a pour les composantes de l 'accélérat ion 

totale du point m : 

d * x _ ( d z _ d y \ I d q d r \ 

dr- ~ \ q d t ' d t ) + [ z d t ~ y d ï ) ' 

d h / / d x d z \ I d r _ d p d h j / d x d z \ I d r d p \ 

i t ï ~ X ~ d î ~ P d l ) + \ V d t ~ Z l i t ) ' 

I d y _ _ d x \ , d p _ d q _ \ 

\ P d t q d t ) h [ y d t X d t ) 

De ces formules on conclut que la f o r c e e f f e c t i v e e n 

u n p o i n t m du corps est la résu l tan te de deux forces F 
et F', a y a n t r e spec t ivement pour composantes : 

/ d z d q \ , / d x d z \ , / d t / d x \ , 

\ * d i - r d t ) d m > ( r - d J - p d ï ) d m - \ p ' a l - * • * ! ) d m -

et 

/ d q d r \ . I d r d p \ , f d p d q \ , 

\ z f i ~ y - d t ) d m - ( x d t - z J t ) d m ' Ky±-x-i)dm 

Il es t facile de voir que la p remiè re force F est, 

no rma le à la t ra jec toi re de l 'élément d m , e t à l 'axe 

in s t an tané 0 1 . 
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En effet, on a i den t iquemen t : 

) dy + (j p dt q dt 
dy dx 

dz = o 

I r = 0 

Cette composan te F est donc u n e force centripète. 

L'au t re composan te F ' est une force tangentielle : 

sa direct ion est p réc i sément celle que p rendra i t 
l 'é lément dm, si le sys tème é ta i t sollicité pa r les 
t rois vi tesses angu la i r e s dp, d.q, dr a u t o u r des axes 
Ox, Oy, Oz, c 'est-à-dire p a r les vi tesses qui , se compo
san t avec les vi tesses angu la i r e s p, q, r, dé t e rminen t 
la nouvel le posit ion (p 4- dp, q 4- dq, r 4- dr) de l 'axe 
i n s t an t ané a u bout du t emps dt. 

Observons ici que , si nous i m a g i n o n s les deux cônes 
qui se rven t à r e p r é s e n t e r le m o u v e m e n t (I, n° 110), 
on peu t dire que c'est a u x forces cen t r ipè tes qu'est 
d û le con tac t d 'un cône s u r l ' au t re , et a u x forces 
t angent ie l les qu 'est due la succession des a x e s ins tan
t anés de ro ta t ion . 

S61. Si nous r e p r e n o n s les équa t ions ( 5 ) , et. si nous 
dés ignons pa r L , , M,, les couples composants du 
couple des quan t i t é s de m o u v e m e n t , lesquels ont pour 
express ions : 
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il est évident que Ton a : 

L 1 _ dt M 1 

dM, 

Or, comme on a : 

L, = — F(7 — Er, 

M, = Bq — Dr — F;?, 

N , = Or — EJD — Dç, 

( 0 ) 

on en conclut : 

A <M _ F dq _ E dr 
dt dt dt P 

M l ~ B dt 
D ^ 

dg 
dt 

dA. d,F dK 
dt - q d ï - r dt' 

dB dl) db1 

dt — r dt PW 

dC dE dD 

dt *-dt' 

Ce sont les expres s ions des trois couples composants 

du couple des forces effectives, r a p p o r t é s a u x trois axes 

mobiles avec le co rps . 

Si donc nous dés ignons pa r L, M. N les t rois couples 

composants des forces ex t é r i eu re s appl iquées a u corps 

solide, ou les s o m m e s des m o m e n t s de ces forces prises 

par r a p p o r t a u x axes mobi les , nous au rons (n° 2 5 2 ) 

pour les équa t ions d u m o u v e m e n t d u corps : 
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2 6 2 . Les p remie r s m e m b r e s de ces équa t ions peuven t 

ê t r e mis sous u n e a u t r e forme qui nous condu i ra à 

ce r t a ines r e m a r q u e s i m p o r t a n t e s . En effet, des for

mules ; 

A= j'(yi + z*-,dm, B=J\œ'- + z'2)dm, C=^j'[x1A-if)dm, 

\i =-- I"yzdm, E = y x z d r a , F = Jxydm, 

on t i r e : 

dk dF d E n / • / dy , dz \ , 

-qf(aBw + vw)dm 

Л dz , dx \ . 

*di + s d i ) d m i 

m a i s , des deux équat ions (n° 2 5 3 ) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



on t i re 

/ dy , dz\ I dy , dz\ 

P a r conséquent , en subs t i tuan t et r édu i san t , on 

dF dF fl dy dœ\ , Cl dx 

On a donc : 

cft u df 

e t , en posant 
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il v ient 

dL, 
~dt 

dU, 
dt ~3T 

dN, dN, 
dt ~ dt 

4 - qS, — r.M,, 

Les équa t ions (7) du m o u v e m e n t p e u v e n t a lors être-
mises sous la forme su ivan te : 

% • + 2 N i — nM 1 = L , 

dM, 
4 - r L , — ^ N L = M , (10) 

^ + ^ M 1 — g>L, = N . 
dN 

Ces équa t ions d é t e r m i n e n t les composan te s p, q, r 

de la vitesse a n g u l a i r e de la ro t a t i on i n s t a n t a n é e . 

Ces composan tes connues , on d é t e r m i n e r a les angles . 

(f, ty, 6 au moyen des formules (1). 

2 6 3 . R E M A R Q U E . — Les équa t ions (10) p r e n n e n t u n e 
forme plus s imple , si l 'on p rend p o u r a x e s mobi les les 
axes p r i n c i p a u x du co rps . On a a lo rs D = 0, E = 0,. 
F = 0 ; les équa t ions (6) nous donnen t : 

L! = AjD, M, = Bq, N , = Cr, 

et les équa t ions (8) dev iennen t : 
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Les équat ions (10) p r e n n e n t la forme su ivan t e : 

+ (C — B) qr 

B ^ + ÍA - C) rp M, (11} 

+ (B - A) pq N. 

Ce sont les équations cVEuler. Elles ne r en fe rment 

pas les r éac t ions d u point fixe : c'est ce qui r é su l t e 

de la m a n i è r e don t e l les ont é té é tabl ies . D'ai l leurs , 

si l'on in t roduisa i t les r éac t ions du point fixe, ces 

réact ions devra i en t ê t r e comprises p a r m i les forces-

ex t é r i eu re s , c 'es t -à-dire dans les seconds m e m b r e s 

de ( 1 1 ) . Mais, les m o m e n t s de ces réac t ions p a r r a p p o r t 

aux axes fixes dans le corps sont c o n s t a m m e n t nu ls , 

et pa r conséquen t n ' en t re ron t pas dans L, M, N , qui 

ne con t i endron t donc que les m o m e n t s des forces-

ex té r ieures p a r r appo r t a u x axes p r inc ipaux d u corps . 

Ces équa t ions (11), j o in tes a u x équa t ions (1), nous-

donnent six équa t ions différentielles du p r e m i e r o r d r e 

pour d é t e r m i n e r les s ix fonctions p, q, r , tp, A, 0 
en fonction de t. L ' in tégra t ion de ces équa t ions in t rodu i t 

six cons tan tes a r b i t r a i r e s epue l'on .dé t e rmine pa r les. 

c i rcons tances ini t ia les du m o u v e m e n t , c ' e s t - à - d i r e 

les posi t ions in i t ia les <p0, <h0, 0O e t les vi tesses a n g u l a i r e s 

ini t iales p0, q0, ra. 

Lorsque L, M, N sont exp r imés en fonction de p, q, 

r , t s eu lement , l ' in tégra t ion des équa t ions (11) d o n n e r a 

p, q, r en fonction de t, avec t rois cons tan tes a r b i t r a i r e s ; 

subs t i t uan t ces va l eu r s dans les équa t ions (1), on a u r a 

t rois équa t ions p o u r d é t e r m i n e r <p, 'h, G e n fonction de tr 

avec t ro i s nouvel les cons t an te s a r b i t r a i r e s . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 378 — 

Si L, M, N sont donnés en fonction de 9 , <\i, 9 , l, 

•oc qui est ie cas le plus géné ra l , il f aud ra é l iminer 

j>, q, r en t r e les équa t ions (1) et (11), ce qui nous 

-conduira à t rois équat ions différentielles d u second ordre 

e n t r e les va r i ab les tp, <\i, 8 et le t e m p s t. 

2 6 4 . P R O P R I É T É . — Les équa t ions (9) donnen t l ieu 

à des r e m a r q u e s impor t an t e s . 

Si nous observons que L , , M,, N1, sont les coordonnées 

d u pôle du couple des quan t i t é s de m o u v e m e n t 1 p a r 

r appor t a u x axes mobi les , > -—rr> —77 > seront les 1 1 dt dt dl 
composan te s de la vitesse absolue de ce pâle para l lè le

m e n t a u x axes mobiles . 

Les équa t ions (9) nous a p p r e n n e n t que la vitesse 

absolue du pôle, considéré c o m m e u n point mobi le , est 

l a résultante de deux vitesses partielles .- l 'une, qui a 

pour composan tes — r M , , rL, — p N n pM, —• g L n 

•est la vi tesse que le pôle a u r a i t s'il é ta i t i n v a r i a b l e m e n t 

lié au corps solide (I, n° 1 5 6 ) , c 'es t -à-dire la vitesse 

d'entraînement ; l ' au t re , qui a p o u r composan tes 

-^-L » —jj i est la vitesse relative du pôle, telle qu'elle 

a p p a r a î t r a i t à un obse rva t eu r qui pa r t i c ipe ra i t au 
m o u v e m e n t . 

2 6 5 . On reconna î t faci lement que ces deux vitesses 

partielles 'représentent en grandeur et en axe, la 

première la composante du couple des forces effectives 

gui se rapporte aux forces centripètes, la seconde 

ia composante de ce couple qui se rapporte aux forces 

Jangentielles. 

î . Nous appelons ainsi l'extrémité de l'axe du couple des quantités 
<le mouvement. 
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En effet, les composan tes de la force effective cen t r i 

pète pour un é l émen t dm é t an t (n° 2 6 0 ) : 

/ dz du\ , f d,x dz\ , / dy dx\ , 
\*dî-rWdm' (rdt-p-di)dm> V'dr '<d!)d'"> 

nous au rons ]»our la s o m m e des momen t s de ces forces 

p a r r a p p o r t à l 'axe des œ : 

r\l dy dx\ l dx dz\ j , 
J \(i)dï-qMjy-{rUï-i)7û):\dm 

Л du , dz\ , r dx , r dx , 
Y M +Z M) d m -Qjy-dldm -rJ 3 Tt d m 

Л dy dx\ , rl dx dz \ , 
x'dt-yM)dm ~ rJ \zTt-x-dt) dm 

= qHl — r M , . 

D'autre pa r t , les composantes de la force effective 

tangent ie l le pour l 'é lément dm é t an t (n° 2 6 0 ) : 

I dq dr\ I dr dn\ . 1 dp dq\ , 
(zdt-yUt)dm> (aœ-z-Jirn' (vdt-aiM)dm> 

nous a u r o n s pour la s o m m e des m o m e n t s de ces forces 

pa r r a p p o r t à l 'axe des x : 

f\[»-dt-x I ) y - (x % ~ z w) - î d m 

= Tif{if + dm - %!xydm - ditfxzdm 

dp dq dr dh, 
^klft~ dt~ dt ~ ~ÙT' 

La p ropr i é t é énoncée est donc d é m o n t r é e . 
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2 6 6 . R E M A R Q U E . — Les équa t ions (10), et les 

équat ions (11) qui se r a p p o r t e n t a u cas par t icul ier , 
n ' expr iment donc r i e n a u t r e que le t h é o r è m e connu 
(n° 1 8 6 ) que l 'axe OG du couple r é s u l t a n t des forces-
extér ieures re la t i f a u point 0 pr is p o u r or ig ine est 
égal et para lè l le à la vi tesse du point K e x t r é m i t é de l 'axe 
d u couple r é s u l t a n t des quan t i t é s du m o u v e m e n t . 

Il est bon d 'observer que l'on a u r a i t pu obteni r les 

équations (10) e t (11) en app l i quan t d i rec tement 

ce théorème . 

En effet, soient Ox, Oy, Oz les t rois axe s pr inc ipaux 
du corps relat i f au point fixe, L, M, N les couples 
composants du couple des forces e x t é r i e u r e s ; les couples 
composants du couple des quan t i t é s du m o u v e m e n t 
sont Ap, Bq, O ; ce sont les coordonnées de l 'extré
mi té K de l 'axe de couple . Les composan te s de la vitesse 

relative du point K p a r r a p p o r t a u x axes Ox, Oy, Oz 
tl'D da dr 

sont A , B - 4 - , C -r- • P o u r avoir les composantes 
dt dt dt 1 

de la vitesse absolue du point K p a r r a p p o r t a u x axes 

Ox, Oy, Oz, il faut a jouter a u x composan te s de la vitesse 

re la t ive les composan tes de la vitesse d'entraînement 

du point K, c 'est-à-dire les composan tes de la vitesse 

de ce point supposé i n v a r i a b l e m e n t lié au co rps , 

composantes qui ont p o u r express ions (I, n° 1 5 6 ) : 

q . Cr — r . Bq, r . Ap — p . Cr, p .Bq — q . Ap, 

o u bien : 

(C - B) qr, [A — C) rp, (B — A) pq, 

et nous aurons faci lement les équa t ions (11). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 381 — 

2 6 7 . CAS P A R T I C U L I E R . — Si les forces extérieures 

sont nulles, ou si elles se réduisent à une force unique 

passant par le point fixe 0 , on a : 

L — 0, M =- 0, N — 0 ; 

et les équa t ions du m o u v e m e n t (11) p rennen t la forme 

su ivan te : 

A i l + ( C ~ B ) q r = ° ' 

U ^ [ - + ( A — C ) r p = 0, (12) 

dr 

C w + ( B - A ) p 2 = f>. 

On t r o u v e une p remiè re in tégra le de ces équa t ions , 

en les mul t ip l iant r e spec t ivement pa r p, q, r e t a j ou t a n t ; 

il v ient : 

Kpdp -\- Bqdq + Crdr = 0, 

d 'où, en i n t ég ran t , 

A;/ 2 -|- Bq2 4- Cr* = h. (13) 

ii é t a n t une cons t an te . Or, le p r e m i e r m e m b r e de ce t te 

é q u a t i o n (13) n 'est a u t r e que la force vive totale d u 

sys t ème (n° 2 5 4 ) . Elle exp r ime donc que la force vice 

du système est constante. 

C'est d 'ai l leurs ce qui résu l te du t h é o r è m e g é n é r a l 

des forces vives (n° 2 0 4 ) , pu isque , dans le cas ac tue l , 

le t r ava i l des forces ex té r i eu res est nu l . 
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On obt ient u n e deux ième in tégra le des équa t ions {12} 
en les mul t ip l i an t r e spec t ivement p a r Ap, Bq, Cr,. 
e t a jou tan t ; il v ient : 

A-pdp + B2qdq + C*rdr = 0, 

d'où, en in t ég ran t , 

K-p* 4 Wq* + C2r* = k-, ( 14 ) 

/ i J é t an t u n e cons t an te . Cette équa t ion exp r ime q u e 
ta somme des moments des quantités de mouvement 

est constante pendant toute la durée du mouvement. 

C'est d 'a i l leurs ce qui r é su l t e du t h é o r è m e g é n é r a l 
des mom e n t s des quan t i t é s de m o u v e m e n t , qui n o u s 
app rend que , dans le cas ac tue l (n° 1 8 8 ) , l 'axe r é s u l t a n t 
des momen t s des quan t i t é s de m o u v e m e n t res te cons t an t 
en g r a n d e u r e t en di rec t ion . Cet axe a y a n t pour 
composan tes Ap, Bq, Cr, ses cosinus d i r ec teu r s s o n t 
\T) Ba Cjr 

, —-, — • Or, le plan d u m a x i m u m des a i res é t a n t 
k k k 

perpend icu la i r e à cet a x e , il s 'ensuit qu'il fait a v e c 
les plans coordonnés des ang les don t les cosinus son t 

Les in tégra les (13) et (14) é t an t connues , on en t i re : 

— Bh + (B — C) Cr* 

A (A — B) 

( 1 5 ) 

k- — Ah 4 - (A — C) Cr\ 
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subs t i tuant ces va leurs dans la t ro is ième équat ion (12) 
il vient : 

dt = . v - ( l u 
V\1&—BA + (B - C;Cr*|j Ah-k- + [C — A ) C 7 - ¿ \ 

Comme le t emps t croî t cons tamment , dt est toujours 
positif, et Ton p r e n d r a le s igne + ou le s igne — su ivan t 
que dr s e ra positif ou négatif. 

L 'équat ion (16), é t an t in tégrée , nous donne ra t en 

fonction de r, et la cons tan te sera dé t e rminée p a r 

la valeur ini t ia le de r . On en dédu i ra r en fonction 

de t, et, p a r conséquent , p et q au moyen des formules 

(15). Mais l 'équat ion (16) ne peu t être in tégrée d a n s 

le cas g é n é r a l ; l ' in tégrale du second m e m b r e dépend 

des fonctions-ell iptiques. 

Elle est i n t eg rab l e dans le cas où deux des t ro i s 

moments d ' inert ie p r inc ipaux A, B, C sont é g a u x , 

ou encore si l 'une des quan t i t é s telles que k" — Bh es t 

nulle, pa rce qu 'a lors il ne res te plus qu 'un rad ica l 

du second d e g r é . 

2 6 8 . Il est facile' de voir que , si l'on suppose 

A < B < C, les express ions lr — Ah et k'1 — Ch sont 

toujours de signes con t ra i res , e t que la quan t i t é 

K1 — Bh peu t seule devenir nul le . 

En effet, des équa t ions (13) et (14) on t i re faci lement : 

A* — Ah = B (B - A) q* + C (C — A) r\ 

— Bh = A (A - B) p* -f C (C — B) y \ 

k1 - Ch A (A — C) //- - h B B - Ci q'-, 
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et, il est év ident que h- — Ah > 0, k' — Ch < 0 ; 

t and i s que l 'expression le — BA peu t ê t re posi t ive, 

néga t ive ou nul le . Ainsi donc , de ces t ro i s quan t i t é s 

u n e seule peu t ê t r e nul le : c'est celle qui correspond 

à l 'axe moyen de l 'ellipsoïde d ' inert ie ; les deux au t r e s 

sont toujours de s ignes con t r a i r e s . 

2 6 9 . R E M A R Q U E . — On peut ca lcu ler la vi tesse 

a n g u l a i r e w en fonction de t, de la m a n i è r e su ivante 

qui a l ' avan tage de donne r des formules symé t r iques . 

De l 'équat ion : 

• V"- -I- (f + r\ ( H ) 

on t i re : 

d* (ht dq , dr 

dp dq dr , , 
e t , en r e m p l a ç a n t ^ > par leurs va l eu r s t i r é e s 

des équa t ions (12), il v ient : 

dw ( A — R ) ' A — C) ( B - C i 

dt A B C 

D'ail leurs, les équa t ions (13), (14) et (17) n o u s 
-donnent : 

/ A * - ( B --t- C)h + • B C o , * 
( A - h) [A — <~'J 

— ( U -t - A ) A -+- A C c o 4 

( B — A ) ( B — Cj 

— ( A - - B A r . ) J 

Ï = V M _ » W N _ R , ' W 

[C - A ) ( C - B ; 
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et, p a r su i te , 

AKCr.ir/to 

l /jjB +Cj/l—k'—BCV-j j(A.-f t')/t —/<'—ACoj2jj(A+B)^—UL—AB(u !( ' 

Cette équa t ion , é t an t in tégrée , n o u s d o n n e r a M en 

fonction de t, et a lors les équa t ions (18) d é t e r m i n e n t 

p, q, r en fonction de / , e t le p rob l ème sera résolu . 

M é t h o d e d e P o i n s o t . 

2 7 0 . La solution ana ly t ique du p rob lème de la 

ro ta t ion d'un corps solide a u t o u r d 'un poin t fixe est t rès 

compliquée. Comme nous venons de le voir, m ê m e d a n s 

le cas par t i cu l ie r où il n 'exis te pas d e force mot r i ce , 

le p rob lème nous condui t à une i n t ég ra l e el l ipt ique. 

On ne peut donc pas d é t e r m i n e r le m o u v e m e n t d 'une 

maniè re complè te . Mais, on peu t d é m o n t r e r , pa r la. 

méthode de Poinsot , les propr ié tés géomét r iques du 

mouvement . 

2 7 1 . T H É O R È M E . — A chaque instant, l'axe instan

tané de rotation est le diamètre conjugué au plan 

du couple résultant des quantités de mouvement dans 

l'ellipsoïde central. 

Soient Ox, Oy, Os les axes p r inc ipaux du point 0 

à un ins tan t que lconque . L 'équat ion de l 'ellipsoïde 

cen t ra l est : 

AX S + BY 2 + CZ* =- 1, 
25 
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Le m o u v e m e n t du corps à cet in s t an t est u n e r o t a t i o n 

i n s t an t anée a u t o u r de l ' axe 
0 1 (fig. 55) . Soient P l e 
po in t où cet a x e i n s t a n t a n é 
r e n c o n t r e la surface de 
l 'ellipsoïde c e n t r a l , point 
que nous appel le rons le 
pôle instantané, x', y', z* 

les coordonnées de ce point , 
e t MN le p lan t a n g e n t 
en ce point à l 'ellipsoïde 

^ cen t r a l . 

L 'équat ion du p lan t a n g e n t é t an t : 

AXx' + BY y' + CZz' = 1, 

n o u s allons d é m o n t r e r que ce plan est parallèle au plan 

invariable du couple résultant des quantités de mouve

ment, ou a u plan du maximum des aires, l equel a p o u r 
équat ion : 

L ,X + M L Y + N,Z = 0, 

ou bien : 

ApX + B<?Y + C'/'Z = 0. 

E n effet, le point x', y , z] é t an t su r l 'axe i n s t a n t a n é 0 1 , 

à u n e d is tance OP = p de l 'or igine, nous a u r o n s p o u r 

les cos inus d i rec teurs de Taxe 0 1 : • 

x a ¥ cos 1 = — , cos p — — , cos y . 
a ' o ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



mais, on a aussi : 

p a q r 
cos a -= — , cos a = - - , cos y = —. 

On en conclu t que p, q, r sont proport ionnels 

à x\ y', z' ; donc Ap, Bq, Cr sont proport ionnels 

à Ax', By', Cz'. .11 r é su l t e de là que les deux plans sont 

parallèles, e t , p a r su i te , l 'axe 01 est conjugué au plan 

du couple r é s u l t a n t des quan t i t é s de mouvement . 

Pa r conséquent , si l'on m è n e à l 'ellipsoïde cen t r a l 

relatif au point 0 u n plan t a n g e n t perpendicula i re à l 'axe 

du couple r é s u l t a n t des quan t i t é s de mouvement , le point 

de contact P de ce plan se ra le pôle ins t an tané de la 

rotation. 

2 7 2 . T H É O R È M E . — La vitesse angulaire de la, rotation 

instantanée est proportionnelle au demi diamètre qui 

va du centre au pôle instantané de rotation. 

En effet, l ' équat ion des forces vives : 

Ap* + Bq* + Cr2 = h, 

nous donne : 

w 2 I - h, 

I étant le m o m e n t d ' iner t ie du corps re la t i f à l 'axe 0 1 . 

Or, p é t an t le demi d i amè t r e OP , on a (n° 1 4 3 ) : 

i = 4, 

par conséquent , 

—j- = h, d'où : u = p 

ce qui d é m o n t r e le t héo rème énoncé . 
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Or, en éga lan t les va leurs de cos a, cos (3, cos y , 
t rouvées ci-dessus (n° 2 7 1 ) , on a : 

x 
P? 

V = - 7 7 
91 
to to 

p a r conséquent , 

p[/A*ps + W(fl •+- L*r* 
w ]/h 

— — = const. 

Comme d 'ai l leurs la direction de ce plan t a n g e n t 
paral lè le au plan du m a x i m u m des a i res est aussi 
c o n s t a n t e , il s 'ensuit que ce plan tangent sera complè

tement fixe dans l'espace. 

2 7 4 . P R O P R I É T É . — Il est évident que OQ est 

la project ion de la l o n g u e u r OP sur la d i rect ion de 
l 'axe OQK. qui est l 'axe des momen t s des quant i t és 
d e mouvemen t . Or , nous venons de d é m o n t r e r que 
ce t t e l ongueur OQ est cons tan te ; pa r conséquent , la 
project ion de la longueur OP sur l 'axe OQK est cons tan te . 
Il en se ra de m ê m e de la project ion sur OQK de la vi tesse 
a n g u l a i r e w, laquel le es t p ropor t ionnel le à OP. Donc, 
la vitesse angulaire de la rotation, estimée suivant Taxe 
/les moments des quantités de mouvement, est constante. 

2 7 3 . T H É O R È M E . — Le plan tangent qui passe par 

le pôle instantané de rotation est à une distance 

constante du point fixe. 

En effet, si du point fixe 0 on aba i s se u n e perpendi 

c u l a i r e OQ = 5 (rig. 55) su r ce p lan , on a : 

? 1 
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2 7 5 . IMAGE DU MOUVEMENT. — On peut r é s u m e r 

les proposi t ions que nous venons de démon t r e r d a n s 

l'énoncé su ivan t qui forme le théorème de Poinsot^. 

T H É O R È M E . — Si l'on considère les positions succes

sives de l'ellipsoïde central pendant la rotation du corps, 

on peut se représenter le mouvement du corps eu 

concevant que l'ellipsoïde central dont le centre est 

maintenu fixe se meuve de manière à rester constam

ment en contact avec un plan fixe dans l'espace absolu 

sur lequel l'ellipsoïde roule sans glisser. L'axe instantané 

de rotation est à chaque instant le diamètre qui passe 

par le point de contact, et la vitesse angulaire de celle 

rotation est proportionnelle à ce diamètre. 

P o u r d é t e r m i n e r ce plan fixe, on p rend ra su r l 'axe OK, 

\/J, 
à pa r t i r du poin t fixe 0 , une longueur OQ = —— •> 

H, 

et l 'on m è n e r a p a r le point Q u n plan MN perpendi 

culaire à OK. 

2 7 6 . R E M A R Q U E . — Le m o u v e m e n t relat i f d e 

l 'ellipsoïde p a r r a p p o r t a u p lan ne se ra p a s modifié, 

si on laisse l 'ellipsoïde f ixe , et si l 'on fait r o u l e r 

le p lan MN sur la surface de ce t te ellipsoïde de man iè r e 

ipie sa d is tance au point 0 r e s t e cons tan te . 

2 7 7 . P R O P R I É T É . — Le point de contac t du plan 

et de l 'el l ipsoïde, c 'est-à-dire le pôle i n s t an t ané , décr i t 

su r la surface de l 'ellipsoïde u n e courbe que Poinsot 

a appelée polhodie'1. Ce m ê m e point décr i t su r le plan 

fixe u n e seconde courbe , appelée herpolhodie3, su r 

laquel le la polhodie v ient rou le r dans le m o u v e m e n t 

relatif. Ces deux courbes sont, les bases des d e u x cônes 

1. POINSOT. Théorie nouvelle de la rotation des corpx, p. 77. 
2. Route du pôle, de KI'II; et sà'o;. 
3. Route serpentante du pôle, de - : c t t - , j . 
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a y a n t l eurs sommets au point 0 : la polhodie est 
la base du cône fixe dans le corps et mobi le avec lui , 
l 'herpolhodie la base d u cône fixe dans l ' espace. 

2 7 8 . On peu t t rouver fac i lement les équa t ions de la 
polhodie en la cons idéran t c o m m e le lieu des points 

du contact de l'ellipsoïde central avec un plan mobile 

qui resterait à une distance constante S du centre. 

Désignons p a r X , Y, Z les coordonnées d'un point 
du l ieu ; pu isque ce point est su r l 'ellipsoïde cen t r a l , 
nous a u r o n s : 

AX 2 + BY 2 - f CZ2 = 1 . (A) 

D'aut re pa r t , l 'équat ion du p lan t angen t à l 'ellipsoïde 

au po in t (X, Y, Z) é t an t : 

AXa;' + m y ' + CZz' = 1 , 1 

nous a u r o n s : 

1 

| / A 2 X 2 + B 2Y a + C2Z2 

ou bien : 

A2X* 4- B 2Y S 4- C2Z2 ~ = j • (B) 

Les équa t ions (A) e t (B) sont celles de la polhodie . 
Elles r e p r é s e n t e n t deux ell ipsoïdes a y a n t les m ê m e s 
plans p r inc ipaux : l ' intersect ion de ces d e u x surfaces 
es t donc une courbe qui se proje t te su r les p lans 
coordonnés su ivan t des courbes du second deg ré . 

1. Dans cette équation a;', y \ z ' sont les coordonnées courantes. 
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2 7 9 . Proposons-nous de t r ouve r l 'équation du lieu 
des axes instantanés dans l'intérieur du corps. 

Les équa t ions de l 'axe in s t an tané sont : 

X = Y _ 7-
p q ' r ' 

p, q, r sa t isfaisant a u x équations de condition : 

Ap- + Bq2 4 - Cr 2 = h, 
(C) 

A*p* + B2q2 - h C 2r 2 = h2 ; 

ce sont les équat ions d'une géné ra t r i ce du cône . 
P o u r ob ten i r l 'équation du cône, il faut é l iminer p, q, r 
ent re les q u a t r e équat ions p récéden te s . Or, de ces 
équat ions on t i re : 

X _ Y Z t / A X 2 + BY 2 + C Z 2 _ l / A 2 X 2 - ) - B 2 Y 2 + C 2 Z 2

> 

P Ç — \/ Ap 2 + Bq2 + Cr2 _ [/A22^-\-B2q2 + C2r2 

Les d e u x dern ie r s rappor t s nous donnent , en a y a n t 
égard a u x équa t ions (C) : 

AX 2 4 - BY* -t- CZ* A 2X 2 + B 2 Y 2 4 - C'Z* 
h ~ k2 

ou bien : 

AX 2 [k2 — Ah) + BYZ {h2 — Bh) + CZ' [h2 - Ch) = 0. (D) 

C'est l 'équat ion du l ieu. Comme les express ions 
/e2 — Ah et li1 — Ch sont de s ignes con t ra i res (n° 2 6 8 ) , 
ce t te équa t ion r ep résen te un cône elliptique du second 
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degré ayant pour sommet le centre 0 . Il est év iden t , 
puisque k2 — Ah > 0, k* — Ch < 0, que l 'axe de ce 
cône se ra le g r a n d axe ou le pet i t axe de l 'el l ipsoïde 
cen t ra l , su ivan t que h2 — Bh s e r a néga t i f ou positif, 

c 'est-à-dire su ivan t que l'on a u r a -yy ^ - v Or, comme 

on a (n° 2 7 3 ) : o = OQ = ^ e n r é su l t e que le cône 

a u r a pour a x e le g r a n d a x e ou le pet i t a x e de l 'ellipsoïde 

su ivant que 5 2 s e r a p lus g r a n d ou plus pet i t que - = b"y 

c'est-à-dire su ivan t que la d i s tance S qui est c o m p r i s e 

en t re a et c s e r a plus g r a n d e ou plus pet i te que l 'axe 

moyen de l 'ellipsoïde. 

On conclut de là que la polhodie peu t ê t re cons idé rée 
comme l ' intersection de la surface (D) avec l 'ellipsoïde 
cen t ra l . C'est donc u n e courbe fermée à double c o u r b u r e 
qui en toure le sommet du g r a n d axe ou celui du pet i t 
axe de l 'ellipsoïde, su ivan t que 3 > b ou < 

Il es t év ident que le cône (D) devient c i rcu la i re a u t o u r 
de l 'un des axes p r inc ipaux , si les momen t s d ' iner t ie 
relatifs a u x deux au t r e s sont é g a u x . Il se r édu i t à deux 
p lans , lorsque Kl — Bh = 0. 

Observons que ce t te équat ion (D) peu t ê t re ob t enue 
en combinan t les équat ions (A) et (B). 

2 8 0 . Cherchons encore le lieu de l'axe du couple-

résultant des quantités de mouvement. Cet axe est , 
comme nous l 'avons vu ( n ° 2 6 7 ) , immobi le dans l ' espace: 
il en résu l te qu'il t r ave r se le corps en m o u v e m e n t su ivan t 
u n e sér ie de droi tes qui forment u n cône. 

1. Pour la discussion de cette courbe, voir le 'Mémoire de POINSOT. 
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Les équa t ions de l 'axe de ce coup le sont : 

A / ? BQ O ' 

P, Q, R sa t isfa isant a u x équa t ions c i -dessus (C) : ce sont 

les équat ions d 'une géné ra t r i ce d u cône . P o u r o b t e n i r 

l 'équation d u cône , nous devons é l iminer P, Q, R ; o r , 

e n a : 

X Y Z V X 2 Y 1 + z 2 V A B C 

AP BQ Cr L/A.IP* + B*Q*JrCïr* [/AP* + Br/- + Cr-

Les deux de rn i e r s r a p p o r t s n o u s donnen t , en a y a n t 

égard a u x équa t ions (C) : 

X 2 4- Y 2 + Z 2
 ~ A ~ P̂7 C" 

/£- ~~ h 

ou bien : 

+ Y . Ë ! ^ * ! + z• ^ i ^ A 2 - o. 

C'est l 'équat ion du lieu : elle r e p r é s e n t e auss i UN CÔNE 
ELLIPTIQUE DU SECOND DEGRÉ. 
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C a s o ù d e u x d e s m o m e n t s p r i n c i p a u x d ' i n e r t i e 

s o n t é g a u x . 

2 8 1 . Supposons, pa r exemple , B = A ; l 'ellipsoïde 

c e n t r a l es t de révolut ion a u t o u r de l 'axe des z. Les 

equa t ions d u m o u v e m e n t sont alors : 

di> C — A L 

dq C — A M 
Ht A V p " A ' 

(lr N 

dt C 

Dans le cas par t i cu l ie r où N = 0, on a : 

dr j . - , 

—rr = 0, d ou r = const. = n ; 
n s e ra év idemment la composan te de la vitesse angu la i r e 
ini t iale su ivan t l 'axe 0 2 . 

Si nous posons : 
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I et u é t an t des quan t i t é s qui peuven t ê t re v a r i a b l e s , 
les équat ions du m o u v e m e n t dev iennent : 

Lorsque À e t y. sont des fonctions de t s eu l emen t , 

ces deux équa t ions sont faciles à i n t ég re r . A cet effet, 

nous i n t ég re rons d 'abord les équa t ions pr ivées de seconds 

m e m b r e s : 

De la seconde on t i re : 

dp 
~dl + yq 

p = 
1 dq 

y ~dt ' 

et , en subs t i t uan t dans la p remiè re , on a : 

(Pq 

~dtl 
+ r 2 g = o . 

L' intégrale g é n é r a l e de ce t t e équat ion est : 

q = P sin yl -\- Q eos y¿, 

P et Q é tan t des cons tan tes a rb i t r a i r e s . 
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On en dédui t : 

p = p cos *d — Q sin yt. 
P o u r in t ég re r les équa t ions avec seconds membres , , 

il suffit de cons idérer P et Q c o m m e des v a r i a b l e s , 
e t l'on a u r a pour dé t e rmine r les fonctions P e t Q les 
d e u x équa t ions : 

— t. COS yt + p S i n yt, 
dQ . . . , , 

= — /. S i n yt + a COS yt ; 
p a r conséquent , si X et u sont des fonctions de t, les-

fonctions P e t Q se ron t données p a r des q u a d r a t u r e s . 

2 8 2 . Proposons-nous m a i n t e n a n t d 'é tudier le cas-
par t i eu l i e r où l'on a : 

L = 0, M = 0, M = 0. 

On a alors , comme dans le cas p récéden t , 

r = consl. = n, 

e t , en posant , c o m m e ci-dessus : 

les équa t ions du m o u v e m e n t sont : 

- = 0 , 

= 0. 
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On en t i ro l 'équation du second ordre 

d o n t l ' in tégra le géné ra l e peu t ê t re mise sous la forme- ' 

p = i . s i n (y¿ - f . ¡3), 

a et (i é t an t des cons tan tes a rb i t r a i r e s que fon determino 
par les c i rcons tances in i t ia les . 

On en dédu i t : 

q — -— a eos (-¡'i 4 P ) -

D'ail leurs, les in tégra les (13) e t (14) (n" 2 6 7 ) nous 

donnen t , dans le cas ac tue l , 

A [>* 4 ?*) 4 - Cn2 = A, 

A 2 (;>2 1- g2) 4 № 1 * = k2 ; 

d'où l'on t i re : 

p'- 4 =̂ const. = m 2 , 

e t il est. év ident que m sera la projection de la vitesse 

angulaire sur le plan des scy. 

Or, on a aussi : 

p2 + î * - = a 2 -

par su i te , 

a = m , 
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e t , p a r conséquent , 

p = m sin [yt ~\- ¡3), 

q = — m cos [yt 4- ,3). 

Si, dans ces équa t ions , on fait t = 0, il v ient : 

équa t ions qui serv i ront à d é t e r m i n e r m et |3 en fonction 
de p0 et g 0 . 

D'ail leurs, c o m m e l 'axe OK du couple r é s u l t a n t des
quan t i t é s de m o u v e m e n t est fixe (n° 2 6 7 ) , nous pouvons 
le p r e n d r e pour l 'axe OZj (fig. 56) ; d ' au t re p a r t , l e s 

project ions de OK sur les axes Ox, Oy , Oz é t a n t 
r e spec t i vemen t égales à Ap, Aq, Cn, on a : 

p0 = m sin ,3, 

= — m cos 3, 

Fig. 56. 

Cn 
= const. 
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L'angle 0 est donc cons tan t , et, p a r conséquen t , 
l'axe de révolution de l'ellipsoïde central fait un angle 

constant avec l'axe OK du couple résultant des quantités 

de mouvement ; en d 'au t res t e r m e s , cet axe de révolution 

décrit un cône circulaire droit autour de OK. 

2 8 3 . La vi tesse a n g u l a i r e de la ro ta t ion est d o n n é e 

par la formule : 

w = j/jo* 4 - q* -f- r1 = \/m- 4 - n 4 — const. 

Donc, le mouvement de rotation est uniforme. 

dG 
2 8 4 . De ce que 6 = const., il r é su l t e que = 0 , 

et alors les formules (n° 2 5 0 ) qui re l ien t p, q, r a u x 

angles <p, 6 se r édu i sen t a u x su ivantes : 

sin S s in IJ; ritp 
<J sin S cos i t , 

r dì 

Des deux p remiè re s on t i re : 

t g + = ^ - - t g (yt + P), 

d'où : 

<[< — iTT — (y* + ¡3), 

i é tan t u n n o m b r e en t i e r quelconque . 
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La trois ième nous donne : 

cos S 
di 

dû, 
= n — —j = n + y = n + 

C — A 
A 

d'où : 

d* Cn 
A cos G 

k 
A 

et, en i n t ég ran t , 

Donc, l'intersection OA du plan xy (c 'est-à-dire du 

plan de l'équateur de l'ellipsoïde) avec le plan x1yl 

du couple résultant des quantités de mouvement se meut 

d'un mouvement uniforme sur ce dernier plan, c'est-

à -d i re autour de l'axe OK. 

2 8 5 . P R O P R I É T É . —• L'angle que fait l'axe instan

tané 01 avec Oz est constant ; en effet, on a : 

P a r conséquent , le lieu de l'axe instantané dans le 

corps est un cône circulaire ayant pour axe OZ, c'est-
à-dire l'axe de révolution de l'ellipsoïde. Il s 'ensuit que 
la pol/iodie qui est l ' intersection de l 'ellipsoïde p a r ce 
cône se ra un cercle. 

Il est facile de s 'assurer que l'herpolhodie est aussi 

un cercle. E n effet, cet te courbe est l ' intersection du 
cône décr i t p a r l 'axe ins t an tané dans l 'espace avec 

3 • n 
cos (I. Z) = - = - = const. W M 
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le plan fixe. Or, l 'angle que fait l ' axe i n s t a n t a n é 01 

avec OK est cons tan t ; en effet, on a : 

c o s ( i , K ) = ^.£ + y . g + ^ ^ - A + ? ] + 

h (o 1 k w h <o hu> 

= J— = consl. 
/ S ( 0 

Donc, l'axe instantané 01 décrit dans l'espace un cône 

circulaire droit autour de OK, et, p a r conséquent , son 

in tersect ion avec le plan fixe pe rpend icu la i r e à OK s e r a 

un cercle . 

Il résu l te de là que le mouvement du corps peut être 

produit par le roulement d'un cône circulaire sur un 

cône circulaire. 

2 8 6 . P R O P R I É T É . — L'axe fixe du couple résultant 

des quantités de mouvement, l'axe instantané de rotation 

et l'axe de 'révolution de l'ellipsoïde central sont toujours 

dans un même plan. 

C a s o ù l ' o n a A2 — Bh = 0. 

2 8 7 . Reprenons les équat ions (13) e t (14) (n° 2 6 7 ) , 
et mult ipl ions la p remiè re pa r B ; nous au rons , en a y a n t 
égard à la re la t ion Rh = h2, les deux équa t ions : 

ABp2 + BCr 2 = k2 — B2q2, 

A?p2 4- C 2r 2 = h2 — B2q2 ; 
26 
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o n en t i re : 

r 

± 

± V. 

De ces va leurs on conclut que l'on doit avoir 

KL — B 2 g 2 > 0, ou bien q~ < Lorsque ql = 

p et r sont nu l s , et ils le seront , pa r conséquent , 

p e n d a n t tou te la durée du niouvenient , puisque l 'axe Oy 

es t a lors u n axe p e r m a n e n t de ro ta t ion (n° 2 4 1 ) . 

Donc, p et r conservent c o n s t a m m e n t les mêmes 

s ignes , et pa r conséquent , ceux de leurs va leurs initiales 

pa et rg. Subs t i tuan t les va l eu r s de p et r dans la 

d e u x i è m e équat ion d 'Euler , il v ient : 

On p r e n d r a le s igne + ou le s igne — , su ivan t que 
p0 et r 0 sont de mêmes signes ou de s ignes cont ra i res 
(puisqu'i l en se ra de m ê m e de p et r) ; su ivan t l 'un ou 
l ' au t re de ces cas , dq s e ra positif, ou négatif. 

Si l'on suppose p e t r de m ê m e s igne , on a, 

en i n t é g r a n t : 

(C — B) (B — A) k2 — B 2 £ 2 

AC dq 
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P é t an t u n e cons tan te ; et , en posan t : 

_ 2k * /(C — B) (B — A) 
X ~ B V AC 

il v ient : 

k Pe — 1 

v^B—t—• 

Pe 4- 1 

k 
P o u r l = o o , on a q = —, et , p a r sui te , p = 0, r = 0. 
Donc, la direction de l'axe instantané tend vers celle 

de l'axe du moment d'inertie moyen. 

On a r r ive ra i t a u m ê m e résu l t a t si l'on supposai t p 

et r de s ignes con t ra i r e s . 
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M o u v e m e n t d ' u n s o l i d e d e r é v o l u t i o n 

a u t o u r d ' u n p o i n t f i x e 

p r i s s u r s o n a x e d e f i g u r e . 

2 8 8 . Considérons un solide de révolut ion homogène , 

fixé pa r u n point 0 pris sur son axe de figure, 

et soumis un iquemen t à l 'action de l a pesan teu r . 

Imaginons pa r le point 0 (fig. 5 7 ) t ro is axes 

Oa?j, OT/J, 0ZY fixes dans l 'espace, l 'axe é tant 

dir igé en sens cont ra i re de la p e s a n t e u r ; menons pa r 

ce m ê m e point 0 t ro is axes fixes dans le corps et 

mobiles avec lui Ox, Otj, Oz, l 'axe Oz é t an t dir igé 

Soit C le momen t d ' inertie du corps p a r r appor t 
à l 'axe Oz qui est pr incipal ; l 'ellipsoïde cen t ra l é tan t 
de révolut ion au tou r de Oz, les m o m e n t s d ' inert ie du 

Fig. 57. 
su ivan t la pa r t i e de l 'axe 
de révolut ion qui fait 
u n angle a igu avec 0zt 

à l ' ins tant ini t ia l . 

Le cen t re de g rav i t é G 
du corps est su r l 'axe de 
révolu t ion au-dessus ou 
au-dessous du point 0 . 
Nous dés ignerons pa r l 

la d is tance OG, et nous 
lui donnerons le signe + 
ou le s igne - su ivant 
que G se ra au-dessus ou 
au-dessous du point 0 . 
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corps p a r r a p p o r t à t o u s les axes menés par le point 0 

dans le p lan xy pe rpend icu la i re à Oz sont é g a u x : 

nous les dés ignerons p a r A, et nous au rons donc B = A. 

Désignons encore p a r TP, ^, 8 les angles qui dé t e rminen t 

la position des axes mobiles Ox, Oy, Oz p a r r a p p o r t 

a u x axes i ixes Oa^, Oy,, Oz,, et pa r ®', y, G' les dér ivées 

de tp, ty, G p a r r a p p o r t à t. 

On sai t (I, n° 1 1 0 ) que le mouvemen t é lémenta i re 

du corps es t u n e ro ta t ion a u t o u r d'un axe i n s t an t ané 0 1 , 

pa s san t p a r le point 0 : ce mouvemen t peut ê t re décom

posé en t ro i s ro ta t ions a u t o u r des axes Oz,, Oz et OA. 

P a r ana log ie avec le mouvemen t de ro ta t ion de la 

t e r r e , on appel le rotation propre du solide celle qui 

s'effectue a u t o u r de son axe pr incipal Oz ; précession, 

la ro t a t i on qui s'effectue au tour de l 'axe OzL, e t qui 

p rodu i t le dép lacement de la dro i te OA, que l'on 

appel le la ligne des nœuds ; nutation, la ro ta t ion 

a u t o u r de OA, qui p rodu i t la var ia t ion de l 'angle zOz, : 

les vi tesses angu la i r e s de ces mouvement s sont respec-

La seule force motr ice est le poids du corps P = Mg, 

appl iqué au cent re de g rav i té de ce corps , M é tan t 
sa masse . 

La solut ion du p rob lème se ra donnée p a r les équa

t ions (n° 2 5 0 ) : 

t i vemen t égales à ~ - , 
dty dz> dQ 

di' di' di 

p z' sin G sin <]> -f- 5' cos 

tp' sin 0 COS IJ; — 6' S i n ip, (1) 

r U/ + TP' COS 0, 
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jo in tes a u x équa t ions d 'Eule r (n° 2 6 3 ) dans lesquelles 

on fait B •= A : 

A ^ + ( C - A ) g r = L, (2) 

A ~ — (C — A) = M, (3) 

Or, N est la project ion su r l 'axe Oz de l 'axe du couple 

r é s u l t a n t das forces ex t é r i eu re s , c 'est-à-dire de l 'axe 

du couple r é s u l t a n t de la t r ans l a t i on de M<? à l 'or igine. 

Cet axe é t an t é v i d e m m e n t d i r igé su ivan t 0A, pe rpendi 

cu la i re a u p lan zOzlt s a project ion su r Oz est nul le , 

e t , p a r sui te , N = 0. 

P a r conséquent , la t ro i s i ème équa t ion d 'Euler nous 

donne : 

C — - o 

Les équa t ions du m o u v e m e n t sont donc les équa t ions 

(2), (3) e t (5), e t la ques t ion se r é d u i t à l ' in tégra t ion des 

équa t ions (1), (2), (3) et (5). Ma i s , nous emploierons 

u n e a u t r e m é t h o d e qui n o u s condu i r a à une solution 

plus s imple . 

2 8 9 . R e m a r q u o n s d ' abord q u e , p o u r é tabl i r les 

équa t ions g é n é r a l e s du m o u v e m e n t (équat ions d 'Euler) , 

nous avons pr is p o u r axes fixes dans le corps et mobi les 

avec lui les t ro i s a x e s p r i n c i p a u x du corps relat ifs 

a u point 0 . Dans le p r o b l è m e ac tue l , nous pour rons 

p r e n d r e p o u r axes p r inc ipaux l 'axe de révolut ion Oz 
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et deux axes OA et OB perpendicu la i res e n t r e e u x , 
et s i tués dans le p lan des xy, l 'axe OA é t an t l ' in ter
section du p l an des xy avec le p lan xlyl ; l 'axe OA es t 
év idemment perpendicu la i re a u plan zOzt, et l 'axe OB 
est dans ce p lan : c'est l ' intersection du p lan zOzl avec 
le p lan xy. 

Cela posé , nous pouvons p r e n d r e comme équat ions 

du m o u v e m e n t l 'équation (5) et deux au t r e s équa t ions 

fournies, comme nous al lons le voir , p a r le t h é o r è m e 

des forces v ives , et le t h é o r è m e des momen t s des 

quant i t és de mouvemen t . 

L 'équat ion (5) nous dorme : 

^ = 0 
dt ' 

d'où : 

r ' const. = n, 

n é t an t la composante su ivant Os de la vitesse a n g u l a i r e 

ini t iale. 

La t ro is ième équa t ion (1) devient a lors : 

4- <p' cos 0 = n ; (6) 

d 'autre pa r t , le corps é t an t soumis à l 'action de la 

pesan teur seule, il existe u n e fonction de force, 

et Yinlégrale des forces vives existe (n° 2 0 1 ) . Elle n o u s 

donne (n° 2 5 4 ) : 

Ap2 + Aq2 + Cn2 = 2 S S F E . 
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Or, on a : 

t 

Z$?Fe = — 2 f mgdz = — g (Emz) = — Mg (>,) 
o 0 ° 

= — \ z, — {Zjo I , 

zx é t an t la coordonnée du point G pa r r appor t à 

l 'axe Oz1 ; ma is , on a : zl = ZcosS, ( z ^ = Zcosa , 

e n dés ignan t p a r « la va l eu r ini t iale de l 'angle 0. 

P a r conséquent , 

E S F C = Mgl (cos a — cos G) ; 

d 'a i l leurs , on a aussi : 

p 2 + g 2 = G'2 + cp'2 sin 2 G, 

e t l 'équation des forces vives est donc : 

A (S'3 + tp'2 sin 2 6) + CM 2 = 2MpZ (cos a — cos G) -|- h, (7) 

7¿ é t an t une cons tan te qui se dé t e rmine pa r les 

c i rcons tances ini t ia les . 

Enfin, l 'axe du couple résu l t an t des forces ex té r i eures 

é t a n t dir igé su ivant la droi te OA, perpend icu la i re à Ozn 

il en résul te que la somme des momen t s des forces 

ex té r i eu res pa r r appo r t à 0 * , est nu l le . P a r consé

quen t (n° 1 8 7 ) , la somme des momen t s des quant i tés 

d e mouvemen t pa r r appo r t à l 'axe Oz1 est constante 

p e n d a n t toute la durée du mouvemen t . 

P o u r obtenir la somme des momen t s des quant i tés 

d e mouvemen t p a r r a p p o r t à O z n nous p rendrons les 
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sommes des m o m e n t s pa r r appo r t aux trois a x e s pr inci

paux r ec t angu la i r e s OA, OB, Os, et nous ferons l a somme 

des project ions de ces momen t s sur Ozv. Or , il est 

évident que la s o m m e des moments pa r r a p p o r t à OA 

est Ap cos Jj — Aq sin ip = A 3 ' ; la somme des m o m e n t s 

par r appo r t à OB est Ap sin ^ 4 - A ç c o s ^ = Acp' sin 9, 
et la somme d e s momen t s p a r r a p p o r t à Oz es t Cn. 

Donc, la s o m m e des momen t s p a r r a p p o r t à Oz, est : 

AG' cos (AOZj) 4- Aff' sin 6 cos (BOz,) -|- Cn cos [zOzJ 
= A;p' sin 2 G 4 - Cn cos S ; 

nous au rons d o n c l 'équat ion : 

k é tant u n e c o n s t a n t e dé te rminée p a r les c i r cons tances 
init iales. 

Les équa t ions (6), (7) et (8) qui sont du p r e m i e r o rd re 

entre les v a r i a b l e s cp, ù , 0 et le t emps t s e rv i ron t 

à dé te rmine r ces va r iab les en fonction de t, e t , pa r 

conséquent , la pos i t ion du corps à u n ins tan t que l conque . 

2 9 0 . De l ' équa t ion (8) on t i re : 

.cp' sin 2 G 4 - Cn cos 9 = k, ( 8 ) 

k — Cn cos 9 
A sin 2 0 

subst i tuant d a n s l 'équation (7), il vient : 

AG'2 4 -
1 

(ft — Cn cos 9)2 = 2Mgl (cos a — cosG) 4 - h — Cn 2 , 
A sin 2 9 
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P o u r i n t é g r e r ce t t e équa t ion , on pose cos 0 = u, 
et l 'on obt ient : 

A 2 = A (1 — u2) (H — 2Uglu) — (k — Gnu)2, 

d'où l'on t i re : 

Cette équat ion dé t e rmine t en fonction de u, et, 
p a r sui te , u en fonction de t, c 'est-à-dire 6 en fonction 

dt = ± 
Adw 

I / A (1 — u2) (H — 2M<7<!tt) — (k — Cnu} 

de 

D'autre p a r t , l ' équat ion : 

k — Cn cos G 
A sin 2 E 

nous donne : 

A (1 — M 2 ) 

À •— Cnu 

Or, w é t a n t connu en fonction de t, ce t te de rn iè re 
équat ion nous d o n n e r a a en fonction de t. 

ou bien, en posan t : 

2№gl cos a - f h — Cn2 = H, 

on a l 1 équat ion : 

AG'2 4- - 1 (k — Cn cos 6)= = H — 2Mgl cos 6. 
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Enfin, de l 'équat ion (6) on t i re la su ivan te : 

d\ (k — Cnu) u 

T t ~ n ~ ~ A (L — M») ' 

laquelle dé t e rmine en fonction de t. 

On voit que la solut ion du problème dépend des 

intégrales el l ipt iques. 

2 9 1 . CAS P A R T I C U L I E R . — Supposons que le mouve 

ment ini t ia l soit u n e ro ta t ion au tou r de l 'axe de 

figure Oz : a lors , les composantes p0, qa de la v i tesse 

angula i re ini t ia le sont nul les , e t les équat ions : 

p cos ^ — q sin ij; = S', 

p sin (Jj - | - q cos vfj = ej.' sin S, 

que l'on dédui t faci lement des deux premières équa

tions (1) nous donnen t 0'„ = O, tp'o = 0 , et des équat ions (7) 

et (8) on conclut , en y faisant t = 0, 

h = Cn 2 , 

k = Cn cos a. 

Les équa t ions du mouvemen t sont a lors les su ivantes : 

<J/ 4- <f ' cos 0 = n, 

A (G'z 4- <p'2 sin a G) = 2Mgl (cos a — cos G), (9) 

Af' sin' G = Cn (cos a — cos G). 

Proposons-nous de discuter ces équat ions . D'abord de 

ce que le p r e m i e r m e m b r e de la seconde est positif, 

il doit en ê t re de m ê m e du second m e m b r e : d'où il 
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résu l te que l et cos a — cos 9 sont de m ô m e signe. 
Donc, si, au c o m m e n c e m e n t du m o u v e m e n t , pour t = 0, 
on a l > 0 , c 'es t -à-dire si le cen t re de g rav i t é est 
au-dessus du poin t fixe, on a u r a cos a. — cos 0 > 0, 
d'où cos tx > cos 0, et , p a r sui te , 0 > a. P a r conséquent , 
l 'axe de figure Oz fera avec la ver t ica le Ozl u n angle S 
qui se ra c o n s t a m m e n t p lus g r a n d que l 'angle ini t ial a. 

Si, au con t r a i r e , p o u r t = 0, on a l < 0, c 'est-à-dire 
si le cent re de g r a v i t é est en dessous du point fixe, 
on a u r a cos a — cos S < 0, d'où cos a < cos 9, et, par 
sui te , 0 < a. P a r conséquent , l 'axe de figure fera 
avec u n ang le 9 qui se ra c o n s t a m m e n t plus peti t 
que l 'angle ini t ia l a. 

De l 'équat ion : 

A<p' sin 2 9 = Cn (cos a — cos G), 

il résul te que <p' est de m ê m e signe que n (cos a — cos 9 ) . 
Or, si l > 0, on a cos a — cos 9 > 0 ; pa r conséquent , 
(pr et n se ron t de m ê m e s igne, et , p a r sui te , le sens 
de la ro ta t ion de OA au tou r de Ozl est le m ê m e que 
celui de la ro t a t ion ini t iale au tou r de 0 . 3 ; si l < 0, 
on a cos a — cos 9 < 0 ; p a r conséquen t , y' et n sont 
de s ignes con t ra i re s . 

Le m o u v e m e n t de la droi te OA ou du p lan ^ O A 
au tou r de la ver t ica le Ozi est le 'mouvement de 

précession (n° 2 8 8 ) . On voit donc que le mouvement 

de précession est de même sens que le mouvement 

initial de rotation autour de l'axe de figure, ou de 

sens contraire, suivant que le centre de gravité 

du corps est au-dessus ou au-dessous du point fixe 

à l'origine du mouvement. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 9 2 . Si l'on él imine tp' en t re les deux dern iè res 

équations ( 9 ) , il v ient : 

2TAgl 
(cos a — cos G) — 

C2rc2 (cos se — cos G)2 

A A 2 sin 2 9 

d'où l'on t i re : 

dû 

dt 
[cos a — cos G) 2\lkgl 

C 2 n 2 (cos a — cos G) 

sin^ G 

Le second m e m b r e a y a n t le s igne ± il s 'ensuit que 

l 'angle 9 peu t c ro î t re ou décro î t re lorsque t a u g m e n t e . 

Si nous supposons l > 0, on a u r a cos « — cos 9 > 0, 

d'où G > a ; p a r conséquent , 0 commence p a r c ro î t re , 

et l'on a riG > 0 ; il faudra p r e n d r e le r ad i ca l avec le 

signe 4 - , j u squ ' à ce que 9 p r enne une va l eu r (3 telle que 

le r ad ica l soit nu l . 

P a r conséquent , l 'angle 9 c roî t jusqu ' à la va leur pour 

laquelle on a : 

2Mkgl sin 2 9 — C-n* (cos a. — cos G) = 0. 

Il est év ident qu'il existe une va leur de 6 sat isfaisant 

à cet te équat ion , pu isque le p r emie r m e m b r e est positif 

pour 9 = a, et négat i f pour 9 = m. Désignons p a r T 
le t emps employé pour a t t e indre cet te va l eu r G = (3. 

A pa r t i r de l ' ins tant où 9 = /3, l 'angle 9 d iminue ; 

car, s'il con t inua i t à c ro î t re , G' dev iendra i t i m a g i n a i r e : 

en effet, cos « — cos 9 r e s t e ra i t positif, et le second 

facteur sera i t négatif. Or, 9 d iminuan t , 9' devient 

négatif, et l 'on d e v r a p r e n d r e le s igne — devan t le 

radical ; 9 décroî t en se r a p p r o c h a n t d e la va l eu r 
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in i t ia le a qu'il p r e n d r a au bou t d 'un t emps T. P o u r 6 = «, 
6' est nu l , et c h a n g e de s igne ; l 'angle 9 croît encore 

depuis a j u s q u e ¡3 d a n s le t e m p s T, et ainsi de su i te . 

Donc, l'angle G varie entre sa valeur minimum a. 

et sa valeur maximum {3. L'axe de figure Oz exécute 

des oscillations isochrones dans le plan zOz, tournant 

autour de la verticale Oz,. L'amplitude des oscillations 

est constante. Ce m o u v e m e n t oscil latoire est le mouve

ment de nutation. 

La durée d'une demi oscillation est donnée p a r la 

formule : 

sin I 

l / ( cosa — cosG) ¡ 2MA5r¿sin29 —(cosa —cosG)C 2n 2 ¡ 

laquel le dépend des in t ég ra le s e l l ipt iques. 
De la formule : 

Atp' s in 1 8 = Cn (eos a — cos 0), 

on conclut que c 'est-à-dire la vitesse a n g u l a i r e de la 
t r a c e OA, est u n e fonction de 9 s eu lement , et qu'elle 
va r i e pé r iod iquement avec G. D'ai l leurs, pour 0 = a, 
on a f' = 0, et , en ou t r e , y' es t toujours de m ê m e s igne 
que n. Donc, le plan zOz, tourne autour de la verticale 

avec une vitesse angulaire tantôt croissante, tantôt 

décroissante, mais toujours dans le même sens. 

2 9 3 . Enfin, la v i tesse a n g u l a i r e w du m o u v e m e n t 
de ro ta t ion est dé t e rminée p a r la formule : 

w l • = p* - f <?' - f - r « , 
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qui nous donne, dans le cas actuel , 

= 6 , J 4 - <p'2 sin 2 G + n 2 , 

ou bien : 

U 2 = n 2
 4 -

2MgZ 
(cos a — cos G). 

A 

Il résul te de ce t te formule que M varie périodi

quement entre la valeur minimum n qui correspond 

à S = i , et la valeur maximum qui correspond à G = [3. 

2 9 4 . Le gyroscope est u n solide de révolution pesan t 

et homogène an imé d 'une g r a n d e vitesse autour de son 

axe de figure, et assujett i à t ou rne r autour d 'un point 

fixe 0 pris sur cet a x e . Nous aurons donc (n° 2 9 2 ) 
l 'équation : 

A2 ( — ) sin2 9 = 2M Agi sin 2 9 (cos a - cos 9) - C u ' (cosa — cos 9 ) 2. 

Le premier m e m b r e de cette équation étant toujours 

positif, il doit en ê t re de m ê m e du second m e m b r e ; 

donc , le second t e r m e — C V (cos a — cos G) 2, qui 

est négatif, doit ê t re moindre en valeur absolue 

que le premier t e r m e qui est nécessairement positif. 

Comme n 2 est t rès g r a n d , il en résulte que le coefficient 

G y r o s c o p e d e F o u c a u l t . 
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(cos a — cos G)2 doit ê t re t r è s pet i t , et , pa r conséquent , 

que a. e t 9 diffèrent t r ès peu l 'un de l ' au t re . Nous pou r rons 

donc poser : 

G = a + i , 

t é t an t une quan t i t é t r ès pet i te en va l eu r abso lue , 

posi t ive ou néga t i ve su ivan t que l s e ra positif ou 

négatif, c 'est-à-dire su ivan t que le cen t re de g rav i t é 

se ra au-dessus ou au-dessous du point fixe (n° 2 8 8 ) 

a u c o m m e n c e m e n t du m o u v e m e n t ; ce t te quan t i t é e 

é t an t t rès pet i te , nous pour rons en nég l ige r le c a r r é 

e t les puissances supé r i eu res . 

Nous au rons ainsi : 

cos a — cos G = s sin a , 

sin 9 = sin a - \ - e COS a , 

s i n 2 9 = sin 2
 a - ( - 2z sin a cos a ; 

d'a i l leurs , on a r i g o u r e u s e m e n t : 

d9 _ d i 

d t ~ ~àV 

et il v ient , p a r conséquen t : 

AJ Sîn2 K + 2A2£ (S)2 Sin=CC0Sa 

= 2~SlAgh sin a (sin8 a -f- 2E sin a cos a ) — C*nh2 sin 2 a . 

Nous nég l igerons dans le p r emie r m e m b r e le p rodu i t 
d i V 

E(-TÏ) qui est du t ro is ième o rd re , e t dans le second 
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m e m b r e le t e r m e 4MAgl:-2 s in 2 a cos a qui e s t d u second 

ordre ; ma i s , nous conserverons dans le second m e m b r e 

le t e r m e C z n V s in 2 a qui n 'est pas nég l i geab l e à cause 

du facteur n~ qui es t t rès g r a n d . Nous a u r o n s a lo r s : 

sin* a = : sin a J 2MAgl s in 2 a — V/n* i sin a {, 

ou bien : 

A 4 = : J 2Xlkgl sin a — Chih 

Or, le p r emie r m e m b r e é t an t toujours positif, il doi t 
en ê t re de m ê m e du second m e m b r e ; il en r é s u l t e q u e 

, , . , â M A ^ s i n a „ ^ , 
s ne peu t v a r i e r qu en t r e 0 e t — ~ — ; Ce t te d e r n i è r e 

va leur qui .est donc le m a x i m u m de £ est la l imi t e de la 
nu ta t ion de l 'axe ; nous la dés ignerons p a r e t nous 
poserons ; 

2MAff̂  sin a 
J l C% 2 

Il v ient a lors : 

ds. Cti s— — 7 

En r a i s o n n a n t comme nous l 'avons fait p r é c é d e m 

ment (n° 2 9 2 ) , on v e r r a que , si nous supposons l > 0, 

£ c o m m e n c e p a r c ro î t re , e t l'on dev ra p r e n d r e le r ad i ca l 

avec le s igne -f, j u squ ' à ce que s p r enne la v a l e u r t1 ; 
à pa r t i r de ce t t e va leur , e décroî t j u s q u e z é r o , e t l'on 

doi t d o n n e r au rad ica l le s igne — . 
27 
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En p r e n a n t le rad ica l avec le s igne 4 - , on a : 

< l \ ) ù , e n i n t é g r a n t , 

t = -— arc cos 
Cu s. 

la cons tan te é t a n t nul le , puisque s = 0, pour t = 0. 

Cette formule donne le t e m p s écoulé co r r e spondan t 

à un éca r t éga l à s. On en tire : 

Cnt\ . Cnt 2 M A r / / s i n y . . „Cnt 
c o s - J r ) - ' . t B i n - 2 T - — 7 ^ 7 7 — ^ g ì ; -

C'est la va l eu r de ; en fonction de / ; pa r su i te , on a 

G = a 4 - (, s i n - — 

On conclut d e ce qui p récède que Y axe éjrroure une 

nutrition dé t e rminée pa r l 'équation : 

• „Cnl 
! ' B , n - 2 A 

Ce mouvement est oscillatoire, et l'on voit que la d u r é e 

d 'une oscillation complè te de l 'axe a u t o u r de la ver t ica le 
2 * A i r A 

i)z est -yr— ' en effet, pour t = ^— , on a e = s,, e t pour 
9 IT \ ^ N ^ U 

/ = :-—-, on a : £ = 0. L 'ampl i tude de l 'excursion to ta le 
Cn 
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est, s,, et la du rée de cel te excurs ion , c 'es t -à-dire la 
7TA 

demi oscillation complè te , est ^—• Ainsi d o n c , l 'incli-

naison 9 de l 'axe Oz su r la ver t icale Ozt v a r i e en t re 

sa va l eu r ini t iale a et la va l eu r « 4- s,, va l eu r p lus 

g r a n d e que œ, puisque > 0, si l'on suppose l > 0. 

Il est encore facile de vérifier que , si t a u g m e n t e 

do £ r e p r e n d la m ê m e va leur , puisqu alors Tr

alignici! te de r . 

2 9 5 . Cherchons m a i n t e n a n t la loi du mouvement 

de precession : elle es t donnée pa r la formule : 

A -^j sin 2 S = CÎI (cos y. —- cos 9), 

<le laquel le on t i re : 

ds Cm sin a Cns 
dt sin 2 a -f- 2Î sin a cos a sin a -)- 2: cos a ' 

ou bien, en nég l igean t les t e n u e s du second o rd re en E, 

ce qui revient à négl iger le t e r m e en e au dénomi

n a t e u r : 

d'i, Cm 
A 777 = - • 

di sin a 

dxii 
De ce t te formule on dédui t que -JJ, qui est la vi tesse 

a n g u l a i r e de la ro ta t ion du plan zfiX au tou r de 0 ^ 1 ( 

o u la vitesse de précession, est nul le pour e = 0, 
et m a x i m u m pour t = t x . 
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En r e m p l a ç a n t ; p a r sa va leur , il v ient : 

dy Cn 2 M A f l i s i n a . Cnt M t f Z / , Cnt\ 

- Î T = " : • -« S I N ^ = TT ( 1 COS ) 

dt A s m a Cm' 2A Cn \ A / e t , en i n t é g r a n t 

M ni , M Agi . Cnt 
•> t — s in Cn vlnl A 

n o u s n 'a joutons pas de c o n s t a n t e , pu isque ç = 0, 

p o u r t -= 0. 

Si l 'on fait abs t r ac t i on du second t e r m e qui es t t r ès 

pe t i t à cause du fac teur n2 au d é n o m i n a t e u r , on voit 

q u e le mouvement de précession est uniforme, et qu'il 

a pour vi tesse a n g u l a i r e Il est d 'a i l leurs facile de 
Uni , . YN . dm 

s a s su re r que r - es t la va l eu r moyenne de — ; en effet, 
Cn clt 

c e t t e va l eu r moyenne a év idemment pour express ion : 

(ËÏ) _ C N A f-rf. — C n ; - = 

\dt)m A sin a s l J ' 2A sin a Cn 

u 
Cette va l eu r m o y e n n e de la vi tesse a n g u l a i r e d e 

precess ion est positive ou négative, en d ' au t res t e r m e s , 
le m o u v e m e n t de précession est direct ou rétrograde 

p a r r a p p o r t à la ro t a t ion n, su ivan t que l est posi t i f 
ou négatif, c 'est-à-dire su ivan t qu'à l ' ins tant ini t ia l le 
c e n t r e de g rav i t é du corps est au-dessus ou au-dessous 
d u point fixe 0 . 

D'ai l leurs, la formule : 

Mal , MAnl . Cnt 
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nous a p p r e n d que l a l i g n e d e s n œ u d s OA éprouve de 

pa r t et d ' au t re de la position moyenne qu'el le occupera i t 

si le m o u v e m e n t é ta i t un i forme, un b a l a n c e m e n t pé r io 

dique dé t e rminé pa r l 'expression : 

U S . n l . C n t 

A T ' 

2 t t \ 
et la d u r é e de la pér iode est éga le à • 

dn 
On voi t donc que ces deux mouvemen t s pé r iod iques 

.sont de m ê m e d u r é e . 

2 9 6 . P o u r d é t e r m i n e r le m o u o e m e r d p r o p r e d u 

c o r p s , on p r e n d r a la formule (6) (n° 2 8 9 ) : 

n = tj/ - j - <p' cos S, 

n e laquel le on t i re : 

d h d y 

drn—dt 008+ 
ou bien, en nég l igean t les t e r m e s du second o r d r e en e : 

d h C m 

—L = n — COS a , 
d t A s in a 

•est, en r e m p l a ç a n t ? pa r sa va leur (n° 2 9 4 

( i - c o s — j 
dh Mail, Cnh 
- 7 7 = n — - f - I 1 — COS —r- COS y.. 
d t L n 

En in t ég ran t , il v ient 

, . M o i . M A o î . Cnt 
ù = ni — •- COS a . t -t Sin —-— COS a . ^ Cn ' " 1 c !re' 
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Le p r e m i e r t e r m e ni qui es t p r o p o r t i o n n e l a u t e m p s 
c ro î t r a p i d e m e n t à cause du fac teur n. Le second terme; 
c ro î t auss i p r o p o r t i o n n e l l e m e n t au t e m p s ; ma i s , son 
coefficient est t r è s pet i t , pu i sque n est a u dénomi
n a t e u r . Enfin, le t ro i s ième t e r m e est p é r i o d i q u e , e t sa 
v a l e u r es t t r è s pe t i t e à c a u s e du fac teur n2 a u 
d é n o m i n a t e u r . Si l'on nég l ige ce de rn i e r t e r m e , on vo i t 
que l a dro i te OA se m e u t avec u n e t r è s g r a n d e vi tesse 
à p e u p r è s u n i f o r m é m e n t d a n s le p lan de l ' équa teu r xy, 

e t d a n s le sens de la, ro ta t ion in i t ia le n a u t o u r de Oc. 

2 9 7 . R E M A R Q U E . — Le m o u v e m e n t es t i n d é p e n d a n t 
de l a dens i t é d u corps sol ide, s'il est h o m o g è n e . 
E n effet, les formules ne l 'enferment que les rapports 

^ e t ^- : or , ces r appo r t s con t i ennen t en facteur an 

n u m é r a t e u r e t a u dénomina teu r la densi té qui d ispa

r a î t r a donc dans ces r appor t s , et, p a r conséquent , 

dans les formules. 11 r ésu l te de là que la vérif ication 

des r é su l t a t s p récédents peut se faire quelle que soit 

la n a t u r e de l 'apparei l emp loyé , pourvu qu'il soit 

h o m o g è n e . 
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CHAPITRE VIII. 

M o u v e m e n t d ' u n c o r p s l i b r e . 

2 9 8 . É t a n t donné un corps solide l ibre dans l 'espace, 

et sollicité pa r des forces données , le m o u v e m e n t de ce 

corps peu t , à chaque ins tan t , ê t r e considéré connue 

ré su l t an t d 'un m o u v e m e n t de t rans la t ion d 'un point 

du corps , p a r exemple , le cen t re de g rav i t é , e t d 'une 

ro ta t ion a u t o u r de ce point supposé fixe (I, n° 1 1 1 ) . 
Nous supposerons que , p a r le cen t re de g r a v i t é , 

on m è n e t ro is axes Gx, G//, Gz c o n s t a m m e n t para l lè les 

a u x axes fixes de l 'espace. Le mouvemen t de t r ans la t ion 

de ce sys t ème de compara i son se ra connu quand on 

conna î t r a le m o u v e m e n t du cen t re de g r a v i t é . Le mou

vemen t relatif du corps p a r r appo r t a u sys tème de 

compara i son Gx, G//, G^ se r a m è n e au m o u v e m e n t 

d'un corps solide a u t o u r d 'un point fixe. 

Or, le cen t r e de g r a v i t é se meu t comme si la masse 

tota le du corps y é ta i t concent rée , e t si tou tes les 

forces ex t é r i eu re s y é ta ien t t r anspor t ées pa r a l l è l emen t 

à e l les-mêmes (n° 1 7 8 ) . Il est donc facile d 'é tabl i r les 

équat ions du m o u v e m e n t de ce point . 

P o u r ob ten i r les équa t ions du m o u v e m e n t du corps 

pa r r a p p o r t a u x axes mobi les Gx, Gy, Gz p a s s a n t p a r 

le cen t re de g rav i t é , nous r appe l l e rons (n° 1 8 9 ) que le 

t h é o r è m e des momen t s des quant i t és de mouvemen t 

subs is te quand on r a p p o r t e les momen t s des quan t i t é s 
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d e mouvemen t et les momen t s des forces ex té r i eu res 
à des axes pas san t p a r le cen t re de g r a v i t é et an imés 
d'un simple m o u v e m e n t de t r ans la t ion . Il en résu l te 
que , si l'on considère le m o u v e m e n t p a r r a p p o r t a u x 
axes Gx, G//, Gz, les sommes des m o m e n t s des 
forces ex té r i eu res p a r r appo r t à ces axes sont éga les 
a u x project ions de la vi tesse de l ' ex t rémi té de 
l 'axe du couple des quan t i t é s de m o u v e m e n t re la t ives . 
P a r conséquent , les équa t ions d 'Euler sont appl icables 
au mouvemen t re la t i f du corps p a r r a p p o r t a u x axes 
Gx, Gy, Gz. Nous a u r o n s donc le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Lorsqu'un corps solide livre se meut 

sous l'action de forces extérieures données, le mouve

ment de son centre de gravité se détermine en y 

supposant toute la masse concentrée et toutes les forces 

motrices transportées parallèlement à elles-mêmes. 

Le mouvement du corps autour de son centime de 

gravité se détermine en considérant ce point comme 

fixe, en supposant toutes les forces extérieures appli

quées au corps, et en appliquant la théorie du mouve

ment autour d'un point fixe. 

2 9 9 . Si donc nous dés ignons p a r xt, y,, z, les 

F i g . 53 . 

z 

coordonnées du cen t re 
de g rav i t é p a r r a p p o r t 
a u x axes fixes de l'es
pace , p a r X , Y, Z les 
composan tes de l 'une 
des forces appl iquées 
au corps , su ivan t ces 
m ê m e s axes , par /? , q, r 

les composan te s de 
la vi tesse a n g u l a i r e 
M re la t ive a u point 
G su ivan t les axes 
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pr inc ipaux d ' inert ie G;, Gn, G-, p a r o, à; 9 (fig. 58) les 

ang les qui d é t e r m i n e n t la position de ces axes pr inc i 

paux p a r r a p p o r t a u x axes Gx, Gy, Gz, constamment 

parallèles aux axes fixes, nous au rons les équa t ions 

<lu m o u v e m e n t : 

M * ± = XX, 

M d'y, •__ v 

dt'1 

d2z, 

S Y , 

M :z^-L
 = s z 

dt2 

A ^ + [ C - B ) g r = L, 

B ^ 4 - i A - C ) r / ; = M, 

+ [ B — A ) p ? = N . 

p = -jjj c o s ^ 4 - ^ 7 s in .]/ s in G, 

rf0 • . 
= — s i n ' 0 dz dt s in '| c o s '| s i n G, 

dh dm 
r = _ 7 7 + 7 > T c o s G, 

dt dt 

L, M, N é tan t les sommes des momen t s des forces 

ex t é r i eu re s pa r r appo r t a u x axes p r inc ipaux G;, Gr„ Gï . 
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Ces équa t ions se rv i ron t à d é t e r m i n e r aq, yx, zx, <p, i}, 9-
e n fonction de t. 

3 0 0 . R E M A R Q U E . — Il r ésu l t e de ce que nous 
venons de voir que le m o u v e m e n t d 'un corps solide l ibre 
se r é d u i t à deux m o u v e m e n t s en t i è r emen t dis t incts : 
le m o u v e m e n t du cen t r e de g r a v i t é , et le m o u v e m e n t 
du corps au tou r de son cen t re de g rav i t é cons idé ré 
c o m m e fixe. 

3 0 1 . Si les forces ex té r i eu res ne d é p e n d e n t que du 
t emps , ou de la posit ion du cen t re de g r a v i t é , on peu t 
d é t e r m i n e r i so lément le m o u v e m e n t du c e n t r e de 
g r a v i t é , c 'est-à-dire xx, yx, zx en fonction de t, au 
moyen des t rois p remiè res équa t ions , sans avoir é g a r d 
a u x équa t ions du m o u v e m e n t de ro ta t ion . 

Mais , en g é n é r a l , les forces mot r ices dépenden t de la 
posit ion du corps , c 'est-à-dire des ang les tp, <h, G, 
et a lors il n 'est plus possible de t r a i t e r s é p a r é m e n t les 
deux m o u v e m e n t s . 

3 0 2 . CAS P A R T I C U L I E R S . — 1° Si les forces qui 

soll ici tent le corps sont nul les , le cen t re de g r a v i t é 
a u r a u n m o u v e m e n t rec t i l igne e t uni forme (n° 1 7 9 ) . 
Le m o u v e m e n t du corps a u t o u r du cen t r e de g r a v i t é 
satisfait a u t h é o r è m e de Poinsot (n Q 2 7 5 ) . 

2" Si les forces se r édu i sen t à la p e s a n t e u r seule , 
le corps é t an t l ancé avec une vi tesse ini t ia le donnée 
au-dessus de la surface de la t e r r e , le cen t re de g r a v i t é 
déc r i r a un pa rabo le (n° 5 5 ) , e t le corps t o u r n e r a a u t o u r 
de ce point c o m m e s'il é ta i t fixe. Les forces se r é d u i s a n t 
d a n s ce cas à une r é s u l t a n t e un ique égale a u poids du 
corps et p a s s a n t p a r son c e n t r e de g rav i t é , le m o m e n t 
de ce t t e r é su l t an t e p a r r a p p o r t à un a x e que lconque 
p a s s a n t p a r le cen t r e de g r a v i t é se ra nul , et le t h é o r è m e 
de Poinso t (n° 2 7 5 ) s e r a encore appl icable au m o u v e 
m e n t re la t i f a u t o u r du c e n t r e de g rav i t é . 
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3 o Si le corps solide est une sphè re pe san t e e t 
h o m o g è n e , l 'ellipsoïde cent ra l est une sphè re , et, p a r 
conséquent , A = B = G. D'ai l leurs, on a aussi 
L = M = N = 0. P a r suite, dans ce ca s , les équa 
t ions d 'Euler nous donnen t pour p, g, r des v a l e u r s 
cons tan tes ; il en est de même de &>. Il résu l te de l à 
ipic l 'axe de ro ta t ion du corps a u t o u r de son cen t re de 
g rav i t é r e s t e toujours para l lè le à une m ê m e di rec t ion , 
et la vi tesse a n g u l a i r e est cons tan te . 

4° Si le corps solide est une sphè re h o m o g è n e don t 

tous les points sont a t t i r é s pa r un cen t re fixe, en r a i son 

d i rec te des masses e t en raison inverse du c a r r é des 

d is tances , le cen t r e de g rav i té déc r i r a u n e sect ion 

con ique (n° 1 2 4 ) . D 'aut re par t , les act ions exercées p a r 

le cen t r e fixe su r les différents points du corps se 

r é d u i s a n t à u n e r é su l t an t e un ique passan t p a r le cen t r e , 

il s 'ensuit que les momen t s de ces forces sont nu l s ; 

d 'ai l leurs , le corps é t an t une sphè re , on a : A = B = C, 

e t les équa t ions d 'Euler nous donne ron t pour p, g, r 

des va l eu r s cons tan tes . P a r conséquent , la s p h è r e a u r a 

u n m o u v e m e n t de ro ta t ion uniforme a u t o u r d 'un a x e 

fixe, c o n s t a m m e n t para l lè le à u n e direct ion donnée . 

3 0 3 . R E M A R Q U E . — Il résul te de la t h é o r i e que nous 

venons d 'exposer une r e m a r q u e i m p o r t a n t e . Nous avons 

vu, en S ta t ique (I, n° 2 8 6 ) , que les forces appl iquées 

à un corps solide peuven t se r édu i r e à u n e force un ique 

et u n couple un ique . Si l'on p rend pour or igine le 

c e n t r e de g r a v i t é du corps, le mouvemen t d u cen t r e 

de g r a v i t é est p rodu i t p a r la force un ique , sans que 

le couple ai t a u c u n e influence ; le couple produi t la 

ro ta t ion du corps a u t o u r de son cent re de g rav i t é , s ans 

q u e la force un ique ai t aucune influence. 
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P r o b l è m e d e l a T o u p i e . 

3 0 4 . Un corps solide pesant et homogène, de révo

lution autour dun axe passant par son centre de 

gravité, s'apnmie par un point A de son axe sur un plan 

horizontal parfaitement poli. On demande le mouvement 

de ce corps. 

Soient M la masse du corps , Mg son poids appl iqué 

a u cen t r e de g r a v i t é G (flg. 59), R la réac t ion n o r m a l e 

d u p lan , r éac t ion qui est ver t ica le ; Ox, Oy, Oz t ro i s 

F i g . 59 . 

y 
axes fixes r ec t angu l a i r e s , l 'origine 0 é t a n t dans le p lan 
fixe, l 'axe Oz ver t ical e t d i r igé vers le h a u t , x,, y.,, z, 

les coordonnées du cen t re de g rav i t é d u corps . 

Les forces qui ag issen t su r le corps r e n d u l ibre sont : 

le poids M<7 du corps au point G, et la r éac t ion R a u 

point A. 
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On a donc pour les équa t ions du m o u v e m e n t du c e n t r e 
de g r a v i t é : 

on en t i r e : 

ж , = + ^ = ^ + ¡3', (1) 

/ d2z \ 

Les équa t ions (1) nous a p p r e n n e n t que la projection 

du centre de gravité sur le plan d'appui est animée 

d'un mouvement rectiligne et uniforme. 

L'équat ion (2) dé t e rmine la réac t ion R, lorsque z, es t 

connu en fonction de t. 

3 0 5 . É tud ions le m o u v e m e n t relat i f du corps a u t o u r 

de son cen t re de g r a v i t é . Observons d 'abord que Gï 

é tan t u n axe pr inc ipa l d ' inert ie du point G, deux a x e s 

quelconques pe rpend icu la i res en t r e eux , et à G-. forment 

avec G? u n sys tème de t ro i s axes p r inc ipaux . D'ailleurs, 

l 'ellipsoïde d ' inert ie é t an t de révolu t ion , dés ignons p a r С 
le momen t d ' inert ie re la t i f à G£, et soit A le m o m e n t 

d ' inert ie relat i f à Gl et à G*i (ces deux m o m e n t s é t a n t 

é g a u x , ou bien A = B). 

La t ro is ième équa t ion d 'Euler (n° 2 6 3 ) est : 

( W 4 - ( B - A ) pg = S. 
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Or, N = 0, puisque les forces e x t é r i e u r e s I I et 

r encon t r en t l 'axe G ' ; d ' au t re pa r t , on a B = A, et , pa r 

su i te , 

ou bien : 

r = const. = n. 

I m a g i n o n s t ro is axes G.»', Gy\ G s' (rig. 59) , m e n é s 
pa r le point G, pa ra l l è l emen t a u x axes fixes du point 0 , 
e t appl iquons au m o u v e m e n t a u t o u r du cen t re de 
g rav i t é le t h é o r è m e des forces vives et le t h é o r è m e 
des m ome n t s des quan t i t é s de m o u v e m e n t . 

En dés ignan t pa r 2T la force vive du corps , on a : 

2T = Ap2 + Eq2
 - f - C/r2 = A (p2 + q2) \ Cn-; 

et en r e m p l a ç a n t p et q p a r l eurs va leu r s (fig. GO) : 

p = 9' cos 'b 4- f' s i a 9 sin -h, 

q = — 0' sin 'b H a.' sin 9 cos -l, 

Fig. 60. 
a1 
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nous au rons : 

2T = A (G'2 4 - tp , 2sin 2S) + Cn\ 

Cherchons m a i n t e n a n t la somme des t r a v a u x des 

forces. A cet effet, observons que les coordonnées 

du point d 'applicat ion de R é t an t 0, 0, — J , , le t rava i l 

é l émenta i re de cet te force est — Rdz{. 

D'autre p a r t , les coordonnées du point d 'applicat ion 

de la force M# é t an t nul les , le t r ava i l é l émen ta i r e de 

cet te force est nu l . Donc, la s o m m e des t r a v a u x 

des forces est j \ldzx, et nous au rons pour l 'équat ion 

ries forces vives : 

En dé s ignan t p a r l la d is tance du cen t r e de g rav i t é G 

a u point A, on a : 

dz 

z{ = l cos G, d'où -'^S -= — l sin G . G', 

e t l 'équat ion des forces vives devient a lors : 

A [G'2 + cj/s sin 2 9) 4 - C» 2 = — 2Mgl cos 9 4 - 2Mg ^,)„ 

A (G'2 4- ^ ' 2 sin 2 0) 4- C n 2 = — 2 f'Rdzi = — 2 

— ML- SIN- 9 . 9'°- 4- M 
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ou bien : 

(A -f \Ul sin 2 5) G'2 + A sin 2 0 . q,'2 = h — 2Mgl cos G, (3) 

h é t a n t une cons tan te . 

Appl iquons le t h é o r è m e des m o m e n t s des q u a n t i t é s 

de m o u v e m e n t à l 'axe Gs ' : nous écr i rons que la s o m m e 

des m o m e n t s des quan t i t é s de m o u v e m e n t p a r r a p p o r t 

à cet a x e est cons tan te , pu isque les m o m e n t s des forces 

ex t é r i eu re s R et Mg p a r r appo r t à Gz' sont nuls , 

ces forces é t an t para l lè les à l ' axe . Or, les sommes d e s 

m o m e n t s des quan t i t é s de m o u v e m e n t p a r r a p p o r t 

a u x axes Gl, G/i, GC, sont Ap, Aq, O ; pa r conséquen t , 

la s o m m e des momen t s p a r r a p p o r t à Gz' es t : 

Ap cos (£, z') + Aq cos (•/], z) + Cr cos (Ç, z'). 

Mais, on a (fig. GO) : 

cos ( I ,2 ' ) = s in 'TSIN9, cos(»î,^') = COSI{/sin0, cos('Ç,z) = cos9. 

P a r conséquent , la s o m m e des momen t s des quan t i t é s 

de m o u v e m e n t est : 

Ajosin^sinG + A^cos-^sinG 4-Ocos9—Asin 2 0.<p ' - | - CncosG. 

L 'équat ion des momen t s nous donne donc : 

A sin 2 0 . 9' -\- Cn cos 0 = h, (4) 

h é t an t une cons tan te . 
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En éliminant, (p' en t re les équat ions (3) et (4), il vient : 

équa t ion qui dé t e rmine S en fonction de 

3 0 6 . Discutons m a i n t e n a n t les équat ions que nous 

venons d 'obteni r . Supposons que le corps ait r eçu une 

vitesse ini t ia le assez g r a n d e a u t o u r de son a x e de 

figure : les va leurs ini t iales de p et q se ron t nul les , 

e t , p a r conséquent , il en se ra de m ê m e des va leu r s 

ini t iales .de cp' et G'. 

Désignons p a r a la va leur ini t iale de G, et faisons 
/ = 0 dans les équat ions (3) e t (4) ; nous au rons : 

P a r su i te , les équat ions (3), (4) et (5) nous donnen t : 

<\ 4- MZ2sin=9) G'* -r- Asin 2 9 . y1 = 2Mgri(cosa - cosG), (G) 

41 = ± 
| / A sin G (M [ / A 4- M/* sin a 6 

^ / A sin 2 G [h — 2Mgl cos G) — [h — Cn cosG,2 

h = 2M r̂Z cos a, A = Cn cos a. 

A sin' S. y => (cos a — cos G), 

1/ A ( A 4- lYU ' -sm'b 
1 

cos a — cos G) 2Mkgl — C'n 2 
cos a — cos 9 

sin 2 Q 
• (8) 

Le p r e m i e r m e m b r e de l 'équat ion (G) é t an t positif, il en 
e s t de m ê m e du second m e m b r e ; d o n c , i ( c o s a — c o s 5 ) > 0 . 

28 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 434 — 

Or, l es t positif, pu isque le cen t re de g r a v i t é est a u - d e s s u s 

du plan fixe ; p a r conséquen t , on a : 

cos a — cos 9 > 0, d'où cos G < cos a, et 9 > a. 

Donc, l ' axe de f igure fera c o n s t a m m e n t avec l a 

ver t i ca le un a n g l e 0 plus g r a n d que l 'angle in i t ia l a. 

D'aut re p a r t , l ' équat ion (7) nous app rend que <p' 
es t de m ê m e s igne que le p rodu i t n (cos a — cosO), 
e t c o m m e cos a — cos 6 > 0, il s 'ensuit que cp' et n s o n t 
d e m ê m e s igne. Donc, le sens de la ro ta t ion de la 
t r a c e GR a u t o u r de l 'axe Gz' es t le m ê m e que celui 
de la ro t a t ion du corps a u t o u r de G?. Le m o u v e m e n t de 
la t r a c e GR, ou du p lan ver t i ca l s 'GR a u t o u r de Gz' 

est le m o u v e m e n t de procession (n° 2 8 8 ) . On peut donc 
di re que le mouvement de précession est de même sens 

que le mouvement de rotation initial autour de t'axe de 

figure G'~. 

3 0 7 . Considérons m a i n t e n a n t l 'équation (8) : d 'abord , 
pu isque 9 > a, il s 'ensuit que l 'angle 6 commence p a r 
c ro î t re , e t , p a r conséquent , dQ > 0. On doit donc p r e n d r e 
le s igne -1- d e v a n t le r ad i ca l , e t le conserver aussi 
l ong temps que 9 ne passe pas p a r une va leur qui an n u l e 
le r ad ica l , va l eu r qui annu le &'. L 'angle 9 croît donc 
j u s q u ' à une va leur b pour laquel le on a u r a : 

2MA<^sin2 9 — C?rc2 (cos a — cos G) 0. 

Cet te va l eu r b exis te nécessa i r emen t , puisque, p o u r 
0 -= o, le p r e m i e r m e m b r e est > 0, e t que pour 0 =̂_- r 

il est < 0. 

Désignons p a r T le t e m p s qui s'est écoulé depuis S =~ a 

j u s q u e 9 — b. Après ce t emps T, 0 d iminue : car , S j & 
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cont inua i t à c ro î t re , le second facteur sous le r ad ica l 

d a n s l 'équation (8) deviendrai t négatif, e t c o m m e le 

p r e m i e r fac teur cos a — cos 0 est positif, le r a d i c a l , 

e t p a r consequen t -TT serai t imaginai re . 

Donc, A pa r t i r de G = b, l 'angle 0 diminue, — dev ien t 
(XL 

négatif, et 0 se r a p p r o c h e de a : il reprend cet te v a l e u r 
ap rè s un t e m p s éga l à T. En effet, de S à a, on doi t 
p r end re le s igne — dans le second m e m b r e de 
l 'équat ion (8), et i n t ég re r ent re les limites b e t a, ce qui 
donne le m ê m e résu l t a t que tantôt . P o u r 0 = a, 

^ = 0, e t , à p a r t i r de là , ^ devient positif; 0 croî t 

de a à b, e t ainsi de sui te . 
Le t emps T d 'une demi révolution est donné p a r la 

formule : 

Ainsi donc, 0 varie constamment entre deux limites, 

Vune minimum et égale à a, l'autre maximum et égale 

à b. L'axe G", exécute des oscillations isochrones dont 

l'amplitude est constante dans le plan z'G% lequel tourne 

autour de la verticale Gz'. Le mouvement oscillatoire 

de G£ est le mouvement de nutation (n° 2 8 8 ) . 

3 0 8 . Supposons, en part iculier , que la vitesse hor i 
zontale du point G soit nulle : alors, le point II , 
projection de G sur le plan horizontal sera fixe p e n d a n t 
toute la du rée du mouvement . Il est facile de t r o u v e r 
de la man iè re suivante la courbe décrite sur le plan 

horizontal par- la pointe A de la toupie autour du 

point H. 

[ / A (A -t- Ml' s i n 2 b) &(%dQ 

(cos a — cos 9) J 2MAgr£ 
C2w2 (cos a — cos 6) 

sin 2 9 
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Posons AH = p, et soit AHN = w (fig. 61) l 'angle que 
l'ait ce r a y o n p avec la pa ra l l è le HN à Gx' m e n é e p a r 
le point H ; p et u s e r o n t les coordonnées polai res du 

Fi". 81. 

point A , H é t a n t J e pôle . Cela__posé_l__HX_£St pe rpen 

d icu la i re à z'GÏÏ d ans le p lan zGx\ e t H A . e s t 

pe rpend icu la i re à . î ' G H d ans le p lan . s ' G R ; donc , 

AHN = 150° — (p, d'où <o ,= 180° — <p. 

D'ail leurs, le t r i a n g l e r e c t a n g l e AGII nous donne 

P — AG sin 9 = I sin I 
Or, 9 va r i e en t r e les l imi tes a e t b ; donc , p va r i e 

e n t r e les l imi tes / s i n a et / s i n f t , c 'est-à-dire que le 
po in t A décr i t une courbe compr i se en t r e d e u x c i rcon
férences de r ayons / sin a et / sin D'aut re p a r t , si l 'on 
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dés igne p a r s l 'angle que la t a n g e n t e à la courbe fait 
avec le r ayon vec teur p, on a : 

l sin Odv 

d~Ti sin u 
sin 0 

dl 

COS T 
di 

~dl 

En r e m p l a ç a n t et p a r leurs valeurs (7) et (8), 

il v ient : 

g ^ n gCw(cosa — cos&) 
A sin2& 

t g E = — 1 « / \ cosa—cosOl 
cosG . ' - V (cos a - cos9) 2MA(7I—C2n2

 : — - — 
L/A(A + M^sin2G)V '/ - J sin«9 j 

L/cos a — cos 6 L/A (A 4- Ml1 sin 2 9) 

A cos G J/gMAf^sin 'E — C n ^ c o s a — cosG) 

Or, pour 0 = a, on a t g £ = 0 ; d'où s = 0 , et la 
t a n g e n t e coïncide avec le r ayon vec teur : la cou rbe 
est donc n o r m a l e a u cerc le de rayon i s i n a . De m ê m e , 
p o u r 9 = b, le r ad ica l du d é n o m i n a t e u r est nul , et l'on 

a t g E == OO, d'où E = ^ , et la t a n g e n t e est pe rpend i -

cu la i r e au r ayon vec teu r , c 'est-à-dire que la courbe es t 
t a n g e n t e au cercle de r a y o n / sin b, ou à l a circonférence 
e x t é r i e u r e . 

I l r é su l t e de là que la pointe de la toupie décrit sur 

le plan de projection autour de H , une espèce de 

rosace composée d'une série darcs égaux, tangents 

à la circonférence extérieure et normaux à la circon

férence intérieure. 
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CHAPITRE IX. 

M o u v e m e n t d e s s o l i d e s n a t u r e l s . 

C h o c d e s c o r p s . 

3 0 9 . Les théor ies que nous avons exposées dans les 
c h a p i t r e s p récéden t s supposent que le solide cons idéré 
es t de forme inva r i ab l e , c 'est-à-dire qu'il conserve la 
m ê m e forme p e n d a n t tou te la d u r é e du m o u v e m e n t . 
Or, les solides n a t u r e l s ne sont pa s , en g é n é r a l , dans 
ce ca s . Cependan t , il exis te d a n s la n a t u r e u n g r a n d 
n o m b r e de corps pour lesquels les c h a n g e m e n t s de 
forme sont insens ib les , c 'est-à-dire qui n e se déforment 
que de quan t i t é s inappréc iab les sous l 'act ion des forces 
qui l eu r sont app l iquées . Tels sont les m a t é r i a u x qui 
e n t r e n t dans la cons t ruc t ion et dans les m a c h i n e s . 
On p o u r r a app l iquer à ces corps n a t u r e l s tou t ce que 
nous avons dit des solides invar iab les . Il n 'en r é su l t e r a 
qu 'une e r r e u r e x t r ê m e m e n t pe t i te , et , p a r conséquent , 
inappréc iab le . 

Lorsque le corps subi t un c h a n g e m e n t de forme 
sensible p e n d a n t la d u r é e du m o u v e m e n t , on n e peu t 
d é t e r m i n e r les c i rcons tances du mouvemen t , que si l'on 
connaî t les lois su ivan t lesquelles va r i en t les ac t ions 
que les différents points du corps exe rcen t les uns su r 
les a u t r e s . Alors , le p rob lème r e n t r e dans le c a s 
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g é n é r a l du m o u v e m e n t d 'un sys tème de points ma té r i e l s 
soumis à des forces ex té r i eu res et à leurs act ions 
mutue l l es . 

Nous venons de d i re que le m o u v e m e n t d 'un solide 
n a t u r e l , qui ne subi t pas de déformat ion sensible 
p e n d a n t la d u r é e du m o u v e m e n t , peut ê t re t r a i t é 
•comme s'il s 'agissai t d'un solide de forme inva r i ab le . 
Mais , la p lupar t du t emps , dans les appl ica t ions , on a 
à cons idérer le m o u v e m e n t de corps qui se meuven t 
e n t o u c h a n t d ' au t res corps mobi les ou immobi les . 
€ e con tac t peu t avoi r l ieu de différentes man iè r e s . 
Il peu t n 'avoi r l ieu que pendan t un t e m p s t r è s cour t : 
c 'est ce qui a r r ive quand il se p rodu i t un choc ; 

o u p e n d a n t un t e m p s fini : c'est ce qui a r r ive quand 
les solides gl issent ou rou len t l 'un su r l ' au t re . 

3 1 0 . Proposons-nous ac tue l l ement d 'é tudier le phéno
m è n e du choc de deux corps sphériqyies. Considérons 
donc deux corps sphér iques et homogènes , de masses 
m et m', an imés chacun d 'un m o u v e m e n t de t rans la t ion 
rec t i l igne e t uniforme, su ivan t la l igne des cen t res . 
Soient v et v' les vi tesses de ces corps , vitesses que 
nous supposons do m ê m e sens . Supposons le corps m 

•en a r r i è r e de m, et soit v > v' ; la d i s tance des deux 
corps va en d iminuan t , e t ils finiront pa r se r encon t r e r 
en p rodu i san t un choc . I l est évident que les deux 
cen t res r e s t e r o n t en l igne dro i te p e n d a n t le choc, 
e t ap rè s le choc. Or, lo rsque les d e u x corps v iennen t 
en contac t , il se p rodu i t des forces qui t enden t à 
•diminuer la vitesse de m, et à a u g m e n t e r la vi tesse 
de m'. 

Au bout d 'un t emps t r è s cour t , les deux corps a u r o n t 

donc u n e m ê m e vi tesse u. P o u r dé t e rmine r cet te vi tesse 

•commune u, nous appl iquerons le t h é o r è m e des q u a n 

t i t é s de m o u v e m e n t proje tées su r u n a x e . Or, les forces 
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développées p a r le choc sont des forces in té r i eu res : 
il n 'y a donc pas de force e x t é r i e u r e appl iquée a n 
sys t ème . P a r conséquent , en ve r tu d 'un t h é o r è m e 
connu (n° 1 8 3 ) , l a va r i a t i on de la s o m m e des q u a n t i t é s 
de m o u v e m e n t proje tées es t nu l le . Si nous projetons-
su r la d ro i te qui jo in t les deux cen t res , les quan t i t é s 
de m o u v e m e n t proje tées sont éga les a u x quan t i t é s d e 
m o u v e m e n t e l les-mêmes. Or, la s o m m e des quan t i t é s 
de m o u v e m e n t a v a n t le choc est : 

mv 4- mv' ; 

la s o m m e des quan t i t é s de m o u v e m e n t lorsque la v i tesse 
es t la m ê m e pour les deux corps est : 

mu - p m'u = (m + ni) u ; 

on a donc : 

mv -)- m'v' — (m -)- m') a — 0, 

d'où : 

mv 4 - rnv' u - 1 
m - f - ? i i 

équa t ion qui s e rv i r a à d é t e r m i n e r la vi tesse c o m m u n e u. 

3 1 1 . É tud ions m a i n t e n a n t ce qui se passe à p a r t i r 
de cet i n s t an t . Nous a u r o n s deux cas à c o n s i d é r e r 
su ivan t la n a t u r e des corps : 

1" Si les corps sont entièrement dépourvus d'élas

ticité, ils n e t e n d e n t pas à r even i r à l eu r forme 
pr imi t ive . Ils cesse ron t d ' ag i r l 'un su r l ' au t re , et ils. 
con t inue ron t à se mouvoi r avec la m ê m e vitesse u,, 

en r e s t a n t en con tac t . 
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2° Si les corps sont élastiques, ils tondent à r e p r e n d r e 
leur forme pr imi t ive . Ils con t inue ron t à r é a g i r l 'un su r 
l ' au t re : la vi tesse de m est encore d iminuée , e t celle d e 
m' es t encore a u g m e n t é e . Au bout d 'un cer ta in t e m p s , 
les corps se s é p a r e n t avec des vi tesses différentes. 

Si nous supposons les corps parfaitement élastiques^ 

les r éac t ions p e n d a n t la deux ième pa r t i e du p h é n o m è n e 
se ron t éga les a u x act ions développées p e n d a n t la 
p r e m i è r e pa r t i e . La vi tesse de m d iminue ra donc 
de la m ê m e quan t i t é v —r u que dans la p r e m i è r e 
pa r t i e , et la vitesse de m' a u g m e n t e r a de la m ê m e 
quan t i t é u — v' que dans la p r e m i è r e p a r t i e . 

En dés ignan t p a r 10 et 10 les vi tesses de m et m' a u 
m o m e n t où ils. se s épa ren t , u — w s e ra la v i tesse 
p e r d u e p a r m d a n s la seconde pa r t i e , et w' — u la 
vi tesse g a g n é e p a r m' d ans ce t te seconde p a r t i e ; 
nous a u r o n s donc : 

Il — 10 = V — u, 

w' — Il = u — v\ 

On en t i re : 

{•m — m') v -4- 2m'v' 

, (m' — m) v' 4- 2m» 
10 = • • 

m - p m' 

Ces équa t ions se rv i ron t à d é t e r m i n e r les vitesses-
to e t id des d e u x corps a u m o m e n t où ils se s é p a r e n t . 
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Ainsi donc , d a n s le cas de deux corps dépourvus 

d'élasticité, l a formule : 

mv -4 - m'v' 
U = ; — , 

m -f- m 

d o n n e r a la vi tesse c o m m u n e a u x d e u x corps après 

le choc . 

C 'est la vi tesse avec laquel le ces d e u x corps cont i 

n u e r o n t à se mouvo i r en r e s t a n t en con tac t . 

Dans le cas de deux corps parfaitement élastiques, 

o n d e v r a app l iquer les d e u x de rn i è re s formules qui 

nous donneron t les vi tesses respec t ives w et w' des 

d e u x corps ap rè s le choc . 

3 1 2 . CAS P A R T I C U L I E R S . — 1° Si le corps m' a un 

r a y o n infini, e t u n e masse éga le à l'infini, et si sa vitesse 

v' es t nul le , ce corps se r é d u i t à un plan fixe choqué 

p a r u n corps sphé r ique qui se m e u t perpendicu la i 

r e m e n t à sa d i rec t ion . On a a lors : 

u = 0, IO = — v. 

La p remiè re formule nous a p p r e n d que si les deux 

corps sont l'un et l'autre dépourvus d'élasticité, le corps 

qui rencontre le plan restera immobile sur ce plan. 

La seconde formule nous mon t r e que si les deux corps 

sont parfaitement élastiques, le corps qui rencontre le 

plan quittera ce plan avec une vitesse égale et de sens 

contraire à celle qu'il possédait au moment du choc. 

C ' es t le cas d 'une bille d'ivoire qui t o m b e n o r m a l e m e n t 

su r un plan de m a r b r e . 

2° Si les masses m et m! sont éga l e s , et si v' = 0, 

on a : 

u = ~ v, w = 0, io = v. 
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D o n c , si les corps sont dépourvus d'élasticité, 

l a p r e m i è r e formule nous m o n t r e qu ' ap rès le choc , 
ils se meuvent ensemble avec une vitesse commune 

égale à la moitié de la vitesse de m au moment du 

choc. Au c o n t r a i r e , si les corps sont parfaitement 

élastiques, les d e u x de rn iè res formules nous a p p r e n n e n t 
que le corps m s'arrêtera à la fin du choc, et que le 

corps m'prendra la vitesse v que possédait le corps m 

au moment du choc. C'est ce qui a r r i v e lorsque les d e u x 
corps de m ê m e m a s s e sont des billes d ' ivoire. 

3 1 3 . P roposons -nous de déterminer la perte de force 

vive dans le choc. Considérons donc les va leu r s de 
la force vive a v a n t le choc et ap rè s le choc , et 
appl iquons , pour t r o u v e r ces d e u x express ions de la 
force vive, le t h é o r è m e de K œ n i g (n° 2 0 7 ) : 

'Zmv- = M V 2 4 -

c'est-à-dire que nous décomposerons la force vive to t a l e 
en d e u x par t i e s : l 'une, la force vive du sys tème s'il 
é t a i t concen t ré à son cen t r e de g rav i t é ; l ' au t re , 
la force vive r e l a t ive a u cen t r e de g r a v i t é . 

Mais , le c e n t r e de g rav i t é du sys t ème est a n i m é 
p e n d a n t tou te l a d u r é e du choc d'un m o u v e m e n t 
rec t i l igne et uni forme (n° 1 7 9 ) . Il a donc c o n s t a m m e n t 
la m ê m e vi tesse , a v a n t , p e n d a n t e t ap rès le choc . 
Cette vi tesse c o n s t a n t e se ra donc éga le à u, v i tesse 
c o m m u n e des d e u x corps au m o m e n t de la plus g r a n d e 
dé fo rma t ion . Le p r e m i e r t e r m e du second m e m b r e de 
l a formule de K o e n i g a donc la m ê m e va leur , et , p a r 
conséquen t , il d i s p a r a î t r a dans l 'expression de la 
va r i a t i on de la force vive to ta le d'un i n s t a n t à u n a u t r e . 

D 'au t re p a r t , les vi tesses r e la t ives a u cen t r e de 
g r a v i t é a v a n t le choc sont r e spec t ivemen t v — u 
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m [v — uf 4- m' {u — v'f. 

et u —• v'; donc , a v a n t le choc, la force vive du sys tème 

d a n s son m o u v e m e n t re la t i f a u cen t r e de g rav i t é est : 

in (v — uf -f- m' {u — Vf. 

Cherchons m a i n t e n a n t la force vive re la t ive • après-
le choc . 

Si les corps sont parfaitement élastiques, les vitesses 
r e la t ives a u cent re de g r a v i t é ap rès le choc sont 
r e spec t i vemen t u — w et w' — u ; donc , après le 
choc , la force vive re la t ive a u r a pour expression ï 

m (u — wf + m' [10' — uf. 

En r e m p l a ç a n t w et w' p a r l eu r s va l eu r s , on t r o u v e 
p o u r la force vive re la t ive ap rès le choc : 

m {v — uf 4- ni [u — v'f. 

L a force vive re la t ive ap rès le choc est donc é g a l e 
à la force vive re la t ive a v a n t le choc . Or, la force v ive 
to t a l e é t a n t éga le à la force vive re la t ive a u g m e n t é e 
d 'un t e r m e cons tan t , il s 'ensuit que , dans le cas des 

corps parfaitement élastiques, la force vive totale après 

le choc est égale à la force vive totale avant le choc. 

Au con t r a i r e , si les corps sont dépourvus d'élasticité, 

d 'après ce que nous avons vu , ils con t inuen t a p r è s 
le choc , à se mouvoi r avec la vi tesse c o m m u n e u ; 

la vi tesse r e l a t ive est donc nul le pour c h a c u n des deux 
corps . P a r conséquent , ap rès le choc , la force v ive 
re la t ive est nul le ; il s 'ensuit que , p a r l'effet du choc,, 
l a force vive to ta le a d iminué de l a quan t i t é : 
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Or, cet te de rn i è re express ion es t celle de la force 
v ive co r r e spondan te a u x vi tesses p e r d u e e t g a g n é e p a r 
les d e u x c o r p s , lesquel les ont r e spec t i vemen t pour 
va l eu r s v — u et u — v', et nous a u r o n s le t h é o r è m e 
s u i v a n t : 

T H É O R È M E DE CARNOT. — lorsque les corps qui se 

•choquent sont dépourvus d'élasticité, la perte de force 

vive due au choc est égale à la somme des forces 

vives dues aux vitesses perdue et gagnée par les deux 

vorps. 

F I N DU TOME D E U X I È M E . 
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