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An die Herren Mitarbeiter und Leser! 
Beim Abschlusse dieses Bandes der Zeitschrift für Mathematik und 

Physik fiihlcn wir uns gedrungen, allen unseren Mitarbeitem unseren 
lebhaften Dank auszusprechen. Ihrer IIilfe ist es zuzuschreiben, dals 
der mit diesem Bande untemommene Versuch, die Zeitschrift zu einem 
Organ fiir angewandte Mathematik umziigostalten, hciite als wohl 
gelungen bezeichnet werden darf. Das zu Anfang dieses Jahres auf- 
gestelite Programm ist in seinen Gi-undzügen durchgeführt worden: 
Eine Rcihe bemerkenswerter, namhafte Vortschritte aufweisender Arbciten 
über numerische Gleichungen, geniiherte Integration von Differential-, 
gleichungen, empirische Funktionen, Rechenapparatc, wie auch aus der 
darstellenden Geometrie, Kinematik, Dynamik, technischen Mechanik 
und mathematischen Phyoik, fenier Abhanrilu~igsverzeichnisse von bisher 
nicht erreichter Vollstindigkeit sind in diesem Bande abgedruckt worden; 
Arbeiten ails der Geodisie, Photograinmetrie, Wahrscheinlichkeits- und 
Ausgleichungsreclin~~~~g, welche nicht mehr Platz finden konnten, 
werden im nachsten Heft erscheinen. Nur mit den ira Programm vor- 
gesehenen regelmafsigen Berichten über neue Rechenmaschinen, geo- 
mctrische Lnstrumente iinti Zeichenwerkzcuge, die als Ergiinziingen zu 
den betreffenden Abschnitten der Encyklopadie der mathematischen 
Wissenschaften gedacht sind und schon für diesen Band in Aussicht 
genommen waren, haben wir geglauht, noch nicht heginnen zii sollen, 
weil seit dem Erscheinen von Band 1, Heft 6 der Encyklopiidie, worin 
die Rechenmaschinen und -Apparate bis zur Gegenwart dargestellt sind, 
erst kurze Zeit verflossen und dcr Teil der Encyklopiidie, in welchem 
die geonietrischen Instrumente und Zeichenwerkzeuge ihre Darstellung 
finden werden, noch nicht erschienen ist. Jedoch werden wir Anfragen 
aus diesen Gebieten (vergl. S. 255 und 383 dieses Bandes) jederzeit 
nach bestem Wissen beantworten, so wie wir überhaupt allen Anfragen 
auch in der Folge besondere Aufmerksamkeit widmen werden. 

Nicht unerwahnt m6ge die grofse Mühe und Sorgfalt bleiben, 
welche die Verlagsbrichhandlurig R. G. T e u b n e r  auf die Tafeln und 
die ganze Ausstattnng der Zeitschrift verwendet hat. 

S t u t t g a r t  und H a n n o v e r ,  Kovember 1901. 

R. Mehmke. C. Rnnge. 
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sin" = z 

transformierten Integrals mufs lauten: 

infolge dessen gestaltet sich das Rniiresultat: 
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Oskar Schlomilch. Von GBORG HELM. 

Oskar Schlomilch 9f. 
Mit eiuem Bildnis O. Schl6milüha a h  Titelbild. 

Am Morgen des 7. Februar dieses Jahres ist der Mann aus dem 
Leben geschieden, unter dessen Namen sich diese Zeitschrift ihren 
weitcn Ruf erworbcn hat. 

Vergleicht man ihre Entwickelung seit ihrer Gründung im Jahre 1856 
durch die Jahrzehnte hindurch mit der gleichzeitigen Haltung der 
anderen mathematischen Zcitschriften Deutschlands, so kann man nicht 
zweifeln, daîs es ihrem Leiter unausgesetzt a19 Ziel vorschwebte, die 
Aufmerksamkeit der Mathematiker auf das weite Gebiet der AI- 
wcndimgen ihrer Wisscnschaft hinmlcnken und dadurch die mit dem 
Aufblühen der exakten Wissenschaften im neunzehten Jahrhundert 
und sonderlich mit der Entwickelung der technischen Schulen auf- 
spricIsenden neuen Keimc en pflegcn. MTcr sioh erinncrt, wic in der 
Mitte des Jahrhunderts und den nachst folgenden Jahrzehnten der 
Aufschwung der technischen Schulen von den Universitatskreisen so 
vielfach verkannt wurde, der kann nicht an S c h l 6 m i l c h s  Grah treten, 
ohne dankbar zu empfinden, dars da einer der Letztüberlebenden 
dahingegangen ist unter jenen Forschern und Lehrem, die, frühe be- 
reits von einer klareren Einsicht erfüllt, zum innerlichen, geistigen 
Aufbau der technischen Hochschulen den Grund legen halfen. Und 
wenn andererseits das Erreichte bereits wieder verwirrt wurde in den 
Kampfcn des Tages, Mathematiker und Techniker gleichsam von ein- 
ander abzurücken scheineu, - wie wehmütig r n d a  da der Blick an 
dem Wirken dieses Nannes haften, dessen Lebensarbeit heute schon 
uns Zurückblickenden wie in übersichtlicher Ferne erscheint. 

Am 13. April 1823 zu Weimar geboren und auf dem Gymnasium 
seiner Vaterstadt vorgebildet, besuchte S ch1 6 m i l c h  die Universitaten 
Jena, Berlin und Wien und habilitierte sich 1844 als Privatdozent der 
Mathematik in Jena. Hier, wo er 1845 zum auIserordentlichen Pro- 
fessor emannt wurde, sowie in der ersten Zeit seines Aufenthalts in 
Dresden, wohin er 1849 als Professor der hoheren Mathematik und 

Zeitsïhrift f.  Matliomatik u. I'hysik. 46 Band. 1901. 1. u. 2. Hoft. 1 
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2 Oskar Schlomilch. 

analytischen Mechanik an der Konigl. Sachs. Technischen Bildungs- 
anstalt berufen wurde, entfaltete er eine ungewohnlich lebhafte literar- 
ische Thatigkeit, und die zahlreichen Neuauflttgen seiner Lehbücher 
bezeugen ebenso das zu jener Zeit in stetem Wachsen begriffene Be- 
dürfnis immer weiterer Kreise nach gründlicherer mathematischer Aus- 
bildung, wie die piidagagische Sicherheit ihres Verfassers. 

Im fünften Jahrzehnt des vorigen Jahrhunderts war man noch ge- 
notigt durch Übersetzungen franzijsischer Lehrbücher vom Ausland ein- 
zuführen, was der wissenschaftliche Aufschwung in Deutschland benotigte. 
Cauchy ,  der hervorragende Analytiker, theoretische Physiker wie F o u r i e r  
und A m p è r e ,  vor allem aber die frühere Reife der wissenschaftlichen 
Technik machten Frankreich xu unserem Lehrmeister auf diesem Ge- 
biete. An diesen Zug unserer Entwickelung schliefsen dio Lchrbücher 
S c h l 6  m i l  c h s  mit glücklichem Griffe an. Die elegante Darstellung 
der Franzosen, ihr padagogischer Takt, die stete Aufmerksamkeit auf 
die Anwendungen xeichnen auch seine Rücher ails; +ber als Schüler 
D i r i c h l e t ' s ,  und unter J a c o  bi's Nachwirkungen arbeitend, fügt  er 
dem Allen nach Inhalt und Methode Neues hinzu, und gesteigerte An- 
spriiche an  Strcnge der mathematischen Gedankenführung veranlassrn 
ihn in jener ersten Zeit seines literarischen Arbeitens zu tiefgreifenden 
Umarbeitungen von Auflage zu Auflage. So haben seine Bücher in 
lebendiger Verwendung ein halbes .Jahrhiindert überdauert, wiihrend 
die rneisten der Übersetzungswerke seiner Vorganger seit Jahr~ehnten 
vom Markt verschwunden sind. 

Schon 1845 erschien als erster Teil eines Handbuchs der mathe- 
matischen Arialysis sein Handhuch der algebraischen Arialysis, dem in 
den Jahren 1847 und 1848 die beiden Teile des Handbuchs der 
Differential- und Integralrechnung folgten. Aus piidagogischer Praxis 
sind durchgehends seine weiteren Lehrbücher hervorgewachsen: Die 
Grundzüge einer wissenschaftlichen Darstellung der Geometrie des 
Mafses, deren beide Teile 1849 und 1864 erschienen, aus dem 1848 
iibernommenen Auftrag, provisorisch den mathematischen Unterricht 
an  der Eisenacher Realschule zu erteilen, - der 1853 erschienene erste 
Band des Compendiums der hoheren Analysis und die 1855 ge- 
druckte Analytische Geometrie dcs h u m e s  aus den Vorlesungen am 
Dresdener Polytechnikum. Das Erscheinen des zweiten Bandes seines 
Compendiums schob S c h l 6 m i l c h ,  nachdem ein groher Teil des Manu- 
skriptes vollendet war, noch um drei Jahre hinaus, als sich durch 
die Einführuug eines Kursus zur Ausbildung von Lehrern der Mathe- 
matik am Dresdener Polytechnikum ihm Gelegenheit bot, die darin 
behandelten Teile der Analysis vorzutragen, und unterzog d a m  ein- 
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Von GEORG IFELM. 3 

gedenk des alten Spruches docendo discimus seinen ersten Entwurf 
einer ziemlich bedeutenden Umarbeitung, so dah er erst 18G6 erschien. 

Das Gehiet der Mathcmatik, das S c h l o m i l c h  mit den ersten 
Auflagen seiner Lehrbücher umschreibt, hat er auçh spater nicht über- 
schritten und auch im wesentlichen bei seinen eigenen Forschungen 
eingohalten. So bcecichnen die Geometric des Malses, die darstcllende 
Geometrie in ihren Fundamenten und die analytische Geometrie in ihrer 
alteren Gestalt den Kreis seines geometrischen Arbeitens, und auch in 
der Analysis folgen seine Veroffentlichungen der tiefgehcnden Ent- 
wickelung nicht, die über C a u c h y  s Ideenkreis und D i r i c h l e t  s An- 
regungen hinausführte. Die bestimmten Integrale sind von seiner Jugend- 
zeit an ein dauernder Gegenstand seines Arbeitens, nicht minder die 
Reihenentwickelungen, - wird ja doch geradezu eine bekannte Form 
des Bestes der T a  y lor'schen Reihe unter seinem Namen zitiert. Ferner 
hat er wiederholt den hohcren UiEcrentialqiiotionten, den K c r n o u l l i -  
Zahlen und Sekantenkoeffizienten, sowie den Theoremen von F o u r i e r  
sein Interesse zugewendet, auch der approximativen Quadratur und der 
Theorie der DiEcrcnzen und Summen besondere 1)arstellungen gemidmet. 

In die analytische Mechanik hinüber führen zunachst die lnte- 
grationsaufgaben, die Masse und die Anziehung eines Korpers bei 
ungleichformiger Ilichtigkeit desselben zu ermitteln, weiter gehoren 
verehe l te  Lntersuchuugen über das Parallelogranm der Kriifte, über 
Kettenbrückenlinien und über die Bewegung eines schweren Punktes 
auf einer Kurve hierher , sowie die Überset'zniig von Il 11 h a m  el's 
Mechanik. 

Ich habe die Einpfindung, dals sich in S c h l o m i l c h s  Festhalten 
am mathematisçhen Standpunkt seiner Jugendjahre wieder seine Bich- 
tung auf die Verwendbarkeit ZuTsert, auf das ,,wau bei der LGsurig 
mechanischer und physikalischer Probleme hauptsachlich zur Anwendung 
kommt". Man vergegenwzrtige sich doch, dars das analytische Itüst- 
zeug, mit derri eiri K i r c h h o f f  und Helni  h o l t z  ihr Lebemwerk be- 
gannen und mit dem bis jn das letzte Jahrzehnt Geodisie, technische 
Mechanik, Elektrotechnik und Thermodynamik arbeiteten, dem Umfange 
nach durch die S ch1 6 mi l  ü hschen Lehrbücher der Analysis be- 
zeichnet wird. 

Mehr und mehr tritt in S c h l o m i l c h s  Lebensgange seine pada- 
gogisch gerichtete Natur hervor. 

Schon jene Lehrbücher zeigen es ja, wie ihn die Aufgabe seines 
Berufes, jungen Technikern die Analysis zuzuführen, erfdlte, aber 
lebendiger als daa D e n k n d ,  das er sich durch diese Bücher gesetzt 
hat, ist der tiefe Eindruck, den er in den Herzen seiner Schüler hinter- 

1 * 
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4 Oskar Schlomilch. 

lieb. Wenn bei den siichsischen~Technikem spater als anderwiirts die 
Bekampfung des Einflusses matheniatischer Ausbildmg auf den Unter- 
richt der Techniker Eingang und Verstiindnis gefunden hat,  so dürfte 
dies zu nicht geringem Teile dem nachhàltigen E i d d s  seines Wirkens 
an der siichsischen Hochschule zuzuscheiben sein. Schon perstinlich 
den Kreisen der sachsischen Techniker nahe stehend, hielt er seine 
Vortrige bei aller Gediegenheit und Tiefe rein von Belastungen 
durch der technischen Verwendung fremdartige, nur für den Mathe- 
matiker von Pach erhebliche Dinge. Es  war in der That auch für - 

einen Techniker keine Last, es war e h  Gends, seinen Vortriigen 
zu folgen. Krystallklar, in reinstcr Ihrchsichtigkeit iind unerschütter- 
licher Festigkeit standen die Lehren der Mathematik vor dem Horer. 
Ein Xeister der Darstellung, verstand er es wunderbar, auch die 

- 

schwierigeren Gedankengange der Analysis auf den Horer kirken zu 
lassen wie ein geistvolles Spiel und doch ~iachdrucksvoll wie ein Kunst- 
werk vol1 asthetischen EbenmaSses. Dabei hielt er seine Vortrage 
durchaus frei von der neuerdings uns angepriesenen Methode, die 
Mathematik in Anwendungen aufgehen zu lassen, - er faht  die 
Theorie in ihrer Tiefe, aber er weih aauch, wie dem Durchschnitts- 
schüler das Eindringen in  diese Tiefe durch die Anwendungen ver- 
mittelt wird. Der mathernatische Unterricht an den technischen Schulen 
hat sich nach seiner Uberzeugung ,,von unfruchtbaren philosophischen 
Redensarten, wie von einer moglichst eiligen praktischen Abrichtung 
gleichweit entfernt zu halten, ohne dcawegcn seine fortwabrende Ver- 
bindung mit der Praxis zu opfern". ,,Die strengsten Methoden sind, 
richtig dargestellt, immer die natürlichsten und kürzesten." 

Selten überschritt er im Vortrag die Grenzen streng sachlicher 
Darstellung, aber wenn er mit gin paar hingeworfenen Worten die 
Gedankenfolge würzte, geschah es mit feinem Humor und immer mit 
schlagendern Krfolge. Einige Wendungen in  den Vorreden der ersten 
Auflagen seiner Hauptwerke geben einigermaken den Eindruck solcher 
~ d s e r u n ~ e n  wieder. So wenn er eine Erorterung über das Wesen 
der hoheren Analysis mit der Bemerkung einleitet, dafs wenn man 
einen Mathematiker gcwohnlichen Schlages danach frage, man in der 
Regel eine dntwort erhalte, als hatte man einen Freimaurer gefragt, 
was die Maurerei sei; nach einigen unbestimmten Redensarten werde 
man namlich ermahnt, sich in die Gcheimnisse dieser Künstc cinweiben 
zu lassen, weil v o r h ~  das Wozu nur sehr schwer deutlich gemacht 
werden konne. Oder seine Mahnung, in  Lehrbücher nur das unum- 
ganglich Notige, nicht Delikatessen der Wiesenschaft als Zugabe auf- - - 

ziinehmen; derin giebt Inan sie anderen, als den talentvollen Schülern 
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zu kosten, ,,so wiederholt sich die Geschichte von jenem Bauernjungen, 
der über eine von Friedrich Wilhelm III. ihm gereichte Ananasscheibe 
bemerkte,, sie schmecke wie Wurst". 

Über seine padagogischen Grundanschauungen hat S c  h l  6 m i l  ch  
spater nie vie1 Worte gemacht, ausführlich spricht er sich nur in der 
Vorrede zur mathematischen Analysis 1845 und zur Geometrie des 
Mafses 1849 aus, und was er da sa&, ist, wenn sich auch manches 
Einzelne bei ihm selbst im spateren Wirken abgeandert haben mag, 
im Fundamente auch heute noch bedeutungsvoll und gewichtig. 

Wie ein P r o g r m m  seiner Behandlung der Analysis klingeri 
folgende Worte: ,,Dem schopferischen Genie eines E u l e r  war es nur 
um Erweiterung des wissenschaftlichen Gebietes zu thun, unbekümmert 
darum, ob diese Eroberungen gehorig gesichert waren oder nicht. Im 
Gegensatz hienu finden wir bei C a u c h y  die gr6lste Strenge bei vieler 
Kürze in der Entwickelung; dagegen leidet die Schonheit des archi- 
tektonischen Baues durch sehr gekünstelte Anordnung und das Leben 
der Erfîndung fehlt giinzlich. . . . Zwischen diesen beiden Extremen 
habe ich einen Mittelweg einzuschlagen gesucht, welcher das Interesse 
des heuristischen Gedankenganges mit der Strenge des franzosischen Ana- 
lytikers vereinen und dem Ganzen ein besseres architektonisches Gefüge 
verleihen soll, ale man bisher an diesem Teile der hlathematik bemerkt 
hat." Eben so energisch betont er in der Vorrede zur Geometrie des 
Mafses: ,,Es sind zwei Hauptforderungen, die ich an jeden Unterricht, 
besonders aber an den geomctrischen stelle; die erste, o r g a n i s c h e  
G l i e d e r u n g ,  betrifft die Anordnung des Stoffes, die zweite, h e u -  
r i s  t i s c h e r  G e d a n k e n g a n g ,  die Darstellung desselben". Hinsichtlich 
der Anordnung lieîs man sich bisher ,,von zwei ganz crbarmlichen 
formalen Capricen leiten. Die erste Caprice ('Maxime' ware schon zu 
ehrenvoll bezeichnet) besteht darin, keine Konstruktion zu verlangen, 
deren wirkliche thatsachliche Ausführung nicht vorher gelehrt worden 
ist. . . . Die zweite noch schlimmere Caprice besteht darin, dafs man 
den geometrischen Stoff nach den Beweismitteln geordnet hat." Und 
ist es nicht bis heute im ganzen erfolglos geblieben, was er hereits 
1854 in der TTorrede zum zweiten Teile der Geometrie des Maîses 
predigt? ,,Die Bevorzugung der Planimetrie ist ein padagogischer 
Milssgritf, der Accent m u h  auf die Stereometric gelegt wcrden. Hierzu 
bietet die deskriptive Geometrie das vortrefflichste - selbst den 
Gymnasien zu empfehlende - Mittel, was um so leichter anzuwenden 
ist, als ihre Prinzipien ein wahres Minimum von stereometrischer 
Theorie erfordern." 

Das war der Geist, den seine Lehrbücher überliefern und in dem 
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6 Oskar Schltimilch 

er ein Menschenalter hindurch an der Dresdener Polytechnischen Schiile 
wirkte; die Schiiler seiner ersten Lehrja,hre stimmen mit denen der 
letzten überein in der dankbaren Erinnerung an seine Personlichkeit 
und seine Anregungen. 

Wie sein geistiges Leben über die Grenzen seines Faches hinüber- 
griff, wird schon dadurch bekundet, dafs er in Dresden durch eine 
Reihe von Jahren offentliche Vortrage über Geschichte der Philosophie 
hielt und in feinsinnigen Aiisfiihrungen einer Festrede heim 26jehrigen 
J~ibiliium des sachsischen Ingenieur- und Architekten-Vereins 187 1 die 
Bedeutung des Stiles im Ingenieurbau betonte, - aber am meisten 
erschlofs sich doch diese Vielseitigkeit seines Tnteresscs im personlichen 
Verkehr. 

Mit dem Jahre 1874 wendete sich auch sein Beruf ganz der 
Padagogik zu; er verlieh das Dresdener Polytechnikum, einem Bufe 
ins siichsische Unterrichtsministerium folgend, in dem er die Stellung 
eines Referenten für das Realschulwesen bis 1885 bekleidete. Diese 
Berufsanderung macht sich auch in seinen literarischen Arbeiten geltend. 
E r  verzichtet mehr und mehr darauf, selbst die erforderlich werdenden 
Neuauflagen seiner Lehrbücher zu besorgen und vertraut sie den 
Handen seiner Schüler H e g e r  und H e n k e  an; das 1881 erschienene 
Handbuch der Mathematik triigt geradezu nur seinen Namen und ist 
von IIaus aus von anderen (Re id t  und H e g e r )  nach seinem Plane 
verfafst. Seine eigenen Arbeiten nehmen mehr und mehr die Form 
kleinsrer Aperyus, kürzerer Notizen, For ailem aber die Form von 
nbungsaufgaben an. Schon die letzten Rauptwerke der Zeit seiner 
Professur, die 1868 und 1870 erschienenen beiden Teile seines rbungs- 
huches zum Studium der hiiheren Analysis, gehoren dieser Richtung 
an, vor allem aber zeigt ein Blick in H o f f m a n n s  1898 erschienenes 
Aufgaben-Repertorium, das ihn als den eifrigsten Mitarbeiter kenn- 
zeichnet, wic! fruchtbar und vielseitig S c h l o m i  lch auf dem Gebiete 
der mathematischen Kleinkunst war. 

Der Ruhestand, in den er 1885 trat, wurde ihm in den letzten 
Jahren durch den Tod seiner treuen Lebensgefàhrtin und durch zu- 
nehmendes Leiden verbittert, das seinen Geist oft umnachtete. 80 
gestaltete sich die letzte Zeit seines Lebens trotz aller aufopfemden 
Pflege der Seinen BO getrübt, dafs der Tod als Erloser erschien. 

Von der grofsen Zehl der Verehrer und Freunde, die ein langes 
Leben voll erfolpeichen Schaffens, die seine geistig anregende, mit 
liebenswürdigem Humor ausgedattete Personlichkeit, sein lebhafter 
Sinn für Kunst und Natur und edles Lebensbehagen einst urn ihn ge- 
sammelt hatte, war nur ein enger Kreis Naherstehender an seinem 
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Sarge mit den Seinen versammelt, insbesondere Vertreter der Tech- 
niachen Hochschule und des Ingenieurvereins. 

Über die Grenzen seines personlichen Wirkens hinaus und über 
die Grenzen hinaus, die dern Einflds von Lehrbüchern geeogen Sind, 
wird aber vor allem diese Zeitschrift die Arbeiten ihres regsten For- 
derers aufbewahren und konimenden Gcschlechtern in treuer Dankbarkeit 
den Namen ihres Begründers überliefern. 

GEORG HELM. 
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Kiinftige Ziele der Zeitschrift, fiii Mathematik und Physik 

Künftige Ziele der Zeitschrift für Mathematik und Physik. 

Da mit dem vorliegenden Hefte diese Zeitschrift sich ihren Lesern 
in veranderter Gestalt zeigt, erscheint es unerlaîsiich, einige mor te  
über die Ziele, welche von jetzt an in derselben verfolgt werden sollen, 
vorauszuschicken. 

Durch die Anerkennung ermutigt, welche die im Schlidswort von 
1897 angekündigten, in den letzten Banden getroffenen neuen Einrich- 
tungen und immer mehr zur Geltung gekornmenen Bestreburigen seitens 
namhafter Beurteiler gefunden haben, hat die unterzeichnete Schrift- 
leitung, nachdem eine Beihe hervorragender Ingenieure, Mathematiker, 
Physiker, Gcodaten und Astronomen in dankenswerter Weise ihre Unter 
stützung zugesichert hatten, sich entschlossen, die Forderung der nn- 
gewandten Mathematik von jetzt an als einzige Aiifgab~ der Zeitschrift 
zu betrachten. Diese Einschrankung, mit der wir grokere wissenschaft- 
liche Vertiefung zu verbinden wünschen, bedeutet das Faiienlassen 
einiger Aufgaben, denen die Zeitschrift bisher ebenfalls gerecht zu 
merden suchte, denen sich aber schon andere Zeitschriften, vor allem 
das neugestaltete Archiv der Mathematik und Physik, in hinreichendem 
Mafse widmen, wiihrend ein besonderes Orgnn fiir angewafidte Mathe- 
matzlc - durch die rasch zunehmende, auf eine A r b e i t ~ t e i l u n ~  hin- 
drsngende Ausdehnung der mathematischen Wissenschaften vollauf ge- 
rechtfertigt und seit langem als Bedürfnis anerkmnt - bis jetzt noch 
nicht vorhanden war. Wohl  lifst sich dariiber streiten, was mir reinen 
und was zur angewandten Mathematik zu rechnen sei, man wird ea 
aber, hoffen wir, billigen, wenn wir die Grenzen nicht allzu enge ziehen 
und aufser den in den Banden IV, V, VI der ,,Encyklopadie der mathe- 
matischen NTissenschaften" behandelten Gebieten - der Mechanik, ins- 
besondere der technischen Mechanik, der theoretisclmt Physilc einschliefs- 
lich der mathematischen Chernie und Krystallographie, der Geophysik, 
Gwdasie, Adrommie - und der auf keinen Fa11 auszuschlieîsenden 
Wahrscheinlic.hk~tsrechnung nebst Ausyleichunysrechnt.~ny, mathematischen 
Shtistik und Versicl~erun,qsmat7zemati auch das n~merische Rechnen, die 
Naherungsreclz,nzcng (,,Approximations-Mathematik"), die Lehre von den 
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empirisehen Formein, die darstellende Ceometrie samt Schattenkonstruk- 
tionen und Perspektiue, das g~aphische Rechnen zu pflegen uns angelegen 
sein lassen, weil die in diesen Zweigen gelehrten Verfahren erst in den 
Stand setzen, irgend welche Anwendungen der Mathematik bis zu Ende 
durchzuführen, und wenn wir zugleich den hierbei gebrauchten tech- 
nischen Rilfsmitteln, den numerischen und grapl~ischen Tafein, den 
Rechenapparakn und masckinen, sowie den Zeiche~zwmkxeugen die notige 
Beachtung schenken. 

Es wird unser Bestreben sein, nicht nur Mathematikern, denen die 
Anwendungen ihrer Wissenschaft am Herzen liegen, sondern namentlich 
auch Lesern aus technischen Berufskreisen Anregmg zu bieten und 
ihnen auDer unmittelbar in ihr Fach einschiagenden Untersuchungen 
die Kenntnis mathematischer Thataachen und Verfahren, die für aie 
nützlich sein konnen, zu vermitteln. Nicht gering achten m6ge man 
ferner, dai's Ingenieure und Mathematiker sich hier in gemeinsamer 
Arbeit zusainmenfinden konnen, was dazu beitragen wird, eine manch- 
mal zu Tage tretende beklagenswerte Entfrenidung zwischen ihnen zu 
heseitigen. 

Im einzelnen sei folgendes bemerkt. E s  ist im 42. Bande damit 
hegonnen wordan, a m  der Praxis stammende Aufgahen zu stellen, ,,nirht 
bloi's, im die Mathematiker iiberhaiipt xur Reschiiftigiing mit solchen 
anzuregen, sondern uni dieselben der Losung entgegen zu führen, wenn 
letztere für die Technik ein wirkliches Bedürfnis ist, aber besondere 
mathematische Kenntnisse und Gewandtheit in der Handhabung mathe- 
matischer Werkzeuge erfordert, also die Mitwirkung der Mathematiker 
von Fach wünschenswert erscheinen lakt". Bis jetzt hat aegen der 
Schwierigkeit der gestellten Aufgaben diese Einrichtung wenig Erfolg 
gehabt, wir werden sie aber trotzdem beibehalten. 

Mit fortlaufenden Berichten über neue Rechenmaschinen, geome- 
trische Instrumente und Zeichenwerkzeuge, wie solche früher in Aus- 
sicht gestellt wurden, SOU noch in diesem Bande ein Anfang gemacht 
werden. 

Wie schon in diesem Hefte, soll künftig immer für Alzfragen aus 
dem Leserkreise und Auskünfte ein Raum vorgesehen werden; wir hoffen, 
d a f  diese neue Einrichtung, zu deren fleifsiger Benützung wir hiermit 
einladen, manchen Lesern willkommen sein wird. 

Bei der Veroffentlichung des letzten IIeftes der Zeitschrift haben 
der eine der jetzigen IIerausgeber und die Verlagsbuchhandlung schon 
Anlai's genommen, ihrem lebhaften Bedauern über den Rücktritt des 
Herrn M. C a n t o r ,  welcher der Zeitschrift als Leiter der historisch- 
litterarischen Abteilung einen grofsen Teil semer Lebensarbeit gewidmet 
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10 Kiinftige Ziele der Zeitschr. f Mathem. u. Physik. Von R. MEHMKE U .  C. RUNGE. 

und sich bleibende Verdienste um dieselbe erworben hat, Ausdruck zu 
geben. Infolge dieses Rücktritt'es kann die fragliche Abteilung nicht 
in der seitherigen Weise fortgeführt werden. Da jedoch die Geschichte 
der Mathematik in der ,,Bibliotheca Mathematicau ihr eigenes Organ 
besitzt, konnen wir auf den Abdruck von Arbeiten aus dieserrl Gebiete 
verzichten, wenn mir uns auch vorbehalten, gelegentlich kürzere Mit- 
teilmgen aus der Geschichte der angewandten Mathematik zu bringen. 
Ferner halten wir es für gerechtfertigt, uns bei den Bücherbesprechungen 
und den Verzcichnissen neu erschienener Schriftcn und Abhandlungen, bei 
denen wir aiif mEglichst,e Vollstindigkeit und schnelle Berichterstattung 
hedacht sein werden, auf die angewandte Mathematik zu beschranken; indeni 
wir auch technische Werke und Zeitschriften berücksichtigen, soweit sie 
Mathematisches enthalten, werden wir dennoch die Berichte anderer mathe- 
matischer Zeitschriften, wie des Archirs der Mathematik und Physik 
und der ,,Revue semestrielle" erganzen konnen. Insbesondere werden 
wir nicht nnterlassen, die in den letzten drei Banden gegebenen Ver- 
zeichnisse von Abhandlungen a m  der angewandten Mathematik, die in 
technischen Zeitschriften erschienen sind, welche Verzeichnisse bei In- 
genieuren und Matheniatikern vie1 Anklang gefunden haben, fortzusetzen 
und auf weitere technische Zeitschriften auszudehnen. Gelegentlich einer 
sehr wohlwollenden Besprechung iinserer Zeitschrift im Jahrgang 1899 
der Deutschen Bauzeitung ist der Wunsch geiiufsert worden, auch 
et'waige in anderen mathemrttischen Zeitschriften erschienene, für Tcch- 
niker wertvolle Arbeiten zur Kenntnis der letzteren zu bringen; diesem 
Wunsche wird Rechnung getragen werden. 

Die bisherige Trennung der Zeit,schrift in zwei Abteilungen mit 
besonderer Seitenziihlang halten wir nicht mehr für notwendig. 

S t u t t g a r t  und H a n n o v e r ,  Anfang 1901. 
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Bengiing der R~nt~ens t rah len .  Von A. SOMIIERFELD. 11 

Theoretisches über die Beugnng der Rontgenstrahlen.') 

Von A. SOMMERFELD in Aachen. 

Vielfach wird heutzutage (von den AnhZngern der Energetik) die Ansicht 
vertreten, dass jede speçielle Vorsteliung über die Katur der physikalischen 
Vorgarige von1 Uebel Sei, dass der experinientelle Forscher lediglich Beo- 
baühtungsthtttsachen ohne Voreingenommenheit zu registriren und der 
Thevretiker dieselben, ohne seinerseits etwas hinzuzuthun, in ein mathe- 
matisçhes System zu bringen habe. Bei diesem Verfahren schiitzt man 
sich allerdings davor, gelegentlich einen Schritt zurück thun zu müssen; 
aber man verzichtet aiich des Oefteren darauf, wichtige Schritte vorwarts 
zu machen, die erfahrungsgemiiss durch geeignete Hypothesenbildung 
erleichtert werden. 

Demgegenüber scheint in der theoretischen Physik der fruchtbarste 
Weg dieser zu sein: so specielle und bestimmte Hypothesen wie mtiglich 
zu Grundc zu legen, ihre Folgerungen exact zu entwickeln und diese 
mit der Erfahrung zu vergleichen: wenn sich kein Widerspruch mit der 
Erfahrung zeigt, gut, so waren unscre Hypothesen zulassig und k6nnen 
bis auf Weiteres beibehalten werden; wenn aber ein Widerspruch auftritt, 
so steht es noch besser: d a m  ist unsere Hypothese endgültig als un- 
zulassig dargethan und wir haben eine definitive, wenn auch negative 
Erkemtniss gewonnen. 

In diesem Sinne werde ich hier folgende von E. W i e c h e r t B )  und 
von S i r  G e o r g e  S tokes3)  vertretene Vorstellung iiber die Natur der 
Rontgenstrahlen zu Grunde legen: R6nSenstrahle.n Oestehen in einer 
irnpulsiv en  (d  h. kurzen und sfnrken) Stiirung des Gkichgewichts des 
dethers, welch sich nach den Maxwell'schm Gkichungen zeidich und rüum- 

1) Zwei vorlaufige Mittheilungen dieses Titels erschienen Physikalische Ztschr. 
1. Jahrgang, Nr. 10, pag. 105, 1899, 2. Jahrgang, Nr. 4, pag. 55, 1900. 

2) Abh. der Php-Ockon. Gesellschaft zu Ktinigsberg, 1896, pag. 1 und pag. 45, 
sowie Wied. -4nn. Bd. 59, 1896, vgl. besonders 9: 6. 

3) Proceeding~ of the  Cambridge Phil. Soc. Rd.  9, pag. 215, 1896 und Pro- 
ceedings of the Mancheater Lit. and Phil. Soc. 1897. 
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12 Beugung der Rontgenstrahlen. 

lich fortpflnnzt. Diese Vorstelliing wird nahe gelegt durch die heutzutage 
wohl sicher gestellte Anschauung von der Beschaffenheit der Kathoden- 
strahlen, wonach die letztereri ails fortgeschleuderten, elektrisch geladenen 
Tlzeilchelz von ger i~ger  Traglwil bestehen. Treffen diese Theilchen auf ein 
restes Hi~iderniss, z. B. ein Platinblech oder die Wand einer Eritladungs- 
rohre, so werden durch die Hemniung der Ladungen ausserordentlich starke 
und pl6tzliche elektrische Krifte erzeugt und wir haben eine ,,impulsive 
Aetherstorung", einen ,,Aetherstoss", der als Iiontgenstrahlung wahrgenom- 
men wird. Die Dauer der Storung hnngt dabei von der Geschwindigkeit 
der Kathodenstrahlen, der Grosse der Kathodenpartikelchen und der Stiirke 
der hemmenden Krafte ab. Der hiermit dargelegte Zusammenhang bildet 
dcn Gegenstand einer wichtigen Arbeit von J .  J.  T h o  msonl) ,  auf welche 
wir spiiter zurückkommen. 

Zweck der vorliegenden Untersuchmg ist es, jene Hypothese an 
clen Beiigungserscheinungen der Rontgenstrahlen zu priifen, die nach all- 
gemeinem Urtheil wohl am ehesten über die Natur des Vorgangs Aiif- 
schluss versprechen, und von hier aus entmeder zu einer vorlaufigen 
Bestati,a;ung oder zu einer definitiven Widerlegung jener Hypothese zu 
gelangen. 

Mein Freund E.  W i e c h e r t  hat mich zu wiederholten Malen auf das 
hier vorliegende Problem hingewiesen und ist mir bei seiner mathe- 
matischen E'orrnulirung hülfreich zur Hand gegangen. Auch verdanke ich 
den Herreri J. J. Thonison  und C. H. W i n d  einige gütige Mittheilungen 
über den Gegeristand. 

§ 1. 
Allgemeine Bemerknngen über die mathematische Behandlung der 

Beugungsprobleme, 

Wae die Xethode der mathematischen Durchfiihrung betrifA, so knüpfe 
ich an eine frühere Arbeit2) iiber die Beugung des Lichtes an. Uni 
mich von den Einwendnngen frei zu machen, welche sich gegen die 
klassische Behandlung der optischen Beugungserscheinungen erheben 3), 

habe ich dort ein bestimmtes mathematisches Problem, d. h. Differential- 
gleichungen und Grenzbedingungen, formulirt, und habe exakte Losmgen 
dieses Problems angegeben. Allerdings musste ich dabei auf den Begriff 
des absolut schwarzen firpers von vomherein versichten, welchen ich nicht 
iu befriedigender Weise niathematisch fassen konnte. Ich bin seitdem zu 

1) Philosophical Nagazine , Febr. 1898. 
2) Mathem. Am., Bd. 47, pag. 317, 1896. 
3) Gottinger Nachr. 1894, Nr. 4. 
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der Ueberzeugung gekommen, dass sich dieser Begriff in der That weder 
vom Boden der Maxwell'schen noch irgend einer anderen Lichttheorie 
durch emfache Grenzbedingungen definiren lasst und dass die übliche 
Definition in der Optik nicht frei von Widersprüchen in  sich ist. 

Statt dessen spreche ichl) von einem absolut undwrcksichtigen blorper, 
welcher so d e h i r t  ist, dass die elektrischen Kraftlinien senkrecht auf ihm 
endigen (Leitfiihigkeit uncndlich) und dass daher übcrhaupt kcine Licht- 
bewegung in sein Inneres eindringt. E r  bildet insofern das gerade Gegen- 
theil des absolut schwarzen Korpers, als das Licht an seiner Oberflache 
vollstandig zuriickgeworfen wird, so dass man ihn auch absolut reflectzrend 
oder absolut Olanlc nennen kam.  Die von mir gefundenen Losungen (u) 
zerlegen sich nun von selbst in zwei deutlich geschiedene Bestandtheile 
(u = u, 7 u,), deren einer den1 (durch Beugung modificirten) einfallenden, 
deren zweiter dem (ebenfalls durch Beugung modificirten) reflectirten Licht 
entspricht. Jeden einzeln kann man auffassen als Lichtbewegung auf' einw 
Rie~nann'scl~en Flüche (bez. bei einem dreidimensionalen Probleme als 
Lichtbewegung i n  einem Riemann'schen Rauw~e), wobei d a m  nur ein Blatt 
der Fliiche (bez. ein Individuum des Raumes) für die Darstellung des 
physikalischen Vorgangs in Betracht kommt. I n  meiner Arbeit ist sogar 
diese auf der Riemann'schen F l k h e  (im Riemam'schen Raum) def i i r te  
Losung das Primiire; aus h r  setze ich die Losurig für die schlichte yhysi- 
kalische Ebene (den schhchten Itaum) durch ,,Spiegelung" zusammen. 

Diesem Gedankengange hat Herr W. V v i g t  eine bedeutsame Wendung 
gegeben. In seinem ,,Compendium der theoretischen Yhysiku2), wo Herr 
Voigt meine Losung in modificirter Form wiedergiebt, betrachtet er den 
Bestandtheil zc, meiner Losung gesondert und bemerkt, dass dieser die 
Darstellung eines Vorganges liefert, welcher der gewohnlichen Vor- 
stellung von der Beugung an einem schwarzen Korper nahe kommt. Dies 
führt Herr Voigt an einer anderen Stelle niiher aus3): Der Beuguags- 
schirm (oder richtiger die Spur desselben in der Fortpflanzungsebene des 
Lichtes) spielt bei dieser Rehandlung die Rolle eim Verzzueigungsschnittes 
der Riemann'schen Flüche. E r  gleicht einer offenen Thiir, durch welche 
die Energie der Lichtbewegung aus dem ,,physikalischen Blatte" der Flache 
austritt. Da sich hinter dieser Thür ein xweites Blatt (das ,,fingirte" oder 
das ,,Hülfsblatt") ausdehnt, so breitet sich die Lichtbewegung nach dem 
Passiren der Thür in diesem ungehindert aus und hat keinen Gi-und, zum 
physikalischen Blatt zurückzukehren. Die Energie der auffallenden Licht- 

1) Mathem. Ann. 1. c. Vgl. auch H. P o i n c a r é ,  Acta Mathem. Hd. 16, 1 8 9 2 ,  

pag. 297 und Ud. 20, 1897, pag. 69. 
2) Bd. II, pag. 768, Leipxig 1895. 
3) Gottinger Nachrichten 1899, Heft 1. 
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14 Beugung der Rontgenstrahlen. 

bewegung wird solchcrgestalt in einfachstcr Weise aus der Welt geschaEt. 
Da ferner die Lage des Verzweigungsschnittes für den Charakter der auf 
der Iiiemann'schen E'lachc dcfinirten stetigen Function u, vollig belanglos 
ist und da beim Uebergange von dern einen zum anderen Blatte der Flache 
überhaupt nichts Besonderes passirt, kann von einer R.eflexion an der 
Oberflache des Reiigungsschirnies keine Rede sein. Das Vorhandensein 
jener offenen Thüre beeinflusst die Lichtbewegung im physikalischen Blatt 

- - 

nur in secundiirer Weise. Wir  haben damit die wesentlichen Merkmale des 
Begriffes des schwarzen Korpers vor uns: die Vemichtung der auffallenden 
Energie, das Fehlen jeder Reflexion an der Oberflache und die ungestorte 
oder nur wenig gestoi-te Ausbreitung des Lichtes in der Umgebung des 
schwarzen Korpers. 

Herr Voigt vertieft diese Auffassung des schwarzen Korpers weiter 
durch Betrachturig des Poynling'sclzen &e~gie/lusses. Der Tector des 
Energieflusses muss offenbar auf der Oberfliche eineü schwarzen Korperu 
allemal nach dern Innern des Kerpers gerichtet sein. Herr Voigt zeigt, 
dass bei dem von ihm behandelten l'roblem dies wenigstens im Mittel 
der Zeit der Fa11 ist. 

Trotzdem ist dicse Definition des schwarzen Korpers, wie Herr Voigt 
selbst ausführt, weit entfernt, cine mathernatisch befriedigende und ein- 
deutige zu sein: Statt der zweibliittrigen Riemann'schen Fl'iche, auf welcher 
u, im einfachsten Falle definirt ist, kann man eine mehrblattrigc oder 
eine unendlich vielblattrige zu Grunde legen; letzteres empfiehlt sich 
vielleicht durch die Ueberlegung, dass die Lichtbeweguug um so weniger 
Grund haben wird, zum physikalischen Blatte zurückzukehren, je n i e h  
Raum zur Ausbreitung ihr ausserhalb des physikalischen Blattes dar- 
geboten wird. Auch ware man au sich nicht genothigt, den Zustand auf 
den fingirten Bliiltern ebenfalls den Maxwell'schen Gleichungen eu uiiter- 
werfen, insoweit als durch eine andersartlge Fortsetzmg des Zustandes 
keine Reflexionsvorgiinge erzeugt werden. Wie man sieht, ist auf diese 
Weise ein erheblicher Spielraum für willkürliche Festsetzungen geschaffen. 

Diese Willkür lie& aber in der Natur der Sache. Alan muss sich 
vorstellen, dass es verschiedene Arten von schwarzen Kijrpern giebt, 
welche die verlangte Vernichfung der auffallenden Energie in mehr oder 
minder voilstandiger Weise realisiren und dass es einen absolut schwarzeu 
Korper vielleicht überhaupt nicht giebt. Bei einern seiner Natur nach 
unbestimmten Problem kann man aber keine eindeutig bestimmte mathe- - 

matische Losuiig verlangen. 
Sehr bemerkenswerth scheint mir dabei, dass die beste experinientellc 

Realisirung des schwarzen KGrpers, wie sie von W. w i e n  angegeben ist, 
der hier empfohlenen Auffausurig nahe kommt. Sie besteht aus dem 
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Von A. SOMMERFELD. 15 

inneren Hohlraume einer Kugel, in welchen das Licht durch eirie kleirie 
Oeffnung hineingelangt und aus dem es wegen fortgesetzter Reflexion an 
der Innenseite der Xugel nicht wieder heraus kam.  Dieser Kugelhohl- 
raum spielt ersichtlich irri J4xperinlerit dieselbe Rolle, wie die fingirten 
Bliitter der Hiemann'schen E'liiche in der theoretischen Behandlung. Dass 
er seinerseits dem physikalischen Raume angehiirt, ist im Experimente 
unvermeidlich , aber an sich nicht wünschenswerth. In der theoretischen 
Behandung, wo wir den Hohlraum aus dem physikalischen Raumc heraus 
verlegen, erreichen wir dieselben Vortheile, wie bei der experimentellen 
Anordnung und bewirken überdies, dass die Lichtbeweppg im physikalischen 
h u m  durch die Anwesenheit des schwarzen Korpers so wenig wie moglich 
direct beeinflusst wird, was nach Obigem dem R e g i f  des schwarzen 
Korpers am besten entspricht. 

Alle diese Ueberlegungen, welche ja zunachst die Optik betreffen, 
finden auch in der Theorie der Rontgenstrahlen ihren Platz, wenn man 
unter K6ntgenstrahlung den in der Einleitung bezeichneten Vorgang ver- 
steht. Ich lasse es dahingestellt, ob man nicht in der Optik mit den1 
absolut reflectirenden K6rper ebenso gut arbeiten k a m ,  wie mit dem 
absolut schwarzen. Jedenfalls aber konnen wir in der T h r i e  der 12ontgen- 
strahien den absolut reflectirenden Korper nicht brauchen. Denn man 
beobachtet bei Rontgenstrahlen nur eine eigenartige diffuse Reflesion, 
welche für die Beobachtung (d. h. für die Wirkung auf die photographische 
Platte) nicht in Betracht kommen dürfte; man wird also annehmen müssen, 
dass die reguliire Reflexion durçh die atomistisehe Constitution der Electri- 
citiit im Innern des Kiirpers vernichtet wird. Ben Itüntgenstrahlen 
geyeniiber, kann man sagen, verhült sich jedcs zcndurchlüssip Mihl  wie ein 
absolut schwarzer Eorpw. Im Folgenden werdc ich daher, nachdcm ich 
zuniichst die (eindeutig bestimmte) L6sung für den ,,undurchsichtigen" 
K6rpcr im Sinne meiner früheren Arbeit aufgestellt habe, zu dem schwarzen 
K6rper im Sinne des Herrn V o i g t  übergehen. 

Die Herstellung der für die Beugung in Betracht kommenden mehr- 
deiitigen (auf R,iemann'schen Flachen eindeutigen) T&ungen hahe ich in 
der cit. Arheit auf einem etwas umstandlichen Wege bewirkt, indem ich 
von mehrdeutigen Losungen der Potentialgleichung in zwei Dimensionen 
ausging und diese durch einen unendichen Differentiationsprocess in 
Losungen der Schwingungsgleichung verwandelte. Ich habe spateri) zur 
Herstellung verzweigter riiumlicher Potentiale einen kiirzeren heuristischen 
Weg eingeschlagen, welcher überdies den Vortheil grkserer Allgemeinheit 
hat; er führt namlich ebenso leicht zur Losung drei- wie zweidimensionaler 

1) Proçeedings London Math. Soc. Vol. 28 ,  1897. 
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16 Beugung dcr Rontgenstrahlen. 

Probleme; auch liefert er, wie ich bereits am Schlusse der eiiletzt genannten 
Arbeit angegeben habe, eine exakte Behandlung optischer und akustischer 
Beugungsprobleme sowie gewisser Wirmeleitungsprobleme. Dies wurde 
inzwischen von Herrn H. S. Cars lawl )  ausgeführt. Dabei ist man, was 
für den vorliegenden Zweck wichtig ist, keineswegs auf die rein periodischen 
optischen oder akustischen Vorgiinge beschrankt. Im Folgenden (5 2 bis 5) 
werde ich mich daher dieser Methode bedienen, die ohne erhebliche Rech- 
nung zum Ziele führt und die eleganten IIülfsmittel der Functionentheorie 
(Integrationen auf complexem Wege etc.) benutzt. Auch die geometrische 
Deutung und die nurnerische Discussion der gefundenen Losung (6 6 und 7) 
machen keine rechnerischen Sühwierigkeiten. Diese treten erst auf, wenn 
nian, was im Hinbliçk auf das Experiment erforderlich id, von der Er- 
regung selbst zur mittleren Energie der Erregung übergeht (§ 8). 

Es liegt mir fern, die übliche Methode der Bcugungstheorie, die von 
dem Huygens'scl~en Priacipa in seiner modernen Formulirung ausgeht, herab- 
setzen zu wollen. Jene Methode hat in der Optik kleiner Welledange durch 
die Uebereinstimmiing mit der Erfahrung liingst ihre Rraiichbarkeit be- 
wiesen und wird, da sie auf alle noch so complicirten Fiille anwendbar 
ist, stets ihren grossen Werth behalten. Demgegenüber kann ich mein 
Verfahren bisher nur in dem einfachsten Palle der Beugung alz eincr Halh- 
ehene d l i g  durchführen. Schon das nachst einfache P~ob1e)n des Spaltes 
konnte ich so nicht erledigen. Und doch ist gerade die Behandlung des 
letzteren auch für Rontgenstrahlen besonders wünschenswerth, da sich 
die eimigen heutzutage vorliegenden Beobachtungen auf den Spalt beziehen. 

Theils um diesen Beobachtungen gerecht zu werden, theils urri die 
Methode des Huygens'sçhen Principes auch hinsichtlich ihrer Anwendbar- 
keit auf Betherstosse zu prüfen und zu stützen, habe ich das Halbebenen- 
problem auch vom Standpunkte des Huygens'schen Principes behandelt 
(5 9 und 10). Es zeigte sich eine vüllig befiidclzgende Cebweinstirnmung beidw 
Losungm fiir dcm Fall, dass die Dauer des Aetherslosses gcnugend lcurz k t .  
Diese Bedingung ist aber bei den Rtintgenstrahlcn erfüllt, da sich (vgl. 5 13 
dieser Arbeit) die Dauer des Stosses kleiner als 10-18 sec. ergehen wird. 
Eine entsprechende Bedingung ist j a  auch für die Anwendbarbeit des 
Huygens'schen Principes auf die periodischen Aethervorgange erforderlich; 
sie besagt hier, dass die Periode der Lichtschwingung hinreichend kurz 
sein muas, was im Falle des sichtbaren Lichtes in  der That zutrifft. 
Ueberhaupt verhdt  sich der Grenzfall eines unendlich kurzen Aetherstosses 
in vieler Hinsicht analog wie der Grenzfall der unendlich kurzen Licht- 
schwingungen: Hier wie dort haben wir eine geradliiiige Ausbreitung der 

1) Proceedings London Math. SOC. Vol .  30,  1899. 
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Erregung, eine absolut scharfe Schattengrenze etc. Nicht brauchbar da- 
gegen würde das Huygens'sche Princip bei verhaltnissmassig lang an- 

dauernden Impulsen oder bei den verhiiltnissmiissig langsamen, unsichtbaren 
Lichtschwingungen, den Hertz'schen wellen, sein. 

Der Nachtheil der Methode des Huygens'schen Principes besteht 
hiemach in ihrer auf hinreichend jiihe Impulse beschrankten Gültigkeit. 
Dazu kommt der weitere Nachtheil, dass die Rechnungen erheblich um- 
standlicher und die Schlussformeln weniger einfach und übersichtlich 
werden, mie bei unserer Rlethode der verzweigten Losungen. Der un- 
schatzbare Vortheil des Huygens'schen Principes aber besteht darin, dass 
dieses sich ohne Weiteres auf complicirtere Probleme ausdehnt. Hiervon 
ziehe ich, durch die günstigen Erfahrungen beim Halbebenenproblem sicher 
gemacht, für die Behandlung des Spaltes Nutzen (5 11 und 12) und komme 
schliesslich (§ 13) zur theoretischen Verwerthung der fundamentalen 
Beobachtungen von H a g a  und W i n d .  

Falls unsere Auffassung der Rontgenstrahien siüh als unhaltbar erweisen 
sollte, was nicht wahrsçhedich aber auch nicht unmoglich ist, so würden 
die zu entwickclnden Formeln deshalb doch nicht jedcr physikalischen 
Bedeutung entbehren. Sie würden dann noch ein gewisses Intcrcsse für 
akustisch Frage~ haben. So gut namlich wie sich ein musihlisclw Ton 
iihnlieh verhalt wie gewohnliches periodisches Licht,, so wird ein kurzes 
impulsives Gerausch (ein Paukenschlag oder ein Pistolenknall) in vieler 
Hinsicht durch dieselben Formeln beschrieben, die wir hier für Aetherstosse 
ableiten werden. :Die folgenden Entwickelungen zeigen specieli, wie ein 
solches Gerausch an einer scharfen Kante gebeugt wird. E s  ist gut, 
sich diese akustische Deutung als eine Art mechanischer Analogie für das 
Folgende gegenwartig zu halten, da sie unserer Anschauung naher lie& 
wie die weniger anschaulichen Aethervorgange. 

§ 2. 

Problemstellung für den einfachsten Fall. 

Der Schirm, um dessen Beugungseffect es sich handelt, sei eine ein- 
fache IIalbebene, seine Kante sei die z-Axe; unsere Betrachtungen werden 
sich vornehmlich in einer zu dieser Kante senkrechten Ebene, der xy-Ebene, 
bewegen. Die Lage der z-Axe in dieser Ebene werden wir sogleich 
passend bestimmen. 

Wir setzen den Schirm als undurchsichtig voraus; damit meinen wir, 
dass die in den Schirm fallenden Componenten der elektrischen Kraft 
dauernd in allen Punkten des Schiruis Nul1 sind. Bezeichen wir die 

Zeitschrift f. Mathematik LI. Yhgaik. 46. Band. 19Ul. 1. u. 2. Ilsft. 'L 
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18 Beugung der R6ntgeustrahleu. 

elektrischen Componenten mit X, Y, .Z, so haben wir a190 zuniichst: Z =  0. 
Die Componenten der magnetisühen Kraft seien L, M ,  N. 

Wir  wollen ferner voraussetzen, dass der Zustmd von der a-Coordi- 
nate unabhkgig sei, dass also rings jeder zur a-Axe parallelen Geraden 
die elektrische und die magnetische Kraft überall dieselbe Grosse und 
Richtung habe. Aus den Maxwell'schen Gleichungen folgt dann für Z 
sowohl wie für N die Differentialgleichung: 

wo V die Lichtgeschwindigkeit und v eine der heiden Componenten iS 
oder N bedeutet; rings der Ebene des Schirmes gilt ferner die a-enz- 
bedingung : 

a v v = O  bez. = O ,  
a n  

je nachdem o die elektrische oder die mapetische z-Componente darstellt. 
.Aus Z und N bereclmen sich die übrigen Kraftcomponenten durch ein- 
fache Differentiation und Integration nach dem folgenden, unrriittelbar aue 
den Maxwell'schen Gleichungen fliessenden Schema: 

E s  kommt also wesentlich darauf an, eine Function v von x,  y und t zu 
finden, welche den Gleichungen (1) und (2) genügt. Um diese E'unction 
vollstiindig zu definiren, müssen wir zunachst noch eine Festsetzung über 
den Anfangszustand hinzufügen; in diesem beruht erst die Eigenart der 
Rontgenstrahlen (nach unserer Hypothese), wahrend die bisher entwickelten 
Gleichungen ebensowohl für den Pal1 des gewohnlichen ~ i c h t e s  Gültig- 
keit haben. 

Wir  wollen den Anfangszustand so einfach mie moglich miihlen. 
Hierzu diene Folgendes als Vorbereitung: 

Sehen wir zunachst von (2) ab, so genügen wir der Gleichung (1) 
am einfachsten, indem wir setzen: 

(3) v =  uo = f (x+ Vt); 
hier bedeutet f irgend eine (natürlich differentiirbare) Bunction. Nehnien 
wir z. B. f gleich der Sinusfunction, so haben wir die einfachste Schwingung 
der gewohnlichen Optik vor uns, namlich eine dene Welle, welche aus 
der Richtung der positiven x-Axe einfüllt; für einen bestimmten Zeitpunkt 
wird v alsdann durch die bekannte Schlangenlinie dargestellt. Bei dem 
a19 Rontgenstrahliing angesprochenen Vorgang muss dagegen f fiir einen 
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Von A. SO~MBEPELD. 19 

Die einfachste ana- 
lytische Function, welche der angegebenen Gestalt entspricht, ist 

(4) f ( Q  = e-? (t-=x+ Vt) ,  
unter k eine hinreichend grosse Zahl verstanden. Diese Form von f werden 
wir in der That immer dann benutzen, w e m  es uns darauf ankommt, die 
Erklarung der Function f auf complexe Werthe des A r p e n t e s  aus- 

bestimmten Zeitpunkt etwa durch die folgende Figur ( le)  gegeben sein. 
f darf fiur fur ein kurzes fl7wthegetiel des Argumentes, z. B. in der Nihe 
des Werthes x + Vt = O,  merklich non ATull verschieth sein. Bei einer 
derartigen Definition von 

Fig. 1 a. Fig. lb. 
f sprechen wir, im An- 
schluss an die optische ? 
Terminologie, von einem 
e h m  Impuls, weil hier , . , IL 
zudehnen. Sonst genügt es auch, f durch irgend einen zackenartigen 
Curvenzug zu definiren. Für  die spatere numerische Discussion ist es 
am bequemsten, f durch die Rechtecksform aus Fig. l b  zu geben. Die 
Breite des Rechtecks bezeichnen wir mit Â (Sie wird eine iihnliche 
Rolle spielen, wie die Wellenlange A der Optik); seine IIohe sei 1. Im 
Allgemeinen geht f als eine willkürliche Function in unsere Formeln ein. 

In der xy-Ebene bedeutet unser Zustand (3) eine Storung, welche 

wie dort die Fliichen glei- 
cher Erregung Ebenen /-- ., : \..- 

f.'v+vt 
jsenkrecht zurx-Axe) sind. I 

(bei Zupnde legung  der vorstehenden ~echtecksf&m) auf einen schmalen, 
gerarliinig begrenzten Streifen von der Breite A. senkrecht zur z-Axe 
beschriinkt ist und welche sich mit Lichtgeschwiridigkeit in der z-Richtimg 
fortschiebt. 

Bei Anwesenheit des Schirmes ist dieser ,,ebene Impuls" nntürlich 
unmoglich; es hendelt sich für uns gerade darum, die durch den Schirm 
bewirkte Modification desselben (die Beugung) zu bcrechnen. Den An- 
fangszustand aber konnen und wollcn wir gerade so wahlen, wie bei 

~ = m H  

unserm ebenen Impuls. Seine Festlegung erfordert, dass wir v und a v 
2 t 

für irgend einen Zeitpunkt, sagen wir für die weit zurückliegende Zeit 
t = - T, in dem von uns zu betrachtenden Theile der xy-Ebene (niimlich 
im Innern eines sogleich zu definirenden Kreises vom Radius R) geben. 
Dies sol1 nun so geschehn, dass wir verlangen: 

v=uo  = f ( x + V t ) ,  
a v  - au, - für t = - T. 
a t  ~t 

- Vfl(x+ Vt), 
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20 Reugung der Rontgen~trahlen 

Als Anfangszustand haben wir dann eine Storung, welche sich in der 
grossen Entfemung x = VT von der Schirmkante befindet und welche 
auf einen schmalen Streifen senkrecht zur x-Axe beschrankt ist.. Die 
positive x-Axe spielt bei dieser Fevtsetzung des Anfangszustandes die 
Rolle der ,,Einfallsrichtuug" unseres ebenen Impulses, d. h. derjenigen 
Riçhtung, aus welcher die Storung herkommt, die negative x-Axe giebt 
diejenige Richtung an, in welcher sie sich ohne Porminderung fort- 
pflanzen würde, wenn der Schirm nicht vorhanden wzre. Die Neigung 
der E infa l l~r ich tun~  gegen die Schirrnebene O S  kann an sich jede be- 

3 n liebige sein. Es  ist aber bequim, dieselbc zwischen die Winkel & und 

einzuschranken; sonst würde die Storung schon im Anfangszustandc mit 
der Schirmebene collidiren und es würde die Redingiing (5) der früheren 
Bedingung (2) widersprechen. Man vgl. Fig. 2, wo dieses vermieden ist. 

Fin. 2.') 

Endlich haben wir noch eine Bedingung über das Verhalten von v in 
grosser Entfernung von der Schirmkante (auf einem Kreise von hinreichend 
grosscm Radius R> V T )  hinzueufügen. Hier soll v von - T  bis +T gegebcn 
sein und zwar in folgender Weise: Man bezeichne mit A und B die 
Schnittpunkte der Einfallsrichtung (x-Axe) mit dem Kreise R. Dann sei 

(6) v = u, = f (x + Vt) auf dem Rogen SAB, v = O auf BS. 
Mehr anschaiilich ausgedrückt besagt unsere letzte Bedin,oung: Es soll 
wahrend der Zeit zwischen - T und + T von dem Aeusseren des genannten 

1) Der Streifen sollte eigentlich den Kreis schneiden, wegen R > V ï: 
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Kreises her keine andere Storung in das Innere desselben eindringen, aIs 
diejenige, welche von Anfang an da .war; der Radiiis des Rreises ist dabei 
so gross zu wahlen, dass gewisse aus dem Innern (vom Schirmrande bez. 
von der SchirmoberKiche her) sich ausbreitende Storungen, welche wir 
spater kennen lemen werden, in der Zeit - T < t < + T noch nicht bis 
zur Kreisperipherie gelangt sind. 

E s  ist nun leicht aus den Bedinpngen (1), (2), ( 5 )  und (6) auf die 
eindeutige Bestimmtheit unseres Problenies zn schliessen. Wir  konnen 
dabei eine Gleichung benutzen, welche K i r c h h o f f  l) nach den üblichen 
Green'schen Methoden beweist: 

Das Doppelintegral links erstreckt sich in  unserem Palle auf das Innere 
des Kreises R, das Integral rechts auf die Peripherie desselben und auf 
beide Seiten der Schirmspur, soweit sie in's Innere des Kreises hinein- 
reicht. g, 9011, unter der Voraussetzung, dass es zwei Losmgen unseres 
Problems v, und v, gebe, gleich der Differenz derselben genommen werden. 

a Nun verschwinden nach (2) entweder v, ,  v, also auch g, und 3 auf beiden a t 
a v, a us Seiten des Schirmes, oder es verschwindet daselbst und - also 
on an 

a auch 3 - Auf dem Kreise R ferner wird v, = v, = f (x + Vt) bez. 
an 

v, = v, = O und daher rp = O für - T < t < + 7'; mithin ist auf diesem 
 ai^ Kreise - = O .  Die rechte Seite von (7) verschwindet also; wir konnen a t 

daher integriren und erhalten: 

Die Constante C kann aus dem Anfangszustande (t= -T) berechnet 
a werden; fiir diesen ist aber nach (5) 2 sowohl wie rp und also auch 
- - 

3 im Innern des Kreises R überall gleich Null. Somit ergiebt sioh z7 a y  
C = O und des Weiteren für alle t zwischen - T und + T: 

1) Mechanik, 23'" Vorlesung, 5 1. Die Gleichung ist im Text für 2 statt für 3 
Dimensionen hingeschrieben. [Zusatz bei der Correctur: Inzwischen hat Herr H. W e b e r  
einen sehr allgemeinen und einfachcn Beweis für die eindeutige Beetimmtheit der 
Losungen der Mexwell'schen Gleichungen gegeben, durch den die obigen Aus- 
fiihningen abgekürzt werden konnen. Vgl. Partielle Diffgl. der Physik 5 156, p. 390. 

Braunschweig 19001. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



22 Beugung der Rtintgenstrahlen. 

Es giebt d s o  sicher nur eine Lfisring unseres Prohlems. Dass es über- 
haupt &ne Lôsung giebt, wird sich im § 4 zeigen, wo wir eine den siimmt- 
lichen Bedingungen (l), (2)) (Fi) und (6) genügende Function angeben werden. 

5 3. 

Uebergang zu den verzweigten Losnngen der Differentialgleichung. 

Die Function des ,,ebenen Impulses" (Gl. (3:) genügt bereits den Be- 
dingungen (1) luid (5). Um auch die Grenzbedingungen (2) und (6) zu 
befriedigen, werden wir zunschst eine verzweigte LGsung der Differential- 
gleichung (1) aiifstellen, mit deren Hülfe sich daa urfipriingliche Prohlem 
durch ein einfaches Spiegelungsverfahren erledigen Iasst. 

Wir  betrachten statt der schlichten Ebene von Fig. 2 eine zweiblattrye 
Riemann'sche Flache, welche im Punkte x = y = O und nur in diesem 
einen einfachen Vwzweigungspnkt hat. Von der Spur des Schirmes aus 
rechnen wir einen Winkel y, welcher zusammen mit der vom Verzweipgs-  
punkte aus gerechneten Entfernung r die Punkte der Flache unterscheidet. 
cp variirt dabei zwischen - 272 und + 2 n ;  die eine Seite des Schirmes 
ist durch cp = O, die anderc durch rp = + - 272 gegeben. Der rorher 
definirten Einfallsrichtung (positive x-Axe) komme der Winkel cp' eu. 

Die Halbstrahlen rp = cpr+ s und rp = cp'- n môgen die Schattengrenaen 
heissen. Offenbar haben auf unserer Flache zwei Halbstrahlen als ver- 
schieden zu gelten, wenn sich die zugehorigen Winkel cp um 2 a ,  als 
gleich, wenn sie sich um 4 a  unterscheiden. 

Der kürzeren Ausdrucksweise wegen ist es gut, die Fliche in zwei 
Blitter zerlegt zu denken. Die Grenzen beider sollen die Schattengremen 

rp - tp' = + n sein. Wir bezeichnen als oberes Blatt denjenigen Theil 
der Riemann'schen Blbhe,  für welchen cp - y' 1 < n, d s  unteres den- 
jenigen, f ir  den 1 <p - y' 1 > n ist. 

Wir  woUen nun auf unserer Riemann'schen Plache in der Richtung 
cp' des oberen Blattes einen ,,ebenen Impuls" einfallen lassen und wollen 
zusehn, wie sich dieser auf der Flàche zeitlich ausbreitet. I d e m  wir 
dieses Problem, welches sogleich naher pracisirt werden soll, an die 
Stelle des im vorigen Paragraphen gesteuten ProbIems substituiren, 
gehen wir von der durch die  Bchirrnspur begrenzkn einfwkn EDene, in 
welcher wegen der Begrenzung die Bedingungen (2) zu erfüllen waren, 
zii der unbegrmstm Doppebhm (unserer Riemann'schen Fliche) iiber, .bei 
welcher derartige Grenzbedingungen in Fortfall kommen; wir erzielen 
damit eine bedeutende mathematische Vereinfachung. 

Genauer formulirt soll unser ProbIem dieses sein: Wir suchen eine 
Fwtion u von r und tj, welche' 
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(1) auf der Iliemann'schen Flache . 

(d. h. für O < r  < oo und -2z< tp < + 2a) 
erzliliclz, stetig und eindeutiy ist, welche also speciell in  der Variatieln cp die 
Periode 4a besitzt, welche 

(II) auf der ganzen Bienzann'schen F l a c l i ~  (mit Ausnahme des Windungs- 
punktes selbst) die Differentiulgleiehulu~ (1) erfiillt, welcl~e 

(III) fiir t = - T und r < R den Anfangsbedingungen 

au u = O ,  - 
at 

= O ,, unteren ,, 
geniigt, und wekhe endich 

(IV) für r = R und - T < t < + 7' die G2eickugtgen befriadigt: 

zc = u, .im oberen Blatte, 
ZL = O ,, unieren ,, , 

wobei R &ne Lange bedmtet, die grosser als V T  zu wahlen ist. 
Die Bedingungen (III) und (IV) entsprechen genau den früheren Be- 

dingungen (5) und (6), soweit sie sich auf das obere Blatt beziehen. Sie 
besagen, dass nur in diesem Blatt eine anfangliche Storung N, vorhanden 
sein sol1 und dass weder in diesem noch in dem unteren Blatte wihrend 
der Folgezeit - Y'< t < + T vom Unendlichen her eine neue Storung 
erscheint. (Würden wir dieselben Bedingungen wie für das obere auch fiir 
das untere Blatt stellen, so würden wir auf die Function u, des ebenen Impulses 
zurückfallen, welche d a m  allen Bedingungen (1) bis (IV) genüge leistete). 

Die so definirte Function u spielt für unsere Riemann'sche Flache 
dieselbe Rolle wie die Function u, für die schlichte Ebene. Wir  konnen aie * 
daher etwa die ,,Funetion des vm~uieigten ehenm Iw~pulse? nennen. Es handelt 
sich nun darum, dieselhe, ansgehend von der Fnnction u,, aufzubauen. 

Bemerken wir zunachst, dass der Ausdruck von u, in Polarcoordinaten 
(vgl. Fig. 2) dieser ist: 

u, = f (r cos (cp - cp') + Vt) . 
Offenbar wird wegen der Willkürlichkeit der Einfallsrichtung 9' ebenso 
wie diese Function, auch jeder Ausdruck von der Form 

(8) Jf (r cos (cp - a) + Vt) F(a) da 

eine L6sung der Differentialgleichung (1). Dabei k m  die Integrations- 
variable a auch auf complexem Wege in einer ,,a-Ebene" geführt werden, 
falls, was wir voraussetzen wollen, f und F für complexe Werthe des 
Argumentes definirt sind. Insbesondere erhalten wir nach dem Cauchy'-  
schen Satze direct unsere frühere L6sung u,, wieder, wenn wir als 
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Integrationsweg cine die Stelle a = q~' umschliessende Curve wiihlen und 
F(a) gleich 

nehmen, wo Fl (a, q~ ' )  fur rr = q~' mit dem Residuum 1 unendlich wird. 
Wir  konnen z. B. setzen, indem wir Fl hinsichtlich der Variabeln tx und 
(p' mit der Periode 2 n  ausstatten: 

dann erhalten wir: 
eiu da ' f f ( r  cos (y - a) + ~ t )  y-. 

MO = q e l u  - e ' ~ '  

Der Integrat'ioasweg ist aus der nebenstehenden Figur ersichtlich (Weg J). 
Pig. 3. 

Derselbe kann beliebig verzerrt werden, nur muss man darauf achten, 
dass er über keinen singuliiren Purikt des Integranden herübergezogen 
wird und dass, falls er in's Unendliche auslaufen soll, die Punction f da- 
selbst in einer für die Convergenz des in tepa l s  hinreichenden Weise 
verschwindet. Hier kommt es alsn aiif die besondere analytische Re- 
schaffenheit von f an; wir wollen uns daher f zunachst durch die Glei- 
chung (4) gegeben denken und haben dabei den Vortheil, dass f im 
Endlichen der a-Ebene nirgends singular wird. 

W i r  setzen a = a + i b  und lassen b positiv unendlich werden. D a m  
ist, wenn wir nur die wesentlichen Terme hinschreiben (bei endlichem r und t):  
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Dieser Ausdruck verschwindet für 6 = + oo, wenn cos 2 (rp - a) > O ist, 
z m 3 n 57z 

d. h. wenn cp - a zwischen - - 
4 

und + - oder zwischen - - und 
4 4 

3 m 5 n 
oder zwischen - - und - - etc. liegt. Dieselbe Bedingung für v-a finden 

4 4 

wir, wenn wir b negativ unendlich werden lassen. Markiren wir lins also auf 
x 372 Sa 

der reellen Axe der a-Ebene die Stellen rp - a! = & T ,  t T ,  t a etc. 

und ziehen durch aie Parallelen zur imaguiiren Axe, so zerlegt sich die 

a-Ebene in ein System von Streifen von der Breite :, die wir abwechselnd 

schraffiren und frei lassen wollen. Die schraffirten Streifen sind dadurch 
ausgezeichnet, dass im Unendlichen derselben f (r cos (v-a) + Vt) ver- 
schwindet, die nicht-schraffirten dadurch, dass f hier in unendlicher Ent- 
femung unendlich wird. Der Integrationsweg muss nun, wo er sich in's 
Unendliche erstreckt, auf schraffirtem Gebiete verlaufen. 

Der Weg J ist offenbar iquivalent mit den beiden beiderseitig in's 
Unendliche auslaufenden Schlingen W; denn er kann deformirt werden in 
die beiden Schlingen W und die beiden Verbindungslinien G und H, jede 
derselben in dem aus Fig. 3 ersichtlichen Sinne durchlaufen. Die Integrale 
über G und H zerstoren sich aber gegenseitig, weil der Integrand in a 
die Periode 2 n  hat und weil G und H so gezogen merden konnen, dass 
sie diirch eine Verschiebiing um + Zn in einander übergehen, mithin 
(bei Beriicksichtigung des entgegengesetzten Dnrchlaufungssinnes) ent- 
gegengesetzt gleiche Integralwerthe liefern, Wir komen also in (9) statt 
über J über die beiden Theile von W integriren. 

Alles Bisherige war nur eine identische Umformung des uns wohl- 
bekannten Ausdnicks TA,,, welche wir lediglich zu dem Zwecke vorgenommen 
haben, um nun mit Leichtigkeit von der in der schlichten xy-Ebene ein- 
deutigen L6sung u, zu einer auf unserer Riemann7schen Flache eindeutigen, 
in der Ebene zweideutigen L6sung u übergehen zu k6nnen. Wir  woilen 
namlich die vorher mit FI (a, cp') bezeichnete Function jetzt so definiren, 
dass sie in ol und q' die Periode 4n hat und dass sie abermals für a = cp' 

von der ersten Ordnung mit dem Residuum 1 unendlich wird. Wir  kgmen 
d a m  setzen i a 

dementsprechend betrachten wir statt (9) die neiie Function 
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indem wir die Integration wie vorher über den Weg W erstrecken. Wir  
behaupten, dass diese Function .u die im Anfang dieses Paragraphen ge- 
suchte L6sung ist, und gehen m m  Beweise die dort gestellten Fordemgen  
der Reihe nach durch. 

Zunachst genügt u der nifferentialgleichung (1) (Redingung 11), da 
ja die rechte Seite von (IO) unter den allgemeinen Ausdruck (8) fiillt. 

Sodann ist u auf unserer Riemann'schen Fliiche eindeutig; denn wenn 
nian rp successive in rp + 4a übergehen Iasst, wenn man also auf der 
Riemann'schen Fliche einen vollen Umlauf um den Verzweigungspunkt 
mncht, verschiebt sich der Weg W in der or-Ebene contiziuirlich uni 4n 
nach rechts. Der Werth des Integranden auf dem so verschobenen Wege 
ist aber derselbe, wie auf dem urspriinglichen Wege, weil der Integrand 
in a die Periode 422, in rp sogar die Periode 2 z  hat. Dass u fiir alle 
Werthe von r und rp (auch für den Verzaeigungspunkt r = O) endlich 
und stetig ist, ist leicht einzusehen. Somit ist auch die Bedingung (1) 
erfüllt und es bleiben nur noch die Bedingungen (III) und (IV) zu be- 
trachten. 

Wir  sprechen zunachst von dem ,,unteren Blatte" 1 rp - rp' / > n unserer 
Riemann'schen Pliche, und bemerken, dass, wenn rp eu einem Halbstrahl 
des unteren Blattes gehort, die Unendlichkeitsstelle ci = 9' in der a-Ebene 
aiisserhalb des von den Geraden G und 3T abgeschnittenen Stückes der 
reellen Axe liegt (S. Fig. 3). Die Geraden G und H schneiden namlich 
die reelle Axe, wie aus der obigen Construction der schraffirten und 
nichtschraffirten Streifen hervorgeht, in den Punkten a = rp -f a; Iage 
also der Punkt ci = cp' innerhalb der dnrch diese Punkte begrepzten 
Strecke, so ware 

9-a<rpt<rp+n 

oder iq-rp'l < a, was nur im oberen Blatte der Fa11 ist. Der ganze 
Raum zwischen den Geraden G und H und den beiden Schlingen W ist 
also frei von Singularitaten. 

Denieritsprechend konnen wir die Schlingen W h g s  der reellen Axe 
mit einander verschmelzen. Dabei heben sich die in entgegengesetztem 
Sinne geführten Integrationen Iangs der reellen Axe auf und es bleiben 
als Integrationsweg nur die Geradm r* und H übrig, welche entgegen 
den in Fig. 3 beigefietzten Pfeilen zu diirchlaufen sind. 

E s  ist aber langs G und H 

u = r p T n + i h  oder rp-or=+n-il) - 

also 
cos (rp - a) = - cos i b; 

b ist dabei iinsere nnnmehrige Integrationsvariahle; sie laiift auf G von 
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- cc bis + ao, auf 
Integrale G nnd H in 
Rechnung schreiben: 

(11) 
1 u=-- 

4n c 

H von + ao bis - m. Fassen mir die beiden 
Eins zusammen, so konnen wir nach einer kleinen 

d b  f f ( - r c o s i b  + V t )  
- COS - (rp - rp' + i O) 

2 

Wir  sind somit von dem ursprünglichen cornplexen eu einem reellen 
Integrationsweg übergegangen. Um die Realittat des Ausdrucks besser 
hervortreten zu lassen, k6nnen mir statt (11) auch schreiben: 

Die entsprechende Umformung machen wir jetzt für das obere Blatt, 
indem wir annehmen, dass 1 p -rp' / < n 

Big. 4 .  
sei. Wir  sahen bereits, dass bei einem 
solohen merthe von rp der singuliire 0: 
Punkt a = rp' zwischen den Geraden 
G und H liegt. Wollen wir also die 
beiden Schlingen W in die Geraden 
G und H überführen, so bleibt ausser 
diesen als Integrationsweg eine Um- 
laufung des Punktes a = (p' übrig 
(vgl. Fig. 4). Die Integration über 
die diesen letzteren Punkt umgebende 
Curve ist aber nach dem Cauchy'schcn : 

Satze sofort auszuführen; sie liefert 
als Integralwerth das Residuum des Integrandan für a = rp', nkimlich 

f ( r  cos (p-9') + Pt) = f (x + Vt)  = u,. 

Fassen wir ferner die Integrale über B und H, wie oben beschrieben, 
zusammen, so erhalten wir fur Pmkte des oberm Bla.ttes: 

oder auch 

l ~ ( - r c o s i ~ +  ~ t )  1 1 (12') u = u o - ~  + 1 
O 

cos - (rp-rp'+ i b) cos - (<p- <p'- i b) 
2 

Für die Uebergangslinien vom einen zum anderen Blatt, d. h. für 
die Schattengrenzen p - (p' = & n werden diese Umformungen ofinbar 
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illusorisch, weil dann (aber auch nur dann) der Nenner des Intepanden 
verschwinden kann; es wird nanilich für rp - cp' = & z und b = 0: 

Für  diese Linien la& sich aber ein besonders-einfacher Ausdriick von u 
folgendermassen ermitteln. 

Man hetrachte die Summe u(r, g>) + u(r, rp + 2n),  d. h. die Summe 
der Werthe von u in irgend zwei übereinmder liegenden Punkten der 
Riemann'schen Flache. Da für den einen dieser Punkte G1. ( I l ) ,  für den 

1 
anderen Gi. (11') gültig ist, und da cos (rp - rpr+ iO) bei Vermehrung 

von rp um 2 z  das Vorzeiehen wechselt, so ergiebt sich: 

tion unter dem Integrai die Periode 4 x  hat. Der nunmehrige geschlossene 
Weg , k a m  aber auf die einzige Singularitiit in seinem Innern, auf den 
Punkt a: = cp' zusamrnengezogen werden. E r  liefert dann nach dern 
Cauchy'schen Satz den Integralwerth uol), was mit der vorigen Gleichung 
(13) übereinstimmt. 

Ferner geht sowohl aus der Problemstellung wie aus unsem Formeln 
hervor, dass unsere Function rechts und links von der Einfallsrichtung in 
symmetrisch gelegenen Punkten dieselben Werthe aufweisen muas, dass aie 
also nur von 1 rp - cp' 1 abhangen kann. Es  muas also im Besondern sein: 

(13) 4 5  SPI + 4 ~ 7  SP + 2 4  = %. 
Dieselhe Reziehung kann man aus der allgemeingültigen Darstellung 

(10) auch so ableiten: Da sich der Integrationsweg W in der a-Ebene 
mit wachsendeni gp seitlich verschieht, so schliessen sich die beiden Wege 

für U. (r, rp) iind u(r, rp + 2 n) ge- 
Flg. 5.  

rade aneinander an. Die Summe 

u(r, rp'+ n) = U(T, rp'-z). 

1) Diese Ceberlegung habe ich der oben cit. Arbeit von Herrn C a r s l a w  ent- 
nommen. 

P- 

einander abstehen und die Func- 

g~LAdh 
a 9' sptz 

u(r, rp) + u(r, cp + 2z) wird also 
durch Integration über die beiden 
Schlingenpaare W der neben- 
stehenden Figur erhalten. Man 
kann diesen Weg durch Hinxu- 

9+3m fiigung der beiden Geraden g 
und h zu einem geschlossenen 
ergiinzen; die letztcren liefern 
niimlich keinen Reitrag zum 
Integral, da sie um 4a von 
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Setzen wir andrerseits in Gleichung (13) rp = cp'- x ,  so ergiebt sich 

u(r, cp'-z) + u(r, rp'+ a) = u,. 

Aus den beiden letzten Gleichungen aber folgt: 

(14) 
1 ~ ( r ,  9'-n) = u(r, gp'+ n) = - 21,; 
2 

oder in Worten: 
Auf den beiden Schattixgrenzen ist der WmtA VON u gleich der Hülfte 

desjenipn Wmthes, den der einfa7lede Iqru l s  a n  dm betr. Stelle zu dm 
betr. Zeit haben würde, wenn 7ceine Verzweipmg sta,ttfiZnde. 

Wir  zeigen nun auf Grund der Gleichungen (12) und (127, dass die 
Bedingungen (III) und (IV) in der That erfüllt sind. 

Setzen wir namlich in (12) t = - T, so tritt der (absolut genommen) 
kleinste Werth, den das Argument von f' amehmen kann, für b = O ein. 
E r  ist r + VT, d. h. eine Zahl, die durch Hinausschieben der Anfangs- 
zeit T beliebig gross gemacht werden kann. W i r  setzen aber voraus, 
dass f nur für ganz wenig von Null verschiedene Argumentwerthe nierklich 
von Null verschieden ist (8. Fig. 1 oder G1. (4)); also hat f wihrend der 
lntegration naüh b fortgesetzt den Werth Null. Somit wird für t = -T 
das Integral in (12) gleich Null. Dasselbe gilt von dem in (12 '  vorkom- 
menden Integral, sowie von den Ableitungen dieser Integrale nach t. 
Die rachte Seite von Gleichung (12') reducirt sich daher für t = - T 
auf das erste Glied und liefert 

wiihrend Gleichung (12), wie soeben bemerkt wurde, für t = - T besagt: 
a u  u = o ,  ,,=o. 

Dies sind aber die für das obere bez. uritere Blatt vorgeschriebenen Be- 
dingungen (ILI). 

Setzen wir andrerseits r = R, so liegen die Verhdtnisse ganz Ehnlich. 
Der absolut kleinste Werth, den das Argument von f in (12) wiihrend 
der Dauer der Integration annimmt, tritt wieder für b = O ein und ist 
gleich - R + Pt.  Dies ist, da wir R als erheblich grosfier wie VT 
voraussetzten, eine grosse negative Zahl, solange t zwischen - T und 
+ T enthalten ist. Also verschwindet f sowie die Integrale in (12) und 
(12') und wir haben für r = R und - T < t < + T 

u = zc, im oberen, u = O im unteren Blatte, 

wia eR die Redingung (IV) verlangt. 
In unserer Function u haben wir also wirklich die gesuchte Function 

des ,,verzweigten ebenen Impulses" vor uns. Die Darstellung (10) der- 
selben ist für die Kenntniss der allgemeinen Eigenschaften (Continuitat etc.) 
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besonders bequem. Die Darstellungen (12) und (12'), zu denen wir der 
Vollstandigkeit halber noch Gleichung (14) hinzunehmen konnen, eignen 
sich mehr für die geometrische Deutung und numerische Discussion, wes- 
halb wir in der Folge an diese anknüpfen werden. 

Die letxteren Formeln empfehlen sich noch aus einem anderen Grunde. 
Bei der Ableitung der Function u und bei ihrer Darstellung durch (10) 
benutzten mir die Werthe von f mit complexem Argument, weshalb wir 
f in der speciellen Porm (4) voraussetzen mussten. In den Schlussresultaten 
kommen nur reelle Argumentwerthe von f vor. Diese Resultate sowie 
der Nachweis, dass den Bedingungen von pag. 23 genügt wird, sind von 
jener speciellen Annahme über f unabhingig. Wir konnen daher f jetzt 
wieder als willkürliche, etwa durch die Pigur 1 gegebene E'unction ansehen, 
ohne ihr Verhalten im complexen Gebiete in Betracht eu ziehen. 

0 4. 

Erledignng des urspriinglichen Prohlems Vereinfachung der Losung 
beim schwarzen Korper. 

Gehen wir nun auf das Problem des 5 2 zurück. 
Man wird geneigt sein, die einfache Grenzbedingnng (2) durch das 

bekannte fi"ege1ungsverfahren zu erfüllen. Indem man zu dem einfallenden 
lmpuls den in Bezug auf die Schirmebene spiegelbildlichen Impuls, sei 
es mit negativern, sei es mit positivem Vorzeichen, hinzufügt, erhiilt man 
eine Bunction v, welche bei dem Uebergange von der rechten zur Ilriken 
Seite des Schirmes nur ihr Vorzeichen veriudert oder überhaupt ungeiindert 

O v bleibt. Im ersteren Fall muss d a m  offenbar v selbst, im anderen - auf Li n 
dem Schirm verschwinden. 

Wollte man nun bei diesem Spiegelungsverfahren den unverzweigten 
Irnpuls u, zu Grunde legen, indem man setzt: 

(wobei in der Schreibweise von u,, nur die Abhangigkeit von dem Ein- 
fallswinkel y', nicht die von r und rp in Evidenz gesetzt ist), so würde 
man die Schwierigkeit haben, dass man ausser dem aus der Richtung y '  
kommenden Impuls, welcher den Bedingungen unseres Probleins ent- 
üpricht, einen zweiten aus der Richtung - q' oder, vas  bei dem un- 
verzweigten Impuls auf dasselbe hinauskommt, aus der Richtung 2 n - p' 
kommenden Impuls schafft, welcher unsern früheren Bedingungen, specicil 
den Anfangsbedingungen, wirlerspricht. Gleichzeitig wiirde man dabei 
üfirigens nicht nur langs des Schirmes sondern auch in der Verlangerung 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A. S O ~ E R F E I . D .  3 1 

desselben die Erregung v bez. ihren normalen Differentialquotienten zum 
Verschwinden bringen. 

Diese Schwierigkeit üherwinden wir niin, wenn wir bei unserem 
Spiegelungsverfahren den verzweigten ebenen Impuls u henutzen, also setzen, 
je nachdem v die elektrische oder die 
magnetische Kraftcomponente parallel 
der Schirrnkante bedeuten soll: 

v = u (rp') - u (- rp') 

(15) bez. 
v = 4 r p ?  + +Y'). 

Um diese Formeln etwas niiher zu 
discutiren, wollen wir zuniichst die 
Riernann'sehe Flache in anderer Weise 
in zwei Blatter zerlegen, wie im vorigen 
Paragraphen. Das eine Blatt soll alle 
Halbstrahlen O < rp < 2n, das andere 

Fig. 6. 

die Halbstrahlen - 2 z  < < O enthalten. Das erstere heisse das ,,phpi- 
kalischel: das zweite das ,,Hülfsblatt". Die Grenzeri, in denen beide zu- 
sammenstossen, Sind die beiden Seiten des Schirmes. E'ür das in Rede 
stehende Problem interessirt uns nur das Verhalten von v im physikalischen 
Blatt; des andere Blatt ist, wie schon der Name besagt, eine mathematische 
Fiction. 

Nun liegt die Bichtung - rp' irn Hülfsblatte; im physikalischen Blatte 
haben wir fiir t = - T nur die aus der Richtung + Y' kornmende ,,ein- 
fallende" Storung; die aus der Richtung - rp' kommende ,,reflectirtelL 
Storung ist durch Verlegung in's zweite Blatt sozusagen unschadlich ge- 
macht. Der Anfangszustand ist also der durch (5)  vorgeschriebene; dass 
auch die anderen Bedingungen (l), (2) und (6) erfüllt sind, ist klar. Das 
Problem des 5 2 ist also gelost. 

Bei der Berechnung von u(cp') und u(- cp') wird man die Formeln 
(12) und (12') zu Grunde legea Wir wollen überlegen, wann die eine 
und wann die andere gilt. Zu dem Zwecke ziehen wir die Verlangerungen 
der Halbstrahlen cp' und - rp', d. h. die Halbstrahlen n + p' und n - rp', 

welche wir nach Früherem als Schattengrenzen bezeichnen und zwar die 
ersterc als Schattengrenze des einfallenden, die letztere als Schattengrenze 
des reflectirten Impulses. Dieselben zerlegen das physikalische Blatt in 
die folgenden drei Gebiete: 

Gebiet 1: O < c p < n - y ' ,  

,, 11: n-cpf<q <"+ rp', 

,, ILI: n + cpf< g7 < 2n. 
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Denken wir an die frühere Zer lepng  der Riemann'schen Fliiche in ein 
oberes und ein unteres Blatt, so erkennen wir leicht, dass das Gebiet 1 
auf dem oberen Blatte sowohl der zu u(rp3 wie der zu u(-cp') hinzuzu- 
construirenden Riemann'schen Fliiche liegt, dass das Gebiet III zu dem 
unteren Blatte dieser beiden Flachen geh6rt und dass das Gebiet II hin- 
sichtlich u(rp') auf dem oberen, hinsichtlich u(- rp') auf dem unteren 
Blatte gelegen ist. In der That gilt z. B. im Gebiete II nach der obigen 
Definition desselben 

cp - v'< a (oberes Blatt der Plache von ~(cp ' ) ,  

cp + vf> a (mteres ,, ), ,, 7, 4- rp ' ) .  

Da nun im unteren Blatte die Formel (12), im oberen die Formel (12') 
zu benutzen ist, so erhalten mir folgendes Schema der für unsere drei 
Gebiete in Betracht kommenden Darstellungen: 

- 

1 
II 

III 

Führen wir noch die Abkürzung ein 

so k6nnen wir die Gleichungen (15) für unsere drei Gebiete zusammen- 
fassend so schreiben: 

Die Ausdrücke U(cp') und U(-rp') bedeuten die durch den Schirm 
hervorgebrachten Modificationen des ursprünglichen einfallenden und des 
reflectirten Impulses u(rpl) und u(-rp'): aie mogen daher als gebeugte 
Impulse bezeichnet werden. Daraufhin werden wir die Gleichungen (17) 
folgendermassen umschreiben dürfen: Im Gebiete 1 hnben wir einen ein- 
failenden, einen reflectirten und gebeugte Impulse, im Gebiete II aussm d e g z  
gebeugkn den ei+zfnllmden I m p l s ,  im Gehiete III lcdiglich gebmgte Iwzplse. 

Wiihrend der reflectirte Impuls eine Erregung von genau derselben 
- - 

Grosse wie der einfalleride Irripuls darstellt, sirid die gebeugten Irripulse 
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U(rpf) und U-rp'), wie mir sehen werden, irii Allgemeinen ausserordent- 
lich Hein gegen den einfallenden. Im Gebiete III kommen also nur sehr 
kleine Storungen des Gleichgewichtes vor; dieses Gebiet; kann daher als 
Schuttenyebiet bezeichnet werden. Ilas Gebiet II, in welches von der 
reflectirten St6rung nur der gebeugte Theil hineingelangt, konnte etwa 
Halbschattengebiet oder halbbestrahlks Gebiet heissen, wahrend das Gebiet 1 
als vollbestrahltes d. h. sowohl von dern einfallenden wie von dern reflectirten 
Impuls getroffenes Gebiet bezeichnet werden kann. 

Die durch (17) dargestellte L6sung weicht nun aber in einem wesent- 
lichen Punkte von der Wirklichkeit ab, namlich in dern Vorhandensein 
der reflectirten Stürung. Wie in 5 1 angegeben, verhalt sich den Rontgen- 
strahlen gegenüber jedes undurchliissige Mittel wie ein schwarzer Korper. 
Wir werden daher jetzt den dort besprochenen Uebergang von dern bisher 
vorausgesetzten absolut reflectirenden mi dem absolut schwarxen Kijrper 
machen. Dies geschieht einfach, indem wir in den Gleichungen (15) den 
reflectirten Term u (-y') streiçhen und jene Formel durch die folgende, 
gleichmassig für die elektrische und magnehche Kraftcomponente, giltige 
ersetzen: 

(18) v = 2493. 
Nehmen wir dieselbe Aenderung in den ausführlicheren Gleichungen (17) 
vor, so erhalten wir: 

(19) 
In 1 + II: v = u,,(rp') + U(rpJ), 
), III: v = U ( y ' ) .  

Wir haben also jetzt nur noch zwei Gebiete zu unterscheiden, das 
,,Schattengebieta ILI und das ,,bestrahltei' 1 + II. Irn ersteren haben wir 
nur gebeugte, im letzteren einfallende und gebeugte Strahlung. Für  die 
Grenze beider, d. h. für die Sçhattengrenze rp = v' + n: gilt nach (14) 
die einfachere Formel 

Unsere nunmehrige L6sung genügt zwar den Bediqaungen ( l ) ,  (5) 
und (6) des ursprünglichen Problems, aber nicht den Gleichungen (2). 
Statt der letzteren Bedingung, welche eine voiistiindige Reflexion an der 
Schirmaberfiache zur Polge hatte, wird von unserer nunmehrigen'L6sung 
die Bedingung erfüllt, dass die Strahlung zwar in das Innere des Schirmes 
eindringt, aber dass keine St,rahlungsenergie von dort austritt,. Die Strahlung 
tritt eben an der Schirmoberfliiche aus dern physikalischen Blatte in  das 
Hülfsblatt über und geht so fur das physikalische Blatt ve~loren. 

Natiirlich kommt f ü r  .unser physikalisches Problem niir ein Ausschnitt 
aus dern gesaminten Werthevorrath der verzweigten Function ~( rp ' )  in 

Znitnclirift f .  Mattirriiatik u Physili 46. Hand. 1901. 1. LI. 2. Ileft. 3 
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 rage, niimlich nur das physikaliuche Blatt derselben. Wie dieser Aus- 
schnitt vorzunehmen ist, d. h. wie die Abgremung zwischen dem physi- 
kalischen und dem TIülfsblatt zu erfolgen hat, Kin@ von der Lage des 
Schirmes gegen die Einfallsrichtung ab. Rei alleinigcr Betrachtung des 
physikalischen Blattes erleidet unsere L6sung beim Durchgange durch den 
Schir~n ofleribar eirie Discontiriuitit, die aber  physikalisch belanglos i d ,  
da die Aethererregung auf der einen Seite des Schirmes mit der aiif der 
anderen Seite nichts direct zu thun hat. Die analytische Fortsetzung der 
Werthe von u(rpl) treEen wir ja beim Durchgange durch den Scliirrn 
nicht auf der andern Seite im physikalischen sondern im Hülfsblatte an. 

Man kann noch bemerke~i, dass bei einer Drehurig des Schirmes urn 
seine Kante unsere jetzige Losnng vollstiindig ungeiindert bleibt, ausser 
in denjenigen Partien der Ebene, welche dabei aus dem beschatteten in 
das bestrahltc Bebiet odcr umgckehrt iibertreten. Dies trifft fiir imsere 
frühere Losung (15) nicht zu, entspricht aber vollstindig der physikalischen 
Vorstellung, die wir uns von der wirkung eiries scliwarzen Korpers 
machen. Bei einer Drehung des Schirms wird eben nur die Abgrenziing 
zwischen den physikalisch in Betracht kommenden und den mathematiscli 
fingirten Werthen unserer Losmg, nicht aber diese Losung selbst ab- 
geandert. 

5 5. 
Verallgemeinerung für mehrblattrige Riemann'sche Flachen. 

Wenn es nur darauf ankommt, die Strahlung aus dem physikalischen 
Blatt liings des Schirmes verschwiriden zu lassen, konnen wir ereichtlich 
statt ehws Hülfsblattes auch e iwn  yartzen Cyklus solcher Bkt ter  an das 
physikalische Blatt anhangen. Wir  werden sogar vermuthen dürfen, dam 
wir der Vorstellung eines schwarzcn Korpcrs iim so mehr entsprechen, jc 
mehr solcher Hülfsbliitter wir benutzen. Denn die aus dem physikalischen 
Blatt austretende Strahlung wird um so vollstiiridiger für dieses verloren 
gehn und sich um eo schwerer in dasselbe zurückfinden, je mehr Raum wir 
ihr zur Ausbreitung ausserhalb desselben darbieten. Die hiermit gegebenen 
verschiedenen Moglichkeiten kenneeichnen deiitlich die Unbestimmtheit, 
welche in unser Problem durch den Begriff des schwarzen Korpers herein- 
gebracht wird (vgl. 5 1). 

Um diese M6glichkeiten analytisch zu beleuchten, verallgemeinern 
wir die im dritten Paragraphen geloste Aufgabe, wie folgt: 

Wir  betrachten statt der zweibliittrigen eine wblattvige Ricn~ann'schc 
Flikhe, welche im Anfangspunkte r = O und nur  in diesem einen 
Winduiigspunkt von der nt"" Ordnung besitzt. Auf dcrselben unterscheiden 
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wir ein obercs und n - 1 untere Blitter. Ersteres enthalte die Einfalls- 
riçhtung rp = rp' und sei durch die Bedirigung abgegremt 1 rp r p '  ' < n. 
Die übrigen Bliitter, welche von cp = rp' + n bis rp = cpf+ 352, von 
rp = rp' - n bis rp = rp'- 3z etc. reichen mogen, sind durch die Be- 
dingung 1 rp - rp' 1 > n charakterisirt. 

Wir suchen nun eine Function u zu construiren, welche auf' dieser 
Elhkhe endlich, skti,g und eindeutig i s t  jlll rp also die Perioie 2 n n  besitzt), 
welche der DifferentiaZgchun (2) gmügt, welche ferner für eine hitzrekcluxd 
weit zuritckliegende Zeit t = - T die Bedingzmgen 

au ôu, u = u,,, = (im oberen Blatte), 

u = O,  @ = O (in den 1i - 1 unteren BlPttern), 
c t  

%rul auf einew Kreise vor, Iuinreichend grosseln 12adius R fCr alle Zeitm 
zwischm -.T und + T die Bedingungen 

u = u,, (im oberen Blatte), 

u = O (in den unteren Bliittern) 
Oef~iedigt. 

Hierhei verfahren wir im engsten Anschlusse an 8 3. Ausgehend von 
der Darstellung (9) für u, wahlen wir die dort vorkoinmende willkürliche 
F'unction F,(ar, rp') jetzt so, dass sie in  a und rp' die Periode 2 n n  besitzt 
und wiederum für a: = p' mit dem Residuum 1 unendlich wird, d. h. wir 
setzen 

iu 

So ergiebt sich 
i u 
- 

(2' 1 
1 e 

2 n n  f(' cos (rp -a:) + Vt)  d u ;  
-- 

e n  - e n  

die Integration erstreckt sich über die beiden Schlingen des Weges TV in 
der cc-Ebene (vgl. Big. 3). Wollen wir auch hier zu einer reellen Dar- 
stellung übergehen, so dcformiren wir den Weg wie in Fig. 4 angegebeii. 
Dabei haben wir zu unterscheiden, ob rp ein Winkel des oberen oder 
eines der unteren Blitter ist. Im ersteren Fail liegt die Unenciliçhkeits- 
stelle a: = cp' zwischen den beiden Schlingen des Weges W, im letzteren 
ausserhalb derselben. Im letzteren Falle gewinneu wir gerade so wie im 
dritten Paragraphen die Darstelluiig 

3 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



36 Beugung der Montgenstrahlen 

x  
sin - 

12 

' ~ - q ' + i b  ?C 
COS ----- - COS -- 

'n n  

welche für n = 2 direct iri Gleichung (12) übergeht; irn ersteren Falle 
ergiebt sich 

. % 
sin - 

n 
(22') u=u - -- 

O 2 x n  x  
n n  

x  
sin -- I 

n  
f 7 5  'Pr-ib 

COR - CO8 - 
n  n 

mas mit Gleichung (12') übereinstimmt. 
Aus der Darstellung (21) wird niari nun wieder leiclit erkemen, dass 

die so bestimmte Function eine L6sung unserer Tlifferentialgleichung ist,, 
welche sich auf der n-blattrigen Riemanu'schen Flache eindeutig und stetig 
verhalt. Aus den 1)arstellungen (22) und (22') folgt überdies, dass sic 
den für t = - T und r = R gestellten Bedingungen genügt. 

E s  steht, wie gesagt, nichts im Wege, diese n-werthige Function an 
Stclle der früheren zaeiwerthigen zur Reschreibung der Beugung an einem 
schwarzen Schirm zu benutzen. Der physikalisch in Betracht kommende 
Theil der Furictioii u (das physikalische Blatt der Rierriann'schen Flkçhe) 
wird dabei aus einem Theile des oberen und einem Theile eines der a n  
stossenden unteren Blatter bestehen. 

Theils um uns moglichst enge der Vorstellung des schwareen Kiirpers 
anzupassen, theils urn die Formeln zu vereinfachen, machen wir schliesslich 
den Grenzübergang n = m .  Wir haben d a m  eine unendlicke Wilzdzcngs- 
,#ache mit eiiiem oberen und iinendlich vielen unteren Blattern. Aus (21) 
bekommen wir so die allgemeingültige Darstellung: 

(Integrationsweg W), au5 (22) und (22') die folgenden reellen Darstellungen: 
rn 

(für die unteren Blatter) und 
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(für das obere, die Einfallsrichtung = rp' enthaltende Blatt). 
Es wird sich spater zeigen, dass es bei der Beantwortung aller Fragen 

von physikalischem Interesse nur ausserst wenig ausmacht, ob wir die 
xweiwerthige, die n werthige oder die unendlich-viel-werthige Function zur 
Beschreibuiig der Beugungserscheinungen benutzen. Dies ist insofern 
erfreulich, als auf diese Weise die durch den schwarzen K6rper ver- 
schuldete Unbestimmtheit wenigstens praktisch bedentungslos wird. Wir  
werden aus deinselben Grunde spiiter zwischen den Formeln (12), (22) 
und (24) nach Bequemlichkeit auswnhlen dürfen. 

Es  giebt aber auch Fille, wo unsere Functionen der n-bliittrigen bez. 
unendlich-vielblattrigen Riemann7schen Fliehe unentbehrlich sind, worauf 
hier noch kurz hingewiesen werden soll. 

Wir wollen das in S 2 aufgestellte Problem dadurch verallgemeinern, 
dass wir an die Stelle des unendliüh dünnen einen keilf6rrnigen Schirm 
treten lassen, dessen Winkel irgendwie mit n commensurabel sei und 
wollen an den beiden den Keil begrenzenden IIalbebenen die Grenz- 

a v bedingung v = O oder , = =  = O vorschreiben. Die übrigen Bedingungen 

rn6gen den früheren entsprechend gewahlt werden. Z. B. k6nnen wir, 
um einen bestimmten Fa11 vor Augen zu habeii, an die Akustik anknüpfen: 
Ein impulsives Gerausch von der hier behandelten ebenen Beschaffenheit 
fdle auf einen starren Keil. Auf der Obcrfliiche desselben kann (wegen 
der Starrheit) keine zur Oberfliiche senkrechte Geschmindigkeitscomponente 
vorhanden sein. Bedeutet also v das Geschwindigkeitspotential der um- 

al; gebenden Luft, su ist auf der Keiloberfliiche - = O. Das somit sich 
an 

darbietende Problem wird nun mit Hülfe unsercr n werthigcn Function 24 

losbar. 
Man lege die zur Eante des Keils senkreühte Ebene. Der ausserhalb 

des Keils verlaufende Theil derselben stellt das ,,physikdische Gebiet G" 
dar, in welchem unser akustischer Vorgang studirt werden soll. Dies 
Gebiet ist ein unendlicher Sektor; seine Winkel6ffnung mage, da sie mit 

n n 
n commensurabel sein sollte, gleich - gesetzt werden, so dass die 

nz 
2 m - n  

Oeffnung des Keils - -Pm n betragt. Nun spiegeln wir G an der Keil- 

oberfliiche und erhalten so zunikhst ein Doppelgebiet G + G, von der 
212% Winkel6fiung . Indem wir dieses Doppelgebiet m-mal aneinander- 

setzeii, ergiebt sich ein Gebiet von der Winkeloffnung 2nn, d. h. eine 
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n-blattrige Windungsflache. Sie zerfillt nach ihrer IIerstellung in 2m Geliiete 

G, G,, G,,...Gzm-l von der Winkeloffnung -, von denen jedes aus drm 
m 

vorhergehenden oder folgenden diirch Spiegelung an dcssen Begrensungs- 
geraden abgeleitet werden kann. Die L6sung der gestellten Aufgahe 
kommt nun darauf hinaus, in jedern riieser 21rz  Gebiete einen ebenen 
Impuls einfallen zu lassen, dessen Einfdsrichtung aus der des vorher- 
gehenden und folgenden Impulses in derselben Weise durch Spiegelung 
hervorgeht, wie dies für die betr. Gchiete beschrieben wurde. Die Liisimg 

'n n 
lautet G d i c h ,  w m n  cp = O und rp = die Grenzen des phpsikalischen 

Gebietes G sind, und wenn U(V') wie vorher den n-weïthigen ebenen 
Impuls von der Binfallsrichtung cp' bedeutet: 

'nx 
Für cp = O und g, = - entspricht sie, wie verlangt, der Bedingung 

m :: = O. Lautet die auf den Grenzen zu erfiillende Bedingung dagegen 

v = O, so sind die 2m Terme unserer Losung statt mit dem + Zeichen, 
abwechselnd mit dem Zeichen + und - zu verbinden. In  iihnlicher Weise 
komrnt unsere Function U. der unendlich-vielblittrigen Wiridungsfliche 
in's Spiel, wenn der Winkel des Keils mit n incommensurabel ist. 

Die zuletzt gestreiften Probleme sind wieder wie das Problem des 
# 2 vollig bestimmt und mrtthematisch befriedigend definirt. 

§ 6. 
Discussion und numerische Berechnung der gefundenen Losungen. 

Die Aufstellung des allgemeinen analytischen Ausdrucks bildet nur 
den ersten Schritt zur LGsung einer rnatheniatisch-physikalischen Aufgabe. 
Der zweite ebenso wichtige besteht in der numerischen Auswerthung. 
,,Solange diese fchlt, bleibt die Losung unvollstiindig oder unnütz; denn 
die Wahrheit, die wir aufdecken wollen, liegt in d m  analytischen 
Formeln nicht weniger tief verborgen, wie in dem physikalischen Prohleme 
selbst". l) 

Die numerische Auswerthung ist nun in unserem Falle sehr leicht, 
- 

1) Fourier, Th6orie de la Chaleur, Einleitung, art. 1s. 
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wenn wir die bis zu einern gewissen Grade willkürliche Function f durch 
die Itechtecksforni vox1 Fig. 1 definiren.') Analytisch hesagt diese Definition, 
wenn t wie früher das Argument von f bezeichnet und wenn die Breite 
des Rechtecks gleich 1, die IIiihe gleich 1 gesetzt wird: 

Lur Abkürzung wollen wir noch den sog. Beugungswinkel 

einführen. Derselbe ist auf der Schattengrenze gleich Null. Das obere 
Blatt der zweiblattrigen Riernann'schen Fliiche (vgl. 5 3), von der wir 
zunaclist sprechen werden, ist dann durch die Bedingung - 222 < + < 0, 
rlas iintere durch O < qh < 2n charakterisirt. 

Wir beginnen mit der Betrachtung des zcwh-en Blattes. Gleichung 
(12), welche hier gilt, schreibt sich jetzt so: 

Wir führen als neue Iutegrationsvariable das Argument von f 

a = - r c o s i b  + Ft 
ein; dann wird 

r f  V t - z  
cos - 2 zb = VT, ~ i n f  ib = l/'-z'". 

Setzen wir ferner vorübergehend 

so haben wir 

1) Ha,tten wir dies von vornherein gethan, so würde die Diffgl. (1) in den durch 
jene Form bedingten Unstetigkeitslinien ihren Sinn verlieren und durch die von 
C h r i s t o f f e l  angegehenen Bedingungen (vgl. .4nn. di Matem. [SI Bd. 8 [lH77] p 81 

u. 193) eu ersetzen sein, w w  unsere Darstellung erhebliçh complicirt hatte. Der 
niinmehrige Uebergang zur Rechtccksform macht keine Wciteningen. 
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Unser Integral (26) lautet also 

Wir haben nun drei Fiille zu unterscheiden, je nach der Lage des 
Integrationsintervaller ( V t  - r  > z > - CO) gegen dasjenige IntervaIl; 

( 
1 

in dem f von Niil1 versohicden ist + > z > - +) Diese heiden 

Intervalle k6nnen sich entweder ausschliesselz, oder das erste ksnn das 
zweite einschliessen, oder sie konnen sich theilweise iiberdecken. Die drei 
FSlle sind also diese: 

1) 
1 1 

P t - r < - -  oder r > Y t i T ,  
2 

2) 
1. 1 

V t - r >  + oder r < V t - T ,  

a 
3) -- 

1 1 1 < v t - r < f  oder P t - T < r < ~ t + l .  

W i r  unterscheiden somit auf dem unteren Blatte unserer Riemann'schen 

Flicbe drei Gebiete: 1) das Aeussere der Kreiaes r  = Vt + +, 2) drs 

a 1 
Innere des Kreises r = Vt - - , 3) den zwischen den Kreisen Y = Vt t 

2 

enthdtenen Kreisriiz,q. F'iir diese Gohiete dcs Blattes gcstaltct sich dir 
Auswerthung von (27) verschieden. 

1) Im Gebiete 1) ist f(z) für  alle bei der Integration vorkommeiideri 
Werthe von z gleich Null. Wir haben daher einfach: 

(2% w = O .  
Das heisst: Zur Zeit  t ist die Storung noch nichl bis zur  ESltfernung 

1 
r  = Vt + vo1n T w z w e i g u n g s p n k t e  uorgcdr~mgzgen. 

Die Grosse des Gebietes (1) hingt von der Zeit ab. Wenn VI: < - - , 
1 

so nimmt dicses Gebiet das ganze untere Blatt ein. So lange also Tt - <- 
lzerrscht im untercvh Blatt vobUiommene Ruhe. Mit wachsendem t wird das 
Gebiet 1) vom Verzweigungspunkte mehr und mehr ahgedr2ng-t. Die Er- 
regung brcitet sich d a m  im untercn Blatte vom Verzweigungspunkte her 
mit Lichtgeschwindigkeit aus. 

2) Handelt es sich um einen Punkt des Gebietes 2), so erstreckt sich 
die Integration über alle diejenigen Werthe von z, für welche f von Nil11 
verschieden ist. Integral (27) ist in diesem Falle identisch mit dem 
folgendcn : 
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Wegen der Kürze des lntegrationsintervalles A genügt CS, aiigenghert zu 
verfahren. Wir setzcn untcr dem htegraheichen fiir z minen mittleren 
Werth z = 0 und multipliciren den so vereinfachten Werth des Integranden 
mit der Lange des Integrationsintervalles A. Der so erhaltene Werth - - 
unterscheidet sich von dem genaiien, übrigens aiich leicht angebbaren 
Werthe nur durch Wegwerfung der hoheren Potenzen von A,  auf die 
es uns nicht ankommt, und lautet: 

Dicse Formel zeigt: In Gebiete 2) ist  die 13rreyu;ny im Allgemei~en selzr 
klein (wegen des kleinen Factors il), auf der Schat2engrenze selbst sogar 

-- - 

direct gleich Nul1 (wegen des Factors 1/1- cos +, welcher für + = O ver- 
schwindct). Nach den X,Zndern dcs (hbictcs hin, d. h. nach der Peripherie des 

a -- 

Kreises Y = Yt - y nimmt sie etwas zu (wcgen des Factors ' 1 / ~ t  -r irn 

Nenner, dessen kleinster Werth im Gebiet 2) gleich wird). Mit wachsen- 

dem t breitet sich das Gebiet 2) über iinmer grossere Theile des unteren 
Blattes aus, gleichzeitig nimmt die Stirke der Erregung mit wachsendem t ab. 

3) In Punkkn des Gelnietes 3) ist die untere Grenze des Integrala (27) 
1. Vt - Y < - Die Integration in (27) erstreckt sich daher nicht über 
2 

alle diejenigen Werthe von a, für die f(z) von Null verschieden kt, sondern 
1 

nur von Vt - r bis - -. Wir bekommen auf diese Weise zunachst 
2 

vt-* 

Hier ist es n6thig, die Integration genau auezuführen. Wir  ~ubstituiren 
zu diesem Ende y2 = Pt - r - z m d  finden: 
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I a 
Das Gebiet 3) reichf von dem Kreise r= Vt - bis zum Tcreise r= Vt+ 

Lage und Grosse desselben han@ also von der Zeit ab. Bei wachsendem t 
eilt der Kreisiing mit Liçhtgesçhwiridigkeit vom Verzweigungspunkte 
radial nach allen Seiten hin fort. Dasselbe gilt von der durch (28), dar- 
gestellten Storung. 

Bekannblicli spricht man in der Optik ausser von etienen, von Kt&- 
iind <$7imIcr - Wellen. Die letzteren bezeichnen ViTellenbewegungen, die 
sich von einem Punkte ans radial mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzen 
(Rugelwellen im dreidimensionalen, Cyljnderwellen in einem zweidimen- 
sionalen Gebiete). In  gleichem Sinne spraühen wir von ebmen und 
werden wir von C:Z/linderitqn.ln~Zs~rz sprechen. Wiihrend die ursprüngliche 
Erregiing ein ebener Impuls war, stellt (28), einen Cylinderimpuls dar, 
welcher sich voin Verzweigungspunkte (oder riiumliçh gesprochen, von der 
Schirmkante aus) nach allen Seiten mit Lichtgesehwindigkeit aiisbreitet. 

Der Griisse nach ist unser Cylinderimpuls im Allgemeinen klein 
gegen den einfallenden Impuls, grovs gegen die durch (28), gegebene 
E~~~,~~~. Der Z&ler im Argument des Arclis-Tangens ist niimlich in 

den Punkken unseres Kreisringes <VA; wenn also der Nenner nicht gerada 
verschwindet, wird das Argument des Arcus-Tangens von der Grossen- 

pulses, wührend die des 
e i n f a l l d n  Impulses 1, 
die der Erregzcrzg (28), 
aber A ist. 

Wenn dagegen der 
Nenner im Argument 
des Arcus-Tangens ver- 
achwindet, was nur für 
@ = O  oder für @=2z 
d. h. bei Anniiherung an 
die eine oder andere 
Schattengrenze der FaIl 

Y ;i-y ist, so wirddas Argument 
20' JO ' des Arcus unendlich, 

1 I - - 

ingrenze der FaIl 

L'. Y ;i-y ist, so wirddas Argument 
20' JO ' des Arcus unendlich, 

fl 1 
dicser selbst $eich und die rechte Seite von (28), gleich -, was in 

2 
voller Uebereinstirnmung mit der für die Schattengrenzen gültigen Glci- 
ühung (14) steht. 

Entfcrnt man sich im Gebiete 3) von der Schattengrenze, so muss 
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1 
die Grosse des Cylinderiiiipulses von dem Werthe bis zu den Werthen 

von der Gr6ssenordnuiig VA abnehmen. Retrachten wir z. B. dic mittelste 
Faser des Kreisringes 7 = Vt. Hier Kin@ die Schnelligkeit der Abnahme 

A. 
lediglich von dem Verhaltniss ab. Die Ahnahme ist um so rupider, je 

k1t.zrzt.r dies Verlzültwiss ist. Dies wird durüh die Figur der vorigen Seite 
veranschaulicht, in der die Abscissen den Winkel + zwischen O und la, die 
Ordinaten die Grosse .u bedeuten und die vier Curven bez. den IQerthen 
1. 
- = = = IO-=, = entsprechen. Die letzte Curve, die 

im Hinblick auf Spateres am wichtigsten ist, zeigt, dass schon bei einem 
Beugungswinkel von '/,O die Grosse von u unmerklich klein geworden ist. 
Die Grenze dieser Curven bei verschwinderider~i A ist offenbar ein absolut 

1 
steiler Abfall von dem Werthe u = -2- nach dem Werthe u = O 

Die Werthevertheilung von u im oberen Blutte ist nun mit wenigen 
Worten zu erledigen. Wie der Vergleich von (12) und (12') oder auch wie 
Gleichung (13) lehrt, ist der Werth von 1~ in einem Punkte des oberen Blattes 
gleich dem Werthe von u, in diesem Punkte vermindert um den Werth 
von .u in dem entsprechenden Punkte des unteren Blattes. Wir  werden 
daher auch im oheren Blatt die drei Gehiete 1))  2) und 3) zii unterscheiden 
haben und erhalten für sie die folgenden Forineln: 

"= u,; 

Bevor wir den physikalischen Sinn dieser Formeln weiter entwickeln, 
wollen wir die entsprechenden Formeln für die verallgemeinerten mehr- 
werthigen Losungen des 5 angeben. Dabei genüge es, den Grenzfall 
n, = oo zii betrachten. Da es sich niimlich zeigen wird, dass schon dieser 
nur unwesentlich von dem Fa11 n = 2 abweicht, werden wir das Gleiche 
für die Fiille 2 < lz < ooumsomehr vermuthen dürfen. 

Wir  formen z i ~ n k h s t  den fiir die unendliche Windungsflache gefun- 
denen Ausdruck (24) % M i c h  wie oben um, i d e m  wir als neue Integrations- 
variable z = Vt - 7 cos iD einführen und abkürzend 

-- vt- z 2 
= log ( + ( 5 )  
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setzen. D a m  erhalten wir für eines der unteren Blatter unserer Windungs- 
fliiche: 

-* 

Wiederum sind drei Gebiete zu unterscheiden: 
A. 

1) 1st r > Vt + so ergiebt sich sofort 

i30)l 24 = o. 
1 

2) 1st r < Vt - so finden wir riaherurigsweiee 

3) 1st endlich V t  - < r < Vt + -: , so liefert die wirkliche b u s -  

fiihriing der lntegration 

mit der Abkürzung 

G = log 

Diese Ausdrückc stimmen aber in allen wesentlichen Punkten mit dcn 
Ausdrücken (25) überein. Gleichung (30), zeigt wieder, dass die Storiing 

1 
zur Zeit t noch nicht in das Aeussere des Kreises r = Vt + gelangt 

ist. Gleichung (30), zeigt ferner, dass im Innern des Kreises r = Vt - - 
2 

die Erregung sehr schwach, ngmlich von der Grossenordnung 1 ist und dass 
sie Tom Innem nach der Peripherie hin etwas zunimmt. Die durch (30), 
dargestellte Erregung kann man abermals als C$inderimpuls bezeichnen. 
Auch dieser ist im Allgemeinen schwach, niimlich von der Grossen- 

ordnung fl, da Vt irn Gebiete 3) sich nur wenig von r, das Argument 
des log in der Formel für 6 also nur wenig von 1, G selbst sowie die 
Arcus-Tangens-Functionen nur wenig von Null unterscheiden. Eine Aus- 
nahme tritt nur ein in der Nahe einer der Schattengrenzen rp - cp'= + - n, 

1 
wo u nahezu gleich wird. Von hieraus nimmt die Grosse des Cyllnder- 

impulses schnell ab und niihert sich aspp to t i sch  dem Werthe Null (für 
r p - ' p P = - t . ~ ) .  
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Um die Sehnelligkeit dicser Abnahme heiirthnilen und um sie mit der 
Abnahme im Falle n = 2 vergleichen zu konnen, begeben wir uns in die 
Niihe der einen Schattengrenze z. B. in die NLhe von y - y'= n und 
setzen rp - cp' - n = @. In  (30), konnen wir d a m  mit grosser An- 
niiherung den zweiten Arcus-Tangens vernachliissigen, da dieser von der 

Grossenordnung fl, der erste von der Ordnung 1 ist. Beschranken wir 
uns gleichzeitig auf die mittelste Faser des Kreisringes, wo T t  = r ist, 
so ergiebt sic11 

und wir erhdten 

(31) 
1 

?A = - arctg 
z (Vf $1 Oder ri> = ctg an. 

Damit vergleichen wir den aus (28)3 für Tt = r' folgenden Werth: 

Wie wir aehen, stirrimen beide Formeln in der Nihe der Schattengrenze 
bis auf hohere (dritte etc.) Potenzen von I,!J überein. Fragen wir z. B. 
nach demjenigen Winkelabstande I,!J von der Schattengrenze, in dem u auf 

1 
den 10ten Theil seines in der Schattengrenze gültigen werthes herab- 

gesunken ist. 
Nach (31) bestimmt sich dieser Winkel durch die Gleichung 

= i F  ctg go = . G,3l, 

nach (31') durch 

2 sin 2 2 = ctg 9' = J/f . G,31 . 
A i 

Je  naclidem wir für - die in Fig. 7 zu G r u d e  gelegten Werthe - = 10-q 

10- 4, 1W6, 10W8 benutzen, erhalten wir im ersten Falle (unendliche 
Windungsflache) 

$ = 36' IO', 3' 37', 21' 4O", 2' IO", 
im zweiten E'alle (zweiblgttrige E'liichc) 

$ = 36' 48', 3' 38', 21142", 2' 10". 

Die Abnahme ist also auf der unendlich-vielblattrigen Fliche, was wegen 
der freieren AusbreitungsmGglichkeit verstiiridlich ist, etwas jiiher, wie 
auf der zweibliittrigen. Der ganze Unterschied ist aber so gering, 

1 
J:iss die Curven von Fig. 7 wenigstens bei - = 10-6 und 10-8 direct 
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auch als Illustration des Vorganges auf der unendlichblittrigen Fliiche 
gelten konnen. 

Es  macht also in der Niihe der Schattengrenze nichts aus, ob wir 
die Function der zmeiblittrigen durch die der unendlichbliittrigen Flache 
ersetzen. I n  grosserer Entfernung von der Schattengrenze ferner ist die 
Erregung in beideri Fallen so gering, dass auch hier nichts Wesentliches 
bei jener Vertaiischung geiindert wird. Hiermit ist die schon pag. 37 
gemachte Angabe bewiesen, dass wir iiach Belieben zwischen der zwei-, 12- 

bez. unendlich-viel-werthigcn Losung auswiihlen konnen, dass also die durch 
den Begriff des schwarzen Korpers herbeigeführte Unbestimmtheit unserer 
Losung praktisch nicht in's Gewicht fi l l t .  

8 7. 
Chronologisohe Sahilderung des Vorganges auf der zweiblattrigen 

Riemann'schen Flache. 

Die Emzelergebnisse des vorigen Paragraphen werden ihrer physi- 
kalischen Bedeutung nach klarer werden, wenn wir jetzt in zeitlicher 
Reihenfolge und im Zusammenhange die Schicksale des auf unserer zwei- 
blattrigen E'liiche einfttllenden ebenen Impulses zu schildern unternehinen. 

Beginnend mit der weit zurückliegenden Zeit t = - T haben wir, 
unsern Anfangsbedingungen entsprechend, auf dern unteren Blatte Ruhe, 
auf dem oberen eine streifenformige Erregiing in  der grossen Entfernung 
r = V T  vom Anfangspunkte. Denken wir uns die Grosse der Erregung 
senkrecht zur Ebene des obercn Blattes durch eine Strecke versinnlicht, 
so Iasst sich die Anfangserregung a h  ein Wall  von &Y geringen Breite A 
zcnd der Rohe 1 mit vertical abfullenden Ründerrz beschreiben, welcher senk- 
recht zur Einfallsrichtung in der genannten Entferniing V T  vom Ver- 
zweigungspunkte errichtet ist. Dieser Wall schiebt sich nun mit Licht- 
geschwindigkeit nach derri Verzweigungspunkte hin vorwarts, ohne dass in 
den übrigen Partien des oberen oder im unteren Blatte der anfangliche Ituhe- 
zustmd gestort wird: denri nach (28), und (29), ist bei negativem t (geriauel; 

L 
solange Vt  < - , ist) w, = O im unteren, bez. u = zq, im oberen Blette. 

2 - 
1 

In  dem Momente V t  = - >- erreicht der Wall mit seiner Front den 
A 

J'erzweigungspunkt, in dem Momente Pt = + ist er gerxde über ihn 

hinweggegangen. Der Wall 'wird nun von der Schattengrenze cp - cp'= s 
bez. $J = O in zwei Theile zerschnitten. Der eine Theil wandert zur 
Rechten, der andere zur Linken der Schattengrenze im oberen Blatte fort, 
beide schneiden mit der Schattengrenze ab. (Vgl. den ersten Term der 
rechten Seite von (29), und (20),). 
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1 
Gleichzeitig bcginnt sich aber im Momente V t = - - - ein anderer 

2 
Impuls, unser Cylinderimpuls, vom Verzweigungspunkte her auszubreiten. 
E r  schreitet mit Lichtgeschwindigkeit radial nach allen Seiten vor. Ir11 
unteren Blatte ist die ihm entsprechende Erregiing positiv, im oberen 

I 
negativ. Nach aussen hin ist er durch den Kreis r = Vt + T ,  nach 

I 
innen durch den Kreis r = V t  - begrenzt. In's Aeussere des Kreises 

1 .  r = V t  + -z 1st zur Zeit t im unteren Blatt noch keine Erregung gelangt, 
1 

im oberen Blatte befindet sich im Aeusseren jenes Kreises nur die durch 
den einfallenden Impiils gegebene Storung (S. 61. (28), und (293,). Im 

A. 
Inneren seines anderen Begrenzungskreises r = V t  - - dagegen hat unser 

2 
Cylinderinlpuls ein gewisses Residuum zurückgelassen. Dasselbe ist im 
unteren Rlatte positiv, im oberen negativ und wird durch die Gleichungen 
(28), und (29), naher bestimmt. Zugleich mit dem Fortschreiten des 
Cylinderimpulses dehnt sich das Kesiduum über weitere Partien des oberen 
und unteren Blattes aus. 

1 
Die Grosse des Cylinderimpulses in dem Kreisringe zwischen r= Vt- 

1 
und r = Vt  + ist durch die Gleichungen (28), und (29), bestirrimt. Auf 

der Schattcngrenze erreicht dieser Impuls sein numerisches Maximum 
1 1 .  

irn oberen, + <- lm unteren Blatte , von da nus flacht er sich ) 
nach den Seiten hin schnell ab. Wollen wir auch den Cylinderimpuls 

durch senkrechtes Auftragen seiner 
Grosse auf der Ebene des oberen Pig. 8. 

oder unteren Blattes raumlich ver- 
anschaulichen, so erhalten wir für 
das untere Blatt das Bild von Big. 8. 
Wir konnen dasselbe als einen Krrnter 
beschreiben, dessen Umwallung un- 
gleiche H6he Lat, in der Schatten- 

- 

grenze eine xackenartige Rrhebung, - - - 

auf der entgegengesetzten Seite nur 
geringe Hohe. Nach aussen hin (d. h. nach dern Gebiete l), das von der 
Erregung noch nicht erreicht ist) fallen die Wànde des Kraters ziemlich 
unvermittelt bis zum Nullniveau herab; nach innen hin (nach dem Gebiete 
2) senken sic sich sanfter und gehcn in das das Innere des Kratem 
muldenformig ausfüllende Residuum über. 

Im oberen Blatte haben wir dasselbe Bild nur nicht als kraterformige 
Erhebung snndern als ebensolche Einsenkung. Dam koniint im oberen 
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Blatte noch der geradlinige Wall des einfallenden Inipnlses, wekher sich 
jener Einsenkung superponirt. Es  ist interessant, zu bemerken, dass sich 
beim Ueberschreiten der Schattengrenze, d. h. beim Uebergange vom 
oberen zum unteren Blatt diese Ueberlagerung von ebenem und Cylinder- 
impuls stetig verhalt, wiihrend jeder der beiden Impulse für ~ i c h  ge- 
nommen einen Spung erleidet. Da heide Impulse mit der gleichen Ge- 
schwindigkeit V :in der Schattengrenze hinwandern, befindet sich der 

des ebenen und die zackenartige Einsenkung des Cylinderimpulses 
stets an der gleichen Stelle. Der ebene Impuls schneidet, wie früher 
hervorgehoben, mit der Schattengrenze ab;  beim Ueberschreiten der 
Schattengrenze sinkt .seiw Gr6sse plützlich c o ~  1 auf ATull. Der Cylinder- 
impuls hat in der Niihe der Schattengrenze im oberen Blatt die Grosse 

1 -- 1 

2 
im unteren die Grosse + (Gl. (28),); beim Ueberschreiten der 

Schatterigrerize wüchst also die vom Cylinderimpuls herrühreride Erregung 
plotdich um 1. Die beiden Sprünge heben sich, wie man sieht, gegen- 
seitig auf und wir haben eiiien stetigen Uebergang vom oberen zum 
unteren Blatt. Auf der Sçhattenpenze selbst ist die Erregung durch den 
Cylinderimpuls gerade auf die Halfte desjenigen Wertes reducirt, den sie 
unter der alleinigen Wirkung des einfallenden ebenen Impulses haben 
würde (S. G1. (14)). 

Der Cylinderi~npuls irri unteren Blatte stellt somit die natürliche 
stetige Fortsetzung des auf das obere Blatt beschrankten ebenen Impulses 
dar. Beide Impulse schliessen sich zu einer schleifenformigen wallartigen 
Erhebung zusammen, welche den Verzweigiingspunkt im unteren Blatt 
auf einem Kreise umzieht, und deren unendlich lange geradlinige Enden 
siçh in's obere Blatt erstrecken. Die H6he der Erhebung betragt an den 
geradinigen Partien der Schleifen (im oberen Blatte) 1, auf der Rundung 

(im unteren Blatte) ist sie zwar gering, n a d i c h  von der Ordnung VA, 
aber immer rioch groas gegen die Breite der ganxen Erlieliurig, welche rl 
betragt. Der Uebergang von der H6he 1 zu der geringen Hohe im 
unteren Blatt findet ziemlich plotzliçh in der Nahe der Schattengrenze statt. 

Mit wachsendem t entfernen sich die geradlinigen Enden der Schleife, 
sich selbst parallel bleibend, mit Liçhtgesçhwindigkeit vom Verzweipngs- 
punkte, wahrend sich die Rundung der Schleife und damit zugleich der 
vorher beschriebene Krater mit Lichtgeschwindigkeit erweitert. Der Krater 
zieht in seinem Innern das Itesiduiim hinter sich hm,  wclches immer 
weitere Flachen einnimmt und dabei an Grosse abnimmt. Für  t = cw, 

verlieren sich der ehene wie der Cylindeririipuls (die Enden sowie die 
ltundung der Schleife) in's Unendliche; gleichzeitig hat sich das Residuum 
zu Nul1 abgeflacht. 
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§ 8. 

Physikalische Folgerungen der Theorie. 

Auf Grund der nunmehr gewonnenen Kcnntnis unscres verzweigtnn 
Impulses wollen wir den Charakter der bei Bontgenstrahlen zu erwartenden 
Beupngserscheinungen schildern und aus unserer Theorie einige Finger- 
zeige für die günstigste Anordnung der betr. Beobachtungeii entnehmen. 

Wie schon pag. 31 auseinandergesetzt, kommt für die Physik nuï 
ein Aiisschnitt sus der xweibliittrigen R,iemann'schcn E'liiohe in Rotracht, 
das ,,physikalische Rlatt". Dasselbe wird durch die Schattengrenze in das 
bestmhite GcOiet O < y < v' + n und das Sc!mtlenp6iet y' + n < y < 2 z  
zerlegt. 

Bezeichnen wir als Beugungserscheinung wie üblich jede Abweichung 
von der ursprüngliçh erzeugten Erregung, d s o  hier jede Abweichung von 
dem ebenen unvereweigten Impuls, so müssen wir sagen: Beugungs- 
erscheinungen giebt es sowohl in1 bestrahlten wie irn Sçhatterigebiete, 
sowohl vor wie hinter dem Schirm. Sie sind aber im Allgemeinen sehr 
schwach und werden nur in der beiderseitigen Niihe der Schattengrenze 
an Stiirke dem einfallenden Impuls vergleiühbar. Dabei wird sich für 
die Beobachtung die zum Schattengebiet gehiirige Umgebung der Schatten- 
grenze vie1 besser eignen wie die zum bestrahlten Gebiet gehorige, weil 
dort die Reiigiingserscheinung rcin eur Geltung konimt, wahrend sir: hier 
durch den einfallenden Impuls verdeckt und zurückgedrangt wird. Wir 
beschiftigen unu also lediglich mit dern Schatterigebiet. 

Die augenfilligste Folgerung unserer Theorie ist die, dass die B e i k  
des durch Beuguny erhelltm Theiles des Schatteycbietes mit der Breite dcs 
In~pulses, d. h. mit 467 (h-osse A ,  abnimrnt. Dies Iehrt ein Blick auf Fig. 7. 
Bei gleichem r nimmt der Cylinderimpuls mit der Entfernung von der 
Schattengrenze um so jaher ab, je kleiner A- wird. Desgleichen ist das 
von dem Cylinderimpuls eiirückgelassene K,esiduum, welches ja ebenfalls 
einen Restandtheil der Beugung ausmacht, um so schwiicher, je kleiner A 
ist (S. G1. (28),). Dieselbe Thatsache wenderi wir umgekehrt, wenri wir 
sagen: Je u;eni,ger jüh der I+npls ist, desto w e i h  b-eitet sich die Stikzcw~ 
in dm Schattengebiet aus. 

Speciell haben wir in der Grenzc bei urzmdlich kursem finpulse eine 
absolut scharfe Schattengrense. Die Impulsbreite A tritt also in volligen 
Parallelismus mit der Wellenlange Â. der Optik. Der Standpunkt der 
scharfen Schattengrenze und der genau-gcradlinigen Fortpflanzung der 
Strahlen, auf den man sich in der geometrischen Optik sowie in der 
Beurtheilung der optiachen Erscheinungen des gewohnlichen Lebens stellt, 
entspricht der Annahine A = O. Bei nicht verschwindendem Â. dagcgen 
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ist sowohl in der Optik wie in der Theorie unserer Impulse die Schatten- 
grenze je nach der Grosse von A stets rnehr oder minder verwaschen. 
Ein leicht verstalidlicher Unterschied zwischen den periodischen optischen 
und nnseren unperiodischen Erregiingen tritt dabei in  der folgrnden 
Richtung zu Tage: In der Optik haben w i r  ilz der X a h e  der Sclzatkn- 
grenze M u z i m a  und ~ W i n i m a  der JnlensLtiit, bei unseren irnpulsivm Storzcn,qen 
dageyen einen mehr o h  minde,: steilen z~nunterbroclzenen Abfull .  Man er- 
kennt dies wiederuxn aus dem Anblick der Fig. 7 oder besser noch der 
spater zu erlauternden Fig. 10. 

Der experimentelle Nachweis der Beugung wird jedenfalls bei grosserer 
Inipulsbreite der Strahlen leiühter sein, wie bei sehr geringer, und es 
entsteht die Frage, ob man im Stande ist, die Breite der bei der Rôntgen- 
strahlung auftretenden Impulse a priori zu beeinflussen. 

Zunachst ist klar, dass die kiirzeren Impulse absorbirenden Medien 
gegenüber eine grossere Durchschlagskraft haben werden wie die langeren. 
F'ür die Hauptanwendung der Rontgenstrahlen, die medicinische, muss 
man daher bemüht sein, die Impulsbreite zu verringern, dagegen ist es 
für die Beugungsbeobachtungen nützlich, sie zu vergrossern. E s  sind 
also geracle diejenigen RGnt,qenstrahien die sich fiir die R a d i o y a p h i e  am 
meisten eiynen,  für die  Bqqungsbeobachtungen um urzgeeig~ts ten.  

Die Breite des Impulses lasst sich nun wenigstens qualitativ aus den 
Kmstanden bei der Erzeugung der Rtintgenstrahlen vorhersagen. Wir 
verweisen in der Hinsicht auf die in der Einleitung citirte Theorie von 
J. J. T h  O m s O n über den Zusammenhang zmischen Kathoden- und Tt6ntgen- 
strahlen. Aus ihr geht hervor, dass die ganz kurzen Impulse nur zu er- 
warten sind, wenn die dieselben erzeugenden Kathodenstrahlen nahezu 
Lichtgeschwindigkeit haben und dass die Dauer des Impulses zuninimt, 
wenn sich jene Geschwindigkeit von der Lichtgeschmindigkeit entfernt. 
Letzteres erreicht man bekanntlich unter Anderem durch geringere Ver- 
dünnung des Kathodenraums. Indem man also der Reihe nach verschie- 
deiie Verdünnungsgrade herstellt, erhelt man aerschieder~e Sorten von 
3Gntgenstralden; von  diesept müssen die dm hochsten Verdü~z.îzu~~g.~,qraden 
enlspechendcn fast gar niclzt, die den niedrigstelz e d s p e c l ~ e n d e n  am nzeisterz 
geheuqt zccrden. Besonders aussichtsreich dürfte gerade dieser Vergleich 
der bei v e r s c h i e d e m  Strahlensorten erhaltenen Beugungsbilder sein, sowohl 
für die Constatirmg eincs Reugungseffektes iihcrhaiipt, wir, für die niihere 
quantitative Prüfung unserer Hypothese von der Natur der Rontgenstrahlen 

WTir müssen n u l  etwas eingehender das Beugungsbild prüfen, dau 
eine hinter dem Schirm aufgestellte photopaphische Platte liefert. Dasselbe 
hingt  ausser von dem Abstande v, von Platte und Schirmkarite wesentlich 
von der Impulsbreite A (odci richtiger von dem Verhiiltniss dcr beitlen 
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Làngen A : Y,) ab. 7Jnsere Absicht ist dabei, dzcrcl~ d m  Vergleich von 
Tkeorie und Beobachtung die Breite der bei der betr. Beo6achtun.q sur Ver- 
wmdung  gekomrnenen Impulse .m bestimmen. 

Unsere bisherigen Entwickelungen bedürfen zu dein Zwecke noch der 
Vervollst%ndigung; dnnn es ist nicht die bisher berechnete (clektrische 
oder mapetische) Kraft v ,  welche die Wirkung auf der photographischen 
Platte bestimmt, sondern - vermuthliüh - die elektrische Energie, und 
zwar der Gesammtbetrag derselben, welcher in der Zeit von -- cx, bis 
+ w auf die betr. Stelle der Flatte fillt. Wir  wollen annehmen, dass 
die elcktrischr, Erregiing parallel der Schirmkante polarisirt ist. (lm 
anderen Palle würde die Rechniing etwas umstandlicher, das Resultat aber 
nicht wesentlich gekidert werdcn). Ferner wollen wir amehnien, dass 
die photographische Flatte das Feld ihrerseits nicht stort. 

Die in irgend einem Punkte (r, $) wirksame Energie ist auf Grund 
dieser Annahmen durch 

gegeben, wo v die elektrische Kraft parallel der Schirmkante bedeutet 
und bei einem absolut schwarzen Schirrn (vgl. 4) unserm verzweigten 
Impuls u gleicbgesetzt werden kann. 

Tragen wir hier für v statt des verzweigten die .Bunction des un- 
verzweigten Impulses u, ein, so wird der Werth der Energie, bei Zugrunde- 
legung der Rechtecksform aus Fig. 1, gleich 

z bedeutet dabei die zeitliche h u e r  des Impulses und hiin* mit der 
Impulsbreite A folgendermassen zusammen: 

So wie A zu der Wellenl%nge, tritt t also zu der Schwingungsdauer der 
Optik in Parallelismus. 

Wir wollen nun als ~elat iue lntcnsitat J das Verhiiltniss der Encrgie 
des verzweigten zu der des unverzweigten Impulses, oder anders aus- 
gedrückt, das Verhaltniss der Energie der durch Beugung modificirten 
Strahlung zu der Energie der ursprünglichen, einfallenden Strahlung be- 
zeichnen. Wir haben dann: 
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52 Beugung der Rontgenstrahlen 

l n  dem bestrahlten Gehiete wird offenbar J nahezu glcich 1 sein, da 
hier der einfalleiide Impuls u, den gebeugten erheblich überwiegt. Auf 

1 1 
der Schattengrenze haben wir genau J gleich da hier dauernd u = z d ,  

2 

ist. Um J irn Schattengebiete zu berechnen haben wir für u die Aus- 
drücke au8 (28),, (28), und (28), einzusetzen, je nach dem Werthe der 
Integrationsvariabeln t :  

Das Integral zerlegt sich so in drei Theilintegrale JI, J, und J,, von 
denen JI verschwindet (S. G1. (28),). Die beiden andern Integrclle lauten: 

VA 
J, = '(1 - COB +) S d t  

( V t - r )  ( V t - ~ c o s + ) '  
2 

vi=r+- - 
2 

und 
a 

V t - r + -  

vj'i v F - r + + j z  
J - -- - ln,  arc t g  --- 

r(1 - cos+) d t .  
1 

Uas erste Integral ist leicht auszuführen, wenn man eine Partialbruch- 
zerlegung vornimmt. Benutzt man die Abkürzung: 

(3 2) a 
S =  

r(1 - cos +)' 

so erhilt  man 

Auch das Integral J3 lasst sich zufdlig genau ausführen. Substituirt man 
namlich 

I 
V t - r + -  

2 
arc t g  - - 

r  ( 1  - cos q) a> 

so wird 

die Integrationsgrenzen lauten tg ol = O und t g  rr = i s  und n i w  erliilt 

t g a = i J  

1 ' d l  1 l + s  
- s z Y .  dur 

cc da = - ---- 
7Cz s 

(Arc tg - J4? 
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2 
arc t g v s  - J5, 

t g a = 0  

1 
= log (1 + s), 

tga=O 

Somit wird, wenn wir zusammenfassen, 

und schliesslich 

J=q+8 -- (arc tg  is)" - 2 arc t,g fi + 
(33) i/. 

'%('+S) + .A @+l - -LI. -. - 

S 4 S 2 (s + 2) 
Diese etwas umstàndliche Formel lasst aich, je nachdeni man s sehr gross 
oder sehr Hein voraussetzt, durch die folgenden einfaeheren ersetzeni 

L 

( s sehr gross (niichste Nilie der Schattengrenze): 
1 ..cs 2 %  log s 14 + n% J = { l - + + -  z e 4  s 

4s +-.), 
(33') 

s sehr klein (einige Entfernung von der Schattengrenze): 

Bus (33) resp. (33') kann man leicht zusammengeh6rige Werthe von J 
und s berechnen. Einige mogen hier aufgeführt werden: 

Die Bedeiitiing von s kann an der Hand von  FI^ 9 

F'ig. 9 erlautert werden. Es  bezeichne r, den Ab- 0 

stand der photographischen Platte von der Schirm- 
kante; die Platte m6ge senkrecht zur Schatten- 
grenze stehen. 1st P ein beliebiger Punkt (r ,  +) 
der Platte, so ist 

O Y = r ,  OY,=ro=rcos lF , .  

Ferner werde 
PPo=&J 

gesetzt, 0 0  dass Q den Abstand des betrachteteri Punktes der Platte von 
der Schattengrenze bedeutet. Dann haben wir (S. G1. (32)): 
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also 
2 7" L 2 T" "" s = -- oder umgekehrt Q = 
Q' 

Für die Deutung der Beobachtungen ist offenbar die Grosse Q bequemer 
wie S. Wir schreiben daher die vorige Heine Tabelle so um, dass sie 
die Abhingigkeit der relativen Intensitat J von Q erkennen l'isst: 

In Fig. 10 haben wir p in Einheiten von auf einer Abscissenaxe, J als 
Ordinate aufgetragen. Wie man sieht, spielt sich der Abfall der Intensitit in 
nachster Nàhe der Schattengrenze ab und findet gleichformig (ohne Maxima 

~ i g  IO. und Minima) statt. 
J Wir  kommen nun auf 

die oben gestellte Auf- 
gabe zurück: Die I m p l s -  
breik Â. durch den Ver- 
gleich von Themie und 
Heobachtung zu bestim- 
men. Die Losung dieser 
Aufgabe denken wir uns 
etwa folgendennassen: 

Man bestimme auf der 
photographischen Platte, 

- - -+-- --- 
3 .z 5 welche das Beugungs- ' F% bdd triigt, diejenige 

1 
Stelle, an der die photographische Wirkung beispielsweise die Hiilfte oder -g 
der auf der Schattengrenze vorhandenen Wirkung ausmacht, und messe 
die Abstinde (pl oder pz) dieser Stellen von der Schattengrenze. Nach 
unserer Tabelle gehoren zu 

1 1 J = , 0,25 bez. J = 0,25 

die ungefihren Werthe 

Ist also Q,, g, und Y, gewzessem, so kmzn A. dzmh diese oder ühnlicl~e Be- 
siehungen berech& werden. 
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Dabei habcn wir stillschweigend voraiisgesctzt, dass die photographische 
Vlrirkung der auffallenden Strahlungsintensitiit proportional ist, was be- 
kanntlich in der Regel nicht der Fa11 ist. Genau genommen rnüsste deher 
der oben gemeinten Messung der Intensitiiten ein Studium der Platte, 
d. h. des Abhiingigkeitsgesetxes zwischen photographischer Wirkung und 
Strahlungsintensitit vorhergehen. Aiif Grund dieses Gesetzes hatte man 
d a m  von der beobachteten Intensitat der photographischen Wirkung erst 
auf die Intensitiit der Strahlung und von dieser in der eben ange- 
gebenen Weise auf die Impulsbreite A zu schliessen. 

Es lasst sich nicht verkennen, dass sowohl die Gr6ssenbestimmung 
der photographischen Wirkung wie ihre Abhangigkeit von der Strahlungs- 
intensitat wie endlich die Messung der zu einer gewissen photographischen 
Wirkung gehorigen Abstande Q nur sehr ungenau moglich ist. Trotzdem 
dürfte die besehriebene Methode zu einer ungefahren Abschatzung der 
Impulsbreite vielleicht genügen. Eine sehr vie1 zuverliissigere Methode 
zur Restimmiing von A. wird in 5 13 entwickelt werden. 

9 9- 

Behandlung des Halbebenenproblems nach dem Huygens'schen Princip. 
Vorbereitung. 

Es hat sicher ein hohes methodisches Interesse, zu wissen, wie weit 
man die Bez~gung der Impulse durch die gew6Miche Methode des Hygeris- 
schen Principes beherrscht. Indem ich mich dazu wende, beantworte ich 
eine Frage, die an mich gelegentlich von Hm. W. V o i g t  gestellt wurde. 

Bekanntlich kann man vom Huygens'schen Principe aus die Bezyzuzy 
der perwdischen Wellen bewundernswürdig gut vorhersagen, trotz der Be- 
denken (vgl. die Anm. auf pag. 2), die sich gegen diese Methode er- 
heben. Die Uebereinstimmung zwischen den auf diesem und den anf 
einwandfreierem Wege gefundenen L6sungen geht sogar noch wesentlich 
weiter, als man zunkhst  denkeri mochte: sie beschrankt sich riicht auf 
die nachste Nahe der Schattengrenze, sondern reicht bis tief jn das Ge- 
biet des geometrischen Schattens hinein. Dies ergiebt sich aus dem Ver- 
gleich eiiier Arbeit von Hm. E. Maey ') mit meiner das gleiche Thema, (die 
Beugung an einer Halbebene,) behandelnden", sowie einer P o i n c a r é -  
schen3) Abhandlung. Herr N a e y  findet niimlich, vom Boden des 
Huygens'schen Principes sus, indem er die Kirchhoff'schen Kechnungen 
einige Schritte weiterführt und solche Terme beibehiilt, die bei der ge- 

l) Disci., Konigsberg, 1892, Annalen der Physiku. Chemie (Wied. Ann.) Bd. 49, 1893. 
2) 1. c. Xath. Ann. Bd. 47. 
3) 1. c. Acta Math. Bd 16 und 20. 
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wohdicheii Besclir~nknng auf die niichste Nahe der Schattengrenze ver- 
nachlassigt werden dürfen, fast genau diejenigen Austlrücke, die aus den 
Poincaré'schen, sowie aus meinen Formeln bei Weglassung des an der 
Schirmoberfliiche reflectirten Lichtes, also bei dem oben besprochenen 
Uebergange von dern absolut reflectirenden zu dem schwarzen Korper ent- 
steht, falls nur die Wellenliinge als hinliriglich klein vorausgesetzt wird. 
Dasselbe wird sich hier zeigen: Wenn wir die Beupnq  eines I~np4~lses an 
der HalOebme auf Grund des IIuygens'schen Principes berechnen, so finden 
wir fast geneu dieselben Formeln und genau dasselbe qualitative Verhalten 
des gebeugten Impulses, wie auf dern früheren Wege, wenn nur die Impuls- 
breite hinlanglich klein ist. 

Natiirlich ist es eine historisch imgerechtfertigte Verallgemeinerung, 
wenn mir auch bei diesen nicht-periodischen Zustiinden von dem IIuygens- 
schen Principe sprechen. Wir meinen damit ersichtlich die Kircl~l~,off'scl~,e 
Formulirung dieses Principes, welche von der Periodicitiit des Zustandes 
absieht und auf unsere impulsiven Vorgarige ebenso gut wie auf die 
optischen angewandt werden kann. 

Die Kirchhoff'sche Fassung bezieht sich bekanntlich auf Vorgaiige 
in einem dreidimensionalen Gehiet. Aiif die eigenthümlichen Schwierig- 
keiten, welche sich der Uebertragung auf zwei Dimensionen entgegenstellen, 
hat Herr Y. Vo 1 t e  r r a  l )  hirigewiesen. Derselbd giebt dem I-Iuygens'schen' 
Principe bei zwei Dimensionen die folgende sehr bequeme Form: 

IIier bedeutet zc irgend eine (gewissen Stetigkeitsbedingungen genügende 
und für t = - cxs in deni betrachteten Gebiet sammt ihren ersten 
Ableitungen hinreichend stark verschmindende) Losiing der Gleichung 
aSu 3% PU. . 
otl = v'(= + a , das Zussere In tepa l  ist über die Rrnùcurve des 

zmeidimensionalen Gebietes zu erstrecken; R ist der Abstand des festen 
Punktes z, y und des bei der Integiation variabeln Punktes 6, 7 ;  das 

8 a 
Zeichen - und , meint die folgende Operation: 

6 n. on 

a a~ a a a a s  a a q  ---- 
an an ~ R I  an- a~ an + Z ;  

1) Acc dei Lincei, Rendiconti, (ser. o ) ,  Bd. 1 ,  2. Scmester (1892) pag. 161 und 
Acta Math. Bd. 18 (1894), Art. 1 0  und 11. 
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und zwar sind bei der Differentiation nach R die Variabeln und 7, bei 
den Differentiationen nach und vj die Grosse R wo sir: cxplicit aiift,ritt, 
als constant anzusehen; n ist die nach dem Innern des Gebietes genom- 
mene Normale. 

Dieee Formel ist durchaus strenge; nicht so die Anwendung, die wir 
davon auf die Berechnung der Beupngserscheinungen zu niachen haben 
werden. Um nach jener Formel 14 für eine gewisse %eit t berechnen mi 
konnen, müsste man niimlich den Werth von zc sowie die Werthe der 
partiellen Ableitungen von zc für jede dem Zeitpunkte t - R/V voran- 
gehende Zeit h g s  der Begrenzung des Gebietes kennen. Letzteres ist aber 
O e i  den Bcqzuzgsaufgaben nicht der Full. Man kann nur angeniherte 
Wcrthe dieser Grossen angeben (vgl. die folgende Seite als Beispiel hierzu), 
die sich nicht theoretisch sondern nur mit Hinzuziehung der Erfahrung 
rechtfertigen lasseri und die sicher nicht geilau richtig sein konnen. Die 
Methode lasst sich daher etwa so sc,hildern: Ilfan setzt in die Fmme l  des 
Ihcypts'sehen P r i î ~ i p e s  falsche Randwerthe eirz und  fitzdet durch dieses 
Yri+zc@ richtige Wcrthe fiir tins I.nnere des Gcbieks (!), oder genauer aus- 
gcdrückt: ,Wan setzt ufigenühertc: Rantlwerthe ein zcnd findet eirze angem3hert.t 
I)arstcllurtg der gwucl~ten L t i sw~g  im Innern cles Gebietes. 

Würde man ails der nach Foraiel ( 3 3 )  ermittelten angengherten Losmg 
rückwarts ihre Werthe auf der Begrenzung des Gebietes ableiten, so würde 
man zu Werthen (u,) konimen, welche keineswegs mit den ursprüngliçh 
benutzten Randwerthen (a,) übereinstimmen. (Dies wird sich in dem folgen- 
den Beispiel pag. 64 in der That zeigen.) E s  bietet sich daher hier die 
interessantc Miiglichkeit dar, diese nenen Itandwerthe (u,) in die Formel 
(36) abermals einzutragen, dadurch eine neue Punction für das Innere des 
Gebietes abzuleiten, welche zu neuen Randwerthen (el,) Anlass gebèn würde. 
Man wird vermuthen, dass man so dnrch fortgesetzte Wiederholung des 
Verfahrens die Losung fortgesetzt verbessern wird, dass das Verfahrea 
üonvergirt und dass die G ~ e n z e ,  der die sweessiven Niiherzcwpt ui zuslreben, 
die uiahre Ltisung der betr. Bequnr/saufiabe vnrstellt. Jedoch stehen der 
Ansführung des Verfahrens, ja schon dem Beweise seiner Convergenz, 
scheinbar unüberwindliche Schwierigkeiten entgcgen. Wir  begnügen uns da- 
her im Folgenden, so wie es in der Optik üblich ist, mit dem ersten Schritte. 

Als Gebiet ,,Ga haben wir bei der Beugung an der Halbebene den- 
jenigen Thcil der $?/-Ebene anzusehen, melcher hinter der Spur des 
Beugungsschirmes und seiner geradlinigeri Verlangerung liegt. Nehmen 
wir der Einfachheit halber an, dass der ebene Impuls senkrecht zum 
Schirm einfillt und mschcn wir, wie früher, die Einfallsriehtung zur 
positiven $-Axe, so ist die Begrenzung von G durch z = 0 und G 
selbst durch x < 0 gegeben. Die Schattengrenze ist die negative 
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$-Axe; die Integration nach d s  erstreckt sich über die negative und 
positive y-Axe (Schirmspur und TTerlingerung derselben). 

Welche Werthe von u werden wir nun bei der Integration langs 
der y-Axe zu Grundc legen? Wir  nehmen an, dass sich hinter dem 

Fig. II. Schirm ein Schatten ausbilden wird, 

pitcc welcher um so tiefer ist, je uaher 
wir an die hintere Seite des Schir- 
nies herangehen. T i r  setxen also 
iümjs der negntiven y -  A x e  /"I TA = O ,  

R 1 sowie 
a. -h, 8% ô~ Ô U  

- -- - =-- 
2; Cy I t  - O.  

%Y 
Wir nehmen femer an, dass auf 
der Verlingerung des Schirmes der 

S 7~ Zustand des letzteren diirch nicht die gestort hnwesenheit wird. 

Wir setzen ulso l ü n p  der posiliz'ekz y - A z e  u yleich k m  einfiillenden eben~rz 
I m p l s  

24 = uo = f'(x+ V t ) ,  
wo f eine Function von der pag. 19 beschriebenen Beschaffenheit be- 
deutet. Beide Anriahmen sind natürlich niçht genau zutreffencl und ent- 
halten iiberdies eine Vorwegnahme des zu Beweisenden. 

Wir  führen nun zunachst das nach z genommene Integral in Glei- 
chung (36) ails. Dasselhe laiitet aiif Grund unsercr Annahmen 

wahrend die Integration nach d s  zu ersetzen ist durch 

In (37) benutzen wir fiir f wieder dic Rechtecksform, indem mir setxen: 
Â- a f ( e )  = 0 ,  wenn le1 f ( e >  = 1, wenn le1 

Wir  haben nun (ahnlich wie pag. 40) drei Palle zu unterscheideu, 
je nach der gegenseitigen Lage des Integrationsgebietes (g) und des Ge- 
bietes, in dem f von Nuil verschieden ist. Beide  Gcbicte konnen siclz 
ausschliessen, Fa11 u ;  sie l i o n m n  siclz thei1u;eise decken, Fa11 f i ;  oder dus 
erste h n n  das  zweite vollsta~zdig enthaltefi, Fa11 y. Die Bedingirngrn für 
diese drei Falle sind: 
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Hier k6nnen wir noch f = O setzen, da es sich ja um die Werthe von 
J langs der y-Axe ( f  = 0) handelt; wir mussten in (37) nur deshelb 
die Abhiingigkeit des Integrales von zum Ausdruck bringen, weil spater 
nach 5 differentiirt werden wird. Bei der Abgrenzung unserer drei Falle 
a) ,  j), y) aber ist dies nicht ntit#hig, so dass mir die vorstehenden Un- 
gleichungen auch so schreiben konnen: 

1 
y )  V t -  y >  R. 

Im Falle a) verschwindet nun f für alle Werthe, welche der Inte- 
grationsvariabeln p in (37) beizulegen sind; wir haben daher ersichtlich: 

(3% J =  O. 
Im Falle f i )  wird 

u 

(E+vt+;)+l/(E+vt++ B.  
(3% J =  log -- - 

R 

Im Falle y) endich haben wir 

a J  fY T Sodann sind die Werthe - und 2 zu bilden, wobei, wie aus a n 6% 
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a a .  Fig. 11 ersichtlich ist, = - - 
2 & 

1st. Indem wir nach ilusfühnirig 

der Differentiation 6 = O setzen, unter R2 nlsa nunmehr die Gri%sc 
zz + ( Y - ~ ) ~  verstehen, erhalten wir in den drei unterschiedenen Pallen 
nach geringen Umformungen: 

Schliesslich erhdten wir die gesiichte Darstelli~ng von IL ,  i d e m  wir diese 
Ausdrücke nach q integriren (S. Cl. (35) und (3'7')): 

Durchfnhrung der vorangehenden Methode und Vergleichung mi t  der 
friiheren. 

Bei der wcjteren Hchandlung des Integrales (40) hahen wir eine 
Reihe verschiedener Falle zu unterscheiden je nach der Lage des Punktes 
x y  und je nach der Grosse von t. Der Punkt x, y kami eritweder im 
GeOietc: des geometrischen Schattens (x < 0, y < O) oder irn bes t raWn 
Gehietc: (x < O ,  y > O) liegen. Der erste Fa11 interessirt uns vornehmlich 
und sol1 uns zunachst beschiiftigen. Um den Piinkt (x, y) schlagen wir 
zwei Kreise mit den Radien 

A. 2. 
r ,  = Vt + - und r2 = Pt - 

2 

Dabei konnen je nach der Grosse von t drei Fiille eintreteii: Keinw  der 
Oeiden Kreise schneidet die positive y -Axe ,  beide schneiden dieselbe, ~zzw der 
grossere sclzneidet sie. Diese drei E'alle entsprechen genau den drei pag. 40 
gcmachten Fallunterscheidungen. Bezeichnen wir nirnlich wie früher mit 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



r den Abstand des Punktes xy vom Schirmrande, r = 1/-, so sind 
unsere drei Falle durch die Ungleichungen charakterisirt: 

I 
1) r > Y ,  oder r >  Tt+,, 

Sie werden durch die folgenden Figuren e r lh tc r t :  

1) Im ersten Pal1 ist, wie man sieht, rings des ganzen Integrations- 
gebietes R > r urid also auch 

a R >  Pt+,. 

Hier liegt also der früher mit a)  bezeichnetc Fa11 vor. Bci der Aus- 
S J  3.T rechnung des Integrales (40) haben wir daher für - - - den in (39), 
a n -  c n  
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angegebenen Werth Nul1 einzusetzen. Somit folgt in diesem ersten 
Falle 

(4111 zc = O ,  
in Uebereinstimmung mit Gleichung (28),. 

3) Gehen wir zuniichst m m  dritten E'alle über, wo der Kreis r, die 
positive y-Axe schneidet, der Breis r, aber nicht. Der Schnittpunkt 
SI habe die Coordinate y = qi Aüe Punkte der y-Axe, deren Coordi- 
nate 7 < gi ist, haben vom Punkte xy  einen Abstand R, welcher > r, ,  
aber < r, ist. Für diese Punkte gilt also die Ungleichung 

In  sllen punkte;, der y-Axe dagegen, deren Coordinate 7 > g, ist, wird 
auch R > rl oder 

2. R >  V t f I *  

Die erste Ungleichung entspricht dem früheren Faile f i ) ,  die letztere dem 
E'alle a). Das Integral (40) zerlegt sich so in die zwei Integrale: 

j d v  O = Jd,  O + J V ,  
'Il 

von denen das zweite wegen (39), verschwindet. Das erste lautet nach (39),~: 

Hier haben wir zur Abkürzung gesetzt: 

YO dass a, (vgl. Fig. 12,  Fa11 3) den Abstand SS,  des Schittpunktes iS, 
vom Fusspunkte S des von x y  auf die y-Axe gefàilten Lotes bedeutet. 
Die Lange dieses Lotes ist, vom Vorzeichen abgesehen, gleich der r -  

Coordinate des Punktes z y  und knnn füglich mit 1x1 beeeichnet werden. 
Führen wir  die Integrationsvariable rp ein, indem wir setzen: 

so geht dae vorige Integral über in1): 
-- 

1) Wir benutzen hier und irn Folgenden die Integrationsformel: 

d q  __-- - arc tg (;- tg y )  . Ag cosP<p + Bsainy<p A B  
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d T 
= n - or, + arctg  G9 cose g> + r,  sine g, 

Somit ergiebt sich nach G1. (40): 

Diesen Ausdruck wollen wir, unter Vernachl5ssigung kleiner Crossen, 
etwas vereirifachen u ~ i d  darnit zugleich dem früher in (28), abgeleiteten 
Ausdruck niiher bringen. Wir  unterscheiden zu dem Zweck die beiden 
Moglichkeiten, dass der Punkt (xy) in einiger Entfernung von der Schatten- 

grenze, oder ihr sehr nahe lieg-t. Im ersten Fa11 ist riahezu 3 = - 1 
a1 

(denn y und a, unterscheiden sich nur um die kleine Grosse q,, die dann 
5 

klein gegen a, ist), im zweiten Falle haben wir angenahert - = - 1 
Tl 

(denu x2 und r12 unterscheiden sich um die Grosse a l2 ,  die im zweiten 
72 

Palle klein gegen ri2 ist). Im ersten E'alle wird daher nahezu: a, = 

und u = O; im zweiten Falle dürfen wir setzen: 

arc tg (2 tg a,) = arc tg (- t g  a,) = - a, 

und daher 

Die letzte Formel kann übrigens gleichzeitig aiich im ersten Falle, d. h. 
in einiger Entfernung von der Schattengrenze benutzt werden, da sie als- 
dann ebenfalls einen verschwindenden Werth f;jr u. liefert. 

Aus der letzten Formel lesen wir bereits die uns von früher her 
bekannten Eigenschaften unseres ,,Cylinderimpulses" ab: auf dw Schatten- 

1 
yrenze wird niindich y und ci, gZfic7~ llTull und dahm nmh (41'), u = - 

2 ' 
von diesem Werthe aus nimmt zc schnell ab, um in einiger Entfernung von 
&r Scl~attcrzyremze merldich zzc verschwirdem. 

Wir k6nnen aber auch durch Zulassung weiterer geringfügiger Ver- 
nachlissigungen unsere jetzige Darstellung des Cylinderimpulses direct in 
die frühere überführen. Nach (42) und (43) ist niimlich 

Y or, = arc t g  = arc tg 
v a l e  -ye 

Der zweite Factor unter dem Wurzelzeichen kann aber gleich 1 gesetzt 
werden, w e m  der I'uiikt (2, y) drr Schattengrenze hinreichend nahe liegt; 
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denn alsdann ist Ilcl nahezu gleich Y,, ausserdem unterscheidet sich r 
von r ,  um wcnigcr als il. Somit schreiben wir 

und dementsprechend 

Gleichung (41'), geht 

(41")3 

7z -- r - r  
cil = arc tg  v*. 

d a m  über in 

eine Gleichung, welche in gr6sserer:Entfernung von der Schattengrenze 
einen merklich verschwindenden Werth von u liefert und daher auch fiir 
solche Punkte gültig bleibt. 

Das ist aber genau die frühere Gleichung (28),, wenn wir nur noch 
Â. 

für rl seirien Werth rl = Vi,+ eintragen und , x durch den Beugungs- 

winkel @ ausdrücken, ( 1  z 1 = r cos @) . 
1 1 

W i r  erkennen also : Auch i m  Fulle (3), wo V t  + > r > Pt - 

ist, liefert die Metlwde des Buygms'schen Principes fas t  genau dieselben 
Werthe von u w)ie unswe friihere Met/wde, wenn wir, was bei don so~ben 

gemachten Vernachlassigungen durckweg geschehen k t ,  k als eine sekr &ne 
Grosse behandeln. 

wollen bei dieser Gelegenheit die Richtigkeit einer bereits 
pag. 57  gemachten Bemerkung nachweisen: dass namlich die L6sung des 
Huygens'schcn Principes gewissermassen mit sich selhst in Wid~rspriich 
steht, insofern als die aus dieser L6sung folgenden Randwerthe von u 
auf der Rückseite des Schirrnes keirieswegs genau mit deriJenigen Rand- 
werthen übereinstimmen, die bei der htegration benutzt wurden. Wir 
setzten niimlich ursprünglich (bei der Berechnung des Integrales 136)) auf 
der Rückscite des Schirmes u = O voraus. Aus Gleichung (41), eigielit 
sich dagcgen für die Punkte des Schirmes, d. h. für x = 0: 

u=- ( -- ci) d h .  % + O .  

So  gut also auch die Uebereinstimmung unserer jetzigen und unserer 
friiheren Lijsiing sein mag, so k6nnen wir doch imserc jetzige Methode 
nicht als logisch v6llig bef'riedigend ansehen. 

2) MTir hltben noch die Betrachtung des Fltlles 2) nachzuholen, in 
dem sowohl der Kreis r,, wie der Kreis r, die positive y-Axe sclinrit1t:t; 
die Schnittpuukte seicn SI und S,, ihre Coordinaten ,q, und 7,. In allen 
Punkten zwischen O und Se ( S .  Vig. 12) ist 1i < Y, ,  zwischen AS, und 8, 
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dagegen r, < R < r,, jenseits von S, wird R > r,. Bei der Integi-ation 
vori O bis S, lie@ also der Fa11 P ) ,  von S, bis SI der Fa11 y),  von SI 
bis cx, der Fa11 cc.) Tor. Das Integral in Gleichiing (40) xerlegt sich so 
in drei Bestandtheile: 

von dcnen der letzte verschmindet. 
Der erste lautet nach (39),: 

hier ist a, durch (42) erklart, wiihrend a, in analoger nTeise bedeutet: 

(42') 

Siibstitiiiren wir iihnlich wie in (43) 

l -  Y - Y sin yn = --- sin 9, = --- 
al ' a¶ 

und setzen wir xur Abkürzung 

so gehen die Integrale (46) über in: 

In derselben Weise behandeln wir den zweiten Bestandtheil auf der 
reçhten Seite von (46). i l e r s e h  lautet nach (39)p: 

und geht durch die soeben benutzten Substitutionen in 
Zeitschrift f .  Mathemathik u. Physik. 46. Bond. 1901. 1. u. P .  Heft. 5 
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über. Addiren wir also (46') und (477, sn erhaltcn wir 

Derauf füliren wir die Integration nach der Anni. von pag. 62 aus und 
bekommen für u den folgenden Werth: 

Wir haben noch z11 lintersuchen, wie weit dieser Werth mit dem im 
Falle 2 abgeleiteten früheren Werthe (28), übereinstimmt. 

Bernerken wir zunachst, dass dieser Ausdruck ebenso mie (28), von 
der Grossenordnung 1 ist; es unterscheiden sich namlich a:, und a, einer- 
seits, P., und P - ~  andrerseits nur uni Glieder, welche il &uni Factor haben. 
In der That ist r ,  = r,  + 1 und (nach G1. (42'), (43')) bei Fortlassung 
der Glieder mit il2 etc.: 

a y l  vt I 
a, - KI --- +...  . 

I/ys te - T a  V e t e  - ze 

Entwickeln wir also (41), nach Potenaen von A,  so wird die Entwickelung 
mit der Potenz A beginnen. Sie lautet niimlich, wie man nach einiger 
Bechnung findet : 

Dies ist zwar nicht genau der frühere Ausdruck (28),, auch nicht bis auf 
die hoheren Potenzen von 1. Trotzdem liefert er in allen wesentlichen 
Zügen dasselbe Bild von der zeitlichen und r h n l i c h e n  Ver thd img unseres 
,,ResiduumsU, wie der frühere: auf der Schattengrenze (y = O) verschwindet 

1. 
das Residuum dauernd; es füllt das Innere des Ereises r = Vt - 
miildenftkmig am,  indem es von der Schattengrenze nach dem Rande 
desselben sanft ansteigt; es wird überall Nul1 für t = cm und ist durch- 
weg uni su scliwacher, je kleiner die Impulsbreite il ist. 

Zusammenfassend werden wir a l ~ o  sagen konnen, dass dus Huygens'- 
sche Princip auch im  Falle 2 und überhaupl im ganzen Gebiet des geo- 
metriscl~m Sclzatkns die Bequng unsrres ebenen I~)zpulses mit c'icfrirdig~ndm 
Amalwuny widergiebt. 
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Was das bcshak7te ( M i e t  (X < 0, > 0) betrifft, so mogen einige 
Andeutmgen genügen. Um den Punkt (x, y) schlagen wir wieder die 

A. A. 
beiden Kreise rl = Vt f -2- und 7, = Pt - 2. Je nachdem diese die 
positive y-Axe nicht schneiden oder schneiden, je nachdem sie & ehem 
oder in zwei Punkten schneiden, erhalten wir die folgelden 5 Unterfàlle: 

Fa11 3. Pall 4. 
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Der Fa11 1 ist charakterisirt durch rl < 1x1. Dabei ergiebt sich leicht 
n = O, eine Gleichung, welche sich folgendermassen in TVorte fassen liisst: 

Inzpuls bis m m  Punkte (xy) hingelangt. - 
Im Falle .B haben wir r ,  < ,z l  < ri < r .  Sind SI und S2 die beiden 

Schnittpunkte von r, mit der positiven y-Axe, r], und 7 ,  ihre Coordi- 
naten, so gilt zwischen SI und S, ersichtlich r ,  < R < r ,  (Fall fi)), jen 
srits von SI und S, aber IC > ri (E'all CL)). u, ist d a m  durch die Fornlel 
gegeben: 

Hier ist die Abkürzung benutzt: u = - cc2, deren Bedeutung 
(S, S + SS,) aus Fig. 13 ersichtlich ist. Verfahrt man bei der Inte- 
gration ahnlich wie früher, so e rhd t  man einfach: 

a 1 
Fiir d m  Zeitintwvall 1 z j - < Vt < 1 nl 1 + i s t  also im  Punkte 

(x, y) des bestrahlten GeOietes die Rrregung constant gleich 1 .  
Wir haben hier offenbar den einfallendew Impuks vor uns, dessen 

Grosse bei Zupundelegung der li,echtecksform in der That gleich 1 ist. - 
Lm Falle 3 ist 1 x 1 < r ,  < r, < r. Heissen die Schnittpunkte unserer 

beiden Xreise der Reihe nach SI, S,, S,, S4, und die zugehorigeri Courdi- 
naten vil T~~ r/3, q,, so gilt zwischen O und SI, sowie zwischen S4 und oo: 

B > r, (Fall a ) ,  zwischen SI und S, sowie zwischen S, und S4: r, < R < r, 
(Fa11 y), zwischen S, und S, eniilich: B < r ,  (Fall fi). Die Ausfiihning 
der Integration liefert d a m  genau den werth 0, wie hier nicht niiher 
ausgeführt werden soll. 

In diesem Erlle ist der directe Irnpuls iiber den Punkt (x, y) bereits 
hinweggegangeîz, wahrend der gebeugte Impuls i l ~ n  noch nicht wreicht liat. 

Der Pa11 4 greift Platz, wenn t so weit gewachsen kt, dass der 
&eis r ,  über den Punkt O hinübergreift, der Bal1 5 ,  wenn dasselbe Tom 
Kreise r ,  gilt. Die Verhaltnisse liegen d a m  ebenao wie bei der Be- 
trachtung des Schattengebietes irn Falle 3 und 2. In  unserem jetzigen 
Falle 4 haben wir im Punkte (x, y) die dern Cylinderimpuls entsprechende 
Erregiing, im Falle 5 das Residuum des letzteren Auf die formeln~assige 
Darstellung dieser Erregungen verzichten wir, da sie ebenso lautet, wie 
bei der Behandlung des Schattengebietes. 

Jedenfalls k6nnen wir sagen, dass auch inz bestrahlten Gehiete der 
Zushnd durch d i e  Melhode des Huljgms'schen I'~~ri@e.s richtig, u. 220. i?z 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von A. S O ~ E R F E L D .  69 

den ersimz drei Fdlcn ~ e n a u ,  i n  den letztcn Ocidcn n q p ü h c r t  richtig wiedrr- 
gegden wird. 

Hiemadi konnte man die Frage aufwerfen, ob unser früheres Ver- 
fahren überflüssig war und ob wir uns nicht besser von vornherein dm 
üblichen Methode des Euygen'schen Principes angeschlossen hatten. W u  
niüssen hierauf mit Nein antworten. 

D e m  mstlich tri@ unser jetziges Verfahren von vornherein nicht die 
Gewahr Tir die Richtigkeit seirier Resultate in sich. In der That sind, 
wie wir ohen sahen, die Randwcrthe, die wir in die Formel des Huygens'- 
schen Principes einsetzten, keinesfalls genau richtig. Die Anuahme, dass 
sie angeniihert richtig sind, bedeutet eine Vorwepahme des zu Beweisen- 
den, welche in unserem F'alle noeh unbefricdigender ist, wie in der 
gew6hnlichen Optik, wo die gemcme Erfahrung von der naheau voU- 
standigen Schattenhildiing hiiiter cinem undiirchsichtigen Objectc zeugt, 
wahrend uns bei der Beugung der Impulse die optische Erfahrung im 
Stiche lasst und die akuslische nicht sehr überzeugend ist. 

Zweitens ist die jetzige Methode nur bei hinreichend kleiner Impuls- 
lange a anwendbar, weil nur in diesem Falle die benutzten Randwerthe 
al3 angenzhert richtig gclten konncn. Bei grosscren wertheri von rl kann 
Ton einer absoluten Schattenbildung, wie sie bei Zugrundelegung der 

au au Randwerthe u = - - n- = O vorausgesetzt wird, nicht die Rede sein. aE - G~ 
Dagegen war unsere frühere Methode von der Kleinheit von Â unabhiingig. 

Drittens aber zeigt ein Bliek auf die Rechnungen dieses und der 
früheren Paragraphen, dass unsere frühere Methode in ihrer Durchführung 
und ihren Resultaten wesentlich einfacher ist, wie die jetzige. In der 
That haben wir frühcr die mühseligcn Integrationen und Fallunter- 
scheidungen nicht nothig gehabt, welche das Huygens'sche Princip mit 
eich bringt. Man kann hier die haufig zutreffende Bemerkung machen, 
class bei einem hinreichend einfach formulirten Problem die exakte Losung 
schliesslich übcrsichtlicher und eleganter wird, wie eine angentiherte. 

Dagegen bleibt der Methode des Huygens'schen Principes ein grosser 
Vorzug, der sie in der Optik îür alle Zeiten u~ientbehrlich machen mrd,  
der der grossten Ve~eral~es~zeinerun,qsf'aIziq7iP.it. Untcr diesem Gesichtspunkte 
wird sie uns im niichsten Paragraphen wesentliche Dienste leisten. 

5 11. 
Das Problem des Spaltes. Behandlung desselben nach der Methode der 

verzweigten Losungen und nach der des Huygens'sChen Principes. 

Wie schon am Ende von 9 8 bernerkt, ist die Berechnung der 
Impulsbreite aus den von einer Halbebene hervorgerufenen Beugungs- 
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erscheinungen sehr unsicher. Günstiger liegt die Sache bei dem S p l t ,  
an dem auch die Beobachtung leichtcr und sicharer sein dürftc. 

Thatsiichlich beziehen sich die zur Zeit vorliegenden einzigen ein- 
wandfreien Beugungsbeobachtungen a8uf den Spalt. JVir wollen daher 
versuchen, die zu ihrer Deutung erforderliche Theorie zu entwickeln. 

Was die entsprechenden optischen Phiinornene betrifft, so habe ich 
beraits am Ende einer früher citirten Arbcitl) angedcutet, in welcher 
Weise ich mir ihre exakte Behandlung denke. Statt der zweibliittrigen Rie- 
mann'schcn Flschc mit einem Vcrzweigungspunkte im Endlichen müsste man 
von einer zweiblattrigen Fliche ausgehen, welche zwei Verzweigungspunkte 
besitzt. Diese würden den Durchstossungspunkten der Riinder des Spaltes 
mit ihrer gemeinsamen Normalebene entsprechen. Der Zusammenhang 
dieser Plache lasst sich am einfachsten so beschreiben, dass man sagt: 
Man l e p  zwei schlichte Ebencn übweinander, m d i r e  in ihnen die  Schnitt- 
punkte mit den Spaltrandern, sowie die Spure~ der S'alkbenelz. Langs der 
letzteren schneide man die beidm Ebefien azcf und hefte die Sclmilllinien 
wechselweise aneimndm. In der Optik würde es sich nun damm handeln, 
eine L6sung der Differentialgleichung Au + kau = 0 zu construiren, 
welche auf diescr Biemann'schcn E'liiche eindeutig und stetig ist und 
gewissen anderen Bedingungen genügt, welche sie als Darstellung einer 
fortsühreitenden ebenen welle ch~rakterisiren. Für  sich genommen würde 
diese L6sung die Beugung einer ebenen Welle an einem Spalt in einer absolut 
sehwarzen Oberfltiche liefern, wihrend man nach dem Spiegelungsprincip 
durch Uebereinanderlagerung zweier solcher LGsungen das befriedigendcr 
definirte Problem der Beugung an einem Spalt in einer wbsoiut reflatiren- 
den Ebene behandeln konnte. 

Dasselbe gilt von der Beugung eines ebenen Impulses. Hier hat man 
gleichfalls von der soeben definirten Riemann'schen Fliche auszugehen, 

Ceu 
auf ihr eine Losung der Differentialgleichuna = V2Au zu construiren, 

d t 2  

welche sich auf der Flache eindeiitig nnd stetig verhalt, welche fiir einen 
beliebig gewahlten Anfangszeitpunkt t = - T und für r < R im unteren 
Blatte verschwindet, im oberen gleich dem unverzweigten lmpuls u, wird 
und sich ahnlich in der grossen Entfemung r = R von dem Coordinaten- 
anfangspunkte für  jede Zeit zwischen -ï' und +T verhglt, (nimlich in1 
unteren Blatte verschwindet, im oberen gleich u, wird). Eine solche Func- 
tion würde direct die Beugung eines ebenen Impulses an einem Spalt mit 
geschwiirzten Schirmoberfliichen liefem; aie lasst sich auch dazii benutzen, 
um aus ihr die L6sung des v6llig eindeutig definirten Problems der Beugung an 
einem Spalt von absolut reflectirenden Schirmoberfliichen zusammenzusetzen. 

~p~ -- - 

1) Math. Ann. Bd. 47, pag. 347. 
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Leider ist es niir aber trotz wiederholter Beinühungen nicht gelungeri, 
eine snlche Function u aufziistellen, d. h. die Integration der Differciitial- 

%=u gleichung Au + k2u = O (Optik) bez. zz = VUtc  (Rontgenstrahlung) 
" - 

auf der genamten Riemanii'schen F l k h e  eu  Icisteri.') E s  ist kein Zweifel, 
dass die Kenntniss einer sol- 

Fig. 14. 
chen Function die Behandlung 
der betr. Beugungserschei- 
nungen nicht nur exakter 
soridern auch übersichtlicher 
end einfacher gestalten wiirde, 
wie die Methode des Huygens'- 
schen Principes. Auf letztere 
sehen wir uns nun doch an- 
gewiesen. Wir  werden sie 
bei hinreichend kleinem Â. 

ohne Bedenken anwenden, da 
wir bei dem Probleme der 
Halbebene die ziemlieh weit- 
gehende Uebereinstimmung 
ihrer Eesultate mit unserer exakten L6sung nachgewiesen haben. Dabei 
werden wir auch von letzterer Kutzen ziehen, indem wir sie mit der 
Losurig des Huygens'schen Principes conibiniren. 

Die Einfallsricht,ung des ehenen Iinpulses sei wie frülier die positivc 
x-Axe, sie mage durch die Mitte des Spaltes gehn und senkrecht zu den 
den Spalt formirenden Ebenen sein. Die Breite des Spoltes sei x.  Das 
Randintegral J d s ,  durch welches wir u hinter dem Schirme (für z < 0) 
darstelleli, erstreckt sich zunachst auf die ganze y-Axe. Da wir aber bei 
der Anwendung des Huygens'schen Principes hinter den Schirmwanden 

au a u  
u = = , = O nehmen, so fallen die Integratioiien von - oo . . . -1 

c 5  071 2 

und von + i-. . . + cu, heraus und wir erhalten die zu Gleichung (40) 
analoge Darstellung. 
- 

1) Anch in  der P~tent~ialtheorie,  wo die verzweigten L5siingen hei der Hehand- 
lung gewisoer Randwerttiaufgaben eine iihnliclie Rolle spielen wie in  der Optik, hatie 
ich das Prablem des Spaltes nicht losen konnen. Vgl. meine Arbeit ,,I:eber ver- 
zweigte Potentiale", Proceedings of the London Matliematical Society, Vol. 28 (1896), 

5 .  Die Bcmcrkungen iiber den Spalt hahe ich 1. c. vol. 39 pag. 161 abgeandert. 
Aber auch in  der abgeanderten E'assung ist die Losung nicht richtig. Sie giebt nicht die 
Green'sche Function des Spaltcs, sondern die der Kreisscheibe, welche bekanntlich durch 
Inversion au8 der Green'schen Function fiir die Halbebene abgeleitet werden kann und 
die von Hn. E. W. H o  b s o n  nach der Methode der verzweigten Losungen direct hehandelt 
worden ist. Vgl. Trans. Cambridge Phil. Soc. Bd. 18 (Stokes-Jubiliiums-Band), pag. 277. 
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-- 
2 

t3J a J  . Dabei sind für - - , je riach der Lage des Punktes x, y und je nach 6n an 

der Zeit t ,  genau die frühcrcn Werthe (39), , (39)p,  (39), einzutragen. 
Wir k b n e n  uns aber die Ausführung der Integration sparen. Be- 

merken wir nimlieh, dess 

Die rechts stehenden Integrale haben wir im vorigen Paragraphen be- 
rechnet, mit dem unwesentlichen Unterschiede, dass dort die untere Grenze 

nicht + +, sondern O hiess. Wir fanden, dass sie in d e n  wesent'lichen 

Stücken mit unserer zweiwerthigen Losung 2 a z c  übereinstimmten. Indem 
wir sie direct dieser L6sung gleichsetzen, vereinfachen wir die Rechnungen 
und corrigiren wenigstens theilweise die dem Huygens'schen Princip an- 
haftenden Ungenauigkeiten. Wir  wollen sçhreiben: 

Alsdann bedeutet zc' die Function des verzweigten Impulses für eine 

Riemann'sche Fliiche, welche im Punkte x = O, y = - " und nur in 
2 

diesem einen Verzweigungspiinkt hat, oder auch den Zustand, welchen ein 
schwarzer Schirm, dessen Spur mit dem Stücke der y-Axe von - OQ bis 

X 
-- 

2 
zusammenf iillt , bei auffallendem ebenen Impuls hervorruft. In der 

gleichen Weise bezieht sich u" auf eine Biemann'sche Fliiche mit dem 

Verzweigungspunkte x = O, 'y = + 5 bez. auf einen schwarzen Schirm, 

dessen Spur von y = - oc bis y = + 5 reicht. 
2 

Aus (48) folgt somit einfach: 

(49) u (x, y, t)  = u' - u". 

Dies wiire die L6sung des Spaltproblems nach dem (in der angegebenen 
weise corrigirten) Huygens'sühen Princip. Vergleichen wir sie mit der 
oben postulirten strengen Losung! Dass beide nicht genau übereinstimmen 
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konnen, ist klar, denn die unbekannte strenge L6sung sollte eine zwei- 
werthige Function con. x und y sein, de sie j a  auf einer zweibliittrigen 
Riemann'schen Fliche eindeutig sein sollte. Die vorstehende Losung da- 

Fig. 15b 

Fig.  1 5 a .  

gegen ist eine t;ierwertlzi,qe Fuw&kn vmz z wnd y, da sie sich aus den beiden 
verschieden verzweigten zweiwerthigen Funütionen u' und u" zusammeii- 
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setzt. Sie gehUrt zu einer vierblattrigen Rieruanri'schen Fliiche, welche 
etwa in folgender Weise erzengt werden kann. Nan lege zunichst vier 
schlicht verlaufende Ebenen (1, 2, 3, 4) übereinander und niarkire in ihnen 
siimmtlich die Diirchstossungsp~uikte der beiden Spaltrander sowir: die 
Spuren der beiden Spaltebenen. D a m  schneide nian alle vier Bliitter 
l angsder  Spuren der beiden Spaltebenen auf. An der einen dieser Spuren 
verbinde man die Bliitter 1 und 2, 3 und 4, an der anderen die Blatter 
1 und 3, 2 und 4 wechselweise mit einander. Dadurch sind alle vier 
Rliitter zu einer einhcitlichen vierhl%ttrigen F'lache vcrkoppclt. 

Das Resultat dieses Processes wird durch Fig. 15b schematisch dar- 
gestellt, wiihrend Fig. 15 a in derselben Weise die zweiblittrige Riemann'sche 
Fliiche veranschaulicht, von der vorhin die Hede war. 

Der charakteristische Unterschied zwischen beiden Pliichen besteht 
darin, dass nuf der zweibliittrigen F l k h e  eiu, auf der vierbliittrigen erst 
zwei Umlaufe um beide TTerzweigungspunkte zum Ausgangspnnkte zurück- 
führen. Wichtiger als dieser Unterschied in dern Zzmmmenlzange der 
Fliichen ist der folgende Unterschied in der Wwtlmertheiizcng der ur- 
sprünglich postulirten und der jetzt gefundenen Losung. Wir suchten 
ursprünçlich eine Losung, welche auf dern einen Blatte der Flache 15a. 
irn Anfangszustande für t = - T gleich u,, auf dern anderen gleich Nul1 
wird. Dagegen fa,nden wir diirch das Hiiygens'sche Princip aine Liisiing, 
welche dem folgenden Anfangszustande entspriçht: Es  wird u' und u" für 
t < - 7' je in zwcien der vier Bliitter von 1Sb gleich zt,, in zweien 
gleich Null; dementsprechend wird u = u'- t i r  in einem Blatte gleich 
uO, in eiriem anderen gleich - uO, in den beiden übrigen gleich Null, 
(vgl. Fig. 15b7 wo die Anfangswerthe von u', u" und tc eingetragen sind). 
1%- suchten also eine Losmg,  die einem einfallenden Impulse entspricht; 
wir fa,fiden eine solche, die ails der Combination zu:eier, (iiatiirlich in ver- 
schiedenen Bliittern) einfallender Impulse, eines positiven und eines nega- 
tiven, hervorgeht. 

Nun konnten wir ja, wenn wir von dem Problem des Spaltes mit absolut 
reflectirenden Oberflachen absehen und lediglich an den Spalt mit ge- 
schwiirzten Schirmwiinden denken, ebenso gut auf der vierbliittrigen Flache 
15 b operiren, wie auf der zweiblattrigen 15 a (vgl. pag. 14). Wir müssten 
dann aber auf der vicrbliittrigen E'liiche eine Liisung verlangcn, die einein 
einfallenden Impulse entspricht, die also im Anfangszustande nur in einewz 
der vier Bljtter von Null verschieden, niimlich gleich u,, wird. 

Das Huygens'sche Princip liefert uns, wie wir sahen, eine solche 
L6sung nicht. Dementsprechend wird bei der LUsung des Hiiygens'schen 
Principes die Energie nicht nur in einem Sinne durch die Spaltebenen 
fliessen (namlich nicht nur von dem Blatte, wu anfangs u = uo, nach 
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den anstossenden Hliittern hin), sondern es wird etwas Energie auçh in 
der umgekehrten Richtung durch die Spltebenen hinciurchtreten (von dem 
Blatte, wo anfançs ,u = - u, ist, wird Energie in  das Blatt übergeheii, 
wo anfangs u = + u, war.) W i r  werden daher sagen miissen: Azcclz 
w e m  wir diejenzge Unbestimn~theit be~ücl;sichtigen, webc7~e du's Problelrz des 
sc1au;arzc~ Korpers mit sicl!, hringt, kanva ZLNS die LOSU'IZ~~ des fZ~yqe+~,s'- 
s c l ~ n  Principes nicht collig Oefrierli.yfyc.n. Dentz sie stellt uîzs ni& die Aus- 
breituny eines einziyen J ~ ~ y u l s e s  a~cf' der vierldattrige~~ F l ü c l ~  d m ,  somler.n 
die gleichzeitige Ausb~eitzcvzg ~weier  en,tc/e,qengesetater Tmpulse, bei uiebcher clic 
E~rgiestromureg nicht daumnd i d s  Innere der Spaltwünde hineilz gerichtet 

kann. 
Trotzdeni diirfen wir nach den Erfahrungen, die wir bei der doppelten 

Behandlmg des Halbebenenproblems gemacht haben, annehmen, dass auch 
im Falle des Spaltes die LGsung nach dem Huygens'schen Princip eine giltr: 
Aiinaherung darstellen wird, sofern nnr die Impulsbreite hinreichend 
klein ist. Jedenfalls werclen wir diese L6sung den weiteren Uritersuchungen 
zii Gnindr legcn, 

Wir müssen uns nun die Losung (49) etaas niiher ansehen. Wir  
bezeichrien mit Y' und Y'' die Abstande des Punktes Y($, y) von den 
beiden Spaltriindern (in Fig. 14 den Punkten &' und &"), so dass 

Wir ziehen ferner die Geraden g' urid y'; welche für die Einzelinipulse u' imd 
u" die Rolle von Schattengrenzen spiclen. Auf den beiden Seiten einer 
jeden dieser Geraden wird jedesmal eine der Functionen 74' und u" durch 
verschiedene F o r n d n  darzustellen sein: suf der einen Seite gelten die für 
das ,,untered', auf der anderen die für das ,,obere Blatt" abgeleiteten Formeln 
(28) bez. (29). Hinter dem Spalt werden sich offenbar zwei Schattengebiete 
ausbilden, des eine zwischen y' und der einen Seite des Schirms, das andere 
zwischen g" und der anderen Seite. Das erstere geh6rt sowohl hinsichtlich 
der Function u' wie u" zurn unteren Blatte der betr. Riernam'scheri Flache. 
Tn dirsrs Gcbiet gelanpt, dahcr nur gebeugte Strahlung. Das ewrite 
Schattengebiet gehort zum oberen Blatte jener beiden Riernaim'schen 
Flachen. In delri Ausdruck von u' sowohl wie von u" korrirrit daher eiil 
Term u, vor, welcher einfallende Strahlung bedeutet. Diese beiden Terme 
heben sich aber in der Differenz zc'- a" heraus, so dass, wie es sein 
muus, in dieses zweite Schattengebiet ebenfalls nur gebcugte Strahlung 
hineingelangt. Dagegen finden wir zwischen den Geraden g' und y" neben 
der gebeugten auch eine von u' herrührende directe Strahlung. 

Von Wichtigkeit wird für uns noch der georrietrische Ort r" - r' = A- 
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sein. Es  ist dieses, (wenn der Spalt nicht zu eng) wenn n%rrilich x > A 
id ) ,  ciil Hyperhelast, welcher &' zum Brennpiinkt und die a- und y-Axe 
zu Hauptaxen hat. Seine Gleichung lautet 

T)ie Gerade ,y' wird vnn der Hyperbel in einem Punkte R geechnitten, 
x e  - 2% der von Q' den Abstand - - hat. 

2 1 

Fassen wir nun einerseits das vertical, andrerseits das horizontal 
schraffirte Gebiet in Pig. 14 in's Auge, welche beide durch die Hyperbel 
getrennt werden. In einem Pnnkte des ersteren (vertical schraffirten) 
Gebietes herrscht nach den Gleichungen (28) Ruhe bis zu dem Nomente 

Vt = Y '  in welohcm der von &' ausgehende Cylinderimpuls einsetzt. 
2 ' 

Hevor er über den betrachteten Punkt hinweggegangen ist, was zur Zeit 
1 Vt = Y'+ der Fa11 ist, kommt von Q her der zweite Cylinderimpuls, 

A. 
welcher den betrachteten Punkt im Momente Vt = r"- erreieht. Für 

1 1 
ein gewisses Zeitintervall r"- < Vt  < r' + sohwachen sich also die 

11eiden Cylinderimpulse gegenseitig; darauf corribiriirt sich theils der von 
q" ausgegangene Cylinderimpuls, theils das von ihm zurückgelassene 
Residuum mit dem Residuum, welches den von Q' herkommenden Cylinder- 
irnpills hegleitet. In diefiem Gebiete wird 7h dement~prechend durch die 
folgcnden ~ u s d r ü c k e  dargestellt (S. die Gleichungen (28)): 

In dem anderen genannten (in Fig. 14 horizontal schraffirten) Gebiete 
iet dagegcii die zeitliche Aufeinanderfolge der Storungen cine: andere. In 
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jedem Punkte dieses Gebietes herrscht abermals Ruhe bis zu dem Momente 
1 V t  = Y'- wo dcr von Q' kommende (:ylindcrimpuls den hetrachtetcn 
2 , 

Punkt erreicht. Dieser Cylinderimpuls IZuft vollstandig ab und es tritt 
an seine Stelle das zugehorige Residuum, bevor der andere Cylinderimpule 
von q" herangekommen ist. Von da ab besteht theils dieser letzte 
Cylinderimpuls, theils das zugehorige Residuum neben dem Residuum des 
ersten Cglinderimpulses. Wie man sieht, haben in den Punkten dieses 
Gebietes beide Cylinderimpulse Zeit, sich ungestort auszubildcn. Die 
Formeln, welche hier zur Darstellung von u dienen, Sind die folgenden: 

Wir haben hier nur von Gebieten gesprochen, in  denen r" > r' ist. 
Genau das Entsprechende gilt offenbar von den Gebieten r '> r", da ja 
der Vorgang oberhalb und unterhalb der x-Axe (rU=r') symmetrisch ver- 
laufen muss. wie die Pormeln in den nicht schraffirten Gebieten zwischen 
y' und y" zu modificiren sind, braucht knum niiher erortcrt zu werden. 

Die Intensitat der Rontgenstrahlung im Beugungsbilde des Spaltes. 

Bus den im 8 besprochenen Gründen müssen wir von der elektrischcn 

Kraft zc zu der elektrischen Energie 8 n  'Ju2<lt oder besner nooh zu der 

relativen Tntensitat 
-Cm 

übergehen. Die hierzu erforderliçhen Eechnungen sind zwar ganz elementar, 
aber recht rriülisarri. Sie sollen nur auszugsweise mitgetheilt werden. 
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1) Wir  beginnen mit der 1712ttellinie cles Xpultes, der X-Axe. Hier ist 
21' durch (29), u" durch (28) dargestellt. Da Y"= r', wird der gelieugte 
Bestandtheil in  z i  bis auf das Vorzeichen gleich u". Wir haben namlich 

ZG' = u,, - u", also u = 11, - 2u" 
und daher 

+ m  

J = bu,- 2 ~ l ) ' d t  = d' + 46'' - 4 ~ ,  

11% u, im Allgemeinen gleich NuU ist, ausser fiir das Zeitintervali von 
1 

der Lange z = -, wo zc, constant gleich 1 wird, so ist zunachst v 
J'= 1. 

Der Werth von Sr ist gerade durch die frühere Gleichung (33) gegeben, 
wenn wir unter der dort vorkommenden Grosse s das folgende vcrstehen: 

Es handelt sich also nur noch um die Berechnung von K. Hierbei ist 
zu bemerken, dass u, von Nul1 verschieden nur d a m  ist, wenn 

und d m  u" von Nul1 verschicden ist, nur wenn 

a r"- - < Tt. 
2 

Machen wir also 

so wird es darauf ankommen, ob t, < t, oder t, < t2 ist, I m  letzteren 
Palle ist offenbar 

K=O, 
iin ersteren heben wir 

Die Bedingung t, < t, kann aber auch so geschrieben werden: 

n a 
~ " - ~ < I z i + ~  oder Y"- lx l<A oder s > l .  
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Unter dieser Bedingung hat K den zuletzt angeschriebenen Werth. In1 
eritgegengesetzten Falle (s < 1), wo jener Werth iinaginar werden würde, 
ist K gleich Null. 

Die gesuchte Intensitat J konnen wir demnach folgendermasseil be- 
rechnen. 

(52)  
4 J=l+  4 J f 1  n (a rckgf i -1  

Der Zusatz* sol1 andeuten, tlass der betreffende Term xu streichen ist, 
wenn er imaginZr werden würde; die Grosse J" bedeutet, wie bemerkt, 
die rcchte Scite von (33). 

Nach dieser E1orniel ist die folgende kleine Tabelle berechnet, und 
zwar für dieselben Werthe von s ,  für die wir J" nach pag. 5 3  bereits 
kennen : 

Um ihre physikalische Bedeutung zu verstehen, wollen wir den Ausdruck 
(51) für s etwas umrechnen. E s  ist ja auf der Mittellinie 

sobald wir uns in einem Abstande lccl vom Spalte bcfinden, der p o s s  
x e  

gegen die halbe Spaltbreite -:- ist. S o n d  wird r'- 1x1 = - und s 
81x1 

proportional mit dern Abstande vom Spalt, n h l i c h :  

Den Inhalt imserer Tabelle konnen wir also so ausdrücken: Bewegen wir 
uns auf der Mittellinie vom Spalte fmt, so w?iclzst J zunüchst V O N  dem 
ungefihren Wwthe 1 an bis su. de'ern maximalen Werihe J = 1,20, welçhm 

Y. = 
im Ahstulzde lx 1 = vom Spalt erreicht wird. Von da aus nimmt J al/- 

mühlich ab ulzd zwar etwas schneller ais es vorker zugwzownen hatte, um in 
unendlicher Entfernung com Spalt zzc versckwinden. 

In dem Auftreten des Maximums und in der Abnahme der Intensitiit 
bei wachsender Entfernung habcn mir offenbar eine F'olge der Endlicldceit 
der Impulsbreite zu erblickeri. Bei unendlich kleiner Irnpulsbreite (A. = 0) 
würde aiif der ganzen Mitt~llinie und wie mir hinziifügcn konnen, in 
dem ganzen Raume zwischeii g' und y" überall die gleiche Intensitat 1 
herrschen (es ware ja übeiall auf der Mittellinie s = O). Eine hinter dem 
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Spalt aufgestellte Plattc würde in jeder Entfernung ein gleichmiissig 
erhelltes Bild von der Breite x und der Bestrahlungsintensitiit 1 lieferri. 
Lu diesem Falle komten (wie in  der georrietrischen Optik, wo man die 
Wellenlingc A. verschwindend klein voraussetzt) alle Verhaltnisse des Spalt- 
bildes durch blosse geoinetrische Projection gefunden werden; jede Art von 
Reugiing ware ausgcschlosfien. Rei endlicher Iinpulsbrcite aber trcten die 
oben geschilderten Unterschiedlichkeiten auf. 

II. Wir  schliessen hier zunachst die Betrachtung der Schattengrenze 
1 

g' an. Auf dieser ist u' = l- u, und daher u = ; u, - u". u ist also 
2 2 

halb so gross und J ein viertel so gross wie im vorhergehenden Falle bei 
gleichhen Werthen von u". 

Die Darstellung von J entnehmen wir daher unmittelbar der Glei- 
chung (52): 

(53) 
1 1 

.J = - + J" - - c tg - -$, 4 X 

1. 
s" bedeutet hierbei die Grosue -. r"-1x1 Die entsprechend gebildete Grosse 

i1 sr = - 
r' - 1x1 ist, da wir uns auf der Schattengrenze von zc' befinden, fort- 

gesetst m. n i e  Griisse s" ist abermals dem Abstande lx 1 von der Spalt- 
ebene proportional. Wir  haben namlich auf g' (mit Ausschluss der dem 
Spalt benachbarten Theile dieser Geraden): 

Zu einem beliebigen Werth von s" gehort danach auf der Schattengrenze 
die vierfache Entfernung von der Spaltebcne, v i e  zu demsclbcn Werth von s 
auf der Mittellinie. Z. B. entspricht auf der Schattengrenze dem Werthe 

x = 
s" = 1 die Entfernung lx 1 = wahrend auf der Mittellinie zu s = 1 die 

%= 
EntFernuug 1 x 1 = gehorte. Da, wie wir salien, bei gleichen Wertheri 

8 1 
von u" die Grosse von J auf der Schattengrenze viennal so klein ist a ie  
J auf der Mittellinie, so ergiebt sich: 

Auf der Schaltengrmze ist ilz viermal so grosser Enyérnung von der 
Spaitebene die relatioe Intensitit vimmal so kleiîz wie in einfacher Enqernzcng 
auf der 3iitteilinie. 

Nach dieser Regel sind in der folgenden Tabelle für dieselben Werthe 
von 1 X I  a i e  oben die zugehorigen J-Werthe auf der Schattengrenze be- 
reühnet. Die letztcren wurden, wo sie nicht direct der früheren Tabelie 
entnonitnen werden konnten, durch Interpolation daraus abgeleitet. 
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Aehnlich wie oben Iasst sich daher der allgemeine Gang von J folgender- 
massen beschreiben. Bewegew wir uns auf der Schutkngrenze von der 
Spaltehmc fort, so waclzst J von d m  anfa?zglichen Wertl~e 0,25 zunüchst 

x 3  
etzoas an, erreicl~t ein Maxim.um 0,30 im Abstande 1 x 1 - G a  vom Spalt 

und nimmt von da aus bei weiter wach,sendw Entfernung vom Spait abl- 
mahlich su hTull ab. Das Maximum ist ziemlich schwach ausgebildet; 
sein Ort ist, falls rZ klein gegen x ist, nierklich derselbe Punkt, der in 
Fig. 14 mit R bexeichnet wurde, also der Schnittpunkt von g' mit unserem 
Hyperbelaste. Die Stelle des Maximums auf der Mittelliuie ist in Fig. 14 
mit S bezeichnet. 

Wir ziehen noch die Scl~nelligkeit des stitlicken Abfalls der Intensitiit bilim 
Uebergange von der MittelfiilzËe nach der Schallengre.nze azcf der ihnen' gemein- 
samn Senkreclzteîz. in Betracht. Dieselbe wird am besten gekennzeichnet 
durch das Verhaltniss A J  : J (A J = Abnahme der Intensitat bei dem ge- 
nannten Uebergange, d =  Intensitit auf der Mittellinie). Für dieses Vcr- 
hltltniss berechnen wir durch Vergleieh der beiden vorigen Tabellen die 
folgende: 

A J 
- = 0,s) 0,s) 0,s) 0,8. 0,7, 0,5, 0,3, 0,2, 0,l. 
d 

A J  . 
Die Grenzen, zwischen denen - liegen muss, sind ersichtliçh 1 und 0; 

d 
1 würde bedeuten, dass J auf der Schattenpenze zu Nul1 herabgesunken 
ist, dass a190 die seitliche Abnahme der Intensitat sehr stark ist; O würde 
bedeuten, dass J auf der Sçhattengreue denselben Werth hat, wie auf 
der Mittellinie, dass also die Ahnahme sehr langsam stattfindet. Die 
echten Brüche zmischen diesen Grenzen. geben, wie gesagt, ein Maass für  
die Geschwindigkeit der seitliçhen Intensitatsabnahrne. W i r  sehen nun 
aus unserer Tabelle: 

Die Sc3~nellig7ceit des seitlichen Intensitatsabfalles ist anfa,ngs (in der 
u s  Nühe des Spaltes) ziemlich gross. IN der Enlfwnung 1x1 = 8;1 aber, d. h. 

in der Gegend des Punktes S, S',  wo die In,fRnsitüt muf dm Bfittdlinie dit 
Maximum erreicht, verlangsami sich die Gesch,wimiig7ceit er3ixblich und 
niilwt sick mit wuchsender Rntfennung 1 z 1 dem Werthe ATztll, hei dern über- 
h u p t  keine seitliche Abnal~me mehr uorhanden ist. 

Aus diesem wichtigen Umstande ist hinsichtlich des Charakters des 
Beugungsbildes Folgendes zu schliesseri: 

Zeitscùrift f. Mathernatik u. Phgsik. 46 Band. 1901. 1. u. 2. Heft. 6 
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Rine hinter dcm Spalt angebraehte (fluorescirende oder pliotagraphisçhe) 
Flatte liefert ein Bild des Spaltes, welches in verschiedpm Entfe~nungen 
vom Spalt verschieden deutlich ist Es ulirtl scliarf hqrcncf  sein i l z  dm 

x 9  ,Ville des Spaltcs his sur Entfcrn,ung 1 s 1 = - . bci tupiter warl~senckr E d  
H L 7  

fcrnzcng w i ~ d  das Rild ZWZIWY ~'ers~hwouzme~zev zrizd, wie wir vorher sahen, 
2 5 x e  

immer lici~tsc7~zud~e?-, so dass schon für x 1 = 1- die Iiitensitiit an der 
8 1" 

Sühattengrenze nicllt mehr rrierklich von der Intensitiit auf der Mittel- 
linie abweicht. 

Auch diescs Verhalten ist offenbar hei unendlich kleiner Impulsbreite 
unmoglich ; in dicsctin Grenzfalle wiirde [las Spnltbild in jcdcr Entferniing 
gleichm%sig scharf bcgreiizt sein. Umgekehrt wircl man aus dem Masse 
der Verschwommenheit des Bildes und aus der Entferiiung, in melcher 
dieselbe stattfindet, auf die Breite des Impulses schliessen koniien. 

III. wir berechrlen J r~och airf uirier dritten charakteristix&en Linie, 
namlich aiif dem H-yperhelast ru - r' = Â (S. G1. (50)); dabci wollen wir 
uns auf solche Punkte dieses Astes beschranken, die Tom Spalte aus 
gerechnet jenseits von B liegen. Iudcm wir wieder u2 = ( u ' u " ) ~  ent- 
wickeln, schreiben a i r  

J' und J" çind 
bez. die Werthe 

durch Gleichung (33) gegeben, wenn wir darin fijr s 
substituiren: 

Das Integral K zerlegen wir in drei Theile ILl, X2,  1C3 mit den 
Integrationsgreiîzei? - oo und t,, t, und f , ,  t, und m, wobei tl, t, die 
Bedeutung haben sollerl: 

,, 2 1. 
Tt, = r  - V t , = r " + - .  

2 2 ' ist riach (28), ufr = O Wir 1) Solmgc Pt < Pt,, d. h. < Y"- -i , 
haben daher 
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1 1 
2) Mienil Vt,  < V t  < Vt,, d. h, Y" - 2 < < Y" + ist gleich- 

Da clas Argument des Arcus Tangens bei der Integration zwischcn O 
und v? enthalten ist und wir nur Werthe su< 1 eu bctrschten habeii 
werden, so ersetzen wir den Arcus durch den Tangens und erhalten: 

Die Ausfiiliruilg der htegratiori liefei-t 

3) Wenn Vt2 < Vt, ro ist V t  > r" + y *  und umsornehr > rf + î .  
Pür zc' und u" sind daher die Ausdrücke (28), einzusetzen. Soiliit wird , 

ITier wollen wir eine Vereinfachung dadiirch eintreten lassen, dasa wii. r' 
?" 1 und r" durçh den gemeinsamen Werth r' + - = r" - ---- ersetzen. Da 2  2 

wir hierdiirch vor und unter dem Integralzeichen den eiiien Factor ver 
kleinern, deu anderen vergrksern, wird der E'ehler vermuthlich klriii soiii. 

Wir hckommen so 
m 

L P  s ' + 2  V d t  
K, = iz- ZR, - fE I :q  7. -- (T . ' t - lz )=  

t, 

oder nach Auswert,hung des Integrals 

Hiemach kann R und also auch J berechnet werden. 
Wir werden die Berechnung n u  für solche Werthe von 1x1 vor- 

nehnleil, fiir die wir schori vorher J auf der Mittellinie und der Schatteii- 
6' 
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grenze berechnct haben. Dabei aerden wir uns auf Werthe 1 ic > i; 
(d. h. 1x1 > Abstand des Punktes B von der Spaltebene) beschriinken, da 
unscre vorstehenden E'ormeln nur fiir Punkte der Hgperbol jenseits von R 
gelten. E s  sind dieses die fünf letzten x 1 -  Werthe unserer früheren 
Tabellen. Die Frage ist zunachst, welche Werthe von. sr und sr' diesen 
Punkten unseres ~ ~ ~ e r b e l a g t e s  entsprechen. 

Die Gleichung der Hyperbel war: 

Berücksichtigen wir, dass 1 x 1 gross gegen x (enger Spalt) und x gross 
gegen A. (schr schmaler Impuls) sein soll, so konnen wir in erster 
Naherung schreiben: 

d. h. wir konnen die Hyperbel durch eine Gerade (nahezu ihre Tangente 
im Punkte R) ersetzcn. 

Berechnen wir daraufhin r' und Y", so haben mir: 

p- - (Y. ;)' "' =*+(y++)'= ,** + r" J 2 lxl 
und 

Die fraglichen Werthe von s', s", welche zu den oben genannten fünf 
Wertheri von 1 x 1 gehoren, sind also: 

Mit diesen Werthen liefert die Ausrechnung der Ausdrücke K,, K,, J', S' 
die folgenden Werthe für J: 

Der erste diever Werthe ist bereits uriter II gefunden, da er ja die 
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Intensitiit im Punkte R aiif der Schattengrenze bedeutet. Auch auf 

unsrneln H1/2,wbcla,st nimwt also, wie es ja nicht anders zu erwarten, die 
Ifztensitat mit waclzsend~r Etztfernu~zg vom Spalt zu &ll ab. 

Was uns speüiell iriteressirt ist wiedeï die Schnelligkeit der seltlialicn 
Abiiahme der Intensitiit beim Uebergaiige von einem Punkte der Mittel- 
liiiie zu derri gleich weit von der Spaltebene entfernten Punkte der Hgperbel. 

Wir hilden vieder dus Verhiiltniss ( A J =  Differenz der Intensitiiten 

auf der Mittellinie und auf der Hyperbel, J= Intensitlt au€ der Mittellinie), 
bedenken dabei aber, dass sich dieses Verhaltniss auf verschiedene Ab- 
stindc von der N i t t e l h i e  bezieht. Um daher Zahlen zu bekommcn, die 
mit der vorigen .Tabelle (pag. 81) vergleichbar sind, müssen wir jenes 

Verhdtniss zuvor auf den gemeinsamen Abstand $ von der Mittellinie 

reduciren. Dies geschieht durch Hinzufügung des Factors -%- unter 
2 ~ 1 '  

y 1 den Abstand des betr. .Hyperbelpunktes von der Mittellinic, d. h. den 
Bctrag seiner y-Coordinate verstanden. Der genannte Factor lautet daher 
(S. Gl. (58)) : 

x' 
=- =l, 4 4 4  

2 1 ~ 1  2 r i 1 x  1 0 '  1 6 '  25 '  
O 

und unsere Tabelle wird die folgende: 

Dies sind dieselben Maasse für die' Schnelligkeit der seitlichen Intensitats- 
ahnahme, die wir früher durch .dén Vergleich der Schattengrenze und der 
Mittellinie gefunden haben. Wir  : dürfen ,daher wohl schliessen, dass von 
der Mittelhie bis zu unserer-Hyperbel ein einigermassen gleichrriassiger 
Intensitatsabfall Platz greift. Der 'Intensitütsabfall verdan.qsarnt sich atlso 
&ht nitr mit wachsender ' Entfernung. vom Spalt, sondern dieser larqsamere 
Ahfall h d t  nuch, ' fiir- i n h w  weikre Abstindr: von der Hittcllinic var. 

IV. Endlich ' mogen noch' einige ' Werthe . von J auf der zur bisher 
betrachteten Hyperbel corifocalen Hyperbel r" - r' = 2 1  hergesetzt werden, 
welche die Sehattenpenze g" im Halbirungspunkte vbn R und S' schneidet 
und in Fig. 14 ebenfalls veïzeichnet ist, namlich': 

Hinsichtliçh der Intensitiitsvertheilurig k~iüpfen sich hier ahnliche Be- 
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mcrkungen an wie unter III. Dcr Abstand der I'unkte dieser Hypcrhel 
von der Mittellinie betriigt naherungsweise: 

(60) 
2kIxl Iy l  = --. 

ri 13. 

Die Beobachtungen von Haga und Wind. Berechnung der 
Impulsbreite. 

Bekanntlich ist es kürzlich den Herren H. I I a g a  und C. K. W i n  d') 
gelungen, den ersten einwandfreien Beugungseffect bei Eiht'genstrahlen 
riaçhzuweisen. Die Versuühsanordnung war, su wcit aie uns hier iriteressirt, 
die folgende - wir beziehen tins speciell auf Versuch Nr. 2, von deni 
uns einige photographische Vergrosserungen der Originalnegative von IIerrn 
W i n d  gütigst mir Verfiigung gestellt sind -: 

Ein erster Spalt (,,X-Spaltii) von der Breite 1 4 p 2 )  und der B6he  
1 cm sondert von deri in der Vacuurrirohre erzeugteri R6iitgenstrahlen ciri 

schmales Bündel aus und ist als Strahlungsquelle anzusehen. 75 cm hinter 
diesem befindet sich in der Strahlungsrichtung ein zweiter Spalt (,,Beugungs- 
Spalt") von der Hohe 3 cm, der sich nach iinten verjiingt; am oheren 
Ende betragt namlich seine Breite 14p ,  am unteren ca. 2 y .  Abermals 
75 cm dahintcr ist die photographische Platte angcbracht. Die Expositions- 
zeit betrug nicht weniger als 100 Stunden. 

Der Beugungseffect bestarid nun darin, dass sich cias Bila des Spaltes 
azcf dem ph.qraphischen Xqa t i v  nicht itz dcmselbcfi Masse verjün,qt, wie der 
Spalt seibst. Wiihrend sich das Bild der breiteren (oberen) Partien des 
Spaltes als dunkler Streifen markirt, schwarz in der Mitte, etwas vrr- 
schwommen an den Randern, und sich zunachst, der geometrischen Ce- 
stalt des Spaltes entsprechend, von oben nach unten hin etwas verengert, 
breitet sich das Bild der engeren (unteren) Partien des Spaltes von der 
Stelle ab, wo der dunkle Kern verschwindet, ein wenig federartig aus 
und weist in der Richtuiig senkrecht zur Erstreckiing des Spaltes nur 
ausserst schwache Intensitatsunterschiede auf. Das Bild ist in den oberen 
Particn dttdccl wnd ~iemlich sch,a~f hqqrenzt, in den unteren I'artien licht- 
sclzwach wnd sehr vwschwommen. 

~- -- 

1) Amsterdamer Akademie Versl., April 1899, S. 420, und (etwas ausführlicherj: 
Ann. der Physik (Wiedemann), Hd. 68, S. 884, 1899. Die Fi- des Spaltbildes id 
an  letzterer Stelle niüht wiedergegeben. 

2) 1 p = l o p 3  mm, 1 pp == 1op6 m m ,  1 Anptrork  = 1 0 ~ '  mm. 
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Wir verhchlen uns nicht, dass der Anwendiing iinserer Theorie aiif 
diese Versuchsaiiordnung verschiedene ernste Dedenken') entgegenstehen: 

1) In unserer Theorie wurde dcr einfallende Impuls als ein e7m.cr 
vorausgesetzt. Der Beugungsschirm würde bei dieser Voraussetzung Iiings 
sciner ganzen Vorderseite von einer iiberall gleich grossen und in gleiühur 
Bichtung fortschreitenden Erregung gehoffen werden. Dagegen sendet 
der X-Spalt in dein Versuche von H a g a  und W i n d  eiri divergirendes 
Strahlenbündcl auf den Beugungsschirm, welches seinerseits schon durch 
Beugung an dem ersten Spalt afficirt kt'. 

2) In iinserer Throric haben wir soziisagen mit morioehroinatischer 
Stralilung gearbeitet, d. h. wir haben eine ganx bestimmte Impixlsbreite 
vorausgcsetzt und haben überdies angenoinnien, dess riur eine einrnalige 
Erregung durch das Feld geschiekt wird. In Wirklichkeit wird (vgl. die 
Vorstellung von der Erzeugung der I h t g e n -  durch Kathodenstrahlen) 
megen dt:s fortgcsetzten Bombardements mit Kathodenpartikelchen eine 
ganze Serie von Impulsen erregt werden; auch mogen die 13reiten dieser 
Iinpulse unter sich etwas differiren. Xs ist klar, dass die einer Serie von 
Impulsen entsprechende E r r e p n g  einfach durch Superposition der Einzel- 
erregungen erhalten wird. . Dasselbe gilt aueh von der dieser Serie ent- 
sprechenden htetzsitat, wenn die ZeitabstSinde zwischen den einzelnen 
Impulsen gross genug sind, wenn namlich an jeder Stelle des Feldes der 
Irnpuls schon merklich abgelaufen kt, bevor der folgende a n h ~ b t . ~ )  IJnter 
dieser Voraussetzung würde eine Aufeinanderfolge von gïeich bwiten Im- 
pulsen lediglioh eine Vc.rstürlizcny, eine Aufeinanderfolge von unylrich 
bïeitrrz, aber nur zcjeni,g unter sick verschiedenen Impiilsen eine Verstürkzcny 
mit einer Trzibzlng des Bildcs hervorrufen; (es wiirden im letzteren Palle 
die den einzelnen Impiilsen cntsprcchenden Hilder dcs Spaltes, die bei 
rerschiedener Impulsbreite incongruent sind, sieh gegenseitig überdecken 
und die charakteristisçhen Eigenschaften des Einzelbildes beeintriichtigen.) 

~ 

I j  lch benutze irn Folgenden einige freundliche briefliche Mittheilungen von 
Herrn W i n d .  

2) Nach Versuchen von S r o u t o n  (Rep. Br. Aesoc. 1896, pag. 711) und B r u n h e s  
(Comptes Rendur! 1900, Bd. 130, pag. 1007) betrBgt die Dauer einer Rontgenentladung 
ca. lop4 sec. Bus der Anordnung der genannten Versuche geht hervor, dasa hiermit 
die Dauer eines ganzcn Bombardements Ca), nicht die Dauer eines einzelnen 8chussee 
oder Impulses (z) gemeint ist. Uie Llauer 5 ist nicht sowohl für den Vorgang der 
Rihtgenstrahlung selbst, als für die Umstinde bci seiner Hervorbringung charakte- 
ristisch. Wihrend der Zeit 5 werden vermuthlich eine sehr grosse Zahl von Kathoden- 
partikelchcn sur die Antikathode aufireffen, sagen wir etws eine Million, und dem- 
entsprechend eine setir grosse Zahl von hp i i l s en  ausgesandt werden. Da wir für die 
Zeit z einen Werth von der Crrosaenordnnng IO-'' finden werden (vgl. pag. 82) ,  BO 

bleibt fiir die Paiisen zwiuchen zwei lmpulsen immer noch eine hundert-millionen-ma1 
g r k e r e  Zeit iibrig. 
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88 Reiigiing der Rontgenstrahl~n 

Bei merklich von einander vwschie~ie~~en Impulsbreite~zendliüh wird sich 
das Bild gleichfalls durch LTebereinanderlagertbng der den Einzelinzpulsen 
entspreehenden Bez~gzcnysbilcler ergeben und diese Einzelbilder werden sich 
ini Eindruck des Gesammtbildes von einander trenncn lassen. 

3) Unsere Theorie , handelt von einem Spalt mit parallelen Itindern, 
die Berücksichtigung der Nichtparallelitit der im Experiment verwendeten 
Riinder wiirde erhebliche , Schwierigkeiten machen. Wir ' werden die 
IntensiCitsvertheilung, die h i & -  einer bestimmten Stelle 'des sich verjüngen- 
den Spdtes auftritt, so bereühneri wie' bei eiriem Spalt mit paralleleri 
Randern von der Breite der betr: Stelle.' Dies ist sicher nicht genau 
richtig; wir nehmen aber an, dass bei der ausserst schwachen Convergenz 
der R,iinder (sie naliern sich nur iim 12 p auf eine Erstreckiing von 3 cm) 
der Fehler hinreichend klein sein wird: 

4) In ' unserer Theorie berechen wir die hztensitüt der Slralzlzwj; 
auf der Platte a b e r  sehen wir die Intensitüt de~'p1zotographischen Wirlcîcng, 
welche eine durch die ~ i ~ e n s c h a f t e n  der Platte bedingte Funetion der 
Intensitit ,der Strahlung . ist. Ware die photographische .Wirkiuig der 
auffallenden Strahlung proportional, so , ware ' das' photographische Bild 
eine treue Wi'edergabe der Strahlungsiritensitit. Da dies aber im all- 
gemeinen nicht .der Fa11 ist, so müsste, wie sehon pag. 55 hervorgehoben, 
dem yuantitativen Studium: des IZeugungsbildes ' ein. Studium der Eigeii- 
schaften der Platte vorkiergchen. Im Folgenden stützen wir uns übrigcils 
hauptsachlich' auf gewisse qualitative Eigenschaften des Beugungsbildes, 
welche von der Beschaffedieit der Platte unabhingig sind. 

5) Auf der Platte wird eine gewisse' Irradiation, eine -seitliche Aus- 

breitung der photographischen. Wirkung an den Stellen maximaler Er- 
regung, statt  haben. Uicse ,würde eine aiigemeine Verbreiterung des 
Spaltbildes in den dunkleren. Partien des Bildes bewirken. In demselben 
Sinrie würden kleine Erschütterungen wirken, deneri X-Spalt und Beugungs- 
spalt bei der langen Expositionszeit - trotz aller angewandten Vorsichts- 
massregeln - ausgesetzt gewesen sein m6gen. Auch die unter 1) ge- 
nannten Umstande (Nicht-Parallelitiit der auffallenden Strahlen) werden 
sich in entsprechender Weise geltend machen. 

Indein wir diese Bedenken als berechtigt anerkennen, sirid wir doch 
nicht in der Lage, die ihretwegen etwa anziibringenden Correctionen hier 
zu entwickeln. W i r  verweisen betreffend 1) auf Arbeiten von IIerrn 
C. H. Windl )  und miichten im {Jebrigcn die im Palgenden abzuleitcndcil 
Zahlenwerthe nur als erste Abschatzungen und Anhaltspunkte angesehen 
wissen. 

1) Amsterdamer Akademie, Vertil. April 1897 und Juni 1898. 
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Von A. SOXMEKFELD. 89 

In der Theorie benutzten wir einen Spalt von bestimmter Breite x 
und betrachteten die Beugiingsbilder in verschiedcnen Eiitfernungen x 1 
vom Spalte. In tim Rcobachtiing benutzen die Hcrrcn H a g a  und W'ind 
einen Spalt von variabler Breite und beobachten in einer bestimmten 
Entfernung 'x 1 = 75 cm. Nun Ling die Intensitit auf der MitteIlinie 

811x/ 
von der Grosse --p ab. (Siehe die Tabelle von pag. 7 0 )  Es ist gleich 

gültig, ab wir uns hierin x oder x veranderlich denken, in beiden Fillen 
ergcben sich die früher berechneten Werthefolgen von J. Die Beugungs- 
bilder (Intensitiitsabfdle von der Mittellinie nach den Seiten), die bei 
festem x in der xy-Ebene in verschiedenen Entfernungen vom Spalt 
hiwtm eitzander liegen, werden in der Beobachtung mit dem sich ver- 
jiingenden Spalt auf derselben Platte (d. h. bei festem x) itlier eimmder 
s11 liegen kommen. E s  ist klar, dass ellein durch dicse Anordnung cin 
genauer Vergleich der verschiedenen Beugungsbilder ermoglicht wird. 
Noch ein anderer Umstaiid lasst die Verweridurig des sich verjüngenden 
Spaltes besonders günstig erscheinen, dass namlich x in dem Ausdrucke 
8 7 . 2 1  . 

n' 
-- in der zweiteii, x in der ersten Potenz vorkommt. Ausgehend von 

eiiier Lntensititsrertlieilung, die einerri gewisüen x und einem gewissen 
1x1 entspricht, findet man also bei dem sich verjüngenden Spalt eine 
gewisse andere Intensitatsvertheilung an der Stelle, wo x h d b  so gross 
ist, wiihrcnd man bci einem parallelen Spalt diesclbo lntcnsitatsvcrtheilvng 
erst in einer Entfernung zu erwarten hat, wo lx 1 vie~mal so gross ist. 
B e  oer,sçhiedenen Beugun,y,sDilde lieyer~ Dei dern sich wrjüngenden Spall 
auf der Platte vie1 enyer iibereinander, wie sie bei einem pwallelm Spult 
inz Raume hinter einandw l iegm würliien. 

Wir wollen nun in einer neuen E'igur die frühcr bcrcchneten 
Intensitaten in der Weise übereinander eintragen, wie sie bei der 
Beobachtung von Haga und W i n d  unserer Theorie naüh zu erwarten sind. 

Die Mittellinie &iM der Figur entspricht der Mittellinie des Spaltes; 
auf ihr nehmen wir zwei Punkte willkürlich an, die den früher mit R' 
und S bezeichneten entsprechen mGgen. In S errichten wir aiif der  
Mittellinie ein Lot S X '  von passender Lange, in R ein halb so langes. 
Lot RI<. Die Verbindungslinie S'II! kt d a m  die senkrechte Projection 
des einen Spaltrandes (Grenze des geometrischen Schattens) und entspricht 
der früheren Geraden g'. Die Gerade g" wird auf der anderen Seite der 
Xitteilinie symmetrisch zu y' gczogen. 

In den Punkten S und S' 'war 

also 

in den Punkten 12 und R' war entsprechend 
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9 0 Reugung der Rontgenstrahlen. 

8 1 1 ~  1 
-%, = 4, also x = 6F 

Der Figur ist eine Skala hcigcgebcn, welche die Werthe der Spaltbreite 

Pig. 16. 
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Von A. SOMMERFELD. 91 

in Theilen von l/81121 angiebt. In der Hohe von SS' steht also an 
1 

der Skala die Zahl i, in der H6he von RR' finden wir die Zahl , wohei 

wir uns beide Zahleri mit 1 / 8 1 .  zlrriultiplicirt xu denken haben. In der- 

sclben Weisc sind dic nnùeren Zahlen der Skala c, G, - - .. zu lesen, 

X' 
welche bez. den früher benutzten Wertlien 1 x; = (2, IO, . . . )  a entspreühen. 

Die beiden strichpunktirten Linien entsprcchen den früher betrach- 
teten Hyperbelasten 

r u -  r '= Â. urid r u - r ' =  2A.. 

Sie sind hier in gleich~eitige Hyperbeln ühergegangen, die die Linien 
M X  und 0 0 zu Asymptoten haben. 

Die der Figur beigeschriebenen Zahlenwerthe bedeiiten 100 J und 
sind den früheren kleinen Tabellen entnorrirneri. 

Wir verbinden nun solche Punkte, zn denen dcrselbe Werlh von J 
gehort, je durch eine Cuwe. Drei solcher Cilmen sind in der Figur 
ausgezogen, niimlich J= 0,25, = 0,10 = 0,04. Die Curve fiir J= 0,2,5 

# 
folgt im Wesentlicheli der geometrischen Projection des Spaltcs (den 
Geraden y' und g") ausser am unteren Ende des Spaltl~ildes, wo sie 
zierrilich pl6tilich urnbiegt. Aehnlich die beiden anderen Curven, nur 
dass sie am unteren Ende des Rildes in einem flachercn Bogen umbiegen. 
Naçh Construction weiterer solcher ,,Niveaulinien(( würde man die Inten- 
sitiitsvertheilung nach Art eincr Landkarte vor sich habcn. 

Indessen ist zu beachten, dass für den Eindruck auf unser Auge 
nicht die absoltcte?~ sondern die relativefi Werthe der Intensitiit rnass- 
gebend sind. Das Auge vergleicht nnwillkürlich die Intensitit jeder Stellc 
mit der an benachbarten Stellen, hier ctwa mit der Intensitat anf der 
Mittellinie. Wir haben dcshalh in der Figiir noch dicjcnigc Curve punktirt 

1 
eingezeichnet, in der J gleich -L seines Werthes auf der Mittellinie in 

gleicher 11th ist, oder, was dasselbe ist, in der der relative Intensitits- 
A J  3 

abfall - = - - betriigt. Der rechte und linke Theil dieser Curve sühliesst J 4 

sich nicht eusammen; sie entfcrncn sich vielmehr nach untcn hin von ciil- 
ander. Der letztere Umstand hangt mit der früher betonten Thatsache 
zusamnien, dass die Stiirke des Intensitiitsabfalles mit waühsender Ent- 
ferniing vnm Spalt oder, wie wir jetzt lieber sagen wollen, mit ab- 
nehmender Breite des Spaltes abnimmt. 

1 
Wir rnochten nun etwa die Curve J =  -L alu Grenze des Ltunkela 

A d -  3 
- (wenigstens in ihren unteren Partien) Xwns, die punktirte Curve 

J- - 
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92 Reugiing der R,6ntgenstrahlcn 

als Grenxe des iiberhuztpt ~ o c h  sic~ti'inrc~z.Spaltbikle,s ansprechen. Dann werden 
wir auf Grund unserer Pigur sagen dürfen: ilnz unteven E t d e  des Spnlt- 
bilrlcs, zoo der dun7;le Kern aufiiwt, beyinnt die B~eite  des iiberhazlpt ~ o c 1 ~  
sichtbctren 2~7~obgraphisc7zn'~ilde8'"zlc'zaachsen. Des Genaueren k6nnen wir 
etwa drei verschiedene Abschnitte- in ,unserem Spaltbilde unterscheiden: 
1) Verfolgen wir das Spaltbild von oben her, so wird sjch dasselhe ZN- 

michst vcrenyen, entsprechend 'der geometrischen Gestalt des S~al tes .  Es 
1 

schliesst siçh niiriiliçh sowohl . die Curve J = , (,,Grenze des dunkeln 
A 3 

Keins") als auch die Curve 
= ,(,,Gren-e der noçh wahrnehnibaren pho- 

tographischen Wirkung") zunachst dicht an die gcometrische Schattengrenze 
des Spaltes (die Geraden g' und 9'3 an. I n  unserer Figur reicht dieser 

rrste Abschnilt etwa bis an den Skûlentheil heran. Die Intenîitit 

der Dunkelfiirbung ist durchweg stark; am starksten in der Mitte, wo an 
einer Stelle &as Xaxiinum J =  1,20 erreicht wird; der Abfall nach den 
Handern Lindet ziemlich pliitxlich statt. 2) Hierauf folgt ein Abschmtt 
!-rüssbr, zienzlich gleiclzbleibender ~ c ? n  des Spaltbildes; in unserer 

Figiir mag er etwa von dem Skdentheile bis J/: reiehen. Die 

Intensitit der Dunkelfirbung in der Mitte ist noch betrachtlich, da imnier 
noch J> 0,25 ist; die Breite des dunkeln Kerns nimrnt in diesem zweiten 

Ahschnitte nach unten hin ab S. die Curve J =  - , wahrend die Breite ( : 1 
desjenigen Gebietes, in dem eine photographische Wirkung noch sichtbar 

ist, nicht weiter abnimmt S. die Curve - - = - . 3) Endlich, haben ( J 4 3 ,  

wir einen dritten Abschnitt, in der F i y r  von i i  bis O reichend,. in 

dem ein dunliler ' Kern ~z,icltt nzeh.r zuahrne~~mbar isl -uncl 'dus .Geliièt der 
siciztbaren photographische~ Wi.rlczcng sich seitlich ausdehnt. . ,Der. Intensitits- 
abfall von der ïîlitte nach den Seiten hin ist kaurn mehr merklich, .die 
IntensitCt selhst iiberall sehr schwach. - .~ . 

Vergleichen k i r  nun diese theoretische Bestimmung des ~ ~ a l t b i l d e s  
mit der experimentellen von H a g e  und W i n d ,  so scheint uns eine'dnrch- 
greifende Aehnlichkeit beider unverkennbar. Bei der Vergleichung ' ist 
watürlich zu beachten, dass die Maüsstiibe unserer Figur 16-und-der  von 
H aga  und W i n  d ! publicirten Vergrosserung ihrer Originalaufnahnien -ver- 
echiedene sind. Die Neigung der Spaltrander gegen die Mittellinie be- 
triigt hei uns etwa , l : 7 ,  wahrend sie bei Haga und W i n  d etwa ;l : 6000 
betragt. Unsere Figur , müssten wir also in seitliçher Richtung ausser- 
ordentlich stark 'compii&ren und in der Langsrichtung ausoiGndbrzieheli, 
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bevor wir eine Uebereinstirnmung mit H a g a - W i n  d auch den Grossen- 
verhiltnissen nach erwartcn konnen. 

Aus dieser Uebereinstimmung mochten wir nun zunaehst die Folgerung 
ziehen: 

Dass u,nsere 1rnplsl1,ypothese mit den Ueobac7ztungcn von Haga u ~ d  
W i n d  wohl ~ereinbar ist. 

Sodann mochten wir durch den Verglcich des theoretischen und des 
beobachteten Spaltbildes wenigstens zu eineï ungefiihren Bestimmung der 
Impulsbreite rZ komiri en. 

Eine deutliche Verbreiterung des Spaltbildes stellt sich liei EIaga 
und W i n d  etwas ~n t~erha lb  der Marke 6 ein, welche einer Spaltbreite 
von 8,5 p entspricht; die intensive Uunkelfiirbung der Mit,tellinie hijrt 
etwas oberhalb derselben Stelle auf. Beide Umstande weisen uns darauf 
Lin, dass wir den Anfang unseres ,,dritten Abschnittes" etwas oberlialb 
jener Marke, etwa bei einer Spaltbreite x = 9 p  zu suchen haben. Der 
ganze obere Theil des beobachteten Beuprigsbildes würde zu unserem 
Abschnitt 2 gehorcn. Unser Abschnitt 1 mit dem Maximum der Inten- 
sitiit 1,20 würde erst bei grosseren Spaltbreiten auftreten, als sie bei den 
Haga-Win d '  schen Beobachtungen vorkarrien. 

Der 'theoretische Werth der Spaltbreite, welche eu dern Anfange 
des Abschnittes 3 gehort, ist  nach Fier 16 ungefihr: 

Setzen wir diesen Werth gleich 9 p  = 9 . mm, sowie den Abstand 
X I  von-photographischer Platte und Spalt gleich 750 mm wie obeii ari- 

gegeben-, . so folgt 
10  81 , a=--- , mm = 13,5 - mm 

, . 
= 0,13 pp. 

Die hnpuZsbrei& betrug hiernack bei d m  Ye~suc1~e.n von .IIaga und W i n d  
wenig melw,als cine A~tgslrorn-Efinheit. Der zugehorige Werth der lmpuls- 
dauer wird alsdann 

2. 
z = - = 0 4 . 10-16 sec. 

V '  

In einer vorliiufigen Mittheilung über denselben Gegenstand (vgl. die 
Anm. auf pag. I l )  habe ich den TVerth von A. ca. 25 nia1 so gross 
(niimlich = 3,3 pp) angegeben. Mir stand da,inals nur die Theorie der 
Beugung an einer Halbebene zu Gebote, und ich musste meine Schlüssc 
aus dem Betrage der seitlichen Verbreiterung des Spaltbildes zieheri (in 
der am Ende von § 8 geschilderten Weise). Gerade diese wird aber 
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durch die Abweichungen unserer Theorie von der Wirklichkeit, die wir 
am Anfange dieses Paragrapheri zusarrirnengestellt haben (S. besonderu 
unter 5) pag. 88), vergrossert. Es ist daher von vornherein wahwchein- 
lich, dass der früher angegebene Werth zu gross ausfallen musste. Jedeii- 
falls verdient die jetzige Bestimmung vie1 mehr Vertrauen, da sie auf' 
Grund der Theorie des Spaltes gewonnen ist und sich auf die am meisten 
charakteristischen Eigenschaften des Spaltbildes grüridet. 

Uebrigens gelten über die Abhiingigkeit des Beugungsbildes von der 
Impulsbreite dieselben Bemerkungen, die pag. 50 bei der IIalbebene 
gemacht wurden. Bei geringerer Verdünnung des Kathodenraumes und 
dementsprechend grosserer Breite des Impulses würde der Beugungseffect 
leichter, d. h. sühon bei grosserer Spaltbreite oder geringerer Entfernung 
vom Spalt zu beobachten sein. Vermuthlich dürfte der oben gefundeiie 
Werth von i schon einen sehr ,,jiihenC' Impuls charakterisiren; wem mail 
die Versuche mit weniger durchschlagskr5ftigen, also beugungsfihigeren 
Impulsen wiederholt, wird man voraussichtlich grossere Werthe von 2. finden. 

Wir  haben hier nur den allgemeinen Charaktei des Spaltbildes be- 
rücksichtigt und die Thatsache betont, dass unterhalb derjenigen Stelle, 
wo der dunkle Keru verschwindet ( x  = 9 y) eine Verbreiterung des Spalt- 
hildes eintritt. Daneben legen die Reobaehter selbst auch rlarauf Gewicht, 
dass mehrere solche Verbreiterungen an verschiedenen Stellen des Spaltes 
(namlich bei dem von uns herangezogenen Versuch für x = 7 , 6 , 5  und 4p) 
vorhanden sind. In den Reproductionen Sind diese Verbreiterungen nicht 
sehr deutlich ausgepriigt, dagegen waren sie auf dcm unter dern Mikroskop 
bctrachteten originalen Beugungsbilde, welches Herr W i n d  auf der letzten 
Naturforscher-Versammlung zeigte, unverkennbar. 

Wem sich diese lokalen Verbrejterungen auch bei künftigen Ver- 
suchen bewahren, so würden wir sie, wie oben pag. 87 unter 2) an- 
gcdeutet, von dem &den unserer Anschauung aus durch die Annahmc 
zu erkliiren haben, dass sich die Rontgenstrahlung aus verschiedenen, ver- 
sühieden breiten Impulsen zusammerisetzt, die eritweder gleichaeitig oder 
nach einander l) auftreten m6gen. Jede lokale Verbreiterung würde auf 
eine bestirnmte Impulsbreite hinweisen. 

Die Vorstelliing von dern Ziisaymenhange der Kathoden- und Rontgen- 
strahlen lehrt (vgl. die pag. 12 citirte Arbeit von J. J .  Thomson),  dass 
in dem cxtremen Falic, wo die Kathodenpartikelchcn mit Tkl@eschwilz- 
rliykeit fliegen und wo sie bei der Erzeugung der Rontgenstrahlen plotzlick 
zur Ruhe kommen, die Inipulsbreite gleich dem Durchmesser der Kathoden- 
partikelchen werden würde. Da die genannten Voraussetzurigen nie genaii 

1) Vgl. C. H. Wind,  Wiedeuiann's Annalen 68 (1819), pag. 901. 
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erfüllt sein komen, wird die Impuls%reite in Wirklichkeit gr6sser wie 
jener Durelimesser sein. Kun schatzt man den Radius der Wirkungs- 
sphlre der ponderabeln Moleküle (= Durchrnesser der Moleküle) be- 
kaniitlich etwa zu 0, l  bis 0,5 p p  l); deil Durchrnesser der Kathoden- 
prtikelchen, deren Masse 1000 mal so klein ist, wie die der ponderabeln 
Molt~küle; wcrden wir 1 0  mal so klein wie den Diirchmesser der ge- 
wohnlichen Moleküle vermuthen. WTir werden also erwarten ruüssen, dass 
niindestens 

A > 0 1  u p  

wird. Wie man sieht, ist der oben gefundene Werth von d mit dieser 
Ungleichurig wohl vertr5,glich. 

Die TIerren l I a g a  und W i n d  haben ihrerseits bereits einige - 
allerdings sehr kurze - Angaben darüber gernacht, wie sie sich die 
theoretische Verwerthung ihreï Heobachtungeri denken; nallere husfüh- 
rungen sollen, wie ich erfahre, folgen. Der Gedankengang dieser Forscher 
ist von deni uiisïigen principiell verschieden; trotzdem liegen die Resultate 
nicht weit auscinander. 

Die Iierren I I a g a  und W i n d  stellen sich von vornherein auf einen 
m6glichst umfassenden Standpunkt; sie denken sich die Erregung in der 
Quelle durch eiiie beliebige Zustandsfunction f ' ( t)  gegeben und lassen es 
unentschieden, ob diese E'unction einer periodischen Schmingung »der 
einem hm.  einer R i h e  von aperiodischen lmpixlsen etc. ent'spricht. Nach 
dem Fourier ' schen Satz wird nun f ( t )  in eine Serie von rein harnio- 
riischen Componenten zerlegt und die einzelne Cornponente nach den 
Methoden der gewokulichen Beugungstheorie behandelt. Die Wellen- 
liingen der am stiirksten rertretenen oder sonst in gewisser Weise ails- 
geeeichneten2) harrnonischen Cornponcnten sind für die Zustandsfunction 
f (t) und für die Beschaffenheit der Rontgenstrahlung eharakteristisch. In  
diesem Sime wird direct vou der ,,Wellenliinge der Hihitgenütrahlen" ge- 
sprochen und dieselbe zu 0,01 bis 0,2 p,u bestimnit. 

In meiner cit. ersteii vorlaufigen Mittheilung habe ich die vorstehend 
wiedergegebrme Meinung der Herron missverstanden und gesagt, dass sie 
die Rontgenstrahlung ,,ah einen rein-periodischen oder in gewieser Weise 
unregelmassig periodischen Vorgang" auffassen, wahrend sie, wie ich 
von Herrn Wind erfahre, als einen miiglichen Specialfall ihrer all- 
gemeinen Zustandsf~inction f ( t )  gerade auch den spater von mir be- 
Iiandelten Inlpuls im Auge hatteri. 

1) Vgl. z. B. 'Wüllner  , Experimenta1phyt;ik 1, 104 und 122. 
2) Vgl. hierzii C. H. W i n d ,  Ann. der,  Pl~ys. (Wiedeniauu) Bd. G8, pag. 89G, 

3899. 
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Uebrigens war unser ursprünglicher Anvatz in dieser Arbeit keineswegs 
auf den extremen Fa11 des einmaligen Impulses beschriinkt, da wir die ein- 
fallende Storung ursprünglich durch eine beliebige Zustandsfunction f (xf Vt) 
gegebcn dachten; unser urspriinglicher Ansatz umfasst dahcr (ebenso wie 
der von H a g a  und W i n d )  das ganze Gebiet der moglichen Strahlungs- 
vorgange (z. B. die periodische Welle der Optik, wenn wir f(z) mit e'' 
identificiren). Nur bei der Entwickelung specieller, besonders numerischer 
Resultate mussten wir uns auf den Fall des Impulses beschranken, wahrend 
die Theorie von Hcrrn W i n d  auch in ihrcr weiteren Durchführung d m  
Vorzug voller Allgemeinheit bewahrt. 

Ich will scliliesslich die Gründe auseirianderlegen, derentwegeri ich 
seinerzeit hei der Inangriffnahme des vorliegenden Problems von der 
Zurückführung der Imyulsbeugung auf die Beugung periodischer Wellen 
im Sinne dcr Herren Haga und W i n d  absehcn zu sollcn glaubtc, bemerkc 
aber ausdrücklich, dass ich nach Rücksprache mit Herrn W i n d  diesen 
Gründen selbst kein volles Gewicht niehr beikge (vgl. die A n a .  unteri). 

Will man einen unperiodischen für alle Zeiten definirten Vorgang 
f ( t )  nach F o u r i e r  darstellen, so bedarf man dam genau genommen des 
P'ou,rier'schen Ifite,yrals. Benutzt mari niimlich die Fozcrier'sche REil~ew 
darstelluny, indem man ein beliebiges Zeitintervall T als Periode der Ent- 
wickelung z u  Grunde le@, so stellt man in Wahrheit nicht die gewümchte 
unperiodische, sondern cine perindische Punction von der Periode T dar, 
z. B. in unserem Falle nicht den einzelnen, einmaligen Impuls, sondern 
eine unendliche Serie von solchen Impulsen,. die in dem zeitlichen Ab- 
stand T aufeinander folgen. 

Die Zerlegung des unperiodischen in periodische Vorgange mittels 
des Fourier'schen htegrals  aber bringt es mit sich, dass neben Vorgiingen 
von kurzer auch solçhe von lenger, ja von uncndlich langer Periode be- 
nutzt werden. Nun ist es klar, dass die übliche Beugungstheorie nur 
auf die kurzen Schwiugungen der Optik passt; was die Beugung der 
langsamen Schwingungen hetrifi, die im Fourier'schen Integrale vor- 
kommen, so hi t te  ich auf meine für beliebige Wellenlange gültigen 
Beugungsformeln zurückgreifen müssen, die ich Math. A m .  Bd. 47 ent- 
wickelt habe.l) Ueberdies schien es mir, dass dieser Weg, wenn er 

1) Theoretisch Iasst sich gegen die Ausführungen des Textes aoh! kaum etwas 
einwenden. Practisch wird allerdings auch bei einem aperiodischen Vorgang eine 
Entwickelung in eine Fourier'sche Reihe dann z u l k i g  sein, wenn die Zeit des Ab- 
laufs der Storung an jeder Stelle des Raumes klein ist gegen das Entwickelungs- 
iutervall Y', wenn al80 der ganze Vorgang überall merklich zu Nul1 abgenommen 
ha t ,  bevor die neuc nsch der Zeit T einsctzendc Storung herangekommeri ist. Dass 
sich bei den Kontgenstralilen ein jener Uedingung genügendes Ent~ickelungsintervall 
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sich überhaupt gangbar erwies, ein Umweg gewesen wiire und zu weniger 
durchsichtigen Resultaten geführt hdtte, wie die directe Inangriffnahme 
des unzerlegten Impulses. 

Zu Gunsten des von mir eingeschlagenen Weges sei noch dieses 
bemerkt: Ein eixunaliger Impuls ist fraglos ein ebenso einfaches Ding, 
wie eine fortgesetzte Schwingung. Dass man sich mit der B e u p n g  der 
Schwingungsvorgange, nicht aber mit der der Impulse von altersher 
beschiftigt hat, ist Sache des Zufails. Unser einmaliger Impuls stellt 
sozusagen das einé ausserste Extrem der Strahlungsvorgiinge dar, deren 
anderes Extrem die periodische welle bildet. Es mag immerhin sein, 
dass bei den Ilontgenstrahlen jenes Extrem nicht vollstandig realisirt 
wird, ebenso wenig wie in der Optik dieses. Die Rontgenstrahlen sowohl 
wie die optischen Strahlen mogen beide zwischen den vollig unperiodischen 
und den vollig periodisehen Vorgiingen liegen, jene niiher dem einen, 
diese niiher dem anderen Extrem. Trotzdem ist es berechtigt und im 
lnteressn der Einfachheit der mathematischen Behandung geboten, das 
eine Extrem, den Impuls, für sich zu behandeln, so gut wie das andere, 
die rein periodische Welle. 

T angetien kss t  , beabsichtigt Herr W i n  d niiher auszufiihren. (Vgl. Physikalische 
Zeitschrift, December 1900.) 1st dieses T überdies sehr klein (von der Ordriung der 
L ich t sch~in~ngadauer ) ,  so werden die obigen Einwandc practisch hinfillig. Ich 
stimme daher mit Hm. W i n d  darin überein, dass von einer principiellen Ucberlegen- 
heit dcr cinen odcr andcrcn Methode im Ernste nicht die ttede sein kann. Jede hat 
ihre Yorzüge und Schwachen. Der Vorzug der Wind'schen Uehandlung besteht in 
ihrcr gr6sscrcn Allgcmeinheit und Anpassungsfiihigkcit an die Versuchsanordnung, 
der Forzug der meinigen in der grosseren Anschaulichkeit und concreten Bestimmtheit 
der Schius~resultate sowie in einer gewissen strengeren Formulirung der Gmndlagen. 
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Urennpurikte der Liuseu etc 

Brennpnnkte der Linsen, Bestimmung der Konstanten 
der Linsen. 

Von Dr. ANTON KII~LEHMA'JN, 
Eonigl. Renllehrer un der Luitpoldkreisreal~chulo in Mtinchon 

Mit lithogr. Tafel 1. 

Wenn ein Lichtstrahl an die Grenze zweier Medien kommt, so 
erfiihrt er dort erfahrungsgemiiss eincrseits Eeflexion in dm erste 
Medium und andererseits Brechung in das neue Medium nach den 
bestehenden Reflexions- und Brechungsgesetzen, wofern nicht der 
Lichtstrahl unter eineni solchen Einfallswinkel ankommt, dass der 
Grenzwinkel erreicht oder überschritten ist und dann der Strahl nur 
Iteflexion, Totalrefiexion, crf iihrt. 

Überblickt man die bisherigen physikalischen Untersuchungen und 
Gesetze über Linsen, so sieht man sofort, dass diese Betrachtungen 
nicht vollstiindig sein dürften, indem sie nur die Brechung durch die 
Linsen beschreiben und erklaren, aber nicht die auch stattiindende 
Reflexion und deren Gesetxe berücksichtigen, wiewohl diese letztere 
auch Ursaclie von interessanten Erscheinungen k t ,  deren Studium sich 
nicht minder wichtig für die Theorie und Praxis erweist als das der 
bereits bekannten Linsengesetze. Zudem erhellt ohne weiteres, dass 
durch die Nichtbeachtung der stattfindenden Reflexionen der weitaus 
grossere Teil der physikalischen Erscheinungen an der Linse sich der 
Rechnung und Beobachtung entzieht, so dass die heutige Linsentheorie 
gewissermassen nur das erste Glied zu einer grossen Reihe von Gliedern, 
den neu zu gewinnenden Gesetzen, bildet. 

Übersicht. 

Von diesem Gesichtspunkte ausgehend bezweckt gegenwirtige Ab- 
liandlung die L6sung folgender Aufgaben, die gleichzeitig eine kurze 
~ b e r s i c h t  über die ganze Arbeit geben: 

1. Aufs te l lung .  e i n e r  e i n z i g e n ,  a l l g e m e i n  g i l t i g e n ,  ge- 
s c h l o s s e n e n  F o r m e l  fiir s i i rnt l iche B r e n n w e i t e n ,  die 
sich bei der Vernachliissigung der Linsendicke unter Berück- 
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sichtigung aller H,eflexionen und Rrechungen durch die Linse 
ergeben. 

Diskussion der erhalte~ien Formel uud al lgern e i n  e De  - 
f i n i t i o n  d e r  Begr i f fe :  , ,Konvex- und Konkavl inse"  an 
Hand der erhaltenen Formel. 

2. E i n f ü h r u n g  d e r  L i n s e n d i c k o ,  Berechnung der durch die 
Vernachliissigung der Linsendicke sich ergebenden K O r r e k  t i O n s - 
g l i  e d e r  e r s  t en G r  ad  e B ,  speziell für Plankonvexlinsen. 

S. Beschre i  b u n g  von ange~tellt~en, die Theorie bestatigendea 
E x p e r i m e n t e n .  

4. A n w e n d u n g  d e r  g e f u n d e n e n  Gese tze  zur einfachen Be- 
stimmung der Konstanten der Linse, Centrierung von Linsen 
und Blenden in Roliren. 

Abhandlung. 
1. Aufstellung einer einzigen, geschlossenen Formel 

für die Brennweite. Diskussion der Formel. 

Von einem leuchtenden Punkte in der optischen Axe einer Konvex- 
linse, deren Krümmungsradien r, und r, sind und deren Brechungs- 
index durch n gegeben ist, falle ein Lichtstrahl auf die Linse. Der 
Allgemeinheit der Betrachtong wird durch Annahrne einer Konvexlinse 
kein Eintrag gethan, da ja über die Krümmungsradien nachtraglich 
sowohl bezüglich Grosse als auçh Vorzeichen beliebig verfügt werden 
kanili, aodurch sich die gewonnenen Gesetze sofort auf alle Linsen- 
arten anwenden lassen. Der Brechungsindex n sei zuniichst grosser 
als die Einheit, ohne dadurch eine Spezialisierung zu bewirken, da die 
Grosse von .n für die Ableitung gleichgiltig ist. Ausserdem wird be- 
merlit, dass ebenso von vornherein den Ausführungen die Annahrne 
zu Grunde gelegt wird, dass die vorkommenden Winkel so klein 
seien, dass statt sin und tg der Winkel selbst in Bogenmass aus- 
gedrückt gesetzt werderi darf, wie diese Annahrne ja auch stets bei 
der Ablcitung dcr Tinsengesetze gemacht wird. Die Dicke der Linse 
moge femer gegen die übrigen Grossen verschwindend klein sein, so 
dass sie in den allgemeinen Formeln gleich Nul1 zu setzen ist. 

Allgemeine Betrachtung. 

Der bei der Untersiichimg einzuschlagcnde Wcg veranschsiilicht 
sich leicht, wenn man zusieht, welche Gesetze der Lichtstrahl auf seinein 
Wege befolgt. Beiliegende Zeichnung sol1 dies an I I m d  folgender Er- 
klarung naher darthun (Fig. 1). 

7 *  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



100 Brennpnnkte der Linsen etc. 

Der Lichtstrahl geht von A, einem Punkte der optischen Axe aus 
und triff't in  C auf die Vorderiiiiche (r,) dcr Linse. In  diesem Punkte 
erf ihr t  der Lichtstrahl eine Teilung; ein Teil wird in C reflektiert 
- CE - und eiri anderer Sei1 dringt in die Linse mit Brechung ein. 
Der reflektierte Strahl rückwarts verlangert schneidet in BI1, der ge- 
brocliene Strahl in Il2 die optische Axe. Die Konstruktion dieser 
Punkte ergiebt sieh nach den geltenden Reflexions- und Brechiings- 
gesetzen leicht, ebenso auch die Konstruktion der folgenden Punkte, 
die nach den hkanntcn  Gesetzen ausgeführt werden kann. 

Unser weiteres Interesse beansprucht der gebrochene Strahl CB,. 
Dieser Strahl trifft in dem Punkte J ;  die zweite Kugelfliche (r,) und 
tri t t  dort aus der Linse aus, uni nach den bekannten Linsengesetzen 
wieder die Axe zu treffen und den bekannten Bildgiinkt B zu erzeugeii. 
Indes tritt; in Punkt D der Stral-il nur ziirn Teile aus, teilaeise wird 
er  an der Kugelfliiche (Y,) reflektiert und schneidet die optische Axe 
in einem Yunkt B,. Dieser reflektierte Strahl kommt nun in (2, 
wieder zur ersten Kugelflache zurück, erfabrt dort wieder eine Teilung, 
iridem eiri Teil aus der Linse nach vorne austritt', eiri anderer Teil 
aber abermals reflektiert wird. Der austretende gebr~ehene Teil trifft 
in  R, die optische Axe, wahrend der reflektierte Strahl in B4 die 
Axe schncidet und in 11, die zweitc Kugelfiache triEt. l m  Punktc 
B, wiederholt sich nun abermals der bereits besproehene Vorgang; ein 
Teil tritt aus der Linse aus, trifft in B, die Axe, eiri Teil wird wieder 
reflektiert, um dann abermals von der ersten Kugelfliiche gebrochen 
und zum Teil wieder reflektiert zu werden. Diese Erscheinung wieder- 
holt sich unziildige Male, wenn nicht durch zufallige oder beabsich t,igte 
Konstruktion der Linse die Gesetzmassigkeit der Aufeinanderfolge 
der B und R durch Totalreflexion verhindert wird. Die einzelnen 
Lichtstrahlen verlieren natürlich auf ihrem beschriebeiien Wege teils 
durch Absorption und Diffusion, teils durch die erwiihnte stets statt- 
findende Teilung immer mehr und mebr an Intensitlit, so dass der ex- 
perimentelle Nachweis, der wohl sehr giit, mie spater beschrieben ist, 
für die ersten vier Bildpurllrte . . . B BI RI Il2 . . . gefülirt werdeu kalin, 
für die weiteren Bildpunkte leider nicht mehr moglich ist. Indes ist 
die theoretische Entersuchung deshalb doch nicht ohne Interesse. 

Obige Betrachtung zeigt nun,  dass zu eincm leuchtenden 
Punkte A unzahlige Bildpunkte ausserhalb der Linse, s o ~ o h l  Tor 
derselben als suçh hiriter derselben, gehoren. Eiriem unendlich fernen 
Punkte A entsprechen demnach ebensoviele Brennpunkte vor und hinter 
der Linse wie im vorigen Falle Bildpunkte, also unendlich viele 
Rrerinpunkte. 
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Nach dieseii allgemeinen Betrachtungen bezweckt die weitere 
Uritersuchung, die theoretische Ableitung hierfür zu geben, d. li. den 
%iisammenhang aufzustcllcn zwischen den Konstmten der gegelnenen 
Linse und den Entfernnngen des leuchtenden Objekts (a) und der durch 
das leuchtende Objekt entworfenen Bildpunkte von der Linse, sowie 
alle Brennweiten eu bestimmen. 

Theoretische Untersuchung. 

1. R e f l e x i o n  au d e r  Vorder f l i i che  der L i n s e :  

Der Lichtstrahl A C  wird von der VorderRliche (r , )  der 
Linse nach dem Gesetze über sphiirische Spicgel teilweise re- 
flektiert und folgt, wenn A S ,  - a - Gegenstandsweite, 

S,Br, = b, = Bildweite und f = - = Breunweite ist, dem 
'2 

Gesetee: 

hierhei ist f die dein a = oo entsprechende Bildweite oder 
Brennweite. 

II. B r e c h u n g  d u r c h  d ie  1. E'liichc d e r  L i n s c  (1 Brech.): 

Der gebrochene Lichtstrahl CB, folgt dem bekamten 
Rrcchungsgesctze, wcnn ASl = n Gegenst:tndsweite, S, B2= b, - 
Bildweite, n = Brechungsindex und r, = Radius der Kugel- 
fliche 1: 

1 + = -  9% n - 1 .  

a b, r1 ' 
woraus 6, zu herechnen ist. 

III. n e f l e x i o n  i n  d e r  L i n s e  a n  Fliiche I I  (1  Refl. 1 Brech.): 

Dcr Lichtstrshl CB, trifft in D die xwcita Fliiche der 1 m s e  ' 

und wird dort reflektiert. Für  ihn ist B,X2 = d - O, = Gegen- 
staridsweite, wobei d = Dicke der Linse; 6, = S2B,  = Bild- 
weite, r, - Radius der Fliiche II. Diese Keflexion ist durch 
die Formel bestimmt: 

(Gesetz der Heflexion). 

Dam koiurnt noch die Formel in II, aus der sich O, be- 
stimmt, namlich : 

1 n. n-1 
- + - = -- (ails Kr. II). 
a b, Tl 
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IV. B r e c h u n g  d u r c h  F l i c h t ?  II d e r  L i n s e  (2 Brech.): 
Der Lichtstrahl CBz CD wird in D gebrochen nach 

demselben Brechungsgesetz wie in Nr. I I ,  nur tritt statt: 

a . . . d - b ,  

b, . . .  S , B = b  
1 

und ~ t a t t  t z -  . und statt r , .  . . - r, eiri, so dass sich er- 

giebt: 
1 A n - 1  -+-=--- (aus Nr. II zur Ber. v. b,), 
a 6,  Tl 

oder, werin man d = O setzt: 

Daher dureh Addition : 

NB. Die hier in Nr. 1 und II und IV angegebenen Forrrlelri sirid 
die bereits bekannten und verwendeten Linsengesetze, die nur der 
Allgenieinheit der Betrachtung und nachherigen Verweridung wegen 
angegeben werden. 

V. B r e c h u n g  d u r c h  F l a c h e  1 d e r  L i n s e  (1 Refl. 2 Brech.): 
Der Tichtstrahl CD, der in D nach den in III angegebenen 

zwei Gesetzen nach Punkt B3 reflektiert wird, gelangt von 
diesem Punkte ails als Lichtstrahl B3C, nach Punkt C, der 
Flache 1 der Linse und wird dort aus der Linse heraus nach 
vorne gebrochen riach den Gesetxen: 

1 

- (d - 6,) = S,B, = Gegeristandsweite, 
- x, = SI RI = Bildweite, 

1 
- IZ = Brechungsindex, r, = Kugelradius. 

Pormt man obige Formel um und schreibt noch die zwei 
in Dr. III gefundenen Gesetze, die gleichzeitig gelten, dazn, 
so e rhd t  man folgende drei Gleichungen: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 n. n-1 + - = - -  
a b, 

1 1 2  7 )  (aus 111). 
d - b ,  +6sY. , '  

'n 1 12-1 

d - b, x, ri ' 
setzt man nun d = Linseiidicke = Null und multipliziert die zweite 
Gleichung mit n und addiert diese drei Gleichungen, urn h, und b,  als 
nicht niessbare Grossen zu beseitigen, so erhiilt man: 

Aus der nunmehr erhaltenen Formel iat folgendes zu ersehen: 

Das Glied . . . Y [ &  + t] ist eine Konstante, es spielt hierin der 

Iladius des zweiten Kugelkreises eine Hauptrolle. Setzt man den 
1 

ganzen Ausdruck = F ,  so stcllt 3';' d m  Rildpunkt fiir a = m dnr und 

giebt somit einen Brennpunkt an, der um die Grosse F," vor der 
Linse liegt und ein recller Hrennpunkt ist, da fiir die obigen Annahmen 
iu ihm die wirklichen Strahlen zusammentreffen. Die Bezeichnung Ir," 
dient zur Hervorhebuog der den1 r2 zukommenden Hauptrolle und der 
Anzahl der in der Linse vorkommenden Reflexionen (1). 

Kehrt man diese Linse um, d. h. vertauscht man r, mit r , ,  so 
andert sich in der gefundoncn Formel sonst nichts, als dass jetzt die 
Grosse r, ebendieselbe Hauptrolle spielt, wie vorher r, und dadurch 
bei Vsrschiedenheit der Radien auch die neue Brennweite in Ii;' ver- 
andert, was ietzt auch ein anderes z, bedingt. Es gilt d a m  die Formel: 

1 1 1 .  
hierbei bedeutet , = (n - 1) (- + -) die reziproke, genühnliclie 

3 O Tl "-9 

Brennweite obiger Linse. 
Bezüglich der Grossen 2i;" und 3'; ist zu bernerken, dass beide 

fiir dic nunmehr positiven r ,  und r, (bei Konvexlinsen) stets kleiner 
sind und sein müssen als die Brennweite Fo und zwischen den Grenzen 

E' 
Null und + sich hewegen werdon. 

2 
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Die Formel selbst ist gerade so gebaut wie die bekannte Linsen- 
formel. Die Diskussion der erhaltenen Beziehung ist, abgesehen von 
der Modifikation durch die Lage des Brennpunktes vor der Linse, die 
gleiclie wie bei der bekannten Linsenforinel. Parallel zur Axe ein- 
fallende Strahlen gehen nach einlnaliger Brechung, Reflexion und 
wiederholter Brechung durch den Brennpunkt. Strahlen, die vom 
Brennpunkte kommen, gehen nach gleichern Schicksal in der Linse 
parallel zur Axe zurück. Dadurch ergiebt siüh sofort die Lage und 
Grosse der reellen Bilder, sowie deren geometrische Konstruktion. Die 
Bilder sind je nach Grosse von a und FI reell und verkehrt oder 
virtuel1 und aiifrecht. 

VI. R e f l e x i o n  a n  Fl i iche 1 d e r  I l inse  (2 Refl. 1 Brech.): 
Der in V bchandclte T i~h ts t~rah l  B3C, wird im Punkte Cl 

nicht bloss gebrochen und folgt dem in V abgeleiteten Ge- 
setze, sondern ein Teil wird in Richtung von C,U, reflektiert, 
wobei B3 SI = d - b, = Gegenstandsweite, Sl B4 = 6, = Bild- 
weite und r,  Krümmungsradius der reflektierenden Bliiche ist. 
E s  gilt deshalb: 

1 1 2  -+ =-P. 
d - b, b, r, 

Zudem gelten noch die in Nr. III angegebenen zwei 
Formeln, so dass der Lichtstrahl durch die drei Gleichungen: 

1 n 12-1. 

a h, T ,  ' 
1 

.- Ppp 
1 2  + - = -. 

d - b, 71, r, ' 
1 

pp 

1 2  

a - b 3  +b,=r,; 
nunmehr festgelegt ist und die Riçhtung Cl B, hat. 

VII. B r e c h u n g  a n  F l a c h e  II d e r  L i n s e  (2Refl. 2 Brech.): 
Der durch die Nr. VI angegebenen Gleichungen bestimmte 

Lichtstrahl trifft im Punkte Dl seiner Richtung die zweite 
Fliiche der T h s e  und wird dort gebrochen. Das Gesetz 
lautet, wenn : 

B,S2 = d - b, = Gegenstandsaeite, 

Sz BI = yl = . . Rildweite, 
1 - r, und ; Radius und Brechungsindex, 

-- 
1 1 n 

-=-- 
d - b, n y, - r, (Qesetx der ~ r e c h u n ~ ) ?  
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oder : 
n 

-- 
1  12-1 

d - b ,  + 2 / i  =r,. 
IIierzu nun die drei in  Nr. VI gefundenen Gleichungen an- 

geschricben, crgiebt folgende vier Beziehiingcn: 

1 1 2  + = .  
d - b, b, r, ' 

1 1 2  
Multipl. mit n. 

+-=- - .  
d - o, b, Tl ' 
n 1  12-1. 

d - b ,  + ~ - y 1  

Setzt man nun wieder d = Nul1 = Dicke der Linse, und rnultipliziert 
die zweite und dritte Gleichung mit lz und addiert sirntliche 
Gleichungen, so bekommt man: 

1 1 1  
Die erhaltene Formel - + - = - zeigt folgendes: Zunichst lautet 

4 Y1 

sie gerade so wie die gewohnliche Linsengleichung, nur Sind die Grossen 
andere. Die Grosse El, ist die Bildweite für a = oo, also ein Brenn- 
punkt. Merkwürdigerweise zeigt sich hier wieder, wie in Nr. IV, 

1 
vo1lst:lndige Symmetrie in dem Ausdrucke für F: beziiglich der beiden 

Xriimmungsradien der die Linse begrenzenden Kugelflachen, so dass 
ohne Veriinderung des Wertes von F,, der neuen Brennweite, eine 
Vertauschung der beidm Hadien vorgenommcn werden darf, d. 11. eine 
Umkehrung der Linse. Daraus folgt, dass auch vor der Linse in 
demselben Abstande . . . F, . . . ein zweiter Brennpunkt liegt. Die 
Diskiission der gefundenen Formel lautet genau so wie die der ge- 
wohnlichen Linsenformel, nur wird der Strahl innerhalb der Linse 
zweimal reflektiert. Ob demnach die Bilder reell oder virtuell, wie 
gross sie Sind und wo sie entstehen und wie sie zu konstruieren sind, 
ist als bekannt vorauszusetzen. 

U m f o r m u n g e n  v o n  F,. 
1 

Die Grosse - lasst sich auf zweierlei Arten umformen, wenn man 
F* 

die bereits abgeleiteten früheren Grossen benützt: 
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106 Brennponkte der  Linsen etc. 

Nun ist abor nach Nr. I V  

naher  ist F, proportional eu Fo und der Proportionalitiitsfaktor 
ist bloss von n = Brechungsindex abhiingig. 

Andere Umformung: 

= (nach Formel Nr.  V) 

Aus dieser Formel erhellt wiederum die Unabhangigkeit der ge- 
fundenen Brennweite von einer Vertauschung der beiden Kriinimungs 
radien, da sich dabei nur die zwei ersten Glieder andcrn, aber in- 
eiilander übergehen und denselben Gesauitwei-t ergeberi. Zugleich iat 
hierdurch der Zusammenhang zwischen F2 und den übrigen durch die 
Linse bedingten Brennweiten gezeigt. 

n - 1  Die Grfi~se 3; kt, wie leicht aus 3, = E' - -- ersichtlich id, 
" a n 1  

fiir n > 1 stets kleiner als F,. 

VIII. R e f l e x i o n  a n  d e r  z w e i t e n  F l a c h e  d e r  L i n s e  (3 Refl. 
2 Rrech.): 

Der in  Nr. VI1 betrachtete Lichtstrahl L; D, t r i t t  in Dl 
nun nicht bloss aus der Linse herous, sondern wird in dicsem 
Punkte zum Teil auch wieder in die Linse reflektiert riach 
eineni Punkte U, der Axe und gelangt in C, wieder an die 
erste Fliiche der Linse, um dort wieder nach dem Brechuiigs- 
gesetz die Linse zu verlassen (zwei Brechungen) ~ i n d  in eineni 
Punkte K, die optischc Axc zu trefferi. Der  reflektierte Licht- 
strahl  (bis Punkt C2) folgt den durch folgende rier  Gleichungen 
fwtgelegten Gesetzen: 
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1 
-- 

1 2  + = (Reflexioii i n  Dl). a- b ,  

IX. H r e c h u n g  i m  P u n k t e  C', d e r  L i n s e  (3 Xefl. 2 Brech.): 

Zu den vorstehenden vier Gleichungen, welche den bis- 
herigen Verlauf des Lichtstrahles (bis Punkt  C,) bedingen, 
koinmt infolge der Brechung im Punkte C, eine weitere fünfte 
Gleichung hinzu, die gerade so gebildet ist, wie die Beziehung 
in Nr. V. Diese neue Gleichung lautet: 

12 1 la -1  
-- + - = --, (Hrechung in C,). 
d - b, 2, r, 

Die vier Gleichungen von Nr. VI11 und die Gleichung hier ver- 
biinden, nachdem tb - O gesetzt und die drei n~it t leren Gleichungen, 
um b, . . . b, . . . b, . . . b5 . . . zu beseitigen, mit lz multipliziert 
wurderi, ergeben x, = ges. Bildweite aus: 

Dieses 1 a ~ s t  sich noch weiterhin interessant umformen in 
F;;I 

folgende Ausdrücke: 

1 1  2 2 . ( 2 n - 1 )  2 - 2 ( 2 1 î - I ) ( - + - ) + - =  r1 r ,  rp (n - 1) . F~ +-; r ,  

und da niin aus Vorhergehendem: 

1 1 1 1  1 1  + 77 = 2(% + <) + 2  (- + -) (Nr. V11) 
Fo r9 

1 1 1  1 2  1 1 1 2  -+-=-+-+--PL- + -- 4- -1 (Nr. VII) .  
a X I  Fi' E;" r, F I f  l$ F, r, 

Der merkwürdige Zusammenhang zwischen den verschiedenen 
Brennweiten, sowie die Hauptrolle, die hier wiederum r, spielt, er- 
hellen aus der gefundenen Formel d o r t  ohne weiteres. 
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Aufstellung einer allgomoinon Formol  für zwei Brechungen 
und beliebig viele Refiexionen. 

Betrachtet nian die Art  und Weise, wie die bisherigen Forinelii 
gewonnen wurden, so erhiilt man stets links die Sunîme aus reziproker 
Gegenstandsmeite und reziproker Bildweite und rechts stets  die reziproke 
Rrennweite, um deien allgemeine Porm sich e s  weiter handelt. Selbst- 
verstiindlich werden jetzt nur die in der Linse stattfindenden Reflexioncn 
und Brechungen betrachtet, wahrend die allererste Reflexion an der 
Vorderflkhe der Linse als nicht hierher gehorig ausser acht gelasse11 
wird. 

Als erste Formel fiir O Keflexioncn in der Linse und zrvei Rrecliungeii 
ha t  sich als reziproker Wert  der Rrennweite ergeben: 

Kommt nun eine Reflexion an der Iiliiche II der Linse hinzu, 
d. h. erleidet der Strahl eine Reflcxion und zwei Brechungen, so er- 
giebt sich der Ableitung gemiiss als Bestimrnungsstiick der ersten 

Brechung wieder das obige erste Glied n-2, die folgenden Glieder 
Tl 

merden aber andere, entsprechend der Heflexion an  Flache II  der Linse 
und der Brechung durch die Friche 1, wodurch sich folgendc Formel 
ergab : 

Bei zwei Ileflexionen und zwei Brechurigcn ergiebt sich noch eiii 

2 n  
weiteres G l i d  . . - - . - . infolge der Reflexioii an  der ersten Flachc 

1'1 

12-1 
der Linse und stat t  des Gliedes . . . - . . J  das ja nunuiehr keine 

Tl 

Bedeutung haben kann, da die zweite Drechung nicht mehr durch die 
Vordcrfl%che dor Linse, sondern durch die II. Fliichf: stattfindet, das 

Glied . . . ", so düss die Formel sicli ergiebt: "., 

I n  dieser Weise geht es nun weiter. Für  drei Reflexionen iind 

2 n. 
zwei Brechungen t r i t t  das Glied . . . -- - . . neu hinzu und da die zweii,~ 

1'9 

Brechung jetzt wieder durch die Flaclie 1 der Linse stattfindet . . . statt 
n-1  

des Gliedes --- . . - das Glied urn folgende bereits gefundene 
ro r1 

k'cirm eu geben: 
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Bei vier Reflexionen und zwei Brechungen ergiebt sich ent- 
n-1  12-1 

sprechend statt -- - . . wieder -- und ausserdem als neues Glied 
9'1 T2 

2 n , . . - . . .  und man erhiilt: 
y, 

Die Betrachtung so fortgesetzt ergiebt folgende ühersichtliche 
Darstellung rlcr rinzelnen Rrrnnweiten in ihrem rcziproken Werte für 
alle nioglichen Reflexionen und für  stets zwei Brechungen. Die Tabelle 
lüutet: 

fibersicht. 
Anzahl der  Brechungen = 2. 

Anzahl der 
Refiexiouen. 

- - - - - - - - -- - 

Wert der reeiproken Brennweite: 
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110 Brennpiinkte der Linsen etc. 

Aus dieser Darstellung, aus welcher die Bildungsweise der ver- 
schiedenen Brennweiten erhellt, und welche mit  Leichtigkeit sich durch 
Induktion, Bestitigung des Schlusses von 3v auf k + 1, nachweisen 
liesse, folgen nun folgeride Gesetze: 

Wenn die A n z a h l  d e r  R e f l e x i o n e n  e i n e  g e r a d e  Z a h l  ist, 
d. h. wenn der Strahl durch die hintere Fliche der Linse austritt, so 
ist die sich ergcbende Brennweite stets symmctrisch bezüglich der 
beiden Krümmungsradien; man kann und darf also die Linse, ohne 
dadurch die Brennweite zu verandern, umkehren. E s  ergiebt h i d i  

daraus die Existenz ebenso vider  Brennpunkte von derselben Be- 
schaff'enheit vor der Linse wie auch hinter der Linse. Ferner sieht 
man, dass die rexiproken Brennweiten in diesem E'alle eine aritli- 
rnetische Reihe bilden, deren . . . 

1 n-1 n - l  - . . . erstes Glied . . . - - - 
ED r, 

+ -- 
r1 

ist. 

k'ür eine u n g e r a d e  A n z a h l  v o n  l t c f l c x i o n e n  gilt die Sym- 
iiietrie wie vorher nicht; jetzt vertauscht sich r, mit r, und es 

1 .  1 geht jede Formel dadurch von . . . ,, i n . . .  - E' ' über, und besitzt bei 

verschiedenen I~rümmungsradien verschihiederie Werte. Die aufeiiiander 
folgenden reziproken Brennweiten für  eine ungerade Anzahl von R e -  
fiexionen bilden wieder eine arithmetische Reihe: deren 

. . erstes 

und dwen Uifferenz . . . 

L)eulzufolge ergiebt 

i l  1 O n  

+ <) = 
ist 

Aïigemeines Glied. 

1 
1) = gerade Zahl, so . . - -- 

1"p 
1 12-1 2 %  n-1 

p = ungerade Zahl, so . . = -- + 
1' Tl Y Tl 

Die folgende Betrachtung sol1 nun für  ein beliebig gegebenes 11 
d.h. für eine beliebig gegebene Anzahl von Reflexionen des Strahles 
in der Linse, eine einzige geschlossene Formel aufstellen, die glc4cll- 
zeitig fiir gerade und ungerade 27 gilt und immer die entspreclieridm 
Werte der zugehiirigeri reziprokeii Brennweite darstellt. 
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Verden die Ausdrücke: 

12-1 12-1 --+-... mit A, 
Tl 1'2 

2.(,!- + : ). . . mit B, 
1 P 

n-1 2 %  12-1 
- - + , - + - - a . .  mit C . . .  

Tf Tl 

bezeichnet, so sieht iiian, dass die Koeffizienteii von B in  obigeii 
Gliedern fiir die reziproke Rrennweite folgende flbersicht bieten: 

Koaffizient 
Werte von p. Ton H 

Für p = O und p = 1 . . . O 

p = 2  und p = 3  . . .  1 

p = 4  und p = 5  . . .  2 

p = G  und p =  7 . . . 3  etc. 

Der Ausdruck . . . : ergiebt nun fiir gernde p die rerlaiigten 

Koeffizienten, wlihrend . . . & 1 . . - die Koeffizienten fiir iiiigerade 21 
2 

giebt. niese beiden Ausdrücke stimrnen in überein. Nun wird riiie 
L 

Piinktion gesucht von der Art, dass dieselbe 

fiir gerade p . . . den Wert . . . Null, 
1 ,, ungerade p . . . den Wert . . . - giebt. 
2 

Eine solche Funktion ist aber ofl'enbar: 

. . - (- 1 ) l ~ .  $11 - (- 1 ) 1 1 ]  . . . 

Es nimmt also nun der Ausdruck: 

für die oben bezeichneten p die geforderten Koeffizientenwerte von 
B an. 

. . . Die Ausdrücke A und C . . . 
n-1  stirnrnen zuriichst in dem Gliede . . .  - - . . übereiri. 

1'1 

2 n. 
Dem Gliede - . . - eatspricht in A das Glied Null. 

l's 
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112 Brennpunkte der Linsen etc. 

Es wird daher wiederum eine Funktion gesucht, die 

fü r  p = gerade Zahl . . . den Wer t  Nul1 
und 

. . .  2 Tl ,, p = ungerade ,, . . . 77 77 . . liat 
r2 

Eine solche Funktion heisst: 

E s  eriibrigt jetzt noch eine andere Funktion zu finden, d i e . .  . 
. . . für gerade p . . . n ? ' .  . . 

VP 

. . . fiir ungersdc p . . . -1  giebt. 
1'1 

Eine solche Funktion lautet: 

Die allgemeine P'unktion, die Iur gerade p den Ausdruck . . . il, 
und für ungerade p den Ausdruck C ergiebt, heisst nach 2) und 3) 
nuriniehr: 

1 
dadurch stellt sich jetzt das allgemeirie Glied giltig für jedev p in1 

E P  
folgenden Ausdruck dar: [aus 4) . . . 1) und BI 

- -... riach etliühen Urriforiiiunge~i 

Aiigemeiner Ausdruck für die Brennweite. 

Die Formel ergiebt für ungerade p stets den Wert . . . 
1 ,,,, worin der Krümrnungsradius Y, die Hauptrolle spielt. 
P 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von ANTON KILLFRMANN. 113 

Man braucht bloss r, niit r, zu vertauschen, wenn die Linse 
1 

iimgekehrt wird, um sofort . - . p.  . . zu erhalten. 
P 

Diese allgemein giltige, gesclilossene Formel für die reziproke 
Brennweite lehrt nun, dass es f ü r p  von Sul1 beginnend bis . . . 77 = cc . . . 
unendliüh viele Brerinweiteri giebt. Für urigerade p sind dieselbeu 
nach vorn positiv zu ziihlen, von woher der Lichtstrahl kornmt. Pür  
gerade p sind sie nach rückwarts positiv zu nehmen. Will man 
iibrigens bloss eine Hiehtung als positive nehmen z. B. wie gewohnlich 
die Richtung, nach welcher der ankommende Strahl weiter vordringen 
will, so kariri nian dies in der allgerneinen Formel sofort eurn Ausdruck 

1 
bringen, wenn man den Wert  von - mit (- 1)"ultipliziert; indes 

FP 
lasse ich dies bei der waiteren Retrachtnng aiisser acht und nehme 
aus praktischen, spater klar werdenden Gründen, die Definitionen der 
Liri~eiiarten betreffend, die oben erwiihnten Kichtungen, je uachdern 
p gerade oder ungerade ist, als positiv. 

Setzt man p = Null, so erhiilt man: 

d. h. man erhalt die bekannte gewohnliche Linsenbrennweite, die somit 
das erste Glied einer uncndlichen Iteihe von Brennweiten bildet, die 
alle definiert sind als Bildweiten eines unendlich entfernten leuchtenden 
Punktes. 

p = 276 = g e r a d e  Zah l .  

Sctzt man in der allgemeinen Formel 21 = geradc Zahl, so ver- 
1 

schwindet stets das zweite Glied, namlicli der Ausdruck . . . L I - ( - 1 ) .  - ., 
r~ 

d. h. das gewonnene Resultat ist jetzt riur niehr von & und 7% ab- 

hingig; also symmetrisch in Bezug auf r, und r,, weshalb sich stets 
dieselbe Urennaeite auch bei Umkehrung der Linse ergiebt. Der 
Ausdruck für p = 2 k  giebt allgemein: 

Der Ausdruck stellt also, wie bereits oben erwihnt, das allgenieine 
1 

Glied einer arithmetisçhen Reihe dar, deren Anfangsglied - und deren 
=O 

2 n 
Ihn'ereriz - . . . ist. Speziell ergeberi sich fulgeride Eiiizelwerte: 

(fi - 1) Fo 
Znitachrift f. Malheiiiatik u PIiyilik 4 6 .  Band. 1901. 1. i i  2 l i n f t .  8 
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p = 2 k  + 1 = u n g e r a d e  Zahl.  

Setzt man g - ungerade Zahl in der allgemeinen Formel, so komrnt 
durch den Krümmungsradius r,, der hinteren Linsenflaclie, welche die 
ungeraden Reflexionen bedingt, eine Unsyrnmetrie herein. E s  spielt also 
r , ,  der hintere Kugelradius, eine IIauptrolle, was in der Dezeichnung 
durch die Striche oberhalb $'plr zum Ausdruck gelangt. Dreht man 
die Linse um, so vertauscht sich r, mit r, und jetzt ist r, die Grosse, 
welche die Rolle des 1; Tom vorigeri Fa11 übcrnommen hat. Die Formel 
ergiebt für ungerade p: 

Die beiden Ausdrücke stellen wiederum die allgemeinen Glieder 

von aritlimetischen Reihen dar, deren Anfangsglieder besw. . . . 2  (& + $) 
1 1  

und . . . 2 ( + ) sind und doren Differenz die gloiehc für gerade 

2 n 
und ungerade p ist und den Wert . - - (n- I )Fo  - . . hat. 

Da aber nach früherem und der allgenieirien Formel für p - 1 

"der O = 7c irn * ~ u s d r u c k e . .  .27c + 1, die Glieder . - . 2 (& + Tt) und 

1 1  
il(? + -). . die reziproken Brennweiten FIff resp.. . . FI1 bedeuten, und 

3 0  r, 
ferner f&- gerade und ungernde p die Differenz in der arithmetischen 
Eteihe dieselbe ist, so stellen sich die Ausdrücke für die reziproken 
Brennweiten auch folgeriderrnasseri dar: 
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1 1 
Es iindert sich in der Bildungsweise also bloss ly in bezw. 

1 und die ersten Glieder sind also die gleichnamigen entsprechenden 

1 1 
ersten reziproken Brennweiten, wenn man von und - ausgeht. 1% FI 

LGst man k alle Werte durchlaufen, so erhalt man hier alle 
reziprokén Werte filr eine ungerade Anzahl von Reflexionen, diese 
Werte sind einzeln folgende: 

- - 
1 

Die lauten 
FP 

ebenso, wenn man 
nur statt r, die 
Grosse rq eirisetzt. 

da : 
1 3n-1 1 -=p.- 

Fa n-1 Fo 
(nach Früherem). 

E s  erhellen hieraus wieder merkwiirdige Beziehuiigen, indem die 
8 * 
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reziproken Brennweiten für eine ungerade Anzahl von Reflexionen, für 
die Werte k = 0, 2, 4, 6 ah&h gebaut sirid urid einfach statt 

eintritt, alvo die reziproken Brerinweiten für eine gerade Anzahl von 
Reflexionen; es lasst sich dies allgemein mühelos zeigen. 

Ebenso kann man die reziproken Brennweiten für eine ungerade 
1 

Anzahl von Reflexionen, wie bereits für . - - - F," gezeigt wurde, durch 

siimtliche vorhergehenden reziproken Rrennweiten fiir eine gcrade An- 
zahl von Reflexionen darstellen; denn . . . 

Nun ist ferner : 

somit : 

und 

Spezialisierung der Konstanten , Anwendung 
auf die verschiedenen Arten von Linsen. 

Die allgemeinc Linsenformel lautet nunmehr für jedes p = Anzahl 
der Reflexionen in der Linse: 

Linsen- Formel: 

Bei der weiteren Betrachtung empfiehlt es sich nun, auf die bis- 
herige Ableitung keine Rücksicht zu riehmen urid von der geworinenen 
Formel auszugehen. Die gewohnlichste Form der Linse ist die bi- 
konvexe; deshalb wird der Bauart der bikonvexen Linse der positive 
Charakter beigelegt, indem ihre Krümmungsradicn heidr! als positiv 
genommen werden. Die Brennweiten für  eine gerade Anzahl von 
Itefiexioiien werden mit der 1Lir:htung des arikorrimendeu Strahles als 
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positiv geziihlt; die Brennweiten für eine ungeracle Anzahl von Re- 
flexionen in entgegcngcsetzter Richtung ebenso positiv, cntsprcchend 
der reellen Lage derselben bei der als positiv bezeichneten Konvex-Linse. 
Die diesen Kichtungen jedesmal entgegengesetzte für die bezeichnete 
Anzahl von Reflexionen ist dann selbstverstaiidlich negativ. Das Gleiche 
gilt über die Vorzeichen der Krümmurigsradien. Deingemass ergiebt 
sich, wenn uz > 1, also die Linse aus einem optisch dichteren Medium 

1  1 1  
bestelit als die Uuigeburig, und - = (n - 1) [ + -1 nach früherem: 

Fo Tl 

Konvex - Linsen : 
1. B i c o n v e x - L i n s e n :  

IIa r,  und Y, positiv sind, so ist F, stcts positiv und daher auch 
4, stets positiv und dem Werte nach: 

1 2 ( k t 1 ) n - 1  2 = - . 
n-1 + - .  FL+l Fo r2 

II. P lankonvex-Linsen :  
1 Da r ,  und r, auch hier positiv sind, so ist . . -- . . . stets 

FP 

positiv und alles drückt sich hier nur durch einen Radius aus, 

da der andere = ca > F, = 2. 
1. L a g e  (hintere Flache [yz] eben . . . r, = a): 

2. L a g e  (vordere, erste Fliiche eben r, = CO): 

p = 2 k  . . .  1 - = ebenso wie oben, 
k 

2 2 ( k t  on.  
= - [(k + 1)n] - 1--- B o  n - 1  
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i i 8  Brennpunkte der Linsen etc. 

III. K o n k a v k o n v e x - L i n s e n  (r ,  > r, und r, negativ): 
1 1 1  

1. Da , = (n - 1) (- - -) . - . nach obiger Voraussetzung r, > r, 
3 0 Tl r x  

stets positiv, muss zuniichst für p - 2 k  = gerade Zahl die reziproke 
1 

Brennwcite . . . - . . stets positiv sein und den Wert haben: 
F2 k 

2. Für p = 2k  + 1 = ungerade Zahl, ersieht man sofort, dass bei 
Umkehrung der Lime, wenn also die konkave Seite nach vorne 
zu liegcn kommt und die konvexe nach rückwiirts, wodurch das 
den Zeichenwert allenfalls andernde zweite Glied in  der Formel 
positiv bleibt, die reziproke Brennweite . . . 

wieder stets positiv wird. 
3. 1st dagegen die hintere Fliche die konkave, so zeigt sich 

fur p - 2 k  + 1 folgendes. E s  ist der Ausdruck zu untersuchen: 

Damit nun der Ausdruck wieder positiv wird, muss: 

Daraus ist ersichtlich, dass jetzt die Brennweite nicht immer 
positiv sein muss. 1st die Verhiltniszahl der beiden Krümmungsradien 
kleiner wie die berechnete Zahl, so ist die Brennweite negativ und 
der Brennpunkt virtueli, d. h. die reflektierten Strahlen geben keinen 
reellen Bildpunkt. F ü r  ein grosses n (stark brecheride Substanz) darf 
sich der wert von r, dem Werte von Y, nihern. Damit alle Brenn- 
weiten positiv werden, muss mindestens: 

5 - 1 '  n -- - p l + ~ -  n-1 (für k - O), 
Tl 

also z. B. für Glas v o u  Brechungsindex f i  1,5 

r c - 1 , 7  . . .  5 = 2,4, 
71 

denn fiir wachsende 16 ist ja d a m  die Bedingung stets erfüllt. 
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Von ANTON ELEEUNII. 119 

Zu bemerken ist noçh, dass sich für einen kleineren Grenzwert 
n als . . . -- . . . stets ein Wert  von k berechiien lasst, unter welchem 

n-1 

alle Brennweiten für ungerade Reflexionen negativ, die dagegen über 
dicsem Wert von k liegenden positiv sind. 

Dieser Wert von Ic berechnet sich wie folgt: 

E~ Sei: 5 = "-'Y wobei or = echter Bruch, SO: 
r, n - 1  

daraus berechnet sich der Wert  von k . . . 

Beispiele :  
Wenn : 

1 
n=1,5, c r = O , l  so: 

d. h. in diesem Falle ist die erste Brennweite 1c = 0 . . . negativ, 
alle anderen wieder positiv. 

Wenn: w = l , F > .  . . n = ( $ 9 . .  . so: k >  - 3 
d. 11. jetzt sind die Brennweiten für eine ungerade Anzahl von 
Reflexionen p - 2Fc + 1 . . . fiir die Werte von 76 = 0, 16 - 1, 
k =  2 bereits negativ, von k = 3 ab aber positiv. Dabei galte 
bezüglich der Hadien . . . 5r, = Gr,. 

l ( n - 1 )  - 00 Wenn: a = 1 - E ,  l i m ~ = O ,  SO: A = - -  
12.e 

d. h. in diesem Falle sind siimtliche Brennweiten negativ für 
p = 276 + 1; hier ist . . . r, = r,, was den Grenzfall einer konkav- 
konvexen Linse bedeutet. 

Definition der  Konvex-Linse. 

Es zeigt sich also, dass mit Ausnahme des in Nr. III 3 behandclten 
n Palles, wenii '5 < --- in welchem Falle d a m  eiuige Brennweiten r, n - 1  

negativ und virtuel1 werden müssen, alle übrigeri Brennweiten bei 
den Konvexlinsen für p = beliebige Anzahl von Reflexionen stets 
positiver, reeller Natur sind. Somit kann umgekehrt eine Konvex-Linse 
definiert werden als eine Linse, dcren siimtliche Brennweiten fiir eine 
gerade und ungerade Anzahl von Reflexionen innerhalb der Linse 
inmer positiv und reell sind, also: 

Konvex-Linse . . . s a m t l i c h e  B r e n n p u n k t e  reel l .  
(Eine Bemerkung erübrigt noch bezüglich der Reflexionen an der 

ersten Flache der Linse ausserhalb der Linse: Die daraus sich er- 
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120 Brennpunkte der Linsen etc. 

gebenden Brennweiten sind alle iiegativ, nur bei der konkav-konvexen 
Linse, wenn die vordere Linsenfliiche die konkave ist, ergiebt sich 
eine positive Brcnnweite.) 

Konkav-Linsen. 

1. B i k o n k a v - L i n s e n :  r, und r,  beliebig, beide negativ, so wird Po 
auch negativ und dahcr F, fur alle Wcrte von p . . . negativ, 

(r, r, und 4 absolut gcnornmen). 

II. P l a n k o n k a v - L i n s e n :  Die Brennweite ist für alle p, ob gerade 
odcr ungerade, stets negativ und besitzt, absolut genommen, 
genau dieselben Werte, die bereits bei den Plarikonrex-Linsen ab- 
geleitet wurden. 

III. K o n v e x k o n k a v - L i n s e n :  Y, < r, und r, negativ. Die Betrachtung 
ist ahnlich der bei den Konkavkonvex-Linsen. 

1 1  1 
1. Da (a - 1) (- - -) = - - . . stets negativ ist, so muss filr 

?i r, FO 
. . . p = 2 k  = gerade Zahl . . . der Wert von der Formel 
entsprechend ebenfalls stets negativ sein und den Wert besitzen: 

(F, absolut genommen). 

2. Fiir g = 2k  + 1 = ungerade Zahl zeigt die Formel sofort, dass, 
wenn die konkave Fliiche nach hinten liegt, das zweite Glied 
der allgemeincn Formel negativ wird i ~ n d  dadilrch der ganze 

1 
Ausdruck für -- . . . wieder negativ bleibt. 

F2'R + 1 

(F, und r, absolut genomruen). 

3. Dreht man die Linse um, so bleibt zunachst für gerade p = 27c 
der Aiisdruck vollig unvcriindert, fiir p = 2 k  + 1 = ungerade 
%ah1 hingegen ist der Ausdruck zu imtersuchen: 
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Dieser Ausdruck wird nur dann negativ, wenn: 

Aus diesein Resultat erhellt, dass r, iîunmehr dieselbe Rolle 
spielt wie bei den Konkavkonvex-Linsen die Grosse r,. 

Damit allc Ih-ennweitcn daher negativ sind, muss für 7c = O . . . 
12 

das Verhiltnis von . . - 5 mindestens = - sein. 
9-2 12-1 

n 
1st 5 < -- Y also kleiner a1s der berechnete Grenxwert, so Iiisst 

r, 12-1 

sich sofort wieder ein Wert  von 76 angeben, über welchem alle Brenn- 
weiten negativ sirid, wiilirend die darunterliegenden sogar positiv 
werden. Dieser Wert  von k berechnet sich: 

Wenn .5 = Kz  7 wo (Y = echter Bruch, 
r, m - 1  

Daraus ergiebt sich k . . . 

Pür alle ganzen Zalilen, die nun unter diesem berechneten Wert 
von k liegen, wird dann die Brennweite reell und ~ o s i t i v ,  fiir die 
übrigen aber negativ und virtuell. 

0 ,9  . 0,5 B e i s p i e l :  n = 1,5 . . . k - ---- - 3; 
1,5. 0 , l  

CU = 0,9. 

d. h fiir k = O, k = 1, 76 = 2 sind jetzt die Brennweiten nach 
vorne und daher positiv, für k = 3 ist die Brennweite 

und für die übrigen negativ. Für  a = O sind alle Brenn- 
weiten negativ. 
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Definition der Konkav-Linae. 

Siimtliche Konkav-Linsen haben demzufolge die Eigenschaft, dass 
alle ihre Brennpunkte sowohl für eine &rade als auch ungerade An- 
zahl von Reflexionen innerhalb der Linse negativ und virtuell sind. 
Eine Ausnahme bestcht nur für die Konvexkonkav-Linse insofern, als 

rs wenn das Verhaltnis der Krümmungsradien kleiner als - 
n - i genommen 

wird und die konkave Plache nach vorne gekehrt ist, die Brennweiten 
fiir eine ungerade Anzahl von Reflexionen zum Teil positiv werden. 
Demgcniiiss kann man bei Ausschliessung des erwiihnten Ausnahme- 
falles die Korikav -Linse als eirie Linse definieren, deren sinitliche 
Brennpunkte für jedes p negativ und virtuell sind. Daher: 

Konkav-Linse . . . s i imt l i che  B r e n n p u n k t e  v i r t u e l l .  

(Die Reflexion der Strahlen ausserhalb der Linse ist genau ent- 
gegengesetzt der bei den Konvex-Linsen.) 

In  kurzer cbersicht ergiebt sich den bisherigen Betrachtungen 
gemiiss folgcndc Tabelle, fiir welche nunmehr folgende Bezeichnungen 
eingeführt werden. E s  stelle . . . . . . die Brennweite dar fiir direkte 
Reflexion an der ersten vom Lichtstrahl getroffcnen Linsenfliiche; die- 
selbe heisse : 

,,O - B r e n n w e i t e  d e r  1. Gruppe." 

Die Bezeichnung 3, stellt die Brennweiten dar für zweimalige 
Brechung durch die T h s e  und heliebig viele dem Werte von p von 
O bis w entsprechende Reflexioncn an den Grenzfliichen in der Linse. 
Da aber, wie aus der allgemeinen Formel erhcllt, ein grosser Unter- 
schied besteht zwischen den IiP fiir gerade und ungerade p ,  so drücke 
sich dieser Unterschied auch in der eu w3ilenden Bezeichnung aus, 
indem die für p = 2k  geltenden Werte mit: 

,,FI, = Fzk - B r e n n w e i t e n  JI. Gruppe," 

wihrend die sich für p = 2 k  + 1 ergebenden Brennwcitcn mit: 

,,FI, = XAk+1 = B r e n n w e i t e n  III. Gruppe",  

benannt werden. Durchliuft k alle Zahlen von O bis oo, so drücke 
sich die entsprechende Brennweite durch den Beisatz: . . . ,,k. Ord- 
nung". . . aus. Die Brennweiten 1. und III. Gruppe sind vor der Linse 
positiv genonimen, diejenigen II. Gruppe hinter der Linse positiv zu 
ziihlen. 
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Tabeiie. 
3 - (-1y 

1 (p+l).n----  2 
Allgemeine F o r m e l :  = - .  

P Fo n-1 
+ 11-  Y YI$; 

Konuex- 
Linsen 

:Positive 
Linsen) 

Hikonvex 

Plankonvex 

11 

Kunkavkonvex 

1, 

3 1  

Konkav- 
Linsen 

Negative 
Linsen) 

Bikonkav 

l'lankonkav 

Konvexkonkav 

I I  

I ?  

abs. ~ r 6 i ; ç e  ( 

beliebig - 

beliebig + 

r, =bel. 
(ri = m 

ro < ri . - 

Uemerkung 

keine 

1 

11 

1 

- 1 keine 

Die weitere Spezialisierung und Behandlung der Brennpunkte für 
den Fa11 n < 1 bietet keine I-iesonderen Schwierigkeiten, indes ist sie 
von geringer Bedeutung, da man ja gewohnlich nur mit Linsen von 
optisch diçhteren Medien, als die Umgebung der Lime kt, es zu thuri 
hat. Für einen bestirnmt gegebenen Fa11 ist  die Diskussion leicht 
auszuführen. 

Die weiteren Gesetze besüglich der Grosse des Bildes, Kon- 
struktion des Bildes, ebenso die Diskussion der Bildgleichung 

1 1 1  . . -  + -=.-; 
a b E ~ ' " '  

ergeben sich ~nrnit~telbar und genau ebenso wie für . . . F, . . . bereits 
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beliarint, und werden nur durch die Grosse von F,,, das eirirual Brenn- 
weite 1. ocler II. oder III. Gruppe ist, modifiziert. So ist z. B. 

Ein Fa11 erübrigt noch zur Resprechung, wie sich niimlich die 
Rechnung stellt, wenn hinter der Linse ein anderes Medium sich be- 
fiiidet als vor dcr Linsc. E s  sci 92, - Rrechungsindex dieses neuen 
Mediums gegen das Mittel, aus welcheui die Linse besteht, so ersieht 
man, dass zunachst alle Brennweiten erster und dritter Gruppe als 
unabhangig von n, dieselben bleiben, da die diese Brennpunkte er- 
zeugenden Strahlen mit dern Brechungsindex n, keine Beziehung 
liaben. Anders verhiilt es sich mit den Brennweiten der zweiten Gruppe, 
die durch n, sehr beeinflusst werden. Die Rechnung ergiebt, wenn 
dic neuc Brennwcitc mit 3; bezeichiiet wird: 

12 (12-1) 1 2 ( n 1 )  1 %+!LA+-- - oder: - i - - n  r, (n, - I) + 12, T,  (n  - i) 
a ù 71 n 50 %II Tl TP 

xhnlich rechnet sich . . . 

II. Brennweiten bei Berücksichtigung der Linsendicke. 
Hohen des avstretenden Strahles. 

E s  falle auf eine Konvex-Linse, deren Krümrnungsradien 7, und Y, 
seien, ein Tichtstrahl. Die Dicke der Linse betrage d = Abstand der 
beiden Scheitelpunkte der Kugelflachen. Der Lichtstrahl gehe unter 
einem Winkel gp von einem Punkte A der optischen Axe sus und treffe 
die ~order f l idhe  der Linse in der H6he h. Winkel <p sol1 bezüglich 
seiner Grosse die Bedingungen erfüllen, welche bei Ableitung der 
einfachen Linsenformeln zu Grunde gelegt werden, also sehr klein sein. 
Gegenstandsweite sei . . . a. E s  ergeben sich folgende Beziehnngen (Fig.2): 

1. B r e c h u n g  i n  B. 
1 n. n - 1 .  -+---- 
a 43 rl ' 

Dieser gebrochene Strahl BC trifft in C auf die hintere 
Linsenfiache. Die FIohe, in welcher dies geschieht, sei Ho. 
Diese II6he berechriet sich leicht aus dem Verhiiltnisse (Fig. 3): 

1% : Ho - b,: (b, - d) ;  
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[wobei statt d allerdings in  erster Anniiherung 

zu setzen wiire, aofür  sich aber, d a .  . . h und Ho als klein 
und r, und rz  als verhiltnismiissig g r o s  vorausgesetzt sind, 
einfach . . . d schrcibcn l%st.] 

Demnach ist: 

ako : ami-I . 
= a(n-1)-r, 

2. B r e c h u n g  in C. Der Lichtstrahl B C  wird in C von der 

hintereri Liiisenfliche gebrocheri. Die Formel ergiebt: 

Die El6he des austretenden Strahles ist Ho, der Wiiîkel 
mit der optischen Axe A ,  

3. Ref lex ion  i n  C. Der gebroühene Lichtstrahl BC  wird in C 
reflektiert und nach dem Gesetze (Fig. 4): 

b - a  bl-d 
= H o (  - $) = h . , 

ho b, 

4. R r e c h u n g  i n  I). Der reflektierte Lichtstrahl in D nach vorne - 
gebrochen nach dem Gesetze: 

n. 1 n-1 +-=-, 
- 1 - d)  B I  r, 

Ti [(bo - 4 (PS - 2 d )  - S r 2  , -- 
B1 - (TL - 1) [(bu - LE) (ry - 2 d )  - dr,] $ m < L2 :lin - d)  f Y,) 
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Die Hohe des austretenden Strahles giebt HL an, der 
Winkel des Straliles mit der optischen Axe ist A, 

Hl ~ J A , = - ~ .  

5. R e f l e x i o  n i n  Il. Der Lichtstrahl wird in der Linse wieder 
reflektiert nach Punkt E' (Fig. 5): 

1 1 2  + - = -, b = rl  (4 - 4  
- (b, - d )  b, rl a 'L (b, - d )  f r,' 

bz = r , [ (bo -d ) ( r2 -24 -d l ; l  
2 [ (b0 -d ) ( r , -2d ) -d l , ]  f ~ ~ ~ ( b , - d ) + r , ] '  

= h .  [ (b , -d ) ( r , -2d ) -dr , ] ( r , -2d ) -dr l [2 (b , -a )+r , ] .  -- 

b, . r, Y,  

6. B r e c h u n g  in L'. Der Lichtstrahl il3 wird in E gebrocheii 
nach dem Gesetze: 

Die Hohe des in I;: austretenden Strahles ist . . . Hz. Die 
Winkelgrosse, welche der Strahl mit der optischen Axe bildet, 
ist gegebcn durch 

=2 tang A, = 
B, 

Setzt man nun zur Abkürzung: 

x = (b,- d ) ;  
y - [x(r, - 2 4  - d r 2 ] ;  
z = [y(rl- 2d)  - dr , (2x  + r p ) ] ;  

90  : 
r2 x H - h . ? ,  

Bo = js - l ) ~  +x7 = - ho 

Eine weitere allgemeine Betraehtung hat wenig Wert,  da sich die 
Formeln zu sehr komplizieren und, wie spiiter die Experimente zeigen, 
die weiteren Bildpunkte wegen zu grosser Lichtschwache teils schon 
nicht niehr auffindbar, teils sogar nur mehr virtuel1 sind. 

Setzt man nun in den hier gewonnenen Formeln . . . a = cc 
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und statt Bo, BI, i>', . . . F,, Is;, F2, so sirid dies die Rildpunkte für  
parallel der Axe einfallende Strahlen, d. i. die Brennpunkte. Man 
darf nur d wieder vernachlissigen, und man erh;ilt nach einigen Tim- 
formungen wieder die fïüheren Pormeln. 

Um nun zu sehen, inwieweit man bei den folgenden experi- 
mentollen Versuchcn und Bestimmungen die vorher gewonnenen ein- 
fachen Linsenformeln anwenden darf, narnlich mit um so grosserer 
Geiiauigkeit, je kleiner die Linsendicke ist und je grosser die 
Krümmungsradien sind, wollen wir jetzt an einem Reispiel, da die 
allgemeine Ableitung zu unübersichtlich wird, uns klar machen, wie 
gross das Korrektionsglied gegcnühcr den einfachen Linsenformeln ist, 
wenn man noch Grossen vom Grade d ,  also Linsendicke, berück- 

d d sichtigt, indes Grossen von der Ordnung - und - vernachliissigt. 
ri r z  

Ais Beispiel, das diese Korrektionsglieder sehr gut erkennen llisst 
und zu gleicher Zeit auch der Allgemeinheit nicht entbehrt, diene 
die Plankonvex-Linse. ZunLchst werde der Krümmungsradius der Vorder- 
flkhe - cc gesetzt und alsdann derjenige der hinteren Fliiche und 
jedesmal die allgemeinen Formeln unter Zugrundelegung obiger Ge- 
siehtspunkte umgeformt. 

Es ergiebt sich nach etlichen einfaehen Umformungen folgende 
Tabelle, wobei der Ausdruck ,,Einfaehe Formel" das Ergebnis aus 
den früher gewonnenen einfachen Linsenformeln bedeuten soll, wiihrend 
,,Formel mit Berücksiühtigung der Dicke" das unter obigeli Voraus- 
setzungen erhaltene Resultat kennzeichnet: 

- -- 

Einfache Formel 1 Formel mit Berücksichtigung der Dicke. 

Aus dieser Tabelle ist sofort ersichtlieh, dass Messuiigeri uur 
dann richtig wcrden nach den einfachen Pornieln, wenn die Kriimmungs- 
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radien moglichst gross sind gegen die Dicke der Linse. Indes zeigen 
die Formeln, dass der Fehlbetrag, der jn, gewtihiilich bei Messungen 
von Fo ausser acht gelassen wird, durchaus nicht viel ausmacht und 
nur ganz kleine Bruchteile, je kleiner d (z. B. in Millimetern) und je 
grosser r (in Metern) ist. Ferner zeigen ohige Resultate, dass die 
Messgr6ssen 3, und F, um so genauer w-erden, wenn man die hintere 
Linsenfliiche als Planfliiche nimmt. Dies findct hci Hikonvex-Linsen 
sinngemasse h w e n d u n g ,  indem man dort dann die Fliiche mit 
gr6sserern Radius als hintere Fliche nimmt. 

III. Experimentelle Bestatigung der Theorie. 

Zur Bestatigung obiger Theorie über die grosse Mannigfaltigkeit 
der Brennweiten sind folgende Versuche zweckdienlicli: 

Nimmt man eine Konvex-Linse von ziemlich grossen Krümmuiigs- 
radien - ein gewohnliches Konvexhrillenglas eignet sich ganz gut 
dazu - und halt dasselbe gegen die Sonnenstrahlen, so entsteht ein 
kleinev Bildühen der Sonne im Brennpunkte hiriter der Lime, das niit 
einem Schirrne aufgefangen wird. Niihert man nun diesen Schirm 
mehr und mehr der Linse, so entsteht ein grosser und grosser 
werdender Tlichtkreis als Schnitt des von der Linse ausgehenden und 
das Sonnenbildchen erzeugenden Liehtkegels mit dern Schirrne. Dieser 
Schnitt ist überall ziemlich gleiühmiissig hell. Bewogt man den Schirm 
langsam vorwiirts, so entsteht nun pltitzlich in einem gewissen Ab- 

n-1 
stande, der theoretisch . . . Ij2 = FO . . . gefunden wurde - z. B. 

1 
bei n. - 1,5 . . . 1;é = Fo - ein schr klcines holles Sonnenbildchen, 

viel kleiner als das oben besprochene Bildchen und auch bedeuteiid 
lichtschwiicher, auf hellem Gruiide mitten im Schnitt des erwghnteii 
Lichtkreises. Leicht ersieht man an dii:seni Bildchen wiêder die  
Lagerung der roten Strahlen nach aussen und der violetten nach innen. 

Rückt mari riun den Sühirm noch weiter der Linse zu, so sieht 
1 

man abermals in ungefahr lg < das Zusammengchen von austretcnden 

Strahlen, indes konnte ein Ziistandekommen eines B i l d ~ s  nicht mehr 
bemerkt werden, was wohl seinen Grund in der schon zu schwachen 
Lichtmengc hat, die diesen Bildpunkt nach viermaliger Reflexion i!i 

der Linse zu erzeugen hiitte. Versuche mit den verschiedensten Linsen 
von allen Dimensionen lieferten das gleiclie negative Resultat. 

IIierauf aurde  ein Schirm var die Linse gestellt, aber so, dass die 
Soniienstrahlen noch moglichst auf die Lime ficlen, und dit: Linsc zu dieseni 
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Zweckc ein wenig gcdreht. E s  entstand zunlchst ein Zerstreuungskreis 
auf dem Schirme, herrührend von den durch die Vorderfliiche der 
Linse reflektierten ~ichts t rahlen.  Rückt man nun den Schirm naher 
und naber, so kommt plotzlich - aber sehr gut auffindbar - eine 
Lage des Schirmes, in welcher auf demselben ein helles deutliches 
Sonnenbildchen auf hellem Grunde entsteht. Rot lie& hier wieder 
aussen und violett innen. Nahert man den Schirm weiter der Linse, so 
wird aus dem beschriebenen Bildchen ein grosserer und grosuerer 
Kreis als Durchschnitt mit dem das Bildchen erzeugenden, nach ein- 
maliger Reflexion in der Linse austretenden Strahlenkegel. Bald aber 
sieht mari deutlich wieder in der Mitte ein neues, noch kleineres 
Sonnenbildchen cntstehm, des diirch dreimelige Reflexion und ewei- 
malige Brechung entsteht. Es  sind also die Brennpunkte E'," und F," 
leiçht auffindbar. Weitere Brennpunkte konnten mit grosster Mühe 
experimentell nicht mehr bestimmt aerden. Zugleich wird bemerkt, 
dass alle diese erwiihnten Brennpunkte am leichtesten und schnellsten 
an der Sonne aufzufinden sind. 

Obige Experimente wurden auch im verdunkelten Zinnner an- 
gestellt, wobei als Objekt ein stark leuchtender Pfeil verwandt wurde. 
Ueutlich traten auf dem Schirme jedesmal vor wie auch hinter der 
Linse die Bildpunkte und Bilder Bo . . . 13, bezw. BI" hervor, so dass 
sie mit leichter Mühe betrachtet und gemessen werdeu konnten. Das 
Hild war, wie aus der Ableitung ersichtlich ist, ein kleiner verkehrter 
Pfeil. Die Einstellung auf diese Bilder kann sehr genau erfolgen, da 
bei mangelhafter Einstellung, insbesondere bei . . . B, . . . das Bildchen 
sofort verschwindet. Der Spielraum fiir scharfe Einstellung ist 
mininial. Durch Umkehren der Lime und Messung a u r d e  ferner das 
in der Theorie gefunderie Resultat bez. Gleichheit u. s .  W. der Brenn- 
weiten bestiitigt. 

Die Linsen mit negativer Brennweite, die sich in der Ableitung 
durchaus als Gegensatz der Konvex-Linsen darstellen, zeigen auch 
beim Experimente diesen Gegensatz, indem keiner der Brennpunkte 
zweiter und dritter Gruppe reell und auffindbar ist, sondern alle 
virtuel1 sind. Nur die Brennpunkte erster Gruppe, von der Beflexion 
an der ersten Linsenfliiche herrührend, sind hier reell. Indes beinerkt 
man ~ e h r  leicht die verschiedenen Zerstreuungskreise hoherer Orclnung 
sowohl vor als hinter der Linse. 

Stellt man mehrere Linsen, z. B. zwei Konvex-Linsen, hintereinander, 
so zeigt das Experiment sehr sch6n eine ganze Iieihe von Brenn- 
punkten zwciter und dritter Gruppe, die nahe aneinander liegen und 
herrühren von stets ein- oder zweimaliger Reflexion an den ver- 

Zeitsrlirift f. Dlathcuiatik u. Physik. 46. Raiid. 1901. 1. u. 2. Hef't. 9 
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schiedenen Fliichen des zusanlmengestellten L in~e i i s~s tems .  IIierbei 
lronnen auch Konkav-Linsen zum Teil verwendet werden. 

Eine weitere interessante Eigenschaft bei den Brennpunkten hoherer 
Ordnung zeigt sich auserdem insofern, als bei Anwendung von dünneri 
aber grossen Tlinsen diese Brcnnpiinkte, wenn man den Schirm ver- 
schiebt, in mehrere liinge sich auflosen, die alle konzentrisch liegcn 
und schon farbig sind. Insbesondere gilt das für die Brennpunkte vor 
der Linse und rührt, wie durch teilweises Verdecken der Linse kon- 
statiert wurde, von teilweiser Totalreflexion her. 

Die Experimente mit dicken Linsen ergaben ebenso das aus der 
Theorie für dicke Linsen ersichtliche Resultat, indem die Brennpunkte 
zweiter und dritter Gruppe allenfalls in ihren hoheren Ordnungen 
nicht mehr auftreten und virtuel1 sind. Die Strahlen treten dam 
divergent aus der Linse und die dadurch entstehenden Zerstreuungs- 
kreise sind leicht durch ein dicht an die T,inse gelegtes Papier nach- 
weisbar. 

IV. Anwundungm, Bttstimung der Konstanten 
der Linse. 

Der Nutzen obiger Theorie und obiger Expeririiente zeigt sich 
nun in folgenden Anwendungen: 

1. Centrierung von Linsen und Blenden. 

Einfach und sicher lassen sich die aiifgefundenen Thatsachen zur 
Centrierung von Linsen verwenden, was grosse Bedeutung für die 
optischen Apparate hat. 

Sollen eine oder mehrere Linsen in einem Rohre centriert werden, 
d. h. die optischen Mittelpunkte der Linsen und die Brennpunkte alle 
in einc eineige Gcradc verlegt werden, in die Axe des Rohres, so ist 
dies mit den Brennpunkten der dritten Gruppe leicht zu erreichen. Man 
iiimmt am besten einen Schirm, in welchem siçh ein kurzer schinaler 
Spalt befindet, der stark von rückwiirts erleuehtet wird. Dieser Spalt wird 
zuniichst rerschiebbar so aufgestellt, dass er in die Axe des Hohres fillt. 
Nun setzt man die zu centrierende Linse in das Rohr und verschiebt den 
Schirm so lange, bis das Bild (III. Gruppe) deutlich auf dem den Spalt 
tragenden Schirme entstelit. Kun dreht man die Lime, bis sich der 
wirkliche Spalt mit seinem von der Tinse entworfenen glrich grossen 
Bilde deckt,, was leicht erreichbar ist. Dann hat man eine vollige 
Centrierung in Bezug auf den leuchtenden Gegenstand, der i r i  der 
Axe des Rofires liegt. 
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Dasselbe erreicht man auch mit den Rrennpunkten zweiter Gruppe. 
Man richtet den Bohrmantel parallel zu den Sonnenstrahlen, so dass 
der Schatten ein Kreis wird,  steckt die Linse in das Rohr  und be- 
trachtet den Brennpunkt F,, der im Falle vdliger Centriernng ganz 
genau in der Mitte des den Rrennpunkt F, erzeugenden vom Schirme 
aufgefangenen, einen Lichtkreis bildenden Strahleiikegels sich befinden 
muss. Überraschend eiofach werden hierdurch Blenden centriert. E in  
kleiner Fehler macht sich sofort bemerkbar, indem der Rrennpunkt 
oder Bildpunkt hiiherer Ordnung dann sofort aus der Mitte des durch 
die Blende entworfenen Lichtkreises rückt. 

2. Bestimmung der Konstanten der Linse. 

Eine weitere wichtige Anwendung der erwahnten Gesetze ist die 
Bestimrnung der Konstanten der Lime. Katiirlich kiinnen die ein- 
fachen Gesetze nur dann Verwendung finden, wie rechnerisch an den 
Plankonvex-Linsen gezeigt wurde, wenn die Dicke der Linse gegen- 
iiber den Krümmung~radien vernachlassigt werden darf. E s  haben also 
die hier folgenden Methoden hauptsachlich die Bestimmung der Kon- 
stanten von Linsen mit  geringer Dicke und grossen Krümmungsradien, 
z. B. von Brillengliiscrn, zur Aufgabe. 

1. Bes t in i luung ,  o b  e i n e  L i n s e  g l e i c h e  K r ü m m u n g s r a d i e n  h a t .  

Hier komnit es nicht darauf an zu messen, sonder11 bloss obige 
Frage zu beantworten. In  diesem Falle spielt dann auch die Linsen- 
dicke keine Rolle und die Methode gilt auch für dicke Linsm. 

In  den einfachen sowohl als auch in den die Uicko der Linse 
berücksichtigenden Formeln ergeben sich bei Annahme . . . Y, = Y, . . . 
stets gleiche Formeln für Unikehrung der Linse. Deshalb verfihrt  
man am besten folgendermassen: 

Man bestimmt bei Konvex- und Konkav-Linsen: 

1. Den Rrennpunkt oder Rildpunkt @ 1. Gruppe, 

4. 7, 7 )  7 1  -., FI III. ,, . 
Sirid die Breiiripurikte niüht reell, so tr i t t  an Stelle derselben die 

Griisse des Zerstreuungskreises in einem beliebigen Abstande auf 
einem Schirme aufgefangen. Jedesmal dreht man die Linse sofort um 
und wenn d a m  jedesmal die Einstellung dieselbe ist, kann man sicher 
sein, dass die beiden Krümmungsradien die gleichen sind. Beziiglich 
der 13estimmurig in 1. und -1 verwendet man am hesten ein leuchtendes 

9 * 
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Spaltbild vor der Linse, das solange verschoben wird, bis neben dern 
leuchtenden Spalte das gleich grosse Bild BI entsteht. 

2. B r e c h u n g s i n d e x  d e r  L i n s e .  

Auf irgend eine der bekannten Arten wird zuerst die Brenn. 
weite Fo bestimmt. Am besten wird man dies an der Sonne thun 
und ebenso dia folgende Restimmiing. Man befestigt die Linse auf 
einem genau geteilten MaBstab und bestimmt die Lage von F, und F.., 
also die Brennpunkte zweiter Gruppe O. und 2. Ordnung. 

Hierauf misst man genau die StreckeF, F, ab. Bezeichnet a - F,F,, 
so ergiebt sich nach den gefundenen Gesetzen: 

12-1 29% . Strecke (FoF,) = a = ,",- -F,= EO -=, 
O der 

a n = --- . 
3 a - 2 c  

Hierbei ist also eine Messring bis zur Linse hin, wenn 
man 1;0 schon vorher bestimmt hat, gar nicht nijtig, wodurch 
die Messung von a bedeutend erleichtert wird. 

Misst man SF, direkt ab, so findet.man: 

Strecke SR2 = F, und 

Eine dritte Art der Bestimmung von n beruht auf der Ver- 
gleichung (Verhiiltnis) der von ein- und demselben leuchtenden Objekt 
hinter Linse entworfenen Bildern zweiter Gruppe 0. und 2. Ordnung. 

Bezeichnet: Bo = Bildgrosse, G = Gegenstandsgrosse, 

B, = Bildgrosse 2. Ordnung, 

Setzt man a = oo z. B. für die Sonne und misst mit der Lupe 
die entstehenden kleinen Sonnenbildchen, so erhiilt man: 

3. K r ü m m u n g s r a d i e n  d e r  L inse .  

LTm r, und 7, zu erhalten, sucht man den IJrennpunkt FI' und 
FI1' vor der Linse, also am einfachsten diirch direktes Abmessen der 
Entfernung des Sorinenbildchenu von der Linse. Es i s t  nun: 
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1 (r, hinterer Radius), 

Daraus ergiebt sich: 2 a'O F ~ I  1' - ----- 
1- F,- 2 ~ ; "  

Eine andere Methode, um r, und r, zu bestimmen, ergiebt sich 
folgenderiuassen: Benützt nian einen von rückwiirts stark beleuchteten 
Spalt als Objckt und verschiebt denselben so lange, bis das Bild 
(III. Gruppe) nach einer Reflexion und zwei Brechungen des erzeugei- 
den Lichtstrahleribüridels vor der Linse wieder auf dem den Spalt 
tragenden Schirrne entsteht, so gilt folgend~s: 

so 4"- = halbe Entfernung des Spaltes son der Linse. 

Daraus: F".X . 
'-2 = - 1  

r, = hinterer Radius. Desgleichen für r,. 

4. B e s t i m m u n g  d e r  B r e n n w e i t e  F, fiir e i n e  L i n s e  
von  g r o s s e n  K r ü m m u n g s r a d i e n .  

Oft kommt es vor, dam mari eine Linse mit sphr grosfien 
Krümmungsradien hat und die direkte Messung von IF,, = gewijhn- 
liche Brennweite, als zu gross, unmoglich erscheint. In  diesem Falle 
benutzt man am besten die Brennpunkte 2. und S. Gruppe von der 
nullten Ordnung. E s  ergiebt die Rechnung nach den abgeleiteten 

Für Konkav-Linsen hat man die Grosse der Zerstreuungskreise zu 
bestimmen, die Krümmungsradien finden sich leicht aus den Brenn- 
punkten der ersten Gruppe, die hier recll sind. 
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Über Rollkurven und Rollflachen. 
Von Dr. M. DISTELI, 

n. o. Professor a. d. Technischen Hochachule su Karlsruhe. 

Hiereu Tafeln II, Fig. 1-5, III, 6-7, IV, 8-10. 

II. Teil, ') 

C. Die Axoide fur gekreuzte Axen. 

Befinden sich die Axen zweier Wellen in windschiefer oder ge- 
kreuztcr Lage und sollen zwei Flachen RI und R, gefunden werden, 
welche befahigt sind, als Grundk6rper u n r u n d e r  R a d e r  zu dienen, 
durch welche die Bewegung der einen Welle mit veriinderlichem Ver 
haltnis der Winkelgeschwindigkeiten auf die andere Welle übertragen 
wird, so bilden diese Grundkorper ein Paar geradliniger Fliichen, welche 
den Namen Rol l f l i ichen oder Axoide  erhalten haben. 

Im allgemeinen wird neben der rollenden noch eine gleitende Be- 
weguilg beider Axoide rings der momentanen Berührungslinie auftreten. 
E s  ist daher von Interesse, diejenigen Fille inshesondere ins Auge xi1 

fassen, wo diese Gleitbewegung wegfiillt, wo also die Analogie in der 
Bewegung entsprechender Rollflkhen mit den beiden Fallen paralleler 
und sich schneidender Axen eine moglichst vollkommene ist. Dieser 
Cmstand kann in der That eintreten, sobald beide, oder wenigsteris 
das eine der beidcn Axoidc glcichzeitig einc Verschiebiing Iiings sciner 
Axe ausführen kann. 

Die eine der beiden Flichen, oder auch beide gleiühzeitig, werden 
also im allgemeinen nach Art der Regelschraubenflachen keine ge- 
schlossenen Flachen mehr sein, und man ist genotigt, sie raumlich auf 
bandformige Streifen derart zu besehriinken, dass keine gegenseitige 
Durchdringung auftritt und die Bewegung ungehindert stattfinden kann. 
Durch die Einführung gleichzeitiger Translationsbewegungen wird aber 
das Problem kinematisch erhehlich erweitert, wahrend andererseits die 
aiiftretenden Flachenpaare auch geometrisch interessant werden durch 
die Mogliclikeit, aie aufeinander abwickelbar machen zu konnen. 

1) Der 1. T e i l  der Arbeit, der die beiden Fi l le  p a r a l l e l e r  und sich 
s c h n e i d e n d e r  k e n  behandclt, erschien unter dem obigen Tite1 ini 1. Hef t  
d e s  43. J a h r g a n g e s  dieser Zeitschrift. 
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Diese Eigenschaft der Axoide kt zwar schon lange bekannt; trotz- 
dem scheinen aber aimer den zuniichstliegenden Fiillen der Hyperboloide 
und Schrauberifliclien für ein konstantes Verhiltnis der Winkelgesühwin- 
digkeiten Axoide allgemeiner Art bis jetzt keine Behandlung gefunden 
zu haben, so dass ein Versuch nach dieser Richtung wohl gereclitr 
fertigt erscheint. 

Da eine Rotation verbunden mit einer Translation langs einer Axe 
die allgemeinste Bewegung ergiebt, deren die Axoide fàhig sind, so 
sol1 im folgcnden der allgemeine Fall vorangestellt werden; die beiden 
Bewegungsarten, bei denen das eine oder beide Axoide reine Rotations- 
bewegungen um ihre Axen ausführen, ergeben sich d a m  von selbst 
durch zweckrniissigc Speeialisieriing der allgemeinen Ergebnisse. 

8 1. Axoide für konstantes Verhiiltnis der Winkelgeschwindigkeiten. 

Seien Figx 1, Taf. II O, und O, die beiden wiiidsçhiefen Axen. 
Fiigt inan ihnen ihre gemeinsame Normale 0,0, von der T h g e  20, 
hinzu, so kann man 0, und 0, je zum Ausgangspunkt, die Richtung 
0, O, zur positiven Halbaxe z, resp. a2,  sowie die nach oben gehenden 
Halbaxen O, und O, zu den positiven Axen x, und x, je eines recht- 
winkeligen Coordinatensystems gemacht denken, wodurch d a m  auch 
die positiren Richtungen der Axen y, und y, mit'bestimmt sind. Feiner 
bedeute 2/3 den Winkel der Axen O, und O,, also den Winkel, um 
welchen die positive Axe x, in posit,ivem Sinne gedreht werden muss, 
bis sic der positiren Axe x, parallel liiuft. Diesen mTinkel 28 wollen 
wir als spitzen Winkel voraussetxen. 

Werden jetzt von 0, resp. O2 &US auf den Axen x, und x, je zwei 
Strecken w, und hl resp. a, und h, aufgetragen, so kann man w, und 
w, als Winkelgeschwindgkeiten, 72, und J i 2  als Windungsparameter zweier 
Schraubenbewegungen um die Axen O, resp. O, erklaren. Sie mogen 
kurz durch (O,, hl, a,) und (O,, I L , ,  a,)  bczeichnet werden und die erste 
und zweite Schraube heissen. 

Triigt man auf O, die Strecke w, in entgegengesetztern Sinne auf, 
so entsteht die negative erste Schraube (O,, 72,, -0,). Wird d i e ~ e  mit 
der zweiten Schraube zusammengesetzt, so ist aus der Dynamik starrer 
Systeme bekannt, dass die resultiereride Bewegung durch eine dritte 
Schraube dargcstcllt wcrdeii kannl), von bestimmter Axe g ,  bekannter 

1) Vergleiche: R. S. Bali: The Theory of Screws. Dublin 1876. - W. Schell: 
Sheorie der Bewegiing und der Krafte. Karlsruhe, II. Aufl. 1879. - J. Sontoff: 
Kincrnrttik. Kapitcl XIV. i878. - h'. J.  Routh: Die Dynamik der Systeme 
starrer Korper. 1. Band. 1898. - G. Xoenigs: Leçons de Cinématique. Paris 1897. 
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Winkelgeschwindigkeit SL und bekanntem Windungsparameter IZ Maii 
hat also symbolisch die Gleichung: 

Von der Axe g ist bekannt, dass sie der resultierenden Winkelgeschwindig- 
keit SL aus - w ,  und fw ,  parallel ist, und dass sie die Zentrale 0,0, 
rechtwinkelig schneidet. Wird also die Axe g mittels der zweiten 
Schraube in die unendlich benachbarte Lage g' gebracht, so wird 9' 
durch Anwendung der negativen ersten Schraube in die Lage g zurück- 
geführt, behaftet mit eirier unendlich kleinen Verschiebung in sich 
selbst, weil das Resultat beider unendlich kleiner Schraubungen eine 
unendlich kleine Schraubung ist, welche g selbst zur Axe hat. Demnach 
führen die beiden gcgebenen Schrauben die Linie y il1 die benach- 
barten Lagen y' und g" über, die sich der ganzen Ausdehnung nsch 
decken und wobei y' in g" unendich wenig verschoben ist; luit andereri 
Worten: Die beiden durch die unendlich kleinen Schraubungen von r/ 
um O, und  O, entstandenen unendlich schmalen windschiefen Flichen- 
elemente sind langs der ganzen Linie g identisch. 

Um die Erzeugende g der Lage nach genauer zu bestimmen, be- 
ziehen wi r  die beiden gegebenen Schrauben auf den Punkt O, als 
Reduktionspunkt. Die Winkelgeschwindigkeit w, kann parallel zu sich 
selbst a n  den Punkt O, verschoben werden, wenn gleichzeitig eine 
dieser Verschiebung um die Strecke 2a entsprechende Translations- 
geschwindigkeit in 0, von der Grosse 2a u, angebracht wird, deren 
Richtung mit derjenigen der positiven Axe y, übereinstimmend ist 
Die Translationsgeschwindigkeit v, - h,  w, kann paralle1 nach O, ver- 
schoben werden. Zu diesen Geschwindigkeiten tritt noch die Wirikel- 
gcschwindigkeit -0, l lngs der Axe xi und die Translntionsgeschwindig 
keit v, = - hl . w, langs derselben Axe. Bedeutet dernnach T die resul- 
tierende Trarislationsgeschwindigkeit, SL die resultierende Winkcl 
geschwindigkeit, so sind die Komponenten derselben nach den Axen 
z,, yl, zl resp.: 

= -vl + v, cos 28 - 2 a  a, sin 2/3, JL,  = -ml + w, cos 2 B  

(I l  = .v, sin 2/3 + 2a w, cos 2 p J  SL, = w, sin 2B 
T, = O , SL, = o. 

Somit i s t  

(2) JL2 = u; -1 w; -- 2 w,w, cos 2p.  

Bezeichnen jetzt a, und a, die Winkel voii gegen die Axen O, und O,, 

beide in  positivem Sinne gemessen, so ist 
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(4) 
W z  . GY 

cos u, =-, s ina ,  =-a-. 
W  

Demnach 
-Co, + o, ços2p  

cotg a, = 
ri>, sin :!p. 

(5 )  w, sin a, - w, sin a, = O 

Verbindet man diese Gleichung mit der zmeiten Gleichung (4), so folgt 

BO dass die Proportion besteht: 

(6) w , :  w2:  SL= sin a,: s i u a , :  s i n 2 P ,  

wodurch zunachst die ll i c h t un g der resultierenden Schraubenaxe g, 
als parallel ziir Richtung von SL, bestimmt ist. 

Multipliziert man ferner die beiden Gleichiingen: 

n cos al = az = - + W2 2~ 

SL sin a, = JL, = w, sin 2P 

resp. mit cos g und sin a,, so folgt noüh durch Addition: 

( 7 )  J2 = W, COS as - W1 COS al. 

Sind jetzt x,, y,, z, die Koordinaten irg-end eines Punktes im 
Raume, so erhalt er durch die resultierende Schraube die Geschwindig- 
lreitskomponenten: 

zcx = Tz + fi,#, - SL, y, 

(8) ZC, - T~ + n, X, - S L ~ B ~  

uz = Tz + JL, y, - SL,z,. 

Für jeden Puilkt von y. fallt aber die Richtuiig seiner Geschwindigkeit 
mit derjenigen von g selbst zusammcn. Da die Richtungswsinusse von 
g andererseits deil Komponenten von SL proportional sind, so sind die 
Gleiühungen : 

ZCz - uy-U.z 
SL, rn, a *  

die Gleichungen der Axe g. 
Weil aber 2, = O ist, so muss auch ux = O sein, d. h. die Axe g 

ist der Ebene (,x1y1) parallel und ihre Projektion auf diese Ebene hat 
die Gleichung 

(10) SL, y, - SL, 2, = o. 
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Daraus folgt, dass die Axe y die Zentrale in einem Punkte G recht-  
w i n k e l i g  s c h n e i d e t .  

Sind r, und r, die in positivem Sinne gemessenen Abstande des 
I'niiktes G von O1 und O,,  so dass die Beziehung 

besteht und bedeutet V die resultierende Trans1,ztionsgeschwindigkeit 
der Schraubenaxe g, so ist diese gleich der Geschwindigkeit des 
Pnnktes G ;  sornit ergeben die Gleichungen (8j als Komponenteri 
derselben: 

u, = Tz + rl JL sin al = V cos ml 

= Ty - rl JL COS al = V sin a,. 

Aus diesen Gleichi~ngen folgt: 

rl . SL = T,, cos q - Tz sin a, 
(12) V =  T, cos a, + TG sin a,. 

Setzt man die Werte von Tz, Ty, SL aus (1) und (7) in die erste dieser 
Gleichiingen ein, so nimmt sic die Form an: 

(13) r, cotg a, + hl = Y, cotg o, + Ji, 
und kann, indem man noch 

(14) hl - h, = 211 

setzt, in jede der beideri neuen Formen: 

sin 2/3 r,  = 2 ( a  cos a2 + Ib  sin a,) sin a, 
(1 -5) 

sin 2/3 r, = 2 ( a  cos a, + h sin a,) sin a, 

gebracht werden. 
Durçh diese beiden Gleichungen ist jetzt die Lage des Punktes G 

aiif 0,0, und damit auch die L a  ge  der gesuchten Schraubenaxe voll- 
stindig bestimmt. 

Die Einsetznng der Werte von Tz, T,, JL in die zweite der 
Gleichungen (12) ergiebt die resultierende Translationsgeschwindigkeit: 

(16) V =  (2n  - A ,  cotg a, + h,  cotg a,) sin a, . w, 

und folglich den Windungsparameter der resultierenden Schraube: 

= 
= hi cotg u, - h, cotg u, - 2a 

n coig Cr, - cotg u, 9 

wobei der Nenner nicht verschwinden kann, so lange 2/3 ein von Nul1 
oder zwei Rechten verschiedener Winkel ist. 

Wird also die Axe g iim O, und O, geschraiibt, so entstelit ein 
I'anr von of fenen  s c h a r f g a n g i g e n  R e g e l s c h r a u b e n f l a c h e n  S, 
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und S,. Die vom P u n k t e  G beschriebenen Schraubenlinien sind die 

S t r i k t i o n s l i n i e n  der  Sçhraubenflichen SI und  S,, der  P u n k t  G is t  

also fü r  jede Erzeugende g der  Z e n t r a l p u n k t .  

Bezeichnen nun 8, u n d  8, die i m  positiven S inne  gemessenen 

RTinkel der Tangenten der  Striktionsliriicn gcgen die Axen x, rcsp. z2, 
sa sind die Windungsparameter  

( l a )  11, = - r, cotg a,, I r ,  = - r, co tg  a2 
und dic Bedingungsgleichung (13) nimmt die  F o r m  an: 

(19) r, (cotg al - cotg a,) - r, (cotg a2 - co tg  %) - p. 
Die Grosse q bedeutet a b e r  hekanntlich d e n  Parameter ' )  der Regel- 

schraiihenfliichen S, und S, l k g s  der Erzeugenden g. 
- -- 

1) Vergl.: A. Mannheim: Géométrie Descriptive. Paris 1886. - G. Uurboux: 
Théorie GEnérale des Surfaces. 111 Partie. Paris 1894. 

Der Parameter jeder Regelflache hat ein bestimmtes Vorzeichen. 1st nimlich 
P ein beliebiger Punkt der Erzewenden g ,  so sehe man von diesem nach dem 
Zentralpiinkt hin. Durchl2uft jetzt ein Punkt die Strecke vom Zentralpunkt nach 
P und drcht sich debei dic Tangentialebene des bewegten Punktes in positivem 
Sinne um y, so heisst der Parameter positiv, im entgegengesetzten Falle negativ. 
Cm da,s Vorzeichen von q ,  also des Parameters der SchraubenKache (20), genau zu 
bestimmen, verschieben wir das Koordinaten~yst~em von 0, derart an den Punkt C ,  
dass die neue Axe mit g ,  die neue Axe 1 mit GO, zusammenfillt. Die Trans- 
formation geschieht mittels der Formeln 

= z cos a, + y sin u, 
qL-xeina,+ycoscc,  
f = z - r , .  

Demnach wcrden die neuen Gleichungen der Schraubenfache SI: ' = COS a, (COS a, u + hl <P,) + sin a, (sin n, cos y, u - r, sin y,) 
17 = - sin or, (cos a, u + hl cp,) + cos a, (sin a, cos cp, u - r, sin cp,)  
<= sin u, sinrp, t~ + r ,  COS < F ~  -Tl. 

Für jeden Punkt u der Axe ist ~JJ, = O  und die Tangentialebene bestimmt 
durch die Ta,ngente der Schraiibenlinic, welche durch den Punkt u grht,. Die 
Richtung~cosiuusse der Tangente sind aber  proportional zu den Ausdrücken: 

-- a& - hl cos cc, - r, sin n, 
drpl 

- - - hl sin oc, - r, COR u1 
d v, 

Die Ebene (671) id die Zentraleliene. Bezeichnet also @ den Winkel, nm welchen 
sich die Tangentialebene gegen die Zentralehene in posit,ivam Sinne gedreht hat, 
so i d  

tg @3=65=- sin ru, u - u 
d l ;  -hl sin a, - T,  cos cc, 

- (hl f r, cotg or,) ' 

Demnach ist der Parameter der Schraubenflkche Pl aiich dem Zeichen nach 

4 = - (hl + r, cotg or,) - r, (cotg 9, - cotg a,). 
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Da die Zentralpunktc beider windschiefer Flkhenelemente fiir g iu 
G zusammenfallen und die Parameter gleich sind, so berühren sich in 
der That die Fliclien SI und S, l ings der garixen Linie g. 

S o l 1  a l s 6  d u r c h  d ie  S c h r a u b e n b e w e g u n g  von  der  kon-  
s t a n t e n  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t  w, u n d  d e r  k o n s t a n t e n  
T rans l a t i onsgeschwind igke i t  k,w, a n  d e r  A x e  O, e i n e  Winkel- 
g e s c h w i n d i g k e i t  w, u n d  e i n e  Trans la t ionsgeschwindigke i t  
I I , ~ ,  a n  d e r  A x e  O, h e r v o r g e b r a c h t  w e r d e n ,  so  k a n n  dies ge- 
s c h e h e n  d u r c h  R o l l e n  zweie r  R e g e l s c h r a u b e n f l a c h e n :  

X, = cos al u + hl cpl X, = COS a, u + h, qp, 

(20) fi = sin cl, cos rp, u - r, sin v, y, = sin a, cos y, u - Y, sin y, 

4 = sin q sin cpl u + .r, cos cp, s, = sin ir, sin v, zt + r, cos y,, 

d e r e n  I t i c h t u n g s k e g e l  d u r c h  d i e  B e d i n g u n g e n :  

a l -  a 2 = 2 P ,  m i s i n a , - w , s i n % = O  

u n d  d e r e n  S t r i k t i o n s l i n i e n  d u r c h  d i e  B e d i n g u n g e n :  

b e s t i m m t  sind. 
Werden beide Flichen mit den Winkelgeschwindigkeiten ru, resp. 

w, geschraubt, so rollen sie aufeinander mit der relativen Winkel- 
geschwindigkeit 

SL = w, cos or, - w, cos cf,. 

Ausserdem besitzen sie langs y eine relative Gleitgeschwindigkeit 

V = (2 a - hl cotg a, + 12, cotg a,) sin-cl, w,, 

welche man mittels der Beziehungen (18) und (19) auch auf die Form 

-- sin a, . w, 

bringcn kann. Dabei ist  das Verhiltnis der Tran~lationsgeschwindig- 
keiten Iangs der Axen O, resp. O, diirch die Gleichung 

(22) 

dargestellt. 

3 = sin (3, - al) COS al 
v, sin (.5, - a,) cos 3, 

Die relative Glcitgesohwindigkeit verschwindet, d. h. die beiden 
Regelschraubenflachen rollen aufeinander ohne zu gleiten, wenn die 
Bedingung: 

(23) 8, - 8, = 2 p  

erfüllt ist, d. h. wenn die Striktionslinien beicler Flachen sich in G be- 
rühren. Da in diesem Falle 
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3, - a, - 8, - a, =+ O 

ist, so lautet jetzt die Parametergleichung: 

oder 
Ti d'pl - Te d %  - 
sin 4, sin a, ' 

welche in der That aussagt, dass die Linienelemente beider Striktioris- 
linien, die gleichzcitig durch die Zentrale gehen, gleich lang sind, so 
dass diese und damit auch die Fliichen S, und S, aufeinander rollen. 
Für das Verhkltriis der Traiislationsgeschwindigkeit ergiebt sich jetzt: 

v, - cos a, 
- 

v, cos4 , '  

Dieses Verhdtnis ist also nur noch abhangig von den Steigungswirikeln 
d ~ r  Striktionslinien der Fliichcn SI und S,. 

Die relative Gleitgeschwindigkeit V kann aber auch verschwinden, 
wenn der Parameter y gleiüh Nul1 ist, d. h. wenn beide Schrauben- 
fiachen S deve loppabe l  sind. Da in diesem Palle 

3 , -a ,=O,  9;-a , -0 ,  hl=-r,cotgcr, ,  h,=-r,cotgcr, 

ist, so fol@: 
Tl 

- + ?--) sin a, - w,. sine ul 8inP or, 

Demnach verschwindet P d a m ,  wenn 

(26) 
T l  1'" 0 - - -- 

s i n h l  ninP ap 
ist. 

Da aho r, i ~ n d  r, in diesem Falle gleichxeitjg positiv oder negativ 
sind, so kani1 demnach für developpable Schraubenfiachen S Berührung 
nur von h e n  stattfinden. 

2. Die A x e d a c h e n  6, insbesondere diejenigen dritten Grades. 

Nach dem Vorangegangenen geh6rt zu jeder durch die drei Grossen 
r,, a,, a, dehier ten Regelschi-aubenfiache S, eine einzige durch Y,, crer a2 
definierte andere Sc,hraillnenfl%he S,. Dio Gesamtheit dieser Flacheu- 
p a r e  bildet demnach eine dreifache Maanigfaltigkeit. Sind 2 a und 2 
geguben, so folgt aus den Gleichungen 

y1 - r2 = 2 n ,  ci, - ci2 = 2/3, r, (cotg a, - cotg a,) = r,  (cotg ci, - cotg a2) 
ziin%hst der wei.t von Y, und von rt,; die letzte Gloichung liefert daun 
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den noch unbekannten Winkel 3,. Zu seiner Bestimmung gelanpu 
wir am einfachsten auf graphischem Wege. 

Uurch den Scheitel O des Axenwinkels 2 P in Figur 2, Taf. II. 
a legen wir einen Kreis K vom Radius y0 = . 

sin 2 
der die Schenkel des 

Winkels in Abschnitten 0 0, = 0 0, derart schneidet, dass 0,0, = 2a 
wird. Irgend e h  Strahl y durch O bildet dari11 mit O 0, den Winkel u,, 

mit 00% den Winkel a,, mit K den Schnittpunkt G,, mit 0,0, den 
Schnittpunkt A. E s  sei ferner G ein Punkt der Sehne 0, O,, so dass 
O, G = r, O, G = Y, k t ,  endlich sei (2' der Schnittpunkt des Strehles 
O C  mit dem Kreise K. 

Durch Angabe des Strahles g und des Punktes G erhalten die vier 
Grossen a,, a,, r,, r ,  feste Werte. 1st daher t, ein St,rahl durch 0, 
welcher mit 0 0, den Winkel 8, einschliesst, t, ein weiterer Strahl, 
der niit 0 0, in gleichem Sinne gemessen den Wiukel 8, Lildet, so 
wird durch die Parametergleichung (19) zwischen t, und t, eine projek- 
tive Beziehung hergestellt. Bezeichnen also Tl und T2 die Schnitt- 
punkte von t, und t, mit K, sn bcsteht zwischen diesen Punktepaarcn des 
Breises eine projektive Abhangigkeit, die durch folgenden Satz de- 
finiert wird: 

D i e  P r o j e k t i v i t a t  z w i s c h e n  Tl u n d  i s t  aiif dem Kreise K 
v o l l s t a n d i g  b e s t i m m t  d u r c h  d i e  P u n k t e  0, u n d  0, a l s  dem 
e i n e n  P a a r  u n d  d i e  Gcradc  G,G = p  a l s  Axe d e r  Projekt ivi t i i t .  

Aus der Gleichung (19) folgt ziiniichst, dass dem Winkel 8,- O 
auch der Wirikel = O entspricht; O,, 0, ist also in der That ein Paar 
de r  Projektivitiit. Bür 4, = a, folgt 4, = u,; t, und t, fallen also gleich- 
zeitig niit y zusammen, d. h. G, ist das eine Doppelelement der Pro- 
jektivitiit. Die Strahlen 1, und t2 fallen nun zuni zweitcn Male zu- 
sammen, wenn ;fl - 4, = 2 p  ist. Aus der Parametergleichung (24) folgt 
aber in diesem Falle: 

sin 8, r ,  . sin a, 
- -  - -  - - - - -- -- - O1". O l A  = (Ol 02GA) = (Ol O,GG,). sin 4, r,  ' sin ol, 0,G ' 0, A 

E s  sei jetzt G, der gesuchte zweite Doppelpunkt auf K, B der 
Schnittpunkt von OG, mit 010,, Cr der unendlich fcrne Punkt dieser 
Geraden. Alsdann ist auch: 

Demnach besteht folgende Gleichheit der Doppelverlialtnisse: 

PT (0,  O, G' G,) = (O, O, Y, O) d. h 

die drei Punktepare  0, O,, G'O, G,G, sind drei Pasre der riiiiiliclieii 
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Punktinvolution des Kreises, ihre drei Verbindungsgeraden gehen dein- 
nach durch den nkimlichen Punkt. Es  sind also G, G,, C f ,  drei Punkte 
einer Geraden p, welche als Verbindungslinie der beiden Doppelpunkte 
Gl und G, demnach die Perspektivexe der von den Punktepaaren Tl, T2 
gebildeten ProjektiviW ist. D i e  W i n k e l  4, u n d  8, s ind a l s o  der -  
a r t  voneinander  a b h i i n g i g ,  d a s s  d ie  L i n i e n  O,& u n d  O,Tl s ich  
auf der Geraden  p s c h n e i d e n  m ü s s e n .  S o l a n g e  t, v o n  t, v e r -  
schieden i s t ,  f i n d e t  h e i m  R o l l e n  d e r  z u g e h o r i g e n  F l a c h e n  
S, und S, g l e i c h z e i t i g  G l e i t e n  s t a t t .  Sol1 d i e  G l e i t g e -  
schwindigke i t  v e r s c h w i n d e n ,  so m ü s s e n  t, u n d  t, z u s a m m e n -  
fallen und  g l e i c h z e i t i g  n a c h  d e m  P u n k t e  G, h in laufen .  

Demriaçh bilden die Elementenpaare SIS, fiir reines Rollen eine 
zweifache Mannigfaltigkeit, indem jedc Gerade p der Ebene, welche den 
Kreis K reell schneidet, ein solches Paar bestimmt, und aus dieser zwei- 
fachen Mannigfaltigkeit lasst sich wieder leicht eine bestimmte ein- 
fache Mannigfaltigkeit von k'lkhenpaaren SIS, ai~ssondern. Denken 
wir uns namlich, die Linie p durchlaufe als Tangente eine beliebige 
Kurve F in der Ebene des Kreises X, su  bestir~init jede Lage derselben 
auf 0,0, einen Punkt G und damit zwei Abschnitte O, G = r, und 
0,G = Y,. Ebenso trifft sie den Kreis E in den Punkten G ,  und G,, 
welche mit O zwei Geraden g und y' bestimmen. Bringt man jetzt im 
Itaume ein neues rechtwinkliges Koordinatensyst'em an, dessen An- 
fangspunkt in der Xitte M von O10, liegt, dessen . positive Axe z 
mit den positiven Axen z, und z, zusammcnfiillt, dessen positive Axen 
x und y aber die Winkelhalbierenden der Axen x, und x, resp. y, und 
y, sind, so denke man sich den Kreis K mit allen Linienpaaren g und 
g' derart in die Ebene (xy) gebracht, dass O mit M zusammenf%llt, 
0 0, parallel x,, 0 0, parallel x, wird und dass die Zeichnung dem 
Punkte O, zugewenrlet erscheint. Zieht man sodann durch jeden Purikt 
G von 0,0, die Parallelen zu den beiden ihm entsprechenden Linien 
g und g', so erfüllt die Gesamtheit dieser Linienpaare eine bestimrnte 
Regelfliiche (f. 

J e d e  E r z e u g e n d e  g d i e s e r  P l a c h e  G i s t  d ie  g e m e i n s a m e  
B e r ü h r u n g s l i n i e  z w e i e r  P l a c h e n  S, u n d  S,, d e r e n  S t r i k t i o n s -  
l in ien d u r c h  d i c  z w e i t e  E r z e u g e n d e  y' a l s  g e m e i n s a m c r  T a n -  
gente  i n  G b e s t i r n m t  s i n d  u n d  w e l c h e  o h n e  G l e i t e n  a u f e i n -  
ander r o l l e n .  Dabei konnen die Linien y und y' mit einander in 
ihrer Bedeutung vertauscht werden, so dass durch jedes Linienpaar gg' 
von G zwei Paare von Flaclien SIS, hindurchgehen. Als Ort der momen- 
tanen Beriilirungslinien einer einfaclien Mannigfaltigkeit von Flichen- 
paaren SIS, wollen wir die E'lache G kurz die Axenfl i iche nenuen. 
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F ü r  jedes durch g und g '  bestimmte Flachenpaar S,S2 lassen sich 
nun auch graphisch die Grossen la,, h, und q leicht bestiminen. Siid 
namlich in F'ig. 3, Taf. II Pl und P, die lotrccht iintJer 0, und 0, 
gelegenen Punkte des Kreises K, ist ferner G, G, die Linie p, so ist 
O, G = ri, O, G = Y, such dern Vorzeiühen nach, indem die positive 
Richtung von 0, nach 0, geht. Die Verbindungslinien von Pl und P, 
mit G, schliessen dann mit den Vertikalen in Pl und P, die Winkel 
8, und 8, ein. Zieht man daher G H ,  parallel P, G, und G H z  pardel 
P2G2, so ist: 

0, Hl - - r, cotg 9; = hl und 0, Hz - - r, cotg 9, = h,. 

Auf beiden Vertikalen geht die positive Richtung nach oben, die 
negative nach unten, so dass durch die Konstruktion auch das Vorzeichen 
von hl und 12, bestimmt wird. 

Verbindet man jetzt desgleiühen Pl und IJ2 mit G,, so schliessen 
diese Geraden mit den Vertikalen durch Pl und Pz die Winkel u, 

und a, ein. 1st somit F G  die durch G gehende Vertikale und sind 
&, und &, ihre Schnittpunkte mit P I G l  und Y, G,, H ihr Schnittpiinkt 
niit Pz G,, so ist 

F &, = rl cotg cl, 

F&, = Y, Cotg al = - 74 

F H  = r, cotg 8, = -  IL^. 
Daher 

PQ,- PQ,= r, cotgct, + I L , -  - p 

FQ2- FH= - 1 ~ 1 + h 2 =  - 2 h .  
Soinit 

81 Q2 = P, QzH= 2 h  

auch dem Vorzeichen nach. 
Fiillt man endlich von BI das Lot 14 VI auf Pl G, und von H, cias 

Lot H2V, auf Pz G,, so ist ebenfalls dem Vorzeichen nach: 

O,V, = II,, cotg u, ,  O,V, = IL, cotg a,. 
Demnach ist 

V,V2== 2 a  - hlcotgarl+h2cotgct,= o 

und es fallen daher die Punkte VI und d, zusammen. Man wird in dem 
Zutreffen dieser Eigenschaft der Punkte T\ uncl V, somit eine eiiifache 
Kontrole für dns richtige Auftrsgen der Strecken besitzen. 

Indem wir irn weiteren zunüchst voraussetzen, dass die Bediiîçiing 

erfüllt ist, wollen mir einigc der cinfachstcri Axeiifliiclien G gerimer 
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ennitteln. Die Enveloppe aller Tinien p bestimmen wir am einfachsten 
durch eine Gleichung 

E' (a, a) = 0 

zwischen den Koardinaten a: und 4 der Linie p. n i e  Gleichung der 
Flache G selbst sol1 bezogen werden auf das Mittelpunktkoordinaten- 
system 171 (x, y, 2).  Die einfachsten Fiille einer Enveloppe der Linien 
pl die sich darbieten, sind diejenigen, in welchen diese Linien ein 
Strahle~lbüschel bilden; es ist daim geometrisch klar, dass alle Axen- 
flachen G durchweg Pliichen di-itten Grades werden, welche die Tinie 
0, O, zur Doppelgeraden haben. 

Setzt man also: 

so folgt aus der Parametergleichung (19): 

(29) 
g - cotg a: cotg 9. + cotg" - - ~- -- - - 

a cotg p (cotg oc + cotg  9.) ' 

Eliminiert man demnach aus dieser Gleichung und derjenigen 
der Enveloppe, d. h. 

F (a, a) - 0 

das Argument 9. und setzt man in der erhaltenen Gleichung 

.x 
@ = s, cotg a: = -, 

Y 

so erhalt man die Gleichung der gewünschten Axenfliiche. 
a) Die Enveloppe F sei das Strahlenbüschel am Mittelpunkt Ho des 

Kreises K. Fig. 4, Taf. 11. Dieses Durchmesserbiischel hat die (Aeichnng 

Die heiden Erzeugendcn g und g' stehen also in jedem Punkte G 
von 0,0, auf einander senkrecht; man kann daher G die o r t h o g o n a l e  
Axen fl  iic h e  nennen; ihre Gleichung wird: 

b) Ein ausgezeichneter Punkt der Ebene ist der Pol 0' der Zen- 
tralen O, O, in Bezug auf den Kreis K. Da jetzt jedes Linienpaar gg' 
durch die Asen O, uiid O, harmonisch getrennt wird, so kann man 

die Axenfliehe die h a r  m O n i s ch e nennen. Die Gleichung des Strahlen- 
büschels ist : 

(32) F ( cc ,  8) - cotg n cotg 8 - cotg " = 0 
Zeitsclirift f Matùeniatik u l lh ja ik  46 ]<and 1301 1. u 3 Heft 10 
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und die Gleichung der harmonischen Axenflache: 

(33) B =  as inYP , . , 32 Y x sin + y3  CO"^ ' 
c) Die Linien p sollen ein Büschel paralleler Geraden von irgeiid 

welcher Richtung bilden. Die Gleichung dieses Büschels wird: 

(34) F ( a 7 4 )  =9.+ai-konst.  = O .  
Dm zunkhst die R e d d u n g  der Konstanten zu erfahren, gehen 

wir aus von der l'arametergleichung (19): 

7, cotg a, - r, cotg a, = - 2 h = 7, cotg 8, - r, cotg 4,. 

Nach Gleichung (15) besteht daher die Doppelgleichung: 

rl sin 2 /l = 2 (a cos a, + h sin cr,) sin a, = 2 (a cos 4, + h sin 4J sin 4, 

oder 

a (cos cr, sin a, - COS 8, sin 8,) = - h (sin a, sin u, - siii 8, sin 8,) 

also unter Einführung der Winkel a und 9. nach (28): 

a (s in2a - sin24.) = h (cos2a - c o s 2 4 )  
und somit: 

(35) 
h 

cotg ( a + 8 )  = --.  
a 

J e d e m  P a r a l l e l b ü s c h e l  v o n  L i n i e n  p e n t s p r i c h t  d c m -  
riach e i n e  A x e n f l a c h e  G,, d e r e n  zugeh t i r ige  S c h r a u b e n f l a c h e n -  , 
p a a r e  SIS, e i n e  k o n s t a n t e  D i f f e r e n z  2 h  i h r e r  W i n d u n g s -  
p a r a m c t e r  h, u n d  h, bes i tzen .  Führt man nun die Werte der 
Gleichungen (28) in die Gleichung 

r, sin 2 p = 2  (a cos a, + h sin a,)  in a, 
ein, so folgt: 

(36) . p s i n S @  = a s i n 2 a  - h (cos2a - cos2p) 

und demnach als Gleichung der Flache G,: 

Für h  = O oder a + 8 = - erhiilt man ein Büschel rertikaler Linien 

21 und als Axenflache das durch die Axen O, und O, bestirnnite 
P l ü c k e r s c h e  K o n o i d  Go: 

2 a  xy 
Zr--.-  

sin 2 P  za+ y'' 

Um die Bedeutung der Fliche G, zu erkenncn, schrciben wir die 
Gleichung (36) in der Form: 
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a s i n 2 a  - h cos 2c( 
p - h cotg 2 /j - 

sin 2 ' 

Setzt man nun: 
, Q - h cotg 2 p = p' 

(38) h --- - t g  E - 
so wird 

, sin (2 ûr + E )  
,O = a -  

sin 2 ! cos e sin 2 p 

Y' und indem man wieder tg a ' = i setzt, die Gleichung von G, in Bezug x 
auf das Koordinatensystem 1% (x', y', 23: 

, 2 ilq-2 x' y' 
z = -- 

sin 2 p x ' ~  4- y '=  

Jede Flache G, i ü t  demnach ein P lückersches  Konoid, desuen 
Mittelpunkt 31, um den Retrag h cotg2 gegcn Jf vcr~choben iind 

n 
dessen durch 3% gehende Axen x' und y' uni den Winkel (8 + a  - %) 

iii positivem Sinne gegen die Axen x und y gedreht sind, wie die 
Fig. 5, Taf. II zur Anschauung bririgt. Sirrltliche Fliiched G, haben die 
Doppelgerade 0, O,, die drei unendlich fernen Erzeugenden, sowie die 
Axen O, und O, gemeinsam, d. h.: 

Dic  s a m t l i c h e n  F l i i chen  6, b i l d e n  c i n  H ü s c h e l  P l ü c k e r s c h e r  
Xonoide. 

d) Wird endlich der Kreis K selbst als Enveloppe aller Linien p 
gewahlt, so heisst seine Gleichiing: 

Die FlZchen SI und S, werden jetzt d e v e l o p p a h l e  Schrauben- 
fliclien; als zugehtirige Axenflache G ergiebt sich die doppelt gedachte 
F lkhe  dritten (hades: 

a zZ sin2 (i + y* cosS (3 
-- -- 

sin 2 (i ZY 

Werden im allgemeinen Palle auch I-lachenpaare für gleitendes Rollen 
zugelassen, so tritt zu jeder Axenflache G noch eine zweite analog ge- 
bildete Begelfliichc G' hinxu, wclchc gehildct wird von allnn Tangenten- 
paaren t,, t,, welche man in den Punkten G der Zentrale an die Strik- 
tionslinien der Fliichen SI und S, legen kann. Die eine der beiden 
Linien t ist dabei willkürlich, die zwcite dagegen durch die Doppel- 
verhaltnisgleichheit 

(99' 44)  = @gr 010,) 

bestinimt. Im Ballc reinen Eollens ist die Flachc G' identisch mit G, 
IO1 
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indem die eine der beidm Linien I/ oder g' als die Vereinigung der 
Linien t, und t, anzusehen ist. Fig. 6, Taf. III zeigt x. B. de11 Aufrisa zweier 
rLegelschraubenfl5chen Sl und S, für den Axenminkel 2 f i  = CO0. Beide 
Flachen sind aufeinander abwickelbar; sie vollenden gleichzeitig eine 
volle Urndrehung, wobei die mit gleiohen Ziffein bezeichrieten Er 
zeugenden beider E'liichen nacheinander liings g zur Deckung gelangen. 
Der Deutlichkeit halber ist von der Fliiche S, nur die eine IIdfte 
gezeichnet; die graphische Ermittelung der Grossen rl, 1;, a,, a,, 8,) 8, 

nlittelst der Linie p zeigt Figur Ga. 

5 3. Darsteiiung d e r  allgemeinen Axoide mit u n d  ohne Gleit- 

bewegung. 

Denken wir uns zwei Regelschraubenflachen S, und S, durch ihre 
Gleichungen (20) gcgeben, so sind ihre Bichtungskegel Kreiskegel, 
welche durch die beiden Gleichungen 

ai - a, = 2P, w, sin al - w, sin a, = O 

vollstiindig bestinimt sind und bei der Bewegung urn die Axen O, und 
O, mit ihren i~nendlich femen Qiier~chiiitten ohne Gleiten aiifeinander 
rollen. Tritt jetzt zu diesen beiden Gleichungen eine willkürliche Gleichurig 
zw-ischen 9, und rp, hinzu, mit der Besühriinkung, dass deiu Winkel 
y1 = O auch der Winkel y, = O entspreche, so gehen die Kreiskegel in 
allgemeine Kegel K, und K, über, welche durch die Gleichungen 

(41) a,- a, :2S, sinn, dy,  - s ina,dy,-0 ,  @(g;l,rpz) -0, @(O, o)=O 

vollstkdig bestinimt sind. Diese Gleichungen definieren aber zwei 
allgemeine entsprechende lt o l l  ke ge  1 '), d. h. zwei Kegel, deren unendlich 
ferne Querschnitte bei ihren Drehungen um O, und O, fortgesetzt aufeinander 
rollen. Nehmcn wir überdies an, dass auch die Windungsparametcr hl und I I ,  
gegebene Funktionen von y, und y, sind, so stellen die Gleichungen: 

(42) y, = sin u, cos bl u - r, sin 9, yn = sin a, cos g2 u t-, sin rp, 
z, - sin a, sin rp, u + r ,  cos rpl z, = sin a, sin <p, u + r, cos p, 

wo Y, und Y, durch die Gleichungen (15) als Funktiolien von y, und p, 
erklart sind, zwei allgemeine Eegelflachen R, und R, dar, deren Rich- 
tungskegel eu tsprechende Rollkegel sind. 

1 )  Vergl. clen 1. T e i l  dieser Arbeit a. a. 0 .  S. 30. 
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Zu einer deutlichen Vorst'ellung dieser E'liichen gelangen wir riun 
auf fogende Weise: Sei e eine (ferade, welche die Axe O,, d. h. xi, 
rechtminklig schneidet. Diese Linie e drehe sich von der Anfangslage 
O,& aus um z, mit der Winkelgeschwindigkeit w, und verschiebe siçh 
$eichzeitig langs x, mit der Geschwindigkeit v, - hl . w,. Sie beschreibt 
also eine gewisse Regelflache Hl nach Art der geschlossenen flach- 

d x 
gangigen Regelschraubenfliichen, welche, da -2 = lz, kt, laiigs jeder 

d<p, 
Erzeugenden e den Parameter (- h,) hesitzt. Aiif jeder Erxeiigenden c 

von Hl werde jetzt ein Punkt G aufgetragen, dessen Abstand von der 
Axe cc, gleich 7, sein rnüge, alsdanri erfüllen alle Purikte G eind auf 
der Fliiche Hi liegende Raumkurve, welche nichts anderes ist, als die 
Linie u = O der Regelflache RI. 

Ziehen wir jetzt durch jedec Punkt G dieser Linie u = O eine Gerade 
yl normal su e und untcr demjenigen Winkcl a, gcgen die Axc x,, 
welcher dem zu G gehorigen Winkel gp, entspricht, d. h. parallel zu 
einer bestimmteri Erzeugenden des Begels KI, so erfüllt die Gesamtheit 
der Linien g die Begclfliiche R,. 

In analogcr Weisc kann die Fliiçhe R, hcrgestellt werden. 

Durch die Gleicliurig CD O wird nun jeder Erzeugenden g, von R1 
eine bestimmte Erzeugende 9, von R, zugeordnet, und indem man jetzt 
die Flachen R, und R, iim ihre Axen O, und O, so schraubt, dass ihre 
unendlich fernen Querschnitte aufeinander rollen und die entsprechenden 
Erzeugenden el und e, beider Flachen Hl und H, successive durch die 
Zentrale O, 0, gehen, so ist klar, dass alle entsprechenden Erzeugenden 
vi und g, nacheinandei. mir Ileckung gelangen, sobald ihre J'iisspilnkte 
G die Zentrale 0,0, passieren. Die Gesamtheit der in dieser weise 
zusamluengetretenen Erzeugenden ,yl und g, erfüllt dabei eine bestimmte 
Axenflkhe G, welche zu den Fliichen RI und R, gehort. 

Sol1 die gegenseitige Bewegung beider Regelfliichen Rl und R, nun 
in einem Rollen und Gleiten liings der gemeinschaftlichen Erzeugenden 
bestehen, so müssen R, und R, sich fortwahrend liings der augenblick- 
lich gemeinsamen Erzeugenden berühren; d. h. es müssen beim Zu- 
sammcntretcn von g, und g, dio Zcntralpiinktc Cl und C, diescr Er-  
zeugenden zur Deckung gelangen und überdies müssen die Parameter 
Q, und Q, beider Flichen lQs y, und g2 einander gleich sein. 

Sind ungekehrt diese beiden Bedingungen erfüllt, so sind, falls die 
raumliche Ausdehnung der Bewegung nicht im Wege steht, die Regel- 
fliichen R, und R, zwei entsprechende allgemeine Axoide und die von 
der gemeinsamen Rerührungserzeugenden g beschriebene Flàche G ist 
ihrc AxenKiche. 
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Sind jetzt allgemein: 
c c =  u,u + O, 

wo die a und O gegebene Funktionen des Argumentes q1 sein sollen, 
die Gleiühungen irgend einer Regelfliiche und sind a,, a,, a, die ILich- 
tungscosinus ihrer Erzeugenden g, so dass die Bedingung 

al2 + a,' + asa = 1 

besteht, welche in der That für die Flsche R, nach den G l e i ~ h u n ~ e n  (42) 
erfiillt ist, so lasst sich das Linicnelemcnt der Flache bekanntlich auf 
die Form bringen: 

Dabei haben die Grossen A, B, C, D für den Fa11 der Flache RI 
die folgenden Werte: 

B=alb, '+ a,!>,'+ a,b,'= h,cosa,-r ,sinu, 

(44) 
A - a,'" + ta,'" sin2ul + alr2 

H = n,'TiIr $ a,'b,' $ a,'h,'= sin a, (Y,' 1- qa,') 

C = bIT2 + b2'2 + 7igr2 = hl2 + r12 + Y ~ ' ~ .  
Die Lange des Bogenelements ds Kin@ nun ab von den beiden 

unabhangigen Argumenten u und d u  und es wird deher d s  mit dem 
kürzesten Abstand d n  zwischen g, und der unendlich benachbarten Er- 
aeugenden g,' von RI  zusammenfallen, falls jeder der beiden Ausdrücke: 

du2+ 2 D d ~ d r p ,  und Au2+ 2 BU, + C 

fiir sich ein Minimum kt. Dies gieht für die Argumente d u  und u 
die besonderen Werte: 

(45) 
B 

du = - D d y ,  und u = - - a- 
Bezeichrien wir den durüh diese Gleichung definierten spcziellen 

Wert von 2.4 mit zc,, so stellt u, die Entfernung des kürzesten Ab- 
standes dn vom Punkte G,  d. h. vom Punkte u. = O dar. Es  ist also 
zc, der gesiichtc Abstand des Zentralpunktes Cl vom Piinkte zh - 0, 
d. h. es ist 

-+" + g 
sin a, sin a, 

- - 
1 - 

Setzt man andererseits die Werte von d u  und .u aus (43) in die 
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Gleichung (43) ein, so geht das Linienelement ds in den kürzesten 
Abstaud d n  selber über. Man erhalt demnach für das Quadrat dieses 
Abstandes: 

A C - B S - A D e  (q  sine a, - a, 'r , ' )a (47) dn2= 
A 

dg,," 
sinP or, + al, ci Tl 

also 
q sir120r - , , 

&,t= + ' a' 71 - ,,-Li-~- ;, 
sin (Y + a dY7i 

Setzt man andercrseits 

so bedeutet d @  den unendlich schmalen Winkel zwischen den auf- 
einaiiderfolgenden Erzeugenden g1 und g;. Demnach ist der verlangte 
Parameter ql liings der Erzeiigenden g, von RI: 

Uni das Vorxeichen dieses Quotienten zu bestirnuien, beachten 
wir, dass für ci1 und r,  als Konstanten die Flache RI übergeht in die 
Schraubenfiache SI,  welche den Parameter + q besitzt. E s  ist dem- 
nach das positive Vorzeichen zu wiihlen. Der Parameter Q, hat also 
den Wert: 

a; r; -.- 
(48) 

- sin al  in orl 
QI = 

1 + (+)" 51n u1 

Durch ganz analoge Rechnung ergeben sieh für den Abstand zc, 
des Zentralpunktes C, vom Punkte u = O und für den Parameter Q2 
der Regelfliiche R, die beiden Werte: 

Nun hestehen aber für zwei entsprechende Geraden g, und g, die 
beiden Bedingungsgleichungen: 

r, - r, = 2 a, also ,ri d~~ - r i  dy, = O 
ol, - a, = 2 /3, also LY; drpi - a;dy2 = 0; 

ferner ist nach (41) 
s i n a , d ~ , -  sinn,drp,= O 

d. h. es ist: 
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Diese Gleichungen lassen erkennen, dam in der That 

@II u1 = U, und qI = &, 
ist. 

Die Fliichen R, und R, sind demnach en t spchende  Axoide und 
wir kiinnen daher das folgende Ergebnis aussprechen: 

S i n d  d ie  I t i c h t u n g s k e g e l  z w e i e r  A x o i d e  a l s  en t sprechende  
R o l l k e g e l  n a c h  den  G l e i c h u n g e n  (41) g e g e b e n 7  sirid fe rner  hl 
u n d  h, g e g e b e n e  F u n k t i o n e n  von  rp,, resp.  cp,, s i n d  endl ich r ,  
u n d  r, n a c h  Massgabe  d e r  G l e i c h u n g e n  (15) b e s t i m m t ,  so 
s t , e l l ~ n  d i e  G l e i c h u n g e n  (42) z w e i  e n t s p r e c h e n d e  Axoide für 
g l e i t e n d e s  R o l l e n  dar .  

Sind r,, a, und 12, als Funktionen von y, gegeben, so lassen sich 
Y,, u, und h, eindeutig darstellen als Funktionen von q7,, d. h. 

Zu j e d e r  h e l i e b i g e n  R,egelflliche RI, w e l c h e  o h n e  S i n g u -  
l a r i t a t e n  d ie  Axe  O, u m s c h l i e s s t ,  o h n e  diese o d e r  d i e  Axe O, z u  
s c h n e i d e n ,  k a n n  i m  a l l g e m e i n e n  e i n e  e n t s p r e c h e n d e  Rol l f lache 
R, f ü r  g l e i t e n d e s  R o l l e n  g e f u n d e n  werden .  D i e  Bewegung 
f i n d e t  d e r a r t  s t a t t ,  d a s s  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e n  Q u e r s c h n i t t e  
h e i d e r  E'lachen o h n e  Gle i t en  a i i fe inander  r o l l e n .  

Stellen wir uns jetzt vor, die Axenflgche G sei gegeben und ebenso 
die zu ihr gehorige Flliche G' ,  d m  gehoren eu jeder Erzeugenderi 
g der Axenfliiche drei ganz bestimmte Wertepaare a,, a,; r,, r,; hl, h! 
d. h. ein bestimmtes Paar von Flachen SIS,. Mit ITilfe dieser ein- 
fachen Mannigialtigkeit von Fl?ichenpaarcn gelangt man nun auch leiclit 
zu einer k i n e m a t i s c h e n  E r z e u g u n g  der allgemeinen Axoide. 

Wahrend einer nnencllich kurzen Dauer der Bewegung stimmt die 
gegenseitige Bewegung der Axoide R, und R, mit derjenigen der beiden 
Flzchcn S, und S, übercin, welche durch dicsclbe Erzeugendc g gehen. 
Im folgenden Zeitteilchen berühren sich R, und R, nach der g un- 
endich beriachbarten Erzeugerlden y' von G, und die Bewegung beider 
Axoide findet momentan so statt, als ob die diirch 9' bestimmten 
Schraubenfliichen S, S, aufeinander rollten. 

Die Axenflache G halten wir jetzt im Raume fest. Den Raum 
selbst denkeii wir als aus zwei in eiriander liegenderi Eiumen bestehend! 
von denen der eine um die Axe O , ,  der andere um die Axe O, um 
unendlich wenig so geschraubt werde, als ob die beiden durch die 
Erzeugende g der Axenfiiiche bestimniten Schraubenfliichen S, und S, 
aufeinander rollten. Wird nun gleichzeitig die Erzeugende g um un- 
eridlich wenig über die Axenfliiche nach y' hirigeführt, daun beschreibt 
sie in beiden bewegten Riiumen zwei unendlich schmale windschiefe 
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Flachenelemente, von denen wir jetzt zeigen wollen, dass sie den . 
Axoiden RI und R, angehtircn müsseri. 

Wahlcn wir G als Rediiktionspunkt der beiden g~gebenen Schraiiben- 
bewegiingen und gleichzeitig als Anfangspunkt eines Koordinatensystems, 
dessen positive Axe mit g und dessen Axe S mit zl ziisammenfillt, 
so ist in Bezug auf dieses die erste $hraube bestimmt durch die 
6 Komponenteu: 

?il: = (hl cornl - rl sin rul) ml,  ml; = cos ul- al 

VI,, - - sin f i l  + rl cos ni) ml, ml? = - sin n1 - ml 
v r t =  0, w, i = 0. 

Infolge der Verschiebung von g aiif G koniuieli die 6 Kompo- 
nenten dieser Verschiebung, niimlich: 

v:= k W C =  O 

v, = O w,, = O 
v:= rl . ml oc= al . 

hinzu. 1st also Y ein Punkt aiif y im Abstaride 14 von G, so c rhd t  
er demnach eine Geschwindigkeit tu, ,  deren Komponenten in Bezug 
anf das Systerii G ( g ,  7 ,  [) nach deri Formeln [P) gleich sind mit: 

ull : = (hl cos o, - rl sin cul) col + 1; 

(52) , = - (hl sin al  + rl cos u1 - n i .  u) 01 = (p sin cul + a; u) w l  

zul:  - (u sin u, + r i )  ml. 

Infolge der zweiten Schraubung und der Verschiebung von y auf G 
erlidt derselbe Punkt eine zweite Geschwindigkeit zrq, nlit den Kom- 
ponenten : 

t u z [  = (hg COS a2 - r2 sin uz) mi +- k 

(53) w * ~  = - ( A 2  sin n2 + r, cos a2 - ai  u) wz = (p sin u2 + a2 u) wz 
w 2  t - (zc sin uz + ré) w2. 

Aber in Eücksicht auf die Gleichungcn (50) wird: 

mz; - wj1: = (2 n - h l  cotg ccl + h2 cotg ciZ) sin al . ri,, = V 

(54) Wz, - Wl, = O 
Wzt -w1;= o. 

Demnach liegen die beiden Geschwiridigkeiten w, und w2 stets 
in einer dnrch g gehenden F'ihene, die Verhindiing~linie ihrer Endpunkte 
ist stets parallel mit y und gleich der Gleitgeschwindigkeit V der 
Paare SIS,. 

Die  b e i d e n  e r z e u g t e n  P l i i c h e n e l e m e n t e  h a b e n  a l so  i n  
jedem P u n k t  von  g d iese lbe  S a n g e n t i a l e b e n e .  
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Rozcichnet jetzt wln dic mi 9 normale Kornponente von lu,, sa 

ergiebt sich: 

( Z V ~ . ) ~  = [(sin al u + ri)" ( ( ru ;  u + p sin al)'] ml2 
oder 

(F)' = (sinz al + ais) UY + 2 sin al (Y; + q a;) u + + qa sin2 q7 

oder in Rücksicht auf die Gleichungen (44): 

R 
A n  der Stelle u. = - A wirrl also wl, ein Minimum. Ilieser Piinkt 

ist also derjenige, der sich am wenigsten von g entfernt, d. h. er ist 
der Zentralpunkt Cl des erzeugten Pliichenelementes. Dies  es Flac hen- 
e l e m e n t  h a t  a l s o  m i t  d e m j e n i g e n  v o n  Rl d e n  Z e n t r a l p u n k t  
g e m e i n s c h a f t l i c h .  - 

B .  
Setzt man andererseits den Wert .u = - in den Ausdruck fiir A 

lal, ein, so crhalt man die minimale Komponente w;,. Somit stellt 
t u i n  . d t  den küriesten Abstand d n  zwischen g und der unendlicli be- 
nachbarten Linie g' dar. Es ist aber: 

somit 

und da andererseits der MTinkel zwischcn g und der Nachbarlinie y '  

d e  = I / A ~ ~ ,  
kt ,  so ist dcr Parameter & des erzeugten Fliichenelemeiites bestirnrnt 
durch die Gleichnng: 

( 5 6 )  
AC - BI- AB' &"--- 

A - Q:. 
D a  d i e s e r  P a r a m e t e r  m i t  d e m j e n i g e n  d e s  Fl5cheuele-  

m e n t e s  vori R, g l e i c h  i s t ,  so i s t  d a s  e rzeug te  F lachene lement  
s e l b s t  m i t  demjen igen  von  R, iden t i sch .  

Anologes gilt für das zweite Plachenelement. 
Wir  erhalten demnach folgendes Ergebnis: 
1 s t  e i n e  e i n f a c h e  M a n n i g f a l t i g k e i t  v0.n Schraubenf lachen-  

p a a r e n  SIS, g:egeben, d c r e n  13erührungserzeugende  g einc be-  
s t i m m t e  A x e n f l a c h e  G e r f ü l l e n  u n d  d e i e n  W i n d u n g s p a r a -  
m e t e r  12, und IL,  s i c h  m i t  y s t e t i g  a n d e r n  u n d  w e r d e n  je tz t  die 
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in e inander  l i e g e n d e n  m i t  d e n  A x e n  u, u n d  O, f e s t  v e r b u n d e n e n  
Railme d e r a r t  u m  d i e s e  A x e n  g e s c h r a u b t ,  a l s  o b  d i e  m o m e n t a n  
durch g g e h e n d e n  R e g e l s c h r a u b e n f l a c h e n  S, u n d  S, auf  e in -  
ander r o l l t e n ,  i n d e s s e n  s i c h  d i e  Gerade  y n a c h  e i n e m  
bel iebigen Gese tz  ü b e r  d i e  Fl i iche G h i n b e w e g t ,  d a n n  be-  
sclireibt g i n  b e i d e n  b e w e g t e n  Ikaurnen zwei  e n t s p r e c h e n d e  
Axoide RI u n d  R,. 

Die Gleitgeschwindigkeit P der Axoide RI und R, ist nach (54) 
für jede Lage von g gleich derjenigen von SI und S,, d. h.: 

Zwei Axoide  RI u n d  R, r o l l e n  n u r  d a n n  o h n e  zu  g l e i t e n  
aufeinander ,  w e n n  s i e  a u s  e i n e m  S y s t e m  a u f e i n a n d e r  rol ler i -  
der Fl i ichenpaare  SIS, h e r v o r g c g a n g e n  s ind.  

Mit Hilfe des Abstaudes 24, des Zentralpunktes vom Punkte u = O 
und des Parameters QI Iiisst sich jetzt das Linienelement des Axoides RI 
auf die Form bringen: 

Desgleichen ergiebt sich für das Linienelement des Axoides R,: 

(58) as$ = du2 + 2 Il, d u  d Y, + (A ,  (U - TA,)' + Qi + Di) d ip;, 

wo die Grossen A, B, C,  D die friiheren TVerte (44) haben. Nun 
folgt aus den Gleichungen (60), dass 

und es werdeiî daher entsprechende Linienelemente gleich lang, also 

cis, = as,, 
sobald die Bedingung: 

(60) D,dqli - Dadqlz - O 

erfüllt ist. E s  mnss daher die Gleichung bestehen: 

(hl cos a, - rl sin a,) sin a, - (h, cos a, - r, sin a,) sin a,  = O 

oder es m u s :  
2a - hl cotg a, + k ,  cotg n, - 0, 

somit 
V= O 

sein. 
W e n n  a l s o  d i e  b e i d e n  A x o i d e  RI u n d  R, a u f e i n a n d e r  ab -  

wickelbar  s i n d ,  s o  r o l l e n  s i e  i m  e i g e n t l i c h e n  S i n n e  o h n e  z u  - 

glei ten,  und  i i m g e k e h r t  s i n d  d i e  Axoide  a u f e i n a n d e r  a b w i c k e l -  
bar, soba ld  die  G l e i t g e s c h w i n d i g k e i t  V verschwinde t .  

Die Bedingung (GO) ist inshesondere dann stets erfüllt, werin speziell 
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(61) n,= II,= O 
ist. E s  ist d a m :  

h l .  cotg a, - r, = 0 oder cotg a , .  cotg al + 1 = 0 

h, . cotgcu, - 5 - O oder cotg u , .  cotg 8, + 1 - n 
d. h.: 

7c ai - al = a2 - r ,z  = 

oder 

(62) 
'JE 

8 - a = - .  2 

W e n n  a l s o  die L i n i e n  zc = const .  o r t h o g o n a l e  Tra jek tor ien  
d e r  R r z e n g e n d e n  s i n d ,  so r o l l e n  d i e  A x o i d e  aufeinander  
o h n e  z u  g le i t en .  A l l e  d iese  A x o i d e  h a b e n  d i e  o r thogona le  
z u r  g c n ~ e i n u c h a f t l i c h e n  Axcnfl i iche.  

Wenn insbesondere 
8, = q2 = 0 

ist, so sind beide Axoide d e v e l n p p a b c l .  Denkt man sich die Er  
zeugenden vom Berührungspunkt mit der Rückkehrkurve nur nach 
der einen Seite gezogen, so rollen die Axoide im allgemeirien mit 
Gleiten, indem zwar die beiden Rückkehrkurven die Liriie g im gemein- 
samen Zentralpunkt berühren, die Linien u = O dagegen in G rer- 
schiedene Tangenten haben. Erst wenn diese heiden Tangenten ~ i c h  
noch decken, rollen die Axoide ohne Gleiten aufeinander. 

Rctrachten wir iiberhaupt jetzt den allgemeincn Fa11 zwcicr Axoida 
naher, welche ohne Gleiten aufeinander rollen, so  kann die Fliiche R, 
nicht mehr willkürlich gegeben werden. Wir gehen hier eweck- 
massiger aus von der Axenflache G als dem Gegebenen, welche durch 
die Gleichung 

11' ( ( l>  8) = 0 

bestimmt sein miige. A1sda)nn lasscn sich mittelst der Parameter- 
gleichung (29) siimtliche Grossen diirch die zwei Argumente a und If 

ausdrücken. Man findet niimlich: 

2 a sin (a! + p )  sin (9. + p) y = - ; -  -- - - - - -- - 
2 a sin (a - p )  sin (9. - p) 

; r - .  
1 sin 2(3 sin (a + 8j 2 - s m  2 6 s in ( ,+$ )  

2 a siri (a! + p.) cos + /3) , 
- - 

2a  sin (u - ,ô) cos (9. - p )  A, = - -. / - - T p  - 
sin .) p sin (a + a) - '2  sin a p sin (a $ 4) 

o, sin (a - B I .  VI - - oç ?AI)) g = 0 .  
,, sin (a: + F' ' V. COS (8 - P) '  
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1st also ar und daher auch 8 eine bestimmte Funktion von rp, unci 
y,, so sind alle Grossen und damit auch die Axoide selbst vollstiindig 
brstimmt. 

Bei g e g e b e n e r  A s e n f l i i c h e  G g e h o r e n  s o m i t  zu  j edem g e -  
gegebenen P a a r  von  R o l l k e g e l n  a l s  R i c h t u n g s k e g e l  z w e i  be-  
s t iminte  Axoide  Ri u n d  R,, we lche  a i i fe inander  geometr isc . l i  
a b \ ~ i c k e l b a r  u n d  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g e n  

2 a uin (a + p) sin (B f p)  
(64) y = sin (or & ij) cos rp.u - -- sin y  

Y ~ U  L j3 (sin oc + 4) 

2 a sin (a: + pj sin (a + 
z = sin (a f p) sin rp . u + - - - - -  sin 2 /3 s m  (cf + 8) 

P )  cos rp 

bes t immt  s i n d  u n d  welche  o h n e  G l e i t e n  r o l l e n ,  menn i n  
obigen Formel r i  g l e i c h z e i t i g  m i t  a l l e n  o b e r n  Ze ichen  y  = y,, 
g le ichze i t ig  m i t  a l l e n  i in tern rp = rp, g e s e t z t  wird.  

Die beiden allgerneinen Darstellungen (42) und (64) sollen zu- 
niichst auf zwei spezielle Beispiele angewendet werden. 

1. Es  s o l l e n  d i e  b e i d e n  A x o i d e  aufg-este l l t  werden ,  we lche  
m i t  e n t g e g e n g e s e t z t  g l e i c h e r  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t  u m  i h r e  
B x c n  r o t i e r e n  u n d  l i ings  i h r e r  A x e n  p e r i o d i s c h e  T r a n s -  
l a t ionsbewegungen  a u s f ü h r e n ,  m i t  d e n  G e s c h w i n d i g k e i t e n :  

wo e e ine  p o s i t i v e  K o n s t a n t e  b e d e u t e t .  
Setzt man 

w , = w ,  o z=-W, so ist q,=q, r p z = - g p ,  a l = P ,  u s z - P ,  

hl=-ecosrp ,  1 ~ = + e c o s y .  

Die Gleichungen (15) liefern zuna~hst:  

und es ergeben sich demnach nach (42) als Gleichiingen der gesnchten 
Axoide: 

5 = cos /'3 . ,U - e sin rp 

y = t sin /3 COS gp . u (e tg P cos cp f a) sin rp 

z =  s i n / ? s i n r p - u . + ( e t g p c o s r p I a ) c o s r p ,  

wo alle oberen Zeiclien für die 1;liclie RI ,  alle unteren für R, gelten. 
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D i e  b e i d e n  g e s u c h t e n  A x o i d e  s i n d  demnach  koi igruente  
R ~ t ~ a t i o n s h y ~ e r b o l o i d e ,  d e r e n  R o t a t i o n s a x e n  i m  Abstande 
e t g  f i  zu  d e n  A x e n  o, und O, r e s p e k t i v e  p a r a l l e l  . laufen. Der 
K e h l k r e i s  d e r  H y p e r b o l o i d e  h a t  d e n  R a d i u s  a ,  i h r e  Rich-  
t u n g s k e g e l  d e n  h a l b e n  O f f n u n g s w i n k e l  S. 

Sollen beide Flichen die Axen O nicht schneiden, so muss 

vorausgesetzt werden. Auf jeder Erzeilgenden g liegt der Zentralpunkt 
im Abstande 

e sin rp 
?A1 = u2 = - 

COR T- 
d. h. aber in der Ebenc z = O. Die Striktionslinien beicier Axbide 
werden also von ihren Kehlkreisen gebildet. 

Die Flachen Hl und H, haben die Gleichungen 

sind also Regelfiachen 4. Ordnung7 welche das zugehorige Hyperboloid 
nach zwei Baumkurvcn 4. Ordnung erster Spezies dusrhsetwn, von 
denen die eine die Linien u = 0, die andere ihr Spiegelbild bezüglich 
der Axe O ist. Die orthogonalen Projektionen der Linien u = O auf 
die Kehlkreisebenen sind P ascalsche Schnecken, niimlich die Fusspunkt- 
kurven der Kehlkreise für den Punkt 0, resp. 0, als Pol. 

Beidc Axoide rollen aiifcinander mit der relativen Winkclgrschwin 
digkeit 

a= w, cos oI, - w, cos u, = - 2 w  c o s p  

und gleiten langs ainandcr mit dcr relativcn Gleitgeschwindigkcit 

V= (2a + h2 cotg a2 - hi cotg CIJ sin cc1 . ml = 2 a o  . sin 0. 
Es ist also V eine nicht verschwindende, von e unabhingige Konstante 
Sie bleibt also die namliche, falls beide Hyperboloide parallel ver- 
schobrn wcrden, bis ihrc Drehnxen rrsp. m i t  den Axm O, und o2 
zusammenfallen. Mit e = 0 verschwinden aber auch die Translations- 
geschwindigkeiteri v, und v,, so dass dann die Hyperboloide uni die Axen 
O, und O, nicht mehr geschraubt, sondern nur noch gedrelit werdeil 
müssen. 

Das Gleichiingssystern (64) sol1 durch folgende Aufgabe illustriert 
werden: 

2. F ü r  zwci  zu  e i n a n d e r  r e e h t w i n k c l i g e  Axen O, und O, 

s o l l e n  d i e j e n i g e n  A x o i d e  f ü r  r e i n e s  R o l l e n  e r m i t t e l t  werden, 
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fü r  welche d i e  .L in ien  zc = O o r t h o g o n a l e  T i a j c k t o r i e n  i l i r e r  
Erzeugenden  s i n d  u n d  w e l c h e  s i c h  i n  e n t g e g e n g e s e t z t e m  
Sinne d e r a r t  d r e h e n ,  d a s s  d a s  V e r h a l t n i s  d e r  W i n k e l g e s c h w i n -  
digkei ten,  a b s o l i i t  g c n o m m e n ,  s t e t s  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g  

sin x <pl 
- - ~~p - 
o, sin xrp, 

bes t immt  wird.  
Ermitteln wir zunkhst  die Gleichungen der spharischen Roll- 

kiirven auf der Einheitskugel, welche durch ihre Verbindung mit dein 
Kugelmittelpunkt die Richtungskegel ergeben. 

Bus der Beziehung zwischen den Winkelgeschwindigkeiten folgt 
zuniichst die Gleichiing: 

wo 6 eine bcliebige Konstante bedeutet. 
gesetztes Zeichen erhalten, so muss 

z 
0 < 6 < a  

Sollen w, und w, entgegen- 

genommen werden; dem Winkel ~ p ,  = O entspricht der winkel y, - O. 
m .  

Da ferner: 2/3 = oc, - a, = a ist, so folgt 

sin a, - + COS as)  sin a2  - - COS ul 
also 

sin al sin x rp, 
-= 

ein xrp, . sin aB 
- tg  a, = +sinxai,' sinor,= t g a z  = +-. 

sin a, sin x 9, 

Fasst man diese Gleichungen zusammen mit der Gleichung @ = O, so 
erhalt man al3 Gleichungen der sphirischen Rollkurren: 

COS 2 8  - - COS :!a 
tg al = -- - 

1 - sin 2 s cos x cp, 7 tg  a" I + sin 2 s cos xcp, ) 

wodurch zunachst die Richtungskegel der gesuchten Axoide bestimmt 
sind. Da irri weiteren die Linien u = O orthogonale Trajektorien sein 
sollen, so besteht zmischen a und 3. die Gleichung: 

m 
F ( a , a )  = a  - a- -=( ) .  2 

Somit wird 
n z cos (4 --a) 

9 . 1 - a r l + T ) 8 2 = ~ + 8 ,  p = = ~ : - - - - o  sin(a+cr) 
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Demnach haben die verlangten Axoide die Gleichungen 

2 n 
r = cos (-2 a + - u. + x -- arctg (cotg (: 

CS) tg  %:) 

y = sin (a  + :) cos <p u 5 a sin p 

z : sin cc + - sin y u a cos rp ( - 3  

F ü r  alle oberen Zeichen ist y~ = rpi, für alle unteren y~ = rp, zu 
sctzen. Die Linien u. = O liegen demnach für beide Axoide auf einem 
Rotationscylinder vom Radius a. Werden beide Cylinder langs der- 
jenigen Erzeugenden aufgeschnitteri, welche die Axe z, resp. q in G 
schneiden, so haben die Abwickelungen der Linien u = O resp. die 
Gleichungen: 

2 a 
s = - arctg (cotg (; f S) tg  y), z = ap, 

üind also korigruente Kurven in lleckung. Werden sie niit dem illaritel 
auf die Cylinder aufgewickelt, so sind die Erzeugenden der beiden 
Axoide diejenigen Normalen dieser Aufwickelungen, welche die Cylinder 
berühren. 

Die Axenflache G degeneriert in eine Doppelebene, welche im 
Mittelpunkt JI von 0,0, zu dieser Streçke normal steht. Ili dieser 
Ebene erfüllen die Linienpaare gg' am Punkte JI eine Rechtwinkel- 
involution. Würden die Linien g mit den Linien gr vertauscht, so 
wiirden zwei Axoide entstehen, für welche das Verhiiltnis der  Winkel- 
geschwindigkeiten absolut das niirnliche bleibt; beide Flüchen werden 
sich aber jetzt im gleicheri S ime  drehen. 

Aus den Werten von 8, und a., folgt ohne weiteres: 

~ 0 3 8 1  s i n U ~ , d , h . ' b L %  
cos 8, sin or, El w1 

Die  B e w e p u n g  b e i d e r  A x o i d e  f i n d e t  a l s o  d e r a r t  s t a t t ,  
d a s s  s i c h  i n  jedern A u g e n b l i c k e  d ie  T r a n s l a t i o n s g e s c h w i n d i g -  
k e i t e n  l i ings  d e r  A x e n  u m g e k e h r t  v e r h a l t e n ,  wie  die R o t a -  
t i o n s g e s c h w i n d i g k e i t e n  u m  d i e  Axen. 

Für  x = 1 werden die Kichtungskepel sprziell kongriicnte Krgel 
xweiten Grades, welche sich um homologe Fokalstrahlen drehen. Figur 7 
Taf. III zeigt die Aufrisse der beiden Axoide R, und R,; Figur 7a  
die Abwickelung der Linien u - 0, die Figur 7b die lrorrespondierenrl~n 
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12 Eieeugmdcn dns H,ichtungskegels KI nach Richtung und TZnge ~o 
bemessen, dass beide Fliichen durch zwei Linien u = konst. begrenzt 
aind. Die mit gleichen Ziffern bezeiclineten Erzeugendeii beider Axoide 
gelangen bei der Bewepng  einmal zur Deckung. 

§ 4. Die Elementartiichen lëngs einer gemeinsamen Erzeugenden. 

Zu weiteren allgemeinen Eigenschaften der Axoide gelangt man 
nuri durch Betrachtung aller Axoide, welche durch eine bestimmte 
Erzeugende g der Axenflzche G hindurchgehen. Das imendlich schmale 
mindschiefe Flachenelement jedes solchen Axoides wollen wir eine 
E lemen t a r f  l i i ü  hel) nennen. J e  naçh der Wahl des Richtungskegels, oder 
genauer nach der Stellung der Tangentialebene liings der zu g parallelen 
Erzeugenden des Richtungskegels erhalten wir rings g eine einfache 
Mannighltigkeit von Elementarfliichen. 

Durch die Gerade g gehen nun zunachst zwei besondere Elementar- 
fliichen, welche den Fliichen SI und G angehtiren. Für die letzlere 
Flache ist die Zentrale zugleich eine geradlinige Striktionslinie. Wiichst 
r ,  zugleich mit a,, und sieht ein Deschauer von irgend einem Punkte 
Y von g nach dem Fusspunkt G hin, so dreht eich die Tangcntial 
ebene in negativem Sinne um y, falis ihr Berührungspunkt von G 
nach P hinwandel-t. Bezeichnet also g den Parameter der Axerifliche (4 
liings ihrer Erxeugenden g, so ist xu s ~ t z e n :  

1st nun R irgend eine, Elementarflacho, P ein Punkt von y irn Ab- 
stande u von G ,  r der im positiven Sinne gemessene Winkel der 
Tangentialebene des Punktes .u gegen die Fixebene, welche durch g 
imd die Zentrale 0,0, bestimmt sein soll, so ergeben sich nsch den 
Gleichungen (52)  : 

Lavst man hieriil ZL unendlich gross werden, so geht die Tangentinl- 
ebene in die asymptotische Ebene über, und man erhiilt daher fiir den 
Winkel r' derselben: 

t g  r'= - 5 
sin or, ' 

Bedeutet demnach (9 den Winkel der Zentralebene von R gegen die 
genannte Fixcbene, so kt: 
- -- 

1) Vergl. Illannheinz: Géométrie Cinematique. II. Partie, page 2711. Paris, 1Y9i. 
Zoitschrift f.  RIathematik u. l ' h y ~ i k .  46. Band. 1!301. 1. u 2 Heft. 11 
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162 fiber Rollkurven und Rollfliichen. 

(67) 
n: sin a, 

@ =  - also tg O - -. 
2 a; 

Daher ist jetzt: 

Für den Abstand des Zentralpunktes C von1 Punkte G haben wir 
ferner nach Gleichung (46) 

D e m n a c h  l i c g e n  d i e  Z e n t r a l p u n k t e  a l l e r  E lementa r f lache i i  R 
z w i s c h e n  zwei  f e s t e n  P u n k t e n  Go i m  A b s t a n d e  

(70) 
9 - 9  

%J=+- 

Tom P u n k t e  G. 
Die P i~nkte  Go sind demnach die Qrenzpunkte l ) ,  der Piinkt G 

ist der M i t t e l p u n k t  des Strahles y. 
Zu jeder Zentrdebene O gehort nur ein Zentralpunkt u,; zu jedeni 

Zentralpunkt u, gehoren aber zae i  Zentralebenen, welche durch die 
Gleichung (69) bestinimt sind, welcher wir die Forru geben künneri: 

Wiihlen wir speziell einen der Grenzpunkte als Zentralpunkt, setzen 
wir also: 

S - Y  ", = f --- 
2 '  

so wird die Gleicliuug (71)  ein vollstiilidiges Quadrat 

(tg O T = 0. 

I n  den Grenzpi inktei î  f a l l en  a l s o  d i e  b e i d e n  Z e n t r a l e b c n e n  je 
z u s a m m e n  'und b i l d e n  m i t  d e r  F i x e b e n e  d i e  W i n k e l  

Sie stehen also auf einander nor~rial und sind den Grenzpunkten M, 

nach (69) in der VCTeise zugeordnet, dzss die Wertci sich entsprechcii: 
n: Z 

u o = + g 3 , @ - +  und u - 9 - P  @ --L 
2 0- 4 0 -  2 7 0 -  4 '  

Sind nun 0' und 0" die Wurzeln der Gleichung (71), so ist: 

1) Vergl. fiir des Pulgeride die gruridlegeriiii: Arbeit von K,u7rime~: Theorie 
r 3 r : i  gerarilinigen Strahleiisysteine. Crelles .Toiii.nal, Rd .  56. 
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Bewegt sich daher der Zentralpunkt u, vom Mittelpunkt G aus gegen 
einen der Grenzpunkte Go, so liegen stets seine beiden Zentrelebencn 
zur Grenzebene dieses Punktes symmetrisch. Liegen also awei Zentral- 
punkte symmetrisch zum Mittelpunkt, so stehen die beiden Zentral- 
ebenen des einen rcchtwinkelig zu dencn des anderen. Irn Mittelpunkt 
G stehen beide Zentralebenen daher aufeinander senkrecht; sie sind 
die Tarigeiitialeberien der beiden Flichen S und Cf und bilden das 
Rechtwinkelpaar der von siimtlichen Zentralebenenpaaren gehildeten 
quadratischen Ebeneninvolution. 

Fach Gleichung (68) kann zu jedem Punkt u und seiner Tangentid- 
ebene r die Zentralebene der dadurch bestimmten Elementarfliiche er- 
mittelt werden, da 

Diese Gleichung wird für @ unbestimmt, sobald gleichzeitig: 

y t g r - u = O  und g f w t g 1 ' - O  
ist, d. h. für 

4 
(73) u = u, = i i= und t g  r = t g  D, - f )/= 

9 

Demnach giebt es auf jedem Strahl g xwei reelle oder imaginare 
Punkte F im Abstande u, symmetrisch zum Mittelpunkt G, in welchen 
sich im Allgemeinen siimtliche Elementarfliichen nach derselben Ebene be- 
rühren. Diese Ebenen sind bestimmt durch die Winkel + 0, und zwar 
gehort zum Punkt u, derjenige Winkel @,, der durch eine der beiden 
Gleichungen 

bestimmt wird. Die beiden Punkte E' heissen die B r e n n p u n k t e ,  ihre 
zugehorigen gemeinsainen Berührungsebenen die F O k a l e b  enen  des 
Stmhles g. 

Aus den Gleichungen. (70) und (73) rcsp. (72) und (73) folgt aber: 

d. h. die  b e i d e n  R r e n n p u n k t e  l i e g e n  s t e t s  i n n e r h a l b  der  
b e i d e r i  G r e n z p u n k t e ,  d i e  b e i d e n  F o k a l e b e n e n  a b e r  n u r  i n n e r -  

11 * 
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h a l b  d e r  b e i d e n  Grenzeber ien,  f a l l s  y d e m  a b s o l u t e n  \Verte 
n a c h  k l e i n e r  i s t  a l s  y. 

Da ferner 

sin 2 O - L'>g!*- = V'TG - uz 
- 1 + tg2 8, g-q u,' 

2 
so ist 

2 u, = 2 u, sin (2 O,), 

d. h. d e r  A b s t a n d  d e r  b e i d e n  B r e n i i p u n k t e  i s t  g l e i c h  dem Ab-  
s t a n d  d e r  b e i d e n  G r e n x p u n k t e ,  m u l t i p l i e i e r t  m i t  dem Sinus  
cles v o n  d e n  E 'oka lebenen  g e b i l d e t e n  W i n k e l s .  

Wih l t  man jetzt einen Brennpunkt als Zentralpunkt, so müssen 
ihm zwei Zentralebcnen entsprechen. Die beiden Werte von O ergeben 
sich aus Gleichung (71), welche sich in die Form bringen lasst: 

Fiillt aber der Zeritralpuilkt zcl mit einern Brenripunkt u, zusarnriien, 
so ist 

u : + g s = o  

urid die Gleichung wird demnach: 

(73) (u2 t g  O - g) (u2 t g  O + 4 )  = 0. 

Sind also 0' und 0" die TlTurzeln dieser Gleichung, so ist 
2 t g  CY = - - = t g  8, und 

zc2 

F a l i t  d e m n a c h  d e r  Z e n t r a l p u n k t  i n  e i n e n  B r e n n p u n k t ,  so 

f i i l l t  d i e  e i n e  Z e n t r a l e b e n e  m i t  s e i n e r  F o k a l e b e n e  zusamrneii, 
i n d e s s e n  d i e  a n d e r e  a u f  d e r  F o k a l e b e n e  des  a i ideren Brenn- 
p u n k t e s  n o r m a l  s t e h t .  

Nach Gleichung (48) ergab sich ferner fiir den Parameter Q der 
Elementarflache 

ci; T;  q - ' 

(77) 
s1n 

- - 4 + g cotge O g + p tg- & =  - - -- 
1 + (29 1 + c o t g ' O  1 + tge O ' 

sin or 

Betrachten wir also spezieii diejenigen beiden Elerneritarfliichen, deren 
Zentralpunkte in einem Brennpunkt vereinigt liegen, so wird 

4 für tg O' = - - der Parameter Q' - g + 4; 

(78) 
u2 

für t g  O" = + der Parameter Q" = O. 
% 
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Von d e n  be iden  E l e r n e n t a r f l a c h e n ,  d e r e n  Z e n t r a l p u n k t  i n  
einem B r e n n p u n k t  l i e g t ,  i s t  d a h e r  d i e j e n i g e  windsch ie f ,  
deren Z e n t r a l e b e n e  d ie  P o k a l e b e n e  d e s  B r e n n p u n k t e s  i s t ,  
wahrend d ie jen ige ,  d c r e n  T a n g e n t i a l e b e n e  d i e  F o k a l e b e n e  
des a n d e r e n  B r e n n p u n k t e s  i s t ,  d e v e l o p p a b e l  is t .  

Will man den Parameter Q statt durch den Winkel @ der Zentral- 
ehene diirch den Ahstand z*., ihres Zentralpimktes ausdrücken, so folgt 
aus den Gleichungen: 

und 

durch Eliniination des Winkels O: 

Die Summe d e r  P a r a m e t e r  zweie r  E l e r n e n t a r f l a c h e n  vom 
namlichen Z e n t r a l p u n k t  i s t  k o n s t a n t ,  u n d  d a s  P r o d u k t  d e r  
Paramete r  i s t  g l e i c h  dem P r o d u k t  d e r  E n t f e r n u n g e n  des  
Z e n t r a l p u n k t e s  von  d e n  b e i d e n  B r e n n p u n k t e n .  

Die Gleichung (79) kann überdies benutzt werden zu einer ein- 
fachen geometrischen nbcrsicht über den Zusamnienhang der drei 
Grossen u,, O und &. Betrachtet man namlich u, und Q als recht- 
winkelige Koordineteri eines Punktes für die Gerade g als Axe der 
u, und für die Normale dazu im Mittelpunkt G als Axe der Q, 
so stellt die Gleichung (79) den Ort aller in dieser VI-eise aufgetragenen 
Parameterwerte Q dar. Dieser Ort ist daher cin K r e i  s vom Radius 

r O -  - '1-4 'L 2 dessen Mittelpunkt auf der Axe der (z! irn Abstande 

g t 4  m = 72- von G ljegt, und welcher demnach durch die Brennpunkte E 

von y hindurch geht. Jede zu y normale Sehne A B  des Kreises t r if i  
g in eirierii Punkte C; danu sind AC = Q' und B C = Q" die dem 
%ent,rdpunkt C Tom Abstand G C  = .u, ziigehijrigen Parameterwerte, 
indessen die von dem Endpunkte A, des zu g normalen Durchmessers 
4B0 aus gernesscnen Bogen A,A und A,R die Winkel O' uiid O' 
der Zentralebenen messen. 
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Ohne diese Darstellurig weiter zu verfolgen, mollen wir dagegen 
noch zwei besondere Puzikte auf der Geraden g betrachten. Es sind 
dies diejenigen Punkte u, und u,, in welchen die Tangentialebene irgend 
einer Elementarfliiche zur Fixebene normal steht resp. mit dieser 
identisch ist. Die Glciçhung (68) zeigt nun, dass 

72 r = ; wird fiir g - -  u, t g  O = O, d s o  für u3 = g cotg O 

(80) 
2 

und 

Da somit 
Ua . u, = - y q  = 

ist, so folgt, dass diese Punktepaare für  alle Elcnientarflichen eiuc 
quadratische Punktinvolution erfüllcn, welche die Brennpunkte E' zu 
Doppelpunkten hat. 

Sucht man demnach fiir jede Erzeiigende y eines Axoides den 
Punkt u,, so ist in jedem dieser Punkte die Tangentialebene des Axoides 
der Axe o desselben parallel, d. h.: 

D i e  o r t h o g o n a l e  P r o j e k t i o n  d e r  L i n i e  z i  = u, auf  e ine zur 
Axe O n o r m a l e  E b e n e  l i e f e r t  d i e  Lili ie des  s c h e i n b a r e n  Um-  
r i s s e s  d e r  P r o j e k t i o n  d e s  Axoides  aiif d i e s e  E h e n e .  

D i e  L i n i e  u=zc, d a g e g e n  i s t  d i e  B e r ü h r u n g s l i n i e  der  d e m  
A x o i d  R u n d  s e i n e r  W i n d u n g s f l i i c h e  H g e m e i n s a m  u m -  
g e s c h r i e b e n e n  D e v e l o p p a b e l n  m i t  dem Axoid. 

1 5. Die euf einander abwickelbaren Axoide und ihro Beziehungon 
zu den  einfachsten Axenflachen. 

Im Folgenden seien Axoide für rein rollende Bewegung voraus- 
gesetzt, so dass diese durch Angahe der Axenflacbe G iind ihrer Richtungs- 
kegel bestimnit sind. Es k6nnen d a m  entweder diese Richtungskegel 
oder die Axenflkhe so gewahlt werden, dass die Axoide in geometrischer 
oder kinematischer Hinsicht gewisse Eigenschaften besitzen, von denen 
die ~ ~ a c h s t  liegenden hervorgehoben werden rriogeri. Der Winkel 2 
werde wie bis anhin als spitzer Winkel vorausgesetzt. 

Zieht man auf der Axenflache G eine aillkürliche Linie, so wird 
diese des Axoid bei scincr Bewcgung ebenfalls nach einer bestimmten 
Linie durchsetzen. Insbesondere entsprechen auf diese Weise den ortho- 
gonalen Trajektorien der Axenfliiühe die Linien zc = konst. des Axoides. 
Nun besteht jede Axenflkhe aus zwei Manteln, einern Mante1 A, welcher 
alle Erzeugenden der Pliichenpaare SIS, aufnimmt, und einem Mante1 T, 
der alle Tangenten ihrrr Striktionslinien enthalt. Die Erzeugenden des 
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Mantels A bilden gegen die Axe x den Winkel a ,  diejenigen des 
Mantels T den Winkel 9.. Beide Mantel verlaufen entweder getrennt 
wie bei der orthogonalen Axenfliiclie, oder sie hiingen zusammen wir 
bei den drei anderen Arten der betrachteten Axenfliichen. Welcher der 
beiden Milantel als Mante1 A bezeiühnet werden soll, k a m  durüh Be 
schrankung der Werte von a bestimmt werden. 

Denken wir uns also einen der beiden Niintel der AxenKiche als 
Mante1 A fixiert. Alsdann ist nach Gleichung (36) 

Somit ergiebt sich für den Parameter g der Erzeugenden des 
Maritels A :  

d e  2 a sin (ci - 8) (cos 2 8 - cos 2 <u) d h  + - p7 -- 
s i n 2 1  dci 

Naçh Gleichung (63) ist somit: 

(82) 
cos 2 8  - cos 2 a  d h  9 - 9  

s i n 2 6  du '  

1st also die Axenflache G gegeben, so kann diese Differenz der 
heiden Pàrameter berechnet werden. 

Auf jeder Axenflache giebt es nun eine bestimmte Kurve 

welche der Ort der Grenzpunkte aller ihrer Erzeugeiiclen ist, und da- 
her die G r e n z l i n i e  der Axerifliiche genannt werden kann. Diese 
Linie iat für jede Axenflache reell und besteht fiir jeden Mante1 ans 
zwei zur Doppellinie O, O, synlmetrisch verlaufenden Zweigen, welche 
i. A. beide durch die Punkte 0, und 0, hindurchgehen. Jeder Linie 

wo I: eine. gegebene Funktion von CY bedeutet, entspricht eine be- 
stimmte Linie der Axoide RI und R,. Sol1 diese Linie nun die 
Striktionslinie des Axoides RI werden, so muss nach (67) und (69) 
die Gleichung bestehen: 

sin a: 2 sin ci, 77-4) '3 - (g-y++ U - O  

oder 

(83! Usin2 a, clq: - (y - y) sin or, - d q ,  d cl, + 7Jd = 0. 

Diese Gleichung definiert im allgemeirien zwei reelle oder imaginare 
Richtungskegel - eigentlich zwei Scharen von solchen, dir: aber ans 
einem unter ihnen durch Drehung desselben um die Axe O, hervor 
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gehen. Eine anologe Gleichung definiert die Richtungskegel des 
'Axoideu R,. Die Richtungskegel siud reell, so lange die Liriie 

u =  U 

auf der Axenflache zwischen den Grenzlinien verlauft, sie fallen zii 

einer Losung zusamrnen, sobald die Linie mit ei~ler der Grenzliuien 
selbst zusammenfiillt. Daraus folgt: 

E'ür jede g e g e b e n e  A x e n f l a c h e  g i e b t  es  i m  allgemeineri 
zwei  r e e l l e  o d e r  i m a g i n a r e  A x o i d c n p a e r e ,  w e l c h e  e ine vor- 
g e s c h r i e b e n e  S t r i k t i o n s l i n i e  b e s i t z e n ,  f ü r  w e l c h e  a l so  speziell 
d ie  S t r i k t i o n s l i n i e  e i n e  d e r  L i n i e n  m .  = k o n s t .  i s t .  

Die Linie u = O macht aber eine Ausnahrne. Die obige Gleichuiig 
(83) kann für Cr= O nur bestehen, wenn dann gleichzeitig auch 

g - q = O, d. h. wenn nach (82) h = konst., also 4 $ a: = konst. 

ist. Da in diesem Falle der Richtungskegel vollkommen willkiirlich 
bleibt, so ergiebt sich folgender Satz: 

Z u  jedem g e g e b e n e n  A x e n p a a r  oloz gie l i t  es e ine  einfache 
M a n n i g f a l t i g k e i t  v o n  A x e n f l a c h e n ,  n i iml ich  d a s  durch  das  
A x e n p a a r  b e s t i m m t e  B ü s c h e l  P l ü c k e r s c h e r  Kono i d e  G,, aus 
welchen  s i imt l i ch  f ü r  j e d e s  P a a r  e n t s p r e c h e n d c r  Iiollkegel 
n u r  s o l c h e  A x o i d e  e n t s t e h e n ,  w e l c h e  d i e  L i n i e  u = O zur 
S t r i k t i o n s l i n i e  haben .  

Eine zweite besondere, mit der Axenflache zugleich bestimmte 
Linie auf derselben ist die Linie: 

-- 

u = z c 2 = + 1 / s P ,  

welche der Ort der Brennpiinkte aller Linien g oder die P o  kal l ini  el) 
der Asenfiache ist. 

Wahrend der Bewegung des Axoides RI findet zwischen diesern 
und der Axenflache Berührung in beiden Brennpunkten der augen- 
blicklich gemeinsamen Erzeugendea g statt, wobei die Berührungs- 
punkte ein Stiick jedes Zweiges der Fokellinie diirchlaiifcn. Sol1 die 

1) Sie ist fur die orthogonale Axenflache eine reelle algebraische Raum- 
kurve 6. Ordnung fiir denjenigen Mantel, welcher durüh die Bedingung: 

bestimmt ist. 
Für die harmonische Axenflikhc ist sie rein hagingr; ebenso für die 

P 1 ü c k e r s  c h  e n Konoide ah, namlich ihre Berührungskurve mit der dem imaginiiren 
Kugelkreis gemeinsam umschriebenen Developpabeln. 

Fiir die Axenflache aller developpablcn Schraubenflichen fàllt sic 

mit dor Doppelgeradcn der bxenfliiche zusailmmen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von M. DISTELI. 169 

Berührung langs der Striktionslinie des Axoides st,attfinden, so ist 
nnch (74) und (78) 

U 
tg@=+, und d ! = s + q -  

a. h.: 
F ü r  jede Axenfl i iche G g i e b t  e s  i. A. zwei  r e e l l e  o d e r  

imaginare  Axoide ,  d e r e n  R i c h t u n g s k e g e l  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g  

definiert  s ind ,  we lche  w a h r e n d  d e r  B e w e g u n g  d ie  Axenfl i iche 
s t e t s  i n  e i n e m  P u n k t e  i h r e r  S t r i k t i o r i s l i ~ l i e n  b e r ü h r e n .  

E s  kann aber noch in  einer zweitsn Art eintreten, dass die Strik- 
tionslinie des Axoids die Axenfliiche nach ihrer Fokallinie durch- 
schneidet, ohne dass in diesem Schnittpunkt Berührung stattfindet. Dies 
tritt ein, wenn nach (78) 

4 t g  8 = .- und Q = O 
u9 

ist, d. h.: 
Zu jeder  A x e n f l a c h e  g i e b t  e s  i. A. z w e i  r e e l l e  o d e r  i m a g i -  

niire d e a e l o p p a b l e  Axoide ,  d e r e n  R i c h t  ur igskegel  d u r c h  d i e  
Gleichung 

def inier t  s i n d ,  d e r e n  R ü c k k e h r k u r v e  d i e  A x e n f l a c h e  l a n g s  
des e inen  Z w e i g e s  d e r  F o k a l l i n i e  d u r c h s c h n e i d e t ,  w i h r e n d  
der B e r ü h r u n g s p u n k t  m i t  d e r  A x e n f l a c h e  d e n  a n d e r e n  Z w e i g  
der F o k a l l i n i e  d u r c h l a u f t .  

In beidcn Fiillen hat der Parameter Q des Axoides einen be- 
snnderen Wert. E s  kann der Wert  von Q aber auch ein beliebig ge- 
gebener sein. Da allgemein nach (77) 

so ergiebt sich: 
Z u  j e d e r  g e g e b e n e n  A x e n f l a c h e  g e h 6 r e n  i m  a l l g e m e i n e n  

zwei Axoide ,  d c r e n  B i c h t u n g s k e g e l  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g  

bes t immt  s i n d ,  w e l c h e  c inen  g e g e b e n e n  P a r a m e t e r  (S bes i tzen .  
Sollen femer die orthogonalen Trajektorien zc = const. der Axen- 

Biche die orthogonaleri Trajektorieri der erzeugten Axoide hervor- 
bringen, so muss das Linienelement des Axoides die Form annehmen: 

ds2= du2+ ( A  (a - u ~ ) ~ +  Q') d y 2  
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d. h. es nluss nach (57) und (58) 
7E 

D : O sornit 8 - a! = - 
2 

sein. 
D i e  o r t h o g o n a l e  A x e n f l a c h e  i s t  a l s o  d i e  e inz ige ,  welche 

f ü r  j edes  P a a r  en t sprechenc te r  R i ü h t u n g s k e g e l  so lche  Axoide 
l i e f e r t ,  w e l c h e  d i e  L i n i e n  u = k o n s t .  z u  o r t h o g o n a l e n  Trajek-  
t o r i e n  haben .  

1st speziell 2 P - -; , so hesteht die weitere (ileiohung 

cotg a cotg ~4 + cotgP /3 - O, d. h. nach (29) p - 0. 

S o l l e n  a l so  f i i r  zwei  z u  e i n a n d e r  r e c h t w i n k l i g e  A ~ I I  di; 
L i n i e n  zc = kons t .  o r t h o g o n a l e  T r a j e k t o r i e n  d e r  Axoide sein, 
so l i e g t  d ie  L i n i e  u = O f ü r  j e d e s  A x o i d  a u f  dem Kreiscyl inder  
Tom R a d i u s  a u n d  seirie E r z e u g e n d e n  s i n d  d ie jen igen  Nor- 
m a l e n  d i e s e r  K u r v e  u = 0, w e l c h e  d e n  g e r i a n n t e n  Cylinder 
b e r ü h r e n .  

Die Linio u = 0 ist in diesem Falle die Linie des schoinbarcn 
Umrisses für eine Parallelprojektion des Axoides in der Itichtung eiiier 
Axe. Es fragt sich, ob noch für andere Axoide die Linie u = O mit 
der Linie u - u, zusammenfallen kann? 

Soll 21, = g cotg O = O seiri, und zwar fiir jeden Wert vori 0, so 
muss g = O also p - konst. (1 = y sin2 O sein; d. h.: 

A u s s e r  d e n  R e g e l s c h r a u b e n f l a c h e n  b i l d e n  diejenigen 
d x o i d e ,  f ü r  w e l c h e  d i e  L i n i e  u = O a u f  e i n e m  um d i e  Axe  be- 
schr iebenen  K r e i s c y l i n d e r  l i e g t  u n d  f ü r  w e l c h e  somi t  die 
Axeri f lache i n  e i n e  z u r  Zer i t ra le  n o r m a l e  D o p p e l e b e n e  ü b e r -  
g e h t ,  d i e  e i n z i g e n  F l a c h e n ,  f ü r  we lche  d i e  P r o j e k t i o n  der 
L i n i e  u = O d e r  s c h e i n b a r e  U m r i s s  i s t .  

Kann für ein Axoid die Linie des scheinbaren Umrisses mit der 
Striktionslinie zusammenfallen? 

Naüh den Gleichungen (69) und (80) kt: 

Es ist daher 
u, = u,, falls ui = - gq = ui 

ist. Somit wird entweder 

t g  O = -, also & = O;  odcr 9 = O, g = konst. Q = y. 
uz 

Wenn  a l s o  d ie  S t r i k t i o n s l i n i c  d e n  s c h e i n b a r e n  Cmrisv  
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fü r  e ine P a r a l l e l p r o j e k t i o n  iri d e r  l t i c h t u n g  s e i n e r  A x e  b i l d e n  
soll ,  so m u s s  d a s  A x o i d  d e v e l o p p a h e l  oder  e i n e  F l a c h e  S sein.  

Kann die Linie u = zd4 mit der Linie zc = O zusammenfallen? 
Nach (80) muss in diesem E'alle 

u 4-  - pcotgO-  O 

sein. Soll djese Gleichung für alle Werte von O bestehen, so muss 

q ='O, also 9. - a = 0 sein, d. 11. 

D i e  A x e n f l a c h e  a l l e r  d e v e l o p p a b e l n  S c h r a u b e n f l a c h e n  
f ü h r t  s t e t s  a u f  s o l c h e  A x a i d e ,  f ü r  w e l c h e  d i e  L i n i e  u. = O, d. h. 
die D u r c h s c h n i t t s l i n i e  des  A x o i d e s  R m i t  s e i n e r  F l a c h e  H 
für diese  beiden F laü l ien  z u g l e i ü h  d i e  R e r ü h r u n g s l i n i e  i h r e r  
gemeinsamen u m s c h r i e b e n e n  D e v e l o p p a b e l n  is t .  

In diesem Falle wird Q = y cos2 0, u, = O .  Die Fokallinie der 
betrachteten Axenfliiche fiillt also mit ihrer Ooppeilinie zusammen; es 
inüssen sich also in der That samtliche Axoide im Punkte u = O ihrer 
gemeinschaftlichen Erzeugenden g berühren. Soll überdies Q = O sein, 
so miiss i/ - O, d. h .  es müssen die Werte 9 ,  r r ,  9. konstant sein. 

Die  A x e n f l a c h e  a l l e r  d e v e l o p p a b l e n  S c h r a u b e n f l a c h e n  
führ t  d e m n a c h  a u f  n i e h t  d e v e l o p p n b l e  Axoide ,  o d e r  a b e r  auf 
diese d e v e l o p p a b l e n  S c h r a u b e n f l a c h e n  se lbs t .  

Setzen mir jetzt andererseits: 

so folgt aus der 

(87) 

Desgleichen 

(88) 

Gleichung (5) : 

sin (cr - p) - cot,g a! 1 - 0, ;;nTLY. - w oder - -- 
cotg p 1 + w 

ergiebt die Gleichung (25) die Beziehung: 

Eliminiert man aus den beiden letzteren Gleichungen und P (or, 6) = O 
die Winkel a und $ 5 ,  so erhalt Inan eine bestimmte Gleichung G(w, v )  = O 
zwischen o und v. Umgekehrt gieht jede Reziehiing zwischen a, und v 
durch Elimination von w und v Anlass zu einer Gleichung zwischen 
ct und 8, d. h. 

I m  F a l l e  d e r  r e i n e n  R o l l b e w e g u n g  zweie r  A x o i d e  i s t  d i e  
zugehorige A x e n f l a c h e  G v o l l k o m m e n  b e s t i m m t  d u r c h  d i e  
gegebenen Verh i i l tn i s se  d e r  b e i d e n  W i n k e l -  u n d  T r a n s l a t i o n s -  
geschwindigké i ten .  U m g e k e h r t  g e h e n  a u s  j e d e r  g e g e b e n e n  
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S x e n f l i i c h e  n u r  s o l c h e  A x o i d e  f ü r  r e i n e s  R o l l e n  hervor ,  f ü r  
we lche  zwischen  d e n  V e r h a l t n i s s e n  d e r  W i n k e l -  u n d  Trans- 
l a t i onsgeschwind igke i t en  e i n e  b e s t i m m t e  B e z i e h u n g  besteht. 

1st also durch die Richtungskegel der Axoide das Verhàltnis w 

fr.stgelegt, so sind beide Axoide bestimmt, und es begründet sich j m t  
zugleich, warum man im Falle reiner Rollbeweg~uigen zweckrnassig von 
der Axenflache ausgeht. 

Wenden wir zunachst die beiden Formeln (87) und (88) auf die 
f rühe i  betrachteteri Axenflichen G an. 

1. Für die o r t h o g o n a l e  Axenflache ist 

Daraus folgt unmittelbar: 

F ü r  a l l e  a u s  d e r  o r t h o g o n a l e n  A x e n f l a c h e  abgelei te ten 
A x o i d e  v e r h a l t e n  s i c h  d i e  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t e n  reziprok 
wie  d i e  T rans l a t i onsgeschwind igke i t en  u n d  u m g e k e h r t .  

2. Für  die h a r m o n i v c h e  Axenfliiche ist 

cotg a:. cotg 9. - cotg2 ,d = 0. 

Durch Elimination von a: und 8. erhalten wir die Gleichung: 

W . U  - -- ( a - v ) - 1 0  
cos 2 p 

oder 

d. h.: 
F ü r  a l l e  a u s  d e r  h a r m o n i s c h e n  A x e n f l a c h e  abge le i t e ten  

A x o i d e  b e s t e h t  d e m n a c h  b e i  s c h i e f w i n k l i g e n  Axeri zwischeri 
d e n  b e i d e n  V e r h a l t n i s s e n  d e r  W i n k e l -  u n d  T r a n s l a t i o n s -  
g e s c h w i n d i g k e i t e n  e i n e  b i l i n e a r e  R e l a t i o n .  

Die obige Gleichung (90) Zndert sich nicht, wenn o durch - v 
und v durch - w ersetzt wird, d. h. 

V e r t a u s c h t  m a n  d ie  B e d e u t u n g  d e r  b e i d e n  Mante1 der 
h a r m o n i s c h e n  Axenfl i iche,  so  h l e i b t  d i e  h i l i n e a r e  Beziehiing 
(90) d e r  V e r h a l t n i s s e  o u n d  v bes tehen .  

Pür 28 = % reduziert sich die Gleichung (90) auf: 

F ü r  z w e i  zu e i n a n d e r  r e c h t w i n k l i g e  A x e n  en t spr ingen  
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aus der  h e r m o n i s c h e n  Axenf l i i che  n u r  s o l c h e  Axoide ,  f ü r  
welche das  V e r h a l t n i s  d e r  T i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t e n  d i r e k t  
gleich i s t  d e m  V e r h a l t n i s  dei. T r a n s l a t i o n s g e s c h w i n d i g -  
keiten. 

3. Pür das Büschel der P l ü c k e r s c h e n  K o n o i d e  Gn ist iiri 

weiteren: 

8. + a: = 2 6, also cotg a cotg 4 - 1 = cotg 2 8 (cotg 9. + cotg a). 

Daraus folgt die Gleichung: 

F'ür a l l e  a u s  d e m  P l ü c k e r s c h e n  K o n o i d  Gh a b g e l e i t e l e n  
Axoide b e s t e h t  z w i s c h e n  d e m  Verh i i l tn i s  d e r  W i n k e l -  u n d  

T r a n s l a t i o n s g e s c h w i n d i g k e i t e n  d i e  o b i g e  b i l i n e a r e  R e l a t i o n .  
'II 

Setzt man speziell a: + 9. = -, so wird h = - a cotg 2 6 = O 
2 

und die Eelation (92) wird 

E'ür a l l c  a u s  dem s p e z i e l l e n  P l i i c k e r s c h e n  K o n o i d  Go ab- 
gelei te ten A x o i d e  v e r h a l t e n  s i c h  b e i  s c h i e f e n  A x e n  d i e  W i n k e l -  
geschwindigke i ten  d i r e k t  w i e  d i e  T rans l a t i onsgesçhwind ig -  
keiten. 

Nehmen wir überdies an, die Axen stehen aufeinander recht- 
winklig, so wird des Plückersche Konoid Go zugleich eine harrnonische 
Axenflache, d. h.: 

Bei  zwei  z u  e i n a n d e r  r e c h t w i n k l i g e n  A x e n  i s t  d i e  h a r -  
monische A x e n f l a c h e  d ie  e i n z i g e  Fl i iche 8 ,  a u s  w e l c h e r  nui. 
solche Axoide  h e r v o r g e h e n ,  welche d i e  L i n i e  u =  O zur S t r i k -  
t ions l in ie  h a b e n  u n d  f ü r  welche  d i e  G l e i c h u n g  

v1 ---- - O  
% 0 2  

besteht.  
4. Für die Axenflache aller d e v e l o p p a b l e n  S c h r a u b e n f l a c h e n  ist 

8 - <w = O, also t g 8  - t g a  = 0. 

Dies führt auf die Gleichung: 

1 
w . v - - - ( w + v ) + l = O ,  cos 2 8  

d. h.: 
Be i  s c h i e f w i n k l i g e n  A x e n  f ü h r t  d i e  A x e n f l a c h e  a l l e r  

cleveloppablen S c h r a u b e n f l a c h e n  auf  s o l c h e  Axoide,  f ü r  
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w e l c h e  d ie  b i l i n e a r e  B e z i e h u n g  m i t  v e r t a u s c h b a r e m  Ent-  
s p r  echen 

VI 1 - - - (-. + .) + 1 = 0 
v cos 2 p  w, v, 

b e s t e h t .  
MTerden insbesondere die Axen zu einander recbtwinklig, so redu- 

ziert sich die Gleichung (94) auf die einfachere: 

1st umgekehrt diese Gleichung gegeben, so führt sie bei schief- 
winkligen Axen auf eine Axenfliiche G, welche durch die Gleichung a 

F ( n ,  19.) = s i n  (cr -8) + cos 2 p s i n  ( a  + 9.) = O  
definiert kt.  Sind also insbesoridere die Axen eu einander normal, so 
wird diese Gleichung: 

4 - a = o ,  
d. h.: 

B e i  zwei  z u  e i n a n d e r  r e c h t w i n k l i g e n  A x e n  i s t  d ie  Axen- 
f l a c h e  a l l e r  d e v e l o p p a b l e n  S c h r a u b e n f l a c h e n  d i e  einzige 
I1lZche G, w e l c h e  f ü r  j edes  P a a r  e n t s p r e c h e n d e r  Rol lkegel  
auf  s o l c h e  A x o i d e  f ü h r t ,  b e i  w e l c h e n  d a s  V e r h a l t n i s  der 
Winkelgcschiv indigkc i ten  c n t g e g e n g e s e t z t  g l e i c h  i s t  dem 
V e r h a l t n i s  d e r  T rans l a t i onsgeschwind igke i t en .  

5 6. Axoide für besondcre Bowcgungen. 

Wir  wenden uns zum Schlusse noch vier speziellen Fiillen zu, 
welche sich teils auf Spezialisierung der Axoide, teils auf die Be- 
sr,hrEnknng ihrer Rewegung beziehcn. 

1. Fal l .  S i imt l i che  E'liichen S, e n t , h a l t e n  d e n  P u n k t  O,. 
Beschriiriken wir uns auch hier auf die aufeinaiider abwickelbareii 

Axoide, so ist: 
r, = 2 a 7  r, = 0, 9. = p, al = 2 p 7  0, = O 

also 

11 - o n c o t g a p ;  n,=- . 1 - 
- 

' -- - 2  sin 2 p sin (cz + /3; 
(95) 2 a 

v - - 2 u c o t g 2 p - a , ;  v,= -7 1 - sin 2 p O" 

d. h.: 
vi --- cos 2 p .  
vt 

Siiiritliclie S c h r a u l s e n f l % c h e n p a a r e  SIS, bilrleii demnacli 
e i n e  e i n f a c h e  M a n n i g f a l t i g k e i t ;  a l l e  Fl i ichen SI ber i ih ren  sich 
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nach der  n e m l i c h e n  S c h r a u b e n l i n i e  tc = O ,  we lche  O, z u r  Axc 
ha t  u n d  d ie  Axe O ,  i n  0, b e r ü h r t .  

Die FlicTien S, bilden jetxt ein Systern g e s c h l o s s e n e r  scharf- 
gingiger Regelschraubenflkhen mit O, als gemeinsamer Axe, welche 
fortgesetzt auf der Schraubenlinie u = O rollt, wie man direkt aus dem 
merte von v, ers~hen  kann. 

Die Axenflache G, welche dem Strahlenbüschel der Linien g am 
Scheitel 0, entspriçht, besteht aus der Doppelebene durçh O,, welche 
zu O ,  parallel ist. Demnach liegt für jedes Axoid RI die Linie u = O 
auf dem Rotationscylinder Tom Radius 2a. In Fig. 8, Taf. IJT siud 
clic Axen parallel znr Aiifrissebene angcnornnien, wobei dci. Axenwinkel 
Sf l  = - 60' gewahlt ist. Die Darstellung zcigt die Aufrisse zweier 
Flacheu Si und S,, wobei Si eine, offene,  S, eiue geuchlosser ie  
scharfgzngige R,egelschraubenflZche ist. Beide Axoide sind aufeinander 
abwickelbar, sie -rollenden gleichzeitig eine volle Umdrehung, wobei 
entsprechende, d. h. mit gleichen Ziffern bezeichnete Geraden zilr 
Deckung kommen. Die graphische Darstellung der Grossen r, ,  Y,, 
a,, a,, a,, 8, mitlelst der Linie p zeigt Fig. 8a. 

Sind die Bichtungskegel, d. h. a, und <y2 als bekannte Fiiriktionen 
von rp, resp. rp, gegeben, so erhült man aus (95) als die Gleichungen 
entsprechender Axoide: 

x, = cos cl, u - 2a cotg2/3.cp1 

y, - sin cr, cos rp, zc - 2a sin g>, 

z, = sin cr, sin rp, .u + 2a  cos cp, 

Stehen irlsbesondere die Axen 
22 

so dass 2 p = -- wird, so ist 
2 

hl = O, v, = 0, IL, = 

y, = sin cr2 COS rp2 U. 

z, = sin ol, sin rp, u. 

O, und O, zu einander reçhtwinklig, 

Somit geht das System der Schraubenfliichen Si über in ein Büschel 
von Rotationshyperboloiden, welche sich siimtlich im Kehlkreis r, = 2 a  
bcrühren. J e  nachdem das Verhii1t)nis der Wmkelgeschwindigkeiten 
positiv oder negativ ist, tr i t t  die eine d e r  die andere R,egelschar der 
Hyperboloide S, mit S, in Berührung. 

II. Fal l .  D a s  A x o i d  R, so l1  e i n e  r e i n e  D r e h u n g  u m  s e i n e  
Axe ausfiihren. 

?z 
E s  ist also 4, = ?-, hl - O, a, - O. 

Die Schraubenflichen S, gehcn über in Rotationshyperboloide; im 
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ganzen existiert eine zwcifnche Mannigfnltigkeit von Flichmpaar~ii 
SIS,. Dieselbe reduziert sich auf eine einfache, sobald die Bedingurig 
des reinen Rollens: 

z 
8,-4,=2/!?, d.h. 4=-- ,3 

2 

d a m  tritt. Die Parametergleichung nimmt jetzt die Form an: 

welche aussagt, dass der Kehlkreis des Hyperboloides S, auf der Strik- 
tionslinie dcr Schraubcnfliiche S, rollt, so dass diesc Striktionslinien alle 

X denselben Steigungswinkel - 2P erhalten. 

Setzt man in die Gleichungen (64) die Werte 

2 a sin (ai + j3) (96) Y - - -  1-siri2pcos(ai-pjJ '-  Y - 2 a i , 1 2 = - 2 a t g ( a - ~ ) , h , = 0  t g z p  

ein, so erhalt man die Gleichungen entsprechender Axoide. 
Die Axe~lflache G entsteht aus einem Büschel vun Lirlien p,  dessen 

Scheitel der Diametralpunkt P, des Punktes 0, auf dem Konstruktions- 
kreise K ist. Da sich die Normalebene zur Axe O, durch die Axe O, 0, 
aussondert, so blciht als Ort aller Ereeugenden g eine Begelflikhe 
xweiten Grades, die wir am einfachsten auf das Koordinatensystem a11 

0, beziehen. Bus dem Werte von r, fol@ d a m  unmittelbar ihre 
Gleichung 

d. h.: 
n i e  Axenf l i i che  G i s t  d a s j e n i g e  g l e i c h s e i t i g c  hyperbol ische 

l ' a r a b o l o i d ,  we lches  0, z u m  R l i t t e l p u n k t ,  d i e  A x e  O, und d i e  
Z e n t r a l e  O,Oa z u  g e r a d l i n i g e n  S t r i k t i o n s l i n i e n  h a t  und über- 
d i e s  d u r c h  d i e  A x e  O, h i n d u r c h g e h t .  

Stehen insbesondere die Axen aufeinander rechtwinklig, so ist: 

es tritt also die unter Fa11 1 euletzt betrachtete Besonderheit ein. 
III. Ba l l .  Be ide  A x o i d e  s o l l e n  r e i n e  D r c h u n g e n  ausführen. 
Es ist deinnach zu setzen: 

X hl= h 2 =  0, a,= ;t z -  - -~ 2 ,  V ~ = V , = O .  

Die Bedingung für reines Rollen, namlich: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von M. DISTEIJ. 177 

i d  also nur dann moglich, falls 2P = O, d. h. wenn die Axen parallel 
und die Axoide Cylinderfliichen sind. In der That ergiebt die Formel (16) 
für die relative Gleitgeschwindigkeit: 

(98) V= - 2as ina ,o ,  = - 2asinu,w,, 

welche niemals verschwinden kann, denn für a, = O ist al  unendlich 
gross, und für  a, = O wird w, unendlich grofs. 

Tm F a l l e  r e i n e r  D r e h u n g e n  b e i d e r  A x o i d e  k a n n  d e m n a c h  
die G l e i t g e s c h w i n d i g k e i t  n i c h t  b e s e i t i g t  werden.  

Die siimtliçhen Linien p der Fig. 3, Taf. II gehen durch den 
Schnittpunkt der beiden Geraden OIPl und O,P,, d. h. sie erfüllen 
ein Büschel zur Zentrale 0,0, normaler Geraden. Die Axerifliclie 
ist somit die Friche Go. 

Bei  r e i n e n  D r e h u n g e n  b e i d e r  A x o i d e  g i e b t  es  d e m n a c h  
eine e in fache  M a n r i i g f a l t i g k e i t  v o n  R ~ o t a t i o n s h y p e r b o l o i d e n ,  
deren g e m e i n s c h a f t l i c h e  B e r ü h r u n g s e r z e u g e n d e n  d a s  d u r c h  
die Axen O, u n d  o, b e s t i m m t e  P l ü c k e r s c h e  K o n o i d  G, e r -  
füllen.') 

Sind also die Richtungskegel gegeben und setzt man: 

2 a 2 a r - . cos u2 sin a,, r, = .- cos al sin a,, 
- sin 2,4 sin 2 /1 

so stellen nach (42): 

XI = COS Crl zC xg = CO8 Cie U 

y, = sin a, cos rp ,  zc - r, sin r p ,  y, = sin or, cos qp2 M - r, sin rp, 

z, = sin g sin y, u + r ,  cos rp ,  z, = sin u, sin y, 14 + r, cos y, 

die Gleichungen zweier entsprechender Axoide dar. 
Aus der Parametergleichung 

sin 2 ci 
rl cotg u, - r ,  cotg cr, : o fol& - a - -- 

sin 2 p ' 
2 a 2 n, 

g = - i i Ï Z j  cos 2 u ;  p = - rl cotg al = - -,- (COS 2u  - C O B  2p). 
yin % B  

Somit ist 
g - q = 2 a  cotg 28 = kunst. 

Sol1 also die Linie u = O Striktionslinie der Axoide werclen, so muss 
?C 

g - y = O, also 2p  =-- 2 

scin, d. h.: 

1) Vergl. : F. S chi1 1 in g : Cber Hyperboloiden-Reibungsdder. Diese Zeitschrift 
42. Jahrgang, S. 37. 

Zeitschrift f. Rlatliriiiatik u l'hysik. 4(;. Rand,  1901. 1. u 2. Heft. 1 d 
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R e i  r e c h t w i n k e l i g e n  A x e n  O, nnd  O,, i ind ni i r  f ü r  solche,  sind 
d i e  dixrch O, u n d  0, g e l e g t e n  zu d e n  A x e n  n o r m a l e n  Quer-  

s c h n i t t e  d i e  S t ' r i k t i o n s l i n i e n  a l l e r  A x o i d e ,  d i e  s u s  der  d x e n -  
fl i iche Go h e r v o r g e h e n .  

In diesem Falle berühren sich zwei entsprechende Hyperboloide 
nach beiden Erzeugenden g und g' der Axenfliiche. Eine Berührung 
der Axoide von imen  kann slso niemals eintreten. Da aber jetzt 

% = -  cotg a, 
'% 

ist, so findet trotzdem sowohl Rotation in gleichem, wie in entgegen- 
gesetzteni Sinne statt, je nachdem g ciem einen oder anderen Biantel 
von Go angehort. 

Die Gesamtheit der in Betracht kommenden Regelscharen aller 
IIyperboloide von der Axe O, bildet eine best)immte Linienkongruenz. 

J a d e s  A x n i d  R, i s t  d a h e r  g e o m e t r i s c h  e r k l a r t  a l s  die G e  
s a n l t h e i t  a l l e r  L i n i e n  d i e s e r  K o n g r u e n z ,  w e l c h e  se inen  ge- 
g e b e n e n  u n e n d l i c h  f o r n e n  Q u e r s c h n i t t  t r e f fen .  

Dieser Erzeugxng kann sofort eine kiiiematische gegenüber- 
gestellt merden: Dreht sich namlich die Axenflache Go einmal uui die 
Axe O,, so giebt es in jeder Laga der Axenfliiche eine Erzeugende g 
derselben, welche den unendlich fernen Querschnitt trifft. 

Wi ihrend  s i ç h  a l s o  d i e  Axenfl i içhe m i t  d e r  Geschwindig-  
k e i t  w, u m  O, d r e h t ,  b e w e g t  s i c h  d i e  E r z e u g e n d e  l a n g s  der 
D o p p e l l i n i e  m i t  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t  

(99) w,. = - g . a; . w, 

i iber  d ie  Axenfl i iche h i n  u n d  b e a c h r e i h t  in r u h e n d e n  Raume 
d a s  A x o i d  RI. 

n'as endliçh die graphische Darstellung der Axoide anbetrifft, 
so gestaltet sich diew irn Falle reiner Drehnngen sehr einfach. 

1st namlich K, der gegebene Riçhtungskegel, so denkeri a i r  uns 
denselben iim die Axe O, ails seiner festen Anfmgslage in positivem 
Sinne um einen rechten Winkel gedreht. Durch irgend eine Er- 
zeugende g, des Kegels und die Axe O, legen wir dic ï?ieridianebene 
M, welche mit der Axe s, den Winkel y,  einschliessen moge. In 
der Ebene M denken wir jetzt den Konstruktionskreis K so mgebracht, 
dnss er durch den Piinkt O, geht und dam sein Mittelpiinkt Mo auf 
einer durch O, gehenden Geraden liegt, welche mit der Axe O, 'den 
Axenwinkel 28 eirischliesst. 

Die Erzeugende 9, des Kegels KI trifft den Kreis 1Y in einem 
Punkt'e G,; projiziert man diesen Punkt auf die durch 0, gehende 
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Nonnalebene N, zu O,, so erhalt man den Endpunkt G des zuru Winkel 
9, gehorigen Hndiusvektors r,. Vollzieht nun die Meridianebene M cine 
volle Lmdrehung, so durchlauft g, den Kegel KI, der Kreis K aber be- 
schreibt eine gewisse Ringflkhe J,. 

Die  O r t h o g o n a l p r o j e k t i o n  d e r  D u r c h d r i n g u n g s k u r v e  des  
Begels KI m i t  d e r  R i n g f l a c h e  J, auf  d i e  E b e n e  N, i s t  s o m i t  
der O r t  a l l e r  P u n k t e  G, d. h. d i e  L i n i e  z(. = 0 des  A x o i d e s  RI. 

Um das Axoid RI selbst zu erhalten, drehen wir den Kegel K, in 
seine Anfangslage zurück, und ziehen sodann durch die Punkte Cr der 
Linie u O die Parallelen g zu den entsprechenden Erzeugenden g, 
des Hegels, so erfüllen diese das Axoid R,. Analoges gilt für die 
Darstellung des entsprechenden Axoides R,. 

Die F'igur 9 der Tafel IV zeigt die Ausführung in  orthogonaler 
Parallelprojektion fur den Fall, dass die Richtungskegel K, kongruente 
Kegel zweiten Grades sind, welche sich um hornologe Fokalstrahlen O, 
und o2 drehen und für den Axenwinkel 2P = 60'. Die Linie u O 
der beiden kongruenten Axoide sind algebraische Kurven v i ~ r t e r  
Ordnung, die beiden Axoide selbst algebraische und congruente Regel- 
flichen. Zur leichten Vorstellbarkeit derselben sind die Axoide durch 
zwei zur Linie u - O aquidistante Parallel~chnitte &, und Q, hegrenzt 
worden. Infolge dieser Begrenzung erhalten die einzelnen Erzeugenden 
ungleiche Lange; die mit gleichen Ziffern bezcichneten Erzeugcnden 
beider Axoide gelangen einmal zur Deckung; der Deutlichkeit halber 
ist der Aufriss des zweiten Axoides weggelassen und die Uestimmung 
des Radiusvectors r, nur für eine Tlinie g aiisgefiihrt worden. 

IV.Fal1: S a m t l i c h e  Bliichen S s i n d  d e v e l o p p a b l e  S c h r a u b e n -  
f l ichen.  Da in diesem Falle 

ist, so sind die Gleichungcn (15) identisch erfüllt, d. h. r, und r, 
sind von der Richtung g ganz unabhangig und nur an die Be- 
d inpng  (11) gebundcn. Jede beliebige Gerade g, welche O, 0, recht- 
winkelig trifft, bestimint also cin Paar sich h g s  g berührender 
developpabler Schraubenflachen S, deren Rückkehrkurven die durch g 
als Tangente bestimmten Schrauberiliriien siud, welche sieh irn Purikte 
G brrühren, und durch wclehe wir gleichzeitig die beiden Flachen S 
nach der einen Scite hin begrenzt denken wollen. 

Trotz der Berührurig der Rüokkehrkurven in G rollen beide 
Flachen im allgemeinen mit Gleiten; denn V verschmindet nur dann, 
wenn die Bedingung (26) erfüllt i d ,  d. h. wenn g der Axenflkhe (40) 
angchort. 

12' 
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1st irgendwie eine einfache Mannigfaltigkeit von solchen Flachen- 
paa,ren S gegeberi, so gehoren zu jedem Paar Ton Rollkegeln zwei 
Axoide R, und R,, welche aber im allgemeinen nicht derelappabel sind. 
Der Parameter Q und der Zentralpunkt u, sind namlich bestimmt durch 
die Werte: 

T' Cf' Q ----IL L r i   in oc, 
g cos2 O ;  u1 - - - - sin 2 0 ,  

 in^ CI, + CL;' s i n h l  + or'e 2 

wo g wieder der Parameter der durch die Mannigfaltigkeit hestiminteri 
Axediache ist. Nach Gleichung (66) wird aber mit 

q = O ,  u = O auch r= O, sobald g $= O kt; d. h.: 

Si imtl iche A x o i d c  d e r  b e t r a c h t e t c n  A r t  h a b e n  i m  al lgemeinen 
d i e  g e o m e t r i s c h e  E i g e n t ü m l i c h k e i t ,  d ie  z u g e h o r i g e  Windungs-  
fliiche H n a c h  d e r  L i n i e  zc = O zu  b e r ü h r e n .  

In zwei Fiillen werden indessen auch die Axoide R zu Develop- 
pabe ln .  1st namlich: 

7' 
E, = konst., so w-ird Q = O ,  U, = - 

n n  oc, 

Bedeutet also Q eine gegebenc E'unktion eines Argumentes, 30 

konnen infolge der Gleichung: 

sin a, - v, = sin a, .  rp, 

die Projektionen der Linien zc = O auf die Ebene (yx) durch die 
Qleichungen : 

rl = g (sin cc, . 9,) + a;  r, = p (sin cc, . 9,) - a 

gegeben werden. Im Raume selbst sind dann die Linien u = O dadurch 
bestimmt, dass sie auf den Windungsflachen H liegeri, welche durch 
die Beziehungen: 

r, cotg a,; * = -- - 

9% 
a - r, cotg % 

vollstandig definiert sind. 
Die  b e i d e n  A x o i d e  s i n d  j e t z t  d i e  d i e s e n  Windurigsf l i ichen 

l i ings  d e r  L i n i e  u = O u m s c h r i e b e n e n  D c v e l o p p a b e l n ,  deren 
R ü c k k e h r k u r v e  e i n e  auf  i h r e m  p r o j i z i e r e n d e n  C y l i n d e r  l ie- 
g e n d e  K u r v e  k o n s t a n t e r  S t e i g u n g  is t .  

2) Es  wird ferner Q = O, wenn g - O, also r, - konst , u, - O ist. 
Mrahrend im vorigen Fa11 die Axenflache G eine durch die Zentrale 
0,0, gehende Ebene war, ist sic jetzt eine zu ihr normale Ebene. 
Sind r, und r, gegeben und die Richtungskegel vorgeschrieben, so 
~ i u d  auf diesen die Linien z . ~  = O bestimrrit durch obige Gleichurigen 
(100). Hierlnei tr i t t  der Ansnahinefall ein, class das Axoid R die 
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Windungsfliiche nicht im eigent,lichen S i m e  berührt, sondern nur 
insoferri j e t e t  d ie  auf  e i n e m  K r e i s c y l i n d e r  l i e g e n d e  L i n i e  
I I =  O d ie  R ü c k k e h r k u r v e  des  A x o i d e s  is t .  

3) Wir erhalten enaich den iussersten Fall der Spezialisierung, 
wenn wir zu den vorigen noch die weitere Bedingung: 

hinzunehmen. Die Axenflache ist jetzt die durch O, gehende Parallel- 
ebene zu O , .  Die Flikhe11 S, gehen über in ein Büschcl korizentrischer 
Ilotationskegel mit der gemeinsamen Spitxc in O, und der gemein- 
samen Axe O,. Figur 10 Tafel I V  zeigt ein derartiges Paar von Fliichen 
S in Grund- und Aufriss für das besondere Verhiiltnis 

so dass die mit gleichen Ziffern bezeichneten Erzeugenden beider 
Fliichen einmal zur Deckung gelangen. 

Jedes aus diesem Flachensystem S abgeleitete Axoid R, ist develop- 
pabel und hat die Linie u = O zur Rückkehrkiirve; jedes Axoid R., ist 
mit seinem Eichtungskegel identisch. Beide Flachen rollen stets mit 
Gleiten und zwar ist die relative Gleitgeschwindigkeit 

In Zusammenfassung des Vorigen erhalten wir demnach folgendcs 
Iiesultat : 

Zu jeder  D e v e l o p p a b c l n  RI,  de ren  R,ückkehrk i i rve  e i n e  
bel iebige d u r c h  Og g e h e n d e  L i n i e  des  K r e i s c y l i n d e r s  r ,  = 2 n  
ist ,  g e h o r t  a l s  e n t s p r e c h e n d e s  A x o i d  R, d i e j e r ~ i g e  K e g e l f l a c h e  
von der  S p i t z e  O,, w e l c h e  m i t  dein R , i c h t u n g s k e g e l  de r  Deve-  
l o p p a b e l n  R, e i n  P a a r  e n t s p r e c h e n d e r  R o l l k e g e l  b i lde t .  
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Uber den Stoss freier Flüssigkcitsstrahlcn. 

Über den Stoss freier Flüssigkeitsstrahlen. 

Von Diplom. hg .  Prof. F. WITTENEAUER in Graz. 

Die Untersuchungen über den Stoss freier Flüssigkeitsstrahlen auf 
schiefstehende Platten mit unbegrenztem oder begrenztem Abfluss sind 
bis heute wenig gediehen; die Litteratur über diesen Gegenstand ist 
geradezii dürftig zu nennen, die mitgeteilten Resultatt? sind durchaiie 
nicht übereinstimmend, die zu Grunde gelegten Annahmen oft nicht 
stichhaltig. 

Die Ergründung der Gesetze des TiTasserstosses ist jedoch ins- 
besondere vom Standpunkte der technischen Anwendüngen so not- 
wendig, dass es sich wohl verlohnt, eine moglichst allgemeine, wenn 
auch immer noch angenaherte Untersuchung vorzunehmen. 

Auf die Nichtiibereinstimmung mit den jetzt gcbrkxhlichen An 
gaben sol1 gelegentlich hingemiesen werden. 

1. Stoss auf schiefe Platte mit unbehindertem Abfluss. 

1. Ein runder Flüssigkeitsstrahl vom EIalbmesser r s tos~e  mit der 
Geschwindigkeit v auf eine rbene Platte, welche mit der Richtung des 

Strahles (Stoss Axe) den Winkel a einschliesst 
(Fig. 1). E s  stosst also in der Zcitcinheit die 4 Flüssigkeitsmenge 

Q = F . v = r 2 z . v .  

F Die Flüwigkeit sei relbungslos vorausgesctzt; 
auf das Eigengewicht werde keine Rücksicht ge- 
nommen. Nach der in der technischen IIydraulik 
üblichen, schan von Lagrange benützten An 
nahme bildet sich an der Platte ein konoïdischer 

FlüssigkeitskGrper aus, an desscn glatter Oberfliclie die nachstr6mencle 
Flüssigkeit mit unveranderter Geschwindigkeit v abfliesst. 

E; sol1 in einer besonderen Arbeit über  die Form dieses konoï- 
disçhen Korpcrs gezeigt werden, wie sich die strenge Kirchhoff'sühe 
Methode der Untersuchung einer Flüssigkeitsbewegung zu dieser An- 
nahme eines ruhrnden ZwischenkGrpcrs stellt. lIeute ist es noch nicht 
gut mijglich, etwas Bcsscres an desaen Stellc zu setzen. 
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Wird von dern Eigengewichte abgeseheri, su dsrf mgmoiruneil 
merden, dass bei normalem Stosse (a: = !)O0) die Flüssigkeit am Konoïde 
mit einer Starke 6' abfliesst, die für gleiche Ent- Gig. 2 

fernungen von der Stoss-Axe dieselbe ist (Fig. 2). 
Auf Grund dieser Annahme wird für den normslen 
Stoss die Glcichung entwickelt: 

Y P = , .  Qu, , -.--%A+ 

worin y das Einheitsgewicht der Flüssigkeit ist, 
und g = 9 . 81" p. S. Dabei ist vorausgesetzt, dass 

41 
die Platte hinreichenù g o s s  oder der sogenannte 
Randwinkel = 90' ist. 

-\' 
Bei achiefern Stovse ( a  < 90°) ist die Annahrne, dass die Flüssig- 

keit an1 Xonoïde in gleicher Stiirke abfliesst, hinfiillig. Hier ist die 
Starke d der Flüssigkeitsschicht oKenbar eiiie Funktioii des Wiiikels y 

(E'ig. 3), den der abfliesscndc Fliissiglieitsfde mit der Stossrichtlulg 
bildet und überdies eine Funktion Wig. s 
der Plattenstellung cc. 

Die Annahme einer unbegrenzt 
grossen Platte (Randwinkel = 90') 
und des allseits unbehinderten Ab- 
flusses soll vorlaufig noch bei- 
behalten werden. 

E'ig. 3 zeigt den zur Str6niung 
normalen Querschnitt der abstro- 
menden Flüssigkeit Kngs eines in 
der Platte liegenden Kreises, dessen 
Mittelpunkt O im Schnitte der 
Stoüsaxe mit der Platte liegt. Der I-Ialbmesser Q dieses Kreises ist 
beliebig, soll aber gross gegen r vorausgesetzt werden. Da die 
Flüssigkeit nach allen Richtungen der Flatte abfliesst, wenn aiich in - 
verschiedcner Machtigkcit, so dai-f angenommen werden, dass die ein- 
zelnen E'aden in der Richtang der Radicn des Kreises p abfliessen. 
Für die aussersteri Grerizfiidcn ( q ~  = O mit der Stiirke a,, cp = n mit 
der S t a r k  8,) ist diese Voraussetzung richtig; fiir die iibrigen ist sie 
wahrscheinlich; ein etwaiges geringes Bbweichen des abfliessenden 
Faderis von der Richtung cles Halb~riesaers Q würde unsere Resultate - 
nur wenig beeinfliissen. 

Die Lage des abfliessenden Faderis soll demnach durch den Winkel q 
arigegeben werden, welclieii er mit der Neigurigslinie der I'latte bildet. 
Es ist 
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184 Über dcn Stoos freier Fliissigkeitsstrahlen. 

cos p = COS lx - COS rp. 

W i r  ziblen rp von O bis z und von O bis - z. Die StWrke 6 des ab- 
Hiessenden Flüssigkeitsfadens wird dgemein  eine Punktion von g ,  p 
und a sein. 

2. Der schiefe Stoss des Flüssigkeitsstrahles kann wohl am besten 
aus Betrachtungen über die Schwerpunktsbewegung abgeleitet werden. 
Nennen wir dM die im Zeitelemente d t  zum Stosse kommende Flüssig- 
keitsmasse, BO ist 

c l J f = z .  Fv. d t  = y Q rit . . . . . . . 1) 
9 9 

Dieselbe Masse stromt in  derselben Zeit durch den . oben ermiihnten 
F'liissigkeit~querschnitt langs des Kreises Q iind bildet dort einen King 

Big 4. (Pig. 4) von der Dicke d g  = v d t  und der ver- 

I %iiderliühen H5he 8; es ist also auch 

r 2 ~ = 2 x v  d t  cîg. d y ,  
9 / 

woraus mit Benützung von Gleichung 1) 
lz 

F = r 2 z = 2 J ~ . d c p  . . . 
O 

2 )  

worin A = S g = P ( p ,  a). . . . 3) 

nur mehr eine Funktion von p und a k t .  Der Schmerpuukt s dieses 
Ringes liegt iiber O in der Neipgs l i i i i e  der Flatte; seine Geschmindig- 
keit sei I ) , .  Beachtct man nun, dass die Masse dieses Binges eine ge- 
misse Zeit vorher einen Sei1 dlCl des ausfliessenden ~ t r a h l e s  gebildet 

Fig. 5 .  
hatte (Fig. 5) mit durchaus gleicher Ge- 
schwindigkeit v, so kann nach einem bei 
stationgren Bewegungen üblichen Vorgange 
die Erscheinung auch so aufgefasst werden, 
mie wenn im Zeitelemente d t  das Massen- 
element d lCf aus seiner Lage im ausfliessen- 
den Strahle in jcne. des Ringes übergegan- 
gen ware, wiihrend die zwischen diesen 
Lagen befindlichen Flüssigkeitsk6rper in 
Ruhe gebliehen wk-en. 

Nennt man P den in der Riçhtung der Strtimung auf die Platte aus- 
geühteri Dniük, so ist naçh dem Satze vorn Antrieb, auf die Schwer- 
punktsbewepng des Massenelementes d M  angewendet, 

d X ( v  - v, cos cc) - P . d t  
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d M  Y . . .  P = - - (v - T i ,  cos a) = (j (v - 27, cos u) 
(1 t 9 

Beachtet nim fcrner, dnss in der Biohtung der Platte gar keine Kraft aiif 
die stromende Flüssigkeit ausgeübt wird, so muss nach dem Prinzipe 
der Hewegung des Schwerpunktes 

d N ( v ,  - v cos a) = O . . . . . . .  5) 
oder v,= v cos CL . . . . . . . . .  6) 
sein, woraus Gleichung 4) übergeht in 

Diese Gleichung für den Parallelstoss auf eine schiefe ebene I'latte 
stimmt mit den Angaben von Grashof, Rühlmann und SçheEler übcrein. 
Hingegen findet Weishach auf Grund einer ganz willkürlichen Über- 
legung 

welche Angabe auch in die ,,HiitteU übergegangen ist. Andere An- 
gaben sind: 

Broch 

3. Der Norrnalstoss auf die Platte kann ebenfalls direkt aus der 
Schwerpunktsbewegung entnommen werden. Benützt man den Satz vorn 
Antriebe für eine Kichtung, die zilr Platte senkrccht steht, so ist 

d M  (v sin a: - v, . cos 90°) - 37. d t ,  
woraus 

N = Y - Q v s i n a :  . . . . . . . .  
9 8) 

Diese Gleichung stimmt mit den Angaben von Grashof', Bühlmann und 
Itesal überein. 

4. Die Lage des Schwerpunktes s des Ringes, oder seine Ent- 
fcrniing von O h b g t  von der veranderlichen Stàrke 8 des Ringes 
ab und zwar ist 

n 

7. d ~ =  2 I p  cos 
O 

worin das Illassenelement des Ringes 

. . . . . . .  d m = x ~ d i p . v d t  
g 

9) 

also nach 1) 
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186 h e r  den Stoss freier Fliissigkeitsstrahien. 

woraus nach Vergleich mit 6) 
d 

F c o s w = 2 f ~ c o s y 1 . d y 1 .  . . . . . 10) 
O 

5. Der Parallelstoss eines freien Flüssigkeitsstraliles auf eine schiefe 
Platte kann nach von einern anderen Gesichtspiinkte betrachtet werden, 
der für die Ermittelung der Stiirke S der abfliesseriden Flüssigkeits- 
faden von Redciitiing ist. 

G a u s s  hat bei Aufstellung seines Prinzipes des kleinsten Zwanges 
den Zwang eiiies materiellm Punktes in folgerider Weise defiriiert: 1st 
1V ein bewegter materieller Punkt von der Masse d m ,  N seine Lage 
nach dem Zeitelemente d t  bei freier Bewegung, & seine Lage riach der- 
selben Zeit bei gezwungener Bewegung, so ist 

dtn  . Nij2 
der Zwaiig, der auf die Bewegurig des Punktes aiisgeübt wurde. 

In  Lhnlicher Weise mag hier der Zwang definiert werden, den ein 
Flüssigkeitsteilchen d m  durch die ablenkende Platte erleidet. Ware 

Fig. 6. das l'lassenteilchen in i'lT frei, so würdc cs 
~ I I L .  L- in der Zeiteinheit nach x gelangen, wenii 

i1.cc 
-\,,c 

X N =  v ist; durch die Platte wird die Be- 
wegung um den Winkel p abgelenkt (Big. 6) 
und das Masseriteilchen gelangt in der Zeit- 

einheit nach &, wohei ebenfalls M &  = 7, ist. Der Zwang, der aiif rlns 
Teilchen d ~ n  ausgeübt wurde, kann gemessen werden durch 

d m .  m2- d m .  e2 
oder, da 

e = 21CiTlli'. sin = 2v sin E, 
2 2 

durch 
2 d m  . v2 (1  - cos 

und nach Gleichung 9) 

2 v 3  (1 - COS p)  Y A drp rl t .  
9 

Somit ist der Zwang des Massenteilchenfi in der Zeiteinhejt 
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Von F. WITTE~BACER. 187 

und der Gesamtzwang der stromenden Fliissigkeit in der Zeiteinheit 

Z = 4 u 3 j ( 1  - cos p) . A d'p. 
9 

n 

Nun ist 

also 
COS p = COS a: . COS cp, 

7l 

und da nach deri Gleichungen 2) und 10) 

2) . . .  F = 2  A . d r p i i n d F c o s a : = 2  A c o s r p - d r p  . .  IO) / 1 
so folgt 

Y 2: 2 Y E' ,i.i3 sin2 a: = 2 -- Q v 2  sin2 a: 
9 9 

und durüh Vergleich mit 7) 
2- 2 P v  . .  11) 

Nach dieser Auffassung ist der Zwang eine Arbeit in der Zeiteinheit, 
eine Leisturig. 

6. Von hesonderer Wichtigkeit ist die Bestirnmting der Stirke der 
ahfliessenden Wasserfiden, oder da wir 

gefunden haben, die Bestimniung der Funktion 

A = - ~ " ( L L , ~ )  . . . . . . . . .  3) 
Diese Funktion muss dcrart erniittclt wcrden, dass sie auch die Grcnz- 
Fille a: = 90° und a: = 0 einschliesst. 

Zunachst rnuss A den obenstehenden Gleichungen 2) und 10) 
geniigen. Ï h e r d i e ~  hat A folgende ails der Natilr des Gcgenstandes 
zu entnehmende Redingungen zu erfüllen: 

r e  1. fur a: = 90n muss A = - - werden; denn bei normalem Stosse ist 
2 

d' konstarit und Gleichung 2) geht in re n - 2% A über; 
2. eine VerRnderung von a in - a: darf A nicht verandern; 
3. eine gleichzeitige Veranderung von a: in TC - a und von cp in 

n - cp darf A nicht andern; 
d A  

4. muss Nul1 sein für rp = O und cp = n ,  da im Gegenfalle die 
drp 
P'lüssigkeit nach beiden Seiten der Neigungslinie der Platte mit 
scharfer Kante abfiiesseii müsste; 
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188 b e r  den Stoss freier Fliissigkeitsstrahlen 

5) für n - O muss A = O sein für jeden Wert von rp, der von O 
verschieden kt; 

6) fiir a: = O und rp = 0 muss A = f>o sein; dann fliefist nii,mlich 
die ganze Fliissigkeit in der Richtung der Neigungslinie ab 
und es ist: A .  drp = F. 

Trotz dieser vielen Bedingungen giebt es sehr riele Ounktionen, 
welche für A gewahlt werden konnen. Um diese Willkür moglichst aus- 

Fig. 7. zuschliessen, sol1 der früher besprochene, 
auf die stossende Flüssigkeit ausgeübte 
%wang naher untersiicht werden. 

Dieser Zwang lasst sich vorteilhaft 
in folgender Weise darstellen. Wshlt man 
als Halbmesser p des Flüssigkeitsringes 
die Gesçhwiridigkeit v ,  so ist \vie früher 
der auf die Zeiteinheit bezogene Zwang 

d m  
eines Massenteilchens d Z  = -- e2, worin 

d t 

(Fig. 7) wieder NI,) = e ist. Projiziert man N orthogonal auf die 
Neigungslinie der Platte nach P, so ist 

Der erste Sei1 d%, stellt den Zwaug des Massenttdcheiis normal zur 
Platte, der zweite Sei1 dZ, jenen in der Ilichtiing der Platte, herror- 
gerufen durch d m  Widerstand des Konoïdes, dar. Ebenso kann der 
Gesamtzwang aller Massenteilchen dargestellt werden durch Z= Zl + Z,, 
worin 

den Zmang normal zur Platte, 

den Zwang in Itichtung der Platte darstellt. Da N P  - v . sin a fiir 

alle Massenteilchen dieselbe Grosse besitzt, so ist 

und da nach Gleichung 1) d LW = y Q . d t 
9 

Z -X&v%in2a:  
l-9 

und sornit riach Gleichung 7) Z, - Pu. 
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Von F. WITTEHHA~BR. 

Feriler ist naçh Gleichung 11) Z = 2 Pu,  
Z 

saniit ist Z, = X2 = , 
7. MTiihrend der Norinalzwang 

sich nur mit dem Massenteilchen selbst iindert, ist der in Richtung iler 
Platte ausgeübte Zwang 

d m  -- d Z  - -  . f Q z  
2 -  d t  

aiich van der veranderlichen Entfcmung PQ abhiingig. Es  sol1 iiun 
die (übrigens sehr wahrscheinliche) Hypothese eingeführt werden, dass 
die Flüssigkeit sich auf der Flatte derart verteilt, dass der Zwarig in 
der Richtung der Platte nach allen Seiten gleiche Grosse hat. l):inn 

müsste d Z ,  von der Stellung des Massenteilchens d. h. vom Winkel cp 
vollig unabhangig sein. Nun iut nach Gleichung 9) 

5- - - Y- v A d r p ,  
d t  g 

femer ails Fig. 8 : 

und da MQ = v,  MP = v cos a 
-- 

P Q' = v2 (1 + C O B ~  a - 2 COS a: cos <p). 

Es ware also 

d Z ,  = v 3  A (1 + cos2 a: - 2 cos a cos 9) . d<p 
9 

und es müsste somit 

~ ( 1 + c o s 2 a i - ~ c o s ~ c ~ ~ ~ ) = A ( ~  + c o s % - 2 2 0 s ~ )  

von y unabhangig sein. Vcrgleicht man damit 
Gleichung 3), so fol@ 

A y F ( p ,  OL) = 
k 

1 + c o s e  ai - 2 COB p' 

worin k nur nlehr eine Funktion von a k t ,  welche den oben an- 
geführten B e d i n p g e n  zii entsprechhen hatte. 

Um diese Funktion zu ermitteln, benütze man eine der Gleichungen 
2) oder 10); beide rnüssten, falls oben benützte Hypothese gleichen 
Zmanges richtig ist,, für 7; denselben Ailsdriick liefcrn. 

Gleichung 2) geht über in: 
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190 t'ber den Stoss freier Flüssigkeitçstrahlen. 

worin 

Nun ist 

2 cos Cr m - ---- 
1 + C O S " ~  

also 

und 

Gleichung 10) geht über in: 

F 
cos a = 

O O 

Nun ist 
cos <p d<p 

1 - m cos y 1 - ?n cos rp 

und 
n 
c o s q d r p  n: 1 ---- 1 COS oc (1 + cose oc) 1 = , z - .  
1 - m cos rp slLIPor ' 

also 
F r P  7c k n cos oc 
C O S  a = - COS a = 
2 2 sinP a 

uiid f ü r  7c folgt wieder der Wert: 
r'l 

. sin". 

Mau e r t d t  also für A folgende Beziehung: 
T * A =  - sinY oc 
2 1 + COS" - 2 COS Cï COS <p ' . ' 

Sie ~ntsprieht thatsachlich den ser,hs in Art .  6 aufgestellten He- 
dingungen, wie nian sich überzeugen kann. 

L)aniit is t  auch die Starke der abfliesseuden Flüssigkeitsfiden: 
A fi:----. sine or 

&7 2 Q 1 + cose or - 2 cos or cos 9 

an jeder Stelle y und für  jede Neigung a der l'latte bekarlnt. 
1 

Für a = 90° ist 8 = an allcn Stellen dasselbe. Den gleichen 
'2 P 

r 2  
Wert - für 8 erhilt  iuxn aber aiich, wenn mail g, = i u setzt. Es 

2 e 
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giebt also stets zmei Flüssigkeitsf2dcn, welche bei geneigter Platte (a) 
dieselbe Starke beibehalten wie bei normal gcricliteter Platte (a: = 90); 
sie fliessen zu beiden Seiten der Neigiingslinie der T'latte unter den 
Winkeln rx: gegen dieselbe ab. 

II. Stoss auf schiefe Platte mit behindertem Abflusu. 

8. Wahrend bisher angenommen wurde, dass der auf die Platte 
stossende Strahl nach d e n  Seiteri der Platte frei abfliessen kanii, sol1 
jetzt eine beliehige R e w e p n g  des Big. Y .  

Abflusses vorausgesetzt werden. 

Es Sei wieder O der Schnitt der 
Axe des stossenden Strahles mit 
der Platte (Fig. 9), 76 der beliebige 
auf der l'latte gezogene Kreis vom 
Halbmesser g ,  an dessen Umfang 
wir die Stiirke S der Elüssigkeit 
inessen, v, die Geschwindigkeit des 
Schwerpunktes des Flüssigkeits- - 

ringes vom Halbinesser p, die Masse dieses Bingcs 

Wihrend v ,  bislier in  die Neigungslinie der Platte fiel, mird ihre 
Richtung jetzt durch das Hindernis beeinflusst und es ist f ü r  
dic Berechnung des Stosses nur mehr jener Teil v,, von v, rnassgebend 
der in die Neigungslinie der Platte fgllt. Die Gleichung 4) mird 
denmach iri folgender Forru zu benüixen sein: 

Y . . . . . .  P = Q  (v - us,- cos a) 
Y 13) 

Um v,, zu finden, berrierke man, dass das unter dem Wirikel gp ab- 
fliessende Massenteilchen 

in S an die Begrenziing stiisst und daselbst einen norinaleil Gegeil- 
druck dA7 hervorruft, der mit Anwendung von Gleiçhung 8) 

Bezeichnet man mit I+!J die Neigung der Normale in AT gegen die 
zur Keigungslinie O Y  der Platte serikrechte Geraile OX, so iat 
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1% o b e r  den Stous fieier Flüssigkeitsstrnhlen. 

Von diesein Normaldruck d N  beeinflusst der zu O Y parallzle Teil 
d N .  sin + die Sçhwerpunktsgeschwindigkeit val in der Riçhtung der 
O Y ,  derart, dass Gleichung 3)  iibergeht in 

<P. 

d H  (v,,- vcoscr)= J ' r l ~ .  sin +, 
rp, 

worin rpI cps die den Endpunkten ,Tl AT, der Llegrenzung entsprechendei~ 
Werte von cp sind. E s  wird also 

'p2 

d M  (v, - v cos a) = Y v 2 /  A  sin l sin + d y  dt, '  
i' 

'Pl 

oder 

& (v,, - v cos u)  = v2J A  sin A s inqdcp ,  
<Pi 

woraiis in Verbindung mit 13): 
<P. 

Setzt man wieder (S = F v = r% v und nach 12) 
T A = - .  sine a! 

- - - - 
2 1 + cos2 LY - 2 cos n cos r p 7  

so wird: 

~ = Y & u s i r i %  . . . . . 
9 14) 

worin 

2 Cos n und m - ---. 
1 - m cos q 1 + cosP, 

'P 

9. 1st die Gleichung der Begrenzung der abfliessenden E'lüssigkeit 

F(r; = O  
Fiy. IO. in Polarkoordinaten, so ist (Fig. 10) 

I 

r d r g  d r  
sindl =--, cos A. = - -  

ds d s  

sin + = sin (rp - A) 
1 

- - '. d s - (s inrp.dr+r(:osrp~i/ lg;) ,  
.--. 

l - 2 -- 

d s  - U , , - 2 + r 2 . ( / v B  

und somit 
'Pl J=S m ' s i n  rp + ye  cos (F 

- - d ~  . . . . . 16) ( r P  + 7' Y )  (1 - nl cos cp) 

LY 
d l  

worin r' = - Ledeutet. 
d Y 
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10. 1st die Neigung der Platte w = 90°, so wird PL = O und nach 
Gleichung 14) 

p = Y  Q v sin2 a,  
9 

also ganz unaiohangig von der Art der Beg-renzung. Bei normalem Stosse 
hat, also die Regrenzring der abflie~senden E'lüssigkeit keinerlei Einfluss 
auf die Grosse des Stosses. 

1st cc nicht 90°, so wird nach 14) 

die durch die Begrenzung hervorgerufene Verminderung des Stosses, be- 
zogen auf die Einheit, bedeutet. 

11. Es sollen nun für einige einfache Begrenzungsformen die Grossen 
der Verminderung K bestimmt werden. Die Begremung sei zuniiçhst 
ein mit k (Fig. 9) konzentrischer Kreisbogen vom Halbrnesser B. Dann 
i d  r = 22, T'  = O und 15) geht über iri. 

cos <p d~ 
- 

1 - nt cos <p ' 
<p. d a m  wird 

Hierin sind 
2 cos a nz = -- 

sine LY 1 + m. n 

2 ' 

Bezeichnet man den wiederholt vorkoinmenden Ausdruck 
2 (1 + cose a) v . arc tang ( cotgL a-. t g  - - ]  = A, 

sine u 2 2 

so ist die Verniinderung 

1st y, = n, so wird 
7t (1 + coss a) A - 7p~ - '- 8 l L I 2 ~  

und 
Zeiisclirif't f. Xatheniatik 11. IJhyeik. 46. Band. 1901. 1 u. 4. Heft. 
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194 Über den Stoss freier Flüssigkeitsstrahlen 

1 
R = - [ A  - - ez cotgz .]. 

4% 

Für eine Kreisbogenbegrenzung von nebenstehender Form (Fig. 11) 
wird also 

E'ig. 11 
1 

3.- [A, - cpl - 2. cotg2 ir] . . . 17) 
z!7 

und für d m  Halhkreis (p, = S) : 
1 + cos" 

arc tang (cotg' i) - - cotg* a . 18) 
n sin% 

1st <pl = O, so wird A, = O und Gleichung 16) 
geht über in 

1 
"=&,-%] 

und für eine Kreisbogenbegrenzung von nebenstehender Form (Fig. 12) 

Für den Halbkreis va = wird hier ( 7 
1 + cose a! K-' - ----. 

4 z s l n e a  arc t m g  (cotg> :) . . 20) 
1st das Hindernis ein vollstiindig geschlossener 

Kreis, so hat ruan die Gleichungen 18) u~id 20) zu 
addieren; man hat dann K = - cotg2 CY iind den Stoss 

Hier hat also die Stosskraft tlieselbe Griisse wie bei normalem 

Fig.  19. Stosse. 

Us, 12. Die Degrenzung sei eine Gerade 
von der Neigung /3 gegen die Neigungs- 
linie der Platt'e und von beliebiger Lange 
(Fia. 13). 

Hier ist #J = /3, Â = gp - P 

1 - W b  CO3 lp 

.f. ; VI VL 

und die Verrninderung des Stosses 

7n sin p 1 - m cos y I ( - - .  J =  
4 n 4 z 

[cos /3 loCr - I - - IIL COB - 2 9, - s i n o  ( c ,  - cp, + A ,  - A , ] ]  

worin A die in Art. 11 gegebtne Bedeutung hat. 
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Im besonderen ist für /? - 0: K = 0. So ist also hei neben- 
stehender Begrenzung (Fig. 14j 

wie bei uribehindertem Abfiusse. 
Dieser Ausriruck für den Stoss bei zweiseitigem Ab- 

flusse innerhalb paralleler Geraden wurde von Weisbach 
ltuf anderem Wege gefunden. 

l z  
Biir /? = - und cp, = n wird 

2 

Fig. 14. 

somit für eine gerade Begrenzung von untenstehender Anordnung 
(Fig. 15): 

Dieser Ausdruck stimmt mit Gleichung 17)  übercin; also haben die 
Gerade und die in Fig. 15 punktierte Kreislinie als Begrenzung der 
abfliessenden Flüssigkeit dieselbe Veminderung des Stosses zur Polge. 

Fig. 15 Fig. 16. 
Fig. 17. 

7c 
Für B = - und rpi = O wird K = - g? - A 2 J 2  J 

und für obenstehende Anordnung (Fig. 16): 

übereinstimuiend mit Gleiçhuug lOj .  Auch hier also haben die Gerade 
und der in Fig. 16 punktierte Kreisbogen den gleichen Einfluss auf 

den Stoss. 

Addiert man die für Fig. 15 und 16 geltenden Werte von K, so 
erhalt inan für  obensteheiid (E'ig. 17) gezeichnete Begrenzung die Ver- 

. - 

Sind die bciden parallclen Geraden hinreichend h g  und ersetzt 
man dieselben nach der oben gemachten Bemerkung durch die piink- 

13" 
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196 i'ber dm Sto63 freier Fliissigkritsstrahlen. 

tirten Kreisbogen (Fig. 18), so kann an Stelle der letzteren mit An- 
naherung ein Vollkreis gesetzt werden und es wird d a m  E = - cotg2 a, 

Fig 18. 2' = Y & v, wie bei norrnalem Stosse. 
.- --  9 

1st die Begremung ein Rechteck (Fig. 19), 

1'" ' so ist K dasselbe wie für Fig. 17: 
b 

K = [A, - A, - Tl + Fi + 2z cotg' a]. 
2 n 

,,' Für eine geradlinige Begrenzung nach Fig. 20 '. -- --_____-- /' wird 
sinJP K=--( 2 n cos /3 . log (1 - m cos T,) (1 - m COS rp,) 

13. Die 

Fiu. 19. 

Begrekung sei parabolisch, O der Brennpunkt der Parabel 
(Fig. 21). Dann ist 

rP . 
Y = ---- T ' = - - - s i n c p  

1 - c o s y >  P 

und nach Gleichung 15) für untenstehende Anordnung der 
Begrmmng 

woraus die Verminderung des Stosses 

Fig. 21. 

Big. ?O. 

Fig. 22. 

Für entgcgengesetzte Anordnung der parabolischen Begrenzung 
(Fig. 22) wird 
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Von E'. WITTENBALER. 

P ,,- = 
, r e  . 

1+coacp7  = $  sln rp, 

1 + cos rp J =  
1 - ~n cos rp d v  

'Pz 

'Für seitliche Stellung der Parabel (Fig. 23) ist 23 

P Y = ---- 9- y 
Tt=--.COS<p, 

P T"'. y6~.., , 

Ein Vergleich mit Gleichung 16) lehi-t, dass in diesem Falle die 
Vermindermg des Stosses halb so gross ist als bei kreisformiger Be- 
grenzong innerhalb derselben Grenzwinkel (punktierte Linie). 

Tig. 24. Fig. 25. 

14. Die Begreuzung sei eine gleichseitige Hyperbel (Fig. 24). 
Hier ist 

ne 
r 2 = - _ _  

aZ sin 2 rp 
c o s 2 < p '  ?-yt=--- cose 2 rp 

T T '  sin cp + r%oe rp cos q cos 2 cp 
( rS  + r r Y )  (1 - 7% cos rp) I - n c  cos cp d v -  

Für rp2 - z - gpl ist d a m  die Verniindermg des Stosses 
2 

K - &[(A, - A ~ )  )$ - 1) - sin 2<p, - - me (2rp, - z ) ] ,  21) 

worin wie bisher 

Für eine Begrenzung nach Fig. 23 ist 
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198 uber den Stoss freier Fliisvigkeitsstrahlcn. Von F. WIT~ESRALEII 

und 

Ebenso wird fur die Anordniing nach Fig. 26 

und 

Setzt men v, = z -- q, iind addiert die fiir Pig. 25 iind 26 gel- 
tenden Ausdrücke für K, so erhalt mail f ü r  eine Begremung nach 
Fig. 27 

3C 

+ s i n 2 p , - ~ ( n - 2 p , ) - , c o t g 2 a ( ~ + c o s 2 a ~  711 . 
Fig. 27. 

1 

Fig. 26. 

Fig. 28. 

O 

Y2 
Y2 

Y2 

Addiert man die Ausdriiçke 21) und 22) ,  so wird fiir die durch 
Fig. 28 dargestellte Begrenzung 

und der Stoss auf die so begrenzte Platte: 
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Über einige Anwendungen der Kinematik veranderlicher 
Systeme auf Gelenkmechanismen. 

Von P. SOMOFF in Warschau. 

1. E s  wercie die Bewegung eines gesetzmassig-veranderlichen Syst'ems 
durch 91. z ~ i  dieseru Systeme gehorende Punkte bestinirnt. Wir  wollen 
diese Pnnkte die G r u n d p u n k t e  des Systems nennen. nieselben konnen 
entweder alle voneinander iinabhiingige Bewegungen ausführen, oder 
sind diese Bewegungeu durch gewisse Bedingungeri verbunden, wie 
z. B. beim festen Korper die Bedingung der Unveranderlichkeit der 
Entfernungen zwisclien seinen tirei Grunrlpunkten. In beiden F;illen 
kiinnen wir uns einen Gelonlimechanismils vorstellen, in welcliem 2% 

Punkte im Stande sind, beljebige für die Grundpunkte des gegebenen 
veranderlichen Systems iuogliche Bewegungen auszuführen, und noch 
eiil rieuer, (n + 1)-ter Piirikt sich so bewcgt, als ob er demselben ver- 
anderlichen Systenie angehorte. W i r  k6nnen sagen, dass ein soleher 
Jhhan ismus  die Bewegung des gegebenenen veranderlichen Systems 
dars te l l t .  

Es  werden hier nur ebene veriinderliche Systeme und dernent- 
sprechcnd solche Gelenkmechanismen betrachtet werden, deren siirnt- 
liche Glieder parallel einer und derselben Ebene sich bewegen k6nnen. 

Solche Gelenksysteme k6nneri Anwendung auf verschiedene Be- 
wegungstransformationen finden. W i r  beschriinken uns jetzt auf die Be- 
trachtung solcher Nechanismen, wclchen das ahnlieh-veranderliche und 
das affin-veranderliche System zu Grunde lie& 

2. E s  sind verschiedene Gelenksysteme bekannt, welche die Be- 
wegung eines ahnlich-veranderlichen Systems darstellen. TVir erwiihnen 
nur das einfachste derselben, welches unten mehrere Bnwendungen 
findrn wird: den verallgemeinerten Pantograph (Plagiograph) von Syl- 
vester.') Zwei ahnliche unverrtnderliche Dreiecke ABC und A'U'C' 
(F i6  1) sind in den Ecken B und A' durch eine Drehpaarung ver- 

1) x a t i i r ~ ,  1875, S 168. Hiiimrster, T,ehrbiir.h der K i n ~ m a i i k ,  S 562 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



200 Über einige Anwend. d. Kinematik veriinderl. Systeme auf Gelenkmechanismen. 

bunden und es ist durcli die Seiten BC, A'C' und zwei neue Glieder 
C D  und ein gelenkiges Parallelogramm gchildct; d a m  bleibt 

Fig. 1. 
das Dreieck AB'D bei jeder Be- 

B' wegung des Systenis sich selbst 
ahdich. Zwei von den Eckeii 
dieses Dreiecks k6nnen als Grund- 
punkte des System betrachtet 
werden. 

Wir  wollen weiterhin dieses 
System, der Kürze wegen, das 
S y s t e m  A nennen. 

3. Um eiiien Gelerikmeiihanisrilus zu bildeu, welcher die Bewegurig 
eines ebeneii affiri-veriinderlichen Systems darstellt, muss man folgende 
Eigenschaften dieses Systems beacliten: 1. seine Bewegung wird durch 
rlrei nicht in einer Geraden liegende Pnnkte bestimmt; 2. jede Qerade 
cles Systems bleibt eine Cerade wahrend der Bewegung desselben; 
3. parallele Gerade bleiben inirrier parallel; 4. die Verhiilhisse gerad- 
liniger paralleler Strecken bleiben bei jeder Deforniation des Systenls 
konstant; 5. insbesoiidere findet das letztere auch bei Strecken eiuer 
und dersclben Geraden statt. Aiif Grund der ersten drei von den ge- 
nannten Eigenschaften erhalten wir zuerst eine spezielle Art des ge- - - 

suchten Gelenksystems, wenn wir vier Punkte auf solche Weise mit- 
einander verbinden, dass dieselben bestandig die Ecken eines Parallelo- 
grarnms bilden, im übrigen aber freie Bewegung behalten. Es  sei 

Fig 2. 
1% M , J f n f ,  (Fig. 2) irgend ein Parallelo- 

l~ gramm; durch einen im h e m  desselben will- 
kürlich angenommenen Punkt A ziehe man 
die den Seiten des Parallelogramms parallelen 

B Geraden R C und D E  und verbilide die Schnitt- 

1 1 punkte B, C, D, E mit den Rcken und mit 

n M2 dem Punkte A durch starre Gelenke. Wenn 
M,  man dann in allen 9 Punkten Drehpaarungen 
einführt, so bekomnit man ein Gelenksptem (E'ig. 3), in welchem die 
Punkte NI, M2, &13, 31 der gestellten Forderurig geriügen. 

Wir  werden weiterhin dieses Gelenksystem das S y s t e m  B nennen. 
Uni von diesem Systeme zu einem allgenieineren überzugehen, in 

welchem der vierte Punkt 31 des affin-verinderlichen S ~ s t e m s  nicht in 
der Ecke des durch die drei Grundpunkte bestimmten Parallelogramms 
lie@, brauchen wir nur noch xwei pantographische Elemente hiruuiu- 
f i i n  wir b ilden nimlich (Fig. 4) A I I P Y S ~  d:is Paralle1 ogramin 
, ~ J ~ ~ ' M J 1 3 ' ,  in welchem die Ecken JI; und 31, den Geraden JfL AI2 
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Von P. SOMOFF. 201 

nnd 1J!fLX3 angehtiren und verbinden die Punkte M , ,  ni,', Mi, Jf durch 
ein (*elenksysteni B. Damit die Punkte JI2' und Jq deinselbeil 
veranderlichen Sÿsteme angehoren, welches 

F i g  3 
durch die Punkte Ml, JI3, M, bestiirirnt wird, 
müssen sie diirch zwei gewGhnliche Panto- 

M: 
paphen mit den Punkten JIl, M2 und NI, B3 mc, 
verbunaen werden, damit die Verhaltnissc 
~71, M2 : 171, M,' und 31, Jf3: MJ' konstant 
bleiben. 

In den Figuren 4, 5 und 6 sind solche e D' 
M: AT; Gelenksysteme dargestellt; sie uriterscheideri 

sich niIr diirch verschiedene T q e n  des Piiiiktes ill gegen clic drei - 

Grundpunkte, wodurch eine verschiedene Anordnung der Pantographen 
erforderlich wird. Jedes dieser Systeme, welche wlr weiter als Systeme C 
heseichen werden, besteht aus 16 Gliedern. 

4. Alle Mechanisrneri, in welchm clas System A oder B oder C 
die Grundlage bildet, k6nnen in Gruppen zusammengestellt werden, je 
nach der Art und Weise, auf welche ein 

I"ig 4 
solches Syatem zwailgl5ufig pemarht wird. 
Indem man beachtet, dass ein ebenes iihnlich- 
v~rh le r l i ches  System 4 und ein ebeues affiw 
reriinderliclies System 6 Preiheitsg-ade be- 
sitzt und dass in nnserem Falle, wo niir 
isoliertc Punkte dieser Systeme gegeben 
sind, die Verminderurig der Freiheitsgrade 
nur dadurrh erreicht werden kann, dass diese 
Piinkte bestimmte Tlinien zil beschreiben ge- 
zwungen oder festgehalten werden , kann 
man folgende Gruppen von Mechanismen 
aufstellen. 

1. L h n l i c h - v e r a n d e r l i c h e s  Sys tem.  

a) Ein Punkt wird festgehalten und 
der andere Grundpunkt beschreibt eine gegebene Rahn. 

b) E s  sind dle Bahnen zmeier Punkte und das im allgerneinen 
veriinderliche Verhiiltnis ihrer (Trsrhwinrligkciten grgeben. 

c) Drei Pimkte werden gezwungen, bestimnite Bahnen zu be- 
schreiben. 

II. A f f i n - v e r % n d r r l i c h e s  Sys tem.  
a) Zwei Punkt,e werden festgehalten und drr dritte Griindpunkt 

beschreibt eine gegeberie B a h .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



202 Eber einige Anwend. d. Kinematik veranderl. Systemc auf Gelenkmechanismen. 

b) Ein Punkt bleibt unbeaeglich iiiid es sind die Bahnen zweier 
anderen Gr~indpuiiktc sowie ihr Geschwindigkeitsverhaltnis 
gegeben. 

c) Ein Punkt bleibt fest, drei andere Punkte beschreiben ge- 
gebene Bahnen. 

d) E s  sind die Bahnen rlreier Punkte und die Geschwindigkeits- 
verhiiltnisse derselben gegeben. 

c) 14:s siud die Bahnen von vier Punkten nnd das Geschwindig- 
keitsverhiiltnis von zweien derselben gegeben. 

f )  Fürif Punkte werden gezwungen, gegebene Rahnen zu be- 
- .. 

schrei ben. 
5. Der Reschreibung einiger, 

diesen verschiedenen FLLlen eut- 
sprechender Mechanismen sollen 
nocb folgende Bemerkungen vor- 
angehen. Wenn nian, was weiter- 
hin vorausgesetzt werden soll, bei 
der lions triiktlon der Mechanismen 
iiur Drehpaariingen gebraucht, so 
Iiiingt die praktische Anwendbar- 
keit des oben Gesagten davon ah, 
ob es mit IIilfe geiiügend ein- 
faclier mechariischer Mittel miig- 

licli und beyiiem ist, die Griinilpunkte geqebene Linien beschreiben 
zu lassen. Es ist dalier begreiflicli, ~ R S S  unter diesen Linien der Kreis, 
die Knppclkiirve und die gerade Tlinie die Haupt~rolle spielen. 

Was besonders die Gerad- 
führung betriflt, so ist es rat)- 
mm,  anstxtt der sogenannten 
,,genauen" Geradführungen die 
theoretisch nur angenaherten, 
aber einfacheren und praktisch 
ebenso genauen viergliedrigen 
Gcradführungen (das unbeweg- 
liche Glied mitgerechnet) zu 
gebrauchen. Demi die theo- 
retische Genaiiigkeit der Ge- 
radführungen von H a r t ,  P e a u  - 

c e l l i e r  und snderen wird durch die grosse %ah1 der Glieder und der 
Drehpaarungen oder durch nngünstige Lage derselheu aufgehoben. 
Unter den viergliedrigen Geradführungen niachen wir besonders auf die 
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,,A-Geraclführung" von TschebyschefY1), welche in der E'igur 7 dar- . 

gestellt i d ,  aufmerksam. Folgelide Zahlenverhaltnisse entsprechen da- 
bei einer ganz genügenden praktisühen Genauigkeit: AB== 11, A D  = 25, 
CD = 32, B31 - 64, wobei der Punkt C in der 

Fig. 7. 
hlitte von BIM lie$ Der Punkt 171 besçhreibt 
eine im praktisclien Sinne gerade Linie ungefihr 

2 
von der Lange BM. Diese Gerade ist der 

Geraden A D  parallel, was für die Anmendungen 1, sehr günstig ist. Ein ariderer Vorteil dieser Ge- 
radführiing , welcher bei der Verbindiing der- 
selben mit anderen Elementarmechanismen eines 
(;elenksysterns von Wiçhtigkeit ist, bcsteht darin, 
dass der Punkt M am freien Ende des Gliedes 
liegt, also nicht mit eirier Drehpaarung zusarririlcnfiillt. 

Die hei Konstruktion der Mechaniamen notjgen Ausrechniingen, 
welche übrigens keine Schwierigkeiten ciarbieten, werden wir hier der 
fiürze wegen suslassen. ') 

6. Mechanismen  der  G r u p p e  1, a. E s  seien 3i1, Jf2, 11~4 die 
Ecken des ahnlich-veranderlichen Dreiecks im Systeme A. TYem ein 
Punkt Ml des lhnlich-veranderlichen Systems fest ist, so heschreiben 
bekamtlich alle Punkte ahnliche Linien und bilden auf denselben 
iihliche Punktreihen mit dem Ahn~ichkei ts~ole  im Punkte Ml (+in- 
forrnige" Bewepng  des ahnlich-veranderlichen Systems). Das Gelenk- 
system A stellt dnnn den bekaiinten Plagiograph von Sylvester dar. 
Wir bekomnien aber neiie Mechanismen, wenn wir die Aufstellung des 
Systems A so einrichten, dass der ~ h n l i c h k e i t s ~ o l  sprungweise seinen 
Ort andert. 

Es  werde anfangs der Grundpunkt Jl, des Systems h festgehalten 
und der Punkt auf einer geschlossenen Kurve 6, geführt, sodass 
der Punkt M, eine dieser Kurve iihnliche Tlinie a, beschreibt. Die 
beiden Kurven hahen den Punkt 1&!L3 zu ihrem gemeinschaftlichen ~ h n -  
lichkeitspole und ihre Tangenten bilden in den entsprechcnden Lagen 
bestïnriig denselhen Winkel. Durch den Pnnkt JI3 ziehe man eine 
den Hurven G ,  und (i2 ahnliche Linie 6, von solcher Lage und von 
solchen Dimenfiionen, dass der Punkt 3, in einer hestimmt,en Tlage M i  

1: Mernoiren der Akademie der Wiss. in St. Petersburg, B. XIV. 
Siehe auch: P. L. T s c h e b y s c h e f  und seine wissenschaftlichen Leistungcn, 

vom W a s s i l i e f  und D e l a u n a y ,  Leipzig, B. G. Teubner, 1900. 

2) Ausfiihrlicher behandelt in meiner Arbeit mit demselhm Tito1 in den 
Warschauer ITniversitits-Xaçhrichten 1900. 
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zurn ~hn l ichke i t spde  der Kurven G~ und G, genornmen werden konnte 
(Fig. 8). \Venu der Punkt 1I1, in die Lage Jf2' kommt, so erhilt man 
cine Verzweigung der Remegung: entweder setat der I'unkt Jf2 ,  von1 
Punkte 171, geführt, seine Bewegung fort oder er kann festgehalten 
rverderi, urld der Punkt Jf3 wird dann, wenn er freigelassen wird, sich 
auf der Kwve ri, ï,u bewegen anfangen. Wenn der Punkt M3 nach 

Fis. 8. einern Cmlaufe wieder in 

a seine Anfangslage gelangt, 
I 

,,- der Punkt 34 aber frei- . - 
gelassen wird, so kann der 
Punkt Ill, wieder stehen 
bleiben und es fiingt die 
friihere Rewegurig an. Es 

1 ist bemerkenswert, dass das 
L 

l mechanische Festhalten , 
der Punkte 174 und 3& 
riicht wahrend der ganzen 
Cmdrchiingspcriodo notig 
ist, w e m  nur Mechanismen 
hinxugefügt werden, welche 
die Punkte NI, M,, JI3 

zwangliiufig auf den Linien 6,, G , ,  G, führeri. Es  ist d a m  geniigend, 
dass die PiinIrte Jf,, M3 wechselweise nilr aiif ganx kiiree %eit fest- 
gehalten werden; denn sie bleiben dann von selbst stehen, indem sie 
mit den entspreclieliden ~hnl iü l ike i t s~o len  der Kurven cl, 6, "der G,, 6, 

zusammenfallen. 
Es giebt ein einfachcs Mittel, die Punkte il&, Jf3 a u t o m a t i s c h  

w e c h s  e lweise  f e s t z u h a l t  en,  ohne irgend eine mechanische Vor- 
richtung. Wir  wollen wieder voraussetzen, dass der Mechanismus rlurc,h 
den Punkt JI1 geführt wird. TVaren die Linien 6, und G, anders ge- 
legnn, als es obcn angcgeben wiirde, so ware es immiiglich, dass cinkr 
von den Punkten M,, Jf3 wihrend einer endlichen Verschiebung des 
Gelenksysterrls fest bliebe, und die .Bewegung würde d a m  dem Falle 1, c 
cntsprechen. E s  mogen iiber die Linien G, und G, (otler nur eine der- 
selben) nur selir wenig ron  ihren Normallagen abgelenkt sein; d a m  
wird einer von den Punkten -W2, IV3, z. B. Jl,, auf der cntsprechenden 
Kurve solche Lagen einnehmen, die nur sehr wenig von den ent- 
sprechenden normalen Lagen abweichen, wiihrend der aridere Punkt, 
M., nur sehr wenig von seiner Ruhelage abgelerikt a i rd .  Diese kleine 
Ablenkung ist aber genügend, um die Bewegung des Punktes M, zu 
liemrnen, wcnn dcrselbe seinen Cmleuf vollendet hat; so dass d a m  der 
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Punkt JI3 seinen Umlauf beginnt, wahrend der Punkt nT,'nur eine 
sehr kleine Ablenkiing von seiner Ruhelage erhiilt. Somit werden die 
Punkte automatisch wechselaeise aufgehalten. Der Versuch zeigt, dass 
eine sehr kleine Verschiebung einer der gegebenen Kurven aus ihrer 
Normellage genügt iind dass dabei, wegcn einer gcwisscn Nmhgichig- 
keit der Glieder und unumgiinglicher, wenn auch sehr kleiner Schwnil- 
knng der Drehpaarungen in ihren Axen, die Punkte JI2 und Al, iil 
Wirklichkeit den grossten Teil jeder Periode fest i-ileiben und nur kurz 
vor dem Anfange der nnchsten Periode in Rewegung kommen. 

l n  Rgiir  9 ist dir: Fig. 9. 

Anwendung des Gesag- 
ten auf den Fall dar- 
gestellt, wo die Kurven 
G,, G,, B, Kreislinien 
sind. Dss iihnlich-ver- 
iinderliche Dreieck ist 
gleichseitig genommeii, 
wodnrch erziclt wird, A 
dass die Bollen aller 
d r e i e r p d t e  vertausclit; 
werden konnen. 

In demselben Me- 
ühanismuu ist auch die 
Rewegung der Punkte G, _______- - - - - - -  
A, B, C bemerkenswert. 
Wenn man alle drei 
Punkte Ml, il&, M3 Dr 
nacheinander als Führungspunkte annimmt, so 'setzt sich die Bahn 
jedes dieser Punkte sus zwei sich unter einem Winkel ücl.iiieideiideii 
Kreisbogen und einer Kurve hoherer Ordnung zusammen. S omi  t k a n n  
mi t  I l i l f e  d i e s e s  M e c h a n i s m u s  e i n e  k o n t i n u i e r l i c h e  K r e i s -  
bewegung  in  e i n c  h i n -  u n d  h e r g e h e n d e  B e w e g u n g  auf  zwei  
s ich  u n t e r  e i n e m  g e g e b e n e n  W i n k e l  s c h n e i d e n d e n  K r e i s -  
bogen t r a n s f o r m i e r t  werden .  

7. M c c h a n i s m e n  d e r  G r u p p e  1, h. E s  seien die Rahnen der 
Punkte Ml ,  Me Kreislinien und die Winkelgeschwindigkeit des 
Punktes M, doppelt sn gross wie die-je~iige des Punktes ,il. Wenn 
man diese (hindpiinkte des Systems A diirch ein QelenksystPin aiif 
solche Weise miteinander verbindet, dass bestiindig dieses Verhdtnis 
der Winkelgeschaindigkeiten festgehalteu wird, so bekommt man eirieii 
G e l e n k m e c h a n i s m u s  z u r  g e n a u e n  V e r d o p p e l u n g  d e r  W i n k e l -  
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g e s c h w i n  d i g k e  i t.') Es ist leicht einzusehen, dass, wenn zwei Punkte 
eines ahnlich-veranderlichen Systems der ehen gpnannten Rewegung 
folgen, alle I'unkte des Systems Pascalsche Schneckenlinien beschreiben. 
E s  ist aber moglich, rermittelst eines Gelenkmechariismus diese Kon 
choide zu beschreiben; dazu kann man mit Hilfe zweier Geradführungen 
einen Ellipsograph bilden und denselben in der U~nkehrung aufstellen. 

Die Figiir 10 stellt e i i i~n solchen ,,L)rehiingsrercloppl~i." dar, mi t  
der Annahme, dass das Dreieck i71, M M 2  gleichschenklig und recht- 

Fig 10 

wiriklig ist. Der Meçhanisrrius für die Pescalsche Linie ist nicht ab- 
gebilclet. Ebenso wird hier der Kürze wegen die notige Itechnung 
~i icht  ausgeführt. 

Ein anderes Beispiel f ü r  den Fa11 1, b, welches vielleicht auch 
eine Anwendung finden kiinnte, stellt einen Me c h a n i s m u s  zur 
T r a n s f o r m a t i o n  d e r  P h a s e  u n d  d e r  A m p l i t u d e  e i n e r  gerad 
l i n i g e n  h a r m o n i s c h e n  B e w e g u n g  dar .  Wenn zwei Punkte eines 

1) Der erste Mechanismus dieser Art wurde von D e l a u n a y  angegeben, wobei 
er die Cmlrelnrung seines geleukigen Ikversors benutzt: Transformation der 
1)rchungen und Zeichnen von Burvcn mittelst Gcleukmechanismcn Di~scrt. 
(russisch) 1894. 9 34. 
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ebenen Bhnlich-veranderlichen Systems geradlinige hai-monische Be- 
wegurigen von einer und derselben Periode, aber von beliebigen Am- 
plituden und heliebigem Phasenunterschiede ausführen, so sind die 
Hahricn aller Punkte Ellipsen.') Dor georiietrische Ort aller Punkte, 
deren Hahnen gleiche Exzentrizitit hesitzen, bestcht aus z ~ e i  Kreisen", 
was auch speziell für die Exzentrizitiit Null richtig ist. Somit erhalten 
wir die genannte Transformation, R e m  wir die Grundpunkte des Gc- 
lenksystems A mit zwei Geradführungen verbinden, den dritten Purikt LM 
auf dem erwghnten geometrischeii Orte nelimeri uud ihn durch eine 
Kurbel auf einern Kreise fiilireri, dessen Lage jedesnlal je nach den ge- 
gebenen Elementen der harmonischen Bewegungen tliirch eine einfache 
K,echniing gefunden werderi karin. T)ie P'igur 11 steiit eineip solchen 

Fiy .  11 

Transformator dar, wobei angenommen ist, dass das Dreieck ~71,nf,W, 
gleichscheriklig uud rechtwiriklig ist, dass die beiden harmonischen 
Rewegungen auf einer und derselbm Geraden mit gleicher Amplitude 
2 a  erfolgen und dass der Phasenunterschied diirch einen rechten 

Winkel bestimmt wird. Der Liadius d(:s Krcises miiss d a m  r =a l v2  
genommen werden. 

8. Mechanismen  d e r  G r u p p e  1, c. AIS Anikendurigeri dieses 
l'alles m6gen folgende drei Mechanismen dienen. 
-- - 

1) Burmester, Zeitsclirift für Matherrmtik und l'hysik, Ud. XXLIl (18781, S .  121. 

2) P. Somoff, Kinprnatik ebener khnlich-veriinderlicher Systeme 1885. 1naug.- 
Diss (russisch). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



208 m e r  einige Anwend. d. Kinemetik vcr%nderl. Systeme auf ~elenkrnechanisrnen 

G e l e n k s y s t e m ,  i n  w e l c h e m  e i n e  b e l i e b i g e  Z a h l  von 
P u n k t e n  g e r a d e  L i n i e n  m i t  p r o p o r t i o n a l e n  (Jeschwindigkei ten ' 
b e s c h r e i  b en. Wenn drei Punkte eines ebenen ahdich-veriinderlichen 
Systeins gerade Linien beschreiben, so bewegen sich bekanntlich alle 
Punkte auf Geraden mit proportionalen Geschwindigkeiten. Wenn nian 
also drei Hauptpunkte il.I,, Ni, M3 des Gelenksgsterno A mit drei 
Geradfiihrungen verbindet und mittelst eines neuen Gelenksystems A 
einen vierten Punkt J I  des s e l  b e n  ahnlich-veranderlichen Systems hin- 
zuxieht (Fig. 12), so wird auch dieser Punkt eine Gerade beschreiben. 

Fig. 12 

Auf diese Weise ;kann man ein beliebiges Netz von Punkten kon- 
struie~en, welche alle demselben iihnlich-veranderlichen Systeme angehoren 
und gerade Linien mit proportionalen Geschwindigkeiten beschreiben. 

M e c h a n i s m u s ,  tliirch w e l c h e n  e i n e  k o n t i n u i e r l i c h e  gle ich-  
m a s s i g e  K r e i s b e w e g u n g  g l e i c h z e i t i g  i n  zwei  d e r  folgenderi  
B e w e g u n g e n  v e r w a n d e l t  w i r d :  1. i n  e i n e  g le ichmi i ss ige  He- 
w e g u n g  auf  e i n e m  H a l b k r e i s  h in  u n d  zurück  und  2. i n  eine 
H a l f t e  e i n e r  g e r a d l i n i g e n  h a r m o n i s c l i e n  B e w e g u n g ,  wobei 
s t a t t  d e r  a n d e r e n  Hii l f te  d e r s e l b e n  d e r  P u n k t  s t e h e n  bleibt.  
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Es sollen die Punkte Ml, M, des Gelenksystems A auf Kreislinien 
und der Punkt Bf3 auf einer Geraden geführt werden. Diese (&:rade 
ziehen wir so, dass ein Punkt C derselben zum festen Ahnl ichkei t~~ole  
einer solchen ,,einfkniigen" (3 6) Bewegurig des ihnlich-veriinderlichen 
Systems genommen werden konnte, welche diirch die Kreisbewegiing 
des Punktes Ml bestimmt wird und in welcher der Winkel O, C O, 
xwischen den Geraden, die den Punkt C mit den Mittelpunkten der 
beiden Kreisbahnen verbinden (Pig. 13), dem T17inkel J1,171,N2 gleich 
ist. D a m  kann der Purikt M,, wenn er in die Lage C konimt, erit- 
weder stehen hleihen oder seine geradlinige Bewegung fortsetzen. Im 
ersteren Fa11 wird die Bewegung des Systenis eine einformig-kreislinige; 
dam muss aber, wenn der Mechanismus 

Fig. 13. 
ganz genau konstruiert ist, der Punkt M., 
wenigstens wiihrend einer kurzen Zeit M3 C 

festgehalten werden. Wenn wir aber 
absichtlich eine kleine Ungenaiiigkeit 
zlilassen, inderu. wir z. B. die Lage des 
Mittelpunktes O, etwas iindern, so wird 
der Punkt JI3, naçhdem er in die Lage 
C gekomnien ist, von selbst in dieser 
Lage stehen bleiben, wahrend die Punkte 
XI und JI2 einen Halbkreis beschreiben 
werden. Genauer gesagt, mird der 
Punkt M, wahrend dieser Zeit um die Lage C eine kleiue Schwankung - 

machen, die aber praktisch unbemerkbar sein wird. Nach einem halben 
Umlaufe der Punkte 31, und JI2 l&t sich der Punkt von selbst 
von der Lage C los, macht eine geracllinige Bewegung hin und zurück 
und kommt wiedcr in  die Jlage C, wonach sirh die vorige Rewegiing 
des Systems wiederholt u. S. W. m'as den Punkt 312 betrifft, so be- 
wegt er s ~ c h  wihrend des Stillstarides des Punktes Jf3 auf seiriem 
Kreise in tlemsclhen Sinne und mit derselben Winkelgeschwindigkeit 
wie der Punkt 15, wiihrend der anderen IIiilfte der Bewegung des 
letzteren geht er aber auf dernselben Halbkreise zurüük, übrigens im 
allgemeinen mit einer anderen, veranderlichen Winkelgeschwindigkeit. 
Der Versuch zeigt, dass durch eine ganz kleine, obengenannte Unge- 
nauigkeit eine automatische Abwechslung der Bewegungeii leieht er- 
reicht werden kann. Der Punkt 171, beschreibt übrigens wegen eiiier 
gewissen Nachgiebigkeit der Glieder und der Drehpaarungen etwas 
weniger als einen Halbkreis und an den Xiidpiinkten seiner Hahn ver- 
liert die Geschwindigkeit die Gleichmassigkeit. In Figur 1 4  ist eiii 
solcher nilechanisir~us iiriter folgeriden vereinfachenden Voraussetzungen 

Zeitsciirift f. Mathematik u. Pliyliik. 46. Iland. 1901, 1 .  u. ?. Heft. 14 
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dargestellt; das Dreieck JIIJl, M, ist ein gleichseitiges und die Badien 
beider Kreise sind einander gleich. D a m  ist bei gleichmassiger Be- 
wegung des Punktes ICIl auçh die Rückbewegurig des Punktes H2 
gleichmassig und die B e a e p n g  des Punktes Jf3 einc einfache lîar- 

monische, von der aber, dem oben 
Fig. 14. 

Gesagten gemass, nur eine Hiilfte 
_ _ _ - - - -  zwischen der mittleren und einer der 

iiusseren Lagen erfolgt. 
Unter den besonderen Arten der 

Rewegung eiries eberien iihnlich-ver- 
iintlerlichen Systems, welche zuerst 
untersucht wurden, befindet sich die 
Kreisbewegung, bei welcher dieRahnen 
aller Punkte Kreise sind. Ein dem- 

\ entsprechender Meclianisrnus ist in der 
F'igur 15 dargestellt, wobei das nreieck Ml M2 fil3 wieder gleichseitig 
genommen ist. Damit alle drei Punkte volle Umtirehungen vollführen 
k6nnen, darf dcr Hadius eines jeden Krcises nicht gr6sser als die Summe 

der Radien der beiden andern 
Fig 15. und nicht kleiner als ihre Diife- 

renz sein. Diese Rewegilng ist 
zwar eine ,,einformige"; aber der 
feste ~ h n l i c h k e i t s ~ o l  wird durch 
keinen Punkt des Mechanismus 
dargestellt. 

9. M e c h a n i s m e n  d e r  
G r u p p e  II ,  a. Wenn zwei 
Punkte Ml und nl, eines ebenen 
aff in - v e r a n d e r l i c h e n  Sy-  
s t e m s  fest bleiben, so bleibt 
die ganze Gerade il.11312 unbe- 
weglich, und die Bewegung des 
Sj-"teins besteht aus einer ein- 
fachen Schiebung. Alle Punkte 

beschreihn d a m  Lhnliçhe Bahnen und bilden auf denselben ahnliche 
Punktreihen. Ilas Gelenksystern B oder C stellt d s o  danu einen ge- 
wohnlichen Pantograph dari es k a m  aber, Shnlich wie in dem ent- 
spredhenden F a l k  das System A, andere Anwendungen finden, wenn 
die feste Gerade der Schiebung sprungweise ihre Lage andert, wie es 
in folgenden Beispielen gezeigt werden soll. 

RIan verbin& die vier Hauptpunkte eines Systems B, nlimlich 
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;""?:" XI, 3f2, M, und M, durçh pwr  Kurbeln von gleichcr Lange r mit 

festen Drehpaarungen O,, O,, O,, O, welche in den Ecken eines 
I'arallelogramms liegen, uild gebe dem Systeme eine solche Lage, dass 
die Kurbcln perallcl und gleichgerichtet Sind (E'ig. 16). lndem wir 
von dieser Lage ausgehen, den Punkt 34 festhalten und den Punkt M 
auf dem entsprechenden Kreise henirnfü2iren, konnen wir offenbar nur 
einen der Punkte 3f2, M, in Beweguiig bringen. Wenn der Punkt 
in Rewegung kommt, so bleibt dl, von selbst fest und kann nur dann 
sich m i  hcwcgen anfangen, wenn die Kurbel O,M, eine volle IJm- 
drehung ausgeführt 
hat. Durch eine gam Fig. 16. 

kleineAbweichung von 
der normalenForm des 
Mcchanismus, z. B. 
durch eine kleine Ver- 
rückung der Axe O in /' 

der Richtung der Dia- [ 
gonale 0,0 wird sehr 
leicht eine automa- 
tische Abwechselung 
der Drehungen der 
Punkte il&, ill, er- 
reicht, ahdich, wie es 
im 5 6 beim Systeme 
A gezeigt wurdc, mit 
demunterschiede aber, 
1. dass jetzt die An-  i 
fangsrichtung der vier \.--,. / '--.A. 1 

Kurbeln willkürlich 
geilommen werden kann, 2. dass wihrerid der Bewegung selbst die 
liichtung der festgehaltenen Kurbel O, AIl um einen beliehigen Winkel 
verstellt werden kann, und 3. dass wir jetzt v i e r  Punkte haben, von 
denen jeder als f c ~ t e r  oder als E ' ü h r ~ n g s ~ u n k t  genommen werden k a m .  

In  demselben Mechanismus (Fig. 16) ist die B e ~ e g u n g  der Punkte 
A, B, C, B und E bemerkenswert. Wenn wieder der Punkt 1Cfl fest- 
gehalten und M gefiihrt wird, so beschreiht der Piinkt A abwechselnd 
einen Kreisbogen t o m  Radius M,A und einen ganzen Kreis Tom 
Ititdius r ;  daoselbe h d e t  auch beim Punkte U statt. Die Punkte C 
und Il beschreiben abwechselnd Kreisbogen, die den Punkt J f ,  zum 
Mittelpunkte haben, und bleihen abwechselnd stehen. Die Bahn des 
I'unktes 3 setzt sich aus zwei sich unter einem winkel sühneidenden 

14* 
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Kreisbogen zusamnien, für welche die Punkte C und Il wiihrend des 
Stillstandes derselben als Mittelpunkte dienen. 

Derselbe Mechanisnius kann auch dazu dienen, um die kontinuier- 
liche Reweging des Punktes JB in intermittierendc Halbkreisbewegungen 
der drei übrigen Punkte zu transformieren. Die automatische Ab- 
wechslung diescr Bewegungen wird aber nicht mit demselben Erfolge 
erreicht, wie es oben gezeigt aurde. 

Daa Geleriksystem B oder C kann dazu dienen, iim e i n e  Linie 
z u  z e i c h n e n ,  we lche  a n s  A b s c h n i t t e n  z w e i e r  o d e r  d re ie r  ge- 
g e b e n e r  L i n i e n  s ich  z u s a m m e n s e t z t .  Es  seieri die Punkte Ml, M, 
und il4 durch hinzugefügte zwltngliiufige Mechanismen gezwiingen, auf 

Fig. 1 7 .  

drei Linien G,, o,, G, zu bleiben. Wenn wir die Punkte ~$4 und II.4 
festhalten, so beschreibt der I'unkt -&' eine mit der Linie 6, identische 
(im Falle des Systerus Bj oder derselben iihnliche (im Falle des 
Systems C) h i e .  In der Figur 17  wird das SSstem B beniitzt. Da 
übrigens die feste Sühiebungsgerade M2M3 jetxt zwischen  deri 
l'unkten M,  und M liegt, so crscheint diese Tinie in einer mir 
1,inie 6, syrnmetrischen Lage. Wenn wir weiter anstatt des Punktes 
1W2 den Punkt Ml in einer neuen Lage XI' festhalten, so setzt der 
P i ~ n k t  31 seine Bewegung in einer mit der Linie 6, iclentischen Linie 

fort; ebenso durch [las E'esthalteri der I'unkte lJfl und Jf2 und das 
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Freilassen des P~iriktes dl, kanu nian den I'unkt IV eiiic mit dei- Linie G, 

identische Linie beschreibeii lassen. Die einzelnen Abschiiitte der 
drei Linien G , ,  G ~ ,  6, konnen von beliebiger Grosse sein und in be- 
liebiger Ordnung folgen. 

10. M e c h a n i s m e n  d e r  G r u p p e  II, b. Dieseni Falle entspricht 
11. a. ein zweiter Mechanismus zur Vercloppelung der Drehungeri, welcher 
dem Mechanismus von 5 7 analog kt. Wenn der Punkt dl1 fest- 
gehalten wird, die Purikte JI2 und 31S sich auf Kreisen zwaiigliiifig 
bewegen und die Winkelgeschwindigkeit eines dieser Punkte doppelt 
so gross ist wie diejenige des anderen, so beschreiben alle Punkte des 
affin-veriinclerlichen Systems Past:alsehr: Schneckenlinien. Wird also der 
I'unkt 31 auf der ent- 
sprecheriden Pascalschen J + q .  18, 

Tinic gefiihrt, so bleibt 
das Verhalt'nis der Win- 
kelgeschwindigkeiten der 
Punkte ill,, 31, bestandig 
gleich zwei. Ein ent- 
sprechender Mechanismus 
ist in der Figur 18 dar- 
gestellt, wobei der Ein- 
facliheit wegen der Mecha- 
nismus zur Führung des 
Punktes M (5  7) ausge- 
lassen ist. 

Wenn die Punkte M, ;y 
und M, diuch ein Paar 
von Zahnràdern, welches einem gegebenen Geschwindigkeit'sverhaltnisse 
entspricht, verbunden werden, so beschreibt der Punkt LW eine cyklische 
Kiirve. 

W e m  die P m k t e  M8 uncl durch Zahnrider und Prisrnenpaare 
gexwungen werden, geradlinige harmonische Bemegungen von ver- 
schiedenen Perioden und verschiedener relativer Phase zu vollführen, 
SV bekornmt nian ein bequerries Mittel, die Kurven von Liosajous zu 
zeichnen. 

11. M e c h a n i s m e n  d e r  G r u p p e  II, c. Ein Gelenksystem, welches 
zu dicser Gruppe gehort, kann dazu dienen, um die  B e w  c g u n g  e i n e s  
P u n k t e s  a u f  i r g e n d  e i n e r  L i n i e  i n  d ie  B e w e g u n g e n  auf  zwei  
anderen  g e g e b e n e n  Li r i i en  zu ze r legen .  Dazu müssen der Punkt 

e i n e ~  Systems B festgehalten und zw-angliiiifige Mct$anismen fiir die 
Rewegung der Punkte AI, und 31, in gegebenen Linien himugefügt werden. 
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Wenn diese letzteren Mechanismen Geradfïihrungen sind, so wird 
die Bewegung des Punktes 31 derart in zwei geradlinige zerlegt, dass 
die Punkte Jf2 und Jf3 unmittelhar die geradlinigen Koordinaten des 
I'iinktes M bestimmen. Als spezielle Anwendi~ngcn des &sagtcn führen 
wir noch folgende Mechanismen an. 

Wenn der Punkt M mit'tclst einer Hurbel auf eineni Krcise gleich- 
miissig geführt wird, so sind die Bewegungen der I'unkte M2 und JI3 
einfaçhe harmonische, aber von verschiedener relativer Phase, welche 

von dem Winkel 

Wenn die ge- 
radlinigen Hahnen 
der Punkte fil2 und 

,TI3 aufeinander 
. senkrecht stehen, 

der Punkt ,?il aber 
mittelst eines Anti- 
parallelograiums 

aiif einer Lemnis- 
kate ') geführt 

wird, deren Axen 
- .. 

den Bahnen der 
- - Piinkte N2 und 

parallel sind 
(Fig. 19), so macht 

1 
I siner dieserPiinktc 

xweimal so vie1 
Schwingungen als der andere. ï ~ b r i ~ e n s ,  wcnn cine dieser Schwingiingen 
eine harmonische ist, so ist die andere keine genaue harmonische. 

Wenn die Axen der Leinniskate um den Winkel z/4 gedreht 
werrlen (Pig. 20)) so erfolgt die schwingende Rewegiing der Punkte 114 
und Ti3 derart, dass sie ahwechselnd in ihren mittleren Lagen stehen 
blei ben. 

12. M e c h a n i s m e n  d e r  G r u p p e  II, d. Dieser Fa11 kommt dar- 
auf hinaus, d a s ~  die Descartes'sclien Koordinaten dreier Grtuidpunkte 
als Fiinktionen von einer derselben oder dass alle sechs T<oorciimteii 
als Funktionen der Zeit gegeben sind. Wenn man die Beaegungs- 

1) Mau vergl. a 7. 
2) ilurmester, Lehrbuch der Kinematik, S. 306 
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gleichungen fiir einen vierten Punkt Jl des affin-veranderlichen Systerns 
auhtellh, so erkennt man die Miiglichkeit, einen Gelenkmechanismus 
für eine solche Bewepng  des Punktes JI zu bilden, in welcher seine 
Koordinaten üls dreigliedrige Funk- 

Fig. 20. 
tionen der Zeit gegeben sind. Es 

- - -. t+l- --- - - - - 
wird natürlich vorausgesetzt, dass ; - - - - - - -  , , 1 

I 1 durch erghzende Gelenkmechanis- 1 I , fl 
I 1 

men die Bewepng  der drei Grund- ; 
I 1 1 

I 1 
I 

punkte mit den für sie gegebenen 
I 
l I 

GeschwindigkeitsverhaItnissen erzielt - - -  ---- 

werden kann. Wenn aber dieses f 
nicht dcr Fa11 kt, so besitzen wir 
doch ein bequemes Mittel, um ver- 
m6ge des Systems B d e r  C punkt- 
weise eine Kurve ku bestimmen, I I I , 1 I 

deren Koordinaten dreigliedrige 1 1 1 I 1 
1 1 

Funktionen der Zeit sind. 
I 

13. M e c h a n i s m e n  d e r  G r u p p e  II, e. Für diesen Fa11 wollen 
wir niir folgendes Reiepiel d ü h r e n .  Im Gelenksysteme B sollen die 
Punkte ,7/1,, JI,, ,TT3, M I<reise hcschreibcn, deren Kodien gleich sind 
und deren ~ i t t i l p n k t e  
O,, O,, O,, O in den 
Ecken eines Rechtecks 
liegen. Die Anfangs- 
lagen der vier Kurbeln 
O,lifl, O , M e ,  O, nf3,  
ON k6nnen einancler 
püraliel genommen wcr- 
den, wie es in Fig. 21 
dargestellt is t. W e m  
die Kurheln O,M, und 
0 1 mit gleicher 
Wiribelgeschwindigkeit, 
aber in entgegenge- 
setzten ILichtungen ge- 
dreht werden, so werden 

Yig. 21. 

sich auch die zwei anderen Kurbeh  ebenso drehen, wobei die Be- 
wegungsrichtungen der Punkte ilTl, Jf3 und diejenigen der Punkte Jl;,,M 
mtweder zusammenfnllen oder entgegengesetzt sein k6nnen. Wenn der 
erstere Fa11 eintritt, so werden- die vier Punkte nach einer halben Um- 
drehung die Lagen iM;, JI2", JL', ill einnelirnen. Bei der weiteren Be- 
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wegung der Punkte NI, Ji, komen die zwei anderen Punkte ihre 
Rewegungsrichtungen entweder behalten oder umlrehren. Im letzteren 
Falle wird die kontinuierliche Kreisbewegung der Punkte JIl, -M2 in 
eine hin- und hergehende Halbkreisbewegung der Punkte ICI,, d l  tram 
formiert. Um diese Bewegung zu bekommen, kann man in den End- 
lagen der Punkte Jf3 und Jf Stifte mit Federn anbringen, i i ~ u  das 
Umschlagen des Mechanisnius zu verhindern. Das kanu iibrigens auch 
vermieden werden, da wegen der Nachgiebigkeit der Glieder, der Reibung 
und der, wenn auch noch so kleinen Schwankuiigen an den Dreh- 
paarungen die Pimkte Jf3 und JI nicht vollkommen ihre Endlagen 
M9' und M' erreichen und daher von selbst ihre Hewegnngsrichtungc!~ 
umkehren. Zur Verwirklichung der besçhriebenen Bewegung niuss 
noch an cien Punkten +Il, uni ihre Gegelilaufigkeit zu erlialten, 
ein ,,Reversor" angebracht werden, wozu auch ein Gelenksystem, z. B. 
der Reversor von Delaunayi), benntzt werden kam.  

14. M e c h a n i s m e n  d e r  G r u p p e  II, f. Um einen fünften Punkt 
des affin-veriinderlichen Systems in Lletracht zii ziehen, miiss man rias 

System C mit einem anderen, eben solchen Systeme auf solche Weise 
verbinden, dass die beiden Systerne drei Grundpunkte gemeinsam haben. 
Das ganze Gelenksystem enthalt dann im allgemeinsten Falle 32 Glieder 
(Fig. 22). Diese Zahl verminclert sich aber, wenn anstatt eines oder 
beider der Systeme C das System B benutzt werden k m .  Als An- 
- -- 

1) nclaunay : Transformation der Drehiingen und Zeichnen von Kurven mittclst 
Gelenkmecliariisrnen. Dissert. (russisch) 1894. S. 30. 
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weridurig des betracliteten E'alles erwihrien wir die Zerlegung einer 
gegeheiien Rewegung in vier Rewegungen auf vier gegebenen Linien. 

Wenn die fünf Punkte mit fünf Geradfiihrungen verbunden werden, 
so stellt das Gelenksystem die einfachste Rewegiing des affin-verander- 
lichen Systems, die einformig-geradlinige Uewegung dar. 

Wenn einer von den finf Punkten statt der geraden Linie eiilen 
Kreis gleichmiissig zu beschreiben genotigt wird, so sind die Bewegungen 
der vier übrigen Punkte eirifache harrrioniüclie, von gleiclier Periode, 
aber von verschiedenen Phasen und Amplituden. Somit ist das Mittel 
gegeben, eine harmonische Bewegung in drei andere von derselben 
Periode, aber von verschiedenen Phasen nnd Amplituden auf gegebeiien 
Geraden zu verwandeln. 

Die Falle, wo  zwei, drei otler vier geratllinige Bewegiirigen diirch 
Kreisbewegungen ersetzt werden, fiihren zu Mechanismen, welche dem 
Mechanismus von 5 8 (Fig. 13) analog sind. 

Wenn alle fünf Punkte durch Kurbeln auf Kreisen ou bleiben ge- 
notigt werden, so konnen u. a. die Mittelpunkte und die R8adien dieser 
Kreise auf uneildich viele Arten so genomnien werden, dass alle fiinf 
Kurbeln sich mit gleicher Winkelgeschwhdigkeit drehen. 
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Neue Logarithmische Rechentafel. 

Von REINIIOLD PROELL in Dresden. 

Jedermann kennt den unschiitzbaren Vorteil, welchen die Loga- 
rit,hrrien bei numerischon Rechnungen bieten, zurnal wenn sie, wie bei 
deni bekannten Rechenstab, durch eine Skala dargestellt sind, die un- 
mitt'elbar das Aneinandersetzen der Logarithmenwerte gestattet. Da die 
Gcnauigkeit solchen Rmhnens mit, wachsender Skalenliinge steigt, so 
hat man vielfach versucht, eine fortlaufende, sehr grosse Skala, aber in 
eine Anzahl gleiçh langer Stiicke zerschnitt'en, zu verwenden und diese 
Stücke reihenformig in gleichen Abstanden von einander auf eïner 
Untertafel angeordnet. Eine durchsichtige, kongruente Obertafel, welche 
heim Eechnen auf jene gelegt, wird, dient dam, die Logarithmen nach 
Belieben zu addieren und zu subtrahieren. Hierbei ist jedoch eins zu 
beaühten. Bei obiger einfaçher Anorlinmg f'üllt namlich das Resultat 
in der Mehrzahl der E l l e  beim Aneinandersetzen der Logarithmenwerte 
ausserhalb des llahmens der Tafeln, kann also nicht abgelesen werden; 
man hat sich daher genotigt geschen, auf der Untertafel jede Tcilskala 
nicht weniger als viermal zu wiederholen, ihr selbst damit vierfaches 
Forrnat zu geben. Tafeln, welche auf diesern Geclanken beruhen, sind 
z. B. die von S c h e r e r  und H a n n y n g t o m l )  Leider giebt man damit 
jedoch einen grossen Teil des errungenen Vorteils wieder preis; dem 
jcne Wiederholiing der Einzelskalen 1 k t  die Tafcil niir ein Viertel der- 
jenigen Genauigkeit erlangen, welche bei gleichem Format sich wohl 
erreiühen liesse, ware ein Rechnen ohne jene Wiederholung m6gliçh. 

Dass letzteies aber in der That der Fa11 ist, und sogar auf eine 
überraschend einfache Weise geschehen kann, erkennt man durch 
folgende Überlegung: 

Man denke sich eine fortlaufende, sich nicht wiederholende loga- 
rithmische Skala als Schraubenlinie auf einen geraden Kreiscylinder so 

1) Vergl. D y c k ' s  Katalog mathematischer Instrumente, Miinchen 1892. S. 141, 
Nr. 8 u. S. 140, Nr. 6. 
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aufgewickelt, dass Anfangs- und Endpunkt, die beiden ,,Einspurikte" 
AH der Skala, senkrecht untereinander zu liegen konimen. (S. Fig. 1.) 
Ein zweiter, durchsichtiger und verschieblicher Cylinder, der jenen 
dicht umsçhliesst und die gleiche schraubenlinienf6rmig 
angeordnete Skala trlgt, ermiiglicht das Aneinandersetzen 
der Logarithmenwerte und damit dieselben Rechenopera- 
tionen, die mit einern gewtihnlichen Rechenstab aiisge- 
f ü h t  werden konnen, wie es ja auch bereits Apparate 
giebt, die hierauf beruhen.') Nun denke man sich inneren 
und lurseren Cylinder Gngs der, Anfangs- und Endpunkt 
der Skala verbindenden Maritellinie AB aufgeschnitten 
und in die Ebene geroilt. Dann wird aus dem ansseren 
Cylinder eine Obertafel, aus dem inneren eine Unter- 
tnfel, die einzelnen G k g e  der Schraubenlinie werden 
parallele Zeilen, d. h. wir erhalten zwei Tafeln, bei 
welchen eine fortlaufende grosse logarilhrnische Skala 
in cine Anzahl gleich lanqer, reihenformig angeordneter, 
aber sich nicht wiederholender Einzelskalen zerlegt ist. 
1)ass man mit einer solchen Safcl in der Ebene dieselben 
Rechenoperationen ausführen kann, wie mit der schrauben- 
linienforrriigen S kala in1 Raurne, erkemit man jetz t nach 
obigein unschwer. 41an muss sich nui. eins vergegen- 
martigen, dass namlich beim Aufschneiden des Cylinders - 

gewisserniassen eine Teilnng der Einspunkte A und H 
in je zwei vollig gleichberechtigte Punkte A, A, und B1B, 
Tor sich geht, die bei einer Affinverwandlung der ein- 

Big. 1 

zelnen Zeilen in eine xu den Schlusslinien d,U, und A, 21, 
senkrechte Richtung ihre Lage aiif diesen Schlusslinien niçht andern. 
(S. Fig. 3.) Diese vier ,,Einspunkte(' sind charakteristisch für die Tafel 
und spielen für sie dieselbe Rolle wie Anfangs- und Endpunkt der 
Skala eines einfachen Rechenstabes für diesen. So  erfolgt z. B. die 
Division dadurch, dass nian den Dividenden auf der Ohertafel aufsuçht, 
ihn mit dern aiif der Untertafel anfgesiichten Divisor znr Deckiing 
bringt und das Resiiltat anf der Obertafel an de~jenigen Stelle abliest, 
auf welche ein Einspunkt der Untertafel zeigt. Praktisch ist es von 
grossem Vorteil, wenn man aiif der Obertafel den Sinn umkehrt (S. Fig. 4), 
d. h. dieselbe aus der Untertafel durch Drehung UIII 180' entstehen 
Iiisst, sodass sich bei volliger Deckiing beider Tafeln immer je zwei 
reciproke Werte gegenüberstehen. Dann erfolgt das Multiplizieren, wie 
-- ~ - 

1) Vergl. K u l l e r ' s  Apparat, D y c k ' s  Katalog S. 142, Nr. 9. 
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220 Neue Logarithmische Rechentafel. 

das oben besclirichene Dividieren, d. h. indem nian beide Faktoren zur 

Deckung briugt und das Resultat aiif der Obertafel an demjenigen 

Fig.  2. 
Einsp~inkt rlcr Untertnfel :tbliest, 
der bei dieser Eiristellung inner- 
halb des Rahmens der Obertafel 
faut. Dagegen dividiert man 
zwei Zahlen durcheinander, iri- 
deni man den Dividenden auf 
der Obertafel aufsiicht, ihn aiif 
eineri Einspunkt der Untertafel 
stellt und das Resultat auf der 
Obertafel an der von dem Divisor 
der Untertafel angezeigten S t d e  
abliest. Welchen von den vier 
Emapunkten rrian hierbei zu 
wshlen hat, geht aus der Lage 
des Divisors auf der Untertafel 

hervor; da derselbe das Eesultat anmigt, niiiss er innerhalb des K,ahnims 
der Obertafel fallen. Dieses infolge der Auswahl unter vier Eins- 

Big. 3. 

punkten auf den ersten Blick viclleicht nicht einfach genug schtiinende 
Verfahren kann auch dadurch ersetzt werden, dass man zuerst beide 
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Tafeln zu vdliger Deckung bringt, auf der Untertafel den Divisor 
aufsucht, dadurch auf der Obertafel den reçiproken Wert desselben 
findet und auf diese Weise die Division unmittelbar in die so überaus 
bequeme Multiplikation überführt. 

Aber die 'Tafeln el-füllen neben bedeiitcnder Eaurnersparnis noch 
einen weiteren Zweck. Sie gestatten namlich, Quadrat- und Kubik- 
wurzeln auf eirie MTeise zu zielien, die fast noch einfacher gen:mnt 
warden darf, als das für Multiplikation und Division angegebene Ter- 

Fig. 4 .  

fahren. Beide .Rechenoperationen erfolgen nur mit Hilfe e i n e r  Tafel, 
z. B. der Untertafel, und gescheheri, ahdich wie das Rechrien mit 
d ' 0 c a g n  e 's ,,abaques alignement" mittels geradliniger Verhindimg 
entsprechender Punkte (z. B. durch Anlegen einer Kante der durch- 
sichtigen Obertafel). Wünscht man die Quadratwurzel aus eirier Zahl a 
zu ziehen, so hat nian a nur mit einem Einspunkt zu verbinden und 
den Schnittpunkt mit der die Verbindungslinie halbierenden Zeile zu 

ouchen. Dieser giebt unmittelbar v g  an. Welchen der vier Einspunkte 
hierbei wiihlt, sa@ folgende Hegel: A,  und A, entsprechen den 

einstelligen, BI und B2 den zaeistelligen Zahlen. 1st die Zeile, auf 
welcher A steht, linkv durch eineri Halbkreis niarkiert, so niuss eiii 
linker Einspunkt, ist der 13albkreis rec,hts, so niiiss ein rechter Eins- 
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punkt gewiihlt werden. Damit entspricht jedem bestimmten Falle ein 

bestirnruter Einspunkt, z. B. (7,O ist mit A, zu verbindenj = 2,646, 

1/T0 (7,O mit B2 xu verbinden) = 8,37. 1/6 = 2,449; l/ig = 7,in. 
Auf iihnliche Weise erfolgt auch das Kubikwurzelziehen. Zu dieseni 

Zwecke sind auf der Untertafel neun durçh Kreise nmrkierte Punkte 
angegebeh, welche in gleicher Weise wie die Zeilen durcli romische 
Zahlen cyklisch riunieriert sind. Von i h e n  sind die ersten drei auf 
der Geraden A,A, gelegen und ent,sprechen den einsteliigm Zahlen. 
Die zweiten drei Punkte liegen aiif einer Parallelen zu A,A, durch 
den Mittelpunkt der Tafel und entspreühen den zweistelligen Zalilen. 
Die letzten drei Punkte sind auf l<I$ gelegen und gelten für die drei- 
stelligen Zahlen. Man zieht nun die Kubikwurzel aus einer Zahl a, 
i d e m  man a  mit demjenigcn der drei in E'rage kornmenden Piinkte 
verbindet, der die gleiche romische Nummer tri& wie die Zeile, auf 
der a steht. Dann lie& die gesuchte Kubikwurzel auf der Verbindungs- 
linie in1 ersten Drittel vom markierten Punkte ails gereclinet, z. B. 

= 1,300; $'Z = 2,802; $'BO = 6,04. 
m'as den Beweis für beide Verfahren anlangt, so wird es genügen, 

die Gruiidzüge desselben an der Hand des ~ibikwurzelzieliens anzu- 
deuten. 

Wir  unterscheiden hierbei neun Falle, jc nachdem a einstellig, 
zweistellig oder dreistellig und je nachdem es auf einer (3n - 2)ten, 
(3n - 1)ten oder 3nten Zeile gelegen ist, und setzen im naclifolgenden 
2 (3m - 1) z. B. 10 Zeilen voraus. Jede Zeile habe die Lange z. Die 
Zeilen haben gleichen Abstand von einander. 

1. Die Zahl a = a, ist einstellig und auf der (312 - 2)t'en Zeile 
gelegen. a, ist nach der Regel mit A, zu verbinden und von A, aus 
dm Drittel eu nehiiien (S. Fig. 2). Dadurch korrimt nian xu  einer 
Zahl x, die auf der nten Zeile gelegen iind von A, B, um q entfernt 
ist, wenn 3q der Abstand der Zahl a von A,]& ist. E s  ergiebt sich 
daher die Beziehung 

l o g x  = (a- 1) z +  q 
log a , = ( 3 . n - 3 ) ~ + 3 ~  

- - - - -- - - 

3 -- 

woraus z = fa,  folgt. 

2. Die Zahl a = a, ist zweistellig, also a, = lOa, und aiif der 
(Yn - 2)ten Zeile gelegen. a, ist mit Eunkt 1 der zweiten Punkt- 
gruppc zu verbinden und von 1 aus das Lhittcl zu nehmen. Dies 
führt zu einer Zahl y, die zu der im vorigen Falle gef~indenm %ah1 
s iii bestimrriter Beziehung steht. y liegt auf der (pz + 2171 - l j ten 
Zeile. Es h lg t  daher 
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S q -  1 
2 (3 9>?, - 1) z 

-= (n - 1) x + q + 1 o ~ ~ = ( n + 2 n z - ~ ) z + i  + A  3 

oder, da 2 (391% - 1) z = 1 = log 10 ist, 
log 10 

log y = log x + -- 
3 

3 - Y = $'m. x=f'10u,  = / a , .  

3. Die Zahl a a, ist dreistellig, also a, = 100a, und auf der 
( 3 n  - 2)tcn Zcile gclegen. a ,  k t  mit RI zu verbinden und das Drittel 
zu nehmen. Dadurch erhalt man eine Zahl 2, welche auf der (n+ 41n - 2)ten 

Z - 3 q  
Zeile gelegen und von A,Bl um --- 

3 entfernt ist. Man hat daher 
z - 3 q  e 

log 2 = (n + 41n - 2) 2 - - = (n - 1) 2 + p + 12 (3%- 1) z ]  
3 

In ahnlicher Weise ist der Beweis für die übrigen G Falle, LI. h. für 
die Zehlen der (312 - 1)ten und Snten Zeile, sowie für das Quadrat- 
wurzelziehen zu führen. 

Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass eine Tafel, welche auf  den 
angcgebdnen Grimdsatzen beruht, demnkhst im Flandel erscheinen wird. 
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Über empirische Funktionen und die Interpolation 
zwischen aquidistanten Ordinaten. 

Von C. Ruwae in  Hannover. 

Die Abhangigkeit zwischen zwei messbaren Grnssen kann, strenge 
genommen, durch Beobachtung überhaupt nicht gefunden wertien. Denn 
selbst wenn man ron den Beobachtungsfehlern absehen und die Be- 
obachtungen als abaolut genau voraussetzen wollte, so bliebe doch 
immer der Umstand, dass durch Beobachtung immer nur eine diskrete 
lleihe einander entsprechender Wertepaare der beiden Grossen pfunden 
werden konnte. Selbst wenn wir die Reihe als i~nendlich voraiis- 
setzten, so würde nicht einmal eine ,,analytischeul) Funktion dadurch 
bestimnit sein. Gesetzt z. B., es seien für eine unendiche Reihe von 
aquidistanten Werten der einen Grosse die Werte der andern Grosse 
absolut genau bekannt, so ware das Abhangigkeitsverhaltnis dainit 
noch nicht gegeben, d b s t  dann nicht, wenn mir niir narh der ,,analy- 
tischen" k'unktion fragen, die das Abhangigkeitsverhiltnis darstellen 
soll. Uenn es ist klar, dass man auf mannigfaohc Weisc eine perio- 
dische Funktion bilden kann, die fur alle jene iiquidistanten Werte 
verschwindet und daher, zu einer Fiinktion addiert, ihre Werte an jenen 
Stellen nicht andert. Dennoch bctrachtet man in den beobachtend~n 
Wissenschaften eine Funktion dnrch eine solche Tabelle ihrer Werte 
als wohl deiinicrt, sobald die Argumente nur hinreichend iiahe anein- 
ander liegen. Wie dicht sie liegen rnüssen, darüber werden meines 
Wissens klare Kriterien nicht aiifgestellt. M m  beachriinkt sich darauf 
zu verlangen, dass die beobachteten VETerte graphisch anfgetragen eine 
,,glatte ICurve" geben. Eine Wellenlinie, die zwisçhen je zwei auf 
einanderfblgenden beobachtet~n t'iinkten ein Maximum oder Minimiin1 
llatte, würde man stillschweigend aussc:hliessen. 

Dieues übliçhe Verfahren kani1 in der That auch riiatheruatisch ge- 
rechtfertigt werden. 

Man kann niiinliçh anch dureh eine Tabelle eine Funktion wolil 
d(tfinieren, wtmn nian mgleich ein Iiit,i:i-polations\~~!rfahrer~ vorschrcilit, 
-- - -- - -- -- 

1) Im Siiine von Weierstrass. 
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mit Hülfe dessen die zwiachenliegenden Werte gefunden werden solien. 
Allerdings liegt eine gewisse Wdlkür in der des Interpolations- 
verfahrens. Vor allem biet'en sich zwei M6glichkeiten dar, clie wir 
beide einer niiheren Betrachtung unterziehen wolien. 

E r s t e s  V e r f a h r e n .  E s  sei z die unabhin&e Verinderliche und 
es seien die Werte der Funktion fiir x = O, h, 2h, . . . gegeben. Man 
bilde dann eine ganze Funktion ersten Grades g,(x) ,  die für x = O und 
x = h die gegebenen Werte annimmt, eine ganze Funktion zweiten 
Grades g,(x), die für x = O, IL, 2 h  die gegebenen Werte annimint u. S. f. 
eine ganze Funktion nten Grades g,(z), die für x = O, 12, 2h,  . . . n k  
die gegebenen Werte annimmt. Dann fragt es sich, ob lim g,(z) kon- 
vergent ist. So weit die Konvergenz reicht, so weit l isst  sich d a m  
die Funktion durch lim y,(z) definieren. 

Zweites Verfahren. Die Werte der lFunktion seien für x - O, 
+ h ,  t 2h,  . . . gegeben. Man bilde eirie ganze Furiktion ersten - 
Grades G,(x), die für x = 0 und x = h, die vorgeschriehencn Werte 
annimmt, eine ganze Funktion zweiten Grades G, (x), die für x = - h, 
z = O, rc = + h die vorgeschriebenen Werte annimmt u. s. P., eine 
ganze Funktion (2n - 1) ten Grades G,, - , (x), die für x = - (n - l)A, 
- (n - 2 ) h ,  . . . , O, h, . . . , + n h  die vorgeschriebenen Werte an- 
nimmt und eine ganze Fiinktion 2nten Grades G,,(x) , die für 
x = - nh,  . . . , O,  . . . , + n h  die vorgeschriebenen Werte annimmt. 
Dann fragt es sich, ob lim GA($) konvergent kt. So weit die Kon- 
vèrgenz reicht, ist d a m  die Funktion diirch lim GA(x) xii definieren. 

Es ist lehrreich, einige einfache Beispiele nach diesen beiden Ver- 
fahren durchzuführen und zu sehcn, an welche Redinpngen die Kon- 
vergenz geknüpft ist. 

Erstes Verfahren. Die für x - O,  h, 2h,  . . . vorgeschriebenen 
Werte seien: 1, 6 eZh,  . . . 

Schreibt man: 

so ergiebt die Differenzenrechnung bekanntlich a,hv = d v g ,  (für x = 0). 
In nnserm Fall ist daher 

avh, = (eh - 1)' 
x und, wenn man eh - 1 = u - = v setzt ' il 

Mithin ist gn(~) gleich der Summe der ersten n + 1 Glieder in der 
binoinischen Reihe für  (1 + u , ) ~ .  Für die Werte von x, die, nicht in 

Zsitrichrift f. Mathernatik u. Phgsik. 46 Band. 1901. 1. u. 2. Heft. 15 
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der Tabelle vorkouinien, ist v nicht gleich einer ganeen positiven Zahl. 
Die binomische Heihe fiir (1 + u ) ~  ist alsdann iinendlich, und damit 
sie konvergiert, darf u dem absoluten Betrage nach nicht gFrosser als 
1 sein, oder was desselbe kt', h muss entweder ncgativ oder nicl-it 
grtisser als l(2) sein. Dann und nur dann konvergiert lin1 g,(x) und 
ist gleich (1 + u ) ~  d. i. gleich 6 und zwar für beliebige R'erte von x. 
Sobald 11, griisser ist als 1(2 j ,  so l k t  sich das Interpolationsverfahren 
nicht mehr anmenden. Oder mit andern Worten: Soll nach diesem 
Interpolationsverfahren eine Kurve gezogcn werden, die für die Abscissen 
0, l ~ ,  2h,  . . . die Ordinaten 1, eh, eu&, . . . hat, so ergirbt sich eine be- 
stimmte Curve nur dann, wenn diese Punkte dicht genug aneinander 
liegen ( 1 ~  < -- l ( 2 ) )  oder menn h negativ ist. Für  andere Werte von h 
k a m  man zwar die Naherungskurven durch die vorgeschriebenen I'unkte 
legen; aber zwisclien ihnen weichen die Naherungskurven ura beliebig 
grosse Betrage von einander ab. 

Z w e i t e s  V e r f a h r e n .  Die für x = 0, + h ,  f 212, . . . vor- 
geschriebenen Werte seien: 1, e t h, e k 

7 . -  

Schreibt man: 
x ( x  - h) (X $ h) X (3: - h) G,,(z) - a ,  + a,z  + a, T2- + a - ' - --- + . . .  p . 2 . 3  

(x+ (n -  l j h > [ ( x +  ( n - 2 ) h )  . . . ~ ( x -  hj . . .(z-~lh) + %,L - ,3 . 7 ' L . n -  ~. - 

und 
x (2 - (X + h) x (X - h) h) + as G2n+1 ( x )  = a ,  + a , ~  + a, 1 . 2  :i t 

so crgiebt die IMf'erenzenrechnung auf bekannte Weise 

a,, = G, a,h = AG fiir x = O 

a,h2 = A2G7 ay7b3 = A ' G  iïir x = - h 

In dem Scheina der Differenzen: 

G (- 2h) 
d G (- 2 12) 

G (- I L )  dB G ( - 2 h,] 
A G ( -  k )  d 3 G  (- 2h) 

G (O) dYG ( h) 
A G (O) d3 G (- I L )  

G (h) ozCt (O) 
d G (h) 

G (2 IL) 
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stehen, -avenu die Differenzen immer in der halben HGhe zwischea den 
lieiden von einander abgezogenen Grossen geschrieben werden, die 
Werte a.,, a, IL" a4714, . . . . . auf einer Horizontalreihe und a,7z, a,h3, . . . . . 
auf einer anderen I-Iorizontalreilie. 

Auf diese Weise findet inan aus der Tabeiie der Differenzen 

Es ist daher lim CL(%), wenn ' - v gesetzt wird, gleich der 
h 

unendlichen Reihe : 
v , v - 1  

1 + e - h .  u2. 
+ e 2 , , u 4 . ~ + 1 . ~ . q ~ - 1 . ~ - : !  + . . .  

1 . 2  1.2.3.4 
v + 1  .tJ.v-l +tc.v+e-h . 7 U 3 .  

V +  8 . ~ + 1 . ~ ~ ~ - 1 ~ ~ - 2  + e - 2 h  % 5 .  -- $. . . . . 
1 . 2 - 3  1 - 2 - 3 . 4 - 5  

Wie man aus dem Quotienteri zweier benachbarter Glieder erkennt, 
divergiert die Reihe, wenn e- 4 kt, und konvcrgiert, wenn e - < 4 
ist. Nun ist e -hu2 - (& - e - k', ) 2 . Zur Konvergenz ist also not- 

wendig, ddass IL nicht ausserhalb der beiden Werte liege, für die 
h 

Gin, = f 1, d. i. h = 11.6273. 

Dass die Reihe wirklich für beliebige Werte von z, saweit sie 
konvergiert, die Funktion t~ darstellt, ergiebt sich, indeni man die 
Eigenschaften von Gz,(x) auf die der oben betrachteten Funktion g , , ( x )  
zurückführt. Nach den obigen Bezeiehnungen ist gt (x) eino ganze 
Funktion 21ztBn Grades, die fiir x = O, h, 2h, . ., 2nh  die Werte 
1, eh, e2", . . ., e 2 n h  annimmt. Gi,(x) ist eine ganze Funktion 2nten Grades, 

15* 
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223 Üb. empir. Funktioneu u. d. Interpolation zwisclien %quidistanten Ordinaten. 

die fiir x - - nh, - jn - 1) h, . . . O, h . . ., nh die Werte e-m", e - ( n - ' ! k  7 . . 7 

e-" 1, eh, . . a, en" annirnmt. Folglich ist 

Gz,(x) = e p n h  - .4zn (s + wh). 
Nun fanden wir oben, dass g2, (x) gleich der Sumnie der er'sten 

2% + 1 Glieder in der Taylor'schen Entwickelung von (1 + u ) ~  ist. 
Nach dem Cauchy'schen Integralsate haben wir daher 

wobei das Integral über eine Kontour im Gebiete der komplexen Zahlen 
eu emtrecken ist, welche den Punkt u,  aber nicht den Punkt - 1 
einschliesst. Setzt man nun links und rechts für x den Wert x + n k  
und demnach für v den Wert v + n ein, wiihrend zc unverindert lileibt, 
so ergiebt sich 

und, wenn durch (1 4- u ) ~  = enh auf heiden Seiten dividiert wird: 

Das Integral wird fiir hinreichend grosse Werte von n beliebig 
1 + z  uy 

klein, wenn nur für alle Punkte der Kontour . zy dem absoluten 
1 + 

Retrage nach kleiner als 1 kt .  Man kann die Kontour so fijhren, 
dass sie dicht um den Teil der reellen Achse von - 1 bis - oc 
herumliuft, ihn ausschliessend, und d a m  in einein unendlich grossen 
Kreise um die ganze komplexe Ebene herum. Der g6sste  Wert des 

absoluten Betrager von ist dabei gleich $. Es braucht dalier 
?ha 

nur -- 
l + u  

dem absoluten Betrage nach bleiner a13 4 zu sein, damit 

lim G ,(x) gleich (1 $ u)" = c? ist. Dau ist dieselbe Konvergenz- 
bedingung, die wir auch oben fanden. 

Wie bei der Interpolation nach dem ersten Verfahren, so finden 
wir also auch hei dem zweitcn Verfahren eine Grenze für die Grosse 
des Intervalles h. Aus der Tabelle, in der wir uns die Werte eO, 
e+h7 e + 2 h  , . . . . ausgerechnet denken, wird in der That die Funktion é" 

durch Interpolation gefunden, wenn h nicht grosser ist als 2 SIr Gin 1. 
werin aber h grosser ist a h  2 SIX Gin 1, so kann man die Interpolation 
auf die Tabelle nicht anwenden. Dcnn wenn man sich auch die 
Niherungskurven durch die vorgeschriebenen Punkte gezogen denkt, 
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so wcichen sic zwischcn den vorgeschriebenen Piinkten um beliebig 
grosse Betriige von einander ab. 

Dr i t t ev  Be isp ie l .  Es  sol1 dnrch das zweite Verfjhren einc 
Funktion gesucht werden, welche für iiqiiidistante Werte der Ver- 
anderlichen die Werte 

. . . . . .  0 , - i , o , - t i , o , -  1 , o  . . . . . .  
annimmt. 

Das Schema der Differenzen giebt: 

Mithin erhalten wir die imendliche R'eihc 
s 2 x - ( - h - x . x  h  -- --- $ 4 .  

x + 2 h - x + h . x . x - h  X - 2 h  
h  h . 2 h . 3 h  h . Z h , 3 h . 4 h . 5 h  

und haben nur zu untersuchen, ob diese Reihe konvergiert. Der Quotient 
zweier aufeinanderfolgender Glieder ist 

( x + n h ) ( x - ~ h )  - 2 .  
z l z h . ( Z n +  l ) h  

und wird also für hinreichend grosse Werte von 98, was auch für x 
und h für Werte angenommen sein mogen, kleiner als +. Die Reihe 
konvergied mithin für alle Werte von x und lz. 

E s  15sst sioh in der folgenden Weise zeigen, dass dicse Reihe 

nichts anderes ist als sin (g), 
Wir fanden oben 

5 wo v = - und u = $ - 1 geschrieben war. 
h 

Wir schreiben diese Formel in etwas anderer Weise: 

eAu = A + ( eh  - 1) B, 
wo 
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230 Cb. empir. Punktionen u. d. Interpolation üwischen aquidistanten Ordinaten. 

h .  
Man bemerke nun, dass e -Au2 = 4 Gin2 - 1st und sich also nicht 

2 

iindert, wenn man h in - h verwandelt, dass folglich anch A und U 
bei Verwandlung von h in - h unverandert bleiben. 

Man hat daher neben der Gleichung 

e h u  = A + (eh - 11) U 
auch die Gleichung 

e - h u = A + ( e - h  ~ 1 ) R .  

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen ergiebt sich 

Ein (hv) = 6 i n  h . I[>' 
oder 

Gin x -- 

Verwandeln wir nun x in ix und zugleich h in ih, so dass v = 2 
h 

also ungeandert bleibt, so ergiebt sich, nachdem der Faktor i weg- 
gehoben ist: 

sin x = 

.rc 
Pür h = geht diese Reihe in die oben gefundene Reihe über. 

E s  eeigt sich also, dass die Tabelle der Werte . . . O, - 1, 0, + 1, 
0 ,  - 1, 0 .  . . genügt um die Sinusfunktion zu definieren. wenn wir 
die Kurve, die das gewiihlte Interpolationsverfahren liefert, eine ,,gllttte'' 
Kurve nennen, so wiirden wir das Resnltat so aussprechen konnen: 
Legt man durch die aquidistanten Ordinaten . . . O, - 1, 0, + 1, 0, 
- 1, . :. eine glatte Kurve, so e rhd t  man die Sinuskume. 

Diese Beispiele beziehen sich aber noch nicht eigentlich auf den 
in den beobachtenden Wissenschaften vorliegenden Fall. Denn erstens 
hat man es niemals mit einer unendlichen Reihe von heobachteten 
Werten zu thun und zweitens sind beobaclitete Werte niemals absolut 
genau. Ich lasse den zweiten Umstand ausser Betracht und stelle die 
Aufgabe so: ,,Es seien die nTerte einer Funktion von x für  eine end- 
liche Anzahl aquidistanter Werthe von x gegeben. Unter welchen 
Umatiinden kann man erwarten, dass die ganze rationale Funktion 
niedrigsten Grades, die für dieselben Werte von x die gegebenen 
Werte annimmt, aucli eine gewisse Amiiherung an die PunkLion für 
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die Zwischenwerte von x darstellt?" Oder besser ansgedrückt, unter 
welchen Unistinden wird die Anniiherung, wenn man mehr und mehr 
%quidistante Werte von n; zwischen gcgehenen Grenzen einschaltet, eine 
beliebige Genauigkeit erreichen? 

Urri dieser Frage niiher zu treten, sol1 der Caiichy'sche Integralsatz 
auf die Differenzenrechnung erweitert werden. Es  sei f (x) eine Funktion 
eines cornplexen Argumentes, die sich in irgend einem zusammen- 
hangenden Gebiete regnlar verliiilt, oo dess 

wenn das Integral nm den Rand des Gebietes erstreckt wird. E s  seien 
nun x,, x2, . . ., X, n von einander verschiedene Werte der Veranderlichen, 
die im Tnnern des betrachteten Gebietes liegen. - 

Nun ist: 
1 - 1 x-x, 1 ----  + 

Z-X 2 mi 2 -  Z n  2 - 5  

und dalier: 

U. S. W. 

Bezeichnet man mit ,q,(x) die ganze rationale Funktion vten Grades: 

so kann man die sich ergebende allgemeine Formel so schreiben: 

Indem man diese Entwicklung in das Integral von Cauchy e h -  

setzt, ergiebt sich für f(x) die ~ n k i c k l u n ~ :  

Die Sunirne der ersten n Glieder auf der rechten Seite dieser 
Gleichung hildet eine ganze rationale Funktion von X ,  deren Grad 
nicht hoher ist als n - 1. Bezeichnet man sie mit G,(xj, so ist also: 
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Da nun g,(x) für die lzWerte x,, x2, . . ., z, verschwindet, so stimmt 
G,(x) an diesen Stellen mit f(x) überein. Xun ist aber eine ganxe 
rationale Funktion von nicht hoherem als dem n - l t e n  Grade dnrch 
n jhrer Werte eindeutig bestimmt. Folglich stellt G,,(s) die Funktion 
niedrigsten Grades dar, die an den Stellen z,, x2, . . ., x, mit f (x )  über- 
einstininit. E s  seien nun zwei reelle Werte a und b (b > a )  gegeben. 
Wir denken uns dann das Intervall a bis b in n - 1 gleiche Tpile ge 
teilt und setzen x, = a, x, = b, wiihrend z2, x,, . . ., a,, -, die Teilpunkte 
in der R~ihrnfblge von a bis b bezeichnrn. Von der Funktion f ( x )  
soll die Annahme gemacht werden, dass sie eine analytisclie Funktion 
lst, die sich in dem ganzen Intervall von a bis 71 r e p l i r  verhalt, BO 

dass sich mithin in der komplexen Zahlenebene ein Gebiet angeben 
lasst, das die ganze Strecke a bis b umschliesst und in seinem Innern 
svwohl wie auf seinem Rsnde nur Punkte enthalt, in denen sich f ( x )  
regulir verhalt. Um den Rand dieses Gebietes erstrecken wir das 
Cauchy7sche Integral und haben, wie oben gezeigt wurde: 

Wenn wir nun nachweisen konnten, d a s ~  für hinreichend grosse 
Werte von n auf dem Rande des Gebietes g,(x) absolut genommen 
gegen y,,(z) beliebig klein wird, sn wiirde damit gezeigt sein, dass G,(x) 
beliebig wenig von f ( x )  verschieden ist. 

Um darüber Auftichluss eu gewinnen, betrachten wir den Ausdruck 

als Funktion des komplexen Arguments z. Unter den n Werten, die 
dieser Ausdruck haben kann, treffen wir die folgende Auswahl. 

Wenn man s die Strecke a bis b nicht überschreiten lasst, so sind 
dadurch die n Werte von einander getrennt, so dam sie bei kontinu- 
ierlicher Anderune; von z nicht in einander iibergehen konnen. Wir 
wahlen nun denjenigen unter den Werten, der, wenn 8 ins Unendliche 
übergeht, gleich 1 wird. Der Logarithmus wird d a m  im Unendlichen 
gleich Null und wir konnen daher den Logarithmus des gewahlten 
Wertes so achreiben: 

Dabei ist nur eu  beachten, dass der Integrationsweg die Strecke a 
bis b nicht überschreiten darf. 
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Bezeichne niin î- fiir irgend einen Wert z den kleinst,en Abstand 
b - a  

zwischen z und allen Piinkten der Strecke a, bis b, wo a, fiir a - lL_l 

h - C l  
pchrieben ist; dann wird für lver te  von 91, die g-rosser sind als -r-n, 

der absolute Betrag von z - x,  grbser  sein als der von x,  - X ,  1 

CC x a p 1  
- - 7~ - 9. Dulier asst (1 + ) in eine konvergote 

n z --- xcz 
2, - x,-1 

Jleihe nach Potenzen von entwickeln und es wird der Unter- 
2 -2, 

Z - 2 , - 1  

schied zwischen log (1 + - = log und dem ersten 
8 - Z, Z - CC,  

b - a, 
Gliede der Entwickelung dem absoluten Betrage nach kleiner 

n (2 - 2,) 

als 

Bedeutet x den Punkt der Strecke a b ,  der dem Pnnkte z an1 
nachsten liegt, so kann man a fortiori hierfür setzen: 

1 : b - a o ) '  1 -. -. 1 

2 ne ( z - x ) ~  b - no 
1-- 

n r 
Mithin wird die Sunirne 

von der Summe 
1 1 

6 - a,, 

dem absoluten Retrage nach weniger abweichen als , 

1 1 1 
log (2; vZ@) = f [:(& + =z + +  z-x, )---]ds z - c  

- 
m 

Denken wir hier niin die Tntcgration von cx> bis a auf einer 
Geraden senkrecht zur Geraden ab vorgenommen, so wird man für das 
Integral schreiben konneri: 

2-20 1 
log -- - --) dz. z-xTt z - c  

m 
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Der rlabei begangene Fehler wird dem absoluten Retrage nach 
kleiner sein als 

a 

1 h - a .  1 . --- , 

2 n 6 - a  1---A' 
nr 2 

d. h. kleiner als 
1 1 b - u ,  . - ---. 
2 9z ,. b - a,, 

n, 

Für hinreichend grosse Werte von .la wird also der Fehler beliebig 
Hein. 

Die Intepation lasst sich ausführen und liefert 
1 
- - [(z - x,) log ( z  - 2,) - (a - x,) log (a - z,)] - log (2 - cl - 1. 
b - no 

Für hinreichend grosse Werte von .n sind x, und a, beliebig wenig 
von x, und a, verschieden, und daher k a m  man auch schreiben: 

1 -- [ (a  - xl) log (a  - x,) - (2 - 2,) log ( x  - xn] - log (2 - c )  - 1. 
b-a 

b  - cL 
Setzt man hierin s - x, - z - a - 2 - c + -2-, 

so  kann man auch ochreiben; 
z - c  z - n  1 
-- 

z - a  z - h  
log - + 

b - a  z - b  j - 1. 

Die 1,ogarithnren sind dabei so zii nehmen, dass sic verschwinden, 
wenn z ins Cnendliche rückt, ohne dabei die Strecke a b  zu überschreiten. 
L m  das Resultat dieser Uberlegurig uoch einmal zuoarnmenzufasseri, 
sn ist a h :  

z - a  2 - 6  
n = m  

0 t h  aiich, indem man anf tieiden Seiten log (z - c) hinznfügt: 

Die rechte Seite ist ein Zweig einer analytischen Funktion, ein- 
deutig definiert für alie \Verte von s, die nicht auf der Strecke ab 
liegen. Wir zerlegen ihn in seinen reellen und iinaginarcn Teil und 
schreiben 

l i n  log = U + Vi- 
n= cc 

n 1- 
oder lim l /y , (a)  = eu . evi .  

n = m  
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Der absolute Betrag von niihert sich danach mit wachsendem 
pz dern Werte eL'. Für hinreichend grosse nrerte von n wird daher 
auf den Kurven U = Konst. dcr absolute B e h g  von g,(z) sich sehr 
nenig Zndern. 

Über den Verlauf der Kurven U =  Kmst .  gewinnt man an1 besten 
einen Üherblick, wenn man sie sich als die rechtwinkligen Trajektorien 
der Kurven V =  Konst. vorstellt und diese wieder sich als die St,roni- 
linien einer iincndlich diinnm reibiingslosen Flüssigkeit~sschicht vorstelit, 
deren Geschwindigkeitspotential TJ ist. Für  hinreichend grosse Werte 
von z ist U beliebig wenig von log } z  - c 1 verschieden. Die Kurven 
U =  Konst. gehen also für grosse Werte von b' mehr und mehr in 
konzentrische Kreise mit deni Mittelpunkt c über. Verfolgt man von 
einer dieser Kurven ails die Stromlinien rückwarts d. b. also ins Innere 
des Gebietes hinein, so ist klar, dass sie nur auf der Geraden nb endigen 
konnen. Die Plüssigkeit hat man sich als aus dem Spalt a b  dringend 
und nach allen Seiten ins Unendliche fliessend vorzustellen. In  jedem 
Punkte der Linie ab hat 77 + Vi zwar zwei Werte; aber, wie man aus 
der Formel unmittelbar erkennt, sind nnr die beidon Werte von V von 
einander verschieden, wahrend U in jedem Punkte nur einen Wert hat. 
Ferner zeigt sich sofort, dass Ij in Punkten, die entweder in Bezug auf 
die x-Achse oder in Bezug auf die durch c gelegte y-Achse Spiegelbilder 
von einander sind, den gleichen Wert Lat. Auf der Geraden ab hat U 
seinen kleinsten Wert im Punkte c und ninimt nach beiden Seiten zu. 

Wenn man statt U +  Vi die Funktion log ,&(Z) betrachtet, so ist die 
eritt;prechende Str611iung für hinreichend grosse Werte von n sehr nahe 
dieselbe ausser in der Nahe der Geracien a.b. Denn hier haben wir 
uns jetzt die Flüssigkeit aus den n L6chem x ~ ,  x2, . . . ., x, hervor- 
quellend vorzustelleri statt aus einem Spelt. Die Kurven, auf denen 

"z -- 
der reelle Teil von log i g n ( a )  konstant ist, schniiren sich in der Nàhe 
der Locher zu je n geschlossenen Kurven ab, von denen jede ein Loch 
einschliesst. Dies Abschnüren kommt dagegen bei den Kurven T i =  Konst. 
nicht vor, für die U durchaus endich bleibt. Selbst bei a = c, wo 
sich die Kurven U =  Konst. zu eiriem Punkt zusarnrnenziehen, lie@ 
kein eigmtliches Abschnüren vor, sondarn es riicken die beiden Teile 
der Kurve, die auf verschiedenen Seiten von ab liegen, auf ein anderes 
Blatt der Riemann'schen Fliche, das für unser Problem nicht in 
Betracht kommt. 

Für die vorliegende Frage spielt nun diejenige Kurve U = Konst. 
eine wesentliche Ltuiie, welche durch die beiden Punkte cc und O laufi. 
Setzen wir in der Porm 
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a = a oder 8 = b, so wird beide Male 

C = l o g  (b - a )  - 1. 
Schreiben wir ferner 

2 - a = r 

a - h = r,eifi, 
so wird: 
(&a) U=rncosalogra-rasina.a:-r,cos~logrh+r,sinP~~-(b-n~, 

Nun ist aber r ,  cos o r -  r, cos /3 = ZI - a 
Y ,  sin a: = r, sin p, 

folglich kann man schreiben: 
r 

( b  - a) U = (b - a)  log r,  + Y, cos P log + Y, sin @ (/3 - a )  - ( b  - a). 

Setzt man x - c = x + yi, so dass x und y also die rechtwink- 
ligen Koordinaten des Punktes s sind in einem System, dessen z-Aehse 
in die Grade ab und dessen y-Achse in c aiif ab senkrecht steht, so 
hat man 

b a 
rfi cos f'3 =- - + x 

2 
r, sin /3 = y 

b - a  
und daher, wenn - - 

2 
- m geschrieben wird: 

= mlogr , r ,  + xlog--" y ((B - or) - 21n. 
"-0 

Die Kurven U = Konst. schreiben wir nun 

U =  log (pm) - 1, 

wu p = 2 derjenigen Kurve entspricht, die durch die Punkte s = cc und 
z - b liiuft, wiihrend für grossere positive TVerte von p die Kurven 
sich immer weiter ausdehnen. 

Die Gleichung 
C= log (pm) - 1 

hringen wir in die Form: 
r r  r 

log Pa " -k ,, log ;" + 2 (/3 - na 7n 
b 

or) = 2  l o g p .  

Hierin bedeutet /3 - a! den Winkel bei a in dem Dreieck 8, a, b, 
positiv oder negativ, je nachdem y positiv oder negativ ist. Diese 
E'orm zeigt, dass man für verschiedene Wertepaare ab ahdiche Kurven 
erhalt, die zu den Strecken ah iihnlich liegen. Es geniigt daher zur 
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Untersuchung der Kurven a = - 1 und b = + 1 und damit m = 1 zu 
setzen. Da ferner die Kurren symnletrisch ziir x -  u n d  y-Achse liegen, 
so braucht man sie nur für positive MTerte von x  und y zu konstruieren. 
Man berechnet zu dem Ende für e im Reihe von Punkten (x,  y) die 
Werte von 

log + log > + y ( P  - O )  
h 

oder auch 
(1 + rcj log r, + (1 - 2) log r, + y ( P  - a) 

und interpoliert zwischen ihnen die Punkte, in denen der Ausdruck 
denselben Wert  hat. Da keine grosse Genauigkeit verlangt wird, so 
kann man die Wertc von r,, r,, P - a ,  die zu einem W7ertepaare x, y 
gehoren, durch Zeichnung finden. Statt der natürlichen Logarithmen 
niultiyliziert man besser mit log e und k a m  in dem Ausdruck 

(1  4- z) log r ,  4- (1 - x )  log r, + y ( f i  - a) log e 
überall Brigg'sche Logarithmen nehmen. I n  der folgenden Tabelle Sind 
die Werte dieses Ausdruckes für einige Wertepaare x, y enthalten: 

Zwischen den Werten in einer IIorizontalreihe lasst sich sehr gut 
interpolieren, da die eweiten Differenzen nur um wenige Einheiten der 
clritten Stelle von einander abweichen. Die Kurve U = log (b - a)  - 1 
hat etwa die Gestalt einer Ellipse mit der grossen Achse b - a und 
der klcinen Achse 0.5255 (b - a). An den Enden der grossen Achse 
ist unsere Kuwe aber spitzer als eine Ellipse. 

Jede der imeren Kurven hat dagegen die Gestalt, als wiire sie aus 
zwei Kreisbogen zusammengesetzt, deren gemeinsaine Sehne in die 
r-Achse fallt. In der Fig. 1 sind ausser der Kurve 

(1) U =  log ( b  - a) - 1 
noch vier der inneren Kurven gezeiehnet: 

( I I )  Cr=- log 0.9 ( b  - a )  - 1 
(III) U- log 0.8 ( b  - a )  - 1 
(IV) lJ = log 0.7 ( b  - a )  - 1 
(V) U = l o g O . ô ( b  a)  1. 
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Im Funkte c ist D - log 0.3 (b - a) - 1. Die Figur mtLilt nur deri 
4. Teil jcder Kurve. Die übrigen Teile gehen aus dern gezeichnet~n 
durch Spiegelung an der x-  und y- Achse hervor. 

Kach dieaen Vorhereitiingen kijnnen wir nun die gestellte Frage 
beantworten. 

Es verhalte sich die Funktion f (x) r~gul i i r  über das Gebiet hinaus, 
das von der Kurve U =  log (b - a) - 1 umschlossen wird. Mrir wollen 

uns dann zwei U-Kiirven denken, die beide die Kurve T i  = log (7, - a)  

Pig.  1 

- 1 umschliessen, aber beide noch innerhalb des Gebietes liegen, in 
welchem sich f ' (z) regular verh'ilt. Die eine der beiden Kurven U =  LTl 
umschliesse die andere U = TT2, so dass I i ,  > fi,. Wenn nun s auf 
der Hurve U =  0, und x auf der Kurve O-= U, liegt, so ist für hin- 

reichend grosse Werte vori n / y,*) ' sehr wenig von eCrl und 1 li/i;',(x) 
sehr wenig von el'. verschieden. Mithin ist 

Da nun Ill > U,, so ist eu.- L71 klriner als 1. Es lasat sich daher eine 
positive Zahl 1; < 1 angehen von der Art, dass von eiiiein gevissen 
Werte von n. ab für alle gr6sseren Werte von vz 

und daher 

gn (4 
ist. Für hinreichencl gosse  Werte von n wird daher -- dem abso- 

g, (4 
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luten Bctragc naoh so klein, wie man niir immer will, und mithin wird 
das über die Kume erstreckte Integral 

so klein, wie man nur imnier d l ,  d. h. die Funktion f (x) wird auf 
der ganzen Kurve LL mit beliebiger Genauigkeit durch die g a u e  
Funktion G,(z) dargestellt. 

Nach einem bekannten Satze ist nun die Abweichung zwischen 
f (z) und G,(z) in dein ganzen von der Kurve Ti, umschlussenen Ge- 
biete absolut genomrnen kleiner, als die gosste  Abweichung auf der 
Kurve U, selbst. Mithin wird die Funktion f (x) in dem ganzen von 
-ï& umscldossencn Gebiet mit beliebiger Genauigkeit durch die Nahe- 
rungen G,(z) dargestellt. 

Die Kurven Ul und CL kann man so lange noch emeitern, su 
lange ~ i e  noch keine singularen Punkte der Fiinktinn f (x) enthalten. 
Wenn daher f (x) im endlichen keine singuliiren Stellen besitzt, so wird 
der Bereich der glcichm%sigcn Konrergenz von 

f(x) = 1im Gn(x) 
die ganze komplexe Zahlenebene umfassen. WTenn dagegen im End- 
lichen singulare Stellen vorkoninien, su wird der Bereich der gleich- 
massigen Konvergenz sich über das Innere derjenigen U-Kiirve erstrecken, 
die durch wenigstens eine sinpliire Stelle hindurchgeht, ohne sinpliire 
Stellen zu umschlingen. 

Unter dieser Voraussetzung kann nian also xwischen den be- 
obachteten Werten nicht bloss interpolieren, sondern man kann sogar 
über sic hinaus extrapolieren, so 1:tngt: nian nur innnrhalb des Kon- 
vergenzbereiehes bleibt. Anders gestaltet sich die Sache dagegen in 
derri Falle, wo /'(z) nicht rrielir irri Imern  der durch die Punkte a ,  b 
laufenden U-Kurve sich regiiliir verhalt, wenn auch auf der Strecke 
a, b selbst keine sinpliire Stelle liegt. Wir müssen dann zu U-Kurven 
übergelieri, die weiter in1 Innern liegen. EB sei U, eine U-Kurve, die 
ganz im lnnern des Gebietes Iiegt, wo f'(x) sich reguliir verhalt. Diese 
U-l<iirve schneidet die Strecke a b  in zwei Punkten a'b'. Wir bilden 
nun eine Umschlinpng der Strecke ub, i d e m  wir diese 71-Kurve bis 
nahe an die Punkte a'h' durchlaufen, in der Nihe dieser Punkte aber 
Parallelen zu a b  anschliessen, die bei a und b durch IIalbkreise mit 
einander verbunden werden (Fig. 2). 

 ber diese Urnschlingung .erstrecken wir das Tntegral 
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Liegt nun z im Innern der u-Kurve, so Iisst sich wieder zeigen, 
dass für hinreichend grosse Werte von PZ 

und rnit'hin da,s Integral beliebig klein werden wird. Denn der absolute 

Betrag von lin1 ?i/ynz ist nach dem Obigen auf den liandteilen, dic 

F ~ R .  2. ausserhalb der C-Kurve lie- 
gen, noch grtisser als auf der 

--) I-Kurve selbat, whhrend lim 
b >, , - -  

1/9,(x), da x im Innern der 
I'liurve licgt, a,bsolut ga- 

nommen kleiner sein rnnss. Dies ist obeil zunachst nur für den FaIl 
nachgewiesen, wo x nicht auf der Strecke ab  liegt. Aber es lasst sich 
aiich dann noch in der fi~lgenden Weise zeigen. Lieg% x aauf der 

a - a  
Strecke u b  zwischen x, und x , + ~ ,  so ist, wenn nian - - IL setzt: 

li - 1 

1 x- xL 1 < a 1 ~  j x - x ,  j < (n - ~ j l ~  
und mithiil: 

1 g,(z) 1 < cc! (n - a)! hm 

Nun ist nach der Stirling'schen Formel 
'La+ 1 U. 

log a!  = 1, log 2 z  + log a - rc + ' ( p  zwischen O und 1) 
12  u 

2 ( 1 2 - u ) + 1  
log (n - a) !  = S lo 2 P' 

z + - ~ - p - p  log 0 2  - a)  - (n - a) + 7 ~ - 7  
iy' zwischen O und 1) 

Mithin ist 
1 1 1- 
- O 1 yn(x) 1 < log 2n + log (n - a) + log 2- + , log a (91 - a) 
n n n a ~ Y L  

- 1 + - IL + PI- + log h. 
l2a.n 12:n- u)?a 

Lassen wir nun n grtisser und grosser werden, wahrend x uugeiindert 
bleibt, so wird auch a: grossere Werte annehmen rnüssen, damit x 

immer zwischen z, und x,+i liegt. Der Bruch wird sic11 dabei 
n-a 

z - a  OL 
deni festen Werte Fi mehr und mehr nahern, .n wird sich dem 

erhalten wir: 
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der 

fiir 

1 x - c  x-a 
l i m n h g I  y,(") 1 - < + l o g ( h - x ) ( x - a ) + - - l o g - - - - 1 .  b - a  b - 2  

Der Wert der rechten Seiten stimnit mit dem Werte von U an 
betreffenden Stelle überein. 
Damit ist also gezeigt, dass das Integral 

jeden Wert von x im Innern der U-Kume beliebig klein wird und 
damit ist der Rcwcis fiir die Konvergenz des Ausdruckes 

f (x) = lim G, (x) 

erbracht, wo G,(x) die ganze rationale Funktion niedrigsten Grades bedeutet, 
die für die n-Werte x, x, . . . x, mit f(x) übercinstimmt. So lange die 
li-Kurve keine singulare Stelle enthalt, kbnnen wir sie durch eine 
gr5ssere U-Kurve ersetzen. Der Konvergenebereich erfüllt daher das 
ganze Innere derjenigen LT-Kurve, die durch wenigstens einc singuliire 
Stelle hindurchgeht, ohne singulare Stellen zu umschlingen. J e  nach 
der Lage der s inp l i ren  Stellen also wird der Konvergembereich de8 
Ausdruckes 

f (x) = lin1 G, (x) 

nur einen Teil der Strecke ab oder die ganze Strecke ah enthalten. 
Denn dass der Konvergenzbereich über die betreffende U-Kurve nicht 
hinausreicht, ergiebt sich daraus, dass für einen Wert von x ausserhalb 
der U-Kurve und cinen Wert von z auE der lJ-Kurve 

ist. Dies gilt auch noch für Wcrte von x, die aiif der Strecke ah, 
aber in der Mitte zwischen zwei benachbarten Nullstellen der Funktion 
gn (x) gewahlt werden. 

Es ist dann niimlich 

2 a! Nun ist 1 . 3  . . .  2 u - 1 = -  
zau l  

und damit erhiilt nian nach der Stirling'schen l'orme1 in ahdicher 
n'eise wie oben 

1 1 x - c  x - a  
- log / gr,(x) 1 = log (x - a)  (7, - x) + r,T-; log- -- 

n h - x 1. 

Selbst auf der Strecke a b  kann man also ausserhalb der betreffen- 
Zeitschrift f .  Mathomatik u. Phyaik. 46. Band. 1901. 1. u. 2. Heft 16 
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gn (4 
den U-Kurve Werte von x finden, für welche - mit wachsendem lz 

Sn (21 

mie K unendlich wird. Für  solche Werte kann das Integral 

nicht beliebig klein werden, wenigstens nicht, so lange über f (2) keine 
weiteren Voraussetzungen geinacht werden. 

Somit erhalt man das überraschende Besultat, dass, so bald singu- 
lHre Stellen von f (z) in1 Innern der Kurre 

U =  log(b - a) - 1 

liegen, die Interpolation mit Hülfe der Funktionen G,(x) nur für einen 
beschrznkten Teil der Strecke ab  moglich ist. 

Dies moge für einen speziellen Fa11 noch etwas weiter ausgeführt 
wertien. 

E s  sei U =  C die Gleichung einer U-Kurve, welche die Streck~ 
a0 und eine singulare Stelle z, der Funktion f (x) uinschliesst. An 
dieser Stelle sol1 f (z) von erster Ordnung unendlich werden. 

Wir denken uns nun aus dem Gebiete einen kleinen Kreis aus- 
geschlossen, der die Stelle z, zurn Rlittelpunkt hat. Über den gesamten 
Rand des so modifizierten Gebietes denken wir uns das Intepal  er- 
streçkt und haben d a m  wie oben: 

Den Teil des Integrals, der über den kleinen Kreis erstreckt ist, 
s (4 1 

denken wir lins besonders ausgeführt. Auf dem Kreise ist -- . -- 
4 .qm (4 2 - x 

sehr nahe konstant uin so mehr, je kleiner der Kreis genommen wird, 
und bei den über f ( z )  gemachten Annahinen wird der über den Kreis 

wo c eine von Nul1 verschiedene Konstante bedeutet. Der übrige Teil 
des Integr& wird für hinrcichend grosse Werte vun n beliebig klein, 
weil fiir Werte von z, die auf der U-Kuwe liegen, der absolute Betrag 

,, - -  

von yy,(z) grtisser ist, als der von 1/S-n("j, da z einen im Innern 
liegenden Punkt bedeutet. IlTenu wir nun die U-Kurve konstruiert 
denken, die durch z, liiuft, so ist klar, dass für einen nTert von x, der 

g (2) 1 
ausserhalb dieser Kurve liegt, der Term c "- . -- für hinreichend 

g,(4 21 - e  

grosse Werte von VL Eieliebig gross wird, und dass daher f (x) - G,(x) 
für hinreicliend grosse Werte von IZ beliebig gross werden muss. 
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1 Es sei Z. B. f' (x) = - ----- und a:  - 5 ,  b = + 5. Dann hat 
1 + xT 

f (x)  die beiden singularen Stellen + i und - i. Statt eines IG-eises 
haben wir d a m  zwei Breise auszuscldiessen und erhalten, wenn wir die 
U-Kurve ins Unendliche rücken lassen 

Kun ist 

U. S. W. 

Wird daher n als ungrade vorausgesetzt, so muss g,(i) rein inia- 

Wir konstruieren nun die 77-Kurve, die durch die Punkte t i 
geht. Sie trifft die reelle Achse etwa in den Punkten i. 3.63. Über - 
das zwischen diesen beiden Punkten liegende Intervail hinaus ist also 
die Interpolation mit Hülfe der Funktionen G,(x) unrniiglich. Ob- 
gleich diese Funktionen zwischen + 3.63 ,und + 5, sowie zwischen 
- 3.63 und - 5 mit wachsendem 9% fur immer dichter und dichter 

1 
liegende Werte von x mit -- 

1 + x" 
übereinstimmen, so wird doch 

zwischen je zwei Koinzidenzpunkten die Abweichung mit wachsendem 18 

1 
inmer grosser und  g;TOsser. Wenn man Z. R. die Rurve y = --  

1 + x z  

durch die Kurve y = G,(x) darzustellen sucht, die in den 11 Punkten 
mit den Abscissen 

5 - 4 ,  - 3 ,  - 2 ,  - 1 ,  O, $1, +2, + 3 ,  +4,  + 5  
mit ihr übereinstimmt, so betragt die Abweichung bei x = f 4.5, wie 
unsere Gleichung lehrt, nicht weniger als 1.53, also rriehr als das 

1 
Anderthalbfache der ~Srossten Ordinate der Kurve y = - - . Die 

1 + .Xe 

Abwcichung in der Niihe von I 4.6 wird nun nicht etwa kleiner, 
wenn wir den Grad der ~ i h e r u n ~ s k u r i e  und zugleich die Zahl der - - 

Koinzidenzpunkte zwischen x = - 5 und z = + 5 erhohen, sondern sie 
wird im Gegenteil imnier grtisser. Rei x = + 0.5 dagegen betriigt z. R. 
die Abweichung nicht mehr als 0.044, und würde in der Niihe dieses 
Wertes mit einer grtisseren Anzalil von K o i n ~ i d e ~ p u n k t e r i  inimer - 

kloiner aerden. 
-- lti* 
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Eine Schattenkonstruktion. 

Von R. MEIINKE in Stuttgart. 

Beim Schattieren von Zeichnungen, welche Teile ron Rauwerken 
odcr Maschinen im Aufriss darsteiicn, ist nicht selten der Schatten 
einer wagerechten und zur Aufrissebene parallelen Geraden auf eine - 
beliebige Drehungsfliiçhe mit senkrechter Axe zu bestimmen, und zwar 
unter der Voraussetzung, die auch hier gemacht werden sou, dass die 
Liclitstrahlen irn Grundriss und Aiifriss fiinen halben rediten Winkel 
mit der Wagerechten bilden. Die hierbei allgemein benützte, in den 
einschligigen Werken zu findende Konstruktion ist ebenso umstandlich 
als ungenau und erfordert einen Griinrlrias. Ich halte cs deshalb für 
nicht ganz iiberflüssig, eine in den 80er .Jahren v o n  mir gefundene 
sebr ejnfacho Kanstruktion mitzuteilcn, bei der man keinen Grundriss 
notig hat. l) 

l 

.- 

1) Eine weniger einiaçhe Konstruktion hat J. Yillet  in seinem Traité de 
l'erapectivi! . . ., Paris 1885, mgegebcn. Im übrigen sind die, ebenfalls im Auf- 
riss allcin ausi'iihrbaren Schattenkonstruktionen an L)rehungsfl%çhen von Pillet un- 
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'Ilan trage die Entfernung E ,  welche die schattenwerfende Gerade 
- in deni obigen Bilile ist es die rordere untere Xante der Deckplatte 
des Kapitals - von der Drehungsaxe hat, Tom Alifriss der Axe in1 
hufriss der Geraden nach links, wenn das Licht, wie gewohnlich, -von 
links einfiillt, und ziehe durch den erhaltenen Punkt a in der Licht- 
richtung bis zum Scbnittpunkt b mit der Axe. Die auf einem beliebi- 
gen Parallelkreis der Drehungsfliiche liegenden Punkte pl und p, der 
Schattengrenze ergeben sich dann, wenn man den Dalbmesser r dieses 
Parallelkreiws in den Zirkel nimmt, in b einsctzt und in den Aufriss 
des Parallelkreises einschneidet. 

Die Erklarung liegt (tarin, dass die gesuchte Schattengrenze zuin 
Seitenriss eine unter einem halben Rechten geneigte Gerade hat nnd 
der gemeinsame Abstand x der Aufrisse von p, und p, von der Axe 
die eine Kathete eines rechtwinkligen Ilreiccks vorstellt, deesen anderc 
Kathete y gleich dem Ahstande des gemeinsamen Seitenrisses der Punkte 
p von der Axe, also gleich den1 Abstaude des Punktes b von derri Auf- 
riss des fraglichen Parallelkreises, und dessen flypotenuse gleich dem 
Halbmesser r ist. 

Die Ausdehniing der Konstriiktion auf allgeineiaex Lichtrichtungen 
hietet keine Schwierigkeit, sol1 aber hier nicht vorgenommen werden, 
wie auch die sinngeni5sse Anwendung h i  eiriigeu anderen Lageii der 
Axe und der schattenwerfenden Geraden ilmi Leser überlassen bleiben 

- 

gemein zweckrnasaig, aber anwheinend bei uns gar nicht bekannt. Ich beabsich- 
tige, die Methoden von P~llet  mit einer Vernllgemeinerung, die ich vor lingerer 
Zeit gef~indcn habe,  in dieser Zeitschrift bei n%çhster Gelegenheit darzustellen. 
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Zur Konstruktion der Schnitte von Hüllflachen mit 
ebenen oder krummen Flachen. 

Von R. MEHMKE in Stuttgart. 

Als allgemeine Vei-fahren, die Schnittlinie einer krummen Fliiche 
mit einer Ebene zu finden, werden in den Lehrbüchern der daistellenden 
Geometrie meines Wissens keine anderen mgegeben, als entweder eine 
Keihe von Erzcugenden der Flache mit dieser Ebene zu schneiden und 
die Schnittpunkte durch einen stetigen Zng zu verbinden, oder die 
Aufgabe als einen besonderen Fa11 derjenigen anzusehen, die Schnitt- 
h i e  zweier kriimmen Flachen au konstruieren, und dementsprechentl 
eine Reihe von Hill'sebenen anznnehmen, welche die krumme Flache 
in moglichst einf'achen Linien schneiden, und hierauf die gemeinsamen 
Punkte der beiden Schnittlinien einer jeden Hilfsebene mit der krnmmen 
Fliche und mit der gegebenen Ebene zu bestimmen, welche Pnnkte 
der gesnchten Kiirve angehoren. Ahnlich ist es mit der Restiinmung 
der Schnittlinie zweier krummen Plachen, nur dass hier in der Regel 
noch die Moglichkeit, kmmnie Hilfsfliichen zu heniitaen, ins Ange 
gefasst wird. 

Es  gieht aber noch ein anderes Verfahren, das ich im Unterricht' 
seit langen Jahren mit best'em Erfolg anaenden lasse.') Angenommen, 
die gegebene Fliche @ konne als Hüllfliche (Einhüllungsflache, Enve- 
loppe) einer Schar von Fliichen FI, F,, F3 . . . betrachtet werden, 
deren Schnitte Cl, C,, (=, . . mit einer zweiten gegebenen Flache Y 
leicht zu finden seien. Dann wira die gesiichte Schnittkune der 
FLchen CD und Y jede der Kurven Cl, C,, C3 . . . berühren, also die 
Hüllkurve der letzteren sein.') 

1) Es mag sein, dass der eine oder andere Fachgenofise ebenfalls darnuf 
gekommen ie t ;  trotz einigen SuChens habe ich in der Lit teratur nichts darauf 
Rezügliches finden konnen. 

2) In  manchen Fallen (S. das zweite der unten folgenden Beispiele) k6nnen 
auch die Berührungspunkte der Kurven C mit ihrer Hüllkurve durch eine aiisitz- 
liche Konstruktion verhaltnismassig leicht bestimmt werden; dass dies im all- 
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Resonclers einpfehlrnswert ist, natiirlich clieses t'erfahren be i  den  

IIüllfliichen von Kiigelschsren, z. 13. Rohrenflachen und Drohungsflachen. 

Als einfachcs Beispiel, rlas keiner weiterrn E r k l i r u n g  hedarf,  s ieht  

man in Fig.  1 den Schni t t  einer Schraubenrohrenflache mi t  s e n h e c h t e r  

Fig. 1. Fig B. 

Axe und einer wagerechten Ebene, iin Grundriss konst.riiiert; & n e  Hilfs- 

kugel und  ihr Schni t t  mit der  gegebenen Ebene  sind eingezeichilet.'j 

Aiif mehrere A r t e n  konnen die Berührungspunkte der H i l f s k r e i ~ c  mit 
ihrer Hüllkurve bestimrnt werden, woraiif aber h ie r  n ich t  eingegangen 

gemeinen nicht der Fa11 ist, braucht man kcineswegs als Mangel des Verrahrens 
anziisehen, denn es ist cine bekannte Thatsache, dass eine Kurve sich sls Hiill- 
kurve einer hinreichend dichten Schar gezeichneter Kurven sogar bequemer und 
sicherer zeichnen lasst, a1s au6 einzelnen konstruierten Punkten. So lasse ich 
dic cyklischen K~irven im Cnterricht immer als IIüllkurven von Ereisscharen nacli 
der so einfachen allgemeinen Roulettenkonetruktion von Po,ncelet (S. etwe ï 3 zc i . -  
~ i t e s t e ~ ' ~  Kinematik, 8. 1 7 6  und S. 175 Anm.) zeichnen. 

1) In don nieisten Lehrbüchern werden solche Aufgaben nicht einmal erwiihni; 
in f h .  Wiemr's  bckanntem T,ehrhuch, Hd. 2, S. 408, findet ~ i c h  zwar (ohne l k w n y )  
die Übu~i~saufgabe, eine Schraubenrohrenflache durch Ebenen zu schneiden, ivli 
halte es aber nicht f ir  walirscheinlich, dass Wiener die ohige Losung im Sinne 
gehabt hxt. 
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werden son. Im zweiten Beispiele hat man eine beliebige Drehungs- 
flache, deren Axe parallel zur Aufrisstafel, aber nicht senkrecht zur 
Griindrisstafel ist, ebenfalis mit einer wagerechten Ebene geschnitten. 
Hier ergeben sich die Berührungspunkte p; und pi eines jeden Hilfs- 
kreises einfach dadurch, dass man im Aufriss den Parallelkreis bestimmt, 
nach welchem die betreffende Hilfskugel die Drehungsfliiche berührt, 
und durch den Sclmittpunkt p" luit der Spur der gegebenen Ebene 
die Senkrechte zieht. ') 

1) Eine geometrographische Vergleichung würde zeigen, dasa obige zusammcn- 
gesetzte K~nst~rukt ion.  ohwohl sie gleichzeitig Iieriihrende Kreise und ihre Re- 
rührungspunkte liefert, an  Einfaçhheit der gewohnlichen, mittelst welcher man 
bloss Piinkte der gesuchten Kuïve erhiilt (S. etwa den Leitfaden der damtellenden 
Geometrie von R. Müller, S. 55 ,  Nr. 116 Schluss), nicht nachsteht. Wie schon er- 
wghnt, kann aber auf die Bestimmung der Berührungspunkte der (doppelt) be- 
riihrentien Kreise vereichtet und so die Konstruktion wesentlich vereinfacht werden. 
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Ein neues ,,Perspektivlineal". 

Von Dr. CARL ROHRRACII in Gotha. 

~ b e r ~ u s  zahlreich und zum Teil überaus verwickelt sind die Vor- 
richtungen, die man ersonnen hat, uin perspektivische Geraden zu 
zeichnen für den Fall, dass der Fluchtpunkt nicht in den Rahinen der 
Zeiohung selbst fillt. 

Einer Berücksichtigung dieser Vorriehtungen im Unterricht steht 
meistens neben ihrem durch die Art der Konstruktion bedingten hohen 
Preise die Schwierigkeit, ihre Wirkungsweise zii übersehen, im Wege. 

Allen diesen Konstruktionen gegeniiber zeichnet sich eine nieines 
missens neue Vorricht~ing, die mein jetzt fünfundachtzigjiihriger ver- 
ehrter Preiind und ehemaliger Lehrer, Herr Ra~imieister L i ldwig  S c h m i d t  
in Gotha  vor wenigen  en erdacht hat, durch prinzipiell wie kon 
str~lktiv gleich verblüffende Eirifachheit und dernentsprechende Rilligkeit 
der Herstellimg ans. Sie beruht anf der Anwendung des einfachen geo- 
metrischen Satzes, dass die Projektion einer Kegelseite auf einen Haupt- 
sühnitt des Kegels stets durch dessen Spitze geht oder allgemeiner des 
Satzes: Aile Projelitionen einer beliebigen Geraden auf eine und dieselbe 
Bene  schneiden sich i n  einem Punkte (dem Schnittpunh-te der projixierten 
Geraden mit der Hildebene)). 

Auf einer dünnen Spiegelglasscheibe mit jedenfalls einer genau 
geraden Karite ist eine beliebige gegen diese Kante geneigte Gerade in 
irgend welcher Weise (mit dem Diamanten: mit Farbe, Aluminium, 
Seife oder dergl.) gezogen, ein paar Füsse oder Stützen, die seitlich 
angeklemrit werden, gestatten, die Scheibe ungefah serikrecht auf die 
Zeichnung zii stellen. A n  der geraden Kante ist ein beliebiger Piinkt 
durch einen Indexstrich bezeichnet. 

In dieser seien von den zu einem Fluchtpunkte gehorigen (in1 
Raume paraIlelen) Geraden zwei, Gl und Cr, ,  gegeben, die iibrigen durch 
die Punkte p,, pi, . . . zu ziehen. Man stellt nun die Glasscheibe zu- 
nachst mit ilirer unteren genauen Kante (a,) auf die Gerade (2, und 
verschiebt sie dam dieser nntlang, bis bei geeigncter Stcilliing des Aiigcs 
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die andere Gerade Gg mit der auf dem Glase gezeichneten Geraden 8, 
zusammenfàlit, man markiert d a m  zweckmassig die Stellung des er- 
wiihnten Index auf der Zeichnung (um znfdlige Verschiebungen zu 
vermeiden oder zii bemerken und um auch spater dieselbe Einstellung 
ohne Mühe mieder erhalten zu konnen). Alsdann bringt man durch 
Verschiebung des Auges (oder durch Drehen der Glasplatte urn ihre 
Grundkante, oder durch fieide Bewegungen zugleich) die Punkte p,, 
p ,  etc. zur Deckiing mit dem Bilde der Geraden 8, und braiicht dann 
nur mit dern Bleistifte je einen zweiten Punkt n,, x, et.. in der be- 
trefienden Projektion von 8, eu markieren, urn nachher durch die 
Piinktpaare p,a,, P , ~ Z ,  etc. die gemünschten Geraden ziehen zii konnen. 

Naclh%glich sei noch bemerkt, dass es vorteilhaft sein kann, meh- 
rere mit der (hindkante al ein Strahlenhiischel bildendc Gerade GY,, 
(3, etc. auf der Glasplatte verzeichnet zu haben, indem hierdurch die 
notigen Versühiefiungen des Auges rermindert werden. 

Dass es gleichgültig ist, mit welcher Geraden G man 63, eu An- 
fang ziisammenfallen Lsst,  und dass es zur Vermeidung ungünstiger 
Visuren z~iliissig ist, verschiedene Tcile der Konstruktion auf verschic- 
dene Gerade G unter jedesmaliger Neueinstellung zii stützen, beclarf 
keines besonderen Hinweiues. 
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Ziir Iiosiing der Aiifgahe 1. Von Dr. S. F ~ s t i r e ~ w a ~ n ~ ~ .  25 1 

Znr Losnng der Aufgabe 1. 

Von S. F~STERWALDER in Niinchen. 

Ini 42. Bande dieser Zeitschrift habe ich folgende Aufgabe gestellt: 
,,DM Netz eines I<ngelballons besteht aus einer sehr grossen Anzahl 
(96 und mehr auf dem Umfange) rhombischer Maschen mit TYinkeln 
von BOU und 120°, deren Burze Diagonalen nach Parabdkrei~en und 
deren lange nach Mericlianen angeordnet sind. Ihre Diniensionen 
wachsen regelrriissig von1 oberen VentiLringe bis zuiri ~ p a t o r .  Das 
Netz reicht in dieser Form etwas unter den Aquator. Die F i p r  desselben 
ist demnach genahert durch zwei Scharen von ICugelloxodromen ge- 
bildet, die sich unter cineni TVinkel von BOU schneiden. 

Ein solches, für einen Ballon von best'immtem Radius konstruiertes 
Netx soll nun für einen gosseren Kugelballon, oder auch für einen 
Bailon von anders geformtem Meritiian benützt werden. Welche Fignr 
bildet dann das Ketz? Bis zu welchem Kugelradiiis l isst  sich dasselbe 
noch verwendcn? Welche Erscheinung tritt aiif, wenn der Radius 
grosser wird? Welche Form hat das Netz in dem speziellen Falle 
eines unendich grossen Radius, wenn also das Netz symmetrisch in1 
Kreise herum in eine Ebene ausgebreitet wird?" 

Der Radius des Ballons, für welchen das Netz he~gestellt ist, sei 
r :  u und v seien Foldistanz und geogr. Lange für einen Plinkt der 
Ballonoberfl~che, deren Linienelement daher gleich ist: 

ds2 = r2du2 + Y' sin%dv2. 

Es sei ferner n (in unserrri Falle 1 / 3 )  das Verhiltnis der langen ziir 
kiirzen Diagonale einer Baute des Netzes, d a m  besteht zwischen den 
Differentialen du  und dz', welche eine solche unenrilich klein gedachte 
Raute begrenzen, die Beziehung: w sinztdv = - rdu .  

Die entsprechenden Grossen für den grtisseren Ballon seien mit 
cri-ossen Buchstaben bezeichnet. Die beiden Kugeln sind dann bei 5. 
Ubertrapng des Netzes so aufeinsnder bezogen, dass dS= ds ist, wenn 
d J' = du wird und die vorhin erwahnte Reziehnng n sinudu - - dti 
besteht. Hierms ergiebt sich folgende Differentialgleichung für  den 
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252 Zur Losung der Aufgabe 1 

Zusanimenhang der i'oltlistnneen U und u der beiden Kiigeloherfliichen: 

sin Va - du = n a)' (1 + n2) - ( )  sin u oder fiir n = l/3 : 

Diese Differentialgleichung muss nun so iiitepieit werden, dass Kr 
~c = uo, wo zc, die Poldistane des Netzkran7~s jst, der (las kreis- 

f6rmige obere Ventil umsehliesst, li - uo airil, da die Ventile beider 

Ballons als gleich gross vorausgesetzt werden müssen. 1st das Ver- 

haltnis : gegehen, so k6nnen hierfür die numerischen Naherungs- 

methoden von I t u n g e  und H e u n  beniitzt werden. Da u, ein selir 

kleiner Winkel ist, winl sieh der Anfangswcrt von ::= 1 erpben. 

n i c  lieehniing wird so lnngc fortgcsrtzt, his "'= O wird. Der rii- 
du. 

geh8rig.e Wert entspricht dem Umstande, dass eine kleine R8honiben- 
diagonale des Netzes beiin Aiiflegen auf den griisse~en Ballon sich auf 
die doppcltc Rhomhenseite verlangert hat,, wRhrend die frühere lange 
Diagonale nun aiif Nnll zusammengeschruilîpft ist. wenn (las Netz 
ain kleinen Ballon weiter reicht, als jeneni Werte von .u entspricht, so 
ist ein Aufpassen des Netzes auf den grosseren Kallnn schon aus 
ge  o m e t  r i s  c h e n  Gründen unmtiglicli, a m  mechanischen Gründen') ist 
es schon liingst vorhcr ru  widcwatcn, da bei starken Deformationen 
der Netzinaschen die Reanspruchung der Jlaschenseiten ganz anders 
ausfillt, als sie bei der IIerstellung des Xetzes f ü r  den kleineri Ballon 
vorgesehen war. Sol1 die Verkürzung der langen Diagonale unter eincrn 

gewissen Mass bleiben, so niuss: < k sein und nian wird also 
7 d u  

zusehen, ob innerhalb der Ausdehnung des Netzes diese Ilngleichheit 
erfüiit bleibt. Da es sich in der Praxis soniit nar um eine geringe 
Veriindeiung des Radius des Kugelballons handeln kann, so wird man 
versuchen, für diesen Fa11 eine n%heriingsweise giltige Differential- 
gleichiing aiifziistellen, die allgemein 711 integrieren ist Das gelingt 
hier sehr leicht. Setzt man: R = r (1 + p )  und R2 = y 2  (1 + 211) ferner: 
U = u + zu und sin u' = sin u + u cos u, so wird die Differrntialgleichung 
nach Entwickelung der Quadratwurzel und Beibehaltung der niedrigsten 
I'otenzen von p und w:  

1) Vergl. S. Finsterwalder: Die Ueanspruchuug des K e l z e s  am Freiballon. 
I l lustr .  AiCron. M i t t d u n g e n  1900. 
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u l. 

JJinny du 
1 + nz u, Ihr allgemeines Integral ist: zu = - p -- 

n y 
oder für n = 

Berechnen wir den für die Bormiinderung der Maschen massgebenden 
Wert von: 

k =  -- d w 4P 
rdu du 

Viir p = 0,l also einen Ballon, dessen ltadius um 10 % und dessen Volumen 
um 33O/, grrosser ist als jener, für den das Ketz konstruiert war, finde ich: 

u = 450 go0 1350 
k = 0,993 O,96 7 0,865 

Berücksichtigt man, dass bei einer Verkürzung der langen Diagonale 
irii Verhiltnis 0,865 : 1 die kurze irn Verhiiltnis 1,323 : 1 verlingerl 
wird, so sieht man, dass die iiussersten Maschen bereits çehr erhehlich 
verzerrt sind und die Grenze des Zuliissigen wohl schon überschritten ist. 

Die Form des Netzes beim Ausbreiten in die Ebene k6nnte man 
aus der zuerst entwickelten Diflerentialgleichung durch Grenzübergang 
fïir den Wert h! - cu erhalten. Eirtfacher ist es, direkt die Din'ereritial- 

gleichung aiifziistellon, welche die Abhiingigkeit des Polarradius p in 
der Ebene von der l'oldistanz u auf der Kugel ausdrückt. Sie lautet: 

- -- 

1 9 = - v 4  - (P-)'. Hierbei ist der Kugelraùius r = 1 gesetzt. 
du l/g blu u 

Eine genaherte nunlerische Integration ergiebt, dass für u - 118,5O 
das vollstindige Ausstrccken der Maschen erreicht wird. Die aus- 
gestreckten Maschen liegen auf einem Kreise vom Radius po = 1,83. 
Iieicht das Netz riicht weiber als bis u = 118,5O oder 28,5O unter deri 
~ ~ u a t o r ,  so kann es in eine Ebene aiisgebreitet werden, sonst nicht. 

Was schliesslich die Frage nach anderen einfachen Rotationsfliichen 
betrifft, auf welche das Netz leicht eufzuspannen kt, so sind in erster 
Linie Ilotationsfliichen konstanten Krüinmungsniasses und zwar solche 
rom Spindeltypus zu erwiihnen, auf denen die Netzfigur wieder aus 
Loxodromen, aber mit anderem Schnittwinkel, gebildet werden kann. 
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Kleiuere IiIitteiIungen. 

Kleinere Mitteilungen. 

13. Bressa-Preis. 
Unterm 1. Januar  1 9 0 1  teilt die Kgl. Akademie der Wissenschaften 

in Turin gemass den letztwilligcn Verfügungen des Br. Ccsnrc Alcssandra 
Bressa und den bezüglicheri Bestimmungen r o m  7. Dezember 1876  mit, 
dass am 31. Dezember 1900 der Wettbewcrb für  die Entdeckungen und 
wissenschaftlichen Werke des Zeitraums 18 9 7-1 900, an welchein nur die 
Gelehrten und Erfinder Italiens teilnehmen konnten, geschlosscn wordcn 
ist. Zugleich erinnert die Akademie darau, dass a111 1 .  Januar 1899 
ein NTetthewerb eroffnet wnrden is t ,  zu welchem die Gelclwten m d  Er- 
finder aller Volko- augelassen sind. Die Bewerbung hat  den Zweck, den 
Gelehrten oder Erfinder, welchem Volk e r  angehore, zu belohnen, 
der in dem Zeitraum von 1897-1900 , ,au jugement de l'Académie 
des Sciences de Tiirin, aura fait la découverte l a  plus éclatante et 
la plus utile,  ou  qui aura produit l'ouvrage le plus célèbre en fait 
de sciences physiques et  expérimentales, histoire naturelle, mathématiques 
pures et appliquées, chimie, physiologie et  la statistiqueLL, und wird am 
31. Dezember 1902  geschlosscn. Der fiir diesen Preis f'cstgesetzte Rctrag 
beliiuft sich nach Abzug der Steuer auf 9600 Franken  Wer sich bew-erben 
will, muss dies i n  eincm Briefe a n  den Vorsiszcnden der Akademie erkl%rcn 
und das Werk einreichen, mit  deni er sich bewirbt. Dieses Werk muss 
gedruckt sein; Handschiften werdcn nicht berücksichtigt. Die Werkc, die 
den Preis nicht erlangen, werden nicht zurückgegeben. Kein Mitglied der 
Akademie in Turin kann dcn Preis erhaltcn. Die Akademic verleiht, den 
Preis dem Gelehrten, den sie für den würdigsten halt,  auch wenn er sieh 
nicht beworben hat. Tlntereeichnet ist vom Vorsitzenden der Akademie, 
G. Carle, und dern Sekretar des Preisgerichts, E. D'O~icZio. 

Anfragen und Auskünfte. 
C. R. in Jf. Lognrithmisc7zes Papier is l  allerdirigs Wr rriariuigfactie 

Zwecke sehr gut  zii gehmiichen. E s  war schon 6fters die Rede davon, 
dass in Airierika und in England solches im Handel zu haberi sei, jedoch 
wurde entweder keine Rezugsquelle angegehen, oder es erwies sich einfa,ch 
als uurriüglich, das Gewünschte zu erlangen. Eiue sichem Quelle ist  die 
Verlagshandlung Van L'nmpen/muf frCirs ci? srnm,~, Rue de la Colline 13, 
Urüssel. Lugaribhiriisches Liriienrietz schwaiz üuf' düiiiiem, aber zahem 
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Yapier i n  Bogen von 6 2  cm Lange und Breite, Einheit der logarithmischen - 
Skala 50 cm (ahgesehrn von einem geringen Papiereingang), also wie 
bel den unteren Skalen eiues grossen Hecheuschiebers. Der Bogen dieses, 
auf Anregung und nach Angahe der Proff. Pasquier und Suttor in Lowen 
hergestellten logarithrnischeu Papiers kostet 75 Centimes. Breilich 1st da- 
mit allen Bedllrfnissen wohl noch nicht entsprochen, indem x. B. fïir die 
logarithrnographisçhe Losung von Gleichurigen eirie kleinere Lihgeneiriheit, 
ctwa 5 cm, aber mehrmalige Wiederholung der Skala auf beiden Axen er- 
wünscht wiire. M. - 

W. D. h X. ,,Sfolze.nberges . Millio~z6rLL ist eine neue, recht sonder- 
bare Handelshezeichnung für die Rechenmaschine von Sfeign. und Rgbi, die 
H. !.Sossm in der Zeitschr. f. Vermessu~i~swesen, 1 8 9 9 ,  S. 6 7 4 ,  eingeherid 
beschrieben und gewiirtiigt hat. Sie stiinmt (was bei uns wenig hekannt 
au sein scheirit) in den weseiitlichsteri Punkten mit der, verschiedene Jahre 
ilteren, sich aiisserliçh allerdings ganz anders darstellenden Jiaschine von 
Bollée übereiu, irideiri sie als Haupt-Werkteil ebenfalls eiri verkorpertes 
Einmaleins hat, also (wie die hochst, einenartige neiie Rechenmaschine von 
Prof. Selli?y/, von der wir hoffen, in  dieser Zeitschr. bald eine genaue Be- 
d r e i b u n g  bringen zii knnnen) eu den eigentlichen Multiplikationsmaschinen 
gehort. Der Preis ist von 31. 800 auf M. 900  gestiegen. 51. - 

Anfmge. M. 6. Lewwi,rc führt die ersten Gedanken der von ihm so ge- 
nannten Geomctrogral~llie a d  das Jahr  188 8 zuïück. Aber Ckr. TVieîzel- 
anhlt 1884 in  seiner dnrstellenden Geometrie (die M. Lcrnoim offenbar nicht 
kenrit), z. B. auf S. 85 Bd. 1, auch sçhon Elementaroperat,ionen ab, um ein 
Mass für die Einfacliheit einer geometrischen Konstruktion zu gewinnen. Wer 
Lat ausser Franzosen sonst noch auf diesem Gebiete gearbeitet? Fr. LW., K. 
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Büchcrschau. 

Bücherschau. 

Xaurico d'ocagno, Trait6 de Nomographie. gr. 8O, Xm und 480 S. 
mit  1 7 7  Fig. und 1 Tafel. Paris 1899, Gauthier-Villars. 

Ein vorzügliches Werk, das von Feiten aller, die mit dem Ausrechnen 
haufig wiederkehrender Formeln, seien diese einfach oder verwickelt, ja mit 
Zahlenrechnen überhaupt zu thun haben, und nicht minder seitens der reinen 
Mathematiker die grorste 13eachtung verdient! Nomographie hat  1891 der 
Verfasser in einem nur ein fünftel so umfangreichen Vorlaufer des jetzigen 
Buches, wofür ihm 1892 von der Pariser Akademie der Leconte-Preis zu- 
erkannt worden is t ,  die Lehre von der geometrisühen Darstellung geseta- 
massiger Beziehungen zwischen veranderlichen Grossen genanntT L i e g t  
irgend eine Gleichung zwischen mehreren Versnderliehen vor, so l s k t  sich, 
o k  auf sehr versch~edene Weise, eine aus bezifferten (,,kotierteni') geo- 
metrischen Elernenten (d. h. Punkten, geraden oder krummen Linien) ge- 
bildete Tafel zeichnen - der Verfasser benützt im Anschluss a n  L a l a n n e  
dafür das VCTort abaque (von abacus = 6pu&), das bekanntlich auch noch 
andere Bedeutungen ha t  - eine Tafel also, die erlaubt, wenn für  alie 
Veriinderliche bis auf einc derselben bestimmte Zahlonwerte gegeben sind, 
den jener Gleichung entsprechenden Zahlenwert der letzten Veranderlichen 
mechanisch durch Ablesen zu ermitteln, wobei nieht etwa (wie im soge- 
nannten graphischen Rechnen) besondere Konstruktionen auszuführen, sondern 
blos gezeichnete Linien zu verfolgen odcr allenfalls bewegliche Elemente 
einzutellen sind. Vor numerischen Tafeln haben solche graphischen ausser 
manchen anderen Vorzügen den, oft noch anwendbar zu sein, wo orstere 
(z. B. wegen zu groker  Zahl der Ver~nderlichen) vol ls tkdig versagen. 
Obwohl nun seit Jahrhunderten graphische Tafeln mancherlci Art in 
grosser Zahl entworfen und in den letzten Jahrzehnten beaehtenswerte Ver- 
suche, eine allgcmeino Theorie zu begründcn, unternommen worden çind, 
ist es doch N-. d ' 0 e a g n e  vorbehalten gewesen, ein wirkliches Lehrgebiude 
der Nomographie, zu deren Entwicklung er durch Ausbildung neuer Me- 
thoden in zahlreichen zerstreuten Arbeiten ganz wesentlich beigetragen hatte, 
zu schaffen. Bcwirkte die Schrift von 1891 schon, dass besonders in  Italion 
und Belgien, ausser i n  Frankreich, sich Viele mit Degeisterung auf diese 
neue, so fruchtbare Wissençchaft warfen, so lassen sich dem jetzt vorliegenden 
Werke, das unvergleichlich vie1 mehr Anwendungen enthalt und in dem 
die Theorie zu einem Abschluss gebracht ist, weit, possere Erfolge in Aus- 
sicht stellen, - als ein solcher ist die Einrichtung allgemeiner Vorlesungen 
über Nomographie an der Universitat in  Lowen (Louvain) zu betrachten, 
- und wir dürfen ermarten, dass auch in Deutschland sich ein nach- 
haltiger Einfluss zeigen wird. 
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Da es ohne Abbildungen nicht rnvglich ist, von dem Wesen der i n  
dem Buche auseinandergesetzten FTerfahren einen deutlichen Begriff zu geben, 
so muss ich mich leider auf einige kurze allgemeine Angaben über den 
Inhalt beschranken. Im 1. Kapitel ist  die Darstellung von Gleichungen 
zwischen zwei Verknderlichen durch einauder gegenüber gestellte ,,échelles 
de fonction" behandelt. Es hatten hier wohl die graphischen Logarithmen- 
tafeln von T i c h y  und iihnliche, die ein bequemeres lliterpolieren gestatten, 
als Zahlentafeln, Erwahnung verdient. Das 2. Kapitel bringt die Darstel- 
lung von Gleichungen zwischen drei Verinderlichen durch Tafeln ,,à eutre- 
cro$ementil, zuerst die sehr bekannte und viel benützte Darstellung einer 
Funktion z = f (x, y) durch einen Schichtenplan der zugehikigen B'liche, 
vom Verfasser ,,;bac& cartésien1' genannt,, die T'a l a  nn  e &he ~ u f g a b e  der 
Anamorphose oder Urriwandlung einer Tafel mit krurrurien Linien i n  eine 
solche mit geraden, hierauf die hexagonalen Tafeln von L a l l e m a n d ,  ferner 
die allgemeinere Aufi'assung von M a s s a u ,  nach welcher einer jeden der 
drei Verznderlichen eine Schaar bezifferter Kurven zugewiesen vPird und je 
drei vermoge der gegebencri Gleichung zusammen gehorige Kurven durch 
einen und denselben Punkt gehen, endlich die Anwendung von Polarkoor- 
dinaten s tat t  der Cartesischen. Ich kann hier die Bemerkung nicht unter- 
drücken, dass der Verfasser im Allgemeinen zwar die grosste Sorgfalt auf 
Genauigkeit und Vollstiindigkeit der Verweise verwendet hat, dass er aber, 
wahrscheinlich diirrh die Schwierigkeiten der deutschen Çprache abgeschreckt, 
die eirischliigigen deutschen ~ r b e i t e n  vielfach nicht hiririicherid g h r ü f t  und 
deshalb nicht richt,ig gewürdigt hat.  So sind von Chr. A. V o g l e r  nur  die ,,Sechs 
graphischen Tafeln . . .L1 erwaihnt, wahrend das Hauptwerk ( A n l e i t u q  zuin Ent- 
werfen graphischer Tafeln . . ., Berlin 1877), das zii seiner Zeit, eine bedeutende 
Leistung T i r ,  ungemein viel durchgeführte praktische Beispiele und manche noch 
immer wertvolle Untersuchung (z. B. über die Genauigkeit graphischer Tafcln) 
enthiilt, nicht genannt ist; f e i e r  wird von ~ e l m e r t  und V o g l e r  gesagt, 
dass sie ihrerseits auf das Prinzip der logarithmischen Anamorphose gc- 
kommen zu sein schicnen, dessen Prioritüt man jedoch L a l a n n e  nicht streitig 
mnchen konnc, wiihrend beidc L a l a n n c s  Arbeiten schr wohl gekannt und 
anzuführen nicht unterlassen haben. Auch den (im folgendeu Kapitel in 
Betracht koinmenden) Arbeiten A d l  e r s scheint mir der Verfasser nicht gc- 
recht worden zu sein, weshalb ich mir erlaube, auf meine ge~~hich t l i che  
Bemerkung in dicser Zeitschrift Bd. 44 (1899)  S. 58 Anm. 2 hinzuweisen. 

Mit dcm 3. Kapitel betreten wir des Verfassers ureigenstes Arheitsge- 
biet, die Lehre von den ,,abaques alignementLL, die im Falle dreier Ver- 
anderlicher aus Cartesischen Tafeln mit drei Seharen von Geraden durch 
eine dualistische Transformation erhsltcn werden, bei dcnen also jeder Ver- 
inderlichen eine bezifferte Punktreihe oder Skala entspricht und je drei in einer 
Geraden liegende Punkte der drei Skalen zusammengehtirige Werte der Verander- 
lichen liefern; geradezu verblüffend wirkt der, natiirlich zu Gunsten der neuen 
Art vou Tafeln ausfaliende Vergleich in  den E'iguren 54 und 54bis. Von 
hier bis m m  Schluss haben wir es mi t  üheraus wichtigen Verfahren und 
Untersuchungen zu thun,  die grtisstenteils erst in  den letzten 15 Jahren 
entstanden sind und der ~ornog&hie einen so überraschenden Aufschwung 
gegeben haben. Das 4. Kapitel über Systeme von zwei Gleichungen ist 
vorwiegcnd oincr \<cl behandeltcn Aufgabe des Ingenieurwescns, den Fliiclîcn- 

Zeitschrift f. Nlstliematik 11. Phyaik. 46. Iland. 1901. 1. u. 2. Heft. 17 
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inhalt von -4uf- und Abtragprofilen mittelst graphischer Tafcln zu be- 
stimmen, gewidmet, und es werden hier alle bekannten Losungen durcli 
Anwendung der bereits aufgestcllten Grundsiitze planmassig abgeleitet. lm 
5. Kapitcl wird auf die Darstellung von Gleichungen mit mehr als drei Ver- 
Bnderlichen eingegangen und die Venvendung mehrfach beziEei-ter Elemente 
sowio beweglieher Systeme geeeigt; u. A. sind hier auch als ,,abaques à, 
images logarithmiquesiL die aus der logarithmographischen Ncthode hervor- 
gehenden Tafeln des Berichterstatters für die Auflosung von Gleichungcn 
mit 3 - 6 Gliedern beschricben. Nachdem so in stufenm%ssigem Fort- 
schreiten von den einfachsten bis zu den verwickeltsten Fiillen alle heute 
bekannten Hilfsrnittel der Nomographie vorgeführt sind, wird endlich iiu 
6. Kapitel, mit welçhem der Verfasser siüh vorzugsweiso a n  Mathematiker 
wendet, zunachst die Aufgabe gelost, alle ~ r t c n - d e r  ebencn Darstellung 
von Gleichungen awischen lz Ver$nderlichen, die moglich sind, zu bestimmen 
und einzuteilen, wobci sich die Einführung des Begriffs der Berührung 
zweier Elemente und eines Zeichens hierfür nützlich erweist, d a m  werden 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass eine vorgelegte 
Gleichungen eincr der Hauptartcn von Snfcln entspricht, in Gestalt von 
Differential- bezw. Funktionalgleichungen aufgestellt und zum Schlusse noch 
zwei spezielle Untersuchungen mitgeteilt, ntimlich über die Gleichungen, die 
durch drei lineare Syst,eme fluchtrechter Punkte (,,points alignésiL) dar- 
stellbar sind, sowie über die Darstellung quadratischer Gleichungen mit 
drei Veranderlichen durch Tafeln mit einer Schar von Kreisen und zwei 
Scharen von Geraden. 

Nachdrüeklich sei nochmals auf die mit erstaunlichem Fleisse zu- 
sammenget,ragenen Beispiele hingewiesen: bis ins Einzelne durchgeführte 
Tafeln aus alleu erdenklichen Gebieten - der Bau- u n d  Maschineningenieur, 
der Physiker, Astronom, Gcod%i, Offizier , Seemann, Reehnungs- und Ver- 
sicherungsbeamte finden wie der Mathematiker, jeder fü r  seine Zwecke, 
reiçhe Ausbeutc darunter - die dem Vcrfasser Gelenenheit zu vielen 
nützlichen Uemerkungen über die zweckinassigste 
und bei denen ihm sehr zu statten gekommen 
die Zeichenkunst beherrscht. 

-- 

Fr. Schilling, Über dio Nomographie von 
führung i n  dieses Gebiet. Bo. 47 S. mit 
B. G. Teubner. 

IIerstellung gegeben haben 
ist, dass er als Ingenieur 

R. XICHMKE. 

M. d'ocagne. Eine Ein- 
28  Abb. Leipzig 1900, 

Dieses auf Anregung des Herrn K l e i n  entstandene  chr rift ch en, daç 
die weit'ere Ausführung eines vom Vcrfasser im f intersemester 1899/1900 
in der mathematischen Gesellschaft der Universit,at Gottingen gehaltenen 
Vortrages darstellt, ist für den im Tite1 angegebenen Zweck, in die Nomo- 
graphie einzuführen und auf das Studium des vorher von uns besprochenen 
Werkes von d ' O  c a g n  e (aus dem auch die Abbildungon herüher genommen 
sind) vorzubereiten, recht brauchbar. Nit den darin bcnützten Uenennurigen 
ist der Unterzeichnete nicht durchweg einverstanden, insbesondere führt der 
auf S. 34 vorgeschlagene Name ,,collineare RechentafeliL, mit wclchem ,,abaque 
ii, alignementLL (wofür wir alleïdings noch keinen guten deutselien Ausdruck 
haben) wiedergegebbn werdcn soll, i n  der Mehrzahl gebraucht leicht zu 
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Verwe~hslungen, da  ,,collineare Rechentafeln" nicht nur ,,abaques à alignement", 
sondern auch mehrere Tafeln irpend welcher Art bedeutcn kann. die iin 

u 

Sinne der projektiven Geometrie unter cinander collinear sind; auch sei 
darauf hingewiesen, dals ,,RechentafelLL, womit der Verfasser ,,abaqueu über- 
setat, bei uns nicht selten s tat t  L a h 1  e n - Tafcl (insbesondere Produktentafel) 
~ebraucht wird - ich erinnere nur  an die so verbreiteten Rechentafeln 
von C r e l l c  - , weshalb der Unt8crscheidung wegen von g r a p h i s c h e n  
Rechentafeln gesprochen werden sollt,e, wofür aber kürzer (wie langst üb- 
lic,h) ,,graphische Tafel", oder wenn keine Verwechslung zu befürchten ist, 
einfach ,,Taf'el" gesagt werden kann (nach Ausweis der Worterbücher be- 
deutet auch CYfIc(& ursprünglich nichts weiter als Brett oder Tafel, ohne 
eine bestimrnte Verwendnng auszudrücken). R. XEHMKE. 

Robert Itaussner, Dars te i lende  Geomet r ie  von G a s p a r d  M o n g e  
( 1 7 9 8 ) .  iibeis. und herausg. vgn R,. H. Ni t  xa,hlreichen Figiiren in 
derri Texte und in den Anrnerkungeri. (Ostwald's Klassiker der exakten 
Wissenschaften Nr. 11 7). 8". 21 7 S. Tleipzig 1900. Verlag von 
Wilhelm Engelmann. 

Bei der erhohten Wcrtschiitzung, die man der darstellenden Geometric 
gegenwartig an den Universitaten entgegenbringt, ist die Veranstaltung einer 
wohlfeilen deutschen Ausgabe des grundlegendcn Werkcs FOU Monge jeden- 
f'alls ein dankenswertes und zeitgemiisses Çnternehmen, das namentlich in 
den Kreisen der Mathematik Studierenden mit Frcuden begrükt u-erdm 
dürfte. Die vorliegende Übersetzung giebt von der unübertroffenen Klarheit 
und Anschaulichkeit der Barstcllung, die das Originalwcrk auszeichncn, ein 
deutliches Bild. Dass in den Figuren die veralteten ursprünglichen Buch- 
stabcnbezeichnungen durch die jctzt bei uns gcbriiuchlichen ersctzt worden 
sind, ist nur zu billigen. Eine wertvolle Zugabe für den Studierenden 
hilden dic durchaus sachgeuiiissen kritischen Anmerkungen des Herausgebers 
am Schlusse des Buches. 

Braunschweig. R. WLLER. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Keue Biicher. 

Neue Bücher '). 

Arithmetik nnd An~lysis. 
GROSSMANN, LUDWIG, Die Mathematik im Dienste der Nationalbkonomie unter 

Riicksichhahme auf die praktische IIandhabung der Disciplinen der Finanz- 
wissenschaft und Versicherungstechnik mit einigen, durch selbstandipe 
wissenschaftliche Errungenschaften w f  dem Gebiete der reinen Mathematik 
bepündeten, neuen Fuudamenten der politischen Arithmetik, Sür Versichemngs- 
und Bank-Lustitute, sowie auch Lehrkrafte hoherer Bildurigsar~stalten besonders 
geeignet. 12.  (Schluss-)Lfg. gr. SD. Suppl. Rd. VIII, 80 S. ni. e. Kurvent,af. 
mien (III, Sofienbrückeng. 14) 1900,  Selbs tverlag. M. 5. 

HERZ , NORD., Wahrscheinlichkeits- und Ausgleiçhungsrechnung. (Sammlg. 
Schubert XIX.) U O .  IV, 381 S. m. 3 Tab. Leipzig 1900,  Goschen. 

gob. in Leinw. M. 8. 
L L ~ O T U ,  J., Vorlesungen über numerisches Rechnen. gr A n .  VII, 194 S. m. 14 Fig. 

Leipzig 1900 ,  B. G. Teubner. N. 8. 
RICE, H. L., The thcory and practice of interpolation, including mechanical 

quadrative and othcr important problems conccrned with the tabular value 
of functions. With the required tables. Lmp. 8vo. p. IX-234. London, 
Wesley. 16 S. 

RUNGE, C., Praxis der Gleichungen (Sammlg. Schiihert XTV.) In, 196 S. m. 8 Fig. 
Leipzig l!W.i, Coschen. M. 5. 20. 

Astronomie und Geodlisie. 
AD AM^, JUHN COUCH, Lectures on the Lunar theory. Edit. by R. A. Sampson. 8vo 

Cambridge, University Preils. 5 S. 
BALL, Sm ROBERT, A Primer of Astronomy. (Cambridge Science Primera.) Cr. Uvo. 

p. 192. Cambridge, University Press. 1 S. 6d. 
GROTH, HUGO, Zur Dynamik des Himmels. gr. 8". IV, 7 4  S. Hamburg, Laeisz. 

M. 3. 
Handworterbuch der Astronomie. Hrsg. v. W. VALENTINEII. ( A m :  Encyklop. d.  

Naturw.) Ln. Bd. 2. Abt. gr. Sa. XI, 611 S. m. 42 Abb. Breslau, Trewendt. 
M. 20; geb. M. 22.40. 

NEIJ~EDAIJEE, P. V. Ein Beitrag zur Theorie der specicllen Storungen mit Anwendung 
auf eine Verl)esserung der Bahn des Planeton (196) Philomela. Diss. Breslau. 
Foi., 48 S. 

TURNER, HEIIRICPT HALL. Modem Astrnnomy. Reing somo a,ccount of t,he revoliition 
of the last quarter of a century. Cr. 8vo. p. 304. T~ondon, Constable. fi S. 

UELICH, P.,  Tdehrbuch der Markscheidekunde F. Sn. TX, 402 S.  m. 482 Fig. 
Freiberg, Craz & Gerlach. M. 14. 

1) Wo kein Erscheinungsjahr angegeben, ist es 1901. 
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VOGLER, CH. ATR.,  Geodatische tjbungen f. Landmesser u Ingenieure. 2 .  Aun. 
2 Tl. Winterübungen. gr. 8'. VI, S. 273-426 m. 25 Abb. Berlin 1900, 
Parey. Geb. in Segeltuch M. 5. 50. 

Darstellende Geonietric. Steinschnitt. 

CIMI, E D Q A R D ~ ,  La prospcltiva cavaliera. 4". p. 12, con 6 tavole. Milano l!l00, 
Rebschini & Co. 

MONGE, GABPARD, Darstellende Geometrie. (1798.) h m  u. hrsg. v. ROB. H n ~ s s s m .  
Xit zahlreichen Fig. in dem Texte n. in den Anmerkgn. (Ostwald's Klassikrr 
Nr. 117.) 8O. 217 S. Leipzig 1900, Engelmann. kart. M. 4. 

SCI~LOTKE, J. ,  Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 1. Tl. Specielle darstellende 
Geometrie. 4 Aufl. gr. 8O. IV, 167 S. m. 199 Fig. Dresden 1900, Kiihtmann. 

M. 3. 60; geb. M. 3. 80. 
SCHRODEH, J., Darstellende Geometrie. 1. Tl. Elementc der darstcll. Gcomctric. 

(Sammlung Schubert XII.) gr. 8O. VII, 28'2 S. m. 326 Fig. Leipzig. Goschen. 
gel) in Leinw. hl. 6 .  

S c ~ ~ i i n ~ n ,  Ma, Darstellende Geometrie. (Meth. Hittenkofer Nr. 8.) 4. Aufl. 
Lex. 8'. 20 S. m. 6 Bildern. St,relitx, Hittenkofer. 

M. 1 . 2 5 ;  2 1  fibungsblatter dazu, gr. 4", M. 6. 30. 
-, Xorperschattenlehre. (Methode Hittenkofer Kr. 11.) 2 .  Aufl, Lex. SO. 10 S. 

m. 12 Abb. Ebenda. M. -. 50; 12  Übung-sbl%tt,er dazu, gr.  4" I f .  3 .  GO. 
BREITHOP, FRANZ, Stéréotomie. Théorie et construction des arches biaises. In-Su, 

avec atlas petit in-4" de 10 pl. Louvain, Uytspiuyst. Fr. 4. 50. 
VECCHI, S~ANIBLAO, Geometria descrittiva: lezioui dettate nella r. università di 

P a m a  nell'anno 1899-1900 e compilate per cura di Ezio Beggi. Disp. 47-81. 
8". p. 33-320. l'arma 1900, lit. Zalferri. 

WEISEAUPT, IFELNR., Geometrische Schattenkoustïuktion, nebst den Gmndzügen der 
Beleuehtungskunde. (3. Abtlg. v.: Das Ganze des Linearzeichnens.) 4. Aufl. 
v. Max Richter. gr. go. VLI, 102 S. m. Atlas v. 18 Taf. in qu. Folio. Leipzig, 
Zieger. kart. u. geb. in Leinw. M. 6.  

Geschichte. 

H E R ~ N I ~  Alexandrini opera quae snperount omuia. Vol. II. Fasc. 1. Mechauica et 
catuptrica. Rec. L. Nix et W. Schmidt. - Herons v. blexandria Mech~nik 
u. Katoptrik. Hrsp u. überu. v. L. Nix u. W. Schmidt. Im Auh. Excerpte 
aus Olympiodor, Vitruv, Plinius, Cato, Pseudo-Euklid. Sa, XLIV, 413 S. m. 
101 Fig. Leipzig, B. G. Seubner. M. 8. 

Horr, J. H. VAN'T, Uber die Entwickelung der exakten ~atu&issenschaften im 
19. Jahrh. u. die Bet,heiligung der deutschcn Gelehrten. Vortrag. gr. an. 
18 S. Hamburg 1900, Voss. N. -. 80. 

Nechanik. 

B ~ ~ T T N E R ,  FHDR., Studien iiber die Green'sche Abhandlung: Mathematical investi- 
gations concerning the laws of the equilibrium of f luid~ (1882). (Preisschrift 
XXXVI der fiirstl. Jablonowski'echen Ges.) Lex. 8'. V, 98 S. Leipzig 1900, 
B. G. Teubner. M. 6. 10. 

CUDARERA. Fu., Corso d i  meccanice razionale. Vol. 1. (Cinemetica; studio delle 
forze.) 8'. fig. p. IV, 323.  Palcrmo 1900, tip. Matematica. L. 12. 50. 

CLAUZEL, M.,  Théoric du navire. Ire partie. Fiquilibre e t  stabilité du navire en 
eau calme. In-SO, avec atlas in-4O de 66 pl. et  23 tableaux. Paris 1900, 
Challamcl. Fr. 20. 

C ~ T T E ~ ~ L ,  Jams  H., Applied Mechanics: an elementa,ry general introduction to  
the theory of structmes and machines. 6 th ed., revised and enlarged. Roy. 
8vo. p. 672.  London, Macmillan. 18 S. 

Eiins~,  An., Eingriffverhaltnisfie der Schneckmgetriebe m. Evolvent,en- u. Cykloiden- 
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verzahnung u.  ihr Einfluss auf die Lebensdauer der Triebwerke. Ein A1,riss 
der graph. Untersuchg. v. Schneckenraderwerken f. die Praxis u. den Untcr- 
richt a n  techn. Lehranstalten. Mit 7 7  Konstruktionsfig. (im Text u. auf 
1 7  Tafeln). gr. P .  VI, 92 S. Berlin, Springcr. geb. in Lcinw. M. 4. 

FARROW, F. R., Stresses and Strains. Cr. 8vo. London 1900, Whittaker. 5 S. 

FLAMANT, A., Hydraulique. 2" edition considérablement augmentie. Gr. in-8O. 
Pari8 1900, Béranger. Fr. 25. 

Ui~oss ,  W., Die Rerechnung der Schusstafeln. gr. 8O. TV, 89 S. m 14 Fig. 
Leipzig, Teubner. hl. 3. 

IIEXROTTE, J., Turbines hydrauliques. Pompes et  ventilateurs centrifuges. Principes 
th6oriques, clispositions pratiques et calculs des dimensions. In-4O avec fig. 
Liège 1900, Vve Uunod. Fr.  10. 

K o n ~ ,  ARTH., Abhandlungen zur Potentialtheorie. 1. u. 2. Hft. gr.  SU, je 34 S. 
Berlin, Diimmler. Je RI. 1 .  

~ ~~ , Lehrbuch der Potentialtheorie. II. Allgem. Theorie des logarithmischen 
Potentials u. der Potcntialfunktionen in der Ebene. gr.  S O .  X, 366 9. m. 58 Fig. 
Berlin 1900, Dümmler. 31. 9. 

K I ~ A F T  und ENE~GIE .  Eine kritische Betrachtg. iib. die Grundbegriffe der Ncchanik. 
gr. Sn. VI, 66 S. Wicsbadcn 1900, Bergmann. M. 1. 30. 

LORENZ, H., Dynamik der Kiirbelgctriebe m .  besond. Reriicksicht. der Schiff3- 
maschinen, gr. 8O. V ,  156 S. m. 66 Fig. Leipzig, Teiihner. M. 5. 

&~oI .NAR,  E., Bestimmung der zweiten Abieitungcn der F'l%chenpotentiale. Diss. 
Ziirich 1!)0U. 8". 68 S. 

PRANDTT., Tirmw., Kjpp-Erscheinungen. Ein FaIl v. instabilem elastischem Gleic,h- 
gcwicht. Diss. .gr 8". 75 6 .  m. Ahb. u.  2 Taf. Niirnbcrg, Ebner. hI. 2. 40. 

ROBERTS, II. A., A treatise on elemrntary Dynamics. Dealing uith relative motion 
mainly in two dimensions. Cr. 8vo, p. 270. London 1900, Macmillan. 

4 S. G d. 
VALENTINEK, SIEGFII., Untersuchungen iili. die Beziehurig zwischen dem Potential 

e. homogenen Kugel u. dem des Mittcilln~nktes. Diss. gr. SO. 65 S. . Karlsruhe 
1900, Braun. M. 1. 60. 

V A L I , ~ ~ ,  E. ,  Théorie e t  tracé des freins hydrauliques, usités en artillerie. In-4O 
avec 61 fig. Paris 1900, Vve Diinoti. Fr. 4. 

V ~ I G T ,  WOLD., Elementarc Mechanik als Einleitung in des Studium der theoretischcn 
Physik. 2. Aufl. gr. 8O. X ,  578 S. m. 56 Fig. Leipzig 1900, Veit &. Co. 

M. 14,  geb. i n  Halbfrz. M. 16. 
VHAAGSTI~KKEN m e r  theoretischa mechanica, opgagevan lnij het  examen C aan r ie 

polytechni~che schnol t e  Delft sedert 1883. Met antwoorden van 
J. A .  Ronnermann. post f i0,  38 Delft, Wsltman Jr.  1900. F. -. 50. 

WEISS, HETNR., Grundsiitxe der Kinematik. 1. Hcft. Mit e.  Atlas v. 10 Taf. in  
qu. Fol. p. 8". S. 1-256. Leipzig 1900, Felix. M. 10. 

Physik iiuù Geophpsik. 
DE  BAS.^, OXER, fi lhnents d o  c a l c d  et de l a  mesure des courants alternatifs. 

1 ~ 4 3 ~ .  Faris 1900, Béranger. Fr. 7. 50. 
C o ~ a ç a  BELMONTE. E.  M. J., Energie en electriciteit. post Sn,  4 en 132, m. 93 fig. 

Groningen, Wolters. geb. B. 1,50. 
ECKERLEIN, P. A., Über die W~rmeleitungslXhigkeit der Gase und ihre Abhangigkeit 

von der Temperetur (bei tiefen Ternperaturen). Diss. Miinçhen 1900. BC', 
56 S. u.  1 Taf. 

EVERETT, J. D., Deschanels Natnral Philosophy. Pa r t  3, Electricity. An expansion 
of Everett's Deschanel. l'art 3 on the lintis of modern eleçtrical theory. 8v0,  
p. 370. London, Hlackie. 4 s. 6 d. 

FLEXIXG, J. A., The altcrnate carrent traiisfoimcr in theory and practice. Vol. 1, 
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the introduction of clectric currents 3rd ed. Evo, p. 628. London, Electrician 
Office. 12 s 6 d.  

Fortuchritte, die,  der Physik im J .  1899. Dargeatcllt v. der physik. Gcsellschaft 
zu Berlin. 56. Jahrg. 2. u .  5. Abt gr. 8O. Braunschweig 1900, Vicweg & Sohri. 
2 .  Physik des   th ers. LIII, 936 S. M. 34. 
3.  Komuische Physik. XLIV, 544 S. M. 20. 

GROS, THDR., Kritiaclie Beitriiga zur Energetik. 1. Die Verwandlungen der Krak 
nach Robert Mayer. gr. Ho. XVIII, 68 S. Berlin, K r a p .  M. 1. 76. 

IIANN, JuL., Lehrbuch der Meteorologie. Nit mehrereu Taf. i r i  Lichtdruck, vcr- 
schiedenen Karten sowie zalilr. Abb. im Text. (In etwa 8 Lfgri.) 1. L f 6  gr. 8". 
S. 1-80. Leipzig, Tauchnitz. M. 3. 

J n ~ r c s s u ~ a m ,  P. ,  Über das Dupré -Rankine'sche Uampfopannungsgesetz. Uiss. 
Miinchen 1900. 8O, 131 S. u. 3 Saf. 

KOENIQSRBBGEB, J ~ H . ,  Ceber die Absorption des Lichtes in festen Korpern. 
Habilitationsschrift. gr. Bo. (48 S. m. Fig.) Leipzig 1900, Teubner. M. 1. 20. 

Mémoires onginaux sur l a  circulation générale de l'atmosphère (HALLEY, HADLEY, 
M A ~ X Y ,  E'XRI~EL, W. SIEMESS, MOI,LER, OVERBECK. Vox H s ~ a r n o r , ~ ~ ) ,  annotés et 
commentés par Marcel Brillouin. In-ü0 avec fig. Paris 1900, Carrd k 6aiid. 

F r  6. 
NOBRE, A., Die Refiektion des Lichtes an den Metallcn. II. Progr. ho,  34 S. 

Berlin 1800. 
Rapports présentés ai1 Congrè~ de  physique réuni à Paris en 1900, sous les 

auspic~s de la SociétP franqaise de phyoique rassemblés et publiés par 
CH. ED. GIIILLAUYE et 1,. PO INCA^. 3 vol. gr. in-8' avec fig. Paris 1900, 
Gauthier-Villars. Fr. 50. 

S. 1: Questions genérales. Metrologie. Physique mécanique. Physique mole- 
culaire. Fr. 18. 

T. II: Optique. Électricité. Magnétisme. Br. 18. 
T. 11: Eléctro-optique et Ionisation. Applications. Physique cosmique. Physi- 

que biologique. Fr. 18. 
RI:DOLPHI, MAX, Die Molekularrefrakt,ion Sester Korper in LDsungen u. verschiedericm 

LDsungsmitteln. gr. Ho. 57 S. Ravensburg, Maier. M. 1. 20. 
SCHAEFER, CL., Ueber den Einfluss der Temperatur auf die Elauticitiit der Metalle. 

Diss. Bonn 1900. 8". 70 S. u. 3 Taf. 
Traité de physique biologique publié sous la direction de MN. D'AR~ONVAL, GARIEL, 

Cnauvsau, M~IARGY. Secrétaire de la rddaction M. W E I S ~ .  (3 volumes.) 
T. 1. N6canique. Actions molti'culaires de l a  chaleur. Par MM. CI~RRIN, 
DASTBE, GUIEL, HALLION, IYRI.:KT, LANGLOIB etc. In-Ho. Paris, Nasson. Fr. 25. 

VILLARD, P., Les rayons cathodiques. (Scientia, partie physico-mathematique, no 
10.) In-l2'..,Paris 1900, Carré & Naud. Fr. 2. 

W a s r : ~ ~ ,  E., Ubcr die kinetische Sheorie der Gase. Festrede. gr. Ho. 32 S. 
Berlin, Hirschwald. M. -. 80. 

WEIN~TEIN, B., Thermodynamik nnd Kinetik der Korper. 1. Bd. Allgemeine 
Thermodÿnamik 11. Kinetik il. Theorie der idealen und wirklichen Crase il. 
Dimpfe. gr. Ho,  XVIIT, 484 S. m. Ahb. Hraiinschweig, Vieweg & Sohn. 

M. 12.  

Tafeln. 

BREMIKER'II logarithmi~ch-trigonometrische Safeln mit 6 Decimal~t~ellen. Neu bearb. 
v. Th. blbrccht. 13 husg. gr. Ho. XVIII, 518 S. Berlin 1900, Nicolai. 

N. 4.20;  geb. M. 5 .  
I)oar~s, F. Nautische, astronomische u. logarithmische Safeln nebst Erklirnng 11. 

Gebrauciia-Anweisung f. die konigl. preussischen Na~i~ationsschulen. 10. Aufl. 
Keu bearb. v. O. Canin. Lex. 8". XXIII, :<[;O S. Herlin 1900, v. Decker. 

M. 9. 80; geb. in Leinw. M. 10. W .  
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HXGXR,  RICH., Fiinfstellige logarithmische 11. gonioinetrische Tafeln, sowie Biilfs- 
tafeln znr Auflo~iing hoherer numerisrher Cleichiingen. Fiir den Gehrauch 
an  hoheren Schulen bearh. I ~ e x  N, 112 S. TAeipzig 1b00, Teubner. 

Geb. in 1,einw M. 1. 60. 
JUNKER, KARL M . ,  Blachen-Tabellen f. die Cubatur-Bereclinung v. Erdarbeiten. 

Lex. no.  6G S. m. 4 Fig. Budapest 1900. (Wien, Lehmariri u.  Wenteel) 
M. 1. 60. 

KUGL*:K, E. J., Multiplikator. Itieseneinmaleins. Imp. 4O. (1 Bl.) Pressburg 1900, 
Heckenast's Nachf. AT, -, 50 
(Auch engl. u. franzori. Ausg.) 

LIQOWSKI, W . ,  Sarurnliirig füufstelliger logarithuiischer, trigonometrischer u 
nautischer Tal'elri, nebst Erkliirungen der Tafeln der Astronomie. (Nautische 
Tafeln.) 4. Aufl. gr. no .  (XXIII, 212 u. 4 8  8.) Kiel 1900, tiuiversitiits-Buchh. 

geb. in Leinw. N. B. 
Mrrnar , HEINR., Zinzeszinsen- , Einlage- , R e n t e n  u. Amortisations-Tahellen auf 

10  Decimalstellen berechnet. Mit 440 ausgearb. Amortisationsplanen. 2. Aufl. 
g r .  no .  (189 u. 527 S.j  Budapest (Redoute) 1900, Selbstverlag. 

Geb. i n  Leinw. M. 20.  
ROHR, M. v., Die Logarithmen der Sinus u .  Tangenten f. 0"is 5O u. der Cosinus 

u. Cotangenten f. 85' bis 0O0 von tausendstel eu tausendstel Grad. Als 
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Über Wnrzelgruppen, welche dur ch Umlaufe 
ausgeschnitten werden. 

Von Prof. Dr. W. H E Y J I A ~  in Chemnitz. 

1. Vorbemerknngen. 

Im 113. Bande1) des Journals  f ü r  Mathematik (1894) habe  ich 
gezeigt, dals die Koordinaten der  reellen Schnit tpunkte zweier Kurven  

stets durch direkte  oder  inverse Iterationsprozesse ermit te l t  werden 

konnen, und  zwar i s t  

je nachdern der konvergente Lanf  ailf der  K u r v e  q oder  I) (in Ab- 
scissenrichtung) b e g i n d 2 )  E s  handel t  sich, wie man sieht, um ein An- 
riiiherungsverfahren, welches vermoge winer  ge O a e t r i s ch e n Grund- 

lage an Deutlichkeit v o n  keinem anderen übertroffen wird. In ge- 

missen FiAlen l i l s t  allerdings die Eonvergenz zu wünschen übrig;  aber  

auch d a m  brsuch t  m e n  die Methode nicht aufzugeben, sobald m a n  

1) ,,Theorie der An- und Umlaufe und Auflosung von Gleich~ngen.~' 
2) Es sei gestattet, hier nachtfiglich eine Bemerkung einzurrchalten. Die 

Rrechpiinkte der An- und IJmlBnfe denken wir uns stets auf den Curven cp und q 
gelegen, aber das ist, wenn auch zweckmabig, so doch keineswegs n6tig. Wenn 
die Gleichungen (1) in der Form y = rp(z), 3: = I$-')(~) vorausgesetzt werden, 
so kann die Iteration mit einem passend gewahlten z,, y, begonnen werden, wobei 
algo jerier Anfangspunkt den Curven nicht ançehürt. Da19 der IterationsprozeSm 
trotzdem nach dem Schnittpunkte konvergiert, erkennt man aus den explicite 
hingeschriebenen Kettenhnktionen. Es wird namlich 

Y, = T (x,,), x1 = 'I/J-') (Y"); yn = (x,) = y+(-1] (Y,), X, = ?(-') 1 -  ) - ~ ( - l )  Y ( % ) ;  
also sehlieîslich 

yz = [<pqkl)(?lo)](k), xZk =; [q(-l) @"P. 
Das sind aber bei hinreichend groîsem k in der That die Koordinaten des Schnitt- 
punktes. 

Zcitscùrift f. blathematik u. Pliysik 46 Band. 1901. 9. Hoft. 18 
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das Kurvensystem (1) durch zwei iiquivalente Kurven ersetzt, d. h. 
durch solche, welche sich in den gleichen Schni ttpunkten, jedoch unter 
veranderter Richtung schrieiden. Auf solche WTeise wird man direkt 
eur Newtnnschen Anniiherungsrnethode hingeführt, wie a. a. O. ge- 
muer  dargelegt worden ist. 

Die Technik des Verfahrens 1 i M  sich auch sonst noch in mamig- 
facher Art weiter ausbilden. Jch gedenke bei anderer Gelegenheit 
hierauf zurückzukornrrien und will nur vorübérgehend auf den Wert 
von M o d e l l t a f e l n  hinweisen. Solche Tafeln, wie ich sie mit Erfolg 
für Unterrichtszwecke benutzt habe, enthalten die graphische Dar- 
stellung der einfachstcn P'unktionen ohnc willkürlichen Parameter, 
wie y = f l ( p  = 2, 3, . .), y = log x ,  y = s inx , y = (x2 t 1)2 etc., und 
zwar in ellem gehorig beschiinkten aber ausreiühenden Intervall von 
x. Neben den Originalkurven, welche den Tafelrand zumeist über- 
schreiten würden, sind ihre ,,Fortsetzungen" aufgetragen, sodals das 
Rlatt iiberhaupt eine Reihe einzelner , ,Kurven-Reprasentanten" 
enthalt, welche auf verschiedene Einheiten bezogen sind. Eigentliche 
Kurvenscharen, wie sic einem veriindcrlichen Yarameter entsprechen 
würden, schliefsen wir für unsere Zwecke aus. Mittelst eines schweren, 
scharfkantigen Lineals, welches den durchgehends mit Millimeter- 
teilung versehenen Tafelrand überragt, erledigt man die Auflosung 
t r i no  m i s  c h e r  Gleichungen von der Form 

gleichgültig ob sie algebraisch oder transcendent sind. Mit Hilfe des 
Modells y = (x2 + 1)2 und einer Geraden wird sich die Gleichung 

losen lassen, auf welche eine allgemeine Gleichung v i e r t e n  Grades 
leicht zurückkommt. Auch die allgemeinere v i e  r g l  i e d r i  g e  Gleichung 

kann immer so umgestaltet werden, dalg ihre Auflosurig durch Schnitt 
eines Nodells 

y = ("x;' * 1) 

mit einer Geraden ausgeführt werden kann, wenn p, beziehentlich r 
gegebene Zahlen sind. 

Die Ab~cissen, welche man als zu den Schnittpunkten gehorig 
der Zeichnung entnimmt, sind geeignete Anfangswerte für jedwedes 
Annaheruiigsvcrfahren. Bedient man sich im besonderen der An- ulid 
Umliiufe, so entscheidet die graphische Darstellung noch darüber, auf 
welcher Kurve der Bonvergente Lauf beginnt, und welche der beideli 
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Ketten (2) in Anwendung zu bringen ist. - DaTs übrigens die für die 
Modelle verlangte Abscheidung überflüssiger Parameter auch eine Ent- 
lastung der Ketten bewirkt und die Iterationsprozesse vereinfacht, lie@ 
auf der Harid. E s  würde hier au weit führen, über die Tafelri Niiheres 
mitziiteilen, ziimnl jedes Rlatt seine hesondere Xinrichtung hat, die ja 
durch die charakteristischen Eigenschaften der dargestellten Funktionen 
von selbst gegeben ist. Das Wesentliche bleibt immer, da19 auf be- 
schrankter Plache die Kurve in moglichst grorser Erstreckung zur 
Geltung kommt. Bei gewissen Kurveri, \vie der logarithmischen Linie, 
der Sinusoide, kann das Intervall auf natürlichem Wege eingeschrankt 
werden; bei anderen müssen dieRePrasentanten, welche notigenfalls mit ge- 
kürzten oder gestreckten Ordinaten aufzutragen sind, berücksichtigt werden. 

Wenn man konvergente Umliufe graphioch oder durch Iteration 
verfolgt, kann der eigentiimliche Fa11 eintreten, daîs der Lauf in sich 
zurückkehrt, bevor noch der eingeschlossene Schnittpunkt erreicht ist. 
Wir nennen solche, die Konvergenz storende LSufe i n d i f f e r e n t  oder 
s t a g n a n t .  E s  ist aber deutlich, daîs man aus den aufeinanderfolgen- 
den Iterationsprozessen unmittelbar erkennt, in welcher Weise die 
durch ~mli i i i fe  bestimrnten A bscissenwerte hin und her schwanken, 
und daîs man also durch Fixierung einer Zwischenlage eine ,,D a m p -  
fun gl' der Schwingungen herbeiführen kann. Mit anderen Worten: 
Ein Umlauf, welcher den Schnittpunkt wirklich erreichen soll, m d s  
stetv i r ine rha lb  des stagnierenden Umlaufes, welcher jenen Punkt am 
engsten umgiebt, begonnen werden. Sollte der stagnierende IJmlauf 
unendlich nahe an den Schnittpunkt heranrücken, so ist für diesen 
,,kritischen Punkt" 

(3) - d v  !?Eh-- 
d x  dz '  

und damit erledigt sich die Sache von selbst. 
In  unseren früheren Arbeiten kam es uns darauf an, die stagnan- 

ten Umlaufe als storende Elemente moglichst bei Seite zu setzen. 
Inzwischen hat es sich gexeigt, dais gerade diese Gebilde das hohere 
Interesse beansprnchen, insofern sie zu ganzen G r u p p e n  von Wurzeln 
gewisser Gleichungen führen. In der That kann das antike Intersek- 
tionsproblem dahin erw-eitei-t werden, daîs man naüh den P u n k  t -  
g r u p p e n  im System zweier Kurven fragt, welche von konvergenten 
Umlaufen ausgeschnitten werden, so namlich, daîs letztere in stagnante 
Umlaufe übergehen , d. h. ein g e  s c h l  O s s e n e  s rechtwinkliges Vieleck 
bilden. Die eigentlichen Schnittpunkte der Kurven gehoren d a m  dem 
besonderen Falle an, in welchem jenes Vieleck unendlich kleine 
Dimensionen besitzt. 

18* 
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H i c ~ m i t  kommen wir zu dem eigentlichen Gegenstand unserer 
Untersuehung: Wir  betrachten solche Gleichungen, deren Wurzeln 
durch s t a g n a n t e  C n i l a u f e  h t i h e r e r  A r t  bestimmt sind. 

2. Konvergente und stagnante Umlaufe hoherer Art. 

Die Schnittpunktsabscissen des Kurvensystems (1) sind bestimmt 
dmch die Gleichung 

(4) cp(x) = +(x), d. h. x = +-lcp(x) = f(x), 

und es erweist sich fir theoretische Betrachtungen als zweckmiilsig, 
das System (1) zii erseteen durch 

(5) y - x ,  y = f ( x ) .  
Die r e e l l e n  Abscissen der Schiiittpunkte, welche die Gerade y = x 
auf der Kurve f ausschneidet, werden jetzt dnrch die Ketten 

('3 Xk = f fi) (xo) , resp  x, = f (Fk) (x0) 

dargestellt,, je nachdem der konvergente Lauf auf f oder auf der Ge- 
raden beginnt. 

Die Redingung, dafs ein Lauf stagnant wird, ist, je nachdem das 
sofort oder aber & einem spater folgenden Brechpunkte eintritt, 

x l = x o ,  I C 2 = . z 0 ,  . " ' I ç , = X o ,  

und hiernach untcrscheiden mir Liiufe e r s t e r ,  zwei t e r ,  - - . ~ n t e r  Art.') 
Unterdrücken wir die Indices, so ist ein Lauf mter Art definiert 
durch 

(7) x - fin(,). 
Ein stagnanter Lauf mter Art besteht in einem rechtwinkligen 2 m-Eck, 
dessen Seiten sieh durchsetzen ktinnen, w e m  m > 2 ; für m = 2 treten 
Quadrate, beziehentlich Rechtecke auf. Jeder stagnante Lauf kann im 
allgemeinen durch einen parallel laufenden konvergenten Lauf, welcher 
schlechthin L a d  derselhen Art heiken mage, ausgeschnitten wcrden. 
Bei besonderer Gestalt und Lage der Kurve f konnen alle, an beliebiger 
Btelle begonnenen Laufe stapieren, ein Pall, welchen wir für sich be- 
handeln wollen. 

1st m = 1, so bestimmt die Gleichung 

einfach die Schnittpunkte des Kurvensystems (j), von denen jeder 

1) Ueu UegrilT ,# ter  Ordnung", welcher in der früheren ArbeiL vorkonunt, 
geben wir auf. Die Ordnung p x-ürde der Art  2p entsprerhen. 
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reelle durch eineri konvergcnten An- oder IJmlauf erster Art ausge- 
schnitten wird. Der stagnierende Lauf erster Art liegt dem Schnitt- 
p u ~ k t  unendich nahe und b&ht in der unendlich kleinen Fortsetzung 
des entsprechencien Laufes erster Art. 

Die Gleichung (7) bestimmt neben den s tapanten Laufen nzter 
Art auch jene erster Art, d. h., sie enthiilt die Wurzeln der Gleichurig 
(Ta) in sich. 1st m - pqr . . eine zusammengesetzte Zahl, so ergirht 
(7) die Abscissen, welche die s tapanten Laufe p, q, r . ter Art fest- 
legen. Anders gefakt giebt dies den Satz: A l l e  r e e l l e n  W u r z e l n  
der  G l e i c h u n g  x = f(nL)(x) k o n n e n  d u r c h  S c h n i t t  d e r  e i n f a c h e n  
Kurve  f m i t  d e r  G e r a d e n  y = x e r h a l t e n  werden ,  wenn  n e b e n  
den die  S c h n i t t p u n k t e  b e s t i m m e n d e n  L a u f e n  e r s t e r  A r t  a u c h  
a l l e  rnog l ichen  Liiufe h o h e r e r  A r t  V e r w e n d u n g  f inden.  

3. Reduzibilitat der Gleichung ~r; = fcm)(z). 

Es sei von jctzt ab f eine g a n z c  r a t i o n a l e  Funktion vom Grade 
n; im übrigen unterscheiden wir, ob m eine zusammengesetzte Zahl 
ist oder nicht. 

A) Es sei wz eine P r i m z a h l .  Alle Wurzeln der Gleichung werden 
d a m  ausgeschnitten durch n LBuf'e erster Art (Schnittpunkte) und 
k Laufe mter Art (am-Ecke), daher ist. 

(8) 
n'" - n 

nnL = n + k m ,  d. h. 7c = - 
1n 

Die Zahl k giebt zugleich den Grad der R e s o l v e n t e  an, vermittelst 
welüher die Gleichung (nm - .n)ten Grades zur Bestinm~ing der Liiufe 
nzter Art in Gleichiingen vom Grade m xerlegt wird. namit 16, wie 
notwendig, eine game Zahl werde, mufs nns entwecler in n oder in 
(nm-1 - 1) enthalten sein. Hedeutet deher rn eine Primmhl, welcho 
in n nicht aufgeht, so wird 

(9) mm-' - I z O (mod. m), 

und das ist der Satz von F e r m a t .  

B) E s  sei m = p q ,  unter p, p zwej v e r s c h i e d e n e  P r i m z a h l e n  
verstanden. ln diesem Falle werden alle Wurzeln der Gleichung 
x = fcm)(s) ausgeschnitten durch n Liiufe erster Art, enthalten in 
x = f(x); 1c' Liiufe ptor Art, enthalten in x = f@)(x); k" Laufe qter 
Art, enthalten in x = f (y)(x)  und k Laufe pqter Art, enthalten in dem 
letzten Faktor der zerfallenden Gleichung. Daher ist 
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21, q Primzahlen sind, so bestimmen siçh 76' und 7c" wie iintcr 
A), d. h. 

(11) 
n4 - n r n P - n  v- 76 = -- 

P ' Y '  

folglich geht 10) aber in 

die Anzahl der Laufe pq te r  Art ergiebt. Hieran schliefst sich mit 
Notwendigkeit die Kongriienz 

(14) n ~ n - l  - - nq-l+ 1 O (mod. pp). 

C) Es  sei m =pu,  unter p eine P r i m z a  h l  und unter a! eine 
g a n z e  p o s i t i v e  Zahl verstanden. Im Falle m = p z  werden alle 
Wurzeln der Gleichung x = f m  (x) ausgeschnitten durch n Liiufe erster 
Art, k ' laufe  p te r  Art und Id' Laufe von der Art pz. Daher ist 

wobei k' wie unter A) zu berechnen ist; mithin ergiebt sich 

Im Palle m =p3 führt eine :Miche Abziihlung zu 

(17) np3 : n + k'p + k'p2 + k"'p3, 

sodaîs mit Rücksicht auf 15) die Anzahl der Laufe von der Art pS 
durch 

bestimmt ist. Allgemin ergiebt sich die Anxahl der Liiufe von der 
Art pa zu 

(19) 

an welche Formel sich die bekannte Kongriienx 

(20) (nz)p-1 - 1 O (mod. p.), a = pa-1 
anschliefst. 

D) Es sei m - p p r ,  unter p, q, r v e r s c h i e d e n e  P r i m z a h l e n  
verstanden. I n  selbstverstandlicher Bezeichnungsweise hat man 

21) f l ~ r = n + l c ' p + l c " q + k ' " r + k , y r + k , r p + k , p q + k p q r ,  

wobei die Zahlen 72' bis 72"' wie unter A) und 76, bis 76, wie unter B) 
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zu bestimmen sind. Die Anzahl der Laufe von der Art ÿ q r  hetriigt 
daher 

.y$"?' +-IzrP - $ P +  + n? + 71r - n  
(22) k = P czr 

wahrend sich glei~hzeitig die Kongnienz 

(mod. ~ 4 7 )  

als notwendig herausstellt. Letztere l i k t  sich symbolisch darateuen 

wie folgt 

(24) ("p-1- l)(nq-1 - l)(nr-' - 1) = O (mod. pqr )  , 
wobei nach der Multiplik t. ion 

p + g - 2  diirch p q -  1, p f p - +  r 3 d u r c h p q r - 1  

zu ersetzen ist, und hieraus ersieht man, welches Bildungsgesetz im all- 
gomeinen Falle stattfinden würde. 

E) E s  sei m =paqP, unter p, q v e r s c h i e d e n e  P r i m z a h l e n  und 
unter a, j3 g a n z e  p o s i t i v e  Zahlen verstanden: Wenn wir zuniichst 
a = 2 ,  p = 1 wiihlen, so ergiebt sich die Beziehung 

(23) np2¶ = n + k f p  + k"p + k,pe + k,pq + kp2q ,  

und hieraus folgt mit Rüçksicbt m f  bereits entwickelte Formeln 

In ahdicher Weise hat man für a: = 2, = 2 

Die Kongruenzen (27) und (29) schreiht man symbolisch: 

(2 1 a) [(np)p - l - 11 [(np)q - - 11 = 0 (mod. p2q), 

wobei die Verbindung p + q - 2 zu ersetzen ist durch pp - 1. 
Allpmein hat man für den Fa11 m ==paqP die Kongruenz 

(30) (nz)pq -1 - (n" - -' - (nz)q- ' + 1 G O (mod. pa@) 
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oder synibolisch 

(3oa) [(fi")" - 1 - i] [(nz)n - - i ]  z 0 (mod. pa pP), 
wobei 

~ = ~ " - l q P - '  und p + q - 2  ident. pq- 1. 

IIiernach lifst sich ciie Kongruenz für den Fall m = payPry . . . un- 
mittelbar anschreiben. 

3a. Ableitung der aufgestellten Kongrnenzen aus dem Satze von Fermat. 

Da die im vorhergehenden Abschnitt angcgcbencn Konpucnzen 
bei der Abzahlung von Umliiufen auftreten, aber diese geometrischen 
Gcbilde imagin i i r  sein konnen, so wollen wir die Resultate nachtrgg- 
lich auch rein analytisch ahleiten und dabei aiisschlielslich den Satx 
von F e r m a t  als bekannt voraussetzen. 

BetreEs der Kongruenz (14) bemerke man, daîs der Ausdruck 

identisch umgeformt werden kann in 

~ P + Y - Z ( ~ @ - ~ ) ( Y - ~ )  - 1) + (np-1 - 1)(%~-1 - 11, 
und d a m  ist die Teilbarkeit durch pq unmittelbar zu erkenrien. , Bei 
der Kongrucnz 30) beachte man, dah  der Ausdruck 

( n z ) ~ q - l - ( n z ) ~ - l - ( H z ) ~ - l +  1 (z-pa-lqR-l) 

identisch ist mit 

(fi")" + q - 2 [(&)(P - 1) (F 1) - 11 + [(yp)" - 1 - 11 -' - 11, 
welche Grofse durch paqP teilbar ist. 

Um endlich auch die Teilbnrkeit der linken Seitc von (23) darzu- 
thun, führe man die Bezeichnungen ein 

Lfst sich dann folgendermdsen schreiben 

n ~ r + r ~ + ~ g - ~ - q - r .  l ppr l 
+ n p + n + r - 3 -  I l P l  - lrpl - 1paI + 14 - ' P ~ I  + Ipq'. Iqr + Iqr/.IrpII 
+ .nn+-n. /JI 1.1 qr  1 + %y+)"-2. / ~ I - I ~ P I + ~ + ~ - ~ ~ I ~ ~ . I P Y  +IPI.IYI.I~I> 

und hier findet man den Faktor ppr in jedem einzelnen Gliede. 
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4. Algebraische Gleichungen, deren Wurzeln durch Umlaufe zweiter 
Art ausgeschnitten werden. 

Wir  betrachten die Gleichung 

(31) x = f (" (x), 

in welcher f eine ganze Funktion nten Grades bezeichnet. Die einmal 
iterirte Funktion f (9  erlangt den Grad na, und da (31) die ursprüngliche 
Glcichung x = f (x )  rational ausscheiden l&t, so bleibt eine Gleichung 
vom Grade n (n - 1) zurück, welche in k = S n(w - 1) quadratisçhe 
Gleichungen zerspalten werden kann, von denen eine jcde einen stag- 
nanten Umlauf zweiter Art bestimint. Unsere Aufgabe bestcht darin, 
dals wir jene quadratischen Gleichungen und die zugehorige Resolvente 
k ten Grades explicite darstellen. 

Um durchweg an geometrischen Vorstelliingen festhalten eu konneii, 
spalten wir die Gleichung (31) in 

(32) f (z) - f (- " (XI = Y 

und betrachten demgemiih das neue Kurvensysteni 

(33) y = f (x) und x = f (y). 

Für diese Kurven hat die Gerade y = x die Eigenschaft eines ebenen 
Spiegcls. Die n. Sçhnittpnnkte der Originalkurven 

(5) Y=$, ?4=f(.r,) 

fallen auf die spiegelnde Gerade, wahrend die übrigen n(n- 1) Punkte 
zu beiden Seiten symmetrisch verteilt liegen. Wahlen wir die spie- 
gelnde Gerade als Ordinstc'nachse eines rcchtwinkligen Systcms UV 
und behalten den alten Koordinatenanfang O bei, so werden sich die 
n2 Sühnittpunktsabsçissen TA der auf das neue System bezogenen Kurven 
folgendcrmarsen verteilen: n Abscissen fallen mit O zusammen und re- 
duzieren sich also auf Null, $n (n  - 1) Abscissen bedecken die positive 
U-Achse, und cbensoviele gleichgrolse entgcgengesetzte Abscissen finden 
sich auf der negativen U-Achse vor. Hierdurch ist das Zerfallen der 
iri Betracht kommenden Gleiühung sicher gestellt. - Beiliufig sei be- 
merkt, daIs die angegebene Transformation auch auf den zunachst noch 
ausgeschlossenen Fall pafst , wenn f eine algebraische g e  b r o  c h e n e  
Funktion bedeutct, oder wenn überhaupt zwei sich spiegelnde Kurven 

F(x, y) = O und F(y ,  x) = O 

vorgelegt sind, unter F eine r a t i o n a l e  Funktion der TTeranderlichen 
verstanden. 

Wir  behandeln nnn die Sonderfalle n = 3 und u = 4. 
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A) U m l a u f e  z w e i t e r  A r t  i m  K u r v e n s y s t e m  

(34)  y = x  und y = x 3 +  a x + p = f ( ~ ; ) .  

Die Bestimmungsgleichuiig für die Schni t tpnkte  wird 

(33)  x3 4- ( E -  1 ) ~  $ f i  = O, 

und diejenige, welche die Liiufe erster und zweiter Ar t  gleichzeitig er- 
giebt, lautet 
(36)  x = ( ~ ~ + o l ~ + ~ ) ~ + a ( z ~ $ ~ x + / 3 ) + / 3 = f ' ( ~ ) ( x ) .  

Transformieren wir nun, wie in Abschnitt 4 angegeben, die beiden 
Kurven 

{ 
y  =z" o l .Z+/3==fC%) 

(37) 
x = y3 + " y  + B = f ( y )  

mittelst 

(3 8) . - ; (" + v), y - 5 1 (- " + v) ,  

wobei die numerischcn Faktoren zweckmakig abgeiindert wurden, ohne 
dafs die geometrische Interpretation darunter leidet. Den addierten 
und subtrahierten Gleichungen (37)  entsprechen d a m  die beiden anderen 

Aus (40) ergiebt siüh zunechst u = O, d. h. v  = 2x ,  womit 39) über- 
geht in 

(33) x' + (a  - 1 ) s  + /3 = 0, 

wie zu erwarten war. Berüüksichtigt m m  dagegen den zweiten Faktor 
von (40),  so geht (39)  über in 

Dieses ist die gewünsehte Resolvente, wiihrend die quadratischen Glei- 
chungen für die drei stagnanten Umliiufe zweiter Art in der gemein- 
samen Form 

(42)  xZ - ax  + (v2 + a + 1) = O  
enthalten sind. 

Ein fiir die Konstruktion günstiges Beispiel ergiebt die spezielle 
Annahme a - - 9, P = - 6. Die Resolvente (41) geht über in 

die drei entsprechenden quadratischen Gleichungen werden 

und hierzu kommt die Gleiühiing für die Schnittpunkte 

6 )  x 3 -  1011;- 6 = O .  
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Alle diese Gleichungen besitzen n u r  reelle Wurzeln, und ihr Produkt 
führt in der That zu 

( x 9 9 x  - 6 ) 3 - 9 ( x 3 - 9 x - 6 ) - x - 6 ~ 0 .  

Der Vorgang ist in Fig. 1 dargestellt, in wclcher die Kilrve 

y = x 3 - 9 x - 6  

von der Geraden y = x geschnitten wird. Die aus einem Zuge be- 
stehendeRurve kulminiert tief unter der x Achw und ist daher unterbrochon 
gezeichnet worden. 
Die Einheit betriigt 
10 mm. Die Wurzeln 
der drei quadwti- 
sehw Gleichungen 

a) ,  P l ,  Y )  werden 
durch drei stagnante 
UmYiufe ausgeschnik- 1 
ten, welche ent- 
sprechend dieselben 
Buchstaben tragen. 
Ai~Berdem trifft die 
Gerade die Kurve in 
don Punkten 6, S', 
a", deren Abscissen 

x = 3,427 88; 
x' - - 0,624 34; 
x" = - 2,803 54 

der kubischen Glei- 
chung b) genügen. 

B) Umli iufe  z w e i t e r  A r t  i m  K u r v e n s y s t e m  

Transformieren wir die sich spiegelnden Kurven y = f (x )  und 
x = f (y) in der erwahntcn Weise, so entsteht 

(44) ( u a + ~ 2 ) 2 - t _ 4 u 2 ~ 2 + 4 a ( t ~ 2 + v 2 ) + 8 ( ~ - l ) v + 1 6 y = 0 ,  

(43) tb[v(u2 + v2) + 2av + 2 (P  + l)] =o.  
Für u = O, d. h. v = 2s geht (44) über in 

(46) d + a x 2  + ( p -  1)x+ y = 0, 

wes der Gleichung x = f (x) entspricht. Dagegen führt die Elimination 
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von .u aus der verscliwindendcn Klammergr6Tsc und der Gleichiing (44) 
zu der Resolvente 

Uic qiiadratischen Gleichungen zur Bestimmung der sechs stagnanten 
Umliiufe sind enthalten in 

E s  sei bemerkt, dafs die Gleichung (47) niittelst v - e t  in eine Glei- 
chung mit b e l i  ebi g e n  Koeffizienten transforniiert werdcn kann, und 
dak eine vdl ig  allgemeine, n i c h t  def'ckte Gleichung sechsten Grades 
nach Adjunktion der Wurzeln eirier Gleichung fünften Grades auf 
unsere Gleichung zurückkommt. 

Nicht o h e  Interesse sirid hier gewisse Sonderfille. E s  sei /3 = 0, 
dann kann man der zweiten Gleichung unter (43) die Form 

erteilen, wobei cc = - 2a, y = a '  b gesetzt wurde. Denkt man sich 
nim die Aufgabe gestellt, es sollten die stagnanten Cmlaufe zweiter 
Art im Kurvensystem 

(50) y=x"a=rp(z) ,  t ~ = V t : = ~ ( x )  
bestimmt werden, so würde das zu der Bedingung 

(51) 7 ) -  l) rp (x) = rp- Il $ (x) 
führen, welche mit 

f (z) = f'(- '1 (x), d. h. GC = f(" (x) 
identisch ist. Vergl. Abschn. 2. Jn der That lassen sich zwischen 
zwei Parabeln, deren gegenseitige Lage durch (51) gegeben ist, sechs 
reühtwinklige Umliiufe zweiter Art angeben, deren zwolf Abscissen in 
Verbindung mit den Abscissen der vier Schnittpunkte genau den sech- 
zehn Wurzeln unserer Aufgabe entsprechcn. 

Die betreffenden Abscissen und Ordinaten konnen a i r  entweder 
durch Kettenpotenzen oder Kettenwurzeln darstellen. I m  letzteren 
Falle übersieht man die Vieldeutigkeit besonders leiüht, denn man hat 
folgende Stammfunktionen: 
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Tragt man eine der Stammfunktionen fiir y in eine solche fiir rx: 
ein oder auch umgekehrt, so erscheint die erwiihnte Gleichung sech- 
zehnten Grades für z beziehentlich y in irrationaler Form, riarnlich 

Wird diese Eintra,ming mit irgend zwei bestimmten Stammfunk- 
- - 

tionen wiederholt und hinreichend oft vorgenommen, so entstehen die 
Kettenwurzcln 

(%) . x , f ( - w X  ( ), bez. y = f'(- k, (y), 
d. h. 

welche, wenn sie konvergent sind, verrnoge des diirch die Stammwurzeln 
genau indizierten Vorzeichenwechsels sowohl die sechzehn Werte für x, 
als auch für y darstellen. Wirklich konjugiert ~ i n d  natürlich nur solche 
Werte von x und y, welche aus ebendenselben beiden Stammfunktionen 
entspringen. 

Bilden wir mit Rücksicht auf (38) 

wobei x und y konjugiert sind, so wird in vier Fillen y - x, also 
v = 2x, und demit kommen wir zu den Auflosungen der Gleichurig 
vierten Grades (vergl. (46)) 

(58) x 4 + a x 2 - x + y = o .  

Die übrigen x w d f  konjugierten x und y liefern, paarweise verknüpft, 
nur sechs wirklich vcrschihicdene Summen, weil x und y vertauschbar 
sind, und dadurch gelangt man zu den sechs Wurzeln der Gleichung 

Betreffs der Anfmgswerte x, und y, in don Kettenwurzeln (56) sowie 
des Palles, in welchem statt der Wurzeln Kett>enpotenzen eintreten, 
verweisen wir auf unsere früheren Arbeiten, wo diese Fragen ausführ- 
lich behandelt worden sind. 

Gehen wir in der Spezialisierung noch einen Schritt weiter und 
setzen b = a, so wird $(x) = q~- l ) ( z ) ,  Gleichung (51) geht über iri 

(60) q@)(x) = r~+~)(x), d. h. z = 91(~)(x), 

und solchergestalt gelangen wir zur Bestimmungsgleichung der stag- 
nanten Laufe v i e r t e r  Art im Kurvensystem 

(61) y = z und y = za - u. 

Wir verfolgen diesen Fall hier nicht weiter und bernerken nur, dafs 
Gleichung (59) jetzt zu einer reziproken wird. E s  entspricht das 
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vollig der früher gegebenen Theorie, insofern die R>esolvente dritten 
Grades jener reziproken Gleichung die d r e  i stagnanten Umliiufe vi e r t e r  
Art bestirnmt, neben denen noçh e i n  Lauf z w e i t e r  Art sowie zwei 
Schnittpunkte vorhanden sind. In Fig. 2 ist das Kurvensystem (61) 

unter Annahme von a = 4 und der Lingeneinheit 15 mm dargestellt. 
Die U d i u f c  vicrter Art tragen die Buchstaben a, P, y, der Umlauf 
zweiter Art  ist mit S bezeichnet, die Schnittpunkte heissen e und 8'. 

5. Algebraische Gleichungen, deren Wnrzeln durch Umlaufe dritter 
Art ausgeschnitten werden. 

Wir wenden uns der Gleichung 

(62) x = f ( 3 )  x ( > 
zii, deren Auflosung durch Umliufe d r i t t e r  Art iin Kurvensystern 

(63) y = x und y = f'(x) 
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zu vollziehen ist. Wenn wir die Gleichung (G2), wie in den früheren 
Abschnitten, durch ein aquivalentes Schnittpunktsproblem ersetzeii 
wgllten, so müîsten wir eines der Kurvcnsysteme 

y = x  und y = fc3) ( x )  oder y = f ( -  '1 ( x )  und y = f ( 2 )  ( x )  

benutden. Da indessen auf solche Weise die Symmetrie verloren geht, 
so briilgen wir an Stclle der vorgelegten Gleichung die clrei sirnultanen 

(64) x  = f (Y) ,  Y = f (21, z = f (x),  

an, welchen sich r a u m l i  c h e  Betrachtungen leicht anschlieken lassen. 
Mit Rücksicht auf den Fa11 eimr grofseren Anzahl von Veranderlichen 
schlagen wir jedoch einen a n a l y t i s c h e n  Weg ein, wie er in der 
Theorie der Abelschen Gleichungen vorgezeichnet ist. 

Es sci 

( 6 5 )  x 7 - 3 p x 2 + 3 q x - r = O = g ( x )  
die Hestiminiingsgleichung für die Abscissen eines stagnanten Umlanfes 
dritter Art. Nach Abschn. 3. A) giebt es 

66) k = (n3 - f i )  

solcher Umliufe; aber zu diesen gesellen sich noch die n Uinliiufe 
erster Art, welche in (62) mit enthalten sind. Diese Umliiufe werden 
durch unseren Ansatz niüht ausgeschlossen, sondern als unendlich kleine 
Laufe dritter Art mit zusammenfallenden Abscissen eingeführt. Die 
kubische Gleichung (65) tritt daher nicht blok k mal, sondern 

(67) k r = k + n =  9 ( n 3 + 2 ~ )  
mal auf. Hiernach murs die Bestimmung der Koeffizienten der 
Gleichung (65) auf eine Resolvente vom Grade k '  führen. Imwischen 
kann eine solche 'Gleichimg, etwa die für p ,  nicht irredunibel sein; 
sie 18st vielmehr die Gleichung 

(68) p = f W  
rational abscheiden und erlangt wieder den Grad k. Da niimlich un- 
mittelbar crsichtlich ist, daLs die drei Wurzeln der Gleichung y (x) = O 
identisch sind mit einein Wertetripel der cyklischen Gleichungen (64), 
so ist für stagnierende Uuilaufe erster Art 

(69) x = l j = z = p  
und also p = f (p). 

Die Berechnung der Kocffizienten p, p, r der Gleichung (65) ei-folgt 
nun so, dafs wir die Gleichungen (64) xusammenstellen mit 

(70) g(x )  = O, g(y )  = O ,  g ( z ) = O ,  
wobei die Theorie der symmetrischen Punktionen von Nutzen ist. 
Behandeln wir die Sonderfille n - 2 und n = 3. 
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A. Urn laufe  d r i t t e r  A r t  i m  K u r v e n s y s t e m  

(71) y,z2= 9 (z) und y = c + z = 9 (a). 
Die Gleichungen, welche die L k f e  erster, beziehentlich dritter 

Art bestimmen, sind 

(72) x = x z - C =  f 7 

(73) x = [(x2 - c)2 - 4 2  - C = f("(x), 

und wenn die erste aus der zweiten ausgeschieden wird, so verbleibt 

(74) x 6 + x 5 + ( 1 - 3 c ) x 4 f  ( 1 - 2 c ) x S + ( 1 - 3 c + 3 c 3 x 2  

+ (1 - q x  + (1 - C +  2 2  - c3) = O .  

Ersetzen wir die Gleichung achten Grades (73) diirch die cyklischen 
Gleiehungen 

(73) x = y 2 - C >  y = , e - C ,  , e = x 2 - C ,  

und führen die Bezeichnungen ein 

z + y + s = - p l ,  y s + z x + x y = p , ,  x y z = - p 3 ,  
xn + y" + Zn = S n ,  

so ergiebt sich durch zweckm%fsige Kombination der Gleichungcn 75) 

(77) s , = 3 c + s 1 ,  s , = c s , + p , ,  s , = 3 c 2 + 2 c s , + s , .  

Werden die s durch die p ersetzt, BO entsteht 

(80) ~ : + 2 ~ ; - ( 1 o c + 1 ) ~ : + 6 ( c + 1 ) ~ , + 9 c ( c - 2 ) = 0  

bestiinmt ist, wie nach (67) zu erwarten war. Um nun die Liiufe erster 
Art ausxuücheiden, bemerke man, daIs für diese 

(81) x " : = y = z = - L p  i ,  x"x-C-O, 
und also der abzulosende Faktor 

(82) pl + 3 p 1 - 9 c - 0  
wird. Thatsachlich zerfallt auch (80) in 

(83) [pS+ 3p, - 9c] h S p 1  - ç +  21 = 0 ,  
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und mithin führt 

(84)  p ; - p i - c + 2 - O  

zu den beiden Laufen dritter Art. 
VermQe (84) vereinfachen sich die Ausdrücke für p, 'und p, unter (79) 
wie folgt 

( 85 )  p 2 = p , - c - 1 ,  p , = - c p , + c - 1 ,  
und daher sind die Ahscissen eines jeden stagnanten Uinlaiifes dritter 
Art enthalten in der kubischen Gleichung 

Eliminiert man aus dieser Gleichung und aus (84) die GrClse p,, so 
entsteht 

[x3 - (c + 1) x + c - 11" 

( C - 2 )  [ x B + 5 - ë y =  0, 

und das ist genau die Gleichung (74), jedoch in solcher ~ n o l d n u n ~  der 
(+lieder, dafs die R,ediizibilit'it unmittelbar ersichtlich wird. 

Wir haben in den Figuren 3 bis 6 den Vorgang unter Annahine 
eines c - 2 und einer Langeneinheit von 10 mm dargestellt. Um 
aller Rechnung über- 
hoben zii sein, sind 
in Fig. 3 die acht in 
Frage kommenden 
Schnittpunkte durch 
Schnitt der Kurven 

(88) y = x2 = q ( x )  
und 

x = [(y- c ) ~  - c l Z -  c 

= *-'c~1c,-'q(y) 
ermittelt worden. Die 
zugehorigen Abscissen 
kehren zu je dreien iu 
den Figuren 4 und 5 
wieder und bestinirnen 
dort die stagnanten 
Umhufe dritter Art, welche mit a: und P bezeichnet ~ i n d ,  entsprechcnd 
den sechs Puukten a! und /3 der Fig. 3. Die Gerade y = c + z = $(x) 
schneidet überdies in d e n  Figuren die Laufe erster Art, d. h. die 
Schnittpnkte s und 6' aus. Ln Fig. 6 ist zu ersehen, wic E durch 

Zeitsçhrift f. Mathernirtik u. Yhrsik 46. Band. 1901. 3. I ief t .  1 9 
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einen konvergenten Anlauf, 6' durch einen links drehenden Umlauf 
erster Art ausgeschnitten wird. Auch die Lmliiufe dritter Art, welche 

man sich in den Fi- 
gnren 4 und 5 gegen 
die stagnanten Umlaufe 
konvergierend zu den- 
ken hat, sind in nn- 
serem Beispiele links 
drehend. Man erkennt 
dies aus Kg. 3, in 
welcher samtliche kon- 
vergente Liiufe, welche 
die acht Schnittpunkte 
ausschrieideri, auf der 
Kurve vierter Ordnung 
begonnen werden müs- 
sen. DemgemXs be- 

samtliche Abscissen 
durch die achtwertige Kettenwurzel 

xk+,= k l / c  @O = O) 

I Die oben sufgestellten 
Gleichungen werden im 

qucm, und zwar gehen 
(82) und (84) über in 

p: + 3pi - 18 = 

(P I  + 6) (24 - 3) = O ?  

P: -Pl =Pl (PI - 1) = 0. 
Dementsprechend hat 
man für die Schnitt- 
punkte E und E' 

x - - '  s p i ,  d.h. 

z = 2 ,  2 ' = - 1  

wahrend die beiden Um- 
laufe dritteriirt a: und 43 
durch die Gleichungen 

(a> x 3 - 3 x +  1 = 0 ,  (p)  s 3 + x 5 - 2 x - 1 = 0  
bestimmt sind. 
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B. U m l a u f e  d r i t t e r  A r t  im K u r v e n s y s t e m  

(90) Y = x 3 z  q ( ~ )  und y = c - l o = + ~ z ) .  

Es existieren hier d r e i  Laufe erstcr Art, welche die Wurzeln der 
Gleichung 

(91) ~ = c - ~ 3 =  f @ )  

ausschneidcn und a c h t  stagnante U m h f e  drit'ter Art. Die Ab- 
scissen, welche jene Laufe bestimmen, sind sammtlich enthalten in 

92)  X = C -  

[ (c  - x3)3]3 = f @) ($1 
oder auch in dem Sgstem 
üyklischer Gleichungen 

( 9 3 )  x = c  - - y3, 
y=c - s"zc -xIç" .  

Denken wir wieder die Ab- 
scissen eines jedenumlau- 
fes dritter Art vereinigt in 

(94) x3  + p, 2 + 
~ , x + ~ , = O = . d x ) ,  

so ergiebt eine ahnliche 
Rechnung wie vorhin 

(95) s, = 3 c  - s,, 

Ersctzt man die s durch die p l  so gcwinnt man zunachst 

und sodann zwei Gleichungen in pl, p2,  deren erste 

lautct, wahrend die zweite nach zweckmXsiger Kombination iii 
der Form 

(98) (PS - 3p2) 0); - ~ P S P ~  $- 3% +P, + 2 )  = 0 

geschrieben werden kann. 
Das Vorhandenuein einer Gleichurig zwischen pl und p,, welche 

den ~ a k t o r  

(99) P; - 3% 

auescheiden lalst, steht bei der Bestimmuug der Umliiufe dritter Art 
19 * 
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irn Voraus fest. Denn da unscr Ansatz auch die T,aufe erster Art 
enthalt, für welche x = y = z, so ist im besonderen 

und mithin murs das Gleichungssystern der p gewisse partikulire 
Gleichungen, wie 

(101) PS = 3 ~ 2  , PlP, = 9 ~ 3 ,  P? = 2 7 ~ 3  
in sich fassen. Indem man eine solche Gleichung nioglichst zeitig 
abseheidet, erreicht man, dafs die Endgleichung für pl den ihr zu- 
kornmenden Grad 

(102) k = +(n3 - rz) 

annimmt, miihrend er sonst um nEinheiten htiher liegen würde. Diese 
Bemerkung passt auch für den zuletzt unter A besprochenen Fall, 
doch ist sie dort nicht so belangreich wie hier, wo der Grad von 11 
auf 8 herabzusetzen k t .  

Der Fa11 p: = 3p, liefert nun mit Hinblick auf  (96) und (97) 

Die Gleichung (94) reduziert sich hierdurch auf 

und ergicbt Liiufe dritter Art mit zusammenfallcnden Koordinaten, 
d. h. Liiufe erster Art. Die vordem angegeberie Gleichung 

zeigt, dafs drei solche Liiufe vorhanden sind, und setzt man pl = - 32, 
so kommt man thatsachlich zu 

zurück, welche Gleichung die Schnittpunkte bestimmte. 
Berücksichtigt man den zweiten verschwindenden Faktor der 

Gleichung 98) so erhiilt man 

und tragt man p, in (97) ein, dann resultiert für p, die gewünschte 
Glcichung achten Grades, niimlich 
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Diese Resolvente ist noch sehr speziell, ein Umstand, der ver- 
mieden werden kaun, wenn wir das System cyklisclier Gleichungen 
unter (93) allgerneiner fassen. I n  der That liefert das enveiterte 

bei gaiiz gleicher Beharidlungsweise dic allgcmeinert: Bcmlvento 

1?1-3 ( 2 n - b - ~ ) ~ ;  + 9 ( ~ ~ ~ + 2 b ~ + 2 c ~ - n b - a c ) p ; - 2 7 d ( b + c ) ~ 3 ,  

- (4n3+ 4b'$  4c3+21ab2$ 2 1 a c 2 - 6 n Z B - 6 a 2 c 6 b 2 c - 6 b c 2  
('12) 

- Q O a l i c 2 7 d 2 ) y ~  + 276(b - c)'pi + 9(1i - c)'(a- +li2 + e2 

- a b - n e -  bc) - 0 ,  
wobei 
( 1  1 3) pl=-@+Y+"). 

Das System (111)  ist irn allgemeinen acpivalent mit dem cyklischen 

A z " B y 3 +  C z + D y + l i : = O  

( I l 4 )  A y 3 + B z 3 + C y + D z + E = 0  
A s 3  + U1ç3 + Oz + I)x + E = 0 ,  

wie nach Elimination von Z, x,  y ersichtlich wird. Die Resolvente (112) 
kann daher indirekt aufgelost werden, wenn man die stagnanten Um- 
I5ufc dritter Art  des Kurvcnsystems 

aufsueht. Durch Aufnahme weiterer Glieder zweiten und dritten 
Grades kann mari dafür sorgen, dak die angeführte Gleichung aühten 
Grades vdl ig  allgemein wird, wahrend andererseits gewisse Sonderfiille, 
wie etwa der Fall c = b ,  zu merkwürdig einfachen Resolrenten führen. 

C. Ü b e r  p e r m a n e n t  g e s c h l o s s e n e  Uml%ufe .  

Wir bemerkten bereits in Abschn. 2, dafs in gewissen Kurven- 
systemen alle, an beliebiger Stelle eingetragenen Un&ufe iu sich 
zuriicklaufen. Von Konvcrgenx oder Divcrgenz der L k f e  ist d a m  
überhaupt nicht mehr die Rede; dieselben sind p e r m a n e n t  ge -  
schlossen.  

Ein trivialer Fall, welcher zii solcben Umlkfen,  speziell von der 
zweiten Art, führt, entsteht, wenn sich eine Kurre in einer der Aclisen 
des rechtwinkligen Koordinatensysteniü spiegelt. So  sind z. B. alle 
rechtwinkligen Umlaufe zwischen den Kiirven y = rp(x) und y : - rp(x) 
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andauernd geschlossen; die spiegelnde X-Achse ist hier der Trager 
samtlicher Schnittpunkte. 

Von Interesse sind die permanent geschlossanen IJml%ufe zwischen 
der G e r a d e n  y = x und der H g p e r b e l  

Die Umlaufe erster Art sind bestimmt durch die quadratische 
Gleichung 
( I l 7 )  d x 2 + ( c - b ) x - a = 0 ,  

die Umliiufe zweiter Art durch 

oder auch durch 

(119) (b + c) (dx2  + (C - b) z - a) = 0 .  

Für  die Laufe nter Art findet man leicht 

(120) a - (x - f (x)) = O ,  d. h. O . ( d x 2  + ( c  - b )  x - cc) = 0, 

wobei 9. eine noch zu bestimrnende Grorse bezeichnet, die nur von den 
Konstanten a ,  b, c, d abhiingt. 

Verschwindet der quadratische Faktor, so gelangen wir zu den 
beiden stagnanten Liufen crstcr Art, wie denn auch die Schnittpunkts- 
abscissen durch zwei konvergente Kettenbrüche unmittelbar erhalten 
werden konnen. Das Verschwiriden von 9. dagegen weist auf gewisse 
Scharen von permanent geschlossenen Uml aiifen hin , welche zwischen 
der Geraden y = x und der durch die Bedingung 9. = O modifizierten 
Iiyperbel vorhanden sind. ï ~ b r i ~ e n s  sind die obigen Gleichungen noch 
mit überflüssigen Konstanten behaftet, welche durch lineare Trans- 
formation beseitigt werden komen. Gewisse periodische Kettenbrüche 
entwickelt man am beqilenisten aus 

(1 2 1) y = z + a  und x y = 6 ,  

sodals die reellen Wurzeln der Gleichung 

(122) x 2 +  ax= b 
wie bekannt, durch die Kettenbrüche 

dargestellt sind. Die Konvergenz derselben beurteilt man an der vor- 
gelegten gleichseitigen Hyperbel; insbesondere führt der Fall a = O 
zu einer unendlichen Scliar von geschlossenen Urnliiufen (Quadraten), 
gleichgiltig ob reelle Schnittpunkte vorhanden sind oder nicht. 
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Bevor wir auf Kettenbrüche genauer eingeheri, wollen mir einen 
Blick auf die geornetrische Theorie gewisser R e i h e n  merfm. Wir 
betrachten die ,4n- oder Umliiufe zwischen den Geraden 

(124) y = x  und y r a + b x  

und erhalten für die Schnittpunktsabscisse einerseits 

(125) 
a 

x = 1 - 0 '  
andererseits durch Iteration 

x = a + b [ a + b ( c x , + b ( a +  . . . .))], 
d. h. 

(126) x = a [ 1 + O + b 2 + b 3 +  . . . . ] .  
Je nachdem b positiv oder negativ ist, entsteht ein An- oder Umlauf. 
Die Konvergenz der Liiufe erfordert, dafs Z) < 1, andcrnfalls murs die 
inverse Entwickelung mittelst 

(127) 
x -- a 

Iç=- 
h 

durchgeführt werden. 
Die Bedingung eines geschlossenen Umlaufs zweiter Art ist 

~ç = a  + b(a  + bz) ,  
d. h. 

(128) z( l  - b 2 )  = a ( l  + b) ,  

und sie ist fur b = - 1 unabhingig von z erfüllt. WTir kommen hier- 
mit zu einer unendlichen Schar von Quadraten, welche den Schnittr 

a 
punkt umgeben. Dieser aber selbst, obgléich er durch x = y = 

festgelegt ist, kann durch Liiufe und unendliche Prozesse in keiiler 
Weise bestimmt werden. Die Bedingung eincs geschlossenen Umlaufs 
dritter Art wird 

(129) x ( 1  - b S ) = a ( l  + b +  b", 

aber ein soleher existiert (reell) nicht; die Gleichung liefert nur die 
Schnittpunktsabscisse. Uberhaupt wird ersichtlich, dals in1 System der 
vorgelegten Geraden adfier dem Schnittpunkt und der etwa auftretenderi 
Schar von Quadraten weitere Umlaufe unmoglich sind. 

Betreffs des Kurvensystems 

(130) y = x  und y = n + x n  
dürfte vielleicht die Bemerkung interessieren, dals die durch Iteration 
abgeleitete Potenzreihe h y p e r g e o m e t r i s c h  von der (n - 1)ten Ord- 
nung wird und im Konvergenzfalle jene Wiirxel der trinomischen 
Gleichung 

(131) Z n - x + a = O  
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liefert, welche mit a gleichzeitig verschwindet. E s  wird wohl keinen 
elementarcren Weg geben, um jene oft diskutierte Ecihe hcrzustellen. 

7. Zur geometrischen Theorie gewisser Kettenbrüche. 

W i r  gohen von dem Kurvensystem 

(132) y = I + c z ,  x y = 1  
aus und erhalten 

1 
(133) x=-- 1 + c x  - f'(.), 
woran siçh die Ketteribruchentwickelung 

schlieht. Des weiteren richten wir unsere Aufmerksamkeit auf den 
früher eingeführten, jetzt nur von c abhiingigen Faktor 8, d. h. wir 
fragen nach a l l e n  Wcrton von e ,  fiir wclchc swisohcn dcr unverSnder- 
lichen Hyperbel und den Geraden des Büschels p e r m a n e n t  gesch los -  
s e n  e Umlaufe statlfinden. 

Offenbar besitzt f'(nl(z) die Forrn 

(135) 

wobei 

(136) A ~ + B  - &+i + Anc, B n + z  = B n + t  + Bac. 

Die LBufe nter Art sind bestimmt durch die Gleichung 

aber da selbige die beiden Schnittpunktsabscissen enthalten muh, so 
mird sie identisch sein mit 

(138) 14, - (cx2 $ x - 1)  = O, 

wobei 4, mit A, zusammenfiillt. Zur Ermittelung von 4, dient daher 
die Differenzengleichung 

(139) a,+, = a,+-i $- Ca,, 

aus welcher sich sofort 

P 4 0 )  D n = k l [ + + f i + ~ ] n - Z + k 2 [ + - f + + ~ ] n - 2  
ergiebt. Die millkürliçhen Konstanten k,, I I ,  bestimmt man durch die 
Annahme n = 2; 3, womit a2 = 1, 8, = 1 $ c wird, und also lautet 
der endgiltige Ausdruck 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von W. HEYMANN. 289 

Hiernach ist ah, fiir ganzc posit,ivc n immer eine rationale ganze 
Funktion von c; im Besonderen findet man 

Wir erhalten demgemal's permanent geschlossene Umli.iife von der 

Sten Art für c = - 1 
4ten ,, ,, c,-1 

-- 

5ten ,, ,, c = + ( - 3 + 7 / 5 ) u r i d c = $ ( - 3 - f S )  
6ten ,, ,, c = - l  u n d e = - : .  

Vergl. hierzu die Figuren 7 und 8, wo die beiden Liiufe 5ter  Art mit 
wiilkürliçherri z, eingezeichnet und auf die Einheit 10 mrn beeogen sind. 

Die Gleichung an = O zerfillt rational, wenn lz eine zusemmen- 
gesetzte Zahl und grXser als 5 k t ,  wie eine Zerlegung des Zzhlers 
von (141) sofort zeigt. Geometrisch bedeutet das, daîs sich unter den 
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geschlossenen Lauferi von der Ar t  n = p q r  - .  auch solche der Art 
p, p, r ,  . - . befinden. Die erwiihnte Gleichung hcsitzt nnr reelle 
Wurzeln, und sie kann trigonometrisch leicht aufgelost werdcn. Man 
findet eiinSchst 

oder wegen 

(144) 
z k x  . 2 k z  

6 = COS - 31 i sin - - 

12 72 ' 

Der Fa11 76 = O, d. h. ci = - weist auf Berührung hin und 
scheidet ans; im übrigen hat man gerade und ungerade n zu unter- 

n-2 
scheiden und findet irn ersten Fallo 1 (H, - 2) Wurzeln, (1î = 1, 2, . . ., ?), 

( 
72-1 

im zweiten Falie +(n - 1) Wurzeln, k = 1, 2,  - . - j  ) . 
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Das Ergebni~  ist daher folgendefi: l m  Kurvensystem 132) giebt 
es +(n - 2))  bezm. +(n - 1) verschiedene reelle, permanent geschlossene 
Umliiufe nter Art, von dcnen et,liche auch in solche n i e d c r c r  Art 
zerfallen konnen, je nachdem n gerade oder ungerade ist, und der ent- 
sprechende Kettenbruch hat die Eigenschaft, dafs alle seine Niiherungs- 
werthe, deren Indices iim n verschiedm sind, iihereinstimmen. Er ist 
also für die ermittelten, durchweg n e g a t i v e n  c d i v e r g e n t .  Aus den 
Formcln erkennt man überdies, dah,  solange U m l k f e  dritter oder 
hoherer Art auftreten, solche erster und zweiter Art nicht vorhanden 
sein konnen. 

Wir  hahen bislang c als konstant angenommen; inzwischen kann 
auch c eine mit n veriinderliche Grofse sein; sodaîs der Kettenbruch durch 

(146) 
1 

x,+1= 
1 + ~ n ~ n  

eingeführt wird. In diesem Falle lakt  sich der Vorgang geometrisch 
dahin aiiffassen, dafs man die 1,511fe zwischen d e r  festen Hyperhel 
x y  = 1 und den sich drehenden Strahlen des Büschcls y = 1 + c,x 
betrachtet. Die Gleichung (146) kommt überein mit einer Differenzen- 
gleichung 

(147) c n x n + ~ &  + G+I-  1 = 0 ,  
welche fiir 

(148) 
F n =-  

U n d - 1  

übergeht in 

(1 49) vn+2- v,+1 - c,vlz= O. 

Diese letzte definiert, je nach der Abhiingigkeit des c, von n, eine 
groîse Anzahl von Funktionen, so z. B. die hypergeometrischen von 
GauIs, wie denn auch bekannt ist, dafs der Quotient zweier benach- 
barten hypergeometrischen Funktionen in  einen Kettenbruch verwandelt 
werden kann. Die hiermit angedeuteten Untersuchmgen gehoren 
indessen nicht mehr in den Rahmen unserer Arbeit, weil wir damit 
den Bodcn der Algebra vollig verlassen würden. ') 

8. Über konvergente und stagnante Umlaufe in Systemen von mehr 
als zwei Kurven. 

Souen die reellen Schnittpunkte des Flichensystems 

(150) E;(z ,y ,z)=O,  E ' , (x ,y ,z)=O,  F , ( q y , z ) = O  

durch konrergente Umliufe, beziehentlich Iterationsprozesse bestimmt 

1) Vergl. eine Abhandlung des Verf. ,,Über Differenzengleichungen etc." 
Journal f. Math., Bd. 122 ,  S. 164. 
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werden, so verschafYe man sich mittelst Elimination die %quivalenten 
Cylindergleichungen 
(1 51) ~ - v ( Y ) ,  Y-+(z)7 X=X(X),  

und steiie die drei Leitlinien in dem ersten, zweiten und dritten 
Quadranten eines rechtwinkligen Koordinatensystems dar. Vergl. Fig. 9. 
Da diese Quadranten genau den drei in eine Ebene urngeklappten 
Projektionstafeln entsprechen, sn haben wir beziiglich der riiiimlichen 
Orientierung nichts hinzuzufügen. Der Umlanf beginnt mit einem 
willkiirlich gewkhlten z, und ist in der einen oder anderen Dreh- 
richtung konvergent, vorausgesetzt, dafs sich die Flàchen überhaupt 
schneiden. Der Prozess ist beendet oder, genauer gesprocheri, hin- 
reichend weit getriebcn, wenn der koilvergente Lauf von einem stag- 
nanten nicht mehr zu unterscheiden ist. Der Erfolg des Verfahrens 
ist dadurch sicher gestellt, dak  eine der Ketten 

(152) x = [Fqbx(x,)](" bez. x - rx-l+-lv-l(x 0, >](k) 

nach früherer Erorterung bei vorhandener reellen Wurzel und passend 
gewahltem x, xweifellos konvergieren murs, es sei d e m ,  dafs das 
Flichensystem eine Schar permanent geschlossener Umliiufe besitzt. 
Unter Verzicht auf Gleichmiifsigkeit in der geometrischen Darstellung 
k6nnte man natürlich statt der drei Leitkurvcn auch nur die Kurven 

(153) x = v ( y )  y = + x ( x )  
in Betracht ziehen und zu den früheren Vorglngen zurückkehren. 

Wir haben offenbar wieder Umliufe erster bis nter  Art zu uiiter- 
scheiden und definieren als stagnante Umliiufe e r s t e r  Art solche, für 
welche 
(154) x,=x,, d .h .  x = r p + ~ ( x ) ;  

in gleicher Weise ist für stagnante Umlaufe z w e i t e r  Art 

(155) xe = xo, d. h .  x = (x))@). 
Vergl. Fig. 10. 

Ein stagnanter Vmlauf zweiter Art zwischen den Kurven 9, +, 
kann ersetzt werden durch einen erster Art zwischen den Kurven 

(156) x = v * ( y ) ,  Y = x ' P ! ~ ) ~  Y = @ X ( I L ' )  

und umgekehrt. Wir  wollm diesc naheliegenden Hetrachtungen nicht 
weiter fortsetzen und nur auf das Prinzip hinweisen, nach melchem 
die Gleichung 

(157) x = ('P+ x (x)!(~) 

immer durch einen weiter gefaîsten Schnitt der urspriinglichen Kurren 
cp, @, x auflosbar ist, wenn stagnanteTjmliufe h6hererArt zugelsssen werden. 
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Die Figuren 9 und 10 weisen von selbst darauf hin, dals die An- 

dinatensystetu mit d r e i 
Achsen dargestellt denken. Es wiirden aledann acht konvergente Cm- 
Lufe vorhanden sein, welche, nachdem sie stagnant geworden, die 
acht Wurerln der Glcichung 

ortlnung noch anders getroffen werden kann. Zcrlegt man die gesamte 
Ebene durch &ei ~ t r a h -  
len OX, O Y, O Z  in 2 

drei  Bereiche, so lassen P&J. 9. 
sich die Kurven v, $, x 
auf die neuen Coordi- Y 
natensysteme X- Y ,  Y-2, 
Z X  bezichen, und d a m  
erlangen die stagnanten 
Umlaufe die Gestalt von .z Y 
Sechsceken. Tergl.E'ig. 11 
und 12. Bei dieser Dar- 
stellung wird die Ver- 
bindung mit riiumlichen 
und projektiven Vorstel- 
lungen wieder aiifge- 
hoben. Dagegen ergiebt 
siçh sofort, wie durch Y 
eine Teilung der Ebene 
in vz. Bereiche der Fall 

7 - 
eines S y s t e m s  v o n  n 
K u r v e n  zu behandeln ist. 

Um indcssen bei 

3% 10. 

dem Fall n = 3 zu 
--- - -. -. 

bleiben, wollerl wir das 
in Abschnitt 5A) er- \ I , I I I I , s s 1-L : _-.-. i P 
ledigte Beispiel x I ! 1 ; ;  Y 
( T G )  x = y 2 c ,  

y = 9- CC, 
-. - -. .. . . . - - - 

z - x2 - C, 

(C = 2) 

so auffassen, dals wir Y: 
und diew drei Kurven 
in einem e b e n e n  Koor- Y 
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auf der x - ~ c h i e  ausschneiden; gleiches gilt für die zugeordneten 
Wurzeln y und s bezüglich der andern beiden Achsen. Aber, da die 
Gleichungen (75) cyklisch sind, so komnien wir auch mit e iner  

Parabel x = y2 - c aus, wenn wir zwischen dieser und den Geraden 
y - a urid a = z zwei stagnante Umliiiife erster Art, und zwei von 
der dritten Art konstruieren. Es ist das in  Fig. 13 bis 15 geschehen. 

Figur 13 zeigt die beidcn stagnanten Umlliife erster Art r und E', 

welche auf der X-Achse die Wurzeln der Gleichung 

x 2 - 2 - 2 = 0 ,  d.h.  2 = 2 ,  x f = - 1  

ausschneiden. Der Vorgang entspricht gcnau dcmjcnigen, welcher 
früher in Fig. 6 dargestellt wurde und dort die Schnittpnkte E und E' 

mit den Abscissen 2 = 2 und X' = - 1 lieferte. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von W. HEYMANX. 295 

Figur 14 zeigt einen stagnanten Unilauf dritter Art cc, welcher 
dem Umlauf a der Figur 4  entspricht und wie dort die Wurzeln der 
Gleichung 

(.> 2 ' - 3 x + 1 = 0 ,  
d. h. X, - 1,532, X, = - 1,879, X, - O, 347 

ausschneidet. 

Figur 15 zeigt endlich den zweiten stagnanten Umlauf dritter 
Art p ,  welcher dcm gleichbenannten in Fig. 6 entspricht und zur Be- 
stimmung der Wurzeln der Gleichung 

(P l  x 3 + x 2 - 2 x - 1 = 0 ,  
d. h. X, - 1,247, x, = - 1,802, 2, = - O, 445 

führt. Die Liingeneinheit betriigt 10 mm, und man vergleiche allent- 
halben Abschnitt 5 A). 
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?Tir brechen hierinit diese Hetrachtungen ah, nicht weil sie als 
abgeschlossen erscheinen, sondern weil die weiterhin auftretenden 

Fragen über cyklische Gleichungen mit mehr als drei Veranderlichen 
zu sehr ausgedehiiten Uritersuchungen Anlah geben. 

Berechnung der Ellipse aus Umfang und Inhalt, 

Von Prof. Dr. W. HEYMANN in  Chemnitz. 

Bezeichnet 11 den Umfang, q die E'lache der Ellipse, so würden 
die Halbachsen a und b aus den beiden Formeln 

zu bestimmen sein. Es  handelt sich bei dieser fundamentalen Auf- 
gabe demnach um die Auflijsung einer eigentümlichen transcendcnten 
Gleichung. 

Mit Rücksicht auf bekannte Tabellen kann Inan schreiben 

aobei  f ( c )  n u m e r i s c h  bekannt ist, wenn c das etwa in Hundertel 
geteilte Intervall O bis 1 durchlauft. (Vergl. z. B. das fünfstellige 
Tabellenwerk von S ch10 m i l  ch.) 

Setzt man vorühergehend c - x, p : 4m = y, so wird 
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und nun findet man x, y durch den Schnitt der Kurve y = f(x) mit 
= A  . 

der Parabel ye = L x .  Zeiühnet man diese Kurven im Intervall 
1 6 P  

x = 0 bis 1, so übersicht man augenblicklich, dars der Schnittpunkt 
stets durch einen auf der Kurve f beginnenden konvergenten Anlauf 
erhalten werden kann. Die Iteration ist demnach zu vollziehen 
mittelst 

(5) 
1 6 P  

~ i + I = ~ f ( ~ k ) ,  O < x O <  1. 

Für solche x, welche der ersten Halfte des Intervalls angehoren, kon- 
vergiert der Iterationsprozefs sstark. Im Falle b = a, d. h. pz = 4nq 
rückt der Schnittpunkt an das Ende 
des Intervaus, und eu tritt Berührung 
ein, wodurch die Konvergenz des 
Anlaufes betrachtlich abgeschwkht 
wird. Die Formel (5) ist also für 
Eilipsen mit kleiner Exzentrizitàt 
nicht zu ernpfehlen, und wir wollen 
daher die Aufgabe noch in anderer 
Weise behandeln. 

Das Integral (1) kann in mannig- 
facher Weise durch einfachere Aus- 
drücke ersetzt werden. So ermittelt 
z. B. S c h l 6 m i l c h  in seinem Übungs- 
buch der Analysis, Teil LI, 5 35, X 

einen Parabelbugen, welcher sich 
der Kurve y = f (x)  im Intervall z = O bis 1 derartig eng anschlielst, 
daïs das arithmetische Mittel der Fehlerquadrate ein RiIinirnum wird. 
Die betreffende i?ormel lautet 

und für selbige bleibt der absolute Betrag des Pehlers unter 0,006. 
Verknüpfte man dieses Resultat mit der Redingung q = nhn,  so 
würde man bezüglich a oder b zu einer Gleichung vierten Grades ge- 
langen. Urn diese Unbequernlichkeit zu vermeiden, habe içh den in  
Frage kommenden transzendenten Bogen der Kurve y = f(x) durch 
andere, f ü r  die Rechnung bequemere Bogen zu ersetzen gesucht und 
gefunden, da19 sich die Kurve 

(6)  y = t i / v  
der ursprünglichen Kurve irn Intervall x = O biu 1 derartig anschmiegt, 
dars der absolute Betrag des grolsten F'ehlers, welcher in der Niihe 

Zeitachrift f. Methematik u. Yhyaik 46. Iland. 1901. Y.  Heft 20 
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von IG = 0,2 eintritt, die Zahl 0,0038 nicht übersteigt. Der Exponent 
m 

n bestimmt sich durch die Bedingung, dals y = ;- fur x = 1 sein muh; 
2 

es ist daher 
1 

(7)  
7c 2" = -, , d. h. n = 1,53493, 

und die Niherungsformel für den Ellipsenumfang lautet 

Man vergl. die ausführlichere Darstellung in Hof fmanns  Zeitschrift, 
30. Jahrg., S. 416. - Renutxt man die Formel (8) bei der Aufl6sung 
unserer Aufgabe, so folgt aus 

(9) 
9 a n + b n = ( $ ) .  und a l>=-  z 

das Hesultat 

Zur Realitlt gehort die Bedingung 

a 
oder, weil nach der Definition von n offenbar ~ =G) ist, so mufs 

sein. Im Falle ,der Gleiçhheit kornmt man zurn Kreis, und dam ist 
wirklich 

Die Bedinpng (11) sagt also ails, dals von allen Ellipse11 mit gleichen 
Umfangen der Kreis den* p6fsten Inhalt besitzt. 

Wu fügen zur Prüfung der Methode ein Zahlenbeispiel an. 
Es sei a = C i ,  h = 3, also nach fünfstelligen Tafeln p = 29,0654 

und p = 56,5487. Die Formel (10) liefert 

also werden die absoluten Fehler 

und die relativen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von W. I~EPMANN. 299 

Wir haben am a. 0. gezeigt, dah die Kuwe y = f (x )  im IntervaKi 
x = O bis 1 auch durch die Hyperbel 

ersetzt werden kann. Hier betriigt der absolute Fehler im ungtinstigsten 
Falle 0,0064 und zwar in der Nihc von x = 0,2. Schreibt man (13) in 
der Form 

(14) 
p - a z  + (z - 2 ) a b  + b2 
- -- (4 - ~ ) a b  

4 a + b a + b -  
a + b  

und verbindet dieses mit p = a b n ,  so ergiebt sich 

DemgemXs sind a und b die Wurzeln eiri und derselben quadratischen 
Gleichung, namlich 

Die in (16) vorkommende Quadratwurzel wird stets reell und ist po- 
sitiv zu nehmen. Irn Übrigen gehort zur Realitiit, wie früher, daîs 
p" 44nq. 

Bei Zugrundelegung des oben angeführten Zahlenbeispiels ergiebt 
sich hier 

a" = 5,97162, bu = 3,01426, 

niithin werden die relativen Fehler 
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Über Drehungen in der  darstellenden Geometrie. 

Von EDUARD SALFNER in Nürriberg. 

1. Von dem Hilfsmittel passender Drehungen wird in der dar- 
stellenden Geomctrie meines Wisvens noch nicht bis zur lctzten Miig- 
lichkeit Gebrauch gemacht. Das Drehen einer Geraden und einer 
Ebene in eine Projektionsebene wird zwar benutzt, doch geht nian 
nicht soweit, die Drehung fortzuführen, bis die geometrischen Gebilde 
in der neuen Lage sich auf dieselben Projektionsebenen mit der niim- 
lichen Achse beziehen, wodurch sie ~ t e t s  in solche Lage gebracht 
werden konnten, dai's die vorliegende Aufgabe zu einer einfachen wird. 
I m  Nachfolgenden wird nun versucht, an der Hand einiger Beispiele 
derzuthun, auf welche Weise dahin zielende Drehungrn vorzu- 
nehmen sind. 

2. Die D r e h u n g  e i n e r  G e r a d e n  soll an der Aufgabe gezeigt 
werden, den kürzesten Abstand aweier windschiefen Geraden anzugeben. 

Als einfache Lagen der Geraden erwahnen wir die zwei folgenden: 
1. Die eine Gerade, etwa A, sei senkrecht zu einer Projektions- 

ebene, etwa zu X Y ,  die andere, B, habe eine allgemeine Lage. 
2. Die eine Gerade A liege i n  einer Projektionsebene, die andere 

H, sei derselben parallcl. 
Steht eine der beiden Geraden senkrecht zu einer Projektionsebene, 

so ir~t die Projizierende der andern auf dieselbe yarallel zur ersteren. 
Legt man d a m  durch beide Gerade Ebenen senkrecht zu dieser Lot- 
ebene, so enthalt die Schnittlinie die Strecke ihrer kleinsten Ent- 
ferniing. 

Diese Überlegung führt für den Fa11 einer allgemeinen Lage 
beider Geraden auf folgende Konstruktion, bei der man durch passende 
Drehungen den erstgenannten Fa11 besonderer Lage erreicht und dann 
zur eigentlichen Losung schreitet. 

Figur 1. A und B seien die gegebenen windschiefen Geraden. 
A werde senkrecht zur X Y-Ebene gestellt durch zwei Drehungen: ein- 
mal iim den Winkel rr und um Oa,, so dais A als A,' in die Pro- 

* 
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jektionsebene Y Z  f i u t ;  hierauf um den Winkel innerhalb dieser uni 
Or, wodurch sie in senkrechte Lage zu X Y  gebracht wird. Bei der 
Drehung um O bleibt Punkt a in seiner Lage, h als Spur in X Y  
kornmt nach O', in die Achse Y. Die Senkrechte durch O' (Drehung 
um /3 Grad) zur Y ist ohne weiteres Ai ( A  selbst). 

Die Drehungen um dieselben Winkel cr und /3 und dieselben 
Drehachsen durch O imd O' in1 namlichen Sinn und derselben Folge 

Fig. 1. 

fi" 

hat auch die Gerade B mitzumachen. Die zwei Punkte m und n auf 
derselben kommen mit ihren Projektionen zuerst nach m; ma, ni n i ,  
dann nach nz;'rnSf, ~zi'n,,', nmbei zii beachten ist, daïs der Kreisbogen, 
welcher etwa um O durch n, geht, n,n; = vw sein mds .  ni wird 
erhalten als Sçhnitt des Lotes zu Y durch n,' und, da bei der Drehung 
der Ahstand von der X Y-Ebene unverandert bleibt, auf der Parallelen 
durch n, z u  Y; Die weitere Drehung des Punktes n um 0' und den 
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Winkel /3 geschieht, indem man urn O' einen Kreisbogen mit 0'9ta 
als Radius zeichnet und ni~z;  = G macht. - Wie n sind die übrigen 
Punktc zu bchandeln. 

Durch diese Drehungen ~vurde erreicht, dak A und B immer 
noch auf das ursprüngliehe Projektionssystem bezogen sind, aber in 
eine Lage kamen, die eine einfache L6sung der Aiifgabe miiglich macht. 

Pig. 2. 
I 

Die Lotebene Bi und eine zu ihr senkrechte Ebene durch Ai(A) 
geben in ihrer Schnittlinie die kürzeste Entferiiung beider. Deren 
Rndpunkte sind f und g, ihre Lage auf den ursprünglichen Projektio- 
nen kann durch zurückgehende Konstruktion angegeben werden. e = f;'g;'. 

3. E s  kann der Pail eintreten, d a î s  d e r  S c h n i t t  der Lotebene 
durch A, in der YZ-Ebene ü b e r  d a s  Z e i c h n u n p s b l a t t  h inaus-  
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fa l l t .  D a m  wahlen wir einen uns passend scheinenden Punkt O auf 
Y aus, fallen von ihm aus die Senkrechte auf A, und drehen wie in 
Figur 2 um den Winkel a so, dah A, und darriit A prtrallel zur 

Fig. 3. 

YZ-Ebene liegt. Eine weitere Drehung um Winkel P stellt A senk- 
recht zur XY-Ebene. Der weitere Gang der Losung stimmt dann mit 
der ersten überein. 

Die Gerade B murs selbstverst%ndlich diese Drehungen starr mit 
A verbunden mitmachen. 

4. Um die von uns gcdachte D r e h u n g  e i n e r  E b ene anzugeben, 
benutzen wir dieselbe Aufgabe. Diesmal losen wir sie, indem wir 
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durch eine der mindschieîen Geraden A eine Ebene parallel eur andern 
(B) legen. Gerade und Ebene drehen wir dann EO, dafs die in No. 2 
unter 2. erwahnte einfache Lage erscheint. 

Durch Punkt a (Fig. 3 )  wurde die zu U parallele C gelegt. Die 
Spur der Ebene AC mit X Y  hedse T. Eine Drehung um 0, den 
Schnitt der Spur mit Achse Y, und um a: Grad stclltc T und Ebene 

AC senkrecht zur PZ-Ebene. R' ist nun Spur in dieser Ebene. Eine 
zweite Drehung um O und #3 Grad legte AC in die XY-Ebene, mit 
ihr natürlich auch Gerade A. 

Weil Gerade B parallel eur Ebene A C  ist, so ist ihre Projektion 
auf Y Z  nach der ersten Drehung parallel zur R', nach der zweiten 
parallel zur XY-Ebene. Die gesuchte Entfernung fg mit den End- 
punkten, aber aiich der WTinkel der Geraden A und B, niimlich 
di'f;' a:, ist damit gefunden. 

5. E i n e  G e r a d e  A u n d  e i n  P u n k t  a s e i e n  gegeben .  P u n k t  
a sol1 u m  &Grad u n d  A a l s  D r e h a c h a e  g e d r e h t  werden.  
(Figur 4.) 
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Wie in Figur 1 wurde die Gerade A durch zweimalige Drehung 
senkrecht zur XY-Eberie gestellt. Punkt a hat bei diesen Drehungen 
die A zu begleiten. 

Nun-kann Punkt a um O', den Furspunkt der senkrecht gestellten A, 
um den vargeschriebenen Winkel E gedreht werden. Nach dieser 

Fig. 5 .  

Drehung erhielt er die Bezeichnung c, dargestellt durch c;' und ci'. 
Mit A in die ursprürigliche Lage zurückgeführt sind cl und c, seine 
Projektionen. 

6. Es werde  d e r  W i n k e l  g e s u c h t ,  d e n  zwei  d u r c h  i h r e  
S c h n i t t g e r a d e  mm u n d  j e  e i n e n  w e i t e r e n  P u n k t  (a und  6) ge -  
gebenen  E b e n e n  bi lden.  (Figur 5.) 

Durch zwei nrehungen um O und 0' wurde die Schnittgerade 
mn senkrecht zur XY-Ebene gestellt. Die Projektionen a;' und b;' 
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geben mit 0' als Scheitel den Winkel der beiden Ebenen an. Fallt 
der Schnitt der Spur mit der Y-Achse über das Zeichnungsblatt, so 
kann iihnljch mir  in No. 3, Figur 2 verfahren werden, um die ge- 
gebenen Ebenen senkrecht zur X Y  zu stellen. . 

7. Die Fordermg, e i n e  G e r a d e  e i n e r  a l l g e m e i n  gegebenen  
E b e n e  a n z u g e b e n ,  w e l c h e  m i t  e i n e r  z u r  l e t z t e r e n  nicht paral -  

Zig. 6. 

'F 

l e l e n  G e r a d e n  A e i n e n  v o r g e s c h r i e b e n e n  W i n k e l  y bi ldet ,  gehort 
wohl zu den schwierigeren dieses Rapitcls. In Fipr  fi wiirde sie mittels 
Drehungen gelost. Die Ebene T a  (n ist der Schnittpunkt der gegebenen 
Stücke) wurde durch zweimalige Drehwg,  euerst um a, d a m  urn 
Grad in die XY-Ebene gelegt; Gerade A erscheint dabei starr mit Ta 
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vorbunden. Nun ist die Aufgabe iii folgende Form gebrecht: Eine 
beliebige Gerade A ist gegeben, gesucht eine Gerade ax ,  welche in 
der XY-Ebene liegt und mit A einen gegebenen Winkel y einschliefst. 

%u dem Ende wurde A (= aifa;' und hi'h;') um die Drehachse 
O'm in die YZ-Ebene gedreht und so die Lange ai'm gefunden. 
Hierauf wurde in der Nebenfigur Dreieck a;"mx;" mit a;" m und y 
gezeichnet, mx;" beliebig. Tletetere ist Mantelhie  des Kegels mit der 
Ache  O'm, woraus der Radius xi" 0' des Grundfkachenkreises gefunden 
mird. in der Entffirnung a;" z;", wie sie die Nebenfigur angiebt, ar- 
halt man dann den Punkt si" auf der eben genannten Kreislinie. Die 
Projektivnen der gesuchten Geraden in der ursprünglichen Lage anzu- 
geben, bietet keine Schwierigkeit. 

8. Die dargelegte Methode der Drehungen giebt ein Mittel an die 
Hand, Punkte, Geraden, Ebenen und K6rper jederzeit in sol ch^ Tlage zu 
den Projektionstafeln zu bringen, d a h  die Aufgabe zu einer ein- 
fachen wird. 

Eine ausführliche Darlegung der hier nur angedeuteten Theorie, 
,,Drehungen in der darstellenden Geometrie", erscheint demnachst bei 
Karl Koch, Nümberg. 

 ne direkte Losnng der Aufgabe: Ein Dreikant itus den 
drei Flachenwinkeln zn konstrnieren. 

Von EDUARD SALFNER in Nürnberg. 

Denken wir uns ein durch keine Querebene begrenztes dreiseitiges 
Prima! In dnsselbe kann eine Kugel gesühoben werden, welche die 
Seitenfiachen in den Punkten a, b und c berührt. Verbindet man den 
Mittelpunkt m der Kugel mit den drei Berührungspunkten, so erganzen je 
zwei der Verbindungslinien diirch ihren Winkel den gegenüber liegen- 
den Flachenwinkel des Prismas zu zwei Rechten; zugleich ist der 
Kugelmittelpunkt der Nittelpunkt des dem Dreieck uvw, dern Schnitt 
des Prismas mit der Ebene abc, einbeschriebenen Kreises. 

Ferner denken wir uns zwei der Prismenebenen, bestimmt durch die 
Kanten A B  und AC (s. Figur l), als festliegend und drehen die Ebene UC 
um bm als Achse, etwa auf die uns zugekehrte Seité der YZ-Ebene zu; 
d a m  dreht sich mit dieser Ebene auch mc und beschreibt einen Kegel. 
Die Mmtellinien desselhen machen in der Prisrnenstellung defi Radius 
mc mit ma den gr6Iaten Winkel; sobald aber die Ebene B C  die Pris- 
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menlage verlifst, wird der Winkel des mc mit am kleiner und ist am 
klcinsten, wenn er m m  zweiten Male mit der ma in derselben Xbene 
liegt. 1st im Prismenschnitt uw = vw, so t r i f i  mc nach der Drehung 
der Ebene B C  um 211 mit ma zusamrnen und Ebene B C  lie@ ;tuf Ac, 
wenn aiich in umgekehrter Folge. 

E s  interessiert uns nun, Rechenschaft über die Veranderungen zu 
erhalten, welche diese Drehung der Ebene HC bewirkt. 

Die &derring des Winkels ame k t  bereits klar gelegt. Weiter! 
Da a m  fest liegt und me bei der Drehung senkreüht zur Ebene BC 

Fig. 1. 
W 

bleiht, so fiteht Ehcne amc stets senkrecht auf der Kante C und auch 
nach der Drehung, d. i. nach der Verkleinerung, bleibt amc Supplement- 
winkel zum Flaçhenwinkel (3, also wird der E'liichcnwinkel um ebenso- 
vie1 gr6lser als jener kleiner, 

Die Verliingerung der mc über m (S. Figur 2) schneidet wahrend 
der Drehung auf der Ehene Al3 einen Krejs ails, dessen Mittelpiinkt b 
ist, wahrend die zu ad verlangerte am fest bleibt. Hat die Drehung 
der Ehene RC um den Winkel E stattgefuncien, so hat sich Punkt e 
nach f begeben und fwzd ist der S~i~plementwinkel zii dem Flichen- 
winkel des nunmehrigen Dreikants AB'C'. Bus md, m f  = m e  und 
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dem eingeschlossenen Winkel, zwei Rechte minus dem bekannten 
Flachenwinkel y, kann daher das Dreieck fmd  konstruiert werden, 
wodurch die Seite df crhalten wird. 

Fig. P. 

Die Drehung der Eberie EC uni die Achse bm und den T i n k e l  
E giebt zugleich den Kantenwinkel des Dreikants an, der den1 gegehe- 
nen Flachenwinkel y gegenüberliegt. 
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1st daher eiri Dreikant aus den drei Fliühenwinkeh a, p, y zu 
konstruieren, so zeichnet man zuerst ein ebenes Dreieck uvw mit zwei 
gegebeneh TTinkeln, etwa aus cr und P. Der demselben einbeschriebene 
Kreis hat a h  Berührungspiinktc: a, b und c. Die Verlangerungen der 
Berührradien a m  und uc schneiden U V  in d und e. Mit be als Radius 
ist nun uni b der Kreis xu beschreiben. Das Dreieck fnzd erhalt man 
jetzt ails nzd ,  hf = nzc und dem Winkel (2 R - y).  

Seine Seite f d  wird nun Radius des Kreise~ um d: Der Schnitt 
beider Kreise giebt Punkt f :  (Nur ein Sühnittpunkt gilt für ein Drei- 
kmt,  das zwischen unserm Auge und der Ebene uvzu liegt). Damit 
wird auch Bogen ef erhalten, welcher den Winkel E miîst, um den 
wir die Ebene H G  drehen müssen, damit HC mit AC den Winkel y 
einschliebe. Macht man weiter b u ;  = bu  und zieht durch v; die Senk- 
rechte zu jener, so ist dies die gesuchte Kante B'. 

Kante C' ist der Schnitt der Ehenen A u  und H'c. Ein Piinkt 
desselben ist Dl; einen zweiten sucht man als Schnitt (s) der Ebene 
H'c' und der Aa im ebenen Dreieck uvw. Bei der Drehung der 
Ebene Bc  um die Achse bm geht sie stets durch den Punkt k ,  den 
Schnittpunkt der Achse bnz mit vw. Somit sind Ic und t (der Schnitt 
rlrr Kmte  3" mit U V )  zwei Piinkte der gesiichtcn Schnittlinie in der 
Ebene uvw und der Schnitt k t  mit ua giebt den zweiten Punkt s der 
Karite C' an. s, Dl ist die Projelition der Kante Cf auf die XY-Eberie, 
us  die auf YZ. 

Winkel y kann sowohl spitz als stumpf sein; wenn nur die Be- 
dingung für die Winkelsummen eines Dreikants erfüllt ist. 

Verlangert man die Kanten A und R' nach rückwarts, behalt 
aber das (nicht verlangerte) Cf bei, so hat man ein zweites'Dreikant, 
das als F13ichenwinkel ( 2 R  - a), ( 2 R  - P )  und y hat, das fnlglich, da  
a und /3 als spitz vorausgesetzt sind, zwei stumpfe und einen spitzen 
Winkel besitzt, wenn y im ersten Dreikant ein spitzer Winkel war, 
dagegen drei stumpfe T'Vinkel, wenn y im ersten Dreikant stumpf war. 
Hieraus folgt, dafs man in  diesen Fallen das Dreikant mit zwei spitzen 
ViTinkeln euerst zeichnct imd diirch riickwartige Verlangerung zweier 
Kanten das gesuchte Dreikant erhilt. 
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Über eine Aufgabe der darstellenden Geometrie. 

1. 

Die folgenden Seiten sind der Aufgabe gewidmet, die Konstruktion 
der beiden geraden Linien, die vier im Raume gegebene gerade Linien 
schneiden, in Aufrils und Grundrills wirklich auszuführen. Für  die 
Behandlung wird eine groîse Vereinfachung erzielt, wenn man eine der 
gegebenen Linien zur Schnittlinie x der Aufriîs- und Grundrirsebene 
wahlt. Dann ist das Problem auf die Bestimmung derjenigen beiden 
Punkte I und J dieser Linie zurückgeführt, durch welche sich eine 
gerade Linic so legcn l&t, d a k  sic dic drci übrigen gcgcbcncn Linicn, 
a,  O, c, trifft. 

Nehmen wir einen dieser Punkte, etwa 1, als gefuriden an, nennen 
wir ferner A, B, C die Schnittpunkte der drci Linicn a ,  6, c mit der 
GrundriTsebene, A', B', 0' ihre Schnittpunkte mit der Aufriîsebene und 
A", B", C" diejeriigen mit der SeitenriIsebene, so hat mari, indern rnan 
diese letztere Ebene zu Hilfe zieht,' den Punkt I mit A, B, C zu 
verbinden, um die Grundriîsspuren der Verbindungsebenen von I mit 
u, O,  c zu erhelten. Die Schnittpunkte dieser Linien mit der Schnitt- 
linie y von Grundrik- und Seitenrifsebene verbinde man mit den zu- 
gehorigen Punkten A", B", C". Diese drei Liilien, die SeitenriIsspuren 
der gcnannten Ebenen, müssen sich dann in einem Punkte Y schneidcn, 
und dies ist der Punkt, in dem die gesuchte Linie die Seitenrifsebene 
durchstXst. Fallt nian von P die Lote auf die y- und z-Achse (oder 
Verlangerung der x-Achse), verbindet den Pufspunkt des ersteren Lotes 
mit I und tragt die Lange des zweiten Lotes auf der Verlangerung 
der x-Achse als z-Achse ab, um den Endpunkt dieser Strecke eben- 
falls mit I su verbinden, so sind diese beiden Linien durch I die 
Projektionen einer der beiden gesuchten Linien auf die Grundrifs- und 
Aufrifsebcnc und das Problem somit als g e l k t  zu betrachten. (Fig. 1.) 

Um nun auf der Linie x die beiden Punkte 1 und J zu bestimmen, 
denken wir sie mit A, B, C einerseits sowie mit A', B', C' anderer- 
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seits diirch zwei Kegelschnitte, x und x', verhi-inden. Diese Kegelschnitte 
bilden dann den Schnitt der Grundrifs- und Aufrikebene mit der 
quadratischen liegelfliiche, die durch die drei Linien a ,  6 ,  c bostimmt 
wird, und sie sind durch die Regelschar, der diese Linien angehoren, 
projektiv auf einander bezogen, so dafs ihre Schnittpunkte I und J 
sich selbst entsprechen. Die Aufgabe kann demnach auch folgender- 

Pig. 1 

r 

maîsen gefaîst werden: durch zweimal drei gegebene Punkte sollen 
zwei Kegelschnitte so gclcgt werden, daîs sie sich zwcimal auf ciner 
gegebenen geraden Linie schneiden, und diese beiden Punkte sollen in 
derjenigen projektiven Beziehung zwischen den Punkten beider Kegel- 
schnitte sich selbst zugeordnet sein, welche durch die dreimal zwei 
gegebenen Punkte als drei Paare entsprechender Punkte bestimmt wird. 

Die Seiten der Dreiecke ABC und A'B'C' schneiden auf der 
Linie x zwei Punktctripel Z, 3, 6 und Z', a', 6' ans, die auf dieser 
Linie als paarweise homologe Punkte ebenfalls eine projèktive Ver- 
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wandtschaft begründen. Ich behaupte nnn, dafs die Doppelpunkte 
dieser Vemandtschaft eben die gesuchten Punkte I und J sind. Zuin 
Reweise brauüht mari nur die Ebene kolliriear so zu transforniieren, 
dak das Dreieck A B C  in A'B'C' und die Linie x in sich selbst 
übergeführt wird. Sind dann I und J die in Recle stehenden Doppel- 
punkte auf x, so wird der Kegelschnitt, der diirch A ,  H, C, T ,  J 
bestimmt ist, in den durch A', B', C', 1, J gelegten Kegelschnitt 
übergehen, und beide Kurven sind gleichzeitig in  der verlangten Weise 
projektiv auf einander bezogen, da die Punkte I und J ja sich selbst 
entsprechen. Diese Punkte sind daher in der That die verlangten. 

Um sie zil konstriiieien, kann man folgendcrmafsen zii Werke 
gehen. Man zeichne irgend einen Kreis', der die Linie z berührt. 
Dureh jeden der sechs Punkte SI, 23, 6, SI', 8: 6' geht an diesen 
d a m  noch eine zweite Tangente. Seien a, b ,  C, a: b', c f  diese sechs 
Tangenten, so verbinde nian 

d m  Schnittpunkt von b, cf mit dem Schnittpunkte von b', c ,  

77 7, >> c, a' ,, ,, ,, 77 c ' ,a ,  

I7 77 ,> a, b ' ,, ,, ,J 7, a', b -  
Kach deru Satze von B r i a n c h o n  schneiden sich diese drei Linien in 
einem Punkte. Die an den Kreis aus diesem Punkte gelegten Tan- 
genten treffen die Linie cc in den gesuchten Punkten I und J. 

(Man vergleiche F i e d l e r s  Darstellende Geometrie 1. Band, Art. 28, 
und die von anderen Gesichtspuikten ausgehende Losung unserer Auf- 
gabe im 2. Bande, Art. 38.) 

2. 

Hierruit ist die gestellte Aufgabe bereits gelost. E s  wiire aber 
vei-fehlt, auf diesem Punkte stehen bleiben zu mollcn. Vielmehr liegt 
das ganze Interesse des Problems in seiner weiteren Diskussion. 

Denken wir uns zuniichst einen beliebigen Punkt P der Linie x 
mit den Punkten A ,  B, C und A', B', C' verbunden. D a m  
k h i e n  wir durch ihn eine weitere gerade Linie p so legen, da& sie 
mit den Strahlen nach A, Tl, C dasselbe Tloppelverhiiltnis bildet wie 
die Linie x selbst mit den Strahlen nach A', B', C'. Die Punkte 
I und J sind d a m  dndurch gekenmeichnet, dals für sie die Linie p 
mit x zusammenfallt. In  der That sind die Punkte 1, J,  A, B, C und 
die Punkte 1, J, A', B', C' homologe Punkte auf den Hegelschnitten 
x und x',  und müssen deshslb die Strnhlen, die beispielsmeise I mit 
A, B ,  C und J verbinden, das niimliche Doppelverhiiltnis bilden wie 
die Strahleri, welche denselben Punkt I mit A', B', C', J verbinden 
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Nun umhüllt die Linie p,  wenn der Punkt P sich auf x bewegt, 
cirie rationale Kurve dritter Klasse und vierter Ordnung, -c~-elche x 
selhst doppelt beriihrt, narnlich in den Piinkten 1 und J %il den 
Tangenten dieser Kurve gehoren ferner die Seiten a, b ,  c des Dreiecks 
ABC und die Linien a,,, b,, cl ,  welche die Schnittpunkte Z'23'6' der 
Linie x und der Seiten des Dreiecks A'B'C' mit den homologen 
Ecken des Dreiecks ABC verbinden. Die Kurve ist durch diese sechs 
Tangenten, die eu dreicn durch die Pimktc! A ,  Hl C gcihcn, und diirch 
ihre Doppeltangente x vollkommen bestimmt. Sie hingt sonaeh a u h r  
von den vier Linien a, O ,  cl I(: nur von der Lage der Purikte %', %', 6' 
auf x und weiter n i c h t  von der Lage des Dreiecks A'B'C' ab. Dies 
letztere kann vielmehr, ohne dars die Kurve sich andert, durch irgend 
eine perspcktivc Kollincation transformiert werden, welche x ziir 
Kollineationsachse hat. 

Ili der reziproken Form lauten diese Satze folgendermaken: Sind 
aufser einem festen Punkte X xwei Dreiecke ABC iind A'B'C' 
gegeben, und bestimmt man auf jedem Strahle durch X den Punkt, 
der mit den Schnittpunkten des Strehlev und der Seiten des ei~ien 
Dreiecks dasselbe Doppelverhiiltnis bildet wie der feste Pnnkt mit den 
Schnittpunkten des Strahles und der Seiten des anderen Dreiecks, dann 
erfiillen diese Yunkte eine rationale Ki~rve dritter Ordnung, die diirch 
den Punkt X doppelt hindurchgeht. Die Tangenten im Doppelpunkte 
sind die Doppelstrahlen der projektiven und konjektiven Strahlen- 
büschel, zii denen die Verbindungslinien des festen Punktes X mit den 
Ecken beider Dreiecke als sich paarweise entsprechende Strahlen gehoren, 

Alle Kegclschnitte, die durch den Punkt X und die auf der Kurve 
dritter Ordnung gelegenen Ecken des ersten Dreiecks gehen, bilden ein 
Kegelsclmittbüschel, das auf das Büwhel aller durch X geheriden 
Strahlen projektiv bezogen ist und mit ihm die Kurve dritter Ordnung 
erzeugt. Die Tangenten der Kegelschnitte im Punkte X stehen zu dem 
Strahlenbüschel in der soeben erortertcn projektiven Verwandtschaf't, 
deren Doppelstrahlen die Doppelpunktstangenten bilden. Die zer- 
fallenden Kurven in dem Eegelschnittbüschel bestehen aus je einer 
Seite des ersten Dreiecks und dem Strahle vom Doppelpunkte nach dem 
gegenüberliegenden Eckpunkte desselben Dreiecks, und ihnen entspricht 
jedesmal der Strahl nach der homologen Ecke des zweiten Dreiecks, der 
sonach allemal die zugehorige Seite des ersten Dreiecks in einem Punkte 
der Kurve dritter Ordnung triflt. Diese Betrachtungen zeigen, dals man 
den vorangehenden Satz auch umkehren und d m n  so aussprechcn k:m:  

Wenn man irgend einer rationalen Kurve dritter Ordnung ein 
Dreieck einbeschreibt, auf dcn Linien, welche von dem Doppelpunkte 
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nach den dritten Kurvenpunkten auf den Seiten dieses Dreiecks gehen, 
die Ecken eines zweiten Dreiecks annimmt und eincn belicbigen 
Kurvenpunkt P mit dem Doppelpunkte X verbindet, so bilden auf 
dieser Verbindungslinie die Schnittpunkte rriit den Seiten des erstenDreieckü 
zusammen mit P immer dasselbe Doppelverhiiltnis wie die Schnittpunkte 
der Linie mit den Seiten des zweiten Dreiecks zusammen mit X. 

V i r  wollen nun unser Augenmerk wieder auf die quadratische 
Regelfliiche richten, die durch die drei Linien a, 6 ,  c beetimmt wird. 
Diese Regelfiache schneide die AufiilS- und Giundrilsebene, wenn a i r  
beide in ihrer ursprünglichen Lage, senkrecht gegen einander, annehmen, 
in den Kegelschnitten x und x ' .  Diese beiden Kegelschnitte sind durch 
die Regelschar, der die Linien a ,  b ,  c angehoren, projektiv auf einander 
bezogeri, so daîs ihre Sclinittpunkte I und J sich selbst entsprechen. 
Denken mir uns nun, wie es gewohnlich geschieht, die AufriTsebene 
so um ihre Schnittlinie mit der Grundrifsebene herumgeklappt, dafs 
~ i e  mit der letzteren zusammenfàilt, dann ache die Kuwe x in x "  über, 
und es werden die Verbindungslinien entsprechender Punkte auf den 
beiden Kegelschnitten x' und x" einen rieuen Kegelschnitt, I., um- 
hüllen. Dieser Kegelschnitt ist offenbar nichts anderes, als die Schnitt- 
linie der Ebene mit dem Tangentialcylinder der Regelflaclie, dessen 
A c h e  gegen die Grundrilsebene um einen halben rechten Winkel geneigt 
ist. Projiziert man also aus dem in dieser Achsenrichtung unendlich fern 
gelegenen Punkte die Regelschar auf die Grundrifsebene, so erhalt man 
die Tangenten des Kegelschnittes Â. Aulserdem haben mir aber aiich 
die orthographischen Projektionen der Regelschar auf die Aufrifs- und 
Grundrifsebene in Betraüht zu ziehen. E s  wird daher gut sein, vorab 
die folgende allgemeine Frage zu beantaorten: 

Wenn man von den Punkten einer geraden Linie g ans die Tan- 
gentenkegel an eino quadratische Fliiche F legt, mas für eine Kegel- 
schnittschar bilden dann die Schnittlinien dieser Tangentenkegel mit 
einer beliebigeri Ebene n? 

Zunachst ist k1a.r iind langst bekannt, dars die Schnittpunkte jedes 
Kegelschnittes il dieser Schar mit der Schnittlinie x der Flaclie I; 
und der Ebene n sich püarweise vereiriigen müssen.l) 1st nknlich L 
die Spitze des zugehorigen Tangentenkegels, so müssen diese gemein- 
samen Punkte beider Kegelschnitte alle auf der Schnittlinie der Ebene z 

1) Die gnindlegende Arbeit über den im Folgenden beriihrten Gegenstand ist 
S t e i n e r  s ,,AllgemeineBetrachtung über einander doppelt berührende Kegelschnitte", 
Crelles Journal, Band 45, Seite 211, in dcn gesammelten Werken Band 2, Seite 469. 

21 * 
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mit der Polarebene des Pimktes L liegen. n i e  Kegelschnitte der 
Schar berühren aber auch die beiden Schnittlinien i und j der Ebene n 
mit den durch die Linie g gelegten Tangentenebenen der Friche 1'. 

Um nun Ordnung und Klasse der Schar zu bestimmen, hat man 

nur zu bedenken, dals, menn einer ihrer Kegelschnitte eine gerade Linie u 

berührt, sein zugehoriger Tangentenkegel eine der durch rliese h i e  u 
gelegten Tangentialebenen der Flüche berühren murs. Die Spitze des 
Kegels murs also einer der beiden Punkte auf g sein, in denen diese 
Linie von den beiden durch u gehenden Tangentialebenen geschnitten 
wird. Die Sühar ist also von der zweiten Klesse. Sie ist auch von 
der zweiten Ordnung. Denn sol1 einer ihrer Kegelschnitte diirch eiilen 
bestimmten Punkt P gehen, so murs sein zugehoriger Tangentenkegel 
eine durch P gehende Tangente enthalten. Seine Spitze ist nlso cher 
der beiden Punkte,' in denen der von P aus an  die Flache gelegte 
Tangentenkegel die Liriie g schneidet. Wir  finden sorriit: 

Die Tangentenkegel einer quadratischen FlRche F, deren Spitmn 
auf einer gegebenen geraden Linie liegen, schneiden eine beliebige 
Ebcne in den Kegelschnitten eincr quadratischen Schar (zweiter Ord- 
nung und zweiter Klasse). Dieselben berühren zwei gerade Linien i 
und j und auIserdern doppelt die Sclinittkurve x der Ebene mit der 
Blache F. Die Berührungssehnen gehen alle durch einen festen Punkt, 
der mit den Schnittpunkten der Kurve x und der Linien i und j paar- 
wcise auf einer geraden Linie licgt, ohne aber mit dem eigenen Schnitt- 
punkte von i und j zusammenzufallen, er liegt vielmehr auf der Polare 
dieses Schnittpunktes bezüglich x. 

Halten wir nun uingekehrt den Tangentenkegel der Flache F fest, 
lassen aber die Ebene n sich uni eine Axe drehen und so ihre Sclinitt- 
kurve mit F sich andern, dann erhalten wir den mi dein vorigen rezi- 
proken Satz: Projiziert man aus einem beliebigen Punkte P die Schnitt- 
kurven einer quaciratischen P'lichc mit den Ebenen eines Ebenenbüschels 
auf irgend eine andere Ebene 7 ,  so erhalt man in dieser eine quadra- 
tische Schar von Kegelschnitten, die alle durch zwei feste Punkte I 
und J gehen und adserdem die Schnittkurve L. der Ebene mit dem 
aus P an die Flache gelegten Tangentenkegel doppelt berühren. Die 
Berührungssehnen gehen durch einen festen Punkt. Dersclbc ist bc- 
züglich 1 der Pol einer Diagonale des Vierseits, das die aus den 
Purikten I und J ari IZ gdegten Tangenten bilden. 

Wir  wollen endlich noch die rpadratische Blache selbst sich 
aridern lassen, indem wir ihre Schnittkurven x und x' mit zwei festen 
Fbenen E und E' unveriindert lassen. x und x' durchschneiden sich in 
zwei Punlrtcn I und J. Die. Fliiche durchliiuft dann. ein Büschel. 
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Durch jeden Punkt des -Raunles geht eirle Flache desselben. Jede 
Ebene wird von zwei Flachen des Büchels berührt, denn in dem Kegel- 
schnittbüschel, welches das Flkhenbüschel aus der Ebene ausschneidet, 
sind aufser dem Paare der Schnit'tlinien mit e und 8' zwei .zerfallende 
Kurven enthalten, die auf zwei die Ebene berührenden Flachen des 
Büschds liegen. Aber auch jede gerade Linie wird von zwei Flachen 
des Büschels berührt. Legt man also von eincm beliebigen Punkte P 
aus die Tangentenkegel an die Flichen des Büschels und bringt 
sie mit dcr Ebene 8' zum Schnitt, indem man aisf diese Ebene gleich- 
zeitig die Kurve x aus demselben Punkte P projiziert, so erhalt man 
wieder eine quadratische Sühar von Kegelschnitten, die alle die Kurve x' 

und die Projektion x" von x doppelt berühren. 
Durch jede Regelschar auf einer Plache des Büschels sind die 

Kegelschnitte x' und x" projektiv aufeinander bezogon, so daîs ihre 
gemeinsamen Punkte I und J sich selbst entsprechen. Die Projek- 
tionen der Linieri einer solchen Regclschar auf die Ebene E' urrihüllen 
aber immer einen Kegelschnitt der quadratischen Schar. Sind also 
zwei Kegelschnitte x' und x" derart projektiv aufeinander bezogen, daIs 
zwei ihrer Schnittpunkte, 1 und J, sich selbst entsprechen, so um- 
hülien die Verbindungslinien homologer Punkte einen Kegelschnitt, 
der beide Kurven doppelt berührt. Die Berührungssehnen gehen für  
beide Kegelschnitte immer durch einen und denselben Punkt. In  
cliesem Punkte wird die Linie IJ von der Verbindungslinie der beiden 
übrigen Schnittpunkte der Kurven x' und x" getroffen. (Fig. 2.)') 

Den zwei Kegeln, die durch die beiden Kegelschnitte x und x' 
im Baume gehen, entsprechen in der Ebene E' zwei Arten der p e r -  
s p e k t i v e n  Beziehung zwischen den Kurven x '  und x" und zwei 
Paare von gemeinschaftlichen Tangenten beider Kurven. Die quadra- 
tische Kegelschnittschar enthalt aber niüht bloh zwei Linienpxare, 
sondern auch zwei Punktepaare, die aus je zwei Schnittpunkten der 
Kurven x' und x", das eine Mal I und J ,  bestehen. Jedem dieser 
Punktcpaare ent~pricht eine doppelt perspektive Reziehiing ewischen 
den Punkten von x' und x". Ln der That wird eine solche Beziehung 
ja liergestellt, iridern nian die Punkte d e r  einen Kurve auf die andere 
ails einem ihrer Schnittpunkte projiziert. 

Zu derselben quadratischen Kegelschnittschar ware man gelangt, 
wenn man die Kegelschnitte x' und x" projektiv so auf einander be- 
- - -- 

1) Die Figur bezieht sich auf den besonders merkwürdigen Fall, dars die 
fieiden Kegelschnitte x' und x" Kreise und die Punkte I und J die unendlich 
fcmen Kreispunkte sind. Dann bildrn die Radien nach entsprechenden Punkten 
auf den beiden Kreisen alle mit  einantier denselben Winkel. 
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zogen hatte, daîs statt I und J ihre übrigeiz heiden Schnittpunkte 
sich selbst entsprachen, oder wenn man sie als Kurven zweiter Klasse 
sn .auf einander bezogen hiitte, dak zwei ihrer gemcinsamcn Tangenten, 

die in der Kegelschnittschar ein Paar bilden, sich selbst entsprachen. 
Die Schnittpunkte homologer Tangcnten von x' und x" hgttcn dam 
i n ~ m e r  einen Kegelschnitt der yiladratischen Schar gebildet. In dieser 
allgemeirieren l<cgelschiiiLtschar siud die vorher besprocheneri ah  spe- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



zielle F d l e  enthalten. In der That braucht man nur den einen Kegel- 
schnitt in ein Linienpaar oder ein Punktepaar ausarten zu lassen, um 
zu ihnen eu gclangen. 

4. 
Bus der projektiven Beziehurig zwischen den beiden Kegelschnitten 

x' und x" in Grundrik  und AufriSsebene, wie sie durch die eine Regel- 
schar der zugehorigen Regelflache begründet mird, lassen sich die Kegel- 
s c h t t e  A'  und il" leioht ableiten, von walchen die orthographischen 
Projcktionen der Regelflache auf die GrundriSs- und Aufrifsebene be- 
grenzt werden. Man hat niimlich nur jeden Punkt des einen oder 
anderen Kegelschnittes auf die Linie x senkrecht zu projizieren und 
den FuIspunkt des Lotes jedesrnal rnit dem entsprechenderi Punkte des 
a,nderen Kegelschnittes zu verbinden. Diese Linien urnhüllen dann 
eine der gesuchten Kurven. 

Verbinden wir unmittelbar die Paare cntsprechender Punkte auf 
x' und x", so urnhüllen die Verbindungslinien den bereits erwahnten 
Kegelschnitt A. Jede Tangente dieses Kegelschitteu schneidet aber 
beidc Kiirven x' und x" zusarnmen in vier Punkten, zwei davon sind 
einander als homologe Punkte zugewiesen, aber auch die beiden übrigen 
entsprechen sich in einer zweiten projektiven Beziehung zwischen den 
beiden Kegelschnitten, und diese beiden Verwandtschaften sind so ein- 
ander zugeorclnet, dafs jede durch die andere bedingt ist. Denken 
wir uns den Kegelschnitt x" wieder aus der Ebene des anderen Kegel- 
schnittes x' herausgedreht, so dals er r ieder  in die Kurve x übergeht', 
d m  entsprechen die beiden projektiven Beziehungen den beiden Regel- 
scharen einer durch die zwei Kegelschnitte gelegten Regelflache. Durch 
die Kurve A. sind aber zwei solche Paare einander zugeordneter, pro- 
jektiver Beziehungen begründet, denn man kann auf einer Tangente 
dieser Kurve in doppelter MTeise die zweimal zwei Schnittpunkte mit 
den Kegelschnitben x '  und x" paarweise zusamrnenfassen, so daii die 
Pnnkte jedes Paares auf verschiedenen Kegelschnitten liegen. In  der 
That, legen wir durch die Kurve A den Tangentialcylinder der Regel- 
tiüclie; der durch diese Kilrre gchen soll, so ist derselbe, bei bckaniiter 
S c h ~ e n r i c h t u n ~ ,  offenbar bestimrnt durch die vier Tangenten der Kurve A. 
in den Punktepaaren, in welchem sie die Hegelschnitte x' und x" be- 
rührt, und durch irgend eine fünfte Tangente von A. Legen wir durch 
diese fünfte Tangente die Tangcntialebene z des Cylinders, so ist die 
quadratisçhe F l k h e ,  zu der derselbe gehoren soll, dadurch festgelegt, 
dak sie durcb die Kurven x und x' gchen und dicse Ehenc z selbst 
berühren soll. Solcher Fl'ichen giebt es aber zwei, und von beiden 
aus gelangen wir zu derselben Kurve A. 
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Sind nun aber zwei Kegelschnitte x' und x" projektiv aufeinander 
bezogen, so d a h  zzwi ihrer Schnittpunkte, I und J,  sich selbst ent- 
sprechen, so lassen sie sich immer perspektiv auf die Verbindungslinie 
s dieser Sch~i i t t~ur ikte  bezieheri, derart dals entsprechende Punkte auf 
ihnen demselben Punkte dieser Linie x zugeordnet sind. Und zm-ar 
ist dies immer auf unendlich viele Arten inoglich, denn wir konnen 
cincn bcliebjgen Piinkt der Linic .r: niit irgend cinem Pnere ent- 
sprechender Punkte auf beiden Kegelschnit'ten verbinden. Diese Ver- 
bindungslinien sclineiden die Kegelschnitte d a m  noch in je einem wei- 
tcren Punkte, und wiihlt man diese beiden Punkte zu Projektionszentren, 
so sind die beiden Kegelschnitte in der verlangten Weise projektiv auf 
die Tlinie x bezogen. Legen wir also dns Projektionsxentrum aiif einem 
der beiden Kegelschnitte fest, so ist es auf dem anderen Kegelschnitte 
vollkommen bestimmt, und die projektive Beziehung, welche su zwisühen 
den beiden Kurven begründet wird, ist eben die, welche der ursprüng- 
lich gegebenen in der vorhin erorterten Weise zugeorbet  ist. 

Verbinden wir den Punkt, in dem eine Tangente des einen Kegel- 
sçhnittes x" die Linie z trifft, mit  dem Punkte des anderen Eegel- 
schnittes x', der dern Berührungspunlde der Tangente ~nt~spricht,  so 
schneidet diese Linie aurserdem den Pu& heraus, welcher diesem Be- 
rührungspdi te  in der zugeordrieten zweiten projektiven Verwariclt- 
schaft entspricht, und sie umhiillt, wenn die Tangente an dem e r s h  
Kegelschnitte x" entlang gleitet, selbst einen Kegelschnitt y', der den 
zweitcn der vorgclegten Kegelschnitte, x', doppelt heriihrt. Denkt man 
sich den ersten Kegelschnitt, als Kurve x, wieder senkrecht gegen x' 

gestellt, su sühneidet der ~ang-ent&kegel, welçher die zngehorige Eegel- 
fliiehe Lngs x berührt, also den Pol der Ebene dieser Kurve zur 
Spitze hat, die Ebene von x' in dem Kegelschnitte 

Wenn zwei Punkte P' und P" auf einem Lote der x-Achse die 
Projektionen eines Punktes . P unserer Regelflache sind, so -murs es 
in der ur~priinglichen projektiven Bceiehiing zwischen den Kcgcl~chnitt~en 
x' und x" ein Paar entsprechender Punkte S' und S" geben, so dafs 
S'P' den Fufspunkt Sr des aus S" auf die z-Achse gefillten Lotes, 
SVP" den Fufspunkt Si des durch Sr gehenden Lotes enthalt. 

Um nun die Tangentialebene der l'Kache in dem durch Pt, P" ge- 
gebenen P i~nkte  P darzustellen, lcge man durch den Schnittpunkt Y, 
von S'Sv mit P'P" an Â. die zweite Tangente. (Die erstc ist 
S'Sr' selbst.) Seien Y", Y' diejenigen Schnittpunkte dieser Tangente 
mit x' und x", die sich in der ursprünglichen Beziehung zwischen bei- 
den Kurven entsprechen, so entsprechen sich die zweiteri Schriittpunkte 
Ti, 7';';' in der zweiten projektiven Beziehung. Verbinden wir danu 
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die Punkte S' urid q7 die auf x' liegen, und die Punkte Su,  Ti' auf z''~ 
so schneirlen sich diese beiden Linien notwendig auf der x -  Achse 
und sind die Schnittlinieri der gesucliten Tangentialebene mit Aufrih- 
und Grundrikehene. 

Rücken 8' und P' zusammen, so Fillt auch 7'; in denselben 
Punkt, die Linie S'Tt wird xur Tarigente in S', und die Liriie S U T f '  
entlialt dann die beiden dem Punkte S' entsprechenden Punkte von x". 
In der That i s t  die Verbindungsliriie dieser beiden Punkte die Linie, 
welche die Tangcntialebcne in S' mit dcr AufrilSchenc gemein hat. 

Die Schnittpunkte einer beliebigen geraden Linie mit uilserer 
Begelflsche lassen oich leioht konstruieren, und damit wird die ursprüng- . 
lich gevtellte Aufgabe in  der allgemeinen Form gelost, 'dafs die vier 
gegebenen geraden Linien ganz beliebige Lage gegen Grundrifs- und 
AufriSsehene habcn. Dcnn m m  braucht sich niIr diirch beliebigc drei, 
a, b7 c, der vier geraden Linien die Regelflache gclegt zu denken, die 
Schnittpunkte der vierten Linie y mit dieser ~liiÜhe haben d a m  die 
Eigcnschaft, dafs durch sie je eine gerade Linie geht, die alle vier ge- 
gebenen Linien trifft. Die Losung, die wir zu Anfang für die beson- 
dere T,age der Linie g gegchen habcn, hangt niin nicht davon ab, dafs 
Grundrils- und Aufrifsebene zu einander senkrecht sind. Wir  denken 
uns also jetzt durch y zwei Ebenen gelegt, von denen die eine, y, senk- 
reçht zur Aufrikebene, die andere, v, senkrecht zur Grundrilscbene kt. 
Siud M und N die Durchstoîsungspunkte der Linie g niit Grundrifs- 
und AufrXsebene, J<, ATl die Fnfspunkte der ails ihnen auf die z-Achse 
gefdlten Lote, so sind 

M M ,  11. N111, die Schnittlinien der Ebene p mit Grundriîs- u. Aufrihebene, 
31 Arl ), ~ ~ ~ T l  ), 77 77 77 ' 77 77 77 7, 

Sind nun A und A' die Durchsto~sungspunkte der Linie a mit 
Grundrik- und Aiifrikebene, so verfiihrt man, urn die Schnittpunkte 
dieser Linie mit p und v darziistellen, folgendermalsen. A, und A; 
seien die FuSspunkte der aus A und A'  auf die x-Achse gefiillten Lote, 

2RJ1a' der Schnittpunkt von M~  und A'A, , 
%a ,, 77 ,, MN, ,, AA; 7 

m und n die durch und 8,; gehenden Lote der x-Achse, 

YJ?; der Schnittpunkt von 9% mit Ad;,  
%a. 77 77 77 9.2 77 A ' 4  

d a m  sind %Ra7 %Tl:' und !JI:, !Y?: die Projektionen der Schnittpunkte 
von cc mit p und v. (Fig. 3). 

Operieren wir der Kinfachheit halber mit dt:r schiefsymmetrischen 
Projektion auf die Grundrikebene, so sind zunachst die Schnittpunkte 
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%Ra und Fn, der Lote m und n mit AA' die schiefsymmetrischen Pro- 
jektionen der gesuchten Schnittpunkte von a. Für die Linien b und c 
mogen wir entsprechend zwei Punktepaare %JIb, !& und !IRc7 !Ilc finden. 
Verbinden wir d a m  %Rb mit 2Rc und !JIb mit 8, so schneiden diese 
Linien die Gerade J f N  in zwei Punkten Sr und YI', und aiif andoge 
Weise finden mir  noch zwei Punktepaare 23, B' und Q, Q'. Diese 
drei Punktepaare sehen wir als Paare entsprechender Punkte in eincr 

Pig.  3. 

projektiven Punktverwandtschaft auf MN an. Deren Doppelpunkte I 
und J ,  welche siçh auf die bereits angegehene Art konstruieren lassen, 
sind die Projektionen der gesuchten Punkte, durch welche je eine alle 
vier Linien a, b, c, g schneidmde Gerade geht. - 

Nebenbei zejgt das Vorhergehende auch, mie die Aufgabe, in der 
Ebene zwei Punkte so zu finden, dak ihre Verbindungslinien mit je 
drei gegebenen Punkten sich paarweise auf einer geracien Linie 
schneiden, auf zwei Kegelschnitte führt, die clurch je drei der ge- 
gcbenen Punkte gehen und projektiv so auf einander bezogen sirid, 
dals je ein I'aar entsprechender Punkte der gestellten Bedingung 
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genügt. Zwei Schnittpunkte der Kegelschnitte entsprechen sich 
selbst. 

Eine bedentende Vereinfachung der zuletzt angestellten Retrach- 
tungen tritt ein, wenn man zwei Symmetrieebencn der Regelfliiche als 
Gnindrbenen wahlt. n a n n  b~r i ih ren  sich die Kegelschnitte x'iind x" in d ~ n  
Endpunkten einer Hauptachse. Sie sind durch die beiden Regelscharen der 
Kegelfliiühe derart in doppelte projektive Bexiehung gebrachl, da16 die 
Punkte des einen Kegelschnittes, die demselben Punkte des anderen Kegel- 
schnittes entsprechen, symmetrisch gegen die gemeinsame Hauptachse 
liegen, und dieselbe wird durch je zmei Lote, welche zwei Paare ent- 
sprechender Punkte von beiden Kegelschnitten enthalten, harmonisch 
gsteilt. IIieraus ist ersichtlich, wie man die Kurve A. erhdt, deren 
Tangenten c~tsprechentle Piinkte auf beiden Kegelschnitten verbinden. 
Auch dieser Kegelschnitt A hat mit x' und x" dieselbe IIauptachse 

Über das Konstruieren mit imaginaren 
- Geraden und Ebenen. 

Punkten, 

Von Dr. JOSEP GRÜNWALD in Prag. . 
I n  einer im 45. Bande dieser Zeitschrift, S. 10-22 unter dem 

Titel: ,,Lineare L6sung der Aufgaben über das Verbinden und Schneiden 
imaginarer Punkte, Geraden und Ebenen" erschienenen Abhandlung 
hat der Verfasser sehr einfache Methoden für das Konstruieren mit 
imaginaren I'unkten, Geraden und Ebenen entwickelt. 

Hier sollen nunmehr einige Frageri behandelt werden, welche mit 
der genannten Ahhandlung im engsten Zusammenhange stehen, dort 
aber nur flüchtig gestreift werden konnten. 

Vorerst m6ge aber eine kurze, zusammenfassende Übersicht der 
in  der genaiinten Abhandlung gewonnenen wesentlichsten Resultate 
hier ihren Platz finden. 

2 s  wurden nachstehende Gebilde in Betracht gezogen: 

1. Der ilnaginare Purikt. 
2. n i e  imaginiirc Qerade erster Art. 
3. Die imaginiire Ebene. 
4. Die imaginare Gerade zweiter Art,. 

Was die nnter l., Y . ,  3. aufgeeiihlten Gebilde anlangt, su wurde 
die harmonische Staudtsche ~ a r s t e l l u n ~  derselben zu  de gelegt, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



324 Über das Konstruieren mit imaginaren Punkten, Geraden und Ebenen 

rl. i. die Darstellung diirch einen harmonischen Wiirf in dern jcweilig 
zugehorigen reellen Trager; also im Falle 1. durch einen harmonischen 
Wurf auf eirier reellen Geraden, im Falle 2. durch eineri harmonischen 
Wurf in einem reellen Strahlenbüschel, im Falle 3. durch einen har- 
monischen Wurf in einem reellen Ebenenbüschel. 

E s  erwies sich als zweckmXsig, neben dicser Darstcllung der Ge 
biltle l., 2., 3. noch eine neue, vom Verfasser als die , ,krumme" 
bezeichnete Darstellung einzufihren. Durch vier reelle Punkte (a bu c), 
in einer Ebene, in bestimmter Aufeinanderfolge gedaeht, also durch 
ein mit Durçhlaufungssiiin bcgabtes Viereck, ist in einfachster Weise 
ein iinaginiirer Punkt bestin-imt; d m  Viererk (aba h )  hrifst dalin cine 

krumme Darstellu~ig dieses iniagiriireri Punktes. (Verpl. die oben 
angeführte Abhandlung, Seite 15.) 

Beistehende Pigur mag in Erinnerung briiigen, wie der Übergang 
von der krumnien Darstellung (ab a c) eines ima,gin%ren Piinktes ziir 
harmonischen Staudtschen Darstellung (ab ab) dieses Punktes zu 
bewerkstelligen ist. (Die gezeichnete Figur critspricht ganz der F'ig. 1 
in der früheren Abhandlung, nur sind hier die Bezeichnungen anders 
gewahlt.) 

Durch vier Gerade: EL) in einer reellen Ebene, oder f i )  durch vier 
Gerade in einern reellen Strahlenbiindel ist in analoger Weise eine 
imagin i i re  Gerade  e r s t e r  A r t  bestimmt. Als , , k r u m m e G  Uarstel- 
lung einer imaginiiren Geraden erster Art ergiebt sich sonach ein mi t  
Durchl;tufungssinn begabtes CL) V i e r s e i t ,  vder 0)  T i e r k a n t .  - 

Durch vier in bestinimter Aufeinanderfolge gedachte Ebenen eines 
Ebeneilbündels ist in analoger Weise eine imaginiire Ebene bestinimt. 
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Als ,,krummeC' Darstellung einer imaginaren Ebene ergiebt sich sonach 
ein mit Durchlaufungssinn begabtes V i e r f l a c h .  - - - 

Der Ï ~ b e r ~ a n g -  von der krummen Darstellung (ab a 6) eincs dcr 
oben unter l., 2., 3. aufgeziihlten Gebilde zur harrnonischen Staudt- 
schen, welcher für den Fa11 eines irnaginiiren Punktes durch unsere 
Figur erliiutert w i d ,  vollxicht sich stets nach folgendem leicht ver- - 
standlichen Sçhema: Man konstruiere: 

Dann ist (a b u D )  die gesuchte Staudtsche Darstellung. - 
Was endich die oben unter 4. aufgeführte imaginare Qerade 

zweiter Art anlangt, so ist dieselbe stets dargestellt zu denkeii durch 
einen (mit bestimmtem Durchlaufungssinn begabten) Wurf von vier 
harmonischen Geraden einer hyperboloidischen Regelschar. (Vergl. die 
oben erwiihnte Abhandlung, Seite 17, 18, . . .). 

Es gelten dann folgende Satze: 
1. Trgend zwei von den unter l . ,  2., 3. aufgezahlten Gebilden, 

welche in Staudtscher Weise durch harmonische Würfe in ihren reellen 
verbunden, 

Triigern gegeben sind, werden mit einander zum Schnitt gebracht, - 
indem man die homalogen Glieder der beiden Würfe mit einander 

verbindet Der so erhaltene Wurf giebt in ,,krummer" 
ZUQ Schnitte bringt. 

verbiudenùe ) Gel>ilde. 
Darstellung das gesuchte [ Schnitt- 

, .- - -  

II. Das unter 4. aufgeführte Gebilde, die iinaginire Gerade 

einem 
zweiter ~ r t  r i r d  mit(  emer . )reellm (Ebene j geschnitten , indenl man 

, --- . 

die Cllieder des die &rade darstellenden MTurfes der Reihe nach mit 
dem betreffenden Punkte verbindet. 
der betreffenden Ebene ( schneidet. 

einem 
Die Aiifgabe, eine imaginiire Gerade zweiter Art mil einer 

Punkte verbinden, 
imagin i i ren  murs auf die eben behandelte (Ebene zu { achncidcn, 
&fachore Aufgabe zurückgeführt werden, wie dies auf Seite 21 und 22 
in der eingangs genannten Abhandlung geschehen ist. 

Damit sind denn alle Aufgaben, welche siçh auf das Projizieren 
und Schneiden irnaginzrer Punkte, Geraden und Ebenen beziehen, in 
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einfachster Weiue und zwar linear gelost. Als Regel ist festzuhalten, 
dafs beim Konstruieren mit imngiuiiren Gcbilden die Punkte, Geraden 
erster Art und Ebenen, welche durch die Konstruktion in krummer 
Darstelliing sich ergeben, stets, bevor man weitcr mit ihnen konstriiiert, 
auf die harmonische Staudtsche Darstellungsform geliraeht werden 
niüusen. 

5 2. Man erlialt naeh dem entwickelten Verfahren jedes imaginiire 
Gcbilde nur in e i n e r  e i n z i g e n  harmonischen Darstcllung; und da 
liegt die Frage nahe, wie man aus einem harnionischen Wurfe, der 

Fig. 2 

ein imaginiires Gebilde darstellt, einen anderen harmonischen Wurf, 
der tlasselbe Qehilde darstellt, ableiten kaInn. 

Es kann dies sehr einfach auf l i n e a r e  Weise geschehen. 

Sei (a 6 a b )  die harmonische Darstellnng eines imaginiiren Punktes 
aiif d m  reellen Tr%gcrgci.atlm a a (sioho Fig. 2). 

Sei ferner a' ein beliebiger Punkt dieser Tr5gergeraden; und es 
werde jene harmonische Darstellung ( a ' 6 ' a f b ' )  des irnaginiiren Punktes 
(ab a b )  gesucht, welche vom Piiiikte a' aiisgeht. 

Folgende Konstruktion giebt die Losung der gestellten Aufgabe: 

Mari konstruiere, wie - -. in der Figur ersichtlich, irgend eirie 
,,kriunme" Darstellung (a b a ti) des imaginaren Punktes (a, b ab), und 
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konst'ruiere ferner einen Punkt  s nach folgendem leicht verstandlichen 
Schema l) : - - 

s = n ' Z  - ba  . b . ab . a .  Za'. 

Projixiert nian aus dem so gefundenen Piinkte s die vier Punkte 
ü,b, à,6 auf die reelle Triigergerade des I'unktes ( a b  ab) ,  so erhalt 
man die gesuchte von a' ausgeheiide Darstellung (a'b' a'b') dieses 
Punktes. 

Bcweis: Auf deru durch die Punkte ü,b,à,b,s bestimniten Kegel- 
schnittc R bilden nach unserer Konstruktion die Punkte: ~ , b ,  a, t einen 
harmoiiischea Wurf. Projiziert man diesen harmonischen Wurf aus 
irgeud welchen Punkten s ,  s,, s,, - . des .Kegelschnitts R, so erhiilt man 
harmonische Würfe von Strahlen, welche ebensoviel imaginiire Gerade 

8, SI, S,, . . darstelleii; und nian erkennt, dafs irgend zwei von diesen 
Geraden sich rben in jenem imaginiiren Punkte diircbschneiden, dessen 
krumnie Darstellung lautet : (a b à  F). Die Gerade S,  welche durch 
Projektion des Wurfes (nb E T )  sus s cnt'steht, enthalt also den Punkt 
(ü-6 ab)  - (a  b a O ) ,  und schneidet also auf der reellen Tragergeraden 
dieses Punktes einen Wurf (a'  b' a' b') ans, der deriselben iinaginiiren 
Punkt wie dcr Wurf ( a b  ah) darstcllt; mas ail heweisen war. 

Ganz analog wird bei imaginiiren Geraden erster Art und bei 
imagiriiren Ebenen der Übergang von einer harmonischen Darütellung 
zu einer anderen bewerkstelligt. 

E s  bleibt also noch die imaginiire Grade zweiter Art zu untersuchen. 
5 3. Gegeben sci eine imaginarc Gerade zweiter Art y durch 

einen harmonischen Wurf (a  b a b) in einer hyperboloidischen Regel- 
schar; a, sei ein beliebiger Punkt des Raumes. 

Wir  fragen zunachst nach einem solchen von a, ausgehenden 
Wurf (u, 5, a, b,), welcher in harmonischer Staudtscher Weise eineil 
auf y liegeuden Punkt darstellt. 

Folgende überaus einfache Konstruktion giebt die TJGsiing der 
gestellten Aufgabe: 

Man lege aus a,, über u und 6 eine Transversale t ,  welche die 
letztgenannten beiden Geraden in den Punkten ?i und b treffen m6ge; 
ferner ebenfalls aus a, über a und b eine Transversale t, welche die 
letzteren Geraden heziehlich in ü und b trcffen rnoge. Das Viereck 
(a  bu 6 )  in der durch die Transversalen t und t gelegten Ebene, welche 
in Figur 3 zur Zeichenebene gewgfilt wurde, ist d a m  die krumme 

1) Dafs bei Ausführung dieser Konstruktion in Figur 2 die Geraden sb, aa 
und noch eine dritte Gerade in einem und demselben Punkte sich treffen, ist nicht 
etwa Zufall, sondem innere Notwendigkeit. 
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Darstellung eines auf der iruaginaren Geraden zweiter Art y liegeriden 
Punktes. Geht nian von der krummen Darstellung dicses imaginken 
Punktes nach dem bekannten Scherna zur harmonischen Staudtschen 
übor, so crhalt; man einen Iiarinonischen Wiirf (a, 6 ,  a, hl), welchcr rom 
Punkte a, ausgeht und einen auf y liegenden iniagiriaren I'unkt dar- 
stellt; und damit ist die gestellte Aufgabe erledigt. 

Wird riun verlangt, eine irriaginiire Gerade zmeiter Art y, welche 
durch einen hyperboloidischen harmonischen Wiirf (a b a O) gegeben id, 
durch einen andern TVurf (cbcd) darzustellen, welcher von einer 
beliebigl) angeriominerien Geraden c ausgehen d l ,  so 1it:gt es jetzt 
wohl auf der Hand, wie man den gewünschten Wurf  (cb c d )  findet. 
Man braucht nur auf der Geraderi c xwei Punkte c, und c, willkürlich 

auszuwiihlen und jene 
Fig.  3. 

beiden harmonisclien 
Würfc (cl b ,  cl dl) und 
(c ,  b, C, II,) herzustellen, 
welche von cl beziehent- 
lich c, ausgehen, und in 
Staudtscher MTeise je 
einen auf y liegenden 
imaginiiren Punkt dar- 
stcllen. Die Beraden c, 
b ,  C, d des gesuclîten 

. . ,  , 
: , 1 
; $ 1  

Wurfes (c b c d) sirid dam --- 
1.- \,I ---- , bestimmt als die Ver- 

\ !  bz-=.> '. bindurigsgeraden cl c,, 
a;---.-- -- 

---- ': -. b, b,, cl c,, d, d, der homo- 
a------ - logen Punkte jerier beiden 

Würfe. 
Noch eine andere schone Anwendung kann man von der oben 

(in Fig. 3) aiisgefiihrt~n Konstruktion machen; eine Anwendung nam- 
lich auf die Lehre von der sogenaimtcn w i n d s  c h i  e f e n  Invo lu t iou .  
(Vergl. etwa: die ,,Linieugeonietrie" von Sturrii, Bd. 1, Seite 115, 116). 
Eine solche involiitorische Kollineation des Raumes in sich besitzt 
stets zwei reelle oder konjugiert ilnaginare ,,LeitlinienL' deren Punkte 
sich selhst cntqrechen. Sind dipse Tdl inien re~11, so findet man zu 
irgend einem Punkte a, des Raiimes den ihm in der Involution ent- 
sprechenden a,, indem man aus u, über die heiden Lcitlinien die 

1) Beliebig mit der Einschr%nkiiiig, dafs e dem S t ra l i l en~~s ten ie  der zu y 
gehürigen reellen Triigergeraden n i  ç h t  angehüren darf. 
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Transversale lrgt und denjenigen Punkt der Transversalen aufsucht, 
welcher von a, durch die beiden Leitlinien harmoniseh getrennt wird. 

Sind die Leitlinien konjugiert imaginare Gerade zweiter Art, so 
hat man genau die entsprechende Konstruktion mit diesen imaginaren 
Leitlinien, welche durch hyperboloidische harmonische Würfe: y : (a b ab)  
und y' : ( a h  a b )  gegeben zu denken sind, auszuführen. Man findet so, 
dafs dem Punkte a, in Fig. 3 in der betrachteten windschiefen h v o -  
lulion gerade der Punkt a, entspricht; und hat demnach folgende 
einfache Konstruktion : 

,,Dm zu irgend einem Punkte a, des Raumes den entsprechenden 
Punkt a, in jener windschiefen Involution, welche durch die imaginaren 
Leitlinien y : ( a b  ab) und y '  : (a b a 6) bestimmt ist, zu finden, 

lege man aus a, über die Geraden a,b die Transversale t, welche 
die gcnannten Geraden in den Punkten a,b treffen mage; des- 
gleichen über die Geraden a, b die Transversale t ,  welche die letzt- 
genannten Geraden in den Punkten ü,b treffen mage: De; Schnitt- 
piinkt der Geraden ü b und a 3  ist dann der gesiichte Piinkt a,." 

Wie man sieht, kann man nach den entwickelten Methoden mit 
windschiefen Involutionen, welche keine reelleii Leitlinien besitzen, 
geradeso einfach operieren wie mit solchen, die reelle Leitlinien haben; 
die Konstruktionen sind bei den erstgenannten Involutionen durchaus 
nicht umstandlicher als bei den letztgenannten. 

Es  liegt auf der Hand, d a h  die eben angestellten Betrachtungen 
nach dem Prmeipe der Dualitat umgekehrt werden kiinnen, so dars 
überall, wn von Punkten die Rede war, Ehenen an die Stelle treten; 
doch ware es wohl überfiüssig, dies hier niiher auszuführen. - 

Soviel dürfte aus dem Voranstehenden klar hervorgehen, da18 die 
vom Verfasser vorgeschlagene Behandlung der imaginaren Elemente 
geeipet  erscheint, das Bonstruieren mit denselben moglichst einfach 
und bequem zu gestalten, und damit eine a u s g e d e h n t e r e  p r a k t i s c h e  
V e r w e n d u n g  d e r s e l b e n  beim Losen geometrischer Aufgaben a n z u -  
b a h n e n ;  über den hohen theoretischen Wert der imaginiiren Elemente 
in der Geometrie beateht ja seit den glanzenden Arbeiten von v, Staudt 
kein Zweifel mehr. ') 

1) Herr A. A d l e r  hat uns ebenfalls Lowugen der obeu beharidelten Buf- 
gahen iibersandt, was wir anf seinen Wnnsch hier bemerken. Die Schriftleitung. 

Zeitaïhrift f. Nathematik u. Physik. 46. Band. 1901. 9. Heft. 
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Die Koppelkurve mit sechspunktig berührender Tangente. 

Von R. MÜLLER in Braunschweig. 

1. Wenn ein Gelenkviereck durch Feststellung eines Gliedes in 
einen Kurbelmechanismus verwandelt wird, so existiert bekanntlich für 
jede Lage der Koppelebene - wie überhaupt für jede Lage eines 
komplan bewegten starren ebenen Systems - ein bestirnrnter und 
leicht konstruierbarer Punkt, der augenblicklich eine Bahnstelle mit 
vierpunktig berührender Tangente durchschreitet - der Rallsche 
Punkt der betrachteten Koppellage, und es giebt immer einzelnc Koppel- 
lagen, für welche diesem Punkte eine fünfpunktig berührende Tangente 
zukommt. In einem früheren Aufsatzel) habe iüh u. a. hie Bedingungen 
abgeleitet, denen das Viereck genügen muls, wenn ein Punkt der 
Koppelebene, bezw. ein Punkt der Koppelgeraden, eine Bahnkurve mit 
s e  chs  punktig berührender Tangente beschreiben .sol1 - eine Frage, 
die mit dem Problem der angenaherten Geradführung innig zusammen- 
hiingt. 7 Uic so definierten speziellen Koppelkurven und die zugchorigen 
Kurbelmechanismen sollen im Folgenden noch etwas eingehender unter- 
suclit werden. 

Uin uns kürzer ausdrücken zu konnen, wollen wir jede Koppelkurve, 
die eine sechspunktig berührende Tangente besitzt, als ge  a tr.eck t be- 
zeichnen. Wird eine solche Kurve von einem Punkte der Koppel- 
geradeil beschrieben, so ist sie symmetrisch in Bezug auf das feste 
Glied des Vierecks und hat demnach zwei  sechspunktig berührende 
Tangenten; wir nennen sie deshalb d O p p e l  t ges  t r  e c k t, im Gegensatze 
zur e inf  a ch ge s t r e ck  t en  Koppelkurve, die von einem auherhalb der 
Koppelgeraden liegenden Punkte erzeugt wird. Wenn ferner ein 
Kurbelmechanismus die Eigenschaft hat, dafs ein Funkt der Kurbel- 
ebene eine gestrecktc Koppelkurve bcschreibt, so riloge untcr Haup t -  

1) Beitriige zur Theorie deu ebenen Gelenkvierecks, diese Zeitschrift Bd. 42, 
1897, S. 260. 

2) Vergl. Uber die angenaherte Geradführung mit Hilfe eines ebenen Gelenk- 
vierecks, diese Zeitschrift, Bd. 43,  1898, S. 36. 
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l a g e  diejenige Lage der drei bewegliçhen Gliedcr vcrstanden werden, 
bei welcher der betreffende Punkt sich gerade in der ausgezeichneten 
Bahnstelle befindet. 

2. Um den Gang der Untersuchung spater nicht durch Zwischen- 
betrachtungen unterbrechen zu müssen, schicken wir zunachst 
einigc Bemerkungen voraus, die an bekannte Sitze unmittelbar an- 
knüpfen. 

1. Wenn bei einem Gelenkviereck die Surnme des kleinsten und 
gd'sten Gliedes grofser ist als die Summe der beiden anderen Glieder, 
so entsteht durch Feststellung irgend eines der vier Glieder unter allen 
Kmstiinden cin Doppelschwingmcchanismus l), und d a m  beschrcibt 
jeder Punkt der Koppelebene - wie aus der Ableitung dieses Satzes 
ohne weiteres hervorgeht - eine e i n  t e i l i g  e Koppelkurve. Ein 
solcher Mechanismus mage im Folgenden als o p p  e l s c h w i n g -  
me ch a n i s m u s  e r s  t e r  A r t  bezeichnet werden. - Einteilige Koppel- 
kurven - aber mit vier, statt mit drei Doppelpunkten - erhalten 
wir auch im Falle eines durchschlagenden Kurbelmechanismus, wenn 
also die Summe des kleinsten und grofsten Gliedes gleich ist der 
Summe der beiden andcren (Tlieder. 1st dagegen die erste Summe 
kleiner als die zweite, so sind die zugehorigen Koppelkurven unbedingt 
zw e i t e i l ig ,  und zwar ergiebt sich clurch Feststellung des kürzesten 
Gliedes ein I)oppelkurhelrneehani~irn~~s, durch Feststelliing eines der 
beiden diesem benachbarten Glieder ein Schwingkurbelmechanisinus, 
endlich durch Feststellung des dem kürzesten gegenüberliegenclen 
Gliedes ein Doppelschwingmechanismus, den FIIJ 1 

wir zur Unterscheidung von dem anfangs er- r 
wiihnten einen D o p p e l s ü h w i n g m e c h a n i s m u s  
z w e i t e r  A r t  nennen wollen. 

II. In Fig. 1 ist ABBA ein beliebiger 
Kurbclmechanisrnus mit dem festen Glicde A B  
und dem Koppeldreieck ABK. Konstruieren 
wir die Parallelogramme AAKA, und BBKB2, 
machcn AA,EC, und AKB2C, - AABK A 

B 
und zeichnen schlielslich das Parallelogramm 
C,KC,r,  so k6ririen w i r  die Koppelkurve, die der Punkt K in Ver- 
bindung mit dem gegebenen Mechanismus beschreibt, bekanntlich auch 
erzeugen, indem wir denselben Punkt K bezw. an die Koppeln AlCl 
und B, C, der als Kurbelniechanismen aufgefafsten Vierecke T A  A, Cl und 

1) G r a s h o f ,  Theoretische Maachinenlehre Bd. II, 1883, S. 117, vergl. auch 
R u r m e s t e r ,  Kinematik 1, S. 287. 

2 2  * 
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1-BU, C', anschliei%en.l) D a m  ist auch AA B r - A AUK, mithin ver- 
hiilt sich. 

AB:Ar :  Br= AB:AE:BK~A,K:A,C,:KCl-KB2:KC,:72,CG. 
oder 

A B : A r :  Br= AB:AA,:  BB,=AA :A,C',:C,F =BB :c,r :B2C,. 

1st also in dem ursprünglichen Mechanismus die Summe des kleinsten 
iind grXsten Gliedes kleiner als die Siimmc der beiden andcren Glicrlcr, 
und ist das kleinste Glied fest, so gilt dasselbe von den beiden ab- 
gclciteten Mechailismen; ist dagcgen die Koppel A B  das kleinste Glied, 
so haben die beiden anderen ~ e c h a n i s m e n  zu kleinsten Gliedern bezw. 
die Arme AA, urid B B,. Hieraus folgt mit Rücksicht auf 1: E ine 
z w e i t e i l i g e  K o p p e l k u r v e  w i r d  e n t a e d e r  v o n  d r e i  Doppe l -  
k u r b e l m e c h a n i s m e n  e r z e u g t ,  o d e r  v o n  e i n e m  D o p p e l s c h w i n g -  
m e c h a n i s m u s  e w e i t e r  A r t  u n d  von  zmei  S c h w i n g k i i r h e l -  
mechanismen .  - A n d e r e r s e i t s  g e h o r e n  xu j e d e r  e i n t e i l i g e n  
K o p p e l k u r v e  er i tweder  d r e i  Doppe l s chwing rnechan i s~uen  
e r s t e r  A r t ,  o d e r  d r e i  d u r c h s c h l a g e n d e  K u r b e l m e c h a n i s m e n .  

III. Besteht zwischen den Gliedern des ursprünglich betrachteten 
Knrbelmechanismus AB RA und den Gliedern eines anderen Kurbel- 
nzechanimus A'B'B'A' die Beziehung 

A B  : A'B'- A B :  B'B' = AA: A'B' = B B :  A'A'; 

und bestirnmen wir in der zu A'B' gehtirigen Koppelebene den Punkt 
E' in der Weise, da& AABK - AB'K'A' wird, so beschreiben die 
Punkte IL und K' ahnliche Koppelkurven; denn der Mechanismus 
A'B'U'A' geht aus derri in Fig. 1 dargestellten Mechanisrnus TAAICI 
hervor, wenn wir alle Glieder in  konstantem Verhaltnis verZ~ldern.~) 

Fig. n. 3. D i e  d o p p e l t  g e s t r e c k t e  
p K o p p e l k u r v e .  Um einen Kurbel- 

;Y 3, mechanismus zu konstruieren, der -,/=---~ir;l eiue doppelt gestreckte Koppelkurve 
fl 

er 
x - - - - - - - - - - - - 

'K A M R @  
erzeugt, verfahren wir auf Grund 
früherer Darlegungen 3, in folgender 

Wejse (Fig. 2): Wir zeichnen über der beliebig gewiihlten Koppelstreckc ' 
A B  das gleichseitige Dreieck ABP, verbinden !J3 mit einem beliebigen 

1) R o b e r t s ,  Three-bar Motion in Plane Space, Proceedings of the London 
Mathematical Society, vol. VII, p. 1 4 ,  vergl. auch B u r m e s t e r ,  Kinematik 1, 
S. 296. 

2) In etwas anderer Fonn als principe de l'échange de  bielle et  manivelle 
bei K o e n i g s ,  levons de  cinematique p. 266. 

3) Reitrige zur Theorie des ebenen Gelenkvierecks a.  a.  0. 6 .  261. 
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Punkte @ von A B  und tragen in 8 das Dreifache des Winkels B!J3@ 
nach derselben Seite an $F an; die so erhaltene Berade schneide-A 
und B p  bezw. in A  und B. Wir  fallen ferner von auf A B  ein Lot, 
tragen den TiVinkel, den das Lot mit !$@ bildet, iu nach der ent- 
gegengesetzten Seite an V Q  an und bpstimmpn den Schnittpunkt K 
der so gefuntlenen Geraden mit AB. D a m  wird durch das Viereck 
ABl3,4 ein Rurbelmechanisruils dwrgestellt, bei  welcheni der Piuikt K - 

eine doppelt gestreckte Koppelkurve beschreibt, und zwar ist die 
eine der beiden sechspunktig berührenden Tangenten das Lot in K z u  PR; 
dle gezeichnete Lage der drei beweglichen Glieder ist also eine Hauptlage. 

Da bei unserer Konstruktion der Punkt Sj auf der Geraden AB 
beliebig angenommen wurde, so gehoren zur Koppelstrecke A B  mi 
Kurbelmeühanismen, die eine doppelt gcstreckte Koppelkurve licfwn. 
Nun entsprechen aber zwei Punkîen @ und a*, die in Bezug auf den 
Mittelpunkt M von A B  symrnetrisch liegen, identische Gelenkvierecke; 
wir erhalten also die (f~saintlicit der in P'rage konimenden Viereckc 
und folglich - von ~hnlichkeitstransformationen abgesehen - die 
sii~xitlichen überhaupt rriiiglichen doppelt gestreckten Koppelkurven, iri- 
dem wir den Piinkt @ auf der Geraden A B  von 21 aus iiber B bis 
ins Lnendliche waildern lassen. Wie bereits aus dem Satze von der 
dreifachck Krzcugung der Koppelkurve (2, II) urimittelbar hervorgeht, 
werden immer je drei der so entstehenden Kurbelmechanisinen ahnliche 
Koppelkurven besclireiberi. 

Setzen wir A A =  a, B B =  O ,  AB = c ,  A B  = d,  L B p @  = ci, 

A K  
-- BK = pi so finden wir aus Fig. 2 

sin (GO0 + a) sin :GOn - 4n) a - r sin a sin ( 6 0 °  - 4 
, 

(600 - sin (60" + 4 4  > ' = si11 (60' - or) 8in 4a ' 
ain%OO sin 3 a sin (30' + 2 a) (1) 

d - c--- p = - - 
sin (60" - a) s i n  4a miri (GOU 4 4 a) ' 

Dahei liefert die erete Gleichung fiir n pinen positiven Wcrt, wenn in 
Fig. 2 die Strecken d!J3 und AA gleichen Sinnes siiid, uud das h a l o g e  
gllt für b ;  d ist positiv oder riegativ, je nachderu u und b dasselbe 
o h  entgegengesetztes Vorzeichen haben. Uezeichnen wir noch mit v 
das Te i l~n~sverha l tn i s  des Punktes 8 in Bezug auf die Grundstrecke 
AB, setzen also 

sin (60' + a) 
v = sin a ' 

so folgt 
S v -  1 

cota: = --- fi ' 
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und die Gleichungen (1) gehen über in 

(u" u  + 1y u P  f 2 u - 2  
-- 

C ( v  - 2 ) ( 2 u  - l ) ( u B  + 2 u  - 2 ) ( 2 u 2  - 2 v  - 1) 7 i U = Z y e ; 2 1 i 1  

Hier dmhli iuf t  v alle Werte zwischen - 1 und - CO, sowie zwischen 
3 + KJ und $ 1. Ersetzen wir jetzt v diirch v '  = darauf durch 

- Y'r - Y d. h. a durch a' = a: - 60° und durch a" = AOO - a, 
Y - l 7  

so erhalten wir zwei neue Kiirhelmechanismen A'B'BA iind A"B"HA 
mit den Koppelpunkten K' und Ku. Dann treten an Stelle von a, b, 
d7 p die Werte 

(Y - 2 ) ( v P  4- 2 v -  2 )  (Y - 2 ) ( v S  + 2 u  - 2 )  a' = c - - - h' = c 
( Z Y  - 1 ) ( 2 ~ =  - 2 ~  - 1 ) >  (V  + I ) ( V ~  - 4 ~  f 1: 

(u' - Y + 1 )=  d' = 3 c  
( Y  + 1 ) ( 2 u  - 1 ) ( 2 u 2  - 2 u  - l ) ( u 2  - 4 u  +-37 

2 v e  - 2 v  - 1  - 1 p' = ;e4-uTi- - 
1  - p .  

und 

I v e + 2 v - 2  p 
- -- . 

- - u e - 4 U + l  ,fi-1 
E s  ist also 

d c a b  - - -  - - 
b ' - é - a  

un tl 

sowie ferncr 
d c a h  - - - - -- d" - b" - a" - - 

und 
A R "  - A K  d. h. A R K - J K B A  
R K " -  A B 7  

nir doppelt grs t r~ckten Kopprlkiirven, welchc die drei Punkte K, K', 
K" in Verbindung mit den Kurbelmechanismen ABBA, A'B'BA, 
A W B " B A  beschreiben, slnd demnach einander iihnliüh (2, III). 

Geben mir nun in Fig 2 dem Winkel u: alle Werte zwischen 30' 
und GO0, also ciem Teilungsverhiiltnis v des Punktes @ alle Werte 
zwischen 2 und 1, so ist glrirhzeitig 

-1  3 v r I > - w  - und 2 < v r r < $  - oo, 
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d. h. 
- 30" 7 a' < - O und 30° 7 cc" - < 0. 

Durch die MTinkel a, a', cc" wird demnach das ganze Intervall von 
- 30° bis 60° gerade einmal vollst2ndig aiisgefiillt; mit anderen 
Worten: Wir  erhalten in Fig. 2 die Gesamtheit aller doppelt gestreckten 
Koppelkiirven, wenn wir den Winkel oc von 30' bis 6U0 wachs~n  
lassen. 

4. Wir  untersuchen zuniichst d i e  z u g e h o r i g e n  K u r b e l m e c h a -  
n i s m e n ,  i d e m  wir auf die Gliedlangen a ,  O,  c ,  d ,  die durch die 
Gleichungen (2) mit einander verknüpft sind, die Kriterien des Gras-  
hofscheri Satzes (2, 1) anwenden, immer unter der Voraussetzung 

2 > v 1 (30° < a < - 60°). 
Regimen wir init dem JVerte v = 2(cr = 30°), so &den wir aus 

den Gleichurigen (2) a = - d = 00, h = c  , p =  2(AK= 2 .  AB),  und 
wir erhalten den in  Fig. 3 dargestellten gleichschenkligen Schubkurbel- 

mechanismus. Berner ergiebt sich fiir v= **(a=45'): a=e(2+1/3) 
2 

= ctan 75', b  = d = CO, p = ( K G  B), also wiederum ein Schub- 
kurbelmeühanismus (Fig. 5). Schliefsen wir diese beiden Ausnahinefiille, 
in denen der Punkt K iiberhaupt keine eigentliche Koppelkurve be- 
schreibt, von der Betrachtung aus, so finden wir inimer endliche und 
von Niil1 rcrschicdcne MTertc für a ,  6, d ,  insbesondcre wird fiir 
v =  l(a:=60°):  a -  b = 4 c ,  d = 3 c ,  y =-  l ( K = M ,  Fig. 7). 

Setzen wir v = 1 + g, wo f einen positiven echten Bruch bedeutet, 
so gehen die Gleichungen (2) über in 

In  dem gawen betrachteten Intervall ist also a positiv und > c. 
- Die Werte für b  und d  sind negativ, so lange 1 - 2 S - 2 fe < O 

@ - '(30° < a < 439,  und sie sind pusitiv f g r  kt, d. h. für 1 > f > 
3 - 1  i - 25 - 2 f > 0, d. h. für dan Llast des I n t e r d l s  ( c  > 5 > 0, 

2 

450<a<60°). Imer~tenFal le i s t Ib I>c ,wei l2+2f -{~>2f"2f -1 ,  
d. h. 1 > t2 ist; iin zweiten zeigt sich sofort, dafs b > c ist. Schreihen 
wir den Ausriruck für d in der Furin 

so ergieht sich irn ersten Falle 1 d / > c wegen 1 + + E2 > 2 f2  + 2g - 1, 
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und im zweiten d > c. Die Koppelstreüke c ist also irn garizen Inter- 
val1 das kleinste Glied. 

Bilden wir ferner den Ausdruck 

E O  sehen wir sofort, d a h  irn ersten Falle 1 O 1 < 1 d 1, im xweiten b > d 
ist. Im ersten Falle ist aber auch a < 1 dl ,  denn der Ausdruck 

' d l - a  ist in dieseru F a l k  = -- --, also 1 d 1 - a > O. Im xweiten Falle ist 
I d l , , 

endlich h > a, weil dann der Ausdruck 

positiv und > 1 ist. Mit anderen Worten, das griXste Glied ist d 
oder B, je nachdem a: zwischen 30° und 45O, oder zwi~clien 45' und 
60° lie& 

Nun iüt aber der Ausdruck 

im ganzeri Iritervall positiv. Hieraus fol& zunkhst ,  da18 im zweitrm 
Falle, wo b und d positiv sind, c + b < a + d ist. Im ersten Falle ist 
aber jener Ausdruck = a - / 12 i + 1 b / - c, also r: + 1 d 1 < a + i 6 1. Es 
ist folglich unter d e n  Umstanden die Summe des kleinsten und 
groîsten Gliedes kleiner als die Summe der beiden anderen Glieder, 
und das feste Glied liegt dem kleinsten gegenübcr; d. h., so lange der 
Winkel a zwischen 30° und 60° liegt, erhalten a i r  stets einen Doppel- 
~chwingmechanisrnus zweiter Art. 

Einern jeden dieser Mechanismen sirid nach dem Vorigen, ent- 
sprechend den Werten a' = a: - 60° und a" = 60° - a, zwei andere 
zugeordnet, welche dieselbe Koppelkurve erzeugen. Dann folgt aus der 
iintcr 2, 11 gnmachtcn Hcmrrkung, dak die beidcn zugeordneten 
Mechanismen jedenfalls Schwingkurbelrnechanismen sirid. 

Wir  gelangeri daher zu dem Satz: J c d e  d o p p e l t  g e s t r e c k t e  
K o p p e l k u r v e  wi rd  von  e i n e m  Doppe l s chwingmechan i smus  
z w e i t e r  A r t  u n d  v o n  zwei  Schwingkurbe lmechan i smen  e r -  
z e u g t .  

5. Niinmehr gewinneii wir auch ein klares Riltl von der G e s t a l t  
d e r  d o p p e l t  g e s t r e c k t e n  K o p p e l k u r v e .  D i e  K u r v e  i s t  i m m e r  
zwei te i l ig .  (2, 1) 
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Erzeugen wir aie wie vorhin durch die Reihe der Doppelschwing- 
mechanismen, die zu einer willkiirlich gewiihlten Koppelstrecke A 7 l =  c 
gehoren, und beginnen wieder mit dem 
in E'ig. 3 dargestellten gleichschenkligen 
Schubkurbclmeehanisrnus (a  - 30°), so 
zerfiillt unsere Eurve zun%chst in den 
Kreis iim B mit dem Radius 2c, den der 
Punkt ZC beschreibt, wenn die Glieder B i 3  
und A K  vereinigt um B  rotirren, und in 
seinen doppelt zahlenden Durchmesser auf 
der Geraden AB. (Da die doppelt ge- 
streckte Koppelkiirve in Bezug auf das 
ftiste Glied symmetrisch ist, haben wir sie 
in Fig. 3 bis 7 immer nur zur Kilftc 
gezeichnet.) 

Lie@ a zwischen 30' und 454 also 
der Punkt K noch aukerhalb der Strecke 
AB,  so ~erwandel t  sich die aus dern 
IIalbkreis und seinem Diirchmesscr su- 
sammengesetzte Kurve in ein Oval, welches 
die Gerade A B  niemals sühneidet, und 
welches auf der A B  zugeweadeten Scjte 
nahezu geradlinig erscheint. (Fig. 4) Mit 
wachsendem a wird dau Oval irniner 
flacher, bis es für a = 45% eine doppelt 
zakilende Strecke von der Lange c ( l  + f3) 
zusammenschrumpft, die der mit 71 zu- 
sammenfallende Punkt K auf einer zu A B  
senkrechtenGeraden durühschreitet. (Fig. 5 ) 
1st a > 455 sso liegt K zwischen A und B, 
und das Oval erweitert sich con R'euem 
(Fig. 6), bis cs Air CL = 60° symmetrisch 
wird in Bezug auf die Mittelsenkrechte 
der Strecke AB. (Fig. 7.) 

Die scchspunktig heriihrende Tangente 
schneidet das feste Glied zwischen A  und 6, 
oder in seiner Verlangerurig, je nachderu 
der Piinkt R auîserhalb oder innerhalb 
A B  lie@. 

Beilaufig sei noch erwlihnt, daîs die drei Doppelpimkte, die be- 
kanntlich jeder Koppelkiirve zukommen, im vorliegendcn Pdle stets 
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F ig  5. reeU sind. Sie liegen natur- 
A gemah a d  der Geraden A B  

und sind siimtlich isolicrte 
Punkte. 

6. D i e  e i n f a ü h  ge- 
s t r e c k t e  K o p p e l k u r v e .  Der 
soeben für die doppelt ge- 
strockt'e Kurve bewiewne Sate, 

wonach diese i n t e r  allen Um- 
standen zweiteilig ist und von 
einem Doppelsehwingmeclianis- 
mus zweiter Art, sowie von 
zwei Schwingknrbelmechanis- 
men erzeugt wird, gilt nicht 
mehr in dem allgenieineren 

Fig. 6. 

B Falle der einfach gestreckten 
Koppelkurve. FITir überzeugen 
uns hiervon am leichtesten 
durch Betrachtung eines Son- 
derfal ls .  I n  einem früheren 
Aiifsateel) ergah sich fiir die 
Konstruktion eines g l e i c h -  
a r m i g e n Kurbelmechanismus, 
bei welchem ein Punkt der 
Koppelebene eine einfach ge- 
streckte Koppelkur~e be- 

A schreibt, die folgende Regel: 
(Fig. 8) Man e e i c h e  über 
der beliebig gewahlten Koppel- 
strecke AB irgend ein gleich- 
schenkliges Dreicçk ABF mit  
der Basis AB, verlangere ArJ3 

,,- über '!# um sich selbst bis 0, -- 
errichte in D ZII OA ein Lot, 
welches F A  in 3 schneidet, 

-- und maclie auf F A  und SpB 
.-Y 

die Strecken '!#A und B :BR 
Zieht man noch !$ (5 1 B und B 6 1 A 6, eo trifft GU das Lot von 
unf ,4 71 in  K. D a m  ist ABBA der gesuchte Mechmismus in seiner 

1) Konstruktion der 13 iirm e s terschen Purikte fiir ein ebenes Gelenkviereck, 
zweite Mitteilung, diese Zeitschrift Bd. 38, 1893, S. 140 (Fig. 7). 
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Hauptlrtge, und der Punkt K beschreiht 
eine einfach gestreckte Koppelkurve, die 
in Bexug auf p K  symnietrisch ist. 

Setzen wir AA - B B  - a, AB = c, 
1 

A B = d ,  L B A V = q ,  c o s r p =  und a 
rechnen die Strecke AA positiv in der 
Richtung von !J3 nach A, so folgt aus der 
eben gezeichneten Figur 

c cos 3 rp a = - ;  2  (2 - L2) c .  
2 ~ 0 8  <P CoS2q i2(3LS-4) 

a =  - 1 (l<n<cQ) = 2 c . - - -  
2 - L a '  

und, wenn 1Cf den Mittelpunkt von A R bedeutet, 

Rieraus ergeben sich für n - +, d. h. für V A  = $8 B, die Werte 
n = 4c, d = 7c. D m  ist also c -1- d = 2u;  das Trapez ABBA stellt 
folglich eineii d u r c h s c h l a g e n -  
d e n  D o p p e l s c h w i n g n i e c h a -  
n i s m u s  dar, und der Punkt K 
beschreibt eine einteilige Koppel- 
kurve, die auf pK eincn Sonder- 
doppelpunkt bat. (Fig. 9) 

Sei ferner Â- = + 8, wo 4 
einen sehr kleinen positiven Bruçh 
bezeichnet, desscn hohere Potenzen 
wir vernachlissigcn konnen, 80 

fol@ n=(3+758)c, d=(7+1084)c, 
also c + d < 2 a. Da das feste 
Glied d dem kleinsten c gegen- 
überliegt, so entsteht ein D o p p e l -  
s c h w i n g m e c h a n i s r n u s  zwei -  
t e r  A r t ,  und der Punkt K erzeugt 
eiiie zweiteilige Koppelkurve. 
(Fig. 10.) Dagegen wird für 
A = $ 8  a = ( 4 - 7 5 8 ) c ,  d =  
(7 - 108 8)c,  also c + cl> 2a,  
d. 11. wir erhalten einen D o p p e l -  
s c h m i n g m e c h a n i s m n s  e r s t e r  A r t  iind als Bahn des Punktes K 
eine einteiligc Koppelkurve. (Fig. 8) - Damit i d  also gezejgt, 
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dak  eine einfach gestreükte Koppelkurve nicht notwendig zwei- 
teilig ist. 

Man überzeugt sich leicht, dah  der betrachtete gleicharrnige Kur- 
belmechanismiis überhaiipt stets ein Doppelschwingrnechanismiis ist, 
und zwar ein solcher erster oder zweiter Art, je nachdem Â. zwischen 
1 und Q oder zwischen 3 und oo angenommen wird. Die in Fig. 1 
ausgeführte Konstrnhtion liefert irn ersteu Falle zwei zugeordnete Kur- 
belmeühanismen derselben Art, dle aber gegenwlrtig identisch sind, im 
zweiten Falle nur einen Schwingkurbelriiechanismns - es entsteht also 
niemals ein Doppelkurbelniechanismus. 

F'iir Â- = 2(9, = GO0) ergiebt sich beiliiiifig n = - 4 r ,  d = - 3 r, 

Pig. 10. 

'P 

MK = 0, und damit gelangen wir wieder zu dem bereits in Fig. 7 
dargestellten Mechanismus, bei welühem K eirie doppelt gestreckte 
Koppelkurre beschreibt. 

7. D i e  a l l g e m e i n e  e in fach  g e s t r e c k t e  K o p p e l k u r v e .  1st 
A B R A  ein Kiirbelniechmismiis mit dem festen Gliede AB, und schnei- 
den sich die Arme AA und BB augenblicklich in !#, die Gliecler A R  
und AB in @, so hat dieser Meohaniürniis d a m  und nui- da'nn die 
Eigenschaft, eine gestreckte Koppelkurve zu erzeiigen, wenn die Winkel 
B p  @ = a, A 9  @ = /3, 9 @ A = y, y @ A = cî den Bedingungen geniigen 

y + d = a f  p (3) 
s in2y  = s in2a  + s in2p ;  (4) 

sind diese Bedingungen aber erfüllt, so befinden sich die drei beweg- 
lichen Glieder momentan in ihrer Hau~) t l age .~)  (Fig. 11) . 

- 

1) Beitrige zur Theorie des ebenen Gelenkviereçks, a a. O. S. 261. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Gleichung (3) sagt aus, dars die Halbierungslinien der Winkel 
B'$A und A@A mit y@ ein gleichschenkliges Dreieck bilden; denn 
hezeichnen wir diese Winkel bezw. mit 25 und 2q, und die Winkel, 
welche ihre Halb ie r~n~s l in ien  mit p.D einschlieîsen, bezw. mit + und +', 
so wird a = 11) + 5, P = + - E, y = @' + q ,  S = $' - q, d s o  nach (3) 

li>' = +, Daim geht Gleichung 4) über in 

Verstelien wir wie früher unter a, O, c, d die Langen der Glieder AA, 
BU, AB, AB und setzen 

so folgt aus Fig. 11 nach einfacher Rechnung 

Die Elirnination von p, +, 5, 11 zwivchen den 5 Gleichungen (5) und (6) 
würde die Bedingung Liefern, welcher im vorliegeiiden Fa11 die Glied- 
liingen a, h, c, cl genügen mükten. 

Ur11 die Beschaffenheit des betrachteten Mechanismus festzustellen, 
haben wir auf die Gleichungen (6) abermals die Kriterien des G r a s h o f -  
schen Satzes anzuwenden. Beschranken wir uns 

Fig. 11. 
dabei auf diejenigen Fiille, in denen das Glied d 
kleiner ist als jedes . der übrigen Glieder, so 
zeigt die Untersuchung, auf die wir hier nicht 
weiter eingchen wollen, dars dann immer die 
aus 1 d l  und dem groîsten Glied gebildete 4 ?/a 
Sunime gr6Sser ist als die Sumrne der beiden z' - $, &j? . . -  . - ~ 6 
andern Glieder; wir gelangen also, ebenso wie -.- . . A'\.>, \, '&, 

> ,  

in den vorher behandelten Sonderfillen, zu dem .. , , $  , , .. \ S I  

Ergebnis, d a l s  e i n e  g e s t r e c k t e  K o p p e l k u r v e  --..c:-\%>$ ..y, 
u n t e r  k e i n e n  U m s t a n d e n  d u r c h  e i n e n  -.\ p 
D o p p e l k u r b e l m e c h a n i s m u s  e r z e u g t  wi rd .  

8. Wir erwiihnen zum Schlusse noch einen S o n d e r f a l l ,  in dem 
die Richtigkeit der letzten Behauptung sofort einleuchtet, und in dem 
Überdies die Konstruktion des Vierecks AB BA und des zugehorigen 
Punktes K sich ailrserordentlich einfach gestaltet. E'ordem wir nam- 
lich, d a î s  i n  der H a u p t l a g e  d ie  b e i d e n  A r m e  AA u n d  B B  a u f  
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e i n a n d e r  s e n k r e c h t  s t e h e n ,  setzen also = 45: so verwandelt sich 
Gleichung (5) in 

sin 2 (+ + 77) = 0. 

Nun kann + + 77 nicht = O sein, weil dann nach (6) auch c = O 
Fig.  12 wiire. Mithin ist II, + 77 = 90°, also 

y = 90°, ferner 6 =  2$-90°=2/3 

]i:i;k ! 

entwiçkelten und Dann a! = + fol@ + allgemeinen 45O= aber 90°+ sus den E'ormelnl), P.  früher 

, 8 
dah gegenwartig PX - 2. 9,Çj und 

'\ '\,, 1, . I 
A K I  BK ist. Wir  heschreiben 

$, ~- - - - - - ~ ~  ,' FZ düher um den Mittelpunkt M der 
~$3. , Q <,,, -. gegebenen Kopl~elstrecke A B  mit 

MA einen Kreis, ziehen durçh eineil 
beliebigen Punkt ,Çj von A B  die 
Sehne Spa I AB, machen die 

B Sehne '$K = '$0 und fiillen 
von ,'f~ auf MD ein Lot; dieses schneidet F A  und PB bezw. in 
A und B (Pig. 12). 

Die Gleichungen 6) gehen jetzt über in 

c -  ps in3pcos3B 

d = - psin/3cosPsin2P;  
es ist also: 

- 
1 - 2 cos 2 8  

- t an f i  . i + 2 , " . 5 j  b 

a 
- = - 

cos 2 p  sin p . - 
c i + 2 coui>p 

a - - cos 2 8  
co"3p 

1 + cos z p  . 

Hieraus ergiebt sich, clah cc das kleinste Glied iat ,  so lange f i znischen 
(3 und 45' liegt. Da ferner kompleinentiren Werten von /3 dieselben 
Vierecke, nur mit Vertauschung von a und 6, entsprechen, so ist für 
45O < /3 < 90° die Gliedlinge 7) kleiner als alle übrigen. Es kann also 
niemals d zum kleinsten Gliede werden, und damit ist in der That die 
Moglichkeit eines Doppelknrbelinechanisnius im vorliegenden Palle von 
vorn herein ausgeschlossen. 
-- ~ 

1) Ijeitrige zur Sheorie des eberien Gelenkvierecks, a. a. O. S. 259 
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Uber verborgene Bewegung. Von HANS CRAMEX. 

Über verborgene Bewegung. 

Von HAM CRAMER in Karlsruhe i. B. 

Wenn zwischen den 3.12 Koordinaten eines Systems von n materi- 
t:llen Punkten O Bedirigungsgleichur~ge~l bestehen, so konnen b der 
Koordinatcn ails d m  Bewegungsgleichi~ngen der ührigen 3n - O = n 
Punkte eliminiert werden. Im Polgenden werden die Koordinaten, 
welche elimiriicrt werdtrn, mit q,, - . . qb, . - . - p,, die andern rilit 
pl, . . . . p,, . . - . pa bezeichnet. 

Içh will annehmen, daîs die wirkenden Kriifte eirie Iiriiftefuiiktion 
IJ besitzen, die nur von den p-Koordinaten abhzngig ist. Perner cjeien 
die Bedingungsgleichungen 

&(Pl, .--.Pa, qi, . . . . 4 J = O  

nach den q-Koordinaten aufgelost, also in  der Form 

q b - f b ( p 1 ,  ' " ' ' P , ) = O  
vorgelegt. 

(1) 

Sind die zu q b  und p, gehorigen Massen bezw. ntb und ma, BO 

lauten die Rewegungsgleichungen der q-Koordinaten 

mb& = R b .  
die der p-Koordinaten 

oder, indem die ails (1) und (2) sich ergeberiden Werte der 2 in  diese 
Gleichungen eiiigesetzt werden: 

Diese letztcren Gleichungen enthalten nur noch die p-Koordinaten; 
sie sind daher identisch mit den Bewegungsgleichungen eines f r  e i e n  
Systems, dessen Lage durch die p-Koordinaten allein bestimmt ist. 
Die in diesem System wirkenden Kriifte, welche duich die rechten 
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344 h e r  verbargene Bewegung. 

Seiten von (3) dargestellt sind, sind aber nicht mehr Funktionen der 
Koordinaten allcin, sondern auch der Geschwindigkeiten und Besehlcu- 
nigungcn. U m p k e h r t  wird man nun in Fiillen, in denen auf ein 
System derartige Krafte wirken, die durch dieçelben hervorgerufene 
Bewegung auf einfachere, nur von den Roordinat,en abhangige Krzfti: 
zurückführen k6nncn. Man braucht ja nur anzunehmen, dals mit den 
Koordinaten des Systems durch Bedingungsgleichungen noch andere 
verknüpft sind, welche aber eliminiert worden sind, wodurch dam, 
wie oben gezeigt, auch die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen 
der nicht eliminierten Koordinaten in ihre Hewegungsgleichimgen ein- 
treten. Man nennt in' diesem Falle die letzteren s i c h t b a r e ,  die, 
welche als eliminiert gedacht werden, v e r  b o r  g e n e  Koordinaten, die 
Bewegung dies\er v e r b o r g e n e  B e w e g u n g .  

In seiner Arbeit ,,über die physikalische Bedeutung des Prinzips 
der kleinsten Wiïkiing"l) hat H e  l m  h o  1 t z hcrvorgehoben, da18 in ge- 
wissen Fallen, die von der Katur der Bedingungsgleichungen abhangig 
sind, eine noch weiter gehelide Elirriiriation stattfinden kann, namlich 
auch noch eines Teiles der p-Koordinaten mit Hilfe ihrer B ewegungs-  
gleichungen. Die Xoglichkeit dieser Elimination ist spiiter von Herrn 
Geh. Hat K o e n i g s  b e r g e r  in seiner Arbeit ,$ber die Prinzipien der 
Mechanik"2) genau umgrenzt worden. Hier h d e t  sich auch meines 
Wissens das erste Beispiel für verborgene Bewegung, indem gezeigt 
wird, da19 durch Annahme einer solchen das Webersche Gesetz von 
der Wirkung zwischen zwei elektrischen Xassenpunkten auf das New- 
t onsche Gravitationsgesetz zuriickgefiihrt werden kann. Ich wdl nun 
zeigen, da18 dies auch ohne dis Helmholtzsche dnnahme rnoglich ist, 
niimlich allein durch eine Elimination mit Hilfe von Be d ingungs-  
gleichungen. 

Werden die Koordinaten zweier Punkte ml und m,, die sich nach 
dem meberschen Gesetze anziehen, mit z,, y,, sl, und x,, y,, z,, ihre 
Entfernung mit r bezeichnet, so sind ihre ~ewegungsgleichungcn 

Aus (3) ergeben sich folgende Gleichungen als Bewegungsgleichungen 
zweier Punkte, die sich nach dem Newtonschen Gesetze anziehen und 

l j  .Tourn. f. reine u. engew. Math., Band 100. S. 137-166 u. 213-222 
2) Journ.  f. reine u. angew. Math., Band 118, S. 276-360 u. Band 119, 

S. 25-49. 
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Von  HAN^ CRAMER. 345 

mit anderen Punkten durch Bedingungsgleichungen von der E'orm (1) 
verknüpft sind, mit deren I-Iilfe die Koordinaten dieser letzteren Punkte 
eliininiert worden sind: 

, ml nz, z, - z, - - - -  - r P  1. 

Sind die f nur Funktionen der Entfernung r der beiden Punkte, 
so gehen diese Gleichungen über in: 

Die Vergleichung der beiden Gleichungssysteme (4) und (5) ergiebt 
ilire Identitiit, wenn 

gesetzt wird. Iliese Gleichung ist die einzige Rcdingung dafür, dafs 
sich die Bewegung zweier Punkte, die sich nach deni Newtonschen 
Gesetze anziehen und mit anderen Punkten durüh Bedingungsgleiçh- 
ungen von der Form (1) verknüpft sind, nach dem Weberschen Ge- 
setze vollzieht. Unter der Annahme e in  e s verborgenen Punktes mit 

den Koordinaten E, q, [, fiir welchen z. R. = f, (Y) = a ,  7 = f2 ( Y )  = b 
angenommen wird, fol@ aus Cleichung (6) als dritte Hedingungs- 
gleicliung : 

oder 

Dieses Ergebnis 1Xst sich auch noch auf einem anderen Wege herleiten. 
Bezeichnet man die lebendige Kraft zweier Punkte, die sich nach 

dern Weberschen Qesetze anziehen, mit T, den statischen Teil des 
PotentiaIs 

m m  1 F= -LA (1 + -r'J. 
T ce  

-- 

1) a .  Koenigsberger, Über die Prinzipien der Mechanik, im Journ. für reine 
u. angcw. Math., Band 119, S. 30, bezm. Band 118, S. 239. 

Zeitschrift f Matlieriiatik u. Physik.  46. Reiiil. 1901. 9. Hsft. 2 3 
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346 Über verborgene Bewegung. 

mit U,, so daIs 
71 - n ? ! m ,  

1 -  r 

das Potential des Newtonschen Gesetzes ist, den dynarnischen Teil 
mit Li, 

2 nL nî U - - l e ï ' 2  
2 - ç 4  ,,. > (al 

so lautet <las erweitertel) Prinzip der Erhaltung der lebendigen Kraft für 
die Bewegung der beiden Purikte: 

(p,=xl ,  . . .  .+). 
Nun ist nach (5) 

also geht (9) über in 
T- u, + 0; = c .  

Sol1 nun die Bewegung der beiden Punkte auf das Newtonsche Gesetz 
zurückgeführt werden durch Annahme verborgener Punkte, so wird, 
w e m  F die kinetische Energie der letzteren bezeichnet, das Prinzip 
der Rrhaltiing der lebendigen Kraft jetzt lauten: 

Die Gleichungen (10) uiid (11) liefern aber als Bedingungsgleiçhung 
für die verborgenen Punkte: 

F = lJ2 
oder 

Werden die f wieder als Funktionen von r allein angenommen, so 
nimmt diese Gleichung die Form an 

d. i. die Gleichung (6). 
Bekanlitlich haben nach Weber R i e m  anna)  und GraLsmann dem 

1) s. Koenigsberger, Übcr die Prinxipien der Mechanik, im Journ. für reine 
u. angew. Math., Band 119, 8.  30, bezw. Band 118, S. 289. 

2) B. Riemann, Vorlesungen über Schwere, Elektrieitit u. Napetismus, 
herausgegeben von IIattcndorf. 
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Von HANS CRAMBR. 34 7 

elektrodynaniischen Gesetze eine anderc Forni gcgebeii. Uau Rieniam- 
sehe Gesetz hat das PotentiaI 

das Graiàmannsche nach Clausius1) 

Bezeiehen wir den dyiiarriischeri Teil beider Potentiale wieder mit U,, 
so ist auch hier 

(pa=z1 ,  . z , )  

Hieraus folgt in Verbindung mit den Gleichungen (10) und (li) als 
Bedin,pnung dafür, dal's diese beiden Gesetze durch Amahme verborgener 
Punkte auf das Newtonsche zurückgeführt werden konncn, dafs die 
Iebendige Kraft der letzteren den Gleichungon 

1 nz, ni E'= --o 
e s  1. [(x; - q+ (Y; - + (4 - ~ 3 ~ 1  

bezw. 

F = - 7&'m' I+; + !/;Y; + 4-41 
genügt. 
- -- - 

1) S. Clausius, Über die Ableitung eines neuen elektro-dpamischen Grund- 
gesctzes, im Journ. f. reine u.  angew. Math, Band 82, S 85--130. 
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348 Zusammenhang zwischen Zentralellipse und Triigheitskreis etc. 

Znsammenhang zwischen Zentralellipse und Tragheitskreis 
(nebst Konstruktion der Ellipse aus zwei konjugierten 

Du~chmessern). 

Von FR. GRAEPE i n  Darmstadt. 

Wenn J, das Triigheitsmoment, bezogen auf eine Schmerpunkt- 
achse S Z  einer Querschnittfiiiche mit dem Inhalt F kt, also der 

- 

Triigheitsarm i. = 1/$, so beriihren die der Schwerpunktachse SZ 

parallelen geraden Linien, die von ihr den Abstand i, hatien, bekannt- 
lich die Zentralellipse. 

Die Hauptachsen, die Achsen der Zentralellipse S X ,  S Y  seien die 
Achsen der x und y eines Koordinatensystems und ferner die Achse S Z  
und die darauf senkrechte Achse S U  die Achsen der z und zc eines 
zweiten Koordinatensystcms. Der Winkel, den S X  und S Z  bilden, 
sei a. Es ist 

x - x cos a + y sin a 

- 11 = y COS a - x sin a. 
Feriier ist 

Ji = J, cos3(\! + .Tg sinBa oder i: = iz cos2 a + iY sin2 a: 

J,, = J, sin2 a + Jg cos' a oder iY = i: sin2 a + iy cos2 n 

und 
4, = J, + J,, - J, + J, oder i: + i: = iz + i;. 

J, ist das polare Tragheitsmornent des Qucrschnitts für den 
Punkt S. I)as Triigheitsmoment J,, bezogcn auf die Schwerpunkt- 
achse SV, die mit der Achse S X  den Winkel LX + 43' einschlieIst, ist 

= J, cos2 (a: + 45') + J ,  sin2 (a + 45') 
oder 

A = S (JZ + Ju) - (JZ - Jy)  sin a: COS a 
und 

ib - é ( i 5  + iS,) - (i2, - i i) sin a COS a. 
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Von FB. GBAEFE. 349 

Das ZeriLrifugalmoment J:, für die beideu Achsen S Z  und S U  
ist 

J,, = (J, - 4) sin 201, 
mithin Jz + ( J z  + Ju) - Jzu. 

wenn also die Triigheitsmomenle J,, J, und J, gegeben sind, so 
ist das Zentrifugalmoment J,, bekannt. Für die Hauptachsen ist J,, = O. 

Für  zwei durch den Schmerpunkt S gehende auf einander senk- 
rechte Achsen S R  und SL, von dencn SE mit der positiven Achse 8% 
den Winkel rp bildet, ist das Zentrifugalmoment 

J,, = +(J, - A,) sin ( 2a  + 297) 
und hieraus fol@ 

J k l  - +(Ji  - J,) sin 2 q  + J,, cos 293; 
ferner ist 

J, = J, cosz (a + rp) + J, sinz (a + y) 

und ausgerechnet 

Jk = Jz cosz q + J u s i n 2 q  J,, s i n 2 p  

Die Glcichung der Zcntralellipse E ist 

Abgesehen von der Lange sind konjugierte Durchrnesser der 
Zentralellipse auüh konjugierte Durühmesser der Ellipse El, deren 
Gleichung 

i2z2 + - iti; = O 

ist. Ilie Gleiçhung dieser Ellipse in Bezng auf das Koordinatcnsystem 
der z und u ist 

i l a 2  + i2,uZ - (il + ,iz - 2iF)u.z - i:iE = O.lj 

In Bezug auf zwei aufeinender rechtwinklige Schwerpunktachsen 8% 
und S U  einer QuerschnittRiche mit dem Inhalt F seien die Tragheits- 
momente J,, J, und das Zentrifugalmoment Jz, gegeben, also auch 
das Tragheitsmoment J, fiir die Achse SV, die mit der positiven Achse 
S Z  den Winkel von 45 O bildet. Es  sei S C  senkrecht auf SV. (S. Fig.) 

Auf der Achse S Z  tri@ man ab: SA = AIS = i,, 

JJ 2,  77 S U  ,, ,, ,, SB=BIS=i,, 
71 11 1 ,, ,, ,, Sc=l?,s=&. 

1) Sich? aiich ,,Einfachc Konstruktion der Zentr;~lellipsc" v. Verf. in Zeitschr 
des Vereins deutscher hgenieure. Bd. LXXXIII, S. 210. 
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350 Zusammenhang zmischen Zentralellipse und Triigheitskreis etc. 

Die in den Punkten A, A,, B, B,, C, Cl auf den Achsen errichteten 
Lote 12, 4G') 34, 6'1, 23, 56 sind Tangenten an die Zentralellipse. 
Die gerade Linie 6'1 heriihre die Zentralellipse im Punktc B'. S A  

und SB' sind die Richtungen von zwei konjugierten Durchmessern 
der Ellipsen E= und El. Die gerade Linie 6'1 schneidet die Ellipse E, 
im Punkte B und im Punkte R, der die Kaordinaten 
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hat. Der Mittelpunkt von BR ist der Punkt B', der also die Hoordi- 
naten hat 

oder auch 
Jz , J E  

8 =  d, U = d ,  
.JP JP 

wenn 
ARe oder cl = 
SU 

Beschreibt man einen Kreis durch die Punkte S und 1, dessen 
Mittelpunkt JI in S U  liegt, so ist der Durchmesser dieses Kreises 
gleicli d = 2SM. Dieser Kreis ist (S. Hütte 1898, S. 180) ein Trag- 
heitskreis fiir den Pol S und der Punkt B' der Zentralellipse 
i d  der zu dem Tragheitskreise gehorende Triigheitshauptpunkt. 
Uic Gleichungen (a) bestimmen die Lage des Triigheitshaiipt- 
pnnktes. 

Man erliiilt hiei-nach folgende einfache Konstruktion des Punktes B': 
man t r igt  auf S Z  die Lange SD = i, ab, errichtet in D auf DB, eine 
Senkrechte, die S U  in N trifft und macht auf B1 : BB' = ATM, so 
ist B' ein Punkt der Zentralellipse oder ein Triigheitshauptpunkt zu 
dem Tragheitskreise, desçen Mittelpunkt 31 und Durchmesser d = 2 S M  
ist; tri@ man ferner auf S U ab SU" = SU', so schneidet der Xreis 
mit dem Mittelpunkte B" und dem Halbmesser AB die Achse SZ in 
den Purikten A' und A;; SA'  und SB' sind die LLngen und Rich 
tnngen von zwei konjiigierten Halbmessern der Zentralellipse. Der 
Punkt B' liegt reclits von B, wenn Il; zwischen S und M sich be- 
findet, sonst links von B. 

Mit Hilfe der Zentralellipse oder des Triigheitlskreises kann man 
die Triigheits- iind Zentrifugalmomente eines Querschnitts zeichnerisch 
darstellen. 

Es sei die Zentralellipse gegeben; man sol1 das Zentrifugalmoinent 
und die Triigheitsmomente fiir zwei durch den Schwerpunkt gehende 
auf einander senkrechte Achsen SK und S L  bestimmen. Man zieht 
parallel zu XK an die Zentralellipse eine Tangente; der Berührungs- 
punkt dieser Tangente hat von dcr Achse S E  die Entfernung ik und 
von der Achse SL die Entfernung 7; (ii und k entnimmt man der 
Figur); es ist 

Jkl= k . i k F  und Jk- ikF. (il 
Ich weiîs nicht, oh die erste dieser Bcziehungen bekannt ist. 
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352 Zusammenhang zwischen Zentralellipse und Tragheitskreis etc 

Liegen die Punkte K und L auf dem Tragheitskreis und ist B'R 
senkrecht auf LK, so ist 

JP J k = % - E K  und i z = S B . H K  oder J , = S B . I I K . F  

Hildet nLnilich SK mit der positiven Achse der z den Winkel 9, 
so sind die Koordinaten von K 

z = d sin y cos y ,  u - cl sin2 y .  

Die Gleichung von MK ist 
d 

B COS 2rp + u sin 2rp - sin 293 = 0, 

also 
Jz u J z  d .  
- - d cos 2 y  + - d sin 2cp - - sln 2 y  = B X ' ;  
JP JP 2 

es ist aber 
J k l =  S(Jz -Ju) s i n 2 y  + Jz,cos2rp, 

mithin wie oben 

J,~ = + R ~ H ;  

ferner ist die Gl~ i rhung  von R'H 

also 
JP J P s i n 2 y -  J , , s i n 2 ~ + ~ ~ o s 2 y = ~ - H K ;  

es ist aber 
Jk = J Z ~ o s 2 c p  + Jus inZcp-  J Z , s i n 2 y ,  

mithin wie oben 
JP Jk = d u K .  

Wenn X, Y die Schnittpunkte von 3IB' mit d e ~ n  Tragheitskreis 
sind, so ist J,, gleich Null und S X  und S Y  sind die Hauptachsen, die 
mit den Achsen der Zentralellipse zusammenfallen. E s  ist 

J , = ~ B . Y  oder ; $ = S B - B ' Y  

Hierauv ergiebt sich folgende Konstruktion der Achsen einer 
Ellipse aus den ihrer GrXse und Lage nach gegebenen konjugierteii 
Halbrriessern SA '  = SA; und SB': man ziehe B'B parallel zu SA' 
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und SB senkrecht auf SA', trage auf SB die Lange SB" = SB' ah, 
beschreibe um S mit dem IIalbmesser A'B" einen Kreis, der BB' in 
den Punkten 1 und 6' .schneidet, und einen zweiten Kreis durch 6'81, 
dessen Mittelpunkt 31 auf SB liegt; die gerade Linie MB' schneidet 
den Kreis um 31 in den Punkten XY; SX und S Y  sind clie Rich- 

tungen und SY = i / r ~ ' X ,  S & = VS I l .  B' Y die Gr6i'sen der 
beiden Halbachsen. In  der Figur ist die Konstruktion der Grorse 
vvn SP ausgefihrt; es ist S G  = B'X.  

Die Formeln (1) geben die Tragheits- und Zentrifiigalmomente mit 
Hilfe der Zentralellipse und die Formeln (2) liefern dieselben Momente 
mit I-Iilfe des Tragheitskreises und Tragheitshauptpunktes. Die zeich- 
nerische Darstellung von Tragheits- und Zentrifugalmonienten mit 
Hilfe des Tragheitskreises ist ohne Frage einfacher als die mit Hilfe 
der Zentralellipse. Zur Konstrukf on eines Tragheitskreises und des 
Tragheitshauptpunktes müssen drei Tragheitsmomente gegeben sein. 
Man bestimme a h  zeichnerisch den Schwerpunkt S und die Trigheits- 
momente J,, J,, J, bez. die Tragheitsarme i,, i,, i, der gegebenen Quer- 
schnittsflache inbezug auf die Achsen SZ, S 6; SV, von denen zwei, 
SZ und SU, auf einander senkrecht stehen. Wie oben tragt man ab 

auf der Achse S Z  : SA = A, S = i, 

77 77 S U :  S B  - BI S - i, und auf der zu 87 senkrechten Achse 
S C  : S C  = Cl# = i,. 

Die in den Punkten A, B, A,, BI, Cl auf den Achsen errichteten 
Lvte schneiden siüh in den Purikten 1,6', 4,3,2. Der dern Dreieük 1 SG' 
umsehriebene Kreis ist ein Tragheitskreis; die durch den Punkt 3 und 
den Sehnittpunkt der geraden Linien 6'2 und 14 gezogene gerade 
Linie schneidet die gerade Linie 6'B im zugehorigen Tragheitshaupt- 
punkt B'. 

Den konstruierten. Triigheitübreis kann rnan ersetzen durch 
jeden Kreis, der von der Achse SZ in S berijhrt wird. Der Mittel- 
punkt eines dieser Kreise - Tragheitskreis - sei mit Dfl und der 
zugeh6rig.e Triigheitshauptpunkt mit T bezeichiiet. Der Punkt T lie@ 
auf der geraden Linie SB.', und anf der geraden Linie MIT, die parallel 
der geraden Linie MB' ist. Dies folgt leicht aus den 61. (a) und (2). 
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354 Bemerkung au der Note von Herm Rudolf Ziegel etc. Von PAL, STHCEEL. 

Bemerkung zu der Note von Herrn Rudolf Ziegel: 
,,Eine allgemeine Eigenschaft der algebraischen Funktionenu 

(Ba. 45,, S, 338 dieser Zeitschrift). 

Von PAUL STACKEL in Kiel. 

Wird y durch eine im Rationalitatsbereiche (x) irreduzible Gleichung 
rz-  ten Grades: 

I: (y, x) = 0 

als algebraische Funktiori von x definiert, so genügt jede rationale 
Funktion 8 von x und y im Rationalititshereich (x) einer i r r e d u -  
z i b l  en algebraischen Gleichung, deren Grad hochstens n sein kann. 
1st cr glcich n, so kann man umgckchrt y als rationale Funktion von 
x und 0 darstellen. 

Dieses bekannte algebraische Furidarnentaltheoreui (rrgl. H. Weber ,  
Lehrbuch der Algebra, Bd. I., zweite Auflage, Braunschweig 1898, 
S. 504) 1&t sich im Besonderen auf den Fa11 anwenden, daîs 

gewühlt wird, und führt zu dem Iiorollar, daîs y eine rationale Punktion 
von x imd y '  ist. Da ..l: und y glcichherec,htigte Grtifsen sind, ist auch 
3; eine rationale Funktion von y ~ i n d  y', womit der von IIerrn Z iege l  
gcwünschtc direkte Beweis erbracht ist. 
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Bemerkungen zu d. Aufsatze des Hrn. Baurat Kübler etc. Von CH. J. GTEYLER. 355 

Bemerkungen zu dem Aufsatze des Herrn Baurat Kübler 
über die Knick-Elastizitat und -Festigkeit. 

Von CH. J .  K R I E ~ E R ,  
Domnt an der Technischen IIochschule in Rarlsruhe. 

In dem 5. und Ci. IIefte des letzten Bandes dieser Zeitschrift ver- 
iiffentlicht Herr Baurat Küb  1 cr -  Eîslingcn eine Knickformel, deren 
Ableitung er schon in den Nummern 3 und 2 3  des letzten Jahrganges 
der Z e i t s c h r i f t  des  V e r e i n s  de i i t scher  I n g e n i e u r e  und in den 
Nummern 10 und 60 des letzten Jahrganges der D e u t s c h e n  Rai i -  
z e i t u n g  in etwas anderer Fassung veroffentlicht hat. 

Ioh habe in der Ni~mmer 54 der Z c i t s c h r i f t  des  V e r e i n s  
d e u t s c h e r  I n g e n i e u r e  und in der Nummer 100 der D e u t s c h e n  
B auze  i t u n g  nachgewiesen, daîs die Formel nicht richtig ist. Wie 
dort ansgeführt worden ist, kann die Küblerscbe Formel von vorn- 
herein nicht richtig sein, weil bei ihrer Ableitung bis zum Bruche 
eine konstante Ela,stizitatsziffer E vorausgesetzt wird, und die Ergeb- 
nisse trotzdem annahernd mit den T e  t m  a j e r schen Resultaten (man 
sehe Figur .5 des K ü  b l e r  schen Aufsatzes) übereinstimmen, deren 
charakteristisches Merkmal gerade die Rerücksichtigiing der ~ n d e r u n ~  
von E an der Elastizititsgrenze ist. Jede Untersuchung der Knick- 
vorgkge mnfs unbedingt in zwei Teile zerlegt werden: der eine hat 
sich nur auf die Vorgange innerhalb der Elastizitiitsgrenze zu beziehen, 
der andere auf diejenigen aufserhalb der Elastizitatspenze. Beide 
Aufgaben sind schon gelost: die erste von G r a s h o f  in den1 Ruche 
, ,Theorie  d e r  E l a s t i c i t i i t  u n d  F e s t i g k e i t "  2. Auflage h i t e  168 u. ff.; 
die zweite von E n g e e s e r  in dem Aufsatxe , , W i d e r s t a n d s m o n i e u t e  
u n d  K e r n f i g i i r e n  h e i  b e l i e b i g e m  F o r m % n d e r i i n g s g e s e t z  (Spann-  
ungsgesetz)'(, welcher in dern Jahrgang 1898 der Z e i t s c h r i f t  d e s  
V e r e i n s  d e u t s c h e r  I n g e n i e u r e  (S. 903-907, 927-931) erschienen 
ist. Sowohl G r  a s  h o f  als auch l? n g e s s e r  hahen die aohsialc 
Spannung berücksichtigt, so daîs I I e n  K ü b l e r  die Prioritàt hierin 
n i c h t  hat. 
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356 Bemerkung zu dem Aufsatze der Herrn Baurat Rübler etc. 

Herr K ü b 1 e r hat in seinen A bleitungen einen ftechnungsfehler 
gemacht; ohne denselben ware die von ihm mitgeteilte Formel nicht 
zustande gckommen. Das Vorhandensein dicses Rechnungsfehlers 
liSst sich auf folgende Weise zeigen: 

Da die Integration der Differentialglcichung (1) auf Seite 309 des 
.K ü b l e r  schen Aufsatzes 

sin ydq7 = z2 ( f  - y) dy 

folgende allgemeine Losung hat 

Cr - cos rp = n2 ( f y  - S y2), 
oder mit 

C ' = 1  c: 

so k6nnen ails ihr durch entsprechende Wahl von C elastische Linien 
von beliebigem Pfeile abgeleitet werden. Sind z. B. y = O und y = y. 
znsammengeh&-ige Werte, so iüt 

E s  k t  also der EU diesem C gehorige Pfeil 

A b e r  es  i s t  w o h l  z u  b e a c h t e n ,  daSs e i n e  A n d e r u n g  des 
P f e i l e s  d e r  e l a s t i s c h e n  L i n i e  e i n e  A n d e r u n %  d e r  i n  F i g u r  2 
des  K ü b l e r s c h e n  A u f s a t z e s  a r igegebenen  Grofse  Au  zur  
F o l g e  h a t .  

Aus der noch ganL allgemeinen Gleichung 

Setxt man, wie Herr Ki ibler  es thut,  

-- 

gleich dem konstanten Korrcktionsglied YCorr., so ist 

.Jetzt  miils zwischen  xwei F i l l e n  i i i i t e r seh ieden  w e r d e n  
I) die achsiale Ziisammenpressung t, - la2 i2 sol1 berücksichtigt  verd den. 
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Von CH. J .  KRIEYLER. 337 

2) die achsiale Zusammenpressung E ,  = n2i2 sol1 vernachliissigt 
werdcn. 

Im Falle 1) hat man 

woraus sich ergiebt 

und hieraus erhklt man durch Integration, wenn noch 

gesetzt wird, 

Es sind aber zusammengehorig 

"0 Und ' l J = y o = f - f ' ,  
also ist 

A = l  
und man hat 

- -  . 

(1) y = f - f ' .  C O S [ ~ ( I  - E,) I/Corr. . S I .  

(11) y  = f - f.' . cus[q'cOLT. .SI. 
Nun hat Heir K ü  b l e r  im Faile 1) 

f ' = f  
gewghlt, also ist die Gleichung der elastischen Linie bei Berücli- 
sichtigung der achsialeri Zusammenpressung 

1 
Damit aber fur s = - auch wirklich y  = f sei, murs 

2 

sein. d e r  meil 

ist. so muCs 

sein. 
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353 Bemerkungen zu dem Aufsatze des Herm Baurat Kübler etc. 

D i e s e  G l e i c h u n g  e e i g t ,  d a î s  b e i  B e r ü c k s i c h t i g i i n g  der  
a c h s i a l e n  Z u s a m m e n p r e s s u n g  u n d  des  K o r r e k t i o n s g l i e d e s  
VCoG. die  g e f a h r l i c h e  D r u c k k r a f t  d e n s e l b e n  W e r t  h a t  wie  
d i e  Eulersche Knickkraft f ü r  e i n e n  S t a b ,  dessen  f r e i e  L a n g e  
n i c h t  Z s o n d e r n  n u r  

1 (1 - E ~ )   CG 
i s t ,  v o r a n s g e s e t z t  n a t i i r l i c h ,  d a î s  d e r  g a n z e  V o r g a n g  i n n e r -  
h a l b  d e r  E l a s t i z i t a t s g r e n z e  b le ib t .  Da V C ~  eine Funktion des 
gewshlten I'feiles f' ist, su ist obiger Wert für P von f abhkgig,  d. h. 
d i e s e r  W e r t  v o n  P i s t  d i e j e n i g e  D r u c k k r a f t ,  w e l c h e  d e n  S t a b  
i n  d e r  g e w a h l t e n  D u r c h b i e g u n g  f z u  e r h a l t e n  vermag .  1s t  P 
g r 6 I s e r  a l s  o b i g e r  W e r t ,  so  w s c h s t  d i e  D i ~ r c h b i c g u n g  ü b e r  
d a s  g e w a h l t e  f h inaus .  

Für  diese elastische Linie berechnet sich nun die GrXse Ou der 
Bewegung des Stabendes nach dem Vei-fahren, das Herr K ü b l e r  auf 
Seite 324 seines Aufsatzes anwendet, wie folgt: 

Dio allgemeine L6sung der Differentialgloichung (1) lautete 

Nun ist hier 

denn es wird ja hier die achsiale Zusammenpressung berücksichtigt. 
Rei Vernachlassigung kleiner GriiSsen hoherer Ordnung wird aber 

also ist 

woraus 

E 7c auSserdein n(1 - e,)icorr - = , 50 d ü k  die Intrgration .ergiebt 
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Von CH. J. KRIEXLEIL 359 

Es sind also bei Berücksichtigung der achsialen Zusammenpressung 
1 der Pfeil f und die Einwiirtibewegung Ao = n P i Z 2  + li2f2i des Stab- 

endes zusammengehorig. 
Geht man jetzt zum 

Fail 2) über, bei welchem e, vernachlassigt wird, so ist die Gleichung 
der betreffenden elastischen Linie 

(II") y = f  f'cos[lz1/cGG.s], 
1 

und damit f ü r  s = - aiich wirklich y = f sei, murs 
2 

Vorderhand m6ge hier der Wert  noch unentschieden bleiben, 
wolcher dem Pfeil f' zu geben ist. 

In der allgemeinen Gleichung 

ist jetzt, weil die Zusammenpressung vernachlnssigt wird, 

E s  ist also 
d (A'a) -- - 2 

d s  - ; (2 fy-yB+-$) ,  
woraus 

1 

E 
Nun ist hier y = f - f' cos [ n v G  . s] und auîserdem nvcorrq- 

- 
z - - 
2 ' so dah  die Integration ergiebt 

c = q f ' 2  - (3 
2 

also hat man 

(IIb) 
1 ArU = n 2 f t 2 -  . 
8 

E s  sind also bei Vernachliissigung der açhsislen Zusamriienpressung 

der  Pfeil f und die Einwirtsbewegung K a  = n2f'" cles Stabendes 
8 

zusaruniengeh6rig. 
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360 Remerkungcn xi1 dem Ailfuatze des TTerrn Reurat, Kübler etc. 

Herr K ü b l e r  erwiihnt nun ausdrücklich auf Seite 310, dai's die 
elastische Linie bei Berücksichtigung der achsialen Zusammenpressung 
und diejenige bei Velnachliissigung dieser dieselben Endpunkte haben 
sollen, es soll also fiir diese beiden Linien An denselhen MTert haben, 
d. h. es soll A'u  = Au sein. Setzt man die entsprechenden Werte ein, 
so erhalt man die Gltiichun'g 

Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dak 

Die pressungslose elastische Linie des IIerrn Kü  b l e r  hat aber den Pfeil 

f"= @qq f ï )  

also ist für dieselbe 
nrra = n 2 p  2 1 

8 = n2i2f + n2pg  < An 
Es  i s t  s o m i t  i n  d e r  F i g u r  2 die  g e s t r i c h e l t e  L i n i e  ver- 

z c i c h n e t ,  s i e  h a t  i n  W i r k l i c h k c i t  n i c h t  d i e s e l b e n  E n d p u n k t e ,  - 

w e l c h e  d i e  a u s g e z o g e n e  L i n i e  h n t ;  damit werden alle Folgerungen 
hinfiillig, welche Herr K ü b l e r  aus der Vergleichung der zwei Linien 
unter der Voraussetzung zieht, daîs sie dieselben Endpunkte haben. 

Nachdem nachgewiesen ist, dals ein Rechnuilgsfehler vorhanden 
ist, soll noch gezeigt werden, wo dcrsclbe gemacht wurde. 

Auf Seite 309 setzt Herr K ü b l e r  
d s  dx 

1 cos 9 = d s  - di 
und nicht 

a s  de .  1 - cos fp = -- - 
a s  ( 1 - s , ) d s 7  

also handelt es sich um die p r e s s u n g s l o  se  elastische Linie; bei 
dieser besteht aber der Weg d ( A u ) ,  den bei der Deformation. die 
Druckkraft P zurücklcgt, einxig und allein aus der Zusammendrückung, 
welche der Stab dureh die I3iegung vom Momente M = Y (f - y) 
crfjhrt, und n i c h t  auch gleichzeitig aus der Verkürzung n"2d.~ des 
Stabes vom Drucke P selbst, denn diese wird ja gerade bei der pres- 
sungslosen elastischen Linie vernachlissigt. H e r r  K ü b l e r  korribiniert  
a l s o  z w e i  Sacl ien,  d i e  n i c h t  zusaminen  g e h o r e n ,  u n d  b a u t  auf 
d iese r  f a l s c h e n  G r u n d l a g e  a l l e s  f o l g e n d e  auf .  IIiitte Herr 
Ki ih le r  diescn ~'ehler '  nicht gemacht, sn ware er, wie iin Vorstehenden 
gezeigt wurde, auf die Eulersche Gleichung 

7 c e F T  p = i 
1' 
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gekornmen, in welcher als freie Lange L nicht die natürliche Slab- 

lange 1 sondcrn die redueierte Lange L(1 - E , ) ~ .  zu nehmen k t .  
N u n  v e r s t e h t  m a n  u n t e r  ; ,Kni~khaft '~  d i e j e n i g e  D r u c k k r a f t ,  
u n t e r  w e l c h e r  d e r  S t a b  i n  keiner i h m  k ü n s t l i e h  e r t e i l t e n  
D u r c h b i e g u n g  v e r b l e i h e n  lzann, a l s o  i m m e r  wieder  g c r a d e  
wird.') Der , , K n i c k k r a f t U  entspricht also der Pfeil f = O bezw. 
f' = O, so d a h  bei Ermittelung der , , K n i c k k r a f t U  C = O und y = O 
zu nehnien sind; dadurch erhiilt der Faktor 

und mit ihm der Paktor G r .  den MTert 1. Es ist a h  bei Rerück- 
sichtigung der achsialen Zusammenpressung die ,, K n i  c k k r a f t "  

ein Resultat, zu den1 man auch ohne lange Ableitungen gelangt durch 
die folgende Überlcgung, welche wpgen des hei konstantein E: stets 
gültigen Prinzipes der , ,Summat  i o n  d e r  E f f e k t  e" zvlissig ist: ein 
durch P gedrückter Stab wird :tuf alle Falle um A l  = 1 .  E, gekürzt; 
falls nun eine künstliçhe Ausbiegung hinzukommt (was ja nicht not- 
wendig der Fa11 ist), so kann sich der Stab wieder gerade richten, 
wenn die Driickkraft Y den mir übrig geblicbenen fi-cien Lange Z ( 1  F,) 

gehorigen Wert  Po der Eulerschen Knickkraft hat. 
Herr Baiirat K ü b l e r  hnt in der ,,Zeitsclirift des Vereins deutscher 

Ingenieure" vom 20. April dieses Jahres einen weiteren Artikel über 
seine Hnickformel veroffentlicht, in welchem derselbe Anschauungs- 
fehler vorhanden ist, wie in den frühcren Veroffentlichungen, so daïs 
vorliegende Bemerkungen auch auf den neuen Aufsatz sich beziehen. 

1) Naheres hiwüber i s t  in einem Aufsatze riiilgeteilt, den ich in1 Z e n t r a l -  
b l a t t e  dcr II a u v e r w a l t u n g  vom 15. Mai 1901 zur Veroffentlichung gebracht 
habe. Uie iri jenem Aufsatze mitgeteilten lk su l t a t e  sind mit Hilfe der Anipli- 
tuderifiinktioneri gcfunden woiden. 

Zeitsclirift f .  Yatheinatik u. I'hgsik 41; Band. 1801. 3. Heft. 
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362 Bemerkungen zu dem Beitrag zur Knick-i$lastizit%t und -Fesligkeit etc. 

Bemerknngen zu dem Beitrag zur Knick-Elastizitat und 
-Festigkeit von Baurat J. Kübler Bd, 45, S. 307 - 332. 

E s  ist, besonders bei den stark federnden StAberi, zu  beachtcn, 
daîs die Kraft P nicht in der Richtung der elastischen Linie wirkt, 
die spezifische Zusarnmenilrückung ist daher nicht E,  = P/EF, sondern 
P c o s  rp/EF; damit erhiilt man für den Krümmungshalbmesser 

1 12"-Y) - - - -- - - - sin y. 
9. 1 - n z i e c o s q  d y  

Hieraus folgt, wenn man annimmt, dafs der Stab in der Mitte 
die Richtung der Kraft P hat und dafs daselbst y = O sei, 

1 n e  1 - cos rp - - n2i2sin2rp = - (2 fy  - y2). 
2 2 (21 

I n  der Büblerschen Abhandlung ist in der Formel (2), S. 309, 
die lntegrationskonstante di2 hinzugefügt und dies durch die Gleichuiig 

begründet worden. P % l s c h l i c h  wurde dabei angenommen, dah hier s 
sich auf den ursprünglichen Zustand beziehe und x auf den durch 
iiufsere Krzfte veranderten und d a m  d(s - x):)ldx = nai2 = Y/I<F ge- 
setxt. E s  ist aber zu beachten, daîs s in der Formel (3) sich auf den- 
selben Zustand bezieht, auf den sich q bexieht, d s o  auf den durch 
Krafte veranderten. 1st ds, ein Element der ursprünglichen elastischen 
Linie, so wird das entsprechende der veranderten 

somit 
d  x  1 d x  cosrp= -=--p.- 
d s  1 - nPi2cosq> as,, 

O der 
d x cos rp - d i 2  cos2 cp = -- 
d so 
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Hierails folgt 
d y  s iny - n2i2sinycosy = - . d s0 (5) 

Die Rechnung wird am einfachsten, wenn man 

y = f (1 - cos Ti) ('3 
setzt. Dann wird mit n%i" = P/EF= E ,  und i n f  = k nach (2) 

2 - 2 cos y - ~ , ( 1  - cos2 rp) = 4 1c2 sin2 8 ( 7 )  
und nach (5) 

B k S 9  . 
sin - E" sin y COS g> = - -  ln 8 .  

n. ds, (al 
Aus (7) fol@ 

-- 

cg COS y = 1 - 1/(1 - E,,)~ + 4 E~IG' sin2 8 

und 
(9) 

Die Einsetzung il1 (8) ergiebt: 

Mittels Reiheiientwickeluiig bis zur 4. Potenz von E ,  erhiilt man 

Setzt man das elliptische Integral erster Art, 
3 

und dasjenige 2. Art, 
.? 

und beachtet man, dah 
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364 Bemerkungen eu dem Beitrag zur Kniek-ElastizitSt und -Fostigkeit etc. 

so fol& aus (12), wenn so von der Stabmitte an gemessen wird, 

n i l  - e, - s, = F(8) - [F(4)  - E ( ~ ) ] ( E ,  $ E: + $ E: + E;) 
- EUIC~ [2E(4)  - F(8) - sin 8 cos 8 1/1 - k2 sinW][l + LI,' E, 

+HE:  - Q  ~ ~ 1 : ~ ( 8  + 2 9 ~ ~ )  + 8e:lb4] 

+ $tUk2[F(8) -&(a) - 3k2sin34cos81/i-/ysin"](2 25:-6&k2) 

- ~ ~ ~ s i n ~ ~ c o s 8 1 / ~ s i n ~ $ ( 2  - 5 k 3 ~ i n 2 8 ) .  (1 3) 

E s  wird y - f ,  wenn 8. = (i + n)n gesetzt wird. In der Kegel 

kommt nur 8= in Betracht. Dann wird, wenn, wie üblich, F - = K 

und E(;) = E gesetzt wird: 
(9 

Bezeichnet man den entsprechenden Wert  von P niit Po, fio wird, da 

Dieser Wert entspricht der E u l e r  schen Kniçkkraft, wenn man die 
Zusanirnendrückbarkeit der elastischen Linie berücksichtigt. Berr 
K r i e i n l e r ,  der in den vorhergehenden Bemerkungen die schiefe Lage 
von P gegen den Stabquerschnitt nicht berücksichtigt, erlialt (1 - 
statt (1 - F ~ )  in1 Nenner. 

Eine Ausbiegung tritt erst ein, wenn P > P, ist; alsdann ist 

1st F, = O ,  so kann aus einer Tafel der elliptischen Fiinktionen (z. R. 
IIoüel, Recueil de formules et de tables numériques, Paris, 1866) 1; 
direkt gefundeu werden; d a m  wird 

Llieser Fa11 wurde schon 1880 von Saalsçhütz erschGpfeni1 behandelt.') 
- - -  

1) Saalschütz, Prof. Dr. L. Der belastete Stab unter Einwirkung einer seit- 
lichen Kraft. Auf Grundlage des strengen Ausdruckes für den Krümmungsradiue. 
1,eipzig 1880.  S. 1 - 34. 
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1st E ,  nicht gleicl-i Null, so ist 7;. dnrch allrn&liche Aiiilaherung 
zu bestimmen und sodann 

zu setxeu, oder f l l  kann direkt mittels Iieilien berechnet werdeu. 

Mit I<ücksicht alif die bekanntrn Rcihen für K und E rrliiilt man 
aus (14) 

l/i= + (yk2 1 - 4 ~ 0 ~ +  (qPL4., 3 - 1 6 ~ ~ + 4 3  

% ( l - z 0 )  2 4  3 (1 - E ~ ) '  

2 
Dieser Aiisdruck, der mit  E ,  = O gleich rr K wird, enhpricht der ( 1  } 
des Herrn- K ü b l e r .  

Setzt man 

so wird 
u = v + 2 v 2 $ 5 v 3 + 1 4 v 4 + 4 4 2 v 5 + ~ . .  

Hieraus erhilt  man, indem man zunachst 

setzt, nach dèr Methode der unbestimmten Koeffizienten, wenn E: Ter- 
nnchl'issigt wird: 

u s  
- ,, (1 + 60 8 ,  + 96 &:i], (20) 

somit mc,h (17) 

1' 
Für 1,- - 1,7487 und E ,  - O erhàlt man hieraos 1 - 0,40284 wahrend 

0 
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1st = 0,  fi0 wird 

worin v = ( - 1) r u  setam ist (rergl. (19)). 

Der Wert der [ ] in Formel (21) schwankt, so lange P/PO nicht 
sehr grofs id, zwischen engen Grerizen, wie ans der folgenden Tafel, 

f 2a 1 - 2 a  aufgenommeii in welche auch noch die Worte von ï, -1-  uiid --- 

sind, hervorgeht. 

Ta fe l  1. 

2 
arcsink- 

n 
- I I  

2 
- / ~ 1  

Sdzt  man 

so ist, sn lange $'/Y,, < 5, der Fehler < 1,43 O/, 
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f 2 1st l'/Po > i3, so liefért (17) Ait 76 = 1, also = l/Tp (1 - r , )  
sehr genaue Resultate. l) 

aus 

in i t, 

n i e  Richtung der élastischen Linie ini A n g r i f f ~ ~ u n k t  von 2' folgt 
7c 

( 7 )  niil 9. = - Bezeichnet mari den eritsprechericlun Wert von  cp 
2 

a, so wird 

Die Reilieneiltwickelung liefert 

slso fiir = 0 : 

sin 2 = k 
2 

Die erste Spalte der Tafel 1 giebt somit * a  in Bruchteilen des Qua- 
draiiten an. 

Z w  Restimmung der Sehne 2a der elastisehen Linie des Stabes 
hat man 

dx ds - d s a4 - "0" = cos (1 - En cos q) 
9. 

-- 

- 5"" (1 - 1/ (1 - en)" 4 e0L2 sin2 4) i ( l  - &,)Kt 4r0P2 sin' it 
d 9. 

Entwickelt man in Reihen bis zur  4. Potenz von E , ,  so wird 

Die Lutegration ergiebt 

- n i / ~ ~ Y , - ~ r , + 3 r , ~  

1) Borh grnaiirr ist 7 = x v~ - 1 6 e  '-'0+ted 
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Die lialbe Sehne a folgt alsdann aus 
na 

- - (2E - K)[l + k ~ $ ~ ( l  + - 2 ~ ~ / i . ~ ) ]  i / i <  
- (K - E) [- lg(1 - E,) + ;,€;1c2]. (30) 

Zur Bestimmiirig der Verkiirzung ergiebt sich 

liissigt wird, 
1 - 2 n  

1 

Durch lieihenentwickelimg erhalt man 

IIerr K ü b l e r  giebt für ( 1  - 2a)l l  den Wert X2 an, Herr K r i e m l e r  
den etwas genaueren e, + 7c2. 

Die von ersterem auf S. 323 angegebenen Wertc weichen ciaher 
für grofse Wrrte von 7c von den ~ R I I R I I ~  eihehlich ab. 

Setat man 1c2 an die Stelle des Küblerschen Ausdriicks ;(2 i 2 +  P), - 
A n , - 1 - 2 n  

- so wird, wenn E, = 0, - - 
1 2 1 fiîr 

Die beiden Stabenden berühren sich (2a = O), wenn K - 2 E. 
Dies tritt ein Sür k2  = 0,8261 ; alsdariri wird f/Z = 0,3916 und 1'= Po. 2,184. 
Iierr K ü b l e r  giebt für diesen Fall f / l  = 0,384 an (Taf. I I I  Pig. 6). 

Mit Itücksicht auf (19) erhalt man 

2 za - E ~ + ~ u - -  (l ' o x l p - [ l  + % ( l -  lzr, - 120~0) 
1 - 4 E,) 

+ 'i (5 - 12r0 + 2641;) + 2 (27 - 57 r,  - 90~:)  f - . .], (34) 

- 1) ist. 
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Für  grofse P/P, erhilt man, wenn man die Reziehungen zwischen 
E und K fiir grohe k beachtet: 

Die [ ] der Pornlel (34) ist also für groîse T'/Po divergent. - 
Auf Grund der hier entwickelteri Formeln ergeberi sich für die 

entstehenden Spawzzcngen Resultate, die von den Küblerschen erheblich 
abweichen. Da (bei vollkommener Ausführung) f = O ist, so lange 
P < Po aus (151, so ist fiir diesen Fa11 die  Driickhelastiing Y = 776, 

wo 6 die entstehende Druckspannung ist. Erst, wenn 6li'> Po oder 

lli > n VE-/. ist, kornriit die Formel 

zur Anwenduug (bei Gulüeisen ev. o f P =  P - - - 1 , wo G' die Zug- i:: ) 
sparinnng kt).  Set7t man, sa lange 'P < 5 Po kt, im AnschluJs an (21) 

so folgt, wenn zur Abkürzung 

x iB P - Po und 2 = - - . --- 
4 e l  Po gesetxt wird (z  ist hier stets < 0,07): 

woraus P diirch allin&liche Bnniiherung bestimmt werden kann. 
Weniger genau ist 

Diese Formel kann angewandt werden, so lange Zje < 14Z/~ ist; 
sie weicht, so lange 16/eE kleiri ist, nur wenig von der Küblerschen 
(25) S. 322 ab, wenn dort = 0,s gesetzt mird. 

Bei stark federnden Stiben kann, wenn P >  4P0 ist, nach (17) 
2 

f / l  = -i/.€'ijY gesetzt werden, alsdann e rhd t  man aus (36) 
sZ 

Diese Formel gilt nur, wenn z/e > 4 3 c ~ / G .  Fiir l/e = 4nE/o 
weichen (39) iind (40) kaurn von einmder ab. - 
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Entgegnung. 

Entgegnung. 

Von Baurat J. KÜBLER in Elslingen. 

Auf die beiden vorstehenden Bemerkungen einzugehen w5re 
zwecklos, weil sie das eigentliche Wesen meiner 'i'heorie der Knick- 
festigkeit gar nicht berühren. Dagegen will ich nichts unrersucht 
lassen, was zurn leichteren Verstind~iis dieses schwierigen Kapitels 
beitragen kann. 

Unter Pesthaltung meiner bisherigen Bezeichnung bitte ich des- 
hdb, mit mir die folgende Betrachtung anzustellen: 

Man erteile dem ursprünglich geraden und elastischen Stab künstlich 
eirie derartige Biegung, dafs seine Mittelliriie mit der in  ~neiner 
friiheren Figiir gtnstricheit angegebenen Linie ei-isammenfa~llt. Das ge- 

-- -- 

schieht dnrch ein Moment ilI' = i" f f Z  - y') = w2i2 + f "os ~ S V ,  
-- 

welches in der Stabmitte am groîsten ist = w2i2 + f 2  und gegen die 

Stabenden hin nach deni Gesetz ; e i / 2 ~ ~ c o s  nsV abiiimmt bis zu 

Null. Die Gleichung dieser gestrichelten Linie ist y'=r/m(l -cos ~ z s  Q 
-- 

und stellt also einen Bogen dar vom Pfeil f = f12 +fa  und der Sehne 
2a, die kleiner ist als die Stablange 1. 

Hltlt nmn nun in diesem künstlich herbeigeführten Znstand des 
Stabes die beiden Stabenden derart fest, dak dortselbst - eritsprecliend 
der Voraiissetziing der freien Knicklange 1 - keinerlej Momente auf- 
treten konnen, wohl aber die Bogensehne 20 unabltnderlich erhülten 
bleibt und überliilst, nach diesen Vorkehrungen, den Stab nun ganz 
sich selbst, so wird er in  dem Bestreben, in seine ursprünglich gerade 
und spannungslose Lage wieder zurückzukehren, gehindert, weil eben 
seine Xnden nicht ausweichen konnen. Infolge dessen wird der Stab 
sich gegen die Widerlager stemmen, welche durch die Konstanz der 
Sehne 2a  hervorgerufen worden sind; dadurch erliilt der Stab aber 
Druck, seine Lange wird also kürzer, und er nimmt bei gleichbleibender 
Sehne 2a  deshalb eine kleinere Pfeilhohe f an. 

\Vie klein aiicli immtrr dieser I'feil f '  sein mage, so ist also der 
$tab in dieseni Zustand irn allgemeinen ein elastischer Bogen mit 
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Kiimpfergelenken von der Stützweite 2 a  und der Pfeilhohe f ,  die im 
besonderen Fa11 auch Nul1 sein kann. Durch sorgsamstes Fernhalten 
aller Zufiilligkeiten niinilich und wenn es insb~sonderr. moglich mare, einen 
Stab so herzustellen, daîs seine Mittellinie eine mathematische Gerade 
und diese Gerade zugleich voilkommene Symmetrieachse ware inbezug 
auf die Beschaffenheit des Stabes und seiner Belastung - konnte eine 
Biegung nitiglicherweise Ierngehalten werden; aber dieser Gleichgewichts- 
nistand des Stabes wiire nur ein labiler und wiirde beim geringfügigaten 
AnlaIs übergehen müssen in den stabilen Gleiehgewichtszustand. Da 
in den Aufgabcn der Praxis immer nnr mit d m  letzteren zu rechnen 
ist, so ist also eine Biegung, wenn auch noch so klein, im Allçemeinen 
anznnehriien. 

Wer nun mit dem elastischen Bogen vertraut ist, mird sich über- 
zeugen, daIs der Stab, wie wir ihn zuletzt verlassen haben, sich genau 
in dem Ziistand des zentrisch mit P gedriickten P t a b ~ s  von der f r ~ i e n  
Knicklange Z befindet, welchen Zustand ich in meiner früheren Figur 
niit ausgesogemer Linie dargestellt habe. Denn in tliesem Zustand wird 
der Stab zentrisch gedrückt mit Y und gebogen mit dem Moment 
171 = P(f - y) = Pf cos nsV, und seiue Mitbelliriie hat die Gleichung 
y = f(l - cos nsV). Ferner wird, wer mit dern elastischen Rogen 
rertraut ist, aus obiger Betrachtung erkrnnen, dah, wenn in Gleichung 

y' -1 / /2 i2+/ ' (1  - c o s n s v )  an die Stelle von y' die Ordinate y der 
gedrückten Stabniittellinie, d. i. also: 

y =1//2iZ+fZ(1 - cosfisV) 

gesetzt wird, dafs danlit aiich die eigentliche Druckspannung in die 
Gleichung der deformierten Stabmittellinie aufgenommen worden ist 
und dah man dadurch erst die hier allein giltige statische Gleichung 
erhalten hat. Und dies ist eben der Iiern der Sache! 

Bis jetzt ging man irrtümlich davon aus, daîs die geometrische 
Gleichung y = f ( l  - cos ns P) der gedrückten Stabmittellinie auch die 
statisclle Gleichung sei; damit kornmt man aber auf die Eulersche Formel, 
die deshalb auch und gerade für die in der Praxis gewohnlich vorkommen- 
den Falle widersiniiige Resultate liefert. Die statische Gleichung kann 
aber nur insolange mit der geometrischen übereinstinirnen, als die 
Mit te lhie  spannungslos (neutral) 1st; denn sonst rnülste ja diese 
Gleichiirig diesellve sein, ob die Mlltellinie eme derartige Spamung 
hztte oder nicht, Ras doch offenher nicht moglich ist. 
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Über das Brunssche Eikonal, 

Von F. KLEIN in Gottingen. 

Im 21. Bande der math. phys. Abhsndlungen der Kgl. sachsischen 
Gesellschaft der Wissenschaften (1893) hat Herr B r u n s  einen be- 
merkenswerten Beitrag mir Strahlenoptik veroffentlicht, in welchem er 
fur ein beliebiges optisches Instrument den Verlauf eines das Instrument 
durchdringenden Lichtstrahles mit Hilfe einer Funktion von 4 Ver- 
anderlichen darstellt, die er als Ei7cotzal bezeichnet. Ich reproduziere 
hier seine Grundformeln in freier Weise. ATan hezeichne den Piinkt, 
in welcheni der den Objektraum durchsetzende Teil des Lichtstrahles 
(wenn n6tig geracilinig verliing~rt gcdacht) die XY-Ebene des Objektraums 
schneidet, mit 6, 7, die Richtungskosinus, die er (im Objektraum) mit 
den Koordinatenaxen bildet, mit p, p, r ;  die entsprechende Bedeutung 
sollen E', bez. p', r' für den RilrLraiim haben. D a m  ist das 
Eikonal in seiner (hier allein in Betracht kommenden) urspriinglichen 
Form eine Funktion von E ,  7, g', 7': 

3 (k, 7 l Y, 4, 
verm6ge deren sich der Verlanf des Lichtstrahls im Objektraum und 
Bildraum mittelst folgender E'ormeln darstellt: 

unter c, bez. c' die Tliclitgcschwindigkeit im Objektraum und Bildraiim 
verstanden. Ieh werde diese Formeln kurz so zusarnmenfassen: 

Hiermit molle man nun die Entwiclielungen vergleichen, die 
H a m  i l t  O n 1824ff. seinen Untersuchungcn über Strahlcnsysteme zu 
Grunde gelegt hat.') Hamilton beginnt dort damit, den Weg des 
~- - - - -  -- 

1) Wegen der genaucren Nachweise vgl. etwa den dritten Hnnd des P o g g e n -  
d orffschen IIandw6rterbuchs. 
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ein Instrument durchdringenden Lichtstrahles in der von JO h a n n  
B e r n o u l l i  herrührenden, heutzutage allgemein bekamten Art durch 
die Forderung eines Minimaximums festzulegen. Es sei x, y, z der 
Ausgangspunkt des Lichtstrahles (im Objektraum), x', y', z' sein End- 
piinkt (in1 Hilrlraum), c, c,, c,, . . . ., cf spien die Lichtgeschwindigkeiten 
in den successiven Medien, welche der Lichtstrahl durchdringt, d l ,  
dl,, d l 2 ,  . . ., d l '  die Weglangen, die er in diesen Medien bezieliurigs- 
weise zurücklegt. Die E'estlepng des Lichtstrahles erfolgt dann 
dadurch, dals man verlangt, es solle die Sumrne: 

bei festgehaltenem Anfangspunkt und Endpiinkt eine verschwindende 
erste Variation haben. Soweit Johann Bernoulli. Dus ATeue bei 
Hunziltoli?. ist, dufi er die Uetmchtung weiter fortset~t, irdern er vor- 
stehende Szmme naclz. Festlqung des LicI~Zstrahls uls eine Fun7ction i7mr 
Oeiden Enclpunkte Oetrachtet: 

Dieses fi ist die von U a m  i l  t on so genannte cl~arnl;teri.stiscl~r: 
Funktion ,des optischen Instruments, es bedeutet einfach die Zeit, 
welche der Liclitstrahl gebraucht, urn bei einern Durchgange durcli 
das Instrument von x, y, z nach x', y', z' zu kommen. I n  der That 
ergiebt sich, da16 man den Gang des Lichtstrahls durch dieses SI, 

in einfachster M7eise darstellen kann; man hat in dieser Bezieliung die 

die ich wieder 

(5) da=- 

in eine zusammenfassen ai l l :  

1 
- (pdx + pdy + r d r )  + $ (p'dx' + qpdyr + r'de'). 

Beilaufig folgt aus (4), dafs SL den beiden partiellen Differential- 
gleichungen genügt: 
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Die ~ h n l i c h k e i t  der solcheraeise mitgeteilten Formeln mit den- 
jenigen von B r u n o  lie@ auf der Hand, und es scheirit urri so wichtiger, 
den Ütiergang von dem einen Forrnelsysteme zurn anderen ailmgeben, 
als die Eikonalformeln bei B r u n s  selbst zunachst auf sehr umst%ndlicheni 
Wege - dnrch H ~ r a n z i ~ h u n g  der 'i'heorie der Berührungstrans- 
formationen mit Zugrundelegung des Malusschen Satzes - aufgestellt 
werden, wiihrend Harr i i l tons  Entwiükelungen aus der Definition von 
JL d o r t  folgen und an Einfachheit nichts zu wünschen Inssen. Ehen 
dieser Übergang ist denn auch der Zweck der vorliegenden kleineii 
Mitteilung. 

Man nenne einfach den Abstand, den der Punkt X, y, z des 
Objektraunis rom Punkte E ,  7 ,  o dasclbst besitet, Q, ebenso den 
Abstand von s', y', a' und k', l;;', O P'. Es ist dann 

Setzt man die hier sich ergebenden Werte der Differentiale 

in (5) ein, so kommt nach kiireoster %wischcnrechnung 

Der Vergleich mit ( 2 )  gibt daraufhirl (wenn ic.h die etwaige Inte- 
grationskonstante in das Eikonal einrechne): 

Daher: Dus EiX.onu1 ist gbcich dcr c~~araX;~ i , s t i . s c /~~?n  EZcnLlion f i r  
g - O, g'= O ;  dasselbe bedeutet einfacib die Ze i t ,  wclcl~e die LicWt- 
beu;eyutzg gebraucht, u7n sic72 entlang dem cias Ins t ru~ne~z t  dzirchdrinyenden 
fh-ah1 mm Ohjektpunkte 5 ,  7, o zum 7~ilrlpunl~tc k', 7; o fo~tzq$awc;n. 
- Zugleich ergiebt sich, dails sich, bez. inwiew-eit sich das Eikonal 
vor der allgemeiuen charakteristischn Funktion durch prinizipielle 
Einfaehheit auszeichnet. Die beiden partiellen Differentialgleichungen 
(6) verwandeln sich namlich vermoge der Substitution (7) in folgende: 

d m  Eikonai E ist also seinerseits nicht weiter a n  irgend welche partielle 
U i f f c r e n t i n ~ l e i e 7 ~  gebunden. 
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Ich kann diese Heine Note nicht schlielsen, ohne najchdriicklich 
auf das ganz besonclcre Interesse von I I a m i l t o n s  Untersuchungen 
ziir Strahlenoptik hinzi~weisen. Die Mcthode der charakteristischen 
Funktion führt ihn einerseits zur weitgehenden Behancilung instrumenteller 
Fragen (wobei er zahireiche Resultate spiiterer Autoren anticipiert), 

.andererseits zur Entdeckung der konischen Refrakt'ion in zweiachsigen 
ILrgstallen. Aber mehr als das, sie ist, wie ich bereits vor 10 Jahren 
in eincm vor der Katurforscherversanirnlung in Halle gehaltenen 
Vortrage ausführte ') , der leider nicht die allgemeine Beachtung ge- 
fundcn hat, die ich für ihn in Aussicht nahm, die eigentliçhe Wurzel 
von Han1 i l t  O n s Entdeckungen auf dem Gebiete der allgemeinen 
Dynamik! In den Anmerkungen zu der demniichst in O s t w a l d s  
Klassibern erscheinenden de~it~schen Ühersetzung von H a m i l t o n s  
dynamischen Abhandungen wird Herr H e u n '  dieses Sachverhaltnis 
erneut darlegen. Ich kann nur den Wunsch aussprechen, &ah die 
schwer zuganglichen und sehr zerstreuten optischen Abhandlungcn 
H a m  il t O n s ebenfalls gesammelt dem grohen Publikum zuganglich 
gemacht werden mochten; eine solche I'ublikation würde nicht nui- 
historisches Interesse haben, sondern aiich ohne Zweifel auf unsere 
heutigen Ideenbildungen nach vielen Richt'ungen kliirend und fih-dernd 
einwirken. 2, 

1) Verhandlungen 1891, zweiter Teil, pg. 4ff. Siehe auch Jahresbericht der 
Deiit,schen Mathematiker-Vereinigiing, Rd.  I., pg. 3.5ff. Ich habe den Cegenstmti 
seitderu in meinen Vurlesungen über Meçhanik wiederholt eingehend entwiçkelt. 

2) Hr. n r i lns  schrciht mir mi der Entwickelnng des Textes noch folgende 
Heruerkungen: ,,Der Zusammenhang zwiuçhen der charakteristischen Funktion und 
dem Eikonal blcibt bestehen, wenn man annimmt, daCs das Tkhtteilchen hei 
jeder Brcchurig eine gcwistle von dem Orte des Urechungspunkteu abhSngende 
Vr:rzogerung erführt, mobei es gleichgiiltig ist, ob die Rrechiingspurikte wie gc- 
wohnlich eine E'lache oder aber eiuen k6rperlichen Rauui erfüllen. - Lui übrigeri 
liefert der von mir betretene TVeg als Entgelt fiir die umst2mdlichere IIerleitiing 
den Kachweis, daSs die miiisteu Satee der geomctrischen Oplik gar nicht optischer 
Natur sind, sondern der reinen Liniengeomctrie angehoren." 
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Raumliche Kollineation bei optischon Instrumenten. 

Von P. KLEIX in Gottingen. 

Das im Bolgenden abzuleitende Resultat ist an sich nicht neu, 
sondern findet sich bereits in  der (in der vorstehenden Notiz besprochenen) 
Abhandlilng von B r u n s  über das Eikonal. Wtihrend es aber dort 
nur beiliiufig inmitten umfangreicher analytischer Entwickelungen 
auftritt, sol1 dasselbe hier direkt durch blofse geornetrische Betrachtung 
abgeleitet werden. Das Problem ist, zu entscheiden, welche Beziehuilg 
zwischen Objekt und Bild bei einem absoluten optischen Instrument 
lxstehen mag, d. h. bei cinem Instrument, das alle Strahlen, die von 
einem beliebigen Punkte des Objektrauins ausgehen, genau wieder in 
einen Punkt des Bildraums vereinigt. 

Die nachstliegende Renierkung, die man vom geometrischen Stand- 
punkte aus machen wird, ist die, d a h  die Beziehung zwischen Objekt- 
raum und Bildraum jedenfalls kollinear sein m u h  (vcrgl. C z a p  sk i ,  
Theorie der optischen Instrumente nach A b b e ,  Rreslau 1893). In 
der That sind ja die beiden Riiume von vornherein derart aufeinarider 
bezagen, d a k  jeder grmden Linie des einen H m m s  (jcdern TlicEitstiahl) 
immer eine gerade Linie des anderen Eaumes (der zugehorige Licht- 
strahl) entspricht, - da aber nach Voraussetzung die Beziehung zugleich 
eine punktweise sein sou, so konimt man auf Grund der Moebiusschen 
Netzkonstruktion in bekannter Weise zu einer Kollineation. Hierbei 
hat nian, was den fiinktionentheoretischcn Charakter der Abbildung 
des einen Raunies auf den zweiten angeht, nichts anderes vorauszusetzen, 
als die Slelig7ceit der Beziehung; dafs die Abbildung eiue unulytiscl~e 
ist, ergiebt sich aus dein Beweisgange, demzufolge sie eine Kollineation 
ist, als ein beilaufiges Resultat. 

E s  kommt nun darauf an, einzusehen, daïs die statthabendc Kolli- 
neat'ion von sehr spezieller Art k t .  Zu dem ,Zwecke ziehe ich ein 
Hilfsmittel heran, welches, den Geometern an sich sehr gelaufig ist, 
aber in der Optik wohl kaum noch Verwcndiing f i d ,  në,mlich die 
Betrachtung inzayinürer gerader Linien oder Lichtstrahlen. (,,Lichtstrahl" 
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und ,,gerade Linie" sollen dabei als Synonyma gelten, d. h. von der 
Richtung, in welcher die gerade Liuie m m  Lichte ciurchlaufen wird, 
sol1 nioht weiter die Bede sein). Und zwar betrachte ich den Verlauf 
der Brechung unter der Amahme, dafs der einfalleiide Strahl eine 
n1i~~imullinie ist, d. h. eine imaginiire gerade Linie, welche den Kugel- 
kreis schneidet. Dabei werde ich für imaginiire Linien dieselben 
Formeln in Anwendung bringen wie für reeile. Um allen Zweifeln 
aber, die in dieser Hinsicht aufgeworfen werdcn mochten, von vorn- 
herein zu entgehen, will ich ausdrücklich voraussetzen (was in prak- 
lischer Hinsicht keinerlei Beschriirikung bedeutet), dafs alle brechenden 
Plachen des Instruments aiyebraische Flüchen seien. 

Gberlegen wir auf Grund der so getroffenen Verabredung zunachst 
das elementare Brechungsgesetz: Pür  einc Minimallinie ist der Sinus 
des mit der Plachennormalen gebildeten MTinkels bekanntlich unendlich 
groh und umgekehrt ist durch die Forderung eines unenciliçh groIsen 
Sinus eine Xinimallinie charakterisiert. Es folgt also, dafs, wewz der 
eiwfallende 8StraId langs einer Minimallinie verliiuft, das Gleiche fïir den 
gehrochenen rStrahi der Fail sein murs. - Mit diesem Schluk haben 
wir im Crunde bereits die ausreichende Grundlage für die folgende 
Überlegung. Nur der Geriauigkeit wegen murs noch ein kleiner Ex- 
kurs eingeschaltet werden: 

Es giebt xwe-i MinimaIlinien, welche durch den Treffpunkt des 
einfallenden Strahles innerhalb der Einfallsebcne verlaufen: die cine 
fillt mit dem einfallenden Strahle selbst zusammen, die andere mit 
seinem Spiegelbilde. Welche von diesen beiden liinien den yeiwochenen 
Straid darstellt, Obeibt unbestimmt. Das Brechungsgesetz enthilt namlich, 
wenn man es in Cartesischen Koordinaten ausdrückt, eine Quadra.twurze1, 
über dcren Vorzeichen wir hier, wo wir im Imaginbcn opcrieren, 
nichts Bestimmtes aussagen konnen. E s  hat keinen Zweck, dafs ich dies 
hier im einzelnen erliiutere, vielmehr werde ich mich kurzweg dahin 
ausdrücken, dafi eiw ilIinima1strahl bei jeder Bechung in zwei Minimal- 
strahlen verwandelt wird (von denen der eine mit dem einfallenden 
Strahl selbst, der andere mit seinem Spiegclbilde zusammenfilit). 
Haben wir n brechende Fliichen, so haben wir als schlieîsliches Resultat 
der Brechung 2n Minimalstrahlen; - der eine derselben fallt immer 
noch mit dcm ursprünglichen Minimalstrahl zusammen, er hat das 
Instrument durchdrungen ,,ah wenn es ein Rontgenstrahl ware", die 
anderen erhilt man, indeni man an einer beliebigen Zahl der auf einander 
folgenden n breclienden Fliichen Spiegelung hinzutreten l'iîst. - 

Die hiermit besprochene Komplikation hindert nun nicht, hin- 
sichtlich der kollinearen Abbildung, welche dns vorausgesetzte absolute 

Zeitachrift f. Xathomatik u. Physik. 46. Band. 1901. Y. Heft. 2 6 
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Instrument vermittelt, einen einfachen Schlufs zu ziehen. In der That: 
eine kollineare Abbildung ist für alle Linien des Raumes eindeutig; 
an ihr wird also von den Zn Minimalstrahlen, die aus einem einfallenden 
Minirnalstrahl bei der Rrechung im Instrument entstehcn, niir einer 
partizipieren konnen; die ganze Koniplikation kommt, soweit wir uns 
auf die Betrachtung der in Rede stehenden kollinearen Abbildung be- 
schriinken, in  Wegfall. Wir sagen kurzweg: 

Die Koilineatwn swischaz Objcktrawn und Bildrazm ist so beschaflen, 
da/5 jeder iWinimaistrahl des ersterew. einen Jfinimnlstrahl des lctsteresz 
liefert. 

Oder noch kürzer: 
Dw Kugelkreis des O&iektraums yeht in den Kugelkreis des Bild- 

raums iiber. 
Das aber mil1 besagen, d d s  unsere Kollineation in  der That eine 

sehr spezielle ist, dafs sie eine ~knlichkeitstransfo~n~ation ist.') Diese 
Ahnlichkeitstrausfomation k a m  dabei noch eine direkte oder eine 
inverse sein (d. h. eine solche, bei der sich reehts und links vertauscht). 

Hiermit haben wir bereits das Hauptstück des abzuleitenden 
Resultates; wir werden dasselbe vervollstiindigen, wenn wir nun noch 
den Modzd der ~hnlic7~keitstransfor~nation festlegen. Ich will der All- 
gemeinheit wegen annehmen, dafs die Lichtgeschwindigkeit c im Ohjekt- 
raum von der Lichtgeschwindigkeit c' im Rildraum verschieden sei. 
Der Satz ist d a m  einfach der, dafi sich die Dimensionen des Ot+kt- 
raurns zu den Dimensionen des Bildrazcnzs verlwlten wie c su c ' . ~ )  1st 
also insbesondere c = c', so haben Objektraum und Bildraum gleiche 
Abmessungen, sie sind direkt o&r spiegelOildlich kongruent (iças das 
eigentliche hier abzuleitcnde Hesultat ist). - 

Zum Beweise ziehen wir nur mehr reeUe Raumelemente in  Betracht 
und nehnlen übrigens an die Vorstellungsweisen Anschlufs, von denen 
in der vorstehenden Notiz (,,Über das Rrunssche Eikonal") die Rede 
war. Dabei werden wir uns so ausdiücken, als sei die ~ ~ i c h k e i t s -  
transformation, die unser Instrument verrnittelt, eine direkte; sollte eu 
eine inverse sein, so k6nnte man das Instrument durch Hinzufügen 
eines ebenen Spiegels vervollstandigen und dadurch die zunachst inverse 
Ahnlichkeit in eine dirckte verwandcln. 

1) Vgl. B r u n s ,  EikonaZ, pag. 370. 
2) Diever Satz stelit bei B r u n s  zwisçhen den Zeilen. Herr Bruns schreibt 

mir in dieser Hinsicht: ,,Der Modul p. wird in Zeile ri von Seite 370 (der Ab- 
hancilung über das Eikoual) gleiçh E gefunden, Die GrGke ist aber, wie die 
Siitze des Textes zwischen Formel (91) und (92) lehren, itlentisch mi t  dem in ( 5 1  b) 
angevetzten Quotienten h : N dea R a u m i n d i ~ e s . ~ ~  
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m i r  wollen jetzt einfach die Zeit betrechten, welche das Licht 
gebraucht, um von einem beliebigen Objektpunkt (den ich x, y, z 
ncnnen will) zum entsprechenden Bildpunkte (der x: y', z' heiken soll) 
zu gelangen. Diese Zeit murs für alle von X, y, z auslaufenden Strahlen 
dieselbe sein. Anderenfalls würden sich nicht alle diese Strahlen, 
wie doch die Voraussetzung ist, in x', y', z' wiedcr vercinigen khnen ,  
'vielmehr würden, nach dem Prinzip von JO h a n n  Be rnou l l i ,  nur 
diejenigen Strahlen Objektpunkt und Bildpunkt verbinden, für welche 
diese Zeit ein Minimaximum ist. Ich aerde die betreffende Zeit 
also als Funktion von X, y, z allein bezeichnen dürfen: 

Y' = X (x, y, 2). 

Es seien jetzt x,, y,, z, und x,, y,, 2, zwei ncue Ohjektpunkte, 
welche Tom Punkte X, y, z um das gleiche Stück r abstehen (aber 
übrigens belicbig angeuommen werden sollen). Das uns noch unbekannte 
~hnlichkeitsverhaltnis von Bildraum und Objektraum bezeichnen a i r  
voriibergehend mit il. D a m  werden also die Bildpunkte xf1, y',, z', 
und x',, y',, z', nnsercr neuen Objektpunkte von dem Rildpunkte x', y', z' 
des ursprünglichen Objektpunktes beide um Ar abstehen. Ich werde 
ruich jetet so ausdrücken, daJs ich annehme, der Lichtstrahl, welcher 
von X, y, z nach x,, y,, 8, hinliiuft, durchdringe weiterhin unser Instriiment 
und erreiche nach einem endlichen Wege die zugehorigen 13ildpunkte1); 
er wird dam, wegen der direktelz ~hnlichkei t ,  zuerst auf z', y', z', und 
erst hinterher auf x',, y',, ,dl treffen. Die Zeit, welche das Licht 

gebraucht, uin von x? y, z nach x1, y,, zl zu gelangen, ist r ,  die ent- 

sprechende Zeit, welche auf das Stück von a, y', fi' bis x', yf1, z', 

eutfiillt, Wir schiicfsen, dafs die Elnktion X für den Punkt q, 

Genau so kommt natürlich (bei den entsprechenden Annahmen): 

(2)  
r A T  

X (x2, yz, 2,) = x (x, y, 2) - -- + 7 - 
C C 

Also : 

(3) X (zu YI? 81) = X (xer 2127 zz). 

Nun sind aber die hier benutzteri Punktc x,, y,, Z, und x2, 7/,, z2 
im wesentlichen zwei ganz beliebige Objekt~unkte. Denn die Bedinpng, 

1) In dieser Annahme liegt nichts Wesentliches, sondern nur eine E'ixicrung 
der weiterhin suftretenden Vorzeichen. 

25* 
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380 R,aumliche Kollineation bei optischen Instrumenten 

durch die sie ursprünglich' eingeführt wurden: von einem anderen 
Objektpunkte X, y, s die gleiche Entfernung r zu haben, legt ihnen in 
Wirklichkeit gar keine Beschrinkung au5 und die anderen Annalmen, 
die wir machten, hatten nur den Zweck leichterer Ausdrucksweise. Es 
fo l r~ t ,  dafi die Zeit X (x, y, z) für aile Obje7@unkte dieselbe ist; sie ist 
eine für iinser ,,absolutes" Lnstrument charakteristische Eonstantc. Dann 
aber ist auch in (l), bez. (2) X (x,, yl, z,), resp. X (x2, yZ, zB) gleich 

c' 
X (z, 'y, z), woraus il = folgt, was zu beweisen war. - 

Hiermit dürfte dic anfknglicht: E'ragcstellung vollkommen crlcdigt 
sein. Das Resultat hat etwas Enttauschendes. Um bei der Annahnie 
c = c' zu bleiben: das Instrument wirkt wie ein ebener Spjegel oder 
eine Zusammenstellung rnehrerer ebener Spiegel; es ist als Teleskop 
wie als Mikroskop gleich unbrauchbar. IIieran ist nun nichts zu 
5ndern; was ich noch hinzuzufügen habe, bezieht sich nur mchr auf 
die Beseitigung eines mathematischen Bedenkens, welches man gegen 
die Richtigkeit des Resultates haben konnte. 

Das Resultat steht namlich scheinbar in Widerspruch mit der 
wohlbekannten Thatsache, dafs sich die Objektpunkte und Dildpunkte, 
die auf der Achse eines optischen Instrumenteu liegen, in ullge?tzein,ster 
7tGise linear entsprechen und dafs man in Überein~timmun~ hiermit 
bei kleiner Winkel6fiung des Gesichtsfeldes mit Anniherung von 
einer kollinearen Abbildung der Objektpunkte in der Nihe  der Ach,se 
auf ihnen entsprechende Bildpunkte reden kann, die gewiîs keine 
~hnlichkeitstntnsformation oder gar kongruente Transformation ist. 
Ich werde noch kurz zeigen, daîs dieser Widerspruch wegfallt, wenn 
man sich das Zustandekornmen der angeführten Thatsache in geeigneter 
Weise Mar macht. l) 

Zu dom Zwecke begnügen wir uns, wie es gewohnlich geschieht, 
dainit, unsere Aufmerksamkeit auf diejenigen Strahlen des Objektraums 
zu richten, die in einer beliebigen, durch die Achse des Instruments 
gelegten Meridianebene liegen. Die entsprechenden Strahlen des Bild- 
raums werden dieselbe Meridianebene erfüllen. Man hat eine Beziehung 
der Strahlen zweier ebener Strahlenfelder. Und nun genügt es, wie ich 
behaupte, diese Beziehung als unalytisch vorauszusetzen und anzunehrnen, 
daQ man bei Betrachtungen in der Nihe des eimelnen Straliles in erster 
Anniiheriing nur die iinearcn Giieder der T a y  Zorschen Er~tu;ickeZzcng 
beizubehalten braucht, um alle die für die Achse des Instruments, 
bezlehungsweise ihre Cmgebung, aufgestellten Beziehungen, soweit sie 

1) I c h  kann auch hier auf  B r u n s  verweisen; Eikonal, pag.. 410, Formel (176). 
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auf  der  Achse handel t ,  u n d  gehoren übrigens in das  Gebiet der Ap- 
proximationsmathematik -, die M o  e b i u  s sche Netzkonstrukt ion dagegen 

tri@ den  Charakter  d e r  modernen Prazis ionsmathematik;  sie operiert 
prinzipiell  n u r  m i t  endlich verschiedenen Linien u n d  setzt  von Haiise 
aus  nichts  anderes  als  die  Stet igkei t  der  i n  Be t rach t  kommenden 
Abbildung voraue. Dies  Beides is t  so verschiedcn wie moglich. D e r  
E indruck ,  dafs es  s ich u m  zusammengeh6rige Überlegungen handeln 
rritichte, i s t  mir durch  den iiufseren Umstand  hervorgerufen, daîs 
beidemal z u m  Schlufs cine lineare Beziehung herauskommt.  

Kleinere Mitteilungen. 

Preisaufgabe der  Académie Royale de  Belgique für d a s  Jahr 1903. 

,,Trouver, en hauteur et en azimut, les expressions dcs termes principaux 
des déviations périodiques de la  verticale, dans l'hypothèse de la  non-coïncidence 
des centres de gr:tvit,é de l'écorce et  di1 noyau terrestres." Hiiha des Preises 
Frs. 600.-. Die Arbeiten rnüssen in frariz6sischer oder vl%mischer Sprache 
ahgefdst und var dem 1. Aiigiist 1903 poitofrei an den stiindigen Sekretar 
( B  M. le Secrétaire perpétuel, au Palais des Académies, Bruxelles) ein- 
gesandt werden. Die Akademie verlangt die griifste Genauigkeit in den 
Verweisen ( A u f l a p  und Seiten der angeführten Werke). Nur Hand- 
zeichnungen oder Photopamme sind zulassig. Die Verfasser schreiben auf 
ihre Arbeit nicht ihren Namen, sondern einen Wahlspruch, den sie auf 
einem, ihren Nainen und ihre Adresse enthaltenden geschlossenen.TJmsch1age 
wiederholen; ein Pseudongm zu gebrauchen ist nicht gestattet,. 

Pe t i t ion ,  betreffend die  al l jahrl iche Veroffentlichung von Ephemeriden 
für die  Dezimalteilung des Quadranten.  

Die bemerkenswerteri Versuche, welche unt,er Tkt i ing des Kommandanten 
G u y u u in der franzGsischen Marine ausgeMirL wordeu sind, habeu er- 
wiesen, d d s  die Dezimalteilung des reçhten Winkels in  der Nautik die 
grükten Uienste leisleu wiirde. Uas einzige Hinder-nis für die Anwendiing 
dieserrationellen Winkelteilung bildet der Mange1 anentsprechenden Ephemeriden. 
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Die Fachzeitschnft Xoniteur de l'Horlogerie, i n  deren Spalten man aus- 
gedehnte Artikel über die Vorzüge dieser Winkelteilung und über die 
Hilfsmittel für deren praktischen Gebrauch findet, hat  eine Petition eroflnet, 
die an den franzosischen Unterrichtsminister gerichtet werden soll, um ihn 
zu ersuchen, allj%hrlich derarlige Ephemeriden veroffentlichen zu lassen. 

Zustimmungs-Erklarungen sind an den X o n i t e u r  d e  l ' H o r l o g e r i e ,  . 
26, rue de Grammont, Yaris, zu richten. 

Auskünfte und Anfragen. 

Fr. M., K. - Nicht uur die Vermutung, da* die vor zwei Jahren 
von IIerrn W. G o e r i n g  angegebene reilz geonzetrische Rektifikation und 
Quadratw des Kveises nicht die erste ihrer Ar t  sei, beststigt sich, sondern 
es ist  sogar genau dieselbe Konstruktion und auch mit derselben Begründung 
vor langer Zeit von H. S c h e f f l e r  veroffentlicht worden, zuerst in  seiner 
Schrift ,,Über das Verhaltnis der Arithmetik zur Geometrie, inbesondere 
über die geometrische Bedeuhng  der imaginaren Zahlen", Braunschweig 1846 ,  
in der Anmerkung am Fuîs der Seiten 108-111 (hier nur  der Fall des 
Halbkreises betrachtet), dann i n  Grunerts Archiv der Nathematik und 
Physik, Bd. XIüI, 1849 ,  S. 419-423 (hier auch für beliebige Kreisbogen). 

M. 

O. TT., B. - Der ,,ReformwinkelU, von welchem Herr F r .  S c h i l l i n g  
an fraglicher Stelle spricht, isl, von Prof. O. B ü r k l e u  in Sçhwiib. Gmünd 
erdacht worden. E r  ha t  beim Zeichnen a n  der Wandtafel entschiedene 
Vorzüge vor dem gewohnlichen Zeichenwiukel. hl. 

d n f r a g e .  Als Jahr  der Erfindung des logar~thmischen Rechenstabes 
durch Edm. Gunter wird gcwohnlich 1 6 2 4  mgegeben, in welchem Jahre 
Gunters gesammelte Werke erstmals erschienen. Dagegen steht in dem 
Dictionary of National Biography von Leslie Stephan und Sidnoy Lee, 
vol. 23 p. 350, Gunter habe die Anwendung seines Stabes mit d m  logarith- 
mischen Linien für die Zahlen, sin und t g  schon in seinem Canon Triangulorum, 
London, 1620,  gezeigt. Kann jemand diese Angabe bestiitigen? Dem Unter- 
zeichneten ist nur die 4. Aufl. der Werko (1663) zug%nglich, die keine Ent-  
scheidung giebt. R. M e h m k e .  
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Bücherschau. 

E'. HGlmel, B e w e g u n g e n  u n d  U m l e g u n g e n  d e r  E b e n e  b e i  p ro jek t iver  
Massbes t immung.  U n t e r s u c h u n g e n  zur N i c h t e u k l i d i s c h e n  Geo- 
met r ie .  Lahr  i. B. 1900. 99  S. 8', eine Figurcntafel. 

Angeregt durch das einleitendo Kapitel der Vor1esumge.n i ibw.d ie  Theorie 
dcv automorphclz F u n k t i o n e n  von R. F r i c k e  und F. K l e i n  (Leipzig 1897) 
giebt der Verfasser weitere Ausführungen zur Lehre von den zu einer pro- 
jektiven Marsbcstirnmung gohorenden Bewegungen und symmetrischen Cm- 
formungen der Ebene. Seine Absicht is t  dabei die grXste Allgemeinheit 
zu erreichen, indem or, wio S o p h u s  Lie sich einmal aiisdrückte, mit voller 
Musik arbeitet, d. h. die Untersuchung im komplexen Gebiete anstellt. Die 
Darstellung is t  stellcnweise ziemlich breit, und es wird vie1 Bckanntes noch 
einmal gebracht. Neue Ergebnisse von hervorstechendem Interesse sind nicht 
zu verrnelden, denn die ,,dualistisch poleren Linienkoordinatcn", auf die 
der Verfasser besonderen Wert  legt , hat  bereits 1 8 9 9  Herr I I a  u s  d o  rf f 
(Analytisclie Bcitriige zur nichteuklidischen Geometrie) in  den Leipziger Re- 
richten eingefuhrt und mit Erfolg angewandt. PAUL STACKEL. 

Neesen, Dr. F., Die P h y s i k  in gemeinfa î s l i cher  Dars te i lung .  Verlag 
von Vieweg, 1900.  357 S. 

An guten Lehrbüchern der Physik fehlt es, zumal seit etwa einem 
Jahrzehnt, durchaus nicht; alleiu, da es sich bei einem Lehrbuch doch stets 
um eine bestimmte Auswahl aus der gewaltigen Stoifmenge handeln kann, 
welche vorliegt, so wird ein weiteres Werk,  in  welchem entwedor fiir be- 
stimmte Gruppen von Berufen diese ,4uswahl getroffon oder der StoK iu 
ongineller Darstellung geboten i s t ,  recht wohl noch im Stande sein, sich 
einen grof'seren Leserkreis zu scliaKeu. Hier ist beides der Fall. 

Das vorliegende Werk dürfte vorzugsweise für Offiziere, Techniker, 
Mediziner, Studierende au teclmischen Hochschulen und Lelirer au  hoheren 
T,ehranstalten, insbesondere an Oherrealsçhulen herechnet sein. Die prak- 
tischen Anwenduugen sirid in den Vordergrund gerückt, die Theorien zu- 
riicligedrangt. So findet, man hier Gegenstiinde, wie den Typendrucktelegraph 
von H u g h e s ,  die Wattmesser, das polarisierte Lautewerk, den Telephono- 
gra.ph, die verkiirzten Feinrohre u. S. W. abgehandelt, die man in 
zahlreichen Lehrbüchern aus der neuesten Zeit vergeblich suchen wird. 
Resonders angenehni beriihrt die T,ektüre der Ka,pit,el Elektrizitiit und 
Magnetismus; mari erkennt hier deutliçh die Wxkung der Erhhrungen, 
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welcho der Verfasser in liingerer Reihe von Jahren als Lehrer der Physik 
sowie in seiuer kritischenThBtigkeit am Patentamt sich verschafft hat. Für Lehrer 
sei auf die vorzüglich klaren schematiscben Figuren z. B. des P a c c i n o t  t i -  
schen Ringes bei den Gleichstronierzeugern, das Modell für Strom- 
verzweigung u. a. auherksam gemacht; dars manche der Figvren aus 
sonstigen Werken des Viewegschen Verlages eritnommen sind, thut der 
Güte des Buches natürlich keinen Eintrag. 

Die Eigenart der Darstellung tritt a u h r  iu den elektrotechnischen 
Teilen, besonders in der Mechanik zu Tage, wo der Verfasser die Gedanken- 
günge und Hifsmittel der hoheren Mechanik für seine Elementarmechanik 
zu verwenden sucht; daher führt er früh das D 'Alembertsche Prinzip ein 
und sucht mit Hilfe desselben die fundamentale Bedeutung des Schwer- 
punktes hervorzuheben, die Ableitung des Ausdrucks für Zentripetnl- 
beschleunigung ist naçh einem einfachen, von der Art der neuesten anderen 
Lehrbücher etwas abweichenden Verfabren gegeben. Der aufmerksame Leser 
stoîst in diesen Abschnitten auf mehrere eiudringende und tief durch- 
dachte Erkliirungen. Auf das Neesensche Modell für gleitende und rollende 
Reibung bei der Lokomotive seien die Inhaber von physikalischen Instituten 
dekhalb hingewiesen, weil dieses Mode11 selten anzutreffen ist. Über die 
Frage , ob bei dem prinzipiellen Bestreben , durch elementaz -geometrische 
und -mechanische Betrachtungen zu den Resultaten xu gelangen, die Ver- 
wendung des ~ifferential~uotienten nicht besser ganz Vermieden worden 
ware, 1Xst sich streiten; wenn ferner manche Rechnungsresultate nicht ab- 
geleitet werden, so hatte dazu der Verfasser seine bestimmten Gründe, über 
die er im Vorwort sich ausspricht. 

Wir sind überzeugt, daîs das Werk wegen seiner gedrangten und doch 
sehr klaren Darstellung und wegen der für die genannten Zwecke vor- 
zügliohen Auswahl des Stoffes sich zahlreiche Freunde erwerben wird. 

-- C. CRAN~. 

8. H. Cotterill, Applied Mechanics. 5. Aufl. 8'. London 1900. 
Preis 1 8  sh. 

Im Jahre 1858 gab W. J. X. R a n k i n e  sein Handbuch über an- 
gewandte Mechanik zum ersten Xale heraus. An dieses Werk schlieîsen 
sich die nachfolgenden englischen Autoren, welche diesen Gegenstand für 
ITnterrichtszwecke behandelt haben, in der Anordnung des Stuifes und der 
Darstellung ziemlich eng an. Nur J. P e r r y  zeigt in seinem Applied Me- 
chanics (1899) eine deutlicher ausgepragte Selbstindigkeit. 

Das vorliegende Buch von J.  H. C o t t e r i l l  ist - nach Angabe des 
Verfassers - ganz und gar auf der Grundlage des Rankineschen Werkes 
aufgebaut. Diese Anlehnung bezieht sich aber, namentlich in Rucksicht 
a d  die Ausgestaltung des Stofes, wie er in der neuesten Auflage vorliegt, 
mehr auf die allgemeine Gliederung des Inhaltes und die formale Auffassung 
uud Verwertung der allgerneinen ~nechanisçhen Prinzipien als auf die Uurch- 
fübrung im Einzelnen. 

In der Statik des Fachwerkes zeigt die Darstellung ein moderneres 
(Teprage als die letzte Aiiflage (1898) von R a n k i n e  s , ,Man~al'~, wenn 
auch die neiiesteri Theorien - vielleicht aus methodischen Rücksicliten - 
noch keine Anfnahme gefunden haben. 
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In der Kinematik der Mechanismen schlieIst sich der Verfasser eng an 
R e u l e a u x  und Grashof  an. Dafs aauch danebon die altere Arbeit von 
Wi l l i s  zu ihrem Rechte gekommen ist, erscheint selbstverstiindlich. 

Die Kinctik der Mechanismen ist im Einzelnen mit groher Sorgfdt 
durchgeführt. Es ist zwar hier nicht immer Alles geboten, was ein in der 
Praxis stehender Ingcnieur - bei den heutigen Anfordermgen der Technik 
-n&g hat. Dafür ist aber, dem elementaren Charakter des Werkes entsprechend 
mit Rücksicht auf die Bediirfnisse des Anfangers, der mit der Naterie selbst 
noch nicht genügend vertraut ist, durchweg eine gründliche Belehrung und 
eine leicht verstindliche Einführung in die Theorie der dynamischen Vor- 
g h g e  (Massenwirkung beim Kurbelmechanismus, Reibung in den Gelenken, 
Wirhng  des Regulators u. S. W.) gegoben, deren Wert nicht unterschatzt 
werden darf. 

Die Pestigkeitslehrc im engeren Sinne, die Stofsvorgiinge und die 
Tlieorie der kleinen Schwingungen sind innerhalb der Grenzen durchgeführt, 
welche durch die Bcschriinkung auf elementare mathemat,ischc Hilfsmittel 
bedingt sind. 

In der Hydraulik ist die beschreibende und sachlich erkliirende Dar- 
stellungsform vorherrschend, wodurch dem Anfinger, der zunachst Orientierung 
wünscht, am besten gedient ist. 

Dei der Thermodynamik konnte naturgemafs mehr die theorctische 
Seite hervorgehoben werden, da hier die mathcmatischen Hilfsmittel an 
und für sieh elementarer Natur sind. K. &UN. 

Schroder, Dr. John, Darstellende Geometrie. Erster Teil: Elemente 
der darsteilenden Geomet.rie. (Sammlung Schubert XII.) VIIi u. 
282  S. Leipzig 1901. G. J. G6schensche Verlagshandlung. 
Der Perfasser beginnt mit den Grundzügen der schiefen Parallel- 

projektion, die in den folgenden Abschnitten zur Herstelluug anschaulicher 
Skizzen vielfach benutzt wird. Hieran schliekt sich als Hauptinhalt des 
Huches die Darstellung des Punktes, der Geraden und der Ebene in ortho- 
gonaler Projektion, dam die Thrstelliing der Vielflache mit den Aufgaben 
über ebene Schnitle uud Durchdringungen. Die hierbei vom Verfasser an- 
gewendete Buchstabenhez~irhnirng ist nicht eaux folgerichtig; wenn narnlich 
Y,, P, und gl , g2 bez. die Projektionen des Punktes Y und der Geraden g 
bedeuten, so sollten die Spiiren einer Ebene nicht mit s,, s,, sondern etwa 
mit s', s" bezeichnet werden. Die auf S. 1 9 2  behandelte Darstellung des 
regelmafsigen Zwdfflachs lakt  sich noch vereinfachen; dassclhe gilt von 
der Abwickelung des schiefen Prismas (S. 207)  und von der Konstruktion 
des Schnittes einer Pyramide und einer Ebene nach dem Flachenverfahren 
(S. 208). - Der letzte Abschnilt giebt, zumeist ohne Beweis, eine Zu- 
sammenstellung verschiedenartiger Kegelschnittskonstruktionen, wobei aller- 
dings gerade einige der für den praktischen Zeichner nützlichsten Methoden 
zu Giiisten einer Reihe von minder wichtigen übergangen werden. 

Das Buch ist breit und leicht verstiindliçh geschrieben und daher au 
einer ersten Einführung, narnentlich zum Selbststudium, wohl geeignet. 

Braunschweig. R. MCLLER. 
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Neue Bücher. 

Neue Bücher. 

Analysis. 

BOWLY, ABTHIJR L.,  Elements of Statistica. Diagram. 8vo. 328 p. London, King. 
10 a. 6 d. 

EDRER, EDWIN, Differential and Integral Cslculus for Beginners. Adapted to the 
uee of Students of Physics and Mechanics. Cr. 8v0, 254 p. London, Nelson. 

2 8. 6 d. 
NERNST, W. und S C H O E N F I ~ H ,  A., E i n f i i h n g  in die mathematische Behandlung der 

Katiirwissenschaften. KurzgcfafsBs Lehrbuch der Differential, n. Integral- 
rechniing mit berionderer Beriickuichtigung der Chemie. 3. Aiifl. gr. 8O. XII, 
340 S. m. 68 Fig. Miinchen, Wolff. M. 10, geb. M. 11.50. 

Astronomie, Geodiisie, Nautik. 

BEAI!, O., Die Bercchnung der Sonnen- und Mondfinsternisse. m. Die ausfiihrliche 
Berechnnng der ~onnmhsternisse.  Progr. Soraii. 4O. 14 S. u. 1 Taf. 

E.renr.n, R., Zeitbestimmiing mittels des Pa~sage-Instrumentes. gr. Sa. iT, 95 S. 
m. 37 Abb. Tjeipzig, Diebener. ' M. 2. 

~ U W O R T E H B U C H  der Astronomie. 25. Lfg. Breslau, Trewendt. M. 3.60. 
JAHHESBERICHT, astronomischer. Hrsg. v. Walt. F. Wislicenns. 2. Bd. enth. die 

Litteratur des Jahres 1900. gr. 8'. XXVI, 631 S. Berlin, Reimer. &I. 19. 
LEITFADEN fiir den Lrnterricht in der PITavigation. Auf Yeranlassung der Inspektion 

des Dildungswesens der Marine ausgearb. 3. Anfl. 4'. Vm, 312 S. m. 139 Abh. 
u. 8 Steindruck-Taf. Sehet Anhang: h'autische Kechriungen. gr. Co. VI, 
143 S. m. Abb. Berlin, Mit,tlcr & Sohn. M. 12.50, geb. in Leinw. M. 15; 
Leitfaden allein M. 10, geb. M. 11.25; Anh.allein M. 4, geb. 5.25. 

LYNN, W. T, Celestial motions. 10 th  ed. Cr. 8vo. London, Low. 2 S. 

RIILLER, WII.H., Die Vermessungskunde. Ein Taschenbuch fiir Schule n. Praxis. 
lZO. IX, 164 S. m. 117 Abb. Hannover. Gebr. Jinecke. Geb in Leinw. M. 3. 

N E U G E B A ~ : ~ ,  P. V., Ein Beitrag zur Theorie der speziellen Storungen mit Anwendung 
auf eine Verbesscmng der Bahn des Planeten (196) Philomela. Diss. Breslau. 
4'. 48 S. 

narstellende Geometrie. 

NEISEL, FBRD., Praktische Beispiele z u r  Schattenkonstniktionslehre. Fiir den Ge- 
brauch an Gewerbe- und Baugewerkachulen. gr. Fol. 20 Taf m. In S. Text. 
Leipzig, Seemann & Co. In Mappe M. 15. 

OETTINREN, ARTTI. Y., Elemente des geometrisch-perspektivirichen Zeichnens. gr. 8". 
Vil, 177 8. m. 209 Fig. Leipzig, Engelmann. M. 8, geb. M. !j. 

R,OBN, KARL und P~~rsnr.riz, ERWIN, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. (In 2 Bdn.) 
1. I3d. 2. Aufl. gr. H o .  XX, 418 S. m. 327 Fig. T,eipizig, Veit & Co. 

M. 12, geb. in Leinw. hl. 1 3 .  
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SCHUBXRT, FR.., Die darstellende Geometric an maschinen-technischen Lehranstalten, 
Gewerbe- und Fachschnlen. II. Tl. Die darstellcnde Geometrie, einschl. dcr 
Elemente der Projektionslehre, Schattenlehre, Axonometrie und Perspektivc. 
B. gr. 8O. S. 259-569 m. Fig. Mittweida, Polytechn. Buchh. 

geb. in Leinw. M. 5 . 5 0 .  

Ci eschichte. 

HOPPE, E.,  Zur Geschichte der FernwiThng. Progr. IIamburg. 4O. 26 S. 
STREIT, H., Die wissenschaftlichen Forschungen und Entdeckungen des alteren See- 

beck auf dem üebiete der Optik und Wellenlehre. Progr. Schlawe. 4 O .  
15 8. u. 1 Taf. 

Mechanik. 

ENCYKLOP~DIE der mathemat. Wissenschaft'en mit Einschluïs ihrer Anw-endungen. 
IV. Bd.: Mechanik. 2.  Tl. Red. v. Fel. Klein. 1.  IIeft. gr.  8O. S. 1-147. 
Leipzig, Teubner. M. 3 . 8 0 .  

Fürri., Arra., Vorlesungen über technische Mechanik. (In 4 Bdn.) 4. 13d. 
Dynamik. 2. Aufi. gr. 8O. Xir, 606 S. m. 69 Fig. Leipzig, Teubner. 

geb. in Leinw. M. 12. 
KARSTENS, HEINR., b e r  gcwiose asymptotisçhe Losnngen der Differentialglaichungen 

der analytischen Mechanik. Diss. gr. 8 O .  37 S.  Berlin, Mayer & Xiiller. 
M. 1 . 2 0 .  

KECK, w ~ ~ , ~ . ,  Vortr%ge über Mechanik als Grundlage fiir das Bau- und Maschinen- 
wesen. II. Tl.: Mechanik elastisch-festcr und fliissiger K6rper. 2. Aufl. gr. 8O. 
X, 380 S. m.. 364 Holzschn. Bannovcr, Hclwing. M. 12,  gcb. M. 1 3 . 5 0 .  

KVNIGSRERGER, I ~ E o ,  Die Principien der Mechanik. Mathematische rntcrsnchungen. 
gr. SO. XII, 228 S. Leipzig, Seubncr. Gcb. in Leinw. M. 9.  

KORN, ARTH., Eine mechanischc Theoric der Reibung in kon~tiniiierlichen Masscn- 
systemen. gr. 8O. XTT, 219 S. m. 5 Fig. Berlin, Dümmler. nf. 6, geb. M. 7 .  

LOWE, F., Die Rahnen der Fnhrwerke in den Straîsenbogen. Fine erganzende 
Cntersuchung mi dessen ,,Straîsenbaukunde". gr. 8'. 8 1  S. m. 9 Abb. Wies- 
baden, Kreidel. M 1 .  

L O I ~ N T I ,  B. A., Zichtbare en onzichthare bewegingen. Voordrachten, op nitnoodiging 
van het departement Leiden der maatschappij ,,Tot nut van't algcmeen" (cursus 
voor hooger onderwijs buiten de universiteit) in Februari en Maart 1901 ge- 
honden. Leiden, Brill. gr. SO. 4 en 176 blz. m. 40 fig. f. 2 . 6 0 .  

MACU, ~ N S T ,  Die Nechanik in ihrer Jhtwicklung historisch-kritisch dargeatellt. 
(Internationale wisseuschaftl. Bibliothek Ud. 59.) 4. Aufl. Sn. XIV, 550 S. 
m. 257 Abb. Leipzig, Broclihaus. M. 8, geb. M. 9. 

I'ILANDTL, 1,. , Kipp-Erscheinnngen. Ein Fa11 von iristabilem elaotischem Gleich-' 
gewicht. Diss. München. Bo. 75 S. m. Abb. u. 2 Taf. Kürnberg, Ebner. 

Srcou, E., Geometrie der Dynamen. Die Zusanunensetzung von Kraften und ver- 
wandte Gegen~tBnde der Geometrie. (Ln 2 Lfgn.) 1.  Lfg. gr. 8'. 240 S. 
m. Fig. Leipzig, Seubner. M. 7 . 6 0 .  

Physik, Chemie, Geophysik und Astroyhysik. 

ARROTT, T. K ,  Teoriça elementare delle maree, e discueoione della influenza che 
esercitano sulla duwta del giorno. Versione dall' inglese approvata dall' 
autore del prof. EDOAKDO DE FERRARI. Pistoia, tip. Flori. 8O fig. 69 p. 

L. 1 50.  
.BISKE, F., Versuch einer Anwendung hydrodynami~cher Cntersuchungen auf die 

Protuberanzen der Sonne. Diss. Berlin. fJD. 37 S. 
U o n c ~ ,  fi., Interferenzkurvcn eines Wellensystems. welches mit einer Phasen- 

verz6gerung an einer festcn Wand reflektiert wird. Prog. Liegnitz. 8'. 22 S. 
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DALCHOW. E., Mewes-Motor. Studie iibcr Konstruktion nnd Theorie einer neuen 
Verbrennungskraftmaschine. gr. Bo. 62 S. Berlin, Dalchow. M. 1.M. 

OR?HEWALD, C., Zur Mathieu'schen Theorie der Transversalschwingungen elastischer 
Scheiben und ihrer Priifung durch BarthGlemy. I'rogr. Berlin. 4 O .  24 S. 

HUN, J., Lehrbuch der Xeteorologie. 3-6. Lfg. Leipzig, Tauchnitz. je M. 3. 
JAUHHUCSI der Astronomie u. Geophysik. Enth. die wichtig~ten Bortschritte auf 

den Gebieten der Astrophysik, Meteorologie u. physikal. Erdkunde. 11. Jahrg. 
1900. gr. !O. VIIl, 379 S. m. 5 Saf. in Schwarzdr. Leipzig, Mayer. M. 7. 

KAPP, A. W., über vollst5ndige Gefrierpunktskurven binirer Metalllegieiungeu, 
mit einer Eiuleitung: Studien über das Luftthermometer. Lhs. Konigsberg. 
8O. 66 S. m. 1 Taf. 

L m ,  J. 7. v a ,  Lehrbuch der mathematischen Chemie. gr. SO. XIX, 224 S. m. 
28 Fig. Leipzig, Barth. M. 7, geb. in Leinw. M. 8. 

MA~LER, G., Physikalische Formelsammlung. (Sammlung Goschen Nr. 136.) 12O. 
202 S. m. 67 Fig. Leipzig, Goschen. geb. in  Leinw. M. -. 80. 

NEUHOFF, OTTO, AdiabatischcZustand'inderungen feuchter Luft und dercnrechncrische 
u. graphittehe Bestimmung. (Abhandlungcn des konigl. preufsischcn meteorolog, 
Instituts, 1. Bd. Kr. 6.) Imp. 4O. 35 S. m. Fig. u. 1 Taf. Berlin 1900. 
Asher & Co. M. 3. 

REIMANN, E., Die scheinbare Vergrosserung der Bonne und des Mondes am Horizont. 
Progr. Hïrschberg. 4". 38 S. 

SACK, G.,  Ein Beitrag zur Untersuchung der tiglichen Variationen der erdmagnetischen 
Inklination,.und Total-Intensitat. Prog. Lübeck. 4 O .  40 8. u. 1 Tab. 

SCHRAMM, W., Uber die Verteilung des Lichtes in der Atmouphare. Diss. Kiel. 
8'. 51 S. m. 2 Taf. 

SRHVLS, HEHM., Die Stomngen der Atmosphiire u. des Erdinnern durch Sonne u. 
Mond. Neue Grundlageu der Meteorologie. 2. Tl. Progr. 4u. 18 S. Berlin, 
Gaertuer. M. 1. 

WIENER, OTTO, Die Erweitemng unserer Sinne, Akademische Antrittsvorlesung. 8 O .  
43 S. Leipzig 1900, Barth. M. 1.20. 

ZEUHER, GUST., Technische Thermodynamik. 2. Aufl. Zugleich 4. Aufl. der ,,Grund- 
züge der mechanischen Warmetheorie". 2. Bd. Die Lehre von den Dampfen, 
gr. 8". VIII, 463 n. XXIX S. m. 65 Holzschn. Leipzig, Felix. M. 14. 

Tafelu. 

EH'IST, J., Abgekiirzte Miiltip1ikation~-Rechentafeln f. simtliche Zahlen von 2-1 000. 
n ~ b s t  e. Anhang, enth. die Qiiadratzahlen von 1-3000. gr. 8". X, 503 S. 
Rraunschweig, Vieweg & Sohn. ÏK 4, geb. in Leinw. M 5 .  

S(:HCT.TZ, E , Vierstellige mathematische Tabellen. 4. Aufl. Ausg. f Maschinen- 
banschulen. gr. 8 O .  XII, 108 S. Essen, Badeker. In Leinw. kart. M. 1.40. 

Verschiedenes. 

LIEL RF., ALE'., Sulla stnittura geometrica, dello spazio in relazione al modo di 
percepire i fatti naturali. 3a edizione, Kapoli, Lorenzo Alvano. Sa. 47 p. 

J A ~ K B U C U  der Mathematik. 29. Bd. 3. Hft. Jahrg. 1898. Berlin, Reimer. M. 12. 
KEDE, H. It! The Engineer's Yearbook of Formulae, Rules, Tables, Data and 

Memoranda in Civil, Mechanical, Electrical, Marine, and Mine Engineering. 
Cr. 8vo. Ir. London, Crosby, Lockwood & Son. 8 S. 

M a c ,  LUDW., Sammlung der Aufgaben aus der hoheren Mathematik, technischen 
Mechanik u. darstellenden üeometrie, welche bei der Vorprüfung fiir das 
Bauingenieur-, Architektur- und MaschinenIngenieurfach an der k. techn. 
Hochschule au Münchcn in den J. 1885-1901 gestcllt worden sind. gr. 8". 
ID, 52 S. m Fig. Miinchen, Ackermann. M. 1.60. 
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Abhandlungsregister 1900-1904. 

Abhandlungsregister 1900-1901. 

Von Prof. Dr. E. WOLFFINCI in Stuttgart. 

Unter dicscm Titcl werden künftig die Abhandlungcn aus dem Gebiet der 
angewandten Mathematik verzeichnet, welche in circa 270 der wichtigsten Zeit- 
und Gesellschaftsschriften enthalten sind. 1)ie Zeitschriften sind ahgekiirzt diirch 
Buchst~bengruppen bezeiehnet, welche sich an die Abkürzungen der ,,commission 
du répertoire bibliographique des sciences mathématiques" anschlielsen. Zahlen, 
auf welche ein Punkt folgt, bedeuten Bandzahlen, alle übrigen Zahlen Seitenzahlen. 
Die Bandzahl wird weggelassen, wenn nur cin einziger Band ausgezogen wurde. 
Die russischen Tite1 sind in tschechischer Orthographie gegeben (c = z, i: = tsch, 
s = as, B = sch, z = s, i = sh). Den russischen, tschechischen, polnischen und 

-rum%nischen Titelu ist eiue deutsche Ueberçetzurig beigefügt. Uie Anordnung ge- 
schieht systematisch nach Stichwortern; Abhandlungen, die zu mehreren Stich- 
wortern gehoren, stehen nur unter einem derselben, wahrend bei den iilirigcn auf 
dasselbe verwiesen wird. In der letzten Abteilung (K. Technik) finden sich aucli 
nichtmathematische, den Techniker intercssierende Arbeiten enviihnt., 

Wünsche aus dem Leserkrei~e betreffend daa Abhandlungsregister erbittet 
sich der Yerfasser (Stuttgart, Hacklanderstr. 38). 

Abkürzungen : 
A.A.L. Atti della R. Acc. Lucchese di 

Scienze di Lettere ed Arti 30. 
A. A.M. Abhandlungen der K. Bayr. Ak. 

der Wiss. Math.-Phys. Classe 80. 
A.A.K. Atti della R. Acc. di Napoli 

(2) 10. 
A.A.T. Atti della R. Acc. di Torino 

35-36. 
A. C.P. Annales de Chimie et  de Phy- 

sique, Paris (7) 19-22. 
8 .1 ) .J1 .  Anuali d i  Matematica pura ed 

applicata, Milano (3) 4. 
A .  E. N. Annales scientifiques de 1'6cole 

iiormale supérieure, Paris (3) 17. 
. A .  Q.C.  Atti della Accad. Gioënia di 

scienze riaturali, Catania (4) 13 .  
A. U .  Q. Abhandlungen der K. Geseii- 

schaft der Wissensch. eu Gottingen 
(2) 1. 

A. Gr. Archivder Math. n. Physik, Leipzig 
(2) 1 7 ;  (3) 1. 

A.11. Annalen der Hydrographie und 
maritimen Metcorologie , Hamburg 
28-29. 

A. J. M. American Journal of Mathe- 
matics , Baltimore 82. 

A. J. S. American Journalof Science, New- 
Haven (4) 9-31. 

AN. Acta Ihthamatica, Stockholm 24. 
A. M. T. Archives du musée 'i'eyler, Haar- 

lem (2) 6-7. 
A. R. Archives n6erlandaises, Haarlem 

(2) 4-5. 
A. N. K. Astronomische Nachrichten, Kiel  

151-153. 
A. of M. Annals of Mathematics, Cam- 

bridge Mass. (2) 1-2. 
A.P.B. Bulletin der K. K. Ak. derWiss. 

eu St. Peteruburg (5) 12-13. 
A. P. L. Anrialen der Physik, Leipzig 

(4) 1-4. 
A. S.B.  Annalcs de la Soc. Scientifique 

de Uruxellc~, Louvain 24-26. 
A. S. O.  Archives des sciences physiques 

et natnielles, &n&e (4) 10 
A. T. Annales de la faculte de Toulouse 

(2) 2 .  
A. U. B. Annalcs de l'Uuivcrsit6 de Grc- 

noble 12-13. 
A.V.A. S. Rihang till K. SvenskaVetens- 

kaps-Ak. IIandlingar, Stockholm 2 5 .  
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B.A.&. Bulletin de l'Ac. Roy. de BN- 
xelles 1900. 

B.B. BlLtter für dam bayr. Gymnasial- 
und Realschulwesen, Miinchen 36-37. 

B.B.L. Bulletino di Bibliografia e di 
storia delle science matematiche, Ge- 
nova 3. 

B.C. B o l l e t i n o  di matematiche e di 
scienze fisiche e naturali, Rolo,qna 1. 

1l.D. Bulletin des sciencesmathématiques, 
Paris (2) 24-25. 

B.F. S. Of\,ersigt af Finaka Vetenskaps- 
Societetens Forhandlingar, Helsingfors 
42. 

B.@. I3eitrage zur Geophysik, Leipzig 4. 
B. M. Bibliotheca mathematica. Leiozie 

r L U  

(3) 1-2. 
B.H. S. Biilletin de Mathématiques spé- 

ciales, Paris 6. 
B.U.K. Nachrichten der K. K. Cniversi- 

fa t  Kicw 1900. 
U.V. A. S .  Ofversigt af  K. Svenska Ve- 

t~nsl rap~-Akad.  Fbrhandlingar, Stock- 
holm 56-67. 

C. Casopis pro pestovany math. a fysiki, 
Prag 29-30, 

C.A. A. Verslagen der ~ i t t i n g ~ n  der 
K. Ak. van Wetensch., Amsterdam 8. 

C. C. S. Colorado College Studies, Boulder 
Col. 8. 

C. R. Comptes Kendus hebdomadaires 
des Séances de 1'Acad. dee Sciences, 
Paris 130-132. 

Cr. Journal für reine und angewandte 
Math., Berlin 121-123. 

C.W. Weues Correspondenzblatt für die 
Bclehrten- und Realschulen Württem- 
bergs, Stuttgart 7. 

D.A.W. Denkschriften der K. K. Ak. 
Wiicn Math.-Nat.-Classe 68. 

Il. 1I.Z. Deutsche Mechanikerzeitung, 
Berlin 5 

D.V.M. Jahresbericht der Deutschen 
Mathematikervereiniaung, Leipzig8-9. 

D.V.N. Verhandlungen der Deutschon 
Naturfor~cherrersammlung, Lcipzig7l. 

E. M. L'Enfioignement Mathématique, 
Paris 2-3. 

Q.B. GiornalediMatematiche, Napoli 38. 
G .  DI. B. Gaceta Matematica, Bukarest 

5-6. 
I.M. L'Intcrm6diairc des Mathématiciens, 

Paria 7. 
J.E. .Journal de Mathématiaues éI6men- 

taires, Paris (5) 5. 
J. E:P. Journal de l'hcole Polytechnique. 

Paris (2) 5. 
J. P.I. Journal oftheE'ranklin Institution, 

Philadelphia 149. 
J. M. Jounial de Nathématiques pures 

et  appliquées, Paris (5) 6. 

J.P. Journal dePhysique, Paris(3) 9-10, 
J. S.M. Jornal de  Sciencias mathema- 

ticas e astron, Porto 14. 
J. T. Communiüations of the Nathema- 

tico-physical Society of Tokio 8. 
,J. IJ. T. Journal of the College of Science, 

Tokio 13. 
K.D.P. Klimat, Petersburg 1. 
M. Mathesis, Gand (2) 10. 
JI. A. Mathematische Annalen, Leipzig 

53-54. 
JI. A. T. Memorie della R. Acc. d i  Torino 

(2) 49. 
11.B. Yathematisch-Naturwissensch.Mit- 

teilungen, Stuttgart (2) 2-3. 
M. C. Mémoires de  l a  Soc. nationale des 

Sciences naturelles et  mathématiclues, 
Cherbourg (4) 1. 

M. Cf. B. Mitteilungen des Natumiss.  Ver- 
eins von N euvorpoinmern und liügeu, 
Greifswald 31. 

M. 8. S. Mathematical gazette, Stroud 
(England) 1-2. 

M.H. Monatshefte fiir Math. u. Physik, 
Wien 11-12. 

M. RI. Messenger of Mathematics, London 
(2) 30. 

M. DI. F. AmericanMath. Monthly, Spririg- 
field 7-8. 

M.P. O. Uote derExperimentalphysikund 
clementaren Mathematik, Odessa 25. 

M. Z. ?neteorologische Zeitschrift, Wicn 
17-18. 

Y. Nature, London 61-62. 
N.A. Nouvelles Annales de Math., Paris 

(3) 19. 
N.A.W. Nieuw Archief voor Wiskunde, 

Amsterdam (2) 5. 
N. O .  a. Gottinger Nachrichten 1900. 
,Y. L. A. Atti deli'Ace. Pontificia de'Nuovi 

Lincei, Itoma 53. 
P. A.Bo.  Proceedings of the Amer. Aca- 

demy of arts and sciences, Boston 
35-36. 

P. C.P. S. Proceedings of the Cambridge 
Philosophical Society 11. 

P.E. RI. S. Procccdingm of the Edinburgh 
Math. Society 18. 

Pit. Ti Pitagora, Palenno 7. 
P. J.O. Preisschriften der Jablonowski- 

scben Gesellschaft. Leimir+ 36. 
P.L.I.S. ~rocccding$ of &e London 

Math. Soc. 31. 
P. JI. Philosonhical Magazine. London (5) " \ ,  

49-50; (6j 1. 
P. II. R. Periodico diMatematica, Livorno 

(2) 2-3; Supplemonto 3-4. 
P.X. S. ElProgreso matematico, Zaragoza 

(2) 2. 
P.H.I.A. Proceedings of the Roy. Irish 

Academy, Dublin (3) 6. 
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P.B.S.L. Proccedings of the Itoyal Soc., 
London 66-67. 

P. R. S.E. Procced. Roy. Soc., Edinhurgh 
42 

P. Z. PhysikalischeZeitschrift, Gottingen 
1-2. 

R.A.L.R. R~ndiconti dclla R. Acc. d ~ i  
Linçei, Roma ( 5 )  9-10. 

R. A. K. Rendiconti della R. Acc., Napoli 
(3) 6-7. 

R.C. L. Bevista de Ciencias, Lima 3. 
R.C.M.P. Reudiconti d d  Circolo mat. di 

Palermo 14-13. 
R.F.M. Rivista d i  fisica, mat. e scienze 

naturali , Pavia 1-3 
R. 6. O. Revue gonérale des Sciences, 

Paris 11. 
R.I.B. Bendiconto dellAcc. delle Seenze 

dell' Istituto di Bologna 1900 
R.M.  Rivista di Matematica, Torino 7. 
11.I.P. Sammelschrift der math. Ge- 

sellsch. Prag 4. 
ILDL S. Eevue de Math. spéciales, Paris 

S. $1. Ka. Bulletin der ahysicomathemat, 
Gesellsch., Kasan (i() ï 0 .  

S.I.Kh. Mitteiluneeu der Math. Ge- 
sell~ch.,  ~ h a r k o w  (2) 7. 

S. Y. 11. Sammelschrift der Math. Gc- 
sellsch., Xoskau 21. 

S.N.31. Bulletin de la Soc. Impér. des 
Naturalistes, Xoskau 1900. 

S.X. J. Sitzungsber. der Naturforscher- 
ges., Jurjew 12. 

S.P.M. Mernoirs und IJroceediugs of the 
Literary and Philosophical Society, 
Manchester (6) 4-5. 

S.V.K. Sitzungsberichte des naturwiss. 
Percins fiir Schleswig, Kiel 11. 

T.M. Nyt Tidskrift for Mathematik, 
Kjobnhavn 11-12. 

T.R.I.A. Transactions of the Roy. Ir. 
Acad., Dublin 31. 

T. R. S.L. Philasoph.Transactions, London 
193-195. 

T.S.L. Transactions of the St. Louis 
Acad. of Science 10. 

T. S.BI.Am. Transactions of the Amer. 

A. Aïigemeines und Philosophie. 

10. 
S.A.B. Sitzungsber. der K. Ak. der Wiss., 

Berlin 1900. 

Beschichte ùer angewanùtcn 
Mathematik. 

Math. Soc., New-York 1. 
T.W. Prace mat. fizyczne, Warschau 10. 

1. B. S. TVoodward. The century's pro- 
gresv in applied ,mathematics S. M. hi. 

6. 133. Poln. thersetzung : Po~tep i  
mstematgki stosowanej w X E  stuleciu 
W.M. 17. 

Lugiàkalkiil. 
2. C .  Peano. Formules de logique 

mathémitticme. R.M. 1. 

S.B.81. Sitziingsber. der K. Esgr. Ak. der 1 U. MN. TJnterriehtsbliitter f ü r  Math. u. 
Wiss. Math.-Phys. Cl., Miiiichen 30. Naturw., Berlin 6. 

S. A.W. Sitzungsber. der K. K. Ak. Wien V. N.K. Verhandlungen des natuiwiss. 
Ma,th.-Nat. Classe 109. I Vercina i u  Knrlsruba 1.3. 

3. P.  HU)"^. Alcune formule di logica. 
R M. 66. 

4. P. S. Porcteky. Quelques lois ulteri- 
cures de la théorie des égalités logi- 
ques. S.M Ka. 10. 50. 

S. (T. hl. Sitzungsberichte der Gesellmchaft 
m r  Refordemng der gefiamten Natiir- 
wissenschaften, Marburg 1900. 

S.l.1). Sitzungsberichte der naturwiss. 
Gesellechaft Isis, Drcsden 1900. 

S.N.  Bulletin de 1% Soüiuté M ~ t h .  de 

B. Analysis und Algebra, 

Y. N. Z. Vierteljahrsçhrift der uatur- 
forsch. Gesellsch., Zürich 45. 

V. P. B. Verhandlungen der Deutschen 
Physikal. Gesellsch., Berlin 2. 

W.M. Wiadomoici mat.,  Warachau 5. 
Z.I. Zeitschiift für Instrumentenkunde, 

prawdopodobiekstwa matematycznego Wahrsclieinlichkeitsrechnung. 1 . (Ein~ge Bomerknngen über die Definition 
6. L. ~arlini.' Nota sulle origini del 1 der mathematiwheri Wahrscheinlich- 

' calcolo delle probabilitk. Pit. 65. 1 keit). W.M. 5%. 
6. S.&ickstein. Kilkauwagookre6leniu 1 7. A. A. i7farkov. O verojetnosti ,,a 

France, Paris 28-29. 1 Berlin 20-21. 
S.M.Am. BuUetin of the Arnerican Math. 2. S. Zeitschrift für Meth. u. Phyeik, 

Soc., Xew-York (2) 6-7. / Leipzig 45-46. 
S.M.H. MitteilungenderMath.Gesellsch., 1 Z.V. Zeitschrift für Vermessungsweseu, 

Hsmburg 4. Stuttgart 29-30. 
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posteriori" ( h e r  Wahrscheinlichkeit a 
poeteriori). S.Y.Kh. 7. 23. 

5. J. Eggenberger. Zur Darûtellung dea 
Bemouilli'schen Theorems in der Wahr- 
ucheinlichkeit~rechniing. Z .  S.  45.  43. 

9. P. A. xekrasov. Novgja osnovanija 
uoenija o verojatnostjach summ i sred- 
nich veliiin. (Neue Grundlage der Wahr- 
scheinlichkeitsreckinung der Summen und 
Mittelxerte). S.M.M. 21. 679. 

10. A. Liapownofi Sur un th6orème du 
calcul des probabilités. C.R. 132. 126. 

11. T.  Ijrotlin. Wahr~cheinlichkeitsbe- 
stimmungen der gewohnlichen Ketten- 
bruchentwicklung reeller Zahlen. B. V. 
A. S. 57. 239. 

12. A. Wimart. tlber eine Wahrschein-. 
lichkeitsaufgabe bei Ketle~ibrucherit- 
wicklungen. B. V. A. S. 57.  829. 

13. .J. GomoZi. Ableitungen von For- 
meln für die mathemetische Wahrschein- 
lichkeit beim Würfelepiele nebut einigen 
Auwendungen. A. Gr. 17. 363. 

14. FI Galton. A geometric determina- 
tion of the median value of a system of 
normal variants, fiom two of its centilee. 
K. 61. 102. 

15, E. Zernzelo. Über die Anwcndung 
der l\Tahscheirilichkeitsreçhnung auf 
dynamifiche Syuteme. P. 2. 1. 317. 

16. R. J. Strutt. On the tendency of 
the atomic weights to approximate t o  
m~hole numbers. F.M. 1 .  311. 

17. K. Pearson. On some applications 
of the theory of chance to  racial di&- 
reritialion. P. M. 1.  110. 

18. K. Pearsun. On the criterion that 
a given system of deriations from the 
probable in the case of a correlated 
svstem of variables is euch that it can , ., 
be reasonably supposed to have arisen 
hum random sampling. P. M. 50. 157. 

19. Rstienne. Valeur plaubible d'une 
grandeur variable. C.R. 130. 393. 

20. Andrade. A propos de deux pro- 
blèmes de probabilité. C.B. 150. 395. 

21. L. Lindelof. Un problème do calcul 
dea probabilitos. B.F. S. 79. 

22. L. Lindelof' et  C. M o ~ q ~ u .  Question 
1680. 1.M. 101. 338. 

23. C. Moreau. &uestion 1768. 1. M. 
377. 

24. M. Stuyvaert. Sur une rdussite. 
&T. 13. 

Xethoùe d e r  kieinsten Qundrnte. 

25. E. Hammer. Reitragzur Geschichte 
der Ausgleichungsrechnung. Z.V. 29.  613. 

Fehlerrechnung. 

26. Estienne. Sur la theoiie des erreurs. 
C. R.  130. 66. 

27. W. Laska. t%er die Auseleichun~s- - ., 
rechnung. A.N.K. 153. 37. 

28. A. Bliimcke. Zur Jordan'schen 
Theorie des MaxirualTehleru. Z.V. 30. 229. 

28. A. Rlingatsch. Zur grapliiuchen 
Ausgleichung vonPolygonzügen. Z.V. 29. 
640. 

30. B. Weinberg. h e r d i e  Wahrschein- 
lichkeit einer Fehlerverteilung. A. N. K. 
153 193. 

31. L. Kniger. Über die Ausgleichung 
mit Iledingungsgleichungen bei der tri- 
gonometrischen Punktbestimmung durch 
Einsçhneiden. N. G. G. 1.  

33. C. Runge. Graphische Ausglei- 
chung beimRückw%rtscinschneiden. Z.V. 
29. 581. 

33. G. v.  Niessl. Über die giinstigsten 
Bedingungen zur Nachweisung der helio- 
centrischen Gcschwindigkeit bei Meteor- 
beobachtungen. A.N.K. 152. 1 .  

Politische Arithmetik. 

34. L. Bachelier. Théorie de la swé- 
culation. A.E.N. 21. 

35. J. S. Sleaens. Forecautiuu the cen- - 
sus returns. 31. M. F. 160.  

36. H. W. Mangoldt. h e r  eine Auf- 
gabe der kanfmannischen Anthmetik. 
L).v.iM. 9. 136. 

Zinseseins- und Eentenrechnnng. 

37. C. Hansen. Renterog afdrag. T .  M. 
12.8.  36. 

3s. C. Hunsen. KII Aririuiteturormel. 
T.M. 11.  A. 65;  12. A .  15 

39. C. Hansert. Livrenter betalbare m 
Gange aarligt. T.M. 11. B. 58. 

I Statistik. 

l 40. W. T. Sheppard. On the tabulation 
of certain frequency-distributions. P. M. 
50. 393. 

41. M. F. L%~ppard. On the statistical 
rejection of extreme variatioks, single 
or correlated. P.L M.S. 70 

48. G. U. Yule.  On the association of 
attributes in statistics. P.R. S.L. 66. 2 2 ;  
S. IL. S.L. 194. 257.  

44. K. Pearson Mathematical contri- 
butions to theSheorg of evolution. P.R.S.L. 
66. 1 4 0 ;  241;  324;  T .B .S .L .  195.  1; 79. 

44. K. Pearson. Data for the problem 
of evolution in man. P.R. 8.1,. 66. 316; 
67. 159;  333. 

1901. 8. IIeft. 26 
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45. L. Cume~ano. Lo studio quantita- 
tivo degli organismi. A. A. T. 35.327; 650. 

Sielie auch 17. 

Versicherungsmathematik. 
46. Z. (7zuhnlski. Zagadnienio z teoryi 

ubezpieczenia ren na wypadek niez- 
dolnosci do pracy (nber eine Aufgabe 
aus der Theorie der Rentenver~ichernng 
im invaliditiitsfalie). W.M. 59. 

Spiele. 

47. E' Fitting. Über eine Vcrallgemei- 
nerung der Ro~~elsprurigaufgabe. Z.S. 
45. 137. 

48. G. Carduso-Laynes. Problemi di 
biliardo P.M.R. Suppl. 4. fase. 7. coper- 
tina. 

Siehe auch 13. 

Numerisches Rechnen. 

49. Parmentier. Multiplication com- 
plémentaire. 1. M. 285. 

60. h'. Gelin. Calculul patratului unui 
nilmâr (Berechnung  de^ Quadratfi einer 
Zahl). G. M. B. 6. 109. 

61. E. Jargens. Numerische Berech- 
nung von Ueterminanten. D. V.M. 9. 131. 

62. C. Kassner. Bequeme Berechnung 
der Koefficienten dcr Bessel'schen Formel. 
M.Z. l a .  s i .  

63. W. St. Aldis. On the numerical 
computation of the functions Go (x) , 
G,(z) and ~ . ( z f i )  P.R.S.L.66 .  32. 

h'&lierungsmethodcn, analytischc. 

64. B. Niewgglowski. O metodzie skro- 
conej wycigganie pierwiastku kwadrato- 
wego a licab (Cber die abgekürzte Me- 
thnde der Qnadratwurzclausziehung). 
W. M. 63. 

65. Steiff. Niherungsformeln für v m  Z.V. 3 0 . 1 3 3 .  W. Wujtan 135. 
66. W. Wojtan. . Weory pry bliione na  

V a T b '  i i/a'-b4 (Nahemngsformeln 
für I/-b$ und fiPbq) W. M. 67. 

67. A. Emch. Two hydraulie methods 
to  extract the n th  root of any number. 
M. M.F. 8. 10. 

68. K. Heun. Neue Methode zur ap- 
proxirnativen Lutegration derDifferentia1- 
gleichungen einer unahhiingigen Ver- 
anderlichen. Z. S. 45. 23. 

69. B. Picard. Sur nn exemple d'ap- 
propinquations successives divergentes. 
S.M. 28. 137. 

60. A. Uavidoglou. Sur une application 
l e  la methode des approximations suc- 
ressives. C.B. 130. 692 ; 1241. 

Siehe auch 787. 

Gleichnngeii, nnmerische. 

61. G. JIeslin. Sur une rriachine à 
résoudre les equations. J.P. 9. 389.  

62. B. Hammer. Auflosung quadra- 
tischer Gleichungen mit dem Rechen- 
xhieber. Z. V. 29. 495.- H. Zinzmermann 
30. 58. 

63. P. J. E. Boedseels. Étude sur la 
méthode de Tobie M?yer. A. S.B. 24 37. 

64. O. Biernzann. b e r  die naherungs- 
weiseIlestimmung der Losungen mehrerer 
Gleichnngen. M.H. 11. 148. 

Siehe auch 89, 96, 97. 

Interpolation. 

65. G. T,azzeri. Nozinni su1 calcnln 
delle differenze. P.M.R. Suppl. 4.  81. 

66. V. Alberti. Su le differenze di o. 
G.B. 117. 

67. A. v.Braunmüh1. HistorischeUriter- 
iuchnng der crsten Arbeiten über Inter- 
polation. B.M. 2. 86. 

68. W. Veltmann. Nachtrap zu meiner 
Herleitung der ~nterpolati~~sformeln. 
2. S. 45. 337. 

69. K. 1;ewickv. E i n i ~ e  Bcmcrkun~en 
über die ~a~raGge ' sçhZ ~nterpolati&s- 
formel. A.Gr. 17. 214 

70. P. A. hTekrasov. K voprosu O pri- 
bliiennom vyCislenij dalekago Elena 
Lagranieva rjada. (Uber die niiherungs- 
weiee Berechnuug einev hohen Gliedeu 
ier Lagrarige'schenReihe) S.M.M.21.431. 

71. ,V. Bougaiev. Sur la série analogue 
à la série de Lagrange. C.R. 131. 793. 

72. TV. F .  Sheppard. On central- 
difference formulae. P.L.M. S. 449. 

73. W. Laska. Uber das anthmetische 
Mittel. Z.V. 29. 593. 

74. W. Koppen. Über PeriodicitBt in 
meteorulogischen Zahlenreihen. A. H. 29. 
135. 

15. W. ~Weinardzcs. Eine einfache Mc- 
thode zur Berechnung klirnat~lo~ischer 
Mittelwerte von Flachen. M.Z.  17. 241. 

76. 111'. Il. Roe. On a formilla of inter- 
polation. M. M.F. 8. 1. 

7 7 .  S. Pincherle. Sopra un problema 
d'interpolazione. R. C. M.P. 14. 142. 

Empirische Formeln. 

78. G. Runge. Über die Vergleichnng 
empirischer Formeln. 2.8. 45. 78. 
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79. C. Runge. tfberempirische~ormeln 
und die Interpolatipn zwischen iiqui- 
distanten Ordinat,en. Z.  S. 46. 224. 

Tafeln. 

80. W. F, S ~ e p p a r d .  A mcthod for 
extending the accuracy of certain mathe- 
matical tables. P.1i.M S. 423. 

Siehe auch 53, 837. 

84. F: Villareal. Nomografia. R. C .  L. 
162. 

85. M. dlOcagne. S m  quelques prin- 
cipes élÇmentaires de nomographie. B.D. 
24. 286. 

86. M. dd'Ocagw. La nomographie dans 
l'enseienement. E.M. 2.  207. 

87. "G. Pesci. Abachi trigonometrici. 
P.M.R. 2.  201.  

88. G. Pesci. Costrnzione elementare 
di due abachi trigonometrici. P. M. R. 
Suppl. 3. 81;  97. 

89. Jf. d'Ocao~ee. Sur la résolution 
nomographique de l'équation du 7. dégré. 
C.R 1111. 522. 

90. il. d'ocagw. Sur l'application dc 
la nomographie à la prédiction des oc- 
cultations d'étoiles nar la lune. CR,. 
130. 554. 

91. A. A. Nyland. über einen R~frak-  
tionsabakus für Mikrometcrbeobath- 
tungen. A.Y.K. 153.  211. 

92. A .  Schleusinger. Geographische 
Parauietertafeln zur Bestimmung von 
s = v d a x f  r loe=da+p.  Z . P .  29.561.  

Graphischer Calcul. 

93. G. Reclcnagel. Über den Arihugs- 
unterricht in  allgameiner Arithmetik und 
Algebra. D.V.N. 279. 

94. E. floltzhey. Calculul grafic a lui 
x (graphische Berechnung von n). G.M. 
B 5.  238. 

95. Tait. On the generalisation of 
Josephus' problem. P.R.S.E. 165.  

96. R. E Gaznes. A graphical method 
of deducing the criteria for the naturu 
of the roots of cubic and quartic equa- 
tions. A. of M. 1. I l l .  

97. Ci. B. Matthews. Solution of the 
quartic. N 61. 55. 

98. A. L. Baker. Diagrammatic proof 
of the condition of functionality in 
çomplex functions. M. M.F. 7. 240. 

99. J. Coulon. Remarques à propos 

Logarithmen. 

81. E. Hoppe. Notiz zur Geschichte 
der Logarithmentafeln. S. M.H. 64. 

82. H. C. Pocklmgtotz. Mechanical 
iaethods of calculatine loearithms. N. " 
61. 469.  

83. A. Uuftow. To calculate a simple 
table of logarithms. N. 61. 415. 

d'un mémoire de M. Massau sur l'intd- 
pat ion graphique des éqnations aux 
d6rive'es partielles. C.R. 130. 1378. 

Siehe auch 14, 473. 

Winkelteilung. 
100. E. TVdffing. Bibliographie der 

Wink~lteiliing. BI B. 2. 2 1 ;  92 
101. P. H. Viuklens tredeling. T.N. 

1 1  A. 12. 
102. P. iMansion. Division d'un angle 

en n parties égales. M. 156. 

Naheriingsmethoden, geometrische. 
103. R. Hamnaer. Über den aus 'L 

Kreisbogen bestehenden Korbbogen zur 
Verbindung zwcicr gegebenen Tangen- 
tialpunlite. Z. V. 29. 236. 

104. A. 8. Bang. Tilnaermet Kvadra- 
tur af cirkel. T.M. 11. A. 14. 

105. J. Jensen. Tilnaermet Kvadratur 
af cirklen. S. M. 12. A. 16. 

106. Puller. ZurQuadraturdesKreises. 
Z.V.  29. 588. . 

106". B. Carrara. 1 tre vroblemi classici 
de@ antichi in relaeione ai reccnti risul- 
tati della scienza. R.F. M. 2. 407. 

107. Hoffbauer. Formule approchée 
donnant le ~érimètre  de l'ellipse. 1. M. 409. 

Eechenrnaschinen. 
108. L. Torres. SKI Ics machines à 

calculer. C.E. 130. 472 ; 874. 
109. G. Meslin. Sur une machine ii 

réeoudre les Bquations. C.R. 130. 888. 
110. M Petrovich. Anaareil à liauide 

pour l'intc'gration Lpphi(iic de ccrtiines 
typer:d'C~~uatioiiedi~rt~reiitiellrr. A.  J.  JI. 1 .  " -  

111. W. A. Price. Petrovitch~ appa- 
ratus for integrating differential eyua- 
tions of the first order. P.M. 49 .  4X7. 

Siehe anch 727. 

Rechenschieber. 
112. C. Lallenzalzd. Zweiteiliger loga- 

rithmischer Rechenschieber. Z.T. 29.233.  
26* 
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113. P. Weiss. Sur un nouveau cercle 
à calcul. O. IL. 131. 1289. 

114. R. Proell. Neue logarithmische 
Rechentafel. Z. S. 46. 218. 

Geumetrischer Calcul. 

115. F. Villareal. Calculo gcometrir.~. 
R.C.L. 117. 133. 168;  186; 266. 

116. B. Bonola Bibliografia sui fon- 
damcnti della geomctria in  rclazionc 
alla geometria non-euçlidca. B. B. L. 2 ; 
33;  70. 

117. U. Carstem. Om multiplication. 
T.M. 11. A. 47. 

118. L. van Emelem. Kote sur l'emploi 
du symbole 13 dans la recherche des 
formules trigonométriques. R M. 3. 210. 

Vektorenrechnung. 

119. U. Formari. Elementi di calcolo 
vcttoriale. P.M. R. Suppl. 4. 49. 

120. G. Tzitzeica. Asnpra vectorilor 
(Übcr Vcktorcn). G. M. B. 6. 53. 

121. M. E'. Daniels. Über die Dcri- 
virte eines Vcktors. Z. S. 46. 203. 

122. Tait .  On linear aud veçtor func- 
tion. P. R,. S.E. 547. 

123. E. Study .  Die Geometrie der 
nynamen. D.V.M. 8. A. 204. 

Siehe auch 237, 246. 

Ansdehnungslehre. 

124. J. V. Collins. An clementary cx- 
position of Grarastiriiarin'~ ,,Ausdelinungs- 
lehre" or theory of extension. 17 M.F. 7. 
31;  6 3 ; 1 6 3 ; 1 8 1 ;  207; 2 5 3 ; 2 8 1 .  

125. C. J. Joly. On the placc of the 
,,Ausdehnung~lchrc" in the gcneral as- 
sociative algebra of the quaternion type. 
P . R  T.A. 13. 

126. C. BuraZi-Forti. Sur la formule 
de Taylor pour les formes géom6triques. 
z. S. 45. 52. 

Quaternionen. 

127. E. Study. Die Hanptsatze der 
Quaternionentheorie. M. G. G. 1. 

128. F. H. Griessemann. Elcmcntarcr 
Nachweis des Satees von Frobenius über 
die Ausnahmestellung der Quatemionen 
unter den komplexen Zahlsystemen von 
mehr als 2 Einheiten. 1N.H. 11. 132. 

Siehe auch 125. 

Zeichenayparate. 

129. C. Rohrbach. Ein mues Perspek- 
tivlineal. 8 . 5  46. 249. 

130. E. M. Blake. The ellipsogaph 
of Proclus. A. J .  îvL.146. 

131. A. Auhry. Estudio sobre los coni- 
eografos. P.M. S. 337. 

132. M Dechevrens. Le campylographe, 
machine à, tracer lea courbes. C.R. 130. 
1616. 

139. R. Rricard. Demande de ren- 
seignement sur un certain dispositif, 
I .M. 62 .  

Siehe auch 194.  

134. R. Mehmke. Zur Honstruktion 
dcr Schnitte von H~illfliichcn mit ebcncn 
oder kmmmeri Flichen. 2.8. 46. 246. 

130. A. Sucharda. Diikaz zkkladni 
vëty Désarguesovy uBitim dcskriptivni 
(Beweis des Desargues'schen Fundamen- 
talsatzes mit Hilfe der darstellendcn Geo- 
metrie). C. 29. 42. 

136. S. L. Penfield. Stereographic pro- 
jection and its possibilities. A. J. S. 11. 1 ;  
115. 

13 7 .  E. Aseione. Proiczionc ombcliüale 
relativa alle quadriche a punti ellittiçi. 
A.A.N. 10. Nr. 2.  

138. B. Janisch. Evoluten als Contour- 
kurven windschiefer Flichen. M. H. 12.97. 

Perspektive. 

139. B. ProchdzJca. Poznhnka ku pcr- 
spcktivnétuu zobrazovhni (Henierkuug 
iiber die perspektivische Abbildung). 
C. 29. 49. 

140. E'. Schirwl-. Die stereoskopische 
Rclicfpcrspcktive. M. H. 12. 177. 

141. H. Lecocy. De l 'abatopaphc et 
de la méthode abatographique Fn per- 
spective. J.E. 1 2 2 ;  135;  153;  169 ;  185. 

Schattenkonstrnktionen. 
142. E. Wolffing. Bibliographie der 

Schattenkonstmktionen bei Rotations- 
flichen. M.B. 2. 63. 

143. R. Mehmke. Eine Schattenkon- 
struktion. Z. S. 46. 244. 

Photogrammetrie. 

144. L. del'all. Neue Ableitungeinigcr 
bci der Bcrechnung ciner photographi- 
schen Aufnahme nach Prof. Turner's 
Methode rorkommender Formeln. A.N. K. 
153. 61. 

145. H. G. v a n  de Sande Bakhuyzen. 
Quelques remarques sur la réduction des 
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D. Mechanik. 

positions des étoiles mesurées sur les 
clichés photographiguea. A.N.  5. 542. 

146, W. h&ka, uber  ,,in problem der 
photogrammetrischen Küstenaufnahme. 
M.H. 12. 172. 

147. O. BergstraluZ. Sur l a  déformation 
des couches sensible@ des plaques p h 0  
tographiques. B.Y. A. S. 57. 187. 

Krystallographie.  

148. W. ~ ~ ~ l ~ ~ .  ~ ~ ~ ~ t , ~ l  symmctry. 
P.M 1. 1. 

140. K Marshall. Note on the axes 
of symmetry which are crystallographi- 
cally possibles. P. R. S. E. 62. 

Allgemeines. Prinzipien. 

ModeLie. 

160. A. Andreini. Sullo sviluppo dei 
poliehi alcune norme Patiche Per 
la costrnzione dei loro modelli in car- 
tone. P. M. IL. 2. 233. 

151. K. Fischer. Demonstration von 
Unterriehtsmodellen zur Mechanik. D.V. 
N. 289. 

152. F. Schilling. Kouveaux mocibles 
cinématiques e t  intoduction nouvelle à 

, la  thdorie cies courbes cycloidales. E.M. 
2. 31, 

Siehe auch 540. 

153. G. K. Sooslow. Elemente der ana- 
Jyt. Mechanik. li'ortsetzung (rus.)  B.U.K. 
Kr. 2-4. . 

154. J. Petersen. Den rationelle meka- 
niks indledning. T.M. 12B.  25. 

155. 3. Picard. Sur les principes de 
la mécanique et  l'explication mécanique 
des phénomènes naturels. B.D. 25. 17. 

156. M. de Tilly. S u r  trois principes 
fondamentaux ou axiomes ou hypothè- 
ECJ de l a  mécanique rationnelle (inertie, 
indépendance, réaction). A. RB. 24. 214. 

157. A. BrilZ. Uber ein Beispiel dea 
H e m  Boltzmann zu der Mechanik von 
Hertz. D. V. M. 8.  A. 200. 

158. A. Brill. Uber die Mechanik von 
IIertz. M.B. 2. 1. 

169. W. Wien. Über die Mogliehkeit 
einer electromapetischén Begnindung 
der Mechanik. A.N. 5. 96. 

160. G. Mie. Die mechaniwhe Er- 
klarbarkeit der Natiir-F:rscheiniingr,n. 
V.N.K. 403. 

161. T. Schwartze. Dynamische Be- 
trachtungen. A. Gr. 17. 205. 

162. K. Laves. Maupertuis' Prinzip 
der kleinsten Wirkung für Ksafte, die 
ein effektives Potential zulaesen. il. N. K. 
152. 361. 

163. P. Du,kena. Sur un point du  cal- 
cul des variations. A. S. 115. 

164. Lwd Rayleigh. The law of par- 
tition of kinetic exergy. P.M. 49. 98. - 
H. Burbury. 226. 

165. H. S. Bwrbur On the law of 
partition of energy. F.M. 50. 584. 

166. W. Gosisiezcski. O prawig zacho- 
wania energii i wzrostu entropii (üùer das 
Gcsetz der Erhaltung der Energie und 
der Zunalimc der h t r o p i e ) .  T.W. 25. 

167. Lord Rayleigh. On a theorem 

analogeons to the virial theorem. P.M. 
50. 210. 

168. T. Schmartze. Zuiiammensetüung 
leberidiger KrFrafte. A. Gr. 17. 333. 

169. 11. Poirxare'. Sur une forme nou- 
velle des 6qiiations de la mécanique. 
C.R. 132. 369. 

170. Il. de Fruncesco. -4lcuni aroblerni 
di meecanica in uno spaaio a 3 dimensi- 
oni a curvatura costante. A. A.N. 10 Kr. 4; 
NI. 9;  R.A.N.  6. 15;  153. 

Kinematik.  

171. M. Puglisi. Sulle formole per l a  
composizione di  piii movimenti finiti. 
R. C.M.P. 14. 225. 

172. A.S. Chessin. On relative motion. 
T.S.M.Am. 116. 

173. R. Lipschitz. Eachweis des 
Zu~ammcnhanges zwischen den 4 Dreh- 
ungsaxen einer Lagenanderung eines or- 
thogonalen Systems und einem Maxi- 
mumstetraeder. A. M. 123. 

174. A. S. Gales. Wiener's theory of 
displacements with an  application of 
the proof of four theorems of Chasles. 
A. of M. 2. 1. 

175. L. Bickart. Note de géometrie. 
R. M. S. 497. 

176. B. Duporcp. Sur un remarquable 
déplacement à deux paramètres. S. M. 
29. 1. 

177. B. Cluzeuu. Sur le dkplacement 
d'une fignre qni reste semblable à elle- 
même. B.M.S. 69. 

178. E. M. Blake. Two plane move- 
merits generating quartic scroils. T .  S. M. - - 

Am. 421. 
179. G. K. Souslou~. Sur la  question 

du ruouvernerit d'un point dam nu milieu 
qui se déforme. S.M.N. 351. 
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180. M. Disteli. f%er Rollkurven und 
Kollflachen II. Z .  S. 46. 134. 

181. IT Brocard. Utilité de la photo- 
graphie dans les recherches de géométrie. 
I .M.  133. 

182. 15. Floquet. Sur le mouvement 
d'un fil dans l'espace. C.E. 130. 1745. 

183. N.  J .  Vatzidnkis. Sur les équa- 
tions cinématiques fondamentales dea 
variétés danci l'espace à n dinieri~ioris. 
C.E. 130. 557. 

Siehe auch 123; 132. 

184. R. S. Bull. Far thm development 
of the  relations between impulsive and 
instantancous screws. T. R. 1. A. 99. 

18b. R. S. Rnll. The twelfth and con- 
cludine memoù on the theorv of screws. 
S. R. I.A. 145. 

186. T. J. Bromwich. The displace- 
merit of a given line by a motion of a 
givcn screw. M.M. 41. 

187. E. Cotton. Sur  cpclques mouve- 
ments i, ~ l u a i e i ~ r ~  s ara mètres et sur l a  
thhorie des vis principales d'inertie. 
A. E. N. 9. 

188. R. Bricard. Sur une propriété 
du cyliudroïcle. S. N. 29. 18. 

Mecùan i~men .  

189. T. Bwgu t t i .  Teoria dei sivtemi 
art,iicolati piii semplici. R. C.M.P. 14. 
192;  201. 

190. P. Somov. t b e r  einige Anwen- 
dungen der Kinematik veriindcrlicher 
S.ysteme auf Gelenkmeçhanismen. Z. S. 46. 
199. 

191. E. Uelassus. Sur l a  méthode de 
Cremona pour déterminer les torsions 
dans les syst6mes articulés. A. T. 67. 

192. A. Krahe. C'uatnliteros esf4ricos 
srt icdadoa. P. M. S. 318. 

193. A. %ch. Illustration of the 
elliptic integral of t he  first kind by a 
certain linkwork. .4 of M. 1. 81. 

194. G. Koenigs. Compas honiogra- 
phique, réalisant, par  articulations, l'ho- 
mogaphieplanegenérale.  C.1i.  131.1179. 

Statik. 
195. M. d'0eagm. Sur l a  composition 

des forces dans le plan. H.M. 3. 225. 
196. C. W7asteels. Notes sur l a  com- 

position des forces. hl. 220. 
197. R. S Bull. A geometrico-statical 

theorem. hl. Cr. S. 2. 25. 
198. P. J. Heawood. On the  quadrila- 

terals connected with four coplanar forces 
in equilibrium. M. G.  8. 1. 319. 

199. A. Emch. On the project,ivity of 
stresses in a plane. M.M. F. 7. 134. 

200. -Problème demécanique. B. nJ.  S. 
67. 

201. J. H. Michell. The uriiplanar 
stability of a rigid body. M M .  35. 

202. E' Kdtter. Ein bemerkensmerter 
Zuaammenhang zwischen der Statik bieg- 
samer unausdehnbarer Fliichen und der 
Lehre von der Hewegung eines Korpers 
in einer Flii~sigkeit. Cr. 121. 300. 

203. C. Popocici.. Spirala logaritmica 
ca figura de  echilibru (Die logarithmische 
Spirale alu Gleichgewichtsfigur). G. 11. B. 
6. 60. 

Schwerpiirikte. 

204. L. Clariana. Aplicacion la 
m e c h i c a  de l a  f6rmnla de Ilirichlet. 
P. M. S. 179. 

205. IC.  Pitoni. Sopra una formola di 
Euler. P.N.R. Suppl 3. 4 9 ;  65. 

20Ua. 3'. Caspary. Sur  l e  centre dc 
gravité d'un qnadrilatkre. S. IîI. 28. 143. 

206. PIrilippi~~. Centre de gravit6 d'un 
trapèze. 31. 249. 

207. G. Lazzcri. Baricentro di  un 
tronco di  prisma triangolare. P. M.R. 2.  
219. 

208. S. Catania. Sul haricentro del 
tronco di prisma triangolare. P. M. R. 3.  
28. 

Nomente. 
209. V. Jank6. Elementbni  odvozeni 

momentu setrvaCnosti u5kterjch tcles 
pravidelnich (Elcmcntare Bestimmiing 
der Tr%gheitsmornente einiger regel- 
massiger Korper). C. 30.. 51. 

210. S. Jolles. Die Bexiehungen der 
Centralellipse eines ebenen Flachen- 
stückes zu seincm imaginBren Bilde. 
A. Gr. 1. 91. 

Siehe auch 204. 

Kettenlinien. 
211. J. .Jung. Syrithetische Hehand- 

liing der gemeinan Kcttcnlinie. i; S. '$5 
229. 

212. 11. J. Korteweg. La solution de 
Christian Huygcus du problbme de la 
chainette. B. AI. 1. 97. 

Dynamik des Punktes. 
213. E. Picard. Une première leçon 

d e  dynamique. E.M. 2. 3. 
214. W II. Macaulay The law of d i -  

narnics and their trcatmcnt in textbooka. 
M ci S. 1. 373; 399. 

215. H Duport Sur le th6ori:me des 
forces vives. C R. 132. 24. 
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216. G. 8. Bryun .  Energy accelera- 
tiona. A ~ t u d y  in energy partition and 
irreversibility. A. N. 5. 279. 

217. K. Prytz.  Resiiltant hastighe- 
den vcd to partiklcra forening. T.M. 11 
A. 75. 

218. P. Mckel.  TTber die Gestalt der 
Bahnkurven bei einer Klasse dpamischer 
Probleme. M.A. 64. 86. 

219. M. Pz~glisi. S d  movimento di un 
punto non soggetto ad alcuna forza 
sopra un toro. R. C.M. P. 14. 180. 

220. N. N. Saltykov. K zadaEe O 
dviienii materialnoj toCki, pritjagivae- 
moj dvumja nepodviinymi centrami ob- 
ratuo proporcioualrio kvadratam raL- 
stojanij (Uher die Aiifgahe der Rewegung 
eines materieilen Punktes, der von zwei 
unheweglichen Centren umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat der Entfernung 
arigezogen wird). S. M. Kh. 7. 1. 

221. A .  J. h'wort. vraagstuk der 
dynamita. N. A. W. 44. 

222. V. Strouhal. Vkty a vkicni 
(Wagen und Wagung). C. 29. 232; 321. 

223. B. Renan. gtude du mouvement 
d'un point matériel soiimis à l'action 
d'une force centrale constante. I.M. 145. 

224. li' de Brun .  S u r  le mouvement 
d'un point matériel sollicite par une 
force centrale. B.T.S. S 56. 107. 

Pendel. 

225. G. A. Maggi. Sulla teoria del 
pendolo. G.B. 1 .  

226. P. Bzcrgatti. Sul moto di un pen- 
do10 verticale, i l  punto di sospensione 
del quale è soggetto a movimenti os- 
cillaturi e siilla determinazione di questi 
movimenti. R. A. L. R.9.  II. 895. 

227. K R. Koch. Uber die Konstruk- 
tion invariabler Pendel. D. V.N. 39. 

228. C. E'éry. Pendule à réstitution 
électrique coristante. C.R. 130. 1248. 

229. 0. Hecter. Reitrag mir Theorie 
des Horizontalpendele. B.  G. 59. 

230. J.  Wzlsing. Zur Theorie des 
Repsoldschen Federpendelregulators. A. 
N.K. 151. 293. 

Dynainik des s tarren Systerns. 
231. 8. Petrini. De allminna rorel- 

~~ekvationerna fnr en fast kropp i for- 
hallande till rorliga axlar. T. M. l l . B .  1. 

232. P. Soinof. Uber Gebiete von 

253. D. de Franeesco. Sul moto spon- 
t,aneo di lin corpo rigido in ilno spaeio 
di curvatura costante. A. A. T. 35.34; 387. 

Dynamik des deforiuierbaren 
Systems. 

234. A. Poss. b r  die Principe von 
iiamilton und Maupertuis. N. G. G. 322. 

236. Lord Rayleigh, S. B. &6rbury. 
The law OS partition of kinetic encrgy. 
P.M. 49. 98;  226. 

236. W. Gosiewski. O rozdziale prgd- 
hoici w..ukladzie dpamicznym oipï i -  
o n p  (Uber die Verteilung der Ge- 
schwiudigkeiten in einem dyriamische~i 
System , dan einc stationare Rewegung 
besitzt). T. W. 16. 

237. A. Broca. Champs de vecteur et  
champ de force. Action réciproque des 
masses scalaires et vectorielles. C.B. 130. 
109. 

238. T. Levi-Cività. Sui moti stazio- 
nari dei sistemi olonomi. R. A.L. R. 10.1. 
137. 

239. F.Eosch. Theorie der Failmaschine 
mit 2 festen und eincr losen Holle. A. Gr. 
17. 113. 

240. H. Lorenz. Dynamik der Kurbel- 
getriebc. Z. S. 45. 57; 177. 

241. J. Jung. Sjrithetiuche Betrach- 
hing eines in sich bewegten Fadens. 2.  S. 
45. 39. 

242. G. Floquet. Sur le mouvement 
d'un 6i dans l'espace. C.R. 131. 27. 

243. G. Floquet. Sur les equations du 
mouvement d'lin fil en coordonnées qiiel- 
conques. C. R. 131. 97. 

244. G. Floquet S u  les équat,ions in- 
trinsèques du mouvemcnt d'un fl et  sur 
le  calcul de sa tension. C .E .  131. 666. 

246. G. Dillner. Sur le mouvement 
des P.lém~,nts d'une molécule de matikre 
pondérable d'après la loi de Newton. 
B.V.A. S. 57. 1145. 

246. A. Broca. Sur les masses vecto- 
rielles de discoritinuité. C.E. 130. 317. 

247. B. Frur~cesco. Su alcurii proble- 
mi di meccanica in lino spazio pseudo- 
sferico analiticamente equivalenti a pro- 
blemi nello spazio ordinario. R.A.N. 7.28. 

Differentialgleichungen der  Mechanik. 

248. P. Appell. Développemenls sur 
une forme nonvelle de8 équations de la 
dynamique. J. M. 5. 

249. P. Appell. Sur une forme géné- 
rale des Bquations de la dynamique. Cr. 
121. 310. 

250. P. Appell. Sur une forme géné- 
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rale des équations de la dynamique et 
sur le principe de Gauss. Cr. 122. 205. 

251. A .  Viterhi. Siille trasformazioni 
delle equazioni della dinamica a due 
variabili. R,. A.Td.R. 9 T. 66 ;  97. 

252. A. de St. Germain. Sur la fonc- 
tion S introduite par RI. Appel1 dans 
les équations de la dynamique. C. R. 130. 
1174. 

2b3. G. Schwuten. De difïerentiaalver- 
gelijkingen voor de heweging van een 
vast liçhaam. N. A. W. 86. 

264. P. Appell. Sur l'intégration des 
équationfi du moiivement d'un corps 
pesant de révolution roulant par une 
arrête circulaire sur un plan horizontal; 
caR particiilier du cerceau. R. C. M. P. 14.1.  

236. V. Volterra. Siigli integrali lin- 
eari dei moti spontanei a caratteris- 
tiche indcpendenti. A.A.T. 35. 186. 

256. 1). de Franceseo. Sull'integrazione 
delle equazione differenziali del moto 
spontaneo di un çorpo rigido in un spa- 
zio di curvatura costante. R. A. L. R. 9 1. 
245. 

257. 3. Schultz. Die Bahn- und Inte- 
gralgleichungcn cincs Punktes in einem 
11-dimensionalen ltaurue. A. Gr. 17. 175. 

368. D. J. Korkweg. Extrait d'une 
lettre à M. Appell. H,. C.M.P. 14. 7. 

Siehe auch 15. 

269. E. Lacou,: Formules elliptiques 
uour l'&de des mouvements de Poinsot. 

h? 283. 
260. D. N. GorjaEcv. O dviienii tja- 

ielago tverdago tela voknig nepodviimj 
tokki v sluEaje A = B = 4 C  (Uber die 
Bewegung eines sçhwereu Korpers um 
einen festenPiinktim Falle A- B = 4 C). 
S.M.M. 21. 431. 

261. J. 11. MMichell. The stress in a 
rotating lemina. P. L. M. S. 124. 

Reibnng. 
262. 0. E'eller. Eine neue Anschauung 

iiber die Reibung. D.V.K. 55. 

Potentialtheorie. 
263. K. Bohnç. Die Existeriübedin- 

giirigen eines von den ersten und zweiten 
Ilifferentialquotienten der Koordinaten 
ahhingigen kinetischen Potentials. Cr. 
121. 124. 

264. L. K6nigsEierger. Uber die all- 
gemeinen kinetischen Potentiale. Cr. 121 
141. 

2G5. El. Petrifii. ktude sur les dérivées 
du potentiel d'une couche simple. B.V.A. 
S. 57. 867. 

266. H, Petvini. Sur I'cxiatence des 
dérivées secondes du potentiel. C.E. 130. 
233. 

267. H. Petrini. Allgemeine Existenz- 
bedingungen fiir die 2. Uifferential- 
auotientcn des Potentials. B. V. A. S. 57. 
225. 

268. L. K6nigsberger. h r  das er- 
weiterte Newtonsche Potential. S. A. B. 
1150. 

269. G. Lauricella. Intorno alle deri- 
vate normali della fundione potenziale 
di  mperficie. A.A.T. 35. 480. 

276. 7). FZilhert h e r  das Dirichletsche 
Prinzip. D.V.M. 8 A. 184. 

271: D. Hilbevt. Sur l e  principe de 
Dirichlet. N.B. 337. 

272. 1. Fredholm. Sur une nouvelle 
mBthode pour la résolution du problème 
de Dirichlet. B V. A. S. 57. 39. 

273. W. Stelclow. Snr la méthode de 
Feumann et le problème de Ikichlet.  
C.R. 130. 396; 826; 1599. - A. Korn 
557; 1238. 

274. W. Stcklow. Snr les problèmes 
de Neumann et de Gauss. C.R. 130. 480. 

275. A. Korn. Sur la méthode de 
Neumann et  de Dirichlet. C.R. 131. 26. 

276. W. Steklvw. Sur la méthode de 
la moyenne arithmétique de Neumann. 
C.E .  131. 1182. 

277. A. Korn Über Lihungen des 
Dirichletschen Problems, welche durch 
eine Kombination der Nethoden von 
Neumann und Schwarz gefundon wcrdcn. 
M. A. 53. 593. 

278. A. A. Pitrouskg. Sur la distri- 
bution du potentiel dans un milieu hé- 
térogène. C.E. 130. 112. 

279. T. Levi- Cività. Tipi di poten- 
ziali che si possono Sax dipeudere da 
due sole coordinate. M. A. 1'. 105. 

280. G. Dougall. The determination 
of Green's function by means of cylin- 
drical or spherical harmonies. P. E.M. S. 
33. 

281. M. Bicher. Greens fiinctione 
in Space of one dimension. S. M. Am. 7. 
279.- 

282. W. F. Osgood. On the existence 
of the Green function for the most ge- 
neral simply connected plane region. 
T. S.Y.Am. 310. 

283. W. Peddie. Elementary proof of 
the potcntial theorems regarding uniform 
spherical shells. 1'. E.  M. 8. 30. 

284. B. F. Muirhead. Kemark on Dr. 
Peddies proof of the potential theorems 
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regarding nniform spherical shells. 
P.E M.S. 32. 

286. G.  Prasad. .On the potcntials of 
ellipsoida of variable densities. M. M. 8. 

286. P. IJaei. Snlla fun~ione poten- 
ziale di uno strctto superficiale sferico. 
K .C .M.P .  15. 52. 

287. H. Petrini. Démonstration géné- 
rale de l'équation d v  =- 4np. B. V. A. S. 
56. 873. 

288. E. M a r s .  a e r  den Potentialfall 
und die Dissociation in E'lamuiengasen. 
A P L. 2. 768. 

289. G. B a k k e ~ .  Opmerking over de 
molekulaire ~otentiaalfunctië van van 
der Waals. 6. A.A. 223. 

290. G. B a k b r .  De potentialfurictiës 

A sin (qr  + a) rp(r) = 
r 

en de potentialfunctïe van van der Waals. 
C.A. A. 308. 

291. P. v. Dalwigk. Über das Poisson- 
sche Integral. S. G .  M. 1900. 69. 

Siehe auch 162; 203; 376. 

Attraktion. 
292. Q. Mqjorana. Sull' attrazione fra 

metalli eterogenei. R. -4. L. R. 9 LI. 199. 

Gravitation. 
293. J. 8. Poynting. Recent studies 

in gravitation. N. 62. 403. 
Siehe auch 346. 

294. ,W. Czcritze. Zwei Deitriige zur 
Cesehichte der Physik im Mittelalter. 
R.M. 1. 51.  

~ ~ d r o s t a t i k .  
296. ET. Büttner. Studien über die 

Green'eche Abhandlung : Mathematical 
investigations concerning the laws of 
tJhe equilibrium of fluids. P. J .G .  

2!)ü. P. Duhem. Archimede connaissait- 
il le paradoxe hydrostatique. B.M. 1. 15. 

297. A. Sella. Sulla forma della super- 
ficie libera di un liquido pevante in 
nresenza di un corno elettrico. R. A. L.R,. 
9 II. 80. 

298. P. Amel l .  Sur l'kauilibre d'un 
flotteur avec A un chargeknt  liquide. 
J.E.P.  101. 

298. C. de Vaux.  Notice siir lin ma- 
nuscrit arabe traitant de niachines at- 
t r ihées à E r o n ,  Philon et Archimède. 

l '  28. Siehe auch 57. 

Hydrodynamik. 
300. R. Reiff. Die Druckkrafte in der 

Bydrodynamik und die Hertzsche Me- 
chanik. A. P.L 1. 225. - L. Boltzmann. 
673. 

501. Tomhe. Les équations de l'hydro- 
dynamique données par Lagrange. S M. 
28. 121; 125. 

302. Y.  Iluhem. Sur la condition supplé- 
mentaire en hydrodynamique. C.R 132. 
4 4 -  
1 1 1 .  

303. P. E. Doudna. Equations of mo- 
tions of a viscous liquid. C.C.S. l .  

304. C H. Lees. O n  the viscosities of 
mixtures of liquids and of solutions. 
P.M. 1. 128. 

305. E. J. Wilczynski. An application 
of group theory to hydrodynarnics. S. S. M. 
A m  339. 

306. P. Duhem. Sur la généralisation 
d'un thkorème de Clebsch. J. M. 215. 

307. M. Zinudsen. ' Ein hydrogra- 
phischer Lehrsatz. A.H. 28. 316. 

308. B. F. Gwyther. On the motion 
of the fluid particles in a class of cases 
of steady motion. S.P.M. 4. Nr. 10. 

309. F. Wittenbauer. ïjber den Stoîs 
freier Fliissigkeitsstrahlen. ..Z. S. 46. 182. 

310. P. E'mchheimer. Uber Grund- 
wasserbewegung. D. V.N. 77. 

311. 3'. Kütter. Die von Stcklom und 
Liapiinow entdeckten integrablen Falle 
der Bewegung eines starren Ktirpers in 
einer Flüssigkeit. S. 8.13. 79. 

312. H. S. Allen. The motion of a 
sphere in a viscous fluid. P.N. 50. 323; 
519. 

513. E. Armanini. Sulle superficie di 
minima resistenza. B.D. M. 131 

314. Touche. Sur une question posk 
par d'Alembert. S. M. 29. 4. 

Siehe auch 202; 406. 

316. Fournier. Lois dvriamiaues des 
cyclones. C. R. 130. 382. 

316. J. Weinnartelz. Über die peo- 
metrischen I3edi&ngcn, denen die h n -  
stetigkeiten der Derivirten eines Systems 
dreier stetiger Funktionen des Ortes 
unterworfen Sind und ihre Bedeutung in 
der Theorie der Wirbeltiewegung. A. Gr. 1. 
27. 

31 7. P. Appell. Déformation spéciale 
d'un milieu continu, tourbillons de divers 
ordres. S M. 29. 16. 

318. T. de Bonder. fitude sur les in- 
variants intcgraux. R.C.M. P. 15. 66. 

Siehe auch 631. 
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Sehiffsbewegnng. 

319. L. E. Bertin. Position d'équilibre 
des navirea sur l a  boule. M.C. 1. 

320. G. H. Bryan. The steadying of 
ships. K- 62. 186. 

Aerodynamik. 

321. V. l$irknes. Das dpamische 
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der Athmmphiire. M.Z. 17. 97. 145. 

322. M. illoller. Der rhml iche  Gra- 
dient. If. Z. 17. 275. 

323. V .  B j c ~ k n e s  Riiumlicher Gradient 
und Cirkulation. M . Z .  17. 481. 

324. M. 11. ISmolzcchowski. fSber die 
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1'. Z. 8: 507. 

320. F: G. Ilonnan. The relative rates 
of effusion of Argon, Helium and some 
other Gasos. P.M. 49. 423. 

326. 8. Wilde. On aerial locomotion. 
S.P.M 4. NT. 11. 

327. E' Ahlborn. cher die Mechanik 
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principles of flight. S. P. M. 4. h'r. 6. 

398. L.  Lecornu. Sur le volant élasti- 
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329. M. Radakovic. l h e r  den Verlaiif 
der Geschwindigkeit eines Projcktils in 

der Nihe  der Gewehnnündung. S.A. W. 
941. 

330. P. Vieille. Sur la  loi de résistance 
de l'air R U  mouvement des projectiles. 
C.R. 130. 236. 

331. de Sparre. Sur une application 
des fonctions elliptiques. S.M. 28. 62 .  

332. de Sparre. Sur l'application des 
fonctions elliptiques à l'étude du mouve- 
ment des projectiles. S.M. 29. 30. 

333. A. V. Guillet. Osciilomiitre ba- 
listique. C.R. 130. 1549.,. 

934. M. Kadakovic. Uber eine neue 
Methodc zur Be~t immung von Gcsc:hol's- 
geschwindigkeikn. S.A. W. 276. 

Ballist ik,  innere.  

335. G. Decknayel. Die Verteilung der 
Luftgeschwindigkeit iiber den Quer- 
schnitt eines Ilohres. U.V.N. 76. 

336. C. Cranz und K. I I .  Koch. Unter- 
suchung iiber dic Vibration des Gewehr- 
laufes. A. -4. M. 589. 

337. R. Vallier. Siir le tracé des ray- 
ures dans les bouches à feu. C.R. 130. 
1102; 1508. 

Mechanik, physiologische. 
338. A. Chauveau. Forces Mes à l'état 

d'élasticité parfaite que la  contraction 
crée dans la  substance muuculaire. Tra- 
vail physiologiqiie intime constitué par 
cette cr6ation. C.B. 130. 757. 

E. Mathematische Physik. 

,4llgemeine Prinzipien. 

339. 1,. Roltzm,ann. Über die Ent- 
wickelung der Methoden der theore- 
tischen Physik. D. V.M. 8. A. 71. 

340. W: A. Steklaui. Les méthodes 
e h 6 r d e s  Dour résoudre les nroblèmes 
fondamentiux de la physique Gathkmati- 
une. A. S. 207. 

341. .J. Farkos. Aljgemeine Piinzipien 
fiir dieMechanik des Athers. A. N. 5. 56. 

342. Il. Hilbert. Mathematische Pro- 
bleme. K. G. G. 253. A. Gr. 1. 44 

343. V. Novak. Princip jednoduchosti 
ve fysice (Prinaip der Einfachheit in der 
Physik). C. 20. 137;..217. 

344. M. Planck. Uber die Elementar- 
qnant,a der Materie und der Elektricitjit. 
A.  P. L. 4. 564. 

345. Il. Poincaré. cher Reziehungen 
zwischen der experimentellen unci der 
mat,hema,tischen Physik. P.Z. 1. 166; 
182;  196. 

346. B. A. Lorentz. Beschouwingen 
over de zweartekracht. C. A. A. 603 

347. Lord Kelvin. On the duties of 
cther for electricity and mapet ism.  
P.hf. 50. 306. 

348. M. Reinonnum. Theoreti~che Be- 
stimmung des ferhii lhisses der WLme- 
und ElektrizitLtslcitnng der Metallc aus 
derl)rudeschenElektronentheoi.ie. 4.P.L. 
2.  398. 

349. E'. Riecke. Über das Verhiiltnis 
der Leitungsfiihigheiten der Metalle 
fiir W 5 m e  und fiir ElektricitiLt. A.P.L. 
2. 835. 

Differentialgleichnngen 
d e r  math.  Physik. 

350. S. Zarembu. Sur les équations 
de l a  physique m a t h h a t i q u e .  C . X .  132. 
29. 

Mai'ssystom, absolntcs. 
3S1. C E Guillaume. über  clic R l a b  

einheiten. P.Z. 1. 565. 
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362. M. Thieselz. übe r  allgemeine 
Nat,urconstante. V. P. O. 116. 

363. K. Schreher. Das Ostwaldsche 
Mabsystem und die Abhingigkeit der 
Oberflachenspannung vom electrischen 
Potential. P.Z. 1. 7 5 ;  166. 

354. H. Petrini. Über das Wirkungs- 
g e ~ t z  der innern Kriifte eines Korpers. 
A. P.L. 3. 749. 

350. D. Berthelot. Sur l a  valeur de 
la prejsion interne dans les équations 
de van der Waals e t  de  Clausius. C.E. 
130. 69. 

356. W. S p i n g .  Svojstva tverdych 
tel pod davleniem , diffuzi,ja tverdago 
veiEestva, vnutrennija dviienija v tver- 
dom veSCestve (Eigenschaften von nnter 
Dmck hefindlichen fcsten Korpcrn, Dif- 
fusion der festen Materie, innere Be- 
wrwinsr in der festen Matcrie). M. P. 0. 
25."731' 102;  150;  169. 

356 a. Guinchant. Comaressibilité des 
dissolutions. C. R. 132.  465. 

367. Lord Rayleigh. On the stresses 
in solid bodies due to unequal beating 
and on the double refraetion resulting 
therefrom. P.M. 1 .  169. 

368. J.  Kübler. Reitrag ziir Knick- 
Elasticitit und -Festigkeit. Z. S. 45. 307. 

369. W. Voigt. Der gogenwartige 
Shnd  unserer-Eenntnisse der Krystall- 
Elasticitat. N .  G. G. 117. 

360. J Wein,gartew,. Sulle superficie 
di discontinuità nella teoria della elasti- 
cità dei corpi solidi. -,R. A. L.K. 10.  1. 57. 

361. G. Jager. Uber Longitudinal- 
schwinpugen. S. A. W. 81. 

36% O. Tedom. Sulle cquazioni dclle 
vibrazioni dei corpi elastici in coordi- 
na,te ciirvilinee. A.A.T. 35. 460. 

363. P. Alibrandi. Sulla elasticità dei 
solidi comulicata da variazioni d i  tem- 
peratura. G.B. 77. 

364. T. Schwedoff. Die Starrhcit der 
Fliis~igkeiten. P ~ : ' l .  65%. 

365. A. Cornu. Deux méthodes opti- 
ques pour l'étude de l'élasticité des 
corps solides. A.N. 5 .  322. 

366. P. Appell. Sur les expériences 
du commandant Hartmann. S.Y. 28. 66. 

367. Tait. On the directions whiçh 
are most alterated by a homogencoiis 
strain. P.R.S. E. 162. 

368. T. Boggio. Sull' equilibrio delle 
membrane elsstiche piane. A. A. T 35. 
219. 

869. E. Estafiave. Contribution a 
l'étude de l'équilibre d'une plaque rec- 
t a n p l a i r e  mince. A. E. N. 295.  

370. O. ï'edom. Sulla deformazione 
delle ~ i a u t r e  di erossezza finit,a. R. A .  1,. IL. 
10. 1.. 131. " 

371. T. Boggio. Sull' equilibrio delle 
piastre elastisehe incastrate. B. A. L. R. 10. 
1. 197. 

372. E. Almansi. Sulla torsione dei 
cilindri eavi a, spessore piccolissimo. 
A. A. T. 35. 39. 

173. J. H. Michll. Th?, determination 
of the stress in an isotropie elastic 
suhere bv  means of intrinsic eauations. 
~ I . M .  16.-  

374. L. Lecornu. Sur l'équilibre élas- 
tique du tore J.E.F. 79. 

375. Lord Rayleigh. On the stresses 
in solid bodies due to unequal heating 
and on the  double rcfraetion rcsulting 
therefiom. A. N. 5. 32. 

376. J. H. Mzchell. The tranemission 
of stress aüross a plane of diseontinuity 
in  an isotropie elastic solid and the  
potcntial solutions for a plane boundary. 
P.L.M. S. 183. 

377. J. H. Michell. On the direct 
determination of stress in  an  elastic 
solid with application to the theory of 
plates. P. L. M. S. 100. 

378. 11. Bouusse. Sur les courbes de  
déformat,ion des fils. A.T. 5. 

379. G. F. C. Searle On the elesticity 
of wires. P.M. 49. 193. 

380. W. Voiat. nber  des numcrische 
Yerhiiltnis der" beiden Elasticitiitskon- 
stantcn isotroper Medien nach der mole- 
kularen Theorie. A. P. L. 4. 187. 

381. I. Fredholm. Solution d'un pro- 
blbme d'équilibre élastique. C. R. 131.875.  

Siehe aueh 408; 482. 

Festigkeitslehre. 
882. W. Voigt. Ziir Festigkeitslehre. 

A .  P.L. 4.  567. 
383. J.  J. Guest. On the strength of 

ductile materials under combined stress. 
P .M 50. 69. 

384. M. Crübler. Ringspannung und 
Zugfestigkeit. D. V. N. 73. 

385. J. D. Michell. The a n i f o m  tor- 
sion and flexure of incomplete tores 
with application to helical springs. 
P.L.M.S. 130. 

386. L. N. G.  Filon. On the resistance 
to torsion of certain f o m s  of ~haf t ing,  
with special reference ta the effect of 
keyways. T.R.S. L. 193. 309. 

387. J. Buc/mnun. Torsion structure 
in  the Alps. P. M. 50. 261. 
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388. F. Villareal. Resistencia dc me- 
teriales. K. C. L. 178. 202 ; 240; 272; 296. 

389. X. Riecke. Über TITeehselwirkung 
und Gleichgewicht trigonaler Polsystcme. 
P.Z. 1. 277. 

Schwingungen. 

390. R. Pitomi. Isocronismo delle pic- 
cole oscillazioni. B. C. 133. 

391. A. Davidogtou. Sur l'équation des 
vibrations transversales des verges éla- 
stiqnrs. A.D.N. 359. 

392. W. Peddie. Kote on Mr. J. O. 
Thompsons results regarciing vibrating 
wires. P.K. S.E. 598. 

393. 7'. J. B a k e ~ .  The frequency of 
transverse vibrations of a stretched indi- 
ürubt~er üord. P.M. 49. 347. 

894. E. Riecke. Z w  Kinetik der Scrien- 
schwingungen eines Linienspektiums. 
A.P.L. 1. 399. 

393. B. Riecke. Zur Dynmnik der 
Serieiischwinguiigen eiues " ~ i n i e n e ~ c k -  
triims. P .Z.  1. 10;  2. 107. 

396. A. If7, Suadel1 u. Li. TaZIquist. 
~ h e r  das Dekrement elektrischer ~ c s w i n -  
m o c n  bei der Ladung von Konden- . , ., - 
satoren. A. P. L. 4.72. 

Siehe auch 361; 362; 608; 856. 

Wellenlehre. 

397. Lord ltaYleigh. On approxima- 
tely 8imple waves. P.M. 50. 135. . 

898. P. nuhem.  Sur le théorème d'Hii- 
goniot et quelques théorèmes analogues. 
C.R. 131. 1171. 

399. R. F. Gwyther. The classes of 
progressive long waves.~P. M. 50. 213 ; 308. 

400. A. Gleichen. Uber eine Eigen- 
sühaft eines Systerns von Wellennurmalen. 
V.l'.C. 249. 

401. B.F.  Guvther. On the conditions 
for the propagation of a solitary wave. 
S.P.M. 4. Nr. 9. 

402. II. Lamb. Geometrical reprcsen- 
tation of the relation between wave- 
velocity and group-velocity. S. P. M. 4. 
NI. 6. 

403. IZ. F. Gwylher. The general motion 
of long waves with on examination of 
the direct reflexion of the solitary wave. 
P .M.  50. 349. 

404. R. F. Gwyther. The progressive 
long waves of solitary and periociic 
types in shallow water. P.%T. 1. 106. 

405. J. Hadaninrd Sur la  propagation 
des ondes. S.M. 29. 50. 

406. T. Duhem. Sur 1% propagation 
Ses ondes dans les fluides visqueux. 
J.R. 132. 383. 

407. M. J. Pupin.  Wave propagation 
]ver non uniform conductors. 'P. S. M. Am. 
259. 

408. Lord  2Léloin. On the reflexion 
and refraction of solitary plane waves 
t t  a plane interface between tmo iso- 
tropic elastic mediiii~s. P.R,. S.F. 366. 

409. N. Kasterin. t'lier die Ausbreitung 
der Wellen in einem nicht homogenen 
Medium von lamellarer Stmktur. A.N. 
5 ,  506. 

410. Hadamard. Sur l'inttlgrale r k i -  
duelle. S. M. 28. 69. 

411. Vieille. Etude sur le rôle des 
discontinuit6s dans les nh6nombnes de 
propagation. J.P. 9. 6 2 1 . ~  

412. R. W. Wood Pl~oto~raphy  of 
noiind waves and the kinematooranhical . ~ -  

demonstration of the evolutions of re- 
flected wave-fronts. P.R. S. L. 66. 283. 

413. M. P. Budaki .  tiber ein der op- 
t i~r t ien llispereion analoges Phihomen. 
B. G. 47. , 

414. H. Pie~ce .  Indices of refraction 
for electric waves. P. M. 1. 179. 

415. G. Mie. Electrisehe Wellen an 
ewei parallelen Drahten. A.P.L. 2.  201. 

416. K. P e u r s m ~  and A. Lee. On the 
vibrations in the field round a theo- 
retical Hertzian Oecillator. T.R. S. L. 193. 
169. 

417. E. Lacour. Sur ln, surface de 
l'onde et la surface correspondente de 
l'élasticité. N. A. 362. 

418. J. C o d o n .  Sur les caractéristiques 
des équations aux dérivées part'ielles. 
C. R. 130. 1064. 
Siehe auch 435; 436; 486; 634; 667; 

703, 874. 

Strahlen. 
419. A. Sonimerfeld. Theoretisches über 

die I3eugung der Rontgenstrahlen. Z. S. 
46. 11;  P.Z. 1. 105; 2. 55. 

420. C. H. Wind. Z u  Beuguug der 
R,ontgenstrahlen. P. 2. 2. 292. 

431. W. G. Cady. On  the energy of 
the cathode wys. A. J. S. 10. 1 

422. W. Cady. Iiber die Energie der 
Kathodenstralileu. ,,A. P. L. 1. 678. 

423. L. Starke. Uber die Reflexion der 
Kathodenstrahlen. A. P.L. 3. 73. 

Siehe auch 675. 

Radiographie. 
4'3.2. T. M w i e  et I3. RniOn~~t. Nouveau 

stéréomètre permettant la détermination 
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de 3 coordonnées rectangulaires d'un 
point quelconque d'un objet radiographe 
stér6oscopiquement. C.R. 130. 748. 

425. G. Ball-ker. Theorie de la capil- 
larité. II. J.P. 9.  334. 

426. A. Einstein. Folgerungen aus den 
Kapillarit%tserscheinungen. A.1'. 1,. 4 .51  3. 

427. Gouy. Sur la thcorie thermodyna- 
mique de la capillarit6 et de l'électro-' 
capillaritk. J.P. 10 .  245. 

428. G. Ruklcer. La constante capil- 
laire de Laplace. J.P. 10 .  135. 

429. H. Hulshof. De rechtstreek'sche 
afleiding van de waarde der moleculair- 
constante G, beschouwd als spanning in 
het oppervlak. C.A. A. 432.  

430. G. Vincent. Sur l'épaisseur des 
couches de passage. J.P. 9. 78.  

431. E. Witt. cher die Constitution 
des Wasmers. B.T. A. S. 57 .  63. 

Siehe aiich 528. 

Aknstik. 

432. 0. d'Alencar Silva. De l'action 
d'une force acc6lératrice sur la propa- 
gation dn son. J. S. M. 17.  

433. Lord Rayleigh. On a problem 
relating to t,he propagation of sound 
between parallel walls. P .M.  1 .  301. 

434. E. 8. Burton. On the refraction 
of sound by wind. P.bf. 1. 159. 

435. B. Uavis. On a new effcct pro- 
duced by stationary sound-waves. A. J. S. 
10. 231. 

436. B. Dauis. Eine neue durch Schall- 
wellen hervorgerufene Wirkung. P. Z. 
2. 348. 

437. P. Jwrisch. Transformation der 
Kirchhoffschen Gleichungen und Lute- 
gration derselben fiir Krei~cylinder- 
koordinaten. S.M.H. 11. 

Siehe auch 412;  871. 

Optik, geometrische. 

442. N. Koenig Doppelbrechuug in 
transversal schwingenden Glasplatten 
A P.L. 4.  1 .  

443. A Mallock. Interference curves 
depending on perspective. N. 61. 29. 

444. P. Lugol. Étude graphique de la 
déviation dans le prisme. J .  P. 10.  339. 

445. P. J. 3. Goedseels. $:tude sur les 
prismes i reflexions intorieurea. A S B 
24. 13.  

446. S. 1'. IL'hompson. On obliquely 
crossed cylindrical lenses. P.N. 49. 316. 

447. 1'. H. Bl~~kes ley .  O n  some ini- 
proved formulae and methods connected 
with lenses. P.M. 49. 447. 

448. A .  Killermann. Brennpunkte der 
Linskn; Bestimmung der Constantcn 
der Linsen. Z .  S. 46. 98. 

449. G. Bussi. Visione degli oggetti 
attraverso alle lenti. A. A.L. 19. 

460. 8. Wunach. Über L. v. Seidel's 
Formeln xur Durchrechnung von Strahlcn 
durch ein zentriertes Linsensystem, nebet 
Anwendiing auf photographische Ohjck- 
tive. Z.J .  20. 161. - H. Harting. 234. 

451. R.  J. Sowter. On astigmatic len- 
ses. P.M. 1. 239. 

432. C V. L. C7ro.rlier. Cber aclirorua- 
tische Tdinsensystem.e. B. V. A .  S. 66. 657. 

453. II. Kellner. Uber einige Methoden 
und Apparate zur Bestimmung der op- 
tischen Konstantcn des Fcrmohrs. Z. J. 
20. 1 ;  33. 

464. A. Gleichem. fiber die Helligkeit 
der Rilder im Fernrohr. D. N Z .  1 .  

456. A. Cornu. Sur la loi de rotation 
diurne du champ optique fourni par lc 
sidérolctat et l'héliostat. J.P. 9. 249;  C .R.  
130. 537. 

456. A. Schuster. n e r  eine Korrektiou 
bei der Winkelmessung durch Spiegel- 
ablesung. P.2.  1.  223. 

457. B. Miiller. Isophoten und Iso- 
phengen insbesondere auf den E'lachen 
2 .  Orcinung. A.&. 1 .  166. 

Siehe auch 294. 

Optik, physikalische. 

458. T. Levi-Civitù. Complementi al 1 468. A. Cornu. Die Theorie der Liüht- 
teorema di Xalus-Du~in. R A.L.R. 91. wellen und ihr Einfluh auf die moderne 
185; 237. 

439. T. J. Bromzÿich. Note on the 
characteristic invariants of an asym- 
metric optical systeru. P. L.M. S. 4.  

440. R. Bong7;er. Appareil de mesure 
des courbures e t  des Blérncnts d'un 
système optique quelconque. J.P. 10.26G. 

441. L. T. More. On the coincidence 
of refracted raye of ligth in crystalline 
media. P.X. 49. 262. 

Physik. P.Z. 1. 377. 
469. A. Goldhammr. Über den Druck 

der Lichtstrahlen. A. P.L. 4. 834: A. N. 5. 
467. 

460. C. Godfrey. On the application 
of Fouriers double integrrtls to  optical 
problems. S. R. S. L. 1 Y 5 .  3'29. 

461. G. Sagme. Rélatims nouvellea 
entre la réflexion et la réfraction vitreuse 
de la lumière. A.N. 5. 380. 
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462. G. Sagnac. Théorie nouvelle de 
la t m m i s s i o n  de la lumière dans les 
ruilieux en reoos ou eu mouveuierit. 
J. P. 9. 177 

463. E. Canmllo. Sur la nature de la 
lumière blanche. C.R. 130 .79;  J. P. 9 . 1 3 8 .  

464. Rayleigh. O s  the law of reci- 
procity in diffuse reflexion. P . M .  49. 324. 

4üb. C. F7iola. Le devituioni minime 
della luce mediante prismi di aostanze 
aniaotrope. Ib.A.L.lL.9.  1. 196.  

466. P. Zeemun. Ein Expriment über 
die sogenannte anomale E'ortpflanzung 
von Wellen. P. Z. 1. 544. 

467. L. ï: More. On the coincidence 
of refracted rays o f  light in cry~talline 
media. P .M.  49. 262. 

468. C. Fabry. Sur la  décomposition 
d'un mouvement lumineux en Fléments 
simples. C.K. 130. 238. 

469. C. H .  Wand. Zur Anwendnng der 
Foarier'sühen Reihenentwicklnngen in 
der Optik. P.Z. 2. 189.  

470. 3. Carvallo. Sur la  dispersion 
exceptionnelle du spath d'Islande. J.P. 
9 .  465. 

471. L. Gorczynski. Über die Brauch- 
barkeit der Dispersionsformeln. P. Z. 2. 
205. 

472. W. Gorcy?~ski. ..O stosowaliiobçi 
wzorow dyspersyjnych (ITher die Pormeln 
der Dispersion dea Lichts). W.M. 1 .  

473. A. de Gramont. Contribution à 
l'ktude de la réfraction et  de la dis- 
persion. J.P. 10. 97. 

474. A. P. Gruzincev. K teorii disper- 
sij: slu6aj mnogich polos pogloidenija 
(Cber die Theorie der Dispersion: Fa11 
mehrerer Absorptionsstreifen). S.N. Kh. 
7. 4.  

476. W. Voigt. Weiteres zur Andenmg 
der Schwingungsform des Lichtes beim 
E'ortschreiten in einem dispergirenden 
und absorbirenden Mittel. A. P. L. 4 .  209. 

476. O. Lummer. Komnlementire In- 

481. J. Jlacé de Lépinuy. Détermina. 
tion des constantes optiques du quartz 
pour la radiation verte du mercure. 
Leur application aux mesiires d'épais- 
seurs par la méthode ae Mouton. J.P. 
9.  644.  

482. Lord On the motion pro- 
duced in an infinite elestic solid by the 
motion through the space occnpied hy 
it  of a body acting on it only by at- 
traction on repulsion. P.M.  50. 181. 

483. C. Jensen. Beitriige zur Photo- 
metrie des Himmels. S.V.K. 281. 

484. W. T70igt. Eine Methode zur 
Vutersuchurig des Polarisationszuvtancieii 
von ultraviolettem Lichte. P . Z .  2 .  505. 

485. E. W. il.lavchant. The Echelon 
spectroscope. P. M. 49. 384. 

Siehe auch 395;  413. 

Elektrooptik. 
486. A. Macaulay. Notes on the elec- 

tromagnetic theory oflight. P.M. 49 .228 .  
487. P. B u h m .  Sur la tht-orie électro- 

dynamique de Helmholtz et l a  thdorie 
électr~rua~rietique de la lu~riière. A. K. 
5. 227.  

488. W. Voigt. Über das elektriscbr: 
Analogon des Zeemaneffektes. A. P. 11. 4.  
197;  A.N. 5 .  366. 

489. A. Qarbasso. Über eine Dar- 
stellung der lichtdrehenden Korper. A .  N. 
5.  524. 

490. M. Planck. b e r  die von einem 
elliptisch schwingenden Ion emittirte 
und absorbirte Energje. A.N. 6 .  164. 

491. H. IT Siinon. 1. ber den sprechen- 
den Flammenbogen und seine Verwen- 
dune zu einer Selenhonie ohne Draht. 
p.z02. 253. 

492. W. Kaufmann. ber die Schwin- 
gnngsamplitudé der Elektronen. A. K. Fi. 
148. 

493. II. Abraham et J. Lemoine. Nou- 
velle méthode de mcsure des durees in- 
fiuitésimales. Analyse de la &suarition 

l 
terferenzerscheinungen im reflectirten 
Lichte. S. A. B. 504. des phhomknes électrooptiques. A C. 1'. 

477. E. Caruullo. Kouvelle interpré- , 20, 261, 
tation des résultats de M. Michelson 494. ~ , ~ ~ ~ h ~ ~ f ~ d ,  ~ ~ d i ~ ~ ~ t i ~ i t ~ ~ ~ ~ -  
pour l'analyse des lumiéres simples par duccd in substances by the actioii of 
la méthode des anneaux de Nedon.  ' thorium compounds, p . 1 1 ~ 4 9 .  
C.R. 130. 496. 

478. 0. liummer urid B. Juh~~h-e. Uber Siehe auch 638. 

die Spektralgleichung des schwarzen 
Korpers und des blanken Platins. A. P. 11. Magnetooptik. 
3. 283. 

479. M. Plalzck. LLber das Geeetz der 
Energieverteilung irn Kormalapektrum. 
A.P.L. 4. 553. 

480. 0. L u m n w .  Über die Giltigkeit 

49b. Lorentz. De elementaire theorie 
van het verschijnsel van Zeeman. C.A.A.  
69. 

496. W. Voigt. Neuere Cntersuchungen 
über die optischen Wirkungen eines 

des Drnper'schen Gesetees. A. Gr. 1. 77. 1 Magrietfeldes. P. Z. 1. 116; 128. 
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497. H. AA: Lorentz. Zur Theorie des 
Zeemaneffekta. P.Z. 1. 39. 

498. TV. Voigt. Über eine Dyssym- 
metne der Zeemanschen normalen triu- 
Gts. A.P.L. 1. 376, 

499. A. Hiohi. Cber das Zeemansche 
Phinomen in dem allgemeinen Falk 
eines beliebig gegen die Richtung der 
maenetischen Kraft geneioten Licht- 

c ,  

stra'hles. P.Z. 1. 329. 
100. O. illumenthal. Die Bewegung 

der Ionen beim Zccmanschen Phanomcn. 
Z.S. 46, 119. 

501. W. Vmat. Waiteres zur Thcorie 
dermagnetoop~schen~irkungen. A.P.  L. 
1. 389. 

602. 3: J. ~7licheli. Über den E i d u s s  
vonOberflBchenschichten aurdas Kerrvche 
rnagneto-optische Phiinomen. A. P.L. 1. 
542. 

603. M. Planck. Ein vermeintlichcr 
Widers~ruch des mamcto-o~tischen Fa- 
radave8ekts mit d& 'Yherkodvnamik. 

d -  - 

v . P . ~ .  206. 
604. G. Scalfaro. Velocito, della luce 

nei crietaliimagketici. R.9. L. R. 10.1.109. 
Siehe auch 488. 

Wârinelehre. 
605. J. D. van der Waals. De entro- 

pie der straling. C.A. A. 338; 529. 
606. M. Planck. Entropie und Tem- 

pcratur strahlendcr Wiirme. A.P.L. 1. 
719. 

607. J. Roussinesq. Rdduction de cer- 
tains problèmes d'échauffement ou de 
refroidissement par rayonnement au cas 
plus simplc de l'échauffement ou re- 
froidissement des mêmes corps par con- 
tact; échauffcment d'un mur d'épaisseur 
indtXnie. C.E. 130. 1579. 

508. J. Boussinesq. Problkme de re- 
froidissement d'un mur par rayonnement 
ramene au cas plus simple où le refroi- 
dissement aurait lieu par contact. C.R. 
130. 1731. 

609. J. Roussinesq. fichauffement pcr- 
manent mais inégal par rayonnement 
d'un mur d'épaisseur indéfinie, ramené 
au cas d'un Bchauffement analogue par 
contact. C.R. 131. 9. 

610. J. Boussinesq. Problème de 
l'échauffement permanent d'une sphère 
par rayonnement, ramené an problème 
plus simple, d'échauffement de la même 
sphère par contact. C.R. 131. 81. 

611. Lord Rayleigh. Remarks upon 
the law of complete radiation. P. M. 49. 
639. 

,512. P. Picard. Sur 1'6quilibre calo- 

rifique d'une surface fermée rayonnée 
au dehors. C.R,. 130. 1499. 

613. J. J. Gan Laal.. Sur le chauff'ag'age 
d'un cilindre dont chaque partie subit 
une él6vation de temperature continuelle 
par quelque procès intérieur , physique 
ou chimique. A. M. T. 6. 65. 

614. M. Smoluchnw.ski. O przewodnic- 
twie cieplnem gaz6w wedlug dotychza- 
sowych teoryj i dolwiadczén @ber die 
W~elc i tungsfah igke i t  der Gaee nach 
den gegenwktig bekannten Theorien 
und Versuchen). T. W. 33. 

615. J. Schubel-t. Z u r  Theorie der 
Wirmeleit ng im Erdboden. P. Z. 1. 442. 

616. E. Ndler .  Die Abhangigkeit des 
Wamelcitungskoeffizienten der Luft 
von der Temperatur. P.Z. 1. 161. 

617. G. H. liees. On the thermal con- 
ductivities of mixtures and of their 
constitucnts. P.M. 49. 286. 

618. 3. Riecke. m e r  das VerhLltnis 
der Leitfiihigkeiten der Metalle für 
Warme und Elektricitit. N. G. B. 250. 

519. B. O. Peirce. On the thermal 
conductivity of Vulcanite. P .M.  49. 15. 

620. E. Picard. Sur auelaues Dra- 
* &  A 

blèmes relatifs à l'équation C u = l i ' ~ .  
S. M. 28. 186. 

621. E. Kerkhof. h e r  die Semue- 
raturen in ~eissleischen lL6hren A:P. 
L. 4. 327. 

622. G. ï 'ammnm. Pber die Grenzen 
des festen Zustands V. A.P.L. 3. 195. 

623. D. Bel-tltelot. Sur le covolume 
dans l'équation caractéristiqiie des flui- 
des. C.E. 130. 115. 

524. A. ûatte2li et A. Stefamini. llc- 
cherches cryoscopiques et 6builiscopiques. 
A. C. P. 20. 64. 

626. H. Biesselhorst. Über das Pro- 
blem eines eleetrisçh erwirmten Leiters. 
A.1I.L. 1. 312. 

626. F. Kohhausch. Über den stati- 
schen Temperaturstand eines electriscli 
geheizten Leiterù. A.P.L. 1. 132. 

627. W. Hichurds. The ciriving energy 
of physicochemical reaction and its 
temperature coefficient. P. A.Bo. 36. 471. 

638. O. Dorge. Eine Studie über 
Seifenblasen. A:P.L. 1. 1. 

629. M. Planck. Zur Theorie des Ge- 
setzos der Energievertcilung im Normal- 
spektrum. V.P. G. 237. 

680. W. Wien. Die theoretischen Ge- 
setze der Strahlung. P.Z. l. 610. 

631. E. Jahnke, O. Lunzmr und E. 
Pringsheim. Kritisches zur Herleitung der 
Wien'schen Spektralgleichung. A.P. L. 4. 
226. 

532. 31. Planck. t'ber eine Yerbesse- 
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rung der Wien'schen Spektralgleichung, 
V.P.G. 202. 

633. 3;. Prinasheim. c b e r  die Gesetze 
d e r  whwarzen Strahliing. P. %. 2 .  154. 

634. ,W. T'hiesm Über das Gesetz 
der schwarzen Strahlung. V. P. G. 65. 
535. LI. I2uben.s und F. Kurlbau~n. 

Anwendung der Methode der Rcststrah- 
leri zur Prüfung des Strahlurigsgesetoes. 
A . P . 1 , .  4. 64!). 

536. H. Rubens und F. Ku~lbaum.  
Eber die Emission langwelliger Ki rme-  
strahlen ùurch den schwarzen Korlier 
bei verschiedenen Temperaturen. S. A. B. 
929. 

637. 0. Lumnzer und E. Pringsheina. 
h e r  die Strahlnng des schwareen Kor- 
pers für lange Wellen. V.P.G. 163. 

538. A.  Goldhammer. Über die Spelr- 
tralgleichung des blanken l'latins. A. P. L. 
4. 828. 

539. C. Hermite. Sur une Bquation 
transcendante. A. Gr. 1. 22. 
Siehe auch 357; 363; 478-480; 545a; 

861. 

Thermodynamik. 

540. W. B. Boynton. Gibbs thermo- 
clynamical model. N. 61.  414: 

541. Lord Kelliin,. On thermodyna- 
mies fuunded on motivity and eriergy 
P.E. S.E. 126. 

549. P. Duhem. Sur la stabilité isen- 
tropique d'un fluide. C.1L 132. 244. 

643. B. Brunhes. Quelques propriEt6s 
des moteurs à gaz 6tudiCes par le dia- 
gramme entropique. J.P. 10. 309. 

544. B. H~unhes. Sur l'entropie d'un 
mélange gazeuse en corubustiori. J.P. 10.  
325. 

545. J. J .  van Laar. Fber die Ablei- 
tung des thermodynamischen Potentials 
nach T und p bei zusammengesetxten 
Komponenten. A.N. 5,. 484. 

6.16. X. Planck. Lier irreversible 
Strahlungsvorg5nge. A.P. L. 1. 69. 

547. TV. Slekloff. Le problème des 
tempfiratures stationnaires. C.R. 131.608. 

548. C. Dieterici. Ziir Theorie des kri- 
tischen Zustands. P.Z. 1. 73. 

549. S. Youna. On the law of Chillc- 
tet and ~ a t h i a i  and the eritical den- 
sity. I? M. 60. 291.., 

650. H. Hulshof. L%er die Oberflschen- 
spanriung. A.P. L. 4. 165. 
, 551. Jougnet. Le théorkme du tour- 

billon en thermodynamique. C. &. 131. 
1190. 

659. A Ponsot. T h  des modules. Mo- 
dules thermochimiques. C. R. 131. 673. 

653. van. del Waals. Afkoeling van 
een gasstroom by plotselinge drnkve- 
randering. C.A. A. 441. 

554. G. N.  Lewis. A ncw conception 
of thermal pressure and a theory of so- 
lutions. P.A.Bo. 36. 145. 

565. H. L. Callendar. Ori tlie thermo- 
dynamical properties of gases and va- 
peurs as dcduccd from a modified form 
of Joule -Thomson equation , with spe- 
cial reference ta tlie propei-ties of steam. 
P.R. S. L. 67 .  266. 

666. J. D. van de Waals. Sur la re- 
lation entre les modifications subis par 
le volume spécifique de l a  vapeur sa- 
turée e t  celui du liquide coexistant 
aous l'influence des variations de tem- 
pérature. A.N. 6.  407. 

557. J.H. Grindley. An experimental 
investigation of the thermodynamical 
properties of superheated steam. 1'. R S.1,. 
66. 79. 

658. J. B. Grindley. An experirnental 
investigation of the thermodynamical 
properties of supcrheated steam. On 
the cooling of saturated steam by free 
expansion. T.R. S.L. 194. 1. 

659. J . H .  Grindley. The thermody- 
namical propertiee of superheated steam 
and the dryneas of saturated steam. 
S. P. M. 5. No. 3. 

660. H. illouiin. Formules donnant 
lee volumes de vapeur saturtk et les 
tensions maxima. C. R.  130. 1454. 

561. H. Houlin. Vérification de deux 
formules donnant les volumes de vapeur 
saturtk et les terisiorcs maxima en foriç- 
tion de l a  température. J.P. Y. 390. 

662. P. Juliusburger. cber  das Dupié- 
Rankinesche Dampfspannungsgesetz. 
A.P.L. 3. 618. 

563. l'onsot. Sur la chaleur qikifique 
molécalaire des composés gaseux disso- 
ciables. C.B. 131. 990. 

664. 3. H. Amagat. Sur les lois des 
chaleurs spécifiques des fluides. C.R. 130. 
1443. 

565. B. LI. Amagat. Sur les chaleurs 
spécifiques des 'fluides. J.P. 9 .  417. 

666. P. DuIwm. Sur les chaleurs sp6- 
cifiques des fluides dont les 6léments 
sont soumis à des actions mutuelles. 
C . E .  132. 292. 

567. Il. Rertheiot. Quelques remar- 
ques sur l'équation caractéristique des 
fluides. A.N. 5. 417. 

668. G. Tan~mawn. b e r  adiabatische 
Zustariduiirideruigen eines Syatems be- 
stehend aus einem Krystall und miner 
Schmelze. A . P L . 1 .  275; S.N.J.270. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ahhandlungsregister 1900-1901. 409 

669. E. Haber. Graphi~che Therma- 
d p a m i k  elektrochemischer Prozesse. P. Z .  
1. 361. 

670. J. J .  ualz Laar. Sur l a  loi de  di- 
luatiori chez les electrolytes fortement 
dissociks. A .  M. T. 7. 59. 

571. Lord Kelvin. On thermodynlt- 
mics ofvolta-contact electricity.lJJ EH. S.E. 
118. 

6'72. A. Schmidt. Uas Whneg le i ch -  
gcwicht i n  der Athmosphire naeh den 
Borstellungen der kinetischen Gastheurie. 
B .G .  1.  

673. H. Mache. Über die Regcnbil- 
dung. M.Z.  17. 654. 

674. K. l suruta .  Thermodynamische 
Remerkiingen (japan.). .T. T.  135. 

ri76. R. Cozza. Sur l'hygromètre à 
dEtente et son application à la mesure 

n 
I, 

de y - -. A.S.G. 132. 

676. k. Mathias. Sur deux groupes 
r6marquables de lieux géométriques 
C.E. 130. 1748; J.P. 9. 479. 

677. 171. Planck. Bemerkung zu einer 
Abhandlung über Thermodynamik des 
Hcrrn K. Wesendonk. A.P.L. 1. 621. 

678. K. u. We.wzdonk. Weiteres zur 
Thermodynamik. A.P.L. 2. 746. 

67 9. H. Kamerlingh Onnes. Die redu- 
zierten Gibbs'schen Plachen. A N .  6. 666. 

Siehe auch 288; 427; 503; 828. 

Losmgen. 
660. S. R. Millzer. Note on the  theory 

of solution pressure. l'.M. 49. 417. 
581. ,T. J. ?;an Laar .  Thborie générale 

des dissolutions. A.M.T. 6.  1. 
662. N. Schiller. Einige thermodyna- 

misch abzuleitende Beziehungen zwischen 
den Grossen, die den physikalischen Zu- 
stand einer L6sung charaktcrisiren. 
A.N. B .  118. 

683. H. 1,. Châtelier. Sur les points 
anguleux des courbes de solubilité. C. R. 
130. 1606. 

584. H. J. S. Sand. On the coneen- 
tration a t  t he  electrodev in a Solutiori. 
P.hf. 1. 46. 

Siehe auch 554; 648; 712. 

Zustandsgleichung. 
685. M Reinganum. Über die Theorie 

der Zustandsgleichung und der inneren 
Reibung der Gase. P. 2. 2. 241. 

086. ,7. J. van Laar. Évaluation de  
l a  deuxième correction sur la grandeur 
b de 1'8quation de M. van der Waals 
A.M.T. 6 .  237. 

587. J E. Verschaffelt Contributions 
à l a  connaissance de  la surface de 
van der Waals. A PI. 5. 644. 

588. C. M. A. Hartmatzn. Beitriige 
zur Kenutniri der von der Waalb'schen 
+ Pl3,rhc. TI1 A.N. 5.  636. 

589. J D. van der Waals. Statik der 
Flüssigkeitsmischungen. 1'. Z. 1. 608. 

Siehe aueh 567. 

Gsstlieorie, Binetisclie. 
690. S. lT Burbury.  Cber die Grund- 

hypothesen der kinetischcn Gastheorie. 
A.IJ .L.3 .  355; 4 .646 .  ,, 

691. G. Zemptin Uber die (:ninti- 
hypothesen der kinetischen Gastheorie. 
A.P.  L. 2. 404; 3 761. 

6U2. S. H. Burbuvy. On certain sup- 
posed irreversible processes. P .M.  49.475. 

,693. 32. Bri1luui.n. Théorie mol ficiilaire 
des gaz. Diffusion du mouvement et  de 
l'énergie. A. C.I1. 20. 440. 

694. G. Juger. '6ber den Einfluss des 
Molekularvoluniens auf die iririere Itei- 
biing der &me. S.A. W. 74. 

895. A. E'liegtzer. Die Molekulanv%rme 
mehratomiger Gase. V. N Z. 137. 

596. M. Keinganum. Uber die mole- 
kulare Anziehung in schwachkomprimir- 
ten Gasen. A.N.B. 574. 

697.  L. Uultzmann. Notiz iiber die 
Formel vom Dmck der Gase. A.N.  5. 76. 

698. Lord Kelvin. Application of Sell- 
meiers dynamical theory to  the  dark 
lines D, D, produced by Sodium-vapour. 
P .R.S.E.  523. 

S99. J. S. irownwend. The Diffusion of 
Ions into gases. S. K. S. L. 193. 129. 

600. G. W .  M'alker. On the distribu- 
tion of a gas in an electrical field.'P.M. 
49. 529. 

Siehe anch 672. 

Elektrostatik.  

601. W. ?T. Julius. Bemerkungen über 
einige Grundsiitze der Elektricitiitslehre. 
A.N. 5. 497. 

602. 0. M. Corbino. Über die Folge- 
rungen des Princips von der Erhaltung 
der Elektricitit. P. Z. 1. 321. 

603. A. Abraham et J. Lemoim. Pe- 
riode d'établissement de  1'6tincelle élec- 
trique. Sa durce totale. C.R. 130. 245. 

604. W. Mac F. Orr. ConsidCrations 
regardiug the theory of electrons. P.M. 
50. 269. 

605. C. Heinke. 63e r  Wellenritrom- 
Energie D. V.N. 48. 

606. P. Sacerdote. Sur un cas perti- 1 
Zeitwhrift f. Matliematik u. Physik. 46. Band. 1901. 3. Heft. 27 
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culier de  déformation Qlectrique d'un 
diélectrique solide isotrope. J P. 10. 196. 

607. If. Pellat. Des diélectriques et  de 
leur polarisation réelle. J.P. 9. 313. 

608. V.  Sehafers. Les plaques sensih- 
les au  champ 6lectrostatique. A.S. B. 24. 
175. 

609. D.  Robertson. Dust figures of 
electroskatic liries of force. P.E. S.E.  361. 

6 10. 1% lhvr ie .  Cber die Verteilung 
der Elektrizitiit auf demEllipsoid. A. P. L. 
4. G38. 

611. J, H. Jeans. The striated electri- 
cal discharge. P. M. 49. 245. 

6 12. R. Merritt u. S. .r. Barlzett. Der 
Einfluis einer Elektrisirung auf die 
OberflLchenspannung des Wassers und 
Quecksilbers. P.Z. 1. 249. 

613. X. l h c h e k .  Druck und Tempe- 
ratiir im elekt,rischen Punken. A .  P.1,. 
3. 672; S.A.W. 866. 

614. il. Pellat et 3'. Beaulard. De 
l'énergie absorbée par les condensateurs 
soumis à une diflérence de potentiel 
sinusnidale. C.R. 130. 14h7. 

615. V. A. Julius. Sur l'action subie 
par un  conducteur chargé dans lin 
champ d'intcnsité constante. A.N. 5. 17. 

616. W. Einthoven. Uijdrage to t  de  
theorie van Liuumanns Cauillair-eleclro- 
meter. ~ . ~ . i i 7 7 .  

617. A. B. Chauveau. Sur l a  dkviation 
limite de l'électromètre à quadrants. 
J.P. ri. 524. 

Siehe auch 363; 600;  631. 

Elektrodynamik. 

618. P. Duhem. Les thc'ories Electri- 
ques,de J. Clerk Maxwell. Étude histo- 
rique e t  critique. A S .R.  24 239; 25. 1. 

619. E. Kohl Eber die Stefansche 
Entwieklung der Naxwellschen Glei- 
chunlren und ihre Voraussetzuneen. 

~lernentargesetze.  A .  P.L. 4. G67;  A.N. 
5. 549. 

621. A. Guecam. Nota sobre una 
formula equivalente las leyes dc 
Kirchhoff. R. C.L. 217. 233. 

622. Q .  Maiorana. Su1 effetto Volta 
e su d i  Un nubvo metodo par misurarlo. 
R.A.L.R Y II. 132. 

623. 6). Naiovatza. Infiuenza,dcllo stato " " 
superficiale e delle basse temperature 
suli' effetto Volta. R. &.TI.  R. 9 II. 162 

624. 0. Lodgc. On the  controversity 
of Voltas contact force. F.M. 49. 361; 
454. 

(i25. E. Kohn. Über die Gleichungen 

der Elektrodynamik für bewegte Korper. 
A.N. 5. 51 6.  

626. A.F. Sundell. c b e r  das Ohmsche 
Gesetz. B. h'. S. 298. 

627. .i. Stark. Ionensçhuss, innere 
Ladungen, Kraft- und Stromlinien in  
durchstromten Gasen. P .Z.  2. 132. 

628. If. C. l'ocklington. On the iiinda- 
mental equations of clectrodynamics 
and CrOmieu's cxperiment. 1'. M. 1 .  325. 

629. T. des Cmudres. Zur Theorie des 
Kraftf'eldes,, elaktrischar Tdi ingen , die 
sich mit Uberlichtîreschwindilvkoit be- 
wegen. A.N. 5.  65f 

630. C. H. Lees. On the electrical 
resiutarice between opposite sides of' a 
qua&ilat,ei-al, one diagonal of which 
bisects the  other a t  right angles. S.P.M. 
4. Nr. 1. 

631. E. Rieclx. Bewegung eines elek- 
trischen Teilcliens in einem Felde elck- 
trostatischer nnd elcktromagnetischer 
Kraft. A.P.L. 4. 378. 

632. 11. J. S. Sand. Sur l e  concen- 
tration aux électrodes dans une solution. 
C.B. 131. 992. 

633. K. flchreher. Die Ener~ieverhiilt- " 
nisse beim Lippmannschen BLreisprozeTs. 
M. G. G .  93. 

634. W. B. Mol-ton. On some cases 
of propagation of electric oscillations 
along a number of parallel waves. P.M. 
50. 605. 

635. P. Saeerdote. Becherches théori- 
ques sur les déformations électriques 
des diélectriques eolides isotropes. A. C. P. 
20. 289. 

636. A.  A. I'étrowsky. Sur la mesure 
de la capacité dans un milieu hétérogène. 
C.R. 130. 164. 

637. W. Kuuf'nzann. Klektrodyriami- 
sche Eigentiimlichkeiten leitender, Gage. 
A..P.L. 2. 158. 

638. J Stark. Berechnung der Leit- 
fiihigkcit durchstrbmter Gasc in der 
positiven Lichtsiule. A. P. L. 4. 215. 

639. J. Sttcrk. Anderung der Leitfihig- 
keit von Gasen durch einen stetigen 
elektrischen Strom. A.P.  L. 2. 62. 

640. J. Stark. Theoretische Berner- 
kungen über den elektrischen Ausgleich 
in  (sasen. P.Z. 1 .  439. 

641. O. Lehnzanlz. Beitragezur Sheorie 
der elektrischen Entladuneen in Gasen. 
V.N.K. 280. 

642. 3;. M a r z .  Über den Potentialfall 
und die Dissociation in Flammengasen. 
N.G.G.34 .  A.P .L.2 .768.  

643. C. ïï. Lees. On the  conductivities 
of certain hetcrogeneaus media for a 
steady fiuxhavingapotential. P.M. 49.221. 
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644. A. Schuster. On electric inertia 
and the inertia of electric convection. 
P .M.  1. 477. 

646. 31. Wien. Über die Erzeugmg 
und hlessung von Sinusstromen. A.P. L. 
4. 425. 

645 a. P . U n d e .  ZurElectronentheone 
der Metalle. A.P.T,. 1. 566. 

646.  C .  If. Wi,mrl. Uber den Fall  
langsam bewegtcr Elektronen. A N .  B .  
609. 

647. TV. Kaufn~ann.  Über die Schwin- 
giingsamplitude der Elektronen. P. Z. 2 .  
283. 

648. G.  Juumanrz. Zur Theorie der 
Losungen. S .  A.W. 5.12. 

64!L E. Riecke. Lier Schichtung in 
einem Strome elektrischer Teilchen. 
A . P . L . 4 .  388;  P .Z .2 .  227. 

650. A. Domte. Seorema generale re- 
lativo alla diatribiizione del potenaiale 
in una rete di  fili conduttori con al- 
cune applica~ioni.  IL. 1. B. 65. 

651.  K. B. Johnson. Cber den OLT- 
niingsstrom in  einem verzwcigtcn Strom- 
kreise. A.P.L. 2 .  495.  

652. J. II. Jeans. Finite current sheets. 
P.L.M.S. 131. 

ti53. C Heinke. cbe r  Wellenstrome. 
P.Z. 1 .  8 .  

654,  C. Heinke. Über Wellenstrom- 
cnergie. P.Z 1.  197. 

685. L. Dolzati. Relazione generale 
fra le correnti in una  rete di  Eli con- 
duttori. R.I.B. 29 .. 

656. F. Oliveri Uber Polarisation mi t  
Wechselstromen. P . Z .  2. 225. 

657. G.  'Claude. Sur l'élimination des 
harmoniques des courants alternatifs 
industriels Dar l'cmsloi des condcnsatcurs 
et  sur l 'irikrêt deAcette 6limination au  
point d e  n i e  de  l a  ~écn r i t é  de la vie 
humaine. C.R. 131. 613. 

658. M. Abraham. Elektrische Schwin- 
gungcn in einem frei endigenden Draht. 
A. P.L. 2 .  32. 

6.59. R. Mr~thy.  Application des signes 
de Weierstrass ii l'étude de l'bnergie 
potentielle de  deux courants circulaires 
parallèles d'intensité un. J . P .  10. 33. 

GUO. B. Navrcitil. Jednoduchi ptistroj 
k obicktivnimu demonstrov&ni ixoudü 

strome). C. 30. 10. 
661. H. V. C'a~pe.nter. Über eine neue 

Nethode zur Verglcichiing zweier Selbst- 
induktionen. P.Z. 1.  353. 

662. C. Bakker. ThEoric de  l'induction 
Blectxique. A.N. 5 .  312. 

663. K. 8. Johlzaon. Beitxiige zur 

Kenntnis der Vorgange in Induktions- 
apparaten. A.P.L. 3. 438;  4. 137;  723. 

664 .  K. R. Jo7~nson. On the theory 
of t he  function of the condenser i n  an 
induction-coil. P.M. 49. 216. 

665. L. M. Potts. On Rowlands new 
method for measuring electric absorption 
and losses of energy due to hystcrceis 
and Foucault currents aiid on the de- 
ttxtion of short circuits in coils. A .  J. S. 
IO. 91. 

666.  E. Perreau. Étude géométrique 
du condeneatcur transformateur. J. P. 10. 
332. 

667 .  E. H. Burton. Reflexion and 
transmission by condensera of elcctrical 
waves along wires. P,.M. 60.  357. 

668.  T. ilfizuno. Uber den Einfluîs 
eines selbut inductionsloseu Widerstandes 
auf die oscillatorische Kondensatorent- 
ladung. A. P. L. 4 .  811. 

669 .  J. D. aan  der Waals. Vereelii- ., 
kingcn waarin functiës voorkommen 
voor verschillendc waarde der onalluan- 
kelijk veranderlijke. C A.A.  638. 

670.  31. Abraham. Funkentclegraphic 
und Elektrodynamik. P.2. 2. 329. 
Siehc auch 228; 396; 414-416; 487; 

518;  526;  526; 571. 

Theruioelektrixitiit. 

671.  A. H. Bucherer. Zur Theorie 
der Thermoelektrizit,at der Elektrolyte. 
A.P.L. 3.  204. 

672.  0. Wiedebwrg. Euergetische 
Theorie der Thermoelektriztiit und 
Wirmeverteilung von Metallen. A. P.L. 
1 .  75% 

Ionentheorie.  

673. P. Drude. Zur Ionentheorie der 
Metalle. P T Z .  1 .  161. 

674.  J. S. Townsend. Diffusion von 
Ionen in  Gasen. P .  Z. 1, 313. 

675.  J. Zeleny. The velocity of the 
ions oroduced in eases bv Roenteen 
rays. .T.R.s.L. 195."193. " 

- 
676. J. J Townsend. The conductivity 

in gases by the  motion of negativeli- 
charged ions. K. 62.  340. 

6 11.  B. Rutherford. Iladioaetivity 
produced in Substances by the  action 
of Thorium compounds. P. M. 49. 161. 

678 .  M. Couette. Sur l a  théorie os- 
motique desi piles. J.P. 9 .  200;  269. 

679.  W. Kaufmawz. Versuch einer 
Erkl&rung des dunklen Kathodenraumes. 
V.P.G. 137. 
Siehe auch 348; 490;  492;  500;  599;  

604; 627;  645a;  646;  647;  703-706. 
27 * 
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Magnetismus. 
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moleciilar rotation. P.R,.. S. F: 631. 

681. B. Manzetti e t  A. Sella. ricerche 
magnetiche. A. G. C. Kr. 1.  

683. F. Beaulard. Sur les formules 
de  Mosotti-Claumius e t  de  Hctti relatives 
à, l a  polarisation  de^ di6lectricques. 
A. U. G. 12. 91.  

683. ï3. Hurmuzesca. Die durchMagne- 
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Veranderungen. P. 2 . 2 .  353. 

684. V. Crémieu. R,echerches sur l'effet 
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pemeabili ty.  A. J.S. j1. 175. 
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681. S. P. Tomnson. Dber maenetische 
Rilder und ihre Anwendung -auf die 
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Feld. P. Z. 2. 68. 

688. H. Nagaoka. Remerkung iiber 
die Spannung eines eisernen Ririges 
durch Magnetisierung (japan.). J.T. 7. 

689. J. Buchanan. A contribution t o  
the  theory of magnetic induction in iron 
and other metals. P . M .  1. 330. 

690. W. Voigt. b e r  die Ixifluenz fer- 
romagnetischer BrystaJle. N. G. G.  331. 

691. L. R. Laird.  Uber den zeitlichen 
VerlauI' der magnetischen Nachwirkung 
in Eisen~cheihen. A.P.L.  1. 207. 

692. H, Nagaoka. Change of volume 
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oooids by magnetization. J. U.T. 57. 

693. li. Nugurika and K. Hondu. Ou 
the  change of voliime and of length in 
iron, steel and nickel ovoids by magne- 
tization. P. M. 49. 329. 

6'34. K. Hrmda.  Cornbined effcct of 
longitudinal and cirüular magnetization 
on the dimensions of iron, steel and 
nickel tubes. J .U. S. 77. 

690. B. van Bverdingen. Het ver- 
schijnscl van Hall en de magnetische 
weerstandstoename in bismuth bij zeer 
lage temperaturen. C. A.A. 218 ; 380. 

696. A. Schuste~. On magnetic pro- 
cession. P .  M. 1. 314. 

- 697. M. Soloman. On the  da,mping of 
galvanometer needles. P.M. 49. 559. 

Siehe auch 819-822. 

698. C. Raveau. Sur l a  loi élémen- 
taire de l'électromagnétisme. J.P. 9. 150.  

699. H. Poincaré. La  th6orie de Lo- 
rentz et  l e  principe d e  l a  réaction. A.N. 
6. 262. 

700. H. A. Lorentz. Electromagnetische 
Theorien physikalischer Erscheinungen. 
P.Z. 1. 498;  514. 

701. P. Drrude. Zur Geschichte der 
elektromagneti~chen Dispersions - Clei- 
chungen. A.P.L.  1. 437.  

702. II 5. ilele-Shaw. Lines of induc- 
tion in a magnetic field. T.R.S.L. 105. - 
303. 

703. P. Drode. Zur Elektronentheorie 
der Yetalle. Ki A.P.L. 3. 369. 

704. V. A. Lorentz. Uber die schein- 
bare Maese der Ionen. P .Z.  2 .  78. 

706. A. Righi. Sur lem ondes électro- 
magnktiques d'un ion vibrant. A.  N. 5 .348 .  

706. W. Kaufmann. m e r  Ionenwan- 
derung in Gasen. P.Z. 1.  22. 

707. Doerge. Die magnetische Energie 
eines Systems elektrisoher S t r ihe .  Z.S. 
45. 339. 

708. W. Wien. Über mogliche ~ t h e r -  
b e w e p g e n .  P. Z .  2. 148. 

709. E: Beaulard. Sur les formules 
de Moasotti-Clausius et de  Bctti relatives 
à la polarisation de8 diélectriques. A.U. G .  
12. 91.  

710. h'. ftagenbach. Der elektromag- 
netische R~ta~ionsversuch und die uni- 
polare Reduktion ... A.P.L. 4. 233. 

711. G. Mae. Uber die Bewe-~ngen 
eines als fliissig angenommenen Athers. 
P .Z.  2. 319. 

713. G. Juumann. Zur Theorie der 
TXknnaen. A . P .  1,. 3. 578: S. .4. W. 512. 

713, H. du Bois. Halbring-Elektromag- 
net. A.P.L. 1. 19. 

714. IC. Marx Über das Hallscho 
Phiinomen in Flemmengasen. A.P.  L. 2. 
798. 

715. R. A.  Fessenden. Electromagnetic 
meclianism with special reference tu te- 
legraphic work. J. F.T. 459. 

Siehe auch 159. 

Thermomagnetismus.  

716. G. ilforeau. Sur les phénomènes 
thermomagnétiques. J.P. 9. 500. 

71 7. G. Moreau. Sur l e  phénomkne 
de Hall e t  les courants thermomapé- 
tiques. C.R. 130. 122. 

718. L. Lowads. Rcitr&ge zur Kennt- 
niu des thermomagnetischenI~on~~tudina1- 
effekts. A.P.L. 4. 776. 

719. G. Moreau. Sur YinterprBtation 
de  l'effet thérmomagnétique dans la 
the'orie d e  Voigt, C .B.  130. 562. 

Siehe auch 714. 
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GeodZsie, niedere. 

720. F. Villareal. T o p o p f i a  y geo- 
desia. K.C.L. 212: 229: 306. 

721. C .  ~iooane&. ~aservazinnc sonra 
una formola utile in topografia e geo- 
desia. P.M.R. 3. 83 

722. J.Schnoecl;cl. Die Flachenbercch- 
uung mittelst eines neiien antilogarith- 
mischen Grundsteuer - KartenmaCd,ahs. 
Z .  V. 29. 413. 

723. L. Szarvas. Ahstecken von Kreis- 
htigen aus dem Tangentialschnittpunkt. 
Z . V .  30. 129. 

724. E. Harnmer. Zur Kreisboirenab- 
steckung. Z.V. 30. 205. 

7B5. A. Schreiber. Resondere Centri- 
runmverhZltnisse. Z. V. 29. 321. 
$h. W: Laska. o b e r  den Einfluss 

der Ungenauigkeit gegcbener Punkte 
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Z.V. 29. 557. 

727. F. Schuster. Vereinfachung der 
Methode zur Berechnung des Messungs- 
liniennetzes mittclst Rechenmaschine. 
Z.V. 29. 488. 

728. Wzlcke. Trilung eines Gnind- 
stücks mit  veranderlichem Wert der 
Fliicheneinheit. Z.V. 30. 1q. 

729. J. E. Goedseels. Etude sur lc 
niveau à bulle. A.S.B. 24. 133. 

230. P. Pizzetti. Sulla correzione a 
fare alle latitudini osservate per tener 
conto dell'altezza dei punti di stazione 
su1 livello del mare. R. C.M. P. 14. 9. 

Siehe auch 31; 32; 

Geodiisie , hohere. 

731. M. Brillouilz. Les définitions de  
l a  forme de  l a  terre. R .G .O .  823. 

732. Hatt. Sur l a  convergence des 
méridiens. C.R. 131. fi35. 

* L  . r $3. fir. Snellius. Le dégré d u  méri- 
dien terrestre mesur6 par l a  distance 
deo paralléles de  Berg-op-Zoom et de 
Malines. A.S.B. 24. 111. 

784. II. Poincaré. La revision de l'arc 
méridien de Quito. IL. G. 0.  925. 

736. M. Rrillouilz. Les réductions da 
la pesanteur au  niveau de  l a  mer. Les . 
différentes goaides. R. G. O. 873.  

736. Ilelmert. Zur Bestimmung 
kleiner E'licheustücke des Geoiris aus 
1,otabweichungen mit, Riicksicht aiif 
Lotkrümmung. S. A. B. 964. 

737. J. Guth. Stoleti metru (Jahrhun- 
dertfeier des Meters). C. 29. 121. 

-738. 0. Ejgert. Vergleichung der Er- 
gcbnisse des geometrischen und des tri- 
gonometrischen Nivellements nach den 
durch von Uauernfeind im Jahre 1881 
auegeführten Beobachtungen. Z. V. 29. 
113. 

Poly gonoinetrie. 

739. B. Hnppe. Eine Vermessungs- 
aufgabe in  der Ebene. A.Gr. 17. 269. 

'740. B Fin,sterlünlder. Uber die Kon- 
struktiunen von Hoheukarten aus Ballon- 
aufnahmen. S. AIM. 149. 

Knrtenprojektion.  

741. A. Schreiber. Zur  konformen 
~oppelprnjekt ion  der Preuhischen Lan- 
desaufnahme. Z.V. 29. 257; 289. 

G. Astronomie. 

Astronomie,  theoretisehe.  

742. H. Wronski. Reforma de  l a  me- 
canica celeste. R. C.L. 112 ; 152 ; 182 ; 244; 
289. 

743. P. J. E. Goedseels. Remarques 
sur certaines théories d'astronomie ma- 
thématique. Généralisation des coor- 
données polaires. A. S. B. 24. 264. 

744. G. V. L. Charlier. On periodic 
orbits. B.V.A.S. 57. 1059. 

745. Gruey. Remarque sur le critérium 
de  Tissérand. C.R. 130. 877. 

746. Gruey. Sur les termes complé- 

mentaires di1 cr i th ium de  Tissérand. 
C.R. 130. 1109. 

747. L. Picart. Dkmonstration d u  
TheorSrne d'Adams; existence d'une 
proposition analogue. C.E. 131. 663. 

748. Cr. Grms. Odvozeni pozomchod- 
nych rovnie pro kompunenty rychlooti 
ve drahkch planet a komet (Ableituug 
bemerkenswerter Gleichuneen fiir die 
~~r~~c1 iwir id i~ke i tuknmpo1ientrr i  hei  dcri  
1':;incteii-und ~onie tc~nbahnen)  C. 29 1!!6. 

749. C. V. L. Charlier. Einige Fiille 
von Librationsbemcgungen in dem Pla- 
netensystem. 1 B. V.A.S. 57. 165. 
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750. F. Porro. Sul movimento non 1 
perturbato di una  pianeta intorno a l  
sole. G.B. 29.  

751. M. Brendel. Theorie der kleinen 
Planeteu. A. G. G. Nr .  2.  

751a. C. de Freyeimt.  Sur les plan& 
tes telescopiques. C.B. 130. 1148. 

752 .  C . A .  Schdtz-Steinheil. Cber die 1 
Tt:ilung des Kreises beim liechnen der , 
k l ~ i n e n  Planeten nach Hansan. B. V. A. S. 
56. 273. 

765. A. Jlcanozu. Hilfstafeln mir He- 1 
rechnung von angeniiherten Bahnen ' 
kleiner l'laneten vom Hecuba- und Sy- 
billatypus und Ahleitung der Glicder 
dri t terordnung iniAusdmcke (q). 8.1'. B. 
13. 277. 

731. A'. Mazinzow. Rahnbestimmung 
des Planeten Dido. A. P. B. 12. 331. 

755. 11 PoincwP. Sur l a  théorie de  
l a  précession. C.R. 132. 50. 

756. 0. Backlzmd. Sur l a  précessiori. 
C.E.  132. 291. 

757. O. Backlund. Zur Theorie der 
Priizession und Nutation. A.P.B. 12. 387. 

768. E: f i l ie .  Les exprel;sioris correc- 
tes de l a  nutation eulérienne rapportée 
aux axes instantanés. U.A.B. 462. 

759. E'. li'ulie. Sur les nutations culé- 
rienno e t  chandlérienne d'après les la- 
titudes d4temiuées à Poulkovo. B.A. B. 
270. 

760. G. W. Hill. On the extension of 
Delaunay3 method in the  lunar theory 
to  the  gcneral problem of planetary 
motion. T. S. 11. Am. 205. 

761. I" Folie. Sur des termes nouveaux 
de l'accéldration séculaire de l a  lune. 
B.A.U. 42. 

762. S. v. Gla~ennapp. Bewegung des 
Mondes. K. D.P.  21. 

del Bahn des Kometen 1845 Ii (de ~ i c o y  
D. A. W. 483. 

764. 0. Callendreav e t  G. Fayet. Sur 
le calcul de  l'orbite d'une combte dont 
le mouvement géocentrique est considé- 
rable. C.R. 130. 281. 

765. R. Spraguc. Notes on the com- 
putation of preliminary orbits. A.N.K.  
153. 385. 

766. .T. CC. Kapteyn. Over de bepalin- 
gen van d e  coordinaten van het apex 
der zonsbeweging. C.A. A. 402. 

767. J. C. Kapteyn. Sur l a  détermi- 
nation des coordonnEes de l'apex du 
moiivement solaire. A.N. 4 .  93.  

768. K. Schwarzschild. Ein Verfahren 
der Bahnbestimmuno bei saektroskoui- 

elliutiaues de l'orbite du sostiime stel- 
laire d i  l'étoile variable. Y Cygrii. H.V. 
A.S. 57. 145. 

770. A .  Gray. The stability of a 
swarm of nieteo~ites and of a planet 
and satellite. N. 62. 582. 

771. J. Mali+. O letavicich (i;'ber Me- 
teore). C. 21.  68. 

7 72. ï'. .7. .T. See. On the temperature 
of the sun and on the relative agas of 
the sta,rs and Nebiilae. T. S. L Fr. 1 .  

773. K. RohPin. Om tillampningen af 
Lamberts lay inom den celesta foto- 
metrien. A.V. A. S. Nr. 7. 

Siehe auch 30;  483; 792. 

774. A. Fimuci. Sur l a  converzonce 
des eoeffiüierits du  développement de la 
fonction perturbatrice. C.K. 130. 1376. 

7 14 a. G. Norem und J. A. Wallberg. 
Entwicklung der St6rungsfuiiktion durch 
Irsnoriische Elcmente. B.V. A. S. 56. 041. 

775. A. F'éru,url. Sur l a  convergence 
des coefficients du  développement de 
la fonction perturbatrice. C.K. 131. 661. 

7 76. C. A. S'chz~ltz - Steinhezl. Intro- 
duction of the  a rmmen t  X"" i n  the 

,TG 

problem of perturbations. i3.V.A. S. 56. 
669. 

7 7 7. Grzcey. Sur l'aquation gdnéralc 
donnant l'intégrale de  Jacobi comme 
cas particulier. C.R. 131. 602. 

778. A. Gaillot. Influence des pertur- 
bations périodiques d u  demi-grand axc 
sur la valeur du  moyen mouvement dé- 
duite des ob~ervations d'iine planbte. 
Correction correspondante de  la valeur 
primitivement adoptée du grand axe. 
C.R. 130. 1057. 

779. C. V. L. Charlier. Zur  Theorie 
der sacularen Storungen. B. V. A. S. 57. 
1083. 

780. A.  Idnaan. Bemerkungen zu einem 
Sata von Lcverrier, die sekularen Sto- 
rungeri betrefferid. B. V. A. 8. 57. 977. 

781. K. G. Olsson,. Allgemeine Jupiter- 
storungen derjenigen Asteroiden vom 
Typus l/, welche groSse Dahnexcentri- 
citaten und Neieuneen haben. A. V.A. E.  <, u 

Nr. 8. 
782. V. v. Zeipel. Angennhertc .Tupiter- 

stijriingen derjenigen kleinen Planeten, 
welche eine mittlere Lkwegun~  in der 
Umgebung von 600' haben. A.N. K. 151. 
325. 

783. H. 2;. Zeipel. i;-ber die Restim- 
mung der Integrationsconstanten in der 
Theorie der Gruppenstorungen. A. N. K. schen ~ o p ~ e l s t c r n e ~ .  A.N.K. 162. 6 5 .  ~ 

. 769. AT C. Bzcnér. Calcul des éléments 153. 93.  
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784. A. Wriler. Die Formalgleichung 
der gestorten Ellipse. A .N .K.  153. 305. 

~ i e l l i i i r p ~ r l ~ r o ù l ~ ~ n ~ .  
i85 .  C. V. L. C'hav7ier. Cber das redu- 

zierte Dreikiirperproblem. B. V. A. S. 56. 
263. 

766. T. Lezi-Ci'oitù. Sur le problème 
restreint des trois corps. C.R. 131. 236. 

787. E. 8triinagrevt. cher mechanisehe 
lntegration zu deren Verwendung Sur 
numerische Rechnungen auf dem Ce- 
biete des Dreik6rperproblems. B. V. A. S. 
57. 443. 

788. R. Moulton. On a cless of par- 
ticular solutions of the  problem of four 
bodies. T. S.M.Am. 17. 

589. W. Ebert. Sur un système d'kqua- 
tions différentielles qui équivaut a u  pro- 
blème de n corps, mais admet une in- 
tbgrale de  plus. C . X .  131. 152. 

790. P .  Puinle.ue'. Sur lec! intégrales 
iiniformes du p r o b l h e  des n corps. C.R. 
130. 1699. 

781. Dziobek. c b e r  einen merkwiirdi- 
gen Fa11 des Vielkorperproblems. A. N. K. 
152. 33. 

Astronomie, sphiirische. 
792. $1. Kobold. übe r  die Darstellung 

der Riehtungen der Eigenbewegung der 
E'ixsterne. A.N.K. 153. 273. 

783. B. Wanach. Eine Methodc Scht- 
schotkins von gleicheeitiger Zeit- und 
Breitebeutimmung aus Beohachtungen 
von Sternpaaren in gleichen Hohen. %. V. 
29 209. 

794. C. Bergen. &r die  Auflosung 
des Bweihohenproblems nach einer Na- 
hemngsmethode von Raper, unter Be- 
nutxung der Tabelle der Mercatorschen 
Funktionen. A.H. 28. 84. 

795. O. Fulst. Z u r  Hohenberechnung. 
A.11. 28. 320. 

796. TV. Reuter. Z u r  Berechnunp des 
Hohenunterschiedes bei der ~ g h e n -  
methode. A.H. 28. 504. 

797 .  Uolte. %ur Berccliriurig des Schiffs- 
orts aus zwoi Gestirnshohen nach der 116- 
lienmethode. A.H.28. 29; R. Schorr 128. 
G. Holtx 190. 

798. E. Caspari. Azimut latitude e t  
longitude par des hauteurs égales d'astres. 
.J.E.P. 5. 1. 

79!L TV. Reuter. Zur Berechriung der 
Rreiten- und Liingenbeiichtigung nach 
der Standlinienmeth?.de. A H .  28. 24. 

.800. W .  Reu.ter. Uber die Benutzung 
der Mercator'schen Funktion bei der 
13crcchnungeinerStandlinie. A.H. 28.383. 

801. W. & ! U , ~ T .  Hülfstafd der He- 
rechnung der Hesteckversetziing bei der 
LingeundHreiLcnmethode A.H. 28. 126. 

802. G. Uolzin. Nochmals die Ee- 
stimmung des Schiffsortes nach St. Hi- 
laire ohne Konstruktion. A H .  28. 584. 

803. A. Ebwler. Orientation of the  
field of view of the siderostat and 
üoelostat. N. 62. 4.5. 

804. UT. EEhe?-t. Uber die Anderungen 
der rechtwinkligen Koordinaten iulserst 
polnaher Sterne mit  der Zeit. A.N.K. 
151. 145. 

806. L. de Bal7. Reduktion der Eigeu- 
heweg!?ngen der Fjxsterne arif verscliie- 
dene Aquinoktien und Epochen. Formel 
von Fabritius. A.N.K. 151. 363. 

Chronologie. 
806. C. BevdeEié. Au sujet des questions 

chronologiques. E. 1LI. 2. 188. 
807. E. Cercigvtani. Notizie storiehe 

sulla niiuura del tempo. H.C. 285. 
805. P C. Lais. I l  calendario grego- 

riano e la odierna üoniuutazione del1'- 
equinozio. K. L. A. 196. 

809. P.  J, 7.. Gocdseels. Tables d e  r6- 
duction relative à l'heure et  au dégré 
divis& décimalement. A. S.B. 24. 105. 

810. E. Pasquier. De la décimalisation 
du temps e t  de la circorifGrençe. A.S.U. 
24. 59. 

Siehe auch 762; 868. 

H. Geophysik. 

Geophysik im engeren Sinne. 
811. & Lapparent, sur la gymmétrie 
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Die Tragkraft der Saulen bei veranderlichem Querschnitt. 

Von 13aurat ADOLF FRAXCKE in Herzberg a/IIarz. 

Für  die Bemessnng der Staridsicherheit eiiies auf Druck bean- 
spruchten Stabes ist, wie bekannt, die Knickkraft desselben, d. i. der 
Grenxwert desjenigen Druckes, melcher hinreichend ist, den unendlich 
wenig ausgebogenen Stab in dieser Verbiegung zu erhalten, in der 
Weise als malsgebend anzusehen, dars der Stab jedenfalls nur mit 
einem Bruchteil dieses Knickwertes belastet werden darf, wenri anders 
die für die Standfiihigkeit des Rauwerkes erforderliche Sichcrhcit gcgen 
etwaige Verbiegung des Stabes gewahrleistet sein soll. Diese namliche 
Ülierlegung gilt wie für Stiibe von unveranderlicheni Querschnitt, so 
aiich fiir Stibe mit, stetig oder unstetig, veriinderlichem Querschnitt. 
Eine zweckmarsige Wirtschaftlichkeit aber erf'ordert jedenfalls in sehr 
vieleil Fiillen die Anordnung von gedrückten Staben mit veranderlichem 
Querschnitt, und es soll daher die Knickkraft der Stabe bei verander- 
lichem Querschnitt im Folgenden naher betmchtet werden. 

1) D e r  g e d r ü c k t e  S t a b  b e i  V e r s t i i r k u n g  des  m i t t l e r e n  Te i les .  

Für den in Abb. 1 dargestellten Stab gelten für die Strecken 1, II, 
bei genügend kleirien Verbiegungen, die Differentialgleichu~igen: 

d g  y EJ---- Q y  
l d z e  

d ' y  
E J , G 8 = -  &Y. 

Wird gcsetzt: 

m., = 

so konnen die 
werden: 

für Strecke 1, 

aus denselben folgeriden Integralgleichungen geschrieben 

Znitschrift f Mathematik u Physik. 46. I3and. 1901. 4. IIsft. 28 
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y = f cos (m, (x - 1)) 

für Strecke LI, wem, wegen gemeinsamer Drehung irn gelneinsamen 
Grenzpunkte der Strecken die Bedingung erfïillt wird: 

- 

(1) tghtgçc, - i?, 
welche Gleichung, da k, = a 1/& = =$vz = n . n ist, bei ge- 

Fig. l. 
gebenem zahlenwert n zur Beutim- 
rnung des Zahlenwertes p, ails - 
tgp2tgnn = l/$ und damit des 

Knickwertes: 

benutzt werden kann. Die Zahlen 
pz, pi liegen stets zwischen O und 
7z T ,  und für a = O oder b = O erreicht 

E J  z2 Q den Grenzwert - - . 
14 4 

Aus der, Form der Nav ie r  schen 
Differentialgleichungen kann nur- 
der anickwert, als Grenzwert der 
Beugungskraft bei unendlich kleinen 
Biegungen, nicht der genaue Wert 
der Beuprigskraft bei grorseren 
endlichenBiegungen eymittelt werden, 
da der allgemeine genaue Wert der 
Reugungskraft mit den Winkel- 
gr6îsen, a ,  a + ,4, der Verbiegung 
mwiichst, letztere aber in der 
N avier  schen Grundgleichung als ver- 
schwindend klein angesehen werden. 

Bei grofseren endlichen Verbie- 
guugen kann mari den Siidenteil a 
als einen unter dem Winkel a 
schrag am Yuh eingemauerten Stab 
ansehen. Pür denselben gelten die 
Gleichungen : 

= J,Fe!L (cos. - cos ( a  + B ) )  
Q 
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wenn 

7 = arc sin 

ist. Pür den Stabteil h aber gelten die gcnaueren Gleichungen: 

E J, 1 d m  1 pm 
d ( ]  = - d s . s i n m .  L), und da -= - 

e p a s  Y d ë = = ,  
also 

EJ, de ,  d m  
- dm sin w 

JI ~ ~ , ( ~ ~ ) ~ = 2 ~ ( c o s m - ( l - ) c o s - -  J, c o s ( a + P ) ]  

oder für 
4 C o s a ! - - ~ ~ o s a - c ~ ~   fi)}   COS^, 
Je 

Beisp ie le :  

Für die runde Hohlsaule der Abb. 2 ist: 

5 = 3,109, fi = 1,703 
JI 

und aus: 
tgp2tg 1,7B3pe = 1,763 
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EJ* folgt der Zahlenaert p, = rund 0,65; pi = rnnd 0,42; Q = -,- 0,42 

- E J, - lP l,G8, im 

' Fig. 2. 

Vergleich zum Eulerschen Knickwert : 

Æ J  n' - 
Z Y  4' 

Für die schlanke HolzsZule der Abb. 3 ist 

J, = 201 ; J, - 804; = 2 ;  t g p ,  . tgl,l>p, = 
JI 

pz = 0,7545 und daher für E = 100 000. 

100000 . 804 Oe,754 Q 
400e 

- 285,7 kg. 

Wir erhalten daraus die Zahlenwerte: 

1 5 u  1 9% - L L ! - .  Pe 1 
1 - 900 2657 'n --- --; - 400 - 630 

h = J . cos p, = 0,72859 ,f 

COB ILs: .I' f 
tg(u+/3)=1n,.[--=&; t ~ a :  =-- 

sin Pl 774 

Wenden wir nun diese Beziehungen, welche der Ableitung nach 
nur für sehr kleine Verlingerungen giltig üind, auch fur groîsere 

Durchbiegungen .f an, so sind wir in der Lage, an der 
Fig .  S.  Hand der Gleichungen (la) bis (4a) zu prüfen, ob und - -  

wie weit diese8 rech~~erisch zu&ssig bleibt. - 
Sei z. B 

.f = 80 cm, 

ty(a!+,4)=0,243;  a + P =  13'40' 
cos (cr + p) = 0,9716 

tyu -- 0,1034, a = 5O54, cos u 0,9947. 

Setzt man diese Zahlen in die Gleichuqen (1 a) bis 

4 (4a) bei dern Werte Q = 285 kg, pin, so wird m m  Rndin, 
u n  j dafs dieselhen zwar nicht mathematisch genau, aber doch 

1 nnnjihenid erfiillt aorden. 

D e r  Kre iu  a l s  B i e g u n g s l i n i e  der  Saule .  

Allgemein, nicht nur fiir sehr kleine, sondern anch 

i 1 fiir beliebig groîse Knickbeugungen, Abb. 4, folgt ans 
X J  

d ( - J = - Q siu o rls für p = r = uiiviriindert: 
E: - ,  d J =  - sin o d o  

&rr- 
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Qr"  J =  , {cos w - c o s p ) =  

J,,, { cos ro - cos i ) --- - 
1 - cos fi 

E J,,' . 
Q = 1.' (1 -cos P )  

Für kleine Werte /3 folgt 
B" aus 1 - c o s @ = ,  r p =  1: 
2 

Die Saule des ver- 
anderlichen Kreisquerschnit- 
tes der Abb. 5, vom Durch- 
messer 

verbiegt sich daher bei ge- - 

nügend kleinen Beugungen 
nach den Gleichuugen : 

bei der Kniçkkrsft: 

Fig. 4. 

4--- f , 

Fig. 5.  

x z h a 
Bei einer Hohlsaule, Abb. 6, der Wandstiirke b = ù ,  ir = h ,  ( T )  

andert sich bei genügend grolsem Saulendurchmesser das Triigheits- 
moment mit hinreichender Genauigkeit nach dem angenommenen 
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424 Die Tragkraft der S5,iilen hei veranderlichem Qilerschnitt 

('21 - 2)x 
Gesetze J = J,, 

l e  
Eine solche 6aule würde daher, bei ein- 

treterider Beugung, sich nach sinern Kreisbogen verbiegen und zugleich, 
in Bezilg auf diese Knickbiegungen, als ein Stab von gleichem MTider- 
stande erscheinen. 

Das Gewicht einer solchen Saule betriigt hei gleichen Siulen- 
durchmessern rund % der Saule von unverinderlicher Wandstirke 6 ,  

Fig. 6 

Fig. 7. 

12 daher dieselbe, bei gleichem Gewicht, rund eine fache Knickkraft 

besitzt, als die Saule von gleichmafiger Wandstarke. 

D i e  S a u l e  m i t  b e i d e r s e i t s  n n d r e h b a r e n  Enden  bei  
V e r u t a r k u n g  d e r  S i iu lenmi t te .  

Für  den in Abb. 7 dargestellten gedrückten Stab geltcn bei 
geniigend kleinen Verbie'&ungen die Gleichungen: 

y = c (1 - cos nz, XI 
für die Strecke 1, 
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0 0 s  (ml a) 
y = c (1 - cos (ms (x - 1 ) )  . 

für Strecke II, wenn die Durchhiepng der Mitte J = c (1 = _s m, 

ist und 
-) 

gesetzt wird, und der Knickwert & der Bedingung geniigt: 

Da als positive Zahl su betraehten id , .  so lie@ einer der 
4 

7c 

beiden Wirikelwcrte pz, pl ütets zwischen O und der andere zwischen 
n 
- und i z .  ' 
2 

1st z. R. b sehr klein, so niihert sich, für lim p2 = O, pi seinem 
aukersten Grenzwerte z, ist umgekehrt a sehr klein, so niihert sich 
für liinctgp, = + oo y, seinem Grenzwert n. Nihcrt sich J ,  dem 
Werte J,, so folgt, für alle Verhaltnisse a : b ,  aus ,u, + ,u, = n stets 

Zab lenbe i sp ie le :  

W i r e  die Sii~de der Abb. 2 an beiden Enden fest eingemauert, so 
würde ihre Knickkraft zu berechncn sein aus: 

p 2 E  Jz typzctg1,763u, = - 1,763; & = " - be ' 
12,2178EtT, 

wobei p, den Zahlenwert 1,2178 und daher & den Wert  b ,  
annirnmt. 

Wiire aber die Saule der Abb. 3 an beiden Enden undrehbar, so 

- - la ,34 . 1 0 0 0 0 0 .  804 
400' 

= 902 kg. 

S a u l e  mi t  m e h r f a c h e n  V e r s t a r k u n g e n .  

Für  den am Fufse eingemauerten Stab der Abb. 8 mit zwei 
Sprüngen des Triigheitsmomentes des Stahquerschnittes gelten fiir 
unendlich kleine Beugungen die Differentialgleichungen: 

d2y d P y  d a  Y 1) J3J1z3=-&y, II) E J , = = - Q y ,  III) E J ~ & ~ = - Q Y ,  
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aus welchen bei den Werten: 

die GleicEiungen der Durchbiegungeu folgen: 

(III) y = ,f cos (nz, (x - 1 ) )  , 
m 

(II) y = J {cos p, cos ( ~ 2 ,  (a, - z)) - 2 sin sin (m2 (a, - x)) ] , 
"'22 

(1) 
1 n  . y =y  (cos p, cos pz - 2 sin p3 
?)1 

Fig. 8. 

mit der Bedingungsgleichung zur Bestimmung des Knickwertes Q: 

mi tg ~2 + %m, tgpi t ~ ~ 9  + % ms t g ~ z  = wzz . 
Zahlenbe isp ie l :  
Es sei J, = 4 4 ,  J, - 4 J,, a - c = 36 ,  dann laiitet die Be- 

stimmungsgleichung für pl = a l& 
CL CL 

t Y h t 9 4  + +tghtg- 4 + tg'tg' 4 O = 2 ,  

welcher der Wert = 78O = 1,36 entspricht, mit dern Zahlenaerte: 
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Betrachtet man den oberen Stabteil a fiir sich, so ware dessen 
na EJ, Knickwert, bei Einmauerung seines Fuîses = - - -- im Vergleich 
4 us ' 

zum gefundenen, rund 25 O/, kleineren Werte Q. 

S a u l e  m i t  v o n  d e n  E n d e n  z u r  M i t t e  g l e i c h i n a l s i g  
a n w a c h s e n d e m  T r a g h e i t s m o m e n t .  

Eine Saule mit freien Enden, bei welcher das Triigheitsmoment J 
des Querschnittes von den Enden'zur Mitte gleichmafsig zunimmt nach 

Z 
(lem Gesetze J = J,,, -, worin J,,, das grol'ste Tragheitsmoment in der 

1 
Skileumitte darstellt, verbiegt sich bei eintretender, unendlich kleiner 
Xnickheugiing na th  der Gleichung: 

EJ,d;  
~ 

- E'J,,, d s z  - -, oder wenn die unbekannte LRngenzahl -- = A. 
1 Q 

gesetzt und x - Ar gesetzt wird, nach der Gleichung: 

mit deni, die Bedingung y = O fiir x = O, a = O erfüllenden Integrale: 

Der Zahlenwert A. und damit die Knickkraft & ist aber bestimmt 
1 durch die Forderung 2, 2 - n fiir x - 1, r - , aus der Gleichung: 
A 

D e r  a b g e s t u m p f t e  Kegel .  

Das Tragheitsmoment des Querschnittes eines abgestumpften ge- 
raden Kegels, sowie überhaupt allgernein einer abgestumpften geraden 
Pyramide von beliebiger Quersçhnittsbildung, kann gegeben werden, 
Abb. 9, durch die Formel: 

x 4 J = . & [ i  + a T ] ,  wenn (1 + a ) = =  6, Li= J,(l+a)' 

ist, J,, das Triigheitsmoment der Grundflache, JO dasjenige der Kopf- 
fliiche ist. Für JO set'zen wir im Folgenden, zunachst, ausdrücklich 
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428 Die Tragkraft der S&ulen bei veranderlichem Querschnitt 

eineii endlichen, von O verschiederien Wert voraus, sodai's aleo auüh 
n als eine endliche, bestimmte und bekannte Zahl erscheint. Alsdann 

EJ dg geht die Gleichung: - - - q axe - 
- y über in 

B ' i ~ . g .  . 
0 EJo 

in die Gleichung: 
1 
I 4 4 

2 --t = - Y dz 
1 mit dern allgemeinen Integral y = A z  sin - 

1 1 -t Bz cos --, welches, weil für  x = O, s = - z 7 j J  

y - O ist, die Form annimmt: 

--- 

C 

aus welcher Gleiühung bei gegebenem Zahlenwert a r ,  der zugehtirige 

Wort stcts bestirnmt ist und rnithin auch die Knichkraft Q 

gegeben ist. 

Da 25- stets p o k e r  als ist, so liegt Q ~jtets irgendwo zwischen , 
1 + "  2 

den Grenzen 
E J,,, nP 
- 

E'J,,, 7' 
E' 4 (1 + < @ - 2 2  - 4 

Z ; t h l e n b e i s p i ~ l :  Sei J,, - 16 JO, 1 $ cc = 2, n = 1 ,  so ergiebt 
II  7 die Gleichung t g  - - den Zahlenwert = 2,029 und Q hat den 

E J o  Zahlenwert & = -43038 = -- 12,014.. - 
1 l e  

Ersetzen wir wiederurn a durch x, so konnen wir die Biegungs- 
gleichung schreiben 

((1 + @ ;) .in {i") 
Y =  
f ( l + a ) ~ i n ( ~ - - )  ' 

1 + 
welche für ar = O, = m die Knickbiegung des Cglinders darstellt, 
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für a = oo, also den spitzen Keçel, aber der Natur der Sache nach 
unbestimmt werden miifs, meil die Spitze mehrfach unendlich biegsain 
a i r d  und daher die allgemeine Bedingung der Gültigkeit der Gleichung 

d2 d y EJ - - - 31, nanilicli das Verschwinden des Wertes gegen 1, dxB - 
sclhst bei kleinm wertcn Q nicht mehr erfüllt id. 

D e r  a b g e s t u m p f t e  D o p p e l k e g e l  m i t  b e i d e r s e i t s  f e s t  
e i n g e m a u e r t e n  E n d e n .  

E s  gilt, Abb. 10, die Differentialgleichung: 

oder wenn die Beziehungen der vorhergehenden Darstellung beibehalten 
werden: Fig. IO. 

Q 

so ist 
A = - e  { c o s r l + 7 j s i n q ) ;  

R = C (sin ri - cos r i ) ,  

7 1d 
Der Zahlenwert 23- liegt stets zwischen x und 2, weshalh der 

l+. 2 
Knickwert Q der Bedingung genügt: 
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und es schmiegt sich für sehr kleine Werte CY Q dem linksseitigeri, 
fiir grofse MTerte a: dem rechtseitigen Werte an. 

D i e  B e u g u n g  d e s  a b g e s t u m p f t e n  K e g e l s  b e i  A n g r i f f  d e r  L a s t  
a u î s e r h a l b  d e r  M i t t e l l i n i e .  

E s  gilt, Abb. 11, wenn die vorigen Beziehungen beibehalten 
werden, bei Annahme des Lastpuriktes O als Urs~rung ,  die Gleichung: 

"i 11 1 
72 [-. COS (: - -) + sin 

Y - - * + a  .- l + a  
(1 

sin (za) 1-t + -?, l +  cos (SE) 
oder, nach Einführung von cc: 

welche allen Bedingungen, sowie der Differentialgleichung: 

2 
von 1 + ( d ~ )  mit 1 rechnerisch zuliissig bleibt. Werden die Werte 

Fig. 11. 
- . . - -. -. ?. - -. . - - - - - - - ---- 

Q ( j z e  - Y, oder 
1 / .  
I 

, .r /. 
cl2 

z~~;, + ?/ - O , 
1 1 ! */ 

Y. f i  -Y - -  Geniige leistet, wlihrend der Zahlen- 
, ; 
t Q wert y - 1 fur beliebige, d l -  

; [/- a aCJ, 

I I 
kürliche, von O anfangende Werte 

/' x gegeben ist, 172 = 1 + a - zu j i 1 
setzen ist. 

i /' Diese Gleichung hat, wie über- 

Y y, Ti, durch Einsetziing eines Wertes & oder bei irgend sonstiger 

Annahme, sehr groîs, unbestimmt oder gar unendlich grofs, so ist eine 
h i ~ r a u s  gezogene Folgerung, dafs der Stah brechen müsse, an und für  
sich nicht berechtigt, sondern es ist vielmehr lediglich der Schlds zu 

haupt jede derartige Gleichung, der 
Natur der Sache nach so lange rech- , .  

* - 
nerische Gültigkeit, als die daraus 

rntspringondcn Werte y,  fil so kloin bleiben, daîs oino Vcrtauschung 
d x  

i i  
I 
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zielien, dafs die Darstellung der elastischeri Durchbiegungen auf Grund 
der Na v i e r schen Ann5herungsformeln iinzureichend wird. - 

Für  lin1 cr - O ,  7 a: - 1 J'g 

gehen die Formelu in die bekannten Forrrieln für den geraden Cylinder 
iiher. - 

Eir i ige  F i l l e ,  i n  w e l c h e n  d a s  T r i i g h c i t s m o r n e n t  d e s  Ssu le r i -  
q u e r s c h n i t t e s  s i c h  n a c h  e i n f a c h e n  Gese tzen  iindert .  

~ n d e r t  sich die Wandstirke w der Siiule der Abb. 12 nach dem 

wahrend der Knickwert Q bcstimmt ist am: 

o z  1 - z n "  4 2 12; 
s + ~ n s - T 5 3 + . -  

d e r  
4 2 .  

0 ~ 1 - i  ~ Y + z ~ Y " - +  f s . 5 . 9 . 1 1  2 y 4  P... + ... 

Gesetze w = b , so andert sich auch bei ge- l'; B i g  14. 

woraus ein Zahlenwert y etwas kleiner als 2 fol@ und für Q der 
E J  . Wert Q = 1,95 sich ergiebt. 

E 
Weil das Gewicht eirier solçhen Siiule rund + des Gewichtes der 

Siiule von gleichmiiBiger Wandstirke b betragt, so ha€, bei Vergleicli 

nügenci grofsern S~ulendurchrnesser das Triigheits- f 
moment mit hinreichender Genauigkeit nach dem 

gleiehen Gesetze rT, = JE, wenn J das Tr:ig- 

heitsmoment für z = 1 darstellt, und aus: I 

I , 
4 

L , d e r  w e m  
E'J 1 1 

n " = und , = , = - gesetzt wird: 
1 ( 2 1  12,- Y 

d2, i S . @ + ~ = o  
folgt : 

S e  5 1 2 9 6  ',' 
y = 5 - - 6. + -- - -- 
C s . 5  3 e .  5 : g p  5 .  Y .  11 

+r 1 5 '  . . .+.. .  >,3. > b <  
Y . 5 . 7 . 9 . 1 1  

r i f 
1 

, 
I 

x 
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zwcier Saulen von gleichem Gewicht, die Saule des veranderlichen 
Querschnittes etwa 1, 2 fache Knickkraft bei anderthalbfachem Wider- 
standsrnoment im Mittel-, bezw. Fdspunkte, x = Z. 

3 - 

WBre aber etwa J,  = Jvf, so fulgt aus: 

EJ & = rund 2, 1 - wiihrend fiir J, = J 
l e  

durch genau entsprechende Darstellung, der Wert 

EJ & = rund nahezu 1, 8 - gefunden wird. - 
l e  

D a s  Kn icken  des Kegels  du rch  d a s  E igengewich t .  

TTerbleibt ein, durch irgerid welche iiursere zeitweilig wirkende 
Ursache a. B. den Winddruck gebogener, vorher und an und für sich 

Fia 13 gerader, am BuIse undrehbar eingemauerter 
Stab, Abb. 13, nach Verschwinden der 
auîseren Ursache, also z. B. nach Aufhüren 
des Windes daucrnd in einer Verhiegiing, 
so gilt für das Gleichgewicht dieser die 

Differentialgleichung : d (3 J,S) = -Kzdy, 

wenn K, das Gewicht des Stabteiles der 
Strecke x bedeutet, 

Bür einen VoUkegel des Gesamtge- 
wichtes K erhalten wir, wenn J das 
Triigheitsmoment der Grundflache be- 
deutet: 

1 z4 
l l 

~ [ E J ~ ~ ; ~ ]  + ~ $ a ~  = O ,  
l 

Y woraus folgt: 
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gr1 1 
wird  = - gesetzt, so kann das allgemeine Integral geschrieben 

dy werden für a; :  

( ~ + ~ ( $ + ~ ~ + ~ + ~ l . z + b , s + ~ z ' + ~ x ~ + . . . . ) ] ,  

morin A und B die beiden wdlkürlichen Integrationsfestwerte be- 
deuten, a,, a, u. S. W. bestimmte Zahlen bedeuten, welche hier nicht 
niiher dargestellt zu werden brauchen, weil für unseren Sonderfall der 

Wert B = 0 gilt, indom für r = O die Bedinpng  gilt weder dz  noeh 

y = M , oder unbestimmt. Wir erhalten mithin, für B = 0 ,  aus der 
d 

Redingung d-: = O für z = 1 die Gleichung: 

1 
mit dcm Zahlenwert = rund 11,8. 

Damit also ein solcher Kegel, nach Aufhoren des Windes nicht 
schief verbogen steht, ist die Bedinpng  zu erfüllen: 

Für den in Abb. 14 dargestellten Hohlkegel ist das namliche Ver- 
b w iinderungsgesetz gültig. E s  ist für genügend kleine Verhiiltnisse - - - : 
a  r 

2rn  .w . r e  x' - - - 
2 u n .  b .  ae J, = 

2 
l 4  J I  wenn J = 

2 

das Triigheitsmoment der Grundflache darstellt; 

wenn Q die Gesamtbelastung, Eigengewicht der tragenden Teile und 
in1 Raurne gleiehrrGkg verteilte Belastung, darstellt, und es fol@ aus: 

ec < Il,, fiir J =  ,a3, 
EJ  

oder, allgeiiieiner geschrieben und auch für den Fall gültig, dafs der 
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434 Die Tragkraft der SSulen bei veranderlicliem Querschnitt. Von ADOLF FRANCKE. 

Kreisringmantcl OAA, nicht massiv, sondern bcliebig ausgebildet ist, 
T da nb = i7, geinars der vorigen Entwickelung, eingesetzt werden darf: 

wenn also Q das Gesanztgewicht, F die kreisfijrmige Gri~ndfliiche, J 
das Tragheitsmoment des Grundquerschnitts bedeutet. 

Fig. 14 

O 

Q l' Die Formel aber KJ < 11,s bleibt allgemein für jede beliebige 

Quersclinittsausbildung und Auflosung des Kegels oder der Pyramide 
OAA, in beliebige, gesonderte Stabanordnungen anaendbar, so lange 
hierbei der Punkt O als ~ h n l i c h k e i t s p n k t  des ganzen Cebildes be- 
trachtet werden kann, da für beliebige, aber einander ahnliche, Quer- 

x 
schnittsausbildungen stets stattfindet J, = i, J und eine raumliche gleich- 

xs 
rnnfsige Verteilung des Gesamtgewichtes Q dem Gesetze K, = &) 

entspricht. 
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Beitrag zur naherungsweisen Integration 
totaler Differentialgleichungen. 

Von Dr. WILHELM KUTTA, 
Assistent an  der Technischen Hochschule in Münclien. 

Angeregt durch den Aufsatz von H e m  Bunge in Bd. 46 der 
mathernatischeri Amalen, bescliXtigte sich der Verfasser im Jahre 1899 
mit Versuchen einer Verallgemeinerung der dort aufgestellten Fornieln, 
die eine angeniiherte Berechnung der Losung von Differentialgleich- 
ungeri durch Berechnung der direkt gegebenen DiEerentialquotienten 
ail einer Reihe von Punkten ermoglichen. Seitdem ist irn ersten Heft 
von Bd. 45 dieser Zeitschrift eine Abhandlung von Herrn Heun über 
drnselbcn Gegmstand veroffcntlicht morden, im Anschliilfi an dic der 
Verfasser sich erlaubt, seine Resultate vorzulegen, die ihm aus einem 
elwas allgemeineren Ansatz hervorzugehen und teilweise einfacliere 
Endformeln zii liefern scheinen. 

Die von Herrn Runge gegebene Methocle, eine Verallgerneinerung 
bekannter Methoden fur Quadraturen, lehrt, von einerri Punkte einer 
Integralkurve der Differentialgleichung 

ausgehend einen zweiten Punkt dieser Iiitegrdkurve mit Anniihcrung 
durch gesetzm&ige polygonale Linienzüge zu erreichen. Die Langen 
der Geradenstücke werden moglichst günstig gewiihlt, ebenso die Hich- 
twigen, und zwar diese aus den Richtungen, welche die Differential- 
gleichung in der Nahe der Integralkurve zwischen Anfangspunkt und 
Endpunkt des Integrales hestimmt. Als Mal'sstah fiir die Ordnung der 
Kiherung nird  die Übereinstimmung benützt, die der Taylorsche Satz 
für die wahre Entwickelung des Intepales mit der Entwickelung der 
angesetzten Niherung ergieht. 

Das Bestreben des Verfassers ging in erster Linie dahin, die Zahl 
der zu bereclinenden Richtungen, d. h. Funktionswerte f ,  riiGglichst 

Zoitschrift f Mathemztik u Physik 46. Eand 1901. 1 Heft. 2 9 
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gering zu halten, was fiir die rechnerische Renutzung der Formeln 
wichtig ist; sodann in zweiter Linie aus demselben Grunde dahin, die 
auftretenden %ahlcnkoeffizienten rational zu eïhnlten (inan vergleiche 
in dieser Hinsicht die Gaulssche Quadratur etwa mit der.Simpsonschen 
Regel), endlich in dritter Linie dahin, die Zehl der in die Endformel 
eintretenden Richtungen oder Funktionswerte moglichst zu verringern, 
da mari leicht erkennen wird, daîs die nicht in das Endresultat direkt 
eintretenden Funktionswerte nicht mit der gleichen Genauigkeit ge- 
rechnet zu werden brauchen. 

E s  moge noch vorausgeschickt werden, daîs die Punkte, in denen 
die Hilfsrichtungcn aufgestellt werden, bis auf Grohen zweiter Ord- 
nung auf der durch die Differentialgleichung irn Ausgangspunkte be- 
~ t immten  Richtung der Tangente der Integralkurve gelegen sind. 
Dadurch werden bei Entwickelung der Kiherung nach dern Taylor- 
schen Satze die von Herrn Heun symbolisch mit Df bezeichneten 
Ausdrücke zusammengehalten und die Rechnung sehr vereinfacht und 
gekürzt. 

Der allgemeine Ansatz von Herrn Hcun fordert die Berechnung 
von 2% Serien von Funktionswerten, die sich innerhalb einer Serie in 
der folgenden Art aus einander entwiükeln (die Bezeiehnung ist wegen 
des Polgenden etwas gekdert ) :  

A(v) 
so dafs stets der Punkt, in dem eine Richtung berechnet wird, 

~ ( - 1 . )  
auf der vorher berechneten Richtung --AT durch den Ausgangspunkt 

gezogen in dern moglichst günstig zu wiihlenden Abscissenabstand 
dY-l)Ax liegt. Alsdann setzt man als gesuchten Niiherungswert dy, 
d. h. den Ordinatenunterschied der Integralkurve fur einen Abscissen- 

unterschied d z  eine aus dcn Wertcn A;?, Ar . . - A," mit konstanten 
Koeffizienten gebildete Summe an: 

Xun wird die Entwickelung des so aufgestellten Niiherungseusdruckes 
dy nach den1 Taylorschen Satze mit der direkten Entwickelung des 
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z + A x  

Integrales f(x, y) d x  durch die Taylorsche Reihe verglichen. Man J- 
erhiilt dann, wenn beide Eiitwickelungen his zu einer bestimmten Ord- 
nung übereinstimmen solleii, also eine Naherung bis zu dieser Ordnung 
einüchliefslich erreicht werden soll, eine gewiüse Anzahl von Bedingungs- 
gleichungen, denen entsprechend die Zahlenkoeffizienten E und EI be- 
stimmt werden müssen. TVir werden sehen, dah  schon bei Niiherungen 
fiinfter Ordniing diese Methode versagt. In dem SchluTsansate der- 
selben Liegt übrigens natürlich auch die Benutzung der Richtungen 
d' A(-l)  - . . . .  - zur Summierung als moglich eingeschlossen. 
dx dx 

Der Unterschied des hier vorzulegenden Ansatzes gegen den 
vorigen lie@ darin, daîs nach Berechnung einer Anzahl von Rich- 
tuugen der Punkt, in dem die niichste Richtung gerechnet wird, nicht 
auf einer der frühercn vom Auspngçpunkte aus gezogenen -1iegend 
angenommen wird, . sondern selbst erst durch einen polygonalen 
T,inienzug in schon berechneten Richtungen vom Ausgangspunkt aus 
eneicht wird. Die analytische Formulierung ist die folgende: 1st 
d', d u .  . . A("-') gerechnet, so rechnen wir als den niichsten Funk- 
tionswert : 

wo die % beliebige ~ahlenkoeffizienten sind, die nur durch die Forde- 
rung, daL unser Punkt bis -auf die zweite Ordnung auf der Tangente 
der Integralkurve irn Aiisgangspunkte liegen soll, beschriinkt sind, also 
durch 

x = x l + x , + - . . . + x , - i .  

Bei eilfachen Zahlenwerten x ,  wie wir sie nachher finden werden, ist 
die Erschwerung der Rechnung wegen der notwendigen Summierung 
der A' . . . di"-') uehr gering. Dagegen gewinnen wir eine gr6fsei.e 
Auswahl von Zahlenkoeffizienten, die uns erlauben, Niherungen von 
bestimmter Ordnung in groherer Auswahl bei Rechnung von mtiglichst 
wenig Funktionswerten und rationalen Koeffizienten aufiustellen. 

Der Ansata ist demnach der folgende: Man stellt auf: 

A"' = f(x + ldx; y + + (A. - g)dl)An: ,  
A'''' = f(x + p d x ;  y $ sd"'  + zA"  + (p. - 6 - - ) d f ) d x ,  

dV = f (x+v Arç, y + c p d " " ~ - ~ A " ' + + A ' ~ ( v ~ - ~ - ? l i ) d ' ) d z ,  
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und setzt als gewünschte Naherung an: 

d y - a d ' + O d " + c d " ' + d d " " + e d ~ + . . . .  

Dabei sind die Grorsen x, A-, p, v - . - -  7 Q, 6 7  z? Y? X, + . .  .; a, 6 c, 4 
e . .  . . .  beliebig verfügbare Zahlenkoeffizienten. Diese haben wir so 
zu bestimmen, dafs bei Entwickeliing von dy nach dern Taylorschen 
Satze eine Übere in~t immun~ mit der wahren, aus dem Integralansatz 
folgenden Entwickelung bis zu der gewünschten Ordnung erzielt wird. 

II. 

Für  die Niherung erster Ordnung genügt die Berechnung eines 
Funktionswertes f und man erhiilt durch a = 1 die triviale Niherung 

Für die zweite Ordnung Sind zwei Funktionswerte zu rechnen 
und man erhalt die schon bckannten Bedingungsgleichungen (vergl. 
bei IIerrn IIeun S. 28) 

u + b = l ,  bx=' 2 7 

wozu eine weitere Erorterung nicht mehr notig ist. 
Für die dritte Ordnung sind drei E'unktionswerte zu rechnen, und 

der Taylorsche Satz liefert für die gewürisühte Nsherung: 

dy = ad' + bd" + cd"', wo 

A' = fb? YMX, 
d" = f (z + xdx, y + xd')Ax, 
A"' = ,'(x + Adx, y + gd" $ (A - ~)A')dx, 

ist, die hlgenden vier B e d i n p g e n :  

woraus das Losungssystem sich ergiebt: 

Dies System giebt zweifach unendlich viele Losungen, von denen die 
einfach unendlich vielen für  g = Â. 

ails den auch von Herrn IIeun gegeberien Ansitzeri hervorgelieii 
k" onnen. 
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Als besondere Falle, die durch Grenzübergang aus den obigen all- 
gemeinen Pormeln, oder direkt aus dem Gleichungssystem hergeleitet 
werden konnen, seien erwahnt: 

Weiter die Fiille: 

Die letzten beiden Falle lassen nur zwei Eùnktionswerte in das 
SchluTsresultat eiritreten, was, wie oberi erwahnt, die Geriauigkeit, mit 
der der dritte berechnet werden mufs, un1 eine Ordiiung verriiigert. 
Die GrXse c kann augenscheinlich nicht zum Verschwinden gehracht 
merden, ebenso wenig a und b gleichzeitig. Auch h i  Berechriung von 
mehr als drei Funktionswerten kann die Zahl der in die Enclformel 
eintretenden nicht unter zwei verringert werden. 

Jeder der Fiille (1) bis (V)  giebt noch eine einfache Unendlichkeit 
von Losungren. M s  Beispiele wiihlen mir etwa: 

. A - . >  A _ Z  
Y )  ,, p - j-, \vas gleichzeitig unter die Falle (1) und (III) 

gehort. Dafür ist 
-1. O = ? -  c =  5 
4 1 4 1 8 

und die entsprechende Niherung: 

2 4 '  + 3O" + 3A"' 
A y  = -- 

A I 

A '  = f (z, y) d x ,  
A" = f (x + $dx, y + +4 A$, 

A"' : f ( x ;  $ +4z, y + + d U ) A z .  

Ilas System x = i, A = 3, Q - + giebt aus (1) oder (IV) die schon 
von Herrn J Ieun  a u f p t e l l t e  Formel: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



340 Beitrag zur niherungsweisen Integration totaler Differentialgleichiingen. 

Das Systeni x = 2 ,  il = 1: 

d' + 4 4 "  + A"' 
A y  =-  6 7 

A' = f(x, ~ ) d x ,  
A" = f ( x +  ~ A x ,  y+',d')dx, 

A"'= f ( x  + dx, y + 24"- d ' )As .  

Die letzte Endformel hat eint. gewisse Analogie mit der Sirnpsonsçhen 
Iiegel, ist aber um eine Ordnung weniger genau. 

Zu den Nih~riingen vierter Ordiiiing iibergehend finden wir die 
Berechniuig von vier Punktioiiswerten notig, und die Vergleichung des 
Taylorschen Sntzes ergiebt die folgendcn acht Hedingiuigsgleichungeii 
für die Koeffizicntcn: 

a + b  + c't r i =  1, 

o x  + c d +  d p :  $, 
b x 2  + c A 2  + d u 2  = 3 ,  

wenn als gewüilschte Nahernng angesetzt ist: 

IIier larst sich das Ltisungssystem auch noch niederschreihen. 
Wenn man x iind 1, wil1kürlir:h liil'dt, erhiilt man nach einiger 
Iiechnung: 

1 - 2 %  1 - 2 %  6 x 2 -  4 (x  + il) + 3 .  
= h = a = -  -- 

' I Z L ( L - X ) ( I - A . ) ~  I ~ H ( ~ - L ; ( I - x ) ~  - L I  - 1 
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Von der wiederum zweifach unendlichen Zahl von Niherurigsfor- 
meln, die wir so erhalten, sei als hesonders einfach eine Reihe spe- 
zialisiert; zunachst diejenigen, in denen a = d, i, = c ist, für die also 
eine gemisse Symmctrie wenigstens in der Endformel vorhanden ist. 
Sie sind in dem System enthalten: 

AIS Beispiel sei etwa sc = ', , A. = Q gewihlt, wudurch man die 
Naherungsformel erhdt :  

Sodann aber suchen wir aus nnseren Losungen diejenigen heraus, 
die beim Übergange zu Quadraturen die Simpsonsche Regel ergeben, 
und iin allgemeinen Falle, wie diese im besonderen, bis zur vierten 
Ordnnng cinschlicrslich im Intervalle genau sind, demnach als Vcrall- 
gemeinerungen der Simpsonschen Begel betrachtet werden konnen. Wir  
werden vier einfach uneridliche Systerue von solchen Verallgemeine- 
rungen erhalten. 

(11) ES sei Â = $ 
D m  ergiebt sieh als ein solches System: 

u= l . a= '  b = o  C = a  a = ? .  
b 6 , 3 7 6 1 

Ein Zahlenbeispicl, x = +, giebt die Niherung: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4.42 Beitrag zur nühcrungsweisen Integration totaler L)ifferentialgleichungen. 

Die Grosse A" kami bei den Bormcln dieser Gruppe stcts um eine 
Ordnung weniger genau gerechnet werden. 

Die Falle (III), (IV), (V) werden durch Gremübcrgeng aus den all- 
gemeinen Formeln oder direkt aus den acht Bedingungsgleich~n~en 
gewonnen. 

(ni) I = o. 

Dns %ahlcnbeispiel p = $ liefert die Naherungsformel: 

In  diesem Beispiel kann A' un1 eine Ordnung weniger genau ge- 
rechnet werden. 

(IV) x = 1, 
A=-' 2 ,  p =  1; e = + ,  a=' c = z .  

6 9 3 1 

A' = f (x, y) dx, 
A" = f ( z $  dx, y f d')A$, 

dx d" + 3 6 '  A'" = f ( , z  +-, , y f s  
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d x d" 
Ar'' = f ' ( z +  , y+,)Az, 

A"" = f'(x + d z 7  y + A'") da .  

Diese letzte gut zii merkende N%herungsforinel lieISe sich aauh 
aiis den Ansiitzen von Herrn Heun (S. 33) gewimen, in denen fur 
diesen l7all die acht Bedingungsgleichangen nicht als von cinandcr 
unabhangig, sondern als nur sieben verschiedene Bedingungen d a -  
stellend erscheinen würden. Sie ist ührigens dle einzige daraus zu 
erhaltende Formel, die nur 4 Funktionswerte d s  berechnet voranseetzt. 

Wüiischt man in der Endformel nur moglichst wenige Funktions- 
wertc auftreten eu lassen, so kann man, cla d augenschcdich nicht 
Noll sein kann, und c, wie leicht beweisbar, auch nicht, entweder b 
gleicli Nul1 anzuuehmeii, was auf die Fornielgruppe (II) führt, oder a 
gleich Xnll, mas den A n ~ a t z  

in die allgemeineii Formeln einführt. Gleichzeitig k6nnen a und b  
nicht verschwinden, da dies auf den unzulassigen RTert x  = O führen 
wiirdc. 

Bei Bereehnung von fünf Funktionswerten wiire es thatsachlich 
moglich, die Lahl der in die Endforniel eiriti-etcnden Werte auf zwei 
zii reduzieren, doch würde nian den Nachteil irrationaler Koeffizienten 
in den Kauf nehmen müssen. 

IV. 

Gehen wir endlich eu Niihcriingen von der fiinften Ordniiiig über, 
so werden die Verhaltnisse etwas andere. Rechnen wir hier wiederum 
fünf Funktionswerte, s u  giebt die Vergleichnng der S a  y 1 o r  schen Erit- 
wickelung die folgenden 16 Bediiigiingsgleichungen. 

a + b + c + d + e -  1, 
b x + c A + d p + e v =  i ,  

b x 2  + CA' + d p 2  + eu2 = k, 
GpX + d ( 6 A  + z x )  f ~ ( T P  + xÂ. + = i, 

b x 3  + cL3 + d p 3  + ev3 = i, 
C Q X L  + CZ(UL + 2 % ) ~  + e(q,u + X A  + 8 7  
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d y  = u d '  + b d "  + cd"' + dd"" + edv ,  
A' =f(z ,  y ) d x ,  

A "  = f(x + x d z ,  y + x d y ) d x ,  

du' = f ( z  + A d s ,  y + + (A - p ) d ' ) d x ,  
A"" = f'(z + p d z :  y + ad"'  + z d "  + (,u - G - z ) d ' ) d x ,  

dv = f ( z +  v d z ,  y +  r p d " ' + ~ d " ' +  ~ d " + ( v - c p - x - ~ ) d ' ) d x .  

Zur Verfügiing steheiî uns aber hier nur 15 Zahlenkoeffizienten 
für die 16 Gleichungen. Nun wiire zwar moglich, daSs die Bedingungs- 
gleicliungen niclit von einander unabliangig wiiren, was allerdings nach 
Analogie mit den vorigen Niiheriingen nicht wahrschejnljch ist. Deni 
Verfasser ist es bisher nicht moglich gemesen, darüber zu erhcheiden, 
da der theoretisch sehr einfache Kachweis trotx mancher moglichen 
Vereinfachungen einen sehr betrachtlichen Rechenaufrvand zu erfordern 
scheint. Nur das eine Iiifst siüh unmittelbar erkcnnen, dak eine 
L6sung mit fünf Funktionsberechnungen nach dem speziellen von 
Herrn H e u n  angenommenen Ansatz riiclit rnoglich ist. Derin nach 
ihm ist zu setzen: 

p = A ;  G = p ,  z-O; y = v ,  x = O )  $ = O ,  

und es widersprechen sich alsdann die elfte und die zw6lfte unserer 
Gleichimgcn. Schreibt man die Entwickelungen der Taylorschen Reihe 
explicit nieder, was hier der allzugrofsen Breite wegen nicht geschieht, 
so erkennt man, daSs sich dieser Umstand nicht Zndert, auch wenn bei 
der Anwendung dieser speziellen Methode statt fünf  eirie beliebige 
Anzahl von E'iinktionswerten oder Serien davon heniitzt werden; es 
crgiebt sich daraus die auffallende oben erwalmte Thatsache, drils die 
Heunsche Methode vom fiinften Grade der Niiherung an versagt. Dals 
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etwa die im Folgenden vorgelegten allgemeineren Ansiitze bei noch 
htihercn Graden auch versagen, ist nicht gerade wahrscheinlich, da die 
Koeffizienten hier in ganz anderer Weise rückwirkend eintreten; beim 
fïinften und sechsten Grade ist es sicher nicht der Fall. 

ZLI der oben erwahnten Schwierigkeit, daîs 16 Bedingungs- 
gleichungen mit 15 Koeffizienten zu befriedigen wiiren, zurückkehrend, 
entschlieben wir uns, sie diirch Berechniing eines sechsten Funktions- 
wertes zu beseitigen. Die Berechnung von rz Funktionswerteii stellt 

uns augenscheiiilich n*$-l) Zahlenkoeffizienten zur Verfügung, ~ G h e n d  
- 

die %ah1 der zu bcfriedigendcn Gleichimgen fiir Naherungen mter Ord- 
nung wenigstens bis zur sechsten O r h u n g  einschlieSslich PL-' be- 
tragt. n ' ir  würden also hier durch Bereuhnung der seühs Fuiiktions- 
werte eine fünffach nnendliche Zahl von Losungen unserer Gleichungen, 
also von Naherungsformeln fünfter Ordnung finden. Aber die Losung 
der 16 Gleichungen, von denen allein 8 vom fiinften Grade sind, machte, 
besonders, da ,  rationale Losmgen gefunden werden sollten, solche 
Schwierigkeit'en, dak ich mich bepügte ,  die Lüsung uiir für den Fa11 
zu rechnen, daSs die sechste Richtung in einein Punkte gerechnet wird, 
der durch einen polygonalen Zng in den ersten vier (statt fiinf, wie 
rnogliçh) gefundenen Kichtungeii von1 Ausgangspunkt errei'cht wird, 
- und d d s  zweitens der Koeffizient b gleich Nul1 ist. Die erste Be- 

gesetzt, also analog wie dV, ohne dafs man unter dem Funktionszeichen 
dV verwendet, gebildet wird. Die so erhaltenen speziellen Niherurigeii 
sind ganz sicher durchaus nicht die besten, d. h. nicht mit den ein- 
fachsten Zahlenkoeffizienten gebildet, wie sie die allgemeine L6sung 
liefern würde. Aber da nouh gar keine Kiiherungen dieser Ordnung auf- 
gestellt zu sein scheinen iind es mir bisher nicht moglich war, die 
besseren aus den sehr breiten Rechnungen zu entwirren, so lege ich - 

das unter den obigen Beschrankungen gefundene, immer noch dreifach 
unendliçh viele Naherungen der gewünschten Art enthaltende System 
Tor. E s  ist alsdann: 

b = O; n, c, d, e ,  e, berechnen sich linear aus Kr. 1, 2, 3, 6, 9 der 
sechzehn oben angeschriebenen Gleichungen: 
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a =  1 - c d - e - e l .  
Weiter findet siçh 

5[7 - IOv, - 10F(d(l - v , ) ]  5[7 - 10v - 108d(1 - v ) ]  -- X = - piJ~4i (vT{r X 1 = 1 4 4 e , ( v 1  - v )  7 

Die Grofsen x,  71 und v, sind noch willkürlich zu wiihlen. 
Als ein Zahlenbeispiel, das freiliçh durchaus nicht die einfachste 

in dem angeschriebenen System enthaltene X h e r u n g  zu geloen brauclit, 
wiihlcn wir x = 5 ;  v = ; v, = 5 iind erhaltcn das Wertespstem: 

Also erhalten wir als eine Niiherungsformel für eine Genanigkeit 
bis mir fünften Ordnung einschliefslich: 

1 7 4 '  + 1004"' + 24"" - 5 0 d V  + 75dv1 
dy = -- 

1 44 

(A' - 4"')  + 3 (4" - dV) + 2 (AV1 - 4"')  
- ' 4 . -- - -  -- - 

9 

welche letztere Form wegen der Kleinheit der Diflerenzen der A und 
der Einfachheit der Koeffizienten vielleicht für rechnerische Benütziing 
einfacher ist. 

Dabei ist 

A' = f(G Y ) ~ Y ,  

lj A"' - 2 0 4 ' '  + 9 A' dx, 4 + - 
4 

welche Formeln vielleicht noch in einer für die lxechnung bequemeren 
Forrn gesçhrieben werden kihnen. 
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Ein anderes Zahlenbeispiel, das auch d m m  Verschwinden brin@, 
also nur vier Funktionswerte in die Endformel eintreten l'afst, ist: 

v = 2  ,, 4 
3 ,  1 = 5 7  

x vorlaufig beliebig. Es ergiebt sich: 
- 126. 9 1 .  e,=lOO. 2 1 , - 1927 e = , 2 1  ign7 n = :&; Q = 2 5 r ;  z = - -. X '  

wo z. B. noch x gleich + gesetzt werden kann, was zu der Formel führt: 

3(d '  - A") f 3  (4"' - dm) $ 6 (A"' - dV) 
= A m +  --- 

12 

7 (A"' - d "') + (Am - dV) + '-- -- . 
192 

Dabei ist ' 
A' = f ( ~ ,  y)Ax; 

4 x  4' 
A r  =f@+ y, ~ + ~ ) d x ,  

2 4 x  6 d "  4- 4 4 '  

15d"' - 124"  + A '  
Ar'" = f ( z  + Ax,  y + 

4 
2 4 3 :  84"" - 504"'  f 9 0 4 "  + 6 d '  

A' = f . ( ~ f ~ , y f  81 

4 d x  44""- 54"'  + 18d" + 
30 

E s  ist natürlich ein für die Benützung hinderlicher Umstand, d a h  
so unbequem grofse Zahlenkoeffizienten auftreten. Doch kann bei den 
Summenbildungen unter dcm Funktionszeichen f  die Genauigkeit der 
Rechnung um eine Ordnung vermindert werden, und durcli moglichst 
einfache Anordnung der Summierung .überall die Differenz je zweier 
Grtirsen A, dio im allgemeinen nicht mehr grofs sein wird, hergestellt 
werden, was die Rechenarbeit verringert. 

EN sei noch erlaubt, folgende allgerneine Remerkung in Bezug auf 
die Simpsonsche Regel zu machen. Bekanntlich stimmt die durch 
sie gegebcne Niiherung 

f i4 + 4 f ( x  + 9) + f(i. + 44 
d y  = - - 

6 
d x  
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für ein Intervall dz gerechnet bis zur vierten Ordniing einsclilieCslich 
mit der Taylorschen Entwickelung in der Mitte des Intervalles 
üherein, zeigt aber im Gliede fünfter Ordnung rineii Fehler von 3 dieses 
Gliedes. Darnach wird bei Ersetzung der Summe der in den Mitten 
der Einzelintervalle entwiokelten und nach der vierten OrLinung ab- 
gebrochenen T a11 or schen Reihe durch die S i m p  s onsche Regel dcr 
Pehler auf etwa 3 vermindert. Verglichen dagegen mit der Tay lor -  
schen Entwicklung im Anfangspunkte des Intervalles nimmt die 
Simpsonsche Regel nicht m r  die vierte Ordnung vollstiindig mit, 
sondcrn begeht auch irn fünften Gliede einen k'ehler von nur 2, des- 
selben, im sechsten einen solchen von :, im siebenten einen solchen 
vou niüht ganz : u. S. w. Sie wird also die nach der vierten Ordniing 
abgebrochene Taylorsche Entwickelung am Busgangspunkte betricht- 
liüh an Genauigkeit übertreffen. Ahdich liegen die TTerh51tuisue 
bei Anwendung der Ilungeschen Nethode für Differentialgleichungen. 
Hier kann man den Taylorschen Satz nur vom Anfang des Intervalles 
ausgehend anwenden, und es werden demgemiifs z. B. in unseren 
Naherungsformeln, die bis zur vierten Ordnung einschlieklich genau 
sind, aiich die Glieder fünfter Ordniing der Taylorschen Entwickelung 
mit der wahren Entwickelung wenigstens teilweise, oder zum über- 
wiegenden Teile übcreinstimmen. So ergiebt sich als Glied finfter 
Ordnung z.  B. in der oben aufgestellten Nàherung 

d' + 2 4 "  + 24"'  + A"" d y  = 
6 

A' = f(x,yy!Ax; 

6"" = f(x + dx, y + d'")da, 

statt des von der richtigen Integralentwicklung geforderten: 
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Betraçhten wir demnach die acht Terme, aus dcnen sich des Glied 
fünfter Ordnung zusammensetzt, einzeln, so sehen wir, dafs unsere 
Niherung nur 2, des ersten Termes, ,i, des zweiten, - :, des dritten, 
- -. S des vierten, { des fiinften, + des sechsten, i, des siebenten 

Termes verfehlt, wahrend freilich der achte Term ganz ausbleibt. So 
wcnig dies nun mit der mathematischcn Gcilauiglreit der K h c r u n g  
zu thun hat, so klar ist es, dak es im Allgemeinen praktisch eine der 
nach der rierten Ordnung abgebrochenen Taylorschen lleihe überlegene . 
Genauigkeit des R,esixltatw zur Folge haben wird, ohwohl sieh natürlich 
Fiille konstruieren lassen, wo das Gegenteil der Fa11 sein kanii, wie z. B., 

d6y wenn zx3 am Ausgangspunkt gerade Nul1 ist. 

Als besser noch erwcist sich die ~bereinsti inmung dcr Glieder 
fünfter Ordnung bei Benutzung der durch x = +, Â. = + aus dem all- 
gemeinen Ansaie folgenden Niherung vierter Ordnung. Hier stirurrien 

1 1  die einzelnen Terme der fünften Ordiiung bis auf bez. &, - ,,, ,,, 
- -~~ A, ,, - ,, ihres Wertes, also mit Aumahme des siebenten Termes 
durchweg besser als im vorigen Ansatz, wiihrend der achte Term not- 
wendiger meise wieder fehlt. Wir  werden diese Niiherung als im all- 
gemeinen beste betrachten, und es liegt auch in der That nahe, daîs 
die symmctrische und gleichmiifsige Verteilung der vier berechneteii 

dx 2 4 2  
Richtungen irn Intervalle dx, niimlich an den Stellen 0, - , dx 
eine besonders günstige Niiherung ergeben kann. Setzt man x = +, 
il = +, so e r h d t  men die zweit,c mogliche dcrartig symmetrische Ver- 
teilung, die jedoch von vornherein, weil wir mit x = + die Tangente 
der Kurve iru Nullpunkt doppelt soweit verfolgen, als mil x = +, also 
die Abweichung vervierfachen, nicht so besonders gute Übereinstimrnung 
erwarten liilst. Wirklich ist sie für die Glieder fünfter Ordnung nicht 
so gut wie im vorigen Falle und etwa von der Art wie in der erst 
betrachteten Formel. Weitere derartig symmetrische Verteilungen 
giebt es nach unserem Ansatz nicht. 

Entsprechend werden wir erwarten, dai's für die Nahcrungen 
dritter Ordnung die symmetrische Losung x = +, il = 1 in den Gliedern 
vierter und hoherer Ordnung $ine LU1 allgemeinen bessere Übereiu- 
stimmung mit der wahren Taylorschen Entwickelung zeigen wird, als 
andere der aus unserem Pormelsysteni folgenden Niherungen. That- 
sachlich betragt für die drei zuerst auftretenden Terrne vierter Ord- 
nung (der vierte Term fehlt wieder notweiidiger Weise) der relativc 
Pehler bez. O;  + 4; O. Bei der von Herrn IIeun aufgestellten Nihe- 
rung dieser Art betriigt der relative E'ehler dieser einzelnen Terme 
bez. - $; - ; - +, im zweiten Ternie allerdiiigs weniger. Die zweite 
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moglichc Ltisung dieser Art x = 1; rl = + giebt, wie verstiindlich, 
wiederum eine schlechtere Übere in~t immun~.  

Endlich sei noch berrierkt, dafs an Stelle der Taylorschen Ent- 
wickelung im Ausgangspunkt des Intervalles natürlich auch die im 
Mittelpunkt des Intervalles als Maîsstab der Genauigkeit benützt 
werden konnto, ohne dals die kiesultate sich iinderten. Darauf beruht 
es d a m ,  daîs die gegebenen Naherungen auch für ein Intervall, das 
die Konvergenzgrenze der Entwickelung im Ausgangspunkt über- 
schreitet, ziemlich genau richtige Zahlenwerte ergeben konnen. 

VI. 
E s  bleibt noch übrig, an einem Zahlenbeispiel die Anniiherung, 

die bei dem Ansatz verschiedener Naherungsmethoden erzielt aird,  zu 
vergleichen. Der Wert eines solchen Beispiels darf natürlich nicht 
übersch%bet werden, da die zuilllige Wahl desselben schon eiue Methode 
gogeniiber d m  anderen in ungebührliclien Vorteil sctzen kann. Immer- 
hin wird bei mehrfach fortgesetzter Anwendung der verschiedenen 
Methoden auf eine Reihe von lntervallen dieser Miîsstand nicht mehr 
ganz so stark hervortreten; und vollstandig sufheben lierse er sich nur 
durch xeitraubende Berechnung einer grtifseren Anzahl von Beispielen: 
Hier wurde das von Runge gewiihlte Beispiel (Bd. 46 der Math. Annalen) 
angenomnien, und dasselbe einerseits für auf einander folgende Inter- 
valle von der Grofse Ar: = 0,2; An; = 0,s; d z  = 0,5 wie bei Bunge, 
sodann aber mit Annahme nur eines Gesamtintervalles Ax= 1 , O  
berechnet. Das Beispiel verlarigt die Berechnung des Iritegrales der 
Differentialgleichung 

ausgehend von x = O, y = 1. 

Bekanntlich ist die entsprechende Integralkurve hier geschlossen 

durch 
x lg  nat (x2 + y') - 2 arc t g  - = O darstellbar. 
Y 

Als Methoden der Naheruilg benutzen wir 1. die Entwickelung 
nach dem Taylorschen Satz unter dem Integralzeichen bis zur rierten 
Ordnung einschlielslich. Erforderlich ist die Berechnung von: 

am Ausgangspunkt. Die zu verwendende Formel ist 
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2. Die Eulersche Methode, indern wir clas Intervall d x  in vier 
gleiche Teile teilen und inneïhalb jedes Intervalles die Tangente i m  
Ausgangspunkt verfolgen. Zu berechnen ist 

3. Die von Herrn llunge angegeberie Nsherung (bis zur dritten 
Ordnung genau). Zu berecbnen sind für jedcs Intervall die 4 Funk- 
t ionswerte: 

A' = f ( x , y ) d x ;  
An: A' 

A = f (x+? ,  y +  T ) d ~ ;  

A"' = f(x + Ax, y + d ? d x ;  

A"" = f(x + d z ,  y + d U ' ) d x .  
Das Resultat ist 

A' + 44" + d"" 
dy = 

6 

4. Die von IIeml IIeun angenebene Niherung, bei der nur drei 
PunMionswerte zu berechncii sind (genau bis zur dritten Ordiiung). 
Etwas genauere Resultate liefert übrigeiis die hier aufgestellte syiu- 
metriuclie Formel. Zu berechnen: 

d' = f ( x , y ) d z ;  

Ansatz: 

5. Die hier aufgeütellte bis zur vierten Ordnung geiiaue sym- 
metrischc Formel. Zu berechnen in jedem Intervalle 4 Funktionswerte: 

A"" = f ( z  + Ax, y + A"' - d" + d ' ) d x .  
Zeituchrift f. Nrtlieinatik u. Phgsik. 46 .  1:and. 1901. 4.  Hcft. 30 
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6. Die wahren Werte, aus dem bekannten Intepale  untar Reniltzung 
der letzten Niiherungen durch die Newtonsche Naherungsmethode für 
Gleichungen gefunden. 

Unter 1 finden sich die Resultate von x = 0, y =1 ausgehend bis 
x = 0,2 gerechnet, unter II die von den so gefundenen Punkten als 
neuen Ausgangspunkten aus gewonnenen Resultate für x = 0,5; unter 
III die von diesen (fehlerhaften) neuen Ausgangspunkten erhaltenen 
Resultate für x = 1,O.  Die Taylorsche Reihe konvergiert, da für 
komplexes x und y innerhalb der um den Ausgangspiinkt x = 0 und 
y = 1 mit den Radien 0,2 (sogar z. B. 0,5) beschriebenen Kreise f(x, y) 
holomorph ist. 

AY 1 II III 
Taylor 0,1666667 0,3365533 0,4936913 
Euler 0,1734353 0,3573505 0,5367 900 
Xunge 0,1678457 0,3393690 0,4991 167 
Heun 0,1680250 0,3395 806 0,4990390 
Kutta 0,l 678449 0,3392 158 0,4982940 
Wahrer Wert 0,1678417 0,3392094 0,4982784. 

Fehler 
1 II III 

Taylor - 11 750 - 23561 - 45871 
Euler + 75936 + 181411 +385116 
Runge + 70 + 1596 + 8383 
Heun + 1833  + 3712 + 7606 
Kutta + 32 + 64 + 156. 

Man erkennt, dah  das unerwartet genaue Resultat der Rungeschen 
Methode unter 1 Zufàlligkeit ist, da es unter I I  und JI1 sich durchaus 
nicht so genau fortsetzt. Ob bezw. wie weit das günstige Resultat 
bei dem hier gegebenen h s a t z  auf %uf%lligkeit beruht, k m n  nicht 
leicht entschieden werden; wir konnten bei der hier benutzten Inter- 
vallgr6ïse freilich schon mindestens eine Uezimale mehr Genauigkeit 
als bei den andcren Ansatzen erwarten. Zu grofses Gewicht darf man 
natürlich solchen Beispielen nicht beilegen. 

Die siimtlichen Nahemgsverfahren, wie oben, aber auf das Ge- 
ssmtintervall dx = 1 angewendet ergeben das folgende Resultat: Die 
Taylorsche Reihe konvergiert nicht mehr. 
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Fehler: 

Euler: 0,62242 + 12414 
Run ge : 0,52381 + 2553 
Heun: 0,51613 + 1785 
Kutta: 0,49914 + 86 
Wahrer Wert: 0,49 828 

Die Rechenarbeit ist bei Anwendung der verschiedenen Methoden 
in der hier durchgeführten Art nicht eben sehr verschieden; einzig die 
Heunsche Methode erfordert, da nur 3 statt 4 Funktionswerten zu 
berechnen s h d ,  nur etwa 3/4 der Itechnung (wie jeder der hier gege- 
benen Ansiitze für Genaiiigkeit bis zur dritten Ordnung). 

Zur geometrischen Theorie des Parabeltragers. 

Von STANISI,AU~ .JOT,I,ES in Berlin. 

Mit einer Tafel (V). 

1. Besteht ein einfacher Fachwerkbalken A B  aus einem in einer 
lotrechten Ebene gelegenen Dreieckunetze, so werden die von einer 
gleichf6rmigen Verkeh~slast in eincm Wandstab w hcrvorgen~fenen 
grolsten Spannungen min [w] und max [ui] im Allgemeinen nur an- 
niihernd ermittelt. Diese anniihernde Berechuurig gestaltet sich be- 
sonders einfach, wenn jeder Wandstab w zwei Dreiecken angehort, von 
denen das eine eine Seite an die obere, das andere eine Seite an die untere 
Gurtung ahgiebt. M m  teilt in diesem Falie z ~ n a c h ~ t  das Dreiecksnetz in 
zwei Teile, indem man einen Schnitt G durch w und einen Stab der oberen 
und uuterea Gurtung führt, und zieht dam durch die G benachbarten 
zur Aufnahme der Verkehrslast bestimmten Knotenpunkte KI, Kg zwei 
Lotrechte s,, sg. Wiihrend nun die Verkehrslast sich in vorgeschrie- 
hener Bichtung über den Balken bewegt, bis ihr Anfangspunkt eines 
dieser Lote erreicht, nimmt der in ihm gelegene Knotenpunlrt noch 
eine Einzellast auf, welche halbsoviel wiegt, wle die Verkehrslast, die 
über den Balken zwischen den Loten sA, sq ausgebreitet werden kmn. 
Obgleich beide Belastungen zusammen in w eine griifsere Spanniing 
hervorrufen, als die bis zur Belastungsscheide von w vorgeschobene 
Verkehrslast, so begnügt man siüh doüh mit dem für sie gefundenen 
Werte, statt den genauen Wert der zu ermittelnden Spannung mit 
HüLfe der w entsprechenden Belastungsscheide zu finden. Die groîsten 

30 ' 
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Spannungcn in den Diagonalen d einer, Parabeltriigerti uiitcr Xinfluls 
einer glcichformigen Verkehrslast sind nacli diesem Naherungsverfahren 
den Langen von d proportioaal. Auf georuetrischem Wege hat dieses 
wohl zuerst W. S t a h l  dargethanl), sein sinnreicher Beweis bleibt je- 

doch abhangig von dem gewahlten Polabstande. Unabhangig hiervon 
ist die in (2) und (3) gegebene Ableitung des genannten Satzes, zu 
der ebenfalh nur Hülfsmittel der graphischen Statik verwendet werden. 
Sie bezieht sich zuniichst auf einen parabolischen Triiger einfachster 
Form, hei dern eine Gurtung - etwa die obere - paraholisch, die 
andere geradlinig ist, und die Verkehrslast in den Knotenpunkten einer 
der Gurtungen - etwa der unteren angreift, und d a m  auf den all- 
gemeinen Parabeltriiger. 

2. Ein zwischen zwei Nachbarvertikalen eines solch einfachen pa- 
raholischen Triigers verlaufender Schnitt a (Fig. l) trifft aufser einer 
Diagonale d noch einen Stab O der oberen und u der unteren Gurtung. 
Nehmen nun die links von a gelegenen Knotenpunkte der unteren 
Gurtung A, XI, . . . K). die ihnen zukommenden Teile - Po, - Pl, 
. . ., - PA der gleichformigen Verkehrslast auf, so muss die ï%ittel- 
kraft der links von ri mirkenden iiilheren Kriifte in B angreifen und 
entgegengesetzt gleich dern in ihm hervorgerufenen Auflagerdrucke PB 
sein. Von den drei Seitenkriiften [O], [ d l ,  [u ]  rings O, d, u,, in welche 
 di^! in B angreifende Mittelkraft - PB xerlegt werden kann, ist [ d l  
nach (1) die g o M e  in d auftretende Zugspannung. - PB ist in Fig. 1" 
mit Hüite eines zu den Lasten links von 6 gchorigen Kriifte- und Seil- 
polygones ermittelt,. Seine Zerlegung in [O], [d l ,  [u] geschieht nach 
dem Culmannschen Satze, indem man erst [ O ]  und die Mittclkraft [zc, d ]  
von Lu] und [ d l  anfsucht, und d a m  aus ihr ru] und [dl  selbst bestimmt. 
Die Reihenfolge dieser Kriifte regelt die Cr  en1 o n a  sche Vorschrift. 
Die Knotenpunkte A, H, Ki, h7.: und der in  lotrechter Richtung ge- 
legene Berührungspunkt der Parabel a mit der unendlich fernen Ge- 
raden sind nun die Eckpunkte eines n eirigeschriebenen Sechseckes 
(,cc 00 hI;; A B  Ki), dessen Gegenseiten cio Ki, BK; und KiA, Ki oo 
sich in den Punkten C und D einer zu A B  parallelen Pascalschen 
Qeraden P schneiden. p und jene vier Seiten des Sechseckes gchoren 
aber auch dem vollstandigen Vierecke KiKGDC an, folglich k6nnen 
die vollstiindigen Vierecke Ei Ei D C und Ki A' AK], derart au1 einander 
bezogen werden, daîs fünf und demnach alle Seiten des einen zu dern 
des anderen parallel laufen. In  gleicher Weise lassen sich auch die 
Seiten der vollstiindigen Viereckc 1CiK;UC und BIK;KQB, also auch 
-- 

1) Zeitschrifi d. Vereins del~t~sçher Ingenieilre Hd.  X S  (1876) i3 9.  
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endlich die der ~ollstiindigen Vierecke KiA'AK, und BfK;KqB ein- 
ander zuordnen, so dids sich A Ki parallcl %Bfl),  und da letxteres 
parallel [zc, dl k t ,  auch parallel [zc, 4 ergiebt. Die beiden Vierecke 
Ad'K;Kc und E F G H  sind hierriach Zhnllch, und es verliiilt sich: 

\ 
( a )  c Z : [ d ] = A ' A  : PI<. 

Die der oberen Gurtung umschriebene Parabel n und die Seil- 
parabel zp der über den Fachwerkbalken AU ausgebreiteten gleich- 
forrnigen Verkehrslast bestimnien zwei kollokale affin perspc'ktive 
Felder, wenn Punkte beider Kurven als entsprechencle einander zuge- 
wiesen werden, die auf der niimlicheiî Lotreçhten liegen. Er~tspreçhende 
Stiecken solcher Lotrechten haben zu einander gleiches Verhaltnis, so- 
mit loesteht zwischen den Pfellhohen /' und f beider Parnbeln und den 
Strecken A'A und Sr'Sl die Beziehung: 

( f i )  f :  f = A'A : SI'%. 

Endlich fol@ aaus den dirilichen Dreicken OEF ~ m d  !3'%'%: 

(Y) F R  : SU'S[ oder - PB : U'IU = k : 1. 

Da nach @) und (y): 

über. Dieser Ausdriick ist nur scheiribar von lz abhiiigig; rlenn wiegt 
die gleichformige Verkehrslast p kg. f. d. 1. M., ist folglich: 

so schreiht er sich in der Porm: 

si: [d l  = Pf : p l .  

Die von einer gleichf6rmigen Verkehrslast in einer Diagonale 
dieses Parabeltrkigers hervorgerufene gr81ste Z u g s p m u n g  ist also ihrer 
Lange proportional, das Gleiçhe gilt folglich auch -von der gr6îsten in 
ilir durch jene Verkehrblast hervorgerufenen Druükspannung. 

S. Entlialten alle Dreiecke des in (1) bcsprochenen einfachpn Fach- 
werkbalkens Vertikalen, so ist eine beliebige Diagonale d bei standiger 
Belastung spannungslos, wenn das durch sie bestimmte Viereçk 
hi;K,Rc,Ki (Fig. 2) des Dreiecksnetzes perspektiv affin liegt zum 
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Viereck J?i,Q2.ReQi der zugehorigen Momentenflache. Die bekannte 
Bedingung : 

Ki& : KiK2 : . . . : KiK2 : . . . = PiQI : Qi.fQ2 : . . . : Qi.fQ). : . . ., 
unter der bei stiindiger gleichm%rsiger Belastung alle Diagonalen span- 
nurigslos werden, der Fachwerkbalken also in den allgemeinen Parabel- 
triiger übergeht, ist eine unmittelbare Polge dieser Beziehung. Urn für 
einen solchen Parabeltriiger die grohte Zugspamung [q eiuer beliebigen 
Diagonale d bei gleichformiger Verkehrslast zu ermitteln, mogen die 
unteren oder oberen Knotenpurikte links vorn S c h i t t e  6 P i g .  2) ihre 
Verkehrslasten aufnehmen. Wird d a m  [d l  in Fig. 2" in gleicher Weise, 
wie in Fig. la gefunden, und berücksichtigt, daîs die Vierecke 
KiK,Kc KG iind QiR).Qc,Qé ewei affine E'eltlcr ZK und ZR bestimmcn, 
so entsprechen den nach (2) parallelen Geraden %Q;, QeB' von ZR die 
Paralleleri AK;, K,B' von ZK. Nun ist n. d. K. K,B' parallel zu 
[u, d l ,  folglich nuiimehr auch parallel zu AKA. Die beiden Vierecke 
AAf&Ke und E F G H  sind also ahdich und es verhalt sich: 

(a> d : [ d =  A ' A : - P B .  
Analog wie in (2) ergiebt sich, wenn der Pfeilhohe f der Seil- 

parabel in 2~ die Strecke f entspricht, die Beziehung: 

( P I  f : f = A ' A : % ' 8 ,  
und endlich: . 
(Y) - PB: 8'ST = h :  1. 

Aus dieaen drei Gleichungen folgt: 

1 
d : [ d ]  = f  . , : l ,  

p l Y  
oder nach Einsetxen von - für  f: 

8 h  

d :  [q = 8 f : p l ,  

womit aiif g~onietrischem Wege fiir den allgemeinen Parabeltriiger bei 
gleichftirmiger Verkehrslast die grokten in d auftretenden Spannungen 
als seiner Lange proportional enviesen sind. 
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Theorie der Kapillaritat und Hydrostatik. 

Von A. P. GRUSINZEW in Charkow. 

Das Probleni voru Gleichgewichte der Flüssigkeiten findet siüh in 
der Mechanik und Physik. In der ersteren bildet es den Inhalt der 
Hydrostatik, in der letzteren wird es sowohl vom Standpunkte der 
Ilydrostatik, als auch von dem der sogenannten Kapillaritiitstheorie 
betrachtet. 

Infolgedesscn wird das l'roblcm Tom Gleichgewichte der Flüssig- 
keiten in seiner gewohnliçhen Darstellung in zwei voneinander un- 
abhiingige Teile zerlegt. In der Hydrostatik wird die Theorie auf dem 
Begriffe vom hydrostatischen Drucke aufgebaut, oder mit anderen 
Worten, auf der Theorie der Flüssigkeit als eines sich deformierenden 
Korpers, der durch die Eigenschaft, den Druck gleichmiiîsig nach allen 
Richtungen normal zum Fliichenelemente eu verbreiten, charakterisiert 
wird. Dagegen werdcn in der Kapillarit&tslehrr: inncrc molekiilnre 
Krafte und molekularer Druck eingeführt, auf deren Definition die 
ganze Theorie beruht. 

Diese inneren molekularen Krafte werden als solche selbst be- 
trachtet, das ist d a m  die molekulare Kapillaritatstheorie (von Laplace ,  
Po is  son  und GauPs), oder vom Standpnkte  jener Fliichenspannung, 
die sie hervorrufen. 

Uahcr sind die Rcsultetc der Hydrostatik und die der Kapillaritats- 
theorie ganz verschieden. Indem die erste, auf dem Begriffe des hydro- 
statischen Druckes gegründet, nur eine Reihe von Folgel über diesen 
Druck in gewissen einfachsten Fallen giebt, liefert die zweite eine voll- 
stiindige Theorie der Erscheinungen von Flüssigkeiten im Gleich- 
gewichtszustande. Man k m  sogar mchr sagcn. Uic Hydrostatik gicbt 
die Gleichgewichtsbedingungen für Flüssigkeiten nur in einem be- 
sonderen einzelnen Falle, wiihrend man aus ihr in allen anderen Fallen 
unrichtige Folgerungen zieht. Dagegen giebt die Theorie der Kapillaritiits- 
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erscheinungen, die Resultate der Hydrostatik erganzend, die Bedingungers 
des Gleichgewichtes für den allgerneinen Fa11 an. 

Mir scheint, dah eine solche allgemeine Theorie des Gleich- 
gewichtszustandes der Flüssigkeiten existieren muk, die alle Falle um- 
faSst, d. h. die auf der allgemeinsten Definition jeries Aggregatxustandes 
aufgebaut sein wird, welchen wir flüssig nennen. 

In dieser Abhandlung werden wir uns beinühen, eiue solche 
Theorie der Flüssigkeiten aufzustellen. 

Welche Definition der Flüssigkeiten sollen wir folglich zur Grund- 
lage dieser neilen Theorie nehmen? Die in der Hydrostatik an- 
genommene Definition stellt eigentlich das Pascalsche Gesetz dar. 
Aber selbstverstiincilich muls nach einer rationellen Theorie dieses Ge- 
setz zusammen mit anderen Gesetxen, die den Gleichgewichtszustancl 
der Flüssigkeiteri bedingen, als eine Folge der Theorie abgeleitet 
werden, und daher darf nian nicht dieses Gesetz als dm Grundgesetz 
der Theorie benutzen, umsoweniger, als seine Wirkung sich nur auf 
das Innere der freien E'lüssigkeitsmasse erstreckt. 

Als Grnndlage der neuen Theorie werden wir folgende aus den 
einfachsten Erscheinungeri abgeleitete Definition der Flüssigkeiten setzen. 

Jede Flüssigkeit werden wir als ein System von materiellen Punkieli 
betJrachtcn, die auf eine stetige Weise einen gegebenen Raum ausfüllen, 
zwischen welchen innere Krafte wirken, deren Arbeit von der Dicht'igkeit 
der Fliissigkeit und vom Radius der Sphare der Molekularwirkung abhingt. 

Der erste Teil dieser Abhingigkeit ist die Folge der Beobaclitungs- 
Thatsache, dak der Druck in  der Flüssigkeit unabhingig ist von der 
Form des Gefifses, in welchem sie sich befindet, sondern nur von ihrer 
Dichtigkeit abhiingt, der zweite cine Folge der Existenz von P'lachen- 
spannungen in den Flüssigkeiten. Was die inneren Krafte im all- 
gemeinen anbetriflt, so nehmen wir au, dai's sie, obwohl niüht an und 
für sich, sondern nur infolge der Verbindungen, die zwischen den 
Korperteilchen in jedem Aggregatzustaride existieren, Krafte sind, die 
ein Potential besitxen. Iciir einen festen, elastischen Kiirper z. B. sind 
diese Krafte, oder besser gesagt, ist dieses Pot'ential eine Bunktion von 
sechs Deformationen, d. h. von drei Koeffizienten der Langeniindermgen 
und drei Koeffizienten der Winkeliinderungen. Pür die Flüssigkeiten 
ist es aber eine Funktion der Dichtigkeit und des Radius der Sphire 
der Molekularwirkung. 

II. 

Jetzt werden wir das Gesagte in mathematische Form bringen und 
allgemeine Folgerungen ziehen. Gesetzt, in einem Gefai'se hahen wir 
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eine Flüssigkeit und in dieser Plüssigkeit sei ein System von festen 
Iiorpern eingesenkt. Zur Abliürzung werden wir irn folgenden einfach 
,,fester Korper" statt ,,Wande des Gefaîses" und ,,System von festen 
Iiorpern" sagen. Wir  werden uns zur Vereinfachung des Denkens 
vorstellen, daTs dae Gefiifs und dia festcn Korper durch ain scllostiindiges 
System von Kraften im Gleichgewichte erhalten werden. Buherdern 
nehmen wir an, d a b  die betrachtete Flüssigkeit auf der freien Ober- 
flache mit einer anderen - sagen wir Luft - in Berührung steht. 

Betrachten wir irgend einen Punkt der Flüssigkeit n/i mit den 
Koardinaten x;, y, s. Ns seien 

Xe, Y,, ze 

die Koniponenten der aulseren und 

xi, K., zi 
die der inueren Kriifte, welche auf diesen Punkt der Flüssigkeit 
wirken. 

Dabei werden wir unter ersteren solche &lifte verstehen, deren 
Ursprung auSser iinserem System liegt (z. B. clic Schwerkraft) und 
werden sie als voraus gegeben betrachten. Unter den letzteren Kraften 
werden wir solche versteheri, die von der gegenseitigen Wirkung der 
Punkte des Systems herrühren; folglich sind das Kraft,e, derrn Ursprung 
im Innern des Systems liegt. Der Aggregatzustand des Systems ist 
durch die Art der letzteren bedingt. 

Jetzt giebt uns die Grundgleichung der Statik folgencle Beclingungen 
fiir das Gleichgewicht des Punktes 31: 

Ton den inneren Kraften im besonderen wissen wir nichts, aber wir 
konncn einigc Schlüsse über ihre Arbeit zichen, da a i r  in  der Praxis 
nicht die Kriifte selbst, sondern nur ihre Wirkungen, d. h. Arheit, 
beobachten. Folglich stellen wir uns vor, dafs der Punkt 171 eine un- 
endlich kleine mogliehe Verrückilng hekommen hat, deren Koinponenten 

az, dy, d'a 
sind. 

Wir  schreiben weiter die Gleichungen (a) 1. für jeden Punkt im 
Innern der Masse der Flüssigkeit, II. für alie Punkte der freien Ober- 
fliiche, d. h. für die Punkte, mit denen die Flüssigkeit eine andere 
Flüssigkeit berührt (gewohnlich Luft) und III. für die Punkte, die auf 
jener Pliche liegen, auf weleher sich die Fliissigkeit mit dem festen 
Rorper berührt (d. h. mit den Wiinden des Gefafses und mit den in 
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die Flüssigkeit eingetauchten Rorpern); multiplizieren wir d a m  die 
Gleichungen mit den respektiven Grofsen der Verrückungen 

eines jeden punk te.^ dieser drei Gebiete und addieren wir die Resultate. 
W i r  erhalten: 

z(x,sx + + ZAZ) + z x ( x i s ~  + xay + z i az )  + 
+ Z ~ ( X ; S X  + Y,61/ + Zi6 .~)  + &,(XiSz + Y,6y + Zidz) - O, 

wobei für die aulseren Krafte alle drei Summen zuniichst mit einem 
.Syinbol bezeichnet sind; das sind die gegebenen Krzfte und wir 
brauchen sie nicht in Betracht zu ziehen. MTas aber die inneren 
Brafte anbetriW, so korinen wir schreiben, i d e m  wir sowohl das 
Prinzip der Erhaltung der Energie, das auch im Falle rnoglicher Ver- 
rückungen des Systems giltig ist, zur Richtschnur nehmen, als auch 
die Definition der Fliissigkeit als eines solchen Aggreptzustandes, bei 
welchem die Arbeit der inneren Kriifte durch die Veranderung einer 
bestirnruteu Funktion ausgedrückt wird, welche imeres thermodgna- 
niisches Potential genannt a i rd:  

Die Quanta &, US, konrlen ausgedrückt werden verrriittelst der 
Dichtigkeit und der Dicke jener Schicht, die sich auf der freien Oher- 
fliiche der Flüssigkeit und der Berührungsflache mit dem festen Korper 
hefindet und in aelcher die Fliichenspannung sich xeigt. Selhstve~ 
standlich hangt diese Dicke vom Radiua der Sphare der Molekular- 
anziehung ab. 

Was das Quantum CM betrifft, so müsaen wir dasselbe als eine 
nur von der Dichtigkeit der Fliissigkeit im Innern ihrer Masse ab- 
hangende Bunktion betrachten. 

Gesetzt: 
u, Ln, CTn iTn' 

mian die spezifischen Bedeiitimgen der Fiinktionen Lai, Us, CS,, d. h. 
die Bedeutungen der Punktionen pro Einheit des Umfnnges der E'lüssig- 
keit, sowie ihrer freien Oberflache und der BerüEirungsfliiclie mit deru 
,,festen Korper". Als Folge der Stetigkeit der Flüssigkcit bekommen a i r :  

wobei d z  ein Element des Umfanps  im Innern der Flüssigkeit, dS 
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ein Element ihrer freien nnd dS' ein Element ihrer Rerühriingsfl%che 
mit dem ,,festen Kijrper" ist. AuTserdem, wenn die Dichtigkeit der 
Fliissigkeit in1 Innern ihrer Masse p ist, die Dichtigkeiten in den Ober- 
fiiichenschichten p, und und ihre Dicken el und e' sind, so be- 
kommen air: 

(3) u = F ( p ) ,  Un= G(g,,e,), U n , = H ( p r , & 3 .  

Es werde noch zur Abkiirzung gesetzt: 

(4) Z ( X , S z  f- Y,Sy + Z,Sz) - Re. 

Indcin wir alles dao in Gleichung (1) einsetzen, bekoinnien wir die 
Grundgleichung nnserer Theorie wie folgt: 

Hier miifs das zweite Integral auf alle Punkte der begrenzenden Flache 
der Flüssigkeit erstrcckt werden. 

Man muîs bernerken, daîs die Schichten der veranderlichen Dicken 
E~ und E '  bei alleri Verschiebungen aus ein und denvelben Purikten 
bestehen müssen. Diese Bemerkung wird uns weiter bei der Definition 
von und Se' nützlich sein. 

Foimen wir jetzt IC, nm. MTir haben sngcnommen, dak an dic, 
freie Oberflache der zu untersuchenden Flüssigkeit sich eine andere, 
z. B. Luft, anschlieht; aber wir konnen uns von dieser anderen frei 
machen; man murs nnr dazu ein passendes System von Kraften sich 
vorstellen, die auf alie Punkte der freien Oberflache der Flüssigkeit 
wirken; dieses System miifs jedoch 80 gewahlt sein, dafs 11x8 Gleich- 
gewicht der ~ lüss igke i t  nicht gestort wird, wenn wir die über ihr be- 
findliche Luft entfernen. hfolgedessen konnen wir setzen: 

(ô) K,=[(xBz+ Y6y + Z r S s ) d z + J ( ~ , d s +  YnSy+ iSn6g)dS, 

wobei das erste Integral aiif alle Piinkte des Unlfanges der Fliissigkeit, 
das zweite auf alle Punkte der freien Oberfiache ausgedehnt ist und 
die Kriifte X,, Y,, Zn jenes S y ~ t e m  von Oberflschenkraften darstcllen, 
welche die wirkung der berührenden Flüssigkeit ersetzen. Lndem wir 
alles Gesagte zusammenfassen, werden wir die Grundgleichung unserer 
Theorie der Flüssigkeiten folgendermaSsen schreiben: 

Diese Gleichung murs eine vollstindige Theorie des Gleichgewichtes 
von Flüssigkeiten geben, d. h. sie m&, wie die hgdrostatischen, im 
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gewohnlichen Sinne des Wortcs, tio auch die Grundglcichungen der 
Kapillaritatstheorie geben. 

Und sie liefert das alles. 
Wenn die in Betracht gezogene E'lüssigkeit inkonipressibel ist, sa 

niuls man zur Gleichung (A) die Inkoinpressibilitatsbedingung hinzu- 
fügen, eine Hedingimg, die den Unterschied mvischen dcm tropfbar- 
flüssigen und dem psformigen Zustande von Korpern charakterisiert. 
Diese Bedingung kann man bekanntlich in Form folgender Gleichilg 
schreiben : 

(7 )  

oder besser in Form eines auf alle Punkte der Oberfliche der Flüssig- 
keit erstrccktcn Integrals: 

wobei Y eine bis jetzt noch unhelianntc Punktion der Koordinaten ist. 
Die Bedingung (8) kann mit Hilfe eines bekannten Satzes von 

G r e e n  über die tcilweise Iritegration durch folgende erüet~t  werden: 

cos (nx) 62 + cos (ny) Sy + cos (TM) 821 dS + 
(BI cos (n'x) 6x + cos (n'y) 6 9  + cos (n'z) Ga] dS' + 

wo 92 und n' die Normalrichtungen zu dS i d  dS' nach d ~ m  lnnern 
der Flüssigkeit genoninien sind. 

III. 

Jetzt müssen wir die Gleichung (A) umformen, d. h. die Variationen 
der in ihr befindlichen 1ntcple bilden. Wir mcrden genaaer die Be- 
stimmung der Variation des Integrales 

durchführen und nach ihr leicht die Variation des Integrales 

Bilden wir erst die Variation des Elementes ( d a  der freien Ober- 
fliiche S der Flüssigkeit. Diese FlLche X ist von einer Iiontur be- 
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Von A. P. GRUSINZEW. 463 

p e n d  und zwar von der Durchschnittslinie der freien Oberfliiche der 
E'lüssigkeit mit den Fiinden des GefLiSses und der Oberflachen, welche 
die eingetauchten Korper begrenzen; deshalb muîs 6 .  d S  aus zwei 
Teilen beütehen, deren einer von den moglichen Verüchiebungen der 
Punkte d ~ r  freien O b e d k h e  der Flüssigkeit herrührt, wiihrend der 
andere in  den Verschiebungen von Punkten auf der die freie Oberfliiche 
begrcnzenden Kontur seinen Ursprung hat. Bezeichnen wir diese 
Variationen mit den Zeichen (1) und 
(2), so haben wir: wig. 1 

6 -  d B =  6 , .  d S +  b,dS. 

Die erste dieser Variationen ermitteln 

mir geometrisch, wie es B e r t r a n d  im C; 
Jahre 1832 gezcigt hat.l) 

Gesetzt AIICD = d S  sei ein Ele- C 
ment der freien Oberfliiche der Flüssig- 
keit vor der Verschiebung (d. h. vor 
der Deformation der Flüssigkeit), durch 
Krürnmungslinien begrenzt ; A, lj, (2, 71, 
= dS, dasselbe Element nach der De- 
forrriation, und sei AA, = cîn die 
Pl'ornialverschiebung des Punktes A. 
Dann ist: 

a, . d S  = dS,- d S ,  

rla hier A B  und A C Elernente xweier 
orthogonalen Krümmungslinien vor- 
stellen, die auf der Flaclie durch den 
FuCspunkt der nach dem Lnnern der 
Flüssigkeit gerichteten Fl5chennormale Y n  
AN grzogen sind. 

Es ist aber selbstverstandlich 

wobei AO, und AO, die Krümmungsradien der Normalschnitte AB 
und AC ailid. 

Indem wir dieses in den Aiisdriick fiir 6,dS eintragen, be- 

l) Journal dc Liouville, t. XIII, p. 117;  man kann diese Variationen auch 
analytisch firiden. 
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464 Theorie der Kapillaritat und Hydrostatik 

Wcnn wir durch R, und I I ,  die Hauptkrümmungsradien der Ylkhe im 
Punkte A(x, y, z) bezeichnen, haben wir nach dem Eulerschen Satze: 

und daher: 

1 1 1 1 --+ --=- + -  
AO, AO, 11, R, 

Wir haben rechts das Doppelzeichen i geschrieben, weil in der Zeich- 
nung der Fall einer konvexen Blache (Zeichen +) genommen ist, d. h. 
einer solchen, für welche die Richtungen der Krümmungsradien und 
der Flichennormalen zusammenfallen; für eine konkave Friche sind 
diese Richtungen entgegerigesetzt und mufs man das Zeichen - nehrnen. 

Berechnen wir jetzt cï, dS. 
Sei 1 die Durchschnittslinie der freien Flüssigkeitsoberfliiche mit 

dem festen K6rper oder der Wand des Gefàfses vor der Verschiebung, 
Z, nach der Verschiebung, und sei 1' eine unendlich nahe Lage von 2 
auf der freien Oberflkhe der Flüssigkeit auch nach der Deformation, 
die aber aus 1 nur durch normale Verachiebungen ihrer Punkte hemorgeht. 

In  diesem Falle haben wir :  

au'= d i ,  ab = S A ,  

wobei 6A. die mogliche Verschiebung des Punktes a auf der Berührungs- 
fliiche der Fliissigkeit und des festen Korpers oder der GefXswand ist. 
Seien weiter bn und bn'  die Richtungen der Normalen zu den freien 
Oberflkhen der E'lüssigkeit und des fcsten Korpers und i der Winkcl 
zwischen ihnen, der sogenannte Randwinkel oder Akkoniodationswinkel. 
Wir bekorrimen: 

a a ' b b l =  d A d l ,  bcc'bl= 6 A d l  cos i 
und folglich: 

(11> 6 , d S  - cos i . d161. 

Wir müssen benjerken, daîs zwischen S n  und cïA eine einfache Be- 
ziehung besteht. Das bei c  rechtwinklige Dreieck abc giebt: 

ac= ab sini, 
d. h.: 

weil: 
ac = Sn,  a b  = 62.  

Also bekomm~n wir für die vollstandige Variation eines Flaclien- 
elernentes folgenden Ausdnick : 
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Hieraus ergiebt sich die Variation des Fliichcnelementes der Uerührungs- 
fliiche der Flüssigkeit mit dem festen Korper oder mit den Wànden 
dea GefXses. Dau wird in Fig. 2 die Flsche aa'bb' sein. Folglich: 

(13) 6 - dS'= 62 . dl .  Fig. B 

' Wenden wir uns jetzt 
zur Bestimmung der 
Variationen a p ,  S p ,  
und 8g'.  Al~i Folge der 
Stetigkeit der Masse 
haben wir die Be- 
dingung : 

G ( g d z )  - O, 

wo d z  ein Element der F'lüssigkeitsoberfliiche ist. 
Aus dieser Bedingung h d e n  wir: 

(14) b g = - g O = O ,  
weil: 

a s x  asy aaz  
@ = -- Ciz +- -+ - -=O 

a y  a z  

infolge der hkompressibilitit der Flüssigkeit. 
Weiter haben wir für die Scliicht an der Oberfliche eine ahnliche 

Gleichung: 
6 -  ( ~ ~ d n -  ds)  = O, 

woraus wir mit Hilfe von (12) finden: 

1 1 
(15) d g , . d S = -  + pi ( R; + z) a n d 8  - p, cos i S A d l ,  

und ebenso für die Berührungsflache mit dem festen Korper: 

Da die Teilchen der Flüssigkeit auf der Oberflache des festen Korpers 
oder der Winde des Gefiii'ses nur in Tangentialebenen sich verschieben 
konnen, so kt: 

S n  = O ,  i -0. 

Jetzt murs man an und SA in Funktion von acc, Sy, S z  ausdrücken. 
Es  ist klar, dds  

(17) d n  = cos (nx) bx + cos (ny) 8y + cos (nz) bz. 

Die Grofse 8 2  finden wir aus der Gleichung: 
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Ebenso ist ersiclitlich, dals 

IV. 

Jetxt, nachdem allcs vorbereitet, konnen wir zu unserer Grund- 
gleichung (A) zurückkehren. 

Indem wir sie entwickeln, bekommen wir: 

wobei wir die Gleichung (14) und die Bedingung der Ink~rn~ressibilitiit 
der Flüssigkeit h n u t z t  haben. Indem wir weiter die Gleicliungcn (12), 
(13), (15), (16), (17), (18), (19) und (20) benutzen, bekoinnien m-ir 
nach einfachen Reduktionen folgende Gleichung: 

[+ g az]) d l .  

Die hier vorkommenden Variationen müssen noch die Bedingung (Il) 
befriedigen. 

Indem wir die Gleichung (B) von (A') subtrahieren, bekominen 
wir eine Gleichuug, in welcher die Variationen Sx, 6y, d'z, wie im 
Umfmgsintegrale, so auch in den F'lachen- und Kontiirintegmlen ahsolut 
willkürlich sind, und deswegen sind ihre Koeffizienten alle &ich Kull. 
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IIieraus bekommen wir: 1. in1 Innern der Masse der Flüssigkeit 
miissen dic Gleichungen hestehen: 

II. auf der freien Oberflache müssen befriedigt werden die Gleichungen: 

und a M i c h e  für die Achsen y, z. 

III. auf der Oberfliiche des festen Korpers und der Gefiilswande: 

au,,.,. a E r  
(E) P cos (n'x) + - O  - 

und ahnliche Gleichurigen für die Achsen y,  z. 
IV. auf der Kontur der frcien Oberfiiiche der Flüssigkcit müsscn die 
Bedingungen erfüllt werden: 

und Shnliche für die Achsen y, z. 
Jetzt setxen wir: 

Bemerkcn mir noch, dars E und EE; als Dicken von Flüssigkeitssçhiçhten 
auf den Normalen zu den Oberfliichen gemessen werden, und daIs nian 
schliefslich zwei solche Vektoren IL, IL' bestimmen kann, dafs 

au, a E  a un a El (22) ,-'=Kcos(n,x), -- 

au, a ~ ,  =Kcos(ny) ,  -- = Kcos  (nz) 
CE,  a~ sel ÔY d r ,  a 2  

und 

Bei dieseil Vol-aiissetzungen formen sich die Gleichungen (D), (E), (P) 
in folgende um: 

1 1 z,, = [P + K +- pl (- + ---)j cos (ng) 
K* 

Zeitachrift f Mnthematik n Physik 46. Band. 1Y01. 4 l ieft .  3 1 
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468 Theorie der Kapillaritat und IIydrostatik 

auf der freien Oberfliiche der Flüssigkeit, 

auf der Berührungsfliiche der Flüssigkeit mit dem festen Ktirper. 

Auf der Kontur: 

V. 

Die Glei~h~ewichtsbedingungen der Flüssigkeit sind also: im 
Innern der Masse: 

(1) 
ap a p  a p  = Z. --=x, -= y, -- a x 3 Y a z 

Die Funktion P ist der sogenannte hydrostatisçhe Druck. AUS diesen 
Gleichungen geht das Pasca l  sche Gesetz hemor. 

Auf der freien Oberflache der Flüssigkeit finden wir aus (D? für 
den Druck 

P, = 1/xn+xm 

Dieser Druck besteht aus zwei Hauptteilen: 

der nicht alhangt von der Form der freien Oberfliiche und dem Druckc 

der von der Forni der freien Oberflache der Flüssigkeit abhan@; das 
ist der sogenannte kapillàre Druck in der Flüssigkeit.. 

Der Druck K ist die sogenannte Fliichenspannung der Flüssigkeit. 
Nach Gleichung (II) ist der voile kapillare Druck: 

P , = K + P i  --+- . (RI 4,) 
K ist auf der ebenen, freien Oberflache Druck, d. h. wenn RI = R, = m. 

Der Druck K rührt von der Flichenspannung der obersten Sçhichten 
der Flüssigkeit her. 

Auf der Plàchenkontur hat man die Bedingung für den Bandwinkel: 

P ' 
C O S %  - - - -  . 

Pl 

Dieser Winkel i hàngt von der Dichtigkeit der oberen Schichten der 
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Flüssigkeit Q, und g '  und den Dicken der oberen Schichten E, und e,' 
ab, d. h.: 

(Lu? cosi  = @(pl, p'; E ~ ,  E'). 

Folglich ist  der Winkel i konstant, insofern pl, g'; E, und E '  Konstanten 
sind. Hier liegt, wie wir vermuten, die Erklzrung der Thatsache, dafs 
der Randwinkel der Plüssigkeit, z. B. Quecksilber, mit der Zeit variiert; 
selbstverst5nLilich ist, daîs die Oxydation des Quecksilbers, die Be- 
staubung u. S. w. auch die oberfliichliche Dichtigkcit und dic Kohzsion 
der Partikelchen der oberfliichlichen Schicht, d. h. auch ihre Dicke, 
andern. 

Indem wir bemerken, dars die Dichtigkeiten p und die Dicken e 
Funktionen der Ternperatur sind, k6nnen wir immer eine solche Be- 
deutung der Temperatur zulassen, bei welcher die Funktion @ sich in O 
verwandelt, und dann bekommen wir: 

oder, mit anderen Worten, es wird die Flüssigkeit den festen Korper 
nicht berühren. 

haben noch die Gleichung (E'), deren Sinn selbstverstiindlich 
kt.  Sie giebt uns den Druck der Flüssigkeit auf die Oberfliiçhe des 
festen Korpers. 

Im Vorausgehenden haben a i r  immer angenomnien, daîs unsere 
Flüssigkeit inkompreasibel sei. Aber unsere allgemeinen Folgerungen 
werden wir anch für  den Bal1 cincr kompressiblen Fliissigkeit aufrecht 
erhalten konnen; der Unterschied der Untersuchung wird nur dariri 
bestehen, dals wir 1. Gleichung (B) wegfalien lassen, und II., dals 
das Glied 

sJua. 

nicht verschwindct, und man folglich ~117- linken Seite der Gleichung (A ') 

hincufügen murs. Aber es ist: 

- J L T < ~ ~  - r(Edp + UN) dz  = /̂ @ (ri- d r ,  
oe 

weil 
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Setzen wir: 

Indem wir dies einsetzen und die G r e e n  sche Transformation anwenden, 
finden wir: 

- . J L ~ ~ ~  = -JP {[cos (nx) 62 + cos (ny) Sy+ cos (%fi) 8 ~ 1  dB- 

- [cos (n'x) Sx + cos Sy + cos (n'a) Sa] d S ' )  - 

5 P ÔP ô P -J(r;,- 85 + - ay 89 + Sa) dr. 

Indem wir diesen Ausdruck in die linke Seite der Gleichung (A3 
hineintragen und die Koeffizienten bei Sx, Sy, Sz in allen Integralen 
gleich Null setzen, bekommen wir dieselben Gleichungen (C), (D), (E) 
und (F), mit dern Unterschiede nur, dak die Funktion (P) durch 
Gleichung (24) bestimmt wird. Diese Gleichung kann man schreiben: 

Dies ist die Gase charakterisierende Gleichung. 

VU. 

Aufser daQ die dargestellte Theorie die Theorien der Hydrostatik 
und Kapillaritat auf denselben Ursprung zurückführt, besitzl sie noch 
im Vergleich mit den alten Theorien von T,aplace und Gaufs  den 
Vorzug, da18 sie gleich die Flacheiispannung einführt, was die Gaulssche 
Theorie nicht thut,  und eine sehr einfache Redinpng  (III) für den 
Randwinkel giebt, was die L a p l a c e  sche Theorie nicht unvermittelt 
liefert. Unsere Theorie hat einen Rerührungspunkt mit der P o i s s o n -  
schen in dem Umstande, d a f ~  hei uns die oberfliiohliche Diehtigkeit 
nicht der Dichtigkeit der Flüssigkeit im Innern (ihrer Masse) gleich ist. 
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Über ein Pendelproblem von Euler. 

Von Dr. ALFRED DENIZOT in Charlottenburg. 

In ,,AToz'a Acta Acndmine Petrgoiitnnae" jtomus VI, 1788 pag. 145) 
behandelt L. Euler das Problem: ,,De wotu osn'llatorio pentduli cirea 
axem cylind~icum plano izorizovztali i~zcumhetztem." Dieses soll gewisser- 
maken eine Verallgemeinerung des gewohnlichen Pendelproblems sein; 
der Unterschied zwischen beiden Problemen besteht darin, dals wiihrend 
beim gewolinlichen Pende1 die Masse urn eine Gerade als Achse 
schwingt, im obigen Problem die Masse mit einem Xreiscylinder 
fest verbunden ist, der an seinen beiden Enden durch horizontale, in 
dcrsclben H6he sich befindende Ebenen gestützt, sich langs diescr 
Ebenen reibungslos hiii- und herbewcgen kann. Die Differential- 
gleichung ergicbt ein Integral, das zum Teil auf elliptische Funktioneii 
führt und das von E u l e r  unter der Annahme kleiner Schwingungen 
niiherungsweise berechnet wird. Dieses Problem von E u  1 e r  ist auch 
in dss rortreffliche ubungsbuch von Jullielz: ,,E>roblènzes de mécaf& 
que ratiomelle" (II, pag. 63) aufgenommen, allein auch dort heifst es: 
,,cette intégrale rie peut s'obtenir sous forme finie". 

Tm folgenden wird gezeigt, daîs das Integral, welches die Zeit 
liefert, durch bekannte Funktionen ausgeclrückt werden kann; frei- 
lich sind dainit die Koordinaten als Funk- 
. tionen der Zeit explicite noch nicht gegeben. 
Wir betrachten (cf. Jullien etc. 1. c.) den rerti- 

p p p p p  

kalen, durch den Schwerpunkt des ganeen 
Korpers gelegten Schnitt (S. Figur). E s  seien 
z, y die Koordinaten des Sühwerpunktes, c der 

x-# iCi ' 

Radius des Cylinders, a die Entfernung der 
Achse des Cylinders vom Sehwerpunkt H des & b 
ganzen Systems, die Nasse des Systems, cp 
der Winkel, den a - mit der y-Achse bildet, 7; der Tragheitsradius des 
Korpers in Bezug auf eine, durch dessen Schwerpunkt gehende Parallele 
zur Achse des Cylinders. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



172 Über ein Pendelproblem von Euler. 

Alsdann erhalt man unmittelbar aus dem Prinzip der lebendigen 
Krafte die Differentialgleichung des Problems: 

d~ 2 d y  2 
IIierin entspricht $ ( ( ~ )  + (=) } der lebendigen Kraft der fort- 

2 
schreitenden, ~7?(2) der llehwdigen Kraft der schwingenden Re- 

. . 
w e w g  und mgy + const der potentieiien Energie des Systerns.') 

Bührt man (da wir eine Abwickelung des Cylinders an den Ebenen 
haben) in obige Gleichung ein: 

x = a s i n r p - C F ,  y = a c o s r p - c ,  
so erhilt  man 

Zur Bestimmung der Konstanten C dient folgendes: Zu einer 

Zeit, in der die Winkelgeschwindigkeit (2) = 0 ist7 sol1 rp, = a sein, 

woraus folgt C = 2g(c - a cos a), und deher lautet die Differential- 
gleichung des Problems : 

(:;)'(V + a2 + c2 - 2ac cos cp) - 2ga(cos - cos a ) ,  

woraus folgt: 
- 

1 

u" c2 - 2 a c  cos y)% 
- 

IJm dieses Intcgral ganz augemein zu losen, setzen wir zunachst 

cos q = 1 - 2sinP ' und cos ct = 1 - 2 sin2 
( 2  ) (3 

und wir erhalten: 

01 Wenn wir nun sin - = s i n  - sin*, ferner der Xürze wegen 
2 2 

1) Es eei bcmerkt, dak E u l e r  unter g ,  was hier die Erdbeschlcunigung be- 
deutet, den \Vert 2 g  rersteht (. . . . ubi g est altitudo lapsus graviuui uno minuto 
secundo), 1. c. pag. 147. 
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R(u) besteht aus vier Paktoren, von denen wir die beiden ersteren 
und die beiden letzteren zusammenfassen, und nach erfolgter Ausniulti- 
plizieriing der ziisammengeh8rigen Faktoren bestimmen wir r und s 
so, dafs die mit u verbundenen Glieder fortfallen. Wir  erhalten d a m  
für r und s die Bedingungsgleichungen: 

aiis welchen folgt 

ferner ist 

wobei wir uns für das positive Zeichen der Quadratwurzel entscheiden. 
Für r und s erhalten wir 

iind wir sehen, da18 diese Grohen reell sind, was auch die Art und 
Weise der Transformation erfordert. 

Alsdann erhalt man nach einiger Reduktion 

Hierin ist 

n2 x 2  A = s(l+;s), B = r + s + 2 - r s ,  C = ~ ( l + ~ r ) ,  
P P 

Da R(z) = O lauter reelle Wurzeln hat, so sind, wie bekannt, A2 und uB 
reell und positiv, was auch aus den Ausdrüüken für diese Grofsen selbst zu 
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ersehen ist. E s  ist, wenn r und s u n d d e r ~ ü r z e w e ~ e n l / ( l  +pz)(x"p2)= P 
eingeführt werden: 

1 
Macht man die Annahme, dah  in R(Z) = 0 die TVurzeln und 

- - P' konjugiert k u m p h  sinil, so fiillt damit auch die Vorauesetzung, 
x a 

daîs sin a, = x reell ist. Wir haben dann nicht mehr eine einfache 

h i -  und hergehende Bewegung. Wir wollen aiesen Fall aus unserer 
Betrachtung ausschliefsen und uns niir suf die oscillierende Bewegung 
beschriinken. 

Zur Lüsung des Idegrals  (2) führen wir elliptisçhe Funktionen 
1 

ein, und zwar setzen wir U. = sn v mit dem Modul IL = v ,  der nach a 1 
dem obigen reell und kleiner als 1 ist. Alsdann ist 

du =' c n u  d n v  d u ,  B(u) = cn v .  dn v 
?. 

und es ist, wenn wir gleichzeitig festsetzen, dafs für v = O t = to 
sein sou: 

B 
J"sl12v+T8n?J+': 

t - to = lva 
(L -1- sn vje du 

oder 
n 

B 
Sn 0)' f (i - Y),.. + (C - A) 

(1 + sn v)' dv. 

MTir haban dcmnach folgcnde Kategorien von Intepalen: 

du = v ;  (elliptisches Integral erster Gattung). j 
Ferner ist 
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Das erste Integral auf der rechten Seite in der letzten Gleichung 
ist ein elliptisches Intepal  dritter Gettung. Um es auf die Normalform 

d v - Ji;? zu bringen, setzen wir A = sn a, und, menu wir 
sn u - sn2 cr) Srr2 O 

Ziihler und Nenner des Intepanden mit sn u! - sn v multiplizieren, ist 

dv J-~dv- = - aJTp snvciv - - 
î.+ s n v  an v - ane a 

- a~i i i - s ,  
O r) 

sn v d v  
= S  

gesetzt wird. Setzen wir sn2 u = y (wobei der Modul v bleibt), so ist 

mo gesetzt ist 

Dabei murs (weil a2 - 7c2 = (a  + k )  ( a  - k ) )  die Bedingung 1 k 1 < 1 a  1 
erfüllt sein, was auch der Fa11 k t ;  denn werden die beiden Ausdrücke 
für k und a mit einander verglichen, so geht diese Bedingung über in 
p" 1. - Setzen wir die Ausdrücke für x, m, k und a  in (3) ein, so 
erhalten wir 

Endlich haben wir (abgesehen von den Grenzen) das Intepal 

zu betrachten; dieses geht vermoge der Substitution an v = UA.  = w 
über in: 

Ein solches Integral 1Xst sich, wie sus der Theorie bekannt ist, 
auf elliptische Integrale der drei Gattungen und eine algebraische Funk- 
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tiou zurückführen. W e m  w = 6 kein Verzweigungspunkt der E"unktion fw) kt, so gilt die Entwickelung: 

w enn 

ist. 
In unserem Falle ist k = 1 und R(w) vom vierten Grade; wir er- 

oder 

Hierin ist 
R = (1 - a2)(i - 

Ferner ist, wenn w = sn v(mod. v )  gesetzt. wird: 

wenn mit 

das elliptische I n t e p a l  zweiter Gattung bezeichnet wird. 
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478 b e r  eiri Pendelproble~n von Euler. Vox1 -~LI+I<EU  DEN^^^^, 

wdw Ri3) Das lntegral,fm fàllt heraus, da der Koeffizient . + I14" = 0 
12R 12R 

ist. Da's letzte Glied auf der rechten Seite in (4), wenn - U A  und 
die Grenzen O und U A .  eiügefiihrt werden, geht über in: 

Für  die elliptischen Integrale J,(c) und 4(v) haben mir die 
Ausdrücke : 

und 

wobei /3 = a: - K'i ist und ol der Bedingung sn a! = A genügt. 
Numnehr is t  das Integral (1) vollstàndig bestirnmt. Wir erhalteil 

als liesnltat: 

oder mit Berücksichtigui~g der Ausdrücke für 8, J,(v) und 4(v): 

Hierin ist 

Hierrnit ist gexeigt, daià die Zeit in dem behandelten Problein 
sich als ein geschlossenes Integral ausdrücken IXst, und zwar unter 
Ziihilfenshrne elliptiacher Funktionen, deren Theorie zu E u l e r s  Zeit 
allerdings erst in der Entwickelung begriffen war. In  obiger Losung 
ist zugleich der Einfluls der cylindrischen Form der Schneide eines 

1) Den Vorlesungen des Herrn I'rof. F u c h s  entnommen. 
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Pendels auf die Schwingungszeit enthalten, welches Problem bekamt- 
lich von B e s s e l  in den ,,Untersuchungen über die Lange des einfachen 
Sekundenpendels" und Herrn H e l m e r t  in den ,,Beitragen zur Theorie 
des Reversionspendels" unter Vernachliissigung gewisscr kleiner GrGlsen 
und mittelst Reihenentwickelung behandelt wird. Inwieweit die hier 
gegebene Losung für praktische Fiille brauchbar ist, sol1 einstweilerr 
dahingestellt sein. 

Zur Berechnung der Wurzeln quadratischer und Bubischer 
Gleichungen mittelst der gewohnlichen Rechenmaschinen. 

Von R. MEHNKE in Stubtgart. 

In den ausführlicheren Anleitungen zum Gebrauch der T h  O m a s - 
fichen licchenmaschine werden zwci verschiedene Verfnhren angegeben, 
mittelst einer solchen Maschine Quadratwurzeln auszuziehen. Dem 
einen, das F. R e u l e a u x  als von T o p l e r  herrüfirend bezeiclmet und 
in den Verh. des Ver. für Gewerbfleifs, Bd. 4 i (1865) S. 112-116 
mitgeteilt hat, liegt zu Grunde, dafs die Sumine der n ersten un- 
geraden Zahlen gleich .n2 k t ;  das andere kann, was zwar nicht erwahnt 
wird, auf H o r n e r s  Auf lGsung beliebiger Zahlenglcichungen zurück- 
geführt werden. Wie hier in ni6glichster Kürze gezeigt werden 8011, 
l&t sich das letztere Veifahren auf die recllen Wiirzeln beliebiger 
reeller quadratischer Gleichungen ausdchnen, und, wenn man zwei 
Hechenmaschinen gleiohzeitig benützt, auch die Berechnuug der wurzeln 
kubischer Gleichungen, insbesvndere das Ausziehen von Kubikwurzeln, 
auf ganz mechanische Weise bewirken. E s  ist dies von Wert,  wenn 
man eine grol'sere %ah1 genaiier Ziffern niitig het, a18 mit Hilfe der 
üblichen Tafeln gefunden werden konnen. Natürlich kann man statt - 
der Thomassühon irgend eine andere erw-eiterte Additionsmaüchine 
oder auch eine eigentliche Multiplikationsmaschine (vergl. Encyklopidie 
der mathem. Wissenschaften, Bd. 1 S. 966-973) verwenden. 

Sei zucrst 
x " b x - c = O  

die aufzul6sende Gleichung.') Die gesiichte Wurzel habe der Reihe 
nach die Ziffern c r c z ' r r "  . . ., von welchen die erste schon bekannt sei. 
-- 

1) Wir konnen b und c als positiv betrachten; die Anpassung an andere 
Fiille ist besonders leicht, wenn die hetreffende Maschine, wie x. B. die T h o m a s -  
sche, mit negativen Zahlen zu reçhnen gestattet. 
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Um Weiterungen zu vermeiden, nehmen wir noch an, das Dezirnal- 
Komma stehe nach a und es liege zwischen den ganzen Zahlen a und 
a + 1 nur jene eine Wurzel. Nach H o r n e r s  Verfahren') bestimint 
man a', indem man die gegcbcnc Gleichung in die neue 

s4 + 0'2 - C'  = O 

verwandelt, dcrcn Wiirzeln um a: klciner sind, und von dem Niherungs- 
wert c' : b' der in Frage kommenden Wurzel dieser Gleichung die 
erste geltende Ziffer riirnmt; hierbei ist 

c ' = c - ( b + a ) a ,  b P = b + 2 a .  

Ebenso erhalt man cr" als erste geltende Ziffer von cf' : b", wo 

c" =cf - (6 ' - t0 ,c r ' ) -O,a ' ,  b" = b ' + 2 . 0 7 a '  

u. S. w.7 Die Ausführnng mit der Reçhenmaschine gestaltet sich wie 
folgt. Man stellt b im Schaltwerk, c im Zahlwerk ein, bringt beide 
in solchc gegenseitige Steliung, als ob man ciividieren wollto, addiert 
mit der Hand im Schaltwerk cr Einer, subtrahiert die jetzt im Schalt- 
werk stehende Zahl ainal von der irn Zahlwerk stehenden - bei der 
T h  omasschen Maschine und ahdichen durch cr maliges Drehen der 
Kurbel (naeh Vorbereitung der Subtraktion) - und addiert im Schalt- 
werk nochnials a Einer. Im Schaltwerk steht jctzt 6', im Liihlwerk 
c'. Nachdem man a '  bestimmt hat, wie oben angegeben wurde, ver- 
legt man dm Zihlwerk urn eine Stelle nach links (bezw. das Schalt- 
werk um eine Stelle nach rechts, je nach der Einrichtung der Maschine), 
addiert im Schaltwerk a '  Lelintel, subtrahiert die jetzt eingestellte 
Zahl a'inal von der im Ziihlwerk stchenden und addiert hieraiif im 
Schaltwerk noehmals a' Zehntel, bestimint a", verlegt das Zahlwerk 

1) S. etwa die Encyklopadie der mathem. Wissensch., Bd. 1 S. 436; wegen 
aller Einzelheiten und der Behandlung schwieriger Fiille kann immer noch auf 
H. S c h e f f l e r ,  Auflosung der Gleichungen, Braunschweig 1859, S. 14 ff. verwiesen 
werden. 

2) Im Anfang der Rechnung kann es zwar vorkommen, daîs auf diese Weise 
für eines der a ein zu hoher Wert gefunden wird, was sich durch den Wechsel 
des Vorzeichens bei dem zugehorigen c offenbart, aber es sei wegen dieser ganz 
bekannten Dinge nochmals auf die Lehrbücher verwiesen. Je weiter die Rech- 
nung fortgeschritten is t ,  um so weniger ist eine solchc, übrigcns leicht au be- 
seitigende St6rung zu befïirchten. Die Zahlen b' ,  b" . . . nahern sich der Greuze 
b + 2e, wenn z die gesuchte Wurzel bezeichnet, und man findet oc(") am schnellsten 
mit Hilfe des Rechenstabes, indem man den Schieber links herauszieht, bis die 
Stelle b(') der oberen Schiebcrteilung unter die Eins der' oberen Stabteilung 
kommt und d a m  über der Stelle c(') der ersteren Teilung abliest, wobei nach 
dem Gesagten die Schicberstcllung sehr bald nicht mehr geandert zu werde~  
liraucht. 
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wieder um eine Stelle nach links n. S. W. Bei dem ganzen Verfahren 
hat man nicht eine einzige Ziffer zil schreiben und das Ergebnia, die 
Reihenfolge der Ziffern aafa"cr"' . . ., erscheint von selbst im ,,Quo- 
tientedl der Nasçhine. Nach Besetzung aller Stellcn im Schaltwerk 
ist man keineswegs gezwungen aufzuh6ren7 sondein, wenn d a m  von 
der gesuchten Wurzel n Stellen gefunden sind, ergeben sich ungefihr 
ebenso viele weitere genaue Stellen, wenn man den letzton Best, dn), 
im Zahlwerk so weit wie moglich links neu einstellt und (nach dem 
Ausloschen der im Quotienten stehenden Zahl) auf die gewohnliche 
Weise mit b ( n )  dividiert. 

Beispiel. 
x " 4 ~ ~ 7 = O .  h = 4 ,  c = 7 .  

Eine Wurzel liegt zwischen 1 und 2, dicse sei zu berechnen, also 
C r =  1. 

Schaltwerk 

Zahlwerk 

Zihlwerk 

Schaltwerk 

Zahlwerk 

Schaltwerk 

Ziihlwerk 

Schaltwerk 

Zihlwerk 

Schaltwerk 

Zühlwerk 

Schaltwerk 

1 7.000 . . . 1 = c 

= I + a ;  nmanal subtrahiert, giebt 

1 6.300 . . 1 = b' + 07a1; a'mal subtrahiert, giebt 

pK7-1 = c'' 

1 o.610 6'' + 0,On"; a"malsubtrahiert, giebt 

16.620 ... IIB" + 2.0,Oir" = b'" 

c'II - . = 0 , 0 0 6 . .  ., a"'= G. 
b"' 
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Mit einer Rechenmaschine, die 6 Stellen im Schaltwerk hat, findet 
man weiter 

a"" = 6, uV = 2, cV = 0,0000317756, bV = 6,63324, 

also 
x = 1,31662479035. . . 

(Der genaue n r e r t , a u f  13 Dezimalen abgerundet, ist 

x = 1,3166247903554.) 

Die ganze Arbeit erfordert 2-3 Minuten Zeit. 
Sei jetzt nicht die obige Gleichung, sondern 

x 5 +  brça + c x -  d - 0 

gegeben, wahrend sonst dieselben 13ezeichnungen und Voraussetzungen 
gelten mogen, wie oben. Als erste verwandelte Gleichung hat man 

x3 + h ' z 2  + C'Z - d' = 0 
mit 

d t = d - L c + ( h + u ) a ] u ;  C I - c + ( h + u ) a + ( b + 2 a ) a ;  6 ' = b + 3 u .  

Es ergiebt sich a' im allgemcincn als crste @tende Ziffer in dcni 
Dezimalbruch für d '  : c', ferner wird 

d" = d' - [c + (O + O,a')O,a']O,a'; 

c" = c' + (h + O,a')O,u' + (h  -1 2.O1u')0,a'; b" = h' + 3 . 0 , ~ '  u. S. W. 

Um nun b', cf, d' aus O, c, d, a mechanisch finden zu komen, 
ohne eino Zwischcnzahl schreiben zu müssen, ebenso b", c", ci" eus 
b', c f ,  cl', a' u. S. W., benütze man zwei Rechenmaschinen. Auf der 
ersten sei im Schaltwerk b, im Zihlwerk c eingestellt, auf der zweiten 
Maschine im Zlhlwerk d. Man bereite die erste Maschine für Addition, 
die zweite für Subtraktion vor und verlege bei beiden das Zahlwerk 
so weit wie miiglich nach rechts. Nun addiere man mit der Hand 
im Schaltwerk der ersten Maschine ci Einheiten und multipliziere dann 
mit a (duruh unialiges Drehen der Kurbel), sodals im Zahlwerk dieser 
Maschine der Wert  c + (O f a ) a  erscheint. Diesen MTe+t stelle man 
im Schaltwerk der zweiten Maschine ein und multipliziere mit CL, &dan 
wird im Zahlwerk der letzteren Maschine der Wert  d- [c+ ($1 +a)  ul  a=& 
zum Vorschein kommen. Hierauf addiere man im Schaltwerk der 
ersten Maschine nochrrlals mit der Hand a Einheiten und rriultipliziere 
mit cc, d a m  bildet sich im Zahlwerk dieser Maschine 
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und wenn man zum dritten Mal im Schaltwerk a Einheiten hiazufügt, 
so steht im letzteren schlieklich der Wert b'. 1st w' als erste geltende 
Ziffer des Dezimslbruchs für d' : c' bestimnit und miederholt m m  das 
ganze Verfahren, indem man statt der vorher benützten a Einer jetzt 
a '  Zehntel setzt, auch nicht versaunit, in beiden Maschinen das Zihl 
werk um eine Stelle nach links zu verlegen, so wird am Schlusse im 
Schaltwerk der ersten Masçhine b", im Zahlwerk derselben c", i r r i  

Ziihlwcrk der zweitcn 3lrtsühine d" stehen u. S. W. Die Beihe~folge 
der Ziüern a, a', a" . . ., d. h. die gesuchte Wurzel bildet sich im 
 q quo tien ter^" der zweiten Maschine. 

Beispiel. 
1 -- x = v15, x3 - 15 = O, b = O, c = O, d = 15, a - 2. 

Erste Maschine. Zweite Maschine. 

(die Wahl w'  = 5 würde au einem Zeichenwechsel bei d' führen). 

Zbhlw. ) ==cf+(b+O,a')O,af 

Schaltw. (= 7>'+ 2.0,ar 

Zeitrchrift f. Matùoniatik u. Phjsik. 46. Band. 1901. 4 .  Heft 
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IUeinere Mitteilungen. 

Kleinere Mitt eilnngen. 

Preisaufgabe der Socihth Scientifique de Bruxelles für 1902. 

,,Faire une étude approfondie .des travaux d e  Simon Stevin sur la 
mécanique, en les comparant aux travaux antérieurs d'Arühiméde et aux 
travaux presque contemporains -de Galilée, de Pascal et d'autres savants de 
la  même é p ~ q u e . ' ~  Die Bewerber haben ihre Arbeiten vor dom 1. Ok- 
tober 1 9 0 2  a n  das Secrétariat de l a  Société Gcientifiaue. I l .  rue des . , 

Récollets, Louvain, einzusenden. 

Die neue Winkelteilung in Frankreich, 

Diirch Erlars des franzosischen Kriegsministers vom 17. August d. J. 
ist den Kandidaten der kcole Polytechnique in Paris und der hotieren 
&Iilitiirschule i n  Saint-Cyr gestattet worden, von 1902 an beim logarith- 
mischen Rechnen die Zentesimalteilung des Quadranten anzuwenden. Von 
1905 a n  ist diese Winkelteilung obligatoriscli. Der  franzosische Service 
Géographique de l'Armée giebt neue 5-stcllige Logarithmentafeln für beide 
Winkelteilungen, die zentesimale Teilung des Quadranten und die alto sexa- 
gesimale , heraus. 

Rechentafel ,,System Proell". 

Die in dieser Zeitschrift, S. 218-223 des laufenden Randes, zuerst 
beschriebene neue graphisch-logaritlmische Rechentafel von Eeinhold Proell 
ist  jetzt im Handel erschienen und durch Dr. R. Proells Ingenieurbureau in 
Dresden-A., HabenerstraLse 13 ,  aber auch durch jede Buchhandlung (verlag 
von Julius Springer i n  Berlin) zu beziehen. Bespreehung wird i n  einem 
der niichsten Hefte unter ,,Neue Büeher" erfolgen. 

Die XI. Versammlung russischer Naturforscher und ~ r z t e  

wird vom 2.-12. Januar  1 9 0 2  in St. Petersburg s t a t t h d e n .  Sektionen: 
Xathematik und Xechanik, Astronomie und Geodasie, Physik, physikalische 
Geographie, Chemie, Geologie und Mineralogie, Botanik, Zoologie, ilnat'omie 
und Physiologie, Geographie und Statistik, Agronomie, wissenschaftliche 
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Medizin und Hygiene. Allgemeine Sitzungen am S . ,  8. und 12 .  Januar, 
~ektions-8itzungen am 3., 4., S.,  6., 9., 10 .  und 11. Januar. Anmeldungen 
sind (unter Einsendung von 3 Itubel Mïtgliedbeitrag und Angabe der Sektion, 
der man beizutreten wünscht) womoglich vor dem 15. Uezember 1 9 0 1  an das 
Comité der Versammlung russischer Naturforscher und Arzte (St. Petersburg, 
Universitat) zu richten. 

-- 

Auskünfte. 

N e h r e r e  L e s e r .  - Nit  dem von Herrn Q r a f e  in dieser Zeitschrift 
S. 3 5 1  des laukriden Bandes gebrauchten Verweise ,,Ilutte 1898" ist ge- 
meint: Des Tngenieurs Taschenbuch, herausgegrben vom akademischen Verein 
,,HütteU, 17. Auflage, Berlin 1899.  (1898 ist ein Uruçkfehler.) Uas Er-  
scheinen der 18. Auflage steht unseres Wissens nahc bevor. X. 

H. H., S. - Über die im letzten IIefte S. 382  erwahnten günstigen 
E r f a h n g e n ,  die man mit der clezinzalen ï'eilulzg des rechtcn. Winkels in 
der franzosischen Marine gemacht hat, ist von dem Kommandanten G u y o u  
in dem Compte rendu sommaire du Congrès international de Chronométrie 
de 1900 (von Gauthier-Villars in P a n s  zu beziehen) ein kurzer Bericht erstattet 
worden. Sehr lesenswerte Nitteilungen von G u y o u  über die den Versuchcn 
zu Grunde liegenden Gedanken und Methoden sowie von C a s p a r i  Liber 
die verwendetcn Sextanten und Chronometer h d e n  sich in  den Comptes 
rendus der Panser  Akademie t. 128,  p. 1197 resp. 1442.  Wir beabsichtigen 
auf den Gegenstand zurückzukommen. AI. 

M. L., F. - Die grorsen Tafcln. der Jacobischen  I'hctnfunktionc~z, 
welche auf Beschluïs des Table Cornmittee der British Association unter 
Leitung von J. G l a i s h e r  und  J. IV. L. G l a i s h e r  in den Jahren 1 8 7 2  
bis 1 8 7 4  berechnet wurden (vergl. den vorliiuiigen Bericht dor ,,Tafel- 
kornmis~ion'~, Jahresbericht der Deutschen Mathernatiker-Vcreinigung Ud. 7, 
Heft 1, S. 125), sind nach unseren neuestcn Erkundigungen allerdinçs ge- 
druckt worden, aber die Veroffentlichung ist leidcr unterblieben, anscheincnd 
weil die Einleitung zu denselben, die i o n  einigen der bedeutendsten (zum 
Teil jetzt schon verstorbenen) englischen Mathematiker und Physiker ge- 
schrieben werden soute, nicht zu stande gekommen ist. Noglicherw&e 
wird jetzt von deutscher Seite dem immer fühlbarer werdenden '(lange1 an 
ansführlicheren Tafeln elliptischer Funktionen oder auch In tepa le  bald ab- 
geholfen werden; genauere Nitteilungen behalteu wi r  uns für spiiter Tor. 

M. 
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Bücherschnu 

Bücherschau. 

H Ar%,  111. Borbert, Wahrscheinlichkeits- und Ausgleichungsrechnung. 
Samuilung Schubert XIX. IV u. 381 S. Leipzig, J. G. Goschen, 1900. 

Das Buch behandclt i n  drei Kapiteln den allgemeinen Teil dcr Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung mit Einschlds der Glücksspiele, in  drei weiteren 
Kapiteln die Anwendungcn auf das menschliche Leben, auf  Zeugenaussagcn, 
Urteilssprüçhe und Ahnungen, endlich die Ausgleichungsrechnung in einem 
zur Einführung ausreichenden Umfang und, wie gleich bemerkt werden m g ,  
einer dem Verstandnis entgegenkommenden ansprechenden Furm. Im ein- 
zelnen jcdoch gioht dasselbe zu manchcrlei Bemerkungen ih la fs .  

In dem grundlegenden Teil, der die zwei ersten Kapitel umfakt ,  hat 
der Vcrf. i n  Darstcllung und Anordnung mchrfach eigene Wcge zu gchen 
versucht,, die jedoch Ref. nicht als einen Fortschritt zu erkennen vermag. 
Denn wiihrend das Strebcn der jüngsten Zeit dahin ging, die Satze der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung aus der Wahrscheinlichkeitsdefinition auf rnog- 
lichst eiufachem, an Konkretes anknüpfcnden Wege abzuleiten, hat  der Verf. 
sich eines Formalismus bedient , der nicht geeignet scheint , Klarheit der 
Regriffe herbeizuführen. Eiuige Andeutmgen werden geniigen, dieses Urt,eil 
zu rechtfertigen. Auf pag. 5 wird bereits von der Wahrscheinlichkeit als 
v o n  einer Za,hlgrGTse geçprochen, pag. 9 wird unter der Ühersclirift: ,,Fiin- 
damentalsatz der WahrscheinlichkeitsrechnungLL der Satz über die vollstandige 
(vom Verf. alternative gcnannte) Wahrscheinlichkeit abgeleitet, aber erst 
pag. 1 5  findet sich zuui ersteilrual die Definition Sur die mathematische 
Wahrscheinlichkeit. I n  einem Buche, das die vorliegende Materie zurn 
Gcgenstande hat ,  sollte ruau eine sorgfiiltige buslegurig und konseyuente 
Handhabung des Begriffes der Wahrscheinlichkeit erwarten; gegen diese 
Forderung wird aber wiederholt versioîsen; so pag. 47 ,  wenn die Frage 
eriirtert wird, ,,oh nicht eine Funktion der Wahrscheinlichkeit ,tu als Wahr- 
schciulichkeit eiries Ereignisses gewahlt werden k6nntdL; man sieht, dem 
Verf'. schwehen hier wie an ~ i e l e n  anderen Stellen zwei verschiedene Wahr- 
scheinlichkeitsbegrifb vor, die aber nirgends deutlich von einander geschieden 
werden. Dann auf pag. 9 ,  wo die Wahrscheinlichkeit mit den Worten: 
,$as Maximum d e r  Wahrscheinlichkeit ist selbstverstiindlich die Cenihheit" in 
eine ganz unzutrcffende Beziehung zur G e d s h e i t  gebracht ~ i r d ;  und pag. 263 
is t  gar  die cigentümliche Wendung au lesen: ,,In alleu Fsllen, wo dies nicht der 
Fa11 ist,  kann sich das Resultat von der Wahrheit und selbst von der 
Wahrsclicinliclikcit (!) noeh sehr betr8chtlich entfernen", die eine Gradation . . 
involviert, deren Sinn niclit zu erkennen ist. Ais ein Rückschritt murs die 
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Art und Weise bezeichnct werden, wie der Verf. die Wahrscheinlichkeit von 
Ursachen und die aus dcr Reobachtiing gefolgcrte Wahrscheinlichkeit 
künftiger Ercigiiisse begründet. Auch die vorlaufige Darlegung des Gesetzes 
der grolsen Zahlen (pag. 19)  und der Wahrscheinlichkeit a posteriori 

42) wird mancherlei Dedenkcn erwecken. Unzutreffend ist es, den 
1 - -  

Ansatz cp ( 1 )  = 2l/: e-9' J. Beruoulii zurusehreibeu, wie dies pag. 67 
, - -  

pschieht ;  zu diescr analytischen Fassung des nach ihm benannten Theorems 
war Bernoulli nicht vorgedrungen. 

Von den drei den Anwendungen gewidmeten Kapiteln giebt das mittlere, 
von Zeugenaussagen etc. handelnde, zu Bemerkungen keinen AnlaSs; wohl 
aber die beiden andern. 

Von dem Kanitcl. das sich mit der Sterblichkeit und damit zusammen- 
A ,  

hangenden Fragcn bcschaftigt, kann wohl gesagt werden, dafs es i n  der 
gebotenen Form dem heutigen Stande der Wissensçhaft nicht entspricht; 
der Verf. hielt sich bei Abfassung desselbcn ausschlieMich an scino Vorlage, 
die vor 2 1  Jahren erschienen ist, und das geht bei einem Gegenstande, der 
seither so sehr gefordcrt wurde, nicht an. Es wiire vielleicht besser gewesen, 
dieses Thema dem in Aussicht stehenden Bande über ,,Versicherungs- 
mathematikL' zu iiberlassen; das gilt auch bezüglich der Abschweifung auf 
das Gebiet des Trersicherungswese~s; denn manche Bemerkungen des -Verf. 
iiber diesen Gegenstand sind ganz unzutreffend (z. B. pag. 2211, und von 
den Aufkl%rungen, die man nach seinen einleitenden Worten erwarten 
sollte. ist nieht vie1 zu finden. 

Die Ausgleichungsrechnung ist recht ausführlich vorgetragen, der be- 
treffende Abschnitt wohl der beste des ganzen Buches. Aber dem Zwecke, 
den die Sammlung verfolgt, ist auch hier nicht in allem entsprochen. So findet 
es Ref. unzweckmkifsig, die Ausgleichung vennittelnder Heobachtungen an 
dem (einzigen!) Bcispiel einer Planetenbahn-Bestimmung zil erlzutern, und 
zwar ' a m  uerichiedenen Gründen; fürs erste 1iiSst schon das. Forrual des 
Buches die entsprechende typographische Darstellung einer solchen Aufgabe 
nicht zu; dann paSst zu einer erslen Einfühmrig doçh besser ein Beispiel, 
das sachlich moglichst allgemein zuganglich ist und in allen T)et ,ai '1 s vom 
Leser verfolgt und nachgerechnet werden kanu. Die weitgehende, bei dicser 
Gelegenheit gemachte Einschaltung über Detcnninantentheorie (pa,g. 334-343) 
p d s t  nicht in deri Eah~rieri des Buches. Die Ausgleichung bedirigter Be- 
obachtungen hatte einer dem Zweck des Ruches angemFisseneren Rearheitung 
bedurft; denn die einfach herühergenominene Darstellung, die ihr der Verf. 
in Valontiners >,Handwijrtcrbiich dcr Astronomic" gegcbcn, ist für einen 
andern Leserkreis bestimmt. I n  der durch Interpolation erweiterten Tafel 
der Integralfuuktion @ ( y )  - die, nebenbci bemcrkt, für den Gebrauch nicht 
bequem angeordnet ist - fallen die Lücken von 1 750 bis 1 - 775 und 
von 1 . 800 bis 1 . 999 unangenehm auf. 

Zum Schliik giebt Ref. der nberzeugung Ausdruck, dafs bei einer 
cventucllen Ncuauflape diesem Bande mancherlei Abanderungen zuteil werden 
sollten, u m  seine ~ r a u c h b a r k e i t  zu erhohen. 

VCTien. 
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Heinrich Weber, Die par t ie i i en  Differentialgleichungen der mathe-  
m a t i s c h e n  Physik. - Naeh Riemanns Vorlesungen i n  vierter Auflage 
neu bearbeitet. Erster Band. Braunschweig (Friedrich Vieweg und Sohn) 
1900. XVllI  + 506 S. 
Unter dem Titel der vor nunmehr 42 Jahren zum ersten Mal von 

H a t t e n d o r f  herausgegebenen Vorlesungen B e r n h a r d  R i e m a n n s  über 
die pnrtiellen Differerztiulqleichunger und deren Anwendting auf physikalasch~ 
Frngen. lie@ aus der Fcdcr H e i n r i c h  W e b e r s  ein v6llig mues, originales 
Werk dem mathematischen Leser im ersten Bande vor. Auf dem Grunde, 
den Ricmmn i n  seinen Vorlesungen gelegt hat te ,  und unter Beibehaltung 
der Riemannschen Anlage lediglich im grorsen und ganzen ist ein nicht nur 
umfangreiches, sondern auch dem jetzigen Stande dicscs Zweiges der Nathe- 
matik mehr entsprechendes Gebiiude entstanden. Die durchgreifenden Um- 
gestaltungen, welche die theoretische Physik seit den Tagen Riemsnns erfahren 
hat ,  und die sich nicht lediglich auf die Theorie des Elektromagnetismus 
und des Lichts beschrankt, ist in  erster Linie der Anlars gcwesen, daîs 
die Neuausgabe der Riemannschen Vorlesungen mit einer vollstandigen 
~ e n h e a r h e i t u n g  ihres Inhalts verbunden werden rnuîste. Daxu kommt aber 
ferner, dars auch die analytischen Ililfsmittel in  der Theorie der partiellen 
Differentialgleichiingen in den letzten Dezennien wesentlich erweitert, worden, 
die physikalische Anwendung der Sbbildungsprobleme, neue funktionen- 
theoretische Methoden u. S. f. hinzugekommen sind. 

Daîs das so umgestaltete Werk auch in den erweiterten Teilen den 
Riemannschen Sinn beibehalten hat, darf nicht erst hesonders erwiihnt werden. 
Die Vorziige einer wahrhaft vnathemulischcn Fhysik: Strenge der Beweis- 
führung, genaue Formuliermg der Definitionen und nicht in letzter Linie 
exakte Priizisierung der Voraussetzungen treten in der neuen Ausgabe 
vielleicht noch scharfer hervor als i n  den alteren. 

Was den Inhalt' betrifit, so zei-fallt der vorliegende erste Band des 
ganxen WerJres i n  drei Rücher: Amlytische Hilfsmiftel, geometrische u,nd 
rraechalzische Grundsatze, Xlektrizitüt uad Xagnetismzss. Das erste Buch 
entspricht den drei ersten Abschnitten der Rattendorfschen Ausgabe, ist aber 
aus W e b e r s  Handen vollstandig veriindert als ein kleines Kompenilium der 
funktionentheoretischen Analysis für sich herausgekommen. Bestimrnte Inte- 
yrale, der Fowiersche Lehrsalz, unendliche ~ e z h e n ,  Fozcriersche Reihelz, melr- 
fache Inte,pale, Fulzktionem eines kornplexen Argumemts, Differelztial~qleich~n~qen, 
Besselsche EEwnktionelz sind die Überschriften der acht Abschnitte dieses 
Buches, durch welche das Material gegen die Hattendorfsche Ausgabe fast 
u m  das Doppelte angewachsen ist. Daîs trotzdem der Leser manches vcr- 
miCst (wie, um nur elniges zu nennen, bei den unendlichen Reihen die fur 
die Anwendungen so wichtigen W e i  e r  s t r  a î s  schen Siitze über Potenzreihen 
und über nnendliche Produkte, welche letzteren beispielsweise bci der Unter- 
suchung über die Influenz zweier cylindrischer ~ e i t e r  gebraucht werden; 
ferner bei den partiellen Differentialgleichungen, die doch dem ganzen Werk 
den Titel geben, die Integration mit Grensbedingungen, die Monge  - 
A m p è r e '  sche Methode, die Integration durch bestimmte Integrale, die 
L a p  1 a c e srho Theorie der lincaren Gleichungen) , das findct soinen Grund 
wohl mehr i n  deru Wunsche des Lesers, auch diese Teile der Analysis im 
Lichte Weherscher Darstellung behandelt zu finden. 
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Lm zweiten Buch werden die Prinzipien der Mechanik und der Potential- 
theorie auseinandergesetzt. Hier findet der Leser auch die Hauptsatze der 
Vektoranalysis, gerade soviel, um sich ein Urteil über die Vorzüge des 
Prinzips und die Nachteile der Bezeichnungsweise zu bilden. Es ist hier 
nicht der Or t ,  auf diese Frage naher einzugehen. Wenn freilioh ein so 
milfsiger Gebrauch der immerhin noch angefochtenen, von der klassischen 
~ezeichnun~sweise so abweichenden englischen Symbole dieser Theorie gemacht 
wird, storen sie auch den ihnen abgeneigten Leser nicht. Im Anschluîs an 
die Hauptsatze der Potentialtheorie werden hier die wichtigsten Satze aus 
der Lehre von den Kugelfunktionen gegeben. Das zweite Buch umfakt den 
9. bis 14. Abschnitt des ganzen Werkes. Lineave infinitesimule Deformatwn, 
Vektorelz, Potenliale, Beispiele zum Potcnfial, Kugelfunktionen, Ùberblick iiber 
die Grzcndsutze der Nechanik. 

Das dritte Buch ist betitelt: Elektrizitat u d  Maanetismus Von den " 

Biemannschen Vorlesungen über diesen Gegenstand, die bekanntlich zusammen 
mit der Potentialtheorie von Hattendorf gesondert herausgegeben waren, 
unterscheidet sich die Webersche Darstellung wesentlich, weil sie die 
F a r  a d a  y - M ax w el1 sche Anschauungsweise zu Grunde legt. Wir müssen 
uns auch hier begnügen, den Inhalt nur im wesentlichen anzugeben, der 
aus der umfangreichen Theorie gerade die mathematisch interessanten Prob- 
leme in sorgfdltiger Auswahl enthalt. Das Buch beginnt mit dem Abschnitt: 
Elektrostatik; der Erledigung des elektrostatischen Problems geht eine genaue 
Formulierung der in dieser Theorie zu machenden Voraussetzungen voran. 
Daran schliekt sich ein Abschnitt: Problem,e der Elektrostatik, in welchem 
ausgewahlte Aufgaben über die Verteilung der Elektrizitiit auf speziellen 
Oberflachen behandelt werden. Nach einem weiteren Abschnitt: Mqnelismus 
werden in der E'lektrok~netik die Maxwellschen Grundgleichungen des Elektro- 
magnetismiis entwickelt und die Einddigkei t  ihrer Losiuig nachgewiesen. 
Es folgen die Abschnitte: Xlektrolytische Leztung, stationare elelztrische Str6me, 
Strbmung der Elektrizitcït i n  Platten, Stromwng der Elektrizitat im  R a m e .  
Nanches. was aus Heinrich Webers eimen Forschuneen auf diesem Gebiet " " 
schon bekannt war, findet der Leser im Zusammenhange mit ncucren Unter- 
suchungen wieder vor. Dies gilt auch für das folgepde Kapitel: Eiektro- 
Zytische Yersehiebungen, mit dem das Buch beschliefst. 

Es sei verstattet, noch einige Bemerkungen über den Vemendungszweck 
des Werkes hinzuzufügen. Von der Feder einos Mathcmatikers geschrieben, 
ist das Buch auch in erster Linie für den Mathematiker bestimmt. In  
seiner Vorrede sagt der Verfasser: ,,Das vorliegende Buch soil kein physi- 
kalisches Lehrbuch sein. Die kurzen Entwickelungen der einzelnen physi- 
kalischen Theorien machen keinen Anspruch auf Vollstandigkeit. Sie sollen 
nur die 'Theorien, aus denen die behandelten Probleme éntnomrnen sind, 
verstandlich machen. Der Schwerpunkt liegt in der mathematischen Be- 
handlung der einzelnen Probleme . . . . Ebenso- aber sind Fragen von nur 
mathematischem Interesse, die dem Physiker allzu abstrakt erscheinen 
mochten, . . . . nicht in den Kreis der Betrachtungen gezogen." Dem Physiker, 
welcher in der mathematischen Anwendung der funktionentheoretischen Ana- 
lysis weniger geübt ist, wird die Lcktüre des Buches noch bcsonders gleich- 
zeitig mit dem Studium groîserer Werke, etwa der IIe lmh ol tz  schen oder 
der P oincaréschen Vorlesungen und dann zu empfehlen sein, wenn 
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ihm an der prinzipiellen Erkenntnis der mathematischen Methoden gc- 
legen ist. 

Charlottenburg. RUDOLF ROTEE. 

Friedrich Kohlrausch, D i e  E n e r g i e  o d e r  A r b e i t  u n d  d i e  A n w e n d u n g e n  
des e l e k t r i s c h e n  S t romes .  Leipzig (Diincker & Hnmblot) 1900.  77 S. 
Preis geb. 2,40 M. 

Der vorliegende Aufsatz verfolgt den Zweck, den Energiebegi~ff 
wescntlich in  Riicksicht auf die elektrischen Katiirvorgiinge iind ihre tech- 
nischen Anwendungen allgemein verstiindlich darzustellen. -Veranlakt durch 
die Erorterungen, welche sich a n  die in  unsrer Gesetzgehung vorhanden 
gewesenen und durch die Bestimmungen über die Strafbarkeit von Vergehen 
gegen elekt,rische Anlagen ausgefüllten Lücken anschlossen, erzahlt die 
Schrift in  ihrem ersten allgemeineren Teile von den verschiedenen in der 
Natm- vorhandenen Formen der Energie, in  ihrem zweiten Teile aber gieht 
sie eine i n  groîsen Zügen abgefalste Lehre von den elektrischen Erschei- 
nungen iind ihren Anwendiirigen, wobei einmal auf eine befriedigende Ah- 
leitung derselben a m  dem Energiebegriff Gewicht gelegt wird, sodann aber 
auch einschlagige Fragen von einem mehr wirtschaftlich-jiiristischen Stand- 
punkle aus beleuchtel werden. Hierher geh6rt u. a. auch die oft diskutierte 
Fragr, inwiefern die Fnergie eine ,,SacheLL genannt werdrn kann. Tn einem 
Schluîskapitel wird eine Zusammenstellung der wichtigsten Vorgiinge im 
elektrotechnischen Betriebe gegeben. 

- - 

Charlottenbiirg. RUDOLF ROTHE. 

Otto Wiener, Die  E r w e i t e r u n g  u n s e r e r  Sinne. Akademisçhe Antritts- 
vorlesung. Leipzig (Johann Ambrosius Barth) 1900.  4 3  S. Preis i ,20 M. 

Jedes n i l e  Instl.ilrn&t oder jede ~uParnrnenstel lun~ bekannter Instrumente 
zu neuem Zweck slellt sich vom entwickelungsgeschi&tliçhen Standpunkt aus 
dar  als eine naturgemake Portentwickelung unserer Sinne. Dieser Gedanke 
ist von Herrn ~ i e n e r  zum Gegenstande Seiner Leipziger Antrittsvorlesung 
gemacht worden; von H e r b e r t  S p e n c e r  vor 4 5  Jahren wohl zuerst 
ausgesproühen, wird er hier besonders in Anwendung auf die neueren 
Errungenschaften der Apparatenkunde erortert. Dabei werden auch Fragen 
nach den zur Zeit erreichbaren Grenzen physikalischer Messungen u. a. 
diskutiert; abgesehen von dem aligemeinen Interesse is t  die sehr popular 
geschriebene Arbeit für den physikalischen Leser wesentlich in dieser Hin- 
sicht von Wichtigkeit, und gleichzeitig i n  Rücksicht auf die zahlreichen, 
zum Teil kritisch besprochenen Litteraturangaben ein wertvoller Beitrag zur 
Geschichte der Instrumentenkunde. 

Charlottenhurg. RUDOLF ROTHE. 

D i e  F o r t s c h r i t t e  der P h y s i k  im J a h r e  1899 dargestellt von der Deutschen 
Physikalischen Gesellsçhaft. II. Abtheilung: Physik des Aethers, redigirt 
von Richard Borustein und Earl Scheel. L l l f  9 3 5  S. IIT.Aht,heilung: 
Kosmische Physik, redigirt von Richard Arsmann, XLIII  + 544 S. 
Braunschweig (Friedr. Vicweg und Sohn). 1900.  Preis: 34,00 und 20,00 M. 

Die ganze Anlage des vcrdienstlichen, eine grorse Summe von Arbeit 
repriisentierenden und für  den I'hysikor unentbehrliclien MTerkes ist die 
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gleiche wie i n  den früheren Jahrgiingen geblieben. Die z u n e b e n d e  Ge- 
samtzahl der Referate lafst wohl eine weitere Einsühr5nkung des Urnfangs 
der einzelnen wünschenswert erscheinen; ebenso konnte wohl von der Ruhrik 
,,LitteraturLL, i n  welcher die Arbeiten ohne Referai, aufgeführt werden, noch 
mehr Gebraiich gernacht werden. riber einzelne Arbeiten sind in béiden 
Banden Referate vorhanden, z. B. Grützrnacher, Thermometrische Correctionen; 
Scheel, Temperatur und Druckmessungen, was wohl leicht zu vermeiden wiire. 

Charlottenburg. RUUOLF ROTHE. 

Cfrundsiitze d e r  Kinemat ik ,  dargestellt von Heinrieh Woiss, Ingenieur. 
Erstes Heft (256 Seiten) mit einern Atlas von 10 Tafeln. Leipzig, 
Verlag von Arthur Felix. 1900. . 

Der Verfasser giebt zunLchst unter , ,Vorbemerkunge i lL '  auf 63 Seiten 
eine Orientierung über das Wesen iind den Entwickeliingsgang der Kinematik. 
Einen groîsen Teil dieser breit angelegten Eidei tung bilden umfangreichc 
Citate aus den Wcrken von Rurmester und Reuleaux, sowie aus Biifsiitzen 
von Grübler und Rittershaus. Der bekannie Gegensatz in  den Auffassungen 
der zuerst gemnntcn Aiitoren hinsichtlich des Cmfanges der Kinematik 
gelangt hierdurch deutlich zum Ausdmck, dagegen vermissen wir jede 
selbstandige Stellungnahme von seiten des Verfassers. - Der vorzut'ragenda 
Lehrstoff wird schlielslich in  zwei Hauptteile, i n  die a b s t r a k t e  und die 
M a s c h i n e n k i n e t n a t i k  gegliedert ; davon sol1 der erste in  wesentlich 
synthetischer Behandlung die Geometrie der Dewegung ohne Rücksicht aui 
die Zeit und danehen noch die Lehrc von den Geschwindigkeits- und Be- 
schleunigungsverhaltnissen umfassen. 

I n  dem vorliegcnden Heft wird die Darstellung der a b s t r a k t e n  
K i n e m a t i k  in Angriff genommen. Sie beginnt mit der B e w e g u n g  d e s  
P u n k  t e S. (Grundbegriffe, Geschmindigkeits- und Wegdiagramme, Zusammen- 
setzung und Zerlegung der Geschwindigkeitcn und der Be~chleuuigun~en,  
S. 66-82.) Der folgende Abschnitt tragt zwar die Überschrift ,,B ewe g u n g  
e i n e s  s t a r r e n  K o r p e r s  o d e r  u n v e r a n d e r l i c h e n  S y s t e m s  i m  A l l -  
gemeinen" ,  giebt aber in  der Hauptsache nur eine vorliufige Übersicht 
der s p e z i e l l e n  Bewegungsformen, wie Drehung um eine feste Axe, Trans- 
lation u. S. W., und wendet sich dann wieder aur Zusammensetzung und 
Zerlegung der Ceschwindigkeiten und Heschleiinignngen eines einzalnen 
Systempunktes (S. 83-95). Der dritte Abschnitt beschaftigt sich mit der 
B e w e g u n g  d e s  s t a r r e n  e b e n e n  G y s t e m s  i n  s e i n e r  E b e n e ;  er umfakit 
a) die Geometrie der ebenen Bewegung (S. 96-205), b) die Geschwindig- 
keitsverhiiltnissa (S. 205-250) und c) die Reschlcunigiingsverh&lt,nisse 
(noch unvollendet). 

Den Ausgangspunkt bildet wie üblich die Betrachtung z w e i e r  diskretan 
Systemlagen, d i e  dann durch zwei unendlich benachba&e ersetzt zverden. 
Hieran schlieîsen sich die bekanntcn Satze und Konstruktionen über die 
beiden Rollkurven, die IIüllbahnkurve einer gegebenen Systcmkurve u. S. W., 

sowie das Prinzip der U m k e h m g  der Bewegung. Die betreffenden Dar- 
legungen sind trotz ermüdender Breit,e keineswegs einwandfrei; so wird 
S. 101 und 102 der Satz, dafs P o l k w e  und Polbahn ohno üleiten auf 
einander rollen, und daTs S ~ R  die beiden einzigen Kurven dieser A r t  sind, 
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ohne Rew<is offenbar als etmas Selbstverstandliches hingest,ellt,. - Die Re- 
trachtung d r e i e r  auf einander folgenden Systemlagen und der damit zu- 
sammenhingenden Krümmungseigenschaften und Aufgaben erfordert fünf- 
undsechzie Seiten; dabei fehlt noch die in  die Mechanismenlehre verniesene " 
Konstnikt,ion der heiden Pole zu zwei Pa,aren cntsprechender Xriimrni~n~s- 
mittelpunkte in derselben Geradeu. Auf S. 155 begegneu wir einern IIiTs- 
verstandnis hinsichtlich des Ball'schen Punktes, der übrigens besser erst bei 
der Besprechung von v i e r  unenalich benachbarten Systemlagen erwahnt 
würde. Sind niimlich S und S' zwei unendlich benachbarte Sy~temla~gen 
und lc und 1' die zugehorigen Wendekreise, so ist der zu S gehorende 
Rall'sche Punkt  nieht wie der Verfasser meint, der eine Schnittpunkt von 
k mit l', sondern mit der Lage 1, welche der zweite Kreis einnimmt, wenn 
das System sich noch in S befmdet. Hiernach giebt auch Fig. 49 nicht 
den Ort der Ball'schen Punkte in der bewegten Ebene. Von den singuliiren 
Fallen, die hinsichtlich der Momentanbewegung des Systems eintreten konnen, 
ist  S. 159 nur  der Fa11 angeführt, daîs die beiden Rollkurven einander im 
Pol  oskulieren. Hier mare ein kurzer Hinweis auf die wichtigen Unter- 
suchungen von Mehmke im 35. Jahrgang dieser Zeitschrift wohl am Platze. - 
Was der Verfasser über v i e r  und f ü n f  auf einander folgende Systemlagen, 
zum Toi1 blos andeutend, darlegt, kann nur zu einer vorlaufigen Orientierung 
dienen, es ist uns aber noch nicht Mar, wie damit das fü r  die Naschinen- 
kinematik i n  Auçsicht gestellte Problem der angeniiherten Geradführung 
behandelt werden soll. Auf S. 193 bedarf der auf die Kreispunktkurve 
bezügliche Sntz einer genaueren Fassung. Dic Kreispimktkurve besitzt 
niimlich im Pol  einen Doppelpunkt und ha t  in ihm mit der Polkurve nur 
insofern d r e i  zusammenfallende Punkte gemein, als sic diese Kurve an der 
betrachteten Stelle zugleich berührt und rechtwinklig schneidet. - Den 
hbschluîs des mit a) bezeichneten Unterabschnith bilden e i n i g ~  Bemerkungen 
über die gegenseitigen Bewegungen von drei und mehr ebenen Systemen. 
Die weitcrgehenden Untersiichiingen von Rurmester, Radenherg und Witten- 
bauer sollen merkwürdigemeise erst in  der Maschinenkinematik berück- 
s ich t ih  werden. 

Unter b) wird zuniiclist der momentane Geschwindigkeitszustand eines 
complan1) bewegten ehenen Systems behandelt; dann folgt die Betrachtung 
der Ge~chwlridi~keitsverhiiltnisse bpi mehreren complan Eiewegten Systemen ' 

iind eine Reihe von Konstruktionsaufpaben, z .  R. die Bes t immun~ der Ge- - 
schwindigkeit des Schnittpunktes einer bewegten und einer festen K w e  
oder zweier bewegten Kurven u. S. W. Hier finden wir endlich auch aut 
S. 236 den früher vermiîsten Beweis für  das Rollen der Polkurve auf der 
zupehorigen Polbalin. " - 

Auf die unter c) sich anschliekenden Darlegungen werden wir erst bei 
Uesprechung des nachsten IIeftes eingehen. 

C m  nun zur Bildung eines Gesamturteils über das bis jetzt erschienene 
Uruçhstück des werkes zii kommen. so wollen wir a n  erster Stelle eern " 
anerkennen, daîs hier eine flezsige, durch viele Litteraturangaben unterstützte 
Zusammenstellung von sehr verschiedenartigen rlrbeiten zahlreicher Autoren 

1) In der zweiten TTRlfte des Riicheti ist die anfiinglich gebrauchte Bezeichnung 
,complsnL' regelmalçig mit ,,conplanLL vertauscht. 
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vorliegt. Eine tiefere wissenschaftliche Bedeutung vermogen wir dem Buche 
vorlaufig nicht beizilmessen; dazu fehlt es vor allem an jeder selbstiindigen 
Gestaltung des behandelten Stoffes. Nicht angenehm berührt die bereits 
horvorgehnbene Weitschweifigkeit der Darstellung mit  ihren vielen unnotigen 
Wiederholungen und vorgreifenden Andeutungen über Dinge, die doch erst 
in spateren Abschnitten behandelt werden sollen. Dabei ist die Ausdrucks- 
weise, wie wir leider gleichfalls nicht verschweigen dürfen, in mathematischer 
Reziehung ziiweilen iinklar oder geradezu i~nriohtig und auch in rein st,ili- 
stischer Hinsicht keineswegs musterhaft. Einen weiteren Mange1 erblicken 
wir vom p5dagogischen St,andpiinkte aus daIrin, daTs alle Anwendungen der 
vorget,ragenen Theorie a d  durchgeführte ~ b u r i g ~ b e i s ~ i e l e  bis jetzt noch 
vollstandig fehlen. - Für unvorteilhaft halten wir endlich die zwar kon- 
sequente, aber ungeruein ~chwe~fa l l ige  Buchstabenbezeichnurig; so bedeutet 

[~C,] die Polbahn, li? ihrcn Krümmungsrnittclpunkt, und S. 1 5 8  wird sogar 
- 

von einem Xroise k p  pesprochrn! H i d u r c h  wird nicht nur im Tert ,  

sondern namentlichpauch i n  den Figuren der Überblick sehr erschwert; 
man vergleiche z. B. Fig. 63. 

Braunschweig. R. MÜLLER. 

Q o w f  Adamcxik. Compendium der Geodasie. 8'. \Tm u. 516 S. 
Leipzig und Wien 1901,  Franz Deutiçke. 

Der Tite1 dieses Biiches verspricht insofern zu viel, als es nur einen 
Abriîs der niederen Geodasie enthült, wie der Verfasser im Vorwort übrigens 
selbst im allgemeinen zugiebt. Indessen diirften auch die Kapitel, die nach 
des Verfassers Ansicht Gebiete der hoheren Geodkisie behandeln - wie z. B. 
iiber das Heliotrop , die Komparatoren, den Spiegelsextanten , über Soldner- 
sche und konforme K o o r h a t e n  u. s. m. -! zumal mit  Rücksicht auf ihren 
knappen Inhalt,  in  einem Lehrbuch der niederen Geodiisie schon des all- 
gemeinen Verstiindnisses wegen kaum ganz fehlen. Als Kompendium der 
niederen Geodiisic kann nian das Buch aber wohl cmpfehlen. Seinern 
Charakter entsprechend bringt es keine vollstandige Darstellung des Gegen- 
standes, aber doch üborall die gebrauchlichsten und a m  meisten v~rkomrncnden 
Beobachtungs- und Reehnungsmethoden. Die Kapitel über die Beschreibung 
und Anwendung der Instrumente sind klar und einfach abgefaîst. Sehr er- 
leichtert wird das Verstandnis durch die groîse Anzahl (329) Figuren. Die 
typischen Darstellungen der Instrumente und ihrer Toile werden durch Ah- 
bildungen ausgefiihrter Instrumente , besonders aus den Werkstatten von 
L. Tesdorpf in  Stuttgart und Starke & Kammerer i n  Wien, ergiinzt. Ob- 
gleich bei der Retrachtung der praktischen Feldmelsarbeiten, wie es als 
selbstverstündlich erscheint, besonders auf die in Otiterreich giltigen Vor- 
schriften Rücksicht genommen wird, so wird doch auch in hinreichender 
Weise auf die Anweisung IS des preuhischen Grundsieuerkatasters ein- 
gegangeq. Auf den theoretischen Inhalt brauche ieh nicht niiher einzugehen, 
da  e r  Neues wohl kaum enthzlt. Die in ~ei-hiiltnismiiïsig geringer hnzahl  
vorhandenen niimerischen Reispiele sind passend gewahlt. Jedoch mochte 
ich beuierken, daîs der Methode der kleinsten Quadrate, soweit sie hier i r i  
Frage kommt, ein selbstandiges ~ a ~ i t e l  von 50 Seiten Lange gewidmet ist. 
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D a  fast alle Lehrbücher der Geodesie ein solches Kapitel enthalten, so sieht es 
b ~ i n a h e  aus (wie man auch hier aus der Überschrift des betreffenden Kapitels 
schlie~sen kann), als ob die filethode der kleinsten Quadrate nur ein Abschnitt 
der Geodasie sei Meiner Ansicht nach konnte man jetzt, wo die Methode 
der kleinsten Quadrate schon meistens ein selbstandiger Vorlesungsgegen- 
stand ist und in vielen besonderen Lehrbüchern ausführlich behandelt wird, 
die Aufnahme dieser Hilfswissenschaft in die Lehrbüüher der Geodiisie all- 
mahlich unterlassen. Die Art indessen, wie der Verfasser, seinem Zweck 
entsprechend, die Methode der kleinsten Quadrate auseinandersetzt, ist  an- 
erkennensmert, indem er sie einfach, ohne auf tiefere Begründungen einzu- 
gehen, auf das Prinzip der kleinsten Fehlerquadratsumme begründet, das 
zugleich auf das arithmetische Mittel als plausibelsten Wer t  führt. 

Das Buch enthiilt auîser einer Einleitung für die grundlegenden Be- 
griffe folgende Kapitel: 1. Nakeinheiten und Konstruktionen auf dem Papiere; 
IT. Koordinatcnrechnungen; III. Beschreibung, Theoric und Berichtigung der 
Instrumente zum Langen- und Winkelmessen; IV  Die Ausgleiehungs- 
rechnungen der praktischen Geometrie oder ('?) die Methode der kleinsten 
Quadrate; V. Horizontalaufnahmen; VI. H6henmessungen, und zum SchlulS 
auf 5 Seiten ganz kursorisch VIT. Dio Photogrammetrie. 

Potsdam. A. B o ~ s c n .  

G. Bigourdan. Le système métrique des poids ot mesuros. Son 
établissement et sa propagation graduelle, avec l'histoire des opérations 
q" ont servi à d8terminer le mètre et le  kilogramme. 8'. V I  u. 458 S. 
Paris 1901,  G authier-Villars. 

Seit der Schaffung des metrischen Systems ist ein Jahrhundert ver- 
flossen. Seine NaIse und Gewichte sind jetzt über die ganze Erde ver- 
hreitet und werden in absehbarer Zeit in allen zivilisierten Landern allein 
i m  Gcbrauch sein. Der Zeitpunkt ist  deshalb günstig f ü r  eine ausführliche 
historisch-aktenmSrsige Darstellung der Entstehung und Entwickelung dieses 
Systems gewahlt worden. Der Verfasser war zur Abfassung dieses Werkes 
u m  so geeigneter, als er schon vorher historisch-kritische Studien über die 
Elteren Gradmessungen ausgeführt hatte, und weil ihm verschiedene, sonst 
schwer zugangliche Aktenstücke und Vertjffentlichungen zur Verfügung 
standen. Die Hauptgrundlagen der Schrift hilden natürlich die ,,Base du 
système métriqueL1 von MEchain und Delambre, sowie ihre Fortsetzung durch 
Biot und Arago, und für  die neuere Zeit die Publikationen der inter- 
nationalen Neter-Kommission und des internationalen Komitees für Mafse 
und Gewichte. Aufserdem wurden besonders herangezogen für die altere 
Zeit der Moniteur universel und das Journal officiel, soivie auf der Parker  
Sternwarte aufbewahrte Original-Dokumente i n  Bezug auf das ,,Décret du 
1'' vend4miaire an XIILL und Papiere aus dem Nachlak Delelambres. Die 
Darstellung für  die Anfangszeit des metrischen Systems, wo bis jetzt noch 
manches dunkel geblieben war,  ist sehr ausführlich; sie enthelt nicht nur 
eine reine Erziihlung der Thatsachen, sondern ofter auch kritische Be- 
t,rachtungen und Zahlenangaben. Sehr nützlich erscheint aurser einem aus- 
führlichen Namens-Verzeichnis eine chronologische Tabelle der (franzosischen) 
Gesctze, Dekrctc, Zirkulare u. S. W., die sich auf Maîse und Gewichte und 
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speziell auf das metrische Systern beziehen. Einen besonderen Schmuck des 
Uuches bilden, aufser zwei Dreieckskarten des franzosischen Neridianbogens 
und einer Abbildung der Erinnerungs-Medaille der internationalen Kommission 
von 1872,  die Portrats von Delambre, Fabbroni, Lavoisier, Lefèvre-Gineau, 
Xéchain, van Swinden und Talleyründ. Das Werk wird bleibenden Wert behalten. 

Potsdain. A. Bonscu. 

k:. Haninier. Ast ronomisches  Nive l lement  d u r c h  W ü r t t e m b e r g  e t w a  
e n t l a n g  dem Meridian 9' 4' Gstlich von Greenwich. Bestimmung 
der Polhohc und der meridionalen Lotabweichung auf' den 11 Stationen: 
Uitz, Nossingen, Lustnau, Schonaiçh, Solitude, Markgroningen: Freuden- 
thal, Brackenhcim, Schmaigen, Fürfeld, Katzenbuckel. Bestimmung eines 
Azimuts a d '  den 3 Stationen Solitude, 1Clarkg~oningen und Katzenbuckel. 
Mit 1 8  Figuren im Text und eincr Tafel. I m  Auftrage des K. Mini- 
stenums des Kircben- und Schulaesens bearbeitet. Veroffentlichung der 
K. Kommission für die Internationale Erdmessung. IV. Heft. 4'. V I I i  u. 
1 5 7  S. Stuttgart 1901 ,  Druck der Union: Deutsche Verlagsanstalt. 

Der Tite1 dieser Schrift giebt bereits eine summarische Inhalts-Über- 
sicht. Sie enthalt hauptsiichlich die Resultate eines i n  den Jahren 1 8 9 7  
und 1 8 9 8  auageführten astronomischen Kivellements (nach Helmert) eur 
Bestimmung eines meridiona.len Geoidprofils fïir Württemberg in der Nahe 
des Tübinger Neridians; ihm sollen sich spater noch 3 weitere Profile in j e  
3 7  km Abstand voneinander und gegen das erste anschlieîsen. Die Pol- 
hohen sind a n  einem Breithauptschen Universal-Instrument mit einem 
8 zollipen bedeckten Horizontal- und einem ebensolchen Vertikalkreise be- 

u 

obachtet worden; die Metliode m-ar die der Messung von Cirüummeridian- 
Zenithdist,anzen. Die Beobachtungen selbst sowie ihre Berechnunn und - - 
Diskussion wird sehr ausführlicli gegeben; die erhaltene mittlere innere 
Unsicherheit für das Resultat einer Polhoheubest~immung im Betrage von 
etwa 1/3 bis 1/2 Sekunde dürRe der Leistungs&higkeit des Instrumentes 
entspreehen. Fiir Elilnination der periodisehen Teilungsfehler des Kreises 
(durçh Ueobachtung au 6 iquidistante~i Kreisstelleu) sowie für moglichste 
R e r ü c k ~ i c h t i ~ u n g  oder Unschiidlichmachung anderer storender Fehlerquellen 
ist im allgemeinen hinreichend gesorgt worden. Die 3 Azimutbestimmungen 
sind mit demselben Tnstrument durch direkte Winkelmessiirig zwischen 
Polarstern und irdischem Objekt ebenfalls a n  G Kreisstellen mit einem 
inneren mittlercn Fehler von etwa O,5" erhalten worden. Fiir Solitude ist 
auch die v. Zechsche Zltere Folholien- und Azimuthestimmung von 1880 
hcrnngezogcn worden. Die Übcreinstimmung der alten und ncuen Nessungcn 

- - 

ist  genügend. 
Die 11 Polhohenstationen liegen zwischen 48' 14,8' und 49' 28,3'  

Breite und im Durchschuitt 14 km voneinander (im Minimum 7 km und 
im Maximum 29 km); ihre geodatische Lage im System der württern- 
bergischen Landesvermessung is t ,  abgesehen von Solitude (Schlokkuppel) 
und Katzenbuckel, die dem 1)reiecksnetz unmittelhar angehoren, durch be- 
sondere und kontrolierte Messungen so bestimmt worden, dals die berechneten 
geodatischen Ureiten auf ungefihr 0,l" genau erhalten wurden. Die Mreres- 
liohen schwanken m-ischen 901 m und 1 9 3  m, Die schlieklich abgeleiteten, 
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auf Besscls Ellipsoid bezogcnen relativen Lotabweichungen i n  Breite (&) 
gegen Tübingen, für das noch die alte Bohnenbergersche Ureitenbcstimmung 
mafsgebend is t ,  sind im allgemeinen gering; der groîste Unterschied findet 
sich zwischen den beidcn ersten südlichen Stationen Bitz ( j  = - 3,9") 
und Mossingen (& = + 2,8") im Betrage von 6,7" bei 9 '  48,5" Erd- 
bogen, ein Wert,  der durch die Anziehung des Albplateaus erkliirlich ist. 
Wegcn der Unsiehcrheit dcr Breite von Tübingen, die mehrerc Sekundcn 
betragen kann,  konnen die aufgeführten Werte der Lotabweichungen i n  
Breitc ebenfalls mit eincm gcmeinsamen Fehlcr von diesem Botrage behaftet 
sein; die geringe Lotabweichung von - 0,6" i n  dem nur  2,7 km nord- 
ostlich von Tübingen gelcgenen Lustnau scheint indessen doch auf die an- 
geniiherte Richtigkeit der Tübinger Polhohe liinzuweisen. Die rclativen 
Lotabweichungen je zweier Nivellementspunkte gogencinander, auf die es 
vorerst fast allein ankommt, dürften dagegen etwa mit einem mittleren 
Fchler von hochstens 0,7" behaftet sein, der wohl auch noch für  eine hin- 
reichend genaue Konstruktion des Geoidprofils, trotz der geringen Schwan- 
kungen i n  den Lotabweichungsbetriigen selbst, genügen wird. Diese Kon- 
struktion des Geoidprofilç ist übrigens, obwohl sie der Endzweck der ganzen 
hrbei t  is t  und auch sehr einfach und zwar zunachst ohne Rücksicht auf die 
i n  Aussicht genommenen Arbeiten zu erleaigen ist, nicht ausgeführt, sondern 
f ü r  spater zurückgestcllt worden. 

Die 3 -4zimutbestimmungen (besonders die Neumessung in Solitude) 
sind von dcm Verfasser zu dem Zweck ausgeführt wordcn, u m  eine Kon- 
trole oder Verbesserung des Uohnenbergerschen Azimuts in  Tübingen zu 
crlangen, odcr, was dssselbe ist,  ,,um über den wil-lzlichen Wert  des Ver- 
drehu&swinkels der x-hchse unseres Landesvemessmgssystems gegen den 
Noridian in  Punktcn des vorliegcnden astronomischcn Nivellements gcnügcnde 
Auskunft erhalten zu konnen" (S. 113). Wie sich der Verfasser die Aus- 
führung dicscr dbsicht dcnkt, ist  nicht ganz klar; es soi denn, dais er ent- 
weder -die Nichtexistenz relativer ostwestlicher Lotabweichungskomponenten 
annehme, oder d a k  or dcren Einfluk auf die Azimutbestimmungen leugnc 
(vergl. hierzu S. 1461'147). Die gegenseitigen Azimutbestimmungen Solitude- 
Markgroningen und Solitude-Katzenbuçkel, fïir die kcine alteren winkel- 
messungen notig sind, zeigen gegeneinander relative Lotabweichungen in 
Azimut von ca. 2,3" und von 4,6", die zum grofsten Teil, dies aber jedcnfalls 
f ü r  Solitude-Katzenbuckel, reell sein dürften. Gegen das von Bohnenberger 
bestimmte Azimut i n  Tübingen zeigen diese 3 Stationen relative Lot- 
abweichungen i n  Azimut im Betrage von + 1,O" in Solitude, - 1,3" in  
Markgroningen und von - 3,6" in  Katzenbuckel, die schon wegen der Un- 
sicherheit des Ausgangsazimuts und der von ihm bis nach Solitude ein- 
gehenden alten MTinkelmessiingen eine allon gemcinsame Tlnsichcrhcit von 
mehreren Sekunden haben dürften. Jedenfalls is t  zwischen Solitude und 
Katzenhuckel eine relative Lotabweichuna in Lange von etwa 6" vorlianden. " u 

Die Beobachtungen sind nur zum geringeren Teil vom ,Verfasser selbst, 
zum erijrseren Teile von anderen. hauntsachlich von Herrn Prof. Haller. die 

L. 

Rechnuugen aber fast vollstündig von H e m  Hagenmeyer ausgeführt worden, 
beides indessen nach der Anleitung und unter der Kontrole des Verfassers. 

Potsdam. A. Bijizscn. 
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Ch. AUgUst V0glW. Geodat i sche  Ü b u n g e n  für L a n d m e s s e r  u n d  
I n g e n i e u r e .  Zweite, erweiterte Auf lage. Zweiter Teil: W i n t e ~ b u n g c n .  
Mit 25 eingedruckten Abbildungen. 8'. V I  u. 1 5 4  S. Berlin 1901 ,  
Paul  Parey. 

Die erste Auflage dieses i;'bungsbuches erschien 1 8 9 0 ,  der erste Teil 
der zweiten Auflage 1899,  dern nunmehr der zweite Teil, enthaltend die 
Winteriibungen, gefolgt ist. E r  schliel'st siçh auch adserlich, i n  Bezug auf 
 agin nier un^, ~ a $ t e l & t e i l u n ~  und Aufgabennumerierung, unmittelba; a n  
den ersten Teil an. Es werden i n  4 Kapiteln 4 8  Aufgaben über das 
Fernrohr, die Libelle, den Theodolith und solche aus der Ausgleiühungs- 
rechnung behandelt. Die drei erstgenannten Kapit,el geben ausführliche 
~ n w e i s u i ~ e n  und Beispiele für fast alle wichtigeren Restimmungen von 
Konstanten und Fehlern, nebst ihrer Justierung, für die fraglichen Instru- 
mente, sowie für  ihre Anwendung. Die ^4ufgaben aus der Ausgleichungs- 
rechnung behaudeln zum Teil ebenfalls Bestimmungen von Instrumcntal- 
konstanten, zum Teil A4usgleichungen von Winkelmessungen auf der Station 
und in einfachen Netzen, von Nivellements und von Vorwarts- und 
X.ückwirtseinschniti,en. ~ u l h  Schreibers fingierte , "der vielmehr reduzierte 
Fehlergleichungen und ihre  Anwendung finden hier einen Platz. Die 
theoretischen Grundlagen für die einzelneri Aufgaben werden jedesmal auf- 
geführt. Weshalb der Verfasser auf der doch nun einmal nicht eingebürgerten 

Bezeichung von Surumen in der E'orrn z, die unter Urnst%nden sehr schwer- 
fallig und sogar iinrn6glich sein kann, gegeniiber der allgemein üblichcn 
Gauîsschen Form [LI.] beharrt, ist schwer verstandlich, zurrial er doch haufig 

îuch Bezeichnungen w i o  LU.] und [-7 anwendct. Für Studierende, bc- 
9 

sonders fiir die Zuhorer des Verfassers an der T~andwirtschaftlichen Hoch- 
schule i n  Berliu, ist  diese sehr sorgfillig ausgewiihlte und durchgearbeitete 
.4iifgabensammlung sehr geeignet, das Verstandnis für das in den Vor- 
lesungen Vorgetragene zu fdrdern. 

Potsdam. A. BORSCH. 
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Nene Bücher. 

Ari thmet ik  und  Analysis. 

ASTRESSE, PII., Traité général théorique et  pratique 
T. 1. II-8". Paris, Fontemoing. 

FOT~RREY, E., Récréations arithmétiques. 28 Ed. h A O .  
KOLL, OTTO, Die Theorie der Beobachtungsfehler und 

des assurances mutuelles. 
Fr.  6. 

Paris, Nony. Fr. 3.50. 
die Nethode der kleinsten 

djiiadrate mit ihrer Anwendung auf die Geodasie und die Wassermessungen. 
2. A d .  Lex. 8O. XLI, 323 u .  31 S. Berlin, Springer. 

M. 10 ,  geb. in Leinw. M. 11.20. 
SPOHEER, C., Das h6here kaufmannische Rechnen. 3.  Aufl. H o .  VI, 194 S. Stutt- 

g a ~ t ,  Nitzechke. geb.,  i n  Leinw. M. 2. 
VOGT, II., Eléments de mathématiques supérieures à l'usage des physiciens, 

chimiste3 et  ingénieurs etc. Or. in-BU. Paris, Nony. Fr. 10. 

Astronouiie, Geodasie, J a u t i k .  

COMSTOCK, GEORGE C., A tcxt-book of Astronomy. 8v0, pp. 402. London, Hirsch- 
feld. 7 s. 6 d. 

G ~ ~ o i u u o ,  &AC. ,  Nuovo metodo per determinare la  longitudine con le distanze 
lunari scnea ridiirre la distanza apparente in distanza vera e gencentrica. 
Bo fig. p. 7. Ijari, h t , e r za  e figli. 

,GRAFP, K., Formcln u n d  Hilfstafcln EUT Reduktion von Mondbeobachtungen und 
Mondphotographien für selenographische Zwecke. Diss. Berlin. do. 48 S 

KREUTZ, HEINE., Dritersuchungen über das System der Kometen 1843 1, 1880 1 und 
1382 11. 3. Tl. (Abhandlungen, astronomische, als Erganzungshefte zu den 
astronom. Nachrichten hrsg., Er. 1.) gr. 4". IV, 94 S. Hamburg, Mauke 
Siihue. M. 9. 

LAUSSEDAT, A., Recherches sur les Instruments, les MEthodes e t  l e  Dessin topo- 
graphiques. T.  Ii. (110 partie). Gr. in-8' avec 51 fig., 15 pl. Paris, Gauthier- 
Villars. Fr. 10. 

MARCKAND, JULES, Partage des terrains. Arpentage, lev6 des plans e t  nivellement. 
In-go. Louvain, Uystpmyst. Fr. 4. 

MOLLKR, JOHS., Bestimmung dcr Bahn des Kometen, 1897 1. (Astronom. Abhandlgn. 
Kr. 2.) gr. 4O, 24 S.  Hamburg. Mauke Sohnc. M. 2 .50  

h r ~ t e i i e n d e  Genmetrie. 

BHEITIIOP, N. e t  BIUXTHOF, FKANZ, Traité de géomktrie descriptive. Premitre partie. 
Texte: point, droite, plau. 40 éd. In-a0 avec atlas in-4" de  24 pl. Louvain, 
Uystprugst. Fr. 9 .  

HI~.TESKOPER, M., Angewandte (architektonisçhe) Schattenlehre. (Methode Hitten- 
kofer Nr. 10.) 4. Aufl. Mit 43 Abbildgn. i n  der Beschreibg. - Unterweisungen 
und Aufgaben. Lex. 8O. 25 S. Strelitz, Hittenkofer. 

M. 1 .80.  - 1 6  Übungsblattcr daou, gr. 4" M. 4.b0. 
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Geschichte. 

CANTOR, Mon., Vorlesungen über Geschichte dcr Mathematik. LU. Bd. 3. Abtlg. 
Abschn. XVIII. (1725-1768). Mit 72 Textfig. 2. Aufl. gr. Bo. X, S. 493-923. 
Leipzig, Teubncr. M. 12 .40 .  

HOPPE; Ebm., Zur Geschichtc der Fernwirkung. Progr. gr. 4O, 26 8.  Hamburg, 
Herold. M. 2. 

Mechanik. 

AITELL, P., Traité de mécanique rationelle. S. III: Equilibre et  mouvement des 
milieux continus (Premier fascicule). Paris, Gauthier-Villars. Prix du volume 
complet pour les souscripteurs. Fr. 15. 

BREGQEN, J vaiu D m ,  Leerboek der mechanies. vcle opgeloste vraagstukken 
en opgaven. Gr. Bo. 8 en 192  blz. m. 120 fig. Groningen, Koorùhoff. 

F. 2 . 2 5 .  
FOPPL, BUG., Résistance des matériaux et  éléments de la théorie mathématique 

de l'élasticite, traduit de l'allemand par E. HAHN. Gr. in-8O avec 74 figures. 
Paris, Gauthier -Villars. Fr. 15. 

FRITSCH, H., Eulers Darstellung der Undurchdringlichkeit als Quelle von Kraften 
wei te rgef ï i .  Progr. Konigsberg i. Pr. 4 O .  1 6  S. 

KECK, W., Fragen über die wichtigsten Gegenstinde ails dem Gehiete der Mechanik. 
4. A d .  gr. Bo.  16 S. Hannover, Helwing. M. -..50. 

Koecmm, R E N ~ ,  Formeln und Tabellen m m  Gebrauche bei der Herechnung von 
Konstruktionsteilen auf Zug, Druck (Knicken) und Biegung. Schmal gr. 8". 
V, 97 S. m. Fig. Zürich, Rascher. geb. in Leinw. M. 4.80. 

KOECHLIN, R m i ,  Formules et tableaux pour le calcul de pièces de construction, 
à la traction, à la compression (flambage) et à la flexion. In-8". Paris, 
Uéranger. Cart. Fr. 6.50. 

MÜLLEB-BRESLAU, HEINE. P. B., Die graphische Statik der Baukonstniktionen. 3. Aufl. 
1. Ud. gr. Bo. VIII, 654 S. m. 541 Textiïg. u. 7 lith. Taf. Leipzig, Baumgartner. 

M. 18, geb. M. 20. 
PA~QUIER, ERNEST, Cours de mécanique analytique. Y'. 1. Vecteurs. Cinématique; 

statique et dynamique du point. In-SU. Louvain, Uystpniyst. Fr. 10. 
PLATNXB, GUBT., L)ie Mechanik der Atome: gr. 8". IV, 97 S. Berlin, Erayn. 

M. 2.50. 
EESAL, JEAN, Stabilité des constructions. Cours de l'école des ponts et chaussées. 

Gr. in-Bo avec 242 iig. Pariu, Baudry. Pr. 20. 
SCHUBEKT, &EH., Theorie des Sçhlicksçhen Massen-Ausgleichs bei mehrkurbeligen 

I)ampfmaschinen. gr. SO. 132 S. m. Fig. Leipzig, Goachen. M. 12. 
SCHULZE, P.,  tfber asjmmetrische Schwingungen um eiue Lage ~tabilen Gleich- 

gewiçhts. Diss. Greifswald. 8". 97 S. m. 21 Fig. 
VIEHENDEL, A., Cown de stabilité des const~ctions. T. IV. Charpentes articulées. 

Gr. in-8' avec fig. et 1 pl. Paris, VR Dunod. Fr. 3 . 7 5 .  
ZIMMEBXANN, Über Raumfachwerke. Neue Formen und Berechnungsweisen für 

Kuppeln und sonstige Dachbauten. gr. Bo. VI, 93 S. m. Abb. Berlin, Ernst 
& Sohn. hl. 8, geb. in Leinw. N. 9. 

P h y ~ i à .  

U o c s s m ~ s ~ ,  J., Thkorie analytique de la chaleur. E s e  en harmonie avec la 
thermodynamique et avec la théorie mécanique de la lumière. T. 1. (Aura 
2 volumee.) Problèmes généraux. Gr. in-8u avec 14 fig. l'aria, Uauthier- 
Villars. Fr. 10. 

F~RTSCHKITTE, DIE, der Physik im J. 1900. Uargestellt von der deutscheu physikal. 
Gesellschaft. 56. Jahrg. 3. Abt. Kosmische Physik gr. 8". XLVU, 472 S. 
Brauuschweig, Vieweg & Sohn. M. 18. 

Zeitrchnft f. Mathamat& u. Physik. 4ô. Band. 1901. 4. Heft. 3 3 
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DASSFLBE, 56. Jahrg. 1.  Abt. Physik der Materie. gr. Bo. XXXVI, 357 S. Ebenda. 
&I. 15. 

GAGES, L., Trait6 d'électricitc'. T.  1. (Aura 3 Volumes.) Gr. in-Bo avec 142 fig. 
Paris, Desforges. Fr. 8. 

GBIFFITHS, E. H., The thermal measurement of energy. Lectures delivcrcd at  
the Philosophical Hall, Leeds. Cr. Bvo, pp. 135. Cambridge, Cniv. Press. 

2 8. 

f i i i ~ ~ a ,  J., Über den Einflurs der Temperatur auf die Wirmeleitung von Gliisern. 
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Verzeichnis von Abhandlungen aus der angewandten 
Mathematik, die im Jahre 1900 in technischen Zeitschriften 

erschienen sind. 

Zusamrnengestellt von E. WOLFFING in Stuttgart. 

Abkürzungen für die Tite1 der ausgezogenen Zeitschriften. 
A. B. (Wiener) Allgemeine Bauzeitung, 
' Jahrgang 65. 
A. E. R. J. American Engine and Railroad 

Journal, vol. 74. 
A. 6.B. (Glasers) Annalen für Gewerbe 

und Bauwesen, Band 46 und 47. 
Am.M. American Maschinist vol. 23. 
A. P. Ch. Annales des ponts et  chaussées, 

série 10. année. 
B. The Builder, vol. 77 und TH.  
C.B. Centralbhtt der Bauverwaltung, 

Jahrgang 20. 
D. B. Deutsche Bauzeitung, Jahrgang 34. 
Eg. Engineeriug vol. 69 und vol. 70. 
G .  1. Gesiindheitsingenieur, Jahrgang 23. 
J. 6. W. (Schillings) Journal für Gas- 

beleuchtung und Wasserversorgung, - - 
Jahrgang 43.  

M.I.C. Memoires de la  Société des In- 
g é n i e ~ ~  C i d e s  de  France, 1900. 

O.F.E. Organ für die Fortschritte des 
Eiaenbahnwesens 55. 

P.J. (Dinglers) Polytechnisches Journal, 
Hand 315. 

Schw. B. Schweizerische Rauzeitung, 
Band 35 und 36. 

T.B. Technische Bk t t e r ,  Jahrgang 31, 
Heft 4 ;  Jahrgang 32, Heft 1-3. 

V.Y. 8. Verhandlungen des Vereins für 
Gewerbfleik, Jahrgang 79. 

Z.A.I. Zeitschrift für Architsktur und 
Ingenieurwesen, Hannover, Heftaus- 
gabe, Band 46 .  

Z. B. Zeitschrift für Biuwesen , Jahr- 
gang 50. 

Z. E. Zeitschrift für Elektrochemie, 
Band 6. 

Z. G. Zeitschrift für Gewiisserkunde, 
Band 3.  

Z.K. Zeitschrift für die gesamte Kalte- 
industrie, Jahrgang 7 .  

Z.O.I.A.V. Zeitschrift des osterreich. 
Ingenieur- und Architektenvereins, 
Jahrgang 52. 

Z.V.D.I. Zeitschrift des Vereins deutscher 
Tngenieure, Band 44. 

Z.W. Zeitschrift für Werkzeugma~chinen, 
Band 4. 

Aerodynamik. ! Dynamik. 
1 .  R. Xotfahl. Winddruck. Z . V . D .  1. 

44 .  1021. 
2. F. Heinz. Grundlagen der Flug- 

lehre. P.J. 315. 2 0 7 ;  223. 

Arithmetik, pulitische. 
3. A. Ruhlr: von Lilienstcrn. Ziir Re- 

stimmung der Befijrderungskosten im 
Eisen+ahnhet;rieha. X. A .  1. (2) 5. 209 . .  

4.  Schubert Formeln für Stofse von 
Blechtragcrn. C.B. 20. 279. 

5. V. Fischer. Uie l lamphaschine  
als monocyclisches System behandelt 
P.J. 315. 485. 

6 .  0. i'?chliek. The balancing of steam 
engines Eg. 69. 4'72; 531. 

7 .  J. Mnefarlane Gray Graphic 
method of balançing marine engines. 
Eg. 69 487. 
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8 .  Lorenz. The unformity of turning 
moments of marine engines. Eg. 69. 
503; 529. 

9. E. Rrauls. Rotiercnde Machinen- 
Leile. Z.K. 7. 231. 

10. F. Güvel. Die Bestimmune des 

fahren. Z. V. D.I.  44. 1569 ; 1431. 
1 1  . l n  Zur 'Frane der 

1577. 
12. A. L. de Leeuw. Some points 

about cutting spiral gears. Am. M. 23. 
30. 

13. H. ZIefs. Planer counter~haft 
location. Am.M. 23. 477. 

14. A. L .  de Leeuw. Planer counter- 
shafts. Am. M. 23. 637. 

15 .  Wittfeld. f i e r  wirtschaftlich vor- 
teilhafteste Lokomot,iven. C.B. 20. 205. 

16. F. J. Cole. Locomotive design. 
A.E.R.J. 74. 307. 

17.  Pfcrr. Rewegungsverhaltnisse von 
Eisenbahnzügen. C.B. 20. 46. 

18. C.  Schliifs. Uber den Wirkungs- 
grad der Spindelbremsen von Eisenbahn- 
fahrzeugen. Z .  O.I .A.V.  52. 223. 

19. 3. Lang. Einschaltung einer 
Weiche mit gekrümrntem Hauptgeleise 
in einen Kreisbogen. O.F.E. (8) 37. 8 ;  
32. 

20 .  R .  Petersen. h e r  die Gesetze. 
welche der Fahrgeschwindigkeit auf 
Eisenbahnen durch die Fliehkraft in 
Rahnkrümmungengesetztwerden. O. F. E. 
(2) 37. 155. 

21. W. Ritter. Die Richtersweiler 
Holzriese. Schw.B. 33. 199; 213. 

22. C. J. Kriemler. Die Umlegung 
eincs Kamins. 8chw.B. 36. 250. 

Elastizitiits- und Festigkeitslehre. 

23. J. Kiibler. Die richtige Knick- 
formel. Z.V.D. J .  44. 82;  738. - Kriem- 
ler. 1132. 

24. J. Kübler. Die richtige Knick- 
'formel. D.B. 34. 5 8 ;  308. - Kriemler. 
611. 

28.  E. Grafstrom. Fibre stresses due 
te impact. A.E.R. J. 74 17. 

29.  K. Ilager. Die Spannungsver- 
teilung in elastischem Materid . D. B. 
34. 130. 

30. -. Criteriona in strength. Eg. 
70. 241. 

31. -. Details of structural iron and 
steel. B. 78. 18;  41: 65;  89; 118; 171; 
191: 218: 244: 269:295:  324:349: 379: , , , , , . . .  
404; 424; 447; 470; 495; 623; 546; 509; 
591; 619; 649. 

32. W. Schiile. Festiakeit und 

25. A. Francke. Einiges über Knick- 
spanniingen. Z.A.1. (2) 5. 239. 

26. Hure1 de la Noé. Déformations 
et  conditions de la rupture dans les 
corps ~olides. A.P. et Ch. (7) X B. 180. I 

27. 0. Mohr. Welche Umstande be- 
dingen die Elastizitatsgrenze und den , 
Bruch eines Nateriales? Z.V D. 1. 44. 
1624; 1672. 

ElestizitBt gewolbter platte;.' P.J. 315. 
661. 

33. F. Rofskothm. Die rechnerische 
Ermittlung der Spannungsgrenzlinie in 
Mauerquerschnit~ten bei Ausschlufs von 
Zugspannungen. C.B. 20. 242. 

34. M. Griibler. Ringspannungen und 
Zugfestigkeit. Z.V.D.1. 44. 1157. 

36. F. Leitznmnn. Eine Aufgabe aus 
der Stolselastizitit und -Festigkeit. Z.V. 
D.I .  44. 417; 514. 

36. R. A. Bruce. Flat springs. Am.M. 
23. 688. 

57. E. Brafstrmn. Graphical treat- 
ment of helical springs. A.  E.R. J. 74 .86 .  

38. A .  Francke. Einiges iiber Stab- 
biegung. C.B. 20. 485. 

39. 0. Kalda. Ihier die Durçhbiegnng 
einfacher Trager. T.B. 32. 70. 

40 .  Ramisch. Ermittelung der Glei- 
chungen der elastisehen Linien eines 
auf 2 Stützpunkten ruhenden und mit 
Einzellasten veraehenen Tragers von 
überall gleichem Querschnitte. Z. O. 1. 
A.V. 52. 91. 

4 1 .  Ramisch. Neue Bestimmung der 
Spannkrafte in den Staben eines be- 
sonderen Trageru. C.B. 20. 106. 

42. A. Francke. Zeichnerische Dar- 
steilnng der elastischen Durchbiegung 
der Bogentrager. Z.B. 60. 289. 

43. A. Vierendeel. Théorie gbnérale 
des poutres 6lastiques. M. 1. C. 53. II. 
163. 

44. C. F .  Blake. The strength of 
1-beam girderu. Am.M. 23. 959. 

45. Camerer. Beitrage znr Schrauben- 
rechnung. Z . V . D . I . 4 4 .  1063. 

46. P. Re Charpentes métalliques 
do la  salle l i s  fêtes de i'exooaition de 
1900. N.I.C. 53II.  449. 
1347. A. Buntlin. Zur Benrteilung von 
Expansionsschiebersteuemngen. Z.VD. 1. 
44. 863. 

48. G.  Hugwnin. Untersuchnng der 
Knickfestigkeit von Kolh'enstangen. Schw. 
B. 36. 86. 
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4 9 .  R. Schanzer. Propellor shafts. 
Eg. 69. 536. 

50 .  Prep'z. Der gespannh? Hohl- 
zylinder. P.J. 315. 453; 476. 

5 1 .  A.  Petterson. Cylinders under 
interna1 pressure. Am: M. 23. 159. 

52. W. Schiile. Uber die nean- 
spnichung von Schlcifstcincn durch die 
ZentrifugalkraSt. P.J. 315. 37. 

63. -. Der EinfluCa der Eiseneinlagen 
auf die Eigenschaften des Mnrtels und 
Bctons. Schw.B. 36. 235. 

04. J. Rofsha~zdler. Anwendung und 
Theorie der Betoneisenkonstruktionen. 
Schw.B. 36. 93;  101;  109;  129. 

55. B. Musiol. Das Zichen auf Zieh- 
pressen in Theorie und Praxis. P.J. 
315. 428. 

56. G. Mantel. Die Standfestigkeit 
von B ~ c k e n  auf Pendelsiiden. C. 13. 20. 
289. - W. Cauer 412. 

57. C. Bach. t b e r  die Proportionali- 
f i t  zwivehen Dehnungen und Spanuungen 
bei Sandstein. Z.V. D.I. 44. 1169. 

58. A. Ehrlich Die Fordernng mit 
Treibscheibe. Z.V. D.I. 44. 675. 

69. A. Francke. Der Einflurs wage- 
rechter Seitenkrifte aiif die Verandemng 
der Spurweite des eisernen Quer- 
schwellenoberbaus. O.P.E. (2) 37. 302. 

60. A. y~ancke. Hinige Rechnungs- 
formeln für die eiserne Querschnitt- 
schwelle. O.F.E. (2) 37. 89.  

61. A. F ~ a w k e .  Der Einfluîs un- 
symmetriwher Relastiing der Quer- 
schwelle. O. F.E. (2) 37. 228. 

62. H. Herrmann. Über den Bau 
langer Wagenwande. O. F. E. (2) 37. 
55;  79. 

63. W. Colzradt. Beitrag zur Fcstig- 
keitsberechnung der Kesselw&nde. Z. 0. 
I.A.V. 52. 663. 697. 

64. G. Barkhausen. Neuere Formen 
von Flüssigkeitsbehaltcrn. Z.V.D.I. 44.  
1594;  1681. 
65. G. Cadart. Note sur les calculu 

de rCsistance d'une carcasse de porte 
d'écluse. A. P.  et  Ch. (7)X.  C. 267. 

E l e k t r i z i t l t  und Magnetisniiis; 
Elektrotechnik.  

66. R. Mewes. Das Dopplersche Prin- 
zip und das clektrodynamischc G ~ n d -  
gesetz Webers. P.J. 315. 295. 

61. B. Mewes. Die Faraday-Maxwell- 
sche Theorie im Lichte der Sellmeier- 
Helmholteschen Absorptionstheorie. P.J. 
315. 466. 

68. R. Mewes. Reitrzg eur Erkliimng 
des Ohmschen Gesetzes. P.J. 315. 501; 
520. 

69. Fleming. Rlectric oscillations. Eg.  
70. 772. 

70. C. Heinke. fiber Wcllenstrom- 
energie. V.V.G. 79.  115. 

7 1 .  W. 71udde71. The direct current 
arc. Eg. 70.  799; 818. 

72. N. B. F Parsha21 and Il .  ,W $IO- 
bart. Design of alternators. Eg. 70. 107;  
141;  227; 464;  486; 591;  815. 

73. B. v. Michelis. Die elektrischen 
Akkumulatoren. J. G. W. 43. 91 ; 111 ; 
192;  576;  595. 

7 4 .  AT, hTorden,. ffber eine Met,hodc 
zur Bestimmung der wahren Ober- 
flkchen von Akkumulatorplatten. Z E. 
6. 397. 

75. R. Mewes. Der Erdinduktor von 
Wilhelm Weher; seine Thcorie und An- 
wendung. P.J. 315. 676. 

76. -. Lessons in modern electrical 
engineering. B. 79. 6 ;  1 4 ;  38; 57;  111; 
135; 157;  178;  1 9 7 ; 2 1 5 ; 2 3 7 ;  255; 274;  
295;  323;  346; 369;  395; 422;  447;  467;  
493; 521;  546; 572;  592;  594. 

77. O. Lasche. Elektrischer Antrieb 
von Walzwerken. Z.W. 4. 187. 

78. O .  Schuefer. Berechnung elek- 
t,rischer Maschinen mit Hilfe graphiucher 
Methoden. P.J. 315. 175. 

79. Pfwr. Ob auf Stadtbahnen der 
elektrische Betrieb eingefiihrt werden 
moïs. A.G.B. 46. 92;  146. 

80. Pforr. Der elektrische Betrieb auf 
der~er l i 'ner  ~ t a d t -  undRingbahn. A. G.B. 
47. 242. 

81. H. Damteel. Chemischeu Gleich- 
gewicht und elektromotorische Kraft. 
Z.E. 6. 293. 

82. 17 Casewitz. La téléerauhie sous- 
marine en France. M. 1. ~ : ~ ' 5 3 ' 1 .  B. 365. 

Erddruck.  

83. A Francke. Die Glcitflache des 
Erddrucknrismas und der Erddruck. 
Z.A.I.  p j 5 .  247. 

84. A.  Fruncke. Einipes über Funda- 
mentje. Gchw.B. 35.  145. 

85. 8. Seymat. Pose de la voie. 
Comparaison des divers modes de travail 
utilisée à ce jour. M.1. C. 5 3 n .  676. 

86. S. Wellisch. Die Genaujgkeits- 
bestimmung eines Planes. Z. 6 1. A.V. 
52. 735. 
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Geometrie. 

87. B. Vogel. Finding the radius. 
Am.M. 23. 797. - G. B. E a s y  892. - 
G. 8. Goodfellow 913 - B. Vogel 9 8 2 .  

H. W. Halbaum 1027. 
88. J. Hwsfall. The cirde squaring. 

Eg. 69. 263. - A. 8. E. Ackermanla 331. 
- C. P a i n  362. 

89. F. O. Huwk Laying out angles. 
Am.N. 23. 311. 

90. D. A. Low. Construction of the 
euive PVn = C. dm. M. 23. 624. - 
G .  A. 15. 591. 

Graphische Verfahren. 

91. A. S. ~sterreieher.  Graphische 
Bestimmung des Placheninhaltes von 
unregelmakigen Figuren. Z. V. D. T 44 
155. 

92. 1". D. B u m m e l .  Graphical con- 
8truetion in engincering. Eg. 69. 601. 

93. J. Macfarlane Gray .  üraphic 
method of balancing marine engines. 
Am.M. 23.  592. 

Hydrodynamik, Bydranlik, 
Hydrologie. 

94. II. S. Hele-X+uw. The pressure 
on an inclined plane with special refe- 
rence to balance rudders. Eg. 69. 507. 

96. LT. S. Hele-Shaw.  Pressure due 
to flow round snbmerged surfaces. Eg. 
70.  65.  

96. H. Graaaliw.  Die mittlere Ab- 
flul'smenge. Z.G. 3. 212. 

97. 11. Graaelzus. IIerrn Bazins neue 
Untersuchnngen über den Abflufs an 
Uberfallen. X.G. 3. 162. 

98. E. Reyerhazis. Die Bewegung~art 
des Wassers in Stromkrümmungen. C.B. 
20. 611 

99. Fargue.  Hydrauliyne fluminale. 
A . P .  et Ch. ( 7 )  XA.  106. 

100. ~ a d t i e r .  Hydraulique des cours 
d'eau. A.P. et Ch. ( 7 )  XC. 207. 

101. C. R Aird. IJber den Bemiff 
oines hydraulischen Momentes der mo al- 
querschnitte. Z.I. A.- (2)  5 .  401. 

102. Rourd~11e.s. Etude sur le r6gime 
de la marée dans les estuaries et dans 
les fleuves. A. Pl. et Ch. ( 7 )  X C. 5. 

103. Roth,er. Vber Fortschrittc in der 
Verwenduug Woltruaunscher E'liigel in 
der Wa~sermessim~.  J.G.W. 43. 735. u 

104. H. Graaelius. Cntersuchungen 
iiber die Veranderlichkeit und sekulare 
Variation der hydrologischen Elemente. 
Z.G.  3 .  2 7 ;  92.  

106. H. G ~ a v e l i u s .  Die Wassermenge 
der Donm bei Wien. Z.G. 3. 200. 

106. H. Gravelius. Die Wassermengc 
der Wolga bei Ssamara. Z.G. 3. 292. 

107. H. Gravelius. Waescrmengen- 
messung in Ungarn. Z.G. 3. 307. 

108. G. Xusso. The rolling of ships 
on waves. Eg. 69. 442;  493. 

109. J. H. Biles. O n  laree careo - " 
steamers. Eg. 69.  763. 

110. G .  H. B r v a n .  The action of 
bilge keels. Eg. 65.  72.. 

111. A. Johrew.  Uber die Bean- 
sprnchung langer schwimmender Lan- 
dnng~anla~gen. Z. A .  1. ( 2 )  5. .51. - 
A. Prancke 249. 

Inhalte. 

112. A. Coulmm. Die Ermittelung 
von Querschnittsinhdten von Bahn- 
korperu. C .U.  20. 89. 

113. B. Pzc17er. Emittelung der 
Querschittinhalte bei Bahkorpern. 
C.B. 20. 405. 

114. B. Selle. Ein Erdrnassenmak+ 
stab. C.B. 20. 202. 

Instrumentenkunde. 

116. -. Michelsons Echelon spec- 
troscope. Eg. 69. 239. 

Kinem atik. 

116. J. B. 'Peddle. Straight Line mo- 
tions. Am.M. 23. 245. 

117. R. A. Bruce.  Designing spiral 
wheels for given centers. Am.M.23.345.  

118. A. Z r n s t .  Eingriffsverhaltniuse 
der Schneckengetriebc mit Evolvcntcn- 
und Zykloideuverzahnuiig und iùr E h -  
fluSs auf di?, Lebensdauer der l'riehwerke. 
Z.V.D.I. 44. 1313;  1423; 1466 . -XRother  
1474. 

119. 0. Xerre.  Das exzentrische Kreis- 
radgetriebe für ein Urudrehungsverhiilt- 
nis 1 : 2. P.J.  315. 359. 

120. J. B. Taylor.  Analysis of the 
cams of the geometric boring tool. Am.M.  
23. 565. 

131. J. BB. Goebel. t%er Naheruugs- 
gleichiing~n nnd deren Anwendung hei 
technischen Rechnungen. G. 1. 23. 88. 

Naiitik. 

122. M. Geztel. Die konstruktive 
Entwicklung der Seefeuer. A. G.B. 47. 
2 2 ;  45. 
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Perspektire. 
123. F Meisel. Perspektivische -4b- 

bildung der auf einer normalen Cylinder- 
flïche liegenden Kreise auf einer der 
Cylinderaxe parallelcn Ebene. D.B. 34. 
447. 

Prinxipien der inuth. Pliysik. 
124. R ~ ~ . ~ P w P B .  Die Bejtimmnng 

der B'ortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Schwerkraftstrahlen mittels ries Ilopp- 
lerschen Prinzips. P.J. 316. 637. 

Reehnen, numerischeu. 
126. R. Mewes. Die Doms'scheRechen- 

methode im Vergleich eu andern Hilfs- 
mitteln des Rechnens. P.J. 316. 547. 

Beibung. 
126. J Hammer. Untersuchung von 

Pahrradern. P.J. 316. 317. 
127. G. Dettmar. Neuc Versuche 

über Lageneibung nebxt neuer Berech- 
nungsmethode derselben. P.J. 315. 88. 

Schwerp unkte. 

128. F, II. Hummel. Graphical con- 
structions for finding the center of gra- 
vity and moment of inertia of irregular 
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