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DES INVARIANTS COMMUNS A DEUX FONGTIONS QUADRATIQUES, HOMOGENES,
A DEUX, TROIS OU QUATRE VARIABLES.

— Séance du 26 aout 1874. —

1. — Si I'on considére une fonction homogéne du second degré a
deux variables
Ax? 4 2Bxy+ Cy?
on sait que cette fonction admet un invariant unique (¥) qui est son
discriminant AC — B2,
Si Von considére en outre une seconde fonction de méme esplce,

Ay 22+ 2B, 2y - C; o2,
les deux fonctions, envisagées simultanément, possédent un invariant
commun, c’est-d-dire une fonction de leurs coefficients qui ne change
pas & un facteur prés, par une substitution linéaire. Il est connu (**)
que cet invariant s'obtient au moyen de I'expression

At 4-2Bay + Gy + 2 (A x>+ 2By + Ci ),
en cherchant son discriminant et formant les coefficients des différentes
puissances de A. Ce discriminant n’est autre que
(A4+2) (C+2C) — (B + XB))2,
AC— B4 W [AC, + CA,—2BB,] + R [A, C,— B2,

Le premier et le troisiéme coefficients sout respectivement les inva-
riants des deux fonctions considérées. Quant au second, il renferme les
coefficients des deux fonctions : c’est un invariant commun. On pecut
Vinterpréter géométriquement, et il est facile de voir que si lon fait
y =1 dans les deux fonctions, et si on les égale i zéro, de fagon & ob-
tenir deux équations en a, les_racines de ces équations portées sur une
méme droite, & partir d’'une méme origine, donneront lieu & gquatre
points en rapport harmonique, toutes les fois que P'invariant commun
sera nul. La démonstration mérite & peine d’étre rapportée : si les deux

ou

AC—B? A4 G —2B cosg
s sin2 @
par suite d'une transformation de coordonnées, sont des invariants de la fonction
Ax?4- 2 Bry -+ Cyl.
Cette locution parait incorrecte, puisque ces expressions renferment non-sculement les coeffi-
cients de la fonction, mais aussi l'angle 0,
{**) Salmon, Lecons d'algébre supérieure, traduction francaise, p. 92.

{*) On enseigne quelquefois que les expressions , e changeant pas
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1206 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE, MECANIQUE
couples de racines sont «,x” et &y, »”;, elles donneront licu & un
rapport harmonique si la relation

xy—a  at—af

" ’

/1 -— .',L‘”

wy— a1
est satisfaite. Cette relation peut s’éerive :
2 [ a4y &y] = (& -k ) (& ),
ou en remplacant les sommes et produits de racines par leurs valeurs
tirées des équations
c ., € 4 BB,
- — =
A 1\‘ 1\;\1
ou
AC 4 CA{—2BB, =0.
On peut encore dire que lorsque cet invariant est nul, les deux dqua-
tions homogtnes, obtenues en égalant & zéro les deux fonctions, repré-
sentent quatre droites formant un faisceau harmonique.

2. — Si des fonctions & deux variables on passe aux fonctions & trois
variables, tclles que
S =ax?+ by* 4 ¢3* + 2fus + L9z 4 2hry,

ces fonctions possédent également un invariant unique qui est leur dis-

criminant
a hoyg
A= | h b [
g/'J

Deux pareilles fonctions, considérées simultanément, ont de plus deux
invariants communs, que I'on obtient par le méme procédé que celut
de deux fonctions & deux variables (*). Si la deuxicme fonction est
T=dx*+ by’ 522 yz+2¢ zr -+ 20y,

et si Ton forme la tonction S 4 2T, le discriminant de cette nouvelle
fonction sera

a+r AW g4y

420 b0 0

g+r [fE+N N
et les coefficicnts des différentes puissances de A dans ce discriminant
seront des invariants. Si on le développe, on obtient une fonction bien
connue, du troisi¢me degré en A

AL ONF O A,

dans laquelle A et A" sont respeclivement les discriminauts des fonctions

{*) Salmon {Ibid.), p. 204.
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H. PICQUET. — DES INVARIANTS 1207
Set T, ® et @ deux invariants communs dont le second se déduit du
premicr par la permutation des lettres accentuces en lettres non aceen-
tuées. On obtient facilement la valeur de O, qui cst

a hog a I g a hof
O=1{0 b fl+i0d [1+]0 b
. l . _—

vy [ e bg "¢ by [ ¢

ou en ordonnant par rapport aux coeflicients de T

(be — f2) d - (ca— g) U + (ab— h) '+ 2(yh — af) [
+ 2(hf — by) ¢ -+ 2(fy — ch) K.

3. — Nous nous proposons d’interpréter géométriquement U'invariant
O : tout ce qui sera démontré pour cet invariant par rapport aux fonc-
tions S et T le sera évidemment pour Uinvariant @, par rapport aux
fonctions T et S.

Egalons A z¢ro les deux fonctions S et T de facon & obtenir les ¢qua-
tions trilinéaires de deux coniques, que nous appellerons S et T. M. Sal-
mon a fait voir (*) que lorsqu’on peut inscrire dans la conique T un
triangle conjugué a la conique S, c’est-d-dire un triangle tel gu'un
sommet quelconque soit le pole par rapport 4 la conique S du ¢6té op-
posé, l'invariant © s'annule. Il est facile de démontrer la véciproque :
la propriét¢ d’'invariance de la fonction O permet en eftet de choisir
arbitrairement le triangle de référence, si I'on prend un de ses sommets
(x=0, y =0) sur la courbe T, et pour cO6t¢ opposé (5 =10) la po-
laire de ce point par rapport & S, les équations de ces courbes de-
viendront

S=ax? 4 by e3>+ 2h oy =0,
T=dx*+ by +2f yz 4295+ 2hxy = 1.

Si 'on fait z=0 dans ces deux équations, on obticnt successivement
les équations des deux systémes de droites joignant le point (x=0, y=0)
aux points d’intersection de chacunc des courbes avee le ¢6té du triangle
de référence z = 0, c'est-a-dire
Si= ax* + 2h ay -+ by
Ty=a x4 2Rxy+ by
Dailleurs, & cause de g=f=¢ =0, O est devenu

bea -+ cab’— 2chl
ou
c{ba' +ab —2hk).

Or, ¢ n'est pas nul sil'on ne suppose pas que la conique S soit un sys-

(* Salmon, Sections coniques, traduction francaise, p. 479.
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1208 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE, MECANIQUE

ttme de deux droites, si donc © est nul, c’est que I'on a
ba' 4 ab' — 2k =0

c'est-3-dire que les deux systémes de droites S; et T, forment un fais-
ceau harmonique (1), ou que la droite z=:0 coupe les deux courbes
suivant quatre points §;, Sy, &, £, en rapport harmonique. D’ailleurs
cette droite est par rapport & la conique S la polaire du poiut
ty (x=0, y=0), donc le triangle ¢,¢,{,, inscrit dans T est conjugué par
rapport 4 S.

Si nous avions pris pour sommet du triangle de référence un autre
point quelconque de la courbe T, l'invariant O, qui est nul pour un
systtme de coordonnées, aurait encore été nul dans ce nouveau systeme,
et 'on aurait eu un autre triangle conjugué de S inscrit dans T. On
arrive donc ainsi 3 la démonstration analytique de ce théoréme de
M. Chasles (*) :

Quand on peut inscrive dans une conique T un triangle conjuqué  une
conique S, on peul en inscrive une infonté d'awtres,
ou encore :

Les deuwx coniques sont telles que la polatre par rapport i S d'un
point quelcongue de T les coupe suivant qualre points en rapport har-
monique,
et Uon voit en méme temps que la dépendance géométrique qui existe
alors entre les deux coniques S et T s’exprime analytiquement par la
condition ©=1.

4. — D’aprés ce mode de dépendance géomctrique, on peut jusqu'a
un certain point dire que les deux courbes se partagent harmoniquement (**)
et 'on aura alors P'extension aux fonctions & trois variables de la pro-
priété de I'invariant commun aux fonctions 4 deux variables. Cette expres-
sion se justifie, si 'on observe que, dans le cas de deux coniques
comme dans celui de deux segments d’'une méme droite empiétant I'un
sur lautre, il y a réciprocité. Non pas que I'on puisse inscrire dans la
conique S des triangles conjugués A la conique T, ce qui s’exprimerait
évidemment par la condition & =0, mais c’est un autve genrc de réci-
procité qui résulte des considérations suivantes :

Quand on peut inscrire dans une conique T un, et par suite, une in-
finité de triangles conjugués a une conique S, on peut circonscrire a la
seconde un et, par suite, une infinité de triangles conjugués @ la premiére
ou encore :

\*) Traité des sections coniques, p. 141.

(**) Remarquons en effet qu'un triangle conjugué a une conique ayant toujours un point a I'in-

terieur de la courbe et deux d lextérieur, les deux courbes auront toujours au meins deux
points communs réels, et par suite empidteront Tune sur lautre.
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H. PICQUET. — DES INVARIANTS 1209

du pole par rapport a T dune tangente quelconque de S, les tungentes
mendes aux deuwc courbes forment un faisceav harmonique.

Pour démontrer analytiquement ce théortme connu, dont nous avons
donné ailleurs une démonstration géométrique (), il suffira de faire
voir que lorsque O est nul, la derniére condition géomctrique cst satis-
faite. Pour cela supposons que la droite =0 soit tangente 4 S, et que
le point (x=0, y=0) soit le pole de cette droite par vapport & T ; on
aura alors, ponr 8, h*—ab=o0 ¢t pour T, ¢ =0, f =0 et Uinvariant
0 se réduira a

(be—f*a +(ca—g>) b +2(fy—ch) IV
S’il est nul, les tangentes issues du point (x=0, y=0) aux deux

courbes formeront un faisceau harmonique ; car Péquation da systeme
des deux tangentes, qui est pour la courbe S

(ca—g*)oc? +2(ch— [fg) ey 4 (be — 1y =0,
se réduit pour la courbe T &
@@+ Way by =0
et la condition pour que ces quatre droites forment un faisceau harmo-
nique, est précisément (1)

(be = a4 (ca— )V —2(ch— [k =0 =0 (*")

Ainsi, il existe entre les deux courbes une certaine véeiprocité, qui
permet de dire qu’clles se partagent harmoniquement. La propriété rela~
tive aux fonctions de deux variables se trouve généralisée, et I'on peut
chserver que cette propriété, qui est indépendante du choix des axes,
devait ¢videmment s'exprimer par une relation entre les invariants
A, 0, &, @ ; on ne pouvait la prévoir aussi simple : elle répond & la
simplicité du fait géométrique, qui n'est autre qu'une division harmo-
nique. Cependant, aprés avoir adopté cette traduction dans le langage
ordinaire d’une propri¢té géométrique, il faudra encore ajoutcr dans
quel sens a lieu cette division harmonique. Elle peut en effet avoir licu
de deux facons, soit que O soit nul, soit que O soit nul. C'est pour-
quoi nous continuerons & dire avec M. Smith (***) que, dans le premier

{*) Systémes linéaires de coniques, p. 39. — D'aprés M. Cremona {Curve piane, p. 8y), il fau-
drait attribuer ce théoréme a M. Hesse (Vorfesungen iber analytische GGeometric des ltaumes).
Leipzig, 1861. :

[**) Cette démonstration du théordme de réciprocité peut dtre remplacée par la suivante. 10
résulte évidemment de la symétrie que si c'élait @' quifdt nul, ce serait la copique § qui serait
circonscrite & une infinit¢ de triangles conjugués de T. Mais le caleul qui le démontrerail, inter-
prété en coordonnées tangentielles, démontrerait en méme temps que lorsque Ie @ tangentiol est
nul, la conique S est inscrite dans des triangles conjuguds deT. Or, pour avoir le 8 tangentiel, il faut
prendre les dquations tangentielles £ =0, €=o0 de S etdeT, et former le coeflicient de @? dans
X+ pr, lequel est précisément égal a A'®, comme il est facile de le vérifier. 8i donc linvariant
© cst nul, le € tangentiel I'est aussi, et l'on peut circonscrire a $ des triangles conjugués de T.

(***) Procecdings of the London mathemutical Society, ne 1%, p. 83.

80
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1210 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE, MECANIQUE

cas, la conique T est harmoniquement circonscrite & la conique S, ct la
seconde harmoniquement inscrife 4 la premiére : ces expressions se com-
prennent d’elles-mémes. Dans le second cas, c¢’est I'inverse qui a licu.

8. — Le caractere le plus remarquable de la relation ©=0, cest
qu'elle est du premier degré par rapport aux coefficients de la conique T.
Quant 3 ceux de la conique S, elle les renferme au second degré ; mais
il résulte de la réciprocité méme que nous venons de démontrer que si
elle est du premier degré par rapport aux coefficients de T, elle doit
"ire aussi par rapport aux coecflicients tangenticls de 8, puisque S
jouit, par rapport & T, de la propriété corrélative de celle dont T jouit
par rapport & S. Analytiquement, cela est évident, car les multiplica-
teurs des coefficients de T dans I'invariant © sont précisément les cocffi-
cients tangentiels de S. On sait en effet que I'équation tangentielle de
conique S s’obtient e égalant A zéro le contrevariant

a h g «
. h b [ 8
STy e v
x %oy 0

Telle est la condition pour que la droite 2 . + Gy + vs = 0 soit
tangente A la courbe proposée. Cette condition développée peut
s'écrire

(b — ) 2 4- (ca—g?) £ + (ab— 1) 7
+ 2(gh—af) b¢ + 2(hf — by) y2 + 2(fy —ch) 25 =0,
ou en posant, suivant une notation souvent employée
be—f’=A ca—¢*’=B ab—h*=C gh—af=F -hf—bg=G [h—ch=II
A2 L B2 Cy+2F 2y +2Gy2 21 238=0,
et 'on voit qu'alors la relation © = (), devient
A +Bb - C4-2F/ 426G 42U =0 (/)

Elle est anssi bien du premicr degré par rapport aux coefficients tan-
gentiels de S que par rapport aux coefficients ponctuels de T. Limpor-
tance de cette remarque ne doit pas échapper : une équation tangen-

tielle de la forme précédente représente en effet une seule et unique
courbe ; si done, pour déterminer la conique T, on donne une relation

{(*J On en conclut
O =Nat B etk /faGig e h= W= ad (" —g N0+ ...
Le © tangentiel est done égal &
(B'C—FY A4 (C'A —GIB4...
O B —F2=(c" ' — g (@ -k — (g k' —a [)2=a A, de méme A" — G2 = D'A', ete.
rette valeur devient donc A” ‘aa’ 4= BY 4+ C¢ 42 ¥f' 4 2G¢" 4 2 HL", ou A'®, comme on Ia
avancé dans la note préecdente.
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linéaire, et qu'on peut toujours supposer homogine, enire les coflicients
inconnus de son équation, on pourra loujours interpréter cctie condition
géométriquement en disant que la courbe est assujettie A étre harmoni-
quement circonscrite &4 une ccrtaine conique S dont on pourra derire
de suite I'équation tangenticlle. Corrélativement, toute relation lincaire,
homogtne, entre les coeflicients tangenticls d’une conique, exprime
qu'elle est harmoniquement inscrite & une certaine conique dout on
peut écrire immédiatement 1'équation ponctuelle. On peut donc ¢noncer
les théorémes suivants :

La relation linéaire la plus générale entre les coefficients poncluels
d'une conique exprime qu'elle est harmoniquement circonscrile @ une au-
tre conique.

La relation linéaire la plus générale entre les coefficients tangentiels
d'une conique, exprime qu'elle est harmoniquement inscrile & une quire
conique.

6. — De I dérive la notion des systtmes linéaires de coniques. Si Fon
supposc en effet qu’une conique soit assujettie & » (n<C 5) relations li-
néaires, ponctuelles, cela signifiera qu’elle est harmoniquement circonscrite
a n coniques données Sy, S,,... et puisque 3 — n, coefficients de son
équation restent indéterminés, il est clair que si Ty, Ty... T;_, 4 sont
les premiers membres des équations de 5 —n-+1 ou 6 — n courbes
satisfaisant aux conditions donnécs,

7\1 Tl + )\2 T2 ‘l— .. + 7\4;—" Tn—u — 0»

sera I'équation générale des courbes du systéme. Elle représente en effet
une courbe qui satisfait aux conditions linéaires données si Ty, T,,... Ty—»
y satisfont, et clle renferme 8 — s puramétres arbitraires. C'est le sys-
téme linéaire, ponctuel, d’ordre 5 — n.

Corrélativement, si Sy, S,,... S, sont les n coniques auxquelles toutes
celles du systéme sont harmoniquement circonscrites, et'que Xy, 2,,... Z,
soient les premiers membres de leurs équations tangentielles, il est claiv
que chacune d’elles est harmoniquement inscrite & toutes celles du sys-
téme en vertu du théoréme de réciprocité, el conséquemment puisque
les relations sont linéaires en A, B, C,... toutes celles dont I'éjuation
générale tangentielle est

st o 2. =0
Cest I'équation générale d'un systtme linéaire tangenti-l d’ordre
n—1, d’aprés la définition méme du systéme {linéaire ponciuecl, De 13
résultent les théorémes généraux qui suivent.
A un systéme linéaire ponctuel, d'ordre p, c'est-a-dire a Uensemble de
toutes les conigues harmoniquement circonscrites ¢ 8 — p coniques don=
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nées, correspond un systéme linéaire tangenliel d'ovdre 4 — p, c'est-a-dire
Uensemble de toutes les coniges hurmoniquement tnscrites @ p 4 1
coniques données.

Toutes les coniques du systéme ponctuel sont harmoniquement circon-
serites & toutes celles du systéme tangentiel qui, de lewr coté, sont toutes
harmoniquement inscrites & chacune des premieres.

Nous ne nous étendrons pas sur les conséquences ni sur les cas parti-
culiers de ces théorémes, qui ont ¢té suffisamment développés ailleurs (*),
notre but étant d’étudier au méme point de vue les surfaces du second
degré et leurs systémes lindaires.

7. — Considérons maintenant unc fonction homogene du second
degré a quatre variables
S=ax?+4 by + c32 - dv?
+ 2lys -+ 2msa 4 2naxy + Lpaev + 2qpr 4 2rsv.
Comme les fonctions & deux ou A trois variables, clle admet un inva-
riant unique, qui est son discriminant.
a nom p
n b | g
m L ¢ r
p q r d
Si l'on considére simultanément cette fonction S et une deuxiéme
fonction analogue

T=dw? by ¢ 52 dv?
+20yz + 2m s 20’3y 4 2p v 24 yv 4 21 5,
elles possédent, outre leurs discriminants respectifs, des invariants com-
muns que 'on obtient (*¥) au moyen de la fonction S - AT, en for-
mant son discriminant

a+r n4w m4rm o pH4

n+wm b--N L N 4N

m-twm L+ N e+ r+ W

p+x g¢g+n r4+w d+ N
le développant et cherchant les coeflicients des différentes puissances
de ). Cette fonction, développée, devient

() Systémes pouctuels et langentiels de scctions coniques, 4872. On y trouve la  démonstration
geométrique de ces deux théoremes, lesquels doivent Glre attribués a M. Smith, professeur a
l'université d'0xford. (Proceeding of the Loundon mathematical Society). ne 14, p. 8%. Nous avons
dii les rappeler ici en quelques mots, en les rattachant 3 des faits analytiques, afin de jeter plus
de clarié sur les propriétés analogues des surfaces du second degré, qui seront traitées de la
méme facon dans ce mémoire et les suivants.

{**} Salmor, Lecnns d'algébre supérienre, traduction francaise, p. 222.
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A b Ok - DR - ORI 4 AR,

A et A’ étant respectivement les discriminants des fonctions 8 et T; @,

® ¢t O, des invariants communs dont le troisitme se déduit du pre-

mier par la permutation des lettres accentuées en letires non accentuées.

®' jouera par conséquent par rapport aux fonctions T et S le méme

rble que © par rapport aux fonctions S et T. Cherchons Ia valeur de ®:

on a évidemment, cn développant, la valeur suivantc pour le coefficient
de 2

a nom P a n m p a nom p

=
=

m p
noobh L g nobl g n b I g n bl ¢
0— ! + q /] q

m I ¢ r m U e »r m L ¢ »r m ¢
pog or df |p ¢ »r d p g r d p g r d

ou, en ordonnant par rapport aux coefficicnts de T

b 1 q a m p a n p
[ ¢ rjad+lme r{b+ln b qgl¢
q r d p or d p g d
a onom a m p womop
+n b L fd—21n 1 qg|U4+2]h I qgiw
m il c p r d g r d
nomop n om p
—241l e rin—=200 & qy
g r d Il e r
a« m P a nop
+2n ! qglg—2|n b g|r
fom ¢ m { r

M. Salinon a fuit voir (*) que, si les deux surfaces du second degrd
que Yon obtient en égalant A zéro les deux fonctions § et T sont telles
que la seconde soit circonscrite & un tétraddre conjugué de la premicre,
c’est-d-dire & un tétracdre tel qu'un sommet quelconque soit par rapport
A S le pdle de la face opposée, l'invariant @ s’annule. Pour faire voir
la réeiproque, choisissons un des sommets (2= 0, y=0, =0}, du
tétracdre de référence sur la surface T et pour face opposée (r = 0), le
plan polaire de ce point par rapport & § : les ¢quations de ces surfaces
deviendront alors
S—ax*+by> + x>+ dv? +2lys - 2mzxc+2nxy=09,

T=a'x2>+ y* 45> 20 ys 4+ 2w’ s+ 20" oy - 2p'ocv+ 24 yr+ 2’ se=0.

(*) Geometry of three dimensions, 187%, p. 136,
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Si I'on fait v = 0 dans ces équations, on obtient les équations des
deux cones ayant pour sommet le point (x=10. y==9, 5=0) et pour
bases respectives les courbes d’interscction de chacune des surfaces
avee la face du tétraddre de référence v=0, c'est-d-dirce

Sy =ax? 4 byt + 32 4 2ys F2mse -+ 2navy.
T =dx*+by* -+ 2+ 20z 2w s + 2oy,

Dailleurs, & cause de p =¢==r =d =0, © est devenu, en suppri-
mant le tacteur d qui n’est pas nul si I'on ne suppose pas que la surface
S se réduise & un cone

(be — ) @ 4= (ca — m*) 4 (nb —n?) ¢
+ 2mn —al) U4 2( ol — b)) ' 4-2(lm — cn) w,

c'est-d-dire précisément 'invariant commun aux deux fonctions & denx
variables S; et T, (2). Si douc © esl nul, ¢’est que les deux cones 5, et T,
ou bien leurs sections par le plan v =20, se partagent harmoniguement,
la seconde étant harmoniquement civconserite & la premidére @ si alors
Ton considére un des triangles en nombre inlini inscrits dans la seconde
et conjugués & ia premitre, il formera évidemment avee le sommet
(=0, y=0, 5 =0) du télradtdre de référence un Létraddre inscril
dans la surtace T et conjugué 4 la surface 8§, puisqwen outre le plan
v =10 est le plan polaire du sommet oppos¢ par rapport & 8.

Si nous avions pris peur sommet du tétracdre de réiérence un autre
point queleconque de la surface T, Finvariant 0, d’apres sa détinition
méme, et encore été nul dans ee nouveau systéme de coordonndes, ct

Uon aurait eu une autre inlinité de tétraddres ayant ce point pour
sommet, inscrits dans T et conjugucs & 85 d'out 'on conclut que

Quand on peut inscrive dans une surface du second degré T un (é-
traédre conjuqué a une autre surfuce dw second deqré S, on peut en ins-
erire une infinité d’autres (%)
ou encore :
les deux: surfaces sont lelles que le plan polaire par rapport a S d'un
point quelconque de T les coupe suivant deux coniques qui se partagent
harmoniquement, la section de la surfuce T étant harmoniquement cir-
conscrite ¢ lautre,
et la condition analytique de ce mode de dépendance géométrique est

0=0.

8.— Nous allons montrer qu'il existe alors, comme dans le cas de
deux coniques, une certaine réciprocité entre les deux surfaces qui

(*) Hesse, Vorlesungen itber analytische icometrie des Rawmes. Leipzig, 1869, p. 195.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



H. PICQUET. — DES INVARIANTS 1213
permet de dire qu'elles se partagent harmoniquement. Elle résultera du
théoréme suivant :

Quand on peut inscrire duns une surface T un, et par suile, une in-
finité de tétraédres conjugués o une surface S, on peul circonscrire « la
seconde un, et par suite, une infinité de létraédres conjugués a la pre-
miére (*),
ou encore
du pole par rapport a T d'un plan tangent quelconque de S, les cones
circonscrits aux dewx surfaces se partagent harmoniquement, celui de lu
surface S étant harmoniquement inscrit @ celut de la surfuce T.

Il suffira de faire voir la derniére proposition, d’olt résulle la pre-
miére, car si les deux cOnes circonscrits se partagent harmoniquement
dans le sens indiqué, il y aura une infinit¢ de tricdres ayant pour som-
met léur sommet commun, circonscrits 4 S ¢t conjuguds par rapporl
a T : 'un deux, auquel on adjoindra le plan tangent de S, formera un
tétraédre circonscrit & S et conjugué A T. Supposons donc que le plan
v =10 soit tangent & S et que le point (w=0, y=10, 3 =10), soit l¢
pole de ce plan par rapport & T; on aura alors pour S la condition

a n o
n b I = 0,
m e

qui exprime que sa courbe diintersection avee le plan @ =0 se réduit
a deux droites, ¢t pour T; p'= ¢ =r'=10. L’invariant ® se réduira

N

donc &
b 1 ¢ a - m p « nop a m p
e rld+tmec rib4+|n b glc=21|n L q¢|l
qg r d p r d p g d porod
nomop nomop
+2(06  qg|lwm—2)1 ¢ | W
qg r d g r d
S'il est nul, le cone circonscrit du point (=0, y =0, 3—0) a lu
surface S est harmoniquement inscrit & celui (ui est circonscrit 4 la sur-
face T, ou, ce qui revient au méme (%), le second est harmoniquement
circonserit au premier. En effel, I'équation du premier est, comme
on sait,
(ad — p*) 2+ (bd — %) g+ (ed — ) =
+ 2(ld—gqr) ys + 2 (md — rp) s+ 2 (nd — pq) 2y =0,

(*} Hesse, Vorlesungen iber analytische Geometrie des Raumes. Leipzic, 1889, p. 209.
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et celle du second se réduit &

axt+ by e+ 20ys 4+ 2m' s 4 2y = 0.
L’invariant commun & ces deux cénes, linéaire en a', I, ¢,. .., cst de
la forme

Ad 4+ BV ++ C'+ 2LI 4 2Mm' 4 2N’ =0,
et il est facile de voir que les coefficients A, B, C,..., sont préci-
sément ceux de @, au méme facteur prés, qui est d. On a, par
excmple (2),
b 1 g
A=ld—@) (td—1r)—(ld—q)yP=d| | ¢ r
g r o
Si donc © est nul, les deux cones se partagent harmoniquement dauns le
sens voulu et la proposition est démontrée.
Ainsi, la condition ® = 0 exprime que les deux surfaces se partagent
harmoniquement : mais il faudra,comme dans le cas de deux coniques,

ajouter que T es tharmoniquement circonserile & S, ou, ce qui revient au
méme, S harmoniquement inscrite & T. La propriété inverse serait ex-
primce par la relation &' =20,

). — Ce théoréme de réciprocité peut encore se démontrer par le caleul
méme qui a servi & prouver le théoréme direct. Mais rappelons 'abord
que I'équation tangenticlle d'une surface du second degré S s’obtient en
égalant & zéro le contrevariant 2 qui est 'évectant de A
a nomopox

nob toq 3

E=ml ¢ r ¥
p g r d ¢
2 5oy 2 0

ce qui exprime que le plan aw 4 2y + vz +Sv=0 est tangent & la
surtace. L'éguation = = 0 est homogtne, du sccond degré en a, B, v, 2,
et peut s’¢erire
Aa> + B2 4 Cv2 D232
—+ 2L3%y 4 2Mya 4 2Nap + 2P22 4- 2088 4 2Rz =0,

et A, B, C,..., sont précisément, comme il est facile de le voir en dé-
veloppant X, les coefficients de @', b, ¢, ..., dans U'invariant ®, pris avec
leurs signes, On a, par exemple

a« m p
L=—1|n ( ¢q
p r d
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Supposons maintenant que Pon ait formé de méme Péquation tangen-
tielle de la surface T,

T=Al+ B4 =0,

et cherchons le coefficient ®'; de u?, dans la fonction X 4 pT; il se dé-
duira évidemment du coefficient ® de A3, dans S + AT, en y changeant
les petites lettres en grandes lettres. Or, on a (7)

bUoq a owmoy
O=|{ ¢ rila+| m ¢ »|b4...
qg r o porod
On aura donc
B L AN P
O =|L ¢ R{A+IM & KRB,
QO K Dy MR W

Mais les coeflicients respectifs de A, B,. .., dans &', sont des déter-
minants dont les ¢léments sont les mincurs des éléments correspondants
du discriminant A"; ce sont des mineurs du premier ordre du détermi-
nant réciproque de A', ils sont donc égaux respectivement (*) & I'élé-
ment complémentaive de A’, multiplié par A2, généralement par A2
n étant le nombre des colonnes de A'. On a done :

0, =A"[Ad +Bb'+Cc' +Dd - 2LI+2Mm' 2N’ +-2Pp' 20 + 217 |
ou précisément
0,—=A"0.

Ainsi, lorsque © sera nul. © sera nul. Cela posé, il résulte de la
démonstration directe que si T est harmoniquement circonscrite a 8
lorsque © est nul, par symétrie S sera harmoniquement circonscrite i T
lorsque © sera nul. Mais le caleul d’ott cela vésulterait, interprété en
coordonnées tangentielles, démontrerait que lorsque 9y est nul, la sur-
face S est harmoniquement inscrite & la surface T. Or, & est nul en
méme temps que © : donc lorsque © est nul, § est harmoniquement
inscrite & T.

10. — Le tétraédre n’est pas le seul systtme de points ou plans que
I'on puisse considérer comme conjugué & une surface du second degré.
M. P. Serret a fail voir que toutes les fois que U'on peut mettre Péqua-
tion de la surface sous la forme

MP2HNPE RPN P2 3 P2 =0
P,Py...... étant les premiers membres des équations de cinq plans, le

(*) Salmon, Lecons d'algébre supérieure, traduction francaise, p. 32.
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pentaédre dont ces plans sont les faces, est tel que Ia droite dintersection
de deux quelconques d’entre eux est dans le plan polaire du point
commun aux trois autres; ou encore la polaire de cette droite passe
par le point de rencontre des trois autres : le pentaddre est alors dit
conjugué A la surface. La définition corrclative du pentagone conjugué
s’en déduit aisément; un edté quelconque passe par le pdle du plan
opposé, ou bien sa polaire est dans le plan oppos¢ (*). Nous allons
chercher & construire un pareil systeme de points ou plaus, ¢t nous
verrons que la condition ®—=0 exprime encore soit que Ton peut ins-
crire dans T des pentagones conjugués a4 S, soit circonscrire & S des
pentaédres conjugués & T; nous supposerons, par exemple, qu'il s'agisse
d’un pentaédre.
Pour cela, donnons-nous trois faces P, P,P; du pentaddre, abso-
lument  quelconques; le sommet
E Py Py Py doit éwe sur la polaive
/} de Taréte 1’ P,, il sera done d
/ I'imtersection de  cette polaire et

du plun Py; de méme, les som-
mets P, PPy, PPy P seront res-

|
|

t pectivement 3 Uinterseetion des
"’ polaires des arctes Py Py et Py Py
, avee les plans Py et Py; dautre
] part, ces trois sommets sont tous
sur larite Py L. Done, si dans le
tricdre Py Py, Py nous tracons la
droile sur laque'le se trouvent,
dapreés un théoreme connu,  les
points d'intersection respectifs de
Ia polaire de chaque avéte avee la
face opposée, cette droite sera
l'aréte opposée au sommet Py P,
Ps. Si par cette droite Py Py on
meéne un plan queleonque Py, ce
plan combiné avec deux quel-
conques des trois premicrs Py et
¥ig. 1. P, déterminera  comme  précé-

demment l'aréte Py Py du pen-

tatdre, laquelle sera dans le plan Py ct rencontrera laréte PP, de tacon
4 déterminer avec elle le plan Ps. Si ces deux asserlions sont justitices,
le pentaédre sera construit. Représentons & cet effet le tétraddre formé

[*] Géométrie de direction, p. 5.
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par les plans Py, Py, Py, Pyt soit A le point commun aux trois pre-
miers, et soit 4,2,3, I'aréte P, P; passant par les sommets 1,2,3, déter-
minés plus haut. Le plan P; passant par cette aréte, ses droites d'in-
tersection avec les trois premiers plans passcront respectivement par ces
trois points. Cherchons maintenant I'aréte opposée au sommet B (PP, P):
pour cela, tracons les polaires 11, 22/, 33" des ardles qui se coupent
en A; afin de déterminer cette aréte, nous prendrons d'abord la po-
laire 33" de I'aréte BA du triedre B, et nous chercherons son intersec-
tion avec le plan oppos¢ P; du méme tricdre, qui est évidemment le
point 3; Ton voit done déja que 'aréte cherchée rencontre la premiére
au point 3. Ensuile, nous cherclierons Tintersection de la polaire de
I'aréte BC (PP} avec le plan opposé P, du tricdre B: or, cctle aréte
rencontre au point 1 la polaire 11" de l'aréte AD, done sa polaire et
Laréte AD seront dans un méme plan, plan polaire du point 1, ct se
rencontreront en un certain point 4, qui sera par conséquent I'intersec-
tion de cetie polaire ct du plan P,; de méme, Tinterseetion de la
polaire de I'aréte BD (P, ;) avec le plan 'y sera un certain point 3 de
Parite AC, les points 3,4,3 scront en ligne droite pour les mémes rai-
sons (ue les points 1,2,3, et Ton voit qu'ils sont tous les trois dans
le ptan Py : le plan Py scra donc le plan des ardtes 1,2,3 et 3,4,5.

11. — Dans le cours de cette construction, nous avons disposé de
dix indéterminées, savoir neuf pour les trois faces Py, Py Py choisies
arbitrairement, et une poar la face Py passant par la droite détermi-
née 1,2,3. Un systtme de cing plans deépend dailleurs, en général, de
quinze paramétres arbitraives; il en résulte que s’il doit ¢re conjugué
a une surface du sccond degre, il est assujetti & cing conditions. I sen-
blerait résulter de 14 qu'on peut en outre lassujettic & &lre circonserit
4 une deuxieme surface, puisqu'il reste plus d’invléterminées qu'il n'en
faut pour remplir ces conditions. Il wen est rien, et nous allons mou-
trer que si la premiére est la surface T, et la seconde la surtace S, il
faut pour cela que la condition ®=0 soit satisfaite, ce qui prouvera
en outre que si, dans la construction du pentacédre conjugué a T on a
choisi les plans Py, P,, Py, Py langents & 8, ce qui est toujours possible
d’apreés cette construction, la face Py quien résulte sera nécessairement
tangente & §, si © est nul. Il suffira pour cela de taire voir que lorsque
le pentatdre conjugué & T et circouscrit & S existe, © est nul, car alors
si ® n'est pas nul, le pentaédre ne pourra pas exister.

Prenons donc quatre faces du pentaddre pour tétraédre de riférence
et soit ’

P=ax+4fy+vs+v=0,
Péquation de la cinquiéme. Puisque S est tangente aux cinq faces, on
aura pour les quatre premicres
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blg amp anp anm
A=|lerl=0 B=[me rl=o C=[nbqgl=n D=nbh =0
qrd pord pqgd mi ¢

et pour la quatritme, la condition générale (9)

non o om p a
no bl g
m Lo r oy |=0

p g r d ¢

2 g o 30
ou
Ao BE L G2 D3 -2 Gy 2 Meya
L 2Na3+ 2P + 208 + 2Ry =

dont les quatre premiers termes disparaissent en vertu des quatre pre-
mieres conditions.
Quant & T, son équation devra (10) ¢tre de la forme

FR A Y L e e N L
T

ct en identifiant seulement dans cetle équation et Uéquation (7) de T les
termes qui renferment les rectangles des variables, on a

I mooon
e TR TR

Y

Si alors dans la condition
L&+ Mvx - Na2 P Q52 + Ry2 =0

on remplace les dénominateurs des rapports précédents par les numéra-
teurs qui leur sont proportionnels, il vient

LU Mo N Py 4 Qg +Rir =0

ce qui n'est autre chose que
=0
4 cause de
A=B=C=D=0

La condition ©® = 0 est donc nécessaire pour qu'on puisse circon-
scrire 4 S un pcntaédre. conjugué de T. Elle est suflisante, car si © est
nul, on pourra circonscrire & 8 des télracdres conjugués de T, et un
plan quelconque tangent a S, adjoint & lUun d’eux, formera un
pentaédre circonserit & S et conjugué & T. On voit en méme temps
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que si un de ces pentaédres existe, il v en aura une infinité. Ainsi :

Si Uon peut circonserive & une surface du second degré S un pen-

tuédre conjugué d'une aulre surface T, on pewl en circonscrire une in-

finité, et la condition nécessaire et suffisante pour que cela soit possible

est que Uinvariant commum © soit nul, ow que la surface T soil harmo-
niquement inscrite & la surface S,

12. — La constructicn du pentagone conjuguc¢ & une surface du se-
cond degré se déduirait facilement, par voie de dualité, de celle du pen-
taédre.

Le calcul précédent, dans lequel on changerait les letlres accentudes
en lettres non accentudes, et réciproquement, démontrerait que & =0
est la condition pour qu’on puisse circonscrire 8 T des pentaédres con-
jugués de S, Ce dernier caleul, interprété en coordonnées tangentielles,
prouverait que si le O tangentiel (9) est nul, on peut inscrive dans la
surtace T des pentagones conjugués de 8. Mais le ¢ tangentiel est dgal
4 A% ©: si done © est nul, il est aussi nul, et par suite lorsqu’on peut
circonscrire & 8 des pentacdres conjugués de T, on peut inscrire dans
T des pentagones conjugués de S.

Y

13. — On peut enfin considérer comme conjugué_2 une surface du
second degré un sysitme de six points, hexagone, ou systtme de six
plans, hexaddre (*). Dans le premicr cas, le plan de trois quelconques
des points renferme le pole du plan des trois autres; dans le second, le
point commun 2 trois quelconques des plans est situé dans le plan po-
laire du point commun aux trois aulres. On peut aisément en trouver
une construction géométrique : nous indiquerons celle de I'hiexaddre
conjugué, qui cst analogue & celle du peutacdre. On choisira arbitraire-
ment quatre plans quelconques; le lieu de I'intersection des deux autves
sera alors un hyperboloide 4 une nappe, défini par les quatre droites
d’intersection de chaque face de ce tétraédre avec le plan polaire du
somnmet opposé ; une génératrice quelconque de cet hyperboloide; de
systéme contraire & ces quatre droites, sera Iintersection des deux au-
tres. Par cette droite on fera passer un cinquitme plan qui détermincera
le sixiéme ; cet hexaédre est assujetti 3 quatre conditions, Néanmoins,
on ne peut pas en geénéral faire en sorte qu’il soit circonscrit_d une
deuxiéme surface du second degré, et 'on verrait aisément par un cal-
cul analogue 4 celui du pentaédre, que si la premicre est la surface T
et la seconde la surface S, il faut encore pour cela que linvariant &
soit nul, et qu'enfin dans les mémes circonstances, on peut inscrire
dans T des hexagones conjugués a S.

{(*} P. Serret, iid., p. 6.
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14. — Nous résumerons tout ce qui précéde dans les énoncés sui-
vants :

La condition nécessaire et suffisante pour que la surface T soil har
moniquement circonscrite « la surface S, el par suile S harmoniquement
inscrite a T, est que Uinvariant commun © soit nul,

Lorsqune surfuce est harmoniquement circonscrile a nne awlre, on peul
inserire dans celle swrface wune infinité de télragones, penlagones ou
hexagones conjuqués @ la seconde.

Lorsqu'une surface est harmoniquement inscrite a une aulre, on peul
i circonserive une infinité de tétraédres, pentacdres ow hexaédres con-
Jugués @ la seconde.

15. — Nous avons rappelé (9) que la relation ® = 0 peut s'écrire

Ad 4+ Bb + Cc' 4 Dd <+ 2LI + 2Mw’
-+ 2N 4-2Pp' -+ 2049 + 2R = 0.

Elle est conséquemment du premier degré par rapport aux coefticients de
T, aussi bien que par rapport aux cocfticients tangentiels (9) de S. Une
équation tangentielle représentant une seule et unigue surface, il en
résulte que, réciproquement, toute relation du premier degré entre les
coefficients d’'unc surtace T exprimera qu'elle est harmoniquement cir-
conscrite & une deux-tne surface S, dont on pourra immédiatement éerire
I'équation tangentielle, Corrélativement, toute relation lindaire entre les
cocfficients tangeuticls d’une surface exprime qu'elle est harmonique-
ment inscrite & une autre surface, dont on peut éerire de suite 'équa-
tion ponctuelle. Ainsi :

La relation linéaire la plus générale entre les coefficients poncluels
d'une surface du second degré exprime quw'elle est harmoniquement cir-
conscrite a une autre surface dw second deqgré.

La velation lindaire la plus générale entre les cocfficients tangentiels
d'une surface du second degré exprime qu'elle est harmoniquement ins-
crite @ une autre surface du second degré.

On en déduit la nolion des systtmes linéaives de surfaces du second
degré. St en effet une pareille surface est assujettic & n (n<9) relations,
il en résultera qu'elle est harmoniquement circonscrite 4 n autres sur-
faces 8, Sy, ... ct puisque 9 —n cocflicients de son équation restent
indéterminés, il est clair que si Ty, Ty, ... Ty—n sont les premiers
membres des ¢quations de 40—n surfaces satisfaisant aux conditions
donnéces,

Ay TI—}“-MT'B“" <eo FhigonTio—n=10

sera P'équation géndra'e des surfaces du systéme. Elle représente en
effet une surface qui satisfait 2ux conditions lindaires données si
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T,, Ty, ... Tyg—ny satisfont, et elle renferme 9 — n paramétres arbitraires.
C'est le systeme linéaire, ponctuel, d’ordre 9 —n.

Corrélativement, si S;, Sy, ... S, sont les n surfaces anxquelles toutes
celles du systéme sont harmoniquement circonscrites, et que Z;, Z,, ... Zn
soient les premicrs membres de leurs équations tangenticlles, chacune
d’elles, en vertu du (héoréme de réciprocité, est harmoniquement ins-
crite & toutes celles du systéme, et par suite toutes celles dont I'équation
générale tangentielle est

PS4 Fea Z =0

C'est V'équation générale du systéme lincaire, tangenticl, d'ordre n— 1,
d'aprés la définition méme du systtme linéaire ponctuel. De la résultent
les théorcmes suivants :

A un systéme linéaire ponctuel, d’ordre p, c’esi-a-dire a Uensemble des
surfuces harmoniquement circonscrites a4 9 —p, surfaces données, corres-
pond un systéme linéaire tangentiel d'ordre §—p, cest-a-dire U'ensemble
des surfaces harmoniquement inscrites a p—+4-4, surfaces donndes.

Toutes les surfaces dw systéme ponctuel sont harmoniquement circon-
serites a toutes celles du systéme tangentiel qui, de leur cdlé, sont toutes
harmoniquement inscrites @ chacune des premieres (*).

Nous aurons ultérieurcment & étudier tous les cas possibles depuis
p=1 jusqu'a p=3_8; les quatre derniers sc déduiront des quatre aulres
par voie de dualité.

Actuellement, nous nous bornerons i examiner les cas particuliers les
plus intéressants de la condition ©=0.

16. — Si la surface T se rédunit & deux plans
Pi=ax+Siy+1nz+3v=20
Py=ay+ foy 125+ v =

son équation deviendra

T= (0@ + Ly +1i5+810) (2 4By +125+22) =0

et Pinvariant O sera de la forme

Aaia;—l—BB,{ﬂQ—{— A2+ D88 4 L@y v fo) + M (ryoy 4 24%,)
+N (‘11@2‘{" 3142) +P (‘1182“"81‘12) + Q(Bi&r{— 3152) +R (“{132+5t‘.’:)

ce qui peut s'écrire sous forme de déterminant

{*) Ces deux théortmes fondamentaux sont la base de la théuric des systemes linéaires de
surfaces du second degré. A qui les attribuer? M. Smith doit en avoir sa part comme ayant
énoncé le premier les théoromes plans analogues, qui les contiennént évidemment. Nous récla~
merions volontiers la nétre comme ayant énoncé les mémes théorémes, sans avoir connaissance
des travaux de M. Smith, dans un ouvrage paru en 1872, mais qui s'est trouvé dds 1869 cntre
les mains de M. Mannheim. Enfin, M. Darboux a donné le premier les énoncés relalifs aux sur-
faces (Bulletin des sciences mathématiques et astronomigues, t. 1, 1870) en y joignant une série
d'importants théorémes sur lesquels nous reviendrons.
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aonomopox
no b I oq &

m 1l c r o

p q v d 2
%ol e Sy 0
eu égard aux valeurs de A, B, .Y

Il en résulte que si I’ m\auant () est nul, la condition que I'on éerit
n'est autre que celle qui doit étre remplie pour que les deux plans Py, Py
soient conjugués par rapport & S. Ainsi:

Un systéme de deuww plans conjugués par rapport a une surfuce du
second degré peut étre considéré comme une surface harmoniquement ¢ir-
conscrile & celle~ct.

Comme cas particulier, les deux plans peuvent se confondre, la con-
dition devient
a nomop

no b 1 og &

|
<

m ¢ r o

p oq r d 3z

LTI TR CRTI
c’est-d-dire que le plan unique est tangent a4 S.

Un plan tangent d'une surfuce dw second degré peut élre considéré
comme un cas particulier d'une swrface qui lui est harmoniquemen!
circonscrite.

Telle est la raison pour laquelle donner un plan tangent d’une sur-
face, c’est assujettiv ses coefficients tangenticls & une relation lincaire.

17.— Si la surface S se réduit & deux points, I'équation tangentielle
du premier (¢, ¥, 34, v4) sera

ey f+z74v9=0
puisqu’elle exprime que le plan dont 1'équation est
ax—+Ly+ys+v=10

le renferme. De méme, I'équation tangentielle du second (x,, ys, 33, v3)
sera

Xpo+ Y2 B+ 37 v, 3=0,

I'équation tangentielle de la surface S sera

= (2L b m Y 100) (@aat gt sy 1ad) =

et Vinvariant © deviendra (9)
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T2y Y Yo b 330 vy vad 4= (g3 35+ 51y) U (51200 42y 39) m'
+ (YY) 0 (v o) Py e 4-00m) § (50 v 3)
c’est-d-dire
xy (@xyny, - m'z Fpvy) +y (W, + 0y + s+ qvy)
3 (s Ly 4z —-r'vy) o (P4 qyaF-r'sa-dey)

dar dt
dl +J dlj + 1d' +ll

ou

dv,

S’il est nul, c’est précisément la condition qui doit étre remplie pour
que les deux points soient conjugués par rapport & T. Ainsi

Un systéme de deux points conjugqués par rapport @ une surface du
second degré peut étre considéré comme une surfuce harmoniguement
inserite a celle-ci.

Si les deux points se confondent, la condition devient

dT ar dT
Ly — Yy 7—+ 5 '(1 "|"’b1 i =0,

aJa J

ou, en vertu du théortme des fonctions homogénes,
Ty=f (e, yi, =, 1) =10
c'est-a-dire que le point est sur la surface.

Un point d'une surface du second degré peul élre considéré comme
une surface qui lui est harmoniquement inscrite.

C’est la premiére condition linéaire que I'on étudie lorsqu’il s'agit de
déterminer une surface, ¢t I'on voit comment elle se déduit de la con-
dition qui donne, entre les coefficients de la surfuce, la relation lincaire
la plus générale.

18. — Si la surface T se réduit & un coéne, dont nous supposcrons
pour plus de simplicité que le sommet est Ie point (x=0, y==0, 3=0),
son équation devienti

T=dx*+4 by +c'z*+2lys +2m' s+ 2n'acy =10
et I'invariant © se réduit a
Ad’+ Bb' 4 Cc'+ 2L+ 2Mm - 2No/’

S’il est nul, cela exprime précisément que le cone T et le cone de
méme sommet circonscrit & S se partagent harmoniquement, le pre-
mier étant harmoniquement circonscrit au second. En effet, ['équation
du second est

(ad—p*) 2+ (bd—g*) 2 + (cd—1?) 32 42 (ld—qr) ys
+2(md—rp) sz +2 (nd—pq)xy=0,
81
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L’invariant commun 3 cette fonction 3 trois variables et 4 la fonction
T, linéaire par rapport a T, n’est autre (2) que

[(bd—q?)(cd—r?)—(ld—qr)1] & + [(cd—r?)(ad—p?*)—(md—rp)2]b'4-. . . . ..

ou précisément
d [Ad +BY 4 Cc' 2L 4 2Mim'4-2Nn']

car

(bd—g*) (cd —1r*) — (ld—gr)* =d (bed 4 2lgr — br* —cg* —d})=dA

de méme pour B, C, L, M, N.

Si donc O est nul, I'invariant commun aux deux cOnes I'est aussi.
Done,

St un cone du second degré est harmoniquement circonscrit a une
surface du second degré, cela revient « dire qu’il est harmoniquement
circonserit aw cone du méme somumet, circonserit @ la surface.

19. — Si la surface S se réduit & une conique, située, par exemple,
dans le plan v = 0, son équation tangentielle se réduit 4

S =Ax2 B2 4 Cy? 2L+ 2Myx 4+ 2Nai —0,
laquelle exprime que linterscction avec le plan v = 0 dn plan
1z 4y 5 +20 =0
enveloppe une conique. L'invariant @ se réduit des lors &
Aa' 4 Bb' 4 Ce'4-2L0 4+ 2Ma' 4 2Nw'

et §'il est nul, cela signific précisément que Ia conique est harmonique-

Y

ment inscrite 4 la courbe
axt+ byt 20z 2mse 20’y =0,

suivant laquelle la surface T coupe le plan de la conique 8. Done

Si une surface du second degqré harmoniguement inscrite ¢ une autre
se réduit @ une conigue, cela veut dire que cetle conigue est harmoni-
quement inscrile @ la courbe d’intersection de son plan avec lautre
surface.

20. — Nous supposerons maintenant qu'uune des surfaces est une
sphére. Pour cela, nous emploicrons les coordonnées cartésiennes aux-
quelles s’appliquent évidemment les théortmes démontrés, lesquels ne
font ancune hypothése sur la situation du plan » =0 ¢t n’empéclient
pas de le supposer & Uinfini. Il suffira donc de faire dans les formules
v=1. Si la surface S est une sphére, on aura, dans cc systtme de coor-
dounées,

S:(x_a)l:+(y_?))ﬂ+('5—'~{)‘l._p‘2:0
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pour l'équation de cette surface, «, B, v ¢tant les coordonnées du centre

‘

et p le rayon. Il est facile de calculer (9) les coefficients tangentiels de
S, qui deviennent alors

A=a'—p* B=f—p* C=v"—p*> D=1 L=fr M=y2 N=af
P=a Q=p R=1.

La condition ® =0 s’écrira

(12— ) ' (@ — g b+ (P — )
e 205y 2y 2 el 2pa 284 2ry=0

d’otr 'on tire

s AW d 420 B 2w 204 2pa 298 420y
= @b+

Ty B4)

ST
Ainsi, si I'on se donne un point («, §, ¥) et que, de ce point, comme centre,
on décrive une sphere réelle ou imaginairve, dont le carré du rayon soit
¢égal au résultat de la substitution des coordonnées du point dans le
premier membre de I'équation de la surface, divisé par la . somme des
coeficients des carrés des variables, cette sphére sera harmoniquement
inscrite & la surface, laquelle sera conséquemment circonscrite & des
tétraédres, pentagones ou hexagones conjugués a4 la sphére. Ce rayon
s’annule pour les points de la surface T et, par suite, il est récl pour
les points qui sont d’un edté¢ de la surface, imaginaire pour les
autres. Nous lui donnerons le nom de puissance orthoptique du point

par rapport @ la swrface, sauf & justificr plus tard cette dénomination.

21. — Ceci nous améne a rechercher sl cxiste une ou plusicurs
sphéres conjugudes i un tétracdre, ou 3 un pentagone ou hexagone
gauche. A priord, il résulte de la formule méme

Sy PP =
AT
sous laquelle M. P. Serret met I'équation tangenticlle d’une surface du
second degré conjuguée au polygone de n sommets, que si le polygone
a quatre sommets, 'équation ne renfermera plus que trois paramélres
arbitraires, lesquels ne satisferont pas, en général, aux cing conditions
qui exprimeront que la surface est une sphére. Le tétracdre donné devra
done, en général, satistaire & deux conditions. Géométriquement, il est
clair que chaque sommet étant, par rapport a la sphere, le pole de la
face opposée, chaque hauteur du tétr.édre devra passer par le centre
de la sphere; de plus, lc produil des segments comptés sur chaque
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hauteur & partir du centre de la sphére jusqu’au sommet d'une part et
jusqu’d la face opposée de l'autre devra étre constant sur chaque hau-
teur et égal au carré du ravon de la sphére. Or, en général, les quatre
hauteurs d'un tétraddre sont sur un méme hyperboloide et ue se ren-
contrent pas. Il faudra donc, pour qu'un tétraédre admetle une sphire
conjuguse, que les quatre hauteurs se coupent en un méme point. Ce
point scra le centre de la sphére, et son rayon sera le produit indiqué
tout & I'heure, et qui se trouve constant, comme on peut le démon-
trer.

De méme, un pentagone gauche devra satisfaire & une condition ana-
Iytique pour admetire une sphére conjuguce. Géométriquement, les plans
menés par chaque aréte perpendiculairement au plan opposé se couperont
en un méme point qui scra le centre de la sphere. Le carré du rayon sera
¢gal au produit constant des segments comptés & partir de ee point sur
les perpendiculaives menées sur chaque plan de trois sommets, jusqu'a
ce plan, d'unc part, et jusqu'd I'aréte opposée, de Uautre. Il en vésulte
le théoréme suivant :

Lorsque, dans un penlugone gauche, quatre des dixx plans menés par
chaque aréte perpendiculairement aw plun  opposé passen! par un méme
point, les six autres sy coupent également, puisqu'une condition suffit
pour que le pentagone ait une sphére conjugude.

Quant & Vhexagone gauche, le probléme sera possible en général, et
nous verrons plus loin (26) qu’il admet deux solutions.

Ainsi se trouve définic la puissance orthoptique d'un point par rapport
4 une surface du second degré. C'est le rayon de la sphere conjugude
aux hexagones, pentagones ou tétragones gauches inscrits dans la sur-
face et pour lesquels ce point est le centre d'une sphire conjuguée.
Nous verrons qu'elle est susceptible d'autres définitions géométrigques.

22. — Théoréme. — La puissance orthoptique d'un point par rapport
« une sphére s’obtient en divisant par V3 la longuewr de la tangente
issue de ce point.

Ceci est évident analytiquement, car si T=0 est le premier membre
de l'équation de la sphére dans lequel les carrés des variables ont
I'unité pour coefficient, T représente précisément le carré de la tangente
issue du point considéré; or on a (20)

T{287))
a0+
T

d'olt R= \/ 3 La démonstration géomdétrique suivante nous e¢n a été

R? =

communiquée par M. E. Lemoine.
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Lemme L. — Quand, dans un tétraédre ABCD, les hauteurs se coupent
(. méme point w, les arétes opposées sont perpendiculairves.

|
|

K

Fig. 72.

Soient en effet Az, BE deux hauteurs se coupant en w; le plan ABo
est perpendiculaire 4 la face ACD puisqu’il contient BE, et & la face BCD
puisqu’il contient Az : il est done perpendiculaire & leur interseetion
CD; par suite, CD est perpendiculaire & AB, qui est située dans ce plan.

Lemme It. — Dans un tétraédre dont les hauteurs se rencontrent, le
pled » dune hauteur est le point de concours des hautewrs du {riungle
CBD formé par la face sur laguelle tombe cette hawteur.

Soit I le point ot le plan ABw coupe CD, Bal scra la trace de ce plan
sur BCD ; or BI est perpendiculaire sur CD comme étant situce dans le
plan ABw; il résulle de la qu'une quelconque des hauteurs du triangle
BCD contient le point o. De plus, BZw est perpendiculaire sur la face
ACD comme hauteur, clie est située dans le plan ABw, qui est aussi
perpendiculaire 4 ce plan; elle est donc perpendiculaire & I'intersection
IAG 5 ce qui fait voir qu'en outre le point w est le point de concours
des hauteurs du triangle ABI.

Cela posé, soit V le point ot Ba coupe le cercle circonscrit & BGD ;
onZa, d'apres un théoréme de géométric plane, aV=2.al ; mais si K est
le second point d’intersection de Ax avec la sphére circonscrite au

tétraedre ABCD, on a
) all.2A =aB .2V
par suite
2. 2A=1aB.2a]
d’ou
. 2B.al

aly =2
C(:\
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De plus, les triangles rectangles semblables wxB, Azl donuent

aw al
2B 2A
d’olt
aB. 2l

2. 20 =2 =2zK, ou woKX=3wx.

aA
Or, d’une part, wA.wK représente le carré de la tangente menée du point
® A la sphire circonscrite au tétratdre ABCD. D’autre part, oA .02 repré-
sente le carré du rayon de la sphére conjuguée au tétraddre (21). Le
. . wk -
rapport de ces deux carvés est done ¢gal auw rapport —, ou & 3 ;5 ce
wi
qui donne la relation cherchée
T
R

R= \/L ,
3

Si le point w se trouvait & Iintérieur du tétracdre, les deux segments

=3

o

d’ou

wA, wK scraient comptés en sens inverse et le rayon de la sphive con-
juguée serait imaginaire. La propri¢lé ok=—=3swz, analoguc & celle du
triangle inscrit dans un cercle, n’en subsiste pas moius.

23. Théoreme. — La puissance orthoptique d'un point par rapport
@ un hyperboloide est égale a la puissance du méme point (%) par rapport
auz sections planes de la surfuce par des plans menés par ce poinl per-
pendiculairement aux générafrices du cone asymplole.

Car si ABC est un des triangles inscrits dans la section plane consi-
dérée et ayant le point donné pour point de concours de hauleurs, si
D est le point 3 linfini sur la généralvice G du cdne asymptote per-
pendiculaire & ce plan, le tétracdre ABCD est inserit dans la surface,
et ses hauteurs concourent au point donné.

En partieulier, dans ce plan, la puissance du point par rapport i la
conique d’intersection peut se mesurer, sur la perpendiculaire abaissée
du point sur une asymptote H de la courbe, par le produit des seg-
ments comptés a partir du point jusqu'aux points d’intersection de la
perpendiculaire avec la courbe (**). Or cette droite cst aussi perpendi-
culaire sur la génératrice G du cone asymptote, puisqu'elle est située
dans le plan sécant; dailleurs 1'asymptote H, située aussi dans ce
plan sécant, est paralléle & une autre génératrice du cdne asympiote

{*) Systémes linéasres de coniques, p. 64. — La puissance orthoptique 'un point par rapport
4 une conique est le rayon du cercle conjugué commun 3 tous les triangles inscrits dans la
courbe et dont les hauteurs eoncourent en ce point.

(**} 1hid., p. 68.
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perpendiculaire 4 la premi¢re : on peut donc dire que 'on peut mesurer
la puissance du point sur toute droite perpendiculaire & un des plans
qui coupent le cone asymptote suivant des géndratrices rectangulaires,

Donc

La puissance orthoptique d'un point par rapport a un hyperbolvide est
égale a la racine carrée du produit des segments complés « partir du
point sur une perpendiculaire @ wun plan quelconque coupant le cone
asymplote suivant devwx droiles reclangulaires, jusqu'aur points d'inler-
seclion de la droite avec la surface.

24. — Cette droite, perpendiculaire & un plan qui coupe le cone
asymptote suivant deux droites reclangulaires, engendre un certain ebne
gui demeure le méme et ne fiait que se transporter parallélement & lui-
méme, lorsque le point donné varic dans Pespace, 1l est facile de trouver
I'équation du cdne paralléle mené par le centre, supposé a Uorigine ;
si I'équation de la surface est

T—=a'2?+ b2+ d=0
I'"équation de ce cdne cst
('Y () i@ 0) 22 =0

Il jouit de la propriété remarquable que sioon le transporte paralléle-
ment & lui-méme de fagon que son sommet soit un point quelconque
arbitrairement choisi, il coupe la surface suivant une courbe sphérique.
En effet, 1a puissance orthoptique de son sommet par rapport & la sur-
face peut se mesurer sur I'une quelconque de ses génératrices ;5 le pro-
duit des segments interceptés sur chacune d’clle par la surface, seguionts
comptés A partir du sommet, est donc constant, ce qui est suflisant pour
que sa courbe d'intersection avec la surface soit sphérique : il en résulte,
en outre, que le peint considéré, sommet de ce cdne, a méme plan polaire
par rapport 4 la sphére et & la surface. II suffit, pour s’en assurer par
le caleul, d’ajouter I'équation de la surface avec I'¢quation

(04 (x—2)2 (" a) (y—2P (@ 1) (5—4)*=0
qui représente le cOne dans sa nouvelle position, ayant pour sommet le
point (z.3.v). On obtient ainsi I'équation de la sphére

(@ b/ 4-0) (2 -y - 3%) — 22 (b 4 ¢) 2 — 28 (¢ +a)

— 200 4 b) 5 (B ) 2 @) B () A d =
sur laquelle on peut vérifier la propriété énoncée relative au plan polaire
et remarquer en outre, comme on I'a annoncé, que la tangente mende
a cette sphére par le point (2.83.v) est précisément la puissance du point
par rapport a la surface.

25. — Cette sphére est susceptible d’une autre définition. Appelous
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cone équilatére, comme on le fait quelquefois, le cone du second degré,
sur lequel on peut mettre les arétes d'une infinité de tricdres trirectan-
gles, et pour lequel on a
a+b4+c =0

Cette sphére n'est autre que le lieu des perpendiculaires abaissées du
point (x. 8. ¥) sur les plans qui coupent la surface suivant des courbes vues
du point sous des cOnes équilatéres. On pourrait le démontrer géomé-
triquement au moyen du théoréme correspondant de géométric plane.
Pour faire voir que c'est la méme sphére, nous allons chercher son
équation. Prenons le point (2. 8. ) pour origine et soit

T=vx*+by*tcz>+d 4+ 20ys + 2m'zx
4 2n'wy 4+ 2px + 2¢'y 4+ 212 =0,
I'équation de la surface. L’équation du cone ayant pour sommet ['ovi-
gine et pour base la courbe d’intersection de la surface avec le plan

) A A=y tve=1
est
axt 4+ byt 4 o2+ 2ys +2mze - 20y
+ 204y vE) (P gy rs)Fd e 4 py 4zt =0,

s'il doit &tre équilatere, on aura entve A, ., v la relation

) ey ug b R d ) = 0,
La perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan a pour équations

) N

A P v

N

Reste & éliminer %, pn, v entre (1), (2), (3). Les rapports (3) et 'équa-
tion (1) donnent
r_y_3_ at4y4s bt o
e E T — == Yy 5
) ) vy s
d'ou Pon tire %, ., v. Substituant dans (2) et divisant par le facteur
(* + y* - 52), il reste
(@6 4¢) (2 b+ ) F 200w 4 gy+ a4 d =0,

Si I'on suppose la surface rapportée & son centre comme précédem-
ment, p’, ¢, » sont nuls et Pon obtient la méme sphére que la pre-
mitre, dans laquelle le point (z. 6. +.) serail supposé a l'origine.

L’équation tangentielle (2) en &, p.,v prouve que le plan (1) enveloppe
une surface de révolution du second degré ayant le point donné pour
foyer.

On peut donc donner cette nouvelle définition de la puissance d'un
point :
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Cest la longueur de la tangen’'e menée du point @ la sphére, liew des
pieds des perpendiculaires abaissées dw point sur les plans qui coupent
la surface suivant des conigues vues dw point sous wun cone équilulere.

Si le poinl est sur la surface, le plan polaire commun devient le plan
tangent en ce point. La sphére etla surface sont tangentes en ce point ; il
en résulte que le plan (1) passe par le point fixe de la normale diamdtrale-
ment opposé dans la sphére, d'olt ce théoréime connu :

Si un triédre trivectangle towrne autowr dun point fixe d'une surfuce
du second degré, le plan des trois points ol les aréles percent la surfur:
passe par un point fixce de la normale aw point considére.

26. — Il est impossible de passer sous silence la particularisation de
ces propriétés pour le eas o, @ + 0" -4 ¢ étant nul, la surface devient
un hyperboloide équilatére. I'on voit en cffet que la puissance d’un
point quelconque devient infinie (20) 4 moins que le numdrateur de son
expression ¢tant également nul, c’est-&-dire le point étant sur la sur-
face, clle ne soit indéterminée. Cest ce que confirme chacune des détini-
tions de la puissance; si 'on considére que le plan perpendiculaire i
une génératrice du cone asymptote coupe la surface suivant une hyper-
bole équilatére, puisque ce cone est Ini-méme Céquilatere ; ou encore
gqu'une droite perpendiculaive & un plan qui coupe le cone asymptote
suivant deux droites rectangulairves est elle-méme paralléle & une geéné-
ratrice de ce cone. La partic de la courbe sphérique qui reste & dis-
tance finie devient un cerele, et la sphire se réduit & un plan & distanee
finie. Les énoncés précédents deviennent :

Les plans qui coupent un hyperboloide équilatere suivant des courbes
vues d’un point douné sous un cone équilatére enveloppent wn paraboloide
de révolution ayanl le potnt pour foyer. Le {iew des pieds des perpendi-
culaives abaissées du point donné sur ces plans est wn plan.

St oun triedre (rivectangle {owrine autowr dun point fixe dwn hyper-
holoide équilatére, le plan des trois points o les arétes pereend la surfuce
demeure paralléle a la normale aw point considére.

La condition ¢ -+ b 4 ¢ =0 étant linéaire par vapporl aux coefii-
cients de T, indique que cette surface est harmoniquement circonserite i
celle donl I'équation tangenticlle serait

Y-S S NS S
o4 y=),

<

c'est-i-dire au cercle de Uinfini (). Si donc I'on suppose qu'une spherve
et un hyperboloide équilatére se partagent harmoniquement le plan de
U'intini coupant harmoniquement ces deux surfaces, il faudra que son
pole, par rapport & celle des deux qui est harmoniquement inscrite,

1*) SaLMoN, Geometry of three dimensions, 1874, p. 163.
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c’est-3-dire le centre de cette derniére surface, soit sur l'autre. Ainsi :

Lorsqu'une sphére et un hyperboloide équilatére se partagent harmoni-
quement, celle des dewx surfaces qui est harmoniquement circonscrile
passe par le centre de I'aulre.

On ne pourra done pas prendre un point quelconque de I'espace pour
centre d’une sphére harmoniquement inscrite & hyperboloide, puisque
ce centre ne saurait étre ailleurs que sur I'hyperboloide, et c’est pour
cela que la puissance d'un point est infinie s'il n'est pas sur la surface,
indéterminée dans le cas contraire. Il en résulte les théorémes suivants :

Lorsqu'un hyperboloide équilatére est circonserit @ un tétracdre dont
les hauteurs se rencontrent, 1l passe par le point de renconire des hawleurs;

Lorsquiun hyperboloide équilatére est circonscrit @ un pentagone don!
les plans—hauteurs concourent en un méme poin{, il passe par ce point;

Lorsqu'un hyperboloide équilaiire passe par six points, il passe par
les centres des spheres conjuguies a Uhexagone des six poinis.

Dans ce dernier cas, la surface est assujettie & sept couditions linéaires
provenant des six points et de la relation

a-+b4+c¢=0.

Or nous verrons que toutes les surfuces du second degré qui se
trouvent dans ce cas ont huit peints communs. Faisant abstraction des
six premiers, on voit qu’il en reste deux. Un hexagone gauche admet
done deux sphéres conjuguées (21).

27. — Pour ne dire quun mot du paraboloide, nous ferons scule-
ment remarquer «(ue la puissance d’un point par rapport i cette surface
est ¢égale & la puissance du point par rapport & une section plane per-
pendiculaire & I'axe.

28. — Si la surface harmoniquement civconscrite T est une sphere,
son équation devient

U= (0 —aP + (y — B+ (s =2 — ¢ =0,
ce qui donne .
d=b=c=1 l=w=n=0; p=—a; ( =—4; r=—r1;
ct d=ot -2yt —p?
La condition © =0 devient alors :

A+B+CH D@+ @4yt —p) —Pa—Qf—Ry=0,

d’ou 'on tire :
1 )
p=p| DB ) —Pa—QE— Ry A+ B (]

Le second membre n’est autre que le résultat de la substitution de a,
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B, v, a la place des coordonnées x, y, 5, dans le premier membre de
I'équation de Ia sphére concentrique & la surface S, et doat le rayon
est la somme des carrés des demi-axes de cette surface. Si, en eflet, on
suppose la surface rapportée & son centre, P, ), R sont nuls en méme
A4+B+C
D
sphére, est précisément la somme des carrés des demi-axes. Cette sphére,
nous l'avons nommée ailleurs (*) sphére orthoptique de la surface,
parce qu’'elle est le lieu des points de I'espace d'ott 'on voit la surface
sous un cdne ¢quilatere de seconde espéce (**). Si donc une sphere est
harmoniquement circonscrite & une surface du second degré, son rayon
est égal & la longueur de la tangente mende de son centre & la sphére
orthoptique. Celte longueur, déterminée pour chaque point de Ucspace,
sera la puissance orthoplique de seconde espéce du point par rapport &
la surface. Cest le rayon de la sphire conjuguée commune a tous les
tétraedres ou pentaddres & sphtre conjuguée, et & tous les hexaddres,
pour lesquels ce point est le centre d'une sphére conjuguée, et circon-

temps que p, ¢, r el — , qui représente le rayon de la

scrits & la surface. Il en résulte que toute sphére harmoniquement cir-
conscrite coupe a angle droit la sphére orthoptijue.

Nous avons vu (21) quand et sous quelles conditious un tétracdre peul
avoir une sphére conjuguée. Un pentaédee devra remplir une condition
pour en avoir une, et alors les dix plans meuc¢s par chague sommel
perpendiculairement & Paréte opposée passcront par un méme poiut, ce
qui conduit & ce théoréme :

Si quatre des dix plans-hauteurs d'un pentacdre concowrent en un
méme point, les sic autres concourent également en ce pornt (*¥).

Enfin, si 'on remarque que lorsque deux points sont conjugués par
rapport & une sphére, comme cela arrive pour les sommets opposés
d'un hexaédre, la sphére est coupée orthogonalement par celle qui a
pour diamdtre le segment qui les joint, on démontre tacilement que les
dix sphéres ayant pour diamétres les dix diagonales d’un hexacdre ont
méme centre radical, et que I'hexaddre admet une sphére conjuguce (ui
est leur sphere orthogonale commune (F#%%),

29. — Un cas particulier intéressant est cclui ot la surfuce est un
paraboloide, pour lequel on sait que la sphére orthoptique se réduit a

{*) Systémes lindaires de coniques, p. 81.

(**) On attribue souvent indistinctement la dénomination de cones ¢quilateres a ceux sur les-
quels on peut mettre des tri¢dres trirectangles, ou 4 ceux auxquels on pent eireonserire ces
mémes triédres : dans ces derniers, c’est la somme des carrés des axes qui est nulle. Nous
avons proposé (Nouvelles Annales de mathématques, 1866, p. 435 de les distinguer par leur
espéce.

(***) P. SerreT, Nouvelles Annales de malhématiques, 1863, p. 207.

(*#***¥} Thid,, p. 20%.
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un plan. D étant nul, la puissance orthoptique de seconde espice devient
infinie pour tout point pour lcquel le numérateur de p n’est pas nul,
c’est-d-dire pris en dehors du plan orthoptique : pour les points de ce
plan, elle est indéterminée. C'est dire que on ne peut circonscrire a
un pavaboloide de tétratdres ou pentaédres a sphére conjuguée, ni
d’hexaédres dont le centre de la sphére conjugucde ne soit pas dans le
plan orthoptlique. C’¢tait évident, puisque le plan orthoptique doit couper
4 angle droit toute spheére harmoniquement circonscrite (28). [1 en ré-
sulte les théorémes suivants :

Lovrsqu'un tétraédre dont les haulewrs se rencontrenl est circonserit a
un paraboloide, le plan orthoptique passe par le point de concours des
hauteurs ;

Lorsqu'un pentaédre dont les plans-hauteurs concowrent en wn méme
poinl est circonserit & wun  paraboloide, le plan orthoptique passe pur ce
point;

Lorsqu'un hexaédre est civconscrit @ un paraboloide, le plan orthop-
tique passe par le centre de la sphére conjugude.
ou encore :

Les plans orthoptiques de lous les paraboloides tangents @ six plans
concourent en un méme point ().

L’examen approfondi de la condition © =0 et dc ses cas particuliers
nous permettra de poursuivre avec fruit I'étude des systémes lincaires
de surfaces du second degré,
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