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LES METHODES NOUVELLES

DE LA

MECANIQUE CELESTE.

TOME 1

INTRODUCTION.

Le Probléme des trois corps a une telle importance pour 1’Astro-
nomie, et il est en méme temps si difficile, que tous les efforts des
géométres ont été depuis longtemps dirigés de ce c6té. Une inté-
gration compléte et rigoureuse étant manifestement impossible,
c’est aux procédés d’approximation que I'on a di faire appel. Les
méthodes employées d’abord ont consisté a chercher des dévelop-
pements procédant suivant les puissances des masses. Au commen-
cement de ce siécle, les conquétes de Lagrange et de Laplace et,
plus récemment, les calculs de Le Verrier, ont amené ces méthodes
a un tel degré de perfection qu’elles ont pu suffire largement jus-
qu’ici aux besoins de la pratique. Je puis ajouter qu’elles y suffiront
encore longtemps, malgré quelques divergences de détails; il est
certain néanmoins qu’elles n’y suffiront pas toujours, un peu de
réflexion le fait trés aisément comprendre.

Le but final de la Mécanique céleste est de résoudre cette
grande question de savoir si la loi de Newton explique a elle seule
tous les phénoménes astronomiques; le seul moyen d'y parvenir
est de faire des observations aussi précises que possible et de les
comparer ensuite aux résultats du calcul. Ce calcul ne peut étre
qu’approximatif et il ne servirait 4 rien, d’ailleurs, de calculer plus
de décimales que les observations n’en peuvent faire connaitre. {1
est donc inutile de demander au calcul plus de précision qu’aux

observations ; mais on ne doit pas non plus lui en demander moins.
H.P. — L I
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2 INTRODUCTION.

Aussi I'approximation dont nous pouvons nous contenter aujour-
d’hui sera-t-elle insuffisante dans quelques siécles. Et, en effet, en
admettant méme, ce qui est trés improbable, que les instruments
de mesure ne se perfectionnent plus, 'accumulation seule des ob-
servations pendant plusieurs siécles nous fera connaitre avec plus
de précision les coefficients des diverses inégalités.

Cette époque, ou 'on sera obligé de renoncer aux méthodes an-
ciennes, est sans doute encore trés éloignée; mais le théoricien est
obligé de la devancer, puisque son ceuvre doit précéder, et sou-
vent d'un grand nombre d'années, celle du calculateur numérique.

Il ne faudrait pas croire que, pour obtenir les éphémérides avec
une grande précision pendant un grand nombre d'années, il suffira
de calculer un plus grand nombre de termes dans les développe-
ments auxquels conduisent les méthodes anciennes.

Ces méthodes, qui consistent 4 développer les coordonnées des
astres suivant les puissances des masses, ont en effet un caractére
commun qui s’oppose 3 leur emploi pour le calcul des éphémérides
a longue échéance. Les séries obtenues contiennent des termes dits
séculaires, ou le temps sort des signes sinus et cosinus, et il en
résulte que leur convergence pourrait devenir douteuse si I'on don-
nait & ce temps ¢ une grande valeur.

La présence de ces termes séculaires ne tient pas & la nature du
probléme, mais seulement & la méthode employée. Il est facile de
se rendre compte, en effet, que si la véritable expression d’'une
coordonnée contient un terme en

sin am¢,

« étant une constante et 7, 'une des masses, on trouvera, quand
on voudra développer suivant les puissances de m, des termes sé-
culaires

o3 m3 3
amt — —— ..o,

el la présence de ces termes donnerait une idée trés fausse de la vé-
ritable forme de la fonction étudiée.

C’est 1a un point dont tous les astronomes ont depuis longtemps
le sentiment, et les fondateurs de la Mécanique céleste eux-mémes,
dans toutes les circonstances ot ils ont voulu obtenir des formules
applicables 4 longue échéance, comme par exemple dans le calcul
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INTRODUGTION. 3

des inégalités séculaires, ont dii opérer d'une autre maniére et re-
noncer a développer simplement suivant les puissances des masses.
L’étude des inégalités séculaires parle moyen d’un systéme d’équa-
tions différentielles linéaires  coefficients constants peut donc étre
regardée comme se rattachant plut6t aux méthodes nouvelles qu'aux
méthodes anciennes.

Aussi tous les efforts des géométres, dans la seconde partie de ce
siécle, ont-ils eu pour but principal de faire disparaitre les termes
séculaires. La premiére tentative sérieuse qui ait été faite dans ce
sens est celle de Delaunay, dont la méthode est encore appelée
sans doute & rendre bien des services.

Nous citerons ensuite les recherches de M. Hill sur la théorie de
la Lune (American Journal of Mathematics, t. 1; Acta mathe-
matica, t. VIII). Dans cette ceuvre, malheureusement inachevée,
il est permis d’apercevoir le germe de la plupart des progrés que la
Science a faits depuis.

Mais le savant qui a rendu a cette branche de I’Astronomie les
services les plus éminents est sans contredit M. Gyldén. Son ceuvre
touche a toutes les parties de la Mécanique céleste, et il utilise
avec habileté toutes les ressources de ’Analyse moderne. M. Gyldén
est parvenu A faire disparaitre entiérement de ses développements
tous les termes séculaires qui avaient tant géné ses devanciers.

D’autre part, M. Lindstedt a proposé une autre méthode beau-
coup plus simple que celle de M. Gyldén, mais d’une portée
moindre, puisqu’elle cesse d’éire applicable quand on se trouve
en présence de ces termes, que M. Gyldén appelle critiques.

Grice aux efforts de ces savants, la difficulté provenant des
termes séculaires peut étre regardée comme définitivement vaincue
et les procédés nouveaux suffliront probablement pendant fort long-
temps encore aux besoins de la pratique.

Tout n’est pas fait cependant. La plupart de ces développements
ne sont pas convergents au sens que les géométres donnent i ce
mot. Sans doute, cela importe peu pour le moment, puisque I'on
est assuré que le calcul des premiers termes donne une approxima-
tion trés satisfaisante ; mais il n’en est pas moins vrai que ces séries
ne sont pas susceptibles de donner une approximation indéfinie. 11
viendra donc aussi un moment ot elles deviendront insuffisantes.
D’ailleurs, certaines conséquences théoriques que l'on pourrait
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étre tenté de tirer de la forme de ces séries ne sont pas légitimes a
cause* de leur divergence. C'est ainsi qu’elles ne peuvent servir a
résoudre la question de la stabilité du systéme solaire.

La discussion de la convergence de ces développements doit
attirer I'attention des géomeétres, d’abord pour les raisons que je
viens d’exposer et en outre pour la suivante : le but de la Mécanique
céleste n’est pas atteint quand on a calculé des ¢phémérides plus
ou moins approchées sans pouvoir se rendre compte du degré
d’approximation obtenu. Si I'on constate, en effet, une divergence
entre ces éphémérides et les observations, il faut que 'on puisse
reconnaitre si la loi de Newton est en défaut ou si tout peut s’ex-
pliquer par I'imperfection de la théorie. 1l importe donc de déter-
miner une limite supérieure de I'erreur commise, ce dont on ne
s’est peut-étre pas assez préoccupé jusqu’ici. Or les méthodes qui
permettent de discuter les convergences nous donnent en méme
temps cette limite supérieure, ce qui en accroit beaucoup I'im-
portance et l'utilité. On ne devra donc pas s’étonner de la place
que je leur accorderai dans cet Ouvrage, bien que je n’en aie peut-
étre pas tiré tout le parti qu’il edt convenu.

Je me suis moi-méme occupé de ces questions et j'y ai consacré
un Mémoire qui a paru dans le tome X1kl des Acta mathematica;
je m’y suis surtout efforcé de metire en évidence les rares résultats
relatifs au Probléme des trois Corps, qui peuvent étre établis avec
la rigueur absolue qu’exigent les Mathématiques. C’est cette rigueur
qui seule donne quelque prix a mes théorémes sur les solutions
périodiques, asymptotiques” et doublement asymptotiques. On
pourra y trouver, en effet, un terrain solide sur lequel on pourra
s’appuyer avec confiance, et ce sera la un avantage précieux dans
toutes les recherches, méme dans celles ot I'on ne sera pas astreint
a la méme rigueur.

Il m’a semblé, d’autre part, que mes résultats me permettaient
de réunir dans une sorte de synthése la plupart des méthodes nou-
velles récemment proposées, et c’est ce qui m’a déterminé a entre-
prendre le présent Ouvrage.

Dans ce premier Volume, j'ai dd me borner & I'étude des solu-
tions périodiques du premier genre, 4 la démonstration de la non-
existence des intégrales uniformes, ainsi qu’a I'exposition et a la
discussion des méthodes de M. Lindstedt.
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INTRODUCTION 5

Je consacrerai les Volumes suivants i la discussion des méthodes
de M. Gyldén, a la théorie des invariants intégraux, & la question
de la stabilité, a I'étude des solutions périodiques du second genre,
des solutions asymptotiques et doublement asymptotiques, et enfin
aux résultats que je pourrais obtenir d’ici & leur publication,

En outre, je serai forcé, sans aucun doute, de revenir, dans les
Volumes suivants, sur les matiéres traitées dans le Tome I°*. La
logique en souffrira un peu, il est vrai, mais il est impossible de
faire autrement dans une branche de la Science qui est en vole de
formation et ol les progrés sont incessants. Je m’en excuse donc
d’avance.

Une derniére remarque : on a Phabitude de metire les résultats
sous la forme la plus convenable au calcul des éphémérides en
exprimant les coordonnées en fonctions explicites du temps. Cette
facon de procéder présente évidemment de grands avantages, et je
m’y suis conformé le plus souvent que j’'ai pu; cependant, je ne
P’ai pas fait toujours et j’ai mis fréquemment les résultats sous
forme d'intégrales, c’est-d-dire sous forme de relations implicites
entre les coordonnées seules ou entre les coordonnées et le temps.
On peut se servir d’abord de ces relations pour vérifier les for-
mules qui donnent explicitement les coordonnées. Mais ce n’est
pas tout; le véritable but de la Mécanique céleste n’est pas de
calculer les éphémérides, car on pourrait se contenter alors d’une
prévision & bréve échéance, mais de reconnaitre si la loi de Newton
est suffisante pour expliquer tous les phénomeénes. A ce point de
vue, les relations implicites dont je viens de parler peuvent rendre
les mémes services que les formules explicites; il suffit, en effet,
d’y substituer les valeurs observées des coordonnées et de vérifier
si elles sont satisfaites.
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GENERALITES ET METHODE DE JAGOBI.

~1

CHAPITRE I

GENERALITES ET METHODE DE JACOBI

Généralités.

1. Avant d’aborder mon sujet principal, je suis obligé |d’entrer
dans certains détails préliminaires et de rappeler succinctement les
principes fondamentaux des Vorlesungen tiber Dynamik de Jacobi
et la théorie de Cauchy, relative a I'intégration des équations diffé-
rentielles par les séries. Je vais donc consacrer ce premier Chapitre
a l'exposition de la méthode de Jacobi, en me contentant le plus
seuvent d’énoncer des résultats dont la démonstration est bien con-
nue.

Donnons d’abord quelques explications au sujet des notations et
des dénominations qui seront employées dans tout ce Mémoire.

Les équations différentielles auxquelles nous aurons affaire seront
de la forme suivantd

d.l‘l d.z'g —_X
— A2y

(1) gt = dr cevy i = Xn,,

Xy, X,,. .., X, étant des fonctions analytiques et uniformes des
n variables 2y, 3, . . +, Zp. Quant a la variable indépendante ¢, que
nous considérerons comme représentant le temps, nous supposerons
le plus souvent qu’elle n’entre pas explicitement dans les fonc-
tions X.

Le systeme (1) peut éire considéré comme /d’ordre n, puisqu'il
équivaut a une équation différentielle unique d’ordre n; mais, siles
fonctions X sont indépendantes de ¢, cet ordre peut étre abaissé
d’une unité. 11 suffit pour cela d’éliminer le temps et d’écrire les
équations (1) sous la forme

dey _dze  __ dz, .
XlA - xu

X,
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8 CHAPITRE I

*  Afin d’éviter toute confusion, nous fixerons, ainsi qu’il suit, le
sens des mots solution et intégrale.
Si les équations (1) sont satisfaites quand on fait

(2) z1=¢1(¢), zy = 93(f), ceay Zp=9,(1),

nous dirons que les équations (2) définissent une solution particu-
liére des équations (1).
Si une certaine fonction de zy, Zgy .+, Zn,

F(xy, 2, «. .y Zn),

demeure constante en vertu des équations (1), nous dirons que cette
fonction F est une intégrale particuliére du systéme (1).

11 est clair que la connaissance d’une intégrale permet 'd’abaisser
d’une unité Pordre du systéme.

Dans les problémes de Dynamique, les équations (1) se présen-
tent sous une forme plus particuliére, connue sous le nom de forme
hamiltonienne ou canonique.

Les variables se répartissent en deux séries; nous désignerons

habituellement par
Tyy Loy «ovy Tp

les variables de la premiére série et par

.}’1, )’21 IR Y yp
celles de la seconde série, et les équations différentielles s’écriront

de; _ dF dy; _  dF .
(3) m—z}j‘j T dz (I=1,2, .., Ph

F étant une fonction uniforme des 2 p variables x et y.

Ces équations admettent une intégrale particuliére qui est la fonc-
tion F elle-méme et qui est connue sous le nom d’intégraledes forces
vives.

On dit que 2y, ¥4, s, ¥2, - - -, Zp, ¥p forment p paires de va-
riables conjuguées.

Nous dirons, 4 I'exemple des Anglais, que le systéme (3) com-
porte p degrés de liberté. Ce systéme est d’ordre 2p; mais la con-
naissance de I'intégrale des forces vives permet d’abaisser cet ordre
d’une unité; le temps n’entrant pas explicitement dans les seconds

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



GENERALITES ET METHODE DE JACOBI. 9

membres des équations (3), nous pourrons, par I'élimination du
temps, comme nous 'avons dit plus haut, abaisser encore I'ordre
d’une unité, de sorte que finalement un systéme qui comporte p de-
grés de liberté peut toujours étre ramené a I'ordre 2p — 2.

On sait, par exemple, que s'il n’y a qu'un seul degré de liberté,
le systéme peut étre ramené & I'ordre o, ¢’est-a-dire intégré comple-
tement.

Exemples d’équations canoniques.

2. Le cas le plus simple des équations de la Dynamique est celui
ol I'on étudie le mouvement de ¢ points matériels libres dans l'es-
pace. Soient m, la masse du premier de ces points, ,, Z2, Z3 ses coor-
données cartésiennes; soient de méme m, la masse du second de ces
points, s, Z5, 4 ses coordonnées, et ainsi de suite; soient enfin m,
la masse du gi¢me point, &34 s, L34y et L34 ses coordonnées.

Projetons la quantité de mouvement du point m, sur les trois axes:
solent 4, Y2, ¥3 les trois projections ; soient de méme y 5, ys, ¥ les
projections de la quantité de mouvement du point m,, etc.; soient
enfin, ¥sq4_s, Y1g—1, Yaq les projections de la quantité de mouve-
ment du point m,.

Soient Fy, F,, Iy les composantes de la force quli agit sur m,;
soient F;, Fy, Fq les composantes de la force qui agit sur m,, etc.;
soient enfin F3, s, F3,_y, F3, les composantes de la force qui agit
sur mgq.

Nous supposerons que les composantes F ne dépendent que des
3¢ coordonnées z. S'ily a conservation de I'énergie, il existera une
fonctionV des coordonnées x, dite fonction des forces et telle que

av

Fi=——-

dx;

La demi-force vive T aura pour expression

e St Rt S b Rttt SR V2 Yo Y 8 Bt V08
2my 2msg 2my

et I'équation des forces vives pourra s’écrire

T — YV = const.
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10 CHAPITRE L.
Si je pose
T—-V= F(zh Tyy oeey fl‘aq;}’b Y2, - '1]'3!1))
les équations du mouvement s’écriront

dog_dF dy__dF

(1) dt —-'d7i7 dr = dz: 3 20 veny 3q).

Ainsi les équations du mouvement de ¢ points matériels libres
comportent 3¢ degrés de liberté, toutes les fois que les forces ne
dépendent que des positions de ces points dans I'espace, et qu’il y
a conservation de 'énergie. En particulier, le Probléme des trois
Corps comportera g degrés de liberté. Nous verrons dans la suite
que ce nombre peut éire considérablement abaissé.

81 nos ¢ points matériels se meuvent tous dans un méme plan, la
position de chacun de ces points sera définie non plus par trois coor-
données, mais par deux seulement. Le nombre des degrés de liberté
sera par conséquent réduit 4 2 4.

Ainsi, lorsque les orbites des trois corps seront planes et situées
toutes trois dans un méme plan, le Probléme des trois Corps (que
nous appellerons alors Probléme des trois Corps dans le plan) ne
comportera plus que 6 degrés de liberté seulement.

Le cas ol il n’y a qu'un degré de liberté étant immédiatement in-
tégrable, nous nous attacherons surtout au cas qui se présente
immédiatement aprés, c’est-a-dire au cas ot il n’y a que 2 degrés
de liberté. La plupart des résultats qui suivront ne s’appliqueront
qu’a ce cas relativement simple.

Dans beaucoup de problémes mécaniques, le nombre des degrés
de liberté peut en effet étre réduit a 2. C’est ce qui arrive, par
exemple, quand on étudie le mouvement d'un point matériel libre
dans un plan ou, plus généralement, le mouvement d'un point ma-
tériel assujettl & rester sur une surface, toutes les fois que la force
ne dépend que de la position de ce point. Nous citerons entre au-
tres le probléme célebre du corps mobile attiré par deux centres
fixes, lorsque la vitesse initiale du point mobile est dans le plan des
trois corps.

Mais il est un cas un peu plus compliqué et dont 'importance est
plus grande pour ce qui va suivre.

Soient dans un plan deux axes rectangulaires mobiles Of et On
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GENERALITES ET METHODE DE JACOBI. 11

animés d’'un mouvement de rotation uniforme autour de I'origine
O. Soit n la vitesse angulaire de ce mouvement de rotation. Soit P
un point mobile se mouvant dans ce méme plan, dont les coordon-
nées, par rapport & ces deux axes, s’appelleront £ et 7, et dont la
masse sera prise pour unité.

Soit V la fonction des forces dépendant seulement de & et de =,
de telle fagon que les projections sur OF et O 7 de la force qui agit

sur le point P soient respectivement r et o
Les équations du mouvement relatif du point P par rapport aux

axes mobiles O et O s’écriront

d2k dn _dvV .
%—Zﬂat —Td—g-—l-ns,
® |29 an & @V
an T4t T Ky

d’oti 'on déduit I'intégrale suivante, dite de Jacobi,

; [(%)2+ lg?)z] —V— -’-;—2 (k2 + %2) = const.,

qui n’est autre chose que l'intégrale des forces vives dans le mou-
vement relatif.
Je dis que ces équations peuvent étre ramenées a la forme cano-
nique, le nombre des degrés de liberté étant égal & 2.
Posons, en effet,
E=2, =y,
%—n'ﬂ =1 g;-'—n?.:}’h

2
F= i(m—*— nzy)?+ é (ya—nz P—V— n; (23 + 2}

les équations (2) deviendront

dxy, _ dF dzy, _ dF dyy dF dys dF
dr T dyi’ dt T dys’ dt T dwy’ dt T dxs
C. Q. F. D.
Un des cas particuliers du Probléme des trois Corps rentre dans
la question que nous venons de traiter.
Supposons que 'une des trois masses soit infiniment petite, de
telle sorte que le mouvement des deux autres masses n'étant pas

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 CHAPITRE 1I.

troublé reste képlérien. Tel serait, par exemple, le cas du mouve-
ment d'une petite planéte en présence de Jupiter et du Soleil.

lmaginons que Pexcentricité des orbites des deux grandes masses
soit nulle, de telle fagon que ces deux masses décrivent d’'un mou-
vement uniforme deux circonférencesconcentriques autour du centre
de gravité commun supposé fixe.

Supposons enfin que, 'inclinaison des orbites étant nulle, la pe-
tite masse se meuve constamment dans le plan de ces deux circon-
férences.

Le centre de gravité du systéme, qui est le centre commun des
deux circonférences, peut toujours étre supposé fixe : nous le pren-
drons pour origine; par cette origine nous ferons passer deux axes
mobiles O et O : I'axe O§ sera la droite qui joint les deux grandes
masses; ’axe O sera perpendiculaire 2 O&.

On voit :

1° Que ces deux axes sont animés d’'un mouvement de rotation
uniforme ;

2° Que les deux grandes masses sont fixes par rapport aux axes
mobiles.

Nous avons donc i étudier le mouvement relatif d'un point mo-
bile, par rapport a deux axes mobiles, sous I’attraction de deux cen-
tres, fixes par rapport a ces axes. Nous retombons done sur la ques-
tion que nous venons de traiter.

Ainsi, dans ce cas particulier, les équations du Probléme des trois
Corps peuvent étre ramenées 4 la forme canonique avec deux degrés
de liberté seulement.

Passons maintenant & une équation que l'on rencontre souvent
dans la théorie des perturbations et dont M. Gyldén fait un usage
fréquent.

Soit

A2z
3) a = f(z, ¢).
Cette équation peut aussi éire ramenée 3 la forme canonique.

En effet, f(z, t) peut toujours étre regardée comme la dérivée
par rapport 2 z d’une certaine fonction o (z, ), de telle sorte que

= %

dr
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GENERALITES ET METHODE DE JACOBI. 13

Si maintenant nous posons

2 =2, d—x=}’1 t=y
dt ) 2y
2
F=<1—o(21,52)— 21,

2

I'équation (3) pourra étre remplacée par les équations canoniques
(3) du numéro précédent avec 2 degrés de liberté seulement.
C. Q. F. D.

Je citerai encore un dernier exemple. Considérons un corps
solide pesant, suspendu & un point fixe, et étudions les oscillations
de ce corps. Pour définir complétement la position de ce corps, il
faut se donner trois conditions ; 1l faut connaitre en effet les trois
angles d’Euler formés par un systéme d’axes invariablement liés au
corps avec un systéme d’axes fixes.

Le probléme comportera donc 3 degrés de liberté; mais nous
verrons plus loin que ce nombre peut étre réduit 4 2.

Jen ai dit assez pour faire voir combien de problémes méca-
niques se raménent & l'intégration d'un systéme canonique com-
portant 2 degrés de liberté et pour faire comprendre 'importance
de ces systémes; il est donc inutile de multiplier davantage les
exemples.

Premier théoréme de Jacobi.

3. Jacobi a montré que I'intégration des équations canoniques

([ dr; _ dF dy; _ dF
) 'd—t‘—dyi’ E--—dz‘,-

se raméne a I'intégration d’une équation aux dérivées partielles
(2) F(.z‘,,.z'z, ey Zpi Y1y Y2 ...,yp)-:hl,

ou &, est une constante arbitraire et ot 4, ¥, ..., ¥p sont suppo-
sées représenter les dérivées partielles de la fonction inconnue.
Soit, en effet,

S(xlyxﬂu ooy Tpy hl)h2a e hl))

une solution de I'équation (2) contenant, outre la constante /.,
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14 CHAPITRE I.

p — 1 constantes d’'intégration
hz Py Il;;, ceey hp )
de telle facon que I'on ait, quels que soient les £,

dS dS ds
F(xi,xz, seey Tps d—.’lfi, Z‘l:z—'g, R ] %;)Zhl'

Jacobi a démontré que l'intégrale générale des équations (1)
peut s’écrire

ds .
d—.z'[zyi (i=1,2, ..., p)
ds ' , .

(3) —dE=hi (t=2,3, ..., p)
ds ,
%_t+hl.

Les 2p constantes d’intégration sont alors

hl, hz; s hpv
Ey Ky ey K.

Un autre théoréme dont nous aurons & faire usage est celui de
Poisson.
Soient U et V deux fonctions quelconques des z et des ). Con-

venons d’écrire
=p

. dUu av dU dv
(0.V1=3, (5 2 — a7, 1)’

i=1

Soient maintenant F, et Iy deux intégrales des équations (1).
On voit immédiatement qu'on exprimera que F, est une inté-
grale des équations (1) en écrivant

[F, F;] =o;
F, étant aussi une intégrale, on aura également
[F: F2] =o0.

Poisson a démontré que I'expression [F,, F,] est également une
intégrale des équations (1). Clest ainsi que, dans le probléme des
n corps, sil’on suppose que I, et F; soient les premiers membres
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GENERALITES ET METHODE DE JACOBI. 15

de la premiére et de la seconde équation des aires, [Fy, F2] sera
le premier membre de la troisiéme équation des aires.

Deuxiéme théoréme de Jacobi; changements de variables.

4. Nous ne conserverons pas d’ordinaire comme variables indé-
pendantes les coordonnées rectangulaires, et les composantes des
quantités de mouvement. Nous en choisirons de mieux appropriées
a notre objet, en nous effor¢ant toutefois de conserver aux équa-
tions la forme canonique.

Voyons donc comment on peut changer de variables sans altérer
la forme canonique des équations (1).

Soit

S(y1,52 ooy Vo Py Bay ooy Bp)

une fonction quelconque des p variables y et des p variables nou-
velles A.
Posons maintenant

‘ __ ds . __ dS
{H . ‘Z‘i—z—y}’ hi—-d—hi'

Les équations (4) seront regardées comme défimssant les rela-
tions qui lient les variables anciennes

Ty .Z'g, LRI ] wQ’
Yt Y -y Yg
aux variables nouvelles
Ry, hay ... kg,
v Ay oo, Ry

Jacobi a démontré que, sil'on fait ce changement de variables,
les équations resteront canoniques, et cela quelle que soit la
fonction S.

Changements de variables remarquables.

8. Sauf un cas exceptionnel, tous les changements de variables
qui n’altérent pas la forme canonique peuvent étre déduits du pro-
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16 CHAPITRE L.

cédé du n° 4. Il est cependant des cas ou il est plus simple

d’opérer autrement. Nous en allons donner deux exemples.
Supposons que l'on ait les équations canoniques

) éz'i- . le g_y‘t _ dF
O de = dyy  de T day

el que I'on fasse le changement de variables suivant

’ ’ !
Ti=01iF) + X Tgt oo +Api Xy,

(2 ! ’ ’
) ,}’i=pl.i.)’1+?’2.i}’z+---‘*‘pn.i}’n-

Comment doit-on choisir les constantes « et 3 pour que les équa-
tions restent canoniques quand on prend comme variables nouvelles
les x; et les y;.

Si nous désignons par

dzy, Oxg, ..., Ozu; 8y, ye, ..., Sya

des accroissements virtuels des x et des y, que nous multipliions
les équations (1) respectivement par 33/,- et — &xy, et que nous ajou-

tions, 1l viendra
dri o dvis \ _ ap
E (—12? i — 7 oar',) =¢F.

Pour que les équations restent canoniques aprés la substitu-
tion (2), il faut donc et il suffit que 'on ait identiquement

dr; o dyin dri~ dy’; « .
3 (G v — o) = X (G v — T e

Comme les dz; dépendent seulement des dz;, les 8y; des 8y}, les
dy; des dy;, les 3x; des &z}, on devra avoir identiquement

~

(4) Sdx; 8y; = 2dz} 3y}, Edy; 8z = Ldy; 8.

Les relations (2) étant linéaires, les da; sont liés aux dx;, et
les 8x; aux 8x; par les mémes relations qui lient les 2; aux z;. De
méme pour les dyi, 8yi, ¥, dyi, 3yi, ¥ie

Les relations (4) subsisteront donc quand on y remplacera dz;
et 8x; par z;, et dy; et 8y; par y;, dx; et 8z; par z;, ete. On devra
donc asoir

(3) Sy =Lxyy;
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GENERALITES ET METHODE DE JACOBI. 17

La réciproque est vraie et la relation (3) entraine les relations
(3) ot (4).

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que les équa-
tions restent canoniques, c’est que ’on ait identiquement

Lz y;=Zaiyi.

.

Quelle est maintenant la condition pour que ces équations res-
tent canoniques et qu’en méme temps on ait

@i = Bra?

Je dirai qu'un changement linéaire de variables, tel que (2), est
orthogonal, silon a identiquement

Sz} = a2,
c’est-a-dire siVon a b

i=n

i=n
R Z“ﬁi—:l ’ deiah.i=0-
i=1

i=1

Cette dénomination se justifie d’elle-méme, puisque, dans le cas
ou le nombre des variables est 2 ou 3, et ou l'on peut regarder les
z ou les 2’ comme les coordonnées d'un point dans le plan ou
dans P’espace, une pareille substitution n’est autre chose qu’'un
changement rectangulaire de coordonnées.

Cela posé, si U'on fait subir aux x et aux y une méme substi-
tution orthogonale, on aura

E.Z‘lz = Z.Z"L'z, 2)/? = .‘:._}/','2,
Z(zi+yi) = E(wi+ yi),
d’ou

)2.2',-}/,- = Z.z"i‘}”,'.
Les équations resteront donc canoniques.
6. Les équations resteront encore canoniques si 1'on fait un

changement de variables portant seulement sur z, et sur ), par
exemple, et si I'on pose

cwi=9(ah,p),  y =),
H.P. — L 2
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18 CHAPITRE 1.

et que I'on prenne pour variables nouvelles z, et ', au lieu de z,
et de y,; ces équations resteront canoniques, dis-je, pourvu que le
déterminant fonctionnel, ou jacobien, de z, et y, par rapport a x,
et yy soit égal & 1.

Ainsi, si l'on pose

@y =y2pcosw, 1=y 2psinw,

la forme canonique des équations ne sera pas altérée et les va-
riables ¢ et v seront conjuguées comme 'étaient x, et y,.

7. Nous avons défini plus haut le changement de variables

as o as
dy: ¢ dh;

= I},
qui n’altére pas la forme canonique des équations, quand S est une
fonction quelconque des y; et des h;.
Cette forme n’est pas altérée non plus si 'on permute les x; avec
les y; et si 'on change en méme temps I en — F. ’
Si donc S est une fonction quelconque de

T, Tay, eees ZTp, Ry, ha, Lo, Ry

et sil’on pose

_as /c_is
Yi= gz Y= Ghy’

la forme canonique des équations.ne sera pas altérée quand on
prendra pour variables nouvelles les &; et les /;, et qu'on changera
en méme temps Fen —F.

Elle ne sera pas altérée non plus si I’on change

Yty Y25 eves ¥Yn et F
en

Ayi, Aye, ..., Ayn et AF,

A étant une constante quelconque.
Considérons donc encore une fonction S des z; el des Ay, el

posons

dS . dS
)\}’i:' 35—‘.7 II.i= dh:’
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la forme canonique ne sera pas altérée, si 'on prend pour va-
riables nouvelles les &, et les k;, et qu'on change en méme temps

F en — AF.

Mouvement képlérien.

8. Appliquons les principes qui précédent au mouvement ké-
plérien.

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons toujours que les
unités aient été choisies de telle sorte que lattraction des deux
unités de masse 3 I'unité de distance soit égale 41'unité de force ou,
en d’autres termes, que la constante de Gauss soit égale a 1.

Considérons donc le mouvement d’une masse mobile sous Iac-
tion d'une masse fixe situde 4 l'origine des coordonnées et égale
4 M. Soient z,, £, 3 les coordonnées de la masse mobile, et yy,
72, ¥s les composantes de la vitesse; si nous posons

F=XYityi+rsi 2 M ,
2 f‘/x?+w§+x§

les équations du mouvement s’écrivent

(1 do; _dF = dyi __ dF,

dt = dyi’ ¢ dz;

D’aprés le n° 3, l'intégration de ces équations est ramenée i celle
de Péquation aux dérivées partielles

(9_) (iS_)g_‘_ (ﬁ)z_F (§)2____ﬂll__—2/1
dzy dz, dz; Vei+zi+tzl

ol /i est une constante arbitraire. Posons
Zy= rsinw cosgy, @y =rsinw sing, Z3= r cosw;

Uéquation deviendra

dS\? 1 /dS ’+ 1 dS\t* M P
(z.ﬁ>+ﬁ(% risinie \dp) = 7 T2

On peut satisfaire 3 cette équation en introduisant deux con-
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stantes arbitraires G et , et en faisant

sin?w

(dS)2 G:M _ a2M
+ ——="—+2kh.

dr r2 r

ds ds\:  e:M
3) 25 = VM %) * Swre — OM

La fonction S ainsi définie dépendra de r, v, ¢, G, ©, % ou, ce
qui revient au méme, de &y, Z1, &3, G, O, A, et la solution géné-
rale des équations (1) s’écrira

_ds W p = 3 _ds o — 98
YVi= g Ti=aR T g6 =ae’

k', g et § étant trois mouvelles constantes arbitraires. Si nous
posons

—M M M
L=\/2h’ h=— —, n=— I=n(t+ A",

nous pourrons écrire

dS  dS dh

oM
T g == +t=1

Les constantes d’intégration sont alors au nombre de six, & savoir
L, G, 8, R, g, 0.

Il est aisé d’apercevoir la signification de ces constantes et de les
exprimer en fonctions de celles qui sont habituellement employées.
Sia, e et désignent le grand axe, 'excentricité et I'inclinaison, on a

L=ya, G=ya(d—e?, 6=Gcosi.

D'auire part, § est la longitude du noeud, g -0 celle du pén-
hélie, r est le moyen mouvement et { n’est autre chose que I'ano-
malie moyenne.

Si la masse mobile, au lieu d’étre soumise a I'attraction de la
masse M, était soumise a4 d’autres forces, nous pourrions néan-
moins construire la fonction S et définir ensuite six variables nou-
velles

L, G, e,
4)

(i, & 8
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GENERALITES ET METHODE DE 1ACOBI. 21

en fonction des z; et des y; par les équations

5 _ 48 ds_,  ds_ ds
(%) Yi= g’ =5 268 6

seulement L, G, ©, g et § ne seraient plus des constantes.

Nous pouvons nous servir alors des six variables (4) pour définir
la position et la vitesse de la masse mobile. Nous donnerons a ces
variables (4) le nom de variables képlériennes. Il importe de
remarquer que la définition de ces variables képlériennes dépend
de l'origine 4 laquelle la masse mobile est rapportée et de la valeur
choisie pour M.

Si la masse mobile est une planéte qui est soumise a l'action
prépondérante de la masse M et & diverses forces perturbatrices, on
voit que ces variables képlériennes ne sont autre chose que ce que
les astronomes appellent les éléments osculateurs de cette planéte.

Dans le cas particulier oit 'orbite du corps m, est plane, on peut
prendre, comme variables nouvelles,

L=ya, G=yali—e?)

avec lanomalie moyenne / et la longitude du périhélie g. Les va-
riables képlériennes ne sont plus alors qu’au nombre de 4.

Il importe de faire quelques remarques au sujet de l’emploi
de ces variables képlériennes : remarquons d’abord que les variables

anclennes
Ty, Loy T3y Y Y Y

et la situation du corps m, ne changent pas quand on augmente /,
g ou 8 de 2w, sans toucher aux autres variables. Ces variables an-
ciennes sont donc des fonctions périodiques de /, g et Q.

En second lieu, on doit toujours avoir

L2 G2 er.

Enfin, si G===, les variables anciennes et la situation du
corps m, ne dépendent plus de §; et, si L === G, elles ne dépen-
dent plus de g.
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22 CHAPITRE 1.

Cas particulier du Probléme des trois Corps.

9. Revenons au cas particulier du Probléme des trois Corps dont
il a été question plus haut.

Deux masses égales, la premiére & 1-— ., la seconde & p, dé-
crivent deux circonférences concentriques autour de leur centre de
gravité commun supposé fixe. La distance constante de ces deux
masses est prise pour unité de longueur, de telle facon que les
rayons des deux circonférences solent respectivement . et 1 — p,
que le_moyen mouvement soit égal a I'unité.

Supposons maintenant que dans le plan de ces deux circonfé-
rences se meuve une troisiéme masse, infiniment petite et aitirée
par les deux premiéres.

Nous prendrons pour origine O le centre commun des deux
circonférences, et nous pourrons rapporter la position de la troi-
siéme masse, soit 3 deux axes rectangulaires fixes Oz, et Oz,
soit & deux axes mobiles Of et Ov définis comme au n° 2. Le
moyen mouvement des deux premiéres masses étant égal & 1, nous
pouvons supposer que Pangle de Of et de Oz, (c¢’est-a-dire la lon-
gitude de la masse ) est égal a ¢.

Comme la constante de Gauss est supposée égale 4 1, la fonction
des forces se réduit a

V= TLH—!— m_*l(l_'}“_)’
ry Iy

en appelant m, la masse infiniment petite du troisiéme corps, r, la
distance des deux corps m,, &, et r; la distance du corps m au corps
de masse 1 — p, de telle fagon que

ri=n2+E+p—0t=[o—(t—p)sinf+ [2y—(1— p) cos?]?,
ri =0+ + p)?=[@2+ psint]?+ [2+ pcost ]

L’équation des forces vives s’écrit alors

2 2
X1 X2y — const.
2my 2my

Convenons d’appeler — 7, R le premier membre de cette équa-
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GENERALITES ET METHODE DE JACOBI. 23

tion, R sera une fonction de x,, £z, de y1, ya2 et de ¢, et les équa-
tions du mouvement s’écriront

dzy _ d(mR) dvy ___ d(mR)
@ ST Ty dt = Tdys
dy, _ d(mR) dy, _ d(mR)
dt dz, dr dz,

Remplagons les variables z,, yi, %2, »2 par leurs valeurs en
fonctions des variables képlériennes L, G, [, g, ainsi qu'il a éié dit
dans le numéro précédent. R deviendra une fonction de L, G, ¢, g
et £, et les équations du mouvement s’écriront

dL _ dR dl _ dR
dt~ 41’ 4T du’
dG_ dR dg _ dR
dt — dg’ di — dG’

Ces équations seraient déja de la forme canonique si R ne dé-
pendait que des quatre variables képlériennes, mais R est aussi
fonction de ¢; il faut donc transformer ces équations, de fagon que
le temps n’y entre plus explicitement. Pour cela, voyons comment
R dépend de ¢.

On voit aisément que R peut étre regardée comme une fonction
de L, G, I et g — ¢. Si, en effet, on augmente g et ¢ d’'une méme
quantité, sans toucher aux autres variables, on ne change ni &, ni,
ni ry, ni 73, ni y? 4 2, ni par conséquent R.

11 résulte de 1a que

Si alors nous posons

’ ’ ’ , .
F’ ne dépendra plus que de ', 3, Yy €LYy, et les équations du
mouvement, qui s’écriront

dz; _ dF dyi _ __ dF'
(M &Gy dr dz;

seront canoniques.
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C’est sous cette forme que nous écrirons ordinairement les équa-
tions de ce probléme.

Lorsque la masse . est supposée nulle, la masse 1 — p devient
égale & 1 et est ramenée & P'origine; r; se réduit a /2] + 22, la fonc-

. N )
tion des forces V se réduit & —r—‘ » et 'on trouve
2

1 1 1
R=—=—s=—3
2a¢ 2L? 22}
et
1 I ’
F'= ——+z.
272

Quand p n’est pas nul, on voit immédiatement que I’ peut se
développer suivant les puissances croissantes de j, ce qui nous
permet d’écrire -

F'=Fo+ pF; 4+ ....

On voit que

F(;: —l

,
5+
272 2

est indépendant de ¥, et de y,.

De plus, ¥, dépendra a la fois des quatre variables; mais cette
fonction sera périodique par rapport & y, et ¥, et elle ne changera
pas quand Yune de ces deux variables augmentera de 2x.

Observons enfin que, si 2| =+ ), 'excentricité est nulle el le
mouvement direct, et que F; ne dépend plus alors que de z,,

! ' ’
Zyety, +Ys-
u contraire, si &', = — x,, l'excentricité est nulle, mais le

A traire, f w1 tricité est nulle, 1
mouvement rétrograde, et Iy ne dépend plus que de x|, z, et

Yi—»
Emploi des variables képlériennes.

10. Soient z,, 2, 3 les coordonnées rectangulaires d™un point
Y1, Y2, ¥3 les composantes de sa vitesse; m sa masse. Soit Vm la
fonction des forces, de sorte que les composantes de la force appli-
quée au point soient

dVv dv
dr;” M dm’ T dz,
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Si nous posons

1
F=t+ri+rhH+V,

les équations du mouvement du point prendront la forme canonique

dz; dr dy: _ dF

dt — dy;’ dt — dzp
Nous avons défini au n° 8 une certaine fonction
S(z'l) oy X3, G'a e: L)-

Nous avons va que, si on fait le changement de variables défini
par les équations
s ds _ s _, s _,
de; 70 dc=% =" a="
les variables nouvelles ne sont autre chose que les variables képlé-
riennes que nous venons de définir.
En vertu du théoréme du n° 7, les équations conserveront la
forme canonique et s’écriront

dL__dF  dG___dF  de __dF
&AW & dy AT d
di_ dF  dg _ dF dy _  dF
dt— dL’ dt —  dG’ dt — de

Il peut arriver que, la force restant constammment dans le plan
des z, 24, il en soit de méme du point mobile.
Dans ce cas on aura constamment

G=28,

et la fonction F dépendra seulement de G, L, [ et de la longitude
du périhélie g + 0 = w; on aura

dF dF dF

dg = a8y dw’
Nous poserons, pour conserver la symétrie,

G=8=1,
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le nombre des variables képlériennes sera réduit de six i quatre, &
savoir I, L, w et /, et les équations deviennent

dL dF dan dF

dte — Al At T T ds’
dl _ dF ds_ dF
dt~ dL’ d¢ T 4’

Cas général du Probldme des trois Corps.

11. Venons au cas général du Probléme des trois Corps: soient
ABC le triangle formé par les trois corps; a, b, ¢ les cotés de ce
triangle; m;, ms, m; les masses des trois corps.

La fonction des forces s’écrit alors

Mymsy -~ mgmy -+ myms,
a b c

Nous appellerons la fonction des forces Vi, u désignant une con-
stante quelconque que nous nous réservons de déterminer plus
complétement dans la suite.

Je supposerai que le centre de gravité du systéme des trois corps
est fixe et j’appellerai D le centre de gravité du systéme des deux
corps A et B.

Je considérerai deux systémes d’axes mobiles :

Le premier systéme, toujours paralléle aux axes fixes, aura son
origine en A.

Le second systéme, également paralléle aux axes fixes, aura son
origine en D,

Jappellerai z,, 22, 3 les coordonnées du point B par rapport
aux premiers axes mobiles; z,, 25 et 24 les coordonnées du point G
par rapport au second systéme d’axes mobiles.

La force vive totale aura alors pour expression

mymy (dmf dr3 d.z'g) + (my—+ my) my (dxz dl dx%)

mam\de Tde T ae) T m,\dee T ar T an

(voir Tisserano, Mécanique céleste, Chap. 1V).
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oy
Si alors nous posons
_ mymy (o _ (mi+ my)mg
Br= p“_mi—i—mﬁ—ma’
F=T _v_ y%+y;4—ys+y£+}f§,+yé —v,
n 2f 2
dx r
J’x=.37,1’ 3 dt J’3=@7t§'
, d d J
yi=8 ’%’ =§ — .z'.; ﬁ’ xs

les équations prendront la forme canonique

doi _dF  dy__av
dt ~ dy;’ dt — T dz;

Reprenons la fonction

S(xh Zgy X33 L, G; 8),
définie par les équations (4) du n°'8.

Construisons-la d’abord en faisant

M = my+ m,.
Posons ensuite

ds ds ds
® a=b =& g%

Construisons ensuite cette méme fonction S en faisant

M = my + mqy+ my;

appelons
sl(xh Lyy Zgs LI1 G'a e,)
la fonction ainsi construite et posons
s’ ds’ as’
(2) JY 7 ’ ’ =
Soit ensuite
=038+ @S

Les dérivées de 2 parrapporta L, G, 8, L/, G/, 8'seront respec-
tivement B/, Bg, B9; 3’7, P'g’, B'O'.
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Si nous posons de plus

dz
(3) Yi= g

les équations (1), (2) et (3) définiront les douze variables an-
ciennes x et  en fonctions de douze variables nouvelles, que jeré-
partirai en deux séries de la maniére suivante:

BL, BG, Be, L, PG, p6,

4
“) I, & o I, &, o

Le théoréme des n® 4 et 7 montre alors que la forme canonique
des équations n’est pas altérée.

Il est aisé de se rendre compte de la signification de ces varia- -
bles nouvelles.

Tout se passe comme si deux masses, égales respectivement 3 B
et & 'y, avaient pour coordonnées par rapport a des axes fizes, la
premiére x,, Z2, X3, la seconde x,, x5, 2; et comme si ces denx
masses fictives étaient soumises 4 des forces admettant la fonction
des forces V..

Si alors, &4 un instant quelconque, les forces appliquéesa la pre-
miére masse ficlive venalent & disparaitre, et qu’elles soient rempla-
cées par lattraction d’une masse m, + m, placée a I'origine, cette
masse se mouvrait suivant les lois de Képler et les éléments de ce
mouvement képlérien seraient L, G, 0, /, g et 8.

De méme, sila seconde masse fictive n’était plus soumise qu’a
Pattraction d’une masse fixe m, + m, -+ m, placée a U'origine, les
éléments du mouvement képlérien qu’elle prendrait alors seraient
L',G, 0,0 gel.

Observons que F ne dépend pas seulement des variables (4),
mais de m,, m,, m; et de p.

En général, m, et m seronttrés petits, desorte qu’on pourra poser

mg = %3 &, my= azu,

\
enregardant . comme petit, et conservant le plus souvent 3 a,, a3,

B et @’ des valeurs finies; F, qui pourra alors étre regardé comme
une fonction des variables (4) de m,, 2., a3 et de g, pourra alors
avec avantage étre développé suivant des puissances croissantes de

F=F0—|—F11J.+....
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Sil'on fait g = o, il vient

azmy | Gy

V= 5 ¢ ? B=a, p":“a,
et
_p.__ B p?  _ a4 af .
F=To= a(BL)y * a(FL) ~ a(pLy - 2(9’1’)2’

F ne dépend plus alors d’aucune des variables de la seconde série
5, g,8, U, g, V; Jajouterai que, quel que soit p, ' est une fonc-
tion périodique de période 2 par rapport & ces variables de la se-
conde série.

Disons quelques mots de certains cas particuliers. Si les trois
corps restent constamment dans le plan des z,, #2, on aura G = 0,
G'= 0’ et F ne dépendra que de g + 8 et g'+ ¥, de sorte qu'on
n'aura plus que quatre couples de variables conjuguées

BL’ BG_: pe = pn, BIL’, p’Gl= Ble'= BIHI,
l,, g+0 =w, v, g+8 =u.

ainsi qu'il a été dit.au n° 10.

12. Reprenons la notation du n® 11 et les équations de ce nu-
méro. Je vais mettre ces équations sous une forme nouvelle qui me
sera utile dans la suite.

Considérons d’abord le cas particulier ol les inclinaisons sont
nulles et ot les trois corps se meuvent dans un méme plan.

Posons

BL=A, BOo=A—H, I+ =1, B =—Ah,

(I) B'L’:A', B,HIZA’—H” ll+wI=)\I, ml—:—}l’,
11 vient

d _ dF  dF _ dFdh_ dF _ dF

dt ~  d(BL)  d(BM)  ~ dA dr ~ d(pm) aH’

d\ dF __dF dl  dF dF dF

- dl T & & dl T ds dk

On voit ainsi que Jes nouvelles variables A, H, A, H', A, £, ¥,
h' sont encore conjuguées et par conséquent que le changement de
variables (1) n’altére pas la forme canonique des équations.
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Venons mainlenant au cas général et reprenons les notations du
n° 11.

Posons
[ BL =A, G =A—1, ﬁ@:A—H—Z,‘
( ) 5 p,L’:A', B!GI___AI_ H/, BIG!IA!_HI__ZI’
2
()&:l—i—g—l—e, h=—g—0, C:—e,
AMN=l+g'+0, W=—g'—0, g=—0.

On vérifierait, comme ci-dessus, que ce changement de variables
(2) n’altére pas la forme canonique des équations.

Cette forme canonique ne sera pas altérée non plus, d’aprés la
remarque du n° 6, si nous faisons

V2H cosh =¢, V21l sinh =1,
VaH cosk' =F, VoH'sinh' = v/,
v2Z cos {=p, 2L sinf =gq,
V2Z cosf'=p', 2Zsinl'=gq".

(3)

Les équations restent canoniques et les deux sérics de variables
conjuguées sont les suivantes :

A, A, 8 8 p, P,

(4) . , '
)\a )‘1 T N, q’ Q'

Voici quel avantage peut avoir le choix des variables (4).

La fonction F, exprimée a l'aide de ces variables, est dévelop-
pable tant suivant les puissances de &, &', 0, %/, p, P/, ¢, ¢' que sui-
vant les cosinus et sinus des multiples de A et de W, les coefficients
dépendant d’ailleurs d’une maniére quelconque de A et de A’

En effet, d’aprés les définitions des variables précédentes, on a

H=A(—y/i—e2), Z =B8G (1—cosi);

on déduit de la:

1° Que H est développable suivant les puissances de e?, le pre-
mier terme du développement étant un terme en e?;

2° Que e? est développable suivant les puissances de H, le pre-
mier terme étant en H;

3° Que \;ﬁ est développable suivant les puissances de H;
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4° Que de méme 7* est développable suivant les puissances de
Z Z

BG A —H

14

50 uae —

Q 75

par conséquent suivant les puissances de Z et de H.
Orona

et

. . . Z
est développable suivant les puissances de Th

€ ecoshya _ esinhy2 i icostya  isingy/2
VHT & T T w7z P g

Donc e cosh, esink, icos§, ising sont développables suivant
les puissances de §, n, p et ¢; de méme &'cosk’, €'sink’, 7' cos¥,
¢ sin{’ sont développables suivant les puissances de ', o/, p’ et ¢’

Mais la forme du développement de la fonction perturbatrice est
bien connue.

Elle est développable suivant les puissances croissantes des ex-
centricités et des inclinaisons et suivant les cosinus des multiples
de A, N, Rk, I',§ et T, et un terme quelconque du développement
est de la forme suivante (Tisseranp, Mécanique céleste, t. 1,

p- 307)

Nebse e itts i'ths cos(mq A + maX 4 mgh 4+ my b’ + my{ + mel'),

les p; étant des entiers positifs ou nuls et les m; des entiers quel-
conques. On a d’ailleurs

®;=| m; |-+ un nombre pair
et, d’autre part,

my—— Mg = Mz m,—+ Mz -+ Mg.

On peut conclure de la que la fonction perturbatrice est déve-
loppable suivant les puissances de

ecosh, esinh, icos{, Zsing, .

e'cosh’, e'sinh', {cosf, ¢sin{,
et, par conséquent, suivant les puissances de

(5) & E o om vy ppo P9 9
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Je puis observer de plus que le développement de

ecosh esinh iZcosf i'sinf
5 2 1] b P 2 q )

ne contient que des puissances paires des variables (5); j’en con-
clurai que le développement de F sera de la forme suivante

’ 4 r 1 cos f
(6) ZNEH:n"sEP«anEquVspP«squ sin (myd + my}'),

N étant un coefficient qui dépend seulement de A et A'.
Les nombres p;, v; sont des entiers positifs ou nuls, dont la somme

g V3 By V- s Y5+ g Ve

est égale 4 | m, 4- m, | + un nombre pair positif ou nul.
Jai laissé subsister dans I'expression (6) le double signe cos ou
sin; on doit prendre le cosinus quand la somme

V3 Vg + V5 + Vg

est paire, et le sinus dans le cas contraire.

Il résulte de 1a que la fonction F ne change pas quand on change
i la fois le signe des A, des 7 et des ¢; et qu'elle ne change pas non
plus quand on change X et X en A+ = et N+, et qu'en méme
temps l'on change les signes des &, des 1, des p et des ¢.

La fonction F jouit d’une autre propriété sur laquelle il est
nécessaire d'attirer 'attention; elle ne change pas quand on change
a la fois le signe de p, g, p' et ¢’

Probléme général de la Dynamique.

13. Nous sommes donc conduit & nous proposer le probléme
suivant :
Etudier les ‘équations canoniques

dx; dF dy: dF

) T & 4T da

en supposant que la fonction F peut se développer suivant les
puissances d’un paramétre trés petit p de la maniére suivante :

F=F0—|—[~LF1—|—H-2F2+...,
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en supposant de plus que F, ne dépend que des z et est indépen-
dant des y; et que F,, F,, ... sont des fonctions périodiques de
période 2T par rapport aux y.

Réduction des équations canoniques.

14. Nous avons vu que I'intégration des équations (1) du numéro
précédent peut se ramener & I'intégration d’une équation aux déri-
vées partielles -

dS dS ds :
(2) F(z,,xz,...,x,,;?lzyd—xiy---,(—Ji?)=const.
P

Imaginons que 'on connaisse une intégrale des équations (1) et
que cette intégrale s’écrive

Fi(zy, 29y oo, Zp; Y1, 2y « .-, Yp) = cOnst.;
cela veut dire que 1’on aura identiquement
(3) [F,Fi]=o.

Je me propose de démontrer que la connaissance de cette
intégrale permet d’abaisser d’une unité le nombre des degrés de
liberté.

En effet, équation (3) signifie qu’il existe une infinité de fonc-
tions S satisfaisant a la fois a I'équation (2) et a I'équation

) Fy 2y, 2 x—‘ﬁ qS ﬁ = const
-+ 1 1942y ¢ o0y Lpy d.Z‘i’ Z—iz—z’ . ,d.l‘p = .

[ . . e - ds .
'Cela posé, entre les équations (2) et (4) éliminons a5’ il
viendra

(5) tb(z'l,xg,...,xp;gz%, %,---, é%):o.
Dans I'équation (5), a8 n'entre pas; rien n'empéche alors de
dzy ’
regarder x, non plus comme variable, mais comme un paramétre
arbitraire ; ’équation (5) devient alors une équation aux dérivées
partielles & p -~ 1 variables indépendantes seulement.
H.P. —1. 3
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I.e probléme se raméne ainsi 4 I'intégration des équations

dz; d® @ . dd

e~ dyy dt — 7 da; (¢=2,3,....p),

qui sont des équations canoniques ne comportant plus que p — 1t
degrés de liberté.

Ainsi, si, en général, on connait une intégrale d’un systéme
d’équations différentielles, on pourra abaisser 'ordre du systéme
{’une unité; mais, si ce systéme est canonique, on pourra en abais-
ser l'ordre de deux unités.

Prenons pour exemple le probléme du mouvement d’un corps
pesant suspendu a un point fixe ; nous avons va que ce probléme
comporte 3 degrés de liberté; mais on connait une intégrale
qui est celle des aires ; le nombre des degrés de liberté peut donc
étre abaissé a 2.

Qu’arrive-t-il maintenant lorsqu’on connait, non plus une seule,
mais g intégrales des équations (1) ?

Soient

Fi, Fs, ..., F,

ces ¢ intégrales, de sorte que
[F,Fy] — [F,Fy] = ... =[F,F,]=o.

Peut-on, a 'aide de ces intégrales, abaisser de ¢ unités le nombre
des degrés de liberté ? Cela n’aura pas lieu en général; il faut pour
cela que les g + 1 équations aux dérivées partielles

(6) F — const., F; = const., F, = const., R F4 = const.
solent compatibles; ce qui exige les conditions
(7) [FfFil=0o (i hk=1,2, .... q).

Si les conditions (7) sont remplies, on éliminera entre les équa-
tions (6)

ds  ds ds
dey’ dxy’ 7 dwy

et I'on arrivera & une équation aux dérivées partielles ® = o, ou
ces g dérivées n'enireront plus et que l'on pourra considérer
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comme dépendant seulement des p — ¢ variables indépendantes
Zgir1, Tgvey vy Tp,
tandis que les ¢ premiéres variables
Ty, Zay .-, T4

seront regardées comme des paramétres arbitraires.

On sera ainsi conduit & un systéme réduit d’équations cano-
niques ne comportant plus que p — ¢ degrés de liberté.

Reprenons, par exemple, le Probléme des trois Corps en eon-
servant les notations du commencement du n° 2. Nous avons vu
que le nombre des degrés de liberté est égal a g.

Mais nous avons les trois premiéres intégrales du mouvement
du centre de gravité qui peuvent s’écrire

Fy = ¥ -+ Y- y7 = coast.,
(8) Fy = y» + y5 + ys = const.,
F3 = y3 4 ys + yo = const.

Il est aisé de vérifier que
[F2, F3] = [F3, Fy] = [Fy, Fa] —o.

Le nombre des degrés de liberté peut donc étre abaissé a 6.

Si P'on se borne au cas du Probléme des trois Corps dans le
plan, le nombre primitif des degrés de liberté'n’est plus que de 6.
Mais il n’y a plus que deux analogues & 8. Apreés la réduction, il
y aura donc seulement 4 degrés de liberté.

" Imaginons maintenant que l'on connaisse, outre les ¢ inté-
grales Fy, Fy, ..., F,, une autre intégrale Fy,,; pourra-t-on en
déduire une intégrale du systéme réduit? Cette question peut
s’énoncer autrement.

On connait une équation aux dérivées partielles

F 441 = const.

compalible avec I'équation

F = const.;
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sera-t-elle encore compatible avec le systéme
(6) F = const., F; = const,, ooy F, = counst.?

On voit tout de suite que la condition nécessaire et suffisante
pour qu'il en soit ainsi, c’est que I'on ait

[F, Fora] = [Foy Fgu] = ... =[Fg, Fgy] = o.

Revenons, par exemple, au Probléme des trois Corps et consi-
dérons les trois intégrales des aires

Fo=2 )3 — 23y + 2356 — T ys + T3 Y9 — L3 Ys = const.,
(9) Fs=23y1 — 213+ @y — 2, Y6 + &y ¥7 — 27 = const.,
Foe=x1ys—x2y1 + 2 ys — 25y, + 27 ys — @3 Y7 = const.

11 est aisé de vérifier que I'on a
q

[Fi,Fi]l =o, [F2, Fy] = + F3, [Fa, Fo] = — F,,
[Fy, F5] =—F3, [Fq, F5] = o, [Fs3, Fs] =+ Fy,
[Fb F6]=+F27 [F!,Fs]z_Fh [F3’FG]=0'

On ne diminue pas la généralité du probléme en supposant
que le centre de gravité est fixe, c’est-a-dire que les constantes
qui entrent dans les derniers membres des équations (8) sont
toutes trois nulles.

On aura alors

et, par conséquent,
[F:; Fr] =0 (t=1,2,3; k=4,5,6),

ce qui montre que les intégrales des aires sont encore des inté-
grales du systéme réduit.

Pour terminer, je vais chercher & réduire autant que possible
le nombre des degrés de liberté dans le Probléme des trois Corps,
en tenant compte 4 la fois des intégrales du centre de gravité et
de celles des aires.

Dans le cas particulier oit Jes trois corps se meuvent dans un
plan, nous avons vu que le nombre des degrés de liberté pouvait
étre ramené a 4, en tenant compte des équations (8). Le probléme
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ainsi réduit comporte encore une intégrale qui est celle des aires,
ce qui permet de réduire 4 3 le nombre des degrés de liberté.

Dans le cas général, il est aisé de voir que I'on a

[FMFE] = Fy, [F57 FG] =F,, [FG’FB]: F;.

Les trois crochets n’étant pas nuls, la connaissance des trois inté-
grales des aires ne permet pas de réduire de 3 le nombre des degrés
de liberté.

Mais 1l est aisé de voir que toutes les fois qu’un systéme cano-
nique admettra trois intégrales

Fln FSy FG;

il sera toujours possible de trouver deux combinaisons de ces
intégrales

?(Fh FS) FG);

Y (F,, Fs, Fo),

[¢.¢]=o0.

ce qui permettra de réduire de deux unités le nombre des degrés
de liberté.

Dans le cas qui nous occupe, ces combinaisons s’apergoivent
immédiatement; il suffira de prendre Fy et

telles que

o = F} -+ F} 4 F1.
On aura alors identiquement

[?)Fb] = 0.

Il n’y aura plus ainsi, toute réduction faite, que 4 degrés de
liberté.

SiTon se rappelle qu'un systéme canonique comportant p degrés
de liberté peut étre ramené a l'ordre 2p — 2, on devra conclure
que le Probléme des trois Corps dans le cas général comporte 4 de-
grés de liberté et peut étre ramené au sixiéme ordre.

Dans le cas du mouvement plan, il comporte 3 degrés de liberté
et peut étre ramené au quatriéme ordre.

Dans le cas particulier du n® 9, il comporte 2 degrés de liberté,
et peut étre ramené au second ordre.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



38 CHAPITRE 1.

Réduction du Probléme des trois Corps.

13. Il s’agit de faire effectivement cette réduction.

Envisageons d’abord le cas ol les trois corps se meuvent dans
un méme plan. Nous avons vu que le nombre des degrés de liberté
pouvait alors étre réduit a 3. Cherchons a opérer effectivement

cette réduction.

Nous avons vu que les équations du mouvement pouvaient

s’écrire

dL _  dF du _  dF du _ dF
dt — Bdl’ dt —  Bdw’ dt T Far’
a__dF  dw_  dF Al dF
dt —  pdL’ dt ~ ~ Bdi’ dt T Fdin”

On a d'ailleurs

dF _ dF
do T dw =

d’ob I'intégrale des aires
BN+ 'l = C,

C étant une constante.
Posons

BN ==H, Fm=C—H, v—w =~h,

d’ou (si I'on remplace II et Il par leurs valeurs en fonction de C

et de H)

dF dar dF dF dF

) dH = B Faw’  dh - dw

et les équations du mouvement deviendront

d(BL) _ dF d(p'L)  dF dH

Tdr T di’ de  — dar’ dr
a__ _dF A _dF dh _
dt — ~ d(BL)’ dt —  d(pLYy dt ~  dH

Il n'y a plus que 3 degrés de liberté.
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16. Passons au cas général ou le nombre des degrés de liberté
doit étre réduit & 4. Les équations s’écrivent alors

dl. _ dF aG _ drf de _ d¥
d¢—  Bdlr’ dt —  Bdg’ dar - Bay’
d_  d4F - dG'_ dF - de'_ aF
dt —  pdr’ dt — pdg’ dt —  pdy’
di _ dF dg _ dF d9 _  dF
dt —  BdLl’ dt ~ 7 BdG’ di —  Bde’
di'’ _ dF dg'  dF 4y dF
dt —  Fdl’  dr — T~ pdG”’ dr T pde”

On a d'ailleurs les trois intégrales des aires qui, si l'on prend
comme premier plan de coordonnées le plan du maximum des
aires, s’écrivent

BB —=C, 00,
B2(Gt —82) = "2 (G2 —-6'2).
On a d’ailleurs

dF  dF
@ Tay T
ce qui montre que F ne dépend de § et de §' que par leur diffé-
rence § — 0'; mais, comme cette différence est nulle, en vertu des
intégrales des aires, I peut étre regardée comme ne dépendant
plus ni de § ni de §'.

On trouve également

0—¥,
d'ou
db do’
di —dt’
d’ol
o) av _ dr
Bds = pido’

Posons maintenant

5 G=T, G=r,

(3) d’out

[gorpe—c, pri—pir:—c(ge o)
et
, G gz gre O I Bar:
(4) Be=-+"F — S5 po= S +5e —ha
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dF _ dF dG__ dF de  dF dof
di' 7 dGdl ' do dlI'  de' dr
ou
dF _dF dF BT dF BT

dr — dG ' d8 C  do' §'C

ou enfin, en vertu de I'équation (2),

dF dF

4ar ~ 4G
et de méme

dF dF

ar — 4G’

La constante des aires ( peut élre regardée comme une donnée
de la question.

Si donc dans F on remplace G, G/, ® et ' par leurs valeurs (3)
et (4), F ne dépend plusque de L, L/, , 7, g, g/, T et I, et les

équations du mouvement peuvent s’écrire

dL _  dF dr _ dF dil _ dF ar_ dF
@~ FA 4T By A Fa’ @ Fdg
dl _ dF dg  dF dI'_ dF dg'  dF
di =Bl di = §dr’ i~ Fdl’  di — Far’

et il n’y a plus que 4 degrés de liberté,

Forme de la fonction perturbatrice.

17. Tl importe de voir quelle est la forme de la fonction F
quand on adopte les variables des deux numéros précédents.

Supposons d’abord que I'on prenne les variables du n° 15 et
que les trois corps se meuvent dans un méme plan; la fonction F
ne dépendant que des distances des trois corps sera développable
suivant les cosinus et les sinus des multiples de I — ¢+ & ; les
coefficients de ce développement seront eux-mémes développables
suivant les puissances croissantes de

ecosl, esinl, e'cosl’, e'sinl
b b ) H

en désignant par e et ¢’ les excentricités; enfin les coefficients de
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ces nouveaux développements seront eux-mémes des fonctions uni-

formes de L et de L.

Je poserai, pour abréger,
BL =4, L' =A";
il vient alors, d’apres la définition de H,

e=x YAT—HI, o= yAT—(H—O)

Ajoutons que F ne change pas quand /, ! et A changent de
signe; par conséquent, si I'on développe F suivant les cosinus et
les sinus des multiples de ces trois variables, le développement ne
pourra contenir que des cosinus.

On aura donc finalement

P a7
F=32A(A2 —H2)2 [A?2 —(H—C)2]% cos{myl+myl' +myh),

p et g sont des entiers positifs, m,, m, et m; des entiers quel-
conques, A est un coefficient qui ne dépend que de A et de A’. De
plus | m3 — m, | est au plus égal & p et n’en peut différer que d'un
nombre pair; de méme, | m; + m.| est au plus égal a ¢ et n’en
peut différer que d’un nombre pair.

Un pareil développement est valable quand A — HetA'— (C— H)
sont suffisamment petits; on voit que pour

A=H

tous les termes s’annulent, sauf ceux pour lesquels m; = m,.
) q

De méme, sil'on a
AN=C—H,

tous les termes s’annulent, sauf ceux pour lesquels my; = — m,.
Par conséquent, si I'on a 4 la fois

A=H, A'=C—H,
tous les termes s’annuleront, sauf ceux pour lesquels
s P q
mg = my = — My,

de sorte que F devient une fonction de / — ¢/ + A.
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Si, dans un des termes du développement de F, on fait
A=—H, AN=H—C,
ce terme s’annulera encore, 3 moins que
nig = My — — my.
On pourrait étre tenté de conclure que, pour
A=—H, AN=H-C,

F est encore une fonction de {— ' +4- % ; il n’en est rien, carle
développement n’est valable que pour les petites valeurs de A — H
et A/ — C + H. Un raisonnement analogue a celul qui précéde
prouve, au contraire, que pour A= —H,A'=—H — C, F est fonc-
tionde I—?—+#h etnon pasde I — U + h.

Dans le cas ot la valeur de A—H est extrémement petite, il
peut éire avantageux de faire un changement de variables parti-
culier.

On a identiquement
AlrHh=A(L+h)—h(A—H);

la forme canonique, en vertu du n°8, n’est donc pas altérée guand
on remplace les variables

A, A, H,
i, U, h
par les suivantes

A, A, A—H,

l+«h, I, —h.
Posons maintenant
I~ h =2, V2(A—H) cosh = t*, —Va2(A—H)sink = n*;

en vertu du n®6 Ia forme canonique des équations subsiste, quand
on prend pour variables

, A&

A<, U, 7wt

On a Pavantage que la fonction F, qui reste périodique en 2.*
et en !, est développable suivant les puissances de £* et n* quand
ces deux variables sont assez petites.
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18. Prenons maintenant les variables du n°® 16, c’est-a-dire
BL=A, @L=A, Br=H, PpI'=H.

’

Z, 7, &> &'-

Les variables I et I sont manifestement assujetties a certaines
inégalités; on a

H=Ay1— e,
d’ott
(1) A2 > He,
De méme
(2) At >H2,

On a, d’antre part, en vertu de I'équation des aires,
Hcosi-+ H' cost' = C, HsinZ + H'sinZ = o,

C étant la constante des aires qui doit étre regardée comme une
des données de la question. On en déduit les inégalités

{1H[-+]H{>1C,

) | 1H|—|"|<|C].

Voyons maintenant comment la fonction F dépend de nos
variables.

Pour les valeurs de H voisines de A, la fonction F n’est plus
holomorphe par rapport & H; elle n’est plus développable suivant

les puissances entiéres de A — H, mais suivant celles de /A — H.
On peut alors employer avec avantage les variables suivantes.
Posons

l+g=2, V2(A —H)cosg =&*, V2(A—H)sing = v*,

les équations conserveront la forme canonique, silon prend comme
variables indépendantes

A’ A'” 2*7 H”

A, U 9Y, &
de plus, la fonction F sera alors développable suivant les puissances
enticres de £* et de n*.
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On opérerait d'une maniére analogue si I'on avait & envisager
des valeurs de H' trés voisines de A'.

Qu’arrivera-t-il maintenant si les valeurs de H et de H' sont
trés voisines des limites que leur assignent les inégalités (3), c’est-
a-dire si les inclinaisons sont petites ou nulles?

Supposons, par exemple, que H+ H' = C.

Nous avons vu, au n° 12, que F est développable suivant les
puissances croissantes des variables § &, n, v/, p, P/, ¢,4' de ces
paragraphes; c’est-d-dire suivant les puissances croissantes de

VBL—BG, VL —FG, VBG—pe, VFG—§¥,
si les inclinaisons sont nulles; on a
G=8, G =¢,

et les deux derniers radicaux s’annulent, mais il n’en est pas de
méme des deux premiers; la fonction F est alors holomorphe en
G,G,/pG—po, G —g'e.

Mais nous avons vu au n° 12 que F ne change pas quand p, p/,
g, q' changent de signe i la fois, ou, ce quirevient au méme, quand
les deux radicaux yBG — BO et \/3'G'— B'® changent de signe
a la fois.

Donc, pour les valeurs trés petites ou nulles des inclinaisons, F
est holomorphe par rapport 4 G et & G’ d’une part, et par rapport
ay/(BG—P£6)(BG— B'9’) d’autre part.

Mais nous avons

H 0 _ I H2 — H"? , 1 H'2 — H?
G——p—y G——*p—,’ e—2p(C+—C—>7 6_2—p,(C+ c
d’ou -

V(BG—p6) (PG —po)= ,ﬁ: VI(H—Cpr— H2] [(H — G)r— H%]
ou

VG EOI(FG—Fo)= "~ y(H— G H) (I — G ).

Ces égalités montrent que

G, G, V{EG—Be) (G —pe)
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GENERALITES ET METHODE DE JACOBI. 45

et, par conséquent, F restent holomorphes en H et en H' pour

H-+H =C.

Relations invariantes.
19. Nous avons considéré au n° 1, a 'égard du systéme

dr; _
(l) 75 '—'XH

d’une part ses solutions, d’autre part ses intégrales. Mais il nous
reste 4 parler de certaines équations qui se rapportent i ce sys-
téme et qui peuvent étre regardées comme lenant pour ainsi dire
le milieu entre les solutions et les intégrales. Je vais définir ces
équations que j'appellerai relations invariantes.
Soit ¢ une fonction quelconque de z,, Z3,. . ., Z,; On aura
dy _ dy

d
—- Xi—f—ﬁXg-!—...—l- 2
Ly

dt = dz, d Za, X

Considérons maintenant un systéme d’équations

91(Z1, &2y ..y Tp) =0,
(2) s P2 (&1, T2y .+ o0y ZTn) =0,
..................... ,
ep(Z1, T2, » Tn) =0,

et supposons que ces équations entrainent comme conséquence les
suivantes
dy; dy;

ft 1 s
dx‘ Xl+ d_z'2 Xz—l—. I

doi v .
dzn Xn=0;

on en conclura que
doi

dt

Par conséquent, s¢ les équations (2) sont satisfaites pour une
valeur quelcongque de t, elles le seront pour toutes les valeurs
de t; ¢’est pourquoi nous appellerons le systéme (2) systéme de re-
lations invariantes, et I'on congoit quelle importance peut avoir
la connaissance d’'un semblable systéme.
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46 CHAPITRE 1.
Supposons maintenant que le systéme soit canonique et reve-
nons au systéme (1) du n° 7 et a 'équation

dS dS dS
(3) F(.n,zg,...,xp;a?l,—(m, ...,%;):const.,

qui y est corrélative.

La connaissance d'une solution particuliére de cette équation
(3) nous fournira un systéme de relations invariantes.

Soit, en effet, S cette solution ; considérons le systéme

(4 = 45 _as _ a8
4) y:—dx‘, Y2 = a ) LS} _}’p—dxp;

Ty

je dis que ce sera un systéme de relations invariantes par rapport
aux équations canoniques (1).
On trouve, en effet, en différentiant I'équation (3),

5y AF AF S _dF &S dF &S
) Qe dy; drdz T dyy dwgday T Ay, dwpde;
Posons
ds
‘Pi:)'i'—"i;lj

de maniére a ramener le systéme (4) a la forme (2),

(2) PL=Qg=...=Op=0,
il viendra
do; do; .o do;  d*S
z},—i—l, :1;/,_0 (E<k), dz;  dz:dz;’
d’our
dy oy dn g (o dOdy
dr — - dyy dt - dzy - dxg dyy dy i d—.z‘L)’

ce qui montre que les équations (3) se réduisent a

dor _ =1, 2
gr=° =hHh2 ...,p).
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Or c'est la précisément, d’aprés ce que nous venons de voir, la
condition pour que le systéme (4) soit un systéme de relations in-
variantes.

Jajouterai que, dans le cas oti il n’y a que deux degrés de li-
berté, tout syst¢tme de dewx relations invariantes peut étre obtenu
de cette maniére.
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CHAPITRE II.

INTEGRATION PAR LES SERIES.

Définitions et lemmes divers.

20. La méthode de Cauchy, pour démontrer Pexistence de I'in-
tégrale des équations différentielles, a été appliquée par d’autres géo-
meétres A la démonstration d'un grand nombre de théorémes. Comme
cette méthode et ces théorémes nous seront utiles dans la suite, je
suis forcé d’y consacrer un Chapitre préliminaire. Pour cette ex-
position, je ferai usage d’une notation que j'ai déja introduite
dans un autre Mémoire et qui m’évitera des longueurs et des re-
dites.

Soient ¢(zx, y) et 4(x, y) deux séries développées suivant les
puissances croissantes de x et de y; supposons que chacun des coef-
ficients de la série ¢ soit réel et positif et plus grand en valeur ab-
solue que le coefficient correspondant de la série ¢: nous écrirons

alors
oz, y)< V(2 »)

ou, s’il est nécessaire de mettre en évidence les variables par rap-
port auxquelles se fait le développement,

e<y (arg.2, ).

On voit sans peine que, si ¢(Z, y) est une série qui converge
pour certaines valeurs de z et de y (représentant, par conséquent,
une fonction de z et de y, holomorphe pour z = y == 0), on pourra
toujours trouver deux nombres réels et positifs M et «, tels que

M M

)< i amya—ay) ST—a(zay)
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Dans le cas ot la fonction ¢ s’annule pour z =y = o, on peut
écrire
Ma(r + y)
o 2Ty
T l—a(z+y)
_Moa(xr + ) [1+alx + )]
= 1—a(z+y)

Supposons que g, outre les arguments z et y, par rapport aux-
quels on la suppose développée, dépende en outre d’'une autre va-
riable ¢ : les nombres M et o seront des fonctions généralement
continues de ¢; si ces deux nombres ne s’annulent pour aucune des
valeurs de ¢ envisagées, on pourra leur assigner une limite infé-
rieure; on pourra donc donner a M et « des valeurs constantes assez
grandes pour que les inégalités précédentes subsistent.

21. Le calcul des inégalités définies dans le numéro précédent
repose sur les principes suivants, que je me borne 3 énoncer sans
démonstration, a cause de leur évidence:

1* Si la série ¢ converge, il en sera de méme de la série p toutes
les fois qu'on aura

o< e

2° On peut additionner un nombre quelconque d’inégalités de
méme sens
91(\:4’1, ?z\'lh, . ?,,/x\ly,,.

3° Si 'on a un nombre infini d’inégalités de méme sens,
P0-<doy 91, <Yy, vy 9a<€ Yy, ... adinf. (arg. z,¥),
on pourra écrire, en introduisant un argument nouveau,
Qo+ A9+ A2+ . o Yo+ Ay - K2y +... (arg. z, ¥, A).
4° On peut multiplier deux inégalités de méme sens.
50 Si l'on a
Q( @1y Davevr, Bn) SY(@1, Ty o ooy Ba)  (ATG T4y Ty, ooy Tn)
et, d’autre part,

fn(x,}’)<9|(x,.}’), fz(z';}')<ez(x,.}’),

@seat et rtecasnatr s as e sseavessentseny

fol@,)) €0a(z,y)  (arg. 2, 5),
H.P. -1

AN
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50 CHAPITRE 1II.

on pourra, dans l'inégalité (1), & la place de x,, s, --+; Zu, sub-
stituer dans le premier membre fi, f, ..., f, et dans le second
membre §,, §,,..., §,. On pourra donc écrire

?[fi(”:}’),fz(z‘a}’),--~vﬁ:($,}’)]<¢[91(1"}’)7 62('7"’ .}’) "'70'¢(‘7"v.7)]
(arg. z, ¥).

6° Il est permis de différentier I'inégalité
(n o(z, ) Y(=zp) (arg. 2, ),

par rapport 3 I'un des deux arguments z et y.

o 1l est permis d’intégrer une inégalité; mais cela peut s’en-
tendre de deux maniéres; on peut d’abord intégrer 'inégalité (1)
par rapport a 'un des deux arguments x et y, en prenant o comme
limite inférieure d’intégration.

On trouve alors

x X
[ e@wpnrdez [y do.
0 0

Il va sans dire que, dans le calcul des intégrales, y doit momen-
tanément étre regardée comme une constante.

8° Mais il peut arriver également que les fonctions o et ¢ dépen-
dent non seulement des deux arguments z et y, mais d’une autre
variable ¢, sans qu’on la regarde comme développée suivant les
puissances de cette variable.

Supposons que P'inégalité (1) soit vraie pour toutes les valeurs
de ¢ comprises entre ¢, et ¢, ; on pourra intégrer cette inégalité par
rapport a £, en regardant x et y comme des constantes, et écrire

Sormvdisfi@r d (g,

pourvu, bien entendu, que les limites d’intégration soient comprises
entre ¢, et {,.

922. Considérons une fonction

e(z, ¥),

développée suivant les puissances de x et dey. 1l arrivera souvent
que z et y dépendront d'un certain paramétre y et qu’on pourra
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les développer suivant les puissances de ce paramétre. Ecrivons
donc

(0

=2+ T+ p.z.z'2+...,
Y =Yoo+ pyi+ p2ya+.. ..

Supposons que, dans la fonction ¢, on substitue a la place de =
et de y leurs développements (1); alors ¢ deviendra une fonction
de p, de &y, 4y + .y, Xp, ... adinf.; etde yo, ¥i,..0y ¥p,...ad
inf.; de plus elle pourra étre développée suivant les puissances de
u, de sorte qu’on aura

Q= Qo+ M+ Hiog+....

On voit aisément que 9, ne dépend que de z, et yo; ¢, de 2o,

Yo, Zyetyy,...; et, engénéral, o, de Lo, Tiveeey Zp3 Yoy Vaseees ¥po
Supposons maintenant que l'on ait

ez, y)<d (2, ¥ (arg. @, ¥ ).

Dans ¢ substituons, 4 la place de z et de y, leurs développements
(1), de sorte que 'on ait

b=+ phr—p2da+.. ..
On voit aisément qu’il vient

o < o, (arg. @0, ¥o),
o1<< ¢y, (arg. o, Yoi T1, Y1)s

c?p<q;p, (arg. xo, x1, ey Tps Yoy Y1y ~--,P1))‘

On s’en rend compte en appliquant le cmquleme principe du
numéro précédent, ce qui montre que

o< (arg. @, g, 71, ... ad inf.; yo, 1, ... ad inf.).
Nous conviendrons d’écrire, pour abréger, ©,(z;, ¥:), au lieu de
$p(Zoy Tuye ooy Tps Yor Yiveoes Vo)
Théoréme de Cauchy.

23. Le théoréme de Cauchy se trouve aujourd’hui dans tous les
Traités classiques; aussi me bornerais-je 4 I’énoncer sans démon-
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stration si je ne me proposais de le compléter en quelques points.
Considérons les équations différentielles

dz d dz
(1) ar :e(.’l,‘: Ys 3, l“')’ Zil_ :cia(.’l:',‘}/,z,l.i.)7 7 :q;(z" Vs 3, H‘)'

Je suppose que les fonctions ¢ et ¢ sont développées suivantles
puissances croissantes de la variable indépendante z, des deux
fonctions inconnues y et z et d'un paramétre arbitraire .

En supposant que la variable indépendante ¢ n’entre pas dans
les seconds membres des équations (1), je ne diminue pas la géné-
valité, car un systéme d’ordre n, ou la variable indépendante entre
explicitement, peut toujours étre remplacé par un systéme d’ordre
n—+1 ou cette variable indépendante n’entre pas.

Soient, en effet, par exemple,

dz
di =o(z, ¥, 1),

% = !P(.Z‘, Y, t):

il est manifeste que ces deux équalions peuvent étre remplacées
par les trois suivantes

dr
ar =¢(z, ¥, %),

ay _
d_t —‘P(-”:.}’, z)'r

dz
dat

Je me propose de démontrer qu’il existe trois séries convergentes
développées suivant les puissances de ¢, de ., de o, Y0, %0, qui sa-
tisfont aux équations (1), quand on les y substitue a la place de x,
de y et de z, et qui se réduisent respeclivement & Zo, 2 ) et 4 5,
pour ¢ =o.

Ainsi, au lieu de développer seulement, comme le faisait Cauchy,
par rapport  la variable indépendante z, je développe en outre par
rapport au paramétre i et par rapport aux valeurs initiales z, ¥,
%o. Mais je dois auparavant démontrer deux nouveaux lemmes.
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2%. Soient
dx .
z - ?(z',.}’, t; P-)y

d
7‘};:"‘1’('7"7.7,[:!“')

)] S
(
deux équations différentielles, ot ¢ et ¢ sont des séries ordonnées,
suivant les puissances des fonctions inconnues x et y, de la va-
riable ¢ et d'un paramétre arbitraire .
Il est aisé de vérifier qu'il existe deux séries

(2) f(tv IJ*): fl(t: l"');

ordonnées selon les puissances de ¢ et de @, s’annulant avec ¢, el
qui, substituées dans les équations (1) & la place de z et de y,
d’aprés les régles ordinaires du calcul, satisfont formellement &
ces équations.

En cherchant & déterminer les coefficients de ces séries f et fi
par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve qu’'un coef-
ficient quelconque de f (ou de f,) est un polynéme entier a coef-
ficients positifs par rapport aux divers coefficients de ¢ et de .

Considérons done d’autres équations de méme forme que (1)

dz ,
‘ le z?(wi.}’7t’l"-);
(1 bis) ¢
dr _ v
ar =4{(z,y,4 1)

et qui soient telles que

=<9, VY (arg.z, p 8 p);
s1 les séries

(2 bis) St ), St w)

sont ordonnées suivant les puissances de ¢ et de p, s’annulent
avec ¢ et satisfont formellement aux équations (1 bis) quand on les
substitue & la place de = et de y, il est permis de conclure que

S S A<y (arggp).

25. Reprenons les équations (1) du numéro précédent; suppo-
sons que % et ¢ soient développables suivant les puissances de z,
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¥ et u pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre o et #, (£, > 0)
[nous conviendrons de ne considérer que les valeurs de ¢ com-
prises entre ces deux limites]. Je ne suppose pas d'ailleurs que
v et Y soient développables suivant les puissances de ¢.

Il existera alors des séries

S(p), Siltp)

qui seront ordonnées suivant les puissances de u (le coefficient
d’une puissance quelconque de w étant une fonction de ¢, qui peut
ne pas étre développable suivant les puissances de ¢), qui s’annu-
leront et qui satisferont formellement aux équations (1).
Comment peut-on déterminer les coefficients des deux séries f
et fi?
Soient 2, le coefficient de w™ dans f, et ¥, celui de u™ dans fi.
On trouve alors, pour déterminer ,, et ¥», les équations sui-

vantes
dx N d
TJTO = ¢ (&0, Yo, b0, 0), E},To =Y (xq, Yo, t,0),
d.Z‘[ d? 7 d}’1 . d\‘{ (]l!)
= dw T g X W T dn T G
dz do d dd d
dt"l dz: m Yom - X .L}i’t'ﬂ zi% m 2}70 Yo+~ Y,

X et Y, étant développées suivant les puissances de
X1y, Y15 Tz, Yoi -3 L1y Ym 1

et dépendant, d’autre part, de o, }o et de &

v dl . .
D’ailleurs, dans % > %?—, :—i,i s E)i > a, y et u doivent éire rem-
[ 0 0 0

placés par x4, ¥, et o.
Soient maintenant des équations

dr
bata s ),
sdt—so(w,y 1)

dy _ . P
( T —-ql(xyfy 7!-‘-)7

(1 bis)

telles que

¢ <, y< (arg.z, ¥ et i, mais non arg. t).
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Soient
St )y =xy + poy + pra, +. ..,
Silt,p)=yo - uyy + ptyy +. ..

les séries ordonnées suivant les puissances de u. et s’annulant avec ¢
b
qui satisfont formellement aux équations (1 bis).

Il viendra
dz, Ve - dy P
7} =o' (Zy, ¥y, t, 0), 7};_0 = (29, Y55 £, 0),
..................... R e,
dxlm _ d?’ ' d‘P' ' ', d,}’,m. _ d\P' ’ dl‘y ’ U
W—d—%xm"'m}’m—l-xma _d-t—_d_x'; m+d_},’0“.ym+Ym'
A Porigine des temps, on aura
‘z"(’:xo:o, y’o:‘yozo
et d’ailleurs
(2) lol <oy  [d1<d,
d’on
dxy| _ dx, dy, dyy
() A bl N

x, et y,, pour les petites valeurs positives de ¢, sont donc posi-
tifs et plus grands en valeur absolue que z, et y,.
Jécris done

(4) [@o| <@g,  [xol<Fs5-

Les égalités (4) ne pourraient cesser d’étre satisfaites sans que
les inégalités (3 ) cessassent les premiéres de I’étre. Mais il ne pourra
en étre ainsi; car les inégalités (4), jointes aux inégalités (2), en-
trainent les inégalités (3) comme conséquences. Donc les inéga-
lités (4) subsisteront toutes les fois que

:0 <t < ty.
Je suppose qu’on ait démontré de méme que
PP q q

|.’L‘1I<.’IJ’“ I.Z‘2|<Z"2, LRI .-Tm—1|<z,m—1;

) , ; P
l.}’1]<}’1a |y2|<.72s seey !,}’m—il\ m—1>
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el je me propose de démontrer que
ix/nl/\x,my |.}’ml<J"rn
En effet, on conclut des inégalités (5) que

tdo ' _ de de

a8, LA Lid
dry dx, dy,

dy,’ dya

ay 4y
dyy’ dx,

ad
<az

I
2:,l

X | < X5, [ Y| < Y.
Nous devons donc conclure que les inégalités
[Zm | <&y V| < Y
entrainent les suivantes :

dxml d_-z'le d}’m <
dt | < dr

d}’ m

Un raisonnement tout semblable & celui qui précéde montrerait
ensuite que l'on a

|Zm | < 2, | ¥m! <¥m. pour o<t <.
Ces inégalités peuvent d’ailleurs s’écrire
I f, J1< f1 (arg.it, mais non arg. £).
26. Reprenons les équations (1) du n°® 23.

dz - d ds
(N 4 =@y, 5 0), ;,_?,:==P(x,%z’ Wy gy = Y@y .

Ces équations sont satisfaites formellement par certaines séries

x=f1(t,xo;}’o,zo, P-)v
(3) ¥ =Ja(t, Zo, Yor B0, 1),
. & =f3(t,.-’l‘o,}’o, B, 1),
désveloppées suivant les puissances croissantes de £, 24, Yoy So %,
et se réduisant respectivement & o, ) €t 5, pour £==o0.
Pour démontrer la convergence de ces séries, comparons-les
aux séries obtenues en partant d’équations différentes.
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On peut toujours trouver trois nombres réels positifs M, o et {3,
tels qu’en posant

M
6! — 7 — r —
) L A v (R Tr e
on ait
00 a
e <9 ) (argx, y, 3, w).
b<
Envisageons les équations
dz ,
a ="
. d :
(2bis) :1'}2, = CP’,
dsz ,
@ =Y
qui peuvent aussi s'écrire
dx dy dz M

(3 bis)

di T dt T di T —Pm)i—a(z+y +3)]

Y

On peut satisfaire & ces équations par des séries analogues aux
séries (3), ordonnées comme elles suivant les puissances de ¢, z,,
Yo, Bo et 1, et se réduisant comme elles 3 x,, ¥y et z, pour £ =o.

Les principes du n°® 24 montrent que les séries (3) converge-
ront toutes les fois que les séries (3 bis) convergeront elles-
mémes.

Or les équations (2 bis) s'intégrent aisément, et I'on trouve que
les équations (3 bis), qui en sont les intégrales, peuvent s’écrire

.z‘:.zo-k?%a(S—‘/S’—ht).
¥ =yo+ 52 (8= VS —h1),
z::zo—t—%(s—\/sz—ht)‘

ou nous avons posé, pour abréger,
6aM

S=1—0(x)+ ¥+ %), h='1__ﬁp,'
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Ces séries, développées suivant les puissances de p, ¢, £o,Y0» S0
convergent pourvu que

“"'l’ |t|1 |x0|7 l.}’ol: Izol

solent assez petits.
Il en sera donc de méme des séries (3).
C. Q. F. D.

Extension du théoréme de Cauchy.

27. Les considérations développées au n° 26 montrent la possi-
bilité de développer les solutions d’une équation différentielle,
suivant les puissances d’un paramétre arbitraire p; mais seulement
pour les valeurs de la variable indépendante ¢t dont le module
est asses petit. Nous allons chercher maintenant a nous affranchir
de cette restriction.

Considérons les équations suivantes

dx dy
(1) z:?(.’z‘,‘}’,t,p), E—:‘.P(.’l’,_}’,t,p.)-

Je suppose donc de nouveau que la variable ¢ entre explicite-
ment dans les équations.
Soient
«£ = 08(t 1), y=uw(tp)

celle des solutions des équations (1) qui est telle que les valeurs
initiales de z et de y, pour ¢ == 0, soient nulles.

Je suppose que, pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre o
et £, les deux fonctions ¢ et ¢ puissent se développer suivant les

puissances de
w x —90(¢,0), Yy —w(t,0)

(les coefficients des développements étant des fonctions d’ailleurs
quelconques de t).

Cette condition peut s’énoncer d’une autre maniére : lorsque
pour un certain systéme de valeurs de z, y, ¢ et ., 'une des fonc-
tions ¢ et ¢ cesse d’éwe holomorphe, on dit que ce systéme de
valeurs correspond a un point singulier des équations (1). Par con-
séquent, nous pouvons énoncer la condition qui précéde en disant,
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dans un langage assez incorrect, mais commode, que la solution
particuliére
=0, z=18(t0), Y =w(to0)

ne va passer par aucun point singulier.

Je dis que, si cette condition est remplie, §(¢, 1), w(¢, ) pour-
ront, pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre o et £, étre
développées suivant des puissances de i (je dis de w et non pas de
t et de p), pourvu que || soit assez petit.

Jobserve d’abord que l'on peut, sans restreindre la généralité,
supposer que les fonctions ¢ et ¢ s’annulent identiquement quand
on y fait

r=y=p=0

ou, ce qui revient au méme, que 'on a identiquement
0(2,0) =w(t, 0) =o.

Si, en effet, cela n'était pas, on changerait de variables en

posant
z' =z — 0(¢,0), y'=y—w(to)

et I'on serait ramené au cas que nous venons d’énoncer; car les
équations transformées admettraient comme solution, pour p = o,

z' = o, y' =o.

Faisons donc cette hypothése; les fonctions ¢ et ¢ seront déve-
loppables suivant les puissances de x, y et u; mais je ne les sup-
pose pas développées suivant les puissances de ¢.

Nous pourrons trouver des séries (3) développées suivant les
puissances de . et qui, substituées a la place-de x et de y, satis-
feront formellement aux équations (1). De plus, ces séries s’annu-

leront pour
t=o.

Pour démontrer la convergence de ces séries, formons des équa-
tions analogues aux équations (2 bis) du n°® 26.

Les fonctions ¢ et ¢ sont développables suivant les puissances
de x, y et w, pourvu que

0<t<t0.
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Quand ¢ variera de o 4 £,, les rayons de convergence de ces
développements varieront également; mais on pourra leur assigner
une limite inférieure. On pourra donc, d’aprés le n° 20, trouver
deux nombres positifs M et «, tels que, pour toutes les valeurs de ¢
comprises entre o et Z,, on ait

<9, < (arg. z, 5, p)
en I)Osant

- M(z—-y-+p)1+al(z-+y+w]
Y= I —a(x+y—p)

Formons alors les équations

(2 bis) %:9', %=¢’.

Nous pouvons satisfaire 4 ces équations par des séries (3 bis)
de méme forme que les séries (3), et qui satisfont formellement &
ces équations.

D’aprés le n° 23, les séries (3) convergeront pourvu que les
séries (3 bis) convergent.

Or, s1 nous posons

r—y—+p=3S§,
nos équations donnent
S—un
TEYE S
et
dS _ 2MS(S+1)
dt 1--S
ou
ds 2dS
2Mdt = S S+1’

d’ou, puisque S = w pour t =o,

S P
Me=L g by

On vérifiera sans peine que S et, par conséquent, x et y peuvent
se développer suivant les puissances de p et que le développement
converge pour toutes les valeurs de £ pourvu que | u| soit suffisam_
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ment petit; on peut en conclure que les séries (3 bis) et les séries
(3) convergent. ¢.Q.F.D.

Applications au Probléme des trois Corps.

28. Les résultats du numéro précédent subsistent évidemment
quand, au lieu d'un seul paramétre arbitraire @, on en a plusieurs.
Voici I'usage que nous allons faire de ce résultat : nous n’avons,
dans le n° 27, envisagé que la solution particuliére pour laquelle
les valeurs initiales de « et de y sont nulles.

Supposons que nous considérions la solution particuliére pour
laquelle ces valeurs initiales sont z, et y,, et que nous nous pro-
posions de développer cette solution suivant les puissances de z,,
Yo €L 1.

Mais nous pouvons encore aller plus loin : reprenons les
équations (1) du numéro précédent, et envisageons la solution
particuliére telle que

Z =, Yy =Jo
pour ¢ = o; cherchons ensuite 4 développer les valeurs de 2 et de

¥ pour I = ¢, -+ 7 suivant les puissances de 2z, ¥, t et 7.
Posons ensuite

r=a'+x, y=y+y, z:z"";:‘,
les équations (1) deviendront

dr' %o ’ ' s+ 7

a T o ? (x'+‘7"077 Yo t 0 H>>

% = toi?—'c b (z"—i—xo,y'—i—yo, t't";o_T, “\)

Y ! ! 3

Nous pourrons y regarder z', ¥ et ¢’ comme les variables et .,
T, Ly, Yo COMMme quatre paramétres arbitraires.

La solution particuliére que nous envisageons est telle que,
pour { = o, on a

X =g, Y =X
et, par conséquent,
X =)y =o.
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Nous avons, d’ailleurs, a calculer les valeurs de 2’ et de »’ pour
t =ty + T, ¢’est-a-dire pour ¢ = ¢,.

Nous retombons donc sur le cas étudié au numéro précédent, et
nous voyons que x et y sont développables suivant les puissances
de xo, ¥, © et @, pourvu que les modules de ces quantités soient
assez petits. Il y a a cela une seule condition, c’est que la solution
particuliére, pour laquelle les valeurs initiales de z et de y sont
nulles, et dans laquelle on suppose de plus p=o0, ne passe par
aucun point singulier.

Appliquons cela aux équations du n° 13

dr; dF dy; _ dF
T @ @ s
F=Fy+— pF;+ p2Fy + ...

et oi Iy ne dépend pas des y.

F sera une fonction des # et des ¥ qui ne cessera d’étre holo-
morphe qu’en certains points singuliers. Il pourra se faire que, si
I'on donne aux z les valeurs suivantes

— 20 — 0 -
xr =}, ry =z}, ceny zp=2xp,

la fonction F reste holomorphe pour toutes les valeurs des y.
Imaginons alors que 'on se propose le probléme suivant :
nvisageant la solution particuliére, telle que, pour ¢ = o
E geant ] lution particuliére, telle que, p t ,
on ait

zy — 2} + &, Zy = x} -+ &, ceey o =8+ &p,

r=yt+m, Y2=r§-m, cery  Yp=Dh T,
et considérant en particulier les valeurs des variables pour
t=1,+r,

développer ces valeurs suivant les puissances de p, de <, des § et
des 7.
Ce développement sera possible; en effet, si l'on fait a la fois

p=t=fk=mn=o0,
la solution particuliére envisagée se réduit &

z; =z}, Yi=nt+y}
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(01‘1 n;est la valeur de — dF, our ;= zj ), et, d’aprés ce que
¢ dz; P k== &g}y Cly pre q

nous venons de supposer, cette solution ne passe par aucun point
singulier.

Voyons ce qui arrive dans le cas particulier du Probléme des
trois Corps. La fonction F ne peut cesser d’étre holomofphe que si
deux des trois corps viennent i se choquer. La solution particu-
liere que nous considérons représente, dans le cas de u = o, 'en-
semble de deux ellipses képlériennes décrites par les deux petites
masses sous l'attraction d’'une masse égale a 1 placée a I'origine.
Pour qu'un choc puisse se produtre, il faudrait que ces deux
ellipses se coupassent; or c’est ce qui n’arrive jamais dans les ap-
plications astronomiques.

Nous arrivons donc a cette conclusion :

Dans le Probléme des trois Corps, nous définirons la situation
du systéme par les douze variables définies au n° 11.

On se donne les valeurs 2! + §;, 7 + 0? de ces variables pour
t =0, et I'on demande quelles seront les valeurs de ces mémes
variables & I'époque £y -+ 7.

Nous venons de voir que ces valeurs sont développables suivant
les puissances des masses, des &, des 9 et de <.

Iln’y a qu’un cas d’exception, qui est le suivant : supposons que,
pour ¢ =o, les valeurs initiales des variables soient z} et y?, et
que, les masses étant supposées nulles, le mouvement se continue
ensuite d’aprés les lois de Képler, si, dans ces conditions, un
choc se produisait avant I'époque ¢y, ce que nous venons de dire
ne serait plus vrai.

On pourrait calculer de la sorte une limite inférieure du temps
pendant lequel il est permis de développer les coordonnées des
planétes suivant les puissances des masses; mais la limite ainsi
obtenue serait beaucoup trop éloignée de la limite précise pour
(ne ce calcul présentat de I'intérét.

Emploi des séries trigonométriques.

29. Les séries de puissances ne sont pas les seules qui puissent
servir & Dlintégration des équations différentielles; on se sert
également des séries trigonométriques. Je veux en dire ici quel-
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ques mots avant d’aborder les équations aux dérivées partielles.
On sait qu’une fonction de z périodique et de période 27 peut
se développer en une série de la forme suivante

F(z)=A¢+Ajcosz +~Aycosz2e +—...+~Apcosnw-—...

+—Bysinz +Bysin oz +...+B,sin nz+....

J’ai montré dans le Bulletin astronomique (novembre 1886)
(ue, si la fonction f(z) est finie et continue, ainsi que ses p — 2
premiéres dérivées, et si sa (p — 1)i¥®¢ dérivée est finie, mais peut
devenir discontinue en un nombre limité de points, on peut
trouver un nombre positif K, tel que l'on ait, quelque grand que
s0it n,

|rPALl <K, |nPBr| < K.

Si f(«) est une fonction analytique, elle sera finie et continue
ainsl que toutes ses dérivées. On pourra donc trouver un nombre
K, tel que

|n2A, | <K, |n2B, | <K.

Il résulte de li que la série

IA0}+IA1|+]A2|—I—...+IAnl+...
+lB1l+lB2[—r—.-.+iBnl+...

converge et, par conséquent, que la série (1) est absolument et
uniformément convergente.

Cela posé, considérons un systéme d’équations différentielles
linéaires

| dry
7 P11+ P12t .o + O 0Ty,
({7'2
(2) h 717 = Q1% + Qe+t Qo nTh,
............................... ceey
dx,
di = P, %1+ Pn, 2L+ oo o = QpnTn

Les n? coefficients o; x sont des fonctions de ¢ périodiques et de
période 27,
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Les équations (2) ne changent donc pas quand on change ¢ en
t 4+ 2x. Cela posé, soient

-Z'1=ql1,1(t), x2=4’112(t)' Teey Zn= q‘l,n(t);
(3) @1 = Yo1(2), 2o = Yo 9 (1), cs Zp=Ys (1),

Var=$a,1(2), za=Yn2(?), ceey Zn=Ypn,n(t)

n solutions, linéairement indépendantes, des équations (2).
Les équations ne changent pas quand on change ¢ en ¢z + 2w,
et les n solutions deviendront

z1="Yy,1 (£ +27), veey Tn= 41,0 (t+27),
2y =149 (£ +27), cees ZTy=VYan(t+2w),
................ , ,
z1=1{Yp1(t+21), veey Zn="Ynn(t+2m).

Elles devront donc étre des combinaisons linéaires des n solu-
tions (3), de sorte qu'on aura

b (t+27) =Ag 41 (t) + Ay ade1(8)+ ..o+ Ay ndna(2),
%) o1 (24+27) = Ag s Y11 (E) + Ag o Yo s (2) + ... 4+ Ag nna(2),

.........................................................

‘Pn,l(t“'zﬂ) = An,tqﬂ,t(t) -+ Au,ﬁqh,i(t)"‘- .. +An,n‘l‘n,i(z)a

les A étant des coefficients constants.
On aura d’ailleurs de méme (avec les mémes coefficients)

o (E421) = Ay g $1,0(8) + Agp Yoo (8) ..+ Ay ne(),

Cela posé, formons I'équation en S

Al,l —8S A1’2 oo Al n

*
A Ay g — .. A
(5) 2.1 2,2 s 2,n
An,l An.,2 CR An,n— 8
Soit S, I'une des racines de cette équation. D’aprés la théorie
des substitutions linéaires, il existera toujours n coefficients con-
stants
Bh B27 ] Bll ]
H.P. -1 3
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tels que si 'on pose

01,1(t) = Bi‘.h,j(t) -+ le.l)gﬂ(t) —+ ...+ Bann,i(t),

et de méme

01,:(2) = B1dy,:(2) + Bade,i(2) + ...+ Badn,i (£),
on ait
0;,1(2 +2m) = 5:10;,1(2)
et de méme
e;,i(t +am) = 5101,1(t).
Posons
S1 — eza,'n,

il viendra
e—al+2mM O, (¢ + 27) = S;e~20Te—a:t 0y (1) = e~%t0, 4 (2).
Cette équation exprime que
e~ 0y 4(2)

est une fonction périodique que nous pourrons développer en une
série trigonométrique
A e (D).

Si les fonctions périodiques ¢; x(¢) sont analytiques, il en sera
de méme des solutions des équations différentielles (2) et de
A4 (2). La série A, (¢) sera donc absolument et uniformément
convergente.

De méme
e—a-tﬂ,,,-( t)

sera une fonction périodique que I'on pourra représenter par une

série trigonométrique
)\1,"( t).

Nous avons donc une solution particuliére des équalions (2)
qui s’écrit '

(6) = ealtki’;(t), w,=e“-‘)\1,,(t), ey Xp—= e":‘)\l,n(t).

A chaque racine de I’équation (5) correspond une solution de
la forme (6).
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Si Iéquation (5) a toutes ses racines distinctes, nous aurons
n solutions de cette forme linéairement indépendantes, et la solution
générale s’écrira ‘

&y = Cle“i‘)\tﬂ (t) -+ Czeaﬂt)\g’i (t) + .o+ C,,ean‘)\,,,i (t),
(7) Xy = C‘ea:')\m (t) -+ Cgea!t)\g’g (t)+ R o Cnean’)\ r,2 (t),

o= Gqe%¢ )q),,(l)—l— Cgeaﬂt)\g’n,(l) + ...+ Cueant )\n,n(t)-

Les C sont des constantes d’intégration, les « sont des constantes
et les A sont des séries trigonométriques absolument et uniformé-
ment convergentes.

Voyons maintenant ce qui arrive quand I'équation (5) a une ra-
cine double, par exemple quand a,= a,. Reprenons la formule

(7), faisons-y

C3= Cg: es = Cn,= 0,
et faisons-y tendre o, vers a,. Il vient

xy = et [Cy )\1’1 (t) + Cyelas—ayt )\2’1 (]

ou, en posant

Cr= C,— Cs,
Cz——‘ C: >
az—ay
il viendra
(@, —a)t ), ) — A
2= emnt [C’,x,,l(z)+c; ene ;;‘_)ai M”)J.

11 est clair que la différence
Re1(8) — A,0(8)
s'annulera pour a, = a,. Nous pourrons donc poser

)\2)1(t) = Xl,i(t) -+ (12— aj))\’(t).

11 vient ainsi

, , elar—a)t 1 PNy )
&2y = et 01 )\1’1+ Cz)q,i Ta—a -+ Cz)\ (t)e(ﬂs—“: tl,
2~ &1

et & la limite (pour a3=ua,),

x1= G, ety 1+ Cheaf[ 2y 1+ lim X'(2)].
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On verrait que la limite X'(¢) pour @, = a, est encore une série
trigonométrique absolument et uniformément convergente.

Ainsi l'effet de la présence d’une racine double dans I'équation
(3) a été d’introduire dans la solution des termes de la forme sui-

vante
eated(t),

A(¢) étant une série trigonométrique.

On verrait sans [peine qu'une racine triple introduirait des

termes de la forme
etz ) (¢),
et ainsi de suite.

Je n’'insiste pas sur tous ces points de détail. Ces résultats sont
bien connus par les travaux de MM. Floquet, Callandreau, Bruns,
Suielijes, et, si j’ai donné ici la démonstration in extenso pour le
cas général, c’est que son extréme simplicité me permettait de le
faire en quelques mots.

Fonctions implicites.

30. Silonan-+p quantités ¥y, Y2y « -5 Yns Tiy L2y «oey Lp
entre lesquelles ont lieu n relations

S1(F1, Y2 ooy Yos T Tay oy Tp) =0,
(7) f2(.7h.}’21 eees Vi Ty T2y '-'a‘z'P)=07

fn(}’h}’!’ ey Yry Ty T2y o vy xp) =0,

si les f sont développables suivant les puissances des z et des y et
s’annulent avec ces n -+ p variables;

Si enfin le déterminant fonctionnel des f par rapport aux y n’est
pas nul quand les 2 et les y s’annulent 2 la fois;

On pourra tirer des équations (7) les r inconnues y sous la forme
des séries développées suivant les puissances de z, 22, ++., Zn.

Considérons, en effet, z; comme la seule variable indépendante,
Z3y X3y -« .y & comme des paraméires arbitraires : nous pourrons
remplacer les équations (7) par les n équations différentielles

dfi d_}’t dft‘ d,‘V". + dfi dy,, dfi .
dyy dz, + dys dx, e dy, EZE‘T + doy

1] i=1,2,.,R).
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Nous sommes ainsi ramenés au cas dont nous venons de nous
occuper.

En particulier, si f(y, z, &3, - - -, Z,) est une fonction dévelop-
pable suivant les puissances de y et des x, si pour

Y= =Fe=...=&p=0,
on a
- ar -
f_O, @(0)

et si y est défini par 'égalité
=0,

y sera développable suivant les puissances des z.

31. Ce résultat peut s'énoncer d'une autre maniére; considé-
rons en effet une équation algébrique quelconque

J(z)=o.

1, pour une certaine valeur z, s’annule sans que sa
S, e certa aleur z, de z, f(z) &’ le sa e

érivée s’annule, on dit qu st une racine sim el’équation;
dérivée s’ le, on dit que z, est racine simple del’équation;
c’est au contraire une racine multiple d’ordre n si f s’annule, ainsi
que ses n —1 premiéres dérivées.

De méme, si 'on a un systéme quelconque d’équations algébri-

ques, trois par exemple, i savoir

Si(z, 7, ) =o,
Salz, y, 3) =0,
Js(z y, 5)=0,
on dit que
&Tr = @&y, y:yo, & =3

est une solution simple de ce systéme si pour ces valeurs f, f2, 3,
s'annulent sans que leur jacobien ou déterminant fonctionnel s’an-
nule.

On peut conserver la méme dénomination quand f;, f; et f3, au
lieu d’étre des polyn6émes entiers en z, ¥, 3, sont des fonctions
holomorphes en 2, y, 3.

Le résultat du numéro précédent peut alors s’énoncer comme il
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suit:si 'on a p équations (ou les inconnues sont ¥y, Y2y =+ -3 ¥p)

fi(}’h,}’h ceers Yoy T1y T2y ooy xn)=0’
fz(}’h}’m vees Vpy Ly Tey ooy Tn) =0,

Sp(¥1s¥2s ooy V3 T1, @2y oo, Tp) =0,
dont les premiers membres sont holomorphes, si, pour
TyI=T3=...= Tp=0,
le systeme de valeurs
N=Fe=...=)p=0

est une solution simple des équations, les y peuvent se dévelop-
per suivant les puissances croissantes des . Si donc on donne aux
x des valeurs suffisamment petites, nos équations admettront
encore une solution réelle.

Points singuliers algébriques.

32. Considérons une équation
(l) f(.y, r)=o,

et supposons que, pour
x =}/ = 0,

J s’annule ainsi que ses m — 1 premiéres dérivées par rapport 4 y.
Alors, pour = o, la valeur o de y est une solution d’ordre m de
I'équation.

On démontre qu’il existe m développements convergents de y
suivant les puissances positives et fractionnaires de z, s’annulant
avec x et satisfaisant a I'équation (voir les travaux classiques de
M. Puiseux sur les équations algébriques).

Mais ces m développements convergents se répartissent en
groupes de la maniére suivante.

Soit

1 2 n
(2) y=axP + ez .. .+ a,xP +...

un de ces développements, et soit A une racine pitme de I'unité.
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Le développement
1 2 n
Y= A2P 4+ aa N2xP . . ap kP 4.

satisfera également & I'équation (1). On pourra donc déduire du
développement (2) p—1 autres développements qui formeront
avec lui un groupe; je dirai que ce groupe est d’ordre p.

La somme des ordres de tous les groupes est manifestement égale
am.

Supposons qu’il y ait ¢, groupes d’ordre p, la somme de leurs
ordres sera ¢pp, et 'on aura

gi+292+...+pgp-+...=m.

Les coefficients des pgp développements appartenant a des

groupes d’ordre p seront donnés par des équations algébriques
X :
d orf]re PYqp-

Si P4p est mmpair, ces équa’uons anront au moins une racine
réelle et un des développements au moins aura ses coefficients
réels; comme de plus p est impair, si pg, est impair, la valeur
correspondante de y sera encore réelle.

Mais, si m est impair, I'une au moins des quantités pg, est im-
paire; 'une au moins des valeurs de y doit donc étre réelle.

Si donc m est impair, I'équation (1) admettra encore au moins
une solution réelle pour les petites valeurs de .

Jajouterai que les nombres de solutions réelles pour les petites
valeurs négatives de x sont tous deux de méme parité que m; j’en-
tends parler des solutions réelles qui s'annulent avec z.

Elimination.
33. Considérons maintenant une équation
“) f(y’whxiy--'qzn):()

etimaginons que, quand y et les x s’annulent, f sannule ainsi que
ses m-—1 premiéres dérivées par rapport a y, sans que la dérivée
mime g’annule.

Au début de ma Theése inaugurale sur les fonctions définies par
les équations aux dérivées partielles (Paris, Gauthier-Villars, 187g),
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j'ai démontré qu’une pareille équation peul étre transformée en
une autre de la forme suivante

9(.71 Xy, T3y ooy Tn) =0,

ou ¢ est un polyndme de degré m en y, ou le coefficient de y™
est égal 4 1, et ou les autres coefficients sont holomorphes par
rapport aux x.

Si T'on suppose m =1, cette équation x se réduit a

oy — fonction holomorphe des z = o, -

et 'on retombe sur le théoréme du n° 30.

Jai démontré également dans cette méme Thése (lemme IV,
p. 14) que:

Si¢y, 92, .-, ¢p sont p fonctions holomorphes en z,, 22, ...,
3p; &4y L2y + .-, Lp; Si ces fonctions s'annulent quand on annule
tous les z et tous les z; si les équations

== =¢p=0

restent distinctes quand on annule tous les z; si enfin on définit
les z en fonction des z par les équations

(2) P1=92=...=9p=0,

les p fonctions ainsi définies sont algébroides; ce qui veut dire,
dans le langage de la Thése citée, que les équations (2) peuvent étre
remplacées par p autres équations

‘l’x=0, %—_—Oa LRRX] l.llp=0

de méme forme, mais dont les premiers membres sont des poly-
ndmes entiers par rapport aux z.
Cela posé, soient deux équations simultanées

?(-‘l‘:.}’: Z) =0,

(3) q’(a’"'l}’az):o’

définissant ¥ et z en fonction de z; je suppose que les premiers
membres soient holomorphes en z, y et z et s’annulent avec ces
trois variables.

De deux choses I'une, ou bien, quand on annulera z, les deux
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équations resteront distinctes; on pourra alors, d’aprés ce que nous
venons de voir, remplacer ces deux équations par deux autres
équivalentes

e(®, ¥, 3)=0,

Y1 (2, y, 5) = o,

dont les premiers membres seront des polyndmes entiers en y et
z; on peut alors, entre ces deux équations devenues algébriques,
par rapport aux deux inconnues y et z, éliminer z, par exemple, et
arriver 4 une équation unique

F(zv.}’) =0,

ou bien, quand on annulera z, les deux équations (3) cesseront
d’étre distinctes ‘

Mais alors deux cas pourront se présenter.

Ou bien on pourra trouver un nombre a«, tel que les équa-
tions (3) restent distinctes quand on fera z = ay.

Alors, si nous posons &'=x — ay, les équations restent dis-
tinctes pour '=1o et 'on retombe sur le cas précédent; on peut
éliminer z entre les deux équations (3) et les réduire 4 une équation
unique entre 2’ et 3 ou, ce qui revient au méme, entre z et y.

Ou bien on ne pourra pas trouver un pareil nombre o3 mais cela
ne peut arriver que si les équations (3) ne sont pas distinctes;
sauf ce cas exceptionnel, I’élimination sera donc toujours possible.

Plus généralement, soient

91 (81, B9y .-+, B3p; X) =0,
92 (31 By .- .3 Bp3 X) =0,
.................. ceeny

0p(31, 82, ...,3p; ) =0

&9

P équations dont les premiers membres soient holomorphes et qui
définissent les z en fonctions de z; si ces équations sont distinctes

2 b
on pourra toujours éliminer z,, 23, ..., Zp entre ces p équations
et les ramener 4 une équation unique de méme forme

(3) F(wazi)=0-

Je suppose que les équations (4) soient encore distinctes pour
x = o et, par conséquent, que F ne soit pas divisible par .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



74 : CHAPITRE 1L

Je suppose que o,, 92, ..., Pp s'annulent avec les z et avec z, de
sorte que
(6) Bl =232 =...=%p=0

est une solution du systéme (4) pour £ = o, et que z, = 0 est une
solution de I'équation (5).

Si z,=o0 est une solution d’ordre m de I’équation (5), je dirai
également que la solution (6) est une solution d’ordre m du sys-
téme (4). )

Si la solution est d’ordre impair, nous pourrons affirmer que 1'¢-
quation (5) et, par conséquent, le systéme (4) admettent encore des
solutions réelles pour les petites valeurs de z.

Théorédme sur les maxima.

34. Soit F(z, 33, ..., 5p) une fonction quelconque holomorphe
par rapport aux z; on sait qu’'on trouvera tous les maxima de cette
fonction en résolvant le systéme

dF _dF _ _dF _
™ o~ dey T dgy

mais on sait également que toutes les solutions de ce systéme ne
correspondent pas & des maxima.

Je dis qu’une condition nécessaire, mais non suffisante bien en-
tendu, pour qu’une solution puisse correspondre & un maximum
de F, c’est que cette solution soit d’ordre impair.

La chose est évidente si ’on n’a qu'une seule variable z, et une
seule équation

],

F

¥4

|

= 0.

Ny

-~

On sait, en effet, qu’il ne peut y avoir de maximum si la pre-
miére dérivée de F qui ne s’annule pas n’est pas d’ordre pair.

Etendons le méme résultat au cas général et, pour fixer les iddes,
considérons le cas de deux variables seulement z, et z,. Regardons
%, et 3, comme les coordonnées d’'un point dans un plan; nous
pouvons toujours supposer que ’on ait pris pour origine le point
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qui correspond au maximum, de fagon que ce maximum ait lieu pour
3y = By = 0.

On pourra alors décrire autour de 'origine une courbe fermée C
trés petite, et telle qu’en tous ces points on ait

F (31, 5) < F(o,0).

Mais il y a plus : nous pouvons supposer que cette courbe ait

pour équation
F<ziy 52) = F(O, 0) - )‘2;

) étant une constante trés petite, et qu’a 'intérieur de cette courbe

fermée C on ait
F(z1,42) > F(0,0) — A%;

par conséquent, quand on franchira la courbe Cen allant de I'exté-
rieur 4 l'intérieur, F ira en augmentant. -
Ce qu'il s’agit d’établir, c’est que

%) =2393=0
est une solution d’ordre impair du systéme

dF dF

-— = = =0
dzi d12 ’

mais cela revient & dire ce qui suit : soit
F(Zu B9y l“)

une fonction de z, et de 2, qui se réduise & F(zy, 22) pour p=o.
Le systéme
dF

(I) d51 = dz2

dF
—_— =0

“a, pour g = 0, une solution multiple qui est
81 = Z9 =03,

mais on peut toujours choisir la fonction F (2, 22, it) [qui ne nous
est donnée que pour p.= o, et qui reste arbitraire pour les autres
valeurs de (1], de telle fagon que, pour les valeurs de p différentes
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de zéro, ce méme systéme n'ait plus que des solutions simples. Eh
bien, ce qu'il s’agit d’établir, c’est que, si w est assez petit, il y a,
dans I'intérieur de la courbe C, un nombre impair de ces solutions
simples.

Dans mon Mémoire Sur les courbes définies par les équa-
tions différentielles [IV® Partie, Chap. XVIII (Journal de Liou-
ville, 4° série, t. II, p. 179)]. j’al eu l'occasion d’étudier la distri-
bution de points singuliers d’un systéme d’équations différentielles
et de définir pour cela I'indice kroneckérien d'une courbe fermée
ou d’'une surface fermée par rapport a ce systéme d’équations dif-
férentielles.

Le systéme que nous aurons a considérer icl est le suivant
dzy dz, -

(@) (&)

(2)

et, plus généralement,

dzy dzs dzn

(@) @ @&

Les points singuliers du systéme (2) seront les solutions du sys-

téme (1).

Nous aurons a calculer l'indice kroneckérien de la courbe fer-
mée C par rapport au systéme (2). On peut vérifier qu’il est égal
4 1 pour p.=o0, et 'on en conclura qu’il sera encore égal a 1 pour
les petites valeurs de w, puisqu’il ne peut varier que si une des so-
lutions du systéme (1) vient & franchir cette courbe C.

Le nombre des points singuliers positifs du systéme (2), situés
a l'intérieur de C, est donc égal au nombre des points singuliers
négatifs plus un.

Le nombre total des points singuliers, c’est-a-dire le nombre
total des solutions du systéme (1) supposées simples, situées a I'in-
térieur de G, est donc impair. C. Q. F. D.

Ce raisonnement s’applique sans changement au cas ou il y a
plus de deux variables.
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Nouvelles définitions.

35. Je ne parlerai pas pour le moment, afin de pas trop allonger
ces préliminaires, de l'application des méthodes de Cauchy aux
équations aux dérivées partielles, bien que je me réserve de revenir
plus tard sur cette question.

Je terminerai ce Chapitre en donnant une nouvelle extension
a la notation <= du n° 20.

Soient ¢(z, ¥, t), 4(z, y, t) deux séries ordonnées suivant les
puissances croissantes de z et de y, de telle fagon que les coeffi-
cients soient des fonctions périodiques de ¢, développées suivant
le sinus ou le cosinus des multiples de ¢ ou, ce qui revient au
méme, suivant les puissances positives et négatives de e.

Considérons donc le développement de ¢ et de ¢ suivant les
puissances de z, y et e¥; si chaque coefficient de ¢ est réel, positif
et plus grand en valeur absolue que le coefficient correspondant
de v, nous écrirons

o<y (arg.z,y,exi).
Si la série ¢ est convergente pour
z =z, y=I1xl t=o,
la série ¢ convergera pour
2=x0, Y=o t = quantité réelle quelconque.

Jajoute qu’il suffit que la série ¢ converge quand ¢ = o pour
qu’elle converge quel que soit 2.

Si la série ¢ (2, y, t) converge et si elle représente une fonction
analytique, il résulte de ce que nous avons vu au numéro précédent
que la convergence est absolue et uniforme.

On peut donc trouver une constante « réelle et positive et une
fonction M de ¢, périodiques et de période 27, qui soient telles :

1° Que le développement de M, suivant les puissances positives
et négatives de e¥, ait tous ses coefficients réels et positifs;

2° Que Uon ait

M

S Ta@ry) (AEmy e
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On aura donc a fortiori, quel que soit ¢,

M,

P Ita(x——l—y) (arg. 2, ¥ ),

M, étant la valeur de M pour ¢ = o.
En effet, soit
¢ =ZApmynepit,
il viendra

% =—ZAptamynepit,

Cette série devra converger, par hypothése, pour toutes les va-
leurs réelles de ¢ et pour les valeurs de « et  qui sont intérieures
au cercle de convergence. Supposons, par exemple, que la conver-
gence ait lieu pour

I
r=y=_-
Les termes de la série devront étre limités en valeur absolue, de
sorte qu’on pourra écrire, en appelant K une constante positive,

am-+n
A< T K.
Si nous posons
Kerit
M =2 p? ?
il viendra
M M

?<(I—aw)(1—zy) <1—a(.z‘+_y)'
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CHAPITRE IIL

SOLUTIONS PERIODIQUES.

36. Soit
dzx, . .
(N 7;:X,- (t=1,2, ..., n)
un systéme d’équations différentielles, ol les X sont des fonctions
uniformes données de z, Z2, - .., Zn.
Soit maintenant

(2) w1='{’l(t)7 Ty = :Fg(t), ey .Z‘,,,=cpn(t),

une solution particuli¢re de ce systéme. Imaginons qu’a I'époque T
les n variables z; reprennent leurs valeurs initiales, de telle facon

que l'on ait
9i(0) = o:(T).

11 est clair qu’a cette époque T on se retrouvera identiquement
dans les mémes conditions qu’a 'époque o et, par conséquent,
qu’on aura, quel que soit #,

9:(t) =9:;(2+ T).

En d’autres termes, les fonctions ¢; seront des fonctions pério-
diques de ¢.

On dit alors que la solution (2) est une solution périodique
des équations (1). _

Supposons maintenant que les fonctions X; dépendent non seu-
lement des z;, mais du temps 2. Jimagine, de plus, que les X;
soient des fonctions périodiques de ¢ et que la période soit égale
a T. Alors, si les fonctions o; sont telles que

9:(0) = 9:(T),
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on pourra encore €en conclure que
e(2) =0 (t+T),

et la solution (2) sera encore périodique.

Voici un autre cas un peu plus compliqué. Supposons de nou-
veau que les fonctions X; ne dépendent plus que des z, mais
qu’elles soient des fonctions périodiques des p premiéres z, & sa-
voir de zy, Z3, ..., Zp, de telle sorte que les X, ne changent pas
quand on change #, en z; + 2%, ou bien x; en z, + 27, ...,
ou bien zp en zp +4- 2.

Imaginons maintenant que I'on ait

el T) =pi(0) +2kim, 02(T) =92(0) +2kem, .... ¢p(T)=1¢p(0)+2k,m,
?]:+1(T)=?p+1(0)1 TP+2(T)=(?p+2(0)7 ce e ?n(T)=(?n(o)'
kiy kq, ..., kp étant des entiers.

A l'époque T, les p premiéres variables x auront augmenté d’un
multiple de 2%, les n — p derniéres n’auront pas changé; les X;
n’auront donc pas changé, et 'on se retrouvera dans les mémes
conditions qu’a ’épogue o. On aura donc

9 (¢ +T)=1¢;(t)+2kT (i=1,2, ..., p),
9i(t+T) = o;(¢) (I=p—+i1,p+2, ..., n)

Nous conviendrons encore de dire que la solution (2) est une
solution périodique.

Enfin il peut arriver qu'un changement convenable de variables
fasse apparaitre des solutions périodiques qu’on ne rencontrait pas
avec les variables anciennes.

Reprenons, par exemple, les équations (2) du n° 2

drt dy,  dv

g5 TR = d—i-i-nfi,
(ﬁ._n_l_znis—ﬂ_i_n?-r
d dt = dy e

11 s’agit, on se le rappelle, du mouvement d’un point rapporté a

deux axes mobiles O& et O7 et soumis a une force dont les com-

. dav _dv
posantes suivant ces deux axes sont = ¢ o

£

Dans beaucoup d’applications, V ne dépend que de Eetde 4
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et les équations admettent des solutions particuliéres telles, que
£ et m soient des fonctions périodiques de £, la période étant
égale a T.

Si l'on avait rapporté le point a des axes fixes Ox et Oy, on

aurait eu
x = £ cosnt — v sinnt,

» = Esinnt +~mncosnt,

et x et y n’auraient pas été des fonctions périodiques de ¢, & moins
. 2T
que T ne soit commensurable avec —-

On fait donc apparaitre une solution périodique en passant des
axes fixes aux axes mobiles.

Le probléme que nous allons traiter ici est le sutvant :

Supposons que, dans les équations (1), les fonctions X; dépen-
dent d’un certain paramétre p; supposons que dans le cas de
=0 on ait pu intégrer les équations, et qu'on ait reconnu ainsi
Pexistence d'un certain nombre de solutions périodiques. Dans
quelles conditions aura-t-on le droit d’en conclure que les équa-
tions comportent encore des solutions périodiques pour les petites
valeurs de w?

Prenons pour exemple le Probléme des trois corps : nous sommes
convenus plus haut (n° 11) d’appeler ayp et a3 les masses des
deux plus petits corps, 1 étant trés petit, a, et a; finis. Pour p =o,
le probléme est intégrable, chacun des deux petits corps décrivant
autour du troisiéme une ellipse keplérienne; il est aisé de voir alors
qu'il existe une infinité de solutions périodiques. Nous verrons
plus loin qu'il est permis d’en conclure que le Probléme des trois
corps comporte encore une infinité de solutions périodiques, pourvu
que p. soit suffisamment petit.

Il semble d’abord que ce fait ne puisse étre d’aucun intérét pour
la pratique. En effet, il y a une probabilité nulle pour que les
conditions initiales du mouvement soient précisément celles qui
correspondent & une solution périodique. Mais il peut arriver
qu’elles en différent trés peu, et cela a lieu justement dans les cas
ol les méthodes anciennes ne sont plus applicables. On peut alors
avec avantage prendre la solution périodique comme premiére ap-
proximation, comme orbite intermédiaire, pour employer le lan-
gage de M. Gyldén.

H.P. — 1. 6
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Il y a méme plus : voici un fait que je n’ai pu démontrer rigou-
reusement, mais qui me parait pourtant trés vraisemblable.

Etant données des équations de la forme définie dans le n°13
et une solution particuliére quelconque de ces équations, on peut
toujours trouver une solution périodique (dont la période peut, il
est vrai, étre trés longue), telle que la différence entre les deux so-
lutions soit aussi petite qu'on le veut, pendant un temps aussi
long gqu’on le veut. D'ailleurs, ce qui nous rend ces solutions
périodiques si précieuses, c’est qu’elles sont, pour ainsi dire, la
seule bréche par ot nous puissions essayer de pénétrer dans une
place jusqu'ici réputée inabordable.

37. Reprenons les équations
P q

dx; .
(1) —d—t'=X,- (=1, 2, ..., n),

en supposant que les X; soient des fonctions des n inconnues
ZLyy Zay -« - Ty, du temps £, et d'un paramétre arbitraire .

Supposons, de plus, que ces fonctions soient périodiques par
rapport 4 ¢ et que la période soit 2.

Imaginons que, pour g = o, ces équations admettent une solu-
tion périodique de période 2

i = 9i(t),
de telle sorte que
2:(0) = gi(27).

Cherchons si les équations (1) admetiront encore une solution
périodique de période 2w quand @ ne sera plus nul, mais trés
petit.

Considérons maintenant une solution quelconque. .

Soit 9; 0) + B; la valeur de z; pour ¢ = o; soit ¢;(0) + 3; + ¢:
la valeur de z; pour ¢t = 2=,

Les &; seront, d’aprés le théoréme du n° 27, des fonctions
holomorphes de 11 et des 3;, et ces fonctions s’annuleront pour

p=Bi=f=...=fa=0.

Pour écrire que la solution est périodique, il faut écrire les
équations

(1) Yy=de= ... =¢p=o0.
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Si le déterminant fonctionnel ou jacobien des ¢, par rapport aux
B, n’est pas nul pour p = @;=o, le théoréme du n° 30 nous ap-
prend que Pon peut résoudre ces n équations par rapport aux $ et
que l'on trouve

p‘ = el(p'):

0;(p) étant développable suivant les puissances de y et s’annulant
avec w.

On doit en conclure que, pour les valeurs de p suffisamment
petites, les équations différentielles adnettent encore une solution
périodique.

Cela est vrai si le jacobien des ¢ n’est pas nul ou, en d’autres
termes, si pour p = o les équations (1) admettent le systéme

?‘1:@2": :;‘3,;:0

comme solution simple.

Qu’arrivera-t-il maintenant si cette solution est multiple ?

Supposons qgu’elle soit multiple d’ordre m. Soient m, le nombre
des solutions du systéme (1) pour les petites valeurs positives de
i, el my le nombre des solutions de ce méme systéme pour les
petites valeurs négatives de i; j'entends parler des solutions qui
sont telles, que B4, B2, ..., B, tendent vers o avec p.

D’aprés ce que nous avons vu aux n* 32 et 33, les trois nom-
bres m, m, et m, sont de méme parité. Si donc m est impair, on
sera assuré qu’il existe encore des solutions périodiques pour les
petites valeurs de w tant positives que négatives.

8i m, n'est pas égal & ma, la différence ne peut étre qu’un
nombre pair; il peut donc arriver que, quand on fait croitre 1 d'une
fagon continue, un certain nombre de solutions périodiques dis-
paraissent au moment ol g change de signe (ou pfus générale-
ment, puisque rien ne distingue la valeur p == o des autres valeurs
de w, au moment ol p. passera par une valeur quelconque w,);
mais ce nombre doit toujours étre pair.

Une solution périodique ne peut donc disparaitre qu’aprés s’étre
confondue avec une autre solution périodique.

En d'autres termes, les solutions périodiques disparaissent
par couples & la fagon des racines réelles des équations algé-
brigues.
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D’aprés le n® 33, on peut éliminer entre les équations (1), les

n — 1t variables 8y, B2, Bs, ..., Ba_i, et obtenir une équation
unique
(2) P(Bu,p)=o0

dont le premier membre est holomorphe en 3, et u et s’annule
avec ces variables.

Silon regarde un instant 3, et u comme les coordonnées d'un
point dans un plan, cette équation représente une courbe passant
par L'origine; 4 chacun des points de cette courbe correspond une
solution périodique.

On pourra donc se rendre compte de toutes les circonstances
qul peuvent se présenter en étudiant la forme de cette courbe dans
le voisinage de l'origine.

Un cas particulier intéressant est celui ou, pour w=o, les
équations différentielles admettent une infinité de solutions pé-
riodiques.

Soit

xy = ¢(¢, h), Zy =a(t, 1), ey Zn = 0n(t, )

un systéme de solutions périodiques, contenant une constante
arbitraire . Quelle que soit cette constante, les fonctions ¢, sont
périodiques de période 27 par rapport 4 ¢, et elles satisfont aux
équations différentielles quand on les y substitue a la place des «z,
et qu'on fait p.=o.

Dans ce cas, pour p=o0, les équations (1) ne sont plus dis-
tinctes, et I'équation (2) doit se réduire a une identité.

Alors la fonction ® doit contenir p en facteur et se réduire
u®,, de telle fagon que la courbe (2) se décompose en une droite
@ == 0 et une autre courbe ®, = o.

A chaque point de cette courbe ®, = o0 correspond une solu-
tion périodique, de sorte que I'étude de cette courbe nous fera
connaitre les diverses circonstances qui pourront se présenter.

Mais cette courbe ®; = o ne passe pas toujours par l'origine.

Nous devons donc avant tout disposer de la constante arbi-
traire h de facon que cette courbe passe par Uorigine.

Un autre cas particulier qui me semble digne d’'intérét est le sui-
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vant : Supposons qu’on ait reconnu par un moyen quelconque que
la courbe ® = o présente une branche B passant par I'origine. A
chacun des points de cette branche correspondra une solution pé-
riodique. Imaginons de plus que 'on sache d’une maniére quel-
conque que la branche B n’est pas tangente a la droite p. = o ; sup-
posons enfin que le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport aux
g soit nul. On en conclura que

do

— =0
dg. 7

et, comme la branche B par hypothése n’est pas tangente i la droite

# == 0, on devra avoir
d®
an =

Cela montre que la courbe ® — o présente & I'origine un point
multiple; par conséquent une ou plusieurs branches de courbe
autres que B vont passer par l'origine. Sauf des cas exception-
nels sur lesquels nous aurons & revenir plus tard, une au moins
de ces branches est réelle.

I existera done, en dehors des solutions périodiques correspon-
dant 3 la branche B, un autre systéme de solutions périodiques, et
les solutions des deux systémes se confondront en une seule pour
= o. Voici une circonstance oil ce cas se présentera.

Nous avons appelé plus haut

9:(0) + B;
la valeur de z; pour £=o et
9:(0) 4+ B+ s

la valeur de 2; pour ¢ = 2=.
Appelons de méme
9:(0) + B+ i

la valeur de z; pour £ = 2k, k étant entier.

Je suppose que, pour p =3, =B,=...=B,= o, le détermi-
nant fonctionnel des ¢ par rapport aux 3, que J'appelle A, ne s’an-
nule pas, tandis que le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport
aux 3, que j’appelle A’, s’annule.
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De ce que A ne s’annule pas, on peut conclure qu’il existe une
solution périodique, de période 27, qui se réduit a

z = 9;(t)
pour . = o. Si nous construisons la courbe
b =0

correspondant aux solutions périodiques ainsi définies, cette courbe
passera par l'origine, et sa tangente ne sera pas la droite p.=o,
puisque A n’est pas nul.

Mais une solution de période 27 peut aussi étre regardée égale-
ment comme une solution périodique de période 2 k.

Cherchons donc les solutions périodiques de période 2kw. Pour
cela, nous aurons a résoudre les équations

Vi=¢o=...=dp=o.
En éliminant entre ces équations B4, B, . . ., Br_s, nous obtien-
drons une équation unique
@'(Bas 1) =0,

qui, d’aprés nos conventions, représentera une courbe passant par
'origine.

Nous devons retrouver nos solutions de période aw; donc la
courbe ® == o sera une des branches de la courbe ®' = o (¥’ sera
donc divisible par ®), et cette branche ne touchera pas la droite
B = 0.

De plus, comme A’ est nul, on aura

do’
t—i_p; = 0.

Donc!'origine estun point multiple de la courbe &' = o. Il existe
donc des solutions de période 2/, distinctes de la solution de pé-
riode 2= et se confondant avec elle pour . = o.

Il y a quelques cas d’exception sur lesquels nous reviendrons
dans la suite.

J'ai encore & parler du cas ol les équations (1) du n° 36 admet-
tent une intégrale

F(zy, 2s. .-.. zn, t) = const.,
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dont le premier membre (que jécrirai, pour abréger, F[z;, t])
est fonction périodique de ¢ de période 2.
Je dis que dans ce cas les équations

(0 ti=t=...=du=0,

ne seront pas distinctes en général.
En effet, on aura identiquement

(2) Flg:(0) + Bi; 0] =Fo:(0) + Br+$i5 2] = Fgs(0) + Bs+ i3 o]
Considérons donc I'équation
(3) Flgi(0) + Bi+ i, o] —F[3:(0)+ s, o] = 0.

e premier membre est développable suivant les puissances des
Y, des B; et de p; de plus il s'annule quand les ¢; s’annulent.
Supposons que 'on n’ait pas
dF
dzn = °

pour z;=%;(0), . =o0.
La dérivée du premier membre de (3) par rapport & ¢, ne s’an-
nulera pas pour
i=0, fi=o, p=o.

Done, en vertu du théoréme du n° 30, nous pourrons tirer de
I'équation (3)

"’Hn.: UG 7P P ph Bﬂv Ty pn, ©),

8 étant une série développée suivant les puissances de ¢,, ¢, .
bus; Biy B2y - - -, Pret w et Sannulant quand on a a la fois

q‘1=‘¥2=---=q‘u—l=0'

La ni*m des équations (1) est donc une conséquence des n —1
premiéres.
Silon avait
dF

— >
—— =0 — 20
dx, ’

d.Z'i <

pour z;= ¢;(0), ce serait la premiére des équations (1) qui serait
une conséquence des n — 1 derniéres.

.
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Dans tous les cas les équations (1) ne seraient pas distinctes.
1l r'y aurait d’exception que si Uon avait & la fois

dF _ dF _ dF

(—E‘_dz‘g_... dx,,

pour z;= 9;(0), p.=o.
On supprimera donc 'une des équations (1), par exemple

‘Pn =0,
. dF , .
3 . r
<'1 T 20) et l’on résoudra par rapport aux B le systéme
n
¢ = dy=...= dpy=o,

auquel on adjoindra une ni*=e équation choisie arbitrairement, par

exemple
f: = const. arbitraire ou F=C

(C étant une constante donnée).

Pour chaque valeur de . il y a donc une infinité de solutions pé-
riodiques de période 27; si toutefois on regarde la constante G (a
laquelle est égalée F') comme une donnée de la question il n’y en a
plus qu'une en général.

Si, au lieu d'une intégrale uniforme, nous en avions deux

F (24, 29y ..., Zn, t) = const..
Fi(z4, 29, ..., x5, t) = const.,

les deux derniéres équations (1) seraient une conséquence des n — 2
premiéres, pourvu que le jacobien

ne soit pas nul pour ;= ¢;(0), p=o.
On pourrait alors supprimer ces deux derniéres équations

q"n—l = % =0,

et les remplacer par deux autres équations choisies arbitrairement.
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Cas ou le temps n’entre pas explicitement dans les éguations.

38. Dans ce qui précéde, nous avons supposé que les fonctions
Xy, Xg, + .., Xy, qui entrent dans les équations différentielles (1),
dépendent du temps z. Les résultats seraient modifiés si le temps ¢
n’entre pas dans ces équations.

Il y a d’abord entre les deux cas une différence qu’il est impos-
sible de ne pas apercevoir. Nous avions supposé dans ce qui pré-
céde que les X; étaient des fonctions périodiques du temps et que
la période élait 27 ; il en résuliait que, si les équations admettaient
une solution périodique, la période de cette solution devait étre
égale 4 27 ou 4 un multiple de 2=. Si, au contraire, les X; sont
indépendants de ¢, la période d’une solution périodique peut étre
quelconque.

En second lieu, si les équations (1) admettent 'une solution pé-
riodique (et si les X ne dépendent pas de ¢), elles en admettent
une infinité.

Si, en effet,

xl=?1(t)1 x2=?2(t)’ caey xn.:?n(t)

est une solution périodique des équations (1), il en sera de méme,
quelle que soit la constante 2, de

2= (t+ h), xy=091(t + h), ceey Tn=@u(t+ ).

Ainsi le cas sur lequel nous nous sommes étendus d’abord et dans
lequel, pour . = o, les équations (1) admettent une solution pério-
dique et une seule, ne peut se présenter si les X ne dépendent pas
de ¢.

Plagons-nous donc dans le cas o le temps ¢ n’entre pas explici-
tement dans les équations (1) et supposons que pour p.— o ces
équations admettent une solution périodique de période T

(4) Z‘1=91(t), x2=‘?2(t)7 ey wn.:(?n(t)‘

Soit ¢;(0) + B;la valeur de x; pour £ = o; soit ¢;(0) + B;— ¥,
la valeur de z; pour t =T <.

Les ¢; seront des fonctions holomorphes de &, de 8,, B, ..
B et de < s’annulant avec ces variables.

‘)
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Nous avons donc i résoudre par rapport aux n + 1 inconnues

ph p2, ey ﬂm T

les n équations
(3) hr=d=...=¢p=0.
Nous avons une inconnue de trop ; nous pouvons donc poser ar-
bitrairement, par exemple,
pn, = 0.
Nous tirerons ensuite des équations (3), By, Bz, .-, Br_i €t Ten

fonctions holomorphes de i s’annulant avec . Cela est possible, a
moins que le déterminant

Ay db A dy
dpj dpl dpn—i d~
dYs  db, dbs  d¥,

de b o
dby by | db dby

dB dp dBa-t ds

ne soit nul pour p =yv;=7t=0.

Si ce déterminant était nul, au lieu de poser arbitrairement
B.== 0, on poserait, par exemple, 3;= o, et la méthode ne seraiten
défaut que si tous les déterminants contenus dans la matrice

W db A dh
B, dB, dB, Tdr
dbs  dys dYy  db,

dpy dy T df, dv

dﬁl dﬁz dﬁn dr

étaient nuls 4 la fois. (Il est a remarquer que le déterminant ob-
tenu en supprimant la derniére colonne de cette matrice est toujours
nul pour p=@;=t=o0.)

Comme en général tous ces délerminants ne seront pas nuls 3 la
fois, les équations (1) admettront, pour les petites valeurs de u, une
solution périodique de période T +- .
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Appelons
Ah Ai’ LR Arla An+l

les déterminants contenus dans cette matrice; A; sera le détermi-
nant obtenu en y supprimant la {*=¢ colonne.

La solution périodique, qui nous a servi de point de départ et
qui appartient aux équations (1) pour p = o0, s’écrivail, on se le
rappelle,

@ = 9;(t).

Je désigne par ¢;(¢) la dérivée de cette fonction @;(¢) et voici ce
que je me propose de démontrer :

Si ©,(0) n’est pas nul, le déterminant A, ne peut s’annuler sans
que tous les déterminants

A1, Ay, ..y Any Mgy

s’annulent & la fois.

En effet, supposons que tous ces déterminants ne soient pas
nuls a la fois et que A, soit nul, je dis que $,(o) sera nul.

Les équations différentielles ne contenant pas le temps explici-
tement, admettront encore pour p. == o la solution périodique

x;= t?i(t -+ h),

quelle que soit la constante A.
Si donc on fait

T =o0, % =o, Br=9i(h) —2:(0),

les ¢ s’annuleront, quelle que soit A.
Cela aura lieu encore si / est infiniment petit, ce qui donne les
relations

dy ay; , dy; ,
(6) d—§93(0)+6—%%(0)+.--+d—£%(0)

(i=1,2,...,n)
Ces relations (66) montrent d’abord que A,y est nul.

De plus, il ne pourra pas y avoir entre les quantités

dye | du
dﬁk, dt’
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d’autres relations lindaires de la méme forme, c’est-a-dire de la

forme

LA
By

UR . .
OVE TR TSN T

dfs dfis

(t=1,2,...,n).

(2) A,

Sans cela, en effet, tous les déterminants A; s’annuleraient a
la fois.

Nous avons supposé que A, est nul. Or ce déterminant n’est
autre chose que le déterminant fonctionnel de ¢, do,.ory bn et By
par rapport & 3, B2, ..., B et ©. Dire que ce déterminant est nul,
c’est donc dire que I'on a entre les-dérivées des ¢ des relations de
la forme (2) et que I'on a de plus

dBn
dp,y

b _ B, B _
A, +Aga§—2—|—...—|—Anm+An+l—at——0,

c’est-a-dire
A,, = 0.

Or il ne peut y avoir d’autres relations de la forme (2) que
les relations (1;. On a donc

An=g,(0)
et, par conséquent,
9n(0) =o0.

Si donc ¢,(0) n’est pas nul (et 'on peut toujours le supposer;
car, s'il n’en était pas ainsi, un changement de variables approprié
suffirait pour nous ramener a ce cas), il est inutile d’envisager tous
les déterminants A; : la considération de A, suffit.

Si A, n’est pas nul, on résoudra par rapport aux 3 les équations

(3) Yr=tr=...=Yp=Bu=o.

Il semble d’abord que l'introduction arbitraire de 1’équation
f» = o diminue la généralité et qu’on ne peut trouver ainsi que les
solutions périodiques, qui sont telles que 3, soit nul pour ¢ —o.
Mais on trouvera les autres en changeant ¢ en ¢ - &, A& élant une
constante quelconque.

Si, au contraire, 4, est nul, on éliminera 8,5, B5...., B, et 1
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enire les équations (3 ), et I'on obtiendra une équation unique
q)(ph ‘J‘) =0,

analogue & 'équation de méme forme du numéro précédent.

Cette équation pourra éire regardée comme représentant une
courbe passant par l'origine, et 'étude de cette courbe fera con-
naitre toutes les circonstances qui pourront se présenter.

Nous rencontrerons d’ailleurs absolument les mémes particula-
rités que dans le numéro précédent.

Par exemple, les solutions périodiques, quand on fera varier p
d’'une maniére continue, ne pourront disparaitre que par couples,
4 la fagon des racines des équations algébriques.

Il pourra aussi arriver que, sil’on fait = o et $,= o, il existe
une infinité de solutions périodiques. Alors @ est divisible par p,

et 'on peut écrire
P = pdy,

de telle fagon que la courbe ® — o se décompose en deux, la droite
=0 et la courbe ®, ==0. On aura, dans ce cas, avantage a rem-

placer I'équation

D=0
par I'équation

$y = o.

Il arrivera méme que quelques-unes des fonctions ¢; soient divi-
sibles par ; de telle fagon que, par exemple,
h=pds  ba=pd, b= pdl,

¥\, 5, ¢ étant des fonctions holomorphes de p, des 8 et de <.
On aura alors avantage 4 remplacer les équations (3) par les
suivantes :

pnzo’ 'l:q)’z:l,‘r/dzo, LP;:!!J;,:...:LP,;:O.

Nous en verrons des exemples dans la suite.
Si I'on suppose qu'il existe une intégrale

F (1, 23, ..., 25) = const.,

les équations (3) ne sont plus distinctes et on les remplacera avec
avantage par les suivantes

gnZO, F:C+)\p., ".Jz:q"s:---:‘«'{n,:(),
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C=F [?1(0)1 ‘-?2(0)1 CEER ?"(0)_1:

pendant que A est une constante quelconque.
On pourra aussi remplacer les équations (3) par les suivantes :

Br=o, T=0, be=tda=...=d,=0;

d’ol cette conséquence importante : dans le cas général, il n’y a
pas, pour les petites valeurs de ., de solution périodique ayant
méme période T que pour g = o; au contraire, s’il existe une inté-
grale F = const., on pourra trouver, pourvu que (@ soit assez petil,
une solution périodique ayant précisément pour période T.

En effet, sil'on n’a pas

dF
“J;; =0
pour
zi= 9;(0),
les équations
dr=4ds5=...=¢.=0

entrainent ¢, = o.

Voici une autre circonstance que nous avons rencontrée dans le
numéro précédent et que nous retrouverons ici.

Soient {;la valeur de z; pour ¢ = o, B;+ 4, la valeur de z; pour
t="T 4=, et B; -+ {; la valeur de z; pour t =&T -~ <, k étant un
entier.

Linaginons que le déterminant fonctionnel des J; par rapport 3

Biy B2y --+y Br_s, © ne soit pas nul, mais que le déterminant fonc-
tionnel des ¢; soit nul.
Eliminons 8, 83, ..., 3. et T entre les équations

dfi = 0, gn =03
nous obtiendrons l'équation unique
(b(ph @®=o,

qlie nous regarderons comme représentant une courbe; cette
courbe a un point simple a Vorigine.

Eliminons maintenant P,, 85, ..., 3, et = entre les équations

.
7i =0, pn:U,
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il viendra
q)l(gh ®) = o.

On verrait, comme au numéro précédent, que ®' est divisible
par ®. La courbe ® == o peut donc étre regardée comme une des
branches de la courbe &' —=o0; comme le déterminant fonctionnel
des ¢} est nul, on doit avoir

v _
dapy

Donc, ou bien la courbe @ — o a plusieurs branches passant
par l'origine, ou bien la tangente doit étre la droite p. = o.

Mais nous connaissons déja 'une des branches de la courbe
¥ = o, savoir ® = o, et nous savons que la tangente i cette
branche n’est pas la droite w = 0. Doncla courbe ®' =0 a d’autres
branches passant par 'origine.

Ce qui veut dire que les équations différentielles adinettent des
solutions périodiques dont la période est peu différente de AT, qui
sont distinctes des solutions périodiques de période T pour les
petites valeurs de p, mais qui se confondent avec elles pour g = o.

Application au Probléme des trois corps.

39. Le Probléme des trois corps admet-il des solutions pério-
diques ?

Reprenons les notations du n° 11 et désignons les trois masses
par m,, @xp et ez Si Von fait w—=o, c’est-d-dire si les deux
petites masses sont regardées comme nulles, la grande masse sera
fixe et chacune des deux petites décrira autour de la grande une
ellipse héplérienne.

Il est clair alors que, si les moyens mouvements de ces deux
petites masses sont commensurables entre eux, au bout d'un cer-
tain temps, tout le systéme se retrouvera dans sa situation initiale
et, par conséquent, la solution sera périodique.

Ce n’est pas tout : au lieu de rapporter les trois masses a des
axes fixes (ou & des axes mobiles qui restent constamment paral-
léles aux axes fixes, comme dans le n® 11), on peut les rapporter
a des axes mobiles animés d’'un mouvement de rotation uniforme.
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Il peut se faire alors que les coordonnées des trois masses, par
rapport aux axes fixes, ne soient pas des fonctions périodiques du
temps, tandis que les coordonnées par rapport aux axes mobiles
seront, au contraire, des fonctions périodiques du temps (¢f. n° 36.)

Supposons maintenant que . = o; les deux petites masses dé-
criront des ellipses képlériennes; supposons que ces deux ellipses
soient dans un méme plan, dans le plan des z, z,, par exemple, et
que leur excentricité soit nulle. Le mouvement des deux petites
masses sera alors circulaire et uniforme ; soient n et ' les moyens
mouvements de ces deux masses (n' > n).

Supposons que l'origine du temps ait été choisie au moment
d’une conjonction de telle sorte que la longitude initiale des deux
masses soit nulle.

2T .
Au bout du temps s °es longitudes seront devenues res-
pectivement
2mn amn’
Y B— et —
n—n n—mn

et leur différence sera égale a 2.
Les deux masses se retrouvant en conjonction, les trois corps

seront de nouveau dans la méme situation relative. Tout le systéme

, (1. 2TR
aura seulement tourné d’un angle égal & i

St donc I'on rapporte le systéme a des axes mobiles tournant
d'un mouvement uniforme avec une vitesse angulaire égale 4 n,
les coordonnées des trois corps par rapport a ces axes mobiles

. e 1. . 27
scront des fonctions périodiques du temps de période ——-—-
n—n

A ce point de vue, et d’aprés ce que nous avons dit a la fin du
n° 36, cette solution pourra encore étre regardée comme pério-
dique.

Ainsi dans le cas-limite ot p =0, le probléme des trois corps
admet des solutions périodiques. Avons-nous le droit d’en con-
clure qu’il en admetira encore pour les petites valeurs de u? Clest
ce que les principes des n* 37 et 38 vont nous permetire de
décider.

La premiére solution périodique qui ait été signalée pour le cas
ol w >0 est celle qu’a découverte Lagrange et ot les trois corps
décrivent des ellipses képlériennes semblables, pendant que leurs
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distances mutuelles restent dans un rapport constant (Cf. Larrack,
Mécanique céleste, Livre X, Chapitre VI). Ce cas est trop
bien étudié pour que nous ayons a y revenir.

M. Hill, dans ses trés remarquables recherches sur la théorie
de la Lune (American Journal of Mathematics, T. I), en a
étudié une autre, dont I'importance est beaucoup plus grande au
point de vue pratique.

Jai repris la question dans le Bulletin astronomique (T. I,
p. 65) et J'ai été conduit & distinguer trois sortes de solutions
périodiques : pour celles de la premiére sorte, les inclinaisons
sont nulles et les excentricités trés petites; pour celles de la
deuxi¢me sorte, les inclinaisons sont nulles et les excentricités
finies ; enfin, pour celles de la troisiéme sorte, les inclinaisons ne
sont plus nulles.

Pour les unes comme pour les autres, les distances mutuelles
des trois Corps sont des fonctions périodiques du temps ; au bout
d’une période, les trois Corps se retrouvent donc dans la méme
situation relative, tout le systéme ayant seulement tourné d’un
certain angle. Il faut done, pour que les coordonnées des trois
Corps seient des fonctions périodiques du temps, qu'on les rap-
porte & un systéme d’axes mobiles animés d’'un mouvement de
rotation uniforme.

La vitesse de ce mouvement de rotation est finie pour les solu-
tions de la premiére sorte et trés petite pour celles des deux der-
niéres sortes.

Solutions de la premidre sorte.

40. Je vais reproduire ici ce que j'ai exposé au sujet de ces
trois sortes de solutions. Je commencerai par celles de la premiére
sorte, qui contiennent, comme cas particulier, celle de M. Hill.

Reprenons les notations du n° 11. Soient A, B, C les trois
masses, que je supposerai rester constamment dans un méme plan.
Soit D le centre de gravité de A et de B. Soient z; et z; les coor-
données de B par rapport 4 des axes paralléles aux axes fixes
ayant leur origine en A ; soient z; et z, les coordonnées de C par
rapport 3 des axes paralltles aux axes fixes et ayant leur origine
en D.

H.P. — 1L

~1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



98 CHAPITRE III.

Adoptons les variables du n° 12, c’est-d-dire les variables

A” 'A"! E, E’, P7 P,’
A, N, o0, W, ¢, ¢

Ici, le mouvement se passant dans un plan, on aura
p=p=g=q=o.

Les distances mutuelles des trois Corps et les dérivées de ces
distances par rapport au temps sont des fonctions de

A, A, Ecosh—msind, Esin)—+ ncosh,
‘cosM—m'sin}’, £ sind’ 7 cos)
3 n ) n

(0

et de N — A.

Pour que la solution soit périodique, il faut donc qu'au bout
d’une période les variables (1) reprennent leurs valeurs primitives
et que '— A augmente d’un multiple de 2w; dans 'espéce, N — A
augmentera de 2.

Si l'on fait . = 0, le mouvement est képlérien; supposons, de
plus, que les valeurs initiales de X, X, &, 0, &, v/ soient nulles; alors
le mouvement sera circulaire et uniforme.

Si les valeurs initiales A, et Aj de A et de A’ sont choisies de
telle sorte que les moyens mouvements soient n et /, la solution

27
n'—n
Ne supposons plus maintenant que @ soit nul, et considérons

.

sera périodique de période

une solution quelconque; nous pourrons choisir 'origine du temps
au moment d’une conjonction et prendre pour origine des longi-
tudes la longitude de cette conjonction.

Les valeurs initiales de A et de )’ seront nulles.

Soient Ay + By, A, 4 £, les valeurs initiales de A et de A’.

Soient &y, Mo, £, 1 les valeurs initiales de £, n et &, '

Ce seront aussi les valeurs initiales des quatre dernicres va-
riables (1).

Soit maintenant 27 + ¢, la valeur de A’ — A au bout de la période

Soit, au bout de cette méme période,

Ao+ Br+td1, Ay +Ba+¢a,
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les valeurs de A et A’, et
Eo-+da, Mo+, & +¥s, M+

les valeurs des quatre derniéres variables (1).
Pour que la solution soit périodique, il faut que

%=¢1=%=%=%=%=%=0-

Ces équations ne sont pas distinctes ; les équations différer-
tielles du mouvement admetient en effet deux intégrales : celle
des forces vives et celle des aires. Le jacobien de ces deux int(-
grales par rapport 2 A et A’ n’est pas nul pour

Les équations ¢, =d3=0 sont donc une conséquence des
cing autres.
Nous avons donc a résoudre le systéme

(2) Yo=ds=d=ds=¢s =0,

auquel nous adjoindrons I'équation des forces vives F = C, ot nous
regarderons la constante C comme une donnée de la question,

11 faut donc que nous considérions le déterminant fonctionnel
des premiers membres de ces six équations par rapport aux six
variables

pi) pﬂ’ 201 To, 58, o

et que nous démontrions que ce déterminant ne s’annule pas
pour

P~=px=§z=§o=f.o=5'o=7“’o=°~

Or, pour p. =0, on a
Y Y
F=F, = P

T (Mo Py (A + B2

v et y' étant des constantes dépendant des masses,

I T St

b3 = Eo(cosho —1) —mgsindg, ¢, = Easindkg + 7o(coshe — 1),
bs = &) (cosNy—1) —mysinky, ¢ =&, sindy + v, (coshy — 1),
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2nT B\ an'w B\ 3
)\ = + '—1 ! = + —_— -
o n’—n(I A/ 0 A—a\' " K,

Ao €t A, désignent donc les valeurs des deux longitudes a la fin de
la période, de telle fagon que

2“"""!’0:)\'0_)\0-

On voit ainsi que, pour p.= o, F et ¢, dépendent seulement de
By et Bas ds et 4, de By, §o et ng 3 by et be de B, & et m.

Notre déterminant fonctionnel est donc le produit de trois autres :

1° Celui de Fy et ¢, par rapport a $, et B,;

2° Celui de ¢, et &, par rapport a £, et 143

3° Celui de ¢; et ¢ par rapport a §, et n,.

Le premier de ces trois déterminanis ne s'annule que pour
Ay =—A,, n==—n'; cela n’a d’ailleurs pas d’importance, parce
que, s'il s’annule, au lieu d’adjoindre au systéme (2) I'équation des
forces vives, on y adjoindra toute autre équation arbitrairement
choisie entre @, et B,; quoi qu’il en soit, le cas de n=—nr'
présentant des difficultés de diverse nature et n’ayant pas d’impor-
tance an point de vue des applications, nous le laisserons de coté.

2° Le second déterminant se réduit

(1—cosdy)? + sin?l,.

Il ne peut donc s’annuler que si 7, est multiple de 2.

Pour
pl=@2=go="m=gﬂ =7y =0,
on a
anT
lo:n’——n'

Notre déterminant ne s'annulera donc que si r est multiple
de n'— n.

3° De méme le troisi¢me déterminant ne s’annulera que si n/,
et par conséquent n, est multiple de rn'— n.

En couséquence :

Pour toutes les valeurs de la constante des forces vives G, qui

est égale a
21 2 1
n\v« 3 n' 3 13
- ~ + [ —
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et pour les petites valeurs de p, le probléme des trois Corps admet-
tra une solution périodique de la premiére sorte dont la période

sera

n’_

Il n'y aura d’exception que si n est multiple de »'— n ou si
n=—rn

Il y a une quadruple infinité. de solutions périodiques de la
premiére sorte; nous pouvons en effet, si p est assez petit, choisir
arbitrairement :

1° La période ——— ="T;

ny— n,

2° La constante C;

3° Le moment de la conjonction, que nous avions pris dans le
calcul précédent pour origine du temps;

4° La longitude dc la conjonction, que nous avions prise pour
origine des longitudes, de sorte que nous avons, pour chaque
valeur de p, oo® solutions périodiques.

On peut retrouver ces solutions de la maniére suivante :

Supposons qu’a ’origine des temps on ait

les trois Corps seront en conjonction et leurs vitesses seront per-
pendiculaires a la droite qui les joint; cette droite sera d’ailleurs
I'axe Az qui se confondra & cet instant avec I'axe Dz;. Il résulte
immédiatement de cette symétrie de la position des trois corps &
I'instant O les conséquences suivantes :

Les valeurs des rayons vecteurs, 3 'instant ¢ et & 'instant — ¢,
seront les mémes; les valeurs des longitudes a l'instant ¢ et a
I'instant — ¢ seront égales et de signe contraire.

Nous dirons alors qu’a I'époque o les trois corps se trouvent
en conjonction symétrique.

Nous avons supposé qu’il y a conjonction symétrique au temps o
et qu'a ce moment la longitude commune des trois corps est
nulle; nous avons ainsi délerminé quatre des éléments osculateurs
A N, 7 et 7'; il nous en reste encore quatre qui sont arbitraires, &

. . L pye T
savoir, A, A’, £ et . Nous en disposerons de fagon qu’a l'instant 5

il y ait de nouveau conjonction symétrique et que la longitude
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nm
n—n

commune des trois Corps soit ou plus exactement que 'on

ait (en appelant ¢ et ¢' les longitudes vraies)

nw . nw
—; N [ -+ .
n—n

v = -
n—n

Il ne s’agit donc pas, & proprement parler, d'une conjonction
symétrique, mais d’une opposition symétrique.

Pour qu'il y ait conjonction (ou opposition) symétrique, il
faut, comme nous venons de le voir, quatre conditions; nous au-
rons donc quatre équations pour déterminer nos quatre éléments
restés arbitraires. Ces quatre équations pourront étre résolues si
le déterminant fonctionnel correspondant n’est pas nul; or il ne
I'est pas en général : c’est ce qu'on verrait par un calcul facile,
tout semblable 4 celui qui précéde et qu'il est inutile de repro-
duire ici.

Ainsi les rayons vecteurs ont méme valeur a 1’époque ¢ et a
Pépoque — £; méme valeur encore & I'époque ¢ et 4 ’époque T— ¢
(puisqu’il Yy a encore conjonction symétrique & 1'époque —T—>

2
Quant 3 la différence des longitudes, ses valeurs aux époques t
et — ¢ (ou bien encore aux époques ¢ et T — £) sont égales et de
signe contraire. Donc les distances mutuelles des trois corps sont
des fonctions périodiques dont la période est T. Ces solutions,
qui présentent alternativement des conjonctions et des opposi-
tions symétriques sont donc des solutions périodiques.

On pourrait croire que les solations périodiques ainsi définies
sont moins générales que celles dont nous avions d’abord démon-
tré l'existence. Il n’en est rien; il y en a aussi une quadruple in-
finité; car nous pouvons choisir arbitrairement I'époque de la
conjonction et de 'opposition, et la longitude des trois corps au
moment de cette conjonction et de cette opposition; il reste donc
quatre arbitraires : ce qui montre que toutes les solutions de la
premiére sorte rentrent dans celte méme catégorie. Sil'on choisit
convenablement I'époque o, il y a, pour toutes les solutions de
la premiére sorte, conjonction symétrique au début de chaque
période et opposition symétrique au milieu de chaque période.

On peut encore s’en rendre compte de la fagon suivante :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



SOLUTIONS PERIODIQUES. 103

Il est toujours permis de supposer que l'origine des temps ait
été choisie de telle sorte que les valeurs initiales de A et de X
soient nulles. Il suffit pour cela de prendre pour origine des
temps ’époque d’une conjonction et pour origine des longitudes
la longitude de celte conjonction.

D’autre part, les équations du probléme des trois corps pré-
sentent une symétrie telle qu'elles ne changent pas quand on
change t en — ¢, ou bien quand on change simultanément A en
—hetNen — N,

Si donc il y a solution périodique quand les valeurs initiales
des variables A, A, X, X', &, m, ¥, 7/ seront A, - B, A, + B3, 0,
0, £, 70y E,, My, il y aura encore solution périodique quand ces
valeurs initiales seront

A0+Bi, A:)"‘ph 0, O, Eo: — Mo, E'o_"l:b

Les équations (3) ne changent donc pas quand on y change 7,
et np en — 7, et — 7n;.
Or ces équations (3) ne comportent qu’une seule solution; on

devra donc avoir
T = 71,0 =0,

ce qui veut dire qu'a l'origine des temps il y a conjonction sy-
métrique. C. Q. F. D.

Les o«c* solutions périodiques de la premiére sorte sont liées les
unes aux autres par des relations simples. On peut passer de 'une
a l'autre : 1° en changeant 'origine des temps; 2° en changeant
Porigine des longitudes ; 3° en changeant simultanément les unités
de longueur et de temps de fagon que 'unité de longueur soit

multipliée par k32 quand celle de temps est multipliée par £. Tous
ces changements n’altérent pas la forme des équations et, par
conséquent, ne peuvent que changer les solutions périodiques les
unes dans les autres. Il n'y a donc en réalité qu’une simple infi-
nité de solutions périodiques réellement distinctes; chacune de
ces solutions réellement distinctes est caractérisée par le rapport
M
ny — ny
longitude d’une conjonction symétrique et celle de 'opposition
qui la suit.

» ou, ce qui revient au méme, par la différence entre la
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Recherches de M, Hill sur la Lune.

41. 11 y a un cas particulier ot les solutions de la premiére
sorte se simplifient : ¢’est celui ot I'une des masses, la masse m,
par exemple, est infiniment petite. Le mouvement de C par rap-
port a A restant alors képlérien, il ne peut y avoir de conjonction
symétrique que quand C passe au périhélie ou a l'aphélie, a
moins que le mouvement de C ne soit circulaire. Mais la longi-
tude d’une conjonction symétrique devrait donc différer dela
longitude de I'opposition symétrique qui la suit immédiatement
d'un angle qui devrait étre un multiple de =. Or il n’en sera pas
ainsi, & moins que K’i—'ﬁm ne soit entier, cas que nous avons pré-
cisément exclu. Nous devons donc conclure que le mouvement
de C est circulaire.

La simplicité est plus grande encore si I'on suppose que la
masse de G est beaucoup plus grande que celle de A et que la dis-
tance de AC est trés grande (ce qui est le cas dans la théorie de
la Lune). Sinous supposons AC infiniment grand et la masse de
C infiniment grande, de fagon que la vitesse angulaire de C sur
son orbite reste finie; si, en méme temps, on rapporte la masse
B 4 deux axes mobiles, & savoir & un axe A§ coincidant avec AC
eta un axe An perpendiculaire au premier, les équations du mou-

vement deviendront, comme M. Hiil I’a démontré,

d? ad

T (,%—3"’)5=°
® dzq dt

an gt an=e

n désigne la vitesse angulaire de C.

Les solutions périodiques de la premiére sorte subsistent en-
core dans ce cas et ce sont celles dont M. Hill a reconnu le pre-
mier 'existence, ainsi que je l’ai dit plus haut.

Elles comportent des conjonctions et des oppositions symé-
triques qui ne peuvent avoir lieu que sur I'axe des §. Mais elles
comportent encore d'aulres situations remarquables que 1’on
pourrait appeler des quadratures symétriques ; dans ces situations
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I'angle BAC est droit et la vitesse du point B par rapport au
point A est perpendiculaire 4 BA.

En effet, les équations comportent une symétrie telle qu’elles
ne changent pas quand on change £ en —E; les solutions pério—
diques ne doivent donc pas changer non plus quand on change £
en — &; si donc on envisage la trajectoire relative du point B par
rapport au systéme des axes mobiles AE et Ay, cette trajectoire
est une courbe fermée (puisque la solution est périodique) qui est
symétrique  la fois par rapport & A§ et par rapport & Ax.

Si, au contraire, tout en supposant le mouvement de G circu-
laire et en prenant pour axe des £ la droite AC, on n’avait pas
supposé la distance AC infinie (si, en d’autres termes, on avait,
en faisant la théorie de la Lune, tenu compte de la parallaxe du
Soleil en continuant de négliger I'inclinaison des orbites et I'ex-
centricité du Soleil), cette trajectoire relative aurait encore été
une courbe fermée symélrique par rapport a 'axe des £, mais elle
n’aurait plus été symétrique par rapport i I'axe des 7.

Les équations (1) admettent une intégrale qui s’écrit

1 /dEN? 1 Vd'q L T RSO
(&) 3 G) - ime=c

M. Hill a étudié comment varient les solutions de la premiére
sorte quand on fait augmenter C; il a reconnu que la trajectoire
relative est une courbe fermée symétrique dont la forme rappelle
grossiérement celle d’une ellipse dont le grand axe serait l'axe
des n. Quand C est trés petite, cette sorte d’ellipse difféere trés
peu d’'un cercle et son excentricité augmente rapidement avec C.
Pour les grandes valeurs de G, la courbe commence & différer
beaucoup d’une ellipse, mais le rapport du grand axe au petit
continue & croitre avec C; enfin, pour une certaine valeur de C,
que j'appellerai C,, la courbe présente deux points de rebrousse-
ment situés sur 1'axe des 3. C’est ce que M. Hill appelle I'orbite
de la « Moon of maximum lunation ». Son calcul, fondé, tanté6t
sur ’emploi des séries, tantdt sur 'emploi des quadratures méca-
niques, est beaucoup trop long pour trouver place ici; je dirai
seulement que M. Hill a construit exactement la courbe point par
point pour diverses valeurs de G, et en particulier pour C = C,.
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11 ne peut donc y avoir aucune espéce de doute au sujet de I'exac-
titude de ses résultats.

Il est aisé de se rendre compte de la signification de ces points
de rebroussement. Je suppose qu’a un instant quelconque la vi-
tesse relative de la masse B par rapport aux axes mobiles devienne
nulle, de fagon qu’on ait a la fois

dg _dn _ .

a T @ T
il est clair que la trajectoire relative présentera un point de re-
broussement. C’est ce qui arrive pour la « Moon of maximum lu-
nation » de M. Hill.

M. Hill s’exprime ensuite comme il suit :

« The Moon of the last line (¢’est-d-dire the Moon of maximum
lunation) is, of the class of satellites consideredin this Chapter,
that which, having the longest lunation, is still able to appear
at all angles with the Sun and then undergo all possible
phases. Whether this class of satellites is properly to be pro-
longed beyond this Moon, can only be decided by further employ-
ment of mechanical quadratures. But it is at least certain that the
orbits, if they do exist, do not intersect the line of quadra-
tures and that the Moons describing them would make oscillations
to and for, never departing as much as go°® from the points of con-
junction or of opposition. »

Ce n’est 13, de la part de l'auteur, qu’une simple intuition ne
reposant sur aucun calcul ou raisonnement. De simples considéra-
tions de continuité analytique me permettent d’affirmer que cette
intuition I'a trompé.

On peut d’abord se demander si les solutions de la premiére
sorte existent encore pour G > C,y, ou, en d’autres termes, si la
classe de satellites étudiée par M. Hill peut étre prolongée au dela
de la Lune de lunaison maximum. Supposons, i cet effet, qu'a
I'origine des temps la masse B (c¢’est-a-dire la Lune) soit en qua-
drature (sur ’axe des 7), et que sa vitesse relative par rapport aux
axes mobiles soit perpendiculaire a I'axe des 7.

' . e i3
Jappelle &, £, no, 0, les valeurs initiales de , % =&, 71 el

i;—;‘ =1'. Dans le cas de la Lune de lunaison maximum de M. Hill,
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on a
€0=£,0=Tl,0=0)

et j’appelle =] la valeur correspondante de »,.
Au bout d’un temps T, égal au quart d'une période, cette Lune
se trouvera en conjonction symétrique, et 'on aura

7 =o0, ¢=o.

Considérons maintenant une autre solution particuliére de nos
équations différentielles, et soient

o, &, 7o, ©
les valeurs initiales de

E &, om0,

de telle fagon qu’a I'origine des temps on soit en quadrature symé-
trique.
Considérons les valeurs de 7 et de § au bout du temps T +;

et solent
L :‘fl(T =+, E:)a 7)0)7

§'=f2(T + 7, &, mo)-

Ji et f, seront développables suivant les puissances de 1, de | et
de 19— 7y, et s’annuleront pour

.-__E’_o n_-’O
Sllona

(2) Ji=fa=o,

on sera, au bout du temps T + 7, en conjonclion symétrique, et
la solution sera périodique de période 4T + 4+.

On peut tirer des équations (2) T et 1, en fonctions de &, et <
et 1, seront développables suivant les puissaunces de .

Il n’y aurait d’exception en vertu du n° 30 que sile détermi-
pant fonctionnel de f, et f, par rapport a © et 7, s’annulait préci-

sément pour

t=§=0, mMo=7nJ.

1l est extrémement invraisemblable qu'il en soit ainsi; quelques
doutes pourraient cependant encore subsister, si les quadratures
mécaniques de M. Hill ne prouvaient nettement le contraire. Voici,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



108 CHAPITRE III.

en effet, comment M. Hill a procédé pour déterminer 7?3 il a cal-
culé, pour différentes valeurs de T et de 7, les fonctions

J1(T,0,7m0), f2(T, o0, 70),

et il a déterminé ensuite par interpolation les valeurs de T et
de 7,, pour lesquelles ces deux fonctions s’annulent. Si le déter-
minant fonctionnel de f; et de f; s’annulait précisément pour ces
valeurs, I'interpolation serait devenue impossible par les procédés
ordinaires. Nous devons donc conclure que la classe de satellites
découverte par M. Hill peut étre prolongée au dela de la Lune de
lunaison maximum.

Que devient donc, au dela de cette Lune, la forme de I'orbite?
Les valeurs de £ et de v dépendent du temps ¢ et du paramétre £,
puisque l'autre valeur initiale 7, est donnée en fonctlon de &, par
les équations (2).

Si &, et  sont assez petits, § et n sont développables suivant les
puissances de ces deux variables. De plus, par raison de symétrie,
£ ne contiendra que des puissances impaires de ¢, et 1, ne conlien-
dra que des puissances paires de £. Nous aurons donc

£ En

E=tht+ °t3+ = B,
£ étant la valeur initiale de la dérivée ni®¢ de §.

Si £, et ¢ sont assez pelils, je puis, sans erreur sensible, ré-
duire £ & ses deux premiers termes; de plus, £ est développable
suivant les puissances croissantes de &,; mais, comme §, est trés
petit, je puis réduire §; A la valeur que prend cetle quantité pour
£, =o0.Or, pour§, =o,0n a

" __ —21*"”',
il vient donc
g bR
(3) E—Eo 3(.',] )2 L4

Pour les Lunes considérées par M. Iill et dont la lunaison est
moindre que celle de la Lune de lunaison maximum, £, est néga—
tif, les deux termes du second membre de (3) sont de méme
signe, et § ne peut s’annuler pour des valeurs trés petites de ¢, si
ce n’est pour £ =o.
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Au contraire, pour les satellites nouveaux dont il s’agit et que
'on rencontre aprés la Lune de lunaison maximum, E'o est positif
et £ s’annule pour

-~

3
t=o, t ==k} :

l

=

Il y a donc trois valeurs de ¢ trés pelites pour lesquelles & s’an-
nule, ¢’est-a-dire trois quadratures a des époques trés rapprochées.

La trajectoire relative pour G > G, présente done la forme re-
présentée par la figure ci-contre.

Fig. 1.
3
/\/
\/\A n

Dans le cours d'une période, la masse B se trouve six fois en
quadrature, car sa trajectoire relative coupe I'axe des 7 en deux
points doubles et en deux points simples.

Ainsi M. Hill se trompe en supposant que cette sorte de satel-
lites ne seraient jamais en quadrature; i y aurait, aw contraire,
trois quadratures entre deux syzygies consécutives.

Ce n’est pas qu'il n’existe des solutions périodiques pour les-
quelles la masse B ne peut jamais étre en quadrature : nous les
étudierons plus loin, au n° 52 ; mais ces solutions ne sont pas la
continuation analytique de celles dont M. Iill a fait si magistrale-
ment 'étude dans ' American Journal.

Les mémes résultats sont encore vrais quand on ne néglige pas
la parallaxe du Soleil, sauf que la symétrie par rapport a P'axe
des % disparait.

Application au probléme général de la Dynamique.

42. Nous allons maintenant, avant d’aborder ’étude des solu-
tions périodiques de la deuxiéme et de la troisiéme sorte, étudier
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d’une fagon plus générale les solutions périodiques des équations
de la Dynamique.
Reprenons les équations du n° 13,

dz; dF dﬂ _ dF

) & T H & dm

et les hypothéses de ce numéro. La fonction F est développée sui-
vant les puissances d’un paramétre trés petit @, de sorte que

F=Fy+ {J.F‘—i- p.’F,—I—...;

F est fonction périodique des y,F, est fonction des 2 seulement.
Je supposerai, pour fixer les idées, qu’il n'y a que 3 degrés de
liberté. Il est aisé d'intégrer ces équations quand g =o0 et que
F=F,.

En effet, Fy ne dépendant pas des y, ces équations se rédui-
sent a

d.T[ dyi dFo

dr =7 T T e T
Les z; et par conséquent les n; sont donc des constantes.

Ainsi, les équations (1) admettent pour solution, quand p =o,

Ty = ay, Lz = QAg, Z3= as,

Y1i=nt+ oy, Ya2=ngl 4+ w,, Y3= nst + w3,

les @ et les m étant des constantes d’intégration, et les n des fonc-
tions des a.
Il est clair que, si
T, nT, n3T

sont multiples de 2=, cette solution est périodique de période T.

Supposons maintenant que p cesse d’étre nul, et imaginons
que, dans une certaine solution, les valeurs des x et des y pour
t = o solent respectivement

= ay+ By, Zy= ap —+ B, ry= az+ fs,

y1=w:+?s, y2=w2+ B, Yi=wm3+ B

Supposons que, dans cette méme solution, les valeurs des « ct
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des ) pour ¢ =T soient

n=a1+ 8+,
Zy=as+ Bz + ¢y,
zy=az+ B; + s,
1=+ T+ B+ ¢,
Ye=wa+ T + Bs+ 5,
yi=w+ ny T + Bo+ Y.

La condition pour que cette solution soit périodique de période T,
c’est que 'on ait

(12) hi=do=ds=ds=¢s=ds=o0.

Les six équations (12) ne sont pas distinctes. En effet, comme
F = const. est une intégrale des équations (1), et que d’ailleurs F
est périodique par rapport aux y, on a

F(ai+ 8o o + Bivs) = F(ai+ Bi+ i, i+ i T + Brra+ diss)
=F(a;+ B+ Y1, ®i+ Bras + Pivs).

Il nous suffira donc de satisfaire & cinq des équations (12). Je sup-

poserai, de plus,
Wy = pb = 0.

11 suffit, pour cela, de choisir I'origine du temps de telle sorte
que y, soit nul pour £ = o.

11 est aisé de voir que les §; et les ;5 sont des fonctions holo-
morphes de p et des B, s’annulant quand toutes ces variables s’an-
nulent.

Il s’agit donc de démontrer que 'on peut tirer des cinq der-
niéres équations (12) les 3; en fonctions de p.

Remarquons que, quand p est nul, on a identiquement

h=h=y9=o.

Par conséquent, ¢y, ¢, et ¢;, développés suivant les puissances
de w et des B, contiennent . en facteur. Nous supprimerons ce
facteur ., et nous écrirons par conséquent les cinq équations (12)
que nous avons a résoudre sous la forme

) b b gy gmo
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Pour y = o0, on connait la solution générale des équations (1);
on trouve donc aisément

q;,’=—T—%— Fo(a1+ pl, as—+ pz, a3 -+ p:i)’
b= —TE-Fo(ai—l—pu ay+ Bs, a3+ B3),
do=— Tb—?—Fo(al-t- B1, a2+ Bay a3+ Bs)-

Le déterminant fonctionnel de ¢4, 5 et g par rapport a 8, 3, et
s est donc égal, au facteur prés — T3, au hessien de F, par rap-
port aux z.

. . \ .
Je me propose maintenant d’exprimer -l-‘:z', % et % en fonctions

de B34, Bs et B¢, en supposant p. = o et en méme temps

31=Bz=ps= o.

Or on trouve

d xri— a; _dF‘ ng dF3 .
22( m ) +l.L —5— +..e3

=214
dy: My, dy;
T T
dF; dF, o
_f e+ Jf Gt (I=12,9),
ou, pour = o,

q/i [ dF1
3 —_—= d
) vooJy Ay

Puisque nous supposons . = 0 €t en méme temps
ﬁ: = ﬁz = pa = 0,

et si 'on se rappelle que ®, = B;= o, nous devons, dans le se-
cond membre de I'équation (3), remplacer Xy, Loy X3y Yy Vo, ya
respeclivement par

ay, Qg Qs nlt; n2t+mz+?‘5’ ﬂat"‘ws—f-ps-

Alms & dev1ent une fonction périodique de ¢.
Nous pouvons écrire

Fi= ZAsin(my y1+ myy;+ mgys+ k),
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my, my, my étant des entiers positifs, pendant que A et A sont des
fonctions dés x indépendantes des y.
1l vient alors

F;=Z%Asinw, [‘li—i—‘=ZAm,cosw=(di?;
‘ i

ot ’on a posé, pour abréger,
w = t(myng -+ mans+ mang) 4+ k + ma(wz+ Bs) + my(ws+ Be);

F; devient ainsi une fonction périodique de ¢ de période T; c’est
également une fonction périodique de période 2w par rapport &
®y+ PBs et & w5+ e

Je désignerai par [F,] la valeur moyenne de la fonction pério-
dique Fy, de telle fagon que

1 T
[F,]:,—r—f F, dt = SA sinw,
[

le signe S signifiant que la sommation doit étre étenduc a tous les
termes tels que .
Myng—+ Mgny+ Mmynz= o.
Il vient alors

b_pdBl 4 () g dIR,

“dw; ’ dBrrs = " do; dog

On en conclut :

1° Qu’il est toujours possible de choisir m, et w; de telle facon
que les équations

¢

P.

ba

-C

=0

=

soient satisfaites pour B; = 3= o.

En effet, la fonction [F,], qui est finie, est périodique en w, et
en m; : elle admet donc un maximum et un minimum; on aura,
pour ce maximum ou ce minimum,

d[Fs] _ d[Fi] _

do; dwoy ?
et, par conséquent,

€. Q. . D.
H.P. - L 8
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$: Y

2° Que le déterminant fonctionnel de ]I et W par rapport a f;

et B¢, est égal & T2 multiplié par le hessien de [F,] par rapport &
wy et 4 &y,

11l résulte de 1a que Pon peut choisir les constantes m, et ©, de
fagon 4 satisfaire aux équations (13). Il reste, pour établir I'exis-
tence des solutions périodiques, a faire voir que le déterminant
fonctionnel de ces équations, c’est-a-dire

<qﬁ? ﬁ: i Yoy be >
o(B1, @2, Bs Bsy Be)

n’est pas nul.

Or, pour =0, ¢;, 45 et ¢g ne dépendent que de By, B2, B; et
non de 3; et de @¢. Ce déterminant fonctionnel est donc le pro-
duit de deux autres

Yo by
( p P-> ot (s b5 o)
d(ﬁar pﬁ) 0(317.82, p3)

Or nous venons de calculer ces deux déterminants fonction-
nels, et nous avons vu qu'ils sont égaux, & un facteur constant
prés, I'un au hessien de [F,] par rapport & w; et & =, 'autre an
hessien de ¥y par rapport aux 2.

Donc, si aucun de ces deux hessiens r’est nul, les équa-
tions (1) admettront des solutions périodiques pour les petites
valeurs de p.

Nous allons maintenant chercher 4 déterminer, non plus seule-
ment les solutions périodiques de période T, mais les solations de
période peu différente de T. Nous avons pris pour point de départ
les trois nombres n,, n;, n;; nous aurions pu tout aussi bien
choisir trois autres nombres, r',, n,, nj, pourvu qu'ils soient
commensurables entre eux, et nous serions arrivés 4 une solution

périodique dont la période T’ aurait é1é le plus petit commun mul-
tiple de 2“ , 2T, 2T,
ny’ ngy
Si nous prenons en particulier

n=n(1+¢), ny = ny(1+¢), ny = a3(1+¢),
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es trois nombres n, n,, 1} seront commensurables entre eux,
puisqu'ils sont proportionnels aux nombres n,, n, et ;.
Ils nous conduiront donc & une solution périodique de période

T +T= T ’
T+¢
de telle facon que nous aurons
(14) ;= 9i(t, 1, €), Yi=9i(¢, 1y €),

les ¢; et les ¢; étant des fonctions développables suivant les puis-
sances de p et de e, el périodiques en ¢, mais de fagon que la pé-
riode dépende de e.

Si dans F nous remplagons les z; et les y; parleurs valeurs (14),
F doit devenir une constante indépendante du temps [puisque
F = const. est une des intégrales des équations (1)]. Mais cette
constante, qui est dite constante des forces vives, dépendra de p
et de ¢, et pourra étre développée suivant les puissances croissantes
de ces variables.

Si la constante des forces vives B est une donnée de la ques-
tion, 'équation

F(u,e)=B

peut étre regardée comme une relation qui lie ¢ & . Si donc nous
nous donnons arbitrairement B, il existera toujours une solution
périodique, quelle que soit la valeur choisie pour cette constante;
mais la période dépendra de ¢ et par conséquent de .

Un cas plus particulier que celui que nous venons de traiter en
détail est celui ou 1l n’y a que 2 degrés de liberté. F ne dépend
alors que de quatre variables, z,, 1, %2, ¥2, et la fonction [F,]
ne dépend plus que d’une seule variable w,. Les relations (6) se
réduisent alors &

d[F,
(15) an) o,
d(F4]
dw?

A chacune des racines simples de 1'équation (15) correspond
une solution périodique des équations (1), qui existe pour toutes
les valeurs de w suffisamment petites.

et le hessien de [F,] se réduit a ; d’oul cetle conclusion :
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Je pourrais méme ajouter qu'il en est encore de méme pour cha-
cune des racines d’ordre impair.

L’existence des solutions périodiques une fois démontrée, il
reste & faire voir que ces solutions peuvent se développer suivant
les puissances de p et s’écrire

2r=0;0(t) 4 ub;1 (1) + p20;5(2) +... (t=1,2,..., 1),

8:,0(2), 8:,4(2), ..., étant des fonctions périodiques de ¢ dévelop-
pables selon les sinus et cosinus des multiples de

2Tl
T+4x

D’aprés le théoréme du n° 28, nous aurons
wy=H;[t —ty, b, #) —91(0), 2§ —2(0), ..., 2§ — oa(0)];

sizf, 23, ..., x5 sont les valeurs initiales de z,, 23, .. ., Z» pPour
t—o.
H; sera développable suivant les puissances de

t—t, p et x?—?i(0)7

si i est assez petit et si ¢ est assez voisin de ¢, et 2! de ¢:(0).
Nous prendrons
=11+ t";r .
T
De plus, nous prendrons
z] —9:(0) = ..

Nous choisirons les B; et 7 de fagon 4 obtenir une solution pé-
riodique, ¢’est-a-dire de facon i satisfaire aux équations (9)- Nous
venons de voir que, si 7 et les {3; satisfont & ces équations (9)s on
pourra développer <, 8, B2, - .., B suivant les puissances crois-
santes de |, et que t et les §; s’annuleront avec u.

On aura donc

/t
xi= Hi(‘—,;, t By Ba oy @n) = Ki(p),

K étant une fonction développée suivant les puissances de (-
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K; ne dépend pas seulement de p, il dépend encore de ¢, ; nous

écrirons donc
@ =K, (4, 1),

en rappelant toutefois que K; est développé suivant les puissances
de @, mais non pas suivant celles de ¢,.

Cela posé, quand on augmente £, de T, on augmente ¢ de
T 4, el, comme on s’est arrangé de maniére a avoir une solution
périodique de période T + <, z; ne doit pas changer; on a donc

(10) Ki(t1+ T, w) = K (4, j2)-

K; étant développable suivant les puissances de w, on peut

écrire
Ki(tis10) = 0z + 00 0 + 0,002 - .0,

0,0, 9,1, 94,2, ..., ne dépendant que de ¢,. L'identité (10) montre
alors que 0; x ne change pas quand on change £, en £, + T. Donc
0;,% est une fonction périodique et peut se développer suivant les
sinus et les cosinus des multiples de

2Tl 27l

T ~ T++=

C. Q. F, D.

Cas ou le hessien est nul.

43. 1l peut y avoir. difficulté dans le cas ot le hessien de F,
est nul.

Voici comment il est permis, dans un assez grand nombre de
cas, de tourner la difficulté.

Supposons que le hessien de F, par rapport aux variables z soit
nul, mais que I'on puisse trouver une fonction de Fy, que I'on ap-
pellera ¢ (Fy) et dont le hessien ne soit pas nul.

Nous allons transformer les équations (1) de la maniére sui-
vante.

Ces équations admettent l'intégrale des forces vives qui s’écrit

F=_C.
Soit ¢' la dérivée de la fonction ¢, on aura pour F =G

¢'(F)=¢'(C),
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et o' (C) sera une conslante qui pourra étre regardée comme connue,

si I'on suppose que les conditions initiales du mouvement soient

données et permettent par conséquent de calculer la constante C.
Les équations (1) peuvent alors s’écrire

dr; _ d[9(F)] dye _ _d[e(F)]
dt — 9 (Ody:’ dr — o(O)dz;

Elles conservent la méme forme, mais la fonction F, est remplacée
par ©(F,) dont le hessien n’est pas nul.

Prenons, par exemple, le cas particulier du probléme des trois
Corps étudiés au n° 6, celui ott 'une des masses est nulle et o les
deux autres se meuvent circulairement.

Dans ce cas, nous avons trouvé

1

Fy = IYT + &9 3
on a donc
d*F,  d*F,
dxf T dwidax =°

Notre hessien est donc identiquement nul; mais, sinous prenons

x2
-+ — +x3,
z{

o(Fo)=F} =

3l-

[£31
le hessien de ¢(F,) est égal a

dle

et est différent de o.

Ainsi tout ce qui précéde est applicable 4 ce cas particulier du
probléme des trois Corps qui posséde des solutions périodiques
pour les petites valeurs de .

Considérons au contraire le cas général du probléme des trois
Corps traité au n° 11.

Nous avons trouvé que ce probléme pouvait étre ramené a la
torme canonique, les deux séries de variables étant

BL’ BG, Beﬁ B’L’7 p,G" Ble,7
L g 8 Z, g, 0.

La fonction F peut se développer suivant les puissances de u

F=Fo+Fyp+Fyp2+ ...,
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et'ona
3
F, g

119

B's

T a(BLyE AP

Si, pour reprendre les notations employées dans ce Chapitre,
nous désignons les deux séries de variables conjuguées par

Ty, T2, I3,

NED

Y1, Y,

de telle sorte que

r, =L,

3 3
Fo = __@2 -+ 8
2x%

il viendra

Xy, X3, T,

Yes sy Ve,
e

x, =L,

— = ?
22}

le hessien de F, sera manifestement nul.

Si nous considérons une fonction quelconque ¢(F,), cette fonc-
tion ne dépendra encore que de z, et de z; et son hessien sera
encore nul. L'artifice que nous avons employé plus haut n’est done
plus applicable et les raisonnements du présent numéro ne suffisent
plus pour établir 'existence des solutions périodiques.

Clest la 'origine des difficultés que nous chercherons a vaincre

dans les n°® 46 a 48.

Ces difficuliés proviennent encore, comme on vient de le voir,
de ce que F, ne dépend que de z, et de z,; c’est-a-dire de ce

que V'on a
dFy _ dF, _
dZ’z - dZ';; -
ou encore, si =0,
drs _drs _
dt — dt

dFo_dFo__o
dafs_ .2‘5_
dys _ dys _
T odt T dt T

Ces équations signifient que dans le mouvement képlérien les
périhélies et les neeuds sont fixes.

Or, avee toute autre loi d’attraction que celle de Newton, les
périhélies et les nccuds ne seraient plus fixes.

Donc, avec une loi différente de la loi newtonienne, on ne ren-
contrerait plus, dans la recherche des solutions périodiques du
probléme des trois Corps, la difficulté que je viens de signaler et &
laquelle seront consacrés plus loin les n°* 46 a 48,
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Calcul direct des séries.

4%. Nous venons de démontrer que les équations (1) du n° 43
admettent des solutions périodiques, et que ces solutions peuvent
éire développées suivant les puissances de .

Cherchons maintenant & former effectivement ces développe-
ments, dont nous avons ainsi démontré d’avance l'existence et la
convergence.

Je commence par observer qu’on peul, dans le calcul de ces
développements, introduire une importante modification. Nous
avons introduit plus haut trois nombres :

ny, N, 3,
tels que
an, ﬂzT, n3T

soient multiples de 27, et par conséquent commensurables entre
eux. Ces trois nombres caractérisent la solution périodique en-
visagée.

Je dis que I'on peut toujours, quand on étudie une solution
périodique particuliére, supposer que

ny = ngz=o.

Supposons, en effet, qu'il n’en soit pas ainsi. Nous changerons
de variables en posant

Y=Yy ey + as)hy, z) = a zy -+ B1&y + V123,
y2 = By + Boya+ Bayh, Ty = aa @y + P23 + Y2 23,
Y3 =N Ty + 11Xy, Ty = &y + Ba®y + Ya .

Les équations (avec les nouvelles variables 2’ et y') conserve-
ront la forme canonique.

Si, de plus, les a, les B, les y sont entiers et que leur détermi-
nant soit égal a 1, la fonction F, périodique par rapport aux y,
sera également périodique par rapport aux y-/.

Si nous appelons n', n,, n, ce que deviennent les trois nom-

PP 1 Ty 1
bres caractéristiques ny, 72z et 13 aprés le changement de variables,
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ces trois nombres nous seront donnés par les équations

ny = &y n) + g n, +aynl,
! ’ !
ny = ﬂln,—l— ggﬂz‘i— }33713,

Ry = YR} - Ya Ry - Ya Ny

comme n,, ny ¢t n; sont commensurables entre eux, on peut évi-
demment choisir les entiers o, § et y de telle sorte que

’ ‘

ny = niy =o.
Il est donc toujours permis de supposer
Ny =13 = 0,

c'est ce que nous ferons désormais.
Nous allons donc chercher a satisfaire aux équations (1) en

faisant

ry =2y + pxl + p2at ..,

zy =x§ + pri+ prri...,

T3 =& 4+ pxl + wtoi+...,

yi=yirwi -yt

EENE Rl VR e I I

EEaNe Bl Ve el ¢ T

les z et les y¥ étant des fonctions périodiques du temps de pé-
riode T. Les z} sont des constantes telles que

E;_:?Fo('”‘i):w%’wg)—_——"i, ny = n3 = o0,
et 'on a d’autre part
Y =nt+ 1wy,
d’on
¥i =, y3 =mws,
®,, @, et w53 étant des constantes que nous nous réservons de dé-
terminer plus complétement dans la suite.

L’origine du temps restant arbitraire, nous pourrons la choisir
de telle fagon que yy = o quel que soit @ pour £ = o. Il en résulte
que ¥3, iy ¥7, ... seront nuls a la fois pour ¢t=o0 et que
®; == O.

Dans F, a la place des z et des y, substituons leurs valeurs (2),
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puis développons I suivant les puissances croissantes de u, ainsi
qu'il a été dit au n® 22. 1l viendra

F=®+ p®y+ 2P+ ...
et 'on aura
Py = FO(‘”?: zg,xg)'

. . . . dF
[l viendra ensuite (si on se souvient que -—2 = — n; et que
dz!
ny= ns;=o0)
(3) ¢, =F (2}, 23, 23,00, 03, 78) — ny 2.

Plus généralement, on aura

& dFq

dFy  ,dF, . dF,
b dx}

+ xf o5 + ot 2
* dz} S dz8’

(IJk:ek——nixf:e/;—i—x

et O, dépendra seulement

sg 20 1 k—1
des x?, des x}, - et des z7-1,

des »?,  desy!, ... et desykt,

Par rapport aux 3, elle est périodique de période 2.
Cela posé, les équations différentielles peuvent s’écrire, en éga-
lant les puissances de méme nom de p,

dz) dxy  dz§ _ dyy _ dy§ _ dyy _
dr T dr T at % T4 T dt — " g T
On trouve ensuite
. dzi _ dF, dzy _ dFy de} _ dFy
) @ T Ay A &y d oyt
et
5 dyl _  da, dy} _  de dyy __ de,
(3) ST am  de T day’ ? = dad’
el plus généralement
) dof _ d
) at — dy}
et
.\ dyt do, de; . d*F, . d°F, e d2Fo
L e e_-——— = = ——— — —_— —_—y =
) ol dz? ' @zldx? P dwida? | dwydxl
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Tntégrons d’abord les équations (4). Dans F, nous remplacerons
Y %, v par leurs valeurs

nt, w2 Ws.

Alors les seconds membres des équations (4)sont des fonctions
périodiques de ¢ de période T; ces seconds membres peuvent
donc étre développés en séries procédant suivant les sinus et les
amt
T
tirées des équations (4) soient des fonctions périodiques de ¢, il
faut et il suffit que ces séries ne contiennent pas de termes tout
connus.

Je puis écrire, en effet,

cosinus des multiples de =—-. Pour que les valeurs de z}, 2} et z}

Fy= SAsin(m,y} + myy§+ meyd+ h),

ol my, my, m, sont des entiers positifs ou négatifs et ot A et /
sont des fonctions de x}, 23, z}. Jécrirai, pour abréger,

F;=ZAsnuw,
en posant
w=rmy]+meyy+myy$-+ h.

Je trouverai alors

F
ary _ ZAmcosw,

ay$

dF, _

m = 2 Amycosw, dF,

—— = X Amzcosw
dy§

et
w=1tmni+ A+ myo; + M3%;.

Parmi les termes de ces séries, je distinguerai ceux pour lesquels
m;y=o

et qui sont indépendants de ¢.
F, étant une fonction périodique de ¢, j’appellerai [F,] la valeur
moyenne de cette fonction et j'aurai

[Fi]= SAsinw, (my=o0, v =h -+ M@, + M;3w;),

la sommation représentée par le signe S s’étendant a tous les
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termes de F,, pour lesquels le coefficient de ¢ est nul. Nous aurons

alors
d[F.] _ d[Fi] __
e = SAm;cosw, e SA mjcosw.
Si donc on a
d[F] _ d[F] _
(6) doy, ~  dos =0

il viendra, puisque d’ailleurs m, est nul,
(7) SAm cosw =o, SAm;ycosw =o, SAmscosw =o.

Si donc les relations (6) sont satisfaites, les séries ZAm;cosw ne
contiendront pas de terme tout connu, et les équations (4) nous
donneront

A sinw Amysinw
2i=Y 02 0], ap= Y SRR
myny

2 Amgsine
.Z' J— ‘ 1
3 3

myny

, G} et G} étant trois nouvelles constantes d’intégration.

Il me reste 3 démontrer que I'on peut choisir les constantes @,
et w; de fagon & satisfaire aux relations (6). La fonction [F,] est une
fonction périodique de =, et de w; qui ne change pas quand I'une
de ces deux variables augmente de 27. De plus elle est finie; elle
aura donc au moins un maximum et un minimum. Il y a donc au
moins deux maniéres de choisir m, et w3 de fagon a satisfaire aux
relations (6).

Je pourrais méme ajouter qu’il y en a au moins qualre, sans
pouvoir toutefois affirmer qu'il en est encore de méme quand Je
nombre de degrés de liberté est supérieur 4 3.

Je vais maintenant chercher 4 déterminer, & Vaide des équa-
tions (5), les trois fonctions y} et les trois constantes C/.

Nous pouvons regarder comme connus les x{ et les 375 les x}
sont connus également aux constantes prés C}. Je puis donc écrire
les équations (5) sous la forme suivante,

. .
® oo Ll g L &

H — 43 ’
dzddz] dz{dx} dz}dz}
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ot les I; représentent des fonctions entiérement connues déve-
27l
=5
Les coefficients de C{, C} et Cj sont des constantes que 'on peut
regarder comme connues.

Pour que lavaleur de y/} tirée de cetle équation soit une fonction
périodique de ¢, il faut et il suffit que dans le second membre le
terme tout connu soit nul. Si donc HY désigne le terme tout connu

loppées en séries suivant les sinus et cosinus des multiples de

de la série trigonométrique H;, je devrai avoir

(9) et EFe oy LR gy L
dz{ dz} * dxydx? dzr{dz)

— HY.

Les trois équations linéaires (9) déterminent les trois constantes
C;, G} et Ci.

Il n’y aurait d’exception que sile déterminant de ces trois équa-
tions était nul; c’est-a-dire si le hessien de F, par rapport & z,
23 el 23 était nul; nous exclurons ce cas.

Les équations (8) me donneront donc

t
dy!
1 i .1
}’~=f = dt + ki
13 o dt 13
ou

yi=at+4il,  yi=ai+k, yi=al+ 4kl

les 0} étant des fonctions périodiques de ¢ entiérement connues et
les k! étant trois mouvelles constantes d’intégration. Tl résulte
d’ailleurs des équations que je viens d’écrire que 0y =n;=n3;=0
pour { —o.

Venons maintenant aux équations (4') en y faisant k =2 et
{=1, 2, 3 et cherchons & déterminer, & I'aide des trois équations
ainsi obtenues, les trois fonctions x} et les trois constantes 4/.

Il est aisé de voir que nous avons

dF, dF, dF,
91=92+.}’§ d.y'l) +]”z ar3 4'.}':‘% d]g,
ol Q, dépend seulement des z7, des y{ et des x| et ou l'on a,
comme plus haut,
dF,

= X Am;cosw.
dy}
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Les équations (4') s’écrivent alors
dz} _ dQ, E L _dFy

dt —-m d.)’ d.}'l
ou

(la' H

(10)

=H}—k\ZAm m;sinw —kLZAmym;sino — ki ZAmsm;sinw,

H} étant une fonction périodique de ¢, que l'on peut regarder
comme entiérement connue. Pour que I'on puisse tirer de cette
équation z} sous la forme d’une fonction périodique, il faut et il
suffit que les seconds membres des équations (10), développés en
séries trigonométriques, ne possédent pas de termes tout connus.
Nous devons done disposer des quantités k] de maniére a annuler
ces termes tout connus. Nous serions ainsi conduils & trois équa-
tions linéaires entre les trois quantités k!; mais, comme le déter-
minant de ces trois équations est nul, il y a une petite difficulté et
je suis forcé d’entrer dans quelques détails,

Comme nous avons supposé plus haut que y!=o pour £ =o,

nous aurons
ki=o;

nous n’aurons plus alors que deux inconnues kj et k; et trois
a satisfaire; mais ces trois équations ne sont pas dis-
tincles, comme nous allons le voir.

Appelons, en effet, E;le terme tout connu de H}, ces trois équa-

dquations

tions s’écriront (si I'on se rappelle que le signe de sommation S

se rapporte aux termes tels que m;=o)

E1=0,

(i) E, = £} SAm%sinw -+ ki SAmsm,sinw,

Ey =k} §Ampmysinw + &) JAmisine;

les dcux derniéres des équations (11) pourront aussi s’écrire

.y A[Fy] ld[l“‘l]
_Ez_]\ 2 +k . 3
d[Ii] 1d[I|]'

— E; =4k} — !8-1—/:3 =
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De ces deux équations, on peut tirer £} et k3. & moins que le hes-
siende [F,], parrapport 4 ®, et &;, ne soitnul. SiVon donne aux A}
les valeurs ainsi obtenues, les deux derniéres équations (10) nous
donneront 2} et z} sous la forme suivante

@3=§1+C3 a3=f+0C

wie

?

les £? étant des fonctions périodiques de ¢ entiérement connues et
les C} étant de nouvelles constantes d’intégration.

Pour trouver z{ nous pouvons, au lieu d’employer la premiére
des équations (10), nous servir des considérations suivantes :

Les équations (1) admettent une intégrale

F = B,

B étant une constante d’intégration que je supp oserai développée
suivant les puissances de i en écrivant

B =By+ ,J.Bl—l— p.sz—l—.. ,
de sorte que I'on a

&, = B,, &, = B,, b, = B,, .-

?

Bo, By, Ba, ... étant autant de constantes différentes.
Le premier membre de I'équation

4’2=B2

dépend des z?, des y?, des z}, des y}, de z3 et de x3, qui sont des
fonctlions connues de ¢, et de 2% que nous n’avons pas encore cal-
culée. De cette équation, nous pourrons donc tirer &3 sous la forme
sutvante

zt=t}+C};

&} sera une fonction périodique de ¢ entiérement délerminée et C}
est une constante qui dépend de B,, de Cj et de CJ.

Nous pouvons conclure de 1a que la premiére des équations (11)
doit étre satisfaile et par conséquent que ces trois équations (11)
ne sont pas distinctes.

Prenons maintenant les équations (5') et faisons-y kX = 2; nous
obtiendrons trois équations qui nous permettront de déterminer
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les constantes G}, C2 et C} et d’ot I'on tirera en outre les y? sous
la forme
yi=ni-+4k}, yi=vi+ki yie=rnl-iy,

les y étant des fonctions périodiques de ¢ entiérement connues et
les k étant trois nouvelles constantes d’intégration.

Reprenons ensuite les équations (4') en y faisant k£ = 3; s1 nous
supposons Ak} =0, nous pourrons tirer des trois équations ains
obtenues, d’abord les deux coustantes & et A2, puis les £} sous
forme '

@} =&+ C,
les € étant des fonctions périodiques connues de ¢ et les C} étant
trois nouvelles constantes d’intégration.

Et ainsi de suite.

Voila un procédé pour trouver des séries ordonnées suivant les
puissances de p, périodiques de période T par rapport au temps
et satisfaisant aux équations (1). Ce procédé ne serait en défaut
que st le hessien de Fy par rapport auzx x} était nul ou si le
hessien de [F] par rapport a w, et w; était nul.

Démonstration directe de la convergence.

45. 11 pourrait étre utile de connaitre une démonstration directe
de la convergence des séries que nous venons de former et dont
nous avions préalablement démontré, dans le n° 28, I'existence et
la convergence. Je donnerai d'abord cette démonstration directe
dans un cas particulier.

Soit
M LI u fl@7)
une équation différenlielle; nous avons vu au n°® 2 que cette équa-
tion (considérée par M. Gyldén, puis par M. Lindstedt dans leurs
recherches sur la Mécanique céleste) peut étre regardée comme un
cas particulier des équations de la Dynamique avec 2 degrés de
liberté seulement.

Je supposerai quef(x, Y) peut étre développé suivant les puis-
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sances croissantes de y, et que l'on a
S=to+fiy+Layr+...,

Jor f1y fo, - - . étant des fonctions de 2 que je supposerai périodi-
ques et de période 27. Je supposerai de plus que la valeur moyenne
de f, est nulle,

[fo]=o0.

Cela posé, je vais chercher 4 développer y suivant les puissances
de p, de telle sorte que

Y=y1p -ty Yt 4.
En substituant cette valeur de y dans ¢, il vient
¢ = Qo+ M1 ...+ o, +. ..,
et les équations différentielles deviendront

Ay _

o Ly _ %Yo _ Py
dr? 7 du?

= 90y dz? = 91, voy dxt = ®¥n-1,

Nous voulons que ... soient des fonctions périodiques
i 25

de z. Cela sera possible, pourva que les valeurs moyennes des

seconds membres soient nulles, c’est-a-dire que 1'on ait

[00] =0, [91]=0, veey [¢n]=0o.
La premiére condition est remplie d’elle-méme, car on a
!?o—‘-fo, [¢o]=[So] =0.
D’autre part, il vient
©n =0, +f17n,

8, ne dépendant que de yy, 2, oo vs Va_y.
Soit [ y«] la valeur moyenne de y», et posons

J’n="ln+[.}’"]1

de telle fagon que n, soit une fonction périodique de z, dont la

valeur moyenne soit nulle.
H.P. — 1. 9
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Cela posé, imaginons que nous ayons déterminé par un calcul
préalable

Ty, N2y - Tin
(2)
[.}’1]’ [.72]' ’ [}’u~'. ]1
et, par conséquent aussi, ¥y, ¥s, . ,)p_4; €L UE NOUS NOUS Pro-

posions de calculer 1,44 et [ yr]-
La relation [9,] = o0 peut s’écrire

[e’l]+[f17]n]+[f1][}’:z]=0.

Dans cette équation [9,] et [ fimn,] peuvent étre regardés comme
connus, puisque les quantités (2) sont connues; [ f,] est une
constante donnée ; on peut donc en tirer [ ¥, ].

On a ensuite

dez = T der 9n
Si je pose
L «©
?,,=2Amcosmx+2B,,,sinmx,
m=1 m=1
il viendra

A‘”l Bm .
Tint1 = — E m cosmxr — E Fsmmz‘.

Les 0, les [¥] et les ¥ peuvent donc se calculer de la sorte par
récurrence.

Il résulte de 1a que, si ¢ est une fonction périodique de z, telle
que 'on ait, en reprenant Ja notation du n°® 20, complétée au n° 35,

en<y,  (argesi=),
on aura a fortiori

7]"4'1 < “P’ (argeiil)_
Nous écrirons dans ce qui va suivre
b=F—fo—S1y=Loyr+SaYs+-oos
de telle sorte que

Oy i+ 2y 3y )= O - O3 s - O
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Cela posé, soit /' une fonction de z et de y de méme forme que f7,
¢’est-a-dire telle que
f=Ffo+ Sy +Fror+e

02 S1s Sar - - - étant des fonctions périodiques de z, et supposons

de plus que Uon ait
J <f'(argy, exix).

Si nous posons ensuite
S uyi+p2ye+ 3y ) =6y + Re) o+ PR, .

il viendra
P LPu(ATE Y1, Yoy « vy Yy €55),

Nous poserons également
V=f'—fo—S17s
0 (i +ulye+piys+..) =0+ 0 pd . -0, pr
d’ou
6, <0),.

Nous écrirons enfin

| g =

Soient maintenant »’, %' et z trois fonctions inconnues liées par

la relation
y=nv+3z

et développées suivant les puissances de p, de sorte que
Y'=pyi+pyi -+
n=pay ety 4.,
% =3 + 125 +....

Défhinissons ces fonctions par les équations suivantes

3) 7=pf (=, v+ 3)
2 =0f17 + M (2, v+ 5);

on trouvera tout d’abord
71 = $o;
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et comme on a, d’autre part,

d?ny
do? = Q0
on en conclura
71 < 7 (arge=iz).
On trouve ensuite
5= )\flx %

et, d’autre part,
—1
[}'i] - [fi] [fx"n],
d'ou
[}’l] < 3y,
N<yy.
11 vient ensuite
71,2 = ‘f"l(z’ .7’1)

et, d’autre part,

dz,
d.Z‘: = ?l(wy .}/1)

d’ol
T2 €75 ;
puis
3y = X finy + M0 (2, 3))
et, d’autre part,
—1I 1
[y.]= A [foma]l— 7] [6:],
d’ou
[yl <€ 2e y2€0h,

et ainsi de suite; la loi est manifeste, on aura

YLy, (argesix)
et

. . y <y (argp, e*ir)
Si donec la série

Y=y ptys ey
converge, la série

4) Y=py+ptys+...

convergera a fortiori. Il me reste donc a établir que la séric 3
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converge, ou, ce quirevient au méme, que les équations (3) peuvent
étre résolues par rapport a o' et a z.
Or le déterminant fonctionnel relatif & ces équations (3) peut

s’écrire
o(r) — uf', 23— A fiv — M)
a7, 5) ’

et sa valeur pour #'= 3= =o est égale a 1. Il n’est donc pas
nul et, par conséquent, d’aprés le théoréme du n° 30, les équations
(3) peuvent étre résolues.

Donc la série (4) converge. C. Q. F.D.

Les équations traitées dans ce numéro sont un cas particulier
de celles qui ont fait 'objet du numéro précédent. Une démon-
stration directe tout a fait analogue pourrait étre donnée dans le
cas général. Nous y reviendrons plus loin.

Examen d’un important cas d’exception.

#5. D’aprés ce que nous venons de voir, les principes du n® 42
se trouvent en défaut quand le hessien de F, par rapport aux z
est nul.

Examinons donc le cas ou ce hessien est nul, et plus particu-
lierement le cas ot Fy est indépendant de quelques-unes des
variables x.

Je supposerai, pour fixer les idées, qu'il y a quatre degrés de
liberté, que deux des variables x, et z, entrent dans F,, que les
deux autres 3 et x4 n'y entrent pas, et enfin que le hessien de F,

par rapport a x, et & z, n’est pas nul (]e hessien par rapport a z,

x et x, est nul pui dF, _ dFy __ p — o, la solu-
2y L3 sestn pmsqued—%_d—x’._o. our ¢ = 0, laso

tion générale des équations différentielles s’écrit

r =29, xy = xd, rg=2x3, ry==2), yi=nit+uw,
) Yr=nit+wy, Y3=®3 Y=,
dF, dF
n= 9= N n}=nl=o,

—_— = ng =— H
dx} 2 dz}

les z? et les w; étant des constantes.
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Si 9 et 23 ont été choisis de telle sorte que n{T et n3T soient
multiples de 2w, la solution sera périodique de période T, et cela
quelles que soient les valeurs initiales z3, 23, ®,, w2, ®; et w,.

Considérons maintenant une solution quelconque pour une
valeur quelconque de p et soient

(2) zi=2}+8;  yi=w+ B
les valeurs initiales des z; et des y; pour ¢ = o. Soient
wi=z)+ B+ Y,  yi=nlT+ B+ ¢+ w;

les valeurs des x; et des y; pour t ="TT.
Pour que la solution soit périodique, il faut et il suffit que
Pon ait

l.‘{‘:','llzzk}la_—!,p:‘:(),

' . . .
Y= =4s= Y, =o.

(3

Je remarquerai :

1° Que je puis toujours choisir 'origine du temps de telle fagon
que la valeur initiale de y soit nulle, aussi bien pour la solution
périodique (1) que pour la solution qui correspond aux valeurs
initiales (2). On aura donc

! .
W)= Py =0,

2° Que F = C est une intégrale de nos équations différentielles

dF aF . ., .
et que = n’est pas pul (d—x, est égal & n‘>. Les équations (3) ne
sont donc pas distinctes et je puis supprimer la premiére d’entre
elles,

$r=o0;
3° Que pour p = o, on a identiquement
be=ds=h=1Y3=9,=0;
que par conséquent §,, 4;, &, 4, &), &) sont divisibles par p.
Je puis donc remplacer le systéme (3) par le suivant :

4) LN O TSNSV (YR .

=, = =) =1

poorop TR e
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Je me propose :
1° De déterminer

z3, z}, wy, wW; et w,

(x] et z) sont déja supposés déterminés et w, est supposé nul),
de fagon que les équations (4) soient satisfaites pour

p=o0, fi=o, Pi=o;
2° De rechercher si le déterminant fonctionnel des premiers
membres du systéme (4) est nul, ou, en d’autres termes, si pour

#=o0 la solution
Bi=o, Br=o

est une solution simple de ce systéme. ou pour le moins une solu-
tion d’ordre impair.

Pour cela, il faut que nous recherchions ce que deviennent les
équations (4) pour p =o.

Nous avons
T T
F
d, :f dr, = / i——- dt
0 y (l)/,

ou, puis ued—F"—o
» Pu1sq dyy @
T Lp—
b [T (TR,
#ooJy dra\ ¢
ou, pour p =0,
N T arF,
5 '—':[——dl:
) rooJy dye
pour p=ov, 0n a
wi=m}+ Bi,  yi= nit 4+ o+ 8, .

__ AdFo(x)+ By, 2§+ Bs)
d(z] + §:)

ng = n; = o.

T =
Substituons ces valeurs des «; el des y; dans le second membre de

I'équation (5).
Si nous faisons de plus §, = 3, =0, n, et n, se réduisent a n?
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et nY, et la fonction F, devient une fonction périodique de ¢ de
période T; c’est, en outre, une fonction de w;+ B, w; + 8},
w4+ B, qui est périodique et de période 2w; enfin elle dépend
encore de x) + 2, et 2%+ 3,. Nous pouvons écrire

Fi= ZAcos(myy,+ meya+ mzys; + myys+ k),

my, my, my et m, étant des entiers, A et A des fonctions des z;.
En effet, la fonction F, est par hypothése périodique de période
27 par rapport aux ;.

Aprés la substitution, il vient

Fi=Z=Acos(at+ B)
ol

a=mn}+ myny, B=4k+ my(w;+ B3)+ ma(ws+ 33)+ m,(w, + B%)-

Parmi les termes du développement de F,, je distingue ceux
pour lesquels « est nul et j’appelle R I’ensemble de ces termes, de

telle sorte que
R=ZXAcosB,

la sommation étant étendue & tous les termes pour lesquels on a
mynd+ mynl=o.

La fonction F, est une fonction périodique du temps de période T
et R n’est autre chose que la valeur moyenne de cette fonction,

de telle sorte que l'on a
T
TR = f F,dt,
[

ou, en différentiant par rapport i w,,

dR T aF,

y o

doy . dt;

0
mais on a

dF, _ ¥y dy, _ar,
dwy, ~ dy: dwy  dy

L’équation (5) devient donc
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on trouverait de méme

¥s o ARp 9 dR
p doy y._dmbT

On trouve, par un calcul tout pareil,

et de méme

D’autre part, il vient

vty =— [ 4
ny +%_‘—Jo ar,

ou, pour p.=o0,

T, Yy =(ny— n?)T.

0 Vo
MT )= d(@+ B1)

On trouve de méme
Vs =(ny— ng)T.
Nous voulons d’abord que pour
i =0, Bi=o, Bi=o

le systéme (4) soit satisfait, Or, si l'on a 3, = B3, =0, n, et n, se
réduisent a rj et n3, ¢, et 4, se réduisent & o; de sorte que deux
des équations (4) sont satisfaites d’elles-mémes. Le systéme (1)
se réduit simplement &

dR _dR _ dR _ dR _ dR

(6) T T dal T dmy  dwy - dw,

Ainsi, dans la fonction R, annulons les 3; et les 3;; considérons
ensutte R comme fonction de z3, 2!, w3, 3, m,; si cette fonction
admet un maximum ou un minimum et qu'on donne aux variables
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z? el w; les valeurs qui correspondent a ce maximum ou 4 ce mini-
mum, on salisfera aux équations (6).

Cette solution du systéme (6) nous conduit-elle & des solutions
périodiques existant encore pour les petites valeurs de .?

11 suffit pour cela que le déterminant fonctionnel des équations
(4) ne s’annule pas pour

p=pi=jj=o.

Or ¢, et ¢, ne dépendent (quand on fait & = o) que de B, et {,,
car Iy el ses deux diviseurs — n; et — n» ne sont fonctions que
de 2§ + 3, et z) + 2s.

Ce délerminant fonctionnel est donc le produit de deux autres.

1° De celui de {/, et §, parrapport a 3, et 3, (mais ce n’est autre
chose que le hessien de Fy par rapport a z, et x2, que nous sup-
posons différent de o).

2° De celui de

bbb Y U

( w’ o’ W e

)

1

par rapport &

p.'h ph p'27 BIJ: BIL

Or les quantités () sont des fonctions de

x) ?3: -Z'g -+ 3#7 Wy .3’2y w3 - p':h Wy - ‘3‘,
La dérivée de I'une quelconque des quantités (77) par rapport a
3: ou & B; est égale & sa dérivée par rapport & z! ou d w,.
Le déterminant cherché est donc le déterminant fonctionnel des
quantités (7) par rapport a

(8) x8, 2}, W, s, Wy

Mais nous devons calculer les valeurs de ce déterminant pour

Mais, quand &, 8; et $; s’annulent, les quantités (7) se réduisent
aux premiers membres des équations (6).

Notre déterminant n’est donc autre chose que le hessien de R
parrapport aux variables (8).
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Si ce hessien n’est pas nul, nos équations différentielles admet-
tront encore des solutions périodiques pour les petites valeurs de p.

Ce résultat peut encore s’énoncer autrement.

1l existera des solutions périodiques pour les petites valeurs de
i, pourvu que les équations (6) admettent une solution simple.
Mais il y a plus, 1] existera encore des solutions périodiques pourvu
que les équations (6) admettent une solution d’ordre impair.

Mais, d’aprés le n° 34, 3 un maximum de la fonction R corres-
pondra toujours une solution d’ordre impair des équations (6).

Donc, sila fonction R admet un maximum ou un minimum, nos
équations différentielles admettront des solutions périodiques pour
les petites valeurs de .

Solution de la deuxiéme sorte.

41. Appliquons ce qui précéde au probléme des trois Corps, en
supposant d’abord que ces trois Corps se meuvent dans un méme
plan, et occupons-nous de déterminer les solutions périodiques de
la deuxiéme sorte. .

Adoptouns les variables du n° 13, c’est-a-dire les variables

BL=A, @L'=4, H
z, h.

Une solution sera périodique si au bout d’une période A, A’ et
H ont repris leurs valeurs primitives, et si /, I et & ont augmenté
d’un multiple de 2%.

La fonction F est égale a

Fo+pF i+ pFat. ..,

et Fy nedépend que de A etdeA’.
Si donc on suppose w =0 et qu’on appelle

Ao, Ay, Hy,
107 l'oy Ilo

les valeurs initiales de nos six variables, quatre de ces six variables,
A, A, H et % seront des constantes et I'on aura

A=\, A= ,\'0. H = "0, h=h,.
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Si, de plus, on pose
dFo r dFO

= -— = —
n dyy’ " dy,’

on aura
l = nt + 1, l=n't+1,.

Donc, pour p. = 0, si A, et A} ont éLé choisis de telle sorte que
n'T et n'T soient multiples de 2=, la solution sera périodique de
période 27, quelles que soient d’ailleurs les constantes Hy, £y, £y, /io.

Voici la question que nous posons :

Est-il possible de choisir les constantes Hy, £, £, et &, de telle
sorte que, pour les petites valears de y, les équations du mouvement
admettent une solution périodique de période T et qui soit telle
(ue les valeurs initiales des six variables solent respectivement

Ao+ By, Apg—+Bs, Ho+ By,
L+ By, rg"‘@s; ko — B,

les 3; étant des fonctions de p s’annulant avec .
Pour résoudre cette question, il suffit d’appliquer les principes
du numéro précédent.

F, étant périodique en [, { et £, nous pouvons écrire
Fi=Z2Acos(myl+ myl +mzh+ L),

A et & étant des fonctions de A, A’ et H.
Remplagons dans F, les six variables

A, N, H,
L U, h
par
RS Ay, H,,

ly+nt, ly4-n't, he,
il viendra
F,=Z=Acos(at + B),

a=nmyn-+men, B=h— mly+ma Uy + myl.

F, est une fonction périodique de ¢; soit R la valeur moyenne de
cette fonction, de sorte que

R =2X\cos?.

3
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la sommation étant étendue 4 tous les termes, tels que
a=o, ou myn +myn' =o.

D’aprés les principes du numéro précédent, on trouvera les valeurs
cherchées de Hy, 4y, I, et 2, en résolvant le systéme
dR _dR _ dR _ dR

A, T dl, ~ dl, = dhy =

Nous pouvons toujours supposer que l'origine du temps ail été
choisie de telle sorte que /, — o.
D’autre part, d’aprés la définition de la fonction R, on a

dR , dR

n"ﬁ;’i—ﬂ a—lng).

On peut donc remplacer le systéme précédent par le systéme plus
simple
) AR — R — dar —o.
o dH, dil, dhy

II pourrait arriver que toules les solutions du systéme (1) ne
conviennent pas; mais il y a des solutions qui conviendront cer-
tainement : ce sont celles dont 'ordre de multiplicité est impair, et
en particulier celles qui correspondent 4 un maximum ou & un
minimum véritable de R.

Pour établir I'existence des solutions de la deuxiéme sorte, il me
suffit donc de montrer que la fonction R a un maximum,

Or cette fonction R est essentiellement finie; de plus elle est
périodique en I et ko : elle dépend encore de H,; j'ajouterai
qu’elle est développable suivant les puissances de

(2) VA —H} et yAR—(H,—C),

C étant la constante des aires.
La fonction R ne sera donc réelle que sil'on a

(3) Hi <A,  (Ho—C)y2<CAP,

et H, devra toujours étre compris entre ces deux limites. Je puis
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toujours choisir une variable 9, telle que I, et les deux radicaux (2)
soient des fonctions doublement périodiques de o.

Ainsi R est une fonction uniforme, périodique et finie, de trois
variables seulement (puisque Ay, A, et C sont considérés comme
données, et que [, =0), & savoir de [y, ky et ¢.

Cette fonction admet donc an moins un maximum et un mini-
mum, de sorte qu’il y a toujours au moins deux solutions pério-
diques de la deuxiéme sorte.

On sait que le développement de la fonction perturbatrice F,
ne contient que des cosinus, de sorte que la quantité que nous
venons d’appeler & est toujours nulle.

Si donc on fait

hi=l,=hy=o,
on aura

dR _ dR _
dly, = dhy =

il restera a satisfaire a I'équation

aR __

dH, —
ou, ce qui revient au méme, a

aR _

do —

Cela sera toujours possible, car R est une fonction périodique
de o qui doit avoir au moins un maximum et un minimum.

Il existe donc toujours au moins deux solutions de la deuxiéme
sorte, pour lesquelles

ly=1,=hy=o0.

Si p =o, les valeurs initiales de /, ' et & sont donc nulles, ce
qui revient a dire qu’il y a conjonction symétrique.

Par un raisonnement tout pareil & celui du n* 40 (p. 102) on
en conclurait qu'il y a encore conjonction symétrique pour les
petites valeurs de i, et que, si au début de la période on a conjonc-
tion symétrique, il en est encore de méme au milieu de la période.

Parmi les solutions périodiques de la deuxiéme sorte, il y en a
donc toujours qui admettent des conjonctions (ou oppositions )
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symétriques au commencement et au milieu de chaque période.

Une difficulté pourrait toutefois se présenter et je suis obligé
d’en dire quelques mots.

La fonction R dépend de {;, /o, H,, puisque nous considérons
A, et A, comme donnés et que nous choisissons /, nul.

La fonction R est périodique en {; et en A, ; de plus, la troisiéme
variable H, est soumise a certaines inégalités, par exemple a la sui-
vante

Ao > H,.

Nous en avons conclu que la fonction R admet toujours un maxi-
mum et un mnimum.

Mais on peut se demander ce qui arriverait si ce maximum était
précisément atteint quand H, atteint une des limites qui lui sont
assignées par les inégalités (3).

Les conclusions du n°® 46 seraient-elles encore applicables?

On pourrait en douter, car, si R atteint son maximum pour

Hy, = A, par exemple, la dérivée j—;j n’est pas nulle, elle est au
"contraire infinie.

11 est vrai que, pour le probléeme des trois Corps, on pourrait
vérifier sans peine que le maximum de R n’a pas liea pour cette
valeur de Hy; mais, comme ce cas pourrait se présenteravecd’autres
forces perturbatrices que celles que I'on envisage dans le probléme
des trois Corps, il n’est pas sans intérét de '’examiner de plus prés.

Supposons, par exemple, que I’on considére les valeurs de H, trés
voisines de A,, nous pourrons adopter les variables du n°17, c’est-
a-dire les variables

A? A” E*’
AL, .
Appelons alors
’ Ao+?‘n AIO“"?’?: E’S‘*‘ﬁa,
MN+Bu L+ B8s, ni-+Be

4
les valeurs initiales de ces six variables et cherchons si 'on peut

choisir ces valeurs initiales de telle fagon que la solution soit pério-
dique, les §3; seront des fonctions de p qui devront s’annuler
avec 1.
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Pour cela, nous ’avons vu, il suffit de choisir
Ay, EF et 3,

de telle fagon que R soit maximum ou minimum; nous savons
d’autre part que A, et A} doivent étre regardés comme des données
et que l'on peut toujours supposer que /; est nul. Si R atteint son
maximum pour A, == H, avec les nouvelles variables, ce maximum
sera atleint pour

E=ni=o.

Mais cette fois il n'y a plus de difficulté, parce que R est une fonc-

tion holomorphe de £} et de ) développable suivant les puissances
de cesvariables, tandis que la difficulté provenait avec les anciennes
variables de ce que R cesse d’étre une fonction holomorphe de H,
pour Ay = H, et est développable, non pas suivant les puissances
entitres de A, = H,, mais suivant celles de \/A, — H,.

Les résultats du présent numéro subsisteraient donc alors méme
que la fonction R atteindrait son maximum pour A, = H,, ou plus -
généralement quand H, atteint I'une des limites qui lui sont assi-
gnées par les inégalités (3).

Solution de la troisidéme sorte.

48. Cherchons maintenant 4 déterminer les solutions pério-
diques de la troisiéme sorte, c’est-a-dire celles pour lesquelles
les inclinaisons ne sont pas nulles.

Adoptons les variables du n° 16, ¢’est-a-dire

BL=4A, @fL'=4A, pr=1I, BJr=1H,
l l, &> g

Supposons d’abord pu = o et soient

Aoy A, H,, 10,
107 l'o: &o» é’,o

les valeurs initiales de ces huit variables. 81 A, et Aj, sont choisis
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de telle sorte que

dF,
dA,’

dF,

nT=—T

soient multiples de 2w, la solution sera périodique, quelles que
solent les six constantes

HO: H::n l07 l:], 8o, g;)'

Peut-on choisir ces six constantes de telle fagon que, pour les
petites valeurs de ., les équations du probléme des trois Corps
admettent une solution périodique de période T, qui soit telle que
les valeurs initiales des huit variables soient des fonctions de
qui se réduisent &

Ao, A’\‘n HOr H’o’
lo Uy, & &0
pour p.=o.

Nous opérerons comme dans le numéro précédent. Nous sup-
poserons d’abord que l'origine du temps ait été choisie de telle
sorte que /,=o.

Ensuite nous formerons, comme dans le numéro précédent, les
fonctions F, et R.

D’aprés les résultats des deux numéros précédents, nous devons
déterminer les cinq constantes H,, Hy, I}, g, et g\ de facon a
rendre R maximum ou minimum.

A chaque maximum ou & chaque minimum de R correspondra
une solution périodique.

R considéré comme fonction de /;, &o et g, est une fonction
périodique de période 2n. D’autre part, H, et H sont assujettis a
certaines inégalités (3) que j’écrirai, comme au n°® 18,

[Ao]| > |Hy|, (AG[>1Hy|,

(3)
{ |Ho[—|H,| < C <|Ho|+|Hj).

Les deux variables H, et H, ne peuvent donc varier que dans
un champ limité.

La fonction R admetira donc forcément un maximum et un
minimum auxquels devront correspondre des solutions pério-
diques.

H.P. — 1. 10
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Une difficulté peut néanmoins se présenter, comme dans le
numéro précédent. Ne peut-il pas se faire que la fonction R atteigne
son maximum au moment ou les variables H, et Hj, atteignent les
limites qui leyr sont assignées par les inégalités (3)? Qu’arrive-
t-il alors?

Supposons d’abord que le maximum soit atteint pour

}Io = Ao.
Nous adopterons alors les variables du n° 18, c’est-a-dire

A, A, B, H,
)‘*) l,} T,*, g,'

Nous poserons, en conséquence,
Ae=1lo+ go» 3= v2(Ao— Hy) cos gy, 18 = v 2(Ao— H,) sin go.
Nous verrons alors que R atteint son maximum pour
g =mns=o,

et, comme R esl développable suivant les puissances de E; etn3, la
difficulté sera levée.

Si donc le maximum est atteint pour Hy== A, il n’en sera pas
moins vrai qu’vne solution périodique correspondra a ce maxi-
mum; il en sera encore de méme pour la méme raison si le maxi-
mum est atteint pour Hj = Aj.

il reste A examiner le cas oi le maximum serait atteint pour des
valeurs de H, et H,, satisfaisant & la condition

C = == Ho== Hy;

mais ce cas est celui ot les inclinaisons sont nulles; si donc le
maximum est atteint pour de pareilles valeurs de H, et Hj, on
retombe sur le cas des solutions de la deuxiéme sorte étudié dans
le numéro précédent. A un pareil maximum correspond done
encore une solution périodique.

En résumé, nous avons démontré que la fonction R admet tou-
jours au moins un maximum et un minimum et qu’a chacun de
ces maxima et de ces minima correspond une solution périodique;
une difficulté subsiste encore cependant.
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Les solutions de la troisi¢me sorte que nous étudions ici com-
prennent, comme cas particulier, les solutions de la deuxiéme
sorte dont nous avons démontré plus haut I’existence.

On peut se demander s’il en existe d’autres; c’est ce qu'un
examen plus approfondi va nous apprendre. Nous verrons que la
fonction R a d’autres maxima et minima que ceux qui se produi-
sent quand les inclinaisons sont nulles, et par conséquent qu'il
existe des solutions de la troisiéme sorte distinctes de celles de la
deunxiéme sorte.

A cet effet, examinons de plus prés la forme de la fonction R.
Nous avons a satisfaire, d’une part, aux relations

( dR _dR _ dR _ |
9 at, = dge = g, =

d’autre part, aux relations

dR _ dR _

(% 2, = dif, =

Je dis qu’on satisfera aux conditions (4) en faisant

ly=gov= gy =0;

de sorte qu’on n’aura plus qu’a satisfaire aux équations (5), c’est-
a-dire 4 rechercher les maxima et minima de R considérée comme
fonction de H, et H), seulement.

Jobserve, en effet, que R est de la forme suivante (si l'on sup-
pose, comme nous le faisons, I, =o, 6 =10'),

R=ZXAcos(ply~+ Y280+ Y380,

A dépendant de A,, Ay, Hy, Hi.
Si donc on suppose
ly=go=§go=0,

on aura ala fois

Imaginons que I'on change de variables en prenant pour variables
nouvelles les excentricités e et ¢/, et les inclinaisons ¢ et ¢/, ¢’est-
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a-dire en posant

%:G.,:Lom, GQ,:LQ,‘/l_Te’—iz%-?—,

8, = Gy cos?, 8, = G} cos?,
de telle sorte que I'une des équations des aires devienne
(6) BLoy1—etsini-+ B'Lyy1—e2sini' =o,
et l'autre

{7) BLoy/1—e2cosi+ 'Ly y/i—e?cosi'=c.

Il s’agit maintenant de chercher les maxima de R considérée
comme fonction de e, €', ¢ el i, ces quatre variables étanl suppo-
sées liées entre elles par les équations des aires (6) et (7). Nous
pouvons donc écrire les équations auxquelles nous serons conduits
et qui, jointes a (), doivent déterminer e, ¢/, ¢ et ¢/ sous la forme
suivante (ol k& désigne une quantité auxiliaire) :

JoR ecost
—ﬁ_kBLo‘—/I—_ez,
%:k@Losin‘/(—e‘l,
8
8) oR — kEL, e’ cosi’
oe " 0\/}_8'2’
JR

07 = kB Lysini'yi— e

Est-il possible de satisfaire & ces équations? Pour nous en rendre
compte voyons quelle est la forme de la fonction R. J'observe
d’abord que cette fonction ne dépend de i et de ¢’ que parleur dif-
férence ¢ — i’, de telle sorte que 'on a

oR JR _
o T =%

Ensuite R se présentera, sous la forme d’une série développée
suivant les puissances croissantes de e, €/, i et I/, de telle sorte que
le terme général du développement sera de la forme suivante (4 un
coefficient prés, ne dépendant que de Ly et L)) :

etie' %% % cos(y o+ Y2 ly + Ys &0+ Y4 §0)-
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De plus on devra avoir, ainsi que je 'ai dit plus haut,

ny+ n'y, =0
et, d’autre part,
IY1+Y2|< oy - og = ag + 2y,

& > | Y1+ ¥sl, g > Y2+ ¥s|-

Je dis que les termes de R, pour lesquels v, et vy, ne seront pas
nuls & la fois, seront du troisiéme degré au moins par rapport aux
excentricités et aux inclinaisons, 4 moins que n ne soit multiple

n—n'
de 5

En effet, soient deux nombres entiers v, et vy, qui peuvent étre
positifs ou négatifs, mais qui ne sont pas nuls 4 la fois et qui satis-
font aux égalités

Ry -+ n'yy =0, fY1-+ Y2 =0, 1 ou 2.

Si nous posons

i+ y2=¢, e=o=xr1 ou a2,
il viendra
n' n

] =
n—n Y2

®
™

T1= .

n—n
Je vois d’abord que ¢ ne peut étre nul, sans quot Y1 et v, seraient
nuls & la fois. Comme, d’autre part, y, et y, doivent étre entiers,

a2n

— devrait étre

et que € est égal 4 &=1 ou & == 2, le nombre

. . . oA . n—n'
entier, ce qui veut dire que n devrait étre multiple de P Clest

¢e que nous ne Supposerons pas.

Donc, pour calculer R jusqu’aux termes du deuxiéme ordre inclu-
sivement, il suffit de faire, dans F,, v, =+, =0, c’est-d-dire de ne
conserver dans F'; que les termes dits séculaires.

Or le calcul de ces termes a été fait depuis longtemps par les
fondateurs de la AMécanique céleste. Je me bornerai donc a ren-
voyer par exemple & la Mécanique céleste de M. Tisserand (t. T,
p- 406). On trouve alors

R=1A04+ 1BW[e2+e2—(:— )] — tB@ee cos(g0— &) + -

Les coefficients A©, B() et B qui ne dépendent que de Lo et
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L; sont définis dans 'Ouvrage cité de M. Tisserand et Q désigne
un ensemble de termes du troisiéme degré au moins par rapport a
e, e,ietd.

La question est donc de rendre cette fonction R maximum ou
minimum en supposant que e, ¢, ¢ et ' sont liés par la relation

(7) BLoy1—e2cosi+ B'Liyy1—e2cosi’=C.

Les équations (8) peuvent alors s’écrire (en supposant, comme
plus haut, /), = go = gy= o),

1BWe _1B@We 4 Dy = k(BLoe + Dy),
1BW(§— Y+ Dy = k(BLoZ + D),

® BLoy1—e?sini+f'Lyyi—e2sini’'=o,

1BWe — 1BWe + Dy = k(8 Ly e’ + Dy),

les D; désignant un ensemble de termes du second degré au moins
par rapport a e, ¢/, f et '.
Quant 3 I’équation (7), elle s’écrira

(10) BLo(e? <+ 12) + B'LY (€2 + i2) + Dy = p2,
p? désignant une constante positive égale &
28Ly+2p'Ly,—aC

et Dy désignant un ensemble de Lermes du troisieéme degré au
moins par rapport a e, e, iet ',

Des équations (9) et (10) on peut tirer e, ¢/, i et ' en séries déve-
loppées suivant les puissances croissantes de p, et cela de six ma-
niéres différentes.

Posons, en effet,

e=z¢p, e=¢'p, i=1p, I=1p;

substituons dans les équations'(9), que nous diviserons par p, et
dans les équations (10), que nous diviserons par p2?. Les deux
membres de ces équations seront alors développés suivant les puis-
sances croissantes de k, ¢, ¢', 1, V et p.

J'ajouterai méme que les deux membres de ces équations pour—
ront étre développés suivant les puissances de p, € -—— o, ¢ — ¢},
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L — to, ¥ — ty, & — ko (sl ces quantités sont assez petites en valeur
absolue), quelles que soient les constantes g, €, to, ty, k-
Pour p = 0, ces équations se réduisent 4

[ $BWe —1B@e = kB Lge,

1BWe — 1BWe = kB'L, ¢,
[ ABW(Y— )= kBLoe,
( BLot+ B'Lyv=o0.

BLo(e2+ )4 P'Liy(e2+t2)=1.

(11)

Les équations (11) comportent six solutions, a savoir :

= —'go( * . T — = _ FL,,
k__+4B (BLo B,L’o>, e=¢=o, v= "
r - L YT
L=——E O, h=-+ /BB LL, (BLo+ P Ly),

— " pof( L T o _ Ly,
k +4B <§Lo+ﬁ'L'o)’ e=¢=o, v="r

() fe=mble, L, L P T,

k= ky, v=1=o, E= &g, = €,
k= —ky, t=1t=o, €= — ¢, ¢=—c¢,
k= ks, v=tV=o, £== &g, €= ¢},
k= ]f,, L:l’=0, € = — &y, s’:—s’,.

Chacune de ces six solutions est simple, d’otinous pouvons conclure,
d’aprés ce que nous avons vu au n° 30, que 'on peut de six maniéres
différentes développer ¢, ¢/, v et ¢, et par conséquent e, €, { et I/,
suivant les puissances croissantes de p.

Nous pourrons donc écrire

(13) e=/ia(p), €=farlp),  i=finle),  T=finrlp),

Pindice A pourra prendre les valeurs 1, 2, 3, 4, 5 et 6; on prendra
A=1, quand on prendra pour point de départ la premiére des
solutions (12); on prendra XA = 2 quand on choisira pour point de
départ la seconde des solutions (12) et ainsi de suite.

Des six développements (13), les quatre derniers doivent étre
rejetés, car ils donnent
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et les solutions périodiques auxquelles ils conduiraient ne différe-
raient pas des solutions de la seconde sorte étudiées au numéro
précédent. Mais les deux premiers peuvent étre conservés et con-
duisent a des solutions périodiques nouvelles pour lesquelles les
inclinaisons ne sont pas nulles, et que 'on peut appeler solutions
de la troisiéme sorte.

Les deux développements ne conduisent pas d’ailleurs & deux
solutions périodiques réellement distinctes.

Nous avons étudié plus spécialement les solutions pour lesquelles
ona

l=80= &4
ces équations expriment qu’il ya conjonction symétrique au début
de la période dans le cas de p = o.

Un raisonnement, tout semblable & celui du n° 40, montrerait
que, pour toutes les valeurs de ., il y a encore conjonction symé-
trique au débul et au milieu de chaque période.

Cela ne veut pas dire qu’il n’existe pas également des solutions
périodiques de la troisiéme sorte pour lesquelles il n’y ait pas de
conjonction symétrique; il pourrait se faire, en effet, que la fonc-
tion R admit d’autres maxima ou minima que ceux qui correspon-
dent au cas de /;= go== g, = 0. Il y aurait donc lieu de revenir
sur cette question.

Applications des solutions périodiques.

49. 1l est, comme nous I’avons dit, infiniment peu probable que,
dans aucune application pratique, les conditions initiales du mou-
vement se trouvent étre précisément celles qui correspondent 4 une
solution périodique. Il semble donc que les considérations expo-
sées dans ce Chapitre dolvent nécessairement rester stériles. Iln’en
est rien; elles ont déja été utiles a I’Astronomie et je ne doute pas
que les astronomes n'y aient souvent recours & I'avenir.

Je montrerai dans le Chapitre suivant comment on peut prendre
une solution périodique comme point de départ d'une série d’ap-
proximations successives, et étudier ainsi les solutions qui en dif-
ferent fort peu. L'utilité des solutions périodiques paraitra alors
évidente.
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Mais je venx, pour le moment, me placer & un point de vue un
peu différent.

Supposons que, dans le mouvement d’un astre quelconque, il se
présente une inégalité trés considérable. 1l pourra se faire que le
mouvement véritable de cet astre différe fort peu de celui d’un astre
idéal dont V'orbite correspondrait 4 une solution périodique.

II arrivera alors assez souvent que I'inégalité considérable dont
nous venons de parler aura sensiblement le méme coefficient pour
P’astre réel et pour cet astre idéal; mais ce coefficient pourra se
calculer beaucoup plus facilement pour'astre idéal dontle mouve-
ment est plus simple et I'orbite périodique.

C’est 4 M. Hill que nous devons la premiére application de ce
principe. Dans sa théorie de la Lune, il remplace ce satellite dans
une premiére approximation par une Lune idéale, dont l'orbite
est périodique. Le mouvement de cette Lune idéale est alors celui
qui a é1é décrit au n° 41, ot nous avons parlé de ce cas particulier
des solutions périodiques de la premiére sorte, dont nous devons
la connaissance & M. Hill.

Il arrive alors que le mouvement de cette Lune idéale, comme
celui de la Lune réelle, est affecté d’une inégalité considérable bien
connue sous le nom de variation; le coefficient est a peu prés le
méme pour les deux Lunes. M. Hill calcule sa valeur pour sa Lune
idéale avec un grand nombre de décimales. Il faudrait, pour passer
au cas de la nature, corriger le coefficient ainsi obtenu en tenant
compte des excentricités, de l'inclinaison et de la parallaxe. Cest
ce que M. Hill edt sans doute fait 5’1l avait achevé la publication
de son admirable Mémoire.

Voici un autre cas qui se présentera souvent et sur lequel je
désirerais attirer l'attention. Nous avons vu plus haut que les solu-
tions périodiques de la premicre sorte cessent d’exister quand le
rapport des moyens mouvements.n et r’ est égal &

n_ j—1

A
., . e n' , . . .
7 étant un entier; c’est-a-dire quand ——, est égal 4 un entier J.

:

Mais st le rapport » sans étre entler, est Lrés voisin d’un

n'—n
entier, Ja solution périodique existe et elle présente alors une iné-
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galité trés considérable. Si les conditions initiales véritables du
mouvement différent peu de celles qui correspondent a une sem-
blable solution périodique, cette grande inégalité existera encore
et le coefficient en sera sensiblement le méme; on pourra donc.
avec avantage, en calculer la valeur par la considération des solu-
tions périodiques.

C’est ce qu’a fait M. Tisserand (Bulletin astronomique, t. 111,
pP. 425) dans l'étude du mouvement d'Hypérion (satellite de
Saturpe). Le rapport du moyen mouvement de ce satellite a celm
de Titan est en effet trés voisin de 2.

Les mémes considérations sont applicables a celles des petites
planétes dont le moyen mouvement est & peu prés double de celui
de Jupiter, et qui ont été lobjet d’un remarquable travail de
M. Harzer, et & la planéte Hilda, dont le moyen mouvement est a
peu prés égal a § fois celui de Jupiter.

M. Tisserand signale, en outre, dans le travail que nous citons,
le cas d'Uranus el de Neptune o le rapport des mouvements est
voisin de 3. Dans tous ces cas, 1l existe une Inégalité importante
et 'étude de cette inégalité peut étre facilitée par la considération
des solutions périodiques de la premiére sorte.

Au contraire, les solutions périodiques de la deuxi¢me et de la
troisiéme sorte n’ont pas encore recu d’applications pratiques ;
tout indique cependant qu’elles en awront un jour, et c’est ce qui
arriverait si les prévisions de Gauss au sujet de Pallas venaient a
se confirmer.

Satellites de Jupiter.

50. Mais 'exemple le plus frappant nous est fourni par Laplace
lui-méme et par son admirable théorie des satellites de Jupiter.

Il existe, en effet, de véritables solutions périodiques de la pre-
miére sorte quand, au lieu de trois corps, on en considére quatre
ou un plus grand nombre. Considérons, en effet, un corps central
de grande masse et trois aulres petits corps de masse nulle circu-
lant autour du premier conformément aux lois de Képler. Imagi-
nons que les excentricités et les inclinaisons soient nulles, de telle
fagon que les mouvements soient circulaires. Supposons qu'il y
ait, entre les trois moyens mouvements n, n' et n’, une rclation
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linéaire & coefficients entiers
an-+f8n +yn =o,
a, et y étant trois entiers, premiers entre eux, tels que
a+p+y=o,
on pourra trouver alors trois entiers X, X' et A’ tels que

ak + BN+ )" =0
et on aura

n=2AA4B, n'=\NA-+B, n"=XA4B,

A et B étant des quantités quelconques.
Au bout d’'un temps T, les longitudes des trois corps auront
augmenté de
MAT 4+ BT, VAT 4+ BT, )"AT -+ BT,

et les différences de longitude du second et du troisiéme satellite
avec le premier auront augmenté de

(A —M)AT, () —\)AT.

Si donc on choisit T de telle sorte que AT soit multiple de 2=,
les angles formés par les rayons vecteurs menés du corps central
aux trois satellites auront repris leur valeur primitive. Ainsi la
solution considérée pour w = o est périodique de période T.

Le probléme comportera-t-il encore une solution périodique de
période T quand on tiendra compte des actions mutuelles des trois
petits corps, et que leur mouvement ne sera plus képlérien, ou
en d’autres termes quand on donnera au paramétre p non plus la
valeur O, mais une valeur trés petite?

Une analyse toute semblable a celle du n® 40 prouve qu’il en
est effectivement ainsi; il y a une solution périodique de période T
analogue aux solutions de la premiére sorte et ou les orbites sont
presque circulaires. Les trois pelits corps sont, tant au début
qu’au milieu de chaque période, en conjonction ou en opposition
symétrique.
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Laplace a démontré que les orbites de trois des satellites de
Jupiter différent trés peu de celles qu’ils suivraient dans une
pareille solution périodique, et les positions de ces trois petits
corps oscillent constamment autour des positiors qu’ils auraient
dans cette solution périodique.

Solutions périodiques dans le voisinage d’une position d’équilibre.

51. Les solutions périodiques dont il a été question jusqu’ici
ne sont pas les seules dont il soit possible de démontrer I'existence.
Ainsi le probléme des trois Corps comporte des solutions pério-
diques de la nature suivante : les deux petits corps décrivent autour
du grand des orbites trés peu différentes de deux ellipses képlé-
riennes E et E'; 4 un certain moment, ces deux petits corps pas-
sent trés prés 'un de Pautre et exercent'un sur 'autre des pertur-
bations considérables; puis ils s’éloignent de nouveau et décrivent
alors des orbites qui se rapprochent beaucoup de deux nouvelles
ellipses képlériennes E, et E|, trés différentes de E et de E'. Les
deux petits corps s’écartent trés peu des ellipses E, et E| jusqu’a
ce qu'ils se trouvent encore une fois trés prés 'un de laulre.
Ainsile mouvement est presque képlérien, sauf i certains moments
ou la distance des deux corps devient trés petite et ol il se produit
des perturbations trés considérables, mais de trés courte durée.
11 peut arriver que ces sortes de collisions se reproduisent pério-
diquement et de telle sorte qu’au bout d'un certain temps les deux
corps se retrouvent sur les ellipses E et E'. La solution est alors
périodique. Je reviendrai plus tard sur cette sorte de solutions
périodiques qui different complétement de celles que nous avons
étudiées dans ce Chapitre.

Je réserveral également & un auntre volume les solutions pério-
diques que j’ai appelées du second genre et que j’ai définies dans
mon Mémoire du t. XIII des Acta mathematica, mais dont
I'étude ne peut précéder celle des invariants intégraux.

Il est toutefois une catégorie de solutions périodiques dont la
théorie se rattache a celle des solutions du second genre, mais
dont je veux cependant dire quelques mots ici, quitte & y revenir
avec plus de détails en temps et lieu.
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Soit

dr dzx. . dz .
o fex, fmox L o
un systéme d’équations différentielles. Je suppose que les X, sont
développables suivant les puissances croissantes de &y, Z2, -+ - s Zn
et d’'un paramétre .
Je suppose de plus que pour

r=Ty=...=Zp,=0
on ait  la fois (et quel que soit )
X =Xp=...=X,=o0.
Alors le sysiéme (1) admettra comme solution particuliére
z=o, %y =o, R Z,=o0,

et comme les valeurs de z,, x., ..., 2, sont constantes, cette
solution pourra étre regardée comme une solution périodique de
période quelconque.

Je me propose d’étudier les solutions périodiques qui en dif-
férent fort peu.

Soient By, Ba, ..., Bu les valeurs initiales de z, 2, ..., Za,
solent §, + By, 4o+ B2, ..., Yo+ Br les valeurs de ces mémes
variables pour ¢ =T.

On peut développer &y, 4., ..., ,, suivant les puissances de

p" ﬁﬂ? "'7pnetl-l~.

Considérons I'équation suivante en S

dX, —s dX, .. dX;
dx, dxs dzx,,
_12(1 dX, _s dX,
d‘Tl d-z'g Tt dx,, =0,
dX, dX, . dX, S
dr, dz, dzn,

ou I’on suppose qu'on ait fait

pP=T1=%:=,..-=2p=0.
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Si cette équation n'a pas de racine multiple, J’appellerai S,,S,, . ...
S, ses n racines. .

On vérifie alors que le déterminant fonctionnel des ¢ par rap-
port aux 3, quand on y fait

p=Fi=f=...=8u=0o,
devient égal &

A=(eST—1)(e5T—1)...(eST—1).

Pour que la solution considérée soit périodique de période T, il
faut et il suffit que 'on ait

(=) bi=dy=...=dp=0.

Ce systéme comporte une solution qui est évidente et qui est la
sulvante :

3 8= Brm...=Bro.

Cela ne nous apprend rien de nouveau, puisque nous savons déja
que £, = Zy=...= x, = 0 peut étre regardée comme une solu-

tion périodique des équations (1), En dehors de cette solution
périodique évidente, ces équations en admettent-elles d’autres qui
en soient distinctes tout en en différant trés peu? En d’autres
termes, les équations (2) peuvent-elles étre satisfaites quand on y
substitue & la place des 3 des fonctions de «, qui sans étre iden-
tiquement nulles, s’annulent pour p. =o0?

Si le déterminant A n'est pas nul, la solution {3) est pour g =o
une solution simple du systéme (2); donc, en dehors de la solu-
tion (3), le systéme (2) ne pourra étre satisfait par des fonctions 3
s’annulant avec .

Si, au contraire, le déterminant A s’annule, on pourra trouver
d’une ou de plusieurs maniéres des séries convergentes ordonnées
suivant les puissances fractionnaires de p, s’annulant avec cette
variable et qui, substituées & la place des §3;, satisfont aux équa-
tions (2). Les séries ainsi définies ont-elles leurs coefficients réels?
C’est ce qu'une discussion spéciale, sur laquelle je reviendrai
quand je traiterai des solutions périodiques du second genre,
pourrait seule nous apprendre; si ces séries ont leurs coefficients
réels, elles définissent une catégorie nouvelle de solutions pério-
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diques qui existent pour les petites valeurs de j et pour lesquelles
Zy, Z3, -+ . €t T, ne prennent jamais que de trés petites valeurs.

Pour que A s’annule, il faut et il suffit que 'un de ses facteurs
s’annule, c¢’est-a-dire que 'on ait

eSiT=q,

S; étant une des racines de 'équation en S. Pour que cela soit
possible, il faut que S; soit imaginaire; I’équation en S admettra
alors la racine imaginaire conjuguée S; et on aura encore

eSiT=1,

ce qui montre que deux des facteurs de A s’annuleront a la fois.

Lunes sans quadrature.

52. Comme application, reprenons les équations de M. Hill

lgze—zn—@ +<P' —3n2\)2=0)

= de? dt r3 N, .
(1) . ’ ' r:=g?-tn2
| i S Y =
act At T 3T

. —
(2) T, =0, E:\/?Hn_z'

On voit que € et 1 sont alors des constantes; les équations (2)
peuvent étre regardées comme définissant une solution périodique
des équations (1).

Il est aisé d’apercevoir la signification sstronomique de cette
solution. L’équation = o signifie que la Lune est constamment
en conjonction ou en opposition, et la seconde des équations (2)
signifie que la distance de la Lune 4 la Terre est constante. Cette
solution périodique n’est donc autre chose que celle qu’a définie
Laplace dans sa Mécanique céleste, Livre VI, Chapitre X.

Mais nous nous proposons de déterminer les solutions pério-
diques qui en différent fort peu, en appliquant les principes du
numéro précédent.
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Pour cela commengons par supposer que I'unité de longueur ait
été choisie de telle sorte que

=1, P = 3n?,

et que l'unité de temps ait é1é choisie de telle sorte que
n=1+ux,

o étant un parameétre trés petit.
Si nous posons § =1+ z, le systéme (1) peut étre remplacé par
le suivant, qui est analogue au systéme (1) du numéro précédent.

dz , dx' , 1
a =z P ra 2(r-+a)y +3(1+a)2(x+|)<r—3—l);
dn , d’q_'

_ — ' an
=0 ar = 2(1+a)z'+ 3(1+ a)? =5
Si nous formons ensuite ’équation en S du numéro précédent il
vient
St—282—99 =o.

Cette équation admet deux racines réelles et deux racines imagi-
naires

Sy = \/——[\/\/23—'7
Sg=—¢——l-\/\/g——l.

Si alors nous prenons
2T

T=_2"__,
\/‘/28—1
il vient

ST = e8$:T=1.

Le déterminant A du numéro précédent est donc nul.

On peut donc former des séries ordonnées suivant les puissances
fractionnaires de (ici ces séries seraient ordonnées suivant les
puissances entiéres de /it ) et qui, substituées ala place des 83, satis-
font aux équations (2) du numéro précédent. On vérifierait (et j’y
reviendrai plusloin) que les coefiicients de ces séries sont réels.

Les équations (1) de M. Hill admettent donc des solutions pério-
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diques peu différentes de la solution (2). Dans ces solutions, 7,
reste trés petit et la Lune, par conséquent, est Loujours presque en
opposition (ou en conjonction). M. Hill adonc eu raison d’annoncer
qu’on peut imaginer une classe de satellites qui ne pourront jamais
étre en quadrature; seulement le procédé par lequel il avait cru
pouvoir arriver & un résultat, qu’il avait pour ainsi dire deviné,
n’étail en aucune fagon capable de I'y conduire; car cette classe de
satellites n’est pas, comme il I'avail cru, la continuation analylique
de celle qu’il avait étudiée d’abord d’une fagon si approfondie et
si brillante.

Jajouterai que, dans cctle catégorie de solutions périodiques,
la Lune se lrouve en opposition symétrique au commencement et
au milien de chaque période.

H.P. -1 1
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EXPOSANTS CARACTERISTIQUES.

Equations aux variations.

53. 1lly a peu de chances pour que, dans aucune application, les
conditions initiales du mouvement soient exactement celles qui
correspondent i une solution périodique; mais il peut arriver
qu’elles en différent fort peu. Si alors on consideére les coordonnées
des trois corps dans leur mouvement véritable, et, d’autre part,
les coordonnées qu’auraient ces trois mémes corps dans la solution
périodique, la différence reste trés petite au moins pendant un
certain temps et l'on peut, dans une premiére approximation,
négliger le carré de cette différence.

Soit

dx; . R
(1 Tt‘:}gi {(i=1,2, ..., 1)

un systéme d’équations différentielles ot les X; sont des fonclions
données de z,, x,, ..., Z,.

Soit
(1 bis) zy = ¢1(1), zy = 03(¢), cves Zn=@n(?)

une solution quelcondue de ces équations que nous appellerons
solution génératrice.

Soit
(l ter) ‘z‘l:?l(t)_'_Sh w2=‘?2(t)+sh vy wltz?lt(t)+5n

une solution peun différente de la premiére.
Si 'on néglige les carrés des §, on pourca écrire

di;  dX dX; .
(2) j:zm_:g,.,_d;;gﬁ_,..-;—d—“z,, (i=1,2, ..., n).
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Les équations (2) seront ce que nous appellerons les équations
aux variations des équations (r). On congoit qu’on puisse dans
une premiére approximation se servir de ces équations aux varia-
tions pour déterminer les &.

Ce qui précéde suffit pour faire comprendre 'importance de
ces équations aux variations. Nous allons donc en faire une étude
délaillée, en insistant surtout sur les équations aux variations des
équations de la Dynamique.

54. Reprenons les équations (1) du numéro précédent et les
équations (2) qui en sont les équations aux variations.

Quand on connait une solution des équations (1) contenant un
certain nombre de constantes arbitraires, on peut en déduire des
solutions particuliéres des équations (2).

Supposons, en effet, que les équations (1) soient satisfaites quand
on y fait
s zy = 01(¢ hy, hay ., Ry),

(3) Zy = 9a(t, Ry, Ry ..., Rp),

Je suppose que la solution génératrice s’obtienne en faisant dans
ces équations (3)

121: }Lg=...=kl,=0,

ot by, ks, ..., hp sont p conslantes arbitraires.
Il est clair que les équations (2) admettront les p solutions par-
ticuliéres

g 99 Ezfii? 5_—_19_"
T dhy *=dR, ’ T dhy]
tl'—_ﬂ szd?z: » En=¢&!
N dhy N dhy dhg
........ s e eaeeay .y Ceieaeaeey
. _ do, do, . do,
sl—zh‘l;’ sﬁ—m’ 4 w'—‘m’
do;

{l faut, bien entendu, que dans ces dérivées on fasse apres

dhy

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



164 CHAPITRE 1V,

la différentiation
hi=h=...=h,=o0.

Supposons mainlenant que ['on connaisse une intégrale des équa-
tions (1), et soit

F(x\, zs, ..., ,) = const.

celte intégrale.
On aura, pour la solation (1 bis),

F[?l(t)7 ?2(1)7 s ?Il(t)_l =c,
et, pour la solution (1 ter),
Flo1(2)+ ki, 92(0)+ By «eny 9u(0)+Eal =,

¢ et ¢’ étant deux constantes numériques.

Si nous supposons que les § soient trés petits, il en sera de
méme de ¢/ — ¢ et, si I'on néglige les carrés de ces quantités, il
vient

dF dF dF

) £ — by, .+ -—E,=¢ — ¢ = const.
(4) z, "+d.z‘z G2 +Lz,, Sn

e : IF . : ) ,
Dans les dérivées partielles é; il faut, bien entendu, faire aprés
i

la différentiation
Zy=o(t),  @Ta=9,(1) veey Za=9,(2).

L’équation (4) nous donne alors une intégrale des équations (2);
il importe d'observer que cette intégrale conliendra en général le
temps explicitement.

Ainsi, si’on connait une intégrale des équations (1), on peut en
déduire une intégrale des équations (2).

Application & la théorie de la Lune.

B3. Jai parlé plus haut, au n° 33, des applications possibles des
équations aux variations et de lcur atilité pour I'Astronomie. Un
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exemple frappant nous en est (ourni pat I'admirable théorie de la
Lune, de M. Hill.

J’ai dit au n® 41 comment ce savant astronome, aprés avoir
formé les équations du mouvement de la Lune, étudie en détail
une solution particuliére de ces équations qui différe assez peu de
la solution correspondant aux véritables conditions initiales du
mouvement. Celte solution est périodique et de celles que jai
désignées dans le Chapitre précédent sous le nom de solutions de
la premiére sorte.

S’en tenir & cette solution, cela revient & négliger a la fois non
seulement la parallaxe et I'excentricité du Soleil, mais les inclinai-
sons des orbites et 'excentricité de la Lune.

Néanmoins cette premiére approximation nous fait connaitre
assez exactement, ainsi que je l'ai dit au n® 49, le coefficient de
l'une des plus importantes inégalités de la Lune connue sous le
nom de variation.

Solent maintenant

z = o(t), xs = Ga(t), r3=193(l{)=o0

les coordonnées de la Lune dans cette solution particuliére pério-
dique.

Soient

ri=o;(t)+§
les véritables coordonnées de la Lune.

Dans une deuxi¢me approximation, M. Hill néglige les catrés
des & et il arrive ainsi & un systéme d'équations différentielles
linéaires. En d’autres termes, il forme les équations aux variations
en prenant pour solution génératrice la solution périodique qu'il
avait d’abord étudiée,

Néanmoins cette seconde approximation lui donne quelques-
uns des éléments les plus importants du mouvement dela Lune, a
savoir le mouvement du périgée, celui du nceud et le coelficient
de Vévection.

A ]a vérité, les résultats ne sont publiés qu’en ce qui concerne
le mouvement du périgée (Cambridge U. S. 4., 1857, et Acta
mathematica, t. VIII), mais le chiffre obtenu est extrémement
satisfaisant.
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Equations aux variations de la Dynamique.

86. Soit F une fonction d’une double série de variables

Zyy Xz, ..y Ty

Yty Yoy -5 Yn
et du temps £.
Supposons que l'on ait les équations différentielles

(l dz',- _ d¥F d'}’i o dF
) @ T dy de T da

Considérons‘deux solutioﬁs infiniment voisines de ces équations :
Ly, Lz, e.ey Tny Y1, Y o e-en Yny
qui servira de solution génératrice et
zy-+81, Za+bsy, ooy Zat+bu, Vi1, YebMe, ..., Ynt tn,

les £ et les 4 étant assez petits pour qu’on puisse négliger leurs

carrés.
Les & et les n satisferont alors aux équations différentielles
linéaires
dti d>F d*F
( ) jd_t - zk d_}’[dﬂ?k gk +E£-d)’idyk Tiks
2

dn: &°F &2F
dt ~ _zk dz;dz EA'_EI.- dzidyy Tiks

qui sont les équations aux variations des équations (1).
Soit &, n; une autre solution de ces équations linéaires, de sorte
que

Ldg a*F a¥F o,
dr Ek dyidzi ¥ +Ek dydys &>

d'f/, _ d2F , _d—EF— '
dr _2/,- dz;dzxk El‘ zk dz, d)’k Tk

Multiplions les équations (2) et (a’) respectivement par n;, — &,

(21)
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— i, &: et faisons la somme de toutes ces équations, il viendra

[l dgl _E d”ﬂ' I E finl
2,- ede T K dt ‘
L R S T
Z- ki dy dzy TN dy dyr kS daiday T RS dardyy

_22< a*F e &2 F Iy d*F . a2F )
mi l‘dy day ‘kdy dye ‘dzdx “kdx dyk

ou
d I
DG it — ] =o
ou enfin
(3) Db — 8+ ke —Eyme+. ..+ 05— &y mp = const.

Voila une relation qui lie entre elles deux solutions quelconques
des équations linéaires (2).
1l est aisé de trouver d’autres relations analogues.
Considérons quatre solulions des équations (2)
Ei) Elzy ’;1 ET:

. !’ " "
N M M Y-

Considérons ensuite la somme des déterminants

ropn gm
E & &
! " "
N | W M W

' # >
P N I
' " ”n
Tk Nk Tk

ou les indices £ et & varient depuis 1 jusqu'a n. On vérifierait sans
peine que cette somme est encore une constante.

Plus généralement, si I'on forme a l'aide de 2p solutions des
équations (2) la somme de déterminants

Eu, a, ...al,lgnl'nulsni"]u, e Eul,"]u',l
(ay, az, ..., ap=1,2, ..., R),
cette somme sera une constante.
En particulier, le déterminant formé par les valeurs des an
P ’ P
quantités § et n dans 2n solutions des équations (2) sera une

constante.
Ces considérations permettent de trouver une solution des équa-
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tions (2) quand on en connait une mtegrale et réciproquement.
Supposons, en effet, que

C=ay =0

soit une solution particuliere des équations (2) et désignons par§;

et n; une solution quelconque de ces mémes équations. On devra
avoir
(8 B:— ni2) = const.,

ce qui sera une intégrale des équations (2).
Réciproquement, soit

At + ZB;%; = const.

une intégrale des équations (2), on devra avoir

5/&,- - dB; ) ( d2F d2F . >
i dt o +2i dt T‘I—‘—E,‘AL \Ek dyida‘k Ek +Ek dy;dy ik
d2F d2F A
— : — __ k. - =
Ei B (2, dr;day +dex,~dy,, "") @

d’ot en identifiant

d\; d2F a:r
_dt_ - _Ek dyk d,Ti Ak +Ek L[-T/; dx; Bk’

d:F
- 2;, dy d_)' Ak +Ek drg dy; Be,

ce qui montre que
tE,=B, = —A

est une solution particuliére des équations (2).
Si maintenant
®(z:y i, t) = const.

est une intégrale des équations (1),

e £+ Wad 7; = const.
dx; > ay: T

sera une intégrale des équations (2), et par conséquent

dod dd

Ei=%’ m'—"—dn

sera une solution particuliére de ces équations.
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Si ® = const., ®,— consl. sont deux intégrales des équations (1),
on aura

Z(dq) d®, do do,

Z[?i d)’l — d_}j‘ d—.l‘l> = const.

C’est le théoréme de Poisson.

Considérons le cas particulier o les  désignent les coordonnées
rectangulaires de n points dans 'espace; nous les désignerons par
la notation a double indice

T1iy  Laiy T30

le premier indice se rapportant aux (rois axes reclangulaires de
coordonnées et le second indice aux n points matériels. Soit n;
la masse du /"™ point matériel. On aura alors

n; ———dzxki = —di
YA T dry

V étant la fonction des forces.
On aura alors pour I'équation des forces vives

- m; [ dxri\?2 _
F—ZT< ar > — V = const.

Posons ensuite

. dd‘k,'
Vi ™= ;g dt b
d’ot
N Y v oo
(3) F_Z o — V = const.
et
- dei; _ dF dym _ _ dF
dt *dyk;’ dt Az ki
Soit
(4) =0k (L),  Yee= miop(t)

une solution de ces équations (1'), une autre solution sera
Tri=or(t+h),  yri=m;e(t+h),

h étant une constante quelconque.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



170 CHAPITRE 1V,

En vegardant /2 comme infiniment petit, on obtiendra une solu-

tion des équations (2') qui correspondent 4 (1') comme les équa-
tions (2) correspondent i (1)

dv

Eki:h?'/;i(t)Zh%’ ki = hmi @i () = h oo

h désignant un factear constant trés petit que Uon peut supprimer
quand on ne considére que les équations linéaires (2).
Connaissant une solution

E= 2 _av
—m T dx

de ces équations, on peut déduire une intégrale

Yun_ N4av,
Em d.T,_.const.

Mais cette méme intégrale s’obtient trés aisément en différentiant
'équation des forces vives (3).

Si les points matériels sont soustraits & toule action extérieure,
on peut déduire de la solution (4) une autre solution

zy; = () + h + ke, Y= mpoi, (L) + mpk,
Z9i = 92:(2), Yo — m;9y;(t),
X3 = (?3,'([), Yai = mi?;ii(t)v

h et k étant des constantes quelconques. En regardant ces con-

stantes comme infiniment petites, on obtient deux solutions des
équations (2')

Ei=1, Eor =3 =i =T = M3, = 0,
Ei=t¢, Bor= &3 = ma; == M3 =0, N = m;.
On obtient ainsi deux intégrales de (2")
Z;7y; = const.,
20y — Zm;&; = const.

On peut obtenir ces intégrales en différentiant les équations du
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mouvement du centre de gravité
Em;x ;= tIy,;+ const.,
Zy1; = const.

Si l'on fait tourner la solution (4) d'un angle w autour de 'axe
des 3z, on obtient une autre solution

’ . 1 .
Z1i= ;€080 — 9y;Sin W, % = ¢ ;cosm — g} sinw,
i
. Yei ' . ’
Zyi = QSN0 + Gy; COS W, T, " Prisinw — @y cosw,
i
Yai :
X3 = €37 — = Qy;.
3¢ 31y m; Pai

En regardant w comme infiniment petit, on trouve comme solu-
tion de (2')

B = — T = — Yaiy
E?i = Z1iy T2 == Yiis
3= 0, N3 = O,

d’ou l'intégrale de (2')
Zi(@yimei — Y1iboi — Parhin + yaikai) = const.,

que l’'on pouvait obtenir aussi en différentiant I'intégrale des aires
de (1)
2(@1i Y2 — Taiy1:) = const.

Supposons maintenant que la fonction V soit homogeéne et de
degré — 1 par rapport aux 2, ce qui est le cas de la nature.

Les équations (1’) ne changeront pas quand on multipliera ¢
par A3, les 2 par A% et les y par A~!, ) étanL une constante quel-
conque. De la solution (4) on déduira donc la solution suivante :

4 . t
$£'i:)‘2?ki(ﬁ>’ Y= )\—lnliqki<ﬁ>.

Si I'on regarde A comme trés voisin de 'unité, on obtiendra
comme solution des équations (2')

Eri=20k— 3tk Tkt = — MiQp; — I Ml
ou
; dv
(5) E/cz=2z1.~z—3t‘%’ nki=_.yki_3t(—ix—k;>
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d’on l'intégrale suivante des équations (2'), laquelle, a la différence
de celles que nous avons envisagées jusqu’ici, ne peut étre obtenue
en différentiant une intégrale connue des équations (1)

i Tk dv
S(o@ping + Yril) = 31[2<M - E/ci>] -+ const.

m; dr:

Application de la théorie des substitutions linéaires.

B7. Avant d’aller plus loin, je suis obligé de rappeler quelques-
unes des propriétés des transformations linéaires qui nous seront
utiles dans la suite.

Soit

1= anel—i— az?-z-*'(ls.as,
(1) ya=0; 31+ by By — b, 85,

Y3—=2©C1 31—*— Ca Bz—t- C3 ;33

une substitution linéaire qui lie les variables 3 aux variables y. Le
déterminant de cette substitution est

a, as a;
A—| b by by,
¢, €y ¢
et 'équation
wy— S sy, as
(2) by b — 8 by =o0

Cy Cy Cc3— S

est ce qu'on appelle I'équation en S de Ja substitution (1). Sil'on
fait subir aux $ et aux y une méme substitution linéaire, c’est-
a-dire si 'on pose

@’i == )\l',l l31 -+ )\i,a 32 -+ )\5,3 337

Yi=hin Y1+ e Y2 = A3 Yss

les X étant des conslantes; les " el les B/ sevont liés enlre eux par
des relations linéaires de méme forme que (1), et ’on aura
Ty = a1 By + @) By + a8,
(3) Yy = 0y By -+ by By +- 0 B,
[y = e B o B o B3
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La substitution linéaire (3) s’api)ellcra alors la transformée de la
substitution (1).

La théorie des substitutions linéaires nous apprend :

1° Que la nouvelle équation en S

'

a,—S al ay
b, b,—S b, |=o
c\ ¢, c,—S
ne différe pas de I'ancienne équation en S (2);
2° Que si le déterminant A est nul ainsi que tous ses mineurs
jusqu’aux mineurs de 'ordre p inclusivement, il en sera de méme
du déterminant
a\y a, aj
A= 8, b, b
¢, ¢y
Les mineurs d’ordre p de A’ sont, en effet, des combinaisons
linéaires des mineurs d’ordre p de A;
3¢ Que 'on peut choisir les X de fagon & ramener la substitu-
lion (2) 4 une forme aussi simple que possible, dite forme cano-
nique. Voici en quoi consiste cette forme :
Si équation en S a toutes ses racines simples, on peut annuler
a la fois a,, aj, by by €5 €,
Si I'équation en S a une racine double, on peut annuler a la
fois a,, ay, b;, b}, ¢, ; on a alors b, = cj.
Si I'équation en S a une racine triple, on peut s’annuler a la
fois a,, a, et by; on a alors a, = b, = c}.
Dans tous les cas, on peut toujours supposer que les » ont été
choisis, de telle sorte que

ay=ay;=b;=o.

Si I'équation en S a une racine nulle, A est nul et réciproquement.
Supposons maintenant que A ait tous ses mineurs du premier
ordre nuls; alors il en sera de méme de A’. Mais, comme

il y a trois des mineurs de A’ qui se réduisent a

’

’ v ror
ay by, bycy, aicy;
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174 CHAPITRE 1V.
ils ne peuvent s’annuler que si deux des trois quantités o), b} et
¢, sont nulles. ‘

Mais ces trois quantités sont les trois racines de I'équation en S.
Donc, si les mineurs de A sont tous nuls, I’équation en S a deux
racines nulles.

La réciproque n’est pas vrale.

En effet, 'équation en 5

11— 8 0 [

a deux racines nulles et tous ses mineurs ne sont pas nuls.
Nous avons supposé, pour fixer les idées, que nous avions affaire
a une substitution linéaire portant sur trois variables seulement;

mais le méme raisonnement s’applique, quel que soit le nombre
des variables.

Si le déterminant d’une substitution linéaire est nul, ainsi

que tous ses mineurs du premier, du second, etc., du (p — 1)me
ordre; l'équation en S aura p racines nulles.

58. Soient, comme dans le Chapilre précédent,

dT[

2 =X (=12 ..,0)

un systéme d’équations différentielles. Soit

x;= 9:(1)
une solution périodique de ces équations de période T.

Soit, dans une solution voisine de cette solution périodique,
¢:(0)+ i la valeur de z; pour ¢ =0, et ¢;(0)+ ;4 J; Ja valeur
de z; pour t =T + 1.

Envisageons le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport aux 2

dhy dbs | d,
dy  df, dB,
di .
R
d3a ) dB,
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On peut le regarder comme le tableau des coefficients d’une substi-
tution linéaire T.

Si 'on fait subir aux z un changement linéaire de variables, les
B et les ¢ subiront ce méme changement linédaire, et la substi-
tution linéaire T se changera dans la substitution transformée au
sens du numéro précédent.

Nous pourrons donc choisir le changement linéaire de variables
subi par les z, les B et les ¢ de fagon & simplifier autant que pos-
sible le tableau des coefficients de T, ainsi qu’il a été expliqué
plus haut. Nous pouvons donc toujours supposer que ['on a fait
un changement linéaire de variables tel que

dl;
(1) gg—’: =o0
toutes les fois que { < &.

Dans ce cas les racines de 1'équation en S relative & la substi-
tution T sont

dyy  dbs dYn

B oan v an
On peut d’ailleurs choisirle changement de variables que subissent
les z, les {3 et les & de fagon que ces racines de I'équation en S se
présentent dans tel ordre que I'on veut. Si, par exemple, I'équation
en S a deux racines nulles, on peut choisir ce changement de
variables de telle fagon que,

d'!J n 1 f‘# n

dpu—l - d?‘; -

A}

ay

Sil’équation en S n’a qu'une racine égale a :z'ﬁl » ON pourra encore
1

choisir le changement de variables, de telle sorte que l'on ait en
oulre

dy, _ dd, db,

) ap = @k =

Supposons donc que 'équation en S ait une racine nulle et une
seule; nous pourrons d’aprés ce qui précéde supposer que celle

. d
racine nulle est —q"i, de sorte que
(131
d'.‘ﬂ =
([‘31 ="
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176 CHAPITRE 1V.

et choisir en méme temps le changement de variables, de fagon a
satisfaire aux conditions (1) et (2).

Si donc I'équation en S a une racine nulle et une seule, il est
toujours permis de supposer que

ah_dy Ay
gy~ d3, T T dB,
‘f!Jl d"!J° - _ d“"n —o

2 = a5 =

Définition des exposants caractéristiques.

59. Soit

dr;
() 7

:X,’ (i:l,z,....n)

un systéme d’équations différentielles o X, X,, ..., X, seront
des fonctions données de ', z3, - - ., 2,. Nous pourrons supposer,
ou bien que le temps ¢ n’entre pas explicitement dans ces fonc-
tions X;, ou au contraire que ces fonctions X; dépendent non
seulement de z,;, 2, ..., Z,, mais encore du temps ¢; mais dans
ce dernier cas les X; devront étre des fonctions périodiques de ¢.

Imaginons que ces équations (1) admettent une solution pério-
dique

x;=o;(t).

Prenons cette solution comme solution génératrice et formons

les équations aux variations (voir n® 83) des équations (1), en

posant
Xy = ?z’(t) -+ 51'

et négligeant les carrés des §.
- Ces équalions aux varialions s’écriront

& dN;, A%, dx;
(2) . —dt-_;l?lgi—i—zt—:gg—l-...—i— dz, gn- N

Ces équations sont lindaires par rapport aux &, et leurs coefficients

ax; .
d;,: [quand on y a remplacé z; par 9;(¢)] sont des fonctions
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périodiques de ¢. Nous avons donc a intégrer des équations
linéaires 4 coefficients périodigques.

On a vu au n® 29 quelle est en général la forme des intégrales
de ces équations; on obtient r intégrales particuliéres de la forme

suivante
‘ 1= e%*Syy, £y = et Sy, §n = entS,,,
3) ) §1= exf 8y, £y = €%t Sy, §n = e%tSy,,
..... Ceeeiny eteaeaneeey Cereitaneaey
Ei = g%n! Sln) 52 = e“"tsiny n= eu"tsnrn

les o étant des constantes et les Sy des fonctions périodiques de ¢
de méme période que les ¢;(¢).

Les constantes a s’appellent les exposants caractéristiques de
la solution périodique.

Si « est purement imaginaire de fagon que son carré soit négatif,
le module de e est constant et égal & 1. Si au contraire « est réel,
ou si a est complexe de telle fagon que son carré ne soit pas réel,
le module e* tend vers l'infini pour £ = - ou pour = — 0.
Si donc tous les « ont leurs carrés réels et négatifs, les quantités
£iy &2y - -+, En resteront finies; je dirai alors que la solution pério-
dique x; = ¢;(t) est stable; dans le cas contraire, je dirai que
cette solution est instable.

Un cas particulier intéressant est celui ou deux ou plusieurs
des exposants caractéristiques « sont égaux entre eux, Dans ce
cas les intégrales des équations (2) ne peuvent plus se mettre sous
la forme (3). Si, par exemple,

2y = xg,

les équations (2) admetiraient deux intégrales particaliéres qui
s'écriraient

Ei=extS;,
et

= te%tS; (- e%t S, ,,

les S; 4 et les S; » étant des fonctions périodiques de ¢ (voir n°29).
Si trois des exposants caractéristiques étaient égaux entre eux,
on verrait apparaitre, non seulement ¢, mais encore ¢2 en dehors
des signes trigonométriques et exponentiels.
H.pP. — L 12
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Equation qui définit ces exposants.

60. Reprenons les équations (1) du numéro précédent; consi-
dérons une solution quelconque

= ¢i(2)+ &

Soit Tla période de la solution périodique génératrice ;= ¢;(¢);
soit ¢;(0) 4 B; la valeur de z; pour ¢ =o, et ¢;(T)+ B, + ¢: la
valeur de x; pour t =T.

Comme les §; s’annulent avec les B; et sont développables suivant
les puissances croissantes des {3;, nous pouvons écrire, par la for-
mule de Taylor,

q;,:i}d;” B+ d;’ p,+...+ }3 L Brtuene

Sila solution considérée différe assez peu de la solution périodique
pour qu’'on puisse négliger les carrés des &, on pourra également
négliger les carrés des § et 1l restera

dtbi db;

pl p ?’2 dgi Br (i=1,2, ..., n)

Considérons une des solutions particuliéres des équations aux
variations (2), nous aurons pour ¢ =0

Ei=B:

bi=

etpour t=T
Er= B+

Parmi ces solutions particuliéres, nous avons vu au n° 59 qu’il
y en a n qui sont d’une forme remarquable : ce sont les solu-
tions (3); soit

Li=emtS,, fr=eutSy, ..., n = €%ESy 4
P'une de ces solutions (3 ),0u, en supprimant l'indice & pour abréger

I’écriture,
i = e 8;(¢).
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Les fonctions $;(¢) sont des fonctions périodiques de ¢, de
période T'; on a donc, pour ¢ =o,

Bi=S;(0)
et, pour =T,

B+ Y= e%TS;(T) = *TS;(0) = €*TP;
ou, en remplagant ; par sa valeur,

pl(eaT_I)_ ?’ p,+d;‘ Baa.. +d::‘ Bn (i=1,2,...,0)

En éliminant $:, 82, - .., B entre ces n équalions, il vient

a xt a4 a9
ag T a3, B
by fii’ __ exT fd_d@
aBy g, T d3, =o,
ok b dbn  _ _ar
d3, dB, g, ' e

d’ol la régle suivante :
Pour obtenir les exposants caractéristiques a, on forme le déter-

minant fonctionnel des ¢ par rapport aux 3; on forme l'équation
en S correspondante : les racines de cette équation sont égales a
e*T —1.

dy;

Dans les dérivées partielles 6% il va tans dire qu’il faut, aprés

les différentiations, annuler tous les {3;.

Cas ou le temps n’entre pas explicitement.

61. Quand le temps ¢ n’entre pas explicitement dans les équa-
tions (1) du n° 59, 'un au moins des exposants caractéristiques est

nul. Soit, en effet,
Z: = 9i(t)

la solution génératrice; si l'on fait

;= ?i(l—i— h),
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h étant une constante quelconque, on aura encore une solution des
équations (1); alors, d’aprés le n® 5%, on aura une solution des
équations aux variations, en faisant

fim do; dc;a,

(4 ar = ai’

Mais, 9; étant une fonction périodique de ¢, il en sera de méme de

.- do;
sa dérivée —

La solution (4) est bien de la forme (3) (c’est-a-dire égale 4 une
exponentielle multipliée par une fonction périodique de ¢). Seule-
ment ici 'exponentielle se réduit & 'unité et 'exposant caracté-
ristique est égal & o. C.Q. F. D

D’ailleurs nous avons vu déja au Chapitre précédent que, dans
ce cas, le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport aux 3 est nul.

Nouvel énoncé du théoréme des n> 37 et 38.

62. Nous avons, dans le n° 37, envisagé d’abord le cas ou les
équations (1) dépendent du temps ¢ et d'un paramétre p, et
admettent pour u = o une solution périodique et une seule. Nous
avons vu que, si le déterminant fonctionnel

_ 9

—_

by,
(B1

doy o y_)-
By ooy Ba)”

A=

Q4

les équations admettront encore une solution périodique pour les
petites valeurs de .
Ce déterminant peut s’écrire

b db o dh
diy  dfs dBn
dby  d, dibs
A= d;a, dpg T dBa |-
dq,,, du,, o dy,
dg, dB: " dBa
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Or les exposants caractéristiques « sont donnés par I'équation

‘id(l — eaT iqi‘. dd,
dBl —+1 e d?z dpn
d¥s dy T de)
s, ag, 7' 8. —o.
dq/n d‘!)n dq“ﬂ T
a8, s, o, e

Dire que A est nul, ¢’est done dire que I'un des exposants carac-
téristiques est nul; de sorte que nous pouvons énoncer ainsi le pre-
mier des théorémes démontrés au paragraphe précédent :

Si les équations (1) qui dépendent d’un paramétre p. admet-
tent pour p. =o une solution périodique dont aucun des expo-
sants caractéristiques ne soit nul, elles admettront encore une
solution périodique pour les petites valeurs de p.

63. On peut arriver a un résultat analogue quand on suppose,
comme au n° 38, que le temps n’entre pas explicitement dans les
équations différentielles.

Nous avons vu au n° 38 que la condition suffisante pour qu’il y
ait encore des solutions périodiques pour les petites valeurs de p,
c’est que pour . = o tous les déterminants contenus dans la matrice

dy dh | d
a8, B, B, @&
by dys ds  dbe

d3y df. T dp. dr
A dbe | dYn dia
ds;  dis dp, d=

ne soient pas nuls 4 la fois.
Cela posé, considérons I’équation en S :

dy db, L dy,
g " dh © dBa
dis ds . dy
dgy  dBs T T B | =0
dbn dbn ¥
dp, dgs dn
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Ses racines sont, comme nous I'avons vu aun® 60, égales & ¢*T —1,
T étant la période et o un exposant caractéristique. Le temps
n’entrant pas explicitement dans les équations, un de ces expo-
sants doit étre nul d’aprés ce que nous avons vu au n° 61.

L’équation en S a donc au moins une racine nulle; je dis que
sielle ”en aqu’une, il y aura encore des solutions périodiques
pour les petites valeurs de p.

En cffet, d’aprés ce que nous avons vu au n° 58, il est tonjours
permis de supposer que

dy _dy _ A dh
dBy — dBs T dBs T T dBa
dh _ dbs _dbs__dba_
dB, df, dpgy T dB

Le premier membre de I'équation en S s’écrit
A A du
dps dis din
dyy dy,

—S 4By dB dB. |-

dbn dyn . dbn

dBs dps dBn

Si donc I’équation en S n’a qu’une racine nulle, le déterminant
fonctionnel & de §2, 43, .. ., ¢, par rapport a Bs, 85, . . ., Bo nesera
pas nul.

Alors le déterminant obtenu en supprimant dans la matrice la
premiére colonne se réduit &

I d'h
s ==,
dr
Je dis qu'il n'est I; en effet, %1 ne peut s'annul l
e dis qu’il n’est pas nul; en effet, —= ne peut s’annuler pour la
raison suivante :
On ne peut pas avoir a la fois
dyy __dyy _ _ din

dr T de dr

= 0.

S’il en était ainsi, cela voudrait dire que, si I'on considére la
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solution périodique
zr=1(2),  Za=2(8)y ...y Ta=0a(0)

qui correspond & p. = o et qui nous sert de point de départ, on a
pour =T (et par conséquent encore pour toules les valeurs de ¢)

de sorte que ¢(¢), 9a2(t), ..., 9.(¢) seraient des constantes, ce
que nous ne supposerons pas.
D’autre part, je dis que
d _dby A

dt — d- T T
Nous avons, en effet, comme on I’a vu plus haut, page g1

dyy di; s d‘l’l‘_'_ ._+d‘l’"@=o (i=1,2,...,n)

Zeds T A ah T @ 4B,

d - . e L.
Or 7%5 = 0; nous avons donc une série d’équalions linéaires
1

ATIA dyn dY: .
.E_.tm_;__,,q___-d‘c" ——-dg;n=o (t=2,3,...,n),
et, comme le déterminant de ces équations (c’est-a-dire &) n’est pas
nul, il vient
s _ dbs _ Yn
dxr  dt 77T drx
Comme nous avons exclu le cas ol ©,(2), ¢2(¢), « .., 9o(¢) sont
des constantes, cas qui sera examiné A part, au n° 68, nous en
concluons que
s o
- 2o G. Q. F. D.
Ainsi, siles équations différentielles ne contiennent pas le temps
explicitement, si elles admettent une solution périodique pour
=0, 'un des exposants caractéristiques de cette solution sera
toujours nul; si, de plus, aucun autre de ces exposants n’est nul, il
y aura encore une solution périodique pour les petites valeurs de ..
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Cas ou les équations admettent des intégrales uniformes.

64. Supposons que les équations

dr; . .
(1) ??z)&,- (i=12, ..., n),

ot les X; sont des fonctions uniformes de z,, x5, ..., Zo et de ¢,
périodiques de période 2w par rapport a £, admettent une solution
périodique de période 27,

z1= o1(t), Zy = 9a( 1), (R Zn=¢n(?),

de telle sorte que 9;(27)= p;(0) est une intégrale indépendante du

temps
F(z,, «y, -.., x,) = const.,

uniforme par rapporta x,, s, . . ., . Je dis qu’un des exposants
caractéristiques est nul, sauf dans un cas exceptionnel dont je par-
lerai plus loin.

Définissons, en effet, les quantités ¢ et 3 comme au n°® 37, et
envisageons le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport aux .
Je dis que ce déterminant est nul.

En effet, on a identiquement

Flo:(0)+ B:+ $:) = F[o:(0) + Bil
en écrivant, pour abréger, F(z;) au lieu de
F(zy, 23y <.y Tn)-
En différentiant cette identité par rapport a $3;, on trouve

dF dy, _ dF di, dF dyn _
(2) dry ds; T dey A8 T Ay Al

dF dF
Il faut, dans dr’ dm " dn

91(0), 92(0), -+ .,y Pr(0).

Nous pouvons faire dans les équations (2) =1, 2, ..., n;

» remplacer 1, 24, ..., 2, par
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nous avons donc n équations linéaires par rapportaux n quantités

dF dF dF

d_z'i, d_.Z‘g, d.’t‘,,.

Alors de deux choses I'une : ou bien le déterminant de ces équa-
tions (2), ¢’est-a-dire le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport
aux B, sera nul, et alors, d’aprés ce que nous avons vu au n° 62, I'un
des exposants caractéristiques sera nul.

Ou bien on aura i la fois

(3 4F _dF _ _4F
) dzy ~ dmy T dz, O

Ces équations devront étre satisfaites pour
7= ¢1(27), ry = 0z(27), ey Zn=Pa(27m)
ou, ce qui revient au méme, pour
z1=91(0),  T2=¢s(0), ceor Zn=9a(0).

Mais I'origine du temps est restée entiérement arbitraire ; nous
devons donc conclure que les équations (3) serontsatisfaites, quel
que soit ¢, pour

xl=?l(t)’ e = (), ey Zn=9n(l).

On peat d’ailleurs s’en rendre compte de la maniére suivante :
Supposons que les équations (3) soient satisfaites pour un sys-
téme de valeurs de z,, Zs, . . ., Z,, je dis qu’elles le seront encore
pour un systéme infiniment voisin z,+dz,, 2+ dzy, ...,
Zp -+ dzn, pourvu que 'on ait, conformément aux équations diffé-

rentielles,
dxy _ _dig_ _ dz,,
X, X,

En d’autres termes, je dis que les équations (3) entratuent les
suivantes,
#F o _&F  dF
dejdzy ' dwidmy T T daidw,

X,=o0

(C=1,2, ..., n)
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En effet, on a identiquement (puisque I est une intégrale des
équations différentielles)
dF dF dF

IZ‘: X1—|—'d—‘z_—2X2+...—|— dzn

X, =o.

En différentiant cette identité par rapport a z;, il vient

=n

3
d*F dF dX;\ _
E(dz[dxk Xk+—d57r dz',-)_o

=1

ou, en vertu des équations (3),
ad2F
dexi dxzy Xp=o

Ainsi, si les équations différentielles admettent une intégrale
uniforme, I'un des exposants caractéristiques d'une solution pério-
dique quelconque sera nul, & moins que toutes les dérivées par-
tielles de P’intégrale ne s’annulent en tous les points de cette solu-
tion périodique. Cette derniére circonstance ne pourra se présenter
qu’exceptionnellement.

C. Q. F. D.

63. Supposons encore que les équations différentielles (1) con-
tiennent le temps explicitement et soient, par rapport a cette
variable, des fonctions périodiques de période 2.

Je dis que si les équations différentielles admettent deux inté-
grales uniformes, F et F,, deux des exposants caractéristiques
seront nuls.

On trouvera, en effet, comme dans le numéro précédent,

dF dyy  dF dby | dF dbs
‘ dzy d8y  dzy dB; T dwa dpr
* 2 P Y
doy A T dm A8 T A, A8 T
(i=1,2, ..., n)
[2‘1=?1(0), xz=?z(0), ey zn:?"(o)]'

Nous pouvons en conclure que, non seulement le déterminant fonc-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EXPOSANTS CARACTERISTIQUES. 187

tionnel des ¢ par rapport aux 3 est nul, mais qu’il en est de méme
de tous ses mineurs du premier ordre, & moins que I'on n’ait 3 la
fois

dR dF dF
dz, _ dzy _ 4=,
®) TR T dry
d-l‘; dl‘n d\l‘n

Mais, d’aprés le n° 57, cela ne peut avoir lieu que si I'équation
en S, formée a I'aide du déterminant fonctionnel des ¢, a deux
racines nulles, c’est-a-dire (puisque ces racings sont égales a
e*T—1) s'll y a deux exposants caractéristiques nuls.

Si donc il y a deux intégrales uniformes, il y aura deux expo-
sants caractéristiques nuls, 4 moins que les équations (3) ne soient
satisfaites en tous les points de la solution périodique, ce qui évi-
demment ne peut arriver qu’exceptionnellement.

On démontrerait de méme que s'il y a p intégrales uniformes,
Fi, Fy, ..., Fp, p des exposants caractéristiques seront nuls a
moins que tous les déterminants contenus dans la matrice

dF; dF, dF,
dz; dxy, T dua
dF, dF, dF,
dry dw:s = diea
dF, dF, dF,
dzy, dzs Y dzn

ne s’annulent en tous les points de la solution périodique consi-
dérée.

66. Imaginons maintlenant que le temps n’entre pas explicite-
ment dans nos équations différentielleset, de plus, que ces équations

admettent une intégrale uniforme
F(xy, 23y ..., z,) = const.,

indépendante du temps ¢.
Je dis que deux exposants caractéristiques seront nuls.
Nous avons vu d’abord qu’un de ces exposants est toujours nul
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quand le temps n’entre pas explicitement. Si de plusil y a une inté-
grale ¥, on aura, comme au n° 64,

Flo:(0)~+ Bi+ 4;]1= F[¢:(0) + B:],

et, en différentiant cette relation par rapport a 3; et 4 7, il viendra

aF db, | dF dy, | dF db,

dzy d; dry dj; U dw, di; -
(i=1,2, ..., n),

dF -a'“t'(,_ dF db, dF é'{a,,

dr, dx T dm dr T dz, de

On en conclura on bien que l'on a a la fois

dF _ dF _ _ dF __
dr,  dzxy " dz,

pour tous les points de la solution périodique, ou bien que tous
les déterminants contenus dans la matrice

o dy | dhdi
a8y dfs dg. dr
dby  db, dby  db,

@ A T dBa ds
dby dyy | db, db
d3; dp, daB, drx

sont nuls a la fois.
Or nous avons vu, au n” 63, que cela ne peut avoir lieu que si
deux exposants caractéristiques s’annulent.

67. Je me propose maintenant d’établir ce qui suit :

Supposons encore que le temps n’entre pas explicitement dans
nos équations différentielles; supposons que ces équations
admettent p intégrales analytiques et uniformes et ou le temps
n’entre pas non plus explicitement. Soient F,, F,, ..., F, ces
p intégrales.

Alors, ou bien p + 1 exposants caractéristiques seront nuls, ou
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\ dF; |
dxy

(i=1,2, ...

seront nuls pour tous les points de la solution périodigue généra-

trice.

Supposons, en effet, pour fixer les idées,

Nous aurons alors les éguvations suivantes

dF, dy,
g
dF,
dzy

d;

| dF, dy,
dg; "

dx'z dﬁl
dFy dls
d.z'g dﬁ,

dF, dy,
dwy dv
AR, di,
dxy

de

d¥y dy,

dz, d3;

v d,

dz; dB;
dFy dbs
dxs dt

dF,
dxg

d,

dx

dF, dy,
dz, df;
dF, dy,

d.Z‘L dﬁl

| dF, di,

dt

dry dv
dFy dis

dz‘s

|
N (t=1,2,3,4),
§

aF, diy
dr, dt

:0,

LR dby _
dz

=o.
da, drt

De ces équations il est permis de conclure :-

Ou bien que tous les déterminants contenus dans la matrice

dF,

drf, dF, dF,
dzy dz, dz; d=,
dF, dF, dF, dF,
dz, dr, dz; dx,

sont nuls & la fois; ou bien que tous les déterminants contenus
dans la matrice

()

I} 4

dl,
8,
dy»
d8,
ds
a5s
v,
A3

a5,
b,
d3,
s
d?ﬂ
ay,
a5,

s
dBs
db,
df
dis
B,
dy,
3,

di,
dps
dd,
a3,
dbs,
PN
b,
di,

di,
dz
b
dr
dd,
dr
dby
dx

sont nuls a la fois, ainsi que leurs mineurs du premier ordre.
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D’aprés ce que nous avons vu au n° 38, nous pouvons toujours

supposer que
b _
a8
pour

i< k.

D’autre part, tous les mineurs du déterminant obtenu en sup-
primant la derniére colonne de la matrice (1) devant étre nuls,
I’équation en S correspondante aura deux racines nulles : je puis

donc supposer
dby _ db, —o

dps — dg

Je me propose de démontrer que I’équation en S a une Lroisiéme
racine nulle et, par conséquent, que I'ona

YL _—»o
. dp,
ou
db, —o.
de -

En effet, d’aprés la définition méme des ¢;, on a ¢;=o, si
Pon fait
Br =z (R)—gr(0),

h étant une constante quelconque; d’out en différentiant par rap-
port & A et faisant ensuite &1 =o,

di;
25, P(0) =0
Mais
’ d' e
¢r(0)= %5
donc on a

CI",Ji d\'Ji d‘;’i d“{z d"ﬁ dk'{a d"%:‘ d",Js _ .
(2) d_p‘im-‘_m?_'—d_&;?;-km_ﬁ—o (l—l,2,3,4).
En faisant t =1, 1l vient

dv, db,

gy ax =%
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d’ ot
% =
dpy
ou
dby
=

Dans le premier cas, le théoréme est démontré; dans le second
cas, écrivons ’équation (2) en faisant /= 2; il vient
by dy,
ap; dr —
d’ou
ab _
dBs
ou

Dans le premier cas, le théoréme est démontré; dans le second
cas, on a
dL‘{( (]L‘/n

dr T dt

d’ott 'on peut conclure (puisque nous excluons le cas ol tous les

% sont nuls a la fms) que %"—3 et dq" ne sont pas nuls tous deux.

Formons les mineurs que I'on obtlent en supprimant dans la ma-
trice (1) les troisidme et quatriéme colonnes et la troisiéme ligne
(ou bien les troisiéme et quatriéme colonnes et la quatriéme ligne).
Ces deux mineurs devront étre nuls, ce qui donne

by diy Yy _ dy s dy _
dB‘ dpz dr _dpl d?g dr -

d’ou cette conclusion (pulsque L2 q" ne sont pas nuls tous
deux) que I'on a

d'!{i

—_ =0

dBy
ou

dd,

—Z =0

djs

C. Q. F. D.
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68. Nous avons exclu dans les numéros précédents le cas ou
(), 92(2), « .., 92(2)

sont des constantes, c’est-a-dire le cas oi ’on a 2 la fois

Si l’on suppose toujours que le temps n’entre pas explicitement
dans les équations différentielles, on a encore les équations

A dby | db; dy, dy; d,

d3, dr T di dv v a3,

Mais ces équations n’entrainent plus, comme conséquence, que le
déterminant fonctionnel des ¢ par rapport au B est nul, ni que
I'un des exposants caractéristiques est loujours nul.

Siles équations différentielles admettent p intégrales, on pourra
donc seulement en conclure qu’il y a au moins p exposants carac-
téristiques nuls (et non plus p +1) comme dans le cas ou le
temps entre explicitement dans les équations.

Cas des équations de la Dynamique.

69. Passons maintenant aux équations de la Dynamique

) dri _dF - dvi  dF
dt "d_}/,-’ at = dz i=1,2, ... 1),

ol je suppose que le temps n’entre pas explicitement. Elles admet-
tront U'intégrale des forces vives

F = const.

Supposons que les équations (1) admettent une solution pério-
dique de période 2w

zi=oi(t), yi=u(2),

et formons les équations aux variations en posant

ORI A
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Nous avons vu au n° 56 que si &, n; et £}, n; sont deux solu-
tions particuliéres quelconques des équations aux variations, on a

E(ii"ﬁ' — Eim:i) = const.

i=1

Je dis qu'il en résulte que les exposants caractéristiques sont deux
a deux égaux et de signe contraire.
Soient en effet £? et ! les valeurs initiales de &; et de w; pour
t = o dans une des solutions des équations aux variations; soient
§! et n} les valeurs correspondantes de §; et de n;pour ¢ = 2m. Il
est clair que les £} et les 7! seront des fonctions lindaires des &?
et des 77, de telle sorte que la substitution T qui change £} et 7,°
en £ et 7] sera une substitution linéaire.
Soit
an (231 ) cee Q1op
Qa1 Q22 ... Q231

Qang Qap,2 ... Agnon

le tableau des coefficients de cette substitution linéaire.
Formons 'équation en A

ay — A ajs Ay,2n
an an— X\ ... Qaon =0
Q2,1 Qan,2 oo Qanon— A

Les 2n racines de cette équation seront ce qu’on appelle les 2n
multiplicateurs de la substitution linéaire T. Mais cette substitu-
tion linéaire T ne peut pas étre quelconque : il faut qu’elle n’altére
pas la forme bilinéaire

Zi(&mi— &imi)-

Pour cela, I'équation en A doit étre réciproque. En effet, la
théorie des substilutions linéaires nous apprend que, si une substi-
tution linéaire n’altére pas une forme quadratique, son équation
en S doit étre réciproque. St donc on pose

A = e2um,

H.P, — L 13

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



194 CHAPITRE 1IV.

les quantités « devront étre deux a deux égales et de signe con-
traire. C. Q. F. D.
Nous reviendrons sur ce point au n° 70.

70. Les équations (1) du numéro précédent admettent toujours
Pintégrale dite des forces vives

F = const.
Je suppose qu’elles admettent, en outre, p intégrales uniformes
F| = const., F, = const., ve s F, = const.

Je suppose, de plus, que les crochets deux a deux de ces intégrales
soient nuls, c’est-a-dire que

[Fi;, Fxl=o0 (5, ky=1,2, ..., p).
On sait d’ailleurs que, pour une intégrale quelconque F;, on a
[F, F;] = o.

Je me propose de démontrer que, dans ce cas, ou bien tous les
déterminants fonctionnels de F, F,, F,, ..., F,, par rapport a
p + 1 quelconques des variables z; et y;, sont nuls a la fois en
tous les points de la solution périodique; ou bien 2p 4 2 expo-
sants caractéristiques sont nuls.

En effet, reprenons les équations (2) du n° 56, c’est-a-dire les
équations aux variations des équations (1). Soit

EI'; i

une solution particuliére de ces équations (2); appelons S cette
solution; soit &, 7; une autre solution de ces mémes équations;
appelons 8’ cette solution.

Nous savons qu’on a

Z(&im;— Eim;) = const.

Jappellerai (S, S') le premier membre de cette relation.

Parmi les solutions des équations proposées, nous avons vu au
n® 59 qu’il y en a dont la forme est remarquable. Pour les unes,
chacune des quantités E; et n; est égale & une exponenticlle ¢
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multipliée par une fonction périodique de ¢. Je les appellerat
solutions de premiére espéce.

Pour d’autres, chacune des quantités &; et n; est égale a une
exponentielle e*, multipliée par un polyndme entier en ¢ dont les
coefficients sont des fonctions périodiques de ¢. Je les appellerai
solutions de deuxiéme espéce.

Les équations (2) ne peuvent admettre que 27 solutions linéai-
rement indépendantes. Une solution quelconque pourra donc
toujours étre regardée comme une combinaison linéaire de 2n
solutions que I'on peut appeler fondamentales.

Si, sur 2 2 exposants caractéristiques, p sont distincts, on pourra
choisir comme solutions fondamentales p solutions de premiére
espéce et 2n — p solutions de seconde espéce.

Soient
Sty Si ..., S,

q solutions particuliéres des équations (2) linéairement indépen-
dantes et désignons par S’ une solution quelconque.

Il ne peut y avoir plus de 27— g solutions S' linéairement
indépendantes qui satisfassent aux conditions

(3) (S1, ') =(Se, §) =...=(8, ) =o.

En effet, soit .
k=t i =N

la solution S;; conservons les lettres §; et v; pour désigner la solu-
tion S/, alors les relations (3) nous donnent ¢ relations linéaires
entre les &; et les n;; ces relations sont distinctes si les solutions
particuliéres S,, Sa, ..., S, sont linéairement indépendantes.
Elles pourront donc servir 3 abaisser de ¢ unités l'ordre des
équations différentielles linéaires (2). Aprés cet abaissement, ces
équations ne conserveront plus que 272 — ¢ solutions linéairement
indépendantes. C. Q. F. D.

Cela posé, supposons que S soit une solution de premiére ou de
deuxiéme espéce admettant comme exposant caractéristique a, et
que S’ soit une solution de premiére ou de deuxiéme espéce
admelttant comme exposant caractéristique 3. Formons ’expres-
sion

(S, 8.
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Cette expression est de la forme suivante : une exponentielle
e+t multipliée par un polynéme entier en ¢ dont les coefficients
sont des fonctions périodiques de ¢. ,

Mais cette expression doit se réduire 4 une constante. Il est
clair que cela ne peut avoir lieu que de deux maniéres :

Ou bien si cette constante est nulle;

Ou biensi a + § =o.

On peut en conclure que, s’il y a ¢ exposants caractéristiques
égaux & +a, il y en aura ¢ égaux & — «, ce qui confirme le
résultat obtenu au n® 69. S, en effet, il y a ¢ exposants égaux a
4 a, il y aura ¢ solutions de premiére ou de deuxiéme espéce
linéairement indépendantes et admettant pour exposant a.

Soient Sy, S, ..., 5S4 ces ¢ solutions.

Il ne pourra pas y avoir plus de 2n — ¢ solutions S indépen-
dantes qui satisferont aux relations

(S1, 8')=(53,8)=...=(Sg, S)=o.

Par conséquent, parmi les solutions fondamentales (qui sont
toutes de premiére ou de deuxiéme espéce), il y en aura g pour
lesquelles I'une des constantes (S;, §’) au moins ne sera pas nulle,
et, par conséquent, pour lesquelles I’exposant {3 sera égal 3 — a.

71. Supposons maintenant que les équations (1) admettent une
intégrale
F; = const.

D’aprés ce que nous avons vu au n° 54, les équations (2) admet-
tront comme solution particuliére

= dF, . ___dF,
ET oy ST

. . dF, dFy \
Appelons S, cette solution, les fonctions e et D (ouondevra

remplacer z; et y; par leurs valeurs correspondant & la solution
périodique génératrice) seront des fonctions périodiques de ¢.
Donc la solution S, est de premiére espéce et son exposant carac-
téristique est nul.
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Si F; = const. est une autre intégrale et que 'on appelle S, la
solution

g._@ ,__dF‘Z
l—d_}/l’ = dZ‘[,

il viendra
(81, 83)=[Fy, Fo].

Supposons donc que nos équations (1) admettent p -+ 1 inté-
grales

F = const., F; = const., Fy; = const., cee F, = const.,

et solent
S, Sy Sy ..., S,

les p+ 1 solutions des équations (2) qui correspondent a ces
p -+ 1 intégrales.

De deux choses 'une :

Ou bien ces p -+ « solutions seront indépendantes;

Ou bien Lous les déterminants fonctionnels de ¥, F,, Fy, ..., F,
par rapport & p + 1 variables choisies parmi les z; et les y; seront
nuls 4 la fois en tous les points de la solution périodique.

Supposons qu'il n’en soit pas ainsi et que les solutions
S, 8., ..., Sp soient indépendantes. )

Nous aurons dans tous les cas

[F,F,-]:o (i:l,‘),...,P),
d’on
(S, S;)=o.
Je suppose que I’on ait en outre

[Fiyy Frl=0 (5, hk=1,2, ..., p).

On aura également
(S;, Sg)=o.

Je choisirai pour les 2n solutions fondamentales les p -1
solutions S, S,, S,, ..., S, et 27— p — 1 autres solutions de
premiére ou de deuxiéme espéce.

Parmi les solutions fondamentales, il y en aura certainement
P+ 1 qui (si je les appelle 8') ne satisferont pas a la fols aux

relations
(8,8)=(81, 8)=...=(8;,8)=0,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



198 CHAPITRE IV.

et qui, par conséquent, auront un exposant caractéristique nul,
Mais ces p + 1 solutions ne se confondront pas avec les p -+ i

solutions
S, Sl, ceoy SP.

Je dis qu’on ne peut avoir, par exemple,

8" =S8,
car on a, par hypothése,

(S, Sk):(sl, Sk)z-'-':(sp’ Sk)ZO,

et, d’aprés la définition méme de S', S’ ne jouit pas de cette pro-
priété.

Il y a donc en tout 2p + 2 solutions fondamentales dont 'expo-
sant est nul; il y a donc au moins 2p -+ 2 exposants caractéris-
tiques qui sont nuls. C. Q. F. D.

72. Supposons maintenant qu’il existe p intégrales (outre
F = const.), a savoir

Fy= const., Fy = const., Fp = const.,

mais que les crochets deux a deux de ces p intégrales ne soient
pas nuls. Tout ce que nous pourrons affirmer alors, c’est que p -+ 2
exposants caractéristiques seront nuls. Mais nous saurons que
p —+1 solutions fondamentales au moins (qui sont celles que nous
avons appelées S, S,, S,, ..., S,) seront de premiére espéce avec
un exposant nul.

Si donc on venait & établir que les équations (2) n’admettent
que p solutions linéairement indépendantes qui soient de premiére
espéce avec un exposant nul, on serait certain que les équations (1)
ne comportent pas p -+ 1 intégrales (en y comprenant ' = const.),
oudu moins que, si ces p + 1 intégrales existent, tous leurs déter-
minants fonctionnels par rapport 4 p +1 des 2 n variables z et
sont nuls 4 la fois en tous les points de la solution périodique.

Changements de variables.

73. Voyons ce qui arrive des exposants caractéristiques quand
on change de variables.
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Soient
dz;

@ =%

nos équations différentielles oi je supposerai que le temps n’entre
pas explicitement. Soit

zi=¢i(t)
une solulion périodique de période T. Soit
Zp= (Pi(t) L Et’:

d’ott les équations aux variations

di; 2 iy
—_—= —_— ‘].'..
dt dz;,

= e*{;(2)

Soit

une solution de ces équations aux variations, J; étant périodique

en £.
Changeons de variables en remplagant le temps ¢ par une non-
velle variable = définie par la relation

dt
=P

® étant une fonction donnée de 2y, Z2, .. -, Zr; d’ol les équations
différentielles

(1 bis) @i _x,

dr

et les équations aux variations

. ax; dx Ao
(2 bis) d;=q’2%;tik+X12m§k.

Les équations (1 bis) admettent une solution périodique

z: = 9i(7)
correspondant a
z; = it
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et dont la période est égale a

T
dt
T'=f at
3

On doit remplacer dans ®, avant 'intégration, z; par ¢; (¢)-
Pour résoudre les équations (2 &is), nous tiendrons compte de

dt , .
la valeur de = et nous les écrirons

d~
74 :
. d dx . dxy °F
PR Lo
Posons ensuite
b=+ X;),
il vient
d‘f” dxz
dr X‘dz +Zldz'kx
dX; dd XA
=X i A T X G e SN X

ce qui montre qu’on peut satisfaire aux équations (2 ter)en prenant

dh dd
ne=e*{; () et 4)7’?:)\261 Xz + z—eat‘}’k(t)

On peut tirer de la

A= ext0(2)
el

E; = ext0;(2),

8 (¢) etles 0, (¢) étant périodiques en £. 1l faudra ensuite remplacer
t par sa valeur tirée de l'équalion

L o) 9a(8) s 9alD)]

On trouve ainsi

t= ;,'c+f(f:),

J(=) étant une fonction périodique de t; on a done

AT
=T

T T
Si=e e [T’ T +f(’~)],
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ce qui montre qu’aprés le changement de variables les nouveaux
exposants caractérisliques sont égaux aux anciens multipliés

par g+

Développement des exposants. — Calcul des premiers termes.

7%. Reprenons les équations

dog _ dF  dvi_ _dE
(n) W_d_}’," ar = d—x, L=1,2, ..., 1)
du n°® 13 avec les hypothéses de ce numéro.
Posons
= dF,
PT T dwy

Pour u = o les z; sont des constantes et on a, d’autre part,
Yi=n;t +w,

les w; élant des constantes.
Soient nY, n3, ..., n) des valeurs de n; telles que les quan-
tités n}T soient multiples de aw. Soient x} des valeurs des z;

telles que
n;=n.

Nous avons vu aux n® 42 et 44 que les équations (1) admettront
une solution périodique de période T, qui sera développable sui-
vant les puissances de ., el qui pour p. =0 se réduira &

z;, =, yi=nlt+wf,

les @} étant certaines valeurs particuliéres des constantes ;. Cela
posé, envisageons une solution quelconque.

Soit o} 4 B; la valeur initiale des z; et w; celle de y,; pour ¢ =o.
Soit Az; V'accroissement que subit z; et n]T + Ay; 'accroisse-
ment que subit y; quand ¢ passe de la valeur o & la valeur T.

Voici comment on formera I’équation qui donne les exposants
caractérisliques. On construira un déterminant dont les éléments
seront donnés par le Tableau suivant. Dans ce Tableau, la pre-
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202 CHAPITRE 1V,
miére colonne indique le numéro de la ligne, la seconde indique le
numéro de la colonne, et la troisiéme fait connaitre I'élément cor-
respondant du déterminant.

N° de la ligne. N° de la colonne, Expression de I'élément.
!
i (i<m) &k (k<n, kSi) d;‘;"
i
i (i<n) k=i ‘%”_"—s
i
. A
ivn (i>0) & (k<n) 2oy
(2) ¢ .
i (g n) k+n (k>o) dg,-k
13
Ayve
i+n (i>0) k-+n (k>o,kSi) ‘ZE{‘
13
A
li+n (i>0) k+n=i+n ‘ld}" S (1)

En égalant & o le déterminant ainsi formé, on a une équation
en S dont les racines sont
e*T —7,
« étant un des exposants caractéristiques.
Les Ax; et les Ay; sont développables suivant les puissances
de p, des B; et des &, — w!. Il en est de méme des quantilés

3 dAzy dAx; dAyy dAyy
®) ap; ' dw’ TdB’ dwi ]

On doit y remplacer les §3; et les w; par les valeurs qui corres-
pondent a la solution périodique et qui sont développables suivant
les puissances de ., de sorte qu’aprés cette substitution les quan-
tités (3) seront développées selon les puissances de w

Comme, d’autre part, on a

S =T —q,

on voit que notre déterminant est une fonction entiére de a,

(*) Clest ainsi, par exemple, que le premier élément de la ki*® colonne sera égal

dA
a-—— pourvu que i<m, k<n, k2.

ap;
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; ) . . , .
développable d’autre part suivant les puissances de u. J'appellerai

cette fonction G(a, ) et j’aurai pour déterminer « en fonction
de . I'équation

1 G{a, p)=o.

Cela posé, faisons

a:s\/}—:..

Divisons les n premiéres lignes du déterminant, ainsi que les n

derniéres colonnes par \/._": Les éléments du déterminant devien-
dront, enles écrivant dans le méme ordre que dans le Tableau (2),

dAxy dAz; S dAxy, d Ay dAyy dAy; S

— =

— — _— = —_— b — ) —
Veds, Vads;, Vp wdel dh’ udw, Yudw Ve

et I’équation (4) devient

prG(eViny 1) = Gae, Vi) =o.

Cherchons ce que devient celte équation pour p. = o ou, en d’autres
termes, formons le déterminant G, (e, o).

Pour . =o0, Az, est nul, et Ayx ne dépend que des 3;. Donc
dAr; dAxy, dAyg
a5 dw: © dwy

sont divisibles par . On a donc

lim-BA% _ i % o pour p=o.
Vi dp; Vu do;
D’autre part
Te Yt —
mS — im & T
Ve e

Il vient ensuite (pour . =0)

T
_ dFy, , dF,
Are = [de“ Tz

Dans gz—z, x; doit étre remplacé par ¢ + 8;. On a donc

dA]’kz_T d2F, |
dpi dmid.z-k’
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da:F . \ s < . .
Dans 5—— on doit aprés la différentiation faire B;=o0, c’est~
dzidxp

d-dire x;= x}.
Nous avons (toujours pour p.=0)

T
1 dF,
— Ar =/ —— dt.
w T D

40 .
Dans W: on doit remplacer x; par z} + 3;, et y; par n;t + w,, ce
qui montre d’abord que
dF, _ dF,
dx dog’

Comme nous nous proposons de différentier Ax; par rapport
aux ®;, mais non par rapport aux $;, nous pouvons tout de suite
donner aux §; leurs valeurs définitives et faire

Py

ﬁ,'zo, d'ot n = 11,19.

Alors F, devient une fonction périodique de période T par rapport
a ¢ et de période 27 par rapport aux w;. Soit

[Fi]=R

la valeur moyenne de F, considérée comme fonction périodique
de ¢; il vient

Axy _ dR
A% _ =
d’ot
dAr; _ dzR
pdo; do doy

Ainsi les éléments du déterminant G, (¢, o) seront, en les écrivant
dans le méme ordre que dans le Tableau (2),

d2R d:R,

o —=T T o aer” ~— ' dmdun’

o, —:T.
Nous avons ainsi une équation algébrique en ¢; en général, cette

équation aura deux racines nulles et toutes les autres seront dis-
tinctes et différentes de o. En appliquant le théoréme du n° 30,
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nous verrons que ’on peut tlirer de I'équation

Gy (5: \/;) =0,
¢ (et par conséquent a) en série ordonnée suivant les puissances

dey/p.

Nous sommes donc amenés a discuter I'équation
Gi(s,0)=0.

Si nous changeons ¢ en — ¢, cette équation ne change pas.

En effet, si nous multiplions les n premiéres lignes par —1,
ainsi que les n derniéres colonnes, le déterminant ne changera
pas, et tous les éléments du déterminant ne changeront pas non
plus, & Vexception des éléments de la diagonale principale qui
étaient égaux & — =T et qui deviendraient égaux & + ¢T.

Je dis que I’équation a deux racines nulles. Si en effet nous
faisons ¢ = o, le déterminant devient égal au produit de deux
autres, 4 savoir ;

1° Le hessien de — TF, par rapport aux z;;

2° Le hessien de TR par rapport aux ;.

Ce dernier hessien est nul; car on a, d’apres la définition de R,

d2R . R &R

0
ny ——— 4+ n ———
! dw; do, ? do;dw,

Donc I'équation est satisfaite pour ¢ = o et, comme ses racines
sont deux & deux égales et de signe contraire, elle doit avoir deux
racines nulles.

Pour qu'’il y ait plus de deux racines nulles, i} faudrait que le
coefficient de €2 dans G, fit nul. Or ce coefficient peut se calculer
comme 1l suit : .

Multiplions la premitre ligne de Gy par n} et ajoutons-y la
seconde multipliée par n}, la troisiéme par nj, ..., la nime par nj.
Tous les éléments de G, demeurent inaltérés, 3 I'exception de ceux
de la premiére ligne, qui deviennent

.
—nleT, —n§:T, —ni:T, —nleT, o, o, . O

Multiplions maintenant la (7 + 1)iime colonne par n{ et ajoutons-y
la(n 4+ 2)i*m¢ multipliée par ng, la (n-+ 3)¢me par ng, .. .,la 2pim*
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par nl. Tous les élémentsrestentinaltérés saufceux dela(n 4 1)i™e
colonne, qui deviennent

0, 0, ..., 0, —n%:T, —ngeT, ..., —nleT,

Le déterminant G,, par cette double opération, a été multiplié

par (n°)2. Divisons-le maintenant par ¢*, en divisant par ¢ la pre-

miére ligne d’une part et la (n + 1)¥™ colonne d’autre part.
Faisons ensuite ¢ — o et nous aurons le coefficient cherché.
Le déterminant ainsi oblenu ases éléments conformes au Tableau

suivant :
Numéro Numéro Valeur
de la colonne. de la ligne. de I’élément.
i (i< n) 1 —n}T
n-+1 k (k<n) o
. . d2R
i+n (i>1) k (k>1,k<n) Td——m;dmk
i (i<n) k (k> k<n) o
i+n (i>1) 1 o
2
i (i< n) k+n (k>o) —TJ;I.—S;‘L
n—+1 k+n (k>o0) —n, T
I4+n ({>1) k+n (k>o) o

On voit que ce déterminant est égal au signe prés a
T2nH, H,.

H, et H, étant les deux déterminants suivants

ng ng cee n 0
axF, dxF, d:F, no
dx} dridzry ' dzidr, 1
H, = dzF, a:F, a2 F, 0
dzdr, dr} T dxrpdxy, 2
& F, d*F,
drydzx, dz2 "

et Hp étant le hessien de R par rapport a
mz, W3, sy Wy

q

- ' o st . s dFy .. ,
Si j'observe que n} est égal, au signe prés, A Tz’ J¢ vois que I'on
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ne change pas H, en remplagant dans la premiére ligne et la der-

. dF [ . o . .
niére colonne n; par Hm—" Le déterminant ainsi formé s’appellera
i

le hessien bordé de Fy par rapport 3 z,, %2, . .., Zn.

Ainsi Péquation G, (¢, 0) = 0 ne peut avoir plus de deux racines
nulles et, par conséquent, il ne peut y avoir plus de deux expo-
sants caractéristiques nuls que si H, ou H, s’annulent.

Dans le cas particulier du probléme des trois Corps que nous
avons traité aun°9, il n'y a que 2 degrés de liberté et 'on a

1
Fo=— -+ Ty,
Y

Il vient alors

dry . dr,
;J: ;sz‘ dF Tat oo
= ?Fo *Fo alFo | _ -4 278 | = — 3T
Hy= dx?  dridx, dx, | szit o o | =3
o o 1

AF,  diF, dF,
dxy dx, dx} dr,

. d2R
’ . . _ ’
donc H, n’est pas nul; d’autre part, on vérifie que H, = Zog 1 est

pas nul non plus. _

Donc, dans ce cas particulier du probléme des trois Corps, il y
a deux exposants caractéristiques nuls et les deux autres sont dif-
férents de o.

75. Le déterminant G, peut étre un peu simplifié par un choix
convenable des variables. Je dis qu’on peut toujours supposer
(1) n}=n§=...=nj}=o.

En effet, si cela n’était pas, on changerait de variables en prenant
pour variables nouvelles z; et y; et en faisant

;

Yi= %N -+ dg.;Va —+.e a4 %n,iYn,
' ' ’

T =Ty QT e Ay Ty,

les a;x étant des coefficients constants. Aprés ce changement
linéaire de variables, les équations conserveront la forme cano-
nique.

Aprés ce changement de variables, les quantités qui correspon-
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Y 0 (1] (] o
dront & n{, n3, ..., n;, et que nous appellerons n)’, Y, .« .., 7y,
seront données par les relations

I a )l
nd= A ind 4 ayind+. .. n,i P
car

npY=—

—
dz; dz;

dF, o__ dF, dF, dF, dz; dF,
dz;” M7 = 2,,. dzy, dz; dzy

Comme les nombres n{, n}, ..., n) sont commensurables entre
eux, nous pourrons toujours choisir les a;; de telle fagon :

1° Que les a; solent entiers;

2° Que leur délerminant soit égal a4 1. Ces deux conditions
sont nécessaires pour que I reste périodique par rapport aux p/
comme il I’é1ait par rapport aux y;

3° Que

nd=nd=...=nf=o.
Ainsi nous pouvons toujours supposer que les conditions (1)
sont remplies et nous en déduisons les équations suivantes

(2) dz;i—;:i%;:() (i=1,2, ..., n).

76. Un cas particulier intéressant est celui olt une ou plusieurs
des variables z; n’entrent pas dans Fy. Supposons, par exemple,
que Fy ne dépende pas de x,. Alors tous les éléments de la nitme
colonne (et ceux de la 2n'*™e ligne) sont tous nuls, sauf celui
d’entre eux qui appartient & la diagonale principale et qui reste
égal 4 eT.

Je supposerai de plus que les variables aient été choisies de telle
sorte que les conditions (1) et (2) du numéro précédent soient
remplies. Il en résulte que les éléments de la premiére ligne [et
ceux de la (n +-1)ime colonne] sont tous nuls, a I'exception de
celui d’entre eux qui appartient A la diagonale principale et qui
reste égal & —eT.

Ainsi tous les éléments des lignes 1 et 2n et tous ceux des
colonnes n et n -1 sont divisibles par ¢ (j'ajouterai que Lout élé-
ment qui appartient 3 la fois 4 une de ces deux lignes et & une de
ces deux colonnes est nul et, par conséquent, divisible par £?);
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il en résulte que le déterminant est divisible par ¢* et, par consé-
quent, que I’équation G, = o a quatre racines nulles.

Dans quel cas peut-elle en avoir plus de quatre?

Pour nous en rendre compte, divisons les lignes 1 et 2n et les
colonnes n et n + 1 par ¢, et faisons ensuite e = 0. Dans quel cas
le déterminant ainsi obtenu et qui sera égal a

lim—G—1 pour e£=o0
gt
sera-t-il nul? : A

Nous pouvons également diviser le déterminant G, par ¢*T*,
en supprimant les lignes 1, n, n+1 et 2n et les colonnes de
méme numéro. Sil'on fait ensuite e = o, on voit que tous les élé-
ments sont nuls, sauf ceux qui appartiennent a l'une des n — 2
derniéres colonnes subsistantles, et 4 l'une des n — 2 premiéres
lignes, ou inversement & 1'une des n — 2 premiéres colonnes et &
une des n — 2 derniéres lignes.

Ainsi le déterminant est égal, 4 une puissance de T prés, au
produit de deux hessiens, i savoir :

1° Le hessien de Fy par rapport & z3, 3, <.+, Zpi;

2° Eit le hessien de R par rapport & =3, &3, <., Bp_y-

Si aucun de ces deux hessiens n’est nul, I'équation G,=o
n’aura pas plus de quatre racines nulles et il n’y aura certainement
pas plus de quatre exposants caractéristiques qui soient nuls.

Que devient cette condition quand on suppose que les variables
sont quelconques et que les conditions (1) et (2) du numéro pré-
cédent ne sont pas remplies?

Dans ce cas, on fera subir au déterminant la méme transforma-
tion qu'a la fin du n° 74; on verra alors, comme 4 la fin de ce
numéro, qu’aprés cette transformation, les éléments de la premiére
ligne deviennent égaux 2

—n9eT, —ngeT, ..., —nleT, o, 0, ..., ©
et ceux de la (n +4-1)*m¢ colonne a
0, 0, ..., 0o, —nieT, —ndeT, ..., —nleT.
Seulement il importe d’observer ici que r;, est nul, puisque
dF,
dr,

H.P. —1. 4
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Nous pourrons diviser ce déterminant par ¢*T*, en supprimant
les lignes n et 2n et les colonnes de méme numéro, et en divisant
g )
par e T les éléments de la premiére ligne et de la (n + 1)i¥me colonne.
Si on fait ensuite ¢ =0, on voit que le déterminant se réduit
’ q
au produit de deux autres, & savoir :

1° Le hessien bordé de F, par rapport & x,, Zs, « .., Zn_s.

2° Le hessien de R par rapport & ®;, ®3, + - ., Ba_s.

Pour qu’il y ait plus de quatre exposants caractéristiques nuls,
il faut (mais il ne suffit pas) que I'un de ces deux hessiens
soit nul.

Supposons maintenant que F, non seulement ne contienne
pas Zn, mais encore ne contienne pas non plus z,_,, en raison-
nant de ]a méme maniére, on arriverait au résultat suivant :

L’équation G, (¢, 0) a toujours six racines nulles; pour qu’elle
en ait davantage, il faut et il suffit que le hessien bordé de F, par
rapport & z, Za, -+ ., Zp_» soit nul, ou bien que le hessien de R

\ . \ -
par rapport i ,, @3, ..., Be_» soit nul. Cette condition est donc
nécessaire (mais non suffisante) pour qu'il y ait plus de six expo-
sants caractéristiques nuls.

77. Reprenons les hypothéses faites au début du n° 76, a savoir
que Fy ne dépend pas de z, et qué les conditions (1) et (2) du
n° 75 sont remplies.

Nous avons vu que I'équation

Gi(e,0) =0

admet alors quatre racincs nulles et quatre seulement, et nous en
avons conclu qu'il ne peut pas y avoir plus de quatre exposants
nuls. Il n’est pas, au contraire, permis d’en conclure qu’il y a quatre
exposants nuls; cela prouve seulement que, quand on développe
ces exposants suivant les puissances de i1, le premier terme du
développement est nul pour quatre d’entre eux.

Il nous reste a voir si les termes suivants du développement sont
nuls également.

Je sais que deux exposants sont nuls puisque le temps n’entre
pas explicitement dans les équations différentielles et que
F=const. est une intégrale. Je me propose de rechercher ce
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qu'il advient des deux autres et, pour cela, je vais calculer dans
leur développement le coefficient de p.
Je vais poser
& =", d’onr 5—_‘7]\/—7

je diviserai I'équation
G(a, p)=G(n, p)=o0

par une puissance convenable de w et je ferai ensuite w =o, et .
j'aurai une équation qui me donnera les valeurs de =.

De ce que F ne dépend pas de z,, nous pouvons conclure que
les quantités que nous avons appelées n; et qui sont égales a

dFo ’ .
— 7z ne dépendent pas non plus de z, ni par conséquent de §,.

On aura donc »;= n}, non seulement comme au n° 74, quand
tous les 3 seront nuls, mais alors méme que B, ne serait pas nul,
pourvu que les autres § le soient.

Si donc nous supposons

p‘=p2=...=pn_x=0, Brzo,

nous aurons encore
Azp _q AR
- dmk
Cela nous permet de différentier cette identité par rapport a 3, et
d’écrire
dAzy d2R
Ll dﬁu - dm'kd?n.

Calculons maintenant

dAy, et dAy,

pdwy pdBs
Il vient
T
dF
Ay,= ~— az, dt

0

. . dF
ol, puisque —x—" =0, on aura pour p =o,

d n
AVn __deFi gt — 7 IR
w b drn dBn
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Cette identité a lieu pourvu que
p1= pg === B,,_,-_—o.

Nous pouvons donc la différentier par rapport a w; ou a 3,, ce qui

donne
dAy, d*R dAy, a2 R

= — N = —T ===
3) pdwg T df,.do; @ dBn dg:

En ce quiconcerne les quantités

dAy,, dA}f/C
dBr’ dBn’
il nous suffira d’observer qu’elles sont divisibles par p.
Nous avons encore a examiner les éléments de la premiére ligne
de notre déterminant et ceux de la (n - 1)¥m¢ colonne.
Les éléments de la premiére ligne sont égaux a

dAxg

il PN |
1+ dﬁl € 3
Ils sont tous divisibles par ., mais je dis que les » + 1 derniers
éléments, c'est-a-dire

dAx; dAz dAz, dAry dAz dAx,
dB; > dBs " dBpr’ dBn  dwy ’ don

dAz, et dAz,
dpn dm’/c’

sont divisibles par 2. En effet, nous avons trouvé pour p=o

dAx, d2R dAxy d2R

y.dﬁ,,z dcxldﬁ,,’ wdop do dwy

Or, en vertu de la définition de R, on a

n°d—R+n°§—R—+ g AR =0
b dwy ? dw, "'+n”dm,,,— ’

ou, i cause des relations (1) du n° 75,

arR _
doy
d’od (en différentiant cette identité)

dA.Ti _ dA.T[ _

pdB.  pdwg
pour p.=o. C. Q. F. D.
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Les éléments de la (n - 1)iéme colonne s’écrivent

dAy, dAys
e

dAry, dAx, dAz, dAy, .
ashn - 1 — enkT
do, . dwy dw, dos, el doy

Tous ces éléments sont divisibles par p; mais je dis que les n
premiers et le dernier sont divisibles par p2, ou, ce qui revient au

méme, que

dAzy _ dAy, _
S dm  pde, —° PO w=o.

En effet, nous avons trouvé

dAzy dzR dAy, — T d*R
pdoy demde;’ pdw, dmidp,,’
et
o _,
d'ﬁ)'l -

d’ou, par différentiation,

AR d'R
dw dwg . doidB, |

C. Q. F. D.

Cela posé, dans notre déterminant G(n, y, p), je divise chaque
élément par T'; je divise ensuite : ,

La 1™ ligne par u, les lignes 2, 3, 4, ..., n, 2n par ﬁ

La (n + 1)¥m¢colonne par y, les colonnes n, n +2,n 43, ...,
an par ‘/‘.—L

Le déterminant est finalement divisé par 122 prt2,

Je fais ensuite p =o.

J'observe que les éléments suivants sont nuls :

Paissance de 1 Puissance de 1

Colonne par laguelle parlaguelle
Ligne a laquells & laquelle rélément 'elément
appartient 'élément. appartient 'élémeant. était divisible. a été divisé.
2anincl etan Ian—1incl " m
5 netn-2a2nincl 2 Ve
4) o B YR
( 24 nincl. etan 7=+ 1 w2 v
n+1az2n—rinel. npnetn-+2aa2nincl w Vi
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214 CHAPITRE 1V

¢t que les éléments suivants sont finis :

n-+yaz2n—iincl. 1an—riincl puissance ¢  puissance o
I 1 4 n—1 incl. i o
(4bis) { 2a nincl. et 2n netn—+2a2nincl, > ®!
1 n—41 w2 p?
n+1a2n—iincl. n—+1i 13 ®

Les seuls éléments qui sont finis appartiennent donc aux lignes
retn-+13a2n—1incl. et aux colonnes1 an—r1incl.et n 41
ou bien aux lignes 1 4 n incl. et 2n et aux colonnes netn+ 24
2n incl.

Notre déterminant devient donc égal au produil de deux autres
que jappellerai D, et D,.

Le déterminant D, s’obtiendra en supprimant les lignes

1, n—+1, n+2, ..., 2n—I,
et les colonnes

L, 2, 3, ..., n—I, nAI.
Le déterminant D, s’obtiendra en supprimant les lignes

2, 3 4 ..., n 2n,
et les colonnes

n, n+2 n~+3 ..., 2n.

Voyons comment ces déterminants dépendront de 0. Pour cela
je remarquerai que
7r;=1imi (pour p =o0)
wT
n’entre que dans les termes de la diagonale principale; or le déter-
minant D, contient deux de ces termes, I'un appartenant a la
colonne et a la ligne n, I'autre a la colonne et a la ligne 2n.

Le déterminant D, contient aussi deux de ces termes, I'un appar-
tenant & la colonne et 4 la ligne 1, I'autre 4 la colonne ct a la
ligne n +1.

Il en résulie que D, et D, sont des polynémes du deuxiéme
degré en 7. Ainsi notre équation en 7 se décompose en deux
équations du deuxié¢me degré,

D;=o, D; =o.
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Examinons d’abord I'équation D, =o.

Pour former le déterminant D,, on peut appliquer la régle sui-
vante :

Ecrire le hessien de R par rapport a

W2y, @3y +eey Dy Bas

changer les signes de la derniére ligne, celle qui contient les
dR

dérivées de W; ajouter ensuite — 7 aux deux éléments qui sont
n
égaux 3 2R et a 'R
g dw,d, dw,dB,

On obtient la méme équation plus simplement (le premier
membre étant seulement changé de signe) en prenant le hessien
de R, et ajoutant —=n a I'un des deux éléments qui sont égaux a

p) . i B
du‘,in,l}p” et + 7 a l'autre. Ecrivons I’équation D, = o0 en supposant

n = 4 pour fixer les idées :

d?R d2R d’R d*R

dw} dw, duy dw, do, dwy d3,

AR 2R &R &R
dw,dm, do} dwdw, dw;d3,

&R 2R &R 2R =
dwydB,  doy do, dat do,df, "

AR AR d,R &R
dw,dw;, dw,dp, dw,dp, d3?

Sous cette forme on voit immédiatement ce que d’ailleurs on
pouvait prévoir : que cette équation en % a ses deux racines égales
et de signe contraire.

Ces deux racines seront finies si le hessien de R par rapport

W2, W3 Wi, seey Wp—y
n’est pas nul.
Elles seront différentes de o, si le hessien de R par rapport a

B2y, Wy, Wiy -vey; Bp—i, Bny, Po
n’est pas nul.
Quant a I'équation D, = o, clle aura ses deux racines nulles.
En effet, nous savons qu’il y a toujours deux exposants caractéris-
tiques nuls et, par conséquent, que deux des valeurs de 7 sont
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216 CHAPITRE 1V.

nulles; or nous venons de voir que les racines de D, = o0 ne sont
pas nulles en général : il faut donc admettre que ce sont les racines
de D, = o0 qui sont toujours nulles.

Comment ces résultats seraient-ils modifiés si la condition (1)
du n° 75 n’était pas remplie d’elle-méme?

Dans ce cas on multiplierait (comme nous I'avons fait au n°® 74)
la premiére ligne par r}, et on y ajouterait les 22, 3¢, ..., nieme [i-
gnes, multipliées respectivement par r}, nj, ..., n}) (je rappelle
d’ailleurs que ), est nul); on multiplierail ensuite la (n 4 1)ieme ¢o-
lonne par nj, et on y ajouterait les n + 2% n 4+ 3%, ..., 2nVme co-
lonnes, multipliées respectivement par nj, ng, ..., n). Aprés
cette transformation, tous les éléments du déterminant G (qy, p)
demeureraient les mémes, sauf ceux de la premiére ligne et de
la (n + 1) colonne.

D’ailleurs, chaque élément [aussi bien ceux de la premiére ligne
et dela(n + 1)ieme colonne que les autres] est divisible par la puijs-
sance de p indiquée dans la 3° colonne des tableaux (4) et (4 bis).
Nous diviserons ensuite chaque élément par T et par la puissance
de p indiquée dans la 4° colonne des mémes tableaux.

Quand nous ferons ensuite . = 0, un certain nombre d’éléments
seront nuls et d’autres resteront finis, et cela conformément aux
tableaux (4) et (4 bis). Notre déterminant se trouvera encore égal
au produit de deux autres D, et D, qui s’obtiendront comme plus
haut.

Tous les éléments de ces deux déterminants auront méme
expression que dans le cas précédent, sauf ceux de la premiére ligne
et de la (n + 1)i¥me colonne. Or D, ne contient aucun élément de
cette ligne et de cette colonne.

Donec D, a la méme express