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LES MÉTHODES NOUVELLES 

D E L A 

MÉCANIQUE CÉLESTE. 

TOME I. 

INTRODUCTION. 

Le Problème des trois corps a une telle importance pour l'Astro­
nomie, et il est en même temps si difficile, que tous les efforts des 
géomètres ont été depuis longtemps dirigés de ce côté. Une inté­
gration complète et rigoureuse étant manifestement impossible, 
c'est aux procédés d'approximation que l'on a dû faire appel. Les 
méthodes employées d'abord ont consisté à chercher des dévelop­
pements procédant suivant les puissances des masses. Au commen­
cement de ce siècle, les conquêtes de Lagrange et de Laplace et, 
plus récemment, les calculs de Le Verrier, ont amené ces méthodes 
à un tel degré de perfection qu'elles ont pu suffire largement jus­
qu'ici aux besoins de la pratique. Je puis ajouter qu'elles y suffiront 
encore longtemps, malgré quelques divergences de détails ; il est 
certain néanmoins qu'elles n'y suffiront pas toujours, un peu de 
réflexion le fait très aisément comprendre. 

Le but final de la Mécanique céleste est de résoudre cette 
grande question de savoir si la loi de Newton explique à elle seule 
tous les phénomènes astronomiques ; le seul moyen d'y parvenir 
est de faire des observations aussi précises que possible et de les 
comparer ensuite aux résultats du calcul. Ce calcul ne peut être 
qu'approximatif et il ne servirait à rien, d'ailleurs, de calculer plus 
de décimales que les observations n'en peuvent faire connaître. 11 
est donc inutile de demander au calcul plus de précision qu'aux 
observations ; mais on ne doit pas non plus lui en demander moins. 

H . P. — I. i 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Aussi l'approximation dont nous pouvons nous contenter aujour­
d'hui sera-t-elle insuffisante dans quelques siècles. Et, en effet, en 
admettant même, ce qui est très improbable, que les instruments 
de mesure ne se perfectionnent plus, l'accumulation seule des ob­
servations pendant plusieurs siècles nous fera connaître avec plus 
de précision les coefficients des diverses inégalités. 

Cette époque, où l'on sera obligé de renoncer aux méthodes an­
ciennes, est sans doute encore très éloignée; mais le théoricien est 
obligé de la devancer, puisque son œuvre doit précéder, et sou­
vent d'un grand nombre d'années, celle du calculateur numérique. 

Il ne faudrait pas croire que, pour obtenir les éphémérides avec 
une grande précision pendant un grand nombre d'années, il suffira 
de calculer un plus grand nombre de termes dans les développe­
ments auxquels conduisent les méthodes anciennes. 

Ces méthodes, qui consistent à développer les coordonnées des 
astres suivant les puissances des masses, ont en effet un caractère 
commun qui s'oppose à leur emploi pour le calcul des éphémérides 
à longue échéance. Les séries obtenues contiennent des termes dits 
séculaires, où le temps sort des signes sinus et cosinus, et il en 
résulte que leur convergence pourrait devenir douteuse si l'on don­
nait à ce temps t une grande valeur. 

La présence de ces termes séculaires ne tient pas à la nature du 
problème, mais seulement à la méthode employée. Il est facile de 
se rendre compte, en effet, que si la véritable expression d'une 
coordonnée contient un terme en 

sin a m i , 

a étant une constante et m l'une des masses, on trouvera, quand 
on voudra développer suivant les puissances de m, des termes sé­
culaires 

a 3 m3 t3 

a m i ¡. ! - . . . , 
o 

el la présence de ces termes donnerait une idée très fausse de la vé­
ritable forme de la fonction étudiée. 

C'est là un point dont tous les astronomes ont depuis longtemps 
le sentiment, et les fondateurs de la Mécanique céleste eux-mêmes, 
dans toutes les circonstances où ils ont voulu obtenir des formtiles 
applicables à longue échéance, comme par exemple dans le calcul 
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des inégalités séculaires, ont dû opérer d'une autre manière et re­
noncer à développer simplement suivant les puissances des masses. 
L'étude des inégalités séculaires parle moyen d'un système d'équa­
tions différentielles linéaires à coefficients constants peut donc être 
regardée comme se rattachant plutôt aux méthodes nouvelles qu'aux 
méthodes anciennes. 

Aussi tous les efforts des géomètres, dans la seconde partie de ce 
siècle, ont-ils eu pour but principal de faire disparaître les termes 
séculaires. La première tentative sérieuse qui ait été faite dans ce 
sens est celle de Delaunay, dont la méthode est encore appelée 
sans doute à rendre bien des services. 

Nous citerons ensuite les recherches de M. Hill sur la théorie de 
la Lune (American Journal of Mathematics, t. I; Acta mathe-
inatica, t. VIII). Dans cette œuvre, malheureusement inachevée, 
il est permis d'apercevoir le germe de la plupart des progrès que la 
Science a faits depuis. 

Mais le savant qui a rendu à cette branche de l'Astronomie les 
services les plus éminents est sans contredit M. Gyldén. Son œuvre 
touche à toutes les parties de la Mécanique céleste, et il utilise 
avec habileté toutes les ressources de l'Analyse moderne. M. Gyldén 
est parvenu à faire disparaître entièrement de ses développements 
tous les termes séculaires qui avaient tant gêné ses devanciers. 

D'autre part, M. Lindstedt a proposé une autre méthode beau­
coup plus simple que celle de M. Gyldén, mais d'une portée 
moindre, puisqu'elle cesse d'être applicable quand on se trouve 
en présence de ces termes, que M. Gyldén appelle critiques. 

Grâce aux efforts de ces savants, la difficulté provenant des 
termes séculaires peut être regardée comme définitivement vaincue 
et les procédés nouveaux suffiront probablement pendant fort long­
temps encore aux besoins de la pratique. 

Tout n'est pas fait cependant. La plupart de ces développements 
ne sont pas convergents au sens que les géomètres donnent à ce 
mot. Sans doute, cela importe peu pour le moment, puisque l'on 
est assuré que le calcul des premiers termes donne une approxima­
tion très satisfaisante ; mais il n'en est pas moins vrai que ces séries 
ne sont pas susceptibles de donner une approximation indéfinie. Il 
viendra donc aussi un moment où elles deviendront insuffisantes. 
D'ailleurs, certaines conséquences théoriques que l'on pourrait 
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être tenté de tirer de la forme de ces séries ne sont pas légitimes à 
cause' de leur divergence. C'est ainsi qu'elles ne peuvent servir à 
résoudre la question de la stabilité du système solaire. 

La discussion de la convergence de ces développements doit 
attirer l'attention des géomètres, d'abord pour les raisons que je 
viens d'exposer et en outre pour la suivante : le but de la Mécanique 
céleste n'est pas atteint quand on a calculé des éphémérides plus 
ou moins approchées sans pouvoir se rendre compte du degré 
d'approximation obtenu. Si l'on constate, en effet, une divergence 
entre ces éphémérides et les observations, il faut que l'on puisse 
reconnaître si la loi de Newton est en défaut ou si tout peut s'ex­
pliquer par l'imperfection de la théorie. Il importe donc de déter­
miner une limite supérieure de l'erreur commise, ce dont on ne 
s'est peut-être pas assez préoccupé jusqu'ici. Or les méthodes qui 
permettent de discuter les convergences nous donnent en même 
temps cette limite supérieure, ce qui en accroît beaucoup l'im­
portance et l'utilité. On ne devra donc pas s'étonner de la place 
que je leur accorderai dans cet Ouvrage, bien que je n'en aie peut-
être pas tiré tout le parti qu'il eût convenu. 

Je me suis moi-même occupé de ces questions et j ' y ai consacré 
un Mémoire qui a paru dans le tome XIII des Acta mathematica; 
je m'y suis surtout efforcé de mettre en évidence les rares résultats 
relatifs au Problème des trois Corps, qui peuvent être établis avec 
la rigueur absolue qu'exigent les Mathématiques. C'est cette rigueur 
qui seule donne quelque prix à mes théorèmes sur les solutions 
périodiques, asymptotiques" et doublement asymptotiques. On 
pourra y trouver, en effet, un terrain solide sur lequel on pourra 
s'appuyer avec confiance, et ce sera là un avantage précieux dans 
toutes les recherches, même dans celles où l'on ne sera pas astreint 
à la même rigueur. 

Il m'a semblé, d'autre part, que mes résultats me permettaient 
de réunir dans une sorte de synthèse la plupart des méthodes nou­
velles récemment proposées, et c'est ce qui m'a déterminé à entre­
prendre le présent Ouvrage. 

Dans ce premier Volume, j'ai dû me borner à l'étude des solu­
tions périodiques du premier genre, à la démonstration de la non-
existence des intégrales uniformes, ainsi qu'à l'exposition et à la 
discussion des méthodes de M. Lindstedt. 
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I N T R O D U C T I O N 5 

Je consacrerai les Volumes suivants à la discussion des méthodes 
de M. Gjldén, à la théorie des invariants intégraux, à la question 
de la stabilité, à l'étude des solutions périodiques du second genre, 
des solutions asymptotiques et doublement asymptotiques, et enfin 
aux résultats que je pourrais obtenir d'ici à leur publication. 

En outre, je serai forcé, sans aucun doute, de revenir, dans les 
Volumes suivants, sur les matières traitées dans le Tome I e r . La 
logique en souffrira un peu, il est vrai, mais il est impossible de 
faire autrement dans une branche de la Science qui est^en voie de 
formation et où les progrès sont incessants. Je m'en excuse donc 
d'avance. 

Une dernière remarque : on a l'habitude de mettre les résultats 
sous la forme la plus convenable au calcul des éphémérides en 
exprimant les coordonnées en fonctions explicites du temps. Cette 
façon de procéder présente évidemment de grands avantages, et je 
m'y suis conformé le plus souvent que j'ai pu; cependant, je ne 
l'ai pas fait toujours et j'ai mis fréquemment les résultats sous 
forme d'intégrales, c'est-à-dire sous forme de relations implicites 
entre les coordonnées seules ou entre les coordonnées et le temps. 
On peut se servir d'abord de ces relations pour vérifier les for­
mules qui donnent explicitement les coordonnées. Mais ce n'est 
pas tout; le véritable but de la Mécanique céleste n'est pas de 
calculer les éphémérides, car on pourrait se contenter alors d'une 
prévision à brève échéance, mais de reconnaître si la loi de Newton 
est suffisante pour expliquer tous les phénomènes. A ce point de 
vue, les relations implicites dont je viens de parler peuvent rendre 
les mêmes services que les formules explicites; il suffit, en effet, 
d'y substituer les valeurs observées des coordonnées et de vérifier 
si elles sont satisfaites. 
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G É N É R A L I T É S ET M É T H O D E DE J A C O B I . 

CHAPITRE I. 

GÉNÉRALITÉS ET MÉTHODE D E JACOBI. 

Généralités. 

1. Avant d'aborder mon sujet principal, je suis obligé {d'entrer 
dans certains détails préliminaires et de rappeler succinctement les 
principes fondamentaux des Vorlesungen iiber Dynamik de Jacobi 
et la théorie de Cauchy, relative à l'intégration des équations diffé­
rentielles par les séries. Je vais donc consacrer ce premier Chapitre 
à l'exposition de la méthode de Jacobi, en me contentant le plus 
souvent d'énoncer des résultats dont la démonstration est bien con­
nue. 

Donnons d'abord quelques explications au sujet des notations et 
des dénominations qui seront employées dans tout ce Mémoire. 

Les équations différentielles auxquelles nous aurons affaire seront 
de la forme suivante* 

dx\ Y dxi _ Y dx„ _ „ 
( , ) 'dJ-Xu ~dJ-x - ~dT~Xn'-

X ( , X s , . . . , X „ étant des fonctions analytiques et uniformes des 
n variables xt, X 2 , . . . , xn- Quant à la variable indépendante t, que 
nous considérerons comme représentant le temps, nous supposerons 
le plus souvent qu'elle n'entre pas explicitement dans les fonc­
tions X . 

Le système ( i ) peut être considéré comme |d'ordre n, puisqu'il 
équivaut à une équation différentielle unique d'ordre n; mais, si les 
fonctions X sont indépendantes de t, cet ordre peut être abaissé 
d'une unité. Il suffît pour cela d'éliminer le temps et d'écrire les 
équations ( i ) sous la forme 

dx^ e t e j dx„ 

X i ' X j X/i 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Afin d'éviter toute confusion, nous fixerons, ainsi qu'il suit, le 
sens des mots solution et intégrale. 

Si les équations ( 1 ) sont satisfaites quand on fait 

( 2 ) a ? , = ( p , ( * ) , a ? 2 = t p 2 ( £ ) , xn— fn(t), 
nous dirons que les équations ( 2 ) définissent une solution particu­
lière des équations ( 1 ) . 

Si une certaine fonction de xl} x$, ..., x„, 

F(xt, : r 2 , . · . , X„), 
demeure constante en vertu des équations ( 1 ) , nous dirons que cette 
fonction F est une intégrale particulière du système ( 1 ) . 

Il est clair que la connaissance d'une intégrale permet d'abaisser 
d'une unité l'ordre du système. 

Dans les problèmes de Dynamique, les équations ( 1 ) se présen­
tent sous une forme plus particulière, connue sous le nom de forme 
hamiltonienne ou canonique. 

Les variables se répartissent en deux séries ; nous désignerons 
habituellement par 

les variables de la première série et par 

yi, yt, yP 

celles de la seconde série, et les équations différentielles s'écriront 

dxt dF dyt dF 
(3) •dt=dy-l' dt=-dït <* = ',»····./'). 
F étant une fonction uniforme des 2p variables x et y. 

Ces équations admettent une intégrale particulière qui est la fonc­
tion F elle-même et qui est connue sous le nom d'intégrale desforces 
vives. 

On dit que xlt y<, xt, y2, .. ., xp, yp forment p paires de va­
riables conjuguées. 

Nous dirons, à l'exemple des Anglais, que le système (3) com­
porte p degrés de liberté. Ce système est d'ordre 2 / ? ; mais la con­
naissance de l'intégrale des forces vives permet d'abaisser cet ordre 
d'une unité; le temps n'entrant pas explicitement dans les seconds 
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G É N É R A L I T É S E T M É T H O D E D E J A C O B I . 9 

membres des équations (3) , nous pourrons, par l'élimination du 
temps, comme nous l'avons dit plus haut, abaisser encore l'ordre 
d'une unité, de sorte que finalement un système qui comporte p de­
grés de liberté peut toujours être ramené à l'ordre ip — 2 . 

On sait, par exemple, que s'il n'y a qu'un seul degré de liberté, 
le système peut être ramené à l'ordre o, c'est-à-dire intégré complè­
tement. 

Exemples d'équations canoniques. 

2. Le cas le plus simple des équations de la Dynamique est celui 
où l'on étudie le mouvement de q points matériels libres dans l'es­
pace. Soient m, la masse du premier de ces points, X \ , x%, x 3 ses coor­
données cartésiennes ; soient de même m2 la masse du second de ces 
points, Xi, Xf, x e ses coordonnées, et ainsi de suite ; soient enfin mq 

la masse du qlème point, x 3 q ^ i , Xzq-t et x 3 g ses coordonnées. 

Projetons la quantité de mouvement du point mt sur les trois axes : 
soienty\,y 2,y3 les trois projections ; soient de m ê m e j 4 , ys, y0 les 
projections de la quantité de mouvement du point m 2 , etc.; soient 
enfin, y 3 q - i , y^q-i, y3q les projections de la quantité de mouve­
ment du point mq. 

Soient F ( , F î ; F 3 les composantes de la force qui agit sur m,; 
soient F 4 , F 5 , F„ les composantes de la force qui agit sur m-2, etc.; 
soient enfin F 3 ? _ 2 , F 3 ? _, , F 3 ? les composantes de la force qui agit 
sur m q . 

Nous supposerons que les composantes F ne dépendent que des 
3çr coordonnées x . S'il y a conservation de l'énergie, il existera une 
fonctionV des coordonnées x , dite fonction des forces et telle que 

F = rfv. 

La demi-force vive T aura pour expression 

T = y \ - ^ y \ + y l , y \ + y \ + y l ,, _ , y h - i ^ - y h - x + y l , 

2 m-i a rrii " ' 2 mq 

et l'équation des forces vives pourra s'écrire 
T — V = const. 
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les équations du mouvement s'écriront 

dxi d¥ dyt dF . 
( , ) ~di = djr dF^-dxt ( * = * . » • - . 3 * > -

Ainsi les équations du mouvement de g points matériels libres 
comportent 3 g degrés de liberté, toutes les fois que les forces ne 
dépendent que des positions de ces points dans l'espace, et qu'il y 
a conservation de l'énergie. En particulier, le Problème des trois 
Corps comportera g degrés de liberté. Nous verrons dans la suite 
que ce nombre peut être considérablement abaissé. 

Si nos q points matériels se meuvent tous dans un même plan, la 
position de chacun de ces points sera définie non plus par trois coor­
données, mais par deux seulement. Le nombre des degrés de liberté 
sera par conséquent réduit à 2 q. 

Ainsi, lorsque les orbites des trois corps seront planes et situées 
toutes trois dans un même plan, le Problème des trois Corps (que 
nous appellerons alors Problème des trois Corps dans le plan) ne 
comportera plus que 6 degrés de liberté seulement. 

Le cas où il n'y a qu'un degré de liberté étant immédiatement in­
tegrable, nous nous attacherons surtout au cas qui se présente 
immédiatement après, c'est-à-dire au cas où il n'y a que a degrés 
de liberté. La plupart des résultats qui suivront ne s'appliqueront 
qu'à ce cas relativement simple. 

Dans beaucoup de problèmes mécaniques, le nombre des degrés 
de liberté peut en effet être réduit à 2 . C'est ce qui arrive, par 
exemple, quand on étudie le mouvement d'un point matériel libre 
dans un plan ou, plus généralement, le mouvement d'un point ma­
tériel assujetti à rester sur une surface, toutes les fois que la force 
ne dépend que de la position de ce point. Nous citerons entre au­
tres le problème célèbre du corps mobile attiré par deux centres 
fixes, lorsque la vitesse initiale du point mobile est dans le plan des 
trois corps. 

Mais il est un cas un peu plus compliqué et dont l'importance est 
plus grande pour ce qui va suivre. 

Soient dans un plan deux axes rectangulaires mobiles O £ et Ot\ 

Si je pose 
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G E N E R A L I T E S E T M E T H O D E D E J A C O B I . I I 

animés d'un mouvement de rotation uniforme autour de l'origine 
O. Soit n la vitesse angulaire de ce mouvement de rotation. SoitP 
un point mobile se mouvant dans ce même plan, dont les coordon­
nées, par rapport à ces deux axes, s'appelleront £ et i\, et dont la 
masse sera prise pour unité. 

Soit V la fonction des forces dépendant seulement de £ et de r\, 
de telle façon que les projections sur Oç et O 7 ) de la force qui agit 

1 · . r> · . · t d V t dV sur le point F soient respectivement et · 

Les équations du mouvement relatif du point P par rapport aux 
axes mobiles 0 £ et OT\ s'écriront 

I d ë - ^ d , ? = - ^ + n 2 ? ' 

( a ) ] d\ dV 

d'où l'on déduit l'intégrale suivante, dite de Jacobi, 

; [ ( S ) " - ( s n - » - ? * * « — c . 

qui n'est autre chose que l'intégrale des forces vives dans le mou­
vement relatif. 

Je dis que ces équations peuvent être ramenées à la forme cano­
nique, le nombre des degrés de liberté étant égal à 2 . 

Posons, en effet, 
ij = x u ni = a? 2, 

dt drt y 

d t - n * = ^ dl^n*=r*' 
l- ( ^ i H - n a 7 2 ) 2 - + - I 0 / 2 — nxrf — Y— ~ (x\ •+• 

les équations ( 2 ) deviendront 

dxj __ dF dx% _ dF dy, dF dyt __ dF 

dt dy\ ' dt dy% ' dt dxt ' dt dxt 

c. Q. F. D . 

Un des cas particuliers du Problème des trois Corps rentre dans 
la question que nous venons de traiter. 

Supposons que l'une des trois masses soit infiniment petite, de 
telle sorte que le mouvement des deux autres masses n'étant pas 
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troublé reste képlérien. T e l serait, par exemple, le cas du mouve­

ment d'une petite planète en présence de Jupiter et du Soleil. 

Imaginons que l'excentricité des orbites des deux grandes masses 

soit nulle , de telle façon que ces deux masses décrivent d'un mou­

vement uniforme deux circonférences concentriques autour du centre 

de gravité commun supposé fixe. 

Supposons enfin que, l'inclinaison des orbites étant nulle, la pe­

tite masse se meuve constamment dans le plan de ces deux circon­

férences. 

L e centre de gravité du système, qui est le centre commun des 

deux circonférences, peut toujours être supposé fixe : nous le pren­

drons pour origine; par cette origine nous ferons passer deux axes 

mobiles O jj et Or\ : l'axe O £ sera la droite qui joint les deux grandes 

masses; l'axe O ï ) sera perpendiculaire à 0 £ . 

O n voit : 

i ° Q u e ces deux axes sont animés d'un mouvement de rotation 

uniforme ; 

2 ° Q u e les deux grandes masses sont fixes par rapport aux axes 

mobiles. 

N o u s avons donc à étudier le mouvement relatif d'un point mo­

bile , par rapport à deux axes mobiles, sous l'attraction de deux cen­

tres, fixes par rapport à ces axes. N o u s retombons donc sur la ques­

tion que nous venons de traiter. 

Ains i , dans ce cas particulier, les équations du Problème des trois 

Corps peuvent être ramenées à la forme canonique avec deux degrés 

de liberté seulement. 

Passons maintenant à une équation que l'on rencontre souvent 

dans la théorie des perturbations et dont M . Gyldén fait un usage 

fréquent. 

Soit 

(3 ) * J = / ( . , O-

Cette équation peut aussi être ramenée à la forme canonique. 

E n effet, f(x, t) peut toujours être regardée comme la dérivée 

par rapport à x d'une certaine fonction f>(#> 0> de telle sorte que 
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G É N É R A L I T É S E T M É T H O D E D E J A C O B I . l3 

Si maintenant nous posons 

dx 

l'équation (3) pourra être remplacée par les équations canoniques 
(3) du numéro précédent avec 2 degrés de liberté seulement. 

C Q . F . D . 

Je citerai encore un dernier exemple. Considérons un corps 
solide pesant, suspendu à un point fixe, et étudions les oscillations 
de ce corps. Pour définir complètement la position de ce corps, il 
faut se donner trois conditions ; il faut connaître en effet les trois 
angles d'Euler formés par un système d'axes invariablement liés au 
corps avec un système d'axes fixes. 

Le problème comportera donc 3 degrés de liberté ; mais nous 
verrons plus loin que ce nombre peut être réduit à 2 . 

J'en ai dit assez pour faire voir combien de problèmes méca­
niques se ramènent à l'intégration d'un système canonique com­
portant 2 degrés de liberté et pour faire comprendre l'importance 
de ces systèmes; il est donc inutile de multiplier davantage les 
exemples. 

Premier théorème de Jacobi. 

3. Jacobi a montré que l'intégration des équations canoniques 

dxt _ dF dyt dF 
dt dyt' dt dxi 

se ramène à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles 

( a ) F(xuxx, ... , Xp\yuyi, • · · ,yP) = hu 

où h{ est une constante arbitraire et où.y,, y2, ..., yp sont suppo­
sées représenter les dérivées partielles de la fonction inconnue. 

Soit, en effet, 

S(a?i, x^ . . . , xp; hu hi, . . . , h,,) 

une solution de l'équation ( 2 ) contenant, outre la constante h,. 
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14 CHAPITRE I. 

p — i constantes d'intégration 

h2, h3, ... , hp, 

de telle façon que l'on ait, quels que soient les h, 

_,/ dS dS dS \ , 

F { x u x * , · · · > * * ; ^ a s » •••'darp) = hi-
Jacobi a démontré que l'intégrale générale des équations ( 1 ) 

peut s'écrire 
• dS 

-cûryt (i=i>2' •••'¿,)' 
( 3 ) { ^ = A'< ( t ' = 2 , 3 , ...,p), 

asr = i + A i -

Les 2 / j constantes d'intégration sont alors 

h¡, h2, - · . , A p , 

U n autre théorème dont nous aurons à faire usage est celui de 

Poisson. 

Soient U et V deux fonctions quelconques des x et des y . C o n ­

venons d'écrire 

v , _ ' y / <¿V dXJ d V \ 
L ' J ~~ \ dxi dyt dyt dxt ) ' 

i = l 

Soient maintenant F ( et F 2 deux intégrales des équations ( i ) . 

O n voit immédiatement qu'on exprimera que F t est une inté­

grale des équations ( i ) en écrivant 

[ F , F 1 ] = o ; 

F 2 étant aussi une intégrale, on aura également 

[ F , F , ] = o . 

Poisson a démontré que l'expression [ F , , F 2 ] est également une 

intégrale des équations ( i ) . C'est ainsi que , dans le problème des 

n corps, si l'on suppose que F t et F 2 soient les premiers membres 
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G É N É R A L I T É S E T M É T H O D E DE I A C 0 B I . l5 

DE LA PREMIÈRE ET DE LA SECONDE ÉQUATION DES AIRES, [ F ( , F 2 ] SERA 

LE PREMIER MEMBRE DE LA TROISIÈME ÉQUATION DES AIRES. 

Deuxième théorème de Jacobi; changements de variables. 

Â. NOUS NE CONSERVERONS PAS D'ORDINAIRE COMME VARIABLES INDÉ­

PENDANTES LES COORDONNÉES RECTANGULAIRES, ET LES COMPOSANTES DES 

QUANTITÉS DE MOUVEMENT. NOUS EN CHOISIRONS DE MIEUX APPROPRIÉES 

À NOTRE OBJET, EN NOUS EFFORÇANT TOUTEFOIS DE CONSERVER AUX ÉQUA­

TIONS LA FORME CANONIQUE. 

VOYONS DONC COMMENT ON PEUT CHANGER DE VARIABLES SANS ALTÉRER 

LA FORME CANONIQUE DES ÉQUATIONS ( I ) . 

SOIT 
S ( ^ I > ^ I . • • • , yP \ hu hi, . . . , h,,) 

UNE FONCTION QUELCONQUE DES p VARIABLES y ET DES p VARIABLES NOU­

VELLES h. 

POSONS MAINTENANT 

. dS , dS 
U ) • Xi=dyY h i = dh-

LES ÉQUATIONS ( 4 ) SERONT REGARDÉES COMME DÉFINISSANT LES RELA­

TIONS QUI LIENT LES VARIABLES ANCIENNES 

3~1> · · · t
 xqt 

yu yt, • · . yq 

AUX VARIABLES NOUVELLES 

h\, h*, ..., hq, 

h-ll ^ 2 1 • · · ) h-q · 

JACOBI A DÉMONTRÉ QUE, SI L'ON FAIT CE CHANGEMENT DE VARIABLES, 

LES ÉQUATIONS RESTERONT CANONIQUES, ET CELA QUELLE QUE SOIT LA 

FONCTION S. 

Changements de variables remarquables. 

S. SAUF UN CAS EXCEPTIONNEL, TOUS LES CHANGEMENTS DE VARIABLES 

QUI N'ALTÈRENT PAS LA FORME CANONIQUE PEUVENT ÊTRE DÉDUITS DU PRO-
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| 6 CHAPITRE I. 

CÉDÉ DU N° 4 . IL EST CEPENDANT DES CAS OÙ IL EST PLUS SIMPLE 

D'OPÉRER AUTREMENT. NOUS EN ALLONS DONNER DEUX EXEMPLES. 

SUPPOSONS QUE L'ON AIT LES ÉQUATIONS CANONIQUES 

dxi _ dF dyi _ dF 

dt dyi' dt dx¡ 

ET QUE L'ON FASSE LE CHANGEMENT DE VARIABLES SUIVANT 

L xi = a u x \ •+- A2.,A?'2 -+- . . . -+- <tn.ix'n, 

2 \yt = ïi.ty'i -+- Kty't - + - · · • + ?n.iy'n• 
COMMENT DOIT-ON CHOISIR LES CONSTANTES A ET ^ POUR QUE LES ÉQUA­

TIONS RESTENT CANONIQUES QUAND ON PREND COMME VARIABLES NOUVELLES 

LES x'i ET LES y]. 
SI NOUS DÉSIGNONS PAR 

8A;,, 0Xi, 8A?„; Syt, §yt, lyn 

DES ACCROISSEMENTS VIRTUELS DES x ET desjK, QUE NOUS MULTIPLIIONS 

LES ÉQUATIONS ( I ) RESPECTIVEMENT PAR Zy¡ ET — SX,-, ET QUE NOUS AJOU­

TIONS, IL VIENDRA 

2 1 dxt * dy¡ j . \ , 

POUR QUE LES ÉQUATIONS RESTENT CANONIQUES APRÈS LA SUBSTITU­

TION ( 2 ) , IL FAUT DONC ET IL SUFFIT QUE L'ON AIT IDENTIQUEMENT 

( 3 ) 2 ( ^ ^ - ^ ' ^ ) = 2 ( ^ - ^ ) -

COMME LES dxi DÉPENDENT SEULEMENT DES dx], LES By¿ DES cy], LES 

dyi DES dy], LES Zx¡ DES %x], ON DEVRA AVOIR IDENTIQUEMENT 

( 4 ) S dxt %y¡ = 2 dx'i oy'i, S dy¡ Sx¡ = S dy'¡ lx'¡. 

LES RELATIONS ( 2 ) ÉTANT LINÉAIRES, LES dx¡ SONT LIÉS AUX dx], ET 

LES Zx¡ AUX S.R',- PAR LES MÊMES RELATIONS QUI LIENT LES x¡ AUX x]. DE 

MÊME POUR LES dyi, O>,-, y¿, dy\, ly], y]. 

LES RELATIONS ( 4 ) SUBSISTERONT DONC QUAND ON Y REMPLACERA dx¡ 

ET &x¡ PAR x¡, ET dy¿ ET By¡ PAR y¿, dx] ET hx] PAR x], ETC. ON DEVRA 

DONC AVOIR 

( 5 ) Xx¡yi = Zx'iy'í. 
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G É N É R A L I T É S E T M É T H O D E D E J A C O B I . 17 

La réciproque est vraie et la relation (5) entraîne les relations 
(3) et (4 ) . 

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que les équa­
tions restent canoniques, c'est que l'on ait identiquement 

Quelle est maintenant la condition pour que ces équations res­
tent canoniques et qu'en même temps on ait 

<**./ = ? 

Je dirai qu'un changement linéaire de variables, tel que ( 2 ) , est 
orthogonal, si l'on a identiquement 

SA-? = SA-J», 

c'est-à-dire si l'on a y > 

i=1 1 = 1 

Cette dénomination se justifie d'elle-même, puisque, dans le cas 
où le nombre des variables est 2 ou 3, et où l'on peut regarder les 
se ou les x' comme les coordonnées d'un point dans le plan ou 
dans l'espace, une pareille substitution n'est autre chose qu'un 
changement rectangulaire de coordonnées. 

Cela posé, si l'on fait subir aux x et aux y une même substi­
tution orthogonale, on aura 

d'où 

Sxty,- = Zx'iy,. 

Les équations resteront donc canoniques. 

6. Les équations resteront encore canoniques si l'on fait un 
changement de variables portant seulement sur x, et sur yt, par 
exemple, et si l'on pose 

• * \ = ? < > Ï , / I ) , R ^ ^ A - ' I . / I ) , 

H . P . - I . 2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et que l'on prenne pour variables nouvelles x\ e t ^ , au lieu de x, 

et deyt ; ces équations resteront canoniques, dis-je, pourvu que le 

déterminant fonctionnel, ou jacobien, de x, etyt par rapport à x\ 

et y\ soit égal à i . 

Ainsi , si l'on pose 

Xi = v/apcostu, ^ = y/2 p sin t 

la forme canonique des équations ne sera pas altérée et les va­

riables p et u seront conjuguées comme l'étaient xt e t ^ . 

7. N o u s avons défini plus haut le changement de variables 

dS dS ,, 
dy~t

=Xi' dh,='ly 

qui n'altère pas la forme canonique des équations, quand S est une 

fonction quelconque des yi et des hi. 

Cette forme n'est pas altérée non plus si l'on permute les xi avec 

les yt et si l'on change en même temps F en — F . 

Si donc S est une fonction quelconque de 

xi, x,, ...; xp, hy, h2, hp 

et si l'on pose 

_ dS , _ dS 
y'~ dx,-' h i - dhi1 

la forme canonique des équations, ne sera pas altérée quand on 

prendra pour variables nouvelles les ht et les h], et qu'on changera 

en même temps F en — F . 

El le ne sera pas altérée non plus si l'on change 

yu y^, .. ·, ya et F 
en 

\ T I > ^yt, .... \yn et 1F, 
X étant une constante quelconque. 

Considérons donc encore une fonction S des Xi et des /t,-, et 

posons 
, dS dS 
lri=dx-f'

 hi= d/ï;' 
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G E N E R A L I T E S E T M E T H O D E D E J A C O B I . I j 

la forme canonique ne sera pas altérée, si l'on prend pour va­

riables nouvelles les A,- et les h], et qu'on change en même temps 

F en — ÀF. 

Mouvement képlérien. 

8. Appliquons les principes qui précèdent au mouvement ké­
plérien. 

Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons toujours que les 
unités aient été choisies de telle sorte que l'attraction des deux 
unités de masse à l'unité de distance soit égale à l'unité de force ou, 
en d'autres termes, que la constante de Gauss soit égale à i. 

Considérons donc le mouvement d'une masse mobile sous l'ac­
tion d'une masse fixe située à l'origine des coordonnées et égale 
à M. Soient xt, x2, xs les coordonnées de la masse mobile, et y,, 

j ' 2 ) y3 les composantes de la vitesse; si nous posons 

f A ' ï -

les équations du mouvement s'écrivent 

dxç _ d¥_ dyj_ _ _ dF 

dt d y t ' dt dxi 

D'après le n° 3, l'intégration de ces équations est ramenée à celle 

de l'équation aux dérivées partielles 

(—Y (—Y {—Y 2 M _ 

2 \ d x i ) \ d x \ ~ ) \ d x 3 ) J x t + X i + x i ~~ 2 *' 

où h est une constante arbitraire. Posons 

Xi = r sinu) costp, a?2 = r sinoj sinw, a ? 3 = r c o s ( o ; 

l'équation deviendra 

(dsy x ( d S \ * ^ i (dSY- ,M

 2/, 
\ d r } r*\d<x>/ r1 s i n 2 t i ) \ dtp/ r 

On peut satisfaire à cette équation en introduisant deux con-
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AO CHAPITRE I. 

STANTES ARBITRAIRES G ET 0 , ET EN FAISANT 

/ d S \ 2 G 2
 M Î M 

(dr) + ^ = ~ + 2A-

L A FONCTION S AINSI DÉFINIE DÉPENDRA DE r, W, <P, G , 0 , A OU, CE 

QUI REVIENT AU M Ê M E , DE x t , x2j Xzi G , 0 , h, ET LA SOLUTION GÉNÉ­

RALE DES ÉQUATIONS ( i ) S'ÉCRIRA 

dS ,, dS dS . dS 

h', g ET 0 ÉTANT TROIS NOUVELLES CONSTANTES ARBITRAIRES. SI NOUS 

POSONS 

i . M M 

NOUS POURRONS ÉCRIRE 

dS dS dh .,, ^ M , , , j S 

dL=ThdL = { h + t ^ ^ ^ h + ^ = L 

LES CONSTANTES D'INTÉGRATION SONT ALORS AU NOMBRE DE SIX, À SAVOIR 

L, G, 6 , h'., g, 6. 

IL EST AISÉ D'APERCEVOIR LA SIGNIFICATION DE CES CONSTANTES ET DE LES 

EXPRIMER EN FONCTIONS DE CELLES QUI SONT HABITUELLEMENT EMPLOYÉES. 

SI A, e ET i DÉSIGNENT LE GRAND AXE, L'EXCENTRICITÉ ET L'INCLINAISON, ON A 

L = \Ja, G = / a ( i — e 2 ; , 8 = Gcost. 

D'AUTRE PART, 9 EST LA LONGITUDE DU NŒUD, g -+- 9 CELLE DU PÉRI­

HÉLIE, n EST LE' MOYEN MOUVEMENT ET l N'EST AUTRE CHOSE QUE L'ANO­

MALIE MOYENNE. 

S I LA MASSE MOBILE, AU LIEU D'ÊTRE SOUMISE À L'ATTRACTION DE LA 

MASSE M , ÉTAIT SOUMISE À D'AUTRES FORCES, NOUS POURRIONS NÉAN­

MOINS CONSTRUIRE LA FONCTION S ET DÉFINIR ENSUITE SIX VARIABLES NOU­

VELLES 

( L, G, 6 , 
(4 ) < 
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G É N É R A L I T É S ET M É T H O D E DE JACOB1. 21 

en fonction des Xi et des yi par les équations 

dS dS , dS dS . 
< 5 > " = 3 S I ' dL = l> 3 5 = * ' 5E = 6 : 

seulement L, G, 0, g et 9 ne seraient plus des constantes. 
Nous pouvons nous servir alors des six variables ( 4 ) pour définir 

la position et la vitesse de la masse mobile. Nous donnerons à ces 
variables ( 4 ) I e nom de variables képlériennes. Il importe de 
remarquer que la définition de ces variables képlériennes dépend 
de l'origine à laquelle la masse mobile est rapportée et de la valeur 
choisie pour M. 

Si la masse mobile est une planète qui est soumise à l'action 
prépondérante de la masse M et à diverses forces perturbatrices, on 
voit que ces variables képlériennes ne sont autre chose que ce que 
les astronomes appellent les éléments osculateurs de cette planète. 

Dans le cas particulier où l'orbite du corps m, est plane, on peut 
prendre, comme variables nouvelles, 

L = \Ja, G = \/a(i — E*) 

avec l'anomalie moyenne l et la longitude du périhélie g. Les va­
riables képlériennes ne sont plus alors qu'au nombre de 4· 

Il importe de faire quelques remarques au sujet de l'emploi 
de ces variables képlériennes : remarquons d'abord que les variables 
anciennes 

x\, xi, "Oi\ yu y*, yz 

et la situation du corps m^ ne changent pas quand on augmente l, 
g ou 6 de 2TT, sans toucher aux autres variables. Ces variables an­
ciennes sont donc des fonctions périodiques de /, g et 9. 

En second lieu, on doit toujours avoir 

L * 2 G * > E > . 

Enfin, si G = ± 0, les variables anciennes et la situation du 
corps mt ne dépendent plus de 9; et, si L = ± G, elles ne dépen­
dent plus de g. 
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Cas particulier du Problème des trois Corps. 

9 . REVENONS AU CAS PARTICULIER DU PROBLÈME DES TROIS CORPS DONT 

IL A ÉTÉ QUESTION PLUS HAUT. 

DEUX MASSES ÉGALES, LA PREMIÈRE À i — JA, LA SECONDE À [A, DÉ­

CRIVENT DEUX CIRCONFÉRENCES CONCENTRIQUES AUTOUR DE LEUR CENTRE DE 

GRAVITÉ COMMUN SUPPOSÉ FIXE. LA DISTANCE CONSTANTE DE CES DEUX 

MASSES EST PRISE POUR UNITÉ DE LONGUEUR, DE TELLE FAÇON QUE LES 

RAYONS DES DEUX CIRCONFÉRENCES SOIENT RESPECTIVEMENT pi et i — [A, 

QUE LE MOYEN MOUVEMENT SOIT ÉGAL À L'UNITÉ. 

SUPPOSONS MAINTENANT QUE DANS LE PLAN DE CES DEUX CIRCONFÉ­

RENCES SE MEUVE UNE TROISIÈME MASSE, INFINIMENT PETITE ET ATTIRÉE 

PAR LES DEUX PREMIÈRES. 

NOUS PRENDRONS POUR ORIGINE O LE CENTRE COMMUN DES DEUX 

CIRCONFÉRENCES, ET NOUS POURRONS RAPPORTER LA POSITION DE LA TROI­

SIÈME MASSE, SOIT À DEUX AXES RECTANGULAIRES FIXES Oxt ET Oxn, 

SOIT À DEUX AXES MOBILES 0 £ ET OVJ DÉFINIS COMME AU N° 2 . LE 

MOYEN MOUVEMENT DES DEUX PREMIÈRES MASSES ÉTANT ÉGAL À i , NOUS 

POUVONS SUPPOSER QUE L'ANGLE DE 0 £ ET DE Ox\ (C'EST-À-DIRE LA LON­

GITUDE DE LA MASSE ( A ) EST ÉGAL À t. 

COMME LA CONSTANTE DE GAUSS EST SUPPOSÉE ÉGALE À i , LA FONCTION 

DES FORCES SE RÉDUIT À 

v mt JA mi(j — |A) 
v — - f - • — , 

EN APPELANT m, LA MASSE INFINIMENT PETITE DU TROISIÈME CORPS, r, LA 

DISTANCE DES DEUX CORPS m,, [A, ET r 2 LA DISTANCE DU CORPS m, AU CORPS 

DE MASSE i — [A, DE TELLE FAÇON QUE 

r | = ? ) 2 - r - ( £ -i- H — 0 * = I>» — ( i — JJOSINZP-r-O,— ( I — (A) c o s « ] 2 , 

r \ = ï ) 2 - r - ( | + r 0 8 = O 2 + (A SINÏ]2-r- | > l - r - |A c o s i ] 2 . 

L'ÉQUATION DES FORCES VIVES S'ÉCRIT ALORS 

-^-L -f- V = const. 
2 m.i 2 m1 

CONVENONS D'APPELER — NIJR LE PREMIER MEMBRE DE CETTE ÉQUA-
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tion, R sera une fonction de x,, x2, dey,, y2 et de t, et les équa­

tions du mouvement s'écriront 

d x i _ d(7n tR) dx^ d ( m i R ) _ 

~dt ~ ctyi ' dt ~ d y 2 

dy% _ e?(7mR) dy^ _ rf(mtR) 

d t dxi ' d t dxa 

Remplaçons les variables x,, y,, x-2, J i par leurs valeurs en 
fonctions des variables képlériennes L, G, l, g, ainsi qu'il a été dit 
dans le numéro précédent. R deviendra une fonction de L, G, g 

et £, et les équations du mouvement s'écriront 

d h d R d l _ dR 

~dt ~ d l ' d t — d h 

d G _ dR 
* l - _ 

dR 

dt ~~ W d t d G 

Ces équations seraient déjà de la forme canonique si R ne dé­
pendait que des quatre variables képlériennes, mais R est aussi 
fonction de t; il faut donc transformer ces équations, de façon que 
le temps n'y entre plus explicitement. Pour cela, voyons comment 
R dépend de t. 

On voit aisément que R peut être regardée comme une fonction 
de L, G, l et g — t. Si, en effet, on augmente g et t d'une même 
quantité, sans toucher aux autres variables, on ne change ni £, nir,, 
ni r,, ni r2, n i j ' 2 +y\, ni par conséquent R. 

11 résulte de là que 
d R d R 

• - d i + d ï ^ 0 -

Si alors nous posons 

x \ = L , x \ = G , 

y \ = l, y ' t = g — t , 

F ' = R + G, 

F'ne dépendra plus que de x\, x2i ï\ etJ'->) et les équations du 
mouvement, qui s'écriront 

= _ _ f*F' ; 

(0 ~dl ~ d y l ' d t d x ' i ' 

seront canoniques. 
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et 

^ 2 a i L 2
 2 x'f 

F ' = — r = W , 

Quand u. n'est pas nul, on voit immédiatement que F' peut se 
développer suivant les puissances croissantes de u,, ce qui nous 
permet d'écrire · 

F ^ F g + n F , - ^ . . . . 

On voit que 

F o = ri? 

est indépendant dey', et d e y \ . 

De plus, Fj dépendra à la fois des quatre variables ; mais celte 

fonction sera périodique par rapport à j , etjK2, et elle ne changera 

pas quand l'une de ces deux variables augmentera de 2 1 t . 

Observons enfin que, si x\ = + x'2, l'excentricité est nulle et le 

mouvement direct, et que F, ne dépend plus alors que de x\, 
x'i e t + y \ -

Au contraire, si x\ = — x'2, l'excentricité est nulle, mais le 
mouvement rétrograde, et F, ne dépend plus que de x\, x'2 et 

R 1 
y\ y-r 

Emploi des variables képlériennes. 

10. Soient x t , x3 les coordonnées rectangulaires d'un point; 
y 11 yïi y3 les composantes de sa vitesse; m sa masse. Soit Ym la 
fonction des forces, de sorte que les composantes de la force appli­
quée au point soient 

d\ dV dV m ~—, m -,— ; m -=— axi dxi dx3 

C'est sous cette forme que nous écrirons ordinairement les équa­
tions de ce problème. 

Lorsque la masse u, est supposée nulle, la masse i — [x devient 

égale à i et est ramenée à l'origine; r 2 se réduit à \fx'\ -+- x*} la fonc­

tion des forces V se réduit à — > et l'on trouve 
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Si nous posons 

les équations du mouvement du point prendront la forme canonique 

dxi _ dF dyi _ dF 

dt dyi' dt dxi 

Nous avons défini au n° 8 une certaine fonction 

S(xi, x î t x 3 , G, 6 , L). 

Nous avons vu que, si l'on fait le changement de variables défini 
par les équations 

dS _ d ^ _ Ë ^ _ N 
dxt dG ~ g ' d B ~ ' dL - ' 

les variables nouvelles ne sont autre chose que les variables képlé-
riennes que nous venons de définir. 

En vertu du théorème du n° 7, les équations conserveront la 
forme canonique et s'écriront 

dL dF dG __ dF de dF 

dt ~ dl ' ~di ~ ~ d g ' dt ' ¿ 8 ' 

dl __ dF d g _ dF dO dF. 
dt ~ dL' dt dG' Ht ~ d&' 

11 peut arriver que, la force restant constammment dans le plan 
des xK x2, il en soit de même du point mobile. 

Dans ce cas on aura constamment 

G = e, 

et la fonction F dépendra seulement de G, L, l et de la longitude 
du périhélie g -+• 9 = w; on aura 

dF _ dF dF 

dg dft dm 

Nous poserons, pour conserver la symétrie, 
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dL dF dVL _ dF 

d t ~ d l ' dt ~ dus 

d l dF dm dF 

dt ~ dL' ~~dt ~ da 

Cas général du Problème des trois Corps. 

11. Venons au cas général du Problème des trois Corps: soient 
ABC le triangle formé par les trois corps; a , b , c les côtés de ce 
triangle; m { , m 2 , m 3 les masses des trois corps. 

La fonction des forces s'écrit alors 

m 2 O T 3 m3mi m^m^ 

a b c 

Nous appellerons la fonction des forces V[x, \i- désignant une con­
stante quelconque que nous nous réservons de déterminer plus 
complètement dans la suite. 

Je supposerai que le centre de gravité du système des trois corps 
est fixe et j'appellerai D le centre de gravité du système des deux 
corps A et B. 

Je considérerai deux systèmes d'axes mobiles : 
Le premier système, toujours parallèle aux axes fixes, aura son 

origine en A. 

Le second système, également parallèle aux axes fixes, aura son 
origine en D . 

J'appellerai x , , x ^ , x 3 les coordonnées du point B par rapport 
aux premiers axes mobiles ; x A , x$ et x a les coordonnées du point C 
par rapport au second système d'axes mobiles. 

La force vive totale aura alors pour expression 

m, m 2 fdx\ dx\ dx\ \ ( m 1 + m 2 ) / n 3 I dx\ dx\ dx\\ 

m t -+- m s \~dt* dt* dt* ) + TTI, m 2 -+- m 3 \~dt* + dt* + ~dt* ) 

( v o i r T I S S E R A N D , M é c a n i q u e c é l e s t e , Chap. I V ) . 

le nombre des variables képlériennes sera réduit de six à quatre, à 

savoir II, L, nr et /, et les équations deviennent 
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Si alors nous posons 

mtm2 (m1-+-m2)m3 

r> mi-i-rrii r > m j -+- m 2 + m3 

F T y \ + y \ + y \ , y l + y l + y l v 

^ = P - Â ' y * = î - d t > y ^ - d i ' 

les équations prendront la forme canonique 

dx( _ dF dyt _ dF 

dt dyt ' ~dt ~ dxi 

Reprenons la fonction 

&(xu Xi, x3; L, G, 0) , 

définie par les équations (4) du n°'8. 
Construisons-la d'abord en faisant 

Posons ensuite 

dS _ dS _ dS _ 
( l ) dL * dG ~g' d& ~9-

Construisons ensuite cette même fonction S en faisant 

M = m.! -+- TW2-+- m3; 

appelons 

S'(# 4 , *t, x6; L', G', e') 

la fonction ainsi construite et posons 

dS' „ dS' , dS' 

<2> dT' = l ' d G l = g ' dê'=B-
Soit ensuite 

2 = P S + P'S ' . 

Les dérivées de S par rapport à L, G, 0, L', G', 0'seront respec­

tivement p / , p * . p e ; P ' f , P V - , P ' e ' -
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dS. 
y i = dJ,' 

Si nous posons de plus 

( 3 ) 

les équations ( i ) , ( 2 ) et ( 3 ) définiront les douze variables an­
ciennes 3 : e t ^ en fonctions de douze variables nouvelles, que je ré­
partirai en deux séries de la manière suivante : 

( PL, pG, pe, P 'L ' , . p'G', p-e\ 

! I, g, 8 , g', 6 ' . 

LE théorème des n o s 4 et 7 montre alors que la forme canonique 
des équations n'est pas altérée. 

Il est aisé de se rendre compte de la signification de ces varia­
bles nouvelles. 

Tout se passe comme si deux masses, égales respectivement à (îp 
et à [3'p, avaient pour coordonnées par rapport à des axes fixes, la 
première xt, x2, # 3 , la seconde xk, x5, xa et comme si ces deux 
masses fictives étaient soumises à des forces admettant la fonction 
des forces V p . 

Si alors, à un instant quelconque, les forces appliquées à la pre­
mière masse fictive venaient à disparaître, et qu'elles soient rempla­
cées par l'attraction d'une masse mi -F- m2 placée à l'origine, cette 
NIASSE se mouvrait suivant les lois de Kepler et les éléments de ce 
mouvement képlérien seraient L , G, 0 , l, g et 9. 

De même, si la seconde masse fictive n'était plus soumise qu'à 
l'attraction d'une masse fixe + m2-\- m3 placée à l'origine, les 
éléments du mouvement képlérien qu'elle prendrait alors seraient 
L' , G', 0 ' , f, g' et 9'. 

Observons que F ne dépend pas seulement des variables (4) , 
mais de mt, m2, m3 et de p. 

En général, »z 9 et m3 seront très petits; de sorte qu'on pourra poser 

" î 2 = a 2 | A , m3=a3p, 
en regardant p comme petit, et conservant le plus souvent à a2, a 3, 
P et ¡3' des valeurs finies; F, qui pourra alors être regardé comme 
une fonction des variables (4) de m,, a2, a 3 et de p, pourra alors 
avec avantage être développé suivant des puissances croissantes de p. 
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Si l'on fait jx = o, il vient 

a 3 m t a 2 m t 

v = ~ i — ' — — > P = « » . P = 3 T 3 . 

E T 

F - F - ? » , P » - « * , G » · 

F ne dépend plus alors d'aucune des variables de la seconde série 
l, g , 9, g ' , 6'; j'ajouterai que, quel que soit )x, F est une fonc­
tion périodique de période 2 I T par rapport à ces variables de la se­
conde série. 

Disons quelques mots de certains cas particuliers. Si les trois 
corps restent constamment dans le plan des x t , x 2 , on aura G = 0, 
G ' = 6' et F ne dépendra que de g •+- 9 et g 1 - h 9', de sorte qu'on 
n'aura plus que quatre couples de variables conjuguées 

P L , P G = P E = P N , P ' L ' , P ' G ' = P ' E ' = P ' N ' , 

/ , ¿ - - 1 - 9 = m, 1', g ' + W — m'. 

ainsi qu'il a été dit.au n° 10. 

12. Reprenons la notation du n° 11 et les équations de ce nu­
méro. Je vais mettre ces équations sous une forme nouvelle qui me 
sera utile dans la suite. 

Considérons d'abord le cas particulier où les inclinaisons sont 
nulles et où les trois corps se meuvent dans un même plan. 

Posons 

( P L = A , P N = A — H , l - h m = l, TTJ = — h , 

( > ) J P ' L ' = A ' , P ' H " = A ' - H ' , l ' - t - m ' ^ l ' , m ' = — k ' . 

Il vient 

d \ _ _ dP _ dP _ dP dh _ dP _ dP 

dt ~ ~ rf(PL) _ rf(PO) ~ ~ dH dt ~ c f ( P O ) ~ ~ ~ dH ' 

d K _ d P _ d P d l ï _ d F _ d F _ ^ P 

dt d l ~ d \ ' dt d l dm dh 

On voit ainsi que les nouvelles variables A, H, A', H', ~k, h, À', 
h' sont encore conjuguées et par conséquent que le changement de 
variables ( i ) n'altère pas la forme canonique des équations. 
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( 2 ) 

! P L = A , 0 G = A — n, p 6 = A — H — Z , 

P ' L ' = A ' , p ' G ' = A ' — H ' , p'6'= A ' — H ' — Z ' , 

À = / + ^ + e, A = _ ^ _ e , ç = - e , 

/'=/'+G>+ V, H'= — G'—8', ç' = - e \ 

On vérifierait, comme ci-dessus, que ce changement de variables 
( 2 ) n'altère pas la forme canonique des équations. 

Cette forme canonique ne sera pas altérée non plus, d'après la 
remarque du n° 6, si nous faisons 

S/iH cos/ i = £, SIAH= R\, 

^ V ^ r l ' c o s A ' = 1', v /2H' s inA'= r/, 

y /2Z cos £ =P, \Ji"L sinÇ = 

\JiT cos £' = / / , / 2 Z ' s i n £ ' = «7'. 

Les équations restent canoniques et les deux séries de variables 

conjuguées sont les suivantes : 

. . . ( A, A', £, />, / / , 

Voici quel avantage peut avoir le choix des variables ( 4 ) · 
La fonction F, exprimée à l'aide de ces variables, est dévelop-

pabletant suivant les puissances de £, t\, 7\', p , p ' , q, q' que sui­
vant les cosinus et sinus des multiples DE~K et de V, les coefficients 
dépendant d'ailleurs d'une manière quelconque de A et de A'. 

En effet, d'après les définitions des variables précédentes, on a 

H = a ( I — / I — E2), Z = J3G(i — c o s / ) ; 

on déduit de là : 
i ° Que H est développable suivant les puissances de e 2 , le pre­

mier terme du développement étant un terme en e 2 ; 

2 0 Que e 2 est développable suivant les puissances de H, le pre­
mier terme étant en H; 

3" Que ~ ^ est développable suivant les puissances de H; 

Venons maintenant au cas général et reprenons les notations du 
n° 11. 

Posons 
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4° Que de même i2 est développable suivant les puissances de 

A — Z 

PG ' A — H * 

5° Que - i est développable suivant les puissances de Z ^ et 

par conséquent suivant les puissances de Z et de H. 

Or on a 

e e cosA / a _ e s i n A \ A i _ Î ' C O S Ç / Î _ j ' s i n Ç / 2 

/ H _ \ ^ ' ~~ P _ q 

Donc ecosA, esiah, tcosÇ, tsinÇ sont développables suivant 
les puissances de £, vj, p et 9 ; de même e'cos/t', e'sin/i', j 'cosÇ', 
j ' sinÇ' sont développables suivant les puissances de Ç', ri, p1 et q'. 

Mais la forme du développement de la fonction perturbatrice est 
bien connue. 

Elle est développable suivant les puissances croissantes des ex­
centricités et des inclinaisons et suivant les cosinus des multiples 
de \ , ~k\ h, h', Ç et Ç', et un terme quelconque du développement 
est de la forme suivante (T ISSERAND, Mécanique céleste, t. 1, 
p. 3 o 7 ) 

les p.; étant des entiers positifs ou nuls et les mi des entiers quel­
conques. On a d'ailleurs 

p,- = | îrii J - f - un nombre pair 

et, d'autre part, 

mi— m2= m3-h m t + ms-h » t 6 . 

On peut conclure de là que la fonction perturbatrice est déve­
loppable suivant les puissances de 

e cosh , esinh, i c o s Ç , j ' s i n Ç , 

e'cos/t', e'sinh', j ' e o s Ç , i'sinÇ', 

et, par conséquent, suivant les puissances de 
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Je puis observer de plus que le développement de 

ecosh esinh i c o s Ç j'sinÇ 
£ ? > ' ? ; · · · 

« ^ P 9 
ne contient que des puissances paires des variables (5); j 'en con­
clurai que le développement de F sera de la forme suivante 

( 6 ) ^ N j l i i V » É ' l » . V V | i s ? v J y ( i , ? ' v , ^ O i * -+- mxV), 

N étant un coefficient qui dépend seulement de À et A'. 
Les nombres jx/, v,- sont des entiers positifs ou nuls, dont la somme 

¡ ¿ 3 - + - ^ 3 " H [ X i H - V4 - h | X 5 - 1 - V5 - j - [ X 6 + V6 

est égale à | m{ + m2 | -+- un nombre pair positif ou nul. 
J'ai laissé subsister dans l'expression (6) le double signe cos ou 

sin ; on doit prendre le cosinus quand la somme 

v3 -+- v 4 -+- v5 -+- v6 

est paire, et le sinus dans le cas contraire. 
Il résulte de là que la fonction F ne change pas quand on change 

à la fois le signe des X, des yj et des g ; et qu'elle ne change pas non 
plus quand on change ~k et ~k' en "k -+- TT et X ' -t- TZ, et qu'en même 
temps l'on change les signés des £, des TJ, des p et des q. 

La fonction F jouit d'une autre propriété sur laquelle il est 
nécessaire d'attirer l'attention ; elle ne change pas quand on change 
à la fois le signe de/?, y, p ' et q'. 

Problème général de la Dynamique . 

13. Nous sommes donc conduit à nous proposer le problème 
suivant : 

Etudier les 'équations canoniques 

dxi _ dF dyi dF 
dt dyi ' dt dxi ' 

en supposant que la fonction F peut se développer suivant les 

puissances d'un paramètre très petit [x de la manière suivante : 
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en supposant de plus que F 0 ne dépend que des x et est indépen­

dant des y \ et que F,, F 2 , ·· · sont des fonctions périodiques de 

période 27t par rapport aux y. 

Réduction des équations canoniques. 

14. Nous avons vu que l'intégration des équations ( i ) du numéro 

précédent peut se ramener à l'intégration d'une équation aux déri­

vées partielles · 

_,/ dS dS dS\ • 
( a ) F ^ , , * , , . . . . ^ î ^ ' a - » •••'dx-p)

=COnSU 

Imaginons que l'on connaisse une intégrale des équations ( 1 ) et 
que cette intégrale s'écrive 

Vi(xuxî, . . . , xp;yuyi, . .. ,yP) = c o n s t . ; 

cela veut dire que l'on aura identiquement 

( 3 ) [ F , F 1 ] = o . 

Je me propose de démontrer que la connaissance de cette 
intégrale permet d'abaisser d'une unité le nombre des degrés de 
liberté. 

En effet, l'équation (3) signifie qu'il existe une infinité de fonc­
tions S satisfaisant à la fois à l'équation ( 2 ) et à l'équation 

_. / rfS dS dS\ 
( 4 ) F , ( * „ ^ , • • • > - 3 r ) = 

const. 

pï 
dS Cela posé, entre les équations ( 2 ) et (4) éliminons il 

viendra 

( 5 ) . / dS rfS dS \ 

Dans l'équation (5), n'entre pas ; rien n'empêche alors de 

regarder x, non plus comme variable, mais comme un paramètre 

arbitraire; l'équation (5) devient alors une équation aux dérivées 

partielles à p — 1 variables indépendantes seulement. 

H. P. — I. 3 
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Le problème se ramène ainsi à l'intégration des équations 

dx¡ _ <¿<P dy¡ _ d<i> . _ 
~dt ~ ~dyt ~dt~~dx~t ^ - 2 ' 6' •••·• P>> 

qui sont des équations canoniques ne comportant plus que p •— i 
degrés de liberté. 

Ainsi, si, en général, on connaît une intégrale d'un système 
d'équations différentielles, on pourra abaisser l'ordre du système 
d'une unité; mais, si ce système est canonique, on pourra en abais­
ser l'ordre de deux unités. 

Prenons pour exemple le problème du mouvement d'un corps 
pesant suspendu à un point fixe ; nous avons vu que ce problème 
comporte 3 degrés de liberté; mais on connaît une intégrale 
qui est celle des aires ; le nombre des degrés de liberté peut donc 
être abaissé à 2 . 

Qu'arrive-t-il maintenant lorsqu'on connaît, non plus une seule, 
mais q intégrales des équations ( 1 ) ? 

Soient 

F , , F s , F ? 

ces q intégrales, de sorte que 

[ F , F , ] - [ F , F 2 ] = . . . = [ F , F ? ] = o . 

Peut-on, à l'aide de ces intégrales, abaisser de q unités le nombre 
des degrés de liberté ? Cela n'aura pas lieu en général ; il faut pour 
cela que les q - f - 1 équations aux dérivées partielles 

(6) F — const., F ] = const., F 2 = const., . . . . Fv = const. 

soient compatibles; ce qui exige les conditions 

( 7 ) [ F , , F * ] = - o ( i , k = 1 , 2 , . . . . q). 

Si les conditions ( 7 ) sont remplies, on éliminera entre les équa­

tions ( 6 ) 
dS dS dS 
dx\ ' dx$ ' ' dxq ' 

et l'on arrivera à une équation aux dérivées partielles 4> = o, où 
ces q dérivées n'entreront plus et que l'on pourra considérer 
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comme dépendant seulement des p — q variables indépendantes 

tandis que les q premières variables 

seront regardées comme des paramètres arbitraires. 
On sera ainsi conduit à un système réduit d'équations cano­

niques ne comportant plus que p — q degrés de liberté. 
Reprenons, par exemple, le Problème des trois Corps en con­

servant les notations du commencement du n° 2. Nous avons vu 
que le nombre des degrés de liberté est égal à g. 

Mais nous avons les trois premières intégrales du mouvement 
du centre de gravité qui peuvent s'écrire 

!

F( = y t - + - y ^ y i = const . , 

F 2 — Xi + J 5 H - = const . , 

F 3 = y-i -+-yt -*-y» = const. 

Il est aisé de vérifier que 

[ F l , F , ] = [ F 1 , F 1 J = [ F 1 , F , ] - o . 

Le nombre des degrés de liberté peut donc être abaissé à 6. 
Si l'on se borne au cas du Problème des trois Corps dans le 

plan, le nombre primitif des degrés de liberté'n'est plus que de 6. 
Mais il n'y a plus que deux analogues à 8. Après la réduction, il 
y aura donc seulement 4 degrés de liberté. 

Imaginons maintenant que l'on connaisse, outre les q inté­
grales F,, F 2 , . . . , Fg, une autre intégrale F ? + l ; pourra-t-on en 
déduire une intégrale du système réduit? Cette question peut 
s'énoncer autrement. 

On connaît une équation aux dérivées partielles 

Fq-t-i = const. 

compatible avec l'équation 

F — const. ; 
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sera-t-elle encore compatible avec le système 

(G) F = const . , Fi = const . , F ? = const .? 

On voit tout de suite que la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il en soit ainsi, c'est que l'on ait 

[F, F ? + 1 ] = [ F 2 , F ? + 1 ] = . . . = [Fg, F Î + J ] = o . 

Revenons, par exemple, au Problème des trois Corps et consi­

dérons les trois intégrales des aires 

I Fk = X Î X Î — X%Y% -+-#sj6 — X S Y S - + - X S Y < , — ir9JKs = cons t . , 

F 6 = X Í F I — & ¡ Y Z - ¡ - X I Y I — X T Y 6 -1- XAYT — Ü ^ Y S — c o n s t . , 

F 6 = X I ^ Ï — X ^ Y I - R - X K Y I — a?s7* XI Y » —XsXi = const. 

Il est aisé de vérifier que l'on a 

[ F „ F 4 ] = o, R F 2 , F t ] = + F 3 , [ F 3 , F T ] = _ F 2 , 

[ F „ F I ] = - F 1 , [ F 2 , F 6 ] = o, [ F 1 | F I ] = + F 1 ) 

[ F I , F , ] = - H F „ [ F „ F I ] = - F „ [ F „ F . ] = O . 

On ne diminue pas la généralité du problème en supposant 
que le centre de gravité est fixe, c'est-à-dire que les constantes 
qui entrent dans les derniers membres des équations (8) sont 
toutes trois nulles. 

On aura alors 
F Î = F 2 = F 3 = o 

et, par conséquent, 

[F,-, F A ] = o ( i = i , a, 3 ; * = 4 , 5 , 6 ) , 

ce qui montre que les intégrales des aires sont encore des inté­
grales du système réduit. 

Pour terminer, je vais chercher à réduire autant que possible 
le nombre des degrés de liberté dans le Problème des trois Corps, 
en tenant compte à la fois des intégrales du centre de gravité et 
de celles des aires. 

Dans le cas particulier où les trois corps se meuvent dans un 
plan, nous avons vu que le nombre des degrés de liberté pouvait 
être ramené à 4, en tenant compte des équations (8) . Le problème 
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ainsi réduit comporte encore une intégrale qui est celle des aires, 

ce qui permet de réduire à 3 le nombre des degrés de liberté. 

Dans le cas général, il est aisé de voir que l'on a 

[ F 4 , F 6 ] = F 6 , [ F 6 , F 6 ] = F 4 , [ F 6 , F 4 ] = F 5 . 

Les trois crochets n'étant.pas nuls, la connaissance des trois inté­
grales des aires ne permet pas de réduire de 3 le nombre des degrés 
de liberté. 

Mais il est aisé de voir que toutes les fois qu'un système cano­
nique admettra trois intégrales 

F*, F 6 , F 6 , 

il sera toujours possible de trouver deux combinaisons de ces 
intégrales 

? ( F » , F 3 , F 6 ) , 

< K F 4 , F , , F , ) , 

telles que 

ce qui permettra de réduire de deux unités le nombre des degrés 
de liberté. 

Dans le cas qui nous occupe, ces combinaisons s'aperçoivent 
immédiatement; il suffira de prendre F 4 et 

«p = F i - t - F l + F i . 

On aura alors identiquement 

[cp,F 4] = o . 

Il n'y aura plus ainsi, toute réduction faite, que 4 degrés de 
liberté. 

Si l'on se rappelle qu'un système canonique comportant p degrés 
de liberté peut être ramené à l'ordre ip — 2 , on devra conclure 
que le Problème des trois Corps dans le cas général comporte 4 de­
grés de liberté et peut être ramené au sixième ordre. 

Dans le cas du mouvement plan, 11 comporte 3 degrés de liberté 
et peut être ramené au quatrième ordre. 

Dans le cas particulier du n° 9, il comporte 2 degrés de liberté, 
et peut être ramené au second ordre. 
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15. Il s'agit de faire effectivement cette réduction. 
Envisageons d'abord le cas où les trois corps se meuvent dans 

un même plan. Nous avons vu que le nombre des degrés de liberté 
pouvait alors être réduit à 3. Cherchons à opérer effectivement 
cette réduction. 

Nous avons vu que les équations du mouvement pouvaient 
s'écrire 

dh _ dF dn _ dF dV dF dW 

dt ~ $dl' dt ~ fdm' dt ~ $'dl'' ~dt 

dl dF dm dF dl' _ dF dm' 

il! ~~ ~dt ~ p d n ' dt pdL1' ~dt 

dF 

P'dm1' 

dF 

[i'dlV ' 

On a d'ailleurs 
dF dF _ 

dm dm' ' 

d'où l'intégrale des aires 

p m - p ' i r = c , 

C étant une constante. 
Posons 

p n = H , ( 3 ' n ' = C — H , m — m' = h, 

d'où (si l'on remplace II et II' par leurs valeurs en fonction de C 
et de H) 

dF _ dF dF ^ E _ f ! E _ _ ^ F 

( l ) dH ~ pdU $'dn'' dh ~ dm ~ d^'' 

et les équations du mouvement deviendront 

< * ( _ P _ L ) _ dF rf(P'L') _ dF 

dt dl ' dt dl' ' 
dl dF dl' dF 
dt ^ ( p L ) dt ^ ( P ' L ' ) 

dïl __ dF 

~dt ~~ dh 

dh dF 

dt ~~ dH 

11 n'y a plus que 3 degrés de liberté. 
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16. Passons au cas général où le nombre des degrés de liberté 
doit être réduit à 4· Les équations s'écrivent alors 

rfj, _ dF dG dF dF 
dt ~ pdl' dt ~ Pdf' dt ~ JdH ' 
dh' dF dG' _ dF d%' dF 
dt ~ p W dt ~ Pd'ff'' dt ~~ P'de' ' 
dl _ dF d# _ dF ¿e _ dF 
dt ~ ÇdL' dt ~ fdG ' dt ~ $de' 
dl' dF dg' dF dW dF 
dt ~~ P'rfL'' dt P'dG' ' dt ' pwe'" 

On a d'ailleurs Jes trois intégrales des aires qui, si l'on prend 
comme premier plan de coordonnées le plan du maximum des 
aires, s'écrivent 

peM-p'e'=c, e = e', 
p2(G* — e2) = p'2 ( G ' 2 — e'2 ). 

On a d'ailleurs 
dF , dF _ 
M + dW ~~ °' ' 

ce qui montre que F ne dépend de 8 et de 8' que par leur diffé­
rence 6 — 6'; mais, comme cette différence est nulle, en vertu des 
intégrales des aires, F peut être regardée comme ne dépendant 
plus ni de 8 ni de 8'. 

On trouve également 
6 - , ( ) ' , 

d'où 
dd _ dt? 
dJ ~~ dt ' 

d'où 

dF _ dF 
{'''} Bdè ~ p W 

Posons maintenant 

Í G = r, G'--=I", 

( 3 ) | d'où 

( pe-i-p'e' - c , p*r2 —p'2r'2 - C(¡3e p'e'; 
et 
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d'où 

dT ~~ dG dT dû dT
 +

 dé' dT 

OU 

dF _dF^ ^ PI _ ^ Pil 

dl- ~ dG + de C ate' fl' C 

ou enfin, en vertu de l'équation ( 2 ) , 
dF dF 

dT ~ dG 

et de même 
dF _ dF 

dT' ~~ dG' ' 

La constante des aires C peut être regardée comme une donnée 
de la question. 

Si donc dans F on remplace G, G', 0 et 0 ' par leurs valeurs (3) 
et (4) , F ne dépend plus que de L, L', g, g', T et F ' , et les 
équations du mouvement peuvent s'écrire 

dL dF dT _ dF dV _ rlY dT' _ dF 

~di ~ $dl' dt ~ dt ~ $'dl' ' ~dt ~~ 

dl _ dF d g _ dF dV dF dg' __ dF 

dt ~ fidL' dt prfr' dt fi'dL'' dt 

et il n ' j a plus que 4 degrés de liberté. 

Forme de la fonction perturbatrice. 

17. Il importe de voir quelle est la forme de la fonction F 
quand on adopte les variables des deux numéros précédents. 

Supposons d'abord que l'on prenne les variables du n° 15 et 
que les trois corps se meuvent dans un même plan; la fonction F 
ne dépendant que des distances des trois corps sera développable 
suivant les cosinus et les sinus des multiples de l— l' -{- h ; les 
coefficients de ce développement seront eux-mêmes développables 
suivant les puissances croissantes de 

ecosl, es'ml, e'cosl', e'sinl', 

en désignant par e et e' les excentricités; enfin les coefficients de 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



G É N É R A L I T É S E T M É T H O D E D E J A C O B I . 4 l 

ces nouveaux développements seront eux-mêmes des fonctions uni­
formes de L et de L'. 

Je poserai, pour abréger, 

p L = A , p'L' = A ' ; 

il vient alors, d'après la définition de H, 

e =-- i / A * — H * , e' = - , / A ' » — ( H — C ) * . 

Ajoutons que F ne change pas quand l, V et h changent de 
signe; par conséquent, si l'on développe F suivant les cosinus et 
les sinus des multiples de ces trois variables, le développement ne 
pourra contenir que des cosinus. 

On aura donc finalement 

p a 
F = Z A ( A 2 — H * ) * [A'* — ( H — C ) » ] « c o s ( m i Z-t- m 2 V -t- m3h), 

p et q sont des entiers positifs, m,, m, et m3 des entiers quel­
conques, A est un coefficient qui ne dépend que de A et de A'. De 
plus | m3 — m, \ est au plus égal à p et n'en peut différer que d'un 
nombre pair; de même, | m3 + m2 \ est au plus égal à q et n'en 
peut différer que d'un nombre pair. 

Un pareil développement est valable quand A— H et A'— ( G — H) 
sont suffisamment petits; on voit que pour 

A = H 

tous les termes s'annulent, sauf ceux pour lesquels m3 = m,. 
De même, si l'on a 

A' = G - H , 

tous les termes s'annulent, sauf ceux pour lesquels m3 = — m2. 
Par conséquent, si l'on a à la fois 

A = H , A ' = C — H , 

tous les termes s'annuleront, sauf ceux pour lesquels 

m3 = m , = — m%, 

de sorte que F devient une fonction de l— l' + h. 
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Si, dans un des termes du développement de F, on fait 

A = — H , A' = H — C , 

ce terme s'annulera encore, à moins que 

ma = mi = — mi. 

On pourrait être tenté de conclure que, pour 

A = — H , A' — H — C , 

F est encore une fonction de / — l ' -+~ h ; il n'en est rien, carie 
développement n'est valable que pour les petites valeurs de A — H 
et A' — C -+- H. Un raisonnement analogue à celui qui précède 
prouve, au contraire, que pour A — —H, A ' = H — C, F est fonc­
tion de l— V — h et non pas de l— l' -\-h. 

Dans le cas où la valeur de A — H est extrêmement petite, il 
peut être avantageux de faire un changement de variables parti­
culier. 

On a identiquement 

AI-T- H h — \ (l -j- h) — h(K — H ) ; 

la forme canonique, en vertu du n° S, n'est donc pas altérée quand 
on remplace les variables 

A , A', H , 

l , l \ h 

A , A' , A — H , 

l -+- h, V , — h. 

pa r les suivantes 

Posons maintenant 

l ^ h = \ * , V 7 2 ( A — H _ ) c o s A = £*, — y/a ( A — H ) sin A = T)*; 

en vertu du n" 6 la forme canonique des équations subsiste, quand 
on prend pour variables 

A , A' , I*, 
X*, V, r)*. 

On a l'avantage que la fonction F, qui reste périodique en ).* 
et en l', est développable suivant les puissances de £* et ~r\* quand 
ces deux variables sont assez petites. 
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18. Prenons maintenant les variables du n° 16, c'est-à-dire 
PL = A , p ' L ' = A ' , pr = H , p T ' = H ' . 

I, l', g, g'-
Les variables H et H' sont manifestement assujetties à certaines 

inégalités ; on a 
H = A / ï " — e 2 , 

d'où 

( 1 ) A 2 > H 2 . 

De même 
(2) A ' ' > H ' . 

On a, d'autre part, en vertu de l'équation des aires, 

H cos i-h H' cos ï = C, H sinj -(- H'sin i = o, 

C étant la constante des aires qui doit être regardée comme une 
des données de la question. On en déduit les inégalités 

( | H [ + | H ' | > | G | , 

( ' i | H | - | H ' | < | C | . 

Voyons maintenant comment la fonction F dépend de nos 
variables. 

Pour les valeurs de H voisines de A, la fonction F n'est plus 
holomorphe par rapport à H; elle n'est plus développable suivant 
les puissances entières de A — H, mais suivant celles de ̂ /A — H. 

On peut alors employer avec avantage les variables suivantes. 
Posons 

l-+-g = l*, vVA — H) cos g=\*, \/Q.(A — H)sin$- = r,*, 

les équations conserveront la forme canonique, si l'on prend comme 
variables indépendantes 

A , A ' , r, H', 

r, V, g'; 
de plus, la fonction F sera alors développable sviivant les puissances 
entières de et de T | * . 
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On opérerait d'une manière analogue si l'on avait à envisager 
des valeurs de H' très voisines de À'. 

Qu'arrivera-t-il maintenant si les valeurs de H et de H' sont 
très voisines des limites que leur assignent les inégalités (3) , c'est-
à-dire si les inclinaisons sont petites ou nulles ? 

Supposons, par exemple, que H - I - H' = C. 
Nous avons vu, au n° 12, que F est développahle suivant les 

puissances croissantes des variables ij, r\, T/I p, p\ q,q' de ces 
paragraphes; c'est-à-dire suivant les puissances croissantes de 

/ p L ^ p G " v / f i ' L ' - p ' G ' , y / p G - p e " / p ' G ' - p ' e ' , 

si les inclinaisons sont nulles; on a 

G = e, G' = e', 

et les deux derniers radicaux s'annulent, mais il n'en est pas de 

même des deux premiers ; la fonction F est alors holomorphe en 

G, G', v /pG—[30, V ' ? G ' - p'©'. 

Mais nous avons vu au n° 12 que F ne change pas quand p,p\ 

q, q' changent de signe à la fois, ou, ce qui revient au même, quand 

les deux radicaux \/ftG— [30 et y/¡3'G'—j3'0' changent de signe 

à la fois. 

Donc, pour les valeurs très petites ou nulles des inclinaisons, F 

est holomorphe par rapport à G et à G' d'une part, et par rapport 

à v A ^ G — ¡30) ([3G' — p'0 7 ) d'autre part. 
Mais nous avons 

d'où " 

• (~pG-pe) ( P ' G ' - p ' e ' ) = ± / [ ( H — G ; 2 — H ' 2 ] [ ( H T " - C ) * - - H s j 

ou 

v / ( p G - p e ) ( p ' G ' - p ' e - ) = H + " G ~ ~ C A h - c - h ' ) ( f i ^ c - H ) . 

Ces égalités montrent que 

G , G', v / ( p G - p e ) ( p ' G - p'e') 
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et, PAR CONSÉQUENT, F restent holomorphes en H et en H ' pour 

H -t- H ' = G. 

Relations invariantes. 

19. Nous avons considéré au n° 1, à l'égard du système 

d'une part ses solutions, d'autre part ses intégrales. Mais il nous 

reste à parler de certaines équations qui se rapportent à ce sys­

tème et qui peuvent être regardées comme tenant pour ainsi dire 

le milieu entre les solutions et les intégrales. Je vais définir ces 

équations que j'appellerai RELATIONS INVARIANTES. 

Soit <p une fonction quelconque de x , , ¿ e 2 l a ; » ; on aura 

D 9 _ D 9 v . d ° Y . , rf? v —r- — j — A.Î -+- - j — Aa-t-. ..-t- -5— 
DT DX¡ DX¡¡ DXN 

Considérons maintenant un système d'équations 

I < ? l ( ^ l , # 2 , · · · , Xn) = O , 

) < p 2 ( > i , x % , • · · > x n ) = O , 

( 2 ) , 
! <fp(Xi, X2, • . . , Xn) = O , 

et supposons que ces équations entraînent comme conséquence les 

suivantes 

DX¡ DXI ' ' ' DXTL " ' 

on en conclura que 

DO¡ 
—î- = o. 
DT 

Par conséquent, SI LES ÉQUATIONS ( 2 ) SONT SATISFAITES POUR UNE 

VALEUR QUELCONQUE DE i, ELLES LE SERONT POUR TOUTES LES VALEURS 

D E T; c'est pourquoi nous appellerons le système ( 2 ) système de R E ­

LATIONS INVARIANTES, et l'on conçoit quelle importance peut avoir 

la connaissance d'un semblable système. 
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( 3 ) V { x u x t , . . . , x p ; ^ , ^ , • • • > - 3 F p ) = const . , 

QUI Y EST CORRÉLATIVE. 

LA CONNAISSANCE D'UNE SOLUTION PARTICULIÈRE DE CETTE ÉQUATION 

(3) NOUS FOURNIRA UN SYSTÈME DE RELATIONS INVARIANTES. 

SOIT, EN EFFET, S CETTE SOLUTION ; CONSIDÉRONS LE SYSTÈME 

dS dS 

( 4 ) ^ = d ^ ^ d x \ ' ···' y"=dx-p> 

JE DIS QUE CE SERA UN SYSTÈME DE RELATIONS INVARIANTES PAR RAPPORT 

AUX ÉQUATIONS CANONIQUES ( Î ) . 

ON TROUVE, EN EFFET, EN DIFFÉRENTIANT L'ÉQUATION (3), 

dF dF d*S dF d*S dF d'S 
( 5 ) dxi dji dxi dxi dy2 dx2 dxi · · · • dyp dxp dxi 

POSONS 

d% 

V = rt- dlcS 

de MANIÈRE À RAMENER LE SYSTÈME ( 4 ) À LA FORME ( 2 ) , 

( • 2 ) ( ? ] = < 5 2 = . . - = < p p = O , 

IL VIENDRA 

d f t _ i dvj _ o (i~ k) — 

dyi ' dyit < ' dx^ dxidx^ 

D'OÙ 

D <?> _ V ? d o ' dy/c dyi __ V i / d^i dF d<?i dF \ 
dt Jmd dyii dt dxk \ dxk dyk dy^ dx^J ' 

CE QUI MONTRE QUE LES ÉQUATIONS (5) SE RÉDUISENT À 

SUPPOSONS MAINTENANT QUE LE SYSTÈME SOIT CANONIQUE ET REVE­

NONS AU SYSTÈME ( i ) DU N° 7 ET À L'ÉQUATION 
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OR C'EST LÀ PRÉCISÉMENT, D'APRÈS CE QUE NOUS VENONS DE VOIR, LA 

CONDITION POUR QUE LE SYSTÈME ( 4 ) SOIT UN SYSTÈME DE RELATIONS IN­

VARIANTES. 

J'AJOUTERAI QUE, DANS LE CAS OÙ IL N'Y A QUE DEUX DEGRÉS DE LI­

BERTÉ, TOUT SYSTÈME DE deux RELATIONS INVARIANTES PEUT ÊTRE OBTENU 

DE CETTE MANIÈRE. 
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CHAPITRE IL 

INTÉGRATION P A R LES SÉRIES. 

Définitions et lemmes divers. 

20. La méthode de Cauchy, pour démontrer l'existence de l'in­
tégrale des équations différentielles, a été appliquée par d'autres géo­
mètres à la démonstration d'un grand nombre de théorèmes. Comme 
cette méthode et ces théorèmes nous seront utiles dans la suite, je 
suis forcé d'y consacrer un Chapitre préliminaire. Pour cette ex­
position, je ferai usage d'une notation que j'ai déjà introduite 
dans un autre Mémoire et qui m'évitera des longueurs et des re­
dites. 

Soient <D(X, y) et ty(x, y) deux séries développées suivant les 
puissances croissantes de x et dey; supposons que chacun des coef­
ficients de la série <J> soit réel et positif et plus grand en valeur ab­
solue que le coefficient correspondant de la série tp : nous écrirons 
alors 

y(x, y)<<\> (x, y) 
ou, s'il est nécessaire de mettre en évidence les variables par rap­
port auxquelles se fait le développement, 

? < < ! ' (arg.a?, y). 

On voit sans peine que, si <?(x, y) est une série qui converge 
pour certaines valeurs de x et dey (représentant, par conséquent, 
une fonction de x et de y, holomorphepour x =y — o ) , on pourra 
toujours trouver deux nombres réels et positifs M et a, tels que 
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Dans le cas où la fonction <p s'annule pour X ~ Y = o, on peut 

écrire 
MA(X -t-Y) 

• ~~ i - A ( X - H Y ) 

MA(.R -H Y) \ i -+- A(X - t - Y ) ] 

Î - A ( X - H Y ) 

Supposons que CP, outre les arguments X E L Y , par rapport aux­
quels on la suppose développée, dépende en outre d'une autre va­
riable T : les nombres M et a seront des fonctions généralement 
continues de T; si ces deux nombres ne s'annulent pour aucune des 
valeurs de T envisagées, on pourra leur assigner une limite infé­
rieure ; on pourra donc donner à M et a des valeurs CONSTANTES assez 
grandes pour que les inégalités précédentes subsistent. 

21. Le calcul des inégalités définies dans le numéro précédent 
repose sur les principes suivants, que je me borne à énoncer sans 
démonstration, à cause de leur évidence: 

1 " Si la série CONVERGE, il en sera de même de la série 'F toutes 
les fois qu'on aura 

2 " On peut additionner un nombre quelconque d'inégalités de 
même sens 

9 i < 4 ' i , Ç i ^ s » ···, < ? » < 4 « i -

3° Si l'on a un nombre infini d'inégalités de même sens, 

« P o - i t y o , ? i I < 4 ' i > · · · > ? « < 4 ' « ) ··· adinf. (arg. X, Y ) , 

on pourra écrire, en introduisant un argument nouveau, 

Oo -t- Aç>i -H X 2 tpi-t- . . 4*0-1- LTY,-r- Â2<4y2-t-... (arg. X, Y , X ) . 

4° On peut multiplier deux inégalités de même sens. 

5° Si l'on a 
<p(a?i , X2 , XN) Í 4 / ( a ? i > X*< · · · ! * « ) (ARG. X¡, XT, . . . , XN) 

et, d'autre part, 

F,(X,Y)<*I(X, Y ) , / ! ( I , R ) < Î I ( * J ) . 

1 

FN(X,Y) < e „ ( A ? , Y ) (ARG. X , Y ) , 

H. P. — I. 4 
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Jf o(x,y) dx << / *\i(x,y) dx. 

Il va sans dire que, dans le calcul des intégrales, y doit momen­
tanément être regardée comme une constante. 

8° Mais il peut arriver également que les fonctions cp et i¿ dépen­
dent non seulement des deux arguments x et y , mais d'une autre 
variable t, sans qu'on la regarde comme développée suivant les 
puissances de cette variable. 

Supposons que l'inégalité ( i ) soit vraie pour toutes les valeurs 
de t comprises entre t0 et t, ; on pourra intégrer cette inégalité par 
rapport à t% en regardant x et y comme des constantes, et écrire 

j y , t)dt <y \ i (x ,y , t) dt ( a r g x , y), 

pourvu, bien entendu, que les limites d'intégration soient comprises 
entre t0 et t,. 

22. Considérons une fonction 

développée suivant les puissances de x et dey. 11 arrivera souvent 
que x et y dépendront d'un certain paramètre ¡J. et qu'on pourra 

on pourra, dans l'inégalité ( i ) , à la place de X , , X s , · · · ,#«, sub­
stituer dans le premier membre / , , / . , . . . , / « et dans le second 
membre 9,, 9 2 , . . . , 9„. On pourra donc écrire 

<?[fi(x,y),Mx,y),---,Mx,y)]-<W<ii(*,y), W*,y) ...Ator)] 
( a r g . 

6° Il est permis de différentiel- l'inégalité 

( i ) <>{x,y) ty(&,y) (arg- x, y), 

par rapport à l'un des deux arguments x et y. 
'j" Il est permis d'intégrer une inégalité; mais cela peut s'en­

tendre de deux manières; on peut d'abord intégrer l'inégalité ( 1 ) 
par rapport à l'un des deux arguments x et y, en prenant o comme 
limite inférieure d'intégration. 

On trouve alors 
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LES DÉVELOPPER SUIVANT LES PUISSANCES DE CE PARAMÈTRE. ÉCRIVONS 

DONC 

( x = x0 -+- \ixi-i- j j . 2 a ; 2 - t - . . . , 

' y = y * •+• H - 2 7 - 2 - T - — 

SUPPOSONS QUE, DANS LA FONCTION TP, ON SUBSTITUE À LA PLACE DE x 

ET de y LEURS DÉVELOPPEMENTS ( i ) ; ALORS ip DEVIENDRA UNE FONCTION 

DE [ A , DE x„, x t , . . ., xp, . . . AD INF.; ET DE y 0 , Y , , . . . , y p , . . . AD 

INF.; DE PLUS ELLE POURRA ÊTRE DÉVELOPPÉE SUIVANT LES PUISSANCES DE 

U, DE SORTE QU'ON AURA 

<P = < 5 0 H - (X O j + [Jt 2 < 3 2 + . . . . 

O N VOIT AISÉMENT QUE CP0 NE DÉPEND QUE DE x0 ety0) CP, DE Xo, 

y 0 , x , e t y , , . . . ; ET, EN GÉNÉRAL, <?P DE x 0 , x , x p ; y 0 , y , , . . . , y p . 

SUPPOSONS MAINTENANT QUE L'ON AIT 

? (>, y ) < O , y (arg.x,y). 

DANS SUBSTITUONS, À LA PLACE DE x ET DE y , LEURS DÉVELOPPEMENTS 

( I ) , DE SORTE QUE L'ON AIT 

+ = "K ·+• H'I"'- RI
24'2-I-

O N VOIT AISÉMENT QU'IL VIENT 

?o < "1*0, (ai-g. Xo,yo), 

<?i<tyi, (*rg. x,,, y0: x,, y t ) , 

,?p<typ> ( a i ' S - x o , &i x P \ y » , y u · • · , PP)-

O N S'EN REND COMPTE EN APPLIQUANT LE CINQUIÈME PRINCIPE DU 

NUMÉRO PRÉCÉDENT, CE QUI MONTRE QUE 

? <ty ( a r o - P> xo, x u ••• ad inf.; y„, y u . . . ad inf . ) . 

NOUS CONVIENDRONS D'ÉCRIRE, POUR ABRÉGER, ®P(xi, yi), AU LIEU DE 

' F P ( # O , · - , ocp\y^ y y p ) . 

Théorème de Cauchy. 

2 3 . LE THÉORÈME DE CAUCHY SE TROUVE AUJOURD'HUI DANS TOUS LES 

TRAITÉS CLASSIQUES; AUSSI ME BORNERAIS-JE À L'ÉNONCER SANS DÉMON-
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stration si j e ne me proposais de le compléter en quelques points. 

Considérons les équations différentielles 

/ N dx A , , dy , dz , , . 
(') dJ = 8 ( a ? , y, z, IL), d

Jj = o(x,y,z, IL), ^ = ty(x, y, z, LL). 

Je suppose que les fonctions cp et sont développées suivant les 

puissances croissantes de la variable indépendante x, des deux 

fonctions inconnues y et z et d'un paramètre arbitraire p. 

E n supposant que la variable indépendante t n'entre pas dans 

les seconds membres des équations ( i ) , je ne diminue pas la géné­

ralité, car un système d'ordre « , où la variable indépendante entre 

explicitement, peut toujours être remplacé par un système d'ordre 

n - + - 1 où cette variable indépendante n'entre pas. 

Soient, en effet, par exemple, 

dl 
dx 
dt 

il est manifeste que ces deux équations peuvent être remplacées 

par les trois suivantes 

dx 
dt = < ? ( * , r > * ) , 

dz 
T t ^ u 

Je me propose de démontrer qu'il existe trois séries convergentes 

développées suivant les puissances de t, de p , de x0, yti, qui sa­

tisfont aux équations ( i ) , quand on les y substitue à la place de x, 

dey et de z, et qui se réduisent respectivement à x0, Ày0 et kz0 

pour t = o. 

Ainsi , au lieu de développer seulement, comme le faisait Cauchy, 

par rapport à la variable indépendante x, j e développe en outre par 

rapport au paramètre p. et par rapport aux valeurs initiales x0, yo, 

s 0 . Mais je dois auparavant démontrer deux nouveaux lemmes. 
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I dx 
\ - = o(x,y,l,N 

dt = ^x>y> 
deux équations différentielles, où œ et ^ sont des séries ordonnées, 
suivant les puissances des fonctions inconnues x et y, de la va­
riable t et d'un paramètre arbitraire [ju 

Il est aisé de vérifier qu'il existe deux séries 

( 2 ) / ( * , ( * ) , 

ordonnées selon les puissances de t et de \x, s'annulant avec £, el 
qui, substituées dans les équations ( i ) à la place de x et de y, 
d'après les règles ordinaires du calcul, satisfont formellement à 
ces équations. 

En cherchant à déterminer les coefficients de ces séries f et fK 

par la méthode des coefficients indéterminés, on trouve qu'un coef­
ficient quelconque de / (ou de / , ) est un polynôme entier à coef­
ficients positifs par rapport aux divers coefficients de tp et de A. 

Considérons donc d'autres équations de même forme que ( i ) 

/ dx ,, . 
| dî = ? (*> *'^> 

(. bis) < 

( dl = T / ( * . J ' , ' , ( * ) > 

et qui soient telles que 

• ? " * " < ? ' > 4 " ^ 4'' (arg . a-, JK, « , n ) ; 

si les séries 

(ibis) f(t, ( j . ) , / ' ( « , n ) 
sont ordonnées suivant les puissances de £ et de fx, s'annulent 
avec f et satisfont formellement aux équations ( i bis) quand on les 
substitue à la place de x et de y, il est permis de conclure que 

/ / ' . / . < / ' . ( a r g . t . , 1 ) . 

2o. Reprenons les équations ( i ) du'numéro précédent; suppo­

sons que cp et è soient développables suivant les puissances de 

24. Soient 

dx 
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v a n t e s 

aa =+(*,,., , t, o ) , 

dx\ do do „ 
— r - = - r 1 - - + - -r~ Yi •+• X i » 
dt dx„ dy„J ' 

dyi d<\> 
—-r-- -r~X\ + 
dt dx„ dy<s 

dxm do do Y 

- < f e 0 "*~ < T o y " 1 " + " ' " ' ' 

dym _ f f t a , 

dt dxo * 
4 - ^ 1 Y _i_ Y 

X O T e t Y » , é t a n t d é v e l o p p é e s s u i v a n t l e s p u i s s a n c e s d e 

xu yù
 xi> y*\ • · · ; X/n—i y y m l ! 

e t d é p e n d a n t , d ' a u t r e p a r t , d e x 0 , y 0 e t d e 

D ' a i l l e u r s , d a n s ^ > j e t u . d o i v e n t ê t r e r e m -
' dx0 dj0 dx<> dya " i 

p l a c é s p a r x 0 , y 0 e t o . 

S o i e n t m a i n t e n a n t d e s é q u a t i o n s 

( i bis) 

t e l l e s q u e 

dx ,, . . 
— = o'(x,y, t, ( i ; , 

( ^ = y ( x , y , «, (A), 

if < if ( a r g . t f , y e t |A, m a i s n o n a r g . t ) . 

y e t j a p o u r t o u t e s l e s v a l e u r s d e t c o m p r i s e s e n t r e o e t i t ( £ , > o ) 

[ n o u s c o n v i e n d r o n s d e n e c o n s i d é r e r q u e l e s v a l e u r s d e t c o m ­

p r i s e s e n t r e c e s d e u x l i m i t e s ] . J e n e s u p p o s e p a s d ' a i l l e u r s q u e 

s e t s o i e n t d é v e l o p p a b l e s s u i v a n t l e s p u i s s a n c e s d e t. 

I l e x i s t e r a a l o r s d e s s é r i e s 

q u i s e r o n t o r d o n n é e s s u i v a n t l e s p u i s s a n c e s d e u . ( l e c o e f f i c i e n t 

d ' u n e p u i s s a n c e q u e l c o n q u e d e jj l é t a n t u n e f o n c t i o n d e t, q u i p e u t 

n e p a s ê t r e d é v e l o p p a b l e s u i v a n t l e s p u i s s a n c e s d e < ) , q u i s ' a n n u ­

l e r o n t e t q u i s a t i s f e r o n t f o r m e l l e m e n t a u x é q u a t i o n s ( i ) . 

C o m m e n t p e u t - o n d é t e r m i n e r l e s c o e f f i c i e n t s d e s d e u x s é r i e s f 

e t / , ? 

S o i e n t x m l e c o e f f i c i e n t d e | i m d a n s / , e t y m c e l u i d e | A M d a n s / , . 

O n t r o u v e a l o r s , p o u r d é t e r m i n e r x m e t y m , l e s é q u a t i o n s s u i -
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S o i e n t 

f'(t, (J.) = - + - \xx\ - t - p*x'2 - 4 - . . . , 

fi ( t, v-) = y'o \>-y\ - + - n 1 / » - + - · · · 

l e s s é r i e s o r d o n n é e s s u i v a n t l e s p u i s s a n c e s d e [ x e t s ' a n n u l a n t a v e c t, 

q u i s a t i s f o n t f o r m e l l e m e n t a u x é q u a t i o n s ( i bis). 

I l v i e n d r a 

= ? ' ( ^ ' o > 7 ' o . o), ^ = « V V o . / o . / , o ) , 

A l ' o r i g i n e d e s t e m p s , o n a u r a 

^ ' 0 = ^ 0 = 0 , y 0 = y „ = o 

e t d ' a i l l e u r s 

( 2 ) I<PI<<P'. l t i < f ; 

d ' o ù 

\dxo\^dx^ I rfK0 I c f y ' 0 

e t j ^ ' , , , p o u r l e s p e t i t e s v a l e u r s p o s i t i v e s d e t, s o n t d o n c p o s i ­

t i f s e t p l u s g r a n d s e n v a l e u r a b s o l u e q u e xa e t y 0 . 

J ' é c r i s d o n c 

( 4 ) i ^ o K ^ ' o , i r o i < y 0 -

L e s é g a l i t é s (4) n e p o u r r a i e n t c e s s e r d ' ê t r e s a t i s f a i t e s s a n s q u e 

l e s i n é g a l i t é s (3) c e s s a s s e n t l e s p r e m i è r e s d e l ' ê t r e . M a i s i l n e p o u r r a 

e n ê t r e a i n s i ; c a r l e s i n é g a l i t é s (4), j o i n t e s a u x i n é g a l i t é s ( 2 ) , e n ­

t r a î n e n t l e s i n é g a l i t é s (3) c o m m e c o n s é q u e n c e s . D o n c l e s i n é g a ­

l i t é s (4) s u b s i s t e r o n t t o u t e s l e s f o i s q u e 

[o < t < t t . 

J e s u p p o s e q u ' o n a i t d é m o n t r é d e m ê m e q u e 

^ i | ^ l | < » i i l * > K * i i · · • - \Xm-i | <x'm-iï 
l l . X l K . r i > \y*\<y't, • · • > \ym~l\<y'm-i, 
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56 C H A P I T R E I I . 

et je me propose de démontrer que 

\Xm\<x'm, \ym\<y'm 

En effet, on conclut des inégalités (5) que 

di/' I d | I dty 1 d'£ ' efcp' I rfcp 
< «Çr'o ' < dx% ' 

! X » l < x » , I Y , „ I < Y ' , „ . 

Nous devons donc conclure que les inégalités 

\^m\<x'm, \ym\<y'm 

entraînent les suivantes : 

| dxm | ^ dx'm | dym I <y„, 
| d£ | ^ dt ' \ dt \ dt ' 

Un raisonnement tout semblable à celui qui précède montrerait 
ensuite que l'on a 

\Xm\<x'm, lymKy'm. Pour O < t < 

Ces inégalités peuvent d'ailleurs s'écrire 

/ · " / » / Î ^ / I (arg.FX, mais non arg. 

2 6 . Reprenons les équations ( I ) du n° 2 3 . 

, . dx , , . dy , „ dz , , 

Ces équations sont satisfaites formellement par certaines séries 

/ x =fi(t,xe,yo,z0, n), 

( 3 ) I >- = />(«, a7o,Jo. «o, P ) . 

( z =fs(t,&o,yo, *o, |0> 

développées suivant les puissances croissantes de t, x0, y 0 , -o 
et se réduisant respectivement à xa, y 0 et z0 pour t — o. 

Pour démontrer la convergence de ces séries, comparons-les 
aux séries obtenues en partant d'équations différentes. 
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< ? < < ? ' } ( a r g a r . j K , z, (Jt) . 

E n v i s a g e o n s l e s é q u a t i o n s 

(ibis) 

dx 
li 
dy 
dt 
dz 
dt 

= 0 ' , 

q u i p e u v e n t a u s s i s é c r i r e 

„ , . . dx dy dz M 
; 3 h i s \ -—· = — = · = 

v ' dt dt dt ( i — P|j .) [ i — <x(x-hy-^z)\. 
O n p e u t s a t i s f a i r e à c e s é q u a t i o n s p a r d e s s é r i e s a n a l o g u e s a u x 

s é r i e s ( 3 ) , o r d o n n é e s c o m m e e l l e s s u i v a n t l e s p u i s s a n c e s d e t, xt, 

y 0 , Zq e t a , e t s e r é d u i s a n t c o m m e e l l e s à xt, y 0 e t z„ p o u r t = o. 

L e s p r i n c i p e s d u n ° 2 4 m o n t r e n t q u e l e s s é r i e s ( 3 ) c o n v e r g e ­

r o n t t o u t e s l e s f o i s q u e l e s s é r i e s ( 3 bis) c o n v e r g e r o n t e l l e s -

m ê m e s . 

O r l e s é q u a t i o n s ( 2 bis) s ' i n t è g r e n t a i s é m e n t , e t l ' o n t r o u v e q u e 

l e s é q u a t i o n s ( 3 bis), q u i e n s o n t l e s i n t é g r a l e s , p e u v e n t s ' é c r i r e 

x — x0 -+- ( S — / S 2 — ht). 

y=yo+^(s-\/s^~ht), 

z = * o + 4~ ( S — v ' S 2 - ht) . 
o a 

o ù n o u s a v o n s p o s é , p o u r a b r é g e r , 

6 a M S = 1 — a(xa ~hyo-h z0), h = 
P u 

O n p e u t t o u j o u r s t r o u v e r t r o i s n o m b r e s r é e l s p o s i t i f s M , a e t ¡ 3 , 

t e l s q u ' e n p o s a n t 

M 
( , ) 6' = p' = <] / '= — , 
w ( i - P w [ i - « < a ; - i - r - i - * ) J 

o n a i t 
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Ces séries, développées suivant les puissances de p., T, XA,Y<SJ -o? 

convergent pourvu que 

LRM> \T\, \X*\, IROL. 1*0 I 

soient assez petits. 

Il en sera donc de même des séries (3) . 

C Q. F. D. 

Extension du théorème de Cauchy. 

27. Les considérations développées au n° 26 montrent la possi­
bilité de développer les solutions d'une équation différentielle, 
suivant les puissances d'un paramètre arbitraire p.; MAIS SEULEMENT 

POU?' LES VALEURS DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE T DONT LE MODULE 

EST ASSEZ PETIT. Nous allons chercher maintenant à nous affranchir 
de cette restriction. 

Considérons les équations suivantes 

DX , DV , , 
D ) = <?(X,Y,T, (X), - J J = ty(X,Y, T, [I) . 

Je suppose donc de nouveau que la variable T entre explicite­
ment dans les équations. 

Soient 
X = Q(T,II.), Y = T » ( T , P ) 

celle des solutions des équations ( Î ) qui est telle que les valeurs 
initiales de x et DE Y, pour T — o, soient nulles. 

Je suppose que, pour toutes les valeurs de T comprises entre o 
et T 0 , les deux fonctions <j> et <J/ puissent se développer suivant les 
puissances de 

H> X — 0{T,O), Y — M(T,O) 

(les coefficients des développements étant des fonctions d'ailleurs 
quelconques de T). 

Cette condition peut s'énoncer d'une autre manière : lorsque 
pour un certain système de valeurs de X , y, T et p, l'une des fonc­
tions cp et <j> cesse d'être holomorphe , on dit que ce système de 
valeurs correspond à un point singulier des équations ( i ) . Par con­
séquent, nous pouvons énoncer la condition qui précède en disant, 
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dans un langage assez incorrect, mais commode, que la solution 
particulière 

[x = o, 3r = 6 ( * , o ) , y = u(t,o) 
ne va passer par aucun point singulier. 

Je dis que, si cette condition est remplie, 9(i, p.), JJL) pour­
ront, pour toutes les valeurs de t comprises entre o et t0, être 
développées suivant des puissances de [Ji (je dis de u. et non pas de 
t et de u,), pourvu que | JJ. | soit assez petit. 

J'observe d'abord que l'on peut, sans restreindre la généralité, 
supposer que les fonctions » et s'annulent identiquement quand 
on y fait 

x =JK = [X = o 

ou, ce qui revient au même, que l'on a identiquement 

6(£ , o) = ta(t, o) = o. 

Si, en effet, cela n'était pas, on changerait de variables en 
posant 

x' — x — 8 ( f , o ) , y' = y — w(t,o) 
et l'on serait ramené au cas que nous venons d'énoncer; car les 

équations transformées admettraient comme solution, pour u. = o, 

x' — o, f=o. 

Faisons donc cette hypothèse ; les fonctions cp et if seront déve-
loppables suivant les puissances de x, y et u,; mais je ne les sup­
pose pas développées suivant les puissances de t. 

Nous pourrons trouver des séries (3) développées suivant les 
puissances de p et qui, substituées à la place de x et de y, satis­
feront formellement aux équations ( i ) . De plus, ces séries s'annu­
leront pour 

t = o. 
Pour démontrer la convergence de ces séries, formons des équa­

tions analogues aux équations ( 2 bis) du n° 26. 

Les fonctions cp et sont développables suivant les puissances 
de x, y et u,, pourvu que 

o < t < t0-
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Co C H A P I T R E I I . 

Quand t variera de o à t0, les rayons de convergence de ces 
développements varieront également; mais on pourra leur assigner 
une limite inférieure. On pourra donc, d'après le n° 20, trouver 
deux nombres positifs M et a, tels que, pour toutes les valeurs de t 
comprises entre o et t0, on ait 

i f ^ i f ' ( a r g . x , y , ( i ) 

en posant 

ç ' = J,' =

 M ( x — r - + " (* ) [ ' + « ( a ? - f - r + p ) ] 

' 1 — a ( x - h y — \x) 

Formons alors les équations 

Nous pouvons satisfaire à ces équations par des séries (3 bis) 
de même forme que les séries (3) , et qui satisfont formellement à 
ces équations. 

D'après le n° 2o, les séries (3) convergeront pourvu que les 
séries (3 bis) convergent. 

Or, si nous posons 
x — y + n = S , 

nos équations donnent 
S - H L 

x = y — -
J 2 

e t 

dS _ aMS(S + i ) 
dt ~ ' i - - S 

ou 
dS idS lUdt = — 

S S - t - 1 ' 

d'où, puisque S = [x pour t = o, 

On vérifiera sans peine que S et, par conséquent, x et y peuvent 
se développer suivant les puissances de p. et que le développement 
converge pour toutes les valeurs de t pourvu que | u, | soit suffisam. 
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Applications au Problème des trois Corps. 

28. Les résultats du numéro précédent subsistent évidemment 
quand, au lieu d'un seul paramètre arbitraire p, on en a plusieurs. 
Voici l'usage que nous allons faire de ce résultat : nous n'avons, 
dans le n° 27, envisagé que la solution particulière pour laquelle 
les valeurs initiales de x et dey sont nulles. 

Supposons que nous considérions la solution particulière pour 
laquelle ces valeurs initiales sont x0 ety 0 , et que nous nous pro­
posions de développer cette solution suivant les puissances de x0, 
y0 et [ A . 

Mais nous pouvons encore aller plus loin : reprenons les 
équations ( i ) du numéro précédent, et envisageons la solution 
particulière telle que 

^ = ^ O , y = yo 

pour t= o; cherchons ensuite à développer les valeurs de x et de 
y pour l = i 0 -+- x suivant les puissances de xn,yQ, u. et T . 

Posons ensuite 

x = x-i-x„, y = y - h y o , t = t — — , 
L O 

les équations ( i ) deviendront 

dx t„ / , , t0 4 - \ 

D7 = 7^RX H * + * ° ' Y ^ R < " 1 ~ ' H' 

dy' l» I / , , f0 -+- T \ 

Nous pourrons y regarder x', y' et t' comme les variables et ( I , 
T , x0,y0 comme quatre paramètres arbitraires. 

La solution particulière que nous envisageons est telle que, 
pour t = o, on a 

x = xo, y = y a 

et, par conséquent, 
x ' = y' = o . 

ment petit; on peut en conclure que les séries (3 BIS) et les séries 
(3) convergent. c. Q.r.n. 
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Nous avons, d'ailleurs, à calculer les valeurs de x ' et de y 1 pour 
t = i 0 + T, c'est-à-dire pour t! = t 0 . 

Nous retombons donc sur le cas étudié au numéro précédent, et 
nous voyons que x et y sont développables suivant les puissances 
de x 0 , y 0 , ~ et p, pourvu que les modules de ces quantités soient 
assez petits. Il y a à cela une seule condition, c'est que la solution 
particulière, pour laquelle les valeurs initiales de x et de y sont 
nulles, et dans laquelle on suppose de plus p. = o, ne passe par 
aucun point singulier. 

Appliquons cela aux équations du n° 13 

dxj _ dF d y t _ d F 

d t d y i ' d t d x i ' 

OÙ 

F = F0 -R- [*Fi -T- n*F, -+-... 
et où F 0 ne dépend pas d e s y . 

F sera une fonction des x et des y qui ne cessera d'être holo-
morpbe qu'en certains points singuliers. Il pourra se faire que, si 
l'on donne aux x les valeurs suivantes 

•y. /y. 0 •>· '/· 0 ly _— :-/' 0 

. £ 1 — , **· 2 — · ' · î — ·** p > 

la fonction F reste holomorphe pour toutes les valeurs des y . 
Imaginons alors que l'on se propose le problème suivant : 
Envisageant la solution particulière, telle que, pour t = o , 

on ait 

X \ — #ï - H £ 1 , = X% ·— %<ï-i · · · , X p ~ Xp - 1 - \ p , 

ri =7?11, y î = y l - T - V î , •··, y P = y P - ^ - n P , 

et considérant en particulier les valeurs des variables pour 

t = t 0 -+- T , 

développer ces valeurs suivant les puissances de p., de 1 , des ? el 
des 7). 

Ce développement sera possible ; en effet, si l'on fait à la fois 

H = T = |f = *)f = o, 

la solution particulière envisagée se réduit à 
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(où ïii est la valeur de — pour x^ = x%j, et, d'après ce que 

nous venons de supposer, celte solution ne passe par aucun point 
singulier. 

Voyons ce qui arrive dans le cas particulier du Problème des 
trois Corps. La fonction F ne peut cesser d'être holomorphe que si 
deux des trois corps viennent à se choquer. La solution particu­
lière que nous considérons représente, dans le cas de p, = o, l'en­
semble de deux ellipses képlériennes décrites par les deux petites 
masses sous l'attraction d'une masse égale à i placée à l'origine, 
four qu'un choc puisse se produire , il faudrait que ces deux 
ellipses se coupassent; or c'est ce qui n'arrive jamais dans les ap­
plications astronomiques. 

Nous arrivons donc à cette conclusion : 

Dans le Problème des trois Corps, nous définirons la situation 
du système par les douze variables définies au n° 11. 

On se donne les valeurs x" -+- £,·, y" - + - 7 ) ? de ces variables pour 
t = o, et l'on demande quelles seront les valeurs de ces mêmes 
variables à l'époque t0 -+- T. 

Nous venons de voir que ces valeurs sont développables suivant 
les puissances des masses, des E, des 7 ) et de T. 

Il n'y a qu'un cas d'exception, qui est le suivant : supposons que, 
pour t = o, les valeurs initiales des variables soient et y " , et 
que, les masses étant supposées nulles, le mouvement se continue 
ensuite d'après les lois de Kepler, si, dans ces conditions, un 
choc se produisait avant l'époque t0, ce que nous venons de dire 
ne serait plus vrai. 

On pourrait calculer de la sorte une limite inférieure du temps 
pendant lequel il est permis de développer les coordonnées des 
planètes suivant les puissances des niasses ; mais la limite ainsi 
obtenue serait beaucoup trop éloignée de la limite précise pour 
<{iie ce calcul présentât de l'intérêt. 

Emploi des séries trigonométriques. 

29. Les séries de puissances ne sont pas les seules qui puissent 

servir à l'intégration des équations différentielles ; on se sert 

également des séries trigonométriques. Je veux en dire ici quel-
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f)4 C H A P I T R E I I . 

QUES MOTS AVANT D'ABORDER LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

O N SAIT QU'UNE FONCTION DE x PÉRIODIQUE ET DE PÉRIODE 2it PEUT 

SE DÉVELOPPER EN UNE SÉRIE DE LA FORME SUIVANTE 

F (x) = A 0 - + - A[ cosa? -t- A 2 cos i.x - r . . . -t- A ; ( cos nx . . . 

- i - B( sin x -+- B 2 sin i x + . . . + B „ sin n x -t- . . . . 

J'AI MONTRÉ DANS LE Bulletin astronomique (NOVEMBRE 1 8 8 6 ) 

(PIE, SI LA FONCTION f(x) EST FINIE ET CONTINUE, AINSI QUE SES p — 2 

PREMIÈRES DÉRIVÉES, ET SI SA (p — iyème
 DÉRIVÉE EST FINIE, MAIS PEUT 

DEVENIR DISCONTINUE EN UN NOMBRE LIMITÉ DE POINTS, ON PEUT 

TROUVER UN NOMBRE POSITIF K , TEL QUE L'ON AIT, QUELQUE GRAND QUE 

SOIT n, 

\ n P k „ \ < K , \ n P B N \ < K . 

SI f(x) EST UNE FONCTION ANALYTIQUE, ELLE SERA FINIE ET CONTINUE 

AINSI QUE TOUTES SES DÉRIVÉES. O N POURRA DONC TROUVER UN NOMBRE 

K , TEL QUE 

| / i » A „ | < K , | « 2 B „ | < K . 

IL RÉSULTE DE LÀ QUE LA SÉRIE 

| A 0 1 -t- | A t | -1- | A , | + . . . -t- | A „ | -H . . . 

-+-1 B , | -4- | B 2 | -r- . . . -t- | B „ | - + - . . . 

CONVERGE ET, PAR CONSÉQUENT, QUE LA SÉRIE ( 1 ) EST ABSOLUMENT ET 

UNIFORMÉMENT CONVERGENTE. 

CELA POSÉ, CONSIDÉRONS UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

LINÉAIRES 

/ d r i 

— J J = <?i,i-*"i-t- Î M * I + . . . - H < ? i , n a 7 „ , 

dx* 

-JF = <?2,1^1 " I " <?2, 2 # 2 T · · · -+- OT,NX„, 

- J - J = FN,LXL-I- FN,IXÎ-+- • · · -+• <?N,N.XN-

LES n2 COEFFICIENTS tp;,* SONT DES FONCTIONS DE t PÉRIODIQUES ET DE 

PÉRIODE 2Tt.. 
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I N T É G R A T I O N PAR L E S S É R I E S . 65 

Les équations ( 2 ) ne changent donc pas quand on change t en 

t -+- 2 1 1 . Cela posé, soient 

/ xl = 4*1,1 ( 0 > « ï = 4 * l , » ( 0 > • · · . K » ( O l 

(3) J a , i = "r'!,«(0> X Ï - + 2 , 2 ( 0 . a j | , = < K » ( 0 . 

' a " i = 4*», i (0> » * = 4 " » . * ( 0 > · · · ! * n = 4</t,»(t) 

n solutions, linéairement indépendantes, des équations ( 2 ) . 
Les équations ne changent pas quand on change t e n ( + 2 î c , 

et les n solutions deviendront 

»?i = 4 ' i , i ( * - t - a i t ) , x„ =tyuu(t -+- a i r ) , 

x i = +2,1 (* -+- a i t ) , · · · . KBC + a i t ) i 

» i = <l '«,i(*+ain) 1 3 7 « = 4<»,it(* + a i r ) . 

Elles devront donc être des combinaisons linéaires des n solu­
tions (3), de sorte qu'on aura 

!

+ 1 , 1 ( £ - H 2 i r ) = A, , , n> , , , ( 0 4 - A , , j 4 < 2 , , ( 0 - + - . . . - I - A , ,„ 4*„,, ( 0 , 

4*2,1 (« ·+- a i r ) = A 2 , , 4 « , , i ( 0 H- A 2 , 2 4*2,1 ( 0 -+- · · · -4- A , , , 4 < n , i ( 0 , 

4*«,i(« a i t ) = A „ , , 4 - 1 , 1 ( 0 - 1 - A.a,ttyt,i(t) • + - . . · H- A„ j „4 / „ ) i ( « ) , 

les A étant des coefficients constants. 
On aura d'ailleurs de même (avec les mêmes coefficients) 

4*1.1 (t -t- a u ) = Ai, , tyi,i(t) - t - A , , 2 4*2,2(0 •+- · · · -+- A , . „ 4 ' / , , 2 ( 0 . 

Cela posé, formons l'équation en S 

( 5 ) 

A , , , — S A , i 2 . . . A, ,„ 

A 9 , i A 2 , 2 — S . . . A 2 , „ 

A„,i An,2 A r t , „ — S 

Soit S, l'une des racines de cette équation. D'après la théorie 
des substitutions linéaires, il existera toujours n coefficients con­
stants 

Bi, B 2 , . . . , Bft, 

H . P. — I. 5 
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tels que si l'on pose 

6i,i(0 = Bj4-1,1(0 -+- B,<{-,,!(0 -H . . . - H B„4- n , , (0, 

et de même 

8i,K0 = Bi4»i,K0 ·+- B,4<,,,(0 + · · . -H B„4- r f,,-(0. 
on ait 

e , , i ( « - t - 2 i t ) = S 1 8 l j l ( i ) 

et de même 

eM(f-i-2iO = Si6M(o-
Posons 

Si = e»«,n, 

il viendra 

e-ai<«+**>9i,i(< - H 2 i c ) = S i C - ' O i ' t e - ^ B i . i f O = 

Cette équation exprime que 

e - < M 0 M ( O 

est une fonction périodique que nous pourrons développer en une 
série trigonométrique 

Ài,i(0. 

Si les fonctions périodiques tpj,*(*) sont analytiques, il en sera 
de même des solutions des équations différentielles ( 2 ) et de 

La série À ) ) ( ( < ) sera donc absolument et uniformément 
convergente. 

De même 
e- a ' '8, , ,(0 

sera une fonction périodique que l'on pourra représenter par une 
série trigonométrique 

*« .<(*) • 

Nous avons donc une solution particulière des équations ( 2 ) 
qui s'écrit 

( 6 ) x x = c«.«Xi,i(0i *» = e a ' ' * i ,» (0 . ···. » » = e a . ' X i , B ( 0 -

A chaque racine de l'équation (5) correspond une solution de 
la forme (6) . 
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Si l'équation (5) a toutes ses racines distinctes, nous aurons 
n solutions de cette forme linéairement indépendantes, et la solution 
générale s'écrira 

X i = Cie<MX M ( 0 -t- C 2 e « » ' X 2 ] 1 ( 0 + · · · -t- G n e a » ( X n , i (*), 

x 2 = C , e a . ' X 1 ; 2 ( t ) - h C 2 e « » ' X 2 ] 2 («)-+- . . . -t- C„e°»'X „ , 2 (*), 

a?»= Cie".< X 4 ,„(<) + C 2 e « » ' X 2 i „ ( 0 -t- . . . -+- C„e«»' X„,„( i ) -

Les G sont des constantes d'intégration, les a sont des constantes 
et les X sont des séries trigonométriques absolument et uniformé­
ment convergentes. 

Voyons maintenant ce qui arrive quand l'équation (5) a une ra­
cine double, par exemple quand a ( = <x2. Reprenons la formule 
(7), faisons-y 

G3 = C 4 = . . . = C n = o, 

et faisons-y tendre a2 vers at. Il vient 

xi = e<M [ C i X M ( t) -+- G 2 e < « » - a i " X 2 , i (0] 

ou, en posant 

Ci = C'i — G 2 , 

r — C'a 
L * 2 — j 

a 2 — a i 

il viendra 

„ = e«,< k Xi 1 (0 + C a « " - . " W O - W O 1. 

L a 2 — ai J 

11 est clair que la différence 

* 2 , i ( 0 - * i , i ( 0 

s'annulera pour <x2 = a.{. Nous pourrons donc poser 

Àj,i(0 = Ài , i (OH-(a ï—«!)* ' (* ) · 

Il vient ainsi 
X i = e«>' T e ' ! X , , t + C'X,, i e ' a ' ~ a ' " ~ I H- C'j X ' ( 0 e < " . - « . " 1 , 

L a 2 — a l J 

et à la limite (pour a 2 = a ( ) , 

a?1 = Cj e < M X M - r - C J e « i ' [ r t i , i + l imX'(i)] . 
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On verrait que la limite pour a s = a, est encore une série 
trigonométrique absolument et uniformément convergente. 

Ainsi l'effet de la présence d'une racine double dans l'équation 
(5) a été d'introduire dans la solution des termes de la forme sui­
vante 

X(£) étant une série trigonométrique. 
On verrait sans [peine qu'une racine triple introduirait des 

termes de la forme 

et ainsi de suite. 
Je n'insiste pas sur tous ces points de détail. Ces résultats sont 

bien connus par les travaux de MM. Floquet, Callandreau, Bruns, 
Stieltjes, et, si j'ai donné ici la démonstration in extenso pour le 
cas général, c'est que son extrême simplicité me permettait de le 
faire en quelques mots. 

Fonctions implicites. 

30. Si l'on a n •+• p quantités y,, y 2, . .., y„; x,, x2, . . . , xp 

entre lesquelles ont lieu n relations 

/iOi>.r2. · · - ,.r«; X U X N ···> X P ) = °> 
F D Y U Y * , • • • , Y N , &U **> ··•> &P) = O, 

F N { Y \ , Y I > • • -, Y N \ XU ^2, ·.·. XP) = O, 

si les f sont développables suivant les puissances des x et des y et 
s'annulent avec ces n-\- p variables ; 

Si enfin le déterminant fonctionnel des /"par rapport aux y n'est 
pas nul quand les x et les y s'annulent à la fois; 

On pourra tirer des équations ( 7 ) les « inconnues y sous la forme 
des séries développées suivant les puissances de ^ 1 , . . . , xn-

Considérons, en effet, xt comme la seule variable indépendante, 
x2, x3, . . . , xn comme des paramètres arbitraires : nous pourrons 
remplacer les équations ( 7 ) par les n équations différentielles 
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Nous sommes ainsi ramenés au cas dont nous venons de nous 
occuper. 

En particulier, si/(y, x,, x2, • • ·, xn) est une fonction dévelop-
pable suivant les puissances de y et des x, si pour 

Y = X 1 = X I 

on a 

/ = o , 

et si y est défini par l'égalité 

y sera développable suivant les puissances des x. 

31. Ce résultat peut s'énoncer d'une autre manière; considé­
rons en effet une équation algébrique quelconque 

/ ( » ) = o. 

Si, pour une certaine valeur x0 de x, /(x) s'annule sans que sa 
dérivée s'annule, on dit que x0 est une racine simple de l'équation ; 
c'est au contraire une racine multiple d'ordre n sif s'annule, ainsi 
que ses n — i premières dérivées. 

De même, si l'on a un système quelconque d'équations algébri­
ques, trois par exemple, à savoir 

A ( . * , Y , * ) = o, 

f i ( X , Y , Z) = O, 

fz{X,Y, *) = o, 

on dit que 
<E = XT, Y = Y O , Z = Z„ 

est une solution simple de ce système si pour ces valeurs J T , /21/SI 

s'annulent sans que leur jacobien ou déterminant fonctionnel s'an­
nule. 

On peut conservería même dénomination quand ff,f2 e t / j , au 
lieu d'être des polynômes entiers en x, y , z, sont des fonctions 
holomorphes en x, y, z. 

Le résultat du numéro précédent peut alors s'énoncer comme il 

=... = xn = o, 

DF . 

— ^ o , 
DY 

= o, 
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suit : si l'on ap équations (où les inconnues s o n t ^ , , ^ , • · ·, yp) 

fiiyuyî, • •••,yP\ x\, . · · , xn) = o, 

fî(yi,yt* • · · . » » ) = ° i 

• · • Ï 

fp(yuyî, ••••.yp-, Xi, # 2 , . . . , # „ ) = ° > 

dont les premiers membres sont holomorpbes, si, pour 

Xi = X% — · · · — &n = O , 

le système de valeurs 

y \ = y t = - - - = y p = o 

est une solution simple des équations, les y peuvent se dévelop­
per suivant les puissances croissantes des x. Si donc on donne aux 
x des valeurs suffisamment petites, nos équations admettront 
encore une solution réelle. 

Points singuliers algébriques. 

32. Considérons une équation 

(O f(y,*) = o, 

et supposons que, pour 
x = y = o, 

f s'annule ainsi que ses m — 1 premières dérivées par rapport à y. 

Alors, pour x = o, la valeur o de y est une solution d'ordre m de 
l'équation. 

On démontre qu'il existe m développements convergents de y 

suivant les puissances positives et fractionnaires de x, s'annulant 
avec x et satisfaisant à l'équation (voir les travaux classiques de 
M. Puiseux sur les équations algébriques). 

Mais ces m développements convergents se répartissent en 
groupes de la manière suivante. 

Soit 

( 2 ) y = a.iXp -+- a^xP + . . . -+- a n x p . . 

un de ces développements, et soit ~k une racine pième de l'unité. 
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Le développement 

i l a 

y = a i \ x P 4- a ^ x P - h . • .4- a ^ x P 4-. . . 

satisfera également à l'équation ( i ) . On pourra donc déduire du 
développement (2 ) p — 1 autres développements qui formeront 
avec lui un groupe; je dirai que ce groupe est d'ordre p . 

La somme des ordres de tous les groupes est manifestement égale 
à m . 

Supposons qu'il y ait q p groupes d'ordre p , la somme de leurs 
ordres sera q p p , et l'on aura 

<1\4- 2 î s + . . -4-pq p •+-... = m. 

Les coefficients des p q p développements appartenant à des 
groupes d'ordre p seront donnés par des équations algébriques 
d'ordre p q p . 

Si p q p est impair, ces équations auront au moins une racine 
réelle et un des développements au moins aura ses coefficients 
réels; comme de plus p est impair, si p q p est impair, la valeur 
correspondante d e y sera encore réelle. 

Mais, si m est impair, l'une au moins des quantités p q p est im­
paire; l'une au moins des valeurs de y doit donc être réelle. 

Si donc m est impair, l'équation (1) admettra encore au moins 
une solution réelle pour les petites valeurs de x . 

J'ajouterai que les nombres de solutions réelles pour les petites 
valeurs négatives de x sont tous deux de même parité que m; j'en­
tends parler des solutions réelles qui s'annulent avec x . 

Élimination. 

33. Considérons maintenant une équation 

( l ) / ( / , » 1 , Xî, Xn) = 0 

i 

et imaginons que, quandy et les x s'annulent,/s'annule ainsi que 
ses m — 1 premières dérivées par rapport à y , sans que la dérivée 
m i e m e g ' a n n u l e . 

Au début de ma Thèse inaugurale sur les fonctions définies par 

les équations aux dérivées partielles (Paris, Gauthier-Villars, 1879), 
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j'ai démontré qu'une pareille équation peut être transformée en 
une autre de la forme suivante 

<?(.?, Xn) = 0, 

où (f est un polynôme de degré m en y, où le coefficient de y'" 
est égal à i , et où les autres coefficients sont holomorphes par 
rapport aux x. 

Si l'on suppose m = î , cette équation x se réduit à 

y — fonction ho lomorphe des x = o, 

et l'on retombe sur le théorème du n° 30. 
J'ai démontré également dans cette même Thèse (lemme IV, 

p. I 4 ) que: 

Si IJ>(, (f>2, . . . , (fp sont p fonctions holomorphes en zt, z2, . . . , 
fonctions s'annulent quand on annule 

tous les z et tous les x ; si les équations 

? 1 = < ? » = . . . = < ? p = 0 

restent distinctes quand on annule tous les x ; si enfin on définit 
les z en fonction des x par les équations 

(2 ) <?!= 9, = . . . = 9p = 0 , 

les ^fonctions ainsi définies sont algébroïdes; ce qui veut dire, 
dans le langage de la Thèse citée, que les équations ( 2 ) peuvent être 
remplacées par p autres équations 

l]/, = 0, 4*2= O , typ = 0 

de même forme, mais dont les premiers membres sont des poly­
nômes entiers par rapport aux z. 

Cela posé, soient deux équations simultanées 

définissant y et z en fonction de x ; je suppose que les premiers 
membres soient holomorphes en a;, y et z et s'annulent avec ces 
trois variables. 

De deux choses l'une, ou bien, quand on annulera x, les deux 
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équations resteront distinctes; on pourra alors, d'après ce que nous 
venons de voir, remplacer ces deux équations par deux autres 
équivalentes 

dont les premiers membres seront des polynômes entiers en y et 
z; on peut alors, entre ces deux équations devenues algébriques, 
par rapport aux deux inconnues y et s, éliminer z, par exemple, et 
arriver à une équation unique 

¥ ( x , y ) = o, 

ou bien, quand on annulera x, les deux équations (3) cesseront 
d'être distinctes 

Mais alors deux cas pourront se présenter. 
Ou bien on pourra trouver un nombre a, tel que les équa­

tions (3) restent distinctes quand on fera x = cty. 
Alors, si nous posons x'—x — a.y, les équations restent dis­

tinctes pour x'= o et l'on retombe sur le cas précédent; on peut 
éliminer z entre les deux équations (3) et les réduire à une équation 
unique entre x' et y ou, ce qui revient au même, entre x et y. 

Ou bien on ne pourra pas trouver un pareil nombre a ; mais cela 
ne peut arriver que si les équations (3) ne sont pas distinctes; 
sauf ce cas exceptionnel, l'élimination sera donc toujours possible. 

Plus généralement, soient 

? i z i t . . . , z p ; x ) = o , 

<?* ( * i i « s . • - - , z p ; x ) = o , 

· · • · * 
? / > ( * l l * « , . . . , Z p ; x ) = 0 

p équations dont les premiers membres soient holomorphes et qui 
définissent les^ en fonctions de x; si ces équations sont distinctes, 
on pourra toujours éliminer z2, z3: . . z p entre ces p équations 
et les ramener à une équation unique de même forme 

( 5 ) F * ! ) = <>. 

Je suppose que les équations (4) soient encore distinctes pour 
x = o et, par conséquent, que F ne soit pas divisible par x. 
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Je suppose que SP,, TP2, . . . , 'fp s'annulent avec les z et avec x , de 

sorte que 

( 6 ) z\ = z% = . . . = z p = o 

est une solution du système ( 4 ) pour x = o, et que zK = o est une 
solution de l'équation (5) . 

Si z, = o est une solution d'ordre m de l'équation (5) , je dirai 
également que la solution (6) est une solution d'ordre m du sys­
tème ( 4 ) . 

Si la solution est d'ordre impair, nous pourrons affirmer que l'é­
quation (5) et, par conséquent, le système ( 4 ) admettent encore des 
solutions réelles pour les petites valeurs de x . 

Théorème sur les maxima. 

34. Soit F ( ^ ( , z 2 , . . ., zp) une fonction quelconque holomorphe 
par rapport aux z ; on sait qu'on trouvera tous les maxima de cette 
fonction en résolvant le système 

dF _ dF _ dF _ 

' dzi dz2 ' ' ' dzp ° ' 

mais on sait également que toutes les solutions de ce système ne 
correspondent pas à des maxima. 

Je dis qu'une condition nécessaire, mais non suffisante bien en­
tendu, pour qu'une solution puisse correspondre à un maximum 
de F, c'est que cette solution soit d'ordre impair. 

La chose est évidente si l'on n'a qu'une seule variable z, et une 
seule équation 

dF _ 

dzi 

On sait, en effet, qu'il ne peut y avoir de maximum si la pre­
mière dérivée de F qui ne s'annule pas n'est pas d'ordre pair. 

Étendons le même résultat au cas général et, pour fixer les idées, 
considérons le cas de deux variables seulement zt et z2. Regardons 
z{ et z2 comme les coordonnées d'un point dans un plan ; nous 
pouvons toujours supposer que l'on ait pris pour origine le point 
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qui correspond au maximum, de façon que ce maximum ait lieu pour 

Zl = ZÎ = o. 

On pourra alors décrire autour de l'origine une courbe fermée G 
très petite, et telle qu'en tous ces points on ait 

F ( z , , . z 2 ) < F ( o , o ) . 

Mais il y a plus : nous pouvons supposer que cette courbe ait 
pour équation 

F ( * 1 , * î ) = F ( o , o ) — X», 

X étant une constante très petite, et qu'à l'intérieur de cette courbe 
fermée C on ait 

F ( z 1 ( z , ) > F ( o , o ) — X » ; 

par conséquent, quand on franchira la courbe C en allant de l'exté­
rieur à l'intérieur, F ira en augmentant. ' 

Ce qu'il s'agit d'établir, c'est que 

z l = z% — o 

est une solution d'ordre impair du système 

d F _ d F _ 
d z x ~~ d z % ~~ ' 

mais cela revient à dire ce qui suit : soit 

F H) 

une fonction de zK et de z2 qui se réduise à F ( s l , z2) pour jx = o. 
Le système 

dF dF 
( i ) - r ~ = J — = 0 

d z i dZï 

' a, pour \x = o, une solution multiple qui est 

Zi = z2 = o ; 

mais on peut toujours choisir la fonction F(z,, z2, rO [qui ne nous 
est donnée que pour [x = o, et qui reste arbitraire pour les autres 
valeurs de [*.], de telle façon que, pour les valeurs de [A différentes 
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de zéro, ce même système n'ait plus que des solutions simples. Eh 
bien, ce qu'il s'agit d'établir, c'est que, si o, est assez petit, il y a, 
dans l'intérieur de la courbe C, un nombre impair de ces solutions 
simples. 

Dans mon Mémoire Sur les courbes définies par les équa­
tions différentielles [ IV e Partie, Chap. XVIII (Journal de Liou-
ville, 4 e série, t. II, p. 1 7 7 ) ] , j'ai eu l'occasion d'étudier la distri­
bution de points singuliers d'un système d'équations différentielles 
et de définir pour cela l'indice kroneckérien d'une courbe fermée 
ou d'une surface fermée par rapport à ce système d'équations dif­
férentielles. 

Le système que nous aurons à considérer ici est le suivant 

. DZ\ DZ2 ' 

(dF \ = J^ES 
\DZ,J \ D Z T ) 

et, plus généralement, 

DZI DZ* DZN 

I D F \ ~~ ( D ¥ \ = " - = / DF \ ' 

\DZI) \ D Z T ) \ D Z N ) 

Les points singuliers du système ( 2 ) seront les solutions du sys­
tème ( 1 ) . 

Nous aurons à calculer l'indice kroneckérien de la courbe fer­
mée C par rapport au système ( 2 ) . On peut vérifier qu'il est égal 
à 1 pour p. = o, et l'on en conclura qu'il sera encore égal à 1 poul­
ies petites valeurs de tx, puisqu'il ne peut varier que si une des so­
lutions du système ( 1 ) vient à franchir cette courbe G. 

Le nombre des points singuliers positifs du système ( 2 ) , situés 
à l'intérieur de C, est donc égal au nombre des points singuliers 
négatifs plus un. 

Le nombre total des points singuliers, c'est-à-dire le nombre 
total des solutions du système ( 1 ) supposées simples, situées à l'in­
térieur de C, est donc impair. c. Q. F . D. 

Ce raisonnement s'applique sans changement au cas où il y a 
plus de deux variables. 
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Nouvelles définitions. 

35. Je ne parlerai pas pour le moment, afin de pas trop allonger 
ces préliminaires, de l'application des méthodes de Cauchy aux 
équations aux dérivées partielles, bien que je me réserve de revenir 
plus tard sur cette question. 

Je terminerai ce Chapitre en donnant une nouvelle extension 
à la notation <^ du n° 20. 

Soient <f(x, y, i ) , y, t) deux séries ordonnées suivant les 
puissances croissantes de x et de y, de telle façon que les coeffi­
cients soient des fonctions périodiques de t, développées suivant 
le sinus ou le cosinus des multiples de t ou, ce qui revient au 
même, suivant les puissances positives et négatives de elt. 

Considérons donc le développement de cp et de ip suivant les 
puissances de x, y et eu\ si chaque coefficient de <]; est réel, positif 
et plus grand en valeur absolue que le coefficient correspondant 
de œ, nous écrirons 

cp (arg. x, y, e±"). 

Si la série b est convergente pour 

# = 1*0 1. y = \y<>\, t = o, 

la série cp convergera pour 

x = x0, y = y 0 , t = quantité réelle quelconque. 

J'ajoute qu'il suffit que la série converge quand t — o pour 
qu'elle converge quel que soit t. 

Si la série tp(#, y, t) converge et si elle représente une fonction 
analytique, il résulte de ce que nous avons vu au numéro précédent 
que la convergence est absolue et uniforme. 

On peut donc trouver une constante a réelle et positive et une 
fonction M de t, périodiques et de période 2TC, qui soient telles : 

i 0 Que le développement de M, suivant les puissances positives 
et négatives de e'c, ait tous ses coefficients réels et positifs; 

2 ° Que l'on ait 

M 
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On aura donc a fortiori, quel que soit £, 

f < -, ( a r g . x,y>, 

M 0 étant la valeur de M pour t — o. 
En effet, soit 

Ç = S k.xmyn e P ' ' ; 

il viendra 

_ 2 = — S À K p ' i x m y n e P ' t . 

Cette série devra converger, par hypothèse, pour toutes les va­
leurs réelles de t et pour les valeurs de x et y qui sont intérieures 
au cercle de convergence. Supposons, par exemple, que la conver­
gence ait lieu pour 

x = Y = - · 

Les termes de la série devront être limités en valeur absolue, de 
sorte qu'on pourra écrire, en appelant K une constante positive, 

| A | < - ^ - Ï . 

Si nous posons 
V"! K E P ' F 

M = > — , 

il viendra 
M M 

? < ( i — a x ) ( i — x y ) < i - a ( x - t - y ) ' 
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CHAPITRE III. 

S O L U T I O N S P É R I O D I Q U E S . 

36. Soit 

( 1 ) W = X ! ( i ' = i ; 2 > ···' n ) 

un système d'équations différentielles, où les X sont des fonctions 
uniformes données de x,, x%, · · · , Xn-

Soit maintenant 

( 2 ) & i = f 1 ( t ) , A 7 2 = T P 2 ( 0 , · · · , Vn = <fn(t), 

une solution particulière de ce système. Imaginons qu'à l'époque T 
les n variables X i reprennent leurs valeurs initiales, de telle façon 
que l'on ait 

? , ( O ) = <? , (T) . 

11 est clair qu'à cette époque T on se retrouvera identiquement 
dans les mêmes conditions qu'à l'époque o et, par conséquent, 
qu'on aura, quel que soit £, 

Ç , ( 0 = <?/(* + T ) . 

En d'autres termes, les fonctions CPJ seront des fonctions pério­
diques de t. 

On dit alors que la solution ( 2 ) est une solution périodique 
des équations ( 1 ) . 

Supposons maintenant que les fonctions X t- dépendent non seu­
lement des X i , mais du temps t. J'imagine, de plus, que les X ; 
soient des fonctions périodiques de t et que la période soit égale 
à T. Alors, si les fonctions TP,- sont telles que 

<?<(<>) = ?<-(T), 
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80 CHAPITRE III. 

on pourra encore en conclure que 

9 , ( 0 = 9 ; Û - | - T ) , 

et la solution ( 2 ) sera encore périodique. 
Voici un autre cas un peu plus compliqué. Supposons de nou­

veau que les fonctions X ; ne dépendent plus que des x, mais 
qu'elles soient des fonctions périodiques des p premières x, à sa­
voir de OC | j 0C% y · · · ^ ^C p y de telle sorte que les X,- ne changent pas 
quand on change xt en xt -+- a i r , ou bien x2 en x2 -+- 27T, . . . , 
ou bien xp en xp -+- 211. 

Imaginons maintenant que l'on ait 

( T ; = 9I(O)-(-2*JIR, 9 2 ( T ) = ? 2 ( O ) - H 2 ^ 7 r , . . . . < p P ( T ) = ? / ) ( O ) -+- -xk „ 

( T ) = 9P+I(O), 9 / H _ , ( T ) = 9 ^ , ( 0 ) , . . . . ? A ( T ) = 9 » ( O ) . 

k,, k2, ... , kp étant des entiers. 
A l'époque T, les p premières variables x auront augmenté d'un 

multiple de 2 i t , les n—p dernières n'auront pas changé; les X t-
n'auront donc pas changé, et l'on se retrouvera dans les mêmes 
conditions qu'à l'époque o. On aura donc 

?*(* -+-T) = ( ? , . ( f ) - f - *ktit ( « ' = 1, 2 , . . . , / > ) , 

9 / ( Ï - t - T ) = 9 / ( 0 (I' = p + I , / ) + 2 , n). 

Nous conviendrons encore de dire que la solution ( 2 ) est une 
solution périodique. 

Enfin il peut arriver qu'un changement convenable de variables 
fasse apparaître des solutions périodiques qu'on ne rencontrait pas 
avec les variables anciennes. 

Reprenons, par exemple, les équations ( 2 ) du n° 2 

dr, dV ,, 
dT*-2ndt= dj+n^> 
d*-n d\ dV 
-dï + %ndt = ^ + n ^ -

Il s'agit, on se le rappelle, du mouvement d'un point rapporté à 
deux axes mobiles Oi; et 0·/) et soumis à une force dont les com-

, dV dV 
posantes suivant ces deux axes sont et 

Dans beaucoup d'applications, V ne dépend que de £ et de r, 
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e t l e s é q u a t i o n s a d m e t t e n t d e s s o l u t i o n s p a r t i c u l i è r e s t e l l e s , q u e 

! j e t 7 i s o i e n t d e s f o n c t i o n s p é r i o d i q u e s d e t, l a p é r i o d e é t a n t 

é g a l e à T . 

S i l ' o n a v a i t r a p p o r t é l e p o i n t à d e s a x e s fixes Ox e t Oy, o n 

a u r a i t e u 

œ — \cosnt — Tj s in / i i , 

y = jj sinnZ •+• r¡ eosnt, 

et x et y n ' a u r a i e n t p a s é t é d e s f o n c t i o n s p é r i o d i q u e s d e t, à m o i n s 

q u e T n e s o i t c o m m e n s u r a b l e a v e c ^ · 

O n f a i t d o n c a p p a r a î t r e u n e s o l u t i o n p é r i o d i q u e e n p a s s a n t d e s 

a x e s f i x e s a u x a x e s m o b i l e s . 

L e p r o b l è m e q u e n o u s a l l o n s t r a i t e r i c i e s t l e s u i v a n t : 

S u p p o s o n s q u e , d a n s l e s é q u a t i o n s ( 1 ) , l e s f o n c t i o n s X , - d é p e n ­

d e n t d ' u n c e r t a i n p a r a m è t r e p . ; s u p p o s o n s q u e d a n s l e c a s d e 

¡JL = o o n a i t p u i n t é g r e r l e s é q u a t i o n s , e t q u ' o n a i t r e c o n n u a i n s i 

l ' e x i s t e n c e d ' u n c e r t a i n n o m b r e d e s o l u t i o n s p é r i o d i q u e s . D a n s 

q u e l l e s c o n d i t i o n s a u r a - t - o n l e d r o i t d ' e n c o n c l u r e q u e l e s é q u a ­

t i o n s c o m p o r t e n t e n c o r e d e s s o l u t i o n s p é r i o d i q u e s p o u r l e s p e t i t e s 

v a l e u r s d e p ? 

P r e n o n s p o u r e x e m p l e l e P r o b l è m e d e s t r o i s c o r p s : n o u s s o m m e s 

c o n v e n u s p l u s h a u t ( n ° i l ) d ' a p p e l e r <X 2¡A e t o c 3 f x l e s m a s s e s d e s 

d e u x p l u s p e t i t s c o r p s , IL é t a n t t r è s p e t i t , < x 2 e t a 3 finis. P o u r ¡ x = o , 

l e p r o b l è m e e s t i n t e g r a b l e , c h a c u n d e s d e u x p e t i t s c o r p s d é c r i v a n t 

a u t o u r d u t r o i s i è m e u n e e l l i p s e k e p l é r i e n n e ; i l e s t a i s é d e v o i r a l o r s 

q u ' i l e x i s t e u n e i n f i n i t é d e s o l u t i o n s p é r i o d i q u e s . N o u s v e r r o n s 

p l u s l o i n q u ' i l e s t p e r m i s d ' e n c o n c l u r e q u e l e P r o b l è m e d e s t r o i s 

c o r p s c o m p o r t e e n c o r e u n e i n f i n i t é d e s o l u t i o n s p é r i o d i q u e s , p o u r v u 

q u e [ x s o i t s u f f i s a m m e n t p e t i t . 

I l s e m b l e d ' a b o r d q u e c e f a i t n e p u i s s e ê t r e d ' a u c u n i n t é r ê t p o u r 

l a p r a t i q u e . E n e f f e t , i l y a u n e p r o b a b i l i t é n u l l e p o u r q u e l e s 

c o n d i t i o n s i n i t i a l e s d u m o u v e m e n t s o i e n t p r é c i s é m e n t c e l l e s q u i 

c o r r e s p o n d e n t à u n e s o l u t i o n p é r i o d i q u e . M a i s i l p e u t a r r i v e r 

q u ' e l l e s e n d i f f è r e n t t r è s p e u , e t c e l a a l i e u j u s t e m e n t d a n s l e s c a s 

o ù l e s m é t h o d e s a n c i e n n e s n e s o n t p l u s a p p l i c a b l e s . O n p e u t a l o r s 

a v e c a v a n t a g e p r e n d r e l a s o l u t i o n p é r i o d i q u e c o m m e p r e m i è r e a p ­

p r o x i m a t i o n , c o m m e orbite intermédiaire, p o u r e m p l o y e r l e l a n ­

g a g e d e M . G y l d é n . 

H. P. — I. 6 
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82 C H A P I T R E l i t . 

Il y a même plus : voici un fait que je n'ai pu démontrer rigou­
reusement, mais qui me paraît pourtant très vraisemblable. 

Étant données des équations de la forme définie dans le n° 13 
et une solution particulière quelconque de ces équations, on peut 
toujours trouver une solution périodique (dont la période peut, il 
est vrai, être très longue), telle que la différence entre les deux so­
lutions soit aussi petite qu'on le veut, pendant un temps aussi 
long qu'on le veut. D'ailleurs , ce qui nous rend ces solutions 
périodiques si précieuses, c'est qu'elles sont, pour ainsi dire, la 
seule brèche par où nous puissions essayer de pénétrer dans une 
place jusqu'ici réputée inabordable. 

37. Reprenons les équations 

( I ) ^ T = X ' ' ( £ = 1 > 2> ·••> » ) > 

en supposant que les X ; soient des fonctions des n inconnues 
x ( , « 2 , . . . , xH, du temps t, et d'un paramètre arbitraire u,. 

Supposons, de plus, que ces fonctions soient périodiques par 
rapport à t et que la période soit 2 Î T . 

Imaginons que, pour [A = o, ces équations admettent une solu­
tion périodique de période 2TC 

= <?'•<», 
de telle sorte que 

Cherchons si les équations ( i) admettront encore une solution 
périodique de période su quand u, ne sera plus nul, mais très 
petit. 

Considérons maintenant une solution quelconque. 
Soit <p;(o) -+- Pi la valeur de xi pour t = o ; soit 9 , ( 0 ) -+- , 3 / + 

la valeur de Xi pour t — i~. 
Les tyi seront, d'après le théorème du n° 27, des fonctions 

holomorphes de u. et des 3;, et ces fonctions s'annuleront pour 

r 1 = PI = P2 = · • · = P» = 0 . 

Pour écrire que la solution est périodique, il faut écrire les 
équations 

( l ) 4<i = 4Î = · · · = 4 » = O . 
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SI LE DÉTERMINANT FONCTIONNEL OU JACOBIEN DES ty, PAR RAPPORT AUX 

¡3, N'EST PAS NUL POUR FX = [ 3 ; = O, LE THÉORÈME DU N° 3 0 NOUS AP­

PREND QUE L'ON PEUT RÉSOUDRE CES n ÉQUATIONS PAR RAPPORT AUX (3 ET 

QUE L'ON TROUVE 

P« = 9/(LO, 

8(([X) ÉTANT DÉVELOPPABLE SUIVANT LES PUISSANCES DE |X ET S'ANNULANT 

AVEC A. 

ON DOIT EN CONCLURE QUE, POUR LES VALEURS DE [X SUFFISAMMENT 

PETITES, LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ADMETTENT ENCORE UNE SOLUTION 

PÉRIODIQUE. 

CELA EST VRAI SI LE JACOBIEN DES <]/ N'EST PAS NUL OU, EN D'AUTRES 

TERMES, SI POUR [X = O LES ÉQUATIONS ( I ) ADMETTENT LE SYSTÈME 

PI = h ~- • • • = P» = O 

COMME SOLUTION simple. 
QU'ARRIVERA-T-IL MAINTENANT SI CETTE SOLUTION EST MULTIPLE? 

SUPPOSONS QU'ELLE SOIT MULTIPLE D'ORDRE m. SOIENT mK LE NOMBRE 

DES SOLUTIONS DU SYSTÈME ( I ) POUR LES PETITES VALEURS POSITIVES DE 

[X, ET m2 LE NOMBRE DES SOLUTIONS DE CE MÊME SYSTÈME POUR LES 

PETITES VALEURS NÉGATIVES DE [X; J'ENTENDS PARLER DES SOLUTIONS QUI 

SONT TELLES, QUE P ( , P 2 , . . . , fi„ TENDENT VERS O AVEC [X. 

D'APRÈS CE QUE NOUS AVONS VU AUX N O S 3 2 ET 3 3 , LES TROIS NOM­

BRES m, m, ET m2 SONT DE MÊME PARITÉ. SI DONC m EST IMPAIR, ON 

SERA ASSURÉ QU'IL EXISTE ENCORE DES SOLUTIONS PÉRIODIQUES POUR LES 

PETITES VALEURS DE JX TANT POSITIVES QUE NÉGATIVES. 

SI m, N'EST PAS ÉGAL À M 2 , LA DIFFÉRENCE NE PEUT ÊTRE QU'UN 

NOMBRE PAIR; IL PEUT DONC ARRIVER QUE, QUAND ON FAIT CROÎTRE «X D'UNE 

FAÇON CONTINUE, UN CERTAIN NOMBRE DE SOLUTIONS PÉRIODIQUES DIS­

PARAISSENT AU MOMENT OÙ JX CHANGE DE SIGNE (OU PLUS GÉNÉRALE­

MENT, PUISQUE RIEN NE DISTINGUE LA VALEUR [X — O DES AUTRES VALEURS 

DE TX, AU MOMENT OÙ [X PASSERA PAR UNE VALEUR QUELCONQUE JX0) ; 

MAIS CE NOMBRE DOIT TOUJOURS ÊTRE PAIR. 

UNE SOLUTION PÉRIODIQUE NE PEUT DONC DISPARAÎTRE QU'APRÈS S'ÊTRE 

CONFONDUE AVEC UNE AUTRE SOLUTION PÉRIODIQUE. 

EN D'AUTRES TERMES, les solutions périodiques disparaissent 
par couples à la façon des racines réelles des équations algé­
briques. 
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D'après le n u 33, on peut éliminer entre les équations ( I Ï , les 
n — i variables $t, j32, [ } 3 , p„_t, et obtenir une équation 
unique 

(i) < p ( p „ , [ x ) = o 

dont le premier membre est holomorphe en fia et p et s'annule 
avec ces variables. 

Si l'on regarde un instant ftn et p. comme les coordonnées d'un 
point dans un plan, cette équation représente une courbe passant 
par l'origine ; à chacun des points de cette courbe correspond une 
solution périodique. 

On pourra donc se rendre compte de toutes les circonstances 
qui peuvent se présenter en étudiant la forme de cette courbe dans 
le voisinage de l'origine. 

Un cas particulier intéressant est celui où, pour u. = o , les 
équations différentielles admettent une infinité de solutions pé­
riodiques. 

Soit 

* i = ? i ( ' , * i = ? i ( i , i ) , • · - , # « = < ? « ( ' , h) 

un système de solutions périodiques, contenant une constante 
arbitraire h. Quelle que soit cette constante, les fonctions ce,- sont 
périodiques de période 2it par rapport à t, et elles satisfont aux 
équations différentielles quand on les y substitue à la place des x , 
et qu'on fait p. = o. 

Dans ce cas, pour p. = o, les équations ( i ) ne sont plus dis­
tinctes, et l'équation (2) doit se réduire à une identité. 

Alors la fonction 4> doit contenir JJL en facteur et se réduire à 
, de telle façon que la courbe ( 2 ) se décompose en une droite 

(i = o et une autre courbe 4>, = o. 
A chaque point de cette courbe = o correspond une solu­

tion périodique, de sorte que l'étude de cette courbe nous fera 
connaître les diverses circonstances qui pourront se présenter. 

Mais cette courbe = o ne passe pas toujours par l'origine. 
iXous devons donc avant tout disposer de la constante arbi­

traire h de façon que cette courbe passe p a r l'origine. 

Un autre cas particulier qui me semble digne d'intérêt est le sui-
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vant : Supposons qu'on ait reconnu par un moyen quelconque que 
la courbe 4> = o présente une branche B passant par l'origine. A 
chacun des points de cette branche correspondra une solution pé­
riodique. Imaginons de plus que l'on sache d'une manière quel­
conque que la branche B n'est pas tangente à la droite JA = o ; sup­
posons enfin que le déterminant fonctionnel des par rapport aux 
3 soit nul. On en conclura que 

d'l> _ 

et, comme la branche B par hypothèse n'est pas tangente à la droite 
[A = o, on devra avoir 

dp. 

Gela montre que la courbe $ = o présente à l'origine un point 
multiple ; par conséquent une ou plusieurs branches de courbe 
autres que B vont passer par l'origine. S a u f d e s c a s e x c e p t i o n ­

n e l s s u r l e s q u e l s n o u s a u r o n s à r e v e n i r p l u s t a r d , une au moins 
de ces branches est réelle. 

Il existera donc, en dehors des solutions périodiques correspon­
dant à la branche B, un autre système de solutions périodiques, et 
les solutions des deux systèmes se confondront en une seule pour 
[A = o. Voici une circonstance où ce cas se présentera. 

Nous avons appelé plus haut 

f i ( o ) + Pi 

la valeur de x i pour t = o et 

? , - (o) + P , + < W 

la valeur de Xi pour t = 2 7t . 
Appelons de même 

o,-(o) + P f H - <\>'i 

la valeur de x ; pour t = 2À"rc , k étant entier. 
Je suppose que, pour [A = S, = 3 2 = · · • = S„ = o, le détermi­

nant fonctionnel des par rapport aux S, que j'appelle A, ne s'an­
nule pas, tandis que le déterminant fonctionnel des A' par rapport 
aux 8, que j'appelle A', s'annule. 
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D E CE QUE A NE S'ANNULE PAS, ON PEUT CONCLURE QU'IL EXISTE UNE 

SOLUTION PÉRIODIQUE, DE PÉRIODE 2 IR, QUI SE RÉDUIT À 

POUR [A = O. SI NOUS CONSTRUISONS LA COURBE 

<t> = o 

CORRESPONDANT AUX SOLUTIONS PÉRIODIQUES AINSI DÉFINIES, CETTE COURBE 

PASSERA PAR L'ORIGINE, ET SA TANGENTE NE SERA PAS LA DROITE IJL = O , 

PUISQUE A N'EST PAS NUL. 

MAIS UNE SOLUTION DE PÉRIODE 2TZ PEUT AUSSI ÊTRE REGARDÉE ÉGALE­

MENT COMME UNE SOLUTION PÉRIODIQUE DE PÉRIODE 2 k-x. 

CHERCHONS DONC LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES DE PÉRIODE H/CTZ. POUR 

CELA, NOUS AURONS À RÉSOUDRE LES ÉQUATIONS 

f i = V* = • • • = 4-'« = o. 

EN ÉLIMINANT ENTRE CES ÉQUATIONS jâ2, · · · 1 P«_i, NOUS OBTIEN­

DRONS UNE ÉQUATION UNIQUE 

QUI, D'APRÈS NOS CONVENTIONS, REPRÉSENTERA UNE COURBE PASSANT PAR 

L'ORIGINE. 

NOUS DEVONS RETROUVER NOS SOLUTIONS DE PÉRIODE 2IT; DONC LA 

COURBE *3> = O SERA UNE DES BRANCHES DE LA COURBE $ ' = O (·!>' SERA 

DONC DIVISIBLE PAR <Ï>), ET CETTE BRANCHE NE TOUCHERA PAS LA DROITE 

[ A = 0 . 

D E PLUS, COMME A' EST NUL, ON AURA 

d<t>' 

DONC L'ORIGINE EST UN POINT MULTIPLE DE LA COURBE <!>'= O. IL EXISTE 

DONC DES SOLUTIONS DE PÉRIODE SFCIZ, DISTINCTES DE LA SOLUTION DE PÉ­

RIODE Z N ET SE CONFONDANT AVEC ELLE POUR FX = O. 

IL Y A QUELQUES CAS D'EXCEPTION SUR LESQUELS NOUS REVIENDRONS 

DANS LA SUITE. 

J'AI ENCORE À PARLER DU CAS OÙ LES ÉQUATIONS ( 1 ) DU N° 3 6 ADMET­

TENT UNE INTÉGRALE 

•F(a;i, ar2 x n , t) = const . , 
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dont le premier membre (que j'écrirai, pour abréger, F[.rt-, t~\) 
est fonction périodique de t de période 2ir. 

Je dis que dans ce cas les équations 

ne seront pas distinctes en général. 

F.n effet, on aura identiquement 

(2) F[ç,-(o) -+- p,-; O] = F [ ? , ( O ) - I - p , - ( - ^ ; AIR] = F[<PI(O) •+• p ,+ <W'l O]. 

Considérons donc l'équation 

( 3 ) F l ^ + P i+fe oJ-F[ Ç i (o)-+-Pj , o ] = o . 

Le premier membre est développable suivant les puissances des 
tyi, des p,- et de u.; de plus il s'annule quand les s'annulent. 

Supposons que l'on n'ait pas 

dF _ 
dxn ~ 

pour Xi= 'fi(o), u. = o. 
La dérivée du premier membre de (3) par rapport à ne s'an­

nulera pas pour 
<W=o, P t = 0 , [X = 0 . 

Donc, en vertu du théorème du n° 30, nous pourrons tirer de 
l'équation (3) 

4 ,«=°(4'i> + 2 , ···, <K-i; Pi, P», •··, P«, K ) , 

9 étant une série développée suivant les puissances de <J/)> <l/2, . . . , 
; Pi, ^ 2 , · · -, P« et u. et s'annulant quand on a à la fois 

<h = *K = · • · = = o. 

La nième des équations (i) est donc une conséquence des n — i 
premières. 

Si l'on avait 
dF _ dF > 

dxn ' dxi <~ 

pour Xi= <pi(o), ce serait la première des équations ( i ) qui serait 
une conséquence des n — i dernières. 
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Dans tous les cas les équations ( I ) ne seraient pas distinctes. 
Il n'y aurait d'exception que si l'on avait à la fois 

rfF _ dF_ _ _ dTF_ _ 
dxi dx% ' ' ' dxn 

pour X i = <fj'(o), p. = o. 
On supprimera donc l'une des équations ( i ) , par exemple 

= o, 

f̂ si J ^ - ^ o ^ , et l'on résoudra par rapport aux ¡3 le système 

«1*1 = 4"a = - - - = ^ 1 - 1 = 0 , 

auquel on adjoindra une nlème équation choisie arbitrairement, par 
exemple 

¡3,· = const. arbitraire ou F = C 

(C étant une constante donnée). 
Pour chaque valeur de p. il y a donc une infinité de solutions pé­

riodiques de période 2 i t ; si toutefois on regarde la constante C (à 
laquelle est égalée F ) comme une donnée de la question il n'y en a 
plus qu'une en général. 

Si, au lieu d'une intégrale uniforme, nous en avions deux 

F (xt, x„, t) = const.. 
Fi(xi, xt, .. ., xn, t) = const., 

les deux dernières équations ( i ) seraient une conséquence des n — 2 
premières, pourvu que le jacobien 

dF dF, _ dF dF, 
dxn dx„-i dx„-i dxn 

ne soit pas nul pour X ( = fi(o), p. = o. 
On pourrait alors supprimer ces deux dernières équations 

et les remplacer par deux autres équations choisies arbitrairement. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cas où le temps n'entre pas explicitement dans les équations. 

38. Dans ce qui précède, nous avons supposé que les fonctions 
X ( , X 2 , . . -, X « , qui entrent dans les équations différentielles ( 1 ) , 
dépendent du temps t. Les résultats seraient modifiés si le temps t 
n'entre pas dans ces équations. 

Il y a d'abord entre les deux cas une différence qu'il est impos­
sible de ne pas apercevoir. Nous avions supposé dans ce qui pré­
cède que les X£- étaient des fonctions périodiques du temps et que 
la période était a i r ; il en résultait que, si les équations admettaient 
une solution périodique, la période de cette solution devait être 
égale à 2 tc ou à un multiple de 2 t u . Si, au contraire, les X{- sont 
indépendants de t, la période d'une solution périodique peut être 
quelconque. 

En second lieu, si les équations ( 1 ) admettent une solution pé­
riodique (et si les X ne dépendent pas de t), elles en admettent 
une infinité. 

Si, en effet, 

a ? l = < P l ( 0 , 3 , ï = 9 l ( « ) , · · · , * B = Ç n ( 0 

est une solution périodique des équations ( 1 ) , il en sera de même, 

quelle que soit la constante h, de 

a ? i = <?I(T - + - H), X2 = ç i - + - H), XN = c p „ ( « - + - H). 

Ainsi le cas sur lequel nous nous sommes étendus d'abord et dans 
lequel, pour [J. = o, les équations ( 1 ) admettent une solution pério­
dique et une seule, ne peut se présenter si les X ne dépendent pas 
de t. 

Plaçons-nous donc dans le cas où le temps t n'entre pas explici­
tement dans les équations ( 1 ) et supposons que pour p. = o ces 
équations admettent une solution périodique de période T 

(4) XL=OT(T), X2=<FS(T), XN=<?A(T). 

Soit tp,(o) 4 - S; la valeur de XI pour t = o ; soit <FI(O) + 8 / 4 - A; 
la valeur de XI pour t = T 4 - 1 . 

Les <{i; seront des fonctions holoinorphes de u., de ¡ 3 , , 8 2 , . . . , 
B„ et de x s'annulant avec ces variables. 
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Nous avons donc à résoudre par rapport aux n -+- i inconnues 

PI. P». · · · . P«, * 
Jes n équations 

( 5 ) <VI = + 2 = · - * = "V« = °-

Nous avons une inconnue de trop ; nous pouvons donc poser ar­
bitrairement, par exemple, 

P» = O. 

Nous tirerons ensuite des équations ( 5 ) , ¡ 3^ ¡32, . . . , |3/,_i et T en 
fonctions holomorpbes de JX s'annulant avec [X. Gela est possible, à 
moins que le déterminant 

dPi dp! 
dit* di>2 

dpi dp«-I d-z 

di?n difn 

dpi «FPI d i 

ne soit nul pour JX = »,· = T = o. 
Si ce déterminant était nul, au lieu de poser arbitrairement 

(3,, = o, on poserait, par exemple, fii = o, et la méthode ne serait en 
défaut que si tous les déterminants contenus dans la matrice 

difl ditx d i t t di/t 

dp, dp2 
d $ n 

dx 

dit* dift di/ï difi 

dfa d h dp« d z 

d i / n d i t * d i t n d i t „ 

dp, d $ * dp» d z 

étaient nuls à la fois. (Il est à remarquer que le déterminant ob­
tenu en supprimant la dernière colonne de cette matrice est toujours 
nul pour p. = ¡3; = T = o.) 

Comme en général tous ces déterminants ne seront pas nuls à la 
fois, les équations ( I ) admettront, pour les petites valeurs de IX, une 
solution périodique de période T T. 
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Appelons 

S O L U T I O N S P É R I O D I Q U E S . 

A,, A2, A„, A„+I 

les déterminants contenus dans cette matrice; A,-sera le détermi­
nant obtenu en y supprimant la i U m e colonne. 

La solution périodique, qui nous a servi de point de départ et 
qui appartient aux équations (i) pour p. = o , s'écrivait, on se le 
rappelle, 

Je désigne par <p'i(t) la dérivée de cette fonction f i ( t ) et voici ce 
que je me propose de démontrer : 

Si (0)2(0) n'est pas nul, le déterminant A„ ne peut s'annuler sans 
que tous les déterminants 

Aj, A2, ..., A„, A„+l 

s'annulent à la fois. 
En effet, supposons que tous ces déterminants ne soient pas 

nuls à la fois et que A„ soit nul, je dis que '-»'„(o) sera nul. 
Les équations différentielles ne contenant pas le temps explici­

tement, admettront encore pour p. = o la solution périodique 

3*1= ft(t-hh\ 

quelle que soit la constante h. 
Si donc on fait 

x = o, n = o, p , - = <p,-(/i) — ? / ( o ) , 

les <{/ s'annuleront, quelle que soit h. 
Cela aura lieu encore si h est infiniment petit, ce qui donne les 

relations 

(t = 1 , 2 , . . . , n ) . 

Ces relations (66) montrent d'abord que A„+l est nul. 
De plus, il ne pourra pas y avoir entre les quantités 

d $ k dx 
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(i = 1 , 2 , . . . , » ) . 

SANS CELA, EN EFFET, TOUS LES DÉTERMINANTS A; S'ANNULERAIENT À 

LA FOIS. 

NOUS AVONS SUPPOSÉ QUE A „ EST NUL. OR CE DÉTERMINANT N'EST 

AUTRE CHOSE QUE LE DÉTERMINANT FONCTIONNEL DE ty,, <J/2, ·. ·, $ N ET ¡3,, 

PAR RAPPORT À fi,, fi2, • •., fin ET X. DIRE QUE CE DÉTERMINANT EST NUL, 

C'EST DONC DIRE QUE L'ON A ENTRE LES DÉRIVÉES DES DES RELATIONS DE 

LA FORME ( 2 ) ET QUE L'ON A DE PLUS 

Ai dji^^df^-- -+Andfn

+AN+« - 5 7 - ° ' 

C'EST-À-DIRE 
A„ = o. 

OR IL NE PEUT Y AVOIR D'AUTRES RELATIONS DE LA FORME ( 2 ) QUE 

LES RELATIONS ( 1 ) . O N A DONC 

A « = ?«(<>) 

ET, PAR CONSÉQUENT, 

f'Jo) = 0. 

SI DONC <p'n(o) N'EST PAS NUL (ET L'ON PEUT TOUJOURS LE SUPPOSER; 

CAR, S'IL N'EN ÉTAIT PAS AINSI, UN CHANGEMENT DE VARIABLES APPROPRIÉ 

SUFFIRAIT POUR NOUS RAMENER À CE CAS), IL EST INUTILE D'ENVISAGER TOUS 

LES DÉTERMINANTS A,- : LA CONSIDÉRATION DE A „ SUFFIT. 

SI A „ N'EST PAS NUL, ON RÉSOUDRA PAR RAPPORT AUX fi LES ÉQUATIONS 

( 3 ) «J*! = + * = - - - = 4*« = PN = O. 

IL SEMBLE D'ABORD QUE L'INTRODUCTION ARBITRAIRE DE L'ÉQUATION 

P„ = O DIMINUE LA GÉNÉRALITÉ ET QU'ON NE PEUT TROUVER AINSI QUE LES 

SOLUTIONS PÉRIODIQUES, QUI SONT TELLES QUE fin SOIT NUL POUR t = O. 

MAIS ON TROUVERA LES AUTRES EN CHANGEANT t EN t -\~ h, h ÉTANT UNE 

CONSTANTE QUELCONQUE. 

SI, AU CONTRAIRE, A„ EST NUL, ON ÉLIMINERA J32, fi3. fi„ ET X 

d'autres relations linéaires de la même forme, c'est-à-dire de Ja 
forme 
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entre les équations ( 3 ) , et l'on obtiendra une équation unique 

*(Pl. (*)= o. 

analogue à l'équation de même forme du numéro précédent. 
Cette équation pourra être regardée comme représentant une 

courbe passant par l'origine, et l'étude de cette courbe fera con­
naître toutes les circonstances qui pourront se présenter. 

Nous rencontrerons d'ailleurs absolument les mêmes particula­
rités que dans le numéro précédent. 

Par exemple, les solutions périodiques, quand on fera varier ¡A 
d'une manière continue, ne pourront disparaître que par couples, 
à la façon des racines des équations algébriques. 

Il pourra aussi arriver que, si l'on fait u, = o et 8„ = o, il existe 
une infinité de solutions périodiques. Alors <£> est divisible par ¡JI, 
et l'on peut écrire 

de telle façon que la courbe <E> = o se décompose en deux, la droite 
jx = o et la courbe 4>( = o. On aura, dans ce cas, avantage à rem­
placer l'équation 

<ï> = o 
par l'équation 

<I>i = o. 

Il arrivera même que quelques-unes des fonctions A¿ soient divi­
sibles par jx; de telle façon que, par exemple, 

'Yii 'Yti ¥s étant des fonctions holomorphes de fx, des 3 et de t. 
On aura alors avantage à remplacer les équations ( 3 ) par les 

suivantes : 

p « = o , 4', = 44 = 44 = °> 4i = 4*5= • · · = 4« = °-

i\ous en verrons des exemples dans la suite. 
Si l'on suppose qu'il existe une intégrale 

F(a?i, x«, , . . , x„) = const., 

les équations ( 3 ) ne sont plus distinctes et on les remplacera avec 
avantage par les suivantes 

P„ = o, F ^ C - b X ^ , t!/2= 4-3= . . . = 4„ = o, 
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O Ù 

C = F [ ? I ( O ) , o 2 ( o ) , . . . , 9 „ ( . o ; | , 

PENDANT QUE À EST UNE CONSTANTE QUELCONQUE. 

O N POURRA AUSSI REMPLACER LES ÉQUATIONS (3) PAR LES SUIVANTES : 

P» = O , T = O , II 2 = = . . . = <) ;„= O ; 

D'OÙ CETTE CONSÉQUENCE IMPORTANTE : DANS LE CAS GÉNÉRAL, IL N ' J A 

PAS, POUR LES PETITES VALEURS DE JJ., DE SOLUTION PÉRIODIQUE AYANT 

M Ê M E PÉRIODE T QUE POUR U. = O ·, AU CONTRAIRE, S'IL EXISTE UNE INTÉ­

GRALE F = CONST., ON POURRA TROUVER, POURVU QUE U. SOIT ASSEZ PETIT, 

UNE SOLUTION PÉRIODIQUE AYANT PRÉCISÉMENT POUR PÉRIODE T . 

E N EFFET, SI L'ON N'A PAS 

d¥_ _ 
dxi 

POUR 

Xl = o , ( o ) , 

LES ÉQUATIONS 

= = · · · = "J*» = ° 

ENTRAÎNENT t ] / ( = O. 

VOICI UNE AUTRE CIRCONSTANCE QUE NOUS AVONS RENCONTRÉE DANS LE 

NUMÉRO PRÉCÉDENT ET QUE NOUS RETROUVERONS ICI. 

SOIENT FI,LA VALEUR DE Xi POUR t — O, ¡ 3 , - 1 - A,- LA VALEUR DE xi POUR 

t — T -+- T, ET pi -+- <|/, LA VALEUR DE xi POTTR t = A~T H- T, A' ÉTANT UN 

ENTIER. 

IMAGINONS QUE LE DÉTERMINANT FONCTIONNEL DES PAR RAPPORT À 

|3(, (3 2 , · · -, F NE SOIT PAS NUL, MAIS QUE LE DÉTERMINANT FONC­

TIONNEL DES i/j SOIT NUL. 

ÉLIMINONS J 3 2 , J 3 3 , . . . , ¡3,, ET T ENTRE LES ÉQUATIONS 

^ i — o , P„ = o ; 

NOUS OBTIENDRONS L'ÉQUATION UNIQUE 

QUE NOUS REGARDERONS COMME REPRÉSENTANT UNE COURBE ; CETTE 

COURBE A UN POINT SIMPLE À L'ORIGINE. 

ÉLIMINONS MAINTENANT FI 2 , JB 3 , . . . , ¡3,, ET T ENTRE LES ÉQUATIONS 
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IL VIENDRA 

* , ( P „ | i ) = o . 

ON VERRAIT, COMME AU NUMÉRO PRÉCÉDENT, QUE <£>' EST DIVISIBLE 

PAR LA COURBE $ = O PEUT DONC ÊTRE REGARDÉE COMME UNE DES 

BRANCHES DE LA COURBE <T>; = O ; COMME LE DÉTERMINANT FONCTIONNEL 

DES tyi EST NUL, ON DOIT AVOIR 

d<t>' 

DONC, OU BIEN LA COURBE $ ' = 0 A PLUSIEURS BRANCHES PASSANT 

PAR L'ORIGINE, OU BIEN LA TANGENTE DOIT ÊTRE LA DROITE P = O. 

MAIS NOUS CONNAISSONS DÉJÀ L'UNE DES BRANCHES DE LA COURBE 

= O, SAVOIR $ = O, ET NOUS SAVONS QUE LA TANGENTE À CETTE 

BRANCHE N'EST PAS LA DROITE P = O. DONC LA COURBE <£>'= O A D'AUTRES 

BRANCHES PASSANT PAR L'ORIGINE. 

CE QUI VEUT DIRE QUE LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ADMETTENT DES 

SOLUTIONS PÉRIODIQUES DONT LA PÉRIODE EST PEU DIFFÉRENTE DE kT, QUI 

SONT DISTINCTES DES SOLUTIONS PÉRIODIQUES DE PÉRIODE T POUR LES 

PETITES VALEURS DE P, MAIS QUI SE CONFONDENT AVEC ELLES POUR P = O. 

Application au Problème des trois corps. 

3 9 . LE PROBLÈME DES TROIS CORPS ADMET-IL DES SOLUTIONS PÉRIO­

DIQUES ? 

REPRENONS LES NOTATIONS DU N° 1 1 ET DÉSIGNONS LES TROIS MASSES 

PAR m,, A 2 P ET A 3 P . SI L'ON FAIT P = O, C'EST-À-DIRE SI LES DEUX 

PETITES MASSES SONT REGARDÉES COMME NULLES, LA GRANDE MASSE SERA 

FIXE ET CHACUNE DES DEUX PETITES DÉCRIRA AUTOUR DE LA GRANDE UNE 

ELLIPSE KÉPLÉRIENNE. 

IL EST CLAIR ALORS QUE, SI LES MOYENS MOUVEMENTS DE CES DEUX 

PETITES MASSES SONT COMMENSURABLES ENTRE EUX, AU BOUT D'UN CER­

TAIN TEMPS, TOUT LE SYSTÈME SE RETROUVERA DANS SA SITUATION INITIALE 

ET, PAR CONSÉQUENT, LA SOLUTION SERA PÉRIODIQUE. 

CE N'EST PAS TOUT : AU LIEU DE RAPPORTER LES TROIS MASSES À DES 

AXES FIXES (OU À DES AXES MOBILES QUI RESTENT CONSTAMMENT PARAL­

LÈLES AUX AXES FIXES, COMME DANS LE N° 1 1 ) , ON PEUT LES RAPPORTER 

À DES AXES MOBILES ANIMÉS D'UN MOUVEMENT DE ROTATION UNIFORME. 
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I l p e u t s e f a i r e a l o r s q u e l e s c o o r d o n n é e s d e s t r o i s m a s s e s , p a r 

r a p p o r t a u x a x e s fixes, n e s o i e n t p a s d e s f o n c t i o n s p é r i o d i q u e s d u 

t e m p s , t a n d i s q u e l e s c o o r d o n n é e s p a r r a p p o r t a u x a x e s m o b i l e s 

s e r o n t , a u c o n t r a i r e , d e s f o n c t i o n s p é r i o d i q u e s d u t e m p s (CF. n ° 3 6 . ) 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e u . = o ; l e s d e u x p e t i t e s m a s s e s d é ­

c r i r o n t d e s e l l i p s e s k é p l é r i e n n e s ; s u p p o s o n s q u e c e s d e u x e l l i p s e s 

s o i e n t d a n s u n m ê m e p l a n , d a n s l e p l a n d e s xt x2, p a r e x e m p l e , e t 

q u e l e u r e x c e n t r i c i t é s o i t n u l l e . L e m o u v e m e n t d e s d e u x p e t i t e s 

m a s s e s s e r a a l o r s c i r c u l a i r e e t u n i f o r m e 5 s o i e n t N e t N' l e s m o y e n s 

m o u v e m e n t s d e c e s d e u x m a s s e s ( N 1 ^ > N ) . 

S u p p o s o n s q u e l ' o r i g i n e d u t e m p s a i t é t é c h o i s i e a u m o m e n t 

d ' u n e c o n j o n c t i o n d e t e l l e s o r t e q u e l a l o n g i t u d e i n i t i a l e d e s d e u x 

m a s s e s s o i t n u l l e . 

A u b o u t d u t e m p s J 1 ^ , c e s l o n g i t u d e s s e r o n t d e v e n u e s r e s ­

p e c t i v e m e n t 

— , e t — 

n — n n — n 

e t l e u r d i f f é r e n c e s e r a é g a l e à 2 7 t . 

L e s d e u x m a s s e s s e r e t r o u v a n t e n c o n j o n c t i o n , l e s t r o i s c o r p s 

s e r o n t d e n o u v e a u d a n s l a m ê m e s i t u a t i o n r e l a t i v e . T o u t l e s y s t è m e 

a u r a s e u l e m e n t t o u r n é d ' u n a n g l e é g a l à 7 ] K n · 

0 0 n — n 

S i d o n c l ' o n r a p p o r t e l e s y s t è m e à d e s a x e s m o b i l e s t o u r n a n t 

d ' u n m o u v e m e n t u n i f o r m e a v e c u n e v i t e s s e a n g u l a i r e é g a l e à N , 

l e s c o o r d o n n é e s d e s t r o i s c o r p s p a r r a p p o r t à c e s a x e s m o b i l e s 

s e r o n t d e s f o n c t i o n s p é r i o d i q u e s d u t e m p s d e p é r i o d e j¡r~~' 

A c e p o i n t d e v u e , e t d ' a p r è s c e q u e n o u s a v o n s d i t à l a fin d u 

n ° 3 6 , c e t t e s o l u t i o n p o u r r a e n c o r e ê t r e r e g a r d é e c o m m e p é r i o ­

d i q u e . 

A i n s i d a n s l e c a s - l i m i t e o ù p . — o , l e p r o b l è m e d e s t r o i s c o r p s 

a d m e t d e s s o l u t i o n s p é r i o d i q u e s . A v o n s - n o u s l e d r o i t d ' e n c o n ­

c l u r e q u ' i l e n a d m e t t r a e n c o r e p o u r l e s p e t i t e s v a l e u r s d e p ? C ' e s t 

c e q u e l e s p r i n c i p e s d e s n o s 3 7 e t 3 8 v o n t n o u s p e r m e t t r e d e 

d é c i d e r . 

L a p r e m i è r e s o l u t i o n p é r i o d i q u e q u i a i t é t é s i g n a l é e p o u r l e c a s 

o ù ¡ i ] > o e s t c e l l e q u ' a d é c o u v e r t e L a g r a n g e e t o ù l e s t r o i s c o r p s 

d é c r i v e n t d e s e l l i p s e s k é p l é r i e n n e s s e m b l a b l e s , p e n d a n t q u e l e u r s 
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distances mutuelles restent dans un rapport constant (Cf. L A P L A C E , 
Mécanique céleste, Livre X , Chapitre VI) . Ce cas est trop 
bien étudié pour que nous ayons à y revenir. 

M. Hill, dans ses très remarquables recherches sur la théorie 
de la Lune (American Journal of Mathematics, T. I ) , en a 
étudié une autre, dont l'importance est beaucoup plus grande au 
point de vue pratique. 

J'ai repris la question dans le Bulletin astronomique (T . f, 
p. 65) et j'ai été conduit à distinguer trois sortes de solutions 
périodiques : pour celles de la première sorte, les inclinaisons 
sont nulles et les excentricités très petites ; pour celles de la 
deuxième sorte, les inclinaisons sont nulles et les excentricités 
finies ; enfin, pour celles de la troisième sorte, les inclinaisons ne 
sont plus nulles. 

Pour les unes comme pour les autres, les distances mutuelles 
des trois Corps sont des fonctions périodiques du temps ; au bout 
d'une période, les trois Corps se retrouvent donc dans la même 
situation relative, tout le système ayant seulement tourné d'un 
certain angle. Il faut donc, pour que les coordonnées des trois 
Corps soient des fonctions périodiques du temps, qu'on les rap­
porte à un système d'axes mobiles animés d'un mouvement de 
rotation uniforme. 

La vitesse de ce mouvement de rotation est finie pour les solu­
tions de la première sorte et très petite pour celles des deux der­
nières sortes. 

Solutions de la première sorte. 

40. Je vais reproduire ici ce que j'ai exposé au sujet de ces 
trois sortes de solutions. Je commencerai par celles de la première 
sorte, qui contiennent, comme cas particulier, celle de M. Hill. 

Reprenons les notations du n° H . Soient A , B, C les trois 
masses, que je supposerai rester constamment dans un même plan. 
Soit D le centre de gravité de A et de B. Soient x, et x2 les coor­
données de B par rapport à des axes parallèles aux axes fixes 
ayant leur origine en A ; soient x3 et x„ les coordonnées de C par 
rapport à des axes parallèles aux axes fixes et ayant leur origine 
en D. 
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Adoptons les variables du n° 12, c'est-à-dire les variables 

A> A ' . S» S', PI P'> 

À i v > 1, V> ?> 

Ici, le mouvement se passant dans un plan, on aura 

P = P ' = 9 = Q' = O. 

Les distances mutuelles des trois Corps et les dérivées de ces 
distances par rapport au temps sont des fonctions de 

A , A ' , \ COSX— 7) SINX, \ SINX H - T\ COSX, 

IJ'COSX'—T)'SINX', £' SINX'H- T\ COS X' 

et de X' — À. 
Pour que la solution soit périodique, il faut donc qu'au bout 

d'une période les variables ( I ) reprennent leurs valeurs primitives 
et que X'—X augmente d'un multiple de 2IT; dans l'espèce, X'— X 
augmentera de 2TC. 

Si l'on fait p, = o, le mouvement est képlérien; supposons, de 
plus, que les valeurs initiales de X, X', £, T|, V soient nulles ; alors 
le mouvement sera circulaire et uniforme. 

Si les valeurs initiales A 0 et A'0 de A et de A' sont choisies de 
telle sorte que les moyens mouvements soient n et n', la solution 

sera périodique de période —-· 

Ne supposons plus maintenant que p soit nul, et considérons 
une solution quelconque ; nous pourrons choisir l'origine du temps 
au moment d'une conjonction et prendre pour origine des longi­
tudes la longitude de cette conjonction. 

Les valeurs initiales de X et de X' seront nulles. 
Soient A 0 -(- p t , A'0 -+- $2 les valeurs initiales de A et de A'. 
Soient £0, T| 0 , £'0, TI'0 les valeurs initiales de Ç, I\ et T/. 
Ce seront aussi les valeurs initiales des quatre dernières va­

riables ( I ) . 
Soit maintenant AIT -+- -i0 la valeur de X' — X au bout de la période 

AIR 

n' — n 

Soit, au bout de cette même période, 

A 0 - H PI - H + i , A'o + ? 2 + H , 
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les valeurs de A et A', et 

$o H- ^ , I O - T - ^ I $o 4"s > l'o •+-"!'· 

les valeurs des quatre dernières variables ( i ) . 

Pour que la solution soit périodique, il faut qtie 

4*0 = >W = «l'a = "l'a = <h = 4s = 4s = o. 

Ces équations ne sont pas distinctes ; les équations différen­
tielles du mouvement admettent en effet deux intégrales : celle 
des forces vives et celle des aires. Le jacobien de ces deux inté­
grales par rapport à A et A' n'est pas nul pour 

H = ° , Ç = 1] = £' = •»)'= ° -

Les équations IJI, = J/A = o sont donc une conséquence des 
cinq autres. 

Nous avons donc à résoudre le système 

( 2 ) 4o = 4*3 = 4*4 = 4*5 = 4'6 = °l 

auquel nous adjoindrons l'équation des forces vives F — C, où nous 
regarderons la constante C comme une donnée de la question. 

Il faut donc que nous considérions le déterminant fonctionnel 
des premiers membres de ces six équations par rapport aux six 
variables 

Pl, £0, TÍO, £I ,
 rl'o 

et que nous démontrions que ce déterminant ne s'annule pas 
pour 

H = Pi = P2 = ?o = »¡0 = Ê'o = Vo = o. 

Or, pour p. = o, on a 

F = F o = (A.-*-pt)i
 + ( A ' 0 + p t ) » ' 

y et y' étant des constantes dépendant des masses, 

^3 = £o(cosX0 — 1) — ï)o sin̂ o, 4i = So sinX0 -+- rj0(cosX0 — 1) , 
4s = $'I)(cosX'0— 1) — Ï)'9 sinX'f , <\ie = l'0 sinX'o-I-TI'DCcosX',, — 1 ) , 
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où 

n'—n\ K„J n'—n\ A ' 0 / 

À0 et ~k0 désignent donc les valeurs des deux longitudes à la lin de 

la période, de telle façon que 

2 1 C + 4*0 = À ' 0 — A „ . 

On voit ainsi que, pour = o, F et <!/„ dépendent seulement de 
et p 2 ; <b3 et < L 4 de £0 et r l 0 ; i L s et t j i , de p 2 , ?„ et 7 ^ . 

Notre déterminant fonctionnel est donc le produit de trois autres : 
i ° Celui de F 0 et tya par rapport à fi, et [32 ; 
2 ° Celui de ty3 et <{;« par rapport à £„ e t ^loi 
3° Celui de 4*5 et t | / a par rapport à £0 et T,' 0. 

Le premier de ces trois déterminants ne s'annule que pour 
A 0 = —A' 0 , n-= — n'; cela n'a d'ailleurs pas d'importance, parce 
que, s'il s'annule, au lieu d'adjoindre au système ( 2 ) l'équation des 
forces vives, on y adjoindra toute autre équation arbitrairement 
choisie entre fi( et fî2 ; quoi qu'il en soit, le cas de n = — n' 
présentant des difficultés de diverse nature et n'ayant pas d'impor­
tance au point de vue des applications, nous le laisserons de côté. 

2 0 Le second déterminant se réduit à 

( 1 — COSA0)
2 -+- SIN2X0-

Il ne peut donc s'annuler que si ) 0 est multiple de 2 1 . 
Pour 

P i = P » = Êo = rlO = S'o = Vo = o, 
on a 

Ao = —; · 
n — n 

Notre déterminant ne s'annulera donc que si n est multiple 
de n'— n. 

3° De même le troisième déterminant ne s'annulera que si 7 1 ' , 
et par conséquent n, est multiple de n'— n. 

En conséquence : 

Pour toutes les valeurs de la constante des forces vives C, qui 
est égale à 
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et pour les petites valeurs de jx, le problème des trois Corps admet­
tra une solution périodique de la première sorte dont la période 

1TZ 

sera —, 
n — n 

Il n ' j aura d'exception que si n est multiple de n'— n ou si 
n = — n'. 

Il y a une quadruple infinité, de solutions périodiques de la 
première sorte ; nous pouvons en effet, si jx est assez petit, choisir 
arbitrairement : 

i° La période , 3 7 T — = T ; 
r " o — « 0 

2 ° La constante C ; 
3° Le moment de la conjonction, que nous avions pris dans le 

calcul précédent pour origine du temps; 
4° La longitude de la conjonction, que nous avions prise pour 

origine des longitudes , de sorte que nous avons, pour chaque 
valeur de fx, co4 solutions périodiques. 

On peut retrouver ces solutions de la manière suivante : 
Supposons qu'à l'origine des temps on ait 

X = X ' = i ] = i f ) ' = o ; 

les trois Corps seront en conjonction et leurs vitesses seront per­
pendiculaires à la droite qui les joint ; cette droite sera d'ailleurs 
l'axe Ax{ qui se confondra à cet instant avec l'axe T>x3. Il résulte 
immédiatement de cette symétrie de la position des trois corps à 
l'instant O les conséquences suivantes : 

Les valeurs des rayons vecteurs, à l'instant t et à l'instant — /, 
seront les mêmes; les valeurs des longitudes à l'instant t et à 
l'instant — t seront égales et de signe contraire. 

Nous dirons alors qu'à l'époque o les trois corps se trouvent 
en conjonction symétrique. 

Nous avons supposé qu'il y a conjonction symétrique au temps o 
et qu'à ce moment la longitude commune des trois corps est 
nulle ; nous avons ainsi déterminé quatre des éléments osculateurs 
X , X ' , r\ et y / ; il nous en reste encore quatre qui sont arbitraires, à 

T 

savoir, A, A', \ et Ç'. Nous en disposerons de façon qu'à l'instant — 

*1 y ait de nouveau conjonction symétrique et que la longitude 
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commune des trois Corps soit ou plus exactement que l'on 

ait (en appelant v et v' les longitudes vraies) 

niz , me 
f = —, > V ~- —. h TC. 

n — n n — n 

Il ne s'agit donc pas, à proprement parler, d'une conjonction 
symétrique, mais d'une opposition symétrique. 

Pour qu'il y ait conjonction (ou opposition) symétrique, il 
faut, comme nous venons de le voir, quatre conditions; nous au­
rons donc quatre équations pour déterminer nos quatre éléments 
restés arbitraires. Ces quatre équations pourront être résolues si 
le déterminant fonctionnel correspondant, n'est pas nul ; or il ne 
l'est pas en général : c'est ce qu'on verrait par un calcul facile, 
tout semblable à celui qui précède et qu'il est inutile de repro­
duire ici. 

Ainsi les rayons vecteurs ont même valeur à l'époque t et à 
l'époque — t ; même valeur encore à l'époque t et à l'époque T— t 

^puisqu'il y a encore conjonction symétrique à l'époque—^-

Quant à la différence des longitudes, ses valeurs aux époques t 
et — t (ou bien encore aux époques t e tT — t) sont égales et de 
signe contraire. Donc les distances mutuelles des trois corps sont 
des fonctions périodiques dont la période est T. Ces solutions, 
qui présentent alternativement des conjonctions et des opposi­
tions symétriques sont donc des solutions périodiques. 

On pourrait croire que les solutions périodiques ainsi définies 
sont moins générales que celles dont nous avions d'abord démon­
tré l'existence. Il n'en est rien; il y en a aussi une quadruple in­
finité; car nous pouvons choisir arbitrairement l'époque de la 
conjonction et de l'opposition, et la longitude des trois corps au 
moment de cette conjonction et de cette opposition; il reste donc 
quatre arbitraires : ce qui montre que toutes les solutions de la 
première sorte rentrent dans celte même catégorie. Si l'on choisit 
convenablement l'époque o , il y a, pour toutes les solutions de 
la première sorte, conjonction symétrique au début de chaque 
période et opposition symétrique au milieu de chaque période. 

On peut encore s'en rendre compte de la façon suivante : 
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Il est toujours permis de supposer que l'origine des temps ait 
été choisie de telle sorte que les valeurs initiales de X et de X' 
soient nulles. Il suffît pour cela de prendre pour origine des 
temps l'époque d'une conjonction et pour origine des longitudes 
la longitude de celte conjonction. 

D'autre part, les équations du problème des trois corps pré­
sentent une symétrie telle qu'elles ne changent pas quand on 
change í en — t, ou bien quand on change simultanément X en 
— À et X' en — X'. 

Si donc il y a solution périodique quand les valeurs initiales 
des variables À, À', X, X', Ç, i\, T,' seront A 0 -f- 6.,, A'0 -+- 3 2 , o , 
°> £o> Tioi ?'o> Vui il y aura encore solution périodique quand ces 
valeurs initiales seront 

AO + Pi, A'0 -+- P,, O, O, £O> — 1«i S'O — L I -

Les équations (3) ne changent donc pas quand on y change t\0 

et Vo en — n0 et — V0-
Or ces équations (3) ne comportent qu'une seule solution; on 

devra donc avoir 
V = Vi) = °> 

ce qui veut dire qu'à l'origine des temps il y a conjonction sy­
métrique, c. Q. F . n. 

Les oc4 solutions périodiques de la première sorte sont liées les 
unes aux autres par des relations simples. On peut passer de l'une 
à l'autre : i ° en changeant l'origine des temps; 2 ° en changeant 
l'origine des longitudes ; 3° en changeant simultanément les unités 
de longueur et de temps de façon que l'unité de longueur soit 

multipliée par k3 quand celle de temps est multipliée par k. Tous 
ces changements n'altèrent pas la forme des équations et, par 
conséquent, ne peuvent que changer les solutions périodiques les 
unes dans les autres. Il n'y a donc en réalité qu'une simple infi­
nité de solutions périodiques réellement distinctes; chacune de 
ces solutions réellement distinctes est caractérisée par le rapport 

, n ° — j ou, ce qui revient au même, par la différence entre la 
»o — wo 1 

longitude d'une conjonction symétrique et celle de l'opposition 
qui la suit. 
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Recherches de M . Hi l l sur la Lune. 

4 1 . IL Y A UN CAS PARTICULIER OÙ LES SOLUTIONS DE LA PREMIÈRE 

SORTE SE SIMPLIFIENT : C'EST CELUI OÙ L'UNE DES MASSES, LA MASSE m2 

PAR EXEMPLE, EST INFINIMENT PETITE. LE MOUVEMENT DE C PAR RAP­

PORT À A. RESTANT ALORS KÉPLÉRIEN, IL NE PEUT Y AVOIR DE CONJONCTION 

SYMÉTRIQUE QUE QUAND G PASSE AU PÉRIHÉLIE OU À L'APHÉLIE, À 

MOINS QUE LE MOUVEMENT DE G NE SOIT CIRCULAIRE. MAIS LA LONGI­

TUDE D'UNE CONJONCTION SYMÉTRIQUE DEVRAIT DONC DIFFÉRER DE LA 

LONGITUDE DE L'OPPOSITION SYMÉTRIQUE QUI LA SUIT IMMÉDIATEMENT 

D'UN ANGLE QUI DEVRAIT ÊTRE UN MULTIPLE DE TS. OR IL N'EN SERA PAS 

ainsi, A moins QUE — , — N E SOIT ENTIER, CAS QUE NOUS AVONS PRÉ­

CISÉMENT EXCLU. NOUS DEVONS DONC CONCLURE QUE LE MOUVEMENT 

DE C EST CIRCULAIRE. 

LA SIMPLICITÉ EST PLUS GRANDE ENCORE SI L'ON SUPPOSE QUE LA 

MASSE DE C EST BEAUCOUP PLUS GRANDE QUE CELLE DE A ET QUE LA DIS­

TANCE DE A G EST TRÈS GRANDE (CE QUI EST LE CAS DANS LA THÉORIE DE 

LA LUNE). S I NOUS SUPPOSONS A C INFINIMENT GRAND ET LA masse DE 

G INFINIMENT GRANDE, DE FAÇON QUE LA VITESSE ANGULAIRE DE C SUR 

SON ORBITE RESTE FINIE; SI, EN MÊME TEMPS, ON RAPPORTE LA MASSE 

B À DEUX AXES MOBILES, À SAVOIR À UN AXE A £ COÏNCIDANT AVEC A C 

ET À UN AXE AR, PERPENDICULAIRE AU PREMIER, LES ÉQUATIONS DU MOU­

VEMENT DEVIENDRONT, COMME M . HILL L'A DÉMONTRÉ, 

» « S - ( 5 - 3 - ) « = » 

n DÉSIGNE LA VITESSE ANGULAIRE DE G . 

LES SOLUTIONS PÉRIODIQUES DE LA PREMIÈRE SORTE SUBSISTENT EN­

CORE DANS CE CAS et CE SONT CELLES DONT M . HILL A RECONNU LE PRE­

MIER L'EXISTENCE, AINSI QUE je L'AI DIT PLUS HAUT. 

ELLES COMPORTENT DES CONJONCTIONS ET DES OPPOSITIONS SYMÉ­

TRIQUES QUI NE PEUVENT AVOIR LIEU QUE SUR L'AXE DES £. MAIS ELLES 

COMPORTENT ENCORE D'AUTRES SITUATIONS REMARQUABLES QUE L'ON 

POURRAIT APPELER DES QUADRATURES SYMÉTRIQUES ; DANS CES SITUATIONS 

( i ) 

df- ' 

d * ^ 

dt* ' 
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l'angle BAC est droit et la vitesse du point B par rapport au 
point A est perpendiculaire à BA. 

En effet, les équations comportent une symétrie telle qu'elles 
ne changent pas quand on change £j en — £; les solutions pério­
diques ne doivent donc pas changer non plus quand on change £ 
en — ?; si donc on envisage la trajectoire r e l a t i v e du point B par 
rapport au système des axes mobiles AS; et Aï) , cette trajectoire 
est une courbe fermée (puisque la solution est périodique) qui est 
symétrique à la fois par rapport à AS; et par rapport à ATJ. 

Si, au contraire, tout en supposant le mouvement de C circu­
laire et en prenant pour axe des £ la droite AC, on n'avait pas 
supposé la distance AC infinie (si, en d'autres termes, on avait, 
en faisant la théorie de la Lune, tenu compte de la parallaxe du 
Soleil en continuant de négliger l'inclinaison des orbites et l'ex­
centricité du Soleil), cette trajectoire relative aurait encore été 
une courbe fermée symétrique par rapport à l'axe des Sj, mais elle 
n'aurait plus été symétrique par rapport à l'axe des t\. 

Les équations ( i ) admettent une intégrale qui s'écrit 

2 \ d t J i \ d t J % 2 * 

M. Hill a étudié comment varient les solutions de la première 
sorte quand on fait augmenter C ; il a reconnu que la trajectoire 
relative est une courbe fermée symétrique dont la forme rappelle 
grossièrement celle d'une ellipse dont le grand axe serait l'axe 
des i\. Quand C est très petite, cette sorte d'ellipse diffère très 
peu d'un cercle et son excentricité augmente rapidement avec C. 
Pour les grandes valeurs de C, la courbe commence à différer 
beaucoup d'une ellipse, mais le rapport du grand axe au petit 
continue à croître avec C; enfin, pour une certaine valeur de C, 
que j'appellerai C 0 , la courbe présente deux points de rebrousse-
ment situés sur l'axe des T|. C'est ce que M. Hill appelle l'orbite 
de la « Moon of maximum lunation » . Son calcul, fondé, tantôt 
sur l'emploi des séries, tantôt sur l'emploi des quadratures méca­
niques, est beaucoup trop long pour trouver place ici ; je dirai 
seulement que M. Hill a construit exactement la courbe point par 
point pour diverses valeurs de C, et en particulier pour C = C 0 . 
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11 ne peut donc y avoir aucune espèce de doute au sujet de l'exac­
titude de ses résultats. 

Il est aisé de se rendre compte de la signification de ces points 
de rebroussement. Je suppose qu'à un instant quelconque la vi­
tesse relative de la masse Bpar rapport aux axes mobiles devienne 
nulle, de façon qu'on ait à la fois 

d \ _ di) _ 

d i ~~ ~~dl ~ °' 

il est clair que la trajectoire relative présentera un point de re­
broussement. C'est ce qui arrive pour la « Moon of maximum lu-
nation » de M. Hill. 

M. Hill s'exprime ensuite comme il suit : 
« T h e M o o n o f t h e l a s t U n e (c'est-à-dire the Moon of maximum 

lunation) i s , o f t h e c l a s s o f s a t e l l i t e s c o n s i d e r e d i n t h i s C h a p t e r , 

t h a t w h i c h , h a v i n g t h e l o n g e s t l u n a t i o n , is s t i l l a b l e to a p p e a r 

a t a l l a n g l e s w i t h t h e S u n a n d t h e n u n d e r g o a l l p o s s i b l e 

p h a s e s . Whether this class of satellites is properly to be pro­
longed beyond this Moon, can only be decided by further employ­
ment of mechanical quadratures. But it is at least certain that the 
orbits, if they do exist, d o n o t i n t e r s e c t t h e l i n e o f q u a d r a ­

t u r e s and that the Moons describing them would make oscillations 
to and for, never departing as much as 9 0 0 from the points of con­
junction or of opposition. » 

Ce n'est là, de la part de l'auteur, qu'une simple intuition ne 
reposant sur aucun calcul ou raisonnement. De simples considéra­
tions de continuité analytique me permettent d'affirmer que cette 
intuition l'a trompé. 

On peut d'abord se demander si les solutions de la première 
sorte existent encore pour C > C 0 , ou, en d'autres termes, si la 
classe de satellites étudiée par M. Hill peut être prolongée au delà 
de la Lune de lunaison maximum. Supposons, à cet effet, qu'à 
l'origine des temps la masse B (c'est-à-dire la Lune) soit en qua­
drature (sur l'axe des rj), et que sa vitesse relative par rapport aux 
axes mobiles soit perpendiculaire à l'axe des t\. 

J'appelle £0, S'0, V 0

 i e s valeurs initiales de £, ^ = Ç', Y) et 

= 7 | ' . Dans le cas de la Lune de lunaison maximum de M. Hill, 
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on a 
?O = S'O = VO = o, 

et j'appelle 7)J la valeur correspondante der 1 0-
Au bout d'un temps T , égal au quart d'une période, cette Lune 

se trouvera en conjonction symétrique, et l'on aura 

7 ) = 0 , £ ' = O . 

Considérons maintenant une autre solution particulière de nos 

équations différentielles, et soient 

0. S'O,

 Tio, o 
les valeurs initiales de 

1, *)> V , 

de telle façon qu'à l'origine des temps on soit en quadrature symé­
trique. 

Considérons les valeurs de y\ et de £' au bout du temps T + T ; 
et soient 

*I = / L ( T + T, S'OI 7]O), 

£ ' = / 2 ( T - H T , & , , , , ) . 

fK et f2 seront développables suivant les puissances de T , de £'0 et 

de YIO — T,J, et s'annuleront pour 

- = Ç'O = O, T)O= L». 

Si l'on a 

( 2 ) / L = / 2 = 0 , 

on sera, au bout du temps T - f - x , en conjonction symétrique, et 
la solution sera périodique de période 4T 4~-

On peut tirer des équations ( 2 ) T et T\0 en fonctions de ÇJ'0, et T 
et 7I0 seront développables suivant les puissances de £ 0 . 

Il n'y aurait d'exception en vertu du n" 30 que si le détermi­
nant fonctionnel de fK et ft par rapport à x et TJ 0 s'annulait préci­
sément pour 

T = £' 0 = O, -»LO= T)8-

11 est extrêmement invraisemblable qu'il en soit ainsi ; quelques 
doutes pourraient cependant encore subsister, si les quadratures 
mécaniques de M. Hill ne prouvaient nettement le contraire. Voici, 
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en effet, comment M. Hill a procédé pour déterminer TJJ ; il a cal­

culé, pour différentes valeurs de T et de r l 0, les fonctions 

/ I ( T , OJTJO), / S ( T , O, T ( 0 ) , 

et il a déterminé ensuite par interpolation les valeurs de T et 
de ÏIO, pour lesquelles ces deux fonctions s'annulent. Si le déter­
minant fonctionnel de fK et de / 2 s'annulait précisément pour ces 
valeurs, l'interpolation serait devenue impossible par les procédés 
ordinaires. Nous devons donc conclure que la classe de satellites 
découverte par M. Hill peut être prolongée au delà de la Lune de 
lunaison maximum. 

Que devient donc, au delà de cette Lune, la forme de l'orbite? 
Les valeurs de £ et de 7) dépendent du temps t et du paramètre l j ' 0 , 
puisque l'autre valeur initiale 7 ] 0 est donnée en fonction de ç'0 par 
les équations ( 2 ) . 

Si £'„ et t sont assez petits, Ç et 71 sont développables suivant les 
puissances de ces deux variables. De plus, par raison de symétrie, 
\ ne contiendra que des puissances impaires de £, et 7, ne contien­
dra que des puissances paires de t. Nous aurons donc 

£'0"
) étant la valeur initiale de la dérivée nK m e de \ . 
Si £'0 et t sont assez petits, je puis, sans erreur sensible, ré­

duire \ à ses deux premiers termes; de plus, £™ est développable 
suivant les puissances croissantes de £'„; mais, comme £'0 est très 
petit, je puis réduire £j™ à la valeur que prend cette quantité pour 
S'o = °- 0 r , p o u r 5'o = o, on a 

il vient donc 

3(r ,8 )* 

Pour les Lunes considérées par M. Hill et dont la lunaison est 
moindre que celle de la Lune de lunaison maximum, £'0 est néga­
tif, les deux termes du second membre de (3) sont de même 
signe, et £ ne peut s'annuler pour des valeurs très petites de t, si 
ce n'est pour t — o. 
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Au contraire, pour les satellites nouveaux dont il s'agit et que 
l'on rencontre après la Lune de lunaison maximum, !j'0 est positif 
et H s'annule pour 

/ o / — - ( - 7 , 0 J /^ïs.. 

Il y a donc trois valeurs de t très petites pour lesquelles £ s'an­
nule, c'est-à-dire trois quadratures à des époques très rapprochées. 

La trajectoire relative pour G > C 0 présente donc la forme re­
présentée par la figure ci-contre. 

F I G . 1 . 

Il 

Dans le cours d'une période, la masse B se trouve six fois en 
quadrature, car sa trajectoire relative coupe l'axe des t\ en deux 
points doubles et en deux points simples. 

Ainsi M. Hill se trompe en supposant que cette sorte de satel­
lites ne seraient jamais en quadrature; il y aurait, au contraire, 
trois quadratures entre deux syzygies consécutives. 

Ce n'est pas qu'il n'existe des solutions périodiques pour les­
quelles la masse B ne peut jamais être en quadrature : nous les 
étudierons plus loin, au n° 52 ; mais ces solutions ne sont pas la 
continuation analytique de celles dont M. Hill a fait si magistrale­
ment l'étude dans Y American Journal. 

Les mêmes résultats sont encore vrais quand on ne néglige pas 
la parallaxe du Soleil, sauf que la symétrie par rapport à l'axe 
des i) disparaît. 

Application au problème général de la Dynamique. 

42. Nous allons maintenant, avant d'aborder l'étude des solu­
tions périodiques de la deuxième et de la troisième sorte, étudier 
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d'une façon plus générale les solutions périodiques des équations 
de la Dynamique. 

Reprenons les équations du n° 13, 

. dxt _ d¥ dyt _ dF 

dt ~~ dyt' dt dx, 

et les hypothèses de ce numéro. La fonction F est développée sui­
vant les puissances d'un paramètre très petit p, de sorte que 

F = F 0 + ! A F 1 + Ì J I * F 2 + . . . ; 

F est fonction périodique des^ , F 0 est fonction des x seulement. 
Je supposerai, pour fixer les idées, qu'il n'y a que 3 degrés de 
liberté. Il est aisé d'intégrer ces équations quand ¡1 = 0 et que 
F = F„. 

En effet, F 0 ne dépendant pas des y , ces équations se rédui­
sent à 

dx¡ _ dyt _ dF0 _ 

dt ~°' ~dt ~ ~ d~x~i~nt-

Les xi et par conséquent les ni sont donc des constantes. 
Ainsi, les équations ( 1 ) admettent pour solution, quand p = o, 

x \ = a u X z = a i t x3 = a¡, 

y x = /I,Í-HTJJ,, JK2 = / L 2 I - r - r o 2 , y3 = n,t -h w3, 

les a et les m étant des constantes d'intégration, et les n des fonc­
tions des a. 

Il est clair que, si 
n¡ T, /I2T, 7I3T 

sont multiples de 2IT, cette solution est périodique de période T. 
Supposons maintenant que p cesse d'être nul, et imaginons 

que, dans une certaine solution, les valeurs des x et des y pour 
t — o soient respectivement 

*I = AI - t -P I , A:2 = A 2 F } 2 , x3 = «3 -+• P-3, 

^L=CJL-L- PI, ^ 2 = ^ 2 + ^ 5 , ^ 3 = ^ 3 + PÔ-

Supposons que, dans cette même solution, les valeurs des x et 
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des y pour t = T soient 

A ? I = A I + P I - 1 - 4*I> 

x î = a 2 - i - $ i - t - < ] / 2 , 

x3 = « 3 + p3 +< |<« . 

Y S z= Tn2 4 - n2 T + P 5-i- ij/ s , 

^ 3 = ^ 2 + » J T 4 - P 6 - H 4>6. 

La condition pour que cette solution soit périodique de période T , 
c'est que l'on ait 

( 1 2 ) 4*1 = 42 = "}>5 = 41* = 4« = '{'S = O-

Les six équations ( 1 2 ) ne sont pas distinctes. En effet, comme 
F = const. est une intégrale des équations ( 1 ) , et que d'ailleurs F 
est périodique par rapport aux y, on A 

F ( « / + ? t , & i + PI+S) = F ( a , - + 4./, n ,T + fr+t-h 4 , - + 3 ) 

= F(ctj + fy + «j;/, ci,--h P,+ 3 -+- 4V+ 3 ) . 

Il nous suffira donc de satisfaire à cinq des équations ( 1 2 ) . Je sup­
poserai, de plus, 

" 1 = P 4 = O. 

Il suffit, pour cela, de choisir l'origine du temps de telle sorte 
que y , soit nul pour t — o. 

Il est aisé de voir que les (J*/ et les fyi+3 sont des fonctions holo-
morphes de P et des 3, s'annulant quand toutes ces variables s'an­
nulent. 

Il s'agit donc de démontrer que l'on peut tirer des cinq der­
nières équations ( 1 2 ) les 3j- en fonctions de P. 

Remarquons que, quand P est nul, on A identiquement 

4I = 4 Î = 4S = ° -

Par conséquent, ty,, (j»2 et ty3) développés suivant les puissances 
de [x et des 3, contiennent P en facteur. Nous supprimerons ce 
facteur P, et nous écrirons par conséquent les cinq équations ( 1 2 ) 
que nous avons à résoudre sous la forme 
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Pour u. = o, on connaît la solution générale des équations ( 1 ) · , 
on trouve donc aisément 

^ = - 1 ^ , ( 8 , + P„ «2-1- Pî, « 3 + fc), 

= —T^Fo^+Pi.a,-!-p„a3+ p3), 

>)'6 = —T -̂F0(ai-H pi,«i-l- P2» «j-t- pj). 

Le déterminant fonctionnel de 4̂, fys et <J/6 par rapport à ¡3], p2 et 
p3 est donc égal, au facteur près — T 3 , au hessien de F 0 par rap­
port aux x. 

Je me propose maintenant d'exprimer — > — et — en fonctions 

|A [A fA 
de f34, p5 et j36, en supposant ja = o et en même temps 

p,= p2=p3=o. 
Or on trouve 

dFi rfF2 . dF, - ~ -+- [A -t-î -+- (a* -J-? .. ; 
d'où 

^ />/— g A 
^ \ (A / 

— = / -A dt -+- (A / j~dt + (¿ = 1,2,3), 

ou, pour [A = o, 

( 3 ) ^=f'f1dt. 

Puisque nous supposons [A = o et en même temps 

P,= P2=P3=0, 

et si l'on se rappelle que ra( = ¡3$ = o, nous devons, dans le se­
cond membre de l'équation (3), remplacer xt, x2, X3, y~\i y%t y-a 
respectivement par 

alt a2, a3, nlt, n2t + w2-i- p5, ra3f -+• d3-+- p6. 

dF, 
Alors devient une fonction périodique de t. 

Nous pouvons écrire 

Fi= SAsiD(miy1-l-»!!̂ ,+ mi7!+ h), 
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[FI]=J;J FI DT = S A sinco, 

le signe S signifiant que la sommation doit être étendue à tous les 
termes tels que 

MI « ] -l- m j « 2 + M3 N3 = o . 

Il vient alors 

P DXNI ' D$K+3 \ jx / DWI 
d ' [ F i ] 

DWT 

On en conclut : 

i ° Qu'il est toujours possible de choisir ra2 et m3 de telle façon 
que les équations 

= = o 
fx jx 

soient satisfaites pour j35 = (36 = o. 
En effet, la fonction [ F ( ] , qui est finie, est périodique en ra. et 

en 7n 3 : elle admet donc un maximum et un minimum; on aura, 
pour ce maximum ou ce minimum, 

D[FT] ^ D[FT] = O 

DWJ, DW3 ' 

et, par conséquent, 

Ì Ì = = o 
| X (X 

C . Q . F . D . 

H. P. - I. 8 

m,, m2, m3 étant des entiers positifs, pendant que A et A sont des 
fonctions de's x indépendantes desjK. 

11 vient alors 

„ . . DFI „ . DF, 
r i = S A s in to, —.— = Ï A m , c o s » = - , — , 

DYI DNII 

où l'on a posé, pour abréger, 

(o = / ( MT NT •+• M2 N2 •+- M3 N3 ) -t- H - h ( E7 2 -+- ) -t- MS ( M3 -t- j36 ) ; 

F f devient ainsi une fonction périodique de t de période T ; c'est 
également une fonction périodique de période 2TZ par rapport à 
^ 2 + $5 et à ra3+ {3„. 

Je désignerai par [ F , ] la valeur moyenne de la fonction pério­
dique F,, de telle façon que 
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«>(?·, Pc) ¿(Pt,.9i,Pi)' 

Or nous venons de calculer ces deux déterminants fonction­
nels, et nous avons vu qu'ils sont égaux, à un facteur constant 
près, l'un au hessien de [ F t ] par rapport à w2 et à TJJ3, l'autre au 
hessien de F 0 par rapport aux x. 

Donc, si aucun de ces deux hessiens n'est nul, les équa­
tions ( i ) admettront des solutions périodiques pour les petites 
valeurs de p. 

Nous allons maintenant chercher à déterminer, non plus seule­
ment les solutions périodiques de période T, mais les solutions de 
période peu différente de T. Nous avons pris pourpoint de départ 
les trois nombres nt, n2, n3; nous aurions pu tout aussi bien 
choisir trois autres nombres, n\, n'2, n'3, pourvu qu'ils soient 
commensurables entre eux, et nous serions arrivés à une solution 
périodique dont la période T' aurait été le plus petit commun mul-

t ip l e d e —,-, —,- > — · 
1 » , n , n3 

Si nous prenons en particulier 

n\ = » , ( i -t- s ) , n i = » s ( n - ê ) , n'3 = n3(i -+- e ) , 

2 ° Que le déterminant fonctionnel de — et — , par rapport à ¡35 

[ j . [A 

et ¡36, est égal à T 2 multiplié par le hessien de [F j ] par rapport à 
ra2

 e t à TB 3. 

11 résulte de là que l'on peut choisir les constantes ra2 et TB3 de 
façon à satisfaire aux équations (i3). Il reste, pour établir l'exis­
tence des solutions périodiques, à faire voir que le déterminant 
fonctionnel de ces équations, c'est-à-dire 

¿(PI,PI,P»>P»,PO) ' 
n'est pas nul. 

Or, pour p = o, <{<,, <J/5 et A6 ne dépendent que de |3,, fi2, (33 et 
non de ¡35 et de [3e. Ce déterminant fonctionnel est donc le pro­
duit de deux autres 
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es trois nombres n\, n'2, n'3 seront commensurables entre eux, 
puisqu'ils sont proportionnels aux. nombres n,, n2 et n3. 

Ils nous conduiront donc à une solution périodique de période 

T 
r + i = — , 

I -I- £ 

de telle façon que nous aurons 

(14) a"i = tpF(I, |X, e), / , · = (J., e), 

les tp/ et les tp¿ étant des fonctions développables suivant les puis­
sances de ¡A et de e, et périodiques en t, mais de façon que la pé­
riode dépende de e. 

Si dans F nous remplaçons les x¿ et Iesy,- parleurs valeurs ( I 4 ) , 
F doit devenir une constante indépendante du temps [puisque 
F = const. est une des intégrales des équations ( 1 ) ] . Mais cette 
constante, qui est dite constante des forces vives, dépendra de ¡A 
et de e, et pourra être développée suivant les puissances croissantes 
de ces variables. 

Si la constante des forces vives B est une donnée de la ques­
tion, l'équation 

F ( | A , e ) = B 

peut être regardée comme une relation qui lie s à [A. Si donc nous 
nous donnons arbitrairement B, il existera toujours une solution 
périodique, quelle que soit la valeur choisie pour cette constante; 
mais la période dépendra de s et par conséquent de ¡A. 

Un cas plus particulier que celui que nous venons de traiter en 
détail est celui où il n'y a que 2 degrés de liberté. F ne dépend 
alors que de quatre variables, xt, y{, x2, y 2 , et la fonction [ F , ] 
ne dépend plus que d'une seule variable ra2. Les relations (6) se 
réduisent alors à 

( 1 5 ) - K R = 0 « 

et le hessien de [ F f ] se réduit à ¿ml > d'où cette conclusion : 

A chacune des racines simples de l'équation ( I 5 ) correspond 
une solution périodique des équations ( 1 ) , qui existe pour toutes 
les valeurs de [A suffisamment petites. 
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Je pourrais même ajouter qu'il en est encore de même pour cha­

cune des racines d'ordre impair. 

L'existence des solutions périodiques une fois démontrée, il 

reste à faire voir que ces solutions peuvent se développer suivant 

les puissances de ix et s'écrire 

Xi = 8/.o(0 •+• (Jt6,.,(0 -t- n26,-.2( / ) + . . . ( ¿ = 1 , 1 , . . . , n ) , 

9/ ; 0(£)j § i , i ( t ) i . . . , étant des fonctions périodiques de t dévelop-
pables selon les sinus et cosinus des multiples de 

i i z t 

f + V 

D'après le théorème du n° 28, nous aurons 

X i = H t [ t — t u \ i , x \ — tpi(o), x% — tp,(o) , x% — <Btt(o)], 

si x 1, x°n sont les valeurs initiales de x t , x2, . • ., x„ pour 
t = o. 

H/ sera développahle suivant les puissances de 

t — h , p. et x? — <?i(o), 

si u, est assez petit et si t est assez voisin de tt et xf de <p;(o). 

Nous prendrons 
t t 1 

l = t l - h ~ -

De plus, nous prendrons 

A — f i ( ° ) = P*-

Nous choisirons les [3,· et T de façon à obtenir une solution pé­
riodique, c'est-à-dire de façon à satisfaire aux équations (9)· Nous 
venons de voir que, si z et les [3/ satisfont à ces équations (9), on 
pourra développer T, [3(, (32, · · ·, ¡3« suivant les puissances crois­
santes de [x, et que x et les ¡3; s'annuleront avec ix. 

On aura donc 

* / = H / | x , p„ p„ . . . , p„) = K , ( (x ) , 

K,- étant une fonction développée suivant les puissances de [*. 
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R,- ne dépend pas seulement de p, il dépend encore de t, ; nous 

écrirons donc 
«>i= K , (« I , N), 

en rappelant toutefois que K,- est développé suivant les puissances 
de u., mais non pas suivant celles de tt. 

Cela posé, quand on augmente t, de T, on augmente t de 
T + T , et, comme on s'est arrangé de manière à avoir une solution 
périodique de période T -t-T, xi ne doit pas changer; on a donc 

(10) K i ( < 1 + T , J x ) = K 1 (<i , [x). 

K,- étant développable suivant les puissances de u., on peut 

écrire 

9(,0) 9(,I, 9(,2) . . . , ne dépendant que de t{. L'identité ( 1 0 ) montre 
alors que 9,,* ne change pas quand on change ï ( en tt -+- T. Donc 
9 ( )* est une fonction périodique et peut se développer suivant les 
sinus et les cosinus des multiples de 

C Q . F , D . 

Cas où le hessien est nul. 

43. Il peut y avoir, difficulté dans le cas où le hessien de F 0 

est nul. 
Voici comment il est permis, dans un assez grand nombre de 

cas, de tourner la difficulté. 
Supposons que le hessien de F 0 par rapport aux variables x soit 

nul, mais que l'on puisse trouver une fonction de F 0 , que l'on ap­
pellera <p ( F 0 ) et dont le hessien ne soit pas nul. 

Nous allons transformer les équations ( i ) de la manière sui­
vante. 

Ces équations admettent l'intégrale des forces vives qui s'écrit 

F = C. 

Soit <p' la dérivée de la fonction çp, on aura pour F = C 

? ' ( F ) = < p ' ( C ) , 
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et tp'(C) sera une constante qui pourra être regardée comme connue, 
si l'on suppose que les conditions initiales du mouvement soient 
données et permettent par conséquent de calculer la constante C. 

Les équations ( i ) peuvent alors s'écrire 

dxt = d[o(F)] dYi = d[o(F)] 
dt (p'(G)a>/' dt o'(C)dxi' 

Elles conservent la même forme, mais la fonction F 0 est remplacée 
par tp (F 0 ) dont le hessien n'est pas nul. 

Prenons, par exemple, le cas particulier du problème des trois 
Corps étudiés au n° 6, celui où l'une des masses est nulle et où les 
deux autres se meuvent circulairement. 

Dans ce cas, nous avons trouvé 

F 0 = ; + X , • 

on a donc 
d ' F , = d*Ft = o 

dx\ dxi dxi 

Notre hessien est donc identiquement nul ; mais, si nous prenons 

le hessien de sp(F0) est égal à 

_6_ 
x\ 

et est différent de o. 
Ainsi tout ce qui précède est applicable à ce cas particulier du 

problème des trois Corps qui possède des solutions périodiques 
pour les petites valeurs de [A. 

Considérons au contraire le cas général du problème des trois 
Corps traité au n° 11. 

Nous avons trouvé que ce problème pouvait être ramené à la 
forme canonique, les deux séries de variables étant 

PL, pG, pe , p'L', p'G', p'e', 

ff, 9 , F, S\ 8 ' . 

La fonction F peut se développer suivant les puissances de )x 

F = F 0 -t- F , (ji + F 2 ( i 2 + . . . , 
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le hessien de F 0 sera manifestement nul. 
Si nous considérons une fonction quelconque cp (F 0 ) , cette fonc­

tion ne dépendra encore que de x, et de xk et son bessien sera 
encore nul. L'artifice que nous avons employé plus haut n'est donc 
plus applicable et les raisonnemeuts du présent numéro ne suffisent 
plus pour établir l'existence des solutions périodiques. 

C'est là l'origine des difficultés que nous chercherons à vaincre 
dans les n o s 46 à 48. 

Ces difficultés proviennent encore, comme on vient de le voir, 
de ce que F 0 ne dépend que de x, et de xk ; c'est-à-dire de ce 
que l'on a 

rfFç _ rfFo _ rfFo _ rfFç _ 

dx2 dx3 dxâ dx6 

ou encore, si u. = o, 

dys. = dya _ dy^ _ dy* _ 

dt dt dt dt 

Ces équations signifient que dans le mouvement képlérien les 
périhélies et les nœuds sont fixes. 

Or, avec toute autre loi d'attraction que celle de Newton, les 
périhélies et les nœuds ne seraient plus fixes. 

Donc, avec une loi différente de la loi newtonienne, on ne ren­
contrerait plus, dans la recherche des solutions périodiques du 
problème des trois Corps, la difficulté que je viens de signaler et à 
laquelle seront consacrés plus loin les n o s 46 à 48. 

et l'on a 

F - P3 , P" 
0

 2 ( p L ) * +

 2 ( f j ' l / ) 2 ' 

Si, pour reprendre les notations employées dans ce Chapitre, 
nous désignons les deux séries de variables conjuguées par 

X \ , x-è, X i , Xh, Xe, 

f u y i , y%, 7 4 . ys, y*, 

de telle sorte que 
x, = $L, ar4 = p ' L ' , 

il viendra 
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Calcul direct des séries. 

44. Nous venons de démontrer que les équations ( i) du n° 43 
admettent des solutions périodiques, et que ces solutions peuvent 
être développées suivant les puissances de p. 

Cherchons maintenant à former effectivement ces développe­
ments, dont nous avons ainsi démontré d'avance l'existence et la 
convergence. 

Je commence par observer qu'on peut, dans le calcul de ces 
développements, introduire une importante modification. Nous 
avons introduit plus haut trois nombres : 

n , , n 2 , « 3 , 

tels que 

n 1 T , n 2 T , n3T 

soient multiples de ztz, et par conséquent commensurables entre 
eux. Ces trois nombres caractérisent la solution périodique en­
visagée. 

Je dis que l'on peut toujours, quand on étudie une solution 
périodique particulière, supposer que 

T l j = 7 l 3 = o . 

Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi. Nous changerons 
de variables en posant 

f i = « t y ' i - t - <*2.r'2 + <>-%y\, x'i = - H Pî 2 -+ - Y i ^ 3 , 

/ 2 = Pa/s-t-Pa.r'3 > x'x = "2^1 + •+• ï s ^ s , 
73 = - i i f i •+- t t y ' t -t- Tf»y 3 , x'% = a-iX\ - t - p 3# 2 - I - f 3̂ s-

Les équations (avec les nouvelles variables x' et y1) conserve­
ront la forme canonique. 

Si, de plus, les a, les B, les y sont entiers et que leur détermi­
nant soit égal à i , la fonction F, périodique par rapport aux y , 
sera également périodique par rapport aux y'. 

Si nous appelons n ' { , n ' 2 , n'a ce que deviennent les trois nom­
bres caractéristiques n t , n 2 et n 3 après le changement de variables, 
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ces trois nombres nous seront donnés par les équations 

nx = Œ[ n\ -+- <x2 n't - t - <x3 n'.}, 

m = -f- ^ « 2 + $3n'¡, 

« 3 = YI n'i - t - YA «A -+- Y 3 n ' s ; 

comme « i , / i 2 et n3 sont commensurables entre eux, on peut évi­
demment choisir les entiers a, ¡3 et y de telle sorte que 

w'2 = n'3 = o. 

Il est donc toujours permis de supposer 

«2 = "3 = o ; 

c'est ce que nous ferons désormais. 
Nous allons donc chercher à satisfaire aux équations ( i ) en 

faisant 
a - , = x<\ - + - p x \ - h y?x\ -+- .. ., 

xl = x\ -+- \ix\ -+- \)?x \ -+-..., 

"̂3 = ^3 + -H \^x3 -T-.. · , 

yi=y\ + w\ + \>>y\-*----> 
yî^yl + v-yl + ^yl + ···> 
y¡ =y% -+- v-yl-+- v-^yï -+·· ··> 

les a;* et les y¡ étant des fonctions périodiques du temps de pé­
riode T. Les sont des constantes telles que 

- y - „
 F o ( x ï , *î) = — " h N 2 = « 3 = o , 

d X i 

et l'on a d'autre part 
y\ = mt + v s i , 

d'où 

w ( , CJ2 et 7U3 étant des constantes que nous nous réservons de dé­
terminer plus complètement dans la suite. 

L'origine du temps restant arbitraire, nous pourrons la choisir 
de telle façon que y, = o quel que soit ¡x pour t = o. Il en résulte 
que y0

t , y\ , y\, . . . seront nuls à la fois pour t — o et que 
C5| = o. 

Dans F, à la place des x et des y, substituons leurs valeurs ( 2 ) , 
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puis développons F suivant les puissances croissantes de tx, ainsi 
qu'il a été dit au n° 22. Il viendra 

F = * 0 •+- p * i •+- H 2 * 2 

et l'on aura 

* 0 = F 0 (a>S, x\,xl). 
dF 

Il viendra ensuite (si l'on se souvient que = — ni et que 

n-2 = n 3 = o) 

( 3 ) *, = FtW, xî.rlylj'l) -nta>l. 
Plus généralement, on aura 

* . = E . - » , * F = E , + ^ + * * ^ + ^ , 

et ©A dépendra seulement 

DES xi, DES ;RL, . . . ET DES A ? * - 1 , 

DESJ '? , D E S ^ J , . . . ET des yf~l. 

Par rapport aux yf, elle est périodique de période 2 T C . 
Cela posé, les équations différentielles peuvent s'écrire, en éga--

lant les puissances de même nom de fx, 

dx\ _ dx\ dx% dy\ _ dy\ _ dy% _ 
~df-~d* ~~3t ~0' 'df~ni' ~dl' - ~dt - n%' 
On trouve ensuite 

dx\ dF\ dx\ Û?F, dx\ dFt 

(A> ~dt = dyï' ~dt = dyX ~St ~ ~ay% 
ET 

dy\ _ dy\ _ ^ * i dyl _ 
( } 'dT~~dxJ' ~dT~~~dâl' ~dt~~dx~\1 

et plus généralement 

(4') 

ET 

dxi _ d&k 
~3f~dyJ 
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Intégrons d'abord les équations (4)· Dans F ( nous remplacerons 

J î> 7 * 1 y \ P a r ^ e u r s valeurs 

tilt, 7U 2 , CT 3 . 

Alors les seconds membres des équations (4) sont des fonctions 
périodiques de t de période T ; ces seconds membres peuvent 
donc être développés en séries procédant suivant les sinus et les 

cosinus des multiples de Pour que les valeurs de x \ , x \ et x \ 

tirées des équations (4) soient des fonctions périodiques de t, il 
faut et il suffit que ces séries ne contiennent pas de termes tout 
connus. 

Je puis écrire, en effet, 

F) = S A sin {mxyl + m%y\ -+• m%y% -+- h), 

où m , , m 2 , n i 3 sont des entiers positifs ou négatifs et où A et h 
sont des fonctions de x j , x \ , x \ . J'écrirai, pour abréger, 

F i = 2 A sin eu, 

en posant 
t o - m^yl - t - m%y\ -+- mîy% -+- h. 

Je trouverai alors 

dFt . dFi dF, 
~ = Ï A m i C O S t o , - = — - = 2 A m , c o s t o , -j—^ = 2 A m 3 c o s to 
dy\ dy\ dy\ 

et 

t o = t m l n t - \ - h - t - m 2 c j 2 -+- m 3 x B z . 

Parmi les termes de ces séries, je distinguerai ceux pour lesquels 

m l = o 

et qui sont indépendants de t. 

F ( étant une fonction périodique de t, j'appelleiai [F , ] la valeur 
moyenne de cette fonction et j'aurai 

[ F j ] = S A sinco, (mi = o , u> — h •+• m î T s î -+- m^TSt), 

la sommation représentée par le signe S s'étendant à tous les 
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termes de F ( , pour lesquels le coefficient devest nul. Nous aurons 

alors 
c ? [ F , ] „ . rf[F,] „ . 

— 5 — - = o A m 2 costo, — i — i = S A m 3 c o s u ) . 

Si donc on a 

il viendra, puisque d'ailleurs m ( est nul, 

( 7 ) S A c o s t o = o, SA T W 2 costo = o, S A T O 3 costo = o. 

Si donc les relations (6) sont satisfaites, les séries SAm,cosw ne 
contiendront pas de terme tout connu, et les équations (4) nous 
donneront 

Y A ^ s i n t o = y Km, sinto 

A T?Î3 sinto 
¡ - 2 = 

C¡ , et étant trois nouvelles constantes d'intégration. 

Il me reste à démontrer que l'on peut choisir les constantes w2 

et T H 3 de façon à satisfaire aux relations (6) . La fonction [ F ( ] est une 
fonction périodique de rn2 et de m3 qui ne change pas quand l'une 
de ces deux variables augmente de 2 1 1 . De plus elle est finie; elle 
aura donc au moins un maximum et un minimum. Il y a donc au 
moins deux manières de choisir T Ü 2 et TST3 de façon à satisfaire aux 
relations (6) . 

Je pourrais même ajouter qu'il y en a au moins quatre, sans 
pouvoir toutefois affirmer qu'il en est encore de même quand le 
nombre de degrés de liberté est supérieur à 3. 

Je vais maintenant chercher à déterminer, à l'aide des équa­
tions (5) , les trois fonctions y \ et les trois constantes C¡. 

Nous pouvons regarder comme connus les x¡ et lesy¿; les x\ 
sont connus également aux constantes près C ' . Je puis donc écrire 
les équations (5) sous la forme suivante, 

( 8 ) f M = H Í - C L - ^ - C ¡ - ^ - C 3

 RF'F» 
dt 1 1 dx\dx\ 2 dx\dx\ 3 dx%dxY 
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où les H,- représentent des fonctions entièrement connues déve­

loppées en séries suivant les sinus et cosinus des multiples de ^jr--

Les coefficients de C{, et C 3 sont des constantes que l'on peut 
regarder comme connues. 

Pour que la valeur dey\ tirée de cette équation soit une fonction 
périodique de t, il faut et il suffit que dans le second membre le 
terme tout connu soit nul. Si donc H" désigne le terme tout connu 
de la série trigonométrique H;, je devrai avoir 

/ „ \ r , <PV0 , r , , r , d*F0 „ 
(9) ^ldxJ^+,d*Td*l*dxldxi-'' 
Les trois équations linéaires ( 9 ) déterminent les trois constantes 
C ¡ , C 2 e t C 3 . 

Il n'y aurait d'exception que si le déterminant de ces trois équa­
tions était nul ; c'est-à-dire si le hessien de F 0 par rapport à x", 
x\ et x\ était nul; nous exclurons ce cas. 

Les équations (8) me donneront donc 

y\ = -n\-Jrk\, y\ = T\\ + k{, y\ = n\ + k\, 

les i\\ étant des fonctions périodiques de t entièrement connues et 
les k\ étant trois nouvelles constantes d'intégration. Il résulte 
d'ailleurs des équations que je viens d'écrire que V, = ^ = ^ 3 ~ ° 
pour t = o. 

Venons maintenant aux équations (4') en y faisant k = 2 et 
1 = 1 , 2 , 3 et cherchons à déterminer, à l'aide des trois équations 
ainsi obtenues, les trois fonctions xf et les trois constantes A-,'. 

Il est aisé devoir que nous avons 

„ . dFy , dFx , dFi 
^ ^ y ï ^ y ï ^ y ï ^ 

où Q 2 dépend seulement des xi, des y" et des x\ et où l'on a, 
comme plus haut, 

. — 1 = S A / w . c o s t o . 
dy\ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I'2(î C H A P I T R E I I I . 

Les équations (4') s'écrivent alors 

ou 

( 10) = H,' — /c} SAmi/n,- sin w — /V | 2 Am2m,sinco — kl S Am3 /M;sinto, 
Hj étant une fonction périodique de l, que l'on peut regarder 
comme entièrement connue. Pour que l'on puisse tirer de cette 
équation xf sous la forme d'une fonction périodique, il faut et il 
suffit que les seconds membres des équations (10), développés en 
séries trigonométriques, ne possèdent pas de termes tout connus. 
Nous devons donc disposer des quantités k\ de manière à annuler 
ces termes tout connus. Nous serions ainsi conduits à trois équa­
tions linéaires entre les trois quantités k\; mais, comme le déter­
minant de ces trois équations est nul, il y aune petite difficulté et 
je suis forcé d'entrer dans quelques détails. 

Comme nous avons supposé plus haut que y\=o pour t = 0, 
nous aurons 

*l = o; 
nous n'aurons plus alors que deux inconnues k\ et k\ et trois 
équations à satisfaire; mais ces trois équations ne sont pas dis­
tinctes, comme nous allons le voir. 

Appelons, en effet, E,le terme tout connu de H ' , ces trois équa­

tions s'écriront (si l'on se rappelle que le signe de sommation ^ 

se rapporte aux termes tels que m, = o ) 

E, = o, 
| E2 = k\ ĵA»i| sinio -t- k\ Js|A7n3m2 sinio, E3 = k\ |̂A7ra2»i3sinci> -t- k\ ̂Am| sin u>; 

les deux dernières des équations ( i i ) pourront aussi s'écrire 

~ L 3 ~ * 2 d ^ d ^ 3

 + ** d m \ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



S O L U T I O N S P É R I O D I Q U E S . 1 2 7 

De ces deux équations, on peut tirer k'2 et k3. à moins que le hes-
sien de [ F , ] , par rapport à TU2 etns3, ne soit nul. Si l'on donne aux k\ 
les valeurs ainsi obtenues, les deux dernières équations ( 1 0 ) nous 
donneront x\ et x\ sous la forme suivante 

^ ! = £ ! ~ t " ^ ! î - ^ f = £ 1 ^ 1 » 

les étant des fonctions périodiques de t entièrement connues et 
les étant de nouvelles constantes d'intégration. 

Pour trouver x2

t nous pouvons, au lieu d'employer la première 
des équations ( 1 0 ) , nous servir des considérations suivantes : 

Les équations ( 1 ) admettent une intégrale 

F = B, 

B étant une constante d'intégration que je supposerai développée 

suivant les puissances de u, en écrivant 

B = B 0 - I - F J I B , - H l j i 2 B J - I - . . , 

de sorte que l'on a 

<J» 0=B 0 , * , = B „ * 2 = B 2 , 

B 0, B ( , B 2 , . . . étant autant de constantes différentes. 
Le premier membre de l'équation 

* 2 = B 2 

dépend des x\, des y°, des x\, des y\, de x\ et de x\, qui sont des 
fonctions connues de £, et de x* que nous n'avons pas encore cal­
culée. De cette équation, nous pourrons donc tirer sous la forme 
suivante 

ç'f sera une fonction périodique de t entièrement déterminée' e tC 2 

est une constante qui dépend de B 2 , de C2, et de C^. 
Nous pouvons conclure de là que la première des équations ( i i ) 

doit être satisfaite et par conséquent que ces trois équations ( 1 1 ) 
ne sont pas distinctes. 

Prenons maintenant les équations (5') et faisons-y k= 2 ; nous 
obtiendrons trois équations qui nous permettront de déterminer 
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les constantes C ¡ , et C* et d'où l'on tirera en outre lesy¿ sous 
la forme 

YÏ = I Ï + * Î . ^ Ï = T,1 + * Ï . R Î = *II + * Î , 

les y étant des fonctions périodiques de t entièrement connues et 

les k étant trois nouvelles constantes d'intégration. 

Reprenons ensuite les équations (4') en y faisant k = 3 ; si nous 

supposons £, = 0 , nous pourrons tirer des trois équations ains 

obtenues, d'abord les deux constantes k\ et k\, puis les x\ sous 

forme 

les \ étant des fonctions périodiques connues de t et les C* étant 
trois nouvelles constantes d'intégration. 

Et ainsi de suite. 

Voilà un procédé pour trouver des séries ordonnées suivant les 
puissances de périodiques de période T par rapport au temps 
et satisfaisant aux équations ( i ) . Ce procédé ne serait en défaut 
que si le hessien de F„ par rapport aux xf était nul ou si le 
hessien de [F(]par rapport à ra2 et ns3 était nul. 

Démonstration directe de la convergence. 

45. Il pourrait être utile de connaître une démonstration directe 
de la convergence des séries que nous venons de former et dont 
nous avions préalablement démontré, dans le n° 28, l'existence et 
la convergence. Je donnerai d'abord cette démonstration directe 
dans un cas particulier. 

SOIT 

( 0 + y) 

une équation différentielle; nous avons vu au n° 2 que cette équa­
tion (considérée par M. Gyldén, puis par M. Lindstedt dans leurs 
recherches sur la Mécanique céleste) peut être regardée comme un 
cas particulier des équations de la Dynamique avec 2 degrés de 
liberté seulement. 

Je supposerai que f(x> y) peut être développé suivant les puis-
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sauces croissantes de y , et que l'on a 

/ = / o H - / i r + / 2 ^ ! - H . . . , 

f o i Sii f i i · • · étant des fonctions de x que je supposerai périodi­
ques et de période 2tc . Je supposerai de plus que la valeur moyenne 
de f c est nulle, 

[ / o ] = o . 

Cela posé, je vais chercher à développer y suivant les puissances 
de (JT., de telle sorte que 

y=y\v-+yi ^ 2 + - - - - i - r « ( * • " - * - — 

En substituant cette valeur àe y dans tp, il vient 

<? = <?0 -t- F ? 1 "+- · · · -+" fa -+" · • · » 

et les équations différentielles deviendront 

« P R O < ^ 2 T I d*y2 d'yn 

Nous voulons que y { , y % , .. . soient des fonctions périodiques 
de x . Cela sera possible, pourvu que les valeurs moyennes des 
seconds membres soient nulles, c'est-à-dire que l'on ait 

[<?o] = o, [<pi] = o, [<$>„] = o. 

La première condition est remplie d'elle-même, car on a 

! < ? o = / o , l > o ] = [ / o ] = 0 . 

D'autre part, il vient 

<?B = 8 » - t - / I R N , 

8„ ne dépendant que dey,, y 2 , ..., y „ _ , . 
Soit \yn~\ la valeur moyenne de y m et posons 

y n = + 

de telle façon que t\n soit une fonction périodique de x , dont la 
valeur moyenne soit nulle. 

H. P. — 1. q 
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Cela posé, imaginons que nous ayons déterminé par un calcul 
préalable 

^ j TIL) ?)2, • · < fin, 

\ [y>], [y*]- . LR «-·.]> 

et, par conséquent aussi, y,,y2, . ,yn~\> et que nous nous pro­
posions de calculer rin+l et [„K«]. 

La relation [cs„] = o peut s'écrire 

[ M + [ / i ^ ] + [ / i ] [ r« ] = o. 

Dans cette équation [9„] et [y(7i„] peuvent être regardés comme 
connus, puisque les quantités ( 2 ) sont connues; [ / , ] est une 
constante donnée; on peut donc en tirer [ y « ] . 

On a ensuite 

dx1 dx-

Si je pose 

il viendra 

o „ A m c o s m a ; -t-^^ B m s in m x , 

Σ A.,„ V B « -c o s m x — 7 —- s \ n m x . 

Les 7 ) , les [ y ] et les y peuvent donc se calculer de la sorte par 
récurrence. 

Il résulte de là que, si ip est une fonction périodique de x, telle 
que l'on ait, en reprenant la notation du n° 20, complétée au n° 35, 

TP»<+, (ARGE«'*), 

on aura a fortiori 

r,n+i<ty, (arge*''*). 

Nous écrirons dans ce qui va suivre 

" = f — f o — A R = ARA - * - A y » - + - · · · = 

de telle sorte que 

(JI(8ji-I- [JI2jkj-h p 3 y t -T-. . . ) = 82 P
J
 •+• 83 N3 -+- . . . -T- 6„ ix" - h . 
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Cela posé, soi t / ' une fonction de x et de y de même forme que y , 
c'est-à-dire telle que 

fl, /], fl, . . . étant des fonctions périodiques de x, et supposons 
de plus que l'on ait 

Si nous posons ensuite 

/ ' ( W l + l ^ y n - r - ! J - 3 j 3 - + - . · • ) = Ç'o • + " - T - . . . 4 - V."o'„ - h . . . , 

il viendra 

c p „ < c p ' „ ( a r g y i , ^ 2 , . . . , y n , e ± t e ) . 

Nous poserons également 

8 ' ' ( W i -i-nV"» + n'.r»-+•···; = 8 ' , f * ! - + - e 3 t i 3 . - t - e ^ f x » . . . . 

d'où 

Nous écrirons enfin 

Soient maintenant y', V et s trois fonctions inconnues liées par 
la relation 

y = T , ' - t - z 

et développées suivant les puissances de [x, de sorte que 

V = nVi - t - K ' l i - i - - - - , 

. z = [ x z i - h [X'^Î - + - . . . . 

Définissons ces fonctions par les équations suivantes 

on trouvera tout d'abord 
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e t c o m m e o n a , d ' a u t r e p a r t , 

o n e n c o n c l u r a 

O n t r o u v e e n s u i t e 

e t , d ' a u t r e p a r t , 

d ' o ù 

11 v i e n t e n s u i t e 

e t , d ' a u t r e p a r t , 

d ' o ù 

p u i s 

e t , d ' a u t r e p a r t , 

- d x * = ? 0 ' 

f ii<ir; i(arge=t'>). 

tri]= [-ŷ j [/i*iib 

t. j = ?i y> ) 

I s < Vs ; 
* i = Vi T/, -+- / 8 2 O . ) 

[r 2]= [^[/ 2, !]- r^[e 2], 
d ' o ù 

e t a i n s i d e s u i t e ; la l o i e s t m a n i f e s t e , o n aura 

yn<y'n (arge*''*) 

e t 

y < r ' (al8ft e* '*) . 

S i d o n c la s é r i e 

y ' = p y \ -+- p5r i •+- î r '» ·+- · · · 
c o n v e r g e , la s é r i e 

(4) /=w+^r«+-'-
c o n v e r g e r a a fortiori. I l m e r e s t e d o n c à é t a b l i r q u e la s é r i e y1 
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Examen d'un important cas d'exception. 

11). D'après ce que nous venons de voir, les principes du n° \eJ. 
se trouvent en défaut quand le hessien de F 0 par rapport aux x 
est nul. 

Examinons donc le cas où ce hessien est nul, et plus particu­
lièrement le cas où F 0 est indépendant de quelques-unes des 
variables x. 

Je supposerai, pour fixer les idées, qu'il y a quatre degrés de 
liberté, que deux des variables x, et x2 entrent dans F 0 , que les 
deux autres x3 et xÂ n'y entrent pas, et enfin que le hessien de F 0 

par rapport à x{ et à xa n'est pas nul ^le hessien par rapport à x,, 

1 · ^ F o dFo \ n 1 1 x2, x3 et xh est nul puisque -=— = -j-- = o ) . Pour u. = o, la solu-

lion générale des équations différentielles s'écrit 

Xi = x\, xi = x°, x3 = x\, x k ^ x \ , y t = n\t - H n i , , 

y% = ni t - t - ro2, y 3 = m3, y k — ra4, 

dx\' " 8 ~ dx%' " a - " » - 0 ' 

les x° et les ro,- étant des constantes. 

converge, ou, ce qui revient au même, que les équations (3) peuvent 
être résolues par rapport à 7 / et à z. 

Or le déterminant fonctionnel relatif à ces équations (3) peut 
s'écrire 

à(r,'— y/', * — X / ' , r , ' — W ) 

«Kl'.*) 

et sa valeur pour V = ; = u. = o est égale à 1 . Il n'est donc pas 
nul et, par conséquent, d'après le théorème du n° 30, les équations 
(3 ) peuvent être résolues. 

Donc la série (4) converge. c. Q. F. D. 
Les équations traitées dans ce numéro sont un cas particulier 

de celles qui ont fait l'objet du numéro précédent. Une démon­
stration directe tout à fait analogue pourrait être donnée dans le 
cas général. Nous y reviendrons plus loin. 
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Si x 0 , et x \ ont été choisis de telle sorte que n°tT et « ° T soient 
multiples de 2TC, la solution sera périodique de période T, et cela 
quelles que soient les valeurs initiales x \ , x \ , w,, w2, ru3 et TO4. 

Considérons maintenant une solution quelconque pour une 
valeur quelconque de p et soient 

( 2 ) xt = xi -+- £,·, y t = mt PI­

les valeurs initiales des x t et des yi pour t — o. Soient 

xi = x} -+- P,- -+- tyt, yi = n\ T -+- P ; + ty-t- Tst 

les valeurs des .r,- et des yi pour £ = T. 

Pour que la solution soit périodique, il faut et il suffit que 
l'on ait 

(3) , . , ,, ,, ., 

Je remarquerai : 

i ° Que je puis toujours choisir l'origine du temps de telle façon 
que la valeur initiale de y { soit nulle, aussi bien pour la solution 
périodique ( i ) que pour la solution qui correspond aux valeurs 
initiales ( 2 ) . On aura donc 

" 1 = P1 = O ; 

2 0 Que F = C est une intégrale de nos équations différentielles 

et que Ĵ - n'est pas nul e s t égal à n"^. Les équations (3) ne 

sont donc pas distinctes et je puis supprimer la première' d'entre 

elles, 
<W = O; 

3° Que pour p = o, on a identiquement 

= ^3 = <K = '\'z = 'Vi = O ; 

que par conséquent <y2, <]/,, 4*3' ^'n $\ s o n t divisibles par p. 
Je puis donc remplacer le système (3) par le suivant : 
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V 

x \ , X%, T B 2 , V53 et TU4 

' x i et x \ sont déjà supposés déterminés et nr, est supposé nul), 

de façon que les équations (4) soient satisfaites pour 

p = o, P/ = o, Pi = o; 

2 ° De rechercher si le déterminant fonctionnel des premiers 
membres du système (4) est nul, ou, en d'autres termes, si pour 
p = o la solution 

h = o, Pi = o 

est une solution simple de ce système, ou pour le moins une solu­
tion d'ordre impair. 

Pour cela, il faut que nous recherchions ce que deviennent les 
équations (4) pour p = o. 

Nous avons 

<l>i = / d x , — I —,— dt 

Jo ' J» df* 

ou, puisque = c, 

ou, pour p = o, 

( 5 ) ± = f T p d t : 

pour p = o, on a 

x t = x i + p,-, y t = m l -+- m i - h p/, 

^ ( . r f + p ^ g + p , ) _ _ _ _ „ 
ni =. — - ^ — . n 3 = n i = o. 

d ( x ? -+- p,) 

Substituons ces valeurs des et des y,-dans le second membre de 
l'équation (5). 

Si nous faisons de plus S, = 3 2 = o, n{ et w2 se réduisent à n°t 
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et n\, et la fonction Ft devient une fonction périodique de t de 
période T ; c'est, en outre, une fonction de ra2+!32, TJT3 -4- [3!,, 
r s , \ •+• $\ qui est périodique et de période 2 T C ; enfin elle dépend 
encore de 3 3 et x\-r- ,3T. Nous pouvons écrire 

F, = £ A COS(/»IJ'I - t - nuys -h m3y3 - t - /N4JR4-t- k), 

m,, m2, ni3 et T W , étant des entiers, A et k des fonctions des xi-
En effet, la fonction F| est par hypothèse périodique de période 

par rapport aux/,-. 
Après la substitution, il vient 

F , = S A C O S ( a t + P) 

où 

a = mvn\ -h m.in\, p = k -t- m2 ( ra2 -t- P '2 ) -+- m3(nr3-t- P'3 )-+- «i4(rov -+- p' 4 ). 

Parmi les termes du développement de F,, je distingue ceux 
pour lesquels a est nul et j'appelle R l'ensemble de ces termes, de 
telle sorte que 

R = S A cosp, 

la sommation étant étendue à tous les termes pour lesquels on a 

/« i / i j - i - m2n\ = o. 

La fonction F ( est une fonction périodique du temps de période T 
et R n'est autre chose que la valeur moyenne de celte fonction, 
de telle sorte que l'on a 

TR = f Ftdt, 

ou, en diflérentiant par rapport à ro2, 

mais on a 
RFF, _ dF, dyi _ DF, 
DRA2 dyt DRAJ dy-i 

L'équation (5) devient donc 
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o n t r o u v e r a i t d e m ê m e 

^ 3 _ T «K = «m T 

[X dw3 ' j j . dm^ 
O n t r o u v e , p a r u n c a l c u l t o u t p a r e i l , 

V-J„ dx\d'~ f0 dx3{ ; x ) d l 

o u , p o u r [A = o , 

e t d e m ê m e 

K r , ,„ d\\ 
= — / - ¡ - 1 dt — — 1 - , — 

H J dx3 dx% 

D ' a u t r e p a r t , i l v i e n t 

/ " rit' 

o u , p o u r [ x = o 

O n t r o u v e d e m ê m e 

f s = ( / i , - / i » ) T . 

N o u s v o u l o n s d ' a b o r d q u e p o u r 

fx = » , P,- = O , P ; = <> 

l e s y s t è m e (4) s o i t s a t i s f a i t . O r , s i l ' o n a ¡ 3 , = J 3 a = o , nt e t n2 s e 

r é d u i s e n t à n j e t n?2, < { / , e t ty'2 s e r é d u i s e n t à o ; d e s o r t e q u e d e u x 

d e s é q u a t i o n s (4) s o n t s a t i s f a i t e s d ' e l l e s - m ê m e s . L e s y s t è m e ( { ) 

s e r é d u i t s i m p l e m e n t à 

df^_dn__dR__dR_ r/K _ 
dx\ dx% ûfc 2

 — dm3 dm; 

A i n s i , d a n s l a f o n c t i o n R , a n n u l o n s l e s ¡3,· e t l e s ¡ 3 ^ ; c o n s i d é r o n s 

e n s u i t e R c o m m e f o n c t i o n d e x\, x\, T N 2 , m3, C J 4 ; s i c e t t e f o n c t i o n 

a d m e t u n m a x i m u m o u u n m i n i m u m e t q u ' o n d o n n e a u x v a r i a b l e s 
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et zsi les valeurs qui correspondent à ce maximum ou à ce mini­
mum, on satisfera aux équations (6) . 

Cette solution du système (6) nous conduit-elle à des solutions 
périodiques existant encore pour les petites valeurs de u,? 

Il suffit pour cela que le déterminant fonctionnel des équations 
(4) ne s'annule pas pour 

Pi = °-

Or <{/, et t | / 2 ne dépendent (quand on fait u. = o ) que de et J32-. 
car F 0 et ses deux diviseurs — ni et — n2 ne sont fonctions que 
de x\ -+- p, et x\ + £2· 

Ce déterminant fonctionnel est donc le produit de deux autres. 
i ° De celui de <]/, et ty'., par rapport à ¡3, et [32 (mais ce n'est autre 

chose que le hessien de F 0 par rapport à x, et x2, que nous sup­
posons différent de o ) . 

2 ° De celui de 

«r» 4<s "W i>\ K 

" f* F H 

par rapport à 
p3, p*, p;, Pi, p;-

Or les quantités (7) sont des fonctions de 

«•j-^-Ps, »!-H?t, nJ2-HP'2, W3+P3, to*-t-p;. 

La dérivée de l'une quelconque des quantités (7) par rapport à 
¡3,· ou à [3j- est égale à sa dérivée par rapport à x° ou à ra,-. 

Le déterminant cherché est donc le déterminant fonctionnel des 
quantités (7) par rapport à 

(8 ) jr°, ar$, m2, w3, 7CT4. 

Mais nous devons calculer les valeurs de ce déterminant pour 

t* = h = Pi = o. 

Mais, quand p, ¡3,· et ¡3;· s'annulent, les quantités ( 7 ) se réduisent 
aux premiers membres des équations ( 6 ) . 

Notre déterminant n'est donc autre chose que le hessien de R 
par rapport aux variables (8 ) . 
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Si ce hessien n'est pas nul, nos équations différentielles admet­
tront encore des solutions périodiques pour les petites valeurs de p.. 

Ce résultat peut encore s'énoncer autrement. 

11 existera des solutions périodiques pour les petites valeurs de 
p, pourvu que les équations (6) admettent une solution simple. 

Mais il y a plus, il existera encore des solutions périodiques pourvu 
que les équations (6) admettent une solution d'ordre impair. 

Mais, d'après le n° 34, à un maximum de la fonction R corres­
pondra toujours une solution d'ordre impair des équations (6 ) . 

Donc, si la fonction R admet un maximum ou un minimum, nos 
équations différentielles admettront des solutions périodiques pour 
les petites valeurs de p. 

Solution de la deuxième sorte. 

47. Appliquons ce qui précède au problème des trois Corps, en 
supposant d'abord que ces trois Corps se meuvent dans un même 
plan, et occupons-nous de déterminer les solutions périodiques de 
la deuxième sorte. 

Adoptons les variables du n" 15, c'est-à-dire les variables 

{5L = A , p ' L ' = A ' , H . 

V, h. 

Une solution sera périodique si au bout d'une période A, A' et 
H ont repris leurs valeurs primitives, et si V et h ont augmenté 
d'un multiple de 2tz. 

La fonction F est égale à 

F 0 + p F 1 - + - p ' F 3 + 

et F„ ne dépend que de A et de A'. 

Si donc on suppose p = o et qu'on appelle 

AOÎ A 0 , H 0 , 

loy ô> ''o 

les valeurs initiales de nos six variables, quatre de ces six variables, 

A, A', H et h seront des constantes et l'on aura 
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Si, de plus, on poie 
dF0 , dF0 

d \ „ dXç 

on aura 
l — ni -t- l „ , i' = 71' £ - * - £ ' „ . 

Donc, pour p. = o, si A 0 et A'0 ont été choisis de telle sorte que 
« T et w'T soient multiples de 2 i z , la solution sera périodique de 
période au, quelles que soient d'ailleurs les constantes H 0 , l0, l0, ha. 

Voici la question que nous posons : 
Est-il possible de choisir les constantes H 0 , l0,

 r

u et h0 de telle 
sorte que, pour les petites valeurs de p., les équations du mouvement 
admettent une solution périodique de période T et qui soit telle 
que les valeurs initiales des six variables soient respectivement 

A 0 + p , , A' 0 -4- p s , Ho-t-Pa, 

l<>-r-?i, ï<,-+-fc> A o - r - p , , 

les 3/ étant des fonctions de p. s'annulant avec [A. 
Pour résoudre cette question, il suffit d'appliquer les principes 

du numéro précédent. 
F| étant périodique en l, Il et / t , nous pouvons écrire 

F, = 2 A costm, l -+- m^l'-+- m 3 h -+- A•), 

A et k étant des fonctions de A, A' et H. 

Remplaçons dans F ( les si*, variables 

A , A', II , 

l , ' ' , h 

par 
-Vo, A 0 , H 0 , 

il viendra 
F, = SAcos(a( -+- P), 

où 
a = nii n -t- m* n', p = A• -r- ni\ h -r- m± </0 -+- n i 3 /Y„. 

F, est une fonction périodique de t; soitR la valeur moyenne de 

cette fonction, de sorte que 
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la sommation étant étendue à tous les termes, tels que 

a = o, ou m f n -+- m2 n' = o. 

D'après les principes du numéro précédent, on trouvera les valeurs 

cherchées de H 0 , loi l'a et h0 en résolvant le système 

dR _ dR _ d\\ _ dR _ 

dli 0 dl(t dl0 dh„ 

Nous pouvons toujours supposer que l'origine du temps ail été 
choisie de telle sorte que l0 = o. 

D'autre part, d'après la définition de la fonction R, on a 

dR , dR 
n —j- -+- n -T>R = o. 

die dl0 

On peut donc remplacer le système précédent par le système plus 

simple 

dR_ _ dR _ dR _ ^ 

dHo dlç ~ dha 

Il pourrait arriver que toutes les solutions du système ( i ) ne 
conviennent pas; mais il y a des solutions qui conviendront cer­
tainement : ce sont celles dont l'ordre de multiplicité est impair, et 
en particulier celles qui correspondent à un maximum ou à un 
minimum véritable de R. 

Pour établir l'existence des solutions de la deuxième sorte, il me 
suffit donc de montrer que la fonction R a un maximum. 

Or cette fonction R est essentiellement finie; de plus elle est 
périodique en l'Q et h0 : elle dépend encore de H 0 ; j'ajouterai 
qu'elle est développable suivant les puissances de 

( 2 ) A 2 - H0* et v / A V - ( H 0 - C ) s , 

C étant la constante des aires. 
La fonction R ne sera donc réelle que si l'on a 

( 3 ) H 8 < A Î , ( H , - G ) * < A 0 * f 

el H 0 devra toujours être compris entre ces deux limites. Je puis 
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toujours choisir une variable C P , telle que II 0 et les deux radicaux ( 2 ) 
soient des fonctions doublement périodiques de C P . 

Ainsi R est une fonction uniforme, périodique et finie, de trois 
variables seulement (puisque A 0 , A'0 et C sont considérés comme 
données, et que / 0 = : o ) , À savoir de l'0, h 0 et C P . 

Cette fonction admet donc au moins un maximum et un mini­
mum, de sorte qu'il y a toujours au moins deux solutions pério­
diques de la deuxième sorte. 

On sait que le développement de la fonction perturbatrice F t 

ne contient que des cosinus, de sorte que la quantité que nous 
venons d'appeler k est toujours nulle. 

Si donc on fait 
1« = l'« = ho = ° 7 

on aura 
dR _ dR _ 

d l 0 ~ dh„ ~ 

il restera à satisfaire à l'équation 

dR _ 

d H 0 ~ 0 

ou, ce qui revient au même, à 

dR __ 

do 

Cela sera toujours possible, car R est une fonction périodique 
de CP qui doit avoir au moins un maximum et un minimum. 

Il existe donc toujours au moins deux solutions de la deuxième 
sorte, pour lesquelles 

lo = /'„ = h(, = o. 

Si p = o, les valeurs initiales de l, l et h sont donc nulles, ce 
qui revient à dire qu'il y a c o n j o n c t i o n s y m é t r i q u e . 

Par un raisonnement tout pareil à celui du n" 4-0 (p. 1 0 2 ) on 
en conclurait qu'il y a encore conjonction symétrique pour les 
petites valeurs de [A, et que, si au début de la période on a conjonc­
tion symétrique, il en est encore de même au milieu de la période. 

Parmi les solutions périodiques de la deuxième sorte, il y en a 
donc toujours qui admettent des conjonctions (ou oppositions) 
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symétriques au commencement et au milieu de chaque période. 
Une difficulté pourrait toutefois se présenter et je suis obligé 

d'en dire quelques mots. 

La fonction R dépend de l'0, h0, H„, puisque nous considérons 
A 0 et A'0 comme donnés et que nous choisissons l0 nul. 

La fonction R est périodique en l'0 et en A„ ; de plus, la troisième 
variable H 0 est soumise à certaines inégalités, par exemple à la sui­
vante 

A o > H 0 . 

Nous en avons conclu que la fonction R admet toujours un maxi­
mum et un minimum. 

Mais on peut se demander ce qui arriverait si ce maximum était 
précisément atteint quand H 0 atteint une des limites qui lui sont 
assignées par les inégalités (3 ) . 

Les conclusions du n° 46 seraient-elles encore applicables? 

On pourrait en douter, car, si R atteint son maximum pour 

H„ = A 0 par exemple, la dérivée Ĵ . n'est pas nulle, elle est au 

'contraire infinie. 

Il est vrai que, pour le problème des trois Corps, on pourrait 
vérifier sans peine que le maximum de R n'a pas lieu pour cette 
valeurdeH 0; mais, comme ce cas pourrait se présenteravecd'autres 
forces perturbatrices que celles que l'on envisage dans le problème 
des trois Corps, il n'est pas sans intérêt de l'examiner de plus près. 

Supposons, par exemple, que l'on considère les valeurs de H 0 très 
voisines de A 0 , nous pourrons adopter les variables du n° 17, c'est-
à-dire les variables 

A, A', V, 

Appelons alors 

Ao-t-p,, A ' 0 -+ -p 2 ) p., 

X î - H p 4 , l ' o + f c , Tjï-I-Pe 

4 

les valeurs initiales de ces six variables et cherchons si l'on peut 
choisir ces valeurs initiales de telle façon que la solution soit pério­
dique, les S; seront des fonctions de u. qui devront s'annuler 
avec p. 
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Pour cela, nous l'avons vu, il suffit de choisir 

de telle façon que R soit maximum ou minimum; nous savons 
d'autre part que A 0 et A'0 doivent être regardés comme des données 
et que l'on peut toujours supposer que l'B est nul. Si R atteint son 
maximum pour A 0 = H„, avec les nouvelles variables, ce maximum 
sera atteint pour 

là = Vo = o. 

Mais cette fois il n'y a plus de difficulté, parce que R est une fonc­

tion holomorphe de £j et de développable suivant les puissances 

de ces variables, tandis que la difficulté provenait avec les anciennes 

variables de ce que R cesse d'être une fonction holomorphe de H 0 

pour A 0 = H 0 et est développable, non pas suivant les puissances 

entières de A 0 = H 0 , mais suivant celles de y/A„ — H 0 . 

Les résultats du présent numéro subsisteraient donc alors même 
que la fonction R atteindrait son maximum pour A 0 = H 0 , ou plus 
généralement quand H 0 atteint l'une des limites qui lui sont assi-

' gnées par les inégalités (3 ) . 

Solution de la troisième sorte. 

48. Cherchons maintenant à déterminer les solutions pério­
diques de la troisième sorte, c'est-à-dire celles pour lesquelles 
les inclinaisons ne sont pas nulles. 

Adoptons les variables du n° 16, c'est-à-dire 

p L = A , P ' L ' = A ' , p r = II, p ' I " = H ' , 

i, e, s, s'-

Supposons d'abord p. = o et soient 

A„, A' 0 , H 0 , H ' 0 , 

les valeurs initiales de ces huit variables. Si A 0 et A'0 sont choisis 
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de telle sorte que 

n l = — 1 - - , n T = — 1 - y - j 
aAo dM„ 

soient multiples de 2TT, la solution sera périodique, quelles que 
soient les six constantes 

Ho, H' 0, l0, I'q, go, g'o-

Peut-on choisir ces six constantes de telle façon que, pour les 
petites valeurs de |X, les équations du problème des trois Corps 
admettent une solution périodique de période T, qui soit telle que 
les valeurs initiales des huit variables soient des fonctions de fx 
qui se réduisent à 

A 0 , A' 0 , H 0 , H'o, 

lot loi g»' go: 

pour ¡x = o. 
Nous opérerons comme dans le numéro précédent. Nous sup­

poserons d'abord que l'origine du temps ait été choisie de telle 
sorte que l0 = o. 

Ensuite nous formerons, comme dans le numéro précédent, les 
fonctions F, et R. 

D'après les résultats des deux numéros précédents, nous devons 
déterminer les cinq constantes H 0 , H'0, l'0, g 0 et g'0 de façon à 
rendre R maximum ou minimum. 

A chaque maximum ou à chaque minimum de R correspondra 
une solution périodique. 

R considéré comme fonction de / ' „ , go et g'0 est une fonction 
périodique de période 2ix. D'autre part, H 0 et H'„ sont assujettis à 
certaines inégalités (3) que j'écrirai, comme au n° 18, 

( | A , | > | H , | , | A ' 0 | > | H ' 0 | , 
( 3 ) 

( |Ho| — | H ' 0 | < C < | H „ | - | - | H ' 0 | . 

Les deux variables H 0 et H„ ne peuvent donc varier que dans 
un champ limité. 

La fonction R admettra donc forcément un maximum et un 
minimum auxquels devront correspondre des solutions pério­
diques. 

H . P . — I. io 
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U n e difficulté peut néanmoins se présenter, comme dans le 

numéro précédent. N e peut-il pas se faire que la fonction R atteigne 

son maximum au moment où les variables H 0 et H ' 0 atteignent les 

limites qui leur sont assignées par les inégalités (3)? Q u ' a r r i v e -

t-il alors? 

Supposons d'abord que le maximum soit atteint pour 

H 0 = A„ . 

N o u s adopterons alors les variables du n° 18, c'est-à-dire 

A, A' , l*, H' , 

X*, l', r*, g'. 

Nous poserons, en conséquence, 

* 0 = ^o-t-^o. \l= v / 2 ( A o — H 0 ) c o s ^ 0 , ? i » = VAHA0— H 0 ) s i n ^ 0 -

Nous verrons alors que R atteint son maximum pour 

£S = r/ô = °> 

et, comme R e s i développable suivant les puissances de \ \ et T,J, la 

difficulté sera levée. 

Si donc le maximum est atteint pour H 0 = A 0 , il n'en sera pas 

moins vrai qu'une solution périodique correspondra à ce maxi ­

mum ; il en sera encore de même pour la même raison si le maxi­

mum est atteint pour H' 0 = A' 0 . 

Il reste à examiner le cas où le maximum serait atteint pour des 

valeurs de H 0 et H ' 0 , satisfaisant à la condition 

C = ± H „ ± H ' 0 ; 

mais ce cas est celui où les inclinaisons sont nulles; si donc le 

maximum est atteint pour de pareilles valeurs de H 0 et H ' 0 , on 

retombe sur le cas des solutions de la deuxième sorte étudié dans 

le numéro précédent. A un pareil maximum correspond donc 

encore une solution périodique. 

E n résumé, nous avons démontré que la fonction R admet tou­

jours au moins un maximum et un minimum et qu'à chacun de 

ces maxima et de ces minima correspond une solution pér iodique; 

une difficulté subsiste encore cependant. 
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Les solutions de la troisième sorte que nous étudions ici com­
prennent, comme cas particulier, les solutions de la deuxième 
sorte dont nous avons démontré plus haut l'existence. 

On peut se demander s'il en existe d'autres; c'est ce qu'un 
examen plus approfondi va nous apprendre. Nous verrons que la 
fonction R a d'autres maxima et minima que ceux qui se produi­
sent quand les inclinaisons sont nulles, et par conséquent qu'il 
existe des solutions de la troisième sorte distinctes de celles de la 
deuxième sorte. 

A cet effet, examinons de plus près la forme de la fonction R. 
Nous avons à satisfaire, d'une part, aux relations 

dR _ dR _ dR _ 
U ) dT0 ~ djl - dYo _0;-
d'autre part, aux relations 

dR_ _ dR _ 
( ' duo ~~ dH0 ~ °' 

Je dis qu'on satisfera aux conditions (4) en faisant 

l'o= g»= g'o = o; 

de sorte qu'on n'aura plus qu'à satisfaire aux équations (5) , c'est-
à-dire à rechercher les maxima et minima de R considérée comme 
fonction de H 0 et H'0 seulement. 

J'observe, en effet, que R est de la forme suivante (si l'on sup­
pose, comme nous le faisons, l'a = o, 9 = 9'), 

R = SAcos(Y 1 i ' 0 -(-Y 2 ^o-t-Y3^o), 

A dépendant de A 0 , A'0, H 0 , H'0. 
Si donc on suppose 

l'o = go = g'o = o, 

on aura à la fois 

dR _ dR _ dR 

Imaginons que l'on change de variables en prenant pour variables 

nouvelles les excentricités e et e', et les inclinaisons i et i', c'est-
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à-dire en posant 

5 î = G 0 = L „ / 7 ^ i , G ' 0 = L ' o V / r ^ = 

6 0 = G 0 cos i, 6'0 = G'0 cos i\ 
de telle sorte que l'une des équations des aires devienne 

( 6 ) p L 0 — e 2 sïn i •+• P' L'0 1/1 — e'2 sin i' = o, 

et l'autre 

( 7 ) P L 0 J \ — e 2 cos 1 -i- p' L'0 /ï — e'2 cos i' = c. 

Il s'agit maintenant de chercher les maxima de R considérée 
comme fonction de e, e', t et i', ces quatre variables étant suppo­
sées liées entre elles par les équations des aires (6) et (7). Nous 
pouvons donc écrire les équations auxquelles nous serons conduits 
et qui, jointes à (7), doivent déterminer e, e\ i et i' sous la forme 
suivante (où k désigne une quantité auxiliaire) : 

dR , . T e co«r' 

= A p L 0 - ; de "r "j/j — e * 

— À: p L 0 sin y / i — e*, 

(8) { 1 , -, on , „ , e cos 1 -r-, = « p t , 0 > 
de r / i — e'» 

^ = A?P' L'0 sin i' y / i — e'2. 

Est-il possible de satisfaire à ces équations? Pour nous en rendre 

compte voyons quelle est la forme de la fonction R. J'observe 

d'abord que cette fonction ne dépend de î'et de t'que parleur dif­

férence i — 1', de telle sorte que l'on a 

dR dR _ 

di ~^ di' -0' 
Ensuite R se présentera, sous la forme d'une série développée 

suivant les puissances croissantes de e, e', 1 et i', de telle sorte que 
Je terme général du développement sera de la forme suivante (à un 
coefficient près, ne dépendant que de L 0 et L'0) : 

e«,e'a>£«>ï*< cos(7, l0 •+• -¡2 /'„ -t- -;3£-„ + ~iiS'ù)-
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De plus on devra avoir, ainsi que je l'ai dit plus haut, 

rafi-H n ' f i — o 

et, d'autre part, 

I 11 •+- Ï 2 | < <*1 " + - <*2 + » 3 + « 4 , 

« i > i T i - H T f s l , « a > | Y » - » - Y * | -

Je dis que les termes de R, pour lesquels y f et y 2 ne seront pas 
nuls à la fois, seront du troisième degré au moins par rapport aux 
excentricités et aux inclinaisons, à moins que n ne soit multiple 

d e 
•i 

En effet, soient deux nombres entiers y ( et y 2 qui peuvent être 
positifs ou négatifs, mais qui ne sont pas nuls à la fois et qui satis­
font aux égalités 

« Y i - H ra'Y2 = o , ITI-H YÎI = o , I OU 2 . 

Si nous posons 

y i -I- Y 2 = s, E = O ± I O U + 2 , 

il viendra 
n' n 

Je vois d'abord que s ne peut être nul, sans quoi y ( et y 2 seraient 
nuls à la fois. Comme, d'autre part, y, et y 2 doivent être entiers, 

et que e est égal à r f c i ou à ± 2 , le nombre 2 / 1 . devrait être 

entier, ce qui veut dire que n devrait être multiple de n n · C'est 

ce que nous ne supposerons pas. 
Donc, pour calculer R jusqu'aux termes du deuxième ordre inclu­

sivement, il suffit de faire, dans F,, y, = y 2 = o, c'est-à-dire de ne 
conserver dans F, que les termes dits séculaires. 

Or le calcul de ces termes a été fait depuis longtemps par les 
fondateurs de la Mécanique céleste. Je me bornerai donc à ren­
voyer par exemple à la Mécanique céleste de M. Tisserand (t. I, 
p. 4 0 6 ) . On trouve alors 

R = |-A(»»-+- ; B ( " [ e 2 - l - e ' 2 —(f — t')'-] —iBc'ee'cosC^o—g"'o)-+-"-

Les coefficients A ( 0 ) , B«> et B<2> qui ne dépendent que de L, et 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Î ÏO C H A P I T R E I I I . 

L'0 sont définis dans l'Ouvrage cité de M. Tisserand et û désigne 
un ensemble de termes du troisième degré au moins par rapport à 
e, e1, i et i'. 

La question est donc de rendre cette fonction R maximum ou 
minimum en supposant que e, e', i et i' sont liés par la relation 

( 7 ) [SLo / 1 — e 2
 C O S J + P'L'0 / i — e' 2 c o s i ' = G. 

Les équations (8) peuvent alors s'écrire (en supposant, comme 
plus haut, /'„ = g0 = g'0 — o), 

i B ( H e - | B ' » e ' + D , = £ ( p L 0 e -4- D , ) , 

\BM(i'— i)-hV3 = * ( P L 0 J ' - T - D T ) , 

p L 0 / 1 — e 2 sin i •+- p'L' 0 y/1 — e' 2 sin j ' = o, 

i B ( i ) e ' - i B i ' ) « + D 7 = * ( p ' L „ e ' + D 8 ) , 

les D/ désignant un ensemble de termes du second degré au moins 
par rapport à e, e', i et i'. 

Quant à l'équation ( 7 ) , elle s'écrira 

(10) p L 0 ( e 2 H - i 2 ) + p ' L ' 0 ( e ' 2 + t ' ' 2 ) - h D 9 = p 2 , 

p 2 désignant une constante positive égale à 

2 P L „ + 2 P ' L ' 0 - 2 C 

et D 9 désignant un ensemble de termes du troisième degré au 
moins par rapport à e, e', i et i'. 

Des équations ( 9 ) et ( 1 0 ) on peut tirer e, e', i et i' en séries déve­
loppées suivant les puissances croissantes de p, et cela de six ma­
nières différentes. 

Posons, en effet, 

e = tp, e ' = s'p, i=ip, i'=i'p; 

substituons dans les équations'(g), que nous diviserons par p, et 
dans les équations ( 1 0 ) , que nous diviserons par p 2 . Les deux 
membres de ces équations seront alors développés suivant les puis­
sances croissantes de k, s, e', t, 1! et p. 

J'ajouterai même que les deux membres de ces équations pour­
ront être développés suivant les puissances de p, s — s 0 )

 E '— E' 0> 
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i — to) t'— «·'„, A" — A"0 (si ces quantités sont assez petites en valeur 
absolue), quelles que soient les constantes E 0 , e'0, t 0 ) i'0» ko-

Pour p = o, ces équations se réduisent à 

I { B d U —iB(»le '= /V?L„e , 

1 {-B(i'e'-.-iB«' E = AP'L' 0E', 

] | B « ' ( t ' - 0 = *PLot, 

I p L 0 i -t- p ' L ' 0 1 ' = o. 

P L „ ( E Î + I 2 ) - I - p 'L ' 0 ( s ' » - i - .'*) = i. 

Les équations ( i i ) comportent six solutions, à savoir 

A = 
-4 

B<-> 

— P U 
( p U ' P'L' 0 

e = s = o, 

A = H - / P p ' L 0 L 0 ( p L 0 - l - p ' I . ' 0 ) l 

( 1 2 ) 

1 * = 

T i B , , ) 

- P U 
VpL„ + P ' L ' a j ' £ - e ' 

= 0 , i = 

.' = 

T i B , , ) 

- P U 
A = - / p p ' L „ L 0 ( p L „ 

A- = t = i' = o, e = e,, E' = E', , 

A- = t = l' = O , £ = — £ ( , 

A = A 2 , l = l' = 0 , E = E 2 , E ' = E' 2 , 

A = A 2 , t =^ t = 0 , £ ~~ c2, E ' = - E ' S . 

Chacune de ces six solutions est simple, d'où nous pouvons conclure, 
d'après ce que nous avons vu au n° 30, que l'on peut de six manières 
différentes développer e, s', i et t', et par conséquent e, e', i et i', 
suivant les puissances croissantes de p. 

Nous pourrons donc écrire 

( i 3 ) e = / , , x ( p ) , e' = / a ( p ) , f' = / 3 , x ( p ) , »" = /v , x (p )» 

l'indice X pourra prendre les valeurs i , 2 , 3 , 4> 5 et 6 ; on prendra 
A = 1 , quand on prendra pour point de départ la première des 
solutions ( 1 2 ) ; on prendra \ — 2 quand on choisira pour point de 
départ la seconde des solutions ( 1 2 ) et ainsi de suite. 

Des six développements ( i 3 ) , les quatre derniers doivent être 
rejetés, car ils donnent 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et les solutions périodiques auxquelles ils conduiraient ne différe­
raient pas des solutions de la seconde sorte étudiées au numéro 
précédent. Mais les deux premiers peuvent être conservés et con­
duisent à des solutions périodiques nouvelles pour lesquelles les 
inclinaisons ne sont pas nulles, et que l'on peut appeler solutions 

de la troisième sorte. 

Les deux développements ne conduisent pas d'ailleurs à deux 
solutions périodiques réellement distinctes. 

Nous avons étudié plus spécialement les solutions pour lesquelles 
on a 

A> =
 ëo = So i 

ces équations expriment qu'il y a conjonction svmétrique au début 
de la période dans le cas de p = o. 

Un raisonnement, tout semblable à celui du n° 40, montrerait 
que, pour toutes les valeurs de p., il y a encore conjonction symé­
trique au début et au milieu de chaque période. 

Cela ne veut pas dire qu'il n'existe pas également des solutions 
périodiques de la troisième sorte pour lesquelles il n'y ait pas de 
conjonction symétrique; il pourrait se faire, en effet, que la fonc­
tion R admît d'autres maximaou minima que ceux qui correspon­
dent au cas de l'a = g0 =—. g'0 — o. Il y aurait donc lieu de revenir 
sur cette question. 

Applications des solutions périodiques. 

49. Il est, comme nous l'avons dit, infiniment peu probable que, 
dans aucune application pratique, les conditions initiales du mou­
vement se trouvent être précisément celles qui correspondent à une 
solution périodique. Il semble donc que les considérations expo­
sées dans ce Chapitre doivent nécessairement rester stériles. Il n'en 
est rien; elles ont déjà été utiles à l'Astronomie et je ne doute pas 
que les astronomes n'y aient souvent recours à l'avenir. 

Je montrerai dans le Chapitre suivant comment on peut prendre 
une solution périodique comme point de départ d'une série d'ap­
proximations successives, et étudier ainsi les solutions qui en dif­
fèrent fort peu. L'utilité des solutions périodiques paraîtra alors 
évidente. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Mais je veux, pour le moment, me placer à un point de vue un 
peu différent. 

Supposons que, dans le mouvement d'un astre quelconque, Use 
présente une inégalité très considérable. 11 pourra se faire que le 
mouvement véritable de cet astre diffère fort peu de celui d'un astre 
idéal dont l'orbite correspondrait à une solution périodique. 

Il arrivera alors assez souvent que l'inégalité considérable dont 
nous venons de parler aura sensiblement le même coefficient pour 
l'astre réel et pour cet astre idéal; mais ce coefficient pourra se 
calculer beaucoup plus facilement pour l'astre idéal donile mouve­
ment est plus simple et l'orbite périodique. 

C'est à M. Hill que nous devons la première application de ce 
principe. Dans sa théorie de la Lune, il remplace ce satellite dans 
une première approximation par une Lune idéale, dont l'orbite 
est périodique. Le mouvement de cette Lune idéale est alors celui 
qui a été décrit au n° 41, où nous avons parlé de ce cas particulier 
des solutions périodiques de la première sorte, dont nous devons 
la connaissance à M. Hill. 

Il arrive alors que le mouvement de cette Lune idéale, comme 
celui de la Lune réelle, est affecté d'une inégalité considérable bien 
connue sous le nom de variation; le coefficient est à peu près le 
même pour les deux Lunes. M. Hill calcule sa valeur pour sa Lune 
idéale avec un grand nombre de décimales. Il faudrait, pour passer 
au cas de la nature, corriger le coefficient ainsi obtenu en tenant 
compte des excentricités, de l'inclinaison et de la parallaxe. C'est 
ce que M. Hill eût sans doute fait s'il avait achevé la publication 
de son admirable Mémoire. 

Voici un autre cas qui se présentera souvent et sur lequel je 
désirerais attirer l'attention. Nous avons vu plus haut que les solu­
tions périodiques de la première sorte cessent d'exister quand le 
rapport des moyens mouvements.« et n' est égal à 

~ = J ~ L > 

N ' J 

/ étant un entier; c'est-à-dire quand —; est égal à un entier / . 

Mais si le rapport —> sans être entier, est très voisin d'un 

entier, la solution périodique existe et elle présente alors une iné-
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galité très considérable. Si les conditions initiales véritables du 
mouvement diffèrent peu de celles qui correspondent à une sem­
blable solution périodique, cette grande inégalité existera encore 
et le coefficient en sera sensiblement le même; on pourra donc, 
avec avantage, en calculer la valeur par la considération des solu­
tions périodiques. 

C'est ce qu'a fait M. Tisserand (Bulletin astronomique, t. III, 
p. 4 2 0 ) dans l'étude du mouvement d'Hypérion (satellite de 
Saturne). Le rapport du moyen mouvement de ce satellite à celui 
de Titan est en effet très voisin de f. 

Les mêmes considérations sont applicables à celles des petites 
planètes dont le moyen mouvement est à peu près double de celui 
de Jupiter, et qui ont été l'objet d'un remarquable travail de 
M. Harzer, et à la planète Hilda, dont le moyen mouvement est à 
peu près égal à | fois celui de Jupiter. 

M. Tisserand signale, en outre, dans le travail que nous citons, 
le cas d'Uranus et de Neptune où le rapport des mouvements est 
voisin de f. Dans tous ces cas, il existe une inégalité importante 
et l'étude de cette inégalité peut être facilitée par la considération 
des solutions périodiques de la première sorte. 

Au contraire, les solutions périodiques de la deuxième et de la 
troisième sorte n'ont pas encore reçu d'applications pratiques ; 
tout indique cependant qu'elles en auront un jour, et c'est ce qui 
arriverait si les prévisions de Gauss au sujet de Pallas venaient à 
se confirmer. 

Satellites de Jupiter. 

50. Mais l'exemple le plus frappant nous est fourni par Laplace 
lui-même et par son admirable théorie des satellites de Jupiter. 

Il existe, en effet, de Véritables solutions périodiques de la pre­
mière sorte quand, au lieu de trois corps, on en considère quatre 
ou un plus grand nombre. Considérons, en effet, un corps central 
de grande masse et trois autres petits corps de masse nulle circu­
lant autour du premier conformément aux lois de Kepler. Imagi­
nons que les excentricités et les inclinaisons soient nulles, de telle 
façon que les mouvements soient circulaires. Supposons qu'il y 
ait, entre les trois moyens mouvements n, n' et n", une relation 
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linéaire à coefficients entiers 

a n P rc' - H Y ra" = o, 

a, S et y étant trois entiers, premiers entre eux, tels que 

A 4- P -F- Y = O, 

on pourra trouver alors trois entiers "k, V et V tels que 

A X - t - P V + Y V - O 

et on aura 

n = X A + B , 71'= X ' A - i - B , B * = 1 " A + R , 

A et B étant des quantités quelconques. 

Au bout d'un temps T, les longitudes des trois corps auront 

augmenté de 

X A T + B T , X ' A T + B T , X ' A T + B T , 

et les différences de longitude du second et du troisième satellite 

avec le premier auront augmenté de 

( X — X ' ) A T , ( X - X " ) A T . 

Si donc on choisit T de telle sorte que AT soit multiple de 2 - , 
les angles formés par les rayons vecteurs menés du corps central 
aux trois satellites auront repris leur valeur primitive. Ainsi la 
solution considérée pour u = o est périodique de période T. 

Le problème comportera-t-il encore une solution périodique de 
période T quand on tiendra compte des actions mutuelles des trois 
petits corps, et que leur mouvement ne sera plus képlérien, ou 
en d'autres termes quand on donnera au paramètre u, non plus la 
valeur O, mais une valeur très petite? 

Une analyse toute semblable à celle du n° 40 prouve qu'il en 
est effectivement ainsi; il y a une solution périodique de période T 
analogue aux solutions de la première sorte et où les orbites sont 
presque circulaires. Les trois petits corps sont, tant au début 
qu'au milieu de chaque période, en conjonction ou en opposition 
symétrique. 
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Laplace a démontré que les orbites de trois des satellites de 

Jupiter diffèrent très peu de celles qu'ils suivraient dans une 

pareille solution périodique, et les positions de ces trois petits 

corps oscillent constamment autour des positions qu'ils auraient 

dans cette solution pér iodique . 

Solutions périodiques dans le voisinage d'une position d'équilibre. 

S I . Les solutions périodiques dont il a été question jusqu'ici 

ne sont pas les seules dont il soit possible de démontrer l'existence. 

Ains i le problème des trois Corps comporte des solutions p é r i o ­

diques de la nature suivante : les deux petits corps décrivent autour 

du grand des orbites très peu différentes de deux ellipses képlé-

riennes E et E' ; à un certain moment, ces deux petits corps pas­

sent très près l'un de l'autre et exercent l'un sur l'autre des pertur­

bations considérables; puis ils s'éloignent de nouveau et décrivent 

alors des orbites qui se rapprochent beaucoup de deux nouvelles 

ellipses képlériennes E , et E' ( , très différentes de E et de E' . Les 

deux petits corps s'écartent très peu des ellipses E , et E' ( jusqu'à 

ce qu'ils se trouvent encore une fois très près l'un de l'autre. 

Ains i le mouvement est presque képlérien, sauf à certains moments 

où la dislance des deux corps devient très petite et où il se produit 

des perturbations très considérables, mais de très courte durée. 

II peut arriver que ces sortes de collisions se reproduisent pér io­

diquement et de telle sorte qu'au bout d'un certain temps les deux 

corps se retrouvent sur les ellipses E et E'. L a solution est alors 

périodique. Je reviendrai plus tard sur cette sorte de solutions 

périodiques qui diffèrent complètement de celles que nous avons 

étudiées dans ce Chapitre . 

Je réserverai également à un autre volume les solutions pér io­

diques que j'ai a'ppelées du second genre et que j 'a i définies dans 

mon Mémoire du t. X I I I des Acta mathematica, mais dont 

l'étude ne peut précéder celle des invariants intégraux. 

I l est toutefois une catégorie de solutions périodiques dont la 

théorie se rattache à celle des solutions du second genre, mais 

dont je veux cependant dire quelques mots ici, quitte à y revenir 

avec plus de détails en temps et lieu. 
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Soit 

( 0 
dx% 

~dt 

dx, 

d t 

" — X 
— — A n 

un système d'équations différentielles. Je suppose que les X,- sont 
développables suivant les puissances croissantes de x t, x2, . . . ,x„ 
et d'un paramètre u,. 

Je suppose de plus que pour 

x¡ = x¡ = . . . = x n = o 

on ait à la fois (et quel que soit u.) 

X i = X 2 = . . . = Xn = o. 

Alors le système ( 1 ) admettra comme solution particulière 

a?i = o, xi = o, x a = 0 , 

et comme les valeurs de xt, x2, . . . . x„ sont constantes, cette 
solution pourra être regardée comme une solution périodique de 
période quelconque. 

Je me propose d'étudier les solutions périodiques qui en dif­
fèrent fort peu. 

Soient p ( , p 3 , . . . , ¡3« les valeurs initiales de x,, x», . . . , xn, 
soient + Pi, 4*2 —r— P 2 , · · ·, An + P« les valeurs de ces mêmes 
variables pour t = T. 

On peut développer A,, A 2, . . . , A¿„, suivant les puissances de 
p. , po, p„et p. 

Considérons l'équation suivante en S 

rfX, _ s dX^ 
dx, dxi 

£¿X 2 dX% 

dxt dx¡ 

dX, 

dxn 

dX*¡ 

dxtl 

dXn dXn 

dx\ dxi 

dXn 

dxn 

— S 

= 0 , 

où l'on suppose qu'on ait fait 

| X = x¡ = x2 = v . . = x n = o . 
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Si cette équation n'a pas de racine multiple, j'appellerai S, ,[SÎ, .... 
S,; ses n racines. 

On vérifie alors que le déterminant fonctionnel des par rap­
port aux fi, quand on y fait 

i* = fa = P» = - ·· = P» = o> 

devient égal à 
A = ( e S , T _ I ) ( e s J T _ , ) . . . ( e S „ T _ I ) _ 

Pour que la solution considérée soit périodique de période T, il 
faut et il suffit que l'on ait 

( 2 ) i l » . = ' ¿ 2 = . . . = <]>,, = O. 

Ce système comporte une solution qui est évidente et qui est la 
suivante : 

( 3 ) p ,= |3 2 = . . . = p„ = o. 

Cela ne nous apprend rien de nouveau, puisque nous savons déjà 
que x, = x2 = . . . = xn = o peut être regardée comme une solu­
tion périodique des équations ( 1 ) . En dehors de cette solution 
périodique évidente, ces équations en admettent-elles d'autres qui 
en soient distinctes tout en en différant très peu? En d'autres 
termes, les équations ( 2 ) peuvent-elles être satisfaites quand on y 
substitue à la place des ¡3 des fonctions de a, qui sans être iden­
tiquement nulles, s'annulent pour p. = o? 

Si le déterminant A n'est pas nul, la solution (3) est pour i x = o 
une solution simple du système ( 2 ) ; donc, en dehors de la solu­
tion (3 ) , le système ( 2 ) ne pourra être satisfait par des fonctions fi 
s'annulant avec (*. 

Si, au contraire, le déterminant A s'annule, on pourra trouver 
d'une ou de plusieurs manières des séries convergentes ordonnées 
suivant les puissances fractionnaires de j x , s'annulant avec cette 
variable et qui, substituées à la place des fi¿, satisfont aux équa­
tions ( 2 ) . Les séries ainsi définies ont-elles leurs coefficients réels? 
C'est ce qu'une discussion spéciale, sur laquelle je reviendrai 
quand je traiterai des solutions périodiques du second genre, 
pourrait seule nous apprendre; si ces séries ont leurs coefficients 
réels, elles définissent une catégorie nouvelle de solutions pério-
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diques qui existent pour les petites valeurs de [A et pour lesquelles 

x,, x2, · · · et xn ne prennent jamais que de très petites valeurs. 

Pour que A s'annule, il faut et il suffit que l'un de ses facteurs 

s'annule, c'est-à-dire que l'on ait 

e 8 , T = I ) 

S; étant une des racines de l'équation en S. Pour que cela soit 

possible, il faut que S,-soit imaginaire; l'équation en S admettra 

alors la racine imaginaire conjuguée S y et on aura encore 

e s / T = i , 

ce qui montre que deux des facteurs de A s'annuleront à la fois. 

Lunes sans quadrature. 

o2. Comme application, reprenons les équations de M. Hill 

( 2 — S * ( 5 - ' - ) f « L , 
(i) · ,„ ' r« = |«-(-V-

I d*r¡ d\ (AT) l 
f - + Î B T + Î T = 0 

' (IF- DT R3 1 

Ces équations sont satisfaites si l'on fait 
(») r,=o, 1 = ^ · 

On voit que ç et v| sont alors des constantes; les équations ( 2 ) 
peuvent être regardées comme définissant une solution périodique 
des équations ( 1 ) . 

Il est aisé d'apercevoir la signification astronomique de cette 
solution. L'équation rt = o signifie que la Lune est constamment 
en conjonction ou en opposition, et la seconde des équations ( 2 ) 
signifie que la distance de la Lune à la Terre est constante. Cette 
solution périodique n'est donc autre chose que celle qu'a définie 
Laplace dans sa Mécanique céleste, Livre VI, Chapitre X . 

Mais nous nous proposons de déterminer les solutions pério­
diques qui en diffèrent fort peu, en appliquant les principes du 
numéro précédent. 
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et que l'unité de temps ait été choisie de telle sorte que 

n. = i - + - a , 

a étant un paramètre très petit. 

Si nous posons £ = i -f- .r, le système (i) peut être remplacé par 
le suivant, qui est analogue au système (1) du numéro précédent. 

^-' = 9 ( l + a ) V + 3 ( i + a ) « ( * + i ) ( \ L - i ) , 

-^j = - 2 ( i - H a ) * ' + 3 ( 1 + ay A . 

Si nous formons ensuite l'équation en S du numéro précédent il 

vient 

S 1 — 2S2 — 27 =0. 
Cette équation admet deux racines réelles et deux racines imagi­

naires 

S 2 = — \/~\ vV*8 — r. 

Si alors nous prenons 

il vient 

Le déterminant A du numéro précédent est donc nul. 

On peut donc former des séries ordonnées suivant les puissances 

fractionnaires de fx (ici ces séries seraient ordonnées suivant les 

puissances entières de y/[x) et qui, substituées à la place des [3/, satis­

font aux équations (2) du numéro précédent. On vérifierait (et j ' y 

reviendrai plus loin) que les coefficients de ces séries sont réels. 

Les équations ( 1 ) de M. Hill admettent donc des solutions pério-

dx 
~dl 
di\ 
di 

T = 

vV'-i8 — 1 

e s i T = e s * T = 1 . 

Pour cela commençons par supposer que l'unité de longueur ait 

été choisie de telle sorte que 
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diques peu différentes de la solution ( 2 ) . Dans ces solutions, r, 

reste très petit et la L u n e , par conséquent, est toujours presque en 

opposition (ou en conjonction). M . Hil l a donc eu raison d'annoncer 

qu'on peut imaginer une classe de satellites qui ne pourront jamais 

être en quadrature; seulement le procédé par lequel il avait cru 

pouvoir arriver à un résultat, qu'il avait pour ainsi dire deviné, 

n'était en aucune façon capable de l'y conduire ; car cette classe de 

satellites n'est pas, comme il l'avait cru, la continuation analytique 

de celle qu'il avait étudiée d'abord d'une façon si approfondie et 

si brillante. 

J'ajouterai que , dans cette catégorie de solutions périodiques, 

la Lune se trouve en opposition symétrique au commencement et 

au milieu de chaque période. 
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CHAPITRE IV. 

EXPOSANTS CARACTÉRISTIQUES. 

Équations aux variations. 

oH. H y a peu de chances pour que, dans aucune application, les 
conditions initiales du mouvement soient exactement celles qui 
correspondent à une solution périodique; mais il peut arriver 
qu'elles en diffèrent fort peu. Si alors on considère les coordonnées 
des trois corps dans leur mouvement véritable, et, d'autre part, 
les coordonnées qu'auraient ces trois mêmes corps dans la solution 
périodique, la différence reste très petite au moins pendant un 
certain temps et l'on peut, dans une première approximation, 
négliger le carré de cette différence. 

Soit 

, , d x i 

( 1 ) _ = X , - ( i = , , 2 , . . . , n ) 

un système d'équations différentielles où les X ; sont des fonctions 
données de x,, x2, • · • •> #«· 

Soit 

( i b i s ) Xt = <?i(l), x i = o i ( t ) , Xn = <?n(.t) 

une solution quelconque de ces équations que nous appellerons 
solution génératrice. 

Soit 

( i t e r ) x t = ( p i ( 0 - ( - i ; t , = ? 2 ( « ) - t - · • · , a ? « = < ? « ( 0 + 

une solution peu différente de la première. 
Si l'on néglige les carrés des ç, on pourra écrire ' 
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où /<(, h2, . . ., hp sont p constantes arbitraires. 
Il est clair que les équations ( 2 ) admettront les p solutions par­

ticulières 

5 1 ~ dh,' 

• · 1 

s — £°1 
, 1 _ dh„ 

do2 

i , _ 3À7' 

» 

doi 
U = d î T ' 

dhi ' 

do. 

do„ 

dhD 

do¡ 
[(faut, bien entendu, que dans ces dérivées ~ ^ on fasse après 

Les équations ( 2 ) seront ce que nous appellerons les équations 
aux variations des équations ( 1 ) . On conçoit qu'on puisse dans 
une première approximation se servir de ces équations aux varia­
tions pour déterminer les Ij. 

Ce qui précède suffit pour faire comprendre l'importance de 
ces équations aux variations. Nous allons donc en faire une étude 
détaillée, en insistant surtout sur les équations aux variations des 
équations de la Dynamique. 

54. Reprenons les équations ( 1 ) du numéro précédent et les 
équations ( 2 ) qui en sont les équations aux variations. 

Quand on connaît une solution des équations ( 1 ) contenant un 
certain nombre de constantes arbitraires, on peut en déduire des 
solutions particulières des équations ( 2 ) . 

Supposons, en effet, que les équations ( 1 ) soient satisfaites quand 
on y fait 

x i = < ? i ( < , h t , A 2 , . . . , h,,), 

= o 2 ( ¿ , ht, h,_, h,,), 

x n = ">n(t, h u ha, h p ) . 

Je suppose que la solution génératrice s'obtienne en faisant dans 
ces équations (3) 

hl = h¡ = . . . = hp = o, 
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la differenti a lion 
hx = A 2 = . . . = hp = o. 

Supposons maintenant que l'on connaisse une intégrale des équa­
tions ( i ) , et soit 

F(a"i, X j , . . . , x n ) = const. 

celte intégrale. 
On aura, pour la solution ( i bis), 

F[<?i(0, <?»(<)> -··, ?«(OJ = c, 

et, pour la solution ( i ter), 

F[<?,(<·)+£., ? l ( 0 + ? s , · · · , <?«(0-l-?n]= c'> 

c et c' étant deux constantes numériques. 
Si nous supposons que les !j soient très petits, il en sera de 

même de c'— c et, si l'on néglige les carrés de ces quantités, il 
vient 

, " dF , rfF , dV „ 

Dans les dérivées partielles il faut, bien entendu, faire après 

la difl'érenliation 

^ 1 = <? . ( ' ) · a-2 = t f j ( 0 ···· #« = <?«(«)· 

L'équation (4) nous donne alors une intégrale des équations ( 2 ) ; 
il importe d'observer que cette intégrale conliendra en général le 
temps explicitement. 

Ainsi, si l'on connaît une intégrale des équations ( 1 ) , on peut en 
déduire une intégrale des équations ( 2 ) . 

Application à la théorie de la Lune. 

53. J'ai parlé plus haut, au n° o3, des applications possibles des 
équations aux variations et de leur utilité pour l'Astronomie. Un 
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exemple frappant nous en est fourni par l'admirable théorie de la 
Lune, de M. Hill. 

J'ai dit au n° 41 comment ce savant aslronome, après avoir 
formé les équations du mouvement de la Lune, étudie en détail 
une solution particulière de ces équations qui jdiffère assez peu de 
la solution correspondant aux véritables conditions initiales du 
mouvement. Cette solution est périodique et de celles que j'ai 
désignées dans le Chapitre précédent sous le nom de solutions de 
la première sorte. 

S'en tenir à cette solution, cela revient à négliger à la fois non 
seulement la parallaxe et l'excentricité du Soleil, mais les inclinai­
sons des orbites et l'excentricité de la Lune. 

Néanmoins cette première approximation nous fait connaître 
assez exactement, ainsi que je l'ai dit au n° 49, le coefficient de 
l'une des plus importantes inégalités de la Lune connue sous le 
nom de variation. 

Soient maintenant 

les coordonnées de la Lune dans celte solution particulière pério­
dique. 

Soient 

* i — S'-

Ies véritables coordonnées de la Lune. 

Dans une deuxième approximation, M. Hill néglige les cairés 
des \ et il arrive ainsi à un système d'équations différentielles 
linéaires. En d'autres termes, il forme les équations aux variations 
en prenant pour solution génératrice la solution périodique qu'il 
avait d'abord étudiée. 

Néanmoins cette seconde approximation lui donne quelques-
uns des éléments les plus importants du mouvement delà Lune, à 
savoir le mouvement du périgée, celui du nœud el le coefficient 
de Vévection. 

Ala vérité, les résultats ne sont publiés qu'en ce qui concerne 
le mouvement du périgée (Cambridge U. S. A., 1 8 7 7 , et Acla 
mathematica, t. VIII), mais le chiffre obtenu est extrêmement 
satisfaisant. 
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Équations aux variations de la Dynamique. 

56. Soit F une fonction d'une double série de variables 

Xt > X% » · - - » X nÎ 

ju · · · > 7 « 

et du temps t. 
Supposons que l'on ait les équations différentielles 

. dxi _ d¥ dyt _ _ d¥ 
dt ~ dyt' dt ~~ dxi 

Gonsidéronsjdeux solutions infiniment voisines de ces équations : 

xu x2, x„, yu y2, r„, 

qui servira de solution génératrice et 

Xt-ï-%1, X2+I1, ••·, Xn+\n, R I - I - ^ I L , R 2 + » ) 2 , · · · , yn-^-'m-, 

les c; et les Î | étant assez petits pour qu'on puisse négliger leurs 
carrés. 

Les !; et les 7 ) satisferont alors aux équations différentielles 
linéaires 

D « Zdkdytdxu™ Zdk , -•• cdytdxk £dkdyidyk 
( 2 ) ' RFR;/ # F . X 7 < ^ F 

D£ — _dxidxi- ™~£àkdxt~dy~k '"" 

qui sont les équations aux variations des équations ( 1 ) . 
Soit TJ; une autre solution de ces équations linéaires, de sorte 

que 

I dt ~ Zàkdyidxk™"r2dkdytdyk

ri1" 
D R ' > = V ^ F I » V

 d'¥ r' \ dt ^dkdxidXk™ ^dkdxtdyk '*' 

Multiplions les équations ( 2 ) et (a') respectivement par 7 ^ , — ! £ , 
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— 7,1» £/ et faisons la somme de toutes ces équations, il viendra 

V / - db t> dr'1 d*1 , £ dr''*\ 
2àt V1 St-V-dt- T,i dt + « ' dt ) 

= 2 , 2 * ( ^ - ^ 
rf2F 

- 2 , 2 * (̂ ¿1 
dx/c 

d*F 
dyidxk 

1 * 1 / 

• 1 / 1 * 
d*F 

dyt dyk 

• 5*5'/ 
rf2F 

• 1*5'/ dxidxic ' dxidyt 
, , rf2F , , < # F 

^dxidx-k^^T'k 

dxi dyk 

OU 

2 S T V ' S / _ S ' ' V J = O 

ou enfin 

( 3 ) LI 51 — 5'i 11 + 1 S U — LI 1 j + · • • IN 5« — Uni» = const . 

Voilà une relation qui lie entre elles deux solutions quelconques 
des équations linéaires ( 2 ) . 

11 est aisé de trouver d'autres relations analogues. 
Considérons quatre solutions des équations ( 2 ) 

5/> 5n 5/· 5/ » 

1/, l/i 1/, 1 / · 

Considérons ensuite la somme des déterminants 

5/ 5/ « 57 
1/ I I I'Î i7 
5* 5* 5* 5* 
1 * 1 * 1 * 1 * 

où les indices i et A varient depuis 1 jusqu'à n. On vérifierait sans 
peine que cette somme est encore une constante. 

Plus généralement, si l'on forme à l'aide de 2p solutions des 
équations ( 2 ) la somme de déterminants 

«, .. . Hp I IFL, 5d,1«. · · · 5",,1";. I 

(A , , A 2 , . . . , « / , = ! , » , . • · , « ) , 

cette somme sera une constante. 
En particulier, le déterminant formé par les valeurs des in 

quantités 1; et T) dans 2 / 1 solutions des équations ( 2 ) sera une 
constante. 

Ces considérations permettent de trouver une solution des équa-
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tions ( 2 ) quand on en connaît une intégrale et réciproquement. 
Supposons, en effet, que 

SI = 3 / I V = $t 

soit une solution particulière des équations ( 2 ) et désignons parg­
et TJI une solution quelconque de ces mêmes équations. On devra 
avoir 

S ( S J P < — 1(<*i) = const. , 

ce qui sera une intégrale des équations ( 2 ) . 
Réciproquement, soit 

Ï A ( | / + Ï B J R , / = const. 

une intégrale des équations ( 2 ) , on devra avoir 

Σ (/^./ , s? dBi V A / V
 diF

 S V D ' F \ 
, ~dt « ~dJ r'1 +2à,Ai \ Zk dJ7dx~k » +2àk dyTdyl r,k) 

d'où en identifiant 

- V - i = - Y d ' 1 ¥ A d * F B dt £>lkdykdxi k ^kdxkdxi *' 
dBi ^ d*F . - V D ' 2 F 

<3?i ^ J / , ¿JA- «O'i ¿dk d x k d y e 

ce qui montre que 
h = B,-, rtt = — A¿ 

est une solution particulière des équations ( 2 ) . 
Si maintenant 

& ( X i , y t , t ) = const, 

est une intégrale des équations ( 1 ) , 

Σ # . V < d$> 

sera une intégrale des équations ( 2 ) , et par conséquent 

i/<t> d-P 
% i - d j i ' r i l ~ ~ 

sera une solution particulière de ces équations. 
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Si í> = const., $ 1 = const. sont deux intégrales des équations ( i ) , 

on aura 

\ dxt dyi dy¡ dx¡ / ~~ 

C'est le théorème de Poisson. 

Considérons le cas particulier où les x désignent les coordonnées 

rectangulaires de n points dans l'espace; nous les désignerons par 

la notation à double indice 

x X-ïh x^h 

le premier indice se L'apportant au\ trois axes rectangulaires de 
coordonnées et le second indice aux n points matériels. Soit nu 

la masse du t i m e point matériel. On aura alors 

d^Xhi _ dX 

m i ~ a W ~ dxkt' 

V étant la fonction des forces. 

On aura alors pour l'équation des forces vives 

Posons ensuite 

const. 

dxjd 

d'où 

et 

(>') 

Soit 

( 4 ) XM = < ? * / ( ' ) . y / c i = » * . - ? À » ( 0 

une solution de ces équations (t'), une autre solution sera 

Xki = <?*,·(« 4- h ) , y k l = n%io'/rf(t - H h ) , 

h étant une constante quelconque. 

dx/ci dF dyict _ dF 

dt dy/¿¡ ' dt dx/c¡ 
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En regardant h comme infiniment petit, on obtiendra une solu­
tion des équations ( 2 ' ) qui correspondent à ( 1 ' ) comme les équa­
tions ( 2 ) correspondent à ( 1 ) 

l k i = «<?'*·/(*)= h r , i . ¡ = h m ¡ v " k i { t ) = h - ^ - > 
m i a x i i i 

h désignant un facteur constant très petit que l'on peut supprimer 
quand on ne considère que les équations linéaires ( 2 ' ) . 

Connaissant une solution 

Ê - • - T - - -
m ' d x 

de ces équations, on peut déduire une intégrale 

Mais cette même intégrale s'obtient très aisément en différenliant 
l'équation des forces vives (3). 

Si les points matériels sont soustraits à toute action extérieure, 
on peut déduire de la solution (4) une autre solution 

X a — < f t i ( 0 - H A • + - k t , y u — m,-<o'-u(t) -+- n i ¡ k , 

&u= <?u(t), r 3 / = m , c p ' 3 ¡ ( í ) , 

h et k étant des constantes quelconques. En regardant ces con­
stantes comme infiniment petites, on obtient deux solutions des 
équations ( 2 ' ) 

%M — · ) ís/ — Í3/ ~= r i l i = T U I = * l í¿ — <>» 

\ l i = t , \ % t = h i = 7 ) 2 / == TIW = ° , T) I l = - " » / · 

On obtient ainsi deux intégrales de ( 2 ' ) 

2 / Ï | I / = const. , 

2 T | I Í Z — 2 m / t ; i i = const. 

On peut obtenir ces intégrales en différentiant les équations du 
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mouvement du centre de gravité 

Z.miX,i= tZyu-h c o n s t . , 

Zya = c o n s t . 

Si l'on fait tourner la solution (4) d'un angle 1 0 autour de l'axe 
des s, on obtient une autre solution 

a ? U = « p i / c o s c o — 9 2 , s i n t o , ? ~ = t p ' 1 , - c o s ' o — o ' 2 , - s inu> , 

Ya , • , 
xii = 9 i , s i n t o -t- t p 2 , c o s c o , ~ — — o , , - s i n t o -r- 9 2 , - c o s i u , 

En regardant w comme infiniment petit, on trouve comme solu­
tion de ( 2 ' ) 

— x ï i , tilt = — y a, 
lu = xli, ritl = y u, 
, F 3 , = 0 , T I 3 ( = 0 , 

d'où l'intégrale de ( 2 ' ) 

2-i(xuT\ti—yit\u — XitTiu-r-yti\u)= const. , 

que l'on pouvait obtenir aussi en dilïérentiant l'intégrale des aires 
d e ( . ' ) 

2 ( a ? i , J 2 I - — xuyu) = const. 

Supposons maintenant que la fonction V soit homogène et de 
degré — 1 par rapport aux x, ce qui est le cas de la nature. 

Les équations ( 1 ' ) ne changeront pas quand on multipliera t 
par A 3 , les x par "k2 et les y par X - ' , ~k étant une constante quel­
conque. De la solution (4) on déduira donc la solution suivante : 

m ki = X 2 <p*/ ( j i ) > ? M = m i * ' * ' ( 3^ ) ' 

Si l'on regarde ~k comme très voisin de l'unité, on obtiendra 
comme solution des équations ( 2 ' ) 

\ k i = 2 9 « — i t f ' k i , *iki= — nii<s'ki — 3mil<f'ki 
ou 

/ jr \ t 1, y It' o - d\ ( 5 ) W=2Xki — J t ——, T ) W = — ykj — 3 J -j , 
¡71/ (tXki 
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d'où l'intégrale suivante des équations ( 2 ' ) , laquelle, à la différence 

de celles que nous avons envisagées jusqu'ici, ne peut être obtenue 

en différenliant une intégrale connue des équations (1') 

= 3 * [ 2 ( * ï r - a£ « « ) ] + c o n s t -

Application de la théorie des substitutions linéaires. 

57. Avant d'aller plus loin, je suis obligé de rappeler quelques-
unes des propriétés des transformations linéaires qui nous seront 
utiles dans la suite. 

Soit 

a , p, -+- a 2 p\2 - t - a3%, 
bi P i - + · bi p2 - r - b3 p3, 
Cl 3 ! - + - C2 ?i-l-C3 p3 

une substitution linéaire qui lie les variables 3 aux variables y. Le 
déterminant de cette subslilution est 

ai a 2 «3 
A — 6 1 6 , 

Ci c2 
c 3 

et l'équalion 

« i — S a2 «3 
00 bt S 6 3 

- 0 

Cl c 2 c 3 — S 

est ce qu'on appelle l'équalion en S de la substitution (1), Si l'on 

fait subir aux [3 et aux y une même substitution linéaire, c'est-

à-dire si l'on pose 

P i = À / , ! P i -4- A , - , 2 p2 - t - X , - , 3 P 3 , 

T Í = h,l T l -+- A / , J T ¡ - r - A / ) 3 T 3 , 

les 1 élant des constantes; les y' et les 3' seront liés entre eux par 

des relations linéaires de même forme que (1), et l'on aura 

I "['1 = "'iPi-*- a'iPt-*- a'3p3, 
( 3 ) ] Y'« = *'1 P'1 H " P ï - t - ft» P ' 3 , 

I T ' » = c ' i P i + C ' i P j - h c ' j p'8. 

( O j T i = 

' T a = 
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a\ — S 

b'.2 — S 

6-', 

ne diffère pas de l'ancienne équation en S ( 2 ) ; 
2 0 Que si le déterminant A est nul ainsi que tous ses mineurs 

jusqu'aux mineurs de l'ordre p inclusivement, il en sera de même 
du déterminant 

a', a', o', 

b-, 

Les mineurs d'ordre p de A' sont, en effet, des combinaisons 
linéaires des mineurs d'ordre p de A ; 

3" Que l'on peut choisir les ~k de façon à ramener la substitu­
tion ( 2 ) à une forme aussi simple que possible, dite forme cano­
nique. Voici en quoi consiste cette forme : 

Si l'équation en S a toutes ses racines simples, on peut annuler 
à la fois oÇ, a3, b\, b'3, c\, c.2. 

Si l'équation en S a une racine double, on peut annuler à la 
fois a'.v a3, 6'3, b\, c\ ; on a alors è ' a = c3. 

Si l'équation en S a une racine triple, on peut s'annuler à la 
fois a'.2, a3 et b'3 ; on a alors a\ — b'., = c3. 

Dans tous les cas, on peut toujours supposer que les A ont été 
choisis, de telle sorte que 

a', = a3 = b'3 = o. 

Si l'équation en S a une racine nulle, A est nul et réciproquement. 
Supposons maintenant que A ait tous ses mineurs du premier 

ordre nuls; alors il en sera de même de A'. Mais, comme 

o j = d3 — b'3 = o, 

il y a trois des mineurs de A' qui se réduisent à 

La substiiution linéaire ( 3 ) s'appellera alors la transformée de la 
substitution ( i ) . 

La théorie des substitutions linéaires nous apprend : 
i ° Que la nouvelle équation en S 
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doçi 

d t 

un système d'équations différentielles. Soit 

x t = <?*(<) 

une solution périodique de ces équations de période T. 
Soit, dans une solution voisine de cette solution périodique, 

'fj(o) + B,- la valeur de xi pour t — o, et <p,(o)4-B,--t~ ·!,• la valeur 
de X i pour t = T 4 - T. 

Envisageons le déterminant fonctionnel des par rapport aux 3 

d ^ d $ t 

di/g 

d % 

d^n. 

ils ne peuvent s'annuler que si deux des trois quantités a\, b'2 et 
c':) sont nulles. 

Mais ces trois quantités sont les trois racines de l'équation en S. 
Donc, si les mineurs de A sont tous nuls, l'équation en S a deux 
racines nulles. 

La réciproque n'est pas vraie. 
En effet, l'équation en S 

i — S o o 

o — S o 

o i — S 

a deux racines nulles et tous ses mineurs ne sont pas nuls. 
Nous avons supposé, pour fixer les idées, que nous avions affaire 

à une substitution linéaire portant sur trois variables seulement; 
mais le même raisonnement s'applique, quel que soit le nombre 
des variables. 

Si le déterminant d'une substitution linéaire est nul, ainsi 
que tous ses mineurs du premier, du second, etc., du (p — i ) i i m e 

ordre ; l'équation en S aura p racines nulles. 

0 8 . Soient, comme dans le Chapitre précédent, 

X,- (T = 1 , 2 , . . . , n) 
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On peut le regarder comme le tableau des coefficients d'une substi­
tution linéaire T. 

Si l'on fait subir aux x un changement linéaire de variables, les 
¡3 et les <{J subiront ce même changement linéaire, et la substi­
tution linéaire T se changera dans la substitution transformée au 
sens du numéro précédent. 

Nous pourrons donc choisir le changement linéaire de variables 
subi par les x, les fi et les <l de façon À simplifier autant que pos­
sible le tableau des coefficients de T, ainsi qu'il a été expliqué 
plus haut. Nous pouvons donc toujours supposer que l'on a fait 
un changement linéaire de variables tel que 

toutes les fois que i < k. 
Dans ce cas les racines de l'équation en S relative À la substi­

tution T sont 
d'fyi dtys cfy„ 
DP, ' D P 2 ' " " ' D P , / 

On peut d'ailleurs choisir le changement de variables que subissent 
les.x, les fi et les é de façon que ces racines de l'équation en S se 
présentent dans tel ordre que l'on veut. Si, par exemple, l'équation 
en S a deux racines nulles, on peut choisir ce changement de 
variables de telle façon que, 

d'b„ i D<]^ 

DP,,- , d?» ' , 

Si l'équation en S n'a qu'une racine égale À ^ J J J ' , on pourra encore 

choisir le changement de variables, de telle sorte que l'on ait en 

outre 

D-fr, _ dij-, _ _ difn _ 
( 2 ) DP, DJI, DP, ~ ° ' 

Supposons donc que l'équation en S ait une racine nulle et une 
seule; nous pourrons d'après ce qui précède supposer que cette 

racine nulle est -!Ï-i de sorte que 
«Pi n 
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D<!<, d<h. 

DPI ~~ d% ~- " ~ d?„ 

dt,. 

DPI " dp, 

Définition des exposants caractéristiques. 

59. Soit 

/ N dx i . 

(1 ) -jj = X , (1 = 1 , 2 , . . . , n) 
un système d'équations différentielles où X l ? X 2 , · . · , X r t seront 
des fonctions données de x { , x 2 , . .., x n . Nous pourrons supposer, 
ou bien que le temps t n'entre pas explicitement dans ces fonc­
tions X/ , ou au contraire que ces fonctions X,- dépendent non 
seulement de X\, x 2 , . . ., x n , mais encore du temps t; mais dans 
ce dernier cas les X,- devront être des fonctions périodiques de / . 

Imaginons que ces équations ( 1 ) admettent une solution pério­
dique 

x/ = ft(t). 

Prenons cette solution comme solution génératrice et formons 

les équations aux variations (voir n° 53) des équations ( 1 ) , en 

posant 
Xi = < ? . · ( ' ) 

et négligeant les carrés des Ç. 
• Ces équations aux variations s'écriront 

( 2 ) dt ~ dx[ ? 1 dxl « + · "- + dxn -

Ces équations sont linéaires par rapport aux £, et leurs coefficients 
D X , 

dxk 
' 1 [quand on y a remplacé Xi par 'fi(l)] sont des fonctions 

et choisir en même temps le changement de variables, de façon à 

satisfaire aux conditions ( 1 ) et ( 2 ) . 
Si donc l'équation en S a une racine nulle et une seule, il est 

toujours permis de supposer que 
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( 3 ) 
Ç , = e ^ S 1 2 , 

ï 

| 1 = e ^ S I n , 

périodiques de t. Nous avons donc à intégrer des équations 
linéaires à coefficients périodiques. 

On a vu au n° 29 quelle est en général la forme des intégrales 
de ces équations; on obtient n intégrales particulières de la forme 
suivante 

f, 2 = e * . ' S 2 „ U = e*'Snu 

£ 2 = e * . f S 2 2 , ^ „ = e ï . i S „ 2 , 

J J 
? 2 = e ï » i S 2 „ , | „ = e ï » ' S „ „ , 

les a étant des constantes et les S « des fonctions périodiques de t 
de même période que les <?¿(t). 

Les constantes a s'appellent les exposants caractéristiques de 
la solution périodique. 

Si a est purement imaginaire de façon que son carré soit négatif, 
le module de e a f est constant et égal à i. Si au contraire a est réel, 
ou si a est complexe de telle façon que son carré ne soit pas réel, 
le module eat tend vers l'infini pour t = + oo ou pour t = — oo. 
Si donc tous les a ont leurs carrés réels et négatifs, les quantités 

¡ja, . . . , \ n resteront finies; je dirai alors que la solution pério­
dique Xi = <pi(z) est stable; dans le cas contraire, je dirai que 
cette solution est instable. 

Un cas particulier intéressant est celui où deux ou plusieurs 
des exposants caractéristiques a sont égaux entre eux. Dans ce 
cas les intégrales des équations ( 2 ) ne peuvent plus se mettre sous 
la forme (3) . Si, par exemple, 

K i = a 2 , 

les équations ( 2 ) admettraient deux intégrales particulières qui 
s'écriraient 

ïi S/,, 

et 

Ç , = i e a . ' S / . t - t - e a . ' S / , , , 

les S/ ) ( et les S / j 2 étant des fonctions périodiques de t(voir n°29). 
Si trois des exposants caractéristiques étaient égaux entre eux, 

on verrait apparaître, non seulement t, mais encore t2 en dehors 
des signes trigonométriques et exponentiels. 

H . P. — I. 1 2 
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Équation qui définit ces exposants. 

6 0 . Reprenons les équations ( i ) du numéro précédent; consi­

dérons une solution quelconque 

*< = <p/(0 + Si-

Soit Tla période de la solution périodique génératrice Xi= cp,( t); 

soit <pj(o) -1- fii la valeur de xi pour t = o, et <pi(T) -+• fit •+• la 

valeur de Xi pour t = T. 

Comme les <p,- s'annulent avec les fit et sont développables suivant 

les puissances croissantes des fit, nous pouvons écrire, par la for­

mule de Taylor, 

Si la solution considérée diffère assez peu de la solution périodique 
pour qu'on puisse négliger les carrés des Ç, on pourra également 
négliger les carrés des fi et il restera 

*i=dji^dfJ*+---+diJ'> <t = I'2' ···'")• 

Considérons une des solutions particulières des équations aux 

variations ( 2 ) , nous aurons pour t = o 

et pour t = T 

Parmi ces solutions particulières, nous avons vu au n° 59 qu'il 
y e n a n qui sont d'une forme remarquable : ce sont les solu­
tions (3) ; soit 

lt = e«t'SlA, U = S,,* £„ = «°*'S„,* 

l'une de ces solutions (3) , ou, en supprimant l'indice k pour abréger 

l'écriture, 
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Les fonctions S/(i) sont des fonctions périodiques de t, de 

période T ; on a donc, pour t = o, 

P / = S , ( o ) 

et, pour t — T, 

P,-H <W = e a T S , ( T ) = ^ T S , ( o ) = e*rp,. 

ou, en remplaçant A; par sa valeur, 

En éliminant 3,, 3 2 , . . . , 8 / ; entre ces n équations, il vient 

M, 

4 t 
dû* 

dPi 

djn 
dfa 

- + - 1 — e*T 

dijn 

rfp» 
d^_ 
d?n = 0 , 

d'où la règle suivante : 
Pour obtenir les exposants caractéristiques «, on forme le déter­

minant fonctionnel des <J/ par rapport aux ¡3; on fbrme l'équation 
en S correspondante : les racines de cette équation sont égales à 
e a T — i . 

Dans les dérivées partielles ĵjp il va sans dire qu'il faut, après 

les differentiations, annuler tous les 3,·. 

Cas où le temps n'entre pas explicitement. 

61. Quand le temps t n'entre pas explicitement dans les équa­
tions (i) du n° 59, l'un au moins des exposants caractéristiques est 
nul. Soit, en effet, 

la solution génératrice; si l'on fait 

a-,-=<?,·(* + A ) , 
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Nouvel énoncé du théorème des n o s 37 et 38. 

62. Nous avons, dans le n° 37, envisagé d'abord le cas où les 
équations ( i ) dépendent du temps t et d'un paramètre u., et 
admettent pour u. = o une solution périodique et une seule. Nous 
avons vu que, si le déterminant fonctionnel 

à(?u Pi 
_<M< 

P»)" 

les équations admettront encore une solution périodique pour les 

petites valeurs de p.. 

Ce déterminant peut s'écrire 

d^ din < * T Ï 

rfPx d$i dPn 
dh dit. 
d'fc d?n 

dtyn di>n di>n 

rfPi dfc d$n 

h étant une constante quelconque, on aura encore une solution des 

équations ( i ) ; alors, d'après le n° 54, on aura une solution des 

équations aux variations, en faisant 

, . s . _ 'foi _ d<?i 
(4) t'-dh-df 

Mais, 'fi étant une fonction périodique de t, il en sera de même de 

sa dérivée 

dt 
La solution (4) est bien de la forme (3) (c'est-à-dire égale à une 

exponentielle multipliée par une fonction périodique de t). Seule­
ment ici l'exponentielle se réduit à l'unité et l'exposant caracté­
ristique est égal à o. c. Q. F . n. 

D'ailleurs nous avons vu déjà au Chapitre précédent que, dans 
ce cas, le déterminant fonctionnel des A par rapport aux fi est nul. 
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Or les exposants caractéristiques a sont donnés par l'équation 

D P I 

d ^ 

dU, 

difn 

dift 

dft 

dfa 

d$n 

dp„ 

Dire que A est nul, c'est donc dire que l'un des exposants carac­
téristiques est nul; de sorte que nous pouvons énoncer ainsi le pre­
mier des théorèmes démontrés .au paragraphe précédent : 

Si les équations ( I ) qui dépendent d'un paramètre JX admet­
tent pour y. — o une solution périodique dont aucun des expo­
sants caractéristiques ne soit nul, elles admettront encore une 
solution périodique pour les petites valeurs de [ X . 

63. On peut arriver à un résultat analogue quand on suppose, 
comme au n° 38, que le temps n'entre pas explicitement dans les 
équations différentielles. 

Nous avons vu au n° 38 que la condition suffisante pour qu'il y 
ait encore des solutions périodiques pour les petites valeurs de [ X , 
c'est que pour u. = o tous les déterminants contenus dans la matrice 

dtyi d^i di/x <% 

d$i d p 2 d$„ " D X 

d<\ii dtyz di/i 
dp, dÇ» dz 

dtyn D < K dif„ d<\>„ 

d?t d^i d$,t 
dz 

ne soient pas nuls à la fois. 
Cela posé, considérons l'équation en S 
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Ses racines sont, comme nous l'avons vu au n° 60, égales à eaT •— i, 
T étant la période et a un exposant caractéristique. Le temps 
n'entrant pas explicitement dans les équations, un de ces expo­
sants doit être nul d'après ce que nous avons vu au n° 61. 

L'équation en S a donc au moins une racine nulle; je dis que 
si elle n'en a qu'une, il y aura encore des solutions périodiques 
pour les petites valeurs de p. 

En effet, d'après ce que nous avons vu au n° 58, il est toujours 
permis de supposer que 

dft 

d p 3 

d p . 

_ ¿ 4 - 1 _ 

o, 
d p „ 

dft 
Le premier membre de l'équation en S s'écrit 

— S 

d^ 
d p 2 

- S 

d ^ 

d p 3 

d^n 
dpi 

d ^ 

dh 
d £ t _ 

d?s 

dh, 
d?3 

d^ 
dr

?n. 
dty3 

d p r e 

dtyn 
d p * 

— S 

Si donc l'équation en S n'a qu'une racine nulle, le déterminant 
fonctionnel S de ^ 3 . · · ·, ^« P a r rapport à fi2i ̂ 3 , · · · > P« n e s e r a 

pas nul. 
Alors le déterminant obtenu en supprimant dans la matrice la 

première colonne se réduit à 

dx 
Je dis qu'il n'est pas nul; en effet, ne peut s'annuler pour la 

raison suivante : 
On ne peut pas avoir à la fois 

di/i _ d ^ 2 

dx dz 
d^a 
dz 

S'il en était ainsi, cela voudrait dire que, si l'on considère la 
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solution périodique 

C A R A C T É R I S T I Q U E S . i83 

#i=<Pi(0» * * = < ? « ( * ) » · · · , a : / l = ? r e ( í ) , 

qui correspond à pi = o et qui nous sert de point de départ, on a 
pour t = T (et par conséquent encore pour toutes les valeurs de t) 

d x \ dx% d x n 

~ d t ~dt d t ~~ ' 

de sorte que < P I ( i ) > ' f2(0> ···> ? n ( 0 seraient des constantes, ce 
que nous ne supposerons pas. 

D'antre part, je dis que 

d<\is _ dtys _ _ dtyn _ o 

d z d z " d z 

Nous avons, en effet, comme on l'a vu plus haut, page 9 1 

di/i difi . d i t * d i t i , d i / n d i t t _ , , · _ . , „ 1 

^ d j i ^ ^ d % + ' - - + l h d f „ ~ ° · • · . » ; · 

Or ĵjp = 0 ; nous avons donc une série d'équations linéaires 

« — » ">· 

et, comme le déterminant de ces équations (c'est-à-dire S) n'est pas 

nul, il vient 
difi di/z _ d i j n 

d z d z " ' d z 

Comme nous avons exclu le cas où <0\{t), <f>2(í)» · · ·•> <?n(t) sont 
des constantes, cas qui sera examiné à part, au n° 68, nous en 
concluons que 

ñ i > , 

d z 
¿ O . C . Q . F . D . 

Ainsi, si les équations différentielles ne contiennent pas le temps 
explicitement, si elles admettent une solution périodique pour 
[A = O , l'un des exposants caractéristiques de cette solution sera 
toujours nul ; si, de plus, aucun autre de ces exposants n'est nul, il 
y aura encore une solution périodique pour les petites valeurs de [x. 
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Cas où les équations admettent des intégrales uniformes. 

64. Supposons que les équations 

( i ) = X , ( ¿ = i , 2 , n), 

où les X¿ sont des fonctions uniformes àex,, x2, · • ·, xn et de £, 
périodiques de période 2 i t par rapport à t, admettent une solution 
périodique de période ITZ, 

de telle sorte que œ,-(2ir) = s>/(o) est une intégrale indépendante du 

temps 
F ( x l t a"2, . . . , x „ ) = consl . , 

uni/orme par rapport à x,, x» 7 · · •, Xn-Je dis qu'un des exposants 
caractéristiques est nul, sauf dans un cas exceptionnel dont je par­
lerai plus loin. 

Définissons, en effet, les quantités A et ¡3 comme au n° 37, et 
envisageons le déterminant fonctionnel des (]/ par rapport aux fi. 
Je dis que ce déterminant est nul. 

En effet, on a identiquement 

F[ <p,(o) p,-+- <W) = F[<?,(o) -+- p<], 

en écrivant, pour abréger, F(x¿) au lieu de 

F(xu Xi, x , t ) . 

En différenliant cette identité par rapport à fih on trouve 

dF_ dty, rfF_ d^i dF_ d \ a _ 

^ d x t dfi¡ dXî d$i ' ' ' d x n d$c 

T 1 P , dF dF dF , 

11 laut, dans ··-, ¿£~> remplacer x,, x2, . . ., xn par 

? 2 ( ° ) > · · · . ? « ( ° ) -

Nous pouvons faire dans les équations ( 2 ) t = i, 2 , n; 
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nous avons donc n équations linéaires par rapport aux n 

dF dF dF 

dxi ' dxi ' ' dxn 

Alors de deux choses l'une : ou bien le déterminant de ces équa­

tions ( 2 ) , c'est-à-dire le déterminant fonctionnel des <j> par rapport 

aux P , sera nul, et alors, d'après ce que nous avons vu au n° 62, l'un 

des exposants caractéristiques sera nul. 

Ou bien on aura à la fois 

(3)
 d F

 =
 d F = = d ¥

 = 0 

dxt dx% ' ' ' dxn 

Ces équations devront être satisfaites pour 

# 1 = " P I ( A I T ) , Xi = < ? J ( A I C ) , A ? „ = < P « ( 2 T C ) 

ou, ce qui revient au même, pour 

A ? I = < P I ( O ) , A " J = < P » ( O ) , x n = ta,,{o). 

Mais l'origine du temps est restée entièrement arbitraire ; nous 

devons donc conclure que les équations (3 ) seront satisfaites, quel 

que soit t, pour 

» 1 — < P I ( 0 » Xî = <?t(t), · · · , x„ = vn(t). 

On peut d'ailleurs s'en rendre compte de la manière suivante : 

Supposons que les équations (3) soient satisfaites pour un sys­
tème de valeurs de x,, xît . .., xn, je dis qu'elles le seront encore 
pour un système infiniment voisin x, -\-dx,, x2-\- dx2, 
xn •+- dxn-, pourvu que l'on ait, conformément aux équations diffé­
rentielles, 

dxi dx^ dxn 

X I X 2 \ H 

En d'autres termes, je dis que les équations (3) entraînent les 

suivantes, 

d*F d*F x d*F x _ o 

dxj dx\ 1 dxi dxi i ' " dxt dx„ * 

(i= i ,a , . . . , n). 

i85 

quantités 
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ou, en vertu des équations (3 ) , 

X-I d*F 
iicdxt dxk 

X * = 0 . 

C . Q . F . D . 

Ainsi, si les équations différentielles admettent une intégrale 
uniforme, l'un des exposants caractéristiques d'une solution pério­
dique quelconque sera nul, à moins que toutes les dérivées par­
tielles de l'intégrale ne s'annulent en tous les points de cette solu­
tion périodique. Cette dernière circonstance ne pourra se présenter 
qu'exceptionnellement. 

60. Supposons encore que les équations différentielles ( 1 ) con­
tiennent le temps explicitement et soient, par rapport à cette 
variable, des fonctions périodiques de période 2 7 T . 

Je dis que si les équations différentielles admettent deux inté­
grales uniformes, F et F,, deux des exposants caractéristiques 
seront nuls. 

On trouvera, en effet, comme dans le numéro précédent, 

( 2 ) 

I dF dtyi dF_d^i dF dba _ 
\ dx, d'p, dxi d$i · · · · dXn (ipi ' 
] dF, dty, dF, dtyt dF, dtyn _ 
\ dx, d$i dx% d^i ' ' ' dxn d$i 

({' = 1 , 2 , n) 

[x, = o,(o), ar2 = <p2(o) x„=cp„(o)]. 

Nous pouvons en conclure que, non seulement le déterminant fonc-

En effet, on a identiquement (puisque F est une intégrale des 
équations différentielles) 

cïF dF dF 
-J— A|+ A2 - 4 - . . . - t - - ; · A„ = O. 

dx\ dx2 dxn 

En différentiant cette identité par rapport à il vient 
y"/ d'-F x [ dF rfXA o 

¿4 \ dxi dx/c dxk dxi / 
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( 3 ) 

dF dF dF 

dx. dx% dx„ 

~ÔF\ = dF7 _ ' • _ db\ 

dx\ dxi dxn 

Mais, d'après le n° 57, cela ne peut avoir lieu que si l'équation 
en S, formée à l'aide du déterminant fonctionnel des <ty, a deux 
racines nulles, c'est-à-dire (puisque ces racines sont égales à 
e a T — 1 ) s'il y a deux exposants caractéristiques nuls. 

Si donc il y a deux intégrales uniformes, il y aura deux expo­
sants caractéristiques nuls, à moins que les équations (3) ne soient 
satisfaites en tous les points de la solution périodique, ce qui évi­
demment ne peut arriver qu'exceptionnellement. 

On démontrerait de même que s'il y a p intégrales uniformes, 
F|, F 2 , Fp, p des exposants caractéristiques seront nuls à 

moins que tous les déterminants contenus dans la matrice 

dF, dF, dF, 

dxi dx¡ dx,i 
dF,_ dF2 dF2 

dx. dx% dxn 

dFp dFp dFp 

dxi dx* dxn 

ne s'annulent en tous les points de la solution périodique consi­
dérée. 

66. Imaginons maintenant que le temps n'entre pas explicite­
ment dans nos équations différentielles et, de plus, que ces équations 
admettent une intégrale uniforme 

F(x,,xt, . . . , xa) = const . , 

indépendante du temps t. 
Je dis que deux exposants caractéristiques seront nuls. 
Nous avons vu d'abord qu'un de ces exposants est toujours nul 

tionnel des 4) par rapport aux 3 est nul, mais qu'il en est de même 
de tous ses mineurs du premier ordre, à moins que l'on n'ait à la 
fois 
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F[O, (O) -L- P , - H < H = F [ 9 / ( 0 ) + P , ] , 

et, en différentiant cette relation par rapport à [3,· et à x, il viendra 

D F DF Ç % DF_ db„ _ 

dxt DP,- DA?2 DP,- ' ' ' dx„ DP,-

(S = 1 , 2 , . . . , n), 

D F - D ^ D F djft DF_ D % _ 
DJ; T DX DR 2 DX " ' " DA;,, DX 

On en conclura ou bien que l'on a à la fois 

D F _ DF _ _ D F _ 

dx, dx2 ' ' ' dxa 

pour tous les points de la solution périodique, ou bien que tous 

les déterminants contenus dans la matrice 

d b , d<b, d i t d b , 

DPI D P 2 DP„ DX 

d<b2 
DJ/O d b , D<!/2 

DP! DP; DP„ DX 

dty„ d ^ n d b „ d<b,i 
DP, DP 2 DP,, DX 

sont nuls à la fois. 

Or nous avons vu, au n" 63, que cela ne peut avoir lieu que si 
deux exposants caractéristiques s'annulent. 

67. Je me propose maintenant d'établir ce qui suit : 
Supposons encore que le temps n'entre pas explicitement dans 

nos équations différentielles; supposons que ces équations 
admettent p intégrales analytiques et uniformes et où le temps 
n'entre pas non plus explicitement. Soient F,, F 2 , ·. •, F^ ces 
p intégrales. 

Alors, ou bien p + 1 exposants caractéristiques seront nuls, ou 

quand le temps n'entre pas explicitement. Si de plus il y a une inté­

grale F, on aura, comme au n° 64, 
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bien tous les déterminants contenus dans la matrice 

DF,- ¡I 

dxk II 
(£ = 1 , 2 , . . . , / > ; * = i , n) 

seront nuls pour tous les points de la solution périodique généra­
trice. 

Supposons, en effet, pour fixer les idées, 

p = 2 . 

Nous aurons alors les équations suivantes 

( i = i , a , 3 , 4 ) , 

DF, d^ D F \ DL^ D F , D<Vt 

dxi DP,- dx$ DP,- dx3 DP,- dx¡, DP, 

dF, dify D F 2 dtyî D F 2 D -̂S dF\ dif^ 

ex, DP,- dx-t DP,- dx3 DP,- dxi, DP,-

dF, dif, dFt _ D F , di/* D F , ¿ % __ 

dxi dx dxi dx dx3 dx dxi dx ' 

D F 2 dtyi dFj C % dVt < % D F S < % _ 

dx 1 RFT DA?» dx dx3 dx ilXk dx 

De ces équations il est permis de conclure :· 

Ou bien que tous les déterminants contenus dans la matrice 

1 D F , D F , dFj dF, 

dxi dxt dx3 dx,, 

dFj dFz D F 2 D F , 

dx\ dxi dx3 dxi. 

sont nuls à la fois; ou bien que tous les déterminants contenus 

dans la matrice 
dty, diV, dtyi d<l<, dty, 
~dj[ ~d% d<f3 dfk ~dx~ 

dty2 dty, di/n dtyj dt|>2 

n Wi dp"2 df3 df, ~dx~ 

" d\i3 db3 d\% dàz di/3 

dp, dp2 dp, dpi dx 
dù4 dtyv dtyt d>K dty* 
dp̂  dp2 dp! dp̂  ~diï 

sont nuls à la fois, ainsi que leurs mineurs du premier ordre. 
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D'après ce que nous avons vu au n° 58, nous pouvons toujours 
supposer que 

d p * 

pour 

i < k. 
D'autre part, tous les mineurs du déterminant obtenu en sup­

primant la dernière colonne de la matrice ( i ) devant être nuls, 
l'équation en S correspondante aura deux racines nulles : je puis 
donc supposer 

d p , ~ d p 4

 _ ° -

Je me propose de démontrer que l'équation en S a une troisième 
racine nulle et, par conséquent, que l'on a 

d p , 

o u 

db> _ 

En effet, d'après la définition même des t^o on a ^¿=0, si 
l'on fait 

P * = ? * ( * ) — < ? * ( o ) , 

h étant une constante quelconque; d'où en différentiant par rap­
port à h et faisant ensuite h = o, 

Mais 

donc on a 

' 1 \ d i * 

d ^ d ^ rfj;, d j W £ % dj, d^ _ /.·_.,,,. 
W d p , d x + d p s dx + d p 3 d x + d p 4 dx - ( ' 2" 3' 4)' 

En faisant /.' = 1 , il vient 
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d'où 
d'Y 

ou 

dz 

Dans le premier cas, le théorème est démontré; dans le second 
cas, on a 

dtyi dYî 

~ d T - ~ d T - 0 ' 

d'où l'on peut conclure ^puisque nous excluons le cas où tous les 

^ sont nuls à lafois^ que et ne sont pas nuls tous deux. 

Formons les mineurs que l'on obtient en supprimant dans la ma­
trice ( 1 ) les troisième et quatrième colonnes et la troisième ligne 
(ou bien les troisième et quatrième colonnes et la quatrième ligne). 
Ces deux mineurs devront être nuls, ce qui donne 

dtyi di/i dty3 dtyi d<\i2 dtyk _ 

dfi df, ~dT ~ dfi ~dji ~dz~ ~°' 

d'où cette conclusion ^puisque et ^ ~ ne sont pas nuls tous 

deux^ que l'on a 

ou 

d'où 

ou 

d^i _ 

dx 

Dans le premier cas, le théorème est démontré; dans le second 
cas, écrivons l'équation ( 2 ) en faisant i = 2 ; il vient 

¿4-2 di/j _ q 

d$2 dx 
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68. Nous avons exclu dans les numéros précédents le cas où 

<?i(*), <?s(0, ···. <?«(0 

sont des constantes, c'est-à-dire le cas où l'on a à Ja fois 

dit, _ dtyz _ diin _ 
dx dx ' " dz 

Si l'on suppose toujours que le temps n'entre pas explicitement 
dans les équations différentielles, on a encore les équations 

d'\i dit, din di/*_ di/i di/n 

dfii dx d'pi dx " ' dpn dx 

Mais ces équations n'entraînent plus, comme conséquence, que le 
déterminant fonctionnel des <b par rapport au B est nul, ni que 
l'un des exposants caractéristiques est toujours nul. 

Si les équations différentielles admettent/? intégrales, on pourra 
donc seulement en conclure qu'il y a au moins p exposants carac­
téristiques nuls (et non plus p -t- i ) comme dans le cas où le 
temps entre explicitement dans les équations. 

Cas des équations de la Dynamique. 

69. Passons maintenant aux équations de la Dynamique 

d.r¡ dF dvi dF 
( , ) -dT^djr -di=-ix~t (» = ' . » . — »). 
où je suppose que le temps n'entre pas explicitement. Elles admet­
tront l'intégrale des forces vives 

F = const . 

Supposons que les équations ( i ) admettent une solution pério­
dique de période 2 i t 

r . = <W(0> 

et formons les équations aux variations en posant 
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Nous avons vu au n° 06 que si £/, 7 ) ; et ÇJ, y\'e sont deux solu­
tions particulières quelconques des équations aux variations, on a 

n 

^(Sfl'i— ?;•»)<) = const. 

1 - 1 

Je dis qu'il en résulte que les exposants caractéristiques sont deux 
à deux égaux et de signe contraire. 

Soient en effet c-j1 et y\f les valeurs initiales de et de r,j pour 
t = o dans une des solutions des équations aux variations; soient 
j-j et 7\l les valeurs correspondantes de S;,-et de 7 ) , · pour t = iiz. Il 
est clair que les £J et les YJ! seront des fonctions linéaires des %1 
et des 7 | ° , de telle sorte que la substitution T qui change et TJ 0 

en %\ et t\\ sera une substitution linéaire. 

Soit 
« u a u . . . «1,2b 

«2re,l «2ft,2 · · · «2,«2« 

le tableau des coefficients de cette substitution linéaire. 
Formons l'équation en ~k 

du— À #12 ... al,2tl 
Ct^l #22 — ^ * · · «9.2re 

= O . 

a2n,l rt2«,2 . . · «2«,2« ^ 

Les 2 « racines de cette équation seront ce qu'on appelle les in 
multiplicateurs de la substitution linéaire T. Mais cette substitu­
tion linéaire T ne peut pas être quelconque : il faut qu'elle n'altère 
pas la forme bilinéaire 

S/toi-Ut-ru)-

Pour cela, l'équation en \ doit être réciproque. En effet, la 
théorie des substitutions linéaires nous apprend que, si une substi­
tution linéaire n'altère pas une forme quadratique, son équation 
en S doit être réciproque. Si donc on pose 
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les quantités a devront être deux à deux égales et de signe con­

traire, c. Q. F . D. 

Nous reviendrons sur ce point au n° 70. 

70. Les équations ( i ) du numéro précédent admettent toujours 

l'intégrale dite des forces vives 

F - - const. 

Je suppose qu'elles admettent, en outre, p intégrales uniformes 

Ft = const. , F 2 = const. , Fy, = const. 

Je suppose, de plus, que les crochets deux à deux de ces intégrales 
soient nuls, c'est-à-dire que 

[ F , , F * ] = o (i,k, = i,i,...,p). 
On sait d'ailleurs que, pour une intégrale quelconque F,-, on a 

[ F , F , ] = o. 

Je me propose de démontrer que, dans ce cas, ou bien tous les 
déterminants fonctionnels de F, F) , F 2 , F^, par rapport à 
p + i quelconques des variables Xi et yt, sont nuls à la fois en 
tous les points de la solution périodique; ou bien 2 / 7 + 2 expo­
sants caractéristiques sont nuls. 

En effet, reprenons les équations ( 2 ) du n° 56, c'est-à-dire les 
équations aux variations des équations ( 1 ) . Soit 

h, I I -

une solution particulière de ces équations ( 2 ) ; appelons S cette 
solution; soit %if une autre solution de ces mêmes équations; 
appelons S' cette solution. 

Nous savons qu'on a 

2(S/T,S — Ê / T l , ) = const. 

J'appellerai (S , S') le premier membre de cette relation. 
Parmi les solutions des équations proposées, nous avons vu au 

n° 59 qu'il y en a dont la forme est remarquable. Pour les unes, 
chacune des quantités i;,- et TJ,- est égale à une exponentielle eac 
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multipliée par une fonction périodique de t. Je les appellerai 
solutions de première espèce. 

Pour d'autres, chacune des quantités £,· et i\i est égale à une 
exponentielle e°", multipliée par un polynôme entier en t dont les 
coefficients sont des fonctions périodiques de t. Je les appellerai 
solutions de deuxième espèce. 

Les équations ( 2 ) ne peuvent admettre que an solutions linéai­
rement indépendantes. Une solution quelconque pourra donc 
toujours être regardée comme une combinaison linéaire de in 
solutions que l'on peut appeler fondamentales. 

Si, sur in exposants caractéristiques,/? sont distincts, on pourra 
choisir comme solutions fondamentales p solutions de première 
espèce et m — p solutions de seconde espèce. 

Soient 
Si, S*, Sq 

q solutions particulières des équations ( 2 ) linéairement indépen­
dantes et désignons par S' une solution quelconque. 

Il ne peut y avoir plus de 2 / 1 — q solutions S' linéairement 
indépendantes qui satisfassent aux conditions 

( 3 ) (S„ S') = (S„ S ' ) = . . . = (S 7 ,S ') = o. 

En effet, soit 

la solution S*; conservons les lettres !j,-et ïi,-pour désigner la solu­
tion S', alors les relations (3) nous donnent q relations linéaires 
entre les \ i et les t\i\ ces relations sont distinctes si les solutions 
particulières Si, S 2 , Sg sont linéairement indépendantes. 
Elles pourront donc servir à abaisser de q unités l'ordre des 
équations différentielles linéaires ( 2 ) . Après cet abaissement, ces 
équations ne conserveront plus que in — q solutions linéairement 
indépendantes. c. Q. F . n. 

Cela posé, supposons que S soit une solution de première ou de 
deuxième espèce admettant comme exposant caractéristique a, et 
que S' soit une solution de première ou de deuxième espèce 
admettant comme exposant caractéristique S. Formons l'expres­
sion 

(S, S'). 
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71. Supposons maintenant que les équations ( i ) admettent une 
intégrale 

I"i = const. 

D'après ce que nous avons vu au n° 54-, les équations ( 2 ) admet­
tront comme solution particulière 

, dF, dF, 

dyi dxi 

Appelons S, cette solution, les fonctions —~ et - ~ (où on devra 

remplacer X i et y i par leurs valeurs correspondant à la solution 
périodique génératrice) seront des fonctions périodiques de t. 
Donc la solution S. est de première espèce et son exposant carac­
téristique est nul. 

Cette expression est de la forme suivante : une exponentielle 

e(a+p)f multipliée par un polynôme entier en <dont les coefficients 
sont des fonctions périodiques de t. 

Mais cette expression doit se réduire à une constante. Il est 
clair que cela ne peut avoir lieu que de deux manières : 

O H bien si cette constante est nulle; 
Ou bien si a + |3 = o. 
On peut en conclure que, s'il y a q exposants caractéristiques 

égaux à -H a, il y en aura q égaux à — a, ce qui confirme le 
résultat obtenu au n° 69. Si, en effet, il y a q exposants égaux à 
-(- a, il y aura q solutions de première ou de deuxième espèce 
linéairement indépendantes et admettant pour exposant a. 

Soient S,, S 2 , . ·., S ? ces q solutions. 
Il ne pourra pas y avoir plus de m —q solutions S' indépen­

dantes qui satisferont aux relations 

( S „ S') = ( S „ S') = . . . = ( S , , S') = o. 

Par conséquent, parmi les solutions fondamentales (qui sont 
toutes de première ou de deuxième espèce), il y en aura q pour 
lesquelles l'une des constantes (S,-, S') au moins ne sera pas nulle, 
et, par conséquent, pour lesquelles l'exposant p sera égal à — a. 
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Si F 2 = const, est une autre intégrale et que l'on appelle S 2 la 
solution 

il viendra 
(Su S 1 ) = [ F i , F , ] . 

Supposons donc que nos équations ( i ) admettent p -f- i inté­
grales 

F = const., F, = const., F 2 = const., F p = const., 

et soient 
S , S i , S 2 , . . · j s^ 

les p + i solutions des équations (a) qui correspondent à ces 
p - + - i intégrales. 

De deux choses l'une : 
Ou Lien ces p + i solutions seront indépendantes; 
Ou bien tous les déterminants fonctionnels de F, F ( , F 2 , . . . , F/, 

par rapport à p + i variables choisies parmi les x¿ et les y¡ seront 
nuls à la fois en tous les points de la solution périodique. 

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et que les solutions 
S, S,, . . . , Sp soient indépendantes. 

Nous aurons dans tous les cas 

[ F , F , ] = o ( t = 1 , 2 , . . . , p ) , 

d'où 

( S , S ¿ ) = o. • 

Je suppose que l'on ait en outre 

[Fh Fk] = o (i, k = 1 , 2 , . . . , p ) . 

On aura également 
(Si, S A ) = o. 

Je choisirai pour les %n solutions fondamentales les p -f- i 
solutions S, S) , S 2 , Sp et in—p — i autres solutions de 
première ou de deuxième espèce. 

Parmi les solutions fondamentales, il y en aura certainement 
p+i qui (si je les appelle S') ne satisferont pas à la fois aux 
relations 

( S , S ' ) = ( S „ S ' ) = . . . = ( S „ S ' ) = o, 
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I98 C H A P I T R E I V . 

et qui, par conséquent, auront un exposant caractéristique nul. 

Mais ces p + 1 solutions ne se confondront pas avec les p -f- 1 
solutions 

S, S-, — , Sp. 

Je dis qu'on ne peut avoir, par exemple, 

S' = S*, 

car on a, par hypothèse, 
( S , S*) = ( S 1 , S A ) = . . . = ( S P , S i ) = o , 

et, d'après la définition même de S', S' ne jouit pas de cette pro­

priété. 
Il y a donc en tout ip -+• 2 solutions fondamentales dont l'expo­

sant est nid; il y a donc au moins zp -f- 2 exposants caractéris­
tiques qui sont nuls. c. Q. F . D. 

72. Supposons maintenant qu'il existe p intégrales (outre 
F = const.), à savoir 

F , = const., F 2 = const., F p = const., 

mais que les crochets deux à deux de ces p intégrales ne soient 
pas nuls. Tout ce que nous pourrons affirmer alors, c'est que p -h 2 
exposants caractéristiques seront nuls. Mais nous saurons que 
p - + - 1 solutions fondamentales au moins (qui sont celles que nous 
avons appelées S, S f , S 2 , · · ·, S ,̂) seront de première espèce avec 
un exposant nul. 

Si donc on venait à établir que les équations ( 2 ) n'admettent 
que p solutions linéairement indépendantes qui soient de première 
espèce avec un exposant nul, on serait certain que les équations ( 1 ) 
ne comportent pas p - f - 1 intégrales (en y comprenant F = const.), 
ou du moins que, si ces p -+-1 intégrales existent, tous leurs déter­
minants fonctionnels par rapport à p -t- 1 des in variables x et y 
sont nuls à la fois en tous les points de la solution périodique. 

Changements de variables. 

73. Voyons ce qui arrive des exposants caractéristiques quand 

on change de variables. 
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dxt _ 

nos équations différentielles où je supposerai que le temps n'entre 
pas explicitement. Soit 

&i = <?,·(') 

une solution périodique de période T. Soit 

x i = ?<(0 •+• h, 

d'où les équations aux variations 

dt ~\Zd dxk **' 

Soit 

une solution de ces équations aux variations, ip,-étant périodique 
en t. 

Changeons de variables en remplaçant le temps t par une nou­
velle variable T définie par la relation 

dt _ 

$ étant une fonction donnée de x{, X2, . . ·, xtt ', d'où les équations 
différentielles 

(. BIS) $ = X,*, 

et les équations aux variations 

< * · * > F — 2 G < - * 2 £ « * 

Les équations (1 6is) admettent une solution périodique 

xi= 

correspondant à 
Xi = <?/( t 
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200 CHAPITRE IV. 
et dont la période est égale à 

'T dt On doit remplacer dans <ï>, avant l'intégration, Xi par cp,- (t). 
Pour résoudre les équations ( 2 bis), nous tiendrons compte de 

la valeur de ~ et nous les écrirons ax 
df? , 

Posons ensuite 

il vient 

ce qui montre qu'on peut satisfaire aux équations ( 2 ter) en prenant 

,,=.«•,(0 et •S=*2£x*+2ar.«"f+*<l>-
On peut tirer de là 

X = e«8(0 
et 

î<=e*«e,(0, 
6 (<) et les étant périodiques en Il faudra ensuite remplacer 
t par sa valeur tirée de l'équation 

On trouve ainsi 
T 

/"(t) étant une fonction périodique de t; on a donc 

^ 8 ; [ J , X + / ( T ) ] , 

a T 
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Développement des exposants. — Calcul des premiers termes. 

74. Reprenons les équations 

. . dxi dF dn dF . . 

( , ) -di^djr s t = - d ï t
 ( l = 1 ' 2 ' • · • • n ) 

du n° 13 avec les hypothèses de ce numéro. 

Posons 

dxi 

Pour p = o les Xi sont des constantes et on a, d'autre part, 

yi = mt-i-Tsi, 

les étant des constantes. 
Soient n", n", . . . , /i° des valeurs de nt telles que les quan­

tités n"T soient multiples de ZTZ. Soient X* des valeurs des xi 
telles que 

Nous avons vu aux n o s 42 et 44 que les équations ( i ) admettront 

une solution périodique de période T, qui sera développable sui­

vant les puissances de u., et qui pour u. = o se réduira à 

les ra" étant certaines valeurs particulières des constantes za¡. Cela 

posé, envisageons une solution quelconque. 

Soit x¡ -+- p¿ la valeur initiale des ̂ ¿et ro¿ celle de y i pour t = o . 
Soit A.x¡ l'accroissement que subit x¡ et rc°T + \y¡ l'accroisse­
ment que subity¿ quand t passe de la valeur o à la valeur T. 

Voici comment on formera l'équation qui donne les exposants 
caractéristiques. On construira un déterminant dont les éléments 
seront donnés par le Tableau suivant. Dans ce Tableau, la pre-

ce qui montre qu'après le changement de variables les nouveaux 
exposants caractéristiques sont égaux aux anciens multipliés 

T 

par f 7 -
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( > ) < 

N ° de l a l i g n e . flï° d e la co lonne . E x p r e s s i o n d e l 'é lément. 

d \ x k 

dwi 

d?t 

άτπί 

άΛγι 

dxai 

i Λ- (k<n, 

i ( i £ n ) k = i 

i-i- η ( Î > O ) k 

i ( « S n ) k-h η ( * > o ) 

i -+- η ( £ > o ) k-h η (k>o, k $ i 

i -i- η ( t > o ) k-y- η = i-h η • S ( i 

En égalant à o le déterminant ainsi formé, on a une équation 
en S dont les racines sont 

α étant un des exposants caractéristiques. 
Les Δχι et les Ajv sont développables suivant les puissances 

de p, des ¡3; et des σ,·— Il en est de même des quantités 

dAx/ç d!i.xk d t y k dAyk 

( ' d<Hi * dmt ' d$i ' d w t ' 

On doit y remplacer les ¡3, et les ra,- par les valeurs qui corres­
pondent à la solution périodique et qui sont développables suivant 
les puissances de υ., de sorte qu'après cette substitution les quan­
tités (3) seront développées selon les puissances de p. 

Comme, d'autre part, on a 

S = e * T — i , 

on voit que notre déterminant est une fonction entière de a, 

( ' ) C'est ainsi, par exemple, que le premier élément de la Λ·14"" colonne sera égal 
. d Δχ . . . . 
a - * pourvu que iSn, kSn, k ^ i . 

r i 

mière colonne indique le numéro de la ligne, la seconde indique le 
numéro de la colonne, et la troisième fait connaître l'élément cor­
respondant du déterminant. 
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E X P O S A N T S C A R A C T É R I S T I Q U E S . 2O3 

développaLle d'autre part suivant les puissances de p. J'appellerai 
cette fonction G(a, u.) et j'aurai pour déterminer a en fonction 
de p l'équation 

(4) GO, H-) = o. 

Cela posé, faisons 
a = £ 

Divisons les n premières lignes du déterminant, ainsi que les n 

dernières colonnes pary^u. Les éléments du déterminant devien­

dront, en les écrivant dans le même ordre que dans le Tableau ( 2 ) , 

d \ x k d \ x i S d\x/c d t y k d ^ y k d \ y j S 

^¡j.dp¿ \ / \ ¡ . d $ i / F * V-dnii dpi Jpdnsi / ¡XÍFO¿ d~¡L 

et l'équation (4) devient 

|i-»G(s/iI, u.) = G t(e, vV) = o. 

Cherchons ce que devient celte équation pour p = o ou, en d'autres 
termes, formons le déterminant G| (e , o). 

Pour u. = o, kxk est nul, et kyk ne dépend que des S,-. Donc 

^ T F * > d ^ T , s et d y r ' k sont divisibles par ¡x. On a donc 
dp,- d m ¡ d m i 1 1 

, . d i , x k ,. dkyic 

lim-— = hm — = o pour ¡ 1 = 0 . 
y ¿X Í/¡3¿ y u, d W i 

D'autre part 
S ¿FT^V-—i lim— = lim —— = s T. 

VP- VP 

Il vient ensuite (pour jx = o) 

J. d x k d x k 

Dans > Xi doit être remplacé par x ° -+• 8¿. On a donc 

d A y k = T d * F 0 . 

OÍPÍ d x ¡ d x k ' 
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Nous avons ( toujours pour jx = o) 

- ^XK = / - J — 
V- J0

 DYK 

DF> DT. 

Dans on doit remplacer XI par X" -+- 3,·, ELYI par - f - n r , - , ce 

qui montre d'abord que 

DF, _ DF, 
DYK ~ DM/C 

Comme nous nous proposons de différentier A.XK par rapport 
aux NSI, mais non par rapport aux S,-, nous pouvons tout de suite 
donner aux ¡3,· leurs valeurs définitives et faire 

S, = o, d'où n = « ? . 

Alors Y, devient une fonction périodique de période T par rapport 
à t et de période au par rapport aux ro,-. Soit 

[ F , ] = R 

la valeur moyenne de F, considérée comme fonction périodique 
de t ; il vient 

d'où 

DLXK 

^XK _ T DK 

= T 
[x dmi diiSi d r z k 

Ainsi les éléments du déterminant G ( (e, o) seront, en les écrivant 
dans le même ordre que dans le Tableau ( 2 ) , 

o _ £ T T d ' R T C ? " F " o — ' T 
' ' DJSIDMK DXIDXK ' 

Nous avons ainsi une équation algébrique en s ; en général, cette 
équation aura deux racines nulles et toutes les autres seront dis­
tinctes et différentes de 0 . En appliquant le théorème du n° 30, 

Dans on doit après la différentiation faire B, = o, c'est-

à-dire XI = X?. 
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E X P O S A N T S C A R A C T É R I S T I Q U E S . 205 

nous verrons que l'on peut tirer de l'équation 

G i ( s , = o, 

s (et par conséquent a) en série ordonnée suivant les puissances 

de y/p. 
Nous sommes donc amenés à discuter l'équation 

G i ( E , 0 ) = O. 

Si nous changeons e en — s, cette équation ne change pas. 
En effet, si nous multiplions les n premières lignes par—i, 

ainsi que les n dernières colonnes, le déterminant ne changera 
pas, et tous les éléments du déterminant ne changeront pas non 
plus, à l'exception des éléments de la diagonale principale qui 
étaient égaux à — sT et qui deviendraient égaux à -t- sT. 

Je dis que l'équation a deux racines nulles. Si en effet nous 
faisons e = o, le déterminant devient égal au produit de deux 
autres, à savoir : 

i° Le hessien de — TF„ par rapport aux xi; 
i° Le hessien de TR par rapport aux ra,-. 
Ce dernier hessien est nul; car on a, d'après la définition de R, 

ni ~, 3 1- ni -,—J >"· · -,—-J— =°-
d m i d m i d n s { d m t d m i d m n 

Donc l'équation est satisfaite pour E = O et, comme ses racines 
sont deux à deux égales et de signe contraire, elle doit avoir deux 
racines nulles. 

Pour qu'il y ait plus de deux racines nulles, il faudrait que le 
coefficient de e 2 dans G, fût nul. Or ce coefficient peut se calculer 
comme il suit : 

Multiplions la première ligne de Gi par n\ et ajoutons-y la 
seconde multipliée par n°2, la troisième par 7 i ° , . . . , la niime

 par M" . 

Tous les éléments de G, demeurent inaltérés, à l'exception de ceu\ 
de la première ligne, qui deviennent 

— 7 i » E T , - n » = T , — n%zT, . . . . — < E T , o, o, o. 

Multiplions maintenant la (n + i ) i ™ e colonne par n°t et ajoutons-y 

la (« + 2 ) k m e multipliée par n\, l a ( „ + 3 ) i è n i e par «J, . . .,1a 2 / i i i m , ! 
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Numéro Numéro Valeur 

de la colonne. de la ligne. de l'élément. 

i ( i < 71 ) I - 7 i ? T 

n -+- I k (k<n) O 

/.· ( A - > I , A - < T I ) 
T d*R 

¿ + 7 1 ( l > l ) /.· ( A - > I , A - < T I ) 
drsc dm/; 

i ( i < n ) * ( * > ! , * < 7 1 ) O 

i -+- n ( i > i ) 1 O 

A- -f- N ( À' > O ) l ( l < 7 l ) A- -f- N ( À' > O ) 

71 —1— I A- - h « ( / t > O ) 

i - + - n ( J > i ) /C 71 ( A > O ) O 

On voit que ce déterminant est égal au signe près à 

T Î N H I H 2 . 

Hi et H 2 étant les deux déterminants suivants 

» î 
rf2F0 

7 l § 

^ F „ e ? 2 F „ 

«te; 

D'FO 

dx2 

d*F0 

e t e i dx,i 

d*F0 

dx\ dx-i dxn 

d2F0 d*F0 

dx% 

.ien de R par ra pport à 

" * 3 > • . . , XS„. 

Si j'observe que n" est égal, au signe près, à <-^~.' je vois que l'on 

par n". Tous les éléments reslent inaltérés sauf ceux de la (n + i ) ' m e 

colonne, qui deviennent 

O, O, O, — N J E T , — « < U T , - N J E T . 

Le déterminant G, , par cette double opération, a été multiplié 
par (n0

t)
2. Divisons-le maintenant par e ! , en divisant par e la pre­

mière ligne d'une part et la (n + iyime colonne d'autre part. 
Faisons ensuite s = o et nous aurons le coefficient cherché. 

Le déterminant ainsi obtenu a ses éléments conformes au Tableau 

suivant : 
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II vient alors 

F„ = 

dF0 . dFo 

dx. dxi 
0 

d*F0 d'-Fo dF0 

dx\ dx\ dx% dxi 

d*F„ d*F0 dF0 

dxi dxz dx\ dxi 

o 

o 

I 

= — 3377* ; 

donc H, n'est pas nul; d'autre part, on vérifie que H 2 = -̂ —̂  n'est 

pas nul non plus. 
Donc, dans ce cas particulier du problème des trois Corps, il y 

a deux exposants caractéristiques nuls et les deux autres sont dif­
férents de o. 

75. Le déterminant G ( peut être un peu simplifié par un choix 
convenable des variables. Je dis qu'on peut toujours supposer 

(>) 
, 0 

En effet, si cela n'était pas, on changerait de variables en prenant 
pour variables nouvelles x\ e\.y\ et en faisant 

y ' t = o - \ , t y \ + « 2 , ; R 2 + · · · + ^ n , i y n , 

Xi = <*-i,\x\ + a / , 2 ^ ' 2 - + " · · • + <*i,nX'n> 

les a;^ étant des coefficients constants. Après ce changement 
linéaire de variables, les équations conserveront la forme cano­
nique. 

Après ce changement de variables, les quantités qui correspon-

ne change pas H ( en remplaçant dans la première ligne et la der-
dF 

nière colonne n/ par -j^-- Le déterminant ainsi formé s'appellera 
le hessien bordé de F 0 par rapport à x t , x2, • .., xn-

Ainsi l'équation G| (s, o) = o ne peut avoir plus de deux racines 
nulles et, par conséquent, il ne peut y avoir plus de deux expo­
sants caractéristiques nuls que si H, ou H 2 s'annulent. 

Dans le cas particulier du problème des trois Corps que nous 
avons traité au n° 9, il n'y a que 2 degrés de liberté et l'on a 
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dront à ni, « " , . . · , /z°, et que nous appellerons n\°, n'.?, . . . , n„°, 
seront données par les relations 

n'i° = ai,mî-t-a,,<»g-+-. . . - ( - a . , , , / 1 » . 

car 

' dx'i 1 dx¡' dx'i ¿dkdxk dx'i ¿ddx/c ''' 

Comme les nombres . . . , n° sont commensurables entre 
eux, nous pourrons toujours choisir les a,¿ de telle façon : 

i ° Que les a¡/¡ soient entiers; 
2° Que leur déterminant soit égal à i . Ces deux conditions 

sont nécessaires pour que F reste périodique par rapport aux y' 
comme il l'était par rapport aux y; 

3° Que 
7i'2<> = n'3" = . . . = n'¡¡ = o. 

Ainsi nous pouvons toujours supposer que les conditions ( i ) 
sont remplies et nous en déduisons les équations suivantes 

( 2 ) d ^ d ^ = ° ( £ = I ' 2 ' •••'")-

76. Un cas particulier intéressant est celui où une ou plusieurs 
des variables xi n'entrent pas dans F 0 . Supposons, par exemple, 
que F 0 ne dépende pas de x„. Alors tous les éléments de la n i i m e 

colonne (et ceux de la 2 n i e m e ligne) sont tous nuls, sauf celui 
d'entre eux qui appartient à la diagonale principale et qui reste 
égal à eT. 

Je supposerai de plus que les variables aient été choisies de telle 
sorte que les conditions ( i ) et ( 2 ) du numéro précédent soient 
remplies. Il en résulte que les éléments de la première ligne [et 
ceux de la ( « + i ) k m e colonne] sont tous nuls, à l'exception de 
celui d'entre eux qui appartient à la diagonale principale et qui 
reste égal à — sT. 

Ainsi tous les éléments des lignes 1 et 2/1 et tous ceux des 
colonnes n et n - f - 1 sont divisibles par e (j'ajouterai que tout élé­
ment qui appartient à la fois à une de ces deux lignes et à une de 
ces deux colonnes est nul et, par conséquent, divisible par s 2 ) ; 
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il en résulte que le déterminant est divisible par e4 et, par consé­
quent, que l'équation G| = o a quatre racines nulles. 

Dans quel cas peut-elle en avoir plus de quatre? 
Pour nous en rendre compte, divisons les lignes i et 2 n et les 

colonnes n et n + 1 par s, et faisons ensuite e = o. Dans quel cas 
le déterminant ainsi obtenu et qui sera égal à 

lim-^- pour e = o 

sera-t-il nul? 
Nous pouvons également diviser le déterminant G ( par e 4 T 4 , 

en supprimant les lignes 1, n, n 4-1 et 2/1 et les colonnes de 
même numéro. Si l'on fait ensuite e = o, on voit que tous les élé­
ments sont nuls, sauf ceux qui appartiennent à l'une des n — 2 
dernières colonnes subsistantes, et à l'une des n — 2 premières 
lignes, ou inversement à l'une des n — 2 premières colonnes et à 
une des n — 2 dernières lignes. 

Ainsi le déterminant est égal, à une puissance de T près, au 
produit de deux hessiens, à savoir : 

i ° Le hessien de F 0 par rapport à x2, x3, . . ., ; 
2 0 Et le hessien de R par rapport à ra2, ^ 3 » · · · > ^11-1· 
Si aucun de ces deux hessiens n'est nul, l'équation G ( = o 

n'aura pas plus de quatre racines nulles et il n'y aura certainement 
pas plus de quatre exposants caractéristiques qui soient nuls. 

Que devient cette condition quand on suppose que les variables 
sont quelconques et que les conditions ( 1 ) et ( 2 ) du numéro pré­
cédent ne sont pas remplies? 

Dans ce cas, on fera subir au déterminant la même transforma­
tion qu'à la fin du n° 74; on verra alors, comme à la fin de ce 
numéro, qu'après cette transformation, les éléments delà première 
ligne deviennent égaux à 

— N»£T, — N§ST, — N ° E T , O, O O 

et ceux de la (n -f- i ) u ' m e colonne à 

o, o, o, — TI?6T, - W ° 2 E T , - n % z T . 

Seulement il importe d'observer ici que n°n est nul, puisque 

dxu 
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Nous pourrons diviser ce déterminant par e*T\ en supprimant 
les lignes n et in et les colonnes de même numéro, et en divisant 
par eT les éléments de la première ligne et de la (n + i ) i è m e colonne. 

Si on fait ensuite e = o, on voit que le déterminant se réduit 
au produit de deux autres, à savoir : 

i ° Le hessien bordé de F 0 par rapport a 3 ? , , x 2 , « » . , 3 7 n_ \ · 
2 ° Le hessien de R par rapport à TO2, C J 3 , . . . , ro«_f. 
Pour qu'il y ait plus de quatre exposants caractéristiques nuls, 

il faut (mais il ne suffit pas) que l'un de ces deux hessiens 
soit nul. 

Supposons maintenant que F 0 non seulement ne contienne 
pas xn, mais encore ne contienne pas non plus xn-\, en raison­
nant de la même manière, on arriverait au résultat suivant : 

L'équation G<(e, o ) a toujours six racines nulles; pour qu'elle 
en ait davantage, il faut et il suffit que le hessien bordé de F 0 par 
rapport à x,, x2, .. ., xn_2 soit nul, ou bien que le hessien de R 
par rapport à ro,, 7 U 3 , . . . , T S T „ _ 2 soit nul. Celte condition est donc 
nécessaire (mais non suffisante) pour qu'il y ait plus de six expo­
sants caractéristiques nuls. 

77. Reprenons les hypothèses faites au début du n° 76, à savoir 
que F 0 ne dépend pas de xn et que les conditions ( i ) et ( 2 ) du 
n° 75 sont remplies. 

Nous avons vu que l'équation 

G , ( s , o) = o 

admet alors quatre racines nulles et quatre seulement, et nous en 
avons conclu qu'il ne peut pas y avoir plus de quatre exposants 
nuls. Il n'est pas, au contraire, permis d'en conclure qu'ily a quatre 
exposants nuls; cela prouve seulement que, quand on développe 
ces exposants suivant les puissances de ^ p , le premier terme du 
développement est nul pour quatre d'entre eux. 

Il nous reste à voir si les termes suivants du développement sont 
nuls également. 

Je sais que deux exposants sont nuls puisque le temps n'entre 
pas explicitement dans les équations différentielles et que 
F = const. est une intégrale. Je me propose de rechercher ce 
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qu'il advient des deux autres et, pour cela, je vais calculer dans 
leur développement le coefficient de p. 

Je vais poser 

a = ÏJU., d'où s = ï) y^jl, 

je diviserai l'équation 

G ( a , j x ) = G(r ) I x, p ) = o 

par une puissance convenable de p. et je ferai ensuite p = o, et 
j'aurai une équation qui me donnera les valeurs de t\. 

De ce que F 0 ne dépend pas de xn, nous pouvons conclure que 
les quantités que nous avons appelées n; et qui sont égales à 

dF 

— ~dx n e dépendent pas non plus de xn ni par conséquent de 8„. 
On aura donc /i; = « * , non seulement comme au n° 74, quand 

tous les ¡3 seront nuls, mais alors même que 8 n ne serait pas nul, 
pourvu que les autres S le soient. 

Si donc nous supposons 

p , = p, = . . . = p a _ , = o , p „ | o , 

nous aurons encore 
Aa?<- _ T dR 

y- din/c 

Cela nous permet de differentier cette identité par rapport à 3„ et 
d'écrire 

Calculons maintenant 

(x dmi p d$„ 

Il vient 

* N = - J A dx~n 

dt 

d¥a 

ou, puisque -r-1- — o, on aura pour p : 
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Cette identité a lieu pourvu que 

p I = p \ ! = : . . . = p , . _ 1 = 0 . 

Nous pouvons donc la difierentier par rapport à m/, ou à ¡3,,, ce qui 

donne 

( 3 ) d A y „ = T d*-R dt±yn _ T d*R 

jx dw/c dfindm/c' p . û î 3 œ d$a 

En ce qui concerne les quantités 

dty„ d t y k 

d$k ' d$n ' 

il nous suffira d'observer qu'elles sont divisibles par ¡ x . 
Nous avons encore à examiner les éléments de la première ligne 

de notre déterminant et ceux de la (n-f- i ) i ò m e colonne. 

Les éléments de la première ligne sont égaux à 

dbíX, T dùixt d \ x \ d\x, d \ x t d\x, dáx¡ 
l'h~dfl

 6 ' ~dJT' ~dJT' "' dJnZ¡' 'dJZ' ~dW ' " ' ~d^' 

Ils sont tous divisibles par ¡ x , mais je dis que les n -+- i derniers 

éléments, c'est-à-dire 
d \ x , d \ x \ 

d B „ dmic ' 

sont divisibles par ¡ x 2 . En effet, nous avons trouvé pour ¡ x = o 

d\x, d*R dkxi d*-R 
1 ~; T7T- > ;— = t 

[x dpn dw^d^n' pdusk dmidTsk 

Or, en vertu de la définition de R, on a 

71° — -f- 71? — - + - , „ 1 rfR - o 

1 dm, 2 dm^ ' ' ' 11 drn„. ' 

ou, à cause des relations ( i ) du n° 75, 
dR _ 

dm, ' 

d'où (en différentiant cette identité) 

dbxi d\x, 

\s.d$tl [idvsk ~~ 

pour J X - = O . C Q . F . D . 
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Les éléments de la (n + i ) « m e colonne s'écrivent 

2 i 3 

dAx, d&oCi 
dm, ' dm, ' 

dàxn 

dm, dm. 

dAy% 

dm, ' dm, 

Tous ces éléments sont divisibles par P ; mais je dis que les n 
premiers et le dernier sont divisibles par P 2 , ou, ce qui revient au 
même, que 

dAx/c dAyn 

p dm, p dm. 

En effet, nous avons trouvé 

d \ x k _ T d*R 

= O pour [ A = 0 . 

u. dm. 

et 
dm, dm/c ' (JL dm, 

dR 

d*R 

dm, d$„ ' 

dm. 

d'où, par differentiation, 

: 0 , 

d*R 

dm, dmjf. · dm, dQri 

C Q . F . D . 

Cela posé, dans notre déterminant G(r|, P , P ) , je divise chaque 
élément par T ; je divise ensuite : 

La i ' e ligne par P , les lignes 2 , 3, 4, · • ·> n, in par \ / P -
La (n -f- r ) i è m e colonne par P , les colonnes n, n -f- 2 , n •+• 3, . . . , 

in par ^ / P . 

Le déterminant est finalement divisé par T 2 N P " + 2 . 
Je fais ensuite P = o. 
J'observe que les éléments suivants sont nuls : 

Ligne à laquelle 
appartient l'élément. 

Colonne 
à laquelle 

appartient l'élément. 

1 à n incl. et m i a n — i incl. 

1 n et n - f - a à m incl. 

2 à n incl. et m n -h i 

n - f - 1 à 2 / i — 1 incl. w e t n + a à a r e incl. 

Puissance de fi Puissance de \i 
par laquelle par laquelle 
l'élément 

était divisible. 
l'élément 

a été d irisé. 
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et que les éléments suivants sont finis : 

n-h\àin—i i n c l . i à n—t i n c l . p u i s s a n c e o p u i s s a n c e 

i l à n—i i n c l . ( j . JJ-

( 4 & w ) { 2 à n i n c l . e t in n e t 71 + 2 à in i n c l . jjt p • 

i n - + - 1 p.2 H 2 

7 l - t - l à 2 7 l — l i n e ] . 7 l - i - l [i. |X 

Les seuls éléments qui sont finis appartiennent donc aux lignes 
i e tn + i àan — i incl. et aux colonnes i à n — i incl. e tn + i 
ou bien aux lignes i à n incl. et 2 n et aux colonnes n et n •+- 2 à 
2 « incl. 

Notre déterminant devient donc égal au produit de deux autres 
que j'appellerai D t et D 2 . 

Le déterminant Dj s'obtiendra en supprimant les lignes 

1 , n - t - i , 7 1 - + - 2 , in — 1 , 

et les colonnes 

1 , 2 , 3, . . . , /t — 1 , » + 1 . 

Le déterminant D 2 s'obtiendra en supprimant les lignes 

2 , 3 , 4 , n, in, 
et les colonnes 

7 1 , 7 1 - 1 - 2 , 71 + 3 , 2 7 1 . 

Voyons comment ces déterminants dépendront de r|. Pour cela 
je remarquerai que 

7) = l i m — = ( p o u r [ i = o ) 

n'entre que dans les termes de la diagonale principale; or le déter­
minant D, contient deux de ces termes, l'un appartenant à la 
colonne et à la ligne n, l'autre à la colonne et à la ligne in. 

Le déterminant D 2 contient aussi deux de ces termes, l'un appar­
tenant à la colonne et à la ligne 1 , l'autre à la colonne et à la 
ligne n + 1 . 

Il en résulte que et D 2 sont des polynômes du deuxième 
degré en 7 j . Ainsi notre équation en t\ se décompose en deux 
équations du deuxième degré, 
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d'-R d'-R 

<sfa2 dw3 efo2 dp\ 

# R 

dus 2 d7j5k dw^ dxs^ 

rf2R d'-R 

dmtd$i 
dm\ 

d 2 R d*R. djR _ d*R 

<fo 2efo 3 dm3d^!t dm±d$i T' 

Sous cette forme on voit immédiatement ce que d'ailleurs on 
pouvait prévoir : que cette équation en rj a ses deux racines égales 
et de signe contraire. 

Ces deux racines seront finies si le hessien de R par rapport à 

t n 2 , m3, nsi,, 

n'est pas nul. 

Elles seront différentes de o, si le hessien de R par rapport à 

OT2, BJ 3 , CT4, mn— j , TSn, j3B 

n'est pas nul. 
Quant à l'équation D 2 = o, elle aura ses deux racines nulles. 

En effet, nous savons qu'il y a toujours deux exposants caractéris­
tiques nuls et, par conséquent, que deux des valeurs de Y| sont 

Examinons d'abord l'équation D ( = o. 

Pour former le déterminant D ( , on peut appliquer la règle sui­

vante : 

Ecrire le hessien de R par rapport à 

changer les signes de la dernière ligne, celle qui contient les 

dérivées de ajouter ensuite — YI aux deux éléments qui sont 

, d*R , d*R 
égaux a -j—-j^ et a — - j — - = , - · 

' djsndpa dru a dp n 

On obtient la même équation plus simplement (le premier 

membre étant seulement changé de signe) en prenant le hessien 

de R, et ajoutant —1\ à l'un des deux éléments qui sont égaux à 

dmjd^n
 e t + à l'autre. Écrivons l'équation D, = o en supposant 

n — 4 pour fixer les idées : 
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nulles; or nous venons de voir que les racines de D, = o ne sont 
pas nulles en général : il faut donc admettre que ce sont les racines 
de D 2 = o qui sont toujours nulles. 

Comment ces résultats seraient-ils modifiés si la condition ( i ) 
du n° 7o n'était pas remplie d'elle-même? 

Dans ce cas on multiplierait (comme nous l'avons fait au n° 74) 
la première ligne par n°f, et on y ajouterait les 2 e , 3 e , . . . , nUme li­
gnes, multipliées respectivement par « ° , . . . , re° (je rappelle 
d'ailleurs que est nul); on multiplierait ensuite la (n-f- i ) U m e co­
lonne par ni, et on y ajouterait les n -f- 2 e , n -+- 3 e , . . . , 2 n i i m e co­
lonnes, multipliées respectivement par n?2, n°3, « * . Après 
cette transformation, tous les éléments du déterminant G (r ipL, p.) 
demeureraient les mêmes, sauf ceux de la première ligne et de 
la (n - + - i ) i L ' m e colonne. 

D'ailleurs, chaque élément [aussi bien ceux de la première ligne 
et de la (n -f- i ) i e m e colonne que les autres] est divisible par la puis­
sance de [Jt indiquée dans la 3 e colonne des tableaux (4) et (4 bis). 
Nous diviserons ensuite chaque élément par T et par la puissance 
de [A indiquée dans la 4" colonne des mêmes tableaux. 

Quand nous ferons ensuite p = o, un certain nombre d'éléments 
seront nuls et d'autres resteront finis, et cela conformément aux 
tableaux (4) et (4 bis). Notre déterminant se trouvera encore égal 
au produit de deux autres D, et D 2 , qui s'obtiendront comme plus 
haut. 

Tous les éléments de ces deux déterminants auront même 
expression que dans le cas précédent, sauf ceux de la première ligne 
et de la (n -f- i ) i è m e colonne. Or D, ne contient aucun élément de 
cette ligne et de cette colonne. 

Donc D< a la même expression que dans le cas précédent et les 
mêmes conclusions subsistent. 

Les valeurs de 71 sont finies si le hessien de R par rapport à ra2, 
7 n 3 , . . . , m „ _ t n'est pas nul, et elles sont différentes de o, si le 
hessien de R par rapport à ra2, ro3, . . . , jB„ n'est pas nul. 

En résumé, si F 0 ne dépend pas de x„, si le hessien bordé de F 0 

par rapport à x u x2, . . . , xn-t n'est pas nul, si les hessiens de R 
par rapport à ro2, 7 n 3 , . . . , T3„_i, et par rapport à ro2, cr3, . . ·, 
ran_t, ra„, p„ ne sont pas nuls, il n'y aura que deux exposants 
caractéristiques nuls. 
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Passons au cas où F 0 ne dépend ni de xn_t ni de xn. 

On verrait en raisonnant de la même manière que : 

Si le hessien bordé de F 0 par rapport à x,, x2, . . . , xn~2 n'est 

pas nul, si les bessiens de R par rapport à n*2, TO3, . . . , w„_ s et par 

rapport à va2, B J 3 , . . . , nsn_2. 0 ? « , et S« ne sont pas nuls, 

il n'y aura que deux exposants nuls. 
1 

Application au problème des trois Corps. 

78. Appliquons ce qui précède au problème des trois Corps ; nous 

avons vu aux n o s 15 et 16 comment on peut réduire le nombre des 

degrés de liberté à 3 dans le cas du problème plan et à 4 dans le 

cas général. 

Écrivons donc les équations du mouvement sous la forme que 

nous leur avons donnée dans ces n o s 15 et 16. 

Les deux séries de variables conjuguées sont alors 

P L , P ' L ' , H , 

l, V, h 

dans le cas du problème plan, et 

P L , P ' L ' , P R , P T , 

i, i', g, g' 
dans le cas général. On a d'ailleurs 

F „ = A L - 2 - + - A ' L ' - 2 , 

A et A' étant des coefficients constants. 

On voit donc que F 0 ne dépend pas de H dans le cas du pro­
blème plan, ni de T et de V dans le cas général. 

En premier lieu, le hessien bordé de F 0 par rapport à BL et 3'L' 
est égal à 

B L - * L ' - « - i - B ' L - « L ' ~ » , 

B et B' étant des coefficients constants. Le hessien bordé n'est donc 

pas nul. 

Les hessiens de R ne seront pas non plus nuls en général, ainsi 
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Calcul complet des exposants caractéristiques. 

79. Reprenons les équations ( i ) du n° 74 en faisant n = 3 pour 

fixer les idées : 

dx, _ dF dyt _ d? 
( 0 ~dT~dy-i' ' d l ~ ~ d x ' i C » - 1 » 1 ' 3 > -

Supposons qu'on ait trouvé une solution périodique de ces 

équations 
*t = ?.·(«)» yt=*ti(t) 

et proposons-nous de déterminer les exposants caractéristiques de 

celte solution. 

Pour cela, nous poserons 

xi = <P / (0 + h-. yi = ^L(t) + -m, 

puis nous formerons les équations aux variations des équations ( I ) , 
que nous écrirons 

dc,i d*F , V > D * F 

dçi _ ^ d1 F , d'Y 

~dt ~ 2àk d y i d x k

 % k ~*~2àk dytdyk

 r > k 

dr,i _ \ i d2F t ^ d2F ' 
= _ V a' b T _ V 

dt ^dkdxidxk ^dkdx,dyk 

et nous chercherons à intégrer ces équations en faisant 

( 3 ) S,, ru=e"T,, 

Si et T,- étant des fonctions périodiques de t. Nous savons qu'il 
existe en général six solutions particulières de cette forme [les 
équations linéaires ( 2 ) étant du sixième ordre]. Mais il importe 
d'observer que, dans le cas particulier qui nous occupe, il n'y a 
plus que quatre solutions particulières qui conservent cette forme, 
parce que deux des exposants caractéristiques sont nuls, et qu'il y 

qu'on peut s'en assurer sur des exemples; nous reviendrons d'ail­
leurs en détail sur ce point au Chapitre suivant. 

Donc les solutions périodiques du problème des trois Corps ont 
deux exposants caractéristiques nuls, mais elles n'en ont que deux. 
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a par conséquent deux solutions particulières d'une forme dégéné-

rescente. 

Cela posé, supposons d'abord p. = o, alors F se réduit à F 0 et 

ne dépend plus que de oc ̂  ^ je 2 ^ oc 2 * 
Alors les équations ( 2 ) se réduisent à 

tn,'\ f ? í - n
 d r ¡ i - V rf'F° f 

K ' dt ~ ' dt ~ Zàkdx\dx%™' 

Les coefficients de \ k dans la seconde équation ( 2 ' ) sont des con­

stantes. 

Nous prendrons comme solutions des équations ( 2 ' ) 

? 1 = S2=?3=0, 7¡1=»)?, »¡í=»¡2! >î»=>]jl 

ttj", T j j , T i ° étant trois constantes d'intégration. 

Cette solution n'est pas la plus générale, puisqu'elle ne contient 
que trois constantes arbitraires, mais c'est la plus générale parmi 
celles que l'on peut ramener à la forme (3) . Nous voyons ainsi que, 
pour u. = o, les six exposants caractéristiques sont nuls. 

Ne supposons plus maintenant que ¡x soit nul. Nous allons 

maintenant chercher à développer a, S¿ et T,-, non pas suivant les 

puissances croissantes de u., mais suivant les puissances de y/jX en 

écrivant 
a =a,y /|J--r-a2¡A-(-a3¡jiv/(ji.-i-..., 

S, = S? + S? / ¡ I + S? (x + S? p / ¡ I + . . . , 

T; = TJ ·+• T , 1 / ? -+- V P -+- T,? [x / i + · · · · 

Je me propose d'abord d'établir que ce développement est pos­

sible. 

Nous avons vu d'abord au n° 74 que les exposants caractéristi­

ques a peuvent se développer selon les puissances croissantes de ̂ jx. 

Démontrons maintenant que S,et T¿ peuvent aussi se développer 

suivant les puissances de <J[x. 
S,- et T¿ nous sont donnés en effet par les équations suivantes : 

\ dt jUdyidxk jUdytdyk 

D T I I , t . y d 2 F sk 1 y d * F Tk. 

\ dt ~r~ 1 £¿z-¿ cÍJ"/t dx¡ dyk 
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Soit ¡3,· la valeur initiale de S,- et [31 celles de T,-; les valeurs de St-
et de T,- pour une valeur quelconque de t pourront, d'après le n° 27, 
se développer suivant les puissances de p, de a, des ¡3; et des ¡31. 
De plus, à cause de la forme linéaire des équations, ces valeurs 
seront des fonctions linéaires et homogènes des ¡3,· et des ¡31. 

Soit, pour employer des notations analogues à celles du n° 37, 
fil + tyi la valeur de St- et [31 - + - i | / l celle de Tt- pour t — T. La con­
dition pour que la solution soit périodique, c'est que l'on ait 

<W = = °-

Les tyi et les ^1 sont des fonctions linéaires des ¡3; et des [31; ces 
équations sont donc linéaires par rapport à ces quantités. En 
général, ces équations n'admettent d'autre solution que 

P / = P / = o , 

de sorte que les équations ( 2 " ) n'ont d'autre solution périodique 
que 

S,- = T,- = o. 

Mais nous savons que, si l'on choisit a de façon à satisfaire à 
G(a, jj.) = o, les équations ( 2 " ) admettent des solutions pério­
diques autres que S,- = T,- = o. Par conséquent, le déterminant des 
équations linéaires <j/, = <|̂ - = o est nul. Nous pourrons donc tirer 
de ces équations les rapports 

et SI 
P'. P'. 

sous la forme de séries développées suivant les puissances de a et 
de p. 

Comme ¡3', reste arbitraire, nous conviendrons de prendre 
¡3', = 1 de telle sorte que la valeur initiale de T, soit égale à 1 . 
Les Pi et les [31 sont alors développés suivant les puissances de a 
et de p ; mais les S,- et les T,- sont, comme nous l'avons vu, dévelop-
pables suivant les puissances de a, de p, des ¡3,· et des j3'4et, d'autre 
part, a est développable suivant les puissances de y/p. 

Donc les S/et les T,-seront développables suivant les puissances 

de y/p. c. Q. F . n. 
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On aura en particulier 

T 1 = TJ + TI /HH -T i (* + . . . . 

Comme, d'après notre hypothèse, ¡3', qui est la valeur initiale 
de T) doit être égale à i , quel que soit p., on aura pour t = v 

T? = i o = TJ = T 5 = . . . = T f 

Ayant ainsi démontré l'existence de nos séries, nous allons cher­

cher à en déterminer les coefficients. 

Nous avons 

S ? = o , T? = 7 ) ? 

et 

/ ì/ = «*(s? + s,Vn + ...) 

dit 
(4) 

dt 

dru 

dt 

— ea.t 
dSf 

- - | 

dt 

+- a S ° 

dTf 

iU=e*i(TÏ + TidJ. 

dS) 

dt 

dJS}-

•aTf + a /jxT,' • 

Nous développerons d'autre part les dérivées secondes de F 

qui entrent comme coefficients dans les équations ( 2 ) en écrivant 

( 5 ) 

d*F 

dyi dxk 

d*F 

dytdyk 

d'-F 

dxt dxic 

d*F 

dxt dyk 

A?A-t- jiAfi-H- [x2A*A-f-. . . , 

:B?tH-|lB»*+|*«B?t-l-..., 

C?A.+ fxG?it + |x2Ct

A.+..., 

D^H-pD -̂t-î D,4*-!-.... 

Ces développements ne contiennent que des puissances entières 

de [A et ne possèdent pas, comme les développements (4)) des 

termes dépendants de y/jju 
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( 6 ) 

Nous substituons dans les équations ( 2 ) les valeurs (4 ) et (5) à la 
place des lj, des TJ, de leurs dérivées et des dérivées secondes de F. 
Dans les expressions (4) je suppose que a soit développé suivant 
les puissances de y/jl, sauf lorsque cette quantité a entre dans un 
facteur exponentiel eat. 

Nous identifierons ensuite en égalant les puissances semblables 
de \fû. et nous obtiendrons ainsi une série d'équations qui per­
mettent de déterminer successivement 

a „ a 2 , a 3 ) Sf, S], T » , T i ' 
Je n'écrirai que les premières de ces équations obtenues en 

égalant successivement les termes tout connus, les termes en y/jjï, 
les termes en u., . . . . Je fais d'ailleurs disparaître le facteur e a r 

qui se trouve partout. 

Égalons d'abord les termes en y/jx; il vient 

j § + « . S ? = S * A ? 4 S ¿ - i - Z i B f c T L , 

1 Ç + a. T ? = 2 ¡ * G ? * S ¿ + 2 * D » * T l . 

Egalons les termes en p., il vient 

i u o l , _ cl „ ÇO 

( 8 ) ^ T + a ] b i ' " , - a 2 S ¿ 

j = S * ( A ? A S ? . + A ? ; t S A - H B ? A . n + B 2

í n ) ( ¿ = i , 2 , 3 ) , 

outre trois équations analogues donnant les —¿¡j-' 

Si l'on tient compte maintenant des relations (6 ) , les équations (7) 
deviennent 

S f - 0 ' -^T + ̂ -m-^Ci^k. 
La première de ces équations montre que SJ, S.' et SJ sont des 

constantes. Quant à la seconde, elle montre que est une con-

On observera que 

A ? * = B ? * = D f c = o, 

C m rym r> m -r>m * m 

ik = ^ k i i &ik — &kii A i k = 
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( 9 ) 

«i7i? = G?1Sl-i-C/,1Si + C?,Sl> 
ce qui établit trois relations entre les trois constantes v¡¿, les trois 
constantes S' et la quantité inconnue a,. 

De son côté, l'équation (8 ) s'écrira 

a, S> = 2*15̂0. 
Les B 2

A sont des fonctions périodiques de t; développons-les 
d'après la formule de Fourieretsoit ¿>,*le terme tout connu de B 2

A . 
Il viendra 

ou, en tenant compte des équations (9), 

(10) a? S' =̂ (̂0?., S¡ -h C22S< + C%3 SJ). En faisant dans cette équation ( 1 0 ) ¿ = 1 , 2 et 3, nous aurons trois 
relations linéaires et homogènes entre les trois constantes S¿. En 
éliminant ces trois constantes, nous aurons alors une équation du 
troisième degré qui déterminera oc2. 

Si nous posons, pour abréger, 

e n = b t i G?* + b i t G ? i k •+• bit C»*, 
l'équation due à cette élimination s'écrira 

en—a? eu 
(n) e n e22 — «î 

«31 «32 
Elle peut encore s'écrire 

e i 3 

¿ 2 3 

e 3 3 — a* 

— «1 0 0 ̂•1 1 
C.o ̂12 

CÎ3 0 
— a. 

0 2̂2 0 0 
— at 

U 3 1 c? 2 • c§3 

bn 

¿<12 

b¡3 

— «1 0 
O 

*tl 
bu ¿ 2 3 O 

— «1 
O 

*»1 
bn &33 O 

0 — *1 

stante', mais comme TJ doit être une fonction périodique, cette 

constante^oit être nulle, de sorte qu'on a 
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Cî,= -
d*F0 

dx\ dx\ 
et 

ou 

E T 

dyUyï 

Hjk = — S A. mi m/c sin co, (io = m\y \ -+- mìy\ -+- m3y\-v- li) 

bac — — A nii mic si n 1 0 . 

La sommation représentée par le s i g n e ^ s'étend à tous les termes, 

quelles que soient les valeurs entières attribuées à N I , , m 2 et m 3 . 

La sommation représentée par le signe ^ s'étend seulement aux 

termes tels que 

«! m, -+- m, -+- n3 m3 = o. 

Sous le signe ̂  nous avons par conséquent 

U> = » 1 2 7 0 2 + m3m3 - T - 11. 
Cela nous permet d'écrire 

La détermination de a, est la seule partie du calcul qui présente 
quelque difficulté. 

Les équations analogues à ( 7 ) et à (8 ) , formées en égalant dans 
les équations ( 2 ) les coefficients des puissances semblables de y/y,, 
permettent ensuite de déterminer sans peine les a*, les S™ et 
les T'". Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant : 

Les exposants caractéristiques a sont développables suivant 

les puissances croissantes de \Jp. 

Concentrant donc toute notre attention sur la détermination 
de a,, nous allons étudier spécialement l'équation ( 1 1 ) . Nous 
devons chercher d'abord à déterminer les quantités C°A et ba-

On a évidemment 
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"1 n2 n3 
0 0 0 

O — <*1 o 6 2 2 6 2 3 0 

o 0 — « i 6 3 2 6 3 3 0 

W 3 c 2 3 C 3 3 — ai 0 " 3 

C° 
"-M 2 

C 2 2 C § 2 0 — *1 7l2 

U l 1 C » , c 3°, 0 0 n. 

Dans le cas particulier où. l'on n'a plus que 2 degrés de liberté, cette 
équation s'écrit 

« 2 O 0 

0 — «i 
d*R 

0 

CU po — «1 

e s , "-•il 0 »1 

( n 2 CJ, — 2 / i i / i i C 5 j - i - / i | C % ) . 

L'expression n J C " 2 — 2 « , « 2 C y 2 + /i 2CJ, ne dépend que de a:? 
et ou, si l'on veut, de n{ et de n2. Quand nous nous serons donné 
les deux nombres n, et n2, dont le rapport doit être commensu-
rable, nous pourrons regarder n2

t C ' a — 2 n, n2 C° 2 -t- raijC", comme 
une constante donnée. Alors le signe de <x\ dépend seulement de 

. . . c(»R 
celui de -=— 

Quand on s'est donné « 1 et n2, on forme l'équation 

( 1 2 ) 

Nous avons vu au n° 42 qu'à chaque racine de cette équation cor­
respond une solution périodique. 

H. P. — I. i3 

Si un ou deux des indices i et k sont égaux à t , bu, sera défini par 

la relation 
m bu -t- 7i2 bu -t- n3 b i 3 = o. 

Nous allons, à l'aide de cette dernière relation, transformer 

l'équation ( 1 1 ) de façon à mettre en évidence l'existence de deux 

racines nulles et à réduire l'équation au quatrième degré. 

Je trouve en efifet, par une simple transformation de détermi­

nant et en divisant par a~, 
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Considérons le cas général où l'équation ( 1 2 ) n'a que des racines 
simples; chacune de ces racines correspond alors à un maximum 
ou à un minimum de R. Mais la fonction R, étant périodique, pré­
sente dans chaque période au moins un maximum et un minimum 
et précisément autant de maxima que de minima. 

Or pour les valeurs de vs.2 correspondant à un minimum, est 

positif; pour les valeurs correspondant à un maximum, celle 

dérivée est négative. 
Donc l'équation ( 1 2 ) aura précisément autant de racines pour 

lesquelles cette dérivée sera positive que de racines pour les­
quelles celte dérivée sera négative, et par conséquent autant de 
racines pour lesquelles a 2 sera positif que de racines pour les­
quelles a 2 sera négatif. 

Cela revient à dire qu'il y aura précisément autant de solutions 
périodiques stables que de solutions instables, en donnant à ce 
mot le même sens que dans le n° 59. 

Ainsi, ci chaque système de valeurs de n, et de n2, corres­
pondront au moins une solution périodique stable et une solu­
tion périodique instable et précisément autant de solutions 
stables que de solutions instables, pourvu que p. soit suffisam­
ment petit. 

Je n'examinerai pas ici comment ces résultats s'étendraient au 
cas où l'équalion ( 1 2 ) aurait des racines multiples. 

Voici comment il faudrait continuer le calcul. 
Imagiions que l'on ait déterminé complètement les quantités 

a l ) « 2 , 

et les fonctions 
ç o c l 

r r . 0 "T* 1 rym — i 

1 i 1 x i ï • · · j 1 i 
et que l'on connaisse les fonctions S"4"' et T™ à une constante 
près. Supposons qu'on se propose ensuite de calculer c t m + 1 , 

d'achever la détermination des fonctions S " + l et T" et de déter­
miner ensuite les fonctions S"' + 2 et T"'1"1 à une constante près. 

En égalant les puissances semblables de p. dans les équations (4) , 
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E X P O S A N T S C A R A C T É R I S T I Q U E S . 2 2 7 

on obtient des équations de la forme suivante, analogues aux équa­
tions (7) et (8), 

~ - d t + 2 * C ? A . S f - ' - 1 — » , T f - » , „ + , T ° = quantité connue 

( l 3 ) | rfS?1+î [ ( ¿ = 1 , 3 , 3 ) . 

-HS / tB^T™—o^S"'" 1 " 1 — a „ , + ) S ' = quantité c o n n u e 
dt 

Les deux membres de ces équations ( 1 2 ) sont des fonctions pério­
diques de t. Égalons la valeur moyenne de ces deux membres. Si 
nous désignons par [ U ] la valeur moyenne d'une fonction pério­
dique quelconque Q, si nous observons que, si U est périodique, 
on a 

r d i n 

si nous rappelons que, étant connu à une constante près, 

T ; « - [ T T ] et 

[B/UTT-tn"])] 

sont des quantités connues, nous obtiendrons les équations sui­
vantes : 

, ( S * C M s r + 1 ] - a 1 [ T n - a „ » - 1 T ? = quantité connue ) , . 
( • 4 ) \ m \ \ l — 1 i a i 3 ) -

( 2 A - 6 M [ T a ] — a , [ S " , + 1 ] — a „ 1 + 1 S ' = quantité connue \ 

Ces équations ( i 4 ) vont nous servir à calculer a m + 1 , [ T " ' ] et 
[S™ + <] et par conséquent à achever la détermination des fonctions 
T™ et S™+1 qui ne sont encore connues qu'à une constante près. 

Si l'on additionne les équations ( i4 ) après les avoir respective­
ment multipliées par 

S i s i S ' T " T ° T ° 
" I l " i l 0 3 > 1 1 I 1 27 1 3 > 

on trouve 

2 2 S,' T j a , „ + 1 = quantité connue, 

ce qui détermine a m + ) . 

Si dans les équations ( i4 ) on remplace cLm+l par la valeur ainsi 
trouvée, on a, pour déterminer les six inconnues [ T " ] et [ S ™ + l ] , 
six équations linéaires dont cinq seulement sont indépendantes. 

Cela posé, on déterminera [T™] par la condition que [ T " ] soit 
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Solutions dégénérescentes. 

80. Reprenons les équations ( i ) du numéro précédent 

dxt dF dyi dF 

M -dT = dy-l' ~dt=-dxi = 3)-
Nous avons supposé qu'il existait une solution périodique de 
période T 

X i = < ? i ( t ) , Yi = tyi(t)\ 
posant ensuite 

Xi = a>; -+- \ i , yi = i/i -+- r„-, 

nous avons formé les équations aux variations 

\ ~dl- 2* dy~dx~k '
;' +2d dyidyk

 71*« 

' — ~dx7dx~k ~~ dxTdy~k

 r,k' 
Ces équations, ayant en général quatre exposants caractéristiques 
différents de o, admettront quatre solutions particulières de la 
forme 

Sj et T,- étant périodiques. Nous avons appris à former ces inté­

grales. 
Mais les équations ( 2 ) auront, en outre, deux exposants caracté­

ristiques nuls : elles admettront donc deux solutions particulières 
de la forme 

( ii = s " , w = T", 

nul pour t = o, conformément à l'hypothèse faite plus haut, et les 
cinq équations (i4) restées indépendantes permettront de calculer 
les cinq autres inconnues. 

rfT'"+l 

Les équations ( i 3 ) nous permettront ensuite de calculer—^— 

rfS'"+î 

et —^— et, par conséquent, de déterminer les fonctions T™ + l et 

S"' 4 2 à une constante près; et ainsi de suite. 
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SJ, T™, S", T(* étant périodiques de même période que tp<-, <{<,•, S, 

et IV 

Comment doit-on s'y prendre pour former ces solutions (3 )? 
Nous avons vu au n" 42 que les équations ( i ) admettent une 

solution périodique 

(4) 37-<?;(*> £)> 7 = W > ^ ' ) . 

de période 
T 

l - f - s ' 

qui se réduit à 

pour e = o. 

Les fonctions »,· et <j>,- sont développables suivant les puissances 
croissantes de e. 

Posons maintenant 
< — , d ou u = t(i-i-t). 

1 - i - £ 

Si nous substituons cette valeur à la place de t dans les équa­

tions (4) , il viendra 

3 7 = 6,-(M, JX, e ) . j ' , = 8 , ( « , p . , e ) . 

Les fonctions 9,· et 0/ seront encore développables suivant les 

puissances de p et de s; mais elles seront périodiques en u et la 

période sera constante et égale à T ; elles seront donc dévelop­

pables suivant les sinus et cosinus des multiples de 

Si h est une constante quelconque 

3 7 = c p , ( f M - A , p , s ) , y i = <Ji , -( i + / i , p , E) 

est encore une solution des équations ( i ) , puisque le temps n'entre 
pas explicitement dans ces équations. Cette solution contient deux 
constantes arbitraires h et s. 

Le n° 54 nous fournit le moyen d'en déduire deux solutions des 
équations aux variations ( 2 ) . 
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Ces solutions s'écrivent 

t _ d o t -r _ d i / i 

et 

Après la differentiation il faut faire h = s = o. 

Or il vient 

? . · ( ' , f», 0 = 8 « [ « ( i - î - 0 , H, &], 

d'où 
do,- do,- _ d»i d u d^i 

~dh ~ ~dt ~ ~dû~ ~dt = ~dû ^ + 

d ' \ t _ É% _ dût d u _ de± 
dh ~ dt ~ d u dt ~ d u + 

et pour s = o 

D'autre part) 

d o , _ d \ dtyi _ d&i 

dh d u ' dh d u ' 

d o t _ dtii d u dbi _ dOt eft),-

dt d u d t dt d u dt ' 

dig _ dSi d u d&i _ dBi d S t 

dt d u dt dt d u "t~ dt 

ou, pour e = o , 

<*<?' _ , f% dtyt _ , d t y i d8t 
" d l d t ^ d t ' dt ~ e dt + ~ d 7 ' 

Les solutions cherchées des équations ( 2 ) sont donc 

£ . _ e," — d ° ' „ — T" 

et 

{ , = « S Ï - H S ? , v = * T ï + Ty 

avec 
rfe, „ . de,-
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Je dis que les fonctions S'¡, T"¿, S*, TJ sont périodiques en t de 
période T. En effet, 9,· et B¿ sont périodiques de période T en M ; 
cette période étant indépendante de e, les dérivées 

ddi d0i d b i dfy 

( 3 ) d u ' ~dü' l ü ' d z 

seront également périodiques en u. Mais, pour s = o, u—t; si 
donc on fait après la diffërentialion z = o, ces quatre dérivées (5) , 

c'est-à-dire les quatre fonctions S"¿, T'¡, S*, TJ seront périodiques 
en l. c. Q. F . D. 

Ces quatre fonctions seront, comme 9¿ et ®¿ dont elles sont les 

dérivées, développables suivant les puissances croissantes et posi­

tives de p (je rappelle que S¿ el T,-, dans le numéro précédent, 

étaient développables suivant les puissances non de p, mais de y/p.). 

Pour p — o, tp¿ se réduit à une constante x] ; donc — S"¿ s'an­

nule. Donc S¿ est divisible par p, de même que dans le numéro 

précédent S,- était divisible par y/p. 

Au contraire SJ n'est pas divisible par p. 

Dans un Mémoire que j'ai publié dans les Acta mathematica, 
t. XIII, p. 107, je suis amené à considérer des équations analogues 
aux équations (2) et deux solutions particulières de ces équations 

%i = S¿, T¡/ = T¿, 

C¿ = S™-4- atS% m = 1 7 + aíT'!. 

J'appelle a un des exposants caractéristiques, de telle sorte que a 
est développable suivant les puissances impaires de y/p, et que p 
est lui-même développable suivant les puissances de a 2 et est divi­
sible par a 2. 

Je suppose que l'on remplace p par cette valeur, de sorte que 
toutes nos fonctions se trouvent développées suivant les puissances 
de a. J'annonce ensuite que S'¿ et S'¡ sont divisibles par a. En effet 
S¿, comme nous venons de le voir, est divisible par p et p par a 2. 

D'autre part, nous avons manifestement 
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puisqu'il faut multiplier par a la solution que je viens d'étudier 

È , = S ? - I - / S ; , 

pour obtenir la solution considérée dans les Acta mathematica 

J'ai cru devoir faire cette remarque parce qu'un lecteur inattentif 
aurait pu ne pas prendre garde à ce facteur a et croire à une con­
tradiction entre le résultat énoncé dans les Acta et ceux que je 
viens de démontrer. 
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CHAPITRE V. 

NON-EXISTENCE DES INTÉGRALES UNIFORMES. 

81. Reprenons nos équations canoniques 

diïi _ dF dyi _ dF 

dt dyi ' dt dxt ' 

F = F„ + |JIF1 + F I » F , + . . . . 

Je suppose d'abord que F„, qui ne dépend pas des j 'Y, dépend 
des n variables Xi et que son hessien par rapport à ces n variables 
n'est pas nul. 

Je me propose de démontrer que, sauf dans certains cas excep­
tionnels que nous étudierons plus loin, les équations ( i ) n'ad­
mettent pas d'autre intégrale analytique et uniforme que l'inté­
grale F = const. 

Voici ce que j'entends par là : 
Soit $ une fonction analytique et uniforme des x, desy et de u., 

qui doit de plus être périodique par rapport aux y. 

Je ne suis pas obligé de supposer que cette fonction soit analy­
tique et uniforme pour toutes les valeurs des x, des y et de u.. 

Je suppose seulement cette fonction analytique et uniforme 
pour toutes les valeurs réelles desj ' , pour les valeurs suffisamment 
petites de u., et pour les systèmes de valeurs des x appartenant à 
un certain domaine D ; le domaine D peut d'ailleurs être quel­
conque et être aussi petit qu'on le veut. Dans ces conditions, la 
fonction <ï> est développable par rapport aux puissances de [A et je 
puis écrire^ 

* = <P0 -+- ( A * ! - t - JJ.2 <P2 -+-..., 

$ 0 , <&,, <I>2, · - · étant uniformes par rapport aux x et aux y et 
périodiques par rapport auxjr\ 
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Je dis qu'une fonction <ï> de cette forme ne peut pas être une 
intégrale des équations ( i ) . 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction <t 
soit une intégrale s'écrit, en reprenant la notation du n° 3, 

[ F , 1>] = o, 

ou en remplaçant F et $ par leurs développements 

o = [ F „ , <J>„] + n ( [ F „ t>„] + [ F „ , * , ] ) 

H - | i * ( t F „ [ F , , * , ] + [ F „ * , ] ) + . . . . 

Nous aurons donc séparément les équations suivantes, dont je ferai 
usage plus loin, 

( 2 ) [ F „ , * o l = o 

et 

( 3 ) [ F „ * , ] - 4 - [ F 0 , *,] = o. 

Je dis que je puis toujours supposer que 4>0 n'est pas une fonction 
de F,. 

En effet, supposons que l'on ait 

* o = " K F « ) . 

Je dis que la fonction <J; sera une fonction uniforme en général, 
quand les variables x resteront dans le domaine D. 

Nous avons en effet 

F 0 = Fo(a?i , x u . . . , xn). 

Nous pourrons résoudre cette équation par rapport à x, et écrire 

xi = 8 ( F o , x%, . . . , xn), 

d F 

et 8 sera une fonction uniforme à moins que - ^ J ne s'annule à 

l'intérieur du domaine D. t 

En remplaçant par sa valeur 9 dans 

( X , , X%, . . . , Xn.\ 

y i , y % , • • • , y n ) ' 
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il vient 
^ / % \ , · · · , %n \ _ • / Fo, X , , . . . , x „ \ 

0 \ 7 1 . R 2 . J ' * . • • • . 7 « / ' 

i>„ est une fonction uniforme des # et des .y; si l'on y remplace x, 
par la fonction uniforme 6, on obtiendra une fonction uniforme 
de F 0 , de x-2, .. , xn et desjr-; mais, par hypothèse, cette fonction <!¿ 
ne dépend que de F 0 . 

Donc <I> = est fonction uniforme de F 0 . 

Cela a lieu pourvu que ne s'annule pas dans le domaine D ; 

cela aura lieu également si l'une des dérivées ne s'annule pas 

dans Je domaine D. 

Cela posé, si 3» est une intégrale uniforme, il en sera de même 

de 
* - < K F ) . 

Í» — •} (F) est développable suivant les puissances de u. et de plus 
est divisible par p., puisque <ï>0 — \ (Fo) est nul. Posons donc 

* — 4<(F) = H1*': 

sera une intégrale analytique et uniforme et il viendra 

<P' = <l>' 0 + ¡I*', + - H . . . , 

En général, í>¡, ne sera pas une fonction de F„ ; si cela avait lieu, 
on recommencerait la même opération. 

Je dis qu'en recommençant ainsi cette opération, on finira par 
arriver à une intégrale qui ne se réduira pas à une fonction de F 0 

pour p. = o. 

A moins toutefois que <I> ne soit une fonction de F, auquel cas 
les deux intégrales F et i> ne seraient plus distinctes. 

En effet, soit J le jacobien, ou déterminant fonctionnel de 3» et 
de F par rapport à deux des variables x et y. Je puis supposer 
que ce jacobien n'est pas identiquement nul, puisque, si tous les 
jacobiens "étaient nuls, i> serait fonction de F, ce que nous ne 
supposons pas. 

J sera manifestement dé\eloppable suivant les puissances de p.. 
De plus J s'annulera avec p, puisque 4>0 est fonction de F 0 . J sera 
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donc divisible par une certaine puissance de u,, par exemple 
par p P . 

Soit maintenant J'le déterminant fonctionne] ou jacobien de <ï>' 
et de F; on aura 

J = pJ' , 

de sorte que J' ne sera plus divisible que par u./ 7 - 1. 

Ainsi, après p opérations au plus, on arrivera à un jacobien qui 
ne s'annulera plus avec u, et qui correspondra, par conséquent, à 
une intégrale qui ne se réduira pas pour u, = o à une fonction 
d e F „ . 

Par conséquent, s'il existe une intégrale <I> analytique et uniforme 
et distincte de F, mais telle que soit fonction de F 0 , on en 
pourra toujours trouver une autre de même forme et qui ne se 
réduira pas à une fonction de F 0 pour u, = o. 

Nous avons donc toujours le droit de supposer que 4>„ n'est 
pas fonction de F„ . 

82. Je dis maintenant que $ 0 ne peut dépendre des y. 
Si en effet <I>0 dépend des y , ce sera une fonction périodique de 

ces variables, de sorte que nous pourrons écrire 

les mi étant des entiers positifs ou négatifs, les A des fonctions 
des Xi et la notation Ç représentant pour abréger l'exponentielle 
imaginaire qui multiplie A. 

Cela posé, nous avons 

R „ V* dFn d<P, 

puisque F„ ne dépend pas desy et que les sont nuls. 

D'autre part, 
GM>„ „ / — . „ 

de sorte que l'équation ( 2 ) s'écrit 

dF„ 

dx\ 

1 „ . / dF„ dF0 , dFa\ 
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et, comme ce doit être une identité, on aura, pour tous les systèmes 
de valeurs entières des m,-, 

de sorte qu'on doit avoir identiquement, ou bien 

(4) A = O, 

ou bien 

De l'identité (5) on déduirait, par différentiation, 

m ' d ï l c £ ï = 0 ( » = ' . » . · · · » ) · 

i = I 

Or cela ne peut avoir lieu que de deux manières : 

Ou bien si 

«I[ — nii — .. . = mn = O, 

ou bien si le hessien de F 0 est nul. 
Or nous avons supposé au début que le hessien n'était pas nul. 
Donc A doit être identiquement nul, sauf pour le terme où 

tous les mi sont nuls. 

Cela revient à dire que $ 0 se réduit à un seul terme qui ne 

dépend pas des y. c. Q. F. D. 

Examinons maintenant l'équation (3). Comme F 0 et <ï>0 ne 
dépendent pas desjK, celte équation peut s'écrire 

d<ï>„ d¥y v dF0 eH>, 

^
ff<PO dvt ^RI dl<0 d<l>, __ 
dxi dyt £d dxi dyt ~ 

D'autre pari, F, et <&K sont périodiques par rappoit auxjj/ et, par 

conséquent, développables suivant les exponentielles de la forme 

les mi étant des entiers positifs ou négatifs. 
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Pour abréger, je désignerai, comme plus haut, cette exponen­
tielle par Ç et j'écrirai 

F, = SBÇ, 4 > , = SCÇ, 

les B et les C étant des coefficients dépendant des x seulement. 
On aura alors 

= Z B m , ; , -P- = Z C m/Ç, dyt v * dyt 

de sorte que l'équation (3 ) , divisée par y '— i , s'écrira 

Comme cette équation est une identité, nous devrons avoir pour 
tous les systèmes de valeurs entières des nii 

La relation (6) doit avoir lieu pour toutes les valeurs des x. 
Donnons alors aux x des valeurs telles que 

le second membre de (6) s'annule. Nous devrons donc avoir, 
toutes les fois que les x satisferont à l'équation (7), ou bien 

( 8 ) B = o 

ou bien 

( 9 ) 2 » , , - £ - = < > . 

La fonction F ( est une des données de la question et il en est 
de même, par conséquent, des coefficients B. Il est donc aisé de 
reconnaître si l'égalité (7) entraîne l'égalité (8). En général, on 
constatera qu'il n'en est pas ainsi et on devra conclure que l'éga­
lité (9) est une conséquence nécessaire de l'égalité (7). 
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Soient maintenant pt, pit . . , , / ) „ un certain nombre d'entiers. 
Imaginons que l'on donne aux x des valeurs telles que 

dF„ dF0 dFa 

Pi dxt p% dx2 "' p„ dxn 

On pourra trouver une infinité de systèmes d'entiers m,, /n 2, 
mn tels que 

mip\ •+• mtpt - t - . · . - r - mnp„ = o. 

Pour chacun de ces systèmes d'entiers, on devra avoir 

et, par conséquent, 

ï m ; - 5— = 0 . 

La comparaison de ces deux équations montre que l'on doit avoir 

dFj. dF0 dF0 

dx, dxi dx„ 

d*» ~ d^± - · • 

dxt dxi dxa 

c'est-à-dire que le jacobien de F„ et de <ï>0 par rapport à deux quel · 
conques des quantités x doit être nul. 

Cela doit avoir lieu pour toutes les valeurs des x qui satisfont 
à des relations de la forme ( 1 0 ) , c'est-à-dire pour toutes les 

valeurs telles que les soient commensurables entre eux. Dans 

un domaine quelconque, quelque petit qu'il soit, il y a donc une 
infinité de systèmes de valeurs des x pour lesquels ce jacobien 
s'annule, et, comme ce jacobien est une fonction continue, il doit 
s'annuler identiquement. 

Dire que tous les jacobiens de F 0 et de $ 0 sont nuls, c'est dire 
que <E>0 est fonction de F 0 . Or cela est contraire à l'hypothèse que 
nous avons faite à la fin du numéro précédent. 

Nous devons donc conclure que les équations ( i ) n'admettent 
pas d'autre intégrale uniforme que F = C. c. Q. F . D. 
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Cas où les B s'annulent, 

83. Dans la démonstration qui précède, nous avons supposé que 
les coefficients B n'étaient pas nuls. Si un ou plusieurs de ces 
coefficients s'annulaient (et surtout si une infinité d'entre eux 
s'annulaient), il y aurait lieu d'examiner le raisonnement de plus 
près. 

Pour rendre possible l'énoncé des conséquences auxquelles je 
vais être conduit, je serai forcé d'introduire une terminologie nou­
velle. 

A chaque système d'indices m,, m2, . . ., m„ (où les /»,· sont 
des entiers) correspond un coefficient B. Je dirai que ce coefficient 
devient séculaire quand les xt prendront des valeurs telles que 

Voici ce qui peut justifier cette dénomination. 
Lorsque, dans le calcul des perturbations, on suppose que le 

rapport des moyens mouvements soit commensurable, quelques-
uns des termes de la fonction perturbatrice cessent d'être pério­
diques, et l'on peut dire alors qu'ils deviennent séculaires; ce qui 
se passe ici est tout à fait analogue. 

Je dirai que deux systèmes d'indices (mt, m2, m,,) et 
(m\, m'.,, . . ., m'n) appartiennent à la même classe lorsqu'on aura 

m i m* m , i 

m \ m'2 ' ' ' m'n 

et que deux coefficients B appartiennent à la même classe lors­
qu'ils correspondent à deux systèmes d'indices appartenant à la 
même classe. 

Pour démontrer le théorème du numéro précédent, nous avons 
supposé qu'aucun des coefficients B ne s'annule en devenant sécu­
laire. 

Pour que le résultat soit vrai, il suffit que, dans chacune des 
classes, il y ait au moins un des coefficients B qui ne s'annule pas 
en devenant séculaire. 
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on aura également 

et par conséquent 

£ m < ^ = 0 ' 

„ „ d<ì>n _, „ , d<t>o 
• B S M I - P = o, B ' Ï M ~ = o . 

d.xi dx{ 

De la première de ces égalités on ne peut pas déduire 

V DF>„ 
d x t 

parce que B est nul; mais, comme B' n'est pas nul, la seconde éga­
lité nous donne 

D * 0 

et, par conséquent, 

Le reste du raisonnement se fait comme dans le numéro précé­
dent. 

Avant d'aller plus loin, considérons d'abord le cas particulier où 
il n'y a que deux degrés de liberté. 

11 n'y aura alors que deux indices m, et m2 et une classe sera 
entièrement définie par le rapport de ces deux indices. Soit ~k un 
nombre commensurable quelconque; soit G la classe d'indices où 

•~ = A . Je dirai, pour abréger, que cette classe C appartient au 

domaine D, ou est dans ce domaine si l'on peut donner aux x, un 
système de valeurs appartenant à ce domaine, et telles que 

- dF„ dF0 

A - j H - j — = o. 
dxi dxs 

H. P. — I. 16 

Supposons en eflet que le coefficient B qui correspond au sys­
tème (mt, m2, m„) s'annule, mais que le coefficient B' qui 
correspond au système (m\, m'2, . . ., m'n) ne s'annule pas. 

Si l'on donne aux x des valeurs telles que 
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Je dirai qu'une classe est singulière lorsque tous les coefficients 
de cette classe s'annulent en devenant séculaires et qu'elle est or­
dinaire dans le cas contraire. 

Je dis que le théorème sera encore vrai si l'on suppose que, dans 
tout domaine S faisant partie de D on peut trouver une infinité de 
classes ordinaires. 

Soit en effet un système quelconque de valeurs de x, et x2, tel 
que l'on ait en ce point 

^ dF0 rt*F0 

d x , dXi 

Supposons que ~k soit commensurable et que la classe qui corres­
pond à cette valeur de ~k soit ordinaire ; le raisonnement du numéro 
précédent pourra alors s'appliquer à ce système de valeurs et on 
devra conclure que, pour ces valeurs de x, et de x2, le jacobien de 
F 0 et de <t>0 par rapport et à x2 s'annule. 

Mais, par hypothèse, il existe, dans tout domaine 8 si petit qu'il 
soit faisant partie de D, une infinité de pareils systèmes de valeurs 
de x, et de x2. Par conséquent notre jacobien doit s'annuler en 
tous les points de D ; ce qui montre que $ 0 est une fonction de F 0 . 
On en conclurait, comme dans le numéro précédent, qu'il n'existe 
pas d'intégrale uniforme distincte de F. 

Il n'en serait plus de même si l'on pouvait trouver un domaine D 
dont toutes les classes soient singulières. 

On pourrait se demander alors s'il ne peut pas exister une inté­
grale qui reste uniforme non pas pour toutes les valeurs des x, 
mais quand ces variables ne sortent pas du domaine D. On verrait, 
en général, qu'il n'en serait pas ainsi ; il suffirait, pour s'en assurer, 
d'envisager dans l'équation 

[ F , 4>] = o, 

non plus seulement le terme indépendant de IX, et le terme en [X, 
mais le terme en IX2 et les termes suivants. 

Je n'insiste pas, cela n'a pas d'intérêt, car je ne crois pas que, 
dans aucun problème de Dynamique, se posant naturellement, il 
arrive que toutes les classes d'un domaine D soient singulières sans 
que tous les coefficients B s'annulent en devenant séculaires. 

Passons maintenant au cas où il y a plus de 2 degrés de liberté. 
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Cela posé, je dis que, si l'on peut trouver dans tout domaine 8 

Les résultats seront analogues, bien que l'énoncé en soit plus com­
pliqué. 

Soient 
P i , Pl< · · · , P n 

n nombres entiers quelconques. Considérons tous les systèmes 
d'indices m,, m 2 , · · ·, m„ qui satisfont à la condition 

n t i p i -T- m ^ p i - h . . . + m n p n - O. 

Je dirai que tous les coefficients correspondants appartiennent à 
une même f a m i l l e . 

Soient g classes définies par les systèmes d'indices suivants 

' » 1 , 1 . » » » , 1 » · · · , f i a . l 

m i , 1 , ' " 2 , 2 , · · · , "TRE,Î 
. . . . , . . . . , . . . , . . . . 

Si l'on ne peut trouver g entiers, 

« 1 , «J, . . . , aq, 

tels que l'on ait 

' = ? 

2 A ' " I * - ' = 0 ( * = I , 2 , . . . , 7 l ) , 
i = i 

je dirai que ces g classes sont i n d é p e n d a n t e s . 

Je dirai qu'une famille est o r d i n a i r e si l'on y peut trouver n — I 

classes indépendantes et ordinaires, et qu'elle est s i n g u l i è r e dans 
le cas contraire. Elle sera singulière du p r e m i e r o r d r e si l'on peut 
y trouver n — 2 classes indépendantes, ordinaires et singulières du 
qUme o r ( { r e , si l'on peut y trouver n — g — 1 classes indépendantes 
et ordinaires et qu'on n'en puisse trouver davantage. 

Je dirai qu'une famille définie par les entiers ( p \ , p - i , • · · , />«) 

appartient à un domaine D s'il existe dans ce domaine des valeurs 
des x telles que 

d F 0 = d F 0 = = dFo 

p i d x t p ï d x i ' " p n d x n 
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faisant partie de D une infinité de familles ordinaires, il ne pourra 
exister aucune intégrale uniforme distincte de F. 

Le raisonnement du numéro précédent est en effet applicable 
à tout système de valeurs des x qui correspond à une famille 
ordinaire. 

Les jacobiens de F 0 et de <50» par rapport à deux quelconques 
des variables x, devraient donc s'annuler une infinité de fois dans 
tout domaine S faisant partie de D, ce qui ne peut arriver que s'ils 
sont identiquement nuls. 

Je dis maintenant que, si l'on peut trouver dans tout domaine o 
faisant partie de D une infinité de classes singulières du qiime ordre, 
le nombre des intégrales uniformes distinctes que peuvent com­
porter les équations ( i ) est au plus égal à q - + - 1 (en y comprenant 
l'intégrale F ) . 

Supposons en effet qu'il y ail q -+- 2 intégrales distinctes; soient 

F, <pi, * 2 , <PÏ+I 

ces intégrales et supposons que pour = o elles se réduisent à 

(•o f„ *¿, *ï, 
Soit un système de valeurs des x correspondant à une famille 

irrégulière du ^ ' , m e ordre. Posons 
n — q — 1 = p . 

Il existera dans cette famille p classes ordinaires. Soient "ii,*, rrii,A, • · • , m „ ¿ . (A = 1 , 2, ...,/>) 
les systèmes d'indices correspondant à ces classes. 

On aura pour les valeurs des x considérées 
¿ = 1 1 = 1 

V1 dF0 vi d*g 
i=n i=n 

(k = \,i, ... p, h = i, 2, q-i-i). 
On en déduira que les jacobiens des q + 2 fonctions ( 1 1 ) par rapport à } + 2 quelconques des x doivent s'annuler pour les valeurs considérées des x. 
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Cas où le hessien est nul. 

84. Passons maintenant au cas où F„ ne dépend pas de toutes 
les variables x,, x2, . . . , xn. 

Je supposerai que F 0 dépend de x, et x2 seulement et que son 
hessien par rapport à ces deux variables n'est pas nul. 

Pour bien marquer la différence entre ces deux variables x, et x2 

et leurs conjuguées y, ely2 d'une part, et les autres variables x ely 
d'autre part, je conviendrai de désigner 

par la notation 

X3l X\l * * • Ï
 Xtl1 

y3, y ¡ , · • · , y n 

On observera d'abord que les conclusions du n" 81 subsistent 
et que, s'il existe une intégrale uniforme <ï> distincte de F, il est 
toujours permis de supposer que <&<, n'est pas fonction de F 0 . 

Cela posé, nous devons d'abord avoir 

rv I D F * D^<> D F « „ 
[ F ° ' * O ] = 3 ^ ~djy + dF, dyl = ° -

Posons 
l = EV^ÎT'IIRI-T-"^^', 

Et comme cela doit avoir lieu une infinité de fois dans chaque 
domaine S, on en conclura que ces jacobiens s'annulent identique­
ment et par conséquent que nos q + i intégrales ne peuvent pas 
être distinctes. 

Ces considérations ne présentent pas d'ailleurs d'intérêt pratique 
et je ne les ai présentées ici que pour être complet et rigoureux. 
On peut évidemment construire artificiellement des problèmes où 
ces diverses circonstances se rencontreront; mais, dans les pro­
blèmes de Dynamique qui se posent naturellement, il arrivera 
toujours, ou bien que toutes les classes seront singulières, ou bien 
qu'elles seront toutes ordinaires, à l'exception d'un nombre fini 
d'entre elles. \ 
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Cette relation doit être une identité, et, d'autre part, le hessien 
de F 0 n'étant pas nul, on ne peut avoir identiquement 

dF0 dF0 

m i dx~t

 + m> dx~> = °' 

à moins que m, et m2 ne soient nuls tous deux. 
On en conclurait, comme au n° 82, que <ï>o ne dépend ni deyt, 

ni de y%. 
Écrivons ensuite l'équation (3), nous aurons 

_ rf*o ^ F , _ d^o dJh dF0 d4>, 

dxi dy{ dx2 dy^ dx, dyt 

dFo d^_ y?/dF, d<t>,, riFi d<t>a\ _ 

dxî dy2 £i \ dzi du, du/ dzi ) ~~ 

Posons encore 

F , = 2 B Ç , -P^ZCr. 

Quand il sera nécessaire de mettre les indices en évidence, j'écrirai 

Il viendra 

- » < ' - S ) ë ) + * 2 ( £ £ " S S ) -
Cette relation doit être une identité : nous pouvons donc égaler à o 
le coefficient d'une quelconque des exponentielles Ç. Nous donne­
rons de plus aux x des valeurs telles que 

, . dF0 dF0 

de façon à faire disparaître les termes qui dépendent de C. 

nous pouvons écrire 
4>o = SAÇ 

les A étant des coefficients dépendant de x,, x2, des z et des u. 
Il vient alors 
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Il viendra 

^' ' \ m i dxi 2 dxt ) ^\dzt dut dui dzt ) 

Nous considérons comme appartenant à une même classe deux 
coefficients Bm_ m . B m ' ( ; O T ' 2 tels que 

m ] m' 2 — m 2 m' ( = 0 , 

et je dirai, pour abréger, que le coefficient B,„ l j O T 3 appartient à la 

classe — · Il suit de cette définition que le coefficient B 0 , 0 appar-
m2

 1 

tient à la fois à toutes les classes. 
D'après ce qui précède, si l'on donne aux x des valeurs qui satis­

font à la relation ( 1 2 ) , la relation ( i3) devra avoir lieu pour les 

coefficients B de la classe — • 

Soient alorsp et q deux entiers premiers entre eux, tels que 

m\ _ P 

m t ~ q 

Posons 

et 
T\ T> r\ VTT < *̂0 

Si l'on donne aux x des valeurs telles que 

DF„ | dFo 
dx\ ^ dx-t 

on devra avoir 

(,3bis) H RFD> ! V / R F D X ^ 0 RFD* RF<1>O\ _ Q 

dW\ ^—<\ D,2,- D«J D« , D ,̂- / ' 

et cela pour toutes les valeurs entières de ~k, positives, négatives 
ou nulles. 

Cela ne peut avoir lieu que de deux manières : 
i ° Ou bien si l'on a 
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d'où 
dF0 d<t>0 eiFo d<b0 _ 

dx, dx% dxi dx¡ 

On en déduirait par un raisonnement tout semblable à celui du 
n° 82 que 4>0 est fonction deF„, ce qui est contraire à l'hypothèse 
faite au début. 

2° Ou bien, si le jacobien de m — 3 quelconques des fonctions 
Dx par rapport aux 2 « — 3 variables Ç, s, et ui est nul. 

On en conclurait que, si l'on donne à x, et à x2 des valeurs con­
stantes satisfaisant à la condition (12 bis), il en résulte une rela­
tion entre 2/1 — 3 quelconques des fonctions Dx, de telle sorte que 
toutes ces fonctions peuvent s'exprimer à l'aide de 2 n — 4 d'entre 
elles. 

On peut énoncer encore ce résultat d'une autre manière : 
Considérons les expressions suivantes 

Si l'on suppose que l'on donne à x, et x2 des valeurs constantes 
satisfaisant à l'équation (12 bis), ces expressions ( i 4 ) dépendent 
de 2 « — 4 variables seulement, à savoir des z¿ et des u¡. 

S'il existe une intégrale uniforme, toutes ces expressions sont des 
fonctions de in — 5 d'entre elles ; ou, en d'autres termes, on peut 
trouver une relation entre in — 4 quelconques d'entre elles. 

Quelle est la condition pour qu'il existe trois intégrales uni­
formes distinctes 

F = const . , * = const . , i = const .? 

Soient F 0 , <I>0 et | 0 ce que deviennent ces trois intégrales pour 
¡JI = o. On démontrerait, comme plus haut, que l'on peut toujours 
supposer qu'il n'y a aucune relation entre F 0 , $0 et <jv 

On trouverait ensuite, en posant 

que l'on a 

dr. ¿d\dzt du¡ du/ du} 
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Ainsi l'équation ( 1 2 bis) entraîne, comme conséquence néces­
saire, non seulement l'équation (i3 bis), mais l'équation (i3 ter). 
Par un raisonnement tout pareil à celui qui précède, on verrait 
que cela ne peut arriver que de deux manières : 

Ou bien s'il y a une relation entre F 0 , 3>o et t!/ 0 i
 c e qui est con­

traire à l'hypothèse que nous venons de faire; 
Ou bien si le jacobien de 2 / 1 — 3 quelconques des fonctions Dx 

est nul ainsi que tous ses mineurs du premier ordre. 

Il en résulterait que, si x, et x2 satisfont à la condition ( 1 2 bis), 
il y a entre 2 / 1 — 3 quelconques des Dx non pas une, mais deux 
relations. 

En d'autres termes, les expressions ( i4 ) peuvent se calculer à 
l'aide de 2 « — 6 d'entre elles. 

Les expressions ( i4) qui dépendent des coefficients du déve­
loppement de la fonction F ( sont des données de la question et 
on pourra toujours vérifier s'il y a entre in — 4 de ces expres­
sions une ou deux relations. 

Généralement, on constatera qu'il n'y en a pas une seule et on 
en conclura qu'il n'existe pas d'intégrale analytique et uniforme 
autre que F. 

Qu'arriverait-il cependant s'il n'en était pas ainsi? Pour pouvoir 
énoncer le résultat d'une manière complète et rigoureuse, je vais 
me servir d'une terminologie analogue à celle du numéro précé­
dent. Je dirai qu'une classe est ordinaire s'il n'y a pas de relation 
entre in — 4 des expressions ( i4 ) formées avec les coefficients de 
cette classe, qu'elle est singulière du premier ordre s'il y en a une, 
singulière du second ordre s'il y en a deux, etc. Plus générale­
ment, une classe sera singulière d'ordre q s'il y a q relations entre 
un — 3 quelconques des quantités Dx. 

Soit 3 un domaine quelconque comprenant une infinité de sys­
tèmes de valeurs de x,, x2 des z et des u. 

Si l'on peut trouver dans le domaine S des valeurs àex, et x2 

satisfaisant à la condition ( 1 2 bis), je dirai que la classe ^ appar­

tient à ce domaine. J'ai dit des valeurs de x, et de x2 et non des 

valeurs de x,, x2 des z et des u parce que le premier membre 

de ( 1 2 bis) ne dépend que de x, et de x2. 

Je pourrai alors énoncer le résultat suivant : 
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Je désignerai par D un domaine comprenant une infinité de 
systèmes de valeurs de x,, x2 des z et des u. 

Si, dans tout domaine S faisant partie de D, on peut trouver une 
infinité de classes ordinaires, on pourra être certain qu'il n'existe 
pas en dehors de F d'autre intégrale qui soit analytique et uni­
forme par rapport aux x, auxjK> aux z et aux u, et de plus pério­
dique par rapport à y, et à y2 et qui reste telle pour toutes les 
valeurs réelles de y, et dey 2 , pour les valeurs suffisamment petites 
de ¡A, et pour les valeurs de xt, x2 des z et des u qui appartien­
nent au domaine D. 

Si, dans tout domaine 3 faisant partie de D, on peut trouver 
une infinité de classes singulières du c / l - m e ordre, il ne pourra pas 
exister plus de q + i intégrales uniformes distinctes, en v com­
prenant F. 

Application au problème des trois Corps. 

85. Je vais m'occuper maintenant d'appliquer les notions qui 
précèdent aux divers cas du problème des trois Corps. 

Commençons par le cas particulier défini au n° 9. Dans ce cas, 
nous avons 2 degrés de liberté seulement et quatre variables 

Xi = L , x t — G , 

y i = /, y* = g — * 

(cf. n° 9 ) ; on a d'ailleurs 

F 0 = —t -HA",. 
i x \ 

Le hessien de F 0 est nul, mais on peut, par l'artifice du n" 43, 
ramener le problème au cas où ce hessien n'est pas nul. 

Si donc il existait une intégrale uniforme, il faudrait que, dans 
le développement de F f (qui est la fonction perturbatrice des 
astronomes), suivant les sinus et les cosinus des multiples de y{ 

e t^ 2 , tous les coefficients s'annulent au moment où ils deviennent 
séculaires. 

L'examen du développement bien connu de la fonction pertur­
batrice montre qu'il n'en est pas ainsi. 
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Nous devons donc conclure que, dans ce cas particulier du pro­
blème des trois Corps, il n'y a pas d'intégrale uniforme distincte 
de F. 

Dans mon Mémoire des Acta mathemalica (t. XUI) , je me 
suis servi pour établir le même point de l'existence des solutions 
périodiques et du fait que les exposants caractéristiques ne sont 
pas nuls. La démonstration que je donne ici ne diffère de celle des 
Acta que par la forme, mais elle se prête mieux à la généralisation 
qui va suivre. 

Considérons maintenant un cas un peu plus général du problème 
des trois Corps, celui où le mouvement se passe dans un plan, et 
supposons qu'on ait réduit le nombre des degrés de liberté à 3 , 
ainsi qu'on l'a dit au n° 1 5 . 

Nous avons alors six variables conjuguées, à savoir 

P L , P'L', PN = H, 

l, V, h = ru — w'. 

Supposons que l'on développe la fonction perturbatrice F| de 
la manière suivante 

F , = S B , , , , ™ , ^ ^ ('».'+'"»''», 

les coefficients B O T i m s seront fonctions de S L , S ' L ' , H et h. 
Soient p et q deux entiers quelconques premiers entre eux; 

formons les expressions 

0 4 ) B ^ B V J L X . ? ( X , V = o, ± i , ± i , . . . . a d i n r . ) . 

Donnons à L et à L ' des valeurs satisfaisant à la condition 
( 1 2 bis), c'est-à-dire telles que le rapport des moyens mouvements 

soit égal à — 
P 

Pour que le problème admît une intégrale uniforme autre que 
l'intégrale des forces vives, il faudrait qu'il y eût une relation entre 
deux quelconques d'entre elles (n = 3 , 2 « — 4 = 2 ) , c'est-à-dire 
que toutes ces expressions ( I 4 ) fussent des fonctions de B 0 i 0 , 
c'est-à-dire de la partie séculaire de la fonction perturbatrice. Or 
l'examen du développement bien connu de cette fonction montre 
qu'il n'en est pas ainsi. 
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Nous devons donc conclure que, en dehors de l'intégrale des 
forces vives, le problème n'admet pas d'intégrale uniforme de la 
forme suivante 

<ï>(L, L', H, l, V, h) = const. 

périodique en l et U. 
Mais cela ne nous suffit pas, il nous faut encore démontrer que 

le problème n'admet pas d'intégrale de la forme suivante 

<J>(L, L', n, n', l, l', w, w')= const . , 

où la fonction $ dépend d'une manière quelconque de ra et de ro' 
au lieu de dépendre seulement de la différence ra — ra'. 

Pour cela il faut prendre le problème avec 4 degrés de liberté, 
ainsi que nous l'avons fait au n° 16. 

Nous aurons alors huit variables conjuguées 

PL, p'L', pu, p 'ir, 
l, TÏT, TO'. 

Les coefficients B ,„,,,„, et les expressions ( i4 ) dépendent alors 
de L, L', 11, II', m et m'. Quand on aura donné à L et à L' des 
valeurs constantes telles que le rapport des moyens mouvements 

soit égal à — ^ , les expressions ( ¡4 ) ne dépendront plus que des 

quatre variables II, II', m et ra'. 
Pour qu'il y ait une intégrale uniforme autre que celle des forces 

vives, il faut que l'on ait une relation entre quatre quelconques 
(s/i — 4 = 4 ) M = 4) des expressions ( i 4 ) î c'est ce qui arrive 
puisque toutes ces expressions sont fonctions seulement des trois 
variables II, II' et m — cj'. 

Rien ne s'oppose donc à ce qu'il existe une intégrale autre que 
celle des forces vives, et il en existe une en effet, à savoir l'inté­
grale des aires. 

Pour qu'il y eût deux intégrales, il faudrait qu'il y eût une rela­
tion entre trois quelconques de ces expressions; c'est-à-dire que 
toutes ces expressions dépendissent seulement de deux d'entre 
elles. U n'en est pas ainsi. 

Donc, en dehors de l'intégrale des forces vives et de celle des 
aires, le problème n'admet pas d'autre intégrale uniforme. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Passons enfin au cas le plus général du problème des trois Corps, 
et posons le problème comme au n° I I , c'est-à-dire avec 6 degrés 
de liberté et avec les douze variables : 

pL, pG, pe, p'L', P'G', p'e*. 

' *, S' »> g', »'· 

Les expressions (i4)> après qu'on a donné à L et à L' des valeurs 
constantes convenables choisies comme plus haut, dépendent 
encore des huit variables G, G', 0, 0' , g, g1, 9, 9'. 

Pour qu'il y eût q intégrales uniformes distinctes de F, il fau­
drait qu'il y eût une relation entre in — 3 — q = 9 — q quelcon­
ques des expressions ( i4)-

Il est aisé de vérifier que ces expressions dépendent seulement 
de cinq variables, à savoir de 

G, G', g, g1 

et de l'angle des plans des deux orbites osculatrices. 
11 y a donc une relation entre 6 = 9 — 3 quelconques des 

expressions ( i4)-
Rien ne s'oppose donc à l'existence de trois intégrales nouvelles 

et elles existent effectivement : ce sont les intégrales des aires. 
Mais il n'y a pas de relation entre 5 = 9 — 4 quelconques des 
expressions ( i4) -

Donc, le problème des trois Corps n'admet pas d'autre inté­
grale uniforme que celles des forces vives et des aires. 

Je me suis borné, pour ne pas interrompre le raisonnement, à 
affirmer qu'il n'existe pas de relations entre les expressions (i4)> 
je reviendrai plus loin sur cette question. 

On sait que M. Bruns a démontré (Acta mathematica, t. II) 
que le problème des trois Corps n'admet pas de nouvelle intégrale 
algébrique, en dehors des intégrales déjà connues. 

Le théorème qui précède est plus général en un sens que celui 
de M. Bruns, puisque je démontre non seulement qu'il n'existe 
pas d'intégrale algébrique, mais qu'il n'existe même pas d'inté­
grale transcendante uniforme, et non seulement qu'une intégrale 
ne peut pas être uniforme pour toutes les valeurs des variables, 
mais qu'elle ne peut même pas demeurer uniforme dans un 
domaine restreint défini plus haut. 
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Mais, en un autre sens, le théorème de M. Bruns est plus général 
que le mien ; j'établis seulement, en effet, qu'il ne peut pas exister 
d'intégrale algébrique pour toutes les valeurs suffisamment petites 
des masses; et M. Bruns démontre qu'il n'en existe pour aucun 
système de valeurs des masses. 

Problèmes de Dynamique où i l existe une intégrale uniforme. 

86. Il y a des problèmes où l'on connaît l'existence d'une inté­
grale uniforme et où l'on peut se proposer de vérifier que les con­
ditions énoncées dans les numéros qui précèdent sont effective­
ment remplies. 

Prenons comme exemple le problème du mouvement d'un point 
mobile M, attiré par deux centres fixes A et B. 

Je supposerai, pour simplifier, que le mouvement se passe dans 
un plan; je supposerai de plus que la masse de A est grande, 
tandis que celle de B est égale à une quantité très petite p, de 
telle façon que l'on puisse regarder l'attraction de B comme une 
force perturbatrice. 

Nous définirons alors la situation du point M par les éléments 
osculateurs de son orbite autour de A et nous désignerons ces 
éléments par les lettres L, II, /et ra, comme au n° 10. Nous aurons 
alors 

F = d 7 + SITI' D ' O Ù

 F°=^h> F , = M B ; 

F ( pourra se développer sous la forme suivante 

F , = ZBme*~»'i. 

Les coefficients BO T dépendent alors de L, II et tn, et, pour qu'il 
existe une intégrale, il faut qu'il y ait une relation entre deux 
quelconques des coefficients d'une même classe (« = 2 , 2 « — 2 = 2 ; 

je dis 2 / 1 — 2 , au lieu de 2 / 1 — 4) parce que F 0 dépend, non plus 
de deux variables x, et x2 comme aux n"' 84 et 85, mais d'une 
seule variable) quand on donne à L une valeur satisfaisant à la 
relation ( 1 2 bis). 

Mais ici tous les coefficients B / B (qui n'ont plus qu'un seul 
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indice) appartiennent à une même classe et une relation ( 1 2 bis) 
s'écrit simplement 

dF„ 
m d ï ï = 0 ' 

ou L = » . Il ne pourrait donc y avoir de difficulté que pour les 
valeurs infinies de L. Si donc nous reprenons le langage abrégé 
des numéros précédents, et si l'on appelle D un domaine quel­
conque formé par une infinité de systèmes de valeurs deL, II et n i , 
mais tel que, pour tous ces systèmes, la valeur de L soit finie, la 
classe dont font partie tous ces coefficients B n'appartiendra pas 
au domaine D ; rien ne s'opposera donc à l'existence d'une inté­
grale qui reste uniforme dans ce domaine D. 

Passons à un autre problème; celui du mouvement d'un corps 
pesant autour d'un point fixe. 

Ce problème a été intégré dans trois cas particuliers différents 
par Euler, par Lagrange et par M m e de Kowalevski (cf. Acta malhe-
matica, 12). Je crois savoir que M m e de Kowalevski a découvert 
encore de nouveaux cas d'intégrabilité. 

On peut donc se demander si, dans ce problème, les considéra­
tions exposées dans ce Chapiti-e s'opposent à l'existence d'une 
intégrale uniforme autre que celles des forces vives et des aires. 

Je supposerai que le produit du poids du corps par la distance 
du centre de gravité au point de suspension est très petite, de telle 
façon que l'on puisse écrire les équations du problème sous la forme 

<teu _ dF dyt _ dF 

dt dyi' dt dxi' 

F = F „ + jxF,. 

Les xi et les yi forment trois couples de variables conjuguées; 
F désigne l'énergie totale du système; F 0 est sa demi-force vive; 
u. est une quantité très petite et [xFt représente le produit du poids 
du corps par la distance du centre de gravité à un plan horizontal 
passant par le point de suspension. 

Dans le cas où y. est nul (c'est-à-dire où le centre de gravité 
coïncide avec le point de suspension), le mouvement du corps 
solide se réduit à un mouvement à la Poinsot. Comme nous sup­
posons [x très petit, c'est ce mouvement à la Poinsot qui va nous 
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servir de première approximation, à la façon du mouvement képlé-
rien dans l'étude du problème des trois Corps par les approxima­
tions successives. 

Je dois, avant d'aller plus loin, définir deux quantités n et n', 
que j'appellerai les deux moyens mouvements et qui joueront un 
rôle important dans cê qui va suivre. Dans le mouvement à la 
Poinsot, l'ellipsoïde d'inertie roule sur un plan fixe: soit P le pied 
de la perpendiculaire abaissée du point de suspension sur ce plan 
fixe et Q le point de contact. Ce point de contact appartient à 
une courbe fixe par rapport à l'ellipsoïde et appelée polhodie. Au 
bout d'un certain temps T, le même point de la polhodie reviendra 
en Q' en contact avec le plan fixe. Soit a l'angle QPQ'. Nous 
poserons 

27T , A 
n = ~Y , n = ^ 

et n et n! seront les deux moyens mouvements. 
Cela posé, les équations du mouvement à la Poinsot pourront 

s'écrire de la manière suivante. 
Soient x,y et z les coordonnées d'un point quelconque du corps 

solide en prenant l'origine des coordonnées au point de suspension 
et l'axe des z vertical. 

Posons 
l = nt -t- e , V = n't -t- s', 

e et e' étant deux constantes d'intégration. 
Soient Ç, TJ et i¿ trois fonctions de n, n1 et /, périodiques de 

période ar en / (ces fonctions, comme on le sait, dépendent des 
fonctions elliptiques); soient 9 et «p deux nouvelles constantes 
d'intégration 5 on aura 

x = c o s 8 ( £ e o s / ' — r¡ sin / ' ) — sin6 c o s ç (£ sin / '-T- T¡ e o s / ' ) -t- sin6 sintp, 

y = sin9 (£ e o s / ' — r, sin / ' ) - + - eos6 cos<?(£ sinl'-rr¡ e o s / ' ) — eos9 sin o, 

z = s i n ç ( $ sin V ·+- T¡ eos £') -+- <\i costp. 

Si l'on suppose que le point (x, y, s) est le centre de gravité 
du corps solide, F, se réduit à un facteur constant près à z, de 
sorte que nous pourrons écrire 

F , = 2 B , „ A e ^ ' » ' + i ' > -t- 2 B „ , . 0 e ( ^ ï W ) -+- 2 B „ . . , e ^ û » > i - n t 

les coefficients B dépendant seulement de n, de n' et de tp. 
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Lorsqu'on donnera à n et à n'des valeurs constantes satisfaisant 
à la condition ( 1 2 bis), les B ne dépendront plus que de y, de 
sorte qu'il y aura une relation entre deux quelconques d'entre eux. 

Les Dx ne dépendront que de ep et de Ç en posant, comme dans 

les numéros précédents, 

Il y aura donc une relation entre an — 3 = 3 quelconques des Dx. 
Toute classe sera donc singulière du premier ordre. 

Rien ne s'oppose donc à l'existence d'une intégrale uniforme 
distincte de celle des forces vives et nous savons, en effet, qu'il en 
existe une, à savoir celle des aires. 

Mais la question est de savoir s'il peut en exister une troisième. 
A cet effet, cherchons quelles sont lejs classes qui sont singu­

lières du deuxième ordre. Il faut pour cela et il suffit qu'il y ait 
entre trois quelconques des Dx deux relations et, par conséquent, 
que tous les Dx soient fonctions d'un seul d'entre eux. Nous serons 
ainsi conduits à distinguer plusieurs sortes de classes : 

i ° La classe ^ qui contient tous les coefficients B m - 0 . Celle-ci 
est singulière du deuxième ordre. On a en effet 

BOT.o = C^.ocosc?, 

C,«.o ne dépendant que de n et de n' et devant, par conséquent, 
être regardé comme une constante, puisqu'on a supposé qu'on 
donnait à n et à n! des valeurs constantes. On a alors 

D x = Cx.o eos o Ç>: 

Pour que lés Dx soient fonctions d'un seul d'entre eux, il faut que 
tous les Cx.o s'annulent, à l'exception d'un seul d'entre eux, ou 
que la fonction se réduise à une exponentielle 

Mais, pour satisfaire à la condition (12 bis), il faut donner à n la 
valeur o ; quel est donc le mouvement à la Poinsot pour lequel 
n = 0? Un peu d'attention montre que c'est celui qui correspond 
à la rotation uniforme autour de l'un des axes d'inertie. Dans un 
pareil mouvement, la fonction est une constante indépendante 

H. P. — I. 17 
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de l. Cela prouve que tous les Cx.0 sont nuls pour ces valeurs par­
ticulières de n et de n', à l'exception de C0.o-

La classe est donc singulière du deuxième ordre. 

a0 Les classes de la forme ™ qui ne contiennent que trois coef­

ficients 
B , « . i , Bo.O) B _ , „ . _ i . 

Ces classes ne peuvent être singulières du deuxième ordre que si 

Bm.l = B _ m . — l = o 

ou, ce qui revient au même, si dans le développement de £ -4 - i'f, 
et de Ç — ÍTi, suivant les puissances positives et négatives de e' 7, il 
n'y a pas de termes en e + m i l (en supposant !j et Y| réels). 

Cela n'arrivera pas, en général, quand l'ellipsoïde d'inertie ne 
sera pas de révolution; mais, si cet ellipsoïde est de révolution, on 
aura 

£ = A cos/ -t- B sin / -f- C, 7¡ = A ' cos / -H B'sin/-+- C , 

A, B, C, A', B', C étant des constantes. Il en résulte que l'on aura 
B , „ . i = — B—nj—! = O, 

à moins que m — i , o ou — i . 

Toutes les classes y seront alors singulières du deuxième ordre, 

à l'exception des classes.-i, £ e t — ~ 

3° Toutes les autres classes se réduisant au seul coefficient B0.o 
seront singulières du deuxième ordre. 

En résumé, si l'ellipsoïde est de révolution, toutes les classes 

sont singulières du deuxième ordre, à l'exception des classes y, ° 

e t = l -
i 

Rien ne s'oppose donc à ce qu'il existe une troisième intégrale 
uniforme et même à ce qu'elle soit algébrique, pourvu que le jaco-
bien des trois intégrales s'annule quand on fait / Î ' = O O U B ' = ± « . 
(Cette dernière condition n'est pas nécessaire dans le cas de 
Lagrange, c'est-à-dire si le point de suspension est sur l'axe de 
révolution, parce qu'alors \ et f\ se réduisent à des constantes.) 

Si, au contraire, l'ellipsoïde n'est pas de révolution, il y a une 
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infinité de classes qui ne sont pas singulières du deuxième ordre, 

à savoir des classes ™; mais envisageons un domaine D compre­

nant une infinité de systèmes de valeurs de n, n', CP et 9 et suppo­

sons que, pour aucun de ces systèmes, n' ne soit multiple de n ; 

aucune des classes y n'appartiendra à ce domaine. Rien ne s'op­

pose donc encore à ce qu'il existe une troisième intégrale uniforme, 

pourvu que le jacobien des trois intégrales s'annule dès que n' est 

multiple de n ; d'où il résulte que cette troisième intégrale ne peut, 

en général, être algébrique. 

Les conditions énoncées dans ce Chapitre étant nécessaires, 
mais non suffisantes, rien ne prouve que cette troisième intégrale 
existe; il convient, avant de se prononcer, d'attendre la publication 
complète des résultats de M m e de Kowalevski ( ' ) . 

Intégrales non holomorphes en (JU 

87. Jusqu'ici nous avons supposé que notre intégrale uniforme 
était développable suivant les puissances entières de Il est facile 
d'étendre le résultat au cas où l'on renoncerait à cette hypothèse. 

Supposons, par exemple, que <ï> soit développable suivant les 

puissances entières de y/jl; nous pourrons écrire 

<I> = <1>' - t - <J>", 

et <£" étant développables suivant les puissances entières de 
Si $ est une intégrale, on devra avoir identiquement 

[ F , * ] = [ F , * - ] - H / Ï I [ F , * " ] = ° -

Comme [F, et [F, sont développables suivant les puissances 
entières de JA, on devra avoir séparément 

[ F , * ' ] = [ F , # • ] = < > . 

( ' ) Depuis que ces lignes ont été écrites, le monde savant a eu à déplorer la 

mort prématurée de M™ de Kowalevski. Les notes qu'on a retrouvées chez elle 

sont malheureusement insuffisantes pour permettre de reconstituer ses démon­

strations et ses calculs. 
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Donc 4>' et 4>" doivent être toutes deux des intégrales. 
Si donc on a démontré qu'il ne peut pas exister d'intégrale 

uniforme développable suivant les puissances entières de p , on 

aura démontré qu'il ne peut pas exister non plus d'intégrale uni­

forme développable suivant les puissances entières de y / p . 

Plus généralement, soient 

p fonctions quelconques de p . 
Supposons que $ soit de la forme 

/ 4> = A „ . i e I ( P ) - R - A 1 . 1 P 8 1 ( U . ) - R - A j . 1 U . » 8 1 ( U . ) - 4 - . . . 

(2) j A 0 . 2 e 2 ( n ) + A , . 2 u . 8 s ( u . ) - R - . . . 

' -h A 0 . p 6 ^ ( F J T ) + A , . , , U . 8 p ( P ) - R - . . . , 

les A étant des fonctions des x et desjy indépendantes de p . 
Nous pouvons toujours supposer qu'il n'y a pas entre les p 

fonctions ( i ) de relations de la forme 

( 3 ) cp202 + . . . -T - f > 8 / > = o , 

c p 2 , . . . , f p étant développables suivant les puissances de p . 
S'il en était ainsi en effet, l'une des fonctions t p ( , <f2, . . . , c p p ne 
contiendra pas p en facteur; car, si toutes ces fonctions conte­
naient p en facteur, le premier membre de (3) serait divisible 
par p et l'on effectuerait la division. 

Supposons, par exemple, que t p ( ne s'annule pas avec p ; on 
pourra résoudre l'équation (3) par rapport à 9, et on aura 

e I = = _ 2 ! 6 l - 2 î e , - . . . - 2 f i e J , . 

2?, 2î, . . . seront développables suivant les puissances de p , et si 

l'on remplace 9 ( par cette valeur dans l'expression ( 2 ) , on aura 
réduit d'une unité le nombre des fonctions ( 1 ) . 

Supposons donc que ces fonctions ne soient pas liées par une 
relation de la forme ( 3 ) . 

Nous pourrons écrire 

* = * , 6 , -H * 2 8 2 -1-...-+- 0P, 
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<ï>t, <t>2, . . . , $ p étant développables suivant les puissances de p. 
Si $ est une intégrale, on aura 

( 4 ) [ F , * ] = E , [ F , E , [ F , * , ] + . . . + t t ^ F , * , ] = © . 

Je dis qu'on aura séparément 

( 5 ) [ F , * i ] = [ F , * , ] = . . . = [ F , * , ] = 0 . 

Car, s'il n'en était pas ainsi, comme les quantités [F, 
(i= 1, 2 , · · · 1 p) sont développables suivant les puissances de p, 
la relation (4) serait de la forme (3) , ce qui est contraire à l'hypo­
thèse que nous venons de faire. 

Donc les relations (5) ont lieu. 
Donc <I>2, . . . , <Pp sont des intégrales. 

Si donc on a démontré qu'il ne peut pas y avoir d'intégrale uni­
forme développable suivant les puissances de p, on aura démontré 
qu'il n'y a pas non plus d'intégrale uniforme de la forme ( 2 ) . 

J'ajouterai que le raisonnement s'applique quand leë fonc­
tions ( 1 ) sont en nombre infini. 

Discussion des expressions (I4)-

8 8 . Je reviens sur le sujet que j'avais réservé plus haut, à 

savoir sur la démonstration de ce fait qu'il n'existe pas de relation 

entre m— 4 quelconques des expressions ( I 4 ) dans le cas du 

problème des trois Corps. 

Nous avons, pour définir les expressions ( I4)> supposé que la 

fonction perturbatrice F t avait été développée sous la forme sui­

vante 

( 1 ) F , = S B m i m , c « c I < ' " . ' + » J ' ' 1 , 

les coefficients B m < m i étant des fonctions des autres variables 

L , L' , n , II', BJ, vs' 

ou 
L , L' , G, G', g , g ' , 6 , 6 ' , 9, 6'. 

Ce n'est pas sous cette forme qu'on développe d'ordinaire la 

fonction perturbatrice dans les traités de Mécanique céleste. 
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On prend comme variables : 
Les grands axes, les excentricités, les inclinaisons, les .longi­

tudes moyennes et les longitudes des périhélies et des nœuds. 
Mais il est aisé de voir que cela revient au même. 
Si nous posons 

B,„ , m , = C«1m,EI'rî("'1«-+"«AS-'+'«I6-H'n19'), 

il viendra 

(2 ) F , = 2 C O T , O T l e ^imiU+g+to+mjr+g'+b-n. 

Le facteur exponentiel ne dépend que des longitudes moyennes 

l+g+ti, l'-hg'+W 

et le facteur C m i m i ne dépend que des autres variables, grands 
axes, excentricités, inclinaisons, longitudes des périhélies et des 
nœuds. Nous retomberons donc ainsi sur le développement habi­
tuel de la fonction perturbatrice. 

Les expressions ( [4) peuvent alors s'écrire 

R>V R»—X ri)*' ¿-1—X ^p.Xq^Xp.X'q — ^Xp.Xq^X'p.X'q-
Pour qu'il y ait une intégrale uniforme, il faut donc qu'il y ait 

une relation entre m— 4 quelconques (71 = 4 dans le plan, 
n = 6 dans l'espace) des expressions 

( ' 4 6 « ) « V ^ C ^ X - , (À , V = o, ± 1 , ± 2 , ± 3 , ad inf . ) 

formées à l'aide des coefficients du développement ( 2 ) . 
Ainsi, pour appliquer les principes du présent Chapitre, il n'est 

pas nécessaire d'effectuer un nouveau développement de la fonc­
tion perturbatrice à l'aide de nouvelles variables, tel que serait le 
développement ( 1 ) . On peut se servir du développement déjà usité 
par les astronomes, c'est-à-dire du développement ( 2 ) . 

Les coefficients C m | O T l sont développables suivant les puissances 
croissantes des excentricités et des inclinaisons. Considérons donc 
le développement de l'un de ces coefficients suivant les puissances 
des excentricités et des inclinaisons. On sait (cf. n° 12) que 
tous les termes de ce développement seront de degré | m i - f - 7 M 2 j 
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au moins par rapport à ces quantités et, si leur degré diffère 
de \m, + m 2 | , la différence est un nombre pair. 

Nous pourrons donc écrire 

^ m t m , représentant l'ensemble des termes du développement qui 
sont de degré 

| m, -+- TTIJ | -l- ip 

par rapport aux excentricités et aux inclinaisons. 
Nous dirons que C ^ i m . est le terme principal de C,„ i m . et que 

les autres termes en sont les termes secondaires. 

Il y aura exception pour le coefficient Coo! on a, dans ce cas, 

Coo = C S „ - l - C J 0 - r - . . . . 

C" 0 ne dépend que des grands axes; si ces grands axes sont 
regardés momentanément comme des constantes, ainsi que nous 
l'avons fait dans les numéros précédents [c'est, en effet, en suppo­
sant les grands axes constants que l'existence d'une intégrale uni­
forme entraîne celle d'une relation entre in — 4 expressions ( i4)] ; 
si donc les grands axes sont des constantes, C° 0 sera aussi une 
constante qui ne jouera aucun rôle dans le calcul. 

C'est donc C 0 0 qui est du second degré par rapport aux excen­
tricités et aux inclinaisons que nous conviendrons d'appeler le 
terme principal de C 0 0 . 

Si alors nous remplaçons le développement ( 2 ) par le suivant 

(3) C g 0 - H CJ 0-i- Ï Û 1 „ ! e G l « . | ' ^ l + ' « . l ' V + ! ' ) l , 

nous dirons que nous avons écrit le développement de la fonction 
perturbatrice F, réduite à ses termes principaux. 

Cela posé, quelle est la condition pour qu'il y ait une relation 
entre m — 4 quelconques des expressions 

(»4) C & ^ C ^ j , , (1, V = o, ± i , ± a , ...)· 

Formons un tableau composé d'une infinité de lignes formées 
comme il suit : 

Les différentes lignes correspondront aux diverses valeurs en­
tières de l'indice ~k, positives, négatives ou nulles. 
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Le premier élément de la ligne d'indice X sera 

les autres seront les dérivées de Cip.iq par rapport aux diverses 
variables 

e , e ' , m , m \ i , i', 8, 8', 

c'est-à-dire par rapport aux excentricités, aux longitudes des péri­
hélies, aux inclinaisons et aux longitudes des nœuds. 

Eh bien, la condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait 
une relation entre m — 4 = 8 (n = 6 dans l'espace) des expres­
sions ( I 4 ) > c'est que tous les déterminants formés en prenant dans 
ce tableau neuf lignes quelconques soient nuls. 

Inutile d'ajouter que, dans les cas plus simples, par exemple 
lorsque les trois Corps se meuvent dans un plan, le nombre des 
colonnes et des lignes de ces déterminants est plus petit que 9 . 

Nous avons vu que tous les termes du développement de Cm<m, 
sont de degré | m, + m2 | au moins. Donc, parmi les éléments de la 
ligne d'indice ~k (que je suppose développés suivant les puissances 
des excentricités et des inclinaisons), le premier kCip.iç commence 
par des termes de degré 

\ l p + l q | . 

Il en est de même des dérivées de CiP.\q par rapport aux ra et 
aux 8, tandis que les dérivées de Cxp.\q par rapport aux e et aux i 
commenceront par des termes de degré 

| l p •+• \ q | — 1 . 

Pour la ligne d'indice o, le premier terme se réduit à o ; les déve­
loppements de dérivées de C0O par rapport aux CI et aux 9 commen­
ceront par des termes du second degré, et ceux des dérivées de C 0o 
par rapport aux e et aux / commenceront par des termes du pre­
mier degré. 

Nos déterminants sont à leur tour susceptibles d'être développés 
suivant les puissances des e et des i. Si un déterminant A est formé 
par les lignes d'indices 
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tous les termes de son développement seront alors au moins de 
degré 

\ p + q \ ( I > I | + ] À 2 | - H . . . - ( - | X 8 | + | X 9 | ) - 4 . 

Je pose cette quantité égale à a. 
Il y a exception dans le cas où X9 = o ; tous les termes sont alors 

au moins de degré 

\P + 9\ ( | À i | - i - | À , | - » - . . . + | X . | ) - a . 

Je poserai encore cette quantité égale à a. 
Le déterminant A devant être identiquement nul, l'ensemble des 

termes de degré a devra aussi être identiquement nul. Or on ob­
tiendra ces termes de degré a, en remplaçant dans le déterminant 
A chacun des coefficients Cip.^ç par son terme principal C^,.^ (ou 
C 0.„ si \ = o). 

Le déterminant A 0 ainsi obtenu devra donc être identiquement 
nul; or que signifie cette condition 

A 0 = o ? 

Formons les expressions 

('4 bis) ( C ^ ^ ' C C ^ H a, X ' = ± i , ± 2 , . . . ) , 

obtenues en remplaçant, dans les expressions ( I 4 ) > chacun des coef­
ficients G par son terme principal. 

Si, dans l'expression (i4)> nous faisons ~k = o , cette expression 
se réduit à 

Go.oi 

dont le terme principal est CJ 0. 
Nous adjoindrons au tableau des expressions ( I 4 bis) l'expres­

sion CJ0 qui est un polynôme entier du second degré par rapport 
aux e et aux i. 

Eh bien, la condition A 0 = o signifie qu'il y a une relation entre 
huit quelconques des expressions ( I 4 bis) contenues dans le tableau 
ainsi complété. 

Ainsi, pour qu'il y ait une intégrale uniforme, il faut qu'il y ait 
une relation entre huit quelconques de ces expressions ( I 4 bis). 
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( ' ) Paris, Gauthier-Villars, 1887, 

Les coefficients C étaient des séries infinies, et les expressions 
( i4) se présentaient sous la forme du quotient de deux pareilles 
séries. 

Au contraire, les expressions (i4 bis) sont rationnelles par rap­
port aux e, aux i, aux sinus et cosinus des m et des 9. 

La vérification est donc facilitée par la substitution aux coeffi­
cients de leurs termes principaux. 

Elle devient même aisée pour les petites valeurs des deux entiers 
p et q. 

Quand on a constaté ainsi que les déterminants correspondant 
aux petites valeurs des entiers p et q ne sont pas nuls, il devient 
difficile de conserver l'illusion que les déterminants correspondant 
aux grandes valeurs des mêmes entiers puissent s'annuler et per­
mettre ainsi l'existence d'une intégrale uniforme. 

Un doute pourrait néanmoins encore subsister. 
On pourrait supposer, quelque invraisemblable que cela puisse 

paraître, que, parmi les classes (pour parler le langage du n°8-4), il 
y en a un nombre fini qui sont ordinaires et que ce sont précisé­
ment celles sur lesquelles la vérification a porté; mais qu'il y en a 
une infinité qui sont singulières. 

Pour lever complètement ce dernier doute, il faudrait avoir une 
expression générale des fonctions ( i4 ) ou (i4 bis) pour toutes les 
valeurs des entiers ~k, V, p et q et cette expression ne pourrait être 
qu'extrêmement compliquée. 

Heureusement M. Flamme, dans une Thèse récente ( ' ) , a donné 
l'expression approchée des termes de rang élevé dans le dévelop­
pement de la fonction perturbatrice et cette expression approchée, 
beaucoup plus simple que l'expression complète, peut suffire pour 
notre objet. 

Toutefois, la forme que lui a donnée M. Flamme n'est pas la 
plus convenable pour le problème qui nous occupe ; nous serons 
obligé de compléter ses résultats et de les transformer considéra­
blement. 

Je reviendrai donc sur ce sujet dans le prochain Chapitre, après 
avoir traité du calcul approché des divers termes de la fonction 
perturbatrice, car, bien que les considérations précédentes soient 
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de nature à convaincre les plus sceptiques, elles ne constituent 
pas cependant une démonstration mathématique rigoureuse. 

89. Une dernière remarque peut faciliter dans une certaine 
mesure la vérification. 

Reprenons la relation ( i3) du n° 84 qui s'écrit 

- B,„, ,„^mi ̂ - -H mx-j^) + 2à \~~dzT ~dVt dàT dzt 

En faisant dans cette relation m, = ~kj>, /n 2 = \q, j'obtiendrai 
une relation particulière que j'appellerai ( i3 bis); en y faisant 
m, = Vp, m 2 = V<7, j'obtiendrai une autre relation particulière 
que j'appellerai ( i 3 ter). 

Soit ensuite 
M X . V = B ^ . X ? B J ^ . , , , ; 

Mx.x sera l'une des expressions ( 1 4 ) qui ont joué un si grand rôle 
dans les numéros précédents. 

Multiplions (i3 bis) et (i3 1er) respectivement par 

X' — X 
et 

et ajoutons; il viendra 

^
/RFLOGIWX.X> d<P„ _ ^LOGMX.X- D * O \ = 

\^ dzt dut dut dzt 1 °' 
ou, en adoptant la notation des crochets de Jacobi, 

[LOGMX.V, * » ] = O , 

ou bien 
[MX.V, * , ] = O. 

Si donc M et M' sont deux expressions ( 1 4 ) appartenant à la 
même classe, on devra avoir 

[M, * , ] = [ M ' , * , ] = O, 

ou, en vertu du théorème de Poisson, 

[ [ M , M ' ] , * , ] = O, 
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. d'où l'on peut conclure que [M, M'] est une fonction de m — 4 
des expressions ( i4)-

Il ne faut pas oublier que les crochets doivent être calculés en 
considérante) etx2 (c'est-à-dire dans le cas du problème des trois 
Corps, PL et p'L') comme des constantes. 
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CHAPITRE VI. 

DÉVELOPPEMENT APPROCHÉ DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 

Énoncé du problème. 

90. J'ai dit que M. Flamme avait donné une remarquable expres­
sion approchée des termes de rang élevé de la fonction perturba­
trice. Il y est parvenu en appliquant à ce problème la méthode de 
M. Darboux qui permet de trouver les coefficients de rang élevé 
dans la série de Fourier ou dans celle de Taylor, quand on connaît 
les propriétés analytiques de la fonction représentée par ces séries. 

Mais la méthode de M. Darboux n'est applicable qu'aux fonc­
tions d'une seule variable, tandis que la fonction perturbatrice 
doit être développée suivant les sinus et cosinus des multiples des 
deux anomalies moyennes. Voici donc quel est le détour employé 
par M. Flamme : il obtient d'abord, par les procédés ordinaires, 
un premier développement de la fonction perturbatrice dont les 
termes sont de la forme 

A p ^ e i { ? " + y u ) , p'm'e'iP'o'+Y'»'), 

¡5 rayon vecteur de la première planète, v anomalie vraie, u ano­
malie excentrique ; p', v' et u' quantités analogues pour la seconde 
planète. 

Alors les deux facteurs 

p a e ' ( 8 i M - R « ) et p'a'g'tav+Y'I»') 

ne dépendent plus que d'une seule variable, à savoir : le premier 
de l'anomalie moyenne Ç de la première planète, le second de 
l'autre anomalie moyenne Ç'. M. Flamme applique à chacun de ces 
deux facteurs la méthode de M. Darboux. 

Cet artifice ne saurait nous suffire pour notre objet; il nous faut, 
au contraire, appliquer directement à la fonction perturbatrice la 
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F = 
y*\-^.Y\ + y l y \ -^-yl^-yl _ m,_m-, m,m, 

2 B a3' |JIBC ¡ x A C ¡xAB 

La fonction F ainsi définie dépend des variables (4 ) du n° 11 
de m,, m 2 , m$ et de FX. Si nous supposons que m,, m2 et ms soient 
des fonctions données du paramètre ¡JL et soient développables sui­
vant les puissances croissantes de ce paramètre, F ne dépendra 
plus que des variables ( 4 ) et de ¡X, et sera développable suivant les 
puissances croissantes de ¡X. 

Cela peut se faire d'une infinité de manières; nous supposerons, 
par exemple, que mt, S et 3'sont des constantes indépendantes de ¡x. 

Les variables ( 4 ) sont les variables képleriennes relatives à deux 
orbites osculatrices définies dans le n° 11. Le rayon vecteur dans 
la première orbite osculatrice est AB, dans la seconde orbite le 
rayon vecteur est CD. L'angle de ces deux rayons vecteurs (qui 
n'est autre chose que la différence des deux longitudes vraies dans 
les deux orbites osculatrices, si ces deux orbites sont dans un 
même plan) est l'angle BDC que j'appellerai simplement D. 

Les quantités {y"\+yl+y%), (y\ +y\ +y\) et AB dépendent 
seulement des variables ( 4 ) et non de JX. Au contraire, a 2, <x3, AC 
et BC dépendent non seulement des variables ( 4 ) mais encore de ¡X. 

Nous pouvons donc nous proposer de développer a.,, a 3, et ^ 

suivant les puissances de [X. Nous trouvons ainsi 

u.32 

<x2 = 3 -+- ^ — 1 - des termes divisibles par u,2, 

ix8' 2 

a 3 = 3 '+ — h des termes divisibles par a 2 , 

î i ; = , -+- des termes divisibles par \x, 
fiG / A B ^ - r - C D * — 2 A B . C D c o s D ' 

1 1 Su. A B c o s D . 
-T-7T = 7—- — — —TTF- h des termes divisibles par u. 2. 
A C C D m , C D 2 r ' 

méthode de M. Darboux et pour cela étendre cette méthode au cas 
des fonctions de deux variables. 

91. La fonction qu'il s'agit de développer est celle que nous 
avons appelée F ( et dont je vais rappeler l'expression en reprenant 
les notations du n° 11. 

On a alors 
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Si l'on pose alors 

F = F „ - r - U . F , - r - . . . , 

il vient 

. r ï _ ± r i - K r l ·, r f - T - r l - ^ r ! _ p j ™ . _ B .WJ . F 0 = AP 2 p ' CD AB 

1 ~ AB CD Y/AB 2-+- CD- — 2 A B . C D . cosD C D 2 

Envisageons successivement les divers termes de la fonction 
perturbatrice F,. 

Tout d'abord le premier terme 

AB ~ R 

ne dépend que de l'anomalie moyenne / et nullement de l'anomalie 
moyenne il ne pourra donc donner dans le développement des 
termes en 

S'M(ML-H NI') ou COSML -+- NI'), 

ou n -<o. 
De même le second terme 

P' 2 _ P' 2 

CD - ~7 

ne pourra donner dans le développement final des termes en 

SIN(ML-T-NI') OU COS(ML-H NI'), 
où m^o. 

Nous pourrons donc en général laisser de côté ces deux premiers 
termes. 

Le dernier terme 
PP 'AB cosD 

CD* 

peut se mettre sous une autre forme. Si je désigne par «l'inclinai­
son des orbites et par v et v' les longitudes vraies comptées à par­
tir du nœud, on a 

cosD = COSP cose'-f- cos Isin V sin V', 
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qui est connu sous le nom de partie principale de la fonction 

perturbatrice. C'est du développement de cette partie principale 
que nous allons maintenant nous occuper. 

Digression sur une propriété de la fonction perturbatrice. 

92. On pourrait être tenté d'éviter la nécessité de développer la 

partie principale de la fonction perturbatrice en employant l'artifice 

suivant : 

Nous avons trouvé 

F l = _ g ! - £ ! + P P > F ? + P P v , r w » 

en désignant par r et /-'les deux rayons vecteurs et par w l'angle 
de ces deux rayons vecteurs. 

Pour arriver à ce résultat, nous avons pris, comme dans le n° 11, 
pour orbites osculatrices l'orbite de B par rapport à A et celle de C 
par rapport à D, centre de gravité de A et de B. 

Mais il est clair qu'on aurait pu également choisir comme orbites 
osculatrices celle de C par rapport à A et celle de B par rapport 
à E, centre de gravité de A et de C. 

Cela revient à permuter les deux planètes B et C; on aurait donc 
trouvé ainsi, comme nouvelle fonction perturbatrice, 

1 r r rt 

d'Où 

ABcosD , , „ . cosi>' · , 1 T > . V G I N V - . 
G D 2 — = ( A B cose) -çfiï + c o s t ( A B sine) -QQÏ 

La méthode de M. Flamme est directement applicable aux quatre 

facteurs 
. „ cosi>' sini>' 

ABcosi>, - C 5 ? , ABsinc, . 

Il reste donc à développer le troisième terme 
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d'où 

S'il existe une intégrale 

const. , 

on pourra l'écrire, en prenant pour variables les éléments oscilla­
teurs des deux premières orbites [variables ( 4 ) du n° 1 1 ] , et l'on 
aura ainsi 

*o -i- l-1*! - ( - . . . = const. 

On pourra l'écrire également en prenant pour variables les élé­
ments osculateurs des deux nouvelles orbites (orbites de C par 
rapport à A et de B par rapport à E) ; on aura alors 

<J>J, - t - ix'P'l - " - . . . = const. 

<P'0 sera formé avec les éléments des deux nouvelles orbites comme 
<!>„ avec les éléments correspondants des deux anciennes, maïs Q>\ 
ne sera pas formé comme 4>(. 

On devra avoir alors, ainsi que nous l'avons vu au n° 8 1 , 

[*o, F , ] - * - [ * , , F „ ] = o. 

et de même 

F ' , ] H - r * ; . F 0 ] = o ; 

comme <P'0 est formée comme <I>0, je puis supprimer l'accent et 
écrire 

[<P0, F ' , ] + [*',. F , ] = o, 

d'où 

( D · ' t * o , F', — F , ] + [*', — * „ F „ ] = o. 

Nous avons vu que, s'il existe une intégrale uniforme et si, après 
avoir développé F,, on forme les expressions ( i 4 ) du n° 8 4 , ildoil 
y avoir entre ces expressions un certain nombre de relations. 

Mais, en raisonnant sur l'équation ( i ) comme nous l'avons fait 
sur l'équation (3) du n " 8 1 , on arriverait à un résultat analogue. 
Développons F\ —F, et formons à l'aide de ce développement les 
expressions ( ¡ 4 ) ; s'il existe une intégrale uniforme, il devra y avoir 
entre ces expressions un certain nombre de relations. 

II. P. — I. 1 8 
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Si donc on pouvait établir que ces relations n'existent pas, on 
aurait démontré qu'il ne peut exister non plus d'intégrale uniforme. 
Comme le développement de F', — FI est incomparablement plus 
facile que celui de F ( , il semble que ce procédé doit simplifier 
beaucoup notre tâche. 

Mais il est tellement artificiel, qu'a PRIORI on conçoit des doutes 
sur son efficacité et qu'on se demande s'il n'est pas illusoire. Il 
l'est en effet, car les expressions ( i 4 ) formées à l'aide de F'( — F, 
sont nulles ou indéterminées. 

Supposons que l'on développe F', — F ( sous la forme suivante 

F', — F, = S B,„ 1,„ ie^ zî('».'+'».''). 

Les coefficients B m i m j seront fonctions de |3L, fi'h' et des autres 
éléments osculateurs (l et V exceptés). Donnons à L et à L' des 
valeurs telles que 

M I F L - r /N 2 /» ' = O 

(en appelant n et n' les moyens mouvements). 
Je dis que, pour ces valeurs de L et de L', le coefficient B,„ i m , 

s'annulera. 
Pour cela je vais me servir du lemme suivant. 
Soit 

( 2 ) XT, X% XN; YI, YI, ..-, YN 

un système de variables conjuguées deux à deux; soit 

( 3 ) XXT, ..., XA; YI, YT, ..., YN 

un autre système de variables conjuguées. Supposons que ces deux 
systèmes soient liés par des relations telles que l'on puisse passer 
de l'un à l'autre sans altérer la forme canonique des équations. On 
devra avoir alors, d'après le n° S, 

( 4 ) ^DXILYI—DYFIXI)^ Z{DX\LY'I-DY'FIX'O. 

Supposons que les x\ et les dépendent d'un certain para­
mètre [x et soient développables par rapport aux puissances de ¡1 ; 
que, pour p = o, x\ ely\ se réduisent à xi et àyi. 
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On aura alors 

( 5 ) . . 

les Ç,- et les YJF- étant des fonctions des x¡ et des y¿. 
Alors l'expression 

2(.l¡dy¡ — i\idxi) = dS 

sera une différentielle exacte. C'est là une conséquence nécessaire 

de l'identité (4 ) , qui entraîne évidemment la suivante 

S ( ^ ; 8 X Î — dyttyi-h dxiSr,i — dr,i§Xi) = o. 

Considérons maintenant les équations canoniques 

dxt _ dF dy¡ _ dF 

dt dyt dt dx¡' 

où 

F = Fq(XÍ, y¡) + pFiixi, yt) -+-.... 

Changeons de variables et prenons les variables (3) comme nou­

velles variables, il viendra 

F = FiOrl, /,·)-+- (iFi (x't, y , ) + . . . . 

Si nous remplaçons les x'¡ et les y'¡ par leurs valeurs (5), il 
viendra 

F ; c „ y , - ) = F ; (*lf ri)+̂  (g 5 / + g 

-+- des termes divisibles par ¡x*, 

Fi(IR/, y ¡ ) = F', (x¡, yt) -+- des termes divisibles par (i, 

d'où, en identifiant les deux développements, 

F 0 ( ^ I , yù = F'oO,-, y , ) , 

F I ( . „ y i ) = F ; ( , „ (g EI-r- m) · 
Si l'on observe que F 0 ( Í C ¿ , y¡) = F ' , , ^ , - , JK¿) et que 

on pourra écrire 

( 6 ) F, — F', = [ F 0 ) S ] . 
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Supposons que F 0 ne dépende que de deux variables x, et x2 

et que F,, F 2 soient périodiques de période 211 par rapport Ày, et 
y2. C'est ce qui arrive dans tous les problèmes que nous avons 
traités jusqu'ici. 

Supposons de même que S soit périodique en y, ety2 et soit 

S = 2 A e»'=ï<'"IJVL-'»ARA>, 

A dépendant de x{, x2, . . ., x„; y3sy*, .. -,y,i-
Supposons qu'on veuille développer F,, et F ( — F'( sous la même 

forme, et soit 

F , — F', = 2 B e v ' r ' < ' " . r 1 + ' " . r » ' . 

L'équation (6) montre que 

B = v / - , A ( m 1 — H - m ^ J . 

Si donc on donne à x, et à x2 des valeurs telles que 

dF„ dF0 ni! —. !- m2 ~j— = o, dxi dv.2 

on aura également 
B = 0 . 

Appliquons ce résultat au cas qui nous occupe. 
Soient 

( PL., P G , PE, P'L' , P'G', P'6'; 
( 7 ) I / , 0, V, g>, V 

les variables ( 4 ) du n° 11 relatives aux deux orbites osculatrices 
anciennes B, par rapport à A, C par rapport à D. 

Soient 

| P I L „ P , G „ P , E „ P ' , L ' „ PI -GI . P I E ; ; 

( h, g\, 61, l[, g\< O'i 
les variables ( 4 ) du n° 11 relatives aux deux nouvelles orbites 
(B par rapport à E, C par rapport à A ) . 

Ces variables (8) pourront remplacer les variables ( 7 ) sans que 
la forme canonique des équations soit altérée; elles dépendront 
des variables ( 7 ) et de u.; elles seront développables suivant les 
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puissances de [A; elles se réduiront aux variables ( 7 ) pour u, = o. 
Nous nous trouverons donc dans les conditions où le résultat 

précédent est applicable et nous devons conclure que, si l'on pose 

F', — F , = Z.BMIM,EJ=Ï<.'N'<+'<1), 

B,„ i,„> s'annule pour 

Ce résultat peut se vérifier directement sans difficulté. Reportons-
nous en effet aux expressions données par M. Tisserand dans sa 
Mécanique céleste (t. I, p. 3 1 2 ) . 

Le résultat qu'il s'agit de vérifier, traduit dans les notations de 
M. Tisserand, peut s'énoncer ainsi (je rappelle que M. Tisserand 
désigne par a le cosinus de l'angle des deux rayons vecteurs). 

Si l'on pose 

IR, 

B,,,,,' s'annule pour 

et, en effet, en se reportant aux expressions de la page que je viens 
de citer, on trouve 

\NA* 11 A11 

C dépendant seulement des excentricités, des inclinaisons, des 
longitudes des périhélies et des nœuds ; cette expression s'annulera 
donc pour 

nl
 _ TI'* 

A3 A'3 ' 

- 2 ) = 2 B „ . „ . e « - ' ( < + « ' ! : • ) , 

N N 
- 5 - ) - ^ R = ° ; 

et par conséquent pour 

c. Q. F . o. 
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Principes de la méthode de M . Darboux. 

93. Après cette digression, je reviens à mon sujet principal. 11 
convient d'abord de rappeler les résultats de M. Darboux, qui 
doivent nous servir de point de départ. 

i ° Soit une série 
o(x) =: Xa,,x", 

admettant pour rayon de convergence r. 

On aura, quand n croîtra indéfiniment 

l i m a „ p " = 0 si p < r, 

l i m a „ p " = ao s i p > / \ 

2 0 Imaginons maintenant que la fonction 

o{x) = 2Zanx
a 

demeure finie sur la circonférence de rayon r ainsi que ses p pre­
mières dérivées; le produit n P + ' a , , r " ne croîtra pas au delà de 
toute limite quand n augmente. 

3° Si l'on a 

a(x) = (1 — v.x)k = "S.anx", 

on aura approximativement 
n \ - k % n 

( 0 

je veux dire que le rapport des deux membres de l'égalité ( 1 ) tendra 
vers 1 , quand n croîtra indéfiniment. 

4° Supposons maintenant que la fonction f ( x ) ait sur la circon­
férence de rayon r deux points singuliers x — a. et x = ¡3; que 
dans le voisinage du point x = a nous ayons 

f(x) = A, (S — -+- A 2 ( \ — Zy1' H - . . . -+- A A ^ 1 — -y- <l(x) 

J'ai cru néanmoins devoir rattacher ce théorème à une théorie 
plus générale qui permettra peut-être de découvrir d'autres pro­
positions analogues. 
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et dans le voisinage du point S 

( f ( , )=B 1 ( , . -^) 8 - + B 2 ( 1 - ; ) s v . . . + B,( ,- | ) 5 k + + l ( ^ 
$(x) et ift (x) restant finis ainsi que leurs p premières dérivées. 11 
viendra alors, pour n = GO, 

a « - ï A / ^ - i — - - Z B / ^ = o , 

«TF r ( - Y , - ) ^ r(—8,)J 

d'où l'on déduit la valeur approximative de a„. 
5° Si l'on a 

? ( ^ ) = ' o g ( i — x), 

on aura 

a,,= ; 
71 

<ç(x) = log(i — x)( ! — x)k, 

nous aurons approximativement 

« ' - * l o g / i 

Cette dernière formule n'est applicable que si k n'est pas entier 
positif; dans ce cas, on aurait 

n(n — i ) — ( 7J — k) 

6" Soil 
9 (2? ) = 2aKx" -+- 2a— nx—" ; 

une série contenant des puissances positives et négatives est con­
vergente pourvu que 

| * | < R M > / - . 

Soient a et &, deux points singuliers de la fonction 'a(x) situés 
sur la circonférence \x\ — R; soient y et 5 deux points singuliers 
de f(x) sur la circonférence | # | = r. Supposons que 'f(x) n'ait 
pas d'autre point singulier sur ces deux circonférences. 

Soient 
${x)= ZbHx», <\l(x)=2.cnx" 
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d.'ux séries convergentes pour 

Soient 

deux séries convergentes pour 

Si les différences cp — (p, <y — <JI(, » — à.2, y — <j/3 sont finies ainsi 
que leurs /> premières dérivées, la première dans le voisinage du 
point x — <x, la seconde dans le domaine du point x — S, la troi­
sième dans celui du point x = y, la quatrième quand x est voisin 
de o, on aura 

Iim n/"1-' R"( a,, — 6 „ — c„ ) = o ) 
v ( pour n = OC). 

LIMNP+'R " < A _ „ — E _ „ ) = o j 

Les valeurs approximatives des coefficients a„ dépendent donc 
uniquement des singularités que présente la fonction ®(x) sur les 
circonférences qui limitent la convergence. 

Extension aux fonctions de plusieurs variables. 

91. Appliquons ces principes au cas qui nous occupe. 

Il s'agit de développer une certaine fonction F 0 des deux ano­

malies moyennes / et l' sous la forme suivante 

F Ï = Ï A M | „ . 6 ^ ( ' » 1 ' « / i ; 

On a donc 

I / F\e-<-w»J+m>ndldl'. 
O J» 

Il s'agit de trouver une valeur approchée du coefficient A m i „ , s 

quand, le rapport ^ étant donné et fini, les deux nombres m, et 

m-i sont très grands ou plus généralement quand on a 

m ( = an -+- b, m ¡ = en -+- d, 
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a, b, c, d étant des entiers finis et n un entier très grand; a et c 
sont premiers entre eux. 

Si je dis alors qu'on a approximativement 

A,,,,,,,, = Ç O ) , ( nii = an-h b, m.x = en -+- d), 

cette égalité signifiera que le rapport 

tend vers l'unité quand n croît indéfiniment et que a, b, c, d res­
tent finis. 

Le problème à résoudre étant ainsi défini, j'emploierai les nota­
tions suivantes. 

Posons 
1 

il viendra 

I Q = S A „ , M , P . C - » . ^ 7 . 

Si nous posons alors, pour abréger, 
rf 

F ( - , 0 = F1} t'ul-''c-13_•', 

il viendra 

en faisant, pour abréger, 

Ï = »!IC — m2a -+- ad — bc — I. 

Soit maintenant 

*(-)= ^zf F ( * . t)dt, 

l'intégrale étant prise par rapport à t le long de la circonférence 
| i | = i. Nous aurons 

Toutes les intégrales sont nulles, sauf celles pour lesquelles 
a = — 1 et qui sont égales à 
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Si a = — i , on aura 

, , m. — ri m, = an •+• o, TO2 = en -t- d, —: «. c 
11 vient alors 

<I>0) = 2.A,„t,„t3». 

Si donc on développe &(z) sous la forme 

le coefficient A , „ | m , ne sera autre chose que a„ si m, = a« -+- ù, 

m2 — en -+• d. 

Nous sommes donc conduit à chercher l'expression approchée 
de aH pour n très grand et par conséquent à étudier les singularités 
de la fonction 

9o. La fonction 4>(s) est définie comme une intégrale prise par 
rapport à ( le long de la circonférence \ t\ = i . On peut remplacer 
cette circonférence par un contour G quelconque, à une condition 
toutefois. 

Regardons un instant z comme une constante et F (z, l) comme 
une fonction de t. Cette fonction admettra un certain nombre de 
points singuliers. 

Il faut qu'entre la circonférence [/[ = i et le contour C il n') ait 
aucun de ces points singuliers. 

Faisons maintenant varier z d'une manière continue; ces points 
singuliers se déplaceront d'une manière continue. Si, en même 
temps, on déforme le contour C d'une façon continue, et de telle 
sorte qu'il ne passe jamais par aucun point singulier, la fonction 
®(z) restera holomorphe. 

La fonction ne peut donc cesser d'être continue que s'il 
devient impossible de déformer le contour C de façon qu'il ne passe 
pas par un point singulier. Voici comment cela peut arriver; ima­
ginons que, pour une certaine valeur de z, nous ayons deux points 
singuliers a et ¡3, l'un extérieur, l'autre intérieur au contour C. Si, 
en faisant varier z d'une manière continue, l'un d'eux, a par 
exemple, vient sur le contour C, nous pourrons déformer C, en 
le faisant fuir pour ainsi dire devant ce point singulier mobile, de 
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façon que ce point a ne puisse jamais atteindre ce contour. Ainsi a 
restera toujours extérieur à C et S intérieur à C Mais supposons 
maintenant que a et û se rapprochent indéfiniment l'un de l'autre; 
le contour G, pris pour ainsi dire entre deux feux, ne pourra plus 
fuir devant ces deux points mobiles et la fonction <t>(z) ne sera plus 
holomorphe. 

Par conséquent, pour obtenir tous les points singuliers de 
il suffit d'exprimer que deux des points singuliers de F(z, t) con­
sidérés comme fonction de t se confondent en un seul. 

La série 

$>(Z) = I.A„Z" -+- Sa -„ j» 

sera convergente dans une région limitée par deux circonférences 

|*| = R, |*| = r ; 

ces deux circonférences iront passer par un ou plusieurs des points 
singuliers que je viens de définir. 

Mais, si l'on veut savoir quels sont ceux de ces points singuliers 
qui sont sur ces circonférences et qui définissent par conséquent 
les limites de convergence de notre série, une discussion plus appro­
fondie est nécessaire. 

Tous les points singuliers ne conviennent pas, en effet, à la ques­
tion, et cela pour plusieurs raisons. 

En premier lieu, la fonction F(z, t) n'est pas uniforme ; si deux 
points singuliers a et S de cette fonction F considérée comme fonc­
tion de t viennent à se confondre pour une certaine valeur de z, 
il faut, pour que cette valeur soit un véritable point singulier 
de $>(z) que a et 3 appartiennent à une même détermination de F 
et de plus que cette détermination soit encore la même que celle 
qui figure dans l'intégrale 

-4- Çvdt, 
•1.111 J 

laquelle prise le long de C définit la fonction <ï>. 

11 faut, en outre, qu'avant de se confondre en un seul, ces deux 
points a et 3 ne soient pas d'un même côté du contour C. 

Soit H un chemin tracé dans le plan des z et allant d'un point 
zt de module i à des points singuliers zt définis plus haut. Suppo-
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sons qu'on suive ce chemin de z0 en zt et qu'on étudie les varia­
tions de $ ( - ) en prenant pour valeur initiale 

• I > ( ^ ) = Ï A „ ^ + S A - „ ^ « . 

Bien que la fonction $(: ·) puisse ne pas être et ne soit pas en 
général uniforme, la détermination particulière de &(z) que nous 
avons en vue est ainsi entièrement définie, puisque nous nous don­
nons la valeur initiale et le chemin parcouru. 

Il s'agit alors de savoir si le point z, est bien un point singulier 
pour cette détermination particulière de <&(z). 

La fonction F (s , i ) n'étant pas uniforme, il faut faire varier t 
non pas sur un plan, mais sur une surface de Riemann S possédant 
autant de feuillets que la fonction F possède de déterminations (ce 
nombre peut être infini). 

Quand z variera en suivant le chemin H, les points singuliers se 
déplaceront et la surface de Riemann S se déformera. 

C'est sur cette surface de Riemann qu'il faut supposer le con­
tour C tracé. 

Ce contour se réduira pour z = z0 au cercle | É | = I tracé sur 
un des feuillets de S; quand la surface S se déformera, on devra 
déformer également le contour C, de telle sorte qu'il ne s'y trouve 
jamais de point singulier. Une discussion spéciale, souvent déli­
cate, fera voir alors si, pour une valeur de z très voisine de z{, les 
deux points singuliers de F(s , l) qui se confondent pour z = z, 
sont de part et d'autre du contour C, ce qui est la condition néces­
saire et suffisante pour que le point z = z, soit un point singulier 
pour la détermination particulière de ®(z) que nous envisageons. 

Comment reconnaître maintenant si le point z, se trouve sur une 
des circonférences 

1-1 = R, | * | = #• 

qui limitent la convergence de la série, 

et si, par conséquent, il est un de ceux dont dépend la valeur appro­
chée que nous cherchons? 

Traçons le chemin H allant du point ^ 0 de module i au point z{ 

de façon que le module de z varie constamment dans le même sens. 
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Si le poinl Z\ appartient à l'une de nos deux circonférences, il devra 
être un point singulier pour la détermination de ^ ( z ) définie par 
le chemin H et on le reconnaîtra parle moyen que je viens d'expli­
quer. 

Si un point z, satisfait à cette condition, je dirai que ce point 
singulier est admissible. 

Cela posé, parmi tous les points singuliers admissibles de module 
plus grand que i , ceux-là seront sur la circonférence \z[ = R dont 
le module sera le plus petit. 

De même, parmi tous les points singuliers admissibles de module 
plus petit que i , ceux-là seront sur la circonférence \z\ = r dont 
le module sera le plus grand. 

J'ajouterai, en terminant, que la fonction &(z) possède plusieurs 
déterminations qui s'échangent entre elles, soit quand deux dos 
déterminations de F(z , t) s'échangent entre elles, soit quand deux 
des points singuliers de F(z , t) tournent autour l'un de l'autre. 

Je vais d'abord chercher à déterminer les points singuliers 
deO(z ) ; je déterminerai ensuite par une discussion spéciale quels 
sont ceux qui conviennent à la question. 

Recherche des points singuliers. 

96. Bornons-nous au cas où le mouvement se passe dans un 
plan. 

Soient u et u' les anomalies excentriques, sintp et sina' les 
excentricités, L 2 et L' 2 les grands axes, ra et m' les longitudes des 
périhélies. 

On aura 
l = u — s intpsina, V~ u — sino'sinjt ' . 

Les coordonnées de la première planète, par rapport au grand axe 
de son ellipse et à une perpendiculaire menée parle foyer, seront 

L 2 ( c o s « — sintp) et L J cos© sin a : 

ce seront donc les parties réelle et imaginaire de IjL2. Si l'on pose 

\ = cos u — sin tp -t- \J — i cos ç sin u. 
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Si l'on pose de même 

7) = cos u'— sintp'-t- — 1 cos cp'sin u', 

les coordonnées de la deuxième planète, rapportée aux mêmes 
axes que la première, seront les parties réelle et imaginaire de 

Soii 

P = L ' 2 L - î e ^ - i t o ' - ^ 1 , 

soit 

ç0 = cos u — sincp -

7)o = cos u' — sin o ' -

il viendra 

L * F ? = ' 

/ < É - P T | ) ( Ç O — P o l o ) 

Les points singuliers de F(z, t) sont les mêmes que ceux de F" ; 
car F(^, t) ne diffère de FJ que par une puissance de t et le point 
t=o, qui, d'ailleurs, n'interviendra pas dans la discussion, est 
déjà un point singulier de F^. 

Les points singuliers de F° seront ceux pour lesquels u et « ' , 
et par conséquent £, i\, "1o> cesseront d'être fonctions uniformes 
de l et de V et, par conséquent, de z et de t\ et, en outre, ceux 
pour lesquels 

I = Pi ou £o=po1o-

Je vais poser 

Nous en déduirons 

-y— i costs sin u, 

— y / — i costs'sin u', 

' - r o i 
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et 
s i n : ? / l 

1·'· / , e"' = ye 2 \r ). 

Mous aurons ensuite 

t = er = x^eic
 ^ ' , z = e'cl'tca

 = / j « e » 

en posant, pour abréger, 

<7 s l n o / i \ c s i n o ' / i \ 

JNous aurons, d'autre part, 

, I / l\ . c o s o / ; = - t x n — s i n o H 1- [ x — 
I / I \ . , c o s o ' / I 

Les points singuliers de F ( ; , t) nous sont donnés par 

M 
du 

dl' 

— = j — s m c? c o s u = o , 
du 

, , = i — s i n o c o s M = o ; 
du 

H = £ - ? T, = o, 

H 0 = So — 3 o ^ , o = o . 

ÎNous pouvons transcrire ces équations en nous servant des 
variables x ely; elles deviennent alors algébriques; les deux pre­
mières s'écrivent, en effet, 

( i ) y.x — s i n y (xi
 -4- i ) = o , 

iy—sino'(_y!-t- î) = o , 

et les deux dernières, en chassant les dénominateurs, 

^ 2 . S ylix* -\-1)— 2x s i n 9 — c o s o ( a ; 2 — i ) ] 

| = S x[(y* -+-1) — 2y s i n o ' - f - c o s œ ' ^ 2 — i ) ] , 

j j [ ( ^ 2 + i ) — 2 3 7 s i n t p + c o s o ( r c 2 — i ) ] 
1 ( = fioxKy*-*-1)— iy s i n o ' — c o s © ' ( / « — i)J. 
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ou bien encore 

df df 
c - d i - a d F = ° 

df a df _ 

1 — sincscosit du i — sincp'cosa' du' 
Les premiers membres des équatioi s ( 1 ) et ( 2 ) ne dépendent 

que de u ou bien que de u' : nous pouvons les laisser de côté ; mais 

Pour trouver les points singuliers de <&(z), il suffit d'exprimer 
que deux des points singuliers de F(z, t) se confondent. Mais cela 
peut arriver de deux manières : 

Ou bien un point singulier défini par l'une des quatre équa­

tions ^ = o , ^ p = o , H = : o , II 0 = o va se confondre avec un 

point singulier défini par une autre de ces quatre équations : nous 
obtiendrons ainsi les points singuliers de première espèce de $(z) ; 

Ou bien deux des points singuliers définis par une de ces quatre 
équations se confondront en un seul : nous obtiendrons ainsi les 
points singuliers de deuxième espèce de $>(z). 

Pour avoir les points de première espèce, il suffit de combiner 
deux à deux les quatre équations ( 1 ) , ( 2 ) , (3), (4)· On voit que 
ces points ne dépendent en aucune façon des entiers a et c. 

Pour avoir les points de deuxième espèce, voici comment il faut 
faire : 

Soit f(z, l) ~ o une des quatre équations ( 1 ) , ( 2 ) , (3) , (4) ; pour 
exprimer que deux des points singuliers définis par cette équation 
se confondent, il me suffit d'écrire 

t ('-f 

S = °' ̂ 7=0 

Si nous changeons de variables en exprimant s et i et, par consé­
quent, y en fonctions de / et de l', il vient 

df _—i ( df df\ 
dt~~\ciri adl')' 

de sorte que l'équation ^ = o peut être remplacée par 
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nous avons des points singuliers qui nous seront donnés par les 

deux équations 

H = o , ^ = o 

ou encore par les deux équations 

Nous avons 

H = cos u. — sintp - 1 - «cos<p sin u — p(cos u'— sin <p'-f- i cos tp' sin u' ) . 

dH 

L'équation = o peut donc être remplacée par la suivante : 

c( — sin u -+- i costp cosu) « ¡3 ( — sin « ' - H i costp' cos « ') _ 
1 — sincpcosM 1 — sintp'cosw' 

ou 

... c [ cos o ( x* -f-1 ) -+- ( a?2 — 1 )] a$[coso'(y*->-i)-h(y* — i)] _ 
2a? — sin tp (a?2 -+-1) — sin tp'(y - i - i) 

De même l'équation =o peut être remplacée par la sui­

vante 

c[—costp(r2-i-i)-t-(.c2 —i)] afl0|— c o s t p ' C y 2 1) - H (y 2 — i ) ] _ 
2«—sintp(a; 2-t-1) 2_y — sin <f'(y* -t- 1) 

Les points singuliers de deuxième espèce sont donc donnés par 
les équations (3) et (5) ou bien par les équations (4) et ( 6 ) ; à 
l'inverse de ceux de première espèce, ils dépendent donc du rap­
port des entiers a et c. 

Tous les points singuliers de sont donc donnés par des 

équations algébriques. 

Ces équations algébriques se simplifient quand on suppose 

y ' = o . Il est permis alors de supposer Tz'=m et par conséquent 

L'équation ( i) ne change pas, l'équation ( 2 ) se réduit k y = o et 

il n'y a plus à en tenir compte, les équations (3) et (4) deviennent 

( 3 ) (a;2-1-!) — ix sintp -T - costp (xi
 — 1) —i^xy, 

(4) y]_(x* -T- L ) — 2a; sino — costp (a:2 — 1 ) ] = 2 $x. 
H. P. — I. ' 1 9 
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Les équations (5) et (6) deviennent 

( 5 ) — ! = r-i s i + O B V = o, 
2 3 7 — S M T P ( A 7 2 - r - I ) r J 

C [ — C 0 5 ? ( A ; ' - N ) - + - ( A ; » — Q ] G F T = Q 

%x — sin c p ( A ? 2 - t - 1 ) y 

La combinaison des équations (3) et (5) donne 

2 e [ C O S C O ( A " 2 - 4 - l ) - T - (x11 — i ) ] 

, . i ix — s incp(a; 2 - | - i ) 

| ^ A [ ( 3 ? 2 - T - i ) — i x sincp - I - coscpfa? 2 — ! ) ] _ 0 

et celle des équations (4) et (6 ) donne 

| A F F I B ' - T - i ) — 237 sincs— coscp(37 s — i ) ] 

2 c [ — coscs {x"1 -+-1) - i - (a? 2 — i ) ] 

237 —· sincf (37 2-t- i ) 

a; 

Les équations (7 ) et (8 ) nous donnent les valeurs de x corres­
pondant aux points de la deuxième espèce; l'équation ( 1 ) nous 
donne les valeurs de x correspondant à certains points de pre­
mière espèce. Il nous reste à parler des points de première espèce 
définis par les équations (3) et (4 ) , puisque l'équation ( 2 ) devient 
illusoire. 

Les équations (3) et (4) s'écrivent 

\ — P I = £ 0 — Po1o = o. 

Si elles sont satisfaites à la fois, on aura 

& = P M I . = P J -

Or 
££0 — ( 1 — sin cp cos a) 2 . 

Il reste donc 
1 — sin cp cos u = ± P , 

de sorte que les valeurs de x correspondant à cette sorte de points 
singuliers seront données par les deux équations 

(9) 2 3 7 — sintp(3? 2->- i ) = 2 P 3 7 , 

( 1 0 ) 2 3 7 — S I N T P ( A ? 2 — 1 ) = — 2 P 3 7 . 
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( 3 ) 

( 4 ) y-

P ( H - T » ) A ? 

P ( i - 4 - - c ' ) r 

"(1 — x z f ' 

,rs c(x-r-z) D 

( 5 ) —r+a$y = o , 

( f a ) 1 = 0 , 
x — z y 

. . c ( x - \ - z ) a ( x — x ) 2 

( 7 ) ~ I ZX~ + = ° ' 

( 8 ) 
c ( i - ¥ - z x ) a i t — x x ) * 

x — T ( i - + - x 2 ) a 7 

L'équation ( 1 ) nous donne d'autre part comme solution 

1 
X = Z, X = - · 

T 

Lorsque o et T sont très petits, nous avons vu que les valeurs 
de x sont très petites, ou très grandes, et, comme les équations ne 

changent pas quand on change x en ^ nous devons conclure qu'il 

y en a précisément autant de très petites que de très grandes. 

Les valeurs de x qui correspondent aux points singuliers nous 
seront données par les cinq équations ( 1 ) , ( 7 ) , ( 8 ) , ( 9 ) et ( 1 0 ) . 
Observons que les équations ( 1 ) , ( 9 ) et ( 1 0 ) sont réciproques et 
que les équations ( 7 ) et ( 8 ) se changent l'une dans l'autre quand 

on change .r en ^ - Si a; est un point singulier, il en sera donc de 

même de ^ - C'est ce qu'il était aisé de prévoir. 

Si l'on fait 0 = 0 , nos équations se réduisent à x = o; donc, 
quand <p tend vers o, les racines des équations ( 1 ) , ( 7 ) et ( 8 ) ten­
dent vers o ou vers l'infini. 

Si l'on pose 

o 
TANG^ = T , 

les équations ( 3 ) , ( 4 ) , (5), ( 6 ) , ( 7 ) et ( 8 ) deviennent 

( x — z ) 1 
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2 9 2 C H A P I T R E V I . Nos équations et les valeurs correspondantes de x se simplifient un peu quand, supposant cp très petit, on néglige le carré de cette quantité. Les équations (i), (9) et(io) nous donnent alors respectivement pour x trois valeurs très petites, qui sont approximativement 
( 1 1 ) x •= - , X = ± - g , X = 

1 2 1 — 3 a i + p 

et trois valeurs très grandes, qui sont approximativement 
/ 2 2 ( 1 —3) 2 ( 1 - + - 3 ) ( 1 1 bis) x = - , x = — x = — C - . 

? ? f L'équation (7) nous donne deux valeurs très petites, définies approximativement par l'équation 
( 1 2 ) ixi(a-^-c)-hixcf(c — 2 « ) ^ - a ' . p 2 = o, et une valeur très grande; qui est approximativement 
, „ , . * 2 A - T - C 

( i 3 bis) x = 

' v a L'équation (8) nous donne deux valeurs très grandes, définies par 
(11 bis) 4(a - T - C ) - + - 2x0(0 — i a ) -t- ax-<p- = o, et une très petite, qui s'écrit 
( 1 3 ) x = - · 

' 2 a -+- c 

Il est aisé de vérifier que les équations (12) et (12 bis) ont leurs 
racines réelles quand ̂  < o. Si donc c et a sont de signe contraire et que es soit assez petit, les équations (7) et (8) auront leurs racines réelles. LPS valeurs de x correspondant aux divers points singuliers étant ainsi définies, il reste à déterminer les valeurs de y et de z. J'observe d'abord que, si l'on a un point singulier correspondant 
à certaines valeurs de x, de y et de z, les valeurs inverses - , —, -7 s x y z correspondront à un autre point singulier, que j'appellerai le réci-
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D É V E L O P P E M E N T D E L A . F O N C T I O N P E R T U R B A T R I C E . 2 g 3 

proque du premier. On constate, en effet, que notre système 

d'équations ne change pas quand on change x, y, z en ^ , ~ e t ^ ' 

et cela était d'ailleurs aisé à prévoir. 

Les valeurs de x et de y seront définies par les couples d'équa­

tions suivants : 

( i ) , ( 3 ) ; (i),(4); ( 7 ) , ( 3 ) ; ( 8 ) , (4); ( 9 ) , ( 3 ) ou ( 4 ) ; ( i o ) , ( 3 ) ou (4). 

Ces équations nous montrent que, si çp est très petit et peut être 

regardé comme un infiniment petit du premier ordre, y est très 

petit si x est très petit et très grand si x est très grand. 

Nous avons, d'autre part, 

a sin ç / i \ 

z -=ycxae 2 v*' ' . 

Si <p est infiniment petit du premier ordre, x est infiniment 

petit (ou infiniment grand) du même ordre ; il en est de même de y; 

l'exposant £Lî L2 ̂ -ï — e s t alors fini; par conséquent z est un 

infiniment petit (ou infiniment grand) d'ordre a -+- c. 
Je distinguerai parmi les points singuliers celui qui est défini 

par x = -z [solution de l'équation ( i ) ] et par l'équation ( 3 ) . 
Pour ce point, en effet, y et z sont nuls. 

De même, pour le point défini par x = ^ [autre solution de ( i ) ] 

et par l'équation (4), et qui est le réciproque du premier, les va­
leurs dey et de z sont infinies. 

Nous n'aurons donc pas à nous occuper de ces deux points sin­
guliers dans la discussion qui va suivre. 

Discussion. 

97. Voici la question qu'il me reste à résoudre. 

J'ai en tout 14 points singuliers, 7 qui correspondent à des valeurs 
très petites de x et de y, 7 qui correspondent à des valeurs très 
grandes de x et de y. 

A un autre point de vue, 7 de ces points correspondent à des 
valeurs très petites de z, et 7 à des valeurs très grandes de s. 11 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



294 C H A P I T R E V I . 

s'agit de savoir quel est, parmi les 7 premiers, celui pour lequel le 
module de .s est le plus grand (cela nous apprendra en même temps, 
puisque les valeurs de z sont réciproques deux à deux comme le 
sont celles de x et dey, quel est, parmi les 7 derniers, celui pour 
lequel le module de z est le plus petit). 

Si les points singuliers correspondants sont admissibles, ce 
seront eux qui définiront les circonférences 

|-s | = R, \z'\ = r ^nous avons ici R = · 

Pour ne pas prolonger la discussion par l'examen d'un trop grand 
nombre de cas différents, je vais faire quelques hypothèses parti­
culières. Je supposerai 

Je supposerai également que le rapport ^ est voisin du rapport des 

moyens mouvements changé de signe, c'est-à-dire que l'on a à 
peu près (en désignant par n et n' ces moyens mouvements) 

an -+• en' = o. 

Les termes les plus intéressants sont, en effet, ceux qui corres­
pondent à de petits diviseurs. 

On a alors à peu près 

£ = -(P)ï, 

ce qui montre que c et a sont de signe contraire ; je supposerai par 
exemple c positif et a négatif ; comme ¡3 est plus grand que 1 , c -+- a 
sera positif. 

Grâce à ces hypothèses, toutes les valeurs de x sont réelles. 
Cela rend possible une représentation géométrique simple qui 
permettra de suivre plus facilement la discussion. 

Dans la figure ci-contre, nous représentons chaque point singu­
lier par un point du plan dont les coordonnées rectangulaires 
sont x et y. 

J'ai fait deux figures (fig. 1 et fig. 2 ) , la première représentant 
le quadrant du plan compris entre l'axe des x positifs et celui 
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des y positifs; et la seconde représentant le quadrant compris 
entre Taxe des x négatifs et l'axe des négatifs. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



296 C H A P I T R E V I . 

c'est-à-dire l'équation ( 3 ) ; les deux branches de courbe 

B ' D ' B C O R E L et R'F'Q' 

ont pour équation 

( 4 ) Y = E I ± ^ L . 

Les divers points singuliers sont représentés sur la figure par les 
points suivants 

A Équations ( 1 ) et (3) (X — x), 

B (9), (3) et (4) [2" éq. ( 1 1 ) ] , 
G (8) et ( 4 ) [(i3)], 
D (7) et (3) [ ( 1 2 ) racine négative)], 

E ( i ) e t ( 4 ) ( a : = T ) , 

F (7) et (3) [ ( 1 2 ) racine positive], 

R ( « o ) , (3) et ( 4 ) [3e
 éq . ( n ) ] ; 

et par les points A', B', C , D', E', F' et R', respectivement réci­
proques des premiers. 

Il est aisé de vérifier que, si tp est assez petit, ces points sont 
bien disposés dans l'ordre de la figure, c'est-à-dire que les abscisses 
des points 

C'B'D'DBCFREE'R' F' 

vont en croissant. 
Comparons les valeurs de z correspondant à ces divers points. 

On voit d'abord que, pour les points de la fig. ( 1 ) (où x~^>o, 
y > o ) , z est réel positif et que, pour les points de la fig. ( 2 ) (où 

1 
x ^C 0) y < ° ) > l'argument de z est égal à (c + a)u, celui de zc égal 

à^i + ~^jlz- Reste à voir comment varie le module de z. Si l'on 

suit l'une des courbes (3) ou (4) , les maxima et minima de \z\ 
correspondent aux points de contact de ces courbes (3) et (4) avec 
les courbes 

" S ' " T / 1 _ \ 
Z=YCXAE 2 \ * / — const., 

c'est-à-dire aux points C , D, F, A pour la courbe (3) , et aux points 
D', C, F' pour la courbe (4 ) . 
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EnO' | J S | = o 

De O' en G croît 

En C max. 

De C en D décroît 

En D min. 

De D en P croît 

EnP 1*1 = * 

En Q 1*1 = o 

De Q en F croît 

En F max. 

De F en A décroît 

En A 1 * 1 = 0 

De A en O" croît 

En O" \ z \ = » 

2 ° Quand on suit la courbe (4) 

EnP' | * l = o 

De P' en D' croît 

En D' max. 

De D' en C décroît 

En C niin. 

De G en O' croît 

En O la! = « 

E n O |a| = o 

De O en L ou en A' croit 

En A' 1-1 = » 

De A' en F' décroît 

En F' min. 

De F' en Q' croît 

En Q' \z\ = o o 

On en conclut que le z du point B est plus grand que celui du 
point C, et celui du point E que celui du point R. 

De même, le z du point D est plus petit que celui du point B, et 
le z de R est plus petit que celui de F. 

Nous avons vu que, la fonction F(s , l) n'étant pas uniforme, il 
fallait tracer les contours d'intégration sur la surface de Riemann 
correspondante dont le nombre des feuillets est infini. Pour éviter 
la considération de cette surface de Riemann, on peut changer de 
variables. Observons, en effet, que le carré de FJ est fonction uni­
forme de x et de y et, par conséquent, que le carré de F (s , £)est 

1̂  1 

fonction uniforme dexc et de zc. 
t 

Si donc nous convenons de donner à zc une valeur déterminée 
et que nous considérions momentanément comme constante, à un 

1 

point du plan des X e correspondront seulement deux valeurs de 
F(.s, t) égales et de signe contraire. Nous pourrons alors avec 

I 

avantage tracer nos contours d'intégration sur le plan des x''. 
1 

Donnons d'abord à zc une valeur initiale Ç0 dont le module soit 

Voici comment varie | z [ : 
i ° Quand on suit la courbe ( 3 ) 
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* ( * ) = J F { z , t)dt 

doit se réduire au cercle \ T\ = 1 pour les valeurs de Z de module 1 . 
1 

Pour Z C = Ço> nous devrons donc prendre pour contour dans le 
- I -I 

plan des T le cercle |*| = 1 et dans le plan des X C le cercle \ XC \ = i-
Voici donc la règle pour reconnaître si un point singulier de ® ( Z ) 

1 1 

est admissible. Soit a,- la valeur de XE et £,· la valeur de Z1' qui cor­
respondent à ce point singulier. Nous supposerons, par exemple, 
que le module de est plus petit que 1 ; aussi bien savons-nous 
que, parmi les points singuliers de < & ( Z ) , la moitié ont leur module 

1 

plus petit que 1 . Nous allons faire varier Z C de la manière suivante : 
son argument devra rester constant et constamment égal à celui 
de Ç,- et son module ira en croissant de à 1 . En d'autres termes, 

le point ZC décrira un segment de droite A limité aux points et —j · 

Pour chacune des valeurs de Z C , F ( s , T), considérée comme fonc-

tion de X C , présente un certain nombre de points singuliers; pour 
1 

Z C — Ç,-, deux de ces points singuliers se confondent en un seul et 
1 

avec a;. Quand Z C décrit la droite A, ces deux points singuliers 
1 

varient d'une manière continue et parfaitement définie. Quand Z C 

Y 
atteint la valeur finale RY~. > il peut arriver ou bien que les positions 

IV 1 

finales de ces deux points singuliers sont toutes deux intérieures, 
I 1 1 

ou toutes deux extérieures au cercle \ X C \ = 1 , etalors le point con­
sidéré est inadmissible, ou bien que ces positions finales sont l'une 
extérieure et l'autre intérieure à ce cercle et alors le point consi­
déré est admissible. 

La fonction F(s , T) est multipliée par une racine c i 6 m e de l'unité 
1 

quand XE est multiplié par une racine c i e m c de l'unité. Supposons 

égal à i . Nous sommes convenus, en définissant $ ( 2 ) , que le con­
tour d'intégration le long duquel doit être prise l'intégrale 
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Il suffira donc d'examiner les points singuliers qui correspondent 

donc que, pour une valeur donnée de zc, le point 

I 

X e ' Y 

soit un point singulier de F(z, l) considérée comme fonction 
1 

de xc. Il en sera de même des points 

1 2I7T 1 km 1 S(C—1|ITC 

xc = y e c , x c = - ^ e c , xc=~^e c 

Nous avons vu que les valeurs de X qui correspondent aux points 
singuliers de $>(z) sont toutes réelles, et ont par conséquent pour 

1 

argument o ou it. Les valeurs correspondantes de xc auront donc 
/tir 

pour argument — , k étant entier. Soit donc a; une de ces valeurs, 

je pourrai écrire 

aj- ayant pour argument o ou ^ et k étant entier. 

Si a,- correspond à un point singulier de ®(z) [c'est-à-dire à 
deux points singuliers de F(z, t) confondus], il en sera de même 
de a;. 

Je dis que la condition nécessaire et suffisante pour que le point as­
soit admissible, c'est que le point a!i le soit. 

En effet, appliquons la règle : quand le points 0 décrira la droite A, 
les deux points singuliers, primitivement confondus en a,-, auront 
pour positions finales y et y'; de même les deux points singuliers 
primitivement confondus en ot; auront pour positions finales star zMiiz ye c et y'e '' . 

Il suffit évidemment, pour démontrer le théorème énoncé, d'ob­
server que 

lïl =lïe c I, lï'l = lï'e c [· 
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1 

à des valeurs réelles et positives de x1', c'est-à-dire aux points F, 
E, R et A de la figure, et les points singuliers qui correspondent 

1 

à la valeur — de l'argument de xc, c'est-à-dire aux points D, B et C 

de la figure. 

Le point E est inadmissible ; en effet, la valeur correspondante 
de a,- est 

1 

1 

quand le point zc décrira la droite A, les deux points singuliers 

primitivement confondus en a/ resteront réels. A chacun d'eux 

correspondra une valeur de x et une de y, et par conséquent un 

point représentatif sur notre figure. 
L'un de ces points représentatifs décrira alors la droite ES et 

l'autre la courbe EL. 

L'un des points singuliers restera donc fixe et égal à x c et aura 
par conséquent son module toujours plus petit que i . 

1 

La valeur initiale £,· de z1' est réelle et positive : la droite A sera 

donc une portion de l'axe des quantités réelles et la valeur finale 

sera égale à i . 
Le second point singulier (qui correspond au point représentatif 

qui a suivi la courbe EL) a une valeur réelle et positive que j 'ap­
pelle y; il s'agit de savoir si y est plus petit ou plus grand que i . 

Lorsque ce point représentatif décrira la courbe EL depuis E 
jusqu'en L, le module de z ira en croissant depuis une certaine 
valeur très petite jusqu'à l'infini; il passera donc une fois et une 
seule par la valeur i . Il s'agit de montrer que la valeur corres­
pondante y 2 de x est plus petite que i. Pour cela, il suffit de faire 
voir que, quand l'abscisse x de ce point représentatif atteint la 
valeur i , \z\ est plus grand que i . 

Or on trouve que, pour x = i, 

-x) 

z = y c x a e 2 V r / = y c . 

Il reste donc à démontrer (\\ie y >> i . 
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Or il est clair que 

Donc y < i . 

Donc le point E est inadmissible. c. Q. F . n. 
Le point F est inadmissible ; ici encore la droite A sera une 

portion de l'axe des quantités réelles puisque Ç; sera réel. Les 
points singuliers primitivement confondus en a,- ne resteront pas 
réels, mais ils resteront imaginaires conjugués; ils ont donc 

1 

même module ; il est donc impossible que quand zc atteindra sa 
r. 

valeur finale = i , l'un de ces points soit plus grand que i et 

l'autre plus petit que i en valeur absolue. 
c. Q. F. D. 

1 

Il nous sera cependant utile de savoir si, quand zc atteint sa 
valeur finale i , le module commun de ces deux points singuliers 
est plus grand ou plus petit que i . Comme il est primitivement 
plus petit que i , il ne pourrait cesser de l'être qu'en passant par 
la valeur i . Il faudrait donc que, pour une valeur de x imaginaire 

1 

et de module i , zc eût une valeur réelle et positive. 
Construisons donc dans le plan des x les lignes d'égal argument 

de la fonction 

Ces lignes sont représentées sur la Jig. 3 au moins dans la partie 
du plan qui seule nous intéresse et qui avoisine le point O. 

Les points remarquables sont le point x = o, correspondant au 
point O de la Jig. i , le point x = x correspondant au point A et 
deux points qui correspondent aux points D et F. Ces points 
sont d'ailleurs désignés sur la Jig. 3 par les mêmes lettres. 

Parmi les lignes d'égal argument, les unes regardées comme 
remarquables sont représentées èn trait plein. Ce sont l'axe des 
quantités réelles d'une part et, d'autre part, des lignes allant du 
point O au point F et du point A au point D. 

Les autres lignes d'égal argument aboutissant soit au point A, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Fig. 3. 

On voit donc que le module de x restera toujours très petit et 
que l'on aura 

I Y I < « -

1 

Le pointK est inadmissible ; en effet, quand le point zc décrira 
la droite A, les deux points singuliers primitivement confondus 
resteront d'abord réels; les deux points représentatifs décriront 
les deux branches de courbe RE et RF; quand le premier de ces 
points atteindra le point E, le point singulier correspondant se 
confondra avec un autre; les deux points ainsi confondus se sépa­
reront ensuite et les points représentatifs correspondants décriront 
les courbes EL et ES; nous avons vu, en parlant du point E, que 

1 

les valeurs finales de xc sont réelles et plus petites que i . 

soit au point O, soit à l'un et à l'autre, sont représentées en trait 
pointillé. 

I 

Quand le point z'' décrira la droite A, le point x décrira la 
courbe en trait plein FO de notrj^y?^. 3. 
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De même, quand le second point représentatif atteindra F, le 
point singulier correspondant se confondra avec un autre, s'en 
séparera ensuite; les valeurs finales, comme nous l'avons vu en 
parlant du point F, sont imaginaires conjuguées et de module plus 
petit que i. 

Nous avons donc ici non plus 2 , mais 4 valeurs finales; et elles 
sont toutes quatre plus petites que 1 en valeur absolue. 

C. Q. F. D. 
Le point B est inadmissible. Les deux points singuliers primi­

tivement confondus se séparent, mais les valeurs correspondantes 
de x restent réelles. Les deux points représentatifs décrivent les 
branches de courbe BP et BD'. Pour le premier, qui décrit BP, la 
valeur absolue de x va en diminuant; elle reste donc plus petite 
que 1 ; considérons le second qui décrit BD', il me reste à démon­
trer que, bien que la valeur absolue de x aille en augmentant, elle 
reste plus petite que 1 , tant que le module de z est lui-même infé­
rieur à 1 . 

Pour cela, il faut faire voir que, pour x = — 1 , \z \ ^> 1 ; or, pour 
x = —· 1 , 

|s| = |j|c-
Or 

R ( 1 _j_ T 2 ) I rl = t- TT- > 1 (si T est assez petit). 
C . Q . F . D . 

Le point C est inadmissible. Les deux points singuliers primi­
tivement confondus se séparent, x demeurant réel; le premier 
point représentatif décrit CO, le second CB. Pour le premier, 
\x\ va constamment en diminuant : sa valeur finale est donc plus 
petite que 1 . Examinons le second point singulier qui correspond 
au point représentatif qui décrit CB. Quand il est arrivé en B, il se 
confond avec un autre point singulier, et s'en sépare de nouveau; 
les deux points représentatifs décriront les deux courbes BP et 
BD'; d'après ce que nous venons de voir, les valeurs finales de].r| 
sont plus petites que 1 . Ainsi nous avons, non pas deux, mais trois 
valeurs finales, toutes trois plus petites que 1 . C. Q. F. D. 

Le point D est admissible. Les deux valeurs de x demeurent 
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réelles, le premier point représentatif décrit D B ; arrivée en B , la 

courbe représentative se b i furque en B P et en B D ' , et les valeurs 

finales de x sont plus petites que i , ainsi que nous venons de le 

voir. 

L e second point représentatif décrit D B ' ; j e dis que la valeur 

finale de \x\ est plus grande que i . P o u r cela, il faut faire voir que , 

pour ï = < i , o t i a | z ] < i ; or, pour x = — i 

M-|jlc; 1/1= p (TV?') < 1 (si t e s t assez pe t i t ) . 

D e nos trois valeurs absolues finales, deux sont plus petites, une 

plus grande que i . D o n c le point est admissible. 

c. q. f. n. 

E n résumé, des six points B C D E F R , le point D est seul admis­

sible. 

D e même des six points réciproques B ' C ' D ' E ' F ' R ' , le point D ' 

est seul admissible. 

Si donc l'une des excentricités est assez petite, l'autre nulle, 

l'inclinaison des orbites nulle , le grand axe de l'orbite circulaire 

plus grand que celui de l'orbite ell iptique; si le rapport — ^ dif­

fère peu de celui des moyens mouvements, ce sont les points D et 

D ' qui déterminent les rayons de convergence r et R = j -

P o u r faciliter l'intelligence de cette discussion, j 'ai construit 

une quatrième figure où j 'ai représenté la variation des points 

singuliers en prenant pour abscisse x , si x est réel, et si x est 

imaginaire, et pour ordonnée Je n'ai représenté toutefois que 

ceux des points singuliers qui jouent un rôle dans la discussion. 

Les droites tracées en trait mixte sont les deux axes 

de coordonnées x = o et \z \ — o, et les droites x — -+-1, \z \ = i . 

Les courbes en trait plein représentent la variation des points 

singuliers réels, et les courbes en trait pointillé celle des points 

singuliers imaginaires. D'après les conventions faites plus haut, 

chacun des points de ces courbes pointillées représentent deux 

points singuliers imaginaires conjugués. 

L e s divers points remarquables sont désignés par les mêmes 

lettres que les points correspondants des autres figures. P o u r 
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Fig. 4 -

I 

des \z\ positifs est dirigé vers le bas) jusqu'à la droite | z | = i . 
On trouve ainsi que 

Pour le point D les valeurs finales sont ·(,, Y 2 et Y 3 , 

B » Ys et Y3, 
C » Y 2 . Y3 et Y4, 
F » Ys, 

R » YB, Y« et Y; , 

E » Y6 et Y 7 . 

Je rappelle que y 5 représente deux valeurs finales imaginaires 
conjuguées. On voit que, de toutes ces valeurs finales, toutes, 
sauf y, , sont plus petites que i en valeurs absolues. 

Discussion dans le cas général. 

98. Les limites qui me sont imposées ici ne me permettent pas 
de répéter cette discussion dans le cas le plus général ; mais je puis 
indiquer en quelques mots de quelle manière elle doit être con­
duite. 

Quand on fera varier les éléments des orbites, d'une manière 
continue, les points singuliers de ^ ( s ) varieront aussi d'une façon 

H. P. — I. 2 0 

trouver les diverses valeurs finales obtenues en partant d'un point 
singulier donné, il faut suivre les courbes pleinss ou pointillées, 
en allant toujours en descendant (puisque sur la figure l'axe 
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continue. Supposons que l'on fasse varier ces éléments de telle 
sorte que les orbites restent réelles et qu'à aucun moment elles ne 
se coupent en un point réel, de telle sorte aussi qu'à aucun moment 
deux points singuliers de &(z) ne viennent à se confondre. Consi­
dérons un point singulier de $(z); il va varier d'une façon con­
tinue et, comme nous supposons qu'il ne se confond jamais avec 
aucun autre, on pourra le suivre dans ses variations sans avoir à 
craindre aucune ambiguïté. 

Cela posé, je dis que, si ce point est admissible à un certain mo­
ment, il restera toujours admissible et inversement, sauf dans un 
cas sur lequel nous reviendrons. 

En effet, dire que le point singulier est admissible, c'est dire que, 
parmi les valeurs finales de x correspondant à ce point, il y en a 
dont le module est plus grand que i et d'autres dont le module 
est plus petit que i. Mais il importe de préciser davantage. En 
effet, dans le cas particulier traité dans le numéro précédent, 

1 1 

F(s , t) était fonction uniforme de zc et de xc, ce qui nous a permis 
I 

de représenter les points singuliers de F(z , t) sur le plan des xc. 
Dans le cas général il n'en est plus de même et une représenta­

tion aussi simple n'est plus possible. Il faut représenter les points 
singuliers de F(z, t) (considérée comme fonction de t) sur une 
surface de Riemann particulière que j'ai appelée plus haut S ; cette 
surface peut être définie comme il suit : nous avons 

( i ) z = x a e * \ x ~ x ) y c e ~ ~ ï \~y~y). 

Si nous regardons z comme donné, cette équation définit une 
relation entre x et y à laquelle satisfont une infinité de systèmes 

1 i 

de valeurs de x et de y, ou bien encore de x° et de^"5 chacun de 
ces systèmes de valeurs représente ce qu'on peut appeler un point 
analytique. A chacun des points de la surface de Riemann cor­
respondra un de ces points analytiques et un seul, et récipro­
quement. 

Quand on fera varier z, cette surface de Riemann S va varier 
aussi, puisque alors les points singuliers de F(z, t) se déplacent. 
Soit S 0 ce que devient S quand z atteint une valeur de module 1 . 
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Sur la surface S 0 nous pourrons tracer un cercle que j'appellerai 
Co et dont l'équation sera 

M = Irl = '• 

(En effet, si l'on donne à x une valeur quelconque de module i, 
on peut toujours choisir une valeur de y ayant également pour 
module i, de manière que z ait telle valeur que l'on veut de mo­
dule i.) 

Ce cercle C 0 partage en deux régions la surface de Riemann S 0 . 
J'appellerai R 0 celle de ces deux régions qui contient les points 

voisins de C„ et pour lesquels \x\ -< i et R 0 l'autre région. 
1 

Supposons donc que l'on fasse suivre au point zc la droite A du 
numéro précédent et que l'on étudie les variations des points sin­
guliers de F(s , £); quand on fait varier z, ces points se déplacent 
sur la surface S en même temps que cette surface S varie elle-même. 
Deux de ces points d'abord confondus en un seul [qui est un point 
singulier de ^ ( . s ) ] se séparent; quand le module de z atteint la 
valeur i et que S s'est réduite à S 0 , ils atteignent sur cette sur­
face S 0 deux positions finales. (La discussion du numéro précédent 
nous a fait voir des cas où l'un de ces points singuliers se séparait 
lui-même en deux autres ; il y a alors plus de deux positions finales, 
mais ce que je vais dire reste applicable.) Si toutes ces positions 
finales appartiennent à la même des deux régions déterminées sur 
la surface S 0 par le cercle C 0 , le point singulier correspondant 
de & (z) est inadmissible; dans le cas contraire, il est admissible. 

On voit la nuance qui sépare cet énoncé de celui que j'avais 
d'abord donné et qui convenait dans le cas particulier du numéro 
précédent. Les affixes de deux points peuvent être, l'un plus grand, 
l'autre plus petit que i en valeur absolue, et ces deux points peu­
vent appartenir néanmoins à la même des deux régions définies 
plus haut, s'ils ne font pas partie du même feuillet de la surface 
de Riemann. 

Cela posé, je dis que, quand on fait varier les éléments des deux 
orbites, un point singulier d'abord admissible ne peut, en général, 
devenir inadmissible ou inversement. En effet, considérons les 
variations de la surface S 0 et de ce que nous avons appelé les va­
leurs finales. Pour qu'un point singulier cessât en effet d'être 
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admissible ou le devînt, il faudrait que la valeur finale correspon­
dante franchît le cercle C07 pour passer d'une des deux régions 
dans l'autre. Or quelle est la signification des équations de ce 
cercle C 0 

1*1 = 1^1 = « · 

Elles signifient que les deux anomalies excentriques sont réelles. 
A chaque point M de la surface de Riemann S, et en particulier de 
la surface S 0 , correspond sur les deux orbites un couple de points 
P et P' définis par les valeurs des anomalies excentriques, ou ce 
qui revient au même de x et de y. Si le point M est sur le cercle C 0 , 
les points P et P' sont réels. Le point M ne peut être singulier que 
si la distance PP' est nulle, ou si l'un des points P et P' sont à une 
distance nulle du Soleil. Cette seconde circonstance ne peut pas 
se présenter si les points P et P' sont réels; ni la première non 
plus si, comme nous l'avons supposé, les deux orbites ne se cou­
pent en aucun point réel. 

Il est donc impossible qu'un point du cercle C 0 soit singulier; 
c'est-à-dire qu'une des valeurs finales franchisse ce cercle; c'est-
à-dire enfin qu'un point singulier de $ ( s ) perde ou acquière le 
caractère d'admissibilité. 

Il est cependant un cas dont il me reste à parler et où ce raison­
nement se trouverait en défaut. Je suppose que l'on fasse suivre 

1 

au point zc la droite A et que l'on étudie les variations correspon­
dantes des points singuliers de F(z, t). Au commencement, deux 
de ces points sont confondus entre eux et se confondent par con­
séquent avec un point singulier A de $(z); ils se séparent ensuite : 
soit a l'un d'eux; il peut arriver (et nous en avons vu des exemples 
au numéro précédent) que, pour une certaine valeur de z, le point a 
vienne à se confondre avec un autre point singulier de F(z, t) 
(généralement différent de celui avec lequel il se confondait 
d'abord) et, par conséquent, avec un point singulier B de &(z). Il 
s'en sépare ensuite, de sorte que le point singulier A admet non 
pas deux, mais trois valeurs finales. 

Je dirai dans ce cas, pour abréger le langage, que le point B est 
subordonné au point A; il faut, pour qu'il en soit ainsi, que le z du 
point B ait même argument et module plus rapproché de 1 que 
le z du point A. 
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Soient alors A et B deux points singuliers de <&(z) et supposons 
que leurs z aient d'abord des arguments différents. Faisons varier 
d'une manière continue les éléments des deux orbites et, par con­
séquent, les points A el B; si, à un certain moment le point B devient 
subordonné au point A, il peut arriver qu'à ce moment, par excep­
tion à la règle générale formulée plus haut, le point A devienne 
admissible ou cesse de l'être. 

Voyons comment cette circonstance pourra se présenter. Obser­
vons d'abord que les valeurs de x qui correspondent aux points 
singuliers de <&(z) nous sont fournies par un certain nombre 
d'équations algébriques. Si les deux points A et B sont ainsi définis 
par une seule et même équation irréductible, je dirai qu'ils sont 
de même nature, et, dans le cas contraire, qu'ils sont de nature 
différente. On verrait sajis peine que, si les points A et B sont de 
nature différente, le point B peut devenir subordonné à A, sans 
que ce point A puisse perdre ou acquérir le caractère d'admissi­
bilité. 

Je suppose maintenant que les points A et B soient de même 
nature. Si le point B est inadmissible, il peut encore devenir subor­
donné à A sans que ce dernier point devienne admissible ou cesse 
de l'être. Si, au contraire, le point B est admissible, il arrivera en 
général, au moment où B deviendra subordonné à A, que A cessera 
d'être admissible s'il l'était, et le deviendra s'il ne l'était pas. Le 
point B conserve d'ailleurs toujours son caractère d'admissibilité 
ou d'inadmissibilité. 

Les considérations qui précèdent nous fournissent donc le moyen, 
en faisant varier les éléments des orbites d'une manière continue, 
et en suivant les variations des points singuliers, de reconnaître 
quels sont ceux qui sont admissibles, soit que l'on s'astreigne à 
faire varier les éléments de façon que deux points singuliers n'aient 
à aucun moment un z de même argument, afin d'éviter la discussion 
nécessaire pour savoir s'ils sont réellement subordonnés l'un à 
l'autre, soit que l'on ne s'y astreigne pas en se résignant à faire 
cette discussion. 

On peut faire varier, non seulement les éléments des orbites, 

mais le rapport ^ en oubliant un instant qu'il doit être commen­

surable, ce que nous n'avons supposé que dans un but très parti-
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3 l O C H A P I T R E V I . 

culier qui ne se rattache en aucune façon à la discussion de l'admis­

sibilité des points singuliers. Ce rapport ^ doit toutefois, pour 

que ce que nous venons de dire reste applicable, rester réel et ne 
passer ni par o ni par l'infini. 

Il suffit donc, pour pouvoir appliquer les considérations précé­
dentes, de connaître quels sont les points admissibles pour cer­
taines valeurs des éléments. Ce que j'ai dit dans le numéro précé­
dent sur un cas particulier semble donc pouvoir nous suffire; 
mais, dans ce cas particulier, certains points singuliers se réduisent 
à o ou à l'infini et je les ai laissés de côté dans la discussion. . 

C'est pour cette raison que j'ai encore quelques mots à ajouter. 
Supposons d'abord que, les deux excentricités étant finies, l'in­

clinaison reste nulle. Soit 

t a n g - = T , t a n g - = z . 

Les points singuliers de F(z, t) seront alors définis par les équa­
tions suivantes 

x = n, x=\-> y = i ' , y = è-

v i + r i - t - x : i 

Les courbes (3) et (4) sont du troisième ordre; pour qu'elles 
soient réelles, il faut et il suffit que les" grands axes des deux 
orbites coïncident, c'est-à-dire que la différence m — ra' soit égale 
à o ou à TC. 

Supposons = n*', la courbe (3) présentera un point double 

x = T, y = x'. 

Si x' est très petit, la courbe présentera trois branches : la pre­
mière que j'appellerai y, et qui différera peu de la branche B'DBP 
de la fig. i ; la seconde que j'appellerai y 2 ira passer par l'origine 
et par le point double. Elle sera d'abord asymptote à l'axe des x 
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négatifs, s'écartera très peu de cet axe; après avoir passé par le 
point double, elle différera peu de la branche AO' de la fig. i; 
la troisième que j'appellerai y 3 est asymptote à l'axe des_^ et diffère 
d'abord très peu de la branche CRA de la fig. \ \ elle va ensuite 
passer par le point double et s'écarte ensuite très peu de l'axe 
des x auquel elle est asymptote. Je dirai désormais que deux points 
sont réciproques, quand on passe de l'un à l'autre en changeant 

x en ^ , y en i j z en ~ et \]— i en — \J— i. Les deux courbes (3) 

et (4) sont alors réciproques l'une de l'autre. Si TU = ro' et par con­
séquent que nos courbes soient réelles, cette définition ne diffé­
rera pas de celle du numéro précédent. 

Nous avons comme points singuliers : 
i° Les intersections des courbes (3) et (4) différant très peu des 

points B, B', R, R' de la fig. i et que je puis toujours désigner 
par les mêmes lettres. Nous avons vu qu'ils sont inadmissibles. 

2 ° Les intersections de x = T et de la courbe (4), de x = i et 

de la courbe (3) différant très peu des points E et E' de la fig. i; 
ils sont aussi inadmissibles. 

3° Trois points situés sur la courbe (3) et différant très peu des 
points D, F et G' de la fig. i ; le premier seul est admissible. 

4° Trois points réciproques des premiers situés sur la courbe (4) ; 
celui qui diffère peu de D' est seul admissible. 

5° Un point défini par les équations (3) et (5) situé sur la 
branche y 2 et se réduisant à y = o, x = — T , pour T / = O . Ce point, 
dont il n'a pas été question dans le numéro précédent, exige 
une discussion spéciale. Celte discussion prouverait que ce point 
que j'appellerai T est admissible; les deux points singuliers de 

1 

F(z, t), d'abord confondus avec lui, se séparent quand z° décrit 
la droite A et sont d'abord imaginaires conjugués, puis ils se réu­
nissent de nouveau en un seul point qui correspond au point D 
et se séparent encore pour redevenir réels. On voit que les valeurs 
finales de T sont les mêmes que celles de D ; donc T est admissible 
comme D . 

6° Un point T', réciproque de T, et par conséquent admissible 
comme lui. 

7° Le point double x = T , y = x', que j'appellerai U ; par ce 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



point passent deux des branches de la courbe (3) et les deux droites 
x = -z,y = x'. A ce point correspondent quatre valeurs finales ; car, 

1 

quand z° décrit la droite A, quatre points singuliers de F(z, t), 
d'abord confondus en un seul, se séparent de façon que les quatre 
points représentatifs décrivent respectivement les deux branches 
de (3) et les deux droites x = x, y — x'; parmi ces valeurs finales, 
trois sont plus petites que i en valeur absolue ou plus exactement 
appartiennent à la région R 0 de la surface de Riemann S 0 . La 
quatrième valeur finale, celle qui correspond à la branche de 
courbe y 2 appartient à l'autre région. Le point est donc admis­
sible. 

8° Le point U' réciproque de U, c'est-à-dire le point double 
de (4 ) , sera admissible pour la même raison. 

9° Il reste encore les points d'intersection de la droite, y = -' 
avec la courbe (4) que j'appelle V et W et ceux de la droite 

y = ~ avec la courbe (3) que j'appelle V e t W , auxquels j'adjoin­

drai les deux points réciproques l'un de l'autre 

(x = z, y = Ç j et (* = ^> 7 = ·":')> 
que j'appellerai X et X ' . Le point X est inadmissible et les deux 
valeurs finales correspondant respectivement aux deux droites 
x = x et y = ^ appartiennent à la région R 0 . 

Passons au point V [c'est celle des intersections de y = x' 

avec (4) qui est très près de l'origine] : quand le point zc décrit A, 
les deux points représentatifs correspondant aux deux points sin­
guliers qui se séparent suivent : le premier la courbe (4) jusqu'au 
point R et le second la droite y = x' jusqu'en U. Les points R et U 
sont donc subordonnés à V et V admet, comme valeurs finales, 
l'ensemble des valeurs finales de R et de U. Toutes celles de R 
appartiennent à R 0 ; celles de U qui est admissible appartiennent 
aux deux régions. Donc le point V est admissible; mais il cesse 
de l'être dès que la différence vs — ra', au lieu d'être nulle, devient 
très petite. Dans ce cas, en effet, R etU cessent d'être subordonnés 
à V, et les seules valeurs finales que conserve V sont, d'une part, 
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une valeur finale peu différente d'une de celles de R, et une autre 
peu différente d'une de celles de U (celle qui correspond à y = x') 
et qui, toutes deux, appartiennent à R 0 . 

Enfin W est inadmissible Ĵ c'est celle des intersections de (3) 

avecjK = >̂ qui est voisine de l'axe desyj . En effet, à ce point sont 

subordonnées F e t X dont les valeurs finales appartiennent à R„. 

En résumé, si l'inclinaison est nulle, la différence m — ro' 
très petite, l'excentricité tp petite, l'excentricité cp' très petite par 
rapport à cp, les seuls points admissibles seront D, T, U et leurs 
réciproques. 

Supposons maintenant que l'inclinaison n'est plus nulle, mais 
très petite. 

Si nous écrivons que la distance des deux planètes est nulle, 
nous n'obtiendrons plus, comme dans le cas précédent, deux équa­
tions distinctes (3) et (4 ) , mais une équation unique 

qui, si l'on considère (comme dans la fig. i) x et y comme les 
coordonnées d'un point dans un plan, représentera une courbe du 
sixième ordre. 

Cette courbe se décompose en deux courbes du troisième ordre 
(3) et (4) quand l'inclinaison est nulle; pour qu'elle soit réelle, il 
faut et il suffit que les grands axes des orbites soient perpendicu­
laires à la ligne des nœuds. 

Si l'inclinaison est très petite, les points singuliers seront : 
i° Des points très peu différents de E, D, F, C, T, V,~VV, X et 

de leurs réciproques; je les désignerai par les mêmes lettres; il 
est clair que D et T sont seuls admissibles avec leurs réciproques. 

2 ° Deux points B ( et B 2 très peu différents de B; deux points 
Ri et R 2 très peu différents de R et leurs réciproques. Tous inad­
missibles. 

3° Neuf points peu différents de U, à savoir x — x, y = -' ; deux 
intersections de x — x avec 0 = o, deux de y = x' avec 0 = 0 , 
quatre points de 0 = o. Une discussion spéciale serait néces­
saire. 

Ayant ainsi reconnu quels sont les points admissibles, il reste-
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Application de la méthode de M . Darboux. 

99. Supposons maintenant que l'on ait déterminé par la discus- . 
sion qui précède le point singulier de $>(z) qui convient à la 
question, que l'on sache, par conséquent, quelles sont les deux 
circonférences 

| * | = r, | * | = R = I 

qui limitent le domaine où &(z) est développable par la série de 
Laurent et quels sont les points singuliers situés sur cette circon­
férence. En général, il n'y en aura qu'un seul sur chacune d'elles. 

Soit donc z0 le point singulier qui se trouve sur la circonfé­
rence 1̂1 = 7·. 

Soient x0, y 0 et t0 les valeurs correspondantes de x, y et t. On 
voit aisément que Xo et y 0 sont parfaitement déterminés par les 
équations algébriques que nous avons discutées plus haut ; au con­
traire, 

1 » ¡ " 9 / j \ 

t„=x\e 2C *°' 

n'est pas entièrement déterminé, mais est susceptible de c valeurs 

rait, pour voir celui qu'il convient de conserver, à voir quel est 
celui qui correspond à la valeur de \ z\ la plus voisine de i. 

Si Vexcentricité qui correspond au plus grand des deux 
grands axes et Vinclinaison sont petites par rapport à l'autre 
excentricité, si la différence ns — ns' est petite, le point qui nous 
convient est le point D . 

Forcé de me borner, j'arrête là cette discussion que je n'ai fait 
qu'ébaucher. Mais il me semble que l'importance du sujet peut 
tenter plus d'un chercheur; il devrait donner, outre cette discus­
sion, une méthode pratique et rapide de résolution des équations 
algébriques auxquelles on est conduit en tenant compte de la peti­
tesse de certaines quantités, et de ce fait qu'on peut se contenter le 
plus souvent d'une médiocre approximation. Sa tâche serait d'ail­
leurs grandement facilitée par une étude analytique complète de la 
fonction &(z) et de ses différentes déterminations. 
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D É V E L O P P E M E N T DE LA FONCTION P E R T U R B A T R I C E . 3 1 5 

que j'appellerai 

*O, Jt0, f-ta, .... jc-U0, 

j étant une racine c i ê m e primitive de l'unité. 
Appliquons au développement de ®(z) la méthode de M. Dar-

boux. Pour cela, il nous est nécessaire de savoir comment cette 
fonction se comporte dans le voisinage du point singulier z = zB. 

Lorsque z est très voisin de _s0, ^
a fonction F(z, t) admet deux 

points singuliers t, et t2 très voisins de t0, elle admettra également 
c — i autres couples de points singuliers 

jh et jti, / * * . e t e t ; ' » - 1 ; , , 

très voisins respectivement de 

jt», • jr lt„. 
Le contour d'intégration G le long duquel devra se calculer 

l'intégrale 

* ( Z ) = Ï F E Y * T ) D T 

devra passer entre les points t, et t2 et de même entre les points j't, 
et Jt.,, . . . . On pourra, d'ailleurs, supposer que ce contour présente 
la symétrie suivante : il sera formé de c arcs C 0 , . . , C T . _ , , 

et l'on passera de l'arc C 0 à l'arc C A en changeant t en ljk, comme 

tfn (z, 0 ; 

l'intégrale prise le long des c arcs C 0 , C ( , . . . , C C _ T sera la même, 
et l'on aura 

< p ( S ; = f F{z, t)dt. 

L'arc C 0 qui est notre nouveau chemin d'intégration passera 
alors seulement entre les points singuliers ta et t, ; d'ailleurs, 
décomposons l'arc C 0 en trois arcs partiels C ' 0 , C „ et C ' 0 ' ; j 'appel­
lerai a. et fi les extrémités de l'arc C 0 , fi et y celles de C"0, y et S 
celles de C0'. Je supposerai que c'est C"0 qui passe entre t, et f, et 
que, quand z tend vers z0, aucun des quatre points a, fi, y, S ne 
tende vers t0, de telle sorte que ces quatre points soient à une 
distance finie de t{ et de t2. 
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Noire intégrale prise le long de C 0 est la somme de trois autres, 
prises respectivement le long de C 0 , de C"0 et de C0'. La première 
et la troisième restent des fonctions holomorphes des dans le voi­
sinage du point z — z0, puisque les points t, et t.2 sont à une dis­
tance finie des arcs C0 et C'ô'. C'est donc la seconde intégrale seu­
lement, prise le long de C^, qui admet z0 comme point singulier; 
c'est donc l'étude de celte seconde intégrale qui nous fera con­
naître l'allure de la fonction <&(z) dans le voisinage de z = z0. 

Voyons donc comment se comporte la fonction F(.s, t) dans le 
voisinage de z = zB, t — t0. Cela dépend, bien entendu, de la nature 
du point singulier considéré. J'examinerai d'abord l'hypothèse où 
ce point est l'un de ceux que nous avons désignés par D, F, T, C 
et par les mêmes lettres accentuées, ou bien encore, dans le cas où 
l'inclinaison n'est pas nulle, l'un de ceux, que nous avons désignés 
par B,, B 2 , R l ; R 2 ou de leurs réciproques. C'est là l'hypothèse la 
plus importante, car nous avons vu que, si l'inclinaison et l'une 
des excentricités sont très petites, c'est le point D qui nous con­
vient. 

Dans cette hjpothèse [ F ( s ) ] ~ 2 est développable suivant les 
puissances croissantes de z — z0 et de t — ta. 

J'ai donc 

0 = - / . . ' — ' 

en désignant par ty(z, t) une série développée suivant les puis­
sances croissantes de z et de t. 

Je supposerai que z est assez voisin de z0, et que les points que 
je viens d'appeler B et y (extrémités de C' 0)sont assez voisins de t0 

(bien que leur distance à ce point t0 ait été supposée finie) pour 
que la série <J< converge pour t = S et pour t — y. 

Quelle sera maintenant la forme de cette série <!/. En premier 
lieu, pour 

on devra avoir 

* = o, ^ = o . 

Si donc, dans <p, on fait z — z0, le premier terme du développe­
ment de <p sera un terme en (l — t0)

2. Il suit de là et d'un théorème 
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de M. Weierstrass, que l'on a identiquement 

<|< = L ( / * ] < ! , „ 

où ty, est une série développée suivant les puissances de z— z0, 
et t — t0 et ne s'annulant pas pour z — z0, t = t0', où h et k sont 
deux séries ordonnées suivant les puissances de z — z0 et se dédui­
sant respectivement à t0 et à o pour z — z0 ( W E I E R S T R A S S , Ab~ 
handlungen aus der Functionenlehre, Berlin, Springer, 1 8 8 6 , 
p. 1 0 7 et suiv. ; voir aussi POINCARÉ, Thèse inaugurale, Paris, 
Gauthier-Villars, 1 8 7 G ) . 

Nous pouvons poser alors 

1 „ 0 
d'où F(z, t) • 

y/^i . < f ( i — A)*-t-/V 

8 étant développable suivant les puissances croissantes de z — z0 

et t — t0. 

Passons à une seconde hypothèse qui sera celle où, l'inclinaison 
étant nulle, le point singulier z0 sera l'un des points B, R, B' ou 
R'. On verrait alors que F(,s, t) est encore de la même forme ; il y 
a cependant une différence. Dans la première hypothèse, k est 
divisible par z —• s 0 , mais non par ( 3 — z 0 ) 2 5 dans la seconde, k est 
divisible par ( 5 — z0). 

Les dernières hypothèses qu'il nous reste à examiner sont celles 

où l'on a soit x0 = z ou so i ty 0 = - ' ou Dans ce cas, il peut 

être utile de faire un changement de variable. 
Supposons d'abord 

a-0 = T ou ~, 7 0 ^ " ' , y»<-,-

Nous prendrons alors pour variables nouvelles, non plus t et zf 

mais x et z; dans le voisinage du point singulier considéré, y est 
développable suivant les puissances croissantes det — t0 etz — z9 

et, par conséquent, suivant celles de x — x0 et z — z0. [ F J ] - 2 est 
également développable suivant les puissances de z—z0 et de 
x — x0. 

Si donc nous posons 

( 1 ) ^ = [ I F ( z , 0 ] - 2 . 
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• · ^ C dx {x — T ) ( I — -zx) . , 
2 1 T : * ^ ) = / ! = / H(z, x)dx. 

J CX'2 / < k I - h T- J 

La fonction H(.z, x) sous le signe J" ne présente de point singu­

lier que si <|* = o. 

Pour que î>(z) présente un point singulier, il faut que deux des 
points singuliers de H(z, x) viennent à se confondre. Or cela n'aura 
lieu que si l'on a à la fois 

+ = ^ = ° -

L'équation il = o correspond aux courbes (3) et (4) du numéro 
précédent (ou à la courbe du sixième degré qui les remplace quand 

l'inclinaison n'est pas nulle). Les équations — ^ = o corres­

pondent aux points singuliers étudiés dans les deux premières 

hypothèses. 

D'où cette conséquence, le point E et son réciproque ne sont 
pour la fonction $(z) que des points singuliers apparents, et l'on 
n'aura jamais à s'en occuper. 

Supposons maintenant 

a ? 0 ^ x , X o < - > y » — ~> o u T -

Nous prendrons alors pour variables nouvelles y et z ; nous trou­
verons, en conservant à (}/ la signification que lui donne l'équa­
tion ( i ) , 

Nous en conclurions que les points définis parles équations 

j T o = - , o u x , = o 

^et pour lesquels on n'a pas en même temps ^ = o ^ , c'est-à-dire 

(j; sera développable suivant les puissances de x — Xo e t z — zoi e t 

nous aurons 
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xa = x ou y„ = x ou -
X X 

le choix du changement de variables, qui peut d'ailleurs se faire 
d'une infinité de manières, est plus délicat. Voici comment on peut 
faire ce choix. 

Nous avons 
rtsincp/i \ Cbîn<p'/i \ 

* ~ \ x ~ x ) v c e 2 \ r ~ y ) . z = a?«e 1 \ x / y c e 

a sin<p / 1 

z„ = x^e ' ' y \ e 

Posons 

Alors 3; sera développable suivant les puissances de \, ely suivant 

celles de t\; on aura x = x0 pour jj = o, et = J K O pour TJ = o. 

D'autre part, il viendra 

d'où 

_ / z — zB — t* 

En général, F(z, t) et £ seront des fonctions développahles suivant 

les puissances de £ et de t\ [il y aurait exception toutefois dans le 

cas où l'inclinaison serait nulle et où l'on aurait 

ou bien 

I I 

A?0 = -> JKO = —;i 

ce point # = T, y = r', que nous avons appelé TJ, appartient en 

les points V, W etleurs réciproques, nesontpourlafonction4>(3) 
que des points singuliers apparents. 

Dans le cas où l'on a à la fois 
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effet comme point double à la courbe ( 3 ) ; ce cas mériterait une 
discussion spéciale]. 

On a donc, en prenant pour variables indépendantes z et £, 
* ( * ) = f <?(*, \ ) d \ , 

o(z, ?) étant développable suivant les puissances de Ç, de z — z0 

et de y/r- — :-n — ce qui nous permet d'écrire <î>(» = f<?id\+ Ç 
^z — zo—V 

<p( et tp2 étant développables suivant les puissances de £ et de s — z0. 
La première intégrale est une fonction holomorphe de z dans 

le voisinage du point z = z„ ; quant à la seconde, elle est tout à 
fait de la même forme que l'intégrale 

e d t 
que nous avons été conduits à envisager dans les deux premières 

hypothèses. Nous devons donc conclure que les points 

1 - 1 .T0 = X OU - j Vu = X OU — 
X X 

sont pour la fonction $>(z) des points singuliers véritables et non 
pas seulement apparents. 

On peut être étonné, au premier abord, de la différence entre les 
points singuliers tels que E, V , W , etc., qui ne sont qu'apparents, 
et les points tels que x = -z, y = T ' , ou tels que D, etc., qui sont 
de véritables points singuliers. 

L'origine en semble pourtant tout à fait la même; on obtient ces 
points en écrivant que deux des points singuliers tt et t2 de la 
fonction F(z, t) viennent à se confondre. Mais examinons la chose 
d'un peu plus près. Donnons à z une valeur très voisine de z0, de 
façon que les deux points / ( et t2 soient très peu différents l'un de 
l'autre, et étudions l'allure de la fonction F ( z , t) dans le voisinage 
de ces deux points. La différence entre les deux cas est alors très 
grande. 
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100. Rien n'est plus aisé maintenant que de connaître l'allure 
de la fonction $ ( z ) dans le voisinage du point z = z0. 

Nous avons en effet 

* ( 5 ) = * ! ( ^ ) H r - / = > 

$ i ( z ) restant holomorphe pour z = z0 et l'intégrale étant prise 
le long de C"0. 

Comme 9 est développable suivant les puissances de t—10 et 
z — z0, et h suivant celles de z — z0: nous pouvons écrire 

8 = 0„ -+- 8,(* — h) -+- 0 2 ( « — h)* + . . . + e„(< — h)"-K . . , 
H . P . - I . 

Premier cas. — Le point z0 est un point tel que D ou que 
X — T, y = -z'; c'est-à-dire un point singulier véritable de 

Alors deux valeurs de F ( z , t) s'échangent entre elles quand on 
tourne autour du point t,, et ces deux mêmes valeurs s'échangent 
encore entre elles quand on tourne autour du point t2. Si l'on 
construit une courbe en prenant t pour abscisse et F(z, t) pour 
ordonnée, cette courbe variera naturellement quand on fera varier 
z, et pour z = z 0 elle aura un point double. 

Second cas. — Le point z0 est un point tel que E, c'est-à-dire 
un point singulier apparent de $(z). 

Alors quatre valeurs de F(z, t) s'échangent quand on tourne 
autour de t, et tîf à savoir la première avec la deuxième, la troi­
sième avec la quatrième quand on tourne autour de t,, la deuxième 
avec la troisième quand on tourne autour de t2. 

Construisons donc la surface de Riemann relative à la fonc­
tion F(z, t), c'est-à-dire une surface de Riemann ayant autant de 
feuillets que cette fonction F (z , t) a de déterminations. Dans le 
premier cas, l'ordre de connexion de cette surface s'abaissera de 
deux unités quand z deviendra égal à z0 ; dans le second cas, il 
demeurera le même. C'est là la véritable raison de la différence 
entre les deux cas. 

Cette circonstance que certains points singuliers ne sont qu'ap­
parents est susceptible, si on l'applique convenablement, de sim­
plifier considérablement la discussion des deux numéros précé­
dents. 
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de sorte qu'en posant 

il vient 

* ( * ) = * , ( * ) + 2 6 „ J „ . 

D'autre part, 
2 J i r J 0 = / — — • LOG;-! ' ' 

J p — hy + k e ß _ A + V / ( ß ^ A ^ - F - A -

Nous en conclurons (en observant que le chemin d'intégration 

passe entre t, = h -+- et t2 = h — y/A") que 

2 Ï T Î J O = X 0 ( - z ) - t - l o g ( ^ — ^o)) 

X 0 ( s ) étant holomorphe pour z = z0. 

Dans le cas où />: serait divisible par (z — -ZO)2j il faudrait dire 
2 log(s — z„) (deuxième hypothèse du numéro précédent) et non 
log(s — z„). 

Il vient ensuite 

2 I ' T C J J = f — h ) d i — _ £ o n c t ; o n h o l o m o r p h e de z, 

<J{t — h y -+- k 

n i k ( n — i ) J „ _ 5 = fonction h o l o m o r p h e de z. 

Donc J„ reste holomorphe en z si n est impair. Si maintenant n 

est pair et que nous posions 

_ ( n — i ) ( n — 3 ) . . . i 

" n{n — 2 ) . . . 2 

on aura 
R 

2TTTJ„ = X „ 0 ) + ( — kf o„ I o g ( z — Z o ) , 

~kft(z) étant holomorphe en z. 
Il vient donc finalement 

* ( , ) = _ 2 8 , " ( ~ * ) " ° ' " l o g ( * - * . ) + 

<P-i restant holomorphe en z pour z = za. 
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Je puis écrire encore 

* 0 ) = * 2 ( » - + - < P 3 O ) l o g O — z0), 

$ 2 et <ï>3 restant holomorphes pour z — z0. 
Nous avons 

<P(z) = ZAan+biCn+dz>>. 
Si donc 

= 8 0 - H 8 , ( 2 — z„)-h 8 2 ( > — z0)* -+-... 
et si 

(z — ^ 0 ) A log(* — z0) = 2 T „ , A . 8 ' ' , 

on aura approximativement pour n très grand 
Aan+b,cn+d = 80 Y«,0 -+• 3 t Y „ | T -+· §py,i,;l. 

En général, on pourra se contenter de prendre le premier terme 

s V» — i 

OOYRA.O = — : > 
A N : « * J 

6 0 ) 0 étant la valeur de 80 pour z = z0, ou bien encore celle de 6 
pour z — z0, t = t0. 

Or, si j'appelle A le carré de la distance des deux planètes, on a, 
_rf 

6 tad-be-lz <· F(z,t)= -_ = ·• 
J(t — h)2

 - r - k JÙL 

Donc 

«0,0 - - «O * O RF<2 > 

à la condition, bien entendu, qu'on fasse t = t0, z — z0 dans - 7 ^ - · 

Ce que je viens de dire s'applique à la première età la deuxième 
hypothèse du numéro précédent. Si l'on supposait 

eco = T ou - , y a = r ou —,» 

une méthode analogue serait applicable puisque nous avons, dans 

ce cas, ramené ®(z) à une intégrale 
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qui est de même forme que 

9 fft 
<J(t — h)* + k 

Le coefficient Ami,„t que nous venons de calculer est celui qui 
entre dans le développement de la partie principale F" de la 
fonction perturbatrice. Nous avons posé en effet 

F » = Ï A ^ ^ E ^ H . I + A . N , 

Il conviendrait maintenant de tenir compte de la partie complé­
mentaire F, — F\ de la fonction perturbatrice. Posons donc 

F . = 2 Bm,m,e^"'. /+«,/'), 

puis 

F'(z, < ) = F ! J A R F - « c - l z ' · , 

•2TIR*'(«)= y*F'(>, 
Si l'on suppose m{ = an -\- b, m2 = cn-+-d, B m _ m j sera le coef­
ficient de z" dans *'(.z) de même que A , „ i m j était le coefficient de z11 

dans 3>(z). 
La fonction F'(z, £) — F( s , t) n'a d'autres points singuliers que 

ceux des droites 

a? = T , x = \ JK = T' , r=V 
La fonction *b'(z)— n'aura donc que 4 points singuliers, à 
savoir 

I , ' 

x = T O U - , Y = T O U - , · 

T T 

Il en résulte que, si le point singulier qui convient à la question 
n'est pas un de ces quatre points, c'est-à-dire dans les deux pre­
mières hypothèses du n° 99 (ce qui est le cas le plus ordinaire), 
la différence B m j m i — A m i m j sera négligeable par rapport à A m i „ , , , 
et la valeur approchée de B , „ i m j sera la même que celle de A O T l O T j . 

Si, au contraire, le point singulier z0 qui convient à la question 
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est l'un de ces quatre points, il faudra tenir compte de la diffé­

rence B m < m s — A c e qui ne présente d'ailleurs pas de diffi­

culté. 

Application à l'Astronomie. 

101. Le plus souvent on pourra se contenter d'une approxima­

tion assez grossière; et, en effet, ce qu'on se propose, c'est de 

reconnaître si certains termes, dont l'ordre est très élevé, mais qui, 

par suite de la presque commensurabilité des moyens mouvements, 

sont affectés de diviseurs très petits, si ces termes, dis-je, sont ou 

ne sont pas négligeables. Le plus souvent ils le seront, et il suffira 

de se faire une idée de leur ordre de grandeur. 

Je prendrai comme exemple la célèbre inégalité de Pallas. Pour 

l'étudier il faut faire le calcul en prenant 

a = 2 , 6 = i , c = — i , d = o, /i = 8, 

d'où 
m, = 17, m% = — 8. 

Il semble qu'on pourrait tenter de retrouver par cette voie le résul­
tat de Le Verrier. 

Application à la démonstration de la non-existence 
des intégrales uniformes. 

102. Mais ce n'est pas là le but principal que je me suis proposé 
en entreprenant ce travail. C'est, on se le rappelle, de combler la 
lacune que j'ai signalée à la fin du Chapitre précédent dans la 
démonstration de la non-existence des intégrales uniformes. 

Dans le n° 85, j'ai établi en effet ce qui suit. Soit 

B , | B ] dépend à la fois des deux grands axes, des deux excentri­
cités, de l'inclinaison des orbites, des longitudes des deux péri­
hélies (comptées à partir du nœud), c'est-à-dire de sept variables. 

Soit 
mi = an, m.i = cn, 
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A, C ET N étant des entiers, a et c premiers entre eux et de signe 
contraire. Donnons aux deux grands axes des valeurs déterminées 
choisies de telle sorte que le rapport des moyens mouvements soit 

é g a l a — ~ Les coefficients BMI„U ne dépendront plus que de 

cinq variables. Posons, comme dans le Chapitre précédent, 

D,2 dépendra de six variables qui sont les deux excentricités, les 
longitudes de périhélies, l'inclinaison et Ç. 

EH BIEN, S'IL EXISTAIT UNE INTÉGRALE UNIFORME, IL Y AURAIT UNE 

RELATION ENTRE SIX QUELCONQUES DES QUANTITÉS D« ET LES DIVERSES 

QUANTITÉS 

D_„, D _ „ D 0 , D, , D 2 , D„, . . . 

POURRAIENT S'EXPRIMER EN FONCTIONS DE CINQ VARIABLES SEULEMENT 

ET NON DE SIX. 

Or, nous avons 

et, par conséquent, 

4>'(zZ) = ZDnz». 

S'il y avait donc une intégrale uniforme, les coefficients du déve­
loppement de <ï>'(zÇ) ne dépendraient que de cinq paramètres. 

En appliquant les règles des numéros précédents, on trouverait 
que l'on a approximativement pour N très grand 

D . = ( I W I i l + & + ^ . 
\ z 0 / \ n n2 n6 

On verrait alors sans peine que, si les D„ s'expriment à l'aide de 
cinq variables seulement, il doit en être de même de 

E„ E 2 , 
Z 0 

et, par conséquent, que les Ef- dépendent seulement de quatre 
variables. On reconnaîtrait ensuite qu'il n'en est pas ainsi. 
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C'était là mon premier dessein; mais il est plus simple d'opérer 
autrement. 

Les points singuliers de ne dépendent évidemment que 
des coefficients D„ : ils ne devraient donc dépendre que de cinq 
variables seulement. 

Soient 

Zl; z2, ..., zs 

six des points singuliers de <&'(z), les points singuliers correspon­
dants de <E>'(5^) seront 

Z\ Zi ZG 

— ) , · · " ) f 
et ils dépendront de Ç et de nos cinq autres variables, excentricités, 
inclinaison, longitudes des périhélies, que j'appellerai pour un 
instant 

a,, a 2 , a 5 . 

S'il y avait une intégrale uniforme, ils ne devraient dépendre que 
de cinq variables et le déterminant fonctionnel 

z2 z6\ 

OLU a 2 , . . . , a 6 ; 

devrait être nul. 

Mais ce déterminant est égal à 

à( ̂ 1 z-l -"6 \ z\ \ Z i ' ' ' z, ) ^ 

Or z n'est pas nul, ni Ç infini ; on devrait donc avoir 

\z, z, zt I _ 
d{ai, « J , . . . , A , ) ~ ' 

En d'autres termes, les rapports deux à deux des points singuliers 
de ne devraient dépendre que de quatre variables que j 'ap­
pellerai ¡3,, [32, j33, [34. Or ces points singuliers sont de deux sortes. 
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Nous avons d'abord ceux qui nous sont donnés par les équations 

i , i 

x = T ou - » y = r ou - ; 

je les appelle z,, z2, z3 etzt. 
On voit tout de suite que z u z2, z3 et zt ne dépendent que des 

deux excentricités, c'est-à-dire de T et de T ' ; que 

zl ~ 3 — ZiZt, = 1 . 

Le rapport ne dépendrait que de nos quatre variables S,, 8.,, 

3 3 , S, ; or ce rapport est égal à z2,. Donc z, et de même z2, z3, zh 

ne dépendraient que des quatre variables 3,·. 
Il en serait donc ainsi de-c et de T ' qui sont manifestement fonc­

tions de z, et de z2. 

Passons aux points singuliers de la seconde sorte, qui nous sont 
fournis par les équations 

dA 
A = 0' dl=°-

Quand, dans ces équations, on prend comme variables x ely, elles 
deviennent algébriques. L'équation A = o définit alors, comme nous 
l'avons vu, une courbe du sixième degré qui, pour une inclinaison 
nulle, se décompose en deux courbes (3) et (4) du troisième degré ; 

de l'équation ~ = o combinée avec A = o, on peut, si l'inclinaison 

est nulle, en déduire deux autres qui sont les équations (5) et (6) 
du n° 96. 

Soit z0 une des racines des équations 

(I> "=di=°' 

les rapports — , — et, par conséquent, z0 ne dépendraient que des 

Z\ z3 

quatre variables 3;·. 
Si donc z0, Z ' 0 , Z"V sont trois racines des équations ( i ) , z0, z'0, z'^ 
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T et-^dépendraient seulement de ces quatre variables, de sorte que 

le déterminant fonctionnel 

à ( r , T', Z0, Z'0, Z"„) 

< H » 1 , a 2 , a 3 > <**> a 5 ) 

est nul. Supposons par exemple que a, et a 2 soient les deux 
excentricités; T dépendra seulement de a ( et T ' de a2, de sorte que 
ce déterminant fonctionnel est égal à 

dx dx' à ( z 0 , s'u, z"a ) 

d a t da^ d ( i , m , m') ' 

puisque les trois dernières variables sont l'inclinaison i et les lon­
gitudes des périhélies n i et ro'. 

On devrait donc avoir 

d ( z 0 , z ' 0 , z"„) _ o 

d ( i , m , us') ' 

ce qui voudrait dire que les racines de l'équation (i) (quand on 
regarde les deux excentricités et, par conséquent, x et V comme 
des constantes) ne dépendraient plus que de deux variables. 

Il me reste à démontrer qu'il n'en est pas ainsi. 

103. Commençons par le cas où l'inclinaison est nulle. Dans ce 
cas, les racines des équations ( i) ne dépendent que des grands 
axes, des excentricités et de la différence m — CJ ' . Si, comme nous 
venons de le faire, nous regardons les grands axes et les excentri­
cités comme des constantes, ces racines ne dépendront plus que 
de la différence — ro'. 

En se rappelant ce que nous avons dit au n° 8 0 et en raisonnant 
comme nous venons de le faire dans le numéro précédent, on ver­
rait que pour que le problème des trois Corps dans le plan admît 
une intégrale uniforme (autre que celles des forces vives et des 
aires), il faudrait que ces racines ne dépendissent pas de m — TO' 
et qu'elles demeurassent constantes quand les grands axes et 
les excentricités demeurent eux-mêmes constants et l'inclinaison 
nulle. 

Or il est clair qu'il n'en est pas ainsi, car z0 est réel quand — m' 
est nul et imaginaire, en général, dans le cas contraire. 
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Revenons maintenant au cas où l'inclinaison n'est pas nulle. 
Énumérons les points singuliers donnés par les équations 

( , ) A = o, ^ - = o . 

Pour cela, supposons l'inclinaison très petite, nous verrons, en 
nous reportant à ce qui a été dit au n° 98, qu'il existe : 

i° Huit points singuliers très peu différents de D, G, F, T et de 
leurs réciproques; 

2 ° Huit points singuliers dont deux diffèrent très peu de B, 
deux autres très peu de R et deux autres très peu de chacun de 
leurs réciproques; 

3° Quatre points très peu différents de U (x = x, y = x') ; et en 

effet, quand l'inclinaison est nulle, les deux courbes A = o, — o 

ont un point double en U; 

4° Quatre points très peu différents de U'^x — y = — J • 

En tout 2 4 points singuliers. 

On peut arriver au même résultat d'une autre manière. 
On voit que 

x°-yi\ = F 

est un polynôme entier du sixième ordre en x et y; de sorte que 
l'équation 

P = 0 

est celle d'une courbe du sixième ordre qui se décompose en deux 
autres (3) et (4 ) , quand l'inclinaison est nulle. 

D'autre part, l'équation ^ = 0 peut être remplacée par la sui­

vante 

dP dP 
Q = C ^ ( i + T 5 ) ( R - X ' ) ( I _ T » _ _ A 7 s ( l + T ' 2 ) ( a , _ T ) ( l _ T a 7 ) _ = 0 . 

Cette équation Q = 0 est celle d'une courbe du neuvième ordre, 
et les points singuliers seront les intersections de ces deux courbes, 
moins celles qui sont rejetées à l'origine ou à l'infini. 

La courbe P = o admet l'origine comme point double et les 
axes comme asymptotes doubles; la courbe Q = o admet l'origine 
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comme point triple et les deux axes comme asymptotes triples. 

Mais il y a plus. On peut remarquer que P est la somme de trois 
carrés, de sorte que je puis écrire 

P = U ? - I - U 2 H - U | = 2 U 2 , 

avec 

U = A a r 8 / + B a y 2 + CXY -+- D X - H E Y . 

D'autre part, on peut poser 

V = X ~ - U = A X * Y - E Y , 

d'où 
DP 

DX 

Il vient donc, en tenant compte de P = o, 

Q = Ï C X Y ( I - Y - Z * ) { Y — t')(i — x' / )S(A.i - -— E)U 

— IAXY{\ -R-Z'^){X — T ) ( I — T 2 7 ) Z ( B 7 2 — D)LÎ, 

de sorte qu'en supprimant le facteur ixy le système 

P = Q = o 

peut être remplacé par le suivant 

P = o , 
R = C(I-HZ*)(Y — — - J Y ) Z ( A . X * — E)U 

— a ( H - T ' 2 ) ( > — T ) ( I — Z X ) Z ( H Y Ï — D)U = o. 

La courbe R = o n'est plus que du septième ordre ; elle n'a plus 
à l'origine qu'un point simple. Elle admet comme asymptotes les 
deux axes, deux droites autres que l'axe des x et parallèles à cet 
axe, deux droites autres que l'axe des Y et parallèles à cet axe, une 
droite non parallèle aux axes. 

Les deux courbes R = o, P = o ont en tout \% intersections. 
Parmi ces intersections il y en a deux à l'origine. Voyons combien 
il y en a à l'infini dans la direction de l'axe des x. 

La courbe R a trois asymptotes parallèles à l'axe des x parmi 
lesquelles cet axe lui-même; la courbe P admet cet axe comme 
asymptote double ; en général, cela ferait sept points d'intersection. 
En général, en effet, s'il y a une asymptote double, c'est qu'il y a un 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



« point de rebrousseraient à l'infini » . Il n'en est pas ainsi pour la 
courbe P, mais elle présente deux branches de courbes distinctes 
se touchant à l'infini, ce qui donne non pas sept, mais huit points 
d'intersection. 

Nous avons donc à l'infini huit points dans la direction de l'axe 
des x, et huit dans celle de l'axe des y. 

Il reste donc 

4 2 — 2 — 8 — 8 = 2 4 points singuliers. 

Cela posé, est-il possible que les z de ces 2 4 points singuliers 
ne dépendent que de deux variables? Appelons Y ( et Y 2 ces deux 
variables. Nous pouvons en choisir une troisième Y 3 de façon 
que i, TJJ et vs' soient des fonctions de y,, Y 2 ) Y 3 . Alors, quand on 
ferait varier Y 3 , les deux autres variables f, et Y 2 demeurant 
constantes, les z ne devraient pas varier. 

On a par hypothèse 

A = o, — = o. 
dt 

En differentiant la première de ces deux équations, on trouve 

d \ d \ , dA 
—y- dt -\—,- dz - t - - = — dvz — o. 
dt dz d-¡3

 1 

d \ 

Or ^ = 0 et d'autre part dz devrait être nul puisque z ne 

devrait pas varier. Il resterait donc 
. . d \ 
( 2 ) — = 0 . 

Voyons ce que signifie cette équation. Si l'on fait varier Y 3 , la 
courbe A = o (ou ce qui revient au même la courbe P = o) varie ; 
considérons la courbe 

infiniment peu différente de P = o et que j'appellerai la courbe P'. 
L'équation ( 2 ) signifierait que cette courbe P' devrait passer par 
les 2 4 points singuliers. 
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Or ces deux courbes P et P sont du sixième ordre ; elles ne peu­
vent donc, sans se confondre, admettre plus de 36 points d'inter­
section. 

Elles en ont quatre à l'origine où elles ont toutes deux un point 
double. 

Elles admettent l'axe des x comme asymptote double, ce qui 
fait (en tenant compte de la remarque faite plus haut au sujet de 
la nature de cette asymptote double) huit intersections à l'infini 
dans la direction de l'axe des x. Il y en aurait de même huit dans 
la direction de l'axe des y. 

Cela ferait en tout 

2 4 + 4 + 8 -t- 8 = 44 intersections. 

Les deux courbes devraient donc se confondre. 

Ainsi, quand on ferait varier y 3 , la courbe P = o ne devrait 
pas varier. 

Interprétons ce résultat. 
Considérons les deux ellipses décrites par les deux planètes. Ces 

deux ellipses seront invariables de grandeur et de forme puisque 
nous sommes convenus de regarder les grands axes et les excen­
tricités comme des constantes; mais, quand on fera varier i, 7 3 
et ro', ces deux ellipses se déplaceront l'une par rapport à l'autre. 
Je puis supposer que l'une des ellipses E est fixe, et l'autre E' 
mobile. 

Dire que la courbe P = o ne change pas quand f , et y 2 restent 
constants, c'est dire que l'on peut trouver une loi du mouvement 
de E', telle que si, à un instant quelconque, un point M' de E' est 
à une distance nulle d'un point M de E (inutile de rappeler que 
ces deux points étant imaginaires peuvent être à une distance nulle 
sans coïncider), la distance de ces deux points restera constam­
ment nulle. 

Soit M'0 la position du point M' à un instant quelconque. Il y a 
sur E quatre points : M., M 2 , M 3 , M 4 qui sont à une distance nulle 
de MJ, ; ces quatre points ne peuvent être en ligne droite. Le point 
M' devrait donc rester sur quatre sphères de rayon nul ayant leurs 
centres en M ( , M 2 , M 3 , M 4 ; mais, comme ces centres ne sont pas 
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en ligne droite, ces quatre sphères ne peuvent avoir que deux 
points communs à distance finie. Il est donc impossible que le 
point M' se meuve en restant sur ces quatre sphères. 

La non-existence des intégrales uniformes se trouve ainsi rigou­
reusement, démontrée. 
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CHAPITRE VII. 
SOLUTIONS ASYMPTOTIQUES. 

104. Soient 

(o 5 F = X < - ( * ' = » > » . • • • . " ) 

n équations différentielles simultanées. Les X sont des fonctions 
des x et de t. 

Par rapport aux x, elles peuvent être développées en séries de 
puissances. 

Par rapport à t, elles sont périodiques de période 2 7 t . 
Soit 

une solution particulière périodique de ces équations. Les x° seront 
des fonctions de t périodiques de période 2 7t . Posons 

Xi = xï -+- li. 
Il viendra 

di 

Les S seront des fonctions des Ç et de f, périodiques par rapport 
à £ et développées suivant les puissances des \ ; mais il n'y aura 
plus de termes indépendants des \ . 

Si les \ sont très petits et qu'on néglige leurs carrés, les équa­
tions se réduisent à 

d\t dX,- , dXi t dXi t (3) -dt ~dxj ^dx\ + 

qui sont les équations aux variations des équations ( i ) . 
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]-¡ = A ^ i ' t f n -t- A j e ^ ' O î i . .-t- A n e » » ' ? , , ! , 

î i = A i e O i ' ç n -t- A s e ^ ' Ç î j - h . . .-s- A.tte*»'<fnti 

1 

? » = A i e»i * o l w + A 2 e*j ' o I a - + - . . . -r- A „ e * » ' o „ ( l ; 

les A sont des constantes d'intégration, les a des constantes fixes 
qu'on appelle exposants caractéristiques, les <p des fonctions 
périodiques de t. 

Si alors nous posons 

? 1 = ' , \ < ? 1 1 "+· ïisÇH - t - . . . H - Ï U < ? 1 « , 

? î = T i i ° l î •+• T ) í < | > « + · · . -H ' /in"?2«> 

) 

?/i = t , i O i „ - 1 - r l S o Í B + . . . - r - r , „ < » „ „ , 

les équations ( 2 ) deviendront 

où les Ht- sont des fonctions de t et des ri de même forme que les S. 
Nous pourrons d'ailleurs écrire 

( O ^ = n ; + H ? + . . . + H f + . . . : 

HP représente l'ensemble des termes de H¿ qui sont de degré p 
par rapport aux v\. 

Quant aux équations (3 ) , elles deviennent 

O') % = m = « , , , . 

Cherchons maintenant la forme des solutions générales des 
équations ( 2 ) et ( 2 ' ) . 

Je dis que nous devrons trouver : 
v ) î = fonction développée suivant les puissances de A i e * ' * , 

A ü ^ í ' , . . A . l l e
a " t dont les coefficients sont des fonctions pério­

diques de r. 

Elles sont linéaires et à coefficients périodiques. On connaît la 
forme de leur solution générale, on trouve 
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Nous pouvons écrire alors 

(4') „ = „+71?. •r\P représentant l'ensemble des termes de •/),· qui sont de degré p 
par rapport aux. A. 

Nous remplacerons les i \ t par leurs valeurs dans Hf et nous 
trouverons 

Hf = Hf ·" -t- Hf+1 -+-... + Hf7 -y-..., 
ilf'q désignant l'ensemble des termes qui sont de degré q par 
rapport aux A. 

Nous trouverons alors 

^L—ctiTj, 7)/=A,-e«.', 
^1 - anf = H|'? + H?>* + ...4- H]'" = K7. 

Ces équations permettront de calculer successivement par récur­
rence 

rii, ru, 7 ) * , 

En effet,K ? ne dépend que des 7 ) ' , T\-, . . . , Si nous suppo­
sons que ces quantités aient été préalablement calculées, nous 
pourrons écrire K ? sous la forme suivante 

K?= S A?1 A§"... A£»e«».P.+«.t̂+-"+«»P»>i!/, 
les ¡3 étant des entiers positifs dont la somme est q et tj> une fonc­
tion périodique. 

On peut écrire encore 

<}/ = SCeY"':r>, 
C étant un coefficient généralement imaginaire et y un entier 
positif ou négatif. Nous écrirons, pour abréger, 

A?' A?'-... Ag" = A», a, + * 2 ? 2 H - . . . + «» P» = Sap, 
H. P. — I. 2 2 
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et il viendra 

Or on peut satisfaire à celte équation en faisant 

'-2 ' • • Y / - i - i - 2 a P - a / 

Il y aurait exception dans le cas où l'on aurait 

Y / — i -t- Sâ  — a/ = o, 

auquel cas il s'introduirait dans les formules des termes en t. 

Nous réserverons ce cas, qui ne se présente pas en général. 

Convergence des séries. 

105. Nous devons maintenant traiter la question de la conver­

gence de ces séries. La seule difficulté provient d'ailleurs, comme 

on va le voir, des diviseurs 

( 5 j Yv^-t-Zap —a,-. 

Remplaçons les équations ( 2 ' ) par les suivantes 

( 2" ) sv = s A/e«.-< + H? -H H? H - . . . -H Hf - H . . . . 

Définissons HP. On voit sans peine que H? est de la forme suivante 

Hf = ïCi?'ng\..i)£"eT«̂ . 

G est une constante quelconque, les ¡3 sont des entiers positifs 

dont la somme est y est un entier positif ou négatif. Nous 

prendrons alors 

Hf = ï|C|irN§'-" 7|£\ 

Les séries ainsi obtenues seront convergentes pourvu que les 
séries trigonométriques qui définissent les fonctions périodiques 
dont dépendent les H convergent absolument et uniformément; 
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or cela aura toujours lieu parce que ces fonctions périodiques 
sont analytiques. Quant à e, c'est une constante positive. 

On peut tirer des équations ( 2 " ) les t\ sous la forme suivante 

( 4 " ) £ M e - 8 A ? ' A P î . . . A f S < S a p ) f 

Plusieurs termes pourront d'ailleurs correspondre aux mêmes 
exposants B, et S est un entier positif. Si l'on compare avec les 
séries tirées de ( 2 ' ) qui s'écrivent 

voici ce qu'on observe : i° M est réel positif et plus grand que |N|. 
2 ° LT désigne le produit des diviseurs (5) dont le nombre est au 
plus égal à 8. 

Si donc la série (4") converge et si aucun des diviseurs (5) n'est 
plus petit que s, la série (4') convergera également. Voici donc 
comment on peut énoncer la condition de convergence. 

La série converge si l'expression 

Y / — I -t- Sap — ai 

ne peut pas devenir plus petite que toute quantité donnée e pour 
des valeurs entières et positives des 3 et entières (positives ou 
négatives) de y ; c'est-à-dire si aucun des deux polygones convexes 
qui enveloppe, le premier les a et + \J—1, le second les a et 
— y/— 1 , ne contient l'origine; ou si toutes les quantités a ont 
leurs parties réelles de même signe et si aucune d'elles n'a sa 
partie réelle nulle. 

Que ferons-nous alors s'il n'en est pas ainsi? 
Supposons, par exemple, que k des quantités a aient leur partie 

réelle positive, et que n — k aient leur partie réelle négative ou 
nulle. Il arrivera alors que la série (4') restera convergente si on 
y annule les constantes A qui correspondent à un a dont la partie 
réelle est négative ou nulle, de sorte que ces séries ne nous donne­
ront plus la solution générale des équations proposées, mais une 
solution contenant seulement k constantes arbitraires. Cette solu­
tion est représentée par une série (4') développée suivant les puis-
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sanees de 

comme, par hypothèse, les parties réelles de 

oc , , a 2 , ak 

sont positives, les exponentielles 

e o i , « ) g o t ^ 

tendent vers o quand t tend vers-—•«>. Il en est donc de même des 
quantitésïi,-, ce qui veut dire que, quand t tend vers —ao, la solu­
tion représentée par la série ( 4 ' ) se rapproche asymptotiquement 
delà solution périodique considérée. Nous l'appellerons pour cette 
raison solution asymptotique. 

Nous obtiendrons un second système de solutions asymptotiques 
en annulant dans la série ( 4 ' ) tous les coefficients A qui corres­
pondent à des exposants a dont la partie réelle soit positive ou 
nulle. Cette série est alors développée suivant les puissances de 

A^e» ' . ' , k',e<t, A'ke«i', 

les exposants a'(, a'^, . • ., a'k ayant leur partie réelle négative. Si 
alors on fait tendre t vers -t-°°, la solution correspondante se 
rapprochera asymptotiquement de la solution périodique consi­
dérée. 

Si l'on suppose que les équations données rentrent dans les 
équations de la Dynamique, nous avons vu que n est pair et que 
les a sont deux à deux égaux et de signe contraire. 

Alors, si k d'entre eux ont leur partie réelle positive, k auront 
leur partie réelle négative et n — 2 k auront leur partie réelle nulle. 
En prenant d'abord les a qui ont leur partie réelle positive, on 
obtiendra une solution particulière contenant k constantes arbi­
traires; on en obtiendra une seconde en prenant les a qui ont 
leur partie réelle négative. 

Dans le cas où aucun des a n'a sa partie réelle nulle et, en par­
ticulier, si tous les a sont réels, on a d'ailleurs 
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106. Supposons que dans les équations (i) les X dépendent 
d'un paramètre fx et que les fonctions X soient développables sui­
vant les puissances de ce paramètre. 

imaginons que, pour ¡x = o, les exposants caractéristiques a 
soient tous distincts de telle façon que ces exposants, étant définis 
par une équation G(a, p) = o [analogue à celle du n° 74, mais 
telle que l'équation G(a, o) = o ait toutes ses racines distinctes] 
soient eux-mêmes développables suivant les puissances de ¡x en 
vertu des n o s 30 et 31. 

Supposons enfin que l'on ait, ainsi que nous venons de le dire, 
annulé toutes les constantes A qui correspondent à un a dont la 
partie réelle est négative ou nulle. 

Les séries (4') qui définissent les quantités rit- dépendent alors 
de ¡x. Je me propose d'établir que ces séries peuvent être dévelop­
pées, non seulement suivant les puissances des A ¡ e a i f , mais encore 
suivant les puissances de ¡x. 

Considérons l'inverse de l'un des diviseurs (5) 

(v/̂i-T-EaP — a,)-1. 
Je dis que cette expression peut être développée suivant les puis­
sances de ¡x. 

Soient a ( , a 2, . . . , oĉ  les k exposants caractéristiques dont la 
partie réelle est positive pour y. = o et pour les petites valeurs 
de p. et que nous sommes convenus de conserver. Chacun d'eux 
est développable suivant les puissances de p. Soit a" la valeur de a; 
pour p = o ; nous pourrons prendre p0 assez petit pour que a,- dif­
fère aussi peu que nous voudrons de a" quand | p ¡ -< po- Soit alors h 
une quantité positive plus petite que la plus petite des parties 
réelles des k quantités a*, a®, . . . , a| ; nous pourrons prendre fx0 

assez petit pour que, quand | ¡x| <C po, les k exposants a t , dt2, . . . , 
oc/c aient leur partie réelle plus grande que h. 

La partie réelle de y y/— i -4- 2a¡3 •— a¿ sera alors plus grande que 
A (si p , - > o ) , de sorte qu'on aura 

( 6 ) | y 2«p — a f | > h . 

Ainsi, si |¡x| < p0) la fonction 

(ï/̂ -t-Sap-a,-)-1 
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reste uniforme, continue, finie et plus petite en valeur absolue 

q u e l -

Nous en conclurons d'après un théorème bien connu que cette 
fonction est développable suivant les puissances de u. et que les 
coefficients du développement sont plus petits en valeur absolue 
que ceux du développement de 

Il est à remarquer que les nombres h et [x0 sont indépendants des 
entiers fi et y. 

Il y aurait exception dans le cas où fii serait nul. La partie réelle 
du diviseur (5) pourrait alors être plus petite que h et même être 
négative. Elle est égale, en effet, à la partie réelle de Ea[3 qui est 
positive, moins la partie réelle de a,- qui est également positive et 
qui peut être plus grande que celle de Sap, si fii est nul. 

Supposons que la partie réelle de a,- reste plus petite qu'un cer­
tain nombre h2 tant que | p | < [x0· Alors, si 

(7) * P > £ - M 

la partie réelle de (5) est certainement plus grande que h; il ne 
peut donc y avoir de difficulté que pour ceux des diviseurs (5 ) , 
pour lesquels l'inégalité ( 7 ) n'a pas lieu. 

Supposons maintenant que la partie imaginaire des quantités a,, 
a 2, . . . , aA reste constamment plus petite en valeur absolue qu'un 
certain nombre positif h2, si l'on a alors 

( 8 ) | T | > A j 2 p + A, 

la partie imaginaire de (5) et, par conséquent, son module seront 
encore plus grands que h; de telle sorte qu'il ne peut y avoir de 
difficulté que pour ceux des diviseurs (5) pour lesquels aucune 
des inégalités ( 7 ) et ( 8 ) n'a lieu. Mais ces diviseurs qui ne satis­
font à aucune de ces inégalités sont en nombre fini. 

D'après une hypothèse que nous avons faite plus haut, aucun 
d'eux ne s'annule pour les valeurs de p que nous considérons; 
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nous pouvons donc prendre h et a 0 assez petits pour que la valeur 
absolue de l'un quelconque d'entre eux reste plus grande que h 
quand | u . | reste plus petit que ¡A 0 . 

Alors l'inverse d'un diviseur (5) quelconque est développable 
suivant les puissances de ¡A, et les coefficients du développement 
sont plus petits en valeur absolue que ceux de 

\ V-oJ 

Nous avons écrit plus haut 

H f = 2 C i S £ . . . T ( S Y ' < r ¡ . 

D'après nos hypothèses, C peut être développé suivant les puis­
sances de p. de telle sorte que je puis poser 

C = S E pi ' , H f = 2 E ^ ' ï ) ? ' r i f
! . . . y ) P " e T " ' - « . 

Reprenons maintenant les équations ( 2 " ) , en y faisant 

·-*(-£)-
H f = ï | E | ^ f ' 7 i f ' . . . i i g " . 

Les seconds membres des équations ( 2 " ) seront alors des séries 

convergentes ordonnées selon les puissances de pt., de r\u -r\2, • • •, 

•1«. 
On en tirera les r¡i sous la forme des séries ( 4 " ) i convergentes 

et ordonnées suivant les puissances de p., A, ea'', A 2 e a s f , 

A/le
aic. 

Des équations ( 2 ' ) , nous tirerions d'autre part les r¡¡ sous la 
forme des séries ( 4 ' ) ordonnées suivant les puissances de u., A, e a i ' , 
A 2 e

a * f , . . . , A/,eatc, et^~i, e~c^~'. Chacun des termes de ( 4 ' ) est 
plus petit en valeur absolue que le terme correspondant de ( 4 " ) > 
et comme les séries ( 4 " ) convergent, il en sera de même des 
séries ( 4 ' ) · 
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Solutions asymptotiques des équations de la Dynamique, 

1 0 7 . Reprenons les équations ( i ) du n° 1 3 

, x dxi dF dn dF 

et les hypothèses faites à leur sujet dans ce numéro. 

Nous avons vu dans le n° 4 2 que ces équations admettent des 

solutions périodiques et nous pouvons en conclure que, pourvu 

que l'un des exposants caractéristiques α correspondants soit réel, 

ces équations admettront aussi des solutions asymptotiques. 

A la fin du numéro précédent, nous avons envisagé le cas où, 

dans les équations ( ι ) du n" 1 0 4 , les seconds membres X; sont 
développables suivant les puissances de p, mais où les exposants 

caractéristiques restent distincts les uns des autres pour ρ = ο. 
Dans le cas des équations qui vont maintenant nous occuper, 

c'est-à-dire des équations ( i ) du n° 1 3 , les seconds membres sont 
encore développables selon les puissances de p ; mais tous les 
exposants caractéristiques sont nuls pour p — o. 

Il en résulte un grand nombre de différences importantes. 
En premier lieu, les exposants caractéristiques α ne sont pas 

développables suivant les puissances de p, mais suivant celles 

de y / p (cf. n° 7 4 ) . De même les fonctions que j'ai appelées œ i ; A 
au début du n° 1 0 1 (et qui, dans le cas particulier des équations 

de la Dynamique qui nous occupe ici, ne sont autres que les fonc­

tions S,- et Tj du n" 7 9 ) , sont développables, non suivant les puis­

sances de p, mais suivant les puissances de y / p . 

Alors, dans les équations (α') du n° 1 0 4 

Si = Ηί' 
le second membre H, est développé suivant les puissances des rt, 

el>f~*, e~'^~^ et de y / p (et non pas de μ). 
On en tirera les r,f sous la forme des séries obtenues au n° 1 0 4 

A P - A P - A β» 
η ; = Σ Ν 1 A , . . . Α „ β ( ( Σ α β + γ / Ζ „ 

et N et Π seront développés suivant les puissances de y / a . 
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SOLUTIONS A S Y M P T O T I Q U E S . 345 

Un certain nombre de questions se posent alors naturellement : 

i° Nous savons que N et II sont développables suivant les puis-
·— N 

sanees de y ¡A; en est-il de même du quotient - ? 

2 0 S'il en est ainsi, il existe des séries ordonnées suivant les 

puissances de y/u, des A ,e a ; c , de e'V - 1 et de e~t^~i qui satisfont 

formellement aux équations proposées ; ces séries sont-elles con­

vergentes? 

3° Si elles ne sont pas convergentes, quel parti peut-on en tirer 

pour le calcul des solutions asymptotiques? 

Développement de ces solutions selon les puissances de v'V-

N 

108. Je me propose de démontrer que l'on peut développer — 

suivant les puissances de y/p et que, par conséquent, il existe des 

séries ordonnées suivant les puissances de y/p., des A,-ea>f, de e'v 1 

et de e"~ fv / -1 qui satisfont formellement aux équations (1). On 

pourrait en douter; en effet, II est le produit d'un certain nombre 

de diviseurs (5) du n° 104. Tous ces diviseurs sont développable? 

suivant les puissances de y/p.; mais quelques-uns d'entre eux, ceux 

pour lesquels y est nul, s'annulent avec y/u.. Il peut donc arriver 

que LT s'annule avec u. et contienne en facteur une certaine puis­

sance de y/u. Si alors N ne contenait pas cette même puissance en 

N 
facteur, le quotient — se développerait encore selon les puissances 
croissantes de y p., mais le développement commencerait par de» 

puissances négatives. 

Je dis qu'il n'en est pas ainsi et que le développement de ^ ne 

contient que des puissances positives de y/p.. 

Voyons par quel mécanisme ces puissances négatives de y u dis­

paraissent. Posons 

et considérons les x et lesy comme des fonctions des variables t et w-

Il importe, avant d'aller plus loin, de faire la remarque suivante : 
parmi les 2 / 1 exposants caractéristiques a, deux sont nuls et les 
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autres sont deux à deux égaux et de signe contraire. Nous ne con­
serverons que n —- i au plus de ces exposants, en convenant de 
regarder comme nuls les coefficients A,- et les variables wi qui cor­
respondent aux + i exposants rejetés. Nous ne conserverons 
que ceux de ces exposants dont la partie réelle est positive. 

Cela posé, les équations ( i ) deviennent 

dxi dxt dF 

( 3 ) *n^zk*kWkp- = -'™ 
v ' dt dwk dxt 

Cherchons, en partant de ces équations, à développer les x, et 
les yi— nit suivant les puissances croissantes de y/ ' jx et des w de 
telle façon que les coefficients soient des fonctions périodiques de t. 

Nous pouvons écrire 

p 
car nous avons vu au n° 74 comment on peut développer les expo­
sants caractéristiques suivant les puissances de y f x . 

Écrivons, d'autre part, 
_ p 

Xi = xf -h a?J / r 1 - + - · · . = 2 a ? f | x 2 , 

_ c 

y t — ni t = y ? -+- y,? vV + · · · = 2 y f | x 2 , 

les xf et \es yf étant des fonctions de t et des w, périodiques par 
rapport à t et développables suivant les puissances des w. 

Si, dansles équations ( 2 ) et (3 ) , nous substituons ces valeurs à 
la place de a*, des xi et des yt, les deux membres de ces équations 
seront développés suivant les puissances de y / | x . 

Égalons dans les deux membres des équations ( 2 ) les coefficients 
p+t 

de [x 2 , et dans les deux membres des équations (3) les coeffi-
p 

cients de f x 2 , nous obtiendrons les équations suivantes 

{ dxl^ „ . dxf „ - v < rf2pi P-I 

+ =z^2kdyjdykr* ' 
[ rff rfw* ' ^dkdxfdxl A' 
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S O L U T I O N S A S Y M P T O T I Q U E S . 347 

où Zf et ne dépendent que de 

•*<l > ^ ¡ 5 · ' · > ^ C J 

J 1 t J l J * · · ) J l t 

Convenons, comme nous l'avons fait plus haut, de représenter 
par [ U ] la valeur moyenne de U, si U est une fonction périodique 
de t. 

Des équations (4)) nous pourrons alors déduire les suivantes 

Supposons maintenant qu'un calcul préalable nous ait fait con­
naître 

3* i J x i ) · · · T x \ j X i [ i ] ) 

y l y \ , . · . , y?~\ y V ' - l y T } -

Les équations (5) vont nous permettre de calculer [xf] et [ y f - 1 ] 
et par conséquent xf elyf'*. Les équations (4) nous permettront 
ensuite de déterminer 

P̂'-Î r1] et y?-[y?], 

de sorte que ce procédé nous fournira par récurrence tous les 
coefficients des développements de X( et dey;. 

La seule difficulté est la détermination de [xf] et [_yf~'] par les 
équations (5) . 

Les fonctions [xf] et [ y f " ' ] sont développées suivant les puis­
sances croissantes des w, et nous allons calculer les divers termes 
de ces développements en commençant par les termes du degré 
le moins élevé. 

Pour cela nous allons reprendre les notations du n" 79, c'est-
à-dire que nous allons poser 

dxï dx% ~ i k idyj dx%\ ~ '* 

(pour les valeurs nulles des w). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



348 C H A P I T R E V I I . 

Si alors nous appelons £,· et ru les coefficients de 

dans [xf] et [yf ' ] , nous aurons pour déterminer ces coefficients 
les équations suivantes 

Dans ces équations (6) , X,- et u£- sont des quantités connues, parce 
qu'elles ne dépendent que de 

' y?, yl, •-·, yf-*, y?'1-[y?'1] 
ou des termes de [xf] et [yf"" 1] dont le degré par rapport aux w 
est plus petit que 

mi-v- nti H - . . .-t- mn-i. 
De plus, nous avons posé,, pour abréger, 

S = mia \ -+- m,a| - H . . .-t- /ra, , - ,^. , . 

Nous avons donc pour le calcul des coefficients et rj,- un système 
d'équations linéaires. 11 ne pourrait y avoir de difficulté que si le 
déterminant de ces équations était nul ; or ce déterminant est égal à 

S 2 [ S 2 — (<*i)2] [ S 2 — ( a | ) 2 ] . . . [ S 2 — ( « I - , ) 2 ] -

Il ne pourrait s'annuler que pour 

S = o , S = ± a J , 

c'est-à-dire pour 
m 1 + m , + . . . + m „ _ , = o ou i. 

On ne pourrait donc rencontrer de difficulté que dans le calcul 
des termes du degré o ou i par rapport aux w. 

Mais nous n'avons pas à revenir sur le calcul de ces termes; en 
effet, nous avons appris à calculer les termes indépendants des w 
dans le n° 44 et les coefficients de 

dans le n° 79. WU K>2, «>„_, 
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ne sont autre chose que les séries St- et Tt- du n° 79. 
Il me reste à dire un mot des premières approximations. 
Nous donnerons aux x \ des valeurs constantes qui ne sont autres 

que celles que nous avons désignées ainsi au n° 44. Nous aurons alors les équations suivantes : 

dyí dx) dyl , dy", ^ d*F„ . 

( 7 ) { 
dx} 1 dx\ dF, 

S Í 7 t o k = dyt-DansF0 qui ne dépend que des x¿, ces quantités doivent être rem­
placées pare". Dans F, les x¿ sont remplacés par x°¡ et lesjK¿ par n¿t. 

F( devient alors une fonction périodique de t dont la période est T. Nous désignerons par <]> la valeur moyenne de cette fonction pério­
dique F, ; ij; est alors une fonction périodique et de période 2 i x 
par rapport aux j j . 

Les deux premières équations (7) montrent que le% yl et les x \ 
ne dépendent que des w. En égalant dans les deux dernières équa­
tions (7) les valeurs moyennes des deux membres, il vient 

I „ , dx) dii 

* * « W * d ^ = J y J ' 

Ces équations (8) doivent servir à déterminer les y ' et les x\ en 
fonctions des w. Peut-on satisfaire à ces équations en substituant 
à la place d&% y \ et des x \ des séries développées suivant les puis­
sances de wl 

Pour nous en rendre compte envisageons les équations diffé­
rentielles suivantes 

J dt - i C « * a r * ' 

( 9 ) ' dx} = dif 
dt ~ d y f 

Les termes indépendants des w ne sont en effet autre chose que 
les séries ( 2 ) du n° 44 et les coefficients de 
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a ? ' = 0 , yf = m,, 

7xs¿ étant la quantité désignée ainsi au n° 44. 
Les exposants caractéristiques relatifs à cette solution périodique 

sont précisément les quantités aL Parmi ces quantités nous sommes 
convenus de ne conserver que celles dont la partie réelle est posi­
tive. Les équations ( 9 ) admettent un système de solutions asympto-
tiques et il est aisé de voir que ces solutions se présentent sous la 
forme de séries développées suivant les puissances des w. Ces séries 
satisferont alors aux équations ( 8 ) . Ces équations peuvent donc 
être résolues. 

Les x¿ et les yl étant ainsi déterminés, le reste du calcul ne 

présente plus, comme nous l'avons vu, aucune difficulté. Il existe 

donc des séries ordonnées suivant les puissances de y'fx, des w et 

de e*^7* et qui satisfont formellement aux équations ( 1 ) . 
N 

Cela prouve que le développement de = ne débute jamais par 
une puissance négative de y/¡A. L'analyse des n o s 110 et 111 nous 
en fournira une nouvelle démonstration. 

Divergence des séries du n" 108. 

109. Malheureusement les séries ainsi obtenues ne sont pas 
convergentes. 

Soit en effet 
1 

1 Y - H 2a|3 — a¡ 

Si y n'est pas nul, cette expression est développable suivant les 

puissances de y/jl; mais le rayon de convergence de la série ainsi 

obtenue tend vers o quand i tend vers o. 

Si donc on développe les diverses quantités = suivant les puis­

sances de y/¡A, on pourra toujours, parmi ces quantités, en trouver 

Ces équations différentielles où les fonctions inconnues sont les y" 
et les x\ admettront une solution périodique 
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F(w,)ix) = y Cette série converge uniformément quand p reste positif et que w 
reste plus petit en valeur absolue qu'un nombre positif w„ plus 
petit que 1 , mais d'ailleurs quelconque. De même la série 

1 CIPF(tv, fi) (1 - 1 - n p ) P converge uniformément. 
Si maintenant l'on cherche à développer F (w , p) suivant les 

puissances de p, la série à laquelle on est conduit 

(10) 2 « * " > ( — n)PyiP 

ne converge pas. Si, dans cette série, on néglige tous les termes où 
l'exposant de p est supérieur à p , on obtient une certaine fonction 

*/·<>: V-)-
Il est aisé de voir que l'expression F(w. u ) — *,,'«>, fi) P* 
tend vers o quand ptend vers o par valeurs positives, de sorte que 
la série (10) représente asymptotiquement la fonction F(w, p) pour 

une infinité pour lesquelles le rayon de convergence du dévelop­
pement est aussi petit qu'on le veut. 

On pourrait encore espérer, quelque invraisemblable que cela 
puisse paraître, qu'il n'en est pas de même pour les développements 

des diverses quantités mais la démonstration que j'ai donnée 

dans le tome XIII des Acta mathematica (p. 2 2 2 ) et sur laquelle 
je reviendrai dans la suite montre qu'il n'est pas ainsi en général ; 
il faut donc renoncer à ce faible espoir et conclure que les séries 
que nous venons de former sont divergentes. 

Mais, quoiqu'elles soient divergentes, ne peut-on en tirer 
quelque parti? 

Considérons d'abord la série suivante qui est plus simple que 
celles que nous avons en vue 
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35a C H A P I T R E V I I . 

les petites valeurs de u, de la même manière que la série de Stir-
ling représente asymptotiquement la fonction eulérienne pour les 
grandes valeurs de x. 

Je me propose d'établir, dans les numéros suivants, que les séries 
divergentes que nous avons appris à former dans le n° 108 sont 
tout à fait analogues à la série (10). 

Considérons en effet l'une des séries 

( 1 0 ' ) ^ri ^ ' w î ' - - - - w î i e V V ~ i = FWP' «'«•··. «·*. 0; 

les raisonnements du n° 105 ont montré que ces séries sont uni­

formément convergentes pourvu que les w restent inférieurs en 

valeur absolue à certaines limites et que y/u reste réel. 

Si l'on développe — suivant les puissances de y/u, les séries (io') 

sont divergentes, ainsi que nous l'avons dit. Supposons que l'on 

néglige dans le développement les termes où l'exposant de y/p. est 

supérieur kp, on obtiendra une certaine fonction 

•iVvVn, w u w i t . .., w k , t) 

qui sera développable suivant les puissances des w, de e±c^~{ et 

qui sera un polynôme de degré p en y/u. 
On verra plus loin que l'expression 

tend vers o quand u tend vers o par valeurs positives, et cela 
quelque grand que soit p. 

En effet, si l'on désigne par Hp l'ensemble des termes du déve-
N — 

loppement de —> où l'exposant de y/u est au plus égal kp, on a 

et je montrerai que la série du second membre est uniformément 
convergente et que tous les termes tendent vers o quand u tend 
vers o. 
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Démonstration nouvelle de la proposition du n° 108. 

110. Pour démontrer ce fait, je vais faire subir aux équations 
une transformation qui me fournira en même temps une nouvelle 
démonstration du théorème qui a fait l'objet du n° 108. Supposons 
2 degrés de liberté seulement pour fixer les idées; alors nous ne 
conserverons plus qu'une seule des quantités w et nous pourrons 
écrire nos équations sous la forme suivante 

d.rt dxi dF dyi dyi dF 

dt ~ i ~ a w d w ¿1 a w ^ w c f T i \ l ' > 2 J 

en supprimant les indices de a et de w devenus inutiles. 

Nous savons que a est développable suivant les puissances im­

paires de y/u. et, par conséquent, a 2 suivant les puissances de [x; 

inversement p est développable suivant les puissances de a 2 ; nous 

pouvons remplacer a par ce développement, de sorte que F sera 

développée suivant les puissances de a 2. Pour a = o, F se réduit 

à F„ qui ne dépend que de x, et de x2. 

Soit 

la solution périodique qui nous sert de point de départ. Posons, 

comme au n° 79, 

< f 7 ( 0 - t - Ç , .RF = M O + " . . · · 

nos équations deviendront 

z s di\i d \ i _ dr„- dru U 

Sj et Hj sont développés suivant les puissances des des vu et 
de a 2 ; et les coefficients sont des fonctions périodiques de t. 

dF 

Pour a = o, et par conséquent S,- s'annulent; donc £,· est 

H . P. — I. 2 3 

On peut donc dire que les séries que nous avons obtenues dans 

len° 108 représentent les solutions asymptotiques pour les petites 

valeurs de a de la même manière que la série de Stirling repré­

sente les fonctions eulériennes. 
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354 C H A P I T R E V I I . 

divisible par a 2 et je puis poser 

E , - = A* X , - N O » X',, 

a2X,- représentant l'ensemble des termes du premier degré par 
rapport aux £ et aux y\, et a 2 X'¿représentant l'ensemble des termes 
de degré supérieur. 

De même, quand a est nul, et par conséquent H¿ ne dépen­
SA?/ 

dent plus que des et non des T ¡ / . 
Je puis donc poser 

H * = Y , + Y Í H - « * Q I - r - A * Q I , 

Y I + a'-Q,- représentant l'ensemble des termes du premier degré 
par rapport aux \ et rn pendant que Y '¿+ » 2 Q / représentent l'en­
semble des termes de degré supérieur au premier. Je suppose en 
outre que Y,- et Y'¿ ne dépendent que de Ç| et de £ 2. 

Posons 

\ ¡ deviendra divisible par « el Y'¿ par a 2, de sorte que je pourrai 
poser 

Y , - t - a 2 Q , = aZ,-, Y'¡ -+- a 2 Q'¡ = a 2 Z'¡ 

et que nos équations deviendront 

dl, d', 

\ 
( I I ) 

, -, aw - H - = a X / + » X ! - , 
a i w 

I dr.f dr>i _ 

Considérons les équations 

( § = - - · · 
( , 3 ) W 

Ces équations sont linéaires par rapport aux inconnues Ç,- et y\t. 
Elles ne diffèrent pas des équations ( 2 ) du n° 79, sinon parce que 
£, et £2 y sont remplacés par aÇ, et aÇ2. D'après ce que nous avons 
vu aux n o s 69 et 74, l'équation qui définit les exposants caracté-
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[ r l 2 = T 2 8 , - H T 2 O 2 - T - T ^ E 3 H - T ' 2 ' E 4 . 

Les fonctions 6* ainsi définies joueront un rôle analogue à celui des 
fonctions 7 ] , · du n° 105. Les équations ( 1 2 ) deviennent alors 

L - 7 7 - H ST w a^i—aBu — R R - + - < * « ' - ; H A 9 2 = A 8 2 , 

I dt dw dt dw 

0 4 ) 

W (, 0 O , B 3 et 0 4 sont des fonctions développées suivant les puis­
sances de 0 ( , 9,, 6 3, 84 et a, dont tous les termes sont du deuxième 

ristiques admet quatre racines, l'une égale à + a, l'autre à — a et 
les deux autres à o. 

A la première racine, c'est-à-dire à la racine + a, correspondra 
une solution des équations ( 2 ) du n° 79, que nous avons appris à 
former dans ce numéro et que nous avons écrite ainsi 

^ = C « S / , T 1 ¿ = e « T / . 

Jo rappelle que S" est nul et, par conséquent, que S¿ est divisible 
par a. 

A la seconde racine — a correspondra de même une autre solu­
tion des équations ( 2 ) et nous l'écrirons 

£ í = e - a í s ; . 7¡, = e - « ' T ; - . 

Eníin aux deux racines o, correspondront (cf. n° 80) deux solutions 
des équations ( 2 ) que nous écrirons 

\ ¡ = S/, TJ,- = T'j, 
ï / = S ? - + - C T < S ; , v J ¿ = T 7 + a < T 5 . 

Tj-, T'¡, T¿, S'¿, S"¿, S"¡ sont des fonctions périodiques de t, comme 

S/ et T,-. 

D'après ce que nous avons vu aux n o s 79 et 80, S), S"¿ et S " = aS(* 
seront comme Sj divisibles par a. 

Posons alors 

« S I = S I 6 J - + - S ; « 2 H - S ; E 3 - + - s"{ E * , 

, , , . , U ? I = s 2 E , - H S ; O ¡ S J E 3 S ™ O 4 , 

( i 3 ois) 1 
1 7 ) 1 = T 1 E 1 - + - T ' 1 O , H - T ' ; E 3 - 1 - T 7 O 4 . 
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degré au moins par rapport aux 9, et dont les coefficients sont des 
fonctions périodiques de t. De plus, les G doivent être des fonc­
tions périodiques de t et les ternies du premier degré en w dans 9 f , 
9 2, 93 et 94 doivent se réduire à w, o, o et o. 

Ces équations ( I 4 ) sont analogues aux équations ( 2 ' ) du n° 105. 
On trouve en effet 

«x; - = e , s , - t - e 2 s;- e 3 s - j - + - S ' / , 

a z't = e , T , + e s T ; - e 3 T J - + - e 4 T ; ; ' , 

ce qui nous donne quatre équations d'où l'on peut tirer les quatre 
fonctions 0, puisque les S, les T, les X ' et les Z ' sont des fonctions 
connues. Je dis qu'on trouvera 

e « = U ; , , X i - + - u , , , x ' 2 h - U / , j z\ - + - u , - , . z , , 

les CJ étant des fonctions périodiques de t développables suivant 
les puissances croissantes et positives de a. Il suffit en effet, pour 
cela, que le déterminant 

A = 

- S , - S i 
o a 1 

— S 2 - S ' , 
a a -

S i ' ^ S ™ 

si - s ™ 

T 2 

T ; T Ï 

T ' " 

ne soit pas divisible par a, c'est-à-dire ne s'annule pas pour a = o. 

Pour a = o, se réduit à la quantité que nous avons appelée S,' 

au n° 79 et T; à T", et ces quantités satisfont aux équations ( 9 ) 
et ( 1 0 ) de ce n° 79. 

Ici nous développons non suivant les puissances d e v ' i x , niais 
suivant celles de a, de sorte que la quantité que nous avions 
appelée a, dans le n° 79 est égale à 1 . Les équations ( 9 ) du n° 79 
vont donc s'écrire 

R, , C ° I S , C ? 2 S 2 

I ,• = 1 ; 

a a 
S · 

= 6 , 1 T I - T - 6 , - 2 T 2 , 

et elles devront être satisfaites pour a = o. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Pour a = o, TJ = aT* s'annule et on a 

V = S , | o , 

on trouve 

«,· = C', Sj -+- C/2 S 2 , 

Nous pouvons conclure de là que le déterminant A se réduit pour 
a = o à 

| Ti « i 

i T 2 « 2 

On trouve d'ailleurs 

| T, m 

I T a n 2 

Le déterminant des C'A, qui n'est autre chose que Je hessien de F 0 , 
ne s'annule pas en général, de sorte que A ne peut s'annuler que si 
l'on a 

Il = 1?. 

s, sj 
a a 

a a. 

^•1 1 U l 2 

l _ . 2 t I j j j 

En ce qui concerne la seconde solution, l'exposant est égal 
— a et, par conséquent, af est égal à — i, de sorte que ces 

équations deviennent 

Co ç/ p O o / 
_ ¿1 J i _|_ ^VIJVI ( 

' a a 

- - ' = 6 , 1 T ' 1 H - é f t T i , a 

ce qui permet de supposer 

T', = T,, Si = - S , . 

S" 

S; étant divisible par a 2, s'annule pour a = o. En même temps, 

pour a = o, on a 
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mais, si l'on observe que 

ni bu - t - « 2 bu = °i 

on en déduirait 
S< S J 
A A — ' 

ce qui ne peut avoir lieu. 
Le déterminant A n'est donc pas nul. On peut encore l'établir 

de la manière suivante. Considérons les équations suivantes 

= 11 H - C° 2 £ 2 . 

Ce sont des équations linéaires à coefficients constants. Elles 
admettent quatre solutions linéairement indépendantes, à savoir 

h = a. *)<· = 

A 1* = 

S*i 
— ? 
a IF = 1 L 1 

A A 1< = T F t 

Il va sans dire que, dans les T,- et les -~, il faut faire a = o, de telle 

sorte que ces quantités se réduisent à des constantes. 
Ces quatre solutions étant linéairement indépendantes, leur 

déterminant pour £ = o ne doit pas s'annuler; or ce déterminant 
est précisément A. Donc A n'est pas nul. 

c. Q . F . D . 

On voit ainsi que les fonctions 0,· jouissent bien des propriétés 

énoncées. 

L l l . L'analjse précédente s'étend immédiatement au cas où il 

y a plus de 2 degrés de liberté. 

Si nous posons 
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les équations 

S O L U T I O N S A S T M P T O T I Q U E S . 

pourront s'écrire comme dans le numéro 

3 5 9 

précédent 

> 0 = i , 2 , n). 

Les fonctions X, , X ; , Z,- et rLi jouissent des mêmes propriétés que 

dans le numéro précédent, c'est-à-dire qu'elles sont développables 

suivant les puissances des ÏJ;, des Ç,- et de y/u, et périodiques par 

rapport à t. De plus, X,- et Z,- sont linéaires par rapport aux TJ,- et 

aux et Xj- et Zj- ne contiennent que des termes du second degré 

au moins par rapport à ces variables. 

Considérons ensuite les équations 

elles admettront 2 / 1 — - 2 solutions linéairement Indépendantes cor­
respondant aux an — a exposants caractéristiques qui ne sont pas 
nuls; ces solutions pourront s'écrire 

t/Vk = U= e*ktS>ifc, T I / = e » i ( S / i ( * = i , 2 , 2 / 1 — 2 ) ; 

elles admettront en outre deux solutions dégénérescentes définies 

au n° 80 et que j'écrirai 

Çi = S ; ) 2 B - I > V = Tf ,jn-i 

et 

= S / , 2 „ + v'jif S/ > j B_i, 1 ) , = Tfl2„-!- (/ 

Les fonctions S,- ,* et T,- * (/r i, 2 , . . . , 2 / i ) sont périodiques en t. 

De plus S , A est divisible par y/u. 

Nous pouvons alors poser 

k - 2/1 * = 2n 
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et alors nous trouverons les équations 

( i 4 bis) — H- Zzkvt>k — a,e,- = /̂e,- (t = i , 2 , . . ., ara — 2 ) . 

— ^ t-Ŝ .W* ^^,1 = y/̂ejn-!, 
Les fonctions 0A sont définies par les in équations du premier 

degré * = in 

Le déterminant de ces m équations, c'est-à-dire le détermi-
g t 

nant A formé avec les et les T,-*, ne s'annule pas pour u. = o. 
vV 

On le démontrerait comme dans le numéro précédent; la seconde 
démonstration en particulier peut être appliquée sans changement 
au cas qui nous occupe. 

Nous en conclurons que les fonctions © A sont périodiques par 

rapport à t, et développables suivant les puissances croissantes et 

positives des 0,· et de y/p.. 
Cela posé, il est facile de démontrer la proposition du n° 108. 
Supposons en effet que p des exposants caractéristiques aj, 

a 2, . . . , <Xp aient leur partie réelle positive et cherchons à satisfaire 
aux équations (i4 bis) en remplaçant les 9,· par des séries dévelop­
pées suivant les puissances de i v , , w 2 , . . . , \vp. Soit donc 

e,= S[», p„ p2, p„ Y]eï̂wÇ««.g'...w5'. 
P,, [32, · - . , ftp sont des entiers positifs, y un entier positif ou 
négatif et les coefficients [ 1 , |B,, (32, · · · 7 P/>5 y ] , que j'écrirai aussi 
pour abréger [/, J3A, y ] , sont des constantes qu'il s'agit de déter­
miner. 

Si nous substituons ces valeurs des 9,· dans les 0,·, il viendra 

8,= ï(t, Pi, p„ ..·, P,, f)er<~u>P<<*>%'-... Wpr, 
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[·", P*. •/] = (*'. i3*. 7 ) 

Y / — I - t - Sa/,. p* — ai 
pour 1 = 1 , 2 , . . . , 2 « — 2 et 

Un, pt, Y] = ( 2 / I , p*, Y) — = ^ ; X

V 

[ 2 / 1 — 1 , Pi, Y] = Í [ 2 / 1 , S*, Y] — ( 2 W — I , pA, y ) | — ^ 

Ces formules permettent de calculer par récurrence les coefficients 
[/, PA, y ] . Si, en effet, nous convenons de dire que le coefficient 
[i, ¡3*, y ] de même que (i , [3*, y) est de degré 

p1-p2-*-...-t-p„, 
il est aisé de voir que la quantité (i, $ k , y) ne dépend que des 
coefficients [i , ¡3*. y ] de degré moindre, qui peuvent être sup­
posés connus par un calcul préalable. 

De même on peut démontrer par récurrence la proposition 
énoncée. En effet, je dis qu'efle est vraie de [i, ¡3*, y ] si elle est 
vraie des coefficients de degré moindre; car, s'il en est ainsi, elle 
sera vraie de (i, ¡3*, y) qui dépend seulement de ces coefficients 
de degré moindre. 11 reste donc à démontrer que la fraction 

Y / — i - H 2 a * p¿— ai 
est développable suivant les puissances positives dey/u,. Or, cela 

est évident; car, si y n'est pas nul, le dénominateur n'est pas divi­

sible par y/p. Si y est nul le dénominateur est divisible pary/u, 

mais non par a; mais il en est de même du numérateur. 

La proposition du n° 108 est donc ainsi démontrée de nouveau. 

les coefficients (i, fi (, ¡32, . . . , $P, y) ou (i. ¡3*, y) seront des con­
stantes qui dépendront, suivant une certaine loi, des coefficients 
indéterminés [i, [3*, y ] . Je dis que les [i, ¡3*, y ] et, par conséquent, 
les ( i , ¡3/f, y) sont développables suivant les puissances croissantes 
dey/'u et que le développement ne contient pas de puissance 
négative. 

En effet, les équations (i4 bis) nous donnent 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Transformation des équations. 

112. Revenons au cas où il n'y a que 2 degrés de liberté et 

reprenons les équations ( i4 ) du n" 110. 

Soit <I> une fonction qui, de même que 0|, 02, 03 et 0,, soit 

développée suivant les puissances de 9 , , 9 2 , G3, 9. S , de a, e^~K 

et e - ' ^ - ' et qui soit telle que chacun de ses coefficients soit réel, 

positif et plus grand en valeur absolue que le coefficient du terme 

correspondant dans 0|, 02, ©3 et 0i; tous les termes de <S seront 

d'ailleurs, comme ceux des 0,·, du second degré au moins par rap­

port aux 9 . 

Observons que le nombre 

(où n est entier positif, négatif ou nul, et où p est entier positif et 

au moins égal à i )es t toujours plus grand en valeur absolue que 1 , 

quels que soient d'ailleurs n, p et a. Or les nombres qui joueront 

le rôle des diviseurs (5) du n° 105 divisés par a sont précisément 

de cette forme. 

Formons alors les équations 

(i5) 8,= tv-4-<p, 6.2 = <t>, 63 = 9 4 -r-'I>, 6* = * , 

qui sont analogues aux équations (2" ) du n" lOo. 

Des équations ( I 4 , J on peut tirer les 9 sous la forme de séries 

ordonnées suivant les puissances de w et de e—1^' et qui sont ana­

logues aux séries ( 4 ' ) du n u 104. Des équations ( 1 5 ) , on peut tirer 

les 9 sous la forme de séries ordonnées suivant les puissances des 

mêmes variables et analogues aux séries ( 4 " ) du n° 105. Chacun des 

termes de ces dernières séries est positif et plus grand en valeur 

absolue que le terme correspondant des premières séries ( 1 ) ; si donc 

elles convergent, il en est de même des séries tirées des équa­

tions ( 1 4 ) · 

(') Voir plus loin la démonstration donnée en détail dans un cas analogue se rapportant aux équations (21) et (21 bis). 
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Or il est aisé de voir que l'on peut trouver un nombre tv0 indé­
pendant de a, tel que, si | w | < ; w 0 , les séries tirées de ( i5) con­
vergent. 

Il en résulte que les séries ordonnées suivant les puissances 
de W et tirées de ( i 4 ) convergent uniformément quelque petit que 
soit u., ainsi que je l'ai annoncé plus haut. Ce raisonnement est 
en tout point semblable à celui du n" 105; la fonction a<5 joue le 
rôle de Hf + H? -+ - . . . et a celui de e, car tous les diviseurs (5) 
sont de là forme n y / — i -t- a.p, et par conséquent plus grands que a 
en valeur absolue. 

Nous possédons maintenant les 9 sous la forme de séries ordon­
nées suivant les puissances de w et de e—'V_< ; les coefficients sont 
des fonctions connues de a. Si l'on développe chacun de ces coef­
ficients suivant les puissances de a, on obtiendra les 9 développés 
suivant les puissances de a. Les séries ainsi obtenues sont diver­
gentes, comme nous l'avons vu plus haut; soient néanmoins 

(16) 6,· = 6? -+- aO' -+- a26? - f - . . . - + - aP6f -h... 
ces séries. 

Posons 

H , = e,-4-e,, Hj = eî — e2, H 3 = e., + e4, H v = e 4 . 

Posons 

(17) 6,· = 9? -+- «6J -H a*6? + . . . - t - a P 6 f a P « , -

en égalant 9j aux p -+-1 premiers termes de la série ( 1 6 ) plus un 
terme complémentaire O L P U Ï . 

Si dans H/ on remplace les 9; par leurs développements (17), les 
H, peuvent se développer suivant les puissances de a et on peut 
écrire 

H,- = e? -+- « e } -+- a * e? - + - . . . - + - a / > - » e ? _ 1 -4- ap u,, 

les % k étant indépendants de a pendant que U,- est développable 
suivant les puissances de a. 
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On aura alors les équations 

I db? d'il , ¿ 8 ? 

0 8 ) 

I 
dt dw " dt dt 

et ensuite 

rt"«; RFFT; DFÔ? 
(IQ) — J 7 + W - ; h A»- = L U , . 

AI dw dw 

Voici quelle est la forme de la fonction U(-; les quantités 6* peu­
vent être regardées comme des fonctions connues de t et de w>, 
définies par les équations ( 1 8 ) et par l'équation ( 2 0 ) que j'écrirai 
plus loin, pendant que les «,· restent les fonctions inconnues. 
Alors U; est une fonction développée suivant les puissances de w, 
de e*'^7"7, de a et des M , - . De plus, tout terme du qième degré par 
rapport aux «,· est au moins du degré p(q— 1 ) par rapport à a. 
En effet, les H,-et par conséquent les a^U,- sont développantes sui­
vant les puissances des 9,- et, par conséquent, des a*9* et des «?«,·. 
Tout terme du q'lé,ne degré par rapport aux ut sera donc divisible 
par a.Pl dans aPTJ/ et par <x/'(?-,> dans U;. 

Soit U° ce que devient Uj quand on annule a et les on aura 

RFIEFI R R R „ 7 

( * » W J L I ! = r U ? ] . 

Je puis ensuite, en posant 
df)p 

R J . = b i - W ^ 

puis 

V I = U ; — « ! , V 8 = U ' S H - M 2 , V , = U', — V 4 = U ' 4 > 
mettre les équations ( 1 9 ) sous la forme 
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On voit alors que les Vf ne contiennent que des termes du 
deuxième degré au moins par rapport à w et aux u¿. 

En effet, les 9,· sont divisibles par w et se réduisent à w ou à o 
quand on y supprime les termes de degré supérieur au premier 
en w. Il en résulte d'abord que 8? est divisible par w 2 . D'autre 
part, le second membre de l'équation ( 1 7 ) ne contiendra que des 
termes du premier degré au moins par rapport à w et u¡. Donc 0,· 
ne contient que des termes du deuxième degré par rapport à w et 
aux «,·. Il en résulte que les seuls termes du premier degré qui 
peuvent subsister dans U f , LU, U 3 et U 4 se réduisent respective­
ment à u{, —Ui, u6 et o. 

dbp 

D'ailleurs w est divisible par w2 ; donc les Vf ne contiennent 

que des termes du deuxième degré au moins. c. Q . F . n. 

Des équations ( 2 1 ) on peut tirer les u¿ sous la forme de séries 

développées suivant les puissances de w et de e* '^ - 1 . En appliquant 
à ces équations le même raisonnement qu'aux équations ( i4 ) , je 
vais démontrer que ces séries convergent quand \ w\ <C«'o et que 
la convergence reste uniforme quelque petit que soit a. 

X I 1 A 1 . • · . dut r/2
 a .· 11 en sera de même pour les S E R I E S qui représentent ^— > ^ 2 , 

Il résultera de là qu'on peut assigner une limite supérieure indé­

pendante de a, à u¿, à ~d~¡¿í' '"' P o u r v u q u e | H ' | < « V 

Je montrerai ensuite plus loin, aux n o s 116 et 117, que cela a 
encore lieu pour toutes les valeurs positives de w. 

Soit en effet 3> une fonction développée suivant les puissances de 
a, des M , - , de w et de e3**/ -1 et telle que l'on ait (pour t' = 1 , 2 , 3, 4) 

V , < * ( a r g . u u a 2 , « 3 ; W * I <*, e * ' - " - 1 ) -

Soit 3>' ce que devient <ï> quand on y remplace uu-2, U3, ut 

par u\, M ' 2 , U ' 3 , U \ . 

Envisageons les équations suivantes 

( 2 1 bis) u\ — w -+- 4>' , M' 2 = IT 'J = u[ - T - u\ = 

analogues aux équations ( 1 5 ) . Il est clair que ces équations admet­

tront une solution telle que « ' , , u2, u'3, u'^ soient développables 

suivant les puissances de w, de a et de e*'^ - ' et s'annulent avec w. 
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Ces séries u\, u'.,, u'3, u\ seront convergentes pourvu que |«>| 
ne dépasse pas une certaine limite que j'appellerai wQ. Comparons 
maintenant les équations ( 2 1 ) et les fonctions u,, u2, u3, U* ° . U 1 y 
satisfont, avec les équations ( 2 1 bis) et les fonctions u\, w2> u3> u\ 
qui y satisfont. 

Je me propose d'établir que 

U i < u'¿(arg. w , e ^ - i ) . 

(Je fais remarquer que a ne figure pas parmi les arguments 
par rapport auxquels est prise cette inégalité.) 

En effet, soit u" et u" l'ensemble des termes de u¿ el de u'¿ qui 
sont de degré n, au plus en w, supposons que l'on ait établi que 

u'l<< u'/'. 
Je vais faire voir que 

J'aurai alors établi par récurrence l'inégalité à démontrer. 

Si l'on substitue dans V,- et dans <&' à la place des u¡ et des u'¡ 

les développements de ces quantités suivant les puissances de w 

et de e-"J~', ces fonctions V/ et deviendront elles-mêmes déve-

loppables suivant les puissances de w et de er1^'1. 
Désignons encore par V" et 9'" l'ensemble des termes de degré n 

au plus en w. 
Si alors u'¡<^u¡', on aura aussi 

Soit alors 

un terme de <!>'«+1 e t 

A,- tv"+i er'tt 
le terme correspondant de V""*1, on aura 

| A , [ < A . 

Soient alors 

K¡wn+iepttt et B^w+ieP'^-î 

les termes correspondants de u¡ et de u'¿. 
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Les équations ( 2 1 ) et ( 2 1 bis) nous donnent alors 

p v— ' 

B» = 
A , 

B4 

A 4 

p \ / - * 

n B * + A , 

B3 = 7 = 
Comme b; = b; = b; = a, b3 = b;-+-a. 

I /? v7— ' > i , 

on a 

d'où 

et par récurrence 

\Bi\<B't 

Ul • < u'i- C Q . F . D . 

Comme cette inégalité est prise par rapport aux arguments w 

et e'^"1, elle peut être difierentiée tant par rapport à w que par 

rapport à t, de sorte que l'on a 

du,- d u ) du,- d u \ d * u i d 2 u'; 

d t d t ' d w d w ' d w 2 dw% ' 

Soit u'" la valeur de u\ pour t = o ; si u\, on aura pour les 
valeurs positives de w 

\ui\<u'i<>. 

Mais u'i" est développable suivant les puissances de a : on peut 
donc lui assigner une limite supérieure indépendante de a pour les 
petites valeurs de a puisqu'il tend vers une limite finie quand a 
tend vers o. . 

Il en est de même, en vertu des inégalités que nous venons 
d'établir de | « , [ . 

On démontrerait de même qu'il en est encore ainsi des dérivées 

c . Q . F . D . 
d u t du/] d'2 ui 

d t d w ) ' dw% 
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Réduction à la forme canonique. 

113. Observons que les équations ( I 4 ) et de même les équa­
tions (a i ) peuvent se mettre sous la forme canonique. 

En effet, si nous posons, comme au début du n u 110, 

= < ? « • ( O - T - É Í I yt = " M O + ÏIF. 

les équations canoniques du mouvement 

dxt _ dF dyt dF 
dt dy¡ ' dt ~ éten­

de viendront 

d\i _ D F * drti _ dF* 
dt di\i ' dt d\i ' 

F* étant défini de la manière suivante. 
Quand, dans F, on remplace x¿ et y¡ par œ,-t- ç,et «J/j'-t- 7 ¡ ¿ , cette 

fonction F peut se développer suivant les puissances des Ç et des t\, 
les coefficients étant des fonctions périodiques de t. Soit alors F' 
l'ensemble des termes de degré o et i par rapport aux \ et aux r\ ; 
nous poserons 

F * = F — F ' . 

Si nous désignons par S!j¿ et OT\¿ des accroissements virtuels 
quelconques de £¡ et de 'i)¿ et par SF* l'accroissement correspon­
dant de F*, ces équations peuvent s'écrire 

2(^1,07),·—drliSt,-)= S F * dt. 

Que devient cette équation quand on prend pour variables 
nouvelles les 9,? 

Adoptant une notation analogue à celle du n°70 , nous poserons 

( U , U ' ) = 2 ( S I T J — S'IT, ) 

et nous définirons de même (U, U"), (U', U"), . . . . Le n° 70 nous 
apprend que toutes ces quantités sont nulles, à l'exception de 
(U, U') et (U", U'") qui sont des constantes. Ces constantes doivent 
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être divisibles par a; mais elles peuvent être d'ailleurs quel­
conques, puisque S,-, T¡-, S'¿, T'¡, . . . ne sont déterminés qu'à un 
facteur constant près. Nous pourrons donc poser 

( U , U ' ) = ( U " , T J " ' ) = A . 

Si l'on observe que, d'autre part, 

d\i = 6 , dSt - T - 0 2 dS'i - + - 8 3 dS'i - + - 8 4 dS'¡ -+- S , ¿ 8 , -+• S I d% -+- S " , dQ3 - T - S ? D 8 T 

S I - , = S F 8 9 , - T - S ; - 8 6 2 - H S ' ; 3 0 3 - + - S ™ 8 8 4 , 

On conclura que 

a(dOt O 9 2 — RF82 3 8 . - + - ¿ 8 3 0 8 4 — ¿ 8 V 8 0 3 ) = ( 3 F * - + - %Q)dt, 

SQ désignant une expression homogène et linéaire tant par rapport 
aux 9¿ que par rapport aux 89,·; les coefficients de cette fonction 
bilinéaire sont d'ailleurs des fonctions périodiques de t. 

Je dis que 8Q est une différentielle exacte et, en effet, les équa­
tions ( i4 ) nous donnent 

ceftfMe, — eft)2 8 8 ! - + - ¿ 0 , 0 6 4 — ¿ 6 4 0 8 3 ) = A ! ( » G + §G')dt 

où 3G est la différentielle exacte d'une fonction 

0 2 

G = 8 ! 8 2 - H — — 

et où 
8 G ' = » I 8 6 2 — e2 8 8 , - + - E 3 8 8 T — e t 8 8 3 . 

Je dis que ùF* -+- où — a-(oG-)-oG') est une différentielle 
exacte; il suffît, pour s'en convaincre, d'observer que, dans cette 
expression, les termes du premier degré par rapport aux 9,· se 
réduisant à SG sont une différentielle exacte et qu'il doit en être 
de même de ceux dont le degré est supérieur à 1 , puisque 8F* est 
une différentielle exacte et que SQ ne contient que des termes du 
premier degré. 

Nous povivons donc poser 

3 F * -i- S Q = A 2 O 4 > , 

où 
F " 

* = G - . - - , , 

H. P. — I. 24 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



370 C H A P I T R E V I I . 

F" désignant l'ensemble des termes de F qui sont de degré supé­
rieur au deuxième par rapport aux £,· et aux 7 1 , · . 

Nous pouvons donc écrire 

Si nous nous rappelons que les 9 dépendent de i, non pas seule­
ment directement, mais encore par l'intermédiaire de w, nous 
écrirons ces équations sous la forme 

. , . . , D O , d9, rf* O"92 D E , rf<t> 
(i4 bis) —j- •+• a w -j— = A - J G - , — - - + - ANC - J — = — A -JG- , 

auxquelles il faudrait adjoindre deux équations analogues que l'on 
déduirait des premières en changeant 9, et 92 en 9 3 et 9 4. 

Ce sont là les équations ( i 4 ) mises sous la forme canonique. 
Il s'agit d'en faire autant pour les équations ( 2 1 ) . 
Si, dans <ï>, on remplace les 9,· par leurs valeurs ( 1 7 ) , cette fonc­

tion devient développable suivant les puissances croissantes de a 
et des Ui\ si ensuite nous désignons par a?P<i>' l'ensemble des 
termes du degré ip au moins par rapport à a, nos équations 
deviennent 

^ . d u ' nw d U x — -» d U " ' a w d u ' ~ — a 
« s ) dt ^~ a f V dw ~ du* ' d t ~^ a i V dw ~ a d u t 

avec deux autres équations analogues. 
Ce sont là les équations ( 2 1 ) ramenées à la forme canonique. 

Forme des fonctions V,-. 

114. Considérons la fonction 

P O , , x , , y u y t ) 

et remplaçons-y X/ par 

( 2 2 ) x? -+- a x ) - t - 0.1x1 - A - . . . A - x P + i x p + 1 - h z P + * v u 

elyi par 

( 2 2 bis) ni t - h y " - h a y l •+• <*-yï +....-+- a P y f -+- aP v,. 
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( y ? -r\ r 2 - r p + i 

I 1 * , r ° > Xi y · · • > r ' ' 

ont la même signification que dans le n° 108. La seule différence 
est que nous n'avons ici que 2 degrés de liberté et que le para­
mètre par rapport auquel nous développons et qui joue le rôle 
de y. est ici égal à a 2; les quantités ( 2 3 ) sont donc des fonctions 
connues de v et de w. Quant à a.P+l

 <>,· et a.Pv\, ce sont des termes 
complémentaires quelconques. Je me propose de rechercher à 
quelle condition F est développable suivant les puissances de a, 
des ci et des v't. 

Posons pour abréger 

ax\ -+- c/ïx} - t - . . . - H aP+^x'l^ -+- zf>+l v, = x't, 

ay\ -h a2yj - + - . . . -+- «Pyf -+ - a P + i v't = y 1 , . 

La condition nécessaire et suffisante pour que 

¥(xf-f-x'h mt-hyï-hy'i) 

soit développable suivant les puissances croissantes des x\ et 
des y\ et, par conséquent, suivant celles de a, des Vi et des v'^ 
sera évidemment que le point 

ne soit pas un point singulier pour F. 
Or x"i et «,· sont des constantes; les^" sont des fonctions de w 

définies par les équations (8) du n" 108. Mais il arrivera, dans la 
plupart des applications, que, si l'on donne à x? et à n, les valeurs 
constantes qui correspondent à une solution périodique, F restera 
holomorphe quelles que soient les valeurs réelles attribuées aux_y". 

Prenons, par exemple, le problème du n° 9 et supposons que 
x, = L, x2 = G définissent la forme de l'ellipse décrite par la 
masse infiniment petite, pendant que y, = /, y.x = g—t définis­
sent la position du périhélie de cette ellipse et celle de la masse 
sur son orbite. 

Pour que F cessât d'être holomorphe, il faudrait que cette 
masse in Uniment petite rencontrât une des deux autres masses; 

Les lettres 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3 j 2 C H A P I *T B E V U . 

or, si l'ellipse ne coupe pas la circonférence décrite par la seconde 
masse, comme il arrivera dans presque toutes les applications, 
cette rencontre ne pourra jamais se produire quelles que soient 
les valeurs réelles attribuées à / et à g — t. 

Il en sera encore de même si nous prenons un plus grand 
nombre de degrés de liberté et si nous étudions le Problème des 
trois Corps dans toute sa généralité. 

Alors les variables xi définissent la forme des ellipses et l'incli­
naison mutuelle de leurs plans, les variables yi définissent la posi­
tion des nœuds, des périhélies et des masses elles-mêmes. Il arri­
vera alors, dans la plupart des cas, que, si l'on donne aux variables 
Xi les valeurs X* qui correspondent à une solution périodique et 
à l'hypothèse limite u. = o, ces deux ellipses ne pourront se couper 
de quelque manière qu'on les tourne dans leur plan. La fonction F 
ne pourra donc cesser d'être holomorphe quelles que soient les 
valeurs réelles attribuées aux 7,·. 

Nous sommes ainsi conduit à supposer que, pour xi = x°, F est 
holomorphe pour toutes les valeurs réelles desyi. Les cas où cela 
n'aurait pas lieu n'ont pas d'importance au point de vue des appli­
cations. C'est d'ailleurs l'hypothèse que nous avons toujours faite 
jusqu'ici. 

Si alors on remplace dans F les xi et les yi par les expres­
sions ( 2 2 ) , F peut se développer suivant les puissances de a, de Vi 
et de v't-, et ce développement, dont les coefficients sont des fonc­
tions de t et de w, reste convergent pour toutes les valeurs de t et 
de w. Les rayons de convergence tant par rapport à a qu'aux V; 
et aux v'j sont des fonctions continues de (t et de w qui ne s'annu­
lent pour aucune valeur réelle de ces variables. 

Si l'on observe que les xi, les 9,·, les M , , les £j, les i>i, . • . sont 
liés entre eux par les relations 

xi = ?i (t)-haÇ,i, yi=tyi(t)-hrli 
et par les relations (i3 bis), (17) et ( 2 2 ) , on conclura que F et, 
par conséquent, sont développables suivant les puissances de 
a et des m, que les coefficients du développement et les rayons de 
convergence sont des fonctions continues de t et de w et que ces 
rayons de convergence ne s'annulent pour aucune valeur réelle 
de t et de w. 
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De ce fait, et de ce que nous savons déjà au sujet des fonc­
tions V; (qui ne sont autre chose que les dérivées de <£>'), nous 
pouvons conclure ce qui suit : 

On peut trouver deux nombres réels et positifs M et 3, indé­
pendants de t et de w assez grands pour que l'on ait (en posant, 
pour abréger, s = -t- u2 -+- us -+- u^) 

M a.p s* 

V i < M » ' + M w + \_pa_ paPS ( a r S a > " u "2> " 3 . " * ) > 

pour toutes les valeurs réelles de t et pour toutes les valeurs de w 
comprises entre o et une limite supérieure quelconque W . Cela 
aura lieu quelque grand que soit W ; mais les nombres M et 3 
devront être choisis d'autant plus grands que W sera lui-même 
plus grand. 

Lemme fondamental. 

115. Etablissons maintenant le lemme suivant : 
Soient <p(x, t, w), f'(x, t, w) deux fonctions de x, t et w qui 

soient développables suivant les puissances de x et telles que l'on 
ait pour toutes les valeurs de t et de w que l'on a à considérer 

<s> < < t p ' (argx). 

Considérons les deux équations suivantes 

dx dx 

et 

, , . . dx' dx' ., , 
0 6 « ) HJ^a<vd^ =?(a7' '· W)-

Considérons une solution particulière de chacune de ces deux 
équations, choisie de telle sorte que, pour w = wa («>0 étant une 
valeur positive quelconque de w), on ait 

\x \ < x'-
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Je dis que, pour toutes les valeurs de w plus grandes que w 
aura encore 

( 2 ) \ x \ < x ' . 

Changeohs de variables en posant 

t = - \osw -t- t. 
a 0 

On aura alors, en représentant par des à ronds les dérivées 
tielles prises par rapport aux variables T et w 

dx dx 1 dx 

dw dw aw dt 

Nos équations deviendront donc 

dx dx' 
a w ~— = tp, a w - — = co , 

d w 1 a w ' 

si pour un certain système de valeurs des variables 

l'inégalité ( 2 ) est satisfaite; on aura également 

L?L < <?'I 

dx' 

< d w 

de sorte que l'inégalité ( 2 ) sera encore satisfaite pour 

w = Wf+- dw, T = x i , 

puisque l'on aura 

et, par conséquent, 

\x\ < x' 
d x 

d w 

d x I 
X -+- -T— d w \ < C \ x \ 

d w ' 

dw 

d x 

d w 

dx' , 
< — d w 

d w 

dw ^ · D X ' J 
< x -r- -T - d w . 

d w 

Il suffit donc qu'elle le soit encore quand on a 
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pour qu'elle le soit quand on a 

Mais nous avons supposé qu'elles le sont, quel que soit t et, par 
conséquent T, pour w = wu ; elles le seront donc encore, quel que 
soit T et, par conséquent pour w > « v c. Q. F. D. 

On démontrerait absolument de la même manière un lemme un 
peu plus général : 

Soient cp,, o 2 , cp„, tp' (, <ft, (f'n des fonctions de x,, 

x2, . . . , .r,,, t et w, développables suivant les puissances des x et 
telles que l'on ait pour toutes les valeurs considérées de t et de w 

•fi<f'i, < P 2 < ? ' 2 : . ···, (arga;,, ars xn). 

Envisageons les équations 

/ o \ dxi dxî 

( 3 ) + w ^— =<p/(afi, a?2, . . . , x„, t, w) 

et 

( 3 6i's) ^ + « » ' ^ = ? ' i (* i . ^ ' 2 , ·• · . x'n-, *> (» = 1 . 2 . · · · , 1 ) . 

Supposons que l'on ait, quel que soit t pour w = n?„, 

\Xi\<x'i, 

cela aura lieu quel que soit t pour w > wa. 

Faisons maintenant des hypothèses plus particulières au sujet 
des fonctions <p; et ip̂ -. 

Supposons : 
i° Que ces fonctions sont périodiques par rapport à f et de 

période 2 i t ; 
»° Que pour les petites valeurs de w, elles sont développables 

suivant les puissances croissantes de w\ cela peut d'ailleurs ne pas 
avoir lieu pour toutes les valeurs considérées de w : il suffit qu'il 
en soit ainsi pour les petites valeurs de cette variable; 

3° Que ces fonctions sont développables suivant les puissances 
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les S,-, étant développables suivant les puissances des et d'un 
paramètre très petit, sont de plus des fonctions de t : elles s'an­
nulent avec les 

Les Ç,- dépendent de t non seulement directement, mais par l'in­
termédiaire des exponentielles 

A , e V , A , e » . ' , . . . . A „ e a « ' . 

Ici nous supposons que tous les coefficients A , , A 2 , . . . , A„ sont 
nuls à l'exception de l'un d'entre eux; nous n'aurons donc à nous 
occuper que d'une seule exponentielle w= A e a f . Les £.· dépendront 
alors de t d'abord directement, puis par l'intermédiaire de w. Si 
donc nous représentons les dérivées partielles par des d et les 
dérivées totales par des à, il viendra 

entières du paramètre oe et sont divisibles par a ; on doit d'ailleurs 
avoir 

<?/<<?;· ( a v g x u x 2 , . . . , x n , a ) ; 

4" Que si l'on appelle ;p" et 'sf ce que deviennent <p,- et <p¿ quand 
on y annule tous les x, ces quantités s" et c¿° sont divisibles par w2. 

Si toutes ces hypothèses sont réalisées, les théories des numéros 
précédents nous font savoir qu'il existe des solutions particulières 
des équations (3) et (3 bis) de la forme suivante 

( x i = A,- 2 «> 2 -+- A,- 3 w 3 - + - . . . , 

( 4 ) 
( *i — A / j S ce 2 -4- A ¿ j 3 w» - + - . . . , 

les A,-)#| et les Aj„ étant des fonctions de t et de a, périodiques 
par rapport à t et développables suivant les puissances croissantes 
de a. 

Les équations (3) [ou (3 bis) qui sont de même forme] peuvent 
en effet se ramener à la forme des équations ( 2 ) du n° 104. 

Reprenons, en effet, ces équations ( 2 ) du n° 104, elles s'écrivent 
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et nos équations deviendront 

La seule différence de forme entre les équations (3 ) et les équa­
tions (5) , c'est alors que les seconds membres des équations (3) 
dépendent de w et ne s'annulent pas pour 

X\ — Xï — • • · =
 xn = O. 

« 

Mais il est aisé de faire disparaître cette différence de forme. Il 
suffit pour cela d'adjoindre aux équations (3) l'équation suivante 

dx„.+t d3C„-n 
a.w — = axa+i, dt dw 

qui admet pour solution x„+< — w, et de remplacer w par xn+t 
dans les fonctions cp;. Alors ces fonctions tp4- ne contiennent plus w 
et s'annulent pour 

Xt = Xi = . . = x n + l = o. 

Nous pouvons donc appliquer aux équations (3) et (3 bis) les 
résultats du n° 104 et conclure que ces équations admettent des 
solutions de la forme (4)· 

Le calcul des coefficients A ; ) 2 , A , ) 3 , . . . se fait très facilement 
par récurrence en appliquant les procédés du n° 104. 

Supposons donc que l'on trouve ainsi 

| A < , , I < A. ' / , . 

et cela quel que soit t. 
Nous en conclurons que 

l im S < l i m f i ( p o u r « . = 0 ) 

et, par conséquent, qu'on peut trouver une valeur w0 de w assez 
petite pour que l'on ait 

\xt \ < x'i 
pour toutes les valeurs réelles de t et pour toutes les valeurs de w 
plus petites que w0 et plus grandes que o. 
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On aura alors, en vertu du lemme démontré plus haut, 

\x¡\<x't 

pour toutes les valeurs réelles de t et pour toutes les valeurs posi­

tives de w. 

Analogie des séries du n° 108 avec celle de Stirling. 

116. Appliquons le lemme précédent aux équations ( 2 1 ) que 
nous écrirons 

, s du,- dut I T , (*,) _ + a ( V _ = a U ; . . 

D'après ce que nous avons vu à la fin du n° 114, nous pouvons 
trouver deux nombres positifs M et 3 tels que, pour toutes les 
valeurs réelles de t et pour toutes les valeurs de w comprises entre 

0 et W (et cela restera vrai quelque grand que soit W ) , on ait 

M GtP s 2 

U;--< uk-H M w* -4- M ws -\ ¡5 ( a r g a , u,, u2, u%, «4), 
1 —- pot — pxf s 

s = ¡ii+iíi + «s + ut. 
Quant à l'indice k de u/¡, il est égal à i pour t = 1 ou 2 et à 4 pour 
1 = 2 ou 3. Posons alors 

et comparons aux équations ( 2 1 ) les équations 

/ 7 · % du't du': , , , 

( 2 1 bis) - + - <J.w -¿-i = a*((V, u,, tt2, w3. Í Í 4 ) . 

Parmi les solutions particulières des équations ( 2 1 ) et ( 2 1 bis), 

nous choisirons celles qui sont divisibles par w2 (ce sont bien 
celles-là que nous avons appelées plus haut u¿). 

Il est clair que nous pourrons toujours prendre M assez grand 
pour que 

I ut I u'i LU M— < lim—- • 
; w 1 ] w ' 1 
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Nous en conclurons alors que 

I ut | < u'i 

pour 
o < w < W . 

Cherchons maintenant à intégrer les équations ( 2 1 bis). J'observe 
d'abord que, $ ne dépendant pas de «, les u\ n'en dépendront pas 
non plus et qu'on aura 

s' 

a , = M 2 — u 3 = i t 4 = - , 

ds' s' „_ „ „ , M J P S ' 1 

w -7— = - - H M I F ' + M S I C -
ctof 4 1 — 3 » — S a P s ' 2 

Celte dernière équation admet une intégrale 

*' = <p( w , a ) 

développable suivant les puissances de w et de a, et divisible 
par w2 ; quand a tend vers o, 5' tend manifestement vers l'intégrale 
de l'équation 

d s ' s' , 

a w 4 

Cette équation linéaire s'intègre très aisément, on trouve 

1 pW s 

l im«' = M o p l e M w I e-*wiv^dw (pour a = 0 ) . 

De cette formule, je ne veux retenir qu'u'ne chose, c'est que, si 

o < w < W , 

s', et, par conséquent, w ( , u 2 , u 3 e tu 4 tendent vers une limite finie 
quand a tend vers o. 

Il résulte de là que la série 

e ' + afij «26? + . . . 

représente la fonction 9,- asjmptotiquement (c'est-à-dire à la façon 
de la série de S t i r l i n g ) o u , en d'autres termes, que l'expression 

6/ — 0 ? - « 9 ? — qaQf — — q P - i e f " 1 
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tend vers o avec a. En effet, cette expression est égale à 

et nous venons de voir que 9f + m reste fini quand a tend vers o. 

117. Dilais ce n'est pas tout; je dis que reste fini quand a 

tend vers o. 
Nous avons en effet 

d f du, \ d I du; \ / diii \ ^ r i dl] \ 

dt \ dw J dw \ dw ] \ dw ) £àk duk 

du A-

dw 

dV'j 

dw 

et sont des fonctions de t, de ,v, de a etdes «,·; mais, d'après 

ce que nous venons de voir, nous pouvons assigner aux u, des 
limites supérieures; nous pourrons donc en assigner également 

dV't t dU'i c 1 1 . · . aux et aux -j^- supposons, par exemple, quel on ait 

i du/i 

; A , ^ i | < B ( p o u r « < < W ) , 
dw \ 

dut 

A et B étant deux nombres positifs. 

D'autre part, nous savons qu'on peut assigner une limite à ~ 

pour w=wt, si w{ est inférieur à la quantité que nous avons 
appelée w„ à la fin du n° 112. 

Supposons, par exemple, que l'on ait 

dui 

dw 
; UQ pour w = w u 

u'0 étant un nombre positif. Soit ensuite u' une fonction définie 
comme il suit 

du' du' , , , _ 
— ; h a w - T — — au (&A - t - W ) - 4 - a H , 
dt dw 

pour W = W i . 

On aura manifestement 

dut 

dw 
O ' . 
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dOi de? dej , 
dt ~ d< i " a dT + α Ht 

dnt d^e? die; 
dw 2 ~~ dw* + " a dw^ dw 2 

Voici donc la conclusion finale à laquelle nous parvenons : 
Les séries 

xf -t- ̂ μχ\ -hpx} + ..., /lit + y\-+- \fry\-+- μ^,2 - 4 - . .. 
définies dans ce paragraphe sont divergentes, mais elles jouissent 
de la même propriété que la série de S t i r l i n g , de telle sorte que 
l'on a asymptotiquement 

Xi = œ?-t- siμχΐ-t- \>-xJ-+-..., 
y,- = m t -y-y°i -+- sj~\>.y\-+- v-y\ -+- • • - • 

De plus, si D est un signe quelconque de différentiation. c'est-à-dire 
si l'on pose 

^λ„-ι-λ,-)-...+λι f 
l)f= 

dû-odw^' dw\-.. . dwty 

on aura encore asymptotiquement 

Όχι = Τ>χΊ -t- / μ ΐ>χ} •+• μ Da?? η - . . . , 

Dyt = D ( m t -+- y°t ) -+- / μ Oy} -h μ OyJ +.... 
En ce qui concerne l'étude des séries analogues à celles de S t i r l i n g , 

Or on voit sans peine que u' ne dépend que de w et satisfait, à 
l'équation 

w = M ' ( 4 A -f- W ) 4 - B . 
dw 

Doue u' est fini: donc 4—- reste finie quand a tend verso. Donc on 
dw 1 

a asymplotiquement (en entendant ce mot au même sens que plus 
haut) 

de,- _ de? _^ de; 2 de| 

dw dw dw dw 

On démontrerait de même que l'on a asymptotiquement 
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je renverrai au § 1 d'un Mémoire que j'ai publié dans les Acta 
mathematica (t. VIII, p. 9 0 , 5 ) . 

Il est clair d'ailleurs que les mêmes raisonnements subsisteraient 
quand on aurait plus de 2 degrés de liberté et, par conséquent 
n — i variables w,, «>2, . . ., wn_t au lieu d'une seule. 

P I N D U T O M E P R E M I E R . 
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