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c r o i s , n ' a v a i t n u l b e s o i n d ' ê t r e r e c o m m a n d é : l e g r a n d i n ­

t é r ê t d u s u j e t q u ' i l t r a i t e , l a c l a r t é a v e c l a q u e l l e i l e s t 

é c r i t , s u f f i s a i e n t à l e f a i r e b i e n a c c u e i l l i r d e s l e c t e u r s . P o u r 
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d o n t o n s e n t r i m p o r t a n c e , o n e s t p a r f o i s d é c o u r a g é p a r 

l ' e f f o r t q u ' e l l e s s e m b l e n t e x i g e r , p a r l e t e m p s q u ' i l y f a u ­

d r a i t c o n s a c r e r , e t q u i m a n q u e . U n p e t i t l i v r e e s t r a s s u r a n t . 

C e l u i - c i e s t p l e i n d e c h o s e s e t d e s p l u s b e l l e s . Je n e sa i s 

s ' i l e x i s t e e n m a t h é m a t i q u e s un s u j e t q u i a i t e x i g é d e c e u x 

q u i l ' o n t t r a i t é p l u s d ' i n g é n i o s i t é , p l u s d e p r o f o n d e u r e t d e 
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p é n é t r a t i o n q u e n 'a f a i t c e t t e t h é o r i e d e s é q u a t i o n s a l g é ­

b r i q u e s , d o n t L a g r a n g e , G a u s s , A b e l e t G a l o i s o n t é t é l e s 

f o n d a t e u r s . A l a v é r i t é , l a b e a u t é d e l e u r œ u v r e e s t si 

m e r v e i l l e u s e q u ' e l l e r i s q u e p a r f o i s d ' é l o i g n e r d ' e l l e q u e l ­

q u e s j e u n e s m a t h é m a t i c i e n s , t r o p m o d e s t e s p o u r p r é t e n d r e 

l a c o n t i n u e r , o u t r o p p r e s s é s d ' a l l e r c h e r c h e r a i l l e u r s u n e 

m o i s s o n p l u s f a c i l e . E s t - c e u n e r a i s o n p o u r n e p a s l ' é t u ­

d i e r , si m ô m e c e t t e é t u d e d e v a i t s e b o r n e r à u n e p u r e 

c o n t e m p l a t i o n , e t c o m m e à u n e j o u i s s a n c e e s t h é t i q u e ? 

Je n e v e u x p a s p a r l e r i c i d e s p r o l o n g e m e n t s e x t r a o r d i n a i r e s 

q u e l a p e n s é e d e s g r a n d s g é o m è t r e s q u e j e v i e n s d e n o m ­

m e r , d ' É v a r i s t e G a l o i s e n p a r t i c u l i e r , s ' e s t t r o u v é e a v o i r 

d a n s d ' a u t r e s d i r e c t i o n s , m a i s , e n r e s t a n t d a n s l e s é l é ­

m e n t s , e s t - i l p o s s i b l e q u e c e u x q u i o n t é t u d i é l e c o u r s 

d ' a l g è b r e d e n o t r e c l a s s e d e m a t h é m a t i q u e s s p é c i a l e s n e 

s e n t e n t p a s l e u r c u r i o s i t é s ' é v e i l l e r d e v a n t l e s p r o b l è m e s 

q u i s e p o s e n t l à d ' u n e f a ç o n n é c e s s a i r e , e s t - i l p o s s i b l e 

q u ' i l s n e s o u p ç o n n e n t p a s q u e , p o u r b i e n d e s s u j e t s q u ' i l s 

n e f o n t q u ' c f l l e u r e r , l a v r a i e l u m i è r e e s t p l u s l o i n , d a n s 

u n d o m a i n e o ù i l s n ' o n t p a s l e t e m p s d e p é n é t r e r ? N e 

f a u t - i l p a s , a u t a n t q u ' i l e s t p o s s i b l e , i n d i q u e r à c e u x 

d o n t l a c u r i o s i t é e s t t r o p v i v e e t t r o p p r e s s é e d e q u e l 

c ô t é e s t c e d o m a i n e , e t e n f a c i l i t e r l ' a c c è s à c e u x q u i , 

d é b a r r a s s é s d u s o u c i d e s e x a m e n s , o n t g a r d é l e g o û t d e la 

s c i e n c e e t c o n q u i s la l i b e r t é d ' é t u d i e r c e q u i l e s i n t é r e s s e ? 

C ' e s t p o u r c e u x q u i s e d e s t i n e n t à l ' e n s e i g n e m e n t q u e c e t t e 

é t u d e d e l ' A l g è b r e e s t l e p l u s n é c e s s a i r e : e l l e e s t v r a i m e n t 
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i n d i s p e n s a b l e à c e u x q u i d o i v e n t p a r l e r u n j o u r d e s f o n c ­

t i o n s s y m é t r i q u e s , d e l a t r a n s f o r m a t i o n d e s é q u a t i o n s , d e 

l a r é s o l u t i o n d e s é q u a t i o n s d u t r o i s i è m e e t d u q u a t r i è m e 

d e g r é , d e s é q u a t i o n s d e l a d i v i s i o n d u c e r c l e . S a n s d o u t e , 

i l s n ' a u r o n t à t r a i t e r n i d e s s u b s t i t u t i o n s , n i d u g r o u p e d e 

G a l o i s , n i d e s é q u a t i o n s a b é l i e n n e s ; m a i s , s ' i l s p o s s è d e n t 

c e s t h é o r i e s , l e s s u j e t s é l é m e n t a i r e s q u ' i l s o n t à d é v e l o p ­

p e r l e u r a p p a r a î t r o n t d a n s l e u r v é r i t a b l e j o u r , d a n s l e u r 

v é r i t a b l e i m p o r t a n c e , d a n s l e u r s e n s p r o f o n d ; l e s e x e m p l e s 

i n t é r e s s a n t s s e p r é s e n t e r o n t e n f o u l e à l e u r e s p r i t , e t , p a r ­

f o i s , s u r q u e l q u ' u n d e c e s e x e m p l e s , s u r u n f a i t p r é c i s e t 

p a r t i c u l i e r , i l s s a u r o n t f a i r e s o u p ç o n n e r à l e u r s é l è v e s l e s 

t h é o r i e s q u ' i l s n ' o n t p a s l e l o i s i r d ' a b o r d e r . M o n t r e r q u e 

l a s c i e n c e n ' e s t p a s b o r n é e à c e q u ' i l e n s e i g n e i m m é d i a t e ­

m e n t , q u ' e l l e n e se r é d u i t p a s à d e s a r t i f i c e s q u i p e r m e t ­

t e n t d e t r a i t e r d e s p r o b l è m e s f a b r i q u é s e x p r è s p o u r l e s 

u t i l i s e r , f a i r e p r e s s e n t i r l a g r a n d e u r d e l a s c i e n c e e t , a i n s i , 

e n i n s p i r e r l e r e s p e c t , c ' e s t , p o u r l e m a î t r e , l a p a r t i e v r a i ­

m e n t n o b l e e t é l e v é e d e s o n m é t i e r . 

L e s l e c t e u r s a u x q u e l s ' s ' a d r e s s e M . V o g t s o n t d o n c n o m ­

b r e u x . S a n s d o u t e , s o n l i v r e n ' e s t p a s l e p r e m i e r q u ' o n a i t 

é c r i t s u r l a m a t i è r e ; s a n s p a r l e r d e s m é m o i r e s o r i g i n a u x , 

a u x q u e l s i l f a u d r a t o u j o u r s r e c o u r i r , m a i s q u ' i l v a u t m i e u x 

é t u d i e r a p r è s a v o i r a c q u i s d e s v u e s d ' e n s e m b l e s u r l ' é t a t 

a c t u e l d e l a s c i e n c e , i l e s t c e r t a i n q u e l e T r a i t é d ' a l g è b r e 

s u p é r i e u r e d e J. A . S e r r e t r e n d r a , p e n d a n t l o n g t e m p s 

e n c o r e , d e g r a n d s s e r v i c e s ; m a i s , d e p u i s l e t e m p s o ù i l a 
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p a r u , b i e n d e s r e c h e r c h e s i m p o r t a n t e s o n t é t é f a i t e s , d o n t 
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L E Ç O N S 

SUR LA 

RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS 

C H A P I T R E I 

DES GROUPES DE SUBSTITUTIONS 

1. Une substitution est l 'opération qui consiste à remplacer un ou 

plusieurs é léments par un m ê m e n o m b r e d'autres qui leur cor res ­

pondent respec t ivement d'après une lo i dé te rminée . Lo r squ 'on r e m ­

place par e x e m p l e une var iable x par 

ax-\- b 

cx-\- d 

où a, b, c, d sont des constantes, on dit que l 'on effectue sur cel te 

var iable une substitution l inéaire ; de m ê m e , lo r squ 'on remplace 

deux variables x et y r e spec t ivement par ax+by, cx-hdy, on 

effectue sur ces var iables une substitution l inéaire h o m o g è n e ; 

a, b, c, d sont appelés les coefficients de la substitution. 

Nous nous occuperons spécia lement des substitutions suivantes : 

Considérons n é léments représentés par les let tres x¡, x,,..., xn 

et leurs permutat ions l inéai res , en n o m b r e n ! ; les substitutions 

que nous étudions sont ce l les qui remplacent chaque é l é m e n t 

d'une permuta t ion par l ' é l ément de m ê m e rang d'une deux ième 

permutat ion, distincte ou non de la p r e m i è r e . C o m m e l 'ordre des 

é léments qui se correspondent n ' in tervient pas dans le résultat, 

on peut supposer que chaque substitution remplace les é l émen t s 

VOGT. — BÉS. A L G , 1 
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d'une permutat ion f ixe , par ex em p le a;,, a ? 2 , . . . , xn, par ceux de 

m ô m e rang de chacune des n ! permutat ions ; il y a donc n ! subs­

titutions dist inctes. 

En part iculier , cel le qui fait cor respondre une permuta t ion à e l l e -

m ê m e n 'al tère aucun é l é m e n t ; on l 'appelle substi tution ident ique 

ou unité, ce que l 'on indique par la nota t ion S = 1. 

L e s substitutions les plus s imples n o n ident iques sont cel les qui 

remplacent , dans une permutat ion, chaque é lément par celui qui le 

suit et le dernier par le p r emie r ; une te l le substitution est appelée 

c i rcula i re , et les é léments fo rment un c y c l e . 

Toute substitution de n é léments est circulaire ou se d é c o m p o s e 

en substitutions circulaires . Soi t en effet Xi un é l émen t que lconque , 

xx ce lui par l eque l il est r emplacé par la substi tution donnée , x9 

celui qui r emplace xa, xy celui qui r emplace a?p, e tc . ; on ar r ive ainsi 

à un é l émen t x% que la substitution r e m p l a c e par xK. L e s é léments 

Xi, X<LI x$, x-j, • • • , Xx sont permutés c i rcula i rement et fo rment un 

cyc le ; dans le cas part icul ier où Xi reste inal téré par la substitution, 

on peut dire que cet é lément f o r m e à lui seul un c y c l e . 

Si le p r emie r cyc l e ainsi obtenu renferme les n é l é m e n t s , la 

substitution donnée est c i rculaire ; dans le cas contra i re , un é lé ­

men t x^ n 'entrant pas dans ce p r e m i e r cyc le donne naissance à un 

deux ième de la m ê m e maniè re , et ainsi de suite. De cette façon 

les n é l éments sont partagés en cyc les distincts n 'ayant aucun é l é ­

m e n t c o m m u n , et la substitution donnée est d é c o m p o s é e en autant 

de substitutions circulaires qu' i l y a de cyc les ; l ' o rdre dans l eque l 

sont effectuées ces substitutions part iel les est indifférent. 

L e s substitutions circulaires dont les cyc les renferment deux 

é léments seulement s 'appellent transposit ions ; une substitution 

circulaire que lconque se ramène à une suite de transposit ions ; par 

e x e m p l e ce l l e dont le cyc le est Xix%xt . . . x\ se r amène à la suite 

•des transposit ions de cyc les respectifs XiXa, X\X^..., x^Vy. effectuées 

dans cet o rd re . Il résulte de ce qui p récède que toute substitution 

peut être d é c o m p o s é e en transposit ions success ives . 

2. On indique une substitution de différentes manières : 

1" On écrit l 'une au-dessous de l 'autre, dans une m ê m e paren­

thèse, la permutat ion p r imi t ive et cel le qui lui correspond ; 

e x e m p l e : 
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g _ /Xi Xi a;3 Xi x-i xe\ 
\X^ X§ X^ Xi X$ XiJ 

est la substitution qui remplace Xi par x3, Xi par Xn, e tc . ; 

2 ° On indique une substitution circulaire de plusieurs é léments 

par la suite de ces é léments placés dans une parenthèse ; pour une 

substitution que lconque , on décompose la totali té des é léments en 

cyc les distincts ne renfermant aucun é l émen t c o m m u n , et l 'on écrit 

les substitutions circulaires re la t ives à ces cyc le s à la suite l 'une de 

l 'autre, dans un ordre quelconque ; il est inutile d 'écrire les é l é ­

ments non altérés ; la substitution précédente s'écrira de cette 

façon : 

S — {xiX^x^x^Xo) ~ {x^x^XiX^Xi) ; 
3° Dans certains cas, on indique la l o i qui dé termine l ' indice d'un 

é l émen t de la nouve l le permuta t ion en fonct ion de celui de l ' é l ément 

correspondant de la permuta t ion p r imi t ive ; par e x e m p l e la substi­

tution circulaire 

S = (xoXiXzX3) 
sera ind iquée par ^ - ¿' = ¿+1 ( m o d . 4), 

i et ï étant les indices de deux é léments correspondants . 

3. Si l 'on effectue sur un ensemble d 'é léments E une substitution 

S le remplaçant par l ' ensemble E', puis sur E' une substitution S' 

le remplaçant par E", la substitution S" qui remplace E par E" est 

appelée le produi t de S par S', ce que l 'on indique par la notat ion 

S" = S.S' ; de m ê m e si l 'on effectue success ivement les substitu­

tions Si, S2,..., S,, le résultat peut être obtenu par une substitu­

t ion S qui est appelée le produit des précédentes , -ce que l 'on 

indique par S = SiS*,..̂, en plaçant les facteurs dans l 'ordre 

successif des substitutions, de gauche à droite ; le produi t dépend 

de l 'ordre des facteurs ; par e x e m p l e pour trois é léments xit x%, x3, 

les substitutions 
S = [XiXij, S' = (X2X3) 

ont pour produits j 

SS' = (XiXzX}), S'S —' (XiXïX^). 
On appelle substitution inverse d'une substitution S', ce que l 'on 

indique par la notat ion Ŝ1, ce l l e qui est définie par l 'une ou 

l'autre des égali tés suivantes, qui sont équivalentes : 

S S-1 = 1, s-*s = 1. IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



On l 'obt ient en renversant dans chaque cyc le l 'ordre des é léments 

qui le composen t . On écr i t de plus S.S = S 2 et en généra l 

S' ' .S 5 = S J , + « pour toute valeur pos i t ive ou négat ive de p et de q. 

Étant donné un ensemble de substitutions distinctes 

1 , S ] , S o , . . . , 

on dit qu'elles forment un groupe si leurs inverses , leurs puissances 

et leurs produits font part ie du m ê m e ensemble ; on appel le o rd re 

du groupe le n o m b r e des substitutions ep i le composen t , y compr i s 

la substitution unité ; on appel le degré le n o m b r e des é léments qui 

sont soumis à ces substitutions. 

Pour définir un g roupe , il suffit de donner une ou plusieurs subs­

titutions fondamentales dont les puissances pos i t ives ou négat ives 

et les produits const i tueront les substitutions du groupe ; ces puis­

sances et ces produits forment un n o m b r e l imi té de substitutions 

distinctes, au plus égal à n ! dans le cas de n é l é m e n t s ; on recon­

naît que les substitutions sont fondamenta les si chacune d'elles ne 

fait pas partie du g roupe défini par les autres. 

Je vais mon t r e r qu'une seule substitution définit, par ses puis­

sances, un groupe dont l 'ordre , appelé aussi l 'ordre de la substitu­

t ion, est égal à l 'exposant de la p r emiè re puissance de cette substi­

tution qui se réduise à l 'uni té . -

Soit S une substitution, m le plus petit exposant tel que 

S'" = 1 ; les substitutions 

S, S 2 , S 3 , . . . , S'" 

forment un groupe ; en effet : on a d 'abord S - 1 = S" ! _ l , car les 

produits de ces deux substitutions par S sont égaux à l 'unité ; de 

plus, si p est une puissance quelconque pos i t ive ou néga t ive , et p' 

un n o m b r e posi t i f ou nul inférieur à m tel que 

p = mq-r- p', 
on a 

gj< _ g.nH-*' = ( S ' " ) S . S ' / = S'''. 

C o m m e S''' est une des m substitutions cons idérées , on vo i t que les 

inverses , les puissances et les produits des substitutions de l ' en­

semble font partie de cet ensemble . 

Les substitutions précédentes sont enfin distinctes, car si pour p 

et q égaux ou inférieurs à m et différents on avait S'' = S » , 
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on aurait S ^ - 5 = 1 , ce qui est imposs ib le ; on conclut de là que 

l 'ordre du groupe est b ien égal km. 

Par e x e m p l e une substitution circulaire a un ordre égal à son 

degré . 

Une substitution que lconque se r amène , c o m m e on l'a v u , à des 

substitutions circulaires relat ives à des cyc les n 'ayant aucun é l é ­

men t commun , et effectuées dans un ordre que lconque ; un raison­

nemen t imméd ia t mont re que Tordre do la substitution est égal au 

plus petit c o m m u n mul t ip le des ordres des substitutions circulaires 

dont e l le est c o m p o s é e . 

I l est évident d'après cela que l 'ordre d'une substitution c o m ­

posée de cyc les de a, p , . . . é léments , où %-h p - + - . . . <5 n, est 
1 

toujours inférieur à n ! , et à — n ! si n > 3, c a r i e plus pe t i t 

c o m m u n mul t ip le des nombres a, p, . . . est au plus égal à leur 

produit , et est inférieur au produi t 1, 2,. . . , n et à la moi t i é de 

ce produi t . 

4. L ' ensemble des n ! substitutions que l 'on peut effectuer sur n 

é léments fo rme un groupe , car les puissances et les produits de ces 

substitutions font part ie du m ê m e ensemble ; ce g roupe est appelé 

le groupe symétr ique, des n é léments , parce que ses substitutions 

laissent invariable toute fonct ion symét r ique de ces é léments . 

THÉORÈME. — Le groupe dérivé des n — 1 transpositions 

(XlXi), ($1X3)) · . . , (XiXn) 

est identique au groupe symétrique des n éléments xt, x±, . . .,xn-

Car d'après l ' éga l i t é ', ,y 

(x*Xt) = (x&JiXiX^XiX*), 

une transposit ion quelconque est dé r ivée des précédentes , et il en 

est de m ê m e de toute substitution qui se r amène , c o m m e on l'a vu , 

à une suite de transposit ions. L e g roupe r en fe rme donc les n ! 

substitutions du groupe symét r ique et lui est iden t ique . 

5 . L e groupe le plus impor tan t après le groupe symét r ique est le 

groupe al terné, formé par la substi tut ion unité et les substitutions 

composées d'un nombre pa i r de transposi t ions ; il est ainsi appelé 

parce que ses substitutions laissent invar iable la fonct ion 
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n(ar; — xj), i > j , i, j = 1, 2, . . . , n 

qui a deux valeurs égales et de signes contraires lo rsqu 'on effectue 

toutes les substitutions possibles sur les é léments 

P o u r décompose r une substitution en transposit ions, il suffit de 

remarquer , c o m m e on l'a v u , qu 'une substitution circulaire de p é lé ­

ments , te l le que (xtx2.. .Xj,), est le produi t des p — l t ranspo­

s i t ions 

(xtx^xixa).. .(x^,) ; 

une substitution que lconque altérant M é léments , et c o m p o s é e de 1; 

cyc les , est par suite l e produit de m — K t ransposi t ions. 

P o u r mont re r que les substitutions composées d'un n o m b r e pair 

de transposit ions fo rmen t un g roupe , nous nous appuierons sur le 

t héo rème suivant : 

THÉORÈME. — SI UNE SUBSTITUTION S EST LE PRODUIT DE Q TRANSPOSI­

TIONS, ET SI ON LA MULTIPLIE PAR UNE TRANSPOSITION T, ON FORME UNE SUB­

STITUTION ST QUI RENFERME Q-H I OU Q — 1 TRANSPOSITIONS. 

Soit une substi tution S portant sur M é léments et renfermant L; 

cyc les ; on a Q = M — K ; différents cas peuvent se présenter pour 

la t ransposit ion T : 

1° L e s é léments permutés par T sont distincts des M é léments 

altérés par S ; alors ST comprend deux é léments de plus et un c y c l e 

de plus que S, donc Q-\-I t r anspos i t ions ; 

2° Un des é léments de T appartient à un des cyc les de S ; soit 

par e x e m p l e 
S = (xiX&sX^XiXn), T = (x^X-,) ; 

alors 
ST — (x\XiX-zXzXz)(XT,Xç) ; 

le produit ST ren fe rme autant de cyc les et un é l émen t de plus que 

la substitution S, donc Q 4-1 transposit ions ; 

3° L e s deux é léments de T appartiennent à deux cycles différents 

de S ; soit , par e x e m p l e , dans le cas précédent , T = (x3XJ ; a lors 

ST = (XIX^XQX^X^X^) ; 

le p rodui t r en fe rme un cyc le de moins , donc encore Q-+-1 trans­

pos i t ions ; 

4° Enfin, si les deux é léments de T appart iennent à un m ê m e 

cyc le de S, par e x e m p l e si T = {x^X-I), on a 

ST = (xIXi)(x2X3){Xix6) ; 
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il y a un cyc le de plus, et par suite q — 1 transposit ions, ce qui 

démont re le t héo rème . 

Ceci nous mon t r e que que l le que soit la manière de décomposer une 

substitution en un produi t de transposit ions, l e n o m b r e de ces trans­

posi t ions conserve la m ê m e pari té . En outre, le produit de deux 

substitutions d'un n o m b r e pair de transposit ions est une substitution 

de m ê m e nature, ce qui démont re l 'exis tence du g roupe que nous 

avons appelé al terné. 

n ! 

THÉORÈME. — L'ordre du groupe alterné est égal à • 
Partageons l ' ensemble des n ! substitutions en deux part ies : 

1° cel les qui renferment un n o m b r e pair de transposit ions, y c o m ­

pris l 'unité, et qui composen t le groupe alterné ; 2° celles qui ren­

ferment un n o m b r e impai r de transposit ions et ne forment pas de 

groupe ; si nous mul t ip l ions les p r emiè re s par une transposit ion 

quelconque T , nous fo rmons des substitutions distinctes, faisant 

partie du deux ième ensemble ; de m ê m e les produits des substitu­

tions du deux ième ensemble par une transposit ion que lconque sont 

distincts et font partie du p remie r ; les deux ensembles cont iennent 
1 

par suite le m ê m e n o m b r e de substitutions, c'est-à-dire —- n ! 

THÉORÈME. — Le groupe alterné contient toutes les substitutions cir­
culaires renfermant un nombre impair d'éléments et ne contient aucune 
des autres. 

En effet, une substi tution circulaire de p é léments est le produit 

de p — 1 t ransposi t ions. . 

COROLLAIRE. — Le groupe dérivé des n — 2 substitutions circu­
laires 

{x^X-iX-i), {XiXiXi), . . ., {jX^X^X^j 

est le groupe alterné des n éléments xh a?2, . . ., x„. 
En effet, toute substitution circulaire de trois é léments est un pro­

duit des précédentes , d'après l 'égal i té 

(avz^a:,) = (xlx,x1){xixïx^){xiXîXi)(xïX<iXa){xiXîXa)(xix'!.:X-t) 

{XiXîX^XtXïX^liXiXiX^). 

De plus, le produi t de deux transpositions est un produi t des substi­

tutions précédentes , car 

(a;1.TP)(.T1.r.,) - - [x^xJ), 

(x^x^x^xj = (x^x^x^x^) ; 
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le g roupe renfe rme ainsi tous les produits d'un n o m b r e pair de trans­

posi t ions ; par suite, il est ident ique au g roupe a l terné. 

On conclut de là qu 'un g roupe renfermant toutes les substitu­

t ions c i rculai res d 'ordre 3 se confond avec l e groupe al terné ou 

avec le g roupe symét r ique . En effet, il r en fe rme d'abord toutes les 

substitutions du groupe al terné, c o m m e on v i e n t de le vo i r , par 

suite toutes cel les qui sont composées d'un n o m b r e pair de trans­

posi t ions ; s'il en renferme une autre, c o m p o s é e d'un n o m b r e i m ­

pair de transposit ions, i l cont ient les produi ts par cette dernière 

des substitutions du g roupe al terné, et ces produi ts consti tuent, 

avec cel les-ci , toutes les substitutions du groupe symét r ique . 

On verra i t de la m ê m e man iè re qu 'un g roupe contenant toutes les 

substitutions circulaires d 'ordre 5 se confond avec le g roupe al terné 

ou b ien avec l e groupe symét r ique , car on a 

(xxx^x^ = (xzXvXtx$Xz)(xxXiX^XfrXt) j 

par suite le g roupe cont ient toutes les substitutions circulaires du 

t ro i s i ème ordre et ce l les du groupe alterné ; il se confond a v e c lui 

ou avec le g roupe symé t r ique . 
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CHAPITRE II 

D E S S O U S - G R O O P E S . — G R O U P E S S I M P L E S E T C O M P O S É S 

6. On dit qu'un groupe G contient un autre groupe G' s'il ren­

ferme toutes les substitutions de cet autre; le second groupe G' est 

appelé sous-groupe du p remie r . 

THÉORÈME. — L'ordre d'un sous-groupe d'un groupe donné est un 

diviseur de l'ordre de ce groupe. 

Soi t un groupe G et un sous-groupe G' composé des substitu­

t ions 

(1) s, = i , s,, s„ s,,. 
Si Sj est une substitution du g roupe G non contenue dans G', les 

substitutions 

(2) SjSo, Sj^SI · · · I SR'52 

jouissent des propr ié tés suivantes : 

1» El les sont distinctes l 'une de l'autre, car si l 'on avait par e x e m ­

ple S^Sj = SpSj, les produits de ces substitutions par S^ 1, qui 

sont respec t ivement S a et S s , seraient égaux, ce que nous ne suppo­

sons pas ; 

2° Elles sont distinctes des précédentes , car si S a S 2 était égal à 

S s , on aurait S 2 = S r ' S j , et £ 2 ferait partie du groupe G', ce 

qui est i m p o s s i b l e ; 

3" Elles font partie du g roupe G. 

S'il existe dans l e g roupe G d'autres substitutions que les précé­

dentes, et si S 3 est une telle substitution, on verra de m ê m e que 

l ' ensemble 

(3) SiS 3, . . . , S r 'S 3 
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j ou i t des m ê m e s propr ié tés ; les substitutions qu' i l r en fe rme sont 

distinctes l 'une de l 'autre, dist inctes de ce l les de l ' ensemble (1), et 

aussi de ce l les de l ' ensemble ( 2 ) , car si l 'on avait S a S 3 = S ? S 2 , on 

aurait S 3 = ( S r ' S » ) S 2 e t S 3 ferait part ie de l ' ensemble (2), ce qui 

est imposs ib le ; e l les font enfin partie du groupe G. 

En continuant de cet te façon, on vo i t que, si l 'on représente 

par S, la substitution unité, on peut ranger les substitutions du 

groupe G en un tableau de la fo rme 

où S i = 1, S 2 ) . . . , 2 P sont des substitutions convenab lemen t 

choisies de ce g roupe ; il les renferme toutes et chacune une seule 

fois ; par suite l 'ordre r du groupe G est égal a r'p, ce qui d é m o n ­

tre le t h é o r è m e . 

COROLLAIRE I . — L'ordre d'un groupe est un diviseur de n ! 

Car un groupe que lconque est un sous-groupe du groupe s y m é ­

tr ique, dont l 'o rdre est n ! 

COROLLAIRE I I . — Les substitutions communes à deux groupes for­
ment un troisième groupe qui est contenu comme sous-groupe dans 
chacun des premiers. 

En effet, les inverses , les puissances et les produits des substitu­

tions c o m m u n e s à deux groupes sont éga lement c o m m u n s à ces deux 

groupes , ce qui mont re que les substitutions c o m m u n e s forment 

un groupe ; c'est « n sous-groupe de chacun des p r e m i e r s , et son 

ordre est un diviseur c o m m u n aux ordres de ces g roupes . 

Si ces ordres sont p remiers entre eux, les deux groupes ne peu­

vent avoi r d'autre substitution c o m m u n e que la substitution unité. 

7. Étant donnée une substitution S et une autre T , on appel le 

t ransformée de la p r emiè re par la seconde la substitution T ~ ' S T . 

Si l 'on désigne par substitutions semblables cel les qui sont c o m ­

posées d'un m ê m e n o m b r e de cyc l e s , portant respec t ivement sur un 

m ê m e n o m b r e de let t res , deux substitutions t ransformées l 'une de 

l 'autre sont toujours semblables . 
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En effet, soit 

S = (XiXtXa. . . ){Xh •.. ) 

la substitution S décomposée en cyc l e s , et 

\X¿XfrXy · . X\ . · . Xy ' 

une autre substitution par laquel le on transforme la p r emiè re ; en 

appliquant success ivement les substitutions T - 1 , S et T, l ' é lément 

est remplacé par x„ x2 et a^; la t ransformée T _ 1 S T change par 

suite xx en x?, de m ê m e x¡¡ en xr, etc. ; on voi t de cette façon que 

l 'on obtient cette t ransformée en remplaçant chacune des let tres 

de S par ce l le que T lui fait correspondre , de sorte que 

T - ' S T = ( a w T . . . ) ( > x - . · ) 

les deux substitutions sont bien semblab les . 

Réc ip roquement , deux substitutions semblables sont t ransformées 

l 'une de l 'autre par une t ro is ième substitution, cel le qui remplace 

chaque let t re de la p remière par la let tre de m ê m e rang dans la 

seconde, en supposant que l 'on ait écri t les cyc les successifs de 

façon que ceux qui possèdent le m ê m e n o m b r e de lettres se corres­

pondent dans les deux substi tutions. 

C o m m e conséquence , on peut remarquer que les produits ST et 

T S , qui sont en général différents, sont semblables , car l 'un est une 

transformée de l 'autre d'après l 'égal i té 

ST = T - ' ( T S ) T . 

TnÉORÈME. — Les transformées des substitutions d'un groupe G par 
une même substitution forment un groupe. 

Si l 'on considère en effet deux substitutions que lconques S ( et S 2 

du groupe G et leurs t ransformées par T : T _ , S , T , T _ , S 2 T , l eur 

produit 

(T - 'SJXT - 'S jT) = T-^S.S^T 

est la t ransformée d'une substitution du g roupe et fait partie du 

m ô m e ensemble que les t ransformées de Sj et de S s . 

L e nouveau groupe est appelé t ransformé du g roupe G par la 

substitution T, et est indiqué par la notat ion T _ , G T . 

8. On dit que deux substitutions S et T sont permutables si les 

produits ST et TS sont égaux ; chacune d 'el les est égale à sa trans-
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f o r m é e par Vautre, car de l 'égal i té ST = T S , o n déduit T = S - ' T S 

et S = T ^ S T . 

De la m ê m e manière on dit qu'un groupe G est permutable à une 

substitution T si le g roupe T~ 'GT transformé de G lui est iden­

t ique , à l 'o rdre près des substitutions, c'est-à-dire si l 'on a, quel 

que soit * , une égal i té de la f o r m e 

T - ' S A T = S S ; 

les t ransformées des substitutions de G étant distinctes reprodui ­

sent, dans un ordre que lconque , les substitutions de ce g r o u p e , de 

sorte que les ensembles ( S » T ) et ( T S a ) sont ident iques à l 'o rdre 

près . 

Si un groupe G est permutable à deux substitutions T e t T , , i l 

est permutable à leur produi t , car 

( T T i ) - ' S « ( T T 1 ) = T r - ' T - ' S . T T , = TR'SJTI = S R , 

en désignant par S S la t ransformée de S* par T , et par S T ce l le de 

S P par T L 

On conclut de là que les substitutions auxquel les un groupe est 

permutab le forment e l l e s - m ê m e s un g roupe . 

On dit qu'un groupe G est permutable à un groupe H s'il est 

permutable à toute substitution de ce g roupe ; on indique cette 

propr ié té par la notat ion 
H - ' G H = G. 

Si un sous-groupe GI d'un groupe G est permutable à ce g roupe , 

on dit que G 4 est un sous-groupe dis t ingué ou invariant de G . 

C o m m e e x e m p l e , le g roupe al terné est un sous-groupe invariant 

du groupe symé t r ique , car la t ransformée d'une substitution du 

groupe alterné par une substitution que lconque renfe rme un n o m b r e 

pair de transposi t ions et appartient au g roupe alterné. 

C o m m e autre e x e m p l e , considérons le cas de n = 4 ; le g roupe 

symét r ique cont ient 24 permutat ions et le g roupe al terné 12. 

Ce groupe al terné est constitué par l e s substitutions 

S , = l , S 2 = {xiXî)(x3xù, S 3 = {xiX3){XîXi), S 4 = [xiX^XiXi)— S 2 S 3 , 

Sj = (a?iaî2X3), SG = : (xjXiXi) = SI, 

S, = {XIXÎXÎ) = S 2 S 3 , S 8 = [x2X3Xi) = S 2 S ¡ , 

S9 = (XgXî Es) = S3S3, S10 = {XiXvXi) — S 3 S | , 

SU = ( A W R J ) = S.TSII, S I 2 = (xiXiX3) — S 4 S? ; 
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on voit qu'il dérive des substitutions S 2 , S 3 et S5, d'ordres respectifs 

2, 2 et 3. 

Le groupe symétrique est formé des substitutions précédentes et 

de leurs produits par une transposition quelconque, par exemple 

T = ( a ^ ) ; nous le représenterons par G et le groupe alterné 

par G'. 

Le groupe d'ordre 4, 

H = (S, = 1,S2, S 3, S.), 

est un sous-groupe du groupe alterné ; il est permutable au groupe 

symétrique ; en effet : il l'est d'abord aux substitutions S*, S3 et S 4 

du groupe H ; il l'est aussi à S.;, car 

^SoSj = S4, S;; 'S3S.j = S2, S» ^ iS j — S3 \ 

il l'est enfin à la transposition T, car 

T-'S2T = s2, T-'S;)T = st, T-'s;r = s3 ; 

par suite, il l'est à toute substitution dérivée de S2, S 3 , S:; et T. 

Le groupe H est donc un sous-groupe invariant du groupe symé­

trique, et aussi du groupe alterné. 

On verrait de la même manière que chacun des groupes d'ordre 2, 

K, = (ST, S,), K , = (S., S,), K , = (S„ so, 
est un sous-groupe invariant du groupe H, sans l'être du groupe 

symétrique ni du groupe alterné. 

9. Soient 
G = ( S i = 1, S2, . . . , S,.), 

H = ( T , = f, T.2, TV) 

deux groupes permutables l'un à l'autre, c'est-à-dire tels que 

H - 1 G H = G, U-'HG = H ; 

on sait (g 6) que les substitutions communes forment un groupe 

K = (U, = 1, U2, . . , UP), 

dont l'ordre p divise r et »·', de sorte que r = pp, 1J = pp' ; de 

plus, que l'on peut écrire les groupes G et H sous forme do tableaux 

comme il suit 
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/u,s„ u2s„ ups, /UiSi, u2s;, upS', 
G =^u 1s 2, u2s2, .. , ups2 H =\UiSi, u22'2, .. , ups<2 

( UiSj,, UaS^, . . , Upïp ( UiS^,', U 2 S^ ' , U p i y 

où S a et S!, sont des substitutions convenab lement chois ies , et où 

Si et S', représentent en part iculier la substitution unité. Je vais 

démont re r le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Les substitutions U aS^Sv forment un groupe d'ordre rr' 
çpp' = — contenant les deux groupes G et H comme sous-groupes 
invariants, et le groupe K est un sous-groupe invariant à la fois de 
G et de H . 

Pour le démontrer ( * ) , r emarquons qu'un produi t de la fo rme 

sj^s-'v = S ^ T ^ V ) = (s/r.s^v 
appartient à la fois aux deux groupes G et I I , car la p r emiè re et la 

seconde parenthèse représentent des substitutions faisant partie 

r e spec t ivement de ces deux g roupes ; il appartient par suite au 

groupe K . Si on le représente par U Y , et si l 'on prend son inverse 

T.SaVS,"1, les égali tés 

SaTpSa, ]Tp * — U T , l̂ S^Tg'Sa1
 — IL, 1 

donnent, en mul t ip l iant les deux m e m b r e s de la p r emiè re par TpSa, 
et ceux de la seconde par SaT?, 

Ŝ l p = UYfpSa, T̂Sji = LLj'SjTp. 
En part icul ier , en prenant pour S„ et T? des substitutions particu­

l ières , te l les que S a , 2p ou b ien U a , U f , on t rouve entre les substitu­

tions S, S' et U des relat ions de la fo rme suivante : 

S ^ = U Y 5 i S a , = U . S . , S'jU. = ILS' . . 

Cela p o s é , les substitutions de la f o r m e U ^ S v , où « , p, Y 

prennent toutes les valeurs possibles respec t ivement compr i ses 

entre 1 et p, 1 et p, 1 et p', constituent un g roupe ; en effet, 

r emarquons d'abord que l ' inverse d'une substitution que lconque S 

est identique à la puissance de degré m—1 de cette substitution, 

m désignant son o r d r e ; il suffit donc de faire vo i r que le produi t de 

(* Comparer N E T T O , Substitutionentkeorie, p. 87. 
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deux substitutions quelconques de la fo rme U x ï f Y Ç et U„'S S 'SÇ', 

égales ou inégales , fait partie du m ê m e ensemble que les p remières . 

Or ce produi t 

(u.sïs;)(u«.s(.s;.) = v^v^^ 
peut s 'écrire success ivement , en utilisant les relations précédentes 

et posant 

sous la forme suivante : 

u,s,u,sw = uIstu,u,sï.s;sç' = (u,u,)(stsp.xs;sço 
ou bien encore L V ^ - S Ç » ; il fait b ien part ie de l 'ensemble cons idéré . 

Je vais mon t re r maintenant que les substitutions de cet ensemble 

sont dist inctes, c 'est-à-dire qu 'on ne peut avoir 

U ^ S ; = U„'2,'ZC- que S Í a = a', p = p', y = T ' . 

Supposons que l 'on ait en effet une te l le égalité ; on en déduit 

le p r emie r m e m b r e représente une substitution du groupe H , le 

second du groupe G ; el les ne peuvent être égales que si e l les 

appartiennent au groupe K , c'est-à-dire sont de la fo rme U s ; 

l 'égal i té 

s^n = u„ 
qui entraîne la suivante : 

s; = u,sv, 
ne peut avoir l ieu , d'après les hypothèses faites sur les substitu­

tions S', que si y = Y ' et U 5 = 1 ; il en résulte : 

et, pour la m ê m e raison, cette dernière égalité e x i g e que p = p' 

et a = a'. 

Nous v o y o n s ainsi que les substitutions U.SpSC sont toutes d i s -

rr1 

t inctes ; leur n o m b r e est ppp' = — ; c'est l 'ordre du groupe cons-
P 

titué par ces substi tutions. 

I l admet les groupes G et H c o m m e sous-groupes ; j e dis que 

chacun d'eux, G par e x e m p l e , est un sous-groupe invariant, ou qu ' i l 

est permutable à toute substitution du groupe ( U ^ S ^ ) ; en effet, la 

t ransformée de la substitution S = LV^V du groupe G par 
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U . Ï , 2 T est 

( u . s , s ; ) - ' ( u . ' S B . ) ( u , s , s ; ) = i ' y - ^ \ j - ' u ^ v ^ 
et peut être r amenée , par des t ransformations analogues à ce l l e s 

que nous avons opérées p r é c é d e m m e n t , à la fo rme U s 2 f ' , qui appar­

tient au g roupe G. 

Enfin le g r o u p e K , qui est un sous-groupe de G et de H , est sous-

groupe invariant de chacun d'eux, de G par e x e m p l e , car la trans­

fo rmée de L V par est 

( U . S , ) - « I J V ( U , S , ) = S i - ' U ^ U V U . S , 

et se r amène à une substitution U B du groupe K . 

L e t h é o r è m e se t rouve ainsi démont ré . 

10. Lorsqu 'un groupe G cont ient un sous-groupe invariant G i , on 

dit qu ' i l est composé ; on dit qu' i l est simple dans le cas contrai re . 

S'il n 'existe aucun groupe H, sous-groupe invariant de G, et con ­

tenant Gi c o m m e sous-groupe, on dit que G i est un sous-groupe in­

variant m a x i m u m de G. 

Si un groupe G est c o m p o s é , et si l 'on f o r m e une suite de groupes 

G, G|, G 4 , . . . , G^, 1, 

dont chacun est un sous-groupe invariant m a x i m u m du précéden t , 

et dont le dernier est fo rmé de la substitution unité, on dit qu ' e l l e 

est une suite de compos i t ion du groupe G. 

Si r, rt = —, r2 = —, .. ., r„ = , r^+i = — = - = 1 fi ^2 % ^ e^+i 
sont les ordres respectifs de ces g roupes , les nombres e 1 ; e 2 , . . , 

e^, e^i sont appelés les facteurs de compos i t i on de G ; on a 

r = ete2. •. e./^i-
Il peut se faire qu'un groupe composé ait plusieurs suites de c o m ­

pos i t ion distinctes ; nous allons démont re r le t h é o r è m e fondamental 

suivant : 

T U É O R È M E . — S'il existe plusieurs suites de composition distinctes 
d'un groupe composé, les facteurs de composition sont les mêmes, à 
l'ordre près, et par suite sont en même nombre. 

Soient 

( 1 ) G G, G 2 . . . G„ 1, 

(2) G G', Gi . . . ii'.y 1 
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= ( S i = i, s„ . . •i S r J , 

G ' , = ( T . = i, T „ . . • · . T ' r ; ) 

K = ( Ü , = i, u „ . · · , U p ) 

deux suites de compos i t i on de G ; et, e 2 , . . . ; e ^ e 2 > . . . lesfacteurs 

de c o m p o s i t i o n . I l peut se faire que plusieurs groupes à partir de G 

soient les m ê m e s dans les deux su i tes ; il suffit de démont rer la 

proposi t ion pour le p r emie r g roupe dont les sous-groupes sont dif­

férents ; j e suppose, pour fixer les idées , que ce soit G, et que G t 

et G! soient distincts. Considérons ces deux groupes : 

et le g roupe 

fo rmé par les substitutions c o m m u n e s . En employan t les notations 

du | précédent , G i et G i sont permutables et le groupe ( U a S ^ ) les 

contient c o m m e sous-groupes invariants ; j e dis qu' i l se confond 

avec le g roupe G ; en effet, il est permutab le au g roupe G , car si V 

est une substitution de G, on a 

v - ^ u . s ^ j v = v - ' u ^ s ç v = ( v - i u x s p v ) ( v - i s ; v ) . 

C o m m e la p r e m i è r e parenthèse V _ , U a S p V est la t ransformée d'une 

substitution S, e l le appartient au g roupe G , et a la fo rme U „ ' S P ' ; 

de m ê m e la seconde V ~ ' S T V appartient au groupe G ' , et a la fo rme 

U a "S ' T ' ; leur p rodui t se r amène , c o m m e on l'a vu , à U s S p ' S i ' où 8 est 

convenab lement chois i , et fait partie du m ê m e g roupe ( U a 2 P S T ) ; 

si donc ce g roupe ne se confondai t pas avec G , ce serait un sous-

groupe invariant de G admettant G¡ et Gi c o m m e sous-groupes , ce 

qui est imposs ib le car G t et G ' i sont m á x i m a . 

On déduit de là que ppp' = r = r,e, = r i e ; , et par suite que 

, r rt r'. 
p = . „ p = « i l p = - = _ = _ . 

D'autre part, le g roupe K dont nous venons de déterminer l 'o rdre 

est un sous-groupe invariant de G i ; j e dis qu' i l est m a x i m u m . S'il 

existait en effet un sous-groupe invariant de G i contenant soit H , 

il serait de la fo rme H = ( U a < r p ) , où les subtitutions a formera ient 

une partie de l ' ensemble des substitutions S ; le théorème sur l e ­

quel nous nous s o m m e s appuyé étant appl icable aux groupes H 

et GÍ, qui sont permutables l 'un à l 'autre puisque chacun d'eux est 

une partie de G, on pourrai t fo rmer un groupe ( U ^ S , ) permutable 

à G et contenant Gl c o m m e sous-groupe, ce qui est imposs ib le 

V O G T . — nÉS. A L G . 2 
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puisque Gi est m a x i m u m ; le g roupe H n 'exis te donc pas, et K est 

un sous-groupe invariant m a x i m u m de G i et aussi de G',. 

De là résulte que si 

K K , K j . . . 1 

est une suite de c o m p o s i t i o n de K , les deux suites 

( 3 ) G G i K K i . . . 1, 

( 4 ) G Gi K K', . . . 1 

sont deux suites de c o m p o s i t i o n du g r o u p e G. 

L e t h é o r è m e énoncé se déduit de là i m m é d i a t e m e n t ; il est vrai 

pour les suites ( 3 ) et ( 4 ) , car les deux p remie r s facteurs de c o m p o ­

sit ion sont respec t ivement eu e[ ; ei, eu et les suivants sont identi­

ques ; i l sera vrai pour les suites p r imi t ives (1) et ( 2 ) s'il l 'est pour 

(1) et ( 3 ) d'une part, ( 2 ) et ( 4 ) de l 'autre ; or ces suites ont respect i ­

v e m e n t un g roupe c o m m u n de plus que les p remiè re s à part ir du 

g roupe G, et l 'on peut répé ter le ra i sonnement de p roche en p ro ­

che jusqu 'à ce qu 'on obt ienne des suites ident iques ; le t h é o r è m e 

est ainsi d é m o n t r é . 

11. THÉORÈME. — Le groupe alterné de n éléments est simple pour 

n > 4 . 

Supposons que le g roupe al terné soit c o m p o s é et cont ienne un 

sous-groupe invar ian t 
H = ( S A . . . ) ; 

j e dis que ce sous-groupe cont ient au m o i n s une substi tution c i rcu­

laire d 'ordre 3 ; j e vais mont re r , pour le faire vo i r , qu 'on peut tou­

jours fo rmer une te l le substi tution appartenant au g roupe . 

Si l 'on en connaît une , la p ropos i t ion est év idente ; si l ' on connaî t 

une substitution renfermant plus de trois é l éments dans un de ses 

cyc l e s , par e x e m p l e 

S = (XiX-iXiX,, . . . )(xh . . . ) . . . , 

on la t ransformera par la substi tution S = [xix2x3) du g roupe 

alterné, la t ransformée appart iendra au groupe H par hypo thèse , 

et le produi t 

répondra à la quest ion ; si l 'on connaît une substitution renfermant 

au m o i n s un cyc le de trois é léments , par e x e m p l e 

S = ( x 1 X j X 3 ) ( x t a ; û a 7 s ) . . ou S = (xiXiX3){x&s) . . . , 
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on la t ransformera par S £ = [x^x,), et le produi t 

T = S - ^ S r ' S S O = (xlX,x&x3Xi) 

rentrera dans le cas précédent , de sorte que , en posant S 2 = ( a ^ a ^ ) , 

on aura 

T - 1 2 r i T 2 ï = {xtx2x3), 

qui sera une substi tution circulaire d 'ordre 3 ; si maintenant on c o n ­

naît une substitution contenant au moins trois t ransposit ions, tel le 

que 

S = (XiX^x^ix^Xe) 

en la transformant P3X 3̂ — (#I#3#5) ) OD SUIFS, 

S ^ S ^ S S s = {XiX3Xi){XîXiiXi), 

ce qui rentrera dans un cas précédent ; enfin si l 'on connaî t une 

substi tution 
S — {xiXï^x-iXi) 

qui soit le produi t de deux transposit ions, en la transformant par S 3 

on aura 
S 1^G-*SS3 = [xiX3x§XiXî}, 

ce qui donnera une substi tution déjà examinée . 

I l y a donc toujours dans le sous-groupe invariant H au moins 

une substitution circulaire d 'ordre trois ; si c'est par e x e m p l e 

S = (XiXiX3), 

on a en transformant S 2 par S a = (ar 3 T 2 a^) , 

2 7 1 S 2 S a = (xiXzXz) ; 

le g roupe H cont ient par suite toutes les substitutions circulaires 

de la fo rme précédente , et d'après une propriété démont rée (§ 5) 

se confond avec le g roupe alterné lu i -même ; celui-ci est donc 

s imple , c o m m e nous l 'avions annoncé, puisqu'i l ne cont ient aucun 

sous-groupe invariant distinct de l u i - m ê m e . 

REMARQUE. — On vo i t que le ra isonnement ne s 'applique pas, dans 

le cas de n = 4, lorsque le groupe ne renferme que des substitu­

tions de la fo rme ( A R I A : , ) ^ ^ ) , car on a ut i l isé un c inqu ième é l é ­

ment x-0 pour fo rmer la substitution E 3 . I l y a ici un cas d 'excep­

tion, et le g roupe alterné de quatre é léments est c o m p o s é ; nous 

avons vu en effet (§ 8) que ce groupe a un sous-groupe invariant 

H = [1, ( A ^ X ^ i ) , {XiXiftXîXa)], 
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de sorte que la suite de compos i t i on du g roupe al terné se c o m ­

pose : 1° du g roupe al terné G' ; 2° du g roupe H ; 3° du g roupe 

Ki = [ I , (xiX2){x2Xi)] ou de l'un des groupes analogues K a , K 3 ; 

4° de la substitution uni té . 

COROLLAIRE. — La suite de composition du groupe symétrique 
de n éléments, pour n > 4, se compose de ce groupe, du groupe 
alterné, et de la substitution unité. 

N o u s avons vu en effet au § 8 que le g roupe al terné est un sous-

g roupe invariant du g roupe s y m é t r i q u e ; il n 'en existe pas d'autre, 

car un ra i sonnement ident ique au p récéden t mont re que , pour 

n > 4, tout sous-groupe invariant du g roupe symé t r ique doit ren­

fe rmer toutes les substitutions circulaires d 'ordre 3, et conteni r par 

suite le g roupe alterné ; c o m m e i l n 'exis te aucun g roupe d 'ordre 

n ! 
inférieur à n ! et supérieur à — , le seul sous-groupe invariant du 

g roupe symé t r ique est le g roupe alterné l u i - m ê m e ; c o m m e ce der­

nier est s imple , la p ropos i t ion est d é m o n t r é e . 
n ! 

L e s facteurs de compos i t i on sont, dans ce cas, 2 et — · 

Dans le cas de n = 4, la suite de compos i t i on du g roupe s y m é ­

tr ique est f o r m é e : 1° du g roupe symét r ique G; 2° du groupe 

al terné G'; 3° du g roupe H d 'ordre 4 ; 4° de l 'un des g roupes K i , 

K 2 , K 3 d 'ordre 2 ; 5° de la substi tution uni té . 

L e s facteurs de c o m p o s i t i o n sont 2, 3, 2 et 2 ; le g roupe H est de 

plus un sous-groupe invariant du g roupe symé t r ique . 
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CHAPITRE III DES FONCTIONS RATIONNELLES DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES 

12. Soit <p(a?i, x2, . . . , xn) une fonction entière des n variables 

indépendantes a?,, x2, . . . , xn; effectuons sur ces variables toutes 

les substi tutions possibles ; si les va leurs que prend la fonction sont 

a lgébr iquement ident iques à la p r e m i è r e , on dit qu 'e l l e est une 

fonct ion symét r ique des n var iables . On sait que toute fonct ion 

symé t r ique entière peut se met t re d 'une seule man iè re sous la fo rme 

d'une fonct ion ent ière des fonctions symétr iques s imples : 

fi — f% — ^JXIXJ, . . . , fn = XyX<i. . .Xn. 

Il ar r ive le plus souvent que les valeurs algébriques prises par la 

fonct ion donnée ne sont pas toutes identiques ; soient 

fi{xu XÏ, . . . , xn), o 2 , . . . , cp„ 

les fonct ions distinctes obtenues, ?i représentant la fonct ion don­

née ; il existe au m o i n s une substitution conservant à =>i sa va leur , 

c'est la substitution unité ; dans tous les cas, les substitutions la lais­

sant invar iable forment un g roupe , car en effectuant success ivement 

un n o m b r e quelconque de ces substitutions, la fonct ion conservera 

la m ê m e valeur , par conséquent le produi t d'un n o m b r e quelconque 

de substitutions de l ' ensemble fait partie de cet e n s e m b l e ; le groupe 

dont nous venons de démont rer l 'exis tence s 'appelle le g roupe de la 

fonct ion <?i(#i, xi, . . . , xn). 

Par e x e m p l e , pour n = A, la fonct ion o ( = a^a^ + XsX* prend, 

pour toutes les substitutions, les trois valeurs <yt, o 2 = xix3-{-x^x^ 
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o 3 = XiXi - h x2x3 ; reste invar iable pour l e s substitutions du 

g roupe d 'ordre 8 : 

G, = [ 1 , (XiXt), (x3Xi), (XtXiXxiXi), (XiXa)(XüXt), {XiXi){X2X¡\ 

(x^XaXi), (A^AVR )̂]. 

13. Réc ip roquemen t , on peut fo rmer , d'une infinité de maniè res , 

une fonct ion entière qui reste invar iable pour les substitutions 

d'un groupe donné, et change de va leur pour toute autre substitu­

t ion. 

P o u r le mont re r , nous a l lons d'abord fo rmer une fonct ion ent ière 

des n variables prenant n ! valeurs distinctes pour les n ! substi­

tutions ; la s o m m e 

4-, - u,xt -+- U2A?2 h - 1 - unxn, 

où M , , « 2 , . . . , w„ sont des constantes arbitraires dist inctes, répond 

à la ques t ion . Si l 'on effectue en effet deux substitutions que lconques 

différentes : 

_ / Xi X2 . . . Xn \ T _ / Xi Xï . . . Xn\ 

\Xa, Xaî . . . XaJ* \Xbl

 xb2 .•• XbJ' 

dont nous représentons les inverses par 

g _ 4 /
 xl xï · · Xn \ r p . j / Xi Xl . . . Xn \ 

\Xit X*2 • • • Xœn/ V ^ S j x?2 · · · Xfn/ 

les valeurs que p r end la s o m m e : 
•* 

^s = (utxH -+- UiXa2 H H W„A?AJ, 

<}/T = (UiXbi -h M2#62 H - H UnXbn), 

peuvent s 'écrire, en les ordonnant par rapport à xt, X2, • • • , xn '• 

4-s = (U^X, + uHx2 H H uXjxn), 

tj/T = (uhXi - t - uHxt H -f- Uznxn) ; 

elles ne peuven t être ident iques a lgébr iquement que si l 'on a à la fois 

ce qui est imposs ib le , puisque les constantes u sont distinctes et 

que les indices a, , a 2 , . . . , a„ ne sont pas tous ident iques aux 

indices correspondants p¡, p 2, · · · , ?»· tys et ^ T sont donc distinctes. 

Nous appel lerons la fonct ion précédente | i la fonct ion de Galois 

re la t ive aux n var iables xi, x2, . . . , x n . 
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Si maintenant on cons idère un groupe 

G = ( S i = 1 , S 2 , · . . , S r ) 

et les valeurs *\>i, . . . , < K de la fonct ion de Galois lo rsqu 'on 

effectue les r substi tutions du g roupe , le produi t 

<p(w, x i t xn) = (u — — <ps) . . . (M — <W) 

satisfait, quel que soit u ^ £ 0 , à la condi t ion d 'avoir pour groupe 

le g roupe donné G. En effet, si l 'on effectue une substitution S a du 

groupe, et si l 'on pose 

S i S a = S a , S a S a = S g , . . . , S r S a = S x , 

les substitutions S„, S f , , . · , S* sont distinctes puisque S , , S 2 , S r 

le sont, appart iennent au groupe G et par suite sont identiques, à 

l 'ordre près, à S l 5 S s , S r ; l e s fonctions ty3, . . . , < ^ r se 

changent, par la substitution S„, en «J'ai "ta · · · , "ki q m s o n t iden­

tiques, à l 'o rdre près , aux p remières valeurs ; par suite la fonct ion <p 

ne change pas. 

D ' a u t r e part, si l ' on effectue une substitution T n'appartenant pas 

au groupe et si l 'on pose 

SiT Sjj,,, S2T = S v , ..., S,>T — ŝ, 
aucune des substitutions S^, S v , . . . , S„ ne fait partie du groupe G ; 

le produi t <p se t ransforme en un nouveau produit 

? T = (M — 4v)(M — + , ) . . · ( « — <k), 

qui est différent du p remie r ; en effet, si l e s produits <p e t <jT d é c o m ­

posés en facteurs l inéaires par rapport aux variables a; étaient égaux, 

chaque facteur de l 'un serait égal , à une constante mul t ip l ica t ive 

près , à un certain facteur de l 'autre, e t l 'on aurait par exemple 

M — 4v = k(u — -K) ; 
mais alors on en déduirait , puisque la constante u a été supposée 

zjt 0, k = 1 et 4v = tyii., ce qui est imposs ib le ; la p ropos i t ion 

se t rouve ainsi démont rée ( * ) . 

(*) Le raisonnement ne s'applique plus lorsque u = 0, à moins de supposer 
que les coefficients «i, uit w„ de la fonction de Galois satisfont à d'autres 
conditions qu'à celle d'être inégaux. Considérons par exemple, dans le cas de 
n =r 4, la fonction de Galois <];, = xi -+- ix2 — x3 — ¿ # 4 , et le groupe H du 
§ 8 ; le produit 

f — < | ( , I | ( J < | / S ( ( I 1 = (Xi-hÙCi—Xz— iXi)(X2+iXi —Xi—ixJiXs+iXi—Xi—ix^Xt+iOCa—Xi—iXl ) 
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N o u s ve r rons plus lo in quel les relat ions exis tent entre les fonc­

t ions , dont nous venons de démont rer l ' ex i s tence , restant invariables 

pour les substitutions d'un g roupe donné, et pour cel les- là seu le­

m e n t ; nous dirons que ces fonct ions appart iennent au g r o u p e . 

14 . Soi t <p 1(a?i, . . . , x„) une fonct ion ent ière non symét r ique 

appartenant à un groupe G ] d 'ordre r, 

G i = ( S i = 1, S2, · · · , S r ) , 

<ps, · · . , < ? ? toutes les autres valeurs que prend o „ obtenues en lui 

appl iquant par e x e m p l e les substitutions S 2 , . . . , S p non c o n ­

tenues dans le groupe précédent . 

Considérons les substitutions de l ' ensemble 

5152, S2L2, · - · , S r S» ', 

e l les t ransforment toutes <?t en <p2, et ce sont les seules, car si T 

est une substi tution opérant cette t ransformation, le produi t T S ^ 1 

ne change pas o , et est égal à l 'une des substitutions S*, de sorte 

que T = S t S 2 . On v o i t de m ê m e que les substitutions 

5153, S2S3, . . . , S r E 3 

changent <pi en o 3 et sont les seules , et ainsi de sui te . 

L e tableau suivant, où S i représente la substitution uni té , 

( S i S j , S 2 S i , · - · , S r S j , 

S1S2, S2S2, . . . , S r S» , 

( S i S p , S 2 S p , . . . , S,.SP, 

r en fe rme toutes les substitutions poss ibles , puisque la fonct ion 

prend, pour une substitution que lconque , l 'une des p valeurs dont 

e l l e est suscept ible , et que l 'on a fo rmé toutes cel les qui lui font 

acquér i r ces p va leurs ; e l l es sont toutes dist inctes, car cel les d'une 

est bien invariable par les substitutions de H ; si on lui applique la substitution 
circulaire T : = (XiXiXaXt), on obtient la valeur 

tpT=|iT

,ì1K<K=(£2+W;3—Xi— ÌXi)(Xs-hÌX-i— Xi— iX^Xi-hiXl— Xi—ÌX3){Xi+ÌXi—X2—ÌXl), 

qui est identique à la première, car 

+ï = — tyi, +2 = i+i , <j<; = — i"4<„ y t = Hft ; 

la fonction ? appartient donc à un groupe plus général que le groupe H. 
La règle donnée par différents auteurs, par M. Serret et M. Jordan par exemple, 

n'est pas énoncée d'une manière assez précise. 
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m ê m e l igne le sont déjà, et si l 'on avait d'autre part S/,S4. = j¡>h-2k-

pour k^ák', on en déduirait = S/7'S;,S f t; Yk- t ransformerait 

CI en «P* et non en <?fc' cont ra i rement à l ' hypothèse . 

Par suite le tableau r en fe rme une seule fois chacune des n ! sub­

stitutions, et l 'on a r? = n ! . On peut remarquer qu'il est ana­

logue au tableau (4 ) du § 6, et l 'on peut énoncer le théorème sui­

vant : 

THÉORÈME. — Si une fonction appartient à un groupe d'ordre r, ni 
elle a P = — valeurs, et il existe r substitutions nui la trans-

r 
forment dans chacune de ces P valeurs. 

REMARQUE. — L a fonct ion <P, appartient au groupe Gt d 'ordre r ; 

chacune des autres va leurs , par exemp le CPT, est une fonction qui 

prend P valeurs c o m m e <s1, et p réc i sément ce sont <?i, <PS, . . . , <PP; 

en effet, une substitution quelconque S peut s 'écrire S = S ^ ' S ' ; 

S f change ok en <Dt et S ' change o , en une des P valeurs p ré ­

cédentes. 

<?& a alors un groupe Gk d 'ordre r puisque c'est une fonction 

ayant P va leurs , et que n ! = RP; j e dis que ce g roupe est le trans­

formé de GJ par S A , c 'est-à-dire que 

G * = ^ F ' G i S * ; 

en effe t , cons idérons une substitution que lconque SJ'SAS* du 

groupe t ransformé de GI et appl iquons-la à la fonct ion <?k; S^1 la 

remplace par <PT que conserve S „ et S f c t ransforme <P4 en vk ; toutes 

les substitutions de ce groupe transformé laissent donc <PFC invariable, 

et font partie du groupe G* de cette fonc t ion ; c o m m e leur nombre r 

est égal à l 'ordre de ce dernier groupe, G* est identique au groupe 

t ransformé l u i - m ê m e , d 'où ce résultat : 

COROLLAIRE. — Les P valeurs d'une fonction ont chacune un groupe 
d'ordre r = — '> les groupes correspondant à deux d'entre elles 
sont transformés l'un de l'autre par la substitution qui remplace ces 
valeurs l'une par l'autre. 

1 5 . THÉORÈME. — Toute fonction symétrique entière des valeurs dis­
tinctes que prend une fonction entière de plusieurs variables pour 
toutes les substitutions est une fonction symétrique entière de ces va­
riables. 
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Soient «pu fi, ..., tpp les va leurs dist inctes que prend une fonc­

t ion ent ière <p4 et F(cpi, o 2 , . . . , <pp) une fonct ion symé t r ique ent ière 

de ces p va leurs ; c'est une fonct ion ent ière des var iables restant inva­

r iable pour toute substi tution. En effet, une substi tution que lconque 

S a pour résultat de conserver à chaque fonct ion sa valeur ou de la 

r emplace r par une des autres ; les nouve l l e s va leurs cpi, o 2 , . . . , <p£ 

qu 'e l les prennent sont toutes dist inctes, car si l ' on avait <f'h = <s'k, 

en effectuant la m ê m e substi tution S - 1 sur les deux m e m b r e s , les 

résultats oh et ok devra ien t être égaux , ce qui est imposs ib le ; 

par conséquent les fonct ions o se reproduisent après la substi tution 

S, dans un ordre que lconque , et la fonction symét r ique ent ière 

F(<pi, » Î , . . . . o p ) conse rve la m ê m e va leur ; c'est donc une fonct ion 

symé t r ique des var iables x. 

COROLLAIRE. — Les p valeurs que prend une fonction entière de plu­

sieurs variables pour toutes les substitutions sont racines d'une équation 

algébrique entière dont les coefficients sont des polynômes entiers par 

rapport aux fonctions symétriques simples de ces variables. 

En effet, les coefficients de l 'équat ion 

<?(z) = (z — <pt)(z — ? 2 ) . . . (z — <pp) = z" -+- AiZ"-» -i h A p = 0 

ayant pour racines les p valeurs <pi, o 2 , < p p sont des fonct ions 

symét r iques ent ières de ces p valeurs e t par suite s ' expr iment par 

des p o l y n ô m e s ent iers par rapport aux fonct ions symét r iques 

s imples /",, f2, fn des n var iables x; on peut ajouter que 

le p r emie r coefficient de l 'équat ion est égal à l 'uni té . 

C o m m e e x e m p l e de ce qui p récède , cons idérons , dans l e cas de 

n — A, la fonct ion tp, = x ^ -t-x3Xi ; e l le admet le g roupe d'or­

dre 8 

G ! = [ 1 , (xix2), ( a ^ * ) , {xtXï)(x»Xi), ( a ^ X a ^ ) , ( ^ ^ ( a r , ^ ) , 

(XiXsXlXl), (XiXtf&s)] 
et a par suite trois va leurs ; les deux autres sont 

<p2 = xtx, -f- x^, 

déduite de la p r emiè re par 2 2 = (a; 2a: 3), et appartenant au g roupe 

G 2 = Z ^ ' G i S s = [1, {XiX}), {x&i), (xiXs)(XsXi), {XiXîjfasXi), 
(XiXi)(XiX3), (XiXîX&t), (XiXtX3Xi)], 

et 

ç 3 = XiX^-h X2X3, 
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(*) Cette remarque a été généralisée par K R O N E C K E R et M. N E T T O . Comparer 
N E T T O , Substitutionentheorie, p. 56. 

déduite de <p, par 2 3 = (av»t ) , et appartenant au groupe 

G 3 = £ r ' G i £ 3 = [1, (XiXt), (XsXt), (XiXi)(x2X3), { X I X Î ) ( X & I ) , 

(xtX2)(x3Xi), (XiXaX&z), [XtX&tXi)]. 

On peut remarquer que les t rois groupes ont en c o m m u n le sous-

groupe 
H = [ 1 , (x,Xi){x3Xi), {XiX3)(

x2Xi), (xiX^XiXt)]; 

mais c'est un fait excep t ionne l sur l eque l nous rev iendrons . 

Les trois fonct ions <pi, <?2, <p3 ont pour fonct ions symét r iques s im­

ples les valeurs suivantes , où l 'on pose 

fi — Eâ?i, fi — SXiXj, f3 = HXiXjXu, A =
 XiXîX3Xi, 

?i + <?s + <?3 = JlXiXj — fi, 

+ <pi?s -+- ?2?3 = ZxïXjXk = (SziXS&iayr*) — ^ X i ^ a a ? * = /1/3 — 
?i?2?3 = 2xîx)xl-i- XiXîXtXi2x\ = fî — tfîfi -+- ftfi, 

de sorte qu 'e l les sont racines de l 'équat ion du t ro i s i ème degré 

z 3 - f#* + (fif3 - 4A)z - {fl - 4/iA •+- f\U) = 0. 
On peut remarquer que le discr iminant de cette équat ion est 

(<?i — <p2)
2(Ti — ?3)

2(?2 — <?3)2 = (Xi — Xi)2(Xî — X3)* 

(Xi — X3)\x2 —xtf(Xi — X2)\x3 — Xi)* 

et qu'il est ident ique au discr iminant de l 'équat ion du quatr ième 

degré qui aurait pour racines xt, x2, x3 et a? 4(*). 

16. Nous nous s o m m e s occupés jusqu ' ic i des fonctions entières de 

plusieurs variables ; nous pouvons rattacher à ce qui précède l 'étude 

des fonctions ra t ionnel les . 
Soit " — * ' ' " ' * une fonct ion ra t ionnel le m i se sous la fo rme 

<K(a?,, x2, x„) 
du quotient de deux fonct ions entières des variables xu x2, x„; 

on peut la remplacer par une autre dont l e dénominateur soit une 

fonction symét r ique ent ière de ces var iables . Il suffit de considérer 

les valeurs a lgébr iques distinctes que prend le dénominateur pour 

toutes les substitutions ; si <]>,, ty„ sont ces valeurs , leur p ro-
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duit est une fonct ion symé t r i que ent ière , et l 'on peut r emplace r la 

fraction par 

W * . ·•%' 

dont le dénominateur est symé t r ique et dont le numérateur est une 

fonct ion ent ière des var iables ; si e l l e est e l l e - m ê m e symét r ique , on 

dit que la fraction donnée est une fonct ion symé t r ique ra t ionnel le , 

et on p « u t la met t re sous la fo rme du quot ient de deux p o l y n ô m e s 

entiers par rapport aux fonctions symét r iques s imples ; si au con­

traire e l l e a p valeurs et appartient à un groupe G, on dit qu' i l en est 

de m ê m e de la fraction donnée ; les p valeurs de la fraction sont ra­

cines d'une équat ion a lgébr ique à coefficients entiers par rapport 

aux fonct ions symét r iques s imples , le p remie r n'étant plus égal à 

l 'unité ; plus généra lement , tout ce que nous avons dit des fonct ions 

ent ières s 'applique aux fonct ions ra t ionnel les . 
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C H A P I T R E I V 

R E L A T I O N S A L G É B R I Q U E S E N T R E L E S F O N C T I O N S 

R A T I O N N E L L E S D E P L U S I E U R S V A R I A B L E S 

17. Nous avons v u au chapitre précédent que chaque fonct ion en ­

tière ou rat ionnelle de n var iables indépendantes 

appartient à un groupe part iculier , e t que , r éc ip roquement , on peut 

former une infinité de fonct ions ent ières ou ra t ionnel les appartenant 

à un groupe donné . Ces fonct ions ne sont pas indépendantes, c o m m e 

cela résulte du théorème suivant, démont ré par Lagrange pour la 

première fo is . 

THÉORÈME.— Si deux fonctions rationnelles de plusieurs variables 
sont telles que l'une reste invariable pour toutes les substitutions du 
groupe auquel Vautre appartient, la première s'exprime • au moyen de 
la seconde sous forme d'un polynôme entier dont les coefficients sont 
des fonctions symétriques des variables. 

Soit » ! une fonct ion ent ière ou ra t ionnel le appartenant au groupe 

G , = ( S i = l, S , , . . . , S , ) 

et ayant p = valeurs , <p„ o , , . . . , <pp, déduites de la p r e m i è r e 

par les substitutions 2 , = 1, 1 ' , , . . . , S„ ; ces valeurs sont racines 

d'une équat ion a lgébr ique de degré p : 
t>(z) = (z — o , ) ( z — c p s ) . . . (s — o p ) = 0 , 

dont les coefficients sont des fonct ions symét r iques des va r iab les . 

Soit maintenant ^ une autre fonct ion restant invar iable pour 

toutes les substitutions de G i ; e l l e a un groupe ident ique à G , ou 

le contenant c o m m e sous-groupe ; supposons, pour nous p lacer 
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dans l e cas le plus généra l , que <Vi appart ienne à un g roupe Hi d 'or­

dre r1 = kr, de sor te que pour toutes les substi tutions, 4*1 

prenne p' = ^ = | va leurs , ty,, 4»2, . . . , <]y. 

Reprenons le tableau des n ! substi tutions dont nous avons parlé 

au § 14 

S iS 2 , S 2 S 2 , S r Sj 

S iS p , S 2 S p , S r S p 

tel que ce l les de la k" l i gne changent oj en <p*, et appl iquons- les à 

«Vi ; c o m m e toutes les substi tutions d'une m ê m e l igne produisent 

sur 4*i le m ê m e effet, et qu'à chacune des p' valeurs de cette fonct ion 

doivent cor respondre kr substi tutions, il est nécessaire que le tableau 

précédent se d é c o m p o s e en p' ensembles de k l ignes chacun, trans­

formant r e spec t ivemen t i/i en 4'n 4^, • • • i 4 y - N o u s dés ignerons 

cependant par 4*,, 4% i/f les valeurs que prend <J/, l o r squ 'on lui 

appl ique l e s substitutions S 1 ( 2 2 , . . . , S P 1 ces valeurs n 'étant pas 

toutes distinctes mais éga les k h k. 

On peut ajouter que si les k p r emiè re s l ignes du tableau par 

e x e m p l e ne changent pas 4*1 et consti tuent le g r o u p e H t , les autres 

ensembles de k l ignes relatifs aux va leurs dist inctes de 4*1 s 'ob­

t iendront en mul t ip l ian t les substitutions de H t par des substitu­

t ions T 2 , T 3 , . . . , T p ' , convenab lement cho is ies . 

Cela posé , soit Fi(<p¡, 4';) une fonc t ion ra t ionnel le de tp¡ et ty¡, et 

cons idérons une fonct ion symé t r ique des valeurs F,, F 2 , . . . , F p ; 

c'est une fonct ion s y m é t r i q u e des var iables x, car si une substitution 

S change <p¡ en o,-, e l le change éga lemen t 4*¡ en 4v, e l l e conserve donc 

à chaque fonct ion F sa va leur ou la t ransforme dans une des autres ; 

d'après un ra i sonnement déjà fait au § 13, les valeurs des fonct ions 

Fu F 2 , . . . , F p se changent après une substitution que lconque en 

d'autres ident iques aux p remiè re s , à l 'o rdre p rès , et toute fonct ion 

symét r ique de ces va leurs est une fonct ion symé t r ique des v a ­

r iables . 

Considérons alors la s o m m e 
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d'après ce qui précède , c'est une fonct ion symét r ique des variables x, 

et e l le se m e t sous fo rme d'un p o l y n ô m e entier en z de degré 

p — 1 dont les coefficients sont des fonct ions symét r iques rat ion­

nelles des var iables , 

V(z) = Atz'-1 -h A 2 z f - 2 H h A p ; 

d'autre part, d'après la fo rmule de Lagrange , ce p o l y n ô m e en z 

prend la valeur ty( l o r squ 'on remplace la var iab le par <?; ; on a donc 

pour toute valeur de l ' indice i, 

<J», = W(vt) = A.cpp1 -1- A î ? r 2 H h A „ . 
Nous avons ainsi démont ré non seu lement que ^ s ' expr ime au 

m o y e n de o, sous la fo rme d'un p o l y n ô m e entier de degré p — 1 

à coefficients symét r iques , mais encore qu 'une va leur que lconque 

de tyt s 'expr ime au m o y e n de la valeur correspondante de ot par 

le m ê m e p o l y n ô m e . 

Si nous supposons en part icul ier que les groupes de o 4 et sont 

identiques, l e ra i sonnement s 'applique à chacune de ces fonct ions, 

ce qui pe rme t d ' expr imer chacune d 'e l les en fonct ion ent ière de 

l'autre ; on énonce ord ina i rement ce résultat en disant que deux 

fonctions de même groupe s'expriment rationnellement l'une par 

l'autre. 

Réc ip roquement , si deux fonctions rationnelles s'expriment ration­

nellement l'une par l'autre, avec des coefficients symétriques, elles 

appartiennent au même groupe, car chacune reste invariable pour 

les substitutions qui consti tuent l e groupe de l 'autre. 

Les fonct ions ent ières ou rat ionnel les de plusieurs var iables se 

distinguent ainsi en genres , ce l les d'un m ê m e genre étant expr ima­

bles ra t ionnel lement au m o y e n de l 'une que lconque d'entre e l les ; 

c'est Kronecke r qui a mon t r é l ' importance de cette no t ion de genre 

(Gattung) dans l 'étude des fonctions a lgébr iques ; il a appelé genres 

conjugués ceux auxquels appartiennent les différentes valeurs que 

prend une fonct ion rat ionnel le pour toutes les substitutions ( * ) . 

18. C o m m e appl icat ion, cons idérons une fonct ion <?i ayant deux 

valeurs, œ, et <?2, pour toutes les substitutions ; chacune d 'el les a un 
1 

groupe d 'ordre —ni ; en désignant ces deux groupes respec t ive-

(") KnoNECKEn, Monatsbericlite der Rerliner Akademie, 1879, p . 212. 
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ment par Gi et G 2 , j e vais démont re r qu ' i ls sont ident iques au 

g roupe al terné. 

En effet, soit S une substitution du g roupe G, de laissant cette 

fonct ion invar iable ; e l le ne peut changer la valeur de o 2 , car s inon 

elle remplacera i t ç 2 par o, e t son inverse S^ 1 remplacera i t ? i par o 2 , 

ce qui est imposs ib le puisque S - 1 appart ient c o m m e S au g roupe 

Gj ; par conséquent toute substitution de Gj fait part ie de G 2 , et ces 

deux g roupes , qui ont l e m ê m e ordre , sont ident iques . 

L e groupe G , c o m m u n à 9, et o 2 est pe rmutab le au groupe s y m é ­

t r ique ; en effet, il l 'est d 'abord é v i d e m m e n t à toute substitution S 

de G , ; si maintenant S est une autre substitution n'appartenant pas 

à ce g roupe , et remplaçant par suite ©i par o 2 et o 2 par ? „ la t rans­

f o r m é e S _ 1 S 2 do S par S ne change ni ot ni o 2 et fait part ie du 

groupe G i - , ce dernier est dès lors un sous-groupe invariant du 

groupe symét r ique et, d'après le ra i sonnement du § 11, cVs t le 

g roupe a l te rné . 

La fonct ion 

= f \ = U[Xi — xj), i > j , i , j = i , % . . . , n 

prend pour toutes les substitutions deux valeurs éga les et de signes 

contra i res , on dit qu 'e l l e est a l ternée , et e l le appartient au groupe 

p récéden t ; e l le est racine de l 'équat ion ^ a = A, où A est le dis­

cr iminant ; toute autre fonct ion à deux valeurs est alors de la fo rme 

A - r - B / Â " , où A et B sont symé t r i ques . 

On peut démont re r ce qui p récède d'une autre maniè re : si o, 

et o 2 sont les deux valeurs de la fonct ion, 0, -+- o 2 est s y m é ­

t r ique et ç>i — o s conse rve sa valeur ou change de s igne, car une 

substi tution que lconque laisse o, et o 2 invar iables ou les remplace 

l 'une par l ' aut re ; ce dernier cas se présente au m o i n s pour une 

t ransposi t ion (a ; a a; 3 ) , par suite ot — o 2 s 'annule pour xa = x$ 

et est d iv i s ib le par xœ — x% ; en effectuant ensuite toutes les 

substi tutions possibles , on vo i t que <ft — <p2 est d iv is ib le par toutes 

les différences Xi— xj, par conséquent par v ' A · 

L e quot ient - — - ~ - est une fonct ion symé t r ique , par conséquent 
/ A 

» ! et ç 2 sont de la fo rme A - t - B / Â " et — B / Â ~ , où A et B 

sont symét r iques ; on conclut de là qu 'e l les appartiennent au m ê m e 

g roupe que JT, c 'est-à-dire au groupe al terné. 
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19. Comme conséquence du théorème fondamental que nous venons 

de démontrer au § 17, nous pouvons énoncer les corollaires sui­

vants : 

COROLLAIRE I . — Etant données plusieurs fonctions entières ou ration­
nelles de plusieurs variables, on peut les exprimer au moyen d'une 
seule fonction nouvelle sous forme de polynômes entiers à coefficients 
symétriques. 

Soient cpt, tyt, y_i, . . plusieurs fonctions rationnelles, et 

<"i = M < ? I -H «'VI -+• «7.I -4- • · • 

une fonction linéaire et homogène des précédentes, avec des coeffi­

cients constants arbitraires ; nous supposons ces coefficients assu­

jettis à la condition suivante, que l'on peut réaliser d'une infinité de 

manières : si l'on prend les valeurs o,, . . . ; ty2, . . . desfonc­

tions données, une identité de la forme 

uah -+- vi/k H = «oj. -f- U'IV -(-··· 

n'est possible que si h -— h', k = k', . . . 

Si cela a lieu, reste invariable par les substitutions communes 

aux groupes de ot, 4*1, . . . et change pour toute autre substitution ; 

elle appartient à un groupe contenu dans les précédents, par suite 

les fonctions au ^ 1 , . . . s'expriment en fonction enlière de w, avec 

des coefficients symétriques. 

On peut ajouter que les autres valeurs <p3, oj, . . . , 4<2, . . . s'expri­

ment de la même manière au moyen des autres valeurs de la fonc­

tion ( O j . 

20. Un cas particulier est celui où les groupes des fonctions don­

nées n'ont aucune substitution commune ; le groupe de u>i se réduit 

à l'unité, et wj change pour toute substitution. 

Or la fonction de Galois déjà considérée au § 13, 

ty, = M,a?i -+- u2Xi -+- ·; · -f- M „ X „ , 

remplit la condition d'avoir n ! valeurs, et son groupe, qui se 

réduit à l'unité, est contenu dans tout autre groupe, d'où -ce 

résultat : 

COROLLAIRE II. — Une fonction rationnelle quelconque de j)lusirurs 
variables s'exprime d'une manière entière au moyen d'une fonction 

V U U T . — R K S . A L U . 3 
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{") On trouve dans S E R R E T , Algèbre supérieure, t. I I , p . 442, la démonstration 
qu'a donnée G A L O I S de cette proposition, dans le t. X I du Journal de Mathéma­
tiques. 

particulière ayant n ! valeurs, en particulier au moyen de la fonction 

de Galois. 

COROLLAIRE I I I . — Les n ! valeurs de la fonction de Galois sont des 

fondions entières de l'une quelconque d'entre elles, puisqu 'e l les appar­

t iennent au m ê m e g roupe ; on peut encore dire que les genres con­

jugués fournis par les valeurs de la fonction de Galois sont confondus. 

COROLLAIRE I V . — Les variables elles-mêmes, xu xi% . . . , xn, s'ex-

priment d'une manière entière au moyen de la fonction de Galois. 

L e groupe auquel appartient x, par e x e m p l e est fo rmé des 

(n — 1 ) ! substitutions renfermant les n — 1 autres var iables ; la 

fonct ion a ainsi n valeurs qui sont les variables e l l e s -mêmes 

xt, x^ x„, et chacune d'elles s ' expr ime d'une maniè re entière au 

m o y e n de la fonct ion de Galois ( * ) . 

L e p rocédé indiqué par Galois pour expr imer les var iables en 

fonct ion ra t ionnel le d'une seule fonct ion est plus s imple que le calcul 

fondé sur la fo rmule de Lagrange ; ce dernier , que nous avons in­

diqué plus haut, a l 'avantage cependant de donner une fonct ion en­

tière et non ra t ionnel le . L e calcul de Galois consis te , étant donnée 

une des var iables , par e x e m p l e x „ à prendre la fonct ion 

ij/, = UxXi -+- u2x2 H- . . . -H unxn 

et les (n — 1 ) ! valeurs ^i, <h, · · , fn - i ] ! qu 'e l le prend pour les 

substitutions laissant xt fixe et changeant les autres é léments ; l ' é ­

quation = (= - *0(* -*»)··· (* - -h-i) 0 = o 
qui les admet pour racines a ses coel l icients fonctions symét r iques 

de On peut les expr imer en fonct ion entière de Xi 

et des fonctions symét r iques /",, f2, . . . , f„ des n var iables , car si 

l 'on pose 

f(x) = {x— xt){x — x t ) . . (x — x„), 

ce sont des fonctions ent ières des coefficients de l 'équat ion 
X — X\ 
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Soit donc * i ( Z , Xi) = 0 l 'équation qui a pour racines les va leurs 

tyn cons idérées ; on a ident iquement * i ( ^ / 0 Xi) = 0, de sorte que 

l 'équation *i(<H, x) — 0 a la racine x = xt ; j e dis qu ' e l l e n'est 

satisfaite par aucune autre des var iables x2, Xi,-.., a:„. Supposons 

en effet que l 'on ait par e x e m p l e *i(<h, a?2) = 0 ; l ' équat ion 

#2) = 0 aurait pour racine ^ ! o r le p r emie r m e m b r e de cette 

dernière équat ion se déduit de * t ( z , x,) en effectuant la t ranspo­

sition T = (xtXî), et s'annule pour les va leurs ' K , < K 2 , - · · obtenues 

en opérant cette t ransposi t ion sur < L 2 , . . . ; on sait que les n o u ­

vel les valeurs ainsi f o rmées sont toutes distinctes des p remiè re s , 

par conséquent on ne peut avoi r = 0. 

On conclu t de là que les équations x) = 0 e t f[x) = 0 

ont une seule racine c o m m u n e xt ; on l 'obtiendra en cherchant le 

plus grand c o m m u n diviseur des p remiers m e m b r e s et continuant 

l 'opérat ion jusqu'à ce qu 'on obt ienne un reste du p r emie r degré ; 

en l 'annulant, on a la valeur de xt e x p r i m é e ra t ionnel lement au 

m o y e n de tyh et de / \ , /s, . . . , / „ ; on peut r emplace r naturel lement 

tyh par une que lconque des (n — 1 ) ! valeurs cons idérées . 

C o m m e e x e m p l e , cons idérons trois var iables , et la fonction de 

Galois 

où o> est une racine cubique imaginai re de l 'uni té; pour expr imer X\ 

nous prenons les deux valeurs e t I ) I 2 = « 1 + wa:, + I D ! j ; 2 ; e l les 

sont racines de l 'équat ion 

L e p remie r m e m b r e renferme xi au p r emie r degré ; par suite il 

représente, lo r squ 'on r emplace z par ^ ( ou le plus grand c o m ­

mun diviseur de f(xt) et de <Pi(4'i, a;,) ou "Pi^s, # 0 , et l 'on a i m m é ­

diatement , en résolvant par rapport à x u 

De m ê m e , en posant ^ 3 = x3 + <*>x2 -+- wixl, <1> 4 = x2 + M i H - W - . Z ' 3 , 

on a 

<];, = Xv - T - wx2 -+- tx>2xd, 

* , ( ; , a ? 0 = ^ _ ( 3 a ; 1 - / ,

1 ) 2 + / ' f - 3 / -

2 = 0. 

x, — ^? + M i + / Î — 3 A = « M + /·.<!'« + /·? — 3 / » 

3 ^ T 3 ' I 2 

x 3 = 

0 ) ^ + 0 , » / · , ^ + / · } — 3 / · , 

0 , ^ 1 + 0 ) / · ^ , + / " I — 3 / · , 

3 W } i 

3 I O 2 i i 3 

3 " ) ' 1 ' 4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Un autre procédé de calcul indiqué par Kronecker à propos du 

problème général de l'élimination est le suivant (*) : 

Soit tyi la fonction de Galois déjà considérée, tyi, tyi,. •., tyn\ ses 

n ! valeurs pour toutes les substitutions; formons l'équation qui les 

admet pour racines : 

[<{z, uu M 2 , . . . , w„, /',, fe,/'„) = (s — tyi)(z — f > ) . . ( : - < } - „ •) = 0. 

Le premier membre est un polynôme de degré n ! en z, dont les 

coeflicients sont des fonctions entières des paramètres ut, M>, . . . , M„, 

et des fonctions symétriques simples ft, /»,.. , fn ; si l'on y rem­

place z par 

<p, = UtXi -+- u2x2-\- . . . -H unxn, 
il s'annule identiquement lorsqu'on le considère non seulement 

comme fonction de xt, x2,..-, xn, mais encore comme fonction des 

paramètres laissés indéterminés uu u2,...,un, et sa dérivée par 

rapport à l'un d'eux est identiquement nulle. En prenant par 

exemple la dérivée par rapport à ux, on a une équation, 

qui se transforme en identité lorsqu'on remplace z par et elle 

fournit précisément la valeur de xx en fonction de i>t. 

21. Nous avons exprimé dans ce qui précède une fonction ration­

nelle des variables, appartenant à un certain groupe, au moyen d'une 

autre fonction appartenant au même groupe ou à un autre contenu 

dans le premier; nous allons résoudre la question inverse. 

THÉORÈME. — Si une fonction appartient à un groupe G d'ordre r 
contenu dans un groupe G' d'ordre r1 = mr, clic prend pour toutes 
les substitutions de G' m valeurs qui sont racines d'une équation d'or­
dre m; 1rs coefficients de celte équation sont des fondions entières 
à coefficients symétriques d'une fonction arbitrairement choisie appar­
tenant à G'. 

Soit cp, une fonction appartenant au groupe 

G = [S, = 1, S,, . . . , S,.]; 

(*) Comparer HOREL et D I U C H , Introduction à la théorie des Nombres et à l'Al­
gèbre supérieure, pages 205 et 241. 
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si on lui appl ique toutes les substitutions de G', et si e l le prend des 

valeurs distinctes cpt, o s , o p par les substitutions 2 = 1 , 

2 2 , SP, on v o i t , c o m m e au § 44, que les substitutions du tableau 

sont distinctes et constituent le g roupe G', de sorte que p = m ; 

cel les de la l igne de rang k changent 9, en <p*, et ce sont les seules 

du groupe G' jouissant de cette p ropr ié té . Une substitution quel ­

conque de ce tableau change <p4, o 2, om en d'autres valeurs iden­

tiques aux p remiè re s , à l 'ordre près , de sorte que les fonct ions 

symétr iques de ces m valeurs restent invariables par les substitu­

tions de G' ; on pourra les exp r imer , c o m m e on l'a v u , sous fo rme 

entière au m o y e n d'une fonct ion tyt arbi t rairement chois ie et appar­

tenant au g roupe G', les coefficients étant des fonctions symétr iques 

des var iables . 

On peut ajouter que les groupes G, ZÏ~'GS2, S,â'GSM contenus 

dans le groupe G' sont ceux auxquels appartiennent respec t ivement 

les valeurs <?i, ° m . 

Les théorèmes du chapitre précédent ne sont que des cas particu­

liers de celui que nous venons de démontrer , et s'en déduisent en 

supposant que G' soit le groupe symét r ique . 

Pour donner un e x e m p l e , nous avons v u au S 12 que la fonct ion 

contenu dans le précédent ; c'est une fonct ion à six valeurs , qui 

prend, pour les substitutions de Gt, les deux valeurs y, et i\ = — y , , 

dont les fonct ions symétr iques s imples sont XI + X'I = 0 et 

XA't — — [a?! - H x 2 — xs — a ; 4 ] 2 = 4/"2 — fl — 4O, ; 

ces fonct ions symét r iques sont expr imées au m o y e n de ?I, de sorte 

( T ) 

admet le groupe d 'ordre 8 désigné par G( ; la fonct ion 

y ! = xi -+- x2 — x3 — X,, 

admet le groupe d 'ordre 4 

9i — [LI (x&t), («3X4), {XiXi)(xzxCi\ 
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que les deux valeurs /I, sont racines de l 'équat ion 

x » + 4 / i — / • } — 4 ? , = 0 ; 

el les ont du reste le m ê m e groupe gi. 

C o m m e autre e x e m p l e , les trois groupes G,, G2, G:, des trois fonc­

t ions o j , <?2 et o 3 du § 13 ont en c o m m u n le g roupe 

H = [ l , (avz 2 ) (a : 3 3; \ ( ) , (XiX3)(xtXi), (x1xl.\x2x3)] 

auquel appartient la fonction à six valeurs 

IO, = XiX2 -i-X3X', — X\Xi — X&i, — <?I — »2, 

les c inq autres étant 

P o u r les substitutions du groupe G), I», a les deux valeurs w, 

et w 2 dont les fonct ions symét r iques , expr imées au m o y e n de o , , 

sont 

W i - H C«2 = 2TP, — (O2 -+- o3) = 3O, — 
(1) 

( 0 ! 0 ) 2 = 9? <PI(O2 + ( O 3 ) -+- Œ2O3 = 3O? — 2<o,f2 -F- / > ,/ 3 — 4^4, 

de sorte que t u ( et œ 2 sont les racines de l 'équation 

( 0* — (3<?, — / > -H (3«?Ï — 2 ? 1/I + /;/•, — = 0 ; 

on t rouvera i t des équations analogues en partant de G2 et G3. 

On remarque que les six va leurs de w appart iennent au m ê m e 

groupe H ; elles s ' expr iment par suite ra t ionne l lement l 'une par 

l 'autre; on aura par e x e m p l e la re la t ion qui existe entre w, et w 2 

en é l iminant CP, entre les équat ions (1 ) et l 'équation déjà fo rmée 

au § 15, 

?ï - A?? -+- (A/"» - - (fî - W + / V . ) = o, 
et écrivant que les deux équations ont en «> 2 une racine c o m m u n e ; 

on a ainsi 

3TOJ -+- AW, -+- B 

o X -+- 2A 

A = 3 / i A - 1 2 / V - / " I , 

D = 72/I/I - 27/-JA - 27/"I - 2/"| + 9AAA-

22. Dans les deux e x e m p l e s précédents , les deux valeurs de y , 

pour lo g roupe GT ont m ê m e groupe , et il en est de m ê m e des 

valeurs de «I ; nous al lons dé terminer les condi t ions dans l e s -
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quel les un tel fait peut se produire , et démont re r le théorème sui­

vant : 

THÉORÈME. — POUR QU'UNE FONCTION ^ APPARTENANT À UN GROUPE G 

D'ORDRE R PRENNE POUR LES SUBSTITUTIONS D'UN GROUPE G' D'ORDRE MR 

CONTENANT G M VALEURS APPARTENANT AU MÊME GROUPE, IL FAUT ET IL 

SUFFIT QUE G SOIT UN SOUS-GROUPE INVARIANT DE G'. 

En effet, en nous reportant au tableau ( T ) du § précédent , les 

valeurs <?„ <?», . . . , <?,» ont pour groupes G, 2 ¡ - ' G S S , . . . , S ^ G Z » , ; si 

ces g roupes sont ident iques, G est permutable à toute substitution 

de G', et est un sous-groupe invariant de G', et, réc iproquement , 

s'il en est ainsi, les groupes des m va leurs de 9 sont ident iques . 

L e s sous-groupes K et H de GI remplissaient les condi t ions p ré ­

cédentes dans les exemples chois i s . 

Si l 'on cons idère en part iculier le cas où G' est le groupe s y m é ­

tr ique, on a, en se reportant aux résultats du § 1 1 , le théorème 

suivant : 

THÉORÈME. — LES VALEURS DISTINCTES QUE PREND UNE FONCTION RATION­

NELLE DE N VARIABLES POUR TOUTES LES SUBSTITUTIONS NE PEUVENT APPAR­

TENIR AU MÊME GROUPE OU S'EXPRIMER RATIONNELLEMENT AU MOYEN DE 

TUNE QUELCONQUE D'ENTRE ELLES QUE DANS LES DEUX CAS SUIVANTS : 

LA FONCTION A DEUX VALEURS APPARTENANT AU GROUPE ALTERNÉ ; 

LA FONCTION A N ! VALEURS APPARTENANT AU GROUPE RËDXIIT À LA SUBS­

TITUTION UNITÉ. 

UNE SEULE EXCEPTION A LIEU DANS LE CAS DE N = K POUR LES FONC­

TIONS À SIX VALEURS, TELLES QUE T¿¡, APPARTENANT AU GROUPE H . 

COROLLAIRE. — SI UNE FONCTION RATIONNELLE DE n VARIABLES A UN 

NOMBRE p DE VALEURS "> 2 ET <C N\, LES GROUPES AUXQUELS APPAR­

TIENNENT CES p VALEURS N'ONT EN COMMUN QUE LA SUBSTITUTION UNITÉ, SAUF 

LE CAS DE N = A (*). 

En effet, si les groupes 

S R ' G S , , S R ' G S 2 , V G S „ 

avaient des substitutions c o m m u n e s constituant un groupe H 

autre que l 'uni té , ce g roupe serait permutable à toute substitution 

et serait un sous-groupe invariant du groupe symét r ique , ce qui est 

\ ' ) K B O N E C Ï F K , Monatsberichte der Berliner Akademie, 1819, p . 208. 
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i m p o s s i b l e , sauf pour n = 4. Nous avons vu dans ce cas que les 

g r o u p e s G,, G 2 , G 3 ont en c o m m u n le g roupe H d 'ordre 4. 

23 . THÉORÈME. — Si une fonction appartenant à un groupe 
G = [Si, S 2 , S,] est telle que les m valeurs qu'elle prend pour 
les substitutions d'un groupe G' contenant G sont racines d'une 
équation binôme de degré m, le groupe G est un sous-groupe inva­
riant de G', et il existe une substitution 2 d'ordre m telle que les 
substitutions de G' soient toutes de la forme 

S.2» ( » = 1, 2, r, p = 0, 1 m - 1). 

En effet, si 91 est une fonct ion appartenant au groupe G telle que 

l e s m valeurs <pi, <?2, . . . , < ? « qu 'e l le prend pour G' soient racines 

de l ' équat ion 

<?"' — F(<K, fi, f2, .., /•„) = <), 
où 'j'i est une fonct ion du groupe G', ces m valeurs sont de la fo rme 

e>,, ano , , ( u 2 o , , t o " » - ' © , , où (o est une racine p r imi t ive de 

tu"' — 1 = 0 . Par suite el les ne diffèrent de l 'une d'elles que par 

un facteur constant, et ont m ê m e groupe G ; ce g r o u p e est par 

conséquen t un sous-groupe invariant de G'. 

D e plus si 2 est la substitution qui change <pt en <uou les puis­

sances 2 ° , S 1 , 2 2 , S " 1 - 1 changent o, r e spec t ivement en cha­

cune des m valeurs o , , w<p,, u> 2 o, , . . , w'"~'oi , et les mr substitutions 

do G ' sont alors de la fo rme S A 2 ? , ainsi que cela résulte du tableau 

T du § 21. 

R é c i p r o q u e m e n t , en supposant m premier absolu, si un groupe G 

d'ordre r est sous-groupe invariant d'un groupe G' d'ordre mr, il 
existe des fonctions appartenant au groupe G dont les m valeurs 
pour les substitutions de G' sont racines d'une équation binôme de 
degré m. 

So i t 71 une fonct ion quelconque du groupe G ; par suite de 

l ' hypo thèse et de ce que l 'on a v u au ij précédent , ses m valeurs 

p o u r les substitutions de G' appartiennent au m ê m e g roupe , de 

sor te que si une substitution 2 de G' change la valeur de y_i, e l le 

changera en m ê m e temps la valeur des m — 1 autres fonctions ; 

j ' a p p e l l e y 2 la fonct ion dans laquel le S t ransforme x ( , 7.3 ce l le 

dans l aque l l e 2 t ransforme 7̂ , et ainsi de suite jusqu'à une certaine 

va l eu r y¿ que 2 t ransforme en 71. 
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F O N C T I O N S R A C I N E S D ' É Q U A T I O N S B I N O M E S 41 

Je dis que h = m; supposons en effet qu'il lui soit inférieur, 

et soit S' une substitution de G' qui change en une fonct ion 

# 4 - 1 non encore obtenue; la substitution S'~'Ss' permutera circu-

la i rement les valeurs d'un nouveau cyc le de h fonct ions x a + I , 

7.A-I-2, • · . , '/jm différentes des p r e m i è r e s ; si 2/j · < m, on cont i ­

nuera de la m ê m e maniè re , de façon que les m fonctions se parta­

gent en cyc les d'un m ê m e n o m b r e d 'é léments . C'est imposs ib le 

puisque m est p r emie r absolu, par conséquent h = m, et S per­

mute c i rcula i rement les valeurs / i , yj, . . , y m ; de plus 2 est 

d 'ordre m et les puissances 2°, S 1 , . . . , 2 " ' _ 1 t ransforment y t 

respec t ivement en / , , y 2 , . . . , / , » , de sorte que les substitutions 

de G' sont de la f o r m e 

S ^ ? (a = 1, 2, . . . . r, p = 0, 1, . . . , m — 1). 

Cela posé , soit w une racine pr imi t ive de u>'" — 1 = 0, et 

posons 
<?i = 7.1 -+- tu/s + . . . - + - w ' " - 1 / » , . 

C'est une fonction qui reste invariable pour les substitutions de 

G ; on aura ses valeurs pour ce l les de G' en lui appliquant les 

puissances de 2 , ce qui donne 

?2 = /2 -H (»/3 H + W n , - ' / i = 10-JTF,, 

?3 = /3 H" w/tH -I- '""'"'/s = <» - 2 oi , 

<?.» = / r a + 0>/l H H t»M-1ZM_2 = ''tp, ; 

ce sont des valeurs différentes de la p remiè re . Il pourrait arr iver 

pour un choix particulier de / i que o 4 reste invariable pour cer­

taines substitutions ne faisant pas part ie de G', mais on peut tou­

jours prendre pour / i une fonct ion tel le que cela n'ait pas l ieu ; en 

prenant par e x e m p l e , c o m m e on l'a v u , 

7,i = (M — W(M — "W) · . · ( M — «KO, 
où <Ĵ i est la fonct ion de Galois , tyu . . . , tyr ses valeurs pour le 

g roupe G, on peut donner aux coefficients des valeurs te l les que 

<pi var ie pour toute substitution n'appartenant pas à ce g roupe . 

De cette façon on a f o r m é une fonct ion <?i appartenant au 

groupe G et dont les m valeurs pour G' sont racines d'une équa­

t ion b i n ô m e de degré m ; toute autre fonct ion appartenant au 

m ê m e g roupe G s 'exprimera ra t ionnel lement au m o y e n de cel le-là. 
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24. COROLLAIRE I . — Si une fonction rationnelle de n variables a 
plus de deux valeurs -pour toutes les substitutions, ses valeurs ne peuvent 
être les racines d'une équation binôme à coefficients symétriques. 

En effet, si une fonct ion o, à p valeurs o l 5 <?2, . . . , ° P est tel le que 

ses p valeurs soient racines d'une équat ion b i n ô m e 

?p - Hfu fu . . . , / " - ) = 0 , 

le groupe G = (SI, S 2 , . . . , S,) de <?J doit être un sous-groupe in­

variant du groupe symé t r ique , et de plus il doit exister une substi­

tution S d'ordre p tel le que celles du groupe symét r ique soient de 

la fo rme S a 2 ? ; or pour n > 4 le groupe symét r ique n'a pour 

sous-groupes invariants que le g roupe alterné et le g roupe rédui t à 

la substitution unité ; au p r emie r appartiennent les fonctions à deux 

valeurs ; au second les fonct ions à n ! va leurs ; mais aucune n'est 

racine d'une équation b inôme de degré n! , car le g roupe symét r i ­

que serait composé des puissances d'une substitution S d 'ordre n ! 

et il n 'en existe aucune pour n > 2 ( § 3 ) . 

Pour n — i, outre les deux cas que nous venons de men t ion ­

ner, peut se présenter celui du groupe H d 'ordre 4 qui est sous-

groupe invariant du g roupe symét r ique ; mais i l n 'existe aucune 

substitution S d'ordre 6 tel le que les produits des substitutions 

de H par les puissances de S consti tuent le groupe s y m é t r i q u e . Il 

n 'y a donc que les fonct ions du groupe al terné qui puissent , avec 

leurs valeurs conjuguées, être racines d'une équat ion b i n ô m e à 

coefficients symétr iques ; cette équation est du second degré . 

25. COROLLAIRE I I . — Si une fonction rationnelle de n variables, 
n étant supérieur à 4, appartient àun sous-groupe du groupe alterné, 
et a m valeurs pour les substitutions de ce groupe, ces valeurs ne peu­
vent être racines d'une équation binôme dont les coefficients appartien­
nent au groupe alterné. 

Supposons en effet qu' i l existe une fonct ion dont les m valeurs 

pour les substitutions du groupe alterné soient racines d'une équa­

tion b i n ô m e ; son groupe doi t être un sous-groupe invariant du 

groupe alterné, et se réduire , pour n > • 4, à la substitution 

unité, c o m m e on l'a vu au § 1 1 . L e groupe alterné lu i -même doit 

a lors se compose r des puissances d'une m ô m e substitution d'or-
« ! 

dre — ; mais on a vu que c'est imposs ib le pour n > 3 ( § 3 ) . 
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F O N C T I O N S R A C I N E S D ' É Q D A T I O N S B I N O M E S 

43 Examinons les cas particuliers de n = 3 et n = 4, auxquels 

ne s 'applique pas le ra isonnement précédent . 

Pour n = 3, le g roupe alterné se compose préc i sément des 

puissances 2° , S 1 , S 2 d'une substitution circulaire d 'ordre 3, te l le 

que 2 = (xiX2x3) ; j e vais mon t re r qu' i l est possible de fo rmer 

une fonct ion de Galois dont le cube appartient au groupe alterné et 

a deux valeurs . 

Prenons en effet une fonct ion de Galois que lconque , 

<J/, = UiXi -(- U,Xi -+• U3X3, 

et ses valeurs pour le g roupe alterné : 

([<,, "W = «i#2 -+- utx3 + u3Xi et +3 = u,x3 -+- M2a?i -i-1/3X5 ; 
d'après ce que nous avons dit à la fin du § 23, nous devons fo rmer , 

au m o y e n d'une racine cubique de l 'unité, la fonct ion 4'i+t04'2+a,24':i 
dont la valeur est 

>h -H ""h + M%h = («i-t- " > S « Î -f- u>u3)(Xi -+- u>x2 -t- ^x3) ; 

nous p o u v o n s , ce qui ne change pas le résultat, nous l imi te r à la 

fonction suivante : <Vi = a?j -t- to.r2 -+- (o2j?3 ; 
elle répond à la quest ion, et l 'on a, en calculant son cube, 

Vi = Sxi GXixtXi — "f" ?x\Xi — 3^w -h (̂«1 — Xî)[Xi — x3){x->—Xi) 

Q 97 / 1 \ _ 

= / - ? - ¥ / - 1 A + /̂-3-3(- + ¥ ) ^ , 

où A est le d iscr iminant ; c'est b ien une fonct ion du g roupe alterné. 

P o u r n = 4, il n 'existe aucune fonction à 24 valeurs répondant 

à la quest ion, car il n 'existe aucune substitution ci rculaire d 'or­

dre 12 dont les puissances consti tuent le groupe alterné ; il ne peut 

s'en t rouver que parmi cel les qui appartiennent au groupe H d'or­

dre 4, qui est sous-groupe invariant du groupe al terné. En se repor­

tant au tableau du § 8, o n v o i t que ce dernier groupe est dér ivé de I I 

en mult iplant ses substitutions par les puissances de la substitution 

circulaire d 'ordre 3 S = (XiX&3). 
Onprendra alors , en posant, c o m m e on l'a déjà fait, œ, = x,xi + x3xi, la fonct ion <pi — ? 2 appartenant au g roupe H, ses valeurs o 2 — o s et <a3 — 01 obtenues en effectuant les substitutions S et S 2 , et la 
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4 4 RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS 

s o m m e 

<?1 <?2 + f > ( c > 3 — 0 3 ) + w 2 ( ° 3 Ç l ) > 

où w est une racine cubique imaginaire de l 'unité, ou bien encore 

z , = cp, - t - 1 0 9 2 - + - i o 2 o a = (xfo -+- x3Xi) -+-co(a?,a-3 - 4 -a? 2 a? t ) - + - t»%XlXi -\-XiXa), 

qui ne diffère de la p remière que par un facteur constant ; z j s'ex­

p r i m e au m o y e n des fonctions symét r iques de 9 1 , o 2, 9 3 et de leur 

d iscr iminant par un calcul ident ique à celui que l 'on a fait pour 

n = 3 ; on a vu que le discriminant des trois valeurs 9 est identi­

que à celui des quatre variables x, par conséquent z 3 est une fonc­

t ion appartenant au g roupe a l terné. 
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C H A P I T R E V 

DES FONCTIONS CYCLIQUES ET MÉTACYCLIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES 

26. Dans ce chapitre nous désignerons pour plus de c o m m o d i t é 

les n var iables par x 0 , x\, • • - , Xn-i ; supposons-les rangées dans un 

ordre tel que les indices aillent en croissant, et considérons la subs­

titution circulaire 

Si = (Xo'̂l- . Xn—l ; 

cette substitution et ses puissances forment un groupe d'ordre n, 

C i = [1, S i , S 2 = S f , . . . , S„_i = S " - 1 ] , 

appelé groupe cyc l ique . On peut représenter les substitutions de 

ce groupe par la notat ion 

S a = | z z + a | ( m o d . M ) , 

en signifiant par là que chaque indice z est remplacé par z -+- 2, 

ou par le reste de ce n o m b r e à n. 

Si l 'on range les var iables dans un ordre que lconque , la substitu­

t ion circulaire 
S = [ x h x k T i . . . ) , 

comprenant dans un seul c y c l e les n var iables , est d 'ordre n ; e l le 

définit par ses puissances un groupe qui est analogue au précédent , 

et en est le t ransformé par la substitution 
v /X\)XiX> . . . \ 

\ x u x k x , . . . ) 

Il ne diffère de C i que par la notat ion des variables , et nous 

l 'appel lerons encore groupe cyc l ique . C o m m e on peut toujours sup­

poser que x0 soit placé au p remie r rang dans S, on peut former 
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autant de substitutions S différentes qu ' i l y a de permutat ions 

des n— 1 var iables x„ x2, ...,xn-i, c 'est-à-dire (n—1) ! ; ce 

sont les t ransformées de la substi tution par t icul ière S i par les 

N = (n — 1) ! substi tutions du groupe symé t r ique Go de 

. . . , Xn 1. 

L e s groupes cyc l iques qu 'e l les déterminent sont les t ransformés 

C i , C 2 , . . . , C N de C i par ces substi tutions ; nous ve r rons plus lo in 

qu'i ls ne sont pas tous distincts. 

Nous appel lerons fonct ion cycl ique toute fonct ion appartenant à 

l 'un des g roupes précédents ; il est facile d'en fo rmer une apparte­

nant au groupe C i par e x e m p l e ; dés ignons par u> une racine prw 

mi t ive de l 'équat ion x" — 1 = 0 , et considérons la fonct ion 

u>i = (x0 - t - wa?i - t - w 2 a? 2 H -H < " " ~ ' a ; „ _ i ) " = 4-ï ; 

el le reste invar iable par les substitutions du g roupe , car S a a pour 

effet de mul t ip l ie r la fonct ion de Galois entre parenthèse <\>t par 

<x>-^ et Wi par u> _ a" = 1 ; r éc ip roquement , si une substitution 

laisse invariable la fonct ion W i , e l l e a pour effet de mul t ip l ie r 

par une racine ne de l 'unité, par e x e m p l e par t o - 1 , et par suite 

d 'augmenter chaque indice de a, c o m m e le fait la substitution S a 

du groupe cyc l ique ; wt appartient b ien au g roupe C i . 

Les fonctions cyc l iques jouissent de propriétés remarquables et 

jouent un grand rô le dans la théorie des équat ions, c o m m e nous le 

verrons plus lo in ; la p r e m i è r e de ces propriétés résulte du théo­

rème suivant. 

THÉORÈME. — Chacune des variables est une fonction rationnelle de 
l'une d'entre elles et d'une fonction cyclique arbitrairement choisies, 
les coefficients de cette fonction rationnelle étant symétriques. 

Soit , en effet, ~{i{xo, Xi, · ·., Xn-i) une fonct ion cyc l ique apparte­

nant au groupe C , et x0 une des variables ; l e g r o u p e C i et celui 

auquel appartient x0, qui est le groupe symét r ique Go des n — 1 

variables a?,, x2, . . . , a?„_i n 'ont en c o m m u n que la substitution 

unité, car il n 'exis te dans le g roupe cyc l ique que cet te substi tution 

laissant x0 invar iable ; par suite la fonc t ion 

IVTo -+- MlTl(^0, Xi, • • • , X n - i ) , 

où M 0 et u, sont arbitraires, est une fonct ion analogue à la fonct ion 

de Galois, au m o y e n de laquel le s ' expr iment toutes les autres et en 
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particulier les variables x0, xt, x2, . . . , x„-t; e l les s 'expriment ainsi 

ra t ionnel lement au m o y e n de rr„ et de ft, avec des coefficients 

symétr iques par rapport aux n var iables . 

27. Toute fonct ion cycl ique acquiert pour toutes les substitutions 

N =(n — 1 ) ! va leurs conjuguées satisfaisant à une équation de 

degré N à coefl icients symétr iques ; ces valeurs sont toutes des fonc ­

tions cyc l iques , car leurs groupes sont des transformés de CI, et 

sont cyc l iques ; on obtient ces valeurs conjuguées en opérant sur la 

p remière les N substitutions du groupe symét r ique G 0 . Remarquons 

encore que l 'on obtient, c o m m e au § 14, l e groupe symét r ique en 

mult ipl iant les substitutions de CI par cel les de Go, car toute substi­

tution se ramène d'une seule manière à une substitution du groupe CI 

suivie d'une autre qui laisse x0 i nva r i ab le ; il résulte de là que les 

groupes relatifs aux N valeurs conjuguées sont p réc i sément les 

groupes cyc l iques conjugués CT, C->, . . . , CN du § précédent , c 'est-

à-dire 

-"1 *-"liJl) 2̂ '-'liai · , L"l-^N, 

où SI, S2, - . , S N sont les (H — 1 ) ! substitutions du g roupe 

symé t r i que de xt, . . . , x,,-i-

Tous ces groupes conjugués n 'ont, c o m m e on sait, aucune substi­

tution qui leur soit c o m m u n e à tous, en dehors de la substitution 

unité, mais j e vais mont re r qu' i l n 'y a parmi eux que (n — 2 ) ! 

groupes distincts, et qu' i ls sont respec t ivement égaux n — 1 à 

n — 1 , en supposant toutefois essent ie l lement que n est un 

nombre p r emie r . 

Je vais chercher pour cela s'il existe une substitution 2 laissant 

xa invariable te l le que S~'SIS soit égale à l'une des substitutions 

S* ; si 

v { Xtt Xi Xi • · · , Xn—i \ 

\XQ X>i Xt-2 · · · 1 X'n—l 

est une te l le substitution, on a 

S-'SIS = (xox,^.. .xtn_i) ; 

pour qu 'e l le appartienne au groupe CI, il faut que t h + i — th soit 

constant et égal à ti —0 = U, donc que 
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par suite que 2 soit de la forme 

v / Xo X'i Xi . . . 

\XQ XI X2t · · · i 
ce que nous indiquerons par la notation 

S = | z tz\ (mod. n) ; 

de plus, que les restes à n de t, ZI, ...,(n — l)t soient les 

n — 1 premiers nombres, ce qui a lieu pour toute valeur de t 

comprise dans la suite 1,2, . . . , n — 1, puisque n est premier 

absolu. 

Réciproquement, toute substitution S de la forme précédente 

répond à la question, et est telle que £_1CiS = Cj ; si l'on prend 

en effet le nombre t' tel que il' = 1 (mod. n) et si l'on remarque 

que 2-'S,S = S, = S',, on a 

de sorte que le groupe S - 1 d S contient Sj et ses puissances et 

est identique à (V 

Aux n — 1 valeurs de t : 1, 2, . . . , n — 1, correspondent 

n — 1 groupes conjugués identiques à G, ; d'une manière géné­

rale, les N groupes se partagent en ( » — 2 ) ! séries comprenant 

chacune n — 1 groupes identiques. On en conclut que, parmi 

les (n — 1) ! fonctions cycliques conjuguées, on peut en choisir 

(n — 2 ) ! particulières telles que les autres en soient des fonctions 

rationnelles à coefficients symétriques. 

28. Toujours en supposant n premier absolu, les produits des 

substitutions du groupe cyclique C, par les substitutions 

S, = | z (z | (mod. n) {t = 1, 2,. . . , n — 1) 

constituent un groupe ; cela tient à ce que 

d'où, en multipliant en avant par S„ S^ï, = 2,Sj*, ou bien 

S?S( = S,SJ, a et p étant liés par tx = p (mod. H) ; par suite 

un produit tel que (SïS,)(Sj'2 ( ') se ramène à la forme Sf S,„ et fait 

partie du même ensemble que les facteurs ; ce groupe, qui com­

prend n(n—1) substitutions, peut être représenté par la notation 

Il 

11 y-iciv — 
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FONCTIONS MÉTACYCL1QUES 49 

et il s 'appelle g roupe mé tacyc l i que relat if aux n var iables 

x0, xu . . . , Xn-i- Toute fonct ion appartenant à ce g roupe s'appelle 

fonction mé tacyc l ique (*) ; il est facile d'en former une part iculière de 

la maniè re suivante : 

Soit g une racine p r imi t i ve ( m o d . n ) [ V o i r la note à la fin du 

v o l u m e ] ; les restes ( m o d . n) des n— 1 puissances g, g2, . . . , gn~l 

sont les n — 1 p r emie r s n o m b r e s ; considérons les fonctions 

cycl iques 

Wi = (Xo -+- to»»! -I- I O 2 ^ H h (a^-V'Jx^)" = ty», 
W i = ( a ? 0 - 1 - «A;, + TO2»2.r2 H H- A > ( n - 1 > ? 2 a ; „ _ 1 ) n = <J/N, 

w„_, = {x0-h^n
 ' a ; , +

 l

X i H H ^ O - I M " \ r n _ , ) n = 4-n_„ 

qui appart iennent au g roupe Cj ; el les se t ransforment les unes 

dans les autres pour les substitutions du groupe mé tacyc l ique ; soit 

en effet S, = | z tz | ( m o d . n ) une substitution particulière de ce 

g roupe ; e l l e t ransforme wh en 

w\ = (x0 H - o>9hXi -+- <¿%>hx<,, -h •••)" 

ou, en introduisant le n o m b r e i! tel que tt' = ï ( m o d . n ) , et p o ­

sant t = g", 

w'h= [ x ^ ^ x ^ ^ x ^ •••)"= [ X o ^ r U 1 u h + k

X i + ^ h + H x . l + • • • )"=wh+k ; 

lo rsqu 'on prend pour h les valeurs 1,2, . . . , n — 1 , les nombres 

h -t- k ont pour restes ( m o d . n) les n — 1 p r emie r s nombres 

dans un ordre quelconque ; par suite les nouve l l e s valeurs 

w'i, w'ï, . . . , w „ _ i sont ident iques , à l 'ordre près , à w u w 2 , . . . , wn^. 

L e s substitutions du groupe mé tacyc l ique étant composées de 

ce l les du groupe C 4 et des substitutions 2,, laisseront par suite 

invariables les fonctions w 4 ou les t ransformeront les unes dans 

les autres. 

Ce sont les seules qui jouissent de cette propr ié té , car si une 

substitution T change wh en wk, el le transforme tyh en à un 

mul t ip le près égal à une racine ne de l 'unité ; par e x e m p l e en c » ' ^ , 

c 'est-à-dire 

en 

w'x0 -t- <*'+akXi -+- IO ' + ! »*a: 2 - \ ; 

O K B O K E C K E R , Monatsberichte, 1879, p . 217. 

V O G T . — R É S . A L G . 
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prenons les deux nombres a et b tels que 

l-hbgk = 0 ( m o d . n ) , 
/ -t- (a -+- b)gk = gh

 ( m o d . n) ; 
alors on a 

agk
 = (/*, zag^ = et / - H (az 4 - 6)/;* = zgh ; 

par suite, à cause de l ' indépendance des variables et de l ' inégal i té 

des coefficients, la substituí ion T a pour effet de t ransformer 

x0, x u X i , . . . r e spec t ivement en xb, xa+i, Xia+t, · · · , et est ident ique 

à la substitution 

| z az -+- ù \ ( m o d . n ) 

du groupe mé lacyc l i que . 

11 résulte de cette propr ié té de l ' ensemble des fonctions cyc l iques 

précédentes que la fonct ion 
(W W¡)(U> — W¡¡) . . .(W — !«„_,), 

où w est une quantité arbitraire non nul le , reste invar iable pour les 

substitutions du g roupe mé tacyc l i que et pour celles-là seulement , 

et appartient à ce g r o u p e . 

Tou te fonct ion cyc l ique de w t , w¡, wn_u par e x e m p l e la 

fonct ion 
( w , - H c tw j - t - a 2 t t> 3 - 1 1 a n ~ 2 ! y „ _ i ) n ~ \ 

où a est une racine p r imi t ive de l ' équat ion xn~l — 1 = 0 , appar­

tient au groupe m é l a c y c l i q u e ; nous avons v u en effet que toute 

substitution S, a pour effet de t ransformer wh en w h + k , où k 

est fixe quel que soit h, par suite de laisser invar iable la fonct ion 

cyc l ique que nous avons écr i te , et on démont re c o m m e p r é c é d e m ­

men t que les substitutions du groupe m é t a c y c l i q u e sont les seules 

possédant cette p ropr ié t é . 

Remarquons que nous venons de fo rmer une fonct ion du 

groupe G,, 
U>! - + - t M « 2 - | \- a " - 2 » , , . ! , 

qui est racine d'une équat ion b inôme à coefficients appartenant au 

groupe mé tacyc l ique , car sa puissance (n — if appart ient à ce 

groupe : on vérifie du reste faci lement qu 'on se t rouve placé dans 

les condit ions dont nous avons parlé au § 23 pour qu ' i l en soi t ainsi ; 

le g roupe cyc l ique C i est en effet un sous-groupe invariant part i ­

cul ier du groupe mé tacyc l ique M . 

29. Nous pouvons encore énoncer un théo rème concernant les 

fonct ions métacyc l iques , et analogue à celui du § 26 : 
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FONCTIONS CYCLIQUES GÉNÉRALES 31 

THÉORÈME. — Chacune des variables est une fonction rationnelle de 
deux d'entre elles et dune fonction métacy clique arbitrairement choisie, 
les coefficients de cette fonction rationnelle étant symétriques. 

Soit m(x0, Xi, xn_i) une fonct ion métacyc l ique appartenant 

au groupe M et Xu, x/c deux que lconques des var iables ; il n 'exis te 

dans le g roupe M aucune substi tution autre que l 'unité laissant /* 

et k f ixes, car si l 'on a ah-i- b = h et ak-\-b = k, on en dé­

duit a = l et ¿» = 0 ( m o d . « ) ; par suite le g roupe M et le 

groupe symé t r ique des n—2 variables autres que xh et X/t n 'ont 

en c o m m u n que la substitution unité, et la fonct ion 

u0xi, -+- UiX,c -+- u-2m(xo, Xi,... ,x„-i) 
est une fonct ion analogue à la fonct ion de Galois , au m o y e n de 

laquel le s ' expr iment ra t ionnel lement toutes les autres et en part icu­

lier les variables ; cel les-ci sont donc des fonctions rat ionnel les de 

xk et m, avec des coefficients symét r iques . 

Tou te fonct ion mé tacyc l ique acquier t pour toutes les substitutions 

(n — 2) ! va leurs conjuguées satisfaisant à une équat ion de degré 

( n — 2)! à coefficients symétr iques ; ce sont des fonctions m é t a c y -

cl iques , à la notat ion près des var iab les ; on les obt ient en laissant 

x<> et Xi invar iables et effectuant sur les n — 2 autres var iables 
•̂ 2, ^3, · · , Xn—1 

toutes les substitutions possibles dans la fonct ion 

donnée appartenant au g roupe M ; cela tient, à ce fait que les subs­

titutions du g roupe M mul t ip l i ées par ce l les qui ne changent que 

a;2, x3, ...,x„_i reproduisent toutes les substitutions possibles des n 
var iab les . 

30. Nous al lons généra l i ser la no t ion de fonct ion cyc l ique et de 

g roupe de substitutions cyc l iques , c o m m e l'a indiqué Kronecke r 

dans son m é m o i r e « Sur les Équations abél iennes (*) » . 

Nous avons cons idéré p r é c é d e m m e n t n var iables x0, xit xn_x 

et le g roupe d 'ordre n f o rmé par la substitution circulaire 

S = (a;0 Xi ... xn-i) et ses puissances. 

Nous dirons que les fonct ions appartenant à ce g roupe sont des 

fonctions cyc l iques s imples des var iables , ou à s imple entrée . 

P renons maintenant n = nin2 var iables affectées chacune de 

deux indices 

(,*) K R O N E C K E R , Monatsberichte, 1877, p. 84S. 
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/ / i i = 0, 1, 2, . . . « , — 1 

U = 0, 1, 2, . . . n2-\ 
et les substitutions circulaires portant sur l 'un des indices indépen­

dammen t de l 'autre; e l les fo rment un g r o u p e c o m p o s é des substi­

tutions 

5 1 = (a?oo Xm Xm-'-Xn^—10)^01
 XH A ; 2 1 . . . X n 1 _ l l ) . . . ( X 0 j i 2 — i Xln2—ii--Xnl~ln2—i)i 

52 = (37oo Xoi x02---x0n2—i)(xl0 xil xi2---xin2—i)---(xni—i0 Xnt—11····"'<'«,—ln2—l)i 

qui sont r e spec t ivemen t d 'ordre n 4 et n.2) de leurs puissances et de 

leurs p rodui t s ; c o m m e les substitutions S [ et S 2 sont échangeables , 

c 'est-à-dire que S t S 2 = S 2 S i , le g roupe renfe rme ntn2 substitu­

t ions ; on peut le représenter par la notat ion 

| Zi zt -h l j ( m o d . « i ) 

| z 2 z 2 4 - 1 | ( m o d . n2) ; 
z ( et z 2 représentant les deux indices . Tou te fonct ion appartenant à 

ce groupe sera dite une fonct ion cyc l ique à deux entrées . 

P lus géné ra l emen t , soient n = n 1 n 2 . . . n , var iables affectées 

chacune de v indices 

av,.'·*,('*! = ° > * Î — i « i — l ; A 2=0, 1, . . . , n2—1 ; /<.„=0, l , . . . , n v — 1 ) 

et les subst i tut ions circulaires d 'ordres respectifs nt, n 2 , . . . , n v 

re la t ives à chacun des indices i ndépendamment des autres, 

| Z j z , -t- I | ( m o d . ni), 
| s 2 Zt-hi \ ( m o d . n 2 ) , 

| z v s v 4 - 1 | ( m o d . n v ) ; 

elles sont échangeables et engendren t un groupe d 'ordre 

n = n i » î 2 . . . n v ; toute fonct ion invar iable par les substitutions de 

ce g roupe sera dite une fonct ion cyc l i que à v entrées . 

31 . L e t h é o r è m e du § 26 s'étend aux fonct ions cyc l iques géné ra l e s ; 

ce la résul te de ce que le g roupe cyc l ique ne renferme aucune subs­

ti tution autre que l 'unité laissant fixe une des var iables . Il est faci le 

de f o rmer une fonct ion d'une var iable donnée et d'une fonct ion 

cyc l i que qui soit éga le à l 'une des autres var iables ; cons idérons en 

effet le produi t 

4>(x) = U(x — 3 ? A l V . . / , v ) 
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FONCTIONS CYCLIQUES GÉNÉRALES 5 3 

étendu à toutes les var iables , et la fonct ion 

<ï>(x) \ 
8a(ar) = 2a;A , . . h , t . . . h i - i — , 

où la s o m m e est é tendue à toutes les combina isons des indices h ; 

le coefficient de chaque puissance de x est une fonct ion cycl ique 

s 'exprimant r a t ionne l l ement au m o y e n d'une fonct ion c y c l i q u e 

part icul ière que l conque ; d'après la fo rmule de L a g r a n g e , on a, pour 

toutes les valeurs des indices h, 

Xh,h2 - • · * „ - + . ! · · - A , = " x ^ f t , . . . / , a . . . f c j . 

On aurait de m ê m e , en formant une d e u x i è m e fonct ion 0<(x) analogue 

à la précédente , 

etc. , de sorte que , en fonct ion de la var iable x 0 0 . . . 0 par e x e m p l e , 

on aura 

a*,*,.--*, = 8 î . [ 6 î i [ . . . 8 ^ a ! o 0 . . . , ) ] ] . 

Il est év ident que deux que lconques des fonc t ions 8 ainsi fo rmées 

jouissent de la propr ié té 

W * » t · · · * , ) ] = W * * , - . - 0 ] ' 

car l e résultat est x h i . . . f t a + i - . - h ^ + t - · .* v . N o u s ve r rons l 'applica­

t ion de ce t héo rème dans l 'étude des équat ions abé l iennes . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C H A P I T R E V I 

D O M A I N E D E R A T I O N A L I T É . — R É D U C T I B I L I T É D E S 

F O N C T I O N S E N T I È R E S (*) 

32. Étant donnés des paramètres R', R", R ' " , q u e nous suppo­

sons indé te rminés et indépendants les uns des autres, nous appelons 

domaine de rat ional i té l ' ensemble de toutes les fonct ions rat ion­

nel les que l ' on peut f o rmer au m o y e n de ces paramètres et des 

nombres entiers ; nous disons que ces quantités définissent l e 

domaine ( R ' R " . . . ) et que les fonctions rat ionnelles précédentes sont 

des é léments de ce d o m a i n e . Toute fonct ion ra t ionne l le d'un n o m ­

bre que lconque d 'é léments du domaine fait encore part ie du m ê m e 

d o m a i n e ; l e d o m a i n e le plus s imple est fo rmé par les nombres 

entiers et ra t ionnels , il ne cont ient plus aucun paramèt re . 

Soient maintenant x, y, z , . . . des var iables indépendantes ; nous 

appel le rons fonct ion entière de ces variables dans le domaine 

( R ' R " . . . ) une fonct ion ent ière par rappor t à x, y, z,... dont les coeff i ­

cients sont des é l émen t s du domaine , c 'est-à-dire des fonct ions ra­

t ionnel les des paramètres . 

Tou t e fonct ion entière peut se met t re sous la f o r m e du quot ient 

de deux fonct ions : l 'une ent ière par rapport aux var iables et aux 

paramètres , avec des coefficients entiers, l 'autre entière par rapport 

aux paramètres seulement , avec des coefficients entiers. 

(*) Les considérations qui font l'objet de ce chapitre ont été développées surtout 
par K R O N E C K E R dans sa « Festschrift zum Kummer's Jubiloeum » ; consulter aussi 
son article « Zerlegung der ganzen Grœssen » , Crelle, t. 94, le mémoire de 
M . M O L K « Sur une notion qui comprend celle de la divisibilité » , Acta Mathema-
tiea, t. 6, et r « Introduction à la Théorie des Nombres et à l'Algèbre Supérieure » 
de M M . B O B E L et D R A C H . 
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DOMAINE DE RATIONALITÉ 35 

Le produi t de deux fonct ions ent ières dans un domaine donné est une 

autre fonct ion entière dans le m ê m e domaine . Nous dirons qu'une 

fonct ion ent ière f[x, y, z , . . . , R ' , R " , . . . ) est réduct ib le dans le d o ­

maine donné si e l le est l e produi t de plusieurs fonct ions ent ières 

dans l e m ê m e domaine , i r réduct ible dans l e cas contraire ; par 

e xe m p le dans le doma ine des nombres entiers Ax* — 9 est réduc­

t ible , et x* — 3 est i r réduct ible . 

33. Nous nous proposons de résoudre le p r o b l è m e suivant : 

Etant donnée une fonction entière dans un domaine donné de ratio­
nalité, chercher si elle est réductible ou non et, dans le premier cas, la 
décomposer en facteurs irréductibles. 

Nous mon t re rons que l 'on peut résoudre ce p rob lème à l 'aide d'un 

n o m b r e l i m i t é d 'opérat ions . Nous allons d'abord cons idérer l e cas 

s imple d 'une fonct ion ent ière d'une seule var iable dans le domaine 

de rat ional i té f o r m é par les nombres entiers ; on peut toujours 

met t re la fonct ion sous la fo rme 

^ f[x) = — [a0x
n + a , ^ " 1 H H an), 

q q 
P 

où a 0, au an sont des entiers sans diviseur c o m m u n , et — 
q 

une fraction i r réduct ib le , et l 'on a à rechercher si f(x) est réduct ible 

ou i r réduct ible , c 'est-à-dire admet des diviseurs entiers à coefficients 

rat ionnels ou ent iers . 

Je vais mon t r e r qu' i l suffit de se l imi t e r à ce dernier cas, et dé 

mont re r l e l e m m e suivant de Gauss : 

Si un polynôme à coefficients entiers est divisible par un polynôme 
à coefficients rationnels, il est égal au produit de deux polynômes à 
coefficients entiers. 

Supposons que le p o l y n ô m e f(x) = a0x
n -f- aixn~x + , . . + n„ ad­

met te le d iviseur <p(x) à coefficients rat ionnels , de façon que 

f(x) = <?(aO<KaO, 
où ty(x) est de m ê m e nature que <f(x) ; en mettant en év idence le 

dénominateur c o m m u n aux coefficients de chacun de ces p o l y n ô m e s , 

on a une identi té de la fo rme 
„, . <? , (» <^lO) 
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où <si(x) a ses coefficients ent iers , sans diviseur c o m m u n avec m, 

et de m ê m e tyi(x) a ses coefficients entiers sans d iv iseur c o m m u n 

avec m' ; j e vais mon t re r que m' d ivise tous l e s coefficients de 

<pi(ar) et m tous ceux de «h(a:), ou bien, ce qui suffit pour la démons ­

tration, que tout diviseur p r emie r p de m' d ivise tous les coefficients 

de <f>i(a;j. 

Tous ceux de ty¡(x) n 'étant pas d iv i s ib les par p, nous dés ignerons 

par yj(x) l e reste de la d iv i s ion par p de ce p o l y n ô m e , et nous au­

rons en chassant les dénominateurs une identi té de la fo rme 

pfi{x) = ?,(aOx,(a;) ; 

c o m m e le coefficient du t e rme de plus haut degré de %i{x) n 'est pas 

divis ible par p, les relat ions d ' identification mont ren t que p doit 

diviser tous les coefficients de <?i(x), ce qui était à démont rer ·, 

alors f{x) est égal au produi t des deux p o l y n ô m e s — ¡ ^ et 

à coefficients ent iers . 

34. L a quest ion est ainsi r amenée à la recherche des diviseurs à 

coefficients entiers du p o l y n ô m e f[x), et il suffit de se l imi te r aux 

diviseurs dont le degré ne dépasse pas la m o i t i é du degré de f(x). 

Si l ' on se donne l e degré v d'un d iv iseur <a{x), on peut toujours 

e x p r i m e r ce p o l y n ô m e au m o y e n de la fo rmule de Lagrange , en 

fonct ion de v -1-1 entiers, a rb i t ra i rement chois i s , x¡, x2, x y + l , 

par e x e m p l e 0, 1 , 2 , . . . , v , et de v - t - 1 quantités arbitraires, 

« i , t t 2 , . . . , M V + i , qui représentent les va leurs de o U ) pour 

en posant 

on a 

Xi, · . · , Î 

= (X — Xi)(x — Xz). . .(x—xy+i), 

(!) ¿x)=2UhJ£L* 
x ~ xh &(xk) 

*(x) _ 1 _ 

1 

mais o(x) devant diviser f(x), <s[xh) = uh est un entier qui doit 

d iviser f(xh) ; uh doit donc être compr i s parmi les diviseurs entiers 

du n o m b r e f(Xh), d iviseurs qui sont en n o m b r e l imi té ; on est ainsi 

amené à décompose r en facteurs chacun des nombres 

f(xi), / " T E S ) , . . . , / " ( ^ V - M ) , 
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et à chois i r de toutes les manières possibles les entiers 

M , , M 2 , . . . , M v _ | _ i , 

respec t ivement parmi les diviseurs de ces nombres ; on a ainsi, en 

les transportant dans (1), un n o m b r e l i m i t é de p o l y n ô m e s <s(x) ; on 

essayera si ceux d'entre eux qui sont à coefficients entiers divisent 

e f fec t ivement f(x) ; si aucune d iv is ion ne réussit , c 'est que le p o l y ­

n ô m e donné n'a aucun diviseur de degré v. 

En donnant à v les valeurs successives 1, 2, on verra , par 

un n o m b r e l im i t é d 'opérations portant sur des nombres ent iers , si 

f(x) est i r réduct ible ou a des diviseurs ; ces derniers se t rouvent dé­

terminés par cela m ê m e . 

On peut met t re de cette façon une fonct ion ent ière d'une variable 

dans l e domaine des nombres entiers sous la fo rme 

où a, p, a', p', . . . sont des nombres premiers , P(ar), Q(aO, . . . 

des p o l y n ô m e s à coefficients entiers et sans diviseur . 

La décompos i t i on n 'est possible que d'une seule manière ; cela 

résulte de cet te p ropr ié té des p o l y n ô m e s irréduct ibles , que l 'on dé ­

mon t r e c o m m e pour les nombres entiers : si un p o l y n ô m e irréduc­

t ible d iv ise un produi t de plusieurs p o l y n ô m e s , il divise au moins 

l'un d'eux. 

35. Je cons idère maintenant le cas d'un p o l y n ô m e entier par rap­

port à q var iables x, y, z, dont les coefficients appartiennent 

au domaine défini par les nombres entiers ; en supposant qu 'on ait 

résolu pour 1 variables le p rob l ème proposé , on peut e m ­

p l o y e r une marche analogue à la précédente , et ut i l iser la formule 

de L a g r a n g e sous la fo rme (11; est alors une fonction de 

y, z , · · · 

d iv iseur de f(xh, y, z, . . . ) . On peut aussi ramener immédia t emen t 

le cas de q variables à celui d'une seule de la man iè re suivante : 

Soi t g un n o m b r e entier supérieur au plus fort exposant de cha­

cune des var iables dans l e p o l y n ô m e donné ; en posant y = x°, 

z = x&, on t ransforme la fonct ion en un p o l y n ô m e entier en x, 

F(x). A un t e rme x^z"1... de f correspond dans F un te rme dont 

l ' exposant est <*-t- P < 7 - r - Y 9 , 2 + · · · ; il peut être considéré c o m m e 
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un n o m b r e écr i t avec les chiffres a, ¡3, . . . dans un sys tème de nu­

méra t ion de base g, de sorte que les t e rmes de f et F se corres­

pondent d'une man iè re unique . 

Si f est décomposab le en un produi t de fonct ions ent ières , il en 

est de m ê m e de F ; on est ainsi amené à appl iquer à Fte) la m é t h o d e 

exposée plus haut, et à v o i r si les différentes fonct ions en x, y, z 

qu'on déduit des diviseurs t rouvés sont bien des diviseurs de 

36. Soit enfin f(x, y, z , R ' , R", . . . ) un p o l y n ô m e entier par 

rapport aux variables x, y, z, dont les coefficients font partie 

du domaine (R ' , R", . . . ) ; on peut l e me t t re sous la f o r m e 

où o et ^ sont des p o l y n ô m e s entiers par rapport à R ' , R", . . . 

sans diviseur c o m m u n et f un p o l y n ô m e entier par rapport aux va ­

riables x, y, z, les coefficients étant de m ê m e des fonctions 

entières, à coefficients ent iers , des paramètres R', R", sans di ­

viseur c o m m u n entier par rapport à ces paramètres . L a recherche 

des diviseurs de f est basée sur les t rois l e m m e s suivants : 

LEMME I . — Si le produit de deux fonctions entières de q variables 

x, y, z, à coefficients entiers, est divisiblepar une fonction entière 

de q—i de ces variables, y,z,..., également à coefficients en­

tiers et irréductible, l'une des deux premières fonctions est divisible 

par la troisième. 

LEMME I I . — Si le produit de deux fonctions entières de q variables, 

à coefficients entiers, est divisible par une fonction entière des mêmes 

variables, à coefficients entiers et irréductible, l'une des premières 

fonctions est divisible par la troisième. 

LEMME III . — Si une fonction de q variables, à coefficients entiers, 

est le produit de deux fonctions entières par rapport à l'une de ces va­

riables et rationnelles par rapport aux autres, elle est le produit de 

deux fonctions entières par rapport à toutes les variables. 

Supposons ces l e m m e s démont rés dans le cas où les fonct ions 

contiennent respec t ivement une var iable de m o i n s . P o u r démont re r 

le p remier , cons idérons la fonct ion g(y, z , . . . ) , entière par rap-

f{x, y, z, . . . ) . 

? ( R ' , R" , . . 

<KR', R", . . . ) 
f(x, y , z , . . . , R' , R " , . . . ) , 
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port à (7 — 1 var iables et i r réduct ible , divisant l e produi t 

Q{X, Y, Z, ...)ty{X, Y, Z,...) ; 

ordonnons ces deux p o l y n ô m e s suivant les puissances de X et 

soient 

O(X, Y, Z,.. . ) = a„(i/, 2,. . . )XM -+- a,»'"-1 H h o m , 

<K«, t/, z,... ) = V?/, z,... K -+- ¿•lar"-1 H 6«. 
Si tous les coefficients de <p ne sont pas divis ibles par G, et si 

<?i(a\ y , z, . . . ) 

est l ' ensemble des t e rmes de © non divis ibles par cette fonct ion , le 

produit de 0$ doi t l 'être ; en écrivant que les coefficients du produi t 

sont divis ibles par G, et appliquant le deuxième l e m m e au cas de 

Q— 1 var iables , on vo i t que B0, BU BN sont tous divis ibles 

par G, ce qui démont re le p remie r l e m m e . 

En ce qui concerne le second, soit F{X, Y, z , . . . ) une fonct ion 

entière i r réduct ible des Q var iables divisant le produi t 

o(ar, Y,Z, ...)ty{X, Y, z . . . . ) . 

Si O n'est pas le produi t de F par un p o l y n ô m e entier , ordon­

nons ces deux p o l y n ô m e s par rapport aux puissances décroissantes 

de X, e t d iv isons o par F par rapport à cette var iable ; la d ivis ion 

n'aura pas l ieu exac tement , m ê m e avec des coefficients rationnels 

en Y, z , ; en effet, si l 'on avait, après réduct ion des te rmes du 

quotient au m ê m e dénominateur , 

O(X,Y,Z,...) = F(X, y , » , . · · ) ^ y / ' " ^ 
Xnî/. z , . . . ; 

d où 
YI{Y,Z,...)O{X,Y,Z,. .) = F(X, Y, Z,.. )Y{X, Y, z , . . . ) , 

tout facteur i r réduct ible de YJ divisant le second m e m b r e et ne 

divisant pas le p o l y n ô m e irréductible F, diviserai t Y d'après le p re ­

m i e r l e m m e démont ré , et o serait le produi t de F par un p o l y n ô m e 

entier, cont ra i rement à l 'hypothèse . 

On peut donc, d'après la théorie du plus grand c o m m u n diviseur , 

t rouver deux p o l y n ô m e s o, et / i entiers en a?, à coefficients ra­

t ionnels en y , z, te ls que 

FFI -(-<?», = !, 
ou bien, en mettant le dénominateur c o m m u n en év idence , 
F(X, Y,Z,.. .)F,(X,Y,Z,...)-HO(X,Y,Z,...)O,(X, Y,Z,.. .)=*G(Y, z , . . . ) , IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



où f2, <?2 et g sont des p o l y n ô m e s entiers ; on en déduit 

A*1!'-t--y-?s = — > 
le p r e m i e r m e m b r e est, d'après les hypothèses faites sur le produit 

ç<K un p o l y n ô m e entier, h(x, y, z . . . ) , et T o n a 

g{y, z,...)l>(x, y , z , . . . ) = f{x, y, z , . . .)h(x, y , z , . . . ) ; 

d'après le p remie r l e m m e démont ré , les facteurs i r réduct ib les de g 

doivent tous diviser /*, de sorte que h = glu ; alors ^ = fhi 

et f d ivise 4s ce qui démon t re le deux ième l e m m e . 

P o u r vér i f ier l 'exact i tude du t ro i s i ème , soit f{x, y, z, . . . ) une 

fonct ion entière de q var iables égale au produit de deux fonct ions 

o(x,y,z, . . . ) et <V(a?, y, z, . . . ) , entières par rapport à a; et 

rat ionnelles par rapport à y, z , . . . ; en met tant en év idence les 

dénominateurs c o m m u n s , on aura 

où çi est un p o l y n ô m e entier en x dont les coefficients entiers en 

y, n 'ont aucun diviseur c o m m u n avec l e p o l y n ô m e entier <ps, 

et où il en est de m ê m e pour 4*1 et 4*2 ; «l'a d iv i se an car, d'après le 

p r emie r l e m m e , tout facteur i r réduct ible p(y,z,...) de 4*2 divisant 

le produi t o i^ i et étant p remie r avec 4̂ d ivise <p,, et de m ê m e ç>2 

divise 4*1 ; P a r suite f est le produi t de deux p o l y n ô m e s entiers 

par rapport à toutes les var iab les . 

L e s t rois l e m m e s ayant été démont rés dans le cas de 7 = 1 

sont ainsi démontrés quel que soit le n o m b r e des var iables . 

Cela étant posé , si le p o l y n ô m e f(x, y, z, . . . , IV, R", . . . ) admet 

des diviseurs entiers par rapport à a;, y, z , . . . et rationnels par rapport 

à R ' , R", . . . . il en admettra d'autres entiers non seu lement par 

rapport aux va r iab les , ma i s encore par rapport aux pa ramèt res ; on 

est amené de cet te manière à chercher les d iv iseurs de f ent iers par 

rapport à tous les é léments x, y, z, . . . , R ' , R " . . c e que nous 

savons faire, c o m m e on l'a vu , à l 'aide d'un n o m b r e l im i t é d 'opé­

rat ions. 

On peut démont re r , en s 'appuyant sur les l e m m e s précédents , que 

la décompos i t ion ainsi obtenue est unique. Si l 'on veut décompose r 

la fonct ion 
<P(R', R " , . . - ) 

+ ( R ' , R ' , . . . ) 
f(x, y, z , . . . , R' , R " , . . . ) 
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en fonctions ent ières en x, y, z, à coefficients rationnels en 

R', R", . . . , on opérera la décompos i t i on des fonctions entières 

f, f, en leurs facteurs entiers i r réduct ibles , et l 'on attribuera aux 
o 

diviseurs de f, c o m m e facteurs, des fractions divisant , et 

cela d'une man iè re arbitraire ; nous supposerons désormais que 

l 'on ne considère que des fonct ions ent ières , à coefficients entiers 

par rapport aux paramètres , ce qui ne change r ien aux raisonne­

ments . 

37. Soit f(x, R', R " , . . . ) = 0 une équat ion a lgébr ique entière 

par rapport à x, dont les coefficients sont des é léments du domaine 

(R' , R", . . . ) ; nous savons reconnaî t re si le p r emie r m e m b r e est 

réductible ou non, et t rouver ses facteurs i rréductibles dans le d o ­

maine ; si f est i r réduct ible , nous dirons que l 'équation f = 0 

est i r réduct ib le dans le doma ine de rat ional i té ; si n est son degré , 

ses n racines seront n fonct ions a lgébr iques du doma ine , et nous 

dirons qu 'e l les sont conjuguées . 

TUÉORÈME. — Si une équation algébrique F{x, R' , R " . . . ) = 0 a une, 
racine commune avec une équation irréductible f(x, R', R", ...) = 0 
dans le même domaine de rationalité, elle admet toutes les racines de 
cette seconde équation. 

En effet, les deux p o l y n ô m e s F et f ont un plus grand c o m m u n 

diviseur D que l 'on sait dé te rminer par d iv is ions successives ; si D 

a un degré inférieur à celui de f, f est décomposab le en un produi t 

de facteurs entiers en x, dans le domaine (R' , R" . . . ) , et par suite 

n'est pas i r réduct ible dans ce doma ine , cont ra i rement à l 'hypothèse , 

dès lors D est ident ique à f, et F est égal au produi t de f par un 

p o l y n ô m e en t i e r ; par conséquent F = 0 admet toutes les racines 

de l ' équat ion irréductible f = 0 . 

Nous appel lerons équat ion généra le de degré n une équation de la 

forme 

f\x) - x" + CtX"-1 -+- c2a.-"-2 4- • · • + cn = 0 

pour laquel le le d o m a i n e de rationali té est const i tué par les coef­

ficients Ci, c 2 , c„, supposés indé terminés et i ndépendan t s ; 

ce domaine (cu c 2, . . . , cn) est ident ique à celui des fonct ions 

symét r iques fu fa, fn des n racines a-i, x2, x„. Si l 'on 

fait var ier d'une man iè re que lconque les paramètres c, les racines 
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var ient , et l ' équat ion générale f{x) = 0 j o u i t p réc i sément de la 

propr ié té fondamentale suivante : le sy s t ème des n var iables 

Ci, Ci, . . . , c „ est équivalent au sys tème des n autres var iables 

&i, . . . , # „ . En. effet, à tout sys t ème de valeurs des c co r res ­

pond un sys tème unique de valeurs des x, et r é c ip roquemen t , et si 

les unes varient d'une man iè re cont inue , il en est de m ê m e des 

autres. 

L 'équa t ion généra le est i r réduct ible dans le domaine des fonct ions 

symét r iques ou dans le domaine des coeff icients (ci, c 2 , c„) : 

autrement dit, le p r e m i e r m e m b r e f(x) n 'est pas décomposab le 

en facteurs entiers en a;, à coefficients rat ionnels par rapport aux 

coefficients c. En effet, si cela avait l i eu on pourrait , c o m m e on l'a 

vu p récédemment , me t t re f(x) sous la fo rme du produit de deux 

p o l y n ô m e s ent iers non seulement par rapport à x, mais encore par 

r a p p o r t a c 4 , c 2 , c n , a v e c des coefficients en t i e r s ; c o m m e f{x) 

cont ient l inéa i rement les coefficients c, l 'un des deux facteurs les 

renfermerai t aussi l inéa i rement , tandis que l 'autre en serait i ndé ­

pendant et aurait c o m m e coefficients des n o m b r e s ent iers . Suppo­

sons donc que l 'on ait 
f(x) = o[x)^(x), 

où o(x) est un p o l y n ô m e entier à coefficients numér iques et en t ie r s ; 

donnons à x une valeur ent ière arbitraire x0 ; nous pouvons ensuite 

donner à c,, c 2 , . . . , c„ des valeurs ent ières te l les que f(xo) ne soit 

pas d iv is ib le par le n o m b r e entier o(ar0) ; c o m m e o{x0) et ty(x0) sont 

des nombres ent iers , on v o i t que l 'égal i té précédente est imposs ib l e , 

et par conséquent que f(x) est i r réduct ib le . 

Toute équat ion dont les coefficients font part ie d'un autre doma ine 

que celui des fonct ions symét r iques des racines est une équat ion par­

t icul ière ; par e x e m p l e une équat ion à coefficients numér iques , en­

tiers ou fractionnaires, est une équat ion part iculière dont le doma ine 

de rationali té se rédui t à celui des n o m b r e s en t i e r s ; en généra l , les 

fonct ions symé t r iques , ou b ien l e s coefficients d'une équat ion par­

t icul ière sont des é léments du domaine de rat ional i té , mais ils sont 

fixes ou sont re l iés par des re la t ions , ce qui fait qu'il peut exis ter 

pour une te l le équat ion des relat ions entre les racines . 

Une équat ion par t icul ière peut être réduct ible dans le domaine de 

rat ional i té chois i ; si l 'on prend par e x e m p l e c o m m e domaine de 

rationalité celui qui est défini par les racines (xu x2, x„), l es 
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coefficients s ' expr iment c o m m e on sait au m o y e n de ces é léments , 

et le p o l y n ô m e est décomposab le en facteurs l inéaires dans le d o ­

maine sous la f o r m e 

f(x) = (x — xt)(x — . . .(x — xn). 

Pour une équat ion part icul ière , les coefficients ne font pas tou­

jours partie du domaine de rat ionali té , mais renferment quelquefois 

des fonct ions a lgébr iques des é l émen t s de ce domaine , ou encore , 

c o m m e cas part icul ier , des racines d 'équations ent ières à coefficients 

entiers. 

Si RI, R 2 , . . . sont de tel les fonctions a lgébr iques de R', R", . . . , 

on dit que les coefficients font partie du domaine de ra t ional i té , 

(R ' , R", . . . ) , auquel on adjoint les fonctions a lgébr iques RI, R 2 , . . . 

des é léments de ce d o m a i n e . 

Par e x e m p l e , l 'équat ion 

xs — x + 2 v / T = 0 

a ses coefficients faisant partie du domaine des nombres ent iers , 

auquel on adjoint une racine de l ' équat ion R 2 — 3 = 0. 

38. Nous nous proposons de chercher si une fonct ion ent ière d'une 

variable (on peut r amener à ce cas celui de plusieurs var iab les ) est 

réductible ou non dans le domaine général ( R , , R 2 , . . . , R' , R", . . ) , 

et de résoudre en m ê m e temps le p r o b l è m e suivant : chercher si 

une fonct ion dont les coefficients font partie du doma ine (R ' , R", · . . ) 

et qui est i r réduct ible dans ce domaine est réduct ible ou non lo r s ­

qu'on adjoint à ce domaine des fonctions a lgébr iques R x , R 2 , . . . ; 

les deux questions sont ident iques . 

Remarquons d'abord qu 'on peut remplacer l 'adjonction de plu­

sieurs fonct ions a lgébr iques par cel le d'une seule convenab lemen t 

choisie ; soient R , , R 2 , . . . des fonctions définies par les équat ions 

i rréduct ibles 

? ( R „ R', R " , . . . ) = 0, <KB-2, R ' , R", · · · ) = 0. 

Prenons la s o m m e 

MIRT 4- M 2 R 2 4- ·•·, 

où MI, u 2 , . . sont des constantes laissées arbitraires ; le produi t 

tl(z — w , R , — M 2 R 2 — ···), 

étendu à tous les sys tèmes de valeurs de RI, R2, . . , est une fonc-
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t ion symét r ique de ces quantités, et est une fonct ion 4>(z, w i , u 2 l 

R ' , R " , . . . ) du domaine ( R ' , R " , . . . ) ; décomposons- la en ses fac­

teurs i r réduct ibles par rapport à s, M , , M , , . . . dans le doma ine pré­

cédent et dés ignons par <J>i(z, M 4 , . . . ) ce lui de ces facteurs d iv is ib le 

par z—MIRI—w2R2—.··; en posant w , = i> i -h<x i , w 2 = t i 2 - i - a 2 , . . . , 

o ù a,,a 2 , . . . sont des nombres rat ionnels part iculiers , on obtient la 

fonct ion 
<P , (z , Vi-f-*l, + «2, . . . R ' , R " , . . . ) , 

qui s'annule pour z = ( w , + a i ) R i - + - («2 - + - « s I R s + · · · ' , en rempla­

çant d'autre part w i , w 2 , . . . par u 4 , t > 2 , . . . et z par z — o ^ R , — a , R 2 — 

on ob t ien t la deux ième fonct ion 

* , ( z — — a 2 R 2 —· · · · , Vi, «3,..., R ' , R " , . . . ) , 

qui s'annule pour 

z — a , R , —· a 2 R 2 — . . . = t ' j R , - t - v2R2 H ; 

ces deux fonct ions ont en c o m m u n le facteur 

Z — ( » 1 - H — ( « 2 - H « 2 ^ 2 

et n 'en ont pas d'autre si a,, a2, . . . sont chois is de façon que l 'équa­

t ion • fc iCz, a i , « j , . . . , R ' , R " , . . . ) = 0 ait ses racines dist inctes ; 

par l 'opéra t ion donnant le plus grand c o m m u n diviseur , on aura le 

diviseur c o m m u n , et par suite en l 'annulant on obt iendra 

( u i R i 4 - « 2 R 2 H ) + ( « i R i •+ - « 2 R 2 -1 ) 

e n fonct ion rat ionnel le de »1, v2, . . . , « i , «a, . . . et de 

R = a , R i -+ - a , R 2 - + - • • •, 

qui est racine de l 'équat ion 

* , ( R , a „ a „ . . . , R ' , R " , . . . ) = 0 ; 

i l suffit de donner , à la fin du calcul , des valeurs numér iques 

rat ionnel les part icul ières aux indé te rminées vu v2, . . . pour avoi r 

R , , R 2 , . . . exp r imés ra t ionnel lement au m o y e n de la seule fonct ion 

a lgébr ique R . 

On ver ra i t plus géné ra lemen t que l 'adjonction de fonct ions a l g é ­

br iques l iées entre e l les et aux paramètres R ' , R " , . . . par des 

équat ions que lconques se r amène à l 'adjonct ion d'une seule fonc­

t ion des paramètres . 

39. Cela posé , soit f(x, R , R ' , R " , . . . ) une fonct ion ent ière en x, 

dont les coefficients font part ie du domaine défini par R ' , R " , . . 
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auquel on adjoint une fonct ion a lgébr ique R , l i ée aux paramètres 

par une équation i r réduct ible <?(R, R ' , R", . . . ) = 0, de degré n ; 

je désigne ses racines par R „ R a , . . . , R „ . C o m m e R peut ne pas 

entrer dans f, j e remplace x par z - + - w R , et j e fo rme le produit 

l i , / ( z + « R * , Rk, R' , R", . . . ) , 

étendu à toutes les racines R* ; c'est une fonct ion symétr ique de ces 

racines, et par suite une fonction ent ière de z et u dans le domaine 

(R' , R", . . . ) ; j e la décompose en ses facteurs i rréductibles dans ce 

domaine ; soit 

T\f(z + uR f t l R , , R' , R", . . . ) = * , ( z ) * , ( z ) . . . * v ( s ) . 

Une fonct ion te l le que « ^ ( z ) a un diviseur c o m m u n avec 

f{z -+- « R i , R j , . . . ) par exemp le ; j e forme le plus grand c o m m u n 

diviseur de ces deux fonct ions, soit 0 , (z , R , ) ; on sait qu' i l leur est 

relié par des identi tés de la fo rme 

e t ( s > R , ) = R 0 H- f{* -H «Ri, Rt, · • 0x(*. Ri), 

* , ( z ) = 8 , (2, R , )<W(z, R , ) , 

f{z -+- « R „ R „ . . . ) = 0 , ( « , Rt)xi(2, R . ) -

Ces identités ayant l ieu pour une racine de l 'équation irréductible 

qui définit R i , ont l ieu pour toutes les autres, d 'où l 'on conclut que 

8j(z, R*) est le plus grand c o m m u n diviseur de * , ( z ) et de 

f(z -+- wR;t, Rk, . . .). 

On a du reste 

* , ( z ) = 6,(z, R,)8 ,(z, R 2 ) . . . 0,(z, R „ ) ; 

en effet, l e second m e m b r e est un diviseur de * i , car les facteurs 

qui le composen t divisent *t, et l 'on verrai t fac i lement qu ' i ls sont 

premiers entre eux ; d'autre part les identités précédentes donnent , 

en formant le produi t des valeurs de 6 1(z, R , ) , 8 4(z, R 2 ) , . . . t irées 

de la p r e m i è r e et des analogues , une identi té de la f o r m e 

ne^z, R , ) = * , ( z ) H ( z ) -t- n f l z + u R * , R » , . . . ) K ( z ) , 

où le produi t qui entre dans le second m e m b r e est éga l à 

* , ( z ) * 2 ( z ) . . . ; on en conclut que le produit des fonctions 8 est 

d iv is ib le par * i ( z ) ; il lui est par suite iden t ique . 

V O G T . — R É S . A L G . S 
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Si l 'on répète le m ê m e calcul avec * s ( z ) , · · · , * v ( z ) , on a de nou­

veaux diviseurs 8 2(z, Rk), . . . , 0 v(z, R T ) ; on a a lors , quel que soit k, 

f(z + uR,c, R * , . . . ) = 8.(2, Rk)8a(z , R t ) . · . 0 , ( = , R * ) ; 

il suffît de remplacer ensuite z par x — w R ; i pour avo i r une d é ­

compos i t ion de f(x) en v facteurs; il sont i r réduct ibles , car si 6, 

par exemple était décomposable en plusieurs facteurs, < P i ( z ) qui est 

le produit n f c0,(z, R ; , . ) serait décomposab le dans le domaine 

( R ' . R " , . . . ) · 

Par exemple la fonct ion 

f(x, y/S") = x3 — x-\- 2 / 3 

est réductible dans le domaine fo rmé par les nombres entiers aux­

quels on adjoint une racine de l 'équation R 2 — 3 = 0 ; en posant 

R t = / 3 , R 2 = — R t et u = 0 , on a 

f(x, Ri)/"(a?, R 2 ) = arG — 2 » * + a ; 2 — 1 2 = (a?2 — 3 ) i > ' 4- a;2 -t- 4 ) . 

L e s diviseurs c o m m u n s de ces facteurs avec x3 — x -+- 2 R i sont 

respec t ivement x + R i et x2—R^-t-2, de sor te que 

f(x, R , ) = (x - + - R , ) ( a ; 2 — R , a ; + 2 ) = (x + Jj)(a;2 — x</3 + 2 ) . 

40. REMARQUE L e s quest ions que nous venons de traiter sont 

purement a lgébr iques , et ne s 'appliquent pas i m m é d i a t e m e n t à la 

géomé t r i e ; nous avons étudié la réductibi l i té des fonctions ent ières 

dans un domaine donné à l 'avance, et nous avons r emarqué qu'une 

fonct ion irréductible dans un domaine peut le deven i r dans un autre ; 

par e x e m p l e une fonct ion d'une seule var iable est toujours réduc­

tible en facteurs l inéaires lo r squ 'on adjoint au domaine de rationa­

li té les fonctions a lgébr iques définies par la fonct ion éga lée à z é r o . 

Pour les fonctions de plusieurs var iables , il n 'en est plus de m ê m e ; 

une telle fonct ion peut rester i r réduct ible quel les que soient les 

quantités adjointes au domaine de rat ionali té . 

En géomé t r i e , on dit qu'une courbe ou une surface représentée 

par une équation f(x, y, z, . . . , R , R ' R " , . . . ) = 0 est réductible si 

le p remie r m e m b r e admet des diviseurs entiers par rapport aux 

var iables , avec des coefficients faisant partie de domaines quel ­

conques , i r réduct ible dans le cas contrai re . 
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RÊDUCTItllXlTÉ DES FONCTIONS ENTIÈRES 67 

La mé thode ord ina i rement suivie pour v o i r si une fonct ion est 

réductible dans ce sens plus général consiste à essayer la d i v i ­

sion par une fonct ion de degré m o i n d r e , à coefficients indéter­

minés , et à chercher les relat ions auxquelles do iven t satisfaire ces 

coefficients pour que la d iv i s ion soit poss ib le . La théor ie généra le 

de l ' é l iminat ion mont re si ces relations sont compat ib les ; e l l e nous 

apprend de plus qu'il suffit d 'adjoindre des fonctions a lgébr iques des 

éléments du doma ine donné p r imi t ivemen t , en n o m b r e l i m i t é , pour 

effectuer la réduct ion de la fonction lorsque ce l le -c i est réduct ib le ; 

el le nous donne non seulement ces fonctions a lgébr iques , mais 

encore les d iviseurs de la fonct ion. 
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CHAPITRE VII 

DES FONCTIONS RATIONNELLES DES RACINES D'UNE ÉQUA­

TION. — RÉSOLVANTES. — GROUPE D'UNE ÉQUATION ALGÉ­

BRIQUE. 

41. Dans les chapitres III et I V , nous avons établi la théor ie des 

fonct ions rat ionnelles de plusieurs var iables indépendantes , et m o n ­

tré la re la t ion qui exis te entre ces fonctions et les g roupes de subs­

ti tutions. Nous allons maintenant considérer les fonct ions de var ia­

b les géné ra lemen t non indépendantes , ou de quantités n u m é r i q u e ­

m e n t dé terminées ; nous supposerons, ce qui ne nuit en r ien à la 

généra l i t é , et est m ê m e nécessaire pour la suite, que les quantités 

données xt, x2, . . . , x „ sont les racines d'une équation a lgébr ique 

(1) f(x, R, R', R", . . . ) = o, 

de degré n, dont les coefficients font partie d'un domaine de ra t io­

nali té défini par les paramètres R', R", . . . , auxquels on adjoint 

dans certains cas une fonct ion a lgébr ique R de ces paramètres . 

Nous ne supposons pas nécessai rement l 'équation (1) i r réduct ible ; 

nous admet tons cependant dans tout ce qui suit qu 'e l l e n'a pas de 

racine mu l t ip l e , c'est-à-dire que le p o l y n ô m e f n'a pas de diviseur 

c o m m u n avec sa d é r i v é e . 

U n e fonct ion ra t ionnel le des racines , qu 'on peut supposer mise 

sous la fo rme du quot ient d'une fonct ion ent ière par une fonct ion 

symét r ique (§ 16), appartient a lgéb r iquemen t à un groupe G d 'or­

dre r, en ce sens que pour les substitutions de ce g roupe et pour 

ce l les - là seu lement la fonct ion donnée yfa, x s , . . . , x„) ne change pas 

de fo rme a lgébr ique par rapport à Xi, x2, xn; mais il peut se faire 
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que, pour une autre substitution te l le que 2 n 'appartenant pas au 

groupe G , © reprenne la m ê m e valeur numér ique , ou la m ô m e 

valeur fonct ion a lgébr ique des paramètres R , R', R", . . . qui défi­

nissent le domaine de rationalité. Nous dirons pour simplifier que 

o ne change pas sa valeur numér ique dans le domaine considéré ; 

cela a l ieu alors pour toutes les substitutions G 2 , et, plus g é n é ­

ralement, les substitutions laissant invar iable la valeur numér ique 

de o forment un g roupe G ' contenant G c o m m e sous-groupe ; on 

reconnaît que G ' est un groupe plus général que G à ce que l 'équa-

n ! 
tion qui a pour racines les p = — valeurs a lgébr iques de o a des 

racines mul t ip les dont l 'une est égale à <?; si <? est racine d 'ordre 

m, l 'ordre de G ' est égal à mr. 

Par e x e m p l e , considérons l 'équat ion bicarrée 

xK -+- px- -+- q = 0 

dont les racines xt, x2, x3, Xi sont supposées telles que l 'on ait 

x2 = — x , , x^ = — a ? 3 ; la fonction o l = x i - h x 2 appartient a lgé­

br iquement au groupe 

G = [1, (Xixî), {x3Xi ), {x,x,)(x3Xi)], 

mais reste numér iquemen t invariable pour 2 = ( a ? i x 3 ) ( x 2 a r t ) et 

pour les produits des substitutions de G par 2 , constituant avec 

G un groupe d 'ordre 8 ; cela tient à ce que a; , -t- x2 = x3 -+- xi — 0 

et que l 'équat ion qui a pour racines les six valeurs a lgébriques de 

o, a une racine double égale à zé ro . 

42. THÉORÈME. — II est toujours possible de former une fonction des 

n racines d'une équation ayant, pour toutes les substitutions, n ! 

valeurs distinctes numériquement dans le domaine de rationalité. 

Prenons la fonct ion 

tyt = UtXi -h u2x2 -h ·•· -\-unxn 

et ses valeurs ^ i i · · · pour les ni subst i tut ions; formons toutes 

les différences possibles de ces valeurs deux à deux ; il est possible 

de choisir les coefficients u de façon qu'aucune ne soit nul le ; en 

effet, ordonnons chacune d'elles suivant les paramètres « i , ih, ···, « » , 

sous la fo rme 

4v — <H = — x h ) + U*(*H ~~ xh)H 1- w » ( x a „ — ^ O -
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Toutes les différences x* — # s entrant dans le second m e m b r e 

de l 'égal i té précédente ne sont pas nulles, puisque les racines sont 

inégales ; prenons toutes les fonct ions fyx — 4*? n e renfermant que 

« i et indépendantes de u 2 , . . . , un ; e l les ne sont pas nul les , quel le 

que soit la va leur attribuée à u, ; prenons ensuite cel les qui renfer­

ment u, et w 2 ; ayant chois i arbi t ra i rement M,, on pourra exclure 

les valeurs de M2 qui les annuleraient, et chois i r le second para­

mètre u3 de façon qu'aucune ne soit nul le , en considérant ensuite 

celles qui renferment ut, w 2 et w 3 , on pourra choisir w 3 pour 

qu'el les ne soient pas nul les , et ainsi de suite ; de cette façon les n ! 

valeurs de î i seront numér iquemen t distinctes. 

THÉORÈME. — 77 est toujours possible de former une fonction des n 
racines d'une équation, invariable algébriquement pour les substitu­ai I 
lions d'un groupe G d'ordre r, et dont les p = —• valeurs algé­
briquement distinctes pour toutes les substitutions le soient aussi 
numériquement dans le domaine de rationalité. 

Soient <!>ii 4*21 4v les valeurs de la fonct ion de Galois que nous 

venons de déterminer , pour les substitutions S i , S 2 , , S , du 

groupe G ; e l les sont a lgébr iquement et numér iquement distinctes ; 

fo rmons le produi t 

<?i = (M — +0(W — h)-· · 1« — "M ; 
il appartient a lgébr iquement au groupe G et a p valeurs a lgébr ique­

ment distinctes ; so ient 

<?=.=(«—<k,)(w—4S)-· ·(«—4\) et <?u=(w—\){u— 4^).. .(u—<\/tr) 
deux de ces p valeurs ; el les ne sont pas numér iquemen t identiques 

quel que soit u, car s inon les fonct ions 4̂  et ty% seraient respec­

t ivement égales à l ' o rd re près , et o a serait a lgébr iquement égal à ç>B, 

ce qui est imposs ib le ; on pourra donc exc lure les va leurs de u sa­

tisfaisant à l 'équat ion non identique oa — o 3 = 0 et à toutes les 

autres analogues et donner dès lors à u une valeur pou r laque l le 

les p valeurs soient distinctes numér iquement . 

COROLLAIRE. — Au moyen d'une fonction appartenant au groupe G 
et dont les valeurs algébriquement distinctes le sont aussi numérique­
ment, on peut exprimer rationnellement toute autre fonction apparie-
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liant algébriquement au même groupe ou à un autre contenant le 
•premier. 

Il suffit en effet de reprendre le ra isonnement du g 17, et d 'ex­

pr imer la fonct ion «h que l 'on veut calculer au m o y e n de la fonc­

tion donnée en se servant de la formule de Lagrange : le po ly ­

n ô m e 

donne ^ quand on remplace z par ah ; le dénominateur c o m m u n 

est le produi t n*'(<p A), et il n 'est pas nul puisque l 'équat ion 

<l>(z) = 0 a ses racines inégales . 

Lagrange , dans son cé lèbre m é m o i r e sur la résolut ion des équa­

tions ( * ) , a examiné l e cas où l 'on donne une fonct ion quelconque 

<p( des racines appartenant a lgébr iquement au groupe G , et où l 'on 

veut calculer une autre fonct ion appartenant a lgébr iquement au 

m ê m e g roupe ; si les p valeurs de <pt ne sont pas numér iquemen t 

distinctes, la mé thode précédente est i l lusoire ; il faut dans ce cas 

résoudre une équation d'ordre plus ou m o i n s é l e v é , c o m m e l'a 

mont ré Lagrange dans son m é m o i r e . Nous allons cependant démon­

trer l ' impor tant théorème suivant : 

43. THÉORÈME. — Si une fonction <pt est numériquement invariable 
pour les substitutions d'un groupe G, toute autre fonction tyt numéri­
quement invariable pour les substitutions du même groupe ou d'un 
autre le contenant s'exprime rationnellement au moyen de la première. 

Soit tpi la fonct ion donnée appartenant numér iquement au 

groupe G , mais a lgébr iquement à un autre groupe G i qui ne peut 

être que G ou un sous-groupe de G ; soit de m ê m e 4*i la fonct ion 

que l 'on veut calculer , appartenant numér iquemen t à G et a lgébr i ­

quement à un sous-groupe G 2 de G ; soit H le g roupe c o m m u n à 

n ! 
G , et G 2 ; si r est l 'ordre de H , et p = — , on peut met t re les 

n ! substitutions du groupe symétr ique sous la forme d'un tableau 

de la f o r m e 

H ï „ H S 2 , H S P , 

où s,. . . . , z p sont convenab lemen t choisies (§ 6 et 14) . 
(*) Le Mémoire de L A G R A N G E fait partie des Mémoires de iAcadémie de Berlin, 

1770 et 1771; la partie relative à la question actuelle est reproduite dans l'Algèbre 
supérieure de S E R R E T , t. II, p. 433. 
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L e s p valeurs de <pi pour 2 , , s 2 , . . . , s p ne sont pas généra le ­

m e n t distinctes n u m é r i q u e m e n t ; soient cpt, o 2 , tp„ celles qui 

le sont ; on pourra toujours fo rmer l 'équation à coefficients s y m é ­

triques ayant pour racines les va leurs a lgébr iquement distinctes 

de Ç i , et en déduire , par la m é t h o d e des racines égales , une équa­

t ion 

* ( z ) = (z — ? 1 ) ( z — c p 2 ) . . . (3 — <?,) = 0 

ayant c o m m e racines s imples ? i , ? 2 , . . . , ç 3 ; ses coefficients seront 

ra t ionne l lement expr imables dans le domaine . 

De m ê m e les p va leurs de ^i ne sont pas distinctes numér ique ­

m e n t en généra l , mais par hypothèse toute substitution conservant 

à tpi sa valeur numér ique joui ra de la m ê m e propr ié té re la t ivement 

à tyi, sans que la réc iproque soit nécessa i rement v r a i e . Supposons, 

pour fixer l e s idées, que parmi les p valeurs de » , en existent m 

numér iquemen t égales à tp f. 

Considérons la fonct ion 

~ z — ?fc *(<?/<) 

où la s o m m e est étendue aux p va leurs que prennent s imultané­

m e n t o, et tyi pour les substitutions S,, S 2 , . . . , S P ; e l le est c o m ­

posée de p t e rmes qui ne sont pas tous distincts en général ; 

d'après les hypothèses faites, m d'entre eux sont relatifs à o, et ont 

tous î i c o m m e coefficient, de sorte que la fonct ion peut s 'écrire 

, . * ( z ) 1 „ * ( z ) 1 

2 — ? i * ( < ? i ) Z — ou *(=>/,) 

la s o m m e indiquée au second m e m b r e étant étendue aux valeurs 

de o autres que 

^ ( z ) est, dans tous les cas, une fonct ion symé t r ique des n racines 

a-,, . . . , xn, car e l le ne change pas de valeur a lgébr ique pour une 

substitution que lconque ; e l le s ' expr ime ra t ionne l lement au m o y e n 

des coefficients de l 'équat ion donnée , et son dénominateur , qui est le 

produi t 

* ' ( ? 1 ) . * ' ( ? 2 ) . . . * ' ( o S ) , 

n'est pas nul , puisque » „ o 2, . . . , o , sont racines s imples de 

* ( z ) = 0 ; ce dénominateur est du reste le d iscr iminant de * ( z ) . 

Soi t 

*T(z) = A , z s 1 4- A 2 z » - 2 -4 \- A s 
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la foncl ion ainsi obtenue ; lorsqu 'on y remplace z par <p,, e l le 

prend la valeur mtyj, de sorte que l 'on a 

m | , = A , ? ! - 1 + Aï?",-» -\ h A , ; 

est ainsi e x p r i m é au m o y e n de » 1 par un p o l y n ô m e entier à 

coefficients symét r iques . 

On peut encore raisonner de la manière suivante : 

Effectuons sur la fonct ion 4*i?î les substitutions s,, s,, s p ) 

et formons la s o m m e des résultats ; c'est une fonct ion a lgébr ique­

ment symét r ique , et par suite ra t ionnel lement expr imable ; si nous 

ordonnons la s o m m e suivant les valeurs distinctes o 2 , . . . , œs, 

nous aurons 

m^tî -H ? Î ( < W + * ; + • · • ) + <?%.Vi++; + · • 0 H — L - ? Î ( < W + - M - • • · ) 

= F % ( R , R', R " , . . . ) , 

où <]*s, sont des valeurs de ^ distinctes ou non, de m ê m e 

Va, ^ 3 » etc. Donnons à X les valeurs 0, 1, 2 , . . . , s — 1 ; nous au­

rons s équat ions l inéaires par rapport à m^t, 

+ l" , · · · ! le déterminant A des coefficients est le déterminant de 

Van der Mond relatif à o „ 9 a , . . . , <?s et n'est pas nul ; on aura ainsi 

en particulier 

AT A4A 
M L , = 

A2 

où A, est le déterminant fourni par la mé thode connue de résolu­

tion ; sous la dernière f o r m e , A,A est une fonct ion symét r ique 

entière de o „ <p3, . . . , <j„ car 

A,A 

1 

F, 

1 

?2 

1 

<?3 

X 

et s 'expr ime d'une maniè re entière au m o y e n des coefficients de 

l 'équation 

z — ? 1 

donc d'une man iè re entière au m o y e n de 0 1 ; A2 est une fonct ion 

symét r ique qui n 'est autre que le discriminant de * ( z ) et il n'est 

pas nul. L a proposi t ion se t rouve ainsi démont rée . 
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C o m m e cas part iculier de ce théorème , nous avons le coro l la i re 

suivant : 

COROLLAIRE. — Si une fonction des racines d'une équation est numé­
riquement invariable pour toutes les substitutions, elle s'exprime, 
rationnellement au moyen des coefficients de l'équation. 

Il suffit en effet de p rendre pour la fonct ion donnée et pour 

<?i une fonction a lgébr iquemen t symét r ique quelconque ou m ê m e 

l 'unité. Si H est le g roupe auquel appartient a lgébr iquement la 

fonction <}/, et si r est l 'o rdre de ce g roupe , on aura * = 1 et 

n ! 
m = p = — , de sorte que r 

Phot = F ( R , R', R " , . . . ) . 

On peut encore dire que la s o m m e des valeurs a lgébr iquement 

distinctes de 4*n qui e s t ici égale à p<l1( est une fonct ion symét r ique 

des racines et s ' expr ime ra t ionnel lement . 

44. E n choisissant une fonct ion de Galois dont les n ! valeurs 

soient numér iquemen t distinctes, on a une fonct ion au m o y e n de 

laquelle toute fonct ion des racines, et en part icul ier les racines 

e l l e s -mêmes s 'expr iment ra t ionnel lement , c o m m e nous l 'avons dit 

au § 20. 

Il résulte de là que si l 'on connaît la valeur d'une te l le fonct ion 

des racines, on peut dé te rminer cel le des racines e l l e s -mêmes , 

et l 'on a résolu l 'équat ion ; il suffit ainsi, pour résoudre une équa­

tion de degré « , et t rouver ses n racines , de calculer une seule 

racine d'une équation de degré n !, dont les coefficients sont ra t ion­

ne l lement connus au m o y e n de ceux de l 'équat ion donnée ; cette 

équation auxil iaire de degré ni s 'appelle équat ion réso lvante de 

Galois. 

Nous appellerons en général résolvante une équat ion satisfaite 

par les différentes valeurs d'une fonct ion dé t e rminée des racines de 

l 'équation donnée , et dont la résolut ion sert à s impli f ier cel le de 

cette équat ion. 

La recherche d'une racine de la résolvante de Galois ne c o m p l i q u e 

pas le p rob l ème de la dé terminat ion des n racines de l 'équat ion 

donnée , et lui est équ iva len te ; du reste, pour t rouver ces dernières , 

il faut calculer une racine d'une équat ion de degré n, puis une 
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racine d'une équat ion de degré n— 1 déduite de la p remière , et 

ainsi de suite, et le produit des degrés de ces équations successives 

est égal à n ! 

45. Une autre not ion fondamentale introduite par Galois dans le 

théorie des équations est cel le de groupe d'une équat ion donnée . 

Soit 

(2) f(x, R , R' , R " , . . . ) = xn -h c , » " - 1 - f - ex»-* H -+ - c „ = 0 

une équat ion de degré n dont les coefficients sont des fonctions ra­

t ionnelles des é l émen t s d'un domaine ( R , R' , R", . . . ) et dont les 

racines sont xu x2,..., x„. F o r m o n s une fonct ion de Galois 

(Jlj = UtXi -+- u2x2 -+- • • • •+- unxn 

ayant des valeurs numér iques distinctes pour toutes les substitu­

t ions, et l 'équation résolvante 

T(Ï) = (a — «Mi — <w)... (2 — .) = 0. 
L e p r emie r m e m b r e est une fonct ion symét r ique des racines x et 

s 'exprime ra t ionnel lement dans le domaine ; décomposons - le en ses 

facteurs i rréductibles dans ce doma ine , et soit 

cel te décompos i t ion ; supposons que ^ ( z ) soit le facteur contenant 

z — 4*1) e t q u e l 'on ait 

= ( z — * , ) ( * - · } . , ) . . . ( * — < l v ) ; 

les fonct ions <j/,, 4/a, ·.4v se déduisent de 4*i par des substitutions 

que nous désignerons par S i = l , S s , S r , effectuées sur les 

racines ; j e dis qu'el les fo rment un g r o u p e ; en effet, si l 'on effec­

tue l 'une des substitutions précédentes , te l le que S„, les fonctions 

T I I 4̂1 · · -i se changent r e spec t ivement en des valeurs 4,i, 44. · · ·, <Ki 

mais l e p o l y n ô m e ^ ( z ) est une fonct ion des racines qui reste inva­

riable, ainsi que ses coefficients : par suite les nouve l les va leurs 

des ii sont, à l 'ordre près, identiques aux premières ; si l 'on effectue 

alors success ivement deux substitutions S a , S p , 4*i s e r a changé en 

une des r valeurs 4v, de sorte que le produit S a S ? est 

une des substitutions de l ' ensemble ( S | S 3 . . S , ) ; cel les-ci fo rment 

b ien un g roupe . 

Toute fonct ion des racines numér iquemen t invar iable par les subs­

titutions de ce g roupe s ' expr ime ra t ionnel lement au m o y e n dos 
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é léments du domaine de ra t ional i té . En effet, si ^i{x\, x±, .. ,,xn) 

est une tel le fonct ion, on peut l ' expr imer ra t ionne l lement au m o y e n 

de la fonct ion «J'I de Galois ; soi t ç i ( x i , . . . , xn) = P ( 4 ' I ) - Effectuons 

sur xt, x2,xn les r substitutions du groupe ; le p r emie r m e m b r e 

<?, reste numér iquemen t invar iable dans le domaine , e t l e second de­

v ien t F ( 4 " 2 ) , · . . , F ( 4 > , . ) , de sorte que 

? I = F ( W = F ( W = · · · = F ( - I , ) = L - F F ^ O - F - F ^ - T - . · . ] ; 

la parenthèse étant symét r ique par rapport à ^ Î I "l'AI · · · I 4 V s'ex­

p r ime ra t ionnel lement au m o y e n des coefficients de par suite 

<?, a une valeur rat ionnel le dans le d o m a i n e . 

Il est év iden t que si une fonct ion <?i(a?i, x$, xn) reste algé­

b r iquemen t invariable par les substitutions du g roupe , e l le est aussi 

numér iquemen t invar iable dans le domaine , et s ' expr ime ra t ionnel­

l e m e n t . 

Réc ip roquemen t , toute fonct ion des racines ra t ionnel lement expr i ­

mab le dans le domaine reste numér iquemen t invar iable pour les 

substitutions du g roupe précédent . 

En effet, soit <? i (x n x2, ··., xn) = Â ( R . R' , R", · · . ) une fonct ion 

ra t ionne l lement expr imable ; e x p r i m o n s l e p remie r m e m b r e au 

m o y e n de la fonct ion 4*1 de Galois ; si <?, = F ( < ] / , ) , on aura une 

équat ion de la f o r m e 

F ( 4 ' 0 = A R I R ' I R " I · · · ) ; 

c o m m e el le admet l 'une des racines de l 'équat ion i r réduct ible 

^ ( 2 ) = 0, e l le est satisfaite par toutes les autres, de sorte que 

l 'on a, pour chacune d 'e l les , 

F ( W = / " ( R , R \ R " , · • · ) = * » , . · . , « » ) . 

On vo i t que la fonct ion ©, conserve la m ê m e va leur lo rsqu 'on 

r emplace <pi par une des va leurs . . . , 4 S et par suite reste 

n u m é r i q u e m e n t invar iable pour les substitutions du g roupe . On 

peut dès lors énoncer le théorème suivant (*) : 

T H É O R È M E . — Etant donnée une équation f(x, R , R', R", . . . ) dont 
les racines sont inégales, et dont les coefficients font partie d'un domaine 
( R , R ' , R", ...), il existe entre les racines un groupe de substitutions 

(*) C. J O R D A N , Traité des Substitutions,v. 257 ; S E R B E T , Alyèbre supérieure, t. II, 
p. 639 , 
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tel que toute fonction des racines dont les substitutions de ce groupe 
n'altèrent pas la valeur numérique dans le domaine soit rationnelle­
ment exprimable, et réciproquement. Ce groupe est appelé le groupe 
de l'équation. 

46. Pour le dé te rminer prat iquement , nous cons idérerons la fonc­

tion de Galois 

<h = utXi -+- u,x2 4 - h unx„, 
où Mi, ih, •• · , M„ sont laissés à dessein indéterminés , et l 'équat ion 

résolvante 

W(z) = n[z — utXi — u2x2 —... — vnxn] — 0 , 

où le produi t est étendu aux n ! substitutions ; si le facteur i r réduc­

tible Vi fz ) qui s'annule pour z = 4<i est (z—<W)( 2 — "H)---! 2—4"·)' 

c'est-à-dire 

»'i(z) = n a [ z — W , ^ — u,xai — . . . — M n . T a J , « = 1 , 2 , . . . , » · , 

c'est une fonct ion entière de z , à coefticients ra t ion­

nels dans le domaine ; j e dis qu 'e l le appartient, par rapport aux 

indéterminées ut, M2, . . . , M„, à un groupe identique au groupe G de 

l 'équation. 

En effet, la fonct ion 

<k = MiX a i 4 - u2xH 4 - · • · 4 - unxln, 
dérivée de 4*i P a r l a substitution S a , peut encore s 'écrire, en l'Qr-

donnant par rapport à x,, x2,..., xn, 
ty* = uhxt 4 - uhx2 4 4 - uhxn, 

où (M ? 1, M^,. . . , u ? J se déduisent de (MJ, M2,. . . , un) par la substi­

tution S{, = S a ' . On obtiendra donc tous les facteurs de ^ ( z ) en 

laissant dans z — ^ les quantités ari, x2, . . . , a-,, fixes et effectuant 

sur les paramètres in, M2, . . . , u„ les substitutions S f 1 , S r 1 , . . . , S r 1 , 

c'est-à-dire toutes les substitutions du groupe G lu i -même, prises 

dans un autre ordre ; on vo i t ainsi que la fonct ion ent ière i"i des 

indéterminées wi, w 2 , • · · , « , » reste a lgébr iquement invariable lo rs ­

qu'on effectue sur ces quantités les substitutions d'un groupe iden­

tique à celui de l 'équation. 

Ce sont du reste les seules jouissant de cette propr ié té ; suppo­

sons en effet que T | reste invariable pour une substitution S p effec­

tuée sur M,, Mj, . . . , M„; e l l e le sera alors lorsqu 'on laissera ces 
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paramètres fixes et qu 'on effectuera sur x„ a-2, . . . , x„ la substitu­

t ion inverse SJT 1 ; c o m m e 'Fi est une fonct ion des racines ration­

ne l l ement expr imable , S p

 1 et par suite S p appartiennent au 

groupe G de l 'équat ion. 

P o u r avo i r ce g roupe , on aura donc à chercher , pa rmi les n ! 

substitutions, cel les qui laisseront a lgébr iquement invar iable la 

fonction ^ ( z , uu M 2 , . . . , w„) lorsqu 'on les effectuera sur les indé­

terminées U i , M 2 , . . . , un. 

E n réalité, il reste encore une indéterminat ion dans le p r o b l è m e ; 

on ne peut dist inguer, pa rmi les facteurs i r réduct ibles de v ï " (z ) , 

celui qui admet c o m m e facteur z — «pii mais cette indétermina­

tion tient à la nature des choses, et est due à ce fait que l 'on peut 

attribuer d'une man iè re arbitraire les indices 1 , 2 , . . . , r c aux n 

racines d'une équat ion. Supposons que la décompos i t i on de v ( z ) 

donne 

w{z) = 'F , (z )>w 2 (z )>V . .wf(zyf ; 
j e dis que les facteurs sont du m ô m e degré , et affectés du m ê m e 

exposant, égal à l ' un i t é ; en effet, les racines <K, «l**, ...,tyn<- de 

w ( z ) = 0 étant toutes distinctes, cette équat ion n'a pas de racines 

égales, et les exposants n,, (JL2, . •., p, do iven t être égaux à l 'uni té . 

Soit en outre 

V , ( s ) = (z — — M 2 X 2 . . . — unxn)(z — u,x2i —...)... 
et s une substitution n'appartenant pas au groupe G, transformant 

z — 4*i en un facteur z — ^<r = z — «iar s — u2xGl — · · · — « B \ d e 

T j ( z ) ; à la substitution s effectuée sur les x co r respond une 

substitution 2 1 effectuée sur les indé terminées u ; e l l e trans­

fo rme wt[z) en un p o l y n ô m e i r s ent ier en z, rat ionnel dans le 

domaine donné, et i r réduct ible , car, s'il ne l 'était pas, ^ ( z ) qui 

s'en déduit par la substitution s effectuée sur les quantités u serait 

réductible contra i rement à l 'hypothèse . Ce p o l y n ô m e V , a de plus 

un facteur c o m m u n z — <|;a avec * " 2 ( z ) qui est i r réduct ib le , et par 

conséquent lui est ident ique . En répétant ce ra i sonnement , o n v o i t 

que les facteurs i rréductibles sont du m ê m e degré , et se déduisent 

du premier par des substitutions s 2 , s 3 , . . . , z p effectuées sur lésa;, 

ou les substitutions inverses sur les u ; on obt ient ainsi, au m o y e n 

des r facteurs de la f o r m e z — 4i de ^ ( z ) , pr facteurs distincts, 

et c o m m e les n ! valeurs de sont différentes, on a pr =. n !. 
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Les groupes déduits des facteurs de v ( z ) sont respec t ivement 

G, 2 r ' G S 2 , S r ' G S , , . . . , 

et sont semblab les ; ils sont ident iques, au choix près des indices , 

d'après ce qu 'on a v u au § 7, et l 'on peut prendre l'un quelconque 

d'entre eux c o m m e groupe de l 'équat ion. 

Chacun des facteurs i r réduct ibles de u r ( z ) , égalé à zé ro , fournit 

une équation résolvante dont chaque racine est une fonct ion de 

Galois à n ! va leurs ; on peut appeler l 'une quelconque de ces équa­

tions une résolvante de Galois , et la connaissance d'une seule 

racine de l 'une d 'el les entraîne cel le des racines x,, x2, . . . , xn e l les-

mêmes , c'est-à-dire fournit la résolut ion de l 'équat ion proposée . 

Le procédé de calcul que nous avons indiqué à la fin du § 20 est 

encore applicable ic i . Soit w a ( z ) un facteur i rréduct ible de V(z) ; 

c'est un p o l y n ô m e entier par rapport à z, w „ u3, . . . , u„, dont les 

coefiicients font part ie du domaine de rationalité ; il s 'annule iden­

t iquement lorsqu 'on remplace z par 

l F « = U^Xi -+- U^XÎ -I h U^Xn, 

par e x e m p l e , lorsqu 'on tient compte des relat ions qui existent entre 

les racines x et les coefficients de l 'équat ion. Si l 'on prend sa dér i ­

vée par rapport à l 'une des indé terminées u, e l le s'annulera pour 

z = «ji., de sor te que les re la t ions 

+ <*=* .* . - . » ) 

seront des identi tés lorsqu 'on remplacera z par tjv et donneront les 

valeurs des n racines xt, x2, . . . , xn en fonct ion de ty*. 

On vo i t de cette façon que la résolut ion d'une équation de 

degré n dont le groupe est d 'ordre r revient à la déterminat ion 

d'une seule racine d'une équat ion résolvante de degré r. 

47. L e groupe de l 'équation générale est le g roupe symét r ique ; 

en effet, s'il en était autrement , et si le groupe de l 'équat ion 

(3) f(x) = x" - + - c , » " - 1 + c,xn-* - H h c „ = 0 

était un groupe particulier G, on pourrait fo rmer une fonct ion o, 

des racines numér iquemen t invariable pour les substitutions de G 

et variable pour toute autre, ra t ionnel lement expr imable , et satis-
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faisant alors à une identité de la fo rme 

° i ( x i , x 2 , . . . , xn) = / ' ( c , , c 2 , . . . , c „ ) ; 

or le second m e m b r e , lorsqu 'on y remplace les coefficients par 

leurs valeurs en fonct ion des racines, est symét r ique par rapport à 

xu x-i, . . . , xn que l 'on peut cons idérer c o m m e variables indépen­

dantes, tandis que le p r e m i e r m e m b r e ne l 'est pas ; il y a donc 

imposs ib i l i t é que l e g roupe G soit autre que le g roupe symét r ique . 

Lo r sque le g roupe G d'une équat ion n'est pas le groupe s y m é ­

tr ique, cette équation est spéciale ; il exis te au m o i n s une fonct ion 

des racines appartenant au g roupe , non iden t iquement nul le a lgé­

b r iquement , et r a t ionne l lement expr imab le , de sorte qu ' i l existe 

entre les racines et les é léments du domaine de rationali té au 

moins une relat ion de la fo rme 

<?,(*,, x„) = f(R, R ' , R", . . ) . 

On peut en fo rmer d'autres, en choisissant des fonct ions numéri ­

quemen t invariables pour le g roupe G ou pour un g roupe conte­

nant ce dernier , mais toutes ces relat ions sont caractérisées par le 

g roupe de l 'équat ion et sont contenues imp l i c i t emen t dans l 'équa­

t ion résolvante de Galois . P renons en effet une te l le équat ion résol­

vante , par e x e m p l e ^ " i ( z ) = 0 ; l e p r e m i e r m e m b r e est, c o m m e 

nous l ' avons dit, une fonct ion de n i , w 2 , . . . , « „ iden t iquement 

nul le lo rsqu 'on r e m p l a c e ; par 

<\>, = mxi 4 - w2a;2 4 - · · · 4 - vnxn ; 

si, après cette substitution, on l 'o rdonne suivant les puissances des 

indé terminées u, les coefficients des différents te rmes seront nuls. 

Ces coefficients sont du reste des fonct ions des racines invar iables 

par les substitutions du groupe et, en les annulant, on obt ient des 

relat ions entre les racines et les paramètres R, R' , R", . . . du d o ­

maine de rat ional i té . 

On peut dire que toutes les relations ainsi obtenues sont contenues 

dans l 'équat ion unique 

T i ( M l X l 4 - u&i 4 Y- unx„) = 0. 

Je vais mon t re r inve r sement que toute relat ion existant entre les 

racines est une conséquence de cel les dont nous venons de parler ; 

supposons en effet que l 'on connaisse a priori une re la t ion entre les 

racines et les é léments du domaine de rationali té 

f(xh x^.. , R , R', R " , . . . ) = 0 ; 
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le premier m e m b r e , qui est numér iquemen t égal à zé ro , et par con­

séquent ra t ionnel lement expr imable , appartient au groupe de l 'équa­

tion, d'après le théorème fondamental ; de plus , si l 'on remplace 

leurs valeurs en fonct ion de <\>I, e l le se trans­

forme en une relat ion 

F ( A „ R, R ' , R", . . . ) = 0 . 

Cette équat ion, ayant une racine c o m m u n e avec l 'équation i r ré­

ductible = 0, a son p r e m i e r m e m b r e divis ible par »Fi(<]>i), 
et chaque facteur i rréductible de F est identique à w 4 ; par suite F 

est égal à une cer taine puissance de w l s et la relat ion F(̂ i) = 0 

est une conséquence de la re la t ion Wi(iJ'i) = 0, ainsi que nous 

l 'avions annoncé. 

On vo i t f ac i lement que , dans le cas où le groupe de l 'équation est 

le g roupe s y m é t r i q u e , les coefficients des différents termes de la 

fonct ion ^"(UIXT •+- U2X2 -+-...-+- UNXN) o rdonnée suivant les puis­

sances des indé terminées U sont tous des fonctions symét r iques des 

racines, et les relat ions obtenues dans ce cas sont les relat ions con­

nues existant entre les coefficients de l 'équat ion et ces fonctions 

symét r iques . 

On v o i t par suite que si l 'on connaît les relat ions distinctes qui 

existent entre les racines et les é léments du domaine de rationali té, 

on peut t rouver le g roupe de l ' équat ion en cherchant les substitu­

tions pour lesquel les ces relat ions restent numér iquemen t vér i f iées . 

Ainsi , par e x e m p l e , considérons l 'équation bicarrée 

xi-\-pxI-T- q — 0, 

dont les racines sont xt, X2 = —X^ X3 et ar4 = —X 3 ; j e dis 

que le groupe de cette équat ion est le g roupe Gi du § 12 

Gi = [ 1 , {XIX3), (tfjffi), {XIX^X-IXI), {XIX^XIXI), {XIXI){XÏX3), 

(XIXIXSXJ), (x,X3X3XT)]. 

Par la p r e m i è r e m é t h o d e , j e fo rme la fonct ion de Galois 

4», = UYXI -+- U2X2 -+• U3X3 -+- W4a?4 = (Ui U2)XI -+- (w3 — ut)x3 

et l 'équat ion résolvante de Galois ; le facteur relatif au g roupe G) 

= (s — +,)(a — i>2)...{z — +,) 
est ra t ionne l lement expr imable , car c'est une fonct ion symétr ique 

VOGT. — nÉ9. ALG. 6 
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de x\ et x\ ; il est du reste facile à calculer , et est égal à 

z 8 — '2zsq[(ui — u2f 4 - (w 3 — M T ) ' 2 ] - \ ; 

on vér i i ie que les substitutions du groupe G i effectuées sur les M , 

le laissent invar iable . Par la seconde mé thode , les relat ions entre 

les racines sont 

Î I H - Ï Î = 0, x3 -+- xi, = 0, 

et el les restent numér iquemen t invar iables pour les substitutions 

de Gi. 

On peut remarquer à ce propos que toute re la t ion entre les racines 

en entraine une autre entre les coefficients Ci, c 2 , . . . , c„ de l 'équa­

tion mi se sous la f o r m e (2), car si une te l le re la t ion est par 

exemple <?(a?i, a;2, . . . , x„) = 0, et si l 'on effectue l e produi t des 

valeurs de <p pour les substitutions qui changent sa fo rme a lgé ­

br ique, on a une fonct ion symét r ique exp r imab le au m o y e n des 

coefficients et éga le à z é r o . R é c i p r o q u e m e n t , toute re la t ion 

F ( c i , c 2 , . . . , c„) = 0 est une re la t ion entre les racines en rempla ­

çant les coefficients par leurs express ions en x u x,, . . , xn ; cette 

re la t ion peut se d é c o m p o s e r en plusieurs autres en généra l . 

Par e x e m p l e dans le cas précédent , les coefficients satisfont aux 

condit ions c, = 0, c 3 = 0, qui donnent xt -h ar2 = — ( a ^ - f - a ^ ) 

et xix2(x3-\-xi)-hx3xi(xi-^-x,) = 0, d 'où [Xi-h x2){xix2— x3Xi) = 0; 

l 'hypothèse a;, -+- a?2 = 0 donne x 3 + a;4 = 0 ; la seconde , 

XtXo = x3Xi, j o in t e à Xi-+-x2 = — ( a ; 3 - i - a ; t ) , indique que les 

deux p remiè re s racines sont égales et de signes contrai res aux 

deux autres, c 'est-à-dire que Xi+x3 = 0, x2-\-x^ = 0 ; on 

obtient toujours le m ê m e groupe pour l 'équat ion, au choix près des 

indices . 

48. N o u s mont re rons plus l o in le parti que Galois a t iré de la 

not ion de groupe d'une équat ion spéciale pour l 'étude des équat ions 

réso lubles ; nous vou lons pour le m o m e n t ind iquer la p ropr ié té 

fondamentale suivante : 

Considérons une équat ion f[x, R, R ' , 11", . . . ) = 0 i r réduct ib le 

dans le domaine ( I I , R ' , R", . . . ) et ayant un g roupe G . Je dis que 

ce groupe jou i t de la p ropr ié té qu ' i l existe au moins une substitu­

tion remplaçant un é l é m e n t que lconque a-ft par un autre xk arbi-
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trairement chois i ; on expr ime ce fait en disant que le groupe est 

transitif ( * ) . 

Supposons, en effet, qu'i l ne soit pas transitif; il existera alors au 

moins un groupe d 'é léments x u x2, . . . , a?„ en n o m b r e < . n , tel 

que toutes les substitutions de G les laissent invariables , ou les 

permutent entre eux, mais non avec les autres ; s'il en est ainsi, les 

fonctions symét r iques de ces a é léments appart iennent au groupe 

G et le produi t <p(a?) — (x — x,){x — x2)...(x— xj est ra t ionnel­

lement exp r imab le , par suite f n'est pas i r réduct ible , contraire­

ment à l ' hypo thèse . 

Réc ip roquement , toute équation dont l e groupe est transitif est 

irréductible ; supposons qu 'e l le ne le soit pas, et que 

o(x) = (x — Xi)(x — x2). · . (x — xx) 

soit un facteur rat ionnel de / ; aucune substitution du g roupe ne 

pourra permuter l 'un des é léments [Xi, x2,..., xx) avec un des autres 

tel que x 1 + i et le groupe ne sera pas transitif ; si, en effet, xi 

par e x e m p l e est r emplacé par pour une substitution, <y(x) ne 

reste pas invar iable pour toutes les substitutions de G et n'est pas 

ra t ionnel lement expr imab le . On peut donc énoncer le résultat 

suivant : 

THÉORÈME. — Toute équation irréductible a son groupe transitif, et 
réciproquement. 

Ainsi par e x e m p l e considérons une équation de degré n tel le 

qu'entre ses racines existe l 'unique relat ion Xi - H X2 = 0 ; le 

groupe de cette équat ion est d 'ordre 2 ( n — 2 ) ! et se compose 

des substitutions 1, (xix%) c o m b i n é e s avec cel les qui portent sur 

x3,Xi.,..., x„\ il n 'est pas transitif et l 'équat ion est réduct ible . On 

pourra calculer xxx2 au m o y e n de la formule de Lagrange en fonc­

tion de Xi -h Xi, car ces deux fonct ions ont le m ê m e groupe al­

gébr ique , et leurs valeurs a lgébr iquement distinctes sont éga lement 

distinctes en valeur n u m é r i q u e , puisqu' i l n 'exis te aucune autre rela­

tion part iculière entre les racines que cel le qui était donnée ; on for­

mera ainsi en fonct ion ra t ionnel le des quantités données les coeff i ­

cients de l ' équat ion 
X2 — (Xi - j - XÎ)X -+- X\X2 = 0, 

(*) L'étude des groupes transitifs a fait depuis C A U C H T l'objet de nombreuses 
recherches que l'on trouve résumées dans le traité de M . J O H U A N . 
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ayant pour racines xY et xt, et on aura de cette façon décomposé 

l 'équat ion en deux autres de degrés 2 et n — 2. 

49. Nous démont re rons de la m ê m e maniè re la p ropr ié té sui­

vante des équat ions résolvantes re la t ives à l 'équat ion généra le . 

Étant donnée l 'équat ion généra le de degré w, 

f[x) = xn - f - c,a; n- 1 + c,xn~i -t- h cn = 0, 

toute fonct ion entière ou ra t ionnel le des racines appartenant à un 

H ! 

groupe d'ordre r a pour toutes les substitutions p = — valeurs 

a lgébr iquement et numér iquement dist inctes, racines d'une équation 

de degré p à coefficients fonct ions symét r iques des racines, par 

suite fonct ions rat ionnel les des coefficients cu c 2 , c „ ; j e vais 

mon t re r que cette équat ion de degré p est i r réduct ible dans le do­

maine de rat ional i té (cu c 2 ) c „ ) . 

De m ê m e si une fonct ion <pt appart ient à un groupe G d'ordre r, 

sous-groupe d'un g roupe G' d 'ordre mr auquel appartient une fonc­

t ion iĵi, l es m valeurs <p,, o 3 , <?„, de oj pour les substitutions 

de G' sont racines d'une équat ion de degré m à coefficients rat ion­

nels par rapport à c,, c 2 , c „ , et ; j e dis que cette équation est 

i r réduct ible dans le domaine ( c 4 , c 2 , c„, î). 

Je démontrera i seu lement la deux ième de ces p ropos i t ions , d 'où dé­

cou le la p remiè re ; on a vu au § 21 que les substitutions du groupe 

G' se partagent en m l ignes de la fo rme 

GSj, G£2, GSM, 
cel les de la l igne GSa transformant o{ en <pa. Supposons que l 'équa­

t ion de degré wi ayant pour racines o,, ?2,..om soit réduct ible et 

que l e p remie r m e m b r e admet te un facteur 0 — ?I)(Z — ?î)-··(= — ?«) 
à coefficients rat ionnels en ct) c s , c „ et ; ce facteur ne chan­

gera pas pour les substitutions du groupe G', quel le que soit la valeur 

attribuée à z ; or la substitution de ce g roupe t ransforme au 

m o i n s cpi en oI+i et ne peut laisser invar iable , quel que soit 2, 
le facteur précédent , puisque les m va leurs de oy sont dis t inctes; il 

y a donc contradic t ion, et l 'équat ion est i r réduct ible , c o m m e nous 

vou l ions le démon t r e r . 
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CHAPITRE VIII 

DES ÉQUATIONS DU DEUXIÈME, DU TROISIÈME 

ET DU QUATRIÈME DEGRÉ. — RECHERCHES DE LAGRANGE 

50. L 'équa t ion générale du deux ième degré , 

X~ - + - C|3? 4 - c» — 0, 

a un groupe d 'ordre deux, G = [ 1 , (xtx2)], et le groupe al terné 

se réduit à la seule substi tution unité ; la fonct ion de Galois 

UiXi -+- u,Xa et les racines e l l e s -mêmes appartiennent au groupe 

alterné, et s ' expr iment ra t ionnel lement au m o y e n d'une fonct ion 

alternée que lconque . 

La fonct ion xt — x 2 est une tel le fonction dont le carré est 

symé t r ique , et n'est autre que le discriminant ; on a ainsi : 

Xi — x , = \jk — \Jc'\ — 4c 2 , 

Xi 4 — X2 C j , 

2a-i = — c, 4 - t/c? — 4c 2 , 2x2 = — c , — \jc\ — 4c 2 . 

51. L 'équat ion générale du t ro i s i ème degré , 

a - 3
 4 - c , a ; 2

 4 - c2x 4 - c 3 = 0, 

a un groupe symét r ique d 'ordre six, de sorte que la fonction de Galois 

est racine d'une équat ion du 6 e degré , mais on peut la dé terminer au 

m o y e n d'autres résolvantes . On aura d'abord une fonct ion al ternée 

en r é so lvan t une équat ion du second degré ; en part icul ier la fonc­

tion 

(xt — x,)(x2 — a? 3)(x s — x,) 

a deux valeurs égales et de signes contraires , et est éga le à la racine 
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(4) xt 

Xi — ^ — — • • I X} 

3<W 

O24-J — IOC ,«h + C\ — 3c 2 

Quel que soit le signe que l 'on prenne devant V ' A et la racine 

de l 'équation b inôme donnant I | I que l 'on chois isse , on obt ient le 

carrée du discriminant ; soit 

(xi—x2)(x,— Xj)(x3—A?I) = < / Â ~ = I / — (•BCL-R-ZLC'L)-R-18CIC2C3-R-C'1

LCL—4CJC3 

cette fonct ion al ternée ; toute autre fonct ion à deux valeurs s'ex­

pr ime ra t ionnel lement au m o y e n de la précédente , qui appartient au 

groupe al terné 
[1, (x,X&3), (XiX3X2)]. 

La fonct ion de Galois uiXi •+• u2x2 -+- u3xi a trois va leurs pour 

les substitutions de ce g roupe , et dépend d'une équation du troi­

s ième degré dont les coefficients sont des fonct ions à deux valeurs ; 

cette équat ion sera une équat ion b i n ô m e si l 'on prend en part icul ier 

la fonction 

(1) i>i = Xi -+• I O X J -t- ta*x3, 

où (o est une racine cubique imagina i re de l 'unité ; c o m m e on l'a vu 

au § 25, on a, en remplaçant les fonctions symét r iques fi, fï; f3 

par — c,, C2 et — c 3 , 

( 2 ) = _ c ï + A C i C , _ ^ . C l _ 3 ^ + i . ^ . 

l _l_ j 3 

Si l 'on prend pour <o la valeur , et qu 'on adjoigne 

au domaine de rat ional i té u> ou, ce qui revient au m ê m e , T / — 3, 

et de plus *J A , on a 

(3) (j lî = i . [ _ 2 c j H - 9 C l C l _ 2 7 c , — 3 / = 3 v T ] = - | - [ S , — 3 / = 3 Â j , 
S, étant une fonct ion symét r ique . 

Il suffit d 'avoir une seule racine de cette équat ion, que nous 

représenterons par 

pour avoir les autres et les racines de l ' équa t ion ; nous avons vu en 

effet au § 20 que l 'on a en fonct ion de «J-j 

V, - cfyi -t- C\ — 3c 2 
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m ê m e résultat pour les trois racines, à l 'o rdre près. En effet, chan­

ger le signe de y / A r ev ien t à effectuer dans la fonct ion al ternée 

(x , — x 2 ) ( x 2 — x 3 ) ( x s — Xi) une transposit ion te l le que ( x i x 2 ) ; chan­

ger la racine en l o ^ , ou w24i revient à effectuer sur la fonct ion 

4<i une des substitutions du groupe alterné ; le résultat est donc le 

m ê m e que si l ' on effectuait sur la suite des trois racines a^, x 2 , £3 

une substitution que lconque , ce qui revient à changer s implemen t 

la notat ion de leurs indices . 

Une autre m é t h o d e e m p l o y é e pour t rouver les trois racines con­

siste à calculer une racine de l 'équat ion (2) et une de l 'équat ion ana­

logue obtenue en changeant le signe de / A , c 'est-à-dire en effec­

tuant la transposit ion T = ( x 2 x 3 ) ; soient 

<Vi = Xi + «'«2 • + - w 2 * 3 = y "g" [ S i — 3 y / — 3 A ] > 

3 
< K = « 1 + Mj 4 - O2X2 = \ / -^ - [ S i -+ - 3y/— 3A 

ces deux racines ; en y jo ignan t la re la t ion 

Ci — Xi —H X2 ~Y *̂3, 
on a 

3 3x, = - c + yZ-i- [ S , - 3 v / - 3 A ] + y/-!- [s, + 3 v / - 3 A ] , 

3x 2 = 

3x 3 

• c i + toy'-i- [ S i - 3 v / = 3 Â ] - H coy/i- [ S . + 3 \ / = 3 Â ] , 
2 

3 

Il faut remarquer que 4*1 e t < K appartenant au m ê m e groupe , le 

groupe réduit à l 'unité, s ' expr iment ra t ionne l lement l 'un par l 'autre ; 

en se servant des formules (4) pour e x p r i m e r ty\ = » 1 • + - < * E 3 - + - T O s x 2 , 

on a p réc i sément 
c\ — 3c, 

AI' — - 1; 

on ne peut donc chois i r arbi t ra i rement que l 'une des deux racines 

cubiques. 

Les deux méthodes précédentes , qui sont ident iques, rev iennent 

à la déterminat ion d'une racine de l 'équat ion à laque l le satisfait la 

fonct ion 4i c'est u n e équat ion du 6 e degré que l 'on obt ient en 
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partant de l ' équat ion (3), et qui est 

(24-î — S,) 2-t-27A = 0. 

Cette équat ion du s ix i ème degré est l 'équat ion résolvante de L a -

grange , et elle se résout c o m m e on l'a vu par deux équations 

b i n ô m e s successives de degrés 2 et 3. 

52. L a m é t h o d e ord ina i rement e m p l o y é e pour arr iver aux for­

mu le s de Cardan rev ien t à la précédente ; en effet, on c o m m e n c e 

par effectuer la t ransformation x = —-^^-x1-, qui ramène 

l 'équat ion à la f o r m e a/3 -hpx' + q — 0, puis on pose x' = y -+-z, 

et l 'on détermine y et z par le sys tème 
yZ ~ — 3 ' ?/ 

qui est équivalent au suivant : 

z = —k' + & = o; 
on a ainsi à r ésoudre une équation du s ix ième degré pour dé termi­

ner y ; si i/i est une racine, et z t la va leur correspondante de z, les 

six racines sont yt, o>yu zt, u>zt, <o2z,, et les racines de l 'équa­

t ion donnée sont 
Ci 

Xi — — "g" " H î/l -t" Zl, 

a:2 = g - -h (o /̂) 4 - <u2i, 

x-i — g- + wt/i -+- to-Zi ; 

on t ire de là 

3î/i = Xi •+- OiXï -+- o>*X2, 

3Zi = X\ -+- a)2x2 -H o>a?3, 

de sorte que 3yi et 3z4 ne sont autres que les fonctions e t "lA 

qui nous ont servi dans la mé thode de Lagrange , et les deux procé­

dés sont ident iques . 

L a discussion de l 'équation du t ro i s ième degré est assez connue 

pour que nous ne la fassions pas ic i . 

53. L e s équations spéciales i r réduct ibles du t ro is ième degré sont 

caractérisées par un groupe part icul ier ; le seul g roupe transitif au-
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tre que le g roupe symét r ique est le g roupe alterné 

[ 1 , (XiX2X3), (XiX3X-,)], 

qui est en m ô m e temps le groupe des fonctions cyc l iques , puisqu'i l 

est composé de la substitution circulaire S = (xlxîx3) et de ses 

puissances (§ 26) ; les seules équat ions spéciales du t ro i s ième degré 

sont donc ce l les pour lesquel les une fonct ion à deux valeurs fait 

partie du domaine de rationali té ; c o m m e c'est aussi une fonct ion 

cycl ique, l 'équat ion devient , c o m m e nous le ver rons plus tard, une 

équation abé l ienne , et sa résolut ion ex ige seulement l 'extract ion 

d'une racine cubique et la connaissance des racines cubiques de 

l 'unité. La condi t ion nécessaire et suffisante pour qu'une équation 

du t ro is ième degré jouisse de cette propr ié té est que le discriminant 

soit carré parfait ; en supposant l ' équat ion mise sous la fo rme 

x3 4 - px •+• q = 0, il est faci le de fo rmer toutes les équations abé-

l iennes à coefficients entiers ou fract ionnaires; si l 'on pose 

A = — ( - Ï / ? 3 -f- 27c' 2) = r 2 , q = A p , r = pp, 
on a 

27X 2 -+- ix- , 27X 2 H- M - 2 27A S + JX2 p = --, q = -l i ,· = -,* - ; 
il suffit de donner à X et jx toutes les valeurs rat ionnelles possibles 

pour avoir les équations répondant à la quest ion. 

54. L ' équa t ion généra le du quatr ième degré , 

(i) f{x) — X* -+- CtX
3-+- C2X

2 -f- C3X -+- Ci = 0, 

a pour g roupe symét r ique G un groupe fo rmé de 24 substitutions 

jouissant de propr ié tés par t icul ières que nous avons déjà étudiées. 

Les pr incipaux sous-groupes sont : 

1° Le g roupe alterné G' d 'ordre 12, dont nous avons déjà par lé au 

§ 8 et fo rmé des substitutions 

1, (XtXiYxsX,,), (XiX-j^XzXj, {XlXl)(X}X3), 

(XiXlXt), (xtX3X2), (x,X3Xi), (XiXiX3), 

(XiX^Xi), (xiXiXi), (x2x3Xi), ( a w z s ) , 

2 · L e s groupes G i , G 2 , G 3 d 'ordre 8, auxquels appartiennent les 

trois fonct ions conjuguées 
©i = X\X2 -+ - XiXt, v2 = X\X3 -+- x-iX^ a3 — XtXt-i-x2x3 ( § 1 3 ) , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Gi = [ f , (XiX-i), (x&i), (XiXi)(x3Xi), {XiX3)(XiXi), (x^fax,), 

(XiXtXsXj, {X,XIXÎX3)]> 

G , = [ 1 , {x,x3), ( a r a a ? t ) , ( a * 1 a ? 3 ) ( a - 2 a? i ) , ( a ^ X a ^ ) , (xiXi)[x2x3), 

(x,X,X3Xi), [XtXtXsXî)], 

G3= [1, (x,Xi), {XÏX3), {xiX^xixJ, (x&^XîXi), { X I X Ï ) ( X 3 X , , ) , 

(XiXsXiXi), (x^x^)] ; 

ce sont des sous-groupes du groupe symét r ique et non du groupe 

alterné. 

3° L e g roupe d 'ordre 4, 

H = [ i , {XIXÎ^XSX,,), ( j ? , a ? : , ) ( x 2 . ' r t ) , ( a ^ X a ^ ) ] , 

auquel appart iennent la fonct ion 

c o , = xtx, -+• x-jXi. — a ; i a ; : 1 — x^x,, — (x, — x>,)(xi — x3) = <?i — < ? 2 

(§ 21) et aussi la fonct ion 

Z, = cp 1 - | - i ocp a - t - (0 2 o 3 = (XiX2-t-X3Xi)-\-<-o(XiX3-+-X2Xrt) ~h ^{XiX^-i-XsXs), 

où co est une racine cubique de l 'unité (§ 2 5 ) ; l e groupe H est un 

sous-groupe invariant du groupe symét r ique et des groupes G ' , 

G i , G 2 , G 3 , et c'est aussi le g roupe c o m m u n avec trois groupes 

G j , G 2 , G 3 . 

4 ° Les g roupes </,, g2, g3 d 'ordre 4 auxquels appartiennent respec­

t ivement les fonct ions 

7A=Xi+Xi—X3—x^ Xî=Xi+x3—Xi—Xi, X3=Xi-f-Xi—Xi—x3 ( § 2 1 ) , 

Qi = [l, {XiXi), (x3Xi), (XiX2){x3Xi)], 

g, = [ 1 , (Xix3), (x,X,t), (XtX^XïXi)], 

g3 = [ 1 , ( a ? , a ? 4 ) , {x,x3), ( a ^ X a * ^ ) ] ; 

g{ est un sous-groupe invariant de G i , de m ê m e g.2 de G 2 et g3 

de G 3 . 

5 ° Les groupes cyc l iques d 'ordre 4 ( § 2 6 ) , 

Cj = [ 1 , {XiX-tX&i), (XIXS)(XÏXI), {XiXiXîX3)], 

C 2 = [ 1 , ( a ; j a ; 2 a ; 3 x t ) , ( a ^ X a ; ^ ) , (xiXtX-^)], 

C3 = [ 1 , (xiXtX^), (XiX^xtXi), ( X ^ T ^ ) ] ; 

au premier appartient la fonct ion cyc l i que 

Wt — (Xi - + - W ] - + - i o 2 x 2 4 - lû^X^Y, 

où o ) est une racine p r imi t i ve de o > * — 1 = 0 , c'est-à-dire -t- * 
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r = 2 p = 12 Y' Y>" Y» Y» Y' ï> K, Kj K 3 

55. On en déduit différentes mé thodes de résolut ion : 

1° Celle de Lagrange consiste , en partant des fonct ions s y m é t r i -

ou — i ; par suite à ces trois groupes appart iennent respec t ive­

ment les fonct ions cycl iques 

Wt = [(a?, — a? 2) -V- i(x3 — Xi)Y, w\ = [(x't — Xî) — *(#3 —• Xi^Y, 

w2 = [{xi — x3) -+- I{XÏ — ar4)]*, w2 = [(a?, — x3) — i(x2 - » 4 ) ] * , 

w3 = [{x, - x\) -+- itxi — x3)]\ w'3 = [(x, — x^ — i{x2 — x3)f ; 

C i , C 2 et C 3 sont des sous-groupes invariants des groupes G , , G 2 , G 3 . 

6° Les groupes d 'ordre 2 (§ 8), 

KI =: [1, (XiXî){x3X,,)], K2 = [1, (XtX^lXiXi)], K3 = [1, (X,XI)(XÏX3)], 

formés des carrés des substitutions circulaires précédentes , et aux­

quels appartiennent les fonct ions 

[(XI— aî 2)-M'(a? 3—Xi)f, [{xi—X3)-r-i{Xi—Xi)f, [{xi—Xi>)-hi(xi-x3)f ; 

ce sont des sous-groupes invariants de H , ainsi que de C t , C 2 , C 3 

et g,, g*, g3. 

Il existe d'autres groupes d 'ordre 2, 

Y , = [1, fax*)}, -/i = [1, (xzXi)], IFS = [ 1 , (XiX3)], 

auxquels appartiennent des fonctions tel les que 

Ui{Xi -+- XÏ) - + - u3x3 -+• w 4 a ? 4 , 

et qui sont respec t ivement des sous-groupes invariants de </I, #2 

et g3. 

Nous ne considérerons pas les groupes d 'ordre 6 auxquels appar­

tiennent r e spec t ivement xt) x2, x3 et x 4 . 

On peut résumer ce qui précède dans le tableau suivant . 
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ques, appartenant au g roupe G , à ca lculer la va leur d'une fonction 

appartenant à l 'un des trois g roupes G,, G 2 , G 3 , par e x e m p l e la 

fonct ion ©, = xtx2 -t- x3xi- Il faut pour cela calculer l 'une des 

racines de l 'équat ion du t ro i s ième degré à laquelle satisfont 

o „ a>2, o3, et qui est (§ 151 

(2) * ( z ) = z 3 -4- d,z 2 -+- d2z -+- d3 = 0 , 

où 

di = — Ci, d2 = C|C 3 — 4c4, d3 = — c? -1- 4c,c t — c 2 c 4 . 

L o r s q u e l 'on connaît < p i , on peut calculer les fonct ions apparte­

nant au g roupe gt, qui est un sous-groupe invariant de G i , par la r é ­

solut ion d'une équation du second degré ; en part icul ier les quatre 

fonctions a^ - f - a^ , X\X2, x3 -+• a?4 et a?3.r4 sont dans ce c a s ; 

e l les appart iennent au groupe gi et s ' expr iment ra t ionnel lement 

en fonct ion de l 'une d 'e l les . 

Si l 'on considère par e x e m p l e la fonct ion tt = xtXi, e l le a, 

pour les substitutions du groupe G „ les deux valeurs ti et t2 — x3xt 

qui sont racines de l 'équat ion 

t- — ®,l -t- c 4 = 0 ; 

lorsqu 'on a dé te rminé une racine de cette équation, et qu 'on la 

prend pour va leur de ti = XiX2, on peut exp r imer les quatre 

fonct ions dont nous venons de parler , car on a déjà, en désignant 

par t2 l 'autre racine, 

XiX2

 = ¿1, X3Xt — t2 = cp4 — 
puis 

ti(x3 -+- .r 4) - h U(Xi -hx3) = — c 3 , 
xs + Xi -+- Xi + x2 = — Ci, 

d'où 
— C J - H ' C J / I — C 3 - 4 - C i * 2 Xi + ï î = > X3-t-Xi — — 

< î H »1 'i 
Il ne res te plus qu'à résoudre deux équat ions du second degré 

ayant pour racines l 'une Xi et x2, l 'autre x3 et a;4, connaissant respec­

t i v e m e n t la s o m m e et le produi t de ces quantités ; il suffit naturel­

l emen t de calculer l 'une des racines de chacune de ces équat ions , 

puisqu 'on connaît déjà at, + i ï et x3-hXi. On a ainsi les quatre 

racines de l ' équat ion (1) en calculant une racine d'une équat ion du 

t ro i s i ème degré ( 2 ) qui est la réso lvante de Lag range , et une racine 

de t rois équations du second deg ré . On s'assure i m m é d i a t e m e n t 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



q u ' u n c h a n g e m e n t d a n s le c h o i x de l a r a c i n e q u e l 'on c a l c u l e p o u r 

c h a c u n e d e s é q u a t i o n s r é s o l v a n t e s s u c c e s s i v e s r e v i e n t à u n e p e r ­

m u t a t i o n d e s i n d i c e s d e s q u a t r e r a c i n e s x u x,, x3, # 4 . 

56. 2 ° U n e m o d i f i c a t i o n a p p o r t é e à la m é t h o d e de L a g r a n g e c o n ­

s iste à p r e n d r e c o m m e f o n c t i o n d u g r o u p e <jt a u m o y e n de l a q u e l l e 

on v e u t c a l c u l e r l e s a u t r e s 

Xl =

 X> • +
 X* X* Xi'i 

p o u r l e s s u b s t i t u t i o n s de G, e l le a d e u x v a l e u r s é g a l e s e t de s i g n e s 

c o n t r a i r e s , e t l 'on a (§ 2 1 ) 

(3) x? = cl — id + iot. 
O n p e u t d o n c c a l c u l e r xt -+• x2, XiX2, x3-\-x,r, x3x^ e n f o n c t i o n 

de X!, m a i s il e s t p r é f é r a b l e d ' o p é r e r d e la m a n i è r e s u i v a n t e : 

L a f o n c t i o n yA a s i x v a l e u r s d e u x à d e u x é g a l e s e t de s i g n e s c o n ­

tra ires , e t e s t r a c i n e d 'une é q u a t i o n d u s i x i è m e d e g r é à coef f ic ients 

s y m é t r i q u e s ; o n l ' o b t i e n t s o i t d i r e c t e m e n t , so i t p a r l ' é l i m i n a t i o n 

de ç>i e n t r e (2) e t (3), c e q u i d o n n e , en p o s a n t x 2 = 9,, 

(4) <J>(e) = 9 3 4 - ( 8 c 2 — 3 c 2 ) e 2 - | - ( 3 ^ — 1 6 ^ ^ + 1 6 ^ + 1 6 ^ — 0404)8 

— (ci — 4c,cL, + 8 c 3 )
2 = 0. 

S o i e n t 8 t , 02, O3 l e s t ro i s r a c i n e s de c e t t e é q u a t i o n ; l e s é q u a t i o n s 

Xi = Xi -t- Xi — X3 — Xi = A ' 

7.2 = Xi-t-X-i — Xi — Xi = Aï, 
x 3 -- Xi-h xi — x2 — X3 = / e 3 . 

Xi -H X2 ~+- X-j ~+- Xi = — Ci 
! — ci-h v /ô"i+ A-hA* 
I Xi 

d o n n e n t 

x, ---
(3) 

4 

— Ci -+- A — A* — A 
4 

— Ci — fa-r-A — A 
4 

— ci — Ai — A3 

Xi = 
I 4 

m a i s il f a u t r e m a r q u e r q u e , d è s q u e l 'on a c h o i s i c e l l e d e s d e u x v a -
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leurs de /9"i que l 'on prend pour / , et cel le des deux valeurs de Jïh 

que l 'on prend pour x2, / 3 se t rouve par cela m ê m e dé te rminé , et on 

ne peut chois i r qu 'une seule va leur de ^"67 ; la fo rmule donnant xt 

ne présente ainsi que quatre déterminat ions qui sont les valeurs des 

quatre racines. 

Cela tient à ce que le produi t yy/yi3 est symét r ique , et que l 'on a 

(fi) yS/S/a - — s*2i^ + 2 S a ; , x 2 x 3 = — (c\ — 4c ,c 2 -+- 8c 3 ) . 

On a donc , au fond, à calculer deux racines d'une équat ion du 

t ro i s ième degré , et à prendre deux racines carrées . Remarquons que 

Oi, 62, " 3 appart iennent respec t ivement aux groupes Gi, G2, G3 et que 

la connaissance des trois racines de l 'équat ion (4 ) entraine ce l le des 

trois racines de l 'équat ion ( 2 ) , et r éc ip roquemen t . 

57. 3" L a recherche d'une fonct ion c y c l i q u e , appartenant à l 'un 

des g roupes C l 5 C 2 , C 3 , dépend d'une équat ion du s i x i è m e degré , 

mais c o m m e ces g roupes sont r e spec t ivement des sous-groupes 

invariants de Gj, G2, G3, on aura une fonct ion du g roupe C, en 

extrayant la racine carrée d'une fonct ion du g roupe Gi, et de m ê m e 

des autres ; ainsi les fonct ions cyc l iques wu w[ sont te l les que 

Wi-r-w\ et (Wi—w'iY appart iennent au g roupe Gi et s ' expr iment 

ra t ionnel lement en fonc t ion de o , . 

On a en effet 

Wi -+- w\ = 2[ (x , — x2y — 6(x{ — Xif(x3 — xty- •+- (x3 — x^f] 

= 4[(as1 — xtf — (x3 — Xifj" - 2[(ar, - x2f + {x3 - xtf]2 

— 49 2 9 3 — 2(c? — 2c 2 — 2 o , ) 2 

et, d'après les équat ions (3 ) et ( 4 ) , 9 29 3 s ' expr ime ra t ionne l lement 

au m o y e n de 9, ou de ox par la fo rmule 

0,9 26 3 = (c\ — 4c 2 -+- 4?,)9 5 9 3 = (c? — 4c ,c 2 -+- 8 c 3 )
2 ; 

de plus 

[<Xi — Xij -+• i{x3 — Xi)\[(Xi — X2) — i(x3 — Xi)] — c? — 2c 2 — 2<?i, 
de sorte que l 'on a 

ttyi", = (cl — 2c3 — 2 c , ) 4 

et Wi, ainsi que w'„ sont racines de l 'équat ion 

(7) w* — [49 2 e 3 - 2(cï — 2c 2 — 2 o , ) > -f- (c\ - 2c 2 - 2 ? 1 ) 4 = 0. 
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A = — 7.SX3 + -: • = 
»1 L 4 Xïl3 J 

B = 
\[wt ViFi c\ — 2c2 — 2c, 

Wi Wi 

Elles sont b ien rat ionnel les par rapport à w „ car l 'équat ion (6) 

donne la valeur de xoteXn et nous avons reconnu p r é c é d e m m e n t 

que l 'on a 

(8) v'hT, l M = c? — 2c2 — 2 ? 1 ; 

dès lors les équat ions 

Xi - t - ix3 — x, — ixh = tfuTi , 

Xi — x3 + IÎ — Xi = k(VWi)2, 

Xi — ¿0:3 — x., -+- ixi = BÇi/uTi)3, Ii+̂  + Is + r» - — C, 
donnent 

_ — Ci + A ( V ^ ) 2 + B ( ^ 7 , ) 3 

(9 ) -«i - | 

et des express ions analogues pour les autres racines ; e l les sont de 

m ê m e fo rme que ce l les qu'a données Euler. 

Ayant ainsi u>i par e x e m p l e , la fonct ion 

(X, — Xi) - h i(x-t — Xi) — 'y/Wi 

est une fonct ion de Galois au m o y e n de laque l le s ' expr iment les 

autres, ainsi que les racines e l l e s - m ê m e s ; le calcul de x u ar2, x3, xi 

en fonction de V wt est c o m p l i q u é ; on peut le r emplace r par l e 

suivant, dont nous re t rouverons la général isat ion dans la théor ie 

des équations abél iennes : 

Dans la fonct ion l!Fi = xt - t - ix3 + i 2 a : 2 - + - i3xi r emplaçons i par 

i 2 et i 3 ; nous obtenons les nouve l les fonct ions 

7, = — ï, + x2 — .x t, 'ï/iv[ = Xi — ix3 -+- Xi ·+• ixk ; 

les produits 
(a?! — X3 -t- Xi — Xi)(Xi -h ÏX3 — Xi — iXi)"* = A , 

(xt — ix3 — x2 - t - ixi)(xi -+- ix3 —• ar2 — l ' a ; * ) - * = B 

restent invar iables pour le groupe C i et s 'expr iment ra t ionnel lement 

au m o y e n de u>i ; leurs valeurs sont 

,+(cï —2C.-20,)*] 
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On a de cette façon à calculer une racine d'une équat ion du troi­

s ième degré , puis une racine d'une équat ion du second degré , et à 

extraire une racine qua t r ième. 

58. 4° En partant des fonctions symét r iques appartenant au groupe 

G, on peut calculer une fonct ion appartenant au groupe alterné G' 

par l 'extract ion d'une racine carrée , puis une fonct ion appartenant 

au groupe H par l 'extract ion d'une racine cubique . C o m m e nous 

l 'avons v u au § 25, la fonct ion 

Z | = «p i + tu<?a 4 - t o 2 o 3 --- (XiXï-t-X&i) -+- i»{x,X3 -+• XÎX;) + i»2{XiXi.--^X2X3), 

où (·> est une racine cubique imagina i re de l 'unité, est racine d'une 

équat ion b i n ô m e de degré 3 dont les coel i ic ients appart iennent au 

g roupe al terné. Cette fonct ion zt n 'est autre que la fonct ion de 

Galois re la t ive à la résolut ion de l ' équat ion du t ro i s i ème degré (2) 

ayant pour racines t p ^ ° 2 , <?3, lo rsqu 'on e m p l o i e la m é t h o d e de La -

grange ; on a, en adjoignant les racines cubiques de l 'unité ou 

où du d2, d3 sont les coefticients, et A l e d iscr iminant de l 'équa­

t ion (2) ; A est ident ique au discr iminant de l 'équat ion du 4 e degré , 

c o m m e nous l 'avons déjà vu au § 15. 

Ce d iscr iminant , 

A = — /td\ — 27d 2 4 - 18tfid2d-, -+- d\d\ — M\d3, 

peut être mi s sous la fo rme par t icul ière — ( 4 P 3 4 - 27Q 2 ) si l 'on 

appl ique à l 'équat ion (2) la t ransformat ion 

(10) z* = — [ — M\ 4 - 9d,d* — 27tf3 — 3v/— 3y/Â~J, 

qui fait disparaître le deux ième t e rme ; on a alors 

ou, en remplaçant du a\, d3 par leurs valeurs , 

\=—A(Clc3-iCi—^) —27 ( - ^ 4 - 4 ^ 4 - 0 ^ 4 4 -
C i C 2 c 3 4c 2 c 4 2 c | \ 

3 3 27 / 

L e s fonctions symét r iques 
c 2 

P = c,c 3 — 4c 4 — ~ . 
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Q = — cl -+- 4c 2 c 4 — c 2 c 4 • 
c,CzCj Ac^Ci 2c-J 

3 3 27 

jouent un rô le part icul ier dans la théor ie des invariants des fo rmes 

binaires ; si l 'on écrit l 'équation ( 1 ) sous la fo rme 

f(x) = ax* -+- i/jx3 -+- Gcx2 4- Adx -+- e — 0, 
on a (*) 

A = i - ( S 3 — 2 7 T 2 ) , 

ou 

S = ae — âbd -+- 3c 2 , T = 

La recherche de la fonct ion précédente zt appartenant au g roupe H 

est équivalente à la dé terminat ion des trois fonctions <?,, o 2 , © 3 , 

et aussi à ce l le des t rois fonctions 0,, 8,, 9 3 e m p l o y é e s dans la 

deuxième m é t h o d e ; on peut donc, après avoi r calculé z t , dé terminer 

? i ) F 3 c o m m e nous avons dé te rminé les racines xt, x2, x3 de 

l 'équation du t ro i s i ème degré au m o y e n de <h par les formules (4 ) 

du § 51 , puis en déduire 8^ 62, 03, et enfin x t , x2, # 3 , Xi par les for­

mules (S) du § 56. 

La mé thode que nous venons d ' indiquer n'est donc pas n o u v e l l e : 

elle consiste s i m p l e m e n t dans l 'applicat ion de la mé thode de La -

grange à la résolut ion de l 'équation du t rois ième degré ( 2 ) (§ 55) ; 

mais, en suivant le tableau des g roupes de quatre variables, on vo i t 

qu'on peut, en partant de Z i , dé te rminer une fonct ion de l'un des 

groupes K 2 , K 3 par l 'extract ion d'une racine carrée ; en prenant 

« i = [{Xi — Xi) - H i{x3 — #*)?, « i = [{X3 — xi) •+• i(xt — Xi)]2 

on a les deux valeurs conjuguées , pour les substitutions du g roupe 

H, d'une fonct ion appartenant au g roupe K i ; leurs fonctions symé­

triques sont dé te rminées par les formules 

(11) M - , ; = « ( o , - 9 3 ) - = ï - * + 3 * 
3 C O A 

(12) v ^ T v ^ = — x2)
3 

= * £c? — 2c 2 

• (x3 — Xi)3] = i{c\ — 2c 2 — 2o. ) 

• 2 -
, z? — diz, -4- d\ — 3rf2~l 

3*, J " 

On a ainsi l ' équat ion du second degré dont vt et v[ sont les racines. 

( * ) S A L M O N , Leçons d'Algèbre supérieure, p . 270. 

V O G T . — nÉs. A I . G . 
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Connaissant vt, une extract ion de racine carrée donne la fonction 

de Galois Xi -+- ix3 — x2 — ix,t au m o y e n de l aque l le on peut calcu­

ler les racines, ou b ien encore , on peut poser 

(Xl — X3) -+- i(x3 — Xi,) = « / « T , 

i(x, — xi) -+- {x3 — x^ - JvT, 

où les signes sont dé terminés en fonct ion l 'un de l 'autre par la 

relat ion ( 1 2 ) ; de plus xi-r-Xi — x3 — Xi — xt est une fonct ion du 

groupe gi dont K , est un sous-groupe , et s ' expr ime rat ionnel le­

ment au m o y e n de vt ; on aura sa valeur en se reportant à la manière 

dont A = x i « r '
 a été dé te rminé dans l e § précédent ; 8 1 et 0 , 

s 'expriment au m o y e n de z 4 , et w , est égal à u?, de sorte que l 'on ob­

tient la valeur de 7 1 en fonct ion de u4 et de z , . En jo ignan t aux for­

mules précédentes la relat ion Xi - t - x2 - H x3 + xi. — — C i , on a 

f 4 t , = — Ci - + - X i - + - \fi~i — iJiJi, 
, . „ . , 4 x 2 = — C1 + X 1 — i / « i - + - t * M , 

( 1 3 ) <J 

ix3 = — Ci — X, — lyfv~i -h ̂ Ï Ï ] , 
4x 4 - — ct — x , -H i<fv~i — Jv[. 

Nous ment ionnerons encore la man iè re d 'arr iver à la fonct ion de 

Galois Xi — xt - + - « 3 — ixi par la suite des g roupes G, G,, gu K i ; la 

fonct ion i>i est dé te rminée au m o y e n de y a appartenant au g roupe gi 

par l 'extract ion d'une racine carrée ; en posant 

Vt = (Xi X2 -+- ÏX3 ÎXi)-, v\ = (Xi X-2 tX3 -+• IXif, 

on a 

( 1 4 ) Vi+v; = ^Xi-XiY-^x3-Xiy- = 2 x 2 X 3 = ~ 2 ( c ' ~ 4 c , C 2 + 8 c 3 ) . 

X l 

( 1 5 ) \lv~iJ^i = {xi—xif^-[x3—xiY-= c f — 2 c 2 — 2 o , = * ( 3 c ? — 8 c 2 - y . 2 ) , 

d'après les formules ( 6 ) et ( 3 ) ; on a ainsi » 1 en fonct ion de 7.1 ; 

on en déduit les racines x par la fo rmule 
( 1 6 ) 4x, = - C1 + X 1 + <Jth-h i M " , 

et d'autres analogues qui se déduisent de ( 1 3 ) en remplaçant s/~vï 

par i/Vi. 

Enfin, on peut calculer la fonct ion de Galois par la suite des 

groupes G, G 0 < ? i , f i , en résolvant deux équations du second degré 

après avoir dé te rminé 7 ^ . 
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59. La m é t h o d e de Ferrari consiste à décomposer le p r emie r 

membre de l 'équat ion du quat r ième degré en un produit de deux 

facteurs du second degré ; j e vais mont re r qu 'e l le revient à la m é ­

thode, de Lag range . 

Supposons que l 'on ait effectué une décompos i t ion de f(x) sous la 

forme 

(1) f\x) = xl-\-CiX3-r-c2x
2-i- c-ix-t- c4 = (a:24- az-f- p)(a?a+a'a;-r-P'). 

On peut remplacer le produit des deux t r inômes par une différence 

de deux carrés, 

comme a + a' = ct, le p remie r t e rme peut s 'écrire, en posant 

( Ci X \ 2 

x2 -h ~YX~*~~^) ' e t l e p o l y n ô m e f(x) est égal à 

/ , c, X \ 2 / a — a' p — 

A * ) = ( ^ + T * + T ) - ( — ^ + 4 ^ - ) · 
Comme on a d'autre part ident iquement 

( 2 ) f K X ) = ( & + ±.x + ±y 

- L M - * M T - * M - T - » ) ] -
il faut que X satisfasse à la condi t ion que le dernier t r inôme soit 

carré parfait, et cette condi t ion, qui est nécessaire, est aussi suffi­

sante, de sorte qu'à chaque décompos i t ion de f(x) sous la fo rme ( 1 ) 

correspond une décompos i t ion analogue sous la fo rme (2), où le se­

cond t r inôme est carré parfait, et réc iproquement . 

Or, a priori, on peut met t re le p o l y n ô m e f(x) de trois maniè res 

et trois seulement sous la fo rme (1), en désignant par x u xt, x3, x^ 

les racines de l 'équation ; ce sont 

f(x) = [a?3 — (Xi -h X2)x -+- XiXt][x* — [Xj + Xi,)x 4- X3XU], 

f(x) = [x2 — (xi 4- x3)x 4 - a'ix3][a;2 — (x2 4 - Xi)x 4- x2Xi], 

f(x) = [a;2 — (xi 4- Xi)x 4 - x,a?i][a?2 — (a?2 4- x3)x 4- x2x3] ; 

il existe donc trois valeurs de X satisfaisant aux condi t ions i m p o ­

sées, correspondantes à ces trois manières ; c o m m e X = fi4- fi', et 

que ¡3 et fi' sont les te rmes constants des deux t r inômes dans les -
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quels f{x) est décomposé, on voit que les trois valeurs de X sont 

égales à 

ce sont les trois racines <j2, o 3 de l'équation résolvante de La-

grange ; on le vérifie du reste en formant l'équation à laquelle sa­

tisfait X : 

(3) . W = A(X + 4 - * ) ( £ - * ) - (x | - C J ) = 0 ; 

elle est identique à l'équation (2) (§ 55) ayant pour racines o „ ©2, o3. 

Lorsqu'on a déterminé une racine À, de cette équation, et qu'on 

lui attribue la valeur xix2 -+- xtXi, la décomposition effective en un 

produit de deux trinômes de f(x) qui, sous la forme ( 2 ) , est une 

différence de deux carrés, donne précisément 

f(x) = [x2 — (xi + + XiX^x2 — (x3 -+• x^)x -+- a-3x t] ; 

il en résulte que les coefficients des deux trinômes obtenus, qui 

contiennent la racine carrée d'une fonction entière de X 4 , sont les 

valeurs des quatre quantités Xi-r-x^, * ,x 2 l x3-+-xi, x3Xi. On 

est donc amené, par la méthode actuelle, à déterminer en fonction 

de X i les quatre fonctions précédentes des racines, puis à résoudre 

deux équations du second degré ; c'est ce que l'on fait précisément 

dans la méthode de Lagrange. 

On peut ajouter que ^ " l - - ^ C2 est égal à l—-—J; comme 

a et a' sont égaux respectivement aux sommes de deux racines, les 

trois valeurs que prend cette quantité sont 

1 1 1 
— (xi-t-Xî —X3—Xif, —{Xi+X3 — X i — XiY-, — {xi + Xi. — x2 — x3)-, 
4 4 4 

1 1 1 
c'est-à-dire — 0 4 , —0, , — 6 3 . Nous vérifions de celte façon que 

4 4 4 

X ou e et 0 sont liés l'un à l'autre par la relation 

0 = c\ — 4c2 -+- 4o. 

60. Nous allons appliquer l'étude de la nature des racines de l'é­

quation résolvante <P(X) = 0 à la discussion de l'équation du qua­

trième degré ; nous nous placerons dans le cas où les coefficients de 

celle-ci sont réels, et nous chercherons la réalité et l'ordre de mul­

tiplicité des racines xt, x2, x3, xt,. 
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1 ° X [ ^ Ci — : une racine triple et une s imple . 

c 2 

2" X i = d ~* '· une racine quadruple. 

Il serait facile d ' exp r imer les condi t ions précédentes au m o y e n 

des coefficients de f(x) ; j ' i nd iquera i s implement que la condi t ion 

nécessaire et suffisante pour que l 'équation ait une racine double 

est expr imée par l ' égal i té A = — ( 4 P 3 + 27Q 2 ) = 0, où P et Q 

D'après la remarque déjà faite que le discriminant de * ( X ) est le 

même que celui de /"(a?), la condi t ion nécessaire et suffisante pour 

que les racines x soient distinctes est qu' i l en soit de m ê m e de 

\l \l ^ 3 -

En étudiant les différents cas qui peuvent se présenter pour les 

racines a;, on arr ive à des conclusions différentes re la t ivement aux 
c 2 

racines X et au s igne de — c 2 , de sorte que les réc iproques 
4 

sont exactes , et qu 'on peut énoncer les résultats suivants : 

I . à , , X 2 , X 3 distincts : les racines xt, ar2, x3, » 4 l e sont éga lement . 

1° X 1 ; X j , X 3 rée ls et > c 2 : les quatre racines x sont 

réelles. 
c 2 

2° X j , X 2 , X 3 r é e l s ; un au m o i n s < c 2 : les quatre racines 

sont imaginai res . 

3° X i rée l , X 2 , À 3 imaginai res : deux racines sont réelles et deux 

imaginaires . 

I I . X â = X 3 ^ £ X i : l 'équation a au m o i n s une racine double Xi = x2. 

ci 
1 X 2 > Ci 7 - : t rois racines rée l les et distinctes, dont une 

4 
double. 

cj 
2° X 2 < C c 2 — : une racine double r ée l l e et deux imaginaires . 

c 2 c 2 

3° X 2 = c 2 j - -, X , > c 2 i : deux racines doubles réel les 

4 4 

3?1 — 3? 2 , X§ — 3?4. 

4 0 \ 2 = c2 — 1 1] < c 2 — : deux racines doubles i m a g i -
4 4 

naires. 

HT. X 4 = Xo = X 3 : l ' équat ion a au moins une racine tr iple. 
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ont les valeurs données au § 58, et que les condi t ions nécessaires et 

suffisantes pour qu 'e l l e ait une racine tr iple sont expr imées par 

P = 0 et Q = 0 ou bien par S = 0, T = 0. 

On obtiendrait des résultats analogues en discutant l 'équat ion ré­

solvante ayant pour racines 6 t, 02, 03 ; on peut ajouter que parmi les 

trois décomposi t ions de f(x) en t r inômes du second degré , il en 

existe toujours au m o i n s une à coefficients rée l s . 

61. Les équations spéciales du qua t r i ème degré i r réduct ibles sont 

caractérisées par un groupe par t icul ier satisfaisant à la condi t ion 

d'être transitif; les groupes transitifs à quatre var iables sont les 

suivants, après le g roupe symét r ique : 1° le g roupe al terné G ' ; 

2° l'un des groupes d 'ordre 8 : G,, G 2 , G 3 ; 3° le sous-groupe inva­

riant H ; 4° l'un des groupes cyc l iques : C i , C 2 , C 3 . 

Les équations ayant pour groupe G' sont caractérisées par ce fait 

que le discriminant est carré parfait dans le domaine de rationalité ; 

alors les fonctions <?,, <ps, o 3 et i , s 'obtiennent par l 'extract ion d'une 

racine cubique après adjonction de la racine de l 'unité o>. 

Celles qui ont pour g roupe G1; G 2 ou G 3 sont tel les que l 'équation 

résolvante de L a g r a n g e , ou bien l 'équat ion * ( ( ) ) = 0 aient une 

racine rationnelle ; les mé thodes que nous avons données s 'appli­

quent à leur réso lu t ion et les racines s 'obt iennent par l 'extract ion 

de trois racines carrées ; les équat ions b icarrées et les équations ré­

ciproques appartiennent à cette classe. 

Celles qui ont pour g roupe H sont tel les que les trois racines de 

l 'équation résolvante de Lag range s ' expr iment r a t ionne l l ement dans 

le domaine ; les formules (11) , (12) et (13) indiquent c o m m e n t on les 

résout par deux extractions de racine carrée. Enfin ce l les qui ont 

pour groupe l 'un des groupes cyc l iques C i , C 2 , C 3 sont des équat ions 

abéliennes ; les formules (9 ) mont ren t que leurs racines s 'expriment 

au moyen d'une seule racine quat r ième portant sur une quantité 

connue. 

62. Nous venons de v o i r que l 'on peut résoudre les équations du 

deuxième, du t ro i s i ème et du qua t r i ème d e g r é en cherchant une 

fonction de Galois de la fo rme 

tyi = Xi -f- 1 0 X 2 -H u-x-j + . . . - + - <J>"-'X„, 

où ta est une racine p r imi t ive do x" — 1 = 0 que l 'on adjoint, 
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dans le courant du calcul , au domaine de rat ionali té . Lagrange , dans 

son m é m o i r e dont nous avons déjà parlé, a cherché à général iser 

cette méthode pour une équat ion de degré quelconque supposée g é ­

nérale ; il n'est pas parvenu à résoudre les équations de degré supé­

rieur à quatre, et nous ve r rons que c'est imposs ib le , mais ses re­

cherches sont impor tantes pour la résolut ion de certaines équations 

spéciales, et nous al lons les résumer . 

Supposons d'abord que le degré n de l 'équat ion soit p remie r ; 

d'après ce que nous avons vu au chapitre V , la fonct ion 

Wi — 4*',' = (xi <MX2 -4- w 2 a ? 3 + · · · - f - w n - ' a ; n ) " 

est une fonct ion cyc l ique admettant ( n — 1 ) ! valeurs pour toutes 

les substitutions ; mais , parmi ces valeurs, il en existe n — 1 par­

ticulières appartenant au m ê m e groupe que ivt ; ce sont les fonc­

tions wt, u>2, w „_ i obtenues en remplaçant dans la précédente <u 

par chacune des racines de l 'équat ion b inôme xn — 1 = 0 autres 

que l 'unité, racines que nous avons dés ignées par 

.1 ,1- i l " - ' . 
c o » , eu" , . . . , e u » , 

ces fonctions w„ w 2 , w n _ u qui s 'expriment ra t ionnel lement au 

m o y e n de l 'une d'entre e l les , sont e l l es -mêmes tel les que la fonct ion 

cycl ique 

(J. = -f"-1 = (W\ -+- XW, x2W3 H + aB-SU>n-i)"-', 
où a est racine p r imi t i ve de xn~l—1 = 0 , appartienne au groupe 

métacycl ique que nous avons désigné par 

M = | « « + ( m o d . n ) ( 6 = 0 f ^ . B _ , ) · 

La fonction ¡1 est racine d'une équation de degré ( n — 2 ) 1 à coef­

ficients s y m é t r i q u e s ; si l 'on connaît une racine de cette équat ion, on 

peut calculer x i t x2, xn par de s imples extractions d é r a c i n e s , 

après adjonct ion des racines de l 'unité eu et a, c o m m e nous al lons 

le mon t r e r . 

On peut d 'abord supposer les indices des racines x choisis de façon 

que la quantité connue soit la fonction fx précédente ; en prenant 

une racine d ' indice n — 1, on a la fonct ion 

Y = w , -t- w 2 - + - · • · + a M _ î w „ _ , n~y~fT; 

el le appartient au groupe de w, ; c'est de plus, par rapport auxé lé -
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monts Wi, w 2 , w n _ i , une fonct ion de Galois , et l ' on peut cal­

culer ces é léments d'une man iè re ra t ionnel le au m o y e n de f et des 

fonct ions symét r iques des n — 1 quantités w. Ces dernières 

fonct ions symét r iques , restant invariables par les substitutions du 

g roupe M , s 'expr iment r a t ionne l l ement en fonct ion de fx et des 

coefficients de l 'équat ion donnée ; par suite wt, w 2 , . . . , w „ - i peu­

v e n t être calculés ra t ionne l lement au m o y e n de n et de y. 

A y a n t ainsi w,, une extract ion de racine ne donne la fonct ion de 

Galois 

tyi — xt - + - W Ï J 4 - · · · 4 - t i ) N _ 1 A : „ = \/iVi, 

au m o y e n de laquel le s ' expr iment les racines x e l l e s -mêmes ; il 

est p l u s s imple de prendre à la fois les n — l fonct ions cyc l iques 

w,, w s , ; en dés ignant par w,, u>2, a > „ _ i les racines 

de l 'uni té qui y entrent r e spec t ivement , on a 

Xi 4 - MiX, 4 - H ( o i B - 1 A R „ = V I I ' i , 

xt 4 - w 2 a : 2 4 - • • • 4 - (u,n~ixn = V w l , 

* · · · · 1 

x, 4 - w « _ i a , - 2 4 h t O n Z i a ? » = 7 " ' « - i , 

X I 4 - Ï H h a ? „ = — c i , 

d'où l 'on t ire 

nx, = — C j 4 - V V - 4 - Y » , H Vwn-i, 

n x 2 - — C i w f ' J ^ W i - f - w â " ' 7 ^ 2 4 - h o > n - î ï / w n - i , 

Ainsi donc, on résout l ' équat ion de degré « , n étant p r emie r : 

1° en calculant une racine d 'une équat ion de degré (n — 2) ! ; 

2° en extrayant une racine d' indice n — 1 et une autre d ' indice n. 

L'équa t ion résolvante de degré (n — 2) ! ayant pour racines les 

fonct ions mé tacyc l iques con juguées est , pour n >> 5, d'un degré 

supérieur à n, et la difficulté du p r o b l è m e n'est que reculée ; c e ­

pendant si une équat ion spécia le est te l le qu'une fonct ion métacy-

c l ique soit connue et fasse part ie du domaine de rat ionali té , cette 

équat ion est réso lub le par radicaux ; nous démont re rons plus loin 

la r éc ip roque de cette p ropos i t ion fondamenta le . 

63. Considérons maintenant le cas où le degré de l 'équat ion est 

un n o m b r e c o m p o s é ; soit n = pq, où p est un n o m b r e p re ­

m i e r ; nous a l lons ramener la résolut ion de l 'équat ion donnée à 
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cel le de p équat ions de degré q ; partageons pour cela les n ra­

cines xu xit xn en p sér ies , et fo rmons les s o m m e s 

des racines de chacune d 'e l les ; si el les sont connues, on peut calcu­

ler toutes les fonct ions symétr iques des racines de chaque sér ie , car 

elles appart iennent au m ê m e groupe de substitutions que la s o m m e X 

correspondante, et s ' expr iment ra t ionnel lement au m o y e n de cette 

somme et des coefficients de l 'équation. 

La connaissance des fonctions X,, X2, . . . , \ p entraîne ainsi 

celle des coefficients des p équations dans lesquel les se décompose 

l 'équation donnée . 

Pour dé te rminer les quantités X, nous formerons l 'équation de 

degré p dont el les sont les racines, 

Les coefficients appar t iennent tous à un m ê m e groupe de substitu­

tions des var iables a?, celui que l 'on obtient en permutant dans 

chaque série les é l éments x de toutes les manières poss ibles , et en 

permutant les séries entre elles ; il a pour ordre (q l)>'p !, de sorte 

que Ci, C 2 , s 'expr iment ra t ionnel lement au m o y e n d'une 

seule fonc t ion y appartenant au groupe précédent , et racine d'une 

n ' 
équation de degré ' · 

Quant aux racines de l 'équation F(X) = 0, on les obtiendra, 

puisque p est p remier , en appliquant la méthode p récédemment 

décri te, c 'est-à-dire en résolvant une équation de degré [p — 2) ! 

et extrayant des racines d'indices p — 1 et p. 

On a donc , en posant n = pq, où p est p remie r : 1° à calculer 

ni 

une racine y d'une équation de degré—-—^-r- à coefficients connus; 

2° à calculer une racine d'une équation de degré (p—2) ! dont 

les coefficients sont des fonctions rationnelles de la racine y cal­

culée ; 3° à extraire une racine d' indice p — 1 et une autre d'in­

dice p ; 4° à résoudre p équations de degré q. Si q est un n o m b r e 

Xi = 
x2 = #2 H ~ Xp-\-% + · · · - + -

F(X) = X* -+- C.X*-1 -+- C5X^ + - +C„ = 0. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



106 RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS 

composé , on pourra répéter ce qui p récède pour ces nouve l l e s 

équations. 

Ainsi , par e x e m p l e , pour n = 4, p = q = 2, la mé thode 

précédente conduit à poser X , = xi - t - x3, X 2 = x2 -t- a;4 ; l es coef­

ficients de l 'équat ion F ( X J = 0 dépendent d'une racine d'une 

équation du t ro i s i ème degré qui est p réc i sément l 'équat ion résol ­

vante de Lagrange ; on a alors X i et X 2 en extrayant la racine 

carrée d'une fonct ion ra t ionnel le par rappor t à <?i, et il reste à ré­

soudre deux équat ions du second deg ré . 
n ! 

Pour n > 4, l 'équat ion réso lvan te de degré — , , ' , . , · est d'un 

p\(q\y 

degré supérieur à n ; il n 'y a que pour des équat ions spéciales que 

les recherches précédentes conduisent à la résolu t ion d'une équat ion 

de degré > 4. 
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C H A P I T R E I X 

DE LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS (*) 

64. Soi t une équat ion de degré n, 

(1) f{x, R ' , R", . . . ) = a-*-t- clX"-> -+- cve"-'- H h c„ = 0; 

nous supposons que les coefficients font partie du domaine de ratio­

nalité (R ' , R", . . . ) , défini par des paramètres arbitraires et indépen­

dants R' , R", . . . c o m m e nous l 'avons expl iqué au chapitre V I , 

et que le p o l y n ô m e flx) est i rréductible dans ce doma ine ; nous di­

rons que l 'équat ion est résoluble a lgébr iquement si l 'on peut y 

satisfaire iden t iquement en substituant à x une express ion formée 

au m o y e n des é l émen t s du domaine et des s ignes des opérat ions 

suivantes de l 'algèbre : addit ion, soustraction, mult ipl icat ion, d iv i ­

sion, é lévat ion à une puissance d'exposant entier, extract ion de ra­

cine d ' indice entier, en nombre l imi té ; nous dirons aussi que 

l 'équation est résoluble par radicaux. 

C o m m e l 'extract ion d'une racine d ' indice pq se r amène à deux 

extractions successives de racines d' indices p et q, on peut tou­

jours supposer que les radicaux qui entrent dans l 'express ion de la 

racine sont d ' indice p r e m i e r ; c'est ce que nous ferons désormais . 

Avant de chercher si une équat ion est résoluble a lgébr iquement , 

il est nécessai re d'étudier la format ion des express ions a lgébr iques . 

La suite des calculs à effectuer pour arr iver à une te l le express ion 

peut toujours se ramener à la série suivante d 'opérations : 

(*) Ce chapitre est extrait, en grande partie, de l'ouvrage déjà cité de M . N E T T O , 
Substitutionentheorie, chap. 13, p . 235. 
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1° Calcul d'une fonct ion rat ionnelle des é léments du domaine 

F V ( R \ R", . . . ) . 

2° Calcul d'une racine V v d ' indice p r e m i e r p^ de cette fonct ion 

ra t ionne l le ; nous supposons que F V n 'est pas la puissance exacte 

d 'ordre p., d'une fonct ion du domaine donné , car s inon on pren­

drait cette fonct ion c o m m e valeur de V „ qui ferait ainsi partie du 

doma ine p r imi t i f ; V„ est par suite une quantité nouve l l e définie 

par l ' équat ion 

V > = F V ( R ' , R",. . . ) . 

3° Adjonc t ion de V V au doma ine , fo rmat ion d'une fonct ion ra­

t ionnel le F V _ I ( V V , R' , R", . . . ) du domaine ainsi étendu, et ex ­

tract ion d'une racine VV_, d ' indice p r e m i e r pv_i de cette fonct ion ; 

FV_T peut ne pas contenir V V , ma i s n'est pas une puissance exacte 

d 'ordre p v _ t d'une fonct ion du nouveau domaine ( V V , R', R", . . . J, 

car s inon V v _ , en ferait partie ; c'est donc une nouve l le quanti té 

définie par 

V£V = F V _ , ( V V , R', R " , . . . ) . 

4° Adjonc t ion de V V _ I au doma ine déjà fo rmé , fo rmat ion d'une 

fonct ion ra t ionnel le du nouveau domaine F V _ 2 ( V V I, V V , R', R " , . . . ) 

contenant ou non V V _ F et V V , et ainsi de suite. 

On peut donc représenter la format ion d'une fonct ion a lgébr ique 

Xi t e l l e que ce l le dont nous avons parlé par la chaîne suivante 

d 'équat ions : 

V?* = F„(R' , R " . . . ) , 

V.nr = F . ^ ( V V , R', R", . . . ) , 

( 2 ) V * V = F , _ 5 ( V V _ „ V „ R', R " , . . . ) , 

V f = F , ( V 2 , V „ . . . V „ R', R", . . . ) , 

X I = F 0 ( V 4 , V „ . . . V V , R ' , R " , . . . ) , 

où les fonct ions F sont ra t ionnel les et les nombres p p remiers 

absolus. 

65. Nous a l lons mon t r e r c o m m e n t on peut s impl i f ier la fo rme des 

fonct ions F , mais nous c o m m e n c e r o n s par démont re r un théorème 

fondamenta l dont nous ferons souvent appl icat ion. 

THÉORÈME. — Si les équations 

( 3 ) fiX"-l + UxP-^ <rfr = 0, 

( 4 ) ;Kv — F = 0 
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où p est premier, sont satisfaites simultanément, ou bien 

f t = f t = . . . = f f = 0, 

ou bien l'une des racines de l'équation (4) s'exprime rationnellement 

au moyen de f t , f2, . . , f,, et F (*). 

En effet, supposons que les coefficients de l 'équat ion (3) ne soient 

pas tous nuls ; les équations (3) et (4) devant être satisfaites s imul­

tanément , les p remie r s m e m b r e s doivent avoir un plus grand 

c o m m u n diviseur 

dont les coefficients s 'expr iment ra t ionnel lement au m o y e n de 

F, ft, fî, • •., fP; s'il est du p remie r degré , il donne, égalé à zéro , 

une racine de l 'équat ion ( 4 ) exp r imée ra t ionne l lement ; s'il n'est pas 

du p r emie r deg ré , et si Xi est une des racines c o m m u n e s , les 

autres seront de la fo rme x ^ , x ^ , où to est une racine 

pe de l 'uni té , et l 'on aura en effectuant leur produi t 

± oie - x\ = x\ »>'• ; 

mais on peut t rouver deux nombres u et v tels que ku + pv = 1 ; 

alors, en é levant les deux m e m b r e s ex t rêmes à la puissance u, on a 

z h C# = x l - i " u i z » = a;IA.S,'F-'', 
d'où 

x ^ " = dr (#F'- , 

et le p r emie r m e m b r e , qui est une racine part icul ière de l 'équation 

(4), s ' expr ime ra t ionnel lement au m o y e n de F, fu f2, . . . , ft„ L e 

théorème se t rouve ainsi démont ré . 

66. Cela posé , j e vais mon t r e r qu 'on peut met t re les fonctions F 

de la chaîne d'équations (2) sous fo rme d'une fonct ion ent ière par 

rapport aux é léments V , avec des coefficients rat ionnels par rap­

por t à R ' , R", . . . Supposons par exemple que FA_T ne soit pas 

une fonct ion entière par rapport à V a , V a + 1 , . . . , V„ ; on peut 

d'abord la met t re sous fo rme du quot ient de deux p o l y n ô m e s entiers 

et écrire 

_ GQ + G I V . - H · · · 

" - 1 ~ H 0 + H i V a + - . - ' 

(* ) A B E L (Œuvres complètes, t. II, p . 196) a énoncé le premier ce théorème; c'est 
KnoNECKEn [Monatsberichte, 1879, p . 200) qui lui a donné sa signification précise. 
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où Go, G i , . . . , H 0 , Hj , . . . sont entiers par rapport à V 1 + 1 , V „ 

puis r amener le numérateur et le dénominateur à ne contenir que 

les puissances de \ a au plus égales à px — 1 d 'après l 'équation 

(5 ) VJ* = F a ( V a + i , . . . , V „ R ' , R " , . . . ) . 

Si V „ entre encore au dénominateur de F ^ , dés ignons par 

V i , V j , . . . les autres racines de l 'équat ion p récéden te ; e l les satisfont 

à l ' équat ion 

(6) - = X * « - 1 + V a X ^ - a 4 1- Vi ' a - 1 = 0. 
A . V j 

L e produi t 

n = ( H , - r - H 1 V i H - . . . ) ( H o + H , V ; + . . . ) — 

n'est pas nul , car si l 'un des facteurs l ' é ta i t , une des racines 

\ ' „ V " a , . . . satisferait s imul tanément à l ' équat ion ( 5 ) et à une 

équat ion de degré pa — 1 au plus dont les coefficients H 0 , H , , . . . 

ne sont pas tous nuls ; d'après le théorème précédent , une des 

racines de l 'équation ( 5 ) serait ra t ionnel lement expr imable au m o y e n 

de V a + i , Va+2! · · · ) R ' i R " i · · · e t F n serait une puissance 

p>* exacte, cont ra i rement à l ' hypo thèse . 

Mult ipl ions alors les deux termes de F a _ t par le produi t II ; le 

dénominateur est symét r ique par rapport aux racines de l 'équation 

( 5 ) et s ' expr ime ra t ionnel lement au m o y e n de V^i, . . . , V V ; le 

numérateur est le produi t d'un p o l y n ô m e ent ier par rapport à V a 

et d'une fonct ion n symét r ique ent ière par rappor t aux racines de 

l 'équat ion (6) et s 'exprimant par conséquent d'une man iè re entière 

par rapport à \ x . On obt ient ainsi c o m m e express ion de F a _ i un 

p o l y n ô m e entier par rapport à Yx ; si les coefficients sont fraction­

naires par rapport à V a - ^ , on opérera de la m ê m e manière par rap­

port à cette quantité, et ainsi de suite , de sor te que F a _ 4 sera une 

fonct ion ent ière des é léments V a , V a + i , . . . , V v avec des coeffi­

cients ra t ionnels dans le domaine pr imit i f . 

L e calcul étant ainsi effectué de p roche en proche à part ir de F y , 

on peut supposer de plus que chaque é l émen t tel que V „ entre à 

une puissance au plus égale à pa — l, car s inon on utiliserait 

l 'équat ion V£* = F a pour expr imer les puissances supérieures 

de V a ; par ce calcul les fonctions F ne cessent pas d'être ent ières 

par rapport aux é léments qu 'e l les renferment . On peut donc écrire 

F a _ , = J 0 + J , V . + l2Yx H - · • • H - J ^ - i V î » - , 

où les J sont des fonct ions entières de V a_,_i, V I + 2 , · · · , V » . 
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67. On peut al ler p lus lo in dans cette réduction dans le cas où 

V „ entre ef fec t ivement dans l ' express ion précédente , et faire en 

sorte que le coefficient du t e rme du p r emie r degré i t soit égal à 

l 'unité. 

Soit Jk un des coefficients J t, J 2 , . . . , —i qui ne soit pas 

nul ; posons 

(7) J i V * = W . ; 

il existe deux n o m b r e s u e l » dont le p remie r n'est pas nul, tels 

que 

ku -+- pxv = 1 ; 

alors, en é levant à la puissance u les deux m e m b r e s de l 'équa­

tion (7), on obt ien t 

J ï V i - ' » ' = J Ï V . F , - ' = w;, 

d'où l 'on tire 

(8) V , = W S F ï J f c « ; 

les équations (7) et (8) mont ren t que V a et \ V a s 'expr iment rat ion­

ne l lement l 'un par l 'autre et par les é léments suivants : 

de sorte que les deux domaines de rationalité 

( V „ V . + . , . . . , V . , R', R", . . . ) , ( W „ V a + 1 , . . . , V v , R' , R", . . . ) 

sont équivalents ; d'autre part il n 'existe aucune puissance de W a 

inférieure à qui s ' expr ime ra t ionnel lement dans le domaine 

( V o + i , · · · , V » , . . . ) , car si l 'on avait par exemp le 

W ï = i ' ( V « + „ V v , . . . ) , 

pour q infér ieur à pix, on aurait, en partant de l 'équation (7), 

jm* = * ( v I + „ v „ . . . ) , 
et c o m m e le produi t des deux nombres k et q n'est pas d iv is ib le 

par le nombre p r emie r p*, on en conclurai t qu 'une puissance de V „ 

inférieure à />„ serait ra t ionnel lement expr imable , ce qui est i m p o s ­

s ible . Par contre , en é levant W , à la puissance px, on a 

W £ . = Ji'*F£ = * . ( V _ H , . . . , V v , R ' , R", . . . ) ; 

on déduit de ce qui p récède que \ V a , c o m m e V a , est fourni par une 

équation b i n ô m e de degré p x dans le domaine ( V I + 1 , . . . ) , et 

qu 'on peut les remplacer l 'un par l 'autre dans la chaîne d'équa-
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t ions (2) ; dès lors on peut in t roduire dans Fa_i et dans les fonctions 

suivantes F „ _ 2 , . . . F^ Wa a la p lace de V a . Dans F a _ , on r e m ­

placera, en se servant de l ' équat ion (8), J f tVi' par J / , (FâJ ï u ) ' 'Wï ' ' ; 

cette fonct ion est de la fo rme L v W J ' , en désignant par h' l e 

n o m b r e compr i s entre 1 et pa qui diffère de uh d'un mul t ip le de px, 

et par une fonction rat ionnelle de V a + i , V a + 2 , . . . , Y v qu 'on 

peut r amener à une fonct ion ent ière par rapport à ces quantités. 

En remarquant que les n o m b r e s 

uh (h = 1, 2, . . . , px— 1) 

ont pour restes posit ifs ( m o d . p) des nombres distincts de la suite 

l, p*— 1 et que k est la seule valeur de h donnant pour 

reste 1, on vo i t que l 'on a 

F , = J, + W 1 + L , W * 4 h L , . _ t W S » - ' , 

où J0, L 2 , L ^ - i peuven t être supposés entiers par rapport à V a + i , 

V o [ _ | _ 2 , . . . , V v . Nous conserverons la fo rme d 'équat ion 

V f c T 1 = F . _ t = J 0 4 - V . 4 - h\î 4 - · · · 4 - J ^ - i V i ' - " 1 

en remplaçan t W , par la let t re V a , et nous supposerons désormais 

que la réduc t ion précédente ait été effectuée pour toutes les fonc­

t ions V ; nous aurons en part icul ier 

ar, = G 0 + V , + G.VÎ H h G ^ V f . - » . 

68. N o u s allons appl iquer ce qui p récède à l ' express ion a l g é ­

br ique qui satisfait iden t iquement à une équat ion réso lub le . Suppo­

sons qu 'e l l e soit fournie par la chaîne d 'équations (2), où les fonc­

t ions F ont la fo rme que nous v e n o n s d ' indiquer ; fo rmons les 

différentes puissances de xt en ayant soin de réduire les exposants 

de V ) , V s , . . . à être inférieurs r e spec t ivemen t à p u p ^ . . . au 

m o y e n des équat ions de la chaîne, et substituons-les dans l e p o l y ­

n ô m e f{x) ; nous aurons le résultat 

( 9 ) f(xt) = H 0 4 - H i V , 4 - H 2 V? 4 - · · · 4 - H „ _ , V , " . " 1 , 

où H 0 , H j , H , , ^ ! sont des fonct ions ent ières de V 2 , V 3 , V v ; 

il doi t être iden t iquement nul . 

D'après les hypothèses faites sur les fonct ions F, cela ne peut 

avo i r l i eu que si l 'on a H 0 = H , = . . . = H ^ . i = 0, car sinon 

l 'équat ion obtenue en annulant le p o l y n ô m e précédent ent ier en 

V , et l ' équat ion 
V f i = F , ( V „ V , , . . . , V „ R', R " , . . . ) 
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seraient satisfaites s imul tanément , et, d'après le théorème p ré l imi ­

naire, F i serait la puissance j>i exacte d'une fonct ion du domaine 

( V j , V a , · · · ) ) c e qui e s t contraire à l 'hypothèse . 

De la m ê m e maniè re , chaque fonct ion H mise sous forme d'un 

p o l y n ô m e entier par rapport à V 2 , avec des coefficients entiers par 

rapport à V . , , V 4 , tel que 

doit avoi r ses coefficients K 0 , K , , K ^ _ , nuls pour une raison 

analogue, et ainsi de suite. 

S'il a r r ive , dans quelques cas part icul iers , que certains des p o l y ­

nômes successifs, ordonnés suivant l ' é lément V de m o i n d r e indice 

qu'ils renferment , n 'aient pas tous leurs coefficients nuls , c'est une 

preuve que l 'on a nég l igé de s'assurer que chaque fonct ion F n 'est 

pas une puissance exacte , et qu' i l est possible de réduire le nombre 

des é léments V . 

C o m m e e x e m p l e d'une te l le réduct ion, considérons l 'équat ion du 

t ro i s ième d e g r é a?3 4 - p x 4 - g = 0, et l ' express ion algébrique 

d'une racine xt donnée par la formule de Cardan 

x , = v, + v,. 
En substituant xt dans le p remie r m e m b r e de l 'équation, on a 

( V 4 4 - V , ) » + 7 J ( V , 4 - V . ) 4- q = — q 4- 3 V f V 2 4 - 3 V i V J + / » V t 

+ p\t-hq = 0 ; 
les coefficients de V f , Vt, et l e t e rme indépendant ne sont pas iden­

t iquement nuls ; ceci nous p rouve que les fonctions V ne sont pas 

réduites au n o m b r e m i n i m u m , et que V i fait partie du domaine 

(Ta, V 3 , p, q) ; on obtiendra son express ion, d'après la démonstra-

H , = K 0 4- K , V 2 4- K 2 V14- · · · 4- K ; , 2 _ , V / 2 - ' , 

elle est fournie par la chaîne d'équations : 

V O G T . — R É S . A L G . 8 
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V , = 

il v 
3 fv, vi(-|-v. 

nous avons fait disparaître success ivement les i rrat ionnelles du 

dénominateur , c o m m e nous l 'avons indiqué p r é c é d e m m e n t (§ 66) ; 

il résulte de là que la chaîne d 'équations se réduit à 

« = G)MS)" 
vi = —|-t-v„ 

( - f - v - )« 
, s 

3 

69. Lo r sque les é léments V sont réduits au n o m b r e m i n i m u m , on 

a fo rcément , dans l ' identi té ( 9 ) , H0 = Hi = ·•· = Hj, 4 = 0 ; 

supposons que , dans l ' express ion de xi} on attribue à V t chacune des 

Pi valeurs dont cette quanti té est susceptible, et qui sont 

V , , « O . V , , « î V , , 

où w , est une racine p r imi t ive de l 'équat ion u>''i — 1 = 0 ; on ob ­

tiendra des express ions ars, te l les que 

(10) x k + i = Go -+• » i V , -+- G , « Î * V » 4 - · · · ( / ; = 0, 1 , . . . , P l - 1) 

et en les substituant dans fix), on aura 

f{xk+l) = H0 -+- H,u>*V, -+- Hj to^V, - + - . . . = 0 ; 

car H0, Hi,... sont nuls, par suite les pi quantités xt, x * , x , , t sont 

t ion du théorème fondamental , en cherchant le p lus grand commun 

diviseur des p o l y n ô m e s 

3 V ? V 2 - H ( 3 V 2

2 4 - p ) V . + p \ „ 

V Ï + j + V , 

et l 'égalant à zé ro , ou en remarquant que ( 3 V i V 2 -\-p){Vi -+• V s ) 

doit être nul ; on t rouve ainsi V , V 2 = — ce qui donne 
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racines de l 'équation p roposée . Ainsi dans l ' e x e m p l e de l 'équat ion 

du t ro is ième degré dont nous venons de parler, Y 2 étant le dernier 

é lément de la chaîne, les quantités 

sont, avec xt, des racines de l ' équa t ion . 

70. Nous verrons que les racines ainsi f o rmées sont distinctes, 

mais nous pouvons , sans le supposer, démont re r une propr ié té 

fondamentale des i r ra t ionnel les V i , V s , V v . 

Les équat ions (10) donnent , en mult ipl iant x,^ par oi~k e t 

faisant la s o m m e des produi ts , 

par suite l ' i r ra t ionnel le V i est une fonct ion l inéaire des racines de 

l 'équation f(x) = 0, les coefficients dépendant des racines p,es de 

l 'unité; si les valeurs xt, x2, . . ., xPl fournies par les équations (10) 

ne sont pas toutes dist inctes, on a par e x e m p l e 

-*'-°r*a:At+-i = Xi{i ~h i » r l H ) + ^a ' .T' + H ) 4 - · · • 

Soient 3CS'il •* · ) Xfi 
les n racines de l 'équation donnée , quj sont 

toutes distinctes d'après l 'hypothèse ; effectuons dans la s o m m e 

précédente toutes les substitutions re la t ives à ces n racines, et lui 

donnant des valeurs a lgébr iquement différentes ; toute fonct ion 

symétr ique de ces valeurs est symét r ique par rapport à xt, x2, ...,xn ; 

el le peut encore conteni r la racine de l 'unité <ot ; dans ce cas, si l 'on 

remplace oij par tuf, <uj, w,»-1 et si l 'on fo rme le produi t des r é ­

sultats, on aura une fonct ion symét r ique s 'exprimant ra t ionne l le ­

ment au m o y e n des coeff icients de f(x), c 'est-à-dire au m o y e n des 

éléments R ' , R", . . . du domaine pr imi t i f de ra t ional i té . 

En part iculier , fo rmons le produi t des expressions obtenues en 

(11) 
1 

V i = - — S t i c , "xk+i ; 
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effectuant dans 

y — 
les substitutions précédentes par rapport aux racines x, et, s'il est 

nécessaire , mul t ip l ions ce produi t par ceux que l 'on obt ient en r e m ­

plaçant par les autres racines de l 'unité ; nous obtenons un 

p o l y n ô m e o(y) à coefficients rat ionnels par rapport à R ' , R", . . . . En 

l 'égalant à z é r o , on a une équat ion analogue à / " ( # ) « = 0, et l 'on 

peut supposer que ses racines sont dis t inctes , car sinon on lui appli­

querai t la mé thode de calcul des racines égales qui ne change pas la 

nature des coefficients ; si nous admet tons que o(y) — 0 soit 

l 'équat ion ainsi obtenue , sans racines égales , e l le a en part iculier 

pour racine la quantité 

e l le est, c o m m e on sait, de la fo rme 

y, = L„ -4- L , V S L S V | -f- · . . -f- L ^ ^ V ^ " 1 , 

où h, est égal à l 'unité. En répétant sur r/, le ra i sonnement que 

nous avons fait sur X j , les valeurs 

(12) yk+l = U •+- L.Ù1ÎV, 4 - L,u>ï*Vl + - . . 4- L^^-'V'Y^1 

pour k = 0, 1, 2, ...,p2— 1, où w 2 est une racine p2

e
 de l 'unité, 

sont toutes des racines de o(ij) = 0 ; d'après la m a n i è r e dont 

nous avons obtenu cette dernière équat ion, ce sont donc des fonc­

t ions des racines x analogues à ylt et s'en déduisant par certaines 

substitutions effectuées sur xt, x2, . . . , xn. Si nous opérons c o m m e 

nous l 'avons fait pour V , , nous avons 

de sorte que V 2 est une fonct ion entière des racines de f(x) = 0, 

avec des coefficients dépendant des racines de l 'unité w, e t w 2 . 

En répétant sur les racines y le m ê m e ra i sonnement , on formera 

une nouve l l e équat ion <]/(z) = 0 dont les coefficients font partie 

du doma ine p r imi t i f et dont les racines sont fonct ions entières de 

Xi, x2, . . . , x n , et l 'on expr imera V 3 au m o y e n de ces racines, et 

ainsi de suite, d 'où le t héo rème suivant : 

T H É O R È M E . — Si une équation résoluble f(x) = 0 dont les coeffi-
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cicnls font partie d'un domaine de rationalité ( I f , R", ...), est satis­
faite par une expression algébrique explicite xu cette expression peut 
se mettre sous la forme d'une fonction entière d'une série de quantités 

v„ v„ vv, 
avec des coefficients rationnels dans le domaine ( R ' , R", ...). Les quan­
tités V sont d'une part des fonctions entières des racines de l'équation 
donnée, avec des coefficients dépendant de racines de l'unité ; d'autre 
part elles sont déterminées par une série d'équations de la forme 

VS» = F a ( V 1 + 1 , V 1 + 2 V „ R', R", . . . ) , 

où les nombres px sont premiers, et où les fonctions F sont entières par 
rapport aux quantités V qu'elles renferment, avec des coefficients 
rationnels dans le domaine (R ' , R", . . .). 

71. Ce théo rème pe rme t d 'appl iquer les considérations que nous 

avons déve loppées sur les fonctions des racines d'une équation, et 

nous a l lons démont re r le t h é o r è m e fondamental suivant : 

THÉORÈME. — Les équations générales de degré supérieur à quatre 
ne sont pas résolubles algébriquement. 

Soit 

f(x) = xn - + - c i * " - ' - + - . - - - + - c„ = 0 

l 'équation généra le de degré n ; le domaine de rationalité est c o n s ­

titué par les coefficients cit c>,c„ qui sont arbitraires et indépen­

dants, et les racines X ¡ , X Í , x„ ne sont assujetties à aucune autre 

condit ion qu'à cel le d 'avoir leurs fonctions symétr iques connues . 

La racine xk étant supposée exp r imée au m o y e n des quantités 

V , , V a , V „ c o m m e nous l 'avons dit, la dernière i rrat ionnelle 

satisfait à une équation de la fo rme 

VJv = F v ( d , d, c„); 
elle est par suite une fonct ion entière des racines 

V v = o(x¡, Xi, xn) 
dont la puissance pî est symét r ique . 

L ' ident i té <tp->(xi, x2,..., xn) = F „ ( c i , c¡, ..., c„) 

a l ieu lorsqu 'on remplace c t , c,, c„ par leurs expressions en 

fonction des racines et lorsqu 'on considère ensuite x¡, x¡, ...,x„ 
c o m m e des var iables indépendantes, puisque l 'équation est géné -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



raie ; l e second m e m b r e est invariable pour toute substitution ; 

par suite le p r emie r doit l 'être aussi ; mais o change au m o i n s pour 

une transposit ion, car sinon F v serait la puissance pï, exacte d'une 

fonct ion symé t r ique , ra t ionnel le par rapport à cit c 2 , c„, con­

t ra i rement à l ' hypothèse . 

Soit donc T = (a?ix 2 ) une transposit ion changeant la valeur de 

<p; c o m m e reste invariable , la nouve l le va leur o(xi, x\,xn) 
ne diffère de la p r e m i è r e que par une racine pw

c de l 'unité w v , de sorte 

que 

<f{Xi, x , · £ « ) = w v o ( x i , Xi, ..., x„) ; 
en répétant la t ransposit ion T sur les deux m e m b r e s , i ls resteront 

encore ident iques puisque les x sont indépendants ; ma i s le p remie r 

reprend la valeur p r imi t ive o(xi, x2, . . . , x„) ; on a dès lors 

ç(a?i, Xi, . . . , xn) = <-<K<?(x2, xu . ., xn), 
d'où, en remplaçant o(x2, xt, . . . ) par sa valeur , 

o(a?i, x,, . . . , xn) = wlf(xu x^, . . . , a;,,) ; 

cette identi té e x i g e que l 'on ait = 1, d 'où /> v = 2 . On v o i t 

que la p remière i r ra t ionnel le V v que l 'on a à ca lculer est un radical 

carré ; c'est une fonct ion des racines ayant deux valeurs , et appar­

tenant au groupe al terné ; e l le est le produi t d'une fonct ion s y m é ­

tr ique par la racine carrée du discriminant . 

Passons maintenant à l ' i r ra t ionnel le suivante V v _ i , donnée par 

V ' ' ^ 1 = F V _ , ( V V , c,, c,,. . . , c „ ) . 

L e second m e m b r e doit renfermer V„ , car s inon, d'après le m ê m e 

ra isonnement V v _ ] serait encore une fonct ion de 

Xi, Xi, » · · t Xn 
ayant deux valeurs , appartenant au groupe alterné, et s 'expr imerai t 

ra t ionnel lement au m o y e n de V„ , cu c 2 , c „ , cont ra i rement à 

l 'hypothèse . 

Si l 'on remplace V „ , c,, c 2 , c„ par leurs valeurs en fonct ion des 

racines, F v _ ( est une fonct ion appartenant au groupe a l terné , et si 

l 'on pose 

V v _ , = <J/(a?!, x^ x3, xn), 

Y v - i est une fonct ion des variables x dont la puissance / > v _ i e a 

deux valeurs et reste invariable pour les substitutions de ce g roupe . 

4* var ie au moins pour une substitution circulaire de trois é léments , 

car s inon, d'après le § 5, e l le appartiendrait au g roupe al terné, et 
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Vv_i s 'expr imerai t ra t ionnel lement au m o y e n de V „ ce qui est 

imposs ib le . 

Soit alors , par e x e m p l e , S = (x^x^) une substitution qui 

transforme 4 en une fonct ion que j e désigne par ^ ; e l le changera 

î , en une n o u v e l l e valeur 6 2 et ^2 en ty, puisque S 3 = 1 . C o m m e 

S fait partie du g roupe al terné, e l l e laisse invar iable la va leur de F,_i, et l 'on a |{'v-i = î'v-i, d 'où 

u)v_t désignant une racine J D ^ _ I de l 'unité ; alors en répétant deux 

fois la substitution S on a 

4 = u)v_i4i2 = ">v-i4' ; 
par suite wiLt = 1, p v _ t — 3, et la deux ième i r ra t ionnel le doit 

être un radical cubique . 

Mais si le n o m b r e des var iables est > 4, varie au moins 

pour une substitution circulaire de cinq é léments , d'après les pro­

priétés du g r o u p e a l te rné ; si S' est une telle substitution, un rai­

sonnement ident ique au précédent mon t re que l 'on doit avo i r 

t»î_i = 1 , p^~i = 5. 

Il y a donc contradict ion avec ce qui p récède , et la résolu t ion 

algébrique est imposs ib le pour n > 5. On vo i t que pour n = . 3 

ou 4 l e p r e m i e r radical est la racine carrée du discr iminant , et le 

second un radical cubique, ce que nous avons constaté. 

72. Ce t h é o r è m e fondamental a été démont ré pour la p remiè re fois 

par Abe l ; la démonstra t ion qui précède est ce l le qu'a donnée W a n t -

zel. Nous aurions pu nous en dispenser et nous appuyer sur les ré ­

sultats déjà obtenus, mais nous avons préféré donner une théor ie 

complè te en e l l e - m ê m e de la résolu t ion algébrique des équat ions 

généra les . 

Nous al lons ind iquer une autre démonstra t ion. Nous avons v u aux 

§ 24 et 25 que les fonctions alternées de plusieurs var iables indé­

pendantes sont les seules dont les valeurs conjuguées soient racines 

d'une équat ion b i n ô m e à coefficients symét r iques , et qu ' i l n 'exis te , 

pour n > 4, aucune fonction ayant m valeurs pour les substitu­

tions du g roupe alterné, et dont les m valeurs conjuguées soient 

racines d'une équation b i n ô m e . 
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I l pourrai t se faire cependant qu 'une des valeurs conjuguées , en 

part iculier , soit racine d'une équat ion b i n ô m e à laquel le ne satisfont 

pas les autres. Je vais mon t re r d 'abord que , dans le cas de l 'équa­

t ion généra le , il n 'y a que les fonctions al ternées des racines dont 

une puissance de degré p remie r soit symé t r ique . 

Soit , en effet, ? i ( a " i , x*, xn) une fonct ion ayant p valeurs 

conjuguées , racines d'une équat ion 

( 1 3 ) < % ) = <?" 4 - A,tpp"-' - ) 1- A P = 0 

à coefficients symét r iques , et satisfaisant à une équat ion b inôme 

tel le que 

(14) ©* = F ( c „ c „ . . . , c „ ) . 

Si les équat ions précédentes sont ident iques , les p valeurs conju­

guées sont les racines de l 'équation b i n ô m e ( 1 4 ) ; cela ne peut avoir 

l ieu que si p = p — 2 , et a lors cp, est une fonct ion al ternée ; si 

el les ne l e sontpas , p ne peut être inférieur à p, car l 'équat ion ( 1 3 ) 

est i r réduct ible (§ 4 9 ) ; les racines c o m m u n e s satisfont alors à une 

équation de degré inférieur à p, de la f o r m e 

( 1 5 ) B 1 ? ^ - ' 4 - B 2 o ^ 2 4 H B j , = 0 

à coefficients symét r iques , mais c'est imposs ib le , car d'après le 

t héo rème p ré l imina i re de ce chapitre , ot serait symé t r ique . 

On démontrera i t de l a m ê m e manière qu ' i l n 'exis te , pour n > 4 , 

aucune fonct ion des racines de l 'équat ion généra le dont une puis­

sance de degré p r e m i e r soit une fonct ion al ternée. L e théorème 

d 'Abe l en découle imméd ia t emen t . 

73. R e v e n o n s aux équations spéciales résolubles a lgébr iquement , 

pour complé t e r ce que nous avons dit au sujet de leurs racines. 

Nous avons vu que les express ions 

( 1 0 ) x k + l = G, + G i « o * V , + • • · - + - G , ( _ , ^ . - « V f . - » 

obtenues en remplaçant dans xt V 4 par ( " Î V , , et où G 4 peut être 

supposé égal à l 'unité, donnent des racines de l 'équation f{x)= 0 ; 

nous pouvons général iser , et démont re r le t héo rème suivant : 

THÉORÈME. — Si dans l'expression de la racine satisfaisant à une 

équation résoluble 

X l = G 0 ( V 2 , V „ . . . ) -+ - G t C V , , V „ . . . ) V t 4 h G ^ V f . - 1 

on remplace une ou plusieurs des irrationnelles par une autre des va-
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leurs dont elles sont susceptibles, on a une nouvelle racine de l'équa­
tion. 

En effet, nous avons vu que dans le résultat de substitution 

FTXT) = H . ( V „ V „ . . . ) -+- H , ( V * V „ . . . ) V , -+- - + H , t _ t V ï . - « 

chacun des coefficients H 0 , IU,Hj< 1 doit être nul ident ique­

ment, et de m ê m e , si on les ordonne suivant les puissances de V 2 , 

les coefficients de ces puissances do iven t être nuls, et ainsi de 

suite. 

Nous avons déjà vu que si l 'on remplace V t par « « f V i , on f o r m e 

des racines de F(X) = 0. 

Supposons maintenant que l 'on remplace V 2 par V 2 = o > , V 2 , où 

i D 2 est une racine de <·>''* — 1 = 0 ; V i doit être alors remplacé par 

une racine V I de l 'équat ion 

V' ,» ' . = F 1 ( V i , V 3 V „ R ' , R " , . . . ) · 

F i ( V 2 , V 3 , . . . ) n'était pas la puissance p\ exacte d u n e fonction du 

domaine ( V 2 , V 3 , . . . ) ; par suite F , ( V 2 , V 3 , . . . ) n 'est pas non plus 

la puissance exacte d'une fonction du nouveau domaine ( V ' 2 , V 3 , . . . ) 

et la suite 
V V . V , V ' V ' 

* v , » v — 1 , · > · 1 ' 3 , » 2 , * j 

joui t des m ê m e s propr ié tés que la suite p r imi t ive ; si l 'on remplace 

dans Xi V 2 et V t par V ' 2 et V ' , , la nouve l l e valeur 

< = G , ( V ; , V „ . . . ) + G , ( V i , V „ . . . ) V , •+- ·•• 

est encore racine de l 'équation, car F{X\) est ident iquement nul . 

La démonst ra t ion s'étend de p roche en proche à toutes les irra­

t ionnel les . 

74. L e s racines que l 'on obt ient ainsi ne sont pas toujours dis­

t inctes; nous al lons reconnaî t re ce l les qui le sont, en supposant 

toujours l 'équation donnée i r réduct ible . 

Considérons d'abord les racines X„ XS,..., X3, données par les 

équations (10) ; j e vais mon t r e r qu 'e l les sont distinctes. L e produi t 

FI{X) = (X — XI)[X — XI)...(X — X,,L) 

est symé t r ique par r a p p o r t a V t , t » t V i , w i V i , . . . , par suite s 'ex­

p r ime ra t ionnel lement dans le domaine ( V 2 , V a , . . . ) ; j e dis qu ' i l 

est i r réduct ible dans ce domaine . 

Supposons qu'il ne le soit pas, et qu'il se décompose dans les 
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facteurs i r réduct ib les 

o,(a?, Vj, V n , . . ) = (X — XT){X — XX). ., 

<?I{X, y2, V 3 , . . . ) = (X — X}){X—X~)..., 

* · · · . » · . · · . , 

les p remie r s m e m b r e s ne renfermant pas V 4 , cette i r ra t ionnel le 

doit disparaître iden t iquement dans les seconds après tous produits 

effectués, dès lors ils ne changeront pas lorsqu 'on remplacera V , 

par t o i V i , c'est-à-dire XX par chacune des autres racines ; il faut 

donc que les facteurs i r réduct ib les 91, 92, . . . so ient ident iques , 

c'est-à-dire que FI{X) soit une puissance e x a c t e ; mais , c o m m e pi est 

un nombre p remie r , FT(X) ne peut être puissance exacte que d'un 

facteur du p r emie r degré qui serait X— XU et cela est imposs ib le 

puisque X — XT n 'est pas rat ionnel par rapport à V 2 , V 3 , . . . 

De ce que FI{X) est i r réduct ible , on déduit que XT, X 2 , X H sont 

distinctes, ce que nous vou l ions démontrer ; on peut ajouter que 

FI(X) est un facteur i r réduct ible de F(X) dans le domaine ( V 2 , V s , . . . ) · 

I l arr ive géné ra l emen t que dans l e produit (a; — X\)(X — #2)... 

(X — XPL) plusieurs i r rat ionnel les disparaissent en m ê m e temps que 

V j ; supposons que V 2 , V 3 , . . . disparaissent, jusqu 'à V A _ i , et que V * 

soit l ' i r ra t ionnel le de m o i n d r e indice qui subsiste; on a alors 
F{X, I V . R " , . . . ) = F\{X, V » , V A + i , . . V , „ V ^ , . . . ) , 

et l 'on peut supposer que le quot ient 4*1 ait été rendu ent ier par rap­

por t aux é léments V qu ' i l cont ient . 

L ' ident i té précédente mont re que les coefficients des puissances 

de X doivent être ident iques aux deux m e m b r e s ; ceux du second 

m e m b r e , o rdonnés suivant les puissances V J , \ } „ V | , . . . , V £ / i _ 1 , 

doivent avoi r les coefficients de ces puissances séparément nuls, 

d'après un ra isonnement déjà fait, et l ' identité précédente subsistera 

quand on remplacera V A par u > £ V A , où w£a — 1 = 0 . 

Formons maintenant le produi t des ph facteurs obtenus en r e m ­

plaçant dans FI N h par toutes les valeurs dont cette i r ra t ionnel le est 

susceptible, 

/·,(*) = FT(X, V A , . . . ) / · , ( * , u » ; t V A , . . )FL{X, <olVA, ...) . . ; 
j e vais mont re r qu' i l est i r réduct ible dans le doma ine fo rmé par 

(Va-)-), V a + 2 , . . . ) ; supposons en effet qu' i l ne le soit pas, et que 

<?i(ar, V A + t , . . . ) 
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soit un facteur i r réduct ible dans ce domaine ; s'il a un diviseur 

commun avec un des facteurs p récéden t s , par e x e m p l e avec 

fi{x, < o A V A , V A + 1 , . . . ) , i l doi t être divis ible par ce p o l y n ô m e , car 

sinon celui-ci serait réduct ible dans le domaine ( w A V A , V A + i , . . . ) et 

fi(x, V A , V a + 1 , . . . ) l e serait aussi dans le domaine ( V A , V , , ^ , . . . ) , 

ce qui est imposs ib le . Il faut donc que <?, soit le produi t d'un cer­

tain n o m b r e de facteurs ft ; soient alors 

<?i(ar, V A _ , _ i , . . . ) = fi{x, V A , V A + 1 , . ..)ft{x, « ? , V A , V A + „ . . . ) . . , 

<ps(ar, V A + 1 , . . . ) = f,(x, t o f V , „ V A + 1 , . . .)f\(x, ( o j / V A , V A + 1 , . . . ) 

les facteurs i r réduct ib les de f2[x); V A doit disparaître dans les se­

conds m e m b r e s quand on effectue les produits . La p r e m i è r e iden­

tité ne changeant pas quand on remplace V A par w A V A , on en con­

clut que les facteurs <?,, o 2 , . . . sont identiques et que f2(x) est une 

puissance exacte d'un p o l y n ô m e dont le degré est de la f o r m e \pt ; 

c o m m e ph est p remie r , cela ne peut avoi r l ieu que si f2{x), dont le 

degré est égal à Piph, est la puissance ph d'un facteur qui n e peut 

être que ft(x, V A , V ^ , , . . . ) ; mais cela est imposs ib l e , puisque / i 

contient sûrement V A et n'est pas rat ionnel en V A + l l V A + 2 , V v . 

Ainsi donc f3(x) est i r réduct ible dans le domaine ( V A + 1 , V A _ | _ 2 , . . . ) ; 

par suite les piph racines qu 'on obtient en remplaçan t dans 

a?i, x 2 , x V l V A par les express ions de la fo rme t o ^ V A sont dis­

tinctes, et f2(x) est un facteur de f(x) ; on peut ajouter que s'il 

existe entre V , et V A des irrat ionnelles V 2 , V a , V A _ 4 ayant 

disparu dans fi(x, V A , . . . ) , toutes les express ions qu 'on obt iendrai t 

en remplaçant V 2 par w 2 V 2 , V ; J par w J V 3 , V A _ , par I O ^ V ^ I ne 

peuvent donner de nouvel les racines de f[x), car e l l es satisfont for­

cément à l ' équat ion f,(x) = 0 et ne peuven t différer des p,ph 

racines que nous venons de t rouver . 

En continuant de la m ê m e manière , supposons que dans f\(x), 

en m ê m e temps que V A disparaissent d'autres i r ra t ionnel les V A + 1 , 

V A + Î , V * _ 4 , et que \ k soit la p remiè re qui subsiste ; f o rmons 

le produit 

f3[x) = fi[x, V f t , V , [ + 1 , . . .)fî(x, wk\k, V t + 1 , . . . )f,(x, utkYk, . . . ) . . . ; 

on verra que c'est un facteur irréductible de f(x) dans le doma ine 

( V * + i , V f t + ! , . . . ) , et ainsi de suite ; après un n o m b r e l i m i t é d 'opéra­

tions on fera disparaître toutes les i r ra t ioonel les et on ob t iendra un 
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facteur i r réduct ible de f(x) dans le domaine (R' , R", . . . ) ; c o m m e 

f(x) est supposé i r réduct ible dans ce domaine , le dernier produit ne 

différera pas de ce p o l y n ô m e l u i - m ê m e ; le ra i sonnement précédent 

mon t r e de plus c o m m e n t on obtient toutes les racines séparément . 

On peut donc énoncer le t héo rème suivant : 

TUÉOKÈME. — Etant donnée l'expression algébrique x,, satisfaisant 
aune équation résoluble irréductible f(x,R', R", . . . ) = 0 et formée au 
moyen des irrationnelles V , , V 2 , V v , les pv quantités xt, x 2 , x P l 

obtenues en substituant à Vi dans xu les pt déterminations dont elle 
est susceptible : V , , i>> ,V , , . . . u ) J i _ 1 V 1 , sont des racines distinctes de 
l'équation donnée ; si l'on forme le produit 

f\[x, V ; „ V / , + „ . . . ) = 0 — xi)[x — x2)...(x — xH) [h > 2 ) 

et que Yh soit l'irrationnelle de moindre indice subsistant dans f, les 
PiPh quantités obtenues en remplaçant dans x,, x2, xPl Vh par les 
déterminations V / „ u > / , V ; „ . ., <J)#A_1VA sont p,ph racines distinctes de 
l'équation donnée ; de même si l'on forme le produit des facteurs 
linéaires correspondant à ces racines, 
f*{x, VA, V A + „ . . . ) = f\(x, VA, ...)ft{x, < ^ V A , ...)...fi{x, < ^ ' V A , . . . ) , 

où k~z>h-\-{, on en déduit p\phfk racines distinctes de f(x), cl 
ainsi de suite jusqu'à ce que les irrationnelles disparaissent ; on obtient 
ainsi le polynôme f(x, R', R", . . . j et toutes les racines de l'équation ; 
le degré de f{x) est égal à n = p^phpu > pt de plus les polynômes 
fi, f2,... sont irréductibles dans le domaine des éléments qu'ils contien­
nent. 

75. REMARQUE. — L ' o r d r e dans l eque l sont p lacées les i rrat ion­

ne l les V , , V 2 , . . . n'est pas toujours absolument fixé par la nature de 

l ' express ion a lgébr ique ; supposons par e x e m p l e que V a , V ï + , , . . . , 

V p _ ! soient dé terminés séparément au m o y e n des i rrat ionnelles 

suivantes : V p , V s + i , V v par des équations de la fo rme 

V j * == FA(V„, V , + 1 , . . . , V „ R', R", . . . ) (le = a , a + 1 , . . . f i - i ) , 

on peut ranger les é léments V „ V 9 _ , dans un ordre quel ­

conque . 

Si cela se présente pour un certain n o m b r e d ' i r ra t ionnel les à 

partir de V , , on peut p lacer l 'une que lconque d'entre e l les au p r e ­

m i e r rang dans la suite totale des é léments V ; nous dirons que 
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chacune d 'el les f o r m e un radical extérieur dans l 'expression a lgé­

brique de la rac ine . 

Considérons le cas d'une équat ion irréductible de degré p r emie r^ ) , 

résoluble a lgéb r iquemen t ; d'après ce que nous avons dit re la t ive­

ment au degré de cette équat ion, la première i r ra t ionnel le V , doit 

être donnée par une équation de degré PI, et de plus le produi t 

f,(x) = (x — x,)(x — x2).. .(x—xVi) 
doit être ident ique à f(x), de sorte que les irrat ionnelles suivantes 

doivent disparaître avec V t ; on a donc le corol la i re suivant : 

COROLLAIRE. — Si une équation irréductible de degré premier est 
résoluble algébriquement, le radical extérieur V t a un indice égal au 
degré de l'équation, et si l'expression d'une racine est 

X L = G „ + G,VI + . . . -+- G ^ V F . " 1 , 

le premier membre de l'équation est égal au produit des pt facteurs 

f{x) = J J [x — (GO -+- G.WÎV, -+- G,IOÏ*Vî + · · • - + - G^.O^-uv','-')]. 
I,=0 
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CHAPITRE X 

DES ÉQUATIONS ABÉLIENNES 

76. Considérons une équation i r réduct ib le f\x) = 0 jouissant 

de la propriété qu 'une racine x'i soit une fonct ion ra t ionnel le G(OTJ) 

d'une autre racine xt dans le domaine de rat ional i té ; nous al lons 

montrer c o m m e n t on peut s implif ier la résolu t ion de cette équat ion, 

et, dans certains cas, l 'effectuer au m o y e n de radicaux. 

Soit 

(1) f(x) = 0 

l 'équation donnée , supposée i r réduct ible , 

( 2 ) x[ = ec*,) 
la relat ion qui existe entre deux racines ; l ' équat ion (1) et la sui­

vante 

(3) f[6(x)] = 0 

ont en c o m m u n la racine xx ; d'après un t h é o r è m e connu (§ 37) , la 

dernière est satisfaite pour toutes les racines de la p r e m i è r e , en 

particulier pour x[, de sorte que l 'on a, en remplaçant a; par x\ dans 

l 'équation ( 3 ) , 

/•[««y.)] = f{m^)]\ = o. 
Représentons pour abréger par 8 2(a:), 6 3 ( x ) , . . . les f o n d i o n s 

e[oo)], e[8»(ao],... ; 
nous v o y o n s , en répétant le ra isonnement précédent , que les te rmes 

de la suite indéfinie 

(4) a - , , O f a ) , trçar,), . . . 

sont des racines de l 'équat ion ( t ) ; c o m m e cel le-ci n'a qu'un n o m b r e 
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limité de racines, on parviendra nécessairement, dans la suite que 

nous venons de former, à une fonction égale à Tune des précédentes ; 

soient Hk(Xi) et 6'"+' l(a; 1) les deux premières qui soient égales ; on 

doit avoir k = 0, car sinon l'équation 

0 ,n(a;) — x = 0 

serait satisfaite par la racine 0''(ar,) de l'équation ( l ) , par suite par 

toutes les racines et en particulier pour x, ; on aurait par consé­

quent 
O ' " ^ , ) = X l ; 

et k ne serait pas le plus petit nombre jouissant de la propriété 

énoncée. Soit alors m la plus petite valeur pour laquelle on ait 

" ' ( x , ) = Xi ; on en conclut que xi; 0{xi), 62(a?f), 0"l—1(ari) sont 

distincts, et que les termes suivants de la suite (4) reproduisent 

périodiquement les m précédents. 

Si m est égal au degré de l'équation, les racines sont toutes dé­

terminées au moyen de xx ; si le degré »? de f{x) est supérieur à 

m, et si l'on représente par x2 une racine distincte de celles dont 

nous venons de parler, l'équation (3) admet toutes les racines de 

f\x) = 0, en particulier xM par suite ®{x,) est encore racine et l'on 

obtient de cette façon une deuxième série de racines, 

(S ) a r t 1 6 ( a r , ) , V(x*), · · · , ^(x,), 

distinctes les unes des autres, et reproduites périodiquement par 

les termes suivants : ^{x^, ... 

On doit avoir ^ = m, car les équations 

0m(x) — x = 0, ^{x) —x = 0 

sont satisfaites par toutes les racines de l'équation irréductible f(x), 

et en particulier, la première par x 2 , la seconde par Xi ; chacun 

des nombres m et [x est alors au moins égal à l'autre, de sorte 

qu'ils sont égaux. 

Déplus, les termes de la suite (5) sont tous différents de ceux de 

la suite (4), car si l'on avait par exemple 

e*(x.) = 8«(ar,), ' 

où a et b sont < m, on en déduirait, en appliquant aux deux 

membres l'opération 0"'~'', 
0"'(.T2) = a% = 0"'-I,+"(.T)), 
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de sorte que x2 serait compr i s dans la suite ( 4 ) , contra i rement à 

l ' hypo thèse . 

Si les 2m racines obtenues ne forment pas la totali té des racines 

de l 'équat ion donnée , on répétera le ra i sonnement sur une nouve l le 

racine x3, e t c . ; on obt ient de cel te façon les résultats suivants : 

THÉORÈME. — Si une racine d'une équation irréductible f(x) = 0 

eut une fonction rationnelle d'une autre, on peut ranger toutes les ra­

cines de cette équation en v séries de m chacune, comme l'indique le 

tableau suivant : 

x u G(a?,), W{xt), . . . e-Mar,), 

a?2, b(x,), 6 2(a\,), . . . 0 ' " - ' (a: 2 ) , 

x v , erao, o\xj, . . . 0"'->(x v ) . 

On a pour a = 1, 2, . . . , v 

fr(Xa) = a?., 

et le degré de l'équation est égal à mv. 

77. Nous a l lons , dans le cas où le n o m b r e v des séries est supé­

rieur à l 'unité, r amener la résolut ion de l 'équat ion donnée à ce l le 

de v équations de degré m ayant r e spec t ivemen t pour racines celles 

de chacune des séries p récéden tes . 

Nous c o m m e n c e r o n s par fo rmer le g roupe de l 'équat ion ( 1 ) ; 

d'après ce que nous avons dit au § 40, nous devons chercher un 

facteur i rréductible de l 'équat ion résolvante V ( z ) dont les racines 

sont les n ! valeurs de la fonct ion de Galois , ou b ien encore cher­

cher les facteurs l inéaires de cette équat ion réso lvante qu' i l faut 

associer pour consti tuer un diviseur *r,(z) de w{z), à coefficients 

ra t ionnels et i r réduct ib le . 

Désignons par S,, S 2 , . . . , S, les substitutions circulaires 

S, = [a;, e(ar,) Q%x{) ...], 

S 2 = [x2 0(ar2) 0 2 ( x 2 ) . . . ] , 

dont les cyc les sont consti tués par les m racines de chacune des v 

séries ; ces cyc le s n'ayant aucun é l émen t c o m m u n , ces substitutions 

sont permutables et engendrent un groupe d 'ordre m v . 

Considérons maintenant les substitutions permutant entre e l les 

les v séries de racines de toutes les manières poss ib les , tout en 
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conservant l'ordre des éléments de chacune d'elles ; elles sont en 

même nombre que les substitutions du groupe symétrique des v 

indices 1, 2, v, et nous les dési gnerons par l i , 1 ¿, · · . , lv!> 

Elles sont permutables aux substitutions circulaires précédentes, et 

le groupe G dérivé de S i , S 2 , . . . , T l t ï 2 , . . . a son ordre égal à 

mv.v ! ; ainsi que nous le verrons plus loin (ch. xm), ce groupe est 

non-primitif; nous allons montrer que c'est celui de l'équation 

f{x) = 0. 

Prenons pour cela le facteur de l'équation résolvante de Galois 

2 — <W = 2 — M i a ? i - f - M i < ) ( . r i ) H h um+ix2 - + - u » + ! > ( ï ï ) - + - • • - ] 

et ceux qu'on en déduit en effectuant sur les n racines les substi­

tutions du groupe précédent ; nous allons montrer que leur produit, 

qui est un polynôme i ' i ( z ) de degré ?n".v !, est rationnellement 

exprimable. 

Si l'on prend d'abord les facteurs déduits de z — en effec­

tuant les substitutions 1, S i , S f , . . . , SI" - 1 , leur produit p, est une 

fonction cyclique de x„ 0(ar,), . . . , 9m _ 1(ar,) et s'exprime rationnelle­

ment, en ce qui concerne ces racines, au moyen d'une fonction 

cyclique particulière Ct appartenant numériquement au groupe 

dérivé de S , ( § 4 3 ) . Cette fonction cyclique est une fonction ration­

nelle de Xi ; mais comme le changement de xt en 6 ( x , ) a pour effet de 

remplacer en général 63t(a-1) par O ^ - H ^ ) e t B ™ - ^ ) par 9m(x¡) = x¡, 

c'est-à-dire d'effectuer la substitution S i , C i reste invariable lors­

qu'on remplace x, par 0 ( x i ) et par chacune des autres racines de 

la même série, et l'on a 

C , ( * i ) = dWxi)] = ••• = C,[0» >(*.)]· 

Si l'on prend ensuite les valeurs de pt pour la substitution S 2 et ses 

puissances, leur produit p2 est, par rapport aux racines x2, 6 ( x 2 ) , 

. . . , fl",-1(a?2) de la deuxième série, une fonction cyclique, et il s'ex­

prime au moyen d'une fonction cyclique de ces racines ; on peut 

choisir une fonction C j déduite de C i en remplaçant x , par x¡ ; elle 

sera telle que l'on ait 

C 2 ( . r 2 ) = C,[0(ar,)] = - = C 2 [ 0 » - ' ( a ; 2 ) ] . 

En continuant de cette façon .jusqu'à S v , on obtient un produit 

de degré m", s'exprimant rationnellement au moyen de fonctions 

cycliques C,(a?,), C¡(x2), C v ( x v ) ne différant l'une de l'autre que 

par la notation des variables. 

V O G T . — n É S . A L G . lJ 
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On effectue ensuite sur p v les substitutions T l 5 T 2 , . . . , T „ : ; l e p ro­

duit des résultats, qui est ^ ' i ( z ) , est un p o l y n ô m e en z dont les 

coefficients sont symét r iques par rapport à C i , C 2 ) . . . , C v ; il reste 

à vo i r qu ' i ls s 'expr iment ra t ionne l lement . 

Considérons pour cela la s o m m e des puissances semblab les de 

ces fonctions 

S x = Q + C* + CV, 

d'après ce que nous avons dit sur la fonct ion C i , on a 

mCx = CtoP + CMorOPH h- C1[e
i»-1(a;i)]\ 

et des égali tés analogues re la t ivement aux autres séries de racines ; 

on en conclut que mS,, est égal à la s o m m e des valeurs de la fonc­

t ion rationnelle C i ( a ; 1 ) x lorsqu 'on remplace XI par chacune des n 

racines de f(x) = 0 ; c'est dès lors une fonct ion symét r ique de 

ces racines, s 'exprimant ra t ionnel lement au m o y e n des coefficients 

de l 'équat ion. 

C o m m e cela a l ieu pour toute va leur de X, les s o m m e s des puis­

sances semblables , et par suite les fonct ions symét r iques de 

C i , C 2 , C v sont expr imables ra t ionnel lement , ce que nous v o u ­

l ions démontrer . 

Ains i donc, la fonct ion ^ ( z ) est ra t ionnel le ; c o m m e on ne sup­

pose d'autre part aucune rela t ion entre les racines x u x t , . . . , x„ 

il n 'existe aucun produi t de m o i n d r e degré jouissant de cette p ro ­

pr ié té . Celui que nous venons de dé te rminer const i tue le p remie r 

m e m b r e de l 'équat ion résolvante de Galois et le g roupe est fo rmé 

des substitutions dont nous avons par lé . 

Si l 'on appl ique à une fonct ion cyc l ique des racines de la pre­

m i è r e série, telle que Ci[xu Q(x,),..., 6m~i(x1)], restant invar iable 

par la substitution S i et ses puissances, les substitutions du groupe 

précédent , on vo i t qu 'e l le prend pour ces substitutions v valeurs 

conjuguées, qui sont p réc i sément les fonct ions dont nous avons 

parlé 

C* = Ci fag , 0[xa), B 2 ^ ) , . . . ] (a = 1 , 2, . . . , v ) ; 

ces v valeurs sont les racines d'une équation, 

(6) C + A . C - ' - l H A v = 0, 

dont les coefficients s 'expr iment ra t ionnel lement au m o y e n de ceux 

de f(x) ; lo rsqu 'on connaî t l 'une des racines, par e x e m p l e ce l le qui 

correspond à la p r emiè re série , les fonct ions symét r iques des m 
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racines de cette série restent invariables pour les substitutions qui 

n'altèrent pas C i , et s 'expr iment ra t ionne l lement au m o y e n de cette 

fonction et des coefficients de f(x). 

Ainsi donc, en déterminant toutes les racines C i , C 2 , . . . , C v d'une 

équation (0) de degré v, on peut f o rmer v équations distinctes de 

degré m, 

f.[x) = x'" + a{(Ca)x
m-1 -t- · · · + am(Ca) = 0 (> = d, 2 , ..., v) 

telles que les coefficients de l 'équat ion fa{x) = 0 soient des fonc­

tions ra t ionnel les de la racine C a et des coefficients de l 'équation 

donnée f\X) = 0 ; les racines de l ' équat ion de rang a sont 

x„ Q{xa), o2(AG, ( r - X O . 

Si l 'on ne fait sur les racines de l 'équat ion (1) aucune autre h y p o ­

thèse que ce l l e dont nous avons par lé , les racines de l 'équat ion (6) 

ne satisfont à aucune condi t ion part icul ière, et la résolu t ion de cette 

équation ne peut être s impli f iée . 

78. Nous supposons maintenant que l 'on ait calculé une racine 

telle que C, de l 'équation (6) et qu 'on l 'adjoigne au domaine de 

rationali té ; il nous reste à traiter ce p r o b l è m e : Résoudre une équa­
tion f[x) = 0, de degré m, dont les racines sont distinctes et 
représentées par 

(7) XI, 6(A?I), ')2(A-,), . . . , T - ' f e ) , 

0 étant une fonction rationnelle telle que t)m(xt) = xt. 
Considérons une fonct ion cyc l ique des racines , en part icul ier 

T, = [x, -+- TOG(XI) -4- wH9-(x,) -h h u r - ' O ' » - 1 ^ ! ) ] " 1 = <]/,", 

où ta est une racine p r imi t ive de l ' équat ion xm —1 = 0 ; nous 

allons démontrer , sur la fo rme par t icul ière de cette fonct ion, 

qu 'e l le est ra t ionnel lement expr imable ; en effet, si l 'on change a;, 

en 0(a?i ) , la fonct ion ^ î entre parenthèse se change en 

LI{XI) -+- 0)02(3;,) -H u>203(A-,) H -+- W - ' Î , = ; 

par suite T , conserve la m ê m e va leur ; il en est de m ê m e , en répé­

tant le ra isonnement , lo r squ 'on remplace a;, par une que lconque 

des racines ; si l 'on pose alors pour un instant T , = ©(a;,), on a 

T, = <?(*,) = ? [ e t a j ] = • · · = 4" O f o ) •+• ?[» *<)] -+ - · · · ] ' ' 
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c'est une fonct ion symét r ique des racines , et elle s ' expr ime ration­

ne l l ement au m o y e n des coefficients de l 'équat ion, lorsqu 'on adjoint 

au domaine de rationalité les racines m" de l 'unité. 

En extrayant une racine d ' indice m, on a 

^ = x, -+- uO{x,) -+- uW(xt) + • · • - + - W ' - ' O - ' - H A ? , ) = 7 Ï 7 ; 

4<i est une fonct ion de Galois au m o y e n de l aque l le on peut 

expr imer les racines, mais il est préférable de les dé te rminer de la 

maniè re suivante : 

Supposons que l 'on remplace dans tyt la racine <x> par chacune 

des racines de l 'équat ion xm — 1 = 0, qui sont 

C O , ( O 2 , < O 3 , . . . , <ùm~\ L O * " = 1 ; 

nous obt iendrons les fonctions 

<\ix = xt 4 - 1 0 * 0 ( 3 ; , ) 4 - W 2 L 0 ( . R , ) - I - + - W C ' - 1 ) I f l » ' - I ( ; R , ) . 

Elles s 'expriment toutes en fonct ion ra t ionnel le de car la fonc­

t ion 

D V W " * = [Xi - + - O W ) Xi) - | ][xi - + - T O O F A : , ) - + - . . . ] · · ' - * 

so t ransforme, par le changement de x{ en 0 ( a : , ) , en 

( ( 0 - I I V A ) ( " J ~ ' 4 ' L ) ' " ~ I = ' J V W ' " 3 

et reste numér iquemen t invariable ; d'après le ra i sonnement fait 

p r é c é d e m m e n t , e l le s ' expr ime ra t ionnel lement au m o y e n des coef­

ficients de l 'équation ; si l 'on représente par cet te fonct ion, on a 

<|a — ~ ( ' V T J ) 1 , d 'où la série d 'équat ions : 

Xi - + - 0 ) 0 ( 0 7 , ) - T - VÙ*0\Xi) -\ = "\/Ti, 
Xi - + • « O ' 0 ( A : I ) - T - <»W(Xi) + . . . = L Î {'•i/Y,Y, 

11 

Xi + u»<-<U{Xi) - + - o>*"<->W{x,) + . . . = 1 ^ 1 ( V Î T ) » - 1 , 

Xi + 0(Xi) -+- "-{Xi) -t- · • · = — c, ; 

si on les ajoute, les coefficients des racines autres que Xi sont nuls 

dans la s o m m e des premiers m e m b r e s , et l 'on obt ient la valeur 

de Xi ; si l 'on mul t ip l ie de m ê m e les équations respec t ivement par 

C O - % O ) - 3 % on obtient la va leur de 0 = 1 ( A ; I ) , d 'où l e s va leurs sui­

vantes des racines : 
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(8) 

1 r 
m L 

1 

On vo i t que les équations qui nous occupent sont résolubles par 

radicaux lo r squ 'on adjoint au domaine de rationalité les racines m" 

de l 'unité, et qu'il sufïit d 'extraire la racine me d'une quantité 

connue ra t ionnel lement . 

79. Lor sque les coefficients de f[x) et de 6(a?) sont des quantités 

rée l les , l e calcul numér ique de *VTÏ peut être remplacé par le sui­

vant : 

La fonct ion 

est ra t ionnel lement expr imable au m o y e n des coefficients de f(x), de 

ceux de 0(a?) et de u > ; si on la m e t sous la forme p ( c o s A + i sin 3>), 

la présence de i t ient à la racine <o, et le changement de to en <u_1 

a pour effet de changer i en — i ; il t ransforme de plus T t en 

T „ , _ , , de sorte que l 'on a 

T ,„_ , = [xt + io "((a-,) + oj- 2 0 2 ( . - r i ) H ]"' = p ( c o s S> — i sin . % ) , 

D'autre part la fonct ion tyfym-i est ra t ionnel lement exp r imab le au 

m o y e n des coefficients, car e l le est de la fo rme ^ « l ™ - " 1 pour 

a. = m — 1 ; de plus el le ne change pas de valeur quand on r e m ­

place <·) par sa valeur conjuguée w par conséquent e l le est r é e l l e ; 

si l 'on représente par e U cette quantité, où U est posi t i f et 

s = ± 1 , on a, d'après la relat ion T , T m _ i = ti '<jC-t. l 'égal i té 

il faut que e" 1 soit égal à l 'unité, puisque U est positif ; on conclut 

de là, en prenant la racine 2m e ar i thmétique des deux m e m b r e s , 

et la racine m" de T, , qui est celle de p ( c o s A + i sin s), a pour 

ï , = [a?i -i- ut^xt) ~\ 1- u > " 1 - 1 0 » ' - ' i I m 

p 2 = tm\Jm ; 

v'? = VU, 
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valeur 

VT , = VU ( COS 

A 4- 2/f7r A 4- 2/fcr 
:) 

+- i sin m Dans ce cas, la résolu t ion de l ' équat ion ex ige : 1° l 'extract ion de la 

racine carrée d'une quantité U que l 'on peut calculer ra t ionnel le­

ment ; 2° la d ivis ion en m parties égales d'un angle que l 'on peut 

construire . 

80. Considérons une équat ion f[x) = 0 i r réduct ib le , de degré 

premier , et telle qu'une racine x,

t soit une fonct ion rat ionnel le 

d'une autre racine Xi ; d 'après ce que nous avons vu au début de ce 

chapitre, les racines do iven t se par tager en v séries d'un m ê m e 

n o m b r e m d 'é léments ; l e produi t vm ne peut être p r e m i e r que si 

v = 1, car m est au m o i n s égal à d e u x ; les racines fo rment alors 

une seule série de la f o r m e 

et l 'équat ion est réso lub le a lgébr iquement . On peut donc énoncer le 

théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si une équation irréductible de degré premier possède 
la propriété qu'une racine soit une fonction rationnelle d'une autre, 
elle est résoluble algébriquement. 

81. Revenons à l 'équat ion de degré m dont les racines sont don­

nées par les formules ( 8 ) ; e l les conviennent à tous les cas, mais 

lorsque m est un n o m b r e c o m p o s é , l 'extract ion des radicaux d'in­

dice m se r amène , c o m m e on le sait, à ce l le de radicaux successifs 

d ' indices p r e m i e r s ; nous a l lons vo i r c o m m e n t on peut, dans ce cas, 

s implif ier la m é t h o d e p récéden te au po in t de vue du calcul numé­

rique des racines. 

Soit m = mtnt ; r emplaçons dans ty, u> par une racine p r i m i ­

t ive w, de l 'équat ion xm< — 1 = 0 ; nous aurons 

i|/i = ïf4 Om'(x))-+-0
2"!i(a;i) 4 4- eOi-'Kfc,) 

4- <u,[e(a;1) 4- Gmi+l{Xi) 4- · · · 4- et"i-"",'+,(a;,)] 4-<i-1[0»'.-'(x1) 4- B̂i-'far,) 4- ··· 4- O".'"."'̂)], 
ce que nous écrirons 

+ i = Zo 4- ">JXI + H U ™ ' H X ' " , - i -
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La fonct ion T. = <l»f. = (xo + M./, + ···-+- <.->Xw,_,)". 
reste invar iable par le changement de x ( en ®(x\), car il a pour 

effet de permuter c i rcula i rement les é léments 7.0,7.1, . . . , * / m , - i ; 

par suite cette fonct ion s 'expr ime rat ionnel lement , et l 'on a, en 

extrayant une racine d' indice m , , 

<w= i/ï.. 
Par un ra i sonnement identique à celui que nous avons fait, les 

fonctions <V2, «J'ai · · • » "Vm,—t obtenues en remplaçant <»j par les 

racines w?, w3, ..., <oî"i_1 sont telles que les express ions 

ŷ.- = T. 
soient des fonct ions rat ionnel les des coefficients de l 'équation, et 

l 'on en déduit que les fonctions x 0 , Xn 72, · · ·, Xm4-i sont données 

par la formule suivante , où a prend les valeurs 0 , 1 , 2 , . . m , — 1 , 

(9) 7, = ^[_ C l 4- t o r >>T7^^m)s . + . . . . ] . 

Lorsqu 'on a dé terminé une de ces quanti tés, par e x e m p l e / 0 , on 

peut dé te rminer ra t ionnel lement les fonctions symétr iques des 

racines a;,, U'"i(xi), 02mi(a?,), 0K-')mi(a;i), car ces fonct ions s y m é ­

triques appart iennent au m ê m e groupe de substitutions que x 0 ; on 

peut alors calculer les coefficients de l 'équation à laquel le satisfont 

ces racines ; mais si l 'on pose 0mi = 0,, e l les sont de la fo rme 

et la mé thode précédente est applicable à leur dé te rmina t ion . 

Les autres séries de racines dont les s o m m e s sont r e spec t ivement 

X i » X>> · · - i X » ' i 1 s o n ^ dé te rminées de la m ê m e manière au m o y e n 

de chacune de ces quantités ; il en résulte que les m racines de 

f(x) = 0 sont expr imées par des radicaux d' indices m, et n i et par 

des racines de l 'unité satisfaisant aux équations 

xmx —1 = 0 , x"> — 1 = 0 . 

Remarquons qu ' i l suffit de connaître une seule des m racines de 

la suite (7) pour calculer toutes les autres, car si x\ est une quel ­

conque d'entre e l l e s , les autres sont égales a ©(a;',), 0 2 ( a? î ) ,O" 1 - 1 ^ ) , 

et sont des fonctions rat ionnelles de la p remière ; on en conclut que 

l 'équation sera résolue dès que l 'on aura déterminé une des quan­

tités 7 et une des racines qui en dépendent. 
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On a donc le résultat suivant : 

THÉORÈME. — Si m = ? H J H I , la résolution de l'équation f[x) = 0, 

de degré m, dont les racines sont celles de la suite 11), se ramène à 
celle de deux équations successives, de degrés mt et n,, auxquelles est 
applicable la méthode exposée précédemment; les coefficients de la 
première étant des quantités connues, et ceux de la seconde des fonc­
tions rationnelles d'une racine de la précédente. 

Si H i est lu i -même un n o m b r e c o m p o s é égal à m2n2, chaque 

équat ion de degré n t dont les coefficients dépendent de Tune des 

quantités y peut e l l e - m ê m e être résolue au m o y e n de deux équa­

t ions de degrés m2 et n2 c o m m e nous venons de l ' indiquer ; en 

continuant de cette façon, on obtient la conclus ion suivante : 

THÉORÈME. — Pour résoudre une équation de degré 
m = m,m2. . ,mp 

jouissant de la propriété donnée, il suffit : 
1° de calculer une racine primitive de chacune des équations 
x'"i —1=0, x'"i—1=0, x"1,,—1 = 0; 

2° d'extraire des racines successives d'indices mi} m2, ...,mp de 
quantités s'exprimant chacune rationnellement au moyen des radicaux 
qui la précèdent, des coefficients de l'équation, et des racines des équa­
tions binômes dont on vient de parler. 

L e s nombres niu m2, mp peuven t être égaux ou i négaux ; 

si donc ce sont les facteurs p r e m i e r s du n o m b r e m, on vo i t c o m ­

men t la résolu t ion de l 'équation de degré m se r amène à cel les 

d 'équat ions successives de degrés p r e m i e r s . En par t icul ier , si les 

n o m b r e s m,, m2, . . . , mp sont égaux à 2, les racines de l 'unité sont 

éga les à ± 1 , et les radicaux ont leur indice égal à 2 ; par suite 

on a le coro l la i re suivant : 

COROLLAIRE. — Toute équation de degré 2'' dont les racines sont 
représentées par 

xi, efa), o»(Xt), ()*"-t(xi) 

est résoluble à l'aide de p racines carrées successives. 
82. P o u r donner un e x e m p l e d'une suite de racines analogue à la 

suite ( 7 ) , cherchons si l 'on peut prendre pour Q(xi) une fraction 
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M = ( ° = « 
o 

C o m m e on obtient , en remplaçant x par 6(x) , 

0 2 ( x ) - ^ ^ M 0 ( x ) - ^ ^ M a a 

0 2 ( x ) — x " 0 ( x ) — x " a 

on aura en général 
0""(x) — x ' „ x — x' 

v = M" 1 

.T"(x) — a : " a; — x " 

Pour que 8'"(x) = x, il faut et il suffit que M" 1 = 1, ce qui 

donne 

Si les racines x ' et x" sont imagina i res , il faut que 8 = - f - 1 , car 

sinon le radical serai t réel ; on doit de plus avoir 

rat ionnelle de la fo rme 

0 (a : ) = : - i 
K ex M- d 

où a, b, c, d sont r é e l s ; il faut d'abord que 3 = ad—bc soit 

j^O, car s inon Q[x) serait constant ; on peut alors , en mul t ip l iant 

a, b, c, d par un m ô m e n o m b r e si c'est nécessaire, supposer S égal 

à ± 1 ; soient x' et x" l es racines de l 'équation 0 ( x ) = x, qui 

peut s 'écrire 

ax -\-b — x(cx -t- d) = x(a — ex) -h b — dx = 0. 

Supposons d'abord qu'el les soient dist inctes, et fo rmons l 'express ion 

8(x) — x' ax-r-b — x'(cx -+- d) (a — cx')x + 6 — dx' 

8(x) — x" ' ax -+• b — x"(cx -\-d) ~ [a — cx")x -+- b — dx" ' 

d'après l 'équat ion à laquel le satisfont x' et x", e l le s 'écrit encore 

0(a>) — x1 a — ex' x — x' x — x' 

0(o;) — x" = a—ex" ' x — x" = x — x " ' 

où le facteur M peut être mi s sous l 'une des fo rmes suivantes, en 

utilisant la remarque que 8 = ± 1, 
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-v/C-î-'y-,-*., 
2 

ce qui donne a -t- d = ± 2 , d 'où x' = a;", cont ra i rement à 

l 'hypothèse : dans le cas où o = - — 1 , il faut que m soit pair et 

que a -+- d = 0 , ce qui donne M 2 = 1 ; ce cas ne peut exister 

que si m = 2 , et le résultat est fourni par l 'équat ion ( 1 0 ) lo rs ­

qu 'on y fait m = 2. 

Nous supposons maintenant x' = x", ce qui ex ige 8 = 1 et 

« + ¿ = ± 2 . On vérif ie que l 'on a alors 

1 1 2c 

0(a;) — x' x — x' a -+- d 
de sorte que, en appelant N la valeur du second m e m b r e , rempla­

çant x par fi{x) et répétant cette opérat ion, il v ient 
1 1 

f- ? » N . 0m(x) — x' x — x' 
Pour que 0m(a?) = ar, il faut que N = 0 , alors on a 6(a;) = x, 

ce qui est imposs ib l e . 

I l n 'y a donc que les condi t ions 

a -t- d = 2 cos — i ad — bc — 1 m 
qui soient nécessaires et suffisantes pour que la fonct ion 0(a?) ré­

ponde à la quest ion. 

C o m m e application, cons idérons l 'équat ion donnant tg con-

m 

o 
naissant tg o ; si nous posons tg a = a, et tg —'— = x, cette 

m 
équat ion est 1 (1 -hix)m — (i — ix)m 

a i (1 -t- ix)>» -+- (1 —ix)m 

et est de degré m, à coefficients rée l s . Ses racines sont 

il suffit de poser, pour satisfaire à cette condi t ion, 

Ait-
( 1 0 ) a + d = 2 cos — , 

k étant p remie r avec m si m est le p r emie r n o m b r e pour lequel 

0"'(a;) = x. Si les racines x' et x" sont rée l les , il faut, dans le cas 

où S = -+-1, que 

a-hd . //a-hdV 
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tg — . tg ( - 3 - + — ) , tg ( — H ) , . · . , tg — - t - i L ) , 

et sont toutes des fonctions rat ionnelles de l 'une d'entre e l les ; en 

désignant l 'une de ces racines par xt, et posant 

•n 
j r + t g — , . m 

d(x) = , 

1 — x tg — 

m 
les autres sont égales à O (a r i ) , fls(a-,\ . . . , O ' " - ^ ! ) . 

En écrivant la fonct ion rat ionnel le précédente sous la fo rme 

c cos h sin — . . m ni 0(x) = 1 

— x sin 1- cos — 

m m 
on vérifie bien qu 'e l le satisfait aux condi t ions que nous avons trou­

vées p r écédemmen t . On conclut de là que l 'équat ion dont dépend 

tg est résoluble par radicaux lo rsqu 'on adjoint au domaine de 

rationalité, const i tué par a et par les nombres ent iers , les racines 

mes de l 'unité et les quantités cos — et sin — 

m m 
83. Nous al lons maintenant considérer les équations déjà étudiées 

par A b e l et appelées par Kronecker et M. Jordan équat ions abé-

l iennes. 

Une équation irréductible ou non est dite abélienne si toutes ses 

racines sont des fonctions rat ionnel les de l 'une d'entre el les xl et si 
X* = ° a l > l ) , Xî = %{Xl) 

étant deux racines quelconques expr imées au m o y e n de x u les 

fonctions fla et 6P jouissent de la propr ié té d'être échangeables , c'est-

à-dire sont tel les que l 'on ait 

Les équations que nous avons étudiées, pour lesquel les les 

racines s 'expr iment toutes sous la fo rme ( 7 ) 

xt, 0(arO, *Hxi), · · · , O ' " - 1 ^ . ) , 

sont des équations abéliennes ; nous dirons qu 'e l les sont s imples ; 
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nous avons vu qu 'e l les sont réso lubles par radicaux, lorsqu 'on 

adjoint au domaine de rationalité les racines de l 'unité ; nous ve r ­

rons qu'il en est de m ê m e des équations abél iennes généra les , 

c o m m e l'a démont ré A b e l ( * ) . 

Nous a l lons r amener d 'abord la résolu t ion des équations géné ­

rales à ce l les d 'équations irréductibles jouissant de la m ê m e pro­

pr ié té en démontrant le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Tout facteur irréductible du premier membre d'une 
équation abélienne, égalé à zéro, donne de nouveau une équation 
abélienne. 

Soit f(x) = fi(x)f2(x)... l e p remie r m e m b r e de l 'équation don­

née d é c o m p o s é en ses facteurs i r réduct ibles , f\(x) étant celui qui 

cont ient la racine xt ; il est év ident que l 'équat ion ft(x) = 0 est 

abél ienne, car ses racines s 'expr iment ra t ionnel lement au m o y e n de 

x u et les fonct ions qui les représentent sont échangeables ; dési­

gnons-les par x u 01(OÎ1 J, ftm t(Xi). Soit maintenant f2(x) un 

autre facteur contenant une racine que nous appel lerons 5>(xi) ; les 

équations 

ft{x) = o, /i|>t»] = o 
ont en c o m m u n la racine xt; par suite la seconde admet les m ra­

cines de la p r emiè re et / 2 ( x ) est satisfaite par les valeurs 

qu 'on peut écr i re , d'après la propr ié té des fonctions 6 et en posant 

3-{xt) = XÏ : 
a?j, 0 , (a ! î ) , . . . , K-\(Xi). 

L e produi t 

[x — Xi][x - O i ( a r i ) ] . . .[x — tim-i(Xi)] 

= \x~ S — $.»t(Xi)]. ..[x—Mm-iixi)] 

étant symét r ique par rapport aux racines de f\(x), est ra t ionnel , et 

consti tue un diviseur rat ionnel du p o l y n ô m e f%(x) ; c o m m e ce der­

nier est i r réduct ible , on vo i t que l 'équat ion f2(x) = 0 ne peut 

avo i r d'autres racines que les m quantités précédentes ; leurs p ro­

priétés mont ren t que cet te équation est abé l ienne . 

La m ê m e démonstra t ion s 'applique aux équat ions obtenues en 

(*) A B E L , Œuvres complètes, t. I, n° xi, p. 114-140. 
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annulant les autres facteurs i rréductibles de f{x) ; el le nous indique 

de plus que tous ces facteurs ont l e m ê m e degré . 

84. N o u s nous l imi te rons par suite aux équations abél iennes 

irréductibles, et nous emplo ie rons à leur égard la mé thode indiquée 

par Kronecke r ( * ) . 

Soit f{x) — 0 une telle équation de degré n, xt une racine au 

m o y e n de laquel le s 'expr iment toutes les autres, et 0 , ( A R I ) une autre 

racine ; d'après la propr ié té de l 'équation donnée d'être i r réduc­

tible, les express ions 

x u 0 , ( 3 ; , ) , 0 ? ( A ; , ) , . . . , O p - ' ^ I ) , . . . 

sont encore des rac ines ; c o m m e le n o m b r e de leurs valeurs dis­

tinctes est au plus égal à ??, il exis te , ainsi qu 'on l'a v u au § 76, un 

exposant v, pour lequel ^'(xt) = xt, l es V , racines xu 0 , ( 0 ; , ) , ^ ~ l ( x t ) 

étant dist inctes. Si v, = n, f(x) = 0 est une équation abél ienne 

s imple , c o m m e ce l le que nous avons considérée au § 78 ; si au con­

traire v, est inférieur à n, on peut t rouver une deux ième fonct ion 

^(xi) représentant une nouve l l e racine , et un exposant v 2 analogue 

à v, tel que QZ*(xi) = xt, et ainsi de suite jusqu'à une fonct ion 

'Kixi) et un exposant v% tel que K''{xi) = xi-

Il peut arr iver que les racines ainsi fo rmées ne soient pas toutes 

distinctes et soient en n o m b r e supérieur à « . Supposons que l 'une 

des fonctions que nous venons de choisir , te l le que 0 „ ( A ; I ) consti tue 

une racine non encore obtenue; " I O I ) , • . · , sont b ien 

des racines distinctes les unes des autres, mais l 'une d 'el les peut 

être égale à l 'une des racines autres que x 4 fo rmées p r écédemmen t ; 

ou b ien encore 0^ peut être une combina i son de plusieurs fonct ions 

6 M 0 V , . . . de la suite Qu 0 2 , . . . , et avo i r la m ê m e valeur que 

FLJFO* · · · Nous al lons réduire les express ions A au n o m b r e m i n i m u m 

d 'é léments ( * * ) . 

Nous dirons qu'une fonct ion 0 , appartient à l 'exposant v a si ce 

n o m b r e est le plus pet i t pou r leque l on ai.t <)x\xt) = xt ; tous les 

autres jouissant de la m ê m e propr ié té sont des mul t ip les de v a . Si 

d est un diviseur de v „ Oj. d appartient à l 'exposant d ; on vo i t de 

( * ) K R O N E C K E R « Uebcr abelsche Gleichungen » , Monalsberichle, 1817, p . 843. 

( " ) Comparer K R O N E C K E R « Auseinandersetzung einigen Eigenschaften der Klas-
senzalil idoaler Zahlrn » , Monatsbcriehte, 1870, p. 881 , et N E T T O , Substitulionen-
tlicorie, p. 144. 
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plus que si deux fonctions 8', fi" appart iennent à des exposants 

· / , v" p remie r s entre eux, la fonct ion û'0"(a-i) appartient à v V . En 

effet, soit /( un n o m b r e tel que l 'on ait (0'0")''(*'i) = *i ; l 'égali té 

précédente subsistera si l 'on é lève le p r e m i e r m e m b r e à la puis­

sance s y m b o l i q u e v ' ; c o m m e on a ('J'O")'™' = o'fa,'fl'"'v' et que 

0 'A v '(a',' = x„ il faut que h/ soit un mul t ip le de v"; on vo i t de m ê m e 

que h-j" doit être un mul t ip le de v', et la plus pet i te valeur que l 'on 

puisse donner à h est le produi t Vv". 

Plus généra lement , considérons deux fonct ions 0' et 0" dont les 

exposants v' et v" ont un plus grand c o m m u n div iseur d; posons 

v' = dv[ et v" = d'il, v', et étant p remiers entre eux, et dési­

gnons par m le plus pet i t c o m m u n mul t ip le etVivï de v' et v". Toute 

combina i son de ° ' et 8", te l le que 8/A0"* appartient à un exposant égal 

à m ou à l'un de ses sous-mult iples ; mais on peut toujours en for­

m e r une appartenant au n o m b r e m l u i - m ê m e ; décomposons en 

effet l e plus grand c o m m u n div iseur d en deux facteurs d'et d" 

premiers entre eux et respec t ivement p remie r s avec v', et -/[ ; les 

deux nombres — = a v', et = = rfv, sont pre­

miers entre eux et ont pour produi t m; dès lors , d 'après ce que 

nous avons vu , le produi t symbo l ique des deux fonct ions 8'(i' et 8"<!" 
v' v" 

d exposants respectifs et — appartient au n o m b r e m. 

On conclut de là que si J? ( est le plus pet i t c o m m u n mul t ip le de 

v,, v,, . . . , v x , on pourra f o r m e r au m o y e n de 0i, 8 2 , . . . , 0X une 

fonction appartenant à nous la désignerons par 9>t; toutes les 

combinaisons des fonct ions 8 appart iennent à un n o m b r e égal à n, 

ou à l'un de ses d iv iseurs . Reprenons le sys tème 0|, 8 2 , . . . , 8X et 

excluons-en toute fonct ion 0S éga le au produi t d'une de ce l les qui 

la précèdent dans la suite et d'une puissance de A i , c 'est-à-dire 

satisfaisant à une égali té de la f o r m e 
l)Jxt) = b^{Xl) (a < ¡3 o u = 0) ; 

il restera un sys tème 0',, 8 ,̂ . . , 8^ c o m p o s é d'une part ie des fonc­

tions du sys tème p r imi t i f ; nous dirons qu 'e l les appart iennent 

re la t ivement à £t>, aux exposants respect ifs -/,, v'2, si ces 

nombres sont les plus petits pour lesquels on ait des égali tés telles 

que 
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par un ra isonnement analogue au précédent , on pourra fo rmer une 

fonction A ' 2 te l le que, >i2 étant le plus peti t c o m m u n mul t ip le 

de vî, vj, . . . , v'^, la puissance S>'"i soit la p r e m i è r e se réduisant à 

une puissance de ; on aura par e x e m p l e 

&p(xt) = ; 
toute fonct ion 6' appartiendra, re la t ivement à 5>i, à un exposant 

égal à « j ou à un sous-mult iple de ce n o m b r e . 

« 2 est l u i - m ê m e , d'après ce qu 'on a vu , un d iv iseur de M , ; si 

)?i = n2d, on aura 

et c o m m e l 'exposant kd de -S-.,, c'est-à-dire k —— doi t être un 

mul t ip le de il faut que k soit un mul t ip le de n2 tel que p « 2 , 

(p > 1 ) ; il est alors pe rmis de remplacer la fonct ion ,S>2 par 

qui appartient, non seulement par rapport à & . u mais encore par 

rapport à xu à l 'exposant n 2 d 'après l 'égal i té 

et « 2 est le plus petit nombre jouissant de cette p ropr ié té . 

De la m ê m e manière , on pourra exc lure du sys t ème K, 0 2 , <%. 

les fonct ions pour lesquel les on ait une égal i té t e l l e que 

%(xt) = O ^ S ^ a - , ) (a < p ou = 0 ) 

et continuer de cette façon ; f inalement toutes les fonct ions 0 et 

leurs combina isons pourront se met t re sous la f o r m e 

/A, = 0, d, 2, . . . , H , — I N 

. .-S>''"(a?,) I 

\ A V = 0, d, 2, . . . , n „ — 1 / 

où les fonct ions A appartiennent r e spec t ivemen t aux exposants 

« i , n2, . . . , n v, r e la t ivement à cel les d ' indice m o i n d r e et aussi relat i­

vemen t à xt, et où chacun des nombres n „ n 2, . . . , » i v est d iv is ib le 

par l e suivant. 

Toutes les fonctions a insi fo rmées sont du reste dist inctes, et 

représentent une fois et une seule toutes les racines, de sorte que 

le n o m b r e de ces dernières est 

Nous supposerons donc que l 'on ait exp r imé toutes les racines 

I
 h>- = °' *i 2> ···' "2 — 1 
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d'une équat ion abél ienne i r réduct ible sous la f o r m e précédente au 

m o y e n de xt, et nous remplacerons les let tres A par 0 dans ce qui 

suit. 

85. TUÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
équation irréductible soit abélienne est qu'on puisse attribuer aux 
racines des indices tels qu'une fonction cyclique de ces racines, à une 
ou plusieurs entrées, fasse partie du domaine de rationalité. 

La condi t ion est nécessaire ; supposons en effet qu 'une équat ion 

soit abél ienne, et qu 'on ait e x p r i m é les racines en fonc t ion de l 'une 

d 'e l les c o m m e nous l 'avons dit ; affectons chacune d 'e l les de v in­

dices et posons 

Xi = £'00· · -o, 

0 * . 0 î » . . . 0 i v ( a ? , ) = X h 1 h t . . . K ; 

toute fonct ion cyc l ique à v entrées de ces racines, appartenant au 

groupe suivant (§ 30) : 

| z, 2 , - f -1 | ( m o d . » , ) 

| z s z 2 + 1 | ( m o d . n2) 
] z v z v -+- 1 | ( m o d . n„) 

est ra t ionnel lement expr imable . Elle est en effet une fonct ion rat ion­

nel le de xt ; si nous la dés ignons par C(xt) et si nous rempla­

çons Xi par une autre des racines de l 'équation donnée , nous 

obtenons la m ê m e valeur qu'en effectuant sur la fonct ion cyc l ique C 

une des substitutions du g roupe p r é c é d e n t ; c o m m e e l les la laissent 

invar iab le , on a, en appelant pour un instant les 

n rac ines , 

C(xt) = C(x,) = ... = C(xn), 
d'où 

COO = - ~ [C{xt) -+- C[x,) -+-.·.+ C(x„)} ; 
le second m e m b r e étant une fonct ion symét r ique , on vo i t que la 

fonct ion cyc l ique considérée s 'expr ime ra t ionne l lement au m o y e n 

des coefficients de l 'équat ion. 

Réc ip roquemen t , si une fonct ion cyc l ique des racines fait partie 

du domaine de ra t ional i té , l ' équat ion est abél ienne. 

Nous avons vu en effet au § 31 que les quantités xhih,- • -/iv s 'expri­

men t ra t ionnel lement au m o y e n de l 'une d 'el les x0o---o, et d'une 
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fonction cyc l ique part iculière que lconque ; si ce l le-c i fait partie du 

domaine de ra t ional i té , chaque racine est une fonct ion rat ionnelle 

dea:oo---o, et les fonct ions 0 qui les expr imen t sont échangeables , 

par suite l 'équat ion est abél ienne. 

Nous dirons qu'une tel le équat ion, dont le g roupe est un groupe 

cyc l ique à v entrées, est une équat ion abél ienne de rang v. 

86. Nous al lons ramener la résolut ion des équations abél iennes 

générales à ce l le des équat ions s imples à l 'aide des considérations 

suivantes. 

Pa rmi les w = ntn2...«v racines a^*, . . .^ , cons idérons ce l les 

pour lesquel les [x des indices , par e x e m p l e ht, Ih,..., h^, ont des va­

leurs fixes a „ a2, . . . , a ,̂ et les autres var iables ; leur n o m b r e est 

n ^ , n v H . i . . . n y . Prenons une fonct ion cyc l ique de ces racines, re la­

t ivemen t au g roupe dé te rminé par 

I h+i Z H - M - + - 1 li I V M Z H - M •+-1 I > · · · » 1 2v 2v + 1 I ; 
si nous la représentons par y a i H - · - a , e H e a pour toutes les substi­

tutions du groupe cyc l ique nln2...nv. valeurs distinctes, obtenues 

en faisant var ie r les indices a ; j e dis que ce sont les racines d'une 

équat ion abél ienne ; en effet, toute fonct ion cyc l ique des y reste 

invar iable pour les substitutions cyc l iques effectuées sur les raci­

nes x, et est ra t ionnel lement exp r imab le , par suite l 'équat ion est 

abél ienne d'après le t héo rème précédent . 

L o r s q u ' o n a résolu l 'équat ion abél ienne de rang |x et de degré 

«in2.. . Î ? ^ donnant les valeurs des fonct ions y, on peut dé te rminer 

au m o y e n de y*^...» les coefficients de l 'équat ion satisfaite par 

les racines x * l H . . •%K]X+1- • ·*„ lo r squ 'on fait var ier les derniers in­

dices ; cette équat ion est abél ienne quand on adjoint au domaine de 

rat ionali té la quantité y X i a i . . . * , car les fonct ions cyc l iques des 

racines font partie du nouveau doma ine . Si l 'on prend ^ = 1, les 

fonctions y sont racines d'une équation abél ienne s imple de 

degré n, résoluble par radicaux, ainsi que nous l 'avons v u ; l o r s ­

qu 'on a calculé ses racines, la résolu t ion de l 'équat ion donnée se 

ramène à ce l le de «j équat ions abél iennes de rang v — 1 et de 

degré n2?i3...nv, auxquel les est appl icable la m ê m e m é t h o d e . Si 

l 'on r emarque que la connaissance d'une seule racine d'une équat ion 

abél ienne entraine ce l l e de toutes les autres, on peut énoncer le 

théorème et le corol la i re suivants : 

V O Q T . — mis. A L O . 10 
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( * ) K R O N E C K E R , Monatsberichte, 1871, p. 847 ; N E T T O , Substilutionentheorie, 
p. 208. Consulter aussi J O R D A N , Traité des Substitutions, §§ 405-407. 

THÉORÈME. — L'équation abélienne générale de rang V et de degré 
n = NIÏÎ2...NV se résout au moyen de V équations abéliennes simples 
successives, de degrés N„ nir ..., »?v (*). 

COROLLAIRE I . — Toute équation abélienne est résoluble par radi­
caux lorsqu'on adjoint au domaine de rationalité les racines de l'unité. 

Prat iquement , on formera les fonct ions symé t r iques 

VH = ?>hlh3--hX*lhr--h„ (A, = 0, 1, . . . , N, — 1) 

et la résolvante 

T. = [YO + «O.Î/1 + W??/2 + · · · + «»Ï-'Y»,-.]"', 

où. o i , est une racine p r imi t i ve de a " i — 1 = 0 ; elle est ration­

ne l l ement expr imable et, au m o y e n de "VTI et de o>! on déter­

mine i /o, yi> · . • , J / n , - i ! ' es fonctions cyc l iques des racines x qui 

composent sont connues au m o y e n de cette quantité, et l 'on 

continue de proche en p roche . 

Si l 'on remarque qu 'une équat ion abél ienne s imple de degré com­

posé se résout au m o y e n d'une suite d 'équations de m ê m e nature et 

de degré p remie r (§ 81), on peut énoncer ce d e u x i è m e corol la i re : 

COROLLAIRE II. — Toute équation abélienne se résout au moyen 
d'équations abéliennes simples successives de degré premier. 

87. Nous te rminerons ce chapitre par un exposé succinct des 

recherches de Kronecke r sur la nature des racines des équations 

abél iennes, et leur express ion généra le au m o y e n des racines de 

l 'uni té; e l les ont été exposées par lui dans différents articles insérés 

dans les Monatsberichte (1853, 1856 et 1877), et une partie en a été 

reproduite dans Y Algèbre supérieure, de Serret (t. II, p . 693). 

D'après ce qui p r écède , il suffit de nous l imi t e r au cas d'une équa­

t ion abél ienne i r réduct ib le et s imple , de plus de degré p remie r , car 

c'est à la résolut ion d'une suite d 'équations de cette fo rme que se 

ramène cel le des équat ions généra les . 

Soient x0, Xt, . . . , x„-i les racines d'une équat ion de degré p re ­

mie r n; leur dé terminat ion dépend du calcul des fonct ions cyc l iques 
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DES ÉQUATIONS ABÉLIENNES 14*7 

résolvantes ra t ionnel lement expr imables , de la fo rme 

n—1 ~"1 " 

—'—0 — wk = = | 2j «FXR | ( » " = i) ; 

on a en effet 

(H) nxH = ?ko>-h% 

Si l 'on r emplace w par u>', on remarque que la fonct ion 

est ra t ionne l lement expr imable au m o y e n des coefficients de l 'équa­

tion et de M ' dès que Ih -+- l'h' + · · · est = 0 ( m o d . n) ; on en 

déduit en part icul ier , oh désignant une fonct ion ra t ionnel le , 

iii = <?*(">). tu = ?»(w)-
ri Y i 

Si l 'on pose tyf — f(oi') et fy" = /*(<*>), on en tire 
A 

Prenons pour h une racine p r imi t i ve du n o m b r e « , tel le que, si 

= 1 - + - n p , le n o m b r e p ne soit pas divis ible par n, et cons i ­

dérons le produi t 

L e p remie r m e m b r e se réduit à f V _ / ' " ' = 4 T n p ; si l 'on prend a 

tel que 

p 4- <s = 0 ( m o d . n ) , 

t n 'est pas nul par hypo thèse ; l e produi t ^ 1 est ra t ionne l lement 

exp r imab le , et l 'on a par e x e m p l e 

d'où 

4*,. = + , > s ( . o ' ) = 4'rp?=(̂ )x(̂ )-
On peut poser U = /c et exp r imer u>! en fonct ion de qui est 

aussi racine p r imi t ive ; en désignant <pB( «>')/( w') par F(<o'') et r empla-
1 

çant \ t

 p par la puissance — du deux ième m e m b r e de l'-équa-
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t ion (12) , on arr ive pour dé te rminer <J/(I = <\>k à la formule 

I l reste à s implif ier la parenthèse ; si l est le n o m b r e tel que 

h = l ( m o d . n) , on a 

tal = kl, t = kl', 
on peut remplacer par sa valeur en fonct ion de <u* et poser 

= / - i K ) ; 
alors 

a prenant avec le reste de toutes les valeurs 1, 2, n — 1 

quand A va r i e , et $ satisfaisant à la condi t ion ap = 1 ( m o d . n) ; 

en modif iant la fonct ion F ( < o A ) , on peut prendre fi entre 0 et n — 1. 

On peut enfin poser a£ = r, de sor te que p> = k, et si l 'on 

chois i t s de façon que rs = 1 ( m o d . n), (i sera dé te rminé par la 

congruence fi = ks ; on aura donc la fo rmule 

(13) = F ( « * ) I J / ; K ) » , 

où r var ie de 1 à n — 1 , s est donné par rs = 1 ( m o d . >?), 

et sic doit être rédui t à son reste ( m o d . n ) . 

T e l l e est la fo rmule donnée par Kronecke r et déjà t rouvée par 

K u m m e r (Journal de Crelle, t. 35, p . 363) ; F et f, désignent des 

fonctions ra t ionnel les , et la fo rmule (11) fournit la va leur des 

racines xo, xt, . . . , x„-i-

88. I l reste à démont re r la r é c i p r o q u e ; que l l e s que soient les 

fonct ions F et / i rat ionnelles dans le doma ine donné , les for­

mu le s (11) et (13) donnent les racines d'une équat ion abé l ienne . 

Remarquons d 'abord que i>" est une fonct ion ra t ionnel le de « ; 

on a en outre 
, (sht) h[sl) 

^ - = F ( u , ' " ) F ( a ) ' ) - " n r / ' 1 ( c o ' - ) " T ~ ~ ; 
rt 

l 'exposant de ft étant entier et u>r étant une fonct ion de e><, on voi t 
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que le second m e m b r e est une fonct ion rat ionnel le de W ; nous 

pourrons donc poser , en le désignant par <?h(u'), 

(14) h, = Wth(<»'). 

Nous al lons mont re r que les fonctions symétr iques des racines 

ainsi que les fonctions cyc l iques sont rat ionnel les ; il suffit de le 

faire vo i r en part icul ier pour Sa.-̂  et Hx^xl ; nous partirons pour 

cela de la fo rmule (11) où l 'on peut remplacer k par kt si t est p re ­

mie r avec n ; on a ainsi 

x \ = A2 t i,a...w-^*,+*2+-% i (4-v..., 
où A est un coefficient numér ique , et 

2*0$ = AS,„V..<Hl(4v. · .(2 ; ICU-^+* 2+-)'). 

Si ki -t- Ih -+- •·• n 'est pas = 0, la dernière s o m m e est nulle ; 

elle est éga le à n dans l e cas contraire ; il reste de cette façon 

la dernière va leur a été obtenue en appliquant l 'équation (14) ; dans 

la s o m m e , /t, - H A:2-l— - - · doit être = 0 , et il s'ensuit, d'après une 

remarque faite, que ^{Tt -M-- - - est une fonct ion ra t ionnel le de w ( ; 

on a donc 

lx\ = R(CO'), 

où R est une fonct ion rat ionnelle ; le ra isonnement précédent 

mont re qu 'e l l e garde la m ê m e fo rme quel que soit t ; e l le est donc 

égale à 

^-j [RM + R(«O«) + .. • + R(«O—)], 

et c'est une fonct ion indépendante de o>, par suite ra t ionnel lement 

expr imable au m o y e n des coefficients de F et fx. 

U n ra i sonnement analogue mon t r e que la s o m m e Hxh+\x\ est 

ra t ionnel le ; par suite la propos i t ion est démont rée , et les for ­

mules (11) et (13) donnent toutes les racines des équations abél iennes 

de degré p remie r . 

Une conséquence impor tante t irée par Kronecke r de ce qui pré­

cède , et que nous nous contentons d 'énoncer , est la suivante : 

L e s racines d'une équat ion abél ienne de degré que lconque , à 

coefficients entiers, sont des fonctions rat ionnelles des racines de 

l 'unité. 
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89. App l iquons ces considérat ions aux racines des équat ions abé-

l iennes du t ro i s i ème d e g r é . 

Sans nuire à la généra l i té , nous pouvons supposer que ^o, c 'est-

à-dire la s o m m e des racines, est nu l le , et faire entrer la fonct ion F 

de la fo rmule (13) dans les facteurs du produi t ; on a de cel te façon 

1 2 2 1 

4-, = / M , 4-2 = fHTfwy, 
ou bien encore 

1 2 

= (a + 4 / = 3 ) T ( o - 4 ( P 3 ) T , 

2 1 

^ = (a-+-bJ—3)T{a—bJ=3)T, 

où a et b sont rat ionnels . L e s racines sont alors données par les 

équations 

3x0 = « ^ i —H- <^2i 3x, = wM/, 4 - I Û ^ , 3a?2 = ">tyt + " " ^ i 

et les coefficients de l 'équat ion, mise sous la fo rme x3-r-px-t-q = 0, 

ont pour valeurs 
^ _ M , _ a 2 -h 36 2 

1 = 

3 3 

4>? -+- 4-1 2a(a2 -1- 3 ô 2 ) , 
27 27 

on re t rouve les express ions déjà données au § 53 en remplaçant 

91 u 
a et b par — et — • 

Les raisonnements que nous avons faits ne s 'appliquent pas à 

l 'équat ion du qua t r ième deg ré , puisque 4 n 'est pas un n o m b r e pre­

m i e r ; nous al lons chercher d i rec tement la va leur des fonctions 

tyk = x0 -+- ikxt -+- i2kx2 4- i3kx3 (k = 0 , 1,2, 3), 

d'où nous déduirons les racines par la fo rmule ( 1 1 ) . 

4 ; l 4 ' 2 4'3ll;2 * 

L e s fonctions —— et —— sont cyc l iques et s expr iment ration­
n a <W 

ne l l ement au m o y e n des quantités connues et de la racine i de 

l 'unité ; c o m m e el les se t ransforment l 'une dans l 'autre par le chan­

g e m e n t de i en — i, on peut poser 
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et 

= L c - 2 ^ + d i ) 3 [ l — d i ) . 
4 

Nous avons de cette façon tyi en extrayant une racine qua t r ième, 

4*2 au m o y e n d 'une racine carrée et ty3 en changeant dans i en 

— i ; c o m m e i|/0 est un n o m b r e rat ionnel qu 'on peut dés igner 

par a, on obt ient f inalement 

Axa = a - + - bjl-hd2 - h (1 + di)JTTl? + \f ^ (1 — d i ^ ï + d 1 , 

ou, en remplaçan t la s o m m e ^ î -t- ^ 3 par la racine carrée de son 

carré, 

Ax„ = a-+- bsfl -+- d' - 4 - \/c(l - + - d2 4 - Jl-^-d2). 

Tel le est l ' express ion , déjà donnée par A b e l , d'une racine d'une 

équat ion abé l ienne du qua t r ième degré ; l e s autres s'en déduisent 

imméd ia t emen t en appliquant la fo rmule ( 1 1 ) . On vérifierait faci le­

men t que les fonct ions symét r iques et cyc l iques des racines sont 

ra t ionne l lement expr imables , quel les que soient les va leurs ration­

nelles de a, 6, c, d. 

b et d étant ra t ionnels , d 'où l 'on a 

d'autre part - ^ - j - est aussi une fonct ion c y c l i q u e , et e l le ne change 

pas lo rsqu 'on r emplace i par — i, de sor te qu 'on peut la repré-

senter par — ; on en déduit 
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C H A P I T R E X I 

DES ÉQUATIONS DE LA DIVISION DU CERCLE 

90. Nous avons vu dans les chapitres précédents le rô le j o u é par 

l e s racines p r imi t ives de l 'unité dans la résolu t ion a lgébr ique de 

certaines équations ; nous al lons mon t r e r que les équat ions dont 

elles dépendent rentrent dans la ca tégor ie des équations abél iennes, 

et sont réso lubles par rad icaux; nous entendons par là que les 

racines p r imi t ives de l ' équat ion 

xm — 1 = 0 

peuven t être calculées séparément au m o y e n de radicaux lorsqu 'on 

suppose connues ce l les des équations b i n ô m e s de degré mo ind re ; 

l e calcul étant répété pour ce l les -c i , on v o i t c o m m e n t les racines 

pr imi t ives de l ' équat ion de degré m sont calculables par radicaux 

successifs . 

C'est du reste l 'é tude approfondie faite par Gauss de la résolut ion 

des équat ions b i n ô m e s qui a condui t A b e l à ce l le des équat ions qui 

por tent son n o m ; nous suivrons ici une marche inverse en appli­

quant aux équations actuelles les résultats du chapitre précédent . 

Remarquons d'abord que si m = m i m 2 . . . m v est une d é c o m p o ­

sit ion du n o m b r e m en facteurs p remie r s entre eux deux à deux, la 

recherche d'une racine p r imi t i ve d 'ordre m se r amène , c o m m e on 

le sait, à ce l le d'une racine p r i m i t i v e de chacun des ordres 

m,, m 2 , . . . , m v , de sorte que si le n o m b r e m d écomposé en ses 

facteurs p remie r s est de la f o r m e 
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(*) Comparer N E T T O , Substitutionentheorie, p. 174. 

il suffil de calculer une racine p r imi t ive de chacune des équations 

xi'1 — 1 = 0, x"9 — 1 = 0, 

Pour la p r emiè re par exemple , prenons une racine p r imi t ive t»i de 

l ' équat ion 
x"—l = 0, 

puis dés ignons par w 2 l to3, . . . , w a une racine de chacune des équa­

tions success ives 

XP — coj = 0, x>' — w 2 = 0, . . . , x'' — to a_, — 0 ; 

leurs va leurs sont par exemple 

w 2 = (o^yjST, w 3 = 10*1̂", . . . , w I = iù\*%ZïZi ; 
j e dis que le produi t 

est une racine p r i m i t i v e d 'ordre px ; en effet , on a d 'abord 

o>p'1— 1 = 0 ; il suflit de vo i r que le produi t w ne satisfait pas à 

l 'équat ion x11*-1 — 1 = 0 qui possède toutes les racines non pri­

mi t ives de ce l l e de degré p* ; o r on a 

qui est =¿1 , par suite w est racine p r imi t ive de l 'équation de 

degré p1. On v o i t que le calcul de <o se ramène à celui de <», et 

à l 'extract ion de * — 1 racines successives d ' indice p ; dès lors 

il suffit de cons idérer le cas d'une équat ion b inôme de degré p re ­

m i e r p. « 

91. L e s racines de cette équat ion, autres que l 'unité, sont p r imi ­

t ives , et de la fo rme 

°>D «°îi · · ·, wr'; 
el les satisfont à l 'équation 

xi> 1 

(1) f(x) = r = xr-i - + - a * - H -\-x* + x + i = 0, 

x -— 1 

appelée par Gauss « équat ion de la d iv is ion du cercle pour le nom­

bre p » . 

Elle possède la propr ié té d 'être irréductible ( * ) . Supposons en 

effet qu 'e l le ne le soit pas, et que f{x) soit le produit de deux p o l y ­

nômes entiers à coefficients ra t ionnels ; d'après une proposi t ion rap-
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pelée au § 33, on peut admettre qu' i ls sont à coefficients en t i e r s ; 

supposons que l 'on ait 

(2) f(x) = cp(ar)+(ar), 

où » et i ont leurs coel l icients entiers ; pour x — 1 on en tire 

P = o(i)m, 
de sorte qu'un des n o m b r e s qui fo rment le second m e m b r e est égal 

à ± 1 ; soit <p(l) ce n o m b r e . 

o(x) s 'annulant pour une racine te l le que u>,, le produi t 

œ ( x ) t p ( x 2 ) . . . o(xi'~i) 

s'annule pour t o , , <of, . . . , o a f - 1 , c 'est-à-dire pour toutes les racines 

de l 'équat ion (1) et est d ivis ible par f{x)\ en effectuant le calcul , 

on constate que le quot ient a ses coefficients entiers, et en le repré­

sentant par f,{x), on a 

9{xMx*)...l{xr*)=f[x)ft(x). 
Si l 'on fait dans cette identi té x — 1, il v ien t 

( ± î r 1 = Pft{i), 

ce qui est imposs ib le puisque /"i(l) est un n o m b r e entier ; par suite 

l ' équat ion ( 1 ) est i r réduct ible . 

92. C'est une équat ion abél ienne, car si g est une racine p r i m i ­

t ive ( m o d . p), les racines v>it <o f , . . . peuvent être représentées par 

ou, en posant 0 ( u ) = u>», par 

» , e(»), e»( w ) , . . . , o ^ ( w ) . 

on peut par suite leur appl iquer la m é t h o d e du § 78. Si nous dési­

gnons par a une racine p r imi t i ve de l 'équat ion 

x*-1 — 1 = 0, 
la fonction cyc l i que 

T , = 4 - r 1 = (<0 - h a o > M h tx^^y^ 
est ra t ionnel le , ainsi que les produi ts 

T A = ^ ~ l " h = (o)+a*u)»+. . +a*l^ 2 W^ 2 ) ( io+«a>»H h^2^2)1"''", 

de sorte que l 'on a, en se reportant aux fo rmules ( 8 ) du g ci té , 

w = [ - 1 + ^ + \ r w + · · · -+• r ^ T D ^ ] , 
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L e calcul des racines w, OJ», . . . est ainsi r amené à celui d'un seul 

radical d ' indice p — 1 et à celui d'une racine p r imi t ive de l 'équa­

tion b i n ô m e de degré p — 1. 

C o m m e f(x) et 8 ont leurs coefficients réels , la déterminat ion de 

^î/Tl se r amène , c o m m e nous l 'avons vu au § 79, à la d iv i s ion d'un 

angle A en p — 1 parties égales , et à l 'extract ion de la racine 

carrée d'une quantité connue U , qui est égale à la va leur absolue 

du produi t réel 

• M p - s = ( ° > + 1- a ^ w » ^ ) ( < o -|- ar-W-h « P - ' u ) » * - ) - ... 4 - aco»' ' - 2 ) . 

En effectuant le produi t indiqué au second m e m b r e , on a 

= (u> 2 -+- o> !» + . . . - + - u > 2 ^ 2 ) 

4 - ADO '+f l 4 - W T ' - T - S ) » -+_...-+- ( O T I+r t ^ 8 ) 

4 - a 2 ( a ) ' - ^ 2
 4 - u ) ( ' + 9 2 » 4 1- t o d - h r V - 8 ) 

-4-

L e s nombres 2, 1 + j , 1 s o n t , dans 

un ordre que lconque , congrus à 2, 3, . . . , p — 1 , p ; l e dernier p 

est donné par 1 4 - g 2 , car g 2 est la seule puissance de g 

qui puisse être = — 1 ( m o d . p); o n en conclut que chacune des 

puissances W S , O ) 1 + » , . . . , ix>i+fir~'2 représente une racine p r imi t i ve 

de l 'équat ion donnée , à l ' except ion de 2 = 1 , et que chaque 

parenthèse est identique à la s o m m e des racines de f[x) = 0, 

c 'est-à-dire égale à — 1 , sauf le facteur de a 2 qui est égal à 

— 1 ; on a donc 

= - I L + I + « ! + . - + « ! 4 - H **-*) 4 - J O A 2 . 

C o m m e la p remière partie est nul le et que a 2 = — 1 , on a 

• M , - - » = — P: V = p. 

D'où ce résultat : 

T H É O R È M E I . — Pour résoudre l'équation binôme de degré'p, il 
suffit : 1° de connaître une racine primitive de l'équation binôme de 
degré p — 1 ; 2° de diviser un angle que l'on peut alors construire en 
p — 1 parties égales ; 3° de prendre la racine carrée du nombre p.. 
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93. L e p r o b l è m e est ainsi r éso lu , mais on peut opérer d'une 

autre man iè re , et prendre d'autres révolvantes que la fonct ion cy ­

c l ique Tu c o m m e nous l ' avons v u au § 81 ; si l ' on pose 

p — 1 —- miiriz.. .wiv, 

en décomposant p—1 en facteurs égaux ou inégaux, on peut 

dé terminer <o en résolvant v équat ions abél iennes successives de 

degrés mu m,, . . . , H « v ej: adjoignant au doma ine de rationalité les 

racines des équations b inômes 

ar'"i — 1 = 0, xmi — 1 = 0, . . , xm- — 1 = 0. 

ai étant une racine p r imi t ive de la p remiè re , on posera 

y'q = U) -4- to" 1 -+- *-(-..., 
y\ = t o ' 4 - Dì1' 1 - t - co» 1 - 4 - . . · , 

„>n.—l „2m,-l et on formera la résolvante T, = (7o 4- a,/i 4- aJXs 4- · · · 4- «r<-'/.».1-i)'
,\ 

qui s 'expr ime ra t ionnel lement au m o y e n de »1 et des coefficients de 

l 'équat ion donnée . On déterminera les inconnues x au m o y e n de 

a, et de ' " ^ T y , leurs valeurs sont données par des formules ana­

logues à la fo rmule (9) du § 81 . Connaissant l 'une d 'el les , par 

e x e m p l e ' / 0 , on partagera les — racines dont e l l e est la s o m m e en 

m 2 sér ies , et l 'on posera 

? 1 = to»"* ' 4- <o9'">(,"s+1> -+ - a / " , < < m * - H ) 4- • · •, 
la résolvante 

Ri = (<?o 4- a2tpi 4- a|tp2 4 h aï,*_1<?m2-i)'"
2, 

où a, est une racine p r imi t ive de l 'équat ion xmi — 1 = 0 , s'ex­

p r ime ra t ionnel lement au m o y e n des coefficients de l 'équation 

donnée et de x0 ; on déterminera alors les inconnues © au m o y e n 
de aj et de " V R I c o m m e p r é c é d e m m e n t ; on cont inuera de la m ô m e 

m 
manière en partageant les racines dont o 0 par exemp le est 7)11771% 
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» , = w + w ' + i » 9 v - t - - - - ; 

y.ot s ' expr ime au m o y e n d'une racine p r imi t ive aA de l ' équat ion 

x»'h — i = o e t d'un radical " v T t t portant sur une quantité qui 

dépend ra t ionnel lement de ah. 

F o r m o n s alors l 'équat ion fh(x, ) r 0 A ) = 0 dont dépendent les 

racines dont la s o m m e est / _ 0 A ; ses coefficients sont des fonct ions 

rat ionnelles de cette quantité ; toutes les équations analogues , ob te ­

nues en donnant à h les valeurs 1, 2, . . . , v, ont la racine c o m m u n e 

tu et n'en ont aucune autre ; on obtiendra donc cette racine en cher­

chant le plus grand c o m m u n diviseur des p o l y n ô m e s fh et en l 'éga­

lant à zé ro ; la racine de ce c o m m u n diviseur, qui est du p remie r 

degré , est une fonct ion rat ionnelle des quantités y„i, X02, . · ·, Xov-

On peut donc énoncer le coro l la i re suivant : 

la s o m m e , en m3 séries, et ainsi de suite. On peut dès lors énoncer 

le t héo rème suivant : 

T U É O R È M E I I . — Si p est un nombre premier, et si Von décompose 

p — 1 en un produit de la forme 

p — 1 = « i , m j . . . ? ? i v , 

il suffit, pour résoudre l'équation binôme de degré p et en déterminer 

une racine primitive : 1° de calcider une racine primitive de chacune 

des équations 

x'"> _ l = 0 , x'"* — 1 = 0 , . . . , x'"-' — 1 = 0 ; 

2 ° de calculer des racines successives d'indices nii, m2, . . . , m^ de quan­

tités s'exprimant chacune rationnellement au moyen des radicaux déjà 

formés précédemment et des racines primitives dont on vient de parler. 

On appl ique ordinai rement ce t héo rème en prenant pou r 

mZ) . . . , »i„ l es facteurs égaux ou inégaux de p — 1 décom­

posé en ses facteurs p remie r s ; il est cependant un choix part iculier 

de ces n o m b r e s que nous al lons ment ionner . 

Supposons que les diviseurs H ^ , wi s , m v de p—1 soient 

p remiers entre eux deux à deux, sans être fo rcémen t p remie r s 

abso lus ; considérons les fonct ions analogues à fo, obtenues en 

remplaçant mt par m 2 , . . . , m v , et désignons-les par 

nni, Jim, y0i — tu - f - a ) » 1 - + - wg -+- ···, 

7.02 = W + 2 - + - <0» 2 H , 
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COROLLAIRE. — Si les nombres m,, wi 2, m„ dont le produit est 

égal à p — 1 sont premiers entre eux, une racine primitive de 

Véquation binôme de degré p s'exprime rationnellement au moyen 

d'une racine primitive de chacune des équations binômes 

x»', — 1 = 0, xni — 1 = 0 , . . . , a>n,v — 1 = 0 

et de radicaux d'indices mu m2, . . . , wi„ portant respectivement sur 

des fonctions rationnelles de ces racines. 

L e cas le plus impor tant est celui où les facteurs du n o m b r e 

p—1 sont tous égaux à 2 ; le n o m b r e p r e m i e r p est de la f o r m e 

2" ' - f - l , et il est nécessaire que m soit l u i - m ê m e égal à 2*, car si 

l 'on avait m = 2^ (2m' -+-1), l e n o m b r e 

2"' -+-1 = ( 2 J l t ) 2 ' " ' - t - 1 4 - 1 

serait d iv is ib le par 2 2 | i + 1 et ne serait pas p r emie r . L e s racines 

p r imi t ives des équat ions b i n ô m e s auxi l ia i res sont égales à — I , 

et les radicaux successifs ont tous leur indice égal à 2 . On a dans 

ce cas le résultat suivant : 

THÉORÈME I I I . — L'équation binôme dont le degré est un nombre 

premier p de la forme 2 2 > l 4 - 1 est résoluble au moyen d'extractions 

de racines carrées successives. 

Pour jj. = 0, 1, 2, 3, 4, on a des nombres p remie r s qui sont 

p = 3, 5, 17, 237, 65537; 

mais pour n = 5, le n o m b r e obtenu n'est pas p r e m i e r , car 

2 2 5 - + - 1 = 4294967297 = 041.6700417, 

de sorte qu 'on ne sait pas si la suite des nombres de la fo rme précé­

dente cont ient un n o m b r e l im i t é ou i l l imi té de n o m b r e s p r e m i e r s . 

94. Considérons le cas où l 'on d é c o m p o s e le n o m b r e p — 1 en 

p — 1 

un produit de deux facteurs m, = 2 et m 2 = — - — ; nous de­

vons poser 
y 0 — tu 4 - w " 2 - H " S * - 1 , 

y , = o j » - t - t o " 3 - f - o ) 9 B + · · · , 

et former la résolvante 

T i = ( X o — X i ) 2 -

T, s 'expr ime ra t ionne l l ement au m o y e n des coelhcients de l 'équa­

t ion ; on obtiendra sa valeur en remplaçant dans le produi t 4 / i 4 ' ^ 2 
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du § 92 a par — 1, car on a = — 1 et les deux facteurs de 

ce produi t sont égaux à / 0 — ; nous avons de cette façon 

T , = ( — 1) *p. 

C o m m e on a d'autre part Xo + X , = — 1, les deux inconnues 

Xo et X I ont pour valeurs 

xo = Y [ - 1 + s / i - i y p ] - X . = 4[-1 -V(-4ftj]· 
Nous devons ensuite exp r imer en fonct ion ra t ionnel le des deux 

quantités précédentes les coefficients des équations 

f0(x) = (x — u>){x — <*i){x — a / ) . . . = 0 , 

f,{x) = {x — ltf){X — u!l3)(x — W 9 S ) . . . = 0 , 

dont les racines entrent respec t ivement dans y 0 et y , ; un coefli-

cient À de la p r emiè re par e x e m p l e est une fonct ion entière à 

coefficients ent iers de toutes les racines et a la fo rme 

A = a0 -+- a,u> -t- a 2 (o J -+- a3w»2 -+- · · ·. 
Je dis que l 'on a a, = a 3 = a:i = · · · , et az = a 4 = · · · ; en 

effet, A ne change pas lorsqu 'on remplace t» par w « s , de sorte que 

l 'on a encore 
A = a 0 -+- a , io» a - ( - o 2 (o " 3 H , 

d'où l 'on tire 

(a3 — « I J U » 2 - ( - ( a t — a , ) ^ 3 - l - · · · = 0 ; 

ce l te équat ion, que l 'on peut réduire au degré p — 2 par rapport 

à la racine io appartenant à l 'équat ion i r réduct ib le f[x) = 0, ne 

peut avoir l ieu que si les coefficients sont tous nuls, c 'est-à-dire si 

l 'on a a, = a 3 = ·••, et a 2 = a 4 = · · · , ce que nous vou l ions 

démont re r . 

I l résulte de là que le coefficient A est une fonct ion l inéaire à 

coefficients entiers de y 0 e t de y , , ou bien, en ver tu de la re la t ion 

Xo + X I = — 1 , une fonct ion de m ê m e nature de y 0 ; par suite 

f0(x) peut se met t re sous la fo rme 

f0(x) = P + Qxo, 

où P et Q sont des p o l y n ô m e s entiers à coefficients entiers ; on 

aurait f\{x) en changeant y 0 en y, , ce qui donne 
fi{x) = P + Q X I ; 
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en remplaçant y 0 et xi par leurs va leurs , on peut écr i re 

/".(*)= Y [ x + V 7
 ( - I ^ P Y ] I A ( * ) = Y [ x - v / ( - 1 ) ^ Y ] , 

où X et Y sont encore des p o l y n ô m e s entiers à coefficients ent iers . 

R e m a r q u o n s que l e p r emie r m e m b r e f{x) de l 'équat ion ( 1 ) est 

égal au produi t f0{x)ft(x) ; on a donc l ' identi té 

f(x) = x ^ 1 + x^ 4 h x - + - 1 = j |x* — (— if^ pY2 

d'où le résultat suivant : 

THÉORÈME I V . — Lorsque p est un nombre premier, on a identique­
ment p_i 

4 ( x ^ ' -t- x * ' 2 4 h x 4- 1) = X 2 — ( — i)~ pY2, 
X et Y étant des polynômes entiers à coefficients entiers. 

95. L a réso lu t ion de l ' équat ion b i n ô m e de degré m est équiva­

lente à la solut ion de ce p r o b l è m e : Diviser la c i rconférence du 

ce rc le en m parties égales ; cela résulte de ce que si u> est une 

racine de 1 équat ion b i n ô m e égale a cos h i s m — i on a 

m m 2kr. . . 2£ir 
u>k cos h t s m — i m m 

2 cos = «o* 4- , 

m 
2i sm = u>'< — i o m - * , 

m 
par suite la connaissance des racines <o de l ' équat ion b i n ô m e en-

2A)u 
traîne ce l l e des l ignes t r igonomét r iques des arcs égaux à et 

cel le des points de d iv i s ion de la c i rconférence partagée en m parties 

égales , et r éc ip roquement . On peut donc énoncer les résultats sui­

vants : 

Pour inscrire dans une circonférence un polygone régulier d'un 
nombre premier p de côtés, il suffit de diviser la circonférence en 
p — 1 /far/îVs égales, de diviser un arc, que l'on peut alors cons-
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truire, en p — 1 parties égales, et de prendre une moyenne propor­

tionnelle entre le rayon et p fois le rayon. 

Si les facteurs premiers de p — 1 sont m t , m2, . . . , » i v , il suffit 

aussi de partager la circonférence en mu m 2 , . . . , m v parties égales et 

de construire des quantités exprimées par des radicaux successifs 

d'indices mh m2, . .., mw. 

Il est toujours possible d'inscrire dans une circonférence, avec la 

règle et le compas, un polygone régulier dont le nombre des côtés est 

un nombre premier de la forme 2 2 l * 4 - 1. 

Considérons le cas de p = 5 et choisissons pour g le n o m ­

bre 2 ; nous avons 

g" = \, g = 2, g * = i , g3 = 3 ( m o d . S) ; 
en posant 

"yf( = O ) + t O " 2 = 1 0 - 4 - t l ) 4 , 

yx == ù>9 4 - a>l3 = t o 2 4 - < o 3 , 

Xo et xx sont racines de l 'équat ion 

X 2 4 - X - l = 0 . 

Si l 'on ne fixe pas la valeur que l 'on prend pour w , l e choix des 

racines x „ , x i est indifférent, mais si l 'on se donne 

2r . 2 i t 

i o = cos — -hi sin — . 
S 5 

il faut prendre 

— 1 4 - / 5 " — i — / s " • 

X» = 2 '
 Xt =

 1 

Ensuite, on a 

t o ( O 4 = Xo, U H O 4 = 1, 

l o ' - r - U ) 3 = Xx, l 0 2 O ) 3 = 1, 

de sorte qu 'on a à résoudre les équat ions 

xî — y0x-hi = 0 , 

x1 — x i * - t - 1 = 0 , 

et alors on a, en choisissant c o m m e il convient le signe du coeffi­

cient de i, 

— I 4 - f5~h V l 0 4 - 2 / T 
u> = : 

4 

P o u r p = 17, le nombre ¡ 7 = 6 est une racine p r imi t ive ; il 

fournit c o m m e restes de g", g1, . . . les n o m b r e s 
1, (i, 2 , 12, 4, 7 , 8 , 14, 16, 11, 15, 5 , 13, 10, 9 , 3. 

V O G T . — R É S . A L G . H 
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x o \ / y$ i i „ ' x i , t / X i i j 

En se l imi tan t à ©o» et posant 

j 0 = t o 4 - o ) 1 6 , a , = o j * - i - t o 1 3 , 

on a 

<72 — <p0!T 4 - o; = o , 

ou encore , en expr imant o't au m o y e n de <p0, 

O

2 - ? 0 , 4 - ^ i = 0, 

qui donne 

Enlin t o et o , 1 6 sont les racines de 

# 2 — »o -+-1 = 0, 

L e s s o m m e s 

y 0 = u ) 4 - o > a o > 4 4 - o > 8 4 - l u 1 6 4- u ) 1 5 4- t o 1 3 4 - t o ° , 

X! = lù6 -+- O ) 1 2 4 - t o 7 4- K ) u -t- i » 1 1 - | - t o 3 t o 1 0 + < 0 3 

sont les racines de 

x " + x - * = o . 

Si l 'on chois i t pour u la va leur 

2ir . . 2i: 
t o — cos — -4- i s i n — » 

il faut prendre , c o m m e on le vo i t fac i lement , 

— 1 4 - N / T 7 — 1 — JTÎ 

X » = | ' X i = 2 

On a ensui te , au m o y e n de x 0 et y , , 

o 0 = a ) - + - t o 1 4 - t o 1 6 -H o j 1 3 , o ' 0 = o ) 6 4 - t o 7 4- o > 1 1 4- t o 1 0 , 

t p i = t o 2 + t o 8 4- a i 1 5 4 - o ) 8 , tf[ - _ t o 1 2 4- o j ' 4 4- o j 5 4- o ) 3 , 

qui sont racines de 

i f 2 — x o ? — 1 = 0 , ç ' 2 — x i o ' — 1 = 0 ; 

leurs valeurs sont 
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Il est facile de t irer de là une construct ion du p o l y g o n e de 17 côtés 

inscrit dans la c i rconférence ( * ) . 

96. L e s m ê m e s considérat ions s 'appliqueraient à l 'équat ion dont 

dépend d i rec tement la recherche de cos — ; on l 'obt ient en e x -
m 

pr imant la fonct ion 

1 
Y , „ = xm H 

au m o y e n de 
1 

Ζ = X H 
X 

et posant χ = cos a -+- i sin a ; on a ainsi ζ = 2 cos a, \ m = 2 cos ma, 

et l 'on obt ient , par un calcul e m p l o y é dans la théorie des équations 

réc iproques , 

mlm — 3) 
(3 2 cos ma = zm — m z " - 2 -+- — - — — — z"'"* — . . . 

1. i 
2π 

I l suffit de faire a = — pour avoir l ' équat ion ayant pour 

racines 
n.\ a 2 l c * π c, 2 ( m — 1 ) π 2»ΐπ 
( 4 ) 2 c o s — > 2 cos , . . . , 2 ο ο 8 - ^ — , 2 cos 

m m m m 
C'est une équat ion abél ienne, car si l 'on représente par 

Xii Xii « · ·ι Xm~i, Xm 

les m racines précédentes , xk est une fonct ion de X\ donnée précisé-
2π 

ment par la fo rmule (3) où 1 on remplace m par k, a par et ζ 
par Χχ ; de plus si l 'on pose pour toute valeur de k xk = Bt(Xi), 

on a 
. . ^ 2A/«c 

(3) θ , , θ ^ ) = Θ*ΘΛ(»,) = 2 cos , 
de sorte que les fonctions θ sont échangeables et l 'équation est 

abél ienne. On pourrait lui appl iquer les procédés que nous avons 

(*) Consulter à ce sujet S E M I E T , Algèbre Supérieure, t. II, p. 503 ; N E T T O , Substi-
lutionentUeorie, p . 183 ; B A C H M A N N , Die Lehre von der Kreisleitung. 

de sorte que l 'on a 
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0 . U,. = +̂̂ -'_(Hl-1)̂ -s_(1a_2)z'
1-3+ ( ( X ^ 3 ) s<-*-+- · · • = 

Cette équat ion, qui admet pour racines les va leurs distinctes de la 

suite (4) autres que l 'unité, est encore une équation abél ienne, 

d'après la propr ié té e x p r i m é e par l ' équat ion (5) ; e l le est a lors r é so ­

luble par radicaux. 

Dans le cas où m — 2 ^ + 1 est un n o m b r e p remie r , on recon­

naît que les racines sont de la f o r m e suivante, en désignant par X 

une racine p r imi t ive ( m o d . m ) ( * ) . 

2 « a 2 X 2 u a 2 X " - ' i c 
( 7 ) 2 cos — i 2 cos 1 2 cos , 2 cos 

m m m m 

en effet, les puissances X ° , X 1 , X 2 , X * - 1 sont des nombres dis­

tincts de la suite 1 , 2 , 3 , . . m — 1 ; il suffit de faire v o i r que 

les \x cosinus précédents sont distincts pour affirmer que ce sont les 

racines de l 'équat ion = 0 . 

Or si l 'on avait par exemp le 

2 X * i t 2 X * u i t , , , 
cos = cos (h < k ; h, k \x — 1 ) , 

m m 

(,*) Comparer S E R R E T , Algèbre supérieure, t. II, p . 560. 

indiqués pour la résoudre par radicaux, ma i s cette m é t h o d e de 

réso lu t ion serait au fond ident ique à la recherche des racines m e s de 

l 'uni té . 

Il est préférable de remarquer , dans l e cas où m est un n o m b r e 

impai r égal à 2 ; x -+- 1 , que les racines de la suite ( 4 ) sont l 'une 

égale à + 1 et les autres deux à deux égales et de s i g n e ^ o n -

traires. On partira de l 'équat ion b i n ô m e 

x ^ + i — 1 = 0 
ou plutôt de la suivante 

( 6 ) = x^ -+- x*»-1
 H 1- x - 4 - 1 = 0 

x — 1 

et on lui appl iquera la m é t h o d e de réduct ion des équat ions r éc ip ro -
1 

ques, en formant 1 équat ion ayant pour racine z = x -\ ; en se 
x 

reportant à la fo rmule (3) qui donne V m , on a à calculer 

U „ = V ^ - f - V ^ + . - . - f - V . - r - l , 

ce qui donne, en égalant à zéro le résultat, 
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on en déduirait 

2 A * I T , 2 X * 7 C , „ . 
± = 2 I T , X* ± XA = m , 

m m 
d'où 

X*(X*-* ± 1) = m; 

le n o m b r e p r emie r m ne divisant pas XA serait un diviseur de 

X t _ * - r - l ou de X*- A — 1, c'est-à-dire du produi t X 2 * - 2 ' 1 — 1 de 

ces deux nombres ; mais cela est imposs ib le , puisque 1k — 1h 

est infér ieur à m — 1. 

On vo i t donc que les racines de = 0 sont données par la 

suite (7 ) ; si l 'on représente la p r emiè re par x , , et par 6 ( x , ) la fonc-
2XTI 

t ion ra t ionnel le qui représente la valeur de la seconde 2 cos — , 
m 

on constate que les n o m b r e s de cette suite peuvent être représentés 

par 

ART, < > ( * , ) , B'fo), O ^ ) ; 

i ls sont les racines d'une équat ion abél ienne s imple , et nous avons 

vu p r é c é d e m m e n t c o m m e n t on les exp r ime au m o y e n de radicaux. 

Dans le cas où m est un n o m b r e pair, de la fo rme 2JJL - + - 2 , les 

racines de la suite (4 ) sont l 'une égale à + 1 , une autre égale à 

— 1, et les 2 J X autres sont encore égales et t i e signe*' cont ra i res ; 

el les sont les racines de l 'équat ion obtenue en remplaçant dans 

l 'équat ion suivante 

x^+i _ i 
x2— 1 

1 
x H par z ; or si l 'on pose x 2 = t, t est fourni par une équa-

x 

t ion de degré analogue à (6) ; dans le cas où est pair , on lui 

applique la mé thode précédente , et z est donné par la re la t ion 

X2 t 

si au contraire n est impair , l 'équation en t t irée de (8 ) a une racine 

égale à — 1, et l 'on est r amené à une équation de degré — 

(8 ) - — = X 2 * -+- X 2!"" 2 -\ r- X 2 -r- 1 = 0 
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C H A P I T R E X I I 

DES ÉQUATIONS RÉSOLUBLES IRRÉDUCTIBLES 

DE DEGRÉ PREMIER 

97. Nous avons v u que les équat ions abél iennes sont résolubles 

a lgébr iquement après adjonction au domaine de rat ional i té de cer­

taines racines de l 'unité ; e l les sont caractérisées par cette propr ié té 

qu 'une fonct ion cyc l ique des racines est ra t ionnel lement connue ; 

nous al lons général iser et rechercher quel les sont toutes les équa­

t ions irréductibles résolubles de deg ré p remie r , en suivant la m é ­

thode indiquée par K r o n e c k e r dans ses leçons sur la théor ie des 

équations a lgébr iques professées à l 'Univers i té de Ber l in , et r ep ro ­

duites en part ie dans les Monatsberichte (3 mars 1879). 

Nous considérons d 'abord une équat ion 

(1) f{x, R , R ' , R", . . . ) = 0 

de degré p remie r n, dont les coefficients font partie d'un doma ine 

de rationalité ( R , R', R", . . . ) , et i r réduct ible dans ce d o m a i n e ; 

c o m m e au chapitre V , nous représenterons ses racines par 

j. Nous allons d'abord étudier l 'effet produi t sur cette 

équat ion par l 'adjonction au domaine d'une ou de plusieurs fonc­

t ions cyc l iques de ses racines . 

En nous reportant à ce que nous avons dit sur les fonct ions cy ­

cl iques et mé tacyc l iques de plusieurs var iables (chapi t re V ) , nous 

n 'avons à considérer pour n p r emie r que les fonct ions cyc l iques 

s imples . Si l 'on adjoint au domaine de rat ional i té une fonct ion cy­

cl ique part icul ière, toutes les racines de l 'équat ion donnée s 'expr i ­

men t ra t ionnel lement au m o y e n de l 'une d 'el les dans l e nouveau 
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domaine (§ 26) ; si donc une des racines s 'expr ime ra t ionnel lement , 

il en est de m ê m e des autres, et l ' équat ion devien t réduct ible , le 

p remie r m e m b r e étant décomposab le en n facteurs du p remie r 

degré ra t ionnels . 

On peut mon t re r du reste que si le p remie r m e m b r e f(x, R , 

R ' , R " , . . . ) se décompose en plusieurs facteurs irréductibles lorsqu 'on 

adjoint au doma ine une fonct ion cyc l ique Y ( X 0 , x i t . . . , # „ _ , ) , ce 

ne peut être qu 'en facteurs l inéaires ; si l 'on a en effet par e x e m p l e 

un facteur i rréduct ible 

f, R , R ' , . . . ) = ( # — x0)(x — xt)(x — xs)..., 

que l 'on peut encore écr i re , en expr imant x u x3, . . . au m o y e n 

de a-o, 
(a; — x0)[x — n,{x0, Y ) ] [X — 8,(a;„, • ; ) ] . . . , 

et un autre <», contenant une autre racine xh, la substitution du 

groupe cyc l ique auquel appartient y et remplaçant x0 par xh ne 

change pas la valeur de <y et la t ransforme en ta , ; de cette façon 

chacun des facteurs irréductibles a le m ê m e degré et ne peut être 

que du p r emie r degré , puisque n est p r emie r . 

Ains i donc , après l 'adjonction au domaine de rationalité d'une 

fonct ion cyc l i que part icul ière, l ' équat ion reste i rréduct ible ou se 

t rouve décomposée en facteurs l inéa i res , c 'est-à-dire réso lue . 

98. 11 y a ( n — 1 ) ! valeurs a lgébr iquement conjuguées d'une 

fonction c y c l i q u e , correspondant à ( « — 2) ! g roupes distincts et 

appartenant n — 1 à n — 1 au m ê m e groupe ; il est imposs ib le 

que l 'équat ion se t rouve résolue lo r squ 'on adjoint une fonct ion 

appartenant à chacun des [n — 2) ! g roupes distincts, et il existe 

au moins une fonction cyclique dont l'adjonction laisse l'équation 

irréductible. 

. En effet, supposons pour plus de généra l i té que l 'équation donnée 

soit spéciale et possède un groupe G auquel appartient a lgébr ique­

men t et numér iquemen t une fonct ion o(x0, x,, ...,x„_,) et soit 

7i(xo, xt, . . - ,xn-i) une fonct ion cyc l ique dont l 'adjonction rend 

l 'équat ion réduct ible en facteurs l inéaires 

f(x) = [x - R „ ( ? , ? , ) ] [ * — R , ( ? , r,)].. · 
F o r m o n s le produit 

F(a?) = nx[x — R o ( o , Y * ) ] 
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étendu à toutes les valeurs a lgébr iquement distinctes que prend 7, 

pour toutes les substitutions du g roupe G; c'est une fonct ion 

appartenant au groupe de l 'équation, et expr imable r a t i onne l l emen t ; 

l ' équat ion F(x) = 0 ayant une racine c o m m u n e avec la p roposée» 

F (a;) est d iv is ib le par f[x) qui est i r réduct ib le , et se décompose en 

général en plusieurs facteurs dont l 'un est f(x) ; si 

f(x) = [x- R 0 ( ? , yi)][x - R , ( o , Y . ) ] . . , 

fi{x) = [x — RO(?, f»)][x — ROI?' Y»)] 

sont les facteurs irréductibles de F(a;), les substitutions du groupe G 

doivent t ransformer f(x) dans chacun des autres facteurs, et 

c o m m e el les laissent f(x) invar iable , tous les facteurs sont iden­

t iques , de sorte que l 'on a 

F(x) = f{xf; 

on en conclut que le n o m b r e des valeurs a lgébr iquement distinctes 

de y, entrant dans le produit F(x) est égal à Xn, et l 'adjonction de 

chacune d'elles produi t une décompos i t i on de f(x), c 'est-à-dire la 

réso lu t ion de l ' équat ion p roposée . 

S'il y a d'autres valeurs a lgébr iquemen t distinctes des In p récé­

dentes parmi les (n — 1 ) ! valeurs possibles de y ( , produisant une 

réduct ion de f(x), un ra i sonnement analogue mon t r e qu 'on peut les 

ranger en séries distinctes, contenant chacune un n o m b r e de fonc­

t ions mul t ip le de n, ce l l e s de chaque série se déduisant de l 'une 

d'entre el les par les substitutions de G ; c o m m e (n—1) ! n'est 

pas d iv is ib le par n, on vo i t qu ' i l y aura au m o i n s une fonct ion 

cyc l ique des racines dont l 'adjonct ion laisse l ' équat ion i r réduct ib le . 

Soi t Y ( X 0 , X I , ...,xn_¡) une te l le fonct ion laissant f{x) i rréduc­

t ib le ; supposons qu 'e l l e appart ienne à un groupe cyc l ique tel que 

C = [ S i = (XQXÍ. . . # , ! _ , ) , S 2 , . . . , S" ' , S" = • 1 ] ; 

l e g roupe G de l 'équat ion doit conteni r C c o m m e sous-groupe, ou 

lui être iden t ique . Supposons en effet que cela n'ait pas l ieu ; en 

adjoignant au domaine de ra t ional i té la fonct ion -f, la fonct ion 

W Y _ I _ I > ? , où o appartient au g roupe G, est ra t ionnel le dans le 

nouveau d o m a ine , et appartient au groupe G' f o r m é des substitu­

t ions c o m m u n e s à G et à G ; l 'o rdre de ce g roupe G' étant diviseur 

de n ne peut être l 'unité, car l ' équat ion serait résoluble , la fonc-
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tion de Galois devenant ra t ionnel lement exp r imab le ; il ne peut être 

que n, et G doit se confondre avec C ou le contenir c o m m e sous-

groupe , de sorte que l 'on peut énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME I . •— Le groupe d'une équation irréductible de degré pre­
mier est un groupe cyclique ou doit contenir au moins un tel groupe 
comme sous-groupe. 
Il renferme le groupe de toute fonction cyclique dont l'adjonction 

laisse l'équation irréductible. 
99. Supposons maintenant que l 'équation irréductible 

(1) ftx, R ' , R", R'", . . . ) = 0, 

dont les coeff icients font partie du domaine défini par les p a r a m è ­

tres indépendants R ' , R e t dont le degré n est p remier , soit r é ­

soluble a lgébr iquement . 

Considérons une fonct ion cyc l ique tel le que Y i ( a ? 0 , 

appartenant au groupe d dér ivé de la substitution 

S i = | z 3 4 - l | ( m o d . n) 
et de ses puissances ; nous avons v u que parmi les (n — 1 ) 1 g rou­

pes auxquels appartiennent les valeurs conjuguées de v,, il en existe 

n — 1 ident iques à C, ; ce sont les groupes C i , C 2 , . . . , C„_! déri­

vés r e spec t ivemen t de 

S,2, = | z te 4 - 1 ) ( m o d . n) (t = 1, 2, . . . , n — 1) ; 

les autres g roupes se partagent de m ê m e en séries de n — 1 grou­

pes ident iques ; on l e s obt ient en laissant dans C t les é léments a?0 

et xi invar iab les et effectuant sur les n — 2 autres a? 2 , x3, a ? „ _ t 

toutes les substitutions poss ib les . A ces (n — 2) ! groupes appar­

t iennent les valeurs conjuguées que nous désignerons par 

Tl, Ï 2 , · · ·, Tf(n-S)!. 

Adjo ignons au domaine de rationalité chacune de ces fonctions 

cyc l iques et dés ignons par 

f{x, y,) = 0, f(x, y,) = 0, . . . , f(x, Ï { B _ S ) ! ) = 0 

ce que dev ien t l ' équat ion donnée après chacune de ces adjonctions ; 

nous al lons mont re r qu'une seule de ces équations reste i r réduc­

t ible , ce que nous énoncerons sous la forme suivante : 
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T h é o r è m e I I . — Une équation irréductible et résoluble de degré pre­
mier ne peut rester irréductible par l'adjonction déplus d'une fonction 
cyclique. 

Je suppose que l 'équat ion ( 1 ) soit réso lub le et reste i r réduct ib le 

lo r squ 'on adjoint au domaine deux fonctions cyc l iques 

( 2 ) ?i(a?o, a?j, . . . , xn t), 

(3 ) 1i[xi0i
 xiti · • - i x i „ _ i ) i 

appartenant à deux groupes différents C i et C, dé r ivés respect ive­

men t des substitutions 

S i = (Xo%i . . . 3 7 n _ i ) , 

S ; = ( x , 0 X i , · · · # ; „ _ , ) 

et de leurs puissances ; on peut toujours supposer que dans S,- les 

deux p remie r s é léments o?,0 et a;,- sont ident iques à a?0 et xt. 

En nous reportant à la chaîne d'équations (2) du § 64, la p r emiè re 

équat ion 

(4) V J ' v = F V ( R ' , R " , . . . ) 

est une re la t ion entre les racines x0, Xt, xn-i de l 'équat ion ( 1 ) 

lo rsqu 'on r emplace V v par sa valeur en fonct ion de ces racines et 

des racines de l 'unité, et l 'on sait qu 'e l l e reste satisfaite lo rsqu 'on 

effectue sur les racines les substitutions du groupe de l 'équat ion 

(§ 47) . D'après le t héo rème I , l e p remie r m e m b r e de l 'équat ion (4) 

reste invariable pour les substitutions des g roupes cyc l iques C i et C,-

auxquels appartiennent les fonctions (2) et ( 3 ) , par suite, si l 'on 

écri t la fonct ion V v sous la f o r m e 

lorsqu 'on augmente chaque n o m b r e k d'une unité, ou bien chaque 

indice ik d'une unité. C o m m e les nouvel les valeurs de V v ne diffè­

rent de la p r e m i è r e que par une racine pf, de l 'unité, on aura, en 

désignant par u> une racine p r imi t ive de l 'équat ion ,e''v — 1 = 0 , 

(5) V , ( . . . x i k . . . ) = c o " V v ( . . . x i k + x . . . ) = » " V / . . . x l k + l . . . ) 

et, en répétant respec t ivement a et 6 fois ces substi tut ions, 

V.,( . . . x i k . . . ) = u y - V v ( . . . x i k + a . . . ) = < ^ V V ( . . . x i k + b . . . ) . 

Pour a et b égaux à n, on doit avo i r nr = 0 et ns = 0 ( m o d . j o , ) , 

puisque la fonction V v reprend sa valeur p r i m i t i v e . On peut tou-
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:::) 

jours supposer , c o m m e nous l 'avons dit, que i0 = 0 et i , = 1 

en donnant à b la va leur ia, on obtient 

d'où la relat ion 

(6) V , ( . . . x i k + a . . . ) = ^ » M r W , ( . . .xik+ia. . .)• 

Si l 'on cons idère la substitution 

v _ fia ia+l • · · '«-+-* 

^ ~~ \ ia + h ia + ii · • · '« + '* 

remplaçant i k + a par i t - M a , lo r sque k var ie de 0 à n — 1 , 

elle laisse invar iable ia, puisque i 0 = 0, et ne por te que sur 

n — 1 é l é m e n t s ; son ordre , que nous dés ignerons par t, d ivise 

(n — 1 ) ! et est p remie r avec n ; après t applicat ions successives de 

S aux deux m e m b r e s de la formule (6), on obtient au second m e m ­

bre la va leur p r imi t ive de la fonct ion V„ , de sorte que l 'on a 

(u<(V- a r ) : 1, 

t(ias — ar) = 0 ( m o d . ; ) . , ) . 

Considérons alors les trois congruences 

nr = 0, ns = 0, i(ias — ar) = 0 ( m o d . pw). 

Si r et * ne sont pas = 0, il faut que j>i — ni e t c o m m e t est p re ­

m i e r avec n, que ias = ar pour toute va leur de a ; en part iculier , 

pour a— 1 on a ia = 1, d 'où s — r et par suite ia = a quel 

que soit a ; mais cela est imposs ib le puisque les substitutions fon­

damentales S 4 et S,- des groupes auxquels appart iennent les fonc­

tions (2) et (3) sont distinctes. 

Il faut alors que r et s soient = 0 ; l 'équat ion (3) mon t re dans 

ce cas que la fonct ion V v est, c o m m e "VJv, invariable pour les 

deux groupes cyc l iques C i et C , ; en passant à l 'équation suivante 

V ^ i = F ^ ( V V , R', R", . . . ) , 

le second m e m b r e appartient à la fois à ces deux g roupes , et le 

m ê m e ra isonnement mon t re que V v _ ! jou i t de la m ê m e propr ié té ; 

on peut cont inuer ainsi jusqu'à la racine x0 et l ' on vo i t qu 'e l l e s 'ex­

p r ime ra t ionnel lement au m o y e n de Y i O U de y, ; mais cela est i m p o s ­

sible car f(x) aurait a lors un facteur x — x0 ra t ionnel lement 

expr imable dans le domaine pr imi t i f auquel on adjoindrait ou 
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et l ' équat ion (1) ne resterait pas i r r éduc t ib le après adjonction de Y 4 

ou de y; con t ra i r emen t aux hypo thèses faites sur ces fonctions, par 

suite le t h é o r è m e est démont ré . On en déduit l e corol la i re suivant. 

COROLLAIRE. — Si le groupe d'une équation irréductible de degré 
premier contient comme sous-groupes deux groupes cycliques distincts, 
l'équation n'est pas résoluble algébriquement. 

100. N o u s a l lons démon t r e r la r éc ip roque : Toute équation irré­
ductible de degré premier est résoluble algébriquement si parmi les 
(n — 2)! groupes cycliques distincts, il n'en existe qu'un dont les 
fonctions laissent, après leur adjonction, l'équation irréductible. 

Soi t Yi(aro> Xi, ···! Xn-i) une fonc t ion cyc l i que jouissant de cette 

p ropr ié té de laisser , après son adjonct ion, l 'équat ion irréductible ; 

on peut supposer l e s indices des racines choisis de façon que cette 

fonct ion res te invar iab le pour la substi tut ion 

Si — {XfyjC\X-i . . .Xn l) 
et ses puissances ; il ex is te n — 1 valeurs conjuguées de Y I s'ex-

pr imant r a t i onne l l emen t au m o y e n de l 'une d 'e l les , e t leurs fonc­

t ions symé t r i ques et cyc l iques dans un certain ordre appartiennent 

au g roupe m é t a c y c l i q u e 

( M ) i « « - M I ( m o d . n ) {;rQ\tv::n,n-i} 
Je dis que les fonct ions appartenant à ce g roupe sont ra t ionnel le­

m e n t e x p r i m a b l e s au m o y e n des é léments du domaine de rat io­

nal i té . 

Cons idérons l ' équat ion F ( Y ) = 0 de degré {n — 1) ! ayant 

pou r racines les (n — 1) ! va leu r s conjuguées de Y I ; dés ignons par 

Y i , Y J , Y „ _ J ce l l es qui appar t iennent au m ê m e g roupe ; un fac­

teur i r réduct ib le de F ( Y ) ne peut s 'annuler à la fois pour une des 

n — 1 va leurs p récéden tes et pour une des autres, par e x e m p l e Y „ , 

car si 

F I ( Ï ) = ( Y — T O ( T — Y » ) · · · 

est un tel facteur i r r éduc t ib le , une de ses racines Y „ produi t par son 

adjonct ion au d o m a i n e de ra t ional i té une réduct ion de f(x, R' , R " , . . . ) , 

i l en est a lors de m ê m e des autres, c o m m e nous l 'avons vu au § 39, 

e t en par t icul ier de Y i , ce qui est i m p o s s i b l e . 
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Par suite les va leurs ylf y3, do ivent entrer, à l ' exc lus ion 

des autres, dans un ou plusieurs facteurs irréductibles de F ( f ) , de 

sorte que le produi t 

( ï — 7 lXï— YS)---(Y— YN-0 

a ses coefficients ra t ionnels ; par suite les fonctions appartenant au 

groupe M font part ie du doma ine de rat ional i té . 

Mais nous avons vu au § 28 que les fonct ions fi, -¡-2, Y „ _ I sont 

tel les qu'une fonct ion cyc l ique par t icul ière de ces valeurs appar­

tienne au groupe métacyc l ique ; par suite on peut, dans le cas actuel , 

les dé te rminer en résolvant une équat ion abél ienne de degré n — 1 ; 

une nouve l l e équation abélienne de degré n donne les racines de 

l 'équation p roposée , qui se t rouve ainsi résolue a lgébr iquement . 

C'est aussi ce que nous avons vu en exposant les recherches de L a -

grange (§ 62) . On peut énoncer le théorème suivant : 

THÉORÈME I I I . — La condition nécessaire et suffisante •pour qu'une 

équation irréductible de degré premier soit résoluble algébriquement 

est qu'il existe une fonction métacyclique faisant partie du domaine 

de rationalité ; la résolution de l'équation dépend alors en général de 

deux équations abéliennes successives. 

I l est év iden t que l e s équations abéliennes rentrent c o m m e cas 

particulier dans la ca tégor ie précédente . 

COROLLAIRE. — Le groupe d'une équation irréductible de degré pre­

mier résoluble algébriquement est le groupe métacyclique ou un de ses 

sous-group>es. 

101. Nous avons démont ré au § 31 que chacune des quantités 

xa, x u ar„_i est une fonct ion rat ionnelle de deux d'entre e l les et 

d'une fonct ion métacyc l ique ; on peut donc énoncer le résultat sui­

vant : 

THÉORÈME I V . — Chacune des racines d'une équation irréductible et 

résoluble de degré premier est une fonction rationnelle de deux racines 

particulières quelconques, les coefficients de cette fonction faisant par­

tie du domaine de rationalité. 

Nous al lons démont re r la réc iproque : 

Si les racines d'une équation irréductible de degré premier sont 

fonctions rationnelles de deux d'entre elles, l'équation est résoluble 

algébriquement. 
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Soient 

a?2 = 6 2 (a- 0 , a? i ) , x3 = Q3{x<>, xt), . · · , Xn-i = dn-i{xo, Xi) 

les express ions des racines a : 2 , x3, x„-t au m o y e n de a?0 et a?i, et 

G = ( S i = 1 , S 2 , S 3 , . . . , S,.) 

le g roupe de l 'équat ion ; toute substitution de ce groupe laissant 

x0 et x, fixes ne peut changer aucun autre é l émen t ; on en conclut 

qu' i l ne renferme pas deux substitutions distinctes amenant x„ et xt 

à des places dé te rminées dans la suite x0, xt, a v . , . Supposons en 

effet que S a et S p soient deux substitutions remplaçant x,0 et a;; 

par x0 et xt ; le produi t S^S^ 1 laisse x0 et x\ fixes et se réduit à 

l 'unité, de sorte que S» et S p ne peuven t être différentes. 

L e s substitutions de G, sauf l 'uni té , do iven t changer au m o i n s un 

des deux é l émen t s a? 0 , a?i, et il y a n(n— 1 ) maniè res de placer 

ceux-ci ; si les substitutions S produisent tous les changements 

possibles de xa e t xlt on a r = n(n— i); plus généra lement , 

considérons le g roupe G et le g roupe f o r m é des substitutions 

S V V 
1> · · · > ^ ( n - 2 ) ! 

laissant x0 et xt invariables et permutant a? 2 , x3, . . . , a „ _ i de toutes 

les manières poss ib les . F o r m o n s un tableau analogue a celui du § 6, 

consti tué par les l ignes 

S A , S 2 S a , . . . , S..S, [ a = 1 , 2 , . . . , (n - 2) !] ; 

les substitutions qu ' i l r en fe rme sont dist inctes, car ce l les d 'une 

m ê m e l igne le sont, et si l ' on avait d'autre part 

S » S , = S*S, (A ^ k), 

l e produit S^ 'S A = I ^ S ^ 1 serait une substitution de G laissant x0 et 

a?i fixes et se réduirait à l 'unité, ce qui est imposs ib l e . 

D'autre part, ce tableau renfe rme toutes les substitutions amenant 

a?0 et a;i aux places qu ' i ls occupent s imul tanément par l'effet des 

substitutions S, et a ; 2 , x3, . . . , a? „_ , aux autres places dans un ordre 

que lconque ; par suite il est const i tué par les substi tutions d'un 

g roupe dont l 'ordre est éga l à r(n — 2 ) ! . C o m m e cet o rdre doi t 

d iviser ni c'est-à-dire le produi t n(n — l ) ( n — 2 ) ! , on v o i t que 

l 'ordre r du g roupe G est un diviseur de n ( n — 1 ) . 

Ce groupe doi t contenir , c o m m e sous-groupe, au m o i n s un g roupe 

cyc l ique , d'après le t héo rème I ; j e dis qu ' i l ne peut en conteni r 
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deux . Supposons en effet qu' i l cont ienne les deux groupes 

C i = [ S i = (xoXiXz.. . a , - „ _ i ) , S?, . . . , S? = 1] , 

C 2 = [ T , = ( a w > V . , ) , T j , . . . , T" = 1 ] ; 

les substitutions SJTJ sont toutes dist inctes, car si l 'on avait 

SîT? = SJT5, 

on aurait T ; " 5 = S j - " et, r étant chois i de façon que 

r(P — 8 ) = 1 ( m o d . n), 
on en déduirai t 

T, = S 1tf- I ' r , 

de sorte que T t ferait part ie du groupe C i , ce qui est imposs ib le 

puisque ces groupes n'ont aucune substitution c o m m u n e ; par suite 

le g roupe G contenant C i et C 2 a un ordre au m o i n s égal à n 2 , et 

c'est imposs ib le puisque cet ordre doit d iviser n ( n — 1 ) . 

On conclut de là, d'après ce que nous avons vu p r écédemmen t , 

que l 'équat ion est résoluble a lgébr iquement . 

Une équation irréductible de degré p r emie r dont les racines s 'ex­

pr iment ra t ionne l lement au m o y e n de deux d'entre e l les s 'appelle 

une équation de Galois (*) . On peut dès lors énoncer les résultats que 

nous venons d 'obtenir sous la f o r m e suivante : 

THÉORÈME V . — Pour qu'une équation irréductible de degré premier 
soit résoluble algébriquement, il faut et il suffit qu'elle soit une équa­
tion de Galois. 

102. C o m m e exempl e de ce qui p récède , l 'équat ion b i n ô m e g é n é ­

rale de degré p remie r 

f[x) = x"-cn{R\ R", ...) = 0, 
telle que e„ ne soit pas la puissance n c exacte d'une fonct ion du 

domaine de rat ionali té , est une équat ion de Galois . 

El le est d 'abord i rréduct ible , car s inon le théorème du § 63 m o n ­

trerai t 'que c„ est une puissance ne exacte , contra i rement à T h y p o -

thèse ·, de plus si ses racines sont 

XQ, Œ\ — wJ?ot x i - w-^oj . . . , xn—i = w n ^ O i 

( * ) G A L O I S , Œuvres mathématiques, Journal de Lionville, 1846. 
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où <o est une racine ne de l 'unité, on a 

k 
xk - x0[ •m 

de sorte que chaque racine est une fonct ion ra t ionnel le de x0 et xt. 

L'équa t ion est donc résoluble au m o y e n de radicaux ; ses racines 

sont du reste le produi t du radical "<J~c~n par les racines n" de l 'unité 

qui sont e l l es -mêmes , c o m m e on le sait, expr imables au m o y e n de 

radicaux. 

a 

n 
U n autre e x e m p l e est fourni par l ' équat ion qui donne tg — 

connaissant tg a ; e l le a en effet pour racines les va leurs 

a a -t- i t a -+- 2 i r 
x„ = tg — . a;. = tg , x2 = tg , 

n n n 
qui donnent l ieu aux re la t ions 

ir Xi — x0 

ls — = n 1 -t- aï,a?0 

xh-i +iE-^ 
xk — , 

1 — xk_i tg — 

de sorte que xk est fonct ion ra t ionnel le de x0 et xy. Dans le cas de 

n p remie r , l 'équat ion est i r réduct ib le et se résout par suite au 

m o y e n de radicaux. 

Lo r sque l 'on adjoint tg — au doma ine de rat ionali té , l ' é q u a -
n 

t ion est abél ienne, c o m m e nous l ' avons v u au § 8 2 , car chaque 

racine est la m ê m e fonct ion ra t ionnel le de la p r écéden t e . 

103. Nous donnerons pour t e rmine r l ' express ion des racines 

d'une équat ion i r réduct ible et réso luble de degré p r emie r . 

Nous avons vu au § 8 7 que les racines a;0, xt, ...,xn-\ d'une 

équat ion de degré p remie r n s 'expr iment au m o y e n des fonctions 

n—1 
par la fo rmule 

n—1 n—1 
nxi = ^ c o - ' % = 4-e •+- ^ w_,*4'*i 
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tout rev ien t à calculer les fonctions 41- Nous prendrons une racine 

p r imi t ive ( m o d . n) que nous désignerons par g, et nous suppose­

rons que <7n_ l — 1 ne soit pas d iv is ib le par n 2 ; si nous posons 

/; = gi, q est appelé l ' indice de k, ce que l 'on écrit sous la fo rme 

q --- ind. k. 

Nous avons remarqué que les fonctions ^ ^ r N que nous avons 

désignées par oh, sont des fonctions cyc l iques des racines ; nous 

cons idérerons ici les fonctions analogues 

Va = 4 y % ? - » [q = 1, 2, . . . , n — 1) ; 

ce sont des fonctions cycl iques de x0, a?4, . . . , a;„_, appartenant au 

m ê m e g r o u p e , et s 'exprimant ra t ionnel lement au m o y e n de l 'une 

d 'el les . Une fonct ion cyc l ique des n — 1 quantités y est une fonc­

t ion mé tacyc l ique des racines x, et par suite s 'expr ime ra t ionnel le­

ment au m o y e n des coefficients de l ' équat ion; on peut ajouter 

qu 'e l le est indépendante de la racine «o, car l e changement de o> en 

t ransforme s i m p l e m e n t yt en y i + i ; par conséquent yx, y„_t 

sont les racines d'une équation abél ienne de degré n — 1 dont les 

coefficients sont rationnels et dépendent seulement de ceux de 

l 'équat ion. 

Si l 'on fo rme le produi t 

P = yay<L-iyî-2...y£~n+2, 

il se réduit à ^â - *" ; si l 'on pose ^ — = —sn -+- gb, où les 

deux nombres s et b sont convenab lemen t chois is , le second étant 

positif, le produi t P est la n e puissance de ty^"^- C o m m e on a 

i>ga+b = ^fya+i,yl+b-i.. -y'£î, 

il en résulte l 'égal i té suivante 

1 

% a + h = <bpj^hyl+h^.. . y & ï ' P » . 

1 

L e facteur de P " au second m e m b r e est une fonct ion cyc l ique 

que l 'on peut e x p r i m e r en fonct ion rat ionnelle de ya ', si on la 

représente par F ( j / a ) , il v ient 

= F f o « ) [ y « ! > ! L , y £ . , - · -^"J+2F; 
les indices et les exposants peuvent être réduits à leur plus peti t 

reste posi t i f ( m o d . n ) , en modifiant la fonct ion F. 

V O G T . — K É S . A L G . 12 
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Cette fonct ion est indépendante de «>, car le changement de w 

en tu» rev ien t à augmenter a d'une unité ; c o m m e la fo rmule p ré ­

cédente est vra ie quel que soit a, les coeflicients de F ne peuven t 

être altérés par ce changement . 

Nous avons ainsi dé terminé les fonctions if ; r emarquons toute­

fois que les quantités y, qui sont racines d'une équa t ion abél ienne 

de degré n — 1 , ne sont pas en t iè rement dé t e rminées , et qu 'on 

peut représenter par y, l 'une quelconque d'entre el les , les autres 

étant dé terminées par cela m ê m e ; nous p o u v o n s donc sans incon­

vénient r emplacer au second m e m b r e a par a -+• b et poser 

a - H b — q = ind. k. D'autre part un des facteurs du second m e m ­

bre tel que j/ïlx peut encore s 'écrire î/'md. k — ind. & ou yhnà. JL I 

si p = gx ( m o d . n) ; on peut donc écr i re f inalement 

n—l r 

<K = F(Vi"<i-A)II^'nd.-i-
r = l ' r 

T e l l e est la fo rmule donnée par K r o n e c k e r et reprodui te dans 

Y Algèbre supérieure de Se r r e t ; les quantités y sont les racines d'une 

équat ion abél ienne de degré n — 1 à coefficients rat ionnels et F 

est une fonct ion ra t ionnel le . 

On démont re que les racines dé terminées au m o y e n des fonctions 

précédentes par la fo rmule 
n—1 

nx, — w - " 1 ' ] ' / . 

fc=0 

sont cel les d'une équat ion résoluble de degré n que l l e que soit la 

fonct ion F et l 'équation abél ienne dont yt, T / 2 , . . . , yn_, sont les 

racines. 

Par e x e m p l e dans le cas de n = S, prenons pour racine p r i m i ­

t ive le n o m b r e g = 2 ; on a 

g° = l, .9 = 2, </2 = 4, g3
 = 3, </* = 1 ( m o d . 5 ) , 

de sorte que l 'on obt ient 
1 2 3 4 

et des expressions analogues pour 4*2, <W et ^ ; yu y 2 , î/3 et yt ont 

les valeurs que nous avons dé terminées au § 89 en cherchant les 

racines d'une équat ion abél ienne du quat r ième deg ré . 
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C H A P I T R E X I I I 

DU GROUPE D 'UNE É Q U A T I O N 

104. Nous avons vu au § 43 que chaque équat ion est caractérisée 

par un g roupe part icul ier de substitutions G satisfaisant aux condi ­

tions suivantes : 

Toute fonct ion des racines numér iquemen t invariable pour les 

substitutions du groupe s 'exprime rat ionnel lement au m o y e n des 

é léments du domaine de rat ionali té , et, réc iproquement , toute 

fonct ion des racines s 'exprimant ra t ionnel lement reste numér ique­

men t invariable pour les substitutions du g r o u p e . 

L 'é tude de ce groupe est le fondement des recherches de Galois 

sur les équat ions a lgébr iques , et le Traité des Substitutions de 

M . Jordan, où e l les sont exposées en m ê m e temps que cel les de l 'au­

teur, mont re l 'heureux parti que l 'on peut tirer de la théorie des 

groupes dans les recherches algébriques ; nous n 'exposerons pas 

ici tous les résultats donnés par M. Jordan, et nous renverrons à 

son œuvre magistrale ceux qu' intéressent ces questions difficiles ; 

nous ne pouvons cependant nous dispenser d ' indiquer les pr inc i ­

pales applicat ions de la théor ie des groupes à l 'étude des équa­

tions. 

Nous avons démont ré au § 48 le théorème suivant : 

THÉORÈME I . — Toute équation irréductible a son groupe transitif, 
et réciproquement. 

Nous énoncerons encore la propr ié té suivante : 

THÉORÈME I I . — L'ordre d'un groupe transitif est un multiple de 
son degré. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Considérons en effet les substitutions laissant un é l é m e n t tel que 

xi invar iable , et désignons-les par S i , S 2 , . . . , S r ' ; d'après la p ro­

priété du g roupe d'être transitif, il existe au m o i n s une substitution 

Si remplaçant xx par x2, et de m ê m e des substitutions S 3 , . . . , S„ 

remplaçant xt par a;3, . . . , xn. En représentant par S i la substitution 

unité, f o rmons le tableau 

C Y C V C V 
3 i - ' i , c i - i , · . . , c v ^ i 

S i S 2 , S 2 S 2 , . · · , S r ' S 2 

S i S n , S 2 S„ , . . . , S,.'S„ 

analogue au tableau ( 4 ) du § 6 ; en répétant un ra i sonnement connu, 

on v o i t que les substitutions de la seconde l igne sont distinctes e t 

dist inctes des p r emiè re s , remplacen t xt par x2, et que ce sont les 

seules jouissant de cette propr ié té ; de la m ê m e maniè re ce l les de 

la t ro i s i ème l igne remplacen t x 4 par xa, et ainsi de suite. Ce tableau 

renferme toutes les substitutions du groupe donné, de sorte que 

l 'ordre de ce g roupe est égal à r'n ; on v o i t qu ' i l est un mul t ip l e du 

deg ré n. 

Si / est égal à l 'unité, il n 'exis te aucune substitution laissant un 

é lément que lconque invar iable , à part la substitution unité, et r éc i ­

p roquemen t ; on peut donc énoncer ce corol la i re : 

COROLLAIRE. — Un groupe transitif dont l'ordre est égal au degré ne 
l'enferme aucune substitution autre que l'unité laissant un élément 
invariable, et réciproquement ; il contient une et une seule substitution 
remplaçant un élément par un autre donné à l'avance arbitrairement. 

Un groupe cyc l ique composé d'une substitution circulaire et de 

ses puissances jou i t de la p ropr ié té que nous venons d 'énoncer . Un 

autre e x e m p l e nous est fourni par la considéra t ion de l 'équat ion 

réso lvan te de Galois ; nous avons vu qu'à chaque g roupe G d'or­

dre r re la t i f à une équat ion de degré n correspondent r valeurs 

tyu ^2, · · ·, 4v de la fonct ion de Galois , constituant les racines de 

l ' équat ion résolvante (§ 45 et 46) ; à chaque substi tution du 

g roupe G effectuée sur les é l émen t s x,, x i t . . . , xn cor respond une 

substitution effectuée sur les r é léments 4 i l e s r substitutions 

ainsi fo rmées sur ces derniers sont ce l les d'un g roupe G' dont 

l 'o rdre est égal au degré , et jou issent des propr ié tés énoncées dans 

le coro l la i re précédent . 
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L e s deux groupes G et G' ont entre eux une dépendance mutuel le 

caractérisée par ce fait qu'à chaque substitution de l 'un correspond 

une et une seule substitution de l 'autre, et au produit de deux 

substitutions du p remie r correspond le produi t des deux h o m o ­

logues du second et réc iproquement . Deux tels groupes sont appelés 

isomorphes ; on peut donc dire que tout g roupe transitif d 'ordre r 
est i s o m o r p h e à un groupe de m ê m e ordre , dont l 'ordre et le degré 

sont égaux . 

105 . Une propr ié té des groupes transitifs est la pr imi t iv i té ou la 

non-pr imi f iv i t é . On dit qu'un groupe transitif G est non-primitif si 

l 'on peut ranger les é léments xit x 2 , · . · , xn en plusieurs séries 

d'un m ê m e n o m b r e de lettres 

telles que chaque substitution du groupe pe rmute entre e l les les 

let tres de chaque série ou les remplace toutes par cel les d'une autre 

série ; l e groupe sera dit primitif s'il n 'est pas possible de grouper 

les é léments de cet te façon. 

Un g roupe de degré p remie r est p r imi t i f ; un groupe cyc l ique de 

degré c o m p o s é n, fo rmé par les puissances d'une substitution cir­

culaire d 'ordre n est non-pr imi t i f ; soit par e x e m p l e pour six élé­

ments le groupe cyc l ique 

G = [ 1 , (x^x^x^Xn), (XiX3x^){x2Xi,x&), (xixi)(x2x^(x3x6), 
(XiXïX^XzXiXn), {XiXsX-iXiXzXs)] ; 

on peut prendre les deux sys tèmes (xit x3) ar3), (x2, a?4, x6) ou bien 

encore les trois sys tèmes (a?,, a?4), (a;2, a^), (a?3, x6) ; ils jouissent de 

la propr ié té énoncée re l a t ivement aux substitutions du groupe G. 

L e s substitutions d'un groupe non pr imi t i f peuvent être mises 

sous fo rme d'un tableau de la manière suivante : Composons une 

p remiè re l igne au m o y e n des substitutions qui laissent les é léments 

de chaque série invar iables , ou les permutent entre eux, mais non 

avec ceux d'une autre sé r ie ; soient 

S i , S 2 , . . . , S , . ' 

ces substitutions. Soit maintenant S 2 une substitution changeant 

au m o i n s un é lément d'une série dans un autre d'une autre série ; 

les produits 
S i 2 2 , S 2 S 2 , . . . , S / 2 - ) 
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sont distincts l 'un de l 'autre et des premières substitutions ; ils 

fo rmeront une deux ième l igne ; si toutes les substitutions ne sont 

pas épuisées, on prendra une nouve l l e substitution £ 3 , e t les p r o ­

duits de S i , S 2 , &r' par S 3 , et ainsi de su i t e ; en répétant un 

ra isonnement connu, on peut met t re toutes les substitutions sous 

fo rme d'un tableau ident ique au tableau (4) du § 6 ; l 'ordre r du 

groupe est égal à r'p. 

On peut ajouter que le groupe 

G , = ( S , S 2 . . . S / ) 

est un sous-groupe invariant de G , de sorte que tout g roupe non 

pr imi t i f est en m ê m e temps c o m p o s é . De la m ê m e man iè r e , les 

groupes H , , H 2 , . . . fo rmés des substitutions qui ne changent que 

les é léments de chacune des séries successives , en laissant inva­

riables ceux des autres, sont des sous-groupes invariants de G et 

de G i et sont semblab les . 

1 0 6 . T H É O R È M E I I I . — L'équation de degré m i » i 2 que l'on obtient 
en éliminant y entre deux équations irréductibles, 

(1) <fî(y) = y"h -+- aly
mi-1

 + am^ = 0, 

(2) ? 1 (a ; , y) = xm< -h ^ ( j / ) * " ' . - ' - + - . · . H- b„h{y) = 0, 

a un groupe non primitif, et,réciproquement, toute équation de groupe 
non primitif est le résultat d'une semblable élimination. 

Soit , en effet, yx une des racines de l 'équation ( 1 ) ; l ' équat ion à 

laquel le satisfait x est 

(3) f(x) = n . ? 1 ( x , y . ) = 0. 

Soient xxl> xxi, . . . , x x m les racines de <pt(a:, y*) = 0 ; toute 

fonc t ion symét r ique F„ de ces racines est r a t i onne l l emen t exp r i ­

mab le au m o y e n de ya et toute fonct ion symét r ique de F , , F 2 , . . , 

Fa, . . . , F m , est ra t ionnel le dans le domaine des coefficients de 

l 'équat ion ( 1 ) ; par suite toute fonct ion des racines restant inva­

riable quand on effectue les substitutions qui changent entre e l les 

les racines de chacune des séries 

(4) xlt, x x i , . .., xam^ ( a = 1, 2 , . . . , m 2 ) 

ou les permutent avec cel les d'une autre série , et cela de toutes les 

manières possibles , est ra t ionnel lement e x p r i m a b l e ; le g roupe c o m ­

posé de ces substitutions n'est pas pr imi t i f ; c o m m e les fonctions 
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des racines qui lui appartiennent sont des fonctions rat ionnelles des 

coefficients de l 'équat ion, il est identique au groupe de l 'équation (3) 

ou l e contient c o m m e sous-groupe ; dès lors ce dernier j ou i t de la 

m ê m e propr ié té . 

Réc ip roquemen t , soit G un groupe non pr imi t i f relat if à une 

équat ion i r réduct ible , et soient (4) les m2 séries de m4 é léments qui 

entrent dans l e s substitutions du groupe ; considérons les fonctions 

symét r iques des racines de chaque série 

2/a — F a ( a ? a , , 3?A2, . . . , Xamt) > 

elles restent invariables ou se permutent les unes dans les autres 

par les substitutions de G ; par suite le produi t 

= (?/ - yi)iy — · • • (?/ - ?/>»2) 

est invar iable pour le groupe G et a ses coefficients rat ionnels dans 

le doma ine . Lorsqu 'on a dé terminé une racine y^ on peut calculer 

toutes les fonctions symét r iques des racines xal, x^, . . . et fo rmer 

l 'équat ion 

Oi(x, = 0 

dont elles dépendent . G o m m e on a 

f[x) = n l t ? ,(a?, yx), 

l 'équat ion donnée résulte de l ' é l imina t ion de y entre deux équat ions 

de la fo rme (1) et ( 2 ) . 

Nous avons rencontré un e xe mple d'une équat ion dont l e g roupe 

n'est pas p r imi t i f lorsque nous avons résolu l 'équat ion abél ienne 

s imple de degré c o m p o s é n. L e groupe de cette équation est fo rmé 

de la substitution circulaire d'ordre n et de ses puissances ; il n'est 

pas primitif , et si n = mi»i2, la résolut ion de l 'équat ion se fait 

au m o y e n de deux équations successives de degrés m, et m2. L e 

groupe d'une équation abélienne quelconque de degré c o m p o s é 

joui t de la m ê m e propr ié té . 

107. Considérons une équat ion de groupe G, o(xt, x 2 , x„) 

une fonct ion des racines appartenant au groupe , et oJXu a?2, . . . , x„) 

une autre fonct ion quelconque des racines appartenant numér ique­

ment à un g roupe Gi, ; lorsqu 'on adjoint cette deux ième fonct ion 

au domaine de rat ionali té , c'est la fonct ion uo -+- w,cpi qui est ra­

t ionne l lement expr imable dans le nouveau domaine , et toute autre 

jouissant de cette propr ié té peut être exp r imée ra t ionnel lement au 
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m o y e n de « t p + et des coef f i c i en t s ; il en résulte que le 

g roupe de l 'équat ion est celui de cette dernière fonct ion, et il se 

c o m p o s e des substitutions c o m m u n e s aux groupes G et G,. Plus 

généra lement , l 'adjonction de plusieurs fonct ions des racines au do ­

ma ine de rationalité rédui t le g roupe de l 'équat ion aux substitutions 

c o m m u n e s au groupe pr imi t i f et à ceux auxquels appartiennent 

les fonctions adjointes. 

On v o i t de cette façon quel effet produi t sur une équat ion l 'ad­

j o n c t i o n de racines d 'équations résolvantes successives ; l 'équat ion 

reste i r réduct ible ou se réduit suivant que le nouveau groupe est 

transitif ou non. L e p rob lème de la résolut ion d'une équat ion géné ­

ra le ou spéciale peut alors être env isagé de la manière suivante : 

Chercher des fonct ions des racines fournies par des équations résol­

vantes , dont l 'adjonct ion réduise peu à peu le g roupe de l 'équat ion 

à la substitution un i té ; lorsque ce résultat est atteint, l 'équation est 

r é so lue , car la fonct ion de Galois dont l e g roupe est constitué par 

cet te seule substitution est dé te rminée , et l 'on en déduit les racines 

e l l e s -mêmes . 

C'est p réc i sément la marche que nous avons suivie dans la réso­

lu t ion des équations du t ro i s i ème et du quat r ième degré par la m é ­

thode de L a g r a n g e . 

Dans le cas de l 'équat ion du t ro i s ième degré généra le , ayant pour 

g r o u p e l e g roupe symét r ique , l 'adjonction d'une fonct ion al ternée 

ou de la racine carrée du discr iminant le réduit au g roupe alterné ; 

ce l l e de la racine cubique d'une fonct ion al ternée part icul ière le 

rédui t ensuite à l 'unité, et l 'équation est résolue . 

En ce qui concerne l 'équation du qua t r ième degré , de g roupe G 

(§ 54) , l 'adjonct ion d'une racine o t de l 'équat ion résolvante de 

Lagrange le réduit au g roupe G t ; ce l l e d'une racine tv de l 'équation 

t* — ott c , = 0 

le réduit ensuite au g roupe gt. Ce dernier groupe n'est pas transitif 

et l ' équat ion se d é c o m p o s e dans le nouveau domaine de rationali té, 

en deux autres ayant pour racines l 'une xt et x2, l 'autre x3 et xi,. 

Lorsque le g roupe d'une équat ion n'est pas pr imit i f , c o m m e celui 

que nous avons cons idéré au § précédent , l 'adjonct ion de la ra­

c ine j/a de l 'équat ion tp2(j/) = 0 le rédui t au groupe dont les 

substitutions permutent entre eux les m, é léments 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



GROUPE D'UNE ÉQUATION 183 

a-al , ^ 2 ^ . . . , 3?am, , 

ou bien les ??i](m2 — 1 ) au t re s , mais non les p remiers avec 

ceux-ci ; ce dernier groupe n'est pas transitif et l 'équat ion est 

réduct ib le , l 'un des facteurs du p r e m i e r m e m b r e étant o,{x, yx). 

Nous indiquerons une application importante des considérations 

qui précèdent . 

THÉORÈME I V . — Si une équation irréductible jouit de la propriété 
que toutes ses racines s'expriment rationnellement au moyen de l'une 
d'elles, elle a un groupe transitif dont l'ordre est égal au degré, et 
réciproquement. 

Soient en effet xu x2 x„ les racines d'une équation irréduc­

tible de degré n ; supposons qu 'e l les s 'expriment ra t ionnel lement 

au m o y e n de l 'une d 'e l les a?i, et que l 'on ait 

a* = 6 s (a : , ) , x3 = 8 3 (a: i ) , . . . , xn = °n{xi) ; 

le g roupe de cette équation est transitif, puisque l 'équat ion est irré­

ductible ; ses substitutions ne do iven t pas changer les relat ions 

précédentes , par suite ce l les qui laissent xt invariable ne peuvent 

al térer x%, x3, . . . , X n . 

I l n 'exis te que la substitution unité jouissant 

de cette propr ié té ; dès lo rs , d'après les ra isonnements que nous 

avons faits au § 104, l 'o rdre du g roupe est égal à son degré . 

Réc ip roquemen t , supposons que le g roupe d'une équation de 

degré n soit transit if et ait son ordre égal à son degré ; cette équa­

t ion est d 'abord i r réduct ible ; de plus, si l 'on adjoint au domaine de 

rat ionali té une racine que lconque tel le que xs, son groupe se 

réduit à ce l les de ses substitutions laissant xt invariable, c'est-

à-dire à la substitution uni té ; après cette adjonction, la fonct ion de 

Galois est ra t ionnel lement expr imable , et les racines de l 'équation 

sont toutes des fonctions ra t ionnel les de X i . 

Ce ra isonnement nous mon t r e de plus que si les racines d'une 
équation irréductible sont des fonctions rationnelles de l'une d'entre 
elles, elles s'expriment aussi rationnellement au moyen de l'une quel­
conque des autres. 

L'équa t ion résolvante de Galois et les équations abél iennes nous 

donnent des e x e m p l e s des considérat ions précédentes . 

108. L e groupe d'une équat ion abél ienne généra le i r réduct ible est 

un g roupe cyc l ique s imple ou à plusieurs entrées ; il est transitif, 
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a son ordre égal à son degré , et de plus ses substitutions sont échan­

geables , c 'est-à-dire que deux quelconques d 'entre e l les S a et S p 

sont tel les que l ' on ait S j S s = S 9 S a . Celui d'une équat ion abé-

l ienne que lconque , i r réduct ible ou non, tel le que nous l ' avons 

définie au § 83, jou i t aussi de la propr ié té d 'avoir ses substitutions 

p e r m u t a b l e s ; nous al lons démontrer la r éc ip roque . 

THÉORÈME V . — Toute équation dont le groupe est formé de substi­
tutions échangeables est une équation abélienne. 

P o u r cet te raison, nous dés ignerons un tel g roupe sous le n o m 

de groupe abélien. 
S'il n 'est pas transitif, et si l 'on décompose le p r emie r m e m b r e de 

l 'équat ion en facteurs i r réduct ibles , les g roupes des équat ions par­

t ie l les obtenues sont fo rmés d'une partie des substitutions du 

groupe total et sont encore abél iens ; il nous suffit donc de nous 

l imi te r aux groupes transitifs. 

Reprenons le tableau du § 104 et désignons par S» une substitu­

t ion que lconque laissant art invar iable ; pour que cette substitution 

soit échangeable avec S 2 , c'est-à-dire que l 'on ait SJ12 = S^S^, il 

est nécessaire qu 'e l le n 'altère pas l ' é l émen t x s , c o m m e on le vo i t 

imméd ia t emen t ; pour la m ê m e raison, S a ne peut être permutable 

avec S 3 , . . . , 2„ que si el le laisse invariables x3, . . . , x n , c'est-à-dire 

si e l le se réduit à l 'unité ; de cette façon r1 est égal à l 'unité, et 

le g roupe a son ordre égal à son degré . D'après le t h é o r è m e I V , 

toutes les racines de l ' équat ion sont fonct ions ra t ionnel les de l 'une 

d 'el les, et l 'on a par e x e m p l e 

X2 = d2(Xi), X3 = G3[Xi), . . ., X„ = Qn{Xi). 

Si les substitutions 2 » et Z p remplaçant xt par a?a et x% sont 

échangeables , il en est de m ê m e des fonct ions Qa et 6¡¡ ; on déduit 

de là que toutes les fonctions 6 sont permutables , et que l 'équation 

est abél ienne, ce ' que nous vou l ions démont re r . 

L e s ra isonnements que nous avons faits aux § 84 et 85 nous m o n ­

trent qu'un groupe abél ien est, pour une notat ion part icul ière des 

é léments , un g roupe cyc l i que à une ou plusieurs ent rées . N o u s 

pouvons du reste étudier d i rec tement un groupe dont les substitu­

tions sont échangeables par la mé thode qui nous a servi à réduire 

les fonct ions 6 au n o m b r e m i n i m u m d 'é léments ; les ra i sonnements 

sont les m ê m e s , et nous pouvons énoncer ce résultat : 
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THÉORÈME VI . •— Si les substitutions d'un groupe transitif sont 
toutes permutables, il existe un système fondamental de substitutions 
Si, Si, ..., SV d'ordres respectifs nu ?i2, ..., n v, telles que les expres­
sions 

représentent une fois et une seule toutes les substitutions du groupe ; 
chacun des nombres n,, w2, ..., nv est divisible par le suivant ou lui 
est égal; l'ordre et le degré du groupe sont égaux au produit 
« i » ¡ 2 . . . n v . 

109. Nous avons supposé jusqu 'à présent qu 'on adjoint au d o ­

maine de rationali té une racine d'une équation réso lvante , c 'est-à-

dire une fonct ion des racines xt, xt, . . . , xn de l 'équat ion donnée . 

Nous al lons considérer le cas où l 'on effectue l 'adjonct ion d'une 

racine R i d'une équat ion <s(R, R ' , I I " , . . . ) = 0 i r réduct ib le dans 

le d o m a i n e de rationali té pr imi t i f ; on peut toujours, c o m m e nous 

l 'avons vu , ramener à ce cas celui où l 'on adjoindrait p lus ieurs 

racines analogues. 

F o r m o n s l 'équat ion résolvante de Galois * l " i (z ) = 0 dont le pre­

m i e r m e m b r e est i r réduct ible et a un degré égal à l ' o rd re r du 

groupe G de l 'équat ion donnée f(x) = 0, et adjoignons R i au 

domaine ; si w , se décompose en un produi t de plusieurs facteurs, 

et si w 2 ( z ) est celui qui renferme z — l e g roupe se rédui t aux 

substitutions dé terminées par ce facteur , constituant un sous-

groupe G i du p remie r . 

On peut opérer une réduct ion ident ique du groupe G par l 'ad­

j onc t i on d'une racine d'une équat ion résolvante par t icul ière ; p re ­

nons en effet une fonction œ ^ x i , a?2, . . . , xn) des racines de f[x) = 0 

appartenant au groupe Gi , et ses va leurs <p4, o 2 , . . . , <?p pour les 

substitutions de G ; ce sont les racines d'une équat ion i r réduct ib le 

= (2 — ? ) ) ( Z — »2) • · · ( z — <?P) = 0 

à coefficients ra t ionnels dans l e domaine pr imi t i f ; l 'adjonct ion de la 

racine <p, de cette équation produit sur le groupe G l e m ô m e effet 

que cel le de R i . 

Nous pouvons aller plus l o in et mon t r e r que l 'adjonct ion des dif­

férentes racines de <p(R, R ' , R " , . . . ) = 0, que nous dés ignerons 
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par Ri , R 2 , . . . , R, , peut être remplacée par ce l le des racines de 

4>(z) = 0. 

Remarquons d'abord que oj est une fonct ion appartenant au 

groupe GJ de l 'équation et par suite est ra t ionnel lement expr imable 

au m o y e n de Ri ; soit par e x e m p l e ot = 0 ( R 4 ) sa v a l e u r ; l 'équa­

t ion 
[ 0 ( 3 ) — ? , ] [ 0 ( z ) — < ? , ] . . . [ 0 ( z ) — <?,] = 0 

a avec <p(R) = 0 la racine c o m m u n e R ( , par suite e l l e est satis­

fai te pour les autres racines R 2 , R, , et chacune des exp re s ­

sions 0 ( R ( ) est éga le à l 'une des quantités o. On conclut de là que 

le p o l y n ô m e 

F ( z ) = [ z - 0 ( R 1 ) ] [ z - 0 ( R 2 ) ] . . . [ Z _ 0 ( R v ) ] , 

qui s'annule pour certaines des valeurs ou ç 2 , . . . , o p et pour au­

cune autre, est une puissance exacte de * ( z ) , et que l 'on a par 

e x e m p l e F (z ) = <J>(z)fl ; dès lors [x des valeurs 0 ( R , ) sont égales à 

tp,, ix autres à <ps, etc. 

Cela posé , admet tons que l 'on ait 0 ( R a ) = ox, et dés ignons par 

Gi et Gï les groupes auxquels se réduit celui de l 'équation lorsqu 'on 

adjoint r e spec t ivemen t R a et o , ; d'après ce que nous avons vu au 

§ 39, R , et R., produisent des décompos i t ions analogues de l 'équa­

t ion réso lvan te ^ ( z ) = 0 et les groupes Gi et G', ont le m ê m e 

ordre ; il en est de m ê m e de Gx et de G'j ; c o m m e ox est r a t ionne l le ­

m e n t expr imable après adjonction de R a , le g roupe Gâ cont ient 

toutes les substitutions de G î , et ces deux groupes sont ident iques . 

Il est donc indifférent d 'adjoindre les racines de o ( R ) = 0 ou 

ce l les de l 'équat ion résolvante * ( z ) = 0 ; nous nous placerons 

désormais dans le cas où les quantités introduites dans le domaine 

de rat ionali té sont des fonct ions des racines de l 'équat ion. 

110. Considérons en part icul ier le cas où le degré n de l 'équation 

donnée f(x) = 0 est un n o m b r e p r e m i e r ; si l e g roupe G se ré ­

duit, après l ' adjonct ion de la fonct ion s,, à-un groupe G't non tran­

sitif, l 'équation ne reste pas i r réduct ible ; dés ignons par ft(x, ç>() 

un des facteurs i r réduct ibles de f{x) dans le nouveau domaine , et 

par n' le degré de ce facteur. 

L e produit 

F{x) = fi(x, <?i)fi(x, <?,) · . .f,(x, <?„), 

étendu à toutes les racines de l ' équat ion * ( z ) = 0, s'annule pour 
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une au moins des racines de f(x) = 0 ; par suite il est d iv i s ib le 

par le p remie r m e m b r e de l 'équation donnée, et se décompose géné ­

ra lement , dans le domaine primit if , en plusieurs facteurs i r réduc­

t ibles dont l 'un est égal à f{x). Par un ra isonnement analogue à 

celui que nous avons fait au § 98, nous v o y o n s que ces facteurs se 

transforment les uns dans les autres par les substi tutions du 

groupe G, et sont ident iques ; nous en concluons que l 'on a par 

e x e m p l e F(x) = f{xf. 

De là résulte que le degré n ' p de F(x) est égal à In; c o m m e n est 

un n o m b r e p r emie r supérieur à n', p doi t être égal à n ou à un de 

ses mul t ip les . Nous avons vu d'autre part que le deg ré v d'une 

équat ion i r réduct ible tel le que tp(R) = 0, dont la racine Rj p r o ­

duit la m ê m e réduct ion du g roupe G que 9 1 , est l u i -même de la 

fo rme f x p ; il est donc aussi un mul t ip l e de n , et l 'on peut énoncer ce 

résultat : 

THÉORÈME V I I . — Si une équation irréductible de degré premier n 
devient réductible après adjonction au domaine de rationalité d'une 
racine d'une équation <p(R) = 0 irréductible dans ce domaine, le 
degré de cette dernière est égal à n ou à un de ses multiples. 

Une conséquence impor tante de ce t héo rème peut être énoncée 

re la t ivement à l 'équation b i n ô m e irréduct ible 

xn
 — F ( R ' , R", . . . ) = 0 

de degré p r e m i e r ; el le reste i r réduct ible par l 'adjonct ion au do ­

maine de rationali té d'une racine d'une équat ion que lconque de 

degré infér ieur à n, en part iculier par l 'adjonction d'une racine n' 

de l 'unité m„, car cette dernière satisfait à une "équation de degré 

n — 1 . Cette remarque peut être appl iquée aux équations b inômes 

de la chaîne dont il est quest ion au § 64. 

111. L e cas le plus important est celui où l 'on adjoint à la fois 

toutes les racines d'une équation résolvante i r réduct ible dans le d o ­

maine de rationali té p r imi t i f ; soit 9 une fonct ion du g roupe G de 

l ' équat ion f(x) = 0, dont les racines sont xt, x2, . . . , x„, 

4>(z) = (z — 9,)(z — ? 2 ) . . . (z — 9,,,) = 0 

une équat ion ayant pour racines les valeurs distinctes d'une fonc­

t ion o i ( # i , xz, ...,xn) pour les substitutions de G, et soient 

Gj , G-2, . . . , Gm les groupes de ces fonctions ; nous avons vu que 
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l 'adjonction s imul tanée de o,, o 2, . . , om rédui t le g roupe au sous-

g roupe H c o m m u n à G, Gi, G,, . . . , G m . 

C'est un sous-groupe invariant de G, car si l 'on effectue sur les 

valeurs ci , <?2, • • • > <?m les substitutions du g roupe de l ' équat ion, 

e l les se reproduisent à l 'ordre près , et les g roupes G,, G 2 , . . . , G,„ 

sont des t ransformés de l 'un d 'entre eux par G ; dès lors le g roupe H 

qui leur est c o m m u n est permutable à toute substitution de celui de 

l 'équat ion et en est un sous-groupe invariant . 

Considérons par e x e m p l e l 'équat ion généra le du qua t r i ème degré , 

et l 'équat ion résolvante dont les racines , deux à deux égales et de 

signes contraires , sont les six valeurs de 

Xi — X i + X2 # 3 Xk- \ 

el les appartiennent aux groupes g„ g,, g¡ n ' ayan t d'autre substitu­

t ion c o m m u n e que l 'unité, et leur adjonct ion s imul tanée réduit le 

g roupe de l ' équat ion à la substitution ident ique, de sorte que l 'équa­

t ion se t rouve réso lue ; c'est ce que nous avons constaté au § 56. 

De la m ê m e maniè re , l 'adjonction s imultanée des t rois racines 

<?ii ? 2 , <?3 de l ' équat ion résolvante de Lag range , appartenant respec­

t ivemen t aux g roupes G J t G 2 , G 3 , rédui t le g roupe de l ' équat ion au 

groupe H qui leur est c o m m u n , et pe rme t de calculer la fonc­

t ion z, appartenant à ce g roupe , ainsi que nous l ' avons exp l iqué 

au § 58. 

Supposons que le g roupe G d'une équat ion soit s imple ; le seul 

sous-groupe invariant qu ' i l possède est consti tué par la substitution 

uni té , et il se rédui t à cet te seule substi tution par l 'adjonct ion de 

toutes les racines d'une équat ion résolvante te l le que * ( z ) = 0 ; 

l 'équat ion se t rouve ainsi r éso lue . A u contraire , si le g roupe G est 

composé et possède un sous-groupe invariant H , on peut former 

une fonct ion des racines l e réduisant p réc i sément à ce g roupe H ; 

il suffit en effet de prendre une fonct ion appartenant à ce dernier 

g roupe ; ses valeurs conjuguées pour les substitutions de G appar­

t iennent au m ê m e groupe qui n'est autre que H l u i - m ê m e (§ 22) , de 

sorte qu 'e l les sont r a t ionne l l emen t expr imab les au m o y e n de l 'une 

d 'el les ; l 'adjonct ion d'une seule racine de l 'équat ion résolvante 

dont dépendent ces valeurs conjuguées équivaut à ce l l e de toutes 

les racines, et réduit le groupe de l ' équat ion p réc i sément au sous-

groupe invariant H cons idéré . On peut ajouter que le degré de 
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l 'équation résolvante est égal au quot ient des ordres de G et de H . 

En prenant pour H l e sous-groupe invariant m a x i m u m de G , 

puis opérant sur ce nouveau groupe c o m m e nous venons de l ' indi ­

quer, et ainsi de suite, on arrive au t h é o r è m e suivant : 

THÉORÈME V I I I . — Si une équation a un groupe G composé, si 
G , G i , . . . , G n , 1 

est une suite de composition de ce groupe, e1; e2, ..., ew les fac­
teurs de composition correspondants, on peut la résoudre au moyen 
d'équations successives de degrés e„ e2, . . ., e^, ê +1 jouissant de la 
propriété d'être chacune irréductible dans le domaine auquel on 
adjoint les racines des équations précédentes, et d'avoir ses racines 
exprimées rationnellement, dans ce nouveau domaine, au moyen de 
l'une d'elles. Le groupe de l'équation se réduit, après adjonction suc­
cessive d'une racine de chacune de ces équations, aux groupes 

G j , G 2 , . . . , 1 . 

112. Nous allons appl iquer ce théorème à l 'étude des équations 

résolubles a lgébr iquement . Si une équation donnée j ou i t de cette 

propr ié té , il exis te , c o m m e nous l 'avons v u au chapitre I X , une 

chaîne d 'équations b inômes dont chacune est de degré p remie r et 

dont les racines sont des fonctions rat ionnel les des racines de 

l 'équat ion p roposée . Chacune d 'el les est i r réduct ible dans l e d o ­

maine auquel on adjoint les i rrat ionnelles dé terminées p r é c é d e m ­

men t et ses racines sont, dans ce nouveau domaine , expr imables 

ra t ionnel lement au m o y e n de l 'une d'entre e l les . On v o i t que l ' ad­

jonc t ion des i rrat ionnelles successives réduit p rogress ivement le 

g roupe G de l 'équation à une série de groupes 

G , G i , G 2 , G n , 1 

constituant une suite de compos i t ion de G , les facteurs de c o m p o ­

sition étant préc isément les degrés py, p^u . . . , pt des équations 

b inômes . L e groupe G doit donc être un groupe c o m p o s é , les fac­

teurs de compos i t i on étant p remiers . 

Cette condi t ion, qui est nécessaire , est aussi suffisante ; suppo­

sons en effet qu 'e l l e soit r empl i e , c 'est-à-dire que l e s facteurs de 

compos i t ion du groupe de l 'équation soient des nombres p remiers ; 

supposons de plus que l 'on soit déjà parvenu à réduire ce groupe 
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à un sous-groupe G 4 de la suite de c o m p o s i t i o n par l 'adjonction 

d'une fonct ion ra t ionnel le des racines dé te rminée au m o y e n d'une 

ou de plusieurs équat ions résolvantes . Si Gh+l est le g roupe sui­

vant, et si pk est le n o m b r e p r emie r égal au rapport des ordres de 

Gh et Gh+t, il est poss ib le , d'après le t h é o r è m e du § 23, de fo rmer 

une fonct ion des racines appartenant au dernier de ces deux groupes , 

et ayant pour ce l les du p remie r pk valeurs conjuguées racines d'une 

équat ion b i n ô m e dont les coefficients font partie du groupe Gi, ; 

l 'adjonction d'une de ces valeurs , c'est-à-dire d'un radical d ' indice 

pk, réduira l e g roupe à G A + 1 . En opérant de cette m a n i è r e à partir 

de G i , i l sera poss ible de fo rmer une chaîne d 'équat ions b inômes 

successives conduisant à la résolut ion a lgébr ique de l 'équat ion. 

On peut par suite énoncer l e t héo rème suivant : 

THÉORÈME I X . — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
équation soit résoluble algébriquement est que les facteurs de composi­
tion de son groupe soient des nombres premiers. 

L e s équations générales du t ro i s ième et du quat r ième degré 

satisfont à la condi t ion p récéden te . L e groupe de la p remiè re a 

pour facteurs de compos i t i on les n o m b r e s p remie r s 2 et 3 , et nous 

avons constaté que sa résolu t ion dépend de c e l l e de deux équations 

b i n ô m e s dont les degrés sont les nombres précédents . L 'équa t ion 

du qua t r ième degré a un groupe c o m p o s é dont les facteurs de c o m ­

posi t ion sont 2, 3, 2 et 2, et l 'on a préc isément , pour dé te rminer les 

racines de cette équation, à f o rmer des radicaux successifs dont ces 

nombres sont les indices . 

L e g roupe symét r ique de n é l éments , dans le cas où n est supé­

rieur à 4, a pour facteurs de compos i t i on les deux nombres 2 et 

n ! 
— c o m m e le dernier n 'est pas un n o m b r e p remie r , l ' équat ion 

générale de degré n n 'est pas réso lub le . Nous re t rouvons ainsi le 

t héo rème d 'Abe l : 

THÉORÈME X . — L'équation générale de degré supérieur à quatre 
n'est j)as résoluble algébriquement. 
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N O T E D ' A R I T H M É T I Q U E 

On dit q u ' u n n o m b r e a est c o n g r u e u n n o m b r e b (module n) si la 

différence de ces deux n o m b r e s est u n multiple de n ; on écrit ce fait de la 

m a n i è r e suivante : 
a =; b ( m o d . n). 

Les congruences jouissent de la p lupart des propriétés des égalités ; on 

peut addit ionner, soustraire, mult ip l ier m e m b r e à m e m b r e des c o n ­

gruences de m ê m e m o d u l e ; dans le cas d'un m o d u l e premier , l 'analogie 

est plus complète, et l'on peut diviser m e m b r e à m e m b r e deux congruences 

de module premier si les termes de la seconde ne sont pas congrus à zéro. 

Cela tient à ce q u e la congruence 

ab — 0 ( m o d . n) 

entraîne, pour n premier , l 'une des deux congruences 

a = 0, 6 = 0. 

Si l'on considère alors les deux congruences 

aa' = bb' ( m o d . n), 

a = b ( m o d . n), 

on a 

a — b -+- mn, 

(b -i-mn)a' — bb' ~ m'n, 

b{a' — b') = 0, 
d'où l'on tire 

a' = b' ( m o d . » ) ; 

cette dernière relation est donc une conséquence des deux premières . 

U n e congruence 

ax •+- b = 0 ( m o d . n ) 

a toujours , p o u r n premier , u n e racine comprise entre 0 et n, lorsque a 

n'est pas = 0, car .sa recherche revient à la résolution de l'équation i n ­

déterminée 
ax + ny •+- b — 0 

en n o m b r e s entiers, et il existe toujours u n n o m b r e entier x, compris 

entre 0 et n, satisfaisant à celte équat ion. 
Y O G T . — R E S . A L G . 13 
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La congruence suivante, où p est premier, 

a-jj-i = i (mod. p), 

est satisfaite, d'après le théorème de Fermât, par tous les nombres 

1,2, . . . , p — 1 ; soit a un nombre quelconque de cette suite ; formons la 

série des valeurs 

i, a, a2, a3, . . . , a'1, . . . , a!'-1, , . ., 

et supposons que a m + d soit le premier nombre congru à l'un des précé­

dents (mod. p), par exemple à am ; on a 
am+d = a m > 

d'où l'on tire, en divisant par am les deux membres, 

ad = l (mod. p) ; 

on en conclut que m doit être égal à zéro. Si d est le plus petit exposant 

satisfaisant à cette condition, il est un diviseur de p — i, car les nom­

bres de la suite précédente se reproduisent de d en d, aux multiples près 

de p, et l'on doit avoir at~l = i ; on dit que le nombre a appartient à 

l'exposant d. 

Tout nombre qui appartient à l'exposant p — 1 est dit une racine pri­

mitive (mod. p). 

L'existence de racines primitives est fondée sur les considérations sui­

vantes : 

On sait que le nombre ç>(w) des nombres premiers avec n et inférieurs 

à lui, y compris l'unité, est donné par 

ç ( n ) = n ( , _ J r ) ( 1 _ J . ) . . . , 
si n = PÏ<p%'• •. est la décomposition du nombre donné en facteurs pre­

miers ; o n) est la fonction de Gauss ; je vais montrer que si d est un 

diviseur de p — 1, il y a précisément o(d) nombres distincts suivant le 

module p, et appartenant à l'exposant d. 

Désignons par ii(d) le nombre inconnu des nombres compris dans la 

suite 1 , 2 , ...,p—1 appartenant à l'exposant d ; il peut être nul ; si 

nous nous plaçons dans le cas où il ne l'est pas, il y a un nombre a au 

moins tel que l'on ait ad = 1 et que les restes (mod. p) des nombres 

1, a, a2, . . ., a' i _ 1 

soient différents ; chacun d'eux satisfait à la congruence 

sfi = 1 (mod. p), 
de sorte que l'on a 

ot£ — 1 = (x — i){x — a).. .(x — ad-') (mod. p). 

11 n'existe par suite aucun autre nombre que les précédents pouvant appar­

tenir à d, mais ils ne lui appartiennent pas tous nécessairement ; prenons 

par exemple une puissance de a telle que ah, où h ¿1 d— t ; si h est 

premier avec d, il n'existe aucun nombre de la suite 

qui soit congru à l'un des autres (mod. « ) ; si au contraire /* n'est pas pre-
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mier avec d, et si 0 est le plus grand commun diviseur de ces deux nom­

bres, on aura sûrement 

d_ • 

(a1') " = 1 (mod. p), 

de sorte que ah appartiendra à l'exposant ~ -

De cette façon le nombre des termes de la suite 1, a, . . . , a'1-1 appar­

tenant à l'exposant d est égal à celui des nombres h premiers avec d et 

inférieur à lui, c'est-à-dire à o(d); le nombre ty(d) est par suite égal à 

zéro ou à o(d). 

Si l'on prend tous les diviseurs d, d', d", . . . de p — 1, on a 

ï<Kd) = p — 1 ; 
d'autre part la somme des valeurs de o{d) est aussi égale à p — 1 ; 

en effet si l'on a p — { — p\'Pl*. • • et si d = y\'p\>... est un divi­

seur de ce nombre, on a 

o[d) = o(v\<)o(pl*).. ., 

de sorte que 2<s(d) est le produit des polynômes 

1 + ? ( P j ) - i -ofpj i ) + ·•·, 

1 + o(pj) -+- oipl) H , 

qui ont respectivement pour valeur pf<, p^, . . . ; on a donc 

' ScpW) = p — 1. 
L'égalité 

entraîne alors l'égalité de chacun des nombres correspondants ty{d) et 

<?(d), et l'on voit qu'il y a <p(d) nombres appartenant à l'exposant d!. 

En particulier, il y a <p(p— 1) nombres appartenant à l'exposant 

P — 1, c'est-à-dire qu'il y a o(p — 1) racines primitives (mod. p). 
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