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PREFACE

En me demandant d’écrire quelques mots en téte du
présent livre, M. Vogt a montré une modestie qui est
peut-Gtre excessive et m’a donné un témoignage d’affection
qui, a coup sur, m’est trés précieux. Ce livre, a ce que je
erois, n’avait nul besoin d’étre recommandé : le grand in-
térét du sujet qu’il traite, la clarté avec laquelle il est
éerit, suffisaient A le faire bien accueillir des lecteurs. Pour
quelques-uns, sa brieveté méme sera un mérite : quelque
désir qu'on ait d’acquérir des connaissances nouvelles,
dont on sent I'importance, on est parfois découragé par
Ieffort qu’elles semblent exiger, par le temps qu’il y fau-
drait consacrer, et qui manque. Un petit livre est rassurant.

Celui-ct est plein de choses et des plus belles. Je ne sais
s’il existe en mathématiques un sujet qui ait exigé de ceux

qui Pont traité plus d’ingéniosité, plus de profondeur et de
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VI PREFACE

pénétration que n’a fait cette théorie des équations algé-
briques, dont Lagrange, Gauss, Abel et Galois ont été les
fondateurs. A la vérité, la beauté de leur ccuvre est si
merveilleuse qu’elle risque parfois d’éloigner d’elle cuel-
(ues jeunes mathématiciens, trop modestes pour prétendre
la continuer, ou {rop pressés d’aller chercher ailleurs une
moisson plus facile. Est-ce une raison pour ne pas l'étu-
dier, si méme cette ¢tude devait se borner &4 une pure
contemplation, et comme a une jouissance esthétique?
Je ne veux pas parler ici des prolongements extraordinaires
que la pensée des grands géometres que je viens de nom-
mer, d’Evariste Galois en particulier, s’est trouvée avoir
dans d’autres directions, mais, en restant dans les élé-
ments, est-1l possible que ceux qui ont étudié le cours
d’algebre de notre classe de mathématiques spéciales ne
sentent pas leur curiosité s’¢veiller devant les problemes
qui se posent la d’une facon ncécessaire, esl-il possible
qu’ils ne soupconnent pas que, pour bien des sujets qu’ils
ne font qu’cffleurer, la vraie lumiere est plus loin, dans
un domaine ou ils n’ont pas le temps de pénétrer? Ne
faut-il pas, autant qu’il est possible, indiquer & ceux
dont la curiosité est irop vive et trop pressée de quel
coté est ce domaine, et en faciliter 'acces & ceux qui,
débharrassés du souci des examens, ont gardé le godt de la
science et conquis la liberté d'étudier ce qui les intéresse?
(’est pour ceux qui se destinent al’enseignement que cette

étude de I'Algebre est le plus nécessaire : elle est vraiment
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PREFACE vii

indispensable & ceux qui doivent parler un jour des fone-
tions symétriques, de la transformation des équations, de
la résolution des équations du troisieme et du quatriéme
degré, des équations de la division du cercle. Sans doute,
ils n’auront & traiter ni des substitutions, ni du groupe de
Galois, ni des équations abéliennes; mais, s’ils possédent
ces théories, les sujets élémentaires qu’ils ont & dévelop-
per leur apparaitront dans leur véritable jour, dans leur
vérilable importance, dans leur sens profond ; les exemples
intéressants se présenteront en foule & leur esprit, et, par-
fois, sur quelqu’un de ces exemples, sur un fait précis et
particulier, ils sauront faire soupconner a leurs éléves les
théories qu’ils n’ont pas le loisir d’aborder. Montrer que
la science n’est pas bornée a ce qu’il enseigne immédiate-
ment, qu’elle ne se réduit pas a des artifices qui permet-
tent de traiter des problemes fabriqués expres pour les
utiliser, faire pressentir la grandeur de la science et, ainsi,
en inspirer le respect, c’est, pour le maitre, la partie vrai-
ment noble et élevée de son métier.

Les lecteurs auxquels s’adresse M. Vogt sont donc nom-
breux. Sans doute, son livre n’est pas le premier qu’on ait
écrit sur la maticre ; sans parler des mémoires originaux,
auxquels il fandra toujours recourir, mais qu’il vaut mieux
étudier aprés avoir acquis des vues d’ensemble sur I'état
actuel de la science, il est certain que le Traité d’algebre
supérieure de J. A. Serret rendra, pendant longtemps

encore, de grands services; mais, depuis le temps ot il a
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VI PREFACE

paru, bien des recherches importantes ont été faites, dont
les résultats et 'esprit n’ont pu pénétrer dans un livre qui
les avait précédées; le Traité des substitutions de M. Jordan
est une ccuvre magistrale, qui s’adresse plutot a ceux qui
veulent approfondir la scicnce qu’a ceux qui veulent s’y
initier. La Théorie des substitutions de M. Netto, le Manuel
d’algebre de M. Weber, dont le premier volume vient de
paraitre, sont d’excellents livres, mais qui ne sont pas
_écrits en francais. Le livre de M. Vogt vient ainsi prendre
une place qui était vide, et qu'on sentait vide. Je suis
persuadé que le plaisir que j’ai trouvé a le lire sera

partagé par tous ceux qui ’étudieront.
Paris, le 23 Juin 1893.

JULES TANNERY.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LECONS

SUR LA

RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

CHAPITRE 1

DES GROUPES DE SUBSTITUTIONS

1. Une subslitution est 'opération qui consiste 4 remplacer un ou
plusieurs éléments par un méme nombre d'aulres qui leur corres-
pondent respectivement d'aprés une loi délerminée. Lorsqu’on rem-
place par exemple une variable x par -

ax—+b
cx—+d ’
oli a, b, ¢, d sont des constantes, on dit que 'on effectue sur cette
variable une substitution linéaire; de méme, lorsqu'on remplace
deux variables x et y respectivement par az -+ by, cr-+dy, on
effectue sur ces variables une substitution linéaire homogéne ;
a, b, ¢, d sont appelés les coefficients de la substilution.
Nous nous occuperons spécialement des substitutions suivantes :
Considérons n éléments représentés par les lettres 4, 3,..., 2,
et leurs permutations linéaires, en nombre n!; les substitutions
que nous étudions sont celles qui remplacent chaque élément
d’'une permulation par 1'élément de méme rang d’une deuxiéme
permutation, distincte ou non de la premiére. Comme l'ordre des
¢léments qui se correspondent n'intervient pas dans le résultat,
on peut supposer que chaque substitution remplace Ies éléments

YOGT. — RE3, ALG, 1
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2 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES LQUATIONS

d’'une permutation fixe, par exemple a, 2,..., x,, par ceux de
méme rang de chacune des n! permutations; il y a donc n! subs-
titutions distinctes. .

En particulier, celle qui fait correspondre une permutation 2 elle-
méme n’altéere aucun élément; on l'appelle substitution identique
ou unité, ce que 'on indique par la notation S = 1.

Les substitutions les plus simples non identiques sont celles qui
remplacent, dans une permutation, chaque élément par celui qui le
suit et le dernier par le premier; une telle substitution est appelée
circulaire, et les éléments forment un cycle. )

Toute substifution de n €léments est circulaire ou se décompose
en substitutions circulaires. Soit en effet x; un élément quelconque,
x, celui par lequel il est remplacé par la substitution donnée, x,
celui qui remplace «,, , celui quiremplace g, etc.; on arrive ainsi
4 un élément x, que la substitution remplace par x,. Les éléments
L1, Loy Loy Xyy ..., %, Sont permutés circulairement el forment un
cycle; dans le cas particulier ot #; reste inaltéré par la substitution,
on peut dire que cet élément forme & lui seul un cycle.

Si le premier cycle ainsi obtenu renferme les » ¢éléments, la
substitution donnée est circulaire; dans le cas contraire, un élé-
ment x, n'entrant pas dans ce premier cycle donne naissance & un
deuxiéme de la méme maniere, et ainsi de suite. De cetle fagon
les » élémenls sont partagés en cycles distincts n’ayant aucun élé-
ment commun, et la substitution donnée est décomposée en autant
de substitutions circulaires qu’il y a de cycles; I'ordre dans lequel
sont effectuées ces substitutions partielles est indifférent.

Les substitutions circulaires dont les cycles renferment deux
éléments seulement s’appellent transpositions; une substitution
circulaire quelconque se ramene & une suite de transpositions ; par
exemple celle dont le cycle est x;x,z...2, se raméne a la suité
des transpositions de cycles respectifs .z, 212y, ..., 2z, effectuées
dans cet ordre. Il résulte de ce qui précéde que toute substitution
peut étre décomposée en transpositions successives.

2. On indique une substitution de différentes maniéres :

1° On écrit P'une au-dessous de l'autre, dans une méme paren-
these, la permutation primitlive et celle qui lui correspond;
exemple :
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DES GHROUPES DE SUBSTITUTIONS 3

g = Xy Xy Ty Xy X3 T
T\@y X e Ty X X

est la substitution qii remplace 2, par x;, x, par s, etc.;

20 On indique une substitution circulaire de plusieurs éléments
par. la suite de ces éléments placés dans une parenthése ; pour une
substitution quelconque, on décompose la totalité des éléments en
cycles distincts ne renfermant aucun élément commun, et I'on écrit
les substitutions circulaires relatives & ces cycles & la suite I'une de
l'aufre, dans un ordre quelconque; il est inutile d’écrire les élé-
ments non altérés; la substitution précédente s’'écrira de celte
facon :

S = (Tyy%,)(Tas) = (Lee)(X12a24) ;

3° Dans certains cas, on indique Ia loi qui détermine I'indice d’un
élément de la nouvelle permutation en fonction de celui de I'élément
correspondant de la permutationn primitive ; par exemple la substi-

tution circulaire .
oo S = (xox1T2x,)
sera indiquée par

A SN T=1i+1 (mod. 4),
i et ¢ étantles indices de deux éléments correspondants.

3. Si l'on effectue sur un ensemble d'éléments E une substilution
S le remplagant par I'ensemble E’, puis sur E' une substitution &’
le remplagant par E’; la substitution §" qui remplace E par E" est
appelée le produit de S par &', ce que l'on indique par la notation
8" = 8.8 ; de méme si I'on effectue successivement les substitu-
tions Sy, $,..., S,, le résultat peut étre obtenu par une subsfitu-
tion 8 qui est appelée le produit des précédentes,.ce que l'on
indique par 8 = §,5,...5,, en placant les facteurs dans I'ordre
_successif des substitutions, de gauche a droite ; le produit dépend
de I'ordre des facteurs; par exemple pour trois éléments x,, x;, 3,

les substitutions . -
 S=(a) 8 =(aa)
ont pour produits J

88 = (w@y13), §'S ="(x17:3).
On appelle substitution inverse d’'une substitution &', ce que I'on
indique par la notation S, celle qui est définie par I'une ou
I'autre des égalités suivantes, qui sont équivalentes :

Ss—t =1, 8T8 = 1.
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& RESOLUTION ALGEBRIQUE DES KEQUATIONS

On Yobtient en renversant dans chaque cycle 1'ordre des éléments

qui le composent. On écrit de plus S.5 = S et en général

§7.8¢ = §»+¢ pour toute valeur positive ou négative de p et de .
Etant donné un ensemble de substitutions distincies

1, S;, Say ...,

on dit qu’elles forment un groupe si leurs inverses, leurs puissances
et leurs produits font partie du méme ensemble ; on appelle ordre
du groupe le nombre des substitutions qui le composent, y compris
la substitution unité ; on appelle degré le nombre des éléments qui
sont soumis & ces substitutions.

Pour définir un groupe, il suffit de donner une ou plusieurs subs-
titutions fondamentales dont les puissances positives ou négatives
ct les produits constitueront les substitutions du groupe ; ces puis-
sances et ces produils forment un nombre limité de substitutions
distinctes, au plus égal & n! dans le cas de n éléments; on recon-
nait que les substitutions sont fondamentales si chacune d’elles ne
fait pas partie du groupe défini par les autres.

Je vais montrer qu'une seule substitution définit, par ses puis-
sances, un groupe dont 'ordre,-appelé aussi 'ordre de la subslitu-
tion, est égal 4 I'exposant de la premiére puissance de cetle subsli-
tution qui se réduise a 'unité.-

Soit S une substitution, m le plus petit exposant lel que
S" =1; les substitutions

S, 82, 8%, ..., 8"

forment un groupe ; en effet : on a d’abord S~!' = 8"! car les
produils de ces deux substitutions par S sont égaux a I'unité; de
plus, si p est une puissance quelconque positive ou négative, et ¢/
un nombre posilif ou nul inférieur & m tel que
p=mqg-+yp,
on a
S¥ = Sty = (§7)9,8¥ = §,

Comme S» estune des m substitutions considérées, on voil queles
inverses, les puissances et les produits des substitutions de I'en-
semble font partie de cet ensemble.

Les substitutions précédentes sont enfin distinctes, car si pour p
et g égaux ou inférieurs &4 m et différents on avait 87 = 8,
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DES GROUPES DE SUBSTITUTIONS 3

on aurait S#¢ =1, ce qui est impossible; on conclut de 14 que
I'ordre du groupe est bien égal & m.

Par exemple une substitution circulaire a un ordre égal a son
degré.

Une substitution quelconque se rameéne, comme on l'a vu, & des
substitutions circulaires relatives a des cycles n'ayant ancun élé-
ment commun, et effectuées dans un ordre quelconque ; un raison-
nement immédiat montre que I'ordre de la substitution est égal au
plus petit commun multiple des ordres des substitutions circulaires
dont elle est composée.

Il est évident d’aprés cela que l'ordre d'une substitution com-
posée de cycles de a, B,... éléments, ou a2+ B+... << n, est

toujours inférieur & n!, eti 5 n! si n >3, carle plus petit

commun multiple des nombres «, f, ... est au plus égal a leur
produit, et est inférieur au produit I, 2,...,n eta la moitié de
ce produit.

4. L'ensemble des n! substitutions que I'on peut effectuer sur »
éléments forme un groupe, car les puissances et les produits de ces
substitutions font partie du méme ensemble ; ce groupe est appelé
le groupe symétrique des n éléments, parce que ses substitutions
laissent invariable toute fonction symétrique de ces éléments.

TutorEME. — Le groupe dérivé des n —14  transpositions
(2122), (Z1%3)y - ..y (X1Tn)
est identique au groupe symétrique des n éléments 2y, T2y ..., Zn.
Car d’apres 1'égalité EERY

(2a2) = (mr@)(@a@) (@), -
une transposition quelconque est dérivée des précédentes, et il en
est de méme de toute substitution qui se raméne, comme on I'a vu,
a une suite de transpositions. Le groupe renferme donc les =!
substitutions du groupe symétrique et lui est identique.

5. Le groupe le plus important aprés le groupe symétrique est le
groupe alterné, formé par la substitution unité et les substitutions
composées d'un nombre pair de transpositions; il est ainsi appelé
parce que ses substitlutions laissent invariable la fonction
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6 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

N(x;— x;), 1>, ,/j=14,2,...,n

qui a deux valeurs égales et de signes contraires lorsqu’on effectue
toutes les substitutions possibles sur les éléments 21, 25,..., ;.

Pour décomposer une substitution en transpositions, il suffit de
remarquer, comme on I’a vu, qu’une substitution circulaire de p élé-
ments, telle que (x2:...2,), estle produit des p—1 transpo-
sitions

(@ 0:)(01%). . (218,

une substitution quelconque allérant m éléments, et composée de %
cycles, est par suite le produit de m — % transpositions.

Pour montrer que les substitutions composées d’'un nomhre pair
de transpositions forment un groupe, nous nous appuierons sur le
théoréme suivant :

Tutorime. — Si une substitution S est le produit de ¢ transposi-
tions, et si on la multiplic par une transposition T, on forme une sub-
stitution ST qui venferme q+1 ou q—1 transpositions.

Soit une substitution S portant sur m éléments et renfermant #
cycles ;ona ¢ =m—Fk; différents cas peuvent se présenter pour
la transposition T :

1° Les éléments permutés par T sont distincts des m éléments
altérés par S; alors ST comprend deux ¢léments de plus et uneycle
de plus que S, donec ¢g—+1 transpositions;

2° Un des éléments de T appartient & un des cycles de S ; soit

par exemple
S = (12 )(Xs6), T = (z227) ;
alors
ST = (@,2:@22525)(24) ;

le produit ST renferme autant de cycles et un élément de plus que
la substitution S, donec ¢ +4-1 transpositions;

3" Les deux éléments de T appartiennent 4 deux cycles différents
. de S; soit, par exemple,dans le cas précédent, T = (z,2;); alors

ST = (@1245222:%5) ;

le produit renferme un cycle de moins, donc encore ¢ -+ 1 {rans-
positions ;

4° Enfin, si les deux éléments de T appartiennent & un méme
cycle de S, par exemplesi T = (x25), ona

ST = (1‘,1‘5)(.’1,‘21'3)(1'41'6) 3
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GROUPE ALTERNE 1

il ya un cycle de plus, et par suite ¢—1 transpositions, ce qui
démontre le théoréme.

Ceci nous montre que quelle quesoitlamaniére de décomposer une
substitution en un produit de transpositions, le nombre de ces trans-
positions conserve la méme parité. En outre, le produit de deux
substitutions d'un nombre pair de transpositions est une substitution
de méme nature, ce qui démontre I'existence du groupe que nous

avons appelé alterné.
}

TrEOREME. — L’ordre du groupe alterné est égal a 712_

Partageons l'ensemble des n! substitutions en deux parties :
1° celles qui renferment un nombre pair de transpositions, y com-
pris l'unité, et qui composent le groupe alterné ; 2° celles qui ren-
ferment un nombre impair de transpositions et ne forment pas de
groupe ; si nous multiplions les premiéres par une transposition
quelconque T, nous formons des substitutions distinctes, faisant
partie du deuxiéme ensemble ; de méme les produits des substitu-
tions du deuxiéme ensemble par une transposition quelconque sont
distincts et font partie du premier ; les deux ensembles contiennent

par suite le méme nombre de substitutions, ¢'est-a-dire 5 " !

=

TatorEME. — Le groupe alterné contient toutes les substitutions cir-
culaires renfermant un nombre impair d'éléments et ne contient aucune
des autres.

En effet, une substitution circulaire de p éléments est le produit
de p—1 transpositions..

CoROLLAIRE. — Le groupe dérivé des n— 2  substitutions circu-
laires
(Taiay)y (24 @ae), ..y (@372s)
est le groupe alterné des n éléments x, X3, ..., Zn.

En effet, toute substitution circulaire de trois éléments est un pro-

duit des précédentes, d'apreés ’égalité
(320400,) = (21227, )( 159, ) 1202005 ) (®1200 ) (1222, ) 21 Vo8, )

' (@22, ) (21022, ) (215, )
De plus, le produit de deux transpositions est un produit des substi-
tutions précédentes, car

(‘tzmﬁ)(xl”l“r) = (1’11‘31',_,),

(raa)(ma) = (@) e.e,);
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8 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

le groupe renferme ainsifous les produits d'un nombre pair de trans-
positions ; par suite, il est identique au groupe alterné.

On conclut de la qu'un groupe renfermant toutes les substitu-
tions circulaires d'ordre 3 se confond avec le groupe alterné ou
avec le groupe symétrique. En effet, il renferme d’abord toutes les
substitutions du groupe alterné, comme on vient de le voir, par
suite toutes celles qui sont composées d'un nombre pair de trans-
positions ; s'il en renferme une autre, composée d'un nombre im-
pair de transpositions, il contient les produits par cette dernicre
des substitutions du groupe alterné, et ces produits constituent,
avec celles-ci, toutes les substitutions du groupe symétrique.

On verrait de la méme maniére qu'un groupe contenant toutes les
substitutions circulaires d'ordre 5 se confond avec le groupe alterné
ou bien avec le groupe symétrique, car on a

(T24,) == (ay B L@ (L5 Ly BT ) 5

par suite le groupe contient toutes les substitutions circulaires du
troisiéme ordre et celles du groupe alterné ; il se confond avec lui
ou avec le groupe symétrique.
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CHAPITRE II

DES SOUS-GROUPES. — GROUPES SIMPLES ET COMPOSES

6. On dit qu'un groupe G contient un autre groupe G’ s'il ren-
ferme toutes les substitutions de cet autre; le second groupe G est
appelé sous-groupe du premier.

TutoriME, — L'ordre d'un sous-groupe d’un groupe donné est un
diviseur de Uordre de ce groupe.

Soit un groupe G et un sous-groupe G' composé des substitn-
tions
(1) S1 - l, Sg, Sg, eey S,-‘.

Si %; est une substitution du groupe G non contenue dans G, les
substitutions

(2) 818, 8%, ..., SN
jouissent des propriétés suivantes :

10 Elles sont distinctes I'une de I'autre, car sil’on avait par exem-
ple 8.3, = 8;%,, les produits de ces substitutions par 237!, qui
sont respectivement S, et S;, seraient égaux, ce que nous ne suppo-
sons pas;

2° Elles sont distinctes des précédentes, car si 8,5, était égal i
Sg, on aurait X, = $31§;, et 3, ferait partie du groupe G', cc
qui est impossible;

3° Elles font partie du groupe G.

8'il existe dans le groupe G d’autres substitutions que les préeé-
dentes, et si X; est une telle substitution, on verra de méme que
I'ensemble

(3) %5, 8%, ..., S

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

jouit des mémes propriétés ; les substitutions qu’il renferme sont
distinctes I'une de 'antre, distinctes de celles de 'ensemble (1), et
aussi de celles de I'ensemble (2), car sil'on avait 8,3, = 8,3, on
aurait Z; = (S7!S;)%, et X, ferait partie de I'ensemble (2), ce qui
est impossible ; elles font enfin partie du groupe G.

En continuant de cette facon, on voit que, si l'on représentc
par I, la substitution unité, on peut ranger les substitutions du
groupe G en un tablcau de la forme

[ Slsh stl; LR ) S:"El
Slzzy 82227 e vey S:-'za
(4)

( 5129, ngp, oy S,JSP

oi 5 =1,5%,...,3 sont des substitutions convenablement
choisies de ce groupe ; il les renferme toutes et chacune une scule
fois ; par suite I'ordre » du groupe G est égal a 'p, ce qui démon-
tre le théoreme.

CoroLLAIRE 1. — L’ordre d'un groupe est un diviseur de n!
Car un groupe quelconque est un sous-groupe du groupe symé-
trique, dont 'ordre est n!

CoroLLAIRE 1I. — Les substitutions communes & deux groupes for-
ment un {roisidme groupe qui est contenu comme sous-groupe dans
chacun des premiers.

En effet, les inverses, les puissances et les produits des substitu-
tions communes a deux groupes sont également communs & ces deux
groupes, ce qui monfre que les substitutions communes forment
un groupe ; c¢'est un sous-groupe de chacun des premiers, et son
ordre est un diviseur commun aux ordres de ces groupes.

Si ces ordres sont premiers entre eux, les deux groupes ne peu-
vent avoir d’autre substitution commune que la substitution unité.

7. Etant donnée une substitution S$ et une autre T, on appelle
transformée de la premiére par la seconde la substitution T—ST.

Si I'on désigne par substitutions semblables celles qui sont com-
posées d'un méme nombre de cycles, portantrespectivemenl sur un
mdéme nombre de lettres, deux substitutions transformées I'une de
I'aulre sont toujours semblables.
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DES SOUS-GROUPES 11

En effet, soit
S = (x11'2x3. . .)(-’L‘h. . .) .

la substitution S décomposée en cycles, et

T <ac,af:2:rs... Th... ac,,)
T\ RE Ty . Tyl

une autre substitution par laquelle on transforme la premiére ; en
appliquant successivement les substitutions T-*, § et T, I'élément x,
est remplacé par x;, 2, et x,; la transformée T*ST change par
suite x, en x,, de méme x, en z,, etc.; on voit de cette fagon que
I'on oblient cette transformée en remplacant chacune des lettres
de S par celle que T lui fait correspondre, de sorte que

THST = (@22 . )} {@re0l) ot}

les deux substitutions sont bien semblables.

Réciproquement, deux substitutions semblables sont transformées
I'une de l'autre par une troisiécme substitution, celle qui remplace
chaque letire de la premiére par la letire de méme rang dans la
seconde, en supposant que I'on ait écrit les cycles successifs de
fagon que ceux qui possédent le méme nombre de lettres se corres-
pondent dans les deux substitutions.

Comme conséquence, on peut remarquer que les produits ST et
TS, quisont en général différents, sont semblables, car I'un est une
transformée de 1'autre d’apres 'égalité

ST = T-(TS)T.

TngoriME. — Les transformées des substitutions d'un groupe G par
une méme substitution forment un groupe.

Sil'on considére en effet deux substitutions quelconques S, et S,
du groupe G et leurs transformées par T : T'S,T, TS, T, leur
produit

(TS, THTS,T) = T(8,8,)T
est la transformée d'une substitution du groupe et fait partie du
méme ensemble que les transformées de S, et de S,.

Le nouveau groupe est appelé transformé du groupe G par la

substitution T, et est indiqué par la notation T'GT.

8. On dit que deux substitutions S et T sont permulables si les
produits ST et TS sont égaux ; chacune d’elies est égale 4 sa trans-
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12 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

formée par 'autre, car de I'égalité ST=TS, ondéduit T =87TS
et S = TST.

De la méme maniére on dit qu'un groupe G est permutable & une
substitution T si le groupe T™'GT transformé de G lui est iden-
tique, & I'ordre prés des substitutions, c’est-a-dire si l'on a, quel
que soit x, une égalité de la forme

TS, T = S,;
les transformées des substitutions de G étant distinctes reprodui-
sent, dans un ordre quelconque, les substitutions de ce groupe, de
sorte que les ensembles (S,T) et (TS,) sont identiques a l'ordre
pres. .

Si un groupe G est permutable & deux substlitutions T et T,, il

est permutable & leur produit, car

(TT)'8,(TTy) = TIT!S,TT, = TS, Ty = 8.,
en désignant par S; la transformée de S, par T, et par S, celle de
S, par Ti.

On conclut de la que les substitutions auxquelles un groupe est
permutable forment elles-mémes un groupe.

On dit qu'un groupe G est permutable & un groupe H s'il est
permutable & toute substitution de ce groupe; on indique cette
propriété par la notation

H-'GH = G.

Si un sous-groupe G; d'un groupe G est permutable & ce groupe,
on dit que Gy est un sous-groupe distingué ou invariant de G.

Comme exemple, le groupe alterné est un sous-groupe invariant
du groupe symétrique, car la transformée d'une substitution du
groupe alterné par une substitution quelconque renferme un nombre
pair de transpositions et appartient au groupe alterné.

Comme autre exemple, considérons le cas de »n = 4; legroupe
symétrique contient 24 permutations et le groupe alterné 12.

Ce groupe alterné est constitué par les substitutions

Sy=1, 8= (\l'i"l'z)(l'axl»), S;= ($ix3)(w2w4)a Si= (-’1‘11'4)(1'31'3) = 8,83,

S5 = (@yay), Ss = (@,2312) = SE,
S: = (mrsxy) = S:S;, Ss = (Tax31:) = S,98,
Sy = (®eixs) = 8,8, 81 = (®ewas) = 8,88,
S = (Bxs22) = S;8;, Sie = (wyxer;) = S,8%;
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SOUS-GROUPES INVARIANTS 13

on voit qu’il dérive des substitutions 8,, S, et S;, d'ordres respectifs
2,2 et 3.

Le groupe symétrique est formé des substilutions précédentes et
de leurs produits par une transposition quelconque, par exemple
T = (x17;); nous le représenterons par G et le groupe alterné
par G'.

Le groupe d'ordre 4,

H = (Sx = 1,8, 8 S&-)s
est un sous-groupe du groupe alterné ; il est permulable au groupe
symétrique ; en effet : il I'est d'abord aux substitnlions S,, S; et S,
du groupe H ; ill'estaussi a S, car
ST’SgS) = S,‘, ST’S‘;S, == Sz; S7 ]SLS) = SJ;
il 'est enfin & la transposition T, car
T18,T = 8, T'5,T = §,, T8, = 83

par suite, il I'est & toute substitution dérivée de S, 84, S; et T.

Le groupe H est donc un sous-groupe invariant du groupe symeé-
trique, et aussi du groupe alterné,

On verrait de la méme maniére que chacun des groupes d'ordre 2,

K] = (Sh Sa), K2 = (Sl, Sa), :K;; = (51, S',,),

est un sous-groupe invariant du groupe H, sans I'étre du groupe
symétrique ni du groupe alterné.

9. Soient
G=(S, =1, S5 ..., 8),
H=(T,=1, T, ..., T,
deux groupes permuiables I'un & l'auire, ¢'est-d-dire lels que
H~'GH = G, GT'HG = H;
on sait (§ 6) que les substitulions communes forment un groupe
K=@U =1 U, .., U),

dont l'ordre o divise » et »', de sorte que »r =pp, ¥ =¢p'; de

plus, que l'on peut écrire les groupes G et H sous forme de tableaux
comme il suit
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14 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

U, US, ..., U Us, U, ..., U
G':_‘ U1Eg, ngg, ey UPEQ H: UIS;, UQZ{Z, s ey UPZ/Z

(UlE,,, U2, .., U3, ZU,E;;, UsZyy very U
ol ¥, et 2 sont des substitutions convenablement choisies, et ol
Y, et X représenlent en particulier la substitution unité. Je vais
démontrer le théoréeme suivant :

TukorEME. —— Les substitutions U, XX, forment un groupe d'ordre

ppp’ = I contenant les deua groupes G et H comme sous-groupes
3
tnvariants, et le groupe K est un sous-groupe invariant a la fois de
G et de H.
Pour le démontrer (*), remarquons qu'un produit de la forme
S.T.S1Tet = S, (T S:1T:) = (S, T.8:1)Ts!
appartient a la fois aux deux groupes G et I, car la premiere et la
seconde parenthése représentent des substitutions faisant partie
respectivement de ces deux groupes; il appartient par suite au
groupe K. Si on le représente par U,, et sil'on prend son inverse
TS, T8,  les égalités
S, T.8:'T: 1 = U, T, S, 1518 = U,
donnent, en multipliant les deux membres de la premiére par T,S,,
et ceux de la seconde par S,T,,

S;Tg = U.{T?‘S;, T;,SJl =] U*T‘SITB-
En parliculier, en prenant pour S, et T, des substitulions particu-

licres, telles que E,, X% ou bien U,, U, on trouve entre les substitu-
tions X, ¥’ et U des relations de la forme suivante :
3.5 = U5, .U, = UL, XU, = U.X.

Cela posé, les substitutions de la forme U,ZZ, ol «, B, ¥
prennent toutes les valeurs possibles respectivement comprises
entre 1 et p, 1 et p, 1 et p', constituent un groupe; en effet,
remarquons d’abord que l'inverse d’'une substitution quelconque S
est identique & la puissance de degré m—1 de cette substitution,
m désignant son ordre; il suffit donc de faire voir que le produit de

(* Comparer Nerto, Substitutionentheorie, p. 81.
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SOUS-GROUPES INVARIANTS 15

deux substitutions quelconques de la forme U,X.X, et U, X, X,
égales ou inégales, fait partie du méme ensemble que les premieres.
Or ce produit
(UaZe ) (U SyrSl) = U S, SU, XXl

peut s’écrire successivement, en utilisant les relalions précédentes
et posant

U0, = U, 38 = UE, 2, 50U, = U5,
sous la forme suivante :

U5, U5 5, 5 = U,2,U,U 323 = (U,U,)E:Ze)( S5 E5)

ou bien encore U,ZyZ.-; il fait bien partie de I'ensemble considére.
Je vais montrer maintenant que les substitutions de cet ensemble
sont distinctes, c’est-a-dire qu'on ne peut avoir
U353 = U,Ze% quesi a=2o, §=0, y=14.
Supposons que l'on ait en effet une telle égalité ; on en déduit
X = UL S,
le premier membre représente une substitution du groupe H, le
second du groupe G; elles ne peuvent étre égales que si elles
appartiennent au groupe K, c'est-a-dire sont de la forme U,;
I'égalité
E{;Eg’_i = UE)
qui entraine la suivante :
3 = UX,
ne peut avoir lieu, d’aprés les hypothéses faites sur les subslitu-
tions ¥, quesi v =% et U,=1; il enrésulte:
00,2y =1, Iy = U0, Sy
et, pour la méme raison, cette derniére égalité exige que f =@
et a =2,

Nous voyons ainsi que les substitutions U,Z;X, sont toutes dis-
o

tinctes ; leur nombre est opp’ = i; c’est I'ordre du groupe cons-
titué par ces substitutions. P

Il admet les groupes G et H comme sous-groupes; je dis que
chacun d'eux, G par exemple, estun sous-groupe invariant, ou qu'’il
est permutable & toute subslitution du groupe (U,Z,%)); en effet, la
transformée de la substitution S = U,¥y du groupe G par
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16 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

U,3.X, est :
(U831 (Va5 )(Ua58)) = S5 Up U8y UL, Y,
et peut étre ramenée, par des transformations analogues a celles
que nous avons opérées précédemment, & la forme U,Zy, qui appar-
tient au groupe G.

Enfin le groupe K, qui est un sous-groupe de G et de H, est sous-
groupe invariant de chacun d’eux, de G par exemple, car la trans-
formée de U, par U.Z; est

(U.Z) 10U (U,E,) = Z3'U U ULZ,
et se raméne 4 une substitution U, du groupe K.
Le théoréme se trouve ainsi démontré.

10. Lorsqu'un groupe G contient un sous-groupe invariant G;, on
dit qu'il est composé ; on dit qu’il est simple dans le cas contraire.
8’il n'existe aucun groupe H, sous-groupe invariant de G, et con-
tenant G, comme sous-groupe, on dit que G; est un sous-groupe in-
variant maximum de G.
Siun groupe G est composé, et si I'on forme une suite de groupes
G, G, Gy, ..., G, 1,
dont chacun est un sous-groupe invariant maximum du précédent,
et dont le dernier est formé de la substitution unité, on dit qu’elle
est une suite de composition du groupe G.
7 T Put r,

Si ry TP=—1 Thp=-—y ...y, Py=—"1 Tppy =
1 2 i Gt

=1

sont les ordres respeclifs de ces groupes, les nombres ey, e,,.. ,
e., ¢,,1 sont appelés les facteurs de composition de G; on a
T = €18 .. Byl

Il peut se faire qu'un groupe composé ait plusieurs suites de com-
position distinctes ; nous allons démontrer le théoreme fondamental
suivant :

TutorEME. — Sl existe plusieurs sutles de composition distincles

d'un groupe composé, les facleurs de composition sont les mémes, a
Uordre prés, et par suile sonf en méme nombre.

Soient
(1) G G G ... G, 1,
(2) G Gy G ... G, {1
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GROUPES COMPOSES 17

deux suites de compositionde G; e, €5,...; ¢, €,... lesfacteurs
de composition. Il peut se faire que plusieurs groupes a partir de G
soient les mémes dans les deux suites; il suffit de démontrer la
proposition pour le premier groupe dont les sous-groupes sont dif-
férents; je suppose, pour fixer les idées, que ce soit G, et que G,
et Gi soient distincts. Considérons ces deux groupes :

Glz(Sizl, Sg, chey Srl)’
Gy = (Ty=1, Ty ..., Tp)

et le groupe )
K=U,=1, U, ..., Uy

formé par les substitutions communes. En employant les notations
du § précédent, G, et Gi sont permutables etle groupe (U,Z,%) les
contient comme sous-groupes invariants; je dis qu'il se confond

avec le groupe G; en effet, il est permutable au groupe G, carsi V
est une substitution de G, on a

VAUZ)V = VULV = (VU V)(VIEV).

Comme la premiére parenthése V—!U,X,V estla transformée d'une
. substitution 8, elle appartient au groupe G, et ala forme U, Zy;
de méme la seconde VXV appartient au groupe G{ et a la forme
U, Z.; leur produit se raméne, comme on 'a vu, & U,Zy X ol 8 est
- convenablement choisi, et fait partie du méme groupe (U.Z.X});
si done ce groupe ne se confondait pas aveec G, ce serait un sous-
groupe invariant de G admettant G, et Gi comme sous-groupes, ce
qui est impossible car Gy et Gi sont maxima.
On déduit de 1a que opp’ = r = re; = rie;, et par suite que
P=t p=e, p=—="t=T
e} e e
D’autre part, le groupe K dont nous venons de déterminer 'ordre
est un sous-groupe invariant de G,; je dis qu'il est maximum. §'il
existait en effet un sous-groupe invariant de G, contenant K, soit H,
il seraitdela forme H = (U,s;), ol les subtitutions ¢ formeraient
une partie de I'ensemble des substitutions X; Ie théoréme sur le-
quel nous nous sommes appuyé étant applicable aux groupes H
et Gi, qui sont permutables I'un 4 I'autre puisque chacun d'cux est
une partie de G, on pourrait former un groupe (U,s,Z;) permutable
& G et contenant Gi comme sous-groupe, ceé qui est impossible

VOGT. — RES, ALG, 2
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18 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

puisque Gj est maximum ; le groupe I n’existe donc pas, et K est
un sous-groupe invariant maximum de G, et aussi de Gj.
De 1a résulte que si

KK, K:... 1

est une suite de composition de K, les deux suites
(3) GG KK, ... 1,
(%) GG KK, ... 1

sont deux suites de composition du groupe G.

Le théoréme énoncé se déduit de la immeédiatement; il est vrai
pour les suites (3) et (4), car les deux premiers facteurs de compo-
sition sont respectivement e, ¢{; ¢i, e;, et les suivants sont identi-
ques ; il sera vrai pour les suites primitives (1) et (2) s’il 1'est pour
(1) et (3) d’'une part, (2) et (4) de l'autre ; or ces suites ont respecti-
vement un groupe commun de plus que les premiéres a partir du
groupe G, etl'on peut répéter le raisonnement de proche en pro-
che jusqu'a ce qu'on obtienne des suites identiques; le théorzme
est ainsi démontré.

11. TrkoriME. — Le groupe alterné de n éléments est simple pour
n > 4.

Supposons que le groupe alterné soit composé et contienne un
sous-groupe invariant

H = (Sisg. . ) 3
je dis que ce sous-groupe contient au moins une substitution circu-
laire d'ordre 3; je vais montrer, pour le faire voir, qu'on peut tou-
jours former une telle substitution appartenant au groupe.

Si I'on en connait une, la proposition est évidente ; sil’on connait
une substitution renfermant plus de trois éléments dans un de ses
cycles, par exemple

S = (mmaryy ... )N& ...) ...,
on la transformera par la substitution X = (@;2:%;) du groupe
alterné, la transformée appartiendra au groupe H par hypothése,
et le produit
S(ZHISE) = (@1204)
répondra ala question; si I'on connait une substitution renfermant
au moins un ¢ycle de trois éléments, par exemple

S = (@,@%s) (@esws) .. ou S = (x1@2x3)(Tes) -+ -5
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on la transformera par I, = (z;x5%,), et le produit

T = S™(Z118E)) = (@1Taxs757s)
rentrera dans le cas précédent, de sorte que, en posant ¥; = (z,2.x;),
on aura

T—izg_iTzz = (.’L‘inga),

qui sera une substitution circulaire d’ordre 3 ; si maintenant on con-
nait une substitution contenant au moins trois transpositions, telle
que

S = (@) (@as) (T56) veey
en la transformant par S, = (x@%5), on aura

S——iz—:&_‘SEg = (wi.rgl's)(mgxﬁa:‘),

ce qui rentrera dans un cas précédent; enfin si I’'on connait une
substitution
S = (@12a)(2ss)
qui soit le produit de deux transpositions, en la transformant par ;
on aura
ST1X18Y; = (24T %5742,

ce qui donnera une substitution déja examinée.

Il y a donc toujours dans le sous-groupe invariant H au moins
une substitution circulaire d’ordre trois ; si ¢’est par exemple

S = (111'2-1'3),
on a en transformant S par X, = (13%.%,),
1828, = (@12%,)
le groupe H contient par suite toutes les substitutions circulaires
de la forme précédente, et d'aprés une propriété démontrée (§ 3)
se confond avec le groupe alterné lui-méme; celui-ci est donc

simple, comme nous l'avions annoncé, puisqu'il ne contient aucun
sous-groupe invariant distinct de lni-méme.

REMARQUE. — On voit que le raisonnement ne s’applique pas, dans
le cas de n = 4, lorsque le groupe ne renferme que des substilu-
tions de la forme (x.x;)(x,2,), car on a utilisé un cinquieme élé-
ment z; pour former la substitution ;. I1 y a ici un cas d’excep-
tion, et le groupe alterné de quatre élémenls est composé; nous
avons vu en effet (§ 8) que ce groupe a un sous-groupe invariant

H=T[1, (@a@)(ew), (@@)(@s:), (@@)@:®:)],
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20 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

de sorte que la suite de composition du groupe alterné se com-
pose : 1% du groupe alterné G': 2° du groupe H; 3° du groupe
Ky = [I, (mx)(xsz)] ou de V'un des groupes analogues K,, Ki;
4" de la substitution unité.

CoROLLAIRE. — La suite de composition du groupe symétrique
de n éléments, pour n >4, se compose de ce groupe, du groupe
alterné, et de la substilution uniié.

Nous avons vu en effet au § 8 que le groupe alterné est un sous-
groupe invariant du groupe symétrique; il n’en existe pas d'autre,
car un raisonnement identique au précédent montre que, pour
n > 4, tout sous-groupe invariant du groupe symétrique doit ren-
fermer toutes les substitutions circulaires d’ordre 3, et contenir par
suite le groupe alterné; comme il n’exisle aucun groupe d'ordre

inférieur & n! et supérieur & —-. le seul sous-groupe invariant du

groupe symétrique est le groupe alterné lui-méme; comme ce der-
nier est simple, la proposition est démontrée.

. n |
Les facteurs de composition sont, dans ce cas, 2 et 3

Dans le cas de n = 4, lasuite de composition du groupe symé-
trique est formée : 4° du groupe symétrique G; 2° du groupe
alterné ('; 3° du groupe H d'ordre 4; 4° de I'un des groupes K,
K;, K; d'ordre 2; 5° de la substitution unité.

Les facteurs de composition sont 2,3, 2 et 2 ; le groupe H est de
plus un sous-groupe invariant du groupe syméltrique.
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CHAPITRE I

DES FONCTIONS RATIONNELLES DE PLUSIEURS
VARIABLES INDEPENDANTES

12. Soit ¢(xy, x,, ..., ,) une fonction entiére des n variables
indépendantes ay, x5, ..., 2,; effectuons sur ces variables toutes
les substitutions possibles; si les valeurs que prend la fonction sont
algébriquement identiques a la premiére, on dit qu'elle estune
fonction symétrique des = variables. On sait que toute fonction
symétrique entiére peut se metire d’une seule maniére sous la forme
d’une fonction entiére des fonctions symétriques simples :

fi = Sz, fs = Zxxy, cie [n = 2125, . .2,

Il arrive le plus souvent que les valeurs algébriques prises par la
fonction donnée ne sont pas toutes identiques ; soient

o1&y, Tay ..y Tm), D2y ey e,

les fonctions dislinctes obtenues, ¢; représentant la fonction don-
née ; il existe au moins une substitution conservant 4 o, sa valeur,
c'est la substitution unité ; dans tous les cas, les substitutions la lais-
sant invariable forment un groupe, car en effectuant successivement
un nombre quelconque de ces substitutions, la fonction conservera
la méme valeur, par conséquent le produit d’un nombre quelconque
de substitutions de I'ensemble fait partie de cet ensemble; le groupe
dontnous venons de démontrer 1'existence s’appelle le groupe de la
fonction o,(zy, 23, ..., Tp).

Par exemple, pour » =4, lafonction o, = x;z+ 2, prend,
pour toutes les substitutions, les trois valeurs o,, ©; = ;4 2324,
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©y = Ty + 2735 o9, reste invariable pour les substilutions du
groupe d’ordre 8 :

Go=[1, (z2), (Tsxs), (@@)(@s2s), (Tews)(@22s), (212:5)(2as),
(l‘iwaxgl"), (xim‘wgma)] .

13. Réciproquement, on peul former, d'une infinité de maniéres,
une fonction entiére qui reste invariable pour les substitutions
d’'un groupe donné, et change de valeur pour toute autre substitu-
tion.

Pour le montrer, nous allons d’abord former une fonction entiére
des n variables prenant n! valeurs distinctes pour les n! substi-
tutions ; la somme

b = wyZy U@+ Uy,
ou uy, u, ..., U, sont des constantes arbitraires distinctes, répond
a la question. Sil'on effectue en effet deux substitutions quelconques
différentes :

S:(m‘ Ty ... .z',,>’ T:(m, Ty ... x,.>,
Zay Toy .- Za, Ty, Ty, ... T,
dont nous représentons les inverses par
S‘*:(‘T‘ Tz ... Tn >, T_1:<m, Ty ... @ >’
Bz Loy oo Loy Ty Ty, ... Ty,

les valeurs que prend la somme ¢, :
-
be == (Usa, ~+ UsTay + *+ + UnT, ),
Yo = (nay, + UsTp, =+ -+ UnTy ),
peuvent s’écrire, en les ordonnant par rapport & zy, &;,..., 2, :
'\'{S = (ua.iwl + uz2x2 4= u:."‘tn))
Yr = (Up, @y - U Ty - + Uy T,) 5
clles ne peuvent étre identiques algébriquement que si 'on a & la fois
Uy, = Up, Ug, = Ugy, v,
ce qui est impossible, puisque les constantes » sont distinctes et
que les indices =, @, ..., a, ne sont pas tous idenfiques aux
indices correspondants By, Ba, ..., Ba. s et ¥r sont donc distinctes.
Nous appellerons la fonction précédente ¢, la fonction de Galois
relative aux n variables i, 2, .«., Zn.
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Si maintenant on considére un groupe
G=(8=1, S, ..., S)

et les valeurs ¢y, ¢4y, ..., ¥, de la fonction de Galois lorsqu’on
effectue les r substitutions du groupe, le produit

CP(% L1y oo ey l‘") = (u_dfi)(u—q’z)(u—q’f)
satisfait, quel que soit u £ 0, & la condition d’avoir pour groupe
le groupe donné G. En effet, si I'on effectue une substitution S, du
groupe, et si l’'on pose

Slsa, = Su Sﬁsa = Sgy «o ey S,.Sa = SM

les substitutions S,, S;, ..., S, sont distinctes puisque S, $,,..., S,
le sont, appartiennent au groupe G et par suite sont identiques, &
l'ordre prés, & S, S; ..., S,; les fonctions 1, ¢, ..., ¢, se
changent, par la substitution S,, en ¢,, 45, ..., ¢, qui sont iden-
tiques, & ’'ordre prés, aux premiéres valeurs ; par suite la fonction o
ne change pas.

D’autre part, si I'on effectue une substitution T n’appartenant pas
au groupe et si I'on pose

ST = S,, S,T = S, ST =S,

aucune des substitutions S,,S,, ..., S, ne fait partie du groupe G;
le produit ¢ se transforme en un nouveau produit

or = (¥ —du)(u— ). .. (v — ),
qui est différent du premier ; en effet, siles produits ¢ et or décom-
posés enfacteurs linéaires par rapport aux variables x étaient égaux,
chaque facteur de I'un serait égal, & une constante multiplicative
prés, 4 un certain facteur del'autre, et I'on aurait par exemple

u_q’p. = k(u—%),
mais alors onen déduirait, puisque la constante u a été supposée
#0, E=1 et Y,=4,, ce quiestimpossible; la proposition
se trouve ainsi démontrée (*).

(*) Le raisonnement ne s’applique plus lorsque % — 0, & moins de supposer
que les coefficients ui, %, ..., #» de la fonction de Galois satisfont & d’autres
conditions qu'a celle d'étre inégaux. Considérons par exemple, dans le cas de
n == 4, la fonction de Galois ¢y = z + ixs — x; — iz, et le groupe H du
§ 8 le produit
=y dadatdy = (Br+ixs—Ts— 1L Lo 01 —Ly—123) (L3~ — L1 —102)( L4~ s— L2— i1 )
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Nous verrons plus loin quelles relations existent entre les fonc-
tions, dont nous venons de démontrer I'existence, restant invariahles
pour les substitutions d’'un groupe donné, et pour celles-la seule-
ment ; nous dirons que ces fonctions appartiennent au groupe.

14. Soit ¢(x1, x5, ..., x,) une fonction entiére non symétrique
apparfenant & un groupe G; d'ordre r,

G1 = (81 = 1, Sg, “aey ST),
@g ..., ¢, toutes les autres valeurs que prend ¢, obtenues en lui
appliquant par exemple les substitutions 2, ..., 3, non con-

lenues dans le groupe précédent.
Cpnsidérons les substitutions de I’ensemble

5,35, Se 5, ceay S, 2

elles transforment toutes ¢, en ¢, et ce sont les seules, car si T
est une substitution opérant cette transformation, le produit TX;!
ne change pas ¢, etest égal a I'une des substitutions 8,, de sorte
que T = §;%,. On voit de méme que les substitulions

Sis, S5, ceny 8,23

changent ¢, en o; et sont les seules, et ainsi de suite.
Le tableau suivant, o X, représente la substitution unité,

Stzh sizh ey SI‘E.H
Sizﬁq 82221 ey SrSQa
( Sizpv Sizpa LN | Srzpa

renferme toutes les substitutions possibles, puisque la fonclion
prend, pour une substitution quelconque, I'une des p valeurs dont
elle est susceptible, et que 1'on a formé toutes celles qui lui font
acquérir ces p valeurs; elles sont toutes distinctes, car celles d'une

est bien invariable par les substitutions de H; si on lui applique la substitution
circulaire T = (x1227sz;), on obtient la valeur

pr—=Yldidi—(La i — B — L1 ) (a2 — L1 — 20 (D01 — L2 — L )T H T~ Ty —i1L3),
qui est identique 4 la premiére, car

b = — i, Vi = i, v = — i, $i = s
la fonction ? appartient donc & un groupe plus général que le groupe H.

La régle donnée par différents auteurs, par M. Serret et M. Jordan par exemple,
n'est pas énoncée d'une maniére assez précise.
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méme ligne le sont déja, et si 1'on avait d’autre part 8,3, = SnZpe
pour kX, onen déduirait I, = Si'S,=;; Iy transformerait
71 €0 ¢ et non en 9, contrairement a I'hypothese.

Par suite le tableau renferme une seule fois chacune des n ! sub-
stitutions, et I'on @ 7» = n!. On peut remarquer qu’il est ana-
logue au tableau (4) du § 6, et I'on peut énoncer le théoréme sui-
vant :

TaroriME. — Si une fonction appartient ¢ un groupe d’ordre r,
n! . . oo .
elle a o= — wvaleurs, et il existe »r substitutions qui la trans-
r
forment dans chacune dr ces o valeurs.

ReMaroue. — La fonction ¢, appartient au groupe G, d'ordre r;
chacune des autres valeurs, par exemple ¢;, est une fonction qui
prend p valeurs comme %, et précisément ce sont ¢5, 95 ..., &
en effet, une substitution quelconque S peut s’écrire S = I3!S ;
2! change ¢ en o; et S’ change ¢, en une des p valeurs pré-
cédentes,

oz a alors un groupe Gy d'ordre r puisque c’est une fonction

ayant p valeurs, et que n! = rp; je dis que ce groupe estle trans-
formé de Gy par 3, c'est-a-dire que
Gy = E;'Giﬁk;

en effet, considérons une substitution quelconque Zi1S.%, du
groupe transformé de G, et appliquons-la & la fonction 9,; X' Ia
remplace par ¢; que conserve S,, et X, transforme o, en ¢,; toutes
les substitutions de ce groupe transformé laissent donc ¢, invariable,
et font partie du groupe G, de cette fonction ; comme leur nombre r
est égal & l'ordre de ce dernier groupe, G est identique au groupe
transformé lui-méme, d'ol ce résultat :

CoroLLAIRE. — Les p valeurs d'une fonction ont chacune un groupe
. nl, N
d'ordre » = —3 les groupes correspondant d deux d'entre elles
o]

¥ . . .
sont transformés Pun de Pautre par la substitution qui remplace ces
valeurs U'une par Uautre.

15. TutorkME. — Toute fonction symétrique entiére des valeurs dis-
tincles que prend une fonction entiére de plusicurs variables pour
toutes les substitutions est une fonction symétrique enticre de ces va-
riables.
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Soient ¢, s ..., v, les valeurs distinctes que prend une fonc-
tion entiére ¢, et F(9), 95, ... , 9,) unefonction symétrique entiére
de ces p valeurs; c'est une fonction entiére des variables restant inva-
riable pour toute substitution. En effet, une substitution quelconque
S a pour résultat de conserver a4 chaque fonction sa valeur ou de la
remplacer par une des autres ; les nouvelles valeurs i, 93, ..., 9;
qu’elles prennent sont toutes distinctes, car sil'on avait ¢}, = ¢},
en effectuant la méme substitution S~ sur les deux membres, les
résultats o, et o, devraient étre égaux, ce qui est impossible ;
par conséquent les fonctions ¢ se reproduisent aprés la substitution
S, dans un ordre quelconque, et la fonction symétrique entiére
F(94, 92, .. .. 9,) conserve laméme valeur; c'est donc une fonction
symeétrique des variables =z.

COROLLAIRE. — Les p valeurs que prend une fonclion entiére de plu-
steurs variables pour toutes les substitutions sont racines d’une équation
algébrique entiére dont les coefficients sont des polynomes entiers par
rapport auz fonctions symétrigues simples de ces variables.

En effet, les coefficients de I'équation

() = (z— o)z —¢2). .. (5—p) = 2+ A+ A, =0

ayant pour racines les p valeurs o, i, ..., 9, sont des fonctions
symétriques entitres de ces p valeurs et par suite s’expriment par
des polynomes entiers par rapport aux fonctions symétriques
simples fj, f2y ..., f» des n variables x; on peut ajouter que
le premier coefficient de I’équation est égal & 1'unité.
Comme exemple de ce qui précéde, considérons, dans le cas de
n = 4, lafonction ¢, = . +231,; elle admet le groupe d’or-
dre 8
G = ['l, (-1‘11'2), (1'335'&), (-Ti%)(-’l'a-’l'b), (3?1‘773)(1'2%'4)7 (37111"'4)(1'2@‘3);
(1'1%3'211), (1'135'53'235'3):’
et a par suite trois valeurs ; les deux autres sont
P2 = 13 —+ X2,
déduite de la premiére par I, = (r,x;), et appartenant au groupe
G, = 371G, E = [, (o), (2a2), (wa@s)(@ats),  (wiis)(@s4),
(@) (T2T3),  (Ts@aTss)y (T 1242375)],

et
@3 = Ty¥s ~+ Tals,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



FONGCTIONS RATIONNELLES DE PLUSIEURS VARIABLES 27

déduite de o, par I, = (w.xy), et appartenant au groupe

Gy = Z5'G % = (1, (@), (@exs), (Taas)(daiy), (@13)(92e),
(max2)(®ams), (@ia@i®z), (Tyaaits)).

On peut remarquer que les trois groupes ont en commun le sous-

groupe
H=[1, (mr) (@), (@@)zr), (@) (z2:)];

mais c¢’est un fait exceptionnel sur lequel nous reviendrons.

Les trois fonetions g1, 92, ¢3 ont pour fonctions symétriques sim-
ples les valeurs suivantes, ol 'on pose

fr = Za, fa = Zzzy, fs = Srxxy, [i = mxazaxy,
o1 + 92+ 93 = Zxx; = fo,
9193 + 9193+ 920y = TPy = (3x)(Sarix;on) — 42, Xe®sTy = fifs — 4fs,
910993 = Srixial 4+ oawaw Sa = 13— &fsfs + fifs,
de sorte qu'elles sont racines de 'équation du troisiéme degré

3 — i + (fifs — 4f)z — (f3 — 4fsfi + [ifi) = 0.
On peut remarquer que le discriminant de cette équation est
(81— 22) (1 — 92)%(92 — 92)* = (& — 4} (w2 — 7o)?
(®y — 23)%(02 — @) X2y — 22)%{Xy — 4)?
et qu’il est identique au discriminant de 1I'équation du quatriéme
degré qui aurait pour racines xy, @, 23 et . (*).

46. Nous nous sommes occupés jusqu'ici des fonctions entiéres de
plusieurs variables ; nous pouvons rattacher a ce qui précéde 1'étude
des fonctions rationnelles.

0, (21, Tay oeny T)

ql’(wl, L3y 100y wn)
du quotient de deux fonctions entiéres des variables z,, @, ..., 2}

on peut la remplacer par une autre dont le dénominateur soit une
fonction symétrique entiére de ces variables. 11 suffit de considérer
les valeurs algébriques distinctes que prend le dénominateur pour
toutes les substitutions ; si ¢y, ¢3, ..., §, sont ces valeurs, leur pro-

Soit une fonction rationnelle mise sous la forme

(") Cette remarque a été généralisée par Kroxecker et M. Nerro. Comparer
Nerro, Substitutionentheorie, p. 56.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



28 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

duit est une fonction symétrique entidre, et 'on peut remplacer la
fraction par

?1%%- . -%

Yubabs. .y
dont le dénominateur est symétrique et dont le numérateur est une
fonction entiére des variables ; si elle est elle-méme symétrique, on
dit que la fraction donnée est une fonction symétrique rationnelle,
et on peut la mettre sous la forme du quotient de deux polynomes
entiers par rapport aux fonctions symétriques simples; si au con-
traire elle a p valeurs et appartient 4 un groupe G, ondit qu’il en est
de méme de la fraction donnée; les p valeurs de la fraction sont ra-
cines d'une équation algébrique & coefficients entiers par rapport
aux fonctions symétriques simples, le premier n’étant plus égal a
I'unité ; plus généralement, tout ce que nous avons dit des fonctions
entiéres s'applique aux fonctions rationnelles.
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CIAPITRE 1V

RELATIONS ALGEBRIQUES ENTRE LES FONCTIONS
RATIONNELLES DE PLUSIEURS VARIABLES

417. Nous avons vu au chapitre précédent que chaque fonction en-
tiere ou rationnelle de n variables indépendantes x,, o3, ..., 2,
appartient & un groupe particulier, et que, réciproquement, on peut
former une infinité de fonctions entiéres ou rationnelles appartenant
4 un groupe donné. Ces fonctions ne sont pas indépendanties, comme
cela résulte du théoréme suivant, démontré par Lagrange pour la
premiére fois.

TrnkoriME. — Si deux fonctions rationnelles de plusicurs variables
sont telles que l'une reste invariable pour toutes les substitutions du
groupe auquel Uaulre appartient, la premiére s'exprime au moyen de
la seconde sous forme d’un polynome entier dont les coefficients sont
des fonctions symétriques des variables.

Soit ¢, une fonction enticre ou rationnelle appartenant au groupe

G, = (81 = 1, Sg, erey S,.)

n!
etayant p = - valeurs, ¢, ©i,..., g, déduiles de la premiere
par les substitutions %; =1, X,...,%,; ces valeurs sont racines
d'une équation algébrique de degré  :

®(z) = (3 — o)z —9a). . .(5— ) = 0,
dont les coefficients sont des fonctions symétriques des variables.

Soit maintenant ¢, une autre fonction restant invariable pour

toutes les substitutions de G, ; elle a un groupe identique & G, ou
le contenant comme sous-groupe ; supposons, pour nous placer
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dans le cas le plus général, que ¢; appartienne & un groupe H, d’or-

dre " =kr, de sorte que pour toufes les substitutions, ¢,
r_nl_p
prenne o = T valeurs, ¢y, s, ..., ¢,
Reprenons le tablean des n! substitutions dont nous avons parlé
au § 14
Slzh 5221’ ey Srzi

8%, 833, ..., S35

S.Z, S5, ey S5,

tel que celles de la k° ligne changent o, en ¢, et appliquons-les &
¥, ; comme toutes les substitutions d’'une méme ligne produisent
sur §; le méme effet, et qu'a chacune des p’ valeurs de cette fonction
doivent correspondre kr substitutions,il est nécessaire que le tableau
précédent se décompose en p’ ensembles de klignes chacun, trans-
formant respectivement ¢1 en ¢y, ¥, ..., %,. Nous désignerons
cependant par ¢y, s, ..., ¥, les valeurs que prend ¢, lorsqu’on lui
applique les substitutions %, %, ..., Z,, ces valeurs n'étant pas
toutes distinctes mais égales £k a k.

On peut ajouter que si les & premiéres lignes du tableau par
exemple ne changent pas ¢, et constituent le groupe H,, les autres
ensembles de £ lignes relatifs aux valeurs distinctes de ¢, s’ob-
tiendront en multipliant les substitutions de H; par des substitu-
tions Ty, T,, ..., T,r, convenablement choisies.

Cela posé, soit Fi{9; 4;) une fonction rationnelle de ¢; et ¢;, et
considérons une fonction symétrique des valeurs Fy, F,, ..., F, ;
c’est une fonction symétrique des variables z, car siune substitution
S change ¢; en ¢, elle change également ¢; en ¢;, elle conserve donc
a chaque fonction F savaleur ou la transforme dans une des autres ;
d’aprés un raisonnement déja fait au § 18, les valeurs des fonctions
Fy, Fy, ..., F, se changent aprés une substitution quelconque en
d’autres identiques aux premiéres, a l'ordre prés, et toute fonction
symétrique de ces valeurs est une fonction symétrique des va-
riables.

Considérons alors la somme

i—p

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS RATIONNELLES B} 1

d’aprés ce qui précéde, c’est une fonction symétrique des variables z,
et elle se met sous forme d’'un polynome entier en z de degré
p—1 dont les coefficients sont des fonctions symétriques ration-
nelles des variables,
W(z) = At - At 4+ A
d’autre part, d’'aprés la formule de Lagrange, ce polynome en z
prend la valeur ¢; lorsqu'on remplace la variable par o;; on a donc
pour toute valeur'de l'indice ¢,
G = V(o) = At Ao - AL

Nous avons ainsi démontré non seulement que ¢, s’exprime au
moyen de o; sous la forme d'un polynome entier de degré p—1
a coefficients symétriques, mais encore qy'une valeur quelconque
de ¢, s’exprime au moyen de la valeur cotrespondante de ¢, par
le méme polynome.

8inous supposons en particulier que les groupes de ¢, et ¢, sont
identiques, le raisonnement s’applique a4 chacune de ces fonctions,
ce qui permet d'exprimer chacune d’elles en fonction enliere de
I'autre ; on énonce ordinairement ce résultat en disant que deuxz
fonctions de méme groupe serpriment rationnellement Uune par
lautre,

Réciproquement, si deux fonctions rationnelles s’expriment ration-
nellement Pune par Uautre, avec des coefficients symétriques, elles
appartiennent au méme groupe, car chacune reste invariable pour
les substitutions qui constituent le groupe de l'autre.

Les fonctions entiéres ou rationnelles de plusieurs variables se
distinguent ainsi en genres, celles d'un méme genre étant exprima-
bles rationnellement au moyen de l'une quelconque d'entre elles ;
c’esf Kronecker qui a montré I'importance de cette notion de genre
(Gattung) dans 1’étude des fonctions algébriques ; il a appelé genres
conjugués ceux auxquels appartiennent les différentes valeurs que
prend une fonction rationnelle pour toutes les substitutions (*).

18. Comme application, considérons une fonction o, ayant deux
valeurs, o, et o,, pour toutes les substitutions ; chacune d’elles a un

, 1 . .
groupe d’ordre = n!; en désignant ces deux groupes respective-

(*y Knoxecken, Monatsberichte der Berliner Akademie, 1879, p. 212.
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ment par G; et G je vais démontrer qu'ils sont identiques au
groupe alterné.

En effet, soit S une subslitution du groupe G, de o,, laissant cette
fonction invariable; elle ne peut changer la valeur de o,, car sinon
elle remplacerait o, par ¢, et son inverse S~ remplacerail o, par ¢,,
ce qui est impossible puisque S~! appartient comme S au groupe
G, ; par conséquent toute substitulion de G, fait partie de G, et ces
deux groupes, qui ont le méme ordre, sont identiques.

Le groupe G, commun a ¢, et o, est permutable au groupe symé-
trique; en effet, il 'est d’abord évidemment a toute substitution S
de G, ; si maintenant ¥ est une autre substitution n’apparienant pas
a ce groupe, et remplacant par suite o, par o, et o, par o,, la trans-
formée X~!SE de S par I ne change ni o; ni o, et fait partie du
groupe G;; ce dernier estdés lors un sous-groupe invariant du
groupe symétrique et, d’aprés le raisonnement du § 41, c'est le
groupe alterné.

La fonction

q;:\/I:Il(wi—xj), 1> 7, ,,j=1,2,...,n

prend pour toutes les subslitutions deux valeurs égales et de signes
contraires, on dit qu’elle est allernée, et elle appartient au groupe
précédent; elle est racine de I'équation 2 = A, ou A est le dis-
criminant ; toute autre fonction 4 deux valeurs est alors de la forme
A+ByA., ol A et B sont symélriques.

On peut démontrer ce qui précéde d'une autre maniére: si ¢,
et o, sont les deux valeurs de la fonction, o, + ¢, est symé-
frique et o, —9; conserve sa valeur ou change de signe, car une
substitulion quelconque laisse o, et o invariables ou les remplace
I'une par l'autre; ce dernier cas se présente au moins pour une
transposition (z,r;), par suite o,—o; s'annule pour z, = x,
et est divisible par x,—x; ; en effectuant ensuite toutes les
substitutions possibles, on voit que ¢, —g, est divisible par toutes
les différences x;— x;, par conséquent par v A.

¢

Le quotient —A_—’ est une fonction symétrique, par conséquent

o, et ¢, sont de la forme A+ B/a et A—B/aA, ol Aet B
sont symétriques ; on conclut de 14 qu’elles appartiennent au méme
groupe que 4, c'est-a-dire au groupe alterné.
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19. Comme conséquence du théoréme fondamental que nous venons
de démontrer au § 17, nous pouvons énoncer les corollaires sui-
vants :

CoroLLAIRE L.— L'tant données plusieurs fonctions enticres ou ration-
nelles de plusieurs variables, on peut les exprimer au moyen d'unc
seule fonction nouvelle sous forme de polynomes entiers a coefficients
symetriques.

Soient oy, ¢y, 71, .. plusieurs fonctions rationnelles, et

Wy = UG~ VY A Wy

une fonction linéaire et homogéne des précédentes, avec des coeffi-
cients constanls arbilraires ; nous supposons ces coefficients assu-
jetlis a la condition suivante, que I'on peut réaliser d'une infinité de
maniéres : sil’on prend les valeurs ¢, 93, ... ; ¥, ¥, ... desfone-
tions données, une identité de la forme

1th+v¢k+ e = u?h'—}—v"gk'—k
n'est possible que si h=H, L =4F, ...

Si cela alieu, w, reste invariable par les substitutions communes
aux groupes de o4, 4, ... et change pour toute autre subsiitution ;
clle appartient & un groupe contenu dans les précédents, par suilc
les fonctions ¢y, ¢y, ... s’expriment en fonction enliére de », avec
des coefficients symétriques.

On pecut ajouter que les autres valeurs ¢, oy, ..., ¥,, ... s’expri-
ment de la méme maniére au moyen des autres valeurs de la fonc-
tion w,.

20. Un cas particulier est celui ol les groupes des fonctions don-
nées n'ont aucune subslitution commune ; le groupe de vy se réduit
4 I'unité, et w, change pour toute substitution.

Orla fonction de Galois déja considérée au § 13,

by = u,xy -+ Uy + o U,

remplit la condition d’avoir n ! valeurs, et son groupe, qui se
b

réduit & l'unité, est conlenu dans tout autre groupe, d'ou -ce
résultat :

CoroLLAtr I — CUne fonction rationnelle quelconque de plusicurs
variables sexprime d’une maniére enticre au moyen dune fonction

VOGT. — RES. ALG. 3
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particuliére ayant n ! valeurs, en particulier aw moyen de la fonction
de Galois.

CoroLLAIRE IIl. — Les n ! valeurs de la fonction de Galois sont des
fonclions entiéres de Uune quelconque d’entre elles, puisqu’elles appar-
tiennent au méme groupe ; on peut encore dire que les genres con-
Juguds fournts par les valeurs de la fonction de Galois sont confondus.

CoROLLAIRE 1V. — Les variables elles-mémes,  xy, x4, ...y 20 s'ex-
priment d’'une maniére enlicre au moyen de la fonction de Galois.

Le groupe auquel appartient %, par exemple est formé des
(n—1)! substitutions renfermant les n—1 autres variables; la
fonction a ainsi n valeurs qui sont les variables elles-mémes
X1, Tay ..., Tn, et chacune d'elles s’exprime d'une maniére entiére au
moyen de la fonction de Galois (*).

Le procédé indiqué par Galois pour exprimer les variables en
fonction rationnelle d’'une seule fonction est plus simple que le calcul
fondé sur la formule de Lagrange ; ce dernier, que nous avons in-
diqué plus haut, a I'avantage cependant de donner une fonction en-
tiere et non rationnelle. Le calcul de Galois consiste, étant donnée
une des variables, par exemple «;, & prendre la fonection

b = Wy + Usp = .. Uy

etles (n—1)! valeurs ¢, %5, .. , Yot qu'elle prend pour les
substitutions laissant , fixe et changeant les autres éléments ; 1'é-
quation
Pi(z) = G — i)z — o). . .G~ b)) =0
qui les adimet pour racines a ses coeflicients fonctions symétriques
de a3, 23 ..., 2,. On peutles exprimer en fonction entiére de
et des fonctions symétriques fi, f3, ..., f» des n variables, car si
I'on pose
flx) = (@—x )z —x).. (x—ux),
ce sont des fonctions entieéres des coeflicients de I'équation
f(z)

r—x

= 0.

(*) On trouve dans Serrer, Algébre supérieure, t. [, p. 442, la démonstration
qu'a donnde Gavrors de cette proposition, dans le t. XI du Journal de Mathéma-
tiques.
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Soit donc @z, %) = 0 I'équation qui a pourracinesles valeurs
4. considérées; on a identiquement &®,({y, x;) = 0, de sorte que
I'équation @4(¢,, ) =0 alaracine z =a,; jedis qu'elle n'est
satisfaite par aucune autre des variables 3, x3,..., ,. Supposons
en effet que l'on ait par exemple @(¢,, x) = 0; I’équation
®(z, 22) = 0 aurait pour racine ¥, ; or le premier membre de celle
derniére équation se déduit de ®,(z, x,) en effectuant la transpo-
siion T = (z,2;), ets’annule pourlesvaleurs i, ¢},... oblenues
en opérant cetfe transposition sur ¢, ¢,,...; on sait que les nou-
velles valeurs ainsi formées sont toutes distinctes des premiéres,
par conséquent on ne peut avoir ®y(Y,, x) = 0.

On conclut de 14 que les équations &,(Y,, ) =0 et f(z)=20
ont une seule racine commune ;; on l'obtiendra en cherchant le
plus grand commun diviseur des premiers membres et continuant
I'opération jusqu'a ce qu'on obtienne un reste du premier degré;
en l'annulant, on a la valeur de 2, exprimée rationnellement au
moyen de ¢, etde fi, /3, ..., fn; on peutremplacer naturellement
¢, par une quelconque des (rn—1)! valeurs considérées.

Comme exemple, considérons trois variables, et la fonction de
Galois

b, = & + wxs + wixg,
oll w est une racine cubique imaginaire de I'unité; pour exprimer x;
nous prenons les deux valeurs ¢, et ¢, = x,+wz; + wi,; elles
sont racines de I'équation

li)l(:, 1‘1) = Zi—(3w1 —‘fl)Z —I—ff —3f2 = 0.

Le premier membre renferme 2z, au premier degré; par suile il
représente, lorsqu’'on remplace z par ¢; ou ¢», le plus grand com-
mun diviseur de f(xz,) etde ®i(¢s, ) ou Py(s, 1), etl’on aimmé-
diatement, en résolvant par rapport a z,,

o B 13 W fla 13
e 3¢ 3e
De méme, en posant ¢; = x3 + wry + iz, Y = T+ wr; + win,
on a

2 _ el 0¥fily 1 —3fs  wii e fibs+ 1 — 3/
fod = 2

: 3wy 3w,
g OOl 41— 3fs | WM+ ofib 4 (1 — 3
8 3w, 3wy
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Un auire procédé de calcul indiqué par Kronecker i propos du
probleme général de I'élimination est le suivant (*) :

Soit Y1 lafonction de Galois déja considérée, i, ¢s,..., 4,1 ses
n! valeurs pour toutes les substitutions; formons I’équation qui les
admet pour racines :

P, vy Usye ey Uy f1y fro ooy ) = GE—4)E— ). (5 =d,1) = 0.

Le premier membre est un polynome de degré n! en z, dontles
coeflicients sont des fonctions entieres des parametres uy, wa,. .., Uy,
et des fonctions symétriques simples fy, f>,.. , fu; sil'ony rem-
place z par

Uy = UT - Upla = - - Unly,

il s’annule identiquement lorsqu'on le considére non seulement
comme fonction de ay, 3,..., ,, mais encore comme fonction des
parametres laissés indéterminés wy, ua,..., u,, et sa dérivée par
rapporl & l'un d'eux est identiquement nulle. En prenant par
exemple la dérivée par rapport 4 u,, on a une équation,

JdF  IF
o
qui se transforme en identité lorsqu’on remplace z par ¢, etelle
fournit précisément la valeur de x, en fonction de ¢,.

I, =0,

21. Nous avons exprimé dans ce qui précéde une fonction ration-
nelle des variables, appartenant & un certain groupe, au moyen d'une
autre fonction apparfenant au méme groupe ou & un autre contenu
dans le premier ; nous allons résoudre la question inverse.

TutorEME. — St une fonction appartient a un groupe G d'ordre »
conlenu dans un groupe G' d’ordre v = mr, elle prend pour loutes
les substitutions de G' m wvaleurs qui sont racines d’une équation d'or-
dre m; les coefficients de celle équation sont des fonclions eniidres
a coefficients symélriques d’'une fonction arbitrairement choisic appar-
tenant 4 G'.

Soil ¢, une fonction apparlenant au groupe
G = [Sl = 1) Sia AR S7]1

() Comparcr Boreu et Dracu, Introduction a la théorie des Nombres et a U'.il-
gébre supéricure, pages 203 et 241.
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si on lui applique toutes les substitutions de G', et si elle prend des
valeurs distinctes o, 05, ..., o, par les substitulions I =1,
3, ..oy gy OD VOit, comme au § 14, que les substitutions du tablean

( 8%y, 8, .., 8.5,
(T) Slzis Slzz’ ceey SrSQ’

.
8.5, S, . .. S5

sont distinctes et constituent le groupe &, de sorte que o = m;
celles de la ligne derang £ changent ¢, en ¢, et ce sont les seules
du groupe G’ jouissant de cette propriété. Une substitution quel-
conque de ce tableau change ¢, ¢, ..., 9, en d’autres valeurs iden-
tiques aux premieres, a4 l'ordre prés, de sorte que les fonctions
symétriques de ces m valeurs restent invariables par les substitu-
tions de G’; on pourra les exprimer, comme on I'a vu, sous forme
entiere au moyen d'une fonetion ¢, arbitrairement choisie et appar-
tenant au groupe (', les coeflicients étant des fonctions symétriques
des variables.

On peut ajouter que les groupes G, 23'G3,, ..., £,'GE,, contenus
dans le groupe G' sont ceux auxquels appartiennent respectivement
les valeurs ¢4, %3, ..y Om.

Les théorémes du chapitre précédent ne sont que des cas particu-
liers de celui que nous venons de démontrer, et s'en déduisent en
supposant que G’ soit le groupe symétrique.

Pour donner un exemple, nous avons vu an § 12 que la fonction

Q1 = 1Tz + Tas
admet le groupe d’ordre 8 désigné par G, ; la fonction
Y =T+ Ty — T3 — T
admet le groupe d’ordre 4
g =1, (@@e), (2ams), (@17:)(ss)]
contenu dans le précédent; c’est une fonction a six valeurs, qui
prend, pour les substitutions de G, les deux valeurs y, et ¢, = —y,,
dont les fonctions symétriques simples sont 3,43y, =0 et
Wt = =t +m—o—a] = 4 —[f1—do;

ces fonctions symétriques sont exprimées au moyen de u,, de sorte
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que les deux valeurs i, 3, sont racines de I’équalion
2y — [ — i = 0;
elles ont du reste le méme groupe gi.

Comme autre exemple, les trois groupes G,, Gz, Gy des trois fonc-
tions ¢, v et o, du § 135 ont en commun le groupe

H = [1,(2i2:)(xa,), (@0400)(2e24), (0124 (T22)]
auquel appartient la fonction a six valeurs

Wy = B1&y Tl — T3 — Lolly = 91— 92
les cing autres étant

Wy = 91—93y, W3 =19

O3, W= Qp—Pry W5 = O3 —Q), G = O3—0;.

Pour les substitutions du groupe Gy, ©, a les deux valeurs o,
ct w, dont les fonctions symétriques, exprimées au moyen de o,,
sont

A 0y —+ wy = 201 — (93 4 03) = 39— [3,
() wiwy = of — ¢1(22 =+ 1) + 9y08 = 30F — 2015+ fifa — 4fi,
de sorte que o; et w, sont les racines de I'équation
w? — (3o, — fo)w + (301 — 2045+ fifs — 4fi) = 0;
on trouverait des équations analogues en partant de G, et Gs.

On remarque que les six valeurs de w appartiennent au méme
groupe H; elles s’expriment par suite rationnellement I'une par
I'autre; on aura par exemple la relation qui existe entre v, et w,
en éliminant ¢, entre les équations (1) et I'équation déja formée
au § 15,

o — fol + (fifs = 400 — (fi—4ffi+ [ifi) = 0,
et écrivant que les deux équations ont en o, une racine commune ;

on a ainsi
30+ Aw, + B

Gw? ++ 2A

A= 3f‘f3—12f4—f3;
B = 72/fs —21/1fs— 21[1 = of -+ O/ o>

Wy —

ou

22. Dans les deux exemples précédents, les deux valeurs de v,
pour le groupe Gy ont méme groupe, et il en est de méme des
valeurs de o,; nous allons déterminer les condilions dans les-
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quelles un tel fait peut se produire, et démontrer le théoréme sui-
vant :

TuroREME. — Pour gn’une fonction ¢, appartenant d un groupe G
d’ordre v prenne pour les subslitutions d’un groupe G dordre mr
contenant G m valeurs appartenant au méme groupe, ¢l faut ct il
suffit que G soit un sous-groupe invariant de G,

En effet, en nous reportant au tableau (T) du § précédent, les
valeurs ¢, 9s,..., 9 ont pour groupes G, X3'GX,,..., T'GE,; si
ces groupes sont identiques, G est permutable & toute substitution
de G', et est un sous-groupe invariant de G/, et, réciproquement,
s'il en est ainsi, les groupes des m valeurs de ¢ sont identiques.

Les sous-groupes K et H de G, remplissaient les conditions pré-
cédentes dans les exemples choisis.

Si I'on considére en particulier le cas ot G’ est le groupe symé-
trique, on a, en se reportant aux résultats du § 41, le théoréme
suivant :

TaBoREME. — Les valeurs distinctes que prend une fonction ration-
nelle de n variables pour toutes les substitutions ne peuvent appar-
tenir au méme groupe ou sexprimer rationnellement au moyen de
l'une quelconque d’entre elles que dans les deux cas suivants :

La fonction a deux valeurs appartenant au groupe alterné ;

La fonction a n! valeurs appartenant au groupe réduit d la subs-
titution unité.

Une seule exception a lieu dans lr cas de n = 4 pour les fonc-
tions a siz valeurs, telles que w,, appartenant au groupe H.

CoRroLLAIRE. — St une fonclion rationnelle de n variables a un
nombre o de valrurs >2 et < nl, les groupes aurquels appar-
tiennent ces p valeurs n’ont en commun que la substitution unité, sauf
lecasde n = 4(").

En effet, si les groupes

TGy, 3G, cey 5 1GE,
avaient des substitutions communes constituant un groupe H
autre que 'unité, ce groupe serait permutable a toute substitution
et serait un sous-groupe invariant du groupe symétrique, ce qui est

(*) KnoxeckFr, Monatsberichie der Berliner Akademie, 1879, p. 208.
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impossible, sauf pour »n = 4. Nous avons vu dans ce cas que les
groupes Gy, Gz, Gy ont en commun le groupe H d'ordre 4.

23. TnkorEME. — 8t wune fonclion apparienant ¢ un groupe
G =[Sy, Ss, ..., S,]  est telle que les m valeurs quelle prend pour
les substitutions d'un gqroupe G contenant (G sont racines dune
équation binome de degré m, le groupe G cst un sous-groupe inva-
riant de (¥, et il existe une substitution X d’ordre m telle que los
substitutions de G soient toutes de la forme

8,5 (x=1,2,...,7, B8=0,1,...,m—1).

En effet, si o, est une fonction appartenant an groupe G telle que
les m valeurs ¢,, 93, ..., 9, qu’elle prend pour G’ soient racines
de I'équalion

" — F(qu’ fh fza ) fu) =0,
ol ¢, est une fonction du groupe &, ces m valeurs sont de la forme
o, 0o, wlv, ..., "o, oll w est une racine primitive de
w”™ —1 = 0. Par suite elles ne différent de l'une d'elles que par
un facteur constant, et ont méme groupe G; ce groupe est par
conséquent un sous-groupe invariant de G'. °

De plus si ¥ est la substitution qui change ¢; en wo,, les puis-
sances X X!, ¥ ..., ™' changent ¢, respectivement en cha-
cune des m valeurs o, we, wly,,.. , v oy, et les mr substitutions
de G’ sont alors de la forme 8,¥% ainsi que cela résulte du tableau
T du § 21.

Réciproquement, en supposant m premier absolu, si un groupe G
dordre r est sous-groupe invariant d'un groupe G' d'ordre mr, il
existe des fonctions appartenant au groupe G dont les m valeurs
pour les substitutions de G’ sont racines d'une équation binome de
degré m.

Soit y; une fonetion qucleconque du groupe G ; par suite de
I'hypothése et de ce que 'on a vu au § précédent, ses m valeurs
pour les substitutions de G’ apparliennent au méme groupe, de
sorte que si une substitution £ de (v change la valeur de y1, elle
changera en méme temps la valeur des m — 1 autres fonctions;
j'appelle v, la fonction dans laquelle ¥ transforme 7y, 7: celle
dans laquelle I transforme y:, et ainsi de suite jusqu'a une certaine
valeur y, que I {ransforme en y;.
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Je dis que h = m; supposons en effet qu’il lui soit inférieur,
et soit ¥ une subslitution de G' qui change y, en une fonction
Y¥rgt DOND encore obtenue; la subslitulion XY permutera circu-
lairement les valeurs d'un nouveau cycle de A fonclions ypy .y,
Yhies +-.s Yoo dilférentes des premiéres; si 2h << m, on conti-
nuera de la méme maniére, de fagon que les m fonctions se parta-
gent en cycles d'un méme nombre d'éléments. C’est impossible
puisque m est premier absolu, par conséquent h = m, et X per-

mute circulairement les valeurs 1y, y2, .., ym; de plus T est
d'ordre m et les puissances 3° X!, ..., Z"! {ransforment y,
respectivement en  y,, y2, -.., Ym,» 4€ sorte que les subslitutions
de G’ sont de la forme
S,z# (¢ =1,2, ....7, B=0,14,...,m—1).
Cela posé, soit w une racine primitive de o”—14 =0, et
posons

O = 7y wys— ... oy,

C'est une fonction qui reste invariable pour les substitutions de
(r; on aura ses valeurs pour celles de G’ en lui appliquant les
puissances de X, ce qui donne

9y = Y2+ @)y - 0 - 0Ty = oy,
03 = Ya A WY o o 0Ty, = 0>_2<;1,

O = Y Ofy e A 0™y o = e,
ce sont des valeurs différentes de la premiére. Il pourrait arriver
pour un choix particulier de y; que o, reste invariable pour cer-
taines substitutions ne faisant pas partie de G, mais on peut tou-

jours prendre pour y; une fonction telle que cela n'ait pas lieu; en
prenant par exemple, comme on I'a vu,

71 = (u—4)u—d).. . (u—1,),
ou ¢, est la fonction de Galois, ¢, 45, ..., $. ses valeurs pour le
groupe G, on peut donner aux coefficients des valeurs telles que
o, varie pour toute substitution n’appartenant pas a ce groupe.

De cette facon on a formé une fonection ¢, appartenant an
groupe G et dont les m valeurs pour G' sont racines d'une équa-
tion binome de degré m ; toute autre fonction appartenant aun
méme groupe G s’exprimera rationnellement au moyen de celle-1a.
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24. CoroLLAIRE 1. — St une fonction rationnelle de n variables a
plus de deux valeurs pour toutes les substitutions, ses valeurs ne peuvent
étre les racines d'une équation binome a corfficients symétriques.

En effet, si une fonction ¢, & p valeurs 9, %, ..., o, esttelle que
ses p valeurs soient racines d'une équation binome

gP—F(f,, fiv feey fn) =0,

le groupe G = (8, S, ..., S,) de ¢, doit éire un sous-groupe in-
variant du groupe symétrique, et de plus il doit exister une substi-
tution X d'ordre p telle que celles du groupe syméirique soient de
la forme §,X*; or pour =»n >4 le groupe symétrique n’a pour
sous-groupes invariants que le groupe alterné et le groupe réduit &
la substitution unité ; au premier appartiennent les fonctions 4 deux
valeurs ; au second les fonctions & n! valeurs ; mais aucune n’est
racine d'une équation binome de degré n!, car le groupe symétri-
que serait composé des puissances d'une substitution ¥ d’ordre =»!
et il n’en existe aucune pour =n >2 (§ 3).

Pour n = 4, outre les deux cas que nous venons de mention-
ner, peut se présenter celui du groupe H d’ordre 4 qui est sous-
groupe invariant du groupe symétrique ; mais il n’'existe aucune
substitution X d’ordre 6 telle que les produits des substitutions
de H par les puissances de X constituent le groupe symétrique. Il
n’y a donc que les fonctions du groupe alterné qui puissent, avec
leurs valeurs conjuguées, étre racines d’'une équation binome a
coeflicients symétriques ; cette équation est du second degré.

25. CoroLLAIRE II. — Si une fonction rationnelle de n variables,
n étant supérieur 4 &, appartient & un sous-groupe du groupe alterné,
et a m valeurs pour les substitutions de ce groupe, ces valeurs ne peu-
vent dtre racines d'une équation binome dont les coefficients appartion-
nent au groupe allerné.

Supposons en effet qu’il existe une fonction dont les m valeurs
pour les substitutions du groupe alterné soient racines d'une équa-
tion binome; son groupe doit étre un sous-groupe invariant du
groupe alterné, et se réduire, pour =n >4, 4a la substitution
unité, comme on 1'a vu au § 11. Le groupe alterné lui-méme doit

alors se composer des puissances d'un¢ méme substitution d'or-
7!

dre ?; mais on a vu que c¢’est impossible pour = >3 (§ 3).
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Examinons les cas particuliersde n =3 et »n =4, auxquels
ne s'applique pas le raisonnement précédent.

Pour n =3, le groupe alterné se compose précisément des
puissances X° X!, X2 d'une substitution circulaire d’ordre 3, telle
que 2 = (zuxy%;); Jje vais montrer qu’il est possible de former
une fonction de Galois dont le cube appartient au groupe alterné et
a deux valeurs.

Prenons en effet une fonction de Galois quelconque,

b = wry + U - Uy,

et ses valeurs pour le groupe alterné :

i, by = UL + Usz - UsTy et b3 == UyT3 -+ Uy —+ UsTs;

>

d’aprés ce que nous avons dit 4 la fin du § 23, nous devons former,
au moyen d'une racine cubique de 1'unité, la fonction ¢;+wd+wd,
dont la valeur est

by oy 0y = (U4 0y 4wy (X + WXy + wie);

nous pouvons, ce qui ne change pas le résultat, nous limiter & la
fonction suivante :
b = 2y + wr, + iy

elle répond & la question, et I'on a, en calculant son cube,

3 1
Y} = Zx? + 6yTawy — 5 Saele, — 3<w + 5—)(1’1 — L) — @) (s — )

9 27 1\ —
= f?—gflf2+?f3—3<m+§>\/A ,

ou A est le discriminant; c¢’est bien une fonction du groupe alterné,

Pour =» = 4, il n'existe aucune fonction & 24 valeurs répondant
4 la question, car il n’existe aucune substitution circulaire d’or-
dre 12 dont les puissances constituent le groupe alterné; il ne peul
s'en trouver que parmi celles qui appartiennent au groupe H d’or-
dre 4, qui est sous-groupe invariant du groupe alterné. En se repor-
tant au tableau du § 8, on-voit que ce dernier groupe est dérivé de H
en multiplant ses substitutions par les puissances de la substitution
circulaire d'ordre 3 I = (x,2:1,).

Onprendra alors, en posant,comme on I'adéja fait, o, = x,x,-- 2.2y,
la fonction %1 — ¢» appartenant au groupe H, ses valeurs o, — q,
et o, — @ obtenues en effectuant les substitutions X et X2 et la
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somme
91— P2 092 — ) + 0Hos — 1),

ol w est une racine cubique imaginaire de l'unité, ou bhicn encore
3y = o~ 00 0oy = (B@y + Ty¥s) + (XX - To) + LTy - 2223),
qui ne différe de la premiére que par un facteur constant ; z¥ s'ex-
prime au moyen des fonctions symétriques de oy, @;, ¢; et de leur
diseriminant par un calcul identique & celui que l'on a fait pour
n = 3; ona vuque le discriminant des trois valeurs ¢ est identi-
que & celui des quatre variables x, par conséquent z} est une fonc-
tion appartenant au groupe alterné.
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CHAPITRE V

DES FONCTIONS CYCLIQUES ET METACYCLIQUES
DE PLUSIEURS VARIABLES

26. Dans ce chapitre nous désignerons pour plus de commodilé
les n variables par x,, o1, ..., »_1 ; supposons-les rangées dans un
ordre tel que les indices aillent en croissant, et considérons la subs-
titution circulaire

S = (XeXy. . Tny
celte substitution et ses puissances forment un groupe d'ordre n,

CG=1[1, 8, S,=8} ..., S, =8,

appelé groupe cyclique. On peut représenter les substitutions de
ce groupe par la nolation

S.=|% z+4+2| {mod. n),
en signifiant par la que chaque indice z est remplacé par z -+ =,
ou par le reste de ce nombre & =.

Si I'on range les variables dans un ordre quelconque, la substitu-
tion eirculaire

S = (.l‘/,.l‘/;’l’l. . .),
comprenant dans un seul cycle les n variables, est d’'ordre »n; elle
définit par ses puissances un groupe qui est analogue au précédent,
et en est le transformé par la substitution

- (:vl,.r,.r?. v
-— = .
XplpXy. o )
Il ne differe de G, que par la notation des variables, et nous

I'appellerons encore groupe cyclique. Comme on peut toujours sup-
poser que x, soit placé au premier rang dans S, on peut former
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autant de substitutions S différentes qu’il y a de permutations
des n—1 variables z,, &3, ..., oy, Clest-d-dire (n—1)!; ce
sont les transformées de la substitulion particuliere S, par les
N = (n—1)! substitutions du groupe symétrique G, de
L1y T2y v 0 vy Ty o

Les groupes cycliques qu’elles déterminent sont les transformés
Cy, G, ..., Cx de C,; par ces substitutions; nous verrons plus loin
qu’ils ne sont pas tous distincts.

Nous appellerons fonction cyclique toute fonction appartenant a
I'un des groupes précédents ; il est facile d’en former une apparte-
nant au groupe C; par exemple ; désignons par «» une racine pri-
mitive de I'équation z" —1 = 0, et considérons la fonction

wy = (wo —+ wry + w21‘2 R wn—iwn_i)n — l“’,

elle reste invariable par les substitutions du groupe, car S, a pour
effet de multiplier la fonction de Galois entre parenthése ¢, par
o™= et w, par w™* =1; réciproquement, si une substitution
laisse invariable la fonction w,, elle a pour effel de multiplier ¢,
par une racine n¢ de I'unité, par exemple par ™, et par snite
d’augmenter chaque indice de =z, comme le fait la substitution S,
du groupe cyclique ; w;, appartient bien au groupe C;.

Les fonctions cycliques jouissent de propriétés remarquables et
jouent un grand réle dans la théorie des équations, comme nous le
verrons plus loin; la premieére de ces propriétés résulte du théo-
réme suivant.

TutorEME. — Chacune des variables est une fonction rationnelle de
Dune d’entre elles et d'une fonction cyclique arbitrairement choisics,
les coefficients de cette fonction rationnelle élant symétriques.

Soit, en effet, vi(xo, 2, ..., Tny) une fonction cyclique apparte-
nant au groupe G, et x, une des variables; le groupe C; et celui
auquel appartient x,, qui estle groupe symétrique G, des n—1
variables x, 3, ..., 4,4y Nont en commun que la substitution
unité, car il n’existe dans le groupe cyclique que cette substitution
laissant x, invariable; par suite la fonction

Uy ulYi(wm Tige ey xn—a),

ou u, et u,; sont arbitraires, est une fonction analogue a la fonction
de Galois, au moyen de laquelle s’expriment toutes les autres et en

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



FONCTIONS CYCLIQUES &7

parliculier les variables x,, &1, %2, ..., Tn_1; elles s’expriment ainsi
rationnellement au moyen de x, et de v, avec des coeflicienls
symétriques par rapport aux n variables.

27. Toute fonction cyclique acquiert pour toutes les substitutions
N =(n —1)! valeurs conjuguées salisfaisant & une équation dc
degré N & coeflicients symétriques ; cesvaleurs sont toutesdes fonc-
tions cycliques, car leurs groupes sont des transformés de Ci, et
sont cycliques; on obtient ces valeurs conjuguées en opérant sur la
premiére les N substitutions du groupe symétrique G,. Remarquons
encore que l'on obtient, comme au § 14, le groupe symétrique en
multipliant les substitutions de C; par cellesde G, car toute substi-
tution se raméne d'une seule maniére & une substitution du groupe G,
suivie d'une aulre qui laisse x, invariable; il résulte de la que les
groupes relalifs aux N valeurs conjuguées sont précisément les

groupes cycliques conjugués G, Cy, .... Gy du § précédent, c’est-
a-dire

E‘_1(]1“-:13 L;lcizﬁx . [} Ey‘ciz.\'a
ot ¥y, %, ..., Z sont les (» — 1)! substitutions du groupe
symétrique de x4, ..., T,

Tous ces groupes conjuguésn’ont, comme on sait, aucune substi-
tution qui leur soit commune a tous, en dehors de la substitution
unité, mais je vais montrer qu'il n'y a parmi eux que (n—2)!
groupes distincts, et qu’ils sont respectivement égaux n —1 a
n — 1, en supposant toutefois essentiellement que n est un
nombre premier.

Je vais chercher pour cela s’il existe unc substitution ¥ laissant
x, invariable telle que X~!8,S soit égale 4 'une des substitutions

S, si
E=<w0 Ty X ey xn—i)
Lo Ly Ly ae-y Ly
est une telle substitution, on a

QN S . .
I18,E = (2o, 21ye « Xr,_,) b

pour qu'elle appartienne au groupe Ci, il fautque &4y —1% soit
constant et é6gala {, —0 = ¢,, donc que

=21, =38, ..., L= @—1)
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par suite que ¥ soit de la forme

o __ [ %o X1 X2 ..., Tay

- <wo X Ty .., wgn_n)’
ce que nous indiquerons par la notation

=1z tz] (mod. n);

de plus, que les restes & n de ¢, 2 ...,(n — 1)t soient les
n — 1 premiers nombres, ce qui a lieu pour toute valeur de ¢
comprise dans la suite 1,2, ..., 7 — 1, puisque n est premier
absolu.

Réciproquement, toute substitulion X de la forme précédente
répond a la question, et esttelle que =~'C,S= C,; si l'on prend
en effet le nombre ¢ tel que (7 =1 (mod. n) et sil’on remarque
que XS ¥ =8, =295, ona

(T8, 3} = 84 = 8,
de sorte que le groupe 3I7!C;Z contient S, et ses puissances cl
est identique & C;.

Aux n--1 valeursde ¢: 1,2,...,n—1, correspondent
n — 1 groupes conjugués identiques & C,; d'une maniére géné-
rale, les N groupes se partagent en (n — 2)! séries comprenant
chacune n — 4 groupes identiques. On en conclut que, parmi
les (n—1)! fonctions cycliques conjuguées, on peut en choisir
(n — 2)! particuliéres telles que les autres en soient des fonctions
rationnelles a coeflicients symétriques.

28. Toujours en supposant zn premier absolu, les produits des

substitutions du groupe cyclique C, par les substilutions
=]z tz] (mod.n) (t=1,2,...,2—1)
constituent un groupe ; cela tient & ce que
3718, = S 3718, = 8,

d'ot, en multipliant en avant par X, 83X, =Z2X8{*, ou bhien
Sis, = I8%, « et B étant liés par tx =B (mod.n); par suite
un produit tel que (S{Z,)(87'Z,) se raméne a la forme S{'Z,. et fait
partie du méme ensemble que les facteurs; ce groupe, qui comn-
prend n(n— 1) subslitutions, peut étre représenté par la notalion
a=1, 2, ..., n—1 >

M=]z az+b] (mod.n) (/}_0 19 ne 1
- Y ) - A
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et il s’appelle groupe métacyclique relatif aux = variables
Ty X1y -+ Tuy. Toute fonction appartenant a ce groupe s'appelle
fonction métacyclique (*) ; ilest facile d’en former une particuliére de
la maniére suivante :

Soit g une racine primitive (mod. ») [Voir la note 4 la fin du
volume] ; les restes (mod. n) des n— 4 puissances g, ¢%, ..., g"*
sont les n —41 premiers nombres; considérons les fonctions
cycliques

wy, = (.’IJO —+ wIzry 4 wdr; 4+ - - w(n—l)yxnhi)n = ¢,
W = (X -+ w92w; - ¥y e - “’("—1)92%1—1)" =4

1 e |
o+ 0 wn—1lg mn_i)” = d;g_h

Woey = (To 4 w2y 4= 0¥ J
qui appartiennent au groupe C;; elles se transforment les unes
dans les autres pour les substitutions du groupe métacyclique ; soit
eneffet I, = |z ¢z | (mod. n) une substitution particuliére de ce

groupe ; elle transforme w, en
h h
wh = (Lo 09 Ty 4~ 0¥ gy~ - )"

ou, en introdunisant le nombre ¢ telque (/=1 (mod. n), et po-
sant ' = g%,

wyh+k

h-+-k
a:.—i—w‘-’ﬂ +

wh =g+ w0 L w0 gy = (g4 Totro =Wy gy
lorsqu'on prend pour & les valeurs 1,2, ..., n —1, les nombres
h+ k ont pour restes (mod. n) les » —4 premiers nombres
dans un ordre quelconque; par suite les nouvelles valeurs
Wy, wh, ..., Wy sont identiques, & 'ordre prés, a wy, ws, ...y Wo_y.
Les substitutions du groupe métacyclique étant composées de
celles du groupe C, el des substitutions Z;, laisseront par suite
invariables les fonctions w, ou les transformeront les unes dans
les autres.

Ce sont les seules qui jouissent de cette propriété, car si une
substitution T change w, en wj, elle transforme ¢, en{;, & un
multiple prés égal & une racine n¢ de l'unité ; par exemple en wiy,
c’est-a-dire

oy + w2y ¥y 4 -
en
wlzy - ¥, 4wty s

(*) KnoneckEr, Monalsberichte, 1879, p. 217.

VOGT. — RES, ALG. 4
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prenons les deux nombres a et b tels que

[4+-bgF=0 (mod. n),
l+(a+by=qg" (mod. n);

alors on a
ag* = g", z0g* = zg" et l+(az + b)gh = 29",

par suite, 3 cause de I'indépendance des variables et de I'inégalité
des coefficients, la substitution T a pour elfet de transformer
Lo, Xy, X3, ... Tespectivement en xy, Tyqq, Logpsy -.-, et est identique

a la subslitution
|z az+ 4| (mod. n)
du groupe métacyclique.

11 résulte de cette propriété de 'ensemble des fonctions cycliques

précédentes que la fonction
(w— w)(w—wy)...(w— wp_y),

ol w est une quantité arbitraire non nulle, reste invariable pour les
substitutions du groupe métacyclique et pour celles-la seulement,
et appartient & ce groupe.

Toute fonction cyclique de wi, ws, ..., wa._y, par exemple la
fonction

(wy 4 aws + adwy 4+ -+ - a0,

ol o est une racine primitive de I'équation 2** — 41 =0, appar-
tient au groupe métlacyclique ; nous avons vu en effet que toute
substitution %, a pour effet de transformer w, en w, s ol k
est fixe quel que soit %, par suite de laisser invariable la fonction
cyclique que nous avons écrite, et on démontre comme précédem-
ment que les substitutions du groupe métacyclique sont les seules
possédant cette propriété.

Remarquons que nous venons de former une fonction du
groupe C,,

Wy - oWy — o - a2, _y,

qui est racine d'une équation binome a coeflicients appartenant au
groupe métacyclique, car sa puissance (n —1)* appartient 4 ce
groupe : on vérifie du reste facilement qu'on se trouve placé dans
les conditions dont nous avons parlé au § 23 pour qu'il en soit ainsi;
le groupe cyclique C; est en effet un sous-groupe invariant parti-
culier du groupe métacyclique M.

29. Nous pouvons encore énoncer un théoréme concernant les
fonctions métacycliques, et analogue a celui du § 26 :
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TagortME. — Chacune des variables est une fonction rationnelle de
deux d’entre elles et d'une fonction métacyclique arbitrairement choisie,
les coefficients de cette fonction rationnelle élant symétriques.

Soil  m(xg, iy, ..., Toy) une fonction métacyclique appartenant
au groupe M et z;, x, deux quelconques des variables; il n'exisle
dans le groupe M aucune substitution autre que l'unité laissant %
et k fixes,car silon a ah+b=h et ak4+b=k, on en dé-
duit a=1 et b=0 (mod.n); parsuile le groupe M et lc
groupe symétrique des » —2 variables autres que x;, et x, nont
en commun que la substitution unilé, et la fonction

UpTp ~+ T = U Loy Diye e oy Lnt)

est une fonction analogue 4 la fonction de Galois, au moyen de
laquelle s’expriment rationnellement toutes les autres et en particu-
lier les variables ; celles-ci sont donc des fonctions rationnelles de
x,, 2, et m, avec des coefficients symétriques.

Toute fonction métacyclique acquiert pour toutes les substitutions
(n —2)! valeurs conjuguées satisfaisanf a une équation de degré
(n—2)! a coefficients symétriques ; ce sont des fonctions métacy-
cliques, & la notation prés des variables; on les obtient en laissant
xy et x; invariables et effectuant sur les n—2 autres variables
T3, L3, . «, Tny toutes les substitutions possibles dans la fonction
donnée appartenant au groupe M; cela tient a ce fait que les subs-
titutions du groupe M multipliées par celles qui ne changent que
X3, Ty ..., Ly reproduisent toutes les substitutions possibles des n
variables.

30. Nous allons généraliser la notion de fonction cyclique et de
groupe de substitutions cycliques, comame I'a indiqué Kronecker
dans son mémoire « Sur les Equations abéliennes (*) ».

Nous avons considéré précédemment n variables =z, 24, ..., z,4
et le groupe dordre n formé par la substitution circulaire
S = (2 ... xz,—) et ses puissances.

Nous dirons que les fonctions appartenant a4 ce groupe sont des
fonctions cycliques simples des variables, ou & simple entrée.

Prenons maintenant n = n,n, variables alfectées chacune de
deux indices

(*) KnoNecker, Monalsberichte, 1877, p. 845.
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hy=0, 1, 2, ... ny—1
(llg—_—_o, ‘, 2, PPN n;—])

et les substitutions circulaires portant sur 'un des indices indépen-
damment de l'autre; elles forment un groupe composé des substi-
tutions

Th(ny

Sy = (@'oo T1o0 -Teo---wnl_w)il‘m Ty 3721---1'"1—11)"-(-1'0:12—1 xing—i---wnl~in2—l)7
S, = (oo o1 -Foz---$0n2_1)($w Ty -1'12---1‘1"2_1)-~-(37n,_xo 'Tn,—ll'-"":nl——lng—-l)v

qui sont respectivement d’'ordre n, et n,, de leurs puissances et de
leurs produits; comme les substitutions S, et 8, sont échangeables,
c'est-a-dire que S,S; = 5,8;, le groupe renferme mnyn, substitu-
tions; on peut le représenter par la notation

|z s+ 1] (mod. ny)
12 Z+1| (mod. ns);

z; et z; représentant les deux indices. Toute fonction appartenant &
ce groupe sera dite une fonction cyclique & deux entrées.

Plus généralement, soient n = nm,...n, variables affectées
chacune de v indices

whlhz...,,v(h,zo, 1,2,...,my—1; hhy=0,1,..., n,—1; h,=0,1,..,n—1)

et les substitlutions circulaires d’ordres respectifs ny, n,, ..., 7,
relatives 4 chacun des indices indépendamment des autres,
|2y z+1| (mod. n,),
| 32 22+ 1| (mod. n,),
|z, z+11 (mod. n,);

elles sont échangeables et engendrent un groupe d’ordre
n = mny...n,; toute fonction invariable par les substitutions de
ce groupe sera dite une fonction cyclique a v entrées.

31. Le théoréme du § 26 s’étend aux fonctions cycliques générales;
cela résulte de ce que le groupe cyclique ne renferme aucune subs-
titution autre que 'unité laissant fixe une des variables. 1l est facile
de former une fonction d’'une variable donnée et d'une fonction
cyclique qui soit égale & I'une des autires variables; considérons en

effet le produit
@(m) = n(.’L‘ - xhjhz-‘ -hy)
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étendu a toutes les variables, et la fonction
() 1

A - =
VT — Tppg e ony P(@ngnge - on)

ea(l‘) = Ewhlhi' o ohytte e )

ol la somme est étendue 4 toutes les combinaisons des indices k;
le coefficient de chaque puissance de = est une fonction cyclique
s’exprimant rationnellement an moyen d'une fonction -cyclique
particuliére quelconque; d'aprés la formule de Lagrange, on a, pour
toutes les valeurs des indices £,

Lhyhye o shytte o o, = 0;(1'};1);2- Cihye s -hv)-
On aurait de méme, en formant une deuxiéme fonction 0.(x) analogue
a la précédente,

.’L'hlhg. . 'hB"H YRS Og(x;.lh,_,. . "‘B ‘e "‘v)

etc., de sorte que, en fonction de la variable ..., par exemple,
on aura

thhZ. cen, = 0’;‘[6’;2[. . .ecv(&‘og. . 0)]] .
11 est évident que deux quelconques des fonctions 6 ainsi formées
jouissent de la propriété

0a[03(Zn, « « . n,)] = Og[0a(n, -« -2,)),
car le résultat est @u,...p 1. . gt by Nous verrons l'applica-
tion de ce théoréme dans 'étude des équations abéliennes.
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CHAPITRE V1

DOMAINE DE RATIONALITE. — REDUCTIBILITE DES
FONCTIONS ENTIERES (*)

32. Etant donnés des parametres R/, R’, R”, ..., que nous suppo-
sons indéterminés et indépendants les uns des autres, nous appelons
domaine de rationalité I'ensemble de toutes les fonctions ration-
nelles que I'on peut former aun moyen de ces parametres et des
nombres entiers; nous disons que ces quantités définissent le
domaine (R'R’"...) et que les fonctions rationnelles précédentes sont
des éléments de ce domaine. Toute fonction rationnelle d'un nom-
bre quelconque d’éléments du domaine fait encore partie du méme
domaine; le domaine le plus simple est formé par les nombres
entiers et rationnels, il ne contient plus aucun paramétre.

Soient maintenant x, y, z,... des variables indépendantes ; nous
appellerons fonction entiére de ces variables dans le domaine
(R'R’...) une fonction entiére par rapport a z, y, 3,... dont les coeffi-
cients sont des éléments du domaine, c¢’est-a-dire des fonctions ra-
tionnelles des paramétres.

Toute fonction entiére peut se mettre sous la forme du quotient
de deux fonctions : I'une entiére par rapport aux variables et aux
parametres, avec des coefficients entiers, ’autre entiére par rapport
aux parameétres seulement, avec des coefficients entiers.

(*y Les considérations qui font I'ohjet de ce chapitre ont été développées surtout

- par KnoNecken dans sa « Festschrift zum Kummer's Jubileeum » ; consulter. aussi

son article « Zerlegung der ganzen Greessen », Crelle, t. 94, le mémoire de

M. Motk « Sur une notion qui comprend celle de la divisibilité », Acta Mathema-

tica, t. 6, et I’ « Introduction & la Théorie des Nombres et 4 I'Algébre Supérieure »
de MM. BoreL et Drach.
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Le produitde deux fonctions entiéres dansundomainedonné estune
autre fonction entiére dans le méme domaine. Nous dirons qu'une
fonction entidre f(z, y, z,..., R, R’,...) est réductible dans le do-
maine donné si elle est le produit de plusieurs fonctions entiéres
dans le méme domaine, irréductible dans le cas confraire ; par
exemple dans le domaine des nombres entiers 42* —9 est réduc-
tible, et 22 —3 est irréductible.

33. Nous nous proposons de résoudre le probléme suivant :

L'tant donnée une fonction enticre dans un domaine donné de ratio- -
nalité, chercher si elle est réductible ou non et, dans le premier cas, la
décomposer en facteurs irréductibles.

Nous montrerons que I'on peut résoudre ce probléme a l'aide d'un
nombre limité d’opérations. Nous allons d’abord considérer le cas
simple d’'une fonction entiére d'une seule variable dans le domaine
de rationalité formé par les nombres entiers; on peut toujours
mettre la fonction sous la forme

Vi =Py —t ..
7 flx) = p (@™ 4= ™ + -+ - @),

oll ay, i, ..., a, sont des entiers sans diviseur commun, et 4

une fraction irréductible, et 'on a & recherchersi f(x) estréductible
ou irréductible, ¢’est-a-dire admet des diviseurs entiers & coefficients
rationnels ou entiers.

Je vais montrer qu’il suffit de se limiter & ce dernier cas, et dé
montrer le lemme suivant de Gauss :

St un polynome d coefficients entiers est divisible par un polynome
d coefficients rationnels, il est égal au produit de deux polynomes a
coefficients entiers.

Supposons que le polynome f{z) = aux” -+ g, 2" ' 4+ ... +a, ad-
mette le diviseur ¢(x) & coefficients rationnels, de fagcon que

flz) = ¢(@)¥(=),

oll Y(x) est de méme nature que ¢(z); en mettant en évidence le

dénominateur commun aux coefficients de chacun de ces polynomes,
on a une identité de la forme

a(@) W@

f(x)—:T' mw
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ol o (x) a ses coefficients entiers, sans diviseur commun avec m,
et de méme ¢4(x) a ses coefficients entiers sans diviseur commun
avec m’ ; je vais montrer que m' divise tous les coefficients de
oi(x) et m tous ceux de {4(z), ou bien, ce qui suffit pour la démons-
tration, que tout diviseur premier p de m’ divise tous les coefficients
de cpl(z‘).

Tous ceux de §,(x) n’étant pas divisibles par p, nous désignerons
par yi(z) le reste de la division par p de ce polynome, et nous au-
rons en chassant les dénominateurs une identité de la forme

ph{z) = o)y, (@);

comme le coefficient du terme de plus haut degré de yi(x) n'est pas
divisible par p, les relations d’identificalion montrent que p doit
diviser tous les coefficients de o,(x), ce qui était & démontrer;
‘P_i(i) ot h(z)

'

alors f(x) est égal au produit des deux polynomes p-

a coefficients entiers.

34. La question est ainsi ramenée 4 la recherche des diviseurs a
coefficients entiers du polynome f{x), et il suffit de se limiter aux
diviseurs dont le degré ne dépasse pas la moitié du degré de f(=).

Sil'on se donne le degré v d'un diviseur olx), on peut toujours
exprimer ce polynome au moyen de la formule de Lagrange, en

fonction de v <-1 entiers,arbitrairement choisis, x;, 2, ..., 2,44,
par exemple 0,1,2,...,v, et de v+ 1 quantités arbitraires,
Uy, Uz, ...y Uspr, qui représentent les valeurs de ¢{x) pour
L1y Lay ooy Ly 5
en posant
D) = (. — 2)(@ —2,). . (T — Lopa)y
on a
v—1 ( ) 1
P
x) = u —_—
(l) ?( ) 2 h z — ‘1”(.’1}‘1,')7

1

mais o(x) devant diviser flx), olzx) = u, est un entier qui doit
diviser fizs) ; w, doit donc étre compris parmi les diviseurs entiers
du nombre f(2,), diviseurs qui sont en nombre limité ; on est ainsi
amené a décomposer en facteurs chacun des nombres

floy, [, ... flogy),
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et a choisir de toutes les maniéres possibles les entiers

Uy Uy ooay Uy 19
respectivement parmi les diviseurs de ces nombres ; on a ainsi, en
les transportant dans (1), un nombre limité de polynomes o(x) ; on
essayera si ceux d'entre eux qui sont & coefficients entiers divisent
effectivement f(z) ; si aucune division ne réussit, c'est que le poly-
nome donné n'a aucun diviseur de degré .

En donnant & v les valeurs successives 1, 2, ..., on verra, par
un nombre limité d’opérations portant sur des nombres entiers, si
flz) est irréduclible ou a des diviseurs ; ces derniers se trouvent dé-
terminés par cela méme.

On peut mettre de ceite facon une fonction entiére d’une variable
dans le domaine des nombres entiers sous la forme

7g. P
ou «, £, ...,a, § ... sontdes nombres premiers, Plx), Q@), ...

des polynomes a coefficients entiers et sans diviseur.

La décomposition n’est possible que d’une seule maniere ; cela
résulte de cette propriété des polynomes irréductibles, que I'on dé-
montre comme pour les nombres entiers : si un polynome irréduc-
tible divise un produit de plusieurs polynomes, il divise au moins
l'un d’eux.

35. Je considére maintenant le cas d'un polynome entier par rap-
portd ¢ variables =z, vy, z,..., dontlescoefficients appartiennent
au domaine défini par les nombres entiers ; en supposant qu'on ait
résolu pour ¢—1 variables le probléme proposé, on peut em-
ployer une marche analogue a la précédente, et utiliser la formule
de Lagrange sous la forme (1).; u;, est alors une fonction de

Yy Iy ...
diviseur de  f(xs, v, %, ...). Onpeut aussiramener immédiatement
le cas de ¢ variables & celui d’'une seule de la maniére snivante :

Soit g un nombre entier supérieur au plus fort exposant de cha-
cune des variables dans le polynome donné ; en posant ¥y = a9,
, on transforme la fonction en un polynome entier en z,
Flz). Aun terme a°y%"... de f correspond dans I un terme dont
I'exposant est « -+ B¢+ yg>—+-...; il peut élre considéré comme

z =9, ...
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un nombre écrit avec les chiffres «, 8, ... dans un systéme de nu-
mération de base g, de sorte que les termes de f et F se corres-
pondent d'une maniére unique.

Si f est décomposable en un produit de fonctions entiéres, il en
est de méme de F; on estainsi amené & appliquer & Flz) la méthode
exposée plus haut, et & voir si les différentes fonctions en z, vy, z
qu'on déduit des diviseurs trouvés sont bien des diviseurs de

[z, y, 5, ...).

36. Soit enfin fix, y, z,..., R, R",...) un polynome entier par
rapport aux variables z, y, z, ..., dont les coefficients font partie
du domaine (R/, R, ...); on peut le mettre sous la forme

o(R, R,.

) ! "
VLW, ) (s B R,

ou o et & sont des polynomes entiers par rapporta R/, R/, ...
sans diviseur commun et f un polynome entier par rapport aux va-
riables =z, v, z, ..., les coeflicients étant de méme des fonctions
entiéres, a coefficients entiers, des paramétres R/, R, ..., sans di-
viseur commun entier par rapport & ces paramétres. La recherche
des diviseurs de f est basée sur les trois lemmes suivants :

Lemme I. — Si le produit de deux fonctions entiéres de q variables
x, Y, &, ..., da coefficients entiers, est divistble par une fonction entiére
de q—1 de ces variables, vy, z,..., également a coefficients en-
tiers et vrréductible, Uune des deux premifres fonctions est divisible
par la troisibme.

LemME I1. — 87 le produit de deux fonctions entiéres de q variables,
d coefficients entiers, est divisible par une fonction entiére des mémes
variables, d coefficients entiers et irréductible, Pune des premiéres
fonctions est divisible par la troisiéme.

Leune lII. — 8¢ une fonction de g variables, d coefficients entiers,
est le produit de deux fonctions entiéres par rapport & Uune de ces va-
riables et rationnelles par rapport aux autres, elle est le produit de
deux fonctions entiéres par rapport a toutes les variables.

Supposons ces lemmes démontrés dans le cas ou les fonctions
contiennent respectivement une variable de moins. Pour démontrer
le premier, considérons la fonction ¢(y, z,...), entiére par rap-
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port a ¢—41 variables et irréductible, divisant le produit
ole, ¥y 5, .. 042, ¥, 3,...) 5
ordonnons ces deux polynomes suivant les puissances de =z et
soient
oz, ¥, 5,...) = aly, 3,...)2" + a@™ + - 4 ay,
Yz, y, 2,...) = by, 2,...)2" 4+ byz™ ™t + -+ by,
Si tous les coefficients de ¢ ne sont pas divisibles par ¢, et si

oz, Y, 3, ...)
est 'ensemble des termes de ¢ non divisibles par cette fonction, le
produit de o doit1'étre ; en écrivant que les coefficients du produit
sont divisibles par g, et appliquant le deuxiéme lemme au cas de
g—1 variables, on voit que b, &y, ..., 6, sont tous divisibles
par g, ce qui démontre le premier lemme.
En ce qui concerne le second, soit f(x, y, z,...) une fonction
entiére irréductible des ¢ variables divisant le produit

olr,y, z, .. )4 (2, ¥y, 5....).

Si o p’'est pas le produit de f/ par un polynome entier, ordon-
nons ces deux polynomes par rapport aux puissances décroissantes
de z, et divisons o par f par rapporti cette variable ;la division
n'aura pas lieu exactement, méme avec des coefficients rationnels
en vy, z,...,; en effet, sil'on avait, aprés réduction des termes du
quotient au méme dénominateur, ‘

) y(z, y, 2,...)

g(a:,y,z,...)=f(l'a!/a'~’»~" Y1(Yy, z,...) '

d'ou

vy, &,. . ez, vy, 5,0 )= fle, y, 5,00 Jr(2, Y, 2,000,
tout facteur irréductible de y; divisant le second membre et ne
divisant pas le polynome irréductible f, diviserait y d’aprés le pre-
mier lemme démontré, et o serait le produit de f par un polynoma
entier, contrairement 4 '’hypothése. :

On peut done, d’apres la théorie du plus grand commun diviseur,
trouver deux polynomes o, et fi entiers en x, & coefficientsra-
tionnels en 1y, z, ..., tels que

ffi + o5 = 11
ou bien, en mettant le dénominateur commun en évidence,

f(-’L‘, y)z"")f2(x,y:zs'-')+’f‘(z‘syszv--')?2($7yaza--~):'g(y, Z,...),
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ou f3, o2 et ¢ sont des polynomes entiers ; on en déduit

—ﬂw. =—'q£-
fth—I— f 72 f}

le premier membre est, d'aprés les hypothéses faites sur le produit
<y, un polynome enticr, h(x,y,z..), etlona
gly, 2y )M, )z, ) = fle, Yy, 2, )2, Yy, 2,000 ,
d’aprés le premier lemme démontré, les facteurs irréductibles de ¢
doivent tous diviser h, de sorte que &k = ghi; alors ¥ =/fI
et [ divise ¢, ce qui démontre le deuxiéme lemme.
Pour vérifier I'exactilude du troisiéme, soit f(z, v, z, ...) une
fonction entiére de ¢ variables égale au produit de deux fonctions

o(x,y, % ...) et (=, vy,z,...), entitres par rapport a z et
rationnelles par rapport & ¥, z, ... ; en mettant en évidence les
dénominateurs communs, on aura

f(-’l‘,y, z,. .):?1("”’7/1 Z,...) 4*1(“:»% Zye . )’
oY,y 3y...) by, z,..00)

olt o, est un polynome entier en = dont les coeflicients enliers en
Yy, 2,... n'ont aucun diviseur commun avec le polynome entier ¢,,
et ol il en est de méme pour ¢, et ¢, ; ¢, divise ¢, car, d'apres le
premier lemme, tout facteur irréductible p(y, z....) de ¢, divisant
le produit oi¢: et étant premier avec ¢, divise ¢, et de méme o,
divise ¢;; par suite f est le produit de deux polynomes entiers
par rapport a toutes les variables.

Les trois lemmes ayant été démontirés dans le cas de ¢ =1
sont ainsi démontrés quel que soit le nombre des variables.

Cela étant posé, sile polynome f(z,y,3,..., R, R, ...) admet
des diviseurs entiers parrapporta x, v, z, ... etrationnels par rapport
a R, R, ..., il en admettra d’aulres entiers non seulement par
rapport aux variables, mais encore par rapport aux paramétres; on
est amené de cette maniére & chercher les diviseurs de f entiers par
rapport & tous les éléments x, y,3, ..., R, R"..., ce que nous
savons faire, comme on I'a vu, 4 l'aide d'un nombre limité d’opé-
rations. :

On peut démontrer, en s’appuyant sur les lemmes précédents, que
la décomposition ainsi obtenue est unique. Si 'on veut décomposer,

la fonection
R, R’,...)

. r "
s T LA R Y
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en fonctions entiéres en x,v,z, ..., a coefficients rationnels en
R, R’, ..., on opérera la décomposition des fonctions enlieres
/. ¢, ¢ en leurs facteurs entiers irréductibles, et I'on attribuera aux

T . . I3 ©
diviseurs de f, comme facteurs, des fractions divisant --, el
Y

cela d'une maniére arbitraire ; nous supposerons désormais que
Ion ne considere que des fonctions entiéres, a coefficients entiers
par rapport aux parameétres, ce qui ne change rien aux raisonne-
menls.

37. Soit  f(z, R, R',...) = 0 une équation algébrique entiére
par rapport 4 x, dont les coefficients sont des éléments du domaine
(R’, R’, ...}; nous savons reconnaitre si le premier membre est
réductible ou non, et trouver ses facteurs irréductibles dans le do-
maine ; si f est irréduclible, nous dirons que I'équation f =10
est irréductible dans le domaine de rationalité; si » est son degré,
ses n racines seront n fonctions algébriques du domaine, et nous
dirons qu’elles sont conjugu€es.

TutorkME. — St une équationalgébrigue F(z, R, R'...)=0 a une
racine commune avec une équation trréductible f(z, R, R", ...) =0
dans le méme domaine de rationalité, elle admet toutes les racines de
cette seconde équation.

En effct, les deux polynomes F et f ont un plus grand commun
diviseur D que I'on sait déterminer par divisions successives ; si D
a un degré inférieur a celui de f, f est décomposable en un produit
de facteurs entiers en x, dans le domaine (R, R"...), et par suite
n’est pas irréductible dans ce domaine, contrairement a I’hypothése,
des lors D est identique & f, et F est égal au produit de f par un
polynome entier; par conséquent F = 0 admet toutes les racines
del'équation irréductible f=0.

Nous appellerons équation générale de degré n une équation de la
forme

[lx) = 2 4+ ™ 4 2" 2 e, =0

pour laquelle le domaine de rationalité est constitué par les coef-

ficients ¢4, €2, ..., Ca, supposés indéterminés et indépendants ;
ce domaine (¢, €2, ..., ¢x) est identique a celui des fonctions
symétriques fi, f3, ..., [a des n racines ,, T3, ..., To. Sil'on

fait varier d'une maniére quelconque les parametres ¢, les racines
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varient, et I'équation générale f(zx) =0 jouit précisément de la
propriété fondamentale suivante : le systecme des = variables
iy C2y ...y &, est équivalent au systéme des n autres variables
Ty, Tz, ..., Tn. En effet, & tout systéeme de valeurs des c corres-
pond un systéme unique de valeurs des z, et réciproquement, et si
les unes varient d’une maniére continue, il en est de méme des
autres.

L’équation générale est irréductible dans le domaine des fonclions
symétriques ou dans le domaine des coefficients (¢;, ¢, ..., €a):
autrement dit, le premier membre f(z) n’est pas décomposable
en facteurs entiers en x, a coeflicients rationnels par rapport aux
coeflicients ¢. En effet, si cela avait lieu on pourrait, comme on I'a
vu précédemment, mettre f(z) sous la forme du produit de deux
polynomes entiers non seulement par rapport a x, mais encore par
rapport & ¢, Cy.. ., C,, avec des coefficients entiers; comme f(x)
contient linéairement les coeflicients ¢, I'un des deux facteurs les
renfermerait aussi linéairement, tandis que l'autre en serait indé-
pendant et aurait comme coeflicients des nombres entiers. Suppo-
sons donc que l'on ait

f(x) = o(@)¥(=),
ol g(x) est un polynome enlier & coefficients numériques et entiers;
donnons & x une valeur entiére arbitraire x,; nous pouvons ensuite
donner & ¢, ¢,..., ¢, des valeurs entieres telles que f(x,) ne soit
pas divisible par le nombre entier o(x,); comme o(zo) et $(x,) sont
des nombres entiers, on voit que 1'égalité précédente est impossible,
et par conséquent que f(x) est irréductible.

Toute équation dont les coefficients font partie d’'un autre domaine
que celui des fonctions symétriques des racines est une équation par-
ticuliére ; par exemple une équation & coefficients numériques, en-
tiers ou fractionnaires, est une équation particuliére dont le domaine
de rationalité se réduit & celui desnombres entiers; en général, les
fonctions symétriques, ou bien les coefficients d’une équation par-
ticuliére sont des éléments du domaine de rationalité, mais ils sont
fixes ou sont reliés par des relations, ce qui fait qu’il peut exister
pour une telle équation des relations entre les racines.

Une équation particuliere peut étre réductible dans le domaine de
rationalité choisi; si 'on prend par exemple comme domaine de
rationalité celui qui est défini par les racines (xy, 2, ..., Tn), les
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coeflicients s’expriment comme on sait au moyen de ces éléments,
et le polynome est décomposable en facteurs linéaires dans le do-
maine sous la forme

f@) = (z—a)(x—x5). . .(z—x,).

Pour une équation particuliére, les coefficients ne font pas tou-
jours partie du domaine de rationalité, mais renferment quelquefois
des fonctions algébriques des éléments de ce domaine, ou encore,
comme cas particulier, des racines d'équations entiéeres a coefficients
entiers.

Si Ry, Ry, ... sont de telles fonctions algébriques de R/, R, ...,
on dit que les coefficients font partie du domaine de rationalité,
(R, R, ...), auquel on adjoint les fonctions algébriques Ry, Ry, ...
des éléments de ce domaine.

Par exemple, I'équation

22 —2-+2/3 =0
a ses coefficients faisant partie du domaine des nombres entiers,
auquel on adjoint une racine de I'équation R*—3 = 0.

38. Nous nous proposons de chercher si une fonction entiére d’'une
variable (on peut ramener a ce cas celui de plusieurs variables) est
réductible ou non dans le domaine général (R, Ry, ..., R, R, .. ),
et de résoudre en méme temps le probleme suivant : chercher si
une fonction dont les coefficients font partie du domaine (R’,R’,...)
et qui est irréductible dans ce domaine est réductible ou non lors-
qu'on adjoint & ce domaine des fonctions algébriques Ry, Rz, ... ;
les deux questions sont identiques.

Remarquons d’abord qu’on peut remplacer I'adjonction de plu-
sieurs fonctions algébriques par celle d'une seule convenablement

choisie ; soient R,, Rs, ... des fonctions définies par les équations
irréductibles
(R, R, R,...} =0, ¥(R:, R, R",...) = 0.

Prenons la somme
w Ry 4+ uRp 4 -,

ol uy, 4, .. sont desconstantes laissées arbitraires ; le produit
0(z — u, Ry — uaRa — --+),
étendu a tous les systémes de valeurs de R,, Ra, .. , est une fone-
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tion symétrique de ces quantités, et est une fonction @®(z, u,u,, ...,

R, R’ ...) du domaine (R, R",...); décomposons-la en ses fac-
teurs irréductibles par rapport & z, uy, %, ... dans le domaine pré-
cédent et désignons par @(z, u;,...) celui de ces facteurs divisible
par z—uiRi—u,Ry—...; en posant wu, = v+ay, Uy = vyt+as, ...,
ol ay,%,... sont des nombres rationnels particuliers, on obtient la
fonction
Pz, vi+2, vatoy... R, R ..,
qui s'annule pour z = (v, + )R, + (vs +a)R,+ -..; en rempla-
cant d’autre part uy, us, ... par vy, vs,... et z par z—yRj—xR,—. ..,
on obtient la deuxiéme fonction
Dy(5s — Ry — mBy— -+, vy, v5,..., R, R, L),
qui s’annule pour
z—aBRy —aly— ... = R+ vRa - -- - 5

ces deux fonctions ont en commun le facteur

z— (v + 2)R; —(v2 + a)Rp — -
et v’en ont pas d'autre si «,, @, ... sont choisis de fagcon que I'équa-
tion ®i(z, a1, @y, ..., R, R, ...)= 0 ait ses racines distinctes ;
par Uopération donnant le plus grand commun diviseur, on aura le
diviseur commun, et par suite en 'annulant on obtiendra

(Ule —+ v.Rs + "')+(“1Ri + %R + +-+)

en fonction rationnelle de vy, vy, ..., &1, a2, ... etde

R = «R, + %Ry + -,
qui est racine de I’équation
(R, @y, 2, ..., R, L) =0;
il suffit de donner, & la fin du calcul, des valeurs numériques
rationnelles particuliéres aux indéterminées v, v,, ... pour avoir
Ri, Ry, ... exprimés rationnellement an moyende la seule fonction
algébrique R.

On verrait plus généralement que 1'adjonciion de fonctions algé-
briques liées enlre elles et aux parametres R/, R’, ... par des
équations quelconques se raméne a 'adjonction d’une seule fone-
tion des parametres.

39. Cela posé, soit f(x, R, R, R", ...) une fonction entiére en x,
dont les coeflicients font partie du domaine défini par R, R’, .
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auquel on adjoint une fonction algébrique R, liée aux parametres
par une équation irréductible ¢(R,R', R’ ...) =0, de degré =;
je désigne ses racines par R,, R,,...,R,. Comme R peut ne pas
entrer dans f, je remplace x par z -4 uR, etje forme le produit

ll,f(z + uRk, Rk, R’, R”, . .),

étendu a toutes les racines R, ; c'est une fonction symétrique de ces
racines, et par suite une fonction entiére de z et » dans le domaine
(R, R", ...); jela décompose en ses facteurs irréductibles dans ce
domaine ; soit

N7z + uRy, Ry R, R, L) = @4(2)Ps(3). .. 0(3).

Une fonction telle que ®4(s) a un diviseur commun avec
fiz+uRy, Ry, ...) par exemple ; je forme le plus grand commun
diviseur de ces deux fonctions, soit 0,(z, R,); on sait qu'il leur est
relié par des identités de la forme

By(5r Be) = @y(2)4() Re) + £(z -+ u, Ryy - )g(e Rl
d)l(;) = Ol(z, Rl)q’i(za Ry),
f(z —+ uR“ I‘h .o .) = 01(2, Rl)x,(z, Rl).

Ces identités ayant lieu pour une racine de I'équation irréductible
qui définit R,, ont lieu pour toutes les autres, d’oi I'on conclut que
0;(z, Ry) est le plus grand commun diviseur de @,(z) et de
flz+uRs, Ry, .. 0).
On a du reste
P4(z) = 6i(z, R)8y(3, Ra) ... (3, Ra);

en effet, le second membre est un diviseur de ®,, car les facteurs
qui le composent divisent ®,, et I'on verrait facilement qu’ils sont
premiers entre eux ; d’autre part les identités précédentes donnent,
en formant le produit des valeurs de 6,(z, R;), 8(z, Ry), ... tirées
de la premiére et des analogues, une identité de la forme

06,(z, Ry) = ®,(2)H(z) -+ I/ (z+-uRy, Ry, ... )K(z),

ot le produit qui entre dans le second membre est égal a
®,(z)P,(z) ... ; on en conclut que le produit des fonctions 0 est
divisible par ®,(z); il lui est par suite identique.

VOGT. — RES, ALG. 5
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8i I'on répete le méme calcul avee ®,(z), ..., ®.,(z), on a de nou-
veaux diviseurs 0z, Ry), ..., 0,(z, Ry) ; on a alors, quel que soit £,

f(Z —+ ’LLR/;, Ri .. .) = 0.(:, Rk)ez(z, R;J. . .OV(Z, Rk);

il suffit de remplacer ensuite z par x— uR, pour avoir une dé-
composition de f(z) en v facteurs; il sont irréductibles, car si 6,
par exemple était décomposable en plusieurs facteurs, ®,(z) qui est
le produit T1,9(z, R,) serait décomposable dans le domaine
R, R, ...

Par exemple la fonction

est réductible dans le domaine formé par les nombres entiers aux-
quels on adjoint une racine de I'équation R?2-—3 = 0; en posant
Ri=vV3, Ri=—R, et u=0, ona

f(x, R)f(z, Re) = 2* —22* 4+~ 2> — 12 = (22 — 3)(a* + 2% 4+ 4).

Les diviseurs communs de ces facteurs avee ® —x -+ 2R; sont
respectivement xz—+ R, et 2 —Rx—+ 2, de sorte que

[z, R) = {2+ Ry — Ryz +2) = (¢ + /3 )(z* —av3 +2).

40. ReMARQUE. — Les questions que nous venons de traiter sont
purement algébriques, et ne s'appliquent pas immédiatement & la
géométrie ; nous avons étudié la réductibilité des fonctions entieres
dans un domaine donné i I'avance, et nous avons remarqué qu'une
fonction irréductible dans un domaine peut le devenir dans un autre;
par exemple une fonction d’une seule variable est toujours réduc-
tible en facteurs linéaires lorsqu’on adjoint au domaine de rationa-
lité les fonclions algébriques définies par lafonction égalée a zéro.
Pour les fonctions de plusieurs variables, il n’en est plus de méme ;
une telle fonction peut rester irréductible quelles que soient les
quantités adjointes au domaine de rationalité.

En géométrie, on dit qu'une courbe ou une surface représentée
par une équation f(z,y,z, ..., R, R'R’...)=0 estréductible si
le premier membre admet des diviseurs entiers par rapporl aux
variables, avec des coeflicients faisant partie de domaines quel-
conques, irréductible dans le cas contraire.
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La méthode ordinairement suivie pour voir si une fonction est
réductible dans ce sens plus général consiste 4 essayer la divi-
sion par une fonction de degré moindre, a coefficients indéter-
minés, et & chercher les relations auxquelles doivent safisfaire ces
coefficienls pour que la division soit possible. La théorie générale
de I’élimination montre si ces relations sont compatibles ; elle nous
apprend de plus qu'’il suffit d'adjoindre des fonctions algébriques des
éléments du domaine donné primitivement, en nombre limité, pour
effectuer la réduction de la fonction lorsque celle-ci est réductible ;
elle nous donne non seulement ces fonctions algébriques, mais
encore les diviseurs de la fonction.
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GIAPITRE Vii

DES FONCTIONS RATIONNELLES DES RACINES D'UNE EQUA-
TION. — RESOLVANTES. — GROUPE D'UNE EQUATION ALGE-
BRIQUE.

41. Dans les chapitres III et 1V, nous avons établi la théorie des
fonctions rationnelles de plusieurs variables indépendantes, et mon-
tré la relation qui existe entre ces fonctions et les groupes de subs-
titutions. Nous allons maintenant considérer les fonctions de varia-
bles généralement non indépendantes, ou de quantités numeérique-
ment déterminées ; nous supposerons, ce qui ne nuit en rien a la
généralité, et est méme nécessaire pour la suite, que les quantités
données x, 23, ..., &, sontles racines d'une équation algébrique

(1) fle, R, R, R, ...) =0,
de degré n, dont les coefficients font partie d'un domaine de ratio-
nalité défini par les parametres R', R’, ..., auxquels on adjoint
dans certains cas une fonction algébrique R de ces paramétres.

Nous ne supposons pas nécessairement I'équation (1) irréductible ;
nous admettons cependant dans tout ce qui suit qu’'elle n’a pas de
racine multiple, ¢’est-a-dire que le polynome [ n’a pas de diviseur
commun avec sa dérivée.

Une fonction rationnelle des racines, qu'on peut supposer mise
sous la forme du quotient d'une fonclion entiére par une fonction
symétrique (§ 16), appartient algébriquement & un groupe G d’or-
dre r, en ce sens que pour les substitutions de ce groupe et pour
celles-1a seulement la fonction donnée ¢(xy, 25, ..., 2,) ne change pas
de forme algébrique par rapporta i, 22, ..., ,; mais il peut se faire
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que, pour une autre substitution telle que = n’appartenant pas au
groupe G, ¢ reprenne la méme valeur numérique, ou la méme
valeur fonction algébrique des paramétres R, R, R’, ... qui défi-
nissent le domaine de rationalité. Nous dirons pour simplifier que
» ne change pas sa valeur numérique dans le domaine considéré;
cela a lien alors pour toutes les substitutions G3, et, plus géné-
ralement, les substitutions laissant invariable la valeur numeérique
de ¢ forment un groupe G' contenant G comme sous-groupe ; on
reconnait que ' est un groupe plus général que G a ce que 'équa-

. . . n! o
tion qui a pour racines les » = — valeurs algébriques de ¢ a des
r

racines multiples dont I'une est égale & o; si ¢ est racine d’ordre
m, l'ordre de G’ est égal & mr.
Par exemple, considérons 1'équation bicarrée

4prtf+qg=0
dont les racines z,, ¥, Z;, x, sont supposées telles que l'on ait
Ty =—uxy, & = —&3; lafonction oy = x; + x, appartient algé-
briquement au graupe
G = [11 (.1'11‘5), (1’3-’1)4), ($,$g)($31‘4)],

mais reste numériquement invariable pour I = (z))(x.rs) et
pour les produits des substitutions de G par X, constituant avec
G un groupe d'ordre 8; cela tient & ce que 2+ = 23+ 2, = 0
et que I'équation qui a pour racines les six valeurs algébriques de
9, a une racine double égale 4 zéro.

42. TakoriME. — [l est toujours possible de former une fonction des
n racines d'une équation ayant, pour toufes les substitutions, n!
valeurs distinctes numériguement dans le domaine de rationalité,

Prenons la fonction
Yy = ULy Uy - +* —~ Uny

et ses valeurs ¢y, 43, ... pour les n! substitutions; formons toutes
les différences possibles de ces valeurs deux a deux ; il est possible
de choisir les coefficients « de fagon qu’aucune ne soit nulle; en
effet, ordonnons chacune d’'elles suivant les parameétres wy, u, ..., un,
sous la forme

Yo — 4y = u,(m,‘ — X))+ Ua(#y, — Tp,) o Un(T, — Tp,)-
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Toutes les différences x, — x; enlirant dans le second membre
de 1'égalité précédente ne sont pas nulles, puisque les racines sont
inégales ; prenons toutes les fonctions ¢, —4¢, ne renfermant que
uy ef indépendantes de wu,, ..., u,; elles ne sont pas nulles, quelle
que soit la valeur attribuée a4 u,; prenons ensuite celles qui renfer-
ment w, et w,; ayantl choisi arbitrairement u;, on pourra exclure
les valeurs de w, qui les annuleraient, et choisir le second para-
metre u, de facon qu’aucune ne soit nulle, en considérant ensuite
celles qui renferment wu,;, u, et u;, on pourra choisir %, pour
qu’elles ne soient pas nulles, et ainsi de suite ; de cette fagon les n!
valeurs de ¢, seront numériquement distinctes.

TutorEME. — 1l est toujours possible de former une fonction des n
racines d’'une équation, invariable algébriquement pour les substitu-

!
tions d'un groupe G d’ordre r, et dont les p = n7 valeurs algé-

briqguement distinctes pour toules les substitutions le soient aussi
numériguement dans le domaine de rationalité.

Soient ¢y, ¢, ..., &, les valeurs de la fonction de Galois que nous
venons de déterminer, pour les substitulions 8,8, ...,8, du
groupe G; elles sont algébriquement et numériquement distincles ;
formons le produit

o1 = (u—du)(u — ). . (v — )5

il appartient algébriquement au groupe G et a p valeurs algébrique-
ment distinctes ; soient

ou=(U—dg, u—Vs,). . (u—ds,) et pg=(u—ty Nu—ig). . (u—d )

deux de ces o valeurs ; elles ne sont pas numériquement identiques
quel que soit u, car sinon les fonctions ¢, et ¢; seraient respec-
tivement égales al’ordre prés, et ¢, serait algébriquement égal & o,
ce qui est impossible ; on pourra done exclure les valeurs de u sa-
tisfaisant a4 I'équation non identique o,—9, = 0 et & toutes les
autres analogues et donner dés lors & » une valeur pour laquelle
les p valeurs soient distincies numériquement.

CoROLLAIRE. — Au moyen d’une fonction appartenant au groupe G
et dont les valeurs algébriquement distinctes le sont aussi numérique-
ment, on peut exprimer rationnellement toute autre fonction apparte-
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nant algébriquement av méme groupe ou d un aulre contenant le
premier.

Il suffit en effet de reprendre le raisonnement du § 47, et d’ex-
primer la fonction ¢, que 'on veut calculer au moyen de la fone-
tion donnée 7, en se servant de la formule de Lagrange: le poly-
nome

¥(z) = Eh% _q»(;) !

- " / \
= — o (o)

donne ¢, quand on remplace z par o,; le dénominateur commun
est le produit H%(g,), et il n’est pas nul puisque I'équation
#(z) = 0 a ses racines inégales.

Lagrange, dans son célébre mémoire sur la résolution des équa-
tions (*), a examiné le cas oit I'on donne une fonction quelconque
g, des racines appartenant algébriquement au groupe G, et ot 'on
veut calculer une aufre fonction appartenant algébriquement au
méme groupe; si les p valeurs de g, ne sont pas numériquement
distincles, la méthode précédente est illusoire ; il faut dans ce cas
résoudre une équation d'ordre plus ou moins élevé, comme l'a
montré Lagrange dans son mémoire. Nous allons cependant démon-
trer I'important théoréme suivant :

43. THEOREME. — St une fonction @, est numériquement invariable
pour les substitutions d’un groupe G, foute aulre fonction &, numéri-
quement invariable pour les substitutions du méme groupe ou d'un
autre le contenant s'exprime rationnellement au moyen de la premiére.

Soit ¢, la fonction donnée appartenant numériquement au
groupe G, mais algébriquement & un autre groupe G, qui ne peut
étre que G ou un sous-groupe de G; soit de méme ¢, la fonction
que I'on veut calculer, appartenant numériquement a4 G et algébri-
quement & un sous-groupe G, de G; soit H le groupe commun a
G, et G;; si r estl'ordre de H, et p = —7;—!, on peut mettre les
n! substitutions du groupe symétrique sous la forme d'un tableau
de la forme

Hxz,, HS,, ..., HE,

ou X, %, ..., I, sont convenablement choisies (§ 6 et 14).

(*) Le Mémoire de Lacrance fait partie des Mémoires de I'Académie de Berlin,
1770 et 1774 ; la partie relative & la question actuelle est reproduite dans 1'Algébre
supérieure de Senmet, t. I, p. 433.
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Les p valeurs de ¢, pour Iy, %, ..., %, ne sont pas générale-
ment distincles numériquement ; soient @, 23, ..., 9, celles qui
le sont; on pourra toujours former I'équation a coeflicients symé-
triques ayant pour racines les valeurs algébriquement distinctes
de ¢,, et en déduire, par la méthode des racines égales, une équa-
tion

P(z)=(z—o)z—9)...(3—2) =0
ayant comme racines simples ¢, ¢, ..., @;; ses coefficients seront
rationnellement exprimables dans le domaine.

De méme les p valeurs de ¢, ne sont pas distinctes numérique-
ment en général, mais par hypothése toute substitution conservant
a ¢; sa valeur numérique jouira de la méme propriété relativement
a ¢, sans que la réciproque soit nécessairement vraie. Supposons,
pour fixer les idées, que parmi les p valeurs de », en existent m
numériquement égales & ¢,.

Considérons la fonction

qr(z) = 2 4y - tp(z) . _1_

z—o, P(on) ’

ou la somme est étendue aux p valeurs que prennent simultané-
ment o, et ¢, pour les substitutions X, %, ..., X,; elle est com-
posée de p termes qui ne sont pas tous distincts en général;
d’aprés les hypothéses faites, m d’entre eux sont relatifs & o, et ont
tous ¢, comme coefficient, de sorte que la fonction peut s'écrire
(z) 1 ®(z) 1

-+ Ek‘{h °

W(z) = my, - . .
( ) Y1 7 — o, q)l(?l) 7 — o q)/(?h) '

la somme indiquée au second membre étant étendue aux valeurs
de » autres que o,.

Ww(z) est, dans tous les cas, une fonction symétrique des » racines
Ty, &3y ..., &y, car elle ne change pas de valeur algébrique pour une
substitution quelconque ; elle s'exprime rationnellement au moyen
des coefficients de 'équation donnée, et son dénominateur, qui est le
produit

(1), ¥(ga). . . ¥(cs),
n'est pas nul, puisque ¢, 9, ..., o, sont racines simples de
®(z) = 0; ce dénominateur est du reste le discriminant de &(z).

Soit

Wiz) = Az* ' Apr i A
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la fonclion ainsi obtenue; lorsqu'on y remplace z par o, elle
prend la valeur m{,, de sorte que I'on a

my; = Ayeit + A;c?"l_’ oA
¥, est ainsi exprimé au moyen de o, par un polynome entier &
coeflicients symétriques.

On peut encore raisonner de la maniére suivante :

Effectuons sur la fonction ¢} les substitutions =4, %, ..., 5,
et formons la somme des résultats ; ¢’est une fonclion algébrique-
ment symétrique, et par suite rationnellement exprimable ; si nous
ordonnons la somme suivant les valeurs distinetes oy, 93, ..., 2,
nous aurons

myo} 4+ eyt by 4 ) el by ) e ekl W )
= F,(R, R, R',...),

ou ¢4, ¥i,... sont des valeurs de ¢, distinctes ou non, de méme
¥4, 45, etc. Donnons a X les valeurs 0,1,2,...,s — | ; nous au-
rons s équations linéaires par rapport a mdy, $i44i4--,
YL+ 45, ... ; le déterminant A des coefficients est le déterminant de
Van der Mond relatif & o,, 9s,..., o5 et n’est pas nul; on aura ainsi

en particulier
’ A, AN
m = — = —
YT T A

ol Ay estle déterminant fourni par la méthode connue de résolu-
tion; sous la derniére forme, A;A est une fonction symétrique
entiere de o,, 95, ..., %, €ar

Y TS

F, 4 1 ... 1 TR SR
AA — F P2 D3 . s X Q4 k2] e ©s
. — . - 5—1 . 8—1 -S—1

Foa o5t of™ .. ot o} o} R

et s'exprime d'une maniére entiére au moyen des coefficients de
I’équation

donc d’une maniére entiére au moyen de »,; 3* est une fonction
symétrique qui n’est autre que le discriminant de @(z) et il n’est
pas nul, La proposilion se trouve ainsi démontrée.
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Comme cas particulier de ce théoréme, nous avons le corollaire
suivant :

L]
CoROLLAIRE. — St une fonction des racines d’une équation est numé-
riquement invariable pour toutes les substitutions, elle sexprime
rationnellement au moyen des coefficients de U'équation.

Il suffit en effet de prendre pour ¢; la fonction donnée et pour
o une fonction algébriquement syméirique quelconque ou méme
I'unité. Si H est le groupe auquel appartient algébriquement la
fonction ¢, et si r est l'ordre de ce groupe, on aura s =1 et

n!
m=0= pl de sorte que
pbior = F(R, R, R,...).

On peut encore dire que la somme des valeurs algébriquement
distinctes de ¢,, qui est ici égale & p{y, est une fonction symétrique
des racines et s’exprime rationnellement.

44, En choisissant une fonction de Galois dont les n! valeurs
soient numériquement distinctes, on a une fonction au moyen de
laquelle toule fonction des racines, et en particulier les racines
elles-mémes s'expriment rationnellement. comme nous I'avons dit
au § 20.

Il résulte de la que si I’on connait la valeur d'une telle fonction
des racines, on peut déterminer celle des racines elles-mémes,
et 'on a résolu I'équation ; il suffit ainsi, pour résoudre une équa-
tion de degré n, et trouver ses n racines, de calculer une seule
racine d'une équation de degré n!, dont les coefficients sont ration-
nellemenl connus au moyen de ceux de 'équalion donnée ; cette
équation auxiliaire de degré n! s’appelle équation résolvante de
Galois.

Nous appellerons en général résolvante une équation satisfaite
par les différentes valeurs d'une fonection déterminée des racines de
I'équation donnée, et dont la résolution sert & simplifier celle de
cette équation.

La recherche d’une racine de la résolvante de Galois ne complique
pas le probleme de la détermination des =n racines de 1'équation
donnée, et lui est équivalente; du reste, pour trouver ces derniéres,
il faut calculer une racine d’une équation de degré =, puis une
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racine d'une équation de degré n—1 déduile de la premiére, et
ainsi de suite, et le produit des degrés de ces équations successives
est égal & n!

45. Une autre notion fondamentale introduite par Galois dans le
théorie des équations est celle de groupe d'une équation donnée.

Soit

(2) fle, R, R, R',..)=a2"4+c2" '+ "2+ ... +¢, =0
une équation de degré n dont les coefficients sont des fonctions ra-
tionnelles des éléments d'un domaine (R, R, R’,...) et dont les
racines sont z;, &3,..., ,. Formons une fonction de Galois

b = woy - Uy 4+ - U,

ayant des valeurs numériques distinctes pour toutes les substilu-
tions, et I'équation résolvante

W(z) = (3—)z—d)...(s— ) = 0.
Le premier membre est une fonction symétrique des racines z= et

s’exprime rationnellement dans le domaine ; décomposons-le en ses
facteurs irréductibles dans ce domaine, et soit

Vz) = W, (2)W(z). ..

celte décomposition ; supposons que ¥,(z) soit le facteur contenant
22—y, et que l'on ait
Wi(z) = (2 —b)(z — da). .. (3 — )5

les fonctions ¢y, ¢s, ..., ¢ se déduisent de ¢, par des substitutions
que nous désignerons par §,=—=1, S;, ..., S,, effectuées sur les
racines ; je dis qu’'elles forment un groupe; en effet, si I'on effec-
tue l'une des substlitutions précédentes, telle que S,, les fonctions
$y, s, . .., § se changent respectivement en des valeurs ¢i, 43,..., ¢;
mais le polynome Wi(z) est une fonction des racines qui reste inva-
riable, ainsi que ses coefficients : par suite les nouvelles valeurs
des ¢ sont, i 'ordre prés, identiques aux premieres ; si I'on effectue
alors successivement deux substitutions S,, S;, ¢, sera changé en
une des » valeurs ¢, ¢s, ..., ¥,, de sorte que le produit S,S, est
une des substitutions de I'ensemble (8,8,...8,); celles-ci forment
bien un groupe.

Toute fonclion des racines numériquement invariable par lessubs-
titulions de cc groupe s’exprime rationnellement au moyen des
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éléments du domaine de rationalité. En effet, si oy(2, @3, ..., Ln)
est une telle fonclion, on peut I'exprimer rationnellement au moyen
de lafonction ¢, de Galois; soit oy(ay,...,z.) = F(¢,). Effectuons
sur @, &3, ..., &, les r substitutions du groupe ; le premier membre
o, reste numériquement invariable dansle domaine, etle second de-
vient F(), ..., F(¥,), de sorte que

o = Flb) = F() = o0 = F(b) = = [F(40) - @)+ -]

la parentheése étant symétrique par rapport & &y, ¢, ..., ¢, s'ex-
prime rationnellement au moyen des coeflicients de W,(z), par suite
©; a une valeur rationnelle dans le domaine.

Il est évident que si une fonclion o,(xy, @, ..., z,) reste algé-
briquement invariable par les substitutions du groupe, elle est aussi
numériquement invariable dans le domaine, et s’exprime rationnel-
lement.

Réciproquement, toute fonclion des racines rationnellement expri-
mable dans le domaine reste numériquement invariable pour les
substitutions du groupe précédent.

En effet, soit o, (x, Zs, ..., 7,) = f(R, R, R",...) une fonction
rationnellement exprimable ; exprimons le premier membre au
moyen de la fonction ¢, de Galois; si o, = F({,), on aura une
équation de la forme

F($:) = f(R, R, R',...);
comme elle admet l'une des racines de l'équation irréductible
v, (s} = 0, elle est satisfaite par toutes les autres, de sorte que
I'on a, pour chacune d'elles,

F(da) = f(R, R, R",...) = oi(@s, @,..., ).
On voit que la fonction ¢, conserve la méme valeur lorsqu’on
remplace ¢; par une des valeurs ¢,, ..., $», et par suite reste

numériquement invariable pour les substitutions du groupe. On
peut dés lors énoncer le théoréme suivant (*):

TratoreME. — Etant donnée une équation  f(z, R, R, R",...) dont
les racines sont inéqales, et dont les coejficients font partie d’un domaine
(R, R, R”, ...), ilexiste entre les racines un groupe de substitutions

(*) C. Jompan, Trailé des Substitulions,p. 257 ; Serner, Alyébre supévieure, t. 11,
p. 639,
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tel que toute fonction des racines dont les substitutions de ce groupe
waltérent pas la valeur numérique dans le domaine soit rationnelle-
ment exprimable, et réciproguement. Ce groupe est appelé le groupe
de Péquation.

46. Pour le déterminer pratiquement, nous considérerons la fonc-

tion de Galois
$y = ULy 4 sy = -+~ Upp,
ot Uy, Us,..., U, sont laissés 4 dessein indéterminés, et I'équation
résolvante
W(z) == N[z — u & — UsTp — - .. — Upy] = O,

ott le produit est étendu aux n! substitutions; sile facleur irréduc-
tible Wy(z) qui s’annule pour z =1¢; est (z—d)z—ds)...(5—¥r),
c'est-a-dire

W,(z) = Ha[’: _ui‘l'ai - uixaz'—‘ e T un""‘a,,]a @ = 1v 21 RN )

c'est une fonction entiére de z, u,, u,,..., u, a coefficients ration-
nels dans le domaine; je dis qu'elle appartient, par rapport aux
indéterminées u,, us,..., u,, aungroupe identique au groupe G de
I'équation.
En effet, la fonction
b, = UsTqy —F UsTay =+ -+ = UnTs,

dérivée de ¢, par la substitution §,, peut encore s'écrire, en I’qr-
donnant par rapport & xy, Zs,..., Ta,

b, = Ug Ty ~+ Ug, T2 + -+ Uy

8, ns
ol (ug,, Uy, ...y Ug,) se déduisent de (uy, us,..., u,) par la substi-
tution S, = S;'. On obtiendra donc tous les facteurs de ¥,(z) en
laissant dans z-—¢1 les quantités xi, xa, ..., o, fixes et effectuant
surles parameétres wi, u,, ..., u, lessubstitutions 8§, Sz, ..., S,
c'est-a-dire toutes les substitutions du groupe G lui-méme, prises
dans un auntre ordre; on voit ainsi que la fonction entiére W¥; des
indéterminées wi, uy, ..., u, reste algébriquement invariable lors-
quon effectue sur ces quantités les substitutions d’un groupe iden-
tique & celui de I'équation.

Ce sont du reste les seules jouissant de cette propriété; suppo-
sons en effet que ¥, reste invariable pour une substitution S, effec-
tuée sur wu,, us, ..., uy; e€lle le sera alors lorsqu’on laissera ces
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paramétres fixes et qu'on effectuera sur z,, x,, ..., &, la substitu-
tion inverse S;!'; comme W est une fonclion des racines ration-
nellement exprimable, S,* et par suite S; appartiennent au
groupe G de I'équation,

Pour avoir ce groupe, on aura donc & chercher, parmi les =!
substitutions, celles qui laisseront algébriquement invariable la
fonction Wy(z, wy, us,..., u,) lorsqu'on les effectuera sur les indé-
terminées uy, Uz, ..., Un.

Ln réalité, il reste encore une indétermination dans le probléme ;
on ne peut distinguer, parmi les facteurs irréductibles de W(z),
celui qui admet comme facteur z—4¢;, mais cette indétermina-
tion tient & la nature des choses, et est due a ce fait que I'on peut
attribuer d'une maniére arbitraire les indices 1,2,...,n aux =
racines d'une équation. Supposons que la décomposition de W(z)
donne

W(z) = Wy(z)Wa(z)*2. . . W, (2)% ;
je dis que les facteurs sont du méme degré, et affectés du méme
exposant, égal a l'unité; en effet, les racines ¢y, ¢ ..., $n1 de
W(z) = 0 étant toutes distinctes, cette équation n’a pas de racines
égales, et les exposants py, @, ..., p, doivent étre égaux a l'unité.
Soit en outre

Wy(2) = (8 — wa® — UaTa. .. — Unn)(T — WsT2, — o0 ) e

et T une subslitution n'appartenant pas au groupe G, transformant
z—4¢, enun facleur z—¢; = 2 — w2, — Wplle, — ... — Unll,, de
Uy(z) ; a la substitution = effecluée sur les x correspond une
substitulion = ' eflectuée sur les indéterminées u ; elle trans-
forme W¥,(z) en un polynome W¥. entier en z, rationnel dans le
domaine donné, et irréductible, car, s’'il ne I'était pas, Wy(z) qui
s'en déduit par la substitution = effectuée sur les quantités u serait
réductible contrairement 2 I'hypotheése. Ce polynome ¥, a de plus
un facteur commun z—+¢, avec Wy(z) qui est irréductible, et par
conséquent lui est identique. En répélant ce raisonnement, on voit
que les facteurs irréductibles sont du méme degré, et se déduisent
du premier par des substitutions ¥, I, ..., £, effectuées sur les z,
ou les substitutions inverses sur les «; on obtient ainsi, au moyen
des r facteurs dela forme z—¢; de W,(z), pr facteurs distincts,
et comme les n! valeurs de ¢, sont différentes, ona or =n!,
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Les groupes déduits des facteurs de W(z) sont respeclivement

— —. A v
G, G, G5, . ., T, IGY,

et sont semblables ; ils sont identiques, au choix pres des indices,
d'aprés ce qu'on a vu au § 7, et 1'on peut prendre I'un quelconque
d’entre eux comme groupe de I'équation.

Chacun des facteurs irréductibles de W(z), égalé & zéro, fournit
une équation résolvante dont chaque racine est une fonction de
Galois a n ! valeurs ; on peut appeler I'une quelconque de ces équa-
tions une résolvante de Galois, et la connaissance d'une seule
racine de 'une d’elles entraine celle des racines x;, a3, ..., , elles-
mémes, ¢'est-a-dire fournit la résolution de I'équation proposée.

Le procédé de calcul que nous avons indiqué a la fin du § 20 est
encore applicable ici. Soit W,(z) un facteur irréductible de W(z);
c'est un polynome enlier par rapporta z, w, us, ..., ,, dontles
coefficients font partie du domaine de rationalité ; il s’annule iden-
tiquement lorsqu’on remplace z par

v, = Uq, Ty -+ ua2x2 “+ e+ Uq, Tn,

par exemple, lorsqu’on tient compte des relations qui existent entre
les racines x et les coeflicients de ’équation. Si I'on prend sa déri-
vée par rapport & 'une des indéterminées u, elle s'annulera pour
z = {,, de sorte que les relations

0;’+g:i1:° (k=1,2,...,n)
seront des identités lorsqu’on remplacera z par ¢, et donneront les
valeurs des n racines xy, x;, ..., 2, en fonction de ¢,.

On voit de cette fagcon que la résolution d’une équation de
degré » dont le groupe est d'ordre r revient & la détermination
d'une seule racine d'une équation résolvante de degré ».

Ty

47. Le groupe de l'équalion générale est le groupe symeétrique ;
en effet, s’il en était autrement, el si le groupe de 1'équation

(3) [(®) = a"+ @™ ™2+ ...+, =0

était un groupe particulier G, on pourrait former une fonction o,
des racines numériquement invariable pour les substitutions de G
et variable pour toute autre, rationnellement exprimable, et satis-
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faisant alors a4 une identité de la forme

©y(Z1, Tay. o or Tn) = flC1y C2pnnny Ca);
or le second membre, lorsqu'on y remplace les coefficients par
leurs valeurs en fonction des racines, est symétrique par rapport a
2y, L2y ..., Lo que 'on peut considérer comme variables indépen-
dantes, tandis que le premier membre ne l'est pas;il y a donc
impossibilité que le groupe G soit auire que le groupe symétrique.

Lorsque le groupe G d'une équation n'est pas le groupe symé-
trique, cette équation est spéciale ; il existe an moins une fonction
des racines appartenant au groupe, non identiquement nulle algé-
briquement, et rationnellement exprimable, de sorte qu’il existe
entre les racines et les éléments du domaine de rationalité au
moins une relation de la forme

oy, Tay. .., &a) = f(R, R, R'; .0,

On peut en former d’autres, en choisissant des fonctions numéri-
quement invariables pour le groupe G ou pour un groupe conte-
nant ce dernier, mais toutes ces relations sont caractérisées par le
groupe de 'équation et sont contenues implicitement dans 1'équa-
tion résolvante de Galois. Prenons en effet une telle équation résol-
vante, par exemple W;(z) = 0; le premier membre est, comme
nous l'avons dit, une fonction de wui, us, ..., u, identiquement
nulle lorsqu’on remplace : par

by = Ty = W3 4 7 - UpTy;
si, apres cette substitution, on I'ordonne suivant les puissances des
indéterminées u, les coefficients des différents termes seront nuls.
Ces coefficients sont du reste des fonctions des racines invariables
par les substitutions du groupe et, en les annulant, on obtient des
relations entre les racines et les parametres R, R, R", ... du do-
maine de rationalité.

On peut dire que toutes les relations ainsi obtenues sont contenues
dans I'équation unique

Uy (4 Ty - UsTy = o = Up,) = O,

Je vais montrer inversement que toute relation existant entre les
racines est une conséquence de celles dont nous venons de parler;
supposons en effet que I'on connaisse a prior: une relation entre les
racines et les éléments du domaine de rationalité

[l@y, 2oy, iy Ry R, R0 =0
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le premier membre, qui est numériquement égal a zéro, et par con-
séquent ralionnellement exprimable, appartient an groupe de I'équa-
tion, d'aprés le théoréme fondamental; de plus, si 'on remplace
Zi, &, ..., &, par leurs valeurs en fonction de ¢1, elle se trans-
forme en une relation

F(&, R, R, R, ...) = 0.

Cette équalion, ayant une racine commune avec 1'équation irré-
ductible ¥y(z) = 0, a son premier membre divisible par wi(¢y),
et chaque facteur irréductible de F est identique & W,; par suite F
est égal a une certaine puissance de W,, et la relation F({;) =0
est une conséquence de la relation w,(4;) =0, ainsi que nous
I’avions annoncé. )

On voit facilement que, dans Ie cas ou le groupe de I'équation est
le groupe symétrique, les coefficients des différents termes de la
fonction W(ux, + woxz 4+ ... 4+ u,x,) ordonnée suivant les puis-
sances des indéterminées u sont tous des fonctions symétriques des
racines, et les relations obtenues dans ce cas sont les relations con-
nues existant entre les coefficients de 1’équation et ces fonctions
symétriques.

On voit par suite que si I'on connail les relations distinctes qui
existent entre les racines et les éléments du domaine de rationalité,
on peut trouver le groupe de I'équation en cherchant les substitu-
tions pour lesquelles ces relations restent numériquement vérifiées.

Ainsi, par exemple, considérons I'équation bicarrée

at4-pri4-g =0,
dont les racines sont x, x, = —uax, r et x = —a,; jedis
que le groupe de cette équation est le groupe G, du § 12

Go=[1, (2@), (28s2), (2Z)(T3s)y  (Bewa)(@as), (212 )(@23)
(rrazams),  (@32234)].
Par la premiere méthode, je forme la fonction de Galois
$r = Uy - UsTp - UsTy - Wy = (g — Us)Ts - (Us — Us)Ty
et I'équation résolvante de Galois ; le facteur relatif au groupe G,
Wi(z) = (5 — i)(z — o). - - (2 — o)

est rationnellement exprimable, car c’est une fonction symétrique

YOGT. — BES, ALG. 6
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de x} et x3; il est du reste facile & calculer, et est égal a
28— 22 (g — wa)* - (ug — Wit =0

on vérifie que les substitutions du groupe G, effecluces sur les wu,
le laissent invariable. Par la seconde méthode, les rclations entre
les racines sont

42 =0, X3+ x, = 0,

et elles restent numériquement invariables pour les substitutlions
de G.

On peut remarquer a ce propos que {oute relation entre les racines
en entraine une autre entre les coeflicients ¢y, ¢;, ..., ¢, de I'équa-
tion mise sous la forme (2), car si une telle relation est par
exemple ¢(xi, T3, ..., £a) = 0, etsi I'on effectue le produit des
valeurs de ¢ pour les substitutions qui changent sa forme algé-
brique, on a une fonction symétrique exprimable au moyen des
coefficients et égale a zéro. Réciproquement , toute relation
Fleyy €2y ..., ¢a) =0 est une relation entre les racines en rempla-
cant les coefficients par leurs expressions en x, x,, .. , &.; cette
relation peut se décomposer en plusieurs autres en général.

Par exemple dans le cas précédent, les coeflicients satisfont aux

conditions ¢, =0, ¢; =0, qui donnent x + x, = — (X3 T4)
et 21T+ x) Fu(zas) = 0, dolt  (z+ 1) (anx, —xawy) = 0;
I'hypothése x;+a; =0 donne a;-+a, =0; la seconde,
T3k = X3y, jointe & x4+ 2, = — (x;+x,), indique que les

deux premiéres racines sont égales et de signes contraires aux
deux autres, c'est-a-dire que 2 +ax3,=0, x4z, =0; on
obtient toujours le méme groupe pour I'équation, au choix pres des
indices.

48. Nous montrerons plus loin le parti que Galois a tiré de la
notion de groupe d'une équation spéciale pour I'étude des équations
résolubles ; nous voulons pour le moment indiquer la propriété
fondamentale suivante :

Considérons une équation flx, R, R, R’,...) =0 irréductible
dans le domaine (R, R', R’, ...) et ayant un groupe G. Je dis que
ce groupe jouit de la propriété qu'il existe au moins une substitu-
lion remplagant un élément quelconque x, par un autre x, arbi-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



GROUPE D'UNE EQUATION 83

trairement choisi; on exprime ce fait en disant que le groupe est
transitif ().

Supposons, en effet, qu’'il ne soit pas transitif; il existera alors au
moins un groupe d’'éléments x, x>, ..., z, ennombre << n, tel
que toutes les substitutions de G les laissent invariables, ou les
permutent entre eux, mais non avec les autres ; s’il en est ainsi, les
fonclions symélriques de ces « éléments appartiennent au groupe
G etle produit ¢(x) = (x —x)(x—x2)...(x —x.) est rationnel-
lement exprimable, par suite f n'est pas irréductible, contraire-
ment & I'hypothése,

Réciproquement, toute équation dont le groupe est transitif est
irréductible ; supposons qu'elle ne le soit pas, et que

o(r) = (z—x)(t— ). . . (T — )

soit un facteur rationnel de f; aucune substitution du groupe ne
pourra permuter I'un des éléments (xi, ®s,..., 2,) avec un des autres
tel que x,,, et le groupe ne sera pas transitif; si, en effet, x,
par exemple est remplacé par ,,, pour une substitution, ¢(z) ne
reste pas invariable pour toutes les substitutions de G et n'est pas
rationnellement exprimable. On peut donc énoncer le résultat
suivant :

TutoriME. — Toute équation irréductible a son groupe transilif, et
réciproguement.

Ainsi par exemple considérons une équation de degré n telle
qu'entre ses racines existe l'unique relation @ +x,=0; le
groupe de celte équation est d'ordre 2(n —2)! et se compose
des substitutions 1, (z;z.) combinées avec celles qui portent sur
Tyy Tiy.eey Tn i il Nest pas transitif et 'équation est réductible. On
pourra calculer z,z, au moyen de la formule de Lagrange en fonc-
tion de @, + x;, car ces deux fonctions ont le méme groupe al-
gébrique, et leurs valeurs algébriquement distinctes sont également
distinctes en valeur numérique, puisqu’il n’existe aucune autre rela-
tion particuliére entre les racines que celle qui était donnée ; on for-
mera ainsi en fonction rationnelle des quantités données les coeffi-

cients de I'équation
2t — (2 4 T)x 4+ 217, = 0,

(") L’étude des groupes transitifs a fait depuis Cavcny l'objet de nombreuses
recherches que l'on trouve résumées dans le traité de M. Jorvan.
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ayant pour racines z, et x, et on aurade cette fagon décomposé
I'équation en deux autres de degrés 2 et n—2.

49. Nous démontrerons de la méme maniére la propriété sui-
vante des équations résolvantes relatives a I'équation générale.
Etant donnée 1'équation générale de degré n,

fix) ="+ a" ™+ - ¢, = 0,

foute fonction entiére ou rationnelle des racines appartenant & un
groupe d'ordre r a pour toutes les substitutions p = 1—17—, valeurs
algébriquement et numériquement distinctes, racines d'une équation
de degré p a coeflicients fonctions symétriques des racines, par
suite fonctions rationnelles des coefficients ¢, ¢ ..., €43 Je vais
montrer que cette équation de degré p est irréductible dans le do-
maine de rationalité (ci, ¢, ..., Ca). '

De méme si une fonction ¢, appartient & un groupe G d’ordre »,
sous-groupe d'un groupe G’ d’ordre mr auquel appartientune fonc-
tion ¢, les m valeurs oy, s, ..., 9, de ¢, pour les substitutions
de G' sont racines d'une équation de degré m 2 coefficients ration-
nels par rapport & ¢y, ¢3,..., €ay €t ¢,; je dis que celte équation est
irréductible dans le domaine (cy, €3y ..vy Cny U).

Je démontrerai seulement ladeuxiéme de ces propositions, d’ou dé-
coule la premiére ; on a vu au § 24 que les substitulions du groupe
G' se partagent en e lignes de la forme

=, G, e G,

celles de la ligne GX, transformant o, en g,. Supposons que I'équa-
tion de degré m ayant pour racines o, ¢a,..., o» soit réductible et
que le premier membre admette un facteur

(z—o1)(z—92). . .(5 — 0a)

4 coefficients rationnels en ¢y, €, ..., ¢, et ¥;; cefacteur ne chan-
gera pas pour les substitutions du groupe G/, quelle que soit la valeur
attribuée a z; or la substitution Z,,; de ce groupe transforme au
moins o, en g,; et ne peut laisser invariable, quel que soit z,
le facteur précédent, puisque les m valeurs de o, sont distinctes; il
y 2 donc contradiction, et I'équation est irréductible, comme nous
voulions le démontrer.
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CHAPITRE VIII

DES EQUATIONS DU DEUXIEME, DU TROISIEME
ET DU QUATRIEME DEGRE. — RECHERCHES DE LAGRANGE

50. L’équation générale du deuxiéme degré,
2+ +c =0,

aun groupe d’ordre deux, G = [4, (2.x,)], et le groupe alterné
se réduit & la seule substilution unité; la fonction de Galois
wxy + sy et les racines elles-mémes appartiennent au groupe
alterné, et s’'expriment rationnellement au moyen d'une fonction
alternée quelconque.

La fonction =2 — 2, est une telle fonction dont le carré est
symétrique, et n’est autre que le discriminant ; on a ainsi :

z,— 2 = VA = V] — 4cyy
X+ T = — Cy,

2"”1 = _C|+VC?—4CQ, 21‘2 = - C]_¢C¥’—4CE.

51. L’équation générale du troisieme degré,
23 + €12% 4 cx 4¢3 = 0,
aun groupe symsétrique d’ordre six, de sorte que lafonction de Galois
est racine d’'une équalion du 6° degré, mais on peut la déterminer au
moyen d'autres résolvantes. On aura d’abord une fonction alternée
en résolvant une équation du second degré ; en particulier la fonc-

tion
(xl - -7"2)(1'2 -— -’173)(35'3 — .’L‘,)

a deux valeurs égales et de signes contraires, et est égale & la racine
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carrée du discriminant ; soit

(@ — 22X (22— m) (25— 1) = VB = V — (&c§+27¢5) 4 18cscacs+clei—hcies

cette fonction alternée ; toute autre fonction 4 deux valeurs s’ex-
prime rationnellement au moyen de la précédente, qui appartient au
groupe allerné

(1, (22:23), (T13,)].

La fonction de Galois 1wy ~+ westt, + uzzy a trois valeurs pour
les substitutions de ce groupe, et dépend d'une équation du troi-
sitme degré dont les coefficients sont des fonctions 4 deux valeurs ;
cette équation sera une équation hinome si 'on prend en particulier
la fonction

(1) b = &+ 0Xy+ wir,

ol w est une racine cubique imaginaire de 'unité ; comme on I'a vu
au § 28, on a, en remplacant les fonctions symétriques fi, /o, fa

par —c¢,, ¢ et —g¢,
9 27 1\ —
(2) ‘W=—Ci‘+?cacz——2—ca—3(w+?>\“-
. —1+vV—3 L.
Si I'on prend pour o la valeur + » et qu'on adjoigne

au domaine de rationalilé w ou, ce qui revient au méme, — 3,
et de plus /A, ona

1 _
(3) di= 5 [—2c3+ Y9c,6,— 27c, — 3Yy—3Va | =

8, étant une fonction symétrique.
Il suffit d’avoir une seule racine de cette équation, que nous
représenterons par

(8i—3y/—34/,

o

3
1 i
% = \,/? I:Sl'_3 —33]7

pour avoir les autres et les racines de 1'équation; nous avons vu en
effet au § 20 que 1'on a en fonction de ¢,
42— by 4} — 302’
3
€, = bt — ey + ] — 302’ @y = @it — weydy 4 cf — 302_
3w,

3(1)2411
Quel que soit le signe que 1'on prenne devant 4 et la racine
de 'équation hinome donnant ¢, que I'on choisisse, on obtient le

(4) T =
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méme résultat pour les trois racines, a I'ordre prés. En effet, chan-
ger le signe de /A revient i effectuer dans la fonection alternée
(2, — &2)(x; — ay)(2; — @) une transposition telle que (2,2,) ; chan-
gerlaracine ¢, en wd; ou w2y, revient & effectuer sur la fonction
¢, une des substitutions du groupe alterné ; le résultat est donc le
méme que si I'on effectuait sur la suite des trois racines ;, *, =3
une substitution quelconque, ce qui revient & changer simplement
la notation de leurs indices.

Une autre méthode employée pour trouver les trois racines con-
siste & calculer une racine de I'équation (2) et une de 1'équation ana-
logue obtenue en changeant le signe de A, c'est-a-dire en effec-
tuant la transposition T = (x,x3); soient

3
by = 2 4 0F; +wlr; = \/1? [$) —3V—34),

3 /1 N
Y = 2y - 0x; + 0¥, = \/‘Q— [Si+3vV—33]

ces deux racines; en y joignant la relation

—C = Iy + Xy+ T3,
ona

/1 I 3 /1 —
3m,=——cl+\/——2—[S.—3\/—3.\]+\/—Q—[S.+3\/—3.\],

/1 3 /1
Sy = — o0/ [Sl—3\/——3A]+w\/? (S, + 3V=34),

1 — 3 /1 —_—
3r; = —¢ +m\/-2— [SI —_ 3‘/_ 3-\] -+ w2\/-§- [Si -+ 3\/— 35]'

Il faut remarquer que ¢, et ¢| appartenant au méme groupe, le
groupe réduit & I'unité, s'expriment rationnellement I'un par 1'autre ;
en se servant des formules (4) pour exprimer ¢ = x; + wx, - wix,,
on a précisément
¢} — 3¢y

b
on ne peut donc choisir arbitrairement que I'une des deux racines
cubiques.

Les deux méthodes précédentes, qui sont identiques, reviennent
a la détermination d’une racine del’équation & laquelle satisfait la
fonction ¢,; c'est une équation du 6¢ degré gue l'on obtient en

Y =
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partant de ’équation (3), et qui est
(207 — S+ 274 = 0.
Cette équation du sixiéme degré est I'équation résolvante de La-

grange, et elle se résout comme on l'a vu par deux équations
binomes successives de degrés 2 et 3.

52. La méthode ordinairement employée pour arriver aux for-
mules de Cardan revient a la précédente; en effet, on commence

. ¢ . .
par effectuer la transformation m:_§1+$,’ qui raméne

Iéquation a la forme z'® + pz'+4¢ =0, puis on pose =’ =y + 3,
et I'on détermine ¥ et z par le systtme

yr=—-3 Y=,

qui est équivalent au suivant :
3
¥+ qp — L =o;

-
i

T = — —5- )
on a ainsi a4 résoudre une équation du sixiéme degré pour détermi-
ner y; si 4, est une racine, et z, la valeur correspondante de z, les
six racines sont 1y, wyy, Wy, z, w3z, wi, etles racines de I'équa-
tion donnée sont

Cy
= — g Y,
Cy ,
Xy = — 3 -+ wiyy 4wy,
Cy
Ty = —-3“+w?/1+w"'31§

on tire de la

3y, = &1+ wrs + v,

32y = T + wiry + Xy,
de sorte que 3y, et 3z, ne sont autres que les fonctions ¢, et ¢/
qui nous ont servi dans la méthode de Lagrange, et les deux procé-
dés sont identiques.

La discussion de I'équation du troisiéme degré est assez connue

pour que nous ne la fassions pas ici.

53. Les équaltions spéciales irréductibles du troisieme degré sont
caractérisées par un groupe particulier ; le seul groupe transitif au-
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tre que le groupe symétrique est le groupe alterné
[4, (@'11'2-733), (-1‘11'31'2)]7

qui est en méme temps le groupe des fonctions eycliques, puisqu’il
est composé de la substitution circulaire S = (xyz2;) et de ses
puissances (§ 26) ; les seules équations spéciales du troisiéme degré
sont donc celles pour lesquelles une fonction & deux valeurs fait
partie du domaine de rationalité ; comme c’est aussi une fonction
cyclique, 1'équation devient, comme nous le verrons plus tard, une
équation abélienne, et sa résolution exige seulecment 'cxtraction
d'une racine cubique et la connaissance des racines cubiques de
I'unité. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation
du troisieme degré jouisse de cette propriété est que le discriminant
soit carré parfait; en supposant 1'équation mise sous la forme
2® -+ pxr-+q = 0, il estfacile de former toutes les équations ahé-
liennes a coefficients entiers ou fractionnaires; si I'on pose

A= — (4p*+27¢®) = 1Y q = Ap, r= up,
on a
2702 4 p? 2702 + p? 97h3 4 u?
e A e S i S

il suffit de donner 3 A et w toutes les valeurs rationnelles possibles
pour avoir les équations répondant & la question.

54. L'équation générale du quatriéme degré,

(1) flz) = * +cx®+ cr® + ez +¢, = 0,
a pour groupe syméirique G un groupe formé de 24 substitulions
jouissant de propriétés particulieres que nous avons déja éludiées.
Les principaux sous-groupes sont :

{0 Le groupe alterné G’ d’ordre 12, dont nous avons déjia parlé au
§ 8 et formé des substitutions

1, (1'1-1'2)(3731'4), (1'1-1“3)(-73234‘, (1‘1%)(1'21‘3),
(1‘11‘2-733), (1'11'31"2), (-1‘19331‘4), {(z73),
(35'1372375)’ (1'1113‘2), (le'sl'b), (1'235'41‘3),

2¢ Les groupes Gy, G, G; d'ordre 8, auxquels appartiennent les
trois fonctions conjuguées

91 == T1T2 + X3T4, Y2 = I1¥3 + Ta2Ty, 93 = XLy —+ T2y (§ 13),
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G, = [{a (1'11'2)7 (-'1'31'4). (1'1-'1'2)(-1'33?/.), (-”L'il'a)(ma-’l‘ly) (1'11'!») 1'71'3)7

(.’L'ifl'gxzfl'@), (m1$4rﬁm3)]
Go = [1, (@), (@), (@122)(@s7s), (@72)(@as)y (014)(aTs),

(2122232, (B124573)],
G = [1, (@), (@oitn), (wyis)(22y), (w023)(22s), (@122)(@92s),

(T43iTs), (T1722024)] 5
ce sont des sous-groupes du groupe symétrique et non du groupe
alterné.

3° Le groupe d’ordre 4,

H =1, (za)(zsx,), (w.2:)(2200), (212)(223)],
auquel appartiennent la fonction
Wy = LT - Byl — D1y — XLy, = (1 — ) (X2 — T3) = @ — @y

(§ 21) et aussi la fonction
3 = g1+ wo4wloy = (34 TaTy) + (T To2,) + WX, +T5T5),
ou w estune racine cubique de l'unité (§ 25); le groupe H estun
sous-groupe invariant du groupe symétrique et des groupes G/,
Gy, Gi, Gy, el c'est aussi le groupe commun avec trois groupes
G]v G27 GR-

4° Les groupes g, ¢:, §; d’ordre 4 auxquels appartiennent respec-
tivement les fonctions

TA=TT— 23—y, Y2 =T+ Ty—Ta Ty, [a= T HT—2—  (§ 21),
g1 = [1, (wx2), (321), (200502)(T7)],
g2 = (1, (2ams), (£224), (€,205)(2224)],
gs = (1, (@), (@a2), (@12)(@s3)] 5

g1 est un sous-groupe invariant de G,, de méme ¢, de G, et g,
de G,.
5° Les groupes cycliques d’ordre 4 (§ 26),

C = 1, (mzyeam), (@) @42), (T12.2%3)),

Co = [1, (m@amyy), (2043)(@24), (B120525)],

Cy = [1, (Zeraxsy), (102)(@s23), (21237,25)) 5
au premier appartient la fonction cyclique

W = (&) + wry -+ 0lr,; -+ o’

ol w est une racine primitive de o*—1 =0, c'est-a-dire —+1
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ou —1i; par suite a ces trois groupes appartiennent respective-
ment les fonctions cycliques

wy = [{, — &) + @y — x,))", wy = (& — &) — iz — )],
wy = [(0r — @) + i@ —z)},  wi ={[(m, —z) —ir - @),
wy = [(2y — @) + il — x3) %, wy = [(#y — x) — Uz — X)]*;

Cy, C; et C; sont des sous-groupes invariants des groupes G, Gi, Gs.
6° Les groupes d'ordre 2 (§ 8),
K‘ = [1, (l'll'g)(.’rgl'/,)], KQ = [1, (xg.'[':,)((l'gfl',g)], K3 = [l, ((l"m4)(x2.’r3)],

formés des carrés des substitutions circulaires précédentes, et aux-
quels appartiennent les fonctions

((w—)Ai(s—2) %, [(@r—xs)+i(e,—a) ]2, [(ei—2)+3(22 — 2) 2
ce sont des sous-groupes invariants de H, ainsi que de G, C;, G4

et 91, g2, ga-
Il existe d'autres groupes d’ordre 2,
n =, (>, Yo =1, (za,)], 2 = [, (z33)], ces

auxquels appartiennent des fonctions telles que
u (@) Xp) - Usly + WAy,
et qui sont respectivement des sous-groupes invariants de ¢i:, ge
et g,.
Nous ne considérerons pas les groupes d'ordre 6 auxquels appar-
tiennent respectivement a, =3, 5 et x;.
On peut résumer ce qui précéde dans le tableau suivant .

r = 24 o=1 G

r =12 o=2 mc.
- o M
r—==4 p::ﬁ 9, 9, 9s .Cl CI C; H
r=2 o=12 T Y¥E LT LK K, K,

55. On en déduit différentes méthodes de résolution :
10 Celle de Lagrange consiste, en partant des fonctions symétri-
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ques, appartenant au groupe G, a calculer la valeur d’'une fonction
appartenant & lI'un des trois groupes Gj, G, G, par exemple la
fonction o = xy2; + a2, 11 faut pour cela calculer l'une des
racines de l'équation du troisitme degré a laquelle satisfont
01, 02, 93, et qui est (§ 138)

(2) P(z) =B+ dis? +dis+-d; =0,
ou
dl = — Cy, dg = C(Cy — 404, d3 = — C% —+ 4CQC5 —_— Czc;.

Lorsque l'on connait ¢;, on peut calculer les fonctions apparte-
nant au groupe g4, qui est un sous-groupe invariant de G,, parla ré-
solution d'une équation du second degré ; en particulier les quatre
fonctions & -4, oT&:, w3+ x, et zr, sont dans ce cas;
elles appartiennent au groupe ¢, et s’expriment rationnellement
en fonction de I'une d'elles.

Si 'on considére par exemple la fonction ¢ = xyz,;, elle a,
pour les substitutions du groupe Gy, les deux valeurs # et & = z2¢
qui sont racines de I'équation

—ql+c =0;
lorsqu'on a déterminé une racine de cette équation, et qu'on la
prend pour valeur de ¢ = zx;, on peut exprimer les quatre
fonctions dont nous venons de parler, car on a déja, en désignant
par t; I'autre racine,

. T2 = b, Ty = b = ¢ — 1y,
puis
f(ay + ) + BTy + 25) = — ¢3,
X3+ Xy +xy T = — Cyy
d'ol
— ¢y + ¢t — ¢3¢yt
1’1+$2=—3——1—1, .7:3-{-,1'4:_3—”,
t— 1 Lh— 1

11 ne reste plus qu'a résoudre deux équations du second degré
ayant pour racines I'une z, et x,, I'autre x; et 2, connaissant respec-
tivement la somme et le produit de ces quantités; il suffit naturel-
lement de calculer 'une des racines de chacune de ces équations,
puisqu’on connait déja x, + 2 et x;+ x. On a ainsi les quatre
racines de I'équation (1) en calculant une racine d'une équation du
troisiéme degré (2) qui est la résolvante de Lagrange, et une racine
de trois équations du second degré. On s’'assure immédiatement
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qu'un changement dans le choix de la racine que l'on calcule pour
chacune des équations résolvantes successives revient a une per-
mutation des indices des quatre racines xy, z;, 23, 2.

56. 2° Une modification apportée 4 la méthode de Lagrange con-
siste & prendre comme fonction du groupe ¢, au moyen de laquelle
on veut calculer les aulres

Yy =+ —x3—a,;
pour les substitutions de G, elle a deux valeurs égales et de signes
contraires, et I'on a (§ 21)

(3) 1} = ¢l — dcs + by
On peut done calculer x, + &3, @13, @3+ 2,, T, en fonction
de yi, mais il est préférable d’'opérer de la maniére suivante :

La fonction y, a six valeurs deux a deux égales et de signes con-
traires, et est racine d’'une équation du sixiéme degré a coeflicients
symétriques ; on l'obtient soit directement, soit par I'élimination
de o entre (2) et (3), ce qui donne, en posant ¥} = 6,,

(4) @(8) =0° 4 (8¢, —3¢3)07 + (3¢f — 16¢3co+16¢,65+16¢3 — Gy )0

' — (¢} — 4esr + 8cy)® = 0.
Soient 8, 0,, 8, les trois racines de cette équation ; les équations

M=+ — 23— = \/Ev

Yo = Xy Ty — Ty — &y = VO,
Ys = 2+ X — Ly — T3 = \/§;~
T+ T+ Ty + Ty = — C
donnent _
/ — ¢, =+ VO, + O, 4 VB,
Iy — ’
| 4
Xy =— 1
¢ " '
) _ _ _
) / —ci_t/91+t/02—\/03
[ = ’
4
—01'—\/0_1—\/9—24-'/‘_’;
| mb: 4 >

mais il faut remarquer que, dés que I'on a choisi celle des deux va-
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leurs de /8, quel’on prend pour ¥, et celle des deux valeurs de /0,
que 'on prend pour y,, ¥; setrouve par cela méme déterminé, et on
ne peut choisir qu'une seule valeur de /Ty ; la formule donnant
ne présente ainsi que quatre déterminations qui sont les valeurs des
quatre racines.

Cela tient a ce que le produit 7,7:7, est symétrique, et quel'on a

(6)  Aatays = Ex]— Zatx, + 2Smyxaxy = — (¢ — &e,ca - 8c¢y).

On a donc, au fond, a calculer deux racines d'une équation du
troisieme degré, et & prendre deux racines carrées. Remarquons que
0,, 9, 6, appartiennent respectivement aux groupes Gy, Gz, G; et que
la connaissance des trois racines de 'équation (4) entraine celle des
trois racines de 1'équation (2), et réciproquement.

57. 3¢ La recherche d'une fonection cyclique, appartenant & I'un
des groupes G, C;, C;, dépend d'une équation du sixieme degré,
mais comme ces groupes sont respectivement des sous-groupes
invariants de Gy, Gs, G;, on aura une fonction du groupe C; en
extrayant la racine carrée d'une fonction du groupe G;, et de méme
des autres ; ainsi les fonctions cycliques w,, wi sont telles que
wy+w, et (wy—uwy)* appartiennentau groupe G, ets’expriment
rationnellement en fonction de o,.

On a en effet
Wy ~+ Wi = (@ — x2)* — 6(y — T2y — 3,)2 - (13 — 21)?)

= 4(2 — @2)* — (@5 — 2, )P — 2[(2; — &) + (@3 — z))*
= 46203 -— 9(C? _ 262 —_ 6.1)&_’;1)2
et, d’apres les équations (3) et (4), 6,0, s’exprime ralionnellement
au moyen de 8, ou de ¢, par la formule
0:8:0; = (3 — 4ea - 49,000, = (¢} — 4eyer =+ 8ey)?;
de plus
[fay — @s) < (s — o) |[(%1 — ) — (g — 24)] = €} — 20— 29,
de sorte que l'on a
iy = (3 — 26— 20)*
et w;, ainsi que wj, sont racines de 'équation

(7)) w? — [480; — 2(c} — 25 — 204)? ]t =~ (€3 — 2¢, — 2,)F = 0.
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Ayant ainsi w, par exemple, la fonction
(x —-1'2) =+ oy — -TA) = \yu—)i
est une lonction de Galois au moyen de laquelle s'expriment les
aulres, ainsi que les racines elles-mémes ; le calcul de s, x5, 3, x,
en fonction de {/w, est compliqué ; on peut le remplacer par le

suivant, donl nous retrouverons la généralisation dans la théorie
des équalions abéliennes :

Dans la fonction w, = &, + iz + 32, + *x, remplagons ¢ par
i et #*; nous obtenons les nouvelles fonctions
¥y = & — T3+ Ly — Xy, V', = 2, — iy 4 x5+ iay
les produits
() — Ty —+ Ty — T (@ 1 — Ty — 17,) 2 = A,
(&1 — 12y — @5 + o) (0 4 1y — X — i) = B

restent invariables pourle groupe C,; et s’expriment rationnellement
au moyen de w; ; leurs valeurs sont

At )’oXa*I-L wy — w',] _ By[w; 4+ (¢} — 2¢; — 2¢)] ’
wy L7 4 faxs 261 Y2
B — VEV—E - U —202—‘2?1
wy - Wy

Elles sont bien rationnelles par rapport & w,, car l'équation (6)
donne la valeur de jys¢s et nous avons reconnu précédemment
que I'on a

(8) Vi, Vi, = ci—2¢,— 20y ;
des lors les équations
Xy Loy — 2 — 12, = v wy,
oy — y + 1 — @ = A(Yw,)?,
xy — 1%y — T + iz, = B(Vw,)?,

T+ T+ Ty + T, = — Cy
donnent o - ’
» — ¢y~ Vw, + A(Vi0,)2 4+ B(Vwy)?
(9) n =
4
ct des expressions analogues pour les autres racines ; elles sont de

méme forme que celles qu'a données Euler.
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On a de cette fagon a calculer une racine d'une équation du troi-
sieme degré, puis une racine d'une équation du second degré, et a
extraire une racine quatrieme.

58. 4° En partant des fonctions symétriques apparienant au groupe
G, on peut calculer une fonction appartenant au groupe alterné G’
par l'extraction d'une racine carrée, puis une fonction appartenant
au groupe H par l'extraction d'une racine cubique. Comme nous
I'avons vu au § 23, la fonction
21 = @1~ wey + wloy = (BT TyT,) —F o(Ty 2y + Ta) - 02Xy Tt T2Ty),
ol o est une racine cubique imaginaire de I'unité, est racine d'une
équation binome de degré 3 dont les coeflicients appartiennent au
groupe alterné. Cette fonction z, n'est autre que la fonction de
Galois relative & la résolution de I'équation du troisiéme degré {2)
ayant pour racines ¢,, o, ¢,, lorsqu'on emploie la méthode de La-
grange ; on a, en adjoignant les racines cubiques de I'unité ou
V=3,

(10) 3= _i_ [— 2d} + 9d,d, — 27d;— 3/—3V4a |,

ou d, di, d; sont les coeflicients, et A le discriminant de 1'équa-
tion (2); A est identique au discriminant de I'équation du 4° degré,
comme nous l'avons déja vu au § 15.

Ce discriminant,

A= — id} — 27d2 + 18d,dod, + d2d3 — 4did,,
peut étre mis sous la forme particulicre — (4P® 4-27Q?% si l'on
applique a I'équation (2) la transformation
dl '
= — ?- —+ %

qui fait disparailre le deuxiéme terme; on a alors
dp\?® did,  2d3\2
A= —4(di—— ) —27(dy——-+2
(40 (a2
ou, en remplacant d, ds, d; par leurs valeurs,

2\ 2 €1C5C Aese 2¢3\?
A=—4<0103_4ck— 6_32> —27 <—c?,+4cac/.—c?c:.+ 1; 3 1; f 2;) .

Les fonctions symétriques
2

¢
P = 6163—464—'§2a
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€160y deacy  2¢3
) — — ¢2 deye, — C2c S .
Q c3—+ 4cx¢, 6+ 3 3 97
jouent un réle particulier dans la théorie des invariants des formes
binaires ; si ’on écrit I'équation (1) sous la forme

f(z) = ax* + 4bx® 4 6c2® -+ 4dx +e = 0,

ona ("
A 3 T2
AI—EG—(S — 277 ),
ol
] a b ¢
S = ae — 4bd <+ 3¢?, T=]b ¢ d
c d e

La recherche de la fonction précédente z, appartenant au groupe H
est équivalente a la détermination des trois fonctions o, o, 2,
et aussi 4 celle des trois fonctions 0,, 8;, 6, employées dans la
deuxieme méthode ; on peut done, aprés avoir calculé z;, déterminer
®;, 9, §3 comme nous avons déterminé les racines zi, x, x; de
I'équation du troisiéme degré au moyen de ¢, par les formules (4)
du § 81, puis cn déduire 6, 8, 0;, et enfin ,, &2, xs, @, par les for-
mules (3) du § 56.

La méthode que nous venons d’indiquer n'est donc pas nouvelle ;
elle consiste simplement dans l'application de la méthode de La-
grange a la résolution de I'équation du troisiéme degré (2) (§ 55);
mais, en suivant le tableau des groupes de quatre variables, on voit
qu'on peut, en partant de z,, déterminer une fonction de 'un des
groupes K,, K,, K; par I'extraction d'une racine carrée ; en prenant

v = [(2y — &) + 1z — 2) P, o] = [(@y — @) 4+ (2 — )P
on a les deux valeurs conjuguées, pour les substitutions du groupe

H, d’'une fonction appartenant au groupe K, ; leurs fonctions symé-
triques sont déterminées par les formules

4w —1) 33 —dj—+3d>,
Jw? <y '
(12) Vorvu] = if(m, — 22)* + (@3 — 3)*] = i(c} — 2, — 20)
-3 [C} — 9, _225}—(112, —+d} —3d2].
3z,
On a ainsi I'équation du second degré dont v, et v; sont les racines.

(M) v =42 — ) (s —24) = 4i(0y— P3) =

(*) Savwon, Lecons d’Algébre supérieure, p. 210.
VOGT, — RES. ALG. 7
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Connaissant v, une extraction de racine carrée donne la fonction
de Galois @+ txy— 2, — iz, au moyen de laquelle on peut calen-
ler les racines, oubien encore, on peut poser

(@1 — o) iy — @) = You,

() — @)+ (@ — &) = Vol
ou les signes sont déterminés en fonction l'un de lautre par la
relation (12); de plus o, + 2, —x; —a; = x, est une fonction du
groupe ¢, dont K, est un sous-groupe, et s’exprime rationnelle-
ment au moyen de v, ; on aura sa valeur en se reportant a la maniére
dont A = yo;' a été déterminé dans le § précédent; 6, et o
s'expriment au moyen de z,, et w,; est égal 4 v}, de sorte quel'on ob-
tient la valeur de y, en fonction de v, et de z,. En joignant aux for-

mules précédentes la relation x4+ 2+ 23+ 2, =—c¢1, oOna
[ dxy = — ey =+ Fa + Vo, — Wi,
(13) 4$2:—CA+X1—\/U—1+1'\/U_IH
dx; = —Ca—Xl—'i\/Y_);—l—\/a’
dx, = —cl—x1+i¢a—Jv—{-

Nous mentionnerons encore la maniere d'arriver a la fonclion de
Galois @, — 3 +iz; — iz, par la suite des groupes G, Gy, 91, Ki; la
fonction v, est déterminée au moyen de y; appartenant au groupe g,
par Pextraction d'une racine carrée ; en posant

vy = (&) — To + iz — 2P, vy = (B — & — i+ 1),
ona
, —2(ci—4eic+-8¢3)
(14) o0 = A& —&2)—2as—x:)2 = LYaYy = (el 7 )
A

(36?—802— 7?)1

(18) Vo= (%03 —29)*+ (25— = 2—20—20, =

(Gl e

d’aprés les formules (6) et (3); on a ainsi », en fonction de i ;
on en déduit les racines z par la formule

(16) Ay = — ¢+ y4 + Vo, + Vol
et d'autres analogues qui se déduisent de (13) en remplagant o]
par i/ v].

Enfin, on peut calculer la fonction de Galois par la suile des
groupes G, Gy, g1, v1, en résolvant deux équations du second degré
aprés avoir déterminé .
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59. La méthode de Ferrari consiste & décomposer le premier
niembre de Y'équation du quatriéme degré en un produit de deux
facteurs du second degré ; je vais montrer qu'elle revient a la mé-
thode de Lagrange.

Supposons que I'on ait effectué une décomposition de f(x) sous la
forme

(1) flx) = 2+ cx® + cx®+ cx + ¢y = (22 + ax—+ B)(a*4-ox 4 F).
On peut remplacer le produit des deux trinomes par une différence
de deux carrés,

! 2 I A
<x2+a+a$+ﬁ+p>_<1 a.x_'_p 5)2;

19

2 2 2

comme «-+a = ¢, le premier terme peut s'écrire, en posant

A\2
B+ =12, (x“‘—a— %—x+§> , et le polynome f(x) est égal a

fe) = (w+ G o+g) - (:5%e+15E)"

Comme on a d’autre part identiquement

- Cq A2

k+c—? C)2+ o e + Mo
[+ (e (5]

il faut que * satisfasse 4 la condition que le dernier trinome soil
carré parfait, et cetfe condition, qui est nécessaire, est aussi suffi-
sante, de sorte qu'a chaque décomposition de f(x) sous la forme (1)
correspond une décomposition analogue sous la forme (2), ol le se-
cond trinome est carré parfait, et réciproquement.

Or, a priort, on peut mettre le polynome f(x) de trois maniéres
et trois seulement sous la forme (1), en désignant par ,, s, z;, &
les racines de 'équation ; ce sont

[flz) = [2* — (@1 + L)% = 21252 — (X3 ~+ 2T - T3],
f(z) = [2% — (21 + 2T 4 2025])[2° — (T2 4 2.)7 -+ 2223],
f(@) = [2* — (@1 + @)z +- 2 2] [2° — (T2 + To)2 + 2o24] ;

il existe donc trois valeurs de ) satisfaisant aux conditions impo-
sées, correspondantes & ces trois mani¢res; comme A =p-+f, et
que f§ et B’ sont les termes constants des deux trinomes dans les-
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quels f(x) est décomposé, on voit que les trois valeurs de » sont
égales a

M = X%y X324, Ay = 1L - Loy, Ay = BTy = Taly s

ce sont les trois racines e¢,, ¢, 93 de 1'équation résolvante de La-
grange ; on le vérifie du reste en formant 1'équation & laquelle sa-
tisfait A :

2 22 2
(.3) (I)()\) — 4(7\ -+ -%:—-— cz> (I — c,,> — <)\ % -— Cc) =0;

elle est identique a 'équation (2) (§ 55) ayant pour racines oy, o, o,.

Lorsqu’on a déterminé une racine 2, de cette équation, et qu'on
lui attribue la valeur iz, + @25, la décomposition effective en un
produit de deux trinomes de f(x) qui, sous la forme (2), est une
différence de deux carrés, donne précisément

fl@) = [0 — (@ 4 ;)0 + L1222 — (23 + Ta)T + T324] 5

il en résulte que les coefficients des deux trinomes obtenus, qui
contiennent la racine carrée d'une fonction entiére de 2;, sontles
valeurs des quatre quantités x,—+x, 2%, X3+ 2, 2% On
est donc amené, par la méthode actuelle, a déterminer en fonetion
de ), les quatre fonctions précédentes des racines, puis a résoudre
deux équations du second degré; c’est ce que I'on fait précisément

dans la méthode de Lagrange.

* — 2
;  comme

2
On peut ajouter que 7&—% —c¢, estégala (

« et « sont égaux respectivement aux sommes de deux racines, les
trois valeurs que prend cette quantité sont

1 , 1 , 1 o
I(m—i—-:ﬁ—w;,—;m)’, —(mtx3— 12— 2)%, I(xﬂ—kxk—wg—-’ca\‘,

SR 1 1 1 -
c’est-a-dire TO“ I 05, T 8,. Nous vérifions de celte fagon que
% ou o et 0 sont liés I'un & 'autre par la relation

0 = C%— 4Cg+/l<?.

60. Nous allons appliquer I'étude de la nature des racines de 1'é-
quation résolvante ¢() =0 & la discussion de 'équation du qua-
trieme degré ; nous nous placerons dans le cas ou les coeflicients de
celle-ci sont réels, et nous chercherons la réalité et I'ordre de mul-
tiplicité des racines x4, x,, x4, ;.
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D'aprés la remarque déja faite que le discriminant de ®(3) est le
méme que celui de f(x), la condition nécessaire et suffisante pour
que les racines z soient dislinctes est qu'il en soit de méme de
My Ay, R

En étudiant les différents cas qui peuvent se présenter pour les
racines x, on arrive 4 des conclusions différentes relativement aux

. . & .
racines A et au signe de )\+7: — ¢, de sorte queles réciproques
sont exactes, et qu’on peut énoncer les résultats suivants :

I. Xy, A, A5 distincts : les racines xy, 2, a3, 2, le sont également,

. T3 .
1° A, Xy, Xy réels et > @—-I‘: les quatre racines z sont

réelles.
. . 3 .

2° Ay, Mgy A3 réels; un au moins << cz—T‘ : les quatre racines
sont imaginaires.

3o X, réel, Xy, }; imaginaires : deux racines sont réelles et deux
imaginaires.

II. %, = A 3£ X @ 'équation a au moins une racine double x;=u;.

cf . . ) .
1° u> cz——z . trois racines réclles et distinctes, dont une

double.

4] . . e
20 2, << c;—— : uneracine double réelle et deux imaginaires.
A& e}
c: c?
3 A= = N> cg——z’— . deux racines doubles réelles
Ty = X1y, Ty = L.
c? ¢} . . .
4o A= ¢, — M < 6 — vy : deux racines doubles imagi-
naires.

M. X\ =X =X : Uéquation a au moins une racine triple.
2

N ¢ . . .
1° M CQ—T‘ : une racine triple et une simple.
c? .
2 = —, + uneracine quadruple.

Il serait facile d’exprimer les conditions précédentes au moyen
des coefficients de f(z); j'indiquerai simplement que la condition
nécessaire et suffisante pour que I'équation ait une racine double
est exprimée par 'égalité A = — (4P3+-27Q%) =0, ol P et Q
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ont les valeurs données au § 58, et que les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'elle ait une racine triple sont exprimées par
P=0 et Q=0 oubienpar S=0, T=0.

On obtiendrait des résultats analogues en discutant 1'équation ré-
solvante ayant pour racines 0, 0;, 9;; on peut ajouter que parmi les
trois décompositions de f(x) en trinomes du second degré, il en
existe toujours au moins une a coeflicients réels.

61. Les équations spéciales du quatrieme degré irréductibles sont
caractérisées par un groupe particulier satisfaisant & la condition
d’étre transilif; les groupes transitifs & quatre variables sont les
suivants, aprés le groupe symétrique : 1° le groupe alterné G';
2" I'un des groupes d’ordre 8 : Gy, Gz, G3; 3° le sous-groupe inva-
riant H; 4° I'un des groupes cycliques : Cy, G, Cs.

Les équations ayant pour groupe G’ sont caractérisées par ce fait
que le discriminant est carré parfait dans le domaine de rationalité ;
alors les fonctions ¢y, 93, 9, et z; s’obtiennent par I'extraction d'une
racine cubique aprés adjonction de la racine de I'unité w.

Celles qui ont pour groupe G;, G; ou G; sont telles que I’équation
résolvante de Lagrange, ou bien I'équation %(0) = 0 aient une
racine rationnelle; les méthodes que nous avons données s'appli-
quent & leur résolution et les racines s’obtiennent par 'extraction
de trois racines carrées; les équations bicarrées et les équalions ré-
ciproques appartiennent a cette classe.

Celles qui ont pour groupe H sont telles que les trois racines de
I'équation résolvante de Lagrange s’expriment ralionnellement dans
le domaine; les formules (11), (12) et (43) indiquent comment on les
résout par deux extractions de racine carrée. Enfin celles qui ont
pour groupe I'un des groupes cycliques C;, C;, C; sont des équations
abéliennes ; les formules (9) montrent que leurs racines s’expriment
au moyen d'une seule racine quatrieme portant sur une quantité
connue.

62. Nous venons de voir que I'on peut résoudre les équations du
deuxiéme, du troisiéme et du quatriéme degré en cherchant une
fonction de Galois de la forme

U = @+ 0Ty 4 iy 4 .. T,

ou w est une racine primitive de x2"—1 = 0 que l'on adjoint,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



RECHERCHES DE LAGRANGE 103

dans le courant du calcul, au domaine de rationalité. Lagrange, dans
son mémoire dont nous avons déja parlé, a cherché a généraliser
cette méthode pour une équation de degré quelconque supposée gé-
nérale; il n'est pas parvenu & résoudre les équations de degré supé-
rieur & qualre, et nous verrons que c’est impossible, mais ses re-
cherches sont importantes pour la résolution de certaines équations
spéciales, et nous allons les résumer,

Supposons d'abord que le degré n de I'équation soit premier;
d’aprés ce que nous avons vu au chapitre V, la fonction

wy = Y = (& + 0Ly ol ...+ 0",

est une fonction cyclique admettant (n —4)! valeurs pour toutes
les substitutions ; mais, parmi ces valeurs, il en existe n—1 par-
ticuliéres appartenant au méme groupe que w,; ce sont les fone-
tions wy, wa, ..., Wy_y Obtenues en remplacant dans la précédente w
par chacune des racines de I'équation binome a"—1 = 0 autres
que l'unité, racines que nous avons désignées par

n—1

4 .
b

9
4 {/
wl, w L Y

ces fonctions  wy, ws, ..., We_y, qui s’expriment rationnellement au
moyen de I'une d’entre elles, sont elles-mémes telles que la fonction
cyclique

po= v = (w1 + 2w, + 22, 4 .. w0,

ou « estracine primitivede 2! —4 =0, apparlienne au groupe
métacyclique que nous avons désigné par
a=1,2,..,.,n—1 >

M= |z az+ 6| (mod. n) <b=0,1 2,...,n—1

La fonction p est racine d’'une équation de degré (n —2)! & coef-
ficients symétriques ; si 'on connait une racine de cette équation, on
peut calculer z, ,, ..., x, parde simples exiractions de racines,
aprés adjonction des racines de l'unité » et «, comme nous allons
le montrer.

On peut d’abord supposer les indices des racines x choisis de fagon
que la quantité connue soit la fonction p précédente; en prenant
une racine d'indice n—14, on a la fonction

r= Wy AWy e 00,y =

elle appartient au groupe de w,; c'est de plus, par rapport aux élé-
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ments  w;, W, ..., Wy, une fonclion de Galois, et I'on peut cal-
culer ces éléments d'une maniére rationnelle an moyen de ¢ et des
fonctions symétriques des »n—1 quantités w. Ces derniéres
fonctions symétriques, restant invariables par les substitutions du
groupe M, s’expriment rationnellement en fonction de p et des
coefficients de 1'équation donnée ; par suite w, ws, ..., Wny Ppeu-
vent étre calculés rationnellement au moyen de p et de y.
Ayant ainsi w;, une extraction de racine n¢ donne la fonction de
Galois i
b = @+ ory + - W, = Y,
au moyen de laquelle s’expriment les racines z elles-mémes ; il
est plus simple de prendre 3 1a fois les » —1 fonctions cycliques
Wy, Wiy v, Wy_y ; en désignant par w,, wy, ..., w,y les racines
de I'unité qui y entrent respectivement, on a
2y 0T+ o™y, = VE,
Ty @ 4 A0y, = YV,

L

— ni—
Ty WXy - A ORI, = \/wn—h

1ALy A2, = — ¢y,
d’ou 1'on tire
nTy = — ¢ Vs + Vwy, + - Yin_y,
nr; = — &1+ w7 Vwy -+ 07t Yws + -+ 0,7 Vw0,

Ainsi donc, on résout 1'équation de degré n, = étant premier :
1° en calculant une racine d’une équation de degré (n—2)!;
2° en extrayant une racine d'indice n—1 et une aulre d’indice n.

L’équation résolvante de degré (»—2)! ayant pour racines les
fonctions métacycliques conjuguées est, pour n > 3, d'un degré
supérieur a n, et la difficulté du probléme n’est que reculée ; ce-
pendant si une équation spéciale est telle qu'une fonction métacy-
clique soit connue et fasse partie du domaine de rationalité, cette
équation est résoluble par radicaux ; nous démontrerons plus loin
la réciproque de cette proposition fondamentale.

63. Considérons maintenant le cas ol le degré de I'équation est

un nombre composé ; soit n = pg, ou p est un nombre pre-
mier ; nous allons ramener la résolulion de I'équation donnée a
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celle de p équations de degré ¢ ; partageons pour cela les n ra-
cines zj, T,, ..., x, en p séries, et formons les sommes

Xy =, +2p 1+ Tapy1 o Tty ppet

Xo= @+ T2+ + Ty piay

Xp=2p+ Ty + - H iy,

des racines de chacune d’'elles; si elles sont connues, on peut calcu-
ler toutes les fonctions symétriques des racines de chaque série, car
elles appartiennent au méme groupe de substitulions que la somme X
correspondante, et s’expriment rationnellement au moyen de cette
somme et des coefficients de I'équation.

La connaissance des fonctions X;, X ..., X, entraine ainsi
celle des coefficients des p équations dans lesquelles se décompose
I’équation donnée.

Pour déterminer les quantités X, nous formerons 'équation de
degré p dont elles sont les racines,

F(X) = X? 4+ C X1 GXP2 -+ 4-C, = 0.

Les coefficients appartiennent tous & un méme groupe de substitu-
tions des variables z, cclui que l'on obtient en permutant dans
chaque série les éléments x de toutes les maniéres possibles, ef en
permutant les séries entre elles ; il a pour ordre (g !)?p!, de sorte
que Gy, Gy, ..., G, s'expriment rationnellement au moyen d'une

seule fonction y appartenant au groupe précédent, et racine d'une
. n!
équation de degré W
Quant aux racines de l'équation F(X) =0, on les obtiendra,
puisque p est premier, en appliquant la méthode précédemment
décrite, c’est-a-dire en résolvant une équation de degré (p — 2)!
et extrayant des racines d’indices p—1 et p.

On a donc, en posant n = pg, ol p estpremier: 1° & calculer

. . . .on!l .
une racine y d'une équation de degré ———- & coefficients connus;
P

(q 1P
2° & calculer une racine d'une équation de degré (p—2)! dont
les coefficients sont des fonctions rationnelles de la racine y cal-
culée ; 3° & extraire une racine d'indice p—1 et une autre d’in-
dice p; 4° a résoudre p équations de degré ¢. Si ¢ est unnombre
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composé, on pourra répéter ce qui précéde pour ces nouvelles
équations.

Ainsi, par exemple, pour n =4, p =4¢ =2, la méthode
précédente conduita poser X; = &1+ x3, Xo = T2+ 2, ; les coef-
ficients de 1'équation F(X) =0 dépendent d’'une racine d'une
équation du troisiéme degré qui est précisément I'équation résol-
vante de Lagrange ; on a alors X, et X, en extrayant la racinc
carrée d'une fonction rationnelle par rapport a o, et il reste a ré-
soudre deux équations du second degré.

Pour n > 4, I'équation résolvante de degré -‘L'—- est d'un

pHgb?
degré supérieur & = ; il n'y a que pour des équations spéciales que
les recherches précédentes conduisent a la résolution d’une équation
de degré > 4.
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DE LA RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS (%)

64. Soit une équation de degré n,

1) fl=,R,R,...) =22 4+ " 2+ o+ ¢, = 0;
nous supposons que les coefficients font partie du domaine de ratio-
nalité (R, R’, ...),; défini par des parameétres arbitraires et indépen-
dants R/, R, ... comme nous l'avons expliqué au chapitre VI,
et que le polynome fl{z) estirréductible dans ce domaine ; nous di-
rons que ’équalion est résoluble algébriquement si I'on peut y
satisfaire identiquement en substituant 4 x une expression formée
au moyen des éléments du domaine et des signes des opérations
suivantes de l'algébre : addition, soustraction, multiplication, divi-
sion, élévation a4 une puissance d'exposant entier, exlraction de ra-
cine d’indice entier, en nombre limité ; nous dirons aussi que
I'équation est résoluble par radicaux.

Comme l'exfraction d’nwne racine d’indice pg se raméne a deux
extractions successives de racines d'indices p et ¢, on peut tou-
jours supposer que les radicaux qui entrent dans ’expression de la
racine sont d’indice premier ; c’est ce que nous ferons désormais.

Avant de chercher si une équation est résoluble algébriquement,
il est nécessaire d’étudier la formation des expressionsalgébriques.
La suite des calculs a effectuer pour arriver 4 une telle expression
peut toujours se ramener a la série suivante d’opérations :

(*) Ce chapitre est extrait, en grande partie, de I'ouvrage déja cité de M. Nerro,
Substitutionentheorie, chap. 13, p. 235.
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1° Calcul d'une fonction rationnelle des éléments du domaine
F(R, R, ...

2° Calcul d'une racine V, d’'indice premier p, de cette fonction
rationnelle ; nous supposons que F, n’est pas la puissance exacte
d’ordre p, d’'une fonction du domaine donné, car sinon on pren-
drait cette fonction comme valeur de V,, qui ferait ainsi partie du
domaine primitif ; V, est par suite une quantité nouvelle définie
par I'équation

V& = F (R, R',...).

3° Adjonction de V, au domaine, formation d'une fonction ra-
tionnelle F,_(V,, R, R’, ...) du domaine ainsi étendu, et ex-
traction d’'une racine V,_, d'indice premier p, , de cette fonction;
F,_, peut ne pas contenir V,, mais n’est pas une puissance exacte
d’ordre p,_, d’une fonction du nouveau domaine (V,, R, R', ...),
car sinon V,_ ; en ferait partie ; c’est donc une nouvelle quantité
définie par

vt = F, (Y, R, R L.

4° Adjonction de V,_, au domaine déja formé, formation d'une
fonction rationnelle du nouveau domaine F,_,(V, ,, V,, R, R",...)
contenant ou non V,_, et V,, etainsi de suite.

On peut done représenter la formation d'une fonction algébrique
x, telle que celle dont nous avons parlé par la chaine suivanle
d’équations :

V2. = F,(R/, R"...),
Vit =F,_((V,, R, R, ...},
(2) V2,2 = F, (V,_y, V,, R, R, L),
Vit = Fy(Vs, Vo, ... V, R R, L),
2y = Fo(Vy, Vo ... V,, R, R,
ou les fonctions F sont rationnelles et les nombres p premiers
absolus.

65. Nous allons montrer comment on peut simplifier la forme des
fonctions F, mais nous commencerons par démontrer un théoréme
fondamental dont nous ferons souvent application.

TntorEME. — St les équations
3) /}'L‘P_‘ + faxP 24 .- _‘_/P =0,
(4) a?—F =0
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ot p est premier, sont salisfaites simultanément, ou bien

fi=fi=..=f=0,
ou bien Uune des racines de Uéquation (4) s'exprime rationnellement
au moyende fi,fo, .., [, et F{*).

En effet, supposons que les coeflicients de 'équation (3) ne soient
pas tous nuls; les équations (3) et (4) devant étre satisfaites simul-
tanément, les premiers membres doivent avoir un plus grand
commun diviseur

T A I
dont les coefficients s’expriment rationnellement au moyen de
F, fiy fay ..y fp; 'l est du premier degré, il donne, égalé a zéro,
une racine de I'équation (4) exprimée rationnellement; s’il n'est pas
du premier degré, et si x, est une des racines communes, les

autres seront de la forme =0 e ..., Ol w est une racine
p* de T'unité, et I'on aura en effectuant leur produit
o = 2t = gl

mais on peut trouver deux nombres u et v tels que hu—+ pv =1
alors, en élevant les deux membres extrémes 4 la puissance u, on a
ot - of = 2 P = o F,
d'ou
x‘wzu — i ?ZFP,

et le premier membre, qui est une racine parliculiére de 1'équation
(4), s'exprime rationnellement au moyen de F, fi, f5 ..., [, Le
théoréme se trouve ainsi démontré.

66. Cela posé, je vais montrer qu'on peut meltre les fonctions F
de la chaine d'équations (2) sous forme d’'une fonction entiére par
rapport aux éléments V, avec des coefficients rationnels par rap-
porta R, R',... Supposons par exemple que F, ; ne soit pas
une fonction entiére par rapport & V,, V.44, ..., V,; on peut
d’abord la mettre sous forme du quotient de deux polynomes entiers

et écrire
Go+-GiV, + -

Fot =5 er——
! H0+H1Va+""

(*) AeL (OEuvres complétes, t. II, p.196) a énoncé le premier ce théoréme; c'est
KnoNecken {Monatsberichte, 1879, p. 206) qui lui a donné sa signification précise.
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ou Gy, Gy, ..., Hy, Hy, ... sont entiers par rapporta V,.,, ..., V,,
puis ramener le numéraleur et le dénominateur a ne contenir que
les puissances de V, au plus égales & p,—1 d’aprés I'équation

6)) Viz = Fo(Voyq,..., V,, R R, L)

Si V., entre encore au dénominateur de F, ;. désignons par
Vi, Vi, ... les autres racines de I'équation précédente; elles satisfont
a l’équationxp v

(6) —v
Le produit :

0= (Hy + HVi oo )(Ho o HVideen) oo

n'est pas nul, car si I'un des facteurs I'était, une des racines
Vo, V', ... satisferait simultanément & I'équation (5) et a une
équation de degré p,—1 au plus dont les coefficients H,, H,,...
ne sont pas tous nuls; d'aprés le théoréme précédent, une des
racines de I'équation (8) serait rationnellement exprimable au moyen
de V.., Vayo, ..., V, R, R, ... et F, serait une puissance
Po’ exacte, contrairement a ’hypothése.

Multiplions alors les deux termes de F, , par le produit It; le
dénominateur est symétrique par rapport aux racines de 'équation
(3) et s'exprime rationnellement au moyen de V,,,,...,V,; le
numérateur est le produit d’'un polynome entier par rapporta V,
et d'une fonction I symétrique entiére par rapport aux racines de
I'équation (6) et s'exprimant par conséquent d'une maniére entiére
par rapport & V,. On obtient ainsi comme expression de F,, un
polynome entier par rapporta V,; si les coefficients sont fraction-
naires par rapport & V,,, on opérera de la méme maniére par rap-
port a cette quantité, et ainsi de suite, de sorte que F,_; sera une
fonction entiére des éléments V,, V,.i, ..., V, avec des coeffi-
cienls rationnels dans le domaine primitif.

Le calcul étant ainsi effectué de proche en proche & partir de F,,
on peut supposer de plus que chaque élément tel que V, entre a
une puissance au plus égale &4 p,—1, car sinon on utiliserait
I'équation Vi» = F, pour exprimer les puissances supérieures
de V,; par ce calcul les fonctions F ne cessent pas d'étre entiéres
par rapport aux éléments qu’elles renferment. On peut donc écrire

Fooy = J0+J1Va+‘]2v2+ o Jp;—ivg“_!v
ou les J sont des fonctions entiéres de V.., Voya, ..., V..

= Xt VX0 e VIt = 0.
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67. On peut aller plus loin dans cette réduction dans le cas ou
V, entre effectivement dans l'expression précédente, et faire en
sorte que le coeflicient du terme du premier degré J, soit égal a
I'unité.

Soit J. un des coefficients J;, J,, ..., Ju,—1 qui ne soit pas
nul; posons

(7) J/L‘Vg.: = Wa;

il existe deux nombres u et v dont le premier n'est pas nul, tels
que
ku—+po =1;
alors, en élevant & la puissance u les deux membres de I'équa-
tion (7), on obtient
JUVIira® = UV F, = W,
d’ol1 'on tire

(8) Vo = WIF
les équations (7) et (8) montrent que V, et W, s’expriment ration-
nellement I'un par I'autre et par les éléments suivants :

Vogas Vagay oo vy
de sorte que les deux domaines de rationalité
(Vas Voay oo, Vo, R RY LD, (Way Voiy, ..., V, RO R L)

sont équivalents ; d’autre part il n’existe aucune puissance de W,
inférieure & p, qui s’exprime rationnellement dans le domaine
(Vagty ooy Vo, ...), car sil'on avait par exemple

W= @(Vapay ooy Voy ou)s
pour ¢ inférieur & p,, on aurait, en partant de I'équation (7),

VE =DV, q, ..., V,, ..0),
et comme le produit des deux nombres £ et ¢ n'est pas divisible
par le nombre premier p,, on en conclurait qu'une puissance de V,

inférieure 4 p, serait rationnellement exprimable, ce qui est impos-
sible. Par contre, en élevant W, & la puissance p,, on a

Woa = JaFt = @,(Voypy, ..., V,, R, R L),
on déduit de ce qui précede que W,, comme V,, estfourni par une
équation binome de degré p, dans le domaine (V. 4, ...), et

qu'on peut les remplacer I'un par l'autre dans la chaine d'équa-
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tions (2); dés lors on peut introduire dans F, , et dans les fonctions
suivantes F, », ... F;;, W, 4 la place de V,. Dans F,, onrem-
placera, en se servant de I'équation (8), J, Vi par J,(FiJ "Wyt
cette fonction est de la forme L, W.', en désignant par &' le
nombre compris entre 1 et p, qui différe de uh d'un multiple de p,,
et par L, une fonction r:}tionnelle de Voisy Vaysy..., V, gqu'on
peut ramener a une fonction entiére par rapport a ces quantités.
En remarquant que les nombres
wh(h=1,2,...,p.,—1)

ont pour restes positifs (mod. p) des nombres distincts de la suite
1,2, ..., p.—1 et que k est la seule valeur de & donnant pour
reste 1, on voit que I'on a

F, =03+ W, L,Wi + -+ + L, Wi,
ot Jo, Lo,..., L 4 peuvent étre supposés entiers par rapport & Vo,
Vai2y..., V,. Nous conserverons la forme d'équation

VgiT‘ = Fa.—i = J0 + Va. + Jivg. e 4 ']'pa.—l‘,gfa'_i
en remplacant W, par la lettre V,, et nous supposerons désormais
que la réduction précédente ait été effectuée pour toutes les fonc-
tions V; nous aurons en particulier
Ty = G0+V‘ + G2V¥ e R G1,1_1Vf|_1.

68. Nous allons appliquer ce qui précéde a l'expression algé-
brique qui satisfait identiquement a4 une équation résoluble. Suppo-
sons qu’elle soit fournie par la chaine d’équations (2), o1 les fonc-
tions F ont la forme que nous venons d’indiquer ; formons les
différentes puissances de z, en ayant soin de réduire les exposants
de V,, Vy, ... & étre inférieurs respectivement & p,, ps, ... aun
moyen des équations de la chaine, et substituons-les dans le poly-
nome f(x); nous aurons le résultat

9) fl@) = Hp + B,V + Ho Vi + - 4+ H,, Vi1
ou Hy, Hy, ..., H,_, sont des fonctions entiéres de V,, V;, ..., V5
il doit étre identiquement nul.

D’aprés les hypothéses faites sur les fonctions F, cela ne peut
avoir lieu que si 'ona Hy=H,= ... = H, =0, car sinon
I'équation obtenue en annulant le polynome précédent entier en

V,; et 'équation
V{)l = Fi(Vg, Va, veey V\,, Rl, R”, .o -)
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seraienl satisfaites simultanément, et, d’aprés le théoréme prélimi-
naire, I, serait la puissance p,* exacte d'une fonction du domaine
(Va, Vi, ...), ce qui est contraire & 'hypothése.

De la méme maniére, chaque fonction H mise sous forme d'un
polynome entier par rapport & V,, aveec des coefficients entiers par
rapport & V,, V,, ..., tel que

Hi = K, + KVa + K Vi+ - + K, Vo,
doit avoir ses coeflicients K, K,, ..., K, 4
analogue, et ainsi de suite.

S'il arrive, dans quelques cas particuliers, que certains des poly-
nomes successifs, ordonnés suivant I'élément V de moindre indice
qu’ils renferment, n'aient pas tous leurs coefficients nuls, c’est une
preuve que l'on a négligé de s’assurer que chaque fonction F n'est
pas une puissance exacte, et qu'il est possible de réduire le nombre
des éléments V.

Comme exemple d'une telle réduclion, considérons I’équation du
troisietme degré 2°*+ pr--qg =0, et l'expression algébrique
d'une racine ; donnée par la formule de Cardan

/G 8T VTR

elle est fournie par la chaine d’ équatlons :

. iz 2—3
Ve <2>+(%>

nuls pour une raison

|

=
I
|
I
+
b

=
I
|
I
|
=

xn = Vi+ V..

En substituant x, dans le premier membre de 'équation, on a

(Vi+ Vo +p(V, + Vo) + g = — ¢+ 3VIV, + 3V, V2 4-pVy
+pVe4-¢ =0;

les coefficients de Vg, V,, el le terme indépendant ne sont pas iden-

tiquement nuls; ceci nous prouve que les fonctions V ne sont pas

réduites au nombre minimum, et que V, fait partie du domaine

(Vy Vi, p, q); on obliendra son expression, d’aprés la démonstra-

VOGT., — RES. ALG. 8
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tion du théoréme fondamental, en cherchant le plus grand commun
diviseur des polynomes

3VIVe 4+ (3Vi+ p)Vi + pV,,

woly
i+ 9 +V,

et I'égalant & zéro, ou en remarquant que (3V,Vo+ p)(V,+ V)
doit étre nul; on trouve ainsi V,V, = — g— » ce qui donne
/ )
——% —-% g v;(——g—w)
Vz - q = ]) 2 !
—g TV G)

nous avons fait disparaitre successivement les irralionnelles du
dénominateur, comme nous I'avons indiqué précédemment (§ 66);
il résulte de la que la chaine d’équations se réduit a

- (-3

=

Vi =

69. Lorsque les éléments V sont réduits au nombre minimum, on
a forcément, dans lidentité (9), H,=H, = - =H, ,=0;
supposons que, dans I’expression de x,, on attribue & V; chacune des
p: valeurs dont cette quantité est susceptible, et qui sont

Vn mIVU UJ?V“ MRS ] m]l"—lvh
oll w; est une racine primitive de I'équation w* —4 = 0; on ob-
tiendra des expressions i, s, ..., T, felles que

(10)  apyy = Go 4 whV; 4+ G} Vi 4 (k= 0,4,..., p,—1)
et en les substiluant dans f(z), on aura
f(Xr) = Ho+ HwhV, + Hw*V, ... =0;

car Hy, Hy,... sont nuls, par suite les p; quantités xy, @, ..., x,, sont
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racines de 'équation proposée. Ainsi dans 1’exemple de 1'équation
du troisicme degré dont nous venons de parler, V, étant le dernier
élément de la chaine, les quantités

(— Tq) — V3> w?V3
Xy = (')V-'_) -+ = 3 ’
P
(%)
<_ % — v3>(..vg
Ly = 'UQVQ -+ “—'p' 2
(%)

sont, avec x,, des racines de I'équation.

70. Nous verrons que les racines ainsi formées sont dislinctes,
mais nous pouvons, sans le supposer, démontrer une propriété
fondamentale des irrationnelles Vi, Vi, ..., V..

Les équations (10) donnent, en multipliant x,,, par w® et
faisant la somme des produits,

PV = ZSorie, .,
(11) Vi = L DI ALS A
Py
par suite l'irrationnelle V; est une fonction linéaire des racines de
I'équation f(x) =0, les coefficients dépendant des racines p,* de
P'unité; si les valeurs &y, &, ..., x, fournies par les équations (10)
ne sont pas toutes distinctes, on a par exemple
Seortp = o(f o4 ) @ert T )

Soient x, x, ..., , les n racines de I'équation donnée, qui sont
toules distinctes d’aprés I'hypothése; effectuons dans la somme
précédente toules les substitutions relatives a ces » racines, ‘et lui
donnant des valeurs algébriquement différentes ; toute fonction
symétrique de ces valeurs est symétrique par rapport a x;, &3, ..., Zn;
elle peut encore contenir la racine de l'unité w, ; dans ce cas, si I'on
" remplace w, par wi, o}, ..., w,! et si I'on forme le produit des ré-
sultats, on aura une fonction symétrique s'exprimant rationnelle-
ment au moyen des coefficients de f(z), c'est-a-dire au moyen des
éléments R’, R/, ... du domaine primitif de rationalité.

En particulier, formons le produit des expressions obtenues en
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1 7
| 2 sethp,
v [Pi v H]

les substitutions précédentes par rapport aux racines z, et, s'il est
nécessaire, multiplions ce produit par ceux que 'on obtient en rem-
placant », par les autres racines de I'unité ; nous obtenons un
polynome ¢(y) & coefficients rationnels par rapport 4 R', R’, .... En
I'égalant & zéro, on a une équation analogue a [f(x) = 0, etl'on
peut supposer que ses racines sont distinctes, car sinon on lui appli-
querait la méthode de calcul des racines égales qui ne change pas la
nature des coeflicienls; si nous admeltons que ofy) =0 soit
I’équation ainsi obtenue, sans racines égales, elle a en particulier
pour racine la quantité :

effectuant dans

1 "
Y= []T Ewrkm,,+l:| — V{" = Fl(Vg, Vg, .. .);
1

elle est, comme on sait, de la forme
Y1 = Lg —+- leg - LEV’; + ... 4 Ll’g—lvg’_l,

ol L; est égal a I'unité. En répétant sur y, le raisonnement que
nous avons fait sur x,, les valeurs

(12) Y = Lo+ LijwhVy 4 Lowd V34 ... + LZ,,_iwz("ﬂ_”"Vé’f‘
pour £ =0,1,2,...,p,—1, ol w, eslune racine p,* de I'unité,
sont toutes des racines de o(y)= 0; d'aprés la maniéere dont
nous avons obtenu cette derniére équation, ce sont donc des fone-
tions des racines = analogues a ¥, et s’en déduisant par certaines
substitutions effectuées sur a4, 2, ..., x,. Sinous opérons comme
nous I’avons fail pour V,, nous avons

Vy, = —-1—- E,;U);kyk+‘,
P2

de sorte que V, est une fonction entiére des racines de f(x) = 0,

avec des coeflicients dépendant des racines de 'unité w, et w,.

En répétant sur les racines y le méme raisonnement, on formera
une nouvelle équation ¢(z) = 0 dont les coefficients font partie
du domaine primitif et dont les racines sont fonctions enti¢res de
X4y X2, ..., Zn, €t Von exprimera V; au moyen de ces racines, et
ainsi de suite, d'olt le théoréme suivant :

TutoriME. — Si une dquation résoluble  f(x) = 0 dont les coeffi-
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cients font partie d’'un domaine de rationalité (R, R', ...), est satis-
faite par une expression algébrique explicite x,, cette expression peut
se meltre sous la forme dune fonction enticre d'une série de quantités

\'19 VZ’ Tey Vv)

avec drs coefficients rationnels dans le domaine (R, R, ...). Les quan-
tités V sont d’une part des fonctions enticres des racines de Uéquation
donnée, avec des coefficients dépendant de racines de Uunité ; d’autre
part elles sont déterminées par une série d’équations de la forme

' "
Vg1=F1(V1+‘, V1_|_g,..., Vw R,,R,...),
ot les nombres p, sont premiers, et ou les fonctions F sont enticres par

rapport aux quantités V qu'elles renferment, avec des coefficients
rationnels dans le domaine (R, R’, ...).

71. Ce théoréme permet d’appliquer les considérations que nous
avons développées sur les fonctions des racines d'une équation, et
nous allons démontrer le théoréme fondamental suivant :

TuikoREME. — Les équations générales de degré supérieur d quatre
ne sont pas résolubles algébriquement.
Soit

fla) = "+ e+ ...+ ¢, =0

I'équation générale de degré n ; le domaine de rationalité est cons-
titué par les coefficients ¢y, ¢,, ..., ¢, qui sont arbitraires et indépen-
dants, etlesracines x, &, ..., £, ne sont assujetties i aucune autre
condition qu'a celle d'avoir leurs fonctions symétriques connues.

La racine x, étant supposée exprimée au moyen des gquantités
Vi, V,, ..., V,, comme nous l'avons dit, la derniére irrationnelle
satisfait 3 une équation delaforme

V\];"' = Fv(ch Cay o vy C”);
elle est par suite une fonction entiére des racines
Vv - ‘?(a‘h L2y oeny -'L'n)

dont la puissance p$ est symétrique.

L’identité QP X1, Bay. oy Lu) = FC1, €3y 00y Cn)
a lieu lorsqu’on remplace ¢, ¢, ..., ¢, par leurs expressions en
fonction des racines et lorsqu'on considére ensuite zy, s, ..., x,
comme des variables indépendantes, puisque I'équation est géné-
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rale ; le second membre est invariable pour toute substitution ;
par suite le premier doil I'étre aussi ; mais ¢ change au moins pour
une transposition, car sinon F, serait la puissance p; cxacte d'une
fonclion symétrique, rationnelle par rapport a ci, ¢, ..., €., con-
trairement & ’hypothése.

Soit donc T = (x,x,) une transposition changeant la valeur de
9; comme o™ reste invariable, la nouvelle valeur g(xa, iy ouey Ty)
ne differe de la premiére que par une racine p,° de I'unité w,, de sorte
que

(2, @yy. ooy Ln) = 0,901, Xsy ...y Tn);
en répélant la transposition T sur les deux membres, ils resteront
encore identiques puisque les x sont indépendants; mais le premier

reprend la valeur primilive o(xy, =3, ..., x,); on a dés lors
(X1, Tay ooy Tn) = WO(Tay Tyy -y Tn)s

d’ou, en remplacant o(zs, 2y, ...) par sa valeur,
O(T1y T2y oo vy &) = wW2Q(Xy, Tyy v eey XTn);

cette identité exige que 'on ait w2 = 1, dou p,=2. On voit
que la premieére irrationnelle V, que l'on a & calculer est un radical
carré ; c'est une fonction des racines ayant deux valeurs, et appar-
tenant au groupe alterné; elle est le produit d'une fonction symé-
trique par la racine carrée du discriminant.

Passons maintenant a T'irrationnelle suivante V, ,, donnée par

]I
VviTi = Fv—i(vvo Ciy Cayev vy C,,).

Le second membre doit renfermer V,, car sinon, d’aprés le méme
raisonnement V,_, serait encore une fonction de xz,, x;, ..., x,
ayant deux valeurs, appartenant au groupe alterné, et s’exprimerait
rationnellement aun moyen de V,, ¢, ¢, ..., ¢, contrairement &
I'hypothése.

Si I'on remplace V,, ¢y, ¢, ..., ¢, par leurs valeurs en fonetion des
racines, F,_, est une fonction appartenant au groupe allerné, et si
I'on pose

Vit = 4 (2, @2, 24, ...y Z0),
V,_, est une fonction des variables 2 dont la puissance p,_,¢ a
deux valeurs et reste invariable pour les substitutions de ce groupe.
¢ varie au moins pour une substitution circulaire de trois éléments,
car sinon, d'aprés le § 5, elle appartiendrait au groupe alterné, et
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V,.1 s’exprimerait rationnellement au moyen de V,, ce qui est
impossible.

Soit alors, par exemple, S = (x,2%;) une substitution qui
transforme ¢ en une fonction que je désigne par ¢, ; elle changera
¢; en une nouvelle valeur ¢, et 4, en ¢, puisque $* = 1. Comme
S fait partie du groupe alterné, elle laisse invariable la valeur de
F,oy, etlona ¢P—1 = ¢, dou

4 = w4},
w,_ désignant une racine pi_, del'unilé; alors en répétant deux
fois la substitution S on a
by = w b = w%—tdh

b= v, = ol ¢,

par suite wi_y =1, p,y =3, etla deuxiéme irrationnelle doit
étre un radical cubique.

Mais si le nombre des variables est >> 4, ¢ varie au moins
pour une substitution circulaire de cinq éléments, d’aprés les pro-
priétés du groupe alterné; si 8’ est une lelle substitution, un rai-
sonnement identique au précédent montre que 1’on doit avoir

wly =1, P = B,

Il y a donc contradiction avec ce qui précéde, et la résolution
algébrique est impossible pour n > 5. On voit que pour n=3
ou 4 le premier radical est 1a racine carrée du discriminant, et le
second un radical cubique, ce que nous avons constaté.

72. Ce théoréme fondamental a été démontré pour la premiére fois
par Abel ; la démonstration qui précéde est celle qu'a donnée Want-
zel. Nous aurions pu nous en dispenser et nous appuyer sur les ré-
sultats déja obtenus, mais nous avons préféré donner une théorie
compléte en elle-meéme de-la résolution algébrique des équations
générales.

Nous allons indiquer une autre démonstration. Nous avons vu aux
§ 24 et 25 que les fonctions alternées de plusieurs variables indé-
pendantes sont les seules dont les valeurs conjuguées soient racines
d'une équation binome 4 coefficients symétriques, et qu'il n'existe,
pour =n > 4, aucune fonction ayant m valeurs pour les substitu-
tions du groupe alterné, et dont les m valeurs conjuguées soient
racines d’'une équation binome.
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11 pourrait se faire cependant qu'une des valeurs conjuguées, en
particulier, soit racine d'une équation binome & laquelle ne satisfont
pas les autres. Je vais montrer d’abord que, dans le cas de l'équa-
tion générale, il n’y a que les fonctions alternées des racines dont
une puissance de degré premier soit symétrique.

Soit, en effet, 9(xy, 23,...,2,) une fonction ayant o valeurs
conjuguées, racines d’une équation
(13) ‘1’(?)=<?"~I—A,§5"*‘+---—|—AP=0

4 coeflicients symétriques, et satisfaisant & une équation binome
telle que

(14) of = F(ey, €1, .., Cn)

Si les équations précédentes sont identiques, les p valeurs conju-
guées sont les racines de I'équation binome (14); cela ne peut avoir
lieu que si p=p =2, etalors ¢, estune fonction alternée ; si
elles ne le sontpas, p ne peut étre inférieur & p, car I’équation (13)
est irréductible (§ 49) ; les racines communes satisfont alors 4 une
équation de degré inférieur 2 p, de la forme

(18) Big? ' + By 24+ 4+B, =0
a coefficienls symétriques, mais c'est impossible, car d'aprés le
théoréme préliminaire de ce chapitre, o, serait symétrique.

On démonltrerait de laméme maniére qu’il n'exisle, pour n > 4,
aucune fonction des racines de l'équation générale dont une puis-
sance de degré premier soit une fonction alternée. Le théoréme
d’Abel en découle immédiatement.

73. Revenons aux équations spéciales résolubles algébriquement,
pour compléter ce que nous avons dit au sujet de leurs racines.

Nous avons vu que les expressions

(10) Tpp1 = Go -+ G,w{‘V, i G],l_jw{‘.(pi_i)vfl_‘
obtenues en remplacant dans 2, V; par ofV,, et ol G; peut élre
supposé égal & I'unité, donnent des racines de I'équation flz)=0;
nous pouvons généraliser, et démontrer le théoréme suivant :

THEOREME. — Si dans Uexpression de la racine satisfaisant a une
équation résoluble

.2‘1 = GO(VQ, Va, . ) -+ Gi(Vi, V3’ s )V] e + G],l_‘V‘:'I_‘
on remplace une ou plusieurs des irrationnelles par une autre des va-
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leurs dont elles sont susceptibles, on a une nowvelle racine de Uéqua-
twon.

En effet, nous avons vu que dans le résultat de substitution

flay) = Ho(Vay Vi, o)+ Hy(Vy, Vgy L)V, 4= - H, _ Vit
chacun des coefficients Hy, Hy, ..., Hp 1 doit étre nul identique-
ment, et de méme, si on les ordonne suivant les puissances de V,,
les coefficients de ces puissances doivent étre nuls, et ainsi de
suite.

Nous avons déjh vu que si 'on remplace V, par «%V,, on forme
des racines de f(z) = 0.

Supposons maintenant que I'on remplace V; par V; = w;V,, ou
w, est une racine de w?’s — 1 = 0; V, doit étre alors remplacé par
une racine Vi de I’équation

Virn=F(V,, V5, ..., V,, R,R, L)
Fi(Vs, Vs, ...) D'était pas la puissance p¢ exacte d'une fonction du
domaine (V;, Vi, ...); parsuite F,(Vj, V3, ...) n'est pas non plus
la puissance exacte d'une fonction du nonveau domaine (Vi, Vs, ...)
et la suite
Voo Vaegy ooy Vo, Vi, V)
jouit des mémes propriétés que la suite primitive ; si I'on remplace
dans x; V, et V, par V; et V}, la nouvelle valeur
2, = Go(Vh, Vi, o)+ Gy(V5, Vg o)V e
est encore racine de ’équation, car [f(2}) est identiquement nul.

La démonstration s’étend de proche en proche & toutes les irra-
tionnelles.

74. Les racines que 1'on obtient ainsi ne sont pas foujours dis-
tinctes; nous allons reconnaitre celles qui le sont, en supposant
toujours I'équation donnée irréductible.

Considérons d’'abord les racines z,, a,..., z,, données par les
équations (10) ; je vais montrer qu’elles sont distinctes. Le produit
filz) = (@ —z)(x—x3).. (z—x, )
est symétrique par rapport a V,, w;V,, oiVi, ..., parsuite s’ex-
prime rationnellement dans le domaine (V, Vs, ...); je dis qu'il

est irréductible dans ce domaine.

Supposons qu'il ne le soit pas, et qu'il se décompose dans les
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facteurs irréductibles
o1@, Vo, Vi oL Y= (2 —2)(x—2,). .,

o3, Vo, Va, L) = {2 —x )z —a). ..,

les premiers membres ne renfermant pas V,, cetle irralionnelle
doit disparaitre identiquement dans les seconds aprés tous produits
effectués, dés lors ils ne changeront pas lorsqu'on remplacera V,
par w;Vy, ..., c’est-a-dire x, par chacune des autres racines ; il faut
donc que les facteurs irréductibles o1, ¢2, ... soient identiques,
c’est-d-dire que fi(z) soit une puissance exacte; mais, comme p est
un nombre premier, fi(2) ne peut étre puissance exacte que d’un
facteur du premier degré qui serait x —x,, et cela est impossible
puisque z — x, n’est pas ralionnel par rapport & V,, V,...

De ce que fi(x) est irréductible, on déduit que i, x,, ..., x,, sont
distinctes, ce que nous voulions démontrer; on peut ajouter que
fi(z) est un facteur irréductible de f(x) dans le domaine (V;, Vy,...).

Il arrive généralement que dans le produit (2 —x)(z—=z,)...
(x —x,,) plusieurs irrationnelles disparaissent en méme temps que
V,; supposons que V,, V... disparaissent, jusqu’a V,_;, etque V,
soit I'irrationnelle de moindre indice qui subsiste; on a alors

f(.’.l?, R" R”, .. ) == ]‘.‘(.’L‘, Vh, Vh—k—h .o .)"fl(.?,‘, V},, V’H—h . .),
et I'on peut supposer que le quotient ¢, ait été rendu entier par rap-
port aux éléments V qu'il contient.

L’identité précédente montre que les coeflicients des puissances
de z doivent é(re identiques aux deux membres; ceux du second
membre, ordonnés suivant les puissances V9§, V}, Vi, ..., V1,
doivent avoir les coefficients de ces puissances séparément nuls,
d’aprés un raisonnement déja fait, et I'identité précédente subsistera
quand on remplacera V, par wfV,, ot wjr—1 = 0.

Formons maintenant le produit des p, facteurs obtenus en rem-
placant dans f; V, par toutes les valeurs dont cette irrationnelle est
susceptible,

fox) = ful@, Va, . )fl@, oa Vi, o )il wjVa, .20 o o
je vais montrer qu’il est irréductible dans le domaine formé par
(Vat, Vays, -..); supposons en effet qu’il ne le soit pas, et que
?1(3‘, Vh+17 )
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soit un facteur irréductible dans ce domaine ; s'il a un diviseur
commun avec un des facteurs précédents, par exemple avec
file, wiVa, Viyy,...), il doit étre divisible par ce polynome, car
sinon celui-ci serait réductible dans le domaine (w/V,, Viiy, ...} et
file, Vi, Viiy, ...) le serait aussi dans le domaine (Vi, Vig1s .e-)s
ce qui est impossible. 1l faut donc que o, soit le produit d'un cer-
tain nombre de facteurs f; ; soient alors

?1("”, Vh+1, .o .) == /’1(:”' Vh’ Vh+|q .. .)f‘(l', (I)ZV]L, v)1+l! .- -) ey
@22y Vapry <o) = ful, of Vi, Vi, o 0)fa(®, 07V, Vagas o00) oo,

les facteurs irréductibles de fyz); V, doit disparaitre dans les se-
conds membres quand on effectue les produits. La premieére iden-
tité ne changeant pas quand on remplace V, par w:V,, on en con-
clut que les facteurs ¢, o,, ... sont identiques et que f3(x) est une
puissance exacte d'un polynome dont le degré est de la forme Xp; ;
comme p, est premier, cela ne peut avoir lieu que si f2(x), dont le
degré est égal & p,py, est la puissance p; d’'un facteur qui ne peut
dtre que fi(x, Va, Vi, -..) ; mais cela est impossible, puisque f;
contient sirement V, et n’est pas rationnel en V, 4, Vays, ..., V..

Ainsi donc fy{x) est irréductible dans le domaine (Vyi1, Vayg,...):
par suite les p;p, racines quon obtient en remplacant dans
Ty, %5 ..., &, Va par les expressions de la forme wfV, sont dis-
tinctes, et f,(x) estun facteur de f(x); on peut ajouter que s’il
existe entre V; et V, des irrationnelles V, V, ..., V,_, ayant
disparu dans fi(z, V,,...), toutes les expressions qu’on obtiendrait
en remplacant V, par wfV,, V; par wfV,,...,V,, par wf_,V,, ne
peuvent donner de nouvelles racines de f(z), car elles satisfont for-
cément &4 l'équation fi(x) = O et ne peuvent différer des p;p,
racines que nous venons de trouver.

En continuant de la méme maniére, supposons que dans fi(x),
en méme temps que V, disparaissent d’autres irrationnelles V4,
Viya ooy Viey, et que V, soit la premiére qui subsiste ; formons
le produit

fol®) = falz, Viy Vigay o )fa(@, 06V Vips, 0@, 0iVi, o0)o0s
on verra que c¢'est un facteur irréductible de f(x) dans le domaine
(Viga, Vipsy ...), et ainsi de suite ; aprés un nombre limité d’opéra-
tions on fera disparaitre toutes les irrationnelles ct an obtiendra un
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facteur irréductible de f(z) dans le domaine (R, R’, ...); comme

[(x) est supposé irréductible dans ce domaine, lc dernier produit ne

différera pas de ce polynome lui-méme ; le raisonnement précédent

montre de plus comment on obtient toutes les racines séparément.
On peut donc énoncer le théoréme suivant :

TatoriME. — FE'tant donnée Uexpression algébrique x,, satisfaisant
d une équation résoluble irrdductible f{x, R, R',...) =0 et formie an
moyen des irrationnelles V,, Vi, ..., V,, les p, quantités z(, x5, ..., ),
obtenues en substituant a Vy dans x, les p, déterminations dont rlle
est susceptible : V,, o,V ... wl™1V,, sont des racines distinctes de
Péquation donnée ; si Uon forme le produit

file, Vi, Vigyy o) = (& — o)z —x0). . (z — 1) (h > 2)
et que V, soit Uirrationnelle de moindire indice subsistant dans fi, les
Pipn quantités oblenues en remplacant dans &, &3, ..., &, Vi parles
déterminalions V,, w,V),. ., ofs='V, sont pyp, racines distinctes de
Uéquation donnée ; de méme si Uon forme le produit des facteurs
linéarres correspondant a ces racines,

f-’( ) Vln V/c—|—h '--) = fi(‘z') Vha ---)fl(w’ (‘)hvha "')"'fi(x, wf"—lvh’ '-')1

o k> h+1, onen déduil ppyp; racines distinctes de f(x), et
ainsi de suite jusqu'a ce que les irrationnelles disparaissent ; on obtient
ainst le polynome flx, R, R, ...) et toutes les racines de Uéquation ;
le degré de f(x) est égal & n = ppupy....., et de plus les polynomes
[is [ay ... sont irréductibles dans le domaine des éléments qu’ils contien-
nent,

75. REMARQUE. — L'ordre dans lequel sont placées les irration-
nelles Vy, V,,... n'est pas toujours absolument fixé par la nature de
I'expression algébrique ; supposons par exemple que Vg, V,4,...,
Y1 soient déterminés séparément au moyen des irrationnelles
suivantes : Vg, Voo, ..., V, par des équations de la forme

V== Fi(Ve, Ve, ooy Vo RGRY, LL0) (=a, astd, ... B8-—1),

on peut ranger les éléments V,, ...,V,_, dans un ordre quel-
conque.

Si cela se présente pour un certain nombre d'irrationnelles a
partir de V,, on peut placer I'une quelconque d'entre elles au pre-
mier rang dans la suite totale des éléments V ; nous dirons que
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chacune d'elles forme un radical extérieur dans 'expression algé-
brique de la racine.

Considérons le cas d'une équation irréductible de degré premier p,
résoluble algébriquement; d’aprés ce que nous avons dit relative-
ment au degré de cette équation, la premiere irrationnelle V, doit
étre donnée par une équation de degré p:, et de plus le produit

fi(z) = (z—m)(x—a).. (x—x,,)
doit étre identique & f{x), de sorte que les irrationnelles suivantes
Voo Vi s V,
doivent disparaitre avec V,; on a donc le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Si une équation irréductible de degré premier est
résoluble algébriquement, le radical extérieur V, a un indice égal au
degré de Uéquation, et st Pexpression d'une racine est

2 = Gy4+-GV,+ ... + G};‘——ivi“_ig
le premier membre de Uéquation est égal au produit des p, facteurs
k=py 1
flx) = II [ — (Go + GiofVy + G Vi 4 ... + G oIV

k=0
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DES EQUATIONS ABELIENNES

76. Considérons une équation irréductible f(x) =0 jouissant
de la propriété qu'une racine zi soit une fonction ralionnelle 6(x,)
d’'une autre racine z; dans le domaine de rationalité ; nous allons
montrer comment on peutsimplifier la résolution de cette équation,
et, dans certains cas, I'effectuer au moyen de radicaux.

Soit

(1) flz) =0
I'équation donnée, supposée irréductible,
(2) zy = 0(zy)

la relation qui existe entre deux racines; l'équation (1) et la sui-
vante

(3) f16(z)] = 0
ont en commun la racine x, ; d'aprés un théoréme connu (§ 37), la
derniere est satisfaite pour toutes les racines de la premiére, en
particulier pour i, de sorte que I’on a, en remplagant x par zi dans
I’équation (3),

f10(=) = f{o[8()]f = 0.
Représentons pour abréger par 6%(x), 6%x), ... les fonclions
b{0(x)], O[6%x)], ... 5

nous voyons, en répétant le raisonnement précédent, que les termes
de la suite indéfinie

(4) xy, 0(x), 03(xy), .
sont des racines de I'équation (1); comme celle-ci n’a qu’un nombre
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limité de racines, on parviendra nécessairement, dans la suite que
nous venons de former, 4 une fonction égale & 'une des précédentes;
soient 0*(x;) et 8" +k(z,) les deux premieres qui soient égales ; on
doit avoir A = 0, car sinon I'équation
mz)y —x=0
serait satisfaite par la racine 0%z, de ’équation (1), par suite par
toutes les racines et en particulier pour a; ; on aurait par consé-
quent
0"(xy) = x,

et & ne serait pas le plus petit nombre jouissant de la propriété
énoncée. Soit alors m la plus petite valeur pour laquelle on ait
"(x) = @ ; onen conclut que x4, 0(x,), 0%x,), ..., 0" (x,) sont
distincts, et que les termes suivants de la suite (4) reproduisent
périodiquement les m précédents.

8i m est égal au degré de 'équation, les racines sont toutes dé-
terminées au moyen de z,; sile degré n de f(x) est supérieur a
m, et si I'on représenle par xz, une racine distincte de celles dont
nous venons de parler, I'équation (3) admet toutes les racines de
flz)= 0, en particulier x,, par suite 8(x,) est encore racine et1’'on
ohtient de cette fagcon une deuxiéme série de racines,

(5) L, 0(.’1,‘3), ez(xi’)y R ] ey—l(x’)’

distinctes les unes des autres, et reproduites périodiquement par
les termes suivants :  6*(a,), ...

On doit avoir p = m, car les équations

g(x)—x = 0, 0+x) —xz =0

sont satisfaites par toutes les racines de 1'équation irréductible f(x),
et en particulier, la premiere par x,, la-seconde par xy; chacun
des nombres m et @ est alors au moins égal a l'autre, de sorte
qu’ils sont égaux.

De plus, les termes de la suite (3) sont tous différenis de ceux de
la suite (4), car si I'on avait par exemple

0(2y) = 0°(1),

ol ¢ et b sont <« m, on en déduirait, en appliquant aux deux
membres 'opération 0", :

0"'(1‘2) =1, = 0"l-b+‘l(.’l,‘1),
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de sorte que z; serait compris dans la suite (4), contrairement a
I’hypotheése.

Si les 2m racines obtenues ne forment pas la totalité des racines
de I'équation donnée, on répétera le raisonnement sur une nouvelle
racine z;, etc.; on obtient de cette facon les résultats suivants :

TnEoreME. — Si une racine d’une équation irréductible f(x) =0
est une fonction rationnelle d’une autre, on peut ranger toutes les ra-

cines de cette équation en v séries de m chacune, comme ['indique le
tableau suivant :

Ty O(J"i)a 02("1“1% M Om—i(m’)’
@3y B(@a)y 63, . 07 Ya),
.T\u e(t’tv)’ 02\‘1"4)1 e Om_’(x\‘)'

Onapour a=1,2 v

) e,
"™x,) = x4,

et le degré de Uéquation est égal a mv.

77. Nous allons, dans le cas oli le nombre v des séries est supé-
rieur & I'unité, ramener la résolution de I'équation donnée a celle
de v équations de degré m ayantrespectivement pour racines celles
de chacune des séries précédentes.

Nous commencerons par former le groupe de l'équation (1);
d’aprés ce que nous avons dit au § 46, nous devons chercher un
facteur irréductible de I'équation résolvante W(z) dont les racines
sont les n! valeurs de la fonction de Galois, ou bien encore cher-
cher les facteurs linédaires de cette équation résolvante qu’il faut
associer pour constituer un diviseur ¥y(z) de W), & coefficients
rationnels et irréductible.

Désignons par 8, S, ..., S, les substitutions circulaires
S, = [x, 0(.1',) 02(1',) . .],
Sy = [a; 0(zy) 0%(x,) ...],
dont les cycles sont constitués par les m racines de chacune des v
séries ; ces cycles n'ayant aucun élément commun, ces substitutions
sont permutables et engendrent un groupe d’ordre m>.
Considérons maintenant les substitutions permutant entre elles
les v séries de racines de toutes les maniéres possibles, tout en
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DES EQUATIONS ABELIENNES 129

conservant l'ordre des éléments de chacune d’elles; elles sont en
méme nombre que les subslitutions du groupe symétrique des v
indices 1, 2, ..., v, et nous les désignerons par Ty, T, ..., T,
Elles sont permutables aux substitutions circulaires précédentes, et
le groupe G dérivé de S, S, ..., T;, T, ... a son ordre égal &
m*.v ! ; ainsi que nous le verrons plus loin (ch. x1r), ce groupe est
non-primitif; nous allons montrer que c’est celui de I'équation
flz) =0. .
Prenons pour cela le facteur de I’équalion résolvante de Galois
g—d =3 — wr,+wMNe)+ ..o+ 1{m+ﬂ'-2+ Uy 20(X2) + - ]
et ceux qu'on en déduif en effectuant sur les n racines les substi-
tutions du groupe précédent ; nous allons montrer que leur produit,
qui est un polynome ¥(z) de degré m'.v!, est rationnellement
exprimable.

S8i l'on prend d’abord les facteurs déduils de z — ¢, en effec-
tuant les substitutions 1, Sy, 83, ..., S{"*, leur produit p; est une
fonction cyclique de x4, 0(z;), ..., () et s'exprime rationnelle-
ment, en ce qui concerne ces racines, au moyen d’une fonction
cyclique particuliére C; apparlenant numeériquement au groupe
dérivé de S, (§ 43). Cette fonction cyclique est une fonction ration-
nelle de x,; mais comme le changement de x, en 6(x,) a pour effet de
remplacer en général 6*(z,) par 0>+ z) et 6»1(x,) par 6"(x)= x,,
¢'est-a-dire d’effectuer la substitution S;, C, reste invariable lors-
qu'on remplace x, par 0(x;) et par chacune des autres racines de
la méme série, et I'on a

C,(a) = Cl0(2)] = -+ = C,[0" (@)
Si I'on prend ensuite les valeurs de p, pour la substitution S, et ses
puissances, leur produit p, est, par rapport aux racines ,, 0(x,),
..., 0" %(x,) de la deuxiéme série, une fonction cyclique, et il s’ex-
prime au moyen d'une fonction cycligue de ces racines; on peut
choisir une fonction Cy déduite de C; en remplacant x, par x,; elle
sera telle que l'on ait

Colipz) = Gy[0(xy)] = -+ = Gy[0m(my)].
En continuant de cette fagon jusqu'a §,, on obtient un produit p,
de degré mY, s'exprimant rationnellement au moyen de fonctions
cycliques Ci(z,), Cy(x2), ..., C(2,) ne différant I'une de I'autre que
par la notation des variables,

VOGT. — RES, ALG. 9
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130 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES 1QUATIONS

On effectue ensuite sur p, les substitutions Ty, Ty, ..., T ; le pro-
duit des résultats, qui esl ¥y(z), est un polynome en z dont les
coefficients sont symétriques par rapport a C,, Cs, ..., G,; il reste

a voir qu'ils s’expriment rationnellement.

Considérons pour cela la somme des puissances semblables de

ces fonctions

S=0+C+ - +C;
d’aprés ce que nous avons dit sur la fonction C;, on a
mC* = Gz, ) == Gyl 0(@ )|+ -+ == Ca[07 (@) P,

et des égalités analogues relativement aux autres séries de racines;
on en conclut que mX, est égal a la somme des valeurs de la fone-
tion rationnelle Cy(xz;)* lorsqu’on remplace xz, par chacune des =
racines de f(z) = 0; c'est des lors une fonction symétrique de
ces racines, s’exprimant rationnellement au moyen des coefficients
de 1'équation.

Comme cela a lieu pour toute valeur de }, les sommes des puis-
sances semblables, et par suite les fonctions symétriques de
Cyy Gy, ..., C, sont exprimables rationnellement, ce que nous vou-
lions démontrer.

Ainsi dong, la fonction Wy(z) est rationnelle; comme on ne sup-
pose d’autre part aucune relation entre les racines x4, o,..., x,,
il n'existe aueun produit de moindre degré jouissant de ceite pro-
priété. Celui que nous venons de déterminer constitue le premier
membre de I'équalion résolvante de Galois et le groupe est formé
des substitutions dont nous avons parlé.

Si T'on applique 4 une fonction cyclique des racines de la pre-
miére série, telle que Cyfzy, 0(xy), ..., 0™ *(2,)], restant invariable
par la substitution 8, et ses puissances, les substitutions du groupe
précédent, on voit qu'elle prend pour ces substitulions v valeurs
conjuguées, qui sont précisément les fonctions dont nous avons
parlé

Co = Cyfxy), 0y), 8%x,),. .. ] (z2=1,2,...,9);
ces v valeurs sont les racines d'une équation,

(6) CH-ACTT 4+ 4-A, =0,
dont les coefficients s’expriment rationnellement au moyen de ceux
de f(x); lorsqu’'on connait I'une des racines, par exemple celle qui
correspond & la premiére série, les fonctions symétriques des m
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racines de cette série restent invariables pour les substitutions qui
n'alterent pas C,, et s’expriment rationnellement au moyen de cette
fonction et des coefficients de f(x).

Ainsi done, en déterminant toutes les racines C;, C,, ..., G, d'une
équation (6) de degré v, on peut former v équations distinctes de
degré m,

fold) = " 4 a(Go)r™ 4 ... 4 an(Gy) = 0 (x2=1,2,...,v)

telles que les coefficients de 1'équation f,(z) = 0 soient des fonc-
tions rationnelles de la racine C, et des coefficients de I'équation
donnée f(z) = 0; les racines de ’équation de rang « sont
Za, 0(25), 0%(2,), - .., 07 (x,).
Si l'on ne fait sur les racines de 'équation (1) aucune autre hypo-
thése que celle dont nous avons parlé, les racines de I'équation (6)

ne satisfont & aucune condition particuliére, et la résolution de cette
équation ne peut étre simplifiée.

78. Nous supposons maintenant que l'on ait calculé une racine
telle que C, de I'équation (6) et qu'on l'adjoigne au domaine de
rationalité ; il nous reste a traiter ce probléme : Résoudre une équa-
tion fix) =0, de degré m, dont les racines sont dislincles el
représenties par

(7) '7717 e(xi)a 02('2‘1)7 0.y em'_‘('z‘i)’

8 étant une fonclion rationnelle telle que 0™(x,) = x,.
Considérons une fonction cyclique des racines, en particulier
Ty = [ + wb(zy) + 020%(z)) + .- -+ ™10 (@)™ = ¢7,
o o est une racine primitive de 1'équation 2™ —1 = 0; mnous
allons démontrer, sur la forme particuliere de cette fonction,
qu'elle est rationnellement exprimable ; en effet, si I'on change z,
en (), la fonction ¢, entre parenthése se change en

ay) + 0(2)) 4 w203(2) + - + ™2, = wl;
par suite T, conserve la méme valeur; il en est de méme, en répé-

tant le raisonnement, lorsqu’'on remplace x, par une quelconque
des racines ; si 'on pose alors pour un instant T, = ¢(x,), ona

Ty = olx) = ¢lb(xy)] = --- = ’:7 [o(z) =+ o[ 2] +--- 15
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132 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES BQUATIONS

c’est une fonction symétrique des racines, et elle s’exprime ration-
nellement au moyen des coefficients de I’équation, lorsqu’on adjoint
au domaine de rationalité les racines m® de l'unité.

En extrayant une racine d’indice m, on a

Y = 2+ (@) (@) + - e () = VT

¢; est une fonction de Galois au moyen de laquelle on peut
exprimer les racines, mais il est préférable de les déterminer de la
manierc suivante :

Supposons que l'on remplace dans ¢, laracine » par chacune
des racines de I'équation z™—1 = 0, qui sont

2 3 n—1 mo o .
w, w4 0 " e =1

nous obtiendrons les fonctions
q',a =z -+ mlo(x') -+ (0210(.’1,‘1) B m(m—i)z(]m—j(x‘)_
Elles s’expriment toutes en fonction rationnelle de ¢,, car la fone-

tion
4,1'{;’('—1 = [:1:, 4wl ) 4. ][.%'1 ~+ wh(z,} + .. .]’"—“

sc transforme, par le changement de x, en 9(x;), en
((0_1‘.‘{2)(40_‘4’1)7"—1 — ‘.:x ! 1‘11—1

et reste numdériquement invariable ; d'aprcs le raisonnement fait
précédemiment, elle s’exprime rationnellement au moyen des coef-

ficients de 'équation ; si 'on représente par T, cette fonction, on a

I, . .
Y, = T ("WT,)*, d'ou la série d'équations :
1

i wo(-’l‘1> -+ 0)202(-1:1) -+ = m\[T—l’
T,
2+ w(ee) + 04 xy) 4 ... = ,I—‘—z (¥T)3,
1
m—iff 5 2Am—1)42 Tm_i "I \m—1
Zy -+ w0z, - XTI z) 4 . = T (\/11) )
” 1
X + ()(-1'1)_‘- UQ(SL“) =+ = — C; 3

si on les ajoute, les coeflicients des racines aulres que x, sont nuls
dans la somme des premiers membres, et 1'on obtient la valeur
de x,; sil'on mulliplie de méme les équations respectivement par
o™ w™¥ ..., on obtient la valeur de 0*(x,), d'ou les valeurs sui-
vantes des racines :
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— 1 m T, n [\ Tny miT, m—i]
Ty —'”T[_cl_{" \/T1+T;(\/;l_’) + .+ T, (\/Ti) ’

1 To /oy
(8) @) = m [— €y~ W YT =2 "l'—; ("{/TJM—
= w1 T:;"' (n‘i//'IT‘)m—l],

1

T T —— 7 nstp—

On voit que les équations qui nous occupent sont résolubles par
radicaux lorsqu'on adjoint au domaine de rationalité les racines m
de T'unité, et qu'il suflit d'extraire la racine m° d’'une quantité
connue rationnellement.

79. Lorsque les coefficients de f(x) et de 0(x) sont des quantités
réelles, le calcul numérique de "YT, peut étre remplacé par le sui-
vant :

La fonction

Ty = [0+ 08() 4= -+ w0 o))
est rationnellement exprimable au moyen des coeflicients de f(x), de
ceux de 0(x) et de w; si onlametsouslaforme p(cos 9-isin ),
la présence de i tient & la racine w, et le changement de w en w™!
a pour effet de changer ¢ en —i; il transforme de plus T, en
T._i, de sorte quel'on a

Ty = [y + o 0(2;) + 0203 z)) 4 " = p{cos S —i sin S),
T1Tm——l = 92-
Db'autre part la fonction ¢, est rationnellement exprimable au
moyen des coetlicients, car elle est de la forme ¢.4"* pour
e =m—1; de plus elle ne change pas de valeur quand on rem-
place w par savaleur conjuguée w !, par conséquent elle est réelle;
si 'on représente par U cette quantité, ou U est positif et
e =1, ona, dapres larelation T,T, , = ¢n_,, Dégalité
92 — s‘"lUﬂl;
il faut que e soit égal 4 I'unité, puisque U est positif ; on conclut
de 14, en prenant la racine 2m* arithmétique des deux membres,
’\'}/; = %/ﬁy

et la racine m* de T, qui est celle de p(cos &+ sin &), a pour
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134 RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS

valeur
S O+ 2k . U
YT, =VU (cos ——:—L—n—l—z sin &+—>
Dans ce cas, la résolution de I'équation exige : 41° I’extraction de la
racine carrée d'une quantité U que I'on peut calculer rationnelle-
ment ; 2° la division en m parties égales d’'un angle que I'on peut
construire.

80. Considérons une équation f(x) = 0 irréductible, de degré
premier, et telle qu'une racine z; soit une fonction rationnelle
d’une autre racine x, ; d'aprésce que nous avons vu au début de ce
chapitre, les racines doivent se partager en v séries d'un méme
nombre m d’éléments ; le produit vm ne peut étre premier que si
v =14, car m estau moins égal 4 deux; les racines forment alors
une seule série de la forme

zy, O(a1), 92(2‘1), teen OM#‘(‘Z'i)s
et I’équation est résoluble algébriquement. On peut donc énoncer le
théoréme suivant :

TutorEME. — Si une équation irréductible de degré premier posséde
la propriété qu'une racine soit une fonction rationnelle d'une autre,
elle est vésoluble algébriguement.

81. Revenons a I'équation de degré m dont les racines sont don-
nées par les formules (8); elles conviennent & tous les cas, mais
lorsque m est un nombre composé, 'extraction des radicaux d'in-
dice m se raméene, comme on le sait, 4 celle de radicaux successifs
d’indices premiers; nous allons voir comment on peut, dans ce cas,
simplifier la méthode précédente au point de vue du calcul numé-
rique des racines.

Soit m = myn,; remplagons dans ¢; w par une racine primi-
tive », de I'équation xr™ —1 = 0; mnous aurons

\,/l =+ 0"‘1(.1’,)—{—-02"’1(3,',) [ 0("1—‘)’"1(,1:,)
+ o, [0(w) 4 0mH () 4 - . 4 eI ()]

e e s = 4 e s e e - .

+ oIt () - 02 ) - ..+ o ()],
ce que nous écrirons
b = Yo gy 4 o O T Y
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La fonction

Ty =4t = (o + o+ + w’,"l—‘*/“mlq)"‘i
reste invariable par le changement de z, en 0(x,), caril a pour
effet de permuter circulairement les éléments o, Y1, « oy At
par suite cette fonction s'exprime rationnellement, et I'on a, en
extrayant une racine d’indice m,,

m

Ly

Y = \/11-
Par un raisonnement identique & celui que nous avons fait, les
fonctions ¢», ¢3, ..., ¥»_4 obtenues en remplagant w, par les

racines o}, of, ..., o1 sont lelles que les expressions
"‘.Ja.';n'—l = Ta.
soient des fonctions rationnelles des coefficients de 1'équation, et
I'on en déduit que les fonctions yo, J1, 420 -+ .y Am—1 SODt données
par la formule suivante, o « prend les valeurs 0,1, 2, ..., m,—1,
1 m, =— Tz n, jee—e
9) va= e — ¢t w0yt VTi—P“’Th'.—r— VT: )2 .-}
i 1

Lorsqu'on a déterminé une de ces quantités, par exemple ¥, on
peut déterminer rationnellement les fonctions symétriques des
racines @y, 0™(xy), 02%(x,), ..., 0«~U™(x,), car ces fonctions symé-
triques appartiennent au méme groupe de substitutions que y,; on
peut alors calculer les coeflicients de I'équation a laquelle satisfont
ces racines; mais si 'on pose 6™ =10, elles sont de la forme

L1, 0y(21), 0%(21), ce 00—y,
et la méthode précédente est applicable & leur détermination.

Les autres séries de racines dont les sommes sont respectivement
Ats Xa» -+ -y Ym, 1 sont délerminées de la méme maniére au moyen
de chacune de ces quantités; il en résulte que les m racines de
f(z) = 0 sont exprimées par des radicaux d'indices m, et n, et par
des racines de l'unité satisfaisant aux équations

_ zm—1 =0, am—1 = 0.

Remarquons qu’il suffit de connaitre une seule des m racines de
la suite (7) pour calculer toutes les autres, car si 2, est une quel-
conque d’enlre elles, les autres sont égalesa 0(x}), 03(a)), ..., 0% (x)),
et sont des fonctions rationnelles de la premiére ; on en conclut que
I'équation sera résolue dés que 'on aura déterminé une des quan-
tités v et une des racines qui en dépendent.
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On a donc le résultat suivant :

TuEoREME. — St m = nuny, la résolution de U'équation f(x) = 0,
de degré m, dont les racines sont celles de la suite (T), se raméne d
celle de deux équations successives, de degrés my et n,, auxquelles est
applicable la méthode exposée précédemment; les coefficients de la
premicre étant des quantités connues, et ceux de la seconde des fonc-
tions rationnelles d’une racine de la précédente.

Si n, est lui-méme un nombre composé égal & mym,, chaque
équation de degré n», dont les coefficients dépendent de 1'une des
quantités y peut elle-méme étre résolue au moyen de deux équa-
tions de degrés m; et », comme nous venons de l'indiquer; en
continuant de cette fagon, on obtient la conclusion suivante :

TukorEME. — Pour résoudre une équation de degré
m = mym,. ..M,
Jouissant de la propriété donnde, 1l suffit :
10 de calculer une racine primitive de chacune des équations

i —1 =0, o —1 =0, ceis amy—1=0;

20 d’extraire des racines successives d’indices my, m,, ..., m, de
quantités s'exprimant chacune rationnellement au moyen des radicaux
qui la précedent, des coefficients de Uéquation, et des racines des équa-
tions binomes dont on vient de parler.

Les nombres m,, m, ..., m, peuvent éire égaux ou inégaux;
si done ce sont les facteurs premiers du nombre m, on voit com-
ment la résolution de I'équation de degré m se ramene a celles
d’équations successives de degrés premiers. En particulier, si les
nombres m,, ms, ..., m, sont égaux a 2, les racines de I'unité sont
égalesa =1, et les radicaux ont leur indice égal & 2; par suite

on a le corollaire snivant :

CoroLLAIRE. — Joute équation de degré 2v dont les racines sont
représentées par
a1, 6(my), 0%(xy), ..., 0271 (a4)

est résoluble a Uaide de p racines carrées successives.

82. Pour donner un exemple d'une suite de racines analogue a la
suite (7), cherchons si I'on peut prendre pour 8(z,) une fraction
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rationnelle dec la forme
_ax—+ b

") = cx+d
ot a, b, ¢, d sont réels; il faut d’abord que & = ad—bc soit
# 0, car sinon 0(z) serait constant; on peut alors, en multipliant
a, b, ¢, d par un méme nombre si c’'est nécessaire, supposer ¢ égal
4 ==1; soient 2’ et =’ les racines de I'équation 6(x) = 2, qui
peut s’écrire

ar+b—ricx—+d) = z(a—cx)+b—dxr = 0.
Supposons d'abord qu’elles soient distinctes, et formons 1’expression

8) —2'  ax+b—a(cx+d)  (a—cxle+b—da’
0(z) —a’ ~ ar 4 b—2(cx4+d)  (a — cx)x -+ b —dx"’

d’apres I'équation a laquelle satisfont 2’ et z”, elle s'écrit encore

Nzy—z a—ct xz—2 x—z
bx)—az" a—ca' x—2a

]
r— m/l

ou le facteur M peut étre mis sous I'une des formes suivantes, en
utilisant la remarque que ¢ = =1,

_(a—cx)?  Ta+d a+d\t T
A e S

A

Comme on obtient, en remplacant x par 6(z),

8} z) — 2 - oz) — ' — M x—x’,
H2(x) — b(z) — 2’ x—x"
on aura en général
0 (x)— ' z—a'
a M '
™z)— x r—ua

Pour que 6"(z) = «, il faut et il suflit que M™ =14, ce qui

donne
a+d a—i—d)2 ]”"
am _ — =1.
[ : \/( : 3| =1

Si les racines ' et z” sont imaginaires, il faut que & = -+-1, car
sinon le radical serait réel ; on doit de plus avoir

. T AN I -
”+d——\/<a+d> —1 = cos —n—l—isin A—;
2 2 m m
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138 RESOLUTION ALGERBRIQUE DES EQUATIONS
il suftit de poser, pour satisfaire a4 cette condition,
k-
(10) a+d=200551

k étant premier avec m si m est le premier nombre pour lequel
0 (x) = 2. Siles racines &’ et z" sont réelles, il faut, dans le cas
ou ¢=-+1, que
d Ta+d\*
(L
2 9

P4

ce qui donne a—+d==22, dou a = z', contrairement 2
I'hypothése ; dans le cas ot ¢ = — 4, il faut que m soit pair et
que a—+d =0, ce qui donne M2?=1; ce cas ne peut exister
que si m =2, et le résultat est fourni par I'équation (10) lors-
quon y fait m = 2.

Nous supposons maintenant &' = a”, ce qui exige 3=1 et
a+d = == 2. On vérifie que I'on a alors

1 1 2

T axd

Ir)—a2 z—a

de sorte que, en appelant N la valeur du second membre, rempla-
cant x par f(x) et répélant cetie opération, il vient

1 1
= N.
"x)—a' x—a o
Pour que 0™(x) = 2, ilfautque N =0, alorsona #(z)= g,
ce qui est impossible.
Il n'y a donc que les conditions

k=

s ad —be =1

a4 d =2 cos
qui soient nécessaires et suffisantes pour que la fonction 0(x) ré-
ponde a la question.

. . C s , . %
Comme application, considérons 1'équation donnant tg —— con-
m

- - <
naissant tg ¢; si nous posons tge =a, et tg —m— =z, cette

équation est
oL Qe —(t— )
T )+ (A —aay

et est de degré m, a coefficients réels. Ses racines sont
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T 2 —1
tg—:Tv tg<i+_r->, tg(—?—_.l_—_ﬂ), .oy tg(i_{_u),

m m m m m m

et sont toutes des fonclions rationnelles de I'une d’entre elles; en
désignant I'une de ces racines par x,, ef posant

. tfyﬂ
J+DE
o) = ——
T
_rte —
1 zig

les autres sont égales a 6(zy), 6%(x,, .. ., 0™ Yx,).
En éerivant la fonction rationnelle précédente sous la forme

™ . T
£ CcoS — - sin —
m m
0(.’1,‘) = L]

T

Y ™
—Z S1In — -+ C0S —
m m

on vérifie bien qu'elle satisfait aux conditions que nous avons trou-
vées précédemment. On conclut de 1a que I'équation dont dépend

® . . . .

tg— est résoluble par radicaux lorsqu'on adjoint au domaine de
m

rationalité, constitué par a et par les nombres entiers, les racines

m®* de I'unité et les quantités cos % et sin %

83. Nous allons maintenant considérer les équations déja étudiées
par Abel et appelées par Kronecker ct M. Jordan équations abé-
liennes.

Une équation irréductible ou non est dite abélienne si toutes ses
racines sont des fonctions rationnelles de 'une d’entre elles x, et si
Z, = Oa(wl)s Ty = OB(‘T"I)
étant deux racines quelconques exprimées au moyen de =z, les
fonctions 8, et 6, jouissent de la propriété d'étre échangeables, c’est-

a-dire sont telles que 1'on ait
0.04(21) = 040,(x,).

Les équations que nous avons étudiées, pour lesquelles les

racines s’expriment toutes sous la forme (7)
x4, 0(2,), 0%(x,), cey nm=t(g,),

sont des équations abéliennes; nous dirons qu'elles sont simples ;
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nous avons vu qu'elles sont résolubles par radicaux, lorsqu'on
adjoint au domaine de rationalité les racines de I'unité ; nous ver-
rons qu'il en est de méme des équations abéliennes générales,
comme 'a démontré Abel (7).

Nous allons ramener d’abord la résolution des équations géné-
rales 4 celles d'équations irréductibles jouissant de la méme pro-
priété en démontrant le théoréme suivant :

Tutorkme. — Zout facteur irriductible du premier membre d’une
équation abélienne, égalé 4 zéro, donne de nouveau une dquation
abslienne,

Soit  f(x) = fi(z)fe(x)... le premier membre de 'équation don-
née décomposé en ses facteurs irréductibles, fi(z) étant celui qui
contient la racine z,; il est évident que I'équation fi{z) = 0 est
abélienne, car sesracines s’expriment rationnellement au moyen de
xy, et les fonctions qui les représentent sont échangeables ; dési-
gnons-les par x, 0,(xy), ..., 9. 4(2). Soit maintenant f;(x) un
autre facteur contenant une racine que nous appellerons %(x,); les

équations
filx) = 0, [[S(x)]=0

ont en commun la racine x;; par suite la seconde admet les m ra-
cines de la premiére et f,(x) est satisfaite par les valeurs

S(xy), '3501(1'1)a ceey S0y @),
qu'on peut écrire, d’aprés la propriété des fonctions 6 et en posant
S(@) = 23 :
T3y 01(1‘3), ceey 0"1—1('1'2)'
Le produit
[1’ —_ mg][ll} -— 01(352)] v e [1' —_ Omfl(wﬁ)]
= [z — S(z)][x — S0 (xy)]. .. [x— S0,_y(2y))

étant symétrique par rapport aux racines de fi(x), est rationnel, et
constitue un diviseur rationnel du polynome fiz); comme ce der-
nier est irréductible, on voit que 1'équation fy(x) = 0 ne peut
avoir d’autres racines que les m quantités précédentes ; leurs pro-
priétés montrent que cette équation est abélienne.

La méme démonstration s’applique aux équations obtenues en

(") Aver, QEuvres complétes, t. I, no x1, p. 114-140.
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annulant les autres facteurs irréductibles de f(z); elle nous indique
de plus que tous ces facteurs ont le méme degré.

84. Nous nous limiterons par suite aux équations abéliennes
irréductibles, et nous emploierons 4 leur égard la méthode indiquée
par Kronecker (*}.

Soit f(x) =0 une telle équation de degré n, x; une racine au
moyen de laquelle s’expriment toutes les autres, et 0,(x,) une autre
racine ; d'aprés la propriété de 1'équation donnée d’étre irréduc-
tible, les expressions

21, 0,(y), 03(@s)y ..., OV @), ...
sont encore des racines; comme le nombre de leurs valeurs dis-
tinctes est au plus égal & n, il existe, ainsi qu'on I'a vu au § 76, un
exposant v, pour lequel 3 (x,) = xy, les v, racines x,, & (xy), ..., 07 (xy)
étant distinctes. 8i v, = =n, flz) =0 estune équation abélienne
simple, comme celle que nous avons considérée au § 78 ; si au con-
traire v, est inférieur & n, on peut trouver une deuxiéme fonction
Oy(xy) représentant une nouvelle racine, et un exposant v, analogue
a4 v tel que 6p(x) = x,, et ainsi de suite jusqu'a une fonction
0.(z1) et un exposant v, tel que Ox(x) = ;.

Il peut arriver que les racines ainsi formées ne soient pas toutes
distinctes et soient en nombre supérieur & n. Supposons que I'une
des fonctions que nous venons de choisir, telle que 0,(x;) constitue
une racine non encore obtenue; 9.(x,), 0i(x,), ..., 8>7%(2,) sont bien
des racines distinctes les unes des autres, mais 1'une d’elles peut
étre égale 41'une des racines autres que x, formées précédemment ;
ou bien encore 0, peut ¢tre une combinaison de plusieurs fonctions
g, 0., ... delasuite 9, 0, ..., %,_,, et avoir la méme valeur que
0205 ... Nous allons réduire les expressions 0 au nombre minimum
d’éléments (™).

Nous dirons qu'une fonction 6, appartient & 1'exposant v, si ce
nombre est le plus petit pour lequel on ait 0}{x,) = x,; tous les
autres jouissant de la méme propriété sont des multiples de v,. Si

Ya

d est un diviseur de v,, 0, ¢ apparlient a I'exposant d; on voit de

{*) Kronecker « Ueher abelsche Gleichungen », Monatsberichle, 1817, p. 843.

(**) Comparer KnoxeckEr « Auseinandersetzung einigen Eigenschaften der Klas-
senzahl idealer Zahlen », Monatsberichte, 1870, p. 881, et Nerro, Substitutionen-
theorie, p. 144.
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plus que si deux fonctions ', § appartiennent a4 des exposants
¥, ¥ premiers entre eux, la fonction #¢"(2,) appartient & . En
effet, soit & un nombre tel que I'on ait (0'0")4(xz) = 2,5 Dégalité
précédente subsistera si 1'on éléve lc premier membre & la puis-
sance symbolique v'; comme on a (#0) = (M et que
0"z, = x;, il faut que &' soit un multiple de v"; on voit de méme
que v" doit étre un multiple de v/, et la plus petite valeur que 1'on
puisse donner 4 A est le produit v'v".

Plus généralement, considérons deux fonclions ' et 0’ dont les
exposants v et v' ont un plus grand commun diviseur d; posons
v =dv; et ¥ =dv], v{ etv] étant premiers entre eux, et dési-
gnons par m le plus petit commun multiple dvivi de v et v'. Toute
combinaison de ¥ et 9", telle que #*6"* appartient 4 un exposant égal
ad m ou a l'un de ses sous-multiples ; mais on peut toujours en for-
mer une appartepant au nombre m lui-méme; décomposons en
effet le plus grand commun diviseur d en deux facteurs d' el d'

premiers entre eux et respectivement premiers” avec vj et vi; les
, ! 3, U 3,
deux nombres j = % =d; et —L;—,, = %,5- = d] sont pre-
miers entre eux et ont pour produit m; dés lors, d’aprés ce que
nous avons vu, le produit symbolique des deux fonctions 0" et #'¢
! "
d'exposants respectifs —;—, et % appartient au nombre m.

On conclut de 1a que si »; est le plus petit commun multiple de
Y1y Y2, + ..y Vo, ON pourra former au moyen de 05, G, ..., 0, une
fonction appartenant & n,; nous la désignerons par $;; toutes les
combinaisons des fonctions 6 appartiennent & un nombre égal & n,
ou & I'un de ses diviseurs. Reprenons le systeme 6, 0,, ..., 0, et
excluons-en toute fonction 0; égale au produit d'une de celles qui
la précédent dans la suite et d'une puissance de .3;, c’est-a-dire

satisfaisant 4 une égalité de la forme

by(x)) = 0,9%(x,) (e <<B ou =0);
il restera un systéme ¢, 03, .. , , composé d’'une partie des fonc-
tions du systeme primitif; nous dirons qu'elles appartiennent
relativement & %, aux exposants respeclifs ¥, vj, ..., v, sices

nombres sont les plus petits pour lesquels on ait des égalités telles

que
OJV;('I‘) = 3”{’(3"01 ’)é"z(l‘,) = &{rﬂ('rl)a ey
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par un raisonnement analogue au précédent, on pourra former une
fonclion %; telle que, n, étant le plus petit commun multiple
de vy, ¥, ..., v, la puissance &3™ soit la premiére se réduisant a
une puissance de %, ; on aura par exemple
Sih(ay) = () ;
toute fonction 6 appartiendra, relativement 4 %,, a un exposant
égal 4 n, ou & un sous-multiple de ce nombre.
ny est lui-méme, d’aprés ce qu'on a vu, un diviseur de »,; si
n, = m,d, on aura
m = 9y(a) = Sia),

. n N
et comme l'exposant id de $,, c'est-a-dire Icn—l doit éire un
2
multiple de n,, il faut que £ soit un multiple de n, tel que pn,,

(o > 1); il est alors permis de remplacer la fonction %: par
S = SN,
qui appartient, non seulement par rapport a %,, mais encore par
rapport & x,, a I'exposant n; d’aprés I'égalité
Sh(r) = S (x)) = St™(zy) = =y,
et ny est le plus petit nombre jouissant de cette propriété.
De la méme maniére, on pourra exclure du systéme 0, 03, ..., 0,
les fonctions pour lesquelles on ait une égalité telle que
) = LSESk@)  (x<B ou =0)
et continuer de cette facon; finalement toutes les fonctions 9 et
leurs combinaisons pourront se mettre sous la forme
h =012 ...,n,—1
Shod. .. sh(z) hy =0,1,2, ..., mm—1
h,=20,1,2,...,n,—1

ou les fonctions % apparticnnent respectivement aux exposants

Ny, Ny ..., N, relativement a celles d’indice moindre et aussi relati-
vement 4 x,, et ot chacun des nombres n,, n,, ..., n, est divisible

par le suivant.

Toutes les fonctions ainsi formées sont du reste distinctes, et
représentent une fois et une seule toutes les racines, de sorte que
le nombre de ces derni¢res est

n = Mhy.,.N,. N

Nous supposerons donc gue l'on ait exprimé toutes les racines
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d'une équation abélienne irréductible sous la forme précédente au
moyen de 2, ct nous remplacerons les lettres % par 9 dans ce qui
suit.

85. TuturiME. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une
fquation irréductible soit abilienne est qu’on puisse allribuer aux
racines des indices tels qu’une fonction cyclique de ces racines, @ une
ou plusieurs entrées, fasse partie du domaine de rationalité.

La condition est nécessaire; supposons en effet quune équation
soit abélienne, et qu'on ait exprimé les racines en fonction de I'une
d’elles comme nous l'avons dit ; affectons chacune d’elles de v in-
dices el posons

Ty = Top. - -0y
0410k, L B(T1) = Zigny- .« o, s
toute fonction cyclique a v entrées de ces racines, appartenant au
groupe suivant (§ 30) :
si+1]  (mod. ny)
Z+1]  (mod. ny)

13
<

|
!

Lol
w

Iz, z—+1] (mod.n,)

est rationnellement exprimable. Elle est en eftet une fonction ration-
nelle de z,; si nous la désignons par C(r,) et si nous rempla-
cons x; par une autre des racines de l'équation donnée, nous
obtenons la méme valeur qu'en effectuant sur la fonction cyclique C
une des substitutions du groupe précédent ; comme elles la laissent

invariable, on a, en appelant pour un instant x,, z, ..., x, les
n racines, :

C(xl) = C(.’L’g) — ... = C(z‘n)’
d’ol

Clag) = —= [Clex) + C(as) -+ -+ Cla)];

le second membre étant une fonction symétrique, on voit que la
fonction cyclique considérée s’exprime rationnellement au moyen
des coefficients de I'équation.

Réciproquement, si une fonction eyclique des racines fail partie
du domaine de rationalité, I'équation est abélienne.

Nous avons vu en effet an § 31 que les quantités xp,. .., $'expri-
ment rationnellement au moyen de 'une d’elles xg...., et d'une
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fonction cyclique particuliére quelconque ; si celle-ci fait partie du
domaine de rationalité, chaque racine est une fonction rationnelle
de xy. ..o, etles fonctions 0 qui les expriment sont échangeables,
par suite I'équation est abélienne.

Nous dirons qu'une telle équation, dont le groupe est un groupe
cyclique & v entrées, est une équation abélienne de rang v.

86. Nous allons ramener la résolution des équations abéliennes
générales a celle des équations simples & 1'aide des considérations
suivantes.

Parmi les 7 = nn,...n, racines au,...s, considérons celles
pour lesquelles ¢ des indices, par exemple ki, ks, ..., k,, ont des va-
leurs fixes «, @, ..., «,, etles autres variables; leur nombre est
fluty Muye...n,. Prenons une fonction cyclique de ces racines, rela-
tivement au groupe déterminé par
[ 2ot B 11, | Zye Zap+1], ..., % a+1];
si nous la représentons par v,,,.. ‘o, elle a pour toutes les substi-
tutions du groupe cyclique nn,...n, valeurs distinctes, obtenues
en faisant varier les indices «; je dis que ce sont les racines d’une
équation abélienne; en effet, toute fonction cyclique des y reste
invariable pour les substilutions cycliques effectuées sur les raci-
nes z, et estrationnellement exprimable, par suite I'équation est
abélienne d’aprés le théoréme précédent.

Lorsqu’on a résolu 'équation abélienne de rang p et de degré
nn,. . .1, donnant les valeurs des fonctions y, on peut déterminer
au moyen de y,.,,.. vy les coefficients de I'équation satisfaite par
les racines Layaye s vaghy g hy lorsqu’on fait varier les derniers in-
dices ; cette équation est abélienne quand on adjoint au domaine de
rationalité la quantité Yajag+ - +a,, CAT les fonctions cycliques des
racines font partie du nouveau domaine. Sil'on prend =1, les
fonctions y sont racines d'une équation abélienne simple de
degré n, résoluble par radicaux, ainsi que nous l'avons vu; lors-
qu'on a calculé ses racines, la résolution de I'équation donnée se
raméne a celle de n, équations abéliennes de rang v—1 et de
degré nun,...n,, auxquelles est applicable la méme méthode, Si
P'on remarque que la connaissance d'une seule racine d'une équation
abélienne entraine celle de toutes les autres, on peut énoncer le
théoréme et le corollaire suivants :

YOGT, — RES, ALG, 10
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TutoriME. — L’équation abélienne générale de rang v et de degré
n = nny..n, se résout au moyen de v équations abéliennes simples
successives, de degrés ny, ny, ..oy 0y (M)

COROLLAIRE I. — Toule équation abélienne est résoluble par radi-
caux lorsqu’on adjoint au domaine de rationalité les racines de l'unité,
Pratiguement, on formera les fonctions symétriques

ya.l = Ehzha---hvwaihg“-hv (11 = 0’ 17 cony Ny — 1)
et la résolvante
Ti = [yo + o1+ 0y 4= ... 0Py, 7,

oll »; est une racine primitive de 2™ —1 = 0; elle est ralion-
nellement exprimable et, au moyen de "VTI“, et de w; on déter-
mine o, Y1, Y2, - . -» Yu,—1; les fonctions cycliques des racines x qui
composent y, sont connues au moyen de celle quantité, et I'on
continue de proche en proche.

Si I'on remarque qu'une équation abélienne simple de degré com-
posé se résout au moyen d'une suite d’équations de méme nature et
de degré premier (§ 81), on peut énoncer ce deuxieme corollaire :

CoroLLAIRE II. — Zoute Pquation abélienne se résout au moyen
d’équations abéliennes simples successives de degré premier.

87. Nous terminerons ce chapitre par un exposé succinct des
recherches de Kronecker sur la nature des racines des équations
ahéliennes, et leur expression générale au moyen des racines de
I'unité; elles ont été exposées par lui dans différents articles insérés
dans les Monatsberichte (1853, 1856 et 1877), et une partie en a été
reproduite dans I'Algébre supérieure, de Serret (t. 11, p. 693).

D’apreés ce qui précéde, il suffit de nous limiter au cas d’une équa-
tion abélienne irréductible et simple, de plus de degré premier, car
c’est 4 Ia résolution d'une suite d’équations de cette forme que se
raméne celle des équations générales.

Soient &g, %, ..., Toy les racines d'une équation de degré pre-
mier »; leur délermination dépend du calcul des fonctions cycliques

(*) Knonecken, Monatsberichte, 1811, p. 847; Nerro, Substilutionentheorie,
p- 208. Consulter aussi Joroax, Traité des Substitutions, §§ 405-407.
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résolvantes rationnellement exprimables, de la forme

n
n—i

w, = 41 = E; ok, (0™ = 1);
=0

on a en effet
1) nxy, = Sy,
Si I'on remplace w par w!, on remarque que la fonction
Yhe-bhie o

.
est rationnellement exprimable au moyen des coefficients de ’équa-

tion et de o déesque h+4-UK+ ... est =0 (mod.n); on en
déduit en particulier, o, désignant une fonction rationnelle,
q‘ht . %
v on(w) ; e on(®).
Sil'onpose {p = f(vf) et ¢} = f{w), on en tire

2
b = an(w)f(w)".

Prenons pour % une racine primitive du nombre »u, telle que, si
h*~' = 4+ np, lenombre p ne soit pas divisible par n, etconsi-
dérons le produit

() ()
7 Y L
Le premier membre se réduit 2 $~*""" = ¢;™; sil'on prend s
tel que

I

o wt)h”“a?h(mht)h”—“ oo o).

p-+c=0 (mod.n),

¢ n'est pas nul par hypothése ; le produit §3¢7 est rationnellement
exprimable, et I'on a par exemple

$F = y(w),
Yo = $79q(w') = $iPos(of )y ).

On peut poser ts =k et exprimer o' en fonction de w*, qui est
aussi racine primitive ; en désignant ¢, (w’)y(w’) par F(w*) et rempla-

d’ol

. 1 .y
cant ¢;* par la puissance - du deuxiéme membre de 1'‘équa-
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tion (12), on arrive pour déterminer ¢,, = ¢, & la formule
1

n
n—t

by = F(u)") ]] oh(m")‘_”)"",ﬂx—‘

A—1
Il reste & simplifier la parenthése; si I est le nombre tel que
ls=1 (mod.=n), ona
tel = kI, t=ki;
on peut remplacer « par sa valeur en fonction de " et poser

ou(w)) = fi(w"); ’

hk—l,y,n——l—l — (Ph(whl——lkl)hn—%—l — fl(whlk)hn-—k—l — f1 (wlk)s’

alors
o w
« prenant avec le reste de A* toutes les valeurs 4,2, ...,n—1
quand A varie, et & satlisfaisant & la condition «8 =1 (mod. n);
en modifiant la fonetion F(w*), on peut prendre B entre 0 ¢t n —1.
On peut enfin poser ak=r, de sorte que fr=4£, et silon
choisit s defagonque rs=1 (mod.n), B sera déterminé par la
congruence B==ks; on aura donc la formule

n— <)

(13) e = F(o¥) [T Ay,

r—1
ou » varie de 1 2 n—1, s est donné par rs =1 (mod. n),
et sk doit étre réduit a son reste (mod. =).

Telle est la formule donnée par Kronecker et déja trouvée par
Kummer (Journal de Crelle, t. 35, p. 363); F et f, désignent des
fonctions rationnelles, et la formule (11) fournit la valeur des
racines &y, Ly ..., Tp_y.

88. Il reste a démontrer la réciproque; quelles que soient les
fonctions F et f; rationnelles dans le domaine donné, les for-
mules (11) et (413) donnent les racines d'une équation abélienne.

Remarquons d’abord que ¢% est une fonclion rationnelle de w;

on a en outre

U (skt)y  R(st)
Yae it (AR 3 nnr_ n .
= F(o")F(o )11 (o) ;

n
t]

I'exposant de f; étant entier et w" étant une fonction de v, on voit
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que le second membre est une fonction rationnelle de «*; nous
pourrons donc poser, en le désignant par o,(wf),

(14) b = $on(wh).

Nous allons montrer que les fonctions symétriques des racines
ainsi que les fonctions cycliques sont rationnelles; il suffit de le
faire voir en particulier pour Za} et X, ,x}; nous partirons pour
cela de la formule (11) ot I'on peut remplacer & par kt si ¢ est pre-
mier avec n ; on a ainsi

nx), = Ty,
= AEklkg...m_"("l""‘z""""41;,’,!.}1;",...,
ol A esl un coefficient numérique, et
) = AZp g b Vige s - (Spo Mgty

Si A +k+ ... n’estpas =0, laderniére somme est nulle;

elle est égale 4 n dans le cas contraire; il reste de cette fagon

Dy = nAY g b g = nAEklk,""Jf’t(k‘+k’+'")?kl(w’)?kz("") .
la derniére valeur a été obtenue en appliquant ’équation (14); dans
lasomme, k+k—+ ... doitétre =0, etils'ensuit,d’aprésune
remarque faite, que ¢fi+*+---  est une fonction rationnelle de w';
on a done
), = R(wf,

ou R est une fonction rationnelle; le raisonnement précédent
montre qu’elle garde la méme forme quel que soit ¢; elle est donc

égale a
1

n—1

[B(w) + R{w?) 4+ .. + R{w™1)],

et c’est une fonction indépendanie de v, par suite rationnellement
exprimable au moyen des coeflicients de F et f,.

Un raisonnement analogue montre que la somme Iz, .2} est
rationnelle ; par suite la proposition est démontrée, et les for-
mules (11) et (13) donnent toutes les racines des équations abéliennes
de degré premier.

Une conséquence imporfante tirée par Kronecker de ce qui pré-
céde, et que nous nous contentons d’énoncer, est la suivante :

Les racines d’'une équation abélienne de degré quelconque, a
coefficients entiers, sont des fonctions rationnelles des racines de
I'unité.
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89. Appliquons ces considérations aux racines des équations abé-
liennes du troisicme degré.

Sans nuire a la généralité, nous pouvons supposer que ¢, c'est-
a-dire Ia somme des racines, est nulle, et faire entrer la fonction F
de 1a formule (13) dans les facteurs du produit; on a de cette facon

i 2 1
3 3

2
b = fw)*f(o?)?, b = f(w)?f(w?)?,
ou bien encore
1 2
4 = (a+ b/=3)% (a — by—3)3,
2 1
4 = (a+b/—3)%(a— 5V—=3)7,
ou a et b sontrationnels. Les racines sont alors données par les
équations )
3xy = 4y 4 s, 31, = w4 v, 3z, = w4 wiy,
et les coefficients de 'équation, mise sous la forme 2’4 pr+g=20,
ont pour valeurs

oy a3
p=—Tg=——g
v — W+4 204307
1T==97 < 27

on retrouve les expressions déja données au § 53 en remplacant
9 "
aetbpar—2-et._2_.

Les raisonnements que nous avons faits ne s’appliquent pas &

I'équation du quatriéme degré, puisque 4 n’est pas un nombre pre-
mier ; nous allons chercher directement la valeur des fonctions

Vi = &g - Py + ¥y - g (k=0,1,2,3),
d’ol nous déduirons les racines par la formule (11).
U \ .
Les fonctions -"J—;ﬁ et 4/_3_;_2 sont cycliques el s’expriment ration-
3 1

nellement au moyen des quantités connues et de la racine < de
I'unité ; comme elles se transforment I'une dans I'autre par le chan-
gement de ¢+ en — 4, on peut poser

Mo wan,  BE=sa—a,
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b et d étant rationnels, d’'ot1 I'on a

. $2 1+di
2 = (1 2 _—_——=
Y=t + &), wool—d
1
d’autre part ig-“ est aussi une fonction eyelique, et elle ne change
2
pas lorsqu’on remplace ¢ par —4, de sorte qu'on peut la repré-
senter par c-)cﬁ ; on en déduit
1
ks = 5 (1 + ),
et
Lé 1. di3 di
W= Ic-(l—i— 01 — di).

Nous avons de cette fagon ¢, en extrayant une racine quatriéme,
¢, au moyen d'une racine carrée et ¢; en changeant dans ¢, ¢ en
—1i; comme ¢, est un nombre rationnel qu'on peut désigner
par a, on obtient finalement

Azy = a+ YT @@ ’+\/%(i+di)s/—i+d2+\/—;- (A — di)V T+,

ou, en remplacant la somme ¢+ ¢; par la racine carrée de son
carré,

dvy = a4+ 0T+ @ +\Vc(l +d+ 1+ d2).

Telle est I'expression, déja donnée par Abel, d'une racine d’une
équation abélienne du quatrieme degré; les autres s’en déduisent
immédiatement en appliquant la formule (11). On vérifierait facile-
ment que les fonctions symétriques et cycliques des racines sont
ralionnellement exprimables, quelles que soient les valeurs ration-
nelles de a, b, ¢, d.
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CHAPITRE XI

DES EQUATIONS DE LA DIVISION DU CERCLE

90. Nous avons vu dans les chapitres précédents le role joué par
les racines primitives de I'unité dans la résolution algébrique de
certaines équations; nous allons montrer que les équations dont
elles dépendent rentrent dans la catégorie des équations abéliennes,
et sont résolubles par radicaux; nous entendons par 12 que les
racines primitives de 1'équation

m—1=0
peuvent étre calculées séparément au moyen de radicaux lorsqu’on
suppose connues celles des équations binomes de degré moindre ;
le calcul étant répété pour celles-ci, on voif comment les racines
primitives de I'équation de degré m sont calculables par radicaux
successifs. _

C'est du reste I'étude approfondie faite par Gauss de la résolution
des équations binomes qui a conduit Abel & celle des équations qui
portent son nom ; nous suivrons ici une marche inverse en appli-
quant aux équations actuelles les résultats du chapitre précédent.

Remarquons d’abord que si m = mym;...m, est une décompo-
sition du nombre m en facteurs premiers entre eux deux a deux, la
recherche d'une racine primitive d’ordre m se raméne, comme on
le sait, a celle d'une racine primitive de chacun des ordres

my, My, ..., m,, de sorte que si le nombre m décomposé en ses
facteurs premiers est de la forme
m = p*q¢*...,
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il suflil de calculer une racine primitive de chacune des équations
' —4 =0, z*—1 =0,

Pour la premiére par exemple, prenons une racine primitive w; de
I'équation

2’ —1 = 0,
puis désignons par v,, w;, ..., w, une racine de chacune des équa-
tions successives
?—u =0, 2P —w; =0, ceey al—uw, , =0;

leurs valeurs sont par exemple

— oMo R
wy = whlfuy, wy = Wisy/w ,

.y W, — 0)}11“/(1),_1 ,
je dis que le produit

W = Wiy, W,

est une racine primitive d’ordre p*; en effet, on a d'abord
w?* —1 = 0; il suflit de voir que le produit © ne salisfait pas a
I'équation 2?*'— 1 = 0 qui possdéde toutes bes racines non pri-
mitives de celle de degré p*; orona

a—1 -
w? fnd (1)1,

qui est %41, par suite » est racine primitive de 1'équation de
degré p*. On voit que le calcul de « se rameéne a celui de w, et
a Vextraction de 2—1 racines successives d'indice p; dés lors
il suffit de considérer le cas d’une équation binome de degré pre-
mier p. ‘ °

91. Les racines de cette équation, autres que l'unité, sont primi-
tives, et de la forme

2
Wy, WY, ..

p—1 -
‘1('01 ’

elles satisfont 4 1'équation

y
(’1) f((l‘):a; :::l‘p'_i—l-.’l‘p_2—|—....—|—.’1,‘2+w+1:0,
appelée par Gauss « équation de la division du cercle pour le nom-
bre P . *

Elle posséde la propriété d’étre irréductible (*). Supposons en
effet qu'elle ne le soit pas, et que f(x) soit le produit de deux poly-
nomes entiers & coefficients rationnels; d’aprés une proposition rap-

(*) Comparer Nerro, Substitutionentheorie, p. 114.
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pelée au § 33, on peut admettre qu'ils sont a coefficients entiers;
supposons que l'on ait
(2) f(z) = o(@)}(x},
olt o et ¢ ont leurs coeflicients entiers; pour =1 on en tire
P = e(1)¥(1),
de sorte qu'un des nombres qui forment le second membre est égal
a —=1; soit ¢(1) ce nombre.
o (z) s’annulant pour une racine telle que w;, le produit
o(x)o(x?). . .o(z?™)
s'annule pour w;, w}, ..., wf!, c'est-a-dire pour toutes les racines
de I'équation (1) et est divisible par f(x); en effectuant le calcul,
on constate que le quotient a ses coefficients entiers, et en le repré-
sentant par fy(z), ona
s(@)e(a?). . .oler) = fla)fi(z).
Si I'on fait dans cette identité « = 1, il vient
(%= 47 = pft),
ce qui est impossible puisque f,(1) est un nombre entier ; par suite
I'équation (1) est irréductible.

92. C'est une équation abélienne, car si ¢ est une racine primi-
tive (mod. p), les racines w,, wj,.., peuvent étre représentées par

0, wl, wﬂ27 vy W™
ou, en posant 0O{w) = w9, par
w, 0(w), B(w), ..., 7 2w);

on peut par suite leur appliquer la méthode du § 78. Si nous dési-
gnons par « une racine primitive de I’équation

g =0,
la fonction cyclique
T, = 4 = (0~ a0l 4 .. 4 222" )P

est rationnelle, ainsi que les produits
Tr=ahpt* =0 abwife . 4 aMP D0 %) (0 pawd e+ a2’ )P

de sorte que I'on a, en se reportant aux formules (8) du § cité,

—— [V VT 2 e ]

' . Ty
""’=Im e YT O a2 V],

DR
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Le calcul des racines w, of,... est ainsi ramené & celui d'un seul
radical d’indice p —1 et a celui d’une racine primitive de 'équa-
tion binome de degré p—1.

Comme f(x) et 6 ont leurs coefficients réels, la détermination de
T, se raméne, comme nous I'avons vu au § 79, 4 la division d'un
angle % en p—1 parties égales, et & l'extraction de la racine
carrée d’'une quantité connue U, qui est égale 4 la valeur absolue
du produit réel

Wby s (0 9 o - 222" (P P ),
En effectuant le produit indiqué an second membre, on a
Yy > = ((D2 + w¥ .. w‘-’yl’_g)
+ a0l o e
-+ azg(u»‘-*'s?2 4wt L., m(a-.-g%ﬂp—ﬂ)
-+ .

Les nombres 2, 149, 1+4% ..., 1+g¢** sont, dans

un ordre quelconque, congrus & 2,3, ...,p—1, p; le dernier p
21 =
estdonnépar 1+g %, car g * est la seule puissance de g
qui puisse étre =-—1 (mod. p); on en conclut que chacune des
puissances o?, w!t9, .., wi+? 2 représente une racine primitive
. p—
de I'équation donnée, a I'exceplion de o't¥ 2 =1, etque chaque
parenthése est identique a la somme des racines de f(z) =0,
1

c'est-d-dire égale & — 1, saufle facteur de 2 2  qui est égal a
p—1; onadonc

- »1
Yidp2 = — (i +a+a4+ . +a? ---+1“—2> +px 2.
' =t

Comme la premiére partie est nulleetque «? = —1, ona

by = —p, U =p.

D’ou ce résultat :

TutoreME 1. — Pour résoudre Uéquation binome de degré p, il
suffit 1 1° de connattre une racine primitive de Uéquation binome de
degré p—1; 2° de diviser un angle que Uon peut alors construire en
p—1  parties égales; 3° de prendre la racine carrée du nombre p.
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93. Le probleme est ainsi résolu, mais on peut opérer d'une
autre maniére, et prendre d’autres révolvantes que la fonetion cy-
clique T,, comme nous I'avons vu au § 81 ; sil'on pose

p—i=mms...m,
en décomposant p— 1 en facteurs égaux ou inégaux, on peut
déterminer » en résolvant v équations abéliennes successives de

degrés my, ni, ..., m, ¢badjoignant au domaine de rationalité les
racines des équations binomes
" —1 =0, zm—1 =0, ey x—1 =0.

a; étant une racine primitive de la premiére, on posera

m 2m
Yo = Wl @

m ~+1 2m,—+1
g1 = 09w e
@ s s e s e e e e e e e e e

—+ w?

m,—1 2m,— 3m—1

Tommt = @ 4w + e

et on formera la résolvante

Ty = (o= 2afa 22 =+ -+ + &l )™
qui s’exprime rationnellement au moyen de et des coefficients de
I'équation donnée. On déterminera les inconnues y au moyen de
% et de "YT,; leurs valeurs sont données par des formules ana-

logues & la formule (9) du § 81. Connaissant 'une d’elles, par

. m .
exemple %, on partagera les — racines dont elle est la somme en

my
m, séries, et I’on posera
?0 = w4 wgmlmﬂ 4+ wy‘zmim2 4+ .
?1 — wqm‘ -+ mgm‘(m?—o-i) + wgﬂml(m?—l—i) + .
Smyt = wg’"x("’:_l) + mg”’H(’"‘:_‘) 4 mgmnl(m.‘,—a) T

la résolvante

R, = (?o =+ aspr + ajge + -+ 1?2_’?"12—1)'7127
ol % est une racine primitive de l’équation 2™ —1 =10, s'ex-
prime rationnellement au moyen des coefficients de I'équation
donnée et de y,; on déterminera alors les inconnues ¢ au moyen

My j=—o .. .- C
de o, et de V'R, comme précédemment; on continuera de la méme

maniére en partageant les racines dont g, par exemple est

1M
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la somme, en m; séries, et ainsi de suite. On peut dés lors énoncer
le théoréme suivant :

TotoriME II. — Si p est un nombre premier, et si Uon décompose
p—1 en un produit de la forme

p—1=mm...m,

il suffit, pour résoudre U'équation binome de degré p et en déterminer
une racine primitive : 1° de calculer une rqcine primitive de chacune
des équations

g —1=0, am—_4=0 ..., av—1=0;
2° de calculer des racines successives d'indices my, ma, ..., m, de quan-
tités s’cxprimant chacune rationnellement au moyen des radicaux déjo
formés précédemment et des racines primitives dont on vient de parler.

On applique ordinairement ce théoréme en prenant pour
My, My ..., m, les facteurs égaux ou inégaux de p—1 décom-
posé en ses facteurs premiers ; il est cependant un choix particulier
de ces nombres que nous allons mentionner.

Supposons que les diviseurs m,, ms, ..., m, de p—1 soient
premiers entre eux deux & deux, sans étre forcément premiers
absolus; considérons les fonctions apalogues a ¥, obtenues en
remplacant m, par ., ..., m,, et désignons-les par

7 2m

Yoo = 0 07 4 o
7, 20
Yor = @ @f 3 T ey

1 + ...’

Yoy = W mqmv+w92"‘v 4 e
Yo S'exprime au moyen d'une racine primitive «, de 1'équation
g —1 =0 et d'un radical "YTy, portant sur une quantité qui
dépend rationnellement de «,.

Formons alors l'équation fi(x, yo) = 0 dont dépendent les
racines dont la somme est yo; ses coefficients sont des fonctions
rationnelles de cette quantité ; toutes les équations analogues, obte-
nues en donnant & & les valeurs 1, 2, ..., v, ont la racine commune
o et n'en ont aucune autre ; on obtiendra donc cette racine en cher-
chant le plus grand commun diviseur des polynomes f; et en I'éga-
lant 4 zéro ; la racine de ce commun diviseur, qui est du premier
degré, est une fonction rationnelle des quantités yo, Xozy «++y Yov-
On peut done énoncer le corollaire suivant :
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COROLLAIRE. — Si les nombres m,, my, ..., m, dont le produit est
égal @ p—1 sont premiers enire eux, une racine primitive de
Uéquation binome de degré p s'exprime rationnellement au moyen
d’une racine primitive de chacune des équations binomes

am—1=0, am—41=0 ..., av—1=0
et de radicaux d'indices m,, ms, ..., m, portant respectivement sur
des fonctions rationnelles de ces racines.

Le cas le plus important est celui ou les facteurs du nombre
p—1 sont tous égaux 4 2; le nombre premier p est de la forme
2m -1, etil est nécessaire que m soit lui-méme égal & 2*, car si
T'on avait wm = 2*(2m’ +1), le nombre

4 = (20*)em1 g
serait divisible par 2**+1 et ne serait pas premier. Les racines
primitives des équations binomes auxiliaires sont égales & —1,
et les radicaux successifs ont tous leur indice égal & 2. On a dans
ce cas le résultat suivant :

ToioriMe 11, — L’équation binome dont le degré est un nombre

premier p de la forme 2% -1 est résoluble au moyen d’exiractions
de racines carrées successives.

Pour p =0,1,2 3,4, onadesnombres premiers qui sont
p=3, 5, 17, 237, 63337;
mais pour p = 3, le nombre oblenu n’est pas premier, car
22" | = 4294967297 = GA1.6700417,
de sorte qu'on ne sait pas si la suite des nombres de la forme précé-
dente contient un nombre limité ou illimité de nombres premiers.

94. Considérons le cas ou I'on décompose le nomhre p—1 en
un produit de deux facteurs m, =2 et m, = Il_gi; nous de-
vons poser

ro = W+ w9 4wt e
g = w9 4 8 4w’
et former la résolvante
Ty = (o — 7)™
T, s’exprime rationnellement an moyen des coeflicients de 'équa-
tion ; on obtiendra sa valeur en remplacant dans le produit ¢4, ,
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du§92 « par —4, carona 2= —1 etles deux facteurs de
ce produit sont égaux & yo—7y;; nous avons de cette facon
r—1
Ty = (—1)2 p.
Comme on a d’auire part jo+y, = —1, les deux inconnues
Yo et ¥, ont pour valeurs

xo=—%-[—i+\/(—1)p—;ip]’ Xi:—;‘[—l—\/(—i)p%lj]‘

Nous devons ensuite exprimer en fonction rationnelle des deux
quantités précédentes les coefficients des équations
fiz) = (& — )iz — o)z —ot)... = 0,
filw) = (& — o)z — o)z —o)... =0,
dont les racines entrent respectivement dans y, et y,; un coefli-
cient A de la premiére par exemple est une fonction entiére i
coefficients entiers de toutes les racines et a la forme
A = @+ a0 Gy + gyt -,

Je dis que l'on a ay=ay;=@a;=-, et aa=a,=--; en
effet, A ne change pas lorsqu’on remplace » par v, de sorte que
I'on a encore

A= ag + a‘w-’/a -+ agm”s—-l— T
d’olr 'on tire
(as — ai)w”2 —+(as— az)‘"”s + - =0;

celte équation, que I'on peut réduire au degré p—2 par rapport
a la racine w appartenant i I'équation irréductible f(x) =0, ne
peut avoir lieu que si les coefficients sont tous nuls, c¢'est-a-dire si
I'on a ¢y =a3=--, et a=a, =+, ce que nous voulions
démontrer,

Il résulte de la que le coefficient A est une fonction linéairc a
coefficients entiers de y, et de y,, ou bien, en vertu de la relation
2o+ 721 = —1, une fonction de méme nature de yo; par suite
folx) peut se mettre sous la forme

fo('T) =P+ on'u

ou P et Q sont des polynomes entiers & coefficients entiers ; on
aurait fi(z) en changeant yy en y, ce qui donne

filz) = P+ Qu;
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en remplagant y, et y, par leurs valeurs, on peut écrire

pa= | XV Ty | ae= x0T,

ol X et Y sont encore des polynomes entiers & coefficients entiers.
Remarquons que le premier memhre f(x) de I'équation (1) est
égal au produit fo(x)fi(x); on a done I'identité

1 =t

fle) =422+ 2 +1 = I[X’—(— 1) ® pY’]!
d’ou le résulfat suivant :
TutoreME 1IV. — Lorsque p est un nombre premier, on a idenlique-
ment 1

Aot 4 gr i x4 1) = X2 — (— 1) 2 pY?,

X et Y étant des polynomes entiers d coefficients entiers.

95. La résolution de l'équation binome de degré m esl équiva-
lente a la solution de ce probléme : Diviser la circonférence du
cercle en m parties égales; cela résulte de ce que si w est une

. . - . . s 2r . . 2=
racine de I'équation binome égale 8 cos ——+isin—, ona
m m

" 2k ., 2km
w® = ¢08 — 1 8In —»
m m

2kn
2 cos — = of 4 w7k
m
.. 2k
92i sin — = wf — mm—k,
m

. 21-311 \/ <wk+ mm—k)!
s — = A—| — H
m 2

par suite la connaissance des racines w de I’équation binome en-
. . - i . 2kx

traine celle des lignes trigonométriques des arcs égaux a — et
m

celle des points de division de la circonférence partagée en m parties

égales, et réciproquement. On peut donc énoncer les résultats sui-
vants :

Pour inscrire dans une circonférence un polygone régulier d’un
nombre premier p de ciotés, il suffit de diviser la circonférence en
p—1 parties igales, de diviser un arc, que Uon peut alors cons-
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truire, en p—A parties éqales, et de prendre une moyenne propor-
tionnelle entre le rayon et p fois le rayon.

S les facteurs premiers de p—4  sont my, my, ..., m,, ol suffit
aussi de partager la circonférence en my, ms, ..., m, parties égales et
de construire des gquanlités exprimées par des radicaux successifs
d’'indices my, ms, ..., m,.

1l est toujours possible d’inscrive dans une circonférence, avec la
régle et le compas, un polygone régulier dont le nombre des cotés est
un nombre premier de la forme 2% +1.

Considérons le cas de p = 5 et choisissons pour g le nom-
bre 2; nous avons

I

" =1, g=2, =4 7° (mod. 5);

en posant
Yo = w4+’ = w4 ot
Y= ol + 0 = w?+ o,
¥s et . sont racines de I'équation
Lv+y—1=0.
Si I'on ne fixe pas la valeur que l'on prend pour w, le choix des

racines y,, ys est indifférent, mais si I'on se donne

2r ., 2%
w = €08 — —+ ¢ sin —»
5 5

il faut prendre

44y o 1—JF
=TT M=
Ensuite, on a
w 4 0t = y,, ww = 4,
@l wd =y, wiwd =1,

de sorte qu’on a & résoudre les équations
22— yoxr4+1 =0,
P —ypr4+1 =0,
et alors on a, en choisissant comme il convient le signe du coeffi-

cient de ¢,
— 1+ /5 +iV/10+2/8
- 4
Pour p =17, lenombre ¢ =6 est une racine primitive; il
fournit comme restes de g° g', ... les nombres
1, 6, 2,12, 4, 7, 8, 14, 16, 11, 15, 5, 13, 10, 9, 3.
VOGT. — RES, ALG. "
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Les sommes
%o = 0+ 0 4 wF 4 0F 4 0lf 4 ! 4 !,

x,:m"’—i—m”—l—uﬂ+w”+m“+w3—|—w’°+m3
sont les racines de
2+y—4=0.

Si I'on choisit pour w la valeur

21t+ .. 2%
w = €08 — - ¢ sin —
17 17’
il faut prendre, comme on le voit facilement,
— - y17 —1—y17
BET— mET
On a ensuile, au moyen de y, et yx,,
9) = 0 + W 4 w6 - i3 oh = 0f + o+ w'! 4+ o9,
o1 = 0 4 08 4wl 4w, o) = 0 4+ w4 0} + w3,

qui sont racines de

¢ —yxr—1 =0, o — 31/ —1 = 0;

leurs valeurs sont

‘?“:%""\/j"—ki, 96=%—\/—’4—‘+1.

_ L\ /1 P 0
91—2 4+11 ?‘_2+ T+1.
En se limitant & 9, et posant
79 = & -+ w'b, o = w4 w3
on a
72_?05_'—?{:01

ou encore, en exprimant ¢, au moyen de g,

0(,—1

0% — oo - 2 =0
. TR B
qui donne
Qo o} ‘ @0 ]
Gy — —— “— gy = —— a— - — !,
‘T e ™ =5 =V

Enfin » et »'® sont les racines de

-7)2—0'0—}—1:0,
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)
w :—62—0—{—1:\/ 1——;21.

11 est facile de tirer de 13 une construction du polygone de 17 cotés
inscrit dans la circonférence (*).

de sorte que I'on a

96. Les mémes considérations s'appliqueraient 4 'équation dont
. 2 . s
dépend directement la recherche de cos Eﬁ; on l'obtient en ex-
primant la fonction

1
V. o am
Voo = 3™ - g

au moyen de

I =X+ —
T

et posant £ = cosa + ¢sina; onaainsi z =2cosa, V,=2cos ma,

et on obtient, par un calcul employé dans la théorie des équations

réciproques,

m(m — 3)
1.2

Il suffit de faire a = —277; pour avoir I'équation ayant pour

(3) 2 cos ma = "™ — mz" " - P

racines

2 4 2m —1 2
(4) 2 cos — , 2 oS ——, ces 2cosu, 2 cos ——.
m m m m

C’est une équation abélienne, car si I'on représente par
Ty, Tay «vvy Ty, Tm
les m racines précédentes, x, est une fonction de x, donnée précisé-
ment par la formule (3) ou I'on remplace m par £, a par i——ﬂ et 2

par z;; de plus si I'on pose pour toute valeur de % 2 = 0i{zy),
on a :

k)

2hi;
(3) 0:0k(2,) = 0404(21) = 2 cos %

de sorte que les fonctions 6 sont échangeables et 1'équation est
abélienne. On pourrait lui appliquer les procédés que nous avons

(*) Consulter a ce sujct Senner, Algébre Supéricure, t. 11, p. 565 ; NETTO, Substi-
tutionentheorie, p. 183 ; Bacumann, Die Lehre von der Kreistheilung.
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indiqués pour la résoudre par radicaux, mais cetite méthode de
résolution serait au fond identique a la recherche des racines m* de
l'unité.

11 est préférable de remarquer, dans le cas ot m est un nombre
impair égal 2 2p 4+ 1, que les racines de la suite (4) sont 'une
égale & —+1 et les autres deux a deux égales et de sign}s/con-
traires. On partira de ’équation binome

Zwtt 1 =0
ou plutét de la suivante

(6)

et on lui appliquera la méthode de réduction des équations récipro-

ptt__f
o n :mzﬂ+$2ﬂ—i+...+$+lzo

ques, en formant I'équation ayant pour racine z =z 4- ;; en se
reportant & la formule (3) qui donne V., on a a calculer
U, =V,+ Vo4 .o + Vi1,
ce qui donne, en égalant a zéro le résultat,
(r—2)(»—3)
1.2

Cette équation, qui admet pour racines les valeurs distinctes de la
suite (4) autres que l'unité, est encore une équation abélienne,
d’aprés la propriété exprimée par I'équation (8); elle est alors réso-
Iuble par radicaux.

Dans le cas o m = 2 -+1 est un nombre premier, on recon-
nait que les racines sont de la forme suivante, en désignant par A
une racine primitive (mod. m) (*).

U, = z*+a* 1 — (p—1)z* 2 —(p—2)2* 3+ .= 0.

A 22 P
(7 200s2—“, 2cos2——ﬂ1 2cos2—“, --+2  2co0s iR
m m m
en effet, les puissances 2° A!, A%, ..., A*~! sont des nombres dis-

tincts de la suite 1,2, 3, ..., m—1; il suflit de faire voir que
les w cosinus précédents sont distincts pour affirmer que ce sont les
racines de I'équation U, = 0.

Or si I'on avait par exemple

h, )\k
cos%—ﬂ:cosg—1r (h<<lkih k<<p—1),
m m

(*} Comparer Serret, Algébre supérieure, t. 11, p. 560,
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on en déduirait

Q)\"ﬂ G.).)\"'rt
=+ = 2=, MM =m,
i m

d’ou
MN{(Mh 3= 1) = m;
le nombre premier m ne divisant pas 2* serait un diviseur de
Vb4 ou de Mh—4, clesta-dire du produit 2% —1 de
ces deux nombres ; mais cela est impossible, puisque 2kt — 2/
est inférieur & m—1.
On voit donc que les racines de U, = 0 sont données par la

suife (7) ; si I'on représente la premiére par z,, et par 6(x,) la fone-

. . . . A%
tion rationnelle qui représente la valeur de la seconde 2 cos —,
m

on constate que les nombres de cette suite peuvent &ire représentés
par
an, 0(xy), 02(2)), ..., Y xy);

ils sont les racines d'une équalion abélienne simple, et nous avons
vu précédemment comment on les exprime au moyen de radicaux.

Dans le cas ot m esl un nombre pair, de la forme 2p—+2, les
racines de la suite (4) sont I'une égale & -+ 1, une autre égale a
—1, etles 2p autres sont encore égales &t“de signes contraires;
elles sont les racines de I'équation obtenue en remplacant dans
I'équation suivante

(8)

1 - .
T+ — par z; orsi I'on pose a? =t, t est fourni par une équa-

s — |
Z2— 1 =+ ¥+ 4?1 =0

tion de degré . analogue a (6); dans le cas ol ¢ est pair, on lui

applique la méthode précédente, et z est donné par la relation
1

12—2=$2+—2-=t+'—1—;

x t

si au contraire y est impair, I'équation en ¢ tirée de (8) a une racine
égaled —1, etl'on est ramené a une équation de degré p—1.
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CITAPITRE XII

DES EQUATIONS RESOLUBLES IRREDUCTIBLES
DE DEGRE PREMIER

97. Nous avons vu que les équations abéliennes sont résolubles
algébriquement aprés adjonction au domaine de rationalité de cer-
taines racines de I'unité ; elles sont caractérisées par cette propriété
qu'une fonction cyclique des racines est rationnellement connue ;
nous allons généraliser et rechercher quelles sont toutes les équa-
tions irréductibles résolubles de degré premier, en suivant la mé-
thode indiquée par Kronecker dans ses lecons sur la théorie des
équations algébriques professées a I'Université de Berlin, et repro-
duites en partie dans les Monatsberichte (3 mars 1879).

Nous considérons d’abord une équation

(1) flx, R, R, R, ...) =0
de degré premier n, dont les coefficients font partie d'un domaine
de rationalité (R, R, R’, ...), et irréductible dans ce domaine;
comme au chapitre V, nous représenterons ses racines par
Loy X1y ..., Tny. Nous allons d’abord étudier I'effet produit sur cette
équation par l'adjonction au domaine d'une ou de plusieurs fonc-
tions cycliques de ses racines.

En nous reportant & ce que nous avons dit sur les fonetions cy-
cliques et métacycliques de plusieurs variables (chapitre V), nous
n’avons i considérer pour n premier que les fonctions cycliques
simples. 8i I'on adjoint au domaine de rationalité une fonction cy-
clique particuliére, toutes les racines de 1'équation donnée s’expri-
ment rationnellement au moyen de 1'une d’elles dans le nouveau
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domaine (§ 26) ; si donc une des racines s’exprime rationnellement,
il en est de méme des autres, et I'équation devient réductible, le
premier membre étant décomposable en n facteurs du premier
degré rationnels.

On peut montrer du reste que si le premier membre f(r, R,
R, R’,...) se décompose en plusieurs facteurs irréductibles lorsqu’on
adjoint au domaine une fonction cyclique (o, 1, ..., Z,1), ce
ne peut étre qu’en facteurs linéaires ; si I'on a en effet par exemple
un facteur irréductible

oz, 1, Ry R, ...) = (z —wo)(z — )@ —m). . .,
que l'on peut encore écrire, en exprimant z,, 2, ... au moyen
de oy
(@ — @o)[z — Oy(o, ¥)][& — Ox(@0, ¥)]. . .,

et un autre ¢, contenant une autre racine x,, la substitution du
groupe cyclique auquel appartient y et remplagant z, par x, ne
change pas la valeur de ¢ ctla transforme en o,; de cette facon
chacun des facteurs irréductibles a le méme degré et ne peut étre
que du premier degré, puisque n est premier.

Ainsi done, aprés I'adjonction au domaine de rationalité d'une
fonction cyclique particuliére, I'équation reste irréductible ou se
trouve décomposée en facteurs linéaires, ¢’'est-a-dire résolue.

98. Il y a (n—1)! valeurs algébwviquement conjuguées d'une
fonction cyclique, correspondanta (n—2)! groupes distincts et
appartenant n—1 a4 n—1 auméme groupe; il estimpossible
que I'équation se trouve résolue lorsqu'on adjoint une fonction
appartenant a chacun des (n— 2)! groupes distincts, et il existe
au moins une fonction cyclique dont l'adjonction laisse Iéquation
trréductible.

En effet, supposons pour plus de généralité que 'équation donnée
soit spéciale et posséde un groupe G auquel appartient algébrique-
ment et numériquement une fonction (%, &4y ..., Toy; et soit
v(®oy T4y oo ., Tay) une fonction cyclique dont I'adjonction rend
I'équaltion réductible en facteurs linéaires

f(@) = [z —Rofs, yo)Jz— Ri(2, 1a)]. ..

Formons le produit
F(z) = Dz — Ro(o, ta)]
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étendu a toutes les valeurs algébriquement distinctes que prend v,
pour toutes les substitutions du groupe G; c’est une fonction
appartenant au groupe de I'équation, et exprimable rationnellement ;
I'équation F(z) = 0 ayant une racine commune avec la proposées
F(x) est divisible par f(x) qui est irréductible, et se décompose en
général en plusieurs facteurs dont 'un est f(z); si

f(.‘L‘) = [z — RO(?v 1)][x — Ro(2, Yz)] R
fi@) = [z —R(9, 15)][z — Ro(s To)]- - -5

sont les facteurs irréductibles de F(x), les substitutions du groupe G
doivent transformer f(x) dans chacun des autres facteurs, et
comme elles laissent f(x) invariable, tous les facteurs sont iden-
tiques, de sorte que 'on a
F(z) = f(a);

on en conclut que le nombre des valeurs algébriquement distinctes
de v, entrant dans le produit F(z) est égal & An, et 'adjonction de
chacune d’elles produit une décomposition de f(z), c’est-a-dire la
résolution de 'équation proposée.

S'il y a d’autres valeurs algébriquement distinctes des An précé-
dentes parmi les (n—1)! valeurs possibles de v, produisant une
réduction de f(z), un raisonnement analogue montre qu'on peut les
ranger en séries distinctes, contenant chacune un nombre de fonc-
tions multiple de =, celles de chaque série se déduisant de 1'une
d'entre elles par les substitutions de G; comme (n—1)! n’est
pas divisible par =n, on voit qu'il y aura au moins une fonction
cyclique des racines dont 'adjonction laisse I’'équation irréductible.

Soit  y(®y, 21, ..., 2,) une telle fonection laissant f(x) irréduc-

.

tible ; supposons qu'elle appartienne a un groupe cyclique tel que
C = [81 = (x0x1~ . -xn—l), S2, ceny Sn_i, S” = 1];

le groupe G de I'équation doit contenir C comme sous-groupe, ou
lui étre identique. Supposons en effet que cela n’ait pas lieu; en
adjoignant au domaine de rationalité la fonction y, la fonction
uy—+v9, ol o appartient au groupe G, est rationnelle dans le
nouveau domaine, et appartient au groupe G’ formé des substitu-
tions communes & G et a3 G; 'ordre de ce groupe G’ étant diviseur
de n ne peut étre l'unité, car I'équation serait résoluble, la fonec-
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tion de Galois devenant rationnellement exprimable; il ne peut étre
que », et G doit se confondre avec C ou le contenir comme sous-
groupe, de sorte que I'on peut énoncer le théoréeme suivant :

TakoreME 1. — Le groupe d’'une équation irréductible de degré pre-
mier est un groupe cyclique ou doit contenir au moins un tel groupe
comme sOus-groupe.

Il renferme le groupe de toute fonction cyclique dont Uadjonction
laisse Uéquation irréductible.

99. Supposons mainfenant que I'’équation irréductible

(1) fle, R, R, R", ...) =0,
dont les coefficients font partie du domaine défini par les parame-
tres indépendants R', R, ..., et dont le degré n est premier, soit ré-
soluble algébriquement.

Considérons une fonction cyclique telle que vi(xy, 24, ..., Zny)
appartenant au groupe G, dérivé de la substitution

Ss=z z+1]| (mod. »)

et de ses puissances ; nous avons vu que parmiles (n—1)! grou-
pes auxquels appartiennent les valeurs conjuguées de y,, il en existe
n—1 identiques & C,; ce sontles groupes Gy, Cs, ..., G,y déri-
vés respectivement de

S =1z tz+1] (mod.n) (t=1,2,...,n—1);

les autres groupes se partagent de méme en séries de n —1 grou-
pes identiques ; on les obtient en laissant dans C; les éléments
et x1 invariables et effectuant sur les n—2 autres a», o3, ..., Loy
toutes les substitutions possibles. A ces (n—2)! groupes appar-
tiennent les valeurs conjuguées que nous désignerons par

Tis Y23« o0y Y(n—2)!-
Adjoignons au domaine de rationalité chacune de ces fonctions
cycliques et désignons par
flz, 1) =0, flz, 1) =0, ceey f(® Ynap) =0

ce que devient I'équation donnée aprés chacune de ces adjonctions ;
nous allons montrer qu'une seule de ces équations reste irréduc-
tible, ce que nous énoncerons sous la forme suivante :
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TutoreME II. — Une équation irréductible et résoluble de degré pre-
mier ne peut vester irréductible par Cadjonction de plus d’une fonction
cyclique.

Je suppose que I'équation (4) soit résoluble et reste irréductible
lorsqu’on adjoint au domaine deux fonctions cycliques
(2) ‘{1(1'0, Liy ovey Tn 1)y
(3) Yi(xioi 1‘,‘, RS} xin_‘)a
appartenant a4 deux groupes différents Ci et C; dérivés respective-
ment des substitutions
Si = (.’L’o.’b’l PN -’l'n_i),

Si = (.’l,‘,o.’l,"'i. B 'xin—l)

et de leurs puissances ; on peut toujours supposer que dans S; les
deux premiers éléments x;, et x; sont identiques & x, et x,.
En nous reportant a la chaine d’équations (2) du § 64, la premiére

équation
(4) Vo = F(R), R,...)
est une relation entre les racines x,, i, ..., £y de I'équation (1)

lorsqu'on remplace V, par sa valeur en fonction de ces racines et
des racines de I'unité, et I'on sait qu’elle reste satisfaite lorsqu’on
effectue sur les racines les substitutions du groupe de I’équation
(§ 47). D'apres le théoréme I, le premier membre de 'équation (4)
reste invariable pour les substitutions des groupes cycliques C, et C;
auxquels appartiennent les fonctions (2) et (3), par suite, si I'on
écrit la fonction V, sous la forme

Vv(wioi 'Ti“ ey xiks S ] 'Tin—i)’

lorsqu'on augmente chaque nombre £ d'une unité, ou bien chaque
indice i; d'une unité. Comme les nouvelles valeurs de V, ne diffé-
rent de la premiére que par une racine p¢ de I'unité, on aura, en
désignant par » une racine primitive de I'équation .»»—1 =0,

B) Vf..zy.. )=V = =o'V, .z 1...)

g )
et, en répétant respectivement a et & fois ces substitutions,
Voloom. )= oV o) = oV E ).

Pour a et b égauxa n, ondoitavoir nr=0 et ns=0(mod.p,),
puisque la fonction V, reprend sa valeur primitive. On peut tou-
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jours supposer, comme nous I'avons dit, que i =0 et ¢ =1;
en donnant 4 & la valeur 7,, on obtient

m'"vv(. . .xikﬂ. . .) = wiasvv(. L SR .),
d’ou1 1a relation
{6) VT, ) = wlia =V (. Ty - )
Si I'on considére la substitution
s <ia oyt e T:a—}-k ‘ )
ol fatt ... latl ...

remplagant i,,, par i,-+i, lorsque & varie de 0 & n—1,
elle laisse invariable ¢, puisque ¢ =0, et ne porte que sur
n—1 éléments; son ordre, que nous désignerons par ¢, divise
(n—1) ! et est premier avec n ; aprés ¢ applications successives de
S aux deux membres de la formule (6), on obtient au second mem-
bre la valeur primitive de la fonction V,, de sorte que I'on a

wiliss—an = 1,
l(i;s —ar)y =0 (mod. p,).
Considérons alors les trois congruences
nr =0, ns =0, s —ary =20 (mod. p,).

Si r et s ne sont pas =0, il faut que p, = n, et comme ¢ est pre-
mier avec n, que 4,8 = ar pour toute valeur de a ; en particulier,
pour a=1 ona i =1, d'ou s=r etparsuite i,=a quel
que soit a; mais cela est impossible puisque les substitutions fon-
damentales S, et S; des groupes auxquels appartiennent les fonc-
tions (2) et (3) sont distincles.

Il faut alors que r et s soient =0; I'équation (3) montre dans
ce cas que la fonction V, est, comme V¥, invariable pour les
deux groupes cycliques C; et G;; en passant 3 I'équation suivante

V:’i?‘ = Fv——1(Vv5 RI, R”, . .),

le second membre appartient 4 la fois & ces deux groupes, et le
méme raisonnement montre que V,_, jouit de la méme propriété;
on peut continuer ainsi jusqu'a la racine z, et I'on voit qu'elle s’ex-
prime rationnellement au moyen de v; ou de v;; mais cela est impos-
sible car f(x) aurait alors un facteur z-—ux, rationnellement
exprimable dans le domaine primitif auquel on adjoindrait v, ou -,
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et I’équation (1) ne resterait pas irréductible aprés adjonction de 7,
ou de y; contrairement aux hypothéses faites sur ces fonctions, par
suite le théoréme est démontré. On en déduit le corollaire suivant.

CoRroLLAIRE. — 87 le groupe d’une équation irréductible de degré
premier contient comme sous-groupes deux groupes cycliques distincts,
Uéquation n’est pas résoluble algébriquement.

100. Nous allons démontrer la réciproque : Zoute équation irré-
ductible de degré premier est résoluble algébriquement si parmi les
(n—2)! groupes cycliques distincts, il n’en existe qu’un dont les
fonctions laissent, aprés leur adjonction, Uéquation irréductible.

Soit vi(xo, 24, ..., o) une fonction cyclique jouissant de cette
propriété de laisser, apres son adjonection, 'équation irréductible ;
on peut supposer les indices des racines choisis de fagon que cette
fonction reste invariable pour la substitution

S, = (xow,wg. e 1)

et ses puissances ; il existe » —1 valeurs conjuguées de v, s'ex-
primant rationnellement au moyen de I'une d’elles, et leurs fonc-
tions symétriques et cycliques dans un certain ordre appartiennent
au groupe métacyclique

’ a=1,2,.--,"—1
(M) | = az—{—/II (mod.n) (b_—_—O,i,?a---’n_1>'

Je dis que les fonctions appartenant a ce groupe sont rationnelle-
ment exprimables au moyen des éléments du domaine de ratio-
nalité.

Considérons I'équation F(y) =0 de degré (n—1)! ayant
pour racines les (n—1)! valeurs conjuguées de vy, ; désignons par
Y1) Y2y -+ Yn celles qui appartiennent au méme groupe ; un fac-
teur irréductible de F(y) ne peut s’annuler 2 la fois pour une des
n—1 valeurs précédentes et pour une des autres, par exemple y,,
car si

F(N=G—v—...
est un tel facteur irréductible, une de ses racines vy, produit par son
adjonction au domaine de rationalité une réductionde f(x, R, R’, ...),
il en est alors de méme des autres, comme nous l'avons vu au § 39,
et en particulier de v, ce qui est impossible.
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Par suite les valeurs y;, vz ..., v.—2 doivent entrer, a I'exclusion
des autres, dans un ou plusieurs facteurs irréductibles de F(y), de
sorte que le produit

(¥ =)y — 1)y —fn)
a ses coeflicients rationnels ; par suite les fonclions appartenant an
groupe M font partie du domaine de rationalité.

Mais nous avons vu au § 28 que les fonctions yq, Y2y ..y Yot soNt
telles qu'une fonction cyclique particuliére de ces valeurs appar-
tienne au groupe métacyclique ; par suite on peut, dans le cas actuel,
les déterminer en résolvant une équation abélienne de degré n—1;
une nouvelle équation abélienne de degré n donne les racines de
I’équation proposée, qui se trouve ainsi résolue algébriquement.
C'est aussi ce que nous avons vu en exposant les recherches de La-
grange (§ 62). On peut énoncer le théoréme suivant :

TaeorkMe III. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’une
squation trréductible de degré premier soit résoluble algibriquement
est qu’il existe une fonction métacyclique faisant partie du domaine
de rationalité ; la résolution de Uéquation dépend alors en général de
deux fquations abiliennes successives.

Il est évident que les équations abéliennes rentrent comme cas
particulier dans la catégorie précédente.

COROLLAIRE. — Le groupe d’une équation irréductible de degré pre-
mier résoluble algébriquement est le groupe métacyclique ou un de ses
sous-groupes.

101. Nous avons démontré au § 31 que chacune des quantités
Lo, X4y ..., Tn_y est une fonction rationnelle de deux d’'entre elles et
d'une fonction métacyclique ; on pent donc énoncer le résultat sui-
vant :

TutoriME IV. — Chacune des racines d’une équation irréductible et
résoluble de degré premier est une fonction rationnelle de deux racines
particuliéres quelconques, les coefficients de cette fonction faisant par-
tie du domaine de rationalité.

Nous allons démontrer la réciproque :

8t les racines d’une équation irréductible de degré premier sont
fonctions rationnelles de deux d'entre elles, Uéquation est résoluble
algébriguement.
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Soient
z2 = 0@, T4), @3 = Omy, ), .y Tny = Opy(20, x4)
les expressions des racines x, x,, ..., £, au moyen de x, et x,, et
GZ(Si—':l; Sy Ss, Lo, S,)

le groupe de l'équation; toute substitution de ce groupe laissant
xo et x, fixes ne peut changer aucun autre élément; on en conclut
qu'il ne renferme pas deux substitutions distinctes amenant x, et x,
a des places déterminées dans la suite xy, z,, ..., Tn_,. Supposons en
effet que S, et S; soient deux substitutions remplagant z; et i,
par x, et 2;; le produit S,S;' laisse xp et z; fixes et se réduit a
I'unité, de sorte que S, et S; ne peuvent étre différentes.

Les substitutions de G, saufl'unité, doivent changer au moins un
des deux éléments xz, x,, et il y a n(n—1) maniéres de placer
ceux-c¢i; si les substitutions S produisent tous les changements
possibles de x, et x, on a r = n(rn—1); plus généralement,
considérons le groupe G et le groupe formé des substitutions

Eh E:Z) DS ) E(rp?)!
laissant z, et x, invariables et permutant x», x;, ..., 2,y de toules

les maniéres possibles. Formons un tableau analogue a celui du § 6,
constitué par les lignes

Si%,, 853, .., .3, 2=1,2,...,(n—2)1];

les substitutions qu'il renferme sont distinctes, car celles d'une
méme ligne le sont, et si I'on avait d’autre part

8.3, = SiZ (h £ k),
le produit S;'S, = Z;I;1! serait une substitution de G laissant x, et
x, fixes et se réduirait a I'unité, ce qui est impossible.

D’autre part, ce tableau renferme toutes les substitutions amenant
x, et x; aux places qu'ils occupent simultanément par I'effet des
substitutions 8, et x,, x4, ..., £, aux autres places dans un ordre
quelcongue ; par suite il est constitué par les substitutions d'un
groupe dont l'ordre est égal 4 »(n—2)!. Comme cet ordre doit
diviser n! c'est-a-dire le produit n{n —14)(n —2)!, on voit que
I'ordre r du groupe G est un diviseur de n(n —1).

Ce groupe doit contenir, comme sous-groupe, au moins un groupe
cyclique, d’aprés le théoréme I; je dis qu'il ne peut en contenir
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deux. Supposons en effet qu’il contienne les deux groupes

C‘ = [Si = (1'01'1.1‘2. . -wn—l)a S?, Peay S'; = 1],

C2 = [Tl = (il'o-’ri-'l'i,l- . -mi,. ‘)1 Tfa ey 'il = ]5

les substitutions SiT? sont toutes distinctes, car si I'on avait
ST = S{T%,
on aurait Ti® = 8 et, r étant choisi de facon que
r(f—8 =1 (mod. n),
T, = 8,2,
de sorte que T; ferait partie du groupe C,, ce qui est impossible
puisque ces groupes n'ont aucune substitution commune ; par suite
le groupe G contenant C; et C; a un ordre au moins égal a »?, et
c'est impossible puisque cet ordre doit diviser n(n — 1).
On conclut de li, d'aprés ce que nous avons vu précédemment,
que I'équation est résoluble algébriquement.
Une équation irréductible de degré premier dont les racines s'ex-
priment rationnellement au moyen de deux d’entre elles s’appelle

une équation de Galois (*). On peut dés lors énoncer les résultats que
nous venons d'obfenir sous la forme suivante :

on en déduirait

TukoreME V. — Pour qu’une équation irréductible de degré premier
soit résoluble algébriquement, il faut etil suffit quwelle soit une équa-
tion de Galois.

102. Comme exemple de ce qui précede, I'équation binome géné-
rale de degré premier

f((l‘) = :L‘"—C,,(R', R’ .. ) =0,

telle que ¢, ne soit pas la puissance n® exacte d'une fonction du
domaine de rationalité, est une équation de Galois.

Elle est d’abord irréductible, car sinon le théoréme du § 63 mon-
trerait'que ¢, est une puissance n¢ exacte, contrairement a I'’hypo-
thése ; de plussi ses racines sont

9 —_
Lo, Ly = Wy, Ty = Wy, ooy Tpy = W™y,

(*) GaLois, OEuvres mathematiques, Journal de Liouville, 1846.
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ou w estune racine n¢ de l'unité, on a

Xy k
X, = ol — |} 1
Lo

de sorte que chaque racine est une fonction rationnelle de xz, et ;.

L’équation est done résoluble au moyen de radicaux ; ses racines
sont du reste le produit du radical V¢, par les racines n de l'unité
qui sont elles-mémes, comme on le sait, exprimables au moyen de
radicaux.

. , . . a
Un autre exemple est fourni par 'équation qui donne tg—
n

connaissant tg a ; elle a en effet pour racines les valeurs

a4 a—+ 2w
) -1‘2=tg——’ ey
n n

a
l‘ozthy l‘iztg

qui donnent lieu aux relations
T Xy — Xy
tg — = ———2,
n 1+ 220
Ty_g + 1L ki
S
Ty=—
T
A — oy, tg —
i—1 g n

de sorte que z; est fonction rationnelle de x, et x,. Dans le cas de
n premier, I'équation est irréductible et se résout par suite au
moyen de radicaux.

Lorsque l'on adjoint tg Ez- au domaine de rationalité, 1'équa-
?

tion est abélienne, comme nous l'avons vu au § 82, car chaque
racine est la méme fonction rationnelle de la précédente.

103. Nous donnerons pour terminer l'expression des racines
d'une équation irréductible et résoluble de degré premier.

Nous avons vu au § 87 que les racines x, 1, ..., &,y d'une
équation de degré premier n s’expriment au moyen des fonctions

n--1
q"k = 2 mhxr

r—0
par la formule
n—1 n—1
nr; = 2 o Y, = o+ E w5
J.— =1
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tout revient a calculer les fonctions ¢. Nous prendrons une racine
primitive (mod. n) que nous désignerons par g, el nous suppose-

rons que ¢*!'—1 ne soit pas divisible par n?; si nous posons
k = g7, q estappelé I'indice de %, ce que 'on écrit sous la forme
g = ind. k.

Nous avons remarqué que les fonctions ¢rdi™*, que nous avons
désignées par o,, sont des fonclions cyeliques des racines; nous
considérerons ici les fonctions analogues

y,‘,:q.lgqq;g_qg—i (9 =1,2, ..., n—1);
ce sont des fonctions cycliques de xy, 2y, ..., 2,4 appartenant au
méme groupe, et s’exprimant rationnellement au moyen de 'une
d’elles. Une fonction cyclique des n—1 quantités v est une fonc-
tion métacyclique des racines x, et par suite s’exprime rationnelle-
ment au moyen des coefficients de I'équation; on peut ajoufer
qu’elle est indépendante de la racine w, car le changement de o en
w? transforme simplement y; en y;,,; parconséquent ¥y, ¥z, ..., Yn_y
sont les racines d’une équation abélienne de degré n—1 dontles
coefficients sont rationnels et dépendent seulement de ceux de
I’équation.
Si 'on forme le produit

g2

P = yay"fll—iyf—ﬂ' < Yanizs
1 — gn—i
n
deux nombres s et & sont convenablement choisis, le second étant

positif, le produit P est la »n® puissance de 4/”7,8"41'”. Comme on a

n—1

il se réduit & ¢ 3" ; si I'on pose =—sn—+g¢° ol les

— b—1
d."gu-g_b - q‘ga ya+byz+b—l- . -y&'H )

il en résulle 1'égalilé suivante
1
; =W
"".11“‘*"’ = Lpzl;l”ynﬂ—by{{—l-b—l- . -T/Z+11P "
1
Le facteur de P ® au second membre est une fonction cyclique
que l'on peut exprimer en fonction rationnelle de v,; si on la
représente par F(y,), il vient

1
9 72 n—=2 -
l“Ju“‘H‘ = F(ya) [yayZ—lyz—g' : 'yZ—n+2] i
les indices et les exposanis peuvent étre réduits a leur plus petit
reste positif (mod. n), en modifiant la fonction F.

VOGT. — RES. ALG. 12
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Cette fonction est indépendante de o, car le changement de
en of revient & augmenter a d'une unité; comme la formule pré-
cédente est vraie quel que soit a, les coeflicients de F ne peuvent
étre altérés par ce changement.

Nous avons ainsi déterminé les fonctions ¢; remarquons toute-
fois que les quantités vy, qui sont racines d'une équation abélienne
de degré n»n—1, ne sont pas entiérement déterminées, et qu'on
peut représenter par y; l'une quelconque d’entre clles, les autres
étant déterminées par cela méme ; nous pouvons donc sans incon-
vénient remplacer au second membre a par a-+b& et poser
a+b =q =ind. k&. D'autre part un des facteurs du second mem-

bre tel que yi . peuf encore s’écrire y®%nd. y—ind.s O yﬂmd._:; s

si B=g* (mod. n); on peut donc écrire finalement

n—1 T
Y = F(Yind.x) H Yy k.

r—1

ind, —

Telle est la formule donnée par Kronecker et reproduite dans
V'Algebre supéricure de Serret ; les quantités 7 sontles racines d'une
équation abélienne de degré n—1 A& coefficients rationnels et F
est une fonction rationnelle.

On démontre que les racines déterminées au moyen des fonctions
précédentes par la formule

n—1
—_—
k=0
sont cclles d'une équation résoluble de degré n quelle que soit la
fonction F et I'équalion abélienne dont i, ¥a, ..., Yoy sont les
racines.
Par exemple dans le cas de » = 3, prenons pour racine primi-
tive le nombre g =2; ona
g° =1, g =2, gt =4, 9 =3, 9t=1 (mod. 5),
de sorte que I'on obtient
A2 3 4
b = Fy)ys*ys* ya by ®
et des expressions analogues pour ¢, ¢s;et $u; vy, Y2, ys et y. ont
les valeurs que nous avons déterminées au § 89 en cherchant les
racines d'une équation abélienne du quatrieme degré.
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CHAPITRE XIII

DU GROUPE D’UNE EQUATION

104. Nous avons vu au § 45 que chaque équation est caractérisée
par un groupe particulier de substitutions G satisfaisant aux condi-
tions suivantes :

Toute fonction des racines numériquement invariable pour les
substitutions du groupe s’exprime rationnellement au moyen des
¢léments du domaine de rationalité, et, réciproquement, toute
fonction des racines s’exprimant rationnellement reste numérique-
ment invariable pour les substitutions du groupe.

L’étude de ce groupe est le fondement des recherches de Galois
sur les équations algébriques, et le 7raité des Substitutions de
M. Jordan, ou elles sont exposées en méme temps que celles de I'au-
teur, montre I'heureux parti que l'on peut tirer de la théorie des
groupes dans les recherches algébriques ; nous n’exposerons pas
ici tous les résultats donnés par M. Jordan, et nous renverrons a
son ccuvre magistrale ceux qu’intéressent ces questions difficiles ;
nous ne pouvons cependant nous dispenser d’indiquer les princi-
pales applications de la théorie des groupes a I'étude des équa-
tions.

Nous avons démontré au § 48 le théoréme suivant :

TontoreMe I. — Toute équation irréductible a son groupe transitif,
et réciproquement,

Nous énoncerons encore la propriété suivante :

TatorEME II. — L’ordre dun groupe transitif est un mulliple de
son degré.
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Considérons en effet les substitutions laissant un élément tel que

x, invariable, et désignons-les par S;, S;, ..., S,r; d’aprés la pro-
priété du groupe d’étre transitif, il existe au moins une substitution
3, remplagant @; par x,, et de méme des substitutions %, ..., 5,
remplagant x;, par 3, ..., z,. En représentant par I, la substitution
unité, formons le tableau

5.5, S5, ..., 5.5

SIZ% 82223 ey Sr'Sﬂ

Sizm S2Em ey Sr'zn

analogue au tableau (4) du § 6 ; en répétant un raisonnement connu,
on voit que les substitutions de la seconde ligne sont distinctes et
distinctes des premieres, remplacent x, par x,, et que ce sont les
seules jouissant de cette propriété ; de la méme maniére celles de
la troisiéme ligne remplacent a, par x;, et ainsi de suite. Ce tableau
renferme toutes les substitutions du groupe donné, de sorte que
I’ordre de ce groupe est égal a4 #'n; on voit qu'il est un multiple du
degré n.

Si ' est égal b I'unité, il n'existe aucune substitution laissant un
élément quelconque invariable, 4 part la substitution unité, et réci-
proquement ; on peut donc énoncer ce corollaire :

CoroLLAIRE. — Un groupe transitif dont Uordre est éqal au deqgré ne
renferme aqucune substilution autre gque Uunité laissant un élément
wnvariable, et réciproquement ; il contient une et une seule substilution
remplacant un élément par un autre donné da lavance arbitrairement.

Un groupe cyclique composé d'une substitution circulaire et de
ses puissances jouit de la propriété que nous venons d’énoncer. Un
autre exemple nous est fourni par la considération de l'équation
résolvante de Galois; nous avons vu qu'a chaque groupe G d'or-
dre » relatif 4 une équation de degré = correspondent r valeurs
Yy U2, ..., ¥ de la fonction de Galois, constituant les racines de
I’équation résolvante (§ 45 et 46); a chaque substitution du
groupe G effectuée sur les éléments x,, s, ..., &, correspond une
substitution effectuée sur les » éléments ¢; les r substitutions
ainsi formées sur ces derniers sont celles d'un groupe G’ dont
I'ordre est égal au degré, et jouissent des propriétés énoncées dans
le corollaire précédent.
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Les deux groupes G et G’ ont entre eux une dépendance mutuelle
caractérisée par ce fait qu’a chaque substitution de 1'un correspond
une et une seule substitution de l'autre, et au produit de deux
substitutions du premier correspond le produit des deux homo-
logues du second et réciproquement. Deux tels groupes sont appelés
isomorphes ; on peut donc dire que tout groupe transitif d'ordre »
est isomorphe 4 un groupe de méme ordre, dont I'ordre et le degré
sont égaux.

405. Une propriété des groupes transitifs est la primitivité ou la
non-primitivité. On dit qu’un groupe transitif G est non-primitif si

I'on peut ranger les éléments a;, 3, ..., 2, en plusieurs séries
d'un méme nombre de lettres
(ffa,, Tags « s .z*ap), (mal, Lpyy oo es wau), -

telles que chaque substitution du groupe permute entre elles les
lettres de chaque série ou les remplace toutes par celles d'une autre
série ; le groupe sera dit primitif s'il n’est pas possible de grouper
les éléments de cette facon.

Un groupe de degré premier est primilif ; un groupe cyclique de
degré composé n, formé par les puissances d'une substitution cir-
culaire d’ordre n est non-primilif ; soit par exemple pour six élé-
ments le groupe cyclique

G = [1, (@a@2@ami5Ts), (€10075)(Ta2as), (1704 )(Xa5)(25%6),
(-%'11'5133)(1'2"54936), (-1'11'6-'1';1'41‘31'2)];

on peut prendre les deux systémes (x;, a3, 2;), (%2, 1, ) ou bien
encore les trois systemes (@, 21), (@2, %), (@3, 2); ils jouissent de
la propriété énoncée relativement aux substitutions du groupe G.

Les substitutions d'un groupe non primitif peuvent éire mises
sous forme d'un tableau de la maniére suivante : Composons une
premiére ligne au moyen des substitutions qui laissent les éléments
de chaque série invariables, ou les permutent entre eux, mais non
avec ceux d'une autre série; soient

S“ S-), ey S,»’

ces substitutions. Soit maintenant X, une substitution changeant
au moins un élément d'une série dans un autre d’une autre série ;

les produits
512y, 822, RN 5,5,
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sont distincts I'un de l'autre et des premiéres substitutions ; ils
formeront une deuxiéme ligne ; si toutes les substitutions ne sont
pas épuisées, on prendra une nouvelle substitution X, et les pro-
duits de S,, S, ..., S, par Z,, et ainsi de suite; en répétant un
raisonnement connu, on peut mettre toutes les substitutions sous
forme d’un tableau identique au tableau (4) du § 6 ; I'ordre = du
groupe est égal a r'p.
On peut ajouter que le groupe
Gy = (8:5:...5,)

est un sous-groupe invariant de G, de sorte que tout groupe non
primitif est en méme temps composé. De la méme maniere, les
groupes H,, H,, ... formés des substitutions qui ne changent que
les éléments de chacune des séries successives, en laissant inva-
riables ceux des autres, sont des sous-groupes invariants de G et
de G, et sont semblables.

106. TutoreME III. — L’équation de degré mym, que lon obtient
en éliminant y enlre deux équations vrréductibles,

(1) %ay) = Yy + ay™ i+ . - ap, =0,

(2) 2@, y) = 2™+ by(y)a™t + ... + by, (y) =0,

a un groupe non primitif, et, réciproquement, toute équation de groupe
non primitif est le résultat d’une semblable élimination.

Soit, en effet, y, une des racines de I’équation (1) ; I'équation a
laquelle satisfait x est

3) fl@) = oy, ya) = 0.

Soient a4, %a2y ...y Tam, les racines de o¢x, y,) = 0; toute
fonction symétrique F, de ces racines est rationnellement expri-
mable au moyen de vy, et toute fonction symétrique de F,, F, .. ,
Fo, ..., Fm, est rationnelle dans le domaine des coeflicients de
Péquation (1); par suite toute fonclion des racines restant inva-
riable quand on effectue les substitutions qui changent entre elles
les racines de chacune des séries

(4) Tty Lazy + o o5 Lam, (r=1,2, ..., m)

ou les permutent avec celles d'une autre série, et cela de toutes les
maniéres possibles, est rationnellement exprimable;le groupe com-
posé de ces substitutions n’est pas primitif; comme les fonctions
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des racines qui lui appartiennent sont des fonctions rationnelles des
coefficients de I'équation, il est identique au groupe de 'équation (3)
ou le contient comme sous-groupe ; dés lors ce dernier jouit de la
méme propriété. '

Réciproquement, soit G un groupe non primitif relatif & une
équation irréductible, et soient (4)les m, séries de m, éléments qui
entrent dans les substitutions du groupe ; considérons les fonctions
symétriques des racines de chaque série

Yo = Fa(xah Ly o0 0y xami) )

elles restent invariables ou se permutent les unes dans les autres
par les substitutions de G ; par suite le produit

aa(y) = (y —y)y —¥2). - (¥ — Ymy)
est invariable pour le groupe G et a ses coefficients rationnels dans
le domaine. Lorsqu’on a déterminé une racine y,, on peut calculer
toutes les fonctions symétriques des racines .y, %, ... et former
I'équation
o(®, ya) =0
dont elles dépendent. Comme on a

f(.’I,‘) = HG?‘(wv 3/1)7
I'équation donnée résulte de I'élimination de y entre deux équations
de la forme (1) et (2).

Nous avons rencontré un exemple d'une équation dont le groupe
n’est pas primitif lorsque nous avons résolu I’équation abélienne
simple de degré composé n. Le groupe de cette équation est formé
de la substitution circulaire d’ordre = et de ses puissances; il n'est
pas primitif, et si n = mm;, la résolution de I’équation se fait
au moyen de deux équations successives de degrés m, et m,. Le
groupe d’'une équation abélienne quelconque de degré composé
jouit de la méme propriété.

107. Considérons une équation de groupe G, oz, 2 ..., %)
une fonction des racines appartenant au groupe, et o,(x;, @2, ..., )
une autre fonction quelconque des racines appartenant numérique-
ment & un groupe Gy,; lorsqu'on adjoint cette deuxiéme fonction
au domaine de rationalité, c’est la fonction uo 4+ w0,  qui est ra-
tionnellement exprimable dans le nouveau domaine, et toute autre
jouissant de cette propriété peut étre exprimée rationnellement au
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moyen de wuo--wup, et des coefficients ; il en résulte que le
groupe de 'équation est celui de cette derniére fonction, et il se
compose des substitutions communes aux groupes G et G,. Plus
généralement, I'adjonction de plusieurs fonctions des racines au do-
maine de rationalité réduit le groupe de I’équation aux substitutions
communes au groupe primitif et & ceux auxquels appartiennent
les fonctions adjointes.

On voit de cette fagcon quel effet produit sur une équation l'ad-
jonction de racines d'équations résolvantes successives ; 1’équation
reste irréductible ou se réduit suivant que le nouveau groupe est
transitif ou non. Le probléme de la résolution d'une équation géné-
rale ou spéciale peut alors étre envisagé de la maniére suivante :
Chercher des fonctions des racines fournies par des équations résol-
vantes, dont I'adjonction réduise peu a peu le groupe de 1'équation
4 la substitution unité; lorsque ce résultat est atteint, I'équation est
résolue, car la fonction de Galois dont le groupe est constitué par
cette seule substitution est déterminée, et 1'on en déduit les racines
elles-mémes.

C’est précisément la marche que nous avons suivie dans la réso-
lution des équations du troisieme et du quatriéme degré par la mé-
thode de Lagrange.

Dans le cas de I'équation du troisiéme degré générale, ayant pour
groupe le groupe symétrique, I'adjonction d’'une fonction alternée
ou de la racine carrée du discriminant le réduit au groupe alterné ;
celle de la racine cubique d'une fonction alternée particuliére le
réduit ensuite & 'unité, et I'équation est résolue.

En ce qui concerne 'équation du quatrieme degré, de groupe G
(§ 84), Yadjonction d'une racine o, de l'équation résolvante de
Lagrange le réduit au groupe G,; celle d'une racine ¢, de I'équation

B—otl+c =0

le réduit ensuite au groupe ¢,. Ce dernier groupe n'est pas transitif
et I’équation se décompose dans le nouveau domaine de rationalité,
en deux autres ayant pour racines l'une x, et x,, l'autre z; et z,.

Lorsque le groupe d’une équation n’'est pas primitif, comme celui
que nous avons considéré au § précédent, 'adjonction de la ra-
cine y, dec l'équation ¢ (y) =0 le réduit au groupe dont les
substitutions permutent entre eux les m, éléments
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Taty Tady o« oy Lamys
ou bien les my(m,—1) autres, mais non les premiers avec
ceux-ci; ce dernier groupe n'est pas transitif et I'équation est
réductible, 'un des facteurs du premier membre étant oz, v.).

Nous indiquerons une application importante des considérations
qui précedent.

TuiorEME IV. — St une équation irréductible jouit de la propriété
que toutes ses racines s'expriment rationnellement au moyen de U'une
d'elles, elle a un groupe transitif dont Uordre est égal au degré, et
réciprogquement.

Soient en effet z;, 3, ..., » les racines d’une équation irréduc-
tible de degré n; supposons qu’'elles s’expriment rationnellement
au moyen de I'une d’elles z,, et que 'on ait

T3 = 6x(xy), 2y = 03(24), ey x, = 0,(x,) 5
le groupe de cette équation est transitif, puisque 1'équation est irré-
ductible ; ses substitutions ne doivent pas changer les relations
précédentes, par suite celles qui laissent z, invariable ne peuvent
altérer xy, 3, ..., x,. Il n'existe que la substitution unité jouissant
de cette propriété; dés lors, d’aprés les raisonnements que nous
avons faits au § 104, I'ordre du groupe est égal & son degré.

Réciproquement, supposons que le groupe d'une équation de
degré n soit transitif et ait son ordre égal & son degré ; cette équa-
tion est d’abord irréductible ; de plus, si I'on adjoint au domaine de
rationalité une racine quelconque telle que x;, son groupe se
réduit 4 celles de ses substitutions laissant x, invariable, ¢’est-
a-dire a la substitution unité; apres cette adjonction, la fonction de
Galois est rationnellement exprimable, et les racines de I’équation
sont toutes des fonctions rationnelles de 2.

Ce raisonnement nous montre de plus que si les racines d’une
fquation trréductible sont des fonctions rationnelles de Pune d’entre
elles, elles sexpriment aussi rationnellement au moyen de Pune quel-
congue des autres.

L’équation résolvante de Galois et les équations abéliennes nous
donnent des exemples des considérations précédentes.

108. Le groupe d'une équation abélienne générale irréductible est
un groupe cyclique simple ou 4 plusieurs entrées; il est transitif,
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a son ordre égal a son degré, et de plus ses substitutions sont échan-
geables, c¢’est-a-dire que deux quelconques d’entre elles S, et S,
sont telles que l'on ait S,S; = S;S,. Celui d’'une équation abé-
lienne quelconque, irréductible ou non, telle que nous l'avons
définie au § 83, jouit aussi de la propriété d'avoir ses substitutions
permutables ; nous allons démontrer la réciproque.

TugorEME V. — Toute équation dont le groupe est formé de substi-
tutions échangeables est une équation abélienne.

Pour cette raison, nous désignerons un tel groupe sous le nom
de groupe abélien.

§’il n’est pas transitif, et si I'on décompose le premier membre de
I'équation en facteurs irréductibles, les groupes des équations par-
tielles obtenues sont formés d’une partie des substitutions du
groupe fotal et sont encore abéliens; il nous suffit donc de nous
limiter aux groupes transilifs.

Reprenons le tableau du § 104 et désignons par S, une substitu-
tion quelconque laissant x, invariable ; pour que cette substitution
soit échangeable avec I,, c'est-a-dire que I'on ait S$.3, = %,8,, il
est nécessaire qu’elle n'altere pas I'élément x,, comme on le voit
immédiatement ; pour la méme raison, S, ne peut étre permutable
avec I3, ..., 3, que si elle laisse invariables x;, ..., x,, c'est-a-dire
si elle se réduit & Punité ; de cette facon ' est égal a l'unité, et
le groupe a son ordre égal & son degré. D’aprés le théoréeme 1V,
toutes les racines de I’'équation sont fonctions rationnelles de I'une
d’elles, et I'on a par exemple

2y = 0y(xy), Ty = 05(), ceey a2y = 0,(xy).

Si les substitutions %, et ¥, remplacant x; par x, et x; sont
échangeables, il en est de méme des fonctions 6, et 6,; on déduit
de la que toutes les fonctions 6 sont permutables, et que I'équation
est abélienne, ce’'que nous voulions démontrer.

Les raisonnements que nous avons faits aux § 84 et 83 nous mon-
trent qu'un groupe abélien est, pour une notation particuliere des
éléments, un groupe cyclique & une ou plusieurs entrées. Nous
pouvons du reste étudier directement un groupe dont les substitu-
tions sont échangeables par la méthode qui nous a servi a réduire
les fonctions 8 aunombre minimum d’éléments ; les raisonnements
sont les mémes, et nous pouvons énoncer ce résultat :
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TaioriMe VI, — Si les substitutions d'un groupe transitif sont
toutes permutables, il existe un systéme fondamental de substitulions
8, Ssy ...y S, dlordres respectifs ny, na, ..., n,, telles que les expres-

sions
Sl .. Sl (’la =12 ..., n1—1>

a=1,2,...,v

représentent une fois et une seule toutes les substitutions du groupe;
chacun des nombres ny, ny, ..., n, est divisible par le suivant ou lui
est égal; Pordre et le degré du groupe sont égaux au produit
M. . .1,

109. Nous avons supposé jusqu'a présent qu'on adjoint au do-
maine de rationalité une racine d'une équation résolvante, ¢'est-a-
dire une fonction des racines z, 2, ..., 2, de I'équation donnée.
Nous allons considérer le cas ou l'on effectue I'adjonction d’une
racine R; d'une équation o(R, R, R’, ...) = 0 irréductible dans
le domaine de rationalité primitif; on peut toujours, comme nous
I'avons vu, ramener a ce cas celui ol I'on adjoindrait plusieurs
racines analogues.

Formons l'équation résolvante de Galois W(z) = 0 dont le pre-
mier membre est irréductible et a un degré égal & ordre r du
groupe G de I'équation donnée f(x) = 0, et adjoignons R, au
domaine ; si ¥, se décompose en un produit de plusicurs facteurs,
et si Wy(z) est celui qui renferme z—14,, le groupe se réduit aux
substitutions déterminées par ce facteur, constituant un sous-
groupe G} du premier.

On peut opérer une réduction identique du groupe G par I'ad-
jonction d’une racine d’'une équation résolvante particuliére ; pre-
nons en effet une fonetion ¢;(z1, 3, ..., ) desracinesde f(x)=0
appartenant au groupe Gj, et ses valeurs o, 9, ..., o, pour les
substitutions de G; ce sont les racines d'une équation irréductible

P(z) = (E—e)z—a).. . (z—¢) =0
4 coefficients rationnels dans le domaine primitif; I'adjonction de la
racine ¢, de cette équation produit sur le groupe G le méme effet
que celle de R,.
Nous pouvons aller plus loin el montrer que I'adjonction des dif-
férentes racines de o(R, R, R", ...) = 0, que nous désignerons
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par By, Rs, ..., R,, peut étre remplacée par celle des racines de
P(z) = 0.

Remarquons d'abord que ¢, est une fonclion appartenant au
groupe Gj de I'équation et par suite est rationnellement exprimable
au moyen de R;; soit par exemple ¢, = OR,;) sa valeur; I’équa-
tion

[0(3) — 21[0(z) — 2] . . [0(z) — g,] = O
a avec ¢(R) = 0 la racine commune R,, par suite elle est salis-
faite pour les auires racines R,, ..., R,, et chacune des expres-
sions 0(R;) est égale a 'une des quantités o. On conclut de 13 que
le polynome
F(s) = [5— 0(Ba)](z — O(R)]. . .[s — O(R.)],

qui s’annule pour certaines des valeurs o, o5, ..., v, et pour au-
cune autre, est une puissance exacte de %(z), et que l'on a par
exemple F(z) = d(z)*; dés lors u des valeurs 4(R;) sont égales 2
oy,  autres 4 o,, ete.

Cela posé, admettons que 1'on ait 0(R,) = ¢,, et désignons par
G% et Gz les groupes auxquels se réduit celui de I'équation lorsqu’on
adjoint respectivement R, et o,; d'aprés ce que nous avons vu au
§39, R, et R, produisent des décompositions analogues de I’équa-
tion résolvante W,(z) = 0 et les groupes G, et G| ont le méme
ordre ; il en est de méme de G et de G| ; comme o, est rationnelle-
ment exprimable aprés adjonclion de R,, le groupe G, contient
toutes les substitutions de Gj, et ces deux groupes sont identiques.

Il est donc indifférent d’adjoindre les racines de o(R) =0 ou
celles de l'équation résolvante @(z) = 0; nous nous placerons
désormais dans le cas ou les quantités introduites dans le domaine
de rationalité sont des fonctions des racines de I'équation.

110. Considérons en particulier le cas ol le degré n de 'équation
donnée f(x) =0 est un nombre premier; si le groupe G se ré-
duit, aprés 'adjonction de la fonction u,, a-un groupe G} non tran-
sitif, I'équation ne reste pas irréductible; désignons par fi(x, o)
un des facteurs irréductibles de f(z) dans le nouvean domaine, et
par n’ le degré de ce facteur.

Le produit ’
Fx) = fi(z, o1)fi(, 95). .. [y ¢,),
étendu a toutes les racines de I'équation #(z) = 0, s’annule pour
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une au moins des racines de f(z) = 0; par suite il est divisible
par le premier membre de 'équation donnée, et se décompose géné-
ralement, dans le domaine primitif, en plusieurs facteurs irréduc-
tibles dont I'un est égal & f(x). Par un raisonnemeni analogue &
celui que nous avons fait au § 98, nons voyons que ces facleurs se
transforment les uns dans les autres par les substitutions du
groupe G, et sont identiques; nous en concluons que l’on a par
exemple F(x) = fla)

De la résulte que le degré »'p de F(x) est égal & An; comme n est
un nombre premier supérieur & »’, p doit élre égald » ou & un de
ses multiples. Nous avons vu d'autre part que le degré v d'une
équation irréductible telle que ¢(R)= 0, dontla racine R, pro-
duit la méme réduction du groupe G que ¢;, est lui-méme de la
forme ppj; il est donc aussi un multiple de =, et ’on peut énoncer ce
résultat :

TatorkMe VII. — Si une équation irréductible de degré premier n
devient réductible aprés adjonction au domaine de rationalité d’'une
racine d’'une équation o(R) = 0 irréductible dans ce domaine, le
degré de cette derniére est égal o n ou d un de ses multiples.

Une conséquence importante de ce théoréme peut étre énoncée
relativement & ['équation binome irréductible

2*—F®R,R, ...) =0
de degré premier; elle reste irréductible par l'adjonction au do-
maine de rationalité d'une racine d'une équation quelconque de
degré inférieur 4 n, en particulier par I'adjonction d’une racine »n°
de l'unité w,, car cette derniére satisfait & une équation de degré
n — 1. Cette remarque peut étre appliquée aux équations binomes
de la chaine dont il est question au § 64.

111. Le cas le plus important est celui ou l'on adjoint & la fois
foutes les racines d’'une équation résolvante irréductible dans le do-
maine de rationalité primitif ; soit » une fonction du groupe G de
I'équation f(x) = 0, dont les racines sont x, %2, ..., &,

P(z) =z~ o)z —9)...(2—9m) =0
une équation ayant pour racines les valeurs distinctes d'une fonc-

tion oi(2y, 2, ..., &) pour les substitutions de G, et soient
G,, G, ..., G les groupes de ces fonclions; nous avons vu que
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I'adjonction simultanée de o1, ©2, . ., o, réduit le groupe au sous-
groupe H commun a G, Gy, Gy, ..., Gp.

C’est un sous-groupe invariant de G, car sil'on effectue sur les
valeurs o, %, ..., 9m les subslitutions du groupe de I'équation,
elles se reproduisent a I'ordre prés, et les groupes Gy, Gy, ..., Gy
sont des transformés de I’'un d’entre eux par G; déslorsle groupe H
qui leur est commun est permutable 4 toute substitution de celui de
I’équation et en esf un sous-groupe invariant.

Considérons par exemple I'équation générale du quatrieme degré,
et I'équation résolvante dont les racines, deux a deux égales et de
signes contraires, sont les six valeurs de

A = T4+ Xy — T3 — T4 5

elles appartiennent aux groupes ¢, g2, g» n’ayant d’autre substitu-
tion commune que l'unité, et leur adjonction simultanée réduit le
groupe de 'équation a la substitution identique, de sorte que I'équa-
tion se trouve résolue ; c'est ce que nous avons constaté au § 56.

De la méme maniére, I'adjonction simultanée des trois racines
o1, 92, o3 de I'équation résolvante de Lagrange, appartenant respec-
tivement aux groupes G, Gz, G, réduit le groupe de 'équation au
groupe H qui leur est commun, et permet de calculer la fonc-
tion z, appartenant a ce groupe, ainsi que pous l’avons expliqué
au § 58.

Supposons que le groupe G d’une équation soit simple; le seul
sous-groupe invariant qu'il posséde est constitué par la substitution
unité, et il se réduit a cette seule substitution par 'adjonction de
toutes les racines d'une équation résolvante telle que ®(z) = 0;
I'équation se trouve ainsi résolue. Au contraire, sile groupe G est
composé et possede un sous-groupe invariant H, on peut former
une fonction des racines le réduisant précisément a ce groupe H;
il suffit en effet de prendre une fonction appartenant a ce dernier
groupe ; ses valeurs conjuguées pour les substitutions de G appar-
tiennent au méme groupe qui n’est autre que H lui-méme (§ 22), de
sorte qu'elles sont rationnellement exprimables au moyen de I'une
d’elles; l'adjonction d’'une seule racine de 1'équation résolvante
dont dépendent ces valeurs conjuguées équivaut a celle de toutes
les racines, et réduit le groupe de I'équation précisément au sous-
groupe invariant H considéré. On peut ajouter que le degré de
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I'équation résolvante est égal au quotient des ordres de G et de H.

En prenant pour H le sous-groupe invariant maximum de G,
puis opérant sur ce nouveau groupe commie nous venons de I'indi-
quer, et ainsi de suite, on arrive au théoréme suivant :

TutoriME VIII. — Si une équation a un groupe G composé, si
G, Gy, ..., G, 1

est une suite de composition de ce groupe, e, €, ..., e, €,y les fac-
teurs de composition correspondants, on peut la résoudre au moyen
d’ équations successives de degrés e, o5, ..., €., €,y Jouissant de la
propriété d’étre chacune irréductible dans le domaine auquel on
adjoint les racines des équations précédenies, et d’avoir ses racines
exprimées rationnellement, dans ce nouveaw domaine, au moyen de
Uune d’elles. Le groupe de Uéquation se réduit, aprés adjonction suc-
cessive d’une racine de chacune de ces équations, aux groupes

Gy, Gy, ..., 1.

112. Nous allons appliquer ce théoréme a 1'étude des équations
résolubles algébriquement. Si une équation donnée jouit de cetle
propriété, il existe, comme nous I'avons vu au chapitre IX, une
chaine d’équations binomes dont chacune est de degré premier et
dont les racines sont des fonctions rationnelles des racines de
I'équation proposée. Chacune d’'elles est irréductible dans le do-
maine auquel on adjoint les irrationnelles déterminées précédem-
ment et ses racines sont, dans ce nouveau domaine, exprimables
rationnellement au moyen de 'une d’entre elles. On voit que 'ad-
jonction des irrationnelles successives réduit progressivement le
groupe G de I'équation & une série de groupes

Ga Gh G27 DS ] G}“ 1
constituant une suite de composition de G, les facteurs de compo-
sition étant précisément les degrés p,, p.y, ..., pr des équations

binomes. Le groupe G doit donc étre un groupe composé, les fac-
teurs de composition étant premiers.

Cette condition, qui est nécessaire, est aussi suffisante ; suppo-
sons en effet qu'elle soit remplie, c'est-a-dire que les facteurs de
composition du groupe de I'équation soient des nombres premiers ;
supposons de plus que l'on soit déja parvenu a réduire ce groupe
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a un sous-groupe G, de la suite de composition par 'adjonction
d’'une fonction rationnelle des racines déterminée au moyen d'une
ou de plusieurs équations résolvantes. Si G, est le groupe sui-
vant, et si p; est le nombre premier égal au rapport des ordres de
G, et Gy, il est possible, d’aprés le théoréme du § 23, de former
une fonetion des racines appartenant au dernier de ces deux groupes,
et ayant pour celles du premier p, valeurs conjuguées racines d'une
équation binome dont les coefficients font partie du groupe Gu;
I'adjonction d'une de ces valeurs, c’est-d-dire d'un radical d’indice
Pk, réduira le groupe & G, ;. En opérant de cette maniére & partir
de Gy, il sera possible de former une chaine d’équations binomes
successives conduisant a la résolution algébrique de I’équation.
On peut par suite énoncer le théoréme suivant :

TntortME IX. — La condition nécessaire ef suffisante pour qu'une
équation soit résoluble algébriguement est que les facteurs de composi-
tion de son groupe soient des nombres premiers.

Les équations générales du troisieme et du quatrieme degré
satisfont & la condition précédente. Le groupe de la premiére a
pour facteurs de composition les nombres premiers 2 et 3, et nous
avons constaté que sa résolution dépend de celle de deux équations
binomes dont les degrés sont les nombres précédents. L’équation
du quatriéme degré a un groupe composé dont les facteurs de com-
position sont 2, 3, 2 et 2, et I'on a précisément, pour déterminer les
racines de cette équation, & former des radicaux successifs dont ces
nombres sont les indices.

Le groupe symétrique de n éléments, dans le cas ol » est supé-

rieur a 4, a pour facteurs de composition les deux nombres 2 et
'

n. . . . B .
—2—; comme le dernier n'est pas un nombre premier, 1I'équation

générale de degré n n’est pas résoluble. Nous retrouvons ainsi le
théoréme d’Abel :

TatorEME X. — L’équation générale de degré supérieur a qualre
n’est pas résoluble algébriquement.
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On dit qu’'un nombre « est congru & un nombre b (module n) sila
différence de ces deux nombres est un multiple de n ; on écrit ce fait de la
maniére suivante :

a=1b (mod. n}.

Les congruences jouissent de la plupart des propriétés des égalités ; on
peut additionner, soustraire, multiplier membre & membre des con-
gruences de méme module; dans le cas d'un module premier, I'analogie
est plus complete, et 'on peut diviser membre & membre deux congruences
de module premier si les termes de la seconde ne sont pas congrus a zéro.

Cela tient a ce que la congruence

ab =10 (mod. n)
entraine, pour n premier, l'une des deux congruences
a=0, b=0.
Si I’on considére alors les deux congruences
aa' = b’ (mod. n),
a= b (mod. n),
on a
a="b-+mn,
(b +mn)a’ — bd' = m'n,
. bla' —¥) =0,
d’oui I'on tire
a =10V (mod. n;
cetle dernicre relation est donc une conséquence des deux premiéres.
[lne congrucnce
ax+b=0 (mod. n)
a toujours, pour » premier, une racine comprise entre 0 et 2, lorsque a
n'est pas — 0, car.sa recherche revient i la résolution de ’équation in-
déterminée
ar +ny +b=20
en nombres entiers, et il existe toujours un nombre entier «, compris
entre 0 et n, satisfaisant a cette équation.

VOGT. — RES. ALG. 13
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La congruence suivante, ou p est premier,
zr~1 =1 (mod. p),
est satisfaite, d'aprés le théoréme de Fermat, par tous les nombres
1,2, ...,p—1; soit a un nombre quelconque de cette suite ; formons la
série des valeurs
1, a,a% @ ...,ad, ..., e}, ...,

et supposons que am*¢ soit le premier nombre congru a l'un des précé-
dents (mod. p), par exemple & a™; on a

d = gm
antd = g ,

d'ou l'on tire, en divisant par a» les deux membres,
ed=1 (mod. p);

on en conclut que m doit étre égal a zéro. Si d est le plus petit exposant
satisfaisant & cette condition, il est un diviseur de p—1, car les nom-
bres de la suite précédente se reproduisent de ¢ en d, aux mulliples prés
de p, et I'on doit avoir ar—! = 1{; on dit que le nombre a appartient a
I’exposant d.

Tout nombre qui appartient a I'exposant p—1 est dit une racine pri-
mitive (mod. p).

L’existence de racines primitives est fondée sur les considérations sui-
vantes :

On sait que le nombre 9(n) des nombres premiers avec = et inférieurs
a lui, y compris 'unité, est donné par

o= 1= L)L),

si n = plpd... estla décomposition du nombre donné en facteurs pre-
miers; ¢ n) estla fonction de Gauss; je vais montrer que si d est un
diviseur de p—1, il y a précisément o(d) nombres distincts suivant le
module p, et appartenant & ’exposant d.

Désignons par ¢(d) le nombre inconnu des nombres compris dans la
suite 1,2, ..., p—1 appartenant a l'exposant d; il peut étre nul; si
nous nous plagons dans le cas ou il ne V’est pas, il y a un nombre a au
moins tel que I'on ait a¢ =1 et que les restes (mod. p) des nombres

1, a,a? ..., adt
soient différents ; chacun d’eux satisfait a Ja congruence
zl = 1| (mod. p),

de sorte que l'on a

2 —1 = (& — 1){w — a)... (@ — ad-?) (mod. p).
11 n’existe par suite aucun autre nombre que les précédents pouvant appar-
tenir & d, mais ils ne lui appartiennent pas tous nécessairement ; prenons
par exemple une puissance de a telle que a*, oW 2 Ld—1; sik est
premier avec d, il n’existe aucun nombre de la suite

‘) (alz), (ak)2’ Ce (ah d—1

qui soit congru & I'un des autres (mod. ) ; si au contraire % n'est pas pre-
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mier avec d, et si 0 est le plus grand commun diviseur de ces deux nom-
bres, on aura siirement

d
o

(a?)® =1 (mod. p),

de sorte que a* appartiendra a I'exposant —do—-
De cette facon le nombre des termes de la svite 1, a, ..., a™=! appar-
tenant & ’exposant d est égal a celui des nombres % premiers avec d et
inférieur a lui, c’est-a-dire & ¢(d); le nombre ¢(d) est par suite égal a
zéro ou & o(d).
Si I'on prend tous les diviseurs d,d’, d’, ... de p—1, ona

d=p—1;
d’autre part la somme des valeurs de o(d) est aussi égale 4 p—1;
eneffet sil'ona p—1 = piwi... et si d = pipik... est un divi-

seur de ce nombre, on a
old) = oloflo(pl). . .,
de sorte que Zo(d) est le produit des polynomes
U4 o(pd) +ofpd) + s
1+ o(ps) + olpd) 4 -,

qui ont respectivement pour valeur p¥, p3:, ...; on a donc
"Sold) =p—1.
L’égalité ¥
E4d) = Z¢(d)
entraine alors 1'égalité de chacun des nombres correspondants Y(d) et
¢(d), et l'on voit qu'il y a ¢(d) nombres appartenant a I’exposant d.
En particulier, il y a o(p —1) nombres appartenanl a lexposant
p—1, clest-d-dire quiil y a ofp —1) racines primitives (mod. p).
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