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Centri di librazione e moti dell'asteroide nelle 
loro vicinanze ne1 problema ristretto dei 
tre corpi ed in un analogo, sotto l'ipotesi 
che l'attrazione O la repulsione delle due 
grandi masse sia una funzione della di- 
stanza. 

(Di FILIPPO SIBIHANI, a PLGII~CI.)  

I N T R O D U Z J O N E .  

N e i  prolilerna ristretto dei tre corpi si  dicono eentri cii librazione i punti 
di eyuilibrio relatipo dell'asteroide rispetto ü1 moto di rotazione delle due 
grandi masse intorno al loro centro di gravità; el coin'è ben noto, sono stati 
studiati i rnoti dell'asteroide nelle vicinatize dei centri d i  librazione (*). La 
ricerca dei centri di lihrazione e I o  studio dei moti iielle 101-0 vicinanze in 
uii problema analogo, i n  ciii delle due grandi masse la iiiaggiore è attraente 
e la minore è repellente, è stato fatto da1 DANIELE (**) e da iiie (***). 

Qui io i n i  propongo di fare analoglie ricerche supponendo che le due 
grandi masse si attraggano O respingauo con uiia forza che sia unn fiinzione 

(*) Per la bibliografia si vegga: R. MARCOLONGO, II pvobleina ristretto clei tre corpi. 
Milano, Hoepli, 1918. 

(**) E. DANIELE, Swi cetctri d i  libvazioiae i u  u r ~  pvubletisa piU get~ernle di quello ristretto 
dei tre corpi. Atti della R. Accad. delle Süieuze di Sorino, vol. XLVII (1919). 

(***) F. SLBLRANI, I ~ t o r i ~ o  ad ura problelna aualoyo a quel10 ristretto dei tre corpi. Atti 
della R.  Accad. delle Scieiize di  Toriiio, Vol. LII (1916-17) e :  Ulteriori vicerche sopra un 
pvoblemcc analoyo a quello ristretto clei tre corpi; ibidem, Vol. LIP. 
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B Sib i r an i :  Centri di  libraxione e ntoti deil'asteroide 

y (r) della loro distanza r; su  questa funzione farb le ipotesi seguenti: essa 
è O crescente O decrescente; ne1 primo caso, varia da O a + cio e ne1 se- 
condo da + CO a O al variare di r da O a + W. Saranno anche fatte spe- 
ciali ipotesi su codesta funzione ed in particolare sarà esaminato il caso ehe 
essa si riduca a r", con ci numero reale qualunque. 

Ne1 § 1 determino sotto quali condizioni due masse che si attraggano 
O respingano con forze del tipo indicato possono ruotare uniformemente in- 
torno ad un punto fisso; e rnentre è fatto vedere Che, qualunque sia la cp (r), 
esistono condizioni iniziali atte a far assuinere alle due masse il moto di 
rotazione se le masse si attraggono entrambe O se la maggiore attrae e la 
minore respinge, è mostrato anche che non è possibile detto moto di rota- 
zione se le masse si respingono entrambe O se la repellente è la maggiore. 

Ne1 $j 2 scrivo le equazioni del moto di uha massa cos1 piccola da po- 
tersi trascurare la sua azione sulle due grandi masse, moto relativo al moto 
rotatorio delle due grandi masse stesse. 

Ne1 8 3 determino i centri di librazione ne1 caso clie le grandi masse 
Pi, P, entrambe si attraggano. Al pari che ne1 problema ristretto, i centri di 
librazione esistono solamente ne1 piano di rotazione di P, P, e comprendono 
i due vertici dei triangoli equilateri costruiti su Pl P, ; se cp ( r )  = r' con 
a=/= 1, altri centri- di librazione sono solo sulla retta P, Pz; ma per diverse 
forme di rg (r) possono esistere anche al di fuori, possono essere in nunlero 
fiiiito O infinito ed anche rieinpire tutto il piano, cib che avviene se p ( r )  = r. 

Ne1 $j 4 è fatta l'analoga ricerca ne1 caso che la massa maggiore attragga 
e l'altra respinga. In questo caso possono esistere centii di librazione anche 
ne1 piano per Pl P, normale al  piano della loro rotazione. 

Ne1 8 5 è studiato il moto della piccola massa ne1 cas0 semplice di 
(r )  = r. 

Il moto dell'asteroide nelle vicinanze dei centri di librazione posti ne1 
piano di rotazione di Pl P, è definito da un sistema di equazioni del tipo: 

epperh ne1 § 6 studio quali fra i inoti definiti da questo sistema, periodici 
O no, mantengono il punto mobile nelle vicinanze dell'origine delle coor- 
dinate, distinguendo nove casi a seconda della natura delle radici deli'equa- 
zione caratteristica del sistema; ed ogni volta, quando non si tratti dell'in- 
tegrale generale, deterinino yuali condizioni debbono verificare la posizione 
e la velocità del punto all'istante t = O perchè si abbiauo questi moti par- 
ticolari. 
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nella loro vicinanze ne1 problelîza ristretto dei tre corpi, ecc. 3 

Ne1 $ 7 è fatto 10 studio dei moti ilelle vicinadze delle grandi niasse 
quando, essendo cp ( r )  crescente, le loro posizioni sono centri di librazione; 
ne1 5 8 sono studiati i moti dell'asteroide nelle vicinanze dei centri di li- 
brazione posti sull'asse del seginento P, P,; nei $$j 9 e 10 sono studiati i 
inoti nelle vicitianze dei centri di librazione posti nella retta Pl P,. Nels  1 1  
sono considerati i rnoti nelle vicinanze dei centri di librazime posti ne1 
piano per Pl P, normale al piano iiî cui ruotano Pl  P , .  In  questi ultimi 
cinque paragrafi si tratta di studiare la natura delle radici dell'equazione 
caratteristica del sisteina studiato al $$ 6 ;  cii3 esige talora dei calcoli che se  
concettualinente seniplici sono tutta.via laboriosi e sottili e nella maggior 
parte dei casi sono stati, per brevità, ominessi. 

a )  Due punti Pl, P, di masse w t , ,  m, si attirano con una forza .diretta 
secondo la loro cotigiungente e la cui intensità è una  funzione ml nz, rf ( r )  
della distaiîza r = nîod (Pl  - Pz). La ( r )  s a r i  senipre supposta una fun- 
zione continua, dotata di quelle derivate che importa di considerare, positiva 
crescente O decrescente al variare di r da O a + oo; se crescente varia da O 
a + oo, se decrescente da + so a O. 

Le eyuazioni del moto di P,, Pz sono: 

Si trae subito: 

onde, se inizialiiîente il bai-icentro O delle due masse è iii quiete, asso vi 
rimarrà seinpre. 

Posto : 

r ,  = mod (P, - O ) ,  r ,  = mod (P, - O), (2) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 S i b i r a n i :  Centri di librazione e wtoti dell'asteroide 
- 

poichè : 

I n ,  (Pl  - O )  + WZ, (P3 - 0 )  = 0, 

sarà : 

WZ, + m2 ltC1 + HZ, 
Pz - P,  = (O- Pl) = 

9% ItI , (Pe - 0 )  

e le equazioni (1) si trasforinano in:  

le quali mostrano che il inoto avviene corne se i due punti fossero attratti 
da1 punto fisso O con opportuna forza. 

Sia Pl(') la posizione di Pl al tempo t = O ed v,,, = niod (Pl'" - O ;  la 
prima delle (3) è soddisfatta da 

con i vettore unitario nella direzione e verso di Pl(") - O ed w costante se: 

e se la velocità di Pl al tempo t = O è normale a Pl - O ed è di grandezza: 

Sotto queste ipotesi P, ruota uniformeinente intorno ad O ed altrettanto 
fa evidenteinente P, . 
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nelle loro vicinccnze net proble~tla ristretto dei tre corpi, ecc. 
- 
3 

b) Supponianio che Pl attiri P, e Pz respinga P,; le equazioni clel 
nioto dei due puiiti sono: 

da cui si trae : 

m l  Pl1' -- 1 4  PSU = O. 

Se al tenipo t = O il pun to O definito da : 

ml (P, - O) - m ,  (P, - 0)  = O 

è in riposo, v i  riiiiarrà senipre. Il punto O è esterno a l  segniento Pl Pz e 
dalla banda del punto di massa mag,' ~1oi.e. 

Se 112, > ~ n , ,  le equazioni (4) divengotio : 

le quali fanno vedere che il moto avviene come se P, , P, fossero attrütti 
da1 phiito fisso O con opportuna forza. Se . in ,  < m ,  le equazioni (4) diveii- 
gono : 

le quali fanno vedere clle PI, P, si muovono come se fossero respinti da O 
con opportuna forza. 

In quest'ultinio caso il moto non pu6 niai essere un cerchio; ne1 primo 
caso, cioè quando la massa attraente è niaggiore della repellente, il moto 
pub essere circolare uniforme: infatti la prima delle (4') è soddisfatta da :  
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6 S i b i r a n i :  Centri d i  libraaione e moti dell'asteroide 

(mantenute le notazioni del caso a) se: 

e se la velocità di Pl al tempo t = O è norniale a Pl(0) - O e di grandezza: 

G) Se le due niasse si respingono eiitraiiibe, considerazioni analoglie 
alle precedenti fatte nell' ipotesi clie il loro baricentro sia al  tempo t = O in 
quiete, fanno vedere che Pl e P, si rnuovono conle se fossero respiiiti 'da1 
baricentro, epperb la loro traiettoria non pub mai essere circolare. 

§ 8. EQUAZIONI DEL MOTO DI UNA PICCOLISSIMA MASSA SOTTO I,'AZIONE DELLE 

DUE MASSE PRECEDENTI HUOTANTI UNIFORMEMENTE INTOHNO A D  U N  PCNTO 

FISSO. 

Prendiamo per unità di inassa la iiiaggiore, d ie  supporreino yuella di P l ,  
e dicianio p la massa di P,; prendianio per unità di lunghezza la clistanza 
P, P, nell'ipotesi che P l ,  P, ruotino uniformenieute iutorno a l  punto tisso O 
determinato ne1 paragrafo precedente, con velocità angolare che è 

ne1 caso che entrambe le masse si attraggario e J(1 - p.) cp ( 1 )  ne1 cas0 clie Pl 
attragga e P, respinga. 

Sia P un punto di niassa tanto piccola da potersi trascurare la sua 
azione su Pl e Pz: si mole  determinare il moto relativo di P rispetto a 
Pl P , .  Riferiaino il moto ad una terna di assi ortogonali, aventi origine in O, 
l'asse x coincidente con la retta P,  P, e col senso positivo da Pl a P z ;  i l  
semiasse positivo y sia quello che si ottiene ruotando di un angolo retto 
il semiasse positivo x ne1 senso della rotazione della retta P, P, ;  l'asse z 

abbia per senso positivo quello secondo cui la rotazione della P, P, appa- 
risce avvenire da sinistra a destra. 
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d i e  ioro u i c h a n s e  nei problema ristretto dei t r e  corp& ecc. 9 

Nell'ipotesi che Pl P, si attraggono, il potenziale delle forze agenti sul- 
l'unità di niassa di P è :  

ove : 

p l  = rnod (P. - P) = \I[x + ~ ) l , -  J< + Z' 
1 $-p. 

Le equazioni del moto relativo di P soiio: 

e poichè: 

~ ( L ) ( ~ + - ~ . ) ( X ~ + L / ~ ) = P )  ( 1 )  ~:+,u.p; - ( l  +y.)z?.-- 

se poniamo: 

I = - Y ( ~ ? - ~ ' + ~ ( I )  2 $ - ~ p ( p , ) r l p , + p [ y ( l ) $  - J y ( p 2 ) d f r l ,  (6) 

le equazioni (5) diventano : 

Nell'ipotesi che P, attragga e P, respinga P, il potenziale delle forze 
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tl S i  birani  : Centri d i  librazione e moti dell'asteroide - 
agenti sull'unità di massa di P è:  

p, = mod (P, - P) = + y2 + z2. 

Le equazioni del moto relativo di P sono: 

. d u  
d' - 9 ,/(l - p) qJ (1) y' - ( 1 )  (1 - p.) x = - d x 

Essendo : 

le equazioni del moto di P diventano: 
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nehe loro vicinaraze ne1 problewza ristret to d e i  t re  corpi ,  ecc. 9 

Dei sisteini (7) e (9) esiste 1' integrale priiiio: 

X ; r  2 + + 2 - -BPV+C 

con C costante e YU è dato dalla (6) pel sistema (7) e dalla (8) pel sistema (9). 

Se P l ,  P2 attraggono P, i punti di equilibrio relativo di P - ceritri di 
librazione - sono definiti da :  

a ml -- a m, -0, --- a ru, - 0 ,  - = o .  
d x d z 

Se ( r )  = r ,  queste equazioni si riducono a z = O, ci6 che fa vedere che 
tutti i punti del piano in cui ruotano Pl e Pz sono ceiitri di librazione; in  
tutti i casi la terza delle (10) equivale a :  

cioè a :  

x = o. 

1 centri di librazione sono a cercarsi solo ne1 piano in cui ruotano Pl, 
Pz. Supponianio z = O ;  le prime due equazioni possono scriversi: 

Annali di  Matematka, Serie III, Tomo XXX. 
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10 S ib i ran i :  Centri d i  librazione e tnoti dell'asterodde 

le uniche soluzioni delle ( 1 1 )  sono date da :  

Queste equazioni sono soddisfatte, qualunyue sia la cp, da p, = 1, p, = 1, 
cioè : qualunque s i a  la legge d i  attraxiotze son9 centri d i  librazione i dzce punti  
vertici dei triangoli  equilnteri costruiti su1 segn~ento Y ,  Y,. 

L'equazione 

' ~ ( l ) r - y ( + ) = O ,  (13) 

se cp ( r )  è decrescente, ailimette la sola radice positiva r = 1 : e la stessa sola 
radice ha se p ( r )  è crescente con cpf(r) crescente O decrescente. Ne segue 
che una sola radice lia la (13) se 1 ( r )  = ra, ove a è un numero positivo di- 
verso da 1. 

Se  cp ( r )  è crescente, pub la. (13) ammettere altre radici all'infuori di r = 1. 
1 

Ogni radice della (13) nlaggiore di - dà luogo ad una coppia di centri di 
9 

librazione posti sull'asse del segment0 Pl P, e simmetrici rispetto alla retta 
Pl P,. Possono ancora esservi altri centri d i  librazione; infütti se a e P sono 
due radici positive distinte della (13) soddisfacenti alle condizioni: 

si hanno in corrispondenza quattro centri di librazione, due dei yuali dati 
da p l  = a, p2 = P siirmetrici rispetto alla retta Pl P, e gli altri due dati da 
p l  = P ,  p P  = a pure simmetrici lispetto alla stessa retta e simmetrici ai due 
precedenti rispetto ali'asse di P, P, . È ctiiaro che se fosse K + P = 1 oppure 
a - p = 1, i centri di librazione si ridurrebbero a due siilla retta Pl P, . 

1 
Ad es. sia cp ( r )  = r + sen 2 rs r ;  la cp si annulla per r  = 0, è crescente 

8 

(essendo la derivata 1 + cos 2 r r  sernpre positiva ; l'equazione (13) si ri- 
4 

k 
duce qui a sen 2 75 r = O, soddisfatta da r  = -, con k intero qualunque. 

B 
k 

Oltre ai centri di libraziorie posti sull'asse di Y, Y, p, = -, k intero 
S 
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ttelle loro uicirznnae nel problernn ristretto de i  tre corz~i ,  ece. 11 

h 
si liauno i centri di librazione 

k 
P. = B). 

Se 1 = O, delle ( 1 1 )  l'una è ronseguenza dell'altra; la condizione A = O 
equivale a 3 = 0, cioè gli ulteriori punti del piano x y elle possono essere 
ceiltri di librazione sono a cercarsi sulla retta Pl Pz. Intaiito si pub stahi- 
lire: se cp ( r )  è decremente O y ( r )  è cresceîtte, col1 der ivata  crescetite O decre- 
sceizte, in particolare,  se ( r )  = r7 cotz cr n? twero  renle q u a l u t ~ q u e  diverso d a  1 ,  
g l i  u n i c i  centri  d i  l ibrazione a l  d i  fuori  della retta P, P, sono i vertici de i  
d u e  tr iangol i  epuilnteri  costruit i  su1 s e g m e d o  P, P,. 

Veniamo ora alla ricerca dei centri di librazione posti sulla retta Pl P,. 
a) Supponiamo P dalla banda di P,; allora: 

e quindi la prima delle (1 1) diviene:. 

Qztccitdo p ( r )  è decrescente è chiaro che la (14) ha una sola soluzioiie, 
cioè vi è un solo ceîztro d i  libraaione da l la  b a n d a  d i  Pz. Quando sia p (r )  
crescente, p, = O  è soluzione della (14), cioè Pz è centro di lihrazione: ulte- 
riori centri vi possono essere O no. 

Siano rq ( r ) ,  cp1(r) crescenti. Consiclerianîo la retta 

per s positivo. Retta e curva partoiio dallo stesso punto A (O, cp (1)); la curva, 
sempre crescente, volge in alto la concavità; se quindi in A il coefficiente 
angolare della tangente, y' (1) + p rq' ( O ) ,  è minore di (1 + p.) ( l) ,  coefîiciente 
angolare della retta, curva e retta si intersecano in un solo ulteriore punto. 

Il trovare l'ascissa del punto d'incontro equivale, coin'è manifesto, a 
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19 S i b i r a n i :  Centr i  d i  l ibrazione e mot i  dell'asteroide 

risolvere la (LS), onde si conclude che se 

e p. è mnggiore  della frazione, esiste un centro d i  l ibrazione da l la  b a n d a  d i  p,; 
se 

non v'ha centro d i  l ibrazione d a l l a  b a n d a  d i  P,. Ne1 primo caso il centro 
di librazione ha da P, distanza inferiore ad 1. Invero, per r> 1 è :  

epperb il primo meinbro della (14) è per pl > 1 negativo; in un intorno 
destro di p, = O è positive; irifatti : 

In particolare, se p ( r )  = Y" con a > 9, poicliè : 

non v'ha alcun centro di librazione dalla banda di P,. E nessuno ve n'ha 
se K = 02,  corne si vede direttanîente. Se p (r )  = r", con 1 < a < 2, v' ha un 
centro di librazione dalla banda di Pz a distanza da P, minore di 1 se 
p.>?-1; non v'ha alcun centro se p . 6 ~ - 1 .  

Sia p ( r )  crescente, p'(r) decrescente. La curva considerata dianzi volge 
la concavità in basso; s e :  

e p. è nzagyiore della frazioue, la curva incoiitra la retta iri iin ulteriore 
punto, cioè u' ha un centro d i  librcczione dal la  b a n d a  d i  P,;  se p. è minore  
della frnzione n o n  v' ha centro d i  libraziolze d a l l a  b a n d a  d i  P z .  
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teelle loro vicinanze phel problema ristretto dei Ire oorpi, ecc. 13 

Ne1 primo caso il centro di librazione h a  distanza d a  P2 minore di 1. 
Inratti, essendo per r > 1, r 9 ( 1 )  -- o, ( r )  > O, il primo ~nernbro della (14) per 
?, > 1 è positivo, mentre è negatiro (e si prova coine prima) in un intorno 
destro di p, = 0. 

Una part,icolare funzione p, ( r )  che soddisfa alle ultime ipotesi fatte è 
<p ( r )  = rE con O < a < 1 ;  onde in questo caso v 'ha un solo centro di libra- 
zione dalla banda di P, a distanza da  Pz minore di 1. 

La (13) oltre la radice 1 abbia le radici semplici r a ,  Y , ,  r,. . . . , rk e sia : 

indicando con F il primo n-iembro della (14), nells successione 

le coppie F ( r ,  - 1 )  F (ri + 1 )  lianno segni opposti, B' (ri + 1) F (ri,., - 1) 
hanno ugual segno, epperb la (14) lia almeno k -- 1 radici, una in ciascuno 
degli intervalli ( r i  - 1, ri + 1) : in questo caso, cioè, oltre P, esistono almeno 
k - 1 altri centri di librazione. Se r2  = '2, r ,  = 3,. . . , r, = k, è 

e quindi 'in questo cas0 vi sono k - 1 centri di librazione 1' urio distante 
dall'altro di 1.  

b) Supponiamo P esterno al segment0 Pl Pz dalla banda di P,; al- 
lora. è: 

onde la prima delle (11) diviene: 

Se ~p ( r )  è decrescelcte v'ha, ovviaiiierite, una sola soluzione, cioè v'ha un 
solo centro d i  librazione dalla banda d i  P,;  esso dista da Pl iiieno di 1; 
infatti il primo membro della (15), negativo nell'intorno destro di p,  = 0, è 
positivo per p l  = 1. Ci6 avriene in particolare se cl, ( r )  = 1." coi1 a < O .  

Quaiido sia 9 (Y) crescente, la (15) è soddisfatta da  p, = O ,  cioè P, è 
centro di librazione: ulteriori centri di librazione vi possono essere O no. 
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1% S i b i r a n i :  Centri d i  librazio,te e moti  dell'cc.steroide 

Siano cp ( r ) ,  T' ( r )  crescenti. Coiisideriamo la retta: 

per a positivo. Retta e curva partono dallo stesso punto A (O, p (p (1));  la 
curva, sempre crescente, volge la concavità in alto; se quindi in A il coefi- 
ciente angolare della tangente, y' (O) + p p' (1), è minore del coefficiente an- 
golare della retta, (1  +.) p, (1), curva e retta si incontrano in un solo ulte- 
riore punto, altrimenti non si tagliano. Dunque s e :  

v ' h a  un centro d i  librazione dal la  banda  d i  Pl ; s e :  

e p. è rnaggiore della frazione, n o n  v i  ha c e d r o  d i  librazioue. 
Ne1 primo caso il centro di librazione ha da Pl distanza niinore di 1:  

infatti per p,  = 1 il primo membro della (15) è negativo, meiitre in un in- . 
I torno destru di pl  = O è del segno di p ( 1 )  - (O) + p ( 1  - ' ( 1 )  cioè I \ '  

positivo. 
In particolare, sia cp (r) = ru  con u > 2 ; qui è : 

1 
onde se p < -- v'ha un centro di librazione dalla banda di P, a distaiiza 

a - 1  
1 

da questo minore di 1 ; se y,> - non v'è centro di librazione. 
a - 1  

Se ? ( r )  =ru  con 1 < a f 2  è :  

e quindi qualunque sia p v'ha un centro d i  librazione dalla banda di Y, .  
Sia 9 ( r )  crescente, cp' (r )  decrescente. Col procediinento tenuto sopra si 
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nelle loro vi~inanze ne1 problema ristretto dei  tre corpi, ecc. 1 6 

vede che se : 

v'ha un centro d i  librazione dalla banda d i  P, e da questo a distanza mi- 
nore di l ,  altrimenti rio. Se <p ( r )  = ra con 0 < a < l,  poichè ?' (0) = + 00 

qualunque sia p. v'ha un centro di librazione ddla banda di Pl .  
Se la (13) oltre la radice 1 ha le radici seinplici r,, r ,,..., r, ed è Y, > 8, 

r3 - r2 > 1,  r4 - r8  > 1 , . . . , rk - rk-, > 1, l a  (15) ha k - 1 radici una in 
ciascuno degli intervalli (ri - 1 ,  ri + 1 ) ;  se r, = 2, r,  = 3 , .  . . , r, = k ,  
r,  , r, , . . . , rk-, sono radici della (15). 

c) Supponiamo infine P coinpreso fra Pl e P2. ~ l l o r a  è: 

quindi la prima delle (81) diviene: 

Sia cf ( r )  decrescente; allora p, ( p , )  - cp ( 1  pl) è decrescente e passa da 
\ + m a - m quando p l  va da O a 1 ,  mentre (1) ,a, - p ( 1  - p l )  ' è crescente I \ 

nello stesso intervalle, onde la (16) ha una ed ima sola radice cornpresa fra 
O ed 1 ; ci06 esivte u n  solo çentro d i  librazione fra Pl e P,. 

Se y ( r )  è crescente e se l'eyuazione (13) ha le radici (disposte in ordine 
crescente) r ,  = O ,  r,, r ,,..., r,-,, r,= 1 e per qualche coppia r i ,  r j  è 
ri = 1 - r j ,  allora r , ,  r, sono radici della (16). Se le radici r , ,  r ,,..., r, sono 
sernplici, segnati nell'intervallo O i i punti Y,, 1 - r,, se sono contigui 
r ; ,  1 - rj con i j della stessa parità; il primo rneinbro della (16) ha segni 
opposti in yuesti due punti, quindi una radice della (16) cade fra questi 
punti, ed analogainente uiia fra 1 - ri e r j .  

Sian0 ( y ) ,  T' (r) ,  cf" ( r )  crescenti : è cf' (1) > p ( l ) ,  y' (O)  < pi ( 1 ) .  Conside- 
riamo la retta 

Y = y  (a) - p ( 1  - x), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



16 Sibirani :  Centri di librasione e moti de~z'asteroide 

nell'intervallo O 1. La risoluzione della (16) equivale ovvianîente alla de- 
terminazione dcll'ascissa dell'intersezione della curra con la retta. 

La retta e la curva passano entrainbe per i punti  A (O, - p p (1)), 

B (1, Y (1)). 
Posto : 

(x) - 11. 9 (1 - X) = 3 (s), 

è facile vedere che 4' è sempre positiva, 9" si annulla in un sol punto i ,  
5'" è seinpre positiva, onde 3'' crescerite e di più riegativa prima di 5 ,  posi- 
tiva poi; la curva y = 4 (x) volge la concavità in basso prima di l,, poi in 
a1t.o. 11 coefficiente angolare della tangente in A alla curva y = 5 (x) è 
< (O) + p. y' (1) il quale è nîxggiore del coefficiente angolare della rettn, 
(1 + p) y (1), se : 

y >  
? ( l ) - W )  . 
~ ' ( 1 J - m  ' 

il coefficiente angolare della tangente in B è p' (1) + ,u. y' (O) che è inaggiore 
di-(1 + p) p (1) se è : 

e p è maggiore di questa frazione, curva e retta si incontrano, cioè v'è un 
centro d i  librazione fra P, e P,; mentre non u7è centro di librazione se p è 
mitfore della detta frazione, O se yuesta frazione è tnaggiore d i  1. 

Se ( r )  = ra con cc) 8, pr, p', y" sono crescenti, 

1 
e quindi esiste un centro di librazione fra P, e P, se p. > - . Se cp ( r )  = r', 

a-1 

la (36) diviene (pl - p;) (1 - p )  = O che non ha radici fra O ed 1. 
Siano in O - l ( r ) ,  p' ( r )  crescenti, pu ( r )  decrescente. È ancora 

y' (0) < ? (1)' p' (1) > 9 (1) ; si prova allora clie la y = 4 (x;) è concava in alto 
prima di 5, radice di 2" = O, e concava verso il basso dopo l, ; il coefficiente 
angolare della curva in A è ?'(O) +y. y' ( 1 )  che è inferiore a quel10 della 
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retta se :  

retta se :  

Se : 

e il coefficiente arigolare della taiigente in B è inferiore a quel10 della 

e p è nzaggiore di questa frazione, retta e curra  si incontrano, cioè z i'ha un 
centro di librazione fra Pl e P, ; non v'ha centro di librazione se p. è minore di 
detta frar' &zone. 

Se p ( r )  = ru con 1 < a < 2, 7, v' sono crescenti, p" decrescente, 

X 

quitidi se p. > z -- 1 cqè un solo centro di librazione fra P, e P, , se p. < a - 1 
[ion ve i1'è alcuno. 

Siano p ( r ) ,  p" ( Y )  crescenti, p' ( r )  decrescente. È : 

Procedendo corne dianzi si  prova clle c'è una sola radice della (16) coin- 
presa fra O ed 1 ,  cioè un solo cetztro d i  librazione, se: 

e p. è wmggiore di questa frazione. Se a, ( r )  = ru con 0 < a < 1, 9 e p" sono 
crescenti, y' decrescente, 

onde qualunque sia p esiste u n  solo centro di librazione fra Pl e P,. 

Annali d i  Matematica, Serie III, Tomo XXX. 
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18 Sib i ran i :  Centri d i  librazione e mot i  ciel~'asteroide 

S 4. C E N T H ~  D I  LlBRAZlONE NE12 C A S 0  CHE Pl ATTHAGGA E P, HESPIROA P. 

Se P, attrae e P, respinge Y, i centri di  librazione sono definiti d a :  

Se p ( r )  = r ,  le (17) si riducono a z = 0, cioè tutti i punti del piano in 
cui ruotano Pl P, sono punti di eyuilibrio relativo per P. 

La terza equazione delle (17) è :  

Supposto x = O, le prime due delle ( t7 )  che possono scriversi: 

d ru ,dp ,  d9v,dp -- 
a ? ,  ê x + ~ S = ~  

sono soddisfatte solo da:  

d ru, -- -0 ,  d m ,  -- - O, 
d PI '9 pz  

cioè da :  
? ( ~ ) p l - Y ( p l ) = o ,  ( ~ ( 1 ) ~ 2 - c p ( ? d = O ,  

equazioni identiche alle (10,) del 5 3 ;  epperb si possono ripetere le conside- 
razioni fatte in quel paragrafo. 

Se A =O, delle (19) l'una è conseguenza dell'altra, epperb coiisideriamo 
la priina sola; e, poichè la condizione A = O  eyuivale a y = O ,  i centri di 
librazione sono a cercarsi sulla retta Pl P,. 
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a) Sin P esteriio a Pl P, e dalla banda di Pz.  Allora è :  

Se y ( r )  è decrescente n o n  v' ha, centro d i  librnxione dalla b a n d a  d i  P,: in- 
vero il prinîo melnbro della (%) che pub scriversi: 

per essere cp ( r )  decrescente, si  cornpone della somiiîa di tre addendi positivi. 
In  particolare cib avviene se p, (r )  = r* con or (O. 
Siano y ( r )  e ~ ' ( r )  crescenti. La derivata del primo meiiibro della (20) è: 

cp (1) - cp' (1 + pz) 
1 -  y. 

dunque la derivata è senipre iiegativa; il primo i~ieinbro della (20) che si 
annulla per pz = O è senipre negativo per p, > O. In  particolare ci6 avviene 
se p ( r )  = r a  con cr > 1. N o n  v' ha d u n q u e  centro d i  l ibrazione d a l l a  b a n d a  
d i  Pz. E n o n  v7 è neppzcre se 9 ( r )  è crescede  e y' (Y) decrescente; infatti: 

(*) Quando cp (r)  e ?'(y) sono crescenti, si vede facilmente che è 7 ( r )  < r  $(Y) e se p'(r) 

è decrescente p (Y) > r 7' (y), tenendo presente l'ipotesi p (O) = 0. 
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20 Si b i r a n i :  Centri di Eibraziotie e moti dell'nsteroide 

onde la derivata del priino menîbro della (20) è senîpre positira, epperh per 
pz > O  positivo il primo inembro stesso. In particolare ci6 avriene se p, (r) = ru 
con 0 < 2 < 1 .  

Se y ( 4  è crescente e I'equazione cp (1) r - p, (r) ha  oltre r = 1 le radici 
semplici r2 ,  r 3 , .  . . , rk, con r2 > 8, r3 - r2  > l7 r ,  - r3 > 1 , .  . . , rk rk-l > 1, 
e si indica con F(p,) il primo menibro della @O), si h a  che 

hanno segni alternati; quindi la (80) ammette almeno una radice in ognuno 
degli intervalli 1 - r2 ,  r2 - r 3 , .  . . , - rk. 

b) Sia Y esterno a l  segniento Pl P z ,  dalla banda di Pl: allora è 

e la prima delle (19) è :  

Sia y (r)  decrescente; il priino membro varia d a  - p  ? ( 1 )  a + cro, il se- 
condo da +CO a O; v'è dunque almeno una radice della (21), la quale è 
unica se y' (r) è crescente, peichè allorü ( r )  - p 19 (1  + r )  è decrescente. La 
radice è maggiore di 1: si osservi a quest'uopo che passantlo attraverso alla 
radice della (H) ,  il priino membro diventa niaggiore del secondo; ora per 
p, = 1 il primo membro cp (1) (1 - 2 p)  è minore del secondo meinbro 

giaccliè (1) > y  (2). Dutique v 'ha  un solo centro d i  librnzione dalla banda 
di  Pl a distanza da  questo inaggiore di 1. Sianîo in questo caso se (Y) = ru 
con a<O. 

Se (r) è crescente, pl = O  sodclisfa la (21), cioè P, è centro di libra- 
zione; ma vi possorio essere altri centri di lihrazione. Se cp ( 1 )  r - cp (r) = O 
oltre r = 1 ha le radici semplici r , ,  r,, . .. , r, coi1 

la (81) h a  alnieno una radice in ciascuno degli intervalli 
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nelle loro vicinccnze ne1 problewia ristretto dei tre corpi, ecc. 8 1 

Siano ? (r), cp" ( r )  crescenti e T' (r)  decrescente. Si consideri la retta : 

- per %>O. Per le ipotesi fatte: 

cioè la curva, crescente, volge la concavità verso il basso. Retta e curva 
partono dallo stesso punto A (O, - p. p, ( 1 ) )  ; inizialinente la curva sta al di 
sopra della retta, perchè il coefficiente ailgolare della tangente in A alla 
curra, y' (O) - p. 9' (l), è niaggiore di p ( 1 )  (1 - y) coefticiente angolare della 
retta, come si riconosce avendo preseilti y' (O) > p (1), (1) > rg' (1) .  Aggiun- 
gendo I'ipotesi che pl(x) - [J. y' ( 1  + x), clie è decrescente, abbia per limite 
inferiore un nuinero minore di cp (1) ( 1  - p.), retta e curva si incontrano. In- 
vero sia H un  punto della curva di ascissa [ per cui : 

la curra sta tutta al di sotto della tangente iii H, ma questa incoiitra la 
retta y = p, (1) [(1 - y.) x - p.], dunque la. curva passa al disotto di yuest'ul- 
tinia retta. V'ha du~zqwe un cetztro ed urto solo dalla ba~tda  d i  P, ; esso dista 
da  P, più di 1 : invero in x = 1 l'oidiiiata alla retla è ~p ( 1 )  - 2 ;J. cp (1), quella 
alla curva è p, (1) - ,u p, ('2); &a, poichè la curva y = (p (x) rirolge la concavità 
verso il basso, è 52 y (1) > .q (2), quindi l'ordiiiata alla retta è minore dell'or- 
dinata alla curva. 

Se in particolare y (r) = rd C O U  0 < 1: < 1, p (Y) e y'' (Y) sono crescenti, 
?'(ri è decrescente e tendente a zero al tendere di r a -+ oo, onde v'lia uno 
ed un solo centro di librazione dalla banda di P, , n distanza da questo 
inaggiore di 1. 

Siano p (r), p,'(r) crescenti, y" decrescente. Allora è :  

la curva dianzi considerata volge la concavità verso l'alto; curva .e retta 
partono dallo stesso punto A (O, -p. p (1 ) )  ed inizialmente la curva sta al 
di sotto della retta. La ?' (x) - p. ?' (1 + x) è crescente; se il suo limite supe- 
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92 S i b i r a  n i: Centri d i  Zibrazione O woti dell'asteroide 

riore è niaggiore di (1 - p) cp  (l), si prova che retta e curva si incontrano ed 
una sola volta. V'ha dutzque uno ed .un sol centro di  librazione dalla banda 
di P , :  esso dista da Pl più di 1, percl~è per x = 1 l'ordinata alla curva 
(p (1) - p (8) è minore di quella della retta cp  (1) - 2 p cp (l) ,  giaccliè, volgendo 
la curva y = y (x) la concavità in alto è 8 9 (1) < qj ('2). 

Se, in particolare, è cp ( r )  = ra con 1 < a < 8, è cp ( r ) ,  cp' ( r )  cresceiiti e 
T ' ( Y )  tendente a + ao al tendere di r a + m, y' decresceiite; onde v'hn uno 
ed un solo centro d i  librasione dalla banda di P l ,  a distanza da questo iiiag- 
giore di 2 .  

Infine se cp ( r )  = ra con a > '2,. v'ha un solo centro di lil~razioiie dalla 
banda di Pl. Infatti la curva solita in questo caso è inizialiiieiite al cli sotto 

1 1 
a-*) della retta e volge la concavità in hasso; in x = p. a : ( 1  - p. lia un 

flesso, dopo di clie volge sempre la concavità verso l'alto. 
1 

la curva è crescente ; per x = 1 l'ordina ta alla 
curva 1 - 9 , u  è. initiore dell'ordinata alla retta 1 - 8 p ;  per x sufficietite- 
mente grande l'ordinata alla curva è tnaggiore di quella della retta percliè: 

dunyue la curva incotitra la retta iii un putlto di ascissa iiiaggiore di  1 ; in 
altre parole, v'ha uii centro ed uiio solo clalla banda di  Pi a distaiiza da P, 
niaggiore di 1. 

c) Suppotiiamo ora P i n  niezzo a Y, e P,; allora è: 

e la prima delle (19) divierie: 

Sia cp ( r )  decrescente : allora in O u 1 è : 

(l'eguaglianza avendo luogo solo in O ed 1 rispettivaiiieiite), onde : 
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e poichè : 

il priiiio inenibro della (29)  è sempre uegativo in O k 1. Non v'ha dunque 
ceutro di librazione fra P, e P, : siaiiio in yuesto caso se (r) = ru con a (O. 

Suppoiiiaiiio (q (r) e p' (r) crescenti. Consideriamo nell'intervallo O k 1 
la retta 

Poicliè y'' (x) + p. 9" (1 - x) è positive, la c u r r a  volge verso l'alto la con- 
cavità ; ma retta e curva passano per gli stessi punti A (O, p.? (l)), B (1, cp (1)) 
onde curva e retta non hanno iii O k 1 clie codesti punti in coniune. Non 
v'lia dunque centro di librazione fra P, e 1'-. Ci6 a~vieiie,  i i i  particolare, 
se cp(r)=ra con a > i .  

Supponianio cp (r) crescente, ?'(Y) decrescente; in questu caso 

'Pl' (x) + p. 9" (1 - x) 

è negativa; la curva volge verso il basso la concavità; curva e retta non 
liaiino in 0 H 1 che i punti A e B in coinuiie; dunque non v'ha neanclie 
in  questo caso centro di librazioiie fra Pl e P,. Ci6 avviene, i n  particolare, 
se cp (r) = ru  con O < a < 1 . Tenendo conto dei risultati precedenti si pu6 
asserire che: se y (Y) = ru COI& 'A gtumero reale qualunque diverso d a  1 non 
v'ha centro di librazione fra Pl e P,. 

Se l'equazione q~ (1) r - y  (r) = O lia le radici (disposte in ordine cre- 
scente) 

r , = O ,  Y*, r 3 , . . . ,  Y & ] '  Y k = l  

e per una coppia di radici r i ,  r j  è ri = 1 - r,,, allora ri, ri soddisfano alla 
(99); cioè c'è uria coppia di centri di librazione fra Pl e P,. Se le radici 
r, , r, , . . . , rk  sono semplici, e, segnati in O - 1 i punti r , ,  1 -- r,, se, avendo 
i j  parità diversa, ri e 1 - rj sono consecutivi (con che saraniio consecutivi 
anche 1 - ri e ri), il primo membro della (22) lia segrii opposti in ri ed 1 - rj , 
quindi in ri - 1 - rj v'ha alnieno una radice, e cos1 pure un'altra almeno 
in 1 -ri rj. Si hanno in corrispondenza alnîeno due centri di librazione 
fra P, e P , .  
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&) Supponiaino ora verificata la (18) : tenendo conto di questa, la 
seconda delle (17) dà y = 0, onde gli eventuali ceritri di librazione sono a 
cercarsi ne1 piano 3%. Essi sono dati dalle soluzioni coniuni del sistema 

l'ultima delle quali è la prima delle (17). 
Dalle espressioni di p, e pz date ne1 § 2 si trae : 

Supponiarno die  sia crescente da O a + ip al varinre di v da O a 
r 

+ cc e denotiamo il rapport0 cou 4 ( r ) :  indichiamo poi con 4 la funzione 
inversa di $ clle sarà pure crescente da O a +cc. Dalla (18) si ricava: 

p l  è funzione crescente di p, ed è p l  < p, ,  percliè 

3 (p. i ( P z ) )  < 5 (+ ( P d )  = pz 

Ne segue che 

varia da O a + rn al  variare di pz da O a + oo, onde v'ha alineno un ralore 
di p, che soddisfa all'equazione (83'); cioè v'hn ne1 piano z x  alnzeno una 
coppia d i  centri d i  librasione sinzrnetrici rispetto alla retta P, P, . 

Se rq ( r )  = ra con u > 1, è 4 = ra-' ,  crescente da O a + oo ; in questo 
e 

easo p i  - p i  = );(I - 13 crescente, onde la radice della (23') in p, è unica; 
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nette toro vicinanae  el yrobleina ristret to d e i  tre corpi ,  ecc. 25 

cioè v'è un@ sola  copp in  d i  centri d i  libraxione ne1 p i a n o  z x s i ~ n m e t r i c i  r i -  
spetto a l l n  re t ta  P, Y ,  . 

Il procediinento usato sopra fa vetlere aiiche clie se + ( r )  è cresceiite nia 
varia da un valore niaggiore di (;, (1 )  ( 1  +p.) a + ûo non esiste centro di li- 

hrazione: ci6 avverrebbe, ad es., se rq (r) = c r + ra con v. > l e c > 1 + 1 * .  
1 -- p. 

Supponiaino clle J/ ( Y )  = (9 sia decrescente da + a? a O :  la S è decre- 
r 

scente pure da + oo n O :  si ricava clie p l  è pure funzioiie crescente di p,, 
iria è p ,  > p z .  II primo iiieinbro della (03') è positiro, il secorido iiiembro va 
da +cc a O, duiique altneiîo un valore di ?, c'è peu ciii la (23') è soddi- 
sfatta; cioè v'ha una coppia alnieno di centri  d i  l ibrazioue uel p i m o  nx 
siatmetrici  r ispetto a l l a  re t ta  Pl P, . 

Se rq jr) = rd con cc < 1, è Ij, ( r )  = rd-' decresceii te da + lu a O ;  e, poicliè 
3 

p - p = p (pz - I) B crescente, la radice della (23') è unica. 
Si rede poi facilnîente che quarido y (r) = ra con x = 1 la radice p, 

1 i - 
a-l della (23') in cui sarà fatto s l  = p, p. , & coiiipresa fra 1 e onde per la 

(23) x è coiiipresa fra -- p e  
1 

: d a  ci6 risultit clle la coiipiu~i~erite i 
1-y.  1-p. 

due centri di lil~razione taglia i l  segiiiento Pl Y,.  

Se ( Y )  = r ,  le eyuazioni ( 7 )  e (9) clivengono : 

clove del doppio segno davanti a 11. vale i l  stiperiore iiel caso clie Pl e P, 
siano attraenti, l'inferiore se P, è rrpelleiite. 

Denotando coi1 x,, y,, 2, le çoortliiiate di P al leiiipo t = O  e coi1 
x',, ytO, z ' ~  le coinpoiieriti su$ assi  della velocità di 1' al10 stesso istante, 

Annali d i  Muternuticu, Serie III, Tonio XXX. 4 
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i'integrale delle (23) è 

Z', 
x = s, cos JI t y. t + -== sen JI t p t. 

JI t p. 

2 7T Il moto è periodico di periodo --= ; la traiettoria è una c u r w  alge- 
41 -+ !A 

brica clie giace su1 cilindro che lia le çeneratrici parallele a w e per diret- 
trice il cilw.do : 

una seconda. superficie clie insieiiie al cilindro precedente deteriiiiiia la ka- 
iettoïia è la superficie di 4.O grado: 

?l'O (x - x , )  - x', (y - y,) - l ? \ l * (  - 
a',' + y',' \ 

Se w, = z', = O, il moto è piano e la traiettoria è il circolo (96);  se  iiirece 
x', = y', = O, il moto è arinoriico sulla. rettn x = x,, y = y,. 

1 
Se x, = --- y, = O, Z, = O, do qiidunque, y', = 41 f p, 2'" = O, le 

1 &p' 
eyuazioni del moto (23)  si riducoilo a : 

3 1 - %'O x= - C O S B V I  t p t +  , s e n  P \ ' I  IF t +  2 4 4 1  -+p UL (1 t p) 

1 'O 
(27)  

y =  sen 9\11 f p t -  "' cos2  ~ i * ~ t +  2 4 J 1 t P  "Ll t ,. 
le quali funno veclere clle ai  tempi: 

(k iiitero cpsluncpe) P é ne1 piiiito (,yp., O) d i e  é la posizione di P, 
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nelle Eoro viciraat~ze lael yrobiema ristvetto dei tre corpi, ecc. 2 7 

Fisicaniente le condizioni ioiziali poste non sono realizzabili; se Y è 
posto in un istarite in una posizione vicinissinia a P, su1 ceicliio (27) con 
una velocità uguale a quella clie le (27) derivate forniscono pel purito nel- 
l'istante in cui esso è nell'indicata posizione, dopo un tenipo che differisce 
di pochissimo da1 niininio valore positivo dato dalla (88) avviene la colli- 
sione con P,. 

Se P,, P,, P si suppongo~io sfere perfettainerite elastiche, P dopo aver 
urtato P, ripercorre a ritroso la stessa traiettoria e dopo un iritervallo di 
tempo vicinissinio a quel10 detto sopra urta P,, per poi riprendere il moto 
di prima e cosi di seguito iiidefiiiitamente. 

a) Le equa.ziotli del inoto di un puilto P siano: 

ove A, B, C, D, E sono delle costanti. Vogliamo deterniinare fra i nioti de- 
finiti da questo sistenia quelli che iiianteiigono P iielle vicinanze dell'origine 
delle coordinate. 

L'ultiina eyuazioiie delle (29) si integra separatanieute; se !,, Y, sono 
i valori di [ e !' al tempo t = 0, l'integrale è :  

Le prime due eyuazioni delle (29) si integraiio pure a parte: eliininando 
ri e le sue derivüte si perviene all'equazione: 
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88 Si b i r a n i :  Centri d i  libraxione e n~ot i  dell'asteroide 

Specie diverse di iiioti si liauiio per la diversa nütura delle' radici clel- 
L'equazione caratteristica : 

ed ora li passereino i n  rassegiia 

C ~ s o  1. - Le radici della (31)  S O N O  tutte e quatt~o ~ e a l i  e d i s t a d e  

& y , ,  * y ? .  
L'integrale generale del sistenia delle due prime equaziorli (39) è 

Perchè nell'intelbvallo di teiiipo O -+cc il punto Y riiiiaiiga iielle vi- 
ciiianze di t = O, r, = O, [ = 0, occoi-re sia c,  = c, - O; v'ha dunyue a consi- 
derare il moto ne1 piaiio 5 . 4 :  

r, I 

Se si dicono & ,  q,, : ,, . f i ,  i valori di 5 ,  r,, il, -fi' al tempo t =  0, delle 
cjliattro yuantità e,, s,, C', , v', due sole si possoiio preridere ad arbitrio; 
considerando -no coiiie costariti arbitrarie, si l ia:  

etl allora si deve presupporre: 

\ , - ~ ~ ~ t y , y , + y l )  + B y , y , ( y . i  7 , ) ~ -  B C,. i i ,+(yl  I B)(y:-lj)z0 
I 

- I l 0 =  
B + y ,  y, A - C'(y, + y*) 
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nelle loro vicittauze ne1 problema ristr-etto de i  tre corpi ,  ecc. 29 
y- 

La traiettoria è algebrica se è raziotiale; al tendere di t a + m. P teiide 
Y? 

all'origine. 
Un altro iiioto ne1 piano E-r, d a  coiisiderare è :  

clie avvietle siilla retta : 

(C- A y,) 71 =(y; - B) i .  

Se prendiailio 5, coine costante arbitraria, è cl = 5, ed allora si deve 
supporre : 

Moti nello spazio clie manterigono P nelle vicinaoze dell'origiiie soiio 
quelli detiniti dall'associazione del 111oto ariiioiiico (30) con i inoti (30,) o (33) 
O (34). A1 tendere di t a + 00, i moti tendon0 a divenire l'arnionico (30) 
sull'asse '5. 

Caso II. - Le radici della (31)  s i a n o  due reali t y e d u e  imritccginarie 
puve -t i x .  L'integrale generale delle due prime delle (99) è : 

- I n = >-)'(Ar sen XI+ C c o s z  t)cl  + ( C s e n z t - A  z c o s a  t )c2 + 
as A2 4- C2 / I 

Un moto ilel piano < 3 che iiiantielie P iielle viciiianze dell'origiiie è :  

6 = c l  cos a t + c2 sen o: t 
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30 S i b i r a n i :  Centri  di  l ibrazione e moti  dell'cisteroide 

ed allora si deve supporre clle sia: 

a"' t C2) n o  + C (a' + B)  2, rp - ( 
9 0  - 

A (x" B) 

e le equazioni del moto divengono: 

5 = t0 cos x t + ( a 2  A2 + C a )  n o  + C ( a 2  + U) Co 
A a  ( a 2  +- B )  

Il moto è periodico; la traiettoria. è un'ellisse, la quale, se C =  O, lia 
gli assi sugli assi s', ri. 

Un secondo inoto ne1 piano 2,n da coilsidei-arsi 6 :  

Se si preiidono coiiie costatiti ürbitlarie &,  x,,  sf0,  è:  

- 1  ( i ' , + r ~ o ) ~ ( a 2 + ~ ) ( ~ - ~ y ) - ( r ' ~ ' + ~ 2 ) )  ( C - B ~ ) - G , -  ( f - - B ) : o ,  
C, = - 

(C" - B A') (a' + y') 

+ 
CI (C" - B A') (a" y') 
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thelle loro vicinanse ne1 problettzcc ristretto dei tre corpi, ecc. 3 1 

ed YI', si deve presupporre : 

Al tendere di t a + cx, la traiettoria fa iiifinite spire intorno all'origine 
e tende all'ellisse : 

5 = c l  c o s a t + c z  sen u t  \ 

La traiettoria dall' istante t = O in p i  è tutta coiiipi.esn iioll'area clle l i ~  
ellisse (37) copre subendo la tr-aslazione per ciii il suo reiitro passa tlall'o- 

Y B  - B 9 ,  
r-igine al punto 

(c39  C -  A 
. Le posizioiii t l i  P ad iiiterr+lli di tempo - 

CL 

soiio tutte allineate su rette che harino la. coinuile tlirezione di coeflirieiite 
f.- B ye - H 

angolare -- . Mandate due rette di coefficiente angolare per 
C - A y  C - A y  

due punti qualuilque dell'ellisse (37), gli infiniti arclii di traiettoria coinpresi 
iiellü striscia formata dalle due parallele e aventi gli estremi su yueste soiio 
percorsi in tenipi uguali. 

Yi lia poi il moto rettilineo: 

Nello spazio si lia il iiioto definito dalle (30) e (35); se cr : E è razionale 
la curva è algebrica ed il moto è periodico; se detto rapport0 è uguale a 
-t 1 la traiettoria è piana; itlfatti il wronskiano di 5', n', r' vale: 
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32 Sib i ran i :  Centri d i  librnzione e moti dell'asleroide 

che è nul10 identicamente se e solo se E k a = O .  Se a : E è irrazionale, la 
traiettoria lia i suoi punti contlensati nella porzione di superficie cilindrica 
(.lie lin. per direttrice la ellisse (%), le geiieratrici parallele a ( e compresa 

fra i piani < = f \/C: + (g)< (3. V'ha a considerare il moto definito dalle 

(30 e (36) che al tendere di t a + û3 tende al moto (30) (37). Infine v'lia il 
iiioto piano (30) (38) ctie al tendere di t a +.oo tende all'armonico (30) sul- 
1'a.sse r. 

CASO 1iI. - Le rccdici ciell7equasione (31) siano tutte e quattro inznmgi- 
narie p w e  ma distinte -t i a ,  + i p. L' in tegrale generale delle pri iii e due  
equazioni (29) è :  

P - : - cl COS a t + c2 sen cr t + c, cos t + c, sen P t 

.fi = - 
a2+ B 

a, 
+ [(c cl - A a c,) cos a t + ( A  a c, + CC,) sen a t - 1 

Le costanti c,, c,, c,, c, sono date d a :  

(*) Si veggaiio le mie Note: 1 d o t - 1 ~ 0  ad  cclcutie solusio~ii del probletna ristretto dei Ire 
corpi e 1'Addizioiie alla precedente Nota iiei Rendicoiiti dell'lstitiito Lombardo di Scienze 
e Lettere (1916). Nelle quali  Note si trovniio pure le  dimostrazioni di a l t r r  asserzioni qui 
non dimostrate. 
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nette loro uiciîznuze ne1 problzfiza ristretto dei tre corpi, ecc. 33 

ove è :  

a a 
Se è razionale, il moto è periodico e la traiettoria è algebrica. Se - 

P P 
è irrazionale, la traiettoria ha i suoi punti condensati nell'area S determi- 
nata corne appresso. All'ellisse : 

si dia la traslazione per la yuale il suo centro percorre l'ellisse : 

5 = c, cos B t + c, seil p t ) 

I n  questo inoto la prima ellisse copre l'area S. 
Due moti particolari sono gli ellittici (41) e (42) già considerati; perchè 

si abbia il moto (41), occorre clie fra i , ,  I I , ,  t', , n', passino le ultime due 
relazioni (40) in cui è fatto c, = c, = O ;  le costanti sono date dalle prime 
due equazioni delle stesse (40). Analogniilente si dica del moto (42). 

Nello spazio si ha a considerare il moto definito dalle (30) e (39); se 
a 

sono razionali, la traiettoria è algebriea ed il inoto è periodieo. 1' E 
a 

Se i due rapporti sono irrazionali, ma - è razionale, la traiettoria ha 
B 

i suoi punti condensati nella porzione di cilindro avente per direttrice la 
curva algebrica (39), le get-ieratrici parallele all'asse < e coiiipresa fra i due 

,-- 
a P 

piani 1 = 2 Vc +(En)'. Se - è razionaie e è iriazionale, la traiettoria ha 
E 

i suoi punti condensati sulla superficie che genera l'ellisse (42) yuando ad 
essa si dà  un moto di traslazione per cui il suo centro percorre la curva 

a a 
algebrica definita dalle (30) e (SI). Iiifine se i tre rapporti sol10 p '  E 7  E 
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34 si b i r a  n i :  Centri di librmzione e moti del17ast&roide 

irrazionali, la traiettoria ha i suoi punti condensati nella porzione di spazio 

limitata dai piani [ = t , e da1 cilindro che ha le generatrici pa- 

rallele a < e per direttrice il contorno dell'area S dianzi definita. 
C ~ s o  IV. Le radici  dell'equasione (91) s iano due reali  dopyie  -I y .  
L'integrale generale delle prime due equazioni (89) è :  

V'è da considerarsi ne1 piano tri il moto: 

Se si prendono conîe costanti arbitrarie Eo, a,, è : 

Allora bisogna presupporre : 

Il segniento che congiunge l'origine con (E,, a,) non è incontrato dalla 
traiettoria fra O e + oo; il massimo scostamento della traiettoria da questa 
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thelle loro vicinaîzze ne1 yvoblema ristret to de i  tr.e corpi ,  ecc. 35 

retta è : 

1 
che si ha all'istante t = . 

Y 
Si hanno ancora a considerare due moti rettilinei ne1 piano [a .  Uno di 

essi è il già considerato: 

e l'altro : 

Per  yuest'ultinîo moto, detti E l ,  x ,  , S', , n', i vülori di S ,  a, t', -4' al tenîpo 
1, > O ,  se si considera 5, corne costante arbitraria 6 :  

ed allora deve presupporsi : 

1 .  
Se t ,  < - , il movimento allontana il punto P dall'origine fino all'istünte 

Y 
1 - ,  poi 10 riaccosta all'origine a mi tende a l  tendere di t a + W .  
Y 

Nello spazio si h a  il moto (30) (43) ed i due moti piani (30) (44) e (30) 
(45). Al tendere di t a + oo, codesti inoti tendon0 a diveriire l'arinonico (30) 
sull'asse C. 

C ~ s o  V. Due r a d i c i  de l la  (31) siam ~eul le ,  due r e a l i  t y .  IA'integrale ge- 
n e d e  delle solite due equazioni è :  

B ( A c ,  - C c , )  B y a - B  n =  c"-- y e - B  c C, t + ---- C, eyt + - 
A y + C  

C, e-yt. 
C - A y  

Fra questi moti quel10 che mantiene P nelle vicinanoe deli'origilie è il 
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36 Sib i  r a n i :  Centri d i  libraxione e moti dell'asteroide 

Prese ta, 3, coiiie costaliti arbitrarie è: 

ed allora bisogna presupporre : 

Al tei~dere di, t a + m, il punto P tende al puiito c l ,  - i Bcl\ 
C 1 

È a notarsi che se la (31) deve avere due radici nulle, occorre che sia 
B D = C'. 111 ci6 che precede è implicitaiiiente supposto C- = O. Se è C =  O, 
deve essere anche zero B o D. Se è nul10 D e non B, l'integrale generale 
del detto sistema è :  

5 = cl + cS eYt + c, e-yt 

epperb il 1noto clle lnantiene P rielle vicinanze dell'origine 

Prese 5,, n, coine costanti arbitrarie, è : 

y A no - ( B  - y') i, 
C,=<,, C z =  

YB 

ed allora si deve supporre : 

y"- B . 7, = - y Z o ,  = --- A C o .  
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nelle loro vicinunze ne1 probletnu ristretto dei tre corpi, ecc. 37 

Il puiito a cui tende P al tendere di t a + oo è suli'asse ri. Considera- 
zioni analoglie valgono se D - O, B = O. Non pub essere contemporanea- 
mente B = C = D = 0, altrimenti le radici non nulle della (30) sono imma- 
ginarie pure. 

A1 di fuori del piano c ri si lia il moto piano definito dalle (30) e (46) 
che al tendere di t a + w  tende ali'armonico (30) sulla parallela a < per il 

; ed anelie il moto piano (30) (~47). 

CASO V I .  - Dell'eq~azione (31)  due radici siano nulle, due immaginarie 
pure -t i a .  L'integrale generale delle due prime equazioni (89) è: 

Ne1 piano S u i  oltre al moto già considerato al caso 11: 

5  = cS cos a t + c4 sen cc i i 

v' è anche da considerare il moto : 

? - , - C ,  + C,  COS a t + c4 sen a t I 

d ie  avviene su una d i s s e  con il centro i n  c , ,  - gc l )  i c -  
Se si prendorio c , ,  ri, Y, coine costanti arbitrarie, è :  
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38 S i  b i v a n i :  Centri di librcrziotte e w o t i  dell'asteroide 

'ed allora si deve supporre 

Poicliè dev'essere in questo caso C L  B D e si è supposto iniplicita- 
mente in ci6 che precede C = j =  O, consideriaino il cas0 C = D = O, B ==O.  
Allora l'iritegrale generale è : 

= C ,  + C, COS a t + C, sen a t 
B v a = - -  A 
A 

C, t + c2 - -(c3 sen cc t - c, cos u t ) .  
a t 

Perchè il punto P si inantenga nelle vicinanze dell'origine, bisogna che 
sia c ,  = O. La traiettoria è uti'ellisse cogli assi paralleli agli assi 5 r, ed il 
centro in (O, c,) .  Prese 5,, r, ,  corne costanti arbitrarie è : 

A ['O C, = y ) ,  -- -- 
E ' o  c , = t u ,  C d Y - - ,  

a2 ' a 

ed allora bisogna presupporre : 

do = - A Eo ; 

le equazioni del lno to divengo tio : 

a 
Nello spazio si ha. il moto definito dalle (30) (49); se -- è razionale, il 

E 
moto è periodico e la traiettoria algebrica, se no, la tiaiettoria ha i suoi 
punti condensati nella porzione di cilindro che lia per direttrice l'ellisse (4.9) 
e le generatrici parallele all'asse c, conipresa fra i due piani 

E pub aversi il moto analogo al precedente defiuito da (30) e (49"). 
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netle loro vicinnnze ne2 p r o b i e ~ m  ristretto dei tre corpi, ecc. 39 

CASO VII. Le radici  della (31) siano quattro complesse distinte f ~ t -  iP. 
L'integrale generale delle priiiie due equazioni ('29) è : 

Il moto ne1 piano E ri che mantiene P nelle vicinanze dell'origine è : 

i = e-ut ( c ,  COS p t + C, sen p t)  
@-at 

.fi = 
A B 2 + ( C -  A U ) "  [ I ~ ~ ~ - A ( ~ ' + P ' + B ) ) B c . +  

+ (C (a2 - - B)  - A u (us + fi2 - B))  c. 1 sen p t + i 
(50) 

Prese i , ,  ïio coine costanti arbitrarie, è :  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4-0 Si b i rani :  Centri di librazione e moti dell'asteroide 

ed allora bisogna presupporre : 

27c. 
Ad iiztervalli di tempo uguali a - 1 punti sono su una stessa retta per 

P 
l'origine; discende da ci6 che se si inandano pers i'origine due  raggi, gli in- 
finiti archi della traiettoria nello stesso aiigolo e aventi gli estremi sui due 
raggi sono percorsi in tempi uguali. 

Nello spazio si lia il moto definito dalle (30) (50) ; al tendere di t a + cu, 
il nioto tende al nioto arinouico (30) sull'asse r. Se '? è razionale, le fuii- 

E 
zioni sen (l t ,  cos p t, sen E t, cos E t  hanno un periodo 2'; a tutti i tempi 
t = C+ iz T (Fyualunyue, k intero cpa1unque) il pun to P si trova sopra uiia 
retta incidente e normale all'asse c. 

CASO VIII. - Le radici sinno due immngimrie doppie I+ i x .  L' itltegritle 
genei.de delle prime due equazioni (0-9) S :  

6 = (cl + c:, t)  COS a t + (c ,  4- G ,  1) sen a t 

Sono a considerarsi ne1 piano i tnoti: 
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nette loro vicinnnze lzet problemn ristretto dei tre corpi, ecc. 4 1 

in cui se si prendono 5,, r i ,  corne costanti arbitrarie è :  

C I  = ta, C s  = 
(x"' + CZ) ri, + C ( x 2  + B) 5, 

A a (z2 + B)  7 

ed allora si deve presupporre sia: 

e le equazioni del moto diyengono le (33) già considerate a l  caso Il. 
CASO l x .  - Siano nulle tutte e qunttro le radici A ;  ci6 che esige 

In kuesto caso le prime due equazioni (29) hanno per integrale gene- 
rale : 

F: = c ,  + c* t + c, t" cc, t3  

+ i. [-- B C ' c ,  + 2  A B C c ,  + 6 ( C 2  - A 2 B )  c ,  + 1 

Nessun moto ne1 piano S r i  mantiene P nelle vicinanze deli'origine: se 
il purito P è posto in un punto qualunque della retta per l'origine 

senza velocità iniziale vi peinlane. Che se C = B = O ad ogni punto del- 
i'asse i e se C =  D = O ad ogni punto dell'asse ri conlpete la proprietà dei 
punti della retta di dianzi. 

Ne1 caso spaziale si lia un moto armoriico sulla retta 

S,, qualunque. 
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49 Sibirani :  Cetatri di librazioue e ~noti dell'asterohfe 

b )  11 moto del punto P sia definito da1 sisterna 

Si avranno le equazioni del moto di P associando gli integrali già tro- 
vati per il sistema delle prime due equazioni con l'integrale dell'ultima, 
cioè : 

Volendo i moti che nîantengono P nelle vicinanze dell'origi~ie, preso y, 
arbitrariamente, bisogna supporre r', = - Er , ,  dopo di clie l'integrale pre- 
cedente diviene : 

c = Co e-Et. (51) 

Associarido questo integrale agli integrali del sistenia delle prime due 
equazioni considerati nei nove casi che precedono avreino altri moti che 
mantengono P nelle vicinanze 'dell'origitie. 

CASO II. Le radici della (31) sono quattro reali distilzte +- y , ,  f y,.  Si 
lianno i moti definiti dalle (51) (32) O (al)  (33) O (51) (34). Ne1 primo caso 
la traiettoria è algebrica se y,  : E, y, : E sono razionali; ne1 secondo e terzo 
caso i nioti sono piani e le traiettoiie sono algebriche se sono razionali ri- 
spettivamante i rapporti y, : E o y, : E. In tutti i casi al tendere di t a + oo, 
P tende all'origine. 

CASO III. Le radici della (31) sono due reali f y e due iwtmaginarie pure 
-t i a .  Si ha il moto definito dalle (51) e (35); al tendeie di t a + oo, la 
traiettoria tende all'ellisse (35). Il moto definito dalle (51) e (36) tende al 
tendere di t a + m al nioto ellittico (37). Infine v'ha il moto ne1 piano 
(C - A y) ui = (y2 - B) 5 definito dalle (61) (38). 

CASO III'. Le radici della (31) sono quattro immaginarie pure e distinte 
I i sr, & i p. Si hanno i moti definiti dalle (61) e (39) O dalle (51) e (41), o 
infine dalle (51) e (48); al tendere di t a + oo i moti tendon0 a divenire i 
moti piani considerati al cas0 III. 

CASO IV'. Le radici della (31) sono due reali doppie t y. Si ha il moto 
definito dalle (51) e (43) che avviene fia t ,  e + oo da una sola banda del 
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nelle loro vioinanze ne1 problema ristretto dei  tre corpi, eco. 43 

piano 5.4, = n  5 ,  ed i due moti piani ottenuti associaiido la (51) con le (44) 
0 (43). 

CASO VI. Della (31) due rntiici sono utclle, due  1.eali -+ y. Si ha i l  n?oto 
definito dalle (51) e (46) O, se C =  O, dalle (51) e (47). 

CASO VI'. Dell'eq~cazione (31) due  radici sono ~aulle,  due sono i m n a g i m r i e  
pure i i a. Si halino i nioti detiniti dalle (al)  e (kB), dalle (51) e (49) O, se 
C = O, dalle (5 1 )  e (49"). 

CASO VII'. Le radici  della (31) sono quattro cotnplesse distinte +_ a t i p. 
Si ha il moto definito dalle (21) e (50); al teiidere di t a + oo, Y tende al- 
l'origine. 

CASO VIiIr. Della (31) le radici  sono due iwzwzagiizarie pure: si ha a 
consideiare il moto (35) (31) che al tendere di t a +oo tende ali'ellit- 
tico (35). 

C~so' lX' .  D e l h  (31) le radici sono tutte ~ z u l l e :  si ha il moto rettilineo 
.B 

(51) retta 5 = <, , n = -- 5 ,  con 5 ,  qualunque ; se B = C = O su  una 
C 

yualsivoglia retta del piano n = O  parallela a r ;  se B = D = O  su  una qua- 
lunque retta del piano 5 = O  parallela a (. 

fj 7. MOT[ DELLA PICCOLA MASSA IN VICLNANZA DELLE GRANDI MASSE 

sr; g, (Y) È CKESCENTE. 

Trasportiamo gli assi z y a  pa.rallelamente a loro stessi in modo che l'o- 
rigine vada i t ~  P, O in P, a seconda che cercbiamo moti di P che 10 inan- 
tengoiio nelle vicinanze di P, O di P,. Denotiamo le nuove coordinate con 
E ,  -0, c. 

Sviluppiamo le tre derivate parziali di vu, O di IV, (a seconda che Pz è 
attraente o repellente) secondo le potenze di 5, n, <, trascurando i terinini 
di grado superiore al primo. Quando (g ( r )  sia crescente abbiamo visto nei 
paragrafi 3 e 4 che P, e P, sono centri di lihrazione: da ci6 risulta che le 
equazioni del moto d i  P diuengono del tipo (89) O ("2'): esse dararino luogo 
a soluzioni dei sistemi (7) e (9) legittime aella posta approssimazione quando 
ci si limiti alla considerazione di quelle che inanteugono P nelle vicinanze 
dell'origine. 

a) Se 5 = O, s = O, !: = O è il punto P , ,  in codesto punto si lia, sup- 
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poiiendo Pz attraeiite : 

da tu, 
- -- ) dZnil  - d h ,  ~ ' I V ,  

- a<. - - 1  '(0) + l * p ( l )  \ dja; j.,,ae=mx=0- 

Le equazioni del moto di P sono le (89) ove si faccia : 

Posto per hi-evità: 

le radici della (31) soiio: 

Se supporiiaino rg' ( r )  crescente, in particolare (r) = ru con a > 1, O y' (r) 

decrescente (*), se è 1 > p. > ' ( 1 i 9 ' ( 0 ' ,  due radici *\/$ ( - f l + d ~ )  
? ' V ) - -  

soi10 reali e due & /$(-=-a imiiiaginarie pure, epperb i moti clie 

mantengono P nelle vicinanze di P, sono yuelli del caso II del fi 6. "' -- '' (O' , le quattro radici sono immaginarie pure ed i moti Se P < $ ( i ) - C p ( l )  

sono quelli del caso III; se ,u. = -"(O' < 1 ,  due radici sono nulle e le 
Y'([) - cp ( 1 )  

altre due % i immaginarie pure ed i moti che mantengoiio P nelle vici- 
nanze di P, soi10 quelli del caso VI. 

(*) Non rientra in questo caso 7 (r )  = a con O < a < 1, perché 8' (O) é infinita. 
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Se non si fa l'ipotesi della cresceriza o clecresceiiza della ~ ' ( r ) ,  iiulla si 
pub dire circa il segrio delle differenze y ( 1 )  - T' (O), ~ ' ( 1 )  - : (1) ed al1oi.a 

\ 1 \ se è p 1 ? (1) - (O) 1 / y l ( l )  - y ( 1 )  > (1) - (O) 1' i iiioti sono yuelli del 
I I \ 

casa II, se il segno della disuguaglianza è l'opposto, i iiioti sono quelli del 

\ \ osso 111 e se p ( ) - ' ( O )  y r ( l ) - = 1 - (  i uioti s o ~ i o  1 i 1 \ i I 
quelli del caso VI. 

Se P, respiiiçe, le derivate di ru, in Pl (O, 0, 0 )  sono:  

A seconda che p cp (1) - y' (O) è ne6ativo O positivo le equazioni del moto 
di P sono le (29) O le (99') quando si faccia: 

C = O, D = y (1) - y' (O), E 2  = p (P (1) - p' (O) ( . 
Se ~ ' ( r )  è crescente, posto : 
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si prova che w ,  ed o, sono positivi e iiiinori di 1. Allosa se y. <a, le sadici 
della (31) sono quattro i~nmaginarie pure e distinte, epperb i inoti sono 
quelli dei casi III O III'; se p. = :*!,, le radici sono immaginarie doppie ed 
i inoti sono quelli dei casi VI11 O VIlI'; Se w,  < p  < w, le radici sono corn- 
plesse ed i moti sono yuelli dei casi VI1 O VII'; se y. = o, le radici sono 
due reali doppie ed i moti sono quelli dei casi IV O IV'; infine se p > w, 

le radici sono quattro reali distinte ed i moti sono quelli dei casi 1 O I'. 
b )  Consideriaino ora i inoti in vicirianza di P,. In codesto punto, tra- 

sportata l'origine degli assi, conle diaiizi fu detto, le derivate seconde di ni,, 

se P, è attraente, sono : 

Le equazioni del moto tli P sono le (29) qiiando in esse si faccia: 

Le radici della (31) sono : 

posto : 

Se y' ( r )  è crescente O decrescente ed è p. < " ( " - ' "' le radici dellii (3 1)  
P (1) - Y' ('4 

sono due reali t r due imniagiiiarie pure t i \/ (a+ 472) 
ed i moti sono quelli del caso II;  ci6 avviene, in particolare, se y ( r )  = ra 
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con a > l ;  se l > , u >  ?' 'l' - ? '" , le quattro radici sono irnrnaginarie pure 
' p ( l ) - P  (0) 

ed i iiioti sono quelli del caso 111; se r. = " ( I )  - ("< 1, due radici sono 
'P ( 3 )  - (9' (0) 

nulle e due iinrnaginarie pure 2 i JH ed i iiioti sono quelli del caso VI. 
Se non facciamo 1' ipotesi sulla cresceiiza O decrescenza della y' (Y), i nioti 

sono quelli del caso I I  se p y 1 - 0 < y ( 1  - ( 1  ( 1  - y' (O)) ; ( 7 ( 
sono quelli del caso III se la disugiiaglianza ha il senso opposto, e sono 

( quelli del caso VI se y p (1) - y'(0))'=(pl ( 1 )  - p. (1)) (1) - ?'(O)) . 
Se P2 respinge, le derivate secoride di lu ,  calcolate in P, soiio: 

Le equazioni del moto di ,P sono le (29) O (29') a seconda che 
p y' (0) - p (1) è negativo O positivo, quando in esse si faccia. : 

d2  "ru2 
Se $ ( r )  è crescerite, - a 4" è negativa; di più le quattro radici della (31) 

sono iiiiiiiaginarie piire, epperb i nioti clle iiiaiiteiigolio P iielle vicinanze di 
P, sono quelli del caso III. 

S 8. MOTI DELLA PLCCOLA MASSA NELLE V I C I N A K Z E  DEI CENTRI DI LIBRAZIONE 

POSTI SULL'ASSE DEL SEGMENTO P, P,. 

1 
Abbianio visto clie alle raclici niaggiori di - dell'equazioiie: 2 

r y  (1) - ? ( Y )  = O ,  (13) 

corrispondono centri di lil~razione sull'asse del segrnerito P, P, e che in ogni 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



48 ~ i b i r a ~ z i :  Centri d i  librazione e ntoti dell'nstero.tde 

caao fra questi centri v'ha sempre la coppia di putiti che sono vertici dei 
due triangoli equilateri costriiiti sopra il segmento Pl P , .  

Cliiamiamo o una radice della (13), La il punto dell'asse indieato di or- 
clinata positiva, L', quel10 di ordinata contraria, La e L',, essendo i due ceritri 
di librazione c.he corrispondono a 6. 

Supponianio P, attraerite. Trasportianio, corne al solito, gli assi paralle- 
lamente a loro stessi in modo clie l'origine vada in La e calcoliaino nella 
nuova orgine le derivate seconde di ni,;  si ha cosi : 

Le radici deli'equazione (31) sono : 

le radici sono quattro reali distinte; i inoti sono yuelli del caso 1; se; 

le radici sono due reali doppie; i iiioti sono quelli del caso I V ;  se 
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-- - 

le radici sono quattro complesse; i rnoti sono quelli del cas0 VII; se 

le radici sono due immaginarie pure doppie; i inoti sono 
se 

quelli del cas0 VI11 ; 

le radici sono quattro immaginarie pure distinte; i moti sono quelli del 
1 caso III. Se fosse a = - (il centro di librazione è il punto di mezzo di P, P,) 
B 

e y' (g) = - 3 p (1), le quattro radici sarebbero nulle e quindi sarernmo ne1 

caso IX. 
In particolare sia (p (r)  = ru con a = I =  1 ; è allora a = 1, y' (a) = a, p (1) = 1. 

Se : 

a <  
J 3 + 3 ( 1 + t )  

J 3 -  ( 1  + I*) 
le quattro radici sono reali distinte; se :  

le radici sono due reali doppie; se : 

le radici sono complesse; se : 

a =  
JG - 3 ( t  t p )  

\iq+ 1 + p  

le radici sono due inimaginarie pure doppie; se : 

le radici sono iinmaginarie pure distinte. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXX. 
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Questi risultati possono anche enunciarsi cosi: se a <- 15 - 8 \/3 le 
radici sono qua ttro reali distinte qualunque sia p. Se -- 15 - 8 \ / 35  a < - 3, 
le radici sono quattro reali distinte se: 

sono coinplesse se:  

e sono reali doppie se: 

Se a = - 3, le radici sono i quattro nuilieri 73 p. (2 1 2 i). Se 

le radici sono imniaginarie pure se: 

e complesse se:  

In L', le derivate parziali di PU, prendono gli stessi valori che in L, 
da W l  

salvo che la - 
d t d r i  

che cambia di segno, m a  poichè in (31) C, clle assume 

il valore di questa derivata mista, entra solamente al quadrato, sulla natura 
dei inoti vale tutto quanto è stato detto relativamente ai n?oti i n  vicinanza 
di L,. 
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Supponiamo ora repellente; le derivate seconde di 921, in Pz sono: 

Le equazioni del moto di P sono le (89) e le radici della (31) sono: 

delle quali due sono reali, due immaginarie pure; i moti sono quelli del 
caso II. Analogamente avviene nelle vicinanze di IA. 

5 9. MOTI DELLA PICCOLA MASSA NELLE V I C ~ N A N Z E  DEI CENTHI DI LIBRAZIONE 

POSTI SULLA HETTA P, Pa: C A S 0  CHE Pz ATTRAGGONO P. 

Quando ~ ( r )  è decrescente, si è visto al § 3 che v'ha un solo centro di 
librazione dalla banda di P,; per cp ( r )  crescente vi possono essere oltre P, 
centri di librazione O no. 1 centri di librazione hanno da P, la distanza p, 
(>O, perchè escludiaino si tratti di P,, caso già considerato) definita dal- 
l'equazione : 

Se diciamo L un centro di librazione, p, avendo il significato detto dianzi, 
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iti L le derivate secoiide di 90, liarino i va1oi.i: 

(le lettere B, C, D, E si riferiscono alle equazioni (29) . 1 
Sia cp ( r )  decrescente : allora B è positivo, D è negativo ; ii~fatti : 

e per la (14) : 

in cui il primo fattore è negativo, il secondo è positivo. Il termine noto della 
(31) è negativo: si deduce che le radici della (31) sono due reali, due ininia- 
ginarie pure, epperb i moti che mantengono P nelle iricinanze di L sono 
quelli del caso II. Cib avviene in particolare se p ( r )  = ra con a <O. 

Vi ha pure un  soio centro di librazione se p ( r )  è crescente e cp'(r) cre- 

scente O decrescente e se, essendo " (l' - y  (" < 1, è p rnaggiore di codesta 
Y (1) - P' (0) 

fraüione; il centro di librazione dista da P, meno di 1 ;  in particolare cib 
avviene se cp ( r )  = ra con O < a < 8. 

La (32) mostra che è D > O se y' è crescente, D < O  se 9' è decrescente. 
Osserviamo che B è il valore della derivata del primo inembro della (14) 

rapport0 a pz calcolata ne1 centro di librazione ; dalle consideraziorii del S 3, a) 
risulta che è B < O se cg' ( r )  è crescente, B < O se y' è decrescente. In ogni cas0 
B D < O :  ne discende clie della (31) due radici sono reali, due irnniaginarie 
pure ed i moti che mantengono P nelle vicinanze del centro L di librazione 
sono quelli del caso II. 

Se le radici della ( 1 )  r - y  ( r )  = O  sono gli interi O, 1, 8,.. ., k ,  oltre P, 
sono centri di librazione k altri punti alla distanza l'uno dall'altro di 1 ;  in 
ta1 caso D = O e la,.(31) ha due radici nulle. 
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Se le radici O, 1, 8,. . . , k sono per le (14) radici se~nplici, B ha segni 
alternati nelle varie radici: ove è negativo, le altre due radici della (31) sono 
inimaginarie pure; ove è positivo, le altre due radici sono inlinaginarie pure 
O reali secondo che B è minore O maggiore di 4 (p (1) (1 + p.). 

1 moti che mantengono P nelle vicinanze dei centri di librazioiie sono 
quelli del caso V O del cas0 VI. 

b) Consideriamo i centri di librazione dalla banda di Pl : essi hanno 
da P, le distanze p l  (>O) che sono radici deli'equazione; 

In un centro di librazione le derivate seconde di PU, sono: 

i)l PU, -= d r,' ( ) ( + ) I f  ? 1 
P--- ? ( I + ? I )  1 + PI  = D, 

p, essendo quella delle radici della (15) che corrisponde al centro considerato. 
Le equazioni del moto di P sono le (29). 
Se cq ( Y )  è decrescente v'ha un solo centro di librazione clie dista da Pl 

meno di . l ;  in questo cas0 B è positivo, D è negativo, corne ora si 
prova. È : 

e per la (15) : 

di cui il primo fattore è positivo ed il secondo negativo per essere p l  < 1. 
Essendo B D < O la (32) aintnette due radici ieali e due iinmaginarie 

pure: i moti sono quelli del cas0 II. I n  particolare ci6 avviene se y (r)  = ru 
con a <O.  
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V'ha pure un solo ceiitro di librazione dalla banda di Pl e da questo 
a distanza minore di 1, se y~ ( r )  e cfl(r) sono crescenti e se, essendo: 

p è niaggiore di codesta frazione; in particolare ci6 avviene se cp (r)  = r" 
1 

con a > %  e p<- e con 1 < a  r 8 qualunque sia p.. a - 1 '  
La (53) mostra che D è positivo; in quanto a B, valore della derivata 

rapport0 a p l  del primo iiieinbro della (15) calcolata ne1 centro di librazione, 
le considerazioni del 8 3,  b) fanno vedere che è negalivo, oncle B D < O e 
la (31) ha due radici reali e due immaginarie pure; i rnoti clie inantengono 
P nelle vicinanze del centro di librazione sono quelli del caso 11. 

Se c f  ( r )  è crescente, y' ( r )  decrescente, y < c f  - yJ (1) v, ha un solo 
YJ (1)--?'(1) 

centro di librazione dalla banda di Pl e da questo a distanza minore di 1 ; 
ci6 avviene in particolare se (p ( r )  = r" con 0 < a < 1. Si prova, coine dianzi, 
che B D<O ed i moti che mantengono P nelle vicinanze del centio di li- 
brazione sono ancora quelli del caso II. 

c )  Riferianioci ai centri di librazione posti in mezzo a Pl P,. 1 centri 
di librazione hanno da Pl la distanza p, (>O)  radice dell'equazione : 

Le derivate seconde di ni, calcolate in ut1 ceiitro di librazione sono 

pl essendo la radice dell'equazioiie (16).  Le eyuaziorii del moto di P nelle 
vicinanze di questi centri sono le (89).  

(*) Con p'(1 - p l )  intendiamo, a scanso di equivoci, ~ ' ( r )  calcolato in  r = i - p, 
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Se cp (r) è decrescente, vi ha un solo centro di librazione fra Pl e P , ;  
in questo caso è B>O, D<O, coine ora si proverà. Invero: 

e per la (16): 

di cui il primo fattore è positivo ed i l  secondo è neg,ztivo per essere pl< 1. 
Essendo dunque B D <O,  dell'equazione (31) due radici sono reali e due 

immaginarie pure; i moti di P sono quelli del caso II. 
Se in 0 3 1 sono cp (r), Y' (r), y" (r) crescenti sappiamo esservi un solo 

centro di librazione fra Pl e P, se (l) - ' (O) < 1 e )I è nlaggiore di codesta 
- ? (1) 

frazione. Dalle considerazioni del 5 3, c) si deduce clle B e D sono positivi; 
il discrinlinante dell'equazione (31) in 1": 

positivo, e la somma delle due radici in 1' è positiva valendo: 

si conclude che le quattro radici 1 della (31) sono reali distinte; i inoti che 
mantengono P nelle vicinanze del centro di librazione sono quelli del caso 1. 
Ci6 avviene in particolare, se cp (r) = t a  con a > 8. 

Se in O u1 cp (r )  cp'(r) sono crescenti e y" è decrescente, v'ha un centro 

di librazione fra P,  e Pz se ' (l) - ( l )  < 1 e p è maggiore di questa frazioiie : 
Y (1) - ?'(Il 

si deduce che è B<O, D>O, epperb delle radici della (31) due sono reali 
e due immaginarie pure ed i moti che rnantengono P nelle vicinanze del 
centro di librazione sono quelli del caso II. 

Cib avviene in particolare se .p (r) = 1." con 1 < a (8. 
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Se in O - 1 rp ( r )  y" ( r )  sono crescenti, cqf(r) decrescente e p soddisfa alla 
limitazione precedente, v' ha ancora iin solo centro di librazione fra Pl e P, . 
Si prova che è D (O, B > O, onde i moti di P sono ancora quelli del caso II. 
Ci6 avviene in particolare se ( r )  = rd con 0 < K < 1 .  

$ IO.  MOTI DELLA PICCOLA MASSA NELLE VICINANZE DEI CENTHI DI LIBRAZIONE 

POSTI SULLA Pi Pp: CAS0 CHE Pi ATTRAGGA E P, RESPINOA. 

a)  Riferiamoci ai centri di librazione dalla banda di Pl. Questi hanno 
da Pl la distanxa p,  radice dell'equazione: 

Le derivate seconde di rv, in un centro di librazione sono: 

Le eyuazioni del moto di P sono le (89) O (89') a seconda che : 

Siano y ( r ) ,  rp" ( r )  crescenti, y' (7) decrescente e di più il limite inferiore 
di y' ( p l )  -- p y' (1 + p,) sia minore di cp (1) (1 - p )  ; allora v'ha un solo centro 
di librazione dalla banda di Pl a distanza da questo maggiore di 1. 

da W l  , Dalle ipotesi poste discende clie è decrescente, onde -. e nega- 
r 8 T 

tivo: le eyuazioni del iiioto d i  P sono le (89). Le considerazioni del 8 4, b )  
fanno vedere clle B, derivata rapport0 a p ,  del primo niembro della (81') 
calcolata ne1 centro di librazione, è positiva; è poi 
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perchè p l  > 1 .  Le radici i t i  A' della (31) sono reali perchè il discriminante 
vale : 

P (4 e ,  per essere ~ ' ( r )  e - positivi decrescenti, il secondo addendo B positivo. 
'r 

La somma di codeste due radici è :  

negativa e poichè il prodotto B D è positivo, le due radici i n  A' sono nega- 
tive, cioè le yuattro radici in h della (31) sono iinmagiiiarie pure ed i moti 
che mantengono P nelle vicinanze del centro di librazione sono quelli del 
caso III. Ci6 avviene in particolare se 7 (Y),= r a con O < u < 1 .  

Sian» c f  ( r ) ,  { ( r )  cïescenti, p" decrescente; di più il limite superiore di 
Q' (p i )  - p cf' (1 + p l )  sia maggiore di '9 ( 1 )  ( 1  - ;J.) ; v'è allora un solo centro di 
librazione dalla banda di P, a distanza da questo maggiore di 1. 

Si prova che è B <O,  onde p y' ( 1  + p l )  - cp' (p,) <O, e poichè D<O ne 

Le equazioni del moto di P sono le (99). Si prova conie dianzi che le 
radici in xVel la  (31) sono negative, onde le quattro radici in 1 della (31) 
sono irntnaginarie pure ed i inoti di P sono ancora quelli del caso III. Cid 
avviene in particolare se cp ( r )  = ru con 1 < a < 3. 

Ed altrettanto si prova che avviene se 9 ( r )  = ra con a 2 2. 
1 

Sia p ( r )  =- K niiniero positivo qualunque; anche in questo cas0 v'ha 
ra ' 

un solo centro di librazione dalla banda di P, a distanza da questo mag- 
de w 

giore di 1. La + è iV- -- ( O  e quiridi le equazioni del inoto 
2' 

d c (1 + pl)at1 p l a f 1  
di P sono- le (39). È poi : 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXX. 
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Il discriminante dell'equazione (31) in ka, prescindendo da1 fattore posi- 
1 

tivo -- P 
Pl 

(1 + (,)a+' è : 

e la somma delle due radici vale: 

Se O<a _r 1 le radici in A2 sono reali ed entrambe negative, onde le 
quattro radici in A della (31) sono irnmaginarie pure ed i inoti di P sono 
quelli del caso III. Se 1 ( a  < 3 le radici in A2 se sono reali sono negative, 
se a> 3 se sono reali sono positive. 

Poicl-iè dalla (21') si trae: 

la realità delle radici in h-ipende dall'essere: 

Il primo membro è funzioiie decrescente di pl  giacchè la sua derivata è 

essenzialmente negativa, e al variare di p, da 1 a +  oc passa da 

a zero ; il secondo membro è crescen te e passa da 8 ( r  - 1) a + oo. Se a =]= 3, 
esiste dunque un numero j (*) maggiore di 1 tale che se p, < p  è verificata 
la'(55) e se p, > P è verificata la disuguaglianza opposta ; per a = 3, P = 1. 

(") Per a = a è P = 1,0787 . . . Cfr. la ~ n i a  Nota : Intorno ad un p~oblewm, ece., già. 
citata. 
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ne2le loro vicinanze ne2 problecna ristretto dei tre corpi, ecc. 59 

Osservando che dalla (54) discende che y cresce al crescere di p, si con- 
clude, posto : 

che: se 1 < u < 3 le quattro radici h della (31) sono iininaginarie pure e 
distinte se y < 6 ,  due doppie se p = ,ü, cornplesse se p >,ü. Per a = 3 le 
radici sono conlplesse qualunque sia p. Per a> 3 le radici sono reali di- 
stinte se p< F, due doppie se p = F, coniplesse se p.) F. 

8 11 .  Mow DELLA PICCOLA MASSA I N  VICINANZA DEI CENTRI  DI LIBRAZIONE 

POSTI NEL PIANO PER P, P, NORMALE A L  PIANO I N  CU1 HUOTAKO Pl P,. 

'P ( r j  Al § 4, d )  è fatto vedere ehe quando P, è repellente, se +(Y) = - è 
r 

crescente da O + ao O decrescente da -+ oo a O v'ha almeno una coppia di 
centri di librazione posti ne1 piano per P, P, normale a quel10 in cui ruotano 

, P, P i ,  e simmetrici rispetto a P, P,: di più è fatto vedere che v'ha una 
coppia unica di tali centri se y ( r )  = ru con a < 1. 

Le coordinate di un centro di librazione sono date d a :  

ove p, è radice i) O) dell'equazione : 

in cui 3 è la funzione inversa di +. 

(*) Per a = 3 è jT = 0,11873849 . . . 
(**) Notiamo ohe per (ri = rs, la radioe di (23") è p, = d i  

~ S P  * , per cp (r) = r2 è 
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60 S i b i r a n i :  C'etztri di &ibraziowe e moti dell'asteroide 

Le derivate seconde di YU, in un centro di librazione prendono i valori: 

le equazioni del moto di P nelle vicinanze del centro di librazione, ottenute 
facendo il solito trasporto degIi *assi, sviluppando w, per le potenze di 5, n, 
e trascurando quelle di grado superiore al primo, sono: 

Elitninando 3, < e loro derivate, si perviene ad un'equazione del 6" or- 
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?telle Eoro v ic inanze  ne1 y r o b l e t m  ristret to dei tre corpi, ecc. 6 1 

dine in 5 la cui equazione ~ara t te~is t ica  è .  

A"(A2-B-D-E)'h4+ B D -  C"E(B+ D-8" 

- +D(CZ-EB)=O.  

Poichè non appare possibile studiare, in generale, la natura delle radici 
di quest'equazione, limitiamoci a casi particolari. 

Se supponiamo y ( r )  = ra, il termine noto della (57) vale : 

(ove z W a  il valore dato di sopra) che è positive. Cià porta che ana  alnieno 
delle radici in A' della (57) e negativa; designandola con -0" esiste allora 
del sistema (56) la soluzione particolare : 

i = cl  COS o t + C, sen a t 

G A  n = -- 
D t a "  

(c, cos o t - c, sen a t) 

- C i  < = --- 
E + 0 2  

(c l  cos cr t -+ c ,  sen a t ) .  

E', Se si prendono 5,, y, corne costanti arbitrarie, è c l  = 5 , '  c2 = - ed al- 
6 

lora bisogna presupporre : 

La traiettoria è uo'ellisse posta ne1 piano 

ed il moto è periodico. 
Piella Nota più volte citata dell'Accademia di Torino ho fatto vedere che 

ne1 caso a = - 9, almeno per certi valori di p., le altre due radici in A2 della 
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68 Sibirccni : Centri di librazione e moti dell'asteroide, ecc. 

(57) sono cornplesse, epperb sono possibili moti delle forme: 

H , c o s y t + K , s e n y t  1 

H, cos y t + Z<, sen y t 1 
dove fra le 6 costanti passano 4 relazioni, e 

ove fra le 18 coslariti passano 8 relazioni. Ci6 avviene certamente per altri 
valori di a.  

CastelFranco dell'Emilia, estate del 1940. 
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Sugli inviluppi di tangenti alle curve integrali 
di un' equazione differenziale del primo 
ordine. 

(Di  EN~rco ZONDADARI, a Rorncc.) 

G i i  inviluppi delle tangenti a ~ e  curve integrali di un'equazione differen- 
ziale del primo ordine nei punti di date linee sono stnti studiati in due 
brevi Note da1 prof. E. PASCAL (*) e da1 prof. A. DEL RE (**) ne1 caso par- 
ticolare dell'equazione 

e nell'ipotesi che le linee assegnate siano le rette parallele all'asse delle y. 
Considerazioni assai più generali, applicate ad altri casi particolari, sono 

inoltre contenute in una Nota del prof. F. SIBIRANI (***). 
Ne1 presente scritto mi sono proposto di studiare in generale l'inviluppo 

delle tangenti alle curve integrali di un'equazione differenziale f (x, y, g') = O 
del primo ordine nei punti d'una linea algebrica rg (x, y) = 0, lungo la quale y' 
sia funzione algebrica di x: ed y, deterininando per esso l'ordine, la classe, 
il genere e il numero delle tangenti doppie e di flesso, dei punti doppi e 
delle cuspidi. Questi caratteri dell'inviluppo si ottengono facilmente appli- 
cando alle equazioni differenziali, per mezzo d'una nota interpretazione geo- 
metrica, i risultati d'una ricerca preliininare su1 contorno apparente delle 
superficie rigate di una speciale congruenza lineare. 

(") Osservazione szc di una proprieta degli integrali di una classe di equazioni differen- 
siali. Rend. della Fi. Acc. dei Lincei, serie 5&, vol. XVIII, sem. 1909. 

("") Szc certe proprieta geometriche collegate con le equazioni del tipo di quella di Riccati. 
Rend. della R. Acc. delle Scienae Fis. e Mat. di Napoli, serie 3a, vol. XIX, fasc. II, p. 907,1913. 

(***) A2cune proprieta degli integrali d i  certe classi di equazioni differenziali. Rend. della 
R. -4cc. dei Lincei, serie 5a, vol. XIX, Io sem. 1910. 
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64 Zondadari: Sugli inviluppi d i  tangenti alle cwve integrali 

1. S i  abbia una retta d sostegno di una punteggiata e asse d'un fascio 
di piani riferiti proiettivarnente per mezzo di una data proiettività a; per 
ogni punto di d consideriamo il piano p che gli corrisponde nella n ed 
in esso le rette del fascio avente il centro in J I ;  allora i raggi di questi in- 
finiti fasci appartengono ad una congruema lineare aveiite coine unica di- 
rettrice la retta d. 

Le rette della congruenza che si appoggiano ad una retta r sghemba con d 

sono generatrici d'una quadrica rigata: esse sono infatti le congiungenti i 
punti della retta d coi punti della punteggiata proiettiva a d segata su r dai 
piani del fascio corrispondenti nella n ai punti di d. 

Ne segue che le rette della congruenza che si appoggiaiio ad una linea 1 
d'ordine n. 2 2 (gobba (*) O anche piana ma il piano della quale non passi 
per d), non avente punti a comuue con d, sono generatrici d'una superficie 
rigata y di grado 52 n; infatti il nuinero dei punti in cui una retta r incontra 
la superficie è uguale a quel10 dei punti comuni ad 1 ed alla quadrica avente 
per generatrici le rette della congruenza che si appoggiano a d ed r. 

Per brevità di linguaggio diremo superficie rigata associata alla linea 1 
la superficie avente per generatrici le rette della congruenza che si appog- 
giano ad 1. 

La retta d è multipla d'ordine n per la rigata y associata ad  2 ;  infatti 
il piano p corrispondente riella, proiettività a ad un punto lil di d taglia 1 
in n punti e quindi per JI passano le n generatrici di y che si ottengono 
congiungendo A I  coi punti stessi; le n falde di y generate da queste n rette 
al variare di lif Iianiio tutte Io stesso piano tangente p. in JI, cioè la retta d 

n ( n -  1 )  
è tacnoclclle per le coppie di falde della superficie passanti per 52 

n (12 - 1) 
essa; deve quindi considerarsi coine la riunione di rette tacnodali 0i 
ordinarie. 

All'infuori di d la rigata y non pu6 avere altre linee doppie O multiple 
che un certo nuniero di generatrici, essendo due rette qualunque della con- 
gruenza O incidenti in un punto di d O sgheinbe. 

Voglianio trovare il numero di yueste generatrici multiple. In primo 
l~iogo si dovranno considerare evidenteinente tante generatrici multiple quanti 

(*) Anche per 1% = 2  se 1 si spezza in due rette sghemhe si avrà una linea gobba (con un 
punto doppio apparente). Trainle per ci6 che riguaida il genere, 1 potrà supporsi anche ridu- 
cibile purchè priva di parti multiple. 
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d i  un'equazione differenziate de l  primo ordine. 65 

saranno i punti multipli (effettivi) di 1 e con 10 stesso ordine di molteplicità. 
In secondo luogo saranno generatrici multiple di y anche le rette della con- 
gruenza che riescono corde della linea 1. 

Per trovare il nulnero di queste, consideriamo dapprima il caso in cui 
la linea 1 è gobba; preso un punto Ji! sulla retta d, il piano p corrispondente 

n ( n  - 1 )  
ad M nella proiettività 0 taglia 1 in n punti; in esso giacciono quindi 

9 
corde della 1 che segano d in altrettanti punti M, , M, , . . . , JL(,-i, che fac- -- 

B 

ciamo corrispondere ad 41; inversaniente, se 1 presenta h punti doppi ap- 
parenti, preso N sopra d, per N si potranno condurre h corde ad 1 le quali 
individuano, insieme alla d, h piani v ,  , v,, . . . , v, e quindi dovremo far cor- 
rispondere ad N gli h punti N, , N , ,  . . . , 1% della retta d ornologhi dei detfi 

piani nella pioietlività n. Si ottiene sulla d una corrispondenza 

n ( î z  - 1) per ognuna delle 
9 

+ h coincidenze che essa presenta si ha una 

corda di 1, generatrice della rigata y associata ad 1, cioè una generatrice 
multipla (in generale doppia) di y. Supponendo, per seinplicità, che E non 
abbia altre singolarità che 8 punti doppi effettivi a tangenti distinte e k cu- 
spidi, avrenio quindi in conclusione clie la rigata possiede, oltre alla retta d 

n ( n - 1 )  11, (12. - 1) 
equivalente ad 2 rette tacnodüli, anche + h + 6 generatrici 2 
doppie e k generatrici cuspidali. 

Se invece la linea 1 è piana, detto Mo il punto coiriutle al piano x di 
essa e alla retta d, si riconosce ininlediatainente che l'intersezione u del 
piano x col piano y ,  corrispondente a N,, nella proiettività n è generatrice 
multipla d'ordine n della superficie y ;  infatti per questo piano p, vengono 
appunto a coinciclere nella retta u le n generatrici di y giacenti in un piano 
generico p per d ;  se, come prima, 1 non lia altre singolarità che 8 punti 
doppi a tangenti distinti e k cuspidi, y possiederà dunque oltre a 6 genera- 
trici doppie e k generatrici cuspidali le due rette d ed u mulliple d'ordine n,  
la prima delle quali tacnodale per le n falde di y passanti per essa. 

9. Se ora da un punto V generico del10 spazio proiettiamo le geriera- 
trici della rigata y associata ad 1 su un piano, si ottiene un inviluppo j di 
rette (contorno apparente di y da V su quel piano); la classe m, di questo 
inviluppo è uguale alla classe del cono circoscritto da V a y cioè alla classe 

Attnali di  Matemataca, Serie III, Tom0 XXX. 9 
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66 Z o n d a d a r i :  S u g l i  i n u i l u p p i  d i  tangent i  alle curve i d e g r a l ;  

ossia al grado della rigata; dunque 

L'ordine nj dell'inviluppo è uguale ali'ordine del cono circoscritto da V 
a y cioè alla classe m delle sezioni prodotte iti y dai piani passanti per V; 
tali sezioni, d'ordine B n, presentano per i risultati precedenti ne1 caso di 1 

gobba un punto n -p l0  a tangenti coincideilti equivalente a n ( n  - 1) tac- 
B 

n (n-  1 )  
nodi, + h + 8 punti doppi ordinari e k cuspidi e ne1 cas0 di 1 

piana 10 stesso punto n - plo a tangenti coincidenti ora considerato, un 
punto pz - p l 0  in generale a tangenti distinte, 8 punti doppi e k cuspidi. 
Poichè ogni tacnodo ordinario equivale a due puriti doppi infinitamente vi- 
cini, le singolarità delle dette sezioni saranno equivalenti se l è gobba a 
3 
- n (n - 1 )  + h + 8 punti doppi ordinari e k cuspidi; se invece 1 è piana, 
9 

n (n - 1) 
valutando il punto n -p l0  a tangenti distiiite come 

B 
punti doppi 

3 
ordinari, le singolarità saranno equivalenti a - n (n - 1) + 8 punti doppi 

B 
e k cuspidi. 

Convenendo di porre quando 1 è piana h = O  non occorre quindi di- 
stinguere i due casi e si ha, dalla prima formula di P L ~ C K E R ,  per la classe m 
delle sezioni, cioè per l'ordine r, dell'inviluppo 

Si osservi che le formule (11, ( 9 ) ,  dimostrate per n 2 9, sono valide 
anche per n = 1, h = S = k = O ;  infatti se 1 è una retta, la rigata y associata 
ad 1 è una quadrica e quindi l'inviluppo j unü conica per la quale appunto 
m .  = n. = 8. 

3. In modo diverso considerando il piano proiettante da V una gene- 
ratrice doppia, oppiire n - pla ordinaria, oppure cuspidale di y il primo 
riesce a tangente a y in due punti in generale distiriti, il secondo in n punti 
in generale distinti, il terzo in due punti coincidenti dando cos1 luogo ri- 
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cl; un'equaziom clifferetaxiale del primo ordine. 67 

spettivamente il primo ad una tangente doppia, il secondo ad  una tangente 
n -pla, il terzo ad  una tangente di fiesso di j. 

Inoltre il piano proiettante da V la direttrice d riesce tangente, ne1 
punto M che gli corrisponde nella proiettività n, a n falde della superficie y 
dando luogo ad una retta n -pla a punti di contatto coincidenti tangente 

n ( I E  - 1) 
tacnodale per le coppie di rami (lineari) di j che passano per la 

B 
proiezione M' di M (*). Ne segue clle indicando con . r j ,  i j  i numeri delle 
tangenti doppie (O equivalenti a tangenti doppie) e di flesso di j si ha pre- 
cisainente 

dalle (1) e (3) per mezzo della nj = mj (ml- 1) - 9 7, - 3 ij si ottiene di 
nuovo la (8). 

Si verifica iinmediatamente con le formule trovate che il genere p della 
linea Z (supposta ora irriducibile) definito dalla 

è uguale al genere dell'inviluppo 

1 
pj= -(wj- 1) ( m j - 9 )  -7,-ij, 8 

il che si poteva affermare a priori essendo la corrispoiidenza fra i punti 
di 1 e le rette dell'inriluppo (stabilita per inezzo dei piani proiettanti da  V 
le generatrici di y) algebrica biunivoca cioè biiazionale. 

Dai valori trovati per wj, n, ,  r j ,  a, è facile dedurre, colle formule di 
P L ~ ~ C K E H ,  il numero kj delle cuspidi e aj dei punti doppi dell'inviluppo. 
Fra questi è computato (corne equivalente ad n (n  - 1) punti doppi) anche 
il punto singolare 31' già considerato, pel quale passano n r a n i  di j for- 
ma.ndo a due a due tacnodo ivi. 

(*) Alla d oltre a i  punti d'incrocio con le generatriei doppie della superficie appartengono 
gli n (n - 1) - 9 (h  + a) - 3 Ic punti cuspidali, in cui si saldano due diverse falde di y,  cor- 
rispondenti nella proiettività fi ai  piani tangenti che possono condursi da d ad Z .  Escludiamo, 
per semplicità, che M cada in un punto d'incrocio O cuspidale. 
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68 Z o n d a d a r i :  S u g l i  i n u i l u p p i  d i  tangent i  alle czcrve in tegral i  

Riassumendo abbiaino 

con h = O se 1 è piana (*). 
1 numeri trovati subiscono riduzione yuando il vertice V de l  cono cir- 

coscritto a y appartiene alla superficie e ne1 caso, escluso in prineipio, in 
cui la  linea 1 ha punti a comune con d. Esaminererno quei casi partico- 
lari che possono interessarci nell'applicazione dei risultati ottenuti alle equa- 
zioni differenziali. 

4. Vogliaino ora ricercare i caratteri plückeriani deli'iriviluppo delle 
tangenti alle linee integrali d'un'equazione differenziale 

del primo ordine nei punti d'una data linea l ,  del piano x y luligo la quale y' 
sia funzione algebrica di x ed y. 

(*) La p i n t a  delle (4), data per coinpletare il gruppo delle formule che esprimono i ca- 
ratteri dell'inviluppo j in Eunzione di quelli della linea l ,  è ottenuta dalla 

conviene quindi calcolare il numero 8j con questa in fuuzioiie dei valori nuinerici di r t j  

m j ,  kj calcolati per prinii. 
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di zcn'equazione diferenziale del primo ordine. 69 

Scriviamo percib in luogo della (5) il sistenia 

è noto che, intetpretando la f = O coine equazione cartesiana d i  una super- 
ficie u in assi ortogonali, le linee integrali della (6) sono le proiezioni orto- 
gonali s, sopra il piano s y delle linee s di a per le quali è soddisfatta i'e- 
quazione differenziale d y - z cl x = O (*); la tangente t ad s in un suo punto 

P ( s , ,  y, , 2,) è 1' intersezione del piano tangente r in P a a col piano v 

d'equazione Y - y, = x, (X - a,) ; la tangente t l  in Pl, proiezione ortogonale 
di P su s y, alla linea integrale s, i n  Pl è la traccia t', del piano y su1 
piano x: y ; converrà. considerare questa tangente t ,  i n  Pl a s, conte proiezione 
ortogonale O ,  1,  t', su x y 

Se osserviamo allora che 
equazioni 

Y- 

si riconosce ilninediatamente 

della paralleln O a 6, per P. 
per ogni punto P(x,, y,, a,) la retta O ha le 

y 0  = 8, (X -- x,) 
z = z o ,  t 
clie essa appartiene alla congruenza lineare 

formata dalle rette dei fasci impropri giacenti nei piani del fascio che ha 
per asse la retta all'infinito d, del piano x y e aventi i centri nei punti 
di d, ornologhi ai piani di quel fascio in una partiColare proiettività 0 ;  

precisainente la proiettività n è quella che fa corrispondere ai piani 

e al piano all'infinito rispettivamente i punti di coordinate omogenee (1, 0,0, O), 

(1, 1, O ,  O ) ,  (0, 1, O, O). 
Diciamo come prima conoide nssociato ad una linen 1 il conoide avente 

per generatrici le rette d i  questa congruenza che si appoggiano ad 1 .  

(") LIE e SCHEFFERS, Geoinetrie der Berühruwgstra~~sformcctiotze~~, pag. 188. - POINCARÉ, 
Mémoires sur  les courbes définies p a r  les équations différentielles. Journ. math,, Serie 4", vol. 1, 
1885, pag. 196. - GOURSAT, Cours d'Alcalyse, 2Ia ed., vol. II, pag. 549. - Di questa interpre- 
tazione geometrica ho fatto uso sistematico ne1 mio libro: Ideyraaione yvafica e studio delle 
equaskoioi differemiali ordiwucrie del pr imo o r d k e  coi ~tzetodi della Geo~netria descrittiua. Al- 
brighi, Segati, 1917. 
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70 Zo nd a d a r i  : S u g l i  i n w i h p p i  d i  tangen t i  a l l e .  curve in tegral i  

Si ha allora iminediataineiite che l'inviluppo j delle tangenti alle linee 
integrali della (5) nei punti di una linea 1, B il contorno apparente da1 punto 
all'infinito V ,  dell'asse z su1 piano x del conoide y assuciato alla linea 1 
della superficie u che lia per proiezione ortogonale sopra x y la linea 1 , .  
Poichè in generale V, non apparterrà a y, applicando . i  risultati innami 
trovati (sempre nell'ipotesi che la linea 1 non abbia punti sulla retta all'in- 
finito d, del piano x y), concludiamo clle se 1 è algebrica d 'ord ine  n con 8 
p u n t i  d o p p i  a tangent i  d is t in te  e k c u s p i d i  e,  ne1 caso che s i a  gobba, con h 
p u n t i  d o p p i  apparen t i ,  l a  classe maj, l 'ordine  ni, i l  rzzimero delle tangent i  
doppie  . r j ,  delle tangen t i  d i  flesso ij, de i  p u d i  d o p p i  8, delle cusp id i  3e, ed 
i l  genere p j  sono d a t i  in  generale dalle forwule  ( 4 )  del n.' 3. 

S e  l a  superficie o è algebrica d 'ord ine  N, detto n, l 'ordine della l b e a  1 ,  
d a t a ,  per  la  l inea l si avrà in genernle l 'ordine rc = N n, ,  e p i n d i  i cnrnt-  
teri  p lückeriani  d e l l ' i ~ z v i l u p p o  si otterrnnno sosti tuendo ATn, ad n nelle for- 
m u l e  (4)  stesse (*). 

Dalle coilsiderazioni svolte ne1 1 i . O  3 risulta clie il punto all'infinito del- 
l'asse delle y è multiplo d'ordine n per 1' inviliippo coii n rami lineari che 
si toccano i v i ;  la retta all'infinito è la tangente comune equivalente ad 
n ( n -  

l' tangeuti tacnodali. 2 

5. Esainininnlo ora un caso particolare notevole. 
Supponian~o ln linea 1 appurtenente ad un piano sc parallelo al piano 

y 2 .  Ld piwiettività n fa corrispontlere al piinto AL,, ci' intersezione di .T; con d ,  
(cioè al punto all'infiriito dell'asse y) il piano d l '  infinito ; la retta all' itlfinito 
del piano z (coiiicidente coii la retta all'infinito del piano y a )  è allora ge- 
neratrice zc, inriltipla d'ordine n del conoide y associato ad l. Il punto al- 
l'infinito tlell'asse delle x ,  V , ,  vertice del cilindro circoscritto a y che dob- 

(") La dimostrazione analitica che la classe è B Nn,  è iminediata in questo caso; f (x, y, Z )  

è un poliiiomio d'ordine N ;  la tangente ne1 punto (x, y) ha I'equazione Y - y =z(X- x); 

eliminando z si ha f s, y, - = O  che, resa intera nioltiplicando per (X- x )~ ,  dà uua 
x-x y-yj  

equazione $ (x, y, X, Y)= O, in generale del grado 2 N in x y. Se il punto (x, y) appartiene 
alla curva rp (x, y) = O  d'ordine va,, da un punto generico ( X , ,  Y,) si potranno condurre tante 
tangenti all'inviluppo quanti sono i punti comuni alle curve # = O ,  rp = 0, cioè in generale 
B N H , .  Questa dimostrazione è I'estensione di quella data da1 Prof. DEI, Ra in caso parti- 
colare nella Nota citata. 
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biamo considerare, appartiene alla generatrice n --pla u ~ ;  dei 2 n punti 
che una retta generica r passante per 77, ha in comune con y, n cadono 
sempre in V-; ne segue che dei 2 n piani tangenti che si possono con- 
durre per r al detto cilindro circoscritto lz vengono a coincidere ne1 piano 
u,r. Da1 cilindro, considerato corne inviluppo di piani, si stacca quindi il 
fascio improprio d'asse u, contato n volte, ossia dali'inviluppo j il fascio 
improprio delle rette parallele alvasse y contato n volte. Rimane per la classe 
dell' inviluppo mj = n. 

S e ,  d u n q u e  l a  superficie u relat iva  a l la  (5 )  è tale che i l  p i a n o  x: = s, l a  
seghi i n  una curva f (a,, y, z) = O d 'ord ine  rr,  1' invil?cppo delle taizgenti alle 
linee in tegral i  dell'equazione f (x, y, y') = O ne i  pzcnti della retta s = x:, e d i  
classe n (*). 

L'ordine dell' inviluppo noii potrà superare quindi rz ( n - 1) (**); è fa- 
cile vedere che in generale è n, = n ( n  - 1) - !? b - 3 k, ci& l ' o d n e  del l ' in-  
v i luppo  j eguaglicb l a  classe della l inea 2 ;  infatti sappiamo che una sezione 
generica del conoide y con un piano per V, è di classe 

e presenta in V, un punto n -y10 in getierale a tangenti distinte; il nunlero 
delle taiigeriti che si possono cotidurre da V, ultrove alla seziorie, uguale 
ali'ordine del cilindro circoscritto a l  conoide y, cioè ad nj, è dato da 

Dalla nj = rnj (naj - 1 )  - 9 T, - 3 ij, essendo mj = n, segue 

quindi, poichè le ij tangenti d'iriflepione sono le proiezioni da V, su1 piano 
a y delle k generatrici cuspidali e percib ij = k segue anche 3 = 8. Indicando 
con .r e i rispettivamente il nutnero delle tangenti doppie e di flesso della 
linea 1 si ha quindi necessariamente anche aj = T, kj = i. 

Ma è facile addirittura riconoscere per via analitica che l ' inv i lwppo delle 

(*) DEL RE, loc. cit.; il risultato è dato pel caso particolare riportato in principio. 
(**) Cfr. SIBIRANI, loc. cit. L'A. dimostra per via analitica che l'ordine dell'inviluppo 

non pub superare in questo caso t~ (2 n - 1). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



79 Z'o n d a d a r i  : S u y l i  invi luppi  d i  tangenti alle curve integrali 

tangenti alle linee integrali dell'equazione f (a, y,  y') = O lwngo la  retta x = x, 
è correlativo alla curua d'equazione f (x, , y, z) = 0. 

Infatti, considerando invece delle coordinate x, y, x e X, Y, Z le coor- 
dinate omogenee y , ,  y,,  y, ,  y, e rispettivamente Y , ,  Y,, Y,, Y,, l'equazione 

Y d'una retta generica dell' inviluppo, per x = 2 = x, , si scrive 
Y 4 

dette quindi u, v, .IV le coordinate plückeriane omogenee della retta ne1 
piano $ y  si h a @ =  y,, v=-y,  ni=y -x , y3 formule che rappresentano 
appunto una particolare correlazione fra il piano della linea 1 e il piano x y. 

6. Applichiarno i risultati ottenuti a casi particolari. 
a )  L'equazione differenziale è lineare, 

con P e Q funzioni uniformi di x ;  la linea 1 ilel piano x = x, è una retta 
e quiildi l'inviluppo j un fascio di rette (*). 

b )  L'equazione differenziale è un'equazione di RICCATI 

con A, B, C funzioni uniformi d i  a; la curva 1 ne1 piano x =x ,  è una pa- 
rabola coll'asse parallelo all'asse delle x ;  l' inviluppo j è una conica jiperbole 
d'equazione 

avente un asintoto nella retta x = a,). 
c)  L'equazione differenziale è 

con Q,, Q I ,  . . . , Q, funzioni unifornii di x; la curva 1 ne1 piano x = x, ha 

(*) Cfr. ad es. CZUBER E., Beitrag zur graphischen Inteyration der linearen Differetztial- 
gleichurayen el-ster Ordvzuny. Zschr. f. Math. u. Phys., t. 44, 1899. 
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ne1 punto all'infinito dell'asse delle z un punto (n-1) -pl0 a tangenti 
coiriciden ti nella retta all' intinito e:non ha altre singolarità ; l'abbassamento 
prodotto nella classe della curra da questo punto singolare è 

si ha quindi 
n j =  1 2  ( n  - 1 )  - ( r z  - 1) Oz - 0 )  -12 + 0 = 11 ;  

l'iiiviliippo è iina c u v a  d'ordine +z (*). 
d) L'equazione differenziale è coinplessivan~erite di secondo grado 

in a, y, y'; la. curva E ilel piano x = x, è una conica; l'itiviluppo j è uila 
conica. 

Se invece la curva 1 è la coiiica sezione della quadrica a d'equazione 

con un piano generico, l'inviluppo j delle taugenti alle linee integrali nei 
piitlti della conica 1, proiezione ortogonale di Z sopra x y (prendendo per 
y'= z la detertninazioiie corrispotidente ai punti del piano della conica) è 
una curva di P classe e 6' ordine di cui le siilgolarit& sono date dalle for- 
mule (4) ilel i 1 .O 3. 

e) La superficie 0 relativa all'eq~iaziotie differenziale è una superficie 
rigata. L'inviluppo j relativo alla proiezione ortogonale su x y d'una gene- 
ratrice generica (con z =y' tale che il punto (x, y, z) appartenga alla ge- 
neratrice) è uiia conica (parabola coll'asse parallelo a y). 

7. Sia l'equazioiie di CLAIHAUT 

si riconosce subito che la superficie a, d'equazioiie 

y - zx = ?  ( z ) ,  

relativa ad essa è il conoide cissociato ad uiia qualutique seziotie piatia c l i  a ;  

in partico1;ti.e alla 

(*) PASCAL, loc. cit. 

Auiml i  di Mate~izuticrc, Serie III, Toiiio XXS. 
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ricordando che l'integi-ale singolare dell'equazione è l ' in \duppo delle rette 
htegrali 

e applicando il i-isultato del r1.O 5 si ha  clie la lima rappesentnta dall' in- 
tegrale singolare dell'eqttazione d i  CLAIHAUT (S) è correlufica alla c?trua d'e- 
quazione 

y -.X, Z = y ( Z ) ,  

con x, arbitraria. 
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Questioni di forma e di realità relative a fasci 
di quadriche in uno spazio ad n dimensioni. 

( D i  EUGENIO G. TOGLIATTI, a Torino.) 

--- 

Uns delle questioiii fondainentaii sui fasci di quadriche B notorianieute 
yuella dell'« equivalenza » di due tali fasci da1 punto di vista della Geonietria 
Proiettiva, questione che consiste nella ricerca delle condizioni necessarie e 
sufficienti per l'esistenza di un'otnografia che muti i due fasci I'uno nell'altro. 
Essa equivale al problerna algebrico della riduzioiie simultanea a solnina di 
quadrati (O ad altra forma seinplice), per inezzo di trasformazioni lineari, di 
una coppia di forme yuadratiche; probletna risolto, corne è ben noto, da1 
WEIERSTRASS (anche per coppie di forme bilineari) ne1 caso di fasci di forme 
non tutte singolari, e da1 KRONECKER per fasci di forme (bilineari O quadra- 
tiche) tutte singolari ('). L'interpretazione geonîetrica del teorenia d'equiva- 
lenza di WEIERSTRASS, e la sua applicaziotie alla classificazione dei fasci di 
yuadriche in uno spazio ad  un nutnero qualunque di ditnensioni (da cui di- 
scende, in pa.rticolare, la classificazione delle superficie di 4.O ordine del10 
spazio ordinario con conica doppia, e quella dei complessi quadratici di rette 
dello spazio ordinario) si trovano in Memorie notissime del prof. SEGRE ('). 

(1) WEIERSTRASS, Zur Theorie der bilineaven unrl qzcadratische?z Formen; Monatsherichte 
dcr Kgl. Preuss. Akad. der Wiss. zu Berlin, 18 Mai 1868, pp. 310-338; Math. Werke, 11 B.d, 
pp. 19-44. 

KRONECKER, Algebraische Reduktio+t der Scltaaret~ bilineaver Formen; Sitzungsberichte der 
Kgl. Preuss. Akad. der Wiss. zu Berlin, 1890, pp. 1925-1237. 

Un'esposizione sisternatica ed elementare di queste teorie si pub vedere in: MUTH, Theorie 
und Anruendungr der Eleinentartheiler; Leipzig, 1899, 5 8; e W. F. MEYER -J.  DRACH, Théorie 
des formes et des invariants; Encyklop. des Sc. Math., 1-11, p. 412 e seg. (v. anche nell'En- 
cyklop. tedesca l'art. : Invariantentheorie dello stesso W .  Fr. MEYER, 1 B 2, pp. 380-403, n.' 3). . 

(2) S E G R E ,  Studio sulle quadriche in uno spazio lineare ad un numero qualunque di di- 
mensioni; Mem. della R. Jcc. delle Sc. di Torino, (2) 36 (1885), pp. 3-86 - Sulla geoinetria 
della retta e delle sue serie quadratiche; id., pp. 87-157. - Étude des différetltes surfaces du 
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76 T o g l i a t t i :  Queskiorti di f o r n ~ a  e d i  realità relative a f a s ~ i  

Nelie trattazioni di WEIERST~IASS, KRONECKER, SEGHE non si fa, di soiito 
distinzione tra quantità reali e quantità cornplesse. Ne1 presente lavoro si 
considerano invece, iti uno spazio reaie ad un nuniero qualsiasi n di diineti- 
sioni, in un S,,, dei fasci reali di  quadriche, ossia dei fasci definiti mediante 
coppie di quadriche le cui equazioni, in un sistema di coordinate proiettive 
omogenee con puiiti di riferitnento reali, hanno coefficieriti reali; allora, anche 
lirnitandoci, coine fareino per setnplicità, a fasci contenenti n +  1 coni (di 
l.a specie) reali e distinti, sorgotio nuovi problemi di equivalenza. Per il 
teor. di WEIERSTHASS, due  tali fasci sono proiettivamente identici, ne1 campo 
complesso, ogni volta che si pub stabilire tra gli eleinenti dei fasci stessi, 
pensati come enti oo', qualche proiettività che iiiuti i coni dell'uno in quelli 
dell'altro; se si vuole perd che l'oinografia dello spazio clie trasfoi'iiia allora 
l'un fascio neli'altro sia reale, cioè che i due fasci siatio ec~uivalenti rispetto 
alle omografie reali, si dovrariiio aggiungere alle precedenti altre cotidizioni. 
Si pub studiare itioltre l'equivalenza dei due fasci da1 punto di rista topo- 
logico ; più esattainente, trattereino il probleina dell'equivalenza da1 puiito di 
vista dell'u Analysis sytus pt-oiettiva », ponendo cioè coine gruppo fondanien- 
tale ') di trasforlnazioni quel10 che risulta dall'ampliamerito del gruppo delle 
omografie reali ottenuto aggregandovi le tleformazioni reali continue dello 
spazio che mutano in sè l'itifinito (b ) .  In quest'iridirizzo è essenziale la con- 
siderazione delle falde (reali) ad n - S dimensioni costitiiite dai punti reali 
della quartica base d'un fascio di clnadriche. 

Ci6 conduce a fare per le falde reali cliiuse di dimensione h > 2 una 
distinzione analoga a quella che 10 STAUDT fa per i rami reali di curve (piane 
o sghemhe) e per le falde reali di superficie dello spazio ordinario ('): esse 
si possono distinguere in falde d'ordine pari e falde d'ordine d ispar i ;  e le 

&.a ordve à conique dowble ou cuspidale etc.;  Math. Anii., 24 (l884), pp. 313-444. A questi 
lavori rinviamo il lettore per la bibliografia sull'argoinento. 

(3) V. nota ('8). 

(4) KLEIN, Vergleickende Betrachtu?rgeu über neueve geoinetrisclze Fovschzt~yc~z ,  Prograin~ii, 
Erlangen, 1872 (Gesammelte Math. Abhandl., 1 . e ~  B.d , pp. 460-497); trad. ital. FANO in cluesti 
Annali, (2) 17 (1889-1890), pp. 301-343. 

(5) KLEIN, Ueber FZüchen. cE,-ittev Ordi~uicy;  Blatli. Aiiii., 6 (L873), pp. "i-331, 5 16. Vedi 
anche COMESSATTI, Sdla cowiwssioize tlelle supevficie vaz io~tnl i  veali;  questi Aniiali, (3) 83 (1914), 
pp. 815-884, nota (17) al  1 i . O  6, nella quale si trovano pure altre indicazioni bibliografiche. 

(6) G. C. C. v. STAUDT, Die Geoiiietrie der Luge, Nüriiherg, 1847 (traduz. ital. PIERI, To- 
rino, 1889), $ 1% KLEIN, lot. cit. lleiia nota ( 5 ) ,  $ 15. RERZOI.ARI, Allge~i~eine  Theovie der 
hoherett ebenen a l g e b m i s c h e ~ ~  Kwueib;  Encgklop. der Math. Wiss., III C 4, 11.0 19 a p. 383. 
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di  qmwih%w in wto spazio ad n clirl~ensioni. 77 

prime si possono a lor volta suddividere in varî tipi a seconda della dimen- 
sione inassinia delle falde dispari tracciate su  di esse ('). Non ci risulta che 
una tale estensioue sia già stata fatta: ad essa è declicato il $ 1. 

Stabilit,i questi riuovi concetti, si pub determinare il numero delle falde 
della quartica base d'un fascio di yuadriche, e discuterne aiizitutto la parità 
O disparità (3 0 2 ) :  si trova che, in uno spazio di dimensione > 3, la quartica, 
se ha  falde reali, ne pub avere solo una o due, e seinpre d'ordine pari. 

Resta da  esaniiiiare il tipo di queste falde (ne1 senso spiegato sopra), 
in relazione con altri due caratteri topologici evidenti del fascio stesso: il 
numero dei suoi coni reali ed il tipo delle quadriche reali in esso contenute ; 
cib è fatto nei $5 3, 4, 5, 6, 7, 8;  in pari tempo trattiamo anche la questione 
degli spazî reali esistenti sulla quartica base. 

Nei $$ 9 e IO, riprendendo alcuiie proprietà, già stabilite ne1 3 ed 
utilizzate dopo, trattiamo i due problemi di equivalenza sopra enunciati. 

Infine, ne1 $ 11 le cose esposte vengono applicate ai pritni valori di n, 
lasciando d a  parte.il ca.so di n =  3, per il quale si ritroverebbero i ben noti 
risultati relativi alla foritia di una C4 sgheinba di 1." specie ('); per n = 4. 
ed n = 5 si ottengono i risultati dello ZEL'THEN (') e del REYE ( ' O )  relativi a 
questioni di forma e di realità rispett. per superficie di 4 . O  ordine (dello 
spa.zio ordinario) con conica doppia e per coinplessi quadratici di rette. 

Oss. - 111 tutto il lavoro, quando si parlerà d'un qualsiasi ente algehrico 
(punto, litiea, V*,  ~orrispondenza), senza specificariie la natura, s'intenderà che 
esso sia reale ; qualido dovesse essere coiilplesso 10 si dirà seinpre esplicita- 
mente. L'ente complesso-coniugato d 'un  ente coniplesso A s' indiclierà con A7 
-- 

(7) La distiiiaione analoga per le falde pari di superficie dello spazio ordiiiario è dovuta 
al KLEIN, loc. cit. iiella nota (5), § 15. 

(8) CREMONA, Mémoire de géomktrie pure sur les surfaces d u  tvoisième ordre; Crelle, 86 
(1568), pp. 1-133; Opere Matematiche, III. pp. 1-188; n.1 da, i6l  a 170. Per altre indicazioni 
hibliograf che si veda: STAUDE, B%%chen 2.  Ordizuibg und iltre Systetne uizd Durchdringui~ys- 
kurven; Ency klop. der Math. Wiss., III C 2, pp. 161-856, n.O 186. (V. anche CHISINI, Sulla 
forma delle quartiche yobbe d i  p r ima  specie e delle curve ellittiche no lmal i ;  Rend. 1st. Lomb., 
(2) 53 (1919-1920), pp. 591-599, S 4). 

(9) H .  G .  ZEUTHEN, SU le superficie d i  4.0 ordime coi& couica doppia; questi Aiinali, (8) 14 
(1886), pp. 31-70 (trad. da1 danese di Gino LORIA). (V. anche SEQRE, Mem. dei Math. Ann. 
cit. iiella nota (2), n.O 243). 

(Io! T H .  REYE,  [Jeber die Huupturte t~  des ollyeweit~sii .  yuatlratiaclzeib Strahki~co~i ip lexe  umE 
Coinplexengewebe; Crelle, 98 (1885), pp. 984-300. C. ARNOLDT, Ei t~ ige  Ut~tei~suclzutzgen .über 
quaclratische Strahlencowzplexe.; Diss., Strassb~irg, 2887, p. 38. Né il REYE, ne I'AHNOLDT, non 
considerano nulla che interpreti in qualche modo nello spazio ordiiiario il numero e la 
specie delle falde della varietà di S, iinrnagine d'un complesso quadratico di rette di S3. 
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1. - Sia L uua liriea chiusa in un 8,. Un iperpiano n, iion conte- 
nente alcuna porzione di L, tagli L in m punti; un altro iperpiano r', nelle 
stesse condizioni di A, e non passante per nessuno dei punti ove x taglia L, 
abbia nz' pueti d'ititersezione con L. Poichè L è ctiiusa, ed in ciascuno dei 
suoi puuti d'intersezione con n O con x' essa passa dall'una all'altia delle 
due regioni (diedri conipleti) in cui l'anibiente S, vien divis; da n e ;if, il 
iiumero m+ wi saià pari; e percib gn ed nz' saranno entrainhi pari or1 en- 
trainbi dispari. 

Un iperpiano noli contenente alcuna porzione di L taglia dunque L iii 
punti il cui nuniero O è sempre pari O è sempre dispari; ne1 primo caso 
diremo che L è d'ortline pari ,  ne1 secondo clic! L è d'ordine dispari. 

Se L sta il1 uii S,,, , con 9 , ~  < n, la sua parità O disparità pub essere 
clecisa cercaudotie le iritersezioni con gli S,,,-, di S,,, . 

Una liiiea coiiiposta di linee cliiuse si dirà d'ordine pari o d'ordiiie di- 
spari secoiitlocliè fra le sue coinponenti quelle che sono d'ordine disl)ari 
sono il] iiuiiiero pari o dispari. 

2. - Si abhia ora in Sm una V, chiusa (1 < h < l a ) ,  e siano rispett. 
in iiuiiiero di tu, 112' i punti in cui V, è intersecata da due S.-,: n, TC', nes- 
sunn dei yuali conteiiga infiniti punti di Vk, e non passanti eiitrambi per 
LUIO stesso punto di V,. Supponiamo clle ÏC, x' stiaiio i i i  un S,,-,+, ; allora 
questo taglia Vk lungo uiia liiiea intersecata da n, n' rispett. in quegli w z  
ed ~n'  punti, onde nz, m' saranno elitrambi pari O entraiiibi dispari. Se poi 
x, z' sono generici, si vede facilmente che si pub passare da n a X' COI] m a  
catena di S,,-, dei yuali due successivi stiano sempre in un Sn-,+,; percio 
la Vk considerata è tagliata da ogni S,-,, che non ne contenga infiniti 
punti, in ut1 nuuiero di punli o sempre pari O senipre dispari; ne1 priiiio 
caso la Vk si dirà d'ordine pari ,  O seinplicemente pari, ne1 secondo d'ordiîze 
dispari, O seniplicemente dispari. 

Se la V, sta in un S,, con m< i l ,  se ne deciderà la pürità O disparità 
cercandone le intersezioni con gli S,,-, di S,,. 

Una Vk composta di parti cliiuse (di dirnensioiie k) si dirà d'ordine pari 
O d'ordine dispari secoiidochè contiene un numero pari- O dispari di coin- 
ponenti d'ordine dispari. 
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di quadriche in uno spazio ad n dirnetzsioni. 7 9 

3. - Le definizioni precedenti si estendono al caso di k =  O, quando 'Ir, 
si coinponga d'un numero finito di punti: essa si dirà allora d'ordine pari 
o dispari secondochè quel nuinero è pari o dispari. 

Uno spazio a k diinensioni è d'ordine dispari. 
La lJh+k-n sezione d'una Tr, con un S, (h + k'n) è d'ordine pari o di- 

spari come la V k .  Viceversa, Vk è pari O dispari coine le sue sezioni con 
spazi. È perb da notare che se 1'8, sega Vk in una varietà di diniensione 
> h + k - n, nulla si pub più dire, in gerierale, sulla parità O disparità del- 
l'intersezione. Ad es., una rigata cubica norinale di 5, è d'ordine dispari 
(v. più oltre il n.O 9), perb esistono dei piaiii clie la segaiio secondo coniclie, 
clle son linee d'ordine pari. 

Ii i  particolare, se c'è in S,, un S,,-, contraddistinto coine iperpiano all'in- 
finito, si ha clle una V, dispari ( k )  0) si estende senipre all'infinito, inentre 
una Vk pari pub anche avere i suoi putiti tutti a distariza fiiiita. 

Proiettando una Vk ( k <  n - 1) da uti punto esteriio O si ha una Vk+, 
(coi10 di vertice O), le cui intersezioni coi1 un S,,_,-, geiierico sono tante 
quante quelle di Vk con l'S.,-, clle proietta da O yue11'S.-, ,; percib Vk+, è 
pari O dispari colne Vk.  Se invece O è un puiito generico di V k ,  la proie- 
zione V%+, è pari o dispari secondocli2, V, è dispari O pari. 

Più in generale, la Vh+,+, proiezione di V* da un S, (A,+ k +  1 ( n )  
avente i i i  coinune con Vk un niiinero (fiiiito) di punti, è pari O dispari se- 
condochè la parità O dispaiità di Vk coincide oppur no con qiiella del gruppQ 
dei punti coinuni a V, ed S, .  

Due V, oiuologhe in un'oinografia soi-io eiitranibe pari O entrariibe di- 
spari. 

4. - Consideriamo ora il gruppo dei punti d'intersezione d'una V,-, 
e d'una linea L, non avente alcuna porzione sopra y,-, . Presi in 5, un piano 
a ed un Sn-,, 0, generici, trasformiamo L con le ool oinografie aventi O 
e ;F come luoghi di punti uniti: si otterranno ool linee L' tutte pari O tutte 
ùispari coine L, costituenti iina successione continua, ed una delle quali sta 
in 7 ~ .  Inoltre, passando da una posizione di L' ad un'altra, le intersezioni di 
L' con V,,-, possono variare solo d'un nuniero pari (la scomparsa di qualche 
intersezione poterido avveiiire solo attraverso uila posizione di L'nella quale 
L' tocca V,- , ) ;  d'altra parte 7s sega V,-, in una linea pari o dispari come la 
1/T,-, stessa; percib, per un noto teor. di STAUDT ("), si conclude che: Una 

(11) STAUDT, loc. cit., n.O 137. Il ragionameiito di questo n.0 4 è analogo a quel10 della 
nota al n.O 158 dello STAUDT. 
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V,-, ch iusa  ed uncc linea chiusa,  n o n  aventi  in f in i t i  punt i  comuni ,  s i  tagliccno 
in un nutnero d i spar i  d i  p u n t i  se sono entrambe d 'ordine d i spar i ,  i n  ut& 
nurnero p a r i  (zero incluso)  d i  p u d i  se u n a  alnzeno delle due  è d'ordine par i .  

5. - Se si hanno invece una V,,-, ed una V,, con k )  1, entrainhe 
chiuse, e tali che V, non abbia sopra y,-, delle porzioni (a k dinierisioni), 
segandole con un S.,-,+, geiierico si ottengono entro questo usa  V, , ed una 
linea (O chiuse, O composte di parti chiuse), alle quali si pub applicare il 
teor. precedente. E poicliè le intersezioi~i (in nuinero finito) della V,,-, con 
cpella linea sono tutte e sole le intersezioni dell'S,-,+, con la Vk-, coinime 
alle V,-, e Vk. iniziali, si ha:  Una Y,-, ed u n a  Vk chiuse, avent i  in comune 
u n a  varietic d i  t7iwzensione k - 1 ,  s i  segano in una V,-, d i s p a r i  se sono en- 
trambe d'ordine d i spar i ,  ~zort s i  segano O s i  segano in uncl V,-, p a r i  se zcna 
almeno d i  esse è d'ordine pari .  

6. - Con un ragionaiiiento simile a quel10 del il.' 4, e applicando il 
teor. stesso del 11.' 4, si ti-ova che: Uua V, ed ztna V,-, chiuse, n o n  avent i  
in cotrbune iizfiztiti plcnti, s i  segauo i n  un  nu91zero d i s p a r i  d i  p u n t i  quando  
sono entrnmbe d'ordine d i spnr i ,  in un teumero p a r i  (zero incluso)  d i  punt i  
quando  % n a  a l ~ n e n o  d i  esse è d'ordine p a r i .  

7. - Date infine una V, ed una Vk, (con k + k' > 18, k <  n - 1, 
k '<n-  1 ) ,  se si segallo entrainhe con uri S2,,-,-k,, generico, si oltengorio 
eiitro questo una V,,-,, ed iina V,,-, alle quali è applicabile il teor. precedente, 
e le cui intersezioni danilo tutte e sole le intersezioiii delYs,,,-,-,, con la 
varietà intersezione di V, e V,,. Percib si pub enunciare il seguente teor. 
generale che iiicliide i precedeiiti: U n a  Vk ed zma V,, chiuse ( k  + k ' t  n), 
aventi  in colnune u n a  vnrietic d i  dimensione k + k' - n ,  s i  segnno in u n n  
V,+,,-, d'ordine d i spar i  se sono entrambe d'ordine dispari ,  n o n  s i  segano O 

si segano in ztna Irk+,,- , ,  d'ordine y a r i  se ztna altneno delle d u e  è d'ordiwe 
pari .  

8. - Ne segue d ie :  U n a  Vk d'ordine d i spur i  contiene varie tà  d i  ogni  
dirnensione k'< k s i a  d'ordine pari  che d 'ordine d i s p a r i :  eseaipî di tali va- 
rietà niiiiori si ottengoao segando Ir, con altre varietà, pari o dispari. 

Per la stessa ragione: S e  uncc V, d'ordine y a r i  contiene m a  V,, d'or- 
dine d i spar i  (k' < k),  essa conliene delle vnrietn d i  oyn i  dimetlsione k" < k' 
s ia  d'ordine p a r i  clze d'ordine dispari .  

S e  u n a  V, d'ordine p a r i  n o n  contiene nessuna  V,, dispar i  (k'< k - 1 ) ,  
essa n o n  pu6 codenere tîeppure delle vnrie tà  d'ordine d i spar i  d i  dimerlsione 
nzngyiore d i  k: 
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Percib le Vk pari si possono distribuire in varî tipi a seconda della di- 
mensione rnassiwza delle varietà dispari tracciate su di esse; e precisamente, 
ilna V, d'ordiue pari si dirà di specie k' quand0 contiene delle V,, dispari, 
ma non contiene nessuna varietà dispari di dimensione > k' ("). Il nuinero k' 
pub variare da O a k - 1. 

Due fxlde pari di specie k' e k" rispett. lianno certo dei punti comuni 
quando kt + k" t n, anzi essi costituiscono allora una varietà pari di specie 
k' + k" - n alnieno. 

9. - Le cose precedenti si applicano, in particolare, alle varietà alge- 
briche reali: se una tale varietà, di dimensioiie k, ha dei punti reali, essi si 
distribuiscono in una O più falde chiuse, di diinensione k O minore, ciascuna 
delle quali potrà essere d'ordine pari O dispari. Se il grado della varietà 6 r, 
un S,_, generico la sega in r punti (tra reali e cornplessi); percib le falde 
dispaii a k dimensioni della K algebrica saranno in nuinero pari O dispari 
secondochè r è pari O dispari. Ad es., una Vi reale, non degenere, dotüta 
di punti reali, si cornpoiie d'una sola falda pari a k dimensioni; invece u r ~ a  
varietà cubica, di qualurique dimensione k (ad es. uria rigata cubica di 8,) 
contiene sempre una falda dispari di diniensione k. 

Se la Vk algebrica non ha punti multipli, non potranno esistere falde 
isolate di dimensione ( k ,  nè punti comuni a due diverse falde a k dimen- 
sioni della Vk;  percib, se 2 k 2 n, la Vk non potrà avere più di una falda di- 
spari a k diinensioni. Cosi, una V:-,, priva di punti multipli, si compone 
d'una sola falda dispari insieine, eventualrneiite, con uua falda pari (entranibe 
ad n - 1 diinensioni). 

Considerando delle varietà algebriclie, è facile provare l'esistenza di falde 
Vk d'ordine pari e di specie k', qualunque siano i valori fissati per k e k'. 
Prendianio infatti in un 8,-,,+, la quadrica di equazione: 

ove le x, ,  x, , . . . , x,-~~+, sono coordinate proiettive oinogenee in un sisteiiiü 
di riferinlento reale. Essa è esterna all'Sk-,, di equazione x, = O, percio, pur 
contenendo punti reali, non pub contenere rami di curra d'ordine dispari. 

(12) Poichè uiia Vb reale pari di specie k '  uoii conterri, in generale, degli Sw reali, pre- 
feriamo questa denorninazione all'altra: Vk di tipo Sv, che sarebhe analoga a quella che usa 
10 ZEUTHEN per le falde superficiali del10 spazio ordinario (loc. cit. iiella nota (9), n . O  18 e 
relativa prima nota). 

A m d i  di Mutei imtica,  Serie III, Tonio X S X .  Il 
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1 suoi punti reali formaao percio una falda pari a k - k' dimensioni e di 
specie O. Proiettandola da un S,l-,, sgheinbo con 1'8,-,,+, , si ha 'un cono 
quadrico che contiene degli Sk. reali, ma privo di falde dispari di diinensione 
> k': i punti reali del cono forinano duiique una Vk pari di specie k'. 

Si riconosce poi subito che i punti reali della quadrica di S,  : 

ove le a,, a , ,  . . . , a, sono nuineri positivi, e 2 k < n, forinano una V"-, pari 
(conteoeilte degli 5, reali, e) di specie k ;  rispetto ad essa sono esteriii 17Sk 
e 1'8,-,-, di equazioni rispett. : 

x - x - . . . = Xk = O, Xkf l  = Xkf2 = - . = x,, = 0. 0 -  1 -  

Per una falda (d'ordine pari) priva di puiiti reali si nssumerà la dinîeri- 
sione k' = - 1. 

Le falde pari a k dimensioni d'una V; algebrica di 8, possono essere 
di specie varia; se perb la V;  non ha punti rnultipli, non possorio esistere 
due falde pari a k diinensiotli di specie k', k" yiiando sia k t +  k " r  n. 

$ 2. - LE FALDE H E A L I  DELLA BASE D'UN F A S C l O  GENERICO 

DI  QUADHICHE I N  S,, . 

10. - Applichiaino le cose sopra esposte alla Vt-, intersezione di due 
quadriche di Sn, litnitandoci al caso in cui il fascio di quadriche die  quelle 
due definiscono contenga n + 1 coni distinti, sicchè esista una piramide 
(avente per vertici i vertici di quei coni) autopolare rispetto a tutte le qua- 
driche del fascio. Indiclieremo sempre con V la quartica base del fascio, che 
s a r i  irriducibile, e supporreino tz > 2 ("). 

Se esistono punti reali di V, essi si clistribuiscono ii i  non più di due 
falde. 

(13) Per 12 = 8, il fascio contierie tre coiiiche degeneri, e la varietà base s i  compone di 
quattro punti per i quali si possono avere i casi seguenti: a) 4 punti base reali, 3 coniche 
degeneri reali? e composte di rette reali; b )  9 punti base reali e 9 complessi-coniiigati, una 
sola conica degeiiere reale, e composta di rette reali; c) 4 punti base cornplessi a due a due 
coniugati, 3 coniche degeneri reali, di cui una composta di rette reali e le altre due di rette 
complesse-coniugate. 
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Infatti, se V non contiene falde dispari, non pub avere tre falde pari 
VI, V,, V,, altriinenti un 8, passante per tre punti presi in modo generico 
uno per cictscunn di esse iricontrerehbe V secondo una C' sgheniba di 
1." specie, irriducibile, e con tre rami reali, il che è assurdo (14). 

Supposto poi ctie V contenga una falda dispari, V , ,  ne conterrà certo 
una seconda, V, (n.O 9) ;  e poichè queste non debbono avere puiiti comuni, 
dovrà essere : 52 (n  - 2) < n, cioè : n < 4, e quindi : n = 3. Solo in un S ,  la 
quartica base d'un fascio di quadriche pub contenere due rami dispari; ma 
allora non ci pub essere un terzo raino, V,, perchè il piano determinato da 
due punti di V, ed uno di V,, gellerici, seglierebbe aneora VI in iin punto, 
segherebbe V, in un punto almerio, e quindi, contenendo almeno 5 punti 
di V, ne conterrebbe una coinponente piana, contro l'ipotesi. Sicchè: 

I punti reali eventuali della V:-, base d'ut+ fascio gewerico di quadriche 
in  S, (n) 8) possono costituire O due falde pari, O una solcc falda pari, e 
per n = 3 possono anche distribuirsi in due rami di  curva etztrnntbi d i s ~ a r i .  

11. - Si possono dare eseinpî di questi varî tipi di quartiche consi- 
derarido in S,, l'intersezione di due ellissoidi ( ' 5 ) ) .  Cosi, se uno dei due ellis- 
soidi è tutto interno all'altro la quartica loro intersezione è priva di punti 
reali ; se si prendono due ellissoidi esterni l'uno all'altro ed aventi in cornulie 
ad es. un vertice ed il relativo iperpiano tangente, e si suppone che uno di 
essi si ingrandisca di poco senza mutare di centro, la quartica intersezioiie 
dei due ellissoidi ha una sola falda reale ; se infine si sega un ellissoide con 
un cono di specie 1 (cono proiettante da un punto una quadrica di specie 
O d'un Sn-,), ed avente il vertice interno ad esso, si ottiene conie interse- 
zione una quartica con due falde reali (n.' 18). 

Quanto all'ultiino caso, nell'ipotesi di n = 3, è noto che esso è possi- 
bile (7; 10 ritroveremo al n.O 83. 

(j4) H A R N A C K ,  Ueber die Vieltheiligkeit d e r  ebe~terb algebraisclzen Cuvuei t ;  Math. Anii., 10 
(1876), pp. 189-198. HILBERT, Ueber die reelktr  Züye alyebraischer C u r v e g ~ ;  hIath. Ann., 38 
(1891), pp. 115-138, in forido a p. 119. V. anche nota (8). 

(9 F i s ~ a t o  un Sn-i di S n  cotne iperpiano all'infinito, si dirii el l issoide una quadrica, non 
degenere, di SS priva di punti reali all'infinito. Un ellissoide divide Sn in due regioni: una (che 
contiene l'Sn-i all'infinito) di punti esterni e I'altra di punti interni; l'Sn-i polare d'un punto 
è esterno O segante secondochè quel punto è interno od esterno. Similineilte, ogni quadrica 
reale non degenere di specie O determiria in Sn una regione di punti estertii ed una di punti 
interni; ogni retta coritenente lin putito interno sega la quadrica in due punti reali; e scri- 
vendo I'equazione della quadrica sotto formadi somma di quadrati (no 9) si  vede anche che 
qualsiasi piramide autopolare rispetto ad essa ha un vertice interno e gli altri estertii. 
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§ 3. - SUL TIPO DELLE QUADRICHE REAL1 D I  UN FASCIO. 

12. -- Uri fascio generico di quadriclie in S, contenga 2 h + B coiii iin- 
- 

maginarî, i cui vertici, a due a due coniugati, siano i punti w,, 73,; w , ,  w , ;  ...; 
- 

O,, w h .  Le rette oi Gi (i = 0, 1 ,..., 12) son reali, e su ciascuna di esse le qua- 
driciie del fascio segano un'involuzione ellittica di coppie di punti; perci6, 
detta (p una quadrica reale generica del fascio, potreino prendere come punti 
fondamentali A,, A,,,,, le intersezioni di con la retta o, G,; presi poi come 
punti fondalnentali A,,+, , . . . , A; i vertici dei coni reali del fascio, l'equazione 
di assuinerà la forma : 

ove u,~,,,, ..., 9, si possono supporre positivi, ed irioltre: 

h r k ,  9 ( F E - h ) f n - 2 h - i  (cioè " 2 k n - 1 ) .  

Si pub quindi, disponendo del punto unità, e senza introdurre degli im- 
maginarî ('Y, ridurla alla foriiia : 

Sia ora + un'altra quadrica reale non degenere del fascio ; e considerianio 
le coppie di punti che y, # segaoo su oi(ui: 

la coppia wiZi, clie le separa entrauibe a.rinonicainente, avrà l'equaziorie : 

E poicliè i numeri pi devono essere tutti positivi, si pub, canibiando di 
nuovo il punto unità, ridurre le pi ed i priini coefticienti della (1) ad essere 

(16) Cioè, eseguendo ad es. la trasformazione (reale) di coordinate: 
- 

X ~ = X ~ ; .  . .; xr9h+i =%+i ; x'eh+o = x-h+8 ; . . . ; x',, - dan x,,. 
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tutti uguali ad 1 ("). Allora sarà: ai+nti,i+h+l = - ni,; e le equazioni di cp, i j /  
si potranno scrivere: 

Suppoiiiaino oi-a che Iji sia del10 stesso tipo di y, aiizi che uno aliiieno 
dei due segmenti (O tratti) reali del fascio linlitati da (p e + iioii coiitenga dei 
coni; allora è possibile, facendo variare con contiiiuità i coeficieiiti della (2), 
ridurre la (2) stessa a coincidere con la (1') senza che nessuna delle ai 
(i = 2 h + 9,.  . . , n) si annulli durante la variazione ; si pu6 quiiidi supporre 
che i segni delle ai sian disposti coine quelli dei coeficieiiti analoghi della ( i ' ) ,  
onde l'equazione di 4, scritta più esplicitamente, diviene: 

con le X,,,, , . . . , ),,+,+,; !I,,+,,, , .. . , ;J.,, tutte positive e diverse fra loro. 
Ne1 seguito supporreino anche d'aver niiiiierüto i vertici dei coni reali 

i n  modo che sia: 

L'equazioiie d'una quadrica generica del fascio è duiique: 

a y - + O ,  (44 

(ove y, + hanno rispett. le forme (L'), (8')); od anche, coine somiiia di cjua- 

(17) Con la trasforinazione (reale) di coordiiiate: 

la quale non distrugge I'eifetto della trasformazione già prima esegiiita. 
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drati : 

13. - Il discriininante della (a), a meno del.segno, vale: 

siccliè gli n + 1 coni del fascio corrispondono ai seguenti valori di À : 

Quelli di essi che sono reali dividono il fascio in altrettanti segmmti (O 
tratti) reali consecutivi, ciascuno dei quali si conipone di quadriclie reali 
tutte della stessa specie (n.' 8), perchè la specie della (4') pub mutare (1 i .O  9), 
al variare di 1 ne1 catnpo reale, 
di uno dei terinini in xiht3, . . . , 
tneri Àzht9,. . . , p.,,. Anzi, se una 
il fascio attraversando ad es. il 
mine in SI della (4') cainbia di 

solo quando si aiinulla in essa il coeficiente 
si, cioè quando X è uguale a uno dei nu- 
quadrica reale si muove con continuità entro 
cono di vertice A, (2 h + 9 5 s s n), il ter- 
segno; percid il cono coiisidemto separa, 

entro il fascio, quadriche di uiia certa specie 1 da quadriche di specie 1 + 3 ,  
ed il con0 stesso sarà di specie 1 + 1. Fa ecceziorie il solo caso in cui l'am- 
biente abbia diinensione pari sc = 2 tn + 2, ed inoltre l'equaziorie di quel coiio, 
che si deduce dalla (4') soppriinendovi il termine in a:, contetiga m + 1 ter- 
mini positivi e altrettanti negativi; allora il con0 è di specie In + 1 e separa 
quadriche di specie (inassiina) I I &  da altre della stessa specie 91% (percliè, qua- 
lunque sia il segno del coeficiente di x:, la (4') conlerrà seinpre, in questo 
caso, nz + 1 termini d'un segno ed m + 2 del segno contrario). 

I n  un  fascio gevterico di  quadriche i n  S,,, un cono renle d i  specie 1 se- 
para, entro il fascio, quccdriche di  specie l da quadriche di specie 1 - l ; ec- 
cettuato i l  caso d'un cono d i  specie (massirna) ivz  + 1 i n  un  S,,,,,, , i l  quale 
separa due tratti d i  puadriche tutte d i  specie m. 

Cosi, un con0 reale privo di falda reale (cioè di specie O) separa qua- 
driche di specie O da quadriche reali prive di punti 'reali (di specie - 1); 
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e viceversa, se c' è ne1 fascio un tratto di quadriche reali prive di punti reali, 
questo è liiîiitato da due coni aventi di reale solo il vertice. 

14. - Supponiamo ora di far crescere h a partire da un valore niinore 
di tutti i nuineri il,,,+, , . . . , p, fino ad un valore maggiore di tutti questi 
nuineri. Poichè in ogni termine della prima somma della (4) vi sono due 
addendi di segilo contrario, si vede che, inizialmente, la (4') conti'ene k + 1 
termini negativi ed n - k positivi; quando A cresce, si perde un terinine 
negativo (e se ne acquista uno positivo) ogni volta che 'h attraversa una 
delle Ai ( i  = B Jz + 8,. . . , h + k + l) ,  ed il contrario accade quando À attraversa 
una delle r, (j = h + k + 9, . . . , n) ;  alla fine tutti gli ultiini lz - 2 h -- 1 
terinini della (4.') hanno cambiato segno, sicchè si hanno in essa k +- 1 ter- 
mini positivi ed n - k negativi. La differenza tra il numero dei teriiiini 
positivi e &iello dei negativi è duilque partita da1 valore yositivo : 
(1% - k )  - (k + i), e, variando di due unità per volta, è giuiika al valore op- 
posto: (k + 1) -- ( n  - k ) ;  essa ha quindi assunto certo il valore O od il va- 
lore 1 secondochè (u - k) - (k  f 1) è pari O dispari, cioè secondochè n è 
dispari o pari. Non è escluso che la differenza suddetta possa assumere più 
volte il valore O od il valore 1: quarido ci6 accade la (4') rappresenta qua- 
driche di specie uiassi~na. 

Ogni fascio di quaclriche contiene setnpre uno o pi& Iratti costituiti da 
qzcadriche di specie massima. 

Ne segue ad es. che, in un Se,+, , un  fascjo di quadriche contiene sempre 
almeno un con0 reale di specie m + 1, e quindi alineno due tratti (contigui) 
di yuadriche di specie nz; in un S,,,, , invece, O non vi sono ne1 fascio corii 
reali, ed allora tutte le quadriche reali del fascio sorio di specie na, e vice- 
uersa, oppure vi sono alnieno due coni reali di specie m limitanti un tratto 
di quadriche pure di specie m. 

15. - Tutto cib conduce a considerare due nuovi caratteri topologici 
d'un fascio di quadriche: il numero dei coni immaginarî in esso contenuti, 
e la specie minima delle sue quadriche reali non degeneri. 

Chiawzeremo fascio (n, k )  Icn fascio generico di qzcccdriche in S,, quando 
le quadriche (reali) di specie mininza in esso contenute sono di specie k.  

Coine già s'è detto, la prima somma che compare nella (4') contiene 
senipre h + 1 termini positivi ed altrettanti negativi, qualunque sia A, purcliè 
reale ; percib la quadrica (Y), se è reale, contiene sempre almeno degli S, reali, 
ed è percib alnieno di specie h. Le quadriche reali non degeneri d'an fascio 
con 2 h + 9 coni immaginar4 sono aheno di specie h. Ne segue : Un fascio 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



85 Togt ia t t i :  Questioni di f o r ~ a  e di realith relative a fasci 

(n, k )  pu6 contenere al pi2 2 h + 02 coni iwzmaginar$ ( l a ) ;  cioè contiene al- 
ineno n - 2 k - 1 coni reali. 

Inoltre: Se u n  fascio (12, k )  contiene dei coni immnginari, lo spazio che 
congiunge i vertici di B h + '2 di essi, a due a due coniuyati, ha corne polare 
rispetto a tutte le quadriche del fascio un Sn-2h-L> SM C U L  i l  fascio dato sega 
.un fascio (PZ - '2 h - 2, k  - h - 1) .  E viceversa. 

Notiaino ancora clle le quadriche di specie (mininia) k d'un fascio (n, k) 
possono distribuirsi anche in più tratti; supposto sempre che il fascio con- 
teriga B h + 2 coni immagitiarî, e yuindi clie i tratti reali siano in numero 
di : n + 1 - (2 h + 8), la cosa pub essere cosi precisata. Escluso il cas0 di 
n - B h f 2, ne1 quale il nuinero x dei tratti coinposti di quadriche di specie k 
vale proprio : n + 1 - ( 2  h + 2)  = 8 k  - 9 h + 1, in ogni altro caso, tra due 
consecutivi di quegli x tratti è coinpreso almeno un altro tratio. Inoltre, se 
l'ambiente ha dimensione pari 8 m  + 8, il fascio contiene alrneno due tratti 
contigui y, 8 di quadriche di specie nt (n.O 14); e tra il tratto somma y + 6 
ed il primo degli x tratti di specie k  che s'incontra procedendo in un senso 
qualsiasi son compresi almeno rn - h - 1 tratti (un0 allueno per ciascuna 
delle specie possibili comprese tra k  ed m ) ;  ne segue: 

. .  cioe: x r k -  h t l .  
Siinilmente, se l'ambiente ha dimensioiie dispari 2 nt + 1 ,  il fascio con- 

tiene alirieno un tratto di quadriche di specie nz ( i 1 . O  14), pereio: 

da cui segue di nuovo la condiziolie di prima per x. 
In u n  fascio (12, k )  con h + 1 coppie d i  coni irnnzayitzavî cottiuynti, i tratti 

cowposti di quadriche di specie k sono al più. k  - h + 1. 
Percib, se quei tratti sono proprio k +  2, i coni del fascio sorio tutti 

reali ('y. 

(18) Cib si collega, a due teor. noti: WEIERSTRASS, loc. cit. nella nota (l), 11.0 7 ;  KLEIN, 
U e b e ~  die Transfor1mntion del- allgemeinen Gleichw~g des zweiten G ~ a d e s  zwischeii Liuieu-COOT- 
d ina te i~  a u f  eine ca?zonische Fornt; Math. Aun., 83 (1884), pp. 539596, n . O  16 e relativa nota 
a p. 568 (Gesainmelte Math. Abhandl., 1.er B.d, pp. 1-48). V. anche SEORE, . ! e?~~CEiwe~~s iomle  
Hiiuttze, Eiicyklop. der Math. Wiss., III C 7, nota (2" a pag. 866. 
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Fiù avanti esainineremo a fondo la distribuzione dei varî tratti del fascio 
in dipenderiza della specie delle quadriche che li cornpongono ; ora passiarno 
a mettere in relaziotie i nuovi caratteri del fascio qui introdotti col numero 
e con la specie delle falde della quartica base. 

16. - Se la quartica base V d'un fascio di quadriche è priva di punti 
reali, gli n +  1 coiii del fascio sono tutti reüli, perd& se vi fossero due coni 
complessi-coniugati, di vertici a, G, un piano reale qualsiasi contenente la 
retta w w seglierebbe il fascio dato in un fascio di coniche contenente due 
coppie itniriaginarie di rette ed avente quindi due punti base reali (13)) .  

Tra i coni del fascio ve ne sono perb due, e due soltanto, privi di falda 
reale. La cosa è vera ne1 piano ('7 ; percib, anlinessa rem in un Se-, , dirno- 
striatiîola in uii 8,. Detti A,, A,, . . . , A, i vertici (reali) dei coni del fascio 
in S., , l'iperpiano A, A , .  . .A , - ,  sega il fascio dato in un altro la cui quar- 
tica base è pure priva di punti reali; percib tra i coni del fascio dato ve ne 
saranno anzitutto YL - 2 a falda reale, perchè segati (per ipotesi) da queli'S,-, 
secondo coni anclie a falda reale; inentre altri due, e siano ad es. quelli 
di rertici A,-,, A,-, , saraniio segati da quell'S,,-, secondo coni privi di falda 
reale. Considerian10 ora il piano A,-, A,-, A,; su esso il fascio dato sega un 
fascio di coniche contenente una sola coppia di rette reali ('9 ; percib uno 
alrneno dei coni di vertici A,-, , A,-, , ad es. il secondo, è segato da1 detto 
piano secondo rette complesse-coniugate. D'altra parte, 1'8,-, di prima e la 
retta A,-, A, sono fra loro polari rispetto al con0 stesso di vertice A,-,; 
percib tale cono dev'essere privo di falda reale, se no ogni piano passante per 
la retta A,-, A,,, e quindi anclie il piano A.-, A.-, A,,, dovrebbe segarlo se- 
condo due rette reali ('". Che esista ne1 fascio anche un altro cono privo 
di falda reale, ed uno solo, segue dai n.i 13 e 15; due tali corii limitano un 
tratto di quadriche reali prive di falda reale; e di questi tratti ve n'è uno 
solo. 

Viceversa, se i l i l  fascio di quadriclie contiene qualche quadrica reale 
priva di punti reali, e quindi (alineno) due coni reali privi di falda reale, 
la yuartica base è certo priva di punti reali, e quiridi i coni del fascio sono 
tutti reali (IR), e di essi soltünto due son privi di falda reale. 

Annali di  Matemati~~t, Serie III. Tomo XXX. 1'2 
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Tenendo conto poi del teor. del ne0 13, si pub anche dire che, in uno 
spazio dispari S,,,,, , il fascio contieue due coiii per cinscuna specie possibile, 
e contiene un sol tratto di quadriche di specie (niassinia) .m e due tratti per 
ciascuna specie coinpresa tra In e - 1; invece in uno spazio pari S,,,,, il 
fascio contiene un sol cono di specie (inassima) m + 1 e due per ciascun'altra 
specie possibile, e contiene due tratti di quadriclie per ciascuna specie pos- 
sibile da O ad m. 

Se la quartica base d'un fascio di quadriche i n  S,, è priva di punti reali, 
i coni del fascio son tutti reali, ma due di essi son privi di  falda reale. E 
viceversa. 

È cioè la stessa cosa parlare di fasci (n, - 1 )  oppure di fasci la cui yuar- 
tica base è priva di punti reali. 

8 6. - F A ~ C I  LA CUI  QUAHTICA BASE H A  D U E  PALDE (PARI) .  

17. - Supponiaino ora che i punti reali della quartica V si distribui- 
scano in due falde (pari) V, e V,.  Presi in modo generico un punto A di 
V, ed un putito B di V;,  la retta A B  sta su una quadrica del fascio, non 
degenere; ed è facile vedere che ogni altra retta r della stessa quadrica cp si 
comporta colne la AB, cioè congiunge un punto di V, con un punto di V2. 
Infatti, se r è incidente ad A B ,  il piano r . A B sega ancora in un punto sia 
Vl che V,, e questi puriti devono stare su r ;  se invece r è sglieinba con 
A B ,  essa si comporta colne una retta incidente ad essa e ad AB,  e percib, 
di nuovo, incontra Vl e K .  

Ne segue che (p non pub contenere dei piani reali, perchè uno qualunque 
di questi dovrebbe incontrare Tr, e V, secondo (linee costituenti complessi- 
vamente una conica, percib secondo) due rette; ina allora si avrebbero dei 
punti comuni a VI e V , .  

Si conclude che il fascio contiene un tratto di quadriche di specie 1 ;  
inoltre, facetido variare (p con continuità entro quel tratto, le rette di se- 
guitatio seinpre ad incontrare sia TT, clie V2; percib anche i due coni che 
litnitario il tratto stesso conterranno solo rette nelle condizioni della A B  e 
nessun piano reale; ciascuno di essi separa dunyue il tratto anzidetto da un 
tratto di quadriche di specie O :  il fascio dato contiene due (e, per il n.O 15, 
non più di due) tratti di quadriche di specie O (ma nessuna quadrica priva 
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di punti reali), è un fascio (12, O). Ne viene che le due falde d i  V sono en- 
trambe di specie O. 

18. - Viceversa, consideriaiiio un fascio di yuadriche contenerite dzre 
tratti a ,  fi di quadriche di specie O. Siano + una quadrica del tratto a e 4 
una del tratto p; tra i rertici A,, A,,. . ., A, dei coni del fascio, che sappiaiiio 
essere tutti reali (n.' la), ve n'è zrno, ad es. A,, interno a 4 (15), ed un al tro  
(certo distinto da A,, perchè +, 0 appartengono a tratti diversi) interno a 4, 
ad es. A , .  Lo spazio x z z  A, A , .  . . A, sarà percib esterno sia a 4 che a 4; e le 
quadriche del fascio dato segheranuo su esso un fascio la cui quartica base 
è priva di punti reali (n.' 16)) dimodochè tra i coili di vertici A,,  A,, ..., A,, 
ve ne saranno dzce rispetto ai yuali r è esterao. D'altra parte sappiairio 
(11.' 13, 15) clre tra u, P è compreso uu tratto E di quadriclie di specie 1. Il 
tratto del fascio iniziale compreso tra $ e 4 e non contenente o non pu0 es- 
sere segato da x secondo quadriclie tutte prive di punti reali, percliè iii detto 
tratto vi sono anche ad es. dei coni di tipo inassiiiio, rispetto ai quali a, clie 
è un S,,-=, nori pub essere esterrio ('7; sarà percib il tratto + 8 contenente E 
quello che è segato da n secondo quadriche tutte prive di puuti reali, e tutte 
n o n  degeweri. Questo fatto avverrà ciunque anche per i due corii di specie 1 
clie liinitaiio il tratto E; ne segue subito che detti coni hanno il vertice fuori 
di TC, e percib son proprio quelli di vertici A, ed A,. (Ed i due coni a falda 
inimaginaria esistenti in n provengono conie seziani di x con quegli altri due 
coni, pure di specie 1, che limitano il tratto somma a + E + fi). 

II fascio dato contiene dunque una quadrica + di specie O ed un cono 
di specie 1 col vertice A, interno a +, e di cui ogni generatrice reale coii- 
tiene quindi due punti reali della quartica base ( 'Y; inoltre, se si tira per A, 
un 8,-, esterno al cono, esso divide + in due parti, in modo che di quei due 
punti uno sta seinpre in una di tali parti e l'altro sta sempre nell'altra: la 
quartica base si cornpone di due falde staccate. È ovvio che esse sono eii- 
trambe di specie O. 

S e  i p u n t i  real i  della quart ica  base d ' u n  fascio d i  qsccdriche s i  distribui-  
scono su d u e  falde ( p a r i ) ,  esse sono d i  specie O, ed i l  fascio contiene d u e  
trat t i  d i  quadriclze d i  specie O (sepmrati  d a  un trcctto d i  quadriche d i  specie 1). 
E viceversa. I coni  del fascio sowo i n  questo caso tzctti reali. 

(19) Eccettuato il caso di  11 = 3 ;  nia allora J, e 0 dividoiio il fascio in due tratti ciascuno 
dei quali contiene delle quadriche rigate: ne1 ragionamento che segue basta riferirsi allora 
a quello di essi le cui quadriche non tagliaiio n in punti reali. 
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Oss. - Affine al precedente è il ca.so d'un fascio (n, O) con un sol tratto 
di quadriche di specie O (e nessuna quadrica priva di purlti reali); allora 
possono esistere rie1 fascio due coni iiiimaginarî (1i.O 15); la quartka base è 
di specie O e si compone d'una sola falda (pari). 

§ 6. - LA QUAHTICA BASE D'UN F A S C ~ O  ( 02  k + 2, k), PEH k > O .  

19. - Da ci6 che s'è detto finora appare clie, qiiando le quadriclie 
reali di specie minima d'un fascio sono prive di purlti reali (sono cioè di 
specie - I), oppure sono di specie 0, anche la quartica base del fascio è 
priva di punti reali O è rispett. di specie O. Sussisterà 10 stesso fatto in ge- 
rierale? Cioè, la quartica base d'un fascio ( î t ,  k) è di specie k? È quanto an- 
diamo ora ad esaininare, corninciando col caso d'un fascio ( $ k t  2, k). 

Premettiamo percid la seguente osservazione. Data in un S,,,+, utla qua- . 

drica reale v di specie k ( O r  k < m), ci chiedialno se due suoi Sm generatori 
coinplessi-coniugati appartengano alla stessa schiera od a schiere diverse. 
Preso su y un 8, reale, consideriamone l'S,,,,-, polare .rispetto a c p ;  esso con- 
tiene YS,, e quindi sega cp in un couo che proietta dali'S, una quadrica reale 
priva di punti reali di un S ,,-.,,-,. Su quest'ultitna due S ,-,-, cornplessi- 
coniugati sono sghembi (perchè un loro punto coinune darebbe un punto 
reale della quadrica); sulla quadrica data esistono dunque degli S, coiil- 
plessi-coniugati aventi in coinune solo un S, (reale). Due tali S, saranno 
della stessa schiera o di schiere diverse secondochè m- k è pari o dispari; 
percid le due schiere di Sm su cp saranno ciascuna coniugata di sè stessa 
oppure l'uua coniugata dell'altra secondochè nz - k è pari O dispari; e quindi: 
Due Sm cornplessi-coniugcçti sopra una quadrica di specie k d'un Sz,+, sotho 
sernpre della stessa schiera O selnpre di schiere diverse secondochè m- k è 

pari O dispari. 
20. - Cib posto, ritorniamo al  fascio (9 k + 8, k), ricordando che sulla 

quartica base V d'un ta1 fascio esistono 2"+hpazî S, (tra reali e coinplessi); 
e che le 8"+' omografie involutorie (l'identità inclusa) che hanno come punti 
uniti i vertici dei 2 k + 3 coni del fascio, oinografie costitixenti un gruppo G, 
mutano uno yualunque di yuegli 8, rispett. in tutti i Yk+' spazi Sk, diino- 
docliè due diversi di essi si corrispondono iii una sola oiilografia non iden- 
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tica di G ('y. Poichè nelle ipotesi attuali le quadriche del fascio sono lutte 
di specie k,  e quindi i coni reali tutti di specie k + 1, possiarno chiederci se 
tra gli S, della quartica base ve ne sia qualcuno reale. 

Siano a, due S, di V coti~plessi-coniugati; l'otnogrüfia n di G clle iiiuta 
cc in Û è reale, se no la sua coniugata n, clle sarebbe distinta da n, dovrebbe 
mutare ii in a;  cioè a ed ii si corrisponderebbero in due diverse oniografie 
di G. Gli assi r, s di n siano rispett. un S, ed un S,,-,,,, fra loro opposti, 
della piraniide autopolare rispetto a tutte le yiladriclie del fascio (O 6 1 6  k); 
r, s sono entratnbi reali (non potendo essere: 1 = S k - 1 + 1); ed inoltre 
a, ol hanno in coiiîune un 8,-,-, reale situato in s, e stanno in un S,+,+, 
reale passante per r.  Se Z è dispari, non possono esistere su r vertici reali 
di coni del fascio; perchè, se fosse A un ta1 vertice, i due Sk+, complessi- 
coniugati proiettanti u ed ii da A avrebbero in cotnune un 8,-,+, reale; e 
percib il con0 di vertice A proietterebbe una yuadrica reale di specie k d'un 
S,,,, sulla quale si avrebbero due S, coinplessi-coniugati, e percib della stessa 
schiera (n." tg), segantisi in un 8,-, (reale), il che è assurdo nell'ipotesi di 1 
dispari. Se itivece 1 è pari, non possono esistere su s rertici reali di coni 
del fascio; perchè se fosse A un ta1 vertice, essendo esso situato fuori del10 
spazio a à ( I l ) ,  quel con0 proietterebbe da A una quadrica reale di specie k 
d'un S,,,, sulla quale si avrebbero due S, coinplessi-coniugati, e percib della 
stessa schiera, segantisi in uri 8,-,-, (reale), il che è assurdo nell'ipotesi di 
1 pari. 

Di qui segue intanto che l'esistenza di x ,  Ü esige la presenza ne1 fascio 
di qualche cono immagiiiario; se i coni del fascio sono tutti reali, tali sono 
pure tutti gli S, di V. 

Iti ogni altro caso, i vertici dei coni del fascio che stanno su qiiello dei 
due assi r, s di n che ha ditiîensiotie dispari sono tutti complessi, a due a 

due coniugati. Siano A,, 2,; A,, 2, ;. . . ; As, .& questi vertici E =  - ( se 1 

cm) ROSATI, suyli ~ p a z i  liueari d i  dimerisione mnssinza co?cte?ruti i ? ~  îmn qunrtica base d i  
t i ? ~  fnscio di  quadriche in uno spazio a dimemione pari; Rend. 1st. Lomb., (2) 39 (1899), 
pp. 1367-3 873. 

(21) Infatti, gli Sn. di V incontrano ogni SC della piramide A, A , .  . . A, in uno spazio l a  
cui diinensione è proprio qnella minima che comportano i valori di k e u (20) ;  ora, se Io 
spazio a contenesse uiio dei vertici dei coni del fascio situati s u  8, a d  es. A, 10 S z + i  = r A 
imontrerebbe a i n  un punto, e quindi ne seguirebbe: k + (1 + 1) = 2 k + 9, cioè: 1 = k + 1, 
il che è assurdo, perchè si 6 supposto 1 L k. 
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2 
è dispari; s = k- - se 1 è pari ; e consideriaiiîo ad es. entro il gruppo G 2 
le due oinografie v, Y, cornplesse-coiliugate, aventi coine assi l 'ma  Io spazig : 
t G A, A, . . . A, ed il  suo opposto nella pirainide autopolare, e l'altra 10 

- - -  
spazio: t A, A, . . . Ar ed il s u ~  opposto. 

Ciascuna di esse subordina sullo spazio (reale) t t l'oinografia involu- 
toria di assi t ,  7 ;  perci6 detto spazio sarà uno degli assi dell'oinografia pro- 
dotto Y < che coinciderà pertanto con n. - 

Cib posto, supponianio che Y muti x in a'; allora ~i' muterà a in >, e 
perci6 il prodotto n @ mutei-à cc in 2 D'altra parte, n % vale Y % b, cioè IF, 
la quale muta a in  a'. Ne segue clle a' coincide col suo coniugato a', ossia 
q' è reale. Esistono dunque certo su V degli S, reali, siccliè V sarà di specie k 
corne tutte le quadriche del fascio. 

21. - Si pu6 precisare il nuinero degli S, reali di Ti osservando che, 
se r è uno di essi, l'oinologo di a in uii'ornografia reale di G è pure reale, 
mentre l'oinologo di K in un'omografia coinplessa (o di G non piid essere 
reale, se no l'oniografia coniplessa-coniugata di @, clie è distinta da m, do- 
vrehbe mutitre il coiiiugato di a, cioè K stesso, ne1 coniugato di @, cioè an- 
cora in p. Gli Sk reali di V soi] dunque taiiti quante le omogratie reali 
di G. 

Per contarle, suppoiiiaino che i l  f'ascio contenga 2 h + 2 coni i~tiiiiagi- 
narî (- 1 r h 6 k ) ,  e diciamo N,,, il numero cercato. Se A, A sono i vertici 
di due coni del fascio coiiiplessi-coniugati, uii'oiiiografia ieale di G, non po- 
tendo avere assi coinplessi-coniugati (perchè lo spazio ainbieiite ha diii~en- 
sione pari), dovrà avere unv dei suoi assi passailte per la retta A 2, e dovrà 

e 
subordiriare uri'omografia rede  sull'S,, polare di A A rispetto a tutte le 
quadriche del fascio. Viceversa, da ogni oinografia reale del gruppo analogo 
a G e relativo all'S,, se ne ottengono due in S,,+, , secondocliè la retta A A 
vien congiunta con l'uno O con l'altro degli assi di yuell'oinografia; percib 
si avrà: 

Di qui segue: 

Ma il numero Nk -,-,,-, è relativo ad un fascio di un S ,,,-,-,, +, con coni 
tutti reali; ivi il gruppo arialogo a G si compone di omografie tutte reali, 
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in numero di 2'(k-h-"+" ("1; percib: 

Il numero degli S, reali di V parte dunque da1 valor massimo !Yk+' 
quando i coni del fascio son tutti reali, va diviso per 2 ogni volta che com- 
paiono ne1 fascio due coni cornplessi-coniugati, e giunge al valor minimo 
!Yf' yuando vi è ne1 Eascio un sol con0 reale. 

La quarticn base d'un fuscio ('2 k + $ k )  C O I L  4 1z + 2 coni imnzaginarî 
contiene OLZk Ii+' spaz2 Sk reali ( 2 3 ) .  

(2" Se  II. = k, questo nuinero risulta - 1, d'accord0 col fatto che : N,,,,, = 2 .  
(a) Considerazioni analoghe alle precedenti conseiitono di precisare la natura degli Sk 

coinplessi-coiiiugati di V. Infatti, due Sk di T I  co~nplessi-coniugati, /?, p ,  corrispondono a d  
uuo qualunque, a, degli S k  reali di  V in due oinografie d i  G cornplesse-coniugate, O e -9; 
percih si corrispondono tra  loro nell'omografia prodotto O 8 .  Fissato 0 ,  i siioi ornologhi nelle 
singole coppie d i  omografie complesse-coniugate di 6 esauriscoiio diinque tutte le coppie di 

- 
Sk complessi-coniugati di V .  Detti seinpre a,, u,; (a,, w,; . . .; oh, w h  i vertici dei coni im- 
maginarî del fascio, supponiaino che uiio degli assi di cp coiiteiiga i punti u,, o,, . . . , oj, m a  
non i loro coniugati, e conteiiga invece tiitte le rette oi w i  per i > j ;  allora uno degli assi 
di O conterr i  i punti Go, CO,, . , . , oj; ed il prodotto cp s avrà corne assi Io spazio 
SY.~+I = m0 0, o1 q . . . oj Oj ed il suo opposto Sdk-9j iiella pirainide autopolare; quindi due 
Sk  di P omologhi in  8 ~ a v r a n n o  in c o m m e  un Sk-9j-n oppure un S 2 j - k  i secondoché dei 
due numeri O j + 1, 9 k - O j è maggiore il secondo od il  primo. E Je  omografie corne cp sono 

in nuniero di : I (:: :) Nk-j-t,h-j-t . Percih, se P h + 1 < 8 k - P h, s i  trovano s u  Y: 

(h f 1) Nk-i,h-i coppie di Sk cornplessi-coniugati che s i  segano in u n  Sk-e ; 

(e percih sghembi t r a  loro quando k = 2  h + 1). Si verifica tosto che:  

cioè proprio al nuinero degli Sk  immaginarî di V .  
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$ 7. - LA QUAHTlCA RASE D'UN FASCIO (9 k + 1, k )  PER k > 0. 

22. - Dai teor. precedenti si deducono subito alcune proprietà dei 
fasci (2 k. + 1, k). Un fascio (2 k + 2, k) conteneilte un sol coiio reale, di ver- 
tice A, è segato dali'iperpiano polare di A rispetto a tutte le yuadriche del 
fascio stesso in un fascio a coni tutti iiniuaginarî, e percih proprio del tipo 
(2 k + 1, k) che vogliamo ora esaiilinare (n.O 14). Viceversa, un fascio di questo 
tipo si pub seinpre ottenere ne1 modo anzidetto da un fascio (2 k + 2, k) con 
un sol con0 reale. Siano V la quartica base del fascio di S,,,, e W quella 
del fascio di S,,+,. È noto ('y cche gli S,  di W si distribuiscono a coppie 

Se invece 2 h + 1 ) UL k -3 h, e k è dispari, si trovano su V :  

( h  + 1) Nk-i,h I coppie d i  Sk coinplessi-coniugati che si tagliano in un A'%--B; 

s B S-I (cioé sghembi) ; 
( - 1 ,  1 ; 1 > 

Iiifine, se B A  + 1 > 2 k - 8 h,  e li B pari, si trovano s a  V : 

(lt + 1) Nh-l,h-t coppie di ,Yk cornplessi-coniugüti d i e  si segano in un Sk -2 ;  
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entro degli S,,, generatoi.i del cono di vertice A, in modo che i due S, d' utia 
stessa coppia. son proiettati da A sull'S,,.,, clie contielie V in Sk getieratori 
della quadrica (p sezioiie del cotio con quell'S,,,, ; e tutti yuesti S, proiezioni 
sono tangenti a V lungo degli S, , . Gli S, reali di IV, in nuinero di 2"+', 
danno luogo cosi a Bbpazî  S, reali di !O tangenti a Ir lungo degli 8,-, . 
D'altra parte è pure noto (2') che (P cotitiene in tutto 22"+1 spazî S, cosifatti, 
che corrispondono ad uno qualunque di essi nelle singole oniografie del 
gruppo G analogo a quel10 del n.' precedente. D'altra parte ancora, si riconosce 
facilmente che, essendo tutti iiiin1agiuai.î i vertici dei coni del fascio di S,,,, , 
il numero delle oniografie reali di G sari  2k+L. Ne segue clie su cp si hanno 
Bk+' spnzî reali Sk tangenti a V lungo tlegli Sk-, ; e yuindi, oltre ai 2" gib 
trovati sopra, ve ne sono altri 5lk, pure reali, ciascuno dei quali perà è pro- 
iezione (da A) di due S, coniplessi-coriiugati di W situati iil uno stesso s,+, 
proiettante. Percib, la quadrica cp vien divisa da V in due regio~ii; ed i pnriti 
reali di W, per proiezione da A, vengono rappresentiiti doppiamerite sui 
puriti di una di queste due regioni (V  è la varietà di tliramazione); e dei 2"+' 
spazî S, reali di cp tangenti a V lungo degli 8,-, inetà stnniio riell'una e 
metà nell'altra delle due regiotii. 

- 
Per precisare ulteriormente la cosa, diciaino a,, Go ;  w , ,  w, ; .. . ; o,, ok i 

vertici dei coni quadrici passanti per V; allora ne1 gruppo G si hanqo an- 
zitutto le seguenti 9" oniografie reali: l'identità; k +  1 omografie di ciii uno 

degli assi coincide con una delle rette ai Gi (i = 0, 1,. . . , k) ; p l )  oiilo- 

grafie di cui un asse coincide con uno degli S,  clle uiiiscono a due a due 

k t 1  
le rette wi ad; ecc.; ed iiifine, se k è dispari, (+ ik + 1)) oniogiaiie r r e i i i  

conle assi due S, ciascuno dei quali contiene met2 delle rette wi wi, e se k 
k t 1  

è pari, ( X )  omograiie C I  ciii un a I un0 ilegii S.-, iIie coiitei~gono 

1 
- k  delle rette w; G i .  T~i t te  yueste sono omografie di l.a specie, perché mu- 
2 
tano un S, generico di y in un altro clie O coincide con esso O ha  in co- 
niune con esso iispett. un s,-, , un s,-,, ecc., e clle yuindi appartiene seiiipre 
alla stessa scliiera del primo. In secondo luogo, si harino in G altre 2' omo- 
grafie reali i cui assi sono delle coppie d i  S, cornplessi-coniugati ottenute 
coiigiungendo k +  1 dei punti oi, G, scelti uno per cisscuna coppia, e poi i 
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rimanenti k +  1; due S, reali di cp omologhi in una di esse son sempre 
sghembi, perci6 queste altre omografie sono di l.a specie O di 8." specie 
secondochè k è dispari O pari. Ne segue, clle, per k dispari, i !Y+' spazî S, 
reali di tangenti a V lungo degli S,-, stanno tutti nella stessa schiera; in- 
vece, per k pari, essi stanno metà in una schiera e met& nell'altra. Anzi, 
poichè, per k pari, due S, di 7 della stessa schiera hanno sempre in comuiie 
almeno un punto, quelli dei suddetti S, che stanno in una stessa schiera 
sono anche situati in una stessa delle due regioni in cui è divisa da V. 

È poi chiaro Che, essendo le quadriche del fascio tutte della stessa specie, 
le proprietà qui- enunciate per cp valgono per tutte le quadriclie del fascio; 
del resto cib risulterà anche dalle cose che seguorio 

23. - Cerchiamo ora su p degli S, reali esterni a V; percib suppo- 
niaino anzitutto k = 1 .  

Si abbia dunque in S, un fascio con quattro coni iminagiiiarî, di vertici 
- - 

w,, w,; o l ,  a,. Una quadrica generica p, del fascio sega le rette w, G o ,  w, W, in 
due coppie di punti reali Ji!, N ;  P, Q; e le rette MP, M Q, NP, NQ stxnno 
su 9. 11 piano JfPQ sega la C4 base del fascio in due punti reali (13) situati 
entrambi ad es. su M P ;  il piano N P Q  sega la C4 in due punti reali che 
devono stare su N Q  (perchè la stessa considerazione vale anche per il piano 
JI N P ) .  Ne segue che, su p, le due generatrici M Q, N P ,  della stessa scliiera, 
sono entrainbe esterne alla C4; d'altra parte le due intersezioni di C4 con 
M P ad es. sono coniugate armoniche rispetto ad d l ,  P, e quindi stanno una 
nell'una e una nell'altra delle due regioni in cui 9 è divisa da llI Q ed NP. 
Cid basta per concludere: che la C4 si compone di due rami, situati uno per 
ciascuna di quelle due regioni; che i due rami sono entrainbi dispari (percl~è 
il piano M PQ ad es. sega ciascutio di essi in un punto solo); che le gene- 
ratrici del sistema di M P  ed iVQ contengono tutte un punto d'un ramo ed 
un punto dell'altro, sicchè nessuna di esse è tangente alla C4; che la schiera 
di MQ ed N P  contiene le yuattro generatrici reali di cp tangenti alla C4, in 
modo poi che sia nell'una che nell'altra delle due regioni in cui cp è divisa 
dalla C4 esistono getieratrici reali di y esterne alla C4 (7. 

24. - Passando al caso generale, ainrnettiarno che su ogni quadrica 
d'un fascio (2 k - 1, k - 1) esistano due 8,-, esterni alla quartica base, uno 
in una e uno nell'altra delle due regioni esistenti sulla quadrica ( e  percid 
sgheinbi tra loro), e deduciamone che 10 stesso fatto avviene per un fascio 
(2 Iz $- 1, k ) .  

Una quadrica reale (p del fascio sega o,, G, in due puuti reali M,  N ,  e 
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sega 10 spaxio a o, 6,. . . w, G ,  in una quadrica (reale) y' d'un fascio 
(2 k - 1, k - 1), sulla quale vi sono dunque, per ipotesi, due 5,-, reali, a' 

e /?', esterni alla quartica base V', uilo da una parte e uno dall'alt.ra di essa. 
Poichè ogni piano passante per o, G, contiene due punti reali di V, proiet- 
tando V da w,G, su o, i punti reali di V si rappresentano doppiamente su 
a con V' coine varietà di diramazione; e le sezioni di V con gli iperpiani 

M, u N tangenti a cp rispett. in 31 ed IV, le quali stanno quindi sui coni 
quadrici sezioiii di cp coi detti iperpiani, si proiettüno sulla quadrica y', e 
precisan~ente una sull'uua e una sull'altra delle due regioni in cui (p' è divisa 
dalla quartica di dirainazione V' ("). Ne segue che uno deterininato degli 
spazî a', @' è proiettato da Jf secondo un S, estertio a V, e l'altr-O è proiet- 
tato da N secondo un altro S, pure esterno a V; due tali S,, che chiame- 
reino a, p, sono fia loro sglieinbi; inoltre essi stanno su (q da parti opposte 
di V, perchè 10 stesso accade delle loro sezioni a' e /?' con u rispetto alla 
quarticü V' sezione di V. 

Intine, se k è dispari, gli spazî a,  /? devono stare in quella schiera di cp 
che contieiie già gli S, reali di p tangenti a V lungo degli 5,-, , se no essi 
dovrebbero incontrare tutti quegli S,, e quindi avrebbero entramli dei punti 
da una parte e dei punti dall'altra di V, il che è assurdo da1 iiionîento che 
a, p sono esterni a V. Se invece k è pari, u e /? stanno in schiere diverse; 
e percib uiio qualunyue di essi incontra tutti quegli S, reali di y tangenti a 
V lungo degli S,-, che stanno con esso in una stessa schiera, ed è situato 
con questi da una parte determinata di V, la quale coqterrà pure tutti gli 
S, reali di quella stessa schiera che sono esterni a V. 

Raccogliendo yuanto abbiaino detto nei 11.' '22, '23, '24, risulta dunque: 
Ogizi quadrica reale d'un fascio (2 k + 1 ,  k )  contiene Bk+' spazi S, reabi tan- 
genti alla quartica base del fascio lulzgo degli s,-, : essi stanno nteta nell'una 
e meth nell'altra delle due regioni in  cui la quartica base divide la quadrica 
considerata. Se k è dispari, essi stan~zo tutti in  una medesima schiera, la. 
quale (soltanto) contiene, sia dall'una che dall'altra ba,nda della qunrtica base, 
degli 8, esterni alla quartica stessa. Se k è pari, stanno in  una medesima 

(24)' Quando p descrive tutto il fascio (2 k  + 1, k ) ,  allora ip' descrive tutto il fascio (2 Ic - 1, 
k - 1) essendo sempre intersezione dell'unico con0 reale (di vertice M) che si  ha  ne1 fascio 
(2 k, k - 1) situato nell'iperpiano u M; di qui segue che la  quadrica cp di cui si parla a l  
n.0 29 non occupa ne1 fascio là considerato una posizione privilegiata; sicchè le proprietà 
allora enuiiciate per quella ip sussistono per tutte le quadriche del fascio. 
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schiera quelli soli d i  essi che son situaii da u1za stessa banda della puartica 
base; e detta schiera colztiene, da quella medesima banda, degli S, reali esterni 
alla guartica base (25). 

25. - Siamo ora in  grado di esamitiare la specie della quartica V, 
anche per k > 1. Già sappiarno (n.' 10, 18) che i puriti reali di V foniiaiio 
allora una sola falda pari. Notiarno poi che, segando il fascio con un iper- 
piano contenente i puiiti o,, G , ;  ....; w,, G,, si ottietle ut1 fascio (2 k ,  R -- 1) 
la cui quartica base contiene degli Sb-, reali (i1.O 21); perci6 V é alrnetio di 
specie k -- 1. 

È chiaro poi che su V non possono esistere de@ Sk [nè reali nè corn- 
plessi), se rio qualsiasi con0 del fascio, contenerido degli S,,,, avsebbe al- 
nieno uria retta doppia. Nè pub esistere su V una W, dispari iiiiinersa in un 
iperpiano, perchè in questo le quadriche del fascio sezione non possono rag- 
giungere la specie k senza essere tutte corii (11.0 9), il clle vorrebhe dire che 
esiste un iperpiano taiigente a tutte le quadriche del fascio dato, cosa as 
surda per la genericità del fascio stesso. 

Sia durique Wk una falda dispari situata su V ed itnnîersa nell'S,,,, ain- 
biente; e riprendiamo la quadrica (p del n.' preced. insienle con la proie- 
zione di V da w, W, su o. Iri questa proiezione, IVk, clle non lia puiiti su  
w, G o ,  vien proiettata sempliceinente, se no le sue intersezioni con un Sktl 
proiettante generico, clie sono iri riurnero (fii-iito e) dispari, dovrebbe1.0 stai-e 
a coppie in piani proiettatlti. h proiezione W', di W, da 6j0 Go su  c è durque 
d'ordine dispaii. Consideriaino d'altra parte le sesioni I V ,  e 10, d i  W, con gli 
iperpiani a hl, a N; esse si proiettano sulla quadrica y' in due varietà ni', e 
PO', che stanno una da una parte e una dall'altra della quartica V'; atizi, ag- 
giungendo ad esse quella eventuale parte a k -  l dimensioni che Wk po- 
trebbe avere in comuiie con V', si ottietie la completa intersezione di y' con 
la proiezione IV', di Wk.  Ne segue che, preso un Sb-, generico di y', le sue 
intersezioni con W',, cioè con ru', e ru', e la parte anzidetta, devono essere 
in numero dispari; e se quell'S,-, è esterno a V', esso dovrà incontrare w', 
e yu', in punti cornplessivamente in nuinero dispari, sicchè RI', ad es. avrà 
in comune con esso un nun-ieso dispari di punti. Ma, se k è pari, e quindi 
k - 1 dispari, ci6 è assurdo, perchè in quella regione di y' che non contiene 

(25) Solo per brevità, abhiaiiio tralasciato di studiare, per qualsiasi fascio (v, k), il coni- 
portamento della quartica base rispetto agli spazi reali esistenti sulle singole quadriche del 
fascio stesso. 
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IV', esistono degli 8,-, (esternima V') non aventi alcun punto cotnutie con 
PU',, e della stessa schiera del preredente. L'esistenza di W, su  V è diinque 
possibile solo per k dispari. 

Supposto allora: k = 2 /cl + 1 (k, s l) ,  prendiaiiîo su cp due S, sglieinhi, 
a ed CL', Lino da utia parte e I'altro dall'a.lt.ra di V ;  supponiamo anzi clie a 

ed r' siano ottenuti con la costruzione indicata al ri.' 34, partendo ad es. - d;.tll>S3 = o, O, o, w, : allora CL, a' coriterranno risp. due gelleratrici sgllembe 
r ,  r' della quadric;i y ,  sezione d i  cp con yuell'S,, le quali saratino riferite 
proiettivaiiieiite tra loro. La quadrica 9 detenninn tra a,  a' una recipi'ocità a, 
ed è luogo delle rette clie urriscono punti di a ,  a' recipioci in w ( 2 6 ) ;  in questa 
reciprocità a i  punti di r corrispondono gli iperpiani d'un fascio R' prospettivo 
ad r'. Prendiamo ora in cr' un sisteina nullo 1zoî2 degevere che inuti r' in H' 
(la cosa è possibile essetido k dispari); il prodotto della reciprocità w per 
questo sistema nullo è un'oinografia non degenere tra a, x', contenente r ,  r' 
come rette on~ologlie, e tale clle due punti otnologlii in essa, essendo senrpre 
reciproci in w, deterininaiio una retta giacente su  y. Ife segue che la V,+, 
luogo delle ao" rette che uniscono punti orriologhi degli spazî olriografici a, a' 

giace su cp e contiene cq,;  essa è divisa da a, a' in due regioni (perchè ogni 
sua retta generatrice è divisa dai suoi due punti d'incontro con a, ct' in due 
segirienti clie non si scambiano mai fra di loro coinunque quella generatrice 
varî su V,+,) ,  le yuali, per sezione con Io spazio o, W, w, G,  , danno le due 
regioni in cui cp, è divisa da r, r'; d'altra parte Vk+, sega la quartica base 

, del fascio, che è una V,; ,, in una V,, che non incontra a,  a', ma clie ha 
dei punti reali sia nell'uiia che nell'altra delle due regioni considerate su y,, 

e che percib si coiiîpone di due falde staccate, situate una per ciascuna delle 
due regioni di V,,, . Saranno anzi due falde dispari, perchè una generatrice 
g di y ,  incidente ad r ,  r contiene un punto solo di ciascuna di esse, siccliè 
Io stesso accade ad es. per l'S,, r zg, il quale sega V,,,, oltre che in a ,  

solo in g. 
L@ quartica base d 'un fnscio (2 k + 1, k) contiene sempre de& 8,-, reali 

( m a  non contiene nessuu 8,); esua è di  specie k - 1 oppure di  specie k ,  cioè 
non contietze oppure contiene delle falde dispari n k din~ensioni, secou~dochè k 
è pari O dispari.  

c26) Infatti, presi a, a' rispett. come spazî foiidain.1i A, A, . . . ~ k ,  &+,. . . Qnk+i, l'equazioiie 
di <p diviene: E p a ~ i x z =  0 (i =O,  1, . . . , k ;  1 = k  f 1, k + 9, . , . , 2 k $ 1); cbe 6 uii'eqiia- 
zione biliiieare neile due serie d i  variabili: z,, x,, . . . , xa; zk+,, 2k+*, . . . , X9k+1, che sono 
coordinate rispett. s u  rr: ed a'. 
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8. - LA QUARTICA BASE D'UN FASCIO (n, k), PER n 2 '2 k + 3. 

26. - Consideriamo infine ut1 fascio (n, k), nell'ipotesi di t 2 k  + 3, 
e supponendo inoltre in primo luogo che i coni del fascio siano tutti reali. 

Assumiamo l'equazione del fascio sotto la forma (4') del 1i .O 12, ponerido 
la condizione che le quadriche y, $ con cui il fascio viene definito siano en- 
trambe di specie (minima) k : 

sicchè l'equazione del fascio sarà : 

Quando h è minore di ho, A ,,..., A,; p.,,,, ,..., El ..,, la (7) rappi.esenta 
una. yuadrica di specie (minima) k, percib, ricordando quanto s'è detto a l  
n.O 14, la iiiinore delle Ai e ;J, sarà p.,,, e la tnaggiore sarA y.,,, dimodocliè, 
disponendo questi coefficienti cuinulativamente in ordine crescente, si otterrà 
una successione della forma : 

che si coinporrà d'un certo nuiuero dispari 2 s + 1 di gruppi costituiti al- 
ternativainente di coefficienti pj e A, .  

Consideriamo ora nella piramide autopolare rispetto a tutte le quadriclie 
del fascio 10 spazio u, di dimensione 9 s, che congiunge i vertici 

(i cui indici sono scelti uno per ciascun gruppo della successione (€9, ad es. 
i priini di ciascun gruppo). Esso sega il fascio dato in un fascio (9 s, 8 - 1) : 
infatti, se X è minore di tutte le A, e pj, l'equazione della quadrica corri- 
spondente di questo fascio contiene s terinini negativi ed s t l positivi; e poi- 
chè i valori di X che danno i coni del fascio sono (disposti in ordine crescente) 
alternativaniente una r, ed una hi, cominciando da p.,,,, vi sarà sempre in 
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quell'equazione (per h diversa dalle xi e pj considerate) la differenza di 1 tra 
il numero dei termini con un seçno e quel10 dei termini col segno opposto, 
cioè la quadrica sarà sempre di specie s - 1. 

Esaininiaino ora il fascio che si ha ne110 spazio G', di diinensione n--2s-1, 
opposto a 6 nella piramide autopolare. Percib notiaino che, per A minore di 
tutte le li e p j ,  nell'equaziorie d' iina quadrica di questo fascio si hanno : 
(k  + 1) - s terniini negativi e : ( n  - k )  - (s $- 1) terrnini positivi ; ed essendo : 
( k  + 1) - s < ( m  - k) - (s+ 1) (percliè era : n > 9 k  + s), la quadrica con- 
siderata è di specie k - s. Inoltre, la successione andoga alla (B), ma rela- 
tiva al nuovo fascio, contiene in ciasciii~ gruppo un eleiiiento di ineno del 
corrispondente gruppo della (8); e quindi, come, quündo A cresceva percor- 
rendo la. (B), la specie della quadrica ciel fascio dato partiva da  k e non scen- 
deva niai per ipotesi al di sotto di k, quando A cresce percorrendo la nuova 
successione la specie della quadrica del fascio in questione parte da k  - s 
e non scende mai sotto k  - s :  il nuovo fascio è del tipo ( n  - 9 s - 1, k - s). 
Cioè: Nella piramide nutopolare rispetto a tutte le quadr-iche d'un fascio 
(n, k )  a coni reali (n % 2 k + 3) si possono sernpre trovnre due spaA opposti 
a, a' sui quali i l  fascio dato sega due fasci f ,  g di  tipi rispett. (9 s, s - 1) e 
(n-Bs-1, k - s ) .  

Ora, se: k - s = - 1, cioè se i gruppi di posto pari nella (8) si corn- 
pongono ciascuno di un elernento solo, la quartica base del fascio g è priva 
di punti reali, inentre su quella di f esistono degli S, reali (n.O 21), che stanno 
quindi anche su V. Se poi: n = 8 k + 3, risulta : n - 9 s - 1 = 2 ( k  - s) +- 2 ;  
e percib le quartiche sezioni di V con I; e d contengono rispett. degli 8,-, 
e degli 8,-. reali; congiungendo coinunque uno dei primi con uno dei se- 
condi si trova u n  S, reale situato su tutte le quadriche del fascio, e quindi, 
di nuovo, su V. 

Se il fascio g non è del tipo (9 i + 8, i), nè del tipo (i, - l), operianio 
su di esso come su1 fascio iniziale; posto : n, = n - 2 s - 1, k ,  = k - s, tro- 
veremo nella piramide autopolare rispetto a tutte le quadriche di g due 
spazî opposti a , ,  u', che segario g secondo due fasci f , ,  g, di tipi rispett. 
(9 s , ,  S ,  - 1) e (.fi, - 2 s, - 1, k ,  - s,), ove 9 s ,  + 1 b il nuinero dei gruppi 
della successione analoga alla (8) nia relativa al fascio g. Ed allora, se:  
k ,  - s, = - 1, la quartica base di g, è priva di punti reali e quella di f ,  
contiene degli S,, (cioè degli Sb-,) reali ; se invece: n, = 2 k,  + 3, risulta : 
n, - 2 s, - 1 = 9 ( k ,  - s,) + 8, sicchè le quarticlie basi di f ,  e g, contengono 
rispett. degli S,, , e degli S+, reali, onde la quartica base di g contiene di 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



104 Togtiat t  i: Questioni d i  forma e di realita relative a fasci 

nuovo degli S,, reali (ottenuti congiungendo uno degli S+, con uno degli 

Skl-d - 
Se poi g, non B del tipo (8 i + 8, i), nd del tipo (i, - l ) ,  si operi su esso 

corne su1 fascio iniziale e su g, poneiido : n, = n, 2 s, - 1, k, = k, - s, , e 
chiainando Bs, + 1 il nuinero dei gruppi della successione analoga alla (8) 
relativa al fascio g, . E cos? via. 

Poichè la differenza n - (2 k + 3) ditninuisce ogui volta d i  1 ("), e poicliè 
d'altra parte i numeri s, s , ,  s, , . . . finiscono col diminuire (rioii apperia esau- 
rito il gruppo meiio nuineroso della (8)), si arriverà certo, dopo un numero 
finito di operazioni, ad un fascio g,, di tipo (n, - 2 s, - 1, k, - s,), per il c p d e  
si avrà : n, = 2 k, + 3, oppure : k, - s, = - 1; ed allora la quartica base del 
fascio precedente g,-, conterrà degli S,, reali, rnentre le quartiche basi di 
s , - ~ ,  g ~ - ~ , .  . ., g,, g conterranno rispett. degli Skz-i, Sbl +. . ., Ski, Skl reali, e 
quindi, infine, la quartica base del fascio iniziale conterrà degli S, reali : 
essa é duilque di specie k. 

27. - Supponiamo da ultiriio che il fascio (n, k )  conteiiga OL h + 2 
coni iiiiinaginarî (O 6 h 6 k) di vertici o, , Go ;. . . ; o,, , Wh; sicchè sullo spazio r' 
polare di r r w, Go . . . o, G, rispetto a tutte le quadriche del fascio dato questo 
seghi un  fascio (n - 2 h - 2, k - h -- 1) a coni reali (n.0 15). Se h = k,  un 
S,,+, generico passante per ; sega il fascio düto in un fascio con un sol coiio 
reale, e quindi del tipo (9 k + 2, k), la cui quartica base contiene già degli S, 
reali (n.0 21). Se invece h 6 k - 1, la yuartica base del fascio clie si lia in T' 
contiene, per quanto s'B detto, degli 8,-,,-, reali; sicclid esiste certo in 7' 

un Sm-,,,-, che sega il fascio stesso in un fascio (n - 2 h - 3, k - h - 1);  
congiungendo questo spazio con T si ha un S, segaute il fascio dato (11.0 15) 
in un fascio (n - 1, k). Ragionando su  questo co i i i~  su quel10 dato, si tro- 
ver& infine di certo un S,,+, segante il Fascio dato in un fascio (a+ 2, k), 
la cui quartica base conduce di nuovo a trovare degli S, reali situati su V. 
Tenendo conto anche dell'arbitrarietà che rirnane tiellü scelta d'un tale S,,,, , 
concludiamo che : 

La q ~ a r t i c a  base d'un fascio (n, k), per n & 2 k + 3, è di  specie k, e com 
tiene infiltiti S, reali. 

(a7) Si lia infatti: 

?z,-(9kl$3)-?z -9s - 1 - 9 ( k  - s ) - 3 - [ n  - @ k  + 3 ) ] - 1 ;  

!u2 - (9 X1, + 3) - TL, - 9.9, - 1 - 2 (le, - s,) - 3 = [TL, (9 k ,  $ 3)l- 1; ecc. 
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5 9. - EQUIVALENZA DI DUE FASCI DI QUADRICHE 

NEL CAMPO DELLE OMOGHAFlE REAL1. 

28. - Quando è clie due fasci reali di quadriche F, Ii", a coni distinti, 
si possono trasforinare l'uno nell'altro mediante un'oinografia reale? Se esiste 
un'oinografia fl clle iiiuti P i n  P', i due fasci, pensati come enti razionali oo', 
risultano riferiti tra loro in uria proiettività o che muta i coni di F in quelli 
di P' ;  e viceversa, se i coni d i  F e quelli di P', supposti tutti distinti, for- 
inano entro i fasci stessi due gruppi fra loro proiettivi, i due fasci sono 
proiettivainetite identici; sicchè, detto A il paranietro che determina le qua- 
driche di P conîe combinazioni lineari di due di esse, i inutui rapporti dei 
valori di X clle danno i coni del fascio sono invarianti pi-oiettiri del fascio, 
ne1 campo complesso ('). 

Se l'oniografia n é reale, tale è pure la proiettività o clie essa subordina 
tra P ed P' (il che implica che il numero dei coni iminaginarî sia Io stesso 
per entranîbi i fasci); per di più, i due fasci sara.nno di utio stesso tipo 
(n, k), anzi w farà corrispondere ad ogni tratto (reale) di P, costituito di 
quadriche d'una certa specie i, un tratto di F' coinposto pure di quadriche 
di specie i (28).  

Viceversa, i fasci reali F, P' siano tali che: a)  esista tra essi, coine 
fornîe oo', una proiettività reale w che muti gli 11 + 1 coiii di P nei coni 
di F', sicch& essi contengano 10 stesso numero 2 h + 2 di coni iinmaginarî; 
b) esistano in essi due tratti t ,  t', ornologhi in  o, composti entranlbi di qua- 
driche di specie k. In queste ipotesi, esiste un'omografia reale che muta F 
in 3'. 

Infatti, assuininnio l'equazione di F sotto la forma (4') del ri. 12, sup- 
ponendo che le quadriclie y ,  # siano scelte ne1 tratto t. Dette poi cp', 9)' le qua- 
driche di P' omologhe rispett. di y, $ oella proiettività (J, se numeriaino con 
indici uguali i vertici di due coni reali omologhi in w e le coppie di vertici 
di coni complessi-coniugati pure onîologhe in (O, le equazioni di .y', #' si po- 

(28) D'ora in poi, parlando di tratti d'un fascio ci riferiremo seinpre ai tratti del fascio 
coinpresi tra cono e cono, coiisecutivamente. 
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tranno ridurre alla forma : 

h 

' '  = Z: (a',, x'; + 2 a'i,i+h+l x', x'~+,+, - a',, x'q,,+,) + Y - 
i =O  

e I'equazione d'una yuadricü generica di P', sarà: 

Allora la proiettivitü reale w, che muta i valori O, oo di X rispett. riei 
valori O, w di À', avrà un'eq uazione della forma : A' = a 1, con cr reale. Ne 
segue che i valori di A' che tlatino i corii di E", e cioè: 

saranno ordinataniente uguali a i  valori (5) del n . O  13 inoltiplicati pei. a ('7; 
dev'essere cioé : 

Ed allora é cliiaro che la pioiettività reale:  

muta, non solo (p in ma anche + in +', e quiridi P in  F'. 
Affinchè d u e  fasci rea l i  d i  quadriche,  a cowi dis t in t i ,  ri possnuo Irasfor- 

m a r e  l 'uno nell'altro med ian te  un'o+nografia renle, è necessario e suff iciente 
che esistn t r a  essi, colne forme w', una proiettività renle che mdi i coni del 
pr imo  21% quelli del secondo, ed i r ~  modo  che nuE  trcctti owzoloyhi d e i  d u e  fasci 
s i a n o  composti  d i  qzcadriche della stessa specie. 

(29) Si pub supporre t h e  o muti ai,i+h+i + i aii proprio in n'i,i+h+l + i alii (per i = O , . . : ,  h) ,  

perché s e  Io mutasse invece in a'i,i+h+i - iaIii basterebbe, per ridursi al primo caso, sosti- 

tuire -utii ad a;i e contemporaiieameiite scambiare t ra  loro gli iiidici dei piiiiti fondam.11 

A;, A1i+h+l. 
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S 10. - EQUIVALENZA DI DUE YASCI DI QUADRICHE: 

DAL PUNTO D I  VISTA TOPOLOGICO. 

29. - Volendo studiare l'equivaleiiza topologica di due fasci reali di 
yuadriche, non iiiteressano più i niutui rapporti delle quantità (5 ) ,  bensi il 
nuinero di quelle di esse cl-ie son reali e l'ordine in cui queste si seguono. 

Supponiaiiio infatti che, ne1 ragionailielito del n.O 98, i coefficienti X I i  e 
pjj di +', senza essere proporzionali alle Ai e pj, si seguano nello stesso or- 
dine di quelle. La trasformazione (9), che muta cp in $, muterà + i n  utia 
certa quadrica +, , diversa da +, che determina con y' un fascio F,, . Conside- 
riamo poi la quadrica: 

$ 1  = 4 0  + 5 (4J' - + O ) ,  

ed il fascio FI che essa determina con y'. Per 5 = O  e per o = 1, FI coincide 
rispett. con Po e con F';  e se si fa crescere 0 con continuità da O ad 1 esso 
varia pure con coiitiiiuità. D'altra parte, detti al:), a!:,!+,+, , II'', i coeficienti 
dell'equazione di $, analoglii ad ccii, ai,i+h+i, X i ,  h, si ha: 

da cui risulta che, poichè 5 ed 1 - a si mantengono positivi, e le differenze 
hi - Xj, Ifi - h; hanno per ipotesi 10 stesso segiio (perchè le ai ,  pj si seguono 
nello stesso ordine delle A',, pJ), anche Xi1) - ljl) avrà seinpre il segno di 
A, - Xj; sicchè durante tutta la variazione di cr da O a 1, i coefficienti XI", Xj" 
si seguono sempre nello stesso ordiiie, e due qualunque di essi non potraniio 
mai divenire uguali tra 101-0. Quanto ai terniini coiiiplessi della successione (5) 
relativa al fascio F, , variando a da O ad 1, essi variano con continuità, senza 
inai divenire reali ( 3 0 ) ,  e vanno a coincidere con altrettanti terinini coinplessi 
relativi al fascio F'. 

(.%) Iiifatti, si possono distribuire gli indici dei due puiiti A'{, A1i+t,+1 in inodo rhe 
nii ed dii abbiaiio 10 stesso segiio; allora $, sega la  retta d'iA1i+h+i in due punti che noil 

possoiio mai coincidere con A'{ ed A1i+h+l (perchè aj?, cioè: (1 - o) a, + o di i ,  per a corn- 
preso tra O ed 1 ,  conserva allora un segno costante), e che percib separaiio srmpre A'i 
ed A'i+h+i. 
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Da tutto ci6 si deduce che, al variare di o da O ad 1, il fascio P, ha 
sempre '2 h + '2 coni iinmaginarî e n - 8 h - 1 coni reali e distinti ; percib 
la sua quartica base varia su  senm nani acquistare dei punti doppi : la quar- 
tica base di F, e quella di F' sono percib topologicatnente identiclie ('l).  

30. - Importa dunque di trovaie, in forma possibillnente seniplice, 
un'iinmagiue geometrica della successione delle A,, h,  prescindendo dai loro 
valori nuinerici particolari, e baclündo solo invece al modo in cui si succe- 
dono in ordine ad es. crescente. 

In  primo luogo, il fascio contenga n+ 1 coui reali. Defitiito il fascio, 
coine al n.O 86, con due quadriche y, d /  di specie initiitna k contenute in uno 
stesso tratto, gli n + 1 coiii dividono i l  fascio in n + 1 tratti consecutivi, 
che nuinerereino da O ad n, procedendo in un senso arbitrario, e partendo 
da1 tratto che contiene y ,  $ (e che si ha per 1 minore, O rnaggiore, d i  tutte 
le h , ,  h). Segnüti yuitidi in un piano due assi cartesiani ortogonali, per ogni 
ascissa intera x coiiipresa tra O ed n consideriaino ui-i'ordinata (pure intera) y 
uguale alla dimensione massima d'uno spazio reale esistente sulle yuadriche 
del tratto di posto x;  y pub variare da k fino ad un inassiino che clliaine- 
reino ?M., sicchè la dimensione del10 spazio ainbiente sarà 9 m + 9 o 9 In + 1 
secondochè essa è pari O dispari. Poichè passat-ido da un tratto x al con- 
secutivo x+ 1 la y varia di I 1 (O pub restar costante se y = su ed 

(31) È ovvio peri, che, mentre per forme della quartica hase di P topologicaineiite diverse, 
i coefficieiiti l i  e p j  di $, disposti in ordiue crescente, daiino successioni diversanieiite costi- 
tuite, possono aversi, viceversa, per tale successione forme diverse che corrispondoiio ad uno 
stesso tipo di quartica. 

Cosi, se due fasci conducono a due forme della successione dedotte l'una dall'altrit con 
iina sostituzione circolare eseguita sui numeri 2 h + 8, . . . , n (il che pu6 avvenire quaiido 
quei fasci coiitengano piii tratti di quadriche di specie k ,  entro uno qualunque dei quali 
possoiio essere scelte le qiiadriche che li ddniscono), esse possono ridursi identiche canibiando 
opportunamente, per uno dei fasci, le qnadriche cp, J( e la numerazione dei punti A-htn , . . . ,  An. 

Ancora, pub darsi che, dette rispett. 7, J i ;  y ' ,  #' le quadriche che defiiiiscouo due fasci 
F, F', la disposizione e la. specie dei vari tratti siaiio identiche per i due fasci purchè si  
inverta il senso in cui il secondo fascio viene percorso. In ta1 caso, sostituiaiiio alla qua- 
drica $' del fascio B': l'y'-$'- O, la quale si aveva per l ' = O ,  la quadrica #" che si ha 
per un .valore a di 1' rnaggiore di tutte le Xi, p'j. 1 coefficienti À':, p"j dell'equazioiie d i  4" 
sono: 1"s = a  - 1'4; p"j= a - .j; essi sono tutti positivi; e se si inverte la numerazione dei 
punti A1ah+s ,..., A1h+k+i, e cosi quella dei punti A1h+k+e, ..., A',, essi s i  seguono proprio neiio 
stesso ordine delle A,, p,. Anche in qiiesto cas0 le due quartiche sono topologicarnente 
identiche. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



n = 2 rn + 2) (n.O 13), congiungerido a due a due cotisecutivaiiien te i punti 
ottenuti si lia uiia spezzata poligoiiale L, i cui vertici liatiiio cooi.dinate in- 
tere, ed i cui litti sono paralleli alteriiatiraiiieiite alle relte y =%, y =  -x, 
con I 'üv~rei~t.eiiz~~ die,  per r& pari, si possono nvere dei lati sulla retta y = 112, 

clie chiamereiiio r. Ilireilio clle L è la spexzatn iwmmgine, O sclaema, del fascio 
d i  yuadriche. 

Essa parte da1 piinto A (O, k) ,  termina al punto B (n, k + 1 ), è tutta 
conipresa ne1 rettangolo di lati: x = O, x = n, y = k ,  y = m, ed ha aliiieno 
uri vertice su  r.  Essa presenta dei ~nassinii e dei miniini; ami ,  nota la po- 
sizione di due minitni consecutivi soi1 ~ i o t i  i due lüti della spezzata coinpresi 
fra essi. Per conoscere L basta dunque assegiiarne, oltre gli estreimi A e B, 
i vertici di ordinata miniina. 

Sia (a, y) uiio di questi; allora ogni quadrica 8 del tratto di posto x 
é di specie y, siccliè esistono tiella piramide autopolare rispetto a tutte le 
y iiadriche del fascio u n  S,  ed un S,,_ !,-, , fra loro ogposti, ed entrainhi esterni 
(a. 8 e quiiidi) a tutte le quadriclie del trütto considerato (1i.O !!)). Un tale 8, 
si dirà 10 spcczio caratteristico di quel tratto ( O  del corrisporidei~te ininiino 
di L), e si indicherà con Sr); l'insieme di tutti gli S r  cosi defiiiiti (inclaso 
YS!) caratteristico del trrttto 0) si chiaiuerh la conftgurazior~e cccrntteristica 
del fascio, e si iridicherà con C. 

31. - Deterininialno anzitutto il nuiiiero iiiassiino degli spazî di C. 
Alla spezzata L si pub seinpre sostituirne un'altra con Io stesso iiuinero di 
vertici, ed avente tutti i suoi massiini s u  r .  P e r d  consideriamo una parte LI 
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di L limitata da due vertici H , ,  H, situati su T ,  e che non abbia altri vertici 
su  r oltre Hl, H, ("1; detto P il iniiiiino assoluto di L I  (O uno quiilunque 
di essi se  sono in più d'uno), spostianlo ogni iiiassinio di L I  (esclusi Hl, H,) 
su uno dei lati che lo compreiidono fino a portarlo su r ,  e precisaiiietite 
spostiainolo s u  quello di destra o su  quello di sinistra dei dire lati secondochè 
il inassirno considei.üto sta a sinistra o a destra d i  P; la  spezzata L', tiefi- 
nita d a  Hl , H ,  e dalle nuove posizioni dei niassirni 11a t a n t i  veitici coine L, 
ed h a  tutti i suoi massiini su r. Faceiido 10 stesso per tutte le parti di Il 
analoghe a d  L I ,  si ottiene lo scopo voluto; sia L'la iiuova spezzata. È cliiaro 
che, se si prende A coine punto P per yuella. parte di L che coiitiene A 
stesso, i ~nassimi di L' son tutti cornpresi tra i pu i~ t i  NI ed JI, ove r B 
incontrata dai lati di L uscenti da A, B rispett.; e poictiè la differenza tra 
le ascisse di due ininiini consecutivi di L' è 2 2, se si dicono In, ed m, le 
ascisse d i  Ml ed JI, rispett., il massiriio numero di minimi di L', teneiido 

$12 -- m, 
conto anche di A, è dato da : 1 + E -Y-- . 

2 
D'altra parte, le equazioni di A Ml,  B L1l, soiio rispett. : 

Ne segue: 

Risulta dunque : 

È poi eviderite che, per I L  pari, L pub ridursi ad A AI, IV, B, avendo al- 
lora come unico miniino il puiito A. Invece, per n dispnri, non esistendo 
su r lati di L, il nuinero ininiirio dei riiinirni di L corrispoilde a l  caso in 
cui i vertici di L stanno alteruativaiiîente su y = k e su r (salvo al più l'ul- 

(3s) Qui, e ne1 seguito, le parti estreme di L uscenti rispett. da A e B, e termiiiate alla 
loro prima intersezione con r ,  si considereraiiiio come costitueiiti un'unica porzioiie di L. 
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timo massimo clie avrà, in generale, ordinata < WC) ; nia in ta1 cas0 le ascisse 
di due minimi consecutivi (esclusi al più i due ultimi) differiscoiio di 8 ( m  - k); 

Btn+1 - n 
percib L ha ora alnieno: 1 + E (m - k )  - 1 + E - , iiiinimi. 

La configuraziovae caratteristica d'un fascio (n, k )  a coni reali contiene 
n 

al pi& k + B spccz2 ; ne contiene almeno 1 + E se n è dispari, al- 
n - 2 k - 1  

meno uno (che è allora u n  8,) se n è pari. 
(Questa proprietà completa l'ultimo teor. del n . O  15 per il cas0 di h = - 1). 
Rileviamo anche che le ascisse di due massimi consecutivi della linea L', 

del ragionainento precedente differiscono sempre d'un nurnero pari, percib 
10 stesso accade per le ascisse h l ,  h, degli estremi H l ,  H, di L', (ci08 di L I ) ;  

1 
ed i minimi di L, sono al più : jh, - h , ) .  

32. Tutto ci6 guida alla costi.uziorie di L per dati valori di n e di k. 
Si  segnino in primo luogo su1 segment0 A I ,  M2 i vertici di  L che si  vuole 
stiaiio su r.  Per 12 dispari, essi vanno scelti, a d  arbitrio, tra i punti di r 
di ascisse : m- k,  m - k + 9, 9 9 -  k  + 4,. . . , +n + k  + 2 ; al massiino essi 
sono k  + 2; e se si fissa che siano proprio k +- S allora L riesce senz'altro 
individuata, se no resteranno ancora d a  costruire delle parti di L coniprese 
tra due consecutivi di quei vertici. Se n è pari, il nuinero e la luiighezza 
dei lati che L pub avere su r, coine pure il nunlero degli eventuali vertici 
isolati che L h a  s u  r ,  sono soggetti alla sola condizione clie tra due conse- 
cutivi di essi (lati, o vertici isolati, a cui si aggiungano i punti M l ,  JI,, se 
non sono estremi di lati né vertici isolati) sia compreso u n  nuinero pari 
d'intervalli unitarî. E poiché ora Y, M, vale 9 k +  3, t ra i lati di L situati 
s u  r ve n'è u n  numero dispari che hanno lunghezza dispari; ed anche ora, 
se tutti gli intervalli riinasti scoperti s u  r valgono 8, la spezzata L è sen- 
z'altro nota, se no ne restano da costruire delle parti con gli estremi su  r. 

Per la costruzione di queste parti intermedie si hanno pure delle restri- 
zioni. Osservianio percib che i lati di L, iiscenti da Hl ed H,, avendo rispett. 
per equazioni : - m = - ( X  - hl ) ;  y - m = x - h,, s'incontrano ne1 punto 

1 1 
di coordinate: (h, + hl),  m - , (h, - h,), (clie sono nuineri interi perchè - 
h, - hl è pari). Detti quindi (a, P,), (a ,  P l )  , . . . , ( a g  Po) i minimi di 

per le coordinate del primo e dell'ultimo di essi si I K G E L -  
'2 
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hanno anzitutto le condizioni: 

P I  = ,m - ( a ,  - h l ) ;  Po = m.- (h, - r,) ; (10) 

e dovrà essere inoltre: 

1 1 
h l + 2 5 . , ~ ~ ( h ~ + h ~ ) ;  g ( h l + h z ) ~ a i ~ h r - a ? 7  (11) 

1 
qualora sia: k r ,na - - (h2 - h,) ,  con l'avvertenza che a ,  ed Y, so11o allora. 

B 
1 

uguali insieule ad - (hl  + h , ) ;  e sar i  itlvece: 
9 

.qualora sia invece: k > l n  - 1 
(h,-hl) .  Per un altro miniino (a.P,) deve 

2 
essere : 

1 nb - B 2 ,!?* h del minore dei due nuineri: k ;  nz + 2 - (h, - h l )  
9 ' (13) 

h, + (m - P,) + 2 5 U, _L h, -- (m  - P,) - 8. \ 
Infine, il inassirno coiiipreso tra due iiiinimi coiisecutivi ( r ,  Bs), ( 7 , + ,  PB+l ) ,  

essendo coinune alle rette : y -- p, = x - a,; g -- P d ,  = - (z - u . ~ + ~ ) ?  lia le 
coordinate : 

Questo esige che (a,,, - a,) + @,+, - P.) sia pari ; e J  anche (dovendo essere : 
u, + 2 2 x, f a,+, - 1 )  clie sia: 
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sicchè la (14) si pub anche scrivere:' 

Mediante queste condizioni si riesce, dopo aver fissato il primo ininimo di 
L,, a scegliere successivainente tutti gli altri. 

Le parti della spezzata L che contengono rispett. A e B si costruiranno 
tenendo conto delle (15), (16) e di altre condizioni analoghe alle (IO), ( i l ) ,  
(18), (13), sulle quali non ci tratteniamo. 

33. - Per vedere se la spezzata L definisce l'ordine delle 'hi, p, nella 
successione (8) del n.O 96, distinguiamo i due casi di n pari e di n dispari. 

n = Bm + 2. - Se una quadrica 8 scelta ne1 tratto O descrive il fascio 
passando successivamente nei tratti 1, 2,. . . , 2 rn + 2, e tornando alla posi- 
zione iniziale, il valore corrispondente di 1 nella (7) parte da un valore mi- 
nore di tutte le A,, p j ,  e ritorna al valore inizialv dopo aver preso tutti i 
valori reali positivi e negativi. Inizialmente, nella (7) vi sono k + 1 termini 
negativi e (9 "~YZ i- '2) - k positivi ; in corrispondenza al lato di L uscente da 
A (primo lato) la specie di 4 cresce d'un certo numero di unità, che è noto 
se si conosce quel lato, e percib la (8) comincia con altrettante quantità p j .  
Se, dopo cib, L non ha ancora raggiunto r ,  la specie di 9 diminuisce d'un 
certo numero noto di unità, e quindi nella (8) seguono altrettanti coeffi- 
cienti A,. E cos1 via. Quando L raggiunge r per la prima volta, nell'equa- 
zione di 9 si hanno rn + 1 termini negativi ed rn + 2 positivi; percib, se il 
nuovo lato di L non sta su r ,  la specie di 0 decresce subito, e nella (8) seguono 
a questo punto dei coefficienti Ai, il cui nurnero è determinato dalla lun- 
ghezza di quel lato, e cosi via, fino al nuovo vertice di L che sta su r ;  se 
invece il nuovo lato di L sta su  r ,  la specie di O resta fissa in corrispon- 
denza a tutto questo lato, sicchè il numero dei termini negativi della (7), al 
crescere di A, vale alternativamente rn + 1 ed rn + 8, il che vu01 dire che 
nella (8) s'incontrano alternativamente una r, ed una 1,; giunti alla fine del 
lato considerato, se i termini negativi della (7) sono ancora m+ 2 ,  cioè se 
lti lunghezza del lato stesso è pari, si torna nelle condizioni del primo caso ; 
se invece la lunghezza di quel lato è dispari, i termilii negativi della (7) sa- 
ranno m+2,  e per far decrescere la specie di û si dovranno far seguire 
nella (8) delle pj. 

Tutto ci6 prova che, per n pari, la conoscenza del10 schema L equivale 
a quella della successione (8); cioè: Per n pari, la quartica base d'un fascio 

A m d i  d i  Matemutica, Serie III, Tomo XXX. 15 
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a coni reali è topologicamente definita dallo schesna del fascio (oppure dalla 
sua configzcrazione caratteristica). 

34. - È facile approfondire la posizione mutua degli spazî della con- 
figurazione C. 11 primo di essi 8 1'8,: A, A , .  . . A,. Consideriamo poi gli 
S t ' ,  s$.+:') caratteriçtici dei'minimi consecutivi (a, P,), (a,+, Pa+,) di L, e suppo- 
niatno che essi siano gli spazi: A?, AT,+ i... Au.+!., AYs+, Ay8+l+~... AYs+l+pB+l (per 
dare un significato agli indici >n,  supporremo che A, ed A, coincidano se 
x y (rnod. n f 1)). Se tra quei due minimi non c'è alcun lato di L situato 
su r ,  allora, passando da (a,@,) ad (a,,, Pa+,) si attraversano nella (8) prima 
un gruppo di r, e poi uno di 'hi, oppure viceversa, secondochè nell'equazione 
d'una quadrica del tratto a, sono in minoranza i segni negativi O quelli po- 
sitivi; in ambo i casi il secondo dei due gruppi contiene: 

elementi, a ciascun dei quali corrisponde un punto fondam.'" che sta su  SB.') 
(O segue iininediatainente quelli che stanno su Sk)) e che non sta su 
~$2';  percio si avrà: 

il che definisce SFZ' quando si conosca SR'. 
Pu6 darsi invece che tra (a, p,) e (ast, P+,) sia coinpreso un lato 1 di L 

situato su r ;  gli estremi di questo lato hanno per ascisse : a, + (m - p,), 
cc.+, - (m - Pst,) ; percib la sua lunghezza sarà: (a,, - a,) + (p.+, + (jg) - 2 WZ: 

Se Z ha lunghezza pari, cioè se (a,+, - a,) - (Pa+, - P,) é pari, vale ancora il 
risultato precedente, perché percorrendo Z si attraversano nella (8) tanti coef- 
ficienti Xi e y, (alternativamente) quanti se ne attraverserebbero complessiva- 
mente se, invece di percorrere 1,  si potesse percorrere la spezzata formata 
dai prolungamenti (oltre r )  dei due lati contigui ad Z. Se invece Z ha lun- 
ghezza dispari, cioè (ast1 - a,) - (Pd, - $3 è dispari, allora ne1 punto (a,+, Pa+,) 
sono in minoranza nella (7) i terinini positivi od i negativi secondochè in 
(a, p,) erano in minoranza i negativi od i positivi; dimodochè, se si percorre 
ne1 senso fissato la successione A, A,.  . . A, partendo da A,,, per giungere 

ad Ar.+, bisogna attraversare tutti i punti che stanno su SB.'), e che sono 
@, + 1, ed inoltre tanti altri punti quanti sono i coefficienti pj  (oppure 1;) che 
si attraversano passando da'(a,  P,) ad (x,,, P.+,). Si riconosce subito che ve 
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ne sono: m - fi. per il lato che precede 1; m - Be+, per quel10 che segue 1 ;  
1 [ (aaçl - a.) + (B.+. + B.) - 2 !itt + 1 per il lato 1. Si avrà quindi : 1 

35. - n = 2 wt + 1. - In quest'altro caso 10 scheina L non definisce 
pih in modo coinpleto la successione (8). Infatti è chiaro che, partendo da A, 
la (8) riesce detertninata, conle ne1 cas0 precedente, finchè L non raggiunge r ;  
ma quando cib accade si lianno nella (7) tanti termini positivi quanti nega- 
tivi, e percib, proseguendo, la specie della (7) diminuisce sia che nella (8) 
s' incontri a questo punto una hi sia che s' incontri una p j .  Tale doppia pos- 
sibilità si ripresenta a tutti i vertici di L che stanno su r ,  eccettuato l'ultimo. 

Per togliere quest'ambiguità pub servire la configurazione C. Se L ha  
t (2 8) vertici su r, questi spezzano L in t parti, a cui corrispondono anche t 
parti Cl,  C,, . . ., C, di C, due consecutive delle quali possono essere colle- 
gate fra loro in due modi diversi. Detti &$) ed SIS..+:" rispett. l'ultimo spazio 
di Ci ed il primo di Ci+, , diremo che tra C, e C,+, si ha un collegamento 
diretto quando ai due lati di L uscenti da (a, P,), (a,,, p,,,), ed incontrantisi 
su  r ,  corrispondono nella (8), in un ordine qualsiasi, un gruppo di A; ed 
uno di p,; allora sussiste conie prima la (17). Direino invece che tra Ci e Ci+l 
si ha un collegamento inverso quando ai due lati anzidetti di L corrispondono 
nella (8) O due gruppi di Ai O due gruppi di h; in ta1 caso, per andare nella 
successione A, A, . . . A, da A-/, ad AYS+, , si devon0 attraversare i B, + 1 punti 
che stanno su @;), ed inoltre altri a,+, - a, punti; perci6 sarà: 

Concludendo: Per n dispari, la quartica base d'un fascio a coni reali è 
topologicamente definita dalla configurazioîae caratteristica del fascio. ' 

36. Infine, per u n  fascio (n, k) con 9 h + 2 coni immaginarî, segue 
da1 no 89 che i caratteri topologici della quartica base dipendono da quelli 
della quartica base del fascio sezione del dato con 10 spazio individuato dai 
vertici dei suoi coni reali. Cioé: La quartica base d'un fascio contenente dei 
coni irnrnaginart è topologicat~tente definita dalla configurazione caratteristica 
del fascio sezione del dato con 10 spazio çhe congiunge i dertici dei szcoi coni 
reali. 
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3 I l .  - ESEMP~.  

37. - Applichiaino le cose dette ai casi : n = 4, tt = 5. Per avere i 
vari tipi possibili di fasci di quadriche si dovrantio fissare successivamente: 
il nuinero 9 h +- 9 dei coni iinmaginarî, il numero k che dà la specie minima. 
per le quadriche del fascio, 10 schema L ed eventualmente la configurazione C 
(tenendo conto della nota (")). 

n = 4. - a) 4 coni immaginarî ed 1 reale; k = 1 ; quartica con m a  
falda pari di specie 1, contenente 4 rette reali, 6 coppie di rette complesse- 
coniugate delle quali 2 di lBa specie e 4 di 2." specie ( 2 3 ) ;  

b) 2 coni itnniaginarî e 3 reali; k = 1 ; quartica con uiia falda pari di 
specie 1, contenente 8 rette reali, e 4 coppie di rette coniplesse-coniugate di 
2." specie (10 schema L è un segmento su r ) ;  

c) !? coni immaginarî e 3 reali; k =O; quartica con una falda pari di 
specie O (la configurazione C è ridotta ad un punto: Se) ; 

d) 5 coni reali; k = 1  ; quartica con una falda pari di specie 1, con- 
tenente 16 rette reali (10 scliema L è un segmento su Y); 

e )  5 coni reali; k =O; con~igurazione caratteristica: St), SLg); quartica 
con due falde pari di specie O ;  

f )  5 coni reali; k = O; configurazione caratteristica: Sr); quartica con 
una falda pari di specie O; 

y) 5 coni reali; k = - 1 ;  quartica priva di punti reali. 
38. - n = 5.  - a)  6 coni inimaginarî; k = 2;  quartica con una falda 

pari di specie 1  ; 
b) 4 coni immaginarî e 2 reali; k = 1 ; quartica con una falda pari di 

specie 1 ; 
c) 2 coni initnaginarî e 4 reali; k = 1 ; quartica con una falda pari di 

specie 1 (config~irazione caratteristica ; SD, Sp) ( 3 3 ) ;  

cl) 9 coni inimaginarî e 4 reali; k =  O ;  quartica con una faldapari di 
specie O; 

(33) La scelta del collegamento tra 5$' ed s!' si pub fare in  due modi diversi, ma con- 
duce solo a configurazioni l'una dedotta dall'altra invertendone il senso (oppure con permu- 
tazione circolare). 
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e)  f )  6 coni reali; k = 1 ;  quartica con una falda pari di specie 1. La 
configurazione caratteristica si colnpone sempre di tre rette: SP' ,  SY, SV); 
ma i t re  collegamenti possono essere: O due diretti ed uno inverso, ed allora 
le tre rette soiio: A, A,, A, A,, A, A,; O tutti inversi, ed allora le tre rette 
sono a due a due sghem be : A, A , ,  A, A,, A, A,. La differenza tra i due casi 
si riflette sulla pirainide autopolare, la quale ne1 prinio cas0 contiene due 
facce (opposte ad A, e ad A,) clle segano la quartica base in quartiche di 
specie 1, inentre ne1 secondo caso tutte le sue facce segano la quartica base 
in quartiche di specie O; 

g) 6 coni reali; k = O ;  configurazione caratteristica: S!), SI"); quartica 
con una falda di specie O; 

h) 6 coni reali; k = O; contigurazione caratteristica Sr', SOI; quartica 
con due falde pari di specie O ;  

i) 6 coni reali; k = - 1 ; quartica priva di punti reali ("). 

Torino, "2 novembre 1910, 

(34) 1 risultati del n.O 38 possono applicarsi alla classificazione, da1 punto di vista topo- 
logico, dei complessi quadratici di rette del10 spazio ordinario, ritrovando cosi i risultati del 
REYE e ~ ~ ~ ~ ' A R N o L D T  (10). per far cib, occorre fissure e?atro i l  fascio u n a  yuadrica Q ,  d i  specie 2, 
corne i m m a g i n e  de lk  rette d'un S3. Ora, nei casi a) ,  b), d), h), i ) ,  il fascio contiene un sol 
tratto d i  quadriche di specie 9; entro questo, senza ambiguità, va scelta Q .  Invece, ne1 
caso c) ,  il fascio contiene due tratti di quadriche di specie 8, i n  condiziolzi diuerse, perchè 
1'S3 che congiunge i vertici dei 4 coni reali sega le quadriche di quei due tratti in quadriche 
rigate, i n  modo perb che le quadriche di uno di essi danno luogo a quadriche sezioni le 
cui generatrici incontrano tutte la quartica base in due punti reali e distinti, mentre quelle 
dell'altro danno quadriche sezioni contenenti anche generatrici esterne alla quartica base; 
da1 caso c) si ottengono perci6 due diversi tipi di complessi quadratici secondoché & vien 
scelta nell'uno O neil'altro dei due tratti. Cosi ne1 caso y); anche qui si hanno ne1 fascio 

due trat t i  di quadriche di specie S in condizioni diverse, perchè il piano di sP' e di s:' è 
esterno rispetto a quelle dell'uii tratto e segante rispetto a quelle dell'altro. Invece, uei casi 
e ) ,  f )  non si trovano suddivisioni ulteriori. Tenuto conto di ci6, i nostri casi corrispondono 
a quelli del REKE ne1 modo seguente : a )  complesso iperbolico (1. Art); 6 )  complesso parabo- 
lico (II. Art); c )  complesso parabolico ( I I I , .  e 1116. Art); d )  complesso ellittico (IV. Art); e) f )  
complesso parabolico (Va. e Vb. Art) ; g) complesso ellittico (VI,. e VIb. Art); h) complesso ellit- 
tic0 (VIL Art); i )  complesso immaginario (VIII. Art). 
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Sulle trasformazioni dei sistemi di linee, con- 
iugate ed ortogonali, ne110 spazio Sn. 

(D i  PASQUALE CALAPSO, a Xessinn.) 

P R E F A Z I O N E .  

L a  teoria delle trasformazioni per inviluppo di sfere è stats reeente- 
mente generalizzata sotto vari aspetti, fra ciii sono principalinerite da notare 
le ricerche del BIANÇHI relative alle trasforiiiazioiii di KIBAUCOUH dei sistemi 
1 P  ortogonali (*). 

Mi propongo ne1 presente lüvoro di stabilire le proprietà delle trasfor- 
mazioiii dei sistelni coniztgati ed ortoyotzali (réseaux O )  dello spazio S., , ri- 
levando frü l'altro il modo secorido cui le proprietà dello spazio ordiriario S ,  
vengono generalizzate e talora modificate. 

A fondanîento della ricerca pongo un sistema d i  $2 + 52 sfere n d u e  n 

due  ortogonali e il determinante format0 con le coordinate di queste sfere 

facendo l'ipotesi che le sfere considerate formino un sistema d i  Gui -  
clbard; e seguendo le notazioni dell'autore indico con A , ,  A- ,. . . , A,, , I Z ,  S 
i centri delle sfere aventi per. coordinate le successive riglle del deter- 
minante. 

(*) [Agzviali di  Matemnticu, Tomo XXVIL della serie III ;  png. IS3 e segueiiti.] 

Annali di Matemutica, Serie I I I ,  Toino XXS. 1 (i 
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Si sa che la retta RS descrive una congruenza ciclica di cui R ed S 
sono i fuochi; inoltre fra i sistemi coniugati (réseaux) arinonici alla con- 
grueuza (R-S) esistono : 

1.' ~ i o " - ~  reti O [formanti il sistema ( B )  di GUIÇHAKD]; 
9.0 OOn-~ yeti 2 O [formanti il sistema (A)] (*) ; 

3.' 118 genernle reti 3 0. 
Mediante i sistemi ( A )  e (B) è costruibile (in infiniti inodi) un sistema 

semplicetnente infinito di reti armoniche ad (Rs), in guisa che una qualunque 
di esse è in generale 9 O ;  ma esistono in particolare ilel sistema due reti O. 

- 
Per esenlpio esistono sulla retta A, A, due punti P e P ' ,  ciaseurio dei 

quali descrive una rete O armonica ad (Rs). 
Basandomi su queste propriet2 fondainentali sono pervenuto alle tras- 

formazioni di RIBAUCOUR colle seguenti considerazioni : 
Il punto P appartiene alla sfeia A, [k = 3, 4,. . . , n] ed anche alle sfere 

R ed S, e poichè due qualunque sfere del sistema sono ortogonali la retta 
A ~ P  è perpendicolare comune a Y- e PT; inoltre due rette 8, ed A,P 
sono perpendicolari tra loro. 

Di più entrainbi i punti P ed A, desciivono rispettivamente due reti ar- 
moniche alla stessa congruenza (R-s), e quindi la loro congiungente descrive 
una coîzgrueîzxa riferita alle svil~cppnbili. La retta A ~ P  è percid normale alla 
rete ( P ) .  

Le medesime conclusioni valgono per la rete (P'), inoltre i seginenti 
A,P ed A, P' sono uguali ; dunque : le rz - 8 nornzoli alla rete ( P )  incon- 
trano rispettivamente le n. - 9 normali alla rete (P') in punti equidistanti da 
P e da P t .  Lo stesso per le tarzgenti alle reti ( P )  e (P'). 

11 passaggio dalla rete ( P )  alla rete (P') è percib una trasformazione di 
Ribaucozcr (trasformazione R) ; inversamente due reti O, deducibili l'una dal- 
l'altra per trasforniazione 172, sono sempre armoniche ad una stessa con- 
gruenza ciclica; e quest'ultima è sempre il luogo della conçiungente i centri 
I t ,  S di due sfere di un sistema ortogonale di GUICHARD. 

La trasforinazione che fa passare dalla rete (P) alla rete (2") trasforma 
altresi gli elernenti fondamentdi di (P) in quelli di ( P t ) ;  risulta allora la 
trccsformaxione di Bianchi come trasformazione dei determinanti A di or- 
dine n. 

(*) Per rete 2 O di uno spazio S, intendesi l a  proiezioiie in yuesto spazio di una  rete O 
(ortogonale) d i  uno spazio $,+, . 
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Applicaildo la trasformazione di BIANCHI a1 deter~iiinante (1) di ordine 
n +  4, si trova un riuovo deterininanle A', ed il  passaggio da A a A' è su- 
scettibile di due differenti interpretazioiîi : 

1.' Gli  eletneizti della p r i m a  r i g a  d i  A s i  considerino come coordiîlate 
d i  Weiers t rass  d i  un pun to  che descrive zcua rete O di ztvio spazio  S,,,, d i  c u r  
v a t u r a  costante, e s imi lmente  per A';  si ottiene allora uiia trasforiiiazione per 
le reti O dello spazio non euclideo. 

8.' Gl i  elementi d i  h' s i  considerino conte le c o o d i n a t e  d i  n + 2 sfere 
a d u e  a d u e  ortogonnli (dello spaaio eztclitleo 8,); possianio allora ripetere 
su A' le consideraziotii fatte superiorinente su A e dedurre in cooseguenza 
due reti O [ctie indichiatrio con (P l )  e (P.,)] dello spazio S,, analoghe alle 
reti ( P )  e (P'). 

Il passaggio dalla rete ( P )  alla rete (P,) [O dalla rete ( P )  alla rete (P',)] 
è qui detto uiia trasfor+nazio~ze R n o n  euclidea [O brevenieiite una trasfor- 
rnazione RI, per tenere yresente che è una trasforniazione delle reti O del10 
spazio euclideo Sn che si effettua attraverso 10 spazio non euclideo S,,, . 

Io ho dimostrato che la trasformazione Rnoii  differisce sostanzialmei~te 
da una trasformazione R ordinaria, ne1 senso clie d u e  re t i  O dedotte l ' u n a  
dal l 'a l tra  con u n a  t ras formaz ione  R s o n o  anche deducibil i  l ' u n a  da l l ' a l t ra  
per  t ras formaz ione  d i  R i b a u c o u r ;  ed inversamente. 

Nondiineno le espressioni analitiche della R e della R sono diverse, il 
che apporta yualche modificazione ai teoremi conceraenti la composizione 
delle trasformazioni di R r ~ ~ u c o c ~ .  Cosi appunto il teorema d i  permutabi l i tà  
d i  B i a n c h i  prende la forma seguente: 

S e  d i  una rete ( P )  si ottiene u n a  n u o v a  rete (Y') rnediante una tras for-  
maaione R ed u12a rete (P , )  nzediante uiza tra~sforwzaaione esiste una quar ta  
rete (P ' , )  [deducibile i s z  t e rmin i  finiti] legata a l l a  (P ' )  d a  una trasfornaazione R 
e legata a l la  (P l )  d a  una tras forw~axione R. 

La dimostrazione è immediata; infatti partiamo dalle reti ( P )  e ( P r )  e 
costruendo il sistema delle n+ 2 sfere a due a due ortogonali formiamo il 
relativo determinante A. Operianlo ora una trasformazione Fde l la  rete (P) 
in una nuova rete ( P l ) ;  il deterininante A si tiasforina in uii nuoro deter- 
minante A', da1 quale si deducorio due reti legate tra loro da una trasfor- 
inazione R. Uiia di yueste è la (P,), l'altra è la (P',) cercata. 

Nella presente Memoria è anche introdotta la trasformazione R delle 
yeti O degli spazi di curvatura costante, ed è studiata la composizione 
di due trasforinazioni R ed R ed il relativo t e o u m a  d i  permutabil i tà.  
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Infine è stabilita una teoria delle congruenze k,  coine una getieralizza- 
zione della teoria analoga introdotta da1 DEMOUI~IN ne110 spazio S ,  (*). 

Prendendo le quattro reti (P), ( P r ) ,  (P,), (P',) del teorema di permiita- 
bilità, esiste in infiniti modi un punto Q' equidistante d a  P, P', Pl. 

Fra questi assuniiamo il punto Q' appartenente al piano individuato 
- 

dalla tangente ad una curva della rete (P) e dalla normale A, P; siinilinente 
assuiniamo il punto Q" individuato dalla tangente all'altra ciirva di (P)  e - 
dalla normale A, P. 

- 
Chianiiamo coîtgrueltza k la congruenza generata dalla retta &' Q u ;  per 

n = 3 ne esiste uria sola, per n > 3 ne esiste una per ogni coppia di piani 
prirîcipali della rete, e la diciaino coîiiugatct alla coppia x, , a',. dei detti 
piani principali. 

Si ha il teorema : per ciasczcrzn coiayrueizzn k le sv i luppabi l i  corr i spo~zdo~zo  
nlle curve  della w t e  ( P ) ,  ed i fuochi sono le idersea ion i  del ln  retta k coi 
p i a n i  z,, n', a cui la corLgruetzea è coniugntn .  

Se ilel piano dei quattro punti P, P', P,, P ' ,  pi-endiamo la retta PT, 
essa congiuiige i punti corrispoiidenti di due reti armoniche alla congruenza 
(R-s), e quindi descrive una corigruenza riferita alle sviluppal->ili ; siniilinente - 
la retta PP, congiunge i punti corrispondenti di due retti arrnoniche ad 
una medesinm congruenza [analogi ad (TS)] e cpindi descrive pure una 
congruenza riferita alle sviluppabili. Diinque il  piano n, a cui appartengono 
P, P', Pl.  P', contiene due rette, ciascuna delle quali descrive una con- 
gruenza (riferita alle sviluppalsili) coniugata alla rete (P);  il p i a n o  .;: invi- 
luppcc percio m a  rete ( x )  arnzonica a d  entratube le co?zgrzteiize. 

Intine è fatta una classificazione delle congruenze k, hasata sulle con- 
siderazioni seguenti. 

Due congruerize k gerierate dalla stessa quaterna ( P ) ,  (P ' ) ,  (P,) ,  (P',) 
non sono in genei.de parallele; ina se lo soi10 in particolare, tutte le con- 
gruenze k generate clülla detta quatema sono parallele alla coiigruenza ( K  8). 

In  ta1 caso il sistema delle quattro reti (P), (P'), (P,), (P',) è detto uii 
s is tema k d i  p r i m a  specie; i n  caso diverso è detto d i  seconda specie. 

Risulta subito clie zcncc comgruertxa k, relatiun ad z t îz  sistema k d i  prima 
specie, é ciclicn. 

L'ipotesi di u n  sisteiiia 12 di prima specie porta clie il piano .i; coiitiene 

(*) DEMOULIN, Sur les systè,nes et les eoqp-uenees k [Comptes Rendus, anno 1910, vol. 150, 
pag. 136 e seguenti; pag. 310 e seguenti]. 
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una norw~nle  alla rete ( P )  ; abhiaiiio dunque iii z uiia c o n p u e m a  ~~ot-mccle 
coiiiugata ü ( P )  e percib ln rete iiiviluppata da1 piano a è arnionica ad  una 
coilgrueiiza iioriliale e qiiindi è ciclica. Danqiie iu zsrz sistewzn k di p r i ~ m  
specie il yiaiso a i~luilzcpl)a ulza tx te  cicliccc. 

Ii i  generale è ch osservaie clie la corigrueiizil (YY'), od aiiche (m), 
esseiido coniugnta ad uiia rete O, è 9 O, e la rete inviluppata da (; essendo 
arinonicü ad  iiiia coligrueuza 2 O è 2 C (cioè proiezione d i  uiia reie ciclica 
del10 spazio ad n + 1 dimerisioiii). 

Si dimostra che i l  sisteriia k d i  prima. specie dà i l  solo cnso in cui si lia 
una. riduzioiie di grlido pei' la. rete (x), dunclue : 

112.  u n  s is temu k d i  seconda specie il pia,~zo ÏC i n v i l u p p a  ulza ~ e t e  9 C. 

$ 1. LE; THASPOKMAZlONI D i  RIBAUCOUH NELLO SPAZIO E U C L I D E 0  S,, . 

1. Consideriairio i n  uno spazio S,, un sisteina di n + 2 sfei-e a due a 
due ortogonali, e cou le coor~litiate delle sfere foriiiiarno il deterininante 

XI, XI9 . . . XI" J I , , + ,  x,,,+2 

X Z ,  Xz?. . . .  X?ra Xzq1+l X2,+Z 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

x?,l 2 X 7 ? , z + l  X , 8 + z + ~  

Y ?  

E l  E ,  . . L 1 L + e  
-O, T , ~ . . .  n, n,,, n,+, 

suppoiiiaino inoltre clie le sfere consideia te fornii tio u n  s i s f e w n  d i  Guiciznt-d, 
per il clie sorio note le equazioiii (necessarie e sufficienti) 
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124 Cal apso: Sulle trasformazioîci dei sistemi d i  liîaee, 

colle condizioni 

8. Iridichianlo con A, il centro della. sfera che ha per coordinate x,, , 
x,, , . . . , x,,,, xktifl , x,,,+~ e siinilinente indichiamo con R ed S i centri delle 
sfere che hanno rispettivamente per coordinate gli elementi delle due ultime 
linee di  A. 

Sappiamo da u n  teorema d i  GUICHARD che la retta RS descrive una 
congruenxa ciclica riferita alle: suiluppabili, di cui R ed S sono i fuochi; 
ciascun pudo A, descrive u n  sistema coniugato (réseau) armonico alla con- 
gruenxa (Rs); sopra ciascuna retta A, A, esiste u n  punto P che descrive una 
rete ortogonule (réseau O) (*) arrnonica ad (R-8). 

3. Cotnpletiamo l'enunciato precedente con un' importante osserrazione. 
Riferiamoci per fissare le idee alla retta A, A, ,  e consideriaino in essa 

i punti P e P' aventi rispettivamente le coordinate pentasferiche 

[ r= 1 ,  2, ..., f i ,  n + l ,  ~ t + " ) .  

È chiaro che il punto P appartiene alla sfera A, [Ic  = 3, 4,. . . , ta] ed 
anche alle sfere R ed S ;  e poichè due cpalunque sfere del sistema sono 
ortogonali, la retta TP è perpendicolare comune a PR e m; inoltre due 
- - 

rette A, P ed A, P sono perpendicolari tsa loro. 
Di più entrambi i punti P ed A, descrivono rispettivanîente due reti 

armoniche alla stessa congrueriza. (R), e quiiidi la loro congiungente de- 
scrive una congruenza rifeuita alle sviluppabili. La retta A, P è percio nov- 
male alla rete (P ) .  

Le medesime conclusioni valgono per la rete (P') ; inoltre i segmenti A, P 
ed A, P' sono uguali; dunque : le n - 2 îzornzali alla rete ( P )  irxontrano 

(") Per rdseau O intendesi un sistenia coiiiugato, per cui l'elemeiito liiieare lia la forma 

A tl u2 $ B rl u2 
con A e B diversi da zero. 
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cortiugate ed ortogonali, nello spazio S., . 125 

rispetliuanzente le n - 2 mormali  a l la  rete (P ' )  in p u n t i  equidis tant i  da P 
e d a  P'. L o  stesso per le tanyen t i  aile re t i  ( P )  e (P'). 

IL passaggio dalla rete (P) alla rete (Y') è percib uiia trasformcczione d i  
&BAUCOUH (traforniazione R). 

S 2. ESPRESSIONM AKALITIÇA D l  B I A K C H ~  P E H  LA THAFFOHMAZIOKE 

DI RIBAECOUH. 

4. Interpretiamo il determinante (1) da  un punto di vista diverso. 
Assumiarno gli elementi delle varie righe come coseni direttori di n t 2  

rette (in uno spazio S,+,), uscenti da un punto M. Indichianio con 

le coordinate di I I f  che supponiamo funzioni date delle variabili u e v;  ot- 
teniaino cosi u n  sistema mobile di n +  2 rette a due a due ortogonali. 

Ad ogni punto 31 facciamo corrispondere un punto Al', assegnando le 
coordinate di Al' 

~ ' 1 7  ~ ' 2 ,  .. . , z',,, ~ ' , , + i ,  ~ ' 4 1  

come nuove funzioni di u e v. Si potrà sempre porre 

essendo le quantità 1, p, w, ,  w,,.  .., YU,, o, definite a meno di u n  fattore 
dalle (5) stesse, ed m una costante arbitraria diversa da zero. Introduciarno 
ancora per coniodità di calcolo la funzione H mediante la relazione 

Conduciaino per il punto A I  la retta, avente per coseni direttori 

esiste un segment0 MAT, in guisa clle 
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126 Calapso:  Sulle trasformaxioni dei sistemi d i  linee, 

Si riconosce subito che i coseni direttori della relta M ' N  sono 

Arialogamenle operando per le rette di direzione ci ed .fii si tiova 

ne risulta cosi un nuovo determiriante ortogotiale 

Si tratta di determinare sotto quali condiziotii A' è alicora del til)o spe- 
ciale ( I ) ,  cioè sotto 

Tralasciando di 

yuali coudizioni si 

riportare i calcoli 
sisteiiia di equazioiii differenziali a cui 

abbiano relazioni della forma 

relativi, scriviamo seiupliceiiiente il 
si è condotti; cioè 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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6. Si h a  frattatito il seguente teorema: 
Partendo da  un de terminade  ortogo~zale del t ipo speciale (l), si determini 

uwa solusione 

7 P.? 7 H, y, 0 

del sistema ( 1  I), con la relusione 

le fortnole (7), ( 8 )  dànno  in conseguenza gli elewwnti d i  un nuovo deternzinaizte 
ortogonale del10 atesso tipo. 

Con facile calcolo si hanno le rotazioni del iiuovo determinante sotto 
la forma 

6. Ed ora supponinmo che il punto N clescriva uria rete O, di cui A 

sia il determinante fondamentale; si avrà 

essendo h ed 1 legate alle rotazioni di A rnediante le equaziorii 

Annazi di Matemutica, Serie Ill, Toi110 XXS.  
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Aggiungiamo alle (11) e (18) le equazioni 

e prendiamo nelle (5 )  la funzione 5 data dalla forinola 

si avrà 

e le (5) dànno uria. nuova rete 0, che è la trasforma.ta di RIBAUCOUR della 
prima. Per questa nuova rete si lia: 

7. Importa osservare la forma del determinante ortogoiiale d'ordine 
18 +4, da cui la trasforinazione qui posta è deducibile col nietodo del pa- 
ragrafo precedente. Indicando il nuovo determinante con 

le espressioni degli elementi sono : 
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coniugate ed ortogonali ,  îze21o spaz io  8,. 129 

ed i punti 31 ed X' rimangono individuati rispettivaniente dalle coordinate 
pentasferiche . 

S 3. LA THASPORMAZlOR'E R NON EUCLIDEA. 

8. L'espressione analitica di BIANCHI per le trasforiiiazioni di RIBAUCOUR 
si presta per fare subito uria estensione agli spazi di curvatura costante. 

Assuniiaiiio il determinante (1) per definire una rete O di uno spazio 
S,,,, di curvatura costa.nte, prendendo come coordinate d i  Weiers t rass  del 
punto clle descrive la rete gli elementi della prima riga di A .  

Prendendo una soluzione 

del sistema ( i l)  con la relaziorie 

sappiamo che le (7) ed (8) dànno gli elementi di un nuovo deterininante or- 
togonale. 
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130 Calapso: Sulle trasformazio~ci dei sistemi d i  linee, 

Si deduce allora una nuova rete O dello stesso spazio, assumendo corne 
coordinate di WEIERSTRASS gli elementi della prima riga del determinante 
trasforinato. 

Noi vogliamo studiare questa trasformazione da1 punto di vista dell'ef- 
fetto che essa produce sulle reti O dello spazio euclideo S,; cioè conside- 
riamo le reti (P) e (P') che si deducono da A prendendo le coordinate pen- 
tasferiche 

indi consideriamo le reti analoghe ( P l )  e (P ' , )  che si deducono similmente 
da A' ponendo 

Il passaggio dalla rete (P) alla rete (Y , )  [O dalla rete (P') alla (Y ' , ) ]  si 
dirk una trasformazione R non ezcclidea, O brevemente una trasformazione x. 

In sostanza la R è una trasforrilazione delle re t,i O dello spazio euclideo S,  , 
che si effettua attraverso 10 spazio non euclideo S,,,, . 

9. Dimostriaino anzitutto che due reti O, dedotte l'una dall'altra con 
una trasforrnazione d i  Ribaucour, sono anche deducibili l'una dalk'altra per 
trasforrnazione R non euclidea. 

Supponiamo dato un determiilante A,  per il quale inanteniaino le nota- 
zioni del n.O 1, e formiamo un nuovo deterininante analogo a A ;  cioè: 

con la condizione che le prime due righe di quest'ultinio siano legate alle 
prime due righe di A da  relazioni della forma 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



coniuynte ed o r toyo~ ta l i ,  lie110 spuzio S,, . 12 1 

Lu rete (Y) definita dalle coorditiate pentasfericl~e 

è nez waodo piic getherale unü trasforliîata di RIBAUCOUR di ( P ) .  
Avendosi 

si deducono le espressioni 

Esprimeiido che le qua.ntità c,  ri,. sono le due ultime linee di un deter- 
minatlte ortogonale del tipo speciale considerato, si trova per @ l'equazione 

lnversarnente se questa eyuazione è soddisfatta, dalle (22) e (83) si ricava 

e le (94) e (23) dànno effettivamente le ultime due linee del determitiante 
richiesto, che ritnane da  esse deterininato a ineno di  una sostituzione orto- 
gonale a coefficietiti costanti sugli elementi delle colonne. 

Per completare A, determiniaino per quadrature le funzioni 

ponerido 
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potremo allora assumere 

( k = 3 ,  4,. .  ,, n), \ 
ed il deterininante h è conosciuto. 

Diinostrialno ora che il passaggio da (P) a ( F )  si ottiene anche per 
trasformazione B non euclidea. 

Infatti introduciamo le funzioni 

h = 
1 d o  

1 I " =  
1 d O .  

a,  +ia, & b , + i b ,  du' 
sarà per la (24) 

Determiniamo ancora per quadrature la funzioile t u , ,  ponendo 

d n7, d ru, -- = CC, 1, -= 
S v  bl I - C ;  d u  

indi prendiamo 
w ,  + i lu, = 0. 

Le funzioni 
1, P, 7 w2, n t 3 , .  - 7  7 $V,, 

dànno un sisteina di funzioni trasforrnatrici per una trasformazione non eu. 
clidea di (P). Ed allora indicando con le notazioni (9) il deterininante A '  

trasformato di A, si avrà 

n 

x',, + i x',, = 1 5,. + p 1, + E lu, x,, - (a,,. + i a,,.) ; m H S= 1 

Bwt  H 
y,. = VI (%',r+ia'2,.), 

(") Si noti che 
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coniwgate ed ortogonali, nello spazio  S,,. 133 

si ricava 
*a+& le+% a+% 
2: s , . ~ , = o ,  2: n,.y,.=o, 2: x k v z J , . = o ,  

rsl  i .=L r i1  

( k  = 3 ,  4 ,  . . . ,  n); 
ed ancora 

PI+? 

2: (2," t i X1,.) yl. = S (*), 
1 . r  t 

dalle quali si deduce facilmente 

y". = Ji,. - 1 %L>,. 

e la proposizione è stabilita. 

20. Inversamente se d u e  reti  O sono dedotte 17utza dccll'nltrcç con  m a  
trasfornzazione R n o n  euclidea, sono deducibil i  l ' u n a  dnll'tslfl-a per tras for-  
nzaxione d i  Ribaucour .  

Infatti riprendiaiiio il risultato del n.O 5 che dà la trasformazione del 
determinante A in A', e consideriamo il passaggio della rete { P )  alla rete (Pl) 
[o dalla rete (P') alla (P',)]. 

Scriviaino le coordinate pentasferiche di P e di P,, sotto la forma 

(z = 2 i) 
ed assumiamo le funzioni 

. - XI,. + a X,". x', ,. + 6: xnz ,. 
9 Z X,,. = - 2 992 II 

w ,  + a  IV,  vu, + 6: lu2  

- 
n,. = n, - xir t '* Xzv 

'nJ, ta=), 
iv.; 

(*) Si noti altresi che per la (31) si ha:  
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ne risulta un riuovo determinante 2 di forma ortogonale. Inoltre si ha  

da,,.  dEx;,,. a ,  + a n ,  
-+i-- - - 
d u  d 14 w ,  + a lu, 2 v  > 

e le analoglie per le derivate rispetto a u, donde si conclude che si passa 
da (P) a (Pl)  [ed anche da (P') a (P',)] con una trasformazione di RI- 
BAUCOUK. 

Il. 1 risultati precedenti perniettono di ditnostrare rapidamerite il 
teoremu d i  pew)~utabilità sotto la fornîa seguerite: 

Se di u n c c  rete ( P )  si ottiene una ;cnuova rete (P')  rnediante una trasfor- 
mazione R ed una nuoua rete ( P l )  mediante una  trasfor~nazioize esiste %na 
puarta rete (P',)  [deducibile in termini finiti] legnta alla ( P r )  da una trasfor- 
qnarione R e legata alla Pl da una trasformaxione R. 

Infatti partiaino dalle reti (P) e (P'), che supponialno nello spazio S,, 
e costruendo corne al n.O 7 il sistema delle n + 2 sfere a due a due orto- 
gonali, deduciamo i l  relativo determinante (1). Operiaino una trasformazione 

della rete ( P )  in una nuova rete ( P l ) ;  il determinante A si trasforma in 
un riuovo determiriante A', da1 quale si deducono due reti legate tra loro 
da una trasformazione R. 'Uria di queste è la (P,), l'altra è la (Pr,) cer- 
cata (*). 

(*j Si è visto precedentemente che due reti O, legate da una trasforniazioiie Ë, sono anche 
legate da una R ordinaria ed inversamente. Perci6 il teorema diinostrato coincide col teoretna 
di  permutabilith d i  BIANCHI. HO già indicato in una precedente Mernoria le successive esten- 
sioni fatte dall'illustre geometra intorno a questa importante proposizione. [Vedasi la prima 
nota alla Memoria S d l a  teol.ia yene~ale delle trasfornzaeioni cli RIBAUCOUR e sue upplicaeioni 
alla ye~ieraliazaeione delle tvasformnzioni d i  DARBOUX. Annali di Rlateniatica, Tonio XXIX 
della Serie III, pag. 17 e seguenti]. 
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coniugate ed ortogonali, ml10 spazio 8,. 136 

§ 6.. RAPPKESENTAZIONE CONFORME DELLE HETI (P) F (Pr) 
SULLO SPAZIO NON EUCLIDEO. 

1% Riprendiamo le reti (P) e (P') definite dalle coordiiiate pentasfe- 
riche (41, e poniamo 

i x,. 
y,. - -  ' 

X,,+2 

( 1 .  = 1, 9,. . . , I L ,  I L  4 1 )  / i (35) 
- i dv - 

y?=- 1 ? 

X ">+2 1 

in questo modo le reti (P) e (P') vengono rappresentate conforinenîeiite 
su110 spazio iioii euclideo in dite riuove reti ( 7 ~ )  e (5'). Se pnniaino 

ne risulta un determinante ortogonale 

e si lia 

Anmli  di Mutemulica, Serie III, Tomo X X X .  
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Ponendo ancora 

si ha il sisteina di funzioni trasformatrici per il passaggio dalla rete (n) 

alla (d) (*). 

6. RAPPRESENTAZTONE CONFORME DI DUE H E T ~  (z) E (7') 

SULLO SPAZIO EUCLIDEO. 

13. Riprendiamo il determinarite (1) per definire una rete O di uno 
spazio S,,, di curvatura costante e mediante una soluzione 

del sisteina (21) con la relazione 

deduciamo uiia nuova rete O del10 stesso spazio; indichiamo con ( x )  e (ÏC') 
la rete prilnitiva e la sua trasforinata. 

Se poniaino 

(*) Precisamente si ha: 
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le reti (x) e (n') vengono rappresentate conformenlente sullo spazio euclideo 
in due nuove reti (P) e (P'). 

Per avere gli elementi della rete (P) derivianio la prima delle (38); 
otteniamo 

quindi 
S.+z E', = --- 7 

1 x,r - L 
s i n + *  - 

Similmente 

Introducendo ancora le funzioni 

le (39), (40), (41) dànno tutti gli elementi della rete (P) e si ha 

6' Y,',. -=[ du P---- a,] y,. , 
%"+2 - 1 

Se ora poniamo 

avremo il sistema di funzioni trasformatrici per passare dalla rete (P) 
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alla ( P t ) ,  e precisatiîente si ha: 

k=4 

§ 7. TliASFOHMAZIONI R ED R E I L  TEOREMA DI P E H M U S A B I L I T ~  

REGLI SPAZI DI CUHVATUHA COSTANTE. 

14. Abbiarno visto che, partendo da un deterininante della forma (i), 
le (35) dànno due reti O  di uno spazio 8, di curvatura costante legate tra 
loro da una trasforrnazione di RIBAUCOUR (trasformazione R). 

Dimostriaino facilmente che agni trasforwzaxioîze di Ribnucour del10 
spazio 8, di curvatura costante si ottiene ndla maniera s-uddetta. 

Infatti siano ( x )  e (nt )  le due reti O, legate dalla trasformazione R e 
rappresentiamole conformemente sullo spazio euclideo in (P) e (Pt). For- 
mando il sistema di GUICHAHD delle w+ $? sfere a due a due ortogonali, re- 
lativo alle reti ( P )  e (P'), si .ottiene il deterininante (1) e le coordinate pen- 
tasferiche di (P) e (P ' )  saranno 

Se osa operiamo il passaggio inverso pei trasforniare ( P )  e (P')  i i i  ( x )  
e (x'), le coordinate di WEIERSTRASS di (s) e (1;') prendono nppunto la 
forma (35). 

15. Anche nello spazio di curvatura. costante possiamo introdurre 
la trasformazione procedendo ne1 segiiente modo. Trasforniiaino il deter- 
miiimte a in A' col metodo del § 2;  le reti ( x )  e (1;') si canîbiano rispetti- 
vamente in  due altre ( x , )  e (x',). 

II passaggio dalla rete ( x )  alla (n,) [O da (x ' )  a ( x ' , ) ]  coritinueremo nn- 
cora a cliiamare trasformasione 

Due reti O, dedotte l'una dall'altra con una trasfor~nazione R, S O H O  anche 
deducibili l'una dall'altra per trasformazione ed inversamente (*). 

(*) Fer l'esattezza di questo teorema, in relazioiie alle definizio~ii superiori, si prendano 
per (n) e (n) le coordinate di WFIERSTRASS 
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16. Infine osservando che la trasforniazione R cainbia due reti O, 
legate da  uiia R, in due altre tali reti, risulta senz'altro il teorema di per- 
inulabilità. 

$ 8. LE CONGKUENZE k NELLO SPAZIO 8, EUCLIDEO. 

17. Assuniiamo le quattro reti (P), (P'), (Pi), (P',) del teoreina di 
perinutabilità; esiste in infiniti tmodi un punto Q' equidistante da  P, P', P l .  
Un tale punto Q' è individuato dalla condizione di appartenere ad uiio dei 
piani principali della rete. 

Consideriamo il piano individuato dalla tangente alla linea u = cost. e 
dalla normale A, P, che indichiamo con n,; la sfera che ha per coordinate 

ha il centro su1 piano z,, inoltre le relaziorii 

mostrano che la sfera passa pei punti P e P'. Inoltre per le (7) ed (8) le 
espressioni (48) si  possono anche scrivere 

- +vk -fi',. - r. dkv 
/y,-- - 

\ ?V, + [ J - ~  

doiide segue subito 

e Der (nt,) e (r',) le coordinate di WEIERSTRASS 

essendo xk,. ed x'k gli elementi dei determinaiiti (1) e (9). 
(*) Semprechè ( r v k s , + ~  - p xk,+,) $ i (wk n , p  - %km+?) sia diverso da zero, il che q u i  

diamo per ipotesi; analogamente supponiaino pure ( w k  5 + I  - 1 xk ,+ , )  + i (mk &,+: - 1. I C ~ , , + ~ )  

diverso d a  zero. 
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- 

e la sfera passa anche per Pl e P', . Il centro della sfera considerata è 
dunque il punto Q' richiesto. 

Similniente la sfera che ha per coordiiiate 

ha il centro ne1 piano individuato dalla tangente alla linea v = cost. e dalla 
- 

stessa normale A, P, e questo centro (che chiainiaino Q u )  è pure equidistante 
dai punti P, P', P,, P', . 

- 

Chiamiamo congruenxa k la congruenza generata dalla retta Q'Q"; per 
n= 3 ne esiste una sola, per n >  3 ne esiste una per ogni coppia di piani 
principali della rete e la direino coniugata alla coppia x,, ni, dei detti piani 
principali. 

18. Dimostreremo subito che per ciascuna congruenza k le sviluppabili 
corrispondono alle cwue (u, w) della rete, ed i fuochi sono le intersezioni della 
retta k coi piani principali x,  e n', a cui la congruenza è coniugata. 

Infatti se poniamo per un inomento 

e teniamo presenti le (8) e le (11) troviaino 

donde 

Questa relazione prova che, variaiido solamente u, il punto Q' descrive 
una curva tangente alla retta k ;  similnîente per Q" e la proposizione è sta- 
bilita. 
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19. Riprendiamo le espressioni delle coordinate pentasferiche dei 
quattro punti P, P', Y,, P',; cioè 

Tenendo presenti le espressioni (7), otteiiiaiiio 

(PUl - i w2) 32) - (mi + i  ru2) a$) = - (w, - 2 w2) x,. + (ru, + i PU,) x'?. 

Consideriamo il piano PP, P',, che indicliian~o con 7 c ;  le coordinate 
cartesiane di un suo punto hanrio le espressioni 

e quindi i'espressione (43) diventa 

si cade ne1 punto P'. 
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- 
20. Ne1 piano ?F prendiamo la retta P P ' ;  essa congiunge i punti cor- 

i-isporidenti di due reti armoniçhe alla corigruenza (Rs) e quindi descrive 
uns congruenza. riferita alle sviluppabili; siniilmente la retta P P ,  congiuoge 
i puriti corrispondenti di due reti arinoniche ad una medesinia congruenza 
[analoga ad (CS)] e yuindi descrive pure una congruenza riferita alle svi- 
l~ippabili. Dunque il piano ÏT confiene due rette, ciascuna delle quali descrive 
una congruenza (riferita alle sviluppabili) coniugata alla rete (P); il piaîzo x 

inviluppa percid una rete ( 7 ~ )  armonica ad entrambe le congruenze. 

21. Venianio ora alla classificazione delle congruenze k. 
A tale scopo cerchiairio se due congruenze k, generate dalla. stessa qua- 

terna (P), (P'), (P,), P' , ) ,  possono essere parallele. 
Se ponianio 

t = jvk (%+i + i ~ i , , + ~ )  - , (xk,,+, + i % k n + 2 )  

t' = 9th ( o r , , + ,  + i L + z )  -- 'h ( ~ k " + ,  + i ~ k , , + 2 )  

i paranletri direttori della congruenza k liarino le espressiorii 

9Vk Ti,. - p. Xkr. l V k  Sr  - 'h Xk,. 
t t ' i 

Introduciaiiio le yuantità 

avremo 

e quindi corne parainetri direttori di k possiaino prendere 
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Ci6 premesso esprimianio che clue congruenze k sono parallele; si dovrà 
avere 

in cui H è un fattore di proporzionalità e 7, 7 sono le quantità analoghe a 
t e t'. 

La precedeiite si pu6 anche scrivere 

da cui se moltiplicliiaino per xi,!, avendo riguardo alle relazioni 

(che è facile verificare), otteniamo 

cioè 

Inversamente se questa condizione è soddisfatta, le espressioni (44) a 
meno di un fattore prendono la forma 

e le congruenze k considerate sono tutte parallele alla congruenza (e). 
In  questo caso il sistema delle quattro reti (P), (P'), (P,), ( P t , )  sa r i  

detto un sistema k di prima specie; in cas0 diverso sarà cietto di secortda 
specie. 

II risultato precedente dà subito: una congruenza k relativn ad utt si- 
stema k di primo specie è ciclica. 

Annali di  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXX. 19 
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88. Un'altra importante proprieti dei sistemi k di prima specie otte- 
niamo dalle seguenti considerazioni. 

Un facile calcolo, che per brevità non riportiaino, inostra che in tale 
ipotesi il piano n contiene una normale alla rete ( P ) ;  abbiatno dunque in x 
una congruensa norwale coniugata a ( P )  e percib la rete inviluppata da1 
piano x è arinonica ad una congruenza normale e quindi è ciclica. Dunque 
i n  u n  sistema k di prima specie i l  piano x inviluppa una  rete ciclica. 

83. In generale è da osservare che la congruenza (PP'), od anche 
(m), essendo coniugata ad una rete O è 2 O (*), e la rete inviluppata da a 

essendo armonica ad una congruenza 8 O è 8 C(*"). 
Si verifica col calcolo che l'ipotesi del n.O 22 è il solo caso in cui si ha 

una riduzione di grado per la rete (r), dunque: 
In u n  sistema k d i  seconda specie il piano x inuiluppa una  rete B C. 

(*) Cioè è la proiezione di una congruenza O dello spazio ad n. + 1 dimensioni. 
(Y*) Cioè è la proiezione di u n a  rete ciclica dello spazio ad n. + 1 dimensioni. 
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Osservazioni sui sistemi isotermo coniugati 
che sono pertnanenti nelle deformazioni di 

una superficie. 

( B i  ALESSANDRO TEHRACINI, a T o ~ i l z o . )  

I l  DAHBOUX ha  dimostrato clle su qualsiasi deformata 
il sisterna coniugato permanente è isotermo coniugato. In 
mia Nota (*) io ho osservato che la proprietà espressa da1 

di una quadrica 
una precedente 
teorema di DAR- 

~ o u x  è caratteristica per le quadriche. A questa conclusione io giungevo 
allora attraverso un artifizio, clle mi permetteva di ridurre la questione ad 
un'altra di trattazione più seniplice. Al inedesiino risultato conduce la se- 
guente dimostrazione diretta, l s  quale 11:; inoltre il vaiitaggio di dimostrare 
ne1 medesimo tempo il teorema di DARBOUX e il suo inverso. 

Sia S, una superficie (non sviluppabile) (**) riferita alle asintotiche u, v, 
avente per seconda forma fondairientale 2 rn d k d u. E sia 

la  seconda forma fondahentale di una superficie S applicabile su S,. Scri- 
vianio, per la S,  l'eyuazione di GAUSS sotto la forma 

(*) Sui sistelni coniuyati permanenti nelle deformazioni di wia  superficie. Rend. della 
R. Accademia dei Liiicei, vol. XXVIII (!Io Semestre 1919). 

(**) Una tale liiiîitazione s i  sottintenderà anche i n  tutto il seguito del lavoro. 

A n ~ a l i  di Matematz'ca, Serie I I I ,  Tomo XXX. 20 
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rlove i simboli di CHRISTOFFEL sono, naturaltnente, relativi alla prima forma 
fondamentale di 8,. 

Supponiamo ora clie il sisteina coniugato permanente nella deformazione 
considerata, il quale è 

sia isotermo coniugato sulla S. Per tradurre analiticamente questa proprietà, 
O quella, equivalerite, clie il doppio sisteina ottenuto annullando (1) è iso- 
terino coniugato rispetto a (4), assumiamo provvisoriamente corne nuovi pa- 
ranietri quelli delle linee integrali di (4), siano l, p. Se in ta1 modo (1) si 
trasforina in D d 1' + D" d la condizione richiesta è 

fjl J ~ j j j j ' ~  - 
si lia - = - mentre, per una yualsiasi funzione 9, 

D a' , I B 3 ' y - D '  

Si trasformi allora la (6) inediante la (T), e si eliininino dalla equazione 
cosi trasformata le p, a e le loro derivate, tenendo conto delle relazioni cui 
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queste funzioni soddisfanno in irirtù delle (6). A riduzioni fatte, la (5) diventa 

d D' d log (D D" - D'S) 

a u  D" - ( d u  

Ora si ricavino, p e r  derivazione, - - - e - - -- dzcdv  du '  d u d u  du' 
e si sostituiscano i risultati nella (8); in essa, anche, si sostituiscano a 
d D  dD' d D "  d D '  --- --- D D" - 3'Vispettivalnente le espressioni fornite 
du  d u ' d z c  d u '  
dalle medesiine (3) e dalla (9). Nella equaziotie del prini'ordine in cui cosi 

d D' 
si trasforma la @), il coeficiente di - risulta 

d u  

n [ i  a+,  ( \ i r l - \ i ~ l ) l  - --- 
D m d u  I l )  ( 2  ' 

che è nullo, in quanto i coefficienti della seconda forma di S,  sono altresi 
d D' soluzioni delle (3). Per 10 stesso iiîotivo, risulta nul10 il coeficiente di - , a v 

e anche quel10 di D'. L'equazione precedente si riduce pertanto a 

O ,  più semplicemente, tenuto conto che, per essere la S, riferita alle asinto- 
tiche, i due ultiini termini si distruggono, a 

Si supponga ora che il sistelna coniugato permanente sia isotermo co- 
niugato su  ogni deformata. della 8,: allora ln (9) dovrà essere consegueriza 
delle (8), (3). Orbene, si eliinini D' dalle (3) inecliante la (8): risulta un si- 

dD dD" stema del prim'ordine in D, D", risolubile p. es. rispetto a -, - il quale, 
d v  d v '  

per una data v,, ammette un sisteina di soluzioni per cui si possoiio asse- 
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gnare ad arbitrio D (u, u,), D" (u, v,). Percib, sostituendo quei valori di 
d D  dD"  
7 

dD dD" 
- nella (O), si ottiene una relazione fra D, D", - - che dovrà 

d u '  d u  d z c '  d a  
essere soddisfatta identicamente. Scrivendo in particolare che risulta nul10 

E, dovendo questa essere una identità rispetto a D, D" [D' si intende 
sempre ricavato dalla (g ) ] ,  segue 

cioè la S, è necessariainente una quadrica. Viceversa, in ta1 caso, la sem- 
plice ispezione della (9) inostra che essa è soddisfatta identicamente. 

II. 

Una yuestione analoga a quella ora trattata è la seguente: esiste una 
superficie S, tale clie, per ogni sua deformazione, il sisteina coniugato per- 
manente sia isotermo coniugato su S,? Essa perb va risolta negativamente (*). 
Attualiiiente dovrebbe infatti essere, per ogni soluzione delle (8), (3) 

8" 
In  questa equazione si possono sostituire alle derirate seconde -- 

d u  d u '  '" 
i loro valori rieavati dalle equazioni di Cooaïzi risolte, corne 

d T u  
d D  dD"  

sopra si è detto, rispetto a - , - e derivate rispetto ad  u ;  la (10) 
d u  d u '  

si deve allora ridurre a uiia relazione identica fra D, D" e le loro derivate 
d' D 

pritne e Seconde rispetto ad u ;  e poichè, in essa, il coefficiente di -, è 
d u 

DU 
D D" 
- si pub subito escludere che si presenti quella particolarità. 

(*) 11 Prof. BIANCHI mi avverte che questa osservazione era occorsa anche a lui. 
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III. 

Vogliamo ancora aggiungere alcune osservazioni sulle coppie di super- 
ficie S, e S, applicabili in modo che il sisteina coniugato permanente nella 
deformazione sin, su  entrambe le superficie, isotermo coniugato. Tra gli 
esempi, noti, di coppie di superficie in tale relazione, citiamo le quadriche 
e le loro deformate di PETEKSON (*); le coppie di superficie d'area minima 
applicabili, le coppie generiche di superficie di rotazione applicabili. In tutti 
questi &si, corne è ben noto, avviene che ciascuna delle due superficie è su- 
scettibile di una serie continua CQ' di deformazioni, nelle yuali resta fisso 
su di essa il sistema coniugato permanente. È facile stabilire che un risul- 
tato analogo vale in generale, cioè che se due superficie (non riyate) sono 
applicabili in  modo che il sistema coniugato permanente sia, su entrmtbe, 
isotermo coniugato, ciascuna delle due superficie è suscettibile di  una serie 
continua CQ' di deformazioni con conservasione di quel sistema coniugato. 

Siano infatti S,, S due superficie applicabili, il sistema coniugato per 
manente (zc, v) essendo su  entrambe isotermo coniugato. E siano, in coor- 
dinate (a, v), rispettivamente 

D(du"du" e Ldzc"L"dv2, 

con 

le loro seconde forme fondamentali. Le formole di C o ~ ~ z z r ,  per la S, e per 
la S, sono rispettivamente 

ossia, introducendo i simboli di CHRISTOFFEL relativi all'elemento lineare 

(*) Cfr. p. es. BIANCAI, Lezioni d i  geo~netria differeuziale, vol. III (Pisa 1909), § 81. 
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d U 
sferico di S , ,  tenuto conto delle ( I l ) ,  e posto U ' =  --, ecc. 

d u  

Sottraendo le (1%) dalle (13') risulta 

da cui 

cosicchè il sisteina (u, a) è anche coniugato permanente per una deforina- 
zione infinitesinia di 8, e quindi (*) è tals per una serie continua; c. d. d. 

Viceversa, se una superficie S ,  amwette m a  serie ml d i  deforttzazioni 
con cottservaxione di uno stesso sistenta cotziugato, che sia isoterwo cowiugato 
su S , ,  questo sistenza sarà isotermo coniztgnto anche szc ciasczcna delle defor- 
mate. Tnvero, soddisfatta tale ipotesi, e niantenute pet- la S ,  le iiotazioni ora 
adoperate, esistono (**) due funzioni U (u),  V ( v ) ,  definite a nieno di una 
stessa costante additiva, tali che valgano le (14), dalle quali, combinate 
colle (12), e definite L e L" niediante le (1 l) ,  si risale alle (13). 

Le superficie di cui ci occupiamo devono ricercarsi, per quanto precede, 
tra le associate nelle deforlnazioni infinitesime a quelle superficie x, la cui 
curvatura totale I< si esprime, per i parainetri u,  u delle asintoticlie, con 

- 1 
.uha relazione della forma Ir' = 

( 'PW + + ( v ) ) ~  
Anzi, quando si tenga presente 

la condizione di integrabilità delle (18), si lia clie le suyerficie che sono stc- 
scettibili di utha deformaxione del tipo considerato si ottengono corne (conve- 
nienti) superficie associate i n  deformazioni infinitesime a quelle particolari 

(*) V. p. es. BIANCHI, op. cit., vol. II (Pisa 1903), § 239. 
(+*) Cfr., anche per il seguito, BIANCHI, op. cit., vol. II, § 25% 
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superficie x ,  d i  cui ora  si è detto,  che, qunîzdo s i  scelgnno convenientewzente i 
parametri  u, v delle usintotiche, at~awettono ulteriorntente la propr ie fa  di ce- 
rificare la 

Per ogni superficie che soddisfi la (161, le (102) definiscono, a ineno 
di un'omotetia, una superficie 8,. Qualora non si voglia pregiudicare la scelta 
dei parametri asintotici u, ei la (16) andrà ovviainente sostituita dalla 

A e B essendo funzioni qualsiansi dei loro argomenti. 
Corne esempi di superficie che si trovino ilelle condizioni ora esposte, 

si possono indicare, oltre quelle di cui sard detto più avariti, le superficie 
pseudosfericlie di rotazione, per le quali, corne è ben noto, si possono sce- 
gliere i parainetri u, v delle asintotiche in modo clie l'angolo w di queste 
linee sia funzione di u+ a, cosicchè la (16) risulta allora verificata; le eli- 
coidi pseudosferiche, ecc. 

I n  particolare una  superficie pub essere tale che s u  tutte le sue asso- 
ciate nelle deforinazioni infinitesinie il sistema coniugato corrispondente alle 
asintotiche di Z sia isotermo coniugnto, e che p e r d  tutte quelle associate 
siano superficie S,  suscettibili di  deforinazioni del tipo considerato. Cib av- 
viene quando da1 sistema 

(do\7e i siinboli di CHRISTOFFEL sono sempre relativi all'elemento lineare 
sferico della x riferita alle asintotiche), cui debbono soddisfare i coeficienti 
della seconda forma fondamentale di uiia superficie S ,  associata a in uiia 
deformazione infinitesima, segua 

8" - (log ;) = O, au d v  
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cioè, tenuto conto delle (18), 

I '  

Si trova subito corne condizione necessaria e suficiente 

cioh clie Ç sia una yuadrica. E poichè, tra le quadriche, sono superficie Y 
solo la sfera e il paraholoide equilatero, si conclude che solo per queste 
superficie avviene che lutte le associate nelle deformazioni infinitesime sono 
deforniabili con conservazione di un sisteina isoter~no coniugato. Le super- 
ficie S, corrispondenti sono allora rispettivarnente le superficie d'area mi- 
ninia, e le superficie di traslazione con curve generatrici in piani perpendi- 
colari. 

Osserviamo infine che anche tutti i conoicli retti sono superficie sod- 
disfacenti all'ulteriore condizione espressa nell'ultiino enunciato in corsivo: 
basta, per convincersene, partire dalla nota rappresentazione pararnetiica (*) 

- 1 
e osservare che, mentre ZZ = 

(u?+v2+y2  ( v ) ) ~  ' si lia 

cosicchè si pub certo soddisfare alla (17), riinanendo ancora arbitraria la 
funzione A(u). Anzi, per ci& tra le superficie associate in deformazioni in- 
finitesime a un dato conoide retto, le superficie S,  su  cui è isotermo coniu- 
gato il sisteina corrispondente alle asintotiche del conoide dipendono da 
una funzione arbitraria. Per trovare t d i  superficie S, si osservi che attual- 
mente la (19) si riduce a 

cosicchè, rispetto all'elemento lineare di S,,, ' 19 ( = 0, 1 = 9% (u) ; cioè 
1 1 1  

(*) Cfr., p. es., BIANCHI, op. cit., vol. 1 (Pisa 1902), 8 76. 
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le coordinate cartesiane di un piiiito di S,  sono soluzioni di uii'equazione 

Quindi, iritanto, con un cambiainento della variabile u (escluso il caso, 
già considerato, che il conoide sia un paraboloide) si potranno fare per 
quelle coordinate le posizioni 

Di più, iminediate considerazioni geoinetriche mostrano che sulla S,  le 
linee (dove varia) u sono in piani paralleli, e le linee u in piani perpendi- 
colari ai  precedenti; cosicchè in definitiva si potrà porre, scegliendo coiive- 
nientemente il sistema cartesiano di riferimento 

E poichè il ragionamento è invertibile, le superficie 8, ricllieste sono 
date dalle (80) con r, s, t funzioni arbitrarie dei loro argomenti. Si otten- 
gono cos] quelle superficie (generate da un profil0 piano che ruota intorno 
a un asse r deformandosi media.nte un'afinità ortogonüle variabile di asse r ,  
O anche ottenute partendo da una serie aol di curve situate in uno stesso 
piano, e omotetiche rispetto a un centro fisso, dando a ogni curva una tra- 
slazione normale al piano, di ampiezza variante secondo una legge arbitraria) 
la cui deforinabilità in m' superficie della stessa specie con conservazione 
del sistema coniugato (u, v) era già stata dimostrata da1 PETEHSOK. L'osser- 
vazione che il sistema (u, v )  è isotermo coniugato è stata fatta, per la prima 
volta, in una recente Memoria del Prof. BIANCHI (*). 

Torino, genitdio 1921. 

(*) Le congruenze rettilinee infinite volte di roto2a~netzto e le superficie d i  Peterson. Memorie 
della Società Italiana. delle Scienze, serie III, t. XIX (1916). Sulle superficie di Peterson cfr. 
anclie DARBOUX: Leçons sur In théorie générale des surfaces, t. 1, le éd. (Paris, 1914), p. 181 
e LAUALLY: Ueber gewisse Verbiegunyen der achsenaf/inen Flachen, insbesotcdere der Flachen 
2. Ordnung, ~itzui i~sber .  der Bayer. Akad. der Wisseiischaften, 1919. 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXX. 
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Sulla esistenza di polarità ordinarie che mu- 

tano l'una nell'altra due quadriche non de- 

generi. 

(Nota di ALESSANDRO TERRACINI a Ilorino.) 

È ben noto clle due quadriclie non degeneri, F e G ,  di uiio spazio a iz 

dimensioni, S,, si possono riguardare coiiie corrispondenti iii uiia po1;trità 
ordinaria (anzi, in più polarità ordinarie), se i priini niemhri, f e O, delle 
loro equazioni si possono espriiiiere siinultatieaniente coiiie coiiihinazioni 
lineari dei quadrati di n+ 1 forine lineari (*). Scopo della preseiite Nota è 
dimostrare che il risultato contin~ia a sussistere, anche quando s i  tolga 
questa ipotesi restrittiva. La. ininore facilità della trattazione, rispetto al caso 
già noto, dipende da ci& clle, in esso, la quadrica fondamentale H della 
polarità di cui si tratta di stabilire l'esistenza pu6 essere riceibcata fra quelle, 
tali che i prilni inembri h clelle loro equazioni siano coinbiriazioni liiieaii 
degli stessi n t  1 quadrati mediante cui si esprimono f e g. Negli altri cnsi 
itivece, se si riducono sirnultaneamente f e g alla forma canonica di  WRIEH- 
STRASS, che supplisce quella testè indicata, avviene che (in generale) la forma h 
non si pub scrivere corne combinazione lineare delle forme quadratiche me- 
diante cui, in ta1 modo, si esprimono liiiearnîerite f e y ;  e occorre itivece, 

(*) Cfr. SIACCI, Ii~tomzo ad u»a trasfovrnaziow siinultaiiea d i  due forme quadratiche ed 
alla colzica rispetto a cui clue cot~iclze date souo polari veciproche, Atti della R.  Acc. delle Scienze 
di ~orino,  t. VI1 (!878), p. 758. V. anche uiia critica al risriltato enuiiciato con troppa ge- 
iieralità da1 Siacci i n  SEGRE, Teorelna sulle relazioni tva una  coppia d i  forme bilineari e l a  
coppia delle loro forme recipvoc7$e, Gioriiale di Mateiiiatiche, t. XXII (1886), p. '29. Cfr. anche 
DEL PEZZO, Sulle quadriche ad lz- 1 dimetzsioni polari reciproche d i  sè stesse rispetto ad 

un'altra, Rend. della H .  Acc. di Napoli, t. XXIV (1885), p. 186. 
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a tale scopo, aggregare ad esse delle nuove foriiie, coine ora si vedrà in 
ri-iodo più preciso. 

Se (A - 1,)" ((i = 1, 8,. . . , p) sono i divisori elementari del discriminante 
Il ( i )  della forma quadratica f - h g, le equazioni di P e G, rispetto a un 
opportuno sistema di coordinate proiettive olnogenee x , ,  , . . ., x ,,,, x9,, . . ., 
Xze2 9 . . - 9  yJl , .  .. , xa,, si possono supporre ridotte rispettivamente alle (*) 

dove si pone (xi xi)o = O ,  e 

l'ultinia soinmatoria essendo estesa a p. = 1, 9,. . . ., y, e v = y + 1 - p .  Per 
seinplicità di scrittura, indichereino anche con x , ,  x,,  . . ., x,, . . ., x,,, le 
coordinate già designate con x,,, ecc. (con w c  = el), e scriveremo, con nota- 
zione incoinpleta, le (11, (2) rispettivamente 

(dove, ne1 caso di tn = 1, al posto della seconda parentesi tonda della (1') 
va posto zero). Ricercheremo una quadrica H (di equazione h = O ) ,  tale clie 
la polarità per cui essa è fondamentale muti la P nella G, fra quelle per 
cui h è combinazione lineare delle (xi xi)@,, (X~Y, , )~ , -~ ,  . . . , (xi xi), . Conside- 
riamo, a ta1 fine, una quadrica 

(*) WEIERSTRASS, Mathe~natische Werke, Band II (Berlin, 1895), p. 19. 
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che mzctano l'una nell'altra due quadriche taon degeneri. 137 

dove le t sono, per ora, coeficienti indeterminati. Essa definisce la polarità 

dove 0 è un fattore di proporzionalita e le zc sono coordinate proiettive 
omogenee' di iperpiano. Facciamo la sostituzione (4) nella equazione invi- 
luppo d i  G (la quale si deduce dalla (8') scrivendo, in luogo di  ciascuna x, 
la u col medesiino indice), ottenendo corne equazione trasformata 

Vogliamo ora dimostrare che si possono determinare le t  in modo che 
la (5 )  coincida colla (1). Per ci6 occorre e basta che sia, se = 1, til = 1, , 
e, se w >  1, 

I: t , , t , , = O  ( r = a - 3 , a  ...., nz; r+s=cc+nb- 1;  con u = 2 ,  3 ,..., m-l),  (7) 
+-,a 

colle analoghe condizioni relative agli altri gruppi di termini della (5) cl-ie 
piovengono dagli ulteriori divisori elementari di D (1). Si tratta di provare 
che tutte queste relazioni costituiscono un sistema compatibile iielle inco- 
gnite t .  Ora le (6)  porgono t,,, (in due modi diversi) e t,,,-, (entrambi di- 
versi da zero); poi la (7) scritta per a = m - 1 (cioè 9 t ,,,-, t , ,  + t: ,,-, =O) 
cotitiene, fra le altre t, la sola t , , , - ,  , e porge un valore per questa incognita 
(e uno solo, quando si sia fissata una determinazione per t , , ) ;  poi ancora 
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la (y),  scritta per a = In - 8, porge analogatnente t , , ,_ , ;  e cosi, per ricorrenza, 
si trovario successivamente i valori di tutte le t, c. d. d. 

Si osservi di più che, in base alla precedente diinostrazione, iisiilta l'e- 
sistenza di ?Y'-' polarità ordinarie clle risolvotio il prohlenia, p essendo il 
numero dei divisori elementari d i  D (A) y). 

Torino, aprits 1921. 

(*) Non escludiamo con questo che v i  siano altre soluzioni del problema, le quali, del 
resto, si possbno già presentare anche ne1 caso che f e y siano combitiazioni lineari di n + 1 
quadrati (si pensi p. es. alle infinite polarità che mutano l'una nell'altra due coniche bitan- 
genti). 
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Criteri per l'esistenza della soluzione 
in problemi di Calcolo delle variazioni. 

(Di  LEONIDA TONELLI, a Pnrma.) 

I N T R O D U Z I O N E .  

N e ~ a  presente Meinoria mi propongo di dare dei criteri per l'esistenza 
del minimo per l'integrale curvilineo 

Un criterio generale, già conosciuto (*), è quello dato dalle due disugua- 
glianze F> O, F, 2 O - supposte verifkate in tutto il campo (x, y) che si 
considera e per ogni coppia (x', y') tale che sia x" +yr' = 1 - dove P, è 
il ben noto invariante di WEIERSTRASS 

Esistono perb problemi iinportanti i n  cui la funzione F, mentre soddisfa 
coinpletamente alla seconda delle disugu;tglianze soprascritte, non veriîica 
altrettanto bene la prima, percliè, pur non canibiando mai segno, pub in 
alcuni punti, isolati O no, diventare nulla. Citerb, a titolo di esempio, il pro- 
bleina della superficie di area minima generata dalla rotazione, attorno ad 
un asse, di una curva piana congiungente due punti dati, problema che si 
traduce analiticamente nella ricerca del minimo dell'integrale 

(*) L. TONELLI, Sul cas0 vegolare ne1 Calcolo delle variaaioni [Rend. del Circ. Mat. di Pa- 
lermo, t. XXXV (Io élem. 1913)l. 
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la curva C essendo considerata ne1 campo (x, y) defiiiito dalla disuguaglianza 
y 2 0 .  E citerd anche l'altro prohlema della ricerca della curva piana, con- 
giungente due punti fissi, ed aveilte il iniiiiino niomento d'inerzia rispetto 
ad un asse dato, perpendicolare al suo piano, problema che si traduce in 
quel10 della ricerca del miriimo dell'integrale 

In  una Nota « Sulla esistenza della soluzione in problerni di Calcolo 
delle Variaziotii » (*), diedi già un teorema d'esistenza per una notevole classe 
di probleini di questo tipo, e precisainente per quelli in cui la funzione F 
ha la forma seinplice 

con f (y) sempre inaggiore O uguale a zero e non decrescente. Nelle pagine 
che seguono, riprendendo la questione nella forma più generale che mi sarà 
possibile, esporr6 nuovamente il criterio d'esistenza per il caso della F sernpre 
lnaggiore di zero, e rie aggiungerb diversi altri clle riguardano i casi più 
iinportanti relativi all'annullainento della B', e clie comprendono anche quel10 
di cui si è fatto cenno or ora. 

1. Il campo A e le curve C. Sia A un campo - insieme di punti - 
del piano (x, y) tale che i suoi elementi appartenenti ad un qualsiasi cercliio 
del10 stesso piano costituiscano sempre un insieine chiuso. 

Ne1 seguito considereremo seinpre e soltanto curve continue e rettifica- 
bili, appartenenti al campo A, e le direuio curve C. Ciascuna di esse sarà, 
pertanto, definita da un sisterna di equazioni 

(*) R e d .  Accad. dei Lincei, 1913 (Io semestre), pP. 860-866- 
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con y(t) e # ( t )  funzioni (reali e ad  un  valore) coiitiiiue e a vaiiazioiie liiiii- 
tata (JORDAN) SU tutto l'intervalle (t,, t,), e i suoi puiiti appaiterraiiiio t ~ i t t i  
a1 catnpo A. 

Ogiii c u i w  C lir, un  verso ed uiio solo, yuello stesso defiiiito da1 sisteiiia 
precedente; i i i  guisa (.lie la curva 

6 distinttc dalla ( I ). Lx curva ( 1 )  s a r i  iiirece coiisitlei.atx coiiie coi~tcide~tte 
con yuellct detiti ita da1 sisteiiia 

se la Fuiizioiie t ( 7 )  è continua e non tlecrescentê uell'ititervallo (T, ,  T , ) ,  e 
so(lc1isfacerite alle uguaglianze t (r,) - t , ,  t ( 7 , )  = f i .  

2. Le curve limiti. Raiiimeiitiamo che, se i', è una curra continua del 
piano (x, y) e p è un  iiiimero positive, un'altra qiialsiasi curva continua r 
dello stesso piano si dice ctie appartiene ordiilataiiietite all'intorno (p) della. 
prima, quando P possibile di porre fra i puiiti delle due curve uiia corri- 
sponde~iza biunivoca, orditiata e coutiniia, tale clle la distaiizn fra due puiiti 
coi.risporideiiti qualunyiie risiilti seiiipre iiiinore di p. S i  clice poi c l ~ e  r', è 

una curvn limite di una classe O insienie ' r 1 di curve eoiitiiiiie r se, co- 
I 

iiiunque si scelga p, esiste setiipime in ' 1- alnieno una eurra  apparteiienle 
I 

ordinataiiie~ite all'iiitorno (p) di i', e distitita da cpesta curva. Sulle cui.ve li- 
iiiiti si ha il seguente teorenia, doruto a HILBERT : 

a Se 1 r 1 B u n  insieme di infiiiite cuiue continue e rettifioabili, tutte di 

lutigliezza inferiore ad uii numero fisso e tutte contenute iii un  campo li- 
rriitato, tale insienie üniinette aliiieiio una curva limite B. 

Esserido IV,, uii insielne qu:ilsiasi di curve continue 17, si clice clie la. 
cu r ra  continua 1', è uiia cwva limite della succ~essioiie W , ,  M',, ... , IV ,,,... 
se, coinunque si scelga p, esistono seiupre iiifiniti vnlori di n e per cinscuiio 
di essi aliiieiio uiia ciirva r, la qiiale appai.teiigi~ ordiiiiitaiiietite ;ill'iiitorrio 
(p) della i',. Da1 teorema di HILBERT segue allora la proposizione, t l i  ciii fa- 
renio uso più volte iiel seguito: « Se IL é un iiisieiiie di  curve coiitiiiue e 
rettiticahili, tutte di luii,pliezza ilikriore ad  un  iiuiiiero tisso e tiitte contenute 

Atrl~ali di Mntewatica, Serie III, Tomo XXX 22 
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in uii campo limitato - tiuniero e campo indipendenti da n - la succes- 
sione W,,  W, ,..., W ,,... aininette alineno una curva limite ». 

Etl è possibile di tissare un  procecliiiietito clle permetta di far corrispon- 
(lere, alla successione IV,, TV2 ,.. ., Tli,,.. . ora considerata, ulaa particolare sua 
curva liiiiite. 

Si (lice, infine, clle la successione W ,  , W,,. . . , IV ,,,... , di itisieiiii di curve 
I', converge uniforniemente alla curva r o ,  se, ConIutique si scelga p, esiste poi 
seiiipie un iiidice Z tale elle, per ogni 12) Z, tiitte le cui-ve r,, di W,, ap- 
partengono ordiiiataiiieiite ali'iiitor~io (p) della I',. 13 si ha la proposizione: 
« Se TIT,, TV ,,.. . , IV,, . .. è utia s~ict.essioiie di insieiiii IV,, d i  ciirve r, avente 
una  c3urva liiiiite r, , è sempre possibile costiwire coi1 un deterniiiiato pro- 
cedimento un'altra successioiie TV,, Mi, ,..., IV ,,,,..., con IV,,, insieiiie di curve 
1' apparteiienti tutte ad uno stesso IV,, di intlice 1~ t I I& ,  la quale coiivei-ga 
unilorineiriente alla curva i', ». 

3. Le classi cojr~plete di  czwue. L)ii5eiiio clie uii iiisieiiie di curve C (n.O 1) 
S uiia classe completn yuando ogni sua curva liiiiite, clie sia rettificdile, ap- 
partiene essa pure iill'iilsieiiie, 

Costituiscoiio, ad eseiiipio, una classe cotiipleta tiitte le curve C cbe 
hnrino lurigliezza ilou superiore ad  uii iiuiiiero tissu ; et1 anclie tutte le cuwe C 
clle coogiiingorio due puiiti dati o tut te quelle clie lluiiiio gli estreiiii s u  
due date curve. 

4. La funzione P (x, y: x;', y'). Sia F (x, y, x', zJ) Uilil fuiîzione: 
a)  defiriita e continua, insielne con le sue derirate parziali dei priiiii 

due ortlini rispetto alle x '  e y', per tutti i puilti (x, y) del caiiipo A e per 
tutte le coppie (x', y') di iiuiiiei-i iioii ûiiiI)~diie iiulli; 

b) positivaiiiente oiiiogenea, di gratlo 1 ,  i-isl,etto alle x' e y', vnle a 
clire soddisfaceiite alla uguagliatiza 

i? (x, y, k x', k y') = k F (s, y, x', y'), 

valida per ogni k > O .  
Direino clle la coppia (x', y') S nor/~zalinnnta se è x" +y1" 1 ; e chia- 

inerenio zevi  della F yuei piiiiti ($, j) di A iii cui é F ( J ,  j, x', 2') = 0, per 
uua o più O aiiclie tiitte le copyie (x', y') iioi~iiinlizzate. 

5.  L'integrnle Ic .  Coiisiderata iitia c u i ~ a  C (II.' 1 )  e preso coiiie para- 
inetro l a  luiigl~ezza s tleli'ai.co che clal priiiio estreiiio della CUI-va va ad un  
piinto generico P, le eyuazioiii della cui-va diverraniio 
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dove L rappresenta la lunghezza totale della C. È ben noto che, quasi dap- 
pertutto su (O, L ) ,  le deriva te x' (s), y' (s)  esistono finite e costituiscono una 
coppia tiornializzata ; esiste diinque l'integrale 
F (X (s), 9 (s), X' (s), y' (s)) sull'inter~allo (O, L) ,  
I, O con 

1 F d s .  
. C 

(di  IABESGUE) della funzione 
in tegrale die incl icliereiiio con 

Fissata che sia la forma della funzione F, I, dipentle unicainente dalla 
curva C ed h a  un valore (finito) determinato per ogni curva della specie 
indicata: esso è, percib, uiia funzione della czcrua C. 

Se la curva C è cliiusa, le luiighezze degli arclii si possono contare a 
partire da. uii'origine arhitrariainetite scelta sulla curva stessa, senza alterare 
il valore di 1,. 

Diretno che l'integrale Ic è : 
regolare-positivo (ttegatiuo) se l'invariante di  WEIERSTRASS B', (v. Introdu- 

zione) è senîpre inaggiore (minore) di zero per tutti i punti (x, y) del campo 
A e per tutte le coppie (x', y') normalizzate; 

qznasi-regolare-positivo (negativo), se per gli stessi x, y, x', y', è sernpre 
F, 2 O (FI 6 0 ) ;  

definito-positive, se per gli stessi x, y, x', y', è seiiipre F>O; 
sernidefinito-positivo, se, per gli stessi x, y, x', y', è seinpre F s  0 ;  
ser/~itlefirzito-positivo nortrmle , se è seiii i de tiiiito-positiw e in nessuii 

punto del campo A è P ( x ,  y, x', y3 = O  per tutte le coppie (x', y') n o m a -  
lizzate ; 

semidefinito-positivo singolare, se è set~zidefiîzito-positiuo ed csiste alnieiio 
uno zero della F in cui è F (x, y, x', y') = O  per tutte le coppie (a', y') nor- 
malizzate. 

Si constata facilirieiite (") clle se Ic è semidetinito-positivo e regolare O 

quasi regolare, è aiiche sicurainen te regolare-positivo o quasi-regolare-posi tivo. 
6. L a  semicotztimità. Diremo clle l'integrale 1, è una fzi~zzione sesci- 

continua inferior+?pzte sulla curva Co (n.O 1 ) ,  se, preso un nuiiiero E>O, ad 
nrhitrio, è senipre possihile di deterininarile un altro p tale che la disugua- 
glianza 

Ic>Iq- & (1)  

(*) Cfr. L. TONELLI ,  SUI * n a s s i d  e minitni assoluti de2 Calcolo delle variazioni [Rend. del 
Circ. Matematico di Palermo, t. XXXII (ULO sem. 1911)l. 
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risulti verificata per tutte le curve C appartenenti ordinatamelite all'intorno (p) 
tlella C o .  Siilla seinicontinuith si lia il seguente teorenîn (*): 

<( Uti i n  tegrale Ic cju;tsi-regolare-semidefiiiito-positiro è i i  na funzione se- 
mi-cor1 ti iiua inferioriiieii te su qualsiasi curva C ». 

7 .  Le clcrue u n i ~ ~ i ~ ~ ~ a n t i .  Data una classe I< cli cuive C, una di queste 
rurve, Co, si dirà m i n i ~ m r ~ t e  Ic i n  Ii, O sempliceinente nzitzirmute I c ,  se la 
disuguaglianza 

1% f I c  

risulta vrrificata per qualsiasi curva C della classe. IL valore di I,, è il mi- 
nimo di  Ic in K. 

Gzi IKTEGRALI QUASI-HEGOLARI DEFINITI. 

8. Tsoicim~. S e  IV è z o ~  irltegrale quasi-regolare defirtito-positiuo, i ~ t  ogni 
classe co~~~l) le tcc  di cicrue C, le qunli sialho tutle co~ztenzcte i n  U I L  campo A, li- 
~ r ~ i t a ! ~ ,  esistc nlrrmiho z t r m  ciwun n t i j ~ i m n d e  Io. 

Sia K uiiii delle classi cousiclerate nell'eniiiiciato. Dnll'ipotesi clle l'inte- 
gra le Ic sia definito-positive, segue che esiste un rninitno I I L > O ,  per la fun- 
zione F ( x ,  y, $', y'), quand0 si considerino tutti i punti (x, y) del campo A 
e solta nto le c,oppie (x', y') iiorinalizzate : 

P (a, y, " P I ,  y') 2 ? I L  > 0. 

Peita 11 to, se G è unn qualsiasi curra (1  i K e L itidica la sua lunghezza, è 

perchè è quasi dappertiitto, sulla C, 

x'"5) + y'? (s) = 1. 

Ci6 prenîesso, indicliiaiuo con i il limite inferiore di Ic nella classe K, 

(* CYr. L. TONELLI, La semicoîztinuità gzel Calcolo delle va~ iaz ion i  [Rend. del Circ. Mat. 
d i  Paleriiio, t. XLIi' (LXO), i l i l .  15 e 941. 
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liinite iiiferiore clie, per la (l), risulta non negativo; esso poi è anche finito, 
perchè, su c~ualunque curva di IZ, I, iioii supera la luiighezza della curva 
rnoltiplicrtta per il inassiino della F nei puuti dellu curva stessa e per le 
coppie (x', y') normalizzate. Si tratta di dimostrare l'esisteiiza di alineno una 
curva di IZ clle dia ad I, il valore i. 

Indicliianio, per ogni intero positivo n, con IV,, l'insieiiie hi tutte le 
curve di R che soddisfano alla disuguaçlianza 

All'insieme W, appartiene almeno una curva, perchè, in cas0 contrario, 
1 

il liinite inferiore di I, su K sarebbe magçiore di i + - e quindi distinto 
n 

da i. Indicando con C, una qualsiasi curva di W,, abbiatno 

1 
l c , f i + - ,  

n 
e per la ( 1 )  

La successione 
IV,, IV ,,...., IV ,,,... 

risulta cosi coinposta di insieini di curve C, tutte contenute in un caiiîpo 
limitato (il campo A) e tutte di lungliezza iiiferiore ad un nutiiero fisso, et1 
aininette percib (n." 2) almeno una curva liinite. Sia ro una di queste cun7e 
liniiti : ad oçni suo intorno arbitrariainente piccolo appartengono ordina ta- 

1 
mente infiiiite curve C,, tutte di lunghezza ininore di (i + 9 ) ,  onde an 

l.1 L 

1 
cli'essa risulta rettificabile e di lunghezza r - (i + 2). La r, è duilque una 

111. 

curva C, e possiaino indicarla con Co. Iiioltre, questa curva è curva liiiiite 
della classe IZ, percliè a questa classe apparteugono tutte le cur17e CM; e sic- 
coine la K è uiia classe completa, la Co appartiene essa pure alla classe. 

Raniiiieiitianio o1.a clie il nostro integrale I, è quasi-regolare definito- 
positivo, il clie porta (n.O 6) clie sia una fuuziotie selnicoiitinua iiiferioriiiente 
su ogni curva C. Se dunque prendiaino ad arhltrio un numero E > O ,  pos- 
sialno deteriiiinarne un altro p > O  in modo che ogni C la quale appnrtenga 
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ordinatainente all'intorno (3) della Co socldisfi alla disuguaglianza 

hla, per essere la Co una curva limite della successione (3), esistono in- 
fiiiiti valori di n e per ciascutio di essi almeno una C, la quale apparteiiga 
ordinatadente all'intoriio (p )  della C o .  Dalla disuguaglianza precedente e 
dalla (2) si deduce cos1 

I , ,  i + c .  

Essendo E arbitrario, si ha anche 

e siccome Co è una curva di K, 

I(, = i. 

La Co è dutique una curva niiiiiiriailte 2, iiella clwse K. 
9. COHOLLAHIO. Dalla proposizione diinostrata a1 ne0 lirececlente scende : 

Se 1, è urz inteyrnle  quccsi-regolnre defirzito-positico e il campo  d è Zigni- 
tato, esiste a lmeno qcna ctcrvn ir~irz intante 1, : 

- fra tutte le czcrve C che cor~gitcr~gorao dice pztnti d a t i ;  
- oppure,  f ra  ttctte picelle i clci estreiui a y l m r t e ~ i g o n o  a d u e  da te  curce  

coitti,~zte ( O  pi& gerzernlrr~e~zte n &te d a t i  i n s i e m i  clziztsi d i  p u n t i ) ;  
- oppure,  f ra  tutte le curve C chitcse clze contengono O circonrlano i pzir~t i  

d i  un da to  insierlze c l ~ i u s o  d i  p~cn t i .  
ESENPIO. Dato un campo A liiiiitato e corisiderati in esso due insieiiii 

chiusi di punti, z e F, fra tutte le curve continue e rettiticabili di A che con- 
giungono un punto di u con un punto di P (ünimesso clle di t,  LL 1' 1 curve ne 
esista altneno una), ve n'è almeno una miniinante 17integrale 

Qui infatti è, per ogni coppia (x', y') iiorii~alizzata, 
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GLI I N T E G R A L 1  QUASI -HEGOLAHI  SEMIT)EFINITI NOHMALI.  

a)  GLI ZEHT BICLLA 117 NON HIC 4 MPIONO A L C U N A  AHEA. 

10. Osservaxione generale. L h l  ragioiiaiiieiito fatto al 11." 8 risulta che, 
se Ic è un integiale quasi-regolare seiiiidefiiiito positivo e il campo A è li- 
niitato, e K è una classe coiiîpleta di curve C, il liniite inferiore i di I , ,  in  
TC, è fitiito e iiiaggiore O uguiile i i  zero. Se, di più, esiste una funziolie H ( x ) ,  
tiiiita e continua per ogni x s  O, ecl è, per ogiii curva C di Ii, 

L essendo la lunghezza della C, allora esiste sicuraineiite in li alnîeno uria 
cuwa miniinante I,. 

In  particolare si ha  clle, se Ic è un integrale quasi-regolare seiiiiclefinito 
positivo e il campo A è linlitato, e se Ii è uiia classe coiiipleta di curve C, 
tutte di lunghezza inferiore ad un nuiiiero fisso, in K esiste alineiio uiia 
curva miiiimatite Ic (*). 

11. Gli xeri della F sono in n u m e r o  finito. 
TEOREMA. S e  IC è un integrale quasi-regolare senzidefitzito-positivo normale  

e se i l  campo A è l imi tnto  e yli  zeri della P sono i n  numero  filiito, in  o g n i  
c l a ~ s e  completa d i  curve  C esiste alnzeno m~ c u r c a  m i n i w m t e  Ic. 

In  virtù dell'0sservazione del n.O prececlente, basterà niostrare l'esisteiiza 
di una furizione I i ( z )  socltlisfaceiite alla (1) dello stesso 1i.O 10. 

Sia K uiia qualsiasi delle classi coinplele iiidicate nell'enunciato e indi- 
chiaino con P,, P,,. .., P, gli zeri della F. Siccorrie Ic è nornmle ,  in P, ( s  = 1, 
2, ..., n) la F non pub anriullarsi per tutte le coppie (x', y') iiorrnalizzate; ed 
altrettarito accade per l'iiivariaiite Pl .  Esseiido poi seiiipre Pl 2 0 ,  è percib 
possibile ("*) di cleterininare tre costaiiti p, ,  q s ,  r,, delle quali l'ultima niag- 
giore di zero, in inotlo clle la funziorie 

Fa' (x> Y, x', Y') = F (x, Y, XI, Y') t Pz x' t Ys y' 

(*) Cib é vero ariclie se  I ,  i: sollaiito un iiitegrale quasi-regolare positivo. 
(**) Cfr. L. T O N ~ L ! ,  La semicodit~uitic thel Calcolo delle vtrriaeio~ii (Rend. Circ. Mat. di 

Palermo, t. XLIV (192O), n . O  11). 
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risulti iiiaggiore di zero in tutti i punti di  A appartenenti al circolo (P,, r,) 
(di centro P, e raggio r,) e pei tutte le coppie (x', y') noimalizzate. Sis r un 
nuinero maggiore di zero, rilinore di tutti gli r ,  ( s  = 1,  2, ..., n) determinati 
e minore anche della metà della minima distariza fra. due quaiunque P, 

Itidicliiamo con A' la parte del campo A costituita di tutti i punti di 
questo campo che non sono interni ad alineno uuo dei circoli 

P8, - r ( s = l ,  '2 ,..., n). $ 1  
Il nuovo cnriipo A' risulta ancli'esso un ii-isieiiie chizwo di puiiti e in esso 
la F è seliipi'e iiiaggiore di zero, pet. tutte le coppie (x', y') norinalizzate. 
Sia m' il ininilno (>O) di 3' in A', per tutte le coppie (x', y') iiidicate. 

Consideriaino i due circoli concentrici ( P a ,  Y), P. ,p  r ed uria qua1si;isi i l )  
curva C di K, e portianio la nostra attei-izione sui punti di  yuesta cuibva 
interni a (Ps, r ) .  

Tali punti formeranno uno o più nrclii contirmi, aventi ciascuno almei-io un 
estremo sulla. circonkrenza di (+9, Y) 

- salvo il caso in cui s is  interna a 
questo circolo tutta la curva C - arclii 
che potranno essere in iiuniero finito 
ed anche in un'infinitü iiumerabile. 
Indicliiamo con r , ,  quelli fra yuesti 
arclii clie hanno almeno un punto 

iaterlzo al cireolo Ps, - r - Gli arclii i a 
a , ,  sono in nuiiiero fii-iito : ed infatti, 
se tutta la curvn C il in tenia al circolo 
(Ps, r), di tali archi ve n'è uiio solo, 
che coincide con la C,  e in caso con- 
trario, aveiido ciascuno di essi alineno 
iina parte clie corigiunge un piirito della 

circonferenza di (Ps, r )  coii un punto di quella di ( Ps, - r)  e tuttn eosti- 

tuita di punti non ilderni a yuest'ulti~iio circolo, parte clle lia pei-tnnto lun- 
1 9 L  

ghezza non inferiore a ,r, il iiiiinero N di questi archi è inferiore a -- - r 
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(L = lunghezza di C). Possiamo anclie aggiiingere clip, essendo, sulle parti 
ora indicate degli arclii a , , ,  e per ogni coppia (d, y') iiorinalizzata, F 2 m', è 

onde (per conipreiidere anclie il caso in cui tutta la C sia interna a (P,, r ) )  

8 
1% G 1 + 7 Ic. 

ln r 

Indichiaino con l,,, le lungl-iezze degli archi a,,, (v = 1 ,  9, .  . . , Na) e con 
(x3, y!:;), (%:Y, y$,) i loro estrerni. È, da una parte, 

dove rn, indica il ininilno (tnaggiore di zero, per il modo con cui è stata 
deterrninata la Fr") della funzione F'"' in tutti i punti del campo A apparte- 
nenti al circolo (P., r )  e per tutte le coppie (x': y') norinalizzate; e dall'altra, 

e percib, detto Q il inassirno modulo dei numeri p,, q,,  per s - 1, 8,. . . , n ;  

ed anche, indicando con nz il minore degli nz,, 

Tenendo conto della (1) e dell'ipolesi F >  O, risulta 

Annali da Matematica, Serie III, Tomo XXX. 
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Sia ora p uno qualuilque degli archi che restano sulla C dopo tolti gli 
z,,,. Questi nuovi archi P apparteiigoiio tutti al cailipo A' ed è percib 

dove 1 iridica la lui~ghezza di P. L)alle due ultiiile clisuguagliarize segue iiii- 
mediatainelite 

Posto allora 

si ha, per ogni curva C di IZ, 

L 5 [Ic), 

vale a dire è verificata la. ( 1 )  del 11.O pi.ececieiite. 
Esewzpio. Sia la F defiiiitn, in un yualsiasi campo liinilato A, dalla 

e percib, per ogni coppia (x', y') iioriiializzata, 6, in A, F % O, P, > 0; iiioltre, 
per le stesse coppie (a', y') e per ogni punto di A distiiito cla (O, O), &. F>O 
e iiell'origiiie del piano (x, y) è P> O, se x' 1=  O oppiire xf= 0, y'= - 1, e 
F = O per a' =O, y' = 1. Le condizioni clel teorenia sono duilque veiificate 
e l'integrale 

ammette alineno una çurva niinimante in ogni classe couipletaj di curve C 
del campo A. 
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12. Gli zeri della F SOHO i r ~  ~ ~ z w ~ e r o  imfinito: 1." caso. 
I l  t e o r e ~ m  dimostrnto al rz." yuecedente vnle a~lclze se yli zeri della F sotte 

i n  ~ ~ u r i w o  infirbito, yurchiz essi s i  t r o c i ~ ~ o  su  un ~ztouero fijlito di cwve contin~ce, 
dotcde ouunque di tangetzte varinbile irz r~~otio contirliro, e s u  ciccscum d i  tnli 
curue f o r ~ ) ~ i u o  degli iwiciui ouztnqzce n o r ~  derisi. 

Supporreiiio, per seinplicitit di ragionniiieiito, clte gli zeri della F si tro- 
virio tutti su  uiia sola cuiva e clie queuta sia uii segiiientd rettiliiieo, clie i t i -  
dicheretno con a. Uit questo citso si passa it quello geiierale senza alciiiia 
difficoltà. 

Osserviaino subito clie, per la cotitiiiuità della F ,  gli zeri di questa fun- 
zione forinano 1111 insieine E chiicso, e determiliiamo, per ogni puiito P di E,' 
tre costanti p,  q,  r (r>O) in iiiodo clie la futioione 

F ( x ,  g, x', 9')  B' (x, y, x', y') + p x' + q y' 

risulti inaggiore di zero in tutti i puriti del campo A apparteiienti al circolo 
(P, r) e per tutte le coppie (x', y') norinalizzate (*). Detto 8 il clianietio di 
questo cerchio clie si trova sulla retta cui apparliene n e 8' il segiiieiilo della 
medesinia retta a d  esso coticeri tiico e di metà ampiezza, peu uii noto teureiiia 
di BOHEL (**) possiamo scegliere uii nuiiiero firiito di questi 8' i i i  inoclo da ri- 
coprire con essi tutto I'insietiie E cosi che ogtii punto di questo iiisieiiie ri- 
sulti iîzterno ad alineno uno dei 8' scelti. Siano questi 8': 

e indicati con Ps, p,, q,<, r,, gli eleineiiti P, p, q,  r corris~)oiideriti a a',, po- 
rlianîo 

Fa) ( r ,  Y, x', y') - F (x, y, x', y') + ps X' + qp y', 

Detto il iiiiiiore dei 8',, possiaino ricopi-ire l'iiisieme E cliiuso e oviiiiyue 
non denso, con uii nuiiiero fi~iito di interralli w,, w 2 , . . . ,  w,,,, a due a due 

1 Y, seriza puiiti cornuiii, ciascuno di üiiipiezza miilore di h e aveiiti per 
1 

(*) Cfr. 1i .O IL. 
(**) Il teoreiiia cui alludiaino, per quaiito sia conosciiito sotto il nome di teoieina O leinnia 

di BOREL, f u  per la prima voltn st:ibilito dit S. PIYCHERLE, ne1 2851, iii : Soya riclçuui suiluppi 
in serie per fuuzioni a~~al i t i che  (Mern. dell'Accad. delle Scieiize dell'lstitiito di Bologna, Se- 
rie 1V, tom0 II1 (1881), p. 154). 
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estreiiii punti non appartenenti ad E. A ciascun w, associamo un intervallo 
G, concentiico, avente gli estremi interni ad esso e contenente ne1 suo interno 
tutti i puiiti di E clle appartençoiio a os; costruiamo poi i cerchi C , ,  Cs sui . 

due seginenti o, e G,, presi coiiie diametri. Sia a',, il di indice niinore che 
coiitieiie aliiieiio un punto di w, (*). Il circolo C, (e cosi anche c) è allora 
iiiterno al cerchio (P,,, r,,) e in o p i  suo punto è percib F("1'> 0, per tutte 
le coppie (x', y') nornializzate. 

Se ora ragioiiiaino sui circoli Ca, C a ,  coine al 11." precederite abhiaino 
1 

f a i h  su (P,, >:), (P,, , r , ) ,  otteniaino senz'altro la dimostrazione di quanto 

n bbiiuuo asserito. 
Eseii~pio. Sia la P dcfinita ne1 seguente iiiodo : 

e I'iiitegrde della F è regolüre semidefinito-positivo normale. Per ogni coppia 
(x', 9') iiornializznti e per y := O è P> O, e questa disuguaglianza vale anche 

nei punti (x, O) se è x - 1 -  O e x =I= con k intero. Nei punti (O, 0) 
(4k+ 1 ) ~  

B 
( ( 6 k + I ) i i  è P > O  se s ' = , = O  oppure % ' = O  e y'=-1, e P = O  per 

x' = 0, y' =; 1. 1 punti (O, O), ( ( 4 k + I ) .  O , ctie si trovano tutti sull'asse " 
delle x, costituiscoiio un insieme ovunque non denso, e le coiidizioni dell'e- 
iiuiiciato sono tutte verificate. 

13. 2." caso. Gli zeri della F costituiscono delle cwve continue. 
Consideriaino ora i l  caso in cui gli zeri della P costituiscano uiîa curva 

continua e supponiürno dapprirna, per seinplificare, che tale curva sia un 
seg~neiito rettilineo a, parallelo all'asse delle x, e clie in nessuii altro punto 

(*) S~ipponiamo che ogiii cds conteiiga aliiieno lin puiito di E. 
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del campo la F possa annullarsi per coppie (d, y') normalizzate. Conserve- 
remo tutte le altre ipotesi del teorema del n.' 11. 

Osserviamo, innanzi tutto, che la superficie conica (riferita ad una terna 
(x', y', z )  di assi cartesiani ortogonali) 

relativa ad un punto qualsiasi (Z, ij) del campo A, per la condizione F'O 
non scende inai al disotto del piano z = O, e che, per l'altra P, 2 O, essa 
rivolge costantemente la sua concavità verso l'alto. Essa, infine, non pub 
ridursi al piano z = O, per 1' ipotesi fatta clie I, sia un iiitegrale normale. 
Da ci6 segue che, se le coppie normalizzate (Z', Y), (3, y) soddisfano alle 
uguaglianze 

F (3 ,  2/, Z', j f ) = O ,  F(x,  Zj, E', ? ' )=O,  

su1 minore dei due archi in cui (Z', y'), (3, 7') dividono la circonferenza 

deve essere sempre P ( Z ,  y, x', y') = O, e gli arclii indicati non possono es- 
sere uguali, perchè altrimenti la superficie conica considerata si ridurrebbe 
al piano 8 = O .  Segue anche che l'insieme dei punti della circonferenza (1) 
che verificano la P(:, ij, d, y') =O,  se di tali punti ne esistono almeno due, 
coincide con un arco della circonferenza etessa, di lunghezza minore di n. 
Possiamo dunque affermare che, ad ogni punto P del segmento cc, corri- 
sponde un arc0 y della circonferenza (l), luogo dei punti (x', y') di title cir- 
conferetiza clie in P annullano la P; e ipest'arco y, clie si ridurrà ad un 
punto ne1 cas0 in cui la F in P si annulli per una sola coppia (x', y') nor- 
malizzata avrà costantemente lunghezza iriferiore a 7c.  k poi ben evideiite 
che, al  variare di P su a con continuità, l'arco -y varierà, pure con cotiti 
nuità, sulla circonferenza (l), e la lunghezza di y aninietterà un massinio, 
minore di x .  

Detto Po l'estremo sinistro del segmento a, siano P,, P, , . . . , P,, dei puiili 
di a ad ascisse crescenti, dei quali l'ultimo coincidente con l'estremo destro 
del segmento, scelti in modo che gli intervalli P,. Pr+, abbiaiio tutti la stessa 
ampiezza e che, per ogni intervallo Pr P,,,, gli arclii y corrispondenti a lutti 
i suoi punti apparterigano tutti ad uno stesso arco r,. della circonferenza ( l ) ,  
di lurighezza minore di x .  Indicheremo con Io stesso siiiibolo rr anche la 
lunghezza dell'arco, e indiclieremo poi con 8 l'ampieeza cornune degli inter: 
valli P, P,.+,. 
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Detto 1' uii nuiiiero inaggiore di tutte le lungliezze i',. e minore di x ,  

sia r', l'arco della circonferenza (l), di lunghezza I', che ha 10 stesso punto 
inedio di i',. I punti di r, risultano cos1 tutti iiiterni a I",. Cotisiderato al- 

r 
lora uil iiumero h>O e minore di 6 cos -, costruiaiuo iiel piatio (x, 3) un 2 
rettangolo R, a lati paralleli agli assi x e y e tali clle quelli paralleli al- 

h 
I'asse y siano di luiigliezza - ed abbiano coine punto di rnezzo i punti P', 

OL 
e P', cllesi trovano sulla retta a cui appartiene il segiiieiito cc e le cui ascisse 
sono rispettivairiente uguali all'ascissa di Po diniinuita di 8 e a quella di P,, 
aunientata di 8. Costriiianio poi uii altro rettaiigolo R', a lati paralleli agli 
assi a ,  y, i n  modo clie i suoi lati paralleli all'asse y abbia!io lungliezza 
uguale a h e coine punti medi i putiti P", e Pu,, della retta a cui appar- 

tiene a, aventi per ascisse iispettivaiiiente l'ascissa di P', diniinuita di 8 e 
quella di P', aumentata di 6. Coiicluciaiiio, iiifine, per i punti P',,, P o ,  P,, 
P,, P',, delle parallele all'asse y :  esse divideranno il rettangolo R' in tanti 
rettangoli, di base 6 e altezza h, che indiclieremo con q", , q',, q, , ..., q,. ,.., q,, q',,. 

Sia ora K uria classe coinpleta di curve C e indicliianîo coi] A' la parte 
del campo A costituita da tutti i punti di yuesto campo clie non sono in- 
terni al rettangolo R. In A' è sempre F )  O per ogni coppia ($', y') norrria- 
lizzata e si po'trà percib trovare un m ' > O  in modo che la disuguaglianza 
P 1 1 i  'risulti soddisfatta in qualsiasi punto di A' e per ogni coppia (a', 9') 
normalizzata. 

Presa a considerare una curva qualunque C di K, portianio la nostra 
atteiizione sui punti di questa curva clle sono interni al rettangolo R', punti 
che formano uno O più arctii continui (in riurnero finito O in un'infinità nu- 

(*) La scala della altezza 6 ,  in questa figura, maggiore di quella della base. 
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nierabile). Se la C è tuttn contenuta iiell'inteiiio di R', di questi arclii r e  

n è  uno solo (la C stessa); in cnso contrario, ogiiiino d i  questi archi lia al- 
iiieno un estreaio su1 contorno r l i  R'. Occupiamoci soltanto di quelli fra tali 
archi clle lianno alnieiio un punto interno a1 rettangolo R e mostriaino, in- 
nanzi tutto, clle sono in nuniero finito. Uno qiialunyue di essi, arendo al- 
ineno un punto su1 contorlio di R' e punti interni ad R, contiene alnieno un 
arco parziale arente un estreino su1 coritoi-iio di R' e I'altro su quel10 cli R 
e privo coinpletaiilente di punti interni a R'. Qiiesto arco parziale. clie ap- 

1 
partiene ad A' ed ha lungtiezza non inferiore a h, porta in I, un contri- 4 

h 
buto non inferiore a w t ' - -  È dunque finito il nuiiiero N degli arclii consi- 

4 
derati, ed è 

dove ne1 secondo rneinbro abbiaino aggiunto il numero 
anche il caso della curva C tutta interna al rettangolo 

1 per coinprendere 
R' (*)* 

Indichiaino con a, (s  = 1, 2,. . . , Nj urio qualsiasi degli archi di cui si è 
ora parlato, intendendo clie a ,  coincida con tutta la cuwn C ne1 caso che 
essa risulti tutta interna al rettangolo R'. 

Cerchiamo un lilnite superiore per la lunghezza 1, di a,. A ta1 uopo 
cominciamo col cercare un limite superiore per la lungliezza Z,,,. (r  = O,1,. .. , n) 
della. parte a,,, di a, costituita dei punti clie appartengono al rettangolo q,.. 
Consideriaino, insienie  coi^ q,., i due rettangoli ad esso coiitigui, p,.-, e q,.,, 
(intendendo di considerare, in luogo di q,.-, , q', se è r = O e, se è r = n, in 
luogo di pH+,, q',). 1 punti di a, clie appartengoiio ad alnieno uno dei tre 
rettangoli q ,.-, , q,. , q,.,, , sema far parte dei due lati passanti per Pr-, e P,+p, 
se esistono, costituiscoiio iiiio O più archi continui (in nuinero finito O iii 
un'iiifinità numerabile) aventi tutti, ad eccezione al più di due soli, ambedue 
gli estreini sulla pu t e ,  non appartenente anche al contorno di R', del con- 
torno del rettangolo formato dalla riunione dei tre rettangoli indicati. Te- 
niamo conto soltanto di quelli fra questi arclii clle conterigono punti di q,. 
11 loro numeio N,,,. è certamente finito, percliè, ad eccezione al più di quei 
due già sopra eccettuati, tutti gli altri hatiiio lungliezza seinpre non inferiore 
a 9 6 (essendo 8 la lunghezza della base dei rettangoli q ) ;  ed essi conten- 

4 
(') Potrebbe risultare - I. < 1. m' h 
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gono tutti i puilti di r,,,. . Indicliianio tali archi con P,  , B, . . . P N ~ , ~ ,  intendendo 
che siano nunierati tiello stesso ordine ne1 quale si presentano su  C. Tutti 
questi fi,),, ad eccezione al piil del primo e dell'ultiino, hanno anibedue gli 
estremi sulle parallele per P,-, e P..,, all'itsse delle y, esclusi i punti di tali 
parallele die  trovansi su1 contorno tli R'. 

Coiisideriaino uii P,,, yualuiiyue e inclichiaino con 1, la sua lungliezza. 
Alhialno 

Determiniaiiio un limite superiore di A, in fuiizione di Ip,. Rainilien- 
tiaino clie se P è un punto qualsiasi del segmento P,.-, P,,,, le coppie (x', y') 
nornializzate che in P annullano la F appartengono all'arco y clie corrisponde 
a1 punto stesso, e quindi all'arco r,-,, e sono punti interni dell'arco r',-, . 
Percio la funzione F, per ogni punto del rettangolo fornîato dalla riuriione 
di q,-,, p, e q,.,,, e per ogtii coppia (x', y') noi-n~alizzata che ilon sia interria 
all'arco r',.-,, è sempie niaggiore di zero ed ammette un minimo rn,> O. 
Circa la posizione di r',-, sulla circonferenzü ( l ) ,  supponiaino, in priino luogo, 
clle il suo puiito inedio sia dato da x' = 1, y' = O. Indicati, allora, con (x,, go), 
(x,, y,) il primo e il secontlo estreiiio dell'arco P,,,, abhiaino 

ed anche, indicando con Br,, la parte di in cui (x' (s), y'(s)) appartiene a 

Detta A',, la parte d i  A,,, clle spetta a P',, e h " ,  yuella relatira 
hiaino, ranimeiitaiido clle ln lungliezza r di r",. , è niinore di -n ,  

r 
x,  - x, ' h',, COS - - A",", 

2 
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dove si è indicata con p,,, la distanza frn i pun ti (x, y,), (x,, y,),. estreini 
di p,. 

Se il punto niedio di r'',.p, non fosse dato da d = 1, y' = O, ci si ricon- 
durrehhe al caso già esainiiiato con una coiiveniente rotazione degli assi 
coordinati e si avrebl~e aiicora In clisugunglianza (a), la yuale risulta cosi 
diiiiostrata in generale. 

Dalla (5) segue 

Siccorne la base del rettaiigolo forilîato da q,.-,, q#. e q,.,, è di luiighezza 
3 8 e l'altezzn è h < 8, è pure 

cos , - 

Scende duaque dalla (3)  

1 ( 2  I l,",ve-7 - I a * + G N < , . !  - 
1 1 w,. 

cos - 
B 

I 

Determiniaiiio un liiiiite supci.iore per i\r,.,. Al)biniiio già osservnto clle 
tutti i P,,,, ad eccezione al più del priiiio e tlell'ultiino, liaiiiio aiiil~eclue gli 
estreini sulle parallele per P,-, e P,.,, all'asse y. Coiisidei~iniiio uii e,,, clle 
ahl ia  aiiil~erlue gli eslreini sulla stessa parallela all'asse y per PT-, o per Pr+, . 
fi, per esso, x, = x, e la (7) clà 

Annali d i  Mateinatica, Serie I I I ,  'llomo XXX. 
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r 
e per essere h < 6 cos- 2 ' 

Ma poicliè p ,  lia aliiietio un punto apparteneiite a q, ,  è 1,- 2 6 :  duiiyue 

e il numero AT',,, dei gw ora considerati, dovendo essere minore o uguale a 
I,, diviso per il più piccolo dei valori IF, , ,  è minore di 

9 
1~8 - 

8 min, cos - 
Ut 

Coiisiderianio gli archi P, clie haiino un  estremo su una delle due pa- 
rallele all'asse y per P.-, O P,,, e l'altro suli'altra di yueste parallele. Se d i  
tali archi ve ri'è più di uiio, siario p, e Pm due di essi scelti in modo che 
fra l'uiio e l'altro ilon ne esista alcuno della stessa specie. 

Per fissare le idee, supponiamo che il primo estremo di P; sia sulla pa- 
rallela all'asse y condotta per Pr-, ed il secondo su quella per P..,, . Siccome 
l'arco cr,, a cui appartengono e pz, ilon ha punti esterni al rettangolo R', 
gli estreini di &Z dovraiirio trovarsi, il primo, sulla parallela. ad y per P,.,, 
e il secondo su yuella per P,.-, . Eseguiamo un canibianiento di coordiiiate 
faceiido ruotare gli assi di un angolo tale che il pulito iiiedio di i",.-, ri- 
sulti dato da x' = 1, y' = O, Siano, in questo nuovo sistenia di coordinate, 
(Z,, Go) e (x,, ij,) il primo e il secoiido estremo di Fm, e (Z,, 5,) e (Z,, g,) 
il primo e il secondo estrenio di pz. 

Per quanto abbiarno osservato sulla posizione degli estremi degli archi 
Pz e PE, la distanza fra (&, ij,,)' e (?El, g,) risiilta minore di h e altrettanto 
quella fra (2, , j,) e (Z,, 7,). Applicata la (4) a p, e @,, ottetiiamo 
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e sommando 

1' 
ossia, per essere h < 8 cos - 9 

B 

1 A'% + h', f - r 0 . " ~  + 1%) + 2 8. 
COS - 

"2 
Di qui deduciamo 

2 i,+A,f - 
1' 

(h",  + h';) + 2 8, 
COS - 

B 

e poichè su pu, e p " ~  è P h  ln,., 

D'altra parte, poichè la ilistwnza fra i punti (a,, 3,) e (Z,, y,) è aliiieiio 
3 8, e altrettaoto quella fra (Z,, zo) e (Z,, FI), a lh i an~o  

Il numero N " , ,  degli arclii P ,  coiisiderati ora è dunque non superiore a 

Per quanto abbiaino già raminentato circa gli estreini degli arclii fi,,, 
negli NI,,,+ Nu,,,  archi già considerati sono compresi tutti i P,,, ad eccexione 
al più del primo e dell'ultimo di essi. 
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Da questa disuguaglianza e dalla (8) scencle 

Qiiesta disiiguagliairm, tliiiîostrata per r = 0, 1 ,..., 1 1 ,  resta stal~ilita sen- 
z'altro anche per il rettni~golo q t o ,  clie si trova nelle stesse conclizioui dei 
qv ( r  = O, 1, ..., t h ) .  Per i due rettaiigoli q", e q', , essendo in essi seinprc 
F 2 WL*, per ogtii coppia norinalizzata (x', 9'1, s i  ha che le luiighezze l",,, , Z',,,, 

1 
delle parti di cc, in esse coiitenute, sono amhedue r ,las. Se duiiclue iii- 

112 

dicliiaiiio con W L  il ininore dei nuineri m', ai,, m,,  m,,  ... , ln,, , abbiaino clie 
la lungliezza 1, di a, sotltlisfa alla disuguaglianza 

Di qui e dalla (2) tlctliiciamo clle 1ü lungliezza coiiiplessi.i-a 
arclii x ,  è iiiiilore d i  

di tutti gli 

Tolti gli arctii z,, restano sulla C degli arclii in ogrii punto dei quali è 
sempre, per tutte le coppie (x', 9') normalizzate, P & d >  m, e la loro lun- 
gliezza coinplessiva non supera 

Xbhiamo cluiique, per la luiigtiezza L della C, 
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Se poniamo 

abbiamo cosi, per ogni curva C di X,  

L < H (1,) 

ed è veriticata la (1) del n.O 10, e l'esistenza di almeno una curva minimante 
in K è provata. 

In quatito prececle, al segment0 a pub sostituirsi una qualsiasi curva 
continua, aperta, priva di punti inultipli, dotata ovunque di tangente varia- 
hile i n  modo contiiîuo; pu6 anche sostituirsi un gruppo di un numero finito 
di tali curve aventi, due a due, al più un sol punto coinune e in niodo che 
con nrchi di esse non possa mai forinarsi una curva continua chiusa. Te- 
nendo conto di quailto si è dimostrato al n.O 18 pub duuyue enunciarsi il 

TEOREMA. Se Io è un integrale quasi-regolare sentidefinito positivo nor- 
male e se i l  campo A è Zimitato e tutti gli zeri della F costituiscono: 

1.') un nuwcero fiiçito d i  curve continue aperte, price d i  punti multipli, 
dotute ovunpue di tangente variabile in  modo coîltinuo, aventi, due a due, al 
pi& u n  pmto comune e tali da non formare wai, con alcuni O tutti i loro 
archi, una curvcc chiusa; 

2.') degli itlsienzi ovunque non densi (linearmeîtte), disposti su un nu- 
mer0 finito d i  curve continue dotutc ovunque di tangente vaviabile in snodo 
continua, aventi con le altre curve sopra indicate al piU un nuuzero finit0 di 
punti conzuni; 

ullora, in  ogni classe coqAeta di curve C, esiste almelzo unn curua 
atir~itnante 1,. . 

Es~arrro. Sia la P definita, in tutto il piano (x, ZJ), ne1 s e p e n t e  modo: 

e percib, per ogni coppin (x', g') normalizzata, è sempre P, > 0, F 1- 0. Per 
le stesse coppie e per ogiii punto (x ,  j) tale che x y - -O,  è inollre F> O; 
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per x = O oppure y = O è, infine, P= O q u a n d ~  sia x'= O, y'= 1 e F> O 
per ogni altra coppia (x', g') ~iorma.liazata. In  virtù del teorema diiiiostrato 
l'iiitegrale I, relativo alla P qui considerata aininette durique al~iieno una 
curva miniinante in agni classe coiiipleta di curve C cotitei~ute in un campo A 
limi tato. 

Si rede facilinente clle il teorema. dato più sopra vale ar@e se tutti gli 
xeri della E' costituiscono u ~ t a  cwva  continlla chiiisa, priva di p n t i  wzt~llipli, 
dotata ouwque' di  ttciqeute variabile i1.2 modo contitzzco, purchè le czwve della 
classe cortsitlernta abbiatlo, se aperte, gii estremi ambedue interlzi O ambedue 
esterni al campo li9)zitato da1 litogo degli seri della F, e se chiuse, i~zfiniti 
p m t i  cinscuna 12012 apprteaeuti  a tale Euoyo; e pzwchè ancora, sopprir)~etjdo 
da urza qtmlzcrzqzie czcrva della classe m o  qunlsiasi sua parte costituente di 
per sé una C U ~ U C G  chizisa, rimalzgn sempt-e u m  curvn della medesima classe. 

ESEMPIO. Si presenta il caso qui contemplato se  è 

F r 4x1" y12 - Y' 
1 +- (x" y2 - 1)$ . 

É infatti, per questa F, 

e per ogni coppia (x', g') iiormalizzüta si lia seni pre FI > O, F '. O, con F > O 
per le stesse coppie e per o g i i  piinto (x, y) non apparteiiente al cercliio 
x" y' = 1. Per i punti di ta1 cerchio è poi P =  O, se x'= O,  y'= 1 e sol- 
tanto per questa coppia normalizzata. 

14. T E O ~ M A .  Se I,  è U I L  idegrale quasi-regolare semidefirtito positico; 
se il campo A è limitato e le coppie (x', y') norrnalizzate che annullano Zn F 

in  qwdclze p w t o  d i  A appat-teugono tutte ad 2112 arco y della circonferenxa 
xf3 + y" = 1, di l~c1&ghema mhbore di 7 ; ;  
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in ogni classe conzpleta d i  curve C esiste almeno utza curvu mini- 
mante 1,. 

Sia K iina qualsiasi classe coinpleta di curve'C, e coiisiderata uiin qua- 
lunque curva C della classe, indichiamone con x, e a, le ascisse degli estreiiii 
- primo e secondo, rispettivarnente - se tale curva è aperta; in caso coii- 
trario, siano x, e x, amhedue uguali all'ascissa di un punto qualunque 
della curva. Possiaino supporre, seiîza nuocere alla generali th di quanto vo- 
gliamo stahilire, che l'arco y dell'eiiunciato ahhia come punto iriedio x'= l ,  
y' =O.  Se, infatti, cosi non fosse, basterebbe, per ricondurci a yuesto caso, 
operare una trasformazione di coordinate (semplice rotazione degli assi x 
e y attorno a.li'origiiie). Indichiaino con y' r i i i  arco della circonferenza 
xP2 +yi2 = 1, di lungliezza minore di ;i, avente corne putito iiiedio ancli'esso 
el= 1, y '=  O, e contenente ne1 suo interno tutti i punti di y (gli estreini 
di y sono dunque distinti da quelli di y'); abbianlo 

e indicando con C' la parte di C in cui (xl(s), y9(s)) appartieiie ali'arco y' 
e con C" la rimanente, 

Sia L la lunghezza 
C', C", rispettivarnente. 

delle C, e siaiio L', 
Possiaino scrivere 

X, - x, t L' cos i 
B 

Lu le parti di L clie spettano a 

-- L", (1 )  

dove y' rappresenta la 
quindi 

niisura dell'arco indicato con la stessa lettera, e 

Detta A la massinia distanza fra due punti qualunque del carnpo A, ab- 
bianio anche 
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Osserviaino qui clie il iiiiiiiino 112 della fuuzioiie F, yer ogui punto cli A 
ed agni coppia (x', y') non interna all'arco y', è, per le ipotesi fatte, niaggiore 
di zero. fi clunque 

nz L" r Ic 
e 

1 Js- ( 2  I ~ + A )  - 
y' 1 ) L  

COS 
2 

Da questa disuguaglianza e da ci6 clle si è detto al n."O scende quanto 
abbiaino afferinato. 

Coine corollario si ha : 
Se il campo A è limitato ed è 

con f > O, G % O, G, sz 0, senza che sia G, = O, in ogai classe completcc di  
curve C esiste almeno una curva .îlzinimante 1,. 

Le coppie (x', y') nor~nalizzate, clie annullaiio G, üppartengono tutte ad 
un arco della circonferenza x" + 2" = 1, ininore di T ,  per yuaiîto si é osser- 
vat0 al principio del n.O 13, e altrettanto deve dirsi di quelle clle annul- 
lano la F. 

ESEMPIO. Sia 
P (1 +- x2 + y2) ( JxrZ + yfZ - y'). 

Posto f ( z y ) ~ l + x 2 + y ' ,  G(x', y ' ) ~ J x " + g l ~ y ' ,  è, i i i  tutto il 
piano (2, y), f )  O, G 2 O, 

e, in ogni classe coinpleta di cuwe C apparteneiiti tutte ad un canipo liirii- 
tato A del piano (x;, y), esiste seii1pi.e una curva rilinimante l'integrale 
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13. fl campo A,. Cliiarnereirio campo A, un cariipo A ( n o  1) tale clie: 
- consiclerata uria srla qualunque ciirva C (n.' 1 )  e p e s o  ad arbitrio 

un numero positivo p, seinpre esista una poligonale tutta co~iiposta di punti 
di A, apparterienti orditiataniente all'intorno (p) della C ed avente uiia lun- 
ghezza diversa da quella della C per meno di p ;  
- oppure che, considerata. iina sua qualiiiiqne porzione limita ta A', la 

funzione P possa definirsi in un nuovo campo A", coiiteiieiite corne punti 
interni tutti i piinti di A', in modo che in tutto A" la funzioiie stessa coo- 
servi gli stessi caratteri anlinessi per A. 

Ne1 secondo caso, è evidente che un campo A pub essere un campo A, 
per una data fi~rizione F e non per un'a1ti.a forma di tale funzione. 

16. TEORICMA. Se I, è urt iiztegrale quasi-reyolnre seq~tidefinito-21ositiz.o; 
se i l  campo A, è 1.inzitato ed è sempre jiossibile d i  co~zd?rwe 2412 îazrnzero 

finito di rette parallele. in modo che, per ciascunn coppin di tali parallele, 
co~zsecutiue, esista ~ t n  arco della circonferenxa x'" y" = 1, d i  1~1ghez.m mi- 
nore d i  x, al quale appartengano tutte le coppie (x', y') normcrlizde che an- 
nzcllano la F in  almeno u n  punto di A,, giacente nellcr. striscia limitata dalle 
due parallele oonsiderate; 

ion ogni classe complets d i  curve C d i  A, esiste almeno utta cuwa mini- 
mante lc. 

a )  Per fissare le idee, supponiaino che il campo A, verificl~i la prinia 
delle due condizioni indicate al ri.' 15, e corninciamo con l'osservare clie, 
se y è un qualsiasi arco del cercl~io x'" 9'" 1, di lurigliezza niinore di ;s, 
lunghezza che indicheremo con la stessn lettern y, coiisiderata uiia qua- 
lunque curm contitiun e rettificabile del piano (x, y) - üppnrteneiite O iio 
a1 campo A, - di Iiliigliezza L, si lia 

1 
, L G -  (O- L" +- p), 

Y 
cos T 

dove L" iiidica la parte d i  L clie corrisponde ai punti della curva prwa in 
esame nei quali i coseni direttori della tangente alla curva stessa, xl(s) e 
$ ( s ) ,  costituiscono un putito (x', y') non appürtenente all'arco y, e p è la di- 
stnnza fra gli estremi della curva. La dirnostixziorie della disuguaglianza 
scritta è identica a quella data per la (G) del 11.' 13. 

b )  Cih preinesso, possintlio, senza nuocere alla getieialitü del risultato 
clw vogliamo stabilire, aininettere che le parallele di cui si è detto nell'e- 

A,rtnrnli di Matemnticw, Serie ILI, Tom0 XX'X. 23 
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iiunciato, siano perpendicolari all'asse delle x ;  a yuesto cas0 ci si pu6 sempre 
ricondurre con un seinplice caiubiainento di coordinate. 

Sia, a.llora, (a, b) un intervallo dell'asse x che contenga conie punti in- 
terni le proiezioni ortogonali, su tale asse, di tutti i punti di A , ,  e si sud- 
divida quest'intervallo in parti, tutte fra loro uguali e sufticienteniente pic- 
cole in modo clie, piBesa coinunque uiia terna di parti consecutive, le coppie 
(a', 9') ,nornializzate d ie  anliullano la F in alineno un purito del campo A,,  
proiettantisi ortogotialmente su un eletnento della terna stessa, apparteii- 
gano tutte ad uno stesso arco y del cerchio x'" y'' = 1, di lungliezza ini- 
nore di x.  Siano a = a,,  x, , 2 ,,..., x, = b, i punti della suddivisione operata 
(nell'ordine stesso in cui si presentano su (cl., b)), e si rappresenti con y, l'arco, 
ora iiidicato. corrispondente alla terna (x,-,, x,.), (a,., x,.+,), (xvt1, x,.+~). Per 
opiii arco y, se ne costruisca un oltro, y',., avente lo stesso punto ineciio, ap- 
partenente al10 stesso cercliio, e di luiigliezza iiiinore di R, ma maggiore di 

X 
quella di y,, e si indichi poi con w un nuiiiero positivo iiiinore di e mi- 2 
nore anche della nietà della più piccola delle differenze fra n e le lungliezze 
dei y',. 

Diremo che un intervallo (s,., x,+,) è di prima specie se l'arco y',. corri- 
spoiidente non contiene punti dell'arco della stessa circonferenza, di lunghezza 
'2 a, avente coine punto rnetlio x' = 0, y' = 1 ; lo diremo, invece, di seconda 
specie se y', non contiene punti dell'arco di lurigliezza 2 w, pure della nie- 
desiina circonferenza, avente corne punto iiieclio x' = O, y' = 1. Ogni inter- 
vallo (%,., %,.+,), che non sia di prima specie, sarà allora di seconda specie, e 
viceversa; e potranno esistere intervalli (x,, a,.,,) contetiiporarieaiuente di 
prima e di seconda specie. 

Direiiio che un intervallo (x,, a,,,) è di specie unica se è di uria delle 
due specie dette, ma non dell'altra. 

Due intervalli dei yuali uno non di prima specie e i'altro won di seconda 
'specie, li diremo di specie essenxial~nente diversa. 

Per la costruzione stessa degli archi y',., è possibile determinare un nu- 
iiiero 112 > O tale che, se (%, 3) è un punto qualsiasi di A, e (a,.-, , x,,,) (") è 
l'interrallo, della sudclivisione più sopra operata, clie contieiie Z, per ogiii 
coppia (x', y') iioi.iualizzata non interna all'nrco y',. six 

(*) Per r = O si sostituiri , a questo iiitervallo, (xr, xr+p), e, per r = pi. - i ,  (x+, , xf+l). 
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c) Considerianio un qualsiasi intervallo (x,., LE,.,,), di priiiia specie o 
contigu0 ad uno di prima specbie, e siano 1 e I' due segmenti orientati, ap- 
partenciili ititerainente al caiiipo A,, proiettantisi ortogoiialineute su uiio 
stesso segment0 (die pub ridursi eventualn-ieute ad uii punto) di (sr, a,.+,), 
aveiiti coiile priini estrenii, rispettivaiiieute, Po e P,', coine sccoiidi estrenii 
Pl e P l f ,  e tali clle Pl' abbia asrissa liguale a yuella di P, e ordiiiata m a g  
giore, e Po' ascissa uguale a qiiella di P, e or- 

r t' 
dinata minore di yuella di P, aumentata tlelIa 
differenza tra le ordinate di Pl' e Po. Ititlichiaiiio I 

con 8 l n  tlifferenza tra le luogliezze dei due seg- 
iiienti Po P,', P, Po', il secondo dei ( p l i  sarà 
coriçidento conie aven te 1urighezz;i pnsitiva o I 

negativa a seconda che Po' avrü ordinata iiiag- 

@ore o minore di P,. 'se per P,' coiidiiciüliio 
un seg~nento h uguale e parallelo a Po Pl e in- 
dichiaino con F, il suo secondo estreino, la diC 1, 
ferenza 6 risulta uguale allit  lunghezzn del seg- I 

P. P-/...../i I ' 
inento P,'E. Sia a il rni1ioi.e degli atigoli clle , 
il segiiieiito orientato 1 fornia coi1 la direzione , I 

-_Lr 

positiva clell'asse y ;  or' il niiiiore degli angoli a** 

clie coi1 la stessa direziorie forma 1'. # y 9  

Sia a _r m. Se è, inoltre, z' 6 w, da1 triangolo P,' Pl' ?j, risulta 8 < + h', 
(love indictii;iiiio cor1 A e 1' anche le lungliezze dei due seglnenti orientati, 
e percio, per la (g), 

ed anche a fortiori, 
1 

d < --- 
+>a sen w 

(Il + Il') . 

7T 
Se, pur essendo sempre O: 6 w, è invece 6)  < a' 5 , dallo stesso triali- S 

goIo risulta 
, hsen(x+z ' )  1 
b = 

sena1 c i G G '  
onde 

4 

6 ( --- h 
m sen w 
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7c 
e quindi ancora la (3). La quale vale pure se è a o, a '>- ,  per essere, 

3 

Sia ora o < x 5 sr - w. Siccome i punti del cercliio x" + g r =  1 clle de- 
tertninano le direzioni di X e l' non possono appartenere ainbedue a y', , clle 
lia lui~gliezza minore di n e çhe, per l'ipotesi fatta, non contiene il punto 
x' = 0, g' = 1, si1 iitlo a.lineno dei segiiienti orientati h e A' è seinpre verifi- 

1' - t 
cala la (2). Se ci6 avviene su A', è 8 L - L A se invece ci6 avviet~e 

sen a- sen w '  

su h', dovrà essere y.'> w ed anche z' < 7~ - w (perchè K + a'< n, con cx > w) 

X A 
onde 8 6 - < - dunque vale ancora, in anibedue i casi, la (3). 

setla' seiiw' 

Se è, infine, a) z - (J, risulta 8 < h' e su 1' vale iie- 

cessariamente la (2). 
Lü disuguagliaiiza (3) è cosi tliiriostrata in generale. 
Consideriairio ora un (x,., x,.,,) di seconda specie O contigu0 ad uno di 

2" specie e siano ancora A e A' due segmenti orientati, appartenenti al c;tinpo 
A , ,  proiettantisi ortogonnlineiite sri ilno stesso segrnento di (x,. , x,.,,), aventi 
come priirii estreini rispettiva~iierite Po, Pto e corne secondi estremi Pl e P',, 
e tali clie P', abbia la stessa. ascissa di Po ma ordinata miilore, e P', la 
stessa ascissa di P, ed oid iiia la. n~aggiore di quella di Pl diniinuita della dif- 
ferenza fïa le ordinate di Po e P', . 

La diffeienza 8 fia le lunghezze dei segiiienti P', Po e Y', P, (il secondo 
dei quali sarà considerato coine avet~te lutigliezza positira O rieçativa a se- 
conda che P, avrà ordinata tnaggiore O minore d i  p',) sodclisfa ancora alla 
disuguagliaiiza (a), come risulta da un ragionatnento ideutico a' quello già 
fatto. 

d) Sia, dopo ci& n una poligonale tutta c0stituit.a di punti di A,, pro- 
iettantisi ortogona.lmenle sull'asse ac in punti apparteiienti a iiitervalli (x,., 
$,.+,) tutti di pritna specie O contigui a intervalli di prima specie, avente gli 
estreini, primo e secondo, Po e Pl, ainbedue di ascissa uguale alla minima 
delle asc.isse dei puiiti di n, e di ordinate, y, e y , ,  soddisfacenti alla disugua- 
glianza y. < yl. Si conduca no, per i vertici della poligoriale, le parallele al- 
l'asse g e si accoppino i lati O le parti dei lati .di n che si trovano corn- 
p e s e  Fra parallele consecutive; si a.pplichi tutte le volte che è possibile la 
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disuguaglianza (3) e si sommino le disuguaglianze cosi otteriute; si avrà 

1 
YI -- y0 < -- &l . 

II& sen w 

L'ipntesi ainiilessa che l'ascissa coinune degli estremi Po e P, sia la mi- 
iiiina delle ascisse dei punti di n, pli6 sostituirsi con l'altra che essa sia 
invece la massinia. Si conclude percib clic! la disuguaglianaa psecedente vale 
cpalunque sia l'ascissa coinune degli estrenii della poligonale. 

Dalle poligoiiali possianio passare ad una yualunque curva C del campo 
A,: ed infatti, per le ipotesi fatte su1 campo A,, preso u n  nuiiiero positivo 
?, ad arbitrio, esiste almeno una poligonale Ir, tutta coiiiposta di punti di A,, 
appartenente ordinatamente all'intorno (p) della C ed avente lunghezza di- 
versa da quella della C per meno di p; al tendere di p a zero, la lunghezza 
della II tende percib a quella della C e, come è ben noto (*), anche In tende 
a I,. Possiamo dunque affermare che,'se gli estremi della curva C hanno 
ordinata, il primo, uguale a y,, e il secondo, uguale a y,, ed è y,< y, 
(y, > y,), e se i punti della curva si proiettano ortogonalrnente sull'asse x su 
intervalli (x,, x,+,) tutti di prima (seconda) specie O contigui a intervalli 
di tale specie, è 

9 
Y1 - y0 <,- I'? W L  sen o 118 sen w 

e) Occosre stabilire un'altsa disuguaglianza. 
Siano (x,-,, x,.) (x,., x,.,,) due iritervalli coiitigui di di \  essn specie (non 

iiccessariaineiite di specie esserizialmeiite diversa). I'er ogni punto di A, ,  di 
ascissa appartenente a (a,-,, x,,,) e per ogni coppiü (x', y') appartenente ad 
uno qualunque dei due archi, di lunghezza %, della circonfeseiiza x ' v t  = 3 ,  
aventi come punti inedi x0 = O, g' = 1 e LX'= O, y' = -- 1, è seinpre, per la 
(9), P )  m. Ed itifatti, il primo clegli archi ora inclicati è esterno coinple- 
tainente ad uiio (alineno) degli archi y',.-,, y',, ed altrettatito il secondo. 

Possiamo aggiungere clie la F> WL vale anche per ognuiio dei punti di 
A, or ora indicati e per ogni coppia (x', g') di quel10 degli archi che restano 
s a  x" + y'2 = 1 ,  cjuaudo si tolgano gli archi detti di lunghezza %A, il quale 
contiene la parte coinune a y',.-,, y,.. Se durique C, e C, sono due curve C 
di A, i cui punti abbiano ascisse tutte appartenenti a (x,-,, x,.,,) ed i cui 

(*) L. TONELLI, Successioni di curue e deriuazione per serie. (Rend. della R. Accad. dei 
Iincei, 10 semestre 1916). 
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estremi, primo e secondo, siano, per Cl, di ascisse x,-, e z,.,, , rispettivamente, 
e per C, di ascisse x,,, e z,,, , allora, per la disuguaglianza (1) del no 14, è 

a,+, - x,-, 2 L', sen o - Lu, 

%,.-, -LE,.+, 5 La sen w - Lu, 
donde 

f )  Per procedere poi speditamente alla dirnostrazione del teorema 
enunciato, occorre ancora di fissare una particolare decomposizione in parti 
dell'intervallo (a, b) .  

Supposto, per fissare le idee, clle (x,, x,) sia un intervallo di prima 
specie, sia (x,,, LE,,+,), (x,,+,, x,,+,), (CE,.,,,, CE,.,+,) 1a prima terna (se esiste) di 
intervalli consecutivi (x,, $,.+,) ciascuno di specie uuicn. e tutti di seconda 
specie. Allora (sr,-, , a,,) è di prima specie (di specie zcwica O no). Indichiamo 
con 8 ,  l'intervalle (&,-1, x,,,,). Sia poi (%,, x,,,), (a,,,,, %,+,), (x,,,,, x ,&,) 
la prima terna (se esiste) di intervalli consecutivi, che seguono (sx;,+*, x+), 
ciascuno di specie zcnica e tutti di prima specie; (x,,-,, x,.J risulta allora di 
seconda specie (di specie unica  O no) e indichereino con 8, l'intervallo (x,-,, 
z,,,). Osserviaino clle i due intervülli 8,  e 8, ilon lianno punti cornuni e che 
l'intervallo che li comprende, (a,.,-,, LE,,,,), é composto tutto di intervalli (x,, 
LE,.,,) di seconda specie O contigui a intervalli di tale specie. 

C o d  prosegueudo sirio ad esaurire tutti gli (x,., LE,,,), otterremo un  nu- 

initioïe o uguale a di intervalli S I ,  S,, ... , a,,-,. Qualora., 

infitie, risultasse r ,,,-, + 3 f î t  - 8, e gli ititerva.lli (x ,-,, x ,,-, ), (x ,-,, x,) fossero 
ciascutio di specie zcnica e di specie diversa da yuella di (x,.,,-~, X V ~ , - ~ + ~ ) ,  

indiclieremo con a,, l'intervallo (x ,-,, x,,). 
Gli intervalli o',, 6,, . . ., S,,, risultano disposti su (cc, b) nell'ordine scritto 

e composti ogtiurio di due intervalli (cc,, x,.,,), dei quali il secondo di specie 
zcnica e il primo O di specie unka diversa da quella del secondo oppure 
tanto di la quanto di P specie ; e ogni iiitervallo, avente coine primo estremo 
il primo estreino di un d e corne secondo estremo il secotido estremo del 6 
iinmediatainente seguente, è tutto coinposto di intervalli (x,, LU,+,) di una 
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data specie O coiitigui a iiiterralli d i  tale specie. E la stessa proprietà rale 
per I'iiitervallo clie lia corne pririio estremo n e secondo estremo il secondo 
estrerno di 6,' e per yuello il cui priiiio estreino coiiicicle col priiiio estreino 
clell'ultimo 8 etl il cui secondo estretno è b. 

g) Corisideriarilo ora uua classe coinpleta 1; di curw C, del canipo A , ,  
et1 una sua qualimque curva C. Iritlicliiairio con Cs, uiio yualsiasi degli archi 
della C i cui piinti si proiettano oi~togonnlniente su1 seginento a,, con la 
condizione clie gli estreini dell'arco, e soltaiito essi, si proiettino uno su un 
estreino di 8, e l'âltro sull'altro estreino. Accoppiamo, se esistono, due di 
questi arclii, scelti in inodo che il primo estreirio dell'ulio e il secondo estremo 
dell'altro si proiettino su uno stesso estremo di 8,. A questi due archi pos- 
siamo applicare la disuguagliapza (5) ; se duiiyue associaino a due a due, ne1 
inodo indicato, tutti gli arclii Cs,, uno al più escluso se essi sono in nuii3ei.o 
dispari, e facciaino ci6 per tutti gli ilidici s, la lungliezza coinplessiva degli 

2 
archi di tutte queste coppie risiilta, per la  (5), non maggiore di 912 sen w 

moltiplicato per la parte di I, die spetta a tali archi. Applicando poi la (8) 

in cui porretiio, in luogo di cos agli arclii Cs,q clie non 

figurai10 nelle coppie formate, otterreiiio che la lungliezza coiiiplessiva di 
tutti gli archi Cs, è minore o uguale a 

9 n A  
m sen Ic+s=y 

(love A rappresenla la rnassiina delle distanze fra due punti qualsiansi di A , .  
Possiaino trovare facilinente una li ini taziorie al nuiiîero N clegli arclii Cs,. Etl 
infatti, la lungliezza diciascurio di tali arclii è sicurainente non iiiiiiore del doppio 

2 ( b -  di quella di (a,., x,.,,), vale a dire di a ) ,  e dalla (5) segue 
n 

72) Togliendo dalla C i punti iiiteriii agli arclii Cs, restano clegli 
archi, che indiclieremo nell'ordiiie stesso in cui si preseiitaiio sulla C, coi1 
Cl, C ,,...., CNf dove è 11;'eN-t-  1. 
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Le ascisse degli estrenii di un  Ca ( s  = 1, 2 , .  . . , N') sono una l'estreino 
destro di un r (a,.$,-, , x,;,,,) e l'altra l'estreino siiiistro di S,,,, ; e le ascisse 
di tutti gli altri punti di C, sono tutte inaggiori di x,,,-, e tutte iiiinori di 
x,,+~+,. Pub esservi in ci6 un'evidetite eccezione per il primo estreino di C,, 
se esso coincide col primo estrenîo JIo della C e per il secondo estreino di 
Cm,, yiiando cpesto secoiido estreiiio coincicla con quel10 M,  della C ;  e se 
per eseinpio, I'ascissn d i  Mo è iiiiiiore di x,.,-, , il secoiido estreino di C,  snrà 
di ascissa x,., , e le ascisse dei puiiti di Cl saraniio tutte compiwe fra X ,  

e 2,.,+, , estreini esclusi. 
Osset-vinnio siil~i to clle i piiii ti di Cs di nscissa coinpresa i i i  (x , .~ ,  , , T,.~,+~) ,  

esti.eiiii escliiçi, costituiscwiio 1111 riiiiiieiw fiiiito oc1 iiii'iiitiiiitli iiuiiici~atiile di  
arclii nveiiti tutti gli estreiiii cli nscissa a,.,,,,, con cccezioiie a l  più per quelli 
(lei puiiti Mo e Ml, se tali punti appartengoiio a C, ed hanno ascisse cori- 
tenute nell'intrrvallo indicato. A tutti yuesli archi, ad eccezione al più di 
quelli clle Ilanno un estrerno in JI,, o in Ji,, si pu13 applicaie la (1) del 

n"16 (sostituendovi cos Y' con seil o) e scrirei~e 
2 

Z' f -- 1°, 
sen w 

rnentre per quelli eccettuati si lia, per la (l), 

1 
1 5 -  

sen w 
(2 1" + A).  

E poiclii: (x,. ,,-,, x ,., +,) è uno degli interralli 8, (x ,.,,-,, x ,..,) e (a ,.s,, a, .,+,) 
sono di specie diversa e, per qunnto si è già osservsto in e ) ,  si drduce clie 
la lungliezza coiiiplessi~a di tutti gli arclii iiidicati è minore O uguale a 

e la lungliezza coinplessiva degli stessi arclii e clegli analoglii ielütivi al- 
l'iiitervallo (x,~,+,-,, x,,,+,+,) è illinore O egnale di 
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Per  ottenere uiia liiiiitazione superiore per la luilghezza L, di Cs restano 
rt considerarsi i punti di tale arco clie hanno ascisse apparteiienti all'inter- 

val10 (x,.~.,, , x,.,,+(-,). 
Ramnîentnto clie le ûscisse dei punti di Cs non escoiio inai dall'inter- 

va110 (x/-,', x,.*,+,+,), il quale risulta coinposto di intervnlli (x,., x,.+,) tutti  
di una  data specie o coritigui a intervalli di tale specie, preiitliaino a consi- 

\ derni*e uii (a,., x,+,) contenuto in (x,.~,+,, x,,,+~-,,. 
1 punti di CA le cui iiscisse appartengoiio n (x,., x,.,,) nppai.teiigo;io tiitti 

a cjuegli nrclii t l i  Cs i ciii punti iiiteriii liailno ascisse interile d l '  iiitervallo 
(x,. , , x,.,,), i cui esti*enii, fatta a l  più eccezione yer 111, e I l l , ,  liailrio ascisse 
uguali a x,.-, o n x,.,,, P clle coptengtiiio ciasciino aliiieiio un  purito di 
nscissa appnrteiieii te a (x,. , a,.,,). Q aesti ai*clii,, ii~enclo , ognurio luiighezza 
non inferiore a qrlella t l i  (x,., x,.,,), sniio i i i  nuiiiero fiiiito. Congiutigi:ririo il 
secoiido estrenio tl i  ciascuiio di essi coii il primo del primo arco siiccessiro 
(ronïideraiido tali archi nell'ordirie i i i  cui si preseii ta rio si1 C.) iiietlia i i  te 
segiiienti rettilinei (tutti pal-alleli all'asse y); avreiiio rosi iiria cuwa clie iiidi- 
clieremo con cd,,,. (non necessarianien te tutta coiitenirta in A,), iiieii tre, inrece, 
iiiclicliereino con Cs,, la suil parte (non coiitiiiua) coiiiposta degli archi di Cs. 
Sis 5 la  lunghezza di uno qualunque dei segmenti iettiliiiei aggiunti, agli 
archi di Ce,, ,  sulla. parallela per x,.-, all'asse y, per foï~iiare cd,,,.; e sia p 
quella di uiio qualunque dei segmerlti, della ~iiedesiiiia parallela, clle coii- 
giuilgoiio il seco iicio estreiiio di un  segiiierito aggiun to col priin O est reiiio 
clel segnierïto inimecliatamente successivo. Iritriidereiiio clie 1, e 2 )  siario positivi 
o negativi a seconda. che i segiiienti di ciii tlantio ln liiiigliezza sono diretti 
verso l'alto o verso il basso. Avreiiio alloi-a. clie la. soiiiiiia y + x p  espriiiierà 
1ii clifferenza fiva le orilina te 2/ e 7 j  di dile piinti tleteriiiiuati di (a,.,. , atiîbedue 
di nscissa x,.-, : p i -  1)  = - 2 / .  Rapprcs"e~ tiaiiio con i+ p,  x+ y le soiiiiiir 
dei 5 e p positivi, coii x- 3, x - p  quelle dei , e p iiegativi. Sul)posto clle gli 
intervnlli (x,., x,.+,) co~ i t e~ iu t i  in ( a  ,.,,-, , x,,+,+,) siano tutti d i  priiiiti specie O 

contigui a intervalli di piiiiîa specie, abbiaino, per la (4), 

ed anche 
Z-IPJf  E f p + E + p + I ~ - 2 /  , 

~ X + P + ~ + P + A ,  

Atmali d i  Illaten~nttca. Serie 111. Tomo XXS 
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onde 

la quale disuguaglianza si prova in modo analogo se gli intervalli (x,, a+,) 
contenuti in (@,a-, , x,;,+,+,) sono tutti di seconda specie O contigui a inter- 
valli di seconda specie. 

Indicando con ?j la lunghezza di uno qualutique dei segmenti della pa- 
rallela all'asse y condotta per x,.,,, analoghi a quelli di lunghezza 5 già con- 

1 
siderati, abbiamo anche 

Se dunque applichiamo alla curva (a,,, la disuguaglianza ( l ) ,  abbianio 

1 sa,, sen, (9 S.,, + A) 
1 

L- - sen w 
(9L . , ,+~>: lP l+~r , lGI+*)  

- 
1 16 

+O, sen o L".,.+ - nz sen rn I , + ~ A )  

donde 

18 
(rn sen2w (Ica + m A). 

Da ci6 segue che la parte di L, che spetta ai punti di Cs aventi ascissa 
appartenente all'intervallo (%,,,+, , x,,,,,-,) è niinore di 

18 î t  
m sen4 o (Io8 + w A), 

e che, tenendo conto di yuanto già abbiati~o stabilito, è 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



in problemi di Calcolo delle variaaioni. 195 
-- 

Il nuniero degli arclii C, essendo N' L N +  1, dalla (7 )  deduciamo 

Infine, tenetido presente la luiigtiezzü coniplessiva di tutti gli archi Ca,, 
clle non supera il iluinero dato da (6), si pub scrivere 

Questa disuguagliiinza provit, in virtù del ri.' 10, il tiostro teorelna 
E ~ E M P I O .  Sia la B' definita, iti tutto il piano (x, y), da 

È sempre, per ogni coppia (d, y') riormalizzata, 

inoltre, per ognuna delle coppie dette, ponendo 

è, qualunque sia (s, y), 

e la P si annulla solo per u = x, ossia per x' = cos x, y' = sen x. Se dutique - 
conducianio le parallele all'asse y aventi pet. nscisse ;E = '' k ,  dove k as- 

9 
sume tutti i valori interi, positivi e iiegativi, a.d ogtii striscia del piano (x, y), 
deterininata da due parallele consecutive, cort.is~ioiicle un arco della circoii- 

7r 
ferenza d2 -1- y" = 1, di lunghezza , su1 quale staiiiio tutte le coppie (x;', y') e 
che annullano la F i n  punti della striscia stessa. Le condizioni del iiostro 
teorema sono pertanto veriticate per ogiii campo A, (n.O 45). 
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17. Cccso pnrticolnre. Dalla proposizione del n.O precedente scende il 
segueii te corollitrio : 

S e  Tc è u ~ h  integrale q~casi-regolccre serlcidefilzifo-positiuo aormnle  e l a  
ftcr~ziorte Z{' t h  c u i  t l ipe~t t le  Ic è costcmte r i s ~ e t t o  a d  una tlelle d u e  varia-  
bil i  X, y, in ogtti classe coubpletcc di curve  C d i  A, esiste a lmeno utla c u r v n  
n th iwzco~te  1' iutegrale considerrtto. 

Questo caso si preseuta, ad ese~npio, se è 

Alla coiitlizioiie clie la. futlzione P sia costatite rispetto ad iina tlelle 
dile vni~iiihili a e y, si pu<) sostituire l'altra d i e  la F, conle funzione delle 
due variabili iiidicate, dipeiida soltnnto da utia. loro conibinazione li~ieare 
cc%+ by ,  con a e b costaliti. Cib, per esempio, si ~er i f ica  se si ha 

F Jx" + Y'' + x' COS (s + y )  + y' sen (x: + Y). 

G L I  INTEGRAIJI  QUASI-HEGOLARI SEMIDEFINITI. 

a )  GLI  ZEHI DISLLA SONO IN h'UMEli0 FINITO. 

18. T ~ o i i ~ n f a .  Se, i i z  tutto i l  campo  A, è 

F (x, y, XI, y') y (x, y) 4%'" y'', 

cotz p (x, g) = 0 in tuc n w ~ ~ e r o  finit0 d i  p u d i :  P,, P, ,...., Pm, e <p (x, g)) 0 in 
t u t t i  g M  n l t r i ;  

se, per ogrci purcto P, (s  - 1, 2,. . . n) è possibile d i  determinare  tre  nu- 
mer i  positivi, ~ n i ~ t o r i  d i  l ,  r , ,  h,, k,, i n  m o d o  c72e, detto ! i l  valove assztnto 
d a l l a  cp (x, y) i n  t t ~ z  jycnto qrmlztnque Q di A, appartelzente a l  circolo (P,, r,3), 
i n  ~zessrtn ploito d i  A al) lmrteuente  cd  segrraento P, Q ln nbbirc vcclore wzccg- 
giore di y, e clce ltc r ~ ~ i u i i r u  d i s t a n i a  T, tln P,, d e i  ptcnti d i  A i t z  c u i  è 
? (d, y) = '9 e ln 1mxs in2a  d i s tn tmc  3, p u r e  d a  P,, d e i  p w t i  d i  A, apparte-  
~tercti cd cir-col0 detto e i n  obi è (x, y) = h, F, soddisfilao seilhpre alla d isW - 
g tcny l iawa  H' f iz, 1.; 
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se, infine, i l  cchmpo A è litrhitato e I< è %na classe complets d i  curue C e 
tali che, se r è sufficientemente piccolo, sostituendo, in una s u a  curva  C qztccl- 
s i m i ,  ad un arco tutto contenleto ne1 circolo (P, ,  r ) ,  la corda corrisporzdente, 
s i  ottenga ccncora wza curva della clusse; 

l'itztegrale Ic mn~wette in K almeno u n a  curva minimante.  
Per la dirnostrazione ci liniitereino al caso di un solo punto Y,, che in- 

dicherelno seinplicemente con P; l'estensione al caso gerierale è iinmediata. 
Siano r, h, k i tre nuineri, corrispoudenti a P, indicati nella seconda 

condizione dell'enuociato. Possiaiuo ritenere r già riiiipiccolito in modo da 
soddisfare a quanto richiede la terza condizione. 

Essendo seiiipre, in  A, (p 2 O, se C è una  quülsiasi curva di K, è Ic& 0. 
I l  liinite inferiore i di I,  in K è pertanto non negativo. Detto n un intero 
positivo, indichiaino con W, i'insieine di tutte le curve di K che soddi- 
sfano alla 

curve che esistono certamente, perchè, in caso contrario, il limite inferiore i 
1 

risulterebbe maggiore di i + -. 
n 

Considerato un circolo (P, p) e dette L e Jp rispettivamente la Iiin 
ghezza totale della curva C e quella parte di L che spetta ai punti di C n o n  
interni al circolo (P, p), è 

Ic t '11Lp Lp , 

dove ln, indica il minimo valore clie la funzione p, assume m i  yunti di d 
n o ~ t  interni al circolo considerato, ininiino che è niaggiore di zero. Se  la C 
appartiene a IV,,, è anche, per la (l), 

Possono presentarsi tre casi. 
1" caso: è possibile deternriiiare un valore di p, p, in modo che, per qua- 

lunque n, esista sernpre in W, almeno una  curva lutta costituita di punti 
?bon iiiterrii al circolo (P, p). Indichiaino, allora, con W', l'insieme di lutte le 
curre di Wu che çoclooo della proprielà tlettü. Per le (1) e (2), una qua- 
Iiiilque ciirva C', di W', soddisfa alle disuguaglianze 
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dalle quali si deduce l'esistenza di almeno una curva minimante I ,  col ra- 
gionaniento usato al no 8. 

2" caso: per quanto piccolo si prerida p e coinunque si scelga n, esiste 
sempre almeno una curva di IV,, tutta contenuta ne1 circolo (P, p). Vi è al- 
lora unx curva miniinante I,, la  qiiale si riduce al punto P. I 

3" caso: coinurique si prenda p, purchè sufficienteniente piccolo, si pub 
senipre deterniinare, in corrispontleilza di esso, un ri i n  modo che, per ogni 
n >  ka ,  su ogni curva C,, dell'iiisienie W, esistano sernpre punti interni e 
punti esteriii al circolo (P, p). 

a )  Sin, iti ta1 caso, supposto p < r e tt > ïi. Detto H, il priiiîo punto 
della C,, ( c u v a  qualsiasi di IV,) non interno al circolo (P, p) ("1, si indiclii 
con Ci )  il massimo arco della C,, che contiene nf,,, al quale non appartenga 

nessun punto interno al circolo P, -p  . La lunghezza Li) di C!' soddisfa, ( B )  
per la  (2), alla disuguaglianza 

ed anche, se n, è il più piccolo nuniero maggiore di Z e tale che, per n )  Z,,  

ogni C, abbia almeno un  punto interno al ciicolo P, - p , ed è n > lz, , ( 
alla 

Indichiamo con W2' l'insieirie degli archi CF' relativi a tutte le CM. La 
suçcessione 

è composta di insieini le cui curve sono tutte contenute ne1 campo limitato A 
e tutte di lunghezza iiiferiore ad un numero fisso. Per quanto si è ranimen- 
tato al n . O  9, vengono dunque a corrispondere ad essn una curva lirnite Ca' 
ed un'altra successione 

(*) Per ciascuiia di quelle curve C che fossero chiuse si intenderà fissato un punto da 
coiisiderarsi corne primo punto della curva. 
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convergente uniformeniente verso la C"), dove Wq, è un insieiiie estratto 
da un w$+,, di indice r 2 n. Ed & evidentemrnte, 

Detto W .  l'insieme da cui è estratto WZ,  indicliiamo con W",, l'in- 

sieme di tutte le curve C,+, di W,+, (i eui archi c:+, apparteiigono a 
W$). Avremo cosi la successione 

e qualunque curva Cm,, di W,,, soddisferà alla clisuguagliariza (1). 

( ) ( i2 p) e alla suecessione degli Sostituendo al cerchio P, - p l'altro P ,  

insieini W, quella degli insieini W,,, , potieiuo, in modo analogo, costruire 
una successione 

1 ,  W2,2 ,... ., W",'?,..', 

dove W,,, è un insieme di curve estratto da un W,,,, di indice 112 2 n e tale 
Che, detto W$ l'insieme format0 con gli archi C s  (analoglii a yuelli C:)) 
delle sue curve, la successione 

converga uniformemente verso wza cuiva C(') di lunghezza 

4 

avente C(') corne arco parziale. Avreino, inoltre, sodclisfatta la (1) per ogni 
curva C,,, di W ,,,. 

Proseguiamo indefinitamente questo procetlinierito, sostituendo vin ria, 

( f ) ( 1 ..... Cos~ruita la suceessioiie , 1 a P,,,p , P ,,,, 

risulta: 1°) clle tutte le curve C,, di T/V,, appartengono ad uno stesso in- 
sieme W, di indice m % n e soddisfario alla disuguaglianza 
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8") clie, ctetto C ,  il niassirno arco di C,, clie contiene il primo punto della 
curva non iriterno al circolo (P, p )  ed al quale non nppartieiie alcun purito 

interno al circolo , e inclicato con TV$, . l'insierne di tutti yuesti 

archi, la successione 
wy;, WtL, . . . , IV:;,, , . , . 

converge uniformemente ad uila curva CA'  (di lungliezza finitü e apparte- 
nente ad A ) ;  3 O )  clle C("' è t u t h  coiitenuta in C("tl), 11ü aliiieno uii punto noil 
interno al circolo (P, p), ed aliiieiio un estreiiio apparteuente alla circoiife- 

reiiza di P, ? , e non lia aleun punto iiiterno a questo secondo circolo. ( ' )  
b) Ditiiostriaiiio clie la successione C"), . . . , C(*), . . . converge uni- 

forn~etneiite ad uua curva continua e rettifical~ile, di A. Sia M il prit110 
punto di 0') non esterno al circolo (P, F). Se esiste uii r, > O  tale clie, qua- 
lunyue sia s, nessun purito di C(") clie preceda A i  risulti inteimo al circolo 
(P, r,), alloia l'arco di C'"), clle lia conie secondo estrenio ni, ha lungliezza 
inferiore ad un iiuinero tisso, indipendente da S. Ed infatti, cletto ni") il 
primo punto di C'"), per la cotivergenza uniforiiie di Wtl, a C'"', si pub de- 
terininare, su ogni Cti, un punto nl,,, tale die, detto 11, il primo estreiiio 
di CE, gli archi Cti (JI:;, Al,,,) convergano uniforiiienieiite, per 12 -+ CO, verso 
C(") (JP, ni). Per ogni n maggiore cli un ceito indice, tutti i punti dell'arco 

indicato di Cg,! risultano esterni al circolo ( P , $ ïo) e su essi sarà senipre 

(P (x, y) > *no, con m, > O, onde 

LU [M:;, AI,,,] essendo la lungliezza di C!,! (JI!,';, Ill,.,), e per la (4), 

1 
ci6 clie prova clie la lui~gliezza di C'"' (JI'"', 31) è 6 (1 +2). m" 

Supponiamo ora che non esista il numero r,. In tale ipotesi, comunqiie 
piccolo si prenda ~ ( 0 ,  si trova sempre un G tale clle, per ogni s >  i ,  sul- 
l'arco C'" ((nl'"', JI) vi sono seinpre punti interni al circolo (P, E). E si pub 
ai-iche scegliere un s') i tale clie, per qunlsiasi s >Fi', iiessun punto tlell'arco 
C"' (Il/'", W"') sia esteiiio nl cirrolo (P, p); ed infatti, in caso coiltrario, preso 
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cornunque u n  nuniero intero positivo p, prendendo s maggiore di S e'suf-  
ficienteniente g r a d e ,  si avrebbero s u  C1') (JI'"', 112'") alnieno p archi senza 
punti coniuni, aventi tutti aiuiiedue gli estvenii intemi al circolo (P, E) e 
tutti alineno un punto esterno a quel10 (P, p). E poicliè, per la convergetiza 
uniforme di TV:: alla C'"', anche agni C,,, , per tz  siificien teiiieiite grande, 
avrebbe allora nlmeno p arclii della stessa natui-a e quindi alnieno p atclii 
di Iiiiighezza noil inferiore a 9 (? - E) e darebbe cos1 all'integrale I un  va- 
lote non inferiore a 9 p ( p  - ;) wz, (ut ,  esseiido il ininiino della If' in tutti i 
punti di A non iii terni al circolo (P, r) e peu ogni coppiti (x', g') normalizzata), 
yuesto valore - essetido p arbitrario - potrebhe essere comuuque grande, 

- 
coi~trarianîente alla (a). Indichianio con N il punto Af("', con y ,  il valore 
della cp su1 puiito N, e con N " 3 "  il primo piinto di C'"), precetlente 31, tale 
che sull'arco C'"' (iV("jl), N )  sia setiipre y 2 h (pl. Poicliè, per s siificietiteiiieii te 
grande, esistono su C'"' (Ill'"), N) punti in cui la rp assume valori piccoli 
quarito ruolsi, esisterà un indice s, (sia esso il più piccolo possibile) tale 
clie N("I>') risulti interno all'arco C("1' (JI f"J ,  AI)  : in i\i""1~') sarà allora . = h y, . 

Detta 1 ,  la lungllezza di C"1' (N(%v1', IV), arrenio 

Per una delle ipolesi fatte nell'eiiunciato del teoreilia, in tutti i puilti 
del segnieoto PM, la cui lungliezza sarà iiidicata coi1 ' h l ,  è cp 5 T , ,  ed è 
y erci6 

Afferiuiaiiio che non pub essere 

Supponianlo, infatti, clle la differenza trü il primo e il seconclo meiiil~ro 
di yuesta disuguaglianza sia d > O. Detto, per s suficientemente grande, 
Q u n  punto di C(") (JI'"', N) iiiterno al cii.colo (P,  E) e non appartenente al- 
l'arc0 Cf") (iV("i?'), N), si  possono deterniinare, in virtù della cotlrergeiiza uiii- 
forme di W, a C'"', su ogni C:: t t e  putiti, Q ,,,,, N',,,,, Al  ,,,, tali die,  per IZ 

sufficienteinente grande, N,,, appartenga all'arco C$! (Q,,,, , N,,,,) e die,  per 
n -+ cro, gli archi C 2  (Q,,, LV,,,) convergario uniforiiienieiik a C'" (Q, iY) e il 
punto N',,, converga a N(%''. Dalla sernicontiiiuità iiiferiore dell' integrale Ic 

Anttali di Matewatica, Serie III. Soino XXS.  27 
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(n.O 6), si lia, per ogni n maggiore di un certo Z, 

ed anclie 

e percib 

E siccolne E è arbitrario, la differenza già scrittn. entro parentesi si pub 
l 

rendere ininore di , d ,  per ogni s suficienteinente grande, onde 
b 

Se dunque, nella curva C ,,,, sostituiamo all'arco C,, (Q, ,  N,,) C E  (Q,, N,,,) 
la corcla Q,, IV,,, e indichiamo coi1 C',, la riuova curva cosi otteriuta - curva 
die, per la terza ipotesi del nostro teorema, appartiene anch'essa alla classe K -  
abbiaino 

Ma dalla (4) scende 

ln. quale, dovendo essere veriticata per ogiii 9% > Z, contraddice alla detini- 
zioiie stessa del iiuinero. i. 

È: cosi diinostrata l'impossibilità della (7). Dalle ( 5 )  e (7) possiaino percib 
dedurre 

h y1 4 < y ,  1 1 ,  
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Indiclliaino con iW," il priiiio punto di C'"', precedente iV'"19", tale che 
sull'arco C'"' (iV("9", P~") sia seiiipre cp I h (h pl) = h", , e con s, i l  più piccolo 
indice, maggiore di s,, tale che iV(."?," risulti inteimo all'arco C('4 (JI(*?), JI): 
in N ( " ~ ~ 2 '  sarà allora = 7 2 3 ,  , e detta 1 ,  ln. lungliezza d i  C(*zJ (L\'(*?~~), p d ) )  

e 1, quella del segmento PrV("l,'), si arrà, peu Io stesso iagioiiaiiieiito fatto 
or ora, 

Cod pi'oseguendo iiirlefiriitaii~ei~te, üvremo, per ogiii iiltero positivo n, 

dove i siiiiboli usali Iianiio sigi~iticati ailaloghi a cjuelli precetleiiti, ed i l  
punto A'(S-pfl) (poichè in esso la q, (s, y) assiiiiie il valore h" cp, ed è h < 1 )  
te tiderà al puiito P. Dalle d isuguaglianze stabilite la luilghezza clel l'arco 
( JV(~~ , ' ~ ) ,  iV("*-19n-1)) risulta da ta da 

Ma per la seconda delle ipotesi del teoreiiia è A, G k A ,  e in geaerale 

A,, f k A,,-, G km-' A ,  ; percib 

per essere k < 1. Ora teiide, pet- î~ -+ oo, a Y e C""' iiou lia puiiti in- 

terni al circolo P, .. p ; duiique, prcso coiiiuiique s, si pub  cleteriiiiiiare 11 f )  
in modo che WS) risulti interno all'ai'co C(") (AV'snln) X ) ,  e ci6 p r o u  die  la liiii- 

1 1  ghezza di C'") (A l ' " ' ,  N) resta. sempre iilferiore a. -- e d ie  restit seiii- 
( 1 -- k )  

pre inferiore ad un i-iumei~) fisso aticlie la lutigliezza di C'") (,Il(*), JI) 
in modo ailalogo si prova che, detto Al '%)  il secoiiclo estreiiio di C"", aiiclie 

l'arco C'") (171, A P )  ha lunghezza seinpre iiiferiore a d  uil iiuiiieio Bsso, oiide 
si conclutle clie altrettaiito accatle della lunglirzz;~ di tiitto Cc') e die  la suc- 
cessione C"), C") ,-.., C'"),.. . coiiverge uiiiforinemeii le ; I I I  uiia currn C("), con- 
tiliua e rettificabile del caiiipo A. 
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cj  Rappresenteretno, ne1 seguito, 0'") con a('), e diremo QI e Q, i suoi 
estremi. Da quanto precede segue che ogni punto iiiterno d i  a(')  è distinto 
da P e che, su tale arco, vi è almeno un punto non ititeroo al circolo (P, p)  
ed un estremo coineidente con P; eegue anche che se il primo estremo Q I  
(od i l  secoido Q,) nori coiticide con P, i prilni (O secondi) estrerni degli archi 
C(") coiticidono tutti, da un certo s in poi, con Q, e che i primi (secondi) 
estretni degli arclii 172, eoincidoiio anch'essi, da un certo s in poi, coi primi 
(secondi) estreini della ciirva C,,, . 

Su ogni C,, indichiaino con AI!,:) .il punto Al?: di indice s più alto, se 
la C,,, non figura in tutti gli insieini W,,,, e in caso contrario, il limite di Jlf2 
per s--t m. Pei. consideraziorii già fatte in b), preso ad arbitrio un E>O, 
possianio afferiiiare che esiste uu s' tale clle, per ogni s > s' e per ogni n 
inaggiore di un certo t h ' ,  tutti gli archi Cm, (N , ,  JI,) - dove JI, indica il 
priiiio estremo di C,,,, - sono interni al circolo ( Q , ,  E) e tutti quelIi C,,, 
(BE, JI:?) sono iriterrii al circolo (Q,, E ) .  

Detto U ,  l'insienie degli arclii C,, (Aifil, Al") relativi a tutte le curve 
CH, di WH, niostriamo che la successione 

cotiverge uniformeiiiente verso l'arco cc('). Per la convergenza uniforme di C'"' 
;L z(", P ~ ~ s i a n l o  determinare un s">s' tale che la C'"" apparteiiga ordina- 
tamente all'intorno (c )  di dl); per la convergenza. uniforme di TV,) (per + ao) 
a11ü C(""), possiamo determinare un n " )  n' tale clle, qualunque sia n> n", 
tutti gli arclii Ci:) di w;:) appartengano ordinatainente all'intorno ( 8 )  della 
c (.w , . e poichè l'arco C,,,, (NnL, Nr;)) appartiene tutto al cerchio (QI, E) e 

quel10 C.,, (n~i;,:), 111,)) a qilello (Q,, E), ne risulta che, per ogni n > n", tutti 
gli arclii di Ui,! apparterigouo ordinatamerite all'ititorno ( 0 2 ~ )  di cd1'. Ci6 di- 
mostra la convergenza uniforiiie annumiata. 

d )  Sopprimian~o su ogni curva C*,, di W,, tutti i punti precedenti JI,) 
e rngiotiiaino sugli arctii resta.riti coine già abhialno fatto sulle curve di W,; e 
cosi prosegiiiamo finctiè è possibile. Verremo a costruire successivamente gli 
arclii d", x( ",... coiitiiiui e rettificabili, ciascuno dei quali ha tutti i suoi 
puiiti it~tertii distinti (la P e ambedue gli estremi i i i  P - fatta eccezione a1 
più pela il seeoiido estretuo deli'ultiino - e contiene alinetio un punto non 
itltei'ilo al circolo (P,  p) .  Per coasiderazioiii già fatte in b), ne risulta che 
questi archi sr iioii possono essere che in numero 1imita.to e il procediinento 
indicato ha percid un  teriiiine. 
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Detta Co la curva costituita degli archi a"', cc'", ..., presi nell'ordine de- 
terniiiiato dall'indice che li 'distingue, questa c u r w  risulta continua e retti- 
ficabile e appürtenente al canipo A. Il procediineuto segur'to per la costru- 
zione degli arclii a conduc,e poi ad uria successione 

w,, W 2  ,..., w , 4 , . . .  

di insiemi di curve della classe K - dove W, è un insielne estratto da un 
IV" di indice n uguale O maggiore - la quale successione converge unifor- 
meinente verso la Co. Questa curva Co, risultando curva limite per la classe K, 
appartiene alla classe stessa, la quale, per ipotesi, è coiupleta. Infine, soddi- 
sfaceiîdo ogni curva di W, alla disuguagliaiiza (11, a tale disuguaglianza sod- 
disfa anche ogni curva d i  I/V,, e la seniicontinuità inferiore dell'iiitegrale Ic 
porta che sia I,, 6 i e quindi necessariamente I ,  = i. La Co è dunque una 
curva minimante I, nella classe K. 

ESMMPIO. Sia il campo A dato da un quadrato a lati paralleli agli assi 
x e 9, avente un vertice nell'origine (0, 0) e contenuto fra le direzioni po- 
sitive degli assi, e si abbia 

P (x, y, x', y') - (X + y) ,iw. 
Ne1 canipo d è m + ZJ > 0 in tutti i punti eccettuata l'origine (0, O), nella 

quale è, invece, x + y = 0. 
Su ogni raggio uscente dall'origine 0, la funzione a+ y va coiitinua- 

1 1 
rneii te crescendo e, preso r comunque, h = k = - 7 risulta verificata la 

2 Jz 
seconda conriizioiie del nostro teorenîa, percliè la iiiiiiiina distanza da O dei 

Y' punti di A, nei quali è x: -+ 9 = (f, è - , nientre yuella iîîassima è cp, ed è 
Ja 

In ogni classe coinpleta K ,  soddisfacente alla terza condizione del teo- 
reina più sopra diinostrato, esiste dunque almeno una curva minimante l'in- 

Esiste, in 
tutte le curve 
curve date ed 

particolare, alrneno una curva minimarite tale integrale fra 
continue e rettificabili che congiungono due punti dati O due 
appartengono al canipo A sopra definito. 
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19. 1: colzdiaione particolare. L a  secorcda condizione del teorema del 
nutuero precedente è sotltlisfattn se, per og~tntzo dei purr t i  P, ( s  = 1 ,  52, . . . , t h ) ,  

esiste u n  intorrzo i n  C U L  la p (x, y) è defiitita (atzche fuori del cawbpo A) sempre 
2 O, COPL cp = O i n  P,, e finita e .continua itwieme con le sue derivnte pavziali 
dei priwzi due ordini,  e se i~zol tre-  irb ciascu~zo dei p u t i  P, 1' hessiauo della (f 

è rmggiore d i  zero. 
Abbia, il punto P,, le coorclinate x,, y,. Posto 

x-X, = p cos a, y - g,=p sen a, 

abbiamo 

F. (x, Y) = y (x, i- p cos a, y, + p sen a) ,  

d a  cui, derivando, nell'intortio di (a,, y,), 

- y, . COS a + y, sen a, dp- 
a2 y 

p2 - yZ. COS' z + 9 y_ cos a sen r + y sen' a. 

Siccome è (p (x,, y5) = 0, e, in ogni altro purito d i  A, di un iiitorno con- 
\-etiienterneiite piccolo di Pal per es. di u n  circolo (P , ,  Y,), cp (x, y) % 0, la cp 
ha in P, u n  miniino relativo ed è pertanto 

Per l'ipotesi amtnessa sull'hessiano della cp, è, in (x,, y,), 

ci6 che assicura che il secondo ineiiihro della (8) è senipre diverso da  zero, 
qualunque sia sr, e precisainente del segno di cp,, (x,, y.). Ma ta1 segno non 
pub essere negativo, perchè i t i  (s , ,  y,) la ha un iuinimo. 11 secondo menibro 
della (9) lia durique un iiîiiiinio valore p>0 ,  e per la continuit& aminessa. 
delle derirate parziiili dei prinii due oidioi della y,  è, se r, è conveiiiente- 
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mente piccolo, e se (x, y) appaitiene al circolo (P,, r,?), 

Da questa doppia disuguaglianza, tene~ido conto della (1) e della 

'P (x., Y,) = O ,  

deduciamo, per ogni a e ogni p 5 r , ,  

J Y  Essendo, per i ralori di x e p iiidicati, - setnpre positiva, tranne per 
J P  

p = O, la futizione di p, y (x, + p cos a, y, + ? sen a), è crescente, e se Q è un 
punto qualunque del circolo (Pa, r,), il valore clle in esso assuine la y è 
maggiore di tutti quelli che la funzione assunie iii tutti gli altri putiti del . 

seginento PQ. Di più, se F è il valore della cp in Q, la niinima distaiiza r dei 
punti del circolo (P,, r,) in cui é y (cc, y) = $ soddisfa, per la seconda delle 
disuguaglianze (4), alla 

la massinla distanza B', da P,, dei punti del circolo detto in cui è 

soddisfa invece, per la pritna delle disuguaglianze (4) ,  alla 

ed è cosi 

Dunque la seconda condizione del teorenia del n.' 18 è soddisfatta per r, 
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sufkientemente piccolo e 

ESEMPIO. Le condizioni qui considerate sono verificate se è 

La cp (x,  y )  r x2 + y2 è seinpre maggiore di zero, in tutto il piano (x, y ) ,  
ad eccezione dell'origirie x = 0, y = O, in cui è p = O. Nell'origirie, l'hessiaiio 
della cp ha per valore 4. 

20. 2." Condizione particolare.  La seconda co î~d i z ione  del teorema del n." 18 
è soddis fat ta  se, per oglzuno dei  puwti  P, ( s  = 1 ,  2, . . . n ) ,  esiste u n  infor810 
in tutto i l  quale  (anche  fuori  del campo  A) sia 

con S (0) = 0 e + (2)  > 0 per  z > 0, f (xr;, , y,) = 0 (P, = (a,, y,)) e f (x ,  9) > O 
in tut t i  i p u n t i ,  degl ' in torni  detti, d i s t i d i  (!ai Pa, e con iJ e f fumzioni finite e 
cont inue i n s i e m e  con  le loro der ivate  de i  p r i m i  d u e  o r d i n i ;  e se, inoltre,  in 
ciasczom dei  p u n t i  P, 1'hessiano della funaione f (x, 3)  è maggiore  d i  zero ed 
à +' (0) > 0 oppure  +" (0) > 0. 

Posto ancora x - x, = ? cos u, y - y ,  = p sen 'A, abbianio, iiell'iiitorno d i  P, 

8 9  dp = 1.. 1 f. cos 2 + f,/ sen a I 

e poicliè (x,, y,) è un minimo relativo per la funzione f (a, y),  

Se dunque è (0) > 0, è pure 
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e il ragionatnento fa tto al n? preredeiite prova i l  nostro asserto. Siipponiamo, 
inrece, che non six +'(O) > 0. Per le ipotesi fatte, sa12  allora +' (O) = 0 e 
$" (0) > 0. Dali'essere i' hessiaiio della f (x, y) iiiaggiore di zero i n  (a,, yJ, 
deducianio l'esistenza di  tse nurneri positivi p, y, e r, tali clle sin, i n  ogni puiito 
del circolo (P,, q), 

1 
2 lJ- 

< f,, cos2 a 4- 2 fZ!, COS a sen a + f?,,, senP -r < 9 p., 

e quindi (coine al 11.O precedente) 

Segue di qui che, pi. r ,  sufficienteiiiente piccolo, ne1 ciizolo (P., r,) è 

1 

S /J. pP +'' (0) < +' I f )  < 2 P l  pP +" w 1  

3 a2 Y 'p2 P"' (0) < - < 12 p., pP Sr (O). 
1 Ci d p' 

Di qui si tme, rsgionnndo coine al n."recederite, clie la seconda coti- 
dizione del teorema del n.' 18 è anc0i.a socldisfatta. 

ESEMPIO. Sia 

F (x, y, x*, y') s (a2 xe + bZ JxP2 + y'?) 

con a"' =,= O. Qui è # (5 )  = 8, f (z, y) r n V b P  + b2 La f (x, y) è seiiipre 
positira, tranne nell'origine (O, O), e sotio verificote tutte le cotidiziotii del 
nostro enunciato. 

Annali di  AIatematica, Serie III, Toiiio X'X'X, 08 
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81. 3." condizione pnrticolare. Il teorerna del n." 18 vale anche se, invece 
della s u a  seconda condizione, s i  ammette che per o p z i  punto Pa ( s  = I ,  ?, . . . , n) 
esista uta intor~zo irz t d t o  il p a l e  (onche ficori del cantpo A),  posto 

(P, - (xS, y,)), si abbia 

Ripreiidendo la diinostrazione del 1i.O 18, basterà iiiostrare coine dalla ( 1 )  
C m  scenda la coiivergenza uiiifor.nie della successioiie C "', C(2), . . . , , . . . , ad 

uiia curva Pm), contiiiua e rettificabile, per il clie basterà provare clie l'arco 
C'" (W.'), JI) lia lungliezza int'eriore a d  un nuinei.o fisso, indipendente da S .  

Supponiamo clle il circolo (P, p), coiisitlclrato al n.O 18, a ) ,  sia iiiterno 
all'iiitorrio di P in cui vale la (1). Se esiste il iîumero r ,  consiclerato iii b)  
a l  n." detto, no11 v'è d i e  d a  ripetere le cboilsiderazioni col2 fatte. Ne1 caso 
opposto, scelto il punto N  corne si è fatto a l  lnoço iiidicato, dimostrialiio 
clie, per s > s l ,  l'arco C(") (A4("), N )  coincide con una parte del segment0 ret- 
tiliiieo PN. Suppoiiiaiiio, itifatti, clle cid iioii sin e iiidiclliarno con N' iiii  

puiito dell'arco C'") (AI'"), N)  tale che C'") (AT', IV) non coincida con un seginento 
parziale di PAL 

Conducianîo la circonferenza, di centi-o P, passante per N' e chiainianio N" 
il punto in cui essa taglia il seginento PN.  La lunghezza 1 (N') dell'arco 
C'"'(N1, iV) dovrà essere iiiaggiore di yiiella T(N")  del segmento iV" N. Di- 
vidiaiiio questo seginen to in qn parti ugunli e irioltiplicliiamo la. lungliezza 
di ciascuna cli esse per uti valore tlella cp coiiiiiriyue scelto sulla parte stessa. 
Soiriinando i prodotti otteiîuti arreuio 

Considerata uiia qualsiasi delle parti in cui si è diviso N" N, ad esenîpio 
peuinla, descriviaino le cii~confereiize di centro P passanti per i suoi estreirii 

e iudiclliamo con 2, la  parte della lungliezza 1 ( N )  che spetta ai  punti di 
C""' (N', N) che si trovnno nella coroiia circsolare cosi otteiiuta, escliisi yuelli 
clle si trorano sulla circonfereiiza iriaggiol.e, se è p < 112. Formiaino la soinnia 
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1 - 
la quale, dovendo essere necessariairietite 1,h 1 (N") ,  è rnaggiore della (2). 

111 

La differenza fra tali somme è 

dove (f rappresenta il iiiiuiiiio valore di cp su1 segiiieiito lV" N ;  qiiesta tliffe- 
renza risulta quindi lion minore di 

Se faccianîo tenclere 111. all'infiiiito, la soiiiina (2) tende a ILYmx e la (31, 
in virtù della (I), a Ic(q.~~,v> o ad un numero niinore di questo integrale. È 
dunque 

I~P)~NJ,N, - I W , ~  2 1 (NI) - (NU) 1 1 .  \ '  (4) 

e qui è > O, (LW) - 1 ( N " )  > O ,  e pei.vi0 

Lo stesso ragionamento prova che 

dove Ny) è il puiito in cui la circotifercriza di cenlro P, pnssaiite per W", 
taglia il segiiieiito P N .  Dalle ($) e (5) scende 

e per s sufficientemente grande e niaggiore di quel10 fin qui coiisitlerato. 

Questa disuguaglianza è assuida, cib die  si 1)rova coiiie a l  n . O  18 si è 
diinostrata assurcla la (7). 

È dunque provato clle 17aicD Ua' iV)  è uiia parte ciel sepieiito ret- 
tilineo P rV e quindi clle C'"' (J!P", JI) resta inferiore, i ri liingliezza, a d  un 
iiumero fisso indipendeiite da S. 

La proposiziooe è cos1 diinostrata. 
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Qui è rp (x, y) G p e la coiidizione del nostro enunciato è verificata. 
Altrettanto pu6 tlirsi se è 

con P(O, O, x', y') = O. 

GLI INTEGHALI QcASI-HEGOLARI SEMIDEPINITI. 

b )  GL1 ï,P:lil DELLA F COSSITUlSCONO DELLE GUHVE CONTINUE. 

22. T E O H E M A .  S e ,  in tutto i l  campo  A, è 

P (a, y, x', y') = y (CE, y) \lx'2 + y12 
colt y (x, y) = O irt tu t t i  i p c n t i  d i  zen tzzcmero fiizito d i  curve coizt i~tue cd,, 
cl,?..., cd,,, seriacc p u n t i  c o m t n i ,  pr ive  d i  pzhnti m u l t i p l i  e dotate ovztnque d i  
tccngetzte cariabi le  ir~ modo cont i tmo,  e cp (s, y )  > O  i n  tu t t i  g l i  a l t r i  p u n t i  del 
cccllq'o 8 ; 

se, per o g i ~ i  curucc (a., è possibile deter~rzinare tre mumeri posi t iv i  e m i n o r i  
d i  1 ,  r,. h,, k,*, in irtodo che, detto 7 i l  valore assun to  d a l l a  cp (x, y )  in un p u n t o  
q~colurcque Q di A, d i s t m t e  dcçllcc (a, n o n  p i k  d i  r,, ed essendo P zen p u n t o  
delln curvcc tale che il seyruerzto Q P s i a  ziguale a l l a  t n i n i ~ n a  d i s t a n z a  d i  Q 
clnll(c ciwucc stesscc, i t t  r iessu~t  yuî t to  d i  A appartenente  a l  segnze?~to Q P lu 
nObia vnlore rrz(iggiore di +, e clze l a  m i n i m a  dis tanan F, d a l l a  (a,, d e i  p u n t i  

- 
d i  A ira clbi è *p ( x ,  g) = y e il ~ i e a s s i ~ n o  valol-e'C' delle m i t z i ~ i ~ e  distcçttze, d a l l a  d,, 
de i  yzcnti d i  d itz cwi é (p (x, y) = h,? e che c c p p r t e n g o ~ z o  a d  n l t t ~ e n o  un cir- 
colo di rrcggio r, aveute il centro sul la  d,, soddisfirzo a l l a  d isz ipagl ianzcx  
- 
R ' g  k*P; 
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se, infine,  i l  cainpo A i! l imi tato  e IZ t? uncc classe couqJeta  d i  curue G' e 
tale c h ,  se r é sufficie~ztemertte piccolo, sosti tuendo, in uîza succ curva  C qzaal- 
s ias i ,  a d  un arc0 tutto contenuto in urt circolo d i  rnggio  r avente i l  centro 
SU un@ d,, l a  corda corrispondente o p p r e  l a  specxnta costi tuita d a  d u e  seg- 
men t i  co,qiznngerlti y l i  estremi d ~ l l ' n r c o  col& 2422 purzto qzccclu~qzie delln stessa &, 
e tzcttcc coutenuta ne1 cerchio detto, si ot te~zga a ~ c o l - a  z c l m  c w v a  del la  c lasse;  

l ' inteyrale Ic u w u e t t e  i i ~  IZ a lmeno  m a  cz.crvcc miihimcotte. 
La dimostrazione di  questo teoreina si conduce in modo perfettainente 

analogo a quel10 seguito al n.O 18. 
ESEMPIO. Sia 

B' (x,  y, x', y') G Y' Jw. 
1 + x" t/" 

È qui 

e questa ? (x, y) si annulla in tutti i punti dell'asse delle z e solta n to iii essi; 
in ogni altro punto del piano (x, y) è cf > O. Considerato un puiito qualuiique 
Q, fuori dell'asse delle x, la sua ininiina distanzn dall'asse detto è data da1 
segment0 (S P, dove P è il piede della perpendicolare abbassata da Q sull'asse 
stesso; e avendosi 

1 +x2 
y (x, g) 1- i + x ' + y 2  ' 

si ha clie il massiino valore assunto dalla y su1 segineiito & P è yiiello clle 
la (p preiitle i i i  Q. Il nuinero F relativo ad un valore <p della cp (x, y) è dato 
dalla ininilna ordinata della curva 

CI" 
1+x'+y2= P; 

se diinque prendiaino coniunqiie un campo limitato A, a~entlosi  

11 nuinero R' è dato, invece, dalla massinia ordinata, riel campo A, della 
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curva aiialoga a quella ora  consicleriita e relativa al valore h p, ecl è percib, 
se inclicliia~no coi1 cc il niassinio inodulo tlelle ascisse dei punti di il7 

Pertanto, se scegliaiiio r ad  arhitrio e poiiiaino 

ahbiamo < k T;. 

Abbiaino percib, per eseaipio, che fra tutte le curve continue e rettifi- 
cahili c o n t e k t e  in uii dato quadrato e clie congiuiigono due punti dati, ve 
ri'è una alineno iii iiiiinai~ te l'iiitegiïde 

83. 1." Condizior~e particolare. 11 teor-eu~a del n." yrecedei~te vale anche 
se, inuece della sua  secorada condiaiow, s i  ammette che le cuwe s i a t ~ o  tzctte 
tlelle circo~efe~enze e che per ognuilzrc d i  esse esista un idorno  i ~ a  tutto il p a l e  
(anche fuori del campo A) ,  detto (x,, yS) i l  c e ~ t r o  della d, e posto 

Ci6 si prora col ragionainento fatto al 11.' 81. 
Es~iwro .  Sia 

11' (x, y, a', y') (x2 + y2 - 1)' Jxf2 +yi2. 
1 

Qui vi  è una sola curva d,, data da1 cercliio x2+ y" 1, ed è seinpre 

94. 2." coizdizior~e particolare. a) I I  teorema del n." 22 vale anche se, 
invece della s u a  seconda condizione, si amr&ette clze le curve B, siano tutte 
delle rette (O segrneuti rettilinei) e clze per ognuua d i  esse esista u n  intorno 
i n  t~itto i l  quale (ccrzche fuori del carrtpo A) i pzcnti i l c  cui l a  (x, y) assume 
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zmo stesso vnlore (p costituiscnrzo delle rette ( O  segmenti rettilijlei) pnrnllele 
alla d i  cui s i  co~zsidera l' i~ztorno. 

La tlitnosti.aziotie si ottieiie con ragioiianieiito analogo a quel10 fatto al 
11.O 21. 

ESEMPIO. Sia 
P (x, y, x', y') G (s + y)"&"+ yP2. 

È cp (x, y) = O  i l ]  tutti i punti della retta a+ y = O e soltarito in essi; e 
il luogo dei purîti i i i  cui è cp (x, y) = è tlato dalle due lette x + y = -t 

parallele alla x + y = 0. 
b )  Ili particolare si lia: se ln fuwione cp dipeiri7e dn  unu solo delle due 

vnvinbili x e y ,  il teorerlzn clel je." 22 vule i r~ t l iper~de~l tewe~l fe  dalla srcn s e c o d a  
condizione. 

ESEMPI. 1 . O  Sia 

P (x, y ,  XI, y') y Jxl? + y'\ 
iir ogni classe completa K s«dtlisfaceiite alla terza delle condizioni del teo- 
ren-ia del. n.0 29 e le cui curve appai.ten;oiio tutte ad un campo A limitato 
in cui sia seiiipre y 2 0 ,  esiste alnieno una cu r r a  rniniinante l'integiale 

Più particolarnîente, esiste dineno una cilrva ininimante tale integrale 
fra tutte le curve continue e 1-ettiticabili congiungenti dile diiti puiiti e tutte 
apparterieiiti a d  ut1 quadrato del piano (a, y) in cui sia seiiipre y 1.0. 

'>.O Sia 

F (x, y, z', y') x9 (x2 - 1); JE'' +- yrr.  

Anche y ui la (x, y) E xyx" 1)' è inilipe~icleii te ilülla y e poiclié S 
seinpre cp 2 0, essendo (p = O  soltarito sulle rette x = O, x = + 1, esiste al- 
meno una curva iiiiiiiiiiante I'ititegrale 

in  ogni classe soddisfacente alla. terza condizione del teoreina del n.O 22 
e costituita di curve tutte ippai.teiienti ad un campo A lilriitato. 

5%. 3." corûdiziort,e particoltcre. 11 teol-emn del n." 22 vale anche se alla 
s u a  seconda condizione s i  sostituisce lu seguente: 
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c7te le curve (9, siano lutte delle rette ( O  seynze~zti rettilinei) tutte fra loro 
parallele; che esista, per ognuna d i  esse, un  wezero positiuo r, tale che, es- 
sendo Q u n  punto yualunque di A, distante dalla cd, ?zo:z pi& d i  r ,  e P il 
piede t3eZ2a perpendicolare abbccssccta da esso s?dla ,d,, il vcilore della fim- 

nione cp i n  Q non sicc fizinore d i  yîrello ccssunto dnlln stessn funxione i n  o p i  
altro pmto  del segnbento QP; che esista u~zn  rettn A, perpendicolare a tutte 
le cd e tcrle c7ze, se (S é zcn  punto q~tnlunque di A distccnte .tton pi6 di  r, dalla 
d, e P' è il  piede della perpendicolare nbbassato da esso sulla rettn A, il ca- 
lore della cp i n  Q non sia minore di pztello asmrlzto dalla stessa funzione i n  
ogni altro punt0 del segwsento Q P'. 

Basterà provare, 'coine al r1.O 21, la colivergenza uniforine della succes- 
siva e C"), C'2'. . . , (considerata al u . ~  18) a d  una curra C'"), continua 
e rettificabile, ed anche soltaiito clie l'arc0 C(") (AP,  41) ha lungliezza sempre 
superiore ad un iiumero fisso, inclipeiidrnte da s. 

Supporieiido anche qui che esista ulia sola ciirra (II, se esiste un nu- 
iiiero r ,  tale clle, yualunque sia s, nessuri punto di C'") clle piwetla Ilf ri- 
sulti distante da 6l nieno di r , ,  otteiiiaiiio yuanto ci occorre con coiisiclera- 
zioni analoglie a quelle svolte in 6 )  al i i . O  18. Se il riumero Y ,  non esiste, 
p e s o  if sufficienteinente grande ecl ~ 1 1 1  punto N su cn) (JI'"), JI) in modo 
che, per ogni s < Z ,  su C(")(Af("), N )  tion esista iiessun puiito distante da dl 
per più di p (iiiiiiore del nuinero r ,  corrispondente secondo l'enunciato alla d), 
vediamo quale coinportaineiito pi16 avere l'a i ~ o  f (") (IV'", AT) rispe tto alle 
parallele alla cd e a quelle alla A. 

Indicliiaino con O il piinto di iiitersezioiie della retta A con In rettn a 
ciii appartiene d, e osserviaino che, se l'ürco C(") (AI("), N) - s >7- lia u n  
puiito Q sulla rettlî A, l'arco C(") (JI('), Q )  dere essere i i i i  segriieiito pnraiale 
del seginento O Q. Ed infatti, in cnso coiiti.ario, detto Q' un punto di C'"' (Al'"',Q) 
tlistinto da Q e tale d i e  C(")(&',  Q) iioii coii~citla coi1 uti segiiieiito della 
retta A, cliiaiiiaiic~o Q,' il pietle clella ~)ci.peiitlicol:ii.e al~liassata tlü Q' sulla A, & 

coiiie i-isulta iiuiiiediatninente sudtlivitleado in parti il seginento Q', Q e l'ai-co 
Cf") (Q', Q), inediante un sisteilla di parallele alla $ e consitlerarido gli irite- 
g a l i  coiiie i liiniti clelle soiniiie otteiiute iiioltiplic:~iiclo le liiiig41ezsl,e cleiltl 
parti risultaiiti per i ~ii10i.i assuliti dalla 1 iiei p i i i i l i  di clirisioiie. h'e viene 
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ailora, per ogni s sufficienteinente grande, 

disuguaglianza assurùa per le stesse ragioni per le quali è risultata assurda 
la (7) del n.O 18. 

Analogamente, se Q è un punto qualsiasi di 19'") (Al '" ' ,  N) - 8)s'  - e 
l'arco C(") (M'"), Q) non lia punti interni alla striscia delimitata dalla retta A 

e dalla parallela ad essa per Q, deve essere Cc') ( M ( s ) ,  Q) M F  Q, dove M y  
indica il piede della perpendicolare abbassata da M ( 8 )  sulla parallela per Q 
alla A. Se poi Q' e Q fossero due punti di Ci") (W"), N )  (con Q' precedente Q) 
giacenti su una parallela alla A e l'arco C(") (Q', &) risuItasse privo di punti 
interni alla striscia delimitata dalla A e dalla parallela indicata, si avrebbe 
ugualmente C(" ((& Q) _= Q' Q. Infine, se Q' e Q fossero due punti di C(") (M'"), N) 
(con Q' precedente Q) giacenti su una parallela alla (d. e l'arco Cl") (Q', Q) non 
avesse punti interni alla striscia delimitata da tale parallela e dalla $, sa- 
rebbe ancora Cc") (&', &) = &' &. 

Da tutto cib risulta che, su ogni parallela alla retta A ,  I'arco 
C(") (JI( ') ,  N) - s ') d - ha al piil un sol punto o un segment0 rettilineo ed 
esso solo, e cbe altrettanto accade per ogni parallela alla &; e questo di- 
mostra che gli archi Ct"' (LM'"', N), per ogni s sufficientemente grande, hanno 
tutti lunghezza inferiore ad un numero fisso (e precisamente non superiore 
alla somma delle lunghezze dei segmenti N Ni, N ,  0, dove' N, è il piede della 
perpendicolare abbassata da N sulla (9). Sono dunque inferiori ad  un nu- 
mero fisso anclie le lunghezze degli archi (M"', M )  e la nostra 
zione è provata. 

ESEMPIO. Sia 

F (x, y, d7 yy') G y' (yP - 1)' (OL + g2) Jx" + y". 

Le curve QI, 

dall'asse delle y 

sono date dalle tre rette y =:O, 5 -t- 1 ; la retta A è data 
1 

e per .r, pub prendersi il numer0 . 

Annali d i  Matematica, Serie III, Tomo XXX. 
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86. TEOREMA. S e  esistono due  numer i  positivi R e p. tal i  che, in ogni 
putato del campo A esterno al circolo d i  centro l'origine O delle coordinate e 
d i  raggio R e per ogni coppia (cd, y') normalizzata, s i  abbia 

se sono verificate le condizioni poste in u n a  qualzcnque delle proposizioni 
dei $9 II-VI ; 

in ogni classe completa K d i  curve C, ognzcna delle qual i  debba passare 
per alrneno un punto d i  un dato insienze limitato e chiuso G, oppure, se è chiusa, 
debba contenere O circondare almeno un punto d i  G, esiste almeno una curva 
minimante  Io. 

Ed invero, scelta coinunque una curva 6 nella classe IC e indicato con N 
un nuinero maggiore di IF, si consideri un circolo (O, RI), di raggio RI  > R 
e contenente l'insieme G. Si consideri poi il circolo (O,  R,), dove R, è un 
numero qualsiasi soddisfacente alla disuguaglianza 

Se una curva C di K ha almeno un punto esterno al circolo (O,  a,), 
contiene un arco C (R, Q), esterno al circolo (O,  R,), avente un estremo sulla 

N - 
circonferenza di (O, R I )  e di lunghezza non inferiore a R, er - R,. Ed es- 
serido, per le ipotesi ammesse, sempre F r  O, si ha 

dove s indica la lunghezza dell'arco di C(P, Q) che da quel10 degli estremi 
P e Q che si trova sulla circonferenza (O, RI)  va al punto corrente sull'arco 
stesso, e intendendosi Che, in luogo di C (P, Q ) ,  si dovrà considerare, nell'ul- 
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timo integrale scritto, C(Q, P) se l'estremo or ora indicato non è P. Si ha 
pure percib 

Da cib risulta che la curva G appartiene interamente a.1 circolo (O, R,) 
e che il limite inferiore di Ic nella classe K coincide con il limite inferiore 
di Ic nella sottoclasse K' di tutte le curve di K che appartengono intera- 
mente al circolo (O, R,). La sottoclasse K' risulta evid'entemente completa, 
e le proposizioni indicate nella seconda condizione del nostro enunciato mo- 
strano l'esistenza di almeno uns  curva minimante I, in K' e quindi in K. 

ESEMPI. 1 . O  Fra tutte le curve continue e rettificabili che congiungono 
due dati punti e appartengono al campo A, ve n'è almeno una di lunghezza 
minima. 

8.O Fra tutte le curve cbntinue e rettificabili del piano (z, y) che con- 
giungono due puuti dati, ve n'è almeno una minimante l'integrale 

'Qui, infatti, si ha P(x, y, s', y') > 3 per ogni coppia (id, y') iiormalizzata 
e in tutti i punti del piano (E, y) esterni al  cerchio di raggio 2 e avente il 
centro nell'origine delle coordinate; è dunque verificata la (1) e sono inoltre 
verificate le condizioni del teorema del n.O 888 quando in esso, alla seconda 
condizione, si sostituisca qu'ella del n.O 23. 

27. OSSERVAZIONE. È evidente Che, sfruttando i risultati ed i ragiona- 
menti dei $j§ ILVI, potrà sta'bilirsi, in certi casi, l'esistenza di curve mini- 
nianti Ic in campi illimitati, pur non essendo soddisfatte le condizioni ain- 
messe ne1 teorema del numero precedente; corne pure tale esistenza potrà 
talvolta. essere dimostrata sfruttando le particolarità dell'integrale in que- 
stione, in modo da trasformare il dato problema di minimo in altro che rientri 
fra quelli da noi studiati. 

Cosi, ad esempio, si ha che, fra tutte l e  curve coritiriue e rettificabili 
che congiungono due dati punti P, e P, e giacciono ne1 piano (m, y), ve n'è 
alineno una minimante l'integrale 
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Ed infatti, da quanto si è detto al n.O 14, risulta clle la lungliezza L di 
una qualsiasi curva C, della classe che attiialniente consideriarno, soddisfa 
alla disuguaglianza 

?c Je- i 
che si deduce dalla (2) del n.O indicato, facendovi y' = - e m = --- 9 

e sostituendovi A con P, P,, cib che non toglie alla (8) la sua piena validità. 
Se dunque indichiamo con C una cpalunque curva della nostra classe, po- 
tremo liniitarci a considerare soltan to le curve che soddisfano alla disugua- 
glianza 

le quali curve, dovendo in più avere gli estreini in Pl e P,,  resteranno tutte 
in uno stesso cerchio, quello di centro P, e raggio uguale al secondo membro 
della disuguaglianza scritta. L'esistenza di almeno una curva minimante Ic 
scende allora dalla proposizione del n.O 14. 

Corne altro esempio, mostriamo che fra tutte le curve continue e retti- 
ficabili del piano (x, y), che congiungono due dati punti Pl e P,, ve n'è al- 
meno unit minimante l' integrale 

Sia a  un nuinero positivo tale che nell'intervallo (- a, a) risultino con- 
tenute le ascisse di Pl e P,. Considemta una qualsiasi curva C della classe 
iissata, e indicata con C' la curva continua e rettificabile, congiungente i 
punti Pl e P , ,  che si ottiene dalla C sostituendo ai suoi archi che hanno 
ambedue gli estremi sulla retta x = - a O su quella x = a  e che restano 
rispettivamente alla sinistra della prima O alla destra della seconda, con le 
corde corrispondenti, si ha 

Il limite inferiore di Io nella classe di curve data coincide dunque con 
quello dello stesso integrale nella sottoclasse delle curve continue e rettifi- 
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cabili, congiungenti i punti P, e P, e tutte contenute nella striscia delimitata 
dalle rette x = - a, x = a. E siccome per questa sottoclasse sono verificate 
le condizioni del teorema del ri? precedente, l'esistenza della curva niini- 
niante 1~ è senz'altro dimostrata. 

Altrettanto pu6 dirsi se, all'integrale (l), si sostituisce 

sostituendo in pari tempo il piano (m, y) con il semipiano definito da y 1 0 .  ' 
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Sopra una classe di trasformazioni asintoti- 
che, applicabili in particolare alle superficie 
la cui curvatura è proporzionale alla quarta 
potenza della distanza del piano tangente 
da un punto fisso. 

(Di H. JONAS, cc Berlino.) 

P K E F A Z I O N E .  

È noto a qua1 grado di perfezione la teoria geiierale delle congruenze W, 
fondata su1 teorema di MOUTARD, fu condotta da1 BIANCHI col10 stabilire il 
suo teorema di permutabilità. Ma, riportandoci ad un'osservazione fatta da1 
prof. PICONE ('), dobbiamo constatare che a tutte le volte che se ne tenta 
un'applicazione diretta la si trova poco arrendevole alle molteplici esigenze 
della ricerca B .  Questa mancanza d'efficacia in riguaido ai problemi speciali 
risiede, per quanto mi pare, essenzialmente nelle quadrature che, partendo 
da un& data soluzione dell'equazione di MOUTARD, si presentano ilel calcolo 
della seconda falda focale. In una recente Memoria (7 ho fatto vedere, come 
queste quadrature possono essere risparmiate, quando si faccia dipendere la 
trasformazione asintotica, cioS la costruzione di una congruenza W tangente 

(1) M. PICONE, SulZe conyruenze rettilinee W.  Palermo, Rend. 37 (1914), 818. - Senza en- 
trar qui nell'analisi del metodo raccomandatovi, mi content0 di acceunare all'importante uso 
che ho fatto di certo sistema d'equazioni dovuto al PICONE (veggasi § 1 (3) del presente la- 
voro), ritenendo di più le notazioni p, q che vi figurano. 

(2) H. JONAS, Ueber die Konstruktion der W-Kongruenzen zu eineln yegebetzen BrenttfEa- 
chewnantel und iiber die Transformation der R-F'lachen. Jahresber. der Deutschen Math.- 
Vereinigung, 49 (1990), 40. 
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ad un'assegnata superficie, da1 sisteina differenziale 

ore si è posto 

riferita la superficie alle linee asintotiche (a, P). È da notarsi che da una 
coppia di soluzioni a, b la funzione R è deducibile con facile calcolo, mentre 
il passaggio inverso, cioè al tempo stesso ogni teoria partente da una data 
soluzione R dell'equazione di MOUTARD richiederebbe almeno le dette qua- 
drature che nei tentativi di sopprimerle s'offrono soltanto sotto un aspetto 
tneno semplice. Colle modificazioni segnalate la teoria classica che, quanto 
al teorema di permutabilità, serba la sua superiorità su  ogni altro proce- 
dimento viene ad adattarsi ai problemi speciali, prestandosi particolarmente 
a quelli concernenti le classi di superficie che si caratterizzano da una cori- 
dizione imposta alle quantità p e q. D'altronde, conviene osservare qui che 
nelle mie ricerche su questo argomento la base analitica venne data da1 
fatto, che al sistema differenziale in discorso si trova intimainente legato 
l'aggiunto : 

Iïella mia Memoria citata ho svolto come prima applicazione la teoria 
delle trasformazioni delle superficie R, iniziata da TZITZÉICA che la fond6 
su110 studio dei sistemi isotermi nello spazio S,, lnentre i miei sviluppi si 
appoggiano sulla condizione caratteristica indicata da DEMOULIN: 

Queste superficie godono delle proprietà d'ammettere un sistema coniugato 
a f p = cost., le cui tangenti formano due congruenze W, ed abbracciano, 
come riconobbe il BIANCHI, il cas0 particolare delle deformate delle qua- 
driche. 

Proseguendo questi studî, nii sono imbattuto in un'altra classe di super- 
ficie, caratterizzata invece dalla i-elazione 
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Ne ho fatto iina comunicazione (') alla SOCIETÀ MATEMATICA ~1 BERLINO che 
si sta ora stan~pando. 

Ne1 presente lavoro rni propoiigo l'esaine di un terzo caso, costituito 
dalle superficie p = q, per quel ch'io so non studiate finora. Anche qui si 
dimostra l'esistenza di una trasformazione asintotica che fa passare da una 
data superficie p = q ad un'altra della meclesiina classe. La denoteremo col 
siilibolo II,, ponendo cos1 in evidenza uiia eostante caratteristica. Per la ri, 

vale ancora il teorenia di permutabilità sotto la sua solita forma : Se di  uvta 
superficie S della classe p = g si colcsiderano due trasfor~~aate S ,  , S, ,  ottenute 
per mezzo d i  due trasformazioni ri,,, n,,, nllora (salco un caso singolare) 
esiste una quarta superficie S' della d ne des in ta classe, perfettamrente determi- 
wata e costruibile in  termini finiti, che si trova rispettiucrme.rzte legata a S ,  , 
Sp da trasformazioni n,,, n,, colle costanti invertite. 

La. teoria delle trasformazioni n, da luogo ad un'applicazione notevole. 
Fra le superficie p = q vi sono quelle considerate da TZITZBICA ('), per le 
quali la curvatura è proporziotia.le alla quarta potenza della distariza del 
piano tangente da un punto fisso. Esse di  pendori O iti sostanza clall'eyuazioiie 
a derivate parziali del secondo orditie 

Si tratta aduiique di nianeggiare la n, in guisa da far nascere da una 
nota superficie di T~ITZÉICA un'altra della inedesima classe. Ritroveremo per 
ta1 via la trasfortnaziorie scoperta da TZITZ~ICA, tanto più interessante che 
essa. costituisce in pari tempo la trasforinazione dell'equazione differenziale 
d ie  viene cosi a collocarsi accanto a quella ben nota, i cui integrali dànno 
le deforinate della sfera reale od inmiaginaria. Sembraini perb poco proba- 
bile che si pervenga a stabilire un legaine analitico fra yuesti due problemi. 
Quanto alla questione, se ne1 comporre le trzsformazioni di T z r ~ z É i c ~  la 
quarta superficie S', ottenuta per mezzo del teorenîa di permutabilità per le 
II, generali, appartenga ancli'essa al tipo speciale, la risposta sarà affermativa. 

Disgraziataniente, il TzrrzÉrc~ si è limitato a far conoscere la sua inte- 

(1) H .  JONAS, Ueber eine Hasse  vow Flachen, die eh* Gegensliick z u  den von Demoulin u n d  
T~i tze ' ica  hebrachteten R-Flachen bilden. Berl. Math. Ges. Ber. 19 (1921), 18. 

(2) G. TZLTZÉIGA, Swr u n e  nouvelk classe de surfaces. Palermo, Rend. 25 (1908)' 180; 28 
(1909), 910. 

Annal i  d i  Matenzatica, Serie I I I ,  Tomo XXX. 30 
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ressante scoperta in due brevi note (') inserite nei Rendiconti dell'Accadernia 
di Parigi, indicandovi solo le formole principali della sua trasformazione ed 
avvertendo l'esistenza di un teorema di permutabilità senza darne le formole. 
Del resto, allorchè mi accinsi all'accerinata ricerca, queste note, non staccan- 
dosi pel loro titolo dalle due Memorie comparse nei Rendiconti del Circolo 
Xatematico di  Palermo, mi ernno sfuggite; cosicciiè, più tardi, non ho potuto 
servirmene che di conferma pei risultati che avevo ottenuti da  parte mia. 
Non essendo a mia cognizione per qua1 via l'eminente geometra sia giunto 
alla sua trasformazione, giova notar qui pertanto clle nelle sue pubblicazioni 
non figura il concetto della rr, generale, che percib pare essere del tutto nuovo. 

L'importanza della trasformazione di TZITZÉICA va ancora aumentando, 
quando si consideri che, utilizzando la bella proposizione di WEINGAHTEN (7, 
essa pu6 servire ad edificare un'intera teoria delle trasformazioni per le de- 
formate della superficie 

Ho stimato opportuno riserbare ad un prossiino lavoro i'esposizione dei miei 
risultati rispetto a questo problema. 

Da ultimo si troverà considerato ne1 presente scritto un cas0 singolare, 
meritevole d'attenzione, che si presenta ne1 comporre le trasformazioni di 
TZITZÉICA. Dimostreremo che da una delle dette superficie si pub passare 
ad una sua omotetica rispetto al centro mediante tre successive trasforma- 
zioni asintotiche del tipo speciale che peraltro possono essere individuate in 
infiniti modi. 

GENERALITÀ SULLE THASFORMAZIOXI ASlNTOTICHE DELLE SUPERFICIE 

E SUL TEOREMA DI PERMUTABILITÀ. 

Conviene dapprima ricordare le nuove formole (7 relative alla costru- 
zione delle congiuenze W, tangenti ad un'assegnata superficie S (x, y, z) che 
supporremo riferita alle sue asintoticlie ( a ,  6 ) .  

(1) ü. TZITZRICA, Sur une nouvelle classe de surfuces. C .  R.  150 (1910), 955, 1827. 
(2 )  L. BIANCHI, Lezioni di geometria differenziale, 2 (1903), Cap. XIX. 
(7 Per questo paragrafo dobbiamo sempre riferirci alla Memoria citata nella Prefazione: 

Uvber die Konstruktion der IV-Kongruenzen, ecc. 
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i coseni di direzione nornzalizzuti della normale a S. Si lia 

indicando con K la curvatura di S. 
Essendo 5, 1, tre soluzioni di un'equazione di MOUTARD:  

la superficie S sarà definita dalle formole di LELIEUVHE 

$= \[-( n - -~2)da+(x~-c9~dp] ( ' ) ,  d u  a T d u  3~ ab', 

Formando ora il determinante 

si ponga 

dlogA d e  -- 
a 

d a  d u '  
d logh  - d 4  -- 

ab' dB' 

per modo che si abbia 

essendo m una costante di cui si potrà disporre coiivenierite~neute nelle ap- 
plicazioni, riientre ne1 caso generale basta farla = 1. 

(1) Per brevità, non scriverb che la prima di tre formole relative agli assi coordinati, 
tralasciando di accennare all'aver luogo delle due analoghe. 
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Faremo uso delle identità seguenti, già date da1 PICONE: 

dove si è posto 

i simboli coll'apice riferendosi al d s v e l l a  sfera rappresentativa. Osserviamo 
le due relazioni differenziali da soddisfarsi dalle funzioni 8, p, p, perchè il 
sistema (3) risulti illimitatamente integrabile. Ponendo per brevità 

e tenendo conto che si ha 

esse si scrivono corne segue: 

Ora, per costruire la più getierale congruenza W i cui raggi siano tan- 
genti alla S, partiaino da una coppia a, b di soluzioni del sistema diffe- 
renziale 

riducibile del resto ad una sola equazio~ie alle derivate seconde. Calcolando 
di qui 
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onde per derivazione 

si diinostra senza difficoltà che la funzione R verifica appunto l'equazione 
di MOUTARD: 

Ci6 premesso, la determinazione della superficie trasformata SI,  costi- 
tuente la seconda falda focale della congruenza W, si ottierie in  termini fi- 
îriti. Avreino rispettivamente pei coseni normalizzati della 
e per le coordinate s, , . . . di S, : 

Risultano cosi ancora confermate le equazioni differenziali 
trasformazione di MOUTARD 

normale E t , .  . . 

('4 

(10) 

ben note della 

la cui applicazio~ie a base di una data soluzione R della (8) richiederehbe 
tre quadrature. 

Per le applicazioni clie abbiamo in vista, occorre anzitutto calcolare le 
funzioili O , ,  pl,  q, relative alla superficie trasforinata S,. Consideriaino a 
tale scopo l'espressione 
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dove si è posto 

Le ultime due relazioni formando insieme colla (8) un sistema illimita- 
tamente integrabile per la funzione R, ne derivano le equazioni seguenti, 
particolarmente semplici e distinte dalle (5) solo per l'essere permutate p e q, 
la cui importanza del resto si manifesterà ne1 seguito: 

Rimandando il lettore pel calcolo alla mia citata Memoïia, mi content0 
di richiamar qui le formole finali: 

essendo 

con ru, costante disponibile. 
Scriveremo qui ancora le forrnole pei. la trasformazione inversa che toi- 

neranno utili più tardi. Rammentando un fatto ben noto dalla teoria delle 
trasformazioni di MOUTARD, cioè che il passaggio inverso da SI a S corri- 

1 
sponde alla soluzione - dell'equazione di MOUTARD relativa alla superfi- R 
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cie SI, poniamo 

Con questo si ottiene 

Ora, volgendoci al teorema di prwtzltabilitic, consideriamo due trasfor- 
mazioni asintotiche di S, individuate da due coppie a , ,  b ,  e a , ,  b , ,  soluzioni 
del sistema differenziale (5). Calcolate le c l ,  R,, c , ,  R, ,  arrenio per le 8, le 
formole seguenti : 

le analoghe coli'indice 9 valendo per S , .  
Insistiamo su1 fatto che nell'istesso tempo viene a deterininarsi un fascio 

lineare (') di trasformazioni asintotiche col porre 

indicando v , ,  v, due costanti arbitrarie; di qui si ha 

v 
Si riconosce la superficie Sv (zv , .  . .), dipendente da1 solo rapport0 v = 2 , 

Va 

essere ancora seconda falda focale d'una congruenza W tangente a S ed avere 
i suoi punti sulle congiungenti le coppie di punti corrispondenti di SI e S,, 
inentre i rispettivi piani tangenti passano per le rette condotte pei punti 
di S, lungo le quali si segano i piani tangenti di S,  e 8,. h appunto su 
queste rette che si trovano i punti delle oo' quarte superficie S', fornite da1 

(1) Cf. TORTORICI, Sulle deformazioni ilzfinitesilne delle superficie e su1 teovema di permu- 
tabilitb. Palernio, Rend. 35 (1913), 289. 
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teorema di permutabilità, ciascuna delle quali ammette, come la S, la me- 
desima coppia SI, S, di superficie trasforniate, in guisa da formarsi una 
doppia infinità di quadrilateri sgheinbi i cui lati toccano a due a due nei 
rispettivi vertici le quattro superficie. Orbene si noti che, più in generale, 
scelte a volontà due coppie di superficie nelle schiere (8,) e (S'), queste co- 
stituiscono, precisarnente come S, SI, S', s,, le quattro falde focali di una 
quaderna di congrueme W. 

Pel calcolo aclunyue della quarta superficie 8' con cui riesce coinpleto 
il ciclo di trasformazioni, sarà necessario eseguire la quadratura: 

Allora, per una qualunyue delle superficie S' che a causa della costante d i  
integrazione contenuta riella J foimano una seinplice infinità, le coordinate 
z', . . . ed i coseiii iîornîalizzati 5', . . . della normale risiiltano dalle formole : 

Conviene da ultimo aggiungere qui parecchie relazioni che ci offriraimo 
un importante vaiitaggio nello specializzare il teorema di perniutabilità. Per 
la diinostrazione, che del resto richiederebbe dei calcoli alquanto prolissi, mi 
giova riferirmi ancora a.lla mia Memoria citata, indicando qui solo le formole 
di cui faremo uso ne1 seguito. 

Denotiamo con a',, b',, c',, R',, h',, k', le funzioni trasformatrici che si 
presentano ne1 passaggio da S ,  a S' e consideriamo insieine alle quantità 

le due seguenti: 

Rl RI d R, d R  % , = a ,  -+b, -+c ,R, ,  @,,=a, - t b , ~ + c ,  R,. (22) 
d a  a a c3 a a g  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



upplicabili in ~varticolare alle superficie la cui curvatura, ecc. 833 

Da queste si ha per derivazione: 

Introducendo ancora, in analogia alle ( i l ) ,  l'espressione 

avreino finalmente le formole domandate : 

, 4'2, + J 
a l = a l  - - a , ,  b', = - b l  - 

A 1 @"+ A ,  ' + 6 . ,  1 

LA TRASFORMAZIONE nk PEK LE SUPERFICIE p = Q. 

Dopo queste generalità, passiamo a studiare in particolare le superficie, 
le quali, riferite alle linee asintotiche, si caratterizzano dalla relazioiie 

Adottando la clenotazione JI pel valore comune, osservialiio le condizioni 
d'integrabilità (4) clie qui assuniono la forma seguente: 

8" B O  d2 H â 2 0  d p  d 8  d 2 p  d p  ----- -+p-+- -+- + 3 p - = O ,  
d a d p z  d p  d a d h  d a 2  d a  d a  d a "  6' 9 

A+inulC tli  Matematbca, Serie III, Toiiio XXX.  
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Un esetnpio, bensi molto speciale, viene dato dalle quadriche ove si ha 
p = O, la 0 soddisfacendo all'equazione di LIOUVILLE ovvero riducendosi, ne1 
caso dei paraboloidi, ad una costante. Integrando le (5 ) ,  cioè 

avrem O 

d a  d b  
- = O, 
d a 

a = a (a ) ,  b = b  (p), 

indicando qui con a, b due funzioni della sola cc O P. Indi, col riflettere che 
a, - b sono i parainetri di direzione dei raggi della congruenza W cosi de- 
finita, il che vale a dire che le curve di S inviluppate dai raggi corrispon- 
dono all'equazione differenziale 

arriverelno subito alla proposizioile dovuta al BIANCHI ('): Le pi& generali 
congruenze W che arnmettano zcna quadrica yer priwzcc falda focale sono 
quelle costifuite dalle tangenti alle curve appartenenti ad un suo sistema iso- 
termo-coniugato. 

Accenniamo ad un altro caso particolare in cui del resto cadremnîo col- 
I'assoggettare una quadrica alla trasfomazione segnalata per le superficie R 
ne1 $j 6 della inia Memoria citata. Consideriamo la superficie S definita dal- 
I'e y uazione 

ovvero un'altra che ne deriva per una qualsivoglia affinità. Riferendo la S 
alle sue asintotiche, abbiamo 

e quindi 

5=aB+(3', W = Q - p ,  < = 1 ,  

- 

(1) L. BIANCHI, Ricerche sulla deforwazione delle quadriche. Palermo, Rend. 89 (lm), 75. 
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Trovererno anche qui che, introducendo due funzioni arbitrarie della a 

e p sole, la seconda falda focale di una qualunque congruenza W aderente 
a S pu6 esprimersi in termini finiti. Infatti, dalle equazioni differenziali 

si deduce per derivazione 
da (a - b) = O ;  

d x d g  

di qui si ricavn subito la soluzioile geiierale: 

gli apici indicando derivate. 
Osservando le (6),  abbiaino 

onde segue per la seconda falda focale 8,: 

Ritornando ora al caso genemle delle superficie p = q, ci proponiairio di 
ricercare le trasforinazioni asiiitotidie che facciano passare da una tale su- 
perficie ad una nuova della oiedesiiiia classe. Raggiuogeremo il nostro scopo 
col parngoiiare i due sisteini differenziali (5) e (Ih),  atlualmente scrivendosi: 

Tenendo conto della eondizione p, = q, , imposta alla S I ,  avremo in forza 
delle ( le)  

b h = a k  

ovvero, introducendo un fattore di proporzionalità, 
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Sostituendo questi valori nella seconda coppia delle equazioni (85) col- 
l'aver riguardo alla prima, si vedrà subito che x si riduce ad una costante; 
le sue derivate essendo nulle. Ora è facile accertarsi che basterà raccogliere 

dR d B  
le forrnole (a), (6), (7), (8), (13), affinchi.:, assumendo X = - p = -, si 

d cc J P  
pervetlga a stabilire un sisten~a linea.re, omogeneo ed illimitataineiite inte- 
grabile per le sei funzioni incognite a, b, c, A, p, R:  

Direiiio che la superficie SI le cui coordinate x, , . . . si calcolaiio secondo 
le forinole (10): 

nasce dalla S mediarite una trasformazione n,, ponendo cosi in evidenza la 
costante caratte~istica x che figura ne1 sistema differenziale. 

Benchè neli'integrazione entrino come costanti arbitrarie i sei valori ini- 
ziali di a, b, c, 1, p, R, si conclude dall'essere la (28) omogenea di grado 
zero nelle funzioni trasformatrici Che, tenendo fissa la costante x, l'applica- 
zione della più generale trasformazione II, ad una data superficie p = q ci 
fornisce soltanto una quintupla infinita d i  superficie trasformate. 

Passiamo ora a dimostrare il teorema di permutabilità per le trasforma- 
zioni n,. A tale scopo suppongasi che del sistelna differenziale (27) siano 
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noti due gruppi di soluzioni a , ,  b , ,  c , ,  A , ,  p l ,  RI e a, ,  b,,  c, ,  A , ,  pz, R,,  cor- 
rispondenti rispettivainente ai valori X ,  e x ,  della costante caratteristica. In- 
dichino S, e S,  le superficie nascenti da S per l'applicazione delle trasfor- 
rnazioni nx, e n,, cosi definite. Si tratta adunyue di far vedere clie wella schiercc 
delle m1 qzcarte superficie S', ottenute per mezzo del teorema genemle di per- 
ntzctnbilitb, ve n e  è zcna sola, pienamente determinata e costrzcibile iw terwzini 
finiti, che appartenga anch'essa alla classe p = q .  

Ponendo secondo le (SI), (88) del § 1 : 

e ricordando la (19) 

coiniiiciamo dallo stabilire la relazioiie 

che si verifica senza tlifficoltà per derivazione, utilizzando le (23) cl-ie qui si 
presentano sotto la forma : 

Adottando pel passaggio cla. SI a S' le notazioni già introdotte alla fine 
del § 1, si ha 

Ora, percliè risultino soddisfatte le equazioni 

1 '  VI = x l a  ,, k', = d l  b', 
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che costituiscono corne le (26) le condizioni ricliieste da1 problenia attuale, 
s a r i  necessario e sufficiente clie, assuinendo x', = x,, abbia luogo 17identità 

il che corrisponde all'anriullarsi della costante arbitraria nella (30). Di qui 
si trae 17espressione 

che ci dà la quarta superficie Si in setiso ristretto, servendoci della formola : 

Per quanto si è visto, la S' deriva dalla SI per mezzo di una nXz. Con- 
cludiaino che vale la proposizione seguente del teoreina di permutabilità 
cosi dimostrato per le trasforinazioni n, : Se le superficie S,  e S, nascono 
dalla medesima 8 rispettivamente mediante le trasforr?zazioni n,, e n,,, la 
puarta superficie 8' si trova invece collegata a SI e S ,  da due n, e n,, colle 
costanti invertite. 

Sarebbe da escludersi il caso x ,  = - x, ,  perché allora viene ad annul- 
larsi Il denominatore nella (32). Ma, ripetendo il ragionamento di sopra a 
base dellà relazione 

a21 + 0 1 2  = 0, (33) 

la quale nell' ipotesi x, + x, = O è verifica ta a nieno di una costante arbi- 
traria di cui disponiamo cosi, in guisa da fare sparire anche il numeratore 
nella (39), si vedrà subito che hanno luogo, e cioè con x', =.- x, ,  appunto 
le equazioni (31) da cui dipendeva la proprietà di S' di essere ancli'essa 
una superticie p = q. Occorre intanto eseguire la yuadratura domandata 
dalla (89). Si osservi che la condizione (33), scritta per disteso: 

colla quale bisogna vincolare le funzioni trasformatrici delle due n, a co- 
stanti eguali e di segno contrario, influisce solo sui loro valori iniziali. Di- 
remo, coll'adottare una denotazione già usata in casi simili, clle siffatti due 
gruppi di soluzioni del sistema differenziale (87) pei rispettivi valori r e - x 

della costante si trovano in relazione arwonica. 
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Possiamo dunque enunciare il corollario seguente : Ne1 caso di  due tras- 
formazioni n, a costunti eguali ed opposte, avendosi due gruppi armonici di  
funzioni trasformatrici, tutte le CO' superficie S', risultanti dall'applicazione 
del teorema genernle d i  permutabilita, appartemgono alla classe p = q. Esse si 
ottengono per wezzo di una yuadratura, introducente la costante arbitraria. 

LE TRASFOHMAZIONI T,, DELLE SUPEHFICIE DI TZITZ~ICA.  

In questo paragrafo ci proponiamo di svolgere a base dei risultati da 
noi ottenuti ne1 precedente la trasformazione delle superficie di TZITZÉICA ('), 
godenti della proprietà di aver la loro curuat~ra proporzionale alla quarta 
potenza della distanza del piano tangente da u n  punto fisso. Esse costitui- 
scono fra le superficie p = q un caso speciale particolarinente interessante, 
tutta questa teoria aggirandosi intorno all'unica equazione a derivate par- 
ziali del secondo ordine 

alla quale si riducono le condizioni d'integrabilità (4) nell'ipotesi p = q = e-8. 
Notiamo Che, restando ne1 campo reale, coll'introdurre l'esponenziale ee in 
luogo della notazione h usata da TZITZÉICA non sottintenderemo esclusi va- 
lori negativi di ee; l'inconveniente della costante ilninaginaria n i  che entra 
allora nella O non significa nulla in vista dei vantaggi che offrir2 questo 
cangiamento di notazione, cagionato peraltro dagli sviluppi precedenti. 

Partendo da una soluzione 9 dell'equazione (34), occorre integrare il si- 

(1) Per le citazioni si vegga la Prefazioiie. 
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stema differenziale : 

" ' 
= ee 5, d o :  d p  

Conoscendone tre soluzioni E, ri, C, linearmente indipendenti, si otter- 
ranno le coordinate x, y, z della superficie S, senza ricorrere alle forniole 
di LBLIEUVRE che si veriticario per derivazione, in termini finiti: 

Dopo di cib, formando il determinarite A ,  secondo la (1) del 5 1 e tenendo 
conto della relazione A = nz ee, si ha 

clore per la superficie iniziale, scegliendo convenientemente I'unità di lun- 
gliezza, si potrebbe ancora fare la costante m = 1 ; questo perb non sarà pi2i 
ammissibile, corne vedremo, per le superficie che ne derivano per l'applica. 
zione della n, specializzata che andiamo a stabilire ne1 seguito. Indicando 
ora, coine al solito, con W la distanza del piano tangente dall'origine, 
arremo : 

1 
e poichè I< = - - . 

ta . 

Le superficie caratterizzate dall'enunciata proprietà espressa da questa 
relazione le diremo superficie di TZITZÉICA, chiamando centro il punto fisso 
da cui si prende la distanza del piano tangente. Notiamo previamente che 
per tutte le superficie di questa classe che s'incontreranno ne1 eeguito il 
centro sarà costituito dall'origine. 
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Derivando due volte la (36) coll'aver riguardo al sistema differenziale (35), 
si dimostra che x, y, z soddisfano al sistetna duale: 

Siccome oltre le relazioni 

valgono le inveise 

si riconosce che la superficie 2 colle coordinate correnti 5, ri, t, riferita an- 
cli'essa, coine risulta dalle (39), alle linee asintotiche ( x ,  P), appartiene ap- 
punto alla medesima classe, essendo x, y, z proporzionali ai coseni di dire- 
zione della normale di 2. A causa dell'equazione z x [ = 9th le due superficie 
S e 2 si trovano legate fra di loro da una trasformazione per polari reci- 
proche rispetto ad una sfera (reale od immaginaria) di raggio JG col centro 
nellYorigine. Si notino di più le relazioni che si ricavano dalle precedenti 
pei. derivazione : 

Ci6 premesso, coininciamo dall'indicare che cosa diventa il sistema dif- 
ferenziale della trasformazione 11, ne1 caso attuale di uiia superficie di TZIT- 
Z ~ I C A  : 

Amali cli Matemntica, Serie [II, Toiiio XXX. 
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Cerchiamo adunque di specializzare questo sistema in ta1 ma.niera che 
la superficie trasformata S,, appartenente in generale soltanto alla classe 
p = q, riesca anch'essa superficie di TZITXÉIC'A. Per cib sarà necessario che 
valga la relazione 

p, = eel. 

Paragonando questa colla 

dedotta dalla (It>), e tenendo conto delle (16), (17), cioè 

1 - 
A A - - - A, A ,  = 118, e@*, 
R1 

si trova 
llz A ,e, = - - e x a b  e - - e-h = - e-B - - 
m, R2'- A 

per modo che dorrà aver luogo la relazione 

nR'= ~ + x a b e e ,  

dove si è posto 

significando n una costante disponibile. 
Ora, ammettendo la possibilità di verificare la (43), la deriviaino col ri- 

correre al sisteina differenziale (41) ed alle formole (18) scrivendosi 

Viene cosi: 

B n R A = - x e e b ( R + c ) ,  B n R p = x e a c a ( R - c ) ,  
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onde, inoltiplicando rispettivainente per a e b e sommando, si trae 

di qui, osservando che a A + b (* + c R = A, 

12 R A  = c ( n  R2 - + e e  a b) ,  

cioè in forza della stessa (43): 

Notiaino qui per iiicidenza che nella ricerca della più generale con- 
gruenza W7 avente per prima falda focale una data superficie di TZKTZÉICA, 
si conclude dalle relaxioni (7) del 5 1 che allora la c soddisfa seinpre all'e- 
quazione di MOUTARD verificata da R :  

Questo fatto già suggerisce 10 studio delle trasforinazioni asintotiche 
per cui le funzipni R e c coincidano a ineno di un fattore costante. 

Ritornando al problema nostro, sostituiamo c = n R nella terza coppia 
d'equazioni del sistema ( h l ) ;  con ci6 avreino 

Basta sostituire per a, b, c le espressioni (46), (45) nell'una O nell'altra 
delle equazioni (44) per dedurne la relazione seguente da cui si trovano 
legate le due costanti x e n: 

Colle medesime sostituzioni la 

diventa 

A = a h + b p + c R  

11 = n (R2 - 2 eëe A p), 

coincidendo coll'equazione di ,partenza (&), che viene cosi a ridursi ad una . 
iden tità. 
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Siamo ora in grado di scrivere le formole effettive per la trasformazione 
scoperta da T z r ~ z É i c ~ ,  mediante la quale si passa ad uria nuova superficie 
della classe considerata. La denoteremo col siinbolo T,, assumendo n in 
luogo di x come costante caratteristica. Rimangono sole delle equazioni (41) 
quelle che dànno le derivate delle tre funzioni incognite 1, p, R, le altre 
trovandosi identicamente soddisfatte dalle espressioni di a, b, c. Si ottiene 
cosi il sisteina differenziale seguente, ancora lineare, oinogeneo ed illimita- 
tarnente integrabile che sarà necessario integrare per dedurne la Tm ricercata: 

a h  d B .  l t l h  -- -- a h  '+- e F '  - 
do .  d a  1 -- 11 

d-p 1 - n d 0 d R  
(49) 

-- e-Oh+-/L,  -- 
d B - -  I + n  a p d a  

ovvero scrivendolo secondo T z i ~ z É r c ~  sotto la forma di tre equazioni si- 
inultanee a derivate seconde per la funzione incognita R: 

Lhpo di ci& sostitueiido nelle (9) e (10) del § 1 i valori 

avretno per le coordiaate x,, ... di 8, e pei coseni normalizzati della nor- 
male i l ,  .. . , cioè conteinporaneamente per le coordinate della superficie au- 
siliaria x , ,  trasformata di S, per polari reciproche, le forinole seguenti: 

(1) È questa la for~nola segnalata da TZLTZÉICA nella prima delle due note .citate (C. R., 
150 (1910), 955). 
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Conforinetnente alle (371, (38) si ha: 

la costante caratteristica n doveiido essere diversa (la 1 a causa delle (50). 
Per riconoscere il grado d'arbitrarietà della trasforniazione T, basta 

tener conto dell'omogeneità del sistema differenziale (49) e cosi anche di 
quella di grado zero delle forinole (58), (53). Ne coricludiatiio che, teriendo 
fissa la costarite n, la integrazione del sistema pernietterebbe di passare da 
iina data superficie di TZITZÉICA ad u m  doppia  irafinita d i  superficie delln 
medesima classe. 

Sostituendo nella prima delle equaziotii (42) per A il suo valore tratto 
dalla (48), si ha 

Questa fortnula è notevole costitnendo il passaggio alla nuova soluzione O ,  
dell' equazione alle derivate parziali seconde. Essa risulterebbe anche da1 
paragonare le relaziorii 

La seconda delle quali espriine il fatto ben noto, ricordato del resto iiel S 1, 
clle il passaggio inverso da SI  a S  si eseguisce per ïnezzo della funzione 

1 
trasformatrice - - soddisfacente all'equazioiie di MOUTARD relativa alla S I .  R 

Benchè la proprietà curiosa dell'equaaione differenziale 

di trasformarsi in se stessa mediante la formula 

.R essendo soluzione del sisterna differenziale (50), già fosse segnalata da 
TZITZÉICA, convien qui, per essere completi, corivincersene con calcolo diretto. 
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Posto per semplicità 

R = eT, 

il sistema (50) assume la fornia segueiite: 

Con questo, derivando la 

rapport0 ad a, si ottiene 

e di qui coll'aggiurigere la forinola analoga: 

Derivando ancora una volta e cioè p. es. la. prima rispetto a p, avreiiio: 

d 7  8 7 .  ovvero, sostituendovi d l +  ee per 2 - 
a u  @' 

che dà appunto l'equazione differenziale richiesta. 
Prima d i  dimostrare il teorelria d i  permutabilità per le trasformazioni 

l , ,  preinettiamo un'osservazione relativa alla trasforinazione inversa, impor- 
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tante del resto per le cose che dovremo dire ne1 seguito. Adoperiamo qui 
le formole (18) del § 1, mediante le quali si esprimono le funxioni trasfor- - - - -  
inatrici R, a, b, c che figurano nell'inversa di una data trasformazione asin- 
totica, sostituendovi i valori di a, b dati dalle formole (51) e quel10 di A 
tratto dalle (49): 

Avremo cos1 con lievi modificazioni 

1 
con 3 = X- Confrontando queste formole colle (51), concludiamo subito: 

La inversa della trasformasione T, è una Ti, - 
n 

IL TEOHEMA DI PEHMUTAB~LITA P E R  LE TRASFOHMAZIONI T,.  

Ora si iinmaginino note due soluzioni R,, R, del sistema differenziale (30), 
coirispondenti rispettivamente ai valori n, e n, della costante caratteristica. 
Siano S,, S, le due nuove superficie di T z r ~ z É r c ~  ottenute per l'applicazione 
delle trasformazioni T,,, Tm',, cosi definite. Per rendere manifesta, ne1 campo 
ristretto delle trasformazioni Tm, la validità del teorema di  permutabilità cui 
già accennb il TZITZÉICA, conviene appoggiarsi su1 teorema più generale 
del DL, da noi stabilito per la composizione delle trasformazioni n, appli- 
cabili alle superficie p = q. Basterà infatti provare che, calcolata la 8' se- 
condo il metodo indicatovi, il passaggio da S,  a S' non differisce da una 
trasformazione T,, . 

Partiamo dalle formole: 

a, = - (1 + n )  e p l ,  b1 = (1 - n,) e-0 h , ,  

= - 1 + n )  e 5,  b, = (1 - n,) e-0 A,, 
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dove 

Sostituendo di più nella (38) del Ej 9 per Y., e x ,  i loro valori dati dalla re- 
1a.zione (47) del g 3, cioè 

qiiesta pub inettersi sotto la forma: 

Poneiido per abbreviare 

R, R? - e - e ( ' h , ~ ,  +pl\, ) = O ,  

la scri verenio : 

Ili qui si ricavano le relazioni seguenti: 

1 -- na 1 -ni 
@ E L  + J =  n ,  s,, - J =  o. 1 -nt n, 1 - n, IZ, 

Riteiiendo le denotazioni R', , a', , b', , già utilizzate nei paragrafi prece- 
deriti per indicare le funzioni trasforinatrici ne1 passaggio da SI a S ,  ab- 
biaino secondo le (924) del § 1:  

8 2 ,  + J a', = a ,  -a2, V I = - b  
Al 

+ + 02.  
A,  

U'altra parte, affiiichè questo passaggio riesca appunto una trasforniazioiie 
Tm,, sürà evidentemente necessario che siano soddisfatte al tempo stesso le 
due eguaglianze: 

all - - (1 + n z )  e-8 p.Il, b = ( 1  + n,) e-0' A', , (59) 

iielle quali 
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Resta dunque a provare la equivalenza delle formole (58) e (59). 
Lirnitandoci pel calcolo alla prima coppia, cioè alla verifica dell'ideiitità 

procediamo in guisa da cangiare il pritno membro di questa ne1 secondo. 
Segue dalla (49) 

e-h = - n, R: e-6 
AI 

e poicliè di più 

traeddo la J dalla (56), si avrà: 

di qui, in virtù delle (48) e (57) 

~ i s u l t a  la uguaglianzi domandata : 

Con cib, si trova stabilito il teorema di permutabilità per la cui appli- 
cazione, fondandosi sulla formola (56), sarebbe da escludersi il caso n 1  n;= 1 .  
Possiamo enunciarlo ne1 modo seguente: Se si fa derivare da una data 
superficie di TZITZÉIGA per nzezzo di due tra@ornzazioni T,,,, T,, (n ,  n,  =/= 1 )  due  
nuove superficie SI, S,', esiste sempre uîza quarta superficie S' della medesima 
blasse, costruibile i n  termini finiti, alla qquale ûi  passa da SI e S,  mediante 
due rispdttive trasformaaioni T,, e T,,',,, cioè colle costnnti nl l  ta, scambiate 
fra Zoro. 

Anlzali d i  Matewzatica, Serie III, Tomo XXX. 33 
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Da ultimo, faremo l'esame dei casi singolari che qui si presentano. Per 
ta1 via saremo condotti ad un'elegante proposizione geometrica. Cominciamo 
da1 considerare la composizione di dwe trasfornzazioni T, a costanti eguali, 
indicando con n il loro valore comune. La (56) riducendosi a1loi.a a 

la quarta superficie S' sarà amora unira e cnstruibile in terrnini finiti. In- 
tanto qui si constata che colle R, ,  R,, appartenenti al medesilno valore della 
costante n ,  E definito uii fascio lineare di trasformazioni T,. Infatti, prendendo 
come ne1 9 1 

si ottiene una seinplice intiriità di superficie trasformate Sv, ciascuna di esse 
legandosi alle superficie isolate S e S' precisamente ne1 modo indicato per 
S I  e S,. Ne1 percorrere questa schiera costituita da superficie di TZITZÉICA 
i punti di S, descrivono le rette congiungenti i puriti corrispondenti di S, e S,. 

Cangiando ora leggermente di punto di vista, se riflettianio che da SI 
ovvero da una qualunque delle S, si passa a S' mediante una trasformazione 
T,,, mentre invece. secondo quanto abbiamo detto alla fine del § 3, la S ne 
nascerebbe per mezzo di una TI , sarà palese che tale coniigurazione risulta - 

n 

anche dalla composizione di due trasformazioni T,, e TI. - Cadiamo cos1 ap- 
n 

punto ne1 cas0 singolare n, n, = 1 ,  ove la formola principale (56) del teorema 
di permutabilità è in difetto. 

D'altra parte, nell'ipotesi n,  n, = 1, supposte note due soluzioni R,,  R, 
1 

del sisteina differenziale (50) coi rispettivi valori n,  = n e n, = - della co- n 
stante caratteristica, giova iiportarsi al ragionamento utilizzato ne1 '2 per 
la con~posizione di due ïï, a costanti eguali e di segno contrario. Anche qui 
sarà necessario che abbia luogo l'eguaglianza 

portante solo sui valori iniziali, perchè risultino identicainente soddisfatte 
le relazioni che se ne ricavano per derivazione. Due siffatte trasformazioni 
T,, e Ti le cliiameremo ancora in relazione armonica. La condizione (60) 

- 
n 
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pub mettersi sotto la forma 

R = R , R , - e  B ( A , p . , - + p i A , ) = O .  

Con ci6, il calcolo della quarta superficie S' dipende dalla yuadratura 

che introduce una costante arbitraria. Dunque: Ne1 comporre due trccsformn- 
zioni T, e Ti, supposte in relcceione arsuonica, l'a~~plicnzione del teorema di - 

1E 

permutccbilitii., doatandçcndo qui uîta quadraturn, fornisce una setnplice infinittc 
di  quarte superficie S. 

Confrontando col caso di sopra n, =n,, si vede clle questa schiera 
delle S' corrisponde a quella delle S. getieratn clal fascio lineare di trasfor- 
mazioni T,. mentre la coppia S, , S,,  restando isolata, dovrebbe rnutarsi nella 
coppia S, 8'. 

Per giungere all'in teressante risul tato con cui terminereino l'attusle ri- 
cerca, conviene ancora partire da due trasforiiiazioni T, n costanti eguali, 
iiidividuate da due soluzioni R i ,  R ,  del sisteiiia differenziale (50). 

Calcolata la 

si veritica seiiza ditricoltà clie hanno luogo le relazioni 

1 cioè che la J soddisfa al sistema differeiiziüle (%), sostituitovi il valore - 
n 

per la costante. Quindi, assumendo 

R, = J = eë@ (1, pz  - l1 pS), (61) 
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potrelno servirci della R, per assoggettare la data superficie S in pari tempo 
ad una trasformazione TI . Questa Tl di più la riconosciamo essere in re- 

- - 
IZ n 

lazioue armouica con ambedue le T, definite da R, e R,. Infatti, combinando 
convenientemente le equazioni che risultano dalla (63) per derivazione e scri- 

a R, vendovi - a ~ ,  - a x i = A o 7  - a P 
- p, , avremo le relazioui 

con cui resta provato quanto abbiamo asserito. Dunque : Date due trasfor- 
mazioni Tm a costanti eguali, si pub dedurne sens'integrazione una trasfor- 
sutaxione Ti che sta alla sua volta in relazione artnonica con ambedue le T,. 

+-a 

Inversaluente, quando si supponga nota una coppia armonica T,, Tl , - 
v& 

definita da R,,  Ro,  la determinazione della R, richiederebbe una quadratura. 
Per con vincersene bas ta fare 

con cib, si avrà 
A, d a - p., d t = - 1 -  , r 

la condizione d'integrabilità verificandosi in virth delle (49). 
Ora restando nell'ipotesi di due assegnate T,, con R , ,  R, da cui iinma- 

giniaino dedotta nell' indicato modo la Tl definita dalla R,, indichererno an- 
- 
n 

cora con S I ,  S,, S ,  le rispettive superficie trasformate. 
Adoperiaino inoltre il teoretna di permutabilità per ricavare dalla coppia 

S ,  , S, la yuarta superficie Sr, ricordando a quest'effetto ache si ha J == R,. 
Dopo cib, passando al confronta delle superficie S' e S, ,  stabiliremo fra 
queste uria relazione geoinetrica che offre uria notevole senipiicità. 

Valgono le forinole seguenti per le coorclinate correnti delle superficie 
S' e S,: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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La prima di queste ci dà: 

Ricorrendo ora alla forniola 

ed alla sua analoga per l'indice 8, sostituiamo ne1 determinante per e,, x,, 
t l ,  E t ,  r i , ,  [, i l d r ~  valori; indi scindendolo secondo la regola di moltiplica- 
zione ed osservando che 

avremo 

Cib premesso, possiaino disporre di tre coefficientu A, B, C in guisa 
da fare 

A causa della (64) viene subito 

C =  n2. (66) 

Pel calcolo di A e B basta dedume dalla (68) le ielazioni 

colle quali, introducendovi le espressioni di E l ,  . . . , E , ,  . . . e teneiido conto 
delle formole (40) del 3, si ottengono le seguenti: 
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Di qui, essendo 

1, p2 --pi 1, = ae R, 

RIA,-A, R , = - e e A , ,  R , p , - p l R , = e e p ,  

risultano le espressioni cercate: 

In forza delle (66) e (67) la (65) diventa: 

e quindi, confrontando questa colla (63), si lia finalinente: 

Sian10 cosi giunti alla notevole proposizione seguente: La superficie 5' 
che si oftiene corne la quarta superficie del teoresna di permzctnbilità ~lel  
comporre due trasfortnasioni T,, a costanti eguali è un70unoteticcc (vispetto 
all'origine) della superficie S ,  che si ricaua dalla prirnitiva S per E7applica- 
zione della Ti dedzccibile senza. integrnzione dalla coppia di trasforwzazioni T,,. - 

n 

È da osservarsi che essendo la Ti l'inversa di una T, ,  si pub passare - 
n 

dalla S, alla sua ornotetica S' per mezzo di tre successive trasformazioni T,, . 
Queste peraltro potrebbero essere realizzate in infiniti modi; cioè, più i n  
generale, vale la proposizione seguente che si diinostra subito: 

Essendo S una superficie d i  TZITZÉIGA e S* una sua otizotetica rispetto al  
centro, i n  guisa da aversi 

con N = n2 costante positiva per oausa d i  realita, si pu0 semyre passare dn S 
a S* e cioè in infiniti modi mediante tra successive trasformazioni T,, ln prima 
di  qzceste potendo scegliersi in mzodo affatto arbitrario. 

Infatti, operate sulla S due qualunque trasforrnazioni T,, con 1% = \lx, 
sia S' la quarta superficie che risulta dali'applicazione del teoreiiia di per- 
mutabilità. Consideriamo ancora nell'istesso tempo la S,  ottenuta per mezzo 
della T I  - che abbiamo visto ricavarsi dalla coppia di trasformazioni T,. Se- 

n 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



applicabili i n  particolare alle superficie la cui curvatura, ecc. 855 

condo quanto si è dimostrato, fra le due superficie S' e S ,  ha luogo ug'o- 
motetia rispetto all'origine, essendo 

Sostituendo adunque per l'applicaziorie di questû Ti - alla data super- 
n 

ficie S la sua omotetica S*, ne risulterà una S,* che viene a coincidere 
colla S'. Con questo sarà stabilito il passaggio 

che si effettua con tre successive trasforlnazioni T,, ne1 senso indicato (ov- 
vero per mezzo di tre Ti in senso inverso). - 

n 

Notiamo finalmente che in questa terna l'arbitrarietà del secondo passo 
per cui ci siamo appoggiati su1 teorema di permutabilità sarà limitata per 
la proprietà della rispettiva T, di trovarsi i n  relazioiie arinonica colla Ti - 7 

It 

in versa della T, inizia.le. 
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Le trasformazioni birazionali periodiche sulle 
superficie iperellittiche con due fasci di curve 
ellittiche. 

(Di NICOLO SPAMPINATO, a Catania). 

8 o p r a  una superficie iperellittiea con due (soli) fasci ellittici di curve 
ellitticfie, le trasformazioni birazionali periodiche, che non siano di 8" specie, 
si clistribuiscono, per un teorema noto ( l ) ,  in ischiere continue ool O oo'. 

Qui si vude  determitiare per ogni intero positivo n assegnato il numero 
delle trasforrnazioni birazioriali periodiche di Ba specie col periodo n ;  e il 
numero delle schiere continue ciol o cioq in cui si dispongono le trasforma- 
zioni periodiche, di periodo n, clle non siano di 8" specie. 

Di questi nuineri, il primo è da riguardare corne noto (7, ed B Io stesso 
per oglzi superticie iperellittica. Ma, per ragioni di completezza, abbiamo cre- 
dut0 opportuno riealcotarlo, anche perchè per trovarlo ci serviamo del10 stesso 
metodo che ci serve per ca1colai.e l'altro, e che è diverso da quel10 seguito 
dltgli autori citati. 

1. Sia V, una superficie iperellittica di un 8,. e percih rappresentahile 
pararnetricamente mediante funzioni abeliarie y,, ( p P , .  . . , 9,. a due variabili 
u e v appartenenti ad una stessa tabella di periodi. 

Adottando la nomenclatura e le notazioni della Memoria del Prof. SCORZA 
qui sotto citata, se V,  possiede due soli fasci ellittici di curve ellittiche, essa 

(1) RACITI, Trasformazioni birazionali periodiche di utaa varietà abeliana i n  se stessa 
(Atti della R. Accadeuiia dei Lincei, Volume XXVIII, 1 semestre, Fascicolo go-103. 

(2) CASTELNUOVO, Rendiconti dell'lstituto Lombardo, t. XXV (1892); od anche ENR~QUES 
et SEVERI, Mémoire sur les surfmes hyperelliptiques (Acta Matliematica, t .  38, 1909), p. 292. 

Annali d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXX. 34 
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non pub essere che del tipo III), IV) O VI) ('), e il gruppo 1- (') ad essa re- 
Iaiivo non pu6 presentare che sei alternative; e cioh il gruppo r ( b )  

a) o è il gruppo ciclico G, di ordine 2 costituito da: 

p) O è il gruppo quadrinomio G ,  costituito da: 

y) O è il gruppo 0, d'ordine 8 generato: 

d) O è il gruppo Cr-, d'ordine 6 generato da:  

E )  O è il gruppo a,, d'ordine 18 generato da: 

E )  O è il gruppo G,, d'ordine 84 generato da: 

S .  Alterlzativa a). 

In questo caso, delle due trasformazioni del gruppo r la prima risponde 
alla schiera 00' delle trasformazioni di ?Ja specie, la seconda alla schiera delle 
trasformazioni di la specie che sono tutte periodiche col periodo 8, cioè in- 
volutorie. 

Andiamo a vedere sotto quali condiaioni una trasformazione di specie 
pub essere involutoria. 

(3) SCORZA, Intomo alla te& &elle mahaci di Riemann e ad akzlne szle applicuzioni (Ren- 
diconfi del Circolo Matematico di Palermo, Tomo XLI, Anno 19i6), Parte II, n.O 2. 

(4) Loc. cit. (9, Parte II, n.O 4.. 
(5) Loc. cit, (s), Parte II, n.O 36. 
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sulle szcperficie iperellittiche G O I L  due fasci di curve ellittiche. 959 

Uiia trasformaziorie T di tale specie è rappreseiitata da equazioiii della 
forma 

con a e b costanti (coinplesse) qualunque. La potenza n"" di T è rappreseii- 
tata dalle equazioni 

U ' = U + ~ L C Z ,  v ' = v - t n b :  

quindi se 

è la matrice riemanniana cui appartengono le funzioni y,, . . , , cp,., Tu risulta 
identica se, e solo se, è 

con le A , ,  . . . , 1, interi scelti comunque nella serie O, 1,. . . , n -- 1. 
Di qua discende intanto che: 
Se n I? un  intero .palanque, il numero complessivo delle trosformazioni 

di 2" specie di Vs periodiche e aventi per periodo n O un divisore di n è n4; 
e, coine ha mostrato il pro[, CASTELNUOVO, basta applicare a questo punto 
una famosa forinola del DEDEKIND per determinare il numero delle trasfor- 
rnazioni di 9" specie periodiche e col periodo n. 

A cib possiaino anche pervenire facendo vedere clie se è 

la trasforrnaaione periodica risulta a periodo n. 
Infatti ammettianio che la trasformazione T corrispondente a valori Xi 

soddisfacenti alla (3) sia a periodo n'< n (n' divisore di n):  allora deve 
essere 

, n ' a ~ O  n ' b ~ O  (niod. a) 

(6) Con D @,, A;, A,, A,, m) denotiamo, secondo l'uso, il massirno comun divisore degli 
interi A,, A,, &, a,, 12. 
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e perci6 accanto alle (8) avremo le relazioni 

A' A', 
w4 

92 n' 

1' 
b=' 

1' , a', + - . + 2 O" 
n 

essendo A',, A',, h',, A', convenienti interi. 
Po neildo 

dalle (2) si ricava: 

Confroiitando le (4) con le (5), per un'osservazione tlota [vedi, p. eseinpio, 
loc. cit. (7, Parte 1, no 9, b ) ] ,  si ha che deve essere 

Si detiuce durique che n" è divisore comurie di ' h l ,  h l ,  A,, 1,;  e ci6 è 
assurdo, perchè è n " )  1. 

Segue che T è proprio a periodo n. 
Ne discende che il nuniero delle trasformazioni periodiclie di 8" specie 

di V, aventi per periodo n è uguale al nuniero delle quaterne X,, ..., A, socl- 
disfacenti alla (3). Tale nuinero è dato dall'indicatore di n d'ordine 4, y ,  ( n )  ('). 

Abbiamo dunque: 
I l  nzcnzero delle trasformazioni yeriodiche di 2" qecie di V2 aventi per 

periodo wn nzcmero intero I L  assegnato è dnto da:  

doue con p, q, . - .  , t s' indicano i divisori priwzi d i  n. 

(7) CAHEN, Théorie des  ombres (Park, Hermann), Tome Premier, n.' 411, 412. 
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3. Alternativa P). 
Per le due schiere o o V i  trasforinazioni deterininate dalle due trasfor- 

iiiazioni 

ul=u, vl= u ;  IL1=-  U, a '=-  u 

si ripetouo le cose dette nell'alternativa a )  e cio vale pet. tutte le altre d e y -  
native. 

4. Consideriamo ora la schiera CQ' di trasforniazioui geiiei'ata dalla 
trasformazione 

La trasformazione generica T di detta schiera sarà data da: 

essendo a e b due costanti qualunque. 
La potenza nm" di T sarà data da: 

ZC' = u + 1% a, v' = v se è n pari, 
u'= u + iz a, v' = - v f b se è n dispari. 

Segue clie neEla schiera non esistono trasforlnaxioni periodiche a periodo 
dispari. Se è poi 1% pari ed è (n or, 0) un 'periodo simultaneo delle funzioni 
y, sarri T periodica avente per periodo n O un divisore di n. 

Com'è rioto (') la tabella a cui appartengono le y ,  ne1 caso che si con- 
sidera pub ridursi ad uno dei tre tipi seguenti 

Se la Vz appartieb$e alla tnbella (6 )  perchè (n a ,  0) sia un periodo siiiiul- 
taneo delle (pi bisogna che esistano degl'interi h l ,  ..., 1, per i quali sia: 

(8) Loc. cit. (3), Parte II, n.O 37. 
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--- 

Segue che deve essere 
1, = h,= 0. 

Basta poi far variare I l ,  A, fra i numeri O, 1 ,..., n - 1 per ottenere 
sernpre per a valori che insieme ad una quantità b qualurique danno uria 
trasformazione T periodica col periodo n O un divisore di n. 

Ora ci domaridiaino: conie si devono scegliere gl'interi A, e A, perchè 
la corrispondente trasformazione T risulti col periodo n ?  

Intanto si vede subito che se è 

T risulta col periodo n. Le coppie A, A, soddisfacenti alla (10) sono cf, ln). 
Sia invece 

D (A,, A,, n)  = n"> 1 .  (11) 

Allora per un ragionatnento fatto si vede subito che, posto 

la sostituzione T risulterà a periodo n' se n' è pari, e a periodo 8 n' se n' è 
dispari. 

Segue che, non potendo essere n = n', perchè T risulti a periodo n bi- 
sogna che sia n' dispari e n = 8 n', cioè che n sia il doppio di un nuinero 
dispari. Si ha inoltre che deve essere n" = 8. 

Abbiarno dunque: 
Da una  coppia X , ,  A, non soddisfacente alla (10) pu6 yrovenire m a  cor- 

rispondenza T periodica a periodo n quando, e solo quando, è M della formu 
4 K +  8 ed è 

D (A,, A,, n) = 9. (19) 

Perché sia soddisfatta la (18), essendo n il doppio di un uurnero dispari, 
À A n 

basta che A,,  1, siano due numeri pari, e che 2 formino con una terna 
8 B - 

di numeri primi fra di loro. Segue che le coppie 'h,, 1, soddisfacenti alle 

condizioni volute sono in nuinero di cp, (;). 
Raccogliendo si ha : 
Se la V, appartiene alla tabella (6), nella schiera ao2 considerata non 

esiste alcuna sostituzione periodica avente per periodo u n  mmero  dispari, 
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rne~tre ne esistono 

schiere ao', aventi per periodo un rzurnero n pari assegnato, secondo che è n 
della forma 

4 K o 4 K + 2 .  

5. Si osservi ora che quel10 che s'è detto per la schiera precedente 
pub ripetersi per la schiera cio' determinata dalla trasformazione 

Raccogliendo allora si ha: 
Se i l  gruppo r della V,  coincide col gruppo G,  e la V, appartiene alla 

tabella (6), essa d i  ~chiere m1 d i  trasformazioni periodiche aventi per periodo 
u n  intero n assegnato n e  ammette: 

Nessuna set? r c ~ l  (inod.8) 

2 Ys (12) s e è  n_O ( m d . 4 )  

(mod. 4). 

6. Appartenga la V, alla tabella (7). 
In questo cas0 perchè (na ,  0) sia un periodo siinultaneo delle funzioni 

cp, bisogna che sia: 

Dalla 2" delle (13) ricavasi 

Segue che i'intero A, deve esser pari. Allora la costante a si deve cal- 
colare mediante la formola: 
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dove si faccia 

(si ricordi che è n pari). 
Come sopra si trova che per essere la trasformazione T corrispondente 

ad una coppia A , ,  A, a periodo n, basta clle sia 

e che se poi è n il doppio di un numero dispari basta che sia 

e che se la coppia X,, A, non entra in nessuno dei due casi considerati, la. 
corrispondente trasformazione T non sarà certo a periodo n. 

Ora il numero delle coppie soddisfacenti alla (14), tenendo conlo che è 
n pari, e percib deve essere 1, dispari, con un procedimento classico nella 

n 
teoria dei nuineri ( 8 )  si trova che è p, non contiene il fattore 2, 

inentre è 

12 
se - contiene il fattore 8. 

8 

II numero delle coppie X , ,  A, soddisfacenti alla (15) è cp, - . . (3 
Raccogliendo si lia (tenendo conto anche dell'altra schiera oo" : 
Se il grappo r della V2 coincide coi grzlppo G,  e la V2 appartiene alla 

tabella (7), essa di schiere 00' di trasformaxioni periodiche aventi per periodo 
un intero n assegnato ne ammette: 

Nessuncc se è n ~ l  (mod. 2) 

se è n r O  (mod. 4) 

4 Pi (B) se è n = 8  (mod. 4) .  

(9) Loc. cit. (9. 
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7 .  Appartenga la V2 alla tabella (8) .  
In questo caao procedendo colne ne1 11.O 6 si trova che deve essere 

e percio A , ,  A, devono 
Conseguentemente 

essere pari. 
dovendo essere n pari sarà 

e perci6 quando è n della forma 4 K, non potendo essere 

D 09, 12, n) = 1, 

non si hanno trasformazioni periodiche COI periodo m. 
Se invece n è della fornîa 4 K + S  esistono trasformazioni periodiclie a 

periodo n e queste corrispondono alle coppie A , ,  A, per cui risulti 

Il numero delle coppie soddisfacenti alla precedente condizione, tenendo 

conto che A , ,  A, sono pari, è y, (4 
Raccogliendo si ha (tenendo conto anche dell'altra schiera 00'): 

Se il gruppo r della V2 coincide col gruppo G ,  e la V, appartielte alla 
tabelln (8)) essa di  schiere aol di trasformazioni periodiche aventiper periodo 
un intero n assegnato ne ammette : 

Nessuna se è (mod. 4)  

(mod. 4). 

8. Alternativa y). 
In questo caso il gruppo r coincide col gruppo G, ,  soinnîa del gruppo G ,  

e delle 6 trasformazioni: 

Awnali di Matematica, Serie III, Tomo XXX. 
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La Tr, allora apparterrà ad una delle seguenti due tabelle (10) 

La potenza ta"" di T è data da :  

secondo che è 

. (43) 

w, O, O O 

1 1 0  0 1 i  

Si ha intanto : 
Nella schiera considerata fion possono esservi sostituzioni periodiche aventi 

per periodo un nzcmero che non sia ~nultiplo di 4. 
Per essere poi T periodica la coppia ( n a ,  O) deve essere un periodo si- 

multaneo delle funzioni cp,. Allora deve essere 

9. Appartenga la V ,  alla tabella (88). 
a) Per le schiere CO' determinate dalle trasformazioni (16) e (17) si 

pub ripetere cib che si è detto nei n.' 4 e 5 perchè la tabella (88) è del10 
stesso tipo della tabella (6) .  

b )  Le schiere mVi  trasformazioni deteminate dalle (19) e (81) sono 
tutte formate con trasformazioni tutte periodiche col periodo 4. 

c) Consideriamo ora la schiera CO' determinata dalla (18). La tras- 
formazione generica T di essa è data da: 

W 1  0, O O 

i + l  O -  
2 

(10) Loc. cit. (3), Parte II, n . O  38. 
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Deve essere iiitanto 

A, = n, = o. 

Basta poi far variare A ,  e A, fra i nuineri 1, 8, ..., n ed in corrispondenza 
ai valori che si ottengono per a ,  e qualunque sia b, trasformazioni perio- 
diche aventi il periodo n O un divisore di n. 

E più precisamente abhiamo : 
Se è D ( A , ,  h,, n) = 1 la T sarà a periodo n. 
Se è D (A,, h,, n) = r z " )  1 e posto n :  fi" = w', la trüsforrnazione T avrà 

il periodo: 

n ' se è n' O (mod. 4) 

9 n' se è n ' ~ 8  (inod. 4)  

4 n' se è n'-1 o n ' ~ 3  (mod. 4). 

Ne1 primo caso non si possono ottenere trasformazioni a periodo n perchè 
è seinpre n'< n. 

Ne1 8' caso posto 8 n'= n ed essendo 

12' = 2 (inod. k ) ,  

cioè essendo n' della fornia 4 R + 2, sarà 

Ed allora al solito si trova Che: 
Se n  è della forma 8 K+ 4 ed è D (A, A, n) = 2, la coppia A ,  h ,  da  l u ~ g o  

ad una trasformazione periodicn col periodo n. 
Analogamente si trova ne1 3.' caso che: 
Se n è della forma 16 K -+ 4 O 16 Ii + 18 ed è D ( A ,  1, n) = 4, la coppia 

1, A, dh luogo ad una trasformazione periodica a periodo n. 
Il numero delle coppie A , l ,  soddisfacenti alle due suddette condizioni è 

rispettivamente cp, (+) e ?a (:) 
Osservando che un numero divisibile per 4 O è della forma 8 K O è della 

forma 8 K + 4 e che un nurnero della forma S I< + 4 O è della forma 16 K + 4 
O della forma 16 K + 18 si ha raccogliendo : 

Nellcc schiera oo%onside~ata di  schiere ao' di  trasformazioni periodiche 
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aventi per periodo un numero n assegnato ne esistono: 

se è n ='z O (mod. 4) 

se è n _ O  (niod. 8) 

(mod. 8). 

d)  Si  osservi infine che quel10 che s'è detto per la schiera precedente 
pub ripetersi per la schiera determinata dalla (20). Per accorgersi di ci6 basta 
dare l'espressioiie della potenza n" della sua trasformazione generica. 

Raccogliendo quanto abbiamo detto in a), b),  c), d) si ha: 
Se i l  yruppo r della & coimide col gruypo G ,  e la V2 appartiene alla 

tccbella (%), essa di schiere OG' di trasformazioni periodiche aventi per periodo 
un numero n assegnato ne ammette: 

Nessuna se è n ~ l  (niod. 2) 

(mod. 4) 

4 Y 2  (4 se è m ~ 0  (mod. 8) 

(mod. 8). 

La V, arn~nette inoltre due schiere ooP di trasformazioni periodiche n pe- 
riodo 4. 

10. La V, appartenga alla tabella (83). 
Questa volta deve esset-e: 

e percib deve essre 
1 1 -1 --2, 

3 -  4 -  2 

cioè restano indeterminate al  solito 1, e 1, colla condizione che A, deve es- 
sere pari. 
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a) Per le schiere determinate dalle due trasformazioni (16) e (17) si pub 
ripetere ci6 che si è detto al na0 6. 

b )  L'osservazione fatta in b )  iiel n . O  9 vale, s'intende, anche qua. 
c)  Ne1 ra.gionamento poi fatto in c) del n.O 9 per la schiera oo2 deter- 

itiinata dalla (18)  la nuova condizione che T 2  sia pari influisce solo ne1 fatto 
che il nuinero delle coppie 1, A, soddisfacenti alla condinione D (A,, A,, n) = 1 
anzichè essere cp, (n) è 

perchè dovendo esseie n multiplo di 4, 2 conterrà il fattore S (n.O 6). 
B 

d) L'osservazione fatta in d )  del n.O 9 vale anche qua. 
Abbiamo quindi : 
S e  i l  gruppo r della VE coincide col gruppo G ,  e la  Va appartiene alla 

tabella (83), essa d i  schiere CO' d i  trasformazioni periodiche auenti per periodo 
zoz nuvlaero n assegnato ne ammette: 

A h s u n a  se è n e 1  (mod. 8) 

se é n z 9  (inod. 4) 

se è n=O (mod. 8) 

(mod. 8). 

La V, animette inoltre due schiere d i  trasformazioni periodiche a pe- 
réodo 4. 

11. Alternativa 6). 
Il gruppo r in questo caso è somma del gruppo G ,  e delle 4 trasforina- 

zioni 
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270 S p a  inpirea t O : Le trasformazioni birazionali period,iche 

La V ,  allora àpparterrà ad una delle tabelle ("): 

18. Appartenga la V, alla tabella (98). 
a) Le schiere aoVeterininate dalle trasforinazioni (85) e (87) sono for- 

mate da sostituzioni periodiche a periodo 6. 
b) La potenza I'LO della trasformazione gerierica T della schiera w V e -  

terminata dalla (BQ) è data da: 

secondo che è 

n ~ l ,  n 2, n O (niod. 3).  

Con procedinlento del tutto analogo a quel10 tenuto in c) del r1.O 9 si 
trova che: 

Nella schiera comiderata d i  schiere m1 di trasforw~azioni periodiche atiedi 
per periodo un nuwero n assegnato ue ne sono : 

Nessuna 

Pz (4 
se è n -Ir O (mod. 8) 

se è n _ O  (mod. 9 )  

P. (4 + Pa (H) se è n O (mod. 9). 

c) Per la schiera. deterininata dalla (26) vale quanto è stato detto per 
la preceden te. 

Raccogliendo si ha : 
Se i l  gruppo r della V, coincide col grupTo G ,  e la V, appartiefze alla 

tabella (%), essa d i  schiere CO' d i  trasforl.tzaaioni periodiche atienti per periodo 
u n  numero n assegnato ne ammette: 

se è n O (~iiod. 3) 

se è n_O (mod. 9 )  

(mod. 9). 

(11) Loe. cit. (3), Parte 11, n . O  39. 
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La V,  ammette inoltre due schiere oo-i trasformazioni periodiche a ye- 
rioclo 6. 

Questa volta per le A,. si trovano le condizioni 

Restano seinpre indeterminate X, e 'A, colla condizione che h ,  sia mul- 
tiplo di 3. 

Questa ulteriore condizione porta al seguente sisultato: 
Se il gruppo r della V2 coincide col gruppo Ge e la V2 mppartiene alla 

tabella (89), essa di schiere w' di trasforma.zioni periodiche aventi per periodo 
un  numero n asseynato ne antmette: 

se è n r O  (mod. 9) 

se è n + O (mod. 9). 

La 1Jp ammette imoltre due schiere oo2 di trasforrnazioni periodiche a ge- 
riodo 6. 

14. Alternativa E). 
Il gruppo r della V2 sarà ne1 caso attuale il gruppo G,, , somma del 

gruppo G ,  e delle 6 trasformazioni 
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872 S p a  n z p  i na t O : Le trasforinaeiotzz biraeionccli periodiche 

La V,  apparterrà allora alla tabella (le) 

a )  Riguardo alle schiere ocP determinate dalle trasformazioni (30) e (31) 
vale quanto è stato detto al' n . O  4. 

b) Riguardo alle schiere oo2 determinate dalle trasformazioni del gruppo 
G ,  vale quanto è stato detto al n . O  18. 

c)  Le Schiere m2 determinate dalle trasformazioni (33) e (35) son tutte 
periodiche e a periodo 3. 

d) Con procedimento usa.to si trova poi clle nella schiera d deter- 
rninata  da l la  (32) O d a l l a  (34), d i  schiere 00' d i  t ras formaziomi  periodiche 
auent i  un assegtznto u~uael-O n n e  esistono: 

se è n =I= G (inod. 6 )  

s e è  n =  O (mod. 36) 

(mod. 36) 

se è n G 16 O n = 24 (mod. 36) 

y .  (n) + y,(;)+ se è n G 6 O n = 30 (rnod. 36). 

Raccogliendo si ha :  
Se i l  g r u p p o  r della Vs coincide col g r u p p o  G,,, l a  V2 d i  schiere ool d i  

t ras formaz ion i  periodiche aven t i  per  periodo un n u m e r o  î> asseynato  n e  am- 
mette solo per va lor i  d i  n che s iano  m u l t i p l i  d i  '2 O d i  3. La V, ammet te  
qunt tro  schiere me d i  t ras formaz ion i  tutte periodiche, d u e  a periodo 3 e d u e  
a periodo 6. 

(Il numero delle schiere ool si calcola al  solito nîediante i risultati 
ottenuti). 

15. Al ternat iva  E ) .  
In questo cas0 il gruppo r coincide col gruppo G, , ,  somma del gruppo G,,  

(12) Loc. ci€. (3), Parte II, n.O M. 
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sulle superficie iperellittiche con due fasci d i  curve ellittiche. 873 

e delle 12 trasformazioni date da 

L a  V, apparterra ancora ad una tabella del tipo (36). 
a) Per le schiere determinate dalle trasforniazioni del gruppo G , ,  

vale quanto è stato detto ne1 n.O 14. 
b) Le schiere oo2 determinate dalle trasformazioni (38) e (39) sono 

formate da trasformazioni periodiche a periodo 4. 
c)  Le schiere determinate dalle trasforiiiazioni (4l), (42). . . . , (48) sono 

formate da trasformazioni periodiche a periodo 12. 
d )  Pei le schiere determinate dalle trasforiiiazioni (37) e (40) vale 

quanto è stato detto in (cl del n.O 9. 
Raccogliendo si ha: 
S e  i l  gruppo r della V, coincide col gruppo G,, ,  la  V, d i  schiere ao' d i  

trasformasaovci periodiche aventi per periodo un numero n assegnato ne 
ammette solo per valori d i  n multipli  d i  2 O d i  3. 

L a  V,  ammette poi 14 schiere 00' d i  trasformazioni tutte periodiche due  
a periodo 3, due a periodo 4, due a periodo 6 e otto a periodo 18. 

(Il numero delle schiere aol di trasformazioiii periodiche si calcola al 
solito con i risultati ottenuti). 

Afiwa1.i di Materutatica, Serie III, Tomo XXX. 
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Sopra una relazione fra certe forme differen- 
ziali quadratiche e le algebre commutative. 

(Di FHANCESCO CECIONI, a Liworno.) 

1 1. n una Nota dei Rendiconti della R. Accademicl dei Lincei (') il 
prof. BIANCHI ha osservato una notevole corrispondenza fra i sistenii conl- 
mutativi (con unità principale) di nuineri complessi ad n unità e le fornie 
differenziali quadraticlie in n variabili 

d s 2  = 

a curvatura Riemanniana nulla e con valori costanti dei simboli 

Christoffel, per le quali un certo deterwzinante (clie troveremo poi) non è iden- 
ticamente nullo. 

Mostrerb, nelle righe che seguono, come questa limitazione possa to- 
gliersi per mezzo della considerazione dei sistemi commutativi degeneri, cioè 
privi di unità principale, riducendo cosi alla det'erminazione dei sistemi com- 
mutativi (con O senza unità principale) la risoluzione compieta del problema 
della determinazione delle forme soddisfacenti alle due condizioni sopra dette. 
Tratterb per disteso i casi )A = 02, n = 3. 

9. Ricordiaino dalla teoria dei numeri complessi a più unità quanto 
segue : 

a )  Siano 
e l ,  ez,..., e* 

n unità fondamentali (cioè una base) di un sistema di numeri complessi di 

(1) L. BIANCHI, Sopra wn'interpretmione geometrica dei sistemi cotnmzctatiui d i  numeri 
a pi& w d a  IRendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie ba, vol. XXV, fasc. 6 O ,  ?916]. 
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876 Cecioni: Sopra una relazione fra certe forme 

ordine n, a. coordinate complesse usuali, che sbpponiamo senz'altro commu- 
tativo, e 

le formule elementari di moltiplicazione, dove supponianio verificate le ben 
note condizioni che espritnono la proprietà associativa della moltiplicazione, 
condizioni che (tenendo coiito della 

Se il determinante carattevistico 

non é identicamente nzcllo rispetto 
in generale, la divisione, ed esiste 

supposta coimnutatività) scriviaino 

( i ,  t , j ,  À = I ,  9 , . . . , f i ) .  (4 

del sistema 

alle variabili indipendenti E , ,  è possibile, 
ne1 sisteina un numero non nul10 e , ,  ed 

uno solo, detto unitic principale O modulo, tale che se a è un qzcalsiuoglia 
numero del sistema si ha 

e, a = a e, = a. 

Se poi .è identicanberde 
a=o, 

la divisiohe è seinpre O indeterminata O imgossibile, e non esiste alcun nu- 
mer0 e, che goda della proprietà suddetta. Questi sistemi di numeri si chia- 
mano sistemi degeneri O privi di unità principale. In essi ~iiai-iifestainente 
ogni nuinero è divisore del10 zero le). 

b) Un sisterna S di numeri (con O senza utiità principale) si dice ri- 
ducibile yuando, con una trasforiilazione iineare oinogenea a coefficienti reali 

(2) V., ad es., Encyclopédie des sciences math. pures et appliquées. Tomo 1, vol. 1, 
fasc. 3 O ,  p. 398. - Per quanto riguarda queste ed altre proprieth che richiamiamo appresso 
pub vedersi anche la recente importante Memoria di G. SCORZA, Le  algebre di ordine qua- 
lzcnque e le matr ic i  d i  Riemama [Rend. del Circolo matematico di Palernio, t. XLV (1921), 
pp. 1-9,041, nella prima parte della quale si ha una utilissima esposizione (in parte originale) 
della teoria generale delle algebre associative. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



differenziali quadratiche e le algebre cornmutatiue. 27 7 

O complessi usuali, si possotio in esso prendere n unità fondarnentali 

le quali si ripartiscano in due gruppi tali che il prodotto di due unità di uno 
stesso gruppo sia una combinazione lineare delle unità del gruppo stesso, 
metitre ogni prodotto ri'i ri", sia nullo. Ciascuno dei due gruppi definisce un 
sistenla di numeri coinplessi contenuto in S (7. 

c) Due sistemi S ed S', di ordine n, si dicono equiualeizti quando, con 
utia trasformazione liiieare ,omogeriea a coefficienti reali O complessi usuali, 
si possono in ciascuno di essi prendere n unità fondamentali le quali sod- 
disfacciano alle stesse formule di moltiplicazione alle quali soddisfano le 
unità fondamentali dell'altro. Due tali sistenii debbono ritenersi identici, in 
quanto che il passaggio dall'uno all'altro equivale acl un cainbianîento delle 
unità fondamentali ('). 

d )  È manifesto che se 

è la base di un sistema degenere di ordine n, introducendo uria riuova unità 
e, con le forriiule 

si ha un sisterna non degenere d'ordine n +  1 ('). Cioè ogni sistema privo di  
unità principale, di ortdine 98, è contenuto in un sistema con unità principale, 
d'ordine n + 1.  

e) In un sistewa conz~nutativo irridzccibile di ordine 12 + 1, con utlit& 
principale, si p u o  scegliere u m  base 

(@O, el, % , . . . . ,  e,,) 
tale cke: 

Io s i  ha  

eU,=eo eoei=ei ( i = l , 2 ,  . . . ,  n); 

(") Encyclopédie. . . , loc. cit., pag. 396. 
(9 Encyclopédie. . . , loc. cit., pag. 395. 
(") Encyclop6die. . . , loc. cit., pag. 394. - Cfr. anche FROBENIUS, Theovie der hyk~er- 

coinplezcn Grossen [Sitzungsbedchte der K .  Preuss. Akadetnie der Wissenschaften zu Rerliii 
(1903), pp. 634-6491, p. 636. 
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278 Cec ion i :  Sopra  u n a  relazione fra certe forme 

Se le un i tà  e,, e,, . . . , e, determinano un sottosistema d i  ordine n ne1 
quale tut t i  i numer i  sono radici dello zero (hanno cioè una loro potenza 
uguale a zero); 

3 O  welle fortnole d i  moltiplicaeione delle un i tà  e , ,  e,, . . . , e,, 
J 

12. 

ei e, = L, yiks e, (i, k = 1 , 2 ,  . . . , n), 
i 

si h a  yiks = O q u a t ~ d o  è s f i O s f k ;  cioè ogni prodotto ei ek dipende so- 
lamente dalle utiità che seguono tanto e; come e,. 

Manifestainente il nurnero e, è l'unità principale, ed il sottosistema 

è degenere (7. 
f )  Osservianio che dalla condizione 3" si ha 

cioè i l  prodotto d i  e, per p a l u n q u e  nuvnero del sottosistema ( e l ,  e,, . . . , e,,) è 
uguale a zero. Del resto l'esistenza di un tale numero viene provata per 
poter dimostrare i risultati indicati alla lettera e) ('). 

g) Se  in un sistema cotntnutativo irriducibile n o n  dege~ere  s i  sceglie 
l a  base colne è indicato alla lettera ej, i divisori dello zero sono so1at)zettte i 

quelli cioè che 1~011 contengolzo l'ulzitic privacipale. 
Cib è conseguenza di proprietà generali dei sisteiili coinmutativi irridu- 

cibili (7 (ed indipendente dalla condizione 3" della lettera e ) ) ,  nia si pub 
anche vedere iinmediatamente, adoperando perb la detta condizione. Se 
infatti è 1, =I= O, ed è 

(6) CARTAN, Les groupes biliuéaires et les systèmes de uombves comnplexes [Ann. Fac. SC. 

Toulouse, 19 (1898)], p .  60, e pp. 24-25; e FROBENIUS, loc. cit., p. 641. - Cfr. anche Ency- 
clopédie.. . , loc. cit., pp. 411 e 424. 

(7) CARTAN, loc. cit., p. 38. 
(8 )  V., ad es., Encyclopédie.. . , loc. cit., pp. 409 e segg. e p. 421. 
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tenendo conto delle condizioni 1" e '2& della lettera e )  si ha subito po = O ;  
facendo nell'eguaglianza precedente p, = O e tenendo conto della 3" condi- 
zione suddetta, si ha allora p,  = O ;  e cosi via. 

Discende di qui. che il sottosisterna ( e l ,  e,, . . . , e,,) é l'u.nico sistema di 
ordine n privo di unità principale, contenuto nel dato sistema irriducibile di 
ordine n + 1. Questo sottosistema si chiama (secondo FROBENIUS) il radicale 
del sistema dato; tutti i suoi nulneri, oltre essere divisori dello zero, sono 
radici dello zero (per la condiziorie 2" della lettera e)) (7. 

3. Occorre ora coinpletare I'ultimo risultato g) del il0 precedente esa- 
minando quanti e quali sistemi degeneri d'ordine n siaiio contenuti in iin 

sistema non degenere riducibile di ordine n t  1. 
Se q sono le parti irriducibili di detto sisteinn iion tlegenere S, uiia 

base di esso potrà rappresentarsi come appresso 

dove ri,,, r i , , ,  . . . , ri,, sono le unità principali delle rispettive parti irriduci- 
bili, ed i prodotti 

ri b vj,. 

sono nulli per i =l- j (no 9 b ) ) ,  mentre per i = j sono espriniibili per le ri che 
hanno il medesirno primo indice i ed il secondo indice maggiore di s e di 
r (no 2 e ) ) .  

Indicheremo per brevità con Ri il sistema di numeri (riio,. . . ï i ip6),  non 
degenere ed irriducibile, e con il corrispondente sistelna degenere 

Supponiamo dapprima, per evitare complicazioni di simholi, che i nu- 
ineri pl ,  p2 , . . . , pp siano tutti maggiori 'deli'unità, cioè che ognuna delle q 
parti irriducibili di S contenga più di una unità fondamentale, 

Esaminiamo allora i seguenti q sottosistemi di ordine n 

(9) FROBENIUS, LOC. cite, pp. 634 e 635. - Cfr. anche Encyclopédie.. . ,  OC. cit., 
pp. 494 e 425. 
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880 Cecioni: Sopra %na relazéone fra certe forme 

c;io è breveinente 

le cui basi si hanno dalla base (1)  di S soppri~nendo volta a volta le singa 
uiiità principali ri , , ,  ri,,, . . ., ri,,. È facile vedere che essi sono appunto privi 
di unità principale. 

Iiidichiamo infatti con r i j ,  ri';, ri",.. . dei nuineri appartenenti al sisteina Ri, 
e con .?,, Ti',, $"'. . . dei numeri appartenenti al sisteina degenere comispoii- 
dente xi; avremo che oyrzi numero del sistema S ,  (ad es.) è. del tipo 

e percio esiste per ogni a ut1 conveniente numero non riullo .ri', (appartenente 
quindi a l  sistema S,  stesso) per il yuale si ha 

S ,  è dunque degenere; e cosi S, . . . S, . 
Dimostriamo di più che ne1 sistema totale S non sono contenuti altri 

sistetni d'ordine n privi di unità principale. 
Osserviaino anzitutto clie se un numero b = ri, + ri, + - - - + ri, di S è u11 

divisore dello zero, e 10 si esprime per le a,, esso non pub contenere tutte 
le unità. principali ri,,, ri,, . . .ri,, . Se infatti il numero b contiene tutte queste 
uiiità principali, ilessuno dei nuirieri r i , ,  ri,. . . , r i ,  è uri divisore dello zero 
ne1 corrisponde~zte sistema R, , R, , . . . , R, (n." 2 g)).  D'altra parte l'equazione 

equivale alle equazioni simultanee 

poichè nessuno dei nurneri n i  è divisore dello zero ne1 corrispondente si- 
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stema R, , si ha dunque ri', = n', = . - = a', = 0, cioè z = O, e b non è divi- 
sore dello zero. 

, Sia ora S' un sistema degenere di ordirie n contenuto in S, e siano 

( k = I ,  O L . . .  12) 
n 

gli n numeri che costituiscono la base del sistetna 8'; ogni nurnero xk x, b, ,  
1 

dove gli xk sono numeri ordinari arbitrari, deve essere divisore dello zero 
in S' (n.O 2 a)  e quindi anche in S ;  ne segue, per l'osservazione precedente, 
che in ognuno di questi numeri Ex, b, deve mancare alnieno una delle unità 
principali r i l o ,  r i , ,  , . . . , 7i,, . Ma se i coefficienti ~ 2 ) .  . . pz) ( i  = 1, B . .  . q) non 
sono tutti nulli per un certo medesirno valore di i, si pub sempre, ed in in- 
finiti modi, soddisfare alle q disuguaglianze 

n 

2, sk 6::) O ji = 1 ,  S,.. . , y), 
1 

e cid contradice a quanto sopra. Dunyue per zcn c e d o  i deve aversi 

$$) = p (2) = . . . = in) - O 
>O F i 0  - - 

Cib prova che S' coincide con il sisterria S, della tabella (OL), e clie quindi 
non vi sono altri sistemi, oltre cpelli trovati, del tipo considerato. 

4. Rimane per6 da considerare il caso clie qualcuno dei nuineri p,, 
p,, ..., p, sia uguale ad 1, clie cioè quülcuna delle parti iriiducibili di S sia 
ad una sola unità. Notiaino subito che la seconda parte della diiiiostrazioiie 
del n . O  precedente non adoperava l'ipotesi pi > 1, oncle essa vale anche adesso, 
ed i sistemi degeneri d'oïdine n, contenuti in S,  non possono dunque, anche 
in ta1 caso, essere altri all'infuori degli S, ,  S ,  ,..., S,. Ma se, ad es., è p ,  = 1, il 
sisteina S,  non è degenere (aminette infatti l'unità priiîcipale Y,,  +-. - . + q,-,,, + 
+ rih+l ,o + - + ri,,) ; percio il risultato di questo 1i .O  e del 1 i . O  precedente pu6 
riassumersi dicendo clle i sottosistemi di ordine 1 1  privi di unith principale 
contenuti in S sono al ,massirno tanti quante sono le parti irriducibili di S 
contenenti pi& di  ana ?mita; e sono rappresentati clalla tabella (2), intendendo 
omessi quei valori h dell'indice di S ,  pei quali è ph = 1.  

5. Per coinpletare, occorre esanlinare se due dei sottosistemi trovati 
possano essere equivalenti. 

Amaali di  Matemntica, Serie 111, Toiiio XXX. 37 
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988 C e c i o n i :  S o p r a  una relazione fra certe forme 

Consideriainone due Si  ed Sj ; sa r i  dunque pi > 1 ,  pj > 1. Pub darsi che 
la Pm" e la j'";"" parte irriducibile, Ri ed Rj, di S siamo equivalenti; tali 
sono anche, allora (n.' 8, g ) )  i sistemi degeneri eed &., e percib sono ma- 
nifestainente equivalenti anche i due sistemi Si ed 8,. Dimostriamo ora in- 
versamente che se Si ed 8, sono equivalenti, sono equivalenti pure Ri ed R j .  

Supponiaino infatti che S, ed Sj siano equivalenti; esisteranno in Si n 
nuineri indipendenti i quali soddisferanno alle stesse formole di inoltiplica- 
zione alle yiiali soddisfano le unità fondamentali di S j ;  consideriamo quelli 
di tietti n nuuieri che costituiscono l y "  gruppo e siano essi ajl , a,, , . . . , 

avremo per essi (con notazioni andoghe a quelle del 11.O precedente) : 

e gli altri numeri a,, che costituiscoiio la nuova base di $,, e che non scri- 
viamo, saranno del medesimo tipo 

Il numero ajpj dovrà essere tale che moltiplicato per qualunque altro a,, 
deve dare per prodotto O :  ci6 a causa della struttiira della base del sistenia 
Sj ,  alle cui leggi debbono soddisfare gli a,,. Poicliè è 

Se ora nlpj) non è nullo, dalla prima di yueste uguaglianze segue che 
tutti i terinini ri, in tutti  gli a,, (coinpresovi ajpj) devono essere divisori del10 
zero, e quindi, per le proprietà (n.O 9 g) )  del sistema Ri, i detti ter.mini ri, non 
debbono contenere r i , , ;  ma allora gli a,, non sarebbero indipendenti (sup- 
posto i=l= l), e quindi non costituirebbero una base per S , .  È dunque 

@j) = O, 
ed analogamente 
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differenxiali quadratiche e le algebre comwutatise.  883 

e quindi, per le (3), 

Consideriaino ora il iiuiiiero precedente c ~ ~ , ~ ~ - _ i  a causa anclie qui della 
struttura della base del sisteina Sj, alle cui leggi del~hoiio soddisfare gli a,,, 
(nSo 8 e)) ,  dovrenio avere 

essendo gli a, dei nuiiieri ortlitiari, e quindi (corne sopra) 

E poichè moltiplicando aj,,-~ per qualurique altro a,, dobbia~no otte- 
riere 0, vedianio clie per qun1u)zque numero a,,, deve aversi 

Ra.gionudo colne sopra si trova di qui 

e quindi 
4pj-1) .  

a j ,p j - i  = Yli 

Cosi seguitando si trova che le (3) si riducono a 

Ma i nuineri a j , ,  . . ai,, soddisfano alle stesse leggi di nioltiplicazione 
delle unità 

I l j l  V j 2  ' ' * X j p j 7  

e sono lineariiîeiite indipendenti. Ne segue, che riel sistema degenere Ri (al 
yuale appartengoiio i nuineri indipendenti ifi-- -%Ff)) vi è un sottosistema 
equivalente al sistema degenere Rj. 

Scanibiando ne1 ragiotialmento i con j si trova che in K. vi è un sotto- 
sistenia equivalente ad Bi; percib i due sistemi Bi ed Ej sono equivalenti, 
e sono quindi tali anche i sistemi rbon degeneri Ri ed Rj c .  (1. d. 
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Possiaiiio dunque coinpletare il risultato del no 4 iiel modo seguente: 
Ujz s i s t e ~ n a  cornrnutntiuo d 'ord i r~e  n + 1, con u n i t b  pr incipale ,  co~ztietbe 

t n r ~ t i  s is temi  dis t in t i  d i  ord ine  n, senza  zcnità pr incipale ,  qunn te  sono le  sue  
p a r t i  irridiccibili n o n  equivaletzti con pi& d i  u m  unitci. Le basi di questi 
sistemi degeneri si liarino conie risulta dalla tahella (9) del no 3. 

Osserviaino esplicitainente clie i sistenii Si di detta tabella si possono 
rigiiardare dedotti da1 sistema S in conformità dell'ossei~vazione d )  del no 2. 
Infatli 

e, = ? , O  + x20 + . . + ri,, 

è l'unità principale di S, e se nella base (1) di S si sostituisce al posto di 
ai, l'unità e,, si ottiene un'altra base di S. 

6. Possiaino enunciare il risultato del no precedente anche in altro 
modo, premettendo quanto segue. 

Un sistema, si dice, cou CARTAN ( ' O ) ,  pseudonul lo  yuando tutti i suoi 
numeri sono radici dello zero (di un conveniente ordine). 

1 rad ica l i  (ti" g)) dei sistetni (non degeneri) irridiicibili sono sistemi 
pseudonulli; viceversa è facile dedurre da quanto sopra la segueiite proprietà: 

Ogimi s is tema c o t n n w t ~ t i v o  psezcdotaullo d i  ord ine  n è radicale  d i  un si- 
s tema irridwcibile ( n o n  degenere) d70rdi,ne n + 1. 

Sia infa tti T un sisterna pseudonullo (el, e, , . . . , e,) e supponiaiii O, se è 
possibile, che il sistema non degenere S di base 

(s, unit2 principale) sia riducibile; il sisterlia T sarà allora un sistema de- 
genere di ordiiie n çotltenuto ne1 sisteina riducibile S di ordine n + l ,  e 
percib, per il no precedente, si potrà prendere in T una hase del tipo indi- 
cato riella tabella (2) del no 3. Ma allora esiste in  T qualche nutnero xi,, 
tale che -fi;,=rii, qualutique sia k ,  e che quincli non è radice dello zero; e 
ci6 contradice all'ipotesi. Il sistetna S è dunque irriducibile. 

11 risultato del no 5 pu6 allora etiunciarsi cosi: 
Un s i s t ema  commutative senza. unitiç principale è formato da l la  r i u n i o n e  

(10) CARTAN, loc. cit., pag. 57. Un tale sistema viene chiamato, da B. PEIRCE, milpotent; 
cfr. H. E. HAWKES, On hypercomples number systems [Transactions of the Americaii Ma- 
thematical Society, vol. 3, 19081, p. 313 def. 7 ;  p. 381, Theor. VII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



differenaiali quadratiche e le cclgebre conmutative. 285 

(O, coiiie anche si dice, somwm diretts) d i  ALCUNI (eventualinente nessuno) 
sottosistemi irriducibili con wiità primipale, e di  U N  sistema pseudot~ullo. 

Osserviaino al riguardo clie t u e  sistetncc pseudo~~uZ10 puo essere riduci- 
bile, rlna le sue evetztuali parti  irridiccibili sono tutte tbegeiberi; se infatti una 
parte avesse unità principale, yuesta non sarebbe uiia radice del10 zero. 

7. Quanto abhiamo detto al no B e), g) ed ai iin. 3-4-5 costituisce z c n  
metodo p e r  dedurre i sistemi com~nutntivi degeneri d'ordine n d a  quelli non 
degeneri d'ordine n + 1. 

Osserviamo esplicitainente clie se s i  parte dn sister~~i non degel~eri tton 
equivalenti, s i  hccnno con questo metodo sisteiui degeneri pure 1~012  eqt~ivale~~ti .  

Si ricordi infatti l'ultiina osservazione del no 5, e si iioti clie se i sistemi 
dege tieri 

(e, 7 e.2, - . . , e,J (el1 7 e12 , * . . , et+%)) 

fossero equivalenti, tali sarebbero anche i sisteini iioii degeiiei-i d'origilie 

dove e,, e', sono, al solito, le unitii principali. 

8. Osserviauno pure clie inanifestaniente iu~ ogrli sistema cotwuutat i~ '~ 
sensn uthitic prilzcipctle esiste cck~cei~o zcu nzriuero che moltiplicato per ogni 
d t r o  numero del sistemu tlic prodotto nwllo. Tale infatti è l'unità e, del no '2 e) 
(V. no 2 f ) ) ,  e percib tali sono le unità ri,,+ dei sistemi indicati nella ta- 
bella (2), per le quidi è p,, > 1. Anzi da questa tabella si vede che in ogni 
sisterna i nuineri che godono della detta proprietà sono almeuo tanti quante 
sono le parti irriducibili, con più di una uni& del sisleina noii degenere da1 
yuale il sistema coilsiderato proviene. 

9. Applichiaino quanto sopra alla deterniinazione dei sisteiiii comiiiu- 
tativi privi di unità principale, di ordiiie n = 2, ed n = 3. 

Yer rb = 3 non sono, clie io sappia, coiiosciuti; inentre per n = '2 essi 
sono noti, essetido noti, per yuesto valore di n, tutti i sisteini associativi, 
con unità principale e senza uriità principale ("); tratterb non ostante anche 
il caso n = 8, dato çhe l'esaine d i  esso è brevissiino. 

(11) A. CAYLEY, On double Algebra [Proceediiigs of the London Mathematical Society, 
vol. 15 (1883-84), pp. 185-1971. - Cfr. anche G. MARLETTA, Sistemi Eineari d'omopafie, che 
solzo gruppi [Rendiconti del Circolo Matematico di Palerino. Tomo XLIII (1918-19), pagine 
269-3811, p. 333. 
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Per n = S  dovremo prendere per punto di partenza i sistemi commu- 
tativi non degeneri di 3, ordine. Di questi se ne hanno due tipi irriducibili ('7, 
i quali, essendo e, l'unità principale, sono dati rispettivamente dalle seguenti 
foriliule di inoltiplicazione (omettiamo quelle ove compare e,): 

Tipo 1) (e,, e,, e , )  el = e, ep = O el e, = O 

Tipo II) (e,, el, e,) e: = O e; = O el e, = 0. 

1 tipi riducibili poi si hanno combinando l'unico tipo irriducibile non 
degenere di OLO ordine (") con l'unico tipo di I o  ordine, oppure combinando 
tre tipi di I o  oordine; ma quest'ultimo tipo è inutile per la nostra ricerca, 
perchè non contiene, per il teor. del no 5, alcun sistetna degenere di OLO or- 
dine. Consideriatno dunyue solo il tipo detto precederiteniente, che rappre- 
sentiamo cosi: 

Tipo III) (e,, e,; e,) e: = O e", ee, 

dove il segno a ; » separa le basi delle due parti irriducibili, e non sono 
scritte le formule di moltiplicazione delle unità di una parte con l'uuità 
deli'altra, perchè si sa  che questi prodotti sono nulli; cos1 fareino sempre, 
anche ne1 caso successivo. 

Si hanno dunque, in virtà del no 5, tre tipi di  sistemi commutativi de- 
generi d i  second'ordine 

(el 7 4 7  

che sono i seguenti: 

Tipo A) e: = e, e: = O  e, e,  = O  

Tipo B) et = O  ei = O el ez = O  

Tipo C) eT= O e: = e, e, e, = 0, 

i quali, per il no 7, non sono equiva1ent.i. Ci6 del resto è facile a verificarsi 
direttamen te. 

Osserviamo che il tipo A) è irriducibile (corne subito si verifica), inentre 
i tipi B) e C) sono riducibili. 

(12) Encyclopédie. . . , loc. eit., pag. KY2 e 403. 
(13) Encyclopédie. . . , loc. cit., pag. NMJ e 401. 
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10. Passiaino al  cas0 n = 3. Dovreino considerare i sistenii commutativi 
non degeneri per n=4.  Di essi quelli irriducibili si riducono a quattro tipi 
distinti (14) che qui riportiamo con le stesse convenzioni del no precedente, 
indicando la base, al  solito, con 

(e07 e2, 4: 
Tipo 1) e:=e, e:=O e:=O e ,e ,=e ,  e ,e ,=O e,e,=O 

Tipo II) e:=e, e i=e ,  e3=0 e , e , = O  e ,e ,=O e,e,=O 

Tipo III) e:=e, ei=O ez=O el e,=O e ,e ,=O e,e,=O 

Tipo IV) e:=O e;=O e%= O el e, = O  el e, = O  e, e, = O 

1 tipi riducibili si hanno poi coiiihiiiando varie parti irritlucibili, secondo 
le seguenti decomposizioni del numero 4 : 

è omessa (cfr. n.O precedente) l a  decomposizioile 4 = 1 + 1 +- 1 + 1. Dalla 
prima decomposizione si hanno i seguenti tipi: 

Tipo V) (e,, e l ,  e,; e,) e:=e,, e;=O, e,e,=O, e3=e, 

Tipo VI) (e,, e , ,  e,; e,) e:= 0, ee = O, el e, =O, e5= e, ; 

dalla seconda 

Tipo VII) (e,, e,; e,, e , )  e: = O, ei = e,, e: = O, e, e, = e,; 

dalla terza 

Tipo VIII) (e,, el ;  e,; e,) e: = O ,  ei = e,, e$ = e, . 
È noto poi (15) che anche questi tipi V-VI-VII-VI11 sono 'effettivamente 

distinti, cioè che due qualunque di essi non sono equivalenti. 

(14) Encyclopédie. . . , loc. cit., pag. 402 e 403. - V. anche STUDY, Ueber Systeme 
complexer Zahlen und ihre Anwendungen i n  der Theorie der Transforwzationsgruppen [Mo- 
natshefte für Mathematik und Physik, 1 Jahrgang, 1890, pp. 983-3551. - In questo lavoro 
10 STUDY (fra l'altro) determina appunto tutti i sistemi associatiui distinti aventi modulo, riduci- 
bili ed irriducibili, -per n = 4. - Non ho potuto vedere questa Memoria del10 STUDY; la cita- 
zione ed i risultati accennati si trovano nella Memoria di G .  MAHLETTA (p. 305), già citata. 

(16) STUDY, loc. cit. 
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Applicando il teorema del n." 5 si ha dunque che esistono otto tipi di 
sistemi cominutativi del terz'ordine, senza unità principale, 

( e l ,  e2, e3) 
che sono i seguenti : 

Tipo A) e: = e, e; = O 

Tipo B) el = e ,  el = e ,  

Tipo C )  e: = e, e: = O 

Tipo D) e:=O e ; = O  

Tipo E) et = e ,  ea = O 

Tipo F) e :=O e: = O 

Tipo G )  e :=O e i = e ,  

'i'ipo H )  et = O e? = e,  

i quali, per il 11.' 7, mon sono equivalenti .  
Yediamo clunque die, per ogni valore di n, il numero dei tipi distinti 

privi di unità principale è maggiore del i-iumero dei tipi distinti aventi uniti  
principale. Cosi per n = 8 si liaiîno d u e  tipi non degeneri e t re  degeneri; per 
PZ = 3 si hanno yua t t ro  tipi non degeneri ed otto degeneri. La ragione del fatto 
sta in ci& che tutti i sistenii degeneri di ordine q < n combinati coi sistemi 
(degeneri O no) di ordirie n - q, danno sistemi degeneri d'ordine n ;  si hanno 
poi inoltre quelli irriducibili d'ordine n. 

11. Passiamo finalmente all'applicazioiie geometrica, osservata da BIAN- 
CHI, della quale abbiaino fatto cenilo al n.O 1. 

11 prof. BIANCHI, nella Nota citata al 11.' 1, si propone il problema della 
determinazione delle forme differenziali yuaclraticlie in n variabili x, , 
x2 , - * . ,  X.' 

n 

d S =  Zi+ aik d x* d x, (aik = a, ,)  
1 

a curvatura Riemanniana nulla, e coi simboli di ChristofTel di B.a specie 

aventi valori costanti. Egli diinostra dappriiiia yuanto appresso: 
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L e  condixioni necessarie e sumcien t i  afiinchè certe n2 ' n  + " ~ s t a n t i  y,, 
UL 

= ykis) a p p a r t e n g a n o  , corne va lor i  de i  s iwbol i  \ i k  1 1 a forwe differen- 

z ia l i  (4) a curua tura  R i e m a n n i a n a  n u l l a ,  sono le seguen t i :  

Per  o g n i  soluxiotie y,, d i  questo s is tema d i  equnzioni  algebriche s i  h a n n o  
n(lr+i) 

00 
9 forme dif ferenxiali  del t ipo  richiesto, corrispondenti  ni considerati  

valor i  y,,, d e i  suddet t i  simboii, ed esse s i  ottengono in tegrando  i l  seguente si- 
s tema d i  eqzcnzioni ai dif ferenziali  totali ,  i l l imi tatamente  integrobile in virtù. 
delle (5), 

(i, k ,  1=1 7 ! 2 . . . n )  

con l a  condizione che i l  determinante  1 a,, 1 s i a  diuerso d a  zero ('7). 
In  base a questo risultato BIANCHI osserva che le condizioni ( 5 )  non 

sono altro che le condizioni (A) del n.O 2 che stanno a base della teoria dei 
sistemi (cominutativi) di numeri coinplessi a più unit&. Supponendo  percih 
che le costanti  y,,. n o n  a n n u l l i n o  ident icamente ,  nelle E ; ,  i l  deterrninante (B) del 
n.O 52 a)  

n 

A = 1 1, Y,.. Ei I 9 

e cliiamando s ingo lar i  quelle forme differenziali (4) per le yuali sia identi- 
camente A = 0, egli giunge alla corrispondenza üccennata al 1i.O 1 fra le forme 
n o n  s ingo lar i  dotate delle proprietà volute, ed i sistemi commutativi n o n  
degeneri  ad n uuità ("). 

Ora è nianifesto dai lin. precedenti che le forme s ingolnr i  corrispondono 
ne1 medesimo modo ai sistemi conimutativi degeiieri, i quali, insieme ai  non 
degeneri, danno tutte le soluzioni del sistema algebrico (5); pu6 dirsi percib 
in modo geiierale Che: 

('6) BIANCHI, IOC. cit., nn. 9, 3 e 4. 
(17) BIANCHI ,  1012. cit., n. 5. 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXX. 
8 
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Ad ogni forma padratica (h) ,  che gode delle proprieth uolute, corrisponde 
un sistema co~nmutativo di ltuweri a d  n unit&; viceversa, ad ogni ba.se ( e ,  , 

nin+i) 
e, , . . . , e,,) di u n  sistemcc commzctativo corrispondono cio ' di dette forme. 

Cosi in base ai risultati dei nn! 9 e 10 potremo calcolare (corne faremo 
al n."5) tutte le forme singolari del ds-el piano e del10 spazio ordinario 

con valori costanli pei siinholi 1 [. Ne trovererno, in relaaione ai suddetti 

nn! 9 e 10, tre tipi per il piaiio ed otto per 10 spazio, che uniti ai tipi non 
singolari (dwe per il piano e quattro per lo spazio) ( l a )  risolveranno comple- 
taniente, ne1 piano e nello spazio ordinario, la questione considerata. 

12. Priina di esporre i risultati dei calcoli per n = 2 ed n = 3, osser- 
viaino il seguente teorema clie stabilisce una proprietà caratteristica delle 
forme singolari (clie godono delle solite proprietà). 

Condisione necessaria e sumciente ammchè uncc formn differe~zxiale qua- 
draticn (4), a curvatura Riemanniana nullcc e con calori costaîzti pei simboli ' l d i  Christoffel, sia singolare, cioè sia per essa identimntente ndlo 
i s !  
nelle ci i l  determinante 

(h, s= 1, 9 . .  . n) 

nlW-1) - 
è che essa, e ciascuna delle m forere che hanno g l i  stessi valori pei s i w  

boli) 1,  siatro trasfornzabili, con uria stessa sostituziowe lineare sulle va- 
I s 

riabili z, i n  forme nelle quali i coeflcielzti sono funzioni di 12 - 1 solamente 
delle nuove variabili (le stesse per tutti i coefficienii). 

S'intende che non è escluso che il nuinero delle variabili dalle yuali 
dipendono i coefficieoti delle forme trasformate scenda anche al disotto di 
n - 1. 1 coefficienti poi della sostituzione lineare possono essere reali O 

coniplessi ordinari. 
l n  linguaggio geoinetrico pub dirsi che le 'forme singolari (Che soddi- 

sfano alle solite condizioni) sono precisamente quelle che, insieme a tutte le 

(14 BIANCHI, loc. cit., n. 7. 
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hi- 1) 

00 
'8 che corrispondouo a i  nzedesiqni valori dei simboli ' i  ) s k l  di Christoffelel, 

s i  trasfarmano in se stesss per una trttslaziorbe arbitraria i n  (almeno) una 
medesima direzione deteruninata. 

1' Supponiamo che la forma (4) sia singolare; il sistema cotnmutativo 
corrispondente 

(el , 0'2, - , en) 

sarà degenere. Esiste allora (no 8) ne1 sistelna almeno uii numero, sia e',, 
che inoltiplicato per qualutique altro iiuiiiero del sisterna d i  prodotto riullo; 
sceglianio una base 

(e', , e.2, * - . , el,,) 

nella quale una delle unità (l'ultima ad es.) sia appunto e',, e siano 

n 
e', = x,. ci,. e, 

i 

le formule per il cambianiento delle iinità. Cib corrisponde (BIANCHI, Nota 
citata, iiO 6) a passare dalla forma differenziale data 

alla equivalente 

mediante la sostituzione lineaîe sulle variabili 

n 

xi = Er Cri x', + Ci  
1 

(ci costanti); cioè i valoii dei simboli di Cliristoffel 1 i8k[ per la f sono le 

costanti di moltiplicaziorie y',, delle unità della base (e',, e'?, . . . , e',). 
Ma, per il inodo col quale è stato scelto d,, si ha 

y',,,=O ( , k , s =  1 , 2  ... n) ;  

da.1 sistema (C) di equazioni ai differenziali totali, che dà i coefficienti a',,, 
si ricava allora 

d a ' i k  - = O  ( i , k = l , 2  ... n), 
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e quindi tutti i coefficienti a',, della forma trasforniata f '  sono indipen- 
denti da x', . Y 

È poi manifesto che se si considera una qualunque forma F che abbia 

pei siinboli ' 1 di ~~i r i s tof fe l  gli stessi valori clie ha la fornia f, il si- 1 s 
stenia comtnutativo corrispondente (e, , e, , . . . , e,) è il medesirno, e quitidi la 
stessa sostituzione lirieare (6)  trasforma la F in una F' che ha pei soliti siin- 

boli 1 1 ' gli stessi valori che ha la forma f ' ;  ne segue, corne sopra, che 

anche i coefficienti della F' sono funzioni solo delle x', , x', ,..., x',, conforme 
all'enunciato suesposto. 

2 . O  Supponiamo ora viceversa che una forma 

n(n+i) 
B dotata delle stesse proprietà, e tutte le oa fornie clie hatino a comune 

con essa i valori dei simboli 
' 1 , siano trasformabili, con uoa mede- 

sima sostituzione lineare sulle variabili 

n(n+- 

in fornie nelle quali i coefficienti a', siano indipendenti da id,. Le oa 9 

forme trasformate avranno tutte, per quanto sopra abbiamo richiamato 

(BIANCHI, Nota citata, n? 6), i medesimi valori ) 1' = y',. dei simboli di 

Christoffel, ed i coefficienti a',, di esse costituiranno dunque la soluzione ge- 
nerale del sistema, analogo al sistema (C), 

(i, k, 1 = 1 ,  2 ,..., rh). \ 
Ma abbiamo per ipotesi, per tutte le forme ora in queslione, 

d alik 
- = O; 
d x', 
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ne segue, consideralido le equazioni del sistema (C') nelle quali è 1 = n, che 
la soluzione generale di detto sisteina soddisfa alle equazioni in termini finiti 

Poichè il sistema (C'), del quale fanno parte queste ultiine equazioni, è 
illimitatamente integrabile, possono, per u n  sisterna di valori iniziali delle 
variabili, darsi ad arbitrio i corrispond~nti valori iniziali delle funzioni aric-; 
nelle equazioni (7), clie debbono essere soddisfatte dalla soluzione generale 
del sistema, possono percib le aJi, essere riguardate coine variabili arbitrarie, 
e in questa ipotesi le (7) debbono essere identicamente soddisfatte. Ne segue 
(considerando quelle delle (7) nelle quali è i = k )  

è il sisteina com~iiiitativo corrispondente alla fornia trasforiiiata, vediaino 
che i'uuità e', moltiplicata per qualunque numero del sistetna dà prodotto 
nullo; il sistema stesso è quindi degenere, ed è tale perci6 (perchè equiva- 
lente ad esso) anche il sisteina corrispondente alla forma data f ;  essa è 
dunque singolare. c. d. d. 

* (n + 1) 

13. Osserviamo ancora che la condizione posta che tutte le oo " 

forme che corrispondono agli stessi valori dei sinîboli l i f [  di ChristoEel 

siano trasforinabili linearmente in forme nelle quali i coefficienti sono fun- 
zioni di non più di n - 1 variabili, è una condizione essenziale, ne1 seoso 
che non sarebbe sufficiente che la sola forma data fosse in ta1 maniera 
trasformabile. Ad es. la forma clie si ottiene da1 tipo II) (caso n=  3), de- 
terminato da BIAKCHI nella Nota citata (no 71, facendovi a = b = P = O, cc = -- c, 
ha i coefficienti dipendenti dalle sole variabili x, ed s,, eci ha il discrimi- 
nante A =  1 a, 1 diverso da zero; non ostante essa non è singolare. 

14. Osserviaino pure che da1 ragionamento del no 11 risulta quanto 
appresso: 

Data una forma (4) soddisfacerlte alle solite coudizioni, s e  r~el sistema 
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coln~nutativo corrispondente esistono p ( e  non più) numeri linearmente indi- 
pewdenti che nzoltiplicoti per ogni laume?.o del sistema diano prodotto nullo, 
allora accade che la forma data, e tuttu quelle che hanno gli stessi ualori 

psi siwcboli liSI, sono traefornmbili li,rea~nenle i n  forme, i coefioienti delle 

quali sono funxioni preeisanzente d i  n - p variabili. 
In altre parole le forme considerate si trasformano iii sè per traslazioni 

arbitrarie i i i  p tlirezioni deterininate. 
Se in particolare è p = n, i coefficienti della forma sono costanti, e vi- 

ceversa. Ci6 è ben noto; infatti per tutti i valori degli indici sarà allora 

y,,, = 0, cioè l i s k /  = O, e quindi, per note formule ( la ) ,  saranno gli ai. co- 

stanti. 
Da quanto sopra risulta anche, in generale, che il suddetto numero p 

delle variahili che si possono far sco~nparire dai coefficienti della forma per 
mezzo di una trasformazione lineare delle variabili, è (per il n.98) allneno 
uguale al numero delle parti irriducibili, con più di una unità, del sistema 
non degenere da1 quale proviene il sistema degenere corrispondente alla 
forma data. 

15. Veniamo ora alla determinazione delle forme singolari del d s' del 

piano e del10 spazio ordinario con valori costanti dei simboli isk ( . Non 

vi è che da applicare ai tipi di sistemi commutativi trovati ai m. 9 e 10 
il procedimento di BIANÇHI, già ricordato al n.O 11 ; si trova cosi quanto 
appresso. 

d s a = a l , d x ~ + B a , , d s l  dx,+a,,dxX;1 

Tipo A) ct, ,=cx:+Bbz, +a, a, ,=cx,+b,  a,,=c 

Tipo B) a , ,  = a, 

Tipo C) a,, = a, 

a.,9 = b, a2, = c 

ais  = b e'~, a,, = c et".. 

Il discritniiiante A della forma è uguale, in tutti tre questi tipi, a l  de- 

('9) BIANCHI, Lezioni d i  Geometria differenziale (Pisa, Spoerri, i*), p. 6. 
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terminante 1 b O 1 ,  o differisce da esso per un fattore espoiienziale; le tre 

costanti arbitrarie a ,  b, c sono dunque' soggette all'unica condizione 

Ricordando i risultati di BIANCHI (Nota citata, n. 7) possiamo dire: 
Le forme dif ferenziali  pel d s 2  del p i a n o  euclideo, con va lor i  costanti  pei  

simboli  ' 1 d i  Christoffel, possono r i d u r s i  a oinque t i p i  d i s t in t i  (i due de- 
l S \  

terminati d a  B ~ A N C H ~  ed i tre di sopra) ;  tutte le fowne t-iciîiesfe si ottengono 
d a  questi  t i p i  ef fet tuando sulle v a ~ i u b i l i  l u  più g e n e m l e  sos t i tw ione  l ineare  
in tera  a coeflicienti reali  O cornplessi ordi t~rrr i  ( ' O ) .  

a , , = y x ~ + 2 ~ ~ ~ + a ,  a 2 2 = y x i + g P x 2  + c ,  a s 8 = y ,  
Tipo B) 1 

a , * = ( y x ,  fP)x1  XI+^> ~ i a = y X i + a ,  " 2 , = - ( ~ 2 + P .  

a l 1 = c x ; + 5 2 b x i  +a,  a z p = c ,  a s s = y ,  
Tipo C) 1 

a l 2  = c xl + b, alS = P x,  t x ,  = P. 

Tipo D) a l l = a ,  o, ,=c, @,,=y, a , ,=b ,  a , ,=u,  u,,=p. 

a l l = ~ x ~ + 2 b ~ l + a ,  ane =c ,  a S 8 = y e e r ~ ,  
Tipo E) 1 

a12  = c s, + b, ais = (p X ,  + a )  e'a, at3 = 8 e13. 

(20) BIANCHI, Nota citata, pag. 183. 
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a , , = a ,  a,, = ( y x ~ + 9 ~ x , + c ) e P " s ,  as,=yex- ,  
Tipo G )  1 

cclB = (tt dc, + b) e"~ ,  a 1 3  = 8 2 ,  a,, = (y % + P)  ear2. 

Tipo H) a,, = a, a,, = c esrzr as,  = y eZZa, a, ,  = b e*~, a18 = a e E 3 ,  

a,S = f?~ erz+*s. 

pei simboli ) 8 1,  pomono ridurei a dodioi tipi distinti (i quattro detenni- 

Il discriminante A della forma è uguale, in tutti questi tre tipi, al de- 

iiati da BIANCHI, e gli otto di sopra); tutte le forme richieste si ottengono da 
qzcesti tipi effettuando sulle variabili la pi& generale sostiluxione lineare intera 
o coeflicienti reali O oornpleusi ordinari. 

Osserviamo corne sugli esernpi di questo numero, sia per n = '2 conie 
per n = 3, si verifichino le proprietà notate ai nn.' 18 e 14. 

16. Per calcolase il discriminante A della forma (singolare O non sin- 
golare) ricordiamo la formula (" )  

, O differisce da esso per un fattore esponenziale; le terminante 

che scriviamo ora 

tre costanti arbitrarie sono dunque soggette ali'unica condizione che detto 
deterininante sia diverso da zero. 

È perb inutile fase qui, caso per caso, il calcolo del discriminante A, 
perchè troveremo, a l  numero seguente, u n a  formula generale che serve al10 
scopo. 

Si ha, analogamente al caso precedente: 
Le forme differenziali pel d s2 de210 spazio euclideo, con valori costanti 

a b %  

b c p 
~ P Y  

el) BIANCHI, Lezioni di Geolnetria differenziale (Pisa, Spoerri 1902), pag. 65. 
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dove i y,,, sono costanti. Da essa si deduce 

dove A, è utla costante che rappresenta il valore del discriminante A quando 
è a, = x, = . - . = x, = O. Se dunque, nell'integra1,e il sisteina (C), si scelgono 
come costanti arbitrarie i valori iniziali a$ delle a;, corrispondenti ai valori 
nulli delle variabili x , ,c~, ,  . . . , z,, il discriniinante della fornia differisce da1 
determinante 

A o = a $ I  

di queste costanti arbitrarie per un fattore esponenziale (eventualmente = 1). 
Cib in conformità a quanto abbiailio detto a proposito delle forme calcolate 
ne1 no precedente, ed in conforrnità di quanto si riscontra, per le forme 
non singolari, nella Nota di BIANCHI più volte citata 

Possiamo precisare la formula (8) quando si supponga, corne accade 
a l  n>pi.ecedente, ctie il sistema coinniutativo corrispondente alla data forina 
(singolare O non singolare) abbia una base costituita come è indicato ai 
nn. 2 e 3. Indichiamo percib con ( e , ,  e,, . . . , e,) la base del sistema ed os- 
serviamo quanto appresso: 

Io Se e ,  è unità principale  di una parte irriducibile, ed ei è una unità 
della stessa parte irriducibile, è 

y,;, = 1 (1 =I- i, O 1 = i). 

8" Se, viceversa, e, è unità principale  di una parte irriducibile, ed e, 

è una unità della stessa parte, ed è Z=l= i, è 

3 O  In ogni altro caso è pure, manifestainente: 

y,;, = o. 
Esaniiniamo allora la somma 

(n) Fa eccezione, in questa Nota, il tipo II per l a  - 2, percliè i v i  le costanti arbitrarie 
non soddisfano alla condizione suesposta. 

AnnaJi d i  Matematiea, Serie III, Toino XSS. 39 
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se e, è unità principale di una parte irriducibile di ordine k, si ha dalla 1. 
e 3& delle precedenti osservaxioni 

se e, non è unità principale, è 

Se dunque e,., e,, et,. . . sono le unità principali delle varie parti irri- 
ducibili (die ainmettono unità principale), e FE,, k,, kt,. . . sono gli ordini 
di queste parti irriducibili, si ha 

che è la formula voluta. 
È facile verificare questa formula nei casi noti 11 = 2 ed n = 3, sia per 

forme singolari, corne non singolari. 
Per le forme singolari corrispoiidenti a sistemi pseudonulli (no 6) si h a  

(cfr. osservazione finale del no 6 stesso) 

cosi si verifica pei tipi A),  B) per n = 8 ed A), B),  C ) ,  D)  per n = 3. 

17. Nei numeri che seguono esaininerb il problema da1 punto di vista 
reale. 

Abbiatno visto che per n = 8, e per n = 3, qualsiasi fornia differenziale 
quadratica, a curvatura Riemanniana nulla e con valori costanti pei simboli 
i k  ' 1 di Christoffel, pu6 ridursi, con una sostituzione lineare sulle variabili, b\ 

ad uno dei cinque (risp. dodici) tipi di cui al 1195; perd i coefficienti della 
trasformazione possono anche essere numeri cornplessi (ordiriari). Cerchiaino 
ora dei tipi ai quali ogni forma a coefficienti reali, che gode delle solite 
proprietà, possa ridursi con una trasformazione lineare a coefficienti reali. 

Troveremo che per alcuno dei tipi già determinati ne1 campo complesso 
la trasformazione pu6 sempre farsi con coefficienti reali, inentre alcun altro 
tipo si scinde, ne1 campo reale, in più tipi, tali dunque che dall'uno all'altro si 
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pub passare con trasforinazioni lineari a coefficienti complessi, ma non con 
trasformazioni lineari a coefficienti reali. 

Ci occorrerà percib richiamare alcuni risultati relativi a i  sisteini di nu- 
meri complessi a coordinate reali e cou costanti di inoltiplicazione reali, 
cioè (cotne su01 dirsi) ai s is temi  real i  d i  n u m e r i  complessi  (23). 

18. Ricordiamo percib che, com'è manifesto, i concetti di r iducibi l i th  
e di equivalenza esposti al no 2 b)  e c )  si possono applicare ai  sistemi reali 
di nurneri complessi, richiedendo che le trasformazioni lineari omogenee, 
delle quali si parla a l  liiogo ora detto, siano a coefficienti reaii .  Un sistema 
che sia in ta1 senso irriducibile si dice i rr iducibi le  net  cnntpo reale;  e due 
sistemi in ta1 senso equivalenti si dicono equivalent i  ne1 campo  reale. Due 
sistemi equivalenti ne1 campo reale si dicono della [riedesima forma; la 
parola forma si adopera dunque pei sistemi reali ne1 medesimo significato 
che h a  la  parola t ipo pei sistemi a coordinate coinplesse. Un tipo pub 
ammettere una forma sola, O ne pub amrnettere più di una ("). 

19. Non vale ne1 campo reale (quaildo l'ordiiie del sistema è pari) il 
risultato richiamato a l  no 2 e ) ,  ma si h a  irivece il seguente teorema, dovuto 
a CARTAN ('7 : 

I sistenzi commutat iv i  reai i  d i  n u m e r i  conzplessi d i  ordine  n + 1 ,  i r r i d u -  
cibili ne1 c a n p o  reale ed awetzti u n i t à  principale,  si dis t inguono in d u e  
categorie : 

1" CATEGOHLA. In ess i  s i  puo prendere una base che soddisfi  alle 'stesse 
coitdixioni esposte a l  suddetto no B e).  

8" CATEGOHIA. I s is temi  d i  yues ta  categorin sono d i  ord ine  pari .  In 
essi  s i  pu6 prendere una base 

tale che :  

1 . O  eo è l ' un i t& principale;  
9.O e , ,  . . . , e,,, et , ,  . . . , e',, sono rccdici de210 zero; 
3.O s i  h a n m  le seguenti  formule d i  nzoltiplicazione (oinettiamo quelle 

(E3) CARTAN, loc. cit., p. 61. 
(24) V., ad es., Encyclopédie, loc. cit., pp. 395-397. 
(a) CARTAN,  loc. cit., p. 80. 
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ove compare e,): 

, , e'i = - e,, e', e, = eli e ,  e = - e i ,  ( i  = 1, 2 , . . . , m)  

m 
> # 

ei e, = - e', e', = i, (y,,, e, + y ,,, e ,), 
1 

(i, k =  1 ,  '2,. . . ,gn) 
1st 

e, e', = e', e, = X ,  (yik8 ets - yPtks es), 
1 

dove inoltre è y,,, = O, y',,, = O, quando  è s 6 i ed s f k (16). 

Un sisteina (di osdine n + 1 )  della prima categoria. possiede manifesta- 
.mente (corne al n.O 8 g )  uno ed un solo sottosistema di ordine n privo di 
unità principale; nia u n  sistema (di ordine n + 1) della seconda categorin n o n  
possiede a lcun  sottosisterna d i  ordine n privo d i  u n i t a  principale.  Ci6 è reso 
iiianifesto dall'osservazione esposta nella annotazione ("), e si dimostrerebbe 
del resto con facilità col proceditnento tenuto al n.O 9 g). 

80. Occorre ora anche esaminare quanti e quali sottosistemi d'ordine n 
siano contenuti in un sisterna (commutative) S non degenere, riducibile ne1 
campo reale, d'ordine n + 1. Esaminando i ragionamenti fatti ai nn.' 3-45 si 
vede che essi sono ora ripetibili con qualche lieve niodificazione, dovuta al 
fatto accennato nell'ultima osservazione del n.O precedente, in base al quale 
fi~tto le parti irriducihili d i  S, che sono della 8." categoria, non danno luogo 
(cfr. tabella (8) del n.O 3) ad alcun sottosistema degenere d'ordine n. 

Abbiamo pescib conie al n." 5 :  
U n  sistsmn cornw~utatiuo reale d i  numer i  conzplessi, n o u  degenere, d i  or- 

dine n+ !, codiene  tant i  sistemi degeneri dis t int i  d'ordirae n quante  sono le 
sue part i  irriducibili  (net campo reale) della p r ima  categoria, n o n  equiualenti, 
con pi& d i  u n a  zcnità. Le basi di questi sistemi degeneri si hanno corne ri- 
sulta dalla tabella (8) del n." 3. 

Si possono ripetere pure pei sistemi reali i ragionameriti, e quindi le 
conclusioni, dei nu.' 6-7-8. 

(26) In altre parole un tale sistema non è che un sisterna a coordinate complesse di 
ordine m + 1, (e,, e,, . . . e,), soddisfacente alle solite condizioni del n.O 9 e), ne1 quale ogni 
coordinata cornplessa e riguardata corne l'insieme di due coordinate reali rnediante l'intro- 
duzione ne1 sisterna di altre nz + 1 unità indipendenti i Q, i el ,  . . . i e, (i essendo il solito 
simbolo dell'unità imaginaria ordinaria). Cfr. Encyclopédie, loc. cit., p. 398. 
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81. Andremo ora a determinare tutte le forme (n.0 18) dei sistemi com- 
mutativi degeneri per n = 2 ed n = 3 ; prima converrà, per chiarema, ripor- 
tare qui le forme distinte (tutte note) dei sistemi conitnutativi non degeneri 
per n = 8, n = 3, n = 4. Di queute, quelle riduci lîili si ottengono natural- 
mente combinarido quelle irriducibili degli ordini minori, corne ai nn.' 9 e 10. 
Quaiido u n  tipo ammette uiia forma sola, daremo alla fornia il numero d'or- 
dine stesso già dato (ai nn.' 9 e 10) al tipo, e non riscriveremo qui il sistema 
rappresentante della forma perchè ideritico a quel10 rappresentante del tipo. 
Se u n  tipo, ad es. il IV) per n = 3, ammette più forme, esse si  indicheranno 
con IV,), IV,). . . ; il rappresentante della IV,) sarà identico al rappresentante 
del tipo, e non Io riscriveremo. Adoperiatno qui le stesse convenzioni dei 
nn.' 9 e 10. 

Caso n =  2 ("). Si haiino tre forme distinte (cioè non equivalentj ne1 
campo reale) di sisteini coniniutativi non degeneri. 

Forrne irridzlcibiii uel campo  reale;  base ( e , ,  e l ) :  

1 )  e: = e,, e; = O, e,  e ,  = e ,  ; 

11,) e: = e , ,  el = -- e , ,  e ,  e l  = el (as) .  

F o r m a  riducibile ne1 campo reale : 

II.) ( e ,  ; e,) e; = e,, e: = e l .  

Caso n = 3 ('y. Si hantio cinque forme distinte di sistemi coinmuta- 
tivi non degeneri. 

B'ornze irriducibil i  lael campo r e a l e ;  base ( e o ,  e,, e,) : 1) e I I ) .  
Forme  riducibili nez ca.aupo reale : III) ; 

1 va) ( e , ;  el; e,) ei= e,, e:= e , ,  e; = e ,  ; 

C ~ s o  n = 4 (30). Si hanno quat tordic i  forme distinte di sistemi commu- 
tativi non degeneri. 

(27) V., ad es., EncyclopCdie, loc. cit., p. 4.00. 
(28) È questa una forma irriducibile del tipo riducibile II); percib è indicata con II&). 
(29) V., ad es., Encyclopédie, loc. cit., p. W2. 
(N) V., ad es., Encyclopédie, loc. cit., pp. 402 e M3. 
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Forme  irriducibil i  ne1 c a m p o  reale; base (e,, e , ,  e , ,  e , ) :  J ) ;  II,); 

Forme  r iducibi l i  ne1 c a m p o  rea le :  

V ) ;  VI); VI[,); VIIIJ; 

IXa) ( e , ; e , ; e , ; e , )  e : = e , , e ) = e , ,  e2 = e,, e; = e,; 

( e:=e,, e:=-e, ,  e n e , = e l ,  
IXe) (en, el; es ,  es) 

u;=e,, e:=ie,, e ,e ,=e, .  

88. In  base ai  nn.' 19 e 90 possiaino passare ai  sistemi degeiieri e scri- 
vere tutte le forme distinte di tali sistemi per n = 2 ed n = 3. Distingueremo 
queste forme con lettere maiuscole munite di  indici letterali, in inodo ana- 
logo a quel10 tenuto al n.' precedente per le forme non degeneri. Dorreiiio 
tener presente che le forme irriducibili II,) per n = 8, e VII,) per n = 4, sono 
della 8." categoria; e che i t i p i  IV) per n = 3 e IX) per lz = 4 non conteii- 
gono alcun sottosistema degenere di ordine 8 e 3 risp. (Si vede anzi che, 
per il nostro scopo, era inutile scrivere le forme del tipo IX), cosi corne al 
11.' 10 non avevamo scritto il tipo IX)). 

CASO n = 9. Si verifica subito che in puesto cnso le forme dis t in te  d i  
sisterni oornntzctativi degeneri  coincidono coi tre t i p i  

A), BI, C) 

del n.O 9 ;  cioè ognuiio di tali tipi ainmette una forma sola. 
CASO n = 3. Base (e,, e l ,  e,). Si hanno dieci  forme dis t i lde  d l  s is temi  

~ o m m u t a t i v i  degeneri  : 

4; Ba); 
B,) e: = e, , ei = - e s ,  ei=O, e ,e ,=O,  e,e,=O, e , e , = 0 ;  

C); D);  a); F); G); K"); 
Hb) e:=O, ei=e,,  ef=-e, ,  el e , = O ,  el e,=O, e ,e ,=e, .  
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'23. Veniamo ora all'applicazione alle forme differenziali quadratiche a 
coefficienti reali, che godono delle solite proprietà, risolvendo per esse la 
questione posta al n.O 17. Basta evidenteniente aggiungere ai tipi ("1 deter- 
ininati da BIANCHI (forme non singolari) ed a quelli trovati al n.O 15 della 
presente Nota (forme singolari), quelli che si deducono col metodo dato da 
BI AN CH^ (cfr. n.' 1 1 )  dai sistemi commutativi II,) ( " b e r  n = 8, IV,), B,) ed 
H , )  per la = 3. 

Vale poi inanifestamente anche ne1 campo reale la formula (n"6) 

che dà il discriminante della forma. 
Eseguendo i calcoli si trova quanto appresso. 

CASO n = 8. 

dse = a , ,  dx; + 9 a, ,  d x ,  dx2 4- a,, riz:. 

Le costanti arbitrarie a ,  b, c debbono al d i t o  esser tali che sia a c - b2 = = 0. 
Si ha  dunque: 

Tutte le forme differenziali reali pel dsg del piano euclideo, con valori 

costanti pei simboli 1 1 si ileducono da sei tipi distinti eseg~endo sulle 
s I '  

variabili la più generale sostituaione lineare intera a coefiicienti reali. Questi 
sei tipi reali sono: 

1 tipi 1) e I I )  di BIANÇHI (Nota cit. no 7); il tipo II,) di sopra; i tipi 
A),' B), C) del no 15. 

I tipi 1), II), I I , )  non sono singolari; gli altri sono singolari. 
Non si pu6 passare dall'uno all'altro di questi sei tipi reali con trasfor- 

inazioni lineari intere a coeflcienti reali; si passa da1 tipo I I , )  al tipo If) 
con la sostituzione (a coefficienti immaginari) 

(31) In questa applicazione alle forme differenziali quadratiche adoperiamo la parola tipo 
anche ne1 cas0 reale, per non adoperare la parola forma in due sensi differenti. Del resto 
non pu0 nascere eqiiivoco. 

(32) BIANCHI assume corne rappresentante del tipo II) il sistema IIb) in luogo del 
sistenia IIo). 
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+ 2 a,, d x, d E , .  

I 
rripo IVb) 1 
Tipo B,) 1 
Tipo H,) I \ 

Nei tipi 

a , ,  = ( b  sen 2 es - h cos 52 x, + k) e2"l, a,, = (- b sen 2 x, + 
+ h cos % x, + k )  ezrf, 

a,,=ye2"2, nIg=(bcos Bx,+l~se i iBx, )e"~ ,  

~ ( , , = ( a c o s ~ , + ~ s e ~ i x , ) e " l + " ~ ,  a , , = ( - ~ s e n x , + B c ~ s s , ) e ~ ~ + ~ ~ .  

a,, =a, cc,, = (p sen 52 s, - h cos B x, + k) e8"2, 

a,3 = (-fisen 2x,+hcos 02x3+k)eZZ?, a, ,=(bcosx3+asene,)ex~, 

a,, = (- b sen x, + z cos x,) e " ~ ,  a,, = (p cos '2 z, + h sen 02 s,) e25. 
\ 

IV,) e H,) convielie fare rispettivamente i cangiamenti di costanti 

arbitrarie ; con ci6 in tutti tre i tipi ora trovati le 

costanti pe i  simboli 1 i sk  1, si  deducono da  quindici tipi diatinti eseguendo 

costanti arbitrarie a,  b, c, cr ,  p, y debbono soddisfare alla solita condizione 

sulle variabili la pi& generale sostituzione lineare intera a coefficienti reali. 
Questi quindici Tipi reali sono : 

a b a  

b c p 
Y 

I tipi 1), II), III), IV) di BIANCHI (Nota citata, n." 7); il tipo IV,) di sopra ; 
i tipi A), B), C), D), E), F), G), H) del n.O 15; i tipi B,), H,) di sopra. 

1 tipi 1), II), III), IV), IV,) non sono singolari; gli altri sono sin- 
golari. 

Non si pub passare dall'uno all'allro di questi tipi reali con trasforma- 
zioni lineari intere u coefficienti reali; si passa pei.6 da1 tipo IV,) al tipo IV), 
da1 tipo B,) al tipo B), da1 tipo H,) al tipo H) rispettivamente con le seguenti 

=I=O. Si ha dunque: 

Tictte le forme differetzziali reali pel d s2 del10 spaxio eu,clideo, con valori 
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AwzaZi di Matematica, Serie III, Tomo XXX. 
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