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Centri di librazione e moti dell’asteroide nelle
loro vicinanze nel problema ristretto dei
tre corpi ed in un analogo, sotto lipotesi
che lattrazione o la repulsione delle due

grandi masse sia una funzione della di-
stanza.

(Di Fruiepo SiBIRANIL, @ Pavia.)

INTRODUZIONE.

Nel problema ristretto dei tre corpi si dicono centri di librazione i punti
di equilibrio relativo dell’asteroide rispetto al moto di rotazione delle due
grandi masse intorno al loro centro di gravitd; e, com’® ben noto, sono stati
studiati 1 moti dell’asteroide nelle vicinanze dei centri di librazione (¥). La
ricerca dei centri di librazione e lo studio dei moti nelle loro vicinanze in
un problema analogo, in cui delle due grandi masse la maggiore & attraente
e la minore & repellente, & stato fatto dal DaxigLE (**) e da me (¥*¥).

Qui io mi propongo di fare analoghe ricerche supponendo che le due
grandi asse si attraggano o respingano con una forza che sia una funzione

(¥) Per la bibliografia si vegga: R. MarcorLoNGo, Il problema ristretto dei tre corpi.
Milano, Hoepli, 1918.

(**) BE. DANMIELE, Sui centri di librazione in un problema pii generale di quello ristretto
dei tre corpi. Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino, vol. XLVII (1912).

(***) F. SiBIRANI, Intorno ad un problema analogo a quello ristretto dei tre corpi. Atti
della R. Accad. delle Scienze di Torino, Vol. LIl (1916-17) e: Ulteriori ricerche sopra un
problema analogo a quello ristretto dei tre corpi; ibidem, Vol. LIV,
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9 Sibirani: Centri di librazione e moti dell’asteroide

(r) della loro distanza r; su questa funzione fard le ipotesi seguenti: essa
o crescente o deerescente; nel primo caso, varia da 0 a + oo e nel se-
condo da oo a O al variare di » da 0 a + oo. Saranno anche fatte spe-
ciali ipotesi su codesta funzione ed in particolare sard esaminato il caso che
essa si riduca a 7% con « numero reale qualundque.

Nel § 1 determino sotto quali condizioni due masse che si attraggano
o respingano con forze del tipo indicato possono ruotare uniformemente in-
torno ad un punto fisso; e mentre & fatto vedere che, qualunque sia la ¢ (r),
esistono condizioni iniziali atte a far assumere alle due masse il moto di
rotazione se le masse si attraggono entrambe o se la maggiore attrae e la
minore respinge, & mostrato anche che non & possibile detto moto di rota-
zione se le masse si respingono entrambe o se la repellente & la maggiore.

Nel § 2 scrivo le equazioni del moto di una massa cosl piccola da po-
tersi trascurare la sua azione sulle due grandi masse, moto relativo al moto
rotatorio delle due grandi masse stesse.

Nel § 3 determino i centri di librazione nel caso che le grandi masse
P,, P, entrambe si attraggano. Al pari che nel problema ristretto, i centri di
librazione esistono solamente nel piano di rotazione di P, P, e comprendono
i due vertici dei triangoli equilateri costruiti su P, P,; se ¢ (r)=17" con
a==1, altri centri di librazione sono solo sulla retta P, P,; ma per diverse
forme di ¢ (r) possono esistere anche al di fuori, possono essere in numero
finito o infinito ed anche riempire tutto il piano, cid che avviene se ¢ (r) =1r.

Nel § 4 & fatta I'analoga ricerca nel caso che la massa maggiore attragga
e T'altra respinga. In questo caso possono esistere centri di librazione anche
nel piano per P, P, normale al piano della loro rotazione.

Nel § 5 & studiato il moto della piccola massa nel caso semplice di
e(r)=r.

Il moto dell’asteroide nelle vicinanze dei centri di librazione posti nel
piano di rotazione di P, P, & definito da un sistema di equazioni del tipo:

¢
e

' —An =BE+Cny 2" A8 =CE 4 Dn, {"==x E*(;

epperd nel § 6 studio quali fra i moti definiti da questo sistema, periodici
o no, mantengono il punto mobile nelle vicinanze dell’origine delle coor-
dinate, distinguendo nove casi a seconda della natura delle radici dell’equa-
zione caratteristica del sistema; ed ogni volta, quando non si tratti dell’ in-
tegrale generale, determino quali condizioni debbono verificare la posizione
e la velocita del punto all’istante ¢ = 0 perché si abbiano questi moti par-
ticolari. ‘
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nelle loro vicinanze nel problema ristretio dei tre corpi, ecc. 3

Nel § 7 & fatto lo studio dei moti nelle vicinaize delle grandi masse
quando, essendo ¢ () crescente, le loro posizioni sono centri di librazione;
nel § 8 sono studiati i moti dell’asteroide nelle vicinanze dei centri di li-
brazione posti sull’asse del segmento P, P,; nei §§ 9 e 10 sono studiati i
moti nelle vicinanze dei centri di librazione posti nella retta P, P,. Nel § 11
sono considerati 1 moti nelle vicinanze dei centri di librazione posti nel
piano per P, P, normale al piano in cui ruotano P, P,. In questi ultimi
cinque paragrafi si tratta di studiare la natura delle radici dell’equazione
caratteristica del sistema studiato al § 6; cid esige talora dei calcoli che se
concettualmente semplici sono tuttavia laboriosi e sottili e nella maggior
parte dei casi sono stati, per brevitd, ommessi.

§ 1. CONDIZIONI SOTTO CUl DUE MASSE CHE SI ATTRAGGONO O RESPINGONO
POSSONO RUOTARE UNIFORMEMENTE INTORNO AD UN PUNTO FISSO.

@) Due punti P,, P, di masse m,, m, si attirano con una forza diretta
secondo la loro congiungente e la cui intensitd € una funzione m, m, ¢ (r)
della distanza r = mod (P, — P,). La ¢ (r) sard sempre supposta una fun-
zione continua, dotata di quelle derivate che importa di considerare, positiva
crescente o decrescente al variare di » da 0 a 4 oo; se crescente varia da 0
a -} 0o, se decrescente da 4+ oo a 0.

Le equazioni del moto di P,, P, sono:

P, = m,q(r) P’—:i)‘

» P, — P
P, =m 9 (r) ——
v
Si trae subito:
m, P1” —+ m, Psu = 05
onde, se inizialmente il baricentro O delle due masse & in quiete, esso vi

rimarra sempre,
Posto:

r, = mod (P, — 0), r,=mod (P, — 0), 2)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 Sibirani: Cenlri di librazione e moli dell’asteroide

poiche:
m, (P, — 0) 4+, (P, — 0) =0,

sara:

P, — P, =m, +412 (O—P,)z m, + m, (Pz_ O)

m, .M,

m, + m, n, —+ N,
r = r, = *

2
m, ! m, ’

e le equazioni (1) si trasformano in:

P —m, q)(ml -, 1‘1) 0—P,

n,

, m, —-m 0—P,
P, =m (—‘— y i
? L ¥ m, :

le quali mostrano che il moto avviene come se i due punti fossero attratti
dal punto fisso O con opportuna forza.
Sia P, la posizione di P, al tempo {=0 ed »,,=mod (P,'"—0; la_
prima delle (3) & soddisfatta da
P =0+4r,e“1

con i vettore unitario nella direzione e verso di P, — O ed o costante se:

e, m, —+m, 'ml —+-m,
o=\ [T =\ T g

,
T e, o ? (o)

7, = mod (P, — P,"),

e se la veloéita di P, al tempo {=0 e normale a P, — O ed & di grandezza:

) m, + o r
\(m,2 Tio®|— LN mz\/ g (r).
M, m, - m,

Sotto queste ipotesi P, ruota uniformemente intorno ad O ed altrettanto
fa evidentemente P,.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



nelle loro vicinanze nel proplema ristretto dei tre corpi, ecc. B)

b) Supponiamo che P, attiri P, e P, respinga P,; le equazioni del
moto dei due punti sono:

P
P =m,o0 (r) l)‘;rl_* J

da cui st trae:
m, P —m, P,” =0,
Se al tempo ¢t =0 il punto O definito da:
m, (P, —0) —m, (P, —0)=0

€ in riposo, vi rimarrd sempre. Il punto O & esterno al segmento P, P, e
dalla banda del punto di massa maggiore.
Se m, >m,, le equazioni (4) divengono:

P =m,9 (

(ml — i, ) 0—P,
2

m, ry

e, — 4, )O——P, )
rl
n, 7 .
S’ 4)

P =m0

le quali fanno vedere che il moto avviene come se P,, P, fossero attratti
dal punto fisso O con opportuna forza. Se m, <m, le equazioni (4) diven-
gono:

. m,—m, \P,—O0
P"=m,9 r,
M, r, ,
| , )
" m, — i, P,—0
P,"=m, o (—— r,
7y /

m,

le quali fanno vedere che P\, P, si muovono come se fossero respinti da O
con opportuna forza.

In quest’ultimo caso il moto non puo mai essere un cerchio; nel primo
caso, cioé quando la massa attraente & maggiore della repellente, il moto
pud essere circolare uniforme: infatti la prima delle (4) & soddisfatta da:

P‘ =0+ i e i

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 Sibirani: Centri di librazione e moti dell’ asteroide

(mantenute le notazioni del caso a) se:

m, [(m,—m, 'm, — m,
o= \/ ( rlao = V N Q‘) (TU)
1o i 7,

e se la velocitd di P, al tempo t=0 & normale a P, — 0 e di grandezza:

m m—y . 7o ).
r —
\/ 2P0 @ m, ' *Vm, —m, ?

c) Se le due masse si respingono entrambe, considerazioni analoghe
alle precedenti fatte nell’ ipotesi che il loro baricentro sia al tempo t=0 in
quiete, fanno vedere che P, e P, si muovono come se fossero respinti dal
baricentro, epperd la loro traiettoria non pud mai essere circolare.

§ 2. EQUAZIONI DEL MOTO DI UNA PICCOLISSIMA MASSA SOTTO L’AZIONE DELLE
DUE MASSE PRECEDENTI RUOTANTI UNIFORMEMENTE INTORNO AD UN PUNTO

FISSO.

Prendiamo per unitd di massa la maggiore, che supporremo quella di P,,
e diciamo g la massa di P,; prendiamo per unita di lunghezza la distanza
P, P, nell’ipotesi che P,, P, ruotino uniformemente intorno al punto fisso O
determinato nel paragrafo precedente, con velocitd angolare che &

Vil +p)e (1)

nel caso che entrambe le masse si attraggano e /(T — ) ¢ (1) nel caso che P,
attragga e P, respinga.

Sia P un punto di massa tanto piccola da potersi trascurare la sua
azione su P, e P,: si vuole determinare il moto relativo di P rispetto a
P, P,. Riferiamo il moto ad una terna di assi ortogonali, aventi origine in 0,
I'asse « coincidente con la retta P, P, e col senso positivo da P, a P,; il
semiasse positivo y sia quello che si ottiene ruotando di un angolo retto
il semiasse positivo @ nel senso della rotazione della retta P, P,; l'asse #
abbia per senso positivo quello secondo cui la rotazione della P, P, appa-
risce avvenire da sinistra a destra.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei ire corpi, ecc. 7

Nell’ipotesi che P, P, si attraggono, il potenziale delle forze agenti sul-
lunitd di massa di P é:

u=-le@)do, —¢]o() dos,

ove:

o, :mod(Pl-——P)z\/(m—{—ﬁ) 4y 42

I E—
p.;=mod(P2——P)=\/(m~l HJ‘)JFQH 2,

Le equazioni del moto relativo di P sono:

” 17 N L . & \
@ — 2T +me(Ny — 2 () (L +a=3"
v o T on .
y 2Vt —s (4 ply=, (3 ()
P oun
@ Y

e poiche:

P () () @ ) =g (O (¢ pe— (s — ),

se poniamo:

I +p

== 5 () § —[erdntels ) § —[seran], ®

le equazioni (5) diventano:

B

w

@ —2Y(I+p)e(hy =—7"
” RN ’ & 1
Y +9\/t.l+y)?(1)w=a—:3 (M)
o 9w,
~ —'a—zo

Nell’ipotesi che P, attragga e P, respinga P, il potenziale delle forze

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Sibirani: Centri di librazione e moti dell’asleroide

agenti sull’'unitd di massa di P é:

u=-Jm<p(9,)d91—i—V'J‘(P(Pz)dPH

ove

<
o =mod (P, — P) = \/(x—

¢, = mod (P2~P)=\/(x_ 1%) oyt et

Le equazioni del moto relativo di P sono:

. e 9
o —2y(T=p)o (D y —e ()l —p)o=3"
” 0 /—1__—-—1_ ', 1 l-——~ ~au
y 2N p)e() @' =1 (1)( zf-)y—%
2 __du
9z
Essendo:
?(l)(l—y)(x2+yi):kef—wé—(l—y‘)zz-1iu)9(l),
ponendo :
I —u : : S
wy, = —p (1) 2'Uz?+<{>(l)%—.’?(9,)d91—.u[?(1)%—”(92)@2],(8)

le equazioni del moto di P diventano:

,-——Q _ I=_£
v —2V(l—w e Dy =5
o w

"9 — o ==-—2
y Vit—p) e (e iy
o __dw,
T 9z

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 9

Dei sistemi (7) e (9) esiste I’ integrale primo:
P4yt 42 =2w+C

con C costante e w & dato dalla (6) pel sistema (7) e dalla (8) pel sistema (9).

§ 3. CENTRI DI LIBRAZIONE NEL CASO CHE P, e P, ATTRAGGONO P,

Se P,, P, attraggono P, i punti di equilibrio relativo di P — centri di
librazione — sono definiti da:

M:O, aw‘=0, aw‘
ox

=0. (10)

Se ¢ (r) =r, queste equazioni siriducono a z=0, ci0 che fa vedere che
tutti i punti del piano in cui ruotano P, e P, sono centri di librazione; in
tutti i casi la terza delle (10) equivale a:

/
? (p) ?(m))
—z | 4 p ) =0,

L P1 ¢ P2
cioé a:

z2=0.

I centri di librazione sono a cercarsi solo nel piano in cui ruotano P,,
P,. Supponiamo z=0; le prime due equazioni possono scriversi:

P E R ol (11)
Se
NN TR T T

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXX.
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10 Sibirani: Centri di librazione e moti dell’asteroide

le uniche soluzioni delle (1) sono date da:

ow, ow,
79?—0, ‘992—0,
cioé da:
p(L)pe—o()=0, ¢(1)p.—9(p.)=0. (12)

Queste equazioni sono soddisfatte, qualunque sia la ¢, da p, =1, p, =1,
cioe: qualunque sia la legge di atirazione sono centri di librazione i due punti
vertici dei triangoli equilateri costruiti sul segmento P, P,.

[’equazione

p()r—¢ () =0, (13)

se ¢ (r) & decrescente, ammette la sola radice positiva r=1: e la stessa sola
radice ha se ¢ (r) € crescente con ¢’ (r) crescente o decrescente. Ne segue
che una sola radice ha la (13) se ¢ (r) =% ove « & un numero positivo di-
verso da 1.

Se ¢ (r) & crescente, pud la (13) ammettere altre radici all’ infuori di » = 1.

Ogni radice della (13) maggiore di Wl da luogo ad una coppia di centri di
librazione posti sull’asse del segmento P, P, e simmetrici rispetto alla retta
P, P,. Possono ancora esservi altri centri di librazione; infatti se « e § sono

due radici positive distinte della (13) soddisfacenti alle condizioni:
“+p>‘1a !0(—@|<1,

si hanno in corrispondenza quattro centri di librazione, due dei quali dati
da p, = «, p, =@ simmetrici rispetto alla retta P, P, e gli altri due dati da
¢ =B, p. = « pure simmetrici rispetto alla stessa retta e simmetrici al due
precedenti rispetto all’asse di P, P,. K chiaro che se fosse « - £ =1 oppure
«— @ =1, 1 centri di librazione si ridurrebbero a due sulla retta P, P,.

1

Ad es. sia ¢ (r)=r-+ 8

sen 2nr; la ¢ si annulla per r =0, & crescente
(essendo la derivata 1 + % cos 2= r sempre positiva); lequazione (13) si ri-

duce qui a sen 2= r =0, soddisfatta da r = %, con k intero qualunque.

Oltre ai centri di librazione posti sull’asse di P, P, (P; =p,=%, k intero

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



nelle loro vicinanze nel problema ristretlo dei tre corpi, ece. 11

positivo) si hanno i centri di librazione (p, =g fr=

k1
9
Py = %) e 1 centri posti sulla P, P, (p‘= k 0y = %—}— 1) e (p, = ;‘ -+ 1,

2)
k
Pn“—ﬁ)-

Se A =0, delle (11) 'una & conseguenza dell’altra; la condizione A =0
equivale a y =0, cioe gli ulteriori punti del piano xy che possono essere
centri di librazione sono a cercarsi sulla retta P, P,. Intanto si puo stabi-
lire: se ¢ (r) & decrescente o ¢ (r) e crescente, con derivata crescente o decre-
scente, in particolare, se 7 (r) =r” con « numero reale qualunque diverso da 1,
gli unici centri di librazione al di fuori della retla P, P, sono i vertici dei
due triangoli equilateri costruiti sul segmento P, P,.

Veniamo ora alla ricerca dei centri di librazione posti sulla retta P, P,.

@) Supponiamo P dalla banda di P,; allora:

— — - | Opi .y 9P _
po=rp+1, o=@ T O T b g
e quindi la prima delle (11) diviene:
(D) pe+1) —o e+ 1) 4 pop(l)p — -9 (p) =0. (14)

Quando ¢ (r) & decrescente & chiaro che la (14) ha una sola soluzione,
cioé vi ¢ un solo centro di librazione dalla banda di P,. Quando sia ¢ (»)
crescente, p, =0 & soluzione della (14), cioé P, & centro di librazione: ulte-
riori centri vi possono essere 0 no.

Siano ¢ (r), ¢’ (r) crescenti. Consideriamo la retta

y=2()| A+ (L +p)o]
e la curva

y=o(l+x)+po(@)

per x positivo. Retta e curva partono dallo stesso punto 4 (0, ¢ (1)); la curva,
sempre crescente, volge in alto la concavitd; se quindi in 4 il coefficiente
angolare della tangente, ¢’ (1) + v ¢’ (0), & minore di (1 4+ ¢) ¢ (1), coefficiente
angolare della retta, curva e retta si intersecano in un solo ulteriore punto.

Il trovare 1’ascissa del punto d’incontro equivale, com’¢ manifesto, a

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 Sibirani: Centri di librazione e moti dell’ asteroide

risolvere la (14), onde si conclude che se:

¢ (1) —o(l)
o (1) — ¢ (0)

e p. & maggiore della frazione, esiste un centro di librazione dalla banda di p,;
se

<1

o (1) — 9 (1)

‘——/—— > .U'

(1) —9(0)
non v’ ha centro di librazione dalla banda di P,. Nel primo caso il centro
di librazione ha da P, distanza inferiore ad 1. Invero, per r>1 é:

¢ () r—9(r)<<q,
epperd il primo membro della (14) & per p, >1 negativo; in un intorno
destro di p, =0 & positivo; infatti:

lim o(1)(p+1)—otp+ 1) +vo(t)p—po(p)
e =0 P2

= lfol(l +p)p (1) — ¢ (e +1) —P-?'(Pz)]='P(1)_9'(1)+y‘=?(1)#?'(0): =0

P2
In particolare, se ¢ (r)=1r* con «>2, poiche:

¢ ()—oe(l)
2 (1) —¢"(V)

non v'ha alcun centro di librazione dalla banda di P,. E nessuno ve n’ha
se a=2, come si vede direttamente. Se ¢ (r) =7r", con 1 <<a<(2, v’ha un
centro di librazione dalla banda di P, a distanza da P, minore di 1 se
p>3z—1; non v ha alcun centro se p =a —1.

Sia ¢ (r) crescente, ¢’(r) decrescente. La curva considerata dianzi voige
la concavitd in basso; se:

=a-—1>1

e () —d¢' (1)
v (0) — 9 (1)

e v. & maggiore della frazione, la curva incontra la retta in un ulteriore

y

punto, cioe v’ ha un centro di librazione dalla banda di P,; se p. ¢ minore
della frazione non v’ ha centro di librazione dalla banda di P,.

<\,
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 13

Nel primo caso il centro di librazione ha distanza da P, minore di 1.
Infatti, essendo per r>1, r ¢ (1) — o () > 0, il primo membro della (14) per
2, >1 & positivo, mentre & negativo (e si prova come prima) in un intorno
destro di g, =0.

Una particolare funzione ¢ (r) che soddisfa alle ultime ipotesi fatte &
¢ (r)=7r* con 0 <<a<CIl; onde in questo caso v’ha un solo centro di libra-
zione dalla banda di P, a distanza da P, minore di [,

La (13) oltre la radice 1 abbia le radici semplici r,, »,, 7,,..., 7, € sia:

re>2 r,—r,>1, r,—ri>..., rn—r_>1;
indicando con F' il primo membro della (14), nella successione -
F(r,—1), F@r,+1), F@r,—1), F(r,+1),..., F(r.—1), F(r,+1)

le coppie F(r,— 1) F(r,+ 1) hanno segni opposti, F(r,+ 1) F(r,,—1)
hanno ugual segno, epperd la (14) ha almeno k& — 1 radici, una in ciascuno
degli intervalli (r,— 1, r,+ 1): in questo caso, cioe, oltre P, esistono almeno
k — 1 altri centri di librazione. Se r,=92, r,=3,...,r,=k%, &

F(l)=F(@2)=...=F(k—1)=0

e quindi "in questo caso vi sono k& — 1 centri di librazione I’uno distante

dall’altro di 1.
b) Supponiamo P esterno al segmento P, P, dalla banda di P,; al-
lora é: )

— ¥ _ 1 Opi_ 4 b _
p=lte a=— g h T T = g =]
onde la prima delle (11) diviene:
P (o= @)+ e (D) 6+ 1) — et 1) =0 (15)

Se 9 (r) & decrescente v’ha, ovviamente, una sola soluzione, cioé v’ha un
solo centro di librazione dalla banda di P,; esso dista da P, meno di 1;
infatti il primo membro della (15), negativo nell’intorno destro di p, =0, &
positivo per p, = 1. Cid avviene in particolare se ¢ (r) =1 con « <0.

Quando sia ¢ (r) crescente, la (15) & soddisfatta da p, =0, cioe P, &
centro di librazione: ulteriori centri di librazione vi possono essere o no.
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1% Sibirani: Cenlri di librazione e moti dell’ asteroide

~ Siano ¢ (r), ¢’ (r) crescenti. Consideriamo la retta:

y=9 () [(1 +p)o+p]
e la curva:
y=9 @)+ po(l+ax),

per x positivo. Retta e curva partono dallo stesso punto 4 (0, g9 (1)); la
curva, sempre crescente, volge la concavita in alto; se quindi in 4 il coeffi-
ciente angolare della tangente, ¢’ (0)+ ¢’ (1), & minore del coefficiente an-
golare della retta, (1 + v)¢ (1), curva e retta si incontrano in un solo ulte-

riore punto, altrimenti non si tagliano. Dunque se:

2 (1)— o' (0)
Py I =¢(D)

v ha un centro di librazione dalla banda di P,; se:

Lo (1) —9'(0)
FOETIO

e p. ¢ maggiore della frazione, non vi ha centro di librazione.

Nel primo caso il centro di librazione ha da P, distanza minore di 1:
infatti per p, =1 il primo membro della (15) & negativo, mentre in un in-
torno destro di p, =0 & del segno di ¢ (1) —¢ (0)—{—;;}@(1)—9’(1)%, cioé
positivo.

In particolare, sia ¢ (r) =% con «>2; qui é:

o(1)—9¢'(0) 1

g - 1 ’

o' (1) —o (1) a—1
onde se <z l i’ v’ha un centro di librazione dalla banda di P, a distanza
da questo minore di 1; se y.>é, non v’é centro di librazione.

Se p(ry=r*con 1<<a=2é&:

() —¢O) 4
o () —e(l) —

e quindi qualunque sia g v’ha un centro di librazione dalla banda di P,.
Sia ¢ (r) crescente, ¢ (r) decrescente. Col procedimento tenuto sopra si
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nelle loro vicinanze nel problema ristretfo dei tre corpi, ecc. 15

vede che se:

¥ (0)— o (1)
<o —¢ (D)

v’ha un centro di librazione dalla banda di P, e da questo a distanza mi-
nore di 1, altrimenti no. Se ¢ (r)=1r* con 0<<a<C1, poiché ¢ (0)=+4
qualunque sia p. v’ha un centro di librazione dalla banda di P,.

Se la (13) oltre la radice 1 ha le radici semplici »,, r,,..., r, ed & r,>2,
rs—ry > r,—r,>1,..., r,—r,_,>1, la (15) ha k—1 radici una in
ciascuno degli intervalli (r,— 1, ».=+1); se r,=2, r,=3,..., r,=k,
Fay Tgy..., Ty, sono radici della (15).

¢) Supponiamo infine P compreso fra P, e P,. Allova &:

- L S T L Y
Pl+92—1’ Pl—w+1+y'7 PQ_l—i‘“‘U- W7 &m—*l, aw—— 17
quindi la prima delle (21) diviene:
v (Wp - ple) — e e (I —p) =9 (1 —p) | =0. (16)

Sia ¢ (r) decrescente; allora ¢ (p,) — ¢ (1 -—p,) & decrescente e passa da
+ 00 a — oo quando p, va da 0 a 1, mentre ¢ (1) : pr—p(l—p) : e crescente

nello stesso intervallo, onde la (16) ha una ed una sola radice compresa fra
0 ed 1; cioe esiste un solo centro di librazione fra P, e P,.

Se ¢ (r) & crescente e se 'equazione (13) ha le radici (disposte in ordine
crescente) r,=0, r,, r,,..., r_,, r,=1 e per qualche coppia r,, 7, &
r,=1—r;, allora »,, r; sono radici della (16). Se le radici r,, r,,..., r, sono
semplici, segnati nell’intervallo 0 —~1 i punti r,, 1 —r,, se sono contigui
r;, 1 —r; con ¢ j della stessa paritd, il primo membro della (16) ha segni
opposti in questi due punti, quindi una radice della (16) cade fra questi
punti, ed analogamente una fra 1 —r, e ;.

Siano ¢ (r), ¢’ (r), ¢” (r) crescenti: & ¢'(1)>9 (1), ¢’ (0) <<g (1). Conside-
riamo la retta

y=e ()|t o—p .

e la curva

y=9 @) —po(l —=),
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{6 Sibirani: Centri di librazione e moti dell’asteroide

nell’intervallo 0 — 1. La risoluzione della (16) equivale ovviamente alla de-
terminazione dell’ascissa dell’intersezione della curva con la retta.
La retta e la curva passano entrambe per 1 punti 4 (0, —p9 (1)),
B(1, g (1))
Posto:
¢ @) —peo(l—a)=3(@),

¢ facile vedere che & & sempre positiva, $” si annulla in un sol punto &,
S” & sempre positiva, onde 94" crescente e di pilt negativa prima di Z, posi-
tiva poi; la curva y = S (@) volge la concavitd in basso prima di &, poi in
alto. Il coefficiente angolare della tangente in 4 alla curva y=35(x) e
¢ (0) +p o (1) il quale & maggiore del coefficiente angolare della retta,
(L+p) g (1), se:

e (1) —9¢'(0)

T —e (D)’

il coefficiente angolare della tangente in B & ¢’ (1) 4 ¢'(0) che & maggiore
di (1+¢)e(1) se e:

() —e(l)
”<«.>(1)—?'(0)

Se :
e(1)—¢ (0)<1

o (1) —o (1)

e u & maggiore di questa frazione, curva e retta si incontrano, cioé v’ é un
centro di librazione fra P, e P,; mentre non v'é centro di librazione se p. &
minore della detta frazione, o se questa frazione ¢ maggiore di 1.

Se ¢ (r)=7r* con « >2 ¢, ¢, ¢” sono crescenti,

o()— ¢ (0)__
) —o(l) —a—11

e quindi esiste un centro di librazione fra P, e P, se p. > a—i—T - Se ¢ (r)=1r",

la (16) diviene (p, — p}) (1 — p) =0 che non ha radici fra 0 ed 1.

Siano in 0 —1 g(r), ¢ (r) crescenti, ¢” (r) decrescente. K ancora
o' (0)<<o (1), ¢ (1)>9(1); si prova allora che la y = $ () & concava in alto
prima di § radice di $"=0, e concava verso il basso dopo £; il coefficiente
angolare della curva in 4 & ¢’ (0) 49" (I) che & inferiore a quello della
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpt, ecc. 17

retta se:
2 () =% (0)
9 (1)—e(l)

e 1l coefficiente angolare della tangente in B & inferiore a quello della
retta se:

<<

) —e ()
(1) —¢ (V)

9 (1) —e (1)
¢ (1) —9"(0)

e u. ¢ maggiore di questa frazione, retta e curva si incontrano, cioé v'’ha un
centro di librazione fra P, e P,; non v’ha ceniro di librazione se p. é minore di
detta frazione.

Se p(r)=r*con 1 <<ax<<2, ¢, ¢’ sono crescenti, ¢” decrescente,

u >
Se:

<1,

F)—e)
ol — @ > 1<t

quindi se p.>x2 — | ¢’& un solo centro di librazione fra PeP,, se p<<a -1
non ve n’e alcuno.
Siano ¢ (r), 9" (r) crescenti, ¢’ (r) decrescente. E:

PO >o(l), ¢(1)<<e(l).

Procedendo come dianzi si prova che c¢’¢ una sola radice della (16) com-
presa fra 0 ed 1, cioé un solo ceniro di librazione, se:

3 (1) —9'(1)
9 (0)—9o (1)

e p. & maggiore di questa frazione. Se ¢ (r) = r* con 0<Ta <1, ¢ e ¢" sono
crescenti, ¢’ decrescente,

<1

e(D)—o(h) _
9 (0)—e() 7

onde qualunque sia g esiste un solo centro di librazione fra P, e P,.
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8 Sibirani: Centri di librazione e moti dell’asteroide

§ 4. CENTRI DI LIBRAZIONE NEL CASO CHE P, ATTRAGGA E P, RESPINGA P.

Se P, attrae e P, respinge P, i centri di librazione sono definiti da:

oW, 811)2_0 9 1,
dx ' dy &=z

—0. (17)

Se ¢ (r)y=r, le (17) si riducono a z=20, cioe¢ tutti i punti del piano in
cui ruotano P, P, sono punti di equilibrio relativo per P.
La terza equazione delle (17) &:

b, 2les) 9 |
¢ ' # P2 1 =0,
sbddisfatta da z =10, oppure da:
2l _ 9(e) _ (18)
[ P1

Supposto z=0, le prime due delle (17) che possono scriversi:

oo, dx ' Bp, Do

(19)
om, 3p,  dw,dp o
dp, 9y ~ 8p, 9y

81@'2@_9_1 81026_92_0 )

se

sono soddisfatte solo da:

cloé da:
o)y —29()=0, 9(1)p,— o () =0,

equazioni identiche alle (12) del § 3; eppero si possono ripetere le conside-
razioni fatte in quel paragrafo.

Se A =0, delle (19) 'una & conseguenza dell’altra, eppero consideriamo
la prima sola; e, poiché la condizione A =0 equivale a y =0, i centri di
librazione sono a cercarsi sulla retta P, P,.
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 19

a) Sia P esterno a P, P, e dalla banda di P,. Allora é&:

— —r— e A TR
91—1+92) Pl_w l——}l’ P,—w l—y’ awhla awhl
e la prima delle (19) diviene:
e (DM +p) —9 (I +p) —po(l)ps 419 (p) =0. (20)

Se ¢ (r) ¢ decrescente non v’ ha centro di librazione dalla banda di P,: 1n-
vero il primo membro della (20) che puo scriversi:

1o () — 9 (Ltp) |+ 2 (1) (1 =) e 19 a0,

per essere ¢ (r) decrescente, si compone della somma di tre addendi positivi.
In particolare cido avviene se ¢ (r) = r* con « <0.
Siano ¢ (r) e ¢’ (r) crescenti. La derivata del primo membro della (20) e:

| —p 9 (pa)
(1—u)[<?(1)—<{>’(1+92) 1‘*’_‘;“‘”];
ora
I A
o (14 e) — b B > g (1) > 9 (1)
e

v (1) <o (1) (*);

dunque la derivata & sempre negativa; il primo membro della (20) che si
annulla per p, =0 & sempre negativo per p, > 0. In particolare cid avviene
se ¢ (r)=r* con «>1. Non v’ ha dunque centro di librazione dalla banda
di P,. E non v’ & neppure se ¢ (r) & crescente e ¢’ (r) decrescente; infatti:

9 ()
= (1 -p,)
[

9 () <e (L),

9" (1 42,

<9 (1 4¢.) <9’ (1)

(*) Quando ¢ (r) e ¢ () sono crescenti, si vede facilmente che & ¢ (r) <<r¢'(r) e se ¢ ()
& decrescente ¢ (r) > ¢ (r), tenendo presente 1’ipotesi ¢ (0)=0.
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20 Sibirani: Centri di librazione e moti dell asteroide

onde la derivata del primo membro della (20) & sempre positiva, eppero per
s >0 positivo 1l primo membro stesso. In particolare cio avviene se ¢ (r) ="
con 0 <<=z<l.

Se ¢ (r) & crescente e I'equazione ¢ (1)r — ¢ (r) ha oltre r =1 le radici
semplicl 7,, 75,..., r,,conr, > ri—r,>1, r,—r; >, r,—r_,>1,
e si indica con F(p,) il primo membro della (20), si ha che

F(l), F(r,), F(ry),..., F(r,)

hanno segni alternati; quindi la (20) ammette almeno una radice in ognuno
degli intervalli | —r,, 7y —7y,..., 14, —7,.
b) Sia P esterno al segmento P, P,, dalla banda di P,: allora &

_ o _ b i e
92—1_*—91’ Pl—l—{l- @, Pz—l_yl &, aw‘aw—_i
e la prima delle (19) é:
?(1)3(1—#)?1—P-:Z?(Pn)—l’-‘?(l-I—P:)- (21)

Sia y (r) decrescente; il primo membro varia da —p o (1) a + oo, il se-
condo da +oo a 0; v’é dunque almeno una radice della (21), la quale &
unica se ¢ (r) e crescente, perché allora ¢ (r) — e 9 (1 +7) & decrescente. La
radice & maggiore di 1: si osservi a quest'uopo che passando attraverso alla
radice della (21), il primo membro diventa maggiore del secondo; ora per
pp =11l primo membro ¢ (1) (1 —2y) & minore del secondo membro

9 (1) —p2(2),

giacche » (1) > ¢ (2). Dunque v’ ha un solo centro di librazione dalla banda
di P, a distanza da questo maggiore di 1. Siamo in questo caso se ¢ (r) =1r*
con «<<0. '

Se ¢ (r) & crescente, o, =0 soddisfa la (21), cioe P, & centro di libra-
zione; ma vi possono essere altri centri di librazione. Se ¢ (1)r—g¢ (r)=0
oltre r =1 ha le radici semplici »,, r;,..., 7, con

r, >2, ro—r, > r,—r>1,..., re— 1 > 1,
la (21) ha almeno una radice in ciascuno degli intervalli

1ty vy mTy,en, ooy Ty,
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Siano o (r), 9" (r) crescenti e ' (r) decrescente. Si consideri la retta:

y=3 (0|01 =)o ]
e la curva:
y=¢ (@) —po(l+w

per x >0. Per le ipotesi fatte:
o (@) —p o (I +a) >0, ¢ (@) —po”(1+2) <0,

cioé la curva, crescente, volge la concavita verso il basso. Retta e curva
partono dallo stesso punto 4 (0, —p ¢ (1)); inizialmente la curva sta al di
sopra della retta, perche il coefficiente angolare della tangente in A4 alla
curva, ¢’ (0) — ¢ o' (1), & maggiore di ¢ (1) (1 —yu) coefficiente angolare della
retta, come si riconosce avendo presenti ¢'(0) > o (1), ¢ (1) >9'(1). Aggiun-
gendo l'ipotesi che ¢'(x) —p o' (I + @), che & decrescente, abbia per limite
inferiore un numero minore di ¢ (1) (I — p), retta e curva si incontrano. In-
vero sia H un punto della curva di ascissa § per cui:

PR —ry(1+8)=2<o(l)(l —p);

la curva sta tutta al di sotto della tangente in H, ma questa incoutra la
retta y =90 (1) [(1 — p) © — p], dunque la curva passa al disotto di quest’ul-
tima retta. V'ha dunque un centro ed uno solo dalla banda di P,; esso dista
da P, piu dii: invero in @ =1 l'ordinata alla retta & o (1) — 24 ¢ (1), quella
alla curva & ¢ (1) — 1 9(2); ma, poiche la curva y = ¢ («) rivolge la concavita
verso il basso, & 2¢ (1) > 9 (2), quindi I'ordinata alla retta & minore dell’or-
dinata alla curva.

Se in particolare ¢ (r) =1 con 0<Ta<Cl, 9(r) e 9" (r) sono crescenti,
o'(r) & decrescente e tendente a zero al tendere di » a + oo, onde v’ha uno
ed un solo centro di librazione dalla banda di P,, a distanza da questo
maggiore di 1.

Siano 9 (r), ¢’ (r) crescenti, 9" decrescente. Allora é:

9" (@) —po" (1 +2)>0;

la curva dianzi considerata volge la concavitd verso l'alto; curva e retta
partono dallo stesso punto 4 (0, —uw ¢ (1)) ed inizialmente la curva sta al
di sotto della retta. La o' () —p ¢’ (1 + ) & crescente; se il suo limite supe-
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29 Sibirani: Centri di librazione o moti dell’ asteroide

riore & maggiore di (1 —w)¢ (1), si prova che retta e curva si incontrano ed
una sola volta. V’ha dunque uno ed un sol centro di librazione dalla banda
di P,: esso dista da P, pit di 1, perché per x =1 lordinata alla curva
¢ (1) —p v (2) & minore di quella della retta ¢ (1) — 2 w9 (1), giacche, volgendo
la curva y = ¢ () la concavitd in alto & 2¢ (1) << (2).

Se, in particolare, & ¢ (r)=1r* con 1<Ta<T2, & ¢ (r), ¢' (r) crescenti e
¢’ (r) tendente a + oo al tendere di r a + o0, ¢" decrescente; onde v'ha uno
ed un solo centro di librazione dalla banda di P,, a distanza da questo mag-
giore di 1.

Infine se ¢ (r)=17r* con «>2, v’ha un solo centro di librazione dalla

banda di P,. Infatti la curva solita in questo caso & inizialmente al di sotto
1

1
della retta e volge la concavitd in basso; in & —u**: (l - p.“_’) ha un

flesso, dopo di che volge sempre la concavita verso l'alto.
1

1
Per x> p** :(1 —yl“_l) la curva é crescente; per x = | l'ordinata alla
curva 1 — 224 & minore dell’ordinata alla retta 1 —2yp.; per a sufficiente-
mente grande l'ordinata alla curva e maggiore di quella della retta perche:

lim
r=-}-00

W—p@+”h—ﬂ—wm+yF:+m;

dunque la curva incontra la retta in un punto di ascissa maggiore di 1; in
altre parole, v’ha un centro ed uno solo dalla banda di P, a distanza da P,
maggiore di 1.

¢) Supponiamo ora P in mezzo a P, e P,; allora é:

7 1 o 9, 9p 4.
) 92—1—:&}' X, w—l, dx L

pp=1—p, pp=2—
e Ja prima delle (19) diviene:
P e—9 6 +ele () (1—p) = (1—¢)| =0, (2)
Sia ¢ (r) decrescente: allora in 0 —1 &:
pe(l—p)=pe(l) ¢l)=e()

(I'eguaglianza avendo luogo solo in 0 ed [ rispettivamente), onde:

9 @)+ pro(l—p)>e )1 +p),
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e poiche:

P () (41> (0)]o (1 =) 2|

il primo membro della (22) & sempre negativo in 0 —1. Non v'ha dunque
centro di librazione fra P, e P,: siamo in questo caso se ¢ (r) =r* con a<(.

Supponiamo ¢ (r) e ¢’ (r) crescenti. Consideriamo nell'intervallo 0 —1
la retta

y=-qo(1) y-+(1—u)w£

e la curva
Yy=0¢ (@) +po(l—ua).

”

Poiche ¢” (x) +p. 9" (1 — ) & positivo, la curva volge verso I'alto la con-
cavitd; ma retta e curva passano per gli stessi punti 4(0, p.o(1)), B(1, ¢ (1))
onde curva e retta non hanno in 0 —1 che codesti punti in comune. Non
v’ ha dunque centro di librazione fra P, e I’,. Cid avviene, in particolare,
se ¢ (ry=7r* con a>1.

Supponiamo ¢ (r) crescente, ¢’ (r) decrescente; in questo caso

9 (@) +-p 9" (1 —x)

¢ negativa; la curva volge verso il basso la concavitd; curva e retta non
hanno in 0 —1 che i punti 4 e B in comune; dunque non v’ ha neanche
in questo caso centro di librazione fra P, e P,. Cio avviene, in particolare,
se ¢ (r)=7r* con 0<Ta<<1. Tenendo conto dei risultati precedenti si puo
asserire che: se ¢ (r) = r* con 2 numero reale qualunque diverso da 1 non
v’ ha centro di librazione fra P, e P,.

Se I’equazione ¢ (1)r — ¢ (r) =0 ha le radici (disposte in ordine cre-

scente)
ro=0, ry, 15,0, 1, H=1

e per una coppia di radici »,, r; & r,=1—r;, allora r,, , soddisfano alla
(22); cioeé ¢’ & una coppia di centri di librazione fra P, e P,. Se le radici
Ty, Ts,..., 1, sono semplici, e, segnati in 0 —1 i punti »,, 1 —r,, se, avendo
ij paritd diversa, », e 1 — r; sono consecutivi (con che saranno consecutivi
anche 1 —r; ¢ r)), il primo membro della (22) ha segni opposti in r, ed 1 —r;,
quindi in »,—1—r, v’ha almeno una radice, e cosi pure un’altra almeno
in 1 —»,—r;. Si hanno in corrispondenza almeno due centri di librazione
fra P, e P,.
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24 Sibirani: Centri di librazione e moti dell’asteroide

d) Supponiamo ora verificata la (18): tenendo conto di questa, la
seconda delle (17) da y =0, onde gli eventuali centri di librazione sono a
cercarsi nel piano z«. Essi sono dati dalle soluzioni comuni del sistema

y“*ié_i?)_?%)=o (18)
P (1—po—E0 @)

l'ultima delle quali & la prima delle (17).
Dalle espressioni di p, e p, date nel § 2 si trae:

1 1
o=y [d—d+ L)
e la (23) diviene: ,
P U =) (= B+ (1) (1) = 220 (23)

Supponiamo che sia crescente da 0 a <+ oo al variaredi »da 0 a

2 (r)
r

+ oo e denotiamo il rapporto con ¢ (r): indichiamo poi con ¥ la funzione
inversa di ¢ che sard pure crescente da 0 a -+ oo. Dalla (18) si ricava:

f=5 (et 6);

¢, € funzione crescente di p, ed & p, <p,, perché

s (et b)) <5 (46 =r-

Ne segue che

o (1) (L —p) (2 — ) +- 2 @gslu)

varia da 0 a + oo al variare di p, da 0 a + oo, onde v’ha almeno un valore
di p, che soddisfa allequazione (23'); cio& v’ha mnel piano zx almeno una
coppia di centri di librazione simmetrici rispetto alla retta P, P, .

Se ¢g(r)=1r" con a>1, &  =r*"", crescente da 0 a 4+ oo; in questo
2

a—1

caso p; — o = 93(1 —u ) e crescente, onde la radice della (23) in p, & unica;
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 25

cioé v'¢ una sola coppia di centri di librazione nel piano zx simmelrici ri-
spetto alla retta P, P, . ’

[l procedimento usato sopra fa vedere anche che se ¢ (r) & crescente ma
varia da un valore maggiore di ¢ () (I 4+ ) a 4+ o non esiste centro di li-

. N 14p
brazione: cio avverrebbe, ad es., se o (r) =cr+r* con «>1¢e ¢c> l—ig .

Supponiamo che ¢ (r) =q):f—) sia decrescente da +o0 a 0: la $ & decre-

scente pure da +4-oco a 0: si ricava che p, & pure funzione crescente di p,,
ma & p, >¢,. Il primo membro della (23’) ¢ positivo, il secondo membro va
da + oo a 0, dunque almeno un valore di 3, ¢’¢ per cui la (23) & soddi-
sfatta; cioé v’ha una coppia almeno di centri di librazione nel piano zx
simmelrici rispetto alla retta P, P,.
Se o (r)=1r* con a<1,e¢(r)=r>" decrescente da +~ a 0; e, poiche
2

pt — pf =t (,u“_l — l) & crescente, la radice della (23") & unica.

Si vede poi facilmente che quando ¢(r)=7* con = =1 la radice p,
1 1

della (28" in cui sard fatto p, — p, p° ", & compresa fra 1 e .*", onde per la

(23) « & compresa fra da cio risulta che la congiungente i

¢ :
1—p - o
due centri di librazione taglia il segmento P, P,.

§ 5. MoTo p1 P NEL CASO CHE SIA ¢ (») — ¥

Se o (r) =r, le equazioni (7) e (9) divengono:
Yy 2T pa’ =0 (2%)

dove del dbppio segno davanti a p vale il superiore nel caso che P, e P,
siano attraenti, l'inferiore se P, & repellente.

Denotando con x,, ¥,, 2, le coordinate di P al tempo {=0 e con
o, Ye, # le componenti sugli assi della velocita di P allo stesso istante,

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXX. %
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926 Sibirani: Centri di librazione e moti dell’ asteroide

lintegrale delle (24) &

LY oo T ¥ eno T ut Y
(2\/11_‘”‘009 \/l_y.t—y—o)\/ +Usen I Ept 4, — W
y:———li—sen"z\/liy.t —:—-0056)\/1 yt—f—Jo—i-—f'—— (25)
2T == 2T 2VT =
2 =2z,co8\J1Ept+ sen 1+ . t.
' Vit = J

Il moto & periodico di periodo ; la traiettoria € una curva alge-

2w
==
brica che giace sul cilindro che ha le generatrici parallele a z e per diret-
trice il circolo:

(26)

x )2_ x5+ .

e Y N —
o5 )*(” N =] R ATEE

2 /1iy.

una seconda superficie che insieme al cilindro precedente determina la tra-
iettoria € la superficie di 4.° grado:

‘,,2 . zo )i’/’o (w—wo)_wlo(?/_yo)
' +"'0+ ~°T1+y w«§+ylg

Lt Yol —a) — o (y —yo) 75— | _
+7 "'0;17_ x’é+!j’é \/I—P"_O.

Se 2z, =2, =0, il moto & piano e la traiettoria & il circolo (26); se invece
«', =1y, =0, il moto & armonico sulla retta x =a,, y=y,.

y L

Se ¢, = =0, z, =0, £, qualunque, y’, =1 *£p, 2, =0, le

E=AR L

equazioni del moto (25) si riducono a:

€T = gj 0s 2 /1 tT/,tﬁ—o;—j_c"Tsen 21 +p t—}—ul——_:_f’“_

2yl = 2(1%p)
1 » (27)

= oVl = pt — —2— 21+
y= o sen Vi=Ept O)\/ o cos V1 “t+o)\/1_._
le quali fanno vedere che ai tempi:
{ = 1 (/f, T—al Cto' \/1 —_— [j) ((28)
viZp @

Fp

|+ 0’ che & la posizione di P,.

(k intero qualunque) P & nel punto (
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 27

Fisicamente le condizioni iniziali poste non sono realizzabili; se P &
posto in un istante in una posizione vicinissima a P, sul cerchio (27) con
una velocitd uguale a quella che le (27) derivate forniscono pel punto nel-
Iistante in cui esso € nell’indicata posizione, dopo un tempo che differisce
di pochissimo dal minimo valore positivo dato dalla (28) avviene la colli-
sione con P,.

Se P,, P,, P si suppongono sfere perfettamente elastiche, P dopo aver
urtato P, ripercorre a ritroso la stessa traiettoria e dopo un intervallo di
tempo vicinissimo a quello detto sopra urta P,, per poi riprendere il moto
di prima e cosi di seguito indefinitamente.

§ 6. MoT! FRA QUELLI DEFINITI DAL SISTEMA
E— A =B+ 0On, v+ A8 =CE+Dn, ("==xE*

GHE MANTENGONO IL PUNTO MOBILE NELLE VICINANZE DELL’ORIGINE,

a) Le equazioni del moto di un punto P siano:

¢ — AdAn=B&4 Cn
24 A& = CE—+ Dn (29)
‘Cn =_EZZ’

ove 4, B, C, D, E sono delle costanti. Vogliamo determinare fra i moti de-
finiti da questo sistema quelli che mantengono P nelle vicinanze dell’origine
delle coordinate. .

L’ultima equazione delle (29) si integra separatamente; se %,, {, sono
i valori di { e Z" al tempo t =0, lintegrale &:

¢="C,cos Bt 4 %fsen Et (E>0). (30

Le prime due equazioni delle (29) si integrano pure a parte: eliminando
0 e le sue derivate si perviene all’equazione:

A @t
ap T4 =B D)

+(DB—C)§=0,
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28 Sibirani: Centri di librazione e moli dell’asteroide

Specie diverse di moti si hanno per la diversa natura delle radici del-
’equazione caratteristica :

M4+-(AL—B—D)N+DB— (=0 (31)

ed ora li passeremo in rassegna.

Caso I. — Le radici della (31) sono tuite e quattro reali e distinte
+ Yi» *+ Yo
I integrale generale del sistema delle due prime equazioni (29) &:

I=c, et c,e 1t ¢, ent 4 ¢, et

_ -8B . Yi—2B
=04y, T o =4, O AT,

2 2 _
¢, et 4 L B ¢y et - C_T?—% c, ert,
2

Perché nell’ intervallo di tempo O ——+ oo il punto P rimanga nelle vi-
cinanze di§ =0, n =0, { =0, occorre sia ¢, = ¢, — 0; v’ha dunque a consi-
derare il moto nel piano £=:

E=c¢, et ¢, e 1 j
2 — NG — 32)
- ————Yl B —it L —‘g B —yat (
7 G—A'y,c'e - C_AY?c,e . \

Se si dicono 4, e, 20, o, 1 valori di £, %, ¢, o' al tempo ¢=20, delle
quattro quantitd %,, m,, %, ', due sole si possono prendere ad arbitrio;
considerando £,, @, come costanti arbitrarie, si ha:

:(TE_‘B) (C_AYl)Eo_(O_AYl) (C_AYJ)“O

CT M= B(C—Ay)— (i — B) (C— A7)
¢ :(G_AYx)(O_AYQ)EO__(Y?_B)(C_AYQ)f‘o
T B C—AY) — (i — B (0 47,)

ed allora si deve presupporre:

(C—AYJ(C*AYZ)'”O_%_:C'}lx'rz—ﬁ[B(Yl‘%‘?’z)—BC:&'o
AB+17: 4= 0y + 1)

C’o =

:— CHYi 4+ Yt 1) +4AYy Y2y 4 y2) - B Cfm+(y? B)(yi— B) %,
d B+Y1Y2A_O(71+Y2)

’
1|0=
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nelle loro vicinanze nel problema ristretio dei tre corpi, ecc. 29

La traiettoria & algebrica se T razionale; al tendere dif a — oo. P tende
Y-

all’origine.
Un altro moto nel piano %4 da considerare ¢:

2 __ B N
P ent, g=_Lt c, et (33)

=0y -
che avviene sulla retta:
(C—4y)n=(—B)L

Se prendiamo {, come costante arbitraria, € ¢, = ¢, ed allora si deve
supporre :
e B >y [ ’ B - ?
= (TTA?’ S50= —Y1%, Ne=TY, CTYY‘ Eo-
1

iy

Analoghe considerazioni per il moto:

E=c,e 1, 7= C’{:T_zi% Cy €T, (3%)
Moti nello spazio che mantengono P nelle vicinanze dell’origine sono
quelli definiti dall’associazione del moto armonico (30) con i moti (32) o (33)
o (34). Al tendere di # a 4 oo, i moti tendono a divenire I'armonico (30)
sull’asse €.
Caso II. — Le radici della (31) siano due reali =y e due immaginarie
pure == iz L’integrale generale delle due prime delle (29) e:

E=c,cosat—+c,senatl—4c, e~ 4c,ert

— («* 4 B)|
at A* 4 C* |

(Aa.senat—{—Ccosoct)cl+(Csenzt—Azcosat)02:—i—

vY'—B_ ., T
ToTa % Toxay

c, e

Un moto nel piano ¢ che mantiene P nelle vicinanze dell’origine &:

E—c¢,cosat+c,senat

n=§-2—— —-»g)- [(Cc,—Aacz)COSatﬁ—(Aoccl+002)se11at].
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30 Sibirani: Centri di librazione e moti dell’ asteroide

Se si prendono £,, n, come costanti arbitrarie, &:
09 ?

ot (A ) Ol B,
17 20 P Aa(a2+B)

ed allora si deve supporre che sia:

(8 4* - C*)m, + C(a*+ B)E,
A (2* + B)

| —
So

IV [
r,o_—A )(OL —Q—B)Eo—{-Om‘,

e le equazioni del moto divengono:
(« A*+ C*) 0, + C (" + B) %,

E=2%,cosat A+ B) sen af ‘ )
35
n==rn, cosrxt—(a +B)j°+0n°senat.

Il moto e periodico; la traiettoria € un’ellisse, la quale, se C==10, ha
gli assi sugli assi &, =.
Un secondo moto nel piano &= da considerarsi ¢:

E=c,cosat+c,senaf— c, et

__ — (" + B) ., '
‘ﬂ—m [(OCI—AQGZ)COSdt+(AZC,+(/62) sen «t —+ ((;6)

y' B
+C—AY

Se si prendono come costanti arbitiarie £,, n,, ¢, €:

ot 18 A&+ B) (O Ay) — (a4 + )| (O— Ay — (¢ — B) &

" (CQ—BAQ) (az—{—YZ)
(&+w&ﬁOw%+BM0—Aw%4¢ﬂBNﬁAK%mw
" a(C'—BA) («" + 7)) +
ﬂﬂﬁ+ﬁﬂw—Aﬂm—W—Bm:
" a (0" = BA) (" +-Y7)

(C—4y) [( £ B)(CF, — AE,) + (4 a* + ) m]
n= (=B &) (@ +7)

b
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 31

ed =, si deve presupporre:

o «* 4+ B (\ . N
“o—(BA:_CZ)(q2+YQ)['O(“ +Y) A{(“ +B)

»
g+

+}07(«2+B) ——AB(«2+YZ):EO+(07—Aa2)(C—Ay)no]+
( *— B 2 v 2 4t A 2
+EEE R @ B CE — 48y (a4 0.
Al tendere di ¢ a + oo la traiettoria fa infinite spire intorno all’origine

e tende all’ellisse:

E=c,cosattc,senat

p (B
- GZA2+CZ

(37)

[(Ccl—Aacg)oosat+(Aac, + Cec,) senat].
La traiettoria dall’istante £=0 in poi & tutta compresa nell’area che la
ellisse (37) copre subendo la traslazione per cui il suo centro passa dall’o-

2 e Q [
rigine al punto (03, g_—[ﬁ,ca). Le posizioni di P ad intervalli di tempo —af

sono tutte allineate su rette che hanno la comune direzione di coefficiente
N v — B

C— Ay C—4Ady

due punti qualunque dell’ellisse (37), gli infiniti archi di traiettoria compresi

nella striscia formata dalle due parallele e aventi gli estremi su queste sono

angolare . Mandate due rette di coefficiente angolare per

percorsi in tempi uguali.
Vi ha poi il moto rettilineo:

n= =B
T C— Ay

-
f— —yt
c=c,e 7,

¢, et (38)

ove, assumendo £, come costante arbitraria, &:

» '] 2—-B
C3 == %0, So:RYgoa 'n'o=—Yg,_——AY7;

0-

Nello spazio si ha il moto definito dalle (30) e (35); se «: E & razionale
la curva & algebrica ed il moto & periodico; se detto rapporto & uguale a
+ 1 la traiettoria & piana; infatti il wronskiano di &, »', ' vale:
\;2+ (a7 A* 4 C*) n, 4= C(«* + B) &,V [
K

Adat s da(d+B) E

E (2 E”)( cos Bt — 1, senEt),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



39 Sibirani: Centrt di librazione e moti dell’ asteroide

\

che & nullo identicamente se e solo se Ex=a=0. Se «:E & irrazionale, la
traiettoria ha i suoi punti condensati nella porzione di superficie cilindrica
che ha per direttrice la ellisse (35), le generatrici parallele a { e compresa
—e

fra 1 piani { = = \/Cg + (%—") (*). V’ha a considerare il moto definito dalle
(30 e (36) che al tendere di ¢t a 4 oo tende al moto (30) (37). Infine v’ha il
moto piano (30) (38) che al tendere dit a +-0co tende all’armonico (30) sul-
Passe C.

Caso lIl. — Le radici dell’equazione (31) siano tutte e quattro immagi-
narie pure ma distinte £ ia, *=4f. L’integrale generale delle prime due

equaziont (29) e:
f—c,cosat-tc,senat -+ c,cosBt—4c,sen Bt

.n:_o%;_:%[(Cc,—Aacg)cosat+(Aacl—l—Cc,)senat]—

g*+ B l ‘
Fr e |(Co—APe)cospit(dpe,+ Coysenfi].
Le costanti ¢,, ¢,, ¢, ¢, sono date da:

o Cr+ A+ (F+ B,

1 32_“‘.’.

‘ —
\

— £, A C(«* + B) (f* + B) 44, C(C* — 4* B) +

CZ=H_1[_1]0A;OE (B_*_a2_{_ﬁ2)A2 12 B2

(40)
T8 4 B) (4 )
¢y =25, —¢,
czﬁ—mm
! g

(*) Si veggano le mie Note: Inforno ad alcune soluzioni del problema ristretto dei tre
corpi e 1’Addizione alla precedente Nota nei Rendiconti dell’Istituto Lombardo di Scienze

e Lettere (1916). Nelle quali Note si trovano pure le dimostrazioni di altre asserzioni qui
non dimostrate.
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 33

ove e:
H=O((02 __Az B) (62——011).

@ . . . . e ae . . . o.
Se 8 ¢ razionale, il moto & periodico e la traiettoria & algebrica. Se —

g

e irrazionale, la traiettoria ha i suol punti condensati nell’area S determi-
nata come appresso. All’ellisse:

§=c,cosaltc,senat

.n:—;%%[(Ccl — Adac)coszt+ (Adae, + Cec,)sen “] S (41)
s1 dia la traslazione per la quale il suo centro percorre l'ellisse :

{=c,cosPt+tc,senpt

- —(%;;%[(003—;1@04) cosBt 4 (ABc, — (Jc,)senpt’l. § (42)

In questo moto la prima ellisse copre l'area S.

Due moti particolari sono gli ellittici (41) e (42) gia considerati; perche
si abbia il moto (41), occorre che fra &,, u,, &y, #', passino le ultime due
relazioni (40) in cui e fatto ¢; =c¢,=0; le costanti sono date dalle prime
due equazioni delle stesse (40). Analogamente si dica del moto (42).

Nello spazio si ha a considerare il moto definito dalle (30) e (39); se
%, fﬂ sono razionali, la traiettoria & algebrica ed il moto & periodico.

&L
8
i suoi punti condensati nella porzione di cilindro avente per direttrice la
curva algebrica (39), le generatrici parallele all'asse { e compresa fra i due

C ' .\ a . B .. . . .
— 4+ 2 . N P . .
piani { = _VC0+(E) . Se 7 ® razionale e 7 ® irrazionale, la tralettoria ha
i suol punti condensati sulla superficie che genera lellisse (42) quando ad

essa si da un moto di traslazione per cui il suo centro percorre la curva

Se 1 due rapporti sono irrazionali, ma ¢ razionale, la traiettoria ha

algebrica definita dalle (30) e (41). Infine se i tre rapporti sono

« o B
L’ E’ E
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34 Stbirani: Centri di librazioné e moti dell’ astéroide

irrazionali, la traiettoria ha i suol punti condensati nella porzione di spazio
I 7" \2
limitata dai piani { = =*= \/Cg+(%°) , e dal cilindro che ha le generatrici pa-
rallele a e per direttrice il contorno dell’area S dianzi definita.
Caso IV. Le radici dell’equazione (21) siano due reali doppie ¥ 1y.
L’integrale generale delle prime due equazioni (29) &:

g = (01 —+c, t) evt —+ (03 +c, t) evt

2 A t_A \
.n=[(Y*——B)c,+Qch v B)x( T+ 0) ‘c]ert+
Ay+ 0 Ay Oy

2 (" —B) | (C—AY)t— A4 ¢,
+[(Y b_‘ B) 03—9Y04+ z - i ]e_yt.
C— 4y (C—47)

V’¢ da considerarsi nel piano §« il moto:

E = (ca -+ 64 t) et

\ (' — B) (C—Ay)t— Ale, (43)
n = [(Y _5) 0314—02‘.{0‘_*_(.{ )k( Y)g zc ]e_yt_
— Ay (C—4r)

Se si prendono come costanti arbitrarvie &,, n,, €:

_ =4y _ | e — :
6=k o= g | (C— AN 6 — 0 = B g

Allora bisogna presupporre:

(©—axyn+|oB+v) —24B1)E
Y= Ay +B)—2¢C

(' — By &+ | 0(B+7) —24B1|n
Mo = Ay +B) —21C '

Il segmento che congiunge l'origine con (&,, w,) non & incontrato dalla
traiettoria fra 0 e 4 oo; il massimo scostamento della traiettoria da questa
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 3

retta e:

V(¢ —ap)n— (¢ —B)E|

;A(Y2+B)—-970107\/m’

che si ha allistante ¢ =

Si hanno ancora a considerare due moti rettilinei nel piano £4. Uno di
essi & il gid considerato:
«{2 - B

E=c, e, n= —C_——A‘( ¢, eV, (44)
e laltro:
2B .
i =C, te—yty n = E'TA_'} G, { e_}’t. (4‘-))

Per quest’ultimo moto, detti £, ,,&,, ", i valori di ¢, =, &, »" al tempo
1,> 0, se si considera & come costante arbitraria &:
c,= & e,
1

ed allora deve presupporsi:

ny = v —B 517 Ellzl_lﬁgn ‘n'l= T"—B . 1_Ytl£1
C—Avy r c—4y &

Se ¢, <%, il movimento allontana il punto P dall’origine fino all’istante

%, poi lo riaccosta all'origine a cul tende al tendere di ¢ a + .

Nello spazio si ha il moto (30) (43) ed 1 due moti piani (30) (44) e (30)
(45). Al tendere di ¢ a + oo, codesti moti tendono a divenire armonico (30)
sull’asse C.

Caso V. Due radici della (31) siano nulle, due reali ==vy. |’integrale ge-
nerale delle solite due equazioni &:

E=c, +c,ttc ert+4c, et

neBAe—Cec) B

Yz_"_li ¢ Y
c’ Cczt—}— c, ert |-

t— —yt
ey c—ayse T

Fra questi moti quello che mantiene P nelle vicinanze dell’origine & il
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36 Sibirani: Centri di librazione e moti dell’ asteroide

moto rettilineo:

-’::C:“} C, eVt )

B y—B \ (46)
= — . S ~7,
h o ¢, + C—A‘{%e 5

Prese ¢,, n, come costanti arbitrarie &:

o =X =B+ (C—dy)m,

Y(AB+Cy)
Cn, + an
« = Ay — ’
CT YT @R oy
ed allora bisogna presupporre:
o (C_AY) (C")o +an) , 71: —_ (Yg B)(C"]o_iTB&o) .
"o BA+ Cy ’ BA+Cy
. . Be,’
Al tendere di-f a + oo, il punto P tende al punto (cl, o )

E a notarsi che se la (31) deve avere due radici nulle, occorre che sia
B D= C". In cido che precede & implicitamente supposto C-=0. Se ¢ (=0,
deve essere anche zero B o D. Se & nullo D e non B, l'integrale generale
del detto sistema é&:

E=c, +oc el fcoen

B -
¢, t+ v—B (cs et —c, e1h),

=0Ty r4

epperd il moto che mantiene P nelle vicinanze dell’origine & :

B—y! _
=c, e, n=c,+ ij c.e~r, (47)

oY

Prese £,, n, come costanti arbitrarie, & :

_yAn—(B—y)%

.
€, =230, Gy
v4d
ed allora si deve supporre:
. . p
O z D G
So™= — Y %0, “n'o—Y a Eo-
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 37

Il punto a cui tende P al tendere di t a - oo & sull’asse w. Considera-

_zioni analoghe valgono se D -0, B=0. Non puo essere contemporanea-

mente B = C = D =0, altrimenti le radici non nulle della (30) sono imma-
ginarie pure.

Al di fuori del piano &= si ha il moto piano definito dalle (30) e (46)
che al tendere di ¢ a + oo tende all’armonico (30) sulla parallela a § per il

punto (cl, :%, 0); ed anche il moto piano (30) (47).

Caso VI. — Dell’equazione (31) due radici siano nulle, due immaginarie
pure == ia. L’integrale generale delle due prime equazioni (29) é:
E=c¢c,+c,t+c,cosattc,senat

B(4dc¢;—Cec,) B o’ 4+ B

n = oL —UCQt—m[(CC3—A104)COS“t+

4 (dxc,+ Cec,) sen oct].

Nel piano &= oltre al moto gid considerato al caso 1I:

E=c,cosat+tc,senat

«* + B . ? (48)
_m[(Ccs—A a64)0081t+(Aac3—+—Cc,)senmt], ’

N =

v’ e anche da considerare il moto:

E=c¢,+c,cosat+c,senat

_Be  #+B

"= - G ~o{—zml(Ccs—Aacgcosat—}—(Aacs—}—O’c‘)senat

o

)

. . . . Be,
che avviene su una ellisse con il centro in (¢,, — - |-
Se si prendono £,, n, &, come costanti arbitrarie, &:

o @A 4 C) 1+ (08 — AT («* + B)

«* (C*-— 4" B)
_ (@44 C*)(Cn,—BE)+CA(2* + B) ¥,
2= a* (C* — A" B)

C,=

£,
; ’
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38 Sibirani: Centri di librazione e moli dell’asteroide

“ed allora si deve supporre

A(Cng+BE) 4+ 08 (@ 42 0
Z(CF — 4° B)

7’0=

Poiché dev’essere in questo caso C*= B D e si & supposto implicita-
mente in cio che precede C=|=0, consideriamo il caso C=D=0, B==0-
Allora Pintegrale generale &:

{=c,+c,cosatt+c,senat )
49’
no=——fc,t—i—%——é—(cﬁ(ﬂn«t——qcos«t). s @)

Perche il punto P si mantenga nelle vicinanze dell’origine, bisogna che
sia ¢, =0. La traiettoria & un’ellisse cogli assi paralleli agli assi = ed il
centro in (0, ¢,). Prese §,, n,, &, come costanti arbitrarie &:

A€, . &,
Cy = Ny — - C, — ¢ C, — —
2 Q ad bl 3 w0y 4 « ’
ed allora bisogna presupporre:
’ .
n 0o /™ A E.o,
le equazioni del moto divengono:
El
E==¢,cosat+ Zsenat )
&
i (39°)
G .
N =1, — °~—(Zosenat~9—°cosu). S
-4 o o

-4
7
moto & periodico e la traiettoria algebrica, se no, la traiettoria ha 1 suoi
punti condensati nella porzione di cilindro che ha per direttrice 1’ ellisse (49)
e le generatrici parallele all’asse {, compresa fra i due piani

(= t\/ZH (%)

E pud aversi il moto analogo al precedente definito da (50) e (49").

Nello spazio si ha il moto definito dalle (30) (49); se .- & razionale, il

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 39

Caso VII. Le radici della (31) siano quattro complesse distinte = a==i8.
I integrale generale delle prime due equazioni (29) &:
E=1e"(c,cosBt—+c,senPt)+ e (c,cospt+c,senfi)

eot

AT T A« OF [%”(A(“2+@Q+B)+Q“C)BCI+

n —

+(A1(a2+B—B)+C(az—ﬂ?—B))c, sen Bt

+lAe g B 0w — =B+
+(A(aﬂ+ﬁﬁ+ B +24 o)pc,zcos@e]+

e-—at

_}_Apg_[(O_Aa).z[:(QaC—A(uz+[52+B))(363+

:senﬁt-i—

+H 0@ =g~ B = du( 8 —B) o+

e —p—p—duw g —B)ee,

(4 @ - By —2a )b,

cosﬁt}-

Il moto nel piano £= che mantiene P nelle vicinanze dell’origine &:

g=e"(c,cosBt+c,senft)

e-—at
= A{iz—f—(C—Aa)“[

y (QaC—A(aZ—i—Lﬂ"’%—B))Bcs—i— '
+(C’(a?—{59——B)—Aa(a2—}—Bz—B))04xsenﬁt%— 50
+=(C(x2—@*—B)—A«(«?+Bg—B))cs+ \

—}—(A(ocQ—{-ﬁ?—{—B)——QaC)BQzcosﬁt]-

Prese &,, n, come costanti arbitrarie, &:

AR+ (C— A ) | -, z C(*—p*— B)—Aa(«*+p*— B) z

Mo
z —_—
Cs=0Go, C,=—

’

B

A<«2+52+B)—%G§
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40 Sibirani: Centrt di librazione e moti dell’asteroide

ed allora bisogna presupporre :

m:A{%“’#—(O—Aa)zz*—Eo QABa—C(oc%}—BQ—f—B):
L
e A@ +p +B)—2a(

N, : 0(312 4,;324]_})__(2‘4“(12%_#2) : —50:(12+{32)2—-9B(¢2~4{12)+B2 :
A +F +B)—2a( ‘

!’

0’y =

2% . .

Ad intervalli di tempo uguali a { 1 punti sono su una stessa retta per
Porigine; discende da ¢id che se si mandano per lorigine due raggi, gli in-
finiti archi della traiettoria nello stesso angolo e aventi gli estremi sui due
raggi sono percorsi in tempi uguali.

Nello spazio si ha il moto definito dalle (30) (b0); al tendere di £ a + o

g

il moto tende al moto armonico (30) sull’asse . Se %1 ¢ razionale, le fun-

zioni sen P ¢, cosft, sen Ef, cos E¢ hanno un periodo T3 a tutti 1 tempi
t—1t 4+ k T (t qualunque, % intero qualunque) il punto P si trova sopra una
retta incidente e normale all’asse C.

Caso VIII. — Le radici siano due immaginarie doppie %= ¢ x. L’ integrale
generale delle prime due equazioni (29) é:

E=(c,+ ¢, t)cos at— (¢, +-c,t) sen «t

1 ~
N = —————— 9 — (a? ) 2 . N
"= Azazl (Quc, — (2 + B)e) O+ (2ac, + (2 + B)c,) A«

Ao, (a4 B) (42« — O+ 2 4* Cuc, (' + B)
- A212+Cz

— Ocl(oﬁ—}—B)t:cosat—}—

—+—=(Qac,—(a2+B)cl)Am—(‘2102+(a2—i—B)63)C’+

2C A% acy(«*+B)— A(Ao—C*c, (¢ + B)

+ A2 “2+ C?

— 002(a2—+—B)t%senat].

Sono a considerarsi nel piano i moti:

E=c,cosat—+cssenat

(«* + B X t!
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 4

in cui se si prendono &, n, come costanti arbitrarie &:

_(«* A4 C*)m,+ C(x* + B)&,
o 4 a(2*+ B) ’

z
01_30

? 3

ed allora si deve presupporre sia:

o (F 44 C*) 0+ C(«* + B,
T A («* + B) -

’ & »

"‘10=—_I;(“2+B)Cm+ Cnozy

e le equazioni del moto divengono le (35) gia considerate al caso Il
Caso 1X. — Siano nulle tutte e quatiro le radici 1; cid che esige

A4*=B+ D, C'=BD.

In 'questo caso le prime due equazioni (29) hanno per integrale gene-
rale:

E=c, +e,tt+c,t* +c t
n=é{—BmQ+ABG%+wm—BAWUW+MmB—A054+

—}—és [—B C“cg—}—"_).ABCcs—}—ﬁ(Ce-AzB)m]—Jr‘

i . Be,
+E§[——BCCS+3ABC4]_—CTt.

Nessun moto nel piano £= mantiene P nelle vicinanze dell’origine: se
il punto P & posto in un punto qualunque della retta per l'origine

B4+ Cn=0

senza velocitd iniziale vi permane. Che se (= B =0 ad ogni punto del-

I'asse { e se (=D =0 ad ogni punto dell’asse » compete la proprietd dei
punti della retta di dianzi.

Nel caso spaziale si ha un moto armonico sulla retta

B .
o

5 = Eo y W= —
¢, qualunque.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXX. 6
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49 Sibirani: Centri di librazione e moli dell’ asteroide

b) Il moto del punto P sia definito dal sistema

8 —An' = B%+Cn
"+ A8 =CE&+ Dn (29)
Zl/ :EQZ‘

Si avranno le equazioni del moto di P associando gli integrali gia tro-
vati per il sistema delle prime due equazioni con l’integrale dell’ ultima,
cioé:

i U L T
C~§(:of’r‘ﬁ)3Et+§(o—'E)e .

Volendo i moti che mantengono P nelle vicinanze dell’origine, preso %,
arbitrariamente, bisogna supporre {', = — E{,, dopo di che lintegrale pre-
cedente diviene:

{=0, e (51)

Associando questo integrale agli integrali del sistema delle prime due
equazioni considerati nei nove casi che precedono avremo altri moti che
mantengono P nelle vicinanze dell’origine,

Caso I'. Le radici della (31) sono quattro reali distinte =vy,, = y,. Si
hanno i1 moti definiti dalle (51) (32) o (51) (33) o (51) (34). Nel primo caso
la traiettoria & algebrica se y,:E, v,: E sono razionali; nel secondo e terzo
caso i moti sono piani e le traiettorie sono algebriche se sono razionali ri-
spettivamante 1 rapporti y,: E o y,:E. In tulti 1 casi al tendere di ¢ a - oo,
Ptende all’origine.

Caso II'. Le radici della (31) sono due reali =y e due: immaginarie pure
+ i« Si ha il moto definito dalle (51) e (35); al tendere di t a + oo, la
traiettoria tende all’ellisse (35). Il moto definito dalle (51) e (36) tende al
tendere di £ a + oo al moto ellittico (37). Infine v’ha il moto nel piano
(C— Ay)n=(y" — B) % definito dalle (1) (38).

Caso III'. Le radici della (31) sono quattro immaginarie pure e distinte
*+4ia, =48. Si hanno i moti definiti dalle (51) e (39) o dalle (51} e (41), o
infine dalle (1) e (42); al tendere di £ a + oo i moti tendono a divenire 1
moti piani considerati al caso IIL

Caso IV'. Le radici della (31) sono due reali doppie ==+v. Si ha il moto
definito dalle (51) e (43) che avviene fra {, e + o da una sola banda del
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 3

piano £n,=Z, ed i due moti piani ottenuti associando la (51) con le (44)
o (45).

Caso V'. Della (31) due radici sono nulle, due reali == vy. Si ha il moto
definito-dalle (51) e (46) o, se ¢ =0, dalle (51) e (47).

Caso VI'. Dellequazione (31) due radici sono nulle, due sono immaginarie
pure =i «. Si hanno i moti detiniti dalle (51) e (48), dalle (51) e (49) o, se
C =0, dalle (51) e (49"). A

Caso VII'. Le radici della (31) sono quatiro complesse distinte == o« == i f.
Si ha 11 moto definito dalle (51) e (50); al tendere di ¢ a + oo, P tende al-
I'origine.

Caso VILI. Della (31) le radici sono due immaginarie pure: si ha a
considerare il moto (35) (1) che al tendere di ¢ a oo tende all’ellit-
tico (39).

Caso IX'. Della (31) le radici sono tutte nulle: si bha il moto rettilineo

(61) sulla retta §=2¢,, n = %Eo con £, qualunque; se B= C =0 su una

qualsivoglia retta del piano #=0 parallela a {; se B=D==0 su una qua-
lunque retta del piano £ =0 parallela a &.

§ 7. MOTI DELLA PICCOLA MASSA IN VICINANZA DELLE GRANDI MASSE
SE ¢ (r) & CRESCENTE.

Trasportiamo gli assi « yz parallelamente a loro stessi in modo che l'o-
rigine vada in P, o in P, a seconda che cerchiamo moti di P che lo man-
tengono nelle vicinanze di P, o di P,. Denotiamo le nuove coordinate con
g, m, C.

Sviluppiamo le tre derivate parziali di w, o di w, (a seconda che P, &
attraente o repellente) secondo le potenze di £ =, {, trascurando i termini
di grado superiore al primo. Quando ¢(r) sia crescente abbiamo visto nei
paragrafi 3 e 4 che P, e P, sono centri di librazione: da cid risulta che le
equazioni del moto di P divengono del tipo (29) 0 (29°): esse darauno luogo
a soluzioni dei sistemi (7) e (9) legittime nella posta approssimazione quando
c¢i si limiti alla considerazione di quelle che mantengono P nelle vicinanze
dellorigine.

@) Se 5=0, 2=0, {=0 & il punto P,, in codesto punto si ha, sup-
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ponendo P, attraente:

8w, . , I 8w, ,
s —e =y O —p ¥ () s G =r()—¢0),
Fw, |, | & w,___é)? A & w,

Le equazioni del moto di P sono le (29) ove si faccia:
A=2TFme ), B=¢()—¢ O —ple' ()=o), C=0.
D=9(l)=¢ (), E=¢0)+pe(l)

Posto per brevita:

H=2(s(1) +5 ) +# (33 () +o (1), K= (300 +¢ 1)+

+869 (0 (¥ (1) +2¢ O) + 1505 0)

le radici della (31) sono:
x——+\/ ( H+\/K)

Se supponiamo ¢’ (r) crescente, in particolare ¢ (r) = r* con « > 1, 0 9’ (r)

. (1) —19¢ (0 . 1 —
decrescente (*), se ¢ 1>p > ;%.“_??(ET;, due radici i\/% (—H—h/K)

sono reali e due t\/Tl)(—H— /K) immaginarie pure, epperd 1 moti che
mantengono P nelle vicinanze di P, sono quelli del caso 1 del § 6.
Se p << M , le quattro radici sono immaginarie pure ed 1 moti

o (1)
sono quelli del caso III; se ¢ =%:%—f?; <1, due radici sono nulle e le
altre due * iy H immaginarie pure ed i moti che mantengono P nelle vici-
nanze di P, sono quelli del caso VL

(*) Non rientra in questo caso ¢ (r)=12 con 0 <« <1, perché &' (0) & infinita.
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nelle loro vicinanze nel problema ristretto dei tre corpi, ecc. 45

Se non st fa l'ipotesi della crescenza o decrescenza della ¢’ (r), nulla si
puo dire circa il segno delle difterenze ¢ (1) —4'(0), ¢’ (1) — ., (1) ed allora

se e v

o (1) — ¢ (O)zgqp'(1)—q,(1)g>: o(l) — ¢ (0)2 i moti sono quelli del
caso II, se il segno della disuguaglianza & 'opposto, i moti sono quelli del

caso IIl e se p 'cp(l — ' ( 0)! '(p (1) —ep(l)(:}qp(l)—@' (0)%, i moti sono
quelli del caso VI.

Se P, respinge, le derivate di w, in P, (0, 0, 0) sono:

8w & w
2 o ’ ’ 2 ’ 0
gz —2 (D) @(0)+y-(q> (1)~<9(1)), T =9 (1) — ¢ (0),
& w, & w, 8 w, & w,

A seconda che .9 (1) — 9’ (0) & negativo o positivo le equazioni del moto
di P sono le (29) o le (29') quando si faccia:

A=2yT=g7M, B=e()—¢ O +s (¢ () 2(1),
=0, D=0¢(1)—9¢'(0), E*= po(l)—¢ 0)].
Se 9'(r) & crescente, posto:
(D)o () +¥ (1) +27 )|
(en+¢ )

(1)1:43

—+

VNH le()+¢ (200l —e e O3 +5 )|

\
(Bec+o @)

P()] 7 (1) -+ ¢ (127 0)|

(em+gm)

0, — b

+

Jerle ¢ m+2g @) —s e ©)35)+e )|

+4 \ 2
(v 0+ )
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46 Sibirant: Centri di librazione e moti dell asteroide

si prova che o, ed », sono positivi e minori di 1. Allora se v <<, le radici
della (31) sono quattro immaginarie pure e distinte, epperd i moti sono
quelli dei casi III o [Il'; se p. = »,, le radici sono immaginarié doppie ed
i moti sono quelli dei casi VIII o VIII’; se o, <<p <<o, le radici sono com-
plesse ed i moti sono quelli dei casi VII o VII'; se v =, le radict sono
due reali doppie ed i moti sono quelli dei casi IV o IV’; infine se p.> o,
le radici sono quattro reali distinte ed i moti sono quelli dei casi I o I’

b) Consideriamo ora i moti in vicinanza di P,. In codesto punto, tra-
sportata I'origine degli assi, come dianzi fu detto, le derivate seconde di w,,
se P, & attraente, sono:

62 1 ’ ’ 82 1 ’
S =t —y+e(s) ¢O) G —ufpm—v©)
8w, , 8w, 8w, 8w,

Le equazioni del moto di P sono le (29) quando in esse si faccia:
A=2TT@e, B=g()—¢M+uls()—90), 0=0,
D=p(t() =5 O), B =¢l)+py O,

Le radici della (31) sono:

i\/ig\—ﬂi\/T{J ,

H=35(1)+¢ (1) +2¢ (¢ (D)+¥ ()

’

K—=165°5 (18 O+ Sp e (1) (¢ ()¢ () +2¢ 0) + (20 +# (1)
g ) —e(l)
¢ (1)— ¢ ()

: 1 — . o .1 — )
sono due realli\/@—(—ﬂ—t—\/lf) e due immaginarie pure tz\/Q (H-{—\/A)

ed i moti sono quelli del caso II; cio avviene, in particolare, se ¢ (r) =r*

Se ¢ (r) & crescente o decrescente ed e p. < le radici della (3!)
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o (1) — g (1) .. . .
con a>1;se 1 >u>——— T =, le quattro radici sono immaginarie pure
=y 1 smane
. . . 1) —9¢(1) -
ed 1 moti sono cuelli del caso III; se p. = ?_(_~,_~ <1, due radici sono
1 T e —¥ )

nulle e due immaginarie pure =4/ H ed i moti sono quelli del caso VL.
Se non facciamo 1" ipotesi sulla crescenza o decrescenza della ¢’ (r), 1 moti

sono quelli del caso Il se y-(<y(1)—q>'(0))<(§0'(1)—CP(I))(? (1)—?'(0));
sono quelli del caso III se la disuguaglianza ha il senso opposto, e sono

quelli del caso VI se u ((p (1) — ?'(0))2=(<P'(1)——?(1))(?(1)—9'(0)).

Se P, respinge, le derivate seconde di w, calcolate in P, sono:

&% w, , , 8’ 1w, .
=t =g ey O —s ), = (v — ),
&Fw 8w, &% w, 8w,

79?2:”'(0)__?(1)’ 0on onol alat

Le equazioni del moto di ,P sono le (29) o (29) a seconda che
w9 (0) — ¢ (1) & negativo o positivo, quando in esse si faccia:
A= yT=w1%(D. B=¢()—¢ (W +p[rO—2 ), c=0,

D=2(¥O)—¢ 1), F= g ©O—20)

Se ¢’ (r) & crescente, aa—zvj é negativa; di pih le quattro radici della (31)

sono immaginarie pure, epperd i moti che mantengono P nelle vicinanze di
P, sono quelli del caso III.

§ 8. MOoTI DELLA PICCOLA MASSA NELLE VICINANZE DEI CENTRI DI LIBRAZIONE
POSTI SUGLL’ASSE DEL SEGMENTO P, P,.

Abbiamo visto che alle radici maggiori di % dell’equazione:

ro(1)—o¢(r)=0, (13)

corrispondono centri di librazione sull’asse del segmento P, P, e che in ogni
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48 Sibirant: Centri di librazione e moti dell’ asterotde

caso fra questi centri v’ha sempre la coppia di punti che sono vertici dei
due triangoli equilateri costruiti sopra il segmento P, P,.

Chiamiamo ¢ una radice della (13), L, il punto dell’asse indicato di or-
dinata positiva, L's quello di ordinata contraria, L, e L's essendo i due centri
di librazione che corrispondono a a.

Supponiamo P, attraente. Trasportiamo, come al solito, gli assi paralle-
lamente a loro stessi in modo che l'origine vada in Ls e calcoliamo nella
nuova orgine le derivate seconde di w,; si ha cosi:

2

: 9 —¢ () & 1\e(1) —¢'(s
o mwy _1+pe)—¢0), &:z;lz(ww(c?_ﬁ)?() - ¢’ (a) |

o8 4 G ] 4 ¢
Fw, O w, _1—;;,\/2 T ¢(1)—¢'(0)
27 =—(1+pe) dEom— 2 N 4

Le radici dell’equazione (31) sono:

==i1é[—ﬂ4w0@?0%+¢@ﬂi

. (et —¢@) e
i\/(1+”)2(3"’(‘)+?'(“))_(—,,4—)(462_1)#]2 .
Se: B
¢ () <V’ —Dpt3e(1ip)

Ve —T)p— o (14-p)
le radici sono quattro reali distinte; i moti sono quelli del caso I; se:

¢ (@) _ o — ) pe+36 (1 4p) ’
V@ —Dp — o (14p)

le radici sono due reali doppie; i moti sono quelli del caso IV; se

VET —Dp+3at(t4p)__,  _JET—1) —3¢(1+p)
—_——— <o (0) < ————— .
JET—De— o(t+e " SVEe it o (+e)
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le radici sono quattro complesse; i moti sono quelli del caso VII; se

¢@=J@f—hu—3fﬂ+m
Ve —Tp+ o (1+p)
le radici sono due immaginarie pure doppie; i moti sono quelli del caso VIII;
se

V@ —D)p—3¢" (1 +p)
V@& —1)p+ o (14p)

le radici sono quattro immaginarie pure distinte; i moti sono quelli del

¢ () >

caso III. Se fosse ¢ = % (i1 centro di librazione & il punto di mezzo di P, P,)

e ¢ (—;—) = —3¢(1), le quattro radici sarebbero nulle e quindi saremmo nel

caso IX. "
In particolare sia ¢ (r) =% con a=|=1; & allora 6=1, ¢’ (c) = a, ¢(1)=1.
Se : :
V3p+3(1+p)
VBp— (1+w)

le quattro radici sono reali distinte; se:

a <

o —V3e 31+
V3 — (14w

le radici sono due reali doppie; se:

VBe+3U+p) ., V3e—30+p)
V3p— (1+p) VBp+ 14

le radici sono complesse; se:

_V3r—8(1+y)
Vu+ t4p
le radici sono due immaginarie pure doppie; se:

€>ﬁ1—30+m
VBp+ 1-4p

«

le radici sono immaginarie pure distinte.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXX.
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Questi risultati possono anche enunciarsi cosi: se «<<— 15—8y3 le
radici sono quattro reali distinte qualunque sia p.. Se — 15 — 83 =a <<—3,
le radici sono quattro reali distinte se:

o a*—18a— 15+ (a— 1)y— 3 (@ + 30 « + 33)
I<p< 7%+ 3)° ’

sono complesse se:

_ a—lSa—lo—}—(a———i)\/-& "1 30%133)
I=p> 2 (« + 3)° g

e sono reali doppie se:

U_a"— 18a— 154 (a — 1) y—3 («* + 30 « + 33)
v - 2(x+ 3)° -

Se a = — 3, le radici sono i quattro numeri v3p (== [ = i). Se
—3<<a=—1548/3,

le radici sono immaginarie pure se:

@ — 18— 15+ (x — 1) V= 3 (2* + 30 « + 33)
0<p < 2(x+ 3

e complesse se:

«? — 18 a — 15+ (a — 1) y— 3 (a® + 30 x + 33)
1>p> (@ 3)° ’

In L', le derivate parziali di w, prendono gli stessi valori che in L,

2
salvo che la(% che cambia di segno, ma poiché in (31) C, che assume

il valore di questa derivata mista, entra solamente al quadrato, sulla natura
dei moti vale tutto quanto & stato detto relativamente ai moti in vicinanza

di L,.
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Supponiamo ora P, repellente; le derivate seconde di w, in P, sono:

Fw,_1—p g()—¢(a) &, o 1e()—¢ ()

8w, Fw, 4w [, Te()—g¢ (s
or = (U=welh arg="9 \/"—4 —

8w, 8% 1w, 0.

Le equazioni del moto di P sono le (29) e le radici della (31) sono:

== glw—1) (39»('1>+?' @)=

o ur (3r0)+9 @) + ELE D e )5,

delle quali due sono reali, due immaginarie pure; i moti sono quelli del
caso Il. Analogamente avviene nelle vicinanze di L.

§ 9. MOTI DELLA PICCOLA MASSA NELLE VICINANZE DEl CENTRI DI LIBRAZIONE
POSTI SULLA RETTA P, P,: CASO CHE P, P, ATTRAGGONO P.

Quando ¢(r) & decrescente, si & visto al § 3 che v’ha un solo centro di

librazione dalla banda di P,; per ¢ (r) crescente vi possono essere oltre P,
“centri di librazione o no. I centri di librazione hanno da P, la distanza g,

(>0, perché escludiamo si tratti di P,, caso gia considerato) definita dal-

I'equazione:

o (1) (L=4p2) — ¢ (1 4 ps) +v 9 (1) py — 1 9 (ps) =O. (14)

Se diciamo L un centro di librazione, p, avendo il significato detto dianzi,
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52 Sibirani: Centri di librazione e moli dell’ asteroide

in L le derivate seconde di w, hanno i valori:

8% w, , - &,
Fw, e (L 4-9,) ¢(p) Fw, 8w
anz_?(l)(l“}—y') 1_}_92 _f" P? —Da aza:—ana<—07
8" w, o (1+5,) 9 (p,)) .
— = — ! - : =—F
3(2 ( ]+92 B P2
(le lettere B, C, D, E si riferiscono alle equazioni (Q9)) .
Sia ¢ (r) decrescente: allora B & positivo, D & negativo; infatti:
D= e ) — g e |+ (s (e — 0o
1+P2i‘ P2 ? 92‘ P2 \ Pa v W2
e per la (14):
1 1y [
D=(mo— L) +or el+p), 52
e I 0L p (1 +p:) (62)

in cui il primo fattore & negativo, il secondo & positivo. Il termine noto della
(31) & negativo: si deduce che le radici della (31) sono due reali, due imma-
ginarie pure, epperd i moti che mantengono P nelle vicinanze di L sono
quelli del caso II. Cio avviene in particolare se ¢ (r) =r* con a«<CO.

.

Vi ha pure un solo centro di librazione se ¢ (r) & crescente e ¢’ (r) cre-

scente o decrescente e se, essendo ;((11)):? E(I); <1, & p maggiore di codesta

frazione; il centro di librazione dista da P, meno di 1; in particolare cio
avviene se ¢ (r)=1r* con 0 <<a<<2

La (52) mostra che & D> 0 se ¢’ & crescente, D <O se ¢ & decrescente.

Osserviamo che B ¢ il valore della derivata del primo membro della (14)
rapporto a p, calcolata nel centro di librazione; dalle considerazioni del § 3, a)
risulta che & B <0 se ¢ (r) & crescente, B<CO0 se ¢’ & decrescente. [n ogni caso
B D <<0: ne discende che della (31) due radici sono reali, due immaginarie
pure ed i moti che mantengono P nelle vicinanze del centro L di librazione
sono quelli del caso II.

Se le radici della ¢ (1) r—¢ (r) =0 sono gliinteri0, 1, 2,..., &, oltre P,
sono centri di librazione k altri punti alla distanza 'uno dall’altro di 1; in
tal caso D=0 e la (31) ha due radici nulle.
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Se le radici 0, 1, 2,..., & sono per le (14) radici semplici, B ha segni
alternati nelle varie radici: ove & negativo, le altre due radici della (31) sono
immaginarie pure; ove & positivo, le altre due radici sono immaginarie pure
o reali secondo che B & minore o maggiore di 4¢ (1) (14 p).

I moti che mantengono P nelle vicinanze dei centri di librazione sono
quelli del caso V o del caso VI.

b) Consideriamo i centri di librazione dalla banda di P,: essi hanno
da P, le distanze p, (>0) che sono radici dell’equazione :

e(p—o)+pe() e+ 1) —pe+1)=0 (15)

In un centro di librazione le derivate seconde di w, sono:

o =e() (1 4+#) =¥ () —ue (1 +5) =B,

8% w, 8w, 8% w,

aaa‘nzozo’ azaczﬂaczq
Fw, e lpy) e(l+p)
8r.' -?(l)(l‘*‘!'-) os —p 1+Pl _‘D7
' 6’”0{__(?(&) «?(1+9|))= -
oty o1 v 1+ ’

p: essendo quella delle radici della (15) che corrisponde al centro considerato.
Le equazioni del moto di P sono le (29).
Se ¢ (r) & decrescente v’ha un solo centro di librazione che dista da P,
meno di‘1; in questo caso B & positivo, D & negativo, come ora si
prova. E:

D=%(9(1)Px—?(91)) e (?(1)(1+9)“‘*’“+P))

e per la (15):

D=@_T$ﬂ@Mm—wﬂ, (53)

di cui il primo fattore & positivo ed il secondo negativo per essere p, << 1.

Essendo B D <C0 la (31) ammette due radici reali e due immaginarie
pure: i moti sono quelli del caso II. In particolare cid avviene se ¢ (r) ="
con « <<0.
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ot
ey

V’ha pure un solo centro di librazione dalla banda di P, e da questo
a distanza minore di 1, se ¢(r) e ¢’ () sono crescenti e se, essendo;

¢ (1) —¢'(0)
=g~

v & maggiore di codesta frazione; in particolare cido avviene se ¢ (r)=1r"
con « >%2 e p.<a—_1_—1, e con 1 <<a =2 qualunque sia p.

La (53) mostra che D & positivo; in quanto a B, valore della derivata
rapporto a p, del primo membro della (15) calcolata nel centro di librazione,
le considerazioni del § 3, b) fanno vedere che & negalivo, onde BD<C0 e
la (31) ha due radici reali e due immaginarie pure; i moti che mantengono
P nelle vicinanze del centro di librazione sono quelli del caso Il.

Se ¢ (r) & crescente, ¢’ (r) decrescente, y<<%((—10)):—‘+gg, v’ha un solo

centro di librazione dalla banda di P, e da questo a distanza minore di 1;
cid avviene in particolare se ¢ (r) =r* con 0 <<« <C1. Si prova, come dianzi,
che BD <0 ed i moti che mantengono P nelle vicinanze del centro di li-

brazione sono ancora quelli del caso II.
¢) Riferiamoci ai centri di librazione posti in mezzo a P, P,. I centri

di librazione hanno da P, la distanza p, (0) radice dell’equazione:

¢ (1) —?(pl)fu[?(i)(i—91)—?(1—9.)]20. (16)

Le derivate seconde di w, calcolate in un centro di librazione sono:

", , , . O
(9‘9—2-0:»—:‘?(1)(1-1‘-?’)*?(?1)—!’-? (l—p)=B(") 557211:0:0’

e mwi_ _ele)  e(l—p) Sw 8w
P A A R I 1A T ) A
& w, o() , o(l—p) ,
7z — T :—E,
ag P1 T 1-—p,

p. essendo la radice dell’equazione (16). Le equazioni del moto di P nelle
vicinanze di questi centri sono le (29).

(*) Con ¢'(1 — p,) intendiamo, a scanso di equivoci, ¢'(r) calcolato in r=1—p,.
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Se ¢ (r) & decrescente, vi ha un solo centro di librazione fra P, e P,;
in questo caso & B>0, D<CO0, come ora si proverd. Invero:

D =%(«p (1) 91—‘9(9:))+1—ﬁ; (9 M)A —p)—e(~— 91))
e per la (16):

D=( L= ) (+(0e—26).
di cui il primo fattore & positivo ed il secondo & negativo per essere p, <1,

Essendo dunque B D <C0, dell’equazione (31) due radici sono reali e due
immaginarie pure; i moti di P sono quelli del caso II.

Se in 0 — 1 sono ¢(r), ¢’ (r), ¢" (r) crescenti sappiamo esservi un solo
¢ (1) —¢'(0)
¢ (1) —e (1)
frazione. Dalle considerazioni del § 3, ¢) si deduce che B e D sono positivi;
il discriminante dell’equazione (31) in A* &:

centro di librazione fra P, e P, se <1 e u e maggiore di codesta

|28 —¢ )+ | = e ]+

’ , . 1 —o,
+89 () (1 0)|¢ @) +ue (1 —p) + 0 1]
positivo, e la somma delle due radici in 2* & positiva valendo:
’ ’ / 1. 1—op,
%<1><1+y.)+«p(pl)+m<1—pl>+‘°—§f’+w—( P,

si conclude che le quattro radici A della (31) sono reali distinte; i moti che
mantengono P nelle vicinanze del centro di librazione sono quelli del caso 1.
Cio avviene in particolare, se ¢ (r) =1* con « > 2.

Se in 0 ~1 ¢(r) ¢ (r) sono crescenti e 3" & decrescente, v’ha un centro
¢ () —e(l)
2 (D —¢ (D)
si deduce che ¢ B<<0, D>0, epperd delle radici della (31) due sono reali
e due immaginarie pure ed i moti che mantengono P nelle vicinanze del
centro di librazione sono quelli del caso 1L

Cio avviene in particolare se ¢(r)=1r" con 1 <<a<T2.

di librazione fra P, e P, se <1 e p & maggiore di questa frazione:
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Se in 0 —1 ¢(r) $"(r) sono crescenti, ¢’ (r) decrescente e p soddisfa alla
limitazione precedente, v’ ha ancora un solo centro di librazione fra P, e P,.
Si prova che & D<<0, B>0, onde i moti di P sono ancora quelli del caso I
Cio avviene in particolare se ¢ (r) =r* con 0 <<« <<1.

§ 10. MOTt DELLA PICCOLA MASSA NELLE VICINANZE DEI CENTRI DI LIBRAZIONE
POSTI SULLA P, P,: CASO CHE P, ATTRAGGA E P, RESPINGA.

a) Riferiamoci ai centri di librazione dalla banda di P,. Questi hanno
da P, la distanza p, radice dell’equazione:

o()pr—9 () —pe() (I +p)+pre(+p)=0 (@r)
Le derivate seconde di w, in un centro di librazione sono:
Fw, , , . Fw,
=t ()= — ¢ () +ud (1+e) =B, 575, =0=C,

(?(;—2——?(1)(1 ) — (P)+ e(l+e)_ 4 8" w, é’“’wa_'o

A+ 7 &l amel
wy,  e(p) e(1+4p)
oC o Pi T 1+91

Le equazioni del moto di P sono le (29) o (29’) a seconda che:

?(91)_\(,_?(1—{—91)_
o <7 145,

Siano ¢ (r), ¢” (r) crescenti, ¢ (r) decrescente e di piu il limite inferiore
di ¢ (p,) — % (! 4 p,) sia minore di ¢ (1) (I — p); allora v’ha un solo centro
di librazione dalla banda di P, a distanza da questo maggiore di 1

9 (r)
r

\ ' w, |
& decrescente, onde  © nega-

o¢
tivo: le equazioni del moto di P sono le (29). Le considerazioni del § 4, b)
fanno vedere che B, derivata rapporto a p, del primo membro della (21')
calcolata nel centro di librazione, & positiva; € poi

- 8o

Dalle ipotesi poste discende che
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perché p, > 1. Le radici in A* della (31) sono reali perché il discriminante
vale:

1 . o (p, , z
[EL}?'(1+91)—‘P(1j_”9‘:)'%+‘£f)—9 (pl)J -+

+89(1) (1—p) ¢ (b)) = 1 g (1) + 28— 2R

9 (r)
r

La somma di codeste due radicl &:

e, per essere ¢'(r) e positivi decrescenti, il secondo addendo & positivo.

?(H-Pn)],

—‘[Q?(U(l-}L)—*‘?'(Px)-f’-?'(l+‘°1)+?£TI)—H 14,

negativa e poiche il prodotto B D e positivo, le due radici in A* sono nega-
tive, cioe le quattro radici in A della (31) sono immaginarie pure ed i moti
che mantengono P nelle vicinanze del centro di librazione sono quelli del
caso III. Cio avviene in particolare se ¢ (r)=1% con 0<Ta <1.

Siano ¢ (r), ¢’ (r) crescenti, ¢” decrescente; di pit il limite superiore di
¢ (0.) — v o (1 +¢,) sia maggiore di ¢ (1) (1 —p); v’é allora un solo centro di
librazione dalla banda di P, a distanza da questo maggiore di 1.

Si prova che & B<CO0, onde p¢' (I +p,) — ¢'(p,) <<O, e poiché D<TO ne
e (1 +Pn)_? (e)) <0.

1 +p o1
Le equazioni del moto di P sono le (29). Si prova come dianzi che le

radici in %* della (31) sono negative, onde le quattro radici in % della 1)
sono immaginarie pure ed 1 moti di P sono ancora quelli del caso III. Cio
avviene in particolare se ¢ (r) =r* con 1 <<a <2

Ed altrettanto si prova che avviene se ¢ (r) =r* con « =2

segue .

Sj 1 ) - 1 . he i t "
1a g (r) = @> * umero positivo qualunque; anche in questo caso v’ha

un solo centro di librazione dalla banda di P, a distanza da Juesto mag-
& n 1

F) (1 + o)t o oot
di P sono le (29). B poi:

<0 e quindi le equazioni del moto

giore di 1. La 2" &

1 1
B>0, Dz—(l._-j‘) 0.
= P -1 X

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXX. 8
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Il discriminante dell’equazione (31) in 3*, prescindendo dal fattore posi-

. 1 e .
tivo —— — — &,
1VO PIU-H (1 P‘)¢+,, e
1+ «)? 1 —_— L —8(1 — —
( «) (Plﬁ»l { P:)MJ) (I —p) («—1),

e la somma delle due radici vale:

1 @
—2 = 1)(91”‘*(1 +p,)“+‘)'

Se 0<<a =1 le radici in 2* sono reali ed entrambe negative, onde le
quattro radici in A della (31) sono immaginarie pure ed i moti di P sono
quelli del caso III. Se 1 <<« <C3 le radici in A* se sono reali sono negative,
se « >3 se sono reali sono positive.

Poiche dalla (21') si trae:

b — (14-p,)* (p, 2t — 1)

T e . ’ b4
ot et — 1) oY
la realita delle radici in 2* dipende dall’essere:
(14 &) . gt —1 u .

I1 primo membro & funzione decrescente di p, giacché la sua derivata &

At et (e )+ ( Hp)r —e
[ gt ATy —1 ]

essenzialmente negativa, e al variare di p, da 1a-- oo passa da
(1 + @) + (x — 3)

a zero; il secondo membro & crescente e passa da 8 (x — 1) a + co. Se «=|=3,
esiste dunque un numero p (*) maggiore di 1 tale che se p, <<% & verificata
la"(55) e se p, >p & verificata la disuguaglianza opposta; per a =3, j=1.

(*) Per a=2 ¢ 7 =1,0787... Cfr. la mia Nota: Intorno ad un problema, ecc., gid
citata.
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Osservando che dalla (54) discende che v cresce al crescere dip, si con-

clude, posto:
(L+p)* (= -1)

P (e — 1

= ),

che: se 1 <<a<<3 le quattro radici 2 della (31) sono immaginarie pure e
distinte se w <<, due doppie se w =y, complesse se p>p. Per a=3 le
radici sono complesse qualunque sia w. Per «>3 le radici sono reali di-
stinte se w <, due doppie se g =g, complesse se p.> p.,

§ 11. MoTi DELLA PICCOLA MASSA IN VICINANZA DEI CENTRI DI LIBRAZIONE
POSTI NEL PIANO PER P, P, NORMALE AL PIANO IN CUI RUOTANO P, P,.

Al § 4, d) ¢ fatto vedere che quando P, é repellente, se \]/(r)=?r(—r) e

crescente da 0 + oo o decrescente da -+ oo a 0 v’ha almeno una coppia di
centri di librazione posti nel piano per P, P, normale a quello in cui ruotano
. P, P, e simmetrici rispetto a P, P,: di pit & fatto vedere che v’ha una
coppia unica di tali centri se ¢ (r)=r* con a«a<1.

Le coordinate di un centro di librazione sono date da:

—_‘M_ — 22 () —rd )Y
TZema—p Y O &= (?(1)(1—&*))’

ove p, & radice (>0) dell’equazione:
P (1) (1 — )| 5 14 @) =]+ 1+ —2ud6) =0, @)

in cui 4 & la funzione inversa di ¢.

(*) Per a=3 & w =0,11873849.. ..
(**) Notiamo che per ¢ (r)=—1%, la radice di (23") & p, — J}%{:” per ¢ (r)=1r? &

etV el I P \/\/#’+%#+9_
i e e R Al T s e
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Le derivate seconde di w, in un centro di librazione prendono 1 valori:

Fw, . ¢ P (pa) | _ L
G =r W =) — =y | S e 6o — 20|

eje)—r ]
s@¢mﬂw@¢m0

8w, &' w, 6’2' W,
— — 2 =g (! — — =
away ) &yE ?()(1 y')? &yaz O,

»

& w,

3 It - — 2
dwdz (1) (;’__u)zv‘?(l)?(‘—P')'Pi—-:y-ﬂﬁ(e‘)—?(l){ X

" | $ () — 9 (1)
!___ 1§ (pa) — ¢ (1) '
X P2 ;{j P ? ’ 3(*" SL(PZ’)) S,(‘U‘ ";’(92))_] ’

| :
R A ] Lm)_
77 P (7 (1 — 57 b

— 1 v
S b o) 5 (w4 (m)J

& w, & w,
= W » E - 322— "

Se poniamo:

’ O w & w
2 __ g A _ 2 2
L=t —pe(l), B="5=

’ Czé?waz’

D

le equazioni del moto di P nelle vicinanze del centro di librazione, ottenute
facendo il solito trasporto degli assi, sviluppando w, per le potenze di &, 1, {
e trascurando quelle di grado superiore al primo, sono:

" —Av'=Bi+0CF

2"+ AE =D = (56)
¢ = C{+EL.

Eliminando =, { e loro derivate, si perviene ad un’equazione del 6° or-
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dine in £ la cui equazione caratteristica &.

¥+ (4—B—D—EN+!BD—C+E(B+D—4°) ¥ + (57)

.+ D(C:—EB)=0.

Poiché non appare possibile studiare, in generale, la natura delle radici
di questequazione, limitiamoci a casi particolari.
Se supponiamo ¢ (r) =% il termine noto della (57) vale:

2a-4% a—_3 )
(e —1) 2" g™ [ o= (2 — 1) + (1 —p) (M‘H —k ]

(ove z* ha il valore dato di sopra) che & positivo. Cid porta che una almeno -

delle radici in * della (57) & negativa; designandola con — o’, esiste allora
del sistema (56) la soluzione particolare :

¢=c,co8ct+ c,sengt

n:_%(cgcosct—clsen"t)
—C
§=Eﬂ(c,cosut+cgsenat).

’

Se si prendono £,, &, come costanti arbitrarie, & ¢, =£&,, ¢, =.&2 ed al-

lora bisogna presupporre :

Ag‘o . GQAEO 7 ‘—Czo

_ 4, oz,
~De

“Dye ®TETe T EHio

No

La traiettoria & un’ellisse posta nel piano

(E+6)E+CL=0

ed il moto & periodico.
Nella Nota pit volte citata dell’Accademia di Torino ho fatto vedere che
nel caso « = — 2, almeno per certi valori di p, le altre due radiciin 2* della
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(57) sono complesse, epperd sono possibili moti delle forme:

-

E—=e— 8t LHl cosyt—+ K,senyt

[ )
n—=e LH,, cosyl+K,senyt

i h
{=eF|H, cosyt+ K,seny!
| ]
dove fra le 6 costanti passano 4 relazioni, e

]
§=A4,cosct4 4, senat—l—e-f"’“[fl3 cosyt-+A,senyt

7= B, COSGt+B2S6116t—}—e‘/32t[B3 cos Yt + B, senyt1

r

;
{=0C,cosct+ C,senct- et [03 cosyt+ C,senyt
ove fra le 12 coslanti passano 8 relazioni. Cid0 avviene certamente per altri

valori di «.

Castelfranco dell’Emilia, estate del 1920.
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Sugli inviluppi di tangenti alle curve integrali
di un’equazione differenziale del primo
ordine.

(Di Enrico ZoNDADARI, @ Roma.)

Gli inviluppi delle tangenti alle curve integrali di un’equazione differen-
ziale del primo ordine nei punti di date linee sono stati studiati in due
brevi Note dal prof. E. PascaL (*) e dal prof. A. DeEL Re (**) nel caso par-
ticolare dell’equazione

y':Qo(m)'y”+Q1 (w)'?/"Al+"'+Qn—i (w)y—}—Q,,(w)

e nell’ipotesi che le linee assegnate siano le rette parallele all’asse delle y.

Considerazioni assai piu generali, applicate ad altri casi particolari, sono
inoltre contenute in una Nota del prof. F. SiBirant (***).

Nel presente scritto mi sono proposto di studiare in generale l'inviluppo
delle tangenti alle curve integrali di un’equazione differenziale f(x, y, y')=0
del primo ordine nei punti d’'una linea algebrica ¢ (x, y) = 0, lungo la quale
sia funzione algebrica di « ed gy, determinando per esso l'ordine, la classe,
il genere e il numero delle tangenti doppie e di flesso, dei punti doppi e
delle cuspidi. Questi caratteri dell'inviluppo si ottengono facilmente appli-
cando alle equazioni differenziali, per mezzo d’una nota interpretazione geo-
metrica, i risultati d’una ricerca preliminare sul contorno apparente delle
superficie rigate di una speciale congruenza lineare.

(*) Osservazione su di wna proprieta degli integrali di una classe di equazioni differen-~
ziali. Rend. della R. Acc. dei Lincei, serie 5%, vol. XVIII, 2° sem. 1909.
(**) Su certe proprieta geometriche collegate con le equazioni del tipo di quella di Riccati.
Rend. della R. Acc. delle Scienze Fis. e Mat. di Napoli, serie 32, vol. XIX, fase. II, p. 207, 1913.
(***) Alcune proprieta degli integrali di certe classi di equazioni differenziali. Rend. della
R. Ace. dei Lincei, serie 52, vol., XIX, 1° sem. 1910.
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64 Zondadari: Sugli inviluppi di tangenti alle curve integrali

1. Si abbia una retta d sostegno di una punteggiata e asse d’un fascio
di piani riferiti proiettivamente per mezzo di una data proiettivitd Q; per
ogni punto M di d consideriamo il piano w che gli corrisponde nella @ ed
in esso le rette del fascio avente il centro in M; allora i raggi di questi in-
finiti fasci appartengono ad una congruenza lineare avente come unica di-
rettrice la retta d.

Le rette della congruenza che si appoggiano ad una retta » sghemba con d
sono generatrici d’'una quadrica rigata: esse sono infatti le congiungenti i
punti della retta d coi punti della punteggiata proiettiva a d segata su » dai
piani del fascio corrispondenti nella @ ai punti di d.

Ne segue che le rette della congruenza che si appoggiano ad una linea !
d’ordine n =2 (gobba (¥) o anche piana ma il piano della quale non passi
per d), non avente punti a comune con d, sono generatrici d’'una superficie
rigata y di grado 2 n; infatti il numero dei punti in eul una retta » incontra
la superficie & uguale a quello dei punti comuni ad ! ed alla quadrica avente
per generatrici le rette della congruenza che si appoggiano a d ed r.

Per brevita di linguaggio diremo superficie rigata associata alla linew 1
la superficie avente per generatrici le rette della congruenza che si appog-
giano ad . -

La retta d & multipla d’ordine » per la rigata y associata ad I; infatti
il plano g corrispondente nella proiettivita @ ad un punto M di d taglia I
in » punti e quindi per M passano le n generatrici di y che si ottengono
congiungendo M coi punti stessi; le » falde di y generate da queste n rette
al variare di M hanno tutte lo stesso piano tangente p. in 1M, cioé la retta d

n(n—1)

& tacnodale per le ———— coppie di falde della superficie passanti per

ni{n—1)
9

essa; deve quindi considerarsi come la riunione di rette tacnodali

ordinarie.

All'infuori di d la rigata y non pud avere altre linee doppie o multiple
che un certo numero di generatrici, essendo due rette qualunque della con-
gruenza o incidenti in un punto di d o sghembe.

Vogliamo trovare il numero di queste generatrici multiple. In primo .
luogo st dovranno considerare evidentemente tante generatrici multiple quanti

(*) Anche per n =2 se ! si spezza in due retle sghembe si avra una linea gobba (con un
punto doppio apparente). Tranne per cio che riguarda il genere, ! potra supporsi anche ridu-
cibile purché priva di parti multiple.
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di uw'equazione differenziale del primo ordine. 65

saranno 1 punti multipli (effettivi) di ! e con lo stesso ordine di molteplicita.
In secondo luogo saranno generatrici multiple di y anche le rette della con-
gruenza che riescono corde della linea I.

Per trovare il numero di queste, consideriamo dapprima il caso in cui
la linea I & gobba; preso un punto M sulla retta d, il piano g corrispondente
ad M nella proiettivitd O taglia ! in % punti; in esso giacciono quindi f—(ng;l—)

corde della I che segano d in altrettanti punti M,, M,,..., Muym— che fac-
sint)

ciamo corrispondere ad M; inversamente, se ! presenta k punti doppi ap-
parenti, preso N sopra d, per N si potranno condurre k corde ad I le quali
individuano, insieme alla d, k piani v,, v,,..., v, € quindi dovremo far cor-
rispondere ad N gli 2 punti N,, N,,..., N, della retta d omologhi dei detti

piani nella proiettivitd Q. Si ottiene sulla d una corrispondenza [&ng:ﬁ , h] ;
n(n—1)

2
corda di I, generatrice della rigata y associata ad I, cioé una generatrice
multipla (in generale doppia) di y. Supponendo, per semplicitd, che { non
abbia altre singolaritd che & punti doppi effettivi a tangenti distinte e & cu-
spidi, avremo quindi in conclusione che la rigata possiede, oltre alla retta d
equivalente ad n—_(ng— D rette tacnodali, anche - 2) (nc)— D
doppie e k& generatrici cuspidali.

Se invece la linea I & piana, detto M, il punto comune al piano = di
essa e alla retta d, si riconosce immediatamente che l'intersezione u del
piano = col piano v, corrispondente a M, nella proiettivita Q & generatrice
multipla d’ordine n della superficie y; infatti per questo piano p, vengono
appunto a coincidere nella retta « le » generatrici di y giacenti in un piano
generico p per d; se, come prima, ! non ha altre singolaritd che § punti
doppi a tangenti distinti e & cuspidi, ¥ possiederd dunque oltre a § genera-
trici dopple e k generatrici cuspidali le due rette d ed » mulliple d’ordine =,
la prima delle quali tacnodale per le n falde di y passanti per essa.

per ognuna delle -+ k coincidenze che essa presenta si ha una

-+ h + 3 generatrici

2. Se ora da un punto V generico dello spazio proiettiamo le genera-
trici della rigata y associata ad ! su un piano, si ottiene un inviluppo j di
rette (contorno apparente di y da V su quel piano); la classe m; di questo
inviluppo € uguale alla classe del cono circoscritto da V a y cioé alla classe
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66 Zondadari: Sugli inviluppi di tangenti alle curve integrali

ossia al grado della rigata; dunque
m; =2 n. (1)

L’ordine n; dellinviluppo & uguale all’ordine del cono circoscritto da V
a y ciog alla classe m delle sezioni prodotte in y dai piani passanti per V;
tali sezioni, d’ordine 2 n, presentano per i risultati precedenti nel caso di {
n(n

_— 1)
—g tac-

gobba un punto » — plo a tangenti coincidenti equivalente a
nn—1)
2
piana lo stesso punto » — plo a tangenti coincidenti ora considerato, un
punto » — plo in generale a tangenti distinte, & punti doppi e k cuspidi.
Poiché ogni tacnodo ordinario equivale a due punti doppi infinitamente vi-

cini, le singolaritd delle dette sezioni saranno equivalenti se I & gobba a

nodi, —+h + ¢ punti doppi ordinari e k cuspidi e nel caso di !

—g— n(n— 1)+ h + § punti doppi ordinari e k cuspidi; se invece I & piana,

n(n—1)

valutando il punto » — plo a tangenti distinte come 5 punti doppi

ordinari, le singolaritd saranno equivalenti a % n(n — 1) + d punti doppi

e k cuspidi.

Convenendo di porre quando ! & piana h =0 non occorre quindi di-
stinguere i due casi e si ha, dalla prima formula di PLiickEeg, per la classe m
delle sezioni, cioé per l'ordine =; dell’inviluppo

3
n,-=2n(2n—1)—9(§n(n—1)—l—h+8)—3k= @
=n(n-+1)—2((h+93) — 3k.

Si osservi che le formule (1), (2), dimostrate per n==2, sono valide
anche per n =1, h =3 =k =0; infatti se ! & una retta, la rigata y associata
ad ! & una quadrica e quindi I'inviluppo j una conica per la quale appunto

3. In modo diverso considerando il piano proiettante da V una gene-
ratrice doppia, oppure n — pla ordinaria, oppure cuspidale di y il primo
riesce a tangente a y in due puntiin generale distinti, il secondo in % punti
in generale distinti, il terzo in due punti coincidenti dando cosl luogo ri-
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di un’equazione differenziale del primo ordine. 67

spettivamente il primo ad una tangente doppia, il secondo ad una tangente
n — pla, il terzo ad una tangente di flesso di j.

Inoltre il piano proiettante da V la direttrice d riesce tangente, nel
punto M che gli corrisponde nella proiettivitd @, a » falde della superficie y
dando luogo ad una retta n — pla a punti di contatto coincidenti tangente
tacnodale per le M—%—jl) coppie di rami (lineari) di j che passano per la

proiezione M’ di M (*). Ne segue che indicando con =,, ¢; i numeri delle

tangenti doppie (o equivalenti a tangenti doppie) e di flesso di j si ha pre-
cisamente

3
‘rj=§n(n—1)—+—h+8 ; @)

iy=h

dalle (1) e (3) per mezzo della n,=m,(m,—1) — 2+, — 314, si ottiene di
nuovo la (2).

Si verifica immediatamente con le formule trovate che il genere p della
linea ! (supposta ora irriducibile) definito dalla

p=g (0 —1) (0 —2) — (h+3) — &

¢ uguale al genere dell’ inviluppo

p,= %(mj — 1) (m,—2) —r,—1,,
il che si poteva affermare a priori essendo la corrispondenza fra 1 punti
di I e le rette dell’inviluppo (stabilita per mezzo dei piani proiettanti da V
le generatrici di y) algebrica biunivoca cioé birazionale.

Dai valori trovati per m;, n,, 7;, 4; & facile dedurre, colle formule di
Priicker, il numero k; delle cuspidi e 3; dei punti doppi dell’ inviluppo.
Fra questi & computato (come equivalente ad » (n — 1) punti doppi) anche
il punto singolare M’ gid considerato, pel quale passano » rami di j§ for-
mando a due a due tacnodo ivi.

(*) Alla & oltre ai punti d’incrocio con le generatrici doppie della superficie appartengono
gli n(n—1)—2 (k4 9)—3F% punti cuspidali, in cui si saldano due diverse falde di y, cor-
rispondenti nella proiettivitd @ ai piani tangenti che possono condursi da d ad !. Escludiamo,
per semplicitd, che M cada in un punto d’incrocio o cuspidale.
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68 Zondadari: Sugli inviluppi di langenti alle curve iniegrali

Riassumendo abbiamo

m;,=2n
3 .
Tj:-—g—n(n—l)—{—h—{—b

i =k

n,=nmn+1)—2Mh+3—3k

—~_

&zw%nM—AMm+ﬁn—ﬁ%-%hnm+h—ﬂ“ém+®+ﬂﬂ+— %)

+-;—[Q(h+3)+3k]o‘+h+8
, =3n(n—1)—6(h+493) —8k

py= g (n—1) (0 —2) — (b3 —

con h=0 se ! & piana (*).

I numeri trovati subiscono riduzione guando il vertice V del cono ecir.
coscritto a y appartiene alla superficie e nel caso, escluso in principio, in
cui la linea ! ha punti a comune con d. Esamineremo quei casi partico-
lari che possono interessarci nell’applicazione dei risultati ottenuti alle equa-
zioni differenziall.

4. Vogliamo ora ricercare i caratteri plickeriani dell’ inviluppo delle
tangenti alle linee integrali d’un’equazione differenziale

f(x3 Y, ?l') =0 (5)

del primo ordine nei punti d’'una data linea I, del piano x y lungo la quale ¥’
sia funzione algebrica di « ed y.

(*) La quinta delle (4), data per completare il gruppo delle formule che esprimono i ca-
ratteri dell’inviluppo j in funzione di quelli della linea 7, & oftenuta dalla

=nj(nj—1)—3kj~——mj

d; 3 H

conviene quindi calcolare il numero &; con questa in funzione dei valori numerici di n;
myj, kj calcolati per primi.
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di un’equazione differenziale del primo ordine. 69

Seriviamo percio in luogo della (B) il sistema

f(@, g, 2)=0 : ©)
dy—zdax=0
¢ noto che, interpretando la f=0 come equazione cartesiana di una super-
ficie ¢ in assi ortogonali, le linee integrali della (5) sono le proiezioni orto-
gonali s, sopra il piano x y delle linee s di ¢ per le quali & soddisfatta I'e-
quazione differenziale dy —zdax =0 (*); la tangente { ad s in un suo punto
P(x,, y,, 2,) & lintersezione del piano tangente v in P a ¢ col piano v
d’equazione Y —y, =2, (X — x,); la tangente?, in P,, proiezione ortogonale
di P su xy, alla linea integrale s, in P, & la traccia ¢, del piano y sul
piano @ y; converrd considerare questa tangente t, in P, a s, come proiezione
ortogonale o, =1, =1, su xy della parallela o a ¥, per P
Se osserviamo allora che per ogni punto P(w,, ¥,, 2,) la retta o ha le
equazioni

Y —y, =2, (X—wu,) ]

Z—z, (7)

si riconosce immediatamente che essa appartiene alla congruenza lineare

formata dalle rette dei fasci impropri giacenti nei piani del fascio che ha

per asse la retta all’infinito dw del piano xy e aventi i centri nei punti

di dew omologhi ai piani di quel fascio in una particolare proiettivita ;
precisamente la proiettivita @ & quella che fa corrispondere ai piani

Z=0, Z=1

e al piano all’infinito rispettivamente i punti di coordinate omogenee (1, 0,0, 0),
(1, 1, 0, 0), O, 1, 0, 0).

Diciamo come prima conoide associato ad una linea 1 il conoide avente
per generatrici le retle di questa congruenza che si appoggiano ad .

(*) Lie e ScHEFFERS, Geometrie der Berihrungstransformationen, pag. 188. — POINCARE,
Mémoires sur les courbes définies par les équations différentielles. Journ. math., Serie 42, vol. I,
1885, pag. 196. — Goursat, Cours d’Amnalyse, 22 ed., vol. I, pag. 542. — Di questa interpre-
tazione geometrica ho fatto uso sistematico nel mio libro: Infegrazione grafica e studio delle
equazioni differenziali ordinarie del primo ordine coi metodi della Geometria descrittiva. Al-
brighi, Segati, 1917.
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70 Zondadari: Sugli inviluppi di langenti alle curve integrali

Si ha allora immediatamente che I’ inviluppo j delle tangenti alle linee
integrali della (5) nei punti di una linea I, & il contorno apparente dal punto
all'infinito Ve dell’asse z sul piano xy del conoide y associato alla linea 1
della superficie ¢ che ha per proiezione ortogonale sopra xy la linea I,.
Poiche in generale V. non apparterrd a y, applicando .i risultati innanzi
trovati (sempre nell'ipotesi che la linea ! non abbia punti sulla retta all’in-
finito de del piano @ y), concludiamo che se I é algebrica d’ordine n con 3
punti doppi a tangenli distinte e k cuspidi e, nel caso che sia gobba, con h
punti doppi apparenti, la classe m,, Uordine n;, il numero delle tangenli
doppie =;, delle tangenti di flesso i;, dei punti doppi d; delle cuspidi k; ed
il genere p; sono dati in generale dalle formule (&) del n.° 3.

Se la superficie ¢ é algebrica d’ordine N, detto n, Uordine della l>v¢ea L,
data, per la linea 1 si avra in generale Uordine n = Nn,, e quindi i caral-
teri pliickeriani dell’ inviluppo si otterranno sostituendo Nn, ad n nelle for-
mule (&) stesse (*).

Dalle considerazioni svolte nel n.° 3 risulta che il punto all’infinito del-
Passe delle y & multiplo d’ordine » per I’inviluppo con » rami lineari che
si toccano 1vi; la retta all’infinito & la tangente comune equivalente ad

n(#z—-_l_) tangenti tacnodali.

9. Esaminiamo ora un caso particolare notevole.

Supponiamo la linea ! appartenente ad un piano = parallelb al piano
oz La proiettivitd Q fa corrispondere al punto M, d’ intersezione di = con de
(cioeé al punto all’infinito dell’asse ) il piano all’ infinito; la retta all’ infinito
del piano = (coincidente con la retta all’infinito del piano y#) & allora ge-
neratrice wu, multipla d’ordine » del conoide y associato ad 7. Il punto al-
Iinfinito dell’asse delle 2, V, vertice del cilindro circoscritto a y che dob-

(*) La dimostrazione analitica che la classe & 2 N n, ¢ immediata in questo caso; f(x, y, 2)
¢ un polinomio d’ordine N; la tangente nel punto (x, y) ha I’equazione Y —y=2(X —x);

eliminando #z si ha f ‘w, Y, ;:ZJ =0 che, resa intera moltiplicando per (X —a)*, da una

equazione ¥ (x, y, X, Y)=0, in generale del grado 2N in x y. Se il punto (x, y) appartiene
alla curva ¢ (%, y) =0 d’ordine #,, da un punto generico (X,, Y,) si potranno condurre tante
tangenti all’inviluppo quanti sono i punti comuni alle curve ¥ =0, ¢ =0, cioé in generale
2 Nn,. Questa dimostrazione ¢ I’estensione di quella data dal Prof. Der Re in caso parti-
colare nella Nota citata.
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di un’equazione differenziale del primo ordine. "

biamo considerare, appartiene alla generatrice »-—— pla us; dei 2n punti
che una retta generica r passante per Vs ha in comune con y, n cadono
sempre in Ve; ne segue che dei 2» piani tangenti che si possono con-
durre per » al detto cilindro circoscritto » vengono a coincidere nel piano
#er. Dal cilindro, considerato come inviluppo di piani, si stacca quindi il
fascio improprio d’asse u. contato n volte, ossia dall’inviluppo j il fascio
improprio delle rette parallele all’asse y contato » volte. Rimane per la classe
dell’inviluppo m; = n.

Se, dunque la superficie g relativa alla (D) e tale che il piano x =, la
seghi in una curva f(x,, y, 2) =0 d’ordine n, Uinviluppo delle tangenti alle
linee integrali dell’equazione f(x, y, y') =0 nei punti della retta x =a, é di
classe n (*)

L’ordine dell’inviluppo non potra superare quindi »n(n— 1) (**); e fa-
cile vedere che in generale é n,=n(n — 1) — 23 — 3k, cioe Uordine dell’ in-
viluppo j eguaglia la classe della linea 1; infatti sappiamo che una sezione
generica del conoide y con un piano per Vo & di classe

nin+1)—25—3%k

e presenta in Vo un punto n — plo in generale a tangenti distinte; il numero
delle tangenti che si possono condurre da Vg altrove alla sezione, uguale
all’ordine del cilindro circoscritto al conoide y, cioé ad n,, & dato da

n=nn+1)—28—3k—2n=n(n—1)—23 -3k
Dalla n; =m; (m; —1) — 2, — 3 i,, essendo m, = n, segue

9, +34,=28+ 3k;

quindi, poiché le i, tangenti d’inflegsione sono le proiezioni da V. sul piano
xy delle k generatrici cuspidali e percid i,= & segue anche =, = 3. Indicando
con 7 e ¢ rispettivamente il numero delle tangenti doppie e di flesso della
linea I si ha quindi necessariamente anche 3, =r, &, =1.

Ma ¢ facile addirittura riconoscere per via analitica che l'inviluppo delle

(* DeL RE, loc. cit.; il risultato & dato pel caso particolare riportato in principio.
(**) Cfr. SiBirani, loc. cit. I’A. dimostra per via analitica che 1’ordine dell’inviluppo
non pud superare in questo caso n(2n —1).
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72 Zondadari: Sugli inviluppi di tangenti alle curve integrali

tangenti alle linee integrali dell’equazione f (x, y, y') = 0 lungo la retia x = x,
¢ correlativo alla curva d’equazione f(x,, y, 2)=0.

Infatti, considerando invece delle coordinate x, y, z ¢ X, Y, Z le coor-
dinate omogenee y, , ., ¥, ¥, e rispettivamente Y,, Y,, Y,, Y,, 'equazione

d’'una retta generica dell’ inviluppo, per « = %= @,, sl scrive

4

Ys Yx_y4 Y2+(y2—woys) Y,=O,

dette quindi u, v, w le coordinate pliickeriane omogenee della retta nel
piano ¢y sihau=y,, v=—y, w=y,—, y, formule che rappresentano
appunto una particolare correlazione fra il piano della linea I e il piano x y.

6. Applichiamo i risultati ottenuti a casi particolari.
a) L’equazione differenziale & lineare,

y=Py+0,

con P e @ funzioni uniformi di «; la linea ! nel piano x = «, ¢ una retta
e quindi I’inviluppo j un fascio di rette (*).
b) L'equazione differenziale & un’equazione di RiccaTI

y=4y +By+C,

con 4, B, C funzioni uniformi di «; la curva I nel piano & =a, & una pa-
rabola coll’asse parallelo all’asse delle #z; I'inviluppo j & una conica (iperbole
d’equazione

(B*—4AC) (X —w) +44(X—w)Y+2B(X—a2,)+1=0

avente un asintoto nella retta x = x,).
¢) L’equazione differenziale e

Y= @ .4+ Q@y "+ - +Q,(» (n>2)

con Q,, Q,,..., @, funzioni uniformi di «; la curva ! nel piano # =, ha

(*) Cfr. ad es. CzuBgr E., Beifrag zur graphischen Integration der linearen Differential-
gleichungen erster Ordnung. Zschr. f. Math. u. Phys., t. 44, 1899.
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di un'equazione differenziale del primo ordine. 73

nel punto all’infinito dell’asse delle 2 un punto (n —1) —plo a tangenti
coincidenti nella retta all’intinito e non ha altre singolaritd; 'abbassamento
prodotto nella classe della curva da questo punto singolare &

m—NDn—2+n—2;

si ha quindi
w=nn—1)—m—1n—2)—n+2=nmn;

[’inviluppo & una curva d’ordine = (*).

d) L’equazione differenziale & complessivamente di secondo grado
in «, ¥, y'; la curva ! nel piano &=, & una conica; 'inviluppo j & una
conica.

Se invece la curva ! & la conica sezione della quadrica ¢ d’equazione

f(wa Y, z) =0

con un piano generico, U'inviluppo j delle tangenti alle linee integrali nei
punti della conica I, proiezione ortogonale di ! sopra « y (prendendo per
Yy ==z la determinazione corrispondente ai punti del piano della conica) &
una curva di 4* classe e 6° ordine di cui le singolaritd sono date dalle for-
mule (4) del n.® 3. :

e) La superficie ¢ relativa all’equazione differenziale ¢ una superficie
rigata. L’inviluppo j relativo alla proiezione ortogonale su « y d’una gene-
ratrice generica (con z=y¢" tale che il punto (@, y, 2) appartenga alla ge-

\

neratrice) & una conica (parabola coll’asse parallelo a ).

1. Sia lequazione di CrLAIRAUT
y zy=9@); (8)
si riconosce subito che la superficie s, d’equazione

y—zw=0()

relativa ad essa & il conoide associato ad una qualunque sezione pilana di g;
in particolare alla

y‘woz=?(z)7

(*) Pascar, loc. cit.
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\

ricordando che I’integrale singolare dell’equazione & I'inviluppo delle rette
integrali

y— Cae=9(C)

e applicando il risultato del n.° 5 si ha che la linea rappresentata doll’ in-
tegrale singolare dell’equazione di CLAIRAUT (8) & correlutiva alla curva de-
quazione

Y — @y 2 =0 {2),

con x, arbitraria.

23 giugno 1920.
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Questioni di forma e di realita relative a fasci
di quadriche in uno spazio ad n dimensioni.

(Di Eveexio G. Tocriatri, a Toriro.)

Una delle questioni fondamentaii sui fasci di quadriche & notoriamente
quella dell’«equivalenza » di due tali fasci dal punto di vista della Geometria
Proiettiva, questione che consiste nella ricerca delle condizioni necessarie e
sufficienti per l'esistenza di un’omografia che muti i due faseci I'uno nell’altro.
Essa equivale al problema algebrico della riduzione simultanea a somma di
quadrati (o ad altra forma semplice), per mezzo di trasformazioni lineari, di
una coppia di forme quadratiche; problema risolto, come & ben noto, dal
WerersTrass (anche per coppie di forme bilineari) nel caso di fasci di forme
non tutte singolari, e dal KroNecker per fasci di forme (bilineari o quadra-
tiche) tutte singolari (*). L’interpretazione geometrica del teorema d’equiva-
lenza di WEIERSTRASS, e la sua applicazione alla classificazione dei fasci di
quadriche in uno spazio ad un numero qualunque di dimensioni (da cui di-
scende, in particolare, la classificazione delle superficie di 4.° ordine dello
spazio ordinario con conica doppia, e quella dei complessi quadratici di rette
dello spazio ordinario) si trovano in Memorie notissime del prof. SEGRE (*).

(') WEIERSTRASS, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen; Monatsherichte
der Kgl. Preuss. Akad. der Wiss. zu Berlin, 18 Mai 1868, pp. 310-338; Math. Werke, 11 B.4,
pp. 19-44.

KRONECKER, Algebraische Reduktion der Schaaren bilinearer Formen; Sitzungsberichte der
Kgl. Preuss. Akad. der Wiss. zu Berlin, 1890, pp. 1925-1237.

Un’esposizione sistematica ed elementare di queste teorie si pud vederein: Muts, Theorie
und Anwendung der Elementartheiler; Leipzig, 1899, § 8; e W. F. Mever - J. Dracn, Théorie
des formes et des invariants; Encyklop. des Sc. Math., I-11, p. 412 e seg. (v. anche nell’En-
cyklop. tedesca 1art.: Invariantentheorie dello stesso W. Fr. Mever, 1B 2, pp. 320-403, n.° 3).

(%) SeGrE, Studio sulle quadriche in uno spazio lineare ad un numero qualungue di di-
mensioni; Mem. della R. Ace. delle Sc. di Torino, (2) 36 (1885), pp. 3-86 — Sulla geometria
dello, retta e delle sue serie quadratiche; id., pp. 87-157. — Etude des différentes surfaces du
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76 Togliatti: Questioni di forma e di realita relative a fasci

Nelle trattazioni di WeiersTrASS, KRONECKER, SEGRE non si fa, di solito (°),
distinzione tra quantitd reali e quantitd complesse. Nel presente lavoro si
considerano invece, in uno spazio reale ad un numero qualsiasi » di dimen-
sioni, in un §,, dei fasci reali di quadriche, ossia dei fasei definiti mediante
coppie di quadriche le cui equazioni, in un sistema di coordinate proiettive
omogenee con punti di riferimento reali, hanno coefficienti reali; allora, anche
limitandoci, come faremo per semplicitd, a fasci contenenti »+ 1 coni (di
1.* specie) reali e distinti, sorgono nuovi problemi di equivalenza. Per il
teor. di WeIErsTrass, due tali fasci sono proiettivamente identici, nel campo
complesso, ogni volta che si puo stabilire tra gli elementi dei fasci stessi,
pensati come enti oo', qualche proiettivitd che muti i coni dell’uno in quelli
dell’altro; se si vuole perd che 'omografia dello spazio che trasforma allora
l'un fascio nell’altro sia reale, cioe che i due fasci siano equivalenti rispetto
alle omografie reali, si dovranno aggiungere alle precedenti altre condizioni.
Si pud studiare inoltre I'equivalenza dei due fasci dal punto di vista topo-
logico; piu esattamente, tratteremo il problema dell’equivalenza dal puunto di
vista dell’« Analysis sytus proiettiva », ponendo cioé come gruppo fondamen-
tale *) di trasformazioni quello che risulta dall’ampliamento del gruppo delle
omografie reali ottenuto aggregandovi le deformazioni reali continue dello
spazio che mutano in sé linfinito (*). In questindirizzo & essenziale la con-
siderazione delle falde (reali) ad n — 2 dimensioni costituite dai punti reali
della quartica base d’'un fascio di quadriche.

Cid conduce a fare per le falde reali chiuse di dimensione k> 2 una
distinzione analoga a quella che lo Staupt fa per i rami reali di curve (piane
o sghembe) e per le falde reali di superficie dello spazio ordinario (°): esse
si possono distinguere in falde d’ordine pari e falde d’ordine dispari; e le

4.6 ordre o conique double ou cuspidale etc.; Math. Ann., 24 (188%), pp. 313-444. A questi
lavori rinviamo il lettore per la bibliografia sull’argomento.

(®) V. nota (18).

(%) KLEwN, Vergleichende Belrachtungen itber neuere geometrische Forschungen, Programm,
Erlangen, 1872 (Gesammelte Math. Abhandl., 1.er B.d4, pp. 460-497); trad. ital. FANo in questi
Annali, (2) 17 (1889-1890), pp. 307-343.

(®) KLEiN, Ueber Flichen dritter Ordnung; Math. Ann., 6 (1873), pp. 551-581, § 16. Vedi
anche COMESSATTI, Sulla connessione delle superficie razionali reali; questi Annali, (3) 23 (1914),
pp. 215-284, nota (17) al n.° 6, nella quale si trovano pure altre indicazioni bibliografiche.

() G. C. C. v. StaupT, Die Geometrie der Lage, Niirnberg, 1847 (traduz. ital. Pigri, To-
rino, 1889), § 12. Kuein, loc. cit. nella nota (5), § 15. BErzoi.ari, Allgemeine Theorie der
hiheren ebenen algebraischen Kurven; ¥ncyklop. der Math. Wiss., 1IIC4, n.o 19 a p. 383,
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di quadriche in uno spazio ad n dimensioni. 77

prime si possono a lor volta suddividere in vari tipi a seconda della dimen-
sione massima delle falde dispari tracciate su di esse (*). Non ci risulta che
una tale estensione sia gia stata fatta: ad essa & dedicato il § 1.

Stabiliti questi nuovi concetti, si pud determinare il numero delle falde
della quartica base d’un fascio di quadriche, e discuterne anzitutto la parita
o disparitd (§ 2): si trova che, in uno spazio di dimensione > 3, la quartica,
se ha falde reali, ne pud avere solo una o due, e sempre d’ordine pari.

Resta da esaminare il tipo di queste falde (nel senso spiegato sopra),
in relazione con altri due caratteri topologici evidenti del fascio stesso: il
numero dei suoi coni reali ed il tipo delle quadriche reali in esso contenute;
cio & fatto nei §§ 3, 4, 5, 6, 7, 8; in pari tempo trattiamo anche la questione
degli spazi reali esistenti sulla quartica base.

Nei §§ 9 e 10, riprendendo alcune proprieta, gia stabilite nel § 3 ed
utilizzate dopo, trattiamo i due problemi di equivalenza sopra enunciati.

Infine, nel § 11 le cose esposte vengono applicate ai primi valori di =,
lasciando da parte il caso di » =3, per il quale si ritroverebbero i ben noti
risultati relativi alla forma di una C* sghemba di 1.2 specie (*); per n=4
ed » =5 si ottengono i risultati dello Zeurre~ (°) e del Reyr (*°) relativi a
questioni di forma e di realitd rispett. per superficie di 4.° ordine (dello
spazio ordinario) con conica doppia e per complessi quadratici di rette.

Oss. — In tutto il lavoro, quando si parlerd d’un qualsiasi ente algebrico
(punto, linea, V., corrispondenza), senza specificarne la natura, s’intendera che
esso sia reale; quando dovesse essere complesso lo si dird sempre esplicita-
mente. L'ente complesso-coniugato d’ un ente complesso 4 s’ indichera con 4.

() La distinzione analoga per le falde pari di superficie dello spazio ordinario & dovuta
al Kuewy, loc. cit. nella nota (5), § 15.

(8) CREMONA, Mémoire de géométrie pure sur les surfaces du troisiéme ordre; Crelle, 86
(1868), pp. 1-133; Opere Matematiche, III. pp. 1-122; n.! da 161 a 170. Per altre indicazioni
hibliografiche si veda: Staubpg, Fldchen 2. Ordnung und ihre Systeme und Durchdringungs-
kurven; Encyklop. der Math. Wiss., II1 G2, pp. 161-256, n.° 126. (V. anche Cmisini, Sulla
forma delle quartiche gobbe di prima specie e delle curve ellittiche normali; Rend. Ist. Lomb.,
(2) 53 (1919-1920), pp. 591-599, § 4).

(® H. G. ZeutHEN, Su le superficie di 4.° ordine con conica doppia; questi Annali, (2) 14
(1886), pp. 31-70 (trad. dal danese di Gino Loria). (V. anche Seqre, Mem. dei Math. Ann.
cit. nella nota (2), n.° 143).

(1) TH. Reve, Ueber die Hauptarten des allgemeinen quadratischen Strahlencomplexe und
Complexengewebe; Crelle, 98 (1885), pp. 284-300. C. AmrNoLDT, Einige Untersuchungen iiber
quadratische Strahlencomplexe; Diss., Strassburg, 1887, p. 38. Né il RevEg, né I’ArNoLDT, non
considerano nulla che interpreti in qualche modo nello spazio ordinario il numero e la
specie delle falde della varietd di S; immagine d’un complesso quadratico di rette di S;.
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78 Togliatti: Questioni di forma e di realité relative a fasci

§ |. — SULLE FALDE CHIUSE A kK DIMENSIONI D’ORDINE PARI
¥ D’ORDINE DISPARI.

1. — Sia L una linea chiusa in un §,. Un iperpiano =, non conte-
nente alcuna porzione di L, tagli L in m punti; un altro iperpiano =’, nelle
stesse condizioni di %, e non passante per nessuno dei punti ove = taglia L,
abbia m' punti d’intersezione con L. Poiché L & chiusa, ed in ciascuno dei
suoi punti d’intersezione con = o con =’ essa passa dall’una all’altra delle
due regioni (diedri completi) in cui I'ambiente S, vien diviso da = e =, il
numero m -+ m’' sard pari; e percio m ed m’ saranno entrambi pari od en-
trambi dispari.

Un iperpiano non contenente alcuna porzione di L taglia dunque L in
punti 1l cui numero o & sempre pari o e sempre dispari; nel primo caso
diremo che L & d'ordine pari, nel secondo che L & d’ordine dispari.

Se L sta in un S,, con m<<n, la sua parita o disparita pud essere
decisa cercandone le intersezioni con gli S,_, di §,,.

Una linea composta di linee chiuse si dira d’ordine pari o d’ordine di-
spari secondoché fra le sue componenti quelle che sono d’ordine dispari
sono in numero pari o dispari.

2. — Si abbia ora in S, una V, chiusa (1 <<k <n), e siano rispett.
in numero di m, m’ i punti in cui V, & intersecata da due S,_,: =, =, nes-
suno dei quali contenga infiniti punti di V,, e non passanti entrambi per
uno stesso punto di V,. Supponiamo che =, %" stiano in un S,_,,; allora
questo taglia V, lungo una linea intersecata da =, =’ rispett. in quegli m
ed m' punti, onde m, m' saranno entrambi pari o entrambi dispari. Se poi
=, % sono generici, si vede facilmente che si pud passare da = a =’ con una
catena di S,_, dei quali due successivi stiano sempre in un S,_,.,; percio
la V, considerata & tagliata da ogni S,_,, che non ne contenga infiniti
punti, in un numero di punti o sempre pari o sempre dispari; nel primo
caso la V, si dird d’ordine pari, o semplicemente pari, nel secondo d’ordine
dispari, o semplicemente dispari.

Se la V, sta in un S,,, con m <n, se ne deciderd la paritd o disparita
cercandone le intersezioni con gli S,_, di S,.

Una V, composta di parti chiuse (di dimensione &) si dird d’ordine pari
o d’ordine dispari secondoché contiene un numero pari.o dispari di com-
ponenti d’ordine dispari.
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di quadriche in uno spazio ad n dimensioni. 79

3. — Le definizioni precedenti si estendono al caso di k=0, quando V,
si componga d’un numero finito di punti: essa si dira allora d’ordine pari
o dispari secondoché quel numero & pari o dispari.

Uno spazio a %k dimensioni & d’ordine dispari.

La V,,,_. sezione d’'una V, con un S, (h+k=n) & d'ordine pari o di-
spari come la V,. Viceversa, V, & pari o dispari come le sue sezioni con
spazi. E perod da notare che se I'S, sega V¥, in una varietd di dimensione
> h+k —n, nulla si puo pit dire, in generale, sulla paritd o disparitd del-
I'intersezione. Ad es., una rigata cubica normale di S, & d’ordine dispari
(v. pitt oltre il n.° 9), perd esistono dei piani che la segano secondo coniche,
che son linee d’ordine pari.

ln particolare, se ¢’¢ in S, un S,_, contraddistinto come iperpiano all'in-
finito, si ha che una V, dispari (k> 0) si estende sempre all'infinito, mentre
una V, pari pud anche avere i suoi punti tutti a distanza finita.

Proiettando una V,(A<<wn—1) da un punto esterno O si ha una V,,
(cono di vertice 0), le cui intersezioni con un S, ,_, generico sono tante
quante quelle di V, con I'S,_, che proietta da O quell’S,_, ,; percido V.., &
pari o dispari come V,. Se invece O & un puuto generico di V,, la proie-
zione V,,, € pari o dispari secondoché V, & dispari o pari.

Piti in generale, la V,,,,, proiezione di V, da un S,(k+k+ 1<n)
avente in comune con V, un numero (finito) di punti, & pari o dispari se-
condoche la parita o disparita di V, coincide oppur no con quella del gruppo
dei punti comuni a V, ed S,.

Due V, omologhe in un’omografia sono entrambe pari o entrambe di-
spari.

4. — Consideriamo ora il gruppo dei punti d’'intersezione d’'una V,_,
e d’'una linea L, non avente alcuna porzione sopra V,_,. Presiin §, un piano
= ed un S,_;, O, generici, trasformiamo L con le oo’ omografie aventi O
e = come luoghi di punti uniti: si otterranno oo' linee I/ tutte pari o tutte
dispari come L, costituenti una successione continua, ed una delle quali sta
in #. Inoltre, passando da una posizione di I’ ad un’altra, le intersezioni di
L' con V,_, possono variare solo d'un numero pari (la scomparsa di qualche
intersezione potendo avvenire solo attraverso una posizione di L’ nella quale
L’ tocca V,_,); d’altra parte = sega V,_, in una linea pari o dispari come la
V,_, stessa; percio, per un noto teor. di StaupTt (*'), si conclude che: Una

n

(1) Staupr, loc. cit., n.° 157. 1l ragionamento di questo n.e 4 & analogo a quello della
nota al n.° 158 dello Stauprt.
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80 Togliatti: Questioni di forma e di realitt relative a fasci

V... chiusa ed una linea chiusa, non aventi infiniti punti comuni, si tagliano
in un numero dispari di punli se sono entrambe dordine dispari, in un
numero pari (zero incluso) di punti se una almeno delle due é d’ordine pari.

5. — Se si hanno invece una V,_, ed una V,, con 2> 1, entrambe
chiuse, e tali che V, non abbia sopra V,_, delle porzioni (a k£ dimensioni),
segandole con un S, ,,, generico si ottengono entro questo una V, , ed una
linea (o chiuse, o composte di parti chiuse), alle quali si pud applicare il
teor. precedente. E poiché le intersezioul (in numero finito) della V,_, con
quella linea sono tutte e sole le intersezioni dell’S,_,,, con la V,_, comune
alle V,_, e V, iniziali, si ha: Una V,_, ed una V, chiuse, avenli in comune
una varieta di dimensione k— 1, $i segano in una V,_, dispari se sono en-
trambe d’ordine dispari, non 8i seqgano 0 st segano in una V,_, pari se uwna
alimeno di esse & d'ordine pari.

6. — Con un ragionamento simile a quello del n.° 4, e applicando il
teor. stesso del n.° 4, si trova che: Una V, ed una V,_, chiuse, non aventi
in comune infiniti punti, si segano in un numero dispari di punti quando
sono entrambe d’ordine dispari, in un numero pari (zero incluso) di punti
quando una almneno di esse é d'ordine pari.

7. — Date infine una V, ed una V. (con & + Kk >n, b<<n—1,
k' <nm—1), se st segano entrambe con un §,,_,_,- generico, si ottengono
entro questo una V,_,- ed una V,_, alle quali & applicabile il teor. precedente,
e le cul intersezioni danno tutte e sole le intersezioni dell’S,, ,_»- con la
varietd intersezione di V, e V... Percid si pud enunciare il seguente teor.
generale che include 1 precedenti: Una V, ed una V, chiuse (k4 k' =mn),
aventi in comune una varietd di dimensione k+ k' —n, si segano in una
Vieiw_n d'ordine dispari se sono entrambe d’ordine dispari, non si segano o
st segano in una V..., d’ordine pari se una almeno delle due é dordine
pari.

8. — Ne segue che: Una V, dordine dispari contiene varieta di ogni
dimensione k' <k sia d’ordine pari che d’ordine dispari: esempi di tali va-
rietd minori si ottengono segando V, con altre varietd, pari o dispari.

Per la stessa ragione: Se una V, d’ordine pari contiene una V. dor-
dine dispari (k' <k), essa contiene delle varietd di ogni dimensione k" <k
sia d’ordine pari che d’ordine dispari.

Se una V, d’ordine pari non conliene nessuna V, dispari (K'<k—1),
essa non puod contenere neppure delle varietd d’ordine dispari di dimensione
maggiore di k.
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Percid le V, pari si possono distribuire in vari tipi a seconda della di-
mensione massima delle varietd dispari tracciate su di esse; e precisamente,
una V, d’ordine pari si dird di specie k' quando contiene delle V.. dispari,
ma non contiene nessuna varietd dispari di dimensione > &’ (**). Il numero &’
puo variare da 0 a & — 1.

Due falde pari di specie &' e k" rispett. hanno certo dei punti comuni
quando k' + k"= n, anzi essi costituiscono allora una varietd pari di specie
k' + k" — n almeno.

9. — Le cose precedenti si applicano, in particolare, alle varieta alge-
briche reali: se una tale varietd, di dimensione &, ha dei punti reali, essi si
distribuiscono in una o piu falde chiuse, di dimensione 2 o minore, ciascuna
delle quali potra essere d’ordine pari o dispari. Se il grado della varieta & r,
un S,_, generico la sega in » punti (tra reali e complessi); percio le falde
dispari a %2 dimensioni della V; algebrica saranno in numero pari o dispari
secondoché r & pari o dispari. Ad es., una V} reale, non degenere, dotata
di punti reali, si compone d’una sola falda pari a & dimensioni; invece una
varietd cubica, di qualunque dimensione % (ad es. una rigata cubica di S,)
contiene sempre una falda dispari di dimensione k.

Se la V, algebrica non ha punti multipli, non potranno esistere falde
isolate di dimensione <<%, né punti comuni a due diverse falde a & dimen-
sioni della V,; percio, se 2k=n, la V, non potra avere pitt di una falda di-
spari a % dimensioni. Cosi, una V;_ , priva di punti multipli, si compone
d’una sola falda dispari insieme, eventualmente, con una falda pari (entrambe
ad » — 1 dimensioni).

Considerando delle varietd algebriche, & facile provare 'esistenza di falde
V, d’ordine pari e di specie k', qualunque siano i valori fissati per & e k.
Prendiamo infatti in un S,_,;, la quadrica di equazione:

2 2 2
wg—wl——wz""—mb—k'i—l:oy

ove le »,, «,,..., x,_,,, sono coordinate proiettive omogenee in un sistema
di riferimento reale. Essa & esterna all’S,_,- di equazione x, = 0, percid, pur
contenendo punti reali, non puo contenere rami di curva d’ordine dispari.

(12) Poiché una Vz reale pari di specie k'’ noun conterra, in generale, degli Sk’ reali, pre-
feriamo questa denominazione all’altra: Vi di ¢ipo Sk’, che sarebbe analoga a quella che usa
lo ZeurHEN per le falde superficiali dello spazio ordinario (loc. cit. nella nota (%), n.°® 18 e
relativa prima nota).

Aunali di Matematica, Serie 111, Tomo XXX. 11
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I suoi punti reali formano percido una falda pari a 2 — %k dimensioni e di
specie 0. Proiettandola da un §,_,, sghembo con I'S,_,.,, si ha tin cono
quadrico che contiene degli S,  reali, ma privo di falde dispari di dimensione
>%': 1 punti reali del cono formano dunque una V, pari di specie %'

Si riconosce poi subito che i punti reali della quadrica di §,:

a0m3+"'+akwi_ak+lw§+l—"'—a’nw:=07

ove le a,, a,,..., a, sono numeri positivi, e 2k <n, formano una V,_, pari
(contenente degli S, reali, e) di specie k; rispetto ad essa sono esterni I'S,
e I'S,_,_, di equazioni rispett.: '

o=, = =x,=0, 0, =2, , = =wx,=0.

n

Per una falda (d’ordine pari) priva di punti reali si assumera la dimen-
sione k' = — 1.

Le falde pari a & dimensioni d’'una Vi algebrica di S, possono essere
di specie varia; se pero la Vi non ha punti multipli, non possono esistere
due falde pari a & dimensioni di specie &', 8" quando sia %'+ k" = n.

§ 2. — LR FALDE REALI DELLA Vi_, BASE D'UN FASCIO GENERICO
DI QUADRICHE IN S, .

10. — Applichiamo le cose sopra esposte alla V:_, intersezione di due
quadriche di §,, limitandoci al caso in cui il fascio di quadriche che quelle
due definiscono contenga n + 1 coni distinti, sicché esista una piramide
(avente per vertici i vertici di quel coni) autopolare rispetto a tutte le qua-
driche del fascio. Indicheremo sempre con V la quartica base del fascio, che
sard irriducibile, e supporremo »>2 ().

Se esistono punti reali di V, essi si distribuiscono in non pitt di due
falde.

(1) Per n=2, il fascio contiene tre coniche degeneri, e la varieti base si compone di
quattro punti per i quali si possono avere i casi seguenti: a) 4 punti base reali, 3 coniche
degeneri reali, e composte di rette reali; b) 2 punti base reali e 2 complessi-coniugati, una
sola conica degenere reale, e composta di rette reali; ¢) 4 punti base complessi a due a due
coniugati, 3 coniche degeneri reali, di cui una composta di rette reali e le altre due di rette
complesse-coniugate.
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Infatti, se V non contiene falde dispari, non pud avere tre falde pari
V,, V,, V,, altrimenti un 8, passante per tre punti presi in modo generico
uno per ciascuna di esse incontrerebbe V secondo una C* sghemba di
1.2 specie, irriducibile, e con tre rami reali, il che & assurdo ('*).
" Supposto poi che V contenga una falda dispari, V,, ne conterra certo
una seconda, V, (n.° 9); e poiché queste non debbono avere punti comuni,
dovra essere: 2 (n — 2)<mn, cioé: n <4, e quindi: n=3. Solo in un S, la
quartica base d’un fascio di quadriche pud contenere due rami dispari; ma
allora non ci pud essere un terzo ramo, Vi, perche il piano determinato da
due punti di V, ed uno di V,, generici, segherebbe ancora V, in un punto,
segherebbe V, in un punto almeno, e quindi, contenendo almeno 5 punti
di V, ne conterrebbe una componente piana, contro 'ipotesi. Sicché:

I punti reali eventuali della V,_, base d’un fascio generico di quadriche
in S, (n>2) possono costituire o due falde pari, o una sola falda pari, e
per n=3 possono anche distribuirsi in due rami di curva entrambi dispari.

11. — Si possono dare esempi di questi vari tipi di quartiche consi-
derando in S, 'intersezione di due ellissoidi (**). Cosi, se uno dei due ellis-
soidi & tutto interno all’altro la quartica loro intersezione & priva di punti
reali; se si prendono due ellissoidi esterni 'uno all’altro ed aventi in comune
ad es. un vertice ed il relativo iperpiano tangente, e si suppone che uno di
essi si ingrandisca di poco senza mutare di centro, la quartica intersezione
dei due ellissoidi ha una sola falda reale; se infine si sega un ellissoide con
un cono di specie 1 (cono proiettante da un punto una quadrica di specie
0 d’'un S,_,), ed avente il vertice interno ad esso, si ottiene come interse-
zione una quartica con due falde reali (n.° 18).
Quanto all'ultimo caso, nell’ipotesi di n =3, & noto che esso & possi-

bile (°); lo ritroveremo al n.° 23.

(%) Hamrnack, Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven; Math. Ann., 10
(1876), pp. 189-198. HiLBERT, Ueber die reellen Zitge algebraischer Curven; Math. Ann., 38
(1891), pp. 115-138, in fondo a p. 119. V. anche nota (8).

(15) Fissato un Sp—1 di S» come iperpiano all’infinito, si dird ellissoide una quadrica, non
degenere, di Sy priva di punti realiall’infinito. Un ellissoide divide Sy in due regioni: una (che
contiene 'Sy—1 all’infinito) di punti esterni e I'altra di punti interni; 1’Sx—1 polare d’un punto
& esterno o segante secondoché quel punto é interno od esterno. Similmente, ogni quadrica
reale non degenere di specie 0 determina in S» una regione di punti esterni ed una di punti
interni; ogni retta contenente un punto interno sega la quadrica in due punti reali; e scri-
vendo ’equazione della quadrica sotto forma di somma di quadrati (n.° 9) si vede anche che
qualsiasi piramide autopolare rispetto ad essa ha un vertice interno e gli altri esterni.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



84 Togliatti: Questioni di forma e di realitec relative a fasci

§ 3. — SUL TIPO DELLE QUADRICHE REALI DI UN FASCIO.

12. — Un fascio generico di quadriche in S, contenga 2k —+- 2 conl im-
maginari, i cui vertici, a due a due coniugati, siano i punti o,, @,; ©,, ®,;...;
w,, 0,. Le rette o, w, (1 =0, 1,..., k) son reali, e su ciascuna di esse le qua-
driche del fascio segano un’involuzione ellittica di coppie di punti; percio,
detta ¢ una quadrica reale generica del fascio, potremo prendere come punti
fondamentali 4,, 4,.,,, le intersezioni di » con la retta o, w,; presi poi come
punti fondamentali 4,,,,,..., 4,; 1 vertici dei coni reali del fascio, 'equazione
di ¢ assumerd la forma:

-O)-‘(ao Ly Lyyy + - - —+ «, x, wzn+|) —+ Oanye wgh-{»z -+t
2 2 2
it Thgits — Zngrpe Lappps — 00— %X, Ly = 0,
OVE 4,44,..., 7, S possono supporre positivi, ed inoltre:
h=Fk 2k—h)=n—2h —1 (cioé 2k =mn—1).

Si pud quindi, disponendo del punto unitd, e senza introdurre degli im-
maginari (*°), ridurla alla forma:

2 (@0 2, Ly + 0+ 2, X, w2h|—1) + L+ wi+—k{—l —

_w2+k+2_....._wz:0,

(1)

Sia ora ¢ un’altra quadrica reale non degenere del fascio; e consideriamo
le coppie di punti che ¢, ¢ segano su o, w,:

Y
Ly Lpyppy = 0; Wy w? -+ 2 Qiipntr £ L ppg + a; Fhityidhd-t m§+/.+1 - 0;

la coppia o, »,, che le separa entrambe armonicamente, avra 'equazione :

ity
2 —0- voa ith 1y Bt
X+ 0 @i =0; ove: g = -— TLIEL.

it

E poiché 1 numeri p; devono essere tutti positivi, si pud, cambiando di
nuovo il punto unita, ridurre le p, ed i primi coefficienti della (1) ad essere

(1) Cioé, eseguendo ad es. la trasformazione (reale) di coordinate:

! . . J —_— . ! — . . .
To=%05 .- 3 Xappq = Lapq15 x%h+9-~/°‘zh+2 Topgas -3 o, —Va, .
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tutti uguali ad 1('"). Allora sard: a, 1, = — @3 € le equazioni di o, ¢
si potranno scrivere:

=2 (x, Ly + -t wz»+1) Jr‘-’”i;,m e +wi+k+l —

, (1)
~— Lhgpgr — — Ly = 0’
h n
P Xt 2 X Ry — Q)+ Y aab=0. (2)
i=o i=3h42

Supponiamo ora che ¢ sia dello stesso tipo di ¢, anzi che uno almeno
dei due segmenti (0 tratti) reali del fascio limitati da ¢ e ¢ non contenga dei
coni; allora & possibile, facendo variare con continuitd 1 coefficienti della (2),
ridurre la (2) stessa a coincidere con la (I’) senza che nessuna delle a,
(¢=2r+2,...,n) si annulli durante la variazione; si pud quindi supporre
che isegni delle a; sian disposti come quelli dei coefficienti analoghi della (1),
onde l'equazione di ¢, scritta pit esplicitamente, diviene:

h
I p— 2
4‘ = _20 (a’ii x; +2 vt g Ligpypr — Ay w?+h+1) -+
1z
2 2 2
+ )‘zH-z Lonys + -+ lh+k+—l Lot = Phirte 90?.+k+g —rr =0, X, = 0

con le Aoppoy ooy Pariris Yninpes--., B tutte positive e diverse fra lovo.
Nel seguito supporremo anche d’aver numerato i vertici dei coni reali
in modo che sia:

7\2h+—2 << )‘Zh+3 << )‘/;+Ic+1 s Pngrte < Brtnts <l Z P” (3)
I’equazione d’'una quadrica generica del fascio & dunque:
Ao — q‘ =0, (4‘)

(ove ¢, ¢ hanno rispett. le forme (1’), (2)); od anche, come somma di qua-

(17) Con la trasformazione (reale) di coordinate:

’

% L x5 . ’ . . . - .
Xog = F=%g5+++3 Lp =—— Lh; '”h-l-l:\/Poxh-l-lv-"’ .ch;,_,_[—\/phxﬁ;,_,_l.
\/Po \/Ph

’

Wopga = Lopqas-; Ln=1un;

la quale non distrugge l'effetto della trasformazione gia prima eseguita.
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drati:
;‘L L \ 2 n— 2| 02 - ’
}_0 a/‘ @y + ( a/.-,i+h+1) Ls yppy — | By Xy — ()\ — a"',"+h+1) L g1 —+
o L)
Rk n
+ ¥ A—n)xi— ¥ A—p)ai=0

i=Oh42 i=hh+2

13. — [l discriminante della (4), a meno del segno, vale:

[ago -+ ()‘ — a'o,h+l)2] .- '[ahh (A — (LAY 1)2} (A — Rgpya) o

. : ()‘_)‘71+k+1) (7‘_P'71+k+2) (A=)
sicché gli » + 1 coni del fascio corrispondono ai seguenti valori di :

Qopr = 8 Wogyvv ey Bponps 220 Wy Aangayevy Mprtrs Badhiases s Pone ()

Quelli di essi che sono reali dividono il fascio in altrettanti segmenti (o
tratti) reali consecutivi, ciascuno dei quali si compone di quadriche reali
tutte della stessa specie (n.° 8), perche la specie della () pud mutare (n.°9),
al variare di A nel campo reale, solo quando si annulla in essa il coefficiente
di uno dei termini in a%,,,,..., «;, cioé quando X} & uguale a uno dei nu-
meri Agyq,..., th,. Anzi, se una quadrica reale si muove con continuita entro
il fascio attraversando ad es. il cono di vertice 4, (2h +2=s=n), il ter-
mine in a} della (4) cambia di segno; percid il cono considerato separa,
entro il fascio, quadriche di una certa specie ! da quadriche di specie I 1,
ed il cono stesso sara di specie I 4 1. Fa eccezione il solo caso in cui 'am-
biente abbia dimensione pari n = 2m - 2, ed inoltre 'equazione di quel cono,
che si deduce dalla (4') sopprimendovi il termine in a2, contenga m + 1 ter-
mini positivi e altrettanti negativi; allora il cono & di specie m + 1 e separa
quadriche di specie (massima) m da altre della stessa specie m (perche, qua-
lunque sia il segno del coefficiente di a2, la (4) conterra sempre, in questo
caso, m —+ 1 termini d’'un segno ed m + 2 del segno contrario).

In un fascio generico di quadriche in S,., un cono reale di specie l se-
para, entro il fascio, quadriche di specie | da quadriche di specie | — 1; ec-
cettuato il caso d’un cono di specie (massima) m—+1 in un S,,4., ¥ quale
separa due tralti di quadriche tutte di specie m.

Cosl, un cono reale privo di falda reale (cioé di specie 0) separa qua-
driche di specie 0 da quadriche reali prive di punti 'reali (di specie — 1);
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e viceversa, se ¢’ & nel fascio un tratto di quadriche reali prive di punti reali,
guesto & limitato da due coni aventi di reale solo il vertice.

14. — Supponiamo ora di far crescere A a partire da un valore minore
di tutti i numeri A,,,..., p, fino ad un valore maggiore di tutti questi
numeri. Poiché in ogni termine della prima somma della (4) vi sono due
addendi di segno contrario, si vede che, inizialmente, la (4') contiene k& + 1
termini negativi ed » — k positivi; quando 2 cresce, si perde un termine
negativo (e se ne acquista uno positivo) ogni volta che A attraversa una
delle 2, (i =21+ 2,..., h + k1), ed il contrario accade quando » attraversa
una delle p; (j=h+k+2,..., n); alla fine tutti gli ultimi » —2h-—1
termini della (4) hanno cambiato segno, sicché si hanno in essa k41 ler
mini positivi ed » — & negativi. La differenza tra il numero dei termini
positivi e quello dei negativi & dunque partita dal valore positivo:
(n — k) — (B +1), e, variando di_due unitd per volta, & giunta al valore op-
posto: (8 +1)—(n —k); essa ha quindi assunto certo il valore O od il va-
lore 1 secondoché (v —k)—(k+ 1) & pari o dispari, cioé secondocheé n &
dispari o pari. Non & escluso che la differenza suddetta possa assumere pit
volte il valore O od il valore 1: quando ¢id accade la (4') rappresenta qua-
driche di specie massima.

Ogni fascio di quadriche conliene sempre uno o piw tratti costituiti da
quadriche di specie massima.

Ne segue ad es. che, in un 8,,,,,, un fascio di quadriche contiene sempre
almeno un cono reale di specie m + 1, e quindi almeno due tratti (contigui)
di quadriche di specie m; in un S,,,,, invece, o non vi sono nel fascio coni
reali, ed allora tutte le quadriche reali del fascio sono di specie m, e vice-
versa, oppure vi sono almeno due coni reali di specie m limitanti un tratto
di quadriche pure di specie .

15. — Tutto cid conduce a considerare due nuovi caratteri topologici
d’un fascio di quadriche: il numero dei coni immaginarl in esso contenuti,
e la specie minima delle sue quadriche reali non degeneri.

Chiameremo fascio (n, k) un fascio generico di quadriche in S, quando
le quadriche (reali) di specie minima in esso contenule sono di specie k.

Come gia s’é detto, la prima somma che compare nella (4) contiene
sempre h -1 termini positivi ed altrettanti negativi, qualunque sia A, purche
reale; percio la quadrica (4), se & reale, contiene sempre almeno degli S, reali,
ed & percio almeno di specie h. Le quadriche reali non degeneri d’un fascio
con 2h 2 coni immaginari sono alimeno di specie h. Ne segue: Un fascio

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



88 Togliatti: Questioni di forma e di realitd relative a fasci

(n, k) puod contenere al pi 2k + 2 coni immaginari ('°); cioé contiene al-
meno n — 2k — 1 coni reali.

Inoltre: Se un fascio (n, k) contiene dei coni immaginari, lo spazio che
congiunge i vertici di 2h—+ 2 di essi, a due a due coniugati, ha come polare
rispetto a tutle le quadriche del fascio un S,_,,_, su cui il fascio dato sega
un fascio (n —2h — 2, k—h — ). E viceversa.

Notiamo ancora che le quadriche di specie (minima) & d’un fascio (n, k)
possono distribuirsi anche in piu tratti; supposto sempre che il fascio con-
tenga 2h -+ 2 coni immaginari, e quindi che i tratti reali siano in numero
di: n4+1—(2k+2), la cosa pud essere cosi precisata. Escluso il caso di
n=2k 4+ 2, nel quale il numnero « dei tratti composti di quadriche di specie
vale proprio: n +1— (2h+2)=2k —2h + 1, in ogni altro caso, tra due
consecutivi di quegli « tratti & compreso almeno un altro tratto. Inoltre, se
I'ambiente ha dimensione pari 2m + 2, il fascio contiene almeno due tratti
contigui y, 8 di quadriche di specie m (n.° 14); e tra il tratto somma y+ 9
ed il primo degli « tratti di specie 2 che s’ incontra procedendo in un senso
qualsiasi son compresi almeno m — k& — 1 tratti (uno almeno per ciascuna
delle specie possibili comprese tra & ed m); ne segue:

x+@x—1D)+24+2m—k—- 1)=2m+3—(2h+2);

cioé: x =k —h—+1.
Similmente, se 'ambiente ha dimensione dispari 2 m -+ 1, il fascio con-
tiene almeno un tratto di quadriche di specie m (n.° 14), percio:

ce+@—1D)+1+2m—k—-1)=2m+2—2h+2);

da cul segue di nuovo la condizione di prima per .

In un fascio (n, k) con h +1 coppie di coni immaginari coniugati, + tratti
composti di quadriche di specie k sono al pis k—h + 1.

Percio, se quei tratti sono proprio £+ 2, i coni del fascio sono {utti
reali (**).

('8) Cio si collega a due teor. noti: WeiErsTRASS, loc. cit. nella nota (1), n.e 7; Krr,
Ueber die Transformation der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades zwischen Linien-Coor-
dinaten auf eine canonische Form; Math. Ann., 23 (1884), pp. 539-696, n.° 16 e relativa nota
a p. b62 (Gesammelte Math. Abhandl., L.er B.4, pp. 1-48). V. anche SEGRE, Mehrdimensionale
Riiwme, Encyklop. der Math. Wiss., III C 7, nota (2%) a pag. 866.
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Pih avanti esamineremo a fondo la distribuzione dei vari tratti del fascio
in dipendenza della specie delle quadriche che li compongono ; ora passiamo
a mettere in relazione i nuovi caratteri del fascio qui introdotti col numero
e con la specie delle falde della quartica base.

§ 4. — FASCr LA CUI QUARTICA BASE B PRIVA DI PUNTI REALL

16. — Se la quartica base V d’un fascio di quadriche & priva di punti
reali, gli n+1 coni del fascio sono tutti reali, perché se vi fossero due coni
complessi-coniugati, di vertici o, ®, un piano reale qualsiasi contenente la
retta ww» segherebbe il fascio dato in un fascio di coniche contenente due
coppie immaginarie di rette ed avente quindi due punti base reali (**).

Tra 1 coni del fascio ve ne sono pero due, e due soltanto, privi di falda
reale. La cosa & vera nel piano ('*); percid, ammessa vera in un §,_,, dimo-
striamola in un S,. Detti 4,, 4,,..., 4, 1 vertici (reali) dei coni del fascio
in S,, Uiperpiano 4,4,...4,_, sega il fascio dato in un altro la cui quar-
tica base € pure priva di punti reali; percio tra i coni del fascio dato ve ne
saranno anzitutto n — 2 a falda reale, perche segati (per ipotesi) da quell’S,_,
secondo coni anche a falda reale; mentre altri due, e siano ad es. quelli
di verticit 4,_,, 4,_,, saranno segati da quell’S,_, secondo coni privi di falda
reale. Consideriamo ora il piano 4,_, 4,_, 4,; su esso il fascio dato sega un
fascio di coniche contenente una sola coppia di rette reali (**); percido uno
almeno dei coni di vertici 4,_,, 4,_,, ad es. il secondo, & segato dal detto
piano secondo rette complesse-coniugate. D’altra parte, I'S,_, di prima ela
retta 4,_, 4, sono fra loro polari rispetto al cono stesso di vertice 4,_,;
percio tale cono dev’essere privo di falda reale, se no ogni piano passante per
la retta 4,_, 4,, e quindi anche il piano 4, , 4, , 4,, dovrebbe segarlo se-
condo due rette reali (*°). Che esista nel fascio anche un altro cono privo
di falda reale, ed uno solo, segue dai n.i 13 e 15; due tali coni limitano un
tratto di quadriche reali prive di falda reale; e di questi tratti ve n’¢ uno
solo.

Viceversa, se un fascio di quadriche contiene qualche quadrica reale
priva di punti reali, e quindi (almeno) due coni reali privi di falda reale,
la quartica base & certo priva di punti reali, e quindi i coni del fascio sono
tutti reali (**), e di essi soltanto due son privi di falda reale.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXX. 12
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Tenendo conto poi del teor. del n.° 13, si pud anche dire che, in uno
spazio dispari S,,.., il fascio contiene due eoni per ciascuna specie possibile,
e contiene un sol tratto di quadriche di specie (massima)m e due tratti per
ciascuna specie compresa tra m e — 1; invece in uno spazio pari S,,., il
fascio contiene un sol cono di specie (massima) m + 1 e due per ciascun’altra
specie possibile, e contiene due tratti di quadriche per ciascuna specie pos-
sibile da 0 ad me.

Se la quartica base d’un fascio di quadriche in S, é priva di punti reali,
i coni del fascio son tulti reali, ma due di essi son privi di falda reale. E
viceversa.

E ciod la stessa cosa parlare di fasci (n, — 1) oppure di fasci la cui quar-
tica base & priva di punti reali.

§ 5. — FASCI LA CUI QUARTICA BASE HA DUE FALDE (PARI).

17. — Supponiamo ora che i punti reali della quartica V si distribui-
scano in due falde (pari) V, e V,. Presi in modo generico un punto 4 di
V, ed un punto B di V,, la retta 4 B sta su una quadrica ¢ del fascio, non
degenere; ed & facile vedere che ogni altra retta r della stessa quadrica ¢ si
comporta come la 4 B, cioé congiunge un punto di V, con un punto di V,.
Infatti, se r & incidente ad 4 B, il piano r. 4 B sega ancora in un punto sia
V, che V,, e questi punti devono stare su »; se invece » & sghemba con
A B, essa si comporta come una retta incidente ad essa e ad 4 B, e percio,
di nuovo, incontra V, e V,.

Ne segue che ¢ non pud contenere dei piani reali, perché uno qualunque
di questi dovrebbe incontrare V, e V, secondo (linee costituenti complessi-
vamente una conica, percid secondo) due rette; ma allora si avrebbero deil
punti comuni a V, e V,. '

Si conclude che il fascio contiene un tratto di quadriche di specie 1;
inoltre, facendo variare ¢ con continuitd entro quel tratto, le rette di ¢ se-
guitano sempre ad incontrare sia V, che V,; percid anche i due coni che
limitano il tratto stesso conterranno solo rette nelle condizioni della 4 B e
nessun piano reale; ciascuno di essi separa dunque il tratto anzidetto da un
tratto di quadriche di specie O: il fascio dato contiene due (e, per il n.° 15,
non piu di due) tratti di quadriche di specie 0 (ima nessuna quadrica priva
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di punti reali), & un fascio (n, 0). Ne viene che le due falde di V sono en-
trambe di specie 0.

18. — Viceversa, consideriamo un fascio di quadriche contenente due
tratti «, § di quadriche di specie 0. Siano ¢ una quadrica del tratto « e 8
una del tratto B; tra 1 vertici 4,, 4,,..., 4, dei coni del fascio, che sappiamo
essere tutti reali (n.” 15), ve n’¢ uno, ad es. 4,, interno a ¢ (**), ed un altro
(certo distinto da A4,, perché ¢, 6 appartengono a tratti diversi) interno a 0,
ad es. 4,. Lo spazio n=4, 4,... 4, sard percio esterno siaa ¢ che a d; ele
quadriche del fascio dato segheranuo su esso un fascio la cui quartica base
e priva di punti reali (n.° 16), dimodoche tra i coni di vertici 4,, 4,,..., 4,
ve ne saranno due rispetto ai quali = & esterno. D’altra parte sappiamo
(nt 13, 15) che tra «, § & compreso un tratto ¢ di quadriche di specie 1. Il
tratto del fascio iniziale compreso tra ¢ e 6 e non contenente ¢ non puo es-
sere segato da = secondo quadriche tutte prive di punti reali, perche in detto
tratto vi sono anche ad es. dei coni di tipo massimo, rispetto ai quali =, che
e un S,_,, non pud essere esterno ('*); sard percio il tratto ¢ 6 contenente ¢
quello che & segato da = secondo quadriche tutte prive di punti reall, e tutte
non degeneri. Questo fatto avverrd dunque anche peri due coni di specie 1
che limitano il tratto ¢; ne segue subito che detti coni hanno 1l vertice fuori
di =, e percid son proprio quelli di vertici 4, ed 4,. (Ed i due coni a falda
_immaginaria esistenti in = provengono come sezioni di = con quegli altri due
coni, pure di specie I, che limitano il tratto somma « -+ ¢+ 8).

Il fascio dato contiene dunque una quadrica ¢ di specie 0 ed un cono
di specie 1 col vertice 4, interno a ¢, e di cui ogni generatrice reale coun-
tiene quindi due punti reali della quartica base ('*); inoltre, se si tira per 4,
un S,_, esterno al cono, esso divide ¢ in due parti, in modo che di quei due
punti uno sta sempre in una di tali parti e laltro sta sempre nell’altra: la
quartica base si compone di due falde staccate. E ovvio che esse sono en-
trambe di specie 0.

Se i punti reali della quartica base d’'un fascio di quadriche si distribui-
scono su due falde (pari), esse sono di specie 0, ed il fascio conliene due
tratti di quadriche di specie O (separati da un tratto di quadriche di specie 1).
E viceversa. I coni del fascio sono in questo caso tutti reali.

(19) Eccettuato il caso di 7 =3; ma allora ¥ e 0 dividono il fascio in due tratti ciascuno
dei quali contiene delle quadriche rigate; nel ragionamento che segue basta riferirsi allora
a quello di essi le cui quadriche non tagliano = in punti reali.
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Oss. — Affine al precedente & il caso d’un fascio (%, 0) con un sol tratto
di quadriche di specie 0 (e nessuna quadrica priva di punti reali); allora
possono esistere nel fascio due coni immaginari (n.° 15); la quartica base &
di specie 0 e si compone d’una sola falda (pari).

§ 6. — LA QuUARTIGA BASE D'UN FAsClO (2k+ 2, k), PER k> 0.

19. — Da cid che s’¢ detto finora appare che, quando le quadriche
reali di specie minima dun fascio sono prive di punti reali (sono cioe di
specie — 1), oppure sono di specie 0, anche la quartica base del fascio &
priva di punti reali o & rispett. di specie 0. Sussistera lo stesso fatto in ge-
nerale? Cio¢, la quartica base d'un fascio (n, k) & di specie k2 E quanto an-
diamo ora ad esaminare, cominciando col caso d’un fascio (2&+ 2, k).

Premettiamo percid la seguente osservazione. Data in un §,,., una qua-
drica reale ¢ di specie & (0 =k <m), ci chiediamo se due suoi S,, generatori
complessi-coniugati appartengano alla stessa schiera od a schiere diverse.
Preso su ¢ un S, reale, consideriamone I'S,,,_, polare rispetto a ¢; esso con-
tiene I'S,, e quindi sega ¢ in un cono che proietta dall’S, una quadrica reale
priva di punti reali di un S,,,_s_,. Su quest'ultima due S,_,_, complessi-
coniugati sono sghembi (perché un loro punto comune darebbe un punto
reale della quadrica); sulla quadrica data ¢ esistono dunque degli S, com-
plessi-coniugati aventi in comune solo un S, (reale). Due tali S, saranno
della stessa schiera o di schiere diverse secondoché m —% & pari o dispari;
percid le due schiere di S, su ¢ saranno ciascuna coniugata di se stessa
oppure 'una coniugata dell’altra secondoché m — & & pari o dispari; e quindi:
Due 8S,, complessi-coniugati sopra une quadrica di specie B d'un S,,., s0no
sempre della stessa schiera o sempre di schiere diverse secondoché m —Fk é
pari o dispari.

20. — Cio posto, ritorniamo al fascio (2% + 2, &), ricordando che sulla
quartica base V d’'un tal fascio esistono 2**** spazi S, (tra reali e complessi);
e che le 2**** omografie involutorie (I'identitd inclusa) che hanno come punti
uniti 1 vertici del 2% -3 coni del fascio, omografie costituenti un gruppo @,
mutano uno qualunque di quegli S, rispett. in tutti i 2**** spazi S,, dimo-
doché due diversi di essi si corrispondono in una sola omografia non iden-
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tica di G (*°). Poiché nelle ipotesi attuali le quadriche del fascio sono tutte
di specie k, e quindi i coni reali tutti di specie &-}-1, possiamo chiederci se
tra gli S, della quartica base ve ne sia qualcuno reale.

Siano «, = due S, di V complessi-coniugati; 'omogratia @ di G che muta
« in « & reale, se no la sua coniugata Q, che sarebbe distinta da @, dovrebbe
mutare « in «; cioé « ed « si corrisponderebbero in due diverse omografie
di @. Gli assi r, s di Q siano rispett. un S, ed un 8,, ,,,, fra loro opposti,
della piramide autopolare rispetto a tutte le quadriche del fascio (0 =1 =k);
r, 8 sono entrambi reali (non potendo essere: =2k —1+-1); ed inoltre
«, o hanno in comune un §,_,_, reale situato in s, e stanno in un S,
reale passante per ». Se ! & dispari, non possono esistere su r vertici reali
di coni del fascio; perche, se fosse 4 un tal vertice, i due S,,, complessi-
coniugati proiettanti « ed « da 4 avrebbero in comune un S,_,,, reale; e
percio il cono di vertice 4 proietterebbe una quadrica reale di specie & d’'un
S..4s sulla quale si avrebbero due S, complessi-coniugati, e percio della stessa
schiera (n.° 19), segantisi in un §,_, (reale), il che & assurdo nell’ipotesi di !
dispari. Se invece I & pari, non possono esistere su s vertici reali di coni
del fascio; perche se fosse 4 un tal vertice, essendo esso situato fuori dello
spazio « « ('), quel cono proietterebbe da 4 una quadrica reale di specie k
d'un 8,,,, sulla quale si avrebbero due S, complessi-coniugati, e percid della
stessa schiera, segantisi in un S,_,_, (reale), il che & assurdo nell’ipotesi di
! pari. '

Di qui segue intanto che l'esistenza di «, « esige la presenza nel fascio
di qualche cono immaginario; se i coni del fascio sono tutti reali, tali sono
pure tutti gli S, di V. .

In ogni altro caso, i vertici dei coni del fascio che stanno su quello dei

due assi r, s di @ che ha dimensione dispari sono tutti complessi, a due a

due coniugati. Siano 4,, 4,; 4,, 4,;...; As, A: questi vertici (e: l—gl se |

(2) RosaTi, Sugli spazi lineari di dimensione massima contenuti in una quartica base di
un fascio di quadriche in uno spazio a dimensione pari; Rend. Ist. Lomb., (2) 32 (1899),
pp. 1267-1273.

(1) Infatti, gli Sz di V incontrano ogni Se della piramide 4, 4,... 4 in uno spazio la
cui dimensione & proprio quella minima che comportano i valori di & e & (20); ora, se lo
spazio % & contenesse uno dei vertici dei coni del fascio sitnati su S, ad es. 4, lo Sip1=r4
incontrerebbe @ in un punto, e quindi ne seguirebbe: k + (I 4+ 1)=2% + 2, cioé: I=Fk + 1,
il che ¢ assurdo, perché si & supposto I =1Fk.
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9

é dispari; s=k——l- sel e pari); e consideriamo ad es. entro il gruppo &
le due owmografie ¥, ¥, complesse-coniugate, aventi come assi I'una lo spazig :
t=A4, A,...4: ed il suo opposto nella piramide autopolare, e l'altra lo
spazio: t =4, 4, ... 4. ed il suo opposto.

Ciascuna di esse subordina sullo spazio (reale) ¢ ¢ I'omografia involu-
toria di assi ¢, £; percid detto spazio sard uno degli assi dell’omografia pro-
dotto ¥ ¥, che coincidera pertanto con 0.

Cid posto, supponiamo che ¥ muti « in «’; allora T mutera « in «, e
percid il prodotto @ ¥ muterd « in «’. D’altra parte, @ ¥ vale ¥ ¥ ¥, cio& WV,
la quale muta « in «. Ne segue che «' coincide col suo coniugato «’, ossia
<" & reale. Esistono dunque certo su V degli S, reali, sicché V sard di specie &
come tutte le quadriche del fascio.

21. — Si puo precisare il numero degli S, reali di V osservando che,
se » ¢ uno di essi, 'omologo di « in un’omografia reale di G & pure reale,
mentre 'omologo P di « in un’omografia complessa ¢ di G non puo essere
reale, se no 'omografia ® complessa-coniugata di &, che & distinta da o, do-
vrebbe mutare il coniugato di «, cioé « stesso, nel coniugato di B, cioé an-
cora in B. Gli S, reali di V son dunque tanti quante le omogratie reali
di @G.

Per contarle, supponiamo che il fascio contenga 2k + 2 coni immagi-
nari (—1=h =k), e diciamo N,, il numero cercato. Se 4, 4 sono i vertici
di due coni del fascio complessi-coniugati, un’omografia reale di G, non po-
tendo avere assi complessi-coniugati (perché lo spazio ambiente ha dimen-
'sione pari), dovra avere uno dei suoi assi passante peria retta 4 4, e dovrd
subordinare un’omografia reale sull’S,. polare di 4 4 rispetto a tutte le
quadriche del fascio. Viceversa, da ogni omografia reale del gruppo analogo
a G e relativo all’S,, se ne ottengono due in S,,,,, secondoché la retta 4 4
vien congiunta con l'uno o con laltro degli assi di quell’omografia; percio
sl avra:

Nk,h = gN-—l,h—l'
Di qui segue:
h.
Nk,h = P+ Nk—h—l,—l .

Ma il numero N,_,_,,_, & relativo ad un fascio di un S,,_,_;. con coni
tutti reali; ivi il gruppo analogo a G si compone di omografie tutte reali,
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in numero di 2*¢7"~Y+% (*%); percio:
lvk,,, J— (27l+l . 92(/.—’3-—1)-}—2 J— Q?k—h«}—l- (6)

Il numero degli S, reali di V parte dunque dal valor massimo 2%+
quando 1 coni del fascio son tutti reali, va diviso per 2 ogni volta che com-
paiono nel fascio due coni complessi-coniugati, e giunge al valor minimo

.

2"+ quando vi & nel fascio un sol cono reale.
La quartica base d'un fascio (2k+ 2, k) con 2h ++ 2 coni immaginari
contiene 2°* "' spazi S, reali (**).

(22) Se =k, questo numero risulta =1, d’accordo col fatto che: N,,=2.

(2%) Considerazioni analoghe alle precedenti consentono di precisare la natura degli Sk
complessi-coniugati di V. Infatti, due Sz di 7 conplessi-coniugati, g, B, corrispondono ad
uno qualunque, «, degli S% reali di V in due omografie di G' complesse-coningate, ¢ e ¢;
percid si corrispondono tra loro nell’omografia prodotto ¢ ¢. Fissato ¢, i suoi omologhi nelle
singole coppie di omografie complesse-coniugate di &' esauriscono dunque tutte le coppie di
Sz complessi-coniugati di V. Detti sempre wy, w,; w;, w;;...; wp, wz i vertici dei coni im-
maginari del fascio, supponiamo che uno degli assi di ¢ contenga i punti @y, @;,..., w;, ma
non i loro coniugati, e contenga invece tutte le rette w; w; per ¢>j; allora uno degli assi
di ¢ conterrd i punti w),, e ..., o;; ed il prodotto & & avra come assi lo spazio
S2j41 = wy wy @ ;... w;&; ed il suo opposto Sax—g; nella piramide autopolare; quindi due
Sz di V omologhi in & ® avranno in comune un Sk—2j—2 oppure un S -x 1 secondoché dei
due numeri 25 + 1, 2%k —27j & maggiore il secondo od il primo. E Je omografie come © @ sono

in numero di: %/ (’;T 1) Ni—j—1,n—j—1. Percio, se 2h 4+ 1< 2k —2h, si trovano su V:

(R 4+ 1) Nk—1,n—1 coppie di Sz complessi-coniugati che si segano in un Sk—2;

.

9 {h —2}— 1) Ni -9.h—2 » » » » » Skt 5
on l;i 11) Nk—h—t,—1  » » » » » Sk—2h—2

(e percio sghembi tra loro quando k=2 h 4 1). Si verifica tosto che:
9 [(h +1) Nk—1,h'—1 +9 'h;_ 1) Ne—op-92+...+ 2% Z i i) Nk—h-—l,—1]= 22k+2 — 2%—hH1,

cioé proprio al numero degli Sy immaginari di V.
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§ 7. — LA QUARTICA BASE D'UN FAScio (2k +1, k) per £ > 0.

/

22. — Dai teor. precedenti si deducono subito aleune proprietd dei
fasci (2k+ 1, k). Un fascio (2k + 2, k) contenenle un sol cono reale, di ver-
tice 4, & segato dall’iperpiano polare di 4 rispetto a tutte le quadriche del
fascio stesso in un fascio a coni tutti immaginari, e percid proprio del tipo
(2k + 1, k) che vogliamo ora esaminare (n.° 14). Viceversa, un fascio di questo
tipo si pud sempre ottenere nel modo anzidetto da un fascio (2k+ 2, k) con
un sol cono reale. Siano V la quartica base del fascio di S,,., e W quella
del fascio di Syps. E noto (*°) che gli S, di W si distribuiscono a coppie

Se invece 2h 4+ 1>2k—2h, e k & dispari, si trovano su V:
(h + 1) Ng—1,» 1 coppie di Sz complessi-coniugati che si tagliano in un Sk-2;
, (k—n( ht1
(2?

N » » » » p) . joé i)
ulz(k+l>) Lppmtne ey St (eiod sghembi)

o)l (kD) 1h+l N S
- g O+ 20— e v
h41
% i — » » » » Sop_—k—
2 h+1)Nkh1,l Sap—k—1 .

Infine, se 22 +1>2k —2h, e &k & pari, si trovano su V:

(h 4 1) Ng—1,n—1 coppie di Sz complessi-coniugati che si segano in un Sk—o;

ko (i1
QQ 1 2 Nk I » » » » » S();
9 ERkamiey
kfh+1
92k N S_1 (cioé sghembi);
ki f—-l,h—-ﬁ—l » » » » 1 (ci ghembi) ;
lz+1)
O)h r‘_ — — » » S
-l:h+1:l\hhl, 1 > > Sep—p—1.
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entro degli S,,, generatori del cono di vertice 4, in modo che i due S, d’ una
stessa coppia son proiettati da 4 sull’S,,,, che contiene V in S, generatori
della quadrica ¢ sezione del cono con quell’ Sy, ; e tutti questi S, proiezioni
sono tangenti a V lungo degli S, ,. Gli S, reali di W, in numero di 2**,
danno luogo cosi a 2* spazi S, reali di » tangenti a V lungo degli S,_,.
D’altra parte & pure noto (*°) che ¢ contiene in tutto 2***' spazi S, cosifatti,
che corrispondono ad uno qualunque di essi nelle singole omogratie del
gruppo G analogo a quello del n.° precedente. D’altra parte ancora, si riconosce
facilmente che, essendo tutti immaginari i vertici del coni del faseio di 8,4,
il numero delle omografie reali di G sard 2*+'. Ne segue che su ¢ si hanno
2+ gpazi reali S, tangenti a V lungo degli S._,; e quindi, oltre ai 2* gia
trovati sopra, ve ne sono altri 2*, pure reali, ciasecuno dei quali perd & pro-
iezione (da A) di due S, complessi-coniugati di W situati in uno stesso Sy,
proiettante. Percio, la quadrica ¢ vien divisa da V in due regioni; ed i punti
reali di W, per proiezione da 4, vengono rappresentati doppiamente sui
punti di una di queste due regioni (V & la varietd di diramazione); e dei 2**'
spazi S, reali di ¢ tangenti a V lungo degli S,_, metda stanno nell’una e
meta nell’alira delle due regioni.

Per precisare ulteriormente la cosa, diciamo o,, wy; @, @, 5...; &,, @, 1
vertici dei coni quadrici passanti per V; allora nel gruppo G si hanno an-
zitutto le seguenti 2" omografie reali: U'identita; & 4+ 1 omografie di cui uno
k41

2 )

degli assi coincide con una delle rette o, w, (=0, 1,..., &); ( omo-

grafie di cul un asse coincide con uno degli S; che uniscono a due a due
kE+1

L

219 (k+1)

come assi due S, ciascuno dei quali contiene metd delle rette o, »,, e se &

k41
¢ pari,| 1 | omografie di cui un asse & uno degli S, che coutengono

le rette o; »;; ecc.; ed infine, se k & dispari, omografie aventi

qk delle rette o; o;. Tutte queste sono omografie di 1.2 specie, perché mu-

tano un S, generico di ¢ in un altro che o coincide con esso o ha in co-
mune con esso rispett. un S,_,, un S,_,, ecc., e che quindi appartiene sempre
alla stessa schiera del primo. [n secondo luogo, si hanno in @ altre 2" omo-
grafie reali 1 cui assi sono delle coppie di S, complessi-coniugati ottenute
congiungendo %+ 1 dei punti o, @& scelti uno per ciascuna coppia, e poi 1
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rimanenti k-+41; due S, reali di ¢ omologhi in una di esse son sempre
sghembi, percid queste altre omografie sono di 1.2 specie o di 2.* specie
secondoche % & dispari o pari. Ne segue, che, per k dispari, i 2*** spazl S,
reali di ¢ tangenti a Vlungo degli S,_, stanno tutti nella stessa schiera; in-
vece, per k pari, essi stanno metd in una schiera e metd nell’altra. Anzi,
poiche, per k pari, due S, di ¢ della stessa schiera hanno sempre in comune
almeno un punto, quelli dei suddetti S, che stanno in una stessa schiera
sono anche situati in una stessa delle due regioni in cui ¢ & divisa da V.

E poi chiaro che, essendo le quadriche del fascio tutte della stessa specie,
le proprietd qui-enunciate per ¢ valgono per tutte le quadriche del fascio;
del resto cid risulterd anche dalle cose che seguono (**).

23. — Cerchiamo ora su ¢ degli S, reali esterni a V; percid suppo-
niamo anzitutto 2 =1.

Si abbia dunque in S; un fascio con quattro coni immaginari, di vertici
w,, &,; »,, ®,. Una quadrica generica ¢ del fascio sega le rette o, a,, o, 6, in
due coppie di punti reali M, N; P, Q; e le rette M P, M Q, NP, N@Q stanno
su ¢. Il piano M PQ sega la C* base del fascio in due punti reali (*°) situati
entrambi ad es. su M P; il piano NP @ sega la C* in due punti reali che
devono stare su N @ (perché la stessa considerazione vale anche per il piano
M N P). Ne segue che, su 9, le due generatrici M @, N P, della stessa schiera,
sono entrambe esterne alla C*; d’altra parte le due intersezioni di C* con
M P ad es. sono coniugate armoniche rispetto ad M, P, e quindi stanno una
nell’'una e una nell’altra delle due regioni in cui ¢ & divisa da M @ ed N P.
Cio basta per concludere: che la C* si compone di due rami, situati uno per
ciascuna di quelle due regioni; che i due rami sono entrambi dispari (perche
il piano M P @ ad es. sega ciascuno di essi in un punto solo); che le gene-
ratrici del sistema di M P ed N @ contengono tutte un punto d’'un ramo ed
un punto dell’altro, sicché nessuna di esse e tangente alla C*; che la schiera
di M Q ed N P contiene le quattro generatrici reali di ¢ tangenti alla C*, in
modo poi che sia nell'una che nell’altra delle due regioni in cui ¢ & divisa
dalla C* esistono generatrici reali di ¢ esterne alla C* (®).

24. — Passando al caso generale, ammettiamo che su ogni quadrica
d’un fascio (2k—1, & — 1) esistano due S,_, esterni alla quartica base, uno
in una e uno nell’altra delle due regioni esistenti sulla quadrica (e percid
sghembi tra loro), e deduciamone che lo stesso fatto avviene per un fascio
2k +-1, k).

Una quadrica reale ¢ del fascio sega o,®, in due punti reali M, N, e
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sega lo spazio 6=0,® ...0,6, in una quadrica (reale) ¢ dun fascio
(2k —1, k — 1), sulla quale vi sono dunque, per ipotesi, due S,_, reali, «
e @, esterni alla quartica hase V', uno da una parte e uno dall’altra di essa.
Poiché ogni piano passante per o, @, contiene due punti reali di V, proiet-
tando V da w,®, su ¢, i punti reali di V si rappresentano doppiamente su
¢ con V' come varieta di diramazione; e le sezioni di V con gli iperpiani
5 M, o N tangenti a ¢ rispett. in M ed N, le quali stanno quindi sul coni
quadrici sezioni di ¢ coi detti iperpiani, si proiettano sulla quadrica ¢', e
precisamente una sull’'una e una sull’altra delle due regioni in cui ¢’ & divisa
dalla quartica di diramazione V' (**). Ne segue che uno determinato degli
spazi «, {' & proiettato da M secondo un S, esterno a V, e l'altro & proiet-
tato da N secondo un altro S, pure esterno a V; due tali S,, che chiame-
remo «, B, sono fra loro sghembi; inoltre essi stanno su ¢ da parti opposte
di V, perche lo stesso accade delle loro sezioni «" ¢ § con ¢ rispetto alla
quartica V' sezione di V.

Infine, se k& & dispari, gli spazi «, # devono stare in quella schiera di ¢
che contiene gia gli S, reali di ¢ tangenti a V lungo degli S,_,, se no essi
dovrebbero incontrare tutti quegli S,, e quindi avrebbero entrambi dei punti
da una parte e dei punti dall’altra di V, il che & assurdo dal momento che
%, p sono esterni a V. Se invece k & pari, « ¢ g stanno in schiere diverse;
e percid uno qualunque di essi incontra tutti quegli S, reali di ¢ tangentia
V lungo degli S,_, che stanno con esso in una stessa schiera, ed & situato
con questi da una parte determinata di V, la quale conterrd pure tutti gli
S, reali di quella stessa schiera che sono esterni a V.

Raccogliendo quanto abbiamo detto nei n! 22, 23, 24, risulta dunque:
Ogni quadrica reale d'un fascio (2k 1, k) contiene 2t spazi S, reali tan-
genti alla quartica base del fascio lungo degli S,_,: essi stanno metd nell’ una
e ety nell’allra delle due regioni in cui la quartica base divide la quadrica
considerata. Se k & dispari, esst stanno lulli in una wnedesima schiera, la
quale (soltanto) contiene, sia dall'una che dall’ alira banda della quartica base,
degli S, esterni alla quartica stessa. Se k & pari, stanno in una medesima

(24). Quando ¢ descrive tutto il fascio (2% 4 1, k), allora ¢’ descrive tuttoil fascio 2%k —1,
Ik —1) essendo sempre intersezione dell’'unico cono reale (di vertice M) che si ha nel fascio
2k, k —1) situato nell’iperpiano ¢ M; di qui segue che la quadrica ¢ di cui si parla al
n.o 22 non occupa nel fascio 1a considerato una posizione privilegiata; sicché le proprietd .
allora enunciate per quella g sussistono per tutte le quadriche del fascio,
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schiera quelli soli di essi che son situati da una stessa banda della quartica
base; e detta schiera contiene, da quella medesima banda, degli S, reali esterni
alla quartica base (°°).

25. — Siamo ora in grado di esaminare la specie della quartica 7,
anche per 2> 1. Gid sappiamo (n.! 10, 18) che i punti reali di V formano
allora una sola falda pari. Notiamo poi che, segando il fascio con un iper-
piano contenente i punti o, &;....; «,, o,, si ottiene un fascio 2k, k— 1)
la cul quartica base contiene degli S,_, reali (n.° 21); percio V & almeno di
specie & — 1.

E chiaro poi che su V non possono esistere degli S, (nd reali né com-
plessi), se no qualsiasi cono del fascio, contenendo degli S,,,, avrebbe al-
meno una retta doppia. Né puo esistere su V una W, dispari immersa in un
iperpiano, perche in questo le quadriche del fascio sezione non possono rag-
giungere la specie k senza essere tutte coni (n.09), il che vorrebbe dire che
esiste un iperpiano tangente a tutte le quadriche del fascio dato, cosa as
surda per la genericita del fascio stesso.

Sia dunque W, una falda dispari situata su V ed immersa nell’S,,,, am-
biente; e riprendiamo la quadrica ¢ del n.° preced. insieme con la proie-
zione di V da o,®, su . In questa proiezione, W,, che non ha punti su
w, &,, vien proiettata semplicemente, se no le sue intersezioni con un S,.°
proiettante generico, che sono in numero (finito e) dispari, dovrebbero stare
a coppie in piani proiettanti. L.a proiezione W', di W, da o, », su ¢ & dunque
d’ordine dispari. Consideriamo d’altra parte le sezioni w, e w, di W, con gli

’

iperpiani ¢ M, ¢ N; esse si proiettano sulla quadrica ¢’ in due varieth w', e
', che stanno una da una parte e una dall’altra della quartica V’; anzi, ag-
giungendo ad esse quella eventuale parte a ¥ —1 dimensioni che W, po-
trebbe avere in comune con V', si ottiene la completa intersezione di 3" con
la proiezione W7, di W,. Ne segue che, preso un S,_, generico di ¢, le sue
intersezioni con W’,, cioe con w', e w', ¢ la parte anzidetta, devono essere
in numero dispari; e se quell’S,_, & esterno a V’, esso dovra incontrare »/',
e #', in punti complessivamente in numero dispari, sicché #', ad es. avrd
in comune con esso un numero dispari di punti. Ma, se & é pari, ¢ quindi

k — 1 dispari, ¢id & assurdo, perché in quella regione di ¢ che non contiene

(#5) Solo per brevitd, abbiamo tralasciato di studiare, per qualsiasi fascio (», k), il com-
portamento della quartica base rispetto agli spazi reali esistenti sulle singole quadriche del
fascio stesso.
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W', esistono degli S,_, (esterni.a V’) non aventi alcun punto comune con
w',, e della stessa schiera del precedente. L'esistenza di W, su V & dunque
possibile solo per k dispari.

Supposto allora: & =2#%, + 1 (k, = ), prendiamo su ¢ due S, sghembi,
« ed o, uno da una parte e laltro dall’altra di V; supponiamo anzi che «
ed « siano ottenuti con la costruzione indicata al n.° 24, partendo ad es.
dall’'S, =, &, », @, : allora », «" conterranno risp. due generatrici sghembe
r, ¥ della quadrica 9, sezione di ¢ con quell’S;, le quali saranno riferite
proiettivamente tra loro. La quadrica ¢ determina tra «, «’ una reciprocitd o,
ed & luogo delle rette che uniscono punti di , «’ reciproci in  (*); in questa
reciprocita ai punti di » corrispondono gli iperpiani d'un fascio B’ prospettivo
ad . Prendiamo ora in « un sistema nullo non degenere che muti +' in R’
(la cosa & possibile essendo K dispari); il prodotto della reciprocita o per
questo sistema nullo & un’omografia non degenere tra a, «, contenente 7, r
come rette omologhe, e tale che due punti omologhi in essa, essendo sempre
reciproci in o, determinano una retta giacente su ¢. Ne segue che la V.,
luogo delle oo* rette che uniscono punti omologhi degli spazi omogratici «, o
giace su ¢ e contiene ¢,; essa & divisa da a, a’ in due regioni (perché ogni
sua retta generatrice & divisa dai suoi due punti d'incontro con «, o’ in due
segmenti che non si scambiano mai fra di loro comunque quella generatrice
vari su V,.,), le quali, per sezione con lo spazio o, w, o, @, danno le due
regioni in cui 9, & divisa da r, ; d’altra parte Vi, sega la quartica base
del fascio, che & una V,, ,, in una V,, che non incontra «, «’, ma che ha
dei punti reali sia nell'una che nell’altra delle due regioni considerate su g,,
e che percio si compone di due falde staccate, situate una per ciascuna delle
due regioni di V,,,. Saranno anzi due falde dispari, perche una generatrice
g di ¢, incidente ad r, +' contiene un punto solo di ciascuna di esse, sicche
lo stesso accade ad es. per I'S,,, =g, il quale sega V,,,, oltre che in «,
solo in g. .

La quartica base dun fascio (2k -+ 1, k) conliene sempre degli S;_, reali
(ma non contiene nessun S.); essa é di specie k—1 oppure di specie k, cioé
non contiene oppure contiene delle falde dispari a k dimensioni, secondoché k
¢ pari o dispart.

(26 Infatti, presi «, & rispett. come spazi fondam.M Ay 4, ... Ak, Ag4t. . . dar4t, Uequazione
di ¢ diviene: Zpgaiawz=0 (!=0,1,...,k; I=k+1, k492, ..., 2k + 1); che & un’equa-
zione bilineare nelle due serie di variabili: a, oy, . . ., @5 2y, 2rge, . . ., ®ok+1, che sono
coordinate rispett. su o ed <.
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§ 8. — LA QUARTICA BASE D'UN FASCIO (n, k), PER n =2k + 3.

26. — Consideriamo infine un fascio (n, k), nell’'ipotesi di » =2% + 3,
e supponendo inoltre in primo luogo che i coni del fascio siano tutti reali.
Assumiamo l'equazione del fascio sotto la forma (4') del n.° 12, ponendo

la condizione che le quadriche ¢, ¢ con cui il fascio viene definito siano en-
trambe di specie (minima) k:

p=ap+ a4 wk— gy, — - — =0
q/E)\owg—*—)nw?—F“'—Fhmz—&kwl m,‘i+1—---~—y.nmf,=0;
sicche 'equazione del fascio sara:

Ae—¢ = —=A)@2 4+ A=) X — (A — )@ —

= —p) @, =0, 0

Quando X & minore di %y, Aiyeey, Nj Pagis Vrrayeees Py 12 (7) rappresenta
una quadrica di specie (minima) k, percio, ricordando quanto s’¢ detto al
n.° 14, la minore delle %; e v, sard p,,, e la maggiore sard u,, dimodoche,
disponendo questi coefficienti cumulativamente in ordine crescente, si otterra
una successione della forma:

TN, P P T —

Pictr - Py Rooos Mg Brpr e o By Mrr oo e Mg v o v B e o e P (8)

che si comporra d’'un certo numero dispari 2s-1 di gruppi costituiti al-
ternativamente di coefficienti p; e %,.

Consideriamo ora nella piramide autopolare rispetto a tutte le quadriche
del fascio lo spazio @, di dimensione 2s, che congiunge i vertici

Ak—l—-l Ao Az,—i-l AhH—l oo Az.+1

(i cui indici sono scelti uno per ciascun gruppo della successione (8), ad es.
i primi di ciascun gruppo). Esso sega il fascio dato in un fascio (2s, s —1):
infatti, se X & minore di tutte le %, e p,;, I'equazione della quadrica corri-
spondente di questo fascio contiene s termini negativi ed s + 1 positivi; e poi-
che i valori di A che danno i coni del fascio sono (disposti in ordine crescente)
alternativamente una p; ed una %, cominciando da p,,,, vi sard sempre in
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quell’equazione (per A diversa dalle 2, e pu, considerate) la differenza di 1 tra
il numero dei termini con un segno e quello dei termini col segno opposto,
cioé la quadrica sard sempre di specie s — 1.

Esaminiamo ora il fascio che si ha nello spazio ¢, di dimensione n—2s—1,
opposto a ¢ nella piramide autopolare. Percido notiamo che, per X minore di
tutte le A, e w;, nellequazione d’una quadrica di questo fascio si hanno:
(8 + 1) — s termini negativi e: (n — k) — (s + 1) termini positivi; ed essendo:
(B+1)—s<<(n — k) —(s+1) (perche era: n>2k—+2), la quadrica con-
siderata & di specie & — s. Inoltre, la successione analoga alla (8), ma rela-
tiva al nuovo fascio, contiene in ciascun gruppo un elemento di meno del
corrispondente gruppo della (8); e quindi, come, quando A cresceva percor-
rendo la (8), la specie della quadrica del fascio dato partiva da % e non scen-
deva mai per ipotesi al di sotto di k2, quando X cresce percorrendo la nuova
successione la specie della quadrica del fascio in questione parte da & — s
e non scende mai sotto £ — s: il nuovo fascio & del tipo (n —2s—1, & —3s).
Cioeé: Nella piramide autopolare rispetlo a tutle le quadriche d’un fascio
(n, k) a coni reali (n =2k + 3) si possono sempre trovare due spazt opposti
6, ¢ sui quali il fascio dato sega due fasci f, g di tipi rispett. (2s, s—1) e
(n—2s—1, k—3s).

Ora, se: k—s=—1, cioé se i gruppi di posto pari nella (8) si com-
pongono ciascuno di un elemento solo, la quartica base del fascio g & priva
di punti reali, mentre su quella di f esistono degli S, reali (n.° 21), che stanno
quindi anche su V. Se poi: n =92k 43, risulta: n —2s —1=2(k —s) + 2;
e percid le quartiche sezioni di V con s e ¢’ contengono rispett. degli S,_,
e degli S,_, reali; congiungendo comunque uno det primi con uno dei se-
condi si trova un 8, reale situato su tutte le quadriche del fascio, e quindi,
di nuovo, su V. ’

Se il fascio g non & del tipo (2¢+ 2, ¢), ne del tipo (¢, — 1), operiamo
su di esso come sul fascio iniziale; posto: »,=n—2s—1, k, =k —s, tro-
veremo nella piramide autopolare rispetto a tutte le quadriche di g due
spazi opposti a,, o', che segano g secondo due fasci f,, g, di tipi rispett.
2s,, 8,—1) e (n, —2s, — 1, k, —s,), ove 25, +1 & il numero dei gruppi
della successione analoga alla (8) ma relativa al fascio g. Ed allora, se:
k, —s, = —1, la quartica base di g, & priva di punti reali e quella di f,
contiene degli S,, (cio¢ degli §,_,) reali; se invece: n, = 2k, + 3, risulta:
n,—2s, —1=2(k —s,)+ 2, sicche le quartiche basi di f, e g, contengono
rispett. degli Ss, , e degli S,,_., reali, onde la quartica base di g contiene di
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nuovo degli S,, reali (ottenuti congiungendo uno degli S,,_, con uno degli
Shma)-

Se poi g, non & del tipo (242, ), nd del tipo (i, — I), si operi su esso
come sul fascio iniziale e su g, ponendo: n,=mn, ~2s, —1, k, =k, —s,, e
chiamando 2s, 41 il numero dei gruppi della successione analoga alla (8)
relativa al fascio g,. E cosi via.

Poiché la differenza » — (2 k + 3) diminuisce ogni volta di 1 (*"), e poiche
d’altra parte i numeri s, s,, s,,... finiscono col diminuire (non appena esau-
rito il gruppo meno numeroso della (8)), si arriverd certo, dopo un numero
finito di operazioni, ad un fascio g,, di tipo (n, —2s, — 1, k,— s,), per il quale
si avra: n,= 2k, 3, oppure: k, —s,= —1; ed allora la quartica base del
fascio precedente g, , conterrd degli S,, reali, mentre le quartiche basi di
92y Gisy---5 G, g conterranno rispett. degli Sk,_,, Sksyy...s Si,, Sk, reali, e
quindi, infine, la quartica base del fascio iniziale conterrd degli S, reali:
essa & dunque di specie k.

27. — Supponiamo da ultimo che il fascio (n, k) contenga 2h + 2
coni immaginari (0 =h = &) di vertici ,, @,;...; o,, @,; sicché sullo spazio +
polare di * =, o,...0, &, rispetto a tutte le quadriche del fascio dato questo
seghi un fascio (n —2h —2, k. —h —1) a coni reali (n.° 15). Se h =k, un
S..+. generico passante per - sega il fascio dato in un fascio con un sol cono
reale, e quindi del tipo (2k + 2, k), la cui quartica base contiene gid degli S,
reali (n.° 21). Se invece h =k —1, la quartica base del fascio che si ha in +’
contiene, per quanto s’¢& detto, degli S,_,_, reali; sicché esiste certo in <"
un S,_,,_s che sega il fascio stesso in un fascio (n —2h —3, k—h —1);
congiungendo questo spazio con = si ha un S, ; segante il fascio dato (n.c 15)
in un fascio (n — 1, k). Ragionando su questo conre su quello dato, si tro-
verd infine di certo un S,.,, segante il fascio dato in un fascio (2k+ 2, k),
la cui quartica base conduce di nuovo a trovare degli S, reali situati su V.
Tenendo conto anche dell’arbitrarieta che rimane nella scelta d’un tale S,,,.,,
concludiamo che:

La quartica base d'un fascio (n, k), per n=2k + 3, é di specie k, e con-
tiene infiniti S, reali.

(?7) Si ha infatti:
= @k ) —n =2 —1—2(k —s)~3—[n — @k +3)]—1;
ny— 2Ry +3)—m — 28 —1—2(k; —s)—3=[n; (2k+3)]|—1; ece.
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§ 9. — EQUIVALENZA DI DUE FASCI DI QUADRICHE
NEL CAMPO DELLE OMOGRAFIE REALI.

28. — Quando & che due fasci reali di quadriche F, F’, a coni distinti,
si possono trasformare I'uno nell’altro mediante un’omografia reale? Se esiste
un’omografia O che muti Fin F', i due fasci, pensati come enti razionali oo,
risultano riferiti tra loro in una proiettivitd © che muta i coni di F in quelli
di F'; e viceversa, se i coni di F e quelli di F’, supposti tutti distinti, for-
mano entro i fasei stessi due gruppi fra loro proiettivi, i due fasei sono
proiettivamente identici; sicche, detto A il parametro che determina le qua-
driche di F come combinazioni lineari di due di esse, i mutui rapporti dei
valori di X che danno i coni del fascio sono invarianti proiettivi del fascio,
nel campo complesso ().

Se omografia Q & reale, tale & pure la proiettivitd » che essa subordina
tra ' ed F’ (il che implica che il numero dei coni immaginari sia lo stesso
per entrambi 1 fasci); per di piu, i due fasci saranno di uno stesso tipo
(n, B), anzi o fard corrispondere ad ogni tratto (reale) di F, costituito di
quadriche d’'una certa specie 4, un tratto di F’ composto pure di quadriche
di specie ¢ (*°).

Viceversa, i fasci reali F, F’ siano tali che: a) esista tra essi, come
forme oo', una proiettivitd reale » che muti gli » +1 coni di F nei coni
di F’, sicché essi contengano lo stesso numero 2h -+ 2 di coni immaginari;
b) esistano in essi due tratti ¢, £, omologhi in o, composti entrambi di qua-
driche di specie k. In queste ipotesi, esiste un’omografia reale che muta F
in F.

Infatti, assumiamo l'equazione di F sotto la forma (4') del n. 12, sup-
ponendo che le quadriche o, ¢ siano scelte nel tratto t. Dette poi ¢/, ¢’ le qua-
driche di F’ omologhe rispett. di ¢, ¢ nella proiettivitd o, se numeriamo con
indici uguali i vertici di due coni reali omologhi in » e le coppie di vertici
di coni complessi-coniugati pure omologhe in o, le equazioni di ¢, ¢' si po-

() D’ora in poi, parlando di ¢ratti d’un fascio ci riferiremo sempre ai tratti del fascio

compresi tra cono e cono, consecutivamente.
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tranno ridurre alla forma:
—_— ’ ’ ) ’
¢ :Q‘(womh+1 -+ '+w’hm2h+l) -+
2 72 2 2 .
4 & e - ot Lt — L hgagr — —ah=0;

h
¢ = Eo (@524 2 s O iy, — O 0% )
-+ )‘,2h+2 wlgh—{—z “+- Z"h+k+1 90’12.+k+1 — P"))+L-+2 mli+k+2 e
—w,xh="0;
e 'equazione d’'una quadrica generica di F’, sara:
Vo — =0

Allora la proiettivitd reale o, che muta i valori 0, co di A rispett. nei
valori 0, oo di %, avrd un’equazione della forma: X =a, con « reale. Ne
segue che i valori di " che danno i coni di F’, e cioé:

? . ? . . 7’ 3 s . ’ -7 . ’ ’
@opgr T Qo055 Wrongy A0, Nojgoyeeny Nigagas  Paprgoreees Bus

saranno ordinatamente uguali ai valori (5) del n.° 13 moltiplicati per « (*%);
dev’essere cioé:

a'/h'= X @y a’i,l‘«f}r}-l =X Qipnt (7’ :O, 1’-“; h);
Ny=22 (i=2h+2,.., h+Ek+1); p,=av, (j=h+Ek+2,., n).
Ed allora ¢ chiaro che la proiettivitd reale:

o', =w, (=0, |,..., n) (9

muta, non solo ¢ in ¢, ma anche ¢ in ¢/, e quindi F in F".

Affinché due fasci reali di quadriche, a coni distinti, si possano trasfor-
mare Uuno nell’ altro mediante un’omografia reale, & necessario e sufficiente
che esista tra essi, come forme o', una proiettivitd reale che muti i coni del
primo in quelli del secondo, ed in modo che DUE tratti omologhi dei due fasci
siano composti di quadriche della stessa specie.

29\ QS i . . Co - N

(29) Si puo supporre che ® muti @ iy npt T2 proprio in s ;4 i@y (per 2= 0,..5, h),
perché se lo mutasse invece in a;; 1, .4 —7a’; basterebbe, per ridursi al primo caso, sosti-
tuire —a'; ad a’; e contemporaneamente scambiare tra loro gli indiei dei punti fondam.!

A%, Alignir.
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§ 10. — EQUIVALENZA DI DUE FASCI DI QUADRICHE
DAL PUNTO DI VISTA TOPOLOGICO.

29. — Volendo studiare I'equivalenza topologica di due fasci reali di
quadriche, non interessano pit i mutui rapporti delle quantitd (5), bensi il
numero di quelle di esse che son reali e ordine in cui queste si seguono.

Supponiamo infatti che, nel ragionamento del n.® 28, i coefficienti ¥, e
', di ¥, senza essere proporzionali alle %; e p;, si seguano nello stesso or-
dine di quelle. La trasformazione (9), che muta ¢ in ¢, muterd ¢ in una
certa quadrica {,, diversa da{, che determina con ¢ un fascio F,. Conside-
riamo poi la quadrica:

q"x = 4’0 + (4” _‘l‘o),

ed il fascio F, che essa determina con¢’. Per 6 =0 e per ¢ = [, F, coincide
rispett. con F, e con F’; e se si fa crescere ¢ con continuitd da 0 ad 1 esso
varia pure con continuitd. D’altra parte, detti a@, a{?,.,., 2, p® i coefficienti
dell’equazione di ¢, analoghi ad a, @41, M, py, St ha:

A0 =1\, + G (7&'.- — )\.') 5

e quindi:
A — M= (1) (4 — &)+ 5 (N, — X);

da cui risulta che, poiché ¢ ed | — s si mantengono positivi, e le differenze
X, — %, X, — 1, hanno per ipotesi lo stesso segno (perche le %, p; si seguono
nello stesso ordine delle %', p’;), anche A’ — 2" avrd sempre il segno di
X, —1;; sicché durante tutta la variazione di ¢ da 0 a 1, i coefficienti 2, A
si seguono sempre nello stesso ordine, e due qualunque di essi non potranno
mai divenire uguali tra loro. Quanto ai termini complessi della successione (5)
relativa al fascio F,, variando s da O ad 1, essi variano con continuita, senza
mai divenire reali (*°), e vanno a coincidere con altrettanti termini complessi

relativi al fascio F".

(3" Infatti, si possono distribuire gli indici dei due punti A%, A’ifr41 in modo che
ai ed d'4 abbiano lo stesso segno; allora ¢, sega la retta At A'i4+r+1 in due punti che non
possono mai coincidere con A’y ed A'ifn+1 (perché aﬁ-}), cioé: (1 —o)aiy + 6 a’, per @ com-
preso tra 0 ed 1, counserva allora un segno costante), e che percid separano sempre A’
ed A'ith41.
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Da tutto cio si deduce che, al variare di ¢ da O ad 1, il fascio F, ha
sempre 2k + 2 coni immaginari e n— 2k — 1 coni reali e distinti; percio
la sua quartica base varia su ¢’ senza mai acquistare dei punti doppi:la quar-
tica base di F, e quella di F’ sono percido topologicamente identiche (*').

30. — Importa dunque di trovare, in forma possibilmente semplice,
un’immagine geometrica della successione delle %, ¢;, prescindendo dai loro
valori numerici particolari, e badando solo invece al modo in cui si succe-
dono in ordine ad es. crescente.

In primo luogo, il fascio contenga n-1 coni reali. Definito il fascio,
come al n.° 26, con due quadriche ¢, ¢ di specie minima & contenute in uno
stesso tratto, gli » + 1 coni dividono il fascio in n 41 tralti consecutivi,
che numereremo da 0 ad », procedendo in un senso arbitrario, e partendo
dal tratto che contiene ¢, ¢ (e che si ha per X minore, o maggiore, di tutte
le %, ¢;). Segnati quindi in un piano due assi cartesiani ortogonali, per ogni
ascissa intera « compresa tra 0 ed » consideriamo un’ordinata (pure intera)y
uguale alla dimensione massima d’uno spazio reale esistente sulle quadriche
del tratto di posto x; y puod variare da % fino ad un massimo che chiame-
remo m, sicché la dimensione dello spazio ambiente sard 2m +2 o 2m + 1
secondoché essa & pari o dispari. Poiché passando da un tratto x al con-
secutivo x4+ 1 la y varia di =1 (o pud restar costante se y =m ed

(1) E ovvio perd che, mentre per forme della quartica base di F topologicamente diverse,
i coefficienti }; e p; di ¥, disposti in ordine crescente, danno successioni diversamente costi-
tuite, possono aversi, viceversa, per tale successione forme diverse che corrispondono ad uno
stesso tipo di quartica.

Cosi, se due fasci conducono a due forme della successione dedotte I’'una dall’altra con
una sostituzione circolare eseguita sui numeri 24 +42,...,% (il che pud avvenire quando
quei fasci contengano pinu tratti di quadriche di specie k, entro uno qualunque dei quali
possono essere scelte le quadriche che li definiscono), esse possono ridursi identiche cambiando
opportunamente, per uno dei fasci, le quadriche ¢, ¥ ¢ la numerazione dei punti 4.z4s,..., 4x.

Ancora, pud darsi che, dette rispett. ¢, ¥; ¢, ¥’ le quadriche che definiscono due fasci
F, F', la disposizione e la specie dei vari tratti siano identiche per i due fasci purché si
inverta il senso in cui il secondo fascio viene percorso. In tal caso, sostituiamo alla qua-
drica ¥’ del fascio F':X¢'—P'=0, la quale si aveva per ¥ =0, la quadrica J" che si ha
per un valore @ di 2" maggiore di tutte le Xy, g’ 1 coefficienti 3";, p"; dell’equazione di ¥*
sono: Mg=—a —2';; p"j=—a — pu’;; essi sono tutti positivi; e se si inverte la numerazione dei
punti A'snyse,..., Ahiats, e cost quella dei punti A%irqe,..., A'a, essi si seguono proprio nello

stesso ordine delle };, w;. Anche in questo caso le due quartiche sono topologicamente
identiche.
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di quadriche in uno spazio ad n dimensioni. 109

n=2m-+ 2 (n.° 13), congiungendo a due a due consecutivamente i punti
ottenuti si ha una spezzata poligonale L, i cui vertici hanno coordinate in-

tere, ed i cui lati sono paralleli alternativamente alle rette y =x, y= — =,
con lavvertenza che, per n pari, si possono avere dei lati sulla retta y=m,
x H, H,=M
m:ﬂ:f ! e 'fTMi 7 4 "'-4'.:'":' Rl i St Sotntl pad IRt { = see oy
H : : ’ H ‘. -\’ 1 ' ' 1 : : N
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[ + h r 3 1 T ' - \‘ (R ooy R - I e M
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9 1723 n=24

che chiameremo r. Diremo che L & la spezzate immagine, o schema, del fascio
di quadriche.

Essa parte dal punto 4 (0, k), termina al punto B (m, k+1), & tutta
compresa nel rettangolo di lati: x=0, x =n, y =k, y =m, ed ha almeno
un vertice su r. Essa presenta dei massimi e dei minimi; anzi, nota la po-
sizione di due minimi consecutivi son noti i due lati della spezzata compresi
fra essi. Per conoscere I, basta dunque assegnarne, oltre gli estremi 4 e B,
i vertici di ordinata minima.

Sia (2, y) uno di questi; allora ogni quadrica 6 del tratto di posto
& di specie y, sicch® esistono nella piramide autopolare rispetto a tutte le
quadriche del fascioun 8, ed un S, , ,, fra loro opposti, ed entrambi esterni
(a 6 e quindi) a tatte le quadriche del tratto considerato (n.°9). Un tale S,
si dird lo spazio caratteristico di quel tratto (o del corrispondente minimo
di L), e si indichera con S¢; I'insieme di tutti gli 8¢ cosi definiti (incluso
I'S® caratteristico del tratto 0) si chiamerd la configurazione caratteristica
del fascio, e si indichera con C.

31. — Determiniamo anzitutto il numero massimo degli spazi di C.
Alla spezzata L si pud sempre sostituirne un’altra con lo stesso numero di
vertici, ed avente tutti i suoi massimi su ». Percio consideriamo una parte L,
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110 Togliatti: Questioni di forma e di realiti relative a fasci

di L limitata da due vertici H,, H, situati su r, e che non abbia altri vertici
su r oltre H,, H, (**); detto P il minimo assoluto di L, (o uno qualunque
di essi se sono in pitt d’'uno), spostiamo ogni massimo di L, (esclusi H,, H,)
su uno dei lati che lo comprendono fino a portarlo su r, e precisamente
spostiamolo su quello di destra o su quello di sinistra dei due lati secondoche
il massimo considerato sta a sinistra o a destra di P; la spezzata L', defi-
nita da H,, H, e dalle nuove posizioni dei massimi ha tanti verlici come I,
ed ha tutti i suol massimi su r. Facendo lo stesso per tutte le parti di L
analoghe ad L,, si ottiene lo scopo voluto; sia L' Ja nuova spezzata. B chiaro
che, se si prende 4 come punto P per quella parte di L che contiene 4
stesso, 1 massimi di L' son tutti compresi tra i punti M, ed M, ove r &
incontrata dai lati di L uscenti da 4, B rispett.; e poiché la differenza tra
le ascisse di due minimi consecutivi di L' & =92, se si dicono m, ed m, le
ascisse di M, ed MM, rispett., il massimo numero di minimi di L', tenendo
m, -— M,

conto anche di A4, ¢ dato da: 1+ E

-

D’altra parte, le equazioni di 4 M,, B M, sono rispett.:
y—h=x; y—E+1)=-—x +n;

percio:

wmy=m—=~k; m,=n-+1—(m—Ek).

Ne segue:

2k + 2 per n dispari;

m,~ml=n+1*Q(m_k):§ +2p I. ;
(2% 3 per n pari.

Risulta dunque:

my, — N,

1+E~T_=k+9.

Il poi evidente che, per n pari, I pud ridursi ad 4 M, M, B, avendo al-
lora come unico minimo il punto 4. Invece, per n dispari, non esistendo
su r lati di L, il numero minimo dei minimi di I, corrisponde al caso in
cui 1 vertici di L stanno alternativamente su y =£% e sur (salvo al piu l'ul-

(2) Qui, e nel seguito, le parti estreme di L uscenti rispett. da 4 e B, e terminate alla
loro prima intersezione con r, si considereranno come costituenti un’unica porzione di L.
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timo massimo che avrd, in generale, ordinata <Cm); main tal caso le ascisse
di due minimi consecutivi (esclusi al pitt i due ultimi) differiscono di 2 (m — k);
2m 41 n
2 {4+ B—
Ym—k) TR ekr—1

La configurazione caratteristica d'un fascio (n, k) a coni reali contiene

percid L ha ora almeno: 1+E minimi.

al pin k+ 2 spazi; ne conliene almeno 1 + E sen é dispari, al-

n
n—2k —1
meno uno (che & allora un S,) se n & pari.
(Questa proprietd completa I'ultimo teor. del n. 15 per il caso di h =-—1).
Rileviamo anche che le ascisse di due massimi consecutivi della linea L',
del ragionamento precedente differiscono sempre d’un numero pari, percio

lo stesso accade per le ascisse h,, h, degli estremi H,, H, di L', (cioé di L,);
ed 1 minimi di L, sono al piu: %(h2 — h)).

32. Tutto cid guida alla costruzione di L per dati valori di » e di &.
Si segnino in primo luogo sul segmento M, M, i vertici di L che si vuole
stiano su r. Per » dispari, essi vanno scelti, ad arbitrio, tra i punti di »
di ascisse: m—%k m—k—+92 m—k+4...,m-+-k—+2; al massimo essi
sono k -+ 2; e se si fissa che siano proprio % + 2 allora L riesce senz’altro
individuata, se no resteranno ancora da costruire delle parti di I comprese
tra due counsecutivi di quei vertici. Se » & pari, il numero e la lunghezza
dei lati che L pud avere su r, come pure il numero degli eventuali vertici
isolati che L ha su r, sono soggetti alla sola condizione che tra due conse-
cutivi di essi (lati, o vertici isolati,a cul si aggiungano i punti M,, M,, se
non sono estremi di lati né vertici isolati) sia compreso un numero pari
d’intervalli unitari. E poiché ora M, M, vale 2%+ 3, tra i lati di L situati
su r ve n’e un numero dispari che hanno lunghezza dispari; ed anche ora,
se tutti gli intervalli rimasti scoperti su » valgono 2, la spezzata I & sen-
z’altro nota, se no ne restano da costruire delle parti con gli estremi su r.

Per la costruzione di queste parti intermedie si hanno pure delle restri-
zioni. Osserviamo percid che i lati di L, uscenti da H, ed H,, avendo rispett.
per equazioni: y —m = — (¢ — h,); y —m =« — h,, s’'incontrano nel punto

di coordinate: 1@ (h, + h,), m — %(h, — k), (che sono numeri interi perche
hy —h, & pari). Detti quindi («, 8,), (2 85) ,. .., (2sfs) I minimi di

L, (1 fcfh’;gh‘), per le coordinate del primo e dell’ultimo di essi si
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hanno anzitutto le condizioni:
Bi=m — (¢, —h,); Bs=m—(h, — %); (10)
e dovrd essere inoltre:

b 2= = o (b)) = =h, —2, (1)

. 1
qualora sia: k=m — §(ILQ—Izl), con l'avvertenza che «, ed »; sono allora
Lo 1 . -
uguali insieme ad §(h' + h,); e sard invece:

hy +-2=u,<h, +(m—Fk); h;—(m —k)=ae=h, —2, (12)

qualora sia invece: k>m — _ (h,— k,). Per un altro minimo («,B,) deve

[S=

essere :

. . . 1
m — 2= = del minore dei due numeri: &; m —+ Qﬁﬁ (hy — b))

_ (13)
h’l+('n_ﬁS')—}‘Qf“afh?_‘(m_‘Bs)—'2' 5
Infine, il massimo compreso tra due minimi consecutivi (x, ,), (7et1 Borr),
essendo comune alle rette: y —B,=® —oa,; y — By = — (€ — 2,4,), ha le
coordinate:
1 1
wo —0‘2—( +as+l Bv_f_ﬁs-l-l); ?/o :§ (f as+as+l +ﬁs+p3+l)’

Questo esige che («,,, — @,) + (B,+. — 8.) sia pari; ed anche (dovendo essere:
«, +1=wx, =2, —1) che sia:

.Qas—-}—(zfacs—}— Zs—f—( _Bs-}‘gs—i-légas{—l _‘_Q;
cioe:
Q - (as+1 - (Zs) = Bs-{»l - ps = (as—i'l - “s) - Q (14)

Ne segue: (#.4, — o) —2=2— (2, —a,); e quindi:
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sicché la (14) si pud anche scrivere:

Bs+1 — B, | = (“;—}-1 - “s) — 2. (16)

Mediante queste condizioni si riesce, dopo aver fissato il primo minimo di
L,, a scegliere successivamente tutti gli altri.

Le parti della spezzata L che contengono rispett. 4 e B si costruiranno
tenendo conto delle (15), (16) e di altre condizioni analoghe alle (10), (11),
(12), (13), sulle quali non ci tratteniamo.

33. — Per vedere se la spezzata L definisce I'ordine delle ,, p; nella
successione (8) del n.° 26, distinguiamo i due casi di »n pari e di »n dispari.
n=2m 2. — Se una quadrica 6 scelta nel tratto O descrive il fascio
passando successivamente nei tratti 1, 2,..., 2m + 2, e tornando alla posi-
zione iniziale, il valore corrispondente di X nella (7) parte da un valore mi-
nore di tutie le X, u;, e ritorna al valore inizialg dopo aver preso tutti i
valori reali positivi e negativi. Inizialmente, nella (7) vi sono k41 termini
negativi e (2m +2) — & positivi; in corrispondenza al lato di L uscente da
A (primo lato) la specie di 9 cresce d'un certo numero di unita, che & noto
se si conosce quel lato, e percido la (8) comincia con altrettante quantitd p,
Se, dopo cid, L non ha ancora raggiunto r, la specie di # diminuisce d’un
certo numero noto di unitd, e quindi nella (8) seguono altrettanti coetfi-
cienti %;. E cosl via. Quando L raggiunge » per la prima volta, nell’equa-
zione di 8 si hanno m -+ | termini negativi ed m + 2 positivi; percio, se il
nuovo lato di L non sta su r, la specie di 8 decresce subito, e nella (8) seguono
a questo punto dei coefficienti 2;, il cui numero & determinato dalla lun-
ghezza di quel lato, e cosi via, fino al nuovo vertice di L che sta su r; se
invece il nuovo lato di L sta su r, la specie di # resta fissa in corrispon-
denza a tutto questo lato, sicché il numero dei termini negativi della (7), al
crescere di A, vale alternativamente m +1 ed m 42, il che vuol dire che
nella (8) s’incontrano alternativamente una p, ed una 1,; giunti alla fine del
lato considerato, se i termini negativi della (7) sono ancora m + 1, cioé se
la lunghezza del lato stesso & pari, si torna nelle condizioni del primo caso;
se invece la lunghezza di quel lato & dispari, 1 termini negativi della (7) sa-
ranno m -+ 2, e per far decrescere la specie di 0 si dovranno far seguire
nella (8) delle p;. ‘

Tutto cio prova che, per »n pari, la conoscenza dello schema L equivale

a quella della successione (8); cioe: Per n pari, la quartica base d’un fascio
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a cont reali é topologicamente definita dallo schema del fascio (oppure dalla
sua configurazione caratteristica).
34, — K facile approfondire la posizione mutua degli spazi della con-
figurazione C. 1l primo di essi & I'S,: 4,4,...4,. Consideriamo poi gli
“') Sﬁ,ﬂj‘) caratteristici dei' minimi consecutivi (2, B.), (2oy4 Boyy) di L, e suppo-
niamo che essi siano gl spazi: 4y, Ay4a... Ay, 48,5 Ayppy Aygy it Ay 48y, (PET
dare un significato agli indiei > n, supporremo che 4, ed 4, coincidano se
=y (mod. n 4+ 1)). Se tra quei due minimi non c’¢ aleun lato di L situato
su r, allora, passando da («,f,) ad (., B.;,) si attraversano nella (8) prima
un gruppo di p; e poi uno di i, oppure viceversa, secondoché nell’equazione
d’una quadrica del tratto «, sono in minoranza i segni negativi o quelli po-
sitivi; in ambo i casi il secondo dei due gruppi contiene:

1 1
Loy — 9 (“s + o, —B.+ ps“}‘l) = 9 [(“s+1 - “r) - (ps-l'l - ﬁs)]

elementi, a ciascun dei quali corrisponde un punto fondam.* che sta su S};"')
(0o segue immediatamente quelli che stanno su S§”) e che non sta su
St s percid si avrd:

Yo — 1 =g [ — ) = (B — )] (17)

il che definisce S+’ quando si conosca S}}’,"’.

Pud darsi invece che tra («,8,) e (.4, B,1;) sia compreso un lato I di L
situato su r; gli estremi di questo lato hanno per ascisse: «, 4 (m —B,),
%, — (m —B,.,); percid la sua lunghezza sard: (a4, — «,) + (B, + B,) — 2 m.
Se 1 ha lunghezza pari, cioe se («,,, — «,) — (B,;, — B,) & pari, vale ancora il
risultato precedente, perché percorrendo I si attraversano nella (8) tanti coef-
ficienti %; e p; (alternativamente) quanti se ne attraverserebbero complessiva-
mente se, invece di percorrere I, si potesse percorrere la spezzata formata
dai prolungamenti (oltre ») dei due lati contigui ad 1. Se invece ! ha lun-
ghezza dispari, cioé («,,, — «,) — (8,1 — B,) & dispari, allora nel punto (=,, 8,,)
sono in minoranza nella (7) i termini positivi od i negativi secondoché in
(«,8,) erano in minoranza i negativi od i positivi; dimodoche, se si percorre
nel senso fissato la successione 4, 4,...4, partendo da 4,,, per giungere

ad Ay,,, bisogna attraversare tutti i punti che stanno su S}}",'), e che sono
,+ 1, ed inoltre tanti altri punti quanti sono i coefficienti p; (oppure 1,) che
si attraversano passando da («,8,) ad (x..,B,.,). Si riconosce subito che ve
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ne sono: m — B, per il lato che precede I; m — B,,, per quello che segue I;

% [ (@ — )+ (Borr +B)—2m + 1] per il lato I. Si avrd quindi:

v ==l mtg [wn—w) — @ —e) -1 )

36. — n=2m + 1. — In quest’altro caso lo schema L non definisce
pit in modo completo la successione (8). Infatti & chiaro che, partendo da A4,
la (8) riesce determinata, come nel caso precedente, finché L non raggiunge r;
ma quando cid accade si hanno nella (7) tanti termini positivi quanti nega-
tivi, e percio, proseguendo, la specie della (7) diminuisce sia che nella (8)
s’ incontri a questo punto una )}, sia che s’ incontri una p,. Tale doppia pos-
sibilitd si ripresenta a tutti i vertici di L che stanno su r, eccettuato I'ultimo.

Per togliere quest’ambiguitd puo servire la configurazione C. Se L ha
t (= 2) vertici su r, questi spezzano L in ¢ parti, a cui corrispondono anche ¢
parti C,, C,,..., C, di C, due consecutive delle quali possono essere colle-
gate fra loro in due modi diversi. Detti S&” ed S+ rispett. Pultimo spazio
di C; ed il primo di C,,, diremo che tra C; e C,, si ha un collegamento
diretto quando ai due lati di L uscenti da («, B,), (¢4 B,s:), €d incontrantisi
su r, corrispondono nella (8), in un ordine qualsiasi, un gruppo di 2, ed
uno di ¢;; allora sussiste come prima la (17). Diremo invece che tra C; e O,
si ha un collegamento inverso quando ai due lati anzidetti di L corrispondono
nella (8) o due gruppi di A, o due gruppi di p,;; in tal caso, per andare nella
successione 4, 4,... 4, da 4,, ad 4y.,,, si devono attraversare ip, + 1 punti

)

che stanno su S, ed inoltre altri «,,, — «, punti; percid sara:
Ya+1_73=as+l—ac+gc+1' (19)

Concludendo: Per n dispari, la quartica base d’un fascio a coni reali é
topologicamente definita dalla configurazione caratteristica del fascio. *

36. —- Infine, per un faseio (»n, k) con 2k + 2 coni immaginari, segue
dal n.° 29 che i caratteri topologici della quartica base dipendono da cuelli
della quartica base del fascio sezione del dato con lo spazio individuato dai
vertici dei suoi coni reali. Cioé: La quartica base d'un fascio contenente dei
coni immaginart e topologicamente definita dalla configurazione caratteristica
del fascio sezione del dato con lo spazio che congiunge i vertici dei suoi coni
reals,
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§ 11. — Esempi.

37. — Applichiamo le cose dette ai casi: n=4, n=>5. Per avere i
vari tipi possibili di fasci di quadriche si dovranno fissare successivamente:
il numero 2k + 2 dei coni immaginari, il numero % che di la specie minima
per le quadriche del fascio, lo schema L ed eventualmente la configurazione C
(tenendo conto della nota (*")).

n=4%4 — a) 4 coni immaginari ed 1 reale; 2= 1; quartica con una
falda pari di specie 1, contenente 4 rette reali, 6 coppie di rette complesse-
coniugate delle quali 2 di 1.* specie e 4 di 2.2 specie (*°);

b) 2 coni immaginari e 3 reali; 2 =1; quartica con una falda pari di
specie 1, contenente 8 rette reali, e 4 coppie di rette complesse-coniugate di
2.2 specie (lo schema L & un segmento su r);

¢) 2 coni immaginarl e 3 reali; 2 =0; quartica con una falda pari di
specie O (la configurazione C & ridotta ad un punto: S9);

d) 5 coni reali; 2= 1; quartica con una falda pari di specie 1, con-
tenente 16 rette reali (lo schema L & un segmento su r);

e) 5 conl reali; k =0; configurazione caratteristica: S, S®; quartica
con due falde pari di specie 0;

f) 5 coni reali; 2 = 0; configurazione caratteristica: S®; quartica con
una falda pari di specie 0;

g) b coni reali; k= —1; quartica priva di punti reali.

38. — n=5. — a) 6 coni immaginari; & = 2; quartica con una falda
pari di specie 1;

b) 4 coni immaginari e 2 reali; k= 1|; quartica con una falda pari di
specie 1;

¢) 2 coni immaginari e 4 reali; k= 1; quartica con una falda pari di
specie | (configurazione caratteristica; SO, S®) (**);

d) 2 coni immaginari e 4 reali; £=0; quartica con una falda pari di
specie 0;

() La scelta del collegamento tra S ed S{” si pud fare in due modi diversi, ma con-
duce solo a configurazioni I'una dedotta dall’altra invertendone il senso (oppure con permu-
tazione circolare).
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e) f) 6 coni reali; kK =1; quartica con una falda pari di specie 1. La
configurazione caratteristica si compone sempre di tre rette: S¢, SP, S¥;
ma i tre collegamenti possono essere: o due diretti ed uno inverso, ed allora
le tre rette sono: 4, 4,, 4, 4,, A, 4,; o tutti inversi, ed allora le tre rette
sono a due a due sghembe: 4, 4,, 4, 4,, 4, 4,. La differenza tra i due casi
si riflette sulla piramide autopolare, la quale nel primo caso contiene due
facce (opposte ad 4, ead 4,) che segano la quartica base in quartiche di
specie 1, mentre nel secondo caso tutte le sue facce segano la quartica base
in quartiche di specie 0;

g) 6 coni reali; £ =0; configurazione caratteristica: S, S®; quartica
con una falda di specie 0;

h) 6 coni reali; 2 =0; configurazione caratteristica S, S@; quartica
con due falde pari di specie O;

i) 6 coni reali; k= —1; quartica priva di punti reali (**).

Torino, 21 novembre 1920.

(34 I risultati del n.° 38 possono applicarsi alla classificazione, dal punto di vista topo-
logico, dei complessi quadratici di rette dello spazio ordinario, ritrovando cosi i risultati del
Reve e dell’Arxorprt (10). Per far cio, occorre fissare entro il fascio una quadrica Q, di specie 2,
come immagine delle rette d'un S;. Ora, nei casi a), b), d), h), i), il fascio contiene un sol
tratto di quadriche di specie 2; entro questo, senza ambiguitd, va scelta Q. Invece, nel
caso ¢), il fascio contiene due tratti di quadriche di specie 2, in condizioni diverse, perché
I'S; che congiunge i vertici dei 4 coni reali sega le quadriche di quei due tratti in quadriche
rigate, in modo perd che le quadriche di uno di essi danno luogo a quadriche sezioni le
cui generatrici incontrano tutte la quartica base in due punti reali e distinti, mentre quelle
dell’altro danno quadriche sezioni contenenti anche generatrici esterne alla quartica base;
dal caso c) si ottengono percio due diversi tipi di complessi quadratici secondoché @ vien
scelta nell’'uno o neil’altro dei due tratti. Cosi nel caso g); anche qui si hanno nel fascio
due tratti di quadriche di specie 2 in condizioni diverse, perché il piano di S¥ e di SP ¢
esterno rispetto a quelle dell’'un tratto e segante rispetto a quelle dell’altro. Invece, nei casi
e), f) non si trovano suddivisioni ulteriori. Tenuto conto di cio, i nostri casi corrispondono
a quelli del REYE nel modo seguente: a) complesso iperbolico (I. Art); b) complesso parabo-
lico (II. Art); ¢) complesso parabolico (Ill,. e IIlz. Art); d) complesso ellittico (IV. Art); e) f)
complesso parabolico (Va. e Vg. Art); g) complesso ellittico (Vla. e VIz. Art); k) complesso ellit-
tico (VIL. Art); ¢) complesso immaginario (VIII. Art).
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Sulle trasformazioni dei sistemi di linee, con-
iugate ed ortogonali, nello spazio S,.

(Di PasQuaLe CGanapso, a DMessina.)

PREFAZIONE.

La teoria delle trasformazioni per inviluppo di sfere & stata recente-
mente generalizzata sotto vari aspetti, fra eui sono principalmente da notare
le ricerche del Brancar relative alle trasformazioni di RiBaucour dei sistemi
n*" ortogonall (*).

Mi propongo nel presente lavoro di stabilire le proprieta delle trasfor-
mazioni dei sistemi coniugatli ed ortogonali (réseaux 0) dello spazio S,, 1I-
levando fra l'altro il modo secondo cui le proprieta dello spazio ordinario S,
vengono generalizzate e talora modificate.

A fondamento della ricerca pongo un sistema di n+ 2 sfere a due a
due ortogonali e il determinante formato con le coordinate di queste sfere

wll ‘L"12 LI mln CB|n+l wluirz l
Loy Loy -« o Ly Loyyy Lopye
A= X ) (h
wul xu? ‘lnn m1|t|+l xam 2
s z c z z
3y 3o Gy St Sute
1y fy . . W, Tyt Tipyte

facendo 1 ipotesi che le sfere considerate formino un sistema di Gui-
chard; e seguendo le notazioni dell’autore indico con 4,, 4,,..., 4,, R, S

1 centri delle sfere aventi per coordinate le successive righe del deter-
minante.

(*) |Annali di Matematica, Tomo XXVII della serie IIT; pag. 1S3 e seguenti.]

Annali di Matematica, Serie 1[I, Tomo XXX. 16
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120 Calapso: Sulle trasformmazioni dei sistemi di linee,

Si sa che la retta RS descrive una congruenza ciclica di cui R ed S
sono 1 fuochi; inoltre fra i sistemi coniugati (réseaux) armonici alla con-
gruenza (R S) esistono: ‘

1.2 00"* reti O [formanti il sistema (B) di GuicHARD];
2.9 00" reti 20 [formanti il sistema (4)] (*);
3.2 In generale reti 3 0.

Mediante i sistemi (4) e (B) & costruibile (in infiniti modi) un sistema
semplicemente infinito di reti armoniche ad (R 8), in guisa che una qualunque
di esse & in generale 2 0; ma esistono in particolare nel sistema due reti O.

Per esempio esistono sulla retta 4, 4, due punti P e P’, ciascuno dei
quali descrive una rete O armonica ad (ES).

Basandomi su queste proprietd fondamentali sono pervenuto alle tras-
tormazioni di RiBaucour colle seguenti considerazioni:

Il punto P appartiene alla sfera 4, [k=3, 4,..., n] ed anche alle sfere
R ed 8, e poiche due qualunque sfere del sistema sono ortogonali la retta
4, P & perpendicolare comune a PR e PS; inoltre due rette A, P ed 4, P
sono perpendicolari tra loro.

Di pit entrambi i punti P ed 4, descrivono rispettivamente due reti ar-
moniche alla stessa congruenza (RS), e quindi la loro congiungente descrive
una congruenza riferita alle sviluppabili. La retta A, P ¢ percio normale alla
rete (P).

Le medesime conclusioni valgono per la rete (P’), inoltre i segmenti
A4, P ed 4, P’ sono uguali; dunque: le n —2 normali alla rete (P) incon-
trano rispettivamente le n — 2 normali alla rete (P') in punti equidistanti da
P e da P’'. Lo stesso per le tangenti alle reti (P) e (P’).

11 passaggio dalla rete (P) alla rete (P’) & percid una trasformazione di
Ribaucowr (trasformazione R); inversamente due reti O, deducibili 'una dal-
laltra per trasformazione R, sono sempre armoniche ad una stessa con-
gruenza ciclica; e quest’ultima & sempre il luogo della congiungente i centri
R, § di due sfere di un sistema ortogonale di GUICHARD.

La trasformazione che fa passare dalla rete (P) alla rete (P’) trasforma
altresi gli elementi fondamentali di (P) in quelli di (P’); risulta allora la
trasformazione di Bianchi come trasformazione dei determinanti A di or-
dine «.

(*) Per rete 2 0 di uno spazio S, intendesi la proiezione in questo spazio di una rete O
(ortogonale) di uno spazio S,y .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



coningate ed ortogonali, nello spazio S, . 121

Applicando la trasformazione di Bianchr al determinante (1) di ordine
n—+ 2, si trova un nuovo determinante 4, ed il passaggio da A a A" & su-
scettibile di due differenti interpretazioni:

L2 Gli elementi della prima rige di A si considerino come coordinale
di Weierstrass di un punto che descrive una rete O di uno spazio S,,, di cur
vatura costante, e similinente per A'; si ottiene allora una trasformazione per
le reti O dello spazio non euclideo.

2.0 Gli elementi di & si considerino come le coordinate di n-+2 sfere
@ due a due ortogonali (dello spazio euclideo S,); possiamo allora ripetere
su A’ le considerazioni fatte superiormente su A e dedurre in conseguenza
due reti O [che indichiamo con (P,) e (P’,)] dello spazio S,, analoghe alle
reti (P) e (P').

Il passaggio dalla rete (P) alla rete (P,) [o dalla rete (P) alla rete (P',)]
é qui detto una trasformazione R non euclidea [0 brevemente una trasfor-
mazione R|, per tenere presente che & una trasformazione delle reti O dello
spazio euclideo S, che si effettua attraverso lo spazio non euclideo S,,,.

Io ho dimostrato che la trasformazione R non differisce sostanzialmente
da una trasformazione R ordinaria, nel senso che due reti O dedotle Uuna
dallaltra con una trasformazione R sono anche deducibili Vuna dallalira
per trasformazione di Ribaucowr; ed inversamente.

Nondimeno le espressioni analitiche della B e della B sono diverse, il
che apporta qualche modificazione ai teoremi concernenti la composizione
delle trasformazioni di RiBavcoctr. Cosi appunto il teorema di permutabilita
di Bianchi prende la forma seguente:

Se di una rete (P) si ottiene una nuova rete (P') mediante una trasfor-
mazione R ed una rele (P,) mediante una trasformazione B, esiste una quarta
rete (P',) [deducibile in termini finiti) legata alla (P’) da uwna trasformazione R
e legata alla (P,) da una trasformazione R.

La dimostrazione & immediata; infatti partiamo dalle reti (P) e (P’) e
costruendo 1l sistema delle » 4+ 2 sfere a due a due ortogonali formiamo il
relativo determinante A. Operiamo ora una trasformazione R della rete (P)
in una nuova rete (P,); il determinante A si trasforma in un nuovo deter-
minante A’, dal quale si deducono due reti legate tra loro da una trasfor-
mazione R. Una di queste & la (P,), l'altra & la (P’,) cercata.

Nella presente Memoria & anche introdotta la trasformazione R delle
reti O degli spazi di curvatura costante, ed & studiata la composizione
di due trasformazioni B ed R ed il relativo teorema di permutabilit.
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Infine & stabilita una teoria delle congruenze %, come una generalizza-
zione della teoria analoga introdotta dal Demourin nello spazio S, (¥).

Prendendo le quattro reti (P), (P’), (P,), (P’,) del teorema di permuta-
bilitd, esiste in infiniti modi un punto @ equidistante da P, P’, P,.

Fra questi assumiamo il punto @ apparteneunte al piano individuato
dalla tangente ad una curva della rete (P) e dalla normale 4, P; similmente
assumiamo 1l punto Q" individuato dalla tangente all’altra curva di (P) e
dalla normale A, P.

Chiamiamo congruenza k la congruenza generata dalla retta @ Q"; per
n = 3 ne esiste una sola, per n >3 ne esiste una per ogni coppia di piani
principali della rete, e la diciamo coniugata alla coppia =,, =, dei detti
piani principali.

Si ha il teorema: per ciascuna congruenza k le sviluppabili corrispondono
alle curve della rete (P), ed i fuochi sono le intersezioni della retta Rk coi
piani =, =, @ cui la congruenza & coniugata.

Se nel piano dei quattro punti P, P’, P,, P’, prendiamo la retta P P’,
essa congiunge i punti corrispondenti di due reti armoniche alla congruenza
(E'S), e quindi descrive una congruenza riferita alle sviluppabili; similmente
la retta PP, congiunge i punti corrispondenti di due retti armoniche ad
una medesima congruenza [analoga ad (R S)] e quindi descrive pure una
congruenza riferita alle sviluppabili. Dunque il plano =, a cui appartengono
P, P’, P,. P’, contiene due rette, ciascuna delle quali descrive una con-
gruenza (riferita alle sviluppabili) coniugata alla rete (P); il piano = invi-
luppa percio uwna rete (z) armonica ad entrambe le congruenze.

Infine & fatta una classificazione delle congruenze &, basata sulle con-
siderazionl seguenti.

Due congruenze k generale dalla stessa quaterna (P), (P’), (P,), (P")
non sono in generale parallele; ma se lo sono in particolare, tutte le con-
gruenze k generate dalla detta quaterna sono parallele alla congruenza (K S).

In tal caso il sistema delle quattro reti (P), (£°), (P,), (P',) & detto un
sistema k di prima specie; in caso diverso & detto di seconda specie.

Risulta subito che una congruenza k, relativa ad un sistema k di primo
specie, ¢ ciclica.

L’ipotesi di un sistema & di prima specie porta che il piano = contiene

(*) DeMouLIN, Sur les systémes et les congruences k [Comptes Rendus, anno 1910, vol. 130,
pag. 156 e seguenti; pag. 310 e seguenti].
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una normale alla rete (P); abbiamo dunque in = una congruenza normale
coniugata a (P) e percido la rete mviluppata dal piano = &€ armonica ad una
congruenza normale e quindi & ciclica. Dunque in un sistema k di prima
specie il piano = inviluppa una rete ciclica.

[n generale @ da osservave che la congruenza (P P’), od anche (P P,),
essendo coniugata ad una rete 0, & 20, e la rete inviluppata da = essendo
armonica ad una congruenza 20 & 2C (cioé proiezione di una rete ciclica
dello spazio ad n -+ 1 dimensioni).

Si dimostra che il sistema & di prima specie da il solo caso in cul si ha
una riduzione di grado per la rete (=), dunque:

In un sistewna k di seconda specie il piano = inviluppa una rete 2 C.

§ 1. LE TRASFORMAZIONI DI RIBAUCOUR NELLO SPAZIO EUCLIDEO S,.

1. Consideriamo in uno spazio S, un sistema di n 4+ 2 sfere a due a
due ortogonali, e con le coordinate delle sfere formiamo il determinante

mn xl? L mln ”rln+1 xlu+2
Loi Lyg oo oo Loy Loy Ly,pq
A= , (1)
mnl mn? L] xnn mvm+1 wnn-{—?
z £ £ z 4
=1 =2 =n S n il Sn4-2
Ny Ty - N, 71,,+1 Ann-f-?

supponiamo inoltre che le sfere considerate formino un sistema di Guichard,
per il che sono note le equazioni (necessarie e sufficienti)

P

¢ n o<
» \ eI
——Ya,x,.- pt, =g,
3“ s%[ 3 & l b (90 1
an . o, n .
— =P, L — Y b gz
(9“ p ’ &U b: s Vs _lm \ (%)
OBy, _ ¢ Ly _
du ke dv ko
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124 Calapso: Sulle trasformazioni dei sistemi di linee,

colle condizioni

oa. _ )b 95 _ a
& —1 LR a“'_q K (.3)
p n ’
P9 S ah =0
&u s==]

2. Indichiamo con 4, il centro della sfera che ha per coordinate «,,,
Dz y-vvy Ciny Lintry Lpnpae € similmente indichiamo con R ed S 1 centrl delle
sfere che hanno rispettivamente per coordinate gli elementi delle due ultime
linee di A.

Sappiamo da un teorema di GuicHARD che la refta RS descrive una
congruenza ciclica riferita alle sviluppabili, di cui K ed S sono ¢ fuochi;
ciascun punto A, descrive un sistema coniugato (réseau) armonico alla con-
gruenza (RS); sopra ciascuna retta A, A, esiste un punto P che descrive una
rete ortogonale (réseau 0) (*) armownica ad (R S).

3. Completiamo I'’enunciato precedente con un’importante osservazione.
Riferiamoci per fissare le idee alla retta 4, A,, e consideriamo in essa
i punti P e P’ aventi rispettivamente le coordinate pentasferiche

mr = 'Elr + 2 1‘2,-

. (%)

x, =x,—in,,
[r=1,2..., n, n+1, n+2]

E chiaro che il punto P appartiene alla sfera 4, [k=3, 4,..., »n] ed
anche alle sfere B ed S; e poiché due qualunque sfere del sistema sono
ortogonali, la retta 4, P & perpendicolare comune a PR e PS; inoltre due
rette 4, P ed 4, P sono perpendicolari tra loro.

Di pit entrambi i punti P ed 4, descrivono rispettivamente due reti
armoniche alla stessa congruenza (R S), e quindi la loro congiungente de-
scrive una congruenza rifevita alle sviluppabili. La retta A, P é percio nor-
male alla rete (P).

Le medesime conclusioni valgono per la rete (P’); inoltre i segmenti 4, P
ed 4, P' sono uguali; dunque: le n —2 normali alla rete (P) incontrano

(*) Per réseau O intendesi un sistema coniugato, per cui ’elemento lineare ha la forma

Adut+ Bdo?
con A e B diversi da zero.
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’

rispetlivamente le n — 2 normali alla rete (P’') in puntz equidistanti da P

)

e da P’. Lo stesso per le tangenti alle reti (P) e

Il passaggio dalla rete (P) alla rete (F') e
RiBavcour (traformazione E).

percid una trasformazione di

§ 2. ESPRESSIONE ANALITICA D1 BIANCHL PER LA TRASFORMAZIONE

pi RiBaGCOUR.

4. Interpretiamo il determinante (1) da un punto di vista diverso.
Assumiamo gli elementi delle varie righe come coseni direttori di n—2
rette (in uno spazio S,.,), uscenti da un punto M. Indichiamo con

P .
Ly Loyevey Ly Fupiy Ly

le coordinate di M che supponiamo funzioni date delle variabili w e v; ot-
teniamo cosi un sistema mobile di »+ 2 rette a due a due ortogonali.

Ad ogni punto JM facciamo corrispondere un punto AM’, assegnando le
coordinate di M’

’

r ’ ’ ’
Lyy Logeery Lpy Topyy Lo

come nuove funzioni di u e ». Si potra sempre porre

x, m—mi(m +yn.+,‘lwsws;) (5)

essendo le quantita A, w, w,, w,,..., w,, 5, definite a meno di un fattore
dalle (5) stesse, ed e una costante arbitraria diversa da zero. Introduciamo
ancora per comodita di calcolo la funzione H mediante la relazione

2t ;_ wy; =2m H. (6)

s=1
Conduciamo per il punto M la retta, avente per coseni direttori
wrl ’ ‘nrz P Xy s m7‘71+l ? wv'1:+?;

esiste un segmento M N, in guisa che

MN=M J\.
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Si riconosce subito che 1 coseni direttori della retta M’ N sono

Aw T w, »

’ r ¥ . ” ”

X, = T N Y w2, 7
" mH” ' mH m Hg= " ()

Analogamente operando per le rette di direzione ¢, ed =, si trova

~ 2
. P Au A7
&= — 4,4+ =L —— Y w,x, - &
T wm HTY T wmH™ + YR =T ®)
Ao, 0t v oo
’ Y Y ¢ Al . -
B G o e W, Ly — 4,
Yoowm I m H m I gél s ’
ne risulta cosl un nuovo determinante ortogonale
Ly Lyg o oo By, Lyt H P ]
/ . , , |
Xyy Loy oo @on Moy Laars I
......... . . o
A= , , , , (9)
X nl X ne £ nn x wn 1 X w2
zr xr xr zr b4
S Sy - . S S o bt = a2
’ ’ ’ ’ ’
7y g ... 1, N g N ote

Si tratta di determinare sotto quali condizioni A" & ancora del tipo spe-
ciale (1), cioé sotto quali condizioni si abbiano relazioni della forma

=¥, 4. (10)

Tralasciando di riportare 1 calcoli relativi, scriviamo semplicemente il
sistema di equazioni differenziali a cui si & condotti; cioe

a7 ”

Tu T BN ety

9r

ov ¢ i
Se s

ou P

c?U‘ n

o o (

90 ;15_5 1w, —qh - mQ
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! (1)

[l
=

I
ouw 4%

5. Si ha frattanto il seguente teorema:
Partendo da un determinante ortogonale del tipo speciale (1), si determini
una soluzione
ANop, o w, H ¢

del sistema (11), con la relazione
WMN4p §7t7§:9ntﬂ; (12)
8=l

le formole (7), (8) danno in conseguenza gli elementi di un nuovo determinante
ortogonale dello stesso tipo.

Con facile calcolo si hanno le rotazioni del nuovo determinante sotto
la forma

P _ 9w, ;o _Q"’r \

a/,.—ar H’ b,.—b,. H ’ (13)
2B 0

p=r—pg> 9747 @

6. Ed ora supponiamo che il punto M descriva una rete O, di cui a
sia i1l determinante fondamentale; si avra

dw;,

0 2, ox,
du

RE,, 7y = (14)

essendo h ed 1 legate alle rotazioni di A mediante le equazioni

oh al -
:9U~—lp, &—uth. (15)
Annali di Matematica, Serie I, Tomo XXX. 17
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Aggiungiamo alle (11) e (12) le equazioni

oy __ o __
é—u—hl, av—ly. (16)
e prendiamo nelle (5) la funzione ¢ data dalla formola
=7 (17)
si avra
05 _ 3 05 _ b o
Fa=g =t =1 (@—t10, (18)

e le (5) danno una nuova rete O, che é la trasformata di RiBaucour della
prima. Per questa nuova rete si ha:

W= % _p

G

V=" =1 (19)

Q

’ G

7. Importa osservare la forma del determinante ortogonale d’ordine

n + 4%, da cui la trasformazione qui posta & deducibile col metodo del pa-
ragrafo precedente. Indicando il nuovo determinante con

%y LD e Xy, X ypt1 L opmr Xyt Xinta

%oy T T Xopt1 Kotz Xopts Xowts

%, Ly ... &, %yt %tz %pnts L

Lptrr Xypga o o o Xuagn Loptnts Fptante Fupands  Fptanta '
Xptar  Xutoe o o+ Futon Xypoppr Xygonre  Fpjouts  Luqonts

B B ... B, Bt Brse Buts Bt s

Yoo Yoo Yo Yerr Yebr Tebs Yaks

le espressioni degli elementi sono:

w, . w,
“ri=$wi—wm" “1'n+3+7/“rn+4:—$‘7
r=1,2,..., n
t=1,2,...,n nt+1, n-+2
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Y (g i 2, p) =,

4’ [(“Hﬂn{»s -+ i “n+2n+3) +1 (xn+-1n+4 + “.:1—2,,-1-4)] = 17

1 . .
- Ams (“n+u —1 1n+2.~) =x,,
1 . y .
- sz_q_ (2” Fin g3 = ? an+2n+3) +’L (anfln-{»d =1 “n+2ﬂ+4) - l’
A . A
pi=—q"m.‘_sis ﬂn+3.+’/ﬁn+4=;¢’
p. R L
Y;‘_:?wa—'nu Yots T Yops = — {L N

ed i punti M ed M’ rimangono individuati rispettivamente dalle coordinate
pentasferiche .

%pqy T i Fptotrseeey Fupinys +1 Xppznisy  Fugints =+ %yt 20da s

Xpgpgr — V% a0y Kppgnps ™ V% 4004y Kppqpgs — &0y

§ 3. LA TRASFORMAZIONE R NON EUCLIDEA.

8. L’espressione analitica di Brancar per le trasformazioni di RiBavcour
sl presta per fare subito una estensione agli spazi di curvatura costante.
Assumiamo il determinante (1) per definire una rete O di uno spazio
S,,. di curvatura costante, prendendo come coordinate di Weierstrass del
punto che descrive la rete gli elementi della prima riga di a.
Prendendo una soluzione
), M’ 103? }17 ?3 Q
del sistema (11) con la relazione
M4+u+Yuwi=2mH,

sapplamo che le (7) ed (8) danno gli elementi di un nuovo determinante or-
togonale.
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Si deduce allora una nuova rete O dello stesso spazio, assumendo come
coordinate di WEeIERSTRASS gli elementi della prima riga del determinante
trasformato.

Noi vogliamo studiare questa trasformazione dal punto di vista dell’ef-
fetto che essa produce sulle reti O dello spazio euclideo S,; cioé conside-
riamo le reti (P) e (P’) che si deducono da A prendendo le coordinate pen-
tasferiche

x, =, +ic, e . =x,—1i%,;

indi consideriamo le reti analoghe (P,) e (P’,) che si deducono similmente
da A’ ponendo

’ . . 7 / ’ . ’
) =, fix,, e 2V=a,—ix,.

Il passaggio dalla rete (P) alla rete (P,) [o dalla rete (P°) alla (P’,)] si
dird una trasformazione R non euclidea, o brevemente una trasformazione R.

In sostanza la R & una trasformazione delle reti O dello spazio euclideo S,,,
che si effettua attraverso lo spazio non euclideo S,,,.

9. Dimostriamo anzitutto che due reti O, dedotie Vuna dall’altra con
una trasformazione di Ribaucour, sono anche deducibili U'una dall’altra per
trasformazione R non euclidea.

Supponiamo dato un determinante A, per il quale manteniamo le nota-
zioni del n.° 1, e formiamo un nuovo determinante analogo a A; cioé:

%n Em L mln §1n+l —m~]“+2
‘Ezl Loy « v o Ly Hgpqy E2«4—2
~_ a B . - . 7. . , (0_)())
&L, D Lo Lo Lospa
21 Efz . 5_» gn+1 g.hta
EPRE Ny Mapr Mg

con la condizione che le prime due righe di quest’ultimo siano legate alle
prime due righe di A da relazioni della forma

©,, + i@,

Ly 1 4 ly, = ®

(21)
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La rvete (P) definita dalle coordinate pentasferiche

ﬂlr - i E?r

e nel modo pilv generale una trasformata di RiBavcour di (P).
Avendosi

é.x,, i&@,._a,—}—iag £ x,+tix, 1 86
du du 0 " a, t+ia, © dul’

si deducono le espressioni

22)

similmentg

(23)

Esprimendo che le quantith & , =, sono le due ultime linee di un deter-
minante ortogonale del tipo speciale considerato, si trova per ® 'equazione

0 b 4ib, 00  a,+ia, PAC)

6%85_a1—*—ia2'p;9_u+bl+ib2 oy

(24)

Inversamente se questa equazione & soddisfatta, dalle (22) e (23) si ricava

9%, [ _bitib, L ode)

a, +ia, ©® Ju

91, _ttia, 1 905
P=§5 100, © oul™

e le (22) e (23) danno effettivamente le ultime due linee del determinante
richiesto, che riinane da esse determinato a meno di una sostituzione orto-
gonale a coefficienti costanti sugli elementi delle colonne.
Per completare A, determiniamo per quadrature le funzioni
Wy, Weyeooy W,
ponendo
o w, a, XC) o w, b, 40
du @, +ia, du’ dv b, +ib, dv’

(25)
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potremo allora assumere

_ x,, + tx,,

Q] (Q6)
(k=3, 4’1"’7 n)3

ed il determinante a & conosciuto.

Dimostriamo ora che il passaggio da (P) a (P) si ottiene anche per
trasformazione & non euclidea.

Infatti introduciamo le funzioni

(L 1 o6 .
)‘:a,-l—fiazﬂ’ " b +ib,dv’ (27)
sara per la (24)
G ap 9
=4t Fu=PM (28)

Determiniamo ancora per quadrature la funzione w,, ponendo

?
%%‘:U’l)‘y %251}’-3 ((29)
indi prendiamo
W, + 4w, = O, (30)
Le funzioni .
)\7 y" 11}( b w? b] ’/03 EARERE A 71/’,,

danno un sistema di funzioni trasformatrici per una trasformazione non eu-
clidea di (P). Ed allora indicando con le notazioni (9) il determinante A’
trasformato di A, si avra

’ . 7 (‘ .
w,,—{—zoc?,———mli[ g, -+ p, + V 1, mJ (@, +- i@y, 5

e ponendo

(*) Si noti che
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sl ricava
ni—% 0 ni-z ni—% 0 )
S ¢y, =0, > on,y, =0, &Ly, Y, =),
pre==1 y r=\ J r=1 j y (39)
(k=3 4,.... n); 3
ed ancora
n4-2 _
E (“/‘1,- -+ i%h‘) Y, = 2 (*)s (33)

dalle quali si deduce facilmente

o

Y, ==Ly, — L X,
e la proposizione é stabilita.

10. Inversamente se due reti O sono dedotte Vuna dall’alira con una
trasformazione R non euclidea, sono deducibili Uuna dall’altra per trasfor-
mazione di Ribaucour.

Infatti riprendiamo il risultato del n.° 5 che da la trasformazione del
determinante A in A’, e consideriamo il passaggio della rete {P) alla rete (P,)
[o dalla rete (P’) alla (P'))].

Scriviamo le coordinate pentasferiche di P e di P,, sotto la forma

. 4 ‘
@€, =, + % s, ; P =o', +ax,,

(1 = t)
ed assumiamo le funzioni

’ ’
_ x o X X, +xa,,
97, = LA g, g T AT |
W, + 2w, W, + « 10,
’ ’
. X, aX,, x, +ax,,.
szﬂ:—‘L—QmH—;,
W, + « 1w, W, 4+ « 10,
- mlr+am2r 3
Ly, = Xy — —— k=3 4,..., n 34
= By — (k=3,4,...,n) ) (3%)
g_ 6 _ww—’_amh)
" Towtaw,
i = q. — mla-+“w2ru
’ ’ Wl—I—OH/U,"

(*) Si noti altresi che per la (31) si ha:
3 Yr __ Oy +’L'0/, z
r=am (e =" H)E

aa!{)r=2m(ﬂ—bl+T% H)f/r,
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ne risulta un nuovo determinante A di forma ortogonale. Inoltre si ha

’ ’
. x, +ax,, ; — Ly XX,
€, + @, = ———"; Ly — Ly, =2m H ———;
W, —+ a W, w, o«
6m,,_+i&w,,__ a, +aa, ,

du du  w,Faw, T’

o, .0y, a aa -
AR L Yy, oo P S L -4
ou u ! W, + aw,

dx,, a, + axa, _
—— = |, — —————— w, | 7,
ou W, 4 2w,

e le analoghe per le derivate rispetto a v, donde si conclude che si passa
da (P) a (P,) [ed anche da (P’) a (P’)] con una trasformazione di Rr-
BAUCOUR.

§ 4. IL TEOREMA DI PERMUTABILITA.

11. I risultati precedenti permettono di dimostrare rapidamente il
teoremu di permutabilita sotto la forma seguente:

Se di una rete (P) si ottiene una nuova rete (P') mediante una trasfor-
mazione B ed una nuova rete (P,) mediante una trasformazione R, esiste una
quarta rete (P',) [deducibile in termini finiti] legata alla (P') da una trasfor-
mazione B e legata alla P, da una trasformazione R.

Infatti partiamo dalle reti (P) e (P’), che supponiamo nello spazio S,,
e costruendo come al n.° 7 il sistema delle » +2 sfere a due a due orto-
gonali, deduciamo il relativo determinante (1). Operiamo una trasformazione
R della rete (P) in una nuova rete (P,); il determinante A si trasforma in
un nuovo determinante A’, dal quale si deducono due reti legate tra loro
da una trasformazione R. Una di queste & la (P,), laltra & la (P’)) cer-
cata (*).

(*) Si @ visto precedentemente che due reti 0, legate da una trasformazione B, sono anche
legate da una R ordinaria ed inversameate. Percio il teorema dimostrato coincide col teorema
di permutabilite di Biancai. Ho gid indicato in una precedente Memoria le successive esten-
sioni fatte dall’illustre geometra intorno a questa importante proposizione. [Vedasi la prima
nota alla Memoria Sulla feoria generale delle trasformazioni di RIBAUCOUR e sue applicazioni
alla generalizzazione delle trasformazioni di Darsoux. Aunnali di Matematica, Tomo XXIX
della Serie III, pag. 17 e seguenti].

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



coniugate ed ortogonali, nello spazio S,. 135

§ 5.- RAPPRESENTAZIONE CONFORME DELLE RETI (P) B (P’)
SULLO SPAZIO NON EUCLIDEO.

12. Riprendiamo le reti (P) e (P’) definite dalle coordinate pentasfe-
riche (4), e poniamo

i,
Y. ~ En /
(r=1,2..., 0, 04 1) (35)
o iax, \
Jr_“ﬂ}'nu ;

/

in questo modo le reti (P) e (P’) vengono rappresentate conformemente
sullo spazio non euclideo in due nuove reti (z) e (z'). Se poniamo

6’1' = E’H_—? xv' - Et' 9 \
mn-}»? /
, n, op
'nrziwr'—'n,., (Sb)
xn—f—? s
wkn—{-ﬁ
o = &, — Xy, k=3, 4,..., n)
Tpyo /
ne risulta un determinante ortogonale
yl ?/2 .. yn+l
Ys: Ysz + « « Yspgr
y”l y"2 ot ynn+l
& & ... E
1y 0, Ny
e si ha
oY @, + i, 1
ou % hw"—ﬂ—“ ﬂf'k,,+2v S,
Ay, i(a,+1tay) .,
du 0 >
Annali di Matematica, Serie I1[, Tomo XXX. 18
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n+2
oy, i(b,+14b,) ,
8U mn-l-? ’
Ponendo ancora
. G 0, ;Do
y | T N S|
Lpptg Lyyya Lo (37)
, 3

) ImH =in', o,

si ha il sistema di funzioni trasformatrici per il passaggio dalla rete (=)
alla (=) (*).

§ 6. RAPPRESENTAZIONE CONFORME DI DUE RET1 (%) E (=)
SULLO SPAZIO EUCLIDEO.

13. Riprendiamo il determinante (1) per definire una rete O di uno
spazio S,,, di curvatura costante e mediante una soluzione

A op o w, Hop Q
del sistema (11) con la relazione

At - glwi =2mH

deduciamo una nuova rete O dello stesso spazio; indichiamo con (%) e (')
la rete primitiva e la sua trasformata.
Se poniamo

wlr

€, =——"

wln+2 - 1 )
(r=1,9,..., n+1) (38)

®, = — — ml_

€ 1142 —i— 1
(*) Precisamente si ha:
’ _x’ /)U'l d AL‘”UII ’ w,l b ' ' ’v’l ’
yrﬂmﬂ.gr + m B +m ITKiamkykr"T“ g Y — Y.
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le reti (x) e (=') vengono rappresentate conformemente sullo spazio euclideo
in due nuove reti (P) e (P’).

Per avere gli elementi della rete (P) deriviamo la prima delle (38);
otteniamo

9 Lr = i [ E”+2 Ly — Erl
on Xy — 1 @4 —1

quindi ~
fom e,k (39)
Similmente
o e 0

Introducendo ancora le funzioni

Yoy = — 2t g, k=2, 3,..., n) (41)
wlu-l—? —1

le (39), (40), (41) danno tutti gli elementi della rete (P) e si ha

88, _ g St g |
dv Tppps — 1 1] 7
a’ﬂ’,_ _ ’—p — n,,+g a z
du Tpppa— 1 ] 77
a ylcr [ mku+2 ’
3— = |0 — —1 a, Er ’
u L wl»-l»n -
0 Yrr [ Lo ’
o b, — i b,
v | m191-{-2 -
Se ora poniamo
)\r - En+2 w ELl . H‘ Nute w
= - T —p— ",
Tpppe — 117 g — 1
, ", , H,,
¥ = e @, ),
Linte — 1 w, t2
’ wku+2
Wy =Wy — = Wy, (k=2 3,..., n)
mln+2 -

avremo il sistema di funzioni trasformatrici per passare dalla rete (P)
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138 Calapso: Sulle trasformazioni dei sistemi di linee,

alla (P’), e precisamente si ha:

[ [
— . - l, ’ I"I A ’,k_ o]
x, =, ma,( &, +u W+ Ty )

§ 7. LE TRASFORMAZIONI R ED R E IL TEOREMA DI PERMUTABILITA
NEGLI SPAZI DI GURVATURA COSTANTE,

14. Abbiamo visto che, partendo da un determinante della forma (1),
le (35) danno due reti O di uno spazio S, di curvatura costante legate tra
loro da una trasformazione di RiBaucour (trasformazione R).

Dimostriamo facilmente che ogni trasformazione di Ribaucour dello
spazio S, di curvatura costante si ottiene nella maniera suddetia.

Infatti siano (=) e (7') le due reti O, legate dalla trasformazione R e
rappresentiamole conformemente sullo spazio euclideo in (P) e (P’). For-
mando il sistema di GuicEARD delle n + 2 sfere a due a due ortogonali, re-
lativo alle reti (P) e (P’), si-ottiene il determinante (1) e le coordinate pen-
tasferiche di (P) e (P’) saranno

w1-:wlr+ix2r; werh'—_/’:xm"

Se ora operiamo il passaggio inverso per trasformare (P) e (P’) in (%)
e (7'), le coordinate di WerersTrass di (s) e (') prendono appunto la
forma (35).

15. Anche nello spazio di curvatura costante possiamo introdurre
la trasformazione R, procedendo nel seguente modo. Trasformiamo il deter-
minante A in A’ col metodo del § 2; le reti (z) e (") si cambiano rispetti-
vamente in due altre (=,) e (=').

Il passaggio dalla rete (=) alla (=,) [0 da (=') a (#',)] continueremo an-
cora a chiamare trasformazione R.

Due reti O, dedolte V'una dall’ alira con una trasformazione R, sono anche
deducibili Vuna dall’ altra per trasformazione R, ed inversamente (*).

(*) Per 'esattezza di questo teorema, in relazione alle definizioni superiori, si prendano
per (%) e (7) le coordinate di WrIERSTRASS

R N T P . ; Xy — & Loy
—_—— _— ——,
Xinge + T Xonro Linpe— 1 Lente
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16. Infine osservando che la trasformazione R cambia due reti O,

legate da una R, in due altre tali reti, risulta senz’altro il teorema di per-
mulabilita.

§ 8. LE CONGRUENZE k NELLO SPAZIO S, EUCLIDEO.

17. Assumiamo le quattro reti (P), (P’), (P,), (P’,) del teorema di
permutabilita; esiste in infiniti modi un punto @ equidistante da P, P’, P,.
Un tale punto @ & individuato dalla condizione di appartenere ad uno dei
piani principali della rete.

Consideriamo il piano individuato dalla tangente alla linea u = cost. e
dalla normale A4, P, che indichiamo con =,; la sfera che ha per coordinate

W, n, — U L, (¥) (r=1,2,...,n, n+1, n+29 i
N k=3, 4,...,n)

ha il centro sul piano =,, inoltre le relazioni

n42
)]1 (0, — p @) (@, i a,,)=0
r=

mostrano che la sfera passa pei punti P e P’. Inoltre per le (7) ed (8) le
espressioni (42) si possono anche scrivere

1, 'f"r — ¥ m’kr
Vg
donde segue subito

;1-t-Q , , , ,
Z (Gl,k n U mlm‘) (w l.r i X 27') = 0

r=1

e per (y) e (n')) le coordinate di WEIERSTRASS

i + T o . i x’lr — Xy

— . -
Cnpr 1 X onpe X ingr — 1 x'2n+2

essendo ux ed 'z gli elementi dei determinanti (1) e (9).

(*) Sempreche (wg Ryt — 2 Xknty) + ¢ (WrAni2 — ft Lkay2) sia diverso da zero, il che qgui
diamo per ipotesi; analogamente supponiamo pure (R & 41 — A %kat1) + @ (W Eog2 — X xpyps)
diverso da zero.
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e la sfera passa anche per P, e P’,. Il centro della sfera considerata é

dunque il punto @ richiesto.
Similmente la sfera che ha per coordinate

W, s, — 7 @,
Vg 43
ha il centro nel piano individuato dalla tangente alla linea v = cost. e dalla
stessa normale 4, P, e questo centro (che chiamiamo ") & pure equidistante
dai punti P, P, P,, P’',.

Chiamiamo congruenza k la congruenza generata dalla retta @ Q"; per
n==23 ne esiste una sola, per » >3 ne esiste una per ogni coppia di piani
principali della rete e la diremo coniugata alla coppia =,, =', dei detti piani
principali.

18. Dimostreremo subito che per ciascuna congruenza k le sviluppabili
corrispondono alle curve (u, v) della rete, ed i fuochi sono le intersezioni della
retla k coi piani principali =, e &', a cui la congruenza é coniugata.

Infatti se poniamo per un momento

Y, =W, ", — U Dy, 2, =mw, 5 —Xx,,
e teniamo presenti le (2) e le (11) troviamo

oy,
du

ak
w, M- EE) P,

donde

. é’ er . /‘9 3/,,-1-1 . ‘9 .1/,.+z
Yosr 0 Yota) 337 — Y ( PO

(Yot T 5 Yuge) (Bugs + 9 20p0)

J—— " _— yr - zr .
(wk ¢ Z)) [yn+1 + Yo Zopr + iz».+aJ

Questa relazione prova che, variando solamente u, il punto @ descrive

una curva tangente alla retta k; similmente per @” e la proposizione & sta-
bilita.
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19. Riprendiamo le espressioni delle coordinate pentasferiche dei
quattro punti P, P’, P,, P’,; cioé

’

X, =X, +”l:w2r > XL, =By, — 1Ly,
’ 3 7 ’ . ’
=, +ix,,; P =ux', —ix,,.

Tenendo presenti le espressioni (7), otteniamo

w; + 4w, ¢
=" e et Be) e
x® w, — i W, 2\ E + -+ ;“ w. a \ x
o — 2 . LN, e Lgp | —— L,
m H N e s=1 /
donde
(W1 —’I;?Ih) wg) - (wx —+ wz) o) = — (1’01 — 1 w?) x, + (W‘ + i ’I’Ug) w"‘

Consideriamo il piano P P, P’,, che indichiamo con =; le coordinate
cartesiane di un suo punto hanno le espressioni

.___“_’f__*_h(__ ;) — m,ﬁ_)_
mn+l + ,’: wn+2 wﬁ:—’)-l + 1 wgﬂl—? wn+l + i x1:+2 (43)
( wg) wr ) .
— i :
X @y IR,
se prendiamo
h =g (w, —iw,) (@3, 4 i xP),)
L= p (m, +im,) (@2, + i xa)
si avrd
(1) (2)
! xf .
- ~— ¢ — i) o~ i o]
(1) 1 wﬁ:‘iz o, i, ’

—h+1l=p [("71 —i,) (B + 82, 00) — (W, FEw,) (X, +4 w’,,+,)]
e quindi 'espressione (43) diventa

_m[[+F (w, +-imw,) (x n+n+wn+2)J+p w4t w,) x,,

Per
1

w,+iw,) = — ——-F5—
P( ! ‘/’vnkl—’-"’mn-}-?

si cade nel punto P'.
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20. Nel piano = prendiamo la retta P P’; essa congiunge i punti cor-
rispondenti di due reti armoniche alla congruenza (R S) e quindi descrive
una congruenza riferita alle sviluppabili; similmente la retta P P, congiunge
i punti corrispondenti di due reti armoniche ad una medesima congruenza
[analoga ad (RS)] e quindi descrive pure una congruenza riferita alle svi-
luppabili. Dunque il piano = contiene due rette, ciascuna delle quali descrive
una congruenza (riferita alle sviluppabili) coniugata alla rete (P); il piano =
inviluppa percio una rele (%) armonica ad entrambe le congruenze.

21. Veniamo ora alla classificazione delle congruenze k.
A tale scopo cerchiamo se due congruenze k, generate dalla stessa qua-
terna (P), (P’), (P,), P’)), possono essere parallele.
Se poniamo
b=, (g +2M0,00) — (Lrpyy + 9 %5,10)

t' - “’k (:.u+1 + Z ;11+2) - )‘ (mkn+\ + iwk«n+2)
i parametri direttori della congruenza & hanno le espressioni

.
W N, — Ly WG — A x,,

¢ ¢ (44%)
(r=1,2,...,n; B=3,4,..., n). )

Introduciamo le quantita

» . .
Zy _ St f,@ Swte. r
= -

wn«}—l + 1 wn-{—?

” or

T 8 s

- —
" 1 el ’ ’
W mkn+l —+_ Z wkn-l—‘z
Lpr = — = L — Ly
P ol X
avremo
w,nd —p ) x, Wy 0, — U Xy,
t wal+l + i mu+2 t
w, EO —hwl) x, w, &, — X,
t A 1Xpq t

e quindi come parametri direttori di & possiamo prendere

wonl) —wa) o, 8O — ) .
t t
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Cid premesso esprimiamo che due congruenze k sono parallele; si dovra
avere .

t ¢

7

Wl —pay w8 —hap e —pal) w8 —af)
3 T
(h=|=k&)

in cui H & un fattore di proporzionalita e =, v° sono le quantita analoghe a
telt.
La precedente si pud anche scrivere
We g\ o (M g\ _ (B __ ) e L P
(t 1_) 4 (t/ HTI)Er (t tr wkr_}_H . TI whr‘_oa

da cui se moltiplichiamo per «{!, avendo riguardo alle relazioni

n n
L afln® =0, ¥ aRfr—0
r=1 ra=l
n n

1)y2
S @) =1, ¥ alal=
r=l r=1

(che ¢ facile verificare), otteniamo
k2 )
t t
cioe
R _ .
E..+1 —+1 En—f-z Nygs +1 L

(45)
Inversamente se questa condizione & soddisfatta, le espressioni (44) a

meno di un fattore prendono la forma

n, &
Nppy & Npgs E..+1 —+1 En4—2

e le congruenze k considerate sono tutte parallele alla congruenza (R9).
In questo caso il sistema delle quattro reti (P), (P'), (P,), (P',) sara
detto un sistema k di prima specie; in caso diverso sard detto di seconda
specie.
Il risultato precedente da subito: una congruenza k relativa ad wuwn Si-
stema k di prima specie & ciclica.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXX. 19
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22. Un’altra importante proprietd dei sistemi k& di prima specie otte-
niamo dalle seguenti considerazioni.

Un facile calcolo, che per brevitd non riportiamo, mostra che in tale
ipotesi il piano = contiene una normale alla rete (P); abbiamo dunque in =
una congruenza normale coniugata a (P) e percid la rete inviluppata dal
piano = & armonica ad una congruenza normale e quindi & ciclica. Dunque
in un sistema kB di prima specie il piano © inviluppa una rete ciclica.

93. In generale & da osservare che la congruenza (P P’), od anche
(PP)), essendo coniagata ad una rete O & 20 (*), e la rete inviluppata da =
essendo armonica ad una congruenza 20 & 2 C(**).

Si verifica col calcolo che Iipotesi del n.° 22 & il solo caso in cui si ha
una riduzione di grado per la rete (z), dunque:

In un sistema k di seconda specie il piano = inviluppa una rete 2 C.

(*) Cioé & la proiezione di una congruenza O dello spazio ad # 4 1 dimensioni.
(**) Cioé & la proiezione di una rete ciclica dello spazio ad n 4 1 dimensioni.
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Osservazioni sui sistemi isotermo coniugati
che sono permanenti nelle deformazioni di
una superficie.

(D¢ ArLessanpro Terraciny, a Torino.)

Il DarBoux ha dimostrato che su qualsiasi deformata di una quadrica
il sistema coniugato permanente ¢ isotermo coniugato. In una precedente
mia Nota (*) io ho osservato che la proprietd espressa dal teorema di Dar-
BOUX & caratteristica per le quadriche. A questa conclusione io giungevo
allora attraverso un artifizio, che mi permetteva di ridurre la questione ad
un’altra di trattazione piu semplice. Al medesimo risultato conduce la se-
guente dimostrazione diretta, la quale ha inoltre il vantaggio di dimostrare
nel medesimo tempo il teorema di DarBoux e il suo inverso.

Sia S, una superficie (non sviluppabile) (**) riferita alle asintotiche u, v,
avente per seconda forma fondamentale 9mdudwv. E sia

Dduw*+2D'dudv—+ D"do* - (1)

la seconda forma fondamentale di una superficie S applicabile su S,. Seri-
viamo, per la S, 'equazione di Gauss sotto la forma

DD — D' =—mt (®
(*) Sui sistemi coniugati permanenti nelle deformazioni di una superficie. Rend. della

R. Accademia dei Lincei, vol. XXVIII (2° Semestre 1919).
(**) Una tale limitazione si sottintendera anche in tutto il seguito del lavoro.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXX. 20

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



146 Terracini: Osservazioni sui ststemi isolermo coniugali

e quelle di Copazzi

(o e )
R R P

dove i simboli di CHRISTOFFEL sono, naturalmente, relativi alla prima forma
fondamentale di S,.

Supponiamo ora che il sistema coniugato permanente nella deformazione
considerata, il quale &

Ddw— D' dv =0, (%)

sia isotermo coniugato sulla S. Per tradurre analiticamente questa proprieta,
o quella, equivalente, che il doppio sistema ottenuto annullando (1) & iso-
termo coniugato rispetto a (4), assumiamo provvisoriamente come nuovi pa-
rametri quelli delle linee integrali di (4), siano %, g. Se in tal modo (1) si
trasforma in Dd -+ D" du? la condizione richiesta &

& D’ .
o (log 5) =0, (5)
Ora, se

e(WDdu—++ D' dv)y=d2, 2

=, (6)
e(YDdu—\D dv)=du, 5

b _ ¢ B —D

si ha _ =15 T —— » mentre, per una qualsiasi funzione o,
' VDD + I P nas ¥
dloge 1 _¢9_ D" 0g Q & loge
0rxdéu 899 | D du log D)Ta D du

(7)

ov D" 4t

1i1 dloge 2 d*loge|
T D dw gD"

Si trasformi allora la (5) mediante la (7), e si eliminino dalla equazione
cosi trasformata le p, ¢ e le loro derivate, tenendo conto delle relazioni cui
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queste funzioni soddisfanno in virtl delle (6). A riduzioni fatte, la (5) diventa

9( D &’ D'J_ 2 (a'-' D" & D’) 2 8D(8D 8D')+

D\oudv dou’ D'\dudv v D'auldv ou
2O (ED ) 8 (D okeD D —pY) @
D*dv \du ov du\D ou
é Ji’alog(DD"—D’?) —0
~ 9v\D’ dv -

Ora si ricavino, per derivazione D G e g
» P ’ "dudv  du'  dudv
e si sostituiscano 1 risultati nella (8); in essa, anche, si sostituiscano a
éD 8D é&D" 8D s . .. )
—— = ——__ DD — D" rispettivamente le espressioni fornite
v du’ du dv’ p P

dalle medesime (3) e dalla (2). Nella equazione del prinvordine in cui cosi

&I
-5 dalle (3),

4

si trasforma la {8), il coefficiente di 3—5 risulta

2 i@]_n_ f1ry 12
D|médu Py 2y
che & nullo, in quanto i coefficienti della seconda forma di S, sono altresi
oD

soluzioni delle (3). Per lo stesso motivo, risulta nullo il coefficiente di e

e anche quello di D'. L’equazione precedente si riduce pertanto a

i(ug_izm 1)) 8 |12
aqu D) &v(l

D) dull
o, pili semplicemente, tenuto conto che, per essere la S, riferita alle asinto-
tiche, i due ultimi termini si distruggono, a

sulle(z) a7 17)-0 ©

Si supponga ora che il sistema coniugato permanente sia isotermo co-
niugato su ogni deformata della S,: allora la (9) dovrad essere conseguenza
delle (2), (3). Orbene, si elimini D’ dalle (3) mediante la (2): risulta un si-

TS v o . . dD éD" .
stema del prim’ordine in D, D", risolubile p. es. rispetto a 7o’ 3o il quale,
per una data v,, ammette un sistema di soluzioni per cui si possono asse-

8 \121_

Tov| 2
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148 Terracini: Osservazioni sui sistemi isofermo coniugati

gnare ad arbitrio D (u, v;,), D" (u, wv,). Percid, sostituendo quei valori di

oD 48D ) c . i ., 0D 8D
75’ 30 nella (9), si ottiene una relazione fra D, D”, T’ Bu

essere soddisfatta identicamente. Scrivendo in particolare che risulta nullo

che dovra

il coefficiente di 22 si ha
ou

=0.

D1t
D} 2

1|92
T

E, dovendo questa essere una identitd rispetto a D, D" [D’ si intende
sempre ricavato dalla (2)], segue

|11
| 9

|22
=1

=0,

cioé la S, & necessariamente una quadrica. Viceversa, in tal caso, la sem-
plice ispezione della (9) mostra che essa & soddisfatta identicamente.

IL

Una questione analoga a quella ora trattata ¢ la seguente: esiste una
superficie S, tale che, per ogni sua deformazione, il sistema coniugato per-
manente sia isotermo coniugato su S, ? Essa pero va risolta negativamente (*).
Attualmente dovrebbe infatti essere, per ogni soluzione delle (2), (3)

é? D

2

8u.av’

In questa equazione si possono sostituire alle derivate seconde

2 ”
% i loro valori ricavati dalle equazioni di Copazzi risolte, come
sopra si e detto, rispetto a 3—11;)’ %%, e derivate rispetto ad u; la (10)

si deve allora ridurre a una relazione identica fra D, D" e le loro derivate

2

prime e seconde rispetto ad w; e poiché, in essa, il coefficiente di -— &
du

"

Yk si pud subito escludere che si presenti quella particolarita.

(*) 11 Prof. BiancH1 mi avverte che questa osservazione era occorsa anche a lui.
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IIL.

Vogliamo ancora aggiungere alcune osservazioni sulle coppie di super-
ficie S, e S, applicabili in modo che il sistema coniugato permanente nella
deformazione sia, su entrambe le superficie, isotermo coniugato. Tra gli
esempi, notl, di coppie di superficie in tale relazione, citiamo le quadriche
e le loro deformate di PeTErson (*); le coppie di superficie d’area minima
applicabili, le coppie generiche di supertficie di rotazione applicabili. In tutti
questi casi, come & ben noto, avviene che ciascuna delle due superficie & su-
scettibile di una serie continua oo' di deformazioni, nelle quali resta fisso
su di essa il sistema coniugato permanente. I! facile stabilire che un risul-
tato analogo vale in generale, cioé che se due superficie (non rigate) sono
applicabili in modo che il sistema coniugato permanente sia, su entrambe,
isotermo coniugato, ciascuna delle due superficie é suscetlibile di una serie
continua o' di deformaziont con conservazione di quel sistema coniugato.

Siano infatti S,, S due superficie applicabili, il sistema coniugato per
manente (u#, v) essendo su entrambe isotermo coniugato. E siano, in coor-
dinate (u, v), rispettivamente

D(@du*+dv’) e Ldu' -+ L"dd,

[V ., U (u)

le loro seconde forme fondamentali. L.e formole di Copazzi, per la S, e per
la S, sono rispettivamente

con

alogD_;lz _Ul‘ aL ; ‘L 121 %
(13)
&logD ’121 {22 oL" \12]_, 2")2
= g e L' — L,
| 1 ou |2

ossia, introducendo i simboli di CHrIsSTOFFEL relativi all’elemento lineare

(*) Cfr. p. es. Biancui, Lezioni di geometria differenziale, vol. III (Pisa 1909), § 81.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



150 Terracini: Osservazioni sui sistemi isotermo coniugati

sferico di S,, tenuto conto delle (11), e posto U g—g, ecc.
dlogD ;11 :192 dlogh | 1 V' VL[ 12)0
0 ) 0 Tav =2yt 7 "
dlogD _ g |12 5 aMgD+ULU:__§%(+}M{Y )
du 1) 'Q du 2 U I 2\ U
Sottraendo le (12) dalle (13') risulta
12 14
3“__§ﬂmyv—m)
{12 () (14
’Q‘=~Q(Tulog(V—U) 5
da cul \
8 |12y _ 8 {12¢ -
dul1{"ao|2 |’ (15)

cosicche il sistema (u, v) &€ anche coniugato permanente per una deforma-
zione infinitesima di S, e quindi (*) & tale per una serie continua; c. d. d.

Viceversa, se una superficie S, anunelle una serie oo' di deformazioni
con conservazione di uno stesso sistema coniugato, che sia isolerino coniugato
su S,, questo sistema sara isotermo coniungato anche su ciascuna delle defor-
mate. Invero, soddisfatta tale ipotesi, e mantenute perla S, le notazioni ora
adoperate, esistono (**) due funzioni U (u), V(v), definite a meno di una
stessa costante additiva, tali che valgano le (14), dalle quali, combinate
colle (12), e definite L e L” mediante le (11), si risale alle (13).

Le superficie di cui ci occupiamo devono ricercarsi, per quanto precede,
tra le associate nelle deformazioni infinitesime a quelle superficie ¥, la cui
curvatura totale K si esprime, per i parametri u, v delle asintotiche, con
una relazione della forma K= ——1—2 - Anzi, quando si tenga presente

(¢ ()4 ¢(v))
la condizione di integrabilita delle (12), si ha che le superficie che sono su-
scettibili di una deformazione del tipo considerato si ottengono come (conve-
nienti) superficie associate in deformazioni infinitesime a quelle particolari

(*) V. p. es. Biancur, op. cit., vol. IT (Pisa 1903), § 239.
(**) Cfr., anche per il seguito, BiancrI, op. cit., vol. II, § 252.
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superficie ¥, di cui ora si é detlo, che, quando si scelgano convenientemente ¢
parametri u, v delle asintotiche, ammettono ulteriormente la proprieta di ve-
rificare la )

0

1Ly o 122¢
aul 2\ "as) 1| (16)

1

Per ogni superficie ¥ che soddisfi la (16), le (12) definiscono, a meno
di un’omotetia, una superficie S,. Qualora non si voglia pregiudicare la scelta
dei parametri asintotici u, v la (16) andrd ovviamente sostituita dalla

2 1dB|22f

V11p, 1dAayttf 1
R TEERE

9 3
AW gaieiT2au2i— BWay

(17)

4 e B essendo funzioni qualsiansi dei loro argomenti.

Come esempi di superficie ¥ che si trovino nelle condizioni ora esposte,
si possono indicare, oltre quelle di cui sard detto pitt avanti, le superficie
pseudosferiche di rotazione, per le quali, come & ben noto, si possono sce-
gliere i parametri u, v delle asintotiche in modo che l'angolo o di queste
. linee sia funzione di u—+ v, cosicche la (16) risulta allora verificata; le eli-
coidi pseudosferiche, ecc.

In particolare una superficie ¥ puo essere tale che su futte le sue asso-
ciate nelle deformazioni infinitesime il sistema coniugato corrispondente alle
asintotiche di ¥ sia isotermo coniugato, e che percido tutte quelle associate
siano superficie S, suscettibili di deformazioni del tipo considerato. Cido av-
viene quando dal sistema

oL |12y 1"y,
av*usp_;m]}’ -
oD |12(., |22f
W“zgsp_kup’

(dove i simboli di CHRISTOFFEL sono sempre relativi all’elemento lineare
sferico della Y riferita alle asintotiche), cui debbono soddisfare i coefficienti
della seconda forma fondamentale di una superficie S, associataa ¥ in una
deformazione infinitesima, segua

8 D
Tu v (log p')=0’
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152 Terracini: Osservazioni sui sistemi isolermo coniugali

ciog, tenuto conto delle (18),

9 ({11YD" d (122)'D
sall 2 1n) =507 ) )
. . .. . . f1y |22y
Si trova subito come condizione necessaria e sufficiente | 2 z =2 1 g =0,
cioé che Y sia una quadrica. E poiche, tra le quadriche, sono superficie ¥
solo la sfera e il paraboloide equilatero, si conclude che solo per queste
superficie avviene che tuife le associate nelle deformazioni infinitesime sono
deformabili con conservazione di un sistema isolermo coniugato. l.e super-
ficie S, corrispondenti sono allora rispettivamente le superficie d’area mi-
nima, e le superficie di traslazione con curve generatrici in piani perpendi-
colari.
Osserviamo infine che anche tutti i conoidi retti sono superficie ¥ sod-
disfacenti all'ulteriore condizione espressa nell’ultimo enunciato in corsivo:

basta, per convincersene, partire dalla nota rappresentazione parametrica (*)

r=—uy(), y=uv, z=J‘(vy'(v)—y(v))dv,

—1
W1 ()
11 '_ QQ('___ Y (v) .
M—O’:i\— YT ) — 1 @)’

e osservare che, mentre K = s, S1 ha

cosicché si pud certo soddisfare alla (17), rimanendo ancora arbitraria la
funzione 4 (u). Anzi, per cio, tra le superficie associate in deformazioni in-
finitesime a un dato conoide retto, le superficie S, su cui & isotermo coniu-
gato il sistema corrispondente alle asintotiche del conoide dipendono da
una funzione arbitraria. Per trovare tali superficie S, si osservi che attual-

mente la (19) si riduce a
2(22) =0
c’MJ( 1y\D") 7

121 _ ;19@

cosicche, rispetto all’elemento lineare di S,, P14y~

% = (u); ciod

(*) Cfr., p. es., BiancHi, op. cit., vol. I (Pisa 1902), § 76.
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le coordinate cartesiane di un punto di §, sono soluzioni di un’equazione

e o )a(-)
dudn "\Way-

Quindi, intanto, con un cambiamento della variabile u (escluso il caso,
gid considerato, che il conoide sia un paraboloide) si potranno fare per
quelle coordinate le posizioni

e=ufi(v)+g () y=ufi(v)+g.(u) z=uf(v)+ g, (u)

Di pit, immediate considerazioni geometriche mostrano che sulla S, le
linee (dove varia) v sono in piani paralleli, e le linee # in piani perpendi-
colari ai precedenti; cosicché in definitiva si potra porre, scegliendo conve-
nientemente il sistema cartesiano di riferimento

z=ur), y=us), z=1(u). ’ (20)

E poicheé il ragionamento & invertibile, le superficie S, richieste sono
date dalle (20) con r, s, ¢ funzioni arbitrarie dei loro argomenti. Si otten-
gono cosi quelle superficie (generate da un profilo piano che ruota intorno
a un asse r deformandosi mediante un’affinitd ortogonale variabile di asse 7,
o anche oltenute partendo da una serie oo! di curve situate in uno stesso
piano, e omotetiche rispetto a un centro fisso, dando a ogni curva una tra-
slazione normale al piano, di ampiezza variante secondo una legge arbitraria)
la cui deformabilitd in oo' superficie della stessa specie con conservazione
del sistema coniugato (u, v) era gia stata dimostrata dal PeTERsox. L’osser-
vazione che il sistema (u, v) & isotermo coniugato & stata fatta, per la prima
volta, in una recente Memoria del Prof. BrancHI (*).

Torino, gennaio 1921.

(*) Le congruenze rettilinee infinite volte di rotolamento e le superficie di Peterson. Memorie
della Societd Italiana.delle Scienze, serie III, t. XIX (1916). Sulle superficie di Peterson cfr.
anche DarBoux: Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. I, 2% éd. (Paris, 1914), p. 181
e LagaLrLy: Ueber gewisse Verbiegungen der achsenaffinen Flichen, insbesondere der Flichen
2. Ordnung, Sitzungsber. der Bayer. Akad. der Wissenschaften, 1919.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXX. 2
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Sulla esistenza di polaritd ordinarie che mu-

tano l'una nell’altra due quadriche non de-
generi.

(Nota di Avessaxpro TERRACINI a Torino.)

LY

E ben noto che due quadriche non degeneri, ¥ e G, di uno spazio a n
dimensioni, S,, si possono riguardare come corrispondenti in una polarita
ordinaria (anzi, in pit polaritd ordinariej, se 1 primi membri, f e g, delle
loro equazioni si possono esprimere simultaneamente come combinazioni
lineari dei quadrati di »+ 1 forme lineari (¥). Scopo della presente Nota &
dimostrare che il risultato continua a sussistere, anche quando si tolga
questa ipotesi restrittiva. La minore facilita della trattazione, rispetto al caso
gia noto, dipende da cio, che, in esso, la quadrica fondamentale H della
polaritd di cui si tratta di stabilire I'esistenza puo essere ricercata fra quelle,
tali che i primi membri % delle loro equazioni siano combinazioni lineari
degli stessi #n + 1 quadraii mediante cui sl esprimono f e g. Negli altri casi
invece, se si riducono simultaneamente f e g alla forma canonica di Wriek-
STRASS, che supplisce quella teste indicata, avviene che (in generale) la forma h
non si puo scrivere come combinazione lineare delle forme quadratiche me-
diante cui, in tal modo, si esprimono linearmente f e g; e occorre invece,

(*) Cfr. Siaccr, Intorno ad una trasformazione simultanea di due forme quadratiche ed
alla conica rispetto a cui due coniche date sono polari reciproche, Atti della R. Acc. delle Scienze
di Torino, t. VII (1872), p. 758. V. anche una critica al risultato enunciato con troppa ge-
neralitd dal Siacci in SEGRE, Teorema sulle relazioni tra una coppia di forme bilineari e la
coppia delle loro forme veciproche, Giornale di Matematiche, t. XXII (1884), p. 29. Cfr. anche
Der Pezzo, Sulle quadriche ad n —1 dimensioni polari reciproche di sé stesse rispetto ad
un'alira, Rend. della R. Ace. di Napoli, t. XXIV (1885), p. 186.
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156 Terracini: Sulla esistenza di polarita ordinarie

a tale scopo, aggregare ad esse delle nuove forme, come ora si vedrda in
modo pill preciso.

Se W —n)% (i=1,2,..., p) sono idivisori elementari del discriminante
D (») della forma quadratica f — % g, le equazioni di F e G, rispetto a un
opportuno sistema di coordinate proiettive omogenee %,;,..., Yios Xaty«--s
Taas+os Xprseees Keegs si possono supporre ridotte rispettivamente alle (*)

iél [)‘-' (s Xa),, + (s X;)e‘_x] =0, (1)
2 (1), =0, @

dove si pone (z,y.)o=0, e

(Xf 7,-')7 = "zy Liu Livs (Y = 1’ Qy veey e-’)’ (3)

I'ultima sommatoria essendo estesa a p.=1,2,....,y,e v=y+1—yp. Per
semplicitd di serittura, indicheremo anche con @,, @,,..., ®,,..., ®,,, le
coordinate gid designate con y,,, ecc. (con m =e,), e scriveremo, con nota-
zione incompleta, le (1), (2) rispettivamente

b [1, (v, @ + 2,2+ F @)+ (€, @y + -+, _, w,)] =0, (1)
E(wl wm_i"'mi Ly +-- 4+, ml) =0: (QI)

(dove, nel caso di m =1, al posto della seconda parentesi tonda della (1)
va posto zero). Ricercheremo una quadrica H (di equazione h = 0), tale che
la polaritd per cui essa e fondamentale muti la F nella G, fra quelle per
cui b & combinazione lineare delle (y; 1.5 (t:X)e1s-+5 (Xe%:) 1. CGonside-
riamo, a tal fine, una quadrica

2 [tl.n(w1<D,n+"‘+w.y,w1)+ tl,m—l(ml Loy ‘JI_ + Ly wl) + +tu mf]: O,

(*) WeiersTrass, Mathematische Werke, Band II (Berlin, 1895), p. 19.
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dove le ¢ sono, per ora, coefficienti indeterminati. Essa definisce la polarita

9u1=t”w1+"'+tl,m—l wm—l_*—tlmmm
Oug=t15x1+"'+t1mmm—l

> (%)

e u’m = tlm ml

.

dove 8 & un fattore di proporzionalitd e le # sono coordinate proiettive
omogenee di iperpiano. Facciamo la sostituzione (4) nella equazione invi-
luppo di G (la quale si deduce dalla (2') serivendo, in luogo di ciascuna x,
la # col medesimo indice), ottenendo come equazione trasformata

2 [(tu e ERE +t|m wm) tm Ly +(tu Lyt +t1mwm-—l) (tl,m—-l &, +tlm w’) =+
: )
+ @, (2 .+t,mw,,,)] =0.

Vogliamo ora dimostrare che si possono determinare le ¢{ in modo che
la (9) coincida colla (1). Per cio occorre e basta che sia, se m =1, &, =1,
e, se m>1,

tfm:‘)‘l, Qtlm tl,m-—l = 11 ' (6)

$t,.6,=0 (r=a—1a...,m; r+s=a+m—1; con «a=2,3,...,m—1), (7)
7,8

colle analoghe condizioni relative agli altri gruppi di termini della (5) che
provengono dagli ulteriori divisori elementari di D (X). Si tratta di provare
che tutte queste relazioni costituiscono un sistema compatibile nelle inco-
gnite ¢. Ora le (6) porgono ¢, (in due modi diversi) e ¢,,_, (entrambi di-
versi da zero); poi la (7) scritta per @ =m — 1 (cioe 2¢,,,_, ¢+ 1,._, =0)

contiene, fra le altre ¢, la sola ¢,,_,, e porge un valore per questa incognita
(e uno solo, quando si sia fissala una determinazione per ¢,,); poi ancora
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158 Terracini: Sulla esistenza di polarita ordinarie, ecc.

la (7), scritta per « = m — 2, porge analogamente ¢,,,,_,; e cosi, per ricorrenza,
si trovano successivamente i valori di tutte le ¢, ¢. d. d.

Si osservi di piu che, in base alla precedente dimostrazione, risulta 'e-
sistenza di 2! polaritd ordinarie che risolvono il problema, p essendo il
numero dei divisori elementari di D (}) (¥).

Torino, aprile 1921,

(*) Non escludiamo con questo che vi siano altre soluzioni del problema, le quali, del
resto, si possono gia presentare anche nel caso che fe g siano combinazioni lineari di n 4- 1

quadrati (si pensi p. es. alle infinite polarita che mutano 'una nell’altra due coniche bitan-
genti).
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Criteri per l'esistenza della soluzione
in problemi di Calcolo delle variazioni.

(Di Leonipa ToxEeLLl, @ Parma.)

INTRODUZIONE.

Nella presente Memoria mi propongo di dare dei criteri per l'esistenza
del minimo per lintegrale curvilineo

( Py, o, y)ds.

Un criterio generale, gid conosciuto (¥), & quello dato dalle due disugua-
glianze F >0, F, =0 — supposte verificate in tutto il campo (¢, y) che si
considera e per ogni coppia (&, ') tale che sia «” +y'* =1 — dove F, &
il ben noto invariante di WEIERSTRASS

p—Feo . Foy _Fyy
1 — 3 y 1 — 72 "
Y Y o

Esistono perd problemi importanti in cui la funzione F, mentre soddisfa
completamente alla seconda delle disuguaglianze soprascritte, non verifica
altrettanto bene la prima, perché, pur non cambiando mai segno, pud in
alcuni punti, isolati o no, diventare nulla. Citerd, a titolo di esempio, il pro-
blema della superficie di area minima generata dalla rotazione, attorno ad
un asse, di una curva piana congiungente due punti dati, problema che si
traduce analiticamente nella ricerca del minimo dell'integrale

LT s,

o

(*) L. TonELLI, Sul caso regolare nel Calcolo delle variazioni [Rend. del Cire. Mat. di Pa-
lermo, t. XXXV (1° sem. 1913)].
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la curva C essendo considerata nel campo (x, y) definito dalla disuguaglianza
y=0. E citerd anche I'altro problema della ricerca della curva piana, con-
giungente due punti fissi, ed avente il minimo momento d’inerzia rispetto
ad un asse dato, perpendicolare al suo piano, problema che si traduce in
quello della ricerca del minimo dell'integrale

[ @+ o) T ds.

In una Nota «Sulla esistenza della soluzione in problemi di Calcolo
delle Variazioni» (¥), diedi gia un teorema d’esistenza per una notevole classe
di problemi di questo tipo, e precisamente per quelli in cui la funzione F
ha la forma semplice

Fx, y, @, y) =) V" + 7

con f(y) sempre maggiore o uguale a zero e non decrescente. Nelle pagine
che seguono, riprendendo la questione nella forma pit generale che mi sara
possibile, esporrd nuovamente il criterio d’esistenza per il caso della F sempre
maggiore di zero, e ne aggiungerd diversi altri che riguardano i casi pil
importanti relativi all’annullamento della ¥, e che comprendono anche quello
di cui si & fatto cenno or ora.

§ I

PRELIMINARL

1. Il campo A e le curve C. Sia A un campo — insieme di punti —
del piano (x, y) tale che i suoi elementi appartenenti ad un qualsiasi cerchio
dello stesso piano costituiscano sempre un insieme chiuso.

Nel seguito considereremo sempre e soltanto curve continue e rettifica-
bili, appartenenti al campo 4, e le diremo curve C. Ciascuna di esse sara,
pertanto, definita da un sistema di equazioni

s=9() y=40), (EL=t=t) )

(*) Rend. Accad. dei Lincei, 1913 (1° semestre), pp. 860-866.
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con ¢ (f) e ¢ (f) funzioni (reali e ad un valore) continue e a variazione limi-
tata (Jorpan) su tutto Uintervallo (¢,, ¢,), e 1 suoi punti apparterranno tutti
al campo A.

Ogni curva C ha un wverso ed uno solo, quello stesso definito dal sistema
precedente; in guisa che la curva

:?('_t), y‘—"}'(—t% (_txftf—tn)

& distinte dalla (1). La curva (1) sard invece considerata come coincidente
con quella definita dal sistema

e=9 (=), y=9¢({¢ (), (Go=r=1),

se la funzione ¢(s) & continua e non decrescente nell’intervallo (z,, =,), e
soddisfacente alle uguaglianze {(t,) =t,, t(=,) ={,.

9, Le curve limiti. Rammentiamo che, se I’y & una curva continua del
piano (», y) e ¢ &€ un numero positivo, un’altra qualsiasi curva continua I
dello stesso piano si dice che appartiene ordinatamente all'intorno (p) della
prima, quando & possibile di porre fra i punti delle due curve una corri-
spondenza biunivoca, ordinata e continua, tale che la distanza fra due punti

corrispondenti qualunque risulti sempre minore di p. Si dice poi che I', &

una curva limite di una classe o insieme : [‘% di curve continue T' se, co-

munque si scelga g, esiste sempre in : I} almeno una curva appartenente

ordinatamente all’intorno (p) di I’y e distinta da questa curva. Sulle curve li-
miti si ha il seguente teorema, dovuto a Hiuprrr:

«Se {I'| & un insieme di infinite curve continue e rettificabili, tutte di

lunghezza inferiore ad un numero fisso e tutte contenute in un campo li-
mitato, tale insieme ammette almeno una curva limite ».

Essendo W, un insieme qualsiasi di curve continue I', si dice che la
curva continua 1y & una curva limite della successione W,, W,,..., W,,...
se, comunque si scelga p, esistono sempre infiniti valori di » e per ciascuno
di essi almeno una curva I', la quale appartenga ordinatamente all’intorno
(¢) della 1',. Dal teorema di HiLBerT segue allora la proposizione, di cul fa-
remo uso pitt volte nel seguito: «Se W, & un insieme di curve continue e

rettificabili, tutte di funghezza inferiore ad un numero fisso e tutte contenute
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in un campo limitato — numero e campo indipendenti da » — la succes-
sione W,, W,,..., W,,... ammette almeno una curva limite ».

Ed & possibile di fissare un procedimento che permetta di far corrispon-
dere, alla successione W,, W,,..., W,,... ora considerata, una particolare sua
curva limite.

Si dice, infine, che la successione W,, W,,..., W,,..., di insiemi di curve
I, converge uniformemente alla curva I',, se, comunque si scelga p, esiste poi
sempre un indice n tale che, per ogni n>W, tutte le curve T, di W, ap-
partengono ordinatamente all’intorno (p) della I';. E si ha la proposizione:
«Se W,, W,,..., W,,... & una successione di insiemi W, di curve I', avente
una curva limite 'y, & sempre possibile costruire con un determinato pro-
cedimento un’altra successione W,, W,,..., W, ,..., con W, insieme di curve
I' appartenenti tutte ad uno stesso W, di indice »=m, la quale converga
uniformemente alla curva 1, »,

3. Le classi complete di curve. Diremo che un insieme di curve C (n.° 1)
& una classe completa quando ogni sua curva limite, che sia rettificabile, ap-
partiene essa pure all'insieme.

Costituiscono, ad esempio, una eclasse completa tutte le curve C che
hanno lunghezza non superiore ad un numero fisso; ed anche tutte le curve C
che congiungono due punti dati o tutte uelle che hanno gli estremi su
due date curve.

4 Lo funzione F(x, y, o', y'). Sia F(x, y, o, y') una funzione:

a) definita e continua, insieme con le sue derivate parziali dei primi
due ordini rispetto alle «" e #', per tutti i punti (x, y) del campo 4 e per
tutte le coppie (x', o) di numeri non ambedue nulli;

b) positivamente omogenea, di grado 1, rispelto alle o’ e g/, vale a
dire soddisfacente alla uguaglianza

Fx, g, k', ky)=EkEF(x, y, &, ¥),

valida per ogni > 0.

Diremo che la coppia (&, ¥') € normalizzata se & x* + y”* =1; e chia-
meremo zeri della F' quei punti (&, y) di 4 in cui & I'(«, y, o, y') =20, per
una o pitt o anche tutte le coppie (&', y') normalizzate.

5. Lintegrale I,. Considerata una curva C (n.° 1) e preso come para-
metro la lunghezza ¢ deil’arco che dal primo estremo della curva va ad un
punto generico P, le equazioni della curva diverranno

x=wx(s), y=yls), O=s=1),
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dove L rappresenta la lunghezza totale della C. E ben noto che, quasi dap-
pertutto su (0, L), le derivate a’(s), y'(s) esistono finite e costituiscono una
coppia normalizzata ; esiste dunque lintegrale (di LesrscuE) della funzione
F(x(s), y(s),  (s), y (s)) sull'intervallo (0, L), integrale che indicheremo con
I; 0 con

’AC Fds.

Fissata che sia la forma della funzione F, I, dipende unicamente dalla
curva C ed ha un valore (finito) determinato per ogni curva della specie
indicata : esso &, percid, una funzione della curva C.

Se la curva C & chiusa, le lunghezze degli archi si possono contare a
partire da un’origine arbitrariamente scelta sulla curva stessa, senza alterare
il valore di I,.

Diremo che l'integrale I,

regolare-positivo (negatwo) se 'invariante di WEIERSTRASSF (v. Introdu-
zione) € sempre maggiore (minore) di zero per tutti i punti (a, y) del campo
4 e per tutte le coppie (2, y) normalizzate;

quasi-regolare-positivo (negativo), se per gli stessi «, y, «’, y, & sempre
F,=0(F, =0);

definito-positivo, se per gli stessi @, y, &, 3, € sempre F>0;

semidefinito-positivo, se, per gli stessi x, y, «, 9, &€ sempre F=0;

semidefinito-positivo wnormale, se € semidefinito-positivo e in nessun
punto del campo 4 & F(x, y, «, y) =0 per tutle le coppie (&', ') norma-
lizzate;

semidefinito-positivo singolare, se € semidefinito-positivo ed esiste almeno
uno zero della F in cui & F(x, y, «', ¢) =0 per tutte le coppie (&', ') nor-
malizzate. '

Si constata facilmente (*) che se I, & semidefinito-positivo e regolare o
quasi regolare, & anche sicuramente regolare-positivo o quasi-regolare-positivo.

6. La semicontinuila. Diremo che l'integrale I, € una funzione semi-
continua inferiormente sulla curva C, (n.° 1), se, preso un numero ¢ >0, ad
arbitrio, & sempre possibile di determinarne un altro p tale che la disugua-
glianza

I;>1,—:¢ 08

*) Cfr. L. ToNELLI, Sui massimi e minimi assoluti del Calcolo delle variazioni [Rend. del
Circ. Matematico di Palermo, t. XXXII (2° sem. 1911)].
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risulti verificata per tutte le curve C appartenenti ordinatamente all’intorno (p)
della C,. Sulla semicontinuita si ha il seguente teorema (*):

«Un integrale I, quasi-regolare-semidefinito-positivo & una funzione se-
mi-continua inferiormente su qualsiasi curva C».

7. Le curve minimanti. Data una classe K di curve C, una di queste
curve, C,, si dird minimante I, in K, o semplicemente minimante I,, se la
disuguaglianza

I, =1

risulta verificata per qualsiasi curva C della classe. Il valore di I, & il mei-
nimo di I, in K.

§ 1.

GLI INTEGRALI QUASI-REGOLARI DEFINITI.

8. Trorema. Se I. & un integrale quasi-regolare definito-positivo, in ogni
classe complela di curve C, le quali siano tutte contenute in wr campo A4, li-
mitato, esiste almeno wina curva minimante I;.

Sia K una delle classi considerate nell’enunciato. Dall’ipotesi che Pinte-
grale I, sia definito-positivo, segue che esiste un minimo m >0, per la fun-
zione F(x, y, «, '), quando si considerino tutti i punti (x, y) del campo 4
e soltanto le coppie (¥, y') normalizzate:

F(x, y, o, ) =m>0.
Pertanto, se € & una qualsiasi curva di K e L indica la sua lunghezza, &

Iczf Fds=m.L, (1)
c

perche & quasi dappertutto, sulla C,
w” (s)+y” (8) = L.

Cio premesso, indichiamo con ¢ il limite inferiore di I, nella classe K,

(* Cfr. L. ToNeLLI, La semicontinuita nel Calcolo delle variazioni [Rend. del Cire. Mat.
di Palermo, t. XLIV (1920), no. 15 e 24].
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limite inferiore che, per la (1), risulta non negativo; esso poi & anche finito,
perche, su qualunque curva di K, I, non supera la lunghezza della curva
moltiplicata per il massimo della F nei punti della curva stessa e per le
coppie (x, i) normalizzate. Si tratta di dimostrare Vesistenza di almeno una
curva di K che dia ad I; il valore i.

Indichiamo, per ogni intero positivo n, con W, linsieme di tutle le
curve di K che soddisfano alla disuguaglianza

L=it

All'insieme W, appartiene almeno una curva, perche, in caso contrario,
il limite inferiore di I, su K sarebbe maggiore di "’_‘_W e quindi distinto

da 4. Indicando con C, una qualsiasi curva di W,, abbiamo

1c..£i—’r——;"’ (2)
e per la (1)

| 1 1 .
L,= - (@—i— n)< " (i+2).
La successione
W, W, W, 3)

risulta cosi composta di insiemi di curve C, tutte contenute in un campo
limitato (il campo 4) e tutte di lunghezza inferiore ad un numero fisso, ed
ammette percid (n.° 2) almeno una curva limite. Sia I', una di queste curve
limiti: ad ogni suo intorno arbitrariamente piccolo appartengono ordinata-

mente infinite curve C, tutte di lunghezza minore di " (:-+2), onde an

ch’essa risulta rettificabile e di lunghezza f%(i—t—%). LarT, &€ dunque una

curva C, e possiamo indicarla con C,. Inoltre, questa curva & curva limite
della classe K, perche a questa classe appartengono tutte le curve C,; e sic-
come la K & una classe completa, la C, appartiene essa pure alla classe.
Rammentiamo ora che il nostro integrale I, & quasiregolare definito-
positivo, il che porta (n.° 6) che sia una funzione semicontinua inferiormente
su ogni curva C. Se dunque prendiamo ad arbltrio un numero ¢ >0, pos-
siamo determinarne un altro p >0 in modo che ogni C la quale appartenga
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ordinatamente all'intorno (o) della C, soddisfi alla disuguaglianza
Ico <Ip+-e.

‘Ma, per essere la C, una curva limite della successione (3), esistono in-
finiti valori di » e per ciascuno di essi almeno una C, la quale appartenga
ordinatandente all'intorno (p) della €,. Dalla disuguaglianza precedente e
dalla (2) si deduce cosi

Ioy=i+-ce.
KEssendo e arbitrario, si ha anche
I, =1,
" e siccome C, ¢ una curva di K,
I, =i.

]

La C, ¢ dunque una curva minimante I, nella classe K.

9. CorowrLario. Dalla proposizione dimostrata al n.% precedente scende:

Se 1, é un integrale quasi-regolare definito-positivo e il campo A é limi-
talo, esiste alimeno una curva minimante I;:

— fra tulte le curve C che congiungono due punti dati;

— oppure, fra tutte quelle i cui estremi appartengono a due date curve
continue (o pii generalmente a due dati insiemi chiusi di punti);

— oppure, fra tutte le curve C cliiuse che contengono o circondano i punti
di un dato insieme chiuso di punti.

Esempio. Dato un campo 4 limitato e considerati in esso due insiemi
chiusi di punti, 2 e §, fra tutte le curve continue e rettiticabili di 4 che con-
giungono un punto di « con un punto di § (ammesso che di tali curve ne
esista almeno una), ve n’e almeno una minimante l'integrale

[C (e +y*+1) \/m"" +y* ds.

’

Qui infatti e, per ogni coppia (&, %) normalizzata,

F=@ 494+ ) Ve + ¢ =1
2 2

F = ?__l—’__i = 1,

(56/2 + yrz)g

e l'integrale & regolare definito-positivo.
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§ I1L

GLI INTEGRALI QUASI-REGOLARI SEMIDEFINITI NORMALL
@) GLI ZERT DELLA F NON RIEMPIONO ALCUNA ARFEA.

10. Osservazione generale. Dal ragionamento fatto al n.° 8 risulta che,
se I, & un integrale quasi-regolare semidefinito positivo e il campo 4 & li-
mitato, e K ¢ una classe completa di eurve C, il limite inferiore ¢ di I, in
K, & finito e maggiore o uguale a zero. Se, di pil, esiste una funzione H (2),
finita e continua per ogni 2=0, ed &, per ogni curva C di K,

L=H(,, (1)

L essendo la lunghezza della C, allora esiste sicuramente in X almeno una
curva minimante I,.

In particolare si ha che, se I, & un integrale quasi-regolare semidefinito
positivo e il campo A4 & limitato, e se K & una classe completa di curve C,
tutte di lunghezza inferiore ad un numero fisso, in K esiste almeno una
curva minimante I, (*).

11. Gl zeri della F sono in numero finito.

TrorEMA. Se I, é un integrale quasi-regolare semidefinito-positivo normale
e se il campo 4 é limitalo e gli zeri della F sono in numero finito, in ogni
classe completa di curve C esiste almeno una curva minimante I,.

In virtti dell’Osservazione del n.° precedente, basterd mostrare I'esistenza
di una funzione H(z) soddisfacente alla (1) dello stesso 1n.° 10.

Sia K una qualsiasi delle classi complele indicate nell’enunciato e indi-
chiamo con P,, P,,..., P, gli zeri della F. Siccome I, & normale, in P, (s =1,
2,..., ») la Fnon pud annullarsi per tutte le coppie (&', ') normalizzate; ed
altrettanto accade per l'invariante F,. Essendo poi sempre F, =0, & percio
possibile (**) di determinare tre costanti p,, q,, r,, delle quali 'ultima mag-
giore di zero, in modo che la funzione

FO @, y, o, y)= Fla,y, o, y)+p.o +q.y
(*) Cio e vero anche se I. & soltanto un integrale quasi-regolare positivo.

(**) Cfr. L. ToNELLY, La semicontinuitc nel Calcolo delle variazioni (Rend. Circ. Mat. di
Palermo, t. XLIV (1920), n.° 11).
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risulti maggiore di zero in tutti i punti di 4 appartenenti al circolo (P,, r,)
(di centro P, e raggio r,) e per tutte le coppie (=, y') normalizzate. Sia » un
numero maggiore di zero, minore di tutti gli », (s=1, 2,..., ») determinati
e minore anche della metd della minima distanza fra due qualunque P,.

Indichiamo con 4’ la parte del campo A costituita di tutti i punti di
questo campo che nown sono interni ad almeno uno dei circoli

(Ps, £ r) (s—1,2,.., n)

Il nuovo campo A’ risulta anch’esso un insieme chiuso di punli e in esso
la F e sempre maggiore di zero, per tutte le coppie (a, ) normalizzate.
Sia m’ il minimo (>>0) di F in 4’, per tutte le coppie (2, ') indicate.

Consideriamo i due cireoli congentrict (P., r), (PHTZ— r) ed una qualsiasi

curva C di K, e portiamo la nostra attenzione sui punti di questa curva

interni a (P,, r).
Tali punti formeranno uno o pitt archi eontinui, aventi ciascuno almeno un
estremo sulla circonterenza di (2,, r)

w '“’) — salvo 1l easo in cui sia interna a
(*y Yy

questo ecircolo tutta la curva C — archi
che potranno essere in numero finito
ed anche in un’infinith numerabile.
Indichiamo con =«,, quelli fra questi
archi che hanno almeno un punto

interno al cireolo (Ps, é r)- Gli archi

o,, Sono in numero finito: ed infatti,
se tutta la curva C @ interna al circolo
(P,, r), di tali archi ve n’& uno solo,
che coincide con la C, e in caso con-
Sfig1 trario, avendo ciascuno di essi almeno
una parte che congiunge un punto della

. . . . 1 .
circonferenza di (P,, r) eon un punto di quella di (Ps, @,ﬂ) e tutta costi-
tuita di punti non énferné a quest’ultimo ecircolo, parte che ha pertanto lun-

P 1 . . . . C e 2L
ghezza non inferiore a -7, il numero N, di questi archi & inferiore a -
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(L =lunghezza di C). Possiamo anche aggiungere che, essendo, sulle parti
ora indicate degli archi «,,, e per ogni coppia (x, 3') normalizzata, F=w/', &

o1
I,=N,-m 5

b

onde (per comprendere anche il caso in cui tutta la C sia interna a (P, r))

2
1V3f1+;n—,;.10. (1)

Indichiamo con I,, le lunghezze degli archi as,; (v=1,2,..., N,) e con
(), yi), (%, y%) 1 loro estremi. kK, da una parte,

~

J FOds=m,1,,,
L

dove m, indica il minimo (maggiore di zero, per il modo con cui & stata
determinata la F'™) della funzione F in tutti i punti del campo 4 apparte-
nenti al circolo (P,, r) e per tutte le coppie («', 4') normalizzate; e dall’altra,

[ F(’)ds=j Fds+p, @ —at) -+ ¢ 4% — i) ;
L7XY s,y

e percio, detto @ il massimo modulo dei numeri p,, g,, per s=1, 2,...,n;

1

-
89 —

[a”Fds—}—i Qr‘

m, |, \

ed anche, indicando con m il minore degli m,,

i
l,,,_—ﬁ”—@”a"des—}—{pQr:

Y l,=1'y ¥ Fdstier il

s=1 v=1 M | e=1 v=t g==1 \

Tenendo conto della (1) e dell’ipolesi F =0, risulta

i 80n
$Y,= ‘(1+ 9 )Ic+4san
g=1 v=1 m ' \
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Sia ora B uno qualunque degli archi che restano sulla C dopo tolti gli
2,,. Questi nuovi archi § appartengono tutti al campo 4" ed & percid

J Fds=w' -1,
8

dove 1 indica la lunghezza di g. Dalle due ullime disuguaglianze segue im-
mediatamente

L=21+22ls,yf'i7[0+ ! \(1 —|-8 QI12)10+4 an).

m m | m

Posto allora

Hiz)= 1,z niz%( —|—8Q,n)z—i—4:an

m

}
si ha, per ogni curva C di K,
L = H (I),

vale a dire & verificata la (1) del n.° precedente.
Esempio. Sia la F definita, in un qualsiasi campo limitato 4, dalla

oo — [ 7 y, X
F(w,’l,ﬂ'/', :’/)—\/w +y 1_+_x2_i__y2
E
1
FIE——————E

e percio, per ogni coppia («, ) normalizzata, &, in 4, F=10, F,>0; inoltre,
per le stesse coppie («, y') e per ogni punto di 4 distinto da (0, 0), &¢ F>0
e nell’origine del piano (x, y) ¢ F>0,sex” |-0 oppure ' =0, y =—1, e
F=0 per =0, y =1. Le condizioni del teorema sono dunque verificale
e l'integrale

y (PR

R el

ammette almeno una ¢urva minimante in ogni classe completa) di curve C
del campo 4.
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12. Gli zeri della F' sono in mwmero infinito: 1.° caso.

1l teorema dimostrato al n.° precedente vale anche se gli zeri della F sono
in numero infinito, purche essi si trovino su un nwinero finito di curve conlinue,
dotate ovunque di tangente variabile i modo continno, ¢ su ciascuna di tali
curve formino degli insiemi ovunque 1non densi.

Supporremo, per semplicitd di ragionamento, che gli zeri della F si tro-
vino tutti su una sola curva e che questa sia un segmento rettilineo, che in-
dicheremo con a@. Da questo caso si passa a quello generale senza alcuna
difficolta.

Osserviamo subito che, per la continuitd della F, gli zevi di questa fun-
zione formano uu insieme E chiuso, ¢ delerminiamo, per ogni punto Pdi E,
tre costanti p, ¢, » (r>0) in modo che la funzione

F, y, «, y)=F(x, y, o, y) +pa"+qy

risulti maggiore di zero in tulii i punti del campo 4 appartenenti al circolo
(P, r) e per tutte le coppie («, ¥') normalizzate (*). Detto § il diametro di
questo cerchio che si trova sulla retta cui apparliene @ e 9’ il segmento della
medesima retta ad esso concentrico e di metd ampiezza, per un noto teorema
di Boreu (**) possiamo scegliere un numero tinito di questi 8" in modo da ri-
coprire con essi tutto 'insieme E cosl che ogni punto di questo insieme ri-
sulti interno ad almeno uno dei & scelti. Siano questi §';
5 by

FERARAS ] "

81

19

e indicati con P,, p., q., 7., gli elementi P, p, q, r corrispondenti a ¥’,, po-
niamo

FOle,y, o, y)=F(x, y, &, ¥)+p. 2+ q. 9.

< - . . ne . . . y- . .
Detto " il minore dei d',, possiamo ricoprire I'insieme E chiuso e ovungue
non denso, con un numero finito di intervalli o, =,,..., 0,, a due a due

. . . . . S .
senza punti comuni, ciascuno di ampiezza minore di , 3’ e aventi per

*) Cfr. n.° 1.

(**) 1l teorema cui alludiamo, per quanto sia conosciuto sotto il nome di teorema o lemma
di BorkL, fu per la prima volta stabilito da S. PincHERLE, nel 1881, in: Sopra alcuni sviluppi
in serie per funzioni analitiche (Mem. dell’Accad. delle Scienze dell’Istituto di Bologna, Se-
rie 1V, tomo III (1881), p. 154).
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estremi punti non appartenenti ad E. A ciascun o, associamo un intervallo
w, concentrico, avente gli estremi énferni ad esso e contenente nel suo interno
tutti i punti di E che appartengono a ,; costruiamo poi i cerchi C,, C, sui
due segmenti o, e ©,, presi come diametri, Sia ¢’, il &', di indice minore che
contiene almeno un punto di o, (*). Il circolo C, (e cosi anche C,) & allora
interno al cerchio (P,, r,) e in ogui suo punto & percid F >0, per tulte
le coppie (x, y') normalizzate.

Se ora ragioniamo sui circoli C,, C., come al n.° precedente abbiamo

fatto su (P,, ), (Ps, o r), otteniamo senz’altro la dimostrazione di quanto

abbiamo asserito.
Esempio. Sia la F definita nel seguente modo:

FE\/CU'”—J—y""—l—_}—_—%_{_—y;(l—l—m‘sen%), per x==
FE\/x’“+y'2—————l+Qg+y,, per x = 0.
1D
FIE%
(wm—'{—:lj'?)?

e I'integrale della F & regolare semidefinito-positivo normale. Per ogni coppia
(y y') normalizzata e per y =0 & F>0, e questa disuguaglianza vale anche

4

nei punti (@, 0) se ¢ x=-0 e == » con k intero. Nei punti (0, 0)

- 2
NUYVEST

Q N ! " ;) _ L -
e (m )eF>0sem--0oppmem_Oey——l,eF_Oper
=0, y=1. I punti (0, 0), ((4}‘—‘?‘1);, O), che si trovano tutti sull’asse

delle @, costituiscono un insieme ovunque non denso, e le condizioni dell’e-
nunciato sono tutte verificate.
13. 2.° caso. Gli zeri della F costituiscono delle curve continue.
Consideriamo ora il caso in cui gli zeri della F costituiscano una curva
continua e supponiamo dapprima, per semplificare, che tale curva sia un
segmento rettilineo @, parallelo all’asse delle @, e che in nessun altro punto

(*) Supponiamo che ogni ws contenga almeno un punto di E.
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del campo la F possa annullarsi per coppie («, ) normalizzate. Conserve-
remo tutte le altre ipotesi del teorema del n.® !1.

Osserviamo, innanzi tutto, che la superficie conica (riferita ad una terna
(o, o', #) di assi cartesiani ortogonali)

z:F(E;', ?—/7 w,’ yl)’

relativa ad un punto qualsiasi (x, y) del campo 4, per la condizione F =0
non scende mai al disotto del piano 2=0, e che, per l'altra F, =0, essa
rivolge costantemente la sua concavitdi verso l'alto. Essa, infine, non pud
ridursi al piano z=0, per I'ipotesi fatta che I, sia un integrale normale.
Da cid segue che, se le coppie normalizzate (&', ), (*, ¥') soddisfano alle
uguaglianze

F(E y, o, y)=0, F(x, ¥, @, y)=0,

sul minore dei due archi in cui (&', y'), (@, ¥') dividono la circonferenza
o+ gyt =1, (1)

deve essere sempre F (@, y, «/, 4')=0, e gli archi indicati non possono es-
sere uguali, perché altrimenti la superficie conica considerata si ridurrebbe
al piano 2=0. Segue anche che I’insieme dei punti della circonferenza (1)
che verificano la F (%, y, «, y') =0, se di tali punti ne esistono almeno due,
coincide con un arco della circonferenza stessa, di lunghezza minore di =.
Possiamo dunque affermare che, ad ogni punto P del segmento @, corri-
sponde un arco v della circonferenza (1), luogo del punti (', y') di tale cir-
conferenza che in P annullano la F; e quest’arco y, che si ridurrd ad un
punto nel caso in cui la F in P si annulli per una sola coppia (x, ') nor-
malizzata avrd costantemente lunghezza inferiore a =. It poi ben evidente
che, al variare di P su & con continuita, 'arco y varierd, pure con conti
nuita, sulla circonferenza (1), e la lunghezza di y ammetterd un massimo,
minore di =.

Detto P, I'estremo sinistro del segmento a, siano P,, P,,..., P, dei punti
di a ad ascisse crescenti, dei quali I'ultimo coincidente con Pestremo destro
del segmento, scelti in modo che gli intervalli P, P,,, abbiano tutti la stessa
ampiezza e che, per ogni intervallo P, P,,, gli archi y corrispondenti a tutti
1 suoi punti appartengano tutti ad uno stesso arco I, della circonferenza (1),
di lunghezza minore di =. Indicheremo con lo stesso simbolo I', anche la

lunghezza dell’arco, e indicheremo poi con § 'ampiezza comune degli inter-
valli P, P,,,.
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Detto ' un numero maggiore di tutte le lunghezze I', e minore di =,
sia I, 'arco della circonferenza (1), di lunghezza I', che ha lo stesso punto
medio di I',. [ punti di I', risultano cosi tutti interni a r’,. Considerato al-

. . r . .
lora un numero >0 e minore di 8 cos FL costruiamo nel piano (x, y) un
rettangolo R, a lati paralleli agli assi @ e y e tali che quelli paralleli al-

I'asse y siano di Iunghezzag ed abbiano come punto di mezzo i punti P’,

e P, chesitrovano sulla retta a cui appartiene il segmento a e le cui ascisse
sono rispettivamente uguali all’ascissa di P, diminuita di d e a quella di P,
aumentata di 8. Costruiamo poi un altro rettangolo R’, a lati paralleli agli
assi @, g, in modo che i suoi lati paralleli all’asse y abbiano lunghezza
uguale a . e come punti medi i punti P’, e P’,, della retta a cui appar-

: S
P . d N ) ; o
* LA i ‘Pr..s /3? \ 5”'« ‘3..] R; % .
| e [ S
Sfig 2 ()

tiene @, aventi per ascisse rispettivamente I'ascissa di P’, diminuita di J e
quella di P, aumentata di 3. Conduciamo, infine, per i punti P',, P,, P,,
P,, P,, delle parallele all’asse y: esse divideranno il rettangolo R’ in tanti
rettangoli, di base 8 e altezza h, cheindicheremo con q”y, ¢'s; Qoy.ves Qyers Qs Qe

Sia ora K una classe completa di curve C e indichiamo con 4 la parte
del campo A4 costituita da tutti i punti di questo campo che non sono in-
terni al rettangolo R. In A’ & sempre F>0 per ogni coppia («, y') norma-
lizzata e si potrd percid trovare un m’'>>0 in modo che la disuguaglianza
F=w' risulti soddisfatta in qualsiasi punto di 4’ e per ogni coppia («, ¢
normalizzata.

Presa a considerare una curva qualunque C di K, portiamo la nostra
attenzione sui punti di questa curva che sono interni al rettangolo R’, punti
che formano uno o pilt archi continui (in numero finito o in un’infinita nu-

(*) La scala della altezza &, in questa figura, maggiore di quella della base.
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merabile). Se la C @& tutta contenuta nell’interno di R, di questi archi ve
n’é uno solo (la C stessa); in caso contrario, ognuno di questi archi ha al-
meno un estremo sul contorno di R. Occupiamoci soltanto di quelli fra tali
archi che hanno almeno un punto interno al rettangolo B e mostriamo, in-
nanzi tutto, che sono in numero finito. Uno qualunque di essi, avendo al-
meno un punto sul contorno di R’ e punti interni ad R, contiene almeno un
arco parziale avente un estremo sul contorno di R’ e P'altro su quello di B
e privo completamente di punti internt a R, Questo arco parziale, che ap-

1 h, porta in I, un contri-

partiene ad 4" ed ha lunghezza non inferiore a A

buto non inferiore a m % E dunque finito il numero N degli archi consi-

derati, ed &

4
N<1+ 2T, @

dove nel secondo membro abbiamo aggiunto il numero 1 per comprendere
anche il caso della curva C tutta interna al rettangolo R’ (*).

Indichiamo con «, (s=1, 2,..., N) uno qualsiasi degli archi di cui si &
ora parlato, intendendo che «, coincida con tutta la curva C nel caso che
essa risulti tutta interna al rettangolo R

Cerchiamo un limite superiore per la lunghezza I, di «,. A tal uopo
cominciamo col cercare un limite superiore per la lunghezza 1, (r=0,1,...,n)
della parte «,, di «, costituita dei punti che appartengono al rettangolo g,.
Consideriamo, insieme con q,, i due rettangoli ad esso contigui, ¢,_, e ¢,4,
(intendendo di considerare, in luogo di ¢,_,, ¢, se ¢r=0 e, se e r=mn, in
luogo di q,,,, ¢,). I punti di «, che appartengono ad almeno uno dei tre
rettangoli ¢._,, q,, q.1., senza far parte dei due lati passanti per P,_;, e P,,,,
se esistono, costituiscono uno o pit archi continui (in numero finito o in
un’infinitd numerabile) aventi tutti, ad eccezione al pitt di due soli, ambedue
gli estremi sulla parte, non appartenente anche al contorno di R’, del con-
torno del rettangolo formato dalla riunione dei tre rettangoli indicati. Te-
niamo conto soltanto di quelli fra questi archi che contengono punti di g..
Il loro numero N,, & certamente finito, perché, ad eccezione al pitt di quet
due gid sopra eccettuati, tutti gli altri hanno lunghezza sempre non inferiore
a 29 (essendo 8 la lunghezza della base dei rettangoli ¢); ed essi conten-

(*) Potrebbe risultare % L<1
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gono tutti i punti di «,,. Indichiamo tali archi con 8,, 8,...8~,,, intendendo
che siano numerati nello stesso ordine nel quale si presentano su C. Tutti
questi §,, ad eccezione al pilt del primo e dell’'uitimo, hanno ambedue gli
estremi sulle parallele per P, _, e P,,, all’asse delle y, esclusii punti di tali
parallele che trovansi sul contorno di R

Consideriamo un §,, qualunque e indichiamo con %, la sua lunghezza.
Abbiamo

Now

l.= X \. (3)

==l

Determiniamo un limite superiore di %, in funzione di Ig,. Rammen-
tiamo che se P & un punto qualsiasi del segmento P,_, P,,,, le coppie (z’, )
normalizzate che in P annullano la F appartengono all’arco y che corrisponde
al punto stesso, e quindi all’arco I',_,, e sono punti interni dell’arco 1*,_,.
Percio la funzione F, per ogni punto del rettangolo formato dalla riunione
di ¢, 9. € g,.,, € per ogni coppia («, 7)) normalizzata che non sia interna
all’arco F",._‘, ¢ sempre maggiore di zero ed ammette un minimo m, > 0.
Circa la posizione di I',_, sulla circonferenza (1), supponiamo, in primo luogo,
che 1l suo punto medio sia dato da " =1, ¢’ = 0. Indicati, allora, con (x,, ¥.),
(2,, y,) 1l primo e il secondo estremo dell’arco g, , abbiamo

x, —wo=Jﬁ x' (s)ds,

ed anche, indicando con ', la parte di 8, in cui (x'(s), 4" (s)) appartiene a
I,_, e con B”, la rimanente,

901——900=J w’ds+’ xds. .
Bom JB

Detta V', la parte di X, che spetta a B, e 1", quella relativa a p”,, ab-
biamo, rammentando che la lunghezza © di I, | & minore di =,

U ,
x, — &, =2, cos 3 Az, (%)
donde

We=——13.. ‘ -
)\ m + Po,x b (O)
\
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dove si & indicata con g, la distanza fra 1 punti (x, y,), (., y.), estremi
di B,..

Se il punto medio di I,_, non fosse dato da «'=1, y' =0, ci sl ricon-
durrebbe al caso gia esaminato con una conveniente rotazione degli assi
coordinati e si avrebbe ancora la disuguaglianza (5), la quale risulta cosi
dimostrata in generale.

Dalla (5) segue

, 1| !
A, = A P—— 22" .
m n + m — cos EI m + Pu.l ~ (6)
2
“Ma &, su p’,, F=m,, onde
m, 2’ n Ip”,,, - Ip,,,
[
142
)‘m — T ' ’"lr [ﬁm _* OO,] ‘ (7)
COS @

Siccome la base del rettangolo formato da q,_,,q. e q,,, & di lunghezza
393 e laltezza & h <C9, & pure

\Q
‘lim

Is, + 4 3(

n o—

v

Scende dunque dalla (3)
1 |2

| m,
cos

l

I, 43N,

.

r =

(®)

Determiniamo un limite superiore per N,.. Abbiamo gid osservato che
tutti i B,,, ad eccezione al piu del primo e dell’ultimo, hanno ambedue gli
estremi sulle parallele per P,_, e P, all’asse y. Consideriamo un #, che
abbia ambedue gli eslremi sulla stessa parallela all’asse y per P._, o per P,,.
o per esso, x, =x, e la (7) dd

1 2
7\»1 f I : + h’ ' b
CcOS g ‘
Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXX. 24
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. r
e per essere h <38 cos g,
2 N
< e+ 0.
m, cos

Ma poiche 8, ha almeno un punto appartenente a q,, & %, = 23: dunque

I, > % m, O cos % ,

e il numero N’,, dei 8, ora considerati, dovendo essere minore o uguale a

PN

I1,, diviso per il piu piccolo dei valori Ig,, & minore di
2 Ia,.

r
dm, cos 3

Consideriamo gli archi g, che hanno un estremo su una delle due pa-
rallele all’asse y per P,_, o P,., e l'altro sull’altra di queste parallele. Se di
tali archi ve n’¢ piu di uno, siano By e 5 due di essi scelti in modo che
fra- I'uno e Paltro non ne esista aleuno della stessa specie.

Per fissare le idee, supponiamo che il primo estremo di £, sia sulla pa-
rallela all’asse y condotta per P,_, ed il secondo su quella per P,,,. Siccome
I'arco «,, a cui appartengono g e fx, non ha punti esterni al rettangolo R,
gli estremi di £ dovranno trovarsi, il primo, sulla parallela ad y per P,y
e il secondo su quella per P,_,. Eseguiamo un cambiamento di coordinate
facendo ruotare gli assi di un angolo tale che il punto medio di 1”,_, ri-
sulti dato da o' =1, y’=0. Siano, in questo nuovo sistema di coordinate,
(%, Yo) € (,, ,) il primo e il secondo estremo di £, e (&y, Yo) € (£,, 1)
il primo e il secondo estremo di £3.

Per quanto abbiamo osservato sulla posizione degli estremi degli archi
fm e B, la distanza fra (z,, g}o)' e (@,, ¥,) risulta minore di h e altrettanto
quella fra (x,, y,) e (%,, ¥,). Applicata la (4) a £m e £z, otteniamo

r

1 — X =1, COS 9 N,
= = I‘ [
T, — Lo == \5; cos 3 V',
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e sommando

Vit rm=— VA VEt B B —F | =
r| . |
COS —
;
1 " N '
COS@

. r
ossia, per essere h<<3J cos 3’

Vo +2m =

1 Ve =
= (VA VE) 20,

COS @

Di qui deduciamo

) 2 ” ., N
T A = - M m+2Va)+ 29,
- oS

Le,

e poiche su P’ e f'% € F=um,,

9
N = ——— (Tp; +Tg) + 28
0, €OS :

D’altra parte, poiche la distanza fra i punti (&%,, ¥,) e (@,, #,) € almeno
39, e altrettanto quella fra (%,, y,) e («,, ¥,), abbiamo

7;—’—‘)\:%68,
onde

Ip + Tp==20m, cos% .

Il numero N”,, degli archi 8,, considerati ora & dunque non superiore a

; I¢s+ 1.
" r
3 m, cos -

2

Per quanto abbiamo gia rammentato circa gli estremi degli archi g,,

negli N',,+ N”,,. archi gid considerati sono compresi tuttii g, ad eccezione
al piu del primo e dell’'ultimo di essi.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



180

Tonelli: Criteri per Uesistenza della soluzione

E quindi

N, =N, +N, +2

3
——F‘ Idls—l_ 3.

d in, COS 3

N, <

Da questa disuguaglianza e dalla (8) scende

| 1%
I, = = - Io, 4123 ).
cos g | m,cos

2

Questa disuguaglianza, dimostrata per »r =0, 1,..., n, resta stabilita sen-
z’altro anche per il rettangolo ¢',, che si trova nelle stesse condizioni dei
q, (r=20, L,..., n). Per i due rettangoli q¢", e ¢,, essendo in essi sempre
F =/, per ogni coppia normalizzata. (&', y’), si ha che le lunghezze 1", ,, I

)

S ! .
delle parti di «, in esse contenute, sono ambedue fm'l"“' Se dunque in-

dichiamo con m il minore dei numeri m/, W'y, m,, m,,..., m,, abbiamo che
la lunghezza I, di «, soddista alla disuguaglianza

1 Q24+ 1442
1, << — 24140 +2)

, 1 n
cos

L,+12(r+2) 8].

9

Di qui e dalla (2) deduciamo che la lunghezza complessiva di tutti gli
arclii «, € minore di

1 [(30+ W h 89 419 (n4-9) 3] .

Tolti gli archi «,, restano sulla C degli archi in ogni punto dei quali &
sempre, per tutte le coppie («, y) normalizzate, F =m' > m, e la loro lun-
ghezza complessiva non supera

! 1.

He

Abbiamo dundque, per la lunghezza L della C,

2) ¢
re [<31+14n)z4q—%48<»t+-”10+loz(nw)s].

2
COS 9
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Se poniamo
Hi)= 1 [@L+MMh+%8m+ﬂW

h.m

z—}—l"_)(n—}—Q)S],
cosZ§

abbiamo cosi, per ogni curva C di K,
L<<H()

ed e verificata la (1) del n.° 10, e l'esistenza di almeno una curva minimante
in K & provata.

In quanto precede, al segmento a pud sostituirsi una qualsiasi curva
continua, aperta, priva di punti multipli, dotata ovunque di tangente varia-
bile in modo continuo; puod anche sostituirsi un gruppo di un numero finito
di tali curve aventi, due a due, al pitt un sol punto comune e in modo che
con archi di esse non possa mai formarsi una curva continua chiusa. Te-
nendo conto di quanto si & dimostrato al n.° 12 pud dunque enunciarsi il

TEOREMA. Se I, & un integrale quasi-regolare semidefinito positivo nor-
male e se il campo A e limitato e tulti gli zeri della F' costituiscono :

1.%) un numero finito di curve continue aperte, prive di punti multipli,
dotate ovunque di tangente variabile in modo continuo, aventi, due a due, al
pite un punlo comune e lali do non formare mai, con alcuni o tulti ¢ loro
archi, una curva chiusa ;

2.9 degli insiemi ovunque non densi (linearmente), disposti su un nu-
mero finito di curve continue dolate ovunque di tangente variabile in modo
continuo, avenli con le altre curve sopra indicate al piit un numero finito di
punti comuni;

allora, in ogni classe complela di curve C, esiste almeno una curvae
minimante I, . . y

Esempio. Sia la F definita, in tutto il piano (z, y), nel seguente modo:

’

— ST Y .
\ F=yx"+y 1-1(—%2?/2
E
1
F, = T\
(wrz_l_yfg)‘:l

e percid, per ogni coppia (2, y') normalizzata, & sempre F, >0, F=0. Per
le stesse coppie e per ogni punto (x, y) tale che x y—-—-0, & inoltre F>-0;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



182 Tonelli: Oriteri per Uesistenza della soluzione

per x =0 oppure y =0 &, infine, F=0 quando sia &’ =0, y=1e F>0
per ogni altra coppia (x, y) normalizzata. In virtu del teorema dimostrato
lintegrale I relativo alla F qui considerata ammette dunque almeno una
curva minimante in ogni classe completa di curve C contenute in un campo 4
limitato.

Si vede facilmente che il teorema dato pitt sopra vale anche se tulti gli
zeri della F costituiscono una curva continua chiusa, priva di punti mullipli,
dotata ovunque di tungente variabile in modo continuo, purché le curve della
classe considerata abbiano, se aperte, gli estremi ambedue inlerni o ambedue
esterni al campo limitato dal luogo degli zeri della F, e se chiuse, infiniti
punti ciascuna non appartenenti a tale luogo; e purché ancora, sopprimendo
da una qualunque curva della classe uwna qualsiasi sua parte costituenle di
per sé una curva chiusa, rimanga sempre wne curva della medesima classe.

Esemp1o. Si presenta il caso qui contemplato se &

’

— Y )
P — =y

E infatti, per questa F,
F=—1_,

(wlz _l— yre )T

e per ogni coppia (x', y') normalizzata si ha sempre F, >0, F=0, con F >0
per le stesse coppie e per ogni punto (x, y) non appartenente al cerchio
o'+ y*=1. Per i punti di tal cerchio & poi F=0, se «' =0, y' =1 e sol-
tanto per questa coppia normalizzata.

§ IV.

GLI INTEGRALI QUASI-REGOLARI SEMIDEFINITI NORMALL
b) GLI ZER! DELLA F RIEMPIONO DELLE AREE.

14. Teorems. Se I, é un integrale quasi-regolare semidefinito positivo;
se il campo A ¢ limitato e le coppie (', y') normalizzate che annullano la F
in qualche punto di A appartengono tutte ad un arco y della circonferenza

x® 4+ y* =1, di lunghezza minore di =;
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in ogni classe completa di curve C esisle alineno una curva mini-
mante I,.

Sia K una qualsiasi classe completa di curve C, e considerata una qua-
lunque curva C della classe, indichiamone con x, e x, le ascisse degli estremi
— primo e secondo, rispettivamente — se tale curva & aperta; in caso con-
trario, siano x, e x, ambedue uguali all’ascissa di un punto qualunque
della curva. Possiamo supporre, senza nuocere alla generalitd di quanto vo-
gliamo stabilire, che I'arco y dell’enunciato abbia come punto medio &'= 1,
y = 0. Se, infatti, cosi non fosse, basterebbe, per ricondurci a questo caso,
operare una trasformazione di coordinate (semplice rotazione degli assi «
e y atlorno all’origine). Indichiamo con ¥’ un arco della circonferenza
" 4+ y* =1, di lunghezza minore di =, avente come punto medio anch’esso
=1, y =0, e contenente nel suo interno tutti i punti di y (gli estremi
di y sono dunque distinti da quelli di y); abbiamo

€Ly — Ly = ‘ x' (s)ds,
JC
e indicando con C’ la parte di C in cui (®'(s), ¥ (s)) appartiene all’arco ¥’
e con C” la rimanente,

w,—m(,:f w’ds—i—J x'ds.
C’ CI/

Sia L la lunghezza delle C, e siano L/, L" le parti di L che spettano a
C’, C’, rispettivamente. Possiamo scrivere

’
@, — x, = L’ cos Z’) — L', (1)
dove ¥y’ rappresenta la misura dell’arco indicato con la stessa lettera, e
quindi

vt (1 =)

9

=

COS

Detta A la massima distanza fra due punti qualunque del campo 4, ab-

biamo anche

L=—1 (1)

COS -
2
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donde

L=L+L"= ! - (21" + A).
cos 4
Osserviamo qui che il minimo m della funzione F, per ogni punto di 4
ed ogni coppia (', ') non interna all’arco v, &, per le ipotesi fatte, maggiore
di zero. E dunque
mIL" =1,
e

L= 1,(Qa+g. )

Da questa disuguaglianza e da cid che si & detto al n.° 10 scende quanto
abbiamo affermato.

Come corollario si ha:

Se il campo A é limitato ed ¢é

F=f(x, y) G, y),

con >0, G=0, G, =0, senza che sia G, =0, in ogni classe completa di
curve C esiste almeno una curva minimante 1.

Le copplie (2, y') normalizzate, che annullano G, appartengono tutte ad
un arco della circonferenza «” + ¢* =1, minore di =, per quanto si & osser-
vato al principio del n.° 13, e altrettanto deve dirsi di quelle che annul-
lano la F.

Esempro. Sia

F=(1+a +y) (Va" +4° —y).

Posto f(xy)=1-+x"4y*, G (2, y)=Ve"+y* —y, &, in tutto il
piano (z, y), f>0, G =0,
1
G =——-5>0,
o
e, in ogni classe completa di curve C appartenenti tutte ad un campo limi-
tato 4 del piano (x, y), esiste sempre una curva minimante I'integrale

| 1+ + ) ("o —y)ds.
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15. Il campo A,. Chiameremo campo 4, un campo 4 (n.° 1) tale che:

— considerata una sua qualunque curva C (n.° 1) e preso ad arbitrio
un numero positivo g, sempre esista una poligonale tutta composta di punti
di 4, appartenenti ordinatamente all’intorno (p) della C ed avente una lun-
ghezza diversa da quella della C per meno di p;

— oppure che, considerata una sua qualunque porzione limitata 4', la
funzione F possa definirsi in un nuovo campo A", conteneute come punti
interni tutti i punti di 4, in modo che in tutto 4” la funzione stessa con-
servi gli stessi caratteri ammessi per A.

Nel secondo caso, ¢ evidente che un campo 4 pud essere un campo 4,
per una data funzione F e non per un’altra forma di tale funzione.

16. TroruMA. Se I, & un integrale quasi-regolare semidefinito-positivo;

se il campo A, & limitato ed é sempre possibile di condurre un numero
finito di rette parallele in modo che, per ciascuna coppia di tali parallele,
consecutive, esista un arco della circonferenza x” - y* =1, di lunghezza mi-
nore di =, al quale appartengano tulle le coppie (x', y') normalizzate che an-
nullano la F in alimeno un punto di A,, giacente nella striscia limitata dalle
due parallele considerale; _

in ogni classe completa di curve C di A, esiste alineno una curva mini-
mante I,. '

a) Per fissare le idee, supponiamo che il campo 4, verifichi la prima
delle due condizioni indicate al n.® 15, e cominciamo con 1'osservare che,
se y & un qualsiasi arco del cerchio ™ + y” =1, di lunghezza minore di =,
lunghezza che indicheremo con la stessa lettera y, considerata una qua-
lunque curva continua e rettificabile del piano (x, y) — appartenente o no
al campo 4, — di lunghezza L, si ha

1

COSs A‘é—

L= (2 L"+p), (h

dove L” indica la parte di L che corrisponde ai punti della curva presa in
esame nei quali i coseni direttori della tangente alla curva stessa, a’(s) e
¥ (s), costituiscono un punto (x, ') non appartenente all’arco vy, e p & la di-
stanza fra gli estremi della curva. La dimostrazione della disuguaglianza
scritta € identica a quella data per la (6) del n.° 13.

b) Cid premesso, possiamo, senza nuocere alla generalitd del risultato
che vogliamo stabilire, ammettere che le parallele di cui si & detto nell’e-
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nunciato, siano perpendicolari all’asse delle «; a questo caso ci si pud sempre
ricondurre con un semplice cambiamento di coordinate.

Sia, allora, (@, b) un intervallo dell’asse « che contenga come punti in-
terni le proiezioni ortogonali, su tale asse, di tutti i punti di 4,, e si sud-
divida quest’intervallo in parti, tutte fra loro uguali e sufficientemente pic-
cole in modo che, presa comunque una terna di parti consecutive, le coppie
(o, y') .normalizzate che annullano la F' in almeno un punto del campo 4,,
proiettantisi ortogonalmente su un elemento della terna stessa, apparten-
gano tutte ad uno stesso arco y del cerchio x® +4-y* =1, di lunghezza mi-
nore di =. Siano a = x,, ®,, ©,,..., €, = b, 1 punti della suddivisione operata
(nell’ordine stesso in cul si presentano su (a, b)), e si rappresenti con ¥, I'arco,
ora indicato. corrispondente alla terna (x,_,, «,), (®., ®,.,), (@€, 11, ©,4s). Per
ogni arco vy, se ne costruisca un altro, ¥'., avente lo stesso punto medio, ap-
partenente allo stesso cerchio, e di lunghezza minore di =, ma maggiore di

. .. . - . .y . . .
(quella di y,, e si indichi poi con o un numero positivo minore di g € Mmi-

nore anche della metd della piti piccola delle differenze fra = e le lunghezze
del y’,.

Diremo che un intervallo (x,, x,..,) & di prima specie se I'arco ¥, corri-
spondente non contiene punti dell’arco della stessa circonferenza, di lunghezza
2w, avente come punto medio &' =0, y' = 1; lo diremo, invece, di seconda
specie se Y, non contiene punti dell’arco di lunghezza 2w, pure della me-
desima circonferenza, avente come punto medio z'=0, y'=1. Ogni inter-
vallo (x,, @«,,), che non sia di prima specie, sard allora di seconda specie, e
viceversa; e potranno esistere intervalli («,, «,.,) contemporaneamente di
prima e di seconda specie.

Diremo che un intervallo (x,, «,.,) & di specie unica se & di una delle
due specie dette, ma non dell’altra.

Due intervalli dei quali uno nonr di prima specie e I'altro non di seconda
‘specie, li diremo di specie essenzialmente diversa.

Per la costruzione stessa degli archi y',, & possibile determinare un nu-
mero m >0 tale che, se (&, y¥) &€ un punto qualsiasi di 4, e (x,_,, ®,;,) (¥) &
I'intervallo, della suddivisione pit sopra operata, che contliene %, per ogni
coppia («, ¥') normalizzata non interna all’arco y’, sia

F ('1;’ ’y’ mlv y')>m. (Q)

(*) Per »==0 si sostituird, a questo intervallo, (.r, ®rie), €, per r=mn —1, (2r—y, Lri1)-
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¢) Consideriamo un qualsiasi intervallo (»,, #,,,), di prima specie o
contiguo ad uno di prima specie, e siano » e 1’ due segmenti orientati, ap-
partenenti interamente al campo A,, proiettantisi ortogonalmente su uno
stesso segmento (che puo ridursi eventualmenie ad un punto) di (w,, x.4,),
aventi come primi estremi, rispettivamente, P, ¢ P,, come secondi estremi
P, e P/, e tali che P,/ abbia asrissa uguale a quella di P, e ordinata mag-
giore, e P, ascissa uguale a quella di P, e or-
dinata minore di quella di P, aumentata della .
differenza tra le ordinate di P,” e P,. Indichiamo ’\/
con d la differenza tra le lunghezze dei due seg-
menti P, P/, P, P/, il secondo dei quali sara
considerato come avente lunghezza positiva o
negativa a seconda che P, avrd ordinata mag-
giore o minore di P,. Se per P, conduciamo
un segmento A uguale e parallelo a P, P, e in-
dichiamo con P, il suo secondo estremo, la dit-
ferenza & risulta uguale alla lunghezza del seg-
mento P,/ P,. Sia « il minore degli angoli che
il segmento orientato 1 forma con la direzione
positiva dell’asse y; o« il minore degli angoli
che con la stessa direzione forma A"

Sia « =w. Se &, inoltre, ' = v, dal triangolo P, P, P, risulta < + A,
dove indichiamo con X e A" anche le lunghezze dei due segmenti orientati,
e percio, per la (2),

?l

A
S

3<1—(I)+Ir)’

m

ed anche a fortiori,

1
0 << ——— (L -+ 1)) 3
<msenw(1+ ) ( )
. . , I3 . ‘
Se, pur essendo sempre « <, & Invece o < a' =< o > dallo stesso trian-

golo risulta
rsen (« —+ &) A

8 Sl 7 L]
sen « sen w

onde

1
d< i sene D
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. . < 13
e quindi ancora la (3). La quale vale pure se & a = o, oc'>—9—, per essere,

in tal caso, 3<T=’A<% 5.

Sia ora o <<« = — w. Siccome i punti del cerchio @” + y” = 1 che de-
terminano le direzioni di 4 e 2" non possono appartenere ambedue a v/, che
ha lunghezza minore di = e che, per lipotesi fatta, non contiene il punto
o =0, ¥ =1, su uno almeno dei segmenti orientati » e ¥’ & sempre verifi-

’ ~7
cata la (2). Se cid avviene su ¥, & § = X .
sen «  senw
su ', dovra essere o’ > ed anche ' <w— o (perche « 4 &' <m, con « > )

A
onde § = ;
sen « sen w

; se invece ¢id avviene

; dunque vale ancora, in ambedue i casi, la (3).

T

Se &, infine, « > = 3

w, risulta (essendo 0 << )8< 2 e su A’ vale ne-

cessariamente la (2).

La disuguaglianza (3) & cosi dimostrata in generale.

Consideriamo ora un (x,, ®,,,) di seconda specie o contiguo ad uno di
2% gspecie e siano ancora : e 2’ due segmenti orientati, appartenenti al campo
4,, proiettantisi ortogonalmente su uno stesso segmento di (x,, «,.,,), aventi
come primi estremi rispettivameunte P,, P’, e come secondi estremi P, e P’,,
e tali che P’, abbia la stessa ascissa di P, ma ordinata minore, e P’ la
stessa ascissa di P, ed ordinata maggiore di quella di P, diminuita della dif-
ferenza fra le ordinate di P, e P’,.

La differenza d fra le lunghezze dei segmenti P, P, e P’, P, (il secondo
dei quali sard considerato come avente lunghezza positiva o negativa a se-
conda che P, avra ordinata maggiore o minore di P’)) soddisfa ancora alla
disuguaglianza (3), come risulta da un ragionamento identico a quello gia
fatto.

d) Sia, dopo cio, I una poligonale tutta costituita di punti di 4,, pro-
iettantisi ortogonalmente sull’asse @ in punti appartenenti a intervalli (x,,
x,y,) tutti di prima specie o contigui a intervalli di prima specie, avente gli
estremi, primo e secondo, P, e P,, ambhedue di ascissa uguale alla minima
delle ascisse dei punti di 1, e di ordinate, g, € y,, soddisfacenti alla disugua-
glianza y, <w,. Si conducano, per i vertici della poligonale, le parallele al-
l’asse y e si accoppino i latl o le parti dei lati -di I che si trovano com-

a

prese fra parallele conseculive; si applichi tutte le volte che & possibile la
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disuguaglianza (3) e si sommino le disuguaglianze cosi ottenute; si avra

1
Y, "?Io<m—';en In.

L’ipotesi ammessa che lascissa comune degli estremi P, e P, sia la mi-
nima delle ascisse dei punti di I, pud sostifuirsi con T'altra che essa sia
invece la massima. St conclude percio che la disuguaglianza precedente vale
qualunque sia 'ascissa comune degli estremi della poligonale.

Dalle poligonali possiamo passare ad una qualunque curva C del campo
A,: ed infatti, per le ipotesi fatte sul campo 4,, preso un numero positivo
2, ad arbitrio, esiste almeno una poligonale II, tutta composta di punti di 4,,
appartenente ordinatamente all’intorno (p) della C ed avente lunghezza di-
versa da quella della C per meno di p; al tendere di p a zero, la lunghezza
della 11 tende percio a quella della C e, come & ben noto (¥), anche Iz tende
a I, Possiamo dunque affermare che, se gli estremi della curva ¢ hanno
ordinata, il primo, uguale a y,, e il secondo, uguale a y,, ed & y, <<y,
(yo>>1y,), e se i punti della curva si proiettano ortogonalmente sull’asse « su
intervalli (x,, @«,;,) tutti di prima (seconda) specie o contigui a intervalli
di tale specie, &

2
0 sen o

Yy — Yo <<

e SCIl W

2
I, (y <2 Ic). *)

e) Occorre stabilire un’altra disuguaglianza.

Siano (wx,_,, «,) (x,, ®,,,) due intervalli contigui di diversa specie (non
necessariamente di specie essenzialmente diversa). Per ogni punto di d,, di
ascissa appartenente a (x,_,, »,,,) e per ogni coppia (', ) appartenente ad
uno qualunque dei due archi, di lunghezza 2o, della circonferenza «” +y* =1,
aventi come punti medi «'=0, y =1 e &’=0, y'=—1, & sempre, per la
(2), F>m. Ed infatti, il primo degli archi ora indicati & esterno comple-
tamente ad uno (almeno) degli archi y,_,, ¥,, ed altrettanto il secondo.

Possiamo aggiungere che la F>>m vale anche per ognuno dei punti di
-, or ora indicati e per ogni coppia («, ) di quello degli archi che restano
su & -+ ¢y * =1, quando si tolgano gli archi detti di lunghezza 2w, il quale
contiene la parte comune a y',_,, y,.. Se dunque C, e C, sono due curve C
di 4, i cul punti abbiano ascisse tutte appartenenti a (x,_,, «,.,) ed i cui

(*) L. TonNELLI, Successioni di curve e derivazione per serie. (Rend. della R. Accad. dei
Lincei, 1o semestre 1916).
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estremi, primo e secondo, siano, per C,, di ascisse @,_, € @,,,, rispettivamente,
e per C, di ascisse x,,, € x,,,, allora, per la disuguaglianza (1) del n® 14, &

'

@, — ®,_, = Lyseno — L',

r—1 —

®,_; — X =Ly seno — L',
donde

L'l + L, = (Lux + L”z) 9

Sen @

L+ L, = (Ze,+1c)- ()

msen o

f) Per procedere poi speditamente alla dimostrazione del teorema
enunciato, occorre ancora di fissare una particolare decomposizione in parti
dell’intervallo (a, b).

Supposto, per fissare le idee, che (x,, ,) sia un intervallo di prima
specie, sia (@, @rps)y @iy L) (@rgay ©40) la prima terna (se esiste) di
intervalli consecutivi («,, ,,,) ciascuno di specie unice e tutti di seconda
specie. Allora (®,,_, ®,,) & di prima specie (di specie unica o no). Indichiamo
con 3, liatervallo (#,_., ®,..). Sia poi (Z,,, @)y (Trpis Crpo)y @rpas Trots)
la prima terna (se esiste) di intervalli consecutivi, che seguono (,.s, @pys),
ciascuno di specie unica e tutti di prima specie; (x,_,, @,,) risulta allora di
seconda specie. (di specie unica o no) e indicheremo con 3, intervallo (x,,_,,
@,,.,). Osserviamo che i due intervalli 3, e 3, non hanno punti comuni e che
Pintervallo che 1i comprende, (#,_,, @), & composto tutto di intervalli (x,,
®,,,) di seconda specie o contigui a intervalli di tale specie.

Cosi proseguendo sino ad esaurire tutti gli («,, «,4,), otterremo un nu-
mero finito (minore o uguale a —g) di intervalli §,, &,,..., 3,_,. Qualora,
infine, risultasse r,, -+ 3 =n — 2, e gli intervalli (x,_,, #._.), (,_, ®,) fossero
ciascuno di specie unica e di specie diversa da quella di (wr, ;, @r, ,+1),
indicheremo con §,, I'intervallo (x,_s, @, )

Gli intervalli 3,, 3,,..., 3, risultano disposti su (a, b) nell’ordine scritto
e composti ognuno di due intervalli (,, ,,,), dei quali il secondo di specie
unica e il primo o di specie unica diversa da quella del secondo oppure
tanto di 1* quanto di 2* specie; e ogni intervallo, avente come primo estremo
il primo estremo di un J e come secondo estremo il secondo estremo del 9
immediatamente seguente, & tutto composto di intervalli (x,, ®,,) di una
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data specie o contigui a intervalli di tale specie. E la stessa proprietd vale
per P'intervallo che ha come primo estremo a e secondo estremo il secondo
estremo di J,, e per quello il cui primo estremo coincide col primo estremo
dell'ultimo § ed il cui secondo estremo & b.

g) Consideriamo ora una classe completa K di curve C, del campo 4,,
ed una sua qualunque curva C. Indichiamo con Cs, uno qualsiasi degli archi
della C i cui punti si proiettano ortogonalmente sul segmento 3,, con la
condizione che gli estremi dell’arco, e soltanto essi, si proiettino uno su un
estremo di 9, e laltro sull’altro estremo. Accoppiamo, se esistono, due di
questi archi, scelti in modo che il primo estremo dell’'uno e il secondo estremo
dell’altro si proiettino su uno stesso estremo di 3,. A questi due archi pos-
siamo applicare la disuguaglignza (9); se dunque associamo a due a due, nel
modo indicato, tutti gli archi Cs,, uno al pitt escluso se essi sono in numero
dispari, e facciamo c¢id per tutti gli indici s, la lunghezza complessiva degli

2
msen o
moltiplicato per la parte di I, che spetta a talt archi. Applicando poila (2)

archi di tutte queste coppie risulta, per la (5), non maggiore di

’

del n.° 14 {in cui porremo, in luogo di cos%z—, sen w) agli archi Cs, che non

figurano nelle coppie formate, otterremo che la lunghezza complessiva di
tutti gli archi Cs, &€ minore o uguale a
2 n A
1

msenwe ¢ ' seno’

(6)

dove A rappresenla la massima delle distanze fra due punti qualsiansi di 4,.
Possiamo trovare facilmente una limitazione al numero N degli archi Cs,. Ed
infatti, la lunghezza diciascuno di tali archi & sicuramente non minore del doppio

2(b— a)

di quella di (x,, «,.,), vale a dire di » e dalla (5) segue

2(b—a)(N—m) __ 2
n TTmseno

C»

n
m(b— a)seno

N=n-+ I. (7)

k) Togliendo dalla ¢ i punti interni agli archi C;, restano degli

archi, che indicheremo nell’ordine stesso in cui si presentano sulla C, con
Ci, Cyyoo.y Cy dove & N'= N 1.
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Le ascisse degli estremi di un C,(s=1, 2,..., N’) sono una l'estremo
destro di un 3, = («,,_,, «,,.,) e laltra I'estremo sinistro di 3., ; e le ascisse
di tutti gli altri punti di C, sono tutte maggiori di «,,, e tutte minori di
N Pud esservi in cid un’evidente eccezione per il primo estremo di C,,
se esso coincide col primo estremo 1, della C e per il secondo estremo di
Cyx, quando questo secondo estremo coincida con quello M, della ('; e se
per esempio, ascissa di M, & minore di «,_,, il secondo estremo di C, sard
di ascissa «,, , e le ascisse dei punti di C, saranno’ tutte comprese fra x,
e @,.., estremi esclusi.

Osserviamo subito che i punti di C, di ascissa compresa in (@, 1y X0y 1)s
estremi esclusi, costituiscono un numero finito od un’infinitd numerabile di
archi aventi tutti gli estremi di ascissa @,,,,, con cccezione al pitt per quelli
dei punti M, e M,, se tali punti appartengono a C, ed hanno ascisse con-
tenute nell’intervallo indicalo. A tutti questi archi, ad eccezione al piu di
quelli che hanno un estremo in M, o in M,, si pud applicare la (1) del

4
n® 14 (sostituendovi CO@YQ con sen w) e scrivere

"
H

A

T senw

mentre per quelli eccettuati si ha, per la (1),

1
l=
sen o

(21 + 4).

E poiché (x,,_,, @, ) & uno degliintervalli 9, (w,,_,, x,,) e (x,,, @, )
sono di specie diversa e, per quanto si ¢ gid osservato in e), si deduce che
la lunghezza complessiva di tutti gli archi indicati & minore o uguale a

2 2A

msena & + seno’

e la lunghezza complessiva degli stessi archi e degli analoghi relativi al-
*: N b . . .
Iintervallo (x,,, ., ., ) & minore o eguale di

& I—l—QA

msenw @ senw
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Per ottenere una limitazione superiore per la lunghezza L, di C, restano
a considerarsi 1 punti di tale arco che hanno ascisse appartenenti all’inter-
vallo (@, , @,, +1_,).

Rammentato che le ascisse dei punti di €, non escono mai dall’inter-
vallo (w,,_', ., 11), il quale risulta composto di intervalli («,, «,.,) tutti
di una data specie o contigui a intervalli di tale specie, prendiamo a consi-
derare un (x,, «,,,) contenuto in (,.,, oc,.‘,+l_,).

I punti di C, le cui ascisse appartengono a (x,, «,,,) appartengono tutti
a quegli archi di ¢, i cui punti interni hanno ascisse interne all’ intervallo
(@, +, ®,.4.), I cui estremi, fatta al pit eccezione per M, e M, , hanno ascisse
uguali a «,_, o a «,,,, e che contengono eciascuno almeno un punto di
ascissa appartenente a (a,, @,4,). Questi archi, avendo ognuno lunghezza
non inferiore a quella di (x,, «,;,), sono in numero finito. Congiungiamo il
secondo estremo di ciascuno di essi con il primo del primo arco successivo
(considerando tali archi nell’ordine in cui si presentano su () mediante
segmenti rettilinet (tutti paralleli all’asse #); avremo cosl una curva che indi-
cheremo con @, (non necessariamente tutta contenuta in 4,), mentre, invece,
indicheremo con C,, la sua parte (non continua) composta degli archi di C,.
Sia p la lunghezza di uno qualunque dei segmenti rettilinei aggiunti, agli
archi di C,,, sulla parallela per «,._, all’asse y, per formare d&,,; e sia p
quella di uno qualunque dei segmenti, della medesima parallela, che con-
giungono il secondo estremo di un segmento aggiunto col primo estremo
del segmento immediatamente successivo. Intenderenio che p e p siano positivi
o negativi a seconda che i segmenti di cui danno la lunghezza sono diretti
verso 'alto o verso il basso. Avremo allora che la somma ¥ p + X p esprimerd
la differenza fra le ordinate ey di due punti determinati di d,,., ambedue
di ascissa «,_,: ¥ p 4+ Y p =y —7y. Rappresentiamo con ¥* p, ¥ p le somme
dei p e p positivi, con ¥~ p, ¥ p quelle dei p e p negativi. Supposto che glhi
intervalli («,, «,,) contenuti in (x,,_,, @, 1) Siano tutti di prima specie o

contigul a intervalli di prima specie, abbiamo, per la (%),
— 2
+ +
TPtk p<msenmIC"
ed anche

Yipl=Xtp+Sto+T—v ,
=3¥"p+ Tt p+a,
9
< —=— I+,

m sen w
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onde

<<

A .

m sen ola 83

- la quale disuguaglianza si prova in modo analogo se gli intervalli (z,, @,,,)

contenuti in (x,,._,, «,, +.+') sono tutti di seconda specie o contigui a inter-
valli di seconda specie.

Indicando con ¢ la lunghezza di uno qualunque dei segmenti della pa-

rallela all’asse y condotta per Toyry, analoghi a quelli di lunghezza p gida cou-
siderati, abbiamo anche

El—q—l< ICs+A7

m sen »
e percio

SIB|+31E] < —— I, 424

msen w

Se dunque applichiamo alla curva @,, la disuguaglianza (1), abbiamo

&£, =

24.,.+ 4)

sen o

= QI 1 e3|F| 287+ )

1 " 16 .
= oo (2 e o 94
donde
1 I, 16
L"”**senm(gﬁ—*-msen I"’+5A)
18
. <msen2w(10‘+m'A)'

Da cid segue che la parte di L, che spetta ai punti di C, aventi ascissa
appartenente all'intervallo (w,,.., @, _,) & minore di

18 n

sent e, Qe+ mA),

e che, tenendo conto di quanto gia abbiamo stabilito, &

22n
Ls<m(1cs+(m+1) A)-
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Il numero degli archi C, essendo N’ = N+4-1, dalla (7) deduciamo

o 9 '
I, < 22 n I—{—Q n(n—{-l)(m—}—l)A(l+ 1

1.1-
msen’w ¢ m sen® o mb—a)seno

Infine, tenendo presente la lunghezza complessiva di tutti gli archi Cs,,
che non supera il numero dato da (6), si puo scrivere

2% n W2nn-+1)m+1Ha(, 1
m sen’ o L m sen’ o (‘ T (b a)senon I") '

L<

Questa disuguaglianza prova, in virta del n.® 10, il nostro teorema.
Esevpio. Sia la F definita, in tutto il piano (x, y), da

1 |

- [
T2ty

\

F Ve -yt —a'cosx  y'senw

E sempre, per ogni coppia (¢, y') normalizzata,

_ 1 1 .
Ul ey ;>0’
m,2—|—'yl2 2

inoltre, per ognuna delle coppie dette, ponendo

’

@x Y
COSZ=—12__'—_—_1_;3 Sen“z——?.__=—m9
Vo +y Vg
é, qualunque sia (x, y),

|

le——*-—?——}———:l]—_? [1——COS (OL—.’B)JEO,

e la F si annulla solo per « = «, ossia per &' = cos®, y = sen x. Se dunque
. . . ™

conduciamo le parallele all'asse y aventi per ascisse w= g k, dove % as-
-

sume tutti i valori interi, positivi e negativi, ad ogni striscia del piano (x, y),
determinata da due parallele consecutive, corrisponde un arco della circon-

ferenza «” + y™* =1, di lunghezza ; » sul quale stanno tutte le coppie (&', )

che annullano la F in punti della striscia stessa. Le condizioni del nostro
teorema sono pertanto verificate per ogni campo A4, (n.° 15).
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17. Caso particolare. Dalla proposizione del n.° precedente scende il
seguente corollario: .

Se I; ¢ un integrale qunsi-regolare semidefinito-positivo normale e la
funzione F da cui dipende I, ¢ costante rispetto ad una delle due varia-
bili x, y, in ogni classe completa di curve C di A, esiste almeno una curva
minimante 1 integrale considerato.

Questo caso si presenta, ad esempio, se @

\/w'”—}—y"—m’cosac—y’senm:

Alla condizione che la funzione F sia costante rispetto ad una delle
due varviabili @ e g, si pud sostituire 'altra che la F, come funzione delle
due variabili indicate, dipenda soltanto da una loro combinazione lineare
ax + by, con @ e b costanti. Gio, per esempio, si verifica se si ha

_1y
ST 7

F=\x" 4 y” 4+« cos (& +y) + ¢ sen (& + ).

§ V.

GLI INTEGRALI QUASI-REGOLARI SEMIDEFINITI.
Cl/) GLI zERI DELLA F SONO IN NUMERO FINITO.

18. TeoreEMA. Se, in tutto il campo 4, &
F(x,y, @, y) =9 (@, y)Va* +y7,

con ¢ (, y) =0 in un nwmero finito di punti: P,, P,,...., P,, e ¢ (x, y) >0 in
tulti gli altri;

se, per ogni punto P, (s=1, 2,...n) ¢ possibile di delerminare tre nu-
meri posilivi, minori di 1, r,, h,, k,, in modo che, detlo v il valore assunto
dalla ¢ (x, y) in un punto qualunque @ di A, appartenente al circolo (P,, r,),
in nessitn puwito di A appartenente al segmento P,Q la ¢ abbin valore mag-
giore di o, e che la minima distanza ¥, da P, dei punti di A in cui é
o (#, ) = 9 ela massima distanza K, pwre da P,, dei punti di A, apparte-
wenti al circolo detto e in cui & 9 (x, y) =h, o, soddisfino sempre alla disu-
guaglianza R =k, +,
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se, infine, il campo A ¢ limitato e K é una classe completa di curve C e
tali che, se r ¢ sufficientemente piccolo, sostituendo, in una sua curva C qual-
siasi, ad un arco tutto contenuto nel circolo (P, r), la corda corrispondente,
si ottenga ancora wna curva della clausse;

Uintegrale I, aminette in K almeno una curve minimanle.

Per la dimostrazione ci limiteremo al caso di un solo punto P,, che in-
dicheremo semplicemente con P; I'estensione al caso generale & immediata.

Siano r, h, k i tre numeri, corrispondenti a P, indicati nella seconda
condizione dell’enunciato. Possiamo ritenere r gia rimpiceolito In modo da
soddisfare a quanto richiede la terza condizione.

Essendo sempre, in 4, ¢ =0, se ¢ & una qualsiasi curva di K, & I,=0.
Il limite inferiore ¢ di I; in K & pertanto non negativo. Detto » un intero
positivo, indichiamo con W, l'insieme di tutte le curve di K che soddi-
sfano alla ‘

o1
Icfz—i—%, (1)

curve che esistono certamente, perche, in caso contrario, il limite inferiore
. . A |
risulterebbe maggiore di i

Considerato un circolo (P, p) e dette L e I, rispettivamente la lun
ghezza totale della curva C e quella parte di L che spetta ai punti di C non
interni al circolo (P, p), &

Io=mnp Ly,

dove m, indica il minimo valore che la funzione ¢ assume nei punti di 4
ron interni al circolo considerato, minimo che & maggiore di zero. Se la C
appartiene a 1,, & anche, per la (1),
L 4L(i+i)<L(i—|—Q) 2
£ = m, n| “m, ’
Possono presentarsi tre casi.

1’ caso: & possibile determinare un valore di p, 3, in modo che, per qua-
lunque n, esista sempre in W, almeno una curva tutta costituita di punti
non interni al circolo (P, g). Indichiamo, allora, con W’, I'insieme di tutte le
carve di W, che godono della proprieta detta. Per le (1) e (2), una qua-
lanque curva C’, di W', soddisfa alle disuguaglianze

| . 1.
Ic'néz_l_", Ln<ﬁ:(z+2),
P
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dalle quali si deduce Uesistenza di almeno una curva minimante I, col ra-
gionamento usato al n° 8.

2° caso: per quanto piccolo si prenda p e comunque si scelga n, esiste
sempre almeno una curva di W, tutta contenuta nel circolo (P, p). Vi & al-
lora una curva minimante I, la quale si riduce al punto P. '

3° caso: comunque si prenda p, purche sufficientemente piccolo, si pud
sempre determinare, in corrispondenza di esso, un % in modo che, per ogni
n>>n, su ogni curva C, dell’insieme W, esistano sempre punti interni e
punti esterni al circolo (P, p).

@) Sia, in tal caso, supposto ¢ <<r e »n>n. Detto A, il primo punto
della C, (curva qualsiasi di W,) non interno al circolo (P, ) (*), si indichi
con C{ il massimo arco della C,, che contiene JM,, al quale non appartenga

nessun punto interno al circolo (P,%p). La lunghezza L{' di C® soddisfa,

per la (2), alla disuguaglianza

1
1) 5 [9
LY < m, (i+2),
3¢
ed anche, se m, & il pit piccolo numero maggiore di % e tale che, per n>>n,,
ogni C, abbia almeno un punto interno al circolo (P, —%—p), ed ¢ n>mn,,
alla

LY = %p.

Indichiamo con W Tinsieme degli archi C¥ relativi a tutte le C,. La
successione

)] ) &)
we ., WO, W

¢ composta di insiemi le cui curve sono tutte contenute nel campo limitato 4
e tutte di lunghezza inferiore ad un numero fisso. Per quanto si &€ rammen-

tato al n.° 2, vengono dunque a corrispondere ad essa una curva limite C'"
ed un’altra successione

1 1 !
we, W,..., Wo,...,

(*) Per ciascuna di quelle curve C che fossero chiuse si intenderd fissato un punto da
considerarsi come primo punto della curva.
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convergente uniformemente verso la ¢, dove W¢), & un insieme estratto

1 <. . . .
da un W(?:H di indice r =n. Ed & evidentemente,

1
mi
3¢

Lo =

(i+2).

PY

Detto W%)H I'insieme da cui & estratto W, indichiamo econ W, , I'in-
1
. . . . . . . (1) -
sieme di tutte le curve C,, di W (i cui archi C7 .. appartengono a
W). Avremo cosi la successione

m’l’ W2,17"-’ Wn,l”"
e qualunque curva C,, di W,, soddisfera alla disuguaglianza (1).

Sostituendo al cerchio (P, %p) Paltro (P, ) e alla successione degli

1
9:
insiemi W, quella degli insiemi W, ,, potremo, in modo analogo, costruire
una successione

Wi, Weoyooony, W,,..n,

”

dove W,, & un insieme di curve estratto da un W,,, di indice m = » e tale
che, detto W¢, I'insieme formato con gli archi C%, (analoghi a quelli C{)
delle sue curve, la successione

WS, Wy W,
converga uniformemente verso ura curva C® di lunghezza

1

1
2 €

L® =

(i+2),

m

)
avente C come arco parziale. Avremo, inoltre, soddisfatia la (1) per ogni
curva C,, di W,,.
Proseguiamo indefinitamente questo procedimento, sostituendo via via,

al circolo (P,% p) , gli altri (P, ;3 p) , (P, ;, 9) ..... Costruita la successione

Wiy Wegyooy W, ... 3)

”

risulta: 1°) che tutte le curve C,, di W,, appartengono ad uno stesso in-
sieme W, di indice m =n e soddisfano alla disuguaglianza

. 1
IC'om = z+7’b—; (4)
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2°) che, detto C¥, il massimo arco di C,, che contiene il primo punto della
curva non interno al circolo (P, g) ed al quale non appartiene aleun punto

interno al circolo (P, %p), e Indicato con W -I'insieme di tulti questi

archi, la successione
Wo, We,..., W9

nmy e

converge uniformemente ad una curva C* (di lunghezza finita e apparte-
nente ad 4); 3° che ¢ & tutta contenuta in C“*”, ha almeno un punto non
interno al circolo (P, p), ed almeno un estremo appartenente alla circonfe-

. 1 . .
renza di (P,js 9), e non ha alcun punto interno a questo secondo circolo.

b) Dimostriamo che la successione C, C®,..., C¥,... converge uni-
formemente ad una curva O, continua e rettificabile, di 4. Sia M il primo
punto di C non esterno al circolo (P, g). Se esiste un r, > 0 tale che, qua-
lunque sia s, nessun punto di C® che preceda M risulti interno al circolo
(P, 7o), allora 'arco di C*, che ha come secondo estremo M, ha lunghezza
inferiore ad un numero fisso, indipendente da s. Ed infatti, detto M il
primo punto di C%, per la convergenza uniforme di W& a C“, si pud de-
terminare, su ogni C%, un punto MM, tale che, detto M il prima estremo
di €3, gli archi C® (M®, M,,) convergano uniformemente, per #n — 0o, verso
C® (M@, M). Per ogni n maggiore di un certo indice, tutti i punti dell’arco

indicato di C¥ risultano esterni al circolo (P, 9 ro) e su essl sara sempre
o (@, y) >m,, con m, >0, onde
IC;(:;Z (M(S) Mom) > m, L,(»',Z [l‘[ﬁ'y}n, l‘[nnlv

nn’

L MG, M,,] essendo la lunghezza di C¥ (M, M,,), e per la (4),

LMY, M) < (i +9),

cid che prova che la lunghezza di C® (M@, M) & = "1&0 (1-+2).
Supponiamo ora che non esista il numero .. In tale ipotesi, comunque
piccolo si prenda £<C0, si trova sempre un s tale che, per ogni s >3, sul-
Parco C® (M, M) vi sono sempre punti interni al circolo (P, =). E si puo
anche scegliere un & > s tale che, per qualsiasi s >§’, nessun punto dell’arco
C™ (MO, M) sia esterno al circolo (P, g); ed infatti, in caso contrario, preso
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d

comunque un numero intero positivo p, prendendo s maggiore di 5 e suf-
ficientemente grande, si avrebbero su C“ (M“, M®) almeno p archi senza
punti comuni, aventi tutti ambedue glt estremi interni al circolo (P, ¢) e
tutti almeno un punto esterno a quello (P, p). E poiche, per la convergenza
uniforme di W alla C®, anche ogni C,,, per n sufficientemente grande,
avrebbe allora almeno p archi della stessa natura e quindi almeno p archi
di lunghezza non inferiore a 2 (, —¢) e darebbe cosi all'integrale I un va-
lore non inferiore a 2p (p —z) m, (. essendo il minimo della F in tutti i
punti di 4 non interni al circolo (P, ¢) e per ogni coppia (', y') normalizzata),
questo valore — essendo p arbitrario — potrebbe essere comunque grande,
contrariamente alla (4). Indichiamo con N il punto M, con 9, il valore
della ¢ sul punto N, e con N®" il primo punto di C¥, precedente M, tale
che sull’arco C (N®", N) sia sempre ¢ = h ¢,. Poiche, per s sufficientemente
grande, esistono su C® (M®, N) punti in cui la » assume valori piccoli
quanto vuolsi, esisterd un indice s, (sia esso il pil piccolo possibile) tale
che N¢»Y risulti interno all’arco C*? (M, M): in NV sard allora 3="hg,.
Detta 1, la lunghezza di C*’ (N®" N), avremo

I(l('l)(N('m)“v) < h Dy l, . (-))

Per una delle ipolesi fatte nell’enunciato del teorema, in tutti i punti
del segmento P M, la cul lunghezza sard indicata con %,, & ¢=19,, ed &
pereio

Loy <<, A, (6)
Affermiamo che non puo essere
IC("I)(N('D')’A') > IPN. (7)

Supponiamo, infatti, che la differenza tra il primo e il secondo membro
di questa disuguaglianza sia d > 0. Detto, per s sufficientemente grande,
Q un punto di C® (M“, N) interno al circolo (P, ¢) e non appartenente al-
l'arco C™ (N¢“»», N), si possono determinare, in virtl della convergenza uni-
forme di W) a C“, su ogni C& tre punti, @,,, N,,, N,,, tali che, per »
sufficientemente grande, N',, appartenga all'arco C¢) (Q,., N,,) e che, per

n -» oo, gli archi €3 (0Q,., ,,) convergano uniformemente a € (Q, N') e il
punto N',, converga a N®" Dalla semicontinuitd inferiore dell’ integrale I,
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(n.° 6), si ha, per ogni » maggiore di un certo 7,
Lo QN V) > Lot jy — o d

9
>1PN+jd

ed anche

1
‘IanNnn << IQN+ g d
e percio
1
Lg.vin <<(Iov — Ipn) + Ic(JZ(N'..,..N,.u) —3¢

1

<oy —1Ien) + Lo, v — 5 &

E siccome ¢ & arbitrario, la differenza gid seritta entro parentesi si puo

. .1 . .
rendere minore di F d, per ogni s sufficientemente grande, onde

1
1y,.N,., <1 ConQunan) G d.

"

Se dunque, nella curva C,, sostituiamo all’arco C,, (Q,. N,.) = C%(Q,. N.,.)
la corda @,,,,, e indichiamo con (’,, la nuova curva cosi ottenuta — curva
che, per la terza ipotesi del nostro teorema, appartiene anch’essa alla classe K ——
abbiamo

Lo <Iow— g d.

Ma dalla (4) scende

11
IC'W<1+W-§d,
la quale, dovendo essere verificata per ogni > n, contraddice alla detini-
zione stessa del numero- .
E cosi dimostrata I'impossibilita della (7). Dalle (5) e (7) possiamo percid
dedurre

h?1l1<<P17\19

A
WS ®)
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Indichiamo con N“" il primo punto di C“, precedente N“v", tale che
sull’arco C (N®?, N®") sia sempre ¢ =h (h9,) =h’y,, e con s, il pit piccolo
indice, maggiore di s,, tale che N®»® risulti interno all’arco C“? (M2, M):
in N sara allora 9 ="h"¢,, e detta I, la lunghezza di C® (N¢»?, N©®-")
e %, quella del segmento P N“" si avrd, per lo stesso ragionamento fatto
or ora,

A
1, L
<<y,
Cosi plroseguendo indefinitamente, avremo, per ogni intero positivo #n,
l <)\"
" b’
dove i simboli usati bhanno significati analoghi a quelli precedenti, ed il
punto N@®» (poiché in esso la ¢ (x, y) assume il valore h’¢, ed & h<C1)
tendera al punto P. Dalle disuguaglianze stabilite la lunghezza dell'arco C%»
(N @0 NCa-on=0) pisulta data da

l
l1+l2+"‘+l,.< h ()‘n_i_7\2+"‘+7‘,,)o

Ma per la seconda delle ipotesi del teorema & 2, =%k2%, e in generale

Ao =kx_;, =k} percio

n—1i

)\l 2 n—1 )‘1 1
ll+12+'..+ln< hj(l_*—k—*_k-_{_l'.h*—k )<E'1_k'

per essere k<1. Ora N®» tende, per n —> o0, a P e C® non ha punti in-
. . 1 . .
terni al circolo (P, ,, ¢]; dunque, preso comunque s, si pud determinare

in modo che M risulti interno all’arco C® (N®% J[) e cid prova che la lun-

. . . A
ghezza di C® (MY, N) resta sempre inferiore a f(l%—fi) e che resta sem-

pre inferiore ad un numero fisso anche la lunghezza di C® (M@, 3)

[n modo analogo si prova che, detto M/ il secondo estremo di €, auche
Parco C® (M, M®) ha lunghezza sempre inferiore ad un numero fisso, onde
si conclude che altrettanto accade della lunghezza di tutto C* e che la sue-
cessione C, C®,..., C",... converge uniformemenle ad una curva (', con-
tinua e rettificabile del campo A.
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¢) Rappresenteremo, nel seguito, ¢ con «”, e diremo @, e @, i suoi
estremi. Da quanto precede segue che ogni punto interno di « & distinto
da P e che, su tale arco, vi & almeno un punto non interno al eircolo (P, ¢)
ed un estremo coincidente con P; segue anche che se il primo estremo @,
(od il secondo @,) non coincide con P, i primi (o secondi) estremi degli archi
C® coincidono tutti, da un certo s in poi, con @, e che i primi (secondi)
estremi degli archi 0§ coincidono anch’essi, da un certo s in poi, coi primi
(secondi) estremi della curva C,,.
Su ogni C,, indichiamo con M il punto ME di indice s piu alto, se
la C,, non figura in tutti gli insiemi W,,, e in caso contrario, il limite di M@
per s-— oo. Per considerazioni gia fatte in b), preso ad arbitrio un >0,
possiamo affermare che esiste un s’ tale che, per ogni s>s" e per ogni n
maggiore di un certo #', tutti gli archi C,, (MY, M&) — dove M) indica il
primo estremo di C,, — sono interni al circolo (@,, ) e tutti quelli C,,
(M&, M) sono interni al circolo (Q,, €).
Detto US) l'insieme degli archi C,, (M, MS?) relativi a tutte le curve
C,. di W,, mostriamo che la successione

1
U, Ul Uiy

converge uniformemente verso larco «!". Per la convergenza uniforme di C*
a 2, possiamo determinare un s”>>¢s" tale che la C“” appartenga ordina-
tamente all’'intorno (z) di «; per la convergenza uniforme di WE? (per — o)
alla 0“7, possiamo determinare un »”>n' tale che, qualunque sia %> #’,
tutti gli archi €%, di W§, appartengano ordinatamente all'intorno (¢) della
C*"; e poiché larco C,, (Mus, MS,)) appartiene tutto al cerchio (@, ¢) e
quello C,, (Mff,:), M,EZ)) a quello (Q,, ¢), ne risulta che, per ogni n> »n", tutti
gli archi di US) appartengono ordinatamente all'intorno (2¢) di «®. CGio di-
mostra la convergenza uniforme annunciata.

d) Sopprimiamo su ogni curva C,, di W,, tutti i punti precedenti M
e ragloniamo sugli archi restanti come gia abbiamo fatto sulle curve di W,; e
cosi proseguiamo finché & possibile. Verremo a costruire successivamente gli
archi «®, 2 . continul e rettificabili, clascuno dei guali ha tutti 1 suoi
punti interni distinti da P e ambedue gli estremi in P — fatta eccezione al
piit per il secondo estremo dell’ultimo — e contiene almeno un punto non
interno al circolo (P, p). Per considerazioni gida fatte in b), ne risulta che
questi archi « non possono essere che in numero limitato e il procedimento
indicato ha percio un termine.

(ec)
nnw
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Detta C, la curva costituita degli archi «, «®,..., presi nell’ordine de-
terminato dall’indice che li distingue, questa curva risulta continua e retti-
ficabile e appartenente al campo 4. Il procedimento seguito per la costru-
zione degli archi « conduce poi ad una successione

w, W,,.. W,.

di insiemi di curve della classe K — dove W, & un insieme estratto da un
W, di indice » uguale o maggiore — la quale successione converge unifor-
memente verso la C,. Questa curva C,, risultando curva limite per la classe K,
appartiene alla classe stessa, la quale, per ipotesi, & completa. Infine, soddi-
sfacendo ogni curva di W, alla disuguaglianza (1), a tale disuguaglianza sod-
disfa anche ogni curva di W, e la semicontinuitd inferiore dell’integrale I,
porta che sia I, =+ e quindi necessariamente Ip, =1i. La C, & dunque una
curva minimante I, nella classe K.

Eskmpro. Sia il campo 4 dato da un quadrato a lati paralleli agli assi
x e y, avente un vertice nell’'origine (0, 0) e contenuto fra le direzioni po-
sitive degli assi, e si abbia .

Fz, y, ®, y) =@+ y) va +y*

Nel campo 4 & @+ » >0 in tutti i punti eccettuata 'origine (0, 0), nella
quale &, invece, x + y = 0.
Su ogni raggio uscente dall’origine O, la funzione x4 y va continua-

P

| Bl . o
mente crescendo e, preso r comunque, b= , > k:ﬁ, risulta verificata la

seconda condizione del nostro teorema, perché la minima distanza da O dei

unti di 4, nei quali e x+y=9, & 2 , mentre quella massima & ,ed e
p q ? q P

Y

=Y

R @ ?
ercio r= T_ .
p \/‘2 ’ 2
In ogni classe completa K, soddisfacente alla terza condizione del teo-
rema piu sopra dimostrato, esiste dunque almeno una curva minimante !'in-

tegrale
[t 0

Esiste, in particolare, almeno una curva minimante tale integrale fra
tutte le curve continue e rettificabili che congiungono due punti dati o due
curve date ed appartengono al campo A sopra definito.
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19j 1.2 condizione particolare. La seconda condizione del teorema del
numero precedente é soddisfatta se, per ognuno dei punti P, (s=1,2,...,n),
esiste un intorno in cuila v (x, y) é definila (anche fuori del campo A) sempre
=0, con p=0 in P,, e finita e.continua insieme con le sue derivate parziali
dei primi due ordini, e se inoltre-in ciascuno dei punti P, U hessiano della ¢
e maggiore di zero. ‘
Abbia, il punto P,, le coordinate «,, 9,. Posto

x—x,=pCoSa, yY— Yy, =psenq,
abbiamo
¢ (2, y) =9 (w,+ pcos a, y,+psen a),

da cui, derivando, nell'intorno di (x,, ¥.),

J

a—-:’:cp,.COSa—kcpysen o,

62?—4) cos’x 4+ 20, coS « sen « ¢sen’ «
602 - Yax (ny (‘P *

Siccome & ¢ (x,, ) =0, e, in ogni altro punto di 4, di un intorno con-
venientemente piccolo di P,, per es. di un circolo (P,, ), ¢ (x, y) =0, la ¢
ha in P, un minimo relativo ed & pertanto

?1 (.’B“ yS) = 07 Py (:1’}“ y*) = O’
da cui

(6= o

2
(3 o(g) == Qex (J/'s, ys) cos’ a + 2 Py (xsa Yy ) Cos « sen a + Doy (ms’ ys) sen” “«. (Q)
P Tg=0

Per I'ipotesi ammessa sull’hessiano della 9, &, in (x,, ¥.),
?.rr ’ (?uy _ "P?ly > O,

cid che assicura che il secondo membro della (2) & sempre diverso da zero,
qualunque sia «, e precisamente del segno di ¢,, (x,, y.). Ma tal segno non
puo essere negativo, perché in («,, y,) la ¢ ha un minimo. 1l secondo membro
della (2) ha dunque un minimo valore g >0, e per la continuitd ammessa
delle derivate parziali dei primi due ordini della ¢, &, se r, & conveniente-
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mente piccolo, e se («x, y) appartiene al cireolo (P,, r,),
1 o
9 b <y <2e.
Da questa doppia disuguaglianza, tenendo conto della (1) e della
? (xu ?/s) = 07

deduciamo, per ogni « € ogni p=r,,

1 9
@#9<5%<9mm (3)
1 2 2 . (
e <e<<vip. (%)

4

Essendo, per i valori di « e p indicati, :Z—i sempre positiva, tranne per

p =0, la funzione di p, ¢ (x,+ pcos«, y,+ psen«), & crescente, e se @ & un
punto qualunque del circolo (P,, r,), 1l valore che in esso assume la ¢ &
maggiore di tutti quelli che la funzione assume in tutti gli altri punti del
segmento P Q. Di pil, se ¢ & il valore della ¢ in @, la minima distanza r del
punti del eircolo (P,, r,) in cui & ¢ (x, y) =9 soddisfa, per la seconda delle

disuguaglianze (4), alla
?>¢£;

la massima distanza R', da P,, dei punti del circolo detto in cui &
—_* =
P (w, ?]) - 16}"1 P,
soddisfa invece, per la prima delle disuguaglianze (4), alla

5

=, [
R £V4‘_fl-‘1,

ed & cosi

, 1 _
R f@?".

Dunque la seconda condizione del teorema del n.° 18 & soddisfatta per r,
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sufficientemente piccolo e

u 1

hs=m7 k=5

Esempio. Le condizioni qui considerate sono verificate se &
F(z, y, «, §) =@ +y') yo" +y™

La ¢ (2, y) =* 4 ¢* ¢ sempre maggiore di zevo, in tutto il piano (x, y),
ad eccezione dell’origine x =0, y =0, in cui & ¢ =0. Nell’origine, I’hessiano
della 9 ha per valore 4.

20. 2. Condizione particolare. La seconda condizione del teorema del n.’ 18
¢ soddisfatta se, per ognuno dei punti P, (s=1, 2, ...n), esiste un inforno
in tutto il quale (anche fuori del campo A) sia

9 (@, y) =4 (f(z, ),

con §(0)=0 ¢ §(2)>0 per >0, f (@, y) =0 (P.= (@, y) e f(@, y)>0
in tutti ¢ punti, degl’ intorni detti, distinti dai P,, e con § e f funzioni finile e
continue insieme con le loro derivate dei primi due ordini; e se, inollre, in
ciascuno dei punti P, U hessiano della funzione f(x, y) & maggiore di zero ed
¢ ¥ (0)>0 oppure §" (0) > 0.

Posto ancora @ — a, = p cos «, y — y, = p sen «, abbiamo, nell’ intorno di P,

g—%=¢'.gf, cos x -+ f, sen o
g;{=¢”=f,cosa+ﬁ,sena%+¢’.=ff,cosza—}—2f,ycosa senoc—}—f,,yseneozg ,

e poiche (x,, y,) & un minimo relativo per la funzione f(x, y),

Ia(P
P ="

(ﬂsﬁ) = (0) : foe (2, y)cOs* 0+ 2f,, (x,, y,) cosxsena—+ f,, (x,, y.)sen’« g
0=0

Se dunque & ¢ (0)>0, & pure

(62?‘ >0 A

é P2 /9=0
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e il ragionamento fatto al n.° precedente prova il nostro asserto. Supponiamo,
invece, che noun sia ¢'(0)>0. Per le ipotesi fatte, sard allora ¢ (0)=0 e
¢”(0) > 0. Dall’essere I’hessiano della f(x, y) maggiore di zero in (x,, v.),
deduciamo Pesistenza di tre numeri positivi ¢, ¢, € r, tali che sia, in ogni punto
del circolo (P,, r,),

. .
9 p<faco8’a4+2f, cosasenatf, sen®a<2y

e quindi (come al n.° precedente)

1
o,xP< f< 21 0,

1 .
e f<ee
Segue di qui che, per r, sufficientemente piccolo, nel circolo (P,, r,) &

S VO <Y (<2 o),

;P-P<f7005 w--f, sen a = £<~u“,

¢"(0)f<¢ (<24 () 1,

1 " ’ & 2 1 m

g Y O <V (NH<2pet " O),
donde

3 2 2Lb' 0) <a2 ? 1;.) 2 4:,/ 0)
Ey‘ gt ( ) Pz < P p ( .

Di qui si trae, ragionando come al n.’ precedente, che la seconda con-
dizione del teorema del n.° 18 & ancora soddisfatta,
Esempro. Sia

F(w, v, ac', y') = (0/2 x? +b2 y2)2\/m:z —)—fljlg,
con a’b*==0. Qui & § () =2 f(x, y) =a*b*+b*y’. La f(x, y) & sempre
positiva, tranne nell’origine (0, 0), e sono verificate tutte le condizioui del

nostro enunciato.

Annali di Matematica, Serie IIf, Tomo XXX, a8
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21. 3.* condizione particolare. Il teorema del n.” 18 vale anche se, invece
della sua seconda condizione, si ammette che per ogni punto P,(s=1,2,..., n)
esista un intorno in tutto il quale (anche fuori del campo A), posto

e=vV@®—wx) + @y —y)

(P, = (., 9.)), si abbia
? (@, y) =1 (). (1)

Riprendendo la dimostrazione del n.° 18, basterd mostrare come dalla (1)
scenda la convergenza uniforme della successione C, C®, ..., C®, ..., ad
ana curva 0, continua e rettificabile, per il che basterd provare che 'arco
C® (M®, M) ha lunghezza inferiore ad un numero fisso, indipendente da s.

Supponiamo che il circolo (P, p), considerato al n.° 18, a), sia interno
all’intorno di P in cui vale la (1). Se esiste il numero r, considerato in b)
al n.? detto, non v’e¢ che da ripetere le considerazioni cola fatte. Nel caso
opposto, scelto il punto N come si & fatto al luogo indicato, dimostriamo
che, per §>¢', 'arco C“ (M®, N) coincide con una parte del segmento ret-
tilineo P N. Supponiamo, infatti, che c¢id non sia e indichiamo con N’ un
punto dell’arco C® (M, N) tale che C* (N’, V) non coincida con un segmento
parziale di P N.

Conduciamo la circonferenza, di centro P, passante per N” e chiamiamo N”
il punto in cul essa taglia il segmento PN. La lunghezza I (N’) dell’arco
C® (N, N) dovrd essere maggiore di quella 1(N”) del segmento N” N. Di-
vidiamo questo segmento in m parti nguali e moltiplichiamo la lunghezza
di ciascuna di esse per un valore della ¢ comunque scelto sulla parte stessa.
Sommando i prodotti ottenuti avremo

LT (g ). @

Considerata una qualsiasi delle parti in cui si & diviso N” N, ad esempio
la pesima - descriviamo le circonferenze di centro P passanti per i suoi estremi
e indichiamo con 7, la parte della lunghezza I (N’) che spetta ai punti di
C® (N, N) che si trovano nella corona cireolare cosl ottenuta, esclusi quelli
che si trovano sulla circonferenza maggiore, se & p<'m. Formiamo la somma

lx‘?l‘l“lz‘{’z—i’_"’_‘_lm‘?m’ (3)
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la quale, dovendo essere necessariamente I, > :ILl_(N"), & maggiore della (2).

La differenza fra tali somme &

Yo, (lp— 1 l‘(N”)) >@.2(l,—%bi(zV")),

m

dove ¢ rappresenta il minimo valore di ¢ sul segmento V" N; questa diffe-
renza risulta quindi non minore di

5\' L(N')—1(N") z

Se facciamo tendere m all’infinito, la somma (2) tende a Iy-y e la (3),

\

in virta della (1), a I¢ovyy 0 ad un numero minore di questo integrale. E
dunque

ooy — Doy =5 LV) =T (V") 0

e qui @ >0, [(V)—1(N")>0, e percid
]C(")(N',N) —_ IN'N> 0.
Lo stesso ragionamento prova che

IC(')(M('),N') —_ IME'),N” = 0’ (-3)

dove M® & il punto in cui la circonferenza di centro P, passante per M,
taglia il segmento P N. Dalle (4) e (5) scende

]C(')(M('),N) > IMl(u)N + @ = l(‘v') - Z(IV”) : b}

e per s sufficientemente grande e maggiore di quello fin qui cousiderato.

IC (')(M(a),N) > IPN.

)

Questa disuguaglianza & assurda, cio che si prova come al n.° I8 si &
dimostrata assurda la (7).

E dunque provato che larco € (M®, N) & una parte del segmento ret-
tilineo PN e quindi che C® (M, M) resta inferiore, in lunghezza, ad un
numero fisso indipendente da s.

La proposizione & cosi dimostrata.
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Esempio. Sia

F(x,y, @, y) = Vo' +y* Vo' + ¢

Qui & ¢ (x, y) =p e la condizione del nostro enunciato & verificata.
Altrettanto puo dirsi se e

Flx, y, o, y) = \/w2+y’(1 -+ é sen \—/ETI_*_;}»)\/QG_"—F?J”

con F (0,0, o, y)=0.

§ VL

GLI INTEGRALI QUASI-REGOLARI SEMIDEFINITI.
b) Gui zERI DELLA F COSTITUISCONO DELLE CURVE CONTINUE.

22. TroreMA, Se, in tullo il campo A, &
F(x,y, o, 4)=¢(x, y) Vo™ +y"

con ¢(x, y)=0 in tutti i punti di un nwmero finito di curve continue @,,
&s.nny &, senza punti comuni, prive di punti multipli e dotate ovunque di
tangente variabile in modo continuo, e ¢ (x, y) >0 in tutti gli altri punti del
campo 4;

se, per ogni curva §., é possibile determinare tre numeri positivi e minori
di 1, r,. h, k., in modo che, detto 7 il valore assunto dalla ¢ (x, y) in ur punlo
qualunque Q di A, distante dalle &, non piie di r,, ed essendo P un punto
della curva tale che il segmento Q P sia uguale alla minima distanza di Q
dalle curva stessa, in nessun punto di A appartenente al segmento Q P la ¢
abbia valore maggiore di ¢, e che la minima distanza 7, dolla &,, dei punti
di A incuié v(x, y) =75 e il massimo valore' K’ delle minime distanze, dalla .,
dei punti di A4 in cui & ¢ (x, y)=h,v e che appartengono ad almeno un cir-

colo di raggio r, avente il centro sulla ¢,, soddisfino alla disuguaglianza
R =k, 7,
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se, infine, il campo A & limitato e K & una classe completa di curve C e
tale che, se r & sufficientemente piccolo, sostituendo, in una sua curva C qual-
siasi, ad un arco tutto contenuto in un circolo di raggio r avente il ceniro
su una §,, la corda corrispondente oppure la spezzata costituita da due seg-
menti congiungenti gli estremi dell’arco con un punto qualunque della stessa @,
e tulta contenuta nel cerchio detlo, si ottenga ancora una curva della classe;

UVintegrale I, ammetle in K almeno wia curva minimaidte.

La dimostrazione di questo teorema si conduce in modo perfettamente
analogo a quello seguito al n.° 18,

Esempio. Sia
2

P K —
F (@, y,w,y)—:-i———_}_m{_i_yz\/w'—l—y -
E qui
— ¥’
¢ (, y)zm

e questa o (x, %) si annulla in tutti 1 punti dell’asse delle e soltanto in essi;
in ogni altro punto del piano (x, y) € $ > 0. Considerato un punto qualunque
Q, fuori dell’asse delle x, la sua minima distanza dall’asse detto & data dal
segmento @ P, dove P ¢ il piede della perpendicolare abbassata da @ sull’asse
stesso; e avendosi

1+

¢ («, y)El'—T_—I_‘m’

si ha che il massimo valore assunto dalla ¢ sul segmento @ P & quello che

la ¢ prende in @. Il numero 7 relativo ad un valore ¢ della ¢ (x, y) & dato
dalla minima ordinata della curva
v 5.
1+w2 +y2 - ?’

se dunque prendiamo comuncue un campo limitato A, avendosi

._(1+a)7

e

l—9

Y

otteniamo

F =\

1—g¢

Il numero R’ & dato, invece, dalla massima ordinata, nel campo 4, della
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curva analoga a quella ora considerata e relativa al valore h ¢, ed & percio,
se indichiamo con a il massimo modulo delle ascisse dei punti di 4,

Pertanto, se scegliamo r ad arbitrio e poniamo

L 1
h—:m7 k=—¥2~’

abbiamo R’ <<kF.

Abbiamo percio, per esempio, che fra tutte le curve continue e rettifi-
cabili contenute in un dato quadrato e che congiungono due punti dati, ve
n’é una almeno minimante l'integrale

“ y e y”
Jel+af 49y

23. 1.* Condizione particolare. 1l teorema del n.° precedenle vale anche
se, invece della sua seconda condizione, si amnette che le curve @, siano tutle
delle circonferenze e che per ognuna di esse esista un intorno in tutto il quale
(anche fuori del campo A), detto (x,, y.) il centro della @, e posto

o =V(@—wx) (y—y)5
si abbia

¢ (@, y) =1 (o)

Cio si prova col ragionamento fatto al n.° 21.
Esenplo. Sia
F(x, y, o, y)=(@"+y* — 1) Jo"+y™

!

Qui vi & una sola curva @,, data dal cerchio « + y° =1, ed & sempre
p(@ y) =("—1)%

2%, 2.% condizione particolare. a) Il teorema del wn.° 22 vale anche se,
invece della sua seconda condizione, si ammetle che le curve @&, siano tutte
delle rette (o segmenti rettilinei) e che per ognuna di esse esista un intorno
in tutlto il quale (anche fuori del campo A) i puntiin cui la ¢ (x, y) assume
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uno stesso valore § costituiscano delle refte (o segmenti rettilinet) parallele
alla &, di cui si considera Uintorno.

La dimostrazione si ottiene con ragionamento analogo a quello fatto al
n.e 21.

Esemp10. Sia

Fo, y, &, y') =(@+y) Vo +y~

E ¢ (@, y) =0 in tutti i punti della retta x4y =0 e soltanto in essi; e
il luogo dei punti incui ¢ (x, y) =3 & dalo dalle due rette x + y = = /g,
parallele alla o+ ¢y =0.

b) In particolare si ha: se la funzione o dipende da una sola delle due
variabili x e y, il teorema del 1.° 22 vale indipendentemente dalla sia seconda
condizione.

Esempr. 1.° Sia

Fla, y, ) y) =g V@7

in ogni classe completa K soddisfacente alla terza delle condizioni del teo-
rema del n.® 22 e le cui curve appartengono tutte ad un campo 4 limitato
in cui sia sempre y =0, esiste almeno una curva minimante !’ integrale

fay Vet -y ds.

Pill particolarmente, esiste almeno una curva minimante tale integrale
fra tutte le curve continue e rettificabili congiungenti due dati punti e tutte
appartenenti ad un quadrato del piano (x, y) in cui sia sempre y=0.

2.° Sia
Fx, gy, «, ) = (" — 1)} Vo + ¢~

Anche qui la ¢ (x, y) =" (®* — 1)* ¢ indipendente dalla y e poiche &

sempre ¢ =0, essendo ¢ =0 soltanto sulle rette x =0, x= + 1, esiste al-
meno una curva minimante I'integrale

x® (xf — 1) "+ y*ds
in ogni classe K soddisfacente alla terza condizione del teorema del n.o 22
e costituita di curve tutte appartenenti ad un campo 4 limitato.
25. 3.% condizione particolure. Il teorema del n.’ 22 vale anche se alla
sua seconda condizione si sostituisce lu seguente :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



216 Tonelli: Criteri per Uesistenza della soluzione

che le curve 8, siano tutte delle rette (o segmenti rettilinei) tutte fra loro
parallele; che esista, per ognuna di esse, un nwmmero positivo r, tale che, es-
sendo Q wun punto qualungue di A, distante dalle &, non pii di r, e P il
piede della perpendicolare abbassata da esso sulla §,, il valore della fun-
zione ¢ in () non sia minore di quello assunto dalla stessa funzione in ogni
altro punto del segmento QP; che esista una refta 8, perpendicolare a tutle
le § e tale che, se ) & un punto qualunque di A distante non piu di r, dalla
d, e P’ & il piede della perpendicolare abbassata da esso sulla retta A, il va-
lore dello ¢ in Q non sia minore di quello assunto dalla stessa funzione in
ogni altro punto del segmenio Q P'.

Basterd provare, ‘come al n.° 21, la convergenza uniforme della succes-
siva e O, C®..., O™ (considerata al n.° 18) ad una curva (€, continua
e rettificabile, ed anche soltanto che ’arco C® (M, M) ha lunghezza sempre
superiore ad un numero fisso, indipendente da s.

Supponendo anche qui che esista una sola curva ¢, se esiste un nu-
mero 7, tale che, qualunque sia s, nessun punto di C® che preceda M ri-
sulti distante da ¢ meno di 7,, otteniamo gquanto c¢i occorre con considera-
zioni analoghe a quelle svolte in &) al n.° 18. Se il numero », non esiste,
preso § sufficientemente grande ed un punto N su C™ (M®, M) in modo
che, per ogni s <<§, su C“ (M®, N) noun esista nessun punto distante da ¢
per pitt di p (minore del numero », corrispondente secondo 'enunciato alla @),
vediamo quale comportamento pud avere Parco (" (M@, N) rispetto alle
parallele alla @ e a quelle alla A.

Indichiamo con O il punto di intersezione della retta A con la retta a
cui appartiene ¢, e osserviamo che, se 'arco C® (M, N) —s>§ — ha un
punto @ sulla vetta A, Parco @ (MY, Q) deve essere un segmento parziale
del segmento O Q. Ed infatti, in caso contrario, detto @ un punto di ¢ (M, Q)
distinto da @ e tale che C¥ (€, @) non coincida con un segmento della
retta A, chiamando @, il piede della perpendicolave abbassala da @ sulla 4, &

Ty <<lIew (9, Q),

conme risulta immediatamente suddividendo in parti il segmento @', @ e l'arco
CY (@, @), mediante un sistema di parallele alla ¢ e considerando gli inte-
grali come i limiti delle somme ottenute moltiplicando le lunghezze delle
parti risultanti per i valori assunti dalla o nei punti di divisione. Ne viene
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-allora, per ogni s sufficientemente grande,
Toq < Icom®,q)

disuguaglianza assurda per le stesse ragioni per le quali & risuliata assurda
la (7) del n.° 18,

Analogamente, se @ & un punto qualsiasi di C® (M®, N)—s>3 — e
Parco C®(M®, @) non ha punti interni alla striscia delimitata dalla retta a
e dalla parallela ad essa per @, deve essere C®(M®, Q)= M¢® @, dove M®
indica il piede della perpendicolare abbassata da M® sulla parallela per @
alla A. Se poi @ e @ fossero due punti di C® (M, N) (con @ precedente Q)
giacenti su una parallela alla A e P'arco C® (€', @) risultasse privo di punti
interni alla striscia delimitata dalla A e dalla parallela indicata, si avrebbe
ugualmente C® (¢, Q) = @' Q. Infine, se @’ e @ fossero due punti di C* (M, N)
(con @ precedente @) giacenti su una parallela alla @ e I'arco C® (@', @) non
avesse punti interni alla striscia delimitata da tale parallela e dalla ¢, sa-
rebbe ancora C¥ (¢, @Q)=¢q Q.

Da tutto cid risulta che, su ogni parallela alla retta A, I'arco
C®(M®, Ny—s>8 — ha al pilt un sol punto o un segmento rettilineo ed
esso solo, e che altrettanto accade per ogni parallela alla ¢; e questo di-
mostra che gli archi C* (M, N), per ogni s sufficientemente grande, hanno
tutti lunghezza inferiore ad un numero fisso (¢ precisamente non superiore
alla somma delle lunghezze dei segmenti N N,, N, 0, dove N, & il piede della
perpendicolare abbassata da N sulla ¢). Sono dunque inferiori ad un nu-
mero fisso anche le lunghezze degli archi C® (M®, M) e la nostra proposi-
zione & provata.

Esempro. Sia

F(x, y, @ o) =y (' — 1) @ +y*) v&" +¢"

Le curve @, sono date dalle tre rette y =0, y=1; la retta a & data

dall’asse delle y e per r, pud prendersi il numero g -
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§ VIL
ESTENSIONE A CAMPI1 ILLIMITATI.

26. TEOREMA. Se esistono due numeri positivi B e p. tali che, in ogni
punto del campo A esterno al circolo di centro Uorigine O delle coordinate e
di raggio R e per ogni coppia (x', y') normalizzata, si abbia

.

F(m, Y, m,’ y')>yﬂ?——|—;@l2 ;

(1

se sono verificate le condizioni poste in una qualunque delle proposizioni
dei §§ II-VI;

in ogni classe completa K di curve C, ognuna delle quali debba passare
per almeno un punto di un dato insieme limitato e chiuso G, oppure, se é chiusa,
debba contenere o circondare almeno un punto di G, esiste almeno una curva
minimante I,

Ed invero, scelta comunque una curva C nella classe K e indicato con N
un numero maggiore di Ig, si consideri un circolo (0, R,), di raggio R, > R
e contenente I'insieme G. Si consideri poi il circolo (0, R,), dove R, & un
numero qualsiasi soddisfacente alla disuguaglianza

y
R, >R, e".

Se una curva C di K ha almeno un punto esterno al circolo (0, R,),

contiene un arco C (R, Q), esterno al circolo (0, R,), avente un estremo sulla
N

circonferenza di (O, R,) e di lunghezza non inferiore a R, ¢ — R,. Ed es-

sendo, per le ipotesi ammesse, sempre F =0, si ha

V& +y* ds
Io=T ‘ 2V o=y 15,
¢e=I¢p,q) >V IC(P’Q) N Jepo B+ s

dove s indica la lunghezza dell’arco di C (P, @) che da quello degli estremi
P e Q che si trova sulla circonferenza (0, B.) va al punto corrente sull’arco
stesso, e intendendosi che, in luogo di C (P, @), si dovra considerare, nell’ul-
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timo integrale scritto, C(Q, P) se l'estremo or ora indicato non & P. Si ha
pure percio

y |

I, > p | log (R, e”)—~logR‘i=N>I¢T.

Da cid risulta che la curva C appartiene interamente al circolo (0, R,)
e che il limite inferiore di I; nella classe K coincide con il limite inferiore
di I, nella sottoclasse K’ di tutte le curve di K che appartengono intera-
mente al circolo (0, R,). La sottoclasse K’ risulta evidentemente completa,
e le proposizioni indicate nella seconda condizione del nostro enunciato mo-
strano l'esistenza di almeno una curva minimante I; in K’ e quindi in K.

Esemp1. 1.° Fra tutte le curve continue e rettificabili che congiungono
due dati punti e appartengono al campo 4, ve n'é¢ almeno una di lunghezza
minima. |

2.° Fra tutte le curve continue e rettificabili del piano («, y) che con-

giungono due puuti dati, ve n’¢ almeno una minimante I'integrale

[ @ +y =TTyt as.

‘Qui, infatti, si ha F (x, y, «, ') > 3 per ogni coppia («, ') normalizzata
e in tutti i punti del piano («x, y) esterni al cerchio di raggio 2 e avente il
centro nell’origine delle coordinate; € dunque verificata la (1) e sono inoltre
verificate le condizioni del teorema del n.® 22 quando in esso, alla seconda
condizione, si sostituisca quella del n.c 23.

97. Osservazions. B evidente che, sfruttando i risultati ed i ragiona-
menti dei §§ II-VI, potrd stabilirsi, in certi casi, l'esistenza di curve mini-
manti I, in campi illimitati, pur non essendo soddisfatte le condizioni am-
messe nel teorema del numero precedente; come pure tale esistenza potra
talvolta essere dimostrata sfruttando le particolariti dell'integrale in que-
stione, in modo da trasformare il dato problema di minimo in altro che rientri
fra quelli da noi studiati.

Cosi, ad esempio, si ha che, fra tutte le curve continue e rettificabili
che congiungono due dati punti P, e P, e giacciono nel piano («, y), ve n’é
almeno una minimante 1’integrale

Ic= C(i + a4 y%) (\/:Jz:'2 + y"* —-y’) ds.
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(2=
Lo
(=)

Ed infatti, da quanto si & detto al n.° 14, risulta che la lunghezza L di
una qualsiasi curva C, della classe che attualmente consideriamo, soddisfa
alla disuguaglianza

2.5
Lf\/%(\/@\/_zllc - P, P,

. .. . 2 —
che si deduce dalla (2) del n.° indicato, facendovi y = ﬁe m——\/\/z1
e sostituendovi A con P, P,, cid che non toglie alla (2) la sua piena validita.
Se dunque indichiamo con € una qualunque curva della nostra classe, po-
tremo limitarci a considerare soltanto le curve che soddisfano alla disugua-
glianza

le quali curve, dovendo in pid avere gli estremi in P, e P,, resteranno tutte
in uno stesso cerchio, quello di centro P, eraggio uguale al secondo membro
della disuguaglianza scritta. L’esistenza di almeno una curva minimante I
scende allora dalla proposizione del n.° 14.

Come altro esempio, mostriamo che fra tutte le curve continue e retti-
ficabili del piano (x, y), che congiungono due dati punti P, e P,, ve n’¢ al-
meno una minimante I’integrale

Io= [ _y '—1) @ +y')a"+y" ds. (1)

Sia @ un numero positivo tale che nell’intervallo (— a, a) risultino con-
tenute le ascisse di P, e P,. Considerata una qualsiasi curva C della classe
fissata, e indicata con C’ la curva continua e rettificabile, congiungente i
punti P, e P,, che si ottiene dalla C sostituendo ai suoi archi che hanno
ambedue gli estremi sulla retta ® =—a o su quella x=a e che restano
rispettivamente alla sinistra della prima o alla destra della seconda, con le
corde corrispondenti, si ha

Iop = Ig.

Il limite inferiore di I¢ nella classe di curve data coincide dunque con
quello dello stesso integrale nella sottoclasse delle curve continue e rettifi-
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cabili, congiungenti i punti P, e P, e tutte contenute nella striscia delimitata

dalle rette @ = — a, ®x = a. E siccome per questa sottoclasse sono verificate
le condizioni del teorema del n.° precedente, l'esistenza della curva mini-
mante Ig & senz’altro dimostrata.

Altrettanto pud dirsi se, all’integrale (1), si sostituisce
Iy =J Y \/c)(;'2 +x*ds,
¢

sostituendo in pari tempo il piano (x, y) con il semipiano definito da y =0."
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Sopra una classe di trasformazioni asintoti-
che, applicabili in particolare alle superficie
la cui curvatura ¢ proporzionale alla quarta
potenza della distanza del piano tangente
da un punto fisso.

(Di H. Jonas, a Berlino.)

PREFAZIONE.

A

E noto a qual grado di perfezione la teoria generale delle congruenze W,
fondata sul teorema di Moutarp, fu condotta dal Brancur collo stabilire il
suo teorema di permutabilita. Ma, riportandoci ad un’osservazione fatta dal
prof. Piconk ('), dobbiamo constatare che «tutte le volte che se ne tenta
un’applicazione diretta la si trova poco arrendevole alle molteplici esigenze
della ricerca ». Questa mancanza d’efficacia in riguardo ai problemi speciali
risiede, per quanto mi pare, essenzialmente nelle quadrature che, partendo
da unh data soluzione dell’equazione di MouTaRD, si presentano nel calcolo
della seconda falda focale. In una recente Memoria (*) ho fatto vedere, come
queste quadrature possono essere risparmiate, quando si faccia dipendere la
trasformazione asintotica, cioé la costruzione di una congruenza W tangente

(1) M. PiconE, Sulle congruenze rettilinee W. Palermo, Rend. 37 (1914), 212. — Senza en-
trar qui nell’analisi del metodo raccomandatovi, mi contento di accennare all’'importante uso
che ho fatto di certo sistema d’equazioni dovuto al Picone (veggasi § 1 (3) del presente la-
voro), ritenendo di pilt le notazioni p, ¢ che vi figurano.

() H. Jonas, Ueber die Konstruktion der W-Kongruenzen 2u einem gegebenen Brenmnfld-
chenmantel und iiber die Transformation der R-Flichen. Jahresber. der Deutschen Math.-
Vereinigung, 29 (1920), 40.
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ad un’assegnata superficie, dal sistema differenziale

j—g+qb=07 3—%—1_17“:0,
ove si & posto
11 _ 22|
9 \_—p’ ‘ 1 = —q,

riferita la superficie alle linee asintotiche (z, B). E da notarsi che da una
coppia di soluzioni a, b la funzione R & deducibile con facile calcolo, mentre
il passaggio inverso, cioé al tempo stesso ogni teoria partente da una data
soluzione R dell’equazione di MouTarDp richiederebbe almeno le dette qua-
drature che nei tentativi di sopprimerle s’offrono soltanto sotto un aspetto
meno semplice. Colle modificazioni segnalate la teoria classica che, quanto
al teorema di permutabilitd, serba la sua superiorita su ogni altro proce-
dimento viene ad adattarsi ai problemi speciali, prestandosi particolarmente
a quelli concernenti le classi di superficie che si caratterizzano da una con-
dizione imposta alle quantitd p e ¢. D’altronde, conviene osservare qui che
nelle mie ricerche su questo argomento la base analitica venne data dal
fatto, che al sistema differenziale in discorso si trova intimamente legato
l'aggiunto:

ok
g +pk=0, ST qh=—o.

Nella mia Memoria citata ho svolto come prima applicazione la teoria
delle trasformazioni delle superficie B, iniziata da Tzirzfiica che la fondd
sullo studio dei sistemi isotermi nello spazio S;, mentre i miei sviluppi si
appoggiano sulla condizione caratteristica indicata da DemouLIn:

9p_ 94
o da
Queste superficie godono delle proprietd d’ammettere un sistema coniugato
« = § = cost., le cui tangenti formano due congruenze W, ed abbracciano,
come riconobbe il BrancHi, il caso particolare delle deformate delle qua-
driche.

Proseguendo questi studf, mi sono imbattuto in un’altra classe di super-
ficie, caratterizzata invece dalla relazione
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Ne ho fatto una comunicazione (') alla SocterA MAaTEmMATICA D1 BERLINO che
si sta ora stampando.

Nel presente lavoro mi propongo l'esame di un terzo caso, costituito
dalle superficie p = g, per quel ch’io so non studiate finora. Anche qui si
dimostra l'esistenza di una trasformazione asintotica che fa passare da una
data superficie p =¢q ad un’altra della medesima classe. La denoteremo col
simbolo 11, ponendo cosi in evidenza una costante caratteristica. Per la 1,
vale ancora il teorema di permutabilitd sotto la sua solita forma: Se di una
superficie S della classe p = q si considerano due trasformate S,, S,, ottenute
per mezzo di due trasformazioni U, , W, allora (salvo un caso singolare)
esiste una quarta superficie S’ della medesima classe, perfettamente determi-
nata e costruibile in termini finiti, che si trova rispettivamente legata a S,
S, da trasformazioni 1., I, colle costanti invertite.

La teoria delle trasformazioni 1, da luogo ad un’applicazione notevole.
Fra le superficie p=g¢ vi sono quelle considerate da Tzirziica (*), per le
quali la curvatura & proporzionale alla quarta potenza della distanza del
piano tangente da un punto fisso. Esse dipendono in sostanza dall’equazione
a derivate parziali del secondo ordine

0

T — pb —29
daop ¢ ¢

Si tratta adunque di maneggiare la I, in guisa da far nascere da una
nota superficie di Tzirziica un’altra della medesima classe. Ritroveremo per
tal via la trasformazione scoperta da TziTzfica, tanto pil interessante che
essa costituisce in pari tempo la trasformazione dell’equazione differenziale
che viene cosi a collocarsi accanto a quella ben nota, 1 cui integrali danno
le deformate della sfera reale od immaginaria. Sembrami perd poco proba-
bile che si pervenga a stabilire un legame analitico fra questi due problemi.
Quanto alla questione, se nel comporre le trasformazioni di Tzirzfica la
quarta superficie §’, ottenuta per mezzo del teorema di permutabilitd per le
1, generali, appartenga anch’essa al tipo speciale, la risposta sara affermativa.

Disgraziatamente, 11 TziTzfica si & limitato a far conoscere la sua inte-

(*) H. Jonas, Ueber eine Klasse von Flichen, die ein Gegenstiick zu den von Demoulin und
Tzitzéica betrachteten R-Flichen bilden. Berl. Math. Ges. Ber. 19 (1921), 18.

(® G. 'T'zirziica, Sur une nouvelle classe de surfaces. Palermo, Rend. 25 (1908), 180; 28
(1909), 210.
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ressante scoperta in due brevi note (') inserite nei Rendiconti dell’ Accademia
di Parigi, indicandovi solo le formole principali della sua trasformazione ed
avvertendo l'esistenza di un teorema di permutabilitd senza darne le formole.
Del resto, allorché mi accinsi all’accennata ricerca, queste note, non staccan-
dosi pel loro titolo dalle due Memorie comparse nei Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo, mierano sfuggite; cosicche, pit tardi, non ho potuto
servirmene che di conferma pei risultati che avevo ottenuti da parte mia.
Non essendo a mia cognizione per qual via 'eminente geometra sia giunto
alla sua trasformazione, giova notar qui pertanto che nelle sue pubblicazioni
non figura il concetto della 11, generale, che percid pare essere del tutto nuovo.

L’importanza della trasformazione di Tzrtzfica va ancora aumentando,
quando si consideri che, utilizzando la bella proposizione di WEINGARTEN (?),
essa puo servire ad edificare un’intera teoria delle trasformazioni per le de-
formate della superficie

2 2
z=—;—(w I’—y/“‘.
Ho stimato opportuno riserbare ad un prossimo lavoro I'esposizione dei miei
risultati rispetto a questo problema.

Da ultimo si troverd considerato nel presente scritto un caso singolare,
meritevole d’attenzione, che si presenta nel comporre le trasformazioni di
TzrrzEica. Dimostreremo che da una delle dette superficie si pud passare
ad una sua omotetica rispetto al centro mediante tre successive trasforma-
zioni asintotiche del tipo speciale che peraltro possono essere individuate in
infiniti modi.

s

§ 1.

GENERALITA SULLE TRASFORMAZIONI ASINTOTICHE DELLE SUPERFICIE
E SUL TEOREMA DI PERMUTABILITA.

Conviene dapprima ricordare le nuove formole (°) relative alla costru-
zione delle congruenze W, tangenti ad un’assegnata superficie S (x, y, z) che
supporremo riferita alle sue asintotiche («, 8).

(M) G. Tzirziica, Sur une nouvelle classe de surfaces. C. R. 150 (1910), 955, 1227.

(2) L. Biancui, Lezioni di geometria differenziale, 2 (1903), Cap. XIX.

(3) Per questo paragrafo dobbiamo sempre riferirci alla Memoria citata nella Prefazione:
Ueber die Konstruktion der W-Kongruenzen, ecc.
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Siano
E=X\Vp, n=YVp, L=12\p

i coseni di direzione normalizzati della normale a S. Si ha

1
P=252’ I{:*?v

indicando con K la curvatura di S.
Essendo £, u, { tre soluzioni di un’equazione di MouTARD:

&

Faap— M5

la superficie S sard definita dalle formole di LELIEUVRE:

o= [[-(n5e— 25D av+(adz—t 2] ar| ",

Formando ora il determinante

E o €

08 8m L | ey
A=ﬁﬁﬂ=ﬂki, (1)

08 90 8¢ e

op 3B 0B

si ponga
dlogA 86 Jdloga 46
da da’ op ép’

per modo che si abbia
et =mA, (2)

essendo m una costante di cui si potra disporre convenientemente nelle ap-
plicazioni, mentre nel caso generale basta farla = 1.

(Y Per brevitd, non scriverdo che la prima di tre formole relative agli assi coordinati,
tralasciando di accennare all’aver luogo delle due analoghe.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



228 Jonas: Sopra una classe di trasformazioni asintotiche,

Faremo uso delle identitd seguenti, gid date dal PIcoNE:

2 0 1) J 6\.
E 86 8¢ 8¢ (p+ )

99

5o dada Pop \op T Pag
aizgg (aizaﬁ+pq)£ ®)
o 3l
dove si & posto
’lglz'z_ 11 ’QQ{:—:%Q::(I’

i simboli coll’apice riferendosi al d s* della sfera rappresentativa. Osserviamo
le due relazioni differenziali da soddisfarsi dalle funzioni 8, p, q, perché il
sistema (3) risulti illimitatamente integrabile. Ponendo per brevita

9 e

3(3
e tenendo conto che si ha
0
= &ﬁ+pq’
esse Si scrivono come segue:
6M 96 6P 4 M 8Q .
Ge —ax Mt 3E HPe=0 g MM+ +¢P= .0 (%)

Ora, per costruire la pit generale congruenza W i cui raggi siano tan-
genti alla S, partiamo da una coppia a, b di soluzioni del sistema diffe-

renziale

Jda ob

—— — ) —_— —

Tata=0 GZ+pa—0, 5)
riducibile del resto ad una sola equazione alle derivate seconde. Calcolando
di qui

1(0b da 490 30
R=§erm—“a+%ﬂ’ _
L 4 0 (©)
o= g (55 Taataratoag):
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onde per derivazione

dR  dc X R Jdc¢
9 Tapm oM EEe o

=—a P+ b, (7)
si dimostra senza difficoltd che la funzione R verifica appunto l'equazione
di MOUTARD:
R

Cio premesso, la determinazione della suberﬁcie trasformata S,, costi-
tuente la seconda falda focale della congruenza W, si ottiene in termini fi-
niti. Avremo rispettivamente pei coseni normalizzati della normale &,,...
e per le coordinate w,,... di S,:

g 1(, 08, 08
"l*R( +b&ﬁ+c"), (9)
2y =w+n{—Cn w+R igf_b"ig (10)

Risultano cosi ancora confermate le equazioni differenziali ben note della
trasformazione di MouTARD

8(51—{—5)____6’10g.R

(&, —& dlo R
da da & —9), ( ): g

b ap T

la cui applicazione a base di una data soluzione R della (8) richiederebbe
tre quadrature.

Per le applicazioni che abbiamo in vista, occorre anzitutto calcolare le
funzioni 6,, p,, ¢, relative alla superficie trasformata S,. Consideriamo a
tale scopo l'espressione

R
—_ g 2 11
A=a Ta + b F’a —}— ¢ R. (11)
Differenziandola, viene
dA oA .
ot D 2
S =0k 7 bk, (12)
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dove si & posto

daf da da

&’ R R 46 4R 49
5 U558 35 las 15 Ak

#R 86 O0R 6R+( g_g)th,

(13)

Le ultime due relazioni formando insieme colla (8) un sistema illimita-
tamente integrabile per la funzione R, ne derivano le equazioni seguenti
particolarmente semplici e distinte dalle (5) solo per I'essere permutate peq,
la cui importanza del resto si manifesterd nel seguito:

¢9h . ok . \
3(5 pk=0, 5;+qh—0. (14}

Rimandando il lettore pel calcolo alla mia citata Memoria, mi contento
di richiamar qui le formole finali:

p— b A bh
1= _na_—_ —I9
X (15)
—— g % %A ak
q, = q bA aﬁ— A ?
A,z_l%A, (16)
essendo
E: Ny Cx
¢9£1 (9711 0C1
Aj=| da ba da |, e =m, A, (17)
8t om 9L,
ap Ip 9P

con e, costante disponibile.

Seriveremo qui ancora le formole per la trasformazione inversa che tor-
neranno utili pit tardi. Rammentando un fatto ben noto dalla teoria delle
trasformazioni di MouTarD, cioé che il passaggio inverso da S, a S corri-

sponde alla soluzione R}— dell’equazione di MouTarp relativa alla superfi-
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cie S,, poniamo

_d8  +8&  —
E— Th B0
: R(“aa ¥y 5‘)
Con questo si ottiene
- a b _ 1 a R b R
=3 tmw °=X(R+EH_ITW)' (18)

Ora, volgendoci al feorema di permulabilita, consideriamo due trasfor-
mazioni asintotiche di S, individuate da due coppie «a,, b, e a,, b,, soluzioni
del sistema differenziale (5). Calcolate le ¢,, R,, ¢,, R,, avremo per le S, le
formole seguenti:

1 dw dx 1 9% 3¢
w1=w+E(a’|ﬁ_b16_‘5)’ E‘_E(ala—fl—}—bla—ﬁ—i—clg)’

le analoghe collindice 2 valendo per S,.
Insistiamo sul fatto che nell’istesso tempo viene a determinarsi un fascio
lineare (') di trasformazioni asintotiche col porre

Oy =9, 0, Y@, by=v,b,+ v, b,
indicando v,, v, due costanti arbitrarie; di qui si ha
By=v,R,+v,R,, ¢,=Vv,¢,+V,¢,

e per cid

_v.le,—l—v,R,w, E_Vlegx‘*_V:RgEz'
~ %R +wR, T vwB,+v. R,

¥

Si riconosce la superficie S, («,,...), dipendente dal solo rapporto v = %‘— )
2

essere ancora seconda falda focale d’'una congruenza W tangente a S ed avere
i suoi punti sulle congiungenti le coppie di punti corrispondenti di S, e S,,
mentre i rispettivi piani tangenti passano per le rette condotte pei punti
di 8, lungo le quali si segano i piani tangenti di S, e S,. E appunto su
queste rette che si trovano i punti delle oo' quarte superficie §°, fornite dal

(1) Cf. Torrorict, Sulle deformazioni infinitesime delle superficie e sul teorema di permu-
tabilita. Palermo, Rend. 35 (1913), 289.
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teorema di permutabilita, ciascuna delle quali ammette, come la S, la me-
desima coppia S,, S, di superficie trasformate, in guisa da formarsi una
doppia infinitd di quadrilateri sghembi 1 cul lati toccano a due a due nei
rispettivi vertici le quattro superficie. Orbene si noti che, pil in generale,
scelte a volontd due coppie di superficie nelle schiere (S,) e (S’), queste co-
stituiscono, precisamente come S, S,, S°, S,, le quattro falde focali di una
quaderna di congruenze W.
Pel calcolo adunque della quarta superficie S” con cui riesce completo
il ciclo di trasformazioni, sara necessario eseguire la quadratura:
| G e o KRR U b LU R

Allora, per una qualunque delle superficie S’ che a causa della costante di

integrazione contenuta nella J formano una semplice infinitd, le coordinate

«,... ed 1 coseni normalizzati £’,... della normale risultano dalle formole:

, R R
X 293—**1—2('%{2_{1712),

J
L RJR(1—62)= (20)
—t St r Ry T 0~ R Do e R — R

Conviene da ultimo aggiungere qui parecchie relazioni che ci offriranno
un importante vantaggio nello specializzare il teorema di permutabilitd. Per
la dimostrazione, che del resto richiederebbe dei calcoli alquanto prolissi, mi
giova riferirmi ancora alla mia Memoria citata, indicando qui solo le formole

di cui faremo uso nel seguito.
Denotiamo con a’,, b, ¢, R’,, k', k°, le funzioni trasformatrici che si

presentano nel passaggio da S, a S” e consideriamo insieme alle quantita

&R ¢9R

A =a, a ap -— 1+ ¢ Rn A.z—a/z (9 +b2 <9ﬁ +02 2 (21)

le due seguenti:

c?R oR, BR
P, =a 2 vy, P, =a, 1 . 2
40, p+c R LT T Rl T
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Da queste si ha per derivazione:
0 (b5 + J)
o

d (b, — )
da

(9((1)21 + J)
9P
‘9((")12 — J)
P

Introducendo ancora, in analogia alle (11), I'espressione

= A, h’l ’ = bz kl ’
(23)

=0/1h2, =b1k2-

, R, , R PR
A, —a, 9 +bl 8{51“}_011217

avremo finalmente le formole domandate:

(24)

LA TRASFORMAZIONE II, PER LE SUPERFICIE p = q.

Dopo queste generalitd, passiamo a studiare in particolare le superficie,
le quali, riferite alle linee asintotiche, si caratterizzano dalla relazione

p=yq, cme z ;

Adottando la denotazione p pel valore comune, osserviamo le condizioni
d’integrabilitd (4) che qui assumono la forma seguente:

20 96 &0 0 op 0 op
0p 9« dx9p " PagE Tap ap+ p2+3 2=0
6 96 &0 50 9p oo op
5208 ap2aop  Poa taa aﬂL— T3y =0,
Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXX. 31
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Un esempio, bensi molto speciale, viene dato dalle quadriche ove si ha
p=0, la § soddisfacendo all'’equazione di LiouviLLE ovvero riducendosi, nel
caso dei paraboloidi, ad una costante. Integrando le (5), cioé

da b

5p— " oa=?

b

avremo
a=a(x), b=>~(p),

indicando qui con a, b due funzioni della sola « o B. Indi, col riflettere che
@, —b sono i parametri di direzione dei raggi della congruenza W cosi de-
finita, il che vale a dire che le curve di S inviluppate dai raggi corrispon-
dono all’equazione differenziale

da ap
alw) " b@

arriveremo subito alla proposizione dovuta al Biancur (*): Le pin generali
congruenze W che ammeltano una quadrica per prima falda focale sono
quelle costituite dalle tangenti alle curve appartenenti ad un suo sistema iso-
termo-coniugato.

Accenniamo ad un altro caso particolare in cui del resto cadremmo col-
Passoggettare una quadrica alla trasformazione segnalata per le superficie R
nel § 6 della mia Memoria citata. Consideriamo la superficie S definita dal-
I’equazione

0,

2

<@

-

ﬁ’

bS/

@€

ovvero un’altra che ne deriva per una qualsivoglia affinitd. Riferendo la §
alle sue asintotiche, abbiamo

p—atB, y=B o, r= ()= f 2

e quindi

E=“2+B‘59 n=a—p c=17

a6 a9 1 1
P REER TR T e “ B

(1) L. BiancH1, Ricerche sulla deformazione delle quadriche. Palermo, Rend. 22 (1906), 75.
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Troveremo anche qui che, introducendo due funzioni arbitrarie della «
e B sole, la seconda falda focale di una qualunque congruenza W aderente
a S pud esprimersi in termini finiti. Infatti, dalle equazioni differenziali

da b 9 b a
5 Tagxp % satagp="
st deduce per derivazione
& (@—b) .
dxdf =0;

di qui si ricava subito la soluzione generale:

o @B o e (@)Y (B)
@ = («) Y b—“!’(@)—a—_*_ﬂ,
gli apici indicando derivate.
Osservando le (6), abbiammo
R - 1 ” " — 1 " d)ll
__g(? _"l’)a 0*_'2—(?_|_.),

onde segue per la seconda falda focale S,:

) (, ¢+ ¢\ dw (, q+¢aﬂ
by =% — % — T ealaz — i
¥ 9 [ o= ) as IV ire)

Ritornando ora al caso generale delle superficie p = ¢, ci proponiamo di
ricercare le trasformazioni asintotiche che facciano passare da una tale su-
perficie ad una nuova della medesima classe. Raggiungeremo il nostro scopo
col paragonare i due sistemi differenziali (5) e (14), atlualmente scrivendosi:

| J— &b J—
a—g_' pb—o) au—*—Pa—O,

o (25)

o p

Tenendo conto della eondizione p, =g¢q,, imposta alla S,, avremo in forza
delle (19)

ok
+pk=0, a;—}—ph=0.

bh=ak
ovvero, introducendo un fattore di proporzionalita,

h—==xa, kE=nxb. (26)
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Sostituendo questi valori nella seconda coppia delle equazioni (25) col-
l'aver riguardo alla prima, si vedra subito che x si riduce ad una costante,
le sue derivate essendo nulle. Ora ¢ facile accertarsi che bastera raccogliere
R R
(9—05’ k= W’ Sl
pervenga a stabilire un sistema lineare, omogeneo ed illimitatamente inte-
grabile per le sei funzioni incognite a, b, ¢, A, p, R:

le formole (5), (6), (7), (8), (13), affinche, assumendo A =

da a0 da

a—;:—a—aa——R—c, @-:—pb,

b éb 49

——wa, TE=—sgb T E—

B[y 2N (20 Ly

P e P )b“

de (&0, p. 6 .

ﬁ—*(&xap—*—l))“—l—(—;—!—pﬁ,b“.’ (27)

RA _{9p 0 o)  dp & h .

Ja_ ga T PHE ( TP ad1r+‘( 3B a (aaaﬁ )R’

dp 30 Al
on_, on_ A
da 7 &B_H I

Diremo che la superficie S, le cui coordinate @, ,... si calcolano secondo
le formole (10):

1 ox &w
%=w+R( —b58)

(28)
nasce dalla S mediante una trasformazione 1., ponendo cosiin evidenza la
costante caratteristica » che figura nel sistema differenziale.

Benche nell’integrazione entrino come costanti arbitrarie i sei valori ini-
ziali di a, b, ¢, A, , R, si conclude dall’essere la (28) omogenea di grado
zero nelle funzioni trasformatrici che, tenendo fissa la costante x, 'applica-
zione della pit generale trasformazione II, ad una data superficie p =gq ci
fornisce soltanto una quintupla infinita di superficie trasformate.

Passiamo ora a dimostrare il teorema di permutabilitd per le trasforma-
zioni Ty, A tale scopo suppongasi che del sistema differenziale (27) siano
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noti due gruppi di soluzioni a,, b,, ¢, %, ¢,, B, € a,, by, €5, Xy, s, B,, cor-
rispondenti rispettivamente ai valori x, e x, della costante caratteristica. In-
dichino S, e S, le superficie nascenti da S per l'applicazione delle trasfor-
mazioni I, e I, cosi definite. Si tratta adunque di far vedere che nella schiera
delle o' quarte superficie S’, ollenute per mezzo del leorema generale di per-
mutabilita, ve ne é una solw, pienamente determinata e costruibile in termini
finiti, che apparlenga anch’essa alla classe p = q.
Ponendo secondo le (21), (22) del § 1:
A1=a1)‘x+b1(~"1+ ¢ Ry, A2=a’2)‘2+b2l"2+02R:,

®,, =a, )+ b, Yz + €, R, ¢,=a,%\+0b, v, +¢, B,
e ricordando la (19):
J:[[—- (B, )‘2—)\1R2)d“+(R1 l"'z—f": Rz)dﬁly ((29)
. J

cominciamo dallo stabilire la relazione

%y (Poy +J) — 2, (®,, — J) = cost. (30)

che si verifica senza difficoltd per derivazione, utilizzando le (23) che qui si
presentano sotto la forma:

& (b, + oJ) é (o +J)

9 '=-x'lala’2, EX =2, b,0,,
(9(¢12—J)__ ‘9(¢)12_J)__.
———aa =%, Ay, ——&ﬁ =%, b, b2'

Adottando pel passaggio da S, a §" le notazioni gid introdotte alla fine
del § 1, si ha

' Py , &, + J
a, =aq, ﬂAI — @y, b1=—b12—‘A1——+b2,
, o, —J , b, — J
Wi=xa, ”Al — %y Ay, K= —2b “AI ~+ %, b,.
Ora, perche risultino soddisfatte le equazioni
W,=x,a', K =0, (31)
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che costituiscono come le (26) le condizioni richieste dal problema attuale,
sard necessario e sufficiente che, assumendo x’, = z,, abbia luogo l’identita

""2('1)214'&7)*3‘1(‘1)12‘—!]):0)

il che corrisponde all’annullavsi della costante arbitraria nella (30). Di qui
si trae 'espressione
Ry by — %, 0y, ;
T = T (52)

che ci da la quarta superficie 8’ in senso ristretto, servendoci della formola :

= — R‘JRZ (0, G — Cymy).

Per quanto si & visto, la S deriva dalla S, per mezzo di una I,,. Con-
cludiamo che vale la proposizione seguente del teorema di permutabilita
cosi dimostrato per le trasformazioni I.: Se le superficic S, e S, nascono
dalla medesima S rispeltivamente mediante le trasformazioni T, e I, la
quarta superficie S° si trova invece collegata a S, e S, da due 1, e ,, colle
costanti invertite.

Sarebbe da escludersi il caso x, = —x,, perché allora viene ad annul-
larsi il denominatore nella (32). Ma, ripetendo il ragionamento di sopra a
base della relazione

Oy + b= O’ (33)

la quale nell’ipotesi %, +x%, =0 & verificata a meno di una costante arbi-
traria di cui disponiamo cosi, in guisa da fare sparire anche il numeratore
nella (32), si vedra subito che hanno luogo, e cioé con x’, =-—x,, appunto
le equazioni (31) da cui dipendeva la proprieta di S’ di essere anch’essa
una superficie p=gq. Occorre intanto eseguire la quadratura domandata
dalla (29). Si osservi che la condizione (33), scritta per disteso:

a27\1+b2!*1+02R1+a1)‘z+b1f"2+01R2:O,

colla quale bisogna vincolare le funzioni trasformatrici delle due 1, a co-
stanti eguali e di segno contrario, influisce solo sui loro valori iniziali. Di-
remo, coll’adottare una denotazione gia usata in casi simili, che siffatti due
gruppi di soluzioni del sistema differenziale (27) pei rispetiivi valori z e — »
della costante si trovano in relazione armonica.
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Possiamo dunque enunciare il corollario seguente: Nel caso di due tras-
formazioni 1, a costanti equali ed opposte, avendosi due gruppi armonici di
funzioni trasformatrici, tutte le oo’ superficie S’, risultanti dall’ applicazione
del teorema generale di permutabilita, appartengono alla classe p = q. Esse si
oltengono per mezzo di una quadratura, introducente la costante arbitraria.

LE TRASFORMAZIONI T, DELLE SUPERFICIE DI TzITZEICA.

#

In questo paragrafo ci proponiamo di svolgere a base dei risultati da
noi ottenuti nel precedente la trasformazione delle superficie di Tzitzfica (%),
godenti della proprieta di aver la loro curvatura proporzionale alla quarta
potenza della distanza del piano tangente da un punto fisso. Esse costitui-
scono fra le superficie p = ¢ un caso speciale particolarmente interessante,
tutta questa teoria aggirandosi intorno all’'unica equazione a derivate par-
ziali del secondo ordine

(34)

alla quale si riducono le condizioni d’integrabilitd (4) nell’ipotesi p = q=e7".
Notiamo che, restando nel campo reale, coll’introdurre l'esponenziale e® in
luogo della notazione & usata da Tzrrzfica non sottintenderemo esclusi va-
lori negativi di e®; I’inconveniente della costante immaginaria =4 che entra
allora nella 6 non significa nulla in vista dei vantaggi che offrird questo
cangiamento di notazione, cagionato peraltro dagli sviluppi precedenti.
Partendo da una soluzione 6 dell’equazione (34), occorre integrare il si-

(1) Per le citazioni si vegga la Prefazione.
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stema differenziale:

SE 00 9L, BE

da®  da« 3“—{—e R’ )

ai§ﬁ=e'5’ ’ (35)
FE 0t 96 9¢& s

o8~ 5. Tapap |

Conoscendone tre soluzioni & =, {, linearmente indipendenti, si otter-
ranno le coordinate x, y, z della superficie S, senza ricorrere alle formole
di LeLievvee che si verificano per derivazione, in termini finiti:

00 8L 8C dn
=02 2>2__9> %10
v=e ((93( 3p  da ap)' (36)

Dopo di ¢id, formando il determinante A, secondo la (1) del §1 e tenendo
conto della relazione A =mef, si ha

Yaf—=m, (37)

dove per la superficie iniziale, scegliendo convenientemente I'unitd di lun-
ghezza, si potrebbe ancora fare la costante m = 1; questo perd non sara piu
ammissibile, come vedremo, per le superficie che ne derivano per l'applica-
zione della TI, specializzata che andiamo a stabilire nel seguito. Indicando
ora, come al solito, con W la distanza del piano tangente dall’origine,
avremo: :

1 m
W= _ 2%52“—:
Ve Ve
e poiche K =— %:
K 1 .
Wi o = cost. (38)

Le superficie caratterizzate dall’enunciata proprieta espressa da questa
relazione le diremo superficie di TzitzEica, chiamando centro il punto fisso
da cui si prende la distanza del piano tangente. Notiamo previamente che
per tutte le superficie di questa classe che s’incontreranno nel seguito 1l
centro sard costituito dall’origine.
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Derivando due volte la (36) coll’aver riguardo al sistema differenziale (35),
si dimostra che z, y, z soddisfano al sistema duale:

Fx 84 dwx 0 \
— — — — e -_
02 da da 3B

o x
— of
Py e x, (39)
&’ x x 08 dw
e Rl &
JP a8 FE
Siccome oltre le relazioni
EE 0w,
Laz ¢=0, Z—EG—O
valgono le inverse
dE 0§
25; 09 Zﬂx_o»

si riconosce che la superficie £ colle coordinate correnti £, 4, {, riferita an-
ch’essa, come risulta dalle (39), alle linee asintotiche (x, £), appartiene ap-
punto alla medesima classe, essendo «, y, z proporzionali ai coseni di dire-
zione della normale di 2. A causa dell’equazione ¥ x % = m le due superficie
S e % si trovano legate fra di loro da una trasformazione per polari reci-
proche rispetto ad una sfera (reale od immaginaria) di raggio \m col centro
nell’origine. Si notino di piu le relazioni che si ricavano dalle precedenti
per derivazione:

dx 8¢ da 8¢ dx 8% dax 8¢
e e Yy o 2= 2 2=y Z=_mel (4
52 82" L3 =" L5, JETL4E da met.  (10)

Cio premesso, cominciamo dall’indicare che cosa diventa il sistema dif-

ferenziale della trasformazione 1y nel caso attuale di una superficie di TziT-
ZRICA : '

da dh da \
— T e— — _ J— _— -0
7= 72% R —, 7E e %0,
ab- 0b 80 l
P - = __Y% — ) 41
9% e’a, 3 B 3k b+R c, ( )
oc ) oc¢ \
—aaz—eea/+)\, —-ajz—eeb_wy-, ’}
Annali di Matematica, Serie [II, Tomo XXX. 32
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Ir_90. o N _dp_
Ga—aa)teetra gp= t—eR 2 )
dm 4. 998 dR IR

—_— = —_ y ——=k —— .

(9‘5 4 k+8ﬁ+‘b’ (9 I ap ‘U. s

Cerchiamo adunque di specializzare questo sistema in tal maniera che
la superficie trasformata S,, appartenente in generale soltanto alla classe
p = q, riesca anch’essa superficie di TziTzfica. Per cid sard necessario che
valga la relazione ’

p, = eb,
Paragonando questa colla

_ _xa,b
P = A ’

dedotta dalla (15), e tenendo conto delle (16), (17), cioe

A =— % A, A =m, eb,
si trova
eo1=_ﬂeoﬁ’= eﬂi:_e_oﬁxab’ @)
m, R, A
per modo che dovrd aver luogo la relazione
nB=A-+rabeé, (43)
dove si & posto
%

significando » una costante disponibile.
Ora, ammettendo la possibilita di verificare la (43), la deriviamo col ri-
correre al sistema differenziale (41) ed alle formole (12) scrivendosi

IA _ o Oy
da oep T
Viene cosi:
2n BRrx=—=xeb(R+c¢c), 2nRp==xeda (R —c), (44)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



applicabili in particolare alle superficie la cui curvatura, ecc. 243

onde, moltiplicando rispettivamente per a e b e sommando, si trae

nRar+bp)y=—=xfabc;
di qui, osservando che ax +bp+cR= A,

nBA=c(nR -zefab),

cioé in forza della stessa (43):
c=nR. (45)

Notiamo qui per incidenza che nella ricerca della pii generale con-
gruenza W, avente per prima falda focale una data superficie di Tzrrzgica,
si conclude dalle relazioni (7) del § 1 che allora la ¢ soddisfa sempre all’e-
quazione di Moutarp verificata da R:

¢

— b
(91(9?5 e’ C.

Questo fatto gia suggerisce lo studio delle trasformazioni asintotiche
per cui le funzioni R e ¢ coincidano a meno di un fattore costante.

Ritornando al problema nostro, sostituiamo ¢ = R nella terza coppia
d’equazioni del sistema (41); con ¢id avremo

a=—(14+n)ebp, b=(1—n)e b (46)

Basta sostituire per a, b, ¢ le espressioni (46), (45) nell’'una o nell’altra
delle equazioni (44) per dedurne la relazione seguente da cui si trovano
legate le due costanti x e n:

Colle medesime sostituzioni la

A=aX+bpu-+cR
diventa
A=nR —2e%p), (48)

coincidendo coll’equazione di partenza (4£3), che viene cosi a ridursi ad una
identita.
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Siamo ora in grado di scrivere le formole effettive per la trasformazione
scoperta da TziTzfica, mediante la quale si passa ad una nuova superficie
della classe considerata. La denoteremo col simbolo T,, assumendo » in
luogo di z» come costante caratteristica. Rimangono sole delle equazioni (41)
quelle che danno le derivate delle tre funzioni incognite A, p, R, le altre
trovandosi identicamente soddisfatte dalle espressioni di a, b, ¢. Si ottiene
cosl il sistema differenziale seguente, ancora lineare, omogeneo ed illimita-
tamente integrabile che sard necessario integrare per dedurne la 7, ricercata:

o 89 1—+—n_ (9)\_6’9._10
89' +1 l"" ﬂ_az—bR’

(49)
op L —n 30 oR OR

56~ TTn’ "tagt Fa M ap P

ovvero scrivendolo secondo Tzirzfiica sotto la forma di tre equazioni si-
multanee a derivate seconde per la funzione incognita R:

“R_08 4R 1+mn ,0R &R 0
s = e =l R,
4 o’ 2 da ' 1—n 9B d«dp (50)
0
FR_1—n _,dR 36 0R \ |
op 1+n da p 9
Dopo di ci0, sostituendo nelle (9) e (10) del § L i valori
d R
—_ — . m, = -6 = 15
a=—(1+mn)et 5 b= (1 me 5,0 © nR, 1)

avremo per le coordinate «,,... di S, e pei coseni normalizzati della nor-
male £,,..., cio& contemporaneamente per le coordinate della superficie au-
siliaria %,, trasformata di S, per polari reciproche, le formole seguenti:

6 R & R & .
xl=w~eR [(1 n)a‘j am—{—(l~ ) w] ) (52)
. et 1\9R 8% 1\oR 8¢)| -
51“'4*‘%’[(‘*75—5 7a (1‘“,@):97 ;9‘;:]\' ©3)

(1) E questa la formola segnalata da Tzitzéica nella prima delle due note citate (C. R.,
150 (1910), 955).
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Conformemente alle (37), (38) si ha:

Y, t =m,, W_:‘ =~ con m, = nm,

la costante caratteristica » dovendo essere diversa da 1 a causa delle (50).

Per riconoscere il grado d’arbitrarieta della trasformazione T, basta
tener conto dell’omogeneita del sistema differenziale (49) e cosi anche di
quella di grado zero delle formole (52), (53). Ne concludiamo che, tenendo
fissa la costante n, la integrazione del sistema permetterebbe di passare da
una data superficie di TziTzfica ad una doppia infinita di superficie della
medesima classe.

Sostituendo nella prima delle equazioni (42) per A il suo valore tratto
dalla (48), si ha

2xp

001+ee — R‘1 .

Questa formula & notevole costituendo il passaggio alla nuova soluzione 6,
dell’ equazione alle derivate parziali seconde. Essa risulterebbe anche dal
paragonare le relazioni

.1

1 #R ‘9(3)
2 —e, R

R 3298 EPEL

= cel,

la seconda delle quali esprime il fatto ben noto, ricordato del resto nel § 1,
che il passaggio inverso da S, a S si eseguisce per mezzo della funzione

-trasformatrice ~112-, soddisfacente all’equazione di MouTarp relativa alla S,.

Benché la proprieta curiosa dell’equazione differenziale

ey
L 8 ___p28
d20p  C ¢

di trasformarsi 1n se stessa mediante la formula

2 9R 4R
R oa 9B’

Al

eh = —¢f |- (%)

R essendo soluzione del sistema differenziale (50), gia fosse segnalata da
Tzirziica, convien qui, per essere completi, convincersene con calcolo diretto.
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Posto per semplicita

R =7,

il sistema (50) assume la forma seguente:

o’ ot\* 46 o+ 14 n 097
i “(Zﬁ) ta sa TTon® " 5p
T dt o=

— f,

dadf T da 3p+6

O an 98 4~ 1--n .97
5?=‘(ﬁ) T8 5 T TER’ aa

Con questo, derivando la

rapporto ad «, si ottiene

69 (89 Q&t) ( dt 9~

08 9 1+n 31)
r da da da 88

)+91—n ap

e di qui coll’aggiungere la formola analoga:

26, 46 ot 14+n &1-)
e —ax 25T 2T " (ap
6, 46 ot 1—n o-o, d
38 —8p  Zaf T215n® (aa)

Derivando ancora una volta e cioé p. es. la prima rispetto a g, avremo:

&0, it 0~ ar it
— b 58 —20-8, __ Q p—20~26, i
523F e e +Q 7 aﬁ(1+96 2e 3w 3!‘5)
ovvero, sostituendovi e - ¢® pe1 Qa: gg
0, 0 e
8«6(5—e —e 26

che di appunto l'equazione differenziale richiesta.
Prima di dimostrare il teorema di permutabilita per le trasformazioni
1., premettiamo un’osservazione relativa alla trasformazione inversa, impor-
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tante del resto per le cose che dovremo dire nel seguito. Adoperiamo qui
le formole (18) del § 1, mediante le quali si esprimono le funzioni trasfor-
matrici R, a, b, ¢ che figurano nell’inversa di una data trasformazione asin-
totica, sostituendovi i valori di @, b dati dalle formole (51) e quello di A

tratto dalle (42):
A= —nR et (55)

Avremo cosi con lievi modificazioni

J — R —
a:—(1+i) e_e —131 =(1-—'i) 6-91@’ E= 1 R
n n

con §=112- Confrontando queste formole colle (51), concludiamo subito:

La inversa della trasformazione T, é una T,
n

§ &

[L TEOREMA DI PERMUTABILITA PER LE TRASFORMAZIONI T,,.

Ora si immaginino note due soluzioni R,, R, del sistema differenziale (50),
corrispondenti rispettivamente ai valori n, e n, della costante caratteristica.
Siano §,, S, le due nuove superficie di TziTzEica ottenute per I’applicazione
delle trasformazioni 7,, T, cosi definite. Per rendere manifesta, nel campo
ristretto delle trasformazioni T,, la validitd del teorema di permutabilita cui
gid accennd il TzrTzEica, conviene appoggiarsi sul teorema pil generale
del § 2, da noi stabilito per la composizione delle trasformazioni M. appli-
cabili alle superficie p = ¢q. Bastera infatti provare che, calcolata la S’ se-
condo il metodo indicatovi, il passaggio da S, a S’ non differisce da una
trasformazione T,,.

Partiamo dalle formole:

a,=—1+n)e %, b=1—n,)e0x,

a2=——(1 +n,) et Yay b2 =(1 -/”/2) e™® )‘23
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dove
R, © éR, R, __OR,

)\1= » By = 8ﬂ7 )\2= 3Q,M2— ap~

Sostituendo di pii nella (32) del § 2 per %, e «, i loro valori dati dalla re-
lazione (47) del § 3, cioé

2n, 2 n,

L, — — 5 Ry == — —
! 1—n : 1—nt

questa pud mettersi sotto la forma:

J=e“9(1‘ Pre - )+ T_n—"[R R,—e (llf"'z_{-lu'l %)) (5())

2

Ponendo per abbreviare

R R, —e Ny, +p 2y)=0,
la scriveremo:
_ n, —Mn,
J=e0 (X p, —p X) + 1—l-n y; Q.

1 2

Di qui si ricavano le relazioni seguenti:

1 —mn} 1—n
. J =" G, —f = — 5
21 + 1 _ nl nz 2 12 J 1 _nl ng (07)

Ritenendo le denotazioni R\, a’,,d’,, gid utilizzate nei paragrafi prece-
denti per indicare le funzioni trasformatrici nel passaggio da S, a S, ab-
biamo secondo le (24) del § 1:

(D21+J br1=_6l¢21+J

a', = o, e —a,, A ~+ b,. (58)

Draltra parte, affinché questo passaggio riesca appunto una trasformazione
T,,, sard evidentemente necessario che siano soddisfatte al tempo stesso le

"9

due eguaglianze:
a'y==—(1+n)etyp,, b,=(1+mn,)e®N, (®9)
nelle quali

' . J
’ RIZ‘E‘X"
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Resta dunque a provare la equivalenza delle formole (58) e (59).
Limitandoci pel calcolo alla prima coppia, cio¢ alla verifica dell’identita

o+ J
A,

—'(1+n‘2)6_el Ilzal — Qy,

procediamo in guisa da cangiare il primo membro di questa nel secondo.
Segue dalla (42)

_m Rie®

-0, —
e b
A

e poicheé di piu

_ola) o

Fi=—g = pBipa - B Jp),
traerido la J dalla (56), si avra:

-0
(4, e = (14 n)m

A [Rf o — B, By, — ety () o — A,) —

n, — N, ]
— 0
1 —n,n,

et . i (1 +n) (1—n,)
=(1—|'*ng) nl—A'—l'[(J,,(.Rl—-Qe ﬂ)\l y.l)——- 1_)1('(1 e Pr Q],

di qui, in virta delle (48) e (87)
1
T —n, n,

nl(Rf_Qe—e)‘)y'l)::Al7 Q =&, + J,

risulta la uguaglianza domandata:

¢y 4 J

1

—(+n)etuy,=—(1+n)ety, @“A——*_J! + (1 +n)etp,—=a, —a,.
1

Con ci9, si trova stabilito il teorema di permutabilita per la cui appli-
cazione, fondandosi sulla formola (56), sarebbe da escludersi il caso », ny,=1.
Possiamo enunciarlo nel modo seguente: Se si fa derivare da wuna data
superficie di TziTzEi1cA per mezzo di due trasformazioni T, T,, (n, n, =|=1) due
nuove superficie S,,S,, esiste sempre una quarta superficie S’ della medesima
tlasse, costruibile in termini finili, alla quale si passa da S, e S, mediante
due rispéttive trasformazioni T, e T,, cioé colle costanti n,;n, scambiate
fra loro.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXX. 33
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Da ultimo, faremo 1'esame dei casi singolari che qui si presentano. Per
tal via saremo condotti ad un’elegante proposizione geometrica. Cominciamo
dal considerare la composizione di due trasformazioni T, a costanti eguali,
indicando con n il loro valore comune. La (56) riducendosi allora a

J=e (A p.—p ),

la quarta superficie S’ sard ancora unica e costruibile in termini finiti. In-
tanto qui si constata che colle B,, R,, appartenenti al medesimo valore della
costante %, & definito un fascio lineare di trasformazioni T,. Infatti, prendendo
come nel § 1

R‘J=V1 R1+V2 R2a

si ottiene una semplice infinitd di superficie trasformate S,, ciascuna di esse
legandosi alle superficie isolate S e S” precisamente nel modo indicato per
S, e S,. Nel percorrere questa schiera costituita da superficie di TziTzfica
1 punti di S, descrivono le rette congiungenti i punti corrispondenti di S, e S,.

Cangiando ora leggermente di punto di vista, se riflettiamo che da §,
ovvero da una qualunque delle S, si passa a 8’ mediante una trasformazione
T,, mentre invece, secondo quanto abbiamo detto alla fine del § 3, la S ne
nascerebbe per mezzo di una T, sard palese che tale configurazione risulta

n

anche dalla composizione di due trasformazioni T, e T;. Cadiamo cosi ap-
n

punto nel caso singolare n, n, =1, ove la formola principale (56) del teorema
di permutabilitd & in difetto. .
D’altra parte, nell’ipotesi », n, =1, supposte note due soluzioni R,, R,

del sistema differenziale (50) coi rispettivi valori n, == e n, =% della co-

stante caratteristica, giova riportarsi al ragionamento utilizzato nel § 2 per
la composizione di due I, a costanti eguali e di segno contrario. Anche qui
sard necessario che abbia luogo 1I’eguaglianza

®,, + ¢, =0, (60)

portante solo sui valori iniziali, perché risultino identicamente soddisfatte
le relazioni che se ne ricavano per derivazione. Due siffatte trasformazioni

T, e Ty le chiameremo ancora in relazione armonica. La condizione (60)
n
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pud mettersi sotto la forma
Q=R R, —e 0()‘19'2“_!"1)‘2)= 0.

Con cid, il calcolo della quarta superficie S’ dipende dalla quadratura

J = [[_(Rl MN—AR)da+d (R, o — 4 R,)ap

che introduce una costante arbitraria. Dunque: Nel comporre due trasforma-

zioni T, e T4, supposte in relazione arinonica, Uapplicazione del leorema di
1"

permutabilita, domandando qui una quadratura, fornisce una semplice infinitc
di quarte superficie S'.

Confrontando col caso di sopra n, =mn,, si vede che questa schiera
delle S’ corrisponde a quella delle S, generata dal fascio lineare di trasfor-
mazioni 7,. mentre la coppia S, S;, restando isolata, dovrebbe mutarsi nella
coppia S, §".

Per giungere all'interessante risultato con cui termineremo l'attuale ri-
cerca, conviene ancora partire da due trasformazioni T, a costanti eguali,
individuate da due soluzioni R,, R, del sistema differenziale (50).

Calcolata la

J=e0(\ p, — ey Ag),

si verifica senza difficoltd che hanno luogo le relazioni

1
298 6d e w9J 8 J g
da! Ja Jda l—l op OJdadpP ?
n
1
& J n ,od 86 dJ
oF =, 1° 3x o a8
14+

cioé che la J soddisfa al sistema differenziale (50), sostituitovi il valore —’lt—

per la costante. Quindi, assumendo

Ri=d=e (A p, — A ta), (61)
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potremo servirci della R, per assoggettare la data superficie S in pari tempo
ad una trasformazione 74 . Questa T4 di pil la riconosciamo essere in re-

n n
lazione armouica con ambedue le T, definite da R, e R,. Infatti, combinando

convenientemente le equazioni che risultano dalla (61) per derivazione e scri-

R, 0 R,

vendovi ——2=—1%,, = =—u,, avremo le relazioni
a “I 09 ag PO b

R, R, — et ()‘o Py T+ o )\1) =0,
By Ry —e @ (A py +py2) =0

con cui resta provato quanto abhiamo asserito. Dunque: Date due trasfor-
mazioni T, a costanli eguali, si pud dedurne sen?’ integrazione una trasfor-

mazione T1 che sta alla sua volta in relazione armonica con ambeduele T,.
n

Inversamente, quando si supponga nota una coppia armonica T,, T,
”

definita da R,, BE,, la determinazione della B, richiederebbe una quadratura.
Per convincersene basta fare

Rz':‘t-Rl;
con cio, si avra
f— N do—p, df
=— 7 ,

la condizione d’integrabilitd verificandosi in virti delle (49).
Ora restando nell’ipotesi di due assegnate 7, con R,, R, da cul imma-

giniamo dedotta nell’ indicato modo la 7 definita dalla B,, indicheremo an-
n

cora con S,, §,, S, le rispettive superficie trasformate.

Adoperiamo inoltre il teorema di permutabilita per ricavare dalla coppia
S,, S, la quarta superficie §’, ricordando a quest’effetto-che si ha J=R,.
Dopo cio, passando al confronto delle superficie S° e S,, stabiliremo fra
queste una relazione geometrica che offre una notevole semplicita.

Valgono le formole seguenti per le coordinate correnti delle superficie
S e S,:

x=ux— R}€R2 (ﬂxzz—tt '“z)a (6‘2)
e 0l 1 ox { Jx .
Ly = o ‘EHl—Fn)#oﬁ (1*71)%3—#]' (63)
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(W1}

La prima di queste ci da:
€ n T
, R R,
}:wé:m——R;— £ on, G,
62 ‘nﬂ C?

Ricorrendo ora alla formola

e (R T

ed alla sua analoga per l'indice 2, sostituiamo nel determinante per &, =,,

.y &y My, G, i l0re valori; indi scindendolo secondo la regola di moltiplica-
zione ed osservando che

E n ¢

D
s
D
=
»
'

|
|
|

=A=mel R, =e %A py—p ),

QY D
R

[SSRENV)
o R
=

QD
S R

D
~

)
™
)
=

avremo
Yo' =mn'. (6%)

Cid premesso, possiamo disporre di tre coefficienti 4, B, € in guisa
da fare

w'_A2”+BM+0w (65)
A causa della (64) viene subito
C=n {66)
Pel caleolo di 4 e B basta dedurre dalia (62) le relazioni
Y@ —2) 8 =0, (@' —x)&=0,

colle quali, introducendovi le espressioni di &,,..., &,,... e teneudo conto
delle formole (40) del § 3, si ottengono le seguenti:

(1~i)x1A+(1+ 1)u,B=<1—??>R.,

(1 —%)x A+(1+ )g; B=(1—n) R

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



254 Jonas: Sopra una classe di lrasformazioni asintotiche,

Di qui, essendo
My —p =6 R,
B, 2y—NEB=— 367\07 R, Hz—flle:eaP*o

risultano le espressioni cercate:
= —n? i) -8 P-o — 2 1 -9 ﬁ
4= n(l—}—n b, B__n(l_;)e & (67)

In forza delle (66) e (67) la (65) diventa:

ﬁ=ﬂp_%ﬂp+%%$§+0 wdz

e quindi, confrontando questa colla (63), si ha finalmente:
x'=n’x,

Siamo cosi giunti alla notevole proposizione seguente: La superficie S’
che si oftiene come la quarta superficie del teorema di permutabilita nel
comporre due trasformazioni T, a costanti eguali é un omotetica (rispetto
all’origine) della superficie S, che si ricava dalla primitiva S per Uapplica-

zione della Ty deducibile senza integrazione dalla coppia di trasformazioni T,
”

E da osservarsi che essendo la T; I'inversa di una T,, si pud passare

n

dalla S, alla sua omotetica 8’ per mezzo di tre successive trasformazioni 7.
Queste peraltro potrebbero essere realizzate in infiniti modi; ciog, pil in
generale, vale la proposizione seguente che si dimostra subito:

Essendo S una superficie di TzitzEica e S* una sua omotetica rispetto al
cenlro, in guisa da aversi

ot Yt
Y

® %

o =N
con N = n® costante positiva per causa di realita, si puo sempre passare da S
a S* e cioé in infinili modi mediante tre successive trasformazioni T,, la prima
di queste potendo scegliersi in modo affatto arbditrario.

Infatti, operate sulla S due qualunque trasformazioni T, con n =\/N,
sia S8’ la quarta superficie che risulta dall’applicazione del teorema di per-
mutabilitd. Consideriamo ancora nell’istesso tempo la S, ottenuta per mezzo

della Ty che abbiamo visto ricavarsi dalla coppia di trasformazioni T,. Se-
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condo quanto si & dimostrato, fra le due superficie S’ e S, ha luogo uyp’o-
motetia rispetto all’origine, essendo

Sostituendo adunque per l'applicazione di questa Ty alla data super-

n
ficie S la sua omotetica S* ne risulterd una S,* che viene a coincidere
colla §’. Con questo sard stabilito il passaggio

S—8 —> 8 (=8% —»8*

che si effettua con tre successive trasformazioni T, nel senso indicato (ov-
vero per mezzo di tre Ty in senso inverso).

n
Notiamo finalmente che in questa terna l’arbitrarietd del secondo passo
per cui ci siamo appoggiati sul teorema di permutabilita sara limitata per

la proprieta della rispettiva T, di trovarsi in relazione armonica colla Ty
n
inversa della T, iniziale.
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Le trasformazioni birazionali periodiche sulle
superficie iperellittiche con due fasci di curve
ellittiche.

(Di NiconLo SpampINATO, @ Catania).

Sopra una supertficie iperellittica con due (soli) fasci ellittici di curve
ellittiche, le trasformazioni birazionali periodiche, che non siano di 2* specie,
si_distribuiscono, per un teorema noto ('), in ischiere continue oo’ 0 oo,

Qui si vuole determinare per ogni intero positivo n assegnato il numero
delle trasformazioni birazionali periodiche di 2* specie col periodo n; e il
numero delle schiere continue co' 0 o' in cui si dispongono le trasforma-

. zioni periodiche, di periodo nr, che non siano di 2* specie.

Di questi numeri, il primo & da riguardare come noto (*), ed & lo stesso
per ogni superficie iperellittica. Ma, per ragioni di completezza, abbiamo cre-
duto opportuno ricalcolarlo, anche perché per trovarlo ci serviamo dello stesso
metodo che ci serve per calcolare l'altro, e che & diverso da quello seguito
dagli autori citati.

1. Sia V, una superficie iperellittica di un S, e percio rappresentabile
parametricamente mediante funzioni abeliane ¢,, ¢,,..., ¢, a due variabili
u e v appartenenti ad una stessa tabella di periodi.

Adottando la nomenclatura e le notazioni della Memoria del Prof. Scorza
qut sotto citata, se V, possiede due soli fasei ellittici di curve ellittiche, essa

(1) Raciti, Trasformazioni birazionali periodiche di una varieta abeliana in se stessa
(Atti della R. Accademia dei Lincei, Volume XXVIII, I semestre, Fascicolo 9°-10°).

(2) CasTELNUOVO, Rendiconti dell’ Istituto Lombardo, t. XXV (1892); od anche ENrIQUES
et SEVERI, Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques (Acta Mathematica, t. 32, 1909), p. 292.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXX. 34
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non pud essere che del tipo IIf), IV) o VI) (®), e il gruppo T (%) ad essa re-
lativo non pud presentare che sei alternative; e cioe il gruppo I (*)
«) o & il gruppo ciclico @, di ordine 2 costituito da:

wW=u vV=wv; W=—u o=—1v;
g) o & il gruppo quadrinomio @, costituito da:
We=u vV=v; W=—u =—uv;
W=u vV=—wv; W=—u v=0v;
y) o & il gruppo G, d’ordine 8 generato:
| W=—u v=—0v; W=u v=1iuv; (6 =y=1):
d) o & il gruppo G, d’ordine 6 generato da:

I3 ’

2
wW=-—u vV=—uv; W =u v=co; (s:e 3).

(41

¢) o & il gruppo G,, d’'ordine 12 generato da:

wW=—u v=—wv; ' =iu v=—c¢cv;

&) o & il gruppo G,, d’ordine 24 generato da:

W=—u '=—0v; W=1iu v =co,

9. Alternativa «),

In questo caso, delle due trasformazioni del gruppo I' la prima risponde
alla schiera oo® delle trasformazioni di 2* specie, la seconda alla schiera delle
trasformazioni di 1 specie che sono tutte periodiche col periodo 2, cioé in-
volutorie.

Andiamo a vedere sotto quali condizioni una trasformazione di 2* specie
pud essere involutoria,

{®) Scorza, Intornoe alla teoria delle matrici di Riemann e ad alcune sue applicazions (Ren-
diconti del Circolo Matematico di Palermo, Tomo XLI, Anno 1916), Parte II, n.° 2,

() Loc. cit. @), Parte II, n.° 4.

(%) Loc. cit. (3), Parte II, n.° 36.
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Una trasformazione T di tale specie & rappresentata da equazioni della’
forma

w=u+a vV=v+b
con @ e b costanti (complesse) qualunque. La potenza »n™ di T e rappresen-
tata dalle equazioni
W=u+na, v=v-+nb:
quindi se

@, ...0,
w —

(1)

’ ’
0,...0,

é la matrice riemanniana cui appartengono le funzioni ¢,,..,, 9,, T risulta

PN

identica se, e solo se, &

Qz%{wl_‘l"""*‘%(‘h
\ \ (2
b=%lw'1+"'+'i »

con le A,,..., %, interi scelti comunque nella serie 0, 1,..., n —1.

Di qua discende intanto che:

Se n & un intero qualunque, il numero complessivo delle trasformazioni
di 2% specie di V, periodiche e aventi per periodo n o un divisore di n é n';
e, come ha mostrato il prof. CasTELNUOVO, basta applicare a questo punto
una famosa formola del DeEpexIND per determinare il numero delle trasfor-
mazioni di 2* specie periodiche e col periodo n.

A cid possiamo anche pervenire facendo vedere che se ¢

D(Oy,.d,n) () =1 (3)

la trasformazione periodica risulta a periodo n.

Infatti ammettiamo che la trasformazione T corrispondente a valori
soddisfacenti alla (3) sia a periodo »n'<<n (n' divisore di n): allora deve
essere

wa=0 n'b=0 (mod. w)

(¢) Con D (A, A, A, X, n) denotiamo, secondo I'uso, il massimo comun divisore degli
interi Ay, Ag, A3, Ay, m.
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e percid accanto alle (2) avremo le relazioni

’

l,1 )\ 4
a=—o p
n 1 + + n wl
y y ®)
b="1o AP T 7Y
" i e ol
essendo 2';, X', 1;, V', convenienti interi.
Ponendo
n : nﬂ o nll (nll> ])
dalle (2) si ricava:
A i A :n \
a=2"" 0w ;
n 1 + + %% (1)4
WL A in” ®)
b= e LARLEpI
o w, + + o 4

Confrontando le (4) con le (5), per un’osservazione nota [vedi, p. esempio,
loc. cit. (*), Parte I, n° 9, b)], si ha che deve essere

- Il— v - P ’
Min'=X,,..., A=W\,

Si deduce dunque che »” e divisore comune di 2,, A,, X, A,; € ci0 &

assurdo, perche & »" > 1.

Segue che T' & proprio a periodo n.

Ne discende che il numero delle trasformazioni periodiche di 2% specie
di V, aventi per periodo » é uguale al numero delle quaterne 2,,...,2, sod-
disfacenti alla (3). Tale numero & dato dall’indicatore di » d’ordine 4, ¢, (%) (7).

Abbiamo dunque:
Il numero delle trasformazioni periodiche di 2* specie di V, aventi per

periodo un numero intero n assegnato é dato da:

= (=3 1)

dove con p, q, ---,t 8’ indicano i divisori primi di n.

(") GaHEN, Théorie des nombres (Paris, Hermann), Tome Premier, n.* 411, 412.
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3. Alternativa B).

Per le due schiere oo® di trasformazioni determinate dalle due trasfor-
mazioni
’ [ ’

w=u, v'=0v;, w=—u, vV=—=—v

st ripetono le cose dette nell’alternativa «) e cio vale per tutte le altre alter-
native,

4. Consideriamo ora la schiera oo® di trasformazioni generata dalla
trasformazione

w=u, ¥=—u.
La trasformazione generica T di detta schiera sara data da:
W=u+a v=—v+5b

essendo @ e b due costanti qualunque.
La potenza n™ di T sard data da:

w=u+na

v =" se é n pari,
wW=u-+ne« v

—v+b seé n dispari.

Segue che nella schiera non esistono trasformazioni periodiche a periodo
dispari. Se & pol n pari ed ¢ (n«, 0) un periodo simultaneo delle funzioni
¢, sara T periodica avente per periodo » o un divisore di n.

Com’¢ noto (*) la tabella a cui appartengono le ¢, nel caso che si con-
sidera puo ridursi ad uno dei tre tipi seguenti

o, o, 0 0 (6) 0, o 0 0 o, o, 0 0
0 0 (m’1 (u/, , 0).1 ’ , ’ (7) (l)’, , wlg, ’ , (8) .
0 9 0, O, 5 9 Wy, 0,

Se la V, appartiene alla tabella (6) perché (n «,0) sia un periodo simul-
taneo delle ¢, bisogna che esistano degl’interi 1,, ---, 2, per 1 quali sia:
RV VO
o= 7?: [ON n W, (9)
0=12, o, + 1, 0,.

(8) Loc. cit. (%), Parte 1I, n.° 37.
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Segue che deve essere

Basta poi far variare %,, %, fra 1 numeri 0, 1,..., »—1 per ottenere
sempre per a valori che insieme ad una quantitd b qualunque danno una
trasformazione T periodica col periodo » o un divisore di .

Ora ci domandiamo: come si devono scegliere gl’'interi A, e A, percheé
la corrispondente trasformazione T risulti col periodo n?

Intanto si vede subito che se &

DA, m) =1 (10)

T risulta col periodo n. Le coppie 1, %, soddisfacenti alla (10) sono ¢, (n).
Sia invece

D (A, 1) =n"> 1. (11)

Allora per un ragionamento fatto si vede subito che, posto

la sostituzione T risultera a periodo n’ se n' é pari, e a periodo 2n’ se n’ é
dispari.

Segue che, non potendo essere » =wn/, perché T risulti a periodo #» bi-
sogna che sia »' dispari e » =2/, cioé che n sia il doppio di un numero
dispari. Si ha inoltre che deve essere n” = 2.

Abbiamo dunque:

Da una coppia X, X, non soddisfacente alla (10) puoé provewnire una cor-

rispondenza T periodica a periodo n quando, e solo quando, & n della forma
4K+ 2 ed e

D\, n)=2. (12)

Perché sia soddisfatta la (12), essendo » il doppio di un numero dispari,

. . . A, A . n
basta che 1,, %, siano due numeri pari, e che Wl’ —523 formino con 5 una terna
-l

di numeri primi fra di loro. Segue che le coppie A, A, soddisfacenti alle

condizioni volute sono in numero di 9,(5).

Raccogliendo si ha:
Se la V, appartiene alla tabella (6), nella schiera oo® considerata non
esiste alcuna sostituzione periodica avente per periodo un numero dispari,
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menlre ne esistono
P (n) 0 9 (n) —+ ¢s (%)

schiere oo', aventi per periodo un numero n pari assegnato, secondo che é n
della forma

4Ko4K+2.

5. Si osservi ora che quello che s’é detto per la schiera precedente
pud ripetersi per la schiera oo® determinata dalla trasformazione

wW=—u V=0

Raccogliendo allora si ha:
Se il gruppo T della V, coincide col gruppo G, e la V, appartiene alla

tabella (6), essa di schiere o' di trasformazioni periodiche aventi per periodo
un inlero n assegnato ne ammetle:

Nessuna se &

I

1 (mod. 2)
0 (mrod. %)

9b4m+w4%)]we n=2 (mod. 4).

2 ¢, (n) seé n

6. Appartenga la V, alla tabella (7).

In questo caso percheé (na, 0) sia un periodo simultaneo delle funzioni
¢, bisogna che sia:

: (13)

Dalla 2* delle (13) ricavasi

Ay

> +h=0, %=0.

Segue che I'intero 1, deve esser pari. Allora la costante a si deve cal-

colare mediante la formola:

9K,
a—gwl—fv - W,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



264 Spampinato: Le trasformazioni birazionali periodiche

dove si faccia

(si ricordi che & = pari).
Come sopra si trova che per essere la trasformazione T corrispondente
ad una coppia %,, %, a periodo n, basta che sia

D(r, 2K,, n)=1 (14)
e che se poi & » il doppio di un numero dispari basta che sia
D(», 2K, n)=2 . (15)

e che se la coppia 1,, X, non entra in nessuno dei due casi considerati, la
corrispondente trasformazione T non sard certo a periodo .

Ora il numero delle coppie soddisfacenti alla (14), tenendo conto che &
n pari, e percid deve essere X, dispari, con un procedimento classico nella

teoria dei numeri (°) si trova che & ¢, (—Q—) se 5 non contiene il fattore 2,

mentre &

se % contiene il fattore 2.

Il numero delle coppie 2,, %, soddisfacenti alla (15) & o, (%) .

Raccogliendo si ha (tenendo conto anche dell’altra schiera oo®):

Se il gruppo T della V, coincide col gruppo G, e la V, appartiene alla
tabella (7), essa di schiere oo' di trasformazioni periodiche aventi per periodo
un inlero n assegnato ne anunette :

Nessuna se e n=1 (mod. 2)
3 o[ ‘ _

‘3«?“\2) se é n=0 (mod. %)
4o, (%) se é n=2 (mod. 4).

(9 Loc. cit. (7).
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1. Appartenga la V, alla tabella (8).
In questo caso procedendo come nel n.° 6 si trova che deve essere

e percid A,, A, devono essere pari.
Conseguentemente dovendo essere n pari sard

DA\ n)=2

e percid quando & n della forma 4 K, non potendo essere
D()H’ Ay, n)=1v

non si hanno trasformazioni periodiche col periodo n.
Se invece n & della forma 4 K+ 2 esistono trasformazioni periodiche a
periodo n e queste corrispondono alle coppie 2,, A, per cui risulti

D()‘n LY n)=2

Il numero delle coppie soddisfacenti alla precedente condizione, tenendo

conto che 1,, %, sono pari, & ¢, (%) )

Raccogliendo si ha (tenendo conto anche dell’altra schiera oo?):

Se il gruppo T della V, coincide col gruppo G, e la V, appartiene alla
tabella (8), essa di schiere oo' di trasformazioni periodiche aventi per periodo
un inlero n assegnalo ne ammetie:

Nessuna se ¢ n==2 (mod. 4)
29, (—g) se & n=2 (mod. 4).

8. Alternativa ). .
In questo caso il gruppo I' coincide col gruppo G4, somma del gruppo G,
e delle 6 trasformazioni:

w=u w=—"u
. (16) , (17)
v =—u, v =,
w=u wW=—1u ’
. (18) , , {19)
vV =10, v = —1v,
Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXX. 35
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w=u
v =

¢ (20) ) “
— i, v .

La V, allora apparterrd ad una delle seguenti due tabelle (19):

0w, o 0 0 ‘ (@2 o, ®, 0 0
l o o 14 | ¥ i+ 1 .- ()
0 9 1 ¢

9. Appartenga la V, alla tabella (22).

a) Per le schiere oo’ determinate dalle trasformazioni (16) e (17) si
pud ripetere cid che si & detto nei n! 4 e b perché la tabella (22) & dello
stesso tipo della tabella (6).

b) Le schiere oo® di trasformazioni determinate dalle (19) e (21) sono
tutte formate con trasformazioni tutte periodiche eol periodo 4.

c¢) Consideriamo ora la schiera oo® determinata dalla (18). La tras-
formazione generica T di essa & data da:

wW=u-+a

v =14v-+b.

La potenza n™ di T & data da:
w=u-+na %u’=u+na gu'=u+na wW=u-+na
v =4v+0, v =—v+ (14140, (v'=—iv—}—ib, V=

secondo che ¢

n=I1, n=2 n=3 n=0 (mod. 4).

Si ha intanto:

Nella schiera considerala non possono esservi sostituzioni periodiche aventi
per periodo un numero che non sia mulliplo di 4.

Per essere poi T periodica la coppia (na, 0) deve essere un periodo si-
multaneo delle funzioni ¢,. Allora deve essere

A, A
a—;&)l—'{—WQQ

0 ==X +i1,.

(19) Loc. cit. (3), Parte T, n.° 38.
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Deve essere intanto
A=14,=0.

Basta poi far variare A, e 4, fra i numeri 1, 2,..., » ed in corrispondenza
ai valori che si ottengono per a, e qualunque sia b, trasformazioni perio-
diche aventi il periodo » o un divisore di n.

E pit precisamente abbiamo:

Se & D(M, 2, n)=1]a T sard a periodo n.

Se & D(A,, %, n)=n">>1 e posto n:n"=n', la trasformazione T avrd
il periodo: '

n se é n'=0 (mod. %)

20 se é n=2 (mod. 4)
v se & n=1o0n=3 (mod. 4).

Nel primo caso non si possono ottenere trasformazioni a periodo »n perche
e sempre n' <mn.
Nel 2° caso posto 2n'=n ed essendo

W=2 (mod. 4),

cioé essendo »’ della forma 4 K + 2, sara
n=2n=2(4K+2)=8K-+4

Ed allora al solito si trova che:

Se n é della forma 8 K+ 4 ed ¢ D(\ 2, n) =2, la coppia A, ), da luogo
ad una trasformazione periodica col periodo n.

Analogamente si trova nel 3.° caso che:

Se n & della forma 16K +4 0 16 K+ 12ed ¢ D (A X, n)=24, la coppia
X A, da luogo ad una trasformazione periodica a periodo n.

Il numero delle coppie 2, 2, soddisfacenti alle due suddette condizioni &

rispettivamente o, (%) e (%) .
Osservando che un numero divisibile per 4 o & della forma 8 K o & della
forma 8 K + 4 e che un numero della forma 8 KX + 4 o & della forma 16 K + 4

o della forma 16 K + 12 si ha raccogliendo:
Nella schiera oo® considerata di schiere oo' di trasformazioni periodiche
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avenli per periodo un numero n assegnalo ne esistono:

Nessuna se é n==0 (mod. %)

9, (1) se ¢ n=0 (mod, 8)
n n .

P (?) + ¢, (@) ~+ 9, (T) ase e n=+% (mod. 8).

d) Si osservi infine che quello che s’@ detto per la schiera precedente
puo ripetersi per la schiera determinata dalla (20). Per accorgersi di cio basta
dare I'espressione della potenza »n* della sua trasformazione generica.

Raccogliendo quanto abbiamo detto in a), b), ¢), d) si ha:

Se il gruppo T della V, coincide col gruppo G, e la V, appartiene alla
tabella (22), essa di schiere oo di trasformazioni periodiche aventi per periodo
un numero n assegnato ne ammette :

Nessuna se ¢ n=1 (mod. 2)
2 [cp, (n)+ o, (%)} se ¢ n=2 (mod. %)
4 9, (n) se & n=0 (mod. 8)
2 [% () + 9, (%) +o Z)J se & n=14 (mod. 8).

La V, ammette inoltre due schiere oo® di trasformazioni periodiche a pe-
riodo 4.

10. La V, appartenga alla tabella (23).
Questa volta deve essere:

)‘1 2
A=— 0, + — 0,
n n

\ 0=x21—;"i+13+n4

e percid deve essre

cioé restano indeterminate al solito A, e %, colla condizione che 3, deve es-
sere pari.
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a) Per le schiere determinate dalle due trasformazioni (16) e (17) si puo
ripetere cid che si & detio al n.° 6.

b) L’osservazione fatta in b) nel n.° 9 vale, s’intende, anche qua.

c) Nel ragionamento poi fatto in ¢) del n.° 9 per la schiera oo® deter-
minata dalla (18) la nuova condizione che 2, sia pari influisce solo nel fatto
che 1l numero delle coppie A, 3, soddisfacenti alla condizione D (3, };, n) =1
anziche essere ¢, (») &

n
)
d) L’osservazione fatta in d) del n.° 9 vale anche qua.
Abbiamo quindi:
Se il gruppo T della V, coincide col gruppo G, e la V, appoartiene alla
tabella (23), essa di schiere o' di trasformazioni periodiche aventi per periodo
un numero n assegnato ne ammette:

perché dovendo essere n multiplo di 4 conterra il fattore 2 (n.° 6).

Nessuna se & n=1 (mod. 2)
g, (%) se & n=2 (mod. %)
14 S s

3 P (g-) se & n=0 (mod. 8)
20 n n X _

5 0 (72—) + 2 9, (Z) se ¢ n==% (mod. 8).

La V, ammetie inolire due schiere di trasformazioni periodiche a pe-
riodo 4.

11, Alternativa 3J).
Il gruppo I in questo caso & somma del gruppo G, e delle 4 trasforma-
zioni

~
~

w=u w=—u !
P %(%) , 5(%)
v=¢", v =—¢0,
w=un w = —

ho e Tt e
v =c¢"0v, vV =—c'v
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La V, allora apparterrda ad una delle tabelle (''):

‘ w, o 0 0 98 ®w, o, 00
0 0 t ¢ |I (28) e —1 \ - (29)
0 3 1 =

12. Appartenga la V, alla tabella (28).

a) Le schiere co® determinate dalle trasformazioni (25) e (27) sono for-
mate da sostituzioni periodiche a periodo 6.

b) La potenza »n" della trasformazione generica T della schiera oo® de-
terminata dalla (24) & data da:

wW=u+na su’=u—}—na wW=u-+na
vV =cv+b, (v =cv+4 (e +1)b, v =0,
secondo che &
n=1, n=2, n=20 (mod. 3).

Con procedimento del tutto analogo a quello tenuto in ¢) del n.° 9 si
trova che:

Nella schiera considerata di schiere oo' di trasformazioni periodiche aventi
per periodo un numero n assegnalo ve me SONO :

Nessuna se & n==0 (mod. 8)
P, (1) se & n=0 (mod. 9)
¢, (n) + 9, (%) se é n==0 (mod. 9).

c¢) Per la schiera determinata dalla (26) vale quanto & stato detto per
la precedente.

Raccogliendo si ha:

Se il gruppo T della V, coincide col gruppo G, e la V, appartiene alla

tabella (28), essa di schiere oo' di trasformazioni periodiche avenli per periodo
un numero n assegnato ne ammelie :

Nessuna se é n==0 (mod. 3)
2 @, (n) se ¢ n=0 (mod. 9)
2 [% (n) + 9, (%)] se ¢ n==0 (mod. 9).

() Loe. cit. (3), Parte II, n.° 39.
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La V, ammette inollre due schiere oof di trasformazioni periodiche a pe-

riodo 6.

13. La V, appartenga alle tabella (29).
Questa volta per le X, si trovano le condizioni:

Restano sempre indeterminate A, e 2, colla condizione che 1, sia mul-

tiplo di 3.

Questa ulteriore condizione porta al seguente risultato:

Se il gruppo U della V, coincide col gruppo G, e la V, appartiene alla
tabella (29), essa di schiere o' di trasformazioni periodiche aventi per periodo

unR numero n assegnato ne ammette:

Nessuna se é n==0 - (mod. 3)

S (g’ - se & n=0 (mod. 9)
n N

6 o, (?) se ¢ n==0 (mod. 9).

La V, ammelte inoltre due schiere oo® di trasformazioni periodiche a pe-

riodo ©.

14. Alternativa e).
Il gruppo r della V, sard nel caso attuale il gruppo G,,, somma del

gruppo G, e delle 6 trasformazioni

w=1u w =—u

, §(30) ) §(31)
V= —9 PV =0

w=un W= —u

, { o2 , o)
P = —¢eV P =EV

u = % =—1u

., e = @)
YP =—2¢e" ¢ vV —=—e°v.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



272 Spampinato: Le trasformazioni birazionali periodiche

La V, apparterra allora alla tabella ('*)

®, W, 0 0
| | o
0 0 1 €.

a) Riguardo alle schiere oo’ determinate dalle trasformazioni (30) e (31)
vale quanto & stato detto al' n.° 4.

b) Riguardo alle schiere oo’ determinate dalle trasformazioni del gruppo
G, vale quanto & stato detto al n.° 12,

¢) Le schiere oco? determinate dalle trasformazioni (33) e (35) son tutte
periodiche e a periodo 3.

d) Con procedimento usato si trova poi che nella schiera oo® deter-
minata dalle (32) o dalla (34), di schiere o' di trasformazioni periodiche
aventi un assegnato numero n ne esistono:

Nessuna se ¢ mn==0 (mod. 6)
(9. m) : seée n= 0 (mod. 36)
s (1) —}—q;,(%) se ¢ n=18 - (mod. 36)
0, (1) + @, (%) se e n=120n=2 (mod. 36)

s (1) —}—?g(g)—i— ?2(%)4— ?2(%) seé n= 60n=30 (mod. 36).

Raccogliendo si ha:

Se il gruppo T della V, coincide col gruppo G, la V, di schiere oo' di
trasformazioni periodiche aventi per periodo un numero n assegnato ne am-
melle solo per valori di n che siano multipli di 2 o di 3. La V, ammette
quattro schiere oo® di trasformazioni tutte periodiche, due a periodo 3 e due
a periodo 6.

(I numero delle schiere oo' si calcola al solito mediante i risultati
ottenuti).

15. Alternativa §).
In questo caso il gruppo I' coincide col gruppo G,,, somma del gruppo G,

(2) Loc. cit. (3), Parte II, n.° 40.
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e delle 12 trasformazioni date da:

’

w=1tu

—iu

§ ) L § (39)

w wW=—iu )
, G , (40)
v=v vV =—0 =—" v =0 )
wW=iu w=—1u w=1iu wW=—1iu
, Loy Lag) " fas " L o)
VvV =c vV¥=—cv vV=—c¢v v =¢v
w=1iu wW=—iu = wW=—1iu
, . g(%) , \ %(46) , . §(47) , \ % (48)
v =¢0 vV =—¢v v =—c%v v =¢e

La V, apparterra ancora ad una tabella del tipo (36).

a) Per le schiere determinate dalle trasformazioni del gruppo G,
vale quanto & stato detto nel n.° 14

b) Le schiere oo determinate dalle trasformazioni (38) e (39) sono
formate da trasformazioni periodiche a periodo 4.

¢) Le schiere determinate dalle trasformazioni (41), (42)...., (48) sono
formate da trasformazioni periodiche a periodo 12.

d) Per le schiere determinate dalle trasformazioni (37) e (40) vale
quanto & stato detto in (¢) del n.° 9.

Raccogliendo si ha:

Se il gruppo T della V, coincide col gruppo G,,, la V, di schiere oo' di
trasformazioni periodiche avenli per periodo un numero n assegnato ne
ammette solo per valori di n mullipli di 2 o di 3.

La V, ammelte poi 14 schiere oo® di trasformazioni tulte periodiche due
a periodo 3, due a periodo L, due a periodo 6 e ofto a periodo 12.

(Il numero delle schiere oo' di trasformazioni periodiche si calcola al
solito con 1 risultati ottenuti).

Catania, Luglio 1920.

Annali di Matematica, Serie 11I, Tomo XXX. 36
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Sopra una relazione fra certe forme differen-
ziali quadratiche e le algebre commutative.

(Di Francesco Cecioni, a Livorno.)

1. In una Nota dei Rendiconti della R. Accademia dei Linces (') il
prof. Biancar ha osservato una notevole corrispondenza fra i sistemi com-
mutativi (con unitd principale) di numeri complessi ad » unitd e le forme
differenziali quadratiche in » variabili

n
2
ds’= %;,kaikdw‘dwk,

a curvatura Riemanniana nulla e con valori costanti dei simboli ; b sk di
Christoffel, per le quali un certo determinante (che troveremo poi) non é iden-
ticamente nullo.

Mostrero, nelle righe che seguono, come questa limitazione possa to-
gliersi per mezzo della considerazione dei sistemi commutativi degeneri, cioe
privi di unitd principale, riducendo cosli alla determinazione dei sistemi com-
mutativi (con o senza unitd principale) la risoluzione completa del problema
della determinazione delle forme soddisfacenti alle due condizioni sopra dette.
Tratterdo per disteso i casi n=2, »n=3.

2. Ricordiamo dalla teoria dei numeri complessi a pilt unitd quanto
segue :
a) Siano

n unitd fondamentali (cioé una base) di un sistema di numeri complessi di

(1) L. Brancai, Sopra un’interpretazione geometrica dei sistemi commulativi di numeri
a pin unita |Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie 5*, vol. XXV, fasc. 6°, 1916].

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



276 Cecioni: Sopra una relazione fra certe forme

ordine %, a coordinate complesse usuali, che supponiamo senz’altro commu-
tativo, e

ei ek == %s Yiks es (Yiks == Ykis)

le formule elementari di moltiplicazione, dove supponiamos verificate le ben
note condizioni che esprimono la proprieta associativa della moltiplicazione,
condizioni che (tenendo conto della supposta commutativitd) scriviamo

n n
%‘.. Yite Ysjl=21s Yise Yaid s (i’ l, j, A= 17 Q’-“) ") (A)
Se il determinante caratteristico del sistema

A=

(B)

"
?.‘ Y s &

non ¢é identicamente nullo rispetto alle variabili indipendenti &, & possibile,
in generale, la divisione, ed esiste nel sistema un numero non nullo e,, ed
uno solo, detto unita principale o modulo, tale che se @ ¢ un qualsivoglia
numero del sistema si ha

e —ae,=a,

Se poi € identicamente
A =0,

la divisiohe & sempre o indeterminata o impossibile, e non esiste alcun nu-
mero e, che goda della proprietd suddetta. Questi sistemi di numeri si chia-
mano sistemi degeneri o privi di unita principale. In essi manifestamente
ogni numero & divisore dello zero (*).

b) Un sistema S di numeri (con o senza unitd principale) si dice ri-
ducibile quando, con una trasformazione lineare omogenea a coefficienti reali

(® V., ad es., Encyclopédie des sciences math. pures et appliquées. Tomo I, vol. 1,
fase. 3%, p. 394. — Per quanto riguarda queste ed altre proprietd che richiamiamo appresso
pud vedersi anche la recente importante Memoria di G. Scorza, Le algebre di ordine qua-
lunque e le matrici dé Riemann [Rend. del Circolo matematico di Palermo, t. XLV (1921),
pp. 1-204], nella prima parte della quale si ha una utilissima esposizione (in parte originale)
della teoria generale delle algebre associative.
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o complessi usuali, si possono in esso prendere » unitd fondamentali

Niyeery By (e, 1'g (p+q=mn)
le quali si ripartiscano in due gruppi tali che il prodotto di due unita di uno
stesso gruppo sia una combinazione lineare delle unita del gruppo stesso,
mentre ogni prodotto ;" sia nullo. Ciascuno dei due gruppi definisce un
sistema di numeri complessi contenuto in S (°).

¢) Due sistemi § ed S, di ordine =, si dicono equivalenti quando, con
una trasformazione lineare omogenea a coefficienti reali o complessi usuali,
si possono in ciascuno di essi prendere » unitd fondamentali le quali sod-
disfacciano alle stesse formule di moltiplicazione alle quali soddisfano le
unitd fondamentali dell’altro. Due tali sistemi debbono ritenersi identici, in
quanto che il passaggio dall'uno all’altro equivale ad un cambiamento delle
unita fondamentali (*).

d) E manifesto che se

(e, €rv..., &)

é la base di un sistema degenere di ordine n, introducendo una nuova unita
e, con le formule

8,8, =—=¢€;,8, =6, (¢=0,1,..., n),

si ha un sistema non degenere d’ordine n—+ 1 (°). Cioe ogni sistema privo di
unita principale, di ordine n, ¢ confenuto in un sistema con unita principale,
d’ordine n 1.

e) In un sistema commutativo irriducibile di ordine n- 1, con unita
principale, st puod scegliere una base

(eoy €15 €oyen..y @)
tale che:
1° si ha

eﬁ:eo e, e, =¢, (z:l,o_),..., n);

(®) Encyclopédie. . ., loc. cit., pag. 396.

(*) Encyclopédie . . ., loc. cit., pag. 395.

() Encyclopédie. . ., loc. cit., pag. 39%4. — Cfr. anche Frowenius, Theorie der hyper-
complexen Grossen [Sitzungsberichte der K. Preuss. Akademie der Wissenschaften zu Berlin
(1903), pp. 634-645], p. 636.
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2° le unita e, e,,..., e, determinano un sotlosistema di ordine n nel
quale tutti i numeri sono radici dello zero (hanno cioé una loro potenza
uguale a zero);

3°Jnelle formole di moltiplicazione delle unita e,, e,,..., e,,

eiek=§sYﬂcs e, (’l:, k=1,2,...,n),
1

si ha v,, =0 quando ¢ s=1 0 s =k; cioé oguni prodotto e; e, dipende so-
lamente dalle unita che seguono tanto e, come e,.
Manifestamente il numero e, & 'unitd principale, ed il sottosistema

(el’ 827‘"’ en)

e degenere (°).
f) Osserviamo che dalla condizione 32 si ha

e,e,=0, e,e,=0,..., ee,_, =0, e2=0,

cioé il prodotto di e, per qualunque numero del sottosistema (e,,e,,...,e,) &
uguale a zero. Del resto l'esistenza di un tale numero viene provata per
poter dimostrare i risultati indicati alla lettera e) (7).
g) Se in un sistema commultativo irriducibile non degenere si sceglie

la base come é indicato alla lettera e), i divisori dello zero sono solamente i
numers

2{ 16 ei)

1
quelli cioe che non contengono Vunita principale.

Cid & conseguenza di proprietd generali dei sistemi commutativi irridu-
cibili (°) (ed indipendente dalla condizione 3* della lettera e)), ma si pud
anche vedere immediatamente, adoperando perd la detta condizione. Se
infatti & 2,==0, ed &

()‘oeo’*‘)\l el+"'+lnen) (V’oeo"}“l"1ex+"‘+¥"nen =07

(®) CARTAN, Les groupes bilinéaires et les systémes de nombres complexes |[Ann. Fac. sc.
Toulouse, 12 (1898)], p. 60, e pp. 24-25; e Froenivs, loc. cit., p. 641. — Cfr. anche Ency-
clopédie. .., loc. cil., pp. 411 e 424.

(") Carrax, loc. cit., p. 32.

(8) V., ad es., Encyclopédie . . ., loc. cit., pp. 409 e segg. e p. 421.
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tenendo conto delle condizioni 1* e 2* della lettera e) si ha subito p,=0;
facendo nell’eguaglianza precedente p.,=0 e tenendo conto della 3* condi-
zione suddetta, si ha allora ., =0; e cosi via.

Discende di qui_che il sotfosistema (e,, e,,...,
ordine n privo di unita principale, contenuto nel dalo sistema irriducibile di
ordine n+ 1. Questo sottosistema si chiama (secondo Frosenius) il radicale
del sistema dato; tutti i suoi numeri, oltre essere divisori dello zero, sono
radici dello zero (per la condizione 2* della lettera e)) (°).

e,) ¢ Uunico sistema di

3. Occorre ora completare 'ultimo risultato g) del n°® precedente esa-
minando quanti e quali sistemi degeneri d’ordine » siano contenuti in un
sistema non degenere riducibile di ordine n -+ 1.

Se ¢ sono le parti irriducibili di detto sistema non degenere S, una
base di esso potrd rappresentarsi come appresso

(7110, Niryevvy Bigs Naoye vy Nogyyeevy Tigoge ooy .nqpq) (1)

dove 7., M30,..., M, SONO le unitd principali delle rispettive parti irriduci-
bili, ed i prodotti
Ny Ny,

sono nulli per ¢=}4 (n° 2 b)), mentre per ¢ =3 sono esprimibili per le » che
hanno il medesimo primo indice 4 ed il secondo indice maggiore di s e di
r (n° 2 e)).

[ndicheremo per brevitd con R; il sistema di numeri (w,.o,. Loy Tp), TON
degenere ed irriducibile, e con R, il corrispondente sistema degenere

(s -5 M),

Supponiamo dapprima, per evitare complicazioni di simboli, che i nu-
meri p,, P:,..., P, siano tutti maggiori ‘dell’unita, cioé che ognuna delle g
parti irriducibili di S contenga pid di una unitd fondamentale.

Esaminiamo allora i seguenti ¢ sottosistemi di ordine n

S0 (0 Muiyeoy Mg Mgy Maggeeey Mapyyeeions Mgy Ngryeery Npg)
So) (Mioy Mirseers Ny Magyurey Nggyenioes Nggy Mggyerey Nypy)

: £
S) (Mo Muaseney Ny Mooy Baryeens Nappeneyens Tggsens Tgpgh

(°) FroBEniUS, loc. cit., pp. 634 e 635. — Cfr. anche Encyclopédie..., loc. cit.,
pp. 424 e 425,
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¢ioeé brevemente

S) (B, R.,..., R)
S.) (R, B,,..., R)

Sq) (RH Re,‘-" Rq)’

le cui basi si hanno dalla base (1) di S sopprimendo volta a volta le singole
unitd prineipall 4,0, Neoye-vy Ny It facile vedere che essi sono appunto privi
di unitd principale.
Indichiamo infatti con =;, #’;, #”;... dei numeri appartenenti al sistema R,,
—u

e con 1, n,, 7";... dei numeri appartenenti al sistema degenere corrispon-
dente R,; avremo che ogni numero del sistema .S, (ad es.) & del tipo

=1+, -+,

e percid esiste per ogni @ un conveniente numero non nullo %', (appartenente
quindi al sistema S, stesso) per il quale si ha

(47 1=1_11ﬁ'l=0.

S, e dunque degenere; e cosi S,...S,.

Dimostriamo di pit che nel sistema tofale S non sono contenuti altri
sistemi d’ordine » privi di unitd principale.

Osserviamo anzitutto che se un numero b=1x, +n,+---+u, di § ¢ un
divisore dello zero, e lo si esprime per le =,, esso non pud contenere futle
le unitd principali u,, N4 ...M,. Se infatti 1l numero b contiene tutte queste
unita principali, nessuno dei numeri 2., %,..., 7, € un divisore dello zero
nel corrispondente sistema R,, R,,..., B, (n.° 2g)). D’altra parte 'equazione

bz=0.
ossia

(hy 4+ F1y) (04 0s 4 07) =0
equivale alle equazioni simultanee
nn, =0 m,7,=0...2,0,=0;.

poiché nessuno dei numeri », & divisore dello zero nel corrispondente si-
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stema R,, si ha dunque »", =4, =-.-=1u",=0, cioe 2=0, e b non & divi-
sore dello zero.
. Sia ora 8’ un sistema degenere di ordine n contenuto in S, e siano

¥ 0 5 K (K
bk=ﬂ£o)7ﬂo+ 11)'011 -+ - ‘+B§0)7120 —+. .. +B£0‘)nq0+ .. -—}—-psllzq'nﬂ’!
k=1, 2...n)

. . - - Lig
gli » numeri che costituiscono la base del sistema §’; ogni numero ¥, «, b,,
1

dove gli @, sono numeri ordinari arbitrari, deve essere divisore dello zero
in 8§ (n.° 2 a) e quindi anche in §; ne segue, per I'osservazione precedente,
che in ognuno di questi numeri ¥ «, b, deve mancare almeno una delle unita
principali M0, My0,.. ., 0. Ma se i coefficienti 8§ £ ... % (i =1, 2... ¢) non
sono tutti nulli per un certo medesimo valore di 4, si pu6 sempre, ed in in-
" finiti modi, soddisfare alle ¢ disuguaglianze

Elkmk p:ﬁ) 0 ("’: 1’ Q,..,, _(l)7

e ci0 contradice a quanto sopra. Dunque per un certo i deve aversi
By — B = —ER =0,

Cid prova che S’ coincide con il sistema S, della tabella (2), e che quindi
non vi sono altri sistemi, oltre quelli trovati, del tipo considerato.

4. Rimane perd da considerare il caso che qualeuno dei numeri p,,
Daye.ey D, sia uguale ad 1, che cioé qualcuna delle parti irriducibili di S sia
ad una sola uniti. Notiamo subito che la seconda parte della dimostrazione
del n.° precedente non adoperava l'ipotesi p, > 1, onde essa vale anche adesso,
ed i sistemi degeneri d’ordine n, contenuti in S, non possono dunque, anche
in tal caso, essere altri all'infuori degli S,, S,,..., S,. Ma se, ad es., & p,=1,1l
sistema S, non & degenere (ammette infatti I'unitd principale 4,4+~ n,_,,0 +
~+ Nyp1,0 + - -+ 0,) 5 percid il risultato di questo n.° e del n.° precedente pud
riassumersi dicendo che i sottosistemi di ordine n privi di unita principale
contenuti in S sono al massimo tanti quante sono le parti irriducibili di S
contenenti piiv di una unilta; e sono rappresentati dalla tabella (2), intendendo
omessi quei valori 2 dell’indice di S, pei quali & p, =1.

5. Per completare, occorre esaminare se due dei sottosistemi trovati
possano essere equivalenti.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXX. 37
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Consideriamone due S, ed S;; sard dunque p,>1, p,>1. Pud darsi che
la ¢ e la j*™* parte irriducibile, R, ed R;, di S siano equivalenti; tali
sono anche, allora (n.° 2, g)) i sistemi degeneri R, ed R;, e percid sono ma-
nifestamente equivalenti anche i due sistemi §; ed S;. Dimostriamo ora in-
versamente che se S, ed S; sono equivalenti, sono equivalenti pure R; ed R;.

Supponiamo infatti che S; ed S; siano equivalenti; esisteranno in S; »n
numeri indipendenti i quali soddisferanno alle stesse formole di moltiplica-
zione alle quali soddisfano le unita fondamentali di S;; consideriamo quelli
di detti » numeri che costituiscono I'j** gruppo e siano essi a;, @,...,
@;, ; avremo per essi (con notazioni analoghe a quelle del n.° precedente):

ap=n", 4+ 0 A A, )
Gy =P TP o

)

e gli altri numeri a,, che costituiscono la nuova base di S;, e che non seri-
viamo, saranno del medesimo tipo

P e i M okt PR

Il numero W, dovra essere tale che moltiplicato per qualunque altro a,,
deve dare per prodotto O: ci0 a causa della struttura della base del sistema
S;, alle cui leggi debbono soddisfare gli a,,. Poiché &

(0 4o TP ) (1, T ,) =
=71{y'n1+' "’+‘i$‘pj) n, - "‘}"V)gaj)ﬂq
dovremo avere

0, =0,..., 3%,=0,.., 2P =0.

Se ora # non & nullo, dalla prima di queste uguaglianze segue che
tutti i termini n, in tutti gli a,, (compresovi a;,) devono essere divisori dello
zero, e quindi, per le proprietd (n.° 2 g)) del sistema R,, i detti termini », non
debbono contenere #,,; ma allora gli a,, non sarebbero indipendenti (sup-
posto i==1), e quindi non costituirebbero una base per §;. E dunque

2P =0,
ed analogamente
'f)(,_,pj)=. . =-n£g{=1)$f;ﬁ= . '=72(qu)=0,
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e quindi, per le (3),
a’jpj=7‘£pj)‘

Consideriamo orail numero precedente a;,_1; a causa anche qui della
struttura della base del sistema S;, alle cui leggi debbono soddisfare gli a,
(n.e 2e)), dovremo avere

=(py)

@jp—t - Uy ==, 0" (s=1,2...p)
essendo gli «, del numeri ordinari, e quindi (come sopra)
—1

2P =0

coea® P =0 'nﬁf,ﬁ—l) ‘41(3)-1 =0 .. -Va(qu_l) 715;) =0.

E poiché moltiplicando aj,_1 per qualunque altro a,, dobbiamo otte-
nere 0, vediamo che per qualunque nuinero a,, deve aversi

—1 i—1 —1 1
i )m=0 R Vi1 =0 71(.-’.’.{1 )n.-+1 =0 ---‘nff”—)nq=0.

Ragionando come sopra si trova di qui

— —1) —_— —
7;(11"’ 1):-- '=n$&l )=71$‘?‘{[1,=" -='{)ng 1’:0
e quindi
=(pj—1
gyt = AP0,

Cosi seguitando si trova che le (3) si riducono a

el - -
A,y =1, a’j! =%, - a’jpj — 'nipj).
Ma i numeri o,

s g - 0jp, Soddisfano alle stesse leggi di moltiplicazione
delle unita

Ny Byt Njps

e sono linearmente indipendenti. Ne segue, che nel sistema degenere R, (al
quale appartengono i numeri indipendenti 7o 7P vi & un sottosistema
equivalente al sistema degenere E,.

Scambiando nel ragionamento i con j si trova che in R, vi & un sotto-
sistema equivalente ad R,; percid i due sistemi B, ed R, sono equivalenti,
e sono quindi tali anche i sistemi non degeneri R, ed R, c. d. d.
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Possiamo dunque completare il risultato del n® 4 nel modo seguente:

Un sisteinw commutativo d’ordine n -+ 1, con unitd principale, contiene
tanti sistemi distinti di ordine n, senza wunita principale, quante sono le sue
parti irriducibili non equivalenti con pitt di una unita. Le basi di questi
sistemi degeneri si hanno come risulta dalla tabella (2) del n° 3.

Osserviamo esplicitamnente che i sistemi S; di detta tabella si possono
riguardare dedotti dal sistema S in conformita dell’osservazione d) del n° 2.
Infatii

e0=n10+ﬂ20+...+ﬂq0

¢ l'unita principale di S, e se nella base (1) di S si sostituisce al posto di
0, l'unitd e, si ottiene un’altra base di S.

6. Possiamo enunciare il risultato del n® precedente anche in altro

modo, premettendo quanto segue.

Un sistema, si dice, con CARTAN ('°), pseudonullo quando tutti i suoi
numeri sono radici dello zero (di un conveniente ordine).

I radicali (n° 2 g)) dei sistemi (non degeneri) irriducibili sono sistemi
pseudonulli; viceversa & facile dedurre da quanto sopra la seguente proprieta:
' Ogni sistema commutativo pseudonullo di ordine n é radicale di un si-
stema irriducibile (non degenere) d’ordine n—+ 1.

Sia infatti T un sistema pseudonullo (e,, e,,..., ¢,) e supponiamo, se &
possibile, che il sistema non degenere § di base

(eov €y €2y ..., en)

(e, unita principale) sia riducibile; il sistema 7 sara allora un sistema de-
genere di ordine » contenuto nel sistema riducibile S di ordine » -1, e
percio, per il n°® precedente, si potrd prendere in T una base del tipo indi-
cato nella tabella (2) del n® 3. Ma allora esiste in T qualche numero =,
tale che 4% =1u,, qualunque sia &, ¢ che quindi non & radice dello zero; e
cio contradice all’ipotesi. Il sistema S & dunque irriducibile.

11 risultato del n® 5 pud allora enunciarsi cosi:

Un sistema commutativo senza unita principale & formato dalle riunione

(1) CarrAN, loc. cit., pag. 57. Un tale sistema viene chiamato, da B. PEIrcE, nilpotent;
cfr. H. E. HaAwkEs, On hypercomplex number systems [Transactions of the American Ma-
thematical Society, vol. 3, 1902], p. 313 def. 7; p. 321, Theor. VIL.
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(0, come anche si dice, somma diretta) di ALGUNI (eventualmente nessuno)
sottosistemi irriducibili con unita principale, e di UN sistema pseudonullo.
Osserviamo al riguardo che wun sisteina pseudonullo puo essere riduci-
bile, ma le sue eventuali parti irriducibili sono tutte degeneri; se infatti una
parte avesse unitd principale, questa non sarebbe una radice dello zero.

7. Quanto abbiamo detto al n® 2 e), g) ed ai nn. 3-4-5 costituisce un
metodo per dedurre i sistemi comnutativi degeneri d’ordine n da quelli non
degeneri d’ordine n—+ 1.

Osserviamo esplicitamente che se si parte da sistemi non degeneri non
equivalenti, si hanno con questo metodo sistemi degeneri pure non equivalenti.
Si ricordi infatti P'ultima osservazione del n° 5, e si noti che se i sistemi
degenerti
~ (€1 €ay..-y &) (€1s €5y.nny €)),
fossero equivalenti, tali sarebbero anche i sistemi non degeneri d’origine
(€0 €1y €5ye..y €,) (€, €1, €4y, .., €),

dove e,, €', sono, al solito, le unitd principali.

8. Osserviamo pure che manifestamente in ogni sistema commutativo
senza unita principale esiste alineno un nummero che molliplicato per ogni
altro numero del sistema da prodotto nulle. Tale infatti & I'unitd e, del n° 2 e)
(V. n° 2 f)), e percio tali sono le unita L det sistemi indicati nella ta-
bella (2), per le quali & p,>1. Anzi da questa tabella si vede che in ogni
sistema 1 numeri che godono della detta proprietd sono almeno tanti quante
sono le parti irriducibili, con pitt di una unita, del sistema non degenere dal
quale il sistema considerato proviene.

9. Applichiamo quanto sopra alla determinazione dei sistemi commu-
tativi privi di unitd principale, di ordine n=2, ed n=3.

Per n =3 non sono, che io sappia, conosciuti; mentre per n=2 essi
sono noti, essendo noti, per questo valore di =, tutti 1 sistemi associativi,
con unitd principale e senza unita principale (*'); trattero non ostante anche
il caso » =2, dato che I'esame di esso & brevissimo.

(1) A. CavLeY, On double Algebra [Proceedings of the London Mathematical Society,
vol. 15 (1883-84), pp. 185-197]. — Cfr. anche G. MARLETTA, Sistemi lineari d’omografie, che
sono gruppi [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo. Tomo XLIII (1918-19), pagine
269-351], p. 333.
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Per n=2 dovremo prendere per punto di partenza i sistemi commu-
tativi non degeneri di 3° ordine. Di questi se ne hanno due tipi irriducibili (**),
i quali, essendo e, 'unita principale, sono dati rispettivamente dalle seguenti
formule di moltiplicazione (omettiamo quelle ove compare e,):

Tipo I) (€0, €, €5) e =rp¢, ee=0 e, e,=10

Tipo II) (€05 €y, &) e2=0 =0 e, e, =0,

I tipi riducibili poi si hanno combinando I'unico tipo irriducibile non
degenere di 2° ordine (*°) con 'unico tipo di 1° ordine, oppure combinando
tre tipi di 1° ordine; ma quest’ultimo tipo & inutile per la nostra ricerca,
perché non contiene, per il teor. del n° 5, alcun sistema degenere di 2° or-
dine. Consideriamo dunque solo il tipo detto precedentemente, che rappre-

sentiamo cosi:

Tipo III) (€0, €15 €3) ei=0 et =re,

dove il segno «;» separa le basi delle due parti irriducibili, e non sono
scritte le formule di moltiplicazione delle unitd di una parte con l'unita
dell’altra, perche si sa che questi prodotti sono nulli; cosi faremo sempre,
anche nel caso successivo.

Si hanno dunque, in virtd del n® 5, tre tipi di sistemi commutativi de-
generi di second’ordine

(es, e:),
che sono 1 seguenti:
Tipo A) e=e, el=0 e, e,=0
Tipo B) =0 ;=10 e, e,=10
Tipo C) ;=20 et =e, e, e, =0,

i quali, per il n® 7, non sono equivalenti. Cid del resto & facile a verificarsi
direttamente.

Osserviamo che il tipo 4) & irriducibile (come subito si verifica), mentre
i tipi B) e C) sono riducibili.

(1) Encyclopédie. .., loc. cit., pag. 102 e 403.
(38) Encyclopédie. .., loc. cit., pag. 400 e 401.
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10. Passiamo al caso n = 3. Dovremo considerare i sistemi commutativi
non degeneri per n==4. Di essi quelli irriducibili si riducono a quattro tipi
distinti (**) che qui riportiamo con le stesse convenzioni del n°® precedente,
indicando la base, al solito, con

(€0, €15 €, €,):

Tipo I) et=e, =0 e=0 e e,—=e, e,,=0 ¢,¢,=0
Tipo II) e?=e, et=¢e, =0 ¢, 6,=0 e,¢,=0 e,¢,=0
Tipo III) e?=e, =0 =0 e,6,=0 e,e,=0 e,¢,=0
Tipo IV) =0 e= =0 ee=0 ee,=0 ¢e=0

I tipi riducibili si hanno poi combinando varie parti irriducibili, secondo
le seguenti decomposizioni del numero 4:

h—=341, 4=94+2 4—=24141;

¢ omessa (cfr. n.° precedente) la decomposizione 4=1-+1-+41-+1. Dalla
prima decomposizione si hanno i seguenti tipi:

TIPO V) (60, €y, €y, 83) 66=e, =0, e =0, e§=e3

Tipo VI) (€os €1, €5 €) =0, e=0, e, €y = 0, et=c¢e,;
dalla seconda

Tipo VII) (€os €15 €,y €;) =0, e2=¢,, =0, e,e,= e;;
dalla terza

Tipo VIII) (€0, €,; €5 €5) €1=0, ei=e,, el=ce,.

E noto poi (*°) che anche questi tipi V-VI-VII-VII[ sono ‘effettivamente
distinti, cioé che due qualunque di essi non sono equivalenti.

(1) Encyclopédie..., loc. cit., pag. 402 e 403. — V. anche Stupy, Ueber Systeme
complexer Zahlen und ihre Anwendungen in der Theorie der Transformationsgruppen [Mo-
natshefte fiir Mathematik und Physik, I Jahrgang, 1890, pp. 283-355]. — In questo lavoro
lo Stup¥ (fra 1’altro) determina appunto tutti i sistemi associativi distinti aventi modulo, riduci-
bili ed irriducibili, per » =4. — Non ho potuto vedere questa Memoria dello Stupy; la cita-
zione ed i risultati accennati si trovano nella Memoria di G. MARLETTA (p. 305), gia citata.

(*) StupY, loc. cit.
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Applicando il teorema del n.° 5 si ha dunque che esistono otto tipi di
sistemi commutativi del terz’ordine, senza unitd principale,

(el ’ e? ? e3)

che sono 1 seguenti:

Tipo A) et=e, €= el = e, e,—¢e, e, e,=0 ee,=0
Tipo B) ei=e, el=e, €= e,e,—0 e, e,=0 e,e,=0
Tipo C) et=e, o= =0 ee,=0 ee=0 ¢e, =0
Tipo D) e = et — =0 e¢,e,=0 ee¢=0 ¢e=0
Tipo E) et=e, €= ei=e, e¢e,=0 ee,=0 ee,=0
Tipo F) e = = ei=c¢, ee,=0 ee=0 e¢e=0
Tipo G) et — el=—e, €= e, e,=0 ee,=0 e¢,e¢=c¢,
Tipo H) el = et=e, E=¢e, ¢,¢,=0 e,e,=0 e,,=0

i quali, per il n.° 7, non sono equivalenti.

Vediamo dunque che, per ogni valore di #, il numero dei tipi distinti
privi di unitd principale ¢ maggiore del numero dei tipi distinti aventi unita
principale. Cosi per =2 si hanno due tipi non degeneri e tre degeneri; per
n =23 si hanno quattro tipi non degeneri ed offo degeneri. La ragione del fatto
sta in cio, che tutti 1 sistemi degeneri di ordine ¢ <» combinati coi sistemi
(degeneri o no) di ordine n — ¢, danno sistemi degeneri d’ordine »; si hanno
poi inoltre quelli irriducibili d’ordine n.

11. Passiamo finalmente all’applicazione geometrica, osservata da Bran-

cHI, della quale abbiamo fatto cenno al n.° 1.
Il prof. Branchi, nella Nota citata al n.° 1, si propone il problema della
determinazione delle forme differenziali quadratiche in » variabili «,,
Lyyeuooy &

"

n
ds*=Y¥,a,dx,dx, (@s= ;) 4)
1

a curvatura Riemanniana nulla, e coi simboli di Christoffel di 2.2 specie

i k|
s |

aventi valori costanti. Egli dimostra dapprima quanto appresso:
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n'(n+1)

Le condizioni necessarie e sufficienti affinché certe )

costanti v,

(Yie = Trir) appartengano, come valori dei simboli %tsk , & forme differen-

ziali (%) a curvature Riemanniana nulla, sono le seguenti :
;" Yis Yo = 21” Tigs A (ia A j, 1=1,2... "’) (5)

Per ogni soluzione vy, di questo sistema di equazioni algebriche si hanno
n(n+1)
o *  forme differenziali del tipo richiesto, corrispondenti ai considerati
valori v, dei suddetti simboli, ed esse si ottengono inlegrando il seguente si-
stema di equazioni ai differenziali tolali, illimitatamente integrobile in wvirti
delle (5),
da,, . n n

o, = ;l Yia Grd +211 Yerr B ) (C)

(¢, R, 1=1,2...n) S

con la condizione che il determinante | a,, | sia diverso da zero (*°).

In base a questo risultato Brancur osserva che le condizioni (5) non
sono altro che le condizioni (A) del n.> 2 che stanno a base della teoria dei
sistemi (commutativi) di numeri complessi a pit unitd. Supponendo percio

che le costanti v, non annullino identicamente, nelle &;, il determinante (B) del
n’ 2 a)

n
A=l21o'Ylkan‘l’

e chiamando singolari quelle forme differenziali (4) per le quali sia identi-
camente A =0, egli giunge alla corrispondenza accennata al n.° 1 fra le forme
non singolari dotate delle proprietd volute, ed i sistemi commutativi non
degeneri ad n unitd ('").

Ora ¢ manifesto dai nn. precedenti che le forme singolari corrispondono
nel medesimo modo ai sistemi commutativi degeneri, i quali, insieme ai non
degeneri, danno futte le soluzioni del sistema algebrico (5); pud dirsi percio
in modo generale che:

(16) Biancui, loc. cit., nn. 2, 3 e 4.
(1) Biawcuy, loc. eit., n. 5.
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Ad ogni forma quadratica (&), che gode delle proprieta volute, corrisponde

un sistema commulativo di nwmeri ad n uniti; viceversa, ad ogni base (e,
' nintl)
€,..., ¢,) di un sistema commutativo corrispondono o * di dette forme.
Cosi in base ai risultati dei nn.! 9 e 10 potremo calcolare (come faremo
al n.° 15) tutte le forme singolari del ds* del piano e dello spazio ordinario
ik |
\
nn! 9 e 10, ire tipi per il piano ed otto per lo spazio, che uniti ai tipi non
singolari (due per il piano e quattro per lo spazio) (**) risolveranno comple-
tamente, nel piano e nello spazio ordinario, la questione considerata.

con valori costanti pei simboli . Ne troveremo, in relazione ai suddetti

12. Prima di esporre i risultati dei calcoli per n=2 ed n =3, osser-
viamo il seguente teorema che stabilisce una proprietd caratteristica delle
forme singokari (che godono delle solite proprieta).

Condizione necessaria e sufficiente affinché una forma differenziale qua-
dratica (%), a curvatura Riemanniana nulla e con valori costanti pei simboli
Vik|
I s |

nelle &, il determinante

di Christoffel, sia singolare, cioé sia per essa idenlicamente nullo

A— "s’“ggi}, . (s =120

n
pf
1

n{n-+1)
\ . 2 . N . ..
¢ che essa, e ciascuna delle oo forme che hanno gli stessi valori pei sim-

boh’ Q, siano trasformabili, con una stessa sostituzione lineare sulle va-
8 b

\

riabili «, in forme nelle quali © coefficienti sono funzioni di n — 1 solamente
delle nuove variabili (le stesse per tutti i coefficienti).

S’intende che non & escluso che il numero delle variabili dalle quali
dipendono i coefficienti delle forme trasformate scenda anche al disotio di
n —1. I coefficienti poi della sostituzione lineare possono essere reali o
complessi ordinarl.

In linguaggio geometrico pud dirsi che le forme singolari (che soddi-
sfano alle solite condizioni) sono precisamente quelle che, insieme a tulle le

(*8) BaancHi, loc. cit., n. 7.
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# m41) \ik
o *  che corrispondono ai medesimi valori dei simboli | s | di Christoffel,
si trasformana in se slesse per una traslazione arbitraria in (almeno) una
medesima direzione determinata. ’

1° Supponiamo che la forma (4) sia singolare; il sistema commutativo
corrispondente

(el, 621"’7 eﬂ)

sard degenere. Hsiste allora (n° 8) nel sistema almene un numero, sia ¢,

che moltiplicato per qualunque altro numero del sistema da prodotto nullo;
scegliamo una base

€1y €3y..., €,)

nella quale una delle unita (I'ultima ad es.) sia appunto ¢, e siano

le formule per il cambiamento delle unitd. Cid corrisponde (Bianchri, Nota
citata, u° 6) a passare dalla forma differenziale data

=3 a,dx dx,
1
alla equivalente

=X dsda,dx,
1
mediante la sostifuzione lineare sulle variabili
n
.’B'- == %r Gri mlr + C,- (6)
(¢; costanti); cioe i valori dei simboli di Christoffel lsk% per la f sono le

costanti di moltiplicazione y',, delle unitd della base (¢, €,,..., ¢€,).
Ma, per il modo col guale & stato scelto ¢, si ha

Ye=0 (R, s=1,2...n);

dal sistema (C) di equazioni ai differenziali totali, che da 1 coefficienti a’,,
si ricava allora

9% =0 (i,k=1,2...n),
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e quindi tutti i coefficienti o/, della forma trasformata f’ sono indipen-
denti da «,. '

E poi manifesto che se si considera una qualunque forma F che abbia

\

pei simboli ' v sk z di Christoffel gli stessi valori che ha la forma f, il si-

stema commutativo corrispondente (e, , e,,..., e,) & il medesimo, e quindi la
stessa sostituzione lineare (6) trasforma la F in una F’ che ha pei soliti sim-

boli

i kR . i . ,
z gli stessi valori che ha la forma f’; ne segue, come sopra, che
s

anche 1 coefficienti della ' sono funzioni solo delle «/,, «/,,..., «,, conforme
all’enunciato suesposto. '

2.° Supponiamo ora viceversa che una forma
n
[=Xa,dw.dw,,
1

. nnt)
dotata delle stesse proprietd, e tutte le co * forme che hanno a comune

con essa 1 valori del simboli 3 , siano trasformabili, con una mede-

sima sostituzione lineare sulle variabili

ws‘ = §r cri x’r + co‘ b I cm‘ =l: 0 (6)
1

n(n+41)
in forme nelle quali i coefficienti o', siano indipendenti da «,. Le oo *

forme trasformate avranno tutte, per quanto sopra abbiamo richiamato
(BraxcHI, Nota citata, n.° 6), i medesimi valorl 2 ¢ s k| = Y'ix, dei simboli di

!

Christoffel, ed i coefficienti a’,, di esse costituiranno dunque la soluzione ge-
nerale del sistema, analogo al sistema (C),

/7
da’y
éx,

n n
— /. a/ / 6,,/'
;l Y @+ gl Yed @ ax (C/)
(¢, k, I1=1, 2,..., n).
Ma abbiamo per ipotesi, per tutte le forme ora in questione,

da'y, .
o, — 0
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ne segue, considerando le equazioni del sistema (C’) nelle quali & 1= n, che
la soluzione generale di detto sistema soddisfa alle equazioni in termini finiti

% Vi @2 + b2t Y @y =0 (, k=1, 2,..., n). (7)

Poiche il sistema (C’), del quale fanno parte queste ultime equazioni, &
illimitatamente integrabile, possono, per un sistema di valori iniziali delle
variabili, darsi ad arbitrio i corrispondenti valori iniziali delle funzioni o', ;
nelle equazioni (7), che debbono essere soddisfatte dalla soluzione generale
del sistema, possono percio le o/, essere riguardate come variabili arbitrarie,
e in questa ipotesi le (7) debbono essere identicamente soddisfatte. Ne segue
(considerando quelle delle (7) nelle quali & ¢ = k)

Y.a=0, (¢ r=1, 2,..., n).
Se allora
(ell’ e’?""’ e’")

¢ il sistema commutativo corrispondente alla forma trasformata, vediamo
che I'unitd €', moltiplicata per qualunque numero del sistema da prodotto
nullo; il sistema stesso & quindi degenere, ed ¢ tale percido (perché equiva-
lente ad esso) anche il sistema corrispondente alla forma data f; essa &
dunque singolare. c. d. d.

n(n+1)
13. Osserviamo ancora che la condizione posta che futte le oo

di Christoffel

. . . Cog .\ &
forme che corrispondono agli stessi valori dei simboli z s

siano trasformabili linearmente in forme nelle quali i coefficienti sono fun-
zioni di non pitt di » — 1 variabili, & una condizione essenziale, nel senso
che non sarebbe sufficiente che la sola forma data fosse in tal maniera
trasformabile. Ad es. la forma che si ottiene dal tipo II) (caso n=23), de-
terminato da BiaxcHI nella Nota citata (n° 7), facendovia =b=p=0, a = - ¢,
ha i coefficienti dipendenti dalle sole variabili «, ed «,, ed ha il discrimi-
nante 4 =|a,| diverso da zero; non ostante essa non & singolare.

14. Osserviamo pure che dal ragionamento del n° 11 risulta quanto

appresso:
Data una forma (%) soddisfacente alle solite condizioni, se nel sistema
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commutativo corrispondenle esistono p (e non pin) numeri linearmente indi-
pendenti che molliplicali per ogni numero del sistema diano prodotio nullo,
allora accade che la forma data, e tutte quelle che hanno gli stessi wvalori

. .\ & ey . . .,
pei simboli ; s |0 sono trasformabili linearmente in forme, i coefficienti delle

quali sono funzioni precisamente di n — p variabili.

In altre parole le forme considerate si trasformano in sé per traslazioni
arbitrarie in p direzioni determinate.

Se in particolare & p =mn, i coefficienti della forma sono costanti, e vi-

N

ceversa. Ci0 & ben noto; infatti per tutti i valori degli indici sard allora
Yo =0, cloé rskz =0, e quindi, per note formule (**), saranno gli a, co-

stanti.

Da quanto sopra risulta anche, in generale, che il suddetto numero p
delle variabili che si possono far scomparire dai coefficienti della forma per
mezzo di una trasformazione lineare delle variabili, & (per il n.’ 8) almeno
uguale al pumero delle parti irriducibili, con pitt di una unita, del sistema
non degenere dal quale proviene il sistema degenere corrispondente alla
forma data.

15. Veniamo ora alla determinazione delle forme singolari del d s* del
piano e dello spazio ordinario con valori costanti dei simboli zisk z Non

vi & che da applicare ai tipi di sistemi commutativi trovati ai nn. 9 e 10
il procedimento di Briancui, gia ricordato al n.® 11; si trova cosi quanto
appresso.

Caso n=2.

ds*=a, dc*+2a,dx,dx, - a,,dx:
Tipo A) a,,=cai+2bx, +a, a,y=cx, +b, a,,=c¢
Tipo B) a, =a, a,=0b, Qyy == C

Tipo C) a,,=a, a,, =be™, Wyp == C €°™2,

Il discriminante 4 della forma & uguale, in tutti tre questi tipi, al de-

(1%) BiaNcHI, Lezioni di Geometria differenziale (Pisa, Spoerri, 1902), p. 65.
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. ab oo .
terminante I bol© differisce da esso per un fattore esponenziale; le tre

costanti arbitrarie @, b, ¢ sono dunque soggette all’unica condizione

ac—b*==0.

Ricordando i risultati di Brancsr (Nota citata, n. 7) possiamo dire:
Le forme differenziali pel ds* del piano euclideo, con valori costanti pei
stmboli =1Sk z di Christoffel, possono ridursi a cinque tipi distinti (i due de-

terminati da Bravcrr ed i tre di sopra); tutte le forme richieste si ottengono
da questi tipi effettuando sulle variabili la pii generale sostituzione lineare
intera a coefficienti reali o complessi ordinari (*°).

Caso n=3.
ds'=a, dxi+a,,dei+a,dt+2a,dxe,de,+2a,,de, de,+2a,, de, d x,
G =yait (pait2be, + 20 @+ , yuipat+
+(c+a)xi+2bax, + a,
Tipo A) an=ya;+282 +c¢ a,=7,
Q= (15, + B+ o 1o+ B+ (04 )z D,

\ By =7 ®; + ; yoi+ Bw,+a gy =y, +0

a11="{wf+gxm1+a’s a’22=7w;+gﬁw2+c) Qg3 =Y,
a,2=(yw2+ﬁ)wl+“wq+b, Uy =YY%, + @, a?l_.{wQ_i_B'

Tipo B) 3

a,=cx;+2bx, +a, a,=c¢, a;,,=y,

rllpo C) g a,2=cw,+b, a13=pm1+17 a’23=B‘

TlpO D) My, =QA, Ay =0, Az =07, a’12=b, a3 =«, aes=ﬁ°

o 2
a,=cx}+2bx, +a, a,=c, a,=7ye™,

Tlpo E) % W, =CL, + b, g = (ﬁ x, + “) €' Gy =ﬁ e’

(2°) B1aNcH1, Nota citata, pag. 183.
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TIPO F) @y, =0y Qg =0, aw:-ye“”x, a/m:_——b’ @,y = €%, a“=ﬁe’a,

Ay =, Oy =(YX3+2Bx,+ )€, a;,,=7ye"",

Tipo G
P ) alez(“ms+b) e, O, = e, (1'23=(Tws+ﬁ) e’

Tipo H) a,=a, a,=ce', a,;=ye", a,=be a,,=ae%,
a23 = B ezﬁ'za .

Il diseriminante A4 della forma & uguale, in tutti questi tre tipi, al de-
aba
terminante | b ¢ § |, o differisce da esso per un fattore esponenziale; le
« Py
tre costanti arbitrarie sono dunque soggette all'unica condizione che detto
determinante sia diverso da zero.

E perd inutile fare qui, caso per caso, il calcolo del discriminante 4,
perché troveremo, al numero seguente, una formula generale che serve allo
scopo.

Si ha, analogamente al caso precedente:

Le forme differenziali pel ds® dello spazio euclideo, con wvalori costanti

pei simboli

zsk ‘, possono ridursi a dodici tipi distinti (1 quattro determi-

nati da Brancar, e gli otto di sopra); fulle le forme richieste si ottengono da
questi tipi effettuando sulle variabili la pii generale sostiluzione lineare intera
a coefficienti reali o complessi ordinari.

Osserviamo come sugli esempi di questo numero, sia per =2 come
per n==3, si verifichino le proprietd notate ai nn.! 12 e 14.

16. Per calcolare il discriminante 4 della forma (singolare o non sin-
golare) ricordiamo la formula (*')

310g\/71__"%li€ .
T—?,- i (l—i,g, ,1’&)
che scriviamo ora
dlogJA4 = _
72, —-g,.y,,.,- 1=1,2,...,n)

(%) Biancui, Lezioni di Geometria differenziale (Pisa, Spoerri 1902), pag. 65.
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dove i y,; sono costanti. Da essa si deduce

n
2 2y yid X1

A= A,¢e ! (8)

dove 4, € una costante che rappresenta il valore del discriminante 4 quando
e ¢, =wx,=---=uw,=0. Se dunque, nell’integrare il sistema (C), si scelgono
come costanti arbitrarie i valori iniziali af delle a, corrispondenti ai valori
nulli delle variabili «,,,,...,x,, il discriminante della forma differisce dal
determinante

A, =] af |

‘di queste costanti arbitrarie per un fattore esponenziale (eventualmente — 1).
Ci0 in conformitd a quanto abbiamo detto a proposito delle forme calcolate
nel n® precedente, ed in conformitd di quanto si riscontra, per le forme
non singolari, nella Nota di Branca1 piu volte citata (**).

Possiamo precisare la formula (8) quando si supponga, come accade
al n° precedente, che il sistema commutativo corrispondente alla data forma
(singolare o non singolare) abbia una base costituita come & indicato ai

nn. 2 e 3. Indichiamo percid con (e,, e,,...,e,) la base del sistema ed os-
serviamo quanto appresso:

1° Se e, & unita principale di una parte irriducibile, ed e; & una unita
della stessa parte irriducibile, &

Yii = t (l =|- i, 0 l= 7‘)

20 Se, viceversa, e, & unitd principale di una parte irriducibile, ed e,
¢ una unitd della stessa parte, ed & l=|=14, &

Ym=0-
3° In ogni altro caso & pure, manifestamente:
Yui = 0.

Esaminiamo allora la somma

g, = ?s Yuii : Yor =+ Yooz 0 0 T Yinas

(22) Fa eccezione, in questa Nota, il tipo Il per » —2, perché ivi le costanti arbitrarie
non soddisfano alla condizione suesposta.

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXX. 39
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se e, & unitd principale di una parte irriducibile di ordine %, si ha dalla 1*
e 3% delle precedenti osservazioni

s, =k,
se ¢, non & unitd principale, &
6, = 0.
Se dunque e,, e,, e,... sono le unitd principali delle varie parti irri-
ducibili (che ammetiono unitd principale), e k,, k,, k,,... sono gl ordini

di queste parti irriducibili, si ha
21,-"{1-‘-“”1:21 clwl=krwr +k.wa +kox,+ -
1 1

A = A° eg(kra'r+klxl+kle+"')7

che & la formula voluta.

E facile verificare questa formula uei casi noti n —2 ed »n =3, sia per
forme singolari, come non singolari.

Per le forme singolari corrispondenti a sistemi pseudonulli (n° 6) si ha
(cfr. osservazione finale del n° 6 stesso)

4= Ao;
cosi si verifica pei tipt 4), B) per n =2 ed A), B), C), D) per n=3.
17. Nei numeri che seguono esaminerod il problema dal punto di vista
reale.

Abbiamo visto che per n = 2, e per n =3, qualsiasi forma differenziale
quadratica, a curvatura Riemanniana nulla e con valori costanti pei simboli

3':% di Christoffel, pud ridursi, con una sostituzione lineare sulle variabili,

ad uno dei cingue (risp. dodici) tipi di cui al n° 15; pero i coefficienti della
trasformazione possono anche essere numeri complessi (ordinari). Gerchiamo
ora dei tipi ai quali ogni forma a coefficienti reali, che gode delle solite
proprietd, possa ridursi con una trasformazione lineare a coefficienti reali.

Troveremo che per alcuno dei tipi gid determinati nel campo complesso
la trasformazione pud sempre farsi con coefficienti reali, mentre alcun altro
tipo si scinde, nel campo reale, in piu tipi, tali dunque che dall’'uno all’altro si
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puod passare con trasformazioni lineari a coefficienti complessi, ma non con
trasformazioni lineari a coefficienti reali.

Ci occorrerd percio richiamare alcuni risultati relativi ai sistemi di nu-
meri complessi a coordinate reali e con costanti di moltiplicazione reali,
cioe (come suol dirsi) ai sistemi reali di numeri complessi (*°).

18. Ricordiamo percio che, com’e manifesto, i concetti di riducibilita
e di equivalenza esposti al n° 2 b) e ¢) si possono applicare ai sistemi reali
di numeri complessi, richiedendo che le trasformazioni lineari omogenee,
delle quali si parla al luogo ora detto, siano a coefficienti reali. Un sistema
che sia in tal senso irriducibile si dice irriducibile nel campo reale; e due
sistemi in tal senso equivalenti si dicono equivalenti nel campo reale. Due
sistemi equivalenti nel campo reale si dicono della medesima forma; la
parola forma si adopera dunque pei sistemi reali nel medesimo significato
che ha la parola tipo pei sistemi a coordinate complesse. Un tipo puo
ammettere una forma sola, o ne pud ammettere pia di una (**).

19. Non vale nel campo reale (quando l'ordine del sistema & pari) il
risultato richiamato al n°® 2 e), ma si ha invece il seguente teorema, dovuto
a CaArTAN (*°):

I sistemi commutativi reali di numeri complessi di ordine n + 1, irridu-
cibili nel campo reale ed avenli unitd principale, si distinguono in due
categorie :

1% CATEGORIA. In essi si puo prendere una base che soddisfi alle stesse
condizioni esposte al suddetto n° 2 e).

9% CATEGORIA. I sistemi di questa calegoria sono di ordine pari. In
essi st pud prendere una base

(€4, €ryevvy €y €4y €1yenty €,) (r=2m41)

tale che :

1.° e, é Vunita principale;

2° €, ..y s €1y..., €, sono radici dello zero;
2y

3.° si hanno le seguenti formule di molliplicazione (omettiamo quelle

() Garrav, loc. cit., p. 61.
(2¢) V., ad es., Encyclopédie, loc. cit., pp. 393-397.
(%) Carrax, loc. cit., p. 80.
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ove compare e,):

o
8=}

-

et=—¢,. e,e,=¢ e, ¢, = —e, (t= ce.,m)

m
’ 7 s ’
eiek:_—e"’ekzria (T-kces+7'kses)7

(LE=1,2,...,m)

m

’ ’
€, 6, =— e, e, = }}« (Yors €5 - Y’iks e,),

dove inollre ¢ Y45, =0, Y. =0, quando ¢ s =i ed s =k (*°).

Un sistema (di ordine n -+ 1) della prima categoria possiede manifesta-
mente (come al n.® 2 g) uno ed un solo sottosistema di ordine » privo di
unita principale; ma un sistema (di ordine n + 1) della seconda categoria non
possiede alcun sottosistema di ordine n privo di unita principale. Cio & reso
manifesto dall’osservazione esposta nella annotazione (*°), e si dimostrerebbe
del resto con facilita col procedimento tenuto al n.° 2 g).

20. Occorre ora anche esaminare quanti e quali sottosistemi d’ordine n
siano contenuti in un sistema (commutativo) S non degenere, riducibile nel
campo reale, d’ordine n + 1. Esaminando i ragionamenti fatti ai nn.! 3-4-5 si
vede che essi sono ora ripetibili con qualche lieve modificazione, dovuta al
fatto accennato nell’'ultima osservazione del n.° precedente, in base al quale
fatto le parti irriducibili di S, che sono della 2.2 categoria, non danno luogo
(cfr. tabella (2) del n.° 3) ad alcun sottosistema degenere d’ordine .

Abbiamo percio come al n.° 5:

Un sistema commutativo reale di numeri complessi, non degenere, di or-
dine n 4 1, contiene tanti sistemi degeneri distinti d’ordine n quante sono le
sue parti irriducibili (nel campo reale) della prima categoria, non equivalenti,
con piw di wna unila. Le basi di questi sistemi degeneri si hanno come ri-
sulta dalla tabella (2) del n.° 3.

Si possono ripetere pure pei sistemi reali i ragionamenti, e quindi le
conclusioni, dei nn.' 6-7-8.

(%) In altre parole un tale sistema non & che un sistema a coordinate complesse di
ordine m 41, (e, e, . . . em), soddisfacente alle solite condizioni del n.° 2 ¢), nel quale ogni
coordinata complessa & riguardata come I'insieme di due coordinate reali mediante I’intro-
duzione nel sistema di altre » 4 1 unitd indipendenti ey, ie;,... ¢e, (i essendo il solito
simbolo dell’unitd imaginaria ordinaria). Cfr. Encyclopédie, loc. cit., p. 398,
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21. Andremo ora a determinare tutte le forme (n.° 18) dei sistemi com-
mutativi degeneri per n=2 ed n=23; prima converra, per chiarezza, ripor-
tare qui le forme distinte (tutte note) dei sistemi commutativi non degeneri
per n=2, n=23, n =4 Di queste, quelle riducibili si ottengono natural-
mente combinando quelle irriducibili degli ordini minori, come ai nn.' 9 e 10.
Quando un tipo ammette una forma sola, daremo alla forma il numero d’or-
dine stesso gia dato (ai nn.' 9 e 10) al tipo, e non riscriveremo qui il sistema
rappresentante della forma perche identico a quello rappresentante del tipo.
Se un tipo, ad es. il IV) per » =3, ammette pil forme, esse si indicheranno
con IV,), IV,)...; il rappresentante della IV,) sara identico al rappresentante
del tipo, e non lo riscriveremo. Adoperiamo qui le stesse convenzioni dei
nn.! 9 e 10.

Caso n=2 (*"). Si hanno tre forme distinte (cio& non equivalenti nel
campo reale) di sistetni commutativi non degeneri.

Forme irriducibili nel campo reale; base (e,, e,):

l) G==¢,, e=0, e e, =e,;
Mb) =6, €l=—28,, €€ =¢, (”)-
Forma riducibile nel campo reale :
I1,) (G e) e=e, ¢ —e,.

Caso n=23(*"). Si hanno cinque forme distinte di sistemi commuta-
tivi non degeneri.
Forme irriducibili nel campo reale; base (e,, e,, €,): 1) e II).
Forme riducibili nel campo reale: I11);

T e . — — —_— .
1v,) ey €5 €,) ei=e¢,, el=¢,, et=e,;
IV,) (€0, €,; €5) e==e,, ej= —¢e,, e, 6,—¢,, ei=e,.

Caso n=14 (3%). Si hanno quattordici forme distinte di sistemi commu-
tativi non degeneri.

(2%) V., ad es., Encyclopédie, loc. cit., p. 400.

() E questa una forma irriducibile del tipo riducibile IT); percidé & indicata con IIs).
) V., ad es., Encyclopédie, loc. cit., p. 402.

(®) V., ad es., Encyclopédie, loc. cit., pp. 402 e 403.
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- Forme irriducibili nel campo reale; base (e,, e,, e,, ¢,): I); I1.);

IIb) 8?26“ e;=_ea, e§:0, e, 9120, 8,8520, 626320;
LLT); IV); :
VIL,) e=—e,, =0, 2=0, e,e,=¢,, 6,6,—=—2¢,, ¢,¢, =0,

Forme riducibili nel campo reale :

V); VI); VIL); VILL,);

el=r¢e,, 2 =0, e, e, =e,,
VIIL,) (€0y €15 €4, €) \ .
€, =€y, €3== — €,, €463 =8,
[X,) (€05 €15 €.} €) € =€y, 6, =¢,, 0y == €,, €;= 6]
. . 2 ___ R — —_ - -
IXb) (80’ ela 32, 65) eo——eo, ef———eo, € el_elv 6:—92, 6:—63,
‘ 6:=60, 6f=—60, €&y =€,
IXc) (0, €4; €4, e,) 2 . .
6, == €5, €3 =1 €y, €, €3 = €4.

22. In base ai nn! 19 e 20 possiamo passare ai sistemi degeneri e scri-
vere tutte le forme distinte di tali sistemi per n =2 ed » = 3. Distingueremo
queste forme con lettere maiuscole munite di indici letterali, in modo ana-
logo a quello tenuto al n.° precedente per le forme non degeneri. Dovremo
tener presente che le forme irriducibili IL,) per n =2, e VII,) per n =4, sono
della 2% categoria; e che i tipi 1V) per n =3 e 1X) per » =4 non conten-
gono alcun sottosistema degenere di ordine 2 e 3 risp. (Si vede anzi che,
per il nostro scopo, era inutile scrivere le forme del tipo 1X), cosi come al
n.? 10 non avevamo scritto il tipo IX)).

Caso n=2. Si verifica subito che in questo caso le forme distinle di
sistemi commutativi degeneri coincidono coi tre tipi

A), B), 0
del n.° 9; cioé ognuno di tali tipi ammette una forma sola.

Caso n=3. Base (e,, e,, €,). Si hanno dieci forne distinte di sistemi
commutatlivi degeneri:

A); Bl

B, ei=e,, ei=—¢,, =0, ¢,¢,=0, ¢,¢,=0, e,e,=0;
C); D)y E);  F); Gy Hy

H,) =0, el=e,, = —e¢,, ¢,6,=0, ¢,¢,=0, e, e, =¢,.
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23. Veniamo ora all’applicazione alle forme differenziali quadratiche a
coefficienti reali, che godono delle solite proprietd, risolvendo per esse la
questione posta al n.° 17. Basta evidentemente aggiungere ai tipi (*') deter-
minati da BiancuI (forme non singolari) ed a quelli trovati al n.° 15 della
presente Nota (forme singolari), quelli che si deducono col metodo dato da
Brancar (cfr. n.° 11) dai sistemi commutativi II,) (**) per n =2, IV,), B,) ed
H,) per n=3.

Vale poi manifestamente anche nel campo reale la formula (n° 16)

n
A— A4 e’{mrmrz
(1]

che da il discriminante della forma.
Eseguendo i calcoli si trova quanto appresso.
Caso n=2.

ds* =a,, da?+2a,, de, de, + a,, dxd.
Tipo Il,) a,,=ae®™, a,=0bet> a, =ce*

Le costanti arbitrarie a, b, c debbono al solito esser tali che sia @ ¢ —b* == 0.
Si ha dunque:
Tutte le forme differenziali reali pel ds® del piano euclideo, con valori

costanti pei simboli s %, si deducono da sei tipi distinti eseguendo sulle
variabili la pin generale sostituzione lineare inlera a coefficienti reali. Questi
sei tipi reali sono:

I tipi I) e II) di Brawcur (Nota cit. n°® 7); il tipo IL,) di sopra; i tipi
4), B), C) del n°® 15.

[ tipi I), II), II,) non sono singolari; gli altri sono singolari.

Non si pub passare dall'uno all’altro di questi sei tipi reali con trasfor-
mazioni lineari intere a coefficienti reali; si passa dal tipo IIL,) al tipo II)
con la sostituzione (a coefficienti immaginari) :

®, =, +ix,
x,=ua, —ia,

() In questa applicazione alle forme differenziali quadratiche adoperiamo la parola ¢ipo
anche nel caso reale, per non adoperare la parola forma in due sensi differenti. Del resto

non pud nascere equivoco.
(32) BrancHr assume come rappresentante del tipo II) il sistema IIp) in luogo del

sistema II,).
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CaSO n = 3.

ds*=a, dx® +a,dax} +a,det+2a,de,dx, +2a,,dx, dx, +
+2a,,da, dx,.

a,=(bsen2x, —hcos2x, + k) &', a,,—(—bsen2x, +
- [V)S —~+ h cos 2x, + k) €',
ipo

P ’ Ay =7 e, a,=(bcos 2, +hsen 2x,)e*,

a,=(acosw, 4 Bsenwx,) e, a,,=(— zsenwx, + B cosx,) e,

an:—.Yw?_f‘Q“wl"*’"aa 02,=ng—Qﬁw2—{—c, Ass =7,

Tipo B, ;
P ) Wy =(—Y%,+PL)w, —2x,+b, a,,=yx,+«, a,=—yx,+ L.

a,=a, a,,=(Esen2x,—hcos2x,+ k)e",
Tipo H,) a,, = (—PBsen 2, +hcos 2x,+k)e'™, a,=(bcosx,+ xsenx;)e™,
\ @ 3= (— bsenx, + 2 coswx,)e”, a,,—(Bcos2x, + hsen2wx,)e’™
\

Nei tipi IV,) e H,) conviene fare rispettivamente i cangiamenti di costanti
E—h=a (k—-h=c
E+4+h=c (k+h=y
. costanti arbitrarie a, b, ¢, «, B, v debbono soddisfare alla solita condizione
ab«

b ¢ $ |=1=0. Si ha dunque:

« By
Tutte le forme differenziali reali pel ds* dello spazio euclideo, con valori

; con ¢id in tutti tre i tipi ora trovati le

?

arbitrarie

costanti pet simboli , 8t deducono da quindici lipi distinli eseguendo

sulle variabili la piu generale sostituzione lineare intera a coefficienti reali.
Questi quindici tipi reali sono:

I tipi I), L), [1I), IV) di Brancur (Nota citata, n.° 7); il tipo IV,) di sopra;
i tipi A), B), C), D), E), F), G), H) del n.° 15; i tipi B,), H,) di sopra.

I tipi I), II), HI), IV), IV,) non sono singolari; gli altri sono sin-
golari.

Non si puo passare dall'uno all’aliro di questi tipi reali con trasforma-
zioni lineari intere a coefficienti reali; si passa perd dal tipo 1V,) al tipo IV),
dal tipo B,) al tipo B), dal tipo H,) al tipo H) rispettivamente con le seguenti
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trasformazioni (a coefficienti immaginari)

1 :
371 _—.462‘ (w‘l —\‘_ ﬂ’}'q) wl = 1 ;nl —w’l

i‘ » / A \ ___.l 4 ’
wz——@‘(m|“"-’nz) Ly =1L, \ J’z-—g(wz—{'ma‘)
|, =, L3 ==& 0y =5 (@'~ @'y).

Livorno, gennaio 1921.
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