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Über Rollkurven und Rollflachen. 

Von 

Dr. M. DISSELI 
in Winterthur. 

Hierzu Tafel 1 Pig. 1- 4. 

Die in der Kinematik als I t o l l f l i c h e  n bekannten krummen 
Fliichen bilden die Grundkorper der sogenan~iten u n r u n  d e n  R i  der,* 
die dazu dierien, eiue gleichfürmige Rotationsbewegung der einen 
Welle in eine ungleichformige der anderen Welle umzusetzen. Sie 
sind im allgemeincn Cylinder-, Kegel- oder windschiefe ltegelfliichen, 
je nachdem die Axen der Wellen zu einander parallel sind, oder sich 
im Endlichen schneiden, oder sich kreuzen. Die Übertragung der 
Bewegung der einen Welle auf die andere geschieht dann in der 
Weise, dass die beiden Rollflichen R, und K, sich um ihre Axen 
O, und O, drehen und gleichzeitig aufeinander rolleii, wobei jedocli 
im Balle der gekreuzten Axen zu der rollenden noch eine gleitende 
Bewegung beider Pliichen aneinander h k u t r e t e n  wird, welcher Re- 
wegungsvorgarig als Schroten** der Flichen bezeichilet worden ist. 
'Diese gleitende Bewegung kaiin dadurch beseitigt werden, dass man 
eine oder heide Fliichen zugleich eine Translationsbewegung liings 
der Axen ausführen 1Hsst; in diesem Palle gehen danil die eine oder 
beide Flachen iu allgemeine Schraubenregelfliichen über, wobei die 
Punkte kürzester Distanz der Erzeugenden von der Axe Schraubeii- 
liiiien von veranderlichem Radius und veranderlicher Steigung be- 
schreiben und der Richtungskegel kein Umdrehungskegel mehr ist. 
Zwei solchermaBen gestaltete Flachen sind dann wieder befiliigt, 
ohne Gleiten zu rollen. 

Die Aufgabe, durch gleichformige Rotationsbeweguiig einer Welle 
eine ungleichforruige an einer zweiten Welle hervorzubringeii, wird 
durch die Aufsuchung der entsprecheuden Rollfiiichen kirieniatisch voll- 
stiindig gelost. Zur ~ b e r t r a g u n g  einer bestimmten meühauischeu 

* Vergl. B u r m e s  t e r ,  Lehrbuch der Kinematik, 1. Bd. 2 .  Lief. Leipzig 18HG. 
S. 370 flg. und die dort angegebenen Litteraturnachweise. 

** Vergl. Reuleaux, Theoretische Kinematik, S. 83 flg. 
Zeitschrift F Mathematiku Phyeik. 43. Jahrg 1898. 1. Hef t .  
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Arbeit der eiiicri \Vclle auf die aiideie sirid dagegeii beide Grund- 
korper mit %aIiil(~~, eu \~ersel-ieil, die sn zu forriieii sirid, class beim 
Gleitrn eritsprccheiider Zahnflnnkrn aufrinailder die Bewegu~ig hori- 
tiniiicrlirh und moglichst genau so vor sic11 geht,  als ob  eben die 
E'llicheii RI und & der Gruzidkorpcr aufeiriailcler rollen würden. 

Die tlrei Arten von Flichen sollen iiii Folgcritlcn iiach dem i i h -  

lichen riiiheitlichen Gcsichtspunkt behaudelt wcrden; imnirrhin mit 
beroiiclerein Nachclruck darauf, durch clie Uiltersuchuiig gleiclizritig 
nuch zur graphiuehen Dmstelluilp der iii Rcde steheiden Gchildc zu 
gelangeil. 

Irn Falle paralleler Axeii O, und O, siiid Il, und K, Cyliiiderfliicheii 
und ihre Uiitersuçhuiig besehiiiiikt sich auf diejciiige ihrer Rormal- 
schriitte. Diese Spiirkurveii, welche die Tci1krc:ise der ruiideii Rider  
veitreten, fiihreii dcn Nameii Hol lki l  r v  e n  und solleri an Stelle der 
Cyliiider in der F o l p  diircb die Bezeieliiluiig R, und It, gekenii- 
zeichiir.t wcrtlcii. 

Sollen ztwi solche Rollkurve~i sich in ihïer  genieiiischaftlic1ieiz 
Ebeiie uni feste Puiikte O, ulld O? drelzeri und gleichzeitig aufeiriauder 
rolleu, YO niuss iiaeh eiriem Euler'scheiz T h e o m n  die Berühruiig der- 
selben stets auf der Centralen 0,0, stattfiildeii. 1st Y der zwischon 
0, und 0, liegeiide moiuei~taiie Bei-ühruiigspuiikt beider Kilrven, so  
wahlen mir 0,P als positive Ilichtuiig eiiier Polarnxe q, ehenso O,P 
als positive Riclitung eiiier Polaraxe q; d a m  k6niien auf O, und O, 

stets zwei positive Axei~ricl~t~uiigeri s, und z, so fixiert weideil, dass 
von ilmen aus geselicii beide Scheibcii sich gleichzeitig bei Reïiihruiig 
voiz ausseiz iiz positivem Siiliii: dieheii. Bezeichiiet jetzt 2a die 
D i s t a i i z  der WellenWiiikrl O, und O,,, r, iiiid rp, ebenso r, und p, die 
Polarkoodiiiateii eiitsprecheiidm Punkte Pl und Pz, cl. h.sofcher Puiikte 
beidei. Kurve~i,  die ciniiial gleichzeitig durch die Ceiiti.ale geheii, 8, 
und 8, die iii posit,iveni Siiiii gcinessenen Wiiikel der R~tdieiivcktor& 
gegen ihrc 'i'aegentcii, so wird bei gleichzeitiger Ilotatioii beider 
Kurveii der Beriihruiigspu~ikt P die Centrale 0,0, cluichlaiifeii und 
zwar eiue Streeke ilerselben, die gaiiz inilerhalb oder g~riz ausserhalb, 
oder zum Tcil i~inei.halls uiicl zuiri Toi1 ausseihalb der begreuzten 
Strecke 0, O2 lit$, je uachtlerii die Berühruiig bcitler Schcibeii stets 
von ausseii, stets von iiineu, odei abwechseliid von aussen und iilnen 
erfolgt. 

Bezeichiiet niali feiiier zwei urn O, und O, beschiicbene Kreise, 
clie sich auf dt:r Centrale berühreii, als ein E l e m e i z t e i i p a a r ,  so be- 
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stehen z ~ i s c h e n  deil I'olai.koordiriaten zweier ciitspi.cclicwrlw Puiikte 
jedcs Paares die Gleiçhungen: 

1) Y,+ r, = 2a, 

2)  vidyi - r,dy2 = O. 

Die Elemente jedes Paares bilden ein Paa r  voii Kollkurven für 
konstantes Verhiiltnis der Wiiikelgeschwindigkeitcii w, und w, beicler 
Iiurven; denkt mari sich jetzt die Ebene derselben doppelt und über 
einarider gelegt, so gelangt man zu den allgemeinsten Paaren voii Roll- 
kurven iiach folgeudcm Satz: 

D u r c h l a u f t  e i n  P u n k t  P d i e  C e n t r a l e  0,0, n a c h  e i n e m  
w i l l k ü r l i c h e n  G e s e t z e ,  w i i h r e n d  d i e  m i t  0, u n d  0, f e s t  v e r -  
bunclenen E b e n e n  s i c h  u m  O, u n d  O, g e g e n s e i t i g  s o  d r e h e n ,  
a l s  o b  d i e  m o m e n t a n  d u r c h  P g e h e u d e n  K r e i s e  d e s  P a a r e s  
a u f e i r i a u d e r  r o l l e n  w ü r d e n ,  s o  b e s c h r e i b t  P i n  be ide i i  E b e n e n  
zwe i  e i l t s p r e c h e n d e  R o l l k u r v e n  Ri u n d  4. 

Seien w i ,  und wl,, ebenso t u z ,  und ztis, die ilornial zur Centrale 
wirkenden resp. in diese fallenden Komponenten der Geschwindigkeiteii 
zc, und w,, mit deilen bei gleichzeitiger Drehuiig beide Kurven R, uiid 
I$ durch den I'urikt P laufen, so ist: 

also nach den Gleiehungen 1) und 2): 

sornit 

d. ll.: 

4) as, = as,. 

Nach 3) berühreii sich also B, und & in P, nach 4) rollen sie 
bei der Drehung um 0, und 0, aufeiiiander, folglich genügen die Be- 
diiigungsgleichunge11 l) und 2), uni zwei Kurven als zusarnmengehorige 
Rollkurven zu charakterisieren. 

Um nun von der aiigegebenen mechanischen Erzeugungsweise zu 
einer konstruktiven zu gelangen, denken wir uns zwei Rollkurven mit  
Berührung von aussen in  richtiger Lage. I n  diesen Kurven entspricht 
d a m  der Folge von Radieri a,, b l ,  el . . . der ersten in ganz bestiinmter 
Weise die Folge von Radien a,, b,, c, . . . der zweiten; denkt man sich 
nuil die Kurveii weg und bringt das zweite Radiensystem derai-t an 

l* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 ?ber Rollkurveu und RollflSchen 

den I'unkt O,, dass dic positiveil Axen cx.?, y., en mit den positiven 
Axen x,, y,, z, zusaiumeiifallen, so halien wir an1 Punktc O, zwei 
vereinigte Büschel von gleichenl oder entgegengesetztem Drehungssinii, 
je nachdem Berührung von ausseii oder innen vorausgesetzt wird. Um 
die gegenseitige Ahhingigkeit entsprecheiider Strahleii zu verarischau- 
lichen, bringe man beide I3üschel mit einem Irieliebigen um O, be- 
schriebenen Kreise D zuui Schriitt, so erhiilt mari auf dieseni zwei 
Punktreihen A, BI Cl . . ., A, B, C, . . . Verbindet man jetzt entsprechende 
Punkte dure11 geradlinige Sehiien, so umhiillt clic Gesamtheit derselbcn 
eine bestinimtc Kurve P und umgekchrt vermittelt jedc Kurve F die 
geometrische Abhangigkeit zaeier Stralilsyatenie am Punkte O,. 

Bezeichnet aber A,'A,' die zu A , 4  uneiidlich benachbarte Sehiie, 
welche ihr also in ihrern Berührungspuukt mit der Enveloppe B be- 
gegnet und sind ql und y, die Polarwinkel der Radien O, A, und O, A ,  
gegen pine beliebige Polaraxe x, so besteht beim Kreis bekanntlich die 
Proportion: 

Teilt man daller die Radien O, A, uild 0,- je durch einen 
Punkt Pl und Y, in1 unigekehrten Verhaltnis der Taiigerite~iabschnitte 
A,  F und A,  3; indeiii man Pl E parallel O, A,  und P, E' parallel O, A, 
zieht, so ist zuniichst für die Radienvektoreil r, und r, der Punkte l', 
und Y, die Bedingung 2) erfüllt: 

rldq, - r, drp, = 0. 
Da jetzt nach Gleicliuiig 1): 

r, + Y,= 2u 

sein soll, so hat nian dein uni O, beschriebenen Kreis D den Radius 
2a zu erteilen. Man gelangt soniit zu folgendem Ergebnis: 

1 s t  F e i n e  v o l l k o m m e n  w i l l k ü r l i c h e  K u r v e ,  d i e  in  d e r  
E b e n e  e i n e s  K r e i s e s  D l i e g t ,  so  b r i n g e  m a n  d i e  T a n g e n t e  
i r g e n d  e i n e s  i h r e r  P u n k t e  F i n  A, u n d  A, m i t  D z u m  S c h n i t t  
u n d  z i e h e  PIF p a r a l l e l  a u m  R a d i u s  O, - ,  P2F p a r a l l e l  zurn 
R a d i u s  O,A,.  D u r c h l i i u f t  j e t z t  3' d i e  g a n z c  K u r v e  F, so  b e -  
s c h r e i b e n  d i e  P u n k t e  Pl u n d  P, e n t s p r e c h e n d e  R o l l k u r v e n  
f ü r  O, a l s  D r e h p u n k t  u n d  -den  R a d i u s  des  K r e i s e s  D a l s  
C e n t r a l d i s t a n z .  

Den Kreis D bezeichnen a i r  fortan als D i s t a n z k r e i s ,  die 
Kurve P als T e i l u n g s k u r v e  der Rollkurven R. 

Lum Zwecke einer genaueren graphischen Darst,ellung der Kurven RI 
und R, soll jetzt die Konstruktion der T a n g e n t e  und des K r ü m m u n g s  - 
r a d i u s  in den Punkten Pl und P, abgeleitet werden. Sind die Radien- 
systeme an den Punkt O gebracht, so bezeichne in Fig. 1 (Taf. 1) u. den 
Winkel der Norrnalen .n der Teilungskurve gegen die Polaraxe, 2 v  den 
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Von Dr. JI. L ~ S T E L I .  5 

Winkel, unter dem die Scihne &A, von O aus gesehen wird. Ferner 
seien w,, zl; w,, s2; w,, no Winkelgeschwindigligiten und -Beschlcuiiig- 
ungen der Radien OA, ,  OA, und der Normalen f i ,  so ist zuniiçhst: 

2u=rp,+SPz, 2v=(Pi-TPn; 
also : 20,= w,+ 

W2, Zao = z1 + n2. 

1st nun A der Mittelpunkt dcr Tangentc A,A, ,  so nehnlen wir 
ihn zum Anfangspunkt eines Koordinatensystems, dessen positive 
Axe z' von A nach A , ,  dessen positive Axe y' von A nach O ge- 
riclitet ist. Bezeichnen nun zur Abkürzung die absoluten Liingen 
folgender fünf Streçken mit Buchstaben, niimlich: 

A , P = n ,  A2F-9rz, A 2 A , = 2 s ,  A F = e ,  A O = f ,  
so erh;ilt jedt: dieser Strecken durch ihre Bezeichnung zugleich be- 
stimmtes Vorzeicheii. Die Tangente A,A2 kann nun auf unendlicli 
riele Arten langs der Kurve F bewegt werden, da aber die Be- 
wegungsrichtung der Punkte Y, und Pz von dem Bewegungsgesetz der 
Tangente A , A ,  durchaus unabhiingig sein muss, so kann zur Fixierung 
bestimmter Verhaltnisse die Annahme: 

geiuat:lit werden, nach welcher sonlit die Winkelgeschwindigkeit der 
Tangente A, A, ihrer Lange proportional ist. 

Auf dern Distanzkreis bewegen sich infolgedesseil die Punkte A, 
und A, mit den Geschwindigkeiten: 

W,-2nw,=n,  W 2 - 2 a w , = w ~ .  

E s  sei feriier K der Krümmungsmittelpunkt der Teiluiigskurve für 
den Punkt F, QI und Q, seien die Schnittpunkte der Normalen n mit 
08, und O A,,  dsnn wird für eine unendlich klcine Urehung der 
Tangente A,A,  un1 den Punkt K in positivem Sinne die Strecke ti, 

wachsen, falls K auf der begrenzten Strecke FQ, liegt; dagegen die 
Strecke n z  wird wachsen, so lange K auf der unbegrenzten Strecke 
P Q ,  postiert wird. Wenn daher mit Pl und P, die tangentialen Be- 
sclileunigungen der Punkte A, und A, bezeiclinet merden, so ist: 

d A , F  du Pz= 2an2 =-du-. = - K Q 2  sinv = KL,, 

wenn LI und L, die Fusspunkte der Lote von K auf die Raiencl O A ,  
und O,& bedeuten." 

~ 

a Vcrgl. M a n n h e i m :  Géométrie Cinématique, S. 44 Ag. Paris 1894. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 Cher Rollkurven and Ilollfliichen 

d. h. Y, und Y, haben gleiches und zwar positives Vorzeiçhen nur so 
1:mge K auf der h~grenzten Strccke QI Q, liegt. 

B e w e g t  s i c h  den inach  d i e  T a n g e n t e  A,A,  l i ings  rler 
T e i l u n g s k u r v e  m i t  d e r w i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t  w,, w e l c h e  i h r e r  
L a n g e  p r o p o r t i o n a l  i s t ,  so  s i n d  d ie  t a n g e n t i a l e c  G e s c h w i n -  
d i g k e i t e n ,  m i t  d e n e n  i h r e  E n d p u n k t e  a u f  dem D i s t a n z k r e i s  
g l e i t e n ,  g l e i c h  d e n  vom B e r ü h r u n g s p u n k t  g e b i l d e t e n  A b -  
s c h n i t t e n  d e r  T a n g e n t e  u n d  i h r e  t a u g e n t i a l e n  13esch leun ig-  
u n g e n  d e r  Grosse  u n d  dein S i n n e  nacl i  g le ic l i  den  E n t f e r n -  
urigen des  K r ü m m i i n g s m i t t e l p u n k t e s  d e r  T e i l u r i g s k u r v e  vol1 
i h r e n  Badien .  

Redeiiten jetzt wieder tu1,, wl, und WIP,, zt.2,. die nomialrn und 
radialen Komponenten der Geschwindigkeiten W, und w, rler Punkte Pl 
und Y,, so folgt aus der Gleichung: 

also : 

und da 

D i e  d o p p e l t e n  n o r m a l e n  G e s c h w i n d i g k e i t s k o m p o n e n t e n  
d e r  P u n k t e  Pl u n d  P, s i n d  a l s o  g l e i c h  d e m  h a r m o n i s c h e n  
M i t t e l  a u s  d e n  G e s c h w i n d i g k e i t e n  d e r  P u n k t e  A, u n d  A, u ~ i d  
g l e i c h  i h r e n  p a r a l l e l  z u r  T a n g e n t e  d e r  T e i l u n g s k u r v e  ge-  
inessenen  d o p p e l t e n  E n t f e r n u n g e n  von1 B e r ü h r u n g s r a d i u s  03'. 

Aus den oben stehenden Werten von r,  und r, ergeben sich nun 
auch die radiden Komponenten, niimlich: 

Uni diese Ausdrüçke zu konstruieren, beachte niari, .class 

ist, so wird: 
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Von Dr.  M .  ~ l s ~ h 1 . 1 .  7 

Auü der Definitionsgleichung dieser Streckt? G R  geht aber hci-vor, 
dass in allen Fiillen der Punkt G der vierte harinonische zum t'iirikte 
2' in Bedug auf das Punktepaar QI &, ist und daller grfiinden wird, 
indem man OG parallel zur Seline Pl P, zieht. 

Fallt K mit G zusanmen, so sind die radialen Geschwiiidigkeits- 
komponenten der P i i n k t ~  Y, und P, gleich Kull, d. h. diese bewegen 
sich inomentan auf Kreisen um den Punkt O. E s  ist daher G der- 
jmige Puiikt der Ebene, uni welchen die Sehne A,A,  gedreht werden 
muss, wenn das Verhiiltnis ihrer Absclinitte d. h. auch das Verlidtiiis 
der TVinkelgeschwindigkeiten w, und o, sieh momentan nicht Srideri1 
soll. Mit der Bezeichnung Geschnindigkeitscentrum für den Punkt G 
ergiebt sich dernriach für die Punkte < und P,: 

D i e  d o p p e l t e n  radiale11 G e s c h ~ i n d i g k e i t s k o m p o n e i i t e n  
der  l 'unkte P, u n d  P, s i n d  g l e i c h  d e r  E n t f e ï n u n g  d r s  Ge-  
s c h w i n d j g k e i t s c e n t r u m s  G von1 K r ü m m i i n g s m i t t e l p u n k t  d e r  
T e i l u n g s k u r v e .  

1st denznaeh die Teiluiigskurve F sowie ihre Evolute E grgeben, 
so konnen für jedes Punktepaar der Rollkurven die Tangenten durch 
Abstechen zweier Strecken angegehen werden. E s  ist aber leicht ein- 
zusehen, dass diese I<onstruktion, die zullachst kinematisch begründet 
k t ,  auch eine geometrisclie Bedeutung liat. - - 

Es ist niindich: 
?'l Fk - - F G . t g 2 ; ,  1 ZC',, = 
n $ n ~  &'O, +3'(32 2 

E'llllt daher K mit F zusainrnen, so ist 4, = n -- zi, ~1.11. wenn (lie 
Kurve B eine Spitze besitzt, so steht die Tangente der Rollkurre zur 

72 
Riickkehrtaiigente normal. Fallt K mit G ziisnixnien, so ist 9, = F, 
d.h. die Tangente steht zunl Radius Y, nornial; fiillt entllich 7C mit 
dem unendlich fernen Punkt C v o n  n zusainrnen, so ist 8, = O, d. h. wenn 
die Teilungskurve eine Wendestelle besitzt, der ein unendlich grosser 
Krümrï i~n~sradius  zukoriimt, so geht die Taiigeiite der Rollkurve durch 
deil h i k t  O. Rezeichriet nian daher die den Punkten G, Ir: K 
entspreçhenden Tangenteri ~ o l i  IL, mit y, u ,  f, k ,  so sagt ohige 
Gleichung riiclits andcres nus als die Gleichlieit der Doppelverhiiltnisse 

( , y t l f l i )  - ( G  l73'K). 

E S  i s t  a l s o  d ie  Heilie d e r  K r ü m i l i u n g ~ i i i i t t e l p u i i k t e  K 
auf  d e r  Nurn in len  12 p r o j c k t i v  zuiu Bi ischel  d e r  T a n g e n t e n  aiil 
P u n k t e  Y,. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8 Cbe i  Rollkiirven und Rollfliiçlieri. 

Die Konstruktion der Geschwindigkeit wl ist daher nichts anderes 
als die einfachste Konstruktion dieser F'rojektivitiit. 

Soll endlich die Linie FPl gerade die Tangente der Kurve II, 
iri Pl sein, so bleiht bei einer uriendliclr kleinen Verschieburig des 
Punktes P der Inhalt des Parallelogrammes PP, OP,  ungeandert. E s  
ist dann al = n - 2v, oder falls man 

setzt, mo Q deri Krümmungsradius von F bedeutet: 

- - 
1- tg" 7 e 1--- 

F G  

oder 1 
- -  F CI 
2 

Q = cos" . 

Diese Gleichung sagt aus, dass die Teilungskurve im Punkte F 
von derjenigen Ellipse oskulicrt wird, welclie OP zuni Dui.climcsser 
und Pl Y, zu Bïennpunkten hat. 

W i r d  a l s o  e in  P a r a l l e l o g r a m n i  OY1FP2 d e r a r t  uni d i e  
fes te  E c k e  O g e d r e h t ,  d a s s  l n h a l t  u n d  U m f a n g  2a k o i i s t a n t ~  
b le iben ,  i n d e s s e n  d ie  E c k e n  Y, u n d  I'% K u r v e n  v o n  g l e i c h e r  
B o g e n l a n g e  b e s c h r e i b e n ,  so s i n d  d i e  B a h n e n  d e r s e l b e n  O r t  d e r  
B r e n n p u n k t e  a l l e r  E l l i p s e n  von  d e r  kor is tanter i  H a u p t a x e  2 u ,  
welche  m i t  den1 P a r a l l e l o g r a m m  k o n z e n t r i s c h  b l e i b e n  u n d  
f o r t g e s c t z t  d i e  B a h n  d e r  E c k e  I b s k u l i e r e n .  

Soll nun in1 wciteren in dem Piinkte Pl der Kurvc B, der 
K r ü m m u n g s r a  d i u s  Q, kmstruiert werden, so ist dazu die Kenntiiis 
von vier aufeinanderfolgenden Tangenten der Kurve P, d. h. die An- 
gabe des zweiten Krümmungsmittelpunktes K' erforderlich. Bezeichnet 
man dann die daraus entspringende 13eschleunigung, mit welcher sich 
Pl auf derri Radius 08, bewegt, durch pl , ,  so ergiebt sich die 
Beschleunigung des Punktes Pl nach dem C o r i  O l is 'schen Satze* 
wie fol$: 

Bezeichnet pl, dic Beschleunigung des momentan mit Y, zu- 
samnienfallenden Punktes der Geraden O A,,  so ist die Beschleunigung 
pl, mit der sich der Punkt Pl auf seiner Bahn R, bewegt, gleich der 
geometrischen Summe der Beschleunigungen pl und p l , ,  vermehrt un1 
die Zusatzbeschleunigung pl,, = 2 wl, w, , die senkrecht zur Geraden OA, 
steht und mit der um einen rechten Winkel ilil Sinne von wl gedrehteii 
Geschwindigkeit zul, gleich gerichtet ist. 

TTm zunachst die Beschlcunigung pl, zu fiilden, bezeichnc nian 
(Fig. 1 Taf. 1) mit G' den Schnittpunkt der Normalen n" der von1 Punkte G 
~ - 
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Von Dr. M. DISTELI. 9 

heschriehenen Kurve G mit der Normalcn 92' der Evolute E im Puilktc K. 
Uni die Lage dieses Punktes Gr zu hestimmen, beachte man, dass 

d F G  KG1= ---. 
du 

Es ist aber 

Da aber A die Fusspunktskurve von F hesühreibt, so ist: 

1 d0-1r2) 9 . 2 - r l  . G E  - -- 
a du. G 

und dalier 2 

rlFG e 
-- GF+ A&GK. 

dl' - / -  44 
-- 

2 

K G '  = GGo+ G,'G1. 
Die erste Strecke wird der Grosse und Riühtung nach erhalten, 

i n d m  man durch CI- die Parallele zii A, A, ziaht und mit O F  in Go 
mm Schiiitt bringt. Die zweite Strecke hat das Vorzeichen von Gh; 
sie ist mit G K  proportional, d. h. die Gerade G O G f  hat eine von der 
Lage von K unabhangige Richtung, die sich leicht koiistruieren liisst, 
iiidem man A& = QI&, macht und aus Go auf Al& das Lot fallt. 

1st nuil G r  gefunden, so folgt aus der Gleichung 
1 

Z U ~ ,  = G K :  

1 
pl ,  = - Gr K'sin ,u. 

2 

Pallt K' mit G' zusaniiiien, so ist pl,  = O, d. h. G' ist derjenige 
Punkt, um welchen die Normale n gedreht werden muss, falls die 
Geschwindigkeitskompone~~ten wi, und w2, sich monlentan niüht an- 
dern sollen. Man kann daher Gr  das Beschleunigungscentrum nennen. 

Das Vorzcichen der Strecke KG'  ergicht sich jedesmal aus der E'igur, 
namlich als positiv oder negativ bezüglichnf je nachdem F G  zunimmt oder 
abnimmt; ist sodann auf der Normalen n' der Evolute E der Krüm- 
mungsmittelpunkt Kr gegeben und liegt er wie in Fig. 1 (Taf. 1) mit 
K auf der entgegengesetzten Seite von G', so ist G'K' eine positive 
Strecke, d. h .  pl, eine positive Beschleuniguny; liegt Kr mit K auf 
der gleichen Seite von G',  so ist G'R '  eine negative Strecke, also 
pl, eine negative Beschleunigung. Aus den1 Vorsteheiideri ergieht 
sich daher: 

D i e  d o p p e l t e n  r a d i a l e n  B e s c h l e u n i g u n g s k o m p o n e n t e n  
der  P u n k t e  Pl u n d  P, s i n d  g l e i c h  d e n  P r o j e k t i o n e n  d e r  E n t -  
f c r n u n g  des  B c s c h l e u n i g u n g s c e n t r u m s  G' v o m  z w e i t e n  K r ü m -  
m u n g s m i t t e l p u n k t  K r  a u f  d i e  R a d i e n  08, u n d  OA,. 
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1 0 h r r  Rollkiirren und  Rollfliichen. 

Zur Bestimmung der 13eschlcunigung plk  betrachten wir jetzt den 
momentan mit Pl zusammenfallenden Punkt der Geraclen O A , ,  so be- 
wegt sich dieser auf einem mit D konzentrisclien Kreise K mit der 
tangentialen und radialen Beschleunigung: 

welche sofort arlgegeben werden konnen. Ferrier ergiebt sidi als 
Zusatz1,eschleuiiiguiig: 

pi, = 2 W i r .  mi = 2 y  w 2 . 5  = 
1 1 tf.1 n 

2PlKi . . tg9 . , -  2K1.AT1. 

D i e  Z u s a t z b e s c l i l e u n i g u n g  pl. i s t  a l s o  d o p p e l t  s o  g r o s s  
u n d  g l e i c h  g e r i c h t e t  wie  d e r  z w i s c h e n  r,  u n d  72, l i e g e n d e  A b -  
s r h n i t t  d e r  i m  Punkt i :  KI, a u f  v, e r r i c h t e t e n  Normalen .  

Setzt man daher die beiden radialen und n o r n ~ ~ l e i i  Komponenten 
kusammen, so sind die Strecken Pl Pl, und Pl Pl, die Komponenten 
der gesuchten Beschleunigung : 

11, = Pl P. 

Uedeutet endlich 1 1 ~ ~  - Pl Y l q  die in die Richtung von gz, fallende 
?Cl ' 

Komponente von pl, so ist pl - Pl Kl - - der gesuchte Kriimmungs- 
Pl Q 

radius von Rl itn Punkte Pl. Da die Koinponenten von 21, sich nach 
Konstruktion linear aus der Streclie G K  und G r K f  zusainmensetzen, 
so ergiebt sich ohne weiteres, dass der Eiidpunkt der Beschleunigung, 
also P und der zweite ICriinimungsrnittelpunkt K' bei unveriinderter 
Lage der Radien sowie der Punkte P und G zwei zu einander a f f ine  
P u n k  t e b  enen  erfiillen, sodass der Satz von C o r i o l i s  nichts anderes 
ist als die einfacliste geometrisclie Ausdrucksforrn f ü r  die Konstruktion 
entsprechender Punktepaare der beiden affinen Ebenen. 

Durchlliuft der Punkt IC die ganze Sorniale n,  so durchliiiift der 
Piinkt G r  die Gerade GOGr;  fRllt daher I< mit G zusainmen, so deckt 
sich (2' mit Go und rs haben daher die Kurven G und E in G 
eine gemeinschaftliclie Normale. Man schliesst daller : 

D i e  K u r v e n  E u n d  G b e r ü h r e n  s i c h  ü b e r a l l  da, w o  s i e  
s i c h  s c h n e i d e n  u n d  d i e  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  der  
B e r ü h r u n g s s t e l l e n  t r e f f e n  d i e  K u r v e  E' i n  d e n j e n i g e n  P u n k t e n ,  
d e n e n  d ie  e x t r e m e n  W e r t e  d e r  B a d i e n  r, u n d  r, e n t s p r e c h e n .  

IJestiminten La,geri der Krüiiiniungsiilittelp1111kte E und K' werdeii 
spezielle Werte des Krürnmungsradius Q, entsprechen. Sol1 r ikdich die 
Komponente pie den \Vert Nul1 erreichen, so kann man auf der Gerüdeii 
n' einen bestiinniten Punkt TT angeben? in welchen K' verlegt werdeii 
rnuss, damit dieser Unistand eintritt. Die Gesnintheit dieser PaiiBte 
W erfullt dann eine bestinlmte Kurre W, welche der zweiten Evo- 
lute E'  der Teilungskurve in einer bestimnten Anzahl von Punkten 
hegegnen wird. 
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Von Dr. II. Drsrmr. il 

D i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  K u r v e n  E' u n d  IV f ü h r e n  son l i t  zu 
den jen igen  P u n k t e n  d e r  T e i l u n g s k u r v e ,  d e n e n  ein  W e n d e -  
p u n k t  d e r  K u r v e  R, e n t s p r i c h t .  

Im allgemeinen wird der entsprechende Punkt Y, der Kurve R, 
]rein Wondepiinkt sein, vielmehr entspringcn die Wendepunkte dieser 
I h r v e  aus einer zweiten Kurve W, die in analoger VITeise entsteht. 

Der Krümmungsradius g, nimrnt dagegen den Wert Nul1 an, 
sobald der Punkt K t  ins Cnendliche rückt, ohne dass gleichzeitig anch 
K sich im Unendlichen befindet. Man schliesst daraus: 

H a t  d ie  K u r v e  F i n  P e i n e  S p i t z e  z w e i t e r  A r t ,  o d e r  
e i n e n  W e n d e p u n k t ,  d e r  z u g l e i c h  a u c h  e in  W e n d e p u n k t  i h r e r  
Evol i i t e  E i s t ,  so h a b e n  d ie  K u r v e n  II, u n d  R, i n  Pl u n d  Pz 
je e i n e  S p i t z e  e r s t e r  A r t .  

Da ferner die beiden Beschleuiiigungen 17, unci 11, unter sich ebeii- 
falls in projektivcr Abhangigkeit sind, so bevtehcn auch zwischeii 
ihren Komponenten Reziehiingen, die leicht aiifzustellen sind. 

Projiziert man niimlicli den Linienzug P,Klr PlrI'Pl auf die Tan- 
gente und Normale von R,, so folgt: 

toLl1n . 
pl, = sin 4, $ (2 wlwir + r,n,) cos 8, $ pl. sin 14, , 

1 

iind aiialog für p z ,  und y,,. Da aber 

so ergiebt sich ohne meiteres: 

und 

1 1  
- + - - (A + A) sin 8,. 
P i  62 1'1 r2 

Diese ebenfails von E u l e r  aufgestellte Gleichung gilt fiir Be- 
rüliruiig der Kurven R, und Il, von aussen, für Berührung von innen 
sind beide positiven Zeichen durch die negativen zu ersetzen. 

Kach dem Vorigen lassen sicli iiun die Kuroen R, und Kp auch 
dann konstruieren, a e n n  fiir jedes korresporidierende Radienpaar die 
Geschwindigkeiten und Beschleunigurigeii der Punkte A, und A, liekariiit 
sind. Bewegt sich beispielsweise A, auf den1 Kreise D gleichf6rmig, 
indesseii A, sich so beaegen soll, dass ein Punkt A,, der mit A, 
diirch eine starre Linic v~rbi indrn ist, sich ini horizontalen Diirrli- 
messPr von 1) nach vorgeschriebenern Gesrtze bewegt, so ist zu jeder 
Lage von A, diejenige von A, bestimmt: ebenso die Geschwincligkeiten 
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und Beschleunigungen dieser Punkte. Die beiden Kurven R, und R2, 
welche die verlangte Cbertraaung der Bewegung hervorbringen, 
kounen daher durch  Purilite und Tangenten konstruiert werden. 

3. 
Um die Kurven R, und R, auch durch ihre Gleichungen in Polar- 

koordinaten darzustellen, was insbesonclere im Falle einer transcen- 
denten Kurve F von Vorteil sein kann, hat Irian riach dem Vor- 
angegangenen neben der Gleichung: 

1) r ,  + r ,  = 2a 
noch eine endliche Gleiühung zwischen den Winkeln <pl und rp,: 

2) @(TI , 9%) = 0 
als gegebeu arizunehrrieii und mittelst der Bediiigungsgleicliung: 

5 @ ? @  r - + r  -=O, a ,  ô,, 

aus diesen drei Gleichuilgen entweder r,  un& y, oder r, und y, zu 
eliminieren. Setzt man nun b 

' p , = u + v ,  rp2=U-v, 

so g&t die Gleichung 2) iiber in eine Gleicliung: 

F ( u ,  v) = 0, 
in welcher man jetzt u und v als Koordinaten der Teilungskurve F 
auffasseii kann. 1st zuniichst F durch eine Gleichung in den recht- 
wirikligen Linieiikoordinateri u, und v, gegeben, so findet man ihre 
neue Gleidiung in den Koordinaten 11 uud v durch die Substitutionen: 

uiid 

1st dagegen F durch 
so geuügt es 

1 cos u 
U,=-=- 

COS v 

1 sin ZL 
2,---- 
- 2a c o s v  

polare Linienkoordinaten r und u ausgedrückt, 

r = 2 a c o s v  

zu setzen, iim die Gleicliung in den Koordinaten zc und v zu erhalteii. 
So findet man z.B.  ails der Gleichung des Punktes, der in1 Abstande 
20 von1 Anfangs~unkt  auf der Polaraxe x liegt: 

a cos v - h cos u = O 

als Gleichung desselben in den Koordinaten u uiid o. 
Wird jetzt um diesen Punkt ein Kreis vom Radius 2r0 besührieben, 

so hat seine Gleicliung in Linienkoordinaten die Form: 
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Von Dr. M. Drs~st . t .  13 

Durch obige Substitutionen geht sie iiber in die Gleichung: 

a c o s v  - bcosu T Y,,= 0, 

je nachdem als Ausgangslage die eine oder andere derjenigen beiden 
Sangenteil des Kreises gewiihlt wird, welche auf der Polaraxe normal 
stehen. Will man dagegen umgekchrt von den Koordinatcii u und v 
zu rechtwinkligen Linienkoordinaten übergehen, so hat  man: 

1 
cosc = + -- 

zu substituieren. 2 a ~ u I e +  q e  
Da niin in1 weiteren: 

Dazu 
6) 

E l i r n i n i e r t  m a n  d a h e r  a u s  den  G l e i c h u n g e n  4)  u n d  6)  
resp. 5) u n d  6)  d i e  P a r a m e t e r  u u n d  v, so  s i n d  d ie  R e -  
s u l t a n t e n  d e r  E l i m i n a t i o n  a l l e m a l  d i e  Gle ichu i igen  z w e i e r  
er i tsprecher ider  R o l l k u r v e u .  

I m  allgemeinen wird man durch Leide Eliniiiiationeii dieselbe 
Gleichung i& Polarkoordiiiaten finden, d. h. R, und R, ~ i n d  in, all- 
gemeinen Teilc ein und derselbcn Kurve N. 1st P cine a l g e b r a i s c h e  
Kurve, so ist es auch die Kurve R, deren Ordnung sich leicht be- 
stimmen lisst. 

Sei v die Ordnung und ,LL die Klasse von P, so existieren ~ullachst 
zwischen F und D2  v gemeinschaftliche Schnittpunkte S, aobe i  jedesmal 
der eine der beiden Punkte P nach 0, der andere nach S falit, d. h.: 

1. D e r  P u n k t  O i s t  im a l l g e m e i n e n  e i n  2 v - f a c h e r  P u n k t  
von R. 

Findet dagegen im Schnittpunkt S zugleich Berührung zwisclien 
F und D statt, so sondert sich die Gerade OS zweimal aus. Es 
ergiebt sich daher: 

2. J e d e  e i n f a c h e  B e r ü h r u n g  z w i s c h e n  F u n d  D r e d u z i e r t  
die O r d n u n g  d e r  K u r v e  R u m  zwei  E i n h e i t e n .  
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Jeder Stralil durch O trifft ferner D in z m i  l'unkten, von 
welchen aus je p T?iigenteri an  F gelegt w-erden konnen. E s  liegen 
also auf jedem Strahl durch O noch 2 p  weitere Punkte der 
Kurve R ,  d. h.: 

3. D i e  O r d r i u n g  d e r  K u r v e  R ist w = 2(v + p). 
F m  dagegeil einer der Punkte A' in cirieu der IZreispurikte J 

und JI in1 Unendlichen, so wird die Konstruktioli cies Punktes P auf 
O S  unbestimmt, d. h.: 

4. J e d e s n i a l  w e n n  d ie  K u r v e  F d u r c h  d i e  K r e i s p u n k t e  
g e h t ,  r e d u z i e r t  s i c h  d ie  O r d n u n g  v o n  R w i e d e r  uni z w e i  
E i n h e i t e n .  

Die Kurven E' und D haben ferner 2 p  gemeinsehaftlidie Taii- 
genten; berühren sich F und D selber nicht, so fallen die beiden 
Punkte P ins Unendliche. Daraus folgt: 

5. V o n  O a u s  g e h e r ~  i m  a l l g e m e i n e n  2p  A s y r r i p t o t e ~ i -  
r i c h t u n g e r i  d e r  K u r v e  K. nach  dcii auf  1 )  l i e g e n d e n  H e r ü h r u n g s -  
p u n k t e i i  d e r  gei i ie iusamen T a n g e n t e n  d e r  K u r v c n  F u n d  D. 

Ein unendlich ferner Punkt von lt karin aber noch in anderer 
Weise entstehen. F selbst hat v Asyiuptoteii, welche D in v Punkte- 
paaren treffen, deren Iladien der Kurve II auf der unendlich fernen 
Geraden begegnen. Wir  schliessen daraus : 

6. D i e  G e r a d e n  von  O n a c h  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  des  
D i s t a n z k r e i s e s  m i t  d e n  A s y m p t o t e n  d e r  T e i l u n g s k u r v e  yind 
2v a e i t e r e  A s y m p t o t e n r i c h t u n g e n  d e r  K u r v e  R. 

l h m i t  sind die 272 unendlich fernen Punkte von K, aufgeziihlt. 
Legt man nun insbesondere aus den Kreispunkten J und JI die Tan- 
genten an die Kurve F, welche sich paarweise in den Brennpurikten 
derselben begegnen, so sind die Geraden O J und O JI die Asymptoten 
des Distanzkreises und es fallen daher die aus den ~ o r i g e n  Tangenten 
entspringenden Schnittpunkte dieser Strahlen mit R paarweise zu- 
sarnmeri. OJ und OJ, sind daher y-fache Tangenten von R, mit 
anderen Worten: 

7. D e r  P u n k t  O i s t  irn a l l g e m e i n e n  e i n  p - f a c h e r  Hreni l -  
p u n k t  von fl. 

Die angegebenen Anzahlen k6nnen Modifikationen erleiden, falls 
die Kurve F zum Kreise D entweder iin Endlichen oder in den Kreis- 
punkten in  besonderer Beziehung steht; es kann E auch eine ziïkulare 
Kurve werden, falls F die unendlich ferne Gerade berührt. 

Schliessen wir im Folgenden besondere Lagen zwischen F und D, 
sowie Wendepunkte der Teilungskurve, d .h .  retrograde Bewegurige~i 
beider Rollkurven aus, Y U  wird man sagen k61irien: 

Ails jcder gnnz iiinerhalb des Kreiscs 1) lirgcndrn, geschlosseiien 
Kurve F entspringen zwei Kurven R, und R, für  Berührung von 
aussen 1st E' nach aussen stetig konvex und besitzt F zudem eine 
durch O gehende Symmetrieaxe, so sind R, und It, geschlossene, zu 
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Von Dr. M .  DISTIILI. 15 

dieser Axe syminetrisch liegende Ovale. Da aber R, mit seiner Ebene 
uingewendet werden muss, so sind nach der Umwendung R, und II, 
k o n g r u e n t e  Kurven .  

Tst dagegeii F nach aussen stetig koiikav, so muss F eine be- 
stiinmte Anzahl von Rückkehrtangenten besitzeii. Durchliiuft nun die 
'I'angente einmal die ganze Kurve F, so hat sie sieh un1 eine geratle 
oder ungerade Anzahl von zwei rechten Winkelii gedreht, je nachdeni 
die Anzahl der Rüekkehrtailgenteri gerade oder ungerade ist. Im ersteil 
Falle siiid R, und IL, zwei getreniite geschlossene Kurven, im zweiten 
Falle setzen sich R, und Ii, zu einer einzigen geschlossenen Kurve 
zusammen, und wenn die Tangente A,A, die Kurve F zum zweiten 
Mal durchl:iuft, so beschreibt Pl den Teil B, und P, den Teil R,. 
Die Kurveri R, uiid R, sind also in Deckung, d. h. nach der Uni- 
wendung von R, sind B, uncl R, s y n i ~ l i e t r i s c h  g le ich .  Es  ergiebt 
sich duhcr: 

J e d e  g a n z  i m  I n n e r n  von  D l i egen t le  nach aiissen k o n v c x e  
gescl i lossene L i n i e  F m i t  o r t h o g o i i a l e r  S y m m e t r i e a x e  d u r c h  
O f ü h r t  auf  zwei  g e t r e n i i t e  k o n g r u e n t e  R o l l k u r v e n ;  jede n a c h  
aussen k o n k a v e  K u r v e  F m i t  u n g e r a d e r  A n z a h l  von S p i t z e n  
e r g i e b t  s y m m e t r i s c l i  g l e i c h e  I lol lkurvei i .  

Liegt P ganz ausserhalb von D,  so werden ciie Kurveii 11 sich 
iiii allgemeinen ins Uneiidliche erstrecken, es sei denn, dass F und D keirie 
geueiiischaftlichen reellen Türigeiiten linberi. Dieser letztere Fa11 tritf 
e h ,  werin F nacli aussen stetig konkav ist und zwisühen zwei auf- 
einander folgenden Spit'zen den Kreis beriihrt. Da in diesem Falle 
die Difierenz der ltadienvektoren r, und r, konstant ist, so rollen II, 
und R, bei Berührung von Irinen. 

111 dem Falle, wo F teils innerhalb teils ausserhalb von D liegt, 
bildeii R, und It, eiiien zusanimeiili~iigei~deii Linienzug, der befihigt 
ist mit sich selbst zu rollen, teils fiir innere teils iiussere Berührung. 
In1 allgeiileinen werden die Kurven R keine vollstindigen Umdiehungen 
ausführen, sondern einander nur innerhalb bestinimter Winkelraume 
treiben kounen, welche durch die nach den unendlich fernen Punkten 
lauferiden Radieii begreiizt sincl, in welchen die Teile R, und R, zu- 
saiiimenlGiigen. Nebeu diesem reellen k6nneii noch irnaginare Be- 
standteile auftreten, herrührend von denjenigen Teilen von F, dercn 
Tangenten D nicht erreichen, j a  die ganze Kurve R kann inlaginai 
werden, ohne dadurch in ihrer Existeriz aufzuhoren. 

Es ist ferner evident, dass jedes Rollkurvenpaar aus unendlich 
vielen Teilungskurven F abgeleitet werden kann, die alle aus der 
ursprünglichen dadurch liervorgehen, dass das eine der beiden Radibn- 
systeme um den Punkt O um einen beliebigen Winkel vor- oder rück- 
warts gedreht wird. 

Teilt man fenler die vom Schnittpunkt A, der Polaraxe mit dern 
Kreise D gemessenen nogen d o A ,  und Ao& jeder Tangente von B 
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stets in1 gleiche~i konstanten Verh%ltiiis, so entsteht eine neue Enve- 
loppe Fr, deren Tangenten vom Berührungspunkt im gleichen Ver- 
hiiltnis geteilt werden, wie diejenigen der Kurve F. Die aus zwei 
entsprechenden Tangenten der Kurven F und Fr hervorgehenden Punkte- 
paare P,P, und PlrP,' haben daher gleiche Radienvektoren, aber ver- 
schiedene Polarwinkel, mit anderen Worten: 

E r s e t z t  m a n  i n  den  P o l a r g l e i c h u n g e n  z w e i e r  Rol lkurver i  
d i e  P o l a r w i n k e l  q, u n d  rp, d u r c h  nrp, u n d  nrp,, so  e r h a l t  m a n  
j e d e s m a l  e i n e  G r u p p e  u n e n d l i e h  v i e l e r  n e u e r  I i o l l k u r v c n -  
paare .  

Will man nuu auch die Abaeichung 8, der Tangente gegen den 
Radiusvektor, sowie den Krümmungsradius Q, in1 Punkte Pl der 
Kurve R, durch Reehnung finden, so beachte man, dass 

sodass, wenn die aufeinander folgenden Ableitungen von v nach 1~ mit 
d, vlr, vl" bezeichnet werden, 

erhalten wird. 
Aus dieser Gleicliung folgt jetzt: 

und sornit fiir den Kriimmungsradius g,: 

- 
d - -- (dll) 

p l =  d a  . da ,  A\; 

N -  ( l - ~ ' ~ ) [ ( I - v ' ~ ) ( i + v ' )  + vlrr] + (1+ 31j1)dre 
zu setzen ist. 

Ersetzt man in diesem Ausdruck für Q,  den Winkel v durcli - v, 
so geht pl in y,, 8, in a2 und daher Q, in Q, über. 

Schliesst also beispielsweise die Tangente der Kurve Ri gegen die 

Tangente der Teilungskurve den konstanten Winkel - a  ein, so ist: 
2 

al=. - (v - O), a,= (v - .); 
also : 

9 7 + 4 , = n + ( u + c r ) ,  g>,+6,-u-a; 

d.11. es ist dann aucli el = e2- 
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Zur Bestiiiiiiiung der Teilungskurve hat man die Gleichung: 
v" -- - - 

v' =- 1 
cotg (v - E ) ,  

rroraus sich als Gleichung der Kurve E' ergiebt: 
a 

C O S  (21 - 11") = - C O S  (1; - a) .  

E s  wird sich zeigen, dass dies die Gleichung eines Kegelschnittes 
i d ,  der D doppelt beriihrt, indessen ft, und JL, kongrucnte Kcgel- 
schnitte sind, die O zum gemeinschaftlichen Brennpunkt haben. 

Ein Wendepunkt der Kurve RI entsteht nun, wenn N ver- 
schwindet. Diese Gleichung N _ O 

stellt in den Koordinaten u und v eine neue Enveloppe N dar, welche 
die Kurve IV zur zweiten Evolute besitzt. Den Schnittpunkten der 
Kurven El und W korre~~orldieren danri die gemeinsamen Tangenteri 
der Kurven F und N, welche somit zu den mTendepunkten der Kurve 
H,, fiihren. 

Verschwindet die Gleichung N = O identisch, so Eillt die Kurve N 
mit der Kurve J? zusanlmen und jeder Punkt von & ist ein Wende- 
punkt, d. h .  R, ist eine Gerade. In  diesem Falle ist daher, falls die 
Polaraxe normal zur Geraden RI steht: 

Bezeichnet also 2 b  den Abstand der Geraden RI von 0, so ist 
2 b  

,rl = a (1 - vl) = - 
cos 9 1  

die Gleichung van 11,, d. h. es ist 
2 b  k ' = - -  
a 

zu setzen. Unter dieser Voraussetzung nimmt 7) die Forin an: 

welche Gleichung durch Integration die Gleichung der Teilungskurve 
F ergiebt, namlich im Falle der iiusseren Berührung: 

wo zur  Abkürzung, da b < a ,  
p 3 2  
-- 

b 
- k 

gesetzt wurde. 
Zeitsïhrift f. Mwtùeinatik 11. Physik 43. Jalirg. 1Y98. 1. Ileft  
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Setzt inan in dieser Gleichung: 

und 14 - zi = <r,, so erhiilt man die Gleichung der Rollkurre %: 

Diese ICurve, welche ganz in1 Endlichen liegt, besitzt in O einen - - .  
doppelten Windungspurikt, sodass mit  Anniiherung der rotierenden 
Geratleii R, an O, die Winkelgesçliwindigkeit w, uiiendlich gross wird. 
Kotiert umgekchrt E, mit  konstanter \?iiiikelgeschwindigkeit w, uni 
O,, so wird mit  Aiiniiherung der Geradcn lt, an  die Axe O, O, die 
Winkelgeschwindigkeit ri>, unendlich klein. I)ic Verzeichnung der Kurve 
geschieht am einfaclisten mit Rilfe des Krümmungsradius, der sich - - 
nach der Proportion: 

- 1'1 3 9  - -- 
r, 2 a sin 9, 

leicht konstruieren lasst. Wiihlt man nun als Kurve R, ein regulares 
Fünfeck, welches dem Kreis vom Radius 26 umschrieben ist, so ist 
die Entfernung 0,0, - 2a dernrt zu bestiminen, dass auch E, eine 
au0 fünf kongruenten Rogen bestehende Kurve ist. Der zu jedem der 

fünf Bogen geliorende hslbe Centriwinkel hat  daher den W e r t  und 

zur Bestimmung des Verhiiltnisses 1 = dient daher die Gleichung: 

welche, nach bekannter Naheruag aufgelost, ergiebt, dass 

2a = 2,13547 . . . 26  
gewiihlt werden muss. 

Irii Folgenden mogen noch einige spezielle Balle betrachtet werden, 
wo die Teilurigsliurve F a priori durcli eine Gleichurig iii deri Koordi- 
naten I C  und v gegeben ist. 

E s  sei: 

a> F=v -nzc-O, 
wo n eine beliebige %ah1 bedeiitet. In diesem Falle ist 

d. 11. die Xurven lt, und R, sind Kreise, auf welchen sich die Punkte 
Pl und P2 mit der gleichen Geschwindigkeit 

hewegen. Legt man nun durch die Punkte Q, und q, den mit D 
konzentrischen Kreis Q ,  so ist sein Radius: 
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Vori Dr. JI. DISTEI?~. 19 

r = r , -  r I y n . 2 a ,  
also konstnnt für jede Lnge des Paarcs Q, Q,. Dieser Rreis wird iir 
QI und Q, berührt von den Kreisen Pl und P,, welche Pl resp. P, 
zum Mittelpunkt und r, resp. r; zuin Radius haben. Beide Kreise 
schneiden sich im Punkte F, und da dieser Punkt sich auf den Kreisen 
I', und P, mit der gleiçhen Geschwindigkeit bewegt, mit welcher die 
Mittelpunkte Pl und P, derselben auf den Kreisen RI  und & fort- 
schreiten, so rollen die Kreise P, und P, gleichzeitig auf dem Kreise &. 

E s  ergiebt sich somit bezüglich der Kurre F folgendes Resultat:* 
B e w e g e n  s i c h  z w e i  P u n k t e  A, u n d  A, a u f  e i n e m  K r e i s e  

vom R a d i u s  2 a  m i t  p r o p o r t i o n a l e n  G e s c h w i n d i g k e i t e n  

so u m h ü l l t  d ie  S e h n e  A,A, e i n e  E p i c y k l o i d e  o d e r  H y p o -  
cyk lo ide ,  je  nachdeni  .n i m  I n t e r v a l l  (-1) b i s  (+ 1) l i e g t  o d e r  
n ich t .  D i e  ~iiirri l iche K u r v e  w i r d  a u c h  b e s c h r i e b e n  von e i n e m  
P u n l ï t e  F, d e r  e n t w e d e r  e i n e m  K r e i s  P, von1 Ltadius: 

r i =  a(1-n),  

oder  e i n e m  s o l c h e n  P, v o m  R a d i u s :  

r2 = a  (1 + n) 

a n g e h o r t ,  w e l c h e r  f ü r  i iusse re  resp .  i n n e r e  B e r ü h r u n g  r o l l t  
auf e i n e m  f e s t e n  K r e i s  Q vorn I t a d i u s  d e r  D i f f e r e n z :  

r = r , - r , = 2 a . n .  

Da im weiteren 2% konstant bleibt, so fiillt K mit G zusammen, 

d.  h.: G ist die Evolute E von E'. Da aber der Punkt G die Strecke 

QI &, wieder im Verhaltnis 3 teilt, wahrend die Punkte QI und Q, den 
0;. 

festen Kreis Q durchlaufen, s"o ist auch G eine C~kloide,  die gegen F 
uni einen rechten Winkel im positiven Sinn gedreht und im Verhnltnis 
n : 1 verjüngt ist. 

Da ferner X mit G zusammenfillt und überdies w l ,  = O also 
auch pl,  = O ist, so liegt Kr in Go. Die Kurve Go ist daher die 
zweite Evolute E '  von F, die somit mit der Originalkurve bezüglich 
des Punktes O iihnlich und ihnlich gelegen und im Verhaltnis ne : 1 
verjüngt ist. 

B e w e g e n  s i c h  d a h e r  z w e i  P u n k t e  A, u n d  A, a u f  e i n e m  
K r e i s e  D v o m  R a d i u s  2 a  m i t  p r o p o r t i o n a l e n  G e s c h w i n d i g -  
k e i t e n  rY1 = = l t n ,  

WB m, lin 
s o  w i r d  d e r  e r s t e  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  von  F vorn Be-  
r ü h r u n g s p u n k t  u n d  d e r  z w e i t e  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  vorn 

- 

* Vergl. U u r m e s t e r  a. a. O.  Bd . I , l .L ie f .  S. 1UGflg. 
2 * 
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20 f ber Ilollko~ven und Rollfliicheii 

e rs ter i  d u r c h  d ie  R a d i e n  d e r  I ' unk te  11, u n d  A, h a r m o i i i s c h  g e -  
t r e n n t .  1 s t  f der  iuon ien tane  A b s t a n d  d e r  T a n g e n t e  A,A, von 
O, so  s i n d  Q = f . ( 1 - d )  u n d  p'= f - n ( l -  f i2 )  

d i e  Langeri  des  e r s te r i  u n d  z w e i t e n  K r ü n i r n u n g s r a d i u s .  
b) Die Teiluiigskurve F werde gcbildct von einern S t r a h l -  

b i i sche l  am Punkta F: 
Da jetzt für alle Punkte P der Kurve 1i: 

OP + PI"= 2a 
ist, so s i n d  Il, u n d  11, zwei  i n  D r e h u n g  bef i i id l i che  E l l i p s e n  
O d e r  Hy p e r b  e ln ,  je nachdeni 3' iiinerhalb ocler ausserhalb des 
Kreises D liegt. Die Sehnen Pl I', jedes Paares entsprechendei 
Punkte P bilden das Durchiuesserbiischel des Kegelschnittes; die Tan- 
genten in zwei korrespondierenclen Punkten P sind daher parallel, 
nandich zur Tangente AIR, normal. Denn da 

P G  = KG, so ist t g  8, = - tg u ,  also 8, = TC - v. 
E s  ist daher 

9.1 + y,= + u, 

d. h. es ist du, der Koiitingerizwinkel der Kurve R und es ergiebt sich 
daher hier eine direkte Uestiinmung des Krümmungsradius Q, ohnc 
Kenntnis der Beschleunigung pl ,  des Punktes Pl, niin~lidi: 

Trügt man dalier die Geschwindigkeit tu ,  auf dem Brennstralil 
Pl F von Pl nach TV1 ab und zieht W I K ,  normal xu PIF,, so trifft 
diese Kormale die Hllipsennormale n, im Kriimmungsmittelpunkt K I .  

Bezeichnet also n die Liinge der Ellipsennormalc, E iliren Wiiikel 
gegen die Brennstrahlen P,O und Pl F, so ist: 

1E = wl, und COS E - sin O ,  

der hekannte Ausdruck für den Krünimungsradius. 
Verlegt man zur Ermittelung der Gleichung der Kurve IL den 

Punkt P in den Abstand 2 c  auf die Polaraxe, so heisst iil den Ko- 
ordiilaten u und v die Gleichung des Strahlbüschels li': 

Sonlit ist 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ITon Dr. M. DI.~TEI.I. 

Aus der Gleichung des Büschels folgt anderseits: 

2) n2sin2v - c2sin" -2 - c" 

und endlich ergiebt sich aus der Gleichung: 

3) a - c cos y, = r, sin2u. 

Multipliziert man daher die drei Gleichungen mit einander, so er- 
l d t  man die Gleichung der beiden vereinigten Ellipsen 1%: 

. wo n und b die Halbaxen, c die lineare Exzentrizitiit bedeutet. 
1st wie gewohnlich die grosse Halbaxe a ,  sowie das Verlialtnis 

der grossten zur kleinsten Winkelgeschwindigkeit gegeben und mit o 
bezeichnet, so folgt aus der Gleichung: 

a - c  
-- 
a+c - W ,  

monach die beiden entsprechenden Ellipsen gezeichnet werden konnen. 
Wird jetzt die Ellipse & mit dem Brennpunkt F festgehalten, iii- 
dessen die Ellipse RI mit dem Radiensysteni uni den Winkel 2ar in 
positivem Sinne gedreht wird, wodurch der Rrennpunkt F in die Lage 
F' gelangen mage, so findct man als Gleichiing dcr ncucn Kurre F r :  

FI= a cos(v - a) - c cos(u - a) = 0,  

der wir schon früher begcgnot sind. I)a die Kurve F' aber jetzt oin 
geometrisches iCrzeiigiingsgeseta besitzt, indem sie umhüllt wird voin 
einen Schenkel eines Winkels von der konstanten 0ffnung ol, dessen 
aiiderer Schenkel stets durch den Punkt F geht, und dessen Scheitel 
den Kreis D durchl~uft ,  so ist sie nach einem P o n c e l e  t'schen Theorem 
eine Ellipse, welche F und F' zu Brennpunkten hat und den Kreis D 
doppelt berührt. 

W i i h l t  m a n  s o m i t  a l s  T e i l u n g s k u r v e  e i n e  D d o p p e l t  Iie- 
rü l l rende  E l l i p s e ,  s o  s i n d  a u c h  d i e  R o l l k u r v e n  11, u n d  Et, l ion-  
g r u e n t e  E l l i p s e n  von  d e r  H a u p t a x e  2 a ,  welclic O z u m  ge  
m e i n s a m e n  u n d  je e i n e n  R r e n n p u n k t  v o n  F z u m  a n d e r e n  
R r e n n p u n k t  haben .  

Den Teilungskurven 

F =  a c o s n v  - G C O S ~ X  = O 

ciitspricht nun die Gruppe der Rollkurven: 

rl = 
b 

7 
a-ccosnrg, 

die wohl die am lingsten bekannte Kurvengruppc dieser Art darstellt. 
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Für n = 2 beispielsweise hat F die Gleichung: 

oder acos2v  - ccos2u  = 0, 
n (a - C) 

(a COS v - GC COS ZL) (a cos v + I/G cos zc> = > 

welche Gleiühuiig ausdrüçkt, dass das Produkt der Abstande jeder 
Tangente von zwei festen Piinkten der Polara,xe konstant ist, d.h. 
dass die Kurve F eine Ellipse ist ,  deren Brennpuiikte im Abstande 

2 y  = 2 V a c  

von O auf der Polaraxe liegcn. I)a ihrc Halbaxcnquadrate 

a 2 = 2 ( n + c ) a  und p a = 2 ( a - c ) a  

sind, so ha t  die Ellipse F den Kreis D zum Ort rechtwinkligei. 
'i'angentenpmre. Dio ails b' rntspringenden Kurven BI und K, sincl 
zmei doppelt ort l iogonal-syn-imetrische~urven vierter Ordnung, welche 
sich in Deckung befinden. 

1 
Für  n hat dagegen F die Gleichung: 

Th 
a c o s v -  ccos -  -0, 

2 2 
welclier nian die Form: 

cS  c2- ai a cos v - -- cos 26 = - 
a 

geben ka1111, und welche somit eincn Kreis darstellt, welcher seincn 
Mittelpunkt iM irn Abstanrlc 

2 c' 
2Ei= - 

von O auf der Polaraxe und den Radius: 
as - c' 

2r ,=2-=2(n-b)  
a 

hat, Li. h. den Kreis D beïiihrt. 
Diesem Kreis als Teilungskurve entspricht daher alfi Bollkurve 

clie Kurve vierter Ordnung mit Knotenpunkt und Schleife: 

welcher wir im folgenden Beispiel nochmals begegnen werden. 
c) Die Teilungskurve F ist ein um den Punkt M beschriebener 

K r e i s  vom Radius Zr,, welcher ganz iru Innern von D liegt. 
Figur 2 (Taf. 1) zeigt die konstruktive Ausführung und Zeichnuug 

der Rollkurven durch Punkte und Tangenten mittelst der Geschwindig- 
keiten wl, und wl,. Das Gesamterzeugnis ist eine algebraische Kurre 
sechster Ordnung mit Doppelpunkt und Brennpunkt in O, welche aus 
zwei getrennten symmetrisch gleichen und geschlossenen Ovalen be- 
steht. Dreht sich R, gleichformig uni den Punkt O,, so erreicht mit 
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jedeiu Umlauf die Winkelgeschwindigkeit w, ein Maximum und ein 
Minimum, nümlich d a m ,  wenn der kleinste resp. grosste Iladius r, 
(lie Centrale passiert. Uni diese beiden extremen Werte von r zu 
finden, welche aber jetzt nicht mehr in  die niimliclie Itichtunp fallen 
wie bci der Ellipse, beachte man, dass in diesem Falle zwischen den 
Kurven G und E Berührungen stattfinden, d.h., dms 1: mit dem 
Mittelpunkt M von F zusammenfallen rnuss. Bezeichnet also H den 
Schnittpunkt der Tangente A,A, mit der Centrale 0111, so bilden auf 
dieser Tangente die Punktepaare A,A, und FH eine harmonisclie 
Gruppe, mit anderen Worten, der Punkt H besitzt in Bezug auf beide 
Xreise F urid D die 1iLniliclle Polare. 

E s  s i n d  s o m i t  d i e  g e s u c h t o n  S t c l l e n  H die  G r e n z p u n k t e  
des  d u r c h  d i e  K r e i s e  F u n d  D b e s t i m m t e n  Kreisbi ischels .  

Legt man daher aus den beiden Grenzpunkten H die Tangenten- 
paare hl und h, an die Kurve F, so erhalt nian durch diese die 
extrenien Werte der Radien r ,  oder r,. Die beiden Punkte R sind 
nur so lange reell, als der Kreis P ganz innerhalb oder ganz ausser- 
halb von D liegt, iii beiden Fiillen befindet sich der eine der Punkte II 
ausserhalb, der andere iiinerhalb von F, d. h. die Kurven RI und li, 
liaben nur eineii grossten und einen klei~iste~i Radius, also keine Wende- 
punkte. Sind AT, und Ml, ebenso Ar, und JI2 die Endpunkte dieser 
extrcnien Radien, so liegen sie in  gleicher auf der Kurve gernessciier 
Entferniing, von denjenigen Punkten JI und L, resp. J, und L,, denen 
der Radius a zukommt, und welche den TTmfang der Kurren halbieren. 
Dreht sich der Radius der Kurve R, im schraffierten Teil, so durch- 
lauft der Radius von R', den entsprechenden nicht schraffierten Teil. 
1st das Verhaltnis der grossten zur kleinsten Winkelgeschwindigkeit 
und überdies der Winkel zwischen dem grossteii und kleinsten Kurven- 
radius vorgegeben, so ist dadurch der Kreis li' vollkommen best,immt 
und die Kurven 12, und R, k6nnen demnach verzeichriet werden. 

Verlegt man den Mittelpuilkt .N von E in den Abstand 26 von 
O auf die Polaraxe, so heisst die Gleichung des Kreises vorn Radius 
2r, je naehdem dor Durchmesserendpunkt 2 h  + 2r0 oder 2 b  - 2r0 als 
Anfangspunkt figuriert: 

sodass beide Zeichen von r, den nknlichen Kreis darstelleil. E s  ist nun: 

I a s i n u -  b s i n u  
r1 = 

sin v > 

a sin a + b uin u 
sin v ' 

oder da nadi  1) ulld für  das obere Zeichen vou r,: 

(asinv - b s i n ~ ) ( a s i n v  + bsinu)  = n2-b" ro?- 2nr ,cosr ,  

3) r,  . r, sin2 u = a2 - b2 + rO2 - 2 a ,o cos 2.1. 
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24 t'ber Rollkurven und Rollflkclien. 

Anderseits folgt aus der Gleichung: 

Tl ' + v, 
4) a - b cosy, - rocosv - r, sin2c, 

also durcli Multiplikation von 3) und 4): 
r,(a - b cos gp, - ru cos v) = a Z -  b2+ ro2- 2 a r 0 c o s v ,  

d. h.: 

5)  r,rocos v = a" bh" - r, (a - O cos rp,) + y2, = + yo2. 

Eliminiert man jetzt zwischen 4) und 5) den Parameter v, so folgt: 

6) r z2s in2v=r , (a -hcosrp , ) -E- ru8=H-r  O J 

und indeni man schliesslich 5) quadriert und zu 6) addiert, die 
Resultante der Elimination in der Form: 

E2- rOeL = 0, 
TV0 E - a" b2 - r, (a - O cos y,  j 

L y r, - 2 3 - H = ( r ,  - a - b cos gp,)' + b2 sinZ rp,. 
zu setzen k t .  

Diese Gleichung, welche die vereinigten Kurveil El und IL, zu- 
gleicli darstellt, reduziert sich für  ru = O auf die Ellipse E, fiir ro = oo 
auf die rein inlaginare Linie L. Beriihrt speziell F den Distanzkreis 
für  

+Y,= a -  b, 

so sondert sich die Polaraxe ewei Mal aus und es erscheirit die irn vorigeri 
Reispiel aufgestellte Gleichung der beiden vereiriigten Kurven vierter 
Ordnung : 

a'- ccb as- a b  
7) p- a -  3 ] p - O* 

2 

Der Schar von Teilungskurren: 

a c o s n u -  bcosnv  f r o = O  

entpricht iln weiteren die Schar der Itollkurven: 

wo El2 - rO2L, - 0, 
El= a2-b2- ~ , ( a  - bcosnq,), 

Id, = (r, - n - b cos n + b2 sin2+z pi  
hedeutet. 

Werden nlso speziell die von der Polaraxe aus gernesseuen Rogrii 
d o A l  und don, halbicrt, so ist 9% = 2 zu setzen und die Gleichung 
der neuen Teilungskurre E" ist daher 

oder a c o s 2 v -  b c o s 2 u  t- r,= O 
(a cos v - I/Z cos u)(a cos v + JG cos u) = (a - li + ro); 

cl. h. die Schar der k o n z e n t r i s c h e n  K r e i s e  uni den Punkt  31 t ram- 
formiert sich in eine Schar k o r i f o k a l e r  E l l i p s e n p a a r e ,  deren 
Brennpunkte im Abstande: 
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z y - f 2 1 / a 0  

von O auf der Polamxe liegen. Jedes dieser Ellipsenpaare führt iiii 
allgemeincn auf eine Kurve H, von der achten Ordnung mit vierfachem 
Punkt und Doppelbrennpunkt in O niit der Gleichung: 

[a" bbe - ',(a - b cos 2 rp,)I2 - ~ ~ ~ [ [ r ~  - a - h cos 2 
+ b2 sin2 2 yl] = 0. 

Spezicll fiir r, = Z, - a erhiilt man als Kurve FI die beiden Brenn- 
punkte des konfokalen Systems: 

a cos v - I/Üb cos 24 = O und a cos v + cos zt = O 

sonlit als Rollkurven zwei kongrucnte doppelt gelegte Ellipsen. 
Wird dagegen r,  = a - b gesetzt, so folgt als Gleichung von Y': 

(a  sin v - I/G sin u) (a sin v + l/S sin u) = 0, 

welche aussagt, dass D dcr Hauptkrcis der Ellipse FI ist, d. h., dass 
FI den Distanzkreis doppelt berührt. I)io Kurvc, ki zerfillt dnhci. 
in die namlichen zwei Ellipsen, die aber nicht mehr doppelt gelegt 
sind, und je einen der beiden Brennpunkte von BI zum Brennpunkt 
liaben. Die Gleichungen dieser Kurven ergeben sich entweder aus oben 
stehender Gleichung 8) oder einfacher aus Gleichung 7), in welcher 
die Spezialisierung r, = a - b bereits ausgeführt und daher nur der 

Wirikcl $ durch (F, zu ersetzen ist. Die Kurve R hat deninach die 

Gleichung : 
ae- a b  

a l / a  b coscp, a + I/a b cos y, 

welche in der That die beiden fraglichen Ellipsen R, und IL, r1:trstellt. 

4. 

Betrachten wir schliesslich iioch den Fall, wo der eine der beideri 
fixen Drehpunkte, z. B. 0, ins U n e n d l i c h e  fallt, d. h., wo die Kurve R, 
eine Parallelverschiebung ausfiihrt, indessen die andere It, sich un1 ein irn 
Endlichen liegendes Centrurn dreht, so bleibt das bislier angewaiirlte 
Verfahren auch jetzt in d e n  Teilen forthestehen. Der Distanzkreis 
wird zur geraden Linie I), der Punlit O, geht iiber in die Normaleii- 
richtung der Linie LI. . 

1st (Figur 3 Taf. 1) F die gegebene Teiliingskurve, so schneidet 
irgend eiile ihrer Tangenten die Gerade D in einem iin Endlichen 
liegenden Punkt A,, indessen der Punkt A, im Unendlichen liegt. 
Zieht man daher die zugehtirigen Radien aus 0, d. h. aus O,,  so liegt 
OA, der ganzen Ausdehnung nach im Unendlichen. Aus dein Radius 
08, ergiebt sich nun zunichst der Punkt Pl, indem man diesen 
Radius mit der Mittelsenkrechten der Strecke FA,  zum Schnitt bringt, 
und es entsteht auf diese Weise die Kurve R,, also die Zahnstange. 
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2 6 t b e r  Hollkui-ven und Koll0;iclieri. 

Beachtet mari aber, dass jedes Mal die Strecke PIF  sowohl der Grosse 
als der Richtung und deni Sirine naüh übereiristirrimt mit 

so erhiilt man demnaüh auch die Kurve 1% oder das Rad, indem man 
alle Strecken Pt F parallel zu sich selbst an einen beliehigen Iheh- 
punkt 0, verschiebt. 

Wendet man zur Konstruktion der Tangenten in Y, und Il2 das 
frühere Verfahreii an, so ist zunachst die normale Geschwindigkeits- 
komponente wl, zu suchen. Man ziehe also Pl FI parallel A,A, bis 
zum Radiusvektor 03' der Teilungskurve, so ist 

wl - Pl FI - n, 

was auch ohne weiteres klar ist ,  das IV, - n die Geschwindigkeit ist, 
niit w~lcher  der Punkt A, die Linie D durchlauft. Um ferner die 
radiale Komponente zu erhalten, gebo man zuniichst auf der Nor- 
malen t z  von F' rias Cresc~hwiiidigkeitscentr1iti1 (2 an. Es ist aber der vierte 
harmonische Punkt eu E' béziiglich des Paares Q,Q, der gesuchte 
Punkt G, d. h., da Q, im Unendlichen liegt, G ist der symmetrische 
Punkt zu F heziiglich des Purilites QI. 1st sodaiin K der Krümmungs- 
mittelpunkt der Stelle E', so ist 

1 
t a l .  = 2 G K  

die norinale Komponerite von zcl. Sie ist auf dem Radius rles Punlrtes 
Y,  nach O hin aufzutragen, wenn K mit F auf der namlichen Seite 
von G liegt und umgekehrt. 

Durch ebenso leiühte Mudifikation findet ruan auch die Krüiu 
mungsradien Q, und g,, indessen sol1 hier nur noüh ciic analytische 
Fo~miilierung der Aufgabc kurz erwahnt werden. 

Man wahle auf der Geraden Il irgendwo den Pol O,, iiehme die 
positive Bichtung der Geraden D, welche n i r  zur x-Axe machen, 
nach links, die positive Axe y durch O, nach unten. Ebenso wahle 
man 0, als Pol, D als Polaraxe z eines Koordinatensystems für polare 
Linienkoordinaten. 1st dann in Bezug auf dieses System: 

- f (u) 
die  leic ch un^ der Teilungskurve F und bezeichnet D den Fusspunkt 
rles voii 0, auf die Tangente A,A, gefiillten Lotes, so ist: 

und man hat daller ï.un;iclist für die rechtwinhligen Ihordinaten x 
und y des Punktes Pl: 

1) 
r - -- f ( i { )  , 

COS ZG COS U 
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Diese beiden Gleichungen ergeben somit die Kurve R, iuittslst 
einer Parameterdarstellung durch den TTirikel u. 

P'ür die Polarkoordinatcn der Kurve R, dagegen hat man, falls 
der Eirifachlieit der Schreibweise halher die Winkel cp, von der positiren 
y-Axe aus in positiveni Sinne gerechnet werden: 

% = 2 ~ ,  
für welche Gleichungen man einfacher schreiht: 

<>=l;[f(<? cos -?= 1. 
Wird B, noch mit der Ehene umgelegt, so stellen die Gleicli- 

uiigen l), 2) und 3) zmei entsprechende Rollkurven dar. 
a) Wahlt man beispielsmeise als T e  i l u n g s k  u r v  e F einen Kreis, 

dessen Mittelpunkt im Abstande a nach positiver Seite der y-Axe 
liegt und der D nicht schneidet, also mit einem Radius Y,< a, so 
lieisst seine Gleichung: = a - r,. 

Daher hat nlan als Gleichungen der Kurve R,: 
a sin zc - r, 

x- 7 
CO8 16 

a - Y, sin 21 2y=--- 
C O ~ = Z L  

für die Ifurve R, dagegen die Gleichung in Polarkoorcliriaten: 

9 a - r, sin 1 
2 

r2 = 
1 S c o s  rp, - ' 

1st speziell der Radius r, = O, d.h.  F ein Strahlbüschel, so er- 
hait die Kurve R, die Gleichung: 

a xs 
y = - + - ?  

2 2 &  
die Kurve Hj2 dagegen: 

a 

l $ C O E r p , '  

Diese Gleichungen stellen daher zwei k o n g r u e n  te  P a r a  be ln  
von1 Halbparameter a dar, welche y zur gemeinschaftlichen nauptaxe 
Iiaben und sich in der Mitte der Strecke 0,F berühren. Wird 
die untere Parabel parallel zur Linie D verschoben und sol1 sie von 
der obern stets berührt werden, so hat sich diese urn ihren Brenn- 
punkt O, zu drehen. Für  die Parabel B, ist F der Brennpunkt, D 
clic TAtlinie nnd die Konstruktion ergielit ohne weiteres die hekannten 
Erzeugungs~eisen, soWie 'Tangente und Krümmungsradius. 
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b) Umgekehrt sei die K u r v e  R, gegeben, etwa als eine Ellipse 
niit y als Iiauptaxe, mit der grossen Axe 2 a  und der linearen Ex- 
zentrizitiit 2c, so heisst ihre Gleichung: 

Da ferner cp, = 2u ,  so folgt für die Kurve R,: 

1) 
ferner ist 

somit durch Iiitegration mit der Konstanten Null: 

oder indeni man aus 1) und 2) den Parameter 2 u  eliminiert und die 
kleine Hnlhaxe v a 2  - c2 = b 

setzt als Gleichung der Kurve R',: 

Die Kurve R, ist also eine Cosinuslinie, welche die Ellipse iin 
Scheitel der grossen Axe beriihrt. Die Kurven sind also schon in 
riclitiger Lage, da sie beide zur Axe y symmetrisch sind und eine 
Umlegung urn diese Axe keine Lagenveriinderung beairkt. 

c) 1st dagegen die Gleichung der K u r v e  II, durch ïeclitwinklige 
Punktkoordinaten gegeben, etwa als Kettenlinie, deren Hauptaxe mit y 
zusnminenfiillt, d. h. durch die Gleichung: 

so llat man zunachst ihre Paranieterdarstelluiig aufzustellen, in welcher 
der Winkel ic der Teilungskurve als Paranieter figuriurt. Kach 
fi-iiherem k t  aber 2? z 

C - -- 1 da y = ( e c + e  c ) =  - - -  
2 2 d l&'  

ails welcl-ier Gleichung durçh Integration folgt: 
.c 
- 

t g ( u  - 4 - c c .  

Wird nui1 die Konstante 14, clerart bestinimt, dass f i r  u O auch 
:x; = O wird, so ergiebt sich: 

und dalier: 
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oder 
C 

y = -  
cos 2 u 

Substituiert man hierin y = Y,; 2u = rp,, so erhiilt man die 
Gleichu~ig der IZurve R, in Polarkoordinaten: 

Als Kurre E, erscheint daher die Scheiteltangente der Kctten- 
liiiie &. Die Kettenlinie ergiebt sich somit als Spezialfall der schon 
friiher erhaltenen Rollkurve zu einer Geraden, unter der Voraussetzung, 
dass die Distanz 2a ins Uneridliche gewaçhsen ist. A~iderseits ist der 
Rewegungsvorgarig riichts anderes als eine kirieriiatische Illustration zu 
dem bekannten Satze: 

E'5llt m a n  von1 F u s s p u n k t  d e r  O r d i n a t e  a u f  d e r  x - A x e  
das L o t  auf  d ie  T a n g e n t e  d e r  K e t t r n l i n i e ,  s o  i s t  das  S t ü c k  
der  T a n g e n t e  von  d i e s e m  F u s s p u n k t  b i s  z u m  B e r ü h r u n g s -  
p u n k t  g l e i c h  d e r  L a n g e  des  Bogens  von  d iesem B e r ü h r u n g s -  
p u n k t  b i s  zuni S c h e i t e l  d e r  Kurve .  

Der Iiihalt des von der Ordinate, der Tangente u ~ i d  ilirem Lote 
gebildeten Dreieckes ist aber anderseits die Hilfte vom Inhalt der 
über der Kettenlinie stehenden Fliche. Auch dieser Satz folgt hier 
gain uninittelbar. Aus den Gleichungen der Rollkurveil dieses S b -  
wliriittes ergiebt sich riirulich : 

oder 

d.11.: - D i e  von  d e r  K u r v c  &, der  G e r a d e n  D u n d  den  O r d i -  
n a t e n  i r g e n d  zweie r  P u n k t e  von  1L, b e g r e n z t e  P l a c h e  Ir; h a t  
a l l emal  t loppel t  so  g r o s s e n  I n h a l t ,  wie  d e r  ü b e r  deni e n t -  
s p r e c h e n d e n  B o g e n  d e r  K u r v e  R, s t e h e n d e  S e k t o r  F2. 

B. Divergente, sich schneidende Axen. 

5. 
Die Flachen R, und R, sind in diesep Falle Kegelflachen. Seien 

O, und O, die beiden gegehenen Axen, die sich in O schneiden, und 
28 der von ihnen eingeschlossene vorlaufig spitze Winkel, so denken 
wir uns die Axen, sowie die um diese beschriebenen Systeme koaxialer 
liotationskegel mit der uni O beschriebenen Einheitskugel gesclinitten. 
E s  seien O1 und 0, die Schnittpunkte der Axen mit der Kugel, der 
Meridian dieser Axen sei der Anfaiigsmeridiari oder die Centrale, P sei 
eiii auf dem direkten Bogen 0,02 liegender Punkt, so sollen 0, und O, 
die Pole und O P ,  sowie O P ,  die spharisclien Polaraxen x, urid x2 
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zweier Polarko~rdii latens~steme auf der Kugel bilden. Sind dann a, 
und o2, die spharischen Radien, gp, und rp, die spharischen Anornalien 
irgerid xweier Purikte Pl und P2 der Kugel, so mogen sie ent- 
sprechende Punktc heissen, weriri die durch sie gehenden Kreise 
der Kugel von den Mittelpunkten O, und 0, siçh auf der Centrale 
0,0, berühren, und wenn beim Rollen dicser Kreise aufeinander und 
um die Punkte 0, und O,, Pl und P2 gleichzeitig durch die Centrale 
gehen. 

IIeisst man zwei solche Kreise der Systenie um 0, und O,, die 
sich auf der Centrale berühren, ein Elementenpaar, so sind ent- 
sprechende Punkte jedes Paares definiert durch die beiden Gleichungen: 

2) sin al d~~ - sin a, d rp, - O. 

Von diesen spezicllen Rollkurvenpaaren für konstantes Verhaltnis 
der Winkelgeschwindigkeiten gelangt man nun wieder zu den all- 
gemeinsten durch folgende Überlegung, bei der man sich die Ein- 
heitskugel doppelt und in sich verschiebbar zu denken hat: 

D u r c h l i i u f t  e i n  P u n k t  P d i e  s p h a r i s c h e  C e n t r a l e  0,0, 
n a c h  i rger id  einern Gese ta  u n d  d r e h t  m a n  d i e  m i t  den  beideii  
K r e i s s y s t e m e n  f e s t  v e r b u n d e n e n  K u g e l f l i c h e n  u m  d ie  Axen 
O, u n d  O, d c r a r t ,  a l s  o b  di<: m o m e n t a n  d u r c h  Y g e h e n d e n  
K r e i s e  j edes  P a a r e s  a u f e i n a n d e r  r o l l e n  w ü r d e n ,  so b e s c h r e i b t  
P a u f  b e i d e n  K u g e l f l a c h e n  z w e i  e n t s p r e c h e n d e  s p h a r i s c h e  
R o l l k u r v e n .  

Seien wi, und WB, die Komponenten der Geschwindigkeiten w, 
und w2 normal zur Centrale gemessen, mit denen die Kurven R, und 
R, durch den Punkt P auf der Kugelflüche laufen, wia und tuza die 
Korripouenten in der Centralen, su folgt zunachst wegen der Gleichung 1): 

W l  a + t o p  . = O ;  
ferner infolge Gleichung 2): 

Aus diesen beiden Gleichungen zwischen den Komponenten folgt 
meiter : 

d. h. : 

durch Quadrieren und Addieren dagegen folgt: 

4, ds, = ds,. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. YI. ~ I S T E ~ . ~ .  31 

Entsprechende Bogeneleinente berüliren sich nlso auf der Centrale 
und haben gleiche Lange, d. h. die vom Punkte P beschriebenen Kurveii 
It, und IL. rollen aufeinander, iildem sie sich drehen. 

Die Bedingungsgleichuiigen 1) und 2) geniigeu daller, uni R, und 
Hz als entsprechende spharische Rollkurvec zu charakterisieren. 

Die über zwei spharischcn Kolllrurven stehenden Kegel aus deni 
Mittclpunlrte der Kugcl sind entsprcchende Kollkegel. 1)a jcde in O 
koiizcntrische Kugel aus zwei Rollkegeln spharische Rollkurven 
schneidet, so folgt : 

D i e  u n e n d l i c h  fe rne i l  Q u e r s c h n i t t e  e n t s p r e c h e n d e r  R o l l -  
k e g e l  sii ld e n t s p r e c h e i i d e  e b e n e  R o l l k u r v e n .  

Diese Eigenschaft der unendlich fernen Qiierschnitte folgt auch 
schon aus dem Umstande, dass die unendlich ferne Ebeiie die einzige 
des Raunies ist, die auf beiden Axen O, und O, zugleich normal steht. 

Urn nun zur geornetrisclien Erzeugung entsprechender Rollkegel 
zu gelangen, kann man ein deni fi-üliercn a,iialogcs Verfnliren ein- 
schlagen. Die von den Axen O, und O, nach entsprechenden Hrzeugen- 
den pl uncl p, gehenden Ebenen bilden zwci Riiscliel von hestimniter 
Abhangigkeit und ungleicheni oder gleichem Drehungssinn, je nachden1 
die Kegel sicli von aussen oder innen beriihren. Verschiebt nian 
daher beide Büschel an eine beliebige Axe O derart, dass die Punkte 
0, und 0, in den namlichen Punkt O, und die entsprechenden 
Ilalbaxen O, und O, verkehrt aufeinander fallen, so kann man sieh die 
Abhangigkeit beider Ebenbüschel A , ,  BI,  Cl. . . und Al, B2! C, . . . 
dadurch vorstellen, dass man sie mit einem uni O beschriebenen 
Kegel A vom halben ï ) ~ n u n g s ~ i r i k e l  28 schneidet und entsprechende 
Schnittlinien a, b, cl . . . und a, h, c2 . . . durch Ebenen verbindet. Die 
Gesamtheit dieser Ebenen umhiillt daim einen bestiminten Kegel O und 
umgekehrt definiert jedcr Kegel @ an der Axe O zmei von einander 
abliangige Ebenensysteme. Beschreibt man jetzt un1 O die Einheits- 
kugel, so trifft sie den Kegel A nach einem Kreise D ,  dessen Ebene 
den Kegel @ nach einer Kurve P schneidet. Bus dieser entspringt 
jetzt ein bekanntes Paar ebener Rollkurven RI, und R,,, mit welchen 
die gesuchten sphiirischen Rollkurven R, und R, in einfacher Weise 
zusamrnenhiingen. 

1st niimlich (Figur 4 Taf. 1) O, der Mittelpunkt von D, 0, der 
zweite Schnittpunkt der positiven Halbaxe O mit der Einheitskugel, 
A, der aus O, über D beschriebene Gegenkegel zu A, AIR, eine 
Tangente von F, Pi,, Pz, das aus ihr entspringende Punktepaar 
der ebenen Kurven RI, und RZe; P ~ A  und P2d die in der Kichtung 
der Axe O auf 4 projizierten2Punkte Pl, und Pz,, so besteht die 
Proportion : 

-- - O P z c  O,P2n d ' ~ 1 -  i 
d q n  O, Pie O, F I A  
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Sind daher Pl und 1': die Sçhnittpunkte der 
gehenden Kugelradien mit der Einheitskugel, so 

nach Pl >id und P:J 
ergiebt sich weiter: 

- n 
O, Pl = al und O2 Pz = ua,, 

also sind Pl und P, Punkte entsprechentler Rollkurven. 
Da nun anderseits die Linie P'Pld parallel O,A, und FPzd 

parallel O, A,, so merden somit entsprechende Rollkeçel nach folgender 
Konstruktion erhalten: 

Man beschreibe aus den zwei Punkten O und O,, deren Distanz 
auf O der Liingeneinheit gleich ist, die Kegel A uiid A, mit 2/3 urid 
n-2f3  
-- 

2 
als halben ~ffnungswinkeln, so durchschneiden sie slch in einem 

Kreise D. 
1 s t  d a n n  F' e iue  b e l i e b i g e  K u r v e  d i e s e r  E b e n e ,  so  ziehe 

m a n  f ü r  jede T a n g e n t e  A,A, d e r s e l b e n  F P 1 ~  p a r a l l e l  O,& u n d  
FPZd  p a r a l l e l  OzAl. D u r c h l a u f t  j e t z t  d ie  T a n g e n t e  A,A, die 
g a n z e  K u r v e  B, so  b e s c h r e i b e n  d i e  S t r a h l e n  OPIA u n d  O P ~ A  
zwei  e n t s p r e c h e n d e  R o l l k e g e l .  

Da man für die ebenen Rollkurveri die Tangenten in den Punkten 
Pl ,  und Pz, angrhm kann, so kennt man die Tangenten auüh in den 
Punkten P I A  und Pzd)  d. h. man kann auch dit! Tangentialcbrncii d u  ' 
Kegel R, und I1, angebeiz. 

In dieser Weise entstehen die gesuchten Paare von Kegelflichen 
mit Vermeidung der schwierigen und konstruktiv unbequemen Kon- 
struktionen auf der Kugeloberflache selbst. J e  nachdem die Buive F 
gam iiri Innern oder ganL ausserhalb von D liegt, werden RI und 16 
ganz getrennte Tcile eines urid desselben Kegels Il. werden, die nur 
bei 13erührung von aussen oder von inneil aufcinander rollen. 

Liegt dagegen F teils im Innern und teils ausserhalb des Kreises D, 
so hiingen K, und & zusammen, wobei der Kegel R die Axe O zur 
mehrfachen Erzeugenden haben muss. Der Kegel rollt dann mit den1 
kongruenten teils fiir Berührung von aussen, teils f ü r  Berührung von 
innen, wobei der Wechsel beim Durchgang der gemeinschaftlichen 
Berührungslinie entweder durch die Axe O, oder durch O, stattfindet. 

Wiichst der Winkel 2B gegen i) so geht die Ebene des Kreises D 

durch den Kugelmittelpunkt; wird SB > :r so siiikt sie unter deii- 

selben und der Kegel A, wird ein spitzer - ~ e g e l ,  in allen Fiillen aber 
bleibt die Konstruktion die niimliche. 

Will man die Gleichungen der Rollkurven RI und R, auf der 
Einheitskugel in spharischen Polarkoordinaten aufstellen, so ni6gen 
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zunichst cp, und p,, zb und v in der Ebene des Kreises ll die früliere 
Hedeuturig Iraben. Alsdann folgt aus der Bedingungsgleichung 2): 

sin u, drp. 
sin a, drp,' 

sin u, - sEn u, cl rp, - dq, - - 
sin ct, + sin cr, d y ,  $ drp, ' 

oder 
3) 

E l i i n i n i e r t  n i an  d a h e r  a u s  d e n  j e  d r e i  G l e i c h u i i g c n :  

d i e  P a r a n i e t e r  24 u n d  u., s o  e r l i i l t  m a n  a l s  l t e s u l t a n t e n  d i e  
G l e i c h u n g e r i  e n t b p r e ü l i e n d e r  R o l l k u r v e n  a u f  d e r  K u g e l o b e r -  
fliiche. 

Auch hirr wird in1 allgemeinen die namliche Gleichung hrido 
Kurven zugleich ausdrücken, sodass jrde als Teil der Gcsanitkurve 11 
aufzufassen ist. 

Wenn die Gleicliungen der aus der Teilungskurve F entstehendw 
ebenen Rollkurren lX1, und Ro, schon bekaniit sind, so kann durch 
einfache Substitution aus ihrer Gleichung: 

W., IP> = 0 
die Gleichung der spharischen Kurven erhalten werden. 

Aus obiger Gleichung 2) ergiebt sich niimlicli: 
sin a, 

- sin (1 - 2) 
cos (a, - P )  

den Radius von 1) darstellt, so ist nach früherein: 

sin a, - -- 9.1 

cos (CY, - p )  COS p 
wird, woraus folgt ,  dass in die Gleichung der ebenen ltollkurve 

1 
- = cotg a, + t g  p 
9'1 

zu substituieren ist, iim dnraus die Glcicliung der spliiirisclien Rollkurve 
zu erhalten. 

Wiihlen wir in einem ersten Beispiel als Kurve F e h  Strahlen- 
biiscliel, so ist die resultierende Kiirre RI,  eine Ellipse mit der 
grossen 2a Axe und O, und F als Brennpunliten. Daraus folgt, dass die 

Zeitaclirift f. Natlieiuet:k u Piiysik $3. Jahrg. 1893 .  1. IIeft. 3 
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Projektiou clieser E;llipse aiif deil Gegenlicgol An eberifdls eiiie Ellipse 
ist uiid ferrier, dass ihr projiüierender Kc:gel aus O die Axe O als 
P'okalstralil besitzt; d. 11.: 

Zwei  k o n g r u e r i t e  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s ,  d ie  s ich  uni e n t -  
s p r e c h e n d e  F o k a l s t r a h l e n  drelieii ,  s i n d  a u c h  h i e r  d i e  eiii- 
f a c h s t e n  R o l l k e g e l ,  d ie  a u f t r e t e n  koni ien.  

Un1 zu der Gleicliung der zugehorigen sphiirischen Kegelschiiitte 
zu gelangeii, verlegen wir den Punkt F auf die Polaraxe des Kreises 
D iii den Abstand 2 c  von 0,. Bedeuteii dann 0 und 6 die WTinld, 
uiiter deiien die Streçken 2 a  uiid 2c aus dein zweiten Sühnittpurikt O, 
der iiegativen Halhnxe o mit der Kugel gesehen werden, so besteht 
die Gleichung: a tg P 

- - -- - - 
c t g 8  

a n d  da a = sin COR f~ 
ist, so folgt: 

c = cos2p t g  a. 
E s  ist soinit 

F = siri 0 cos /.3 cos 1: - cos2/3 tg 6 COSU - O 

die Gleichuiig des Büscliels, und dalier durch Einsetzen der Werte 
von a und c die Gleichung der Ellipse RI,: 

cos p(siriPP - cosS(3t,g6) 
y - , - -  . 
l - sin /3 - COS fl  tg 8 cos cp, 

Fiihrt man jetzt die in 4 )  stelieride Substitution ails, so ei.hli1t 
inan nacili leiclitcr Reduktion als Gleicliung der sphiirischen Ellipse Ij,,: 

Bus dieser Gleichung folgt, dass 8 + 6 und f i  - d die extrerneii 
Werte des sphiirisclieri Itadius a, sirid, d. Il., dass 2 3  die. sphirische 
Exzeiitrizitiit bedeutet. Mari erhalt daher den zweiten Fokalstrahl 
des Kcgels 11, indem man den Strahl O,F in FI mit der Kugpl 
schneidct iind FI mit O rerbindet. rias sphiirisclie Riischel F bestclit 
daher niclit aus Grosskreisbogen, sondern die Ebenen desselben ent- 
halteii den Punkt O,. Dagegen sind Pl und P, allemal Endpunkte 
eines spharischen Durchmessers und ihre Tangenten stehen zu den 
Bogen des Biischela F normal. 

E s  ist klar, dass dem Kurvensysteme: 

die Giuppe der splisrischen Rollkurven 
cos  2 8  - cos 2 p - - -  - - 

tm l s i n ~ f l s i n 2 8 ~ o s n c p ~  

entspricht, relclie -rie bei der Ellipse mit ihreii eiitsprechcndcn iii 
Drckuiig liegen. 
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Setzeu wir eridlicli als Kurve F eine Kurve der Scliar voraus! die 
durch Wiiikelteilung aus eirierii Kreise entsteht, desseil Mittelpuillits- 
:ihst:ind 2 b ,  und dessen Kadius 27, betriigt, und iiehmeti wir ziideiii 
ail, O ,  und O, seien zii einantler rechtminklige Axen, also 

zu sctzcw, sodass die Gleiçhung von F die Form erhiilt: 

Die spliiirisdien 12ollkurveri haheri daun eiiw Gleichuiig von der 

L - (1 + siii 2 6 cos 9 1  rp,) cotgga1 - 2 COS 2 6 r o t g  ci1 + (1 - sin 2 6 cos 11 pl) 
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Uber die angenahcrte Geradführung mit Hilfe 

eines ebenen Gelenkvierecks. 

Von 

Dr. 1%. M ~ L L E R ,  
I'rofessor a n  iler 'I'~c1inisïlien JIoclischule ri1 nrauiisch\!-cip. 

IIierzu Ta€. II Fig. 1 4. 

Von eiiieni Geleiilivier~alc sagt nian bekaiintlicli, es bewirke eiiie 
a n g e n a l i e r t e  w p i i n k t i g e  G e r a d f i i l i r u n g ,  w e m  ein hestiniriitei. 
l'unkt der Koppelebeiie eine Ralinkurve heschreiht, die von einer ge- 
wisseii Geradeii zwisclien tz  aufeinander folgenden Sehnittpunkten nur 
verschWindencl weiiig abweicht; clabei ist qz hochstens gleich sechs. 
Liegeii die 11 Schiiittpuiilrte einaiider uiiendlich nahe, so moge die 
Geradfiihrung als eine n - p u n k t  i g g e n  a u e bezeichnet werden. D a m  
ist zwar die theoretisclie AiischluBstrecke unendlich klein, in Wii.1~- 
lichkeit kanii niari aber aucli i n  diesem Falle ein gariz betriichtliclies 
Kurveristiick von der Aiisclilussgeraderi nicht uriterscheideri. 

I n  eiriem friihereti Aufsütze* h b e  ich die Konstruktion der 
PL-punktig gcnauen Geradfiihrung - insbesondere für = G - ein- 
gelicnd bcliandclt. Im F'olgcndcn wird gezeigt, wie man von hier ails 
den cbergailg zur hloss angeniiherten Geradführung findet, und wie 
nian auf diese Weise zu Losungen gelangt, die vor den frülier erlialteneii 
vom praktischen Standpunkte a m  den Vorzug verdienen. 

1. D i e  IZurve  d e r  Ua l l sc l i en  P u n k t e .  W i r  gehen aus von 
irgend einem Geleiikviereck A B  UA mit dem festen Gliede AB; fü r  die 
belieùig gewrililte Iioppellage AB ist der Po l  p, der Welidekreis 21: 

und auf ihm der Bal lsche  Puiikt K - der augenhlicklich einen Cn- 
dulationspunkt beschreibt - in hekannter l\Teise konstruiert wordcn 
(Fi&. 1). Zeichnen viir in der .Koppelcbenc alle Kreise, die iin Verlaufe 
der Beweguiig zu Wendekreisen werden, so umhiillen diese einerseits 

* Beitriige aur Tlieorie des ebenen Gele~ikrierecks, cliese Zeitxlirift 42. Jahr- 
gang S. 247. 
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die Yolkurve p, anderseits den Ort ZL der Ballsclieii Punkte (Fig. 1 a). 
Daiin erstreckt sich auf der einen Seite von z~ ein Gebiet von Systerii- 
puiikteii, von denen jeder zwei benaclibarten Wendekreiseii angehort. 
Jecier dieser Punkte erzeugt also eine Bahnkurve mit zwei diclit auf- 
einander folgenden Inflexionen, die zu einem scheinbar geradlinigeii 
Iiurvenstück verschrrielzen, wenn wir den Sgstempunkt liinreiclieiid 
nahe an ~c annehnien. Das eben Gesagte gilt e. H. von deri Punkteii J I  
und L,  die wir auf der Bahnnorniale p K  des Puuktes K gewahlt 
haben; der Punkt  L liefert eine angeniilierte vierpunktigr: Gcrad- 
fiihrung. 

I n  der Koppelebene giebt es in1 allgemeinen eine bestimnite An- 
z~ilil von Punkten, deren Bahnkurven eine fünfpunk t ig  berührende 
Tangente besitzen." Solche Punkte liegen inliner auf je drei unendlicli 
heiiachbarten Weiidelrreisen, sind also S p i t z e n  der Kurve ,u Ili jedein 
I'unkte, der sich in der Kiilie einer Spitze iiinerhalb des von der Iiurve 
r c  begrenzten Gebietes befindet, schneiden sich drei aufeinander folgeiide 
\Vendekreise; die zugeh6rige Rahnkurve hüt also kure naclieinander 
tlrei Inflexiorien, und wir gelangen zu einer angeniihcrten fünfpuiiktigeii 
Gcradfiihrung, wenn die Entferniing des besclireibendcn I'urilctes von 
jeiier Spitze hinreicheiid klein ist. 

2. l i o i i s t r u k t i o n  d e r  f ü n ' f p u n k t i g  g e n a u e n  u n d  d e r  a n -  
g e n i i h e r t e n  f i i n f p u n k t i g e n  Geradfü l i ru i ig .  Bei der wirkliclieii 
Ausfülirung der zuletzt angedeuteten Konstruktion wiirde die Ermittel- 
uiig der Systempunkte mit fiinfpunktig beriihrenden Bahntangenten 
erhebliche Schwierigkeiten bereiteri. E s  empfiehlt sich deshalb, riicht 
eiu beliebiges Geleiikviereük in einer b e l i  ebi  g e n  Koppellage zu Grunde 
zu legen, sondern von vorn herein die Figur so anzuordiien, dass der 
Hallsclie Punkt  rn om enta i1  eine Hahnstelle niit fiinfpunlrtig ha- 
rührerider Tangente durchliiuft. Dann müssen die Winkcl, welche die 
vier Seiten des Vierecks augenblicklich mit einer gewissen Geraden 
einschliessen, einer einfachen Bedingung genügen.** Eine daraus 
folgende Konstruktion liaben wir bereits an anderer Stelle mit- 
geteilt.*** 

In Figur 2 ist ein anderer Weg eiiigeschlagen worden. Hier ist 
niinilich die Aufgabe gestellt, mit  Hilfe eines Geleiikvierecks in all- 
gemeinster Weise eine Kurve zu Lesühreiben, die von der gegebeneii 
Lferadeii g iru Purikte K füiifpuiiktig berührt wird. Von [lem gesuchten 
Viereck dürfeii wir den eirien Arm, etwa 1411, uoch millkiirlicili ail- 
nehmen, und zwar in der Lage, die cr liaben soll, wcnn der gcrad- 
gtafiihrtc Punkt  sich in  K befiiirlet. Durch diese Daten ist die Be- 

* a. a. 0. 9.  260. 
" a. a. O. S. 260 Gleicliung 2 5 .  
"' Xonstruktion d e r  B u r m e s t e r s c l i e n  I'iinkte fiir eiii ebeiiee Gclcuh\.icreck. 

zweite Mitteiliirig, diese Zeitsrhrift 38. Jal irgang S. 131. 
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wegung der Koppelebene fiir fünf unendlich benachbarte Lagen be- 
stimmt, und es giebt aimer A und R noch zwei andere Systetnpunkte B 
und B*, welche augenblicklich Bahnutellen mit fünfpunktig berührendeni 
Krümniungskreise durchlaufen; sie bilden zusammen mit A und R die 
vier B u r m e s  t erschen Punkte der betrachteten Systenilage. Die friiher 
von uns abgeleitete Konstruktioil der Punkte 11 und B* gestaltet sich 
gegenwgrtig noch etwas eiiifaçhcr als in1 allgemeinen Falle, weil dein 
Punkte K ein unendlich grosser Kriimmungskrris eiitspricht.* 

W i r  bestimmen zuniichst den Pol als Sçhiiittpicnkt von AB mit deni in 
IC zu g eriicliteten Lote, zishen A @  1 9 bis A K ,  !433 1 V Q  bis zu derselben 
Geraden, legen durch $j en (03 eine I'arallele, welche $11 in 91, T K in Si 
sclineidet, und errichten in Z l  nnd R Lote bez. zu P A  und !$K. Treffen sicli 
tliese in  B ,  so geht diirüh E die Polbahnta~i~er i te  t ,  und der Kreis 8, der v 2  
zuin Diirchmcsser ha t ,  i s t  der gemeinschaftliche Xriimmungskreis der Kreis- 
pnnktkiin-en nz und p fiir die betraclitete und die umgekehrt,e Uewegnng. n'ir 
ziehen ferner 3 1 1  p ,$ bis 13 R, (3 K 1 13 @ bis ziir T'olhahnnormale n und be- 
stimmen den Schnittpunkt 8 von C S %  mit S. Dann ist  PL5 ein Durchmesser des 
zmeiten Krümmungskreises der Kurve v a  i n  ihrem Uoppelpurikte @, und ilir 
Fokalzentrum wiirde sich ergeben durch Halbierung der niüht gezeiühneten 
Strecke 135. Der Ba,llxche Piinkt der bet,racht,et,en Sgstcmlage fiillt gegcnwiktig 
mit K zusammen; die Gerade pl i  ist  folglich die Fokalaxe der Kurve p. Ma,cheii 
wir daher im Kreise a die Sehne 3 CS = 9 R ,  so ist der Mit,telpunkt von G5 claï 
E'okaizentrum von p. 1)ie nielit gezeichnete Verbindungslinie der beiden Fokal- 
zentren sühneidet die Polbalinnormale n im Purikte C, den wir iri uriserer Figiir 
als Mittclpunkt der Strccke Sa' erhalten linben, wobei ?*' den Schnittpiinkt von E3 
mit n l~ezeichnet,. Kach einern bei anderer Gelegenheit bewiesenen Sat,ze** befindcii 
sich in jeder Lage eines komplaii I>eme,@,en starren ebeiien Systems die vier  R u r -  
n ies  t e r  sclien Punkte niit den l'iinkten iind si. auf einem Kegelschnitt, der 
in '$ die Verbincliiiigsliiiie dieses P~inktes  mit  dem Bal lsçhen I'unkte beriitirt. 
Gcgenwiirtig gcliiirt a l~ee  rler l3allsclic Punkt  R selbst mi t  zii den Rnr i i i e s t e r -  
schen Piiiikten; jeiiei Kegelsclinitt zerEillt also in die Geraden K und 2 A. 
und die gesncliteii Piiiikte B ,  I l*  lic.gen deinnach nuf CA.  - Ih: weitere Koii- 
struktion erfolgt nach iler friilier gejieleiien liegel: Wi r  bestirumen die Sclinitt- 
punkte B, 83 iind 111' von E;i. Lez. luit VlS, '+z ~ i i d  mit der l'arallelen diirch 2 
zn ZR, ziehen zu 95% die Paralleleii %)i2 und 23% bez. zu t und n und lie- 
zeichncn mit %, %+* die Sclinittpunkte der Geraden S% mit dem Kreise 8.  Lhnn 
trifft C A  die Geraden 93, PB* bez. i n  B ,  R*. 

Den Puiikten 3 und U* eiitsprechen zufolge der bekannten qua-  
dratischen Vermandtschaft die Krürnmuiigsniittelpu11lit~e B und B*; wir 
finden sie z. B. unter Beniitzung des Wendepols TF< in welçliem clic 

Geraden it und g sicli schneideii. Als Losung der gestellten Aufgahe 
erhalteri wir soriiit die beideii Vierecke ABBA uiid AB*BfA. III Ver- 
hinclung mit d e n ~  ersten beschreibt der Punkt K die Kurve r. (Fig. 2a); 

" Konstruktion der Uuinies teracher i  Punkte fiir ein ebeiies (+eleiilrviereck, 
erste Mitteilung, diese Zeitsclirift 37. Jahrgang S. 313. In der obigeii k'iniir 2 
sind ui(igliclist tliesell>cri Huchstal~en gebrauclit, wie in der Figiir 3 des an- 
gefiihrten Aiifsatzes. 

':" Über die B e w e p u g  eines starren elienen Systeilis diirch fiinf unciicllicli 
lienachbarte Lagcn,  diese Zeitschnft 37. Jahrgaiig S. 147. 
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clas zweite erteilt ihm eine Bewegung in der Kurve x * ,  die sich der 
Geraclen g so innig auschmiegt, dass auch ihr sechster Schnittpunkt 
mit g in die scheinbar endliche AnscliluBstreçke hineinfallt (Fig. 2). 

Figur 2 a  zeigt den Übergang von der gefundenen fünfpunktig 
senauen Geraclfiihrung zu einer angenaherten fünfpunktigen: Iri der 
Koppeleberie A B K ,  die iu k'igur 2 b  besonders gezeiçhriet k t ' ,  urii- 
lliillen die ~Lmtlicheii Wendekreise wie vorhin die Kurven 2) und zr .  
Inncihnlb des von ,i.~ begrenzten Gellietes ist der Piinkt L angennninicn 
worden - in unsercr li'igur auf dcm durch die Spitze K gehenden 
Wendekreise zc; die zugehikige Bahnkurve befindet sich in Figur 2a, 
und zwar der Deutlichkeit wegen ein wenig nach der Seite verschoberi. 
Sie besitzt eine auffallend gestreckte Gestalt und genügt den An- 
forderungen einer anged ie r ten  Geradfiihrung jedenfalls besser, ;ils 
die daiiebeii stehende Bahnkurve x des Punktes - Das Gehiet, in 
xelcherii der Puiikt L gewiihlt werclen kariii, ist im vorliegenden 
Falk beschriiiikt'er, als bei der vierpunlit ipi  Geradführuug; wir 
diirftn ihn z. B. nicht nichr nuf der Korin:~le des Punktes K a~iiielinien, 
wie in Figuï 1." Am zweckiniiçsigsteii vcrwentlcn wir, wie in Figiir Z n ,  
eiiien Puillit des Wendekreises zc; daim a i r d  n h l i c h  die etwas uiii- 
st:iitlliche Koilstruktioii der Kurve u ganz überfliissig. 

3. S e c h s p u n k t i g e  G e r a d f ü h r u n g .  Da die Koiistruktioii der 
sechspunktig genauen Geradführung bereits in allgemeiilster Weise er- 
ledigt kt,"* so haben wir nur nocli zu zeigen, wie sich voii hier aus 
der chergang zur angeniherten Geradführung gestaltet. Dazu geiiiigt 
: ih r  die Bctrachtuiig eines speziellrn Falleri; wir mililen als TJeispiel 
die bekannte Geradführung von T s c h c  b i s c h e f f  (Fig. 3). 1Sei dieser 
ist (las Gelcnkviereck ABBA gleicharmig, und es verhiilt sich: 

AB:AB:AA=1:3:4. 
Gelangt dann die Koppel in die gezeichnetc Lage, in der sie zuni 

festeii Gliede parallel ist, so beschreibt ihr  Mittelpunkt K eine Balni- 
stelle mit sechspunktig berührender Tangente. Jetzt schneiden sich iii 
li vier unendlich benachbarte Wendekreise, und die unmittelbar vorher- 
jehenden und folgendeii Wendekreise umhüllen ein Kurvenstiick u, 
clas ein von Kreisen freies Gebiet eiiischliesst, wiihrend durch jeden 
Puiikt ausserlialb zt zwei solcher Kreise gehen (Fig. 3a). Uii1 zu eiuer 
angenaherteii sechspunktigen Geradführung zu gelangen, niiissteii mir 
iii der Koppeleberie eineri Punlit aiigeberi korinei~, in welcheni sic11 
vier versdiiedene Kreise der Sçhar sclineiden - ein solcher Punlit ist 
jedoch in unserer Figur nicht vorhanden. 

Hicr inüsscn wir nun bedcnlrcn, dass die Siiigulaiitiit, wolclir 
pgenwiiitig die Kurve 9. iin Puiikte K darbietet, aus der Vereiiiiguliy 

' Tergl. A l l i e v i ,  cinematicit ilella biella piana, S:ipul i  1993, p. 59. 
" Vergl. die Aniuerkung aiif S 36. 
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von zmei Spitzen entsteht. Wi r  koiinen ahcr diese Siiigiilaritiit wirrlei. 
in zwei Spitzen auflosen, wenn wir uiiser Gelenkviereck in geeigiieter 
Weise ein wenig veriindern. Zii deni Zwecke haben wir in Figur 4 
die Koppelstrecke AU eiii wenig vergrossert, die drei übrigen Glieder 
aber unverandert gelassen. Fiir die dargestellte Koppellage, die zuni 
festen Gliede parallel k t ,  bezeichiiet IT wiederum den Ballschen I'unkt, 
der jetzt ausserhalb A B  liegt und einen blossen Cildulatioiispunkt be- 
schreibt. Dann umhiillen die Wendekreise iii der Umgebung von K 
eiri Kurve~istück ec, das zur Geraden p K  symmetrisch ist und in der 
urimitte1b:~reii Nahe von K zwei Spitzen besitxt (Fig. 4a). Jeder 
Systenipunkt innerhalb des von der Kurre  .~s hegrenzten krummlinigcii 
1)reiecks liegt gleich~eit~ig aiif viei Wendekreisen und durchliiuft filg- 
lich dicht nacheinander vier Weridepuiikte, wie z. B. der Punkt  S, der 
sich auf der Normale p K  des Punktes K befindet, und dessen Balin- 
Iiurve in Figur 4 parallel nach unten rerschoben k t .  Der Punkt  L; 
der auf Y K  deni Punkte K sehr nahe liegt, liefert eine aiigeniiherte 
cierpuiiktige Geradfiihrung; um eine angenaherte sechspunktige Gerad- 
fiihrung zu erhalten, werden wir den besclireilienden Punkt  zwischeu 
Il uiid N, etwa in JI annehiiien. Wie die Figuï  zeigt, ist in dieseni 
Fa11 die scheinbare Aiisclilullstreclw erheblicli grosser, als bei der 
sochspuiilitig geiiauen Geradfiihruiig der Figur 3. 

Aus unseren I>arlegurigen ergiebt sich deiiinach, d a  s s  ii b e r h a u p  t 
d i e  a n g e n i i h e r t i l  9%-pu i ik t igc  G c r a d f i i h r u n g  iin a l l g e n i e i n e u  
l i i n g e r e  A n s c h l u B s t r e c k e n  l i e f e r t ,  a l s  d i e  e n t s p r e c h e n d e  
u - p u n k t i g  g e n a u e .  TTm a b e r  z u  e i i i e r  s o l c h e n  a n g e n a h e r t e i i  
G e r a d f ü h r u n g  zu g e l a n g e n ,  i s t  d e r  b e q u e m s t e  W e g  imrner  
d e r ,  d a s s  m a n  z u n a c h s t  e i n e  n - ~ u n k t i g  g e n a u e  G e r a d f ü h r u n g  
k o n s t r u i e r t  u n d  d i e s e  i n  d e r  a n g e g e b e n e n  W e i s e  n a c h t r a g -  
l i c h  i n  eirie a n g e n i i h e r t e  u m w a n d e l t .  
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ober die mathematische Bestimmung der Helligkeit 

in Raumen mit Tagesbeleuchtung, insbesondere 
Gemaldesalen mit Deckenlicht. 

Von 

-- 

Bierxu 'I'aft.1 III und IV 

Die folgenden Untersucliungen sind auf Anr~g i ing  des verdorbeneii 
Geh. Raurats E d .  W a g n e r  in Darmstadt entstanden, der ihre Ergeb- 
nisse fur das Handbuch der Architelrtur zu vermerteil aünschte  und  
auch m m  Teil verwertet hat,* nachdeni ich sie ohne die mathe- 
nlatisclien Entwickelungen bereits Ende 1890 in1 Mittelrheinischen 
Architekten- und Ingenieurverein, Ortsverein Darnistadt, mitgeteilt 
hatte. Neu hinzu gekommen ist jedoch die Anwendung des ,,Be- 
leuchturigsvektors(', mit dessen Einführung ich einen Fortschritt geniacht 
zu hahen glaiibe. 

Kam es urspriiuglich nur darauf an, Mcthoden für die unmittel- 
hare praktische Verwendung zu gewinnen, so scheint mir jetzt aus 
dem Gebotenen auch Nutzen für  den Cnterricht gezogen werden zu 
kounen, iiisofern z. B. die Konstruktioii der Linien gleicher Helligkeit 
auf einer (etwa zur Fensterwand schragen) Wand eines G e n d d e -  
kahinets mit Seitenlicht eine gutc Ulmng fiir E'ortgeschrittene iii der 
dxstellenden Geoiiletrie ist und sich auch ~iiaiiche leicliteren Aufgaben 
deniselben Gebiet entiiehnien lassen, wlihreiid die Restimrnuiig von 
absolut oder relatir heilaten Punkten Beispiele für die Aufl6sung t r am-  
ceudciiter nuiilcrischer Gleichungen liefcrt. 

A. Allgemeiner Teil. 

1. G e s ç h i c h t l i c h e  Be i i i e rkunge i i .  

Eiiie Theorie der Beleuühtung sowohl von Geiiiiilt1es;ileii iiiit 
Deckenlicht, als mit  Scitenlicht scheint zuerst E d .  M a g n u s  nufgestellt 

* Handl~uch der Xrchitektur, 4. Teil, 6. Halbbaiid, 4. IIeft ,  S. 217 1'31. 
231 2 5 3 ,  1893. 
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42 ï h e r  die uiatlieiiiatische Eestiillmiiiig der Helligkeit etc 

zn haben: Zeitschrift fiir Bauwesen, Bd. 14, S. 202-219, 1864 (Wietler- 
gabe eiries Eiide 1863 in der Kuiistakademie zu Berlin gehaltenen Vor- 
trages); eine besondere Schïift von M a g n u s  niit dem Tite1 , , E i i t ~ u r f  
zuin Bau eines Kunstmuseurns" ist 1866 erschienen. M a g n u s  geht 
von richtigen Gedanken aus, ist aber als Maler zu wenig rriathe- 
inatisch gebildet, uni dieselben iii mathematisches Gewand kleiden und 
durchfiihren zu k6nnen. A. T i  e de  1ia.t darauf einen nrsprünglich mit 
Seitenliclit verseheneii Saal des alten Museums in Berlin zu eiiiern 
Deckenlichtsaal unigestaltet und die Grundsatze, nach denen er die 
Dimensionen des Deckenlichts festgestellt hatte, in der Zeitschrift fiir 
Bauwesen, Bd. 21, S. 186 -194, 1871 rnitgeteilt. Auch ist der eiit- 
sprechende Alxxhnitt ülser Museen in1 Deutschen Bauhandbuch, Bd. 2, 
2. Teil, S. 508 flg., 1884, von T i e d e  bearbeitet worden. Wissenschaft- 
lich bleibt S i e  de cher hinter f i lagnus zuriick, statt iiber ihri hinaus 
zngcheii. Die Frage erweitert und matliemntisch in Angriff genomnieii 
hnhen 11. M e n t z  (Beitrige zur fi'rage der Beleuchtung diirch Obcr- 
liclit und Seitenliçht, mit spezieller Rücksichtnahme auf Oberliclitsale 
uiid Seitenkabinette in Gemiildegalerien, Deutsche Bauzeitung Bd. 18, 
S. 488 -491, 499 - 501, 1884; Bereclinung der Tagesbeleuchtung 
iiinerer Riiume und MaBstihe dazu, Deutsehe Bauzeitung l3d. 21, 
S. 237-260, 1887) u n d  K. Mohrniaii i i  (Über die Tagesbeleuchtung 
iiinerer Riiume, Berlin 1885). Beide legen zwar das L aiii b e r t  sche 
Fuiidaiiientalgesetz der Beleudlturigslelire eu Grunde, verlassen aller, 
u u  vermeiiitliche inatheniatische Schwierigkeiten zu umgehen, den 
richtigen Wcg bald wieder, weshalb sie auch zu manchen falschen Kr- 
ge1)nissen koinmen. Eine gewisse Unklarheit fiiidet sich sogar in einer 
zu unserein Gegenstaiid in Beziehunp gtehenden Abhandlung des Phy- 
sikers L e  o n h  s r  d W e b e r  (Beschreibung des Rauniminlrelmessers, Zeit- 
schrift für Ii-istrumeiiteiikunde, 4. Jahrg., S.  343-347, 1884), von wo 
sie, zu einem vollstandigen Irrtum geworden und die Ausbildung un- 
richtiger Methoden verursacliend, in eine Arbeit F. v. G r u  b e r s  (Ver- 
sorgung der Gebaude mit Sonnenwlirnie und Soriiienliclit, II. TTersorgung 
der Gebaude mit Sonnenlicht, Wochenschrift des 6sterreichischen In- 
genieur- und Architektenvereiiis, 13. Jahrgang, S. 277-282, 285-291, 
1888), in das Hanclbuch der Architektur (3. Teil, Bd. 3., 1. Heft, 
S. 15-23, 1896) und andere, hier niçht in Betraclit komiiiende Schriften 
iibergegangen ist. 

Ilass die wiederholt erfolglos behandelte Aufgabe, die Erhellung 
eiries E'liichenelenients durch eine geradlinig begreiizte reflektiereiide 
Fliiche zu bestiniiilen, auf die man naturgeuiiiss immer wieder stosseil 
inusste, schon 1760 von L a i u b e r t  iri seiller Pliotornetriü ( s i e h  Larii- 
h e r t s  Pliotoinctrie, d(:iitsch herausgegehen vol1 E. An di il g, 1. ITcft, 
Ostrralds Klassiker Nr. 31, S.53-58) nlittclst lntegralrechnung er- 
ledigt ~ o r t l e n  war uiicl Ch. W i e i i e r  1884 (im 1. Bd. seines Lelirhuclis 
der darst~lleiiden Geoinetric, Nr. 485, S. 401-402) L a r n h e r t s  Er-  
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gehnis auf einfaclie Weise rein geoinetrisch ibgeleitet liat, ist unheachtet 
gehlieben. 

2. A n n a h n i e n .  

Gewisse rereinfacliende Aiinahmen sind n6tig. Mit nieinen Vor- 
gliiigern setze ich voraus, class, wenn cs sich z.B. uui die Abstufungeii 
der ZIelligkeit auf einer Wand  eines Gemiildesaales mit Deckenliclit 
liaiidelt: 

1. dss von den Wiiiiden und deln Hoden zurückgestraliltc Liclit 
dem durch die Deckenijffnung eiiifdlenden Liclite gegenül~er 
vernachliissigt werden diirfe, 

2. von allen Punkten der untersuchten Wand das IIininielsgerviil1,e 
durch die Deckeiioffnung frei gesehen werden k6iine, 

3. die Releuchtung nicht durch direktes Sonneiiliclit erfnlgc, 
4. die Teile des IIirrirrielsgewGlhes, welolic die verscliiedeiieii 

Stellen dcr Wari(1 beleucht,cn, gleiçhftrniige I3eleuülituiigsstiirlie 
und gleic~hfiiriniges Iliiclrstrahluiigi:v(:r111iigcii besitmii, und 
endlicl-i 

5. (las L a m b e r t  sclie Gesetz uiibesclirXiikt giltig sei. 

3. I 3 e l r u c h t u n g  e i i ies  F1; ichei ie lernent i  d u r c h  [ 1 i i i t &  

r e f l r l i t i c rcn r l e  Fliiclic.. l launiwi i i l ie l .  

IVird ein I~lachenelerneiit f (lnrcli cin anderes dP', Liçlit 
ziiiüclrstralilt, beleuchtet, so ist bekanntlicli iiach den1 L a m b  e r  t schrn 

Flg 1 Eig 2 

Gesetze clie Erliellurig von f durch ~ 7 7 ; '  proportional dein Ausdi.iicE;: 

l e  F i .  1). Steht dcni Elenirnte f' eine i.eflibkticwwtle Fliiclie I" niit 
ciidlicher Ausdeliniiiig g~geiiiiber, so niuss nian letztere in Elenieiite r / P '  
zerlegeii, den Einfluss eines jedeii Eleiiientea auf f bestininieii und alle 
diese Einflüsse surnmieren. E s  liat aber fiir den k'all, dass F glc.ic11- 
fijrrnige Beleiichtuiigsstiiike itnd gleicliforniig~s Riickstraliluiigsvern~Ogeii 
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41 flner die iii;ttliem;itisclie 13estimniiiiip der Hclligkeit etc. 

besitzt, sclion L a m b e r t  (a. a. O. S. 37) folgendes gexeigt: B e ~ c l i r e i b ~  
man aus dem Mittelpunkte p von f eine Kugel mit beliebigem ITalh- 
rnesser und neniit man I;" die Zentralprojektion von F aus p auf die 
Kugeloberfliiclie (sielie Fig.2,  in der alles irn Schnitt ciargestellt kt), 
so wird f durch Fr ebenso stark beleuclltet, wie durch F, voraus- 
gesetzt, dass Beleuchtungsst.iirke uiid ltückstrablurigsvermügen von F 
und Fr gleich sind Wird  der IIalbmesser der Hilfskugel gleich 1 ge- 
setzt, die Entfernung des Schwerpunktes s der Fllichc Er vom Kugel- 
niittelpunkt q) niit p, der Neigungsminkel der Geraden ps gegen die 
Ebene von f init ci bezeichnet, so findet man, dass die Erhelluilg von 
f '  rlurch E", a190 auch durch F proportioiial ist: 

F I .  p sin a. 
Auf ein Element dF1 von 3'' kommt niimlich - mregen 1. = 1, 

cos E = 1 - 11ac1i dem Lai i iber tschen Gesetze der Betrng dF1 .  cosi ,  dcr 
gleich dein Momente von (13'' in Bezug auf die Ebene vori f ist, weriri 
nian sieh die Fliiche FI gleichmlissig mit Masse von der Dichtigkeit 1 
bclegt denkt; die Sumnie dieser Momente ist aber gleich derjenigen 
der iin Schwerpunkt s vereinigten Masse P. Durch Multiplikation des 
gefuiidenen Ausdrucks mit  der 13eleuchtungsst~rke und dem (aucli 
Alhedo genannten) Riickstralilungsverni6gen von 3' würde nian die 
Beleuchtungsstiirke von f erhalten; wir wollen aber von diesen Fak- 
toren, die a h  Konstanten zu betrachten sind, künftig absehen. 

Es niuss hier ein Gfters begangener Fehler berührt werden. X o l i r -  
m a n n  nonnt F' clic zu F  gehorige beleuchtende Nutzfliche und setzt, 
indem er den Faktnr Q iibersieht, die Erhellung von f' einfach dem 
Produktc F r  sin a proportional. L. W e b e r  nennt das Verhiiltnis der 
Fliche E" zui. Oberfliche 412 der ganzen Einheitskugel den Raumwiiiliel 
der Pyramide bezw. der Kegelfliche, welche durch die vom Kugel- 
mittelpunkt, nach dem ILmde der Fliclie 3' gehenden Strahler. be- 
grenzt wird, und F' 

- sin a 
4 n 

den ,,reduzierten Itauniwinkel", den er alti MaB der Erhellung von f 
durcll 3' betrachtet.* IV e b e r s  Rauiriwirikelriiesser (siehe die Be- 
~chre ibung  a. a. O. S. 346) hat  auch Eiiigang in die Praxis gefuiiden. 
I)a der %hm-erpuiikt der F1;iche &" in-inier i n n ~ r h a l b  d e i  Kiigel lie& 
also g < 1 ist ,  e rh i l t  nian durcli Weglassen von p ein zu grosses Re- 
su1t;tt. Wollte nlan z. B. die Erhellung eiiies Fliiclieiielementes durch 
eiile dainit parallele unendlich ausgedehnte ebene i-eflektierende E'lache 
iiiittelst des ,,reduzierten !dauinwirikelsi( bestimmen, so erhielte nian 
das Doppelte des wirklicheri Werteu, deiin es bedeckt in dieseni Falle 

* W e b e r defiuiert alleidings den Wiiikel cr niclit genauer , soiiclern sp i ch  t 
I I L ~  vol1 eiuem ,,ruittleren Elera t io~iswinkel '~  (die Ebene von /' ist wxgerecht ge- 
clacht), icli wiisate aber niclit, welcher andere \Vinkel, als der oben eingefiihrte, 
zcliicint sein kounte. 
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1 F' eiiie Hdbkugel  und a ird somit g = - , r e i l  der Fliicheiisçhwer- 
2 

puiikt einer solchen in der Ni t te  des betreffenden Halbmessers liegt. 
1st &' eine verhiiltnisniiissig kleiiie und iiicht langgestreckte Fliche, so 
niag der Fehler geriiig sein und darum W e b e r s  Raumniiikeliiiesser 
iii der Praxis uribedeiiklich Anweridurig fiiide~i. Iriinierliin darf man 
eiiie Pr i i f~uig  dieses Punktes verlangen. Icli Weiss wohl, dass W e b e r  
ielhst den :~ngegebcneii Ausdriick nui. als angcniihcrt richtig l i inst~ll t ,  
aber unbekünimeït daruiii haben die spiiteren Autoreri denselben als 
allgeniein giltig angeselien. E s  rnuss iiocli gesagt werdeii, dass die 
auf diesem Irrtuni beruhenden Konstruktionen, die z. B. Y. G r u b e r  a. a. O. 
abgeleitet hat, keineswegs einfacher sintl, als die beim Besthalteii ail 
L a n i b e r  t s Gesetz sich ei-gebeiiden. 

4. B e l e u c h t i i n g s r a u r n .  B e l e u c h t u n g s v e k t o r .  

Eiii andcres XaB für die Ei.Iielluiig eiiies Elenlentes f' durçh eiiie 
refiektierende FlIiche F init gleiülif5rniiger I3eleuclituiigsstBrke und 
gleichftirmigcrii i~ückstrnliluiigsveri11iig~n, riesson wir uns irn hlgcnden 
ininier 1)eclieiien wollcn, Iiat C h r .  T l T  i e n e r  (a. a. O. h'r. 484, S. 399 bis 
401) eingeführt. 

Projiziert man F' (Fig. 2)  serikreclit auf die Kbeiie von f uiid 
neiiiit nian F" die Projektioii, t7F" die Projektion eiiies Eleincntes rlFr 
von Fr, so n-ird riF1'= tl  E" . cos i. 

Daller ist die durch f von 11' empftlrigene Releuclituiigsst%rke pro- 
portioiial $"', soniit auçh proportional E"': n, wrlrheii Quotienten W i e n e r  
clen B e le i i  ch  t u n gs r a u n i  der b'1;iche E' gegenüber dem Elenlente f 
nrnnt %u einer unbegrenzten, mit f '  parallelen ebenen E'liiche, wie 
ïu  der über f stehenden Halfte der Einlieitskugel gehijrt der Re- 
leuchtungsraum 1; in  jedem anderen Falle ist der Bdeuchtungsraum < 1. 
Wer W e b e r s  Bezeiclinungsweise (die nacli den1 friiher Benierkten 
iiicht alter ist ,  als die W i e n e r s c h e ,  sondern aus dem gleichen Jahre 
stanimt), beibehalteii will, sollte wenigstens, um mit  L a m b e r t  s Re- 
1euçlitungslehi.e in C b e r e i i i ~ t i m m u n ~  zu bleiben, den Begriff des ,,redu- 
zieiteri ltauriiwinkels" daliin abiiridern, dass er diesen nicht gleicli 

3" 
. sin a, sondern gleich p sin a 

4 72 4 n: 

1 
setzte, wodurcli der reduzierte Raumwinkel gleicli des IIeleuclitungs- 

4 

raumes nach W i e n e r  wiirde. W e b e r  drückt Rauniwinkel auch in 
Quadratgraden aus, von denen 41253 auf die ganze Kugelol~erfliclie 
gehen. Auf eine zu f parallele reflektiereiide Fliiche mit  eiuem Raum- 
miiikel von 1 W e b e r  schen Quaclratgrad kommt daher anniihernd ein 
JVieil e r  sclier Beleuchtungsraum von 0,0001, und dem reduzierteii 
R a u m ~ i n k e l  von 50  Quadratgraden, den iiach H e r m .  C o h n  ein guter 
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Platz in gewohnlichen Schulraurnen mindestens haben sollte (vergl. 
W e b e r  a. a. 0. S. 347) entspricht ungefiihi der Releuchtung~raum 0,005. 

H a t  man die Beleuchtuiigsst~rken inehrerer Fkcheiielemente 
f ;  f,, . . ., die von derselben reflektierenden li'liiche F beleuchtet werden 
und denselben Mittelpurikt 11, aber verschiedene Stellung besitzen, mit 
ei~iander zu vergleiclien, so leistet ein Begriff gute Dieriste, der jetzt 
erkliirt w-erden soll. Mail duiike sich von p in der Richtung nach 
dem Schwerpunkt s drr  F l a ~ h e  F' einen Vektor von der Lange F'g : n 
ahgetragen; e r  soll der Beleuchtungsvektor der reflektierenden Flache k' 
in Bezug auf den Punkt 1) lieissen. Wie man sofort sieht, ist d e r  
W i e n e r s c h e  R e l e u c h t u n g s r a u m  d e r  r e f l e k t i e r e n d e n  E'liiche 
F i n  B e z u g  a u f  d a s  F l i i c h e n e l e m e n t  f g l e i c h  d e r  L a n g e n z a h l  
d e r  s e n k r e c h t e n  I ' r o j e k t i o n  d e s  zuiii M i t ' t e l p u n k t  v o n  f ' g e -  
l i o r i g e n  B e l e u c l i t ~ i i i g s v e k t o r s  d e r  F l a c l i e  F a u f  d i e  N o r m a l e  
v o n  f :  

Aus cinei. bck:inntc:ii Eigenscliüft dt.s Schwerpuriktes folgt weiter: 

H e s t e h t  1 ~ ' a u s  n i e l i r e r e n  ' l 'e i lan,  s o  i s t  d e r  B e l e u ç l i t u n g s -  
v e k t o r  v o n  F d i e  g e o m e t r i s c l i e  Suzunie  d e r  z u  j e n c n  'l'eilen 
g e h o r i g e n  B r l e u c h t u n g s v e k t o r e n .  

6. A n m e n d u i i g  a u f  I r i r i en raun ie  m i t  Tages lue leuch tu r ig .  

Nach eineni L a m b e r  tsclicn Satze @.a. O. S. 37, Lehrsat'z 4), von deni 
unter Nr .  3 bereits ein besonderer Fall  benützt n-orden ist, beleuchteil 
zwei reflektierende Fliichen iiiit gleicher Heleuchtuiigsstirke und gleichem 
Rüçkstraliluiigsver~~~Ogeu ciii E'liiülienelerrierit f' gleicli stark, wenn beide 
Fliicheii aus dem Mittelpunkte von f '  durch denselben Strahlenkegel 
bezw. durch dicsell>c Strahlenpyramide projiziert wcrdcn. Dalier würde, 
un1 wieder [las Heispiel eiiies Gen-iRldcsaales mit  1)eckenliclit zu nehinen, 
.die Helligkeit an jeder Stelle des Saales ciieselbe bleiben, weiin mail 
die DeckenXilung durch eine leuchteiide ebene Fliiclie ersetzte, deren 
Be1euchtungsst;irke und deren Rückst rahlur igsverm~en iiatiirlich deneri 
des fraglichen Teiles des IIiminelsgewdbes gleiclikommen müssten. 
Von dieser Vorstelluiig ist ohneliin Gebraucli zu machen, meiin die 
Deçken6ffiiuiig durch mattgeschliffenes Glas geschlosseri ist: Der damit 
erreichte Vorteil besteht da,rin, dass m m  es jet'zt bei allen Punkten 
des untersucliten Ilaumes mi t  eincr und dcrselben 1i:uchtr:ndi:n Flliche, 
und nicht mehr mit  einem von Puilkt zu Punkt  wechseliiden Stück 
des Hininielsge~ii lbes zu thun hat. (Wie sich von selbst versteht, 
kommt bei einer seitliclien Lichtoffilung; wenn sich das F'liicheilelement 
f oberhalb der Fensterbank befindet, nu r  der, iiber der wagerechteii 
Ebene durch f liegende Teil d e r  Lichttiffnung in Betracht ; vergl. 
W a g n e r  a. a. O.) 

Beschriinker~ wir uns zui ikhs t  auf geradliiiig hcgrenzte Liçht- 
offnungen von sonst beliebigcr Gestalt, dann ist der W i e n e r s c h e  Re- 
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leuclitungsrautu eines beliebigen Vielecbs zu bestimmen. Das (nacli 
einer Bemerkung unter- Nr. 1 schon 1760 von L a m b e r t  angegebeue, 
von Chr .  W i e n e r  a. a. O. einfacher hergeleitete) Ergebnis ist: 

n 
1 R =  2 ( ~ l ~ ~ ~ u , +  n r p , c o s a , + . - . +  < ~ . e o s a , J - ~ - ~ ~  COS', 

i =1  

wobei tpi, pz, . . . rpn die Winkcl bedeuten, unter denen die rb Seiteiz 
des Vielecks aus dem Mittelpunkt von f erscheinen, wiihrend a, den 
Neigungswinkel der Ebene von rpi gegen die Ebene von f bezeichnet. 
Von den Winkeln cp ist angenommen, dass sie in Teilen des Halb- 
messers ausgedrückt seien; sind sie aber in Graden gegeben, so muss 
man durch 360 (bezw. durch 400 bei Anwendung sogenannter neuer 
Tcilung), statt durch 2n dividieren. Die Winkel a sind so zu nehmen, 
dass jedcr auf der von der leuchtenden Fliche abgewendeten Seite des 
zugehorigen Winkcls cp liegt. 

E s  kann der Beleuchtungsraum R mit Hilfe der analytischen Geo- - 
metrie durch Rechnung, oder, was im allgemeinen 
sein wird, unter 
Anwendung der FIE! 3. 

darstellenden 4 
s 

6 

Geometrie durch 3 I 

Zeichnung be- 
stimmt werde~i. 
Die in letzterem 
Falle notige Ver- 
wandlung der : 

. :1'.-\ s 

Winkel 
Y i ?  Vs,. . r %  

in Strecken bezw. 9 O 0.5 'I IO 

die graphische 
Ermittelung der Quotienten pi: 2z liisst sich mittelst einer auf Paus- 
papier gezeichneten Archimedischen Spirale sehr bequem ausfiihren. 
Hat man (Fig. 3) auf einem Stück Pauspapier einen flachen Winkel 
qoq' in eine .Anzahl gleicher Teile, z. B. 10, geteilt, auf dem ersten 

1 e 
Strahl - der halben Langeneinheit, auf dem zweiten io u. S .  W., zu- 

10 

vorzuziehen 

a 

letzt auf oq' die halbe Lingeneinheit abgetragen- und die Endpunkte 
durch eine stetige Kurve verbunden, so geniigt es, den erhaltenen 
Apparat so auf den gegebenen Winkel cp zu legen, dass - gleichen 
Eneugungssinn bei Winkel und Spirale vorausgesetzt - op. den ersten 
Schenkel von cp deckt; die Spirale wird dann ouf dem anderen Schenkel 
das Stück cp : 2a abschneiden. 

Wir  stellen uns jetzt die Aufgabe, den Beleuchtungsvektor eines 
Vielecks in Bezug auf einen beliebigen Punkt  p des Raumes zu kon- 
struieren. Wie oben seien die Winkel, welche je zwei aufeinander 
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folgcnde Stralileii von p nsch den Eckcn tlrs Vielecks einschliesseii, 
der Reihe nach mit q,, q2, . . ., rpn bezeichnet. Die senkrcchtc Pro- 
jektion des gesuchten Beleuchtungsvektors v auf die Normale des 
Flachenelementes f iuuss eine Lange gleich dem Beleuchtungsraum d ~ s  
Vielecks, also nach dem Obigen gleich 

haben. Errichtet man senkrecht auf der Ebene des TTTinkels cp;, und 
zwar auf der dem Vieleck zugeweiideten Seite, einen Vektor v,  on 
der Lange qi: 2a,  so ist dessen Projektion auf die Normale von f 
glcich : rpi  cos ai : Zn. 

Da nun die Projektion der geometrisclien Summe mehrerer Vektoren 
auf irgend eiue Gerade gleieh der Suiume der Projektionen jener 
TTektoren auf diesell~e Gerade ist, so Iiat die geonietrische Summe der 
Vektoren v,, a,, . . ., O,, und offenbar auch kein anderer Vektor, die 
verlarigte EigeiischaA Also: 

D e r  B e l e ~ c h t u i i ~ s v e k t o r  v e i n e r  g e r a d l i n i g  b e g r e n z t e n  
F l n c h e  i n  B e z u g  a u f  eiiieii b e l i e b i g e n  P u n k t  2, w i r d  gefunden ,  
w e n n  m a n  i n  p auf  d e n  V e r b i i i d u n g s e b e n e n  d i e s e s  P u n k t e s  
m i t  den  Begrei izungsstrecke11 d e r  F l a c h e ,  die,  a u s  $1 geseheii ,  
u n t e r  d e n  W i n k e l n  cp,, rp?, . . ., p, e r s c h e i n e n  mogen ,  L o t e  er-  
r i c h t e t ,  i n  l e tz te re i i  ( in iuier  a u f  der ,  d e r  l e u c h t e n d e n  Flacl ie  
zugewei ide ten  S e i t e )  d ie  V e k t o r e n  v,, c,, . . ., v ,  von den 

( d i e  a u s  deil W i n k e l n  y,, y,, . . ., rp, a u f  d ic  friilicxr angegebei ic  
A r t  n i i t t e l s t  e i n e r  i m  v o r a u s  g e z e i c h n e t e n  Arch in led i schen  
S p i r a l e  e r h a l t e n  w e r d e n )  a u f t r a g t  u n d  d i e s e  V e k t o r e n  geo- 
m e t r i s c h  a d d i e r t  ( d h .  wie  K r a f t e  z u  e i n e r  R e s u l t a n t e  zu- 
sani inensctzt ) .  

l lcr Hcleuoliti~ngsvektor eilier beliebig begrenzteri Flache llisst 
sich mit jeder gewünschten Genauigkeit bestimmen, indem inan d i p  
vorhergeliende Konstruktion auf ein ihrem Kande einbcschriebenes 
Vieleck mit genügend kleinen Seiten anaendet. 

Alles dies gilt fur gekrümmte Flaçhen so gut wie fiir eberie. 

G .  Beisp ie l :  B e l e u c h t u n g  d u r c h  e i n  s e i t l i c h e s  F e n s t e r .  

Es handle sirh darum, die Erhellung riner Pultfliiche in dcrn be- 
liebigen Punkte p diirch rlas in Figur 4 in Grund- und Aufriss dar- 
gestellte Fenster zu beurteilen, wobei das in 1) sichtbare Stück dei 
Hinimels nach unten durch die Ebene von p nach einem zur Penster- 
wand parallelen Dachfirst begreiizt sein m6ge. Die vierseitige Liclit- 
pyramide, deren Spitze p ist, Iiat zwei zur Aufrissebene, znei zui. 
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Grundrissebene se~ikrecht~e Seiteiiflicheii. Die in den ersteren liegenden 
Kaiiteiiainkel solleil rp, iind pz ,  die iibrigen rp, uud rp, hcissen. Die wahre 
Grosse dieser \+'iiikel liisst sich durch Dreheri ihrer Ebenen (etwa um 
die Spuren mit der iiusseren Fensterwand) in  Parallelstellung mit der 
Grundriss- bezw. Aufrissebeiie firiden. (Die Scheitel der Winkel kominen 
dadurch beziehentlich in die 

Fig. 4. 
Lagen pi, p z ,  par p4.) Die 
1-ektoren v, und t, \verden 
paiallel zur Aufrissebene, dit: 
Velrtoren v3 und w4 parallcl 
zur Grundrissebene, weshalb 
rrstere im Aufriss, letztere 
im Grundriss in  wahrer 
Lange erscheirien. Der Grund- 
riss des resultiereriden Vek- 
tors v ist mit v', der Aufriss 
iiiit v" bezeichiiet; v, und tl, 

fiir sich zusaminengesetzt, 
geberi eiue zur Aufrisseberle 
parallele, v, und c, eine wage- 
recl-ite Kompoiiente von u. 
Die Pultfliiche würde unter 
sonst gleichen Umstiinden 
die gr6sstmogliche Helligkeit 
zeigen, wenn sie senkrecht 
zu dem gefundenen Beleueli- 
tungsvektor v wiire. Der 
ihr zukonimende W i e n e r -  
sche Beleuchtungsrauiri ware ., 

daim gleich der wahren 
Lange von v ;  die Zeichnung 
liat - bei Be~iützung einer 
für die Liingeneiiiheit 400uinl - - - -  - 

konstruierten Archiinedisülien 
Spirale, vou der jedoch nur  
ein kurzes Stück notig war - 
ungefihr die L k g e  14 mm, 
also den Heleiichtiirigsraum 
0,035 ergeben. Rei antlexr 
Neigung der Pultfliiche miiss 
dcr Vektor v auf ihre Kormalc projiziert werden. Fiir eine wage- 
rcchte Fliche liefert die Zeichiiung (durch die etma 7 mm lange lot- 
rechte Komponente von v) einen Releuchtungsraurn vom i i n g e f h e n  
Betrage 0,018. Sind bloss wagerechte Flichen auf il-ire Helligkeit zu 
untersuchen, so brauchen die Vektoren v, und v ,  nicht konstruiert zu 

Z r i t ~ c h r i f t f .  Mntliematik u Pliysik 43. J îhrg .  1898. 1 Heft. 4 
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werdeii, weil sic lieinen Beitrag zur lotrechten Komponente von 1; 

geben; die Zeiclienarbeit vermindert sich dann uin die Hilfte. Bei 
mehreren Fenstern siiid für jedes eiiizelne die Koristruktionen aus- 
zilfiiliren und dio erlialtencii Rel(!iiolitiiiigsrelitoreii gtwnietrisch (Iiezw. 
die Rcl~iiclitiings1'ii1inie ai.ithn~etisr:l-i) zii atlrlierc>ri. 

B. Anwendung auf Gemaldesale mit Deckenlicht. 

7. B e l e u c h t u i i g s s t i i r k e  e i n e r  b e l i e b i g e n  S t e l l e  e i n e r  W a n d .  

Wi r  mollen uny aiif die Uiitersuchung einer Saalwand und auf 
den Fa11 einer reclitecliigeii Dccken6ffiiung mit einem Paare zur Wand 
paralleler Seiteii beschi-iinken. 

Bei E'rageii wie der, welchen Einfluss :tuf die Helligkeit das Vor- 
wiirtsiieigcii eiiies Bilcles uni einen gegebenen Winkel hat, ist es 
notig, den Beleuchtuiigsvektor zu konstruieren. Die Ausfiihrung 
stimmt mit der uiiter Kr .  6 beschriebeneri ganz übereiri, denn kippt 

Fig. 5. Fig. 6 .  

P 

\ ,  
c.....* 
(Pd 

Aufriss. Seitenriss. 

man den Saal in Gedanken um eine Bodenkante, so wird das Deckeii- 
fenster zu einem seitlichen. 

Eirifacher ist die Bestirurnung des Beleuchtui~gsraumes R der 
Decken6ffnung-, cleren Ecken In, rc, wz,, n, heisen sollen, i n  Rczug 
auf irgend ein, an der Stelle p gelrgenes Elenient der Wand. Die 
Formel in Ni.. 5 ergieht: 

'7 11 = ; - c o s  a - 2 cosa,, 
2 n 2 n 

mo cp und cp, die Wiiikel bezeiçlirieii, unter clenen die zur Wand 
peral1elt:n Seiten m n  und nb, n, Ar Offnung aus p gesehen erschaincn, 
ar und a, die spitzcn Winkr l  der Elbenen von rp und cp, mit der Wand." 
Ha t  nian mittelst der dem Seitenriss (Pig. 6) entnornrnenen Hohen h 

* M a g n u  s h a t  initümlicherweise (a, - cr) als Man der Helligkeit in p be- 
trachtct ,  N c n t z  dagegen (cos u, - cos a,) als Mai? fiir die Erhelluiig durch eiiie 
zur \Vaud seiikreclite Lamelle der Lichtpyramide. 
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Von K. J I ~ r n r ~ s .  5 1 

und h, der Dreiecke vz np und m, n, p die wahre Grosse der Winkel rp und 
9, im Aufi-iss (Pig. 5) bestimmt und daraus mi t  Hilfe der Archimed- 
ischen Spirale die Strecken qp : 2 n  und g>,: 2 z  abgeleitet, so geriügt 
es, lctztere im Seiteririss von p aus in  deri Geradeii p m  undpm,  (Fig. 7) 
nbzutragen und auf die Wand  zu projizieren; der Unterschied der 
Projektionen, mit der liiiiigeneinhcit der vcrwcndctcn Spirale gemessen, 
giebt den gesuchten Beleuchtungsraum R. 

UIU R durch Itcchnung zu bestinirnen, kann man ein Cartesisches 
Xoordinatensystem, etwa mit  der Schnittlinie der Wand und der Decke 
als 2-Axe und der Lotrechten durch die Projektion des Mittelpunktes 
der Deckenoffniing auf die M'and als z-Axe annehmen. Wi rd  die 
Iialbe Llinge der Deckentiffnung - unter Lange die zur untersuchten 
Saalnand parallele Abmessung verstanden - mit 1, die halbe Breite 
derselben niit b ,  die Eritfernung des Mittelpunktes der Deckenijffriung 
von der Wand  leich ch der halben Saalbreite bei regeliniissiger Anord- . - 
iiung) mit b' bezeichnet, so k t :  

hl- b j tg.=-_, 
2) 

b ' t  b 

b'- b 2 - I L  = - 
sin a: c o s ~  ' 

Bei der Aurirechnung genügen 
garithmen. 

Fig. 1 

für genohnlich dreistellige Lo- 

Die IIelligkeit in irgend eineni Purikte der Wand  l i ingt  vori den 
Koordinaten dieses Punktes, den Abmessungen des Deckenlichts und 
der Saalbreite ab, mit  anderen Worten: der Belauchtungsraum R ist 
eine Yunktion der fiinf Verandorlichen x, 2 ,  1, ?), b',  die wir mit 
f(x,  Z, 1 ,  b ,  b r )  bezeichnen wollen. 

Aus den Gleichungm 4) und 5 )  folgt: 

Setzt man diese Werte,  sowie 
Z 2 

casa=-9 C O S U , = - ,  h 4 
in die erste Glcichung ein, rio kouimt als ein Ausdruük der fraglichen 
Fiiilktion : 

4 *  
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worin 

R = f ( x ,  z, 1, h ,  0') 

Ztz  1 - ~ ( m - c  t g  - + arc t'g 2 z h ,  h ,  

8. L i n i e n  g l e i c h e r  H e l l i g k e i t .  

Wir  denkeii uns in jedem Punkte der Wand senkrecht zu ihr den 
als Strccke dargestellten Beleuchtungsraum der Deckenoffnung in Be- 

Big. 8 

zug auf diesen Punkt abgetragen. Die Endpunkte erfüllen eine (offen- 
bar zur yz-Ebene symmetrische) Fliiche, deren Gestalt eine klare Vor- 
stellung von den Abstufungen der Beleuchtungsst~rke oder, falls 
überali gleichcs Riickutrahlungsverm6gen vorausgesetzt wird, von den 
Abstufungen der Heliigkeit auf der Wand giebt. I n  Bezug auf das in 
Nr.7  eingeführte Ko~rd ina tens~s tem hat die betrachtete Flache die 
Gleichung y = f (x, z), mit f ( x ,  z) als der durch 7) definierten Funktion; 
sie ist also transcendent. Behufs Darstellung dieser Flache denke mau 
sich die Wand mit einem Netz von lotrechten und magerechten Linien 
überzogen, die einarider etwa in 1 m Abstand folgen, und bestimme 
für die Knotenpunkte entweder graphisch oder durch Rechnung nach 
Nr. 7 den Heleuchti~ngsraum der Deckenoffnung. Tragt man immer 
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fiir die Punkte einer und derselben Lotrechten oder eiiier und der- 
selben Wagerechten die zugehorigen Strecken im Seitenriss bezm. im 
Grundriss ab  - die Wand  als Aufrissebene gedacht - und verbindet 
iiian die Endpunkte durch eine stetige Kurve, so ergeben sich die 
Sühuitte der gesuchten Fliiçhe mit einer Beilie von zur Seiteneberie 
bezw. eur Grundrissebene parallelcn Ebencn. Man erhiilt daraus in 
eiiifachster Weise die Schnitte der Yliiche mit  heliehigen zur Wand 
parallelen Ebenen, deren Aufrisse Linien gleicher Helligkeit sind. 
Figur 8 zeigt ein (von mir gezeichnetes und bereits von W a g n e r  a. a. O. 

1 
verweridetes) Beispiel; es betrifft die in - il. Gr. ilargestellte Lang- 

150 

waiid eiiies Saales von 16,60 ni Llnge,  9,10 ni Breite unci 7,85 iu Holîe: 
d:~s Deckenlicht Lat 1270 m Lii~ige uiid 4,70 ni Rreite. (Drei weitorr: 
von mir beew. nach mciner Angabe durchgefiihrtt: Heispiele, darunt~lr  
zwei Gemaldekabinette mit Scitenlicht, findet nian a. a. O. S. 230, 252, 
253). Mo h r  ni a n  n und M e n z  hahen (a. a. O.) auch schon Linien gleicher 
IIelligkeit gezeichnet, aber nicht richtig. 

9. l t e l a t i v  h e l l s t e  P u i i k t e  i n  W a g e r e c h t e n  
u n d  S e n k r e c h t e n .  

Fiir Punkte in ciiiei- beliebigeii wagerecliten Liilic der Wantl ist 
z wic aucli 7i und 7c1 koiistant. Durcli partielle Ableituiig nach z er- 
liilt niail aus Glciühuiig 7) iiach leichter Umforniuiig 

0 f Wegen 16 < hl ist die Klaiiiiuergr6sse imnier positiv, weshalb - 
D 3: - -~ 

ilas Vorzeicheii von - z  hat,  d a o  die Fuiiktioii /' oder mit aiidereri 
Worten die IZclligkejt von der Mitte - der ..-Axe - nach beiden 
Soiten hi11 fnrtwiihrcnd abnimmt. 

Auch in jeder senkrcchtcn Linic. dei  Waiid bcfintlet sich ein relativ 
liellster Punkt. Man bestimmt ihii graphisch mit Hilfe eiuer senk- 
iechtei~ Tangente, die man iin Seitenriss an den betreffenrleii seiikrechten 
Schiiitt der unter Nr .  8 eingefiihrten Helligkeitsfliiche lcgt. Die Tiefe 2 
eines solchen Punktes unter der Decke ist TVurzel der transcendcntrn 

cl f Gleichuncr - - 0, die ausführlich hier anzuschreiben iiberfliissig ist, a s  
wie aucli der Beweis übergangeri werderi soll, clam riur eine Wurzel 
vorhaiideii ist und ihr wirklich eiii 3Iaxiinurii Fun f' entspricht. 
h lcntz  hat angenommen, der Oi-t dieser Punkte sei eine wagcmclite 
(;crade, die ci. Intcn~itiitspolarc ncnnt. WSre das rirhtig, sn  diirfte 

Pf 6?f  'f z nicht enthalten oder es urüsste - - - O sein, d. h. es 
'' af  ~ ~ 2 2 -  m- 
k6iinte ,T niclit von .t abhiingen, entgegen dem, \vas der obige Aus- 

c.L Of tlriick für - zeigt. Dcr fragliche, in Fig. 8 p~mkt ier t  eingezcichiictr a x 
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Ort ist also eine (zur a-Axe symmetrische traimendente) K u r ~ e ,  übeiL 
die noch beinerkt werden moge, dass sie von dem hellsten Punkte dei 
Wand nach beiden Seiten Eillt, eiitwetler urirnittelbar, oder riachdem 
sie (vergl. Fig. 8) sich etwas iiber den hcllstcn Punkt erhoben hat,, und 
sich bciderseits je cinar sehicifen Geradcn asyrnptotisch niihcrt. Wünscht 
man zu einzelnen Abscissen x die Ordinaten der betreff'cndcn Kiirven- 
punkte zu berechnen, was allerdiugs ein mühsitmes Geschaft ist, so 
mag man (mit Anwendunp der frühereu Bezeichnuilgen) die Gleichung 
âi' . = O nach Multiplikation mit 2 n s  auf die Form 
d Z  

<p cosa sin2cr + sinq, cos(nl - q,) cos3a, - cp, cosa, sin%, 

+ sincp cos (X - $1 cos3a 

l~riiigen, jedesmal den grapllisch gefundeileu Nilierungswert von a eiii- 
setzen und sich dabei der in clieser Zeitschrift, Bd. 36, S. 155 flg., 1891, 
beschriebcnen Methode - Anwendung der Adclitionslogarit1~men uiid 
Berechnung von Korrektioiieii durch Proportionalteile - bedienen. Die 
,,vorbereitenderi" Gleichuiigen werdrii daiiii, abgesehen von der: 
fiühm-on 2)-5) * 

( A  = logipo+ ElogpO + log cosa + 21og siua 

+ 1*:31vg cosa, $ Elog  sinrp, + Xlog cos(X, - Q,), 

\ A l  log rpI0 + Elogeo + log cosa, + 210% sin a, 1 2) I + ~3 log cos a +  log sin cp +  log cos (X - 1/i), 

und die ,,S~hlussgleichung'~, aus der die Korrektion von log z ge- 
funden wird: 

13) ( B + EB, + 3 log cos a, 4- log sin cp, + log cos (x, - @,) 
+ E 3 l o g  cosa + iCJ'logsincp + Blog cos(X - +) = 0. 

10. H e l l s t e r  P u n k t  d e r  W a n d .  

Aus dem Vorher@enden fol&, dass in dm scnkrechten Wittellinic 
der Wnnd ein graplGsch leicht zu bestimmender hellster I'unkt vor- 
lianden ist, dessen Tiefe f i  unter der Decke der für x - O gebildeten 

ô f transcendenten Gleichung a, = 0, riiinilicli 

geniigt, wo h und li, die in 8) angegebenen Funktionen von a sind. 

* rpn hedeutet den in Grrtden aiisgcdrückten 'CVinkcl cp, die auf dcii 
Bogen von der Lange 1 kommende Zahl von Graden, 3: die dekadische Er- 
g&nziirig des naclifolger~den Logarithmiis, B den Wert, den die Tafel der 
Additionslogaiithinen m m  Argument A liefert. 
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Men t z  hat  behauptet , wenn die Decken6ffuung vergrossert werde, so 
grhe der hellste Punkt  dm Wnnd in die Hohe. n a s  ist nur teilmeisc 
riclitig, denn es kann, wie sich zcigen wird, die Vergriisserung der 
Deckenoffnung auch in  solcher W ~ i s e  vorgenommen werden, rlass der 
hellste Puilkt an seiner Stelle bleibt oder sogar nach unten rückt. 
Die analytische Untersuchung der Abhiingigkeit der Lage des hellsteii 
Punktes der Wand  von den Abmessungen des Deckenlichtes hei ge- 
gebeiier Breite des Saales, obwohl in der Theorie so einfach, hat  ail- 
gesichts der uilgefügen Ausdrücke in 14) nichts Verlockeildes. Uin 
iil dieser Sache klar zu sehen, habe ich fiir die koiistailte Saalbreite 
2b' = 10 731 und für die Lkigen 21 -= 0, 2, 4, 6, . . ., 18, 20, cc sowie 
eiiie hinreicheiide Zahl verschiedener Breiteri der Deckeii6ffiiuiig die 
Tiefe des hellsten Puiiktes berechnet uiid als Ordiriate zu der als 
Abscisse angenommenen jedcsmaligen Breite der DeckeiiXniing auf- 
getragen, wodurch die Kurven in Tafel III eiitstandcn sind Diese 
Kurven zeigen aufs Deutlichste, dass bei gleichbleibender Lange der 
Deckeii6ffiiung der hellste Punkt  in der That nach oben riickt, menii 
ihre Breite vergrossert wird, uiid zwar iiru so schneller, je grosser die 
urspriiiigliche Breite war,  dass dagegeii der hellste Punkt  nach uiiteii 
rückt, weim die Breite beibehalten, die Lange vergrossert wird. Wic 
mail weiter sieht, ha t  die Ver i i~de rung  der L h g e  eiiien verhiiltiiis- 
m&ig geriiigen Eiiifluss auf die Htiheiilage des liellsteii Puiiktes Lasst 
mail bei gegebeiier Breite 2b der DeckeliX'iiuiig die Laiige iri Gedaiikeii 
über alle Grenzeri hinaus wachsen, so  rüükt der hellste Punkt nur bis 
zu eiiier bcstimmten endlichen Tiefe hinuntcr. nciiil fiir x = 0, 1 = ûs 

erhil t  man gp = <pl = n odcr 
1 " = f ( z )  - -- 2 (cos. - cos a,) - 3. (;-;), 

und als Gleichuiig, aus der 2 zu berechncii ist, ergiebt sich 
(b l+O)= 
-- - 

h" hlS  

noiaus iuaii mit  dcii Abkiirzungen 

b ' b - n ,  O 1 + b - ~ r ,  

Durch Ei~isetzeii dieses Wertes in deil obigen Ausdi-ucli für Ii erliiilt 
man als obere Greiue für deil Beleuchtuiigsrauri~ in1 liellsteii Puiikte 
der Waiid bei gegeberiem O :  

9 2 
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und als griissten Wert hiervon bei n = O, also O' = I I ,  d. h. iin Fallr 
eines die ganze Saalbreite eiiinehmenden Deckenlichtes: 

BLIS Tafel III ist Tafcl IV abgeleitet, die dcn Z ~ e ç k  hat, fiir eiiicm 
Saal vuri 10 rn Breite und beliebigen Abinessuiigen des Deck(dic11t.: 
bis zii 20 m liinge und 10 m Xrcitc augcnblicklich clic H6henlngc des 
liellsten Punktes zu liefern. Man ~ u c h t  den gegebenen Wert dcï 
Lange 21 des Deckenlichts auf dem wagerechtcii MaBstabe, denjenigen 
der Breite 2 b  auf dem senkrecliten MaraBstabe, gcht von dem erateren 
Punkte senkrecht herunter bis zu der Wagcrcchten durch den letzteren 
und liest an dcr durch den erhalteileii Punkt gehenclen Kurve die ge- 
suchte Tiefe des hellsten Punktes der Waiid unter der Decke ab. Die 
Tafrl kami natürlich auch Anweiiduiig finden, wenn dic Saalbreita 
grosser oder kleiner als 10 ni ist, denn bei propo~tionaler Tergroswr- 
ung oder Terkleinerung aller Abmessungen andert sich die Tiefe drs 
liellsten Punktes unter der Decke im gleiclien Verhiiltnis. 

Die Anschauungeii von M a g n u s  über die Lage des hellsteii 
Punktes stimmen mit unseren Ergebnissen ebenfalls nicht iiberein. So 
scliltzte M a g n u s  bei einem quadratischen Saal von 25' 116he und 

35' Breite, deosen Deekenlicht '; der Saalbreite einnininit , die Boden- 

hohe des liellsten Punktes auf 8', welche Hohe Pr nls die angeiiehmste 
fiir den Besçhaucï ansieht. Bei 10 in Breite und den angrgebeiieii 
\ 'erl i~ltniss~~n crgieht sich aber für den hellsten IJunkt etma Z764 ni, 
al30 bei 33' Breite 9,24' Deckentiefe oder 15,76' Bodenliiihr, also fast 
dns Doppelte des von M a g n u s  gescliiitzten Wertes, ja es wiire sogar 
durch unendliche Verliingerung des Saales und des neckenlichtrs niclit 
ni6glich, den hellsten Punkt auf die von M a g n u s  verlangte Iltihe von 
8' herunter zu hringen, da bei den obigen i'erhiiltnissen 

d. 11. 13,5' Bodmhohe fiir clen hellstcii Pnnkt liafert. 
Rei der Konstruktion der Tafel 111 geniigte die grapllisclie Bo- 

etiiinnung der zu verschiedenen Wertepaaren l, l) gehorig.cn \Terte von 
R niclit, sondern es musste die Genauigkeit durch Rechnung erhoht 
merden. E s  murde dabei folgender Weg eingeschlagen. Für  

1)'- I> t g a = -  b'f b 
7 tg[Yi=--7 

b'- b ILL:=- z - or+ 1, , I r  - 9  
cos cr sin a - cos a, sin a, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(&t Gleichung 14) nach Multiplikation mit und Treiiiiung der po- 
sitiven und negativen Glieder über in 

Die Anmendung der Additionslogarithmeri fiihrt zur Aufùtelluiig 
der vorbereitenden Gleichungen: 

A = log +O+ E l o g  @"+ 21og sin a + log tg  $ + 1$21og siil $, 

+ E 2 l o g  cos a, 
~ l n a  

A,= log Jio1 + R l o g  p0 + 2 log sin a, + log tg + L'2log sin+ 

+ E 2 l o g c o s a ,  

sowie der Sclilussgleichung: 

B + fi74 + 2 log sin I)i + 2 log cos n, + E 2  log sin rp 
%O) { + E2 log cos a = 0. 

Die graphisch, mitunter auch nur  duroh Schiitzuiig gcfuiidcneii 
Nilierungswerte a wurden in dicse Gleichungen eingesetzt, worauf sich 
durch Anwendung cler Methode cler Proportioiialteile aus der Schluss- 
gleichung eine Korrektion von log2 ergnb. Voin Hersetzen eines 
%ahleiibeispicles glaube ich absehen zu diirfen. 
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Zur Berechnung der Senkungen der Knotenpunkte 
eines Fachwerks. 

Von 

Ili der Abha~idlung ,,Berechnung der Durchbieguiigen und der 
Xebenspannuiigen der Fachwerkstr;iger'( (Zeitschrift fiir Bauweseii, 
herausgcgr.bcn im Preussisclien Ninisterium der 6ffentlichen Arbeiten, 
Jdirgang 48, 1898, Hcft 1 bis III, S. 111 flg.) niacht tlcr Verfaswr, 
Raurat A. F r a n  cke, von folgendern V~rfahren  Gebrauch: 

Nach Ermitteliing der Ilauptspannung~n S der einzdniw P':icli- 
weiksglieder kaiin niail die Liingeiianderungen der Seiteri jecles der 
Fachwerksdreiecke einfacli berechnen. Sind a ,  E i ,  c die Seitenliingen 
eines spannungslosen Dreiecks, 

die durch die Spaniiuilgen S,, Sb, Sc im belasteten Zustand geiiiiclerteii 
Seitenlingen, so ist, wenn Fa, Fb, EL die Querschnittszahlen der Stabe 
a, b ,  c und I;,, Eb, Ec ihre ElastizititsmaBe sind: 

Asa 
d a = -  Sb 

, , a 1 
d 11 = 

Sc 
Fb ,]<:b7 = Fc . S c  

Damit kann man die MTinkeliinderungeii des Dreiecks (a, 0, c) 
iiifolge der Belastung bestimmen, und aus ilmen lassen sich einhch 
die Richtungslnderungen (Xeiguiigsanderungen) der einzelnen Gurtuiigs- 
glieder zusammensetzen, womit die gesuchten Einserikungen der 
Knotenpunkte unmittelbar bekannt sin& 

' E s  handelt sich also uni Berechnung der Wiiikellinderungeu eines 
Dreiecks aus gegebenen kleinen Veriinderuiigeri zweier Seiteri. IIerr 
F r a n c l i e  ~ r l t J t  zur Bereçhriurig dieser Winke l inder~ni~en  mit deil Be- 
zeichnungen : 2 s  = rt + 1) + r., 

29, = a, + I I ,  + c, (siehe oben), 

-4,  11, C die Wiiikel des ursprünglicheil, A,, B,, Cl Wirikel in tleni 
veiiiiiderten Ureieck, F Inlialt des eineil oder andern Dreieclis, 
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uiid mit I-lilfe der Grossen 

AA -- s (S - a)  (s, -- b l )  (sl - cl) - S,  (s, - a,) (S - b) (s - c), 

d ~ -  S(S - 6)(si - c,)(s, - a,) - s,(s, - b,)(s - c) (s - a), 

d c = s ( s - c ) ( s , - a , ) ( s , - 6 , ) - s , ( s , - c , ) ( s - a ) ( s - b )  

für die gesuchten Winkeliinderungen die Gleichungen: 

Diese Bcreclinuiig ist aber offenbar nicht bequeni; man muss die 
Ziihler der Brüche in 1), die als Differenzen grosser Zahlen eiitsteliei~, 
viral zu wharf', mit vielstnlligen Logarithmen berechnen, wenn das Ite- 
siiltat genügend ausfallcn soll. M& hat eur Herechniing von dA, dB, 
Ac nicht weniger als 8 Logarithmen scharf (z. B. 6-7 stellig) auf- 
zuschlagen und dazu sechs Zahlen scharf aufzusuchen, um schliesslich 
allenfalls mit dem Reehenscliieber naeh 1) rechnen zu konnen. Eine 
Ersparnis an Kechenarbeit gegen das Verf'ahren, das Dreieck (a, b,  c), 
und sodann das Dreieck (a,, b,, c,) mit der vorhin angegebenen Zalil 
von Logarithmendezimalen direkt aufzul6sen (also z. B. A und A, 
direlit auf O", 5 zu rechnen und daraus a = A,- A zu bilden) wird gw 
nicht mehr erzielt. Dazu entbehrt die Rechnung nach 1) der Probe, 
die man bei der eben angegebenen nzchstliegeriden fiechiiu~igsweise in 
den Winkelsurnmen erhilt. 

Da ich der Ansicht bin, dass man bei iihnlichcn Dingon, 
d.  h. übcrall in der p r a k t i s c h e n  Differentialrechnung, sich durcli- 
aus des R e  c h e n s c h i e b  e r s  statt der vielziffrigen Logarithmentafel 
liedienen sollte, wobei nur die Formeln entsprechend herzurichten sind, 
so mochte ich mir gestatten, für diese Rechnung folgende Form vor- 
zuschlagen. Differentiiert man, um aus d a ,  d O ,  Ac die Verinderung 
AA an A zu berechnen, die Gleichung 

so erhiilt man leicht für U. (= AB)  die Gleichung (ich behalte die 
Bezeichnungen des Herrn Fr  a n  c k e bei) : 

1 
(X = -- 

c sin B ( d a  - cos CAO - cos BAC) ,  

a sin C siii A 
die sich mit c = und sin 

= cotg C + cotg U auf die vie1 

einfachere und symrnetrische Form bringen liisst: 
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60 Zur I~ei.ec.hiiniig der Penkiiiigeii der Knoteiipiiiikte etc 

1)icse Form halte ich im vorliegenden Fa11 für die beste*; sie 
setzt allerdings voraus, dass die Winkel des ursprüngliehen Dreiecks 
odcr besser gleich ilire cotg ebenfalls bekannt, also aus n, b, c bc- 
rechnet oder sonstwie ermittelt seien. Da es auf grosse Genauigkeit 
in diesen cotg der Dreieckswinkel nicht ankommt, so kann nzan sie 
sich, wenn sie im Fa11 des Fachwerks nicht a priori bekannt sind 
(45', 90°, 60') mittelbar dadurch bestimmen, dass nian in der Zeichnung 
die H6hen der Dreiecke zieht, an der Recherischieber -MaBstabkante die 
W h e n  und Seitenabschnitte alnlicst, um mit dem Rechenschieber die 
cotg-Rrüche sofort bilden zu konnen. 

Die Formelgruppe, die ich an Stelle von 1. vorschlagen mochte, 
ist also (die gesuchten Winkelveriinderungen a, (3, y wie oben in Halb- 
messerteilen): 

II) cotg A (q - $) cotg c 
Y =; ($ - 4;) cotg 1: + ($ - q) cotg A ,  

Die G-lcicliurigen II)  verifizieren sich damit sehr einfach, dass 

w + p + y = o  

sein niuss, was der Aiiblick bestitigt, d ; ~  in den seclis Ausdriickeii, 
(lie rcclits auftreten, nur drei verschiedene Werte je rilit eiitgegcn- 
gesctaten Zeiehen vorhandcn sind, und dass hci i ihn l icher  Verlinder- 
ung des Dreiecks, also Gleichheit und Gleichzeichigkeit der Vei-h51t8nisse 
d u  Ab d c  
- 7  - - J  -, die Werte von a, /3, y verschwinden niüseen, was eben- 
a l> c 

falls der Anblick von II) bestitigt. 
Man hat zur Anwendung der Gleichungen II) nur die drei Verhiltnis- 

d a  Ab Ac 
eahleii a 1 mit dem Recherischieber in Dezinidbruchforrn zu 

verwandeln, die Differenz je zweier zu bilden, diese wieder mit Hilfe 
des Schiebers mit der cotg des niçht gleich benannten Winkels zu 
inultiplizieren und je zwei dieser Protlukte (mit dem richtigen Vor- 
eeichen) au addieren (wobei man sich, uin des Vorzeichens sicher zu 
sein, nur zu nierken braucht, dass in den Klammern in II. die deni 
Winkel gleich benaiinte Seite voransteht), uin sofbrt die Winkcl3indci.iingeu 
in Halbmesserteilen zu haben. Man wird kaurn eine bequemere Hech- 
nung dafür finden konnen; ein bestimnites Dreieck lasst sich ganz giit 
in einer Minute so durchrechnen. 

Nehmen wir als Zahlenbeispiel das folgende (absichtlich eines, 
bei dem die Beziehungen so einfach sind, class selbst die II. entbehrlich 

* Vergl. eineii d u f s n t z  des Verfassers in Zeitschr. f ~ i r  Vei-riicss. 1892, S 165; 
ferner Letirbuch clcr Trigonuinetrie, 2. Aufl. I N ? ,  S. 405. 
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wiiren): Die Katlieteil eines gleichschenklig rcclitwinkli-11 Dreicciks seieii 
4000,O und 4000,O mm lang, die Hypotenuse also 4000 v2 = 5656,86 mm. 

1)ie Kathetcn wcrden um je 4,0 min vcrliingert le MaBe sind ganz 
1 P. 

willküi-licli angeiioriiiiien, eine Streckung un1 - koiiimt bei Fachwerken 

aus Eisen ja niçht in Betracht, riur etwa ;-- , die Hypotenuse iiin 3,0 nlm 
2000 ) ,Ooo 

verlangert. Welche Winkel erhiilt das Dreieck statt der urspriinglich 
vorhandeilen 45O, 45' und 90°? 

Es ist hier co tgB - cotg C = 1, cotgA - O; also aus II) niit 

b - c - 4000, A b  ; AC = + 4,0; n = 5657, An - + 3,O: 

oder nach Ablesuiig des ersteri Bruchs ain Kecherischieber (ich habe 
hier den 50 cn-Schieber b e n u t ~ t ,  obwohl fiir die Praxis der 25 e n -  
Schieber aucli hier aiisreicht,): 

<xr' = - 0,000939,. 206265" = - 193," = - 3' 14". 

Die Anderuqen der Winkel R und C sind hier selbstverstiiildlich 
1 P = y = - -  
2 

a y + 1' 37"; 

ii;ich Anblick von JI) wird in der That: 

Rechnet man direlit mit Logarithriieri, so fiiidet riiaii mit 
n = 5,656854, à = c = 4,000000, also a,= 5,659854, b, - c, = 4,004000: 

A, 5,659854 sin - = - i  d. h. 
2 8,00800CJ 

A, = 44'58' 22", , oder a = - 3' 14" 
wie oben, u. S. W. 

1st das Dreieck urspriinglich r e c h t w  i n k l i g  

cotgR = -- 
cotg l )  C 

oder ursprüliglich g l e i c h s c h e n k l i g  (z. B. ç o t g B =  cotgC), so ver- 
einfitcht sich natürlicli die A~lwendung vou II) noch sehr. 

Selbstverstaudlich berührt d l '  das Vorstehende die von Herrn 
Francke  a. a. O. aufgestelltrn Gleichungen zur Ausrechnung der linenren 
Diirchbicgiingcn mit Hilf'e der u (s.x.H. Sp.114uiid 115) in keiner M'eise; 
man sollte sich nur zur Kechnung dieser y wiedcr unbedingt des 
l i echensch iebers  bedienen, der für solche Dinge vie1 Zeit und Mühe 
rrspart 
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62 Kleinere Mitteilungen. 

Znr graphiselien Beliaiidlnng der Kraftme im Rauine. 
Von W. Staeke l  in Charlottenb~irg. 

A. D i e  Z u s a m m e n s e t z u n g  d e r  K r a f t e  i m  R a u m e  liisst sich be- 
kanntlich in der Weise durchführen, dass man jede Kraft in  zwei Komponenten 
zerlegt, von denen die erste in  einer Ebene E liegt, wahrend die andere ent- 
weder senkrecht zu E oder parallel zu einer Geraden G oder durch einen 
fixierten Punkt  O lauft. Der Kürze wegen seien diese Methoden hier mit Ortho- 
gonal-, Parallel - resp. Centralreduktion (E;, G resp. 0) beaeichnet. 

Zur K o n s t r u k t i o n  d e r  C e n t r a l a x e  empfiehlt sich die Orthogonal- 
reduktion. Man setze die vorliegenden Kriiftc zunüchst vermittelst Krüfte- 
polygons so zusammen, als ob sic alle in  demselben Punkte angriffcn. Die 
hierbei resultierende Kraft sei im folgenden kurzweg die Wertresultante (11,) 
genannt. Wahlt man jetzt E l  A!,, so liefert die Orthogonalreduktion (E, R,) 
eine Kraft l e i c h  und parallel R, und ein Moment i n  der Ebene h'. Die 
gewonnene Wirkungslinie von R, ist dann nach der Definition der Central- 
axe mit derselben identisch. - Zur zeichnerischen Ausführung ist diese Nethode 
nicht geeiguet, da die Krifte meist schon i n  einem bestimmten orthogonalen 
Projektionssysttim dargestellt vorliegen werden. Nan  führe daher zunachst iii 
dem gcgebenen System die Orthogonalreduktion aus, wodurch man zwci sirh 
senkrecht kreuzende Kriifte KI und IC, erhiilt. Wendet man jetzt erst auf 
KI und Ti'? die oben beschriehene Centralaxenkonstruktion an,  so ergiebt sich 
eine sehr einfache Ausführung. Kach einem Satz von M o b i u s *  schneidet die 
Centralaxe die kiirzeste Entfernung der Aktionslinien von KI und IL2. 1st 
hier D der Durchstosspunkt von IL2 durch die Projektionsebene, so stellt 
das Lot B J von U auf KI die kürzeste Entfernung von ICI und K2 dar. Die 
Richtung der Centralaxe ist bekannt, sie ist  der W~r t resu l tan te  12, parallel. 
Es Liandelt sich also nur  noch um die Lage von C ( C D :  CJ) .  Uenkt man 
sich jetzt die Orthogonalreduktion (E 1 R,, IL,) ausgeführt, so erkennt 
man ,  dass C D :  T)J= TClm: TC2, ist ,  wobei KI, und K 2 ,  die Komponenten 
von KI und 7i? parallel R, sind. KI, : K2, erhi l t  man aber leicht, wenn 
inan im Kraftedreieck (ICI, I G ,  X,) von der Ecke (KI, K2) auf R, ein Lot 
fRllt, in  dem Verhaltnis der auf R, gebildeten Hohenabschnitte. 1st der 
Punkt  C festgelegt, so ist  die Centralaxe nach Lage und llichtung bestimmt. 

B. D i e  Z e r l e g u n g  d e r  K r a f t e  i m  R a u m e .  Allgemeines Prinzip: 
Handelt es sich uni irgerid eine Berlegung einer Kraft in Komponenten, die 
i n  vorgeschriebenen Geraden liegen, so denke man sich die Kraft zunachst 
in  beliebige leicht bestimmbare Hilfskomponenten zerlegt. Jede der gesuchten 
Komponenten kann man jetzt als algehraische Summe der durch den Ein- 
fluss der einzelnen Hilfskomponenten i n  den gegebenen Geraden hervor- 
gerufenen Krafte darstellen. Die gewünschte Zerlegung ist also durchführbar, 
wenn sich Hilfskomponenten finden lassen, durch die sich einerseits die 
gegebene Kraft leicht ersetzen lasst, und von denen anderseits die Zer- 
legungsverhaltnisse (auf die absoluten Grossen kommt es hierbei niclit an) 
nach den gegebenen Geraden bekannt sind. Derartige Hilfskompo~ienten 

~p 

* Siehe hieriiber K. Th.Tahle11, diese Zeitschrift Ud.42, S. 160, 1897. 
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Kleinere Mit,teilungen. 6 3 

kann man yich vcrschaffen als Rcsultanten von Kraftezusammensetzungen, 
indem man i n  den vorgeschriebenen Geraden Krnfte zweckentsprechend an- 
nirnmt und reduziert. Anwendungen des Prinzips: 

1. Z e r l e g u n g  e i n e r  K r a f t  IC n a c h  6 b e l i e b i g e n  g e g e n  e i n a n d e r  
w i n d s c h i e f e n  G e r a d e n .  

Liegt eine bestimmte Projektionsebene 3; bereits vor, so wende nian 
die Parallelreduktion (A', 1)  an. Man wahle in  .E zwei gleiche und ent- 
gegengesetzt gerichtete KrLfte It, und K ,  in derselben Wirkungslinie und 
zerlege R, nach den drei erston der i n  3: liegenden vorgeschriebenen 
Wirkungslinien, R2 nach den drei anderen. Jeder der so in ;F: entst,andenen 
KriiRe entspricht eine Kraft in dem Parallelsystem, da die Resultante 
beider in  eine bestimmte Raumrichtung fallen muss. Als Gesamtresultante 
ergiebt sich eine Kraft S / I  K. Wiederholt man das Verfahren dreimal unter 
immer verschiedener Wahl  von R,und R,, so erhiilt man drei zu K parallele 
Hilfskornponenten mit den uben verlarigten Eigenschaften. 

2 .  K o n s t r u k t i o n  d e r  E b e n e ,  i n  d e r  e i n e  K r a f t  K l i e g e n  m u s s ,  
wenn s i e  n a c h  f ü n f  g e g e b e n e n  G e r a d e n  z e r l e g b a r  s e i n  u n d  d n r c h  
e i n e n  f e s t e n  P u n k t  O g e h e n  so l l .  

Diese Konstruktion gestaltet sich zu einer Spezialisierung der vorigen, 
nur wird s tat t  der Parallelreduktion die Centralreduktion (El 0) angewendet. 
Die Spezialisierung besteht darin, dass die eine der in E liegenden Iiraft- 
gruppen jetzt nur noch aus zwei Kraften besteht, weshalb R, durch den 
Schnittpunkt derselben laufen muss. Durch zweimalige Anwendung der 
beschriebenen Zusammensetzung erzielt man hier zwei durch O laufende 
riach den fünf Riçhtungen zerlegbare Krafte 6' uud Sv, welche die gesuchte 
Ebene bestimmen. 

Spezialfall: Soll R einc gegebene Richtung haben, so licgt O in1 Un- 
endlichen, und es wird die Parallelreduktion angewendet. 

Um zu begründen, dass der Ort  der Kraft IK im vorliegenden Falle 
eine Ebene is t ,  braucht man nur zu beweisen, dass man durch eine dritte 
Krkftezusammensetzung eine Kraft erhalt, die i n  der durch 8' und S" be- 
stimmten Ebene liegt. 

Man denke sich zu diesem Zweck S' und 8" zu einer Resultante S ver- 
einigt. Dieselbe Kraft S würde man auch erhalteu, wenn man zuerst die an- 
genommenen KraSte &,'= li,' und lfl"= It," zu lf, = fi, zusammensetzte und 
durch Zerlegung von R, und 3, i n  der bisher immer verfolgten Art  die Bildung 
von S bewirkte. E s  folgt dies aus dcm eingangs aufgestellten allgemeinen Zer- 
legungsprinzips. D a  nun die Iiraft S aus 8' und S1'resultiert,  muss sie i n  der 
durch Sr und SI' bestimmten Ehene liegen. Es  haben also, wie rerlangt, war, 
d r ~ i  Redilktionen drei in  einer Ebene liegende Krafte ergeben. 

3. D i e  Z e r l e g u n g  e i n e r  K r a f t  n a c h  v i e r  v o r g e s c h r i e b e n e n  G e -  
raden.  Hier inuss die Wirkungslinie der anzunehmenden Iiriifte RI= R,, da- 
mit in der Ebene E Gleichgewicht herbeigeführt werden kann, durch die 
Sclinittpunkte je zweier in  E gelegener Wirkungslinien laufen. Soll also die 
Kraf t l i  eine bestimuite Richtung haben, oder durch einen bestirnmten Punkt  
gehen, so ist ihre Lage durch Anwendung des unter 1. angegebenen Verfahrens 
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eindeutig bestimint, da nur zwei Annahmen von RI= R, moglich sind, die 
beide, wie leicht ersichtlich, dasselbe Resultat liefern. 

4. D i e  Z e r l e g u n g  e i n e r  K r a f t  R n a c h  d r e i  v o r g e s c h r i e b  e n e n  G e  
r a d e  n. Es  sei hier nur der für die Theorie dee r%umlichen Fachwerks wichtige 
Pali behandelt, dass sich die vier Wirkungslinicn in einem Punkte schneiden 
und für den allgemeineren Fall auf ,, H c n n  e b e r  g , Statik d ~ r  starren Systeine" 
verwiesen. Fine Spezialisierung des bisherigen Konstruktionsvorganges empfiehlt 
sich bei der vorliegenden Aufgabe nicht, sondern die Kraft K und die Geraden 
G,, G, und G, werden jetzt durch Eorizontal- und.Vertikalprojektion dargestellt. 
(RI, K", G:, G," etc.) - Sta t t  der riiumlichen werden nun zwei ebene Zer- 
legungen naeheinander ausgeführt, derart,  dass man z. B. die Schnittlinie C: 
der Ebenen (KGI und (G. Gy) konstruiert und R zuerst nach G und G,, darauf 
die in G entstandene Hilfskraft H nach G, und G, zerlegt. Zur Auffindung 
der Projektionen von G bringe man eine zur Horizont,alebene vertikale Hilfs- 
ebene mit siimtlichen Kraftricbtungeu zum Schnitt (Schnit,tpunkte 1, 2, 3, 4). 
Die Projektionen von 1, 2, 3, 4 sind leicht konstruierbar. Zieht man dam 
11'4"und 2"3", so is t  der Schnittpunkt SI1 ein Punkt  der Vertikalprojektion 
der gesuchten Geraden G. Denkt man sich das Ih-iifteviereck z. B. in  der Hori- 
zontalprojektion konstruiert, so erkennt man, dass die entsprechende Diago- 
nale desselben der Geraderi G'  parallel sein muss. Die ohnehin schon meist 
wenig übersichtlichen Xraftcplüne werden bei dieser Konstruktion von Hilfs- 
figuren frei gehalten. 

5. D i e  Z e r l e g u n g  e i n e s  K r i i f t e s y s t e m s ,  d a s  a u s  z w e i  g e g e n -  
e i n a n d e r  w i n d s c h i e f  l i e g e n d e n  K r a f t e n  ( e i n e r  s o g e n a n n t e n  Dpade)  
b e s t e h t ,  n a c h  s e c h s  v o r g e s c h r i e b e n e n  G e r a d e n .  

a) Durch zweiinalige Anwendung von 1). 
b) Ein etwas kürzeres Verfahren sei hier nur angedeutet: Man wende 

zunichst auf die gegebene Dyade die Orthogonalreduktion ( E ,  G )  an,  die eine 
neue Dyade (KE, K G )  ergiebt. Dann führe man vicrmal eine Zusammcnsetzung 
angenommener ICrLfte aus, die je eine Kraft parallel Ka und eine zweite in der 
Wirkungslinie von KE ergiebt. Durch die so entstandenen vier Dyaden kann man 
die gegebene Dyade ersetzen, wenn man nochmals das allgemeine Zerlegungs- 
prinzip zur Anwendung bringt. 

Aufgaha 3. 
Von B. Finsterwalder in Niinchen. 

Ein oben offeuer, bis zum Rande gefüllter Wasserbeh%lter von der 
Porm eines Rotationskorpers mit vertikaler S x e ,  gegebenem Volumen und 
gegebener oberer Offnung soll so konstruiert werden, dass ausschliesslich 
die durch Rippen entsprechend zu verstarkenden Meridiane Zugspannungen 
aber keine Biegungsspanuungen aufnehmen, wiihrend alle Spannungen in 
der Querrichtung (Ringspannungen) verschwinden. Demeutsprechend soll 
auch der obere Rand spannungslos bleiben. Der Behilter wird an einer 
Reihe vertikaler Ketten, die von den oberen E n i e n  der Itippen ausgehen, 
aufgehangt. Welche Form muss der Meridian des Rotationskorpers besitzen'? 
Das Eigengewicht der Konstruktion sol1 vernachliissigt und uur  jenes des 
Wassers berücksichtigt werden. 
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Über die automorphe Transformation einer Summe 

von Quadraten mit Hilfe infinitesimaler Trans- 

formationen und hoherer komplexer Zahlen. 

Von 

Professor BEEZ 
in Plauen i. T. 

In  meiner Abhandlung ,,Zur Theorie der Vektoren und Qua- 
teriiiorien"* habe ich versucht, eine Liicke in der wissenschaftlicheri 
Regründurig des Qualernionenkalküls auszufillleri und ihri zugleich 
von einer Voraussetzung zu befreieii, welche seiner Ausdehnung auf mehr 
ala vier Einheiten entgegeiisteht. Sotlann habe icli die Multipliliations- 
tnfeln dcr  rcinen Qiiaternioiiensyste~iie von 8, 16 und 32 Einlieiten in 
extenso aufgestellt und die Bedingungen erortert, die erfüllt sein 
niüssen, damit das Produkt zweier konjugierter Quaternionen gleich 
der Nornl des Quaternions werde. Zuni Schluss hin ich des nalieren 
auf den engen Zusanimenhaiig eiiigegaiigen, welcher zwischen der 
Norni eines Quaternions von 21-l Einheiteil und den scliiefen Deter- 

?Z (1% - 1) 
ininanteri Ca y l e  y s von --y + 1 unablihgigen Elenienten bestelit. 

1 . 2  

Diese Determiiianten spielen bekanntlich bei der LGsung des Problenis 
der linearen orthogonalen Substitution oder der automorplien Tr:ins- 
formation einer Sunime vou Qundraten eiiie liervorrngeude Rolle. I n  
der vorliegendeii Arbeit sol1 das gleiche Proldem mit  Hilfe von Vek- 
toren und Quaternioneii geliist und, soweit es aiigeht, noch eine dritte 
Nethode benutzt werden, welche tlieoretisch auf eine beliebige Lahl 
von Veriinderlichen angewendet werden kann, praktisch aber in  der 
1Iauptsache schon bei n = 4 versagt, niimlich die Methode der iii- 
finitesinialen Transformationen von S O p h  u s L ie .  

* Siehe diese Zeitsclirift 41. Jahrgang. 

Zeitschrift f. Xathematik u. Physik. 43. Jnhrg. 1898. 2. IIeft 
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9 1. 

Die Transformation zweier Quadrate in sich selbst. 

Um die Summe zweier Quadrate xoe + x12 in die Surnme xor + xlf2 
zu transformieren, hat man statt xo und x, bezüglich zu setzen: 

x,,' = aoo xo + ao, x, , 
1) x,' = a,, x, + a,, q 

und die Koeffizienten u so zu bestimmen, dass 

und der Punkt xo, xi des Kreises xoe+ x12 = c in einen anderen Punkt 
desselben Kreises xd, xlf übergeführt oder transformiert. E s  entspricht 
also diese Transformation der Drehung einer Ebene um einen festen 
Punkt in derselben, bei welcher jeder Punkt der Ebene einen Kreis 
um den festen Purikt besçhreibt. Die Gleichungen 1) an und f i r  sich, 
d. h. ohne Rücksicht auf die Gleichungen 2) stellen die sogenannte all- 
gemeinc lineare homogene kontiniiierliche Transformationsgriippc! in 
zwei Veriinderliclien dar." Sie ist viergliedrig, d. h. sie enthiilt vier 
von einander unabhangige oder w e s e n t l i c h e  Paranleter a,,, a,, , a,,, a,!, 
wenn keine Bedingungsgleichnng zwischen denselben stattfindet, drei- 
gliedrig, wenn eine Bedingungsgleichung gegeben ist, z.B.: 

"ooall- ao,a,, = 1. 
I n  unserem Falle, sobald also neben den Gleichungen 1) auch die 

Gleicliurigen 2) Bestand haben, ist die Gruppe eingliedrig. Die Koeffi- 
zienten a , ~  lassen sich dann simtlich als Funktioiien eines einzigeii 
Paranieters darstellen. Die Grupperieigenschaft der Transformation 1) 
ohne Berücksichtigung der Bedingungen 2) ergiebt sich daraus, d a ~ s  
zwei aufcinander folgendc Transformationcn wiederum eine Traiis- 
formation dersell-ien Beschaffenheit geben. Wendrt nian auf die Trans- 
formation 1) eine neue Transformation derselben Art: 

x i f  = b,, x,,' + b,, xlf, 
l*) xlf' = blox; -+ bll xlr 

gesetzt wird: 

* Siehe S. L i e ,  Theorie der Transfomatiousgrupl~n 1, 578 
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"0'' = Cm xo + Co, X I ,  

4) xlfr = C l 0 X 0  + C l 1  X I ,  

also eine Transformation, die von derselben Beschaffenheit ist wie 1). 
Darnsch bilden dia Transformationen 1) eine Grilppe. T h  identische 
Transformation x"' = xo, 

xll = 5, 

tritt cin, wcnn a,, = al, = 1, a,, = a,, = O ist. Die inverse Trans- 
formation oder diejenige Transformation, welche den Punkt xol, xlf in 
den Punkt x,, xl zurückführt, lautet: 

a = a00a1, - a01 alo. 
Denn setzt man für a,', 2,' ihre Werte aus l), so komrnt: 

x0lf= xo, 

xll = X I .  

%wei Transformationen der Gruppe 1) sind irn allgemeinen nicht 
mit einandcr vertauschbar. Iiisst man auf die Transformation 1) mit 
den Paranietern a die Transformation l*) die mit den Paranietern b 
folgen, so kommt die Transformation 4), deren Koeffizienten c , ~  durch 
die Gleichungen 3) bestimmt werden. Llisst man dagegen auf die 
b -  Transformation l*) die a- Transformation 1) folgen, so ergiebt sich, 
wenn : 

5) 

gesetzt wird: 
xo"= q,O1~O -1 col x1, 

4') xl"' c,,,'x,, + cilxl. 

Die Transformation 4') ist der Transformation 4) nur dann gleich, 

ist. Nu11 ergeben sich aus 2) zwei verschiedene Wertsysterne der 
Koeffizienten aik. Denn de das Quadrat der Determiilante der Koeffi- 
zienten: 

o 
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68 Cber die automoiyhc Transformation einer Summe von Quailraten etc. 

AS = (a, a,, - a,, (1, = 1 

ist, so hat man die beiden Fille zu unterscheiden: 

ao0 a,, - a,, alo = - 1. 

Hieraus in Verbindung mit 2) ergiebt sich, dass man entweder 

7 ) a,, = a,,, a,, = - a,, = - 1/1 - uoo2, 
oder 

7 *l a - a a,, = a,, = V i L  a o 2  

zu setzen hat. Schreibt man cos t für a,,, so erhalt man die beiden 
eingliedrigen Gruppen: 

{ 
zO1=x,cost x l s i n t ,  

8) zI1= xosint  + z,cost 
und 

z,' = r, cos t 4- z, sin t, 
8*) 

z,' xo sin t - x, cos t. 

Die Transformationen der Gruppe 8) sind mit einander rert,ausch- 
bar, denn für eine b - Transformation ist: 

slso : 

entsprecheiid den Gleicliungeii 6). Die Transformationen der Gruppe 8*) 
dagegeii sind nicht mit einander vertauschbar, denn in diesem Falle ist 
zwar : 

- 4 O 
1 fi01 

aber nicht: 
a*, - a11 _ boo - h, 

"O 1 4 , l  

weriii iiiclit a,,= b,,, a,, = bol oder die b-Transforination identisch ist 
mit der a-Transformation. Mari kann dies leicht ail deri Gleichuiigeii 8) 
nnd 8*) selbst vcrifizieren. TVenii man nuf die Transformation 8) rilit 
deni Paraineter t eiiie ewcite ebensolche Transformation m i t  deni 
Parameter t '  folgen lasst, also: 

x,,"= xor COS t '  - %,'sin t ', 
ic,"; xO1sint'+ xllcost' 

aiiiiiiunit, so komnit nach Einführung der Werte xd und z,' aus 8): 

x , ~ ~ = x o c o s ( t +  t ' j  -xls in( t  + t ' )  
10) x,"= xosin(t + t ' )  + rc,cos(t + 1' ) .  
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Setzt man also 
11) 

t + t f =  t", 

so wird: x,"= xo cos t"- x, sin t", 

x,"= a, sin tu+ x, cos t". 
Der neue Parameter t l '  iindert sich nicl-it, wenn man t  mit t' ver- 

tauscht. Die Gleichung IO), welche den Paramcter t"  aus den Para- 
rnetern t und t' finden lehrt, stellt ebenfalls eine Gruppe clar, die so- 
genannte Parametergruppe. Reiliufig erwahnt gilt der Satz von der 
Vertauschbarkeit der Trarisforrriatiorien der Crriippe der Rotationeri in 
der Ebenc überhaupt für alle ~ingliedrigen k o n  t i n u i c r l  i c h en  Gruppeii, 
so z R. auch fiir die lbotationrn dcs Kannies um rine f e s t e  Axe. 
Zwci Transformationen der Gruppe 8*) dagegen sind nicht miteinander 
vertauschbar. Denn Iasst man auf die Transformation 8*) eine zweite 
mit dem Paraineter t '  folgen, namlich: 

J,"= x,'sin t'- x,'costf, 
so findet man: 

:r;,,"= x, cos (t - t ' )  + z, sin ( t  - t f )  
12) { x:'= - x, sin(t - t l )  + 3<1 COS (t - tf)  

Da das Vorzeichen von siri(t - t ' )  sich andert, wenn man t mit  
t' vertauucht, oder die Reihenfolge der beiden Transformationeri uni- 
kchrt, so ist ersichtlich, dass zwei Transformationen der Grnppe 8 *) 
nicht niit einander vertaiischt werden konnen. Auch bemerkt man 
sofort, dass die Gruppe 8 ' )  die identische Transforniation nicht be- 
sitzt und jede Transformation zugleich ihre eigene inverse ist. Setzt 
man namlich t'= t, so kotnmt x,'= x,, cl' = - x,. Eine zwei- 
malige Anwendung der Transformation 8  *) mit demselben Parameter 
fiihrt also den Punk t  x in sich selbst zurück. Die Gruppe 8*)  ent- 
halt mithin diskontinuierliche Untergruppen von der Periode 2. He- 
zeichnet man eine bestirriinte Traiisforination der Gruppe 8" mit T, 
so ist 

folglich auch 

also die Transformation zugleich i h r ~  eigene inverse. 
Die geometrische Bedeutung der Fornieln 8 )  und 8 * )  ist unschmer 

zu erkennen. Man beziehe den Piinkt 171 einer Ebeile auf zwei recht- 
winklige Koordinatensysteme xOOz ,  und zOr O x,' (siehe Fig. l), welche 
denselben Koordinatenanfang O besitzen. Das erste sei un1 den Ko- 
ordinatenarifang drehbar , das zweite dagegen fest. Die Koordinaten 
des Punktes 31 m6gen in  dern ersten System rnit x, und s,, in1 
zwriten mit s,' und z,' bezeichriet werden. 1111 Augenblick des Zu- 
sammenfallens beider Systenie - in der Arifaiigslage - ist a-,' = :r,, 

= z, es findet die ,,identische Trarisformation" statt. I lreht  
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man aber das erste System durch den Winkel t in der der Bewegung 
des Uhrzeigers entgegengesetzten Itichtung, so ist im Falle 8) (siehe 
Fig. 1): x i =  O P f =  O &  - P R  = xocost - xl sint,  

xlf = XP'= PQ -1- M R  = xo sin t + x, cos t. 

Für  t = O erhiilt man die identische Transformation: 

xof = x,, xl' = XI. 

Setzt man - t für t, so erliiilt man die inverse Transformation: 

xor= xo cos t + xl sin t ,  
= - x, sin t + x, cos t. 

Im zweitcn F a l k  (siehe Fig. 1) k t :  

xOf=  O P r = =  O Q  + P R  = x,cost + q s i n t ,  

x l f= MPf= P& - M I l  = xo sin t - xl cost. 

Fiir t = O kommt xir-  xo, 
Z " = - x  

1 ' 

Die Gruppe 8') besitzt also nicht die identische Transformation, 
sondern die s y r n m e t r i s  che. Setzt nian jetzt - t für t, so erhiilt man 

xoff= xo cos t - x, sin t, 

xlf = - x, sint - xl cos t, 

also nicht dio inverse Transformation. Diese ist vielmehr, wie wir 
schon oben bemerkt haben, mit der urspriinglichen identisch. Jliisst 
man n Transformationen der Gruppe 8) mit den Parametern t,, t, . . . t,, 
aufeinander folgen , so ergiebt sich: 

13) [ X ~ ( ~ ) = ~ ~ C O B ( ~ ~ , ~ ~  +...+ tn)+xls in( t , , t ,+. . .$ t , ) ,  
x,(") = x,sin (t, + t, + . . + t,) + x1 cos (t, + t, + . . . + t,) 

und wenn alle t einander gleich sind: 

x , ( ~ )  = xo cos n t  - xl sin nt, 
x,(") = x,sinnt + xl cosnt. 

Rei der Gruppe 8*) dagegen hat man zwischen den Transforma- 
tionen gerader und ungerader Ordnung zu unterscheiden. Man findet: 

= 2, cos t, + x, sin t,, 
- - 

x , ( ~ ) =  r,, COS (tg - te - ti) + x, sin (t, - t, - tl) etc., 

x1(l) = x, sin t, - 2, cos t,, 
1 )  { = ro sin (6 - tP=t,) - x1 COS (t, - t,-t,). 

Diese Transforniationen sind nach dern Typus 8*) zusamnien- 
- 

gesetzt, wenn man t,, t, - t, etc. als Parameter ansieht, wogegcn die 
Transformationen gerader Ordnung: 
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x , (2)=x0~os t2-  tl- xlsint,-t,, 
- -- -- -- 

xO(" = xo COS (t4 - t3 $ t2 - tl) + xl sin (t4 - t3 + te - tl) etc., 

- - 
sohald man t, - t,, t4- t, als aufeinander folgende Paranieter an- 
nimmt, nach dem Typus 8) gebildet erscheinen. 

Setzt man jetzt alle t einander gleich, so erhalten alle Trans- 
formationen ungerader Ordnung die Form: 

2,' = xo cos t + xl sin t ,  
xlf = xo sin t - x, cos t. 

Die gerader Ordnung dagegen: 
q,'= xo, 
x 1 '= x 1' 

Wir konnen also sagen: Die Transforinationen 8) bedeuten eine 
Drehung der Ebene um den lioordinatenanfang durch den Winkel t, 

Fig. 1. 

die Transformationen a*) aber eine Umklappung der Ebene mit nach- 
folgender Drehung derselben urn den Winkel t. Die erstgenannten 
Transformationen bilden eine einzige kontinuierliche Gruppe, die letzt- 
genannten sind dagegen zusammcngcsetzt aus einer diskontiniiierlichen 
Gruppe von der Periode 2 und zwei kontinuierlichen Gruppen, von 
denen die eine nach dem Typns 8), die andere nach dem Typns 8') 
gebildet ist. 

Beide Transformationsgruppen sowohl 8) als 8*) lassen den Koordi- 
natenanfang x, = 0, z, - O unveriindert; ebenso auch die Entfernung 
zmeier Punkte x,,, xl und yu, y,. Denn wendet man auf beide zugleich die 
Transformation l), 2) an, so kommt: 
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Da zwei Figuren kongriicnt oder symrnetrisch sind, wcnn die 
gerade Verbindungslinie je zweier Punkte der einen Figur dieselbe Lange 
hat ,  wie die Verbindungslinie der entsprechenden Punkte in der anderen 
Figur,  so transformiereii die Gleichungen l), 2), also auch 8), 8*) jede 
Figur in eine kongruente bez. symmetrische. 

Eine gerade Linie 

16) Lxo+ mx,  = 1 

geht durch die Transformationen 8) und 8,) in eine andere Gerade 
1 ' zo + Wh'  XI = 1 

über, wobei im Falle 8): 

{ 
1'- Zcost + msint ,  

l 7 )  nzl= Zsint + mcost ;  

im Falle 8 *): j l ' = l c o s t + r n s i n t ,  

m'= 1 sin t - nt cos t 

x -  ", - 0,  
so ist auch: 

x,' + i xll= O , 

ist. F ü r  1 = m - O ist  in beiden Piillen auch 1'- rnl= O, d. h. die 
unendlich entfernte Gerade bleibt bei beiden Transformationen erhalten. 
Auch das Paar  der imaginiiren Kreispunkte bleibt bei 8) unverandert. 

Denn es ist: 
(x;+ i zl1) - (xO COS t - x1 sin t) + i(xo sin t + x, cos t )  

x"' - ix,'= o. 

18) ' 

Dagegen werden durch die Transformation 8 *) .die unendlich ent- 
fernten imagiiiaren Kreispunkte mit  einander vertauscht. Denn 

-= (2, + ix,)(cos t -1- i sint), 

(x i - -  i q ' )  - (xocos t - i q ~ i n t )  - i(x,,sint + q o o s t )  

\ = (2, - i a,) (cos t - i sin t). 
Wenn also : 

x,+ i x , =  0 ,  

E s  gehen also durch die Transformation 8*) die Kreispunkte: 

es , (xO1+ ix,') = (q cos t + Z, sin t )  + i(xl sin t - x,, COS t) 

x, - ix ,  = O, 
beziehentlich über in I ' 

a, - O I C ~ ' = -  O, 

x,'+ ixll== O 

19) ' 

= (x, - iz ,)(cost  + is int) ,  
(z:- ix,') = (jc,cost + q s i n t )  - i (z,sint  - x,cost) 

, = (2, + i x,) (cos t - i sin 2). 
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Wenn das bewegliche Koorclinatensystem nur um einen unendlich 
kleinen Winkel aus der Anfangslage gedreht wirdJ so erhalten wir 
pine sogena~irite ,,i~ifiiiitesirriale Tranüformatiori['. W i r  leiten dieselbe 
aus den Gleichungen 1) und 2) ab. W i r  variieren 1) in der Weise, 
dass die Grossen x, und x, iingciindert bleiben und nur die Konfitanten 
a,k einen unencllich kleinen Zuwachs erlialten. Dies giebt: 

Die Variationen der Konstanten sind aber nicht unabhangig von 
einander, sonderri an das Bestehen der Gleichungen 2) geknüpft. 

Diese geben, wenn sie ebenfalls variiert merden: 

I m  Moment des Zusammenfallens beider Systeme ist: 

8 x ~ = S x , , ,  6 x l i = S x , ,  ao,=all=lJ  a,,=a,,=O. 
Daher ist: 

Sa,- 0, an1,= 0, 6'n,,+ 6a,,- 0; 

folglicli, wenn man da,, = d t  setzt: 

MTir konnen selbstveistiindlich diese infinitesimalen 'i'ransforma- 
tionen auch aus den endlichen Glcichungcn 8) und 8') ableiten, wenn 
wir sie nach t differentiieren, und sodann t = O  setzen. Aus 8) er- 
giebt sich durch Differentiation nach t :  

d x : c  - (%,sint + z ,cos t )St  = - x l r 6 t ,  

aus 8*) ebenfalls: 

Da für  t = O ,  .q,'==z,, x l l = x , ,  a$,'= Sx,, 8.rL1= S.c, wird, so 
erhiilt man sus  22) sowohl als aus 22') sofort die Gle ichung~n der 
infinitesimalen Transformation 21), wenn t = O gesetzt wird. Man 
erkennt aber auch zuglrich - was bei weitem wichtiger k t  -, rrie 
inan umgekehrt aus der infinitesimalen Transformation 22) die end- 
lichen Transformationen von 8 )  und a*) erhalten kann. Vertauscht man 
iiiimlich das Variationszeichen B mit dem Differentialzeichen d ,  so kann 
22) auch schreiben: 
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74 Cber die aiitomorphe Transforniation einer Surnme von Qiiadraten etc 

und 22) oder 22"): 
I 

welche als die I)iEerentialgleiçhungen der endlichen Trant;formation 
anzusehen siiid, nus denen sich durch Tntegration die endlichcn Trans- 
formationen selbst ergeben. Man hat also, um von d m  infinitesimalen 
Transformation zur endlichen Transformation überzugehen, in der in- 
finitesimalen Transformation statt der Variationszeicben die Diflereutial- 
zeichen, statt der Koordinaten x, und xl . . . . x,' und x,' einzuführen 
und das erhaltene simultane System so zu integrieren, dass für t = O 
wieder xi = xo und xl' = x, werde. 

Zur Ausführung dieser Integration bieten sich drei verschiedene 
Wege dar. 

1. Zuerst namlich kann man die Veranderlichen x,' und xi', da sie 
Funktionen von t sind, in Reihen entwickeln, die nach steigenden 
Potenzen von t geordnet sind. Nach dem Maclaur inschen Satze ist z.B : 

24) 
Für t = O aber ist: 

Auf gleiche Weise findet man: 

also : 

d'üg ' etc., 

= xo sin t + xl cos t. 

Mit Hilfe einer symbolischcn Bczcichnung, die Hcrr L i e  eiil- 
gefiihrt hat, lassen sich ails den infinitesimalen Transformationen 22) 
die Koeffizienten il1 der Reihenentwickelung der endlichen Transforma- 
tion 24) übersichtlich, mie folgt, darstellen. Da für eine beliebige 
Funktion von xo, x,, t die Gleichung gilt: 
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so erhalt man nach Einführung der Werte 

welcher Ausdruck mit 
Symbol der allgemeinen 
die besonderen 

dadurch ergeben, dass 

d x 
von - und --' aus 23): 

d t d t 

TP(~) bezeichnet werden soll. Dieses ist das 
infinitesimalen Traiisformationen, aus denen sich 

man stntt f der lieille nach zo uiid x, setzt. 
Jlan erkennt leicht, dass dam:  

u. S .  f. k t .  Man kann also statt der Reihe 24) auch schreihen: 

Auf dieselbe Weise wird-auch die Reihe für x,' gebildet. 

II. Bei der zweiten Methode der Integration stellt man die 
Differentialgleichungen 23) in der Form: 

auf und sucht zuniichst aus 
dxU1 dx,' -. 

ein von t freies Integral. Ein solches ist: 

27) Z ; ~ X  + x , ' ~ =  2, 
worin c eine Konstante bedeutet. Hieraus bestimmt man etwa: 

28) arc sin$,'+ t = cf, 

wobei c' eine zweite Konstante darstelit. Hieraus folgt: 
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cçol= c sin (cl- t )  
29) ( u n d  aegen 27): 

xl'= c cos(cl- t). 

Da für t = O x,' in z,, zll in x, iibergeht, so h:it niari: 

x, = c sin cf, 
30) 2, = c COB cl, 

folglich aus 29) und 30): 
x,' = 2, cos t - x, sin t ,  
cçll - s, sin t + x, cos t .  

III. Da die Gleichiingen 23) ein sogenaniites d 'Al  am b e r  tsches 
System bilden, so ergiebt sich die dritte Integrationsrnethode wie 
folgt. Man setze zuniichet: 

31) A 0 0  $ ' + A  I I  Z 1 = u l  

worin A,, A,, g noch nalier zu bestimrnende Konstarlte bedeuten. Inte- 
griert man die l e t h  Gleichung mit der Redingung, dass für t = O 

(1~70 = a,Ox0 + Â~ 
wird, so kommt 

3 3) I I  '= (A,x, + A, x,) e?'. 
Nun ist: t i  u' LEX. ' dzlf  

- = A  O + A -  
c 2 t  0 d t  ' d t  

1 = - Aoxil+ Aixo' = Q (AoxO + Al  xI1), 
also: xol(nl - g ~ o )  - x;~(A, + QI,) - o. 

Da x,' und x,' unabhangig von einander s i~id,  so zerfallt diese 
Gleichung in die heiden anderen: 

- A o ~ + n , = o ,  

Io+ g 4  - O,  
welche nur nebeu einander bestehen ktinnen, wenn die Determinante 

= - ($ + 1) = O 

ist. Darnacli ist also: 

34) A o : A l = l : ~ - -  g : l .  

detzt man niin in die Gleichung 33), die man auch schreiben kaiin: 

A o ~ , , ' +  A1zIr= (AOzo + A1xl)e?* 
für x,' und 2,' die Werte: 

xol - %o:t.o + ",t x, , 
xi1= q,5,  + a,,lçl, 

so ergiebt sich, da die Koeffizienten von x, und x, verschwinden müsseii: 
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&,a,, + Alal, = w': 
I,,a,, + I,a,, = Alept, 

oder wenn man eiiien der Werte  von A,: A, aus 34) einführt: 

 OU,^ - a,, = ~ e ? :  

g a,, - a,, - - e? '. 
Da, iiun Q zae i  Werte - rienrieri wir sie zunachst pl und Q, - liat, 

so findet inan zur Bestiinmung von a,,, uiid a,, die beiden Gleichuugeri: 

35) 
el a,, - al0 - QI coi *, 
pz soi - a., , = g, e ? s t ,  

und zur Bestimmung von aol und a,,: 

e,a,, - u,, = - e?li, 
36) p2 a,, - a,, = - e ? g f .  

Aus diesen Gleichungen erhalten w-ir die Koeffizienten wie folgt: 

Setzt man schliesslich für pl und g, ihre Werte  + 1/- 1 und - v-1 
eiii, so koinmt: a,,, - u,, cos t, 

a,, = - a,, = - sint .  

Uin die endlichen Transformationen 8') aus dem Gleicliungssysteme: 

da,' -- - - a t %', 
dx, ' 
----- = zol 

d t  

abzuleiten, hat nian diese mit der Redinguilg 
t := O x ' = r x ' = - xl werde. O O ,  1 

zu integrieren, dnss fiir 

1. Nach der ersten Methode stellt man das Integral in der Form 
eiiier nach steigeiiden Potenzen von t g e o d i e t e n  Reihe nuf [S. 19)]: 

Man erkennt leicht, dass, wenii iiiari das Syriibol: 

beiiütet, diese Reille auch geschrieben werden kanu: 
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S u n  ist: tpx"' = - x,' . . (tpxof)o = xi r 

Cp2x"' = - cpx; = - x,,'. . . ( C p P ~ ; ) o  == - x,, 
g,=Z'= - . . . ( ' P ~ X , , ' ) ~ = - ~ ~ >  

V ~ Z ;  = x - x . . . (<P~z,~) ,  - 2, 

u.  S. f. 
Ebenso: 

cpxll = x,,' - . . ( P l 1 ) ,  = xo, 
Cp2xor = cp x',' - - xi1. . . ( ( ~ ~ 1 1 ; ~ ' ) ~  = X I ,  

q,9x;= - y z 1 -  - - xof. . . ( 'Psxlf)a = - xo, 

= - rpx; = zil . . . (y4xi1)0 = - X I  

u. S. f. 

Durch Einfiihrung dieser Werte  erhült man o h e  weiteres die 
endlichen Transforniationen von 8). 

III*. Bei Anwendung der zweiten Methode erhalten wir zunachst 
wieder die Gleichungen 29): 

x,' = c sin (cl- t )  = c eiti.cf cos t - c cos c'sin t ,  

xl' = c COS ( C I -  t )  = c COS C' COS t + c sin cf sin t 
für t = O, wobci xi= z,, xll= - x, wird,  also: 

xu = c sin c', 

XI = - C COS C I  

und 
x,'= x, cos t + x, sin t ,  
x,'= xo sin t - 2, cos t. 

IV*. Bei der diitteil Methode hat  man stat t  Gleichung 33): 
u' = (rl,z, - Alx,)ee 

an Stelle der Gleichungen 3G) zu setzen: 

gin,, - a,, = e@lf,  
36*) 

g,a,, - al, = eelt, 

wihrerid 'die Gleicliurigen 33): 
g,a, - a,, - p,et'lt, 

35) 
g 2  a,, - a,, = q, c11 

unverandert bleiben. 
Aus beiden ergiebt sich: 

e!b - eC%* . 
a,, = a,, = = sin t. 

QI - Qa 

Die automorphen Transformationen zweier Quadarte lassen sich, 
wie aus den Gleichungen 18) und 19) ersichtlich ist, zusainmenfassen 
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in Gleichungen zwischen gewohnlichen koniplexen Grosseri, namlich 8) 
in die Gleicliuug: 

(xor + ix,') - (x, + i3;,)(cos t + i sin t ) ,  
8') in 

(xor + ixZr) = (x, - iz,)(cos t + i sin t). 

Bezeichnet man allgemein die kornplexe Grosse y, + iy ,  mit  y, 
setzt cos t = a,,, s in t  = a,, so kann man die erste Gleichung auch ab- 
gekürzt schreiben: x = x a ,  

und wenn man y, - iy, = y setet, die zweite Gleichung: 

x' = Za. 
Die Gleichung 

x r = z a  

mit der wir allein uns beschaftigen wollen, l a ~ s t  nun sofort erkennen, 
1. dass die Transformatiouen 8) eine eingliedrige Grüppe bilden, da 

a02 + a," 1 1st; 
2. dass die Transformationen der Gruppe mi t  einander vertausch- 

bar sind. 
Denn lasst man auf die Transformation ,xl= x a  eine zweite xr'= x'b 

folgen, so ergiebt sich 2" = (za)h = $(ab), oder da a b  wieder eine 
gewtjhnliche komplexe Zahl ist, die mi t  c bezeich~iet werde~i niag, 
zl- xc. Die Gleichung c = a b  heisst die Parametergleichung der Gruppc. 
Sie lehrt die Parameter c,, cl und a,,, a, und ho, b, finden und stellt 
wiederum eine Gruppe dar wie x l =  xa. Man kann also sagen, die 
Gruppe x '= x a  ist ihre eigene Parametergruppe. Die Transformationeii 
der Gruppe sind ferner miteinander vertauschbar. Denn liisst man auf 
a '=  x, folgen x"= s ' a ,  so kommt xl'= x b a ,  welches von x"= x a b  nicht 
verschiederi ist, da ba = ab.  Die Vertauschbarkeit der Transformationen 
fallt also genau zusarnnien mit  der Vertauschbarkeit der Faktoren iu  
dem Produkt zweier gewohnlicher komplexer Zahlcn. Die Transformation 
x l =  abx ,  wobei die Faktoren in beliebigcr Folgr? geschi.ichcn werden 
khiuen, stellt also ebenfalls eirie automorphe Transformation zweier 
Quatlrate dar, bci donen aber die Parameter i n  bilinearer Verbindung 
auftrcten. Denn die Entwickeliing giebt: 

(Fortsetruug frilgt ) 
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Hilfstafel zur Auflosung quadratischer Gleichungen 

mit reellen ~ u r z . e l n .  

Von 

R. MEHMICE 
in Stuttgart 

Die algebraische Auflosung einer numerischen Gleichung zweiten 
Grades nach der bekannten elenientaren Formel empfiehlt sich nicht, 
ausser wenn die Koeffizienten ganz einfache Zahlen sind und zugleich 
eine Quadrattafel beniitzt wird. Sind, wie es hiiufig der Fa11 ist, die 
Logaritlimen der Koeffizienten gegeben und von den MTurzeln der 
Gleicliurig ebenfalls die Logarithriien verlaiigt, so wiire bei Anwendurig 
jener F'orrncl cin vicinialiges Aiifkchl:i,gcn dcr Logarithment:tfel nijtig. 
Zweinialiges Aufschlagrn geiiiigt hei Mol1 w ei  d e s  bekannter Aiifi6sung 
mit  Hilfe gonionietrischer Funktionen. Uin mit einrualigem Auf- 
schlagen auszukomnien, hat  G a u s s  eine besondere Hilfstafel berecliiien 
lassen, die man in V e g a  - I I i i l s ses  Saminliing niathematischer Tafeln 
in der Ausgahe von 1540, Tafel XII,  S. 636-678 findet. Sie bestelit 
in drei mit B, E, E' überschriebenen Zusatzkolonnen zu der, ebenfalls 
aus drei Kolonneri iiiit den ~bersc l i r i f te i i  A,  B, C zusarrinierigesetzteii 
Gaussischen Taf'el der L e o n e l l i  schen odcr sogenaniiten Additions- 
log,zrithiiien. Diese Gaiissische Tafel ist riieincs Wissens nicht wieder 
abgedruckt wordeii. Ich glauhe nicht ,  dass man daraus schliessen 
darf, sie li;itte keinern wirklichcn Bediirfnis eritsprochen, denn qua- 
dratische Gleichungen lioninicii in der aiigewandten Matheiiiatik hiiufig 
genug vor. Es leidet aber jene Tafel an einigen N;ingeln. Infolge 
der Verquickung mit den Additionslogarithnien und weil mehr Fiille 
unterschiedeii werden als riotig ist, hltt sie zu viele Koloiirieri; auch 
sind die K,echeiivorsc~lirifteii für die einzelneii Fl'iille eixiander sehr un- 
iihnlich und das Aufschlagen ist iinhcqueni. Ich habc vor eincr R d i e  
von Jaliren eine I-Tilfstafel zur Auflosuiig quaciratischer Gleichungen 
mit  reellen Wurzeln konstruiert, die mir vor der Gauss ischen folgende 
Vorzüge zu haben scheint: 

1. Maii hat ,  wenn man sie beniitzt, bloss zwei Fi l le  zu uiiter- 
scheiden, stat t ,  wie bei G a u s s ,  deren drei. 
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2. Die Formeln und das Rechenschcma sirid in beiden Fiillen 
dieselben. 

3. Der Gebrauch der Tafel ist  bequem, weil man direkt in sie 
eingeht. 

Die Tafel besteht aus zwei, den genannten beiden Fiillen ent- 
spechenden Teilen von derselben Einrichtung a i e  die Logarithmen- 
titfeln. Auch nach dem, letztes Jah r  erfolgten Erscheinen der ,,Tafeln 
zur Berechnung der reellen Wurzeln samtlicher trinomischer Gleich- 
ungen" von G u n  d e l f i n g e r ,  oiner niodifizierten Krweiterung der er- 
wiihnten (faussischen Tafel, ist, wie ich glaube, die VerCffent,lichung 
nleiner Tafel nicht überflüssig. Ich gebe dieselbe hier mit drei Stellen, 
um zuniichst ihre Einrichtung zu zeigen 'und weil diese geringe Zahl 
von Stellen bei manchen Anwendungen schon ausreicht. Auch wenn 
man vier oder fünf Stellen ansetzte, wiire die Tafel noch auf einem 
verhdtnismiissig kleinen Raum unterzubringen. 

Die U~iterschiede ewischen dieser Tafel und der Gaussjschen wie 
auch den genanntcn und den iilteren Tafeln zur Auflosung trinomischer 
Gleichungen ( L a m b e r t ,  B a r l o w ,  Ki i l ik ,  G u l d b e r g )  beabsichtige 
ich spater zu besprechen und bei dieser Gelegenheit neue Entwürfe, 
auch von Tafelu zur Auflosung quaternomischer Gleichungen, vorzulegen. 

Ableitung der Formeln. 

Die aufiulosende Gleichung habe die Gestalt: 

1) uz2 + bx - c = O, oder aber a 2  + Irx 4- c = 0, 

wo a ,  b und c positiv sein sollen. E s  werden also die beiden Fi l le  
,,Absolutglied negativ" und ,,Absolutglied positiv" unterschieden. Setzt 

so geht die Gleichung durch Multiplikation mit  y': c über in 

3) 
n e  a c 

y2-- y - - 0 ,  bezw. y - y" = O. 
bS b P  

Wir wollen 
4) log y = v 

als Funktion von 
5 )  u - log (y2 y) bezw. 21 = log (y - y') 

hetrachten. Dass dies moglich k t ,  wird unten noch gezeigt werden. 
Diese beiden Funktionen sind in den beiden Teilen der Hilfstafel dar- 
gestellt. Zufolge Gleichung 3) muss 

6) 
n c 

'u - l o g T  O 

gcnommen werden, damit der zugehorige, aus dem ersten bezw. zweiten 
Teile der Tafel zu bestimmende Wer t  von v = logy,  in 2) eingesetzt, 

Zeitschrift f. Yathematik u Physik. 43. Jahrg 1898. 2.Hsft. 6 
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einc Wurzel der gegebenen Gleichung liefert. Bezcichnct man diese 
Wurzel mit xl ,  so ergiebt sich 

7) log (f xl) - log - v bezw. log (+ x,) = log - v. 
O 

Die aridere Wurzel, x2, erhelt mari mit Hilfe der Bcziehung 

Es wird iibrigcns, wenn man aur Abkürzung: 

9) 
setzt, 

10) 
Die 

Rechenvorschriften 

lassen sich nun zusammenfassen wie folgt. 
Berechne l o g d = l o g c  - logb, 

und 
loge = logb - loga,  

u = logd  - loge, 

s~iche zu diesem Werte von .u den Wert von v im ersten oder zweiten 
Teile der Hilfstafel, je nachdem das Absolutglied der gegebenen 
Gleichung negativ oder positiv ist, d a m  wird 

log (f x,) = log d - v, bezw. log (f x,) - log d - V ,  

log (f x2) = v + loge. 

E s  gilt bei x, und x2 das { ~ ~ ~ ~ ~ , )  Zeichen, je nachdem in der ge- 
gebenen Gleichung beim zweiten Gliede das + oder - Zeichen vor- 
handen ist. 

Bei der Ausrechnung mag man sich der folgenden *4nordnung 
bedienen. Zur Verdeutlichung des Ganges der Rechnung sind die 
Reihen, nach der Ordnung ihres Auftretens, durüh rornische Ziffern 
bezeichnet und die mit ihnen vorzunehmcndcn Operationen rechterhand 
angegeben worden. log c 1 

log b II 
log c 
- - 

III 

log d I V E 1  -II 
v VI 1 

log fi V = II - III 

log (+ x,) bezw. log (F x,) VIII = I V  - VI1 

1% (+ x2) I X  = VI1 +V. 
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Hilfstafel zur Aufliisung quadratiecher Gleichungen mit rceiien Wurzelu. 
1. Absolutgliud negativ (v wachst mit u). 

u 1 v 0  1 2  3 4 5 6 7 8 9 

7.  1 0 .000 001 001  O01 001 OD1 002 002 003 003 

- 

Beispiele. 
1. Fall, Absolutglied negativ. 

100.%l.xL 100.69i.5 - 100.555= () 

loge  0.555 
logb  0.691 
l o g a  0.219 

8 .  
9. 
O. 
1. 
2. 

2. Absolutglied positiv (v nimmt ab, wenn u wachst). 

. I n 0  1 2  3 4 5 6 7 8 9 / D  

log d 0.864 - 10 
v 0.081 

l o g e  0.472 --- - - - - 

- u 9,392 -10 
- 

log(-x,)9.783 - 10 
log x2 0.553. 

2. Fall, Absolutglied positiv. 
l O l . 2 0 3 .  22 - 1 0 1 . 5 3 6 .  z + 100.923 = 0. 

logc 0.929 
log b 1.536 
log a 1.203 

004 005 007 008 O11 013 016 020 025 031 
038 047 057 068 082 098 116 136 158 182 
209 238 268 301 335 371 408 446 486 527 
568 611 654 699 743 789 884 881  927 974 

1 .022 069 117 165 214 262 311 360 409 468 

logd  9.393 - 10 
v 9.938 - 10 

loge 0.333 

3 .  , 507 556 606 655 704 764 803 853 903 952 
4 .  2 , 0 0 2  052 102 152 201 201 301 301 401 451 

1 
12 

2 
4 
6 

9. 999 999 999 999 999 998 998 997 997 
7 .  8. 1 996 994 993 991 989 986 982 976 970 960 
9 .0  
9 . 1  
9 - 2  
9.3 
9.39 

948 947 945 943 942 940 938 937 935 933 
931 928 926 924 921 919 916 914 911 908 
904 901 898 894 890 886 881 877 871 866 
860 854 847 839 830 821 809 796 779 764 
754 750 747 743 738 733 727 719 699 
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Zur weiteren Erliuterung der Tafel 
diene folgendes. Wic die logarithmische Darstcllung* dcr Fiinktion 
s = y2- y in F'ig. 1 erkennen lasst, ist w = log y eine einwertige Funktion 
von u - log b2- y), die mit abnehmendem u der Null, mit wachsendem 

1 
u dem Werte 5 ~ 4  sich unbegrenzt niihert, entsprechend dem Umstand, 

dass die zugehorige Kurve die negative u-Axe und die (gestrichelt ge- 
l 

zeichnete) Gerade zur Gleichung v zu Asymptoten hat. Der erste 
- 

Teil der Tafel liefert zu jedcm Wert  von u zwischen 7.000- 10 und 
5.000 den zugehorigen Wert  der in Rede stehenden Funktion v 
mit drei Dezimalen. Pür  u > - 7 000 - 10 ist bis auf drei Dezimalen 

richtig v = 0 - 000, f i r  u > 5.000 ebenfalls bis auf drei Dezimalen 
1 

richtig v =- 5 U. 
Das logarithmische Rild der Funktion s = y - y2 in Fig. 2 zeigt, 

dass v - log y eine zweiwertige Funktion von u = log(y - y" jst ? voraus- 
gesetzt, dass u unter dem grossten Wcrte von log (y - y", nlimlich 

liegt. Mit Rücksicht auf d i e  Genauigkeit und bequeme Interpolation 
ist im zweiten Teile der Tafel derjenige Funktionszweig dargestellt 
worden, der die kleineren Tafeldifferenzen giebt. E r  entspricht dern 
Teil der Kurve rechts von ihrem hochsten Punkt, der in der That von 
den Parallelen zur v-Axe unter güiistigeren Winkelri geschnitten wird, 
als der Teil links vom hochsten Punkt. Allerdings hat diese Walil 
den Nachteil, dass man eiae mit wachsendem Argument abnehniende 
Funktion erhiilt. Es hatte ebenso gut der andere Funktionszweig 
tabuliert merden konnen, bei dem u mit u wgchst, aber es waren dann 
die Tafeldifferenzen bctrachtlich gr6sser geworden. 

Ergiebt sich u > 9.3979400 - 10, d. h. bei dreistelliger Rechnung 
u> 9.398 - 10, so sind die Wurzeln der vorgelegten Gleichung imaginsr. 

* i b e r  die logarithniischen Bilder von Fiinktionen einer Ver:' anderlichen und 
ihre Konstruktion vergl. meine Abhandlung ,,Keue Methode, beliebige numerische 
Gleichungen mit eiuer Cribekanuteu graphisch aufzulvseuLL, Civilingenieur Ud. 33, 
S. 617, 1889. 
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Harmoniscbe Analyse mittelst des Polarplanimeters, 

S. F1v7 L 5TERWALDEK. 
in Munchon. 

- -  

Wer haufig in die Lage kommt, graphisch gegebene Funktionen 
harmonisch zu analysieren, oder mit anderen Worten, in eine F o u r i e r -  
sche Reihe zu entwickeln, wird sich wohl eines der zu diesem Zwecke 
konstruierten Integrierapparate (harmonisçhe Analysatoren) bedieiieii, 
wie solche heutzutage in sehr vollkorrimener Forrn von Corad i  nach 
den Gruridsitzen vori S h a r p  und H e n r i c i *  hergestellt werden. Für 
den aber, der nur gelegentlich solche Entwickelungen vorzunehmen 
hat, verlohnt sich die Anschaffung eines solchen komplizierten In- 
strumentes nicht, und fiir ihn mag es von WTert sein zu wissen, dass 
nian auch mittelst eincs gewohnlichen Polarplanimeters eine mechani- 
sche Bestimmung der Koeffizienten der F O u r i  e rschen Reihe vornehmen 
kann, wenn schon dieselbe die Zeichnung von eben so viel Kurven 
voraussetzt, als Koeffizienten zu bestimmen sind. Letzterer Umstand 
dürfte von der Verfolgung des an sich so naheliegenden Gedankens, 
das in allen Hiinden befindliche Integrierinstrument auch für diesen 
Zmeck auszunützen, abgeschreckt haben.** Dabei abersah man aber, 
wie einfach jene Kurven zu zeichnen sind, und dass bei gehoriger An- 
ord~iung das Zeichnen derselben liaum mehr Mühe erfordert wie das 
Umfahren mit dem Planimeter. Da zudem der Grad der bei der 
graphischen Intcgration erreichbaren Gensuigkeit ein sehr hoher ist, 
und wohl für die praktischen Rediirfnisse ausreichen wird, so einpfiehlt 
sich das Verfahren für alle jene, welche graphische Proxessc den rech- 
nerischen vorzuziehen pflegen, also vor allem für die Techniker. Frei- 
lich werden Solche, bei denen das Umgekehrte der Fa11 ist (Astrononien, 
Geocliiten und Meteorologen), viel lieber zu einer rechnerisclien Aus- 
wertung der bestimmten Integrale schreiten, welche für viele Fiille 

Vergl. hierzu: W. D y c k  , Katülog mathematischer und mathematisch -phy- 
sikalischer ,,Apparate, Miinchen 1892, narnentlich den darin (S. 125) enthaltenen 
Aufsstü: L%er Instrumente zur Harmonischen Analyse von O. He  n r i c i .  Die 
nunmehr von C o r a d i  adoptierte Form des Analysators ist darin noch nicht 
erwiihnt. Dieselbe ist  ein Meisterstück in Anordnung und Ausfiihrunq. 

** Vergl. dagegcn die Anrnerlrurig aiil Schlusse. 
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der Praxis durch tabellarische Behelfe recht handlich gestaltet werden 
kann. 

Es sei die zu anal~sierende Kurve y = f ( x )  in dem Intervalle 
von x = 0 bis x = a zeichnerisch gegeben. Unter bestimmten, aller- 
dings sehr weiten Voraussetzungen, von welchen hier nur die Ein- 
deutigkeit, Endlichkeit und abteiluiigsweise Stetigkeit der Funktion 
f(x) und ihrer ersten Ableitung genarint werdcri miigen, liisst sich für 
f ( z )  die irri gegebenen Bereich konvergente Keihc ansetzen: 

I 
2 x n  2 x x  2rcn y = ~ , + ~ , ~ o s ~ + ~ p ~ ~ ~ 2 - + ~ 3 c o s 3 ~ + ~ ~ ~ + ~ n c o s n T +  a 

Hicrbei ist: a 

A0 = iJy d q  
O 

O 

J e  zwei unter einander stehciide Glicdcr der Reille koiinen in 
eines vereiuigt werden; so ist: 

2 z n  2 x z  A,cosn-- +B,sinn-- =Ancos 
a 

wobei: - -- 
An = 1/A2 + U n 2  

und: An . Bn 
COS CI, = sin a, = -. B n  tgai, =- 

An ' A n  ' An 

ist. Nach diesen Vorbemerkungen über ganz bekannte Dinge sol1 zur 
graphischen Ermittelung der Koeffizienten übergegangen werden. Das 

konstante Glied A, stellt den Mittelwert der Funktion f ( x )  im Intervall 
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O < x < a dar und lisst  sich in der Weise bestirnmeil, dass mari die 
Friche OABC mit dem Planimeter ausmisst und durch die Lange des 
Int~rvalles a dividiert. 

Um die Koeffizienten A, und BI zu erhalten, denke ich mir die 
Zeichenebene samt der darauf befindlichen Xurve y - f (x) auf einen 
Kreiscylinder vom Umfang a so aufgewicknet, dass die X-Axe auf 
die Basis des Cylinders zu licgen kommt. Wenn die beiden Ordinaten 
am Beginn und am Schluss des Intervalles übereinstimmen, bildet die 
Kurve auf dem Cylinder einen geschlossenen Linienzug. Ware dies 
niçht der Fall, su niüsste man zur Sçhliesuung des Zuges ein Stiick 
Mantellinie hinzunehmen. E s  würdc dann der Linienzug an der 
Schliessungsstelle eine iihnliche Stetigkeituunterbrechung aufwcisen, wie 
solche in endlicher Anzahl auch in den übrigen Teilen der Kurve vor- 
kommen konnten. Ich 
einander rechtwinklige 
Ebenen E,E, durch die 
Axe des Cylinders. Die 
eine Ebene El geht 
durçh diejenige Mantel- 
linie des Cylinders, auf 
welche die Anfangs- 
bezw. Endordinate auf- 
getragen wurde. Die 
andere E, steht senk- 
recht zur eben defi- 
nierten Ebene. Die bei- 
den Projektionen bilden 
wieder geschlossene 
Linienziige, und der 
von ihnen umgrenzte 
Fliicheninhalt gieht 
nach Division mit dem 

projiziere nun diesen Linienzug auf zwei zu 

Fig. 8. 

halben Cylinderumfang 
die gesuchten Koeffizienten. Um dies zu beweisen, beachten wir, dass 
die Projektionen dxl bezw. dx, des Elementcs dx dm auf dem Cylinder- 
umfang aufgewickelten X- Axe auf die Ebene El: 

2 x n 
dxl = dx. sin-, 

a 
2 x x  

auf die Ebene E2: d x 2 =  dx.cos-- 

projiziert werden. Das von der Projektion der Kurre unischlossene Bliiclien- 

Anmerkung .  In der Figur sind die positiv gezahlten Flacheu von links 
nach rechts, die negativ geziililten von rechts uach links schraffiert; die Pfeil- 
spitzen an den Kurven gebeu den Uriifahrungs8inn fiir das Planimeter unter der 
Voraussetüung a n ,  dass der Sinn entgegengesetzt dern Uhrzeiger positive Plani- 
meterablesungen giebt. 
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stück lisst  sich durch Summation der Elemente ydxl bezw. ydx2  finden, 
wobei eu beachten ist, dass jene Elemente, welche der Rückseite des 
Cylinders entsprcchen, ncgativ zu nehmen sind, wie es der Rücklaufig- 
keit der zugehorigen Elementc d x l  bczw. dx, entspricht. Die Elemente 
ydx, bezw. ydx2 sind aber keine anderen als jenc, welche in den Inte- 
gralen der Koeffizienten A, und Il$, niimlich: 

n n 

2xn Jy d x  cos - 
2 x n  

a und J d x s i n a -  
O O 

vorkommen. Man übersieht unmittelbar, dass in diese Integrale die 
einzelnen Elemente auch genau mit demselben Vorzeichen eingehen, 
wie bei der Zusammensetxung des FlGcheninhaltes der Projektion des 
Linienzuges. 

Die Ermittelung der folgcnden Reihenkoeffizientcn l k s t  sich auf 
ganz ahnliche Art bewirken. Um zum Reispiel A, und B2 zu erhaltm, 
denke ich mir die Zeichenebene samt der Kurre y = f(x) auf eineii 

Cylinder vom Umfang derart aiifgewickelt, dass die X-Axe  den Um- 

fang der Basis zweimal umschliesst. Ans dem PlBcheninhalt der Pro- 
jektionen dieses neuen Linienzuges auf dieselben zwei zu einander 
senkrechten Ebenen k6nnen die Koeffizienten A, und Bz wiederuiil 

durch Division mit % gefunden werden. Ganz alinlich verfahrt man 

bei Aufsuchung der folgenden Koeffizienten. Um beispielsmeise A, 
und B, zu finden, hiitte man die Kurve y = f ( x )  auf einen Cylinder 

vom Umfang fi derart aufzutragen, dass die X- Axe die Basis n-mal 
n 

umschlingt. Der Beweis l k t  sich durch einfache Wiederholung der 
Schlüsse führen, die bei der Ableitung der analogen Prozedur für die 
Bestimmung der Koeffizienten A, und BI aiigewendet wurden. Der 
Unterschied besteht nur darin, dass jetzt zum Bogen x auf dem Basis- 

2 2 n  
kreis ein Centriwinkel lz - gehort. 

U 

Die Verzeichnung der Kurven, deren Fliicheninhalte die lteihen- 
koeffizienten liefern, ware nach dem angegebenen Verfahren keineswegs 
besonders umstandlich. Sie liisst sich aber noch ganz erheblich ver- 
einfachen, wenn man folgende Umstinde beachtet: 

Statt  die Kurve y - f ( z )  auf den Cylinder vom Umfang a auf- 

zutragen, kann man dieselbe vorher in der Richtung der Y-Axe auf 
das n-fache dehnen und diese Kurve mit den gedehnten Abscissen [und 
unveriinderten Ordinaten] auf den Cylinder vom Umfange u auftragen. 
Die neue gedohnte X-Axe  wird dicsen Cylindor ebenfalls n-mal  u n -  
schliessen. Der Pl&chcninlialt der Projektionen dieser Kurven auf die 
beiden Ebenen wird dann nur n-mal  so gross als beim kleinen Cy- 
linder. Um die Koeffizienteu A, und B, zu erhalten, hat man dann 
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die Plkheninhalte nicht mit dem halben Cylinderumfange, sondern 

mit dem i-fachen des Cylindemmfanges zu diridieren. Auf diese 

Weise lassen sich alle Kurven, deren Projektionen die Rcihenkoeffi- 
zienten geben, auf e i n e n  Cylinder auftragen. 

Zur wirklichen Verzeichnung der Projektionen schlagt man d a m  
am bestcn folgendes Verfahren ein: 

Man teilt den Cylinderumfang in einc solche Anzahl von gleichen 
Teilen, dass die Ordnungszahlen der Reihenkoeffizienten als Faktnrcn 
in dieser Anzahl enthalten sind, z. B. in 60 Teile, wenn man sich auf 
die ersten sechs cos- und siri-Glieder be- Fig. Y.  

schriirikt, oder in 24, wenn man nur bis 
zu den vierten Gliedern gehen will. Dann 
zieht man in der Projektion die Er- 
zeugenden des Cylinders, die zu diesen 
Teilpunkten gehoren. Diese geben ein 
erstes System von Parallel-Linien. Ein 
zweites zu diesem senkrechtes Parallel- 
Liriiensystem wird riuri dadurch erhalten, 
dass ruan die Ordinaten der Kurve, die 
zu diescm Teilpunkten gehiiren, in verti- u, 
kaler Richtung auftragt und horizontale 
Linien durch die Teilpunkte zieht. Man 
hat dabei die Vorsicht zu gebrauchen, 
dass man die Parallel-Linien - etwa 
durch verschiedene Farben - ausein- 
aiider hait, welche den einzelnen auf- 
steigeiiden und absteigenden ~ s t e n  der 
Kurve entsprechen. Zu dem so ge- 
fundenen Parallel-Liniennetz sind riun 
die Kurven, deren Fliichenirihalte die 
Kocffizicnten A, und 3, geben, eirifache Diagonalkurven; und zwar ist 
die Kurve, welche A, giebt, jenc Diagonalkurve, die beim Punkte U, 
in der Mittc der Projektion des Cylinderiimfanges beginnt, wiihrend 
die zuni Koeffizienten BI gehorige ihren Anfang bei U, am Rande der 
Projektion des Cylinders nimmt. Die Kurven für die htiheren Koeffi- 
zienten lassen sich in Zhnlicher Weise als Diagonalkurven des Netzes 
fiiiden. Man hat nur, um ii, und B2 zu finden, von den Teilpunkten 
des Cylinderumfanges und den zugehtirigen Erzeugenden die ungeraden 
zu unterdrücken, und die geraden beizubehalten. Bei den Koeffizienten 
A, und B, werden alle Teilpunkte unterdrückt, die nicht durch 3 teil- 
bar sind, bei den Koeffizienten A, und B4 jene, die nicht durch 4 
teilbar sind und BO fort. Man sieht also, dass nach Verzeichnuug 
des Parallel-Liuiennetzes die Konstruktion der gewünschten Kurven 
nur inehr auf die Verbindung der gehorig gewiihlten Netzpunkte 
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hinauskommt. Um die Reihenkoeffizienten zu bestimmen, hat man 
die so gezeichneten Kurven mit dem Planimeter zu umfahren und die 

ermittelten Plhcheninhalte durch den halben Umfang und die Ordnungs- 
zahl des Koeffizienten zu dividieren. 

E s  soll noch darauf hingewiesen werden, dass mit Hilfe unserer 
Methode auch die Moglichkeit gegeben ist, die Grossen A, und a, 
[Amplitude und Phasenverschiebung] direkt zu bestimmen. Die ver- 
schiedenen Diagonalkurven ein und desselben Parallel-lliniennetzes, die 
nicht gerade von den Punkten U, oder U, ausgehcn, stellen niirnlich, 
wie leicht ersichtlich, die Projektionen der Cylinderkurve auf Ebenen 
dar, welche gegen die ursprüngliche Projektionsebene XI unter ver- 
schiedenen Winkeln fi geneigt sind. Der Fliicheninhalt einer solchen 
Projektion ist d a m  durch /ydxs gegeben, wo 

2 T Z  
d x 3 = d z - s i n ( + - n - b )  

wird. Dieser Plhcheninhalt F, l isst  sich nach Entwickelung des Sinus 
unter dem Integralzeichen auch in der Form schreiben: 

cos f i . &  sinp .A,. 
Wahlen wir den Winkel P so, dass der Fliicheninhalt der Pro- 

jektion gerade = O wird, d. h. dass die positiven und negativen Teile 
des Flicheninhaltes sich aufheben, so kann 

sin /l - Bn cosp = 
An 

l ' a n a +  ~ n "  v A n e +  B n e  
gesetzt werden. Der Winkel @ stimmt dann mit dem Phasenwinkel 
a, iiberein. 

Betrachten wir die Projektion auf eine Ebene, welche den Winkel 
or = a, - 90' mit der Ausgaugsebene einschliesst, so wird der Flicheri- 
inhalt derselben: 

c o s o r B n - s i n a : . A , = s i n a , . B , +  cosa,.An=l/A," Bn2=A.. 
E s  ist dies ofTenbar der absolut grosste Wcr t ,  welchen der Flkchen- 

inhalt der Projektion der Cylinderkurve auf irgend eine Ebene annehmen 

kann. Dieser Wiicheninhalt diridiert durch den ;-fachen Umfang des 

Cylinders giebt die Amplitude A,, der Winkel a ,  den die zugehorige 
Projektionsebene mit der ursprünglichen einschliesst, giebt die Phasen- 
verschiebung ci, = 9O0 + a. 

Bei der wirklichen Ausführung müsste man so vorgehen, dass 
man zuniichst jene beiden Diagonalkurven aussucht, welche am nachsten 
den Fliicheninhalt O geben. Die eine, zum Winkel pl gehorige, giebt 
einen positiven, die andere zu /?, 'gehorige einen negativen Inhalt. 
Zwischen pl und fi, interpoliert man den Winkel /3 = a, nach MaBgabe 
der Flkheninhalte. Man sucht dann die Projektion auf die Ebene, 
die den Winkel f i  - 90° eiuschliesst und erhilt  aus ihr An. Das direkte 
Aufsuchen der Diagonalkume mit grosstem Inhalt würde für den 
Phasenwinkel eine ganz unzureichende Bestimmung geben, da sich in 
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der Nahe des Maximums der Inhalt mit dern Phasenwinkel kaum mehr 
indert. 

UIU die Genauigkeit der harnionischeri Analyse mittelst des P h i -  
metcrs praktisch zu erproben, habo ich einen aus zwei Geraden be- 
stehenden Linieneug von heistr:hender E'orrn in einc F ourierschc Eeihe 
entwickelt und folgende Formel erhalten: 

y = - 5,4450 cos 15Ox - 1,4590 sin 15'x 
- 0,3647 cou 30'2 + 0,6318 sin 30°x 
- 0,3242 cos 45'2 - 0,3242 sin45'x 
- 0,2736 cos 60°x + 0,1579 sin 60'2 

a - ~ ~ C I T I  - 0,0156 cos 75'2 - 0,0584 sin 76'2 
- 0,1621 cos 90°x + 0,0000 sin 9Oox $. - . 

+.. .  

Die graphische Ermittelung der Koeffizienten nahm ich in doppelter 
Weise Tor. Zuniichst an einem Cylinder von 24 cm Umfang, wobei 
sich fiir die ersten vier Paare von Gliedern nachstehende Werte ergaben: 

y = - 5,422 cos 15Ox - 1,483 sin 15Ox 
- 0,355 cos 30°x + 0,615 sin 30°x 
- 0,330 cos 45'2 - 0,328 sin 45'2 
- 0,270 cos 60°x + 9,155 sin 60'2. 

ltcchnet man fiir 24 gleich vcrtcilte Ordinatec die Summc der 
ersten vier Paare der lteihenglieder nach der genauen Formel und ver- 
gleicht man sie mit den Werten, welche aus der graphisch ermittelten 
Formel folgen, so ergiebt sich ein mittlerer Fehler (Wurzel aus dem 

1 
mittleren Fehlerquadrat) von 0,028 cm, oder 600 der grossten Ordinaten- 

differenz. Die so erreichte Genauigkeit erscheint um so befriedigender, 
als die ersten vier Paare von Gliedem die analysierte gebrochene 
Linie überhaupt nur mit einem mittleren E'ehler von 0,182 cni dar- 
stellen konnen, neben welchem der Unterschied der rechnerischen und 
der graphischen Entwickelung beinahe verschwindet. Um aber zu 
sehen, wie weit sich die Genauigkeit der Methode steigern lisst, habe 
ich den gleichen Linienzug nur mit doppelt vergrosserten Ordinaten und 
mit einem auf 60 cm ausgedehnten Abscissenintervail nochmals anely- 
siert und dnbei die lithographisch reproduzierte Vorzeichnung der Pro- 
jektion der 60 Erzeugenden eines Cylinders von 60 cm Cmfang beniitzt." 

Bei Benützung einer solchen lithographiachen Cnterlage darf man natür- 
lich nicht ausser Acht lassen, den Papieroingang durch Umfahrung einer ge- 
eigneten Probefiiichc von bekanntem Inhalt, etwa des l i t  hograp hiert  en recht- 
eckigen ümri~ses des Cylinders zu bestimmen und in Rechnung zii ziehen. Die 
liei den beschriebenen Versuchen notwendigen Flachenmessungen und Fkchnungen 
hat mein Assistent Herr R. Lutz in dankenswerter Weise ausgeführt. 
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E s  ergaben sich nun folgende Werte fiir die ersten sechs Paare 
von Gliedern: 

y = - 5,436 cos ( 1 5 ~ 2 )  - 1,460 sin (15'2) 

- 0 , 3 6 9  cos ( 3 0 ° x )  x;) 0 ,628  sin (30°x)  

- 0 ,323  cos (45'2)  - 0 ,325  sin (45'~) 

- 0,271 cos ( 6 0 ° x )  + 0 , 1 5 6  sin (60'2) 

- 0,015 cos (75'2)  - 0,059 sin (75'2) 

- 0,168 cos (90'3) - 0 ,002  sin ( 9 0 ° x ) .  

Die U b e r e i n ~ t i m m u n ~  mit den gerechneten Werten ist nun noch 
vie1 besser geworden, nur der erste Koeffizient weicht noch um 0,009 cm 
ab, sonst kommen keine grosseren Differenzen als 0,004 cm mehr vor. 
Freilich beansprucht die Aufsuchung der zw6lf Koeffizienten auch die 
Tagesleistung eines gewandten Zeichners. 

Die auseinandergesetzte Methode ist dureh einen Konstriiktions- 
versuch zur Herstellung eines Harmonischen Analysators, den 0. H e n r i  ci 
an der früher citierten Stelle S. 129 unter dem Spezialtitel: ,,Neues 
Instrument" beschreibt, ziemlich vorgebildet und mit Rücksicht auf 
den rein mathematischen Inhalt hàtte die Veroffentlichung derselben 
leicht unterlassen werden konnen. Ich habe mich indessen auf den 
Standpunkt gestellt, dass den Technikern eine ihnen gelegene Methode 
nicht vorenthalten werden d l .  

A n m e r  k u n  g : Wiihrend des Satzes vorstehender Zeilen wurde ich vain 
Heraiisgeber der Zeitschrift auf eine Arbeit von P e r r y  und H u n t :  ,,The Develop- 
ment of Arbitrary Funktiuns", Phil. Magazine Vol. XL 5 Ser. July-December 1895, 
S. 606 - -  61 1, aufinerksam gemacht, welche den Hinweis auf cine Note des erst- 
genannten Verfassers in :  , ,The Electrician '' vom 28. Juni 1895 enthiilt. Kach 
Letzterer geht die Grundidee des auseinaridergesetzten Verfahrens auf keinen 
Geringern als C l i f f  o r d  zuriick, von desseu Schülern am Finsbiiry T e c h i c a l  College 
dasselbe praktisch ausgearbeitet und erprobt wurde. Die Herren P e r r y  und 
H u n t  haben das Verfahren in der erstgenannten Arbeit au€ die Auswertung von 
Integralen von der Fonn:  

JY- Q W d x ,  
O 

worin Q(x) eine bekannte, y eine graphisch gcgebene Funktion von x is t ,  aus- 
gedehnt,. Der Wunsch, die Methode weiteren Kreisen m1~iin~1ir.h en machen, mag es 
rechtfertigen , dass ich unter den aiiseinandergeset~ten Verh%ltnissen die I'ublikation 
meiner Mitteilung nicht zuriickgezogen habe. 
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Die raurnliche und zeitliche Ausbreitung 

der Gravitation. 

Von 

PAUL GERBER 
in Stargaril in Pommern 

1. Das Grnndgesetz. 

Die Gravitationserscheinungen zeigen die einzigen an getrennten 
K6rpern bestehenden Wirkungen, für die man noch keincn Antcil des 
zwischenliegenden Raumes, d.h. kein Vorhandensein sich von Ort zu 
Ort mitteilender Vcranderungen in ihm nachweisen kann. Um so be- 
greiflicher ist die Hoffnung, dass es schliesslich einmal gelingen werde, 
den fehlenden Nachweis zu führen. Nur darf man die Sache nicht so 
betrachten, wie wenn an der Scheinbarkeit jener Ausnahme nicht zu 
zweifeln sei. Alle bekannten und verstandenen Beobachtungen drangen 
vielinehr zum Gegenteil. E s  muss daher, falls dies dennoch bloss auf 
mangelnder Erfahrung oder unvollstiindiger Analyse beruht, erst dar- 
gethan werden, dass es Thatsachen giebt, die unsere bisherige Auf- 
fassung nach entgegengesetzter Seite berichtigen und erginzen. Dazu 
ist es ror  allem notig, jede Hypothese fern zu halten, die mehr an- 
nimmt, als dass in dem Maume zmischcn zwei gravitiercnden Massen 
etwas geschehe, das teil an der Gravitation hat. Wegen frühcrer iihn- 
licher, doch unzureichender Behandlungen der hier erorterten Frage 
sei auf das der 69. Naturforscherversammlung erstattete Referat über 
Fernwirkungen von D r u  d e verniesen. 

Zwei gravitierende Massen geben sich als solche durch den Wider- 
stand zu erkennen, den sie einer Vergrosserung ihres Abstandes ent- 
gegensetzen. Damit niüssen also, wahrend sie selbst in Ruhe oder in 
Bewegung sein konnen, die etwa vorhandenen Vorgirige in dem Baume 
zwischen ihnen zusammenllingen. Offenbar ist mit der Lage oder mit 
ihr und dem momentanen Bewegungszustande der Massen, soweit 
iiussere Einflüsse ausgeschlossen sind, nicht nur der eine, Grtliche 
Wiclerstand, sondern auch die Keihe aller bis ins Unendliche folgenden 
Widerstiindc bestimint. Die zu ihrer Überwindung notwendige Arheit 
ist also ebenso wie der einzelne Widerstand selbst eine die Gravitation 
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charakterisierende Grosse. Rloss sie kann hier, wo es darauf ankommt, 
oh mit der Gravitation sich iin Raume untcr %eitvcrlust ausbreitende 
Veriinderungen verbunden sind, als Grundgrosse angesehen werden. 
Denn es hat dern Begriffe nach keinen Sinn, von der raumlichen Fort- 
pflanzung des Widerstandes oder der Anziehung zu reden, da Wider- 
stand und Anziehung als solche nur  an den Orten vorhanden sind, wo 
sich die Massen befinden. Aber wenn von einem Vorgange ausgesagt 
wird, er  brauche Zeit, um von einem nach einem anderen Ort zu ge- 
langen, so heisst dies, er h6rt an dem ersten Orte zu existieren auf, 
ohne i n  demselben Augenblick sogleich an dern zweiten Orte zu sein; 
daher würdc die in dern Vorgangc enthaltene Energie zeitweise ver- 
schwinden, wenn sie nicht durch die zwischen den beiden Orten ge- 
legenen Punkte hindurchginge. Sie ist gleich der genannten Arbeit, 
sobald der Vorgang zur Gravitation zweier in den Orten befindlichen 
Massen gehort, da er dann ebenfalls von deren Lage und momentanem 
Bewegungszustande abhiingt und diese nicht zwei verschiedene Energie- 
grossen bedingen konnen. 

Nun werde, indem zur Unterscheidung die eine Masse die an- 
ziehrnde, die andere die angezogene heisse, unter dern Potential P der 
anziehenden Masse auf die angezogene m der auf die Einheit der 
zweiten Masse entfallende Teil der Arbeit verstanden, die zu leisten 
ist, damit sich die Massen bis ins Unendliche von einander entfernen, 
die mithin insgesamt V m  betrage. Für  den Punkt, in dern sich die 
festgehalten gedachte Masse m befindet, und dessen Koordinaten, be- 
zogen auf die ebenfalls festgehaltene anziehende Masse, a, y, z seien, 
kann man nach der in  Machs  Prinzipien der Wirmelehre beschriebeiien 
Methode V berechnen, indem man es gleich dern Mittelwert aller 
in nachster Umgcbnng des Punktes herrschenden Potentiale setzt. 
P i s t  ja keine gerichtete Grosse und für einc gegebenc llage unvcr- 
anderlich in der Zeit. E s  sei in rn gleich f(x, y, s) und für einen 
Nachbarpunkt gleich 

f ( x + h ,  y - l  k, s t 1 ) .  
Ferner bedeute 

4P(1/h2 + k2 + l e )  

das Gewicht des Nachbarpunktes im Mittelwert, das bei Nahwirkungen 
mit wachsender Entfernung schnell abnimmt. D a m  findet man 

Entwickelt nmu f nach der Taylorschen Rcihe bis zur zweiten 
Potenz, und integriert man urn den Punkt x, y, s herum, so wird 
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Es bleibt, wenn men 

Aus dieser Gleiçhung folgt auf bekannte Weise, wenn p eine 
Koristante bezeiçhnet und r der Abstarid der Massen ist, 

Hieraus ergiebt sich das N e w  t O nsche Gravitationsgesetz. Denn 

V= CL gilt auch noch in dem Augenblick, da man die Massen loslasst. 

Die Zunahme von Vm stimmt mit der erscheinenderi lebendigen Kraft dT 
überein, und darum enthelt T in jenem Augenblick ebenso wenig wie 
V die ~ n d e r u n g  von r in der Zeit. Folglich hat man nach den all- 
gemcinen L a g r  a n g e  schen Bewegiingsgleichungen, indem man an Stelle 
der ausseren auf die Masse m wirkenden Kraft den negativen Wert 
der von ihr ausgeübten Kraft setzt, für die Beschleunigung von m 

Das N e w  t O nsche Gesetz schreibt die Potentiele vor, die die 
Massen in jeder Lage erreichen, wenn ihnen die zu deren Zustande- 
kommen erforderliche Zeit zur Verfiigung steht. Diese Bedingung ist 
immer erfüllt, snbald die Massen in ihrer gegenseitigen Entfernung 
festgehalten werden. Sie h6rt auf bei eingetretener freier, einander 
entgegen gerichteter Bewepng ,  falls jene Zeit eine endlich bernessene 
Grosse hat. Zwei Umstande sind dahei von Einfluss. Erstens muss 
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zwar im Abstande r - A r  der Massen, wo Ar bei wachsendem r 
positiv, bei abnehmendem negativ ist, das Potential sich in der im 
umgekehrten Verhaltnis zu r - Ar stehenden Grosse zu bilden anfangen, 
weil sonst nicht einzusehen ware, wie sich dieses Verhiiltnis bei der 
Ruhe .der Massen zu erfillen vermochte. Aber es gelangt nicht so- 
gleich zur Wirkung an rn, da der es bedingende Vorgang von der an- 
eiehcndcn Masse ausgeht und Zcit hraucht, um bis eur angezogencn 
Masse fortzuschreiten. Selbstverstiindlich findet ein Fortschreiten der 
gedachten Art auch von der angezogenen zur anziehenden Masse statt, 
Shnlich wie zu jeder Wiirmeausstrahlung zwischen zwei Korpern eine 
Gegenstrahlung gehort. Das bei dem Abstande r - Ar von der an- 
ziehenden Masse ausgehende Potential bethitigt sich also in m erst zu 
einer um At spiteren Zeit, nachdem der Abstand gleich r geworden 
ist. Zweitens würde das Potential wohl bei Fernwirkung unmittelbar 
in  seinem vollen Betrltge erscheinen; sind jedoch Raum und Zeit in 
der vorausgesetzten Art mit im Spiel, so hat es auch eine gewisse 
Dauer notig, damit es, bei m angelangt, dieser Masse sich mitteile, 
d. h. den ihm entsprechenden Bewegungszustand von m hervorrufe. 
Denn nur die Annahme von Fernwirkungen lksst Unstetigkeit in den 
Erscheinungen zu; ihre Ersetzung durch die Annahme von Nahwirk- 
ungen hat vor allem den Zweck, die sich an den übrigen phpikalischen 
und chemisühen Veriinderungen bewiihrende Stetigkeit auch in die Auf- 
fassung der Gravitation einzuführen. Wie sich daher beim Stosse die 
~ tosskra f t  aus suce. Xlcrnentarstfissen eusarnmensetzt, so geschicht 
die Übertragung des als Potential anlangenden Vorganges auf m durch 
schnell aufeinander folgende Differentialpotentiale. wenn die Massen 
ruhen, geht die Bewegung des Potentials mit ihrer eigenen Geschwindig- 
keit an m voriiber; dann bemisst sich sein auf nz übertragener Wert 
nach dem umgekehrten Verhiiltnis zum Abstande. MTenn die Massen 
aufeinander zueilen, verringert sich die Zeit der Uhertragung, mitliin 
der übertragene Potentialwert-irn Verhaltnis der eigenen Geschwindig- 
keit des Potentials eu der aus ihr und der Geschwindigkeit der Massen 
bestehenden Summe, da das Potential in Bezug auf m diese Gesamt- 
geschwindigkeit hat. 

Das Potential bewegt sich ausser mit seiner Geschwindigkeit c 
noch niit der Geschwindigkeit der anziehenden Masse, von der es aus- 
geht. Der Weg r - Ar, den die beiden sich entgegenkommenden Re- 
wegungen, die des Potentials und die der angezogenen Masse, in der 
Zcit At zurücklegen, betragt daher 

w;ihrend r = cAt k t .  Also erhalt man fiir den Abstand, bei dem sicli 
das Potential zu bilden anfingt, und dem es umgckebrt proportional 
ist, 
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Weil ferner die Geschwindigkeit, mit der die Bewegungen an ein- 
ander vorbeigehen, den Wert  

Ar 
C - r t  

hat, f i l l t  das Potential wegen des Zeitverbrauches zu seiner Mitteilung 
an m auch proportional 

C 

A r  
C- ri 

aus. Man findet so 
P= II 

r 1-- - ( : ")" 
A r  

Solange der Weg Ar kurz und deshalb at gegen c klein ist, darf 
d r 

man dafür - setzen. Dadurch wird 
d t 

woraus mit IIülfe des binomischen Satzes bis zur zweiten Potenz folgt 

Hier ist in dem Ausdruck für V nicht bloss r, sondern auch die 
Ableitung von r nach der Zeit enthalten. Darum ergiebt sich ver- 
mage der allgemeinen L a g r a n g e  schen Bewegungsgleichungen für die 

d r  Beschleunigung von m, wenn - mit r' bezeichnet wird, 
d t 

d r  
Die Annahme, dass im Vergleich mit c klein ist, trifft im Ge- 

biet der gewohnlichen Gravitationserscheinungen zu; sonst konnte das 
Newtonsche Gesetz sich nicht an bewegten Massen in dem MaBe 
bewahrheiten, wie es dies thut. Aber unter besonderen Bedingungen, 
z. B. durch eine dcn Massen von aussen erteilte Anfangsgeschwindigkeit, 

d r  A r  
kenn - - so gross werden, dass weder at ihm gleich gesetzt werden 

d t  
darf, noch die Entwickelung der binomischcn Reihe bis zur zweiten 
Potenz geniigt. Die abgeleitete Formel hat daher nur Gültigkeit, wenn 
die gravitierenden Massen ein freies, nach aussen hin unabhangiges 
S-jstem bilden. In  diesem, übrigens vor der Hand wichtigsten Falle 
bestimmt sie die Verohdermg,  die das Newtonsche Gesetz dadurch 
erleidet, dass sich die Potentiale zwisehen den Massen nicht momentan, 
sondem mit Zeitverlust ausbreiten. 

Zeitschrift f Yathematik n. Physik. 43 Jahrg. 1898. 2. Hsft. 7 
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98 Die raumliche und zeitliche Ausbreitung der Gravitation. 

2. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

J e  nachdem die Beobachtungen für die in die vorige Rechnung 
eingeführte Grosse c einen enaichen oder einen unendlich grossen 
Wert Iiefern, findet man mehr oder weniger sicher, dass die Potentiale 
gravitierender Massen Zeit brauchen, um die zwischen diesen liegenden 
Abstiinde zu durchschreiten, oder dass eine solche zeitliche Ausbreitung 
ilicht existiert, mithin die Gravitation auf wahrer Fernwirkung beruht. 
Resonders bedarf es der Erfüllung zwcicr Pordcriingen. Erstens sind 

d  r wcgen des Übergcwichtes von c üher d t  dic c cnthnltcnden Glieder dm 

Ausdruckes für die Beschlcunigiing der Masse na von dem ganzcn Aus- 
drucke abzusondern und mit den Thatsachen vergleichbar zu machen; 
zweitens ist die Grossenart zu ermitteln, durch die das Vorhandensein 
eines endlichen Wertes von c zu erkennen sein muss, und daraufhin 
dann die Erfahrung zu prüfen. Da der Schauplatz der Thatsachen 
nur das Planetensystem sein kann, stelle man sich als die anziehende 
Masse die Sonne, als die arigezogene einen Planeten vor. Zur Ver- 
cinfachung werde dessen Rcwegung auf die Sonne als Anfangspunkt 
der Koordinaten bezogen, sodass die Konstante p im Verhiiltnis der 
Summe der Massen zur anziehenden Masse vergr6sserf gedacht werden 
muss. 

Man setze 3 d r  2 6 r  d P r  
,i dti = Ji:  

Also ist 

woraus durch Multiplikation der einen Gleichung mit y und der 
anderen mit x und durch Subtraktion folgt 

Dies ist die auch bei der Ableitung der Eigenschaften und. der 
Bahn der Planetenbewegung aus dem Newtonschen Gesetze ent- 
stehende Gleichung, die durch Integration und Einführung von Polar- 
koordiriaten, werin 3. der Winkel zwischen deni Radiusvektor iind der 
positiven Abscissenaxe ist und L cine Konstante bedcutet, ergieht 

Setzt man den hierin enthaltenen Wert 

ferner 
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x 
- - c o s 4  und = 

in die Gleichungen fiir 
d9x @Y 
rit' 

und - 
d t X  

ein, so lauten diese 
d x a- = - - ( I - F ) C O S ~ ~ ~ ,  
d t L 

Mit den Konstanten M und N wird durch Integration 

d!I d x Da x-- - y-- = L ist, findet man aus den beiden letzten Gleich- d t  d t  
ungen 

T 

Die Integrale im Nenner nehmen nach und nach andere und 
andere Werte an, falls F nicht verschwindet. Setzt man voraus, man 
wisse ihren Wert  zu einer bestimmten Zeit, so kann man sagen, dass 
der Planet sich zu dieser Zeit auf einer durch jene Gleichung be- 
schriebenen Ellipse befinde. 1st deren halbe grosse Axe a ,  ihre halbe 
kleine Axe b ,  die numerische Exzentricitiit E und der Winkel von a 
mit der positiven Abscissenaxe w, und Iost man die Gleichungen fiir 

auf, so erhilt  man - 

b 
Man sieht, indem man die Unveriinderlichkeit von - beachtet, 

V a  
dass sich die Bewegung dos Plnneten so deutcn lasst, wie. wenn er 

7* 
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100 Die raumliche und zeitliche Ausbreitung der Gravitation. 

auf einer Ellipse einhergehe, deren E und w sich stetig verandern. 
Nur fiir den Pall, dass F = O k t ,  h6rt diese Veranderung auf. Sie 
ist es also, wodurch das Vorhandensein eines endlichen Wertes von 
c in Wirkung kommt. Man erh'Lilt fiir F, sobald man die beiden letzten 
Gleichungen nach 4 differenzicrt, den Mrert von L einsetzt und die 
eine durch 

l ' a i ,  cos 6.- 
b 

die andere durch 
sin 8.- b 

dividiert, 
E C O B O  dm d t  p=-sinwC?!L 

cos9 d t  d 4  cos9. d t  d 9 '  

cosw d~ d t  ~s inco  dm d t  
p = - - - - ---- - - - sin4 d t  d 4  s in4  dt d 9  

Durch Gleichsetzung beider Ausdrücke ergiebt sich mit a  = 8 - w 

d E - - d  w 
d t  - 

E tang a! 
dtJ 

woraus rückwarts folgt 

c o s ~  d 4  dt' 

Um mittelst dieses Wertes eine nur Beobachtungsgrtissen ent- 
d  Ca 

haltende Gleichung für zu gewinnen, stelle man F durch die Ab- 
leitungen von r nach t dar. Man hat, wieder mit Berücksichtigung 

b 
der Unverkderlichkeit von -7 ausserdem mit Benutzung der Formeln 

fi 
d E - - d ro -- 
d t  

é tang a - 9  at 

d  9. VFL r 2 - = L  und L = b - :  
d t  

b2 
v a  

- 
d w d9. 

- - y; (- & cos a tang a - r sin a -  + r sin a- d  t d  t  d  t 

- 

aEre  . d a  
- -  - b ,  sin a:- 

d t  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von  PA^. GERBEB, 101 

Also ist 
3 s2ap F = - - -  b P c e  sinZa $ 6 s r l / G  7 dm - - ü ~ p  -- cos K. 

b c  cosor d t  T 

d m Dahcr lautet die gesuchte Gleichung für dt 

bY 
oder nach Einsetzung von r = a ( l  + cos a) und b = a 1/1- E~ und 

- 
s r v u  

nach Division durch 
b V ~ c o u o r  

3 
dm 
- - 

d  O as$  
d t  

6 p  ( 1 + 1 c o s a ) ~ ~  - 5 5 (1 + E cos oi)2sinzn cos a 
u(1- E ? ) C Y  

~'(1- E 7% C' 

d ai 
Wenn man den so berechneten Wert  der Gesçhwindigkeit mit 

den Beobachtungen vergleichen will, hat nian zu berüçksichtigen, dass 
die Rechnung nur cinen einzigen Planeten voraussetzt. Daher k6nncn 
allein Perihelbewegungen in Betracht kommen, die nicht aus Storungen 
entstehen. Solçhe sind bloss beim Merkur bekannt, in einem Betrage von 
etwa 41" in einem Jahrhundert. Diese Kleinheit schliesst von vorn- 
herein jede erfahrungsmissige Feststellung der stetigen Veranderlich- 

d m keit von - aus. Also ist iiber eine Iangere Zeit hin zu integrieren. 
d t 

de 
In der letzten Gleichung kommt nur c ,  nicht auch - vor; und sofern 

d t  
die ~ n d e r u n p n  von E gegen E selbst verschwinden, kann man dieçes 
a h  konstant ansehen. E s  genügt danach als Grenzen der Integration 

d m  
a = O und cr = 2z  zu wahlen, da bei jedem folgenden Umlauf die 

Werte des vorigen Umlaufes sehr annaher~n~sweise  wiederholt. 
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102 Die rh td iche  und zeitliche Auabreitung der Gravitation 

d m  
Man multipliziere die Gleichung für mit dt und setze iiu 

zweiten und im dritten Gliede der rechten Seite 
9 9 

TI u ~ ( I - s ~  dt  = -dam = L L (da! + da) .  
PZ ( l t  f COBCZ)' 

Durch passende Ordnung und Division ergiebt sich 

3&,U 
6' (1 + E cos a)  cossa - sinPa C O E U  

a(1-ETC$ a(1- ee)c' do = de. 
3 8 ~  6' ,(I+P cosar) cos2u + sineucos or 

a ( 1 - € 3 ~  

Dividiert man Ziihler und Nenner durch 

.ordnet man naeh steigenden Potenzen von cos ru, und setzt man zur 
Abkiirzung - E cos a + 2 cosPa + 3 E cossa - v ,  

3 6 COS u - 2  COS^^ - 3 E C O S ~ C ~  = W, 
so wird 

d o =  
c = da. 
- + ' L + w  
Y 

AngenLhert erhalt man 

F'ür die Perihelbewegung I,!J wiihrend eines Umlaufes ergiebt sich 
daher 271 

Beachtet man, dass d~ sehr Hein ist, so sieht man, dass d s  
zweite Glied unter der Wurzel gegen das erste verschwindet. Der für 
dm gewiihlte Naherungsausdruck ist  danach noch zu genau, d.h. tu 
hiitte von vornherein vernaehliissigt werden dürfen. Mithin wird 
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Von P a n  GERREB 

wo aus demselben Grunde 2 y  gegen -- R' unberücksichtigt bleiben * 
kann. Man erhzlt daher schliesslich 

Hierin ist 

wenn z die Umlaufszcit des 'Planeten bedeutet. Speziell für M e r h r  
gelten folgende Werte: 

a = 0,3871 - 149 .IOG km,  

t - 88 Tage, 

$ = 4,789 
Man findet damit 

c = 305500 km/sec. 

Die kleinste bisher gefundene Geschwindigkeit des Lichtes hat 
F o u c a u l t  erhalten, gleich 298000 km/sec; die grosste ergiebt sich 
nach der Methode von R 6 m e r  aus den neuesten Beobachtungen zu 
308000 km/sec; die Geschwindigkeit der elcktrischcn Wellen fand 
Hertz  in seinen Versuchen 320000 km/scc. Also  s t i m m t  d i e  Ge- 
schwindigke i t ,  m i t  d e r  s i c h  d a s  G r a v i t a t i o n s p o t e n t i a l  a u s -  
b re i t e t ,  m i t  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t  d e s  L i c h t e s  u n d  d e r  
e lek t r i schen  W e l l e n  ü b e r e i n .  Darin liegt zugleich die Bürg- 
schaft, dass diese Geschwindigkeit existiert. 

Freilich wird niemand in Abrede stellen, dass die Perihelbewegung 
des Merkur von 41" in einem Jahrhundert auch durch andere, noch 
uiibekannte Umstande bedingt sein konnte, so dass es eine endliclie 
Geuçhwindigkeit des Gravitationspotentials riiüht zu geben brauchte. 
Man hat aber zu bedenken, daus die hier hauptskhlich entscheidende, 
iibrigens auch die Abweichung von. allen früheren Ergebnissen 5hn- 
licher Untersuchungcn bedingende Formel für die Abhangigkeit des 
Potentials von einer solchen Geschwindigkeit auf vollig naturmassigem, 
niclit erst durch schwierige Hypothesen fuhrendem Wege gewonnen 
kt.  E s  ware daher ein sonderbarer Zufall, wenn die 4L Sekunden 
des Merkur gerade die Licht- und Elektrizitiitsgeschwindigkeit lieferten, 
ohne mit einer raumlich-zeitlichen Ausbreitung der Gravitation etwas 
zu thun zu haben, da doch das Medium, worin diese Ausbreitung 
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104 Die raumliche und zeitliche Ausbreitung der Gravitation. Von PAUL GERBER.  

und die Bewegung des Lichtes und der elcktrischen Wellen erfolgen, 
derselbe zwischen den Weltktirpern sich erstreckende Baum ist. 
Nicht einmal die verhaltnism%sig grosse Perihelbewegung, die man 
mit dem gefundenen Werte von c für die Venus erhalt, namlich 
8" in einem Jahrhundert, kann als stichhaltiger Einwand gelten; 
oder eine Revision der Storungen dieses Planeten müsste die Moglich- 
keit jener Zahl endgültig ausschliessen. Es  sei daran erinnert, dass 
die Berechnungen der sEkuliiren Beschleunigung des Mondes zwischen 
6" und 12" zu schwanken vermochten. Im übrigen ergeben sich lauter 
unmerklich kleine Perihelbewegungen. Sie betragen nach den aus 
den gebrauchlichen Tabellen leicht zu entnehmenden Beobachtungs- 
werten bei der Erde in einem Jahrhundert 311,6, beim Monde 0",06, 
beim Mars lrr,3, beim Jupiter Or',06, beim Saturn 0",01, beini 
Uranus 01',002 und beim Neptun 01',0007. 
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Zur Ausgleichung eines durch Langenmessungen 
bestimmten Punktes.* 

Von 

E. HAMMER 
in Stuttgart. 

Eine nur unter besondem Verhaltnissen praktisch anwendbare 
Methode der Einschaltung eines Neupunktes in ein Netz gegebener 
trigonometrischer Punkte ist  die der direkten Messung der Strecken 
zwischen dem Neupunkte und einigen gegebenen Punkten. Gleichwohl 
wird diese Mcthode der Punktbestimrnung (die cigentlich nicht mehr 
trigonometrisch heissen sollte, weil sie keine Winkelmessung erfordert 
und weil auch die Rechnung selbstverstkdlich nicht notwendig tri- 
gonometrisch geführt werden muas) in den Lehrbüchern der Geodàsie 
und in einzelnen Katasteranweisungen neben den üblichen Methoden 
der Bestimmung durch Winkelmessung angefiihrt, und sie bietet in  
der That jedenfalls theoretisches Ùnd methodisches Interesse. 

Die Bezeichnung: , , B e s t i m m u n g  d u r c h  Bogenschni t t tL ,  die 
neuerdings fiir diese Aufgabe aufgekommen ist, halte ich deshalb für 
nicht glücklich, wcil auch das Kückw5rtscinschnciden cine Bestimmung 
durch Bogenschnitt ist. 

Jede Messung zur Bestimmung eines Neupuiiktes, sei es beim 
,,EinschneidenCL Winkelmessung auf einem der gegebenen Punkte 
oder Winkelmessung auf dem zu bestimmenden Punkt, sei es bci der 
uns hier beschiiftigendcn Aufgabe die Messung der Strecke zwischen 

* Die folgende methodische Notiz war, als Fortsetxung eines Aufsatxes iiber 
graphische Ausgleichung von vorwarts oder rückwarts eingeschnittenen Punkten, 
für die Zeitschrift für Vermessungswesen (rergleiche daselbst Jahrg. 1896, S. 611; 
1897, S. 249) bestimmt. D a  sie aber dort immer wieder zurückgestelit werden 
musste, m6chte ich sie in der ,,Zeitschnft für Mathematik und Physik" veroffent- 
lichen, deren neuee Programm ja auch solche einfache praktische Dinge mit 
umfasst. 
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einem ne ebenen und dem zu bestimmenden Punkt, hat den Zweck, 
g .  

einen planimetrischen ,,Ortt' für den zu bestimmenden Punkt fest- 
zulegen: beim V o r w i r t s e i n s c h r i e i d e n  sind diese or ter  geradc 
Linien, die von gegebenen Punkten ausgehen; beim Riickw%rts-  
e i n s c h n  e i  den  (denken wir uns W i n k e l  gernessen) Kreisbiigen, die 
über gegebenen Strecken als Sehnen und mit den gemessenen Winkeln 
als Peripheriewinkeln beschrieben werden; bei der Bestimmung durch 
Liin g e n m e s s u n g  endlich sind es Kreisbogen, die gegebene Punkte 
zu Mittelpunkten und die gemessenen Strecken zu Halbmessern haben. 

Wenn die Entfernungen des Punktes von z w e i  gegeberien Punkten 
gemessen sind, so ist er einfach planimetrisch bestimmt, wie man ihn 
z.B. als Naherungspunkt für das folgende zu berechnen hat ;  sind da- 
gegen die Entfernungen nach mehr als zwei gegebenen Punkten 
gemessen, so handelt es sich um eine Ausgleichungsaufgabe, die 
rechnerisch oder graphisch gelost werden kann. Die rechnerisctie 
Ausgleichung ist als hübsches einfaches Beispiel für vermittelnde 
Beobachtungcn schon mehrfach behandelt worden, vergl. e. B. Jordan ,  
Handbuch der Vermess. II, 3. Aufl., S. 198-199 (,,Bogeiîschnitt mit 
Ausgleichung", wobei es sich um Ausgleichung von Abstichen aus 
einem Plan in kleinem MaBstab handelt); K o l l ,  Meth. der kl. Qu. 1893, 
S. 123 flg. (,,Bogenschnitt gemessener Lingen"); Anw e i s u n g  IX für 
die preussischeu trig. und polyg. Arbeiten, 2. Aufl., 1894, Trig. F O ~  23. 
6,Bogenschnitt von Messungslinienu, S. 335 flg.); 3'. 8. Gauss,  die 
trig. und polyg. Bcchnungcn, 2. Aufi., 1893, S. 138, 140, 143 flg. 
(von K o l l ) ,  zusammenhiingend S. 514 flg. (,,Bogenschnitt aus Klein- 
linien"). Eine graphische Ausgleichung dagegen, die nicht auf fehler- 
zeigende Dreiecke sich stützen würde, ist meines Wissens bisher nicht 
angegeben,* und ich m6chte daher diese, als hier besonders an- 
s ch a u  li c h ,  zur Erganzung meines in der ersten Anmerkung zitierten 
Aufsatzes über graphisehc Ausgleichung, mittcilen. Zum Verglcich 
sei die rechnerische Ausgleichung nebst eiiiigen Bernerkungen über 
k o  ns  t a n  t e  Fehler vorangesetzt, und zwar sofort mit Übergang 
zu einem Zahlenbeispiel (der Einfachheit halber, da es ja nur auf 
die Methoden ankommt, mit nur e i n e r  überschüssigen Messung). 

Auch x. B. von W e i x l e r  nicht, der kiirxlich in den ,,Mitteilungcn des 
k. k. milit%--geogr. Instituts", Band XVI, Wien 1897, eine sehr ausfiihrliche Ab- 
handlung iilser graphische Ausgleichung gegeben h a t ,  worin die uns hier beschiif- 
tigende Aufgabe einrnal gevtreift wird. Zur Darstellung der Fehlei-quadratsunime~~, 
die einxelnen Annahmen für den vorw%rts oder rückwarts eingeschnittenen Punkt 
erzeugen, vergl. zn W e i x l  e r s  Text und Figur (NI. 2a) auch meinen Aufsatz zur 
graphischen Ausgleichung in  der Zeitschrift fiir Vermessungswesen 1896 ,  be- 
sonderv S. 623 - 624 mit. Fig. 4. Jeue Fig. 2 a gewinnt auuserordentlich an Aii- 

schaulichkeit, wenn man in  ihr  nur einige wenige Linien gleicher CSg], x. B. in 
jenem Fall: [SPI = 20, 60, 100 und 200 
eintrsgt. 
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2. Die Aufgabe. 

Es sind, auf ebenem Geliinde, das auch in sonstiger Beziehung 
für direkte Langenmessung günstig ist (z. B. Strassen u. dergl.), die drei 
Punkte B, W, Z durch ihre Koordinaten gegeben: 

X I Y  

U I ~  den Neupunkt N zu bestimmen, sind seine Entfernungen von 
B, W, Z direkt gemessen und es ist als unmittelbarcs Ergebnis ge- 
funden worden: BN = LI = 522,60; 

W N -  L,= 367,59; 

ZlV = L, = 439,99; 

was sind die Koordinaten von N (des ausgeglichenen Punktes)? - 
3. Rechnerische Ausgleichung. 

E s  seien (x, y) die Koordinaten des gesuchten Punktes N, (xo, y,) 
die ~oorciinaten yines Niiherungspunktes No (zu bereçhnen mit Be- 
nutzung von z w e i  der gemcssenen Entfernungen), so dass a130 mit 

noch die Verbesserungen x, y der Koordinaten von No auf N zu bestimmen - 
sirid. 

Aus den Verbesserungsgleichungen (L sind die a u  s g e g l i  ch en e n - 
Langen): 

( L I  - LI + VI - - zJ2 )l+ (y - - 

sieht man sofort, dass, mit Benutzung des Niiherungspunktes (xoy,) zur 
Durchfiiliruiig der Rechnung, die Koeffizieriten und Absolutglieder der 
linear gernncliten Verbesserungsgleichungen zu berechnen sind aus: 

-- A 

Lo, k 
- cos (KNo), 

L= Lo, k - Lk; 
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108 ZUP A u ~ g l e i c h u n ~  eines durch Liingenmessungen bestirnmten Punktes. 

dabei ist je K = B, W, Z zu setzen und Lo, k bedeutet den Abstand 
zwischen dem Naherungspunkt  (x, y,) und dem fest gegebenen Punkt 

K(: B, w, 2). 
Die zweite Form für ak und b k  ist noch angeschrieben, weil man 

ohnehin die Los k mit Benutzung der R i c h t u n g s w i n k e l  ( K N o )  rechnen 
wird (von ganz klcinen Abmessungen abgesehcn, bei denen die Quadrat- 
tafel ausreichen wilrde). Nimmt man hier nach vorlaufiger Niiherungs- 
rechnung an: 

4) xo= + 24007,70 1 y,= -k 5177,30, 
so erhilt  man nach 3), wenn die Absolutglieder nur auf 1 cm gerechnet 
werden, nimlich : 

1, = Lo,, - L, - 522,42 - 522,60 = - 0,18, 
Z ,  = LOI, - L, = 367,54 - 367,59 = - 0,05, 
Z3 = L o , ~  - La = 439,82 - 439,99 = - 0,17, 

und wenn die Koeffizienten a, b auf zwei Stellen abgerundet werden, 
die Verbesserungsgleichungen: 

\ 
V ,  = $ 0,5l  x + 0,86 y - 0,18, 

5 )  V ,  = - 0,93 x + 0,37 y - 0,05, 
V ,  = + 0,122 - 0,99 ?/ - 0,17; 

dabei sind x ,  y und 1 in Metern genommen, was hier offenbar nielit 
zu unbequemen Zahlen führt. 

Was nun die Gewichto angeht, so denkcn wir uns die L zuniichst 
einmal nur mit u n r e g e l m a s s i g e n  Fehlern behaftet (proportional )'z 
anzusetzen), also die Bewichte umgekehrt proportional L; nimmt man 
L in Kilometern. so wird: 

1 
P s - 0,44 - 2j3 

mit absichtlich starker Abrundung und nach der Angabe so, dass 
p - 1 der Strecke 1000 m entspricht. 

Mit diesen Zahlen erhilt  man durch Rechenschieber-Rechnung 
die Normalgleichungen: 

die Auflosung giebt: 
y = - 0,Ol m (Py = 3,96), 
x = + 0'03 m (Pz - 2,85), 

[ p v v ]  - 0,131, 
8) somit m. F. der Gewichtseinheit 
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Im ganzen wird also: 

4. Regelmkssige Fehler. 

Hier fallen vor allem die unerwctrtet grossen m. F. auf; t 0,36 m 
unregelmiissiger m. F. fiir 1000 m würde meinen Fehler von ml (un- 
regelm. m. 3'. pro Meter) = + 1,16 cm entsprechen, wiihrend unter 
günstigen Verhaltnissen gute Lattenmessung leicht mit ml (unregelm. 
m. F. pro Meter) = $- 1 mm und noch weniger zu machen ist. Rechnen 
wir hier die Verbesserungen v der einzelnen Messungen aus, so geben 
die Verbesserungsgleichungen 5):  

1 v, = - 1G6 cm, 

10) v, = - 8 cm, 
v, - - 16 cm, 

[somit [ p v v ]  = 0,133, genügend stimmend mit 8)], also alle u n e g a t i v  
und vie1 grosser als (bei der selbstverstiindlichen Festhaltung der An- 
nahme, dass die relative Lage der gegebenen Punkte vollstiindig genau 
sei) der F'ehler der Làngenmessung erwarten ISsst. 

1st es hier nicht gerechtfertigt an den L eine k o n s t a n t e  Ver- 
besserung anzubringen, z. B. die Annahme zu machen, dass ein Latten- 
meter nicht mit dem Koordinatenmeter übereinstimme? Ein Lattenmeter 
ware hier (relativ) zu kurz, denn die mit den Latten erhaltenen Zahlen 
sind zu gross. Das Verhaltnis der einzelnen v zu den zugehorigen L 
ist der Reihe nach rund 1 1 .  

3200' 4600' 2800' 
1 

das hlittel wiire ungeflihr und mit um soviel verkürzten L k6nnte 

man die Ausgleiçhung wiederholen. Auch abgesehen von einer Ver- 
schiedenheit der Lange des Lattenmeters und Koordinatenmeters ist be- 
kanntlich, bci Latten von genau richtiger Lange, bei Messung auf 
ebenem Boden (und noch mehr bei Absenkeln) eine kleine n e g a t i v e  
konstante Korrektion der Messungszahlen erforderlich, allerdings nicht 
so gross, wie oben berechnet, sondern nur 

1 1 

6000 
- bis - 

6000 

der Lange. Nimmt man oben als Reduktionszahl der Messungszahlen 
1 --- 

4000 
an, d. h. Sndert die L von 522,60, 367,59 und 439,99 auf 

522,47, 367,50 und 439,88 und wiederholt mit diesen Zahlen die 
Ausgleichung, so findet man einen Punkt LN, dessen Abscisse zwar iiur - 
um einige cm (etwa 3) grosser wird als oben, und dessen Ordinate 
etwa 1 cm kleiiier ausfiut; aber die m.F. sinken selbstverstkdlich 
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110 Zur Ausgleichung eines durch Langenmessungen bestimmten Punktes. 

sehr bedeiitend. Ob man ein solches Verfahren thatsiichlich schon bci 
drei Messungen rechtfertigen konnte, ist fraglich; wenn aber viele 
Strecken vorliegen und alle v dasselbe Vorzeichen bekommen, ins- 

besondere die $ ungefàhr auf einen gemeinsamen wert hinweisen, sa 

ist der Neupunkt in der That schgrfer bestimmt, als aus den un- 
mittelbaren L hervorgehen würde. I n  dem Beispiel von K o l l  (Meth. 
d. kl. Qu., S. 127) mit den Ergebnissen 

(die L sind der Reihe nach 332, 272, 247, 270, 417 m) ware ein 
1 Abzug von etwa 6000 an den L gerechtfertigt. Ganz ohne Willkiir 

warde es bei einem solchen konstanten Koeflizienten nicht abgehen; 
aber man kame auf diesem Wege jedenfalls zu ebenso zutreffenderi 
oder selbst bessern Resultaten, als wenn man nur dadurch Rücksicht 
auf die konstanten Fehler nimmt, dass man statt der obigen einfachen 
Gewichtsannahme c 

P = = L '  

die also nur auf den u n r e g  e l m i s  s i g e n ,  proportional I / L  sich ver- 
grossernden Mcssungsfehler Rücksicht nimmt, Gcwichte für die Liiiigen- 
messungen ansetzt, die nach 

zugleich Rücksicht auf die k o n s  t a n  t e n  Pehler der Lingenmessuiig 
nehmen sollen. E s  ist mit den gewohnlichen Mitteln (ohne Kom- 
parator) z. B. Normalmeter und dem oft verwendeten Stangenzirkel, 

1 
oft nicht leicht die Lange einer Latte auch nur auf mm festzusteilen 

und die i n d i r e k t e  Vergleichung zweier Lattenpaare durch Messung der- 
s e  l b  en  günstigen Strecke mit scharfen Endpunkten unter Anwendung der 
beiden Latteripaare, wobei das eine z. B. bei zwei Messungen 119,45 und 
11 9,46 m, das zwcito aber 119,FiO und 119,49 liefcrtc, giebt über den 
( r e l  a t i v e n )  regelmiissigen Pehler leicht s c h a r f  e r  dufschluss als 
direkte Vergleichung m i t  den oft nur  vorhandenen bescheidenen Mitteln; 
in dem eben angeführten Beispiel waren die Liingen an dem zweiten 
Lattenpaare um 25 mm auf 120 m k ü r z e r  (die Zahlen sind grosser) 
als an dem ersten und es ware von den durch die zweiten gelieferten 
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1 Messungszahlen - 
4800 

abzuziehen, um sie mit Zahlen, die das erste 

gegeben hat, vergleichbar zu machen. Freilich ist dies nur eine re- 
lative Korrektion, über den absoluten Betrag des regelm%ssigen Latten- 
fehlers, und also nach weniger über den regelmassigen Gesamtfehler 
der Messung ist damit durühaus nichts entschieden. Aber man wird 
iu der rorliegenden Ausgleichungsaufgabe mit Verwendung eines solühen 
konstanten, e m p i r i s c h  bestimmten Koeffizienten der regelmiissigen 
Verbesserung, wo eine solche durch die v entschieden angedeutet ist, 
wie schon bemerkt, leicht Ergebnisse bekommen, die richtiger sind, 
als wenn man die L unverandert lasst und nur Gewichte ansetzt, die 
riach 11) zugleich auf den regelmassigen Fehler Rücksicht nehmen 
sollen. Nach der Preussischen Katastervorschrift würden z. B. in der 
obeiistehenden Aufgabe (Gelinde 1) die Strecken Gewichtszahlen gleich 
2,86, 4,71, 3,69 statt  der oben angenommenen 1,9, 2,7, 2,3 erhaltcn; 
die Zahlen der ersten Gewichtsannahme rerhalten sich wie 1 : 1,6 : 1,3, 
die der zmeiten (der oben gemachten) wie 1: 1,4: 1,2; an den Koordi- 
naten ftir N würde so auch mit den ersten Gewichten kaum etwas 
gegen obenge%ndert und jedenfalls würde an den m. F. nicht vie1 g o  
iindert. Insbesondere würden die m. F. von x und y entschieden zu 
gross ausfallen, wenn die Punkte B,  W, Z als-sehr zu t  bestimrnt be- 
kannt sind und die Messung der Strecken L z. B. s i c h e r  nicht mit 
einem grossern (unregelmiissigen) Fehler als + 2 v ~  mm behaftet ist. 

5. Graphische Ausgleichung. 
Hier scheint mir niin die g r a p h i s c h e  Ausgleichung den Vorteil 

zu bieten, dass sie auf den ersten Blick alle wünschenswerte Auskunft, 
auch über einen etwaigen merklichen k o n s t a n t e n  Fehler bietet (selbst- 
verstandlich kann man auch bei rechnerischer Ausgleichung den kon- 
stanten Fehler leicht absondern; immerhin ist  diese Anschaulichkeit des 
graphischen Verfahrens sehr wdlkommen). 

Durch eines der gemessenen L, z. B. Lk = KAT, ist als plani- 
metrischer Ort des Neupunktes N ein K r e i s  urn den gegebenen Purikt 
R als Mittelpunkt und mit Lk als Halbmesser festgelegt. E s  sei nun 
wieder nahe bei N zunachst ein Punkt ATo fest angenommen, um 
dessen Verbesserung es sich handelt. I n  der Xihe  von AT, wird man 
für eine kurze Strecke den Kreis um TC ersetzen k6nnen durch die 
Richtung seiner Tangente; diese steht senkrecht auf dem Halbmesser, 
d. h. die Richtung der Tangente erhiilt man durch einen Richtungs- 
minkel der sich von (EN,) um 90° unterscheidet. Diese Richtungs- 
winkel, (KNo) braucht man ohnehin zur Ilechnung der Entfernungen 
RN,; da RN gemessen ist, hat man in ( R N o  - K N )  auch unmittel- 
bar den Abstand jener Tangente von No gegen K hin (wirklich gegen 
R hin oder, von K aus, über No hinaus, je nachdem die angegebene 
Differenz positiv odcr ncgativ ist). Wenn die auf solche Art er- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



112 Zur Ausgleichung eines durch L%ngenmessungen bestimmten Punktea 

haltene A~s~leichungsf igur ,  wenn z. B. die Entfernungen AT', BP, 
CP, DP von den gegebenen Punkten A,  B, Cf D aus gerriessen sind, 

die Borm von Figur 1 
Fig. 1. hi t t e ,  so w%e an der 

Berechtigurig einer kon- 
stanttm Verbesserung 
der L~ngenmessungen 
(hier dann mit dem 
Vorzeichen +) doch 
kaum zu zweifeln, rnag 
nun diese konstante 
Abweichung wirklich 
in einer Differenz zwi- 
schen Lattenmeter und 
Eoordinatenmeter oder 
in  irgend einer an- 

deren Quelle r e g  e lmas  s i g  e r  F'ehler ihren Ursprung haben. 
In  dem in den Abschnittcn 2. und 3. bchandelten Reispiel hat man 

folgende Daten zum Auftragen der Bestimmungslinien fXr N (der 
Tangenten an die Kreise um B, W, 2). 

' 1  K.W. der Tangente = (KAT,) & 90° = ( 14g0, 2 

Abstand der Tangente von No, 
g e g e n  K h i n ,  - - 

Strecken zum Nàherungspunkt : KN, = 

Gemessene Strecken: K N  = 

Mit diesen Richtungswinkeln und Abstanden werden die Tangenten 
in dasselbe Netz im MaBstab 1: 10 eingetragen, wie es in dem oben 
zitierten Aufsatz des Verfassers, Zeitschrift für Vermess. 1896, S. 613 
angegeben und verwendet ist (Ra~ldteilung in Graden, Koordinaten- 
teilung nur nach D e z i m e t e r n ,  nicht nach C e n t i m e t e r n ,  d s o  Nrtz 
mit cm-, nicht den vernirrenden mm-Linien). Man erhalt damit die in 
Figur 2 stark ausgezogenen Linien. 

Wiihlt man ihnen entsprechend rasch n a c h  Gu t d ü n  ken deu 
Punkt N aus, so ist man geneigt, ihn mit etwa - 

x = $24007,80, y = + 5177,28, - - 
also mit einer gegen das Resultat 9) etwas grossen Abscisse anzusetzen. 

/ 522,42 

522,60 
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Man hat aber, wenn man sich [vv] gebildet denkt, zu bezhten,  dass 
mit Entfernung des Punktes von der Linie (W) das v,' sehr r a s c h  
wachst,  wihrend gleichzeitig v, und v, nur sehr l a n g s a m  a b n e h m e n .  
Mari wird also mit N doch moglichst nahe bei ( W) bleiben und da- - 
mit eiri Resultat erhdten, das von 9) pralitisch kauni abweicht. Eiue 
K on s t r u k  t i o  n des der Methode der kleinsten Quadrate entsprechen- 
den Punktes (vergl. 3.)) wie sie B e r t o t  LI. a. grgebcn haben, empfiehlt 

sich auch hier n i c h t ,  vernichtet vielniehr z. T. die Vorzüge der gra- 
phischen Ausgleichurig. 

In die Figur eingetragen sind nun hier, dem Vorstehenden ent- 
sprechend, aber auch noch starke Linien - - -; diese entstelien durch 

1 
Verkürzung der L urn das konstarite Mal3 4000 von L, d. h. um die 

oben berechneten Betrige 13, 9 und 11 cru, und neberi ihnen sind 
noch feirie Linien - - -, die von mir so genarinten N e b e n l i n i e n  
(siehe den oben angeführten Aufsatz und 6.) eingetrügen. Man sielit 
hier auf einen RLick, dass die Verschiebung der - auf die - - - 

Zeitschrift f .  Mathsmstik u. Phyaik. 48. Jnhrg. 1898. P. Heft 8 
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als Bestiinmungslinien an den Koordinaten des zu wiihlenden Piinktes II.' - 
praktiscli so giit wie nichts verlndert, aiich mit - - - liest man ab: 

x = + 24007,76, - 
y + 5177,28; - 

vergl. dazu die Beinerkungen zur rechnerisclien Ausgleichung. 
Auch bei dieser einfachen graphisçlien Ausgleichung ist es :ils 

Übungsaufgabe für Studierende ( ~ i c h t  iiu Sinne wirklicher Anwendung 
bei Ausgleichungen) ganz empfohlensmert, für eine Anzahl von I'unlrt- 
annahmen in der Umgebung von 8, die o abzuniessen (sei es die auf 
- oder --- sich gründenden) und je die [ p v v ]  zu bilden, end- 
licli aus den so für jene Punkte gewonnenen Zahlen Linien gleicher 
[pvv]  enipirisch zu konstruieren. Wer von mittlerer Fehlerellipse nocli 
nichts gehort hat, wird so sehr einfach auf sie hingewiesen. 

B. Nebenlinien. Schlussbemerkungen. 
(Soldnersche u n d  Gausssche Koord ina ten . )  

Auch hier wird zweifellos die volle Anschaulichkeit der graphischeil 
Ausgleichung erst erreicht durch die N e b e n l i n i e n ,  die die verscliiedene 
Wertigkeit der eirizelnen Bestiiri~riungsli~iieu g r a p h i s c h  zum Ausdruck 
briiigen; sei es, dass man sie auf - bezieht und dann in ihre Abstiinde 
auch den konstanten Fehlerteil mit aufnimmt, oder auf --- und sic11 
hier wesentlich auf den unregelmassigen Pehler heschriinkt. In der 
obigen Bigur 2 ist dies mit der Annahme: 

unregelmiissiger Fehler = & 1,5 vz  mm 

gescliehen und zmar bezogen auf - - - , bei denen der regelinassige 
Fehler in1 wesentlichen beseitigt sein wird. Die Abstaride der Neben- 
linien - - - von den entsprechenden Hauptlinien werden 

1,51/5;73, 1,51/368 und 1,51/m, 
also f 34, + 29 und % 32 mm. Dass man sich hier wieder zur Eiii- 
tragung von Haupt- und Nebenlinicn zweckmZwig eines Parallellineals 
bedient, das die Parallelverschiebungen direkt einstellen liisst (veigl. 
Zeitschrift für Verrnessungsw. 1896, S. 616), braucht wohl kaum be- 
sonders hervorgehoben zu werden. 

Wenn auch auf die Aufgabe der Ausgleichung überschüssiger 
Streckenmessuugen zur Bestimmung der Lage eines Punktes praktiscli 
nicht vie1 Gewicht zu legen ist, so sei doch noch darari erinnert, dass 
man gelegentlich solche Streckenmessung mit Vorwiirts - oder RilckwLrts- 
schnitten k o m b i n i e r e n  kann, indcm der eine oder andere der ge- 
gebenen Punkte nahe und für die Liingenmessung bequem liegt. 
Bei graphischer Ausgleichung ist diese Kornbination besonders einfach. 

Zum Schluss sei auch noch besonders angeführt, dass man bei 
der Punktbestimmung durch Streckenmessung sehr leicht (etwas be- 
yuemer als bei der Winkelmessung) Rücksicht nehmen kann auf die 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von E. H A ~ E R .  115 

Verschiedenheit der Streckenverzerrung in verschiedenen, von einem 
Punkt ausgehcnden Richtungen, menr, die Punktc sich auf ein Sÿstem 
Soldnerschcr Koordinaten (oder ein anderes, nicht winkeltreues System) 
beziehen. Wenn die Ordinate der Messungsstelle sehr gross ist, so 
kann ja die Verstreckung, die wie ein mit der Richtung der ge- 
rnessenen Strecke veranderlicher konstanter Fehler wirkt, sogar für 
gewohnliche Lattenmessung fühlbar werden; z. 13. ist im S oldnerschen 
System niit y = 90 km der Masimalwert der Verstreckung des Bogen- 

1 
differentials bereits rund - 

10000 
, also neben den andern konstanten Fehlerri 

der Laiigenmessung wohl fühlbar. Diese differentielle Verstreckung ist bei 
Suldner  Nul1  in der Richtung senkrecht zur x-Axe (Richtungswinkel 'JO0 

und 270') und erreiclit ihr Maximum, in Bruchform &, in der Iticlitung 
2 R 

dcr x-Axe (Richtungswinkel O "  und 180°); in beliebiger Richtuiig 
(Winkel a: mit der x-Axe) betrigt sie eridlich 

Diese, für verschiedene Richtungen verschiedene, prozentische Ver- 
grosserung der gemessenen Strecken ware vor ihrer Einführung in die 
llcchnung anzubringen, wenn man bei besonders scharfer Llirige~i- 
messung und bei grosser Entfernung der Messungsstelle von der x-Axe, 
80 bis 100 km z. B., überhaupt auf sie Rücksicht nehmen will; selhst- 
verstiindlich gilt dies sowohl für rechnerische als für graphische Bus- 
gleichung. Bei G a u  s sschen Koordinaten statt S oldn erschen ist diese 
Projektionsvergr6sserung der gemessenen (jedenfalls kurzen, nur einige 
liundert Meter langen) Strecken fiir alle dieselbe und kann, wenn sie 
überhaupt beriicksichtigt werden soll, mit der sonst etwa als zweck- 
rnassig sich zeigenden konstanten Veriinderung dieser Strecken z u -  
sammen g e m e s s e n  werden. TTare also die Punkteinschaltung durch 
Llngenniessuiig (statt der durch Winkelmessung) praktisch wichtig, so 
G r e  hier ebensowenig oder weniger als dort die S o l d n  e r  sche Abbildurig 
im T o r  t e i l  gegen die Gausssche und es ist nicht richtig, wenn in 
der geodatischcn Lit'tcratur (im Anschluss an die friihere Entwickelung 
Jordans,  vergl. z. H. Handbuch der Vermessiingskunde, 2. Auflage 1878, 
2. Band S. 296, 3. Auflnge des 3. Bandes, 1590, S. 255-257) imnler noch 
das Gegenteil behauptet wird. 
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Bemerknng über einen Satz der Differentialrechilnng. 
Von G.  Kowalewski in Leipzig. 

G a u s s  (vergl. K r  O n e c  k e r,  Vorlesungen über die Theorie der einfachen 
und vielfachen Integrale, herausgegobon von E . N  e t t  O ,  1. Vorl. S. 12) dcfinicrt 
einrnal die Stetigkeit einer Funktion i n  dem folgenden Sinne: 

,,Geht x von xo bis xi und nimmt y für  diese beiden Werte der Variahlen 
die Werte y. und y1 a n ,  dann giebt es zwischen r, und r, jedesmal ein x', fur 
welches die Funktion den zwischen y. und y1 beliebig gewahlten Wert  y' erliilt." 

Gegenwartig gilt bekanntlich die von D i r i c h l e t  (Crelle, Bd. 4,  S. 159) 
gegebene Definition, welche den Begriff mehr einschrankt, sodass eine Funktion, 
welche die von G a u s s  angegebene Eigenschaft ha t ,  nicht notwendig in dern 
heutigen Sinne stetig zu sein braucht. Eine grosse Klasse von solchen Funk- 
tionen bilden z. H. alle Derivierten von stetigen Funktionen. 

Im folgenden soll für Funktionen, die nur der G a u s s  schen Forderung 
genügen, ein Satz  bewiesen werden, der i n  der Differentialrechnung für 
stetige Funktionen bewiesen wird. E r  lautet:  

I I a t  e i n e  F u n k t i o n  f(x) i n  d e m  I n t e r v a l l  ( a . .  . b) e i n s c h l i e s s l i c h  
d e r  G r e n z e n  d i e  v o n  G a u s s  a n g e g e b e n e  E i g e n s c h a f t ,  b e s i t z t  sie 
f e r n e r  a n  j e d e r  S t e l l e  irn I n n e r n  d e s  I n t e r v a l l s  e i n e  b e s t i m m t e  
D c r i v i e r t e  u n d  i s t  f(u)=f(b), s o  g i e b t  e s  z w i s c h e n  a u n d  O eine 
S t e l l e  5 ,  a n  w e l c h e r  d i e  D e r i v i e r t e  v e r s c h w i n d e t .  

Dass f(x) im Innern von (a. . . O) eine bestimmte Der iv ie r t~  besitzt, soll 
(im Anschluss an D i n i ,  Grundlagen für  eine Theorie der Funktionen einer 
reellen veranderlichen Gr6sse, Seite 9 3 ,  5 72) bedeuten, dass für jedes x 

f ( x t  6)-f(x) zwischen n und 2, der Grenzwert von - - - endlich oder unendlich 
S 

gross, aber von bestimmtem Vorzeichen, ist;  gleichviel, ob 6 positiv oder 
negativ sich der Null niihert. 

a t h  Konstruiert man uni die Stelle c = -- mit einer beliebigen positiven 

) 
2 

b - a  
GrCsse r (nur muss r < 7 sein ein Intervall (c - E . . . c + E )  und 

groift aus derriseltien zwei Werte  XI, x" heraus, so kann m6glicherweise 
f (d) = f(xl') sein. Wenn dagegen f(zl) >< f (x") i s t ,  so is t  eine Differenzen 
f(d) - fo,  f (J?) - fol  wo fa  = f'(cc) - f (b) sein soll, von Null verschieden. 

> Es sei a. B. f(xf)  - fU < O. Dann kann man zwei Werte c,, c, so zwischen 
f ( J I )  und f (z") wiihlen, dass c, - f o l  c, - f, beide von Null verschieden 

und dasselbc Vorzeichen haben. (Man braucht nur  cl,  C, genügend nahe 
a n  f(xl) zu wiihlen.) Weil f '(x) die Gausssche Eigenschaft hat ,  giebt es 
zwischen 2' und z" zwoi Stellcn z, , x,, sodass f (r,) = cl, f (x,) = c, ist. 
Dann sind also auch f (q) - f,, f (x,) - fo heide von einander und von Null 
verschieden und haben dasselbe Vorzeichen. Ausserdem ist 

c - E < x l < r g  < C $ E ,  

wenn die Uezeichnung so geivahlt wird, dass x, < r, ist. Wenn nun 
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f ( ~ 1 )  - fu I > I f (4 - fu ' 
ist, so liegt f  (x , )  zwischen fo f  ( a )  und f  (x,), mithin giebt es zwischen a 
und xi eine Stelle x,', sodass f  (xs1)  = f  ( x , )  ist  (a  < a,' < xl < x ,  < c  + E ) .  

Irn Fa lk  1 f ( x i )  - fu 1 < f ( x , )  - fo 1 liegt f ( x , )  zwischen f (x , )  und fo = f ( b ) ,  
folglich giebt es zwischen x2 und b eine Stelle x,', so dass f'(;c,) = f ( x l )  ist 

( c  - E < x1 < x 2  < xi1< b).  
Es ha t  sich also ergeben, dass einer der folgenden drei F d l e  eintritt: 

Entwedcr ist  f  (x ' )  = f  (x") oder f  ( x , ' )  = f (z,) oder f (x , ' )  = f  (x,'), wobei 
C - E < x ' < x ~ ' < c + E ,  C - E < X ~ < X ~ ~ < ~ ,  a < x g f < x g < c + ~ .  

Dies konnen wir so ausdrücken: 
1st f  ( a )  = f  ( O )  und h a t  f  (x) i n  dem Intervall ( a .  . . b )  mit Einschluss 

der Grenzen die Gausssche  Eigenschaft, so giebt es zu einer beliebig ge- 
r~ahlten positiven Grosse r  ein ganz innerhalb ( a . .  . 7 I )  gelegenes lntervall 

6 - n  
(u, . . . b,) von der Grosse b, - a, < - - + E derart, dass f ( u , )  = f ( b l )  ist. 

2 
Diesen Schluss kann man ohne Ende wiederholen. Zu einer beliebig 

gemahlten positiven Grosse E, findet man dann ein ganz innerhalb ( a l  . . . b,)  

liependes Intervall (4 . . . b*) von der Grüsse q - î < ui 5 + q derart, 

dass f ( a , )  - f(b,)  ist  und so fort. Auf diese Weise gewinnt man eine un- 
endliche Reihe von Intervallen 

( a . .  . b), (al  . . . h l ) ,  . . . ( a ,  . . . hm), . . ., 
wo jedes ganz in dem vorhergehenden enthalten is t  und hinsichtlich der 
Grosse die Ungleichungen bestehen: 

bn-i - an-i 
bn - a, < 2 +E,-1. ( n = 1 , 2  ,...) 

ùn-1 - (an-1 
Sind die e l  e l , .  . . so gewkihlt, dass E , - ,  = - -- 

4 
ist ,  so er- 

kennt man leicht, dass 
b,  - a, < - ( b  - a)  ( 4  1" 

wird, dass also lim (L,- a,) - O wird. Dann aber giebt es einen Punkt  6, 
n = m  

der in  alleu jenen Intervallen enthalten is t ,  sodass a, < 5 < 71, ist. UTir 
haben also das Resultat: 

Hat  f ( x )  in  dem Intervall ( a .  . . b )  einschliesslich der Grenzen die 
Gausssche Eigenschaft und ist  f ( a ) = f ( b ) ,  so existiert im lnnern von 
( a . .  . b )  eine Stelle k, um welche sich Intervalle (u, . . . b,) von beliebiger 
Kleinheit konstruieren lassen derart,  dass f'(a,) = f ( b , )  ist. 

Ziehen wir jetzt unsere Voraussetzung über die Derivierte von f ( x )  
i n  Betracht, so ergiebt sich, da  die beiden Quotientcn 

menn sie nicht verschwinden, entgegengesetzte Zeichen haben, dass nur  
f 1 ( 5 )  - O sein kann. 

Als Beispiel einer Funktion, welche unseren Voraussetzungen geniigt, 
ohne überall stetig mi sein, führen wir die folgonde a n ,  in welcher die 
Quadratwurzeln positiv sein sollen. 
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f~ - (sin :)'+ 1/< (X > O), f ( 0 j  = O, 

(x < O). 

Hier ist  f ( 1 )  = f(- 1) - 1). An der Stelle x = O ist eine Unstetig- 
keit,  wiihrend die Gausssche  Eigenschaft offenbar besteht und der vorwarts 
und rückwirts gebildete Differentialquoticnt gleich + c*s ist. 

Beinerkuiigen zn dem Nittelwertsatz für ein System 
von tz Integralen. 

Von G. Kowalewski  in  Leipzig. 

I n  Heft 3 des vorigen Jahrgangs habe ich den Satz aufgestellt,, dass fiir n 
h 

Integrale J'rpi(t) ti t ( i  = 1 ,  2 . . . f i ) ,  wo die 9, reelle und von a bis b stetige 
a 

Funktionen sind, n Gleichungen bestehen: 
b 

J s ~ i ( t ) a t  - [ ~ , g > i ( t , )  f a  a .+ An~i(tn)](b - a). 
a 

Dabei sind 4, . . . A, positive Grossen mit  der Summc Il  +. . .+ I, = 1 
und  t,, t, . . . t, gewisse Worte aus dem Intervall (a. . . b).  Durch eine ein- 
fache Variablenünderung kann man auch den allgemeineren Satz beweisen, 
dass unter denselben Voraussetzungen n Gleichungen 

b b 

bestchen, vorausgesetzt, dass F(t)  von a bis b stctig ist  und keinen Zeichen- 
wechsel erleidet. 

F ü r  n = 2 bin ich zu diesem Satze durch ein Tbeorem von Weier -  
s t r a s s  geführt worden, welches H e r m i t e  in  seinem Cours von 1882 (p 
halten a n  der Faculté des sciences) in der 7. Vorlesung (Seite 63 der Aus- 
gabe von Andoyer) entwickelt mit Hilfe von Betrachtungen, die der Statik 
angehoren. Sotzt man f ( l )  = (1) + i .rli (t) und 

a a 

wo F(t)  von a bis 71 sein Zeichen nicht iindern soll, so sagt (nach Hermi te )  
der Satz von W e i e r s t r a s s  aus, dass p das Affix eines Punktes ist, der 
inncrhalb jcdes die siimtlichen Punkte f(1) (a < t  _< 6 )  urnschliessenden con- 
vexen Contours licgt. Wil l  man also mit Hilfe dos W e i e r s t r a s s  schen 
Satzes so vie1 wie moglich über die Lage des Punktes p aussagen, so mu% 
m a n  den engsten convexen Contour aufsuchen, welcher die Punkte f(t) ent- 
h d t .  Jeder convexe Bereich, der die Punkte f(t) enthalt, muss anch ihre 
Verbindungsstrecken enthalten. Weiin also die Gesauitheit aller Verbindungs- 
strecken von je zweien der Punkte f '(t) oder, wie man sich ausdrücken kann, 
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aller Sehnen der Kurve f(t) sclbst cincn convexen Bereich erzeugen würde, 
so ware dies offenbar der engste convexe Bereich, der die Punkte f(t) ent- 
hdlt. Xan würde i n  diesem Falle sagen konnen, der P u n k t  p liege i n  diesem 
Bereich oder, was dasselbe is t ,  anf einer Sehne der Kurve f(l). Dies ware 
aber auch das Maximum von dem, was man mit  E l f e  des W e i e r s t r a s s  - 
schen Satzes über die Lage von p aussagen kanri. Bei eiuer Kurve, die sich 
zeichnen lüsst, is t  es evident, dass die Sehnen einen convexen Uereich bilden. 
Wenn man aber cp(l) und ~ ( l )  nur als stetig voraussetzt, so liisst es sich 
nicht so leicht cinsehcn. Ich habe dcshalb in der i n  Heft 3 ver6ffentlichten 
Arbeit, unter Umgehung dieses Hilfssatzes, nach dessen Beweis ich mich 
einfach auf das Theorem von W e i e r s t r a s s  hiitte stützen konnen, direkt 
bewiesen, da.;s p ein Punkt  auf einer Sehne der Kurve f(t) k t ,  was j a  
unmittelbar in meinen Gleichungen 

a a 
b h 

JV ( f j F ( t ) d t  = [A, w (fi) + hq(ti)lJ'f (fjilf  
a b 

(die in jener Arbeit, allerdings nur für E'(t) = 1 abgdeitet werden) ent- 
halten ist. SpEter bemerkte ich, dass in  eben jener Arbeit auch der Beweis 
des Satzes implicite enthalten ist,  dass die Sehnen von f(t) einen convexen 
Bereich bilden. Sind niirnlich 

Alw, + 4 as, 1 3  ~3 + 1 4 ~ 4  

( ~ i = f ( t i ) ,  A 1 + A 2 = 1 ,  a 3 + A 4 - 1 ,  a < t , l b ,  . - 4 , n 2 2 0 ,  & , n 4 > 0 )  
irgend zwei l'unkte des von den Sehnen erzeugten Uereiches, so ist ihre 
Verhindungsstrecke durch 

x i (4w,+  ~ 2 ~ 2 )  + ~ n ( & w 3 +  A 4 ~ 4 )  (~11x2 > Or + ~ g = 1 )  

dargestellt. D a  hier aber x, A, + % & + x, 1, + x2 A4 = 1 ist,  so liisst sich auf 
Grund der Ausführungen in Heft 3 schliessen, dass diese Verbindungsstrecke 
nur Punkte enthalt, die wieder auf einer Sehne liegen. Der durch die Sehnen 
von f(t) erzeugte Bereich ha t  also die Eigenschaft, dass die Verbindungs- 
strecke von irgend zweien seiner Punkte ganz zu dem Dereieh gehort. 
Dadurch ist aber ein convexer Bereich charakterisiert. 

In Wirklichkeit sagt also, wenn man diesen Hilfssatz kennt, der 
Weiers t rasssche  Satx dasselbe aus wie mein Mittelwertsatz für n = 2. 
Da aber diescr Hilfssatz nirgends, soweit mir Darstellungcn des W e i e r  - 
strassschen Satzes bekannt sind, erwühnt wird und auch keineswegs selbst- 
verstandlich zu sein scheint, so glaube ich auch i n  dem Falle n = 2 eine 
kleine Erganzung des W e i e r  s t rassschen Satzes gebracht zu haben, wiihrend 
die Verallgemeinerung auf n > 2 neu sein dürfte. 

Im folgenden mache ich eine Anwendung von dem allgemeinen Xittel- 
wertsatz auf drei Fnnktionen, die so gewahlt werden: 

Ti (0 = cp (9 ! 
9% (t) = v (t) 7 

Ts (0 = cp ( t )  . v (9. 
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E s  ergiebt sich: 

Multipliziert man die beiden ersten Gleichungen und subtrahiert davon 
die dritte, nachdem man sie vorher mit b - CL = ( I )  - CL) (Al + A Z  -1 Ag) multi- 
pliziert ha t ,  so korrimt nach gehoriger Reduktion: 

wo <pi - c p ( t i ) ,  p k  = cP(tk)  sein 8011. Aus dieser Gleichung Iiisst sich ein 
bemerkenswerter Schluss ziehen. Sind 9 ( t )  , T/J (t) so beschaffen, dass sie 
beide fortwahrend wachsen oder beide fortwiihrend abnehmen, wenn t das 
Intervall (a. . . b )  von a nach b  durchlliuft, so haben die DiEerenzen 9i - rpi, 
qi - &k dasselbe Vorzeichen und, da die Ai - Ar 2 - O sind, so ist 

1, k 

folglich die rechte Seite der Gleichung sicher nicht positiv, mithin: 

CA a a 

Wenn dagegen p(t)  fortwahrend zunimmt, ~ ( f )  aber abnimmt oder 
umgekehrt, so kommt die Ungleichung: 

weil dann die Differenzen 9i - 9 h ,  qi - $t entgegengesetzte Zeichen haben, 
ihr  Produkt  also negativ ist. 

Diese wichtigen Ungleichungen, welche sich in so einfacher Weise aus 
dem hlittelwertsatz für lz = 3 ableiten lassen, rühren von T s c h  e b y  scheff 
her, wie H e r m i t e  in dem oben citierten Cours von 1882 (S. 47)  niitteilt. 
Einen Beweis, der sich auf die Betrachtung des ~ o ~ ~ e l i n t e g r a l s  

h ri 

Jf197 (XI - (F (Y)J [v (Y) - v (UN dx 
a a 

stützt, findet man im American Journal of Mathematics (vol. VII, S. 377). 
Dort wird auch eine Reihe von interessanten Anwendungen, namentlicb 
auf elliptische Integrale, vorgefuhrt. 
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 ber die automorphe Transformation einer Summe 
von Quadraten mit Hilfe infinitesimaler Trans- 

formationen und hoherer komplexer Zahlen. 

Von 

Professor R I ~ Z  
in Plauen i. Y. 

( F o r t s e t z u n g . )  

Die automorphe Transformation der Summc 
von drei Quadraten. 

Um die Siimme von drei Quadraten xo2+ x12+ xZ2 in die Sumnie 
dreier anderer Quadrate .xo1 a + xlr -1 r2I überzufiihren, hat man 

zu setzen und den Koeffizienten ait die Bedingung aufzuerlegen, dass 

Wir beschranken uns auf die Betrachtung des ersten Falles A = + 1 
und nehmen überdies an ,  dass die identische Transformation x,'= x,, 
x,'= xl, xZr= x2 für a,,, = a,, = a,, - O und ai l  = O, wenn X; von i 
verschieden ist, eintritt. Die inverse Transformation, durch welche der 
Punkt x' wieder in den Punkt x zurückgeführt wird, ist: 

Zeitechrift f. Xathemptik n. Physik. 43. Jahrg. 1898. 3. Heft .  
9 
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2,''- a,zol+ aloz,'+ a,,x,', 

3) x,li= a,,z,'+ a,,s,'+ aT,xnl, 
xi1'= n O ? z ~  + a i n z i r t  a,,x,' 

Denn setzt man in  3) die Werte von x,', x,', x2' aus 1) ein, so er- 
hait man s,"= x,, xlf'= x,, xnr'= x,. 

Die Gleichungen 1)  bilden eine dreigliedrige Gruppe, da zwisçlien 
den neuen Koeffizienten ait sechs Gleichungen stattfinden, sie also als 
Funktionen voii drei wesentlichen oder unabhingigen Parametern aii- 
gesehen werden konnen. Die Transformation l ) ,  2) lasst den Koordinaten- 
anfang, den Abstand eines Punktes von demselben, die Entfemung 
zweirr Punkte, die unendlich entfernte Kbene, den unendlich entfcmtrn 
imaginaren Kreis oder den inlaginZren Kegcl zo2 + z," tZ2 = O un- 
verandert, ausserdem aber auch noch die Ebene Aozo + L1z, + A,x, = c, 
wie sich spiiter ergeben wird, wenn die drei wesentlichen Parameter 
A-,, A,, A, eingeführt worden sind. Zur geometrischen Deutung der 
Gleichungen 1) nehmen wir zwei rechtwinklige Axensysteme mit ge- 
meinschaftlicheni Koordinatenanfang an, von denen das eine fest das 
andere um den Koordinatenanfang drehbar sei. Die Koordinaten eines 
Punktes 31 m6gen in dem ersten x,', x,', x2', in dem zweiten xO, x,, x? 
sein. Dann bestehen znischen den beiderlei Koordinaten die Gleich- 
ungen l), welches dieselben sind wie bei der gewohnlichen Koordi~iaten- 
transformation, und den  berg gang von einem rechtwinkligen Systeili 
zu einem anderen mit demselben Koordinatenanf'ang vcrmitteln. Id die 
Anderung in der Lage des beweglichen Systems gegen die Anfangs- 
lage nur eine unendlich geringe, so Zndern sich die Koeffizienten ni& 
unendlich wenig, wiihrend x,, x,, x, unversndert bleiben. Man hat 
also die Gleichungen 1) zu variiren und dabei auf die Gleichungen 2) 
Rücksicht zu nehmen, sodann die beiden Systeme zusammenfallen zu 
lassen, wobei aii = 1, uik = O, wenn k von i verschieden ist. Wir er- 
halten aus 2): 

6 a 0 , = 6 a , , = S a , , = 0 ,  6a0,+Ba,0-0,  Sa,,+Sa,o-O, 
Sa,,+ Sa,,= 0. 

W i r  konnen daher den infinitesimalcn Transformationen folgende 
Gestalt geben: 

I (Sz,,'), = Sx, = x, Sa,, - 2, au,, , 
4) ( 6 ~ ~ ' ) ~  = b x, - - zo 6uol + z3 cï a12, 

(S.z2'), = Sz, = z o d a , ,  z,oa,,. 
Setzen wir die Variationen: 

Ba,,, Sa,,, Sa,,, 
die durch cylilische Vertauschung der Indices O, 1, 2 in einander über- 
gehen, bezügliçh gleich la 8 t,  t ,  A, 6 t, 

worin St eine unabhiingige. unendlich kleine, a,, A,, A, beliebige end- 
liche Grossen bedeuten, so sind die Variationen von x,', x,', s,' für t = 0: 
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( 6  x;), - 6‘ X~ ( A ,  2, - n, x,) a t,  
5 )  ( 6  x,'),  = d x, = (A-,x, - A, x,) d t ,  

(6x , ' ) ,=  6 x 2  = ( 1 , ~ ~ -  A,x,)s t  

und die Variation einer beliebigen E'unktion f (x , ,  x,, z,,  t ) :  

wird 
a f 3 f i f  6) a f = ((Aixp - Al x2)  - + (JUx2 - 4 x d  i~)a;; + ( 4 x 0  - J-0x1) 22;) 8 4  

0 x" 

oder nach den willkürlichen Konstanten geordnet: 

Wir  bestimmen nun in derselben Reihenfolge wie in 5 1 die end- 
lichen Transformationen nach den dort angegebenen drei verschiedenen 
Integrationsmethoden. 

1. Setzen wir den Koeffizienten von d'f in 6): 

so finden wir die endlichen Transformationen in der Porm: 

q 3 ~ o  = - hZTx , ,  rp4x0 = - hBqPx07  q 5 x 0  = h 4 q x o ,  
rp6x0 = h4rpZx0, etc. 

urid es kornmt: 
t a  hPt  J h e t 4  h4t"  h't6 x ~ ' x ~ + ~ ~ x ~ +  z !  ~ " o ~ ~ x o T ~ 4 x o + T ~ x ~ C g t 6 ! ~ ' x " + .  3 ! 

sin h t 1- cosht -+ v"0 ,,,s - =xo+'Pxo Ia 

Durch Einführung der Werte von cpxeund q9x0 erhiilt man endlich: 

1 - c o s h t  sin t h 

1-cos h t  sin h  t 

woraus durch cyklische Vertauschung der Indices O, 1, 2: 
9' 
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h" 

1- cos h t sin h t 

1-cosht  1 -cosh t  sin h t  

l c o s  h t  

Die Formeln 8) gehen, sobald man 

h = 1 ,  t = r p ,  

x o = x ,  z l = y ,  X e = & ' ,  

x;= z1 , zll= y' , #', 

A" = - XI, AIi= - YI, 4 = - 21 

in die Eulerschen Gleichungen über, die wir in der Vektorengleichung 

9> QI- pl COS 4 = ( g  - COS 4) (COS rp + kip, sinrp) *, 
worin 

Q = x  + i l /  + k z ,  

g' = + iY1 + kel 
p i =  z, + i y ,  + ks,,  

COS 4 = xx, + yy, + ez, = x'x, + y'y, + z'z,, 

zusammengefasst haben. TTTenn A,, A,, A, unveranderliche Werte habm 
und nur t sich andern kann, so  stellen die Gleichungen 8) eine ein- 
gliedrige Gruppe mit vertauschbaren 'I'ransformationen dar. Dies l a d  
sich am einfachsten mittelst obiger Vektorengleichung 9) nachweisen. 

Man erkennt leicht, dass der Ausdruck 

A,z,'+ Ilxl'!- A2x21, 

sobald man für xi ,  x,', x,' ihre Werte aus 8) einführt, in 

A, xd + A1 $1 + A2 $2 

übergeht, dass also der letztere Ausdruck eine sogenannte Invariante 
der Transformation ist.** Dasselbe ist auch der Fa11 mit 

3;ix + y,!! + 218, 

dem entsprechenden Eulerschen Ausdruck. Da nun derselbe gleicli 
cos 8 ist, so ergiebt sich, dass. wenn x,, y,, z, als konstant angenommen 
werden, auch cos 4 unveriindert bleibt. L%st man daher au£ die Trans- 
formation: gr= glcos8 + (g- g,cos S!;cos y+ kie,sinrp) 
eine zweite Transformation: 

@"= g, cos 8 + g, cos 8) (cos 9' + kig, sin rp') 
folgen, so erhalt man eine Transformation derselben Ar t :  

* 1. c. S. 54, 1. 
" S. diese Zeitschrift 41. Jahrg. S. 54. 
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gr'= g, COS 9. + (Q - q, cos8) [cos(q~ + q') f 7 c i  g, sin(rp + 
die Gleichungen 8)  stellen also eine Gruppe von Transformationen dar 
und zmar eine eingliedrige, da nur e i n  wesentlicher Parameter t vor- 
handen ist, eine sogenannte ,,eingliedrige Untergruppec'. 

Da t und t ' vertauscht werden konnen, so fol@, dass zwei 
Transformationen der Gruppe 8 )  mit einander vertauscht werden konnen, 
sobald il,, A,, A, ihre Werte nicht andern. 1st letzteres jedoch nicht 
der Fall, so l k t  sich aus Gleichung 9) die Gruppeneigenschaft der 
Transformation 8)  niçht ablesen. Hierzu eigriet sich aber in ganz vor- 
züglicher Weise die Quaternionenform* der Eulerschen Transformation: 

worin u = k i x k y + i z ,  

u'= kix ' -  ky '+ id, 
p = d + k i a  - k b  + ic. 

Denn liisst man auf 10)  die Transforniation: 

1 ' 1  
th1'= , u. 4 

Y 
folgen, so kommt: 

11) 
,' 1 1 

ru,=- Y, - Q " 4 ~ '  

1 1  1 
Setzen wir hierin yq'= q", woraus . - = - folgt, so lasst sich 

11) auch schreiben: ' 
4 4 4" 

12) 

welche Gleichung eine Transformation derselben Art wie 10) darstellt. 
Die Transformationen 10) bilden also eine Gruppe. Zwei aufeinander 
folgende Transformationen sind aber nicht mit einander vertauschbar, 
da in1 allgcmeinen q 'q  nicht gleich qq' ist. Die Parametcrgleichung 
4''- qq l  stellt eb~nfalls eine Gruppe dar und lehrt** ails den Para- 
m ~ t ~ r n  der beiden zusammensetzenden Transformationen die Parameter 
der resultierenden Transformation zu finden. 

Dieselben Resultate erhalt man, wenn man die allgemeinen Theoreme 
der Lieschen Transformationstheorie*** auf den vorliegenden Fall an- 
aendet. Es genügen zu diesem Zwecke folgende Siitze: 

1. Zu jeder rgliedrigen Gruppe gehoren r von einander un- 
abhangige infinitesimale Transformationen (S. 67). 

2. Enthalt eine rgliedrige Gruppe der Veranderlichen x,x2 . . . X, 
die r infinitesimalen Transformationen: 

* S. dicse Zeitschrift, 41. Jahrg. S. 78. 
*= 1. c .  S. 79. 

*** S. L i e ,  Theorie der Transformationsgmppen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



126 b e r  die automorphe Transforxuatiou einer Suxnme von Quadraten etc. 

so bestehen zwischen diesen infinitesimalen Transformationen 
Beziehungen von der Form: 

r 

wodie ch,, numerische Konstante bedeuten (S. 130). 
3. Das Restehen dieser Reziehungcn ist notwendig und hin- 

reichend, damit r unabhiingige infinitesimale Transformationen 
eine r gliedrige Gruppe erzeugen (S. 158). 

4. Die endlichen Transformationen einer r gliedrigen Grupp 
rpi, rpz . . . y. sind dann und nur dann mit einander vertausch- 
bar, wenn alle Ausdrücke 

15> (~pi l~k)  = t ~ i ( ~ k )  - IP~((P:) 
verschwinden (S. 260). 

Um diese Kriterien auf die vorliegende Frage anwenden xu konnen, 
hat man zunachst zu untersuchen, wie vie1 unabhangige Parameter 
die Transformation 8) besitzt. Es scheint auf den ersten Blick, als 
ob deren v i e r  vorhanden waren, niirnlich A,, A,, A, und t. Doch be- 
merkt man leicht, dass t sofort in Wegfall kommt, sobald man: 

einführt. E s  geht dann beispielsweise die erste Gleichung in 8) in 
die folgende über: 

Dasselbe Resultat hiitte man auch erzielt, wenn man in den 
Formeln 8) t = 1 gesetzt hiitte. Die identische Transformation tritt 
ein f ü r  1, = 1, = l2 = O, wodurch auch H = O wird. Die Trans- 
formation 16) ist eine sogenennte k a n  o n i  s c h e  Form der endlichen 
Transformation, welche nur w e s e n  t l i c h e  Parameter enthilt. Für die 
kanonische Porm der endlichen Transformation hat L i e  die allgenieine 
Form aufgestellt: 

* kzi(z,- ~ n )  sind gegebene Funktionen vou xl, x2 . . . xn. 
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Sie ergiebt sich aus der Formel 7): 
t e  xi'= xi + t q x i  + - 1 . 2  qPXi + . . - 

dadurch, dass man f -1, 

18) !Pf - A-ovof + A r q l f  + ' ' - + A.q&f> 

setzt. In  unserem Palle, wo rz - r = 3 ist, würden wir bei der ein- 
mal gewiihlten Bezeichnung : 

1 B*) 9f = Aovof f 4 ~ l f  + Az!P2f, 

Setzt &au nun in 18) die Werte von v0f, q,f, ~ 7 p f  ein, BO kommt: 

a f + ( u o 2 +  AIL + 
folglich: 2 

9 ~ ' -  L o t i +  A l t i +  &ti=21A-iiii. 
O 

Es ist also wie oben 7*: 

worin der erste eingeklammerte Ausdruck als Operations- i i ch t  als 
Multiplikationszeichen aufzufassen ist. Die Ausführung ergiebt: 
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wie oben 7*. Aus der kanonischen Form 16) erhilt man die Eule r -  
sche, wenn man: 

setzt. Um nun zu beweisen, dass die Transformationen 8) eine drei- 
gliedrige Gruppe bilden, haben wir aus den drei infinitesimalen Trans- 
formationen: a f 2 f 

qof= z - 2 -  ---7 02, 'l i?x2 

die drei Klamnerausdrücke (y0q,),  (v,g>,), (cp,cp,) zu bilden. Es  ist: 

(970%) = (Po ( 9 4  - <pi (970) > 

als O 

Die drei numerischen Koeffizientcn c k y s  haben hier die Wertt?: 

Ebenso Cindet man: 
(<Pi 4 = 'Po, 

Ci*" = 1, C i 2 l  = 0, Cl22 - 0, 

(<Pz 9)o) = (Pi, 

c200 = 0, c201 - 1, 5 , , 2  - 0. 
Da nun die Ausdrücke (viqk) nach der Formel 14) gebildet sind, 

jedoch niçlit yerschwinden, so folgt, dass die Gleichungen 8) eine drei 
gliedrige Bruppe darstellen, deren Transformationen nicht mit ein- 
ander vertauschbar sind. 

II. Um die zweite Integrationsmethode in Anwendung bringen zu 
konnen, haben wir gemass den infinitesimalen Transformationen 5) das 
sirnultane System: 

d xor d x,' 
--p.- - 

d x S e  
= d t  

À2 xll- Al x2' lo  xX1- A2 xO1 A1xO1- AO xll 

zu bilden und mit der Bedingung zu integrieren, dass für t - O :  
x:= x,,, xi1= xl, a 2 -  '-- x 2 

werde. Wir  suchen zwei Integrale, welche t nicht entlialten. Diese 
beiden Integrale sind zugleich Losungen der partiellen Differential- 
gleichung: 
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die zwei gesuchten, von t freien Integrale, zugleich Invarianten der 
Transformation, sind: 

3) I C ~ ~ ~ +  qf2+ xplZ= C) 

4) a', 2,' + a, x1' + A, xzl = C,, 

wo c und cl1 Konstante bedeuten. Bus 3) und 4) ergeben sich durch 
Differentiation: 

3*) x,,'dx,'+ zjldz,'+ .x2'dx2'= O ,  

4 7  Â,dz,'+ Aldx,'+ A,dx2'= O 
iind hieraus 

dx,': dxl1: dz,'= A,x,'- il,x2': A,x,'-- 12x,': dlx;- - A0xlr7 

der Gleichung 1) entsprechend. Setzt man ferner der Reihe nach: 

5) xOrZ+ x I r2+ x212= f 
und 

6) A,x,'+ A,.x,'+ A,x," f i  
so dass im ersten Falle: 

a f -- 1 a f  1 af 
- 2 " '  = 2 , = 2x,', 

im zweiten 
0 Xm 

a f -- a f 
- " 9  a= A I ,  ale,- 

ist, so versçhwindet in beiden F U e n  durch Einsetzung der vor- 
stehenden T;ITerte die Gleichung 2) identisch. Aus den Cxloichungcn 3) 
und 4) bestimmt man nun eunachst: 

und 
I~ - L" X ~ I )  - L~ V M  x '= Il q fl,e + e e '  A1 t h  

mo 31 den Wert hat: 
Jf = (C - x,,' ') (Ale + A z e )  - (cl - A,X;)~. 

Hieraus findet man : 

7) A Z q  A,xZrZ= l/% = V[c2(Al2+ ~ e 2 ) c l e A e x o r a +  2clAoxd] 
wenn + aiZ + 1 . ~ 2  = h2 
gesetzt wird. 

Zufolge der Gleichung 2):  
d 5"' 

= d t  L2x1-4z, 
hat nian nun: 

d xol 
= di? 

~ [ C ( ~ ~ ~ ~ + ~ ~ ) - C ~ ~ - ~ ~ ~ ~ ~ ~ $ ~ C ~ A ~ . Z , ' ]  

mit der Bedingung zu integrieren, dass für t = 0 ,  x,'= x,, xlr= x,, 
x,'= x, werde. Setzen wir zur Abkürzung: 
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über, woraus man durch Quadratur erhiilt: 

1 . h2z,'-  c, Â, arc siri - - - = t + c', 
712 

wo c' eine weiterc Konstantc bedeutet. Aus Gleichung 9) folgt weiter: 

Io> h%z,'-c,L,=msinh(t+ cf) 
und daher: 

11) l / m 2  (haxi - c,Ao)Z = m cos h(t + d). 

Nun ist aber wegen 2) und 8): 

h 
- - 

1 

. A , x I 1  LI s,' ' 
also 

E'ür t = O findet sich aus 10) und 12): 

Die Entwickelung des Ausdruckes sin 71 (t + c') ergiebt: 

folglioh mit Berücksichtigung von 13): 

h2x,' - cl AO = JZ (A2 xI - Al x2) sin h t + (h2 xo - cl AO) COS 71 t , 
woraus : 

hex,' = h%o cos7~t + c,LO(l - cosht) + h(A,xl - A1x2) sinht 

folgt. Setzt man hierin für cl seinen Wert aus 4), so erhslt man: 

1z2x;== h2xo COS h t + AO(AOxO+ Aixl+ A2 x 2 ) ( 1  COS ht) + h, (A2 zl-- Â1 x9)sinh t 

= xo[A,2(1- COS h t) + h2cos ht] + xl [AoA, (1 - cos12 t )  + hl2  sinht] 

+ x,[AO1,(l- cosht) - h A , s i n h t ] ,  

woraus sich ohne Mühe die erste Gleichung in 8): 

wieder ableiten lasst. 

1 -cosh t  sin h t + x2 '2 - 1 
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III. Um das Systein der Differentialgleichungen: 

dx, 
- = AoxZf- A2xof, 

d t  

nach der d 'Alembertschcn Mcthode zu integrieren, hat man zu setzen: 

2) aoxd+ alxll+ agx2'= u', 

3) 
du' -- d t  - eu' 

worin a,, a,, a,, e noch naher zu bestimmende Konstante sind. Inte- 
griert man die Gleichung 2) und bestimmt die Inte, w-ationskonstante 

s o , d a s s f ü r  t = 0 ,  « ' = u , ' ; - a , q , + a l ~ l + a 2 ~ 2  
wird, so erhilt  man: 

4) uf= d,e?* = (a,x,, + alxl + ~ , x ~ ç , ) e ? ~ .  
Aus 2) und 3) ergiebt sich: . - 

5) 
dx ' d x' 

a O - + a  d t  1 b x L ' + u  d t  V t  ~ = ~ ( a , x ~ + a ~ r , + a , ~ ) ,  
d x o f  dx,' dx2 '  welche durch Einsetzung der Werte von dt> --, - aus 1) in 

dt d t  

a0(A2x11- illxY1) + al(&x2'- A,x,') i- a,(A1x,,'- Aoxl') 

= e (a&' + al x1' + a, x,') 
übergeht. Wegen der Unabhiingigkeit der Variablen x' zerfallt diese 
Gleichung in die drei anderen: 

I g a, + A2 a, - A, a, = 0, 

6) - A2 No + @ al + &a, O, 
( A i ~ o - A - o ~ l + ~ ~ p - 0 ,  

welche nur dann nebeneinander bestehen konnen, wenn die Determinante 

e 
-4  $I -7 A,, = gs + eh2, h2 = A o 2 +  A l z +  A Z Z  

4 - 43 e 1 

gleich Null ist. Die Gleichung 
es+ ph2= O 

hat drei Wurzeln, g, = O ,  g, = ih, Q, = = ik und es ist: 

8) a o : a , : a , = ~ ~ l + ~ o A , : ~ , ~ , - ~ ~ , : p 2 + ~ g 2 .  
Nun ist naüh 4): 

9) u ' = ( ~ ~ ~ ~ ~ + a , ~ ~ ~ + ~ g ~ ~ ' ) = ( c c , x , + a , x , + a , x , ) e ~ .  

Setzt man hierin für q,', x,', x~' ihre Werte: 

xor= %O% + aulxl + ao,x2, 
xl r= %OXO -4- a , , ~ ,  + a,, x,, 
xi1- a,,lç,+ a,,x1+ a,,x, 
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und berüçksichtigt, dass die s von einander unabhgngig sind, so er- 
hait man : 

U ,  a,,, + ai a,, + a, O,,, = LY,~:' *, 
10) a,, a,, -1 a, a,, + n, a,, = a, eCJ 

uoaO2+ ~ , a , ~ - t a , a , , = c r ~ e ? ~ .  

Da nun g drei verschiedene Werte hat, so haben wir im ganzen 
neun Gleichungen zur Bestimmung der 9 Koeffizienten a ik .  Man findet  

z.B. a,,, a,,, a,, aus der ersten Gleichung in 10) mit Beachtung der 
Gleichungen 4), aodurch sie in: 

übergeht, wenn man für g nacheinander O, i h ,  - i h  einsetzt: 

&(a,, - 1) + Al a,, + 2, a,, = O ,  
(ihA,+ AoA2)(a,,- eihr) + ( L I A 2 +  ihl.,)a,,+ (7t2+ A22)a,o- 0, 

(- i h  A, + AoA2) (a,, - e-th') + ( A 1  Az + ihA,)a,, + (- 7~'+ A22)a40 = 0. 

Nach Beseitigung der imaginiren Ausdrücke findet man die drei  

reellen Gleichungen: 

A0 a,, + 4 a,, + A, a,, = Lo, 
LoL2aoo 4- AiAzaio - (/z2 - ilp2)a20 = AOA4 COS h t  - hA1sinht, 

hA,a,,- hA,a,,= h ~ , c o s h t  + It,A,sinht. 

Die AuflGsung dieser drei Gleichungen ergiebt: 

1 -cosh t  sin h L 
ai, = A. A, -- - - h ' A2 ph - 7  

l c o s  h t  sin h t 
a,, = Lon,  -i2- + 4 ,- 

übereinstimmend mit den in 1. und II. gefundenen Ilesultaten. A U ~  
diesclbe Weisc findet man sus der zweiten und dritten Gleichung in 
1 0  die richtigen V e r t e  von a,,, a,,, a,,; a,,, a,,, a,,. 

(Fortsetznny fol@.) 
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Theoretische und experimentelle Untersuchungen 

über die Kreiselbewegungen der rotierenden Lang- 

geschosse wahrend ihres Fluges. 

Von 

Prof. Dr. C ~ R L  CRASZ 
in Stuttgart 

Die von M a g n u s *  a d  Griind der Kreiselthcorie aufgcstellte und 
durch zahlreiche Versuche unterstützte Erklarung fiir die nicht un- 
betrachtliche regelrnassige Rechts- bezw. Linlisabweichung von Lang- 
geschossen, die aus Gewehren oder Geschützen mit rechts- bezw. links- 
genundenen Zügen verfeuert werden, ist nahezu** allgemein angenommen. 
Darüber jedoch, n a c h  w e l c h e n  Gese tzen  d i e  m i t u n t e r  m i t  dem 
blossen A u g e  w a h r z u n e h m e n d e n  K r e i s e l b e w e g u n g e n  d e r  Ge- 
schossaxe v o r  s i c h  g e h e n ,  w e l c h e r  A r t  d i e s e  B e w e g u n g e n  
sind, we lche  W i r k u n g e n  s ie  z u r  F o l g e  h a b e n ,  h e r r s c h t  e i n e  
grosse Ne inungsve r sch i edenhe i t .  

a) M a g n u s  selbst, sowie spiiter Kummer*** - Letzterer aus  
Aiilass seiner grundlegenden Untersuchurigen über die Komponenten 
des Luftwiderstands und die Lage des AngriEspunkts auf der Geschoss- 

* M a g n u s ,  ,,t:ber die Ahweichung der Geschosseu. Abh. d. Berl. Akad. 1852 
u. Pogg Annal. LXXXVUI, 1; auch bes. ersch., Verlag von Dümmler, Berlin 1860. 
Die Erklkrung von M a g n u s  ist  kurz die folgende: Da das Langgeschoss rasch 
rotiert und die Resultante dur Luftwiderstande bei der iiblichen Form der üe- 
tichosse nicht im Schwerpunkt, sondern vor demselben auf der Axe angreift, so 
st Anlass zu einer Prazessionsbewegung der Axe um den Schwerpunkt gegeben; 

die Axe beschreibt eiuen Kegel um die Richtung des Luftwidcrstandes herum; 
nlso h ~ h t  sich anfmgs die Geschosnspitze nnd wend~,t sich nach rechts. Folglich 
wirkt der Luftwiderstand mehr gegen die linke Seite den Geschosses, wie gegen 
ein schiefgehaltenes Drctt oder ein Segel und drückt das Geschoss aus der an- 
finglichen Schussebeiie nach rechts heraus. 

** Betreffs abweichender Meinungsiiusserungen vergl. : a) H i  1 k e n  und 
Z wenger ,  , ,n ie  Erziehiing der Einjahrig-Freiwilligenni. Verlag von Liehel1894, S. 79, 
S r .  3. - b) A. D a h  n e ,  ,,Neue Theorie der Flugbahnen von Langgescho~sen". 
Ijerlin 1888 bei Eisenschmidt. - c) J. A l t m  a n n ,  osterr. Artil1.-Lieutenant, ,,Er- 
klarung und Berechnung der Seitenabweichiing rotierender Geschosue". Wien 1897 
bei Seidel. D a ~ b e r  siehe weiter unten. 

*** Abh. d. Berl. Akad. Mai 1875 ; Kaçhtrap 1876. 
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axe -, sprechen die Vermutung aus, selbst bei grossen Flugzeiten 
gehe die Prizessionsbewegung der Geschossaxe so langsam vor sich, 
dass hochstens eine halbe Pendelung moglich sei, dass also die Ge- 
schossspitze nur Zeit habe, sich zu heben, rechts zu wenden und etwa 
noüh zu senken, bevor das Geschoss am Boden aufschlagt. Eine 
grosse %ah1 militarischer Schriftsteller iiusuerten siüh in ~lirilicher Weise. 
In einer neueren und besonders vie1 benützten ,,WaffenlehreCL* findct 
sich die Bemerkung: ,,. . . die Geschwindigkeit dieser kegelftrmigen 
Pendelung ist so gering, dass d i e  G e s c h o s s a x e  a u c h  b e i  den 
g r o s s t e n  S c h u s s w e i t e n  bezw. F l u g z e i t e n  k e i n e  v o l l e  U m -  
d r e h u n g ,  s o n d e r n  i n  d e r  R e g e l  n u r  e i n e  S c h w i n g u n g  von 
w e n i g e r  a l s  90 b i s  h o c h s t e n s  180 G r a d  m a c h t .  Die Geschoss- 
spitze bleibt s t e t s  a u f  d e r  r e c h t e n  S e i t e  d e r  S c h u s s e b e n e  und 
durchliuft bei grossen Schussweiten oder kleinen Erhijhungen eine oder 
mehrere Kurven cykloidischer Art  um die Herührende der Plugbahn, 
bei kleinen Schussweiten oder grossen Erhohungen dagegen nur einen 
Bruchteil einer Cykloide. (Anmerkung: ,,Die V o r g k g e ,  Ursachen und 
Wirkungen der kegelformigen Geschosspendelung sind so verwickelt 
und überdies grossenteils noch so wenig aufgeklart, dass hier nur 
diese allgemeine Andeutung derselben gegeben werden kann. Es 
ist, üu hoffen, dass die photographischen Augenblicks-Aufnahmen 
fliegender Gesühosse und der Luftbewegungen in ihrer nachsten Um- 
gebung - Mach,  S a l c h e r ,  Royu -, sowie die Herstellung von 
Lichtbildern in der innpren Htihlung fliegcnder Geschosse - Necsen - 
zur Kliirung der noch ungelEsten Fragen wesentlich beitragen Ter- 
den.). . ." Diese Angaben sind in Ubereinstimmung mit den Re- 
sultaten analytischer Berechnungen, wie sie u. a. von zwei hervorragen- 
den Ballistikern, Oberst Ritter v o n  Wuich**  und Hauptmann 
I I a u p  t*** ausgeführt wurden. v o n  W u i c  h ei-hslt als Resultat: ,,Bei 
Rechts-(Links-)Rotation und Luftwiderstand~~nittelpunkt Tor (hinter) 
dem Schwerpunkt, bezw. Rechts - (Links -) Rotation und Luftwiderstands- 
mittelpiinkt hiriter (vor) dem Schwerpunkt befindet sich die Geschoss- 
spitze s t e t s  r e c h t s  (bczw. links) von der durch die Bahntangente ge- 
legten Vertikalebene." 

Stellt niimlich (Fig. 1) S den Schwerpunkt des Geschosses und 
die Ebene durch S und To Tl T, . . . die Vertikalebene dar, welche bei 
festgedachtem Schwerpunkt S durch die aufeinander folgenden Flugbalin- 

* K. Wille,  General z . D . ,  ,,Waifenlehre", Berlin 1896 bei Eisenschmidt, S . 2 3  
** N. v. Wuich, ,,Lehrbuch der iiusseren II:~llistik", Wien 1886 bei Seidel',. 

S. 360 flg.; bes. vergl. S. 413. 
**+ P. Haupt ,  Hauptmann à 1. S. des Generalstabs d. deutschen Armee, ,,Mathe- 

matische Theorie der Fliigbahnen gez?.gener Geschosse ", Berlin 1876, Vossische Buch- 
handlung, vergl. besonders S. 97. Cber die weitere Litteratur des Gegenstande- 
vergl. C r a n z , , ,Kompendium der theoretischen ausseren UallistikLL, Leipzig là96 
bei B. G. Teubner, S. 456 bis 458. 
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Tangenten ST,,, S I ; .  . . gelegt ist, so sind die aufeinander folgenden 
Lagen der Geschosslangsaxe durch S To , SA,, S A ,  SA ,  . . . reprasentiert, 
so dass die Geschossspitze die Raumkume T,,A,A,d, . . . beschreibt; 
oder, was dasselbe ist: denkt man sich (Fig. 2) eine Zeichnungsebene 
senkrecht zur Tangente S T  der Flugbahn gelegt und die Bahn der 
Geschossspitze auf diese im Raum veranderliche Zeichnungsebene pro- 
jizicrt, so beschreibt bei R,echtsrotation die Spitze (für einen Reobachter, 
der dem Geschoss folgen würde) die Kurve 1234. .  .; der Beobachter 
wiirde somit die Geschossspitze in Spirallinien sich immer weiter von 
der Vertikalebene durch die Tangente entfernen sehen. 

Zu einem etwas andern Ergebnis wird H a u p t  geführt, der 
dasselbe wie folgt zusammenfasst: ,,Die Geschossspitze, welche zuerst 

Fig 1. Fig. 2 

in der Tangente der Flugbahn lag, weicht, nachdem letztere an- 
gefangen hat sich zu senken, nach rechts aus und beschreibt, i m m e r  
recht s b l e i b  en  d, eine oder ruehrere Kurven von cykloidischer Borm 
um dieselbe, bei geringen Entfernungen aber oder hohen Elevationen 
der Miirser nur einen Bruchteil einer solchen Kurve. Am Ende einer 
jeden Cykloide treffen Geschossspitze und Tangente der Flugbahn wieder 
zusammcn. J e  grtisser die Geschwindigkcit der Hauptaxc ist, desto 
schncllcr durchliiuft sie natürlich dicse Cykloiden und desto geringer 
ist ihr mittlerer Ausschlag. Ahgesehen von dieser Rewegung in grossen 
cykloidenf6rmigen Bogen vibriert die Geschossspitze in fast unendlich 
kleinen Cykloiden auf und nieder.'' Durch die Figur 3, welche dem 
Haup t schen Werke mit geringen Abandermgen entnommen ist, wird 
das Ergebnis weiterhin erliiutert; XOZ ist eine vertikale Zeichnungs- 
ebene, senkrecht zu der Vertikalebene durch die Anfangstangente der 
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Plugbahn gelegt; OX nach rechts, OZ nach oben gerichtet; der Be- 
obachter ist hinter dem Geschütz zu denken; von der Vorwiirtsbewegung 
des Geschossschwerpunkts ist abstrahiert. Die Tangente neigt sich 
mehr und mehr, zugleich weicht der Gescliossschwerpunkt nach der 
rechten Seite ab; beides ist durch die Kurve ZTl T2 l', . . . augedeutet; 
die Linie ZS, 5!',S,ST,T5 etc. stellt dann die Bahn der Geschossspitze 
dar. I n  den Punkteii T, und T5 etc. fallen Tangente und Gescho~saxe 
zusammen. 

Sind die vorstehend geschilderten Anschauungen richtig, fiiidet 
die Geschossspitze niemals Zeit, einen vollen Umlauf zu vollenden 

Fig. S. 
(Magnus ,  K u m m e r )  oder  bleibt 
die Geschossspitze überhaupt stets 
auf der rechten Seite der Flughalin- 
vertikalebene (Mayevski ,  H a u p t ,  
v. W u i c h ) ,  so versteht man lcicht 
die Thatsache, d a s s  s p a t e r  nicht 
w i e d e r  L i n k s a b w e i c h u n g  ein- 
t r i t t .  

Berechnet man aber anderseits 
mit dem bekannten Ausdruck der 
Kreiseltheorie, der in anderer Forin 
auch von jeueri Ballistikern gegebeli 
wird, die Periode einer Geschosspendel- 
ung, so findct man, dass in vielen 
E'iillen, z. H. denen drr schwerm und 
der leichten Feldkanone, auf dieselbc 
Flugbahn z a h l r e i c h e  Pendelungel] 
kommen miissen. 

Auch mit den vorhandenen 
B e o b a c h t u n g e n  scheinen jene An- 
schauungen keineswegs übereiiizu- 
stimmen: 

b) Von verXentlichten Beobachtungen über Geachosspendelungen 
liegen jetet mehrere vor. 

Schon aus dem Jahre 1861 führt R u t z k y *  folgendes an: ,,. . . Bei 
den Schiessversuchen hat es sich ferner noch gezeigt, dass die als 
Brandgeschosse hergerichteten und der Form nach den andern ganz 
gleichen Spitzgeschosse mit der Spitze wiihrend des Blugs eine desto 
grossere S p i r a l e  beschriebeii, je naher sie dem Ende der Flugbahn 
kommen, was durch den Feuerstrahl, welcher aus den gegen die Spitze 
befindlichen Offnungen hervorbrach, und durch den dadurch verursachten 
Rauch deutlich zu sehen war". 

* Ilut  zk y, ,,Bewegung und Abweichung der Spitzgeschosse LL,  1861, S. 10 
Eine ihnliçhe Uemerkung siehe z. B. bei Hent s ch ,  Ballistik der Handfeuerwaffen, 
1873. S. 25. 
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An der Granate des 21 cin-Morsers sind die vollen Pendeluugeii 
sicherlich 6fters mit dem blossen oder (lem bewaffneten Auge geselieii 
worden. 

Die einzige exakte Bestiinmuug der konischen Geschosspendelurig, 
die bisher mit Erfolg durcligefiihrt worden ist - durch Professor 
Di.. Nee s en * an der Artillerieschule iii Berlin - Chrlotteilburg -, 
deutct ebcnfalls auf niehrere v o l l e  konisclie Pendelungen wiihrend 
desselbcn E'liigs hin. Danach besteht der Weo der Geschossspitze 

? 
beziiglich des Schwerpunktes im allgeineineii darin, dass anfaiigs die 
Spitze sich hebt, dann rechts i'ind abwarts weiidet, spiiter wieder sich 
links wendet und hebt etc. E s  ware nur zu wünschen, dass diese 
Versuclie fortgesetzt und die Kaliber, Geschossliingen, Anfaiigs- 
geschmindigkeitcn variiert würden. 

Iii neuester Zeit hat Hauptmann He y denreich** ein umfaiig- 
reiches und wertvolles Beobachtungsmaterial über den Einfluss der 
Gescliossrotation (ohne niathernatische Theoric) gcgeben. Speziell 
über die Geschosspendelungen sa@ er hierbei u. a. folgrnrles: 

S. 95: ,,Die Spitze des-~eschossrs  weicht zuniichst nach dcrjeiiigen 
Seite ab, nach welcher die Urehung um die LRngsaxe erfolgt, also bei 
I<echtsdrall nach rechts, bei Linksdrall nach links. In der best,üiidigen 
Fortsetzung dieses Vorgangs besçhreibt sie schliesslich eine schrauben- 
ftjiniige Linie um die  F l u g b a h i i  des  S c l i w e r p u n k t s  h e r u m .  Diese 
scliraubenf6rmigen Drehungeii, welche noch von einer Iteihe von Keben- 
schwingungeii der Geschossaxe begleitet sind, nennt man konische 
Pendelungen des Geschosses. Nach Schluss einer jeden Pendeluiig 
kelirt dabei die Geschossspitze in eine Lage oberhalb der E'lugrichtuiig 
des Scliwerpunkts zurüük. Diese Pendelungen beginnen in der ltegel 
kleiri und rasch und weïden schliesslich grosser und langsamer. Uiiter 
soiist gleichen Verhiltnissen sind sie um so starker, je grosser die 
Geschwindigkeit des Geschosses und die Entfernung des Schweipnkts  
von der Angriffsrichtung des vereinigten Luftwiderstandes ist; um so 
kleiner, je grosser der Dra11 des Geschiitzes ist . . .; grossere Peiidel- 
uilgen ergeben geringere Trefffahigkeit." S. 98 (Anmerkung) wird ein 
Versucli mit 4 bis 5 Kaliber langen Geschossen z. R. aus einer Kanone 
init 500 m Anfangsgeschwindigkeit beschrieben : ,,. . .Die Pendeluiigen 
waren überaus stark und schnell, etwa 4 bis 5 in der Sekunde; das 

* K e e s e il, ,,Photograpliische Aiifmicl-inung und Theorie der Gescliosspendel- 
iiiig", Arcliiv fur die Artillerie- und I~igenieur- Qffiziere 1889, S. 68 ; 1892, S. 476 
iixid 1894. Diese h6clist sinrireiühe Mcthode Iiestelit darin,  dass in deni G~sc l ioss  
S C ~ ~ J S ~  eiiie l>hotographisclie Platt,e aiigebracht ist ,  auf welclier durch eiiie Otfniiiig 
iu ~ e s c h o ~ s m a n t e l  hiiidiirrh (las Sonnerilicht, zeicihnet 

** H ey  d e n r e i  1-11, Haiil~tinanii à 1.8. d. kgl. s%clifi. 1. Iield -Art 1Ceg. 12, kniiiinniid. 
nls Mitglied z;ir Artillerie - I'riif~iiigskoiriiiiissinn :, 1)ic: Leliie \-on1 Sr,liusu iiiitl 
Scliusstafeln", auf dienstliclie Vera~ilassung bcahei te t .  T.  und II. Uei-lin 1898. 
Verlag von E. S. Mittler & Sohn. 

Zeitsclirift f. Mnthematik  u. Physik. 49  Jahrg.  1898 3 Hcft 1 0 
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Geschoss glich von hinten gesehen einer rasch sich drehcndrn Scheibe 
von wechsclndern Durchinesser. Ein Geschoss übersclilug sich sogar 
etwa LOO0 m var der Mündung . . ." S. 104 und 105 a i r d  sodann be- 
schrieben, mie ,,dieu Pendelungen das Geschoss aus der Schussebene 
seitlich ablenken. ,,Die Ablenkungswerte nehmen im allgemeinen 
mit einer Verliingerung des Geschosses ab und mit einer Verstiirkung 
des Dralls zu." 

Hier scheinen ebenfalls W i  d e r sp  r ü c h  e vorzuliegen: 
Die Pendelungen sollen um die Flugbalin herum erfolgen, gelieii 

dabei iintcr Urnstiintlen sehr schnell vor sich, so dass das Grsclioss 
wie eine Scheibe erscheinen kann. Wie sind dann Seitenabweichiingeu 
des ganzen Geschosses etwa n u r  nach rechts moglich? 

Ferner, die Pendelungen sincl ,,um so starker, je grosser die Ge- 
schwindigkeit; um so k l e i n e r ,  je grtisser der Drall k t " ;  anderseits 
sind die Abweichungen ,,um so g r o s s e r ,  je stiirker der Drall" (und 
je grosber die Geschwindigkeit) ist. Man müsste also schliessen: je 
klciner die Pendelurigeri sirid, uni so grtisser sirid die Abweichungen? 
A190 jc kleiner die ITrsaehe, uni so grosser die Wirkung? WIP 
kiinnen dann die Pendelungen die Abweichungen verursachen? 

Mit den folgenden Versuchen und Rerechnungen hoffe ich diese 
Widersprüche als nur scheinbar entwirrt und gezeigt zu haben, dass 
und wie d i e  e rwi ihn ten  v e r s c h i e d e n a r t i g e n  Anschauungen 
u n t e r  s i c h  u n d  m i t  d e r  T h e o r i e  i n  E i n k l a n g  g e b r a c h t  werden 
k o n n e n .  

Die Losung der Widersprüche liegt darin, dass b i s  h e r  mannig- 
f a c h  v e r s c h i e d e n e W i r k u n g e n  d e r s e l b e n U r s a c h e  zugeschrieben 
wurden.* 

Man hat  z w e i e r l e i  A r t c n  von  G e s c h o s s p e n d e l u n g e n  z u  
u n t e r s c h e i d e n ,  welche bcide g a n z  v e r s c h i e d e n c n  G e s e t z c n  untcr-  
w o r f e n  sind und zwei v e r s c h i e d e n e  G r u p p e n  von  Wirkungen  
zur Folge haben; die Prazessionsbewegungen und die Nutatiow 
bewegungen. 

B. Versuche. 

1. Zuniichst lag mir darari, die Geschosspendelungen, welche h i  
Artilleriegeschossen nur selten und nur unter bestimmten UmstLiiiiii 
gcnau, bci Tnfanteiiegcschossen wold nicmals beobachtet wurden, fiir 
das blosse Auge w a h r n e h m b a r  zu machen. Ich versuchte dies Tor- 

* z. B. dit? (zweifellos richtigen) 1Ia  y denre i çhsühen Beobaühtungsergebnisse 
sind folgendermassen r i  ch t i g z u de u t e n : Die auf S. 95 eiwiihnten Pendelungeii. 
welche die Trefffiliigkeit beeinflussen, sind nicht identisch mit den S. 104 er- 
wiihnten, welche die Seitenabweichung bewirken. Die von S. 95 kiinnen, weiiu 
man will! als ,,Nebenschwingungen" von denjenigeu S. 104 angesehen werden, 
schwerlich aber korurueri zu deneu S. 95 weitere Xebonschwirigurigen hinzu. Die- 
jenigen von S. 95 erfolgen meistens nicht um die Tangente herum, vielmehr die- 
jenigen von S. 104. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Dr. CAKL CKANZ. 139 

erst durch Verlingerung des 11 mm Geschosses, welches dem friiheren 
deutschen Infanteriegewehr M/71 zugehorte; es lassen sich ja be- 
kanntlich bei günstiger Aberid- oder Morgenbeleuchtung selhst die 
Infa,nteriegeschosse in ihrem ganzen Flug mitunter mit dem blossen 
Auge rerfolgen. Da boi dem normalen Gcschoss die Pendelungen 
mutmasslich sehr schnell ,vor sich gchen, so siichte ich die Pendelungen 
zu verlangsamen; es wurden kraftige Messingstiibe von 6 mm Kaliber 
und von 3, 5, 7 bis 21 cm Lange in die Bleigeschosse eingclotet 
(Fig. 4) und diese verlangerten Geschosse verfeuert. Trotzdern, dass 
drei Deobachter* von verschiedenen Standpunkten aus aufmerksam den 
Flug der Geschosse verfolgten, war nur wenig von denselben zu sehen; 
die Gesichtswinkel wurden in zu kurzer Zeit ungünstig klein. Dagegen 
verrnochte ich von einer Verdeckung aus, über welche die Geschosse 
wegflogen, sehr deutlich die Pendelungen mit dem G el16 r wahr- 
zunehmen; dieselben horten sich etwa wie scharfe kriiftige Flügel- 
schliige eines vorüberfliegenden Vogels an. .Te langer die FiB. 4, 

Geschosse gewahlt wurden, iim so langsamer erfolgten die 
regelmassigen Stosse, deren Anzahl pro Sekunde mit der 
Uhr geschatzt werden konnte und besser mit der aus der 
Theorie sich ergebeiiden Formel für die Periode Tl der 
Nutationsbewegungen, a1s mit derjenigen für die Periode T 
der I'razessionsbewegungen übereinstimmte. (Obgleich die 
Ziige des Infanteriegewehres M./71 rechtsgewunden sind, 
zeigte sich dabei starke Linksabmeichung; es Lsst  sich 
dieser Cmstand leicht damit erklaren, dass der Angriffs- 
punkt der Luftwiderstandsresultanten wegen der besonderen 
Form dieser verlangerten Geschosse hinter dem Schwer- 
puukt S in L liegen musste.) 

War nun bei diesen Pendelungen, die gehort wurden, 
der Sinn linksliiufig, so handelte es sich der Kreiseltheorie gemass um 
I'rRzessionsbewegungen , also nm diejenigen konischen Pendelungen, 
welche den bekannten langsamen Bewegungen des Kreisels, sowie dem 
sehr langsamen Umlauf der Erdaxe um die Normale zur Ekliptik in rund 
26000 Jahren entsprechen; war dagegen der Sinn rechtslaufig, so 
waren es ohne Zweifel Nutationsbewegungen; und da bezüglich aller 
Geschosspendelungen, über deren Beobachtung ich Zahlenangaben er- 
halten konnte, insbesondere auch bezüglich der N e  es enschen Versuche 
die Rechnung zeigte, dass die beobachtete Anzahl von Pendelungen 
pro Sekunde weit besser der Formel für Tl als der für  T entspricht, so 
lag die Vermutung nahe, dass dies bei kleinen Geschwindigkeiten all- 
gemein zutreffe, dass d i e j e n i g e n  G e s c h o s s p e n d e l u n g e n ,  w e l c h e  
sich d e r  B e o b a c h t u n g  d u r c h  d a s  A u g e  z u n a c h s t  d a r b i e t e n  u n d  

* Den Rerren Prof. Lachenmaier und Dr. Vogt ,in ich für ihre Mitliilfe bei 
diesen Versuchen (Nr. 1 u .  2) 7.11 Dank verpflichtet. 

10" 
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w e l c h e  a u c h  I I e r r  Neesen  b e o b a c h t e t  h a t ,  n ie is t  Nutat ior is-  
b e w e g u n g e n ,  n i c h t  Pr i i zess ionsbewegungen  s ind.  E s  war deslialb 
von Wert,  die Pendelungen wirklich zu seheri. 

2. Es wurdc bei Nacht gescliossen; die eiwlihnteii verliiiigciteii 
Gcschosse des Inf:,tntericgewchrs Mj71 waicn an ilireni vordcnw Eiide 
mit einem F e  uerw e r k s k o r p e r  (Scliwiirnzerj, oder aber - dein Hat- 
schlag eines Bekannten zufolge - mit einem Drahtnetzclien verselien, 
das eiil Stiick P h o s p h  o r  enthielt; die Schwarnier wurdeii entzüiiilet 
und sodann die Geschosse ahgefeuert, der Pliosphor entzündete sic11 
beiiii Flug von selbst. Die Pendelungen traten zwar deutlich hervur, 
und es sirid beide Methoden für die Gewiririung erster allgemeiner 
Anhaltspunkte bei der Bcurteilung von Gcschossyiendeluiigcii odcr für  
die Ueinonstration eincr P'Iiigbahn zu cmpfehlen; allcin, da nur die 
Geschossspitze s i c h t h r  war, so lag keinc Gcwissheit darüber vor, ob 
und wann das Gesclioss sich nach hinten überschlagen habe. Aus 
diescni Grunde kehrte ich zur Beobachtung bei Tage zurück. 

3. Auf Grund der Formel für Tl konstruicrte icli eiii kleines n e -  
z o  g e n e s  M o r s  er iuo del1 der Art, dass bci eirier Arifarigsgeschwiiitlig- 
keit v, der Traiislatiorisbewenung von 20 bis 30 m/sec 1 his 2 I'eiidel- 
ungen pro Sek. wallrnehmbar sein rnussteri, falls sic11 überhaupt T'cntlcl- 
ungen zeigten. Lange des Miirscrs 30 cm; iiusserer I>urclirnesser 6 cm; 
die Drall-Lange niusste selir klein geaahlt werden - 7 cm - um 
genügende Ibotatio~isgeschwiiidigkeit r um die Liingsaxe des Geschosses 
zu erzielen, dagegen die Geschosslange sehr bedeutend, damit das Ver- 
l d t n i s  A: C geniigcnd gross war (C Triigheitsmoment um die Liings- 
axe, A dasselbe um eine Senkrechte zur Axe durch den Scl-iwerpunlrt); 
das Geschoss, das stets wieder von rieuerri benutet wurdc, bestüiid iii 
seinern hintercn Tcil aus der zum Muttergewinde des Laufs geliiirigcin 
Schraul~enspindel uiid war vorn ,,ogival '' zugespitzt; es wurden vrr- 
schiedene Gescliossliingeii verwendet, bis zu 1 7  Kalibern (Nliheres sielie 
Beispiele W. u.). Die Ladung bestand aus Schiessbaumwolle, 

1 3  
-9 -- . . . bis 2 g. 
2 4 

Die Züge waren links gewunden. 
Schon die ersten Schüsse ergaben, dass die Gcschosspendclu~lgeii 

wegen der kleiiien Translationsgeschwindigkeit auf  s deu  t l i c  hs  t e mit 
d e m  A u g e  w a h r n e h m b a r  und zu verfolgen und ihre Zahl pro Seli. 
mit Hilfe eines mit Heniniungsvorrichtung verseheneii Chronometers, 

1 
der noch Sek. anzeigte, lcicht ann%herrid zu bestimmen war; die Zeit 

eirier vollen Pendelung anderte sich niimlicli irn Verlauf derselhen Flug- 
bahn nicht wahrnehmbar, w e p n  der kleinen Schussweite von h5clisteiia 
50 nl und der klcinen Anfangsgeschwindigkeit. 

Mit diesein Morsermodell wurden ca. 100 Schiessversuche aus- 
geführt und Beobachtungen angestellt, die zum Teil in1 Folgenden auf- 
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gefülirt sind; jede eirizeliie Numnier ist ein Hewois daWr, dass d ie -  
jenigen G e s ü l i o s s p e n d e l u n g c n ,  we lche  b e i  g rosse rn  1 ) r n l l -  
winkel  u n d  k l e i n e r  A n f a n g s g e s ç h w i n d i g k e i t  zun i ichs t  i n  d i e  
E r s c h e i n u n g  t r e t e n ,  n i c h t s  a n d e r e s  s i n d  a l s  d i e  N u t a t i o n e n .  

Da naturgemass ohne weitere Hilfsmittel an dem fliegenden Ge- 
schoss keiiie exakten a b  s o ln  t e n  Messungen ausgeführt werden konnen, 

so stellte ich, stets paarweise, Verg le ichsversuc l ie  an auf Grund 
der Fornieln (S. W. u.) für die Periode T und Amplitude B dor I'ra- 
zessio~isbewegurigtrn: 

272 Cr 1) r =  - .  . J f  II) A =  if2+ (8,- w)', 

C r  
wo f = JI . und f i r  die Periode Tl und Amplitude Al der Nu- 

tationsbewegungen: 
27z A III) Tl=-- - -  

2 s,, . 
1'C" r y  - 4 , l M  ; IV) 4 = C r  Jf 1 

- 
A C r  

Big. G 

Hier ist M das Luftwiderstandsmoment bezüglich des Schmerpunkts 
- IV .h , ,  wo IL, den Abstand zwischen Schwerpunkt und Angriffs- 
punkt L der Luftwiderstandsresultanten auf der Geschossaxe darstellt, 
u, die horizontale Gesçhwindigkeit des Sçhwerpunkts, so ein seitlicher 
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Anfangsstoss, der auf die Axe ail der Miindung ausgeiibt wird, a,, - rù 

der Winkel zwischen der Anfangsrichtu~ig der Flugbahntangente uud 
deren Richtung zur Zeit t. 

E s  wurdcn verschiedene Versuchsanordnungen getroffen, bei denen 
die Grossen A ,  C,r etc. verandcrt wurden; solche Vcrsuchspaare wurden 
bevorzugt, welche bei derselben h d e r u n g  einer Grosse entgegengesetzte 
$nderung von T und Tl bezw. von A und A, geben und damit eine 
Entscheidung über die Frage ,,Nutation oder Prazession?" herbeiführen 
mussten. 

a) Schüsse unter Abgangswinkel 45O; Anfangsgeschwindigkeit 
v, = 21 m. Die Geschossbahn wurde sowohl von hinten als von der 
Seite betraehtet. E s  zeigte sich, dass die Geschossaxe durchschnittlich 
sich selbst parallel weiterging, nur gegen das Ende der 'Fliigbahn sich 
die Axe mehr nach dem Horizont zuneigte. Hierboi beschrieb um den 
Schwerpunkt als Spitze die Geschossaxe Doppelkegel im Sinne 
des Dralls, also linksliiufig; die Geschossspitze bewegte sich in zahl- 
r e i c h e n  k r e i s i i h n l i c h e n  B o g e n  (in der Fia. 6 angedeutet). Die 
Amplituden dieser Bogen zur selben Zeit wechselten von Schuss zu 
Schuss nicht wenig, zwischen ca. 5O und 30'; itu Verlauf derselben 
Plugbahn nahm stets die Amplitude der Pendelungen zu. Die Geschoss- 
spitze blieb bei diesen Pendelungen durchweg ü b e r  der Plugbahn- 
tangente; stets schlug deshalb das Geschoss zuerst mit dem hinteren 
Knde auf dem Roden auf; einmal blicb das Geschoss sogar in dieser 
Lage im Roden stecken, die Geschossspitze schief nach oben gerichtet. 

Die Dauer einer Yr%zessionspendelung ist berechnet T= 22 Sek,, 
die Dauer einer Nutationspendelung berechnet Tl= 0,65 Sek., beob- 
achtete Dauer 0,5 bis 0,75 Sek. E s  handelt sich somit um Nutationen; 
die sehr langsame Prazession ausserte sich offenbar nur darin, dass 
die Mittellage der Geschossaxe im Verlauf des Flugs sich etwas, um 
ca. 15O, nach dem llorizont zu neigte, die Spitze des Geschosses sieh 
s e n k t e .  

Bei Schüssen unter anderen Abgangswinkeln dieselbe sekundliche 
Zahl von Pendelungen. 

b) Auch bei Schuss v e r t i k a l  a u f w a r t s ,  wo zur Prazessions- 
bewegung kein Anlass gegeben war, blieb die Zahl und Amplitude der 
Nutationen dieselbe. 

c) Schasse mit zwei g l e i c h  s c h w e r e n ,  aber verschieden 
l a n g e n  Geschossen gleicher Anfangsgeschwindigkeit (Ansatz an dem 
Geschoss einerseits von Eisen, anderseits von IIolz, gleichen Kalibers). 
Die Verlangerung des Geschosses erzeugt nach Formel 1 grosseres A, 
in JI, also kleineres T; nach III, wo im Nenner das erste Glied sehr 
überwiegt, wird durch die Verliirigerung kleiueres C :  A, also grtisseres 
erzeugt. Die Reobachtung ergah beim kiirzeren Geschoss die Pendelungs- 

5 5 
periode Sek., beim langeren Sek., entsprechend Formel III. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Dr. Cam, C~i,we. 143 

d) Der Geschossschwerpunk t  w u r d e  v a r i i e r t .  ' Erster Schuss 
mit Schwcrpunkt in der Geschossmitte ( e b e n d ~  einc verscliichbare T<lei- 
masse), an der Geschossspitze eine kleine Eorkscheibe, daniit siclier 
der Luftwiderstand an der Spitze angreift; zweiter Schuss, Bleiinasse 
und Korkscheibe vertauscht. Dadurch war beide mal hl nahezu gleich 
gross, aber von entgegengesetztem Vorzeichen; ferner das zweite Mal A 
grosser als das erste Xal,  die andern Grossen unverandert. Waren 
also die Pendelungen Priizessionen, so  musste nach 1 deren sekundliche 
Zahl unveriindert bleiben, aber der Umlaufssinn wurde u~ngekehr t ;  
waren es dagegen Nutationen, so blieb der Sinn unveriindert, dagegen 
wurde die Umlaufszeit grosser. 

Beobachtet wurde das letztere. 
e) T r a g h e i t s m o m e n t  C v a r i i e r t .  An der Geschossspitze 

wurden der Reihe nach drei gleich schwere Korksüheiben von inlmer 
grosserem Durchmeuser senkreüht angebracht und je mit  gleicher 
Ladung unter 45O geschossen; in 1) wiichst dann sowohl C als 171 pro- 
portional dcnl Quadrat des Radius, also bleibt T konstant; in III) wird 
C grosser, also Tl successiv kleiner; beobachtet wurde letztercs; die 
Pendelungen erfolgten immer schneller, waren Fia 7.  
bei der breitesten Scheibe von 6 cm Durch- 
meçser kaum mehr zu ziihlen. Dasselbe bei 
vertikalem Schuss. 

f )  N u r  Jf v a r i i e r t .  Um einen be- 
sonders überzeugenden Vergleichsversuch zu 
erzielen, bei welchem die Formeln 1) und II) 
entgegengesetzte Resultate liefern mussten und 
nur eine einzige Grosse, der Luftwiderstand 
in JI, sich Endert, wurden an der Spitze des 

& 
Geschosses senkrecht eur Axe eugleich zwei Metallscheiben von der 
Form der Figur 7 aiifgesteckt. Nrstens wurde die cino so gestellt, dass 
bei beiden Scheiben die Flügel B übereinanderetanden, und geschossen; 
das zweite Mal die eine sa gedreht, dass die Flügel Il der einen über 
den Ausschnitten A der andern standen, folglich die volle Scheibe 
sich dem Luftwiderstand entgegensetzte. Nach 1) wurde i m  zweiten 
Fall der Nenner 17i gegenüber dem ersten Fa11 vergrossert (im Ver- 
hiiltnis 3 : 2)) also T im selben Verhaltnis verkleinert. Kach III) wurde 
der Xenner ein wenig verkleinert, Tl vergrossert. Thatsiichlich zeigte 
sich des letztere (15 Pendelungen in 5 Sek., gegen vorher 17). Das- 
sellrie bei schiefem und vertikalem Schuss. 

1 3  
g) E s  wurde der Ileilie nach mit  - - .  2 g Ladung geschosseri 

(schief und vertikal), die %ah1 der Pendelungen pro Sekunde nahm zu, 
aber auch die A m p l i t u d e ;  nach der Formel II) f a r  Priizessionsbewegung 
würde die Amplitude A abnehmen, nach IV) nimmt A, mit  s, zu; es 
faiid sich bei vertikalem Schuss: 
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1 
bei g Ladung, Amplit. i.li6chst. Pilukt ca.:iO? b. Aufschl. am Roden ca. 104 

5 
11 4 1, j, 1~ i l  iiber 90°, ,, ,, grosse Arnpl., 

,, 2 ,, ,, F b e r ~ c l i l a ~ e n  des Geschosses bald nach Verlaswn des Laufs, 
IIerabfalIcri uriter vollen Ibotatiorien uiri deri Sch~erpur ik t  in nahezu 
vertikaler Eberie. 

h) In einem hohen Saal, der oben eine ijffnung besitzt, wurdc 
rrrtilral auf'wiirts gcwhosscii, und von der (jffnung nus die Grschos+- 
bewegung, speziell die B a h e n  der Gcschosrspitze, walirend der ein- 
zclnen Pendelungen von oberi betrachtet. E s  zeigten sich Kurven 
Shnlicli der in  Figur  42 (siehe Heft 4 d .  Zeitschr.). 

C. Theorie. 

Eine analytische Tlieorie der Kreiselloowegungen roticrmder Lang- 
gesclmsse hat  der Verfasser friiher (1. e. $28) iinter Voraiissctzung des 
quadratischen Luftwiderstandsgrsetzes gegeben. Dieselhe sol1 irn Folgen- 
den uiiter weniger beschriinkenden Annahmen von neueni durchgefiihrt 
werden: erstens gilt die folgende Theorie fü r  j e d e s  b e l i e  b i g e  L u f t  - 
w i d e r s  t a n d s  g e  s e  t z ,  zweitens ist angenommen, dass die Geschossaxe 
im Anfang der Flugbahn einen s e i t l i c h e n  S t o s s  erleide, der speziell 
auch Nul1 sein kann; ferner, dass anfangs die Tangente und die Ge- 
schossaxe nicht zusaminenfallen. 

Die Eewegiing des Geschosses kann,  wie bekannt, zerlegt gcdacllt 
werden in eine T r a n s l a t i o n s b e w e g u n g  des Schwerpunkts, die so 
vor sich geht, wie wenn im Schwerpunkt alle iiusseren Kriifte, parallal 
vcrsetzt, angreifen würden, und in eine D r e h u n g  des Geschosses uni 
den Schwerpunkt, wobei diese Drehung in derselben Weise erfolgt, 
wie menn der Schwerpunkt im Raume relativ fest ware. Beide Be-  
wegungen .sind von einander abhiinpig, worin der Grund für  die 
IZorr~pliziertlieit des Problenis und für die UiinGglichkeit liegt, das- 
selbe in aller Strenge zu lijsen. Diese g e g e n s e i t i g e  Abhi ingig-  
k c i t  leuchtet auch ohne Rechnung sofort ein: ,Io grtisser die Schwaiik- 
ungen beziiglich der Bahntangente sind, welche die GescLiossaxe 
periodisch urn den Schwerpunkt vollführt, urn so grosser werden die 
Knterschiede des Luftwiderstands gegenüber clern Geschoss, weiches 
mehr seine Langseite diesem Widerstande darbietct, um so rnelir also 
wird die Flugbahn des Schwerpunkts abgeiindert; andererseits, je 
grosser die Kriirninung der Flugbahn ist, urn so rrielir Lindcrt sich d e i  
Wiiikel zwischen der Richtung der Bahntangente in eiriern beliebigen 
I'unkt und zwischen der Richtung der Bnfangstangmte, un1 so griisser 
also merden die bniplituden hei cirm k-rc:ise1l>ewegiingen der Geschoss- 
axe sein müssen. 
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Diese wechselseitige Bhhkg igke i t  der beiden Bewegiiilgeii notigt 
dazu, ein passendes Naherungsverfahren einzuschlagen; lasst doch schon 
die (für die Praxis wichtigste) Aufgabe, welche gewohnlich als das 
,, ballistische Problem" im engeren Sinne bezeichnet wird, diejenige 
riinilich, ,bei welcher von der notation des Geschosses um den Schwer- 
punkt abstrahiert und das Geschoss als Massenpunkt betrachtet wird, 
bekannterruassen keine strenge Losung zu. Das irn Folgeriden, wie 
in der früheren Arbeit, aiigewendete Verfahren besteht nuri darin, dass 
die Gleichurigen der Translationsbewegung zunichst ohne Rücksicht 
auf die Iiotationsbewegung niiherungsweisc gcliist, sodann die be- 
treffenden Ausdrücke in die Cfleichungen der 12otatiousbewegung ein- 
gesetzt und diese iiztegriert werden. Die so gewonnenen Integrale 
werden dann - falls dazu fortgeschritten werden soll, die Geschoss- 
abweichungen infolge der Rotationsbewegungen zu bcrechnen - riick- 
warts wieder dazu verwendet, die Gleicliungen der Translationsbeweg- 
ung nachtriiglich niit geivissen Korrektionsgliedern zu versehen. E s  
ist dies ein Verfahren, wie es in alinlicher Weise bei Storungsrechnungen 
der Astronomie Anwendung findet. 

Durch die Mitte O der Geschütz- oder Gewehrniiindung seien 
drei feste Koorcliriatenaxeri O z ,  Oy, On gelegt; die Axe Oz  horizontal 
und positiv in der Schussrichtung; 0 y  ebenfalls horizontal und positiv 
nacli links (die Ausdriicke rechts, links, oben, unten durchwcg beziig- 
lich des Schützen gebraucht); die z-Axe vertikal, positiv nach oben. 
Der Geschossschwerpunkt S habe nach t Sekunden, voin Verlassen der 
JIiiiidiing an  gerechnet, die Koordinaten xyz;  durch S denke man sich 
drei Axen Sx, Sy ,  Sz  parallel und gleichsinnig mit Oz, Oy, Os ge- 
legt, sowie drei andere Axen Sx , ,  S y l ,  Sz17 welch letztere mit dem 
Gesclioss fest verbunden sind und Haupttriigheitsaxen vorstellen (die 
Figur 8 ist gezeichnet für einen Beobachter, welcher von der linken 
Seite der Flugbahn aus nach deni Geschoss sieht, also geht für diesen 
S x  nach links, Sy nach vorn, S z  nach oben). Die Axe Sz, sei die 
Liingsaxe des Geschosses, das als Kreiscylinder mi t  aufgesetzter Spitz,e 
zu denlien ist; ihre Neigung gegcn die Horizontalebene Sx, Sy moge 
8 seiu; positiv, falls die Geschossaxe siüh oberhalb dieser Ebene x S y  

n 
hefiridet, negativ, wenn uiiterhalb, soniit -4: zSz,  - - 6. Die beiden 

anderen, im Geschoss festen Axen Sx , ,  Sy,  seien auf Sz, senlrreeht; 
die Ebene xlSy, schiieide die IIorizontalebene x S y  nacli S A  und 
<j: y S A  sei mit I) bezeichnet, ?/i gezkhlt von der + y-Axe zur + x-Axe; 
endlich sei <): ASx,  = q ~ ,  und ewar sei der positive Drehungssinn von 
rp dadurch festgelegt, dass bei waclisendeiu p eineni Beohacliter, der 
ron  S aus in der Iiiçhtung der Geschossaxe Sz, sielit, das Geschoss 
und mit i l m  die Ebene x,Sy, rechtsl;iufig, im Sinn der Uhrzeiger- 
bewgung sich dreht, also in der Weise, wie es bei den deutschen Ge- 
scliützen mit  ihrcn rechtsliiufig gewundenen Lügen der Fa11 ist. Durch 
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die Angabc von 8, rp, @ ist in jedem Augenblick die Lsge des Ge- 
schosses bezüglich des Schwerpunkts S festgelrgt; anfangs liegc die 
Geschossaxe in der Schussebene x S a  und sei gegen den Horizont hm 
den wahren Abgangswinkel 8, geneigt, auch falle anfangs Sz, mit 
S A  zusammen, so dass für t = O : li, = O, q? = 0 ,  9. = 4,. . 

p, q,  r seien wie übliüh die Iiorqonenten der variablen Dreh- 
geschwindigkeit um die beweglichen Axcn Sx,, SI/,, SZ,; dabeip positiv 
für einc Drehung um Sxl von Sy, nach Szl, p fiir eine Drehung 

0 

um SI!, von nach Sx,, r für  cine Drchung. um Ss, von 
nach Sy,. 

Weiterhin sei m die Geschossmasse; X, Y ,  Z die Komponenten- 
summen aller auf dau Geschoss wirkenden Zusseren Kriifte mit Bus- 
nahme der Schwerkraft bezüglich Sa;, Sy, 5 4 ;  X,,  Y,, Zl dasselbe be- 
aüglich der beweglichen Axen Sx,, Sy,, Ss,  und L, 31, Ndie  entsprechenden 
Momentensummen; A, B, C die Tragheitsniomente um S q ,  Sy,,  88,. 
Dann sind die Gleichungen fiir die Translationsbemegung des Schwer- 
nunkts: 

und diejenigen für  die Rotation urn den Schwerpnkt  nach Euler :  
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woraus auch folgt: 

Die Kosinus a,a,a,b,h, b,c,c,c, der Winkel XI 1 2/11 zi 

z~ischen den b ~ e g l i c h e n  Axm der xl y, z und !/ al b1 , c! 

den festen X ? / Z  (ver@. das Schema) hangen mit a, b, c, 
den Winkeln cp, Q, 8 durch die E ulerschen Formeln - - - - 

zusammen : as , b, 

a,= - sinr$. cos@.sing, + s i n @ - c o s p  
b, = - s i n a .  cos@ - c o s y  - s in@ .sinp, 
c, - cos 9. - cos ?,!J 
a, -- sin 9.. sin $J . sin cp + cos @ .  cos g, 

41 
1 b, = sin 9.. sin @ cosrp - cos @ .  sin rp 

c, = - cos 4 - sin $ 
a, = cos 4. sin cp 

b, = cos 8 .  cos p 
c, - sin 9.. 

Die Kriifte, welche auf das Geschoss wirken, sind die Schwer- 
kraft, der normale Luftwidcrstand, die T~uftreibung oder der tangen- 
tielle Widerstand ( P o  issonscher Effekt), und die Wirkung der an 
dem  esc chois adharierenden Luft gegenüber der Luft, in welcher sich 
dasselbe bemegt (Magnus-Effekt). Die Schwerkraft kommt in den 
Gleichungen 2) nicht Tor, da die Resultante der Schwerkriifte durch 
S geht. 

Die normalen Luftwiderstinde gegen die einzelnen Teile der Ge- 
schossoberfliche setzen sich zu einer Resultante zusanimen, welche in 
einem variablen Punkt L der Geschossaxe, SL = 75, anpreift; diese 
Kesultante sei in ihre Komponenten, TV, und W,, parallel und senk- 
recht zur Geschossaxe Sxl zerlegt gedacht; der Winkel zwischen W. 
und Sx, sei p. Die Grossen W,, Ws und h.l variieren in ~ e n i g  eiu- 
facher Weise mit dem Wirikel a zwischen Geschossaxe Sz ,  und Flug- 
bahntangente ST, die Tabellen 1, II und IV (siehe Heft 4 dieser 
Zeitschr.) geben für verschiedene Winkel a und verschiedene Geschoss- 
lingen diese Werte, w-ie sie naçh den Formeln von K u m m e r  berechriet 
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ferner ist, da der Angriffspunkt x,y,zl der Luftwiderstandsresultnnte 
auf der Axe Sx, liegt: 

L = z , Y l - y 1 Z 1 =  zlYl= hi.Ws.sin/3 

5) 
X=7J1X,-$,Y1-O. 

sind. Bezüglich des tangentiellen Luftwiderstancles haben Poisson und 
H e i m  für Kugelri reçhneriüch nachgewiesen, dass er eirl riur miriirrialer 
sciiii kontie; die ohen angcführten Versuche haben weiterhin bewiesen, 
dass auch für die jetzigen Langgeschosse die Wirkiing der Liift- 
reibung zum mindesten erheblich kleiner ist, als diejenige des normalen 
Widerstands; es ist deshalb ini folgeizden von der Wirkung der Luft- 
reibung abstrahiert; es konnte dieselbe auch erst dann in liechnung 

gezogen werdcn , weiin 

Tig. 9. Versuche über die even- 

d ,. Deshalb und wegen A = B giebt die dritte Gleicliung 2) d t  = 0; 

, 

O 

f3 
a. 

~3 

die Komponente der Botationsgeschwindigkeit um die Geschossaxe ist 
also konstant. 

E s  ist nun cosb, sinb, X, Y ,  Z zu bilden. Die Kosinus der 
Winkel zmiscl-ien der Bahntangente uiid den festen Axen sind: 

$5 
tuelle zeitliche Aionallue 
der Rotatiorisgeschwin- 
digkcit um die Llings- 
axe vorliigen. 

L Der Effekt von 
Magnus endlich korrimt 
für Langgeschosse  voli il 
nur beziiglich der Traiis- 
lationshewegung und 
iiberhaupt nur dann in 
Betraclit, nerin die Gc!- 
schossaxe gegeri die 
Bahntangente betriiclit- 

s lich geneigt ist. So 

sol1 itn Folgenden - 
wie dies von den H d -  
listikern, die sich bis- 
lier rechnerisch mit den 

Geschosspendelungen 
befassten, stets ge- 
sclieheri ist - ausser 

der Schwerkraft nur der normale Luftwiderstnnd in die 1i.chnuiig ein- 
bezogeii werden. k:s ist danach: 
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d r  rly d z .  
ds' cl;' d s '  

die Ehr:iic diirch die Tangente S T  iind flic Geschossax-e SZ, sol1 den 
Wiiiltctl P mit der Sx, -Axe bilden, somit eiliiilt niail nus dein rrclit- 
wiiikligcn Dreikant Sx,, ST ,  SWr8 (WO S\VS It: durch S): 
( cos(X TASz,) - sin a .  cos 

cos (STAS y,) - sin a. sin /3 
d z  

oder 

feriier ist fiir den Wiiikel a zmisclien 
S T und Sz, : 

(1.5 d y  t7zz1 
7 COS a = Cl 

(IS + '%cis 
und endlirli kt: 

1 X = n , X , + b , Y l + c l . Z l ,  Y = a , X l + b , Y 1 + c e Z l ,  

Z = a, X, + b, Y, + c3Zl. 

I h n i t  crliaIten die sechs Gleichungen 1) und 2) für  die Trans- 
lation und llotation die folqende k'oriil: 

In der That  hiingen, wie oben bemerkt, die beiden Beweguiigen 
wechselseitig von einander ab ,  denn die Gleichungen 9) enthalteri 
alci,. . ., also wegen 4) die Winkel 3, @; und die Gleichungen 10) ent -  

Dem angeführten Plan zufolge werden zun;iclist die Gleichungen 9) 
fü r  die Trarislationsbewegung des Schwerpunkts ohne Kücksicht auf 
die Rotation gelost; eine solclie Losung ist z. B. in dem S i a c c i -  
K r u p p  sclien Systeiii von Gleichungen gegelen : 
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II ier  bedeutet w den Horizontalneigungswinkel der Tangente in deni 
Punk t  ($a),  der nach t Rekunden erreicht is t ;  die Wer te  X,F,T, Y sind 

P. 1 2 0 6  
aus Tabelleu zu entnehmen; x : P Geschossgewicht in kg, 

R2z der Querschnitt des Geschosses i n  qcm, 6 das Gewicht von 1 cbm 
Luft, A ein Faktor ,  der von der Spitzenform abhangt und für normale 
K r u p p s ü h e  Geuüliosse = 1 ist. Man kann auf diese Weise für irgend 
eine Zeit  t die Lage (x,ç,) des Geschossos hercchnen; y ist dnbei = 0. 

Noch einfachir ist es, nach der g r a p h i s c h c n  M c t h o d e  des 
Verfassers* die Plugbahn zu konstruieren; es lassen sich dann die zu- 
sammengehorigen Zeiten t, Abscissen z, Ordinaten z ,  Tangentenx-inkel w, 
Bahngeschwindigkeiten v leiçht entnelirnen. 

E s  sei vorausgesetzt, dass dies geschehen sei, dass man also für 
eine grossere Anzalil von Blugbahnpunkten, zuniichst ohne Rücksicht 

d r: d z 
auf die Rotation, die Wer te  t, x, 3, w, v, also auch und keiine, 

d Y wiihrend vorerst y = 0 - - = O  genommen wird. ' d t  

Ferner sol1 die folgeride Berechnung nur Giltigkeit haben, wenn 
die Beobachtung (an Scheibendurclischligen etc.) aufgezeigt hat, dass 
die Winkel 8 und $J klein sind, und zwar sei vorausgesetzt, dass die 
Win1u:l 1) und $J so klcin seien, dass die Quacirate gegenüber der Eiii- 
heit  vernachliissigt werden konnen, dann ist 

a , = - 9 . . s i n r t + $ c o s r t ;  b , = - 8 . c o s r t - $ s i n r t ;  

c, = + 1;  a, = cos rt, b, = -- sin r t ,  

62 = -@, a 3 - - -  s i n r t ,  b,= c o s r t ,  c,= + 8 ;  

damit werden die Gloiçhungen 6): 

* Zeitschrift fiir Mathematik und Fhysik, Jshrgang 1897, S. 197. (S. 2013 
14 

Z. 16 lies 15-0 s h t t  24Q521. Femer ist hinzuzufügen, dass Hr. A.  I n d r a  gegeniiber 
1 G 

IIr. 0 k i n g h a u s die Prioritiit dafür in Anspruch nimmt, znerst die H y p e r b e 1 
a l  s b a l  l i s  t i  s c h e X u r  v e syst,ematisch hehandelt zii hahen. In der That liai 
schon 1876 Hr. Indra das betr. Gleichungssystem aufgestellt, dasselbe übrigens in 
eirier weit allgemeineren , auf synthetisch - geometrische Hetrachtungen gegriiu- 
deten TVeise abgeleitet : A 1 o i s  1 n d r a ,  jetet Oberst und Pr&ses im technisciieu 
Militarkomité in Wien , ,, Graphisühe Ballistik , synthetische Behandlung der Be- 
wegung im materiell erfüllten Raum, Anwendung auf die Geschossbewcgiing". 
Wien 1876,  bei Seidel. Seitdem ha t  Hr. Okinghaiis die Hyperbeltheorie auf sahl- 
reiche Einzelprobleme der Ballistik angewendet und erheblich erweitert.) 
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Denkt man sich hier den Zahler und Nenner je mit der Bahn- 
d s 

geschaindigkeit rnultipliziert, setzt nach dom Obigen vorerst = O, 

d z d z  und bezeichncit - = 1;. cos w = v . sin w, wo w der Horizontalneigungs- 
d t ' d t  

winkcl der 'l'arigentc ist, so wird: 

cosp = [ v . ~ o s ~ ( - 4 . - s i n r t  + 1/ icos r t )+v . s inw.s in r t ]  :v.sinol,  
odêr: 

Hierbei ist: 
d x  

C O S U =  q , . % +  d z 
d s d s 

oder jetzt: 

13) cos a = cos w - 3.. sin W. 

d x 
Dass es in der That geatattet ist ,  1/i.g gegen - zu vernach- 

cl t 
lassigren, ergiebt siçh aus dem Beispiel der schweren Peldkanone; für 
diese ist z. B.: 

nobei : 

ist. Dazu kommen 

1 5 )  

W, - h, . C O B ~  JI = 
sin a 

die Gleichungen: 

sec 

O 
1,26 
2,79 

4,48 

- P ~ i n r t  - p - e o s r t  
d t  

- - p . c o s r t  + psinr t .  

Da n. V. 1 ~ 1  < 1, leuchtet die Berechtigung des Gesagten ein. 
d4J Fenier ist in 3) und 38); cos 9 = 1; s i n 8  - 9 ist klein grgen 2~~ da 

d t 
(S. u.) und 6 klein sind. 

Mit den Ausdrücken 12) werden, unter Beriicksichtigung von 5) 
die Gleicliungen 2) rcsp. 10) der Rotation des Geschosses urn den 
Schwerpunkt riunrnehr die folgenden : 

m,'sec 

425 
358  
316 

287 

111 111 m 

O 0 0  O 

O,2 
O,G 
O, 9 

491 
1002 
1512 

115 

8 0  
6 4 
4 1 

0,25 126  
1 239 

1,5 329 
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Die Bewegung des Geschosses denlren wir uns in genügend klciiie 
Intervalle zerlegt, so dass bei der Berechnung inrierhalb jedcs einzeliien 
IntervaIls ein anderer konstanter Mittelwert von TVq  hl cos w : sina 
angenoinmen werden kann; die Tabellr III resp. I V  giel t  die Werte 
von tir8 : sin GI und von laI, die graphischc Darstcllung der Translations- 
bewegung lickrtc in jcdeni Augenblick w, so dass der Ausdruck 112 als 
uweben zu betrachteii ist; die Tabelle III und das weiter uriten durcli- 
O O 

gefiilirte Beispiel zeigt, class il1 weiiig rnsch sich iiiidert. 

Dns Gleichiingssysteni 14) und 15) ljisst sicli dann nach I'oissons 
Vorgang wie folgt integricren. Man versucht, für p, p, 8, li, Integrde 
in der Porm z u  finden: 

jvobei f,f2 f., f,p, q, 9; ql 8 Funktionen der Zeit darstellen, ~ e l c h e  noch 
zr,u herechnen sind. Dies gescliieht, indem die eben angeschrieiieiieii 
Werte für pqS.qi~ in 14) und 15) eirigesetzt und die Koeffizienten 
von cos r t  und s inr t ,  sowic die von den periodischeii Gliedern freien 
Ternie beiderseits einaiidu gleichgesetzt wcbrden. Man erhilt so 
8 Gleicliungcm mi- Hestiinmung der Funktioi-im f, f2 etc.; in 4 dieser 
Gleicliiingen konlmen df, ldt neben f, - r, d f ,  ldt  nebcn f,. r ,  d f ,  ( d t  nebeii 
f,. r ,  d f 4  dt  neben c3. r vor; vernachl%sigt man diese Ableitungen der 
Funktioneii gegen die Produkte dieser Funktionen mit dem nicist 
grossen r - unter dem Vorbehalt, dass spater durch die Aiialogie der 
Kreiseltlieorie etwaige Korrektionen in den entstehenden Ausdiückeii 
eintreten sollen -, so lassen sich f ,  f 2 [ , f 4  sofort bestin-imei~; für 
pl gl ai $1 blcibeii ei~ifache DifYereritialgleicliurlgen erster Ordnuiig, welche 
leicht integricrt werden konnen. Damit hat man: 

f ,  = J I .  @,:Cr pl = (2' sin p, + D' cos pl 
f2 = l W ( 4 ,  $ tgw):(/lr qi = (7 cos p, - D' sin p, 
f3 = - ql:r 8, = - A' sin p, - 3' cos Pz 
f I- - - pl : r  @, = A' cos /3, - 5" sin f i , ,  

wobei: 

und A', H' F'unktionen von t s i id ,  ii~nilich: 

A' = A, - f ::. tg o. cos jî2 - d t ,  11' = 13, + - t g  w . sin p2 d t  JJ 
AlB1 CID' sind Tnti:gratiorislroiista~~te~~, die sich aus dem An- 

f a n p u s t a n d  ergeben; über die Bereçhnuiigen der letzteren Jnte- 
gïale sielie W. u. 
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elienso 

- Cfcuq pl - D'sin pl + - tg  o. cos r t  C r  
171 p. t g u .  cos & ( i l  \ 

17) \ 

+,- (- siii(rt B , ) - ( A , -  C r  

+cos(Tt - B n ) - ( ~ l + S - f - ~ g m .  s i u ~ , . ~ i t  
\ 

Tm A n f a n g  d e r  B e w e g u n g ,  die wir von der &Iündung des 
Grwelirs oder Geschützes abrechnen, falle zunachst die Geschossuxe 
in die Richtung der Anfangstangente, so dass für (t = 0): 

a-a,,  + = O  

ist. Zugleich aber erhalte die Geschossaxe einen s e i  t l i  ch e n  S t O ss, 
der ihr die Winkelgeschwindigkeiten p, und q, erteile; 

(t - O) : p - Po,  q = qO. 
Zciîachrift f .  Mathemat* n Phgsik. 43. Jahrg. 1898. 3 Heft. II 
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Damit wird: 

D' = - r A,. 

Ferrier sind die beiden in 16) bis 19) vorkomrueriden Integrale: 

C r  l -fi. tgw.s inB, .dl  F =  ' . J ~ . t ~ ~ . c o ~ ~ , . d t  und 

zu ermitteln. 
E s  sei im Folgenden die Abkürzung M: Cr = N eingeführt und daran 

erinnert, dass a i r  einen Mittelwert von N in den einzelnen Intervallen an- 
nahmen; in #?, und j3, wurden die Integrationskonstanten so bestimmt, 
dass fiir t - O, f i ,  = O  und = 0 ist, weil nur im Anfang # = 0 und 
4=8, sein soll; also muss auch in den beiden Integralen von O bis t 
iiitegriert werden. E s  l k s t  sich nun wiederholt die teilweise Jnte- 
gration anwendcn; hierbei treten jedoch immer hohcre Potenzen des 
E'aktors (9 . Cr) : (W. cos w . nf) aiif, von welchcm sich spater zeigen 
a i r d ,  dass er von der Gr6ssenordniiiig von + ist, und von welchein 
daher die hoheren Potenzen nach der ersten weggelassen werden (2.B. 

bei der Granate der deutschen Feldkanone, Schussweite 4500 m, niinut 
dieser Daktor vom Abgangspunkt bis zum Auffallpunkt zu von 0,00256 
bis 0,00304); man hat damit: 

w ~ ~ o s ~ ~ - d ~ ~ - t g ~ ~ s i n ~ ~  

vY nun ist dx - - - . dm, eine Gleichung, die für jedes Luftwiderstaiids- 
U " 

gesetz allgemein giltig ist (vergl. Kompendium S. 81); soniit ist: 
d t g o  
- - 

1 d o  
- 

1 d o  d x  -. - - - g . d x  =--  
d t cos9w d t  c o s 2 0 :  d ; '  d t  -- cosPo vY d t  g ,  

v z  

wenn a, die Horizontalkomponente v - cos o der Bahiigeschwindigkeit 
des Schwerpunktes darstellt; somit hat man: 

(in 4 Beispielen der Praxis nahm C y : X  numerische Werte zwisclien 
0,l und 2 an, wahrerid v, zwischen 180 und 400 lag). Man hat 
danach oder nach dem hlittelwcrtsatz: 

21) F= sinp,. tg w + f -  (1 -  cos^,), 

wobei f = @ - Cr) : (v,. 171) ist. 
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Von Prof. Dr. CABL CHANZ. 

Analog ist: 

FI = N t g  w.  sin p, . dt S 1 

- - - tg w . I  cos p, +fi (tg w) cos pz, 
oder bei demselben Verfahren: 

22) F, - cos p,. tg w + tg w - f '. sin pg. 
Dicse Werte 20), 21), 22) sind noch in den Ausdrücken 16) 

bis 19) zu vermenden; so kennt man in jedem Moment die Lage der 
momentanen Drehaxe und diejenige der Geschossaxe. Letzere ist für 
die Ballistik von der grosseren Bedeutung; daher beschiiftigen wir 
uns nur mit den Ausdrücken 8 und $J und deren geometrischer 
Deutung. E s  wird: 

l 
4 = (4, + B,) cos (rt - pl) + A,.  sin (r t  - pl) - A, sin P2 - BI cos P2 

+ sin pz. [sin p,. tg w + f .  (1 - cos pz)] 
- cos Ba. (tg w - t g  w . cos 0, - f - sin fi,) 

l 
$ = (3, + BI) sin ( r t  - pl) - A,. cos ( r t  - fi,) + A, cos p, - R, sin B, 

- cos pz [sin fin. tg w + f . (1 - COS p2)] 
- sinp,.(tgw - tgw.cosB,- f.sin&J, 

oder: 

23) 4 = 4, + a n ,  

wobei : 
4 , = t g w  +f . s inp ,  + c 0 s p , . ( t g 8 ~ - t g w )  

4, - { p, [sin p2 - sin ( r t  - Pi)] + y0 [COS pz - COS ( r t  - pl)] } : (r -- N).  

mit den Abküreungen: 
A - C  M pi= - A  . r t +  ..t; M 

A? Bs- & t ;  
h7 = 

g. C r  f=--. 
C r  ' DL. 171 

Diese Ausdrücke 23) und 24) lassen eine verh>iltnisrnassig ein- 
fache g e o m e t r i s c h e  D e u t u n g  zu. 

Wir legen durch den festgedachten Schwerpunkt X des Geschosses eine 
horizontale ~ ~ u a t o r e b e n e ,  ferner durch S u n d  die FlugbahntangenteST 
eiue vertikale Anfangs-Meridianebene; beschreiben weiter um S mit der 
Lirigeneinheit SS, = ST = 1 m eine Kugelfliiche, welche von S aus b e  
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trachtet und dementsprechend gezeichnet sei. Der Aquator und der Aii- 

fangsrneridian, welche sich in Sl schneiden, werdcn als sphirische Koordi- 
natenaxen S, I,!J und SI 8 benützt. In Beziehung auf dieses spharisclie Ko- 
ordinatensystern auf der Kugel stellen dann @ resp. 6 die Lange resp. Breite 
desjenigen Punktes P vor, welcher sich auf der Verliingeruug der Ge- 
schossaxo in der Entfernung SP = l m befindet. Die Figur 11 ist 
fiir einen Beobachter gezeichnct, welchcr von hinten das Geschoss be 
trachtet; der Geschossschwerpunkt ist also vor dem Papier zu denken 

Wir  suchen die Kurve, welche der Punkt P der Geschossaxe im Lauf 
der Zeit beschreibt, von seiner Bnfangslage O aus (mTinkel OSS, - Q?~). 

Der Punkt Y' der Tangente f d l t  anfangs in 0, rückt von da auf der 
4 -Axe  abwirts; zur Zeit t ist Wirikel TSS,  = w ;  im Blugbahnsçheitel 

ist !Z' in S, angelangt etc.; die Bewegung von T auf der Ordinaten- 
axe, also die Lnderung von w mit der Zeit, ist hierbei durch die vor 
hergehende (graphische) Losung der Translationsbewegung gegeben zu 
denken; ebenso ist die Bahngeschwindigkeit v des Schwerpunkts und 
ilire horizontale Komponente v, - W .  cos w zu jeder Zeit bekanrit. 

Nun lassen sich die Ausdrücke 9. und @ in zwei wesentlich ver- 
schiedene l'eile und lasst sich demgernass die Bewegung der Geschassase 
in zweierlei Hewegungrn spaltcn, wovon die eine als die reguliire 
P r a z e s s i o n  (a,, +,), die andere als die S u t a t i o n  infolge eines An- 
fangsstosses (a,, +,) zu bezeichnen ist. 

a) Sieht man namlich von einem Anfangsstoss p,qo ab, so rcdu- 
ziereri sich 9. und + auf die Ausdrücke: 
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Von Prof. Dr. CAEL CBANZ. 157 

2 7 )  (a - + (s, - fiz - f + (4, - ml2; 

d. h. wenn kein Anfangsstoss stattfindet, besclireibt Punkt P der Ge- 
schossnxe eine spiralenfi5rmig sich erweiternde Kurve (Fig. 12)) die stets 
wieder durch die Anfangslage O geht und die aufgefasst werdcn kann 
als cin ve r i inder l i chcr  K r e i s  d u r c h  d e n  f e s t e n  P u n k t  0;  d e r  
M i t t e l p u n k t  H d i e s e s  Kre i ses ,  mit den Koordinaten w und f ,  r ü c k t  
hierbei  von O a u s  ( m e h r  o d e r  w e n i g e r )  n a c h  r e c h t s  u n d  a b -  
warts  (in derselben Weise wie der Endpunkt T der Flugbahntangente 
auf der Ordinatenaxe S, O abwarts rückt), vorausgesetzt, dass erstens 
das Gewehr oder Geschüt~ R e c h t s d r a l l  besitzt, das Geschoss rechts- 
liiufig um die Geschossaxe rotiert (r positiv), und dass zweitens die 
Resultante der Luftwiderutande v o r  dem Schwerpunkt auf der Geschoss- 

Fig. 13 

I t a  

4 t SP 

Dasselbe ist der Fall,Ewenn r und 
Rechtsdrall die Resultante zwischen 

axe angreift (Moment il1 positiv). 
iV negativ sind. Wenn dagegen bei 
Schwerpunkt und Geschossboden angreift oder umgekehrt bei Links- 
drall dieselbe ihren A n g r i f f ~ ~ u n k t  zwischen Schwerpunkt und Geschoss- 
spitze hat, so wird die Priizessionsbewegung der Geschossspitze l i n k s -  
1;iufig erfolgen (Fig. 13), der hlittelpunkt &f des veranderlichen Kreises 
liegt in diesem Pal1 l i n k s  u n d  r ü c k t  a b w a r t s .  

-- 

Der R a d i u s  O 171 - 1/f + (O, - C O ) ~  des veriinderlichen Kreises 
vergrossert sich stetig, weil der Winkel 3, - w zwischen Anfangs- 
tangente der Flugbahn und Tangente in eine~n variablen Punkt mit 
der Zeit stetig wiichst und eberiso meistens der Ausdruçk 

C r 
f=P,,,; 
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eben 
wird 

nach 

denn das Drehmoment Jif des Luftwiderstands wird zwar in den meisten 
Failen zunehmen; aber es nimmt u, ab (wiihrend von r angenommen 
wird, dass es konstant bleibt, was freilich nur  angenahert richtig sein 
dürfte); jedenfalls ergiebt die Rechnung, dass f meistens zunimmt und 
die Bahn des Punktes P der Geschossspitze in immer weiteren Wind- 
ungen verliuft. 

Wic man sicht, ist der verandei-liche Krcis u n s y m m e t r i s c h  be- 
züglich der Flugbahnvertikalebene OSS,; da die Rechnung nicht bis 
zur Ermittelung der Seitenabweichung y des Geschossschwerpunkts 
hier durchgeführt wird, so sei schon an dieser Stelle bemerkt, dass 

diese Unsyn~rnetrie der Grund für diele Derivation ist; in der That 
die ~eitenabweichung wesentlich durch die Grosse 

Grosse und Vorzeichen bedingt; sind r und nf beide positiv oder 
beide negativ, so ergiebt sich Rechtsabweichung; ist nur eine der 
beiden Grossen negativ, Linksabweichuag. 

Die Z e i t  T e i n e s  v o l l e n  U n i l a u f s  der Geschossspitze, alüo die 
Periode der reguliren Priizession, ergiebt sich nach 25) aus P,=2n zu :  

auch diese Zeit 'ist variabcl, und zwar nimmt T im allgemeinen ab. 
b) Wir  gehen über zur Beschreibung der K u t  a t ionsbewegung ,  

also zur Deutung der Terme 4, und +,, welche nur bei einem Anfangs- 
stoss auftreten: 

29) 1 an= {po[sin&- s i n ( r t - ~ i ) ] + ~ o [ ~ ~ ~ ~ n - ~ ~ s ( r t ~ i ) ] ] : ( r - ~ )  

7+bn = { qo [sinp,- sin (r t - pl)] -po [cos - COS (rt-pl)]) : ( + A l  
( N u t a t i o n  i n f o l g e  e i n e s  Anfangss tosses . )  

Da diese sich zu den vorhergehenden 8, und +, einfach addieren, 
so k6nnen sie betrachtet werden als die sekundiiren sph;rischen Ko- 
ordinaten a,, +, eines Koordinatensystems, dessen Ursprung O, (Fig. 14) 

J.7 
mit der Winkelgeschwindigkeit -- auf der (ausgezogenen) Priizessions- CT 
kurve wandert und den rariablen Punkt P von Figur 12 und 13 crsetzt. 
Durch Quadrieren und Addieren wird aus 29): 

(r -iV ) 2  (an2 + qn2) = 2 . ( p o 2  + q02) . [l - sin P, - sin (rt - PI) 
- cosP2 .cos(rt  - Pl)] 

Die bezüglich 0, betrachtete Bewegiing des Punkts P dcr Geschoss- 
axe kann somit ebenfalls wieder als ein v e r a n d e r l i c h e r  Kre i s  aiif- 
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Von Prof. Dr. CARI. CRANZ. 159 

gefasst werden, dcssen Mittelpunkt in O, liegt und dessen Radius perio- 
disch sich Zndert, zuerst - O ist, dann die Maximalgrosse 

2 . v p O 2  + qO2: (r - 
annimmt, wieder Nul1 wird etc. 

Derselbe Wer t  von O, P wird wieder erreicht iiacli der Zeit 2;, 
die sich ergiebt aus: 

i " t - P i B $ = , ;  
2 

alsa ist: 
A - c  nr 31. T~ YT~---.~T~-~,.T~--- A A.1 .  = 2 n ,  

oder: 

31) 

Da im Nennerausdruck das Glied Cr:A im allgemeinen bei weitem 
überwiegt, so ist erstens diese Nutationsperiode Tl im allgemeinen 
eirie schnellere als die Priizessionsperiode; und zweitens wechselt der 
Sinn, in welchem die Nutationsbogen beschrieben werden, nur  mit r ;  
diese Bogen werden tllso bei Rechtsdrall reühtsliiutig, bei Liriksdrall 
linkslaufig beschrieben, mag Rechts- oder Linksabweichung des Sçhwer- 
punkts erfolgen, mag also die Priizcssionsspirale rechts- oder links- 
liufig .beschrieben werden. 

Im ganzen führt  somit die Geschossspitze Y bezüglich des Schwer- 
punkts die folgende Doppelbewegung aus: Falls kein Anfangsstoss vor- 
handen war, beschreibt die Geschossspitze von ihrer Anfangslage O 
aus mit der langsamen Periode T die spiralformige ausgezogene Kurve 
Fig. 12 resp. 13, deren Windungen sich allmiihlich erweitern, die aber 
immer wieder durch O geht; bei positivem r (Rechtsdrall) und posi- 
tivem Drehmoment JI, ebenso bei negativem r und negativem Jl wird 
diese Spirale rechtsliiufig beschrieben; wenn dagegen nur  eine der 
beiden Grossen r, M negativ ist, liriksliiu6g. Im allgemeirien jedoçh 
ist diese Prlizessionskurve nur die Leitkuive für die (gestrichelt gezeich- 
iieten) Nutationsbogen (Fig. 14), die von der Geschossspitze beschrieben 
werden, mit dcr schnel l~ren Pcriodc Tl und mit  Amplituden, die von 
deni Anfangsstoss und von den Grossen r7 C, A, 2Cf abhiingen. 

Spexieller Faii einer geradliuigen Uewegiing des Schwerpiinkts. 

a) D i e  G e s c h o s s a x e  f a l l e  a n f a n g s  m i t  d e r  B e w e g u n g s -  
r i c h t u n g  d e s  S c h w e r p u r i k t s  z u s a u i m e n .  

Dieser Fa11 ist bei einern s e h r  r a s a n t e n ,  auf kurze Entfernuiig 
:tbgegeberien h o  r i z  o n t  a l e n  S c h u s s  aus cincm kleinkalibrigen Gewehr 
naliezu verwirklicht; vollkomxnen bei einern v e r t i  k a l e m  S c h u s s .  Ini 
ersteren Fa11 ist jcdorxrit 0 - 4, = 0 (dasselbe ist bei vertikalem 
Schiiss der Fall, wenu man die x-Axe, welchc bishrr horizontal an- 
gciiommen war, mit  der vertikalen zusanimt:nfallen lasst). 
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In den Gleichungen 16) bis 19) ist CJ = 0, 90 = O zu nehmen 
und CS wird: 

p = Cr sin pl + D r  cos Pl + N - [A, cos ( r t  - 1,) + B, sin (rt -- Pz)] 
{ p  =- Cfcosp l -  D r s i n p l +  N.1-A1siu(rt  - p,) + B,cos(rt  -/ ln)] 

Fiir t - O ist p =p,, 4 = q,, 9. = 0, Q - O, somit: 

A, = p o : ( N -  r ) ,  BI = go: (N-- r ) ;  Cr== - rqo: (N-  r ) ;  
D r =  - rpo:  (AT- T); 

damit erhiilt man gcnau wieder die Ausdrücke 6,, +, für die S u -  
t a t i o n s  b  e w e g u n g  infolge eines Anfangsstosses 29), nzmlich: 

E s  hat sich also in diesern Fall die frühero spiralenformige Pr%- 
zessionskurve auf den Punkt Sl reduziert. Pig. 15 giebt die hypo- 
cykloidische Bahn der Geschossspitze in diesem Pall. Die Amplitude 
jedes einzelrien Teilbogens, also der Radius des umhüllenden Kreises 

die Periode wieder: 

Cr Ar 

b) D i e  G e s c h o s s a x e  b i l d e  a n f a n g s  den  W i n k e l  a0 m i t  d e r  
g e r a d l i n i g e n  B e w e g u n g s r i c h t u n g  d e s  S c h w e r p u n k t s .  

Die Anfangsbedingungen sind jetzt: 

für t = 0 : 6 = 4 , ,  $ - O ,  p = g o ,  q = y , ,  

ferner: anfangs und weiterhin w = O. Damit erhalt man aus den 
Gleicliungen 17) bis 19): 

C ' p o = D r + N . A l ,  - a o =  ;+BI ,  

q0 = C r +  NB,, D ' O =  , - + A , .  

Berechnet man daraus A,, BI, C',Dr und setzt die Werte in die Gleich- 
ungen 18) und 19) ein, so wird: 

wobei 6, und QCln wieder die früheren werte für die Stossnutationen 
vorstellen. 
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1s t  d e r  A n f a n g s s t o s s  p,go N u l l ,  so fallen die Glieder Q, und @, 
weg und die Kurve 33) hat eine Gestalt iihnlich der in den Figuren 
19, 20, 23, je nach Grosse und Vorzeichen von r, N etc. E s  über- 
wiegen niimlich die ersten Gliedcr mit r.cos & und r .sin p, (2. B. fiir 
die schwere Feldkanone ist in nicht zu grosser Entfernung von der 
Mündung r = 632, N - 9); die Glieder mit r t  - pl variieren mit 
wachsendem t sehr rasch zwischen - 1 und + 1, dagegen die mit & 
langsam. Daher best'eht die Bahn der Gescho~ss~i tze  aus Bogen, 

Fig. 15. Fig. 16. 

welche auf dem f e s t e n  Kreis um SI mit Radius 8, aufsitzen. Man hat 
niimlich in  diesem Fa11 durch Quadrieren und Addieren: 

Anfarigs und so oft w-ieder r t  - PL - p z  um 272 gewüchsen ist, ist 
der Abstand der Geschossspitze von S, gleich a,, dabei hat zugleich 
der Kosinus seinen grossten, jener Abstand seinen kleinsten Wert; der 
grosste Wert S, N mird crreicht, wenn der Kosinus gleich - 1 ist, dann 

r t N  ist S,B = a0. +-; somit ist die A m p l i t u d e  A R  gleiçh: 

hierfijr liisst sich leicht ein einfacher Naherungswert berechnen; bringt 
man auf einc Benennung, dividicrt Kenner und Zahler mit r, ent- 

riekelt nach Potenren des kleinen Brucha und behllt daron nur 

die erste Potenz bei, so wird die Amplitude 
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Die Periode dieser stossfreien Nutationen ist wieder: 
2 a 

~r M M . 
- - - - - - - 
A C r  Ar 

1st unter den sonst gleichen speziellen ~ o r a u s s e t z b ~ e n  der Au- 
f a n g s s t o s s  p,,p, n i c h t  N u l l ,  so treten die Glieder 4, und @, hiiizu, 
so dass man, je nach Grosse und Richtung von p, und q, Figuren wie 
in 27, 29, 34, 36 erhiilt. 

A n m e r k u n g .  S t os  s f r e i e  Nutationen erhilt man übrigens auch 
in dem allgemeinen Pal1 23) und 24), falls vorausgesetzt wird, dass 
schon an der Mündung die Geschossaxe  u n d  d i e  T a n g e n t e  einen 
k l e i n e u  e n d l i c h e n  W i n k e l  a, mit einltnder bilden, also wenn für 

t = O ;  4=4 ,+~ ;  $J=@,, p=p, ,  q=qo 

ist. Die Gleiühungen 20) zur Bestimniung der Konstaden werden 
d a m  ein wcnig andere und man erhzlt schliesslich: 

9. = 8, + 4, + a',,, 
wo 4, und 8, die Werte von 23) sind und 

[r . sin f i2 - N .  sin (Y t - Pl)] 
r - N  

1 L - $ r +  $n + $nl: 
@, und Q, siehe 24) 

\ + [r - sin - AT- sin (vt - pl)]. 

Eben diese Glieder 8', und @', liefern die stossfreien Nutatiuiieii. 

(Schlusa folgt.) 
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Perspektiv-Reisser. 

Von 

Hierzu Tsfel V und VI, Fig 1-4. 

Der Perspektivreisser ist ein Zeicheriapparat zur Erleiühteruiig 
der Bnfertigung eines perspektivischen Rildes auf Grund vou zwei 
Parnllelprojektionen oines riiumlichen Objektes. 

In dcr 1)arstclliing E'igiir 1 (Taf. V) ist angenommcn, dass von 
deni Gegenstand Grundriss und Aufriss gegeben sind. Lur Erliuterung 
der Arbeitsweise wurde die Spitze des Obelisk benützt, welche im Grund- 
riss mit O,, im Aufriss mit 0, bezeichnet ist. Beide Punkte aerden 
durch bewegliche Lineale berührt, 0, durch das Grundrisslineal PO,, 
welches um P drehbar ist, 0, durch das Aufrisslineal E O , ,  welches 
durch Schlitz und Zapfen gezwungen ist, mit der unteren Kaute die 
Richtung durch den Zapfenmittelpunkt E einzuhalten. 

Durch mechanische Verbindungen sind zwei andere Lineale ge- 
zwungen, den Bewegungen -von P O ,  und K0, zu folgen, die senkrechte 
Parallelschierie M,O, und die Fluchtpunktschiene PO,. Die Lage der 
ersteren wird allein vom Grundriss vermittelst PO,,  die Lage der 
letzteren vom Aufriss vermittelst KO, bedingt. Der Schnittpunkt der 
beiden Schionenkanten M, O, und PO, ,  niindich 0, ist der gesuchte 
Ort des Punktes O in der Perspektive, eu desscn Darstellung nur er- 
forderlich ist, die Lineale mit 0, und 0, in Rerührung zii hringen und 
den Kreuzungspunkt der beiden Schienen mit Nadel oder Bleistiftspitze 
zu markieren. 

Der geometrische Zusammenhang der Bewegungen stiitzt sich auf 
eine Beziehung, welche Professor G. H a u c k  zum ersten Male in den 
Verhandlungen der physikalischen Gesellschaft in  Berlin 1883 Xr. 8 
veroffentlichte. I n  Figur 2 (Taf. VI) sei I ein abgegrenzter Teil der 
Grundrissebene, genannt Grundrisstafel, entsprechcnd II die Aufriss- 
tafel, III die Perspektivtafel. A sei das Auge eines Beschauers (Pro- 
jektionscentrum), P dessen Grundriss, der Fusspunkt, E dessen Auf- 
riss, der Kernpunkt (nach I I a u c  k). Der Strahl AK sclineidet die 
Peispektirtnfel in F) dem sogenannten Fluchtpunkte der zu II nor- 
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164 Perspektiv -Reisser. 

malen Geraden, wiihrcnd der Sehstrahl A O dic Pcrspcktirtafcl iiu 
Punkte O,, dem perspektivischen Bilde von O durchbricht. 

Legt man durch A 0  eine zu I normale und eine zu I I  norinale 
Ebene - dieselben sind in Figur 2 durch Schraffierung Liervorgehobeil 
- so ergiebt erstere in I und III  die Schnitte PMO, und df0,; 
letztere in I I  und III  die Schnitte E L  O, und F L  O,. Diese Geraden 
sind geonietrisch gleichbedeutend mit den in Figur 1 (Taf. V) mit den- 
selben Buchstabcn bezeichneten Lineal- und Schienenkaiîten, und man 
crkennt, dass der Punkt JI  es ist, wclcher P M O ,  mit M O 3  verknüpft, 
wiihrend der Punkt L die gleiche Rolle in Bezug auf KLO, und 
P L  0, spielt. 

Offenbar genügen diese beiden Verknüpfungen, um aus den Kicht- 
strahlen P O ,  und K0,  in Grundriss und Aufriss die Strahlen JfO, 
und FO, ,  also auch ihren Schnittpunkt O, geometrisch abzuleiten, 
ohne d a b i  den wirklichen Sehstrahl A 0  zu benutzen. E s  ist also 
nur die Aufgabe eu losen, diese geometrische Beziehung in einen zwaiig- 
liiufigen Mechanismus zu übersetzen. 

Die raumliche Anordnung der drei Tafeln kann dabei nicht wohl 
festgehalten werden. m i r  bringen sie vielmehr zur Erleichterung des 
Zeichriens in parallele Lage, ohne doch die Verknüpfungspunkte 41 und 
L aus dem Auge zu verlieren. 

Zunachst werde die Perspektivtafel III  so weit gedreht, bis III 
mit I I  parallel wird, die Grundrissspur I I I  I I I  in Figur 3 also iiber- 
gegangen ist in III' III' in Figur 4 (Taf. VI). Hierbei lost sich der 
Verknüpfungspu~ikt M auf in JIl, den Purikt des Strahles P O , ,  welcher 
am gleichen Ort bleibt und in , l ,  den Fusspunlit des Lot'es M,O,. 
Ml und JI3 sind nun durch die Hezichnng verknüpft, dass sie auf den 
Geraden I I I  I I I  und 111' III' in Pigur 4 (Taf. VI) liegen, und dass 
der Winkel Ml PM3 stet,s gleich ist dem Winkel y, um welchen II1 
gegen I I  gedreht werden musste. 

Auch der Punkt L ist durch diesc Ihehung in zwei Piinktc eer- 
fallen. L,, dem Strahle K O, angehorig, deckt sich zunachst noch niit 
L, wiihrend L,, an der Drehung von I I I  teilnehniend, zuniichsk in 
eine neue Lage gelangt ist, deren Grundriss mit L' bezeichnet ist. 

Dreht man nun weiter die Aufrisstafel I I  um ihre untere, die 
Perspektivtafel aus der Lage III'IIT' um ihre obere Kantc in gleicheni 
Drehungssinne soweit, bis sie mit I parallel liegen, so entsteht die in 
Figur 4 (Taf. VI) dargestcllte Lage, und z a a r  liegen I und I I  nun iii 

gleicher IItihe, I I I  dagegen darüber. Wie leicht einzusehen, bleibeii 
die Punkte L2 und L, an zwei senkrechte Gerade gebunden, auf denen 
sie sich, verschiedenen Punkten 0, entsprechend, so verscliieben, dass 
ihre H6he sich stets urn gleichviel beiderseits veraridert, die Strecke 
hTJ,T,, also konstant Dleibt. Ersetzt man dahcr die Strahlen X I ; ,  und 
FL, durch Linealkanten, so kann zmischen L, und L, eine Verbindungs- 
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stange von konstailter Lange als rnechanische Verkniipfung angebracht 
werden. 

Wird ferner aus zwei Linealen P M ,  und P X 3  ein fester Winkel 
y liergestellt, welcher um P drehbar ist, so kann der Arm PM3 zur 
Benqung cincs in der Tlinie I I I '  I I l '  lnufcnrlen Schiebers dienen, 
welcher mit der Parallelschiene M ,  O, zu einein Stück vercinigt ist. 
Die erhohte Lage der Perspektivt,afel gewahrt den freien Raum zur 
unbehinderten Bewegung des Grundrisswinkels I?I,P17M,, doch brauclit 
der Ilohenunterschied nur einige Centinleter zu betragen. 

Wie aus Figur 1 (Taf. V) ersichtlich, besit,zt der Grundrisswinkel 
rioch ein drittes zu P M l  rechtwinkliges Lineal. Dasselbe kann dam 
dienen, eiiien Grundriss amuvisierei~, welcher auf der reçhten Seite 
von1 Peispektivbrctt licgt, und welchcr gegen dcn links liegenden uin 
90' gcdreht ist. E h  zu diesem passender Aufriss würde als Seiten- 
riss zu bezeichnen sein. Das Aiifrisswerk ist so eingerichtet, dass eine 
synmetrische Umstellung mit einigen einfachen Handgriffen ausführ- 
bar ist, so dass auch der Seitenriss als Grundlage für die Ausfülirung 
der Perspkktive dienen kann. 

Bei der teehnischen Durchbildung der Einzelheiten ist besonders 
Gewicht auf die Erzielung leichten aber doch spielfreien Ganges gelegt. 
Zu dieseu Zweck sind alle vorkommenden Führungen so eingerichtet, 
dass nur eine Kante als genaue Fiihrungskante dient, wahrend die 
zweite etwas federt und nur dazu dient, die sichere Anlage des ge- 
führten Stiftes oder Schlittcns an der Hauptkante eu crzwingen. 

Mit Riicksicht auf korperliche Heqiiemlichkeit sind fiir die Richt- 
lineale die unteren Kanten als Richtkanten benützt, weil sie dem Auge 
leichter erreichbar sind. Als Zeichenkanten der Sehienen n&0, und 
FL, O, dienen jedoch die Kanten links und oben, was für Licht von 
links vorteilhaft ist. 

Für die in Pig. 1 (Taf. V) dargestellte Anordnung ist auf die Mog- 
lichkeit verzichtet, den Winkel y zu variieren, derselbe ist 45'. TVird 
auch hierdurch die Vielseitigkeit der Benützung beschrankt, so hat 
auderseits der Apparat ari Einfachheit gewonnen, und es ist eine be- 
sondere Einstellung entbehrlich geworden. Trotzdem ist das Bild 
lieiiieswegs auf eincn eineigen Fa11 beschriinkt, da man den Grund- 
riss in scinem Ii'eldc nicht nur verschieben, sondern aiich drchen 
kann. Letzteres bedingt allerdings, wie das in Fig. 1 (Taf. V) gewiihlte 
Beispiel zeigt, als Aufriss eine schiefe Projektion. 

Im  Vergleich mit dern H a u c  kschen Perspektiv- Apparat und 
meiner früheren Ausarheitung* desselben bleibt der Perspektiv-Reisser 
insofern zurück, als eine mechanische Verknüpfung zwischen zu- 
sammengehorigen Punkten 0, und O, fehlt. Dieser Mange1 ist jedoch 

* H a u c  k - B r a u e r  s Perspektiv-Zeichenapparat. Zeitsclirift des Vereins 
deutscher Ingenieure Band 35, S. 782. 
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weniger  erheblich, a l s  es ziiniichst scheinen mag, d a  e r  niir bei Kiirreii 
füh lbar  wird,  indem e r  h ie r  eine vorhergehende Markierung zugeord- 
ne te r  P u n k t e  m i t  der  Reissschiene n6 t ig  macht .  Demgegenüber  ist 
hervorzuheben,  dass  der Appara t  keinen besonderen R a u m  beansprucht, 
d a  ein gewohnliches Reissbret t  a l s  Grundlage dient ,  dass die erforder- 
l ichen Handgriffe  s ich von  denen des gewohnlichen gebundenen Zeich- 
n e n s  fast  g a r  nicht  unterscheiden, ferner  dass der  A p p a r a t  sich auch 
a u f  schrager  oder senkreehter  E'liicho anordnen I i s s t ,  w a s  besonders 
f u r  grosse Zeichnungen von Vor te i l  sein wiirde, endlich dass dcr I'reis 
n u r  ein kleiner  Hruchteil  von dcm meines f rüheren  Apparates  ist. 

Über ùas Fuiicanlt,sche Pendel. 
Von K. Th. Vahlen  in Konigslxrg i. Pr. 

Die Theorie des Foucaultschen Pendels wird entweder mit den Hilfk 
mitteln der analytischen Mechanik in  vollcr Strenge oder in  elementarer 
aber gane unbefriedigender Weise gegeben, indem man von der falschen 
Voraussetzung ausgeht: die Schwingungsehenen in aufeina.nder folgenden 

N Zeitmomenten seien parallel; wahrend 
sie sich doch im Erdmittelpunkte 
schneiden. 

Bei der fundamentalen Bedeutung 
des Gegenstandes wird eiue hi~ueiçhend 
strenge und doch einfache Uehandlung 
nicht unerwünscht sein. 

Es werde zunachst ganz allgemein 
ein untcr dem Einfluss einer Centralkraft 
frei schwingendes ebenes Pende1 be- 
trachtet. Eine beliebige Ortsiinderung 
des Aufiangepunktes P is t  zusammen- 
zusetzen aus einer Bewegung des P 
innerhalb der Schwingungsebene E und 
einer Bewegung des P auf einem um 

d das Kraftcentrum 111 zu E senkrecbt 
konstruierten Kreistiogen. Bei der ersten 
Uewegung wird eine Veranderung der 
Schwingungsebene nicht eintroten; bei 

C der zweiten wird die neue Schwingungs- 
ebene, wie die al te ,  auf dem Kreisbogen senkrecht stehen. 

Sei nun die Centralkraft die Anziehungskraft der Erde,  das Pende1 
nabe der Erdoberfache über dem Punkte A aufgehangt; die Bewegung 
des Aufhiingepunktes die aus der Erddrehuug folgende. Die Breite von A 
sei b ,  die Poldistanz A N  

E s  komme im Zeitmoment d t  der Punkt  A nach B. Die S c h w i n p g s -  
ebene mache in A den Winkcl a ,  in B den Winkel B = cr + d n mit dem 
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betreffenden Meridian. Der  Winkel A N B  i n  ZeitmaB (360°= 24 Stunden) 
ist d l ;  der Winkel zwischen dem Hauptkreisbogen AB und dem Parallel- 
kreisbogen A B  sei y. 

Die Bewegung des Pendels von A nach B werde zerlegt in die Be- 
wegung von A nach C  liings des Hauptkroisbogens A C ,  senkrecht zur 
Schwingungsebene in A ;  und i n  die Bewegiing von C nach R langs des 
Hauptkreisbogens C B ,  senkrecht zu A C .  Am Ende der ersten Bewegung 
wird, nach Obigem, die Schwingungsebene durch CB angegeben; bei der 
zweiten bleibt sie unverandert. Daraus folgt, dass CB mit  dem Parallel- 
kreisbogen BA den Winkel Kompl. bildet. Zerlegt man das gleich- 
schenklige Dreieck NAB in zwei rechtwinklige, so folgt aus einem der- 
selbon: cZ t 

t g y  = s inb . tg -1  
2 

oder, wegen der Kleinheit der Winkel: 

Das kleine rechtwinklige Dreieck A C B  kann als eben betrachtet 
werden und giebt: 

11) Kompl. (w + y )  - y + Kompl. /3, also /3 - a, oder LEDI = 2 y. 

Aus 1) und II) folgt schliesslich: 

d u  = d t - s i n b ,  

d. h. die Pendelebene dreht sich proportional der Zeit; der Proportionalitiits- 
faktor ist  gleich dem Sinus der Breite. 

Ï ~ b r r ~  die knhischen und hiquadratischen Gleichungen , 
von denen eine Wnrzel durch rational ausfülirbare 

Wiirzelansziehungen gefunden werden kann. 
Von K. Th. Vahlen in  Konigsberg i. Pr. 

Diese Gleichungen lassen sich i n  einfacherer Weise finden als K u m m e r *  
gezeigi ha-i. 

Sol1 die kubische Gleichung as - az" b z  - c = O (a, b, c rational) 
eirie miur~el  z , = $ + @ + ~ C  

auf rationalem Wege liefern, so müssen PB und v?? rational sein; also 

wird z, = p ,  B~ = q + r i - 3 ,  z, = q - r l/-3; pl q, r rational. D a m  
ist in der That: 

Sit~un~slierichte der Berliner Akarlemie 1880 
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Eine biyuaùratische Gleichung mit der kubischen Kesolverite 

s3- a z B +  bz - c = O 
ha t  die Wurzeln : 

x l = n + l / < +  i < + & ,  x 2 = = + i / < - v a 2 - I / Z 3 ,  

x , = ~ - l / < + v G - l / & l  Z ~ = A - ~ / Z ~ - ~ / ; + ~ / Z ~ .  

Die kubische Resolvente muss zu den oben behandelten gehoren, also 
- - 

is t  zl = p l  z, - q + r i / -  3,  z, = q - r v- 3 ;  p ,  q, r rational. Sollen 

die Wurzelausziehungen i n  x1 ausführbar sein, so muss l/< rational, v& 
und vC/zJ von der Form y'. 6' v- sein, wo y' und 6' rational sind. Die 
vier Wurzeln werden : 

q = < ~ ,  x p = B l  r 3 = y + d l / ?  x 4 = y - d V - ,  
wo <Y, 8,  y, d rational sind. Eine Gleichung mit solchen Wurzeln hat in 

der That  die verlangte Eigenschaft; dcnn es wird sl + x2 also I/zi rational, 

ferner xl - r, + zs f x4 &O 1/< und a< von den Formen y'& 8' i/q 
woraus die erforderlichen Eigenschaften auch für die kubische Resolventc folgen. 

Will man Quadratwurzeln aus komplexen Zahlen vermeiden, so nehms 
man die Cartesischen Formeln: 

Setzt man,  wie erforderlich: 

so wird: 

xl= ~ + l / ~ - + 1 / 2 q +  2)@+ 3 7 ,  %=== A + ~ / Y - ] / Z ~  + ~ l / ~ 2 $ 3 r ' ;  

Sol1 x, sich durch ausführbare MTurzelausziehupgen ergeben, so rnüssen 

2  q + 2fq" 3 r 2  rational sein; dann wird auch 

-- 

rational, also die vier Wurzeln: x  a l  x2 = p l  x3 - y + 6 1- 3, - 
x4 = Y - dl/- 3 ;  LY, p l  y ,  rJ rational. Eine Gleichung mit solchen Wurzeln 
hat  die verlangte Eigenschaft. Denn die Wurzeln der kubischen Resolvente 
sind rationale Funktionen von xlx2 + X ~ X . , ~  x1r3  + x2x41  x1 x4 + z 2 z 3 ,  also 

von den Formen p ,  p + r i /=3,  q - 1.1/=; p ,  q ,  r rational. Ferner ist 
- -- -- - 

r, + x, und xl - X, also vF und + 2 1/p" + r 2  rational. 
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Theoretische und experimentelle Untersuchungen 

über die Kreiselbewegungen der rotierenden Lang- 

geschosse wahrend ihres Fluges. 

Von 

Prof. Dr. CARL Crtaxz 
in Stuttgart. 

- 

Schlues.  

D. Vcrglcichung dor vorstehenden Resultate 
mit denen d e r  Kreiseltheorie. 

Mit einem Kreiselapparat kinnte, wenn auch etwas urustiiidlich, 
die Hewegung der Geschossaxe um den Schwerpunkt S auf folgcnde 
\Veise nachgeahmt werden: 

Man denke sich einen Kreisel, dessen Schwerpunkt S fester Unter- 
stiitzungspunkt ist, mit seiner Figurenaxe, zugleich Haupttr%gheitsaxe, 
vertilcal gestellt und in dieser Lage in rasche Rotation versetzt. Eine 
iiussere Kraft K drücke in einem Punkt L der Axe (SL - hl) auf 
diese, zuniichst in der vertikalen Richtung durch den Schwerpunkt. 
Nach und nach werde die Keigung der Kraftrichtung gegen die Vertikale 
nach einem bestimmten Gesetz vergrossert; zugleich variiere die Grosse 
der Kraft urid rücke der AngriEspunkt L gegen den Schwerpunkt S 
zu. (Unter Umstiinden sei auch ein seitlicher Anfangsstoss auf die 
Axe ausgeübt, und nehme ferner die Rotationsgeschwindigkeit des 
Kreisels um die Figurenaxe mit der Zeit ab.) 

Bei dieser Annahme entspricht die anfingliche Richtung der Kreisel- 
axe der Anfangsrichtung der Flugbahntangente, die Kraft K der Luft- 
niderstandsresultanten, der Punkt L dem variablen Angriffsspunkt dieser 
Kesultanten üuf der Axe. Man erkerint unmittelbar, dass dieses Pro- 
blem wesentlich über dasjenige der gew6hnlicb behandelten Kreisel- 
bewegung hinausgnht; selbst dann, wenn man, wii: es hier gescliehen 
ist, nur den normalen Luftwidcrstand, nicht aiich die Itcibiing zwischen 
Luft und Geschoss beriicksichtigt. Beide Problcme, das der Geschoss- 
bewegung und das der gewohnlichen Kreiselbewegung, wiirden hin- 
sichtlich der mechanischen Behandlung erst - d a m  identisch werden, 
wenn der Luftwiderstand nach Grosse und Richtung konstant bliebe 
und in demselben Punkt der Axe angriffe, was wieder die andere Be- 
dingung in sich schlasse, dass der Geschossschwerpunkt sich gerad- 
linig gleichforinig bewegte. 

Zeitschrift f.  Nathemat* n. Physik. 43. Jahrg. 1898. 4. n. 5 Heft. 12 
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Für diese spezielle Annahine ru6gen die in  Betracht kommenden 
Resultate der Kreiseltheorie* - fü r  die Zwecke mancher Leser e t ~ a s  
ausfihrlicher - hier zusarnmengestellt werderi, übrigeris sogleicli riiit 

den Ausdrücken der Geschossbcwegung. 
1. R e w e g u n g  in1 l u f t l e e r e n  R a u m .  D i e  ( Icschossaxe  f i l l t  

m i t  d e r  a n f a n g l i c h e n  R o t a t i o n s a x e  z u s a m m e n  iind i s t  zii- 
g l e i c h  H a u p t t r i i g h e i t s a x e .  

I n  diesern Fa11 bleibt die Geschossaxe wiihrend des ganzen Geschoss- 
flugs sich selbst parallel. Dasselbe würde beobachtet, wenn im luft- 
erfüllten Raum die Luftwiderstandsr~sultante jederzeit durch den 
Schwerpunkt ginge. 

II. B e w e g u n g  in1 l u f t l e e r e n  I t a u m .  D i e  anfangliclie 
R o t a t i o n s a x e  b i l d e t  m i t  d e r  F i g u r e r i a x e  urid Haupt t rag l le i tu -  
a x e  d u r c h  deri S c h w e r p u n k t  e i n e n  s c h r  k l e i n e n  W i n k e l .  

Den Schwerpunkt AS des Geschosses denken wir uns fest oder. 
was auf dasselbe hinauskoinnit, 

Pig. 17 

wir folgen in Gedanken dem Geschoss 
uiid betrachten von hinten desseil 
Bewegung allein bezüglich des 
Schwerpunkts S. Nan hat sich nuil 
zwei Kreiskegel zu denken, erstens 
einen i m  Geschoss festen und mit 
diesern b e w e g l i c h e n  Kegel, desseil 
Spitze X und dessen Axe die Figureil- 
axe oder Geschossaxe S P  ist, zaeiteris 
eirieri i ~ n  Rauili f e s t e n  Kegel XO, 
ebenso mit der Spitee in S; beide 
brriilircn sich nach einer gcrncin 
schaftliçhen Mantellinie. Der beweg- 
liche Kegel SP rollt auf dem festeii 
S O  ohne zu gleiten ab; die augen- 
blickliche gemeinschaftliche Berühr. - 

ungsmantellinie ist  die monentane Drehaxe, urn welche in dern 
betreffendeii Moment die Drehung stattfindet. S O stellt die Richtung 
der Laufaxe r o r  (Fig. 17). 

III. B e w e g u n g  irn l u f t e r f ü l l t e n  E a u n i .  D i e  Geschossaae 
S P  b i l d e t  zu i r g e n d  e i n e r  Anfar igsze i t  d e n  w i n k e l  y, oder 
S , S O  m i t  d e r  I i i c h t u n g  SIS d e s  L u f t w i d e r s t a n d s .  Ke in  Ail- 

f a n g s s t o s s .  
I n  den folgenden Figuren ist der Schwerpunkt S Tor der Zeich- 

nungsfl%che, senkrecht über SI vorzustellen; P sei derjenige Punkt der 

* Vergl. hierüber das vollst&ndig~te Werk: F. K l e i n  und A. S ou imer f e ld .  
, , ~ r b e r  die Theorie des KreiselsL', Leipzig von 1897  an ,  B. G .  Tcubner, Kap. IV, SS 1 
und 2;  Kap. V, § 2. (IIerr A. Soininerfeld hatte die Giite, aus dicser in kurzem 
erscheiueude~i Fortsetzurig einigc Resultate, iusbesoiidere die Kurventypen l ~ e -  
trcfïeiid, dem Verfasser im wraus  mitzuteilen.) 
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Axe, für welchen S P  = 1 m ist; siimtliche Kurven liegen auf einer 
Kugelfliiche um S mit Radius 1 m. Man hat vier Fiille zu unterscheiden. 

a) Greift die Resultante des Luftwiderstands v o r  dem Schwer- 
puiikt, also zmischen Geschossspitze und Schwerpunkt auf der Geschoss- 
axe au, und dies ist bei der jetzt üblichen Form der Langgeschosse 
meistciis der Fall, und ist üusserdem der Lauf niit rechts l iuf ig  ge- 
wiindenen Zügen oder Eechtsdrall vcrsehen, so besteht die Bahn der Ge- 

Fig.  18. Fie( 19. Fig. 20. 
. > 

O .-+L 0 ,,*---., =-? 

_y-- 

Fig. 21. 

' .  '1 
Pig. YS.  a'ig. 23. 

/' 
4-.. 

schossspitze aus den gestrichelt gezeichneten mehr oder weniger grossen 
Biigen (Fig. 18 bis 21), welche auf dem ausgezogen gezeichneten Grenz- 
kreis mit Radius S O I  oder y,, dem Y r a z e s s i o n s k r e i s ,  aufstehen und 
nach aussen  gehen. 

Und zwar, falls der Bmch (C%y:(4AN), den wir S t a b i l i t a t s -  
faktor  G nennen wollen, gross kt, sind diese B6gen ausserst klein, so 
dass dit: Hahn fïir das Auge der lJr5zessionskreis selbst ist (Fig.18). Die 
Kiclitiing des ausgezogenen Pfeils giebt die Bewegiingsrichtung der Ge- 
schossspitze an. Sogleich an dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass 
dieser konstante Kreis (Fig. 18) das Analogon zu dem veranderlichen 
Kreis (Fig. 12, 13, siehe 3. Heft) ist, welcher in dem allgemeineren Fa11 
der Geschossbewegung von dem Punkt P der Geschossaxe, dern Geschoss- 
ende, wie mir P heissen wollen, beschrieben wird. Wenn der Wert 
des Stabilitiitsfaktors G abnimmt, dadurch, dass r abnimmt oder J I  zu- 
nimnit, oder beides der Fa11 ist, so erhalt man der Reihe nach die 

12* 
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Figuren 19 bis 21, mit immer griisser mcwhmder Amplitude A I! (E'ig.20) 
der Xutationsbogen. IXese Aniplitude ist, wenn sie klein ist, mit 

2.318 
gmügender Anniiherung glcich Tr ,  . sin y,; falls sie gross ist , hat 

man cos (SI 1,') = G +J l/c-i" 1 - 2 . ti . cos y,; zieht man von deni erhal- 
tenen Winkel JiB den W i ~ k e l  S,A oder y, ah, so erhslt man die 
Amplitude AB oder Winkcl A S  fi. 

Der Winkel SIS K bleibt < 90°, f a h  G > (1 : 2 cos y,) ist. Wird 
(i noch kleiner, so fliegt clas Geschoss zeitweise in einer Lage, a o b ~ i  

die Axe senkrecht zur Bewegungsrichtung des Schwerpiinkts stelit, 
und beginnt weiterhin, niimlich bei weiterer Abnahme von G ,  sich 
nach hinten zu übersch lagen .  

b) Liegt bei Linksdral l  der hngriffspunlrt v o r  den1 Schwerpuiilit, 
so hat man Shnliche Kurvenformen wie vorhin; nur sind die beiden 
Pfeilrichtungeri umgekehrt, wie z. B. Figur 22. 

c) und d) Liegt der Angriffspunkt der Resultanten auf der Axe 
h i n t e r  dem Schwerpunkt, zwischen Geschossboderi und Schwerpunkt, 
so befinden sich die Hiizen der stossfreim Nutation auf der inneren 
Scitc des Priizessionskreises (E'ig. 23 bis 26). nabei beziehen sich die 
drei Figuren 23 bis 25 auf den Fa11 der Rechtsrotation, des Rechts- 
dralls; man erkennt, wie mit abnehmendern Stabilitiitsfaktor G die 
Amplitude A B  successiv wachst, wie also der die B6gen nach innen 
zu begrenzende Kreis kleiner und kleiner wird. Die Figur 26 dagegen, 
zu welcher die entsprechenden anderen fur abnehmendes G zu denkeii 
sind, bezieht sich auf den Fa11 des Linksdralls. 
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IV. B e w e g u n g  irn l u î t e r f ü l l t e n  12aum. D i e  G e s c h o s s s p i t z e  
erhal te  a n f a n g s  e i n e n  z u r  Prazessionsbewegung(Pfei lausgezoge~i)  
t a i ~ g  en t i e l l en  S t O ss  w, (Pfeil gestrichclt). Dabei sei tu, positiv ge- 
rechnet, wenn die  Pfeile gleichgerichtet sind, andernfalls negativ. 

a) Der Anfangsstoss erfolge in d~rselbcn ltirhtung, in der die 
Prkessionshewegung vor sich geht (tu, positiv). Man erhiilt der Reihe 
nach die li'iguren 27 bis 33, falls entweder bei gleichem Wert des 
Stahilititsfaktors G die Grosse wt des Stosses wiichst oder bei gleichem 
Stoss o abnimmt, oder w e m  zugleich wt wachst und G abnimmt. 

Verfolet man diese Figuren, so bemerkt man, dass, bei gleichem 
G und wachseridem w,, anfangs die Bogru sich abfachen, d a m  luit 

- -  - 

zut = (Cr - 1/L'q8 - 4 AlIl. cos y,,) : (2 Acos y,) 

ein nutationsloser Kreis beschrieben wird, mit einer Winkelgeschwindig- 
lieit glejch zo,; weiterhin treten Nutationsbogen nach innen auf; der 
diese Bogen liach iiinen begrerizende, mit dem Prazessionskreis konzen- 

Fig. 30. Fig. 31. Pig. 3% 

trische Kreis schnürt sich immer mehr ein, und er ist zum Punkt SI 
geworden, d. h. die 136gen gehen alle durch SI (Fig. 30), wenn 

geworden ist. Von da al) erweitert sich, mit zunehmendem Stoss w,, 
C'r 

der iiinere Grenzkreis wioder und, falls w, = - A  . ist, hat man 

wieder regulare Friizession (Fig. 32), jedoch wird diesmal der Grund- 
(' r 

hreis niit eben dieser grüssereu Wiuhelgeschwindigkeit - zurück- 

gelegt (man kann daher in diesem Fa11 den Grundkreis selbst als 
einen Kutatioiisbogen spezieller Art  betrachten); aiichst w, noch niehr, 
so werden die Bogen irurner grosser (Fig. 33), bis sühliesslich das Ge- 
schovs nach hinten überschliigt, und für wl = m regelmissig und 
schnell die Geschossspitze von vorn nach hintcn Rotationen um S aus- 
fuhrt, in einer Ebene dureh S, welche den Grundkrcis in O berührt. 

b) Erfolgt der auf die Geschossaxe senkrecht ausgeübte Anfailgs- 
stoss tangential, aber in e n t g e g e n  g e s e t z t e r  Bichtung als dic Pra- 
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zessionsbewegung vor sich geht, ist also wt negativ, so werden die 
Nutationsbogen wiederum (bei Rechtdrall) rechtslaufig beschrieben; sie 
müssen also, da die Kutationsbogen immer in der Richtung des Stosses 
beginnen, jetzt quf der Aussenseite des PrZzessioriskreises liegen. Die 
Amplituden sind um so grBsser, je grosser der Stoss, der Radius y, des 

C r  . 
Grimdkreises und das Luftwiderstandsmoment, ferner je kleiner -il 1st. 

In  den beiden Figuren 31 und 35 giebt wieder der ausgezogene Pfeil die 
Richtung der PrKzessionsbewegung, der gestrichelte die Stossrichtung an. 
Rei absolut wachsendem Stoss z. B. wird nach und nach einmal der E'all 
eintreten, Jass die Geschossaxe SP senkrech t mir Bewegiingsrichtung SS, 
steht, und sodann der Winkel PSS, noch griisser wird, bis schliesslich 
die Geschossaxe regelmassige Rotationen um den Schwerpunkt S, von 

Fig. 33. Pig. 31. Zig. 35. 

---+-. 
A---. , [- ,.* .A., 

,-+Y. 1 \ .  

; ,?l ?'., 3 1 

' 1  
* y ' :  

4 ;, , 4 : Y 

, 

- - -  -___..- 

vorn nach hiiiten und zurück, in einer den Grundkreis berührendeii 
Ebene durch S ausführt; dies ist der Fa11 für 

C r  
W - ' - - A ( 1  cos y") ' 

Das Verhalten der Geschossspitee in den anderen B'iillcn, wem 
niinilich die Zügc links gewundm sind oder der Angrifspiinkt der 
Luftwiderstandsresultanten hinter S liegt oder beides zutrifft, liisst sich 
daraus leicht ableiten. 

V. Dasse lbe .  J e d o c h  w e r d e  a n f a n g s  a u f  d i e  Geschoss- 
a x e  a n  d e r  S p i t z e  e i n  s e i t l i c h e r  S t o s s  w, a u s g e ü b t ,  welcher 
s e n k r e c h t  z u r  P r i i z e s s i o n s b e w e g u n g  g e r i c h t e t  is t .  

Dabei sei w, positiv gerechnet, wenn der Stoss in der Richtung 8, O, 
negativ, wenn er in der Richtung OS, erfolgte. Wiederum m6ge nur die 
Annahme: Rechtsdrall und Angriffspunkt vor dem Schwerpunkt Ernali- 
nurig finden. Inimer beginnen die (gestrichelt gezeichneten) Nutations- 
b6ge1i in der Stossrichtu~ig; daher hat Inen jetzt gewisse mittlere Lagen 
derselben zwischen denen der Figuren 27 bis 33 und denjenigen der 
Figuren 34, 35. Eiil solcher Pall ist in Figiir 36 angegeben. 
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Die Grfissenbeziehungen in  d e n  diesen Fiilleil lassen sich aus 
den Gruiidgleichungen der Kreiseltheorie (E'lachensatz und Satz von 
der lebendigen Kraft) mit c und C, als Integrationskonstanten, ab- 
leiten: 

d d  2 

35) A .  (::)'+ d s i n p y -  (&) = - 26-1 cos y + e - Cr2 

36) 
d a  A sin" y -- = - C r .  cos y. dt  

Hier ist y der Winkel PSS, zwischen Geschossaxe SP uiid 
Richtung SS,  des Luftwiderstandes zur Zeit t ,  S der Wiiikel der Eberie 
PSS, mit der Anfarigslage OSS, clerselben. Die MTirikelgeuckiwi~idigkeit 
tlcs Anfangsstosscs um den Schwerpunkt S habe die Komponenten tu, und 
lu,; heide Stijsse seien senkrecht mir Geschossaxe SO, aber die eine wf 
senkrecht zur Ebene SS,O, die andere w, in dieser Ebene gerichtet; 
lu, h i s s e  der (bezüglich des Priizessionskreises) tangentielle Anfangsstoss, 
iü, der senkrechte. Man hat  d a m  f ü r  

dy t = O : y = y , ,  8 - 0 ;  -- 
d a  

d t = W ~ >  It - tu,. 

Bestimmt nian damit die Integrationskonstanten c und Cl und 
dl3 eliiiiiniert sodann - aus 35) und 36),  so erhiilt man die folgende 
t l t  

E'ig. 36. Fig.  37 

Differeiltialgleichung zwischen y und t ,  welche für  jeden Moment t 
den Winkel y  zwischen Geschossaxe SP und Bewegungsrichtung SS,  
des Schmerpunkts liefert: 

Denkt man sich diese Gleichung, unter Umstiinden mechanisch 
niit Hilfe des Apparats von A b d a n k - A b  a k a n o  w i t z ,  integriert, so 
giebt die Gleichung 36) für  jeden Monient t den Betrag der Drehung 6 
der Ebene PSS, um SS,. I 
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Sctzt man in 37) 2 = 0, so erhiilt man die grosstcn und lileinstm - - 
Werte von y; mit cos y = U, COS y. = uo? sin y, = U, wird somit: 

Dies ist diejenige Gleichung dritten Grades iu u ,  deren Aufloùung 
den klcinsten und prossten winkel PiSS, giebt; zwei Wurzeln zc liegeii 
n h l i c h  zwischcn - 1 und + 1; die Gleichung liisst sich sclireili~n: 

~ ~ z ~ ~ ( u ~ + i ~ u ~ ~ +  i2+i3) +u(-1+ 2i3uo+ i.i~~12) 
39) { - - i,u,- i . i , ~ , 4 + i , z t , 2 - ~ ~ 0 -  t y  . - +,u12- . ZC,, 

wobei zur Abkürzung: 

Speziell, wenn nur ein tangentieller Anfangsstoss stattfand, w, = O 
war,  so lasst sich in 38) der Faktor 14, - zc heraussetzen, d. h.  es ist 
in diesem Fa11 y = y, die eine L6sung von 38) oder 39), die Ku- 
tationsbogen sitzen in diesem Fall, wie es 2.B. die Figuren 29 und 34 
angeben, auf dem festen Prazessionskreis mit Radius y, auf. 

Die Gleichung 39) reduziert sich in diesem Fa11 auf die folgende 

Diejenige Wurzel u = cos y, welche zwisehen - 1 und + 1 liegt, 
giebt den anderen Begrenzurigskreis der Nutationsbogen. 

1st hierbei der Stoss w, so klein, dass man Au:: gegen 2 J I  rer- 
nachlissigen kann, so lasst sich für kleine Nutationsamplituden eiii 
Niiherungswert der Aniplitude nach K l e i n  und S o m m e r f e l d  so finden: 
man ersetzt u2  durch den Anfangswert u,%nd dat,  da zc,'= 1 -zrO2: 

oder 

bezeichnet man nun die grosste Amplitude der Kutationsbogen niit E ,  

setzt y = y, E und entwiclielt für lileine E ,  so ist u = un f Z C ~ . E ,  also 

41) 
2 A 

die Amplitude r - sin y,. (s- - -c,;. w ~ ) .  

Wenn endlicli überhaupt kein Anfailgsstoss stattfaiid, zu, = TC,  = O, 
so wird der grosste odcr kleinste Wert von y und daniit die Aniplitude 
y - y, berechnet aus 

u2-  u - i 3 = 1 -  i3zcn ,  

oder es ist für den Winkcl y dieses zweiten Begrenzungskreises: 

42) C O S Y  = G ( + ) ~ ~ ' + ~ - ~ G . C O S ~ ~ ,  
wobei o der Stabilitiitsfaktor ( C V )  : (41114) ist. 
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Ein Niiherungswert der Amplitude A B  oder e ist  dann nach 41) 
der folgende: 

43) 
siny, .  2 N A  

Amplitude = - C+l."- - .  

Die Weiterverfolgung der Gleichungen 35) und 36) zeigt sodann, 
as 

dass die durchschnittliche Winkelgeschwindigkeit --, mit welcher der 
d t  

Priizessionskreis beschrieben wird & ist; also die P e r i o d e  d e r  P r % -  ' Cr 
zess ionsbewegung  ist 

44) 
2 % .  Cr T = --- 

24 

genauer ist für die langsame regulare Priizession: 

45) 
2 7 ~ .  2 A .  cosy ,  T = ---- -- - --- . 
- 

C r - ) / C Y r * -  4 A M c o s y o  

Ferner wird ein Nutationsbogen bei gegebenem Stoss zut in der 
Zeit beschrieben (vergl. Klein- Sommerfeld 1. c.): 

wofiir man, bei nicht schr grossen y, und wl ,  meist mit gcnügender 
Annaherung nehnien kaun : 

47) 
2 x . A  T, = ,~ - - - 

vce,vs-  AM' 
ist der Stabilitltsfaktor a geriügeud gross, so erhiilt man hieraus, 

1 
durcli Beiherientwickelung nach Potenzen von und Verzicht auf die 
holieren Potenzen von der eweiten ab: 

-- 

A Cr  

cberblickt man nunmehr die aus der Kreiseltheorie gezogenen 
Resultate uud die früheren Ergebnisse für die Geschossbewegung uin 
den Schwerpunkt, so fiillt unmittelbar die folgende A n a l o g i e  in die 
Augen: Wus bei der Kreiselbewegung der ko  n s  t a n  t e Pr~zessiouskreis, 
der (ausgezogene) Grenzkreis uni SI mit Radius S,0 ist (E'ig. 18 etc.), 
wolcher durch die Anfangslage O des Krciselcndes Y geht und an welchen 
die Bogeri der Nutationsbcwegung sich anlehnen, das ist bei der Geschoss- 
bewegung der (ebenso ausgeeogen gczeichnete) v e r a n  d e r l i c h  e Pr%- 
zessionskreis, der eo variiert, dass sein Radius 0 M (Fig. 12, 13, 14, siehe 
3. Heft dieser Zeitschr.) sich stetig vergrossert und sein Mittelpunkt 
nach abwarts und mehr oder weniger (bei Rechtsdrall) nach rechts rückt, 
der aber immer durch den Anfangspunkt O hindurchgeht; er wird in 
der variablen Zeit T= 2 n C r :  31 beschrieben; die Nutationsbogen lehnen 
sich im Fa11 der Geschossbewegung gleichfalls an diesen variablen Kreis an. 

Eben durch diese Veranderung des Priizessionskreises macht sich 
die K r ü m m u n g  der Flugbahn geltend, also die Thatsache, dass in1 
Verlauf der Flugbahn der llrinkel zwischen der Anfangstangente und 
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der jcweiligen Flughahntaagcnte sich stetig vergriisecrt; und in der 
C n s y m m  e t r i e des Pr%zessionskreises bezüglich der Vertikalebene diirch 
die Tangente ST liegt die Ursache und das bestimmende Moment der 
S e i t e n a b w e i c h u n g  des Geschosses, so dass für letztere die Grosse 
f '  massgebend ist. 

Die an die langsame Prazessionsbewcgung sich anreihenden, rasch 
verlaufenden N u t a t i o n e n  sind nicht in erster Linie für die konstante 
Seitenabweichung,* sondern f ü r  den durc~isclinittlicheri Gesamtwiderstand 
der Luft und dnniit für die Verzogwung besti~rimend, welche der Geschoss- 
schwerpunkt erfnhrt; mit den Kutationen Zndert sich die Schussweite und 
die Treflfàhigkeit. 

In deni speziellen Fall, wo die Blugbahn sieh auf eine Gerade 
reduziert (w = O), f i l l t  das Prnblem der Geschossbewegung mit dem 
der Kreiselbewegung dann zusammen, wenn wir den Luftaiderstand 
nach Grosse und R,ichtung konstant nehmen; wie früher erwiihnt, sol1 
aber in der That in jedem der einzelnen Intervalle, in welche die Be- 
wegung des Geschosses zerlegt wird, ein konstanter Mittelwert von JL 
angenommen werden; somit rnüssen auch die betreffenden Ausdrücke 
beiderseits ideritisüh sein. W i r  sirld also irn stande, mit Hilfe der 
Kreiselbewegung jetzt nachtraglich eine oben angekündigte kleine 
Korrektion an unseren früheren Formeln für die Geschossbewegung 
vorzunehmen: Das Gleichungssysten-i 14) und 15) konnte nur mit 
Veriiachlissigung g e l k t  werden; es wurden z. B. die Ableitiingen 
d f, d f, - und - neben r.f, und r .  f3 vernachlassigt', ausserdem fand eiiie 
f i t  d t 
Vernachlissigung in 3) und 3a) statt; dadiirch entstehrn Ungenaiiig- 
keiten. Die Kreiseltheorie legt es nahe, in 

f3 = - yl : r  und f' = - p, : r 
Cr  

statt r  vielmehr - zu nehiiien. Verfolgt man darilit die wciteren Be- A 
Cr 

reçhnungen, so ist in 23) und 24) statt r - N  eu nehrnen: ---AT und 
A - C  M A 

statt p, - r t  + - t zu setzen: Ar 
A - C  M pl= T r t  + - - t .  

Cr 
Damit geht die Gleichung 31) über in 

1 ' -  2 n 
1 - ( ! 1 .  M '  

,4 - 2 ~  
übereinstinimend mit 48); ferner wird Ausdruck 34) zu 

2.a',- N 
-- 

2 . 6 , . A . M  
C r  oder zu CST* , 
- 
A 

iibereinstiminend mit 43); 28) stimmte schon zuvor mit 44). Iii der 
Zusauimenstellung der Resultate sind diese Korrekturen verwertet. 

* 1st die I'r~zessionsbemeguiig Nul1 und sind die Xutationen gross, so werden 
dieoelben Abweiçhungen abwechselnd nach reçhts und naçh links erzeugcn. 
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E s  diirfte zum Scliluss dieses Abschnittes angezeigt sein, mit  
wenigen Worten das Niiherungsverfahren zu erwiihnen, welches S a i n t  - 
R o b e r t  anwandte, und welches sieh seitdem mi t  mehr  oder weniger 
Abiinderungeri durcli eine grossere Anzald von Arbeiten*) hindurchzig: 
Der Sçhwerpunkt 8 befinde siüh vor der Leichnungsebene (Fig. 38) 
iii drr  Flugbahnvertikalebene SOT. Zur Zeit t sei ST  die Tangente, 
SA die Gesehossaxe Der Winkel zwischen der Vertikalebene SOT 
und der ,,Stosscbene" S A T  zur Zeit t sei y; der Winkcl zwischen 
Tangente Sï' und Axe SA (6fters Nutation genannt) sei a. Es wird 
zuiCichst, gnnz analog der Kreiseltheorie, der Fa11 behandelt, dass 
die Tangente S T  ihre Richtung beibehalte; zur Zeit t + tZt is t  (F u m  - 

S v  gewachsen, man hat  auniihernd Fig. 38 

Die Gleichung b) verwandelt sich mi t  der allgcnieinen Beziehnng 
d w 
- 

g.cos w 
=-- 

d t v 
für die Bewegung des Schwerpunlits ohne Rücksicht auf die Rotation 
(vergl. des Verfassers Korripendiu~n S. 87) in die folgende: 

* Comte Pau1 de Sa in t  -Kober t ,  Jhudes sur la trajectoire que décrivent 
les projectiles oblongs, Paris 1860, 2 .  Teil - N. A s  t i e r ,  essai sur le mouvement 
des projectiles oblongs, Paris 1873. - J. M. de T i l ly ,  balistique, Paris 1876. - 
Lomte de Sparre ,  mouvement des projectiles oblongs dans le cas du tir de plein 
fouet, 1875; vergl. aiich Ma yevs k i -Klussmann,  iiber die Losung des Problems 
des direkten und indirektcn Schiessens. Berlin 1886, S. 77flg.; ferner de Spa r re ,  
sur le mouvement des projectiles dans l'air, Paris 1891. - Muzeau, sur le 
mouvement des projectiles dans l'air; revue d'Artillerie, tome 12  (1878) p.422 
und 495; t. 13 p. 31, t. 1 4  p. 38; i'eruer Muzeau, cours d'Artillerie, balistique 
esterieure 1883, 1. Seil. - Auf dasselbe Verfahren l a ~ f t  aiich die L6sung von 
R é s  al schlieçslirh hiriaus : R é s  a l ,  mécanique générale; t. 1 p. 375, Gleichungen 9) 

M 
a> dg, - - - .d t .  o. 

Cr 

Nunmehr wird auch die Richtungsiinder- 
ung der Tangente folgendermassen ein- 
bezogen: Zur Zeit t $ c l t  i s t  das 
Geschossende A nach 8, das Tangenten- 
ende T nach Tl gelangt, wobei 

1'7; = - do 
(da mit wachsendem t die Tangenten- T ' 
neigung o abnimmt); der Winkel TTl B 
ist jetzt + dgi; A T  is t  zu UTl oder - d m  

a + da geworden. 
Fiillt man von T auf BT, das Lot, 

s o h a t  m a n b ) d a ! - - ç o s c p - d w ;  und Tl 
die Anwendung des Sinussatzes auf A 
TU Tl giebt, mi t  schr kleinen Xnder- 
ungen (Z(F nnd d a ,  die Reziehung 

A 

B 
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dicsc und c) bilden die bciden Grundgleichungen. Wird aus heiden 
d t  eliminiert, so hat  man die Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen a und q: 

1 .  3 f . v  
6) **+t d a  Ba . sin rp - C r .  g cos w 

Diese lasst sich unter Zugrundelegung konstanter Mittelwerte von 
JI, v, w wiihrend kleiner Zeitintervalle integrieren und liefert 

f) 
F 

sin rp - 
81U LY 

(1- cosa);  
M - v  wobei F- 

C r  . O .  cosw 
ist und die Integrationskonstante aus der 

Redingung: t = O, rp = O, ci = O bestimmt wurde. Darnit ist q, als 
Funlition von a ausgedrückt, mit d) lüsst sich somit a in Funlition 
von t ermitteln; es wird 

( 
- g . c o s w . t  

S> 2 p . c o s a = n + ~ 4 ? s z p + n 2 . c o s 1 / / ~ .  , 
wobei m = 1 - F2, n - 2F2, p = 1 + 2''. 

) 
Dieses Losungsverfahren, dessen Grund~i ige  wenigstens hier an- 

gedeutet sind, wurde i n  neuerer Zeit besonders von v. W u i c h  (sielie 
oben) naher ausgebildet. 

Besonders einfach litsst sich dasselbe durch successive g r  a p  h i  s che 
Konstruktion durchführen. Z. B. für  die deutsche schwere Peldlianonr 
ist die h u e r  eines Priizessionsumlaufs (siehe H~isp ic l  writer unten) 
crc. 0,7 Sek.; nimmt man d s o  in dieser Zeit das widerstandsmornent Ill 

d o  
anniihernd konstant, ebenso v und I / t ,  so hat  man folgendes: Pür rlt 

, , 

werde das konstante Xeitintervall 0,l Sek. gewahlt; das Ende der 
Tangente befindet sich zu den Zeiten t - 0, 0,1, 0,2, 0,3, 0 , 4 . .  . in 
0, Tl, T2, T3 etc. Das Ende  der Geschossaxe befand sich anfangs in O. 
Nach At  = 0 , l  Sek. ha t  sich die Ebene durch Geschossaxe S A  und 
Tangente S T  oder die von v. W u i c h  sogenannte Stossebene um den 
7. Teil von 360' gedreht; man beschreibe also um Tl einen Bogeii 
mi t  Radius Tl O von crc. 51°; das Geschossende lie@ jetzt in A,;  nacli 
At = 0,2 Sek. ist die Tangente ST2, die Geschossaxe Si& (Bogen ULU 

1; mit T2 A, von !31°); fahrt  man so fort, su erhi l t  man die Zeichnung 
E'igur 38a;  man sieht daraus wie aus Gleichung f ) ,  dass danach in 
der Tha t  das Geschossende A bei Itechtsdrall s t e t s  auf der recliteii 
Seite der Flugbahnvertikalebene SO TT, . . . bleibcn inuss. (Eine ganz 
iihnliche Figur  e r h d t  man durch Rechnung.) 

Ob dieses Kesultat für  die Priizessionsbewegung (denn auch hier 
ist es diese Bewegung, um die es sich handelt) das richtige ist ,  oder 
das Resultat des Verfassers, wonach die Gesçhossspitze zeitweilig nacli 
der linken Seite übertritt,  jedoch liingere Zeit auf der rechten Seite 
verweilt, muss schliesslich der V e r  s u  c h  entscheiden, der allerdings 
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dadurch erschwert sein wird,  dass, mie ich oben nachgewiesen habe, 
in erster Linie die Nutationen es sind, welche der Beobachtung sicli 
darhieteu. Jedoch, selbst weriri die Nutationen als selir klein zu ver- 
naclil~ssigcn wiiren, kiinnten Laboratorium~ersuche niit gescliossart~igen 
Korpern, die in cardanischcn Ringen \ Fig. BB a. 

leiclit drehbsr angebrscht sind, r e g e n  $ der Reibung nicht wohl entscheitlend 8 
rein. Ich suchte weiterhin den Luft- $ 
widerstand, dessen Richtung bei Ce- Q t = o  O 

2 
schossen fortwshrend wechselt, durch Q- 

nlagnetische Kraft zu erietzen; an der 2 
Axe eines Messingkreisels war eine sec 

t - 0,l Eisenmasse arigebraeht; auf diese wirkte - - Tl 

die Anziehungskraît eines kraftigen G' 
Elektromagnetpols, der nach und nach $ gegcniiber den1 Xreisel verschoben t=o,2 

$ T2 mirde; aiich hier zeigten sich volle 
kreisartige Pr~zessionspendelungen; dies a würde darauf hindeuten, dass die Ge- 2 
schossaxe zeitweise nach der linken t= 0.3 2 T3 
Seite der Flugbahnvertikalebene über- % 
treten muss; allein auch solche Versuche $' 
k6nnen nicht entscheiden, da die Ana- 

t=0 ,4  T4 
logie mit der Mechanik der Gesclioss- 
benegung keineswegs vollstiindig her- 
gestellt ist. 

An dr:m Verfahren S t. R . o b c r t s  t = 0.5 T, 

ist prinzipiell jederifjlls auszusetzen, dass 
hierbei die Annahme gemacht wird, die 
successiven Ihehungen der Stossebene 
ruüssen um die jeweiligen T a n  g e n t  e n -  TG 

lagen herum erfblgen. Beim Kreisel er- 
folgt, wenn von den Xutationen ab- 
gesehen werden kann, die regulire Pra-  
zessionsbewegung um die Richt.ung der 
diese Bewegung bewirkenden ausseren 
Kra f t ,  der Sehwerkraft, herum; aiialog 

r, ==F muss beim Geschoss die Drehung der 
Stossebene um die zur L u f t w i d e r -  
s t a n d s r e s u l t a n t e n  Parallelen durçh 
den Schwerpunkt S herum, nicht aber 
um die jeweilige Tangente S T l ,  STZ - - .  
herum vor sich gehen. 1)iescr P'ehler ist bei unserer obigen Theorie 
dadurch vermieden, dass von vornherein mit  den Komponenten des Liift- 
viderstands gerechnet wurde; auf der anderen Seite waren auch bei 
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des Verfassers obiger Theorie (welche, wie bemcrlit, schliesslicli auf 
Entmickelungen P o i s s o n s  zurückgeht) Vernachliissigungen zurri Zweck 
der Durchfiihrung der Integrationen erforderlich, weshalb auch für 
kleine Winkel 4, +, a die Hesultate der Theorie von tleneii der Hr- 
obachtung etwas abweichend gefunden werdeii ktinnten. 

ubrigens sind die Resultate beider Theorien, dcrjenigen von 
S t. R o b e r t  - W u i  ch  und deijenigen des Verfassers, weniger von ein- 

ailder verschieden, als es 
auf den ersten Anblick 
scheinen koriiite - falls 
nur die Theorie 8 t. Ro- 
h e r  t s etwas modifiziert 

ei der successireii 
graphischen Losung, die 

'h auf der Vorstellung berulit 
("ig. 38a),  als giiige die 
Anderung der Tangenteii- 
lage ruckweise Tor sich, 
lasst sieh namlich der er- 
walirite Fehler, der in der 
R, O b e r t sçheil Tlieorie 
durch das Nichtparallel- 
sein von Tangente und 
Luftwiderstands-Resultaii- 
ten entsteht, für den Fall, 
dass von den Nutatioiien 
abgesehen wird, leicht 
vermeiden. Man zerlege 
wieder (Figur 38b) die 
Flugzeit in aufeiiiander 

SI folgende etwa gleiche Zeit,- 
teilchen At und koilstruiere wieder die aiifcinander folgenden Lagen 
der Tangente, also S O ,  S q  ST2, ST3..  ., wie dieselben ohne Rück- 
sicht auf die Rot'ationsbewegung in der Vertikalebene durch Schwer- 
punkt S (dieser vor der Zeichnungsebene gedacht) und Bewegungs- 
riehtung von S gegeben sind zu den Zeiten O ,  At,  2 .At ,  3 .At  . . .  
Zur Zeit t - O befinde sich die Qeschossaxe und. zugleich die Tangente 
in S O ;  es ist  a190 noch kein Anlass zur Prazession gegeben; zur Zeit 
t = A t  ist  die Tangente rings ETl  gerichtet; zu dem Winliel OSTl 
oder a zwischen Tangente 5'1; und Axe S O  berechne man J I  und 
suche [l.] den zugelik-igen Wiiikel rl zwisçhen Axe und Luftwiderstünds- 
resultante auf; diesen Winkel 7 trage man als OJf, auf der Ver- 
l h g e r u n g  von OII; ab und hesclireibe um JI, mit Kadius M,O cinen 

M 
Kreisbogen O A , ,  dessen Centriwinkel iiii BogenniaB = - .A t  ist. 

(2.7 
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E. Tabelle fZr die Komponenten Fr, u n d  w8 der Luftwiderstands- 
resultanten parallel resp. senkrecht zur Axe des Langgeschosses, 
sowie für die Lage des Angriffspunkts der  Resultanten auf 

der Axe. 

h R 
sinrj = oder tg 7 = _-, 

Die beigefügte Tabelle sol1 die sehr umstiindliche Rerechnurig des 
Luftwiderstandsmoments JjI erleictitern, so lange man auf eine solclie 
Berechnung angewieseri ist. Sie ist aus den Formeln entstandeii, 
welche K u m m e r  bezüglich cylindrischer Geschosse mit aufgesetzter 
Halbkugel und mit aufgesetztem Kegel für die Komponenten Wp, IVs 
und fiir den Abstand [ des Angriff'spiinkts vom Cfeschosshoden unter der 
Voraussetzung berechnete, dass der normale Luftwiderstand gegen eine 
in der Luft bewegte ebene Fliiche proportional dieser Fliiche und dem 
Quaclrat des Kosinus desjenigen winkels sei. welchen die Flacheil- 

Fi# 39 normale mit der Bewegungsrichtung 
A bildet. Die Kummerschen Berech- 

A , nungen zu Grunde zu legen, lag des- 
,*' 77 ; .,,Q halb nahe, weil einerseits die betreffenden 

h . analytisclien Enta-ickelungen in gleicher 

] '?' 

gleichwertig sind also z. B. die Angaben. 

II a 

21C 
vorausgesetzt (Fig. 39); der Liingeu- 
querschnitt des Geschosses hat hierbei 

die Gestalt etwa eines gotisühen Fensters; ist JI der Mittelpunkt 
des Kreisbogenprofils A il, so heisst MA = Mi3 = g der A b r u n d u n g s  - 
r a d i u s .  Wenn die Hohe h des zugespitzten Teils des Geschosses. in  
Kalibern d = 2B oder in Geschossradien B gemessen, gegeben k t ,  so 
ist damit zugleich der Abrnndungsradius Q sowie der halbe W i n k e l ~  an 
der Spitze gegeben; es ist namlich: 

h 

1 

I L L 2  

1" 
1 
I 

' b ~  Allgemeinheit für kein anderes Gesetz 
durchgeführt sind urid andererseits bei 
mehreren Vergleichen mit Beobacht- 
ungen die b'ormeln K i i m m e r s  krine 
ungiinstig~ren Resultate rrgaben, als 
die sind, welche aus anderweitigen mit 
anderen Gesetzen und unter spezielleren 
Anriahmen aufgestellten Formeln flossen. 

Als Form der Spitze des Lang- 
geschosses ist die gegenwartig am 
meisten übliche sogenannte ,,ogivale" 
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Die Berechnung erfolgtc durch Interpolation aus den Formeln für 
die aufgesetzte Halbkugel und für den aufgesetzten Kegel; für diese 
beiden Pormen und fiir eine grossere Anzahl von Winkeln a: zwischeii - 
Flugbalintangente und Geschossaxe wurden die numerischen Werte der 
betreffenden Grossen IVp, TVr, r ]  berechnet, und sodann je für die 
ogi~ale Spitmnforrn ein Mittelwert zwischen den Zahlen für die Halb- 
kugel und den Kegel genommen, entsprechend den Verhaltnissen der 
\\Tinkel q an der Geschossspitze h i  den drei Forrneri; endlich wurderi 
die übrigen Werte graphisch interpolicrt. Eine Gebrauchsanweisung 
ist der 'I'abelle beigegrben. Eine Tabelle direlit für das Luftmider- 
standsmomcnt hcziiglirh des Schwrrpiinkts liess sich doshalb nicht 
anlegen, meil diirch Andermg der Massenverteilurig irn Innern eines 
Hohlgeschosses die Schwerpunktslage geandert werden kann; letztere 
muss in jedem Fa11 e m p i r i s c h  bestimmt werden; jedenfalls ist diese 
Bestimmung sicherer als die Berechnung. 

Von Daten der B e  ob  a c h  t u n g  wurden bei Aufstellung der Tabelle 
so viele verwertet als irgend anging; insbesondere konnten die Ver- 
suchsergebnisse von I n  ga l l s*  und die neueren Mitteilungen von I Ie  y den-  
reich 1. c. für IVp berücksichtigt werden. Grundsiitzlich wurden die 
Beo b ac h t u n g s  r e s  u l  t a t e vor den Rechnungsresultaten bevorzugt, da, 
eine Reihe von mitbestimmenden Einflüssen von K u m m e r  nicht mit 
iii Rechnung gezogen werden konnten; dies gilt z.B.  von dern Ab- 
fluss der Luft an dem Geschoss, der, wie K u m m e r  selbvt durch Ver- 
suche gezeigt hat, die ~ e c h i i u n ~ k e r ~ e b n i s s e  niüht unwesentliçh niodifi- 
zicrt; es zcigte siçh, dass die Versuchsreihen K u m m e r s  über die Werte 
7 in Funktion von a durch eine gerade Linie noch bosser dargestellt 
sind, als durch die t,heoretisch erhaltene Kurvc; es wurde deshalb 
zwischen den Endwerten z einfach proportional a interpoliert. 

Eine andere derartige Tabelle hat N. v. W u  i ch  (1. c.) auf mesentlich 
anderer Grundlage aufgestellt; eben weil die Zahlenwerte beider 
Tabellen nicht wenig von einander abweichen, so schien es mir nicht 
unwert, diese neue Tabelle vorzulegen, die ich jedoch nur als einen 
Notbehelf angesehen wissen mochte, bis es niimlich Ballistikern 
oder Physikern moglich geworden sein wird, durch ausgedehnte Ver- 
suchsreihen, etwa nach Art  der Neesenschen, genauere*" e m p i r i s c h e  
Tabellen aufiustellen (über deren Notwendigkeit siehe weiter unten). 

* James M. Ing alls,  Citpitain, Firvt Artill.: Journal of the United States 
Artillery. April 1895, Nr. 2 ,  Vol. IV p. 191  ; vergl. auch den Auszug dieser Arbeit 
in der oaterreichischen Zeitschnft: ,,Nitteiliingen über Gegenstande des Artiilene- 
und  Geniewesens", Wien .Jahrgang 1896, 7. Heft, S. 411. 

** Die Zahlen der folgenden Tabellen sind bei der Vei-wendung als nur auf die 
er-teDe7irnale genaii ZLI behandeln; clip. Genaiiigkeit ist, wahrscheinlich noch geringer. 

Zeitschrift f. Mathematik n. Phyeik. 43. Jahrg.  1R98. 4. u. 5. Heft. 1 3  
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. - 

W i r h l  t 
ewiseben 
Geeohoss 
axe und 

Flug- 
bahn- 

tangente 
n 

O 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

1 O 
11 
1 2  
13 
1 4  

16  
1 6  
17  
1 8  
19 

20 
2 1 
'Li! 
23  
24 

2 5  
26 
27 
2 8 
29 

30 
3 1 
32 
3 3 
34 

Tabelle 1 
für die Komponente W8 der TluftwiderstandsresuItanten s e n k r e c h t  

zur Geschossaxe. 
M a n  m u l t i p l i z i e r t  W, (siehe unten) m i t  d e m  F a k t o r  der Tabe l le .  

ET = ganze Geschossh8he in Kalibern, h = HGhe des zugespitxten Teils. 
<r = Winkel zwischen Gesçhossaxe und Flugbahntangerite. 

b 
=0,5 
Kal. - 
0,oo 
0,oo 
0,01 
0,03 
0,05 

0,08 
0,11 
0,14 
0,18 
0,522 

0,26 
0,30 
0,34 
0,39 
0,43 

0,48 
0,52 
0,57 
0,62 
0,68 

0,73 
0,78 
0,83 
0,89 
0,95 

1,02 
1,08 
1,14 
1,19 
1,25 

1,32 
1,38 
1,45 
1,52 
1,58 

H = 2,5 Kaliber 

1 
Kal. 

- 
0,oo 
0,oo 
0,Ol 
0,02 
0,04 

0,07 
0,lO 
0,13 
0,17 
0,20 

0,24 
0,2S 
0,32 
O,36 
0,41 

0,45 
0,49 
0,64 
0,58 
0,62 

0,67 
0,73 
0,77 
0,82 
0,88 

0,93 
0,98 
1,04 
1 , l O  
1,15 

1,21 
1,27 
1,33 
1,39 
1,44 

- 

2 
Kal. 

- 
0,oo 
0.00 
0,Ol 
0.02 
0,03 

0,05 
0,08 
0,10 
0,13 
0,16 

0,20 
0,24 
0,27 
O J l  
O,35 

0,39 
0,43 
0,47 
0,51 
0,56 

0,60 
0,64 
O,69 
0,74 
0,78 

0,83 
0,88 
0,93 
0.99 
1,04 

1.09 
1,14 
1,19 
1,24 
1,29 

Vinkel r 
rwisrhen 
:eschass 
Bxe und 
H u g -  
liahn- 

tangente 
a 

H = 2,5 Kaliber 

175 
Kal. 

- 
1,40 
1,45 
1,50 
1,55 
1,61 

1,66 
1,72 
1,77 
1,83 
1,88 

1,94 
1,99 
2,04 
2,10 
2,15 

2,20 
2,25 
2,30 
2,34 
2,38 

2,43 
2,48 
2,52 
2,57 
2,61 
2,65 

2,86 
3,03 
3,18 
3,24 
3,28 
3.28 

- 

2 
Kal. 

- 
1,34 
1,39 
1,44 
1,49 
1,54 

1,59 
1,64 
1,69 
1,ï4 
1,ï9 

1,84 
1,90 
1,95 
2,00 
2,04 

2,09 
2,14 
2,1h 
2,22 
2,26 

2,31 
2,36 
2,40 
2,44 
2,4Y 
2,52 

2,10 
2,84 
8,96 
3,04 
3,0g 
5,06 
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Tabelle 1 (Fortsetziing). 

135 
Kal. 

Winkel a 
eaischen 
Geuçhoss- 
axe und 

Flug- 
S b -  

tungente 
a 

2 
Kal. 

H= 3,5 Kaliber 
-- 

h 

-0.5 1 LI, 1 Kal. 

Winkel a 1 
z w i s c h e n  
L+eschoas- 
axe und 

Y'lug- h 1 
Kal. 

193 
Kal. 

1,5 
Kal. 

2 
Kal. 

- 
1,82 
1,90 
1,99 
2,07 
2,16 

2,24 
2,32 
2,42 
2,48 
2,56 

2,64 
2,72 
2,80 
2,89 
2,98 

3,0t; 
3,15 
3,23 
3,31 
3,39 

3,47 
3,56 
3,64 
3,71 
3,78 
3,R4 

4,14 
4,3H 
4,57 
4,10 
4,77 
4,80 

A n m e r  ku ng. Wo kt der Luftwiderstand in Kilogramm gegen ein hall>- 
kugelfonnig endigcndes Geschoss vom Kaliber 2 B  Neter,  falls dasselbe mit der 
Geschwindigkeit u xu/sec sich derart  bewegt, dass die üeschossaxe in der Flug- 
bahntangente liegt. W, wird einer empirischen 'iàbelle entnommen. 1st der be- 
treifenden empirischen Tabelle nicht ein Geschoss mit aufgesetzter Halbkugel 
(h = 0,5 Kal.) zu Gmnde gelegt, sondern z. B. ein Geschoss mit  h = 1,3 Kal., so 

1 
ist I I r  --. IlriV3, wobei W ~ J  die von dieser empirischen Tabelie angegebene 

O - 0.69 
Widerçtandszahl für die Geschwindigkeit v i s t  (und so weiter entsprechend den 
fett gedruckten Zahlcn der ersten Zeile in  Tabelle LI). Z. B. i s t  für R = 0 , 1 2  rn, 

13  * 
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Tabelle 1 (F'ortsetzung). 

Winkcl n 
ïuischen 
Geechoss. 
axe und 

Fliig- 
liahn- 

tan~eiite 

IY 

h 
= 0,5 
Kal. - 
0.00 
0.01 
0.03 
0.06 
0.09 

0.13 
0.16 
0.21 
0.26 
0,32 

0.37 
0.43 
0.50 
0.57 
0,65 

0.73 
0.80 
0.88 
0,96 
1,04 

1.12 
1,21 
1.30 
1.41 
l , 5 l  

1.61 
1,72 
1.83 
1.94 
2,05 

2.17 
2,28 
2.40 
2,52 
2.63 

1 1,a 
Kal. Kal. 

L 5  
Kal. 

2 
Kal. 

Winkcl o 
z w i ~ r h r n  
:eschos!? 
axe und 
3'171~- 

balin- 
tangente 

1Y 

V =  4,5 Kaliber 
- 

1 
Kal. 

- 
2,57 
2.68 
2,79 
2,91 
3,02 

3,14 
3,526 
3,38 
3,hO 
3,62 

3,74 
3,86 
3 3 7  
4,08 
4,19 

4,31 
4,41 
4,52 
4,63 
4,73 

4,84 
4,95 
5,06 
5,17 
5,27 
5 3 7  

5,84 
6,23 
6 3 5  
6,77 
6,89 
6,94 

- 

1 ,6  
Kal. 

- 
2,42 
2,52 
2,62 
2,72 
2,83 

2,93 
3,03 
3,14 
3,25 
3,36 

3,47 
3,58 
3,69 
3,80 
3,90 

4,00 
4,10 
4,20 
4,30 
4,40 

4,60 
4,60 
4,71 
4,82 
4,92 
5,02 

5,50 
5,92 
6,24 
6,43 
6,54 
6,60 

- -  

2 
Kal. 

- 
2,22 
2.32 
2,41 
2,50 
2,60 

2,70 
2,80 
2,90 
3,00 
3,09 

3,19 
3,30 
3,41 
3,52 
3,62 

3,72 
3,92 
R,92 
4,02 
4,1't 

4,02 
4,32 
4,42 
4,62 
4,61 
4,71 

5,19 
5.39 
5.8:) 
6.08 
6.20 
6,22 

k g ;  h = 1.5 Kal. und v = 241 m der normale Liiftwiderstand nach der  Erfahrunp 45 - .2 
45 2 

also ist W -2 = 68,5 kg r ;  somit ist z. B. für or = 20°, H= 2,5 Kal., I L - 2  Kal., 
O -  0.66 

W8 = 68,5.0,60 = 41  k g r ,  

Wp = 68,5.0,51= 35 k g r ;  

also die Hesultante f w S y  f Wp' selbst = 54 kgr ;  ferner der  Tangens des Win- 
kels zwischen Geschossaxe urid Resultante gleich 41 : 35; dieser Winke l=  60° (dies 
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Von Prof. Dr. CARI. CRAXZ. 

Tabelle III 
fiir -- Tus - speziell für h = 1,3 Kaliber. 

sin ci ' 
*Xan multipliziert W, mit dem betreflenden Faktor der Tabelle. 

II 3.5 

= 2 , s  Ka- 
Kal. liber 

- - 

4 , s  

Ka- 
liber 

575 
Ka- 

liber 

Winkel c 
zwiachen 
Ceschosa 
axe und 

Flug- 
ùahn- 

tangento 

01 

3,5 4 , s  
Ica- Ka- 

liber liber 

595 
Ka- 

liber 

- 
5>32 
5 ,42  
5 ,52  
5 ,62  
5 ,72  

5,81 
5,90 
6 ,98  
6,07 
6 ,15  

6.24 
6 ,82  
6 ,41  
6 .50 
6 ,58 

6 .66 
6 ,74  
6 ,82 
6 .89 
6 ,96 

7 ,03 
7,10 
7,16 
7 ,22  
7 .28 
7 ,36 

7.64 
7.76 
8 .05 
8 ,22  
8 ,36 
8.47 
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Tabelle IV für die Lage des Angriffspunkts der Luftwiderstaiids- 
resultanten ai?f der Geschossaxe. 

Abstand zwi~chen Qeschospboden u.Angriffsl~iinkt (in Bal. od.inMet,ern)-Hohe des ci;- 
liiidrischen Seils des Geschosses (in K d o d .  i n  Meterii) ma,l dem Fa,ktor der Talielle. 
a=Winkel zwischeri Geschossaxe und Tangente;  J I=ganze  Geschosshohe; h=LIBhe 

des zupespitzteri 'I'eils. je in Kalibern ,neniessen. 

K i n k e l  ci , i  
zwischen l IT= 2,5 Kaliher xwischen WilLkeL a i l  
üeschoss- 

ZXR u n d  
Flug- ' l  
U&ba = 0.5 

tanjiente 1 1  Kal. 

- 

175 
Knl. 

ücschosa- 
axe n n d  

- 

1 7 3  
Kal. 

- 
1,44 
1,40 
1,37 
1,34 
1,31 
1,28 
1,24 
1 ,21  
1,18 
1 ,15  
1,12 
1,08 
1.05 
1,0? 
0,99 
0,96 
0,92 
0.89 
0.86 - 
- 

1 

Kal. 
- 
1 ,13  
1 , l O  
1,07 
1 ,03  
1,02 
0,99 
0,96 
0,94 
O,9 1 
O , H 8  
0,85 
0,82 
0,80 
0,77 
0,74 
0,71 
0,68 
0,66 
0.65 - - 

1 3  1,5 
Kal. Ka1 

1 
Kal. 

2 

Kal. 

- 
1,5a 
1,5? 
1,49 
1,46 
1,42 
1,JR 
1,35 
i , a i  
l,?? 
1.23 
1,20 
1.16 
1,13 
1,09 
1,OG 
1,02 
0,119 
O,% 
0.92 - 
- - 

- 

2.5 

Kal. 

- 
1>40 
1,36 
1,3:+ 
1,2Y 
1,Xi 
l,E 
1,19 
l , l 5  
1,12 
1,Ob 
1.05 
1 , O l  
0,9à 
o,94 
0,91 
0 87 
0,S4 
0,so 
0 ) 7 ï  

5 
1 0  
1 5  
20  
2 5 
3 O 
3 5 
4 0  
45 
5 0 
5 5 
6 0  
6 5 
7 O 
7 5 
80  
85 
9 O - 

~ ~ -- 

Winkel 1 

zwiache 
Geschoai 
axe un< 

Flug- 
bahn- 

tangent 
LY 

H = 5.5 Kaliber 

2 
Knl Kal. 
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' F. Zusammenstellung der  Resultate. 

1. I n  Reziehiiiig auf den Schwerpunkt beschrcibt die Ge- 
schossspitze irn Verlauf der Flugbahn eine doppelte Bewrgung; 
erstens eine l a n g s a m e  P r % z e s s i o n s b e w e g u n g  und zweitens 
eine s c h n e l l e r e N u t a t i o n s b e w e g u n g ,  welche ihrenursprung 
meistens in e ine~n kleineren oder grosseren seitlichen Anfangs- 
stoss auf das Geschoss hat. Die thatsachliche Bahn, welche die 
Geschossspitze für einen Beobachter beschreibt, welcher dem Ge- 
schoss folgen und allein auf die Bewegung der Spitze bezüglich 
des Schwerpunkts S achten würde, ist danach die (gestriclielt 
gezeichnete) Kurve in den Figuren 40 und 41. (Diese Figuren 
sirid siimtlich f ü r  den Fa11 konstruiert, dass die Züge reçhts 
gewunden sind und der Angriffspunkt L der Luftwiderstands- 

Pig. 40. Fig. 41. 

resultanten vor dem Schwerpunkt S angreift.) Die Bahn kann 
angesehen werden als bestehend aus einem beweglichen Iireis, 
dessen IZadius sich vergrossert und dessen Kutationswindungen 
(gestrichelt) sich bei dem Fortschreiten des Blittelpunkts an 
die Pr~zessionsspirale (ausgezogen) anlehnen. Diese Prazessions- 
kurve, als Leitkurve der Eutationsbogen, kaun ihrerseits eben- 
falls als ein beweglicher veranderlicher Kreis angesehen werden, 
dessen Radius O N  sich gesetzmissig vergrossert und dessen 
Mittelpuilkt abwiirts und- mehr oder weniger nach rechts 
(bezw. links) rückt. 

J e  niühr die Flugbahn der geraden Linie sich niihert, 
umsomehr reduziert sich die Priizessionskurve auf einen kon- 
stanteii Kreis oder, falls die Geschossüxe anfangs in der Be- 
wegungsriclituug des Sçhwerpunkts lag, auf einen Punkt ;  die 
Bahn der Spitze ist in diesem Fa11 die Hypocykloide (Fig.42), 
deren Bogeri von Kreisbogen im allgemeinen wenig a b ~ e i c h e n  
und ini Verlauf der E'lughafin siçh erweitern. 
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Durch die P r i i z e s s i o n s b e w e g u n g  wird vor allem die 
Rechts-(Links-)Abweichung des Geschosses aus der anfang- 
Lichen Schussebene bedingt: E s  ist niimlich die Prazessionskurve 
unsymmetrisch bezüglich der Trertikalebene durch die Flugbahn- 
tangente; beginrit vom Anfangspunkt O aus die Priizessioiis- 
kurve nach rechts (links), so verweilt wiihrend jedes Umlaufs 
die Geschossspitze 15ngere Zeit auf der rechten(1inken) Seite 
jener Ebcne als auf der entgegcngesetzten; die Folge ist die 
Seitenabweichung des Qeschosses nach rechts (links). Ersteres, 
niimlich Rechtsabweichung, tritt ein, wenn die Züge rechts- 
gewunden sind und wenn der Angriffspunkt L der Luft- 
widerstandsresultanten vor dem Schwerpunkt S liegt (und 
wenn zugleich anderweitige Einflüsse, siehe weiter unten, von 
geringerem Betrag sind als der der Gesch~ss~endelung),  oder 
aber l e i  Linksdrall und Lage von L hinter S. Letzteres, 
Linksabweichung, erfolgt bei Linksdrall und L vor S oder 
bei Rechtsdrall und L hinter S. 

Die N u t a t i o n s b e w e g u n g ,  welche ihre Eiîtstchung meist 
einem wenn auch kleincn seitlichcn Stoss auf das Gcschoss 

Fie, 42, 
an der Mündung verdankt, beginnt stets in 

,*--. der Richtung des Stosses und erfolgt stds 
f ,,+.. ;13 in demeelben Sinn, wie die Drehung des Ge- 
\, : ----., 

7 '.g--. ,, . ., schosses um seine Langsaxe, also bei Rechts- 
& 1 , #  

,' .î Y~-"-, :,, drall rechtsliiufig, bei Linksdrall linksliufig, 
I i ' ,' ; inag hierbei die Prazessionsbewegung rechts- 

- -  i 5  oder l i n s 1  vor sich gehen, mag also 
6 : '\ ; Reühts- oder Linlisabweichung des Schwer- !Y '----$ punkts eintreten. Pie bleibt bestehen, nenn 

- ' T  die Bewcgung des Geschossschwerpunkts als 
geradlinig betrachtet werdcn kann odcr ruiiss, und folgt aiich 
sonst wesentlich anderen Gesetzen, als die Priizessionsbewegung. 
Diese Kutationsbtigen (gestrichelt) sind es meistens, nicht die 
Windungen der Prazessionsspiralen (ausgezogen), welche illit- 

unter bei Geschossen mit dem blossen Auge beobaclitet werden 
und welche bei den N ees  en schen photographischen Aufnahmen 
sich zeigten; Mit der Amplitude dieser Nutationswindungeii 
und deren sekundlicher Zahl andert sich insbesondere die 
Schussweite und die T r e f f f i h i g k e i t .  

2. Die mathematischen Ausdrücke der Gesetze, welclien 
die beiden Arten von Geschosspendclungen unterliegen, sind 
die folgenden: 

Man denke sich um den Schwerpunkt S des Gcschosses 
eine Kugelfliiche mit dem Radius 1 m beschrieben, welche die 
k'lugbahntangente S T  in T und die Geschossaxe in P schneide; 
T m6ge kurz das Ende der Flugbahntangente, P das Ge- 
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schossende heissen; durch S sei eine horizontale &uatorebene 
und durch SJ? eine vertikale Anfangsmeridianebene gelegt. 
Letztere beiden Ebenen schneiden sich nach SS,; SI ist der 
Anfangspunkt eines sphiirischen Koordiriatensystems, dessen 
horizontale $-Axe nach rechts und dessen vertikale 8-Axe 
nach oben posjtiv gcrcchnet sind. Der Hrobachter ist vor der 
Zeichnungsfliiche in S,  also in einer solchen Stellung zu denken, 
dass er die Bewegung des Geschosseiides P von der hinteren 
Seite des Geschosses her betrachtet und nach der konkaven Seite 
der Kugelflache sieht. Die Koordinaten von P zur Zeit t, 
t Sekunden, nachdem das Geschoss die Mündung passiert hat, 
seien S> und 4, gemessen 
im Bogenmass. Die An- 
fangslage von P sei zu- 
nichst O, OS, = Abgangs- 
winkel a,, zugleiüh an- 
fiingliühe Neigung der 
E'lugbahntangente gegen 
die ~ o r i x o n t a l e  SS,.  Zur 

Fig. 43. 

Zeit t sei diese Neigung 
O = c)C TSSl= TS,. 

Bus der vorange- 
gangenen Losung des bal- 
listischen Problems O h n e  
Rlieksicht auf Rotation, 
etwa auf graphischem Weg 
(vergl. Zeitschrift f. Mathe- 
matrk und Physik, 1897, 
S. 197, Zusammenfassung 
des Verfahrens) sei für 
jeden Augenblick die Neig- 
ung o der Flugbahntan- 

? 
gente bekannt, ebenso die Bahngeschwindigkeit u des Schwer- 
punkts in metisec und folglich deren horizontale Projektion 
v, = v . cos m. Weiter moge r die Winkelgeschwindigkeit des 
Geschosses um seine Langsaxe bedeuten, r positiv bei Rechts- 
drall, der Anfangswert r berechnet aus 

r = v , - t g A :  R = 2 a - v , :  D, 
v, die Mündungsgeschwindiglreit des Schwerpunkts, D Drall- 
lange, 2R der Durchmesser oder das Kaliber des Geschosses, 
beide in  Netern, A Drallwinkel, d. h. 'ATinkel zwischen Lauf- 
axe und ebener Abwickelung der Züge; da liber die eventuelle 
Abnahme von r mit der Zeit keine Beobachtungen vorliegen, 
so bleibt nichts übrig, als r konstant anzunehmen, wie es bis- 
her bei den Berechnurigen stets geschehen ist. - Weiter 
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seien A und C die beiden Haupttr%ghcitsmomente des Ge- 
schosses, C um die Langsaxe, A um eine Senkrechte dam 
durch den Schwerpunkt, - [am besten beide mTert,e durcli 
Schwingungsversuche ermittelt; Niiherungswerte nachv. Wuich* 
berechnet mittelst 

I' ES. A (: = - . -  
9,81 2 ' C 

wo 9, die sogenannte reduzierte Geschosshohe, in Kaliberil 
gemessen, d.h. die Hohe eines mit dem Geschoss gleich schaereii 
Cglinders von gleichem Kaliber und Stoff; $, erhilt man, 
wenn man von der in Kalibern gemessenen Gesamtholie des 

4 
Geschosses lo Kaliber abzieht; P das Geschossgewicht in Kilo- 

gramm]. - Der variable Winkel zwischen Geschossaxe und 
E'lugbahntangente, also Winkel TSP sei a, Anfangswert von a 
zunachst = O; dei- variable Abstand zwischen Schwerpunkt S 
und Ailgriffspunkt der Luftwiderstandsresultanten sei h,  (hier- 
für vergl. Tabelle IV, deren Gebrauch durch den bcigefügteii 
Text erliutert ist); die Luftwiderstandskonporiente senkrecht 
zur Geschossaxe W,, psrallel dam IV, (hierfür vergl. Tabelle 1 
und II, ferncr für W, : sin n Tabello III, Anfangswert ron 
W ,  : sin ar fiir a = O ist gleich dem von TV?,); 

Ws. h l .  C 0 3 W  

s1u <Y 

sei als Luftwiderstandsruoment M bezeichnet. 
Endliçh sollen fi und y, die Koriiporienten einer Wiiiliel- 

geschwindigkeit bedeuten, welche im Anfarig der Flugbaliii, 
also an der Bfundung, ein seitlicher Stoss auf die Axe erzeugt'e, 
und zwar bezieht sich p, aiif eine I h h u n g  um eine zur Axe 
Senkrechte durch S ,  welche horizontal und senkrecht zur 
Schussebene verliiuft, dabei p, positiv gerechnet, wenn der 
Stoss die Axe in ihrer Anfangslage S O  so zu drehen sucht, 
dass das vordere Ende O sich senkt; q, bezieht sich auf eine 
Drehung um eine zur Geschossaxe Senkrechte, welche in der 
Schussebene liegt, und wird positiv gerechnet, wenn der Stoss 
das Geschossende I', das anfangs in  O liegt, horizontal nacli 
links zu führen bestrebt ist. (Da keine Beobachtungen über 
diesen Anfangsstoss vorliegen, so konnen vorliiufig nur An- 
~iahrnen über Grosse und Riühtung des Stosses gemacht werden; 
sielie darüber weiter unten.) 

Die Bahn des Geschofiscndes Y mit, den Koordinaieii 8 
und 7 )  (Hreitc und Lange) ist daim durch die Gleicliuiigen 
gegeben : 

* Ritter K. K.. W u i c h ,  1. c . ,  Heft III, S. 376 und 120. 
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( 8 = 8,. + a,, wobei 

mit den Abkürzungen: 

Wenn dagegen die Geschossaxe SP mit der Tangente S O  
einen kleinen Winlcel a, bildet, der von Nul1 verschieden kt,  
nenn niimlich der anfangliche Neigungswinkel der Tangente a,, 
derjenige der Geschossaxe 8 + E gegen den Eorizont und 

A- 

@ = G, für t = O ist, also a, = )'E'+ so ist zur Zeit t :  

wo a,, â,, Qr,  qb, dasselhe wie vorhin bedeuten und wobei 

31 . 
+ c ~ ' N  --- . (-$ sin P, - -- CT sm (r t  - pl)) 

A C r  

Wenn im folgenden nichts besonderes bemerkt ist, i s t  
vorauszusetzen, dass a, = O sein soll. 

Man berechnet die Bahn in mehreren kleinen Zeitinter- 
vallen O bis t , ,  tl bis t, etc.; in jedem einzelnen Intervall wird 
je ein zugehoriger Mittelwert von M als konstant voraus- 
gesetzt. Die Kurve besteht aus zahlreictien, von Kreisen im 
allgemeinen wenig verschiedenen Hypocykloidenbogen (ge- 
strichelt), welche rings der Priizessionsspiralen (ausgezogen) als 
Leitkurve sich fortbewegen. Diese Spirale beginnt im all- 
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gemeinen Fa11 in O berührend zur SI*-Axe und verliiift 
i n  Windungen, welche unsymmetrisch zur S a - A x e  liegen, 
stets aber wieder durch O gehen; die Spirale wird reclits- 
liiufig beschrieben, falls iM und r beide positiv oder bpide 
negativ sind, dagegen linkslaufig, weiîn eine dieser Grossen 
negativ ist. Diese Pr~zessionsspirale 8 = a,., + = i, kann be- 
trachtet werden als entstanden durch die Veriinderung eines 
Kreises, der stets durch O geht, dessen Radius zur Zeit t die 
Grosse hat : 

11) O M - i / f "  ((4,- w)" 
und dessen hlittelpunkt M die Iioordinaten iM = f> 8~ = GJ 

besitzt. Die Anfangslage des Kreismittelpunkts ist: 

wobei für 72, hier der Wert aus Tabelle IV für u - O zu 
nehmen ist. 

Die Hypocykloiden- oder Nutationsbogen 9. = 8,, $ = *q 

werden stets im Sinn von r beschrieben; sie beginnen in O 
in der Richtung des Anfangsstosses pop,. 

Die variable Zeit, in  w-elcher elne Windung der Pfi- 
zessionsspiralcn vollendet wird, oder die Priizcssionsperiode, ist 

So oft t um T gewaçhsen ist, wird +, wieder = 0, 8, 
wieder - 8,. Ferner je nach Verfluss der halbeu Periode, so 

1 
oft also t um gewachsen ist, wird @?- - 2f, 

a,= w - (3,- w); 

in  der Mitte des 'l'mlaufs befindet sich somit das Geschoss- 
ende noch um 2f r e c h t s  von der E l~ene  OSS,; diese Grosse 
2f ist folglich für die Seitenabweichungen massgeberid. 

Die meistens schnellere Periode f$r die Nutationsbiigen 
ist  (vom Anfangsstoss nahezu unabhangig, siehe darüber 
Glcichun~ 46): 

Der 13ruch T: Tl giebt an, wie vie1 Nutationsumldufe 
auf einen Priizessionsumlauf kommen. 

Die Amplitude der Pr%zessionswindungen ist in jedeni 
Augenblick angegeben durch den Radius 

O 31 = l / f 2  + (a0 - 
jenes variablen Kreises; dariach nimmt dieselbe zu mit 8,- B. 

also mit der Krümrnung der Flugbahn, ferner mit C.r, riimnit 
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dagegen ab niit zunehmendem Luftwiderstandsmoment 31 und 
der Geschwindigkeit TI,. 

Die Amplitude A B  eines Nutationsbogens (Fig. 43) ist 
zur Zeit t :  

VI> 
2 .  S" Amplitude = 

C?. M 7  
--- 
A C r  

wobei s, die Winkelgeschwindigk~it des Anfangsstosses ist, 

So = V P , ~  _t go2; 

die Weiten dieser Bogen werden also bei derselben Flug- 
bahn immer grosser, da im Verlauf der Flugbahn M grosser 
wird (hl kleiner, aber cos w und Wd:  sin a: grosser); bei ver- 
schiedenen Flugbahnen sind diese Bogen um so grosser, ins- 
besondere je kIeiner Cr : A und je grosser s, ist (da das erste 
Glied des Nenriers überwiegt), also e. B. je langer das Geschoss, 
je kleiner die Rotationsgeschwindigkeit und je grosser der 
Anfitrigsstoss k t .  

Falls dapegen der anfingliche Winkel a, zwischen Ge- 
schoçsaxe und Flughahntangente nicht Nul1 ist, so kommt 
ausserdem die Amplitude stossfreier Nutation hinzu, welche 
davon herrührt, niimlich: 

2 . M . A  VIa) Amplitude annahernd = CeT2 - u0; 

über das Vorzeiühen vergl. D. III, IV, V. 
Die vorstehende Losung ist abgeleitet und daher vor- 

liiufig giltig nur für solche Fiille, wo der Abgangswinkel 8, 
und damit die Flugzeit sehr klein sind und wo die Reobach- 
tung, z.R. an Durchschliigen, gezeigt hat, dass die WTinkel 
zwischen Tangente und Geschossaxe dauernd ebenfalls sehr 
klein ausfallen. 

Für  g r  os  s e r e  Winkel lssst sich das folgende g r a p h i s c h e  
V e r f a h r e n  anwenden: Es stelle (Fig. 38b) OS, wieder die 
zur Zeichnungsflache senkrechh Flugbahn-Vertikalebene vor, 
in welcher sich vorn der festgedachte Schwerpunkt S befinde. 
E s  werden für aufeinanderfolgende kleine, etwa gleiche Zeit- 
intervalle At die Lagen der Flugbahntangente SO,  ST,, ST2, 
ST3  . . . wie oben angegeben bestimmt. Man berechne nun zu 
Winkel 01; als or den Wer t  AT und suche den zu a: zu- 
gehorigen Winkel 7 zwischen Geschossaxe und Luftwiderstands- 
resultante auf (vergl. S. 183 Anmerk. l), diesen Winkel q trage 
man als 017.1, auf der Verlingerung von O T ,  auf, beschreibe uni 
Al, mit dern Radius JI, O eirien Kreiubogen OA,, dessen Centri- 

M 
winkel OM,A, im Bogenmalj gemessen gleicli I-.At ist. Zu 

C .  T 
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Winkel A, T2 als neuem Wert von ct berechne man neuerdings das 
Moment Ji und suche den zu a = A, IT, gehorigen Winkel 7 
auf; das neue q wird als A,J& auf der Verlingerung von 
A, T2 aufgetragen und um NB mit Radius dl, A, ein Kreis- 

d l  
bogen A, A, beschrieben, dessen Centriwinkel gleich C;T.At 

ist und so fort. Man erhilt  auf solche Weise, aus Kreis- 
bogenelementen zusammengesetzt, die Pr~zessionskurve in dem 
Fall, dass man von den llutationen abstraliieren k a m .  Diese 
selbst folgen der Prazessioriskurve als der Leitkurve. 

Spezielle Piille. 

1. WTenn d i e  F l u g b a h n  a l s  g e r a d l i n i g  be t rach te t  
werden kann, etwa horizontal in der llichtung S S ,  u n d  wenn 
a n f a n g s  d i e  G e s c h o s s a x e  S O  g e g e n  d i e s e  Richtung 
d e n  k l e i n e n  W i n k e l  4, b i l d e t e  (Figuren 16 und 40, 41), 
so ist diirchweg w = O, f = 0; der fiühcr variable Mittclpunlit 
des Yrizessionskreises liegt jetzt konstant in ~5'~; dic Pr~wssioi.is 
spirale reduziert sich auf den zur vertikalcn Schusseliene OSS,  
symmetrischen, konstanten Kreis um SI mit Radius S U  gleich 
Winkel 8,; zu konstanten einseitigen Seitenabweicliungen ist 
also, allein durch die Pr%zessionsbewegung wenigstens , kein 
Anlass gegeben. 

Die Perioden T und Ir, sind dieselben IV) und V) wie oben; 
ebenso die Amplituden VI) und VIa) dcr kleinen Nutationeii. 

Die Amplituden grosser Xutationeri lassen sich angeiiahei-t 
folgenderrnaijen berechnen: 

a) Falls k e i n  A n f a n g s s t o s s  stattfand, so ist die Ampli- 
tude, im HogenmaB gemcssen, gleich * (x - a,), aobei  x aus 

-- 
vII) COSX = 13  VIS^$-^- ~ . G - C O S ~ ~  

zu berechnen ist und G den ,,Stabilitatsfaktor bedeutet. 

E s  ist derjenige Wurzelwert in VII) zu nehmen, für  welchen 
cosx ein echter Bruch k t ;  die Amplitiide ist x -- 8, oder 
3,- x, je nachdem die Nutationsbogen ausserhalb oder inner- 
halb auf dem Prazessionskreis aufliegen. - J e  grtisser G ist, 
um so kleiner ist der absolute Wert  der Amplitude; wenn 

1 

O >-- 2 . cos a, 

kt, kann niemals der mTinkel YSSI zwischen Geschossaxe S P  
7c 

und Bewegungsrichtung SS,  die Gr6sse a erreichen; ist 
1 

6 = 
2 .  cos a, 

so tritt dieser Fa11 zeitweilig ein, dass das Geschoss mit seiner 
Axe senkrecht zur Flugrichtmg liegt (cosx = O); wird G noch. 
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kleiner, so beginnt das Geschoss nach hinten sich zu über- 

schlagen, indem der Winkel PSS, zeitweilig > ; wird. 

b) E s  habe ein A n f a n g s s t o s s  s,, stattgefunden, und 
zwar sei wt (vergl. Big. 27) die zuni Priizessionskreis tan- 
gentielle Komponente des Anfangsstosses (d. h. die durch den 
Stoss erzeugte anfingliche Winkelgeschwindigkeit der Axe in 
der Berührurigsebene an den Prazessionskegel), zut positiv, wenn 
iru Sinn der Priizessiorisbewegung gerichtet; tu, (Fig. 36 u. 37) 
sei die zur Kreistangente senkrechto Koniponente, positiv, 
wenn vom Kreismittelpunkt in der Kichtung des Radius nach 

ausscn gchcnd (s0 =vwt2  + w,", dann lose nmn die folgende 
Gleichung dritten Grades mit x als Unhekannter 

x3- x2(uo+ iluL2+ i2+ i3) + x(-1+ 2 . i g - u o +  i4.u12) 
VIII) { 

= i,.uo2+ il.u14+ i 4 . u 1 2 . t ~ f l  i2- i1.uI2- uo, 
wobei zur dbkürzung 

. C r w t  
1Y4 = - ,ï!! -' x - cos (<)= PSS, ) ,  

u, = cos a,, u, = sin 4, 

gesetzt ist. 
Die Gleichung VIII) besitzt zwei Wurzeln, die zwischen 

- 1 und + 1 liegen; die eine ist  der Kosinus des (im BogenmaB 
gemesserien) Radius S, A (vergl. Fig. 36) des einen Begrenzurigs- 
kreises; die andere Wurzel giebt den andern Begrenzungskreis 
der Nutationsbügen; die Differenz A B  beider Winkel ist deren 
Amplitude. 

Erfolgte der Anfangsstoss nur tangentiel1 zum Pr%zessions- 
kreis, war also w,= O, so ist die eine der beiden Wurzeln x 
von VIIL) gleich ufl oder cos 8, selbst,< d. h. der eine Hegrenzungs- 
kreis ist  der Prazessionskreis; die Nutationsbtigen verlaufen 
in diesem Fall nur auf der ausseren oder nur auf der inneren 
Seite dieses Kreises, je nach dem Vorzeichen von wt (also wie 
in den Figuren 27-33, 34, 35, bei 27 tu, +, bei 34  wt-); 
die andere Wurzel findet sich sodann aus der Gleichung: 

IX) 

als derjenige der beiden Werte x, der zwischen - 1 und + 1 
liegt; s bedeutet dann den Kosinus des Winkels &SB, wobei 
SIB der Radius des die Nutatiouen begrenzenden anderen 
Kreises ist. Mit il = i4 = 0 ergiebt sich VII). 

Da die Grossen il, i, . . . . veründerlich sind, so fiihrt man 
die Berechnung der Nutationen in mehreren Intervallen durch; 

Zeitachrift f. Mathematik u. Phyaik. 43. Jahrg. 1898. 4. e 5. IIeft. 14 
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innerhalb jedes einzelnen Interralls werden die Grossen als 
konstant angenommen. 

2. Die Bahn SS1 des Schwerpunkts ist geradlinig; die 
Gescliossaxe Gel arifarigs mit der Richturig der Schwerpunkts- 
bewegung zusammen (8, = 0). 

In  diesem Falle rediiziert sich die Prazessionskurve auf dm 
festen Punkt SI (Fig. 42). Die Bahn der Geschossspitze be- 
steht ausschliesslicli aus den durch ,SI gehenden Hypocykloiden- 
bogen, deren Windungen im Verlauf des Flugs grosser und 
grtisser werden, da M grosser, und wohl auch r kleiner 
wird. Die Amplituten berechnen sich wie vorhin, nur dass 
cos 4, = 1 ist. 

3. Auch für den Fa11 eines vertilcalen Schusses gelten die 
vorigeri BezieEungeri von 1. und 2.; mari Lat nur die Kiçhtuiig 
SS,, die bisher als horizontal vorausgesetzt war, mit der 
Vertikaleii durch den Abgangspunkt zusammcnfallm zu lassen. 
Reziiglich der Piguren 40 -42 k t  dabei der Reobachter untrr- 
halb des Geschosses zu denken. 

G. Folgerungen. 

1. Jî i t  den irn Vorhergehenden ziisammengefassten K.esiilt,aten 
unserer Theorie stehen die slimtliclien Einzelheiten der oben be- 
schriebenen Versuche des Verfassers, sowie manche sonstige B eo b a c h -  
t u n g e n ,  insbesondere die neueren von H ey d e n r e i c h  in  Einklang, 
z. B. die folgenden: 

a) Mitteilungen von IIeydenreich 1. c. S. 100: ,,Bei fortgesetzter 
Steigerung des Enddralls kann eine Grenze erreicht werden, bei der 
die Schwungkraft des Geschosses iru Vergleich zu der Einwirkung des 
Luftwiderstands so gross wird, dass das Geschoss zwar mit der Spitze 
nach r o m ,  aber doch mit dem Bodon zuerst am Zicl aufschliigt und 
dadurch an Wirkung, besondcrs an Eindringungstiefe erhebliche Eiii- 
buWe erleidet. Kach Versuchen in den Jahren 1867 bis 1869 mit den 
damaligen Anfgngen des 21 cm-Morsers t ra t  diese Erscheinung uni 
so eher ein, je kürzer das Gesch~ss ,  je starker der Drall, je grosser 
die Erhohung und je kleiner die Anfangsgeschwindigkeit war (vergl. 
Formel IV, grosses C und r ;  kleines M ,  also kleines h, , grosses w, 
kleines W, geben grosse Periode 1' der P r ;  zes s i  on spendelungen). 

b) Beobachtungen von Heydenreich S. 95: ,,Nach Schluss eincr 
jeden Pendelung kehrt die Geschossspitze in eine Lage oberhalb der 
Flugrichtung des Schwerpunkts zuriick" (vergl.Fig. 12). ,,Diese Pendel- 
ungen beginnen in der liegel klein und rasch und werden schliesslicli 
grtisser und langsamer" (Formel V für  N u t a  t i o n e n ,  M wird grosser, 
Periode 2; grosser; Formel VI, Jf grtisser, Amplitude grtisser). ,,Unter 
sonst gleichen Verhiiltnissen sind sie um so stiirker, je grosser die 
Geschwindigkeit des Geschosses und die Entfernung de$ Scliwerpnnkts 
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von der Angriffsrichtung des vereinigten Luftwiderstands ist, un1 so 
kleiner, je grosser der Dra11 des Geschiitzes und je mehr dessen Masse 
nach dem Umfang zu vereinigt liegt" (Formel VI,  je grosser v,, also 
s,, ferner je grosser h, in M ,  je kleincr r und C ,  um so grosser die 
Amplitude der Nutationen. Dasselbe aus VII). 

c) Heydenreich beobachtete mit dem blossen Auge die Pendel- 
ungen an Morsergranaten und Kanonengranaten (die Rechnung nacli 
IV und V zeigt, dass es die N u t a t i o n e n  waren); es wurden stets 
volle Kreispendelungen beobachtet (vergl. die Figuren); bei Steigerung 
der Anfangsgeschwindigkeit von 180 In auf 500 m steigerte sich die 
Zalil der Pendelungen pro Sekunde von 2 auf 4 bis 5, die Amplituden 
wurden grosser; schliesslich ,,glich das Geschuss von hintcn gesehen 
einer rasch sich drehenden Süheibc von wechselndcm Uurchmessrr, ein 
Gcst:hoss überschlug sich sogar ctwa 1000 m vor der Miindung" 
(Forniel V und VI ,  mit v, wiichst r, nimmt Tl ab, zugleich machst s, 
und nimmt die Amplitude zu). 

d) Heydenreich S. 109, Nr. 11-15: J e  grtisser die Gescliossl2nge, 
um so grosser ergab sich der ,,FormwertU (Formel VI, je grosser A : C, 
um so grtisser die Amplitude). 

e) Bei der Granate der schweren Feldkanone lassen sich die 
Pendelungen nur sehr selten, bei den Infanteriegeschossen niemals mit 
dem blossen Auge wahrnehmen, bei letzteren auch dann nicht, wenn 
infolge günstiger 13eleuchtung das Geschoss auf der qanzen Flugbahn 
verfolgt werden kann (Formeln IV, V, VI; vergl. auch die Beispiele 
meiter unten; bei der Feldkanone sind die Nutationen zu schnell, 
liodistens liessen sich die Pra~essionswindungen beobachten; bei den 
I~ifanteriegeschossen ebenfalls hochstens die letzteren, jedoch die Ampli- 
tuden zu klein und das Geschoss zu kurz). 

f) Die Seiteriabweichungen infolge konischer Pendelung kommen 
bei den rasantcn Flugbahnen der Infanteriegeschosse mit grosscm zi, 
verh5ltnisin%ssig weniger in Hetracht, als bei Geschützgranaten (vergl. 
Formcl II, v, gross, also f klein). 

g) Mitteilung von Heydenreich S. 104 über die Seitcnabwcichungcn: 
,,Die Prndelungen zufolge des nralls erfolgen bei den Massenwrteil- 
iingen der eingeführten Geschosse derart, dass bei jeder derselben das 
Geschoss einen grtisseren Ausschlag nach der Seite der ersten Ab- 
lenkung macht als nach der entgegengesetzten Seite" (vergl. Fig. 12, 
13, Unsymmetrie). ,,Die Ablenkungswerte nehmen, nach den Schuss- 
tafelerfahrungen, im allgemeinen mit einer Verliingerung des Geschosses 
und mit einer Verstarkung des Dralls m.'' Dagegen leitet Di ihne 
(1. c. S. 48 u. 63 flg.) aus Schusstafeln ab, dass ,,die Seitenabweichungen 
mit der Verlingerung der Geschosse und mit Zunahme der Anfangs- 
geschvindigkeit abnehmen, und dass sie bei gestreckten Flugbahnen 
kleiner sind als bei starker gekrürnmten" (dies in Übereinstimmung 
mit den Gesetzen [Formel 11 für die Pr2 ze s s i o n  s -Pendelmgen 9. = 3, 

14* 
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$J &; insbesondere Ausdruck f ;  mit Verlangerung des Geschosses 
wüchst h,, also JI, damit und ebenso mit Zunahme von v, nimmt f' 
ab; bei Verstürkung des Dralls wüchst r ,  danlit auch f'). 

2. Beim E i n d r i n g e n  e i n e s  L a n g g e s c h o s s e s  i n  E r d e  oder 
W a s s e r  o d e r  i n  d e n  t i e r i s c h e n  K o r p e r  wird sehr rasch der 
Widerstand, der sich dem Weitergehen des Geschosses entgegensetzt, 
bedeutend vergrossert, zugleich nimmt die ~otationsgeschwindiglieit 
durch die lieibung ab; aus beiden Griinden wird d i e  A m p l i t u d e  
d e r  N u t a t i o n s b o g e n  i m  a l l g e m e i n e n  v e r g r o s s e r t  (FormelVI, 
TVS, also M vergrossert, r verkleinert, also die Amplitude grtisser; 
übrigens sind in solchen E'allen meistens die genaueren GleichungenVII, 
VI11 anzuwenden). 

E s  erkliiren sich damit manche eigentümliche Erscheinungeil, 
die an eingedrungenen Geschossen beobachtet wurden: Austreten aus 
Wasser in anderer Richtung; W e i t e r g e h e n  d e s  L a n g g e s c h o s s e s  
i n n e r h a l b  E r d e  in e i n e r  v o n  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  Bewegungs-  
r i c h t u n g  v o l l i g  a b w e i c h e n d e n  R i c h t u n g ,  ja selbst Umkehren  
desselben nach dem Gcschütz zu nach Art  des Bumerangs (Fig. 43, 
Versuch des Verfassers; Schuss in Tlehm, Ausgiessen der Hohlung mit 
Blei). 

Auch für die Erklàrung von S c h u s s w u n d e n  sind in neuerer Zeit 
von einigen Militiiriirzten, insbesondere von Kahler," die Geschoss- 
pendelungen beigezogen worden. I n  der That ist es wohl denkbar, 
dass neben den zahlreichen sonstigen Einflüssen (hydraulischer Druck, 
Verdampfung, Fortpflanzung von Verdichtungswellen, Keilwirkung, 
Stosswirkung) auch die Geschosspendeluligeri, unter Unistanden etwa 
in vierter oder fürifter Instanz, mit in Betracht kamen. Hier sol1 nur 
darauf aufnlerksam gemacht werden, dass insbesondere die R-uta- 
t i O nc  n der Gewchrgeschnsse (mit mehreren Hundert Umliiufen pro 
Sekunde), weniger die Pr~zessionsbewegiingen zu berücksichtigen 
waren; wenn das Geschoss eindringt, wird JI grosser und durch die 
Reibung r kleiner; die Nutationsamplitude vergrossert sich, die Ge- 
schossaxe stellt sich schiefer gegen die Bewegungsrichtung, und zwar 

* cher die Litteratur dieses Gegenstandes vergl. z. B.: 
Reger , ,,Die Gewehrschusswunden der Keuzeit ", 1884. Derselbe ,,tber 

die kriegschirurgische Bedeutuug der rieuereu Feuerwaffen", Archiv für  klinische 
Chirurgie 1892, Bd. 44. 

Koch er, ,, Zur Lehre von den Schusswunden ", 1895. 
Mediei n alab t eilung des konigl. preuss. Knegsministeriiims , ,,Cher die 

Wirkung und kriegschirurgische Bedeutung der neuen Feuerwaffenbh, 1894. 
Bircher, ,,Neue Çntersuchungen über die Wirkung der Handfeuerwaffen", 

1896,  mit Atlas. 
K ü hler  , ,,Die modernen Kriegswaffen, ihre Entwickelung und ihr gegeii- 

wartiger Stand, ihre Wirkung auf ùas tote und lebende Ziel", Berlin 1897. 
Endlich mehrere Arheiten von B r u n  a,  die nei~est,e: ,,Cher die Wirkung unrl 

knegschimrgische Bedeutung der Selhstladepistole System MauserLL, Tübingen 1897. 
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auch in einem vollig homogenen Medium; infolge davon kann das Ge- 
schoss erweiternd wirken, zugleich nirnmt aber Tl zu, ï' ab; es dürfte 
deshalb erst durch das Experiment zu entscheiden sein, welche Rolle 
den Geschosspendelungen auf diesem Gebiete zukoui~rit. 

3. Wie schon erwahnt, sind dkjenigen Geschasspendelungen, welche 
sich xunachst der Heohachtung mit dem blossen Aiigo darhieten, 
meistens die Nutationsbewegungen, nieht oder selten die Pr%zessions- 
bewegungen. Solche Nutationen k6nnen auch ohne A n  f a n g s  s t O s s  
in merklichen Amplituden vorhanden sein (Gleichungen I X ,  X), falls 
der Stabilitatsfaktor a klein ist; auch sind die Perioden Tl der Nuta- 
tionen mit und ohne Stoss nahezu dieselben. 

E s  sprechen indes mehrere Gründe dafür, dass meistens an der 
Xündung auf das Geschoss ein Stosskriiftepaar wirkte, dessen Axe 
nicht mit der Rotationsaxe zusammenfiel: Erstens sind von Ileyden- 
reich, Neesen und mir Pendelungen (Nutationen) von betriichtlicher 
Amplitude in Fsllen bcobachtet, wo G genügend gross war. Zweitens 
habe ich niernals eine Forrn von Nutationsbogeu beobachtet, bei welcher 
Rückkehrpunkte aufgetreten wiiren (Figuren 19 bis 26)) soridern stets 
nur kreisiihnliche Bonen; freilich konnten die Rückkehrpunkte auch 
den1 Auge entgehen, da auf einen Priizessionsumlauf vielc Nutations- 
btigcn kommen mussten. Drittens lasst sich die von Heydenreich 
zuerst beobachtete und von mir oft durch Versiiche konstatierte That- 
sache, dass mit wachsender Pulverladung, also zunehmendem v, unter 
sonst gleichen Umstanden die Amplituden wachsen, die Stabilitit ge- 
ringer a i r d ,  nicht wohl anders als mit der Annahme eines Anfangs- 
stosses erkliren; in der That, wenn kein Anfangsstoss vorhanden ware, 
so miisste, bei wachsender Anfançsgeschaindigkeit v, die Amplitude 
wenigstens anniihernd und in derselben Entfernung gleich bleiben; 
denn sie ist nach Formel IX und X durch a bedingt; wachst nun vu, so 
wiichst r2 proportional wOZ (bei demselben Geschütz), andererseits wachst 
aber auch, in ziemlich weitem lntervall mit geniigender Anniiherung, 
das anfingliche Drehmoment proportional v," so ware zu vermuten, 
dass der Bruch C 2 r 2 :  4 M A  beim Schiessen mit stets vermehrter Ladung 
konstaiit bliebe, also wenigstens im Begin11 der einzelnen Flugbalinen 
die Amplituden dieselben blieben; da dem nicht so ist, so ist auf die 
Gleicllung VI oder VI1 zu rekurrieren, welche zeigt, dass mit wach- 
sendem Anfangsstoss s, die Amplitude zunimmt; der Anfangsstoss selbst 
aber nimrnt vermutlich mit der Ladung zu. 

Es  ist übrigens, genauer betrachtet, sogar sehr unwahrscheinlich, 
dnss unter normalen Verh%ltnissen ein Geschoss vd l ig  centriert ohne 
seitlichen Anstoss aus dem Lauf austritt. Selten werden die P u l v e r -  
gase an der Mündung sich vollig symnietrisch um das Geschoss 
aus dem Rohr drangen, leicht kann die F i g u r e n a x e  des Ge- 
schosses, welches den Zügen folgt, an der Mündung einen kleinen 
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Winkel* gegen die Laufaxe bilden, die Figurenaxe und die Rotatious- 
axe nicht zusammerifallen; niüht immer wird der S c h  w e r p u n k t  in der 
geometrischen Geschossaxc liegen; besonders aber auch deutet da8 Auf- 
treten eines betr%chtliclicn A b g a n g s f e h  l e r  winkcl8** bci Geschiitzen 
und Gewehren, die Thatsache, dass die Anfangstangente der E'liigbahn 
keineswegs mit der ruhenden Laufaxe zusammenfillt, so wie die Lage der 
letzteren unmittelbar vor dem Schuss gegeben ist, sondern Winkel bis 
zu 30 Bogenminuten und mehr mit derselben bildet, auf die N~t~wendig- 
keit eines seitlichen Anstosses hin; bei Gewehren wird der Ab- 
gangsfehler durch beginnende Sçhwingungen, insbesondere durcli 
Obertonschwingungen des Laufs erzeugt; da letztere sehr rasch er- 
folgen, so ist es wohl denkbar, dass von dem Augenblick ab, in 
welchem der Schwerpurikt des Langgeschosses die Mündung passiert 
hat, bis zu demjenigen, in welchem der Geschossboden durch die 
Mündung geht, dem Geschoss durch den schwingendcn Lauf eine 
Winkelgeschwindigkeit erteilt wird, welche, wie eine schitzungsweise 
Kerechnung gezeigt hat, von nicht zu vernachliissigender Grosse viiire. 

Heydenreich (1. c. S. 108, Nr. 2) hat gelegentlich beobachtet, dass 
durch ~ n d e r u n ~  der Laufmündung die Sçhussweite sich anderte (die 
Amplitude variierte). 

Ich habe folgenden V e r g l e i c h s v e r s u c l i  angestellt: E s  wurde 
vertikal aufwarts mit je gleicher Ladung geschossen, wobei erstens das 
erwahnte Morsermodell moglichst l a  b i l  aufgestellt, zweitens fest ein- 
g e s p a n n t  war; im ersten Fa11 waren sehr grosse Amplituden zu 
beobachten, mitunter überschlug sich sogar das Geschoss in der Luft; 
im zweiten Fall Bamen die Nutationen ewar nicht in Wegfall, be- 
sassen jedoçh eine vie1 kleinere Amplitude. Es ist damit wahruchein- 
lich gemacht, dass das Bucken des Itohrs den Anfangsstoss wenn niclit 
ausschliesslich bedingt, so doch dabei mitwirkt, dass also die Crsachen 
des Abgangsfehlers und der Nutationsamplituden irgendrr ' zusammen- 
hingen. 

Derartige systematische Schiessversuche, bei denen ein Einfluss 
nach dem anderen ausgeschlossen wird, sowie die genaue Beobachtung 
der anfiinglichen Pendelungsamplituden - etwa nach dem Neesenschen 
Verfahren - müssten ein Gesetz für die Grosse des Anfangsstosses, 
damit für die der Nutationsamplituden und die Trefffahigkeit liefun. 

4. Weiterhin hat die vorhergehende Untersuchung gezeigt, dass es 
für die Weitereritwiçkelung dieses Teils der Ballistik vo r i  W i c h t  i g -  
k e i t  w a r e ,  d i e  Gese tze  a n d e r e r  G r o s s e n ,  d ie  i n  d i e  Bechnuiig 

* Ter 1 hieriiber Putz ,  revue d'Artillerie tome 24, 1884, p. 393, Kote sur g : leu imperfections iuévitableu cieu projectiles et leur influerice sur la justesse du tir. 
** Zuerst hat wohl K. B. Bender clarmf hingewiesen, dasa die Entstehuii$ 

der Nutationen in dem Abgangsfchler zu suchen sein konnte. ,,Die Bewegunys- 
erscheiuimgen der  Langgeschosse uud deren Bezieliur~geu zu den Eigenschaften 
des Felrlgeschiitzes der Zukiinft", Darmstadt 1888 bei Bergstriisser, S. 43 110. 
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eingehen,  v o r  a l l em:  C, A ,  J I ,  Y z u  k e n n e n .  Und zwar müsste 
bei Aufstellung der betreffenden Beziehungen die B e  o b  a c h t u  n g  vor 
der Theorie die Vorderhand erhalten: 

Die beiden T r i i g h e i t s m o m e n t e  C und A lassen siçh mit lieüh- 
niing nur iingenau bestimmen; die mancherlei Vertiefungen am Zünder 
uiid Roden ciner Granate, die Führungsringe, der mit Kugeln aus- 
gefüllte Hohlraurn irn Inncrn etc. machen eine cxakte Berechnung 
illusorisch; es müssten durch systematische Schwingungsversuche, 
menigstens fir eine besonders haufig benutzte Form von Granaten, 

A et8wa diejenigen Xruppscher Konstruktion, die Grossen A, C und , 
G 

in Funktion der Geschossl~nge, des Kalibers etc. gegeben werden. 
Besonders vie1 triigt zur U n g e n a u i g k e i t  de r  t h e o r e t i s c h e n  

B e r e c h n u n g  die Unkenntnis des L u f t w i d e r s t a n d s m o m e n t s  JI 
also von IV8 und hl bei; es muss die Kummersche Arbeit auch bezüg 
lich ihres e x p  e r i m e n  t e l len Teils durch empirische Ermittelung der 
Liiftwiderstandskomponenten als Funktionen des Winkels a zwischen 
Geschossaxe 'und Bewegungsrichtung erginzt werden. 

Endlich giebt die Anriahnie eirier K o n s t a n z  d e r  U m d r e h u n g s -  
geuch w i n d i g k e i  t r des Geschos~es um seine Langsaxe, trotzdem dass 
die meistcn Ballistiker bei ihren flechnungcn von dieser Voraus- 
setzung ailsgingen, zu mancherlei Redenken Anlass. Das Resultat von 
Poisson und H e i m ,  dass der. tangentielle Luftwiderstand, die Luft- 
reibung, eine nur  minimale sein konne, bezog sich nur auf die früheren, 
glatten Kugeln; die jetzigen Granaten und Infanteriegeschosse sind da- 
gegen wegen der durchrissenen Führungsringe einerseits, der Zug- 
eindrücke andererseits keinesmegs glatt. Wie A l t m a n n  (1. c.) mit Recht 
hervorhebt, ist  es daher wahrscheinlich, dass die Itotationsgeschwiu- 
digkeit r im Verlauf derselben Flugbahn nicht unbedeutend abnimmt. 
Meine eigenen Versuche mit einem Geschoss sehr rauher Oberfliiche 
deuteten eine merkliche Abnahme von r an. 

Versuche in dieser Richtung hat K r a l l *  vorgeschlagen und Boys** 
begonnen; ein Gesetz für die Abnahme von r ist jedoch nicht bekannt. 

5. Bei der Berechnuug der S e i t e n a b w e i c h u n g e n  von Lang- 
geschossen wird stets u r  der Einfluss der Pendelurigen, die selbst 
eine Folge der Rotation urn die LBngsaxe sind, beigezogeu. Von den 
Seitenabwcichungen ist zwar in  dicscm Aufsate nicht systematisch die 
llede; doch hiingen sic innig mit dcm Vorhergehenden zusammen, 
daller hierüber eine Remerkung: Bei den Versuchen des Verfassers 
lagen Andeutungen dafür vor, dass daneben aiich ein zweiter Einfluss, 
er m6gc der Magnus-Effekt heissen, von nicht unbetrachtlicher Grosse 
sein k6nne: wenn ein Langgeschoss eine sehr langsame Prlizessions- 

* K r a l l ,  Mitteilungen über Gegenstande des Artillerie- und Genieweseris, 
1888, 8. Heft, S. 118. 

"' B o y s ,  Llieselbe Leitsclirift 1897, S. 836. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



208 Theoret. u.  experim. Untersuch. iib. d. Kreiuelbcweg. d. rotier. Langgesçhosse etc. 

beweguiig besitzt, so bleibt wahrend des Flugs die Geschossaxe sich 
nahezu parallel, die Geschossspitze fortwahrend oberhalb der Tangente 
(vorausgesetzt, dass die Nutationen nicht zu gross sind); der Wiiikel 
zwischeri Geschossaxe und Tangente wird grosser und grosser, iiii 
Sçheitel schon gleich dem Abgtt~igilwinkel. Irifolge davon kann eiit- 
wedcr dit: L u f t r e i b u n g ,  der tangentiellt: Widerstand (der Poisson- 
E f f e k t )  oder aber die MTirkung der a d h a r i e r e n d e n  L u f t  (Magnus- 
E f f e  k t )  als die Geschossbewegung heeinflussend i n  Frage kommeii. 
Der Poisson-Effekt wiirde darin bestehen, dass bei Rechtsdi-al1 Rechts- 
ahweichung, bei Linksdrall Linksabweichung des Schwerpunkts aus 
der anfinglichen Vertikalebene der Flugbahn eintriite; denn die Luft 
vor dem Geschoss ist dichter als diejenige hinter demselben; also die 
Luftreibung vorn grosser als hinten. Die Wirkung der am Geschoss 
adharierenden Luft ware bei Rechtsdrall Linksabweichung (oder Ver- 
kleinerung der Rechtsabweichung durcli Pendelung), bei Linksdrall 
ltechtsabweichung; denn z.H. bei ltechtsdrall bewegt sich die mit dem 
Geschoss rotierendc Luft auf der linken Seite irn selbenbSinn wie die 
gegen das Geschoss heranstr6mcnde Luft, rechts im entgegengesctzten 
Sinn, also entsteht rcchts Erhohung, links Verminderung des Luft- 
drucks; infolge davon wird das Geschoss als Ganzes nach links ge- 
drückt. Da die Resultante der hieraus entstehenden einseitigenLuftdrücke 
mehr oder weniger genau durch den Schwerpunkt gehen wird, so mird 
hierdurch die K o t a t i o n  des Geschosses um den Schwerpunkt, die 
Prazessions- und Nutationsbewegung, iiicht wesentlich modifiziert, son- 
dern nur die Bewegung des Schwerpunkts. 

Nun haben meine Versuche in  einem Fa11 Linksabweichung bei 
Rechtsdrall, in eiiiern anderen Rechtsabweichung bei Linksdrall auf- 
gezeigt. Im ersten Fa11 lag (siehe oberi) der Angriffspunkt der Luft. 
widerstandsresultanten wegen der besonderen Geschossforrn o h e  Zweifel 
hinter dem Schwerpunkt, also erkliirt sich hier diese Linksahwcichiing 
einfach durcn Pendelung. I n  den anderen E'allen jedach blieb die 
Rechtsabweichung bei Linksdrall (zum Teil 8 m auf 30 m Schuss- 
weite) auch dann noch bestehen, als an der Geschos~s~i tze  eine Korli- 
scheibe angebracht wurde, welche sicherlich bewirkte, dass der Ac- 
griffspunkt der Luftwiderstandsresultanten nahe der Geschossspitze lag! 
falls dies nicht schon vorher der Fall gewesen sein sollte; durch die 
Pendelung allein hatte somit Linksabweichung wegen des Linksdralls 
eintreten müssen; folgliçh lag der Grund der R~echlsabweichung iii 
anderem: das Geschoss hatte hinten die Forni einer Schraubenspindel. 
also ist anziinehmen, dass hierbei vom Geschoss mehr Luft mitrotieri 
wurdc, als von einem Geschoss mit  glatterer Oberflsçhe, und dass der 
Magnus-Effekt die Erscheinung bewirkte. Meine Versiiciie xeigten diese 
Erscheinung nur nebenbei und zielten auf anderes ab; bestatigt sich 
diese Wahrnelimung, so ist dainit bewiesen, dass bei der Berechnuiig 
der Seitenabweichung ausser der Pendelung unter Umstindeli noch 
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ein anderer Einfluss Berücksicht igung finden muss,  u n d  zwar  weniger  

der Poisson-Effekt (den in neuester Zeit wieder A l t m a n n  beigezogen 

hat, mahrscheinlich ohne  von  der  Arbe i t  Poissons Eenntr i is  zu haben), 
als vielinehr der  Magnus-EfYekt. E i n e  Berechnung h ie rüber  h a t  Tait," 
çpeziell f ü r  Kugelii ,  begonnen. 

H. Zahlenbeispiele. 

1. Beispiel. Deutsche schwere Felùkanone C173. 

S c h r a p n e l l  C .  91 o d e r  S p r e n g g r a n a t e .  S c h u s s w e i t e  4500 m. Es ist 
1 6 

no = 442 m ;  Abgangswinkel = Erhebungswinkel 15 - O  + Abgangsfehlerwinkel - O  
2 16 

14 
= 1 6  -" also 4,=0,273; 

16 

Kaliber 2 IZ = 0,088 m ;  Geschossgewicht P= 7,G kgr. Geschossliinge H= 23.2 cm 
gleich 2,765 Kaliber, Entfernung von Boden und Schwerpurikt 9,98 cm; mit Tabelle 1V 
für h = 1,3 Kaliber) wird für a = O die Entfernung von Boden und Angriffs- 
punkt = 1,41.1,46 = 2,06 Kal. = 18,l cm, also k, = 0,081 m. 

Drallwinkel A = 3" 36', also r ;= n, . tgA : H L  442 . tg(3O36') : 0,044 = 632. 
C = 0,00065 (diirch R.echnung, siehe oben ftegel von v. Wuich) .  R,eduxierte L h g e  

des Geschosues = 2,36 Kalilier, also A : C = 

a )  A n f a n g l i c h e  P e r i o d e  T r e s p .  Tl d e r  P r a z e s s i o n s b e w e g u n g  resp .  
der K n t a t i o n s b e w e g u n g :  

lm Anfang der Flugbahn sei a = O ,  also Ws . cos m : sin a =V$ . cos 4, ; somit 
M = l ~ . c o s ~ , . h l = 3 , 7  mjkgr; C r : A = l 5 0 , 5 ;  Cr=0 ,41 ;  4AM=4,1.10-2;  
( C a r P )  : (4AM) = 4 , l ;  also 

2 
Periode T der Priixession =0,7 sec oder 1- Pendelungen pro sec, 

26 Pendelungen auf der Elugbahn; 5 

Penode 1; der Nutation = 4,8.10-2 oder 21 Pendelungen pro sec; 
Stabilititsfaktor (i = 4,l; 

Cr g 
Praxessionsamplitude anfangs = f = - . - = 0,00256 oder 9'; 

M vr 
Amplitude der Nutation, falls kein Anfadgsstoss stattfand 

- 1 
- 

1 
sin (c): O S H )  =- . f = 0,00031 

2.0 2 O 
oder 1'. 

b)  D a s s e l b e  f ü r  d e n  A u f f a l l p u n k t :  

Spitzer Auffallwinkel co = 242'' also <): O S T  = Auffallwinkel $ Abgangs- 
12 16 ' 

winkel = 40-O; ebenso gross ist der c): a am Schluss der letzten vollen Pr%- 
16 

zessionsperidelung; entnimmt man hierfür aus Tabelle III den Wert Ws : sin or, so 
hat m m  TVs cos O M - 7  - ,4; 4 A H =  8.10-2; u - 2, l ;  f = 0,00304 

sin EL 

(da u,= 179 ist), T =  0,35 sec; Tl = 5,s. 10-2 sec. Man el-hait daniit die folgende 
Zusammenstellung : 

* P. G. T a i t ,  Nature 48, p. 202; vergl. auch Beibliitter zu Wiedemanns 
Annalen 1895, Kr. 4 ,  S. 288 ; ferner HBlie trait6 de bal. extér. 1884, Bd. 1, p. 328. 
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- - - - - -- 

1 Feriode 

in1 1 
A n f a n g  0 , ï  sec 

der 
F'lugbahn 

E n d e  
der 0,3 sec 

Flugbahn 
(ungenauer) 

l 

T 1 Kutationsbewegung (ohno Stoss) 
-- 

Zahl der 
'eiideliingei 
pro Srk. 

134 

378 

1 Periodo 
ta de 

crc 41' 5,8. lO-2 1 sec 

c )  K o n s t r u k t i o n  d e r  P r i i z e s s i o n s k u r v e  (Fig. 44) 
nie  graphische Lasang des ballistischen l'robleinç ohne Riicksicht auf die 

Hotation liefert das folgende Kesultat. 
- -- 

Entfernung Zwischen- Horizontale 
von der 

Jlündung Ta,ngente 

xusammen 18.0 sec. ganze E'lugzeit. 
Die Bahn der ~ e s c h o s s s ~ i t z e  ohne Eückeicht auf Biitationen, d. h. die 

I'riizessionsspirnle muss in  einzelncn Intervallen bercchnet werden; als diese Inter- 
valle k6nnen hier die einzelnen Perioden T gewihlt werden. 

Im Anfang des ersten Prazessionsumlaiifs ist va = 433 ; M =  3,7 ; 

w = 4 , = 0 , 2 7 3 ;  a = O ;  T=O,7 sec. 
Im Anfang des zweiten Crnlaufs, also nach 0,7 sec, ist vz 380, M =  3j87 

Setzt man in den Aupdi-iicken q r ,  8, der Reihe nach 
1 2 3  

t = 0 ,  T ,  -T, -T, etc., 
4 4 4  

so hat  man der Reihe nach 

fiir t = O, vr  = O, ar =a,= 0,273 (CO,= 0,273, f=0,00266)v 
1 

fiir t = - 1' = 0,17 sec .~clr=f)ar-o 

4 4 r  = w -1- f 
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2 
fur t = - T = O,34 sec 

4 

(wobei 4,- w = 0,020, m = 0,253, f - 0,00283), 
4 für t = -  T =  O,7 sec 
4 (9: 4, wie aufangs 

Fig. 44. 

Damit lasst sich die Pr%zessionsspirale punktweise konstruieren. 
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- - -- 
A C r  

~ S O  1 0 0 . ~ ~ =  -cos(9,2. t) t ~ 0 ~ ( 1 4 1  . t ) ,  
.=+sin(9 ,2 . t ) -  sin(141.t) .  

2 n 
Setzt man hier der Keihe nach t-O, t =- (oder=O,Oliisec),1=2~0,0111, 4.141 

t =  3.0 ,Ol l l  etc., so wird: 

fiir t = O ( "IU, 
1 0 0 . + 1 =  - c0~(9 ,2  .0,011) = - ~os(0,1023) =- c 0 ~ ( 6 ~ 5 2 ' )  

fiir t = 0,011 sec = - 0,995 

100.4n =+s in  (Y,2,0,011)-1=-0,898, 

1 0 0 - q n  =-cos(2.0,1023)-1-1,979 
für  t = 2.0,011 sec 

100.;f.n= + sin (2.0,1023) =+0,206, 

für = - sec 100. yin = - cos (3.0,1023) = -0,954 
( loo.sn-+sin(3.0,10si)+l=+l ,301,  

1 0 0 . ~ n = - ~ ~ ~ ( 4 . 0 , 1 0 2 3 ) + l = - ~ 0 , 0 8 1  fiir t = 4.0,011 sec 
100.8,  = + sin (4.0,1023) = +O,39A, 

100. qn = - cos (6.0,1023) = - 0,872 
fiir t ; 5.0,011 sec 

100.4, ,=+ sin (5.0,1023)-1=- 0,510 u. s.f. 

Uamit i s t  die Xutationskurve (Figur 44) gezeichnet Die Amplituden 
miissen i m  Verlauf der  Flugbahn wachsen, d a  M von 3,7 bis 7,4 wachst, also 

Die Kurve (E'ig. 44) ist deshalb nicht weiter fortgesetzt, weil es uuter Cm- 
standen als zweifelhaft gelten kann,  ob die Formeln (siehe oben) noçh Anwendung 
finden dürfen. 

2. Beispiel. Deutsches In fan te r i egewehr  M,"il. 
Kaliber 11 mm, Geschossliinge 27,5 mm = 2,5 Kal., v, = 451 m ,  Geschoss- 

2 x  451 
gewicht 25 gr ,  Dralllange 650 mm, also r = -- - - 5160, C = 38,5 .10-9, 

0,550 
A =  142,4-10-9, CBra=  3,9.10-8, M mi t  4, =O wird = 0,76.10-2, 
4 A M  = O,43.lO-6, G = 9,06, ï'= 0,163 sec,  7; = O,48.lO -2  sec. 

3. Reispiel. Deutsches Infanteriegewehr M/88. 
Kaliber 8 mm, Anfangsgeschwindigkeit 1;" = 645 m ,  Dralll%nge 24 cm=30,4Iial 

(Reclitsdrall), Geschosslange 31,3 mm = 3,96 Kaliber, Geschossgewicht 14,'igr. 
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Also r=16900, mit s o = O  isl  anfangs M=JVP. l~1=0,792~0,015=0,0119m/kgr, 
M 

C=18.10-9, -- - 68,2, A : C- 8,95, Cere=4,1 ,10-8 ,  4 A M =  5 , l  10-9 
Cr 

0=8,2, Z ' = O , l l  sec, T,=3,5.10-3 sec. 
A n f a n g s r a d i u s  d e s  P r a z e s s i o n s k r e i s e s  = Anfangswert von 

C r  9,81 
f- - . 9 = - -- - 0,00026 oder 53" 

M v, 58,2.640 

E . B  bci Abgangswinkcl a,= 6O), was auf relativ kleine Seitenabweichung hin- 
rieutet. 

Anfi ingl iche A m p l i t u d e  s t o s s f r e i e r  N u t a t i o n  (mit a0=6O) 

--. f =0;000001 oder 12". 

A n f a n g s s t o s s  geaiich t: Angenommen, es habe einmal hei horizontalem 
Schuss ein Durchschlagsloch auf der nahen Scheibe durch Ausmessung erkennen 
lassen, dass der Winkel zwischen Geschossaxe und Flugrichtung l0 betrug. 
Welcher Aufaugsstoua ist hierzu erforderlich? Bogen von l0 oder 

4. Beispiel. Yersnch von Keesen. 

P = 39,5 kgr, A = 4O, v, = 155 m ,  H - 3,53 Kaliber, 2 R = 0,1491 m, 
4, = 60°; also r = 145,R, C = 0,0112, A : C = 6,9; Anfangswert von M 2 0,58, 
CPrP = 2,65, 4AM 0,18. 

T > 10,8 sec, Tl = crc. 0,31 sec. Feobachtet crc. 0,47 sec). 

5. Beispiel. Versnche  von Hepdenre ich  1. c. S. 98. 

a) M i t  d e m  M6rser .  

4, = 20°, R = 0,0745 m, P = 40 kgr , Abrundungsradius 1,5 Kal., H= 6 Kal., 
c0=180m,  A = ï O ;  also iut r = 2 9 6 ,  C=0,0113, A=0,159,  C'ra=11,2,  M i m  
Anfang = 6,7. 

T= 3,7 sec, Tl = O,4 sec; beobachtet crc 0,5 sec, a = 3,07. 

b) M i t  d e r  Kanone.  

Dasselbe, nur 3, = go, vo = 500 m. Damit ist r = 824, M= 86,6, C'rP= 86,8. 
T=0,67 cec, Tl= 0,177 sec oder 6,6 pro sec; beobachtete Periode der 

Pendelungen: 4-5 pro sec. 

6. Beispiel. E i n e r  d e r  Versoche des Verfassers. 

Kaliber 0,s cm, Geschossgewicht 60 gr ,  8, = 4S0, v, = 21 m , Dralllange 7 cm 
(Linksdrall), Geschossliinge 14 cm; also ist 
r =  1884, C =  0 , s .  10-7, A : C =  193, M =  28.10-6, T= 22 sec, T, = O,6 sec 

(beobachtet 0,5 bis 0,75 sec). 

Anfangs Nutationsamplitude ohne Stoss = crc. 7O (beobachtet : wechselnde 
Amplitude zwischen crc 6 und crc 30°, also ein Anfangsstoss wahrscheinlich). 

Dies giebt folgende Zusammenstellung je der Werte im Anfang der betreffenden 
Plugbahn. Es ist hinzugefügt, ab wegen der grossen Winkel das Rechuungsresultat 
mehr oder weniger zuverl%ssig ist (' = sehr unsicher). 
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- - 
Auf 

einen 
I'ra- 

cssions 
Cmlauf 
ommer 

Ku- 
ations- 
Jrnlaiifi - 

88 

- 

35 

- -- 

Go- 

choss 
I i q e  

i n  
Ka- 

Liùern 

Nutations- 
'endelungen 

ieobach- 
:tc kali1 

An- 

der 
fanu- 

koni- 
l icher  

.chen 
Stabil i -  

?endcl- 
tata- 

m g e n  
fak to r  

G 
210 sec 

? 1 2.7 
ahlreicho kreia- 
~hn l iche  Pcndel- 

ungen z u  
heobachten 

(Nututionen). 

esch 
kei 

wil 
t d  - 

- 
- -~ 

oder 
Zah l  
d e r  

Cm- 
laufe 

Br0 6eC 

"der 
Zahl  
der 
11 in- 

liiufe 

110 sec - 
4 

Crans 
latior 

vo 
lMt/ R I  

Zeit  
oines 

volien 
rmlaufr 

Sl fD  

R w 
ation 
urn 
die 
Axe 

T - 
436 

- 

145 

Zeit  
einca 
mlaufr 

Bec - 
0,20 

- 

0,31 

crc 
2,2 
(Ku- 

.&tion) 

- 
crc 
2 

(Nu- 
tation) 
- 
crc 

4-5 
.usiit: A 

ùeob; 
Nutat.) 

Versiich 
von 

Xeesen 
K. 15 cm 
Xanone 

* 

Heydeii- 
reich 

Morser 
* 

Heyden- 
reich 

Kanone 
* 

Deutsche 
schwere 

Feld- 
kanone 

- -  

Deutsche: 
In- 

fanterie- 
gewehr 

M/71 

Deiitsche~ 
In- 

fanterie- 
gewehr 
M/88 

209 
(Ton 

K ~ S )  

- 

290 
Tond)  

Versuch 
des 

Verfasuer! 
(Morser- 
modell) 

* 

193 
bis 

178 
SutfAt.) 
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Berichtigungen. 

Bei diesem Anlass gestatte ich mir, einige nachtriigliche B e r i c h t i g u n g e n  
zu meinem , , K o m p e n d i u r n  d e r  t h e o r e t i s c h e n  & l i s s e r e n  R a l l i ~ t i k ' ~  
B. G. Teubner 1896) zusammenzustellen und spreche den Herren, welche mir 

in freundliclister Weise ihre Bemerkungen zugchen liessen, meincn Dank aus. 

S. 145 Z. 6 streiche ,,oder Richtung der Resultanten". 
S. 159 Z. 7 lies ,,der F3ewegiingL6 statt  ,,des Li i f t~idei-~l t ;bnds~~.  
6. 169 2 .13  lies <r = 30' statt cc. 
S. 170 Z. 9 und 10 lies tiefer, tief statt  hoher, hoeh. 
S. 218 Fig. 60b ist ,,Eesultaute des LuftwiderstandsLL zu tltreichen. 
S. 221 Z. 13 streiche ,,zwischen der Resultante und der Geschossaxe oder 

auch ". 
S. 260 Z. 3 von unten ist <r = 0.000367; CS kann dieses Beispiel 1) nur ais ein 

solches mit den beliebig angenommenen Zahlenwerten v,, O ,  C . . . 
zur Klarmschung der Methode angesehen werden und kann nichts 
über die üranate der leichten Feldkanone aussagen, da G mit 3,9 
zu uiultiplizieren ware. 

S. 311 lies ,,noch immer zuni Teil üblich" statt  ,,die übliehste". 
S. 323 Z. 22 vor der Mith? lies ,,50 "/, von" s ta t t  ,,50° , , bei". 
S. 351 Z. 4 von iint#en i s t  zur weiteren Klarmachung hinzuzufiigen: 

P kgr 
,,mit 8 = 1,36; - = 0,92; i = 1,4 (vgl. S. 275), und CY = O, nach 

R2 (m) 
A.coua.P 1,4.1.0,92 

der Formel c'= - -- - - - 0,962, ais0 v,,= 605,ZLL etc. 
8.R' 1.34 

S. 462 Note 154 ist unalih%ugig fiir sieh. Hinzuzufiigen: Jedoch ist diese 
altere Ilethode besouders einfach, da keine Liusen erforderlich sind. 
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Über Spannungszustande, bei denen ein S p a n n u n g s -  

potential und zugleich ein Verschiebungspotential 

besteht. 

Von 

Dr. Q. EIOLZMÜLLER, 
Hagen i. W. 

1. Feststellung der Grundhypothese am Einpunktproblern. 

Der Zeitschrift desvereins deutscher Ingesieure habe ich kiirzlich eine 
Arbeit eingereicht, deren Resultate, wie mir scheint, von allgemeinerem 
Interesse sind. E s  handelt sich um Spannungszustiinde elastisclier 
Korper, bei denen ein S p  a n n u n g s p o  t e n  t i a l  nach Art  des Newton- 
schen und zugleich ein V e r s c h i e b u n g s p o t e n t i a l  nach Art des 
logarithmischen besteht. Das letztgenannte Potential ermoglicht die 
Anwendung der konformen Abbildung, die meines Wissens bisher nur 
für die S a i n  t - V e n a n t s c h e  Torsionstlieorie in der Elastizitatslehre 
Verwendung fand, und zwar in  sehr beschriinktem MaBe für einige 
wenige Formen des prismatischcn Stahes. Einigcs mgchte ich ohne 
Rechnungen hier mitteilen, anderes vervollstindigen und verallgemeinern. 

Ich gehe von einem bekannten Beispiele ails: 
Ein dickwandiges Rohr sei von konzentrischen Kreiscylindern 

begrenzt; der innere habe den Radius ri,  der aussere den Radius r,. 
Im Hohlraum herrsche die positive Spannung p ,  mage sie ein hydrau- 
lischer Druck, eine Gasspannung oder sonstiger Art sein. 1st nun T 

der zwischen ri und r, veriinderliche Radius, sr die in den Punkten 
des zugehorigen Kreises entstehende radiale Spannung des Materials, die 
siçh übrigens als negativ, d. h. als Druck herausstellt, G ,  die normal 
dagcgen wirkende tangentiale Spannung, die sich als positiv, d. h. als 
Zugspannung geltend macht, so gelten nach der üblichen 'i'heorie 
folgende Formeln: 
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Als Vcrschiebungsweg w, ergiebt sich: 

als grosste Anstrengung des Materials: 

Hier bedeutet 3: den Elastizit%tsmodul, na die bekarinte Konstante 
der Querkontraktion bei %ugheanspruchung. Vergl. z. B. F o p p l :  Festig- 
keitdehre, S. 306. Wichtig sind die P'ormeln fiir die Konstruktion und 
Bereclinung der Geschiitz- und Gewchrliiufe, der hydraulischcn Pressen, 
der Druckrohre von Bergwerkspumpen und Wasserleitungen, der Dampf- 
rohre und der Drnckcylinder gewisser physikalischer Apparate, z. B. 
derer, die zur Verflüssigung von Gaaen durch hohen Druck bei nie- 
driger Temperatur dienen. 

Bei den Ringgeschützen werden bekanntlich zur Verstarkung des 
Widersfandes Ringe auf das Hauptrohr gezogen, die in erhitztem Zu- 
stande gerade noch darauf passen, nach geschehener Erkaltung aber 
Druck nach innen geben. Zur Berechnung des Zustandes braucht man 
daher auch die E'ormeln fiir iusseren Druck, die man erhiilt, indem 
man r, und ri mit einander vertauscht. 

Bei den Formeln der Festigkeitslehre ist es, da wihrend der Ent- 
wickelung zahlreiche Vernachliissigungen stattfinden, stets zweckmiissig, 
sie pralitiuüh durch Versuche auf ihre angenilierte Richtigkeit zu 
prüfen und theoretisch zu revidieren, auf Grund welcher Ilypothesen 
sie etwa als riçhtig angenommen werden konnen. 

Im vorliegcnden Falle ist zunkhst  das einfachste Proportionalitits- 
gesetz der Festigkeitslehre angewandt, zweitens ist die dritte Dimension 
vernachliissigt worden, was bei langen Cylindern etwa ebenso berech- 
tigt ist, wie bei den zweidimensionalen Problemen der n 'arme- und 
der Potcntialtheorie. Alles aber làsst sich durch eine cinzigc Hypo- 
tliese ersetzen. 

Macht man niimlich ru unendlich gross, so erhilt  man für die un- 
bcgrenzte Platte folgende E'ormeln: 

Die Formel 7) folgt aus den Spannungsformeln, wenn die negütive 
Verliingeruiig d. h. die Verkiirzung des radialen Elerneritee d r  gleich 

Zeitschrift f. Mathematik u.Physik. 43. Jahrg. 1898. 4. o. 5.  Heft. 1 5 
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die der Strecke des Radius von .ri bis r also gleich 
r 

gesetzt wird. Da namlich nach 6) der unendliche Kreis keine Ver- 
lkngerung seiner Peripherie erleidet, also dort auch keine Verschieb- 
ung nach aussen stattfindet, so  i s t  d e r  u n e n d l i c h e  B e r e i c h  als 
r u h e n d  zu b e t r a c h t e n .  Da ferner die letzte Formel für r = in 

übergeht, so bedeutet dieser Ausdruck die Verschiebung der Punkte 
des inneren Grenzkreises. Die Integralformel giebt also die relative 
Verschiebung der Punkte r gegen die Punkte ri an, die absolute Ver- 
schiebung der Punkte r wird daher 

was mit 7) übereinstimmt. 
Man kann also für die Untersuchung folgende IIypothese zur 

Grundlage machen: 
D i e  g e g e n  d i e  c y l i n d r i s c h e  I n n e n w a n d  d e r  unbegrenzten 

P l a t t e  w i r k e n d e  D r u c k s p a n n u n g  p v e r u r s a c h t  i n  d e r  Entfern-  
u n g  r v o n  d e r  A x e  r a d i a l e  u n d  t a n g e n t i a l e  S p a n n u n g e n  

und 

d i e  a b s o l u t  g e n o m m e n  e i n a n d e r  g l e i c h  u n d  u m g e k e h r t  pro- 
p o r t i o n a l  d c m  Q u a d r a t  d e r  E n t f e r n u n g  r s ind ;  s i e  verursacht 
f e r n e r  V e r s c h i e b u n g e n ,  d i e  u m g e k e h r t  p r o p o r t i o n a l  de r  ersten 
P o t e n z  d e r  E n t f e r n u n g  u n d  v o n  d e r  G r o s s e  

s i n d .  
Diese Hypothesc also miisste auf ihre Xichtigkeit durch ver su ch^ 

gepriift werden. Da dies mit unbegrenzten Platten nicht geschehen 
kann, begrenzt man die Platte durch eine konzentrische Cylinderfiiche 
vom Radius ru und bringt dort den vorher daselbst befindlichen 
Spannungszustand künstlich hervor. Dazu ist, wenn das Obige richtig 
k t ,  nur eine radiale Druckspannung nach innen, also eine Spannung 

r . Y  von der Grosse - p + n6tig. Durch diese und die Innenspannungp wird 

die richtige Spannung % von selbst hervorgebracht, denn nach Formel 2) 
wird durch p: 
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T r a s + r a n  
Brra = p 7 ras -  r i x  ' 

nach der Formel für ausseren Druck dagegen 

2 19 

T -  
wird durch p 4: 

1o 

Beide Wirkungen geben vereinigt : 

Im ganzen Innern herrscht also der durch 5) und 6) dargestellte 
Spannungszustand, wie auch aus der Formel 1) hervorgeht. 

Sollte es also z. B. für das Hauptrohr eines Ringgeschützes 
wiinschenswert erscheinen, dass es wahrend der Zeit der hochsten 
Spannung p auf Zug ebenso stark wie auf Druck beansprucht werde, 

r .  so miisste der aufgepasste Ring dabei seinen Gegendruck auf p 'p 
l a  steigern, was auch erreicht werden kann. 

Man sollte auf den ersten Blick meinen, die Druckspannungen 
mtissten umgekehrt proportional der ersten Potenz des Radius sein, da 
die cylindrischen Flachen dieser Grosse direkt proportional sind. Dies ist 
aber bekanntlich nicht der Fall, da die Zugspannungen jeder Peripherie 
einen Teil der Druckspannung aufnehmen und nur  den Rest weiter wirken 
lassen. Der Ring des Ringgeschützes dagegen giebt eine Druckspannung 
derart ber, dass das Material des Hauptrohrs in hoherem Grade auf 
Druck beansprucht wird, wahrend die bedenklich hohen Zugspannungen 
vermindert werden. Einfache Rechenbeiupiele ergeben sich bei der 
Annahme des vorliegenden besonderen Falles, wie ich sie iii der 
Ingenieur- Zeitschrift durchführe. 

Wie das einfache Proportionalit%tsgesetz der Elastizitiit nur fiir 
gcwisse Materialien gilt, so wird auch die vorstehende Hypothese nur 
eine beschriinkte Bestitigung fiiiden. Dies schadet aber nichts, da sie 
uns für den Unterricht einfache Übungsbeispiele verschafft, die ge- 
eignet sind, das Verstiindnis der Theorie zu erleichtern und auf 
schwierigere Annahmen vorzubereiten. Handelt es sich in Wirklich- 
keit um andere Potenzen, wie es das potenzierte Elastizitatsgesetz für 
gewisse Naterialien vermuten lasst, so sind die Rechnungsschwierig- 
keiten nicht bedeutendere. 

Bus den Gleichungen 5) geht hervor, dass nach der angenommenen 
Hypothese fiir den Spannungszustand der unbegrenzten Platte oder des 
auch ausserlich in  entsprechender Stiirke beanspruchten Rohres ein 
S p a n n u n g s p o t e n t i a l  von der Grosse: 

besteht, welches in der Form dem Newton'schen entspricht. 
l5i * 
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Gleichzeitig aber besteht fiir die radialen Verschiebungen ein 
V e r s c h i e b u n g s - P o t e n t i a l :  

Lu jedem solchen Potential gehort auch ein Drehungspotential, 
welches aber h i e r  ausser acht bleiben kann, da der Zug doch über- 
al1 gleich dem Druck wird, so dass neue Rechnungen überflüssig sind. 

Auf das erstgenannte Potential kann man die konforme Abbildung 
nicht anwenden, auf das letztere dagegen ist sie anwendbar. Beide 
geben einen einfachen Überblick liber ko~npliziertere Zustinde und 
eine auuserordentliühe TTereiufachurig der Rerechnungen. 

Soll das Spannungspotential der Reihe nach Werte annehmen, die 
ciner arithmetischen Reihe entsprechen, so dass die Potentialdifferenzen 

von Kreis zu Kreis gleich gross sind, so muss dasselbe mit $ Re- 
schehen. 1st die Reihe für jenes z. B.: 

0 , 1 , 2 , 3 , 4  , . . .  
so muss r die Werte , 

-7  ->  - 9  ? 7 . .  . O 1 2 3 4  
annehmen. 

Soll dasselbe mit dem Verschiebungspotential geschehen, so hat 
l g r  der arithmetischen Reihe zu folgen, also r der Reihe: 

Haufiger findet aber hier auü bekannten Gründen die Reihe: 

Anwendung, weil diese beyuem auf die yuadratische Einteilung der 
Ehene fiihrt, die bei dem Spannungspotential keine Anwendung findet. 

W'ichtig ist noch die Berechnung der V c r s c h i e b u n g s  a rbe i t ,  
für die, weil die einzelnen Teile einander ausweichen, nicht die Ver- 
schiebung selbst massgebend ist, sondern die an der betreffenden 
Stelle auftretende Dehnung und Verkürzung. Nach gebriuchlicher 
Annahme wachst wiihrend der Verschiebung die Spannung regelmiissig 

S von o auf s an, also wird massgebend. Hat  ein Stab die Lange 1 
2 

und den konstanten Querschnitt f und ist die Dehnung oder Verkürzung 

gleich 1, so ist die geleistete Arbeit gleich I f  Da nach bekanntern 

Satee der Mechanik die Arbeiten einfach algebraisch, nicht aber nach 
dem Parallelogramm, addiert werden, so ist die Berechnung der 
inneren Arbeit des Materials sehr einfach. Die Verkürzungsarbeit und 
die Verlangerungsarbeit sollen getrennt behandelt werden. Nimmt man 
für die radiale Verkürzung die Werte von s und il aus den Gleich- 
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ungen 5) und 9) für f die CplinderEiche 2 ~ x 8 ,  wo S die Dicke der 
Platte ist, so ergiebt sich als Sunime der Verkürzungsarbeiten 

ri 

Berechnet man die Dehnungsarbeit für den Kreisring mit den 
Radien r und r + dr, und integriert man von ri bis ou, so erhiilt Inan 
für A, denselben Wert  wie für A,. D i e  gesan i te  i n n e r e  A r h e i t  
des M a t e r i a l s  ist also 

Dafür giebt es eine gute Probe. Die etwa von Pulvergasen an 
die innere Wand abgegebene Arbeit ergiebt sich aus p, der Friche 

2rind und aus der wirklichen ~ e r s c h i e b u n ~  - (1 + f) , wenn wihrend 
E 

des Vorgangs die Spannung regelmassig von O auf p anwachst, als 
derselbe Wert A, so dass, wie zu erwarten stand, d ie  a u s s e r e  A r -  
bei t  g l e i c h  d e r  S u m m e  a l l e r  i n n e r e n v e r s c h i e b u n g s a r b e i t e n  i s t .  

In  der Ingenieur-Zeitschrift berechne ich Beispiele unter Annahme 
eines Druckes von 3000 Atmosphiiren. Da die Verschiebungen dabei 
nur die Grosse 0,195 mm betragen, ist  die Arbeitsabgabe gering. Man 
hat aber nach Abstellung des Druckes an der Innenwand auf Schwing- 
ungen von etwa 0,35 mm zu rechnen. 

Die Arbeit für den Kreisring mit den Radien ri und 2ri betragt 
3 

der Gesamtarbeit, die ganze übrige nnbegrenzte Masse übernimmt 
4 2 

nur $. So sieht man recht deutlich, wie schwach die Beansprucliung 

der Zusseren Masse ist, wie unwirksam also die blosse Verdickung 
der Druckrohre schliesslich werden muss. 

Ich werde nun zu dem E'alle übergehen, wo mehrere cylindrische 
0ffnungen in der Platte befindlich sind. Ihr  Durchmesser sol1 gegen ihre 
gegenseitige Entfernung klein sein, so dass dieselben Vereinfachiingen 
eintreten, wie bei den in der Ilegel als punktformig bezeichneten 
Elektroden. Muss der Durchmesser berücksichtigt werden, so sind 
gewisse Korrekturen zu machen, die aber in einiger Entfernung von 
den Cylinderwanden verschwindend klein werden. Da die Grosse der 
Spannungen auch von der Konstanten pr? abhiingt, so sollen zwei 
solche Wirkungen als gleichwertig betrachtet werden, sobald sie 
in dieser Konstanten übereinstimmen. Vierfache Spannung im Cylinder 
Tom doppelten Radius wirkt also ebenso, wie einfache Spannung im 
Cylinder vom einfachen Radius. (Vergl. die Bestrebungen, das Kaliber 
der Gewehre moglichst klein zu machen.) 

Die Elemente der Poteritialtheorie, wie sie in nieinem Lehrhucli 
elernentar eritwickelt sind, setze ich als bekannt voraus. 
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Spannungen der zu besprechenden Art treten z. B. auch e h ,  wenn 
kalt gehaltene Bolzen in cylindrische 0ffnungen eingetrieben werden, 
in die sie noch hinein passen, wenn die Platte stark erhitzt ist. Zieht 
sich die Platte bei der Erkaltung zusammen, so steht sie unter ent- 
sprechender Spanriung. Dies ist vielleicht die einfachste Art, die Ver- 
suche zu arrangieren, da sich bei hydraulischen Experimenten die 
Beobachtung ganz ausserordentlich erschwert, weil die BodenFichc sich 
anders verhalt als die Cylinderwsnde. 

E s  seien zunachst zwei cylindrisehe Offnungen in der unbegrenzten 
Platte, beide vom Radius a. In  beiden werde dieselbe Spannung p an- 
gebracht. Die Verbindungslinie der Mittelpunkte LM, und M2 mache 
man zur X-Axe,  ihren Halbierungspunkt O zum Koordinatenanfang. 
Ohne der Allgemeinheit xu schaden, kann man gelegentlich die Ab- 
stande O&l1 und M,O gleich 1 setzen. Wie gross sind nun die Spann- 
ungen in einem Punkte Y, der von den Mittelpunkten die Entfernungon 
Y, und r, hat?  

Pa P aP s, - 6, = $- , und S, = G, = + y- 
Tl "-x 

oebcn die Resultanten 
1 a cos (a2 - 4,) 

S = b = . P Q y / + + ; ; T +  , r l * r g z  , 

Die Neigung a von s ergiebt sich, im Sinne einer Anziehung ge- 
rechnet, aus 

2) 
1éZsin8, $rlesin4,  

tan a = r, P ~ o s  al + Ts 8 1 x J  
72 

die von 6 ist um grosser. Die eine Neigung ist die Norniale der 
Nivcaulinie : 

3) p u ~ ( ~ + ~ ) = c  oder 7 c ( t + k ) - c ,  

die andere Normale der Orthogonalkurve: 

4) (cos 4, + cos 4,) = y. 

Die Gleichung 3) ist die der Spannungslinien des Druckes s, die 
Gleichung 4) die der Spannungslinien des Zuges. lhre  Gestalt ist aus 
jedem Werke der Potentialtheorie bekannt. Eine sehr einfache Kon- 
struktion giebt das Maxwellsche Verfahren, die Diagonalkurven des 
Maschennetzes der beiden Kreisscharen bezw. der beiden Strahlen- 
büsühel zu zeiühne~i. Bei den Kreisen folgen die Radien z. B. deiu 
besurochenen Gesetze: 

bei den Strahlen die Kosinus der Neigungswinkel z. B. dem Gesetze: 
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Die Asymptoten der Kurven 4) folgen mit den Kosinus ihrer 
Neigungswinkel demgelben Gesetze. Ilas Spannungspotential ist der 
durch 3) gcgehene Ausdruck: 

1 1  1 1  ;> n=,,z(-+-) TI TP oder ~ = x ( - + ; ) .  li Y 

Die Kurven s = cl sind die Linien gleicher Zug- und Druck- 
spannung, die Kurven tan a = cl sind die Linien gleicher Richtung 
dieser Spannungen. Die letzteren sind u~ngekehrt proportional den 
kleinen Abstanden der Nivcaulinien 3), sobald die Einteilung 5) ge- 
wahlt ist. Der Spannungszustand ist damit vollstandig beschrieben. 

Gane anderen Geseteen folgen die Verschiebiingen, dcnn 
1 1 p u e  1 

l ( l + ) .  und w 2 - (  - l+-  3 - B S r ,  - 

setzen sich zusammen zu der resultierenden Verschiebung: 

wo r der Badius OP ist. Die leichte Umformung des erstcn Aus- 
drucks findet man in meiner Potentialtheorie (erschienen bei B. G.Teubner). 
nie Richtung /3 der Hesultante w ergiebt sich aus: 

1. sin 4 + r, sin 3, tan p = -- -~-. 
r, cos 8, t rl cos 4, 

Führt man wieder r und seine Neigung 4 ein, so folgt: 

tan = tan [(a, + 4,) - 9.1, oder endliüh 
9) p = (ai + 4,) - 4. 

I)er Baktor x,  hat sich hier überall wcggchoben. 
Die Verschiebiingcn in der Driickrichtung sind normal gerichtet 

gegen die Niveaulinien der Verschiebung, derm Gleichung lautet: 

wofür man auch schreiben kann: 
C - 

1 O*) y1r2  = e x ' ,  

so dass es sich um konfokale Lemniskaten handelt. Die Verschiebungs- 
linien selbst sind von der Gleichung: 

11) (al+%) = Y ,  
die bekanntlich ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln bedeuten. 

Die Maxwellsehe Konstruktion giebt das richtige Netz, wenn die 
Kreisradien in geometrischer Reihe aufeinander folgen, z. B. in der 
Reihe: + 22 + -- 4 R -t- 6 R 

12) 8, e n ,  e -  e -  n , .  . ., 
niihrend die Neigungen der Strahlen jedes Büschels der Reihe: 
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folgen. So erhiilt man die Einteilung in kleine Quadrate, wiihrend die 
Spannungen au€ uniihnliche Rechtecke führten. 

Der Ausdruck fiir das Verschiebungspotential ist 

1st die Einteilung ins Kleinste fortgesetzt, so sind die Griissen 
der Verschiebungen umgckehrt proportional den Abstanden der Niveau- 
linien bezw. der Verschiebungslinien, d. h. den Dimensionen der Quadrate. 

2 1- 
Der in 8 )  vorbommende Ausdruck x,: ist der absolute Betrag 

" 1 9 2  

des Differeritialquotienten derjeuigen Funktion, durch die das Kurveri- 
netz in eine Doppelsdiaï orthogonaler Paralleleu transforrniert u ird. 
Diese Funktion ist 

Z = x lg [(a - 2,) ( a  - a,)] = x lg  [(a - l ) ( a  + l)], 
sobald ,Ml uni JI2 in die Punkte x = $- 1 der z-Axe gelegt sind (verni. 
meine Abhandlung im vorigen Hande diesrr Zeitschrift). Sind d S  
und d s  einandcr entsprechende Flemente (wobei s nichts mit der Spmn 
ung zu thun hat), AO besteht zwisrhen ihnen die Gleichung: 

2 r '1 '2 d s .  
d S  = x,- d s  bezw. d s  = -- 

Tl 7'., X,  2~ 

In  der %-Ebene sind alle Quadratseiten dS einander gleicli, 
folglich sind die Quadratseiten des lemniskatisch - hyperbolisclieii 

Systems der z -  Ebene proportional dern Ausdrucke Dieser ist für 
1 

jede Lemniskate, auf der r ,r ,  konstant ist, proportional -; fiir jedeil 
T 

Kreis um O proportional r,r,. 
Dagegen ist der in 9) steliende Ausdruck 8 - (al + 8,) der 

Richturigsunterschied der dS gegen die ds, also ist die Neigung der 
den horizontalen I'arallelen entsprechenden Quadratseiten gleicli 

(9.1 + 3 2 )  - 9.7 

was mit Obigem übereinstimmt. 8 - (al + a2) ist dabei die Abweich- 
ung des DiEerentialyuotienten der abbildenden Funktion 2. 

Damit ist die Angelegenheit der Versdiiebungen auüh funktionen- 
theoretisch erledigt. 

Die Verschieburigen gehen in den Hyperboln vor sich. D a h ~ r  
8011 genauer untersucht werden, was aus einem kleincn lcmniskatisch- 
hyperbolischcn Qnadratc eigentlich wird. Auf die lemniskatischen 
Randlinien des Quadrates wirkcn nach innen breite Bündel von Druck- 
linien und nach aussen schmale Hündel von Zuglinien, die einen um 
den kleinen Winkel (a - O),  der aus 2) und 9) zu berechnen ist, von 
der Kormalen abweichend, die andern um ebensoviel gegen die Iland- 
linie geneigt. Entsprechend wirken auf die hyperbolischen Seiteii 
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breite Bündel von Zuglinien und schmale Bündel von Drucklinien, die 
cinen fast normal, die andercn fast tangcntial, dic einen nach ausscn, 
die anderen nach innen. I h r c h  Zerlegiing erhalt man die nor- 
malen Druckkrafte und die tangentialen Schubkrafte. Letztere ver- 
aandeln die rechten Winkel des Quadrates in spitze und stumpfe, die 
nur wenig von 90'' unterschieden sind. Die entsprechenden Bereeh- 
nungen konnen zur Kontrolle durchgeführt werden, sind aber für uns 
überflüssig. 1st namlich in dcm kleinen Quadrat ABCD die Seite 
AD > BC, so bewegt sich nach Obigem A um weniger als B, der 
Leniiiisliatenbogeri A U  geht also nicht in einen solcheri A , H p  iiber, 
sondern in eine Schriglinie AIR1, die um abweicht. Dieses 6 kann 
gmau bestimmt werden. Bezeichnet man den Abstand OA mit r,, 

Fig 1. Fig. 2. 

OB mit ri, so wird in Figur 1 die Yerschiebung A Al = n, s, dagegen 

wiid die ,,Parallelverschiebung" 
2 Yb RU, = xl - -  
YI T a  

Für d und Il sirid beide Produkte r, r, einandcr gleich, also ist der 
Überschuss: r ~ ,  - va 

B,H,= 2x1-. 
Tl v* 

Hier hat (nach Fig. 2) rb  - ru folgende Bedeutung. Der um O mit 
OA beschriebene Bogeri A C  maçht CB = rb - r,, also ist 

Y* - ra = A B sin 8 = A U s i n [ ( 1 8 O 0  4) - 90' - (a - go0)], 

TO ci der Neigungswinkel von A D ,  also gleich (al + 4,) - 8 ist. Es 
folgt rb - r, = A il. sin (4, + 9;), also ist der Verschiebungsüberschuss : 

2 x 
3, 71, =; - l- A B . sin (,a., + a,), 

Y, T2 

und daher 
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oder in der ursprünglichen Bezeichnung: 

sin (4, f 4,) -. 
'1 T B  

Hier Sind für unendlich kleine Quadrate die unendlich kleinen 
Grossen zweiter Ordnung in aller Schiirfe berücksichtigt. Die Tangente 

sin(9., f 9. ) des Schuhwinkels ist also proportional der Grosse -A. Für 
'1 'a 

die Eckpunkte A, B, C, D cines endlichcn ,,QuadratcsU handclt es sich 
um $, E , ,  g,, E,, so dass dicses ein Trapez wird. Nur  bei unendlicher 
Kleinheit kann es als Parallelogramm angesehen werden. Man beachte, 
dass die Unterschiede der E i i f t e  liings der Quadratseiten hier berück- 
sichtigt werden, was in der Regel nicht geschieht. 

Auf jeder Lemniskate ist tan g proportional sin (8, + a2), auf jeder 
1 Ryperbel proportional ---. Auf den Koordinatenaxen ist tan gleich 

'1 '2 

Null, ebenso im unendlich fernen Bereich. Auf jeder Lemniskate 
ist k, also auch die Schubspannung, am grossten fiir 8, + 8, = 9O0, 
d. h .  im Schnittpunkte mit der Hyperbel, deren Asymptoten die Neig- 
ungen + 45 O haben. 

Da man sowohl AA,, als auch BB,, CC,, D D ,  genau kennt, 
kennt man auch AIB, ,  BI Cl, Cl D, und Dl A, auf das genaueste, da. 
her sind auch die spezifischen Dehnungen und Verkürzungen bekannt. 

Die Kurven gleich starker Verschiebung haben die Gleichung: 

die Kurven gleiüher Verschiebungsrichturig die Gleichung: 

17) a, + 8, - a = y. 

Sie sind orthogonal zu einander und bilden selbst ein isother- 
misches Kurvensystem. In  Figur 135 meiner Potentialtheorie und in 
Figur 45 der isogonalen Verwandtschaften sind sie dargestellt. 

Die Verschiebungen entsprechen ganz den Geschwindigkeiten für 
das zweidimensionale Zweipunktproblern der stationLreu Strijmung einer 
inkompressiblen Flüssigkeit im Helmholtzschen Sinne unter Annahme 
eines Geschwindigkeitspotentials. Beide Probleme unterscheiden sich 
niir dadurch, dass die Stromfiiden ohne Heibung und sonstige gegm 
seitige Einwirkungen unabhangig neben einander herlaufcn, wiihrend 
hier die Fasern mit einander verbunden sind, so dass Zug-, Druck- 
und Schubspannungen entstehen müssen. 

Bringt man den beschriebenen Spannungszustand hervor, so ent- 
stehen die angegebenen Verschiebungen. Bringt man die letzteren 
hervor, so entstehen die beschriebenen Spannungen. 
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Wegen der Einfachheit der Addition der Arbeiten ergiebt sich 
als Wert der gesamten inneren Verschiebungsarbeit für die Platte von 
der Dicke 6' A = 2p2a2 1 1  - ( 

Sind die Durchmesser der Cylinder so gross, dass man sie be- 
rücksichtigc:n muss, so sind Korrekturen zu machen, die etwa der 
Figur 62 der ,,Potentialtheorie'( mtsprachen. In  einiger Entfcrnung 
werden die xnderungen verschwindend klein. Sie werden dadurch 
hervorgerufen, dass die Kreise weder Kiveaulinien der Spannung noch 
solche der Verschiebung sind. 

Haben plal" v l  und pz aZ2 - v, für beide Cylinder verschiedene 
Werte, so h6rt die Symmetrie auf, und der Faktor p a 2  lasst sich nicht 
mehr absondern. Im übrigen aber sind die Rechnungen dieselben 
und ohne jede Schwierigkeit. Fiir die Konstruktion und Berechnung 
der Spannungslinien und der Niveaulinien der Spannung werden die 
Figuren 71 bis 75 meiner ,,elementaren Potentialtheorie" massgebend. 
Die ersteren erhalten die Gleichung: 

18) v, COS a, + v, cos 8, - y, 
die andern die Gleichung: 

19) 
+ ' = c m  
1'1 Ta 

Für die Verschiebungen handelt es sich um die Gleichungen: 

und 

oder, wenn man die Konstanten mit nach rechts schafft, 

21) viIgrl + v21grp = cl. 
Die innere Versühiebungsarbeit des Materials wird für die Platte 

von Dicke d 

Die Kurven 20) und 21) gehoren zu den unregeluiiissigen Hyperbeln 
und Lemniakaten zweiter Ordnung, deren Eigensühaften in meiner 
,,Theorie der isogonaleu Verwandtschaftexi" und in der oben genannten 
Abhandlung im Jahrgang 1897 behandelt sind. Die abbildende Funktion, 
deren Diffcrentialquotient dieselbe Rolle wie oben spielt, ist jetzt von 
der Porm: z =  ( 1 + -  3E - [ ~ , l g ( s -  2,) + ~ , l g i ~ - z , ) l  

= xv,lg(z - 2,) + xv,lg(z - 2,). 

Der absolute Betrag und die Abweichung des Differentialquotienten: 

ergeben sich als 

und 
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8 - (41-l- 8 2 ) ,  

wobei r ,  und Y,, 8, und 8, dieselbe Bedeutung wie oben haben, wahrerid 

der Radiusvektor g von dem Punkte w ' z 9 T  w 2 Z 1  ausgeht. Dieser ist der 
VI t Ys 

,,Schwcrpurikt" von J I ,  und M,, wenn man die Faktoren v, und v, als 
Gewichte auffasst. Nach ihm hin sind alle Asymptoten der Kurven 20 
gerichtet. Auf Grund dieser Bemerkungen ist auch das urisymmetrische 
Zweipunktproblem fast wortlich wie oben zu erledigen (vergl. Jahr- 
gang 1897, S. 225). 

Dasselhe gilt auch von d m  Mehrpunktproblemen, wo sogar einigc 
von den Paktoren v,, v,, v,, . . . ncgativ sein dürfen, wie es in der 
vorigen Arbeit angenommen worden kt,. Hier würde dies den rein 
theoret'ischen Fa11 bedeuten, dass die einen Cylinderwiindc auf Zug, 
die anderen auf Druck beansprucht würden. Die Zugbeansprucliung 
liisst sich aber praktisch kaum durchführen. 

FTandelt es sich z.B. um zwei entgegengesetzt gleichwertige CF- 
linder, d. h. gilt für den einen + pnq für den anderen - pue, so geben 

1 1  - c und cos 8, - cos 4, ,= y, die aus die Spannungen die Linien - - - - 
'i 'T* 

der Lehre von1 Magnetismus bekannt sind (vergl. Figur 70 meiiler 
elementaren Potentialtheorie). Die Verschiebungen hingegen erfolgeii 
in Linien 8, - a2 = y mit den Niveaukurven Ig Y, - Ig v, = c ,  die ein 
Kreisbüschel und die zugehorige Kreisschar darstellen. Für  den Fa11 
der Cngleichwertigkeit geht ein Teil der Spannungslinien ins Cilend- 
liche, wie es dort in Figur 76 und 77 gezeigt ist. Dasselbe gilt von den 
Veruchieburigsliriien in iihnlicher Weise. Die Asyruptoten der Ver- 
schiebungslinien gehen in jedern Fd le  nach derri Schwerpuiikte der wurzel- 
punkte der massgebcnden Funktion (vergl. Theorie der isogonalen Ver- 
wandtschaftcn), der mit dern Massenschwrrpunktc zusammenfillt. Die 
Hedeiitnng der Ilenmiskaten und Hyperbeln liiiherer Ordnung, die für 
zahlreiche Gebiete der mathematischen Physik eine so grosse ist, 
kommt also auçh im Gebiete dieser Festigkeitstheorien zur Geltung. 

3. Schlussbemerkungen. 

Worin liegt nun der Wert  der obigen Betrachtungen? 
Die mathematische Elastizitiitstlieorie pflegt, wenn sie im Sinne 

von S a i n t - V e n a n t ,  C l e b s c h  und G r a s h o f f  von vornh~rein in voller 
Allgemeinheit begonnen wird, den Studierenden der technischen Hoch- 
schule und der Universitiit mancherlei Schwierigkeiteri zu bieten. Sie 
besçhiiftigt sich mit langwierigen allgerrieinen Betrachturigeri, f ü r  die 
dem Durchschnittszuhorer bestimnite Vorstellungen fehlen, sodass das 
Fortbcstehcn von Zwcifeln erkliirlich erscheint. Die P'riichtc merde11 
erst spater gepflückt und wirklichc Beispiele kommen crst nach 
Kenntnisnahme des gesamten Werkzeugapparates zur Geltung. 
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Ich glaube, dass die obigen Beispicle, die sich auf eine einfache 
Hypothese stützen, deren Richtigkeit zunachst als zweifelhaft hin- 
gestellt werden kann, sich ganz ausserordentlich als einführendes Bèi- 
spiel eignen würden, weil das gleichzeitige Auftreten der Zug-, Druck- 
und Schubspanuungeri, der Unterschied der Spannungsrichtungeri und 
Verschiebungsriühtungen, die Dehnungen, Verkürzungen und Wirikel- 
Hnderungcn in einer so klaren und durchsichtigcn Weise auseinander 
gehalten werden konnen, dass der Studiwendn leieht erkennt, worauf 
es aiikommt. Itechnungsschwierigkeiten aber finden sozusagen gar 
nicht statt. Gleichzeitig wird der TVert der Lehren vom Potential, von 
der konformen Abbildung und den Kraftlinien deutlich ins Licht gestellt. 

Weitere Bemerkungen lassen sich an das Einpunktproblein an- 
schliessen, wenn man sich den Cylinder langs der X-Axe aufgeschnitten 
denkt, wobei ganz andere Verhiltnisse eintreten. Betrachtet man einen 
ausgeschnittenen Sektor kleinen Centriwinkels, so kann man für die 
Spannungen das logarithmische Potential anwenden, für die Verschieb- 
ungen das aus diesem durch Integration hervorgeliende. 1st aber der 
Ceritriwinkel grosser, so treteri E~ltlestungen der Tangentialupannurigeri 
ein, die kleiner sind als früher. Die Anwendbarkeit der konformen 
Abbildung h6rt damit auf, aber mit Potentialfunktionen kann man 
trotzdern noch arbeiten. 

Angenommen, für  die Hohlkugel mit iinbegrenxter umgebender 
Xasse liesse sich eine Hÿpothese von ahnlicher Einfachheit aufstellen, 
wie bei der unbegrenzten Platte mit einer cylindrischen Offnung, an- 
genommen also, auch hier dürfte man mit irgend welchen Potenzen - 

1 1 1 
von r arbeiten, z. B. mit - fiir die Spannungen und --, z. B. -- für 

TP T9 TP +1 

die radialen Verschicbungen, so würde dies zwar nicht genau m i  den 
Resultaten der strengeren mathematischen l'heorie stimmen, wie sie 
2.R. bei Kirchhoff in der 97. Vorlesiing abgeleitet werden, aber die 
Potenzen liessen sich doch so wahlen, dass ewisehen beiden Theorien 
eine grosse Anniiherung stattfindet. Ob die Rechnungserleichterungen 
dabei ebenso grosse sein wiirden wie oben, das bedarf noch der Unter- 
suchung. 

Übrigens braucht man sich bei den ebenen Problemen durchaus 
nicht auf Punktprobleme zu beschriinken, man darf auch Linearprobleme, 
z. B. das der elliptischen Koordinaten, heranziehen. Vielleicht gelingt 
es auf dem vorgeschlagenen wege, auch anderen Problemen, bei denen 
die statischen Unbestimmtheiten noch eine grosse Rolle spielen, zur 
korrekten oder angeriiiherten L6sung zu verhelfeil. Aber auch die 
Critersuchung der Schwingungen, die nach pl6t~licher Abstellung der 
Spannung in dem Material eintreten, z.B. in der Masse des Ring- 
geschützes naüh abgegebeneni Schusse, dürften siüh an den einfachen 
Beispielen, die oben angegeben sind, in Arigriff nehmen lassen. 
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Die Variabilitat der Lebewesen und das Gausssche 
Fehlergesetz. 

Von 

Prof. Dr. F. LUDWIG 
in Or& 

Über Beziehungen zwischen Botanik und Mathematik habe ich 
seit einer Reihe von Jahren unter der Berschr i f t :  ,,Wichtigere Kapitel 
aus der mathematischen Botanik" in Hoffmanns Zeitschrift für mathe- 
matisch-naturwissenschaftlichen Cnterricht eingehender berichtet (vergl. 
22 des Litteraturverzeichnisses am Schluss dieses Aufsatzes). Daselbst 
finden sich auch meine ersten eigenen Untersuchungen über Varia t ions-  
s t a t i s  t i  k niedergelegt, ein Wisseiisgebiet, durch das rasrh eine Fülle 
ungeahnter Gesetzmassigkeiten aufgedeckt worden ist, das aber die 
Mitarbeit der Mathematiker in  Anspruch genommen hat und fortgesetzt 
in Anspruch nimmt. Der Botaniker kann hcutzutage der Variations- 
statistik und der Variationskiirven ebcnso wenig entratcn, wie der 
Anthropologe und Zoologe, sodass auch Speziallexika und Jahresberichte 
(z. B. G ad ,  Reallexikon der medizinischen Propadeutik, J u s  t s Botan 
Jahresbericht in dem Abschnitt über Variation und Bildungsabweich- 
ungen 70 und 71 des Litteraturverzeichnisses) diesen Tite1 neuerdings 
mit aufnehrnen mussten. Nur  wenige M a t  h e m a  t i k e  r haben aber bisher 
dem neuen Gebiet ihre Aufmerksamkeit zugewendet und unter diesen 
am wenigsten deutsche Mathematiker, obwohl die mathematische Grund- 
lage von keinem Geringeren als G a u s s  herrührt (1,2). Ich komme 
daher der Aufforderung des Herausgebers dieser Zeitschrift gerne nach, 
über dieses Grenzgebiet zwischen Mathematik und den biologischen 
Naturwissenschaften, in erster Linie der Botanik, kurz zu berichten. 

E s  sei mir dabei gestattet, die Reihenfolge, in welcher ich oelbst 
mit den einzelnen Abschnitten diesev Wissensgebietes bekannt wurde, 
auüh hier einzuhalten. 

Die Erfahrnng, dass das von .J. R e r n  o u l l i  aufgefundene und von 
P o i s s o n  (3) so genannte G e s e t z  d e r  g r o s s e n  Z a h l e n  in den vcr- 
schiedensten Gebieten Geltung hat,  selbst da, wo scheinbar willkür- 
liche menschliche Handlungen vorliegen (cf. Ad. W a g n e r ,  die Gesetz- 
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massigkeit in den scheinbar willkürlichen menschlichen Handlungen 
vom Standpunkte der Statistik, Litteratuwerzeichnis 8), z. B. hinsichtlich 
der Selbstmorde, Eheschliessungen, des Verhiiltnisses der Knaben- und 
Xidchengeburten, so auch in Betreff des Verhaltnisses der miinnlichen 
und weiblichen Individuen bei Amphibien (nach P f l ü g e r  u. a.), bei 
Mercurialis annua, dem Hanf und anderen Pflanzen (ver$. B. H e y e r ,  
Landwirtschaftliche Presse 1886 Nr. 5; F i s c h ,  Berichte der deutschen 
Bot. Ges. Bd. V II. 3, S. 136-146)) diese Erfahrung erweckte in mir 
die Überzeugung, dass auch die Merkmale, die in ihrer Gesamtheit 
das Weseri der Pflanzenspecies ausmachen, innerhalb b es  t im m t e r  
Grenzen  und un1 b e s t i m m t e  M i t t e l  variieren, die sich aus der 
grossen Zahl ermitteln lassen. Es widersprach das allerdings der An- 
sicht der meisten Botaniker. TEihrend z. B. die eine Blumenart fast 
immer dieselbe Blütenzahl hat, sollte bei der andoren nech der 
herrschendm Meiniing die Zahl ganz regallos schwanken (vergl. 63). 
Heobachtungen in dar grosscn %ah1 habcn mcine Überzeugung vollauf 
hestatigt, daneben aber zwei weitere mir unerwartete Gesetzmassig- 
keiten zii Tage gefordert. Ich fiiig mit den Randstrahlen der Kom- 
positen an und zwar mit Chrysanthemum Leucanthemum, der gemeinen 
Wucherblume, und fand hier schon nach wenigen Ziihlungen, dass am 
haufigsten 21 Strahlen auftreten. Bei graphischer Darstellung ergaben 
vielfach schon die Variationskurven für hundert Zzhlungen nicht nur 
die gleiche Gipfellage bei 21 Strahlen, sondern a u c h  s o n s t  a h n -  
l i chen  V e r l a u  f und bei Zahliingen von mehreren Tausenden zeigten 
die Kurven - mochten die Ziililungen vorgenommen sein wo sie 
wollten, in  ganz verschiedenen Gegenden - den gleichen Verlauf: den 
IIauptgipfel bei 21, sekundire Maxima bei 8, 13, 34 und deren Duplis 
und Triplis. Weitere Beobachtungen an anderen Kompositen ergaben 
analoge Resultate: allenthalben waren neben dem IIauptgipfel Neben- 
gipfel vorhanden, die siimtlich bei den Zahlen des Fi b o n a c c i  und 
deren Doppeltem und Dreifachem lagen. Dieses Gesetz fand sich nicht 
nur bestiitigt bezüglich der Randstrahlen, sondern bezüglich . der 
Blütenzalll des gesarnteri Blütenstandes der Korbblütler [Chrysanthemum, 
Anthemis, Achillea, Centaurea, Aster, Senecio, Solidago, Bidens, 
Coriopsis etc. etc. (vergl. 21, 22, 23, 26, 40, 48, 59, 60, 61, 64)], 
der Prilnnlaceen(49), Papilionaceen [Lotus, Medicago,Trifolium(vergl.62)], 
der Unibelliferen (40) und anderer Pflanzenfamilien. J a ,  ale ich anfing, 
bei verschiedenen B a u m e n  d i e  %ah1  d e r  Z w e i g e  a m  A s t ,  d e r  
Bla t t e r  a m  J a h r e s  t r i e b  festzustellen (vergl. 54), wo gewiss bis 
dahin niemand die Wiederkehr bestimmter Zahlcn vermutete, da traf 
ich gleichfalls die Variationskurven mit den Fibonaccigipfeln (Fibonacci- 
kurven) wieder. So zeigten die Kurztriebe der Wintereiche Gipfel bei 
3, 5, 8,  10 (2 x 5 ) ,  13 etc. Diese statistischen Ergebnisse zeigten 
deutlich, dass das hiiufige Vorkommen der 6 Lahl im Blütenbau, das 
Vorkommen der 13 Strahlen bei Senecio, der 55 bei Helianthus etc. 
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mit der Anordnung der betreffenden Organe nach der bekannten Braun-  
S c h i m p  e r  schen , Divergenzreihe" in Zusammenhang stehen (vergl. 64) 
und führten zu neuen Versuchen, das Vorkommen der Fibonaccizahlen 
hier, wie in den Zellreihen gewisser niederen Algen (Melosira), n o  es 
siüh um ein bestimmtes Teilungsgesetz handelt, auf allgemeine Wachs- 
tums- und Entwiçkelungsgesetze zurüekzuführen (vergl. 59 S. 23 Anm., 
22, 24, 59). 

E s  hatten also diese ersten pflanzenstatistischen Untersuchuiigcn 
einmal i n  d e n  V a r i a t i o n s k u r v e n  r i n  w i c h t i g e s  d iagnos t i sahes  
Merkmal zur Unterscheidung nahe vemandter Arten dargethan, dann 
ein in der Pflanzenwelt weit verbreitetes, die Zahl der Pflanzenorgane 
beherrschendes Gesetz aufgedeckt und zu dessen Erklarung heraus- 
gefordert. 

Eine weitere Gesetzmksigkeit, die für uns von ganz besonderer 
Bedeutung ist, fiel mir aber noch auf: e s  f i e l e n  i n  d e n  Tausend-  
k u r v e n  f ü r  e i n  u n d  d a s s e l b e  M e r k m a l  n i c h t  n u r  d ie  Haupt -  
u n d  N e b e n g i p f e l  i m m e r  a u f  d e n s e l b e n  A b s c i s s e n w e r t ,  sondern 
f ü r  Sie, w i e  f ü r  d ie  von d e m  G i p f e l  a b w e i c h e i i d e n  Werte ,  
w a r e n  auch die Ordinaten von Bonstantem Wert. Bei den Strahlen 
der g r  O s s e n  W u  c h e r b l u m e  waren z. B. die Frequenzverh%ltiiisse d ~ r  
gipfelnahen Zahlen bei verschiedenen Ziihlungen die folgenden: 

19 20 22 2 3 
5,6 goIo 10% 6,7 % bei GO00 Zahlungen, 
5 O/, 9,3 y/, 11 6,9 0/, ,, weiteren lOOOZihluiigen, 
5% go/,, 100,/o 6,8O/, ,, 17000 Zahluugen, 

wahrend 2 1  bei 22"/, der geziihlten Exemplare vorkommt. Rei der 
S a a t - W u c h e r b l u m e  fanden sich schon in verschiedenen Hurider t -  
zlihlurigen die folgenden Frequenzen nahe dern Gipfel (bei 13): 

il 12  13 14 15 
1. Huridert: Ci 13 53 13 5'/,, 

II. Hundert: 3 15 51 1 4  6%, 
Tausend: 5 1 4  53 13 50,/o. 

So weit waren meine bis dahin rein empirischen variations- 
statistischen Studien .gediehen, als ich durch die Arbeiten von Hugo 
de  V r i e s  und V e r s  chaf f  e l  t auf einfache Variationskurven (ohoe se- 
kundare Gipfel) und auf die Arbeiten von Q u é t e l e t  und G a l t o n  etc. 
aufmerksam gemacht wurde. Ad. Q u é t e l e t  hatte das Gesetz der 
grossen Zahlen, von dem ich ausging, bezeichnender la loi des causes 
accidentelles benannt ,,parce qu'elle indique comment se distribuent, 
à la longue une série d'événements dominés par des causes constantes 
mais dont des causes accidentelles troublent les effets. Les causes 
accidentelles finissent par se paralyser et il ne reste en définitive que 
le rdsultat qui se serait invariablement reproduit chaque fois, si les 
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causes constautes seules avaient exercé leur action (cf. Q u é t e l e t  7, 
6,5] E r  hat dargethan, dass n i c h t  n u r  das  M i t t e l  i n  d e r  V a r i a t i o n  
i n  d e r  g r o s s e n  % a h 1  d e r  B e o b a c h t u n g c n  k o n s t a n t  b l c i b t ,  s o n -  
dern a u c h  d i e  v o m  M i t t e l  a b w r i c h e n d e n  W e r t e  (die den causes 
accidentelles entspringen) g e s e  t zmi i ss ig  a u f t r  e t  en. Und zwar 
stimmen die e i n g i p f e l i g e n  V a r i a t i o n s k u r v e n  mit den b i n o m i a l e n  
W a h r s c h e i n l i c h k e i t s k u r v e n  N e w t o n s  und P a s c a l s  überein, die 
man erhalt, wenn man in gleichen Abstanden auf der Abscissen- 
axe Strecken als Ordinaten errichtet, die sich wie die aufeinander- 
folgenden Koeffizienten hoherer Binome [ Q u é t e l e t  benutzt vielfach 
(a + b)18 oder (a  + b)20] zu einander verhalten. Bekariritlicl Iiaben diese 
Kurven des wahrscheinlichen Fehlers eine a n a l y  t i s c h e  D a r s t  e l lu r ig  
durch G a u s s  erhalten Wiihrerid Q u é t e l e t ,  d e  V r i e s  u. a. die bi- 
nomiale Darstellung der theoretischen Kurven behufs ihrer Vergleich- 
ung mit den rmpirischen Variationskurven gewahlt habcn, wendet nian 
neurrdings mit Erfolg 7ur Rrmittelung der VariationsverhZltnisse die 
Gaussschen Porrnt~ln an, wie es die Zoologen und Anthropologen 
schon seit einiger Zeit thun, botanischerseits ich selbst es kürzlich 
versucht habe (69). 

Q u é t e l e t  hat bereits die Giltigkeit des binomialen Gesetzes auch 
für die Variabilitat der Tiere und Pflanzen behauptet und hat gezeigt, 
wie selbst unorganische Naturerscheinungen (die Abweichungen der 
Temprraturen vom Mittel) sich nach dem gleichen Gesetz zahlenmassig 
orchen.* In glanzender Weise fand er die Giltigkeit des Binomial- 
gesetzes bcstatigt bei der Variabilitat des Menschen. Nicht nur die 
Gesamtgrosse des mensçhlichen Korpers, sonder11 auch die Grossen- 
verhdtnisse der einzelnen Korperteile etc. variiereri innerhalb der gleiühen 
Altersklasse eines Landes (mit R e d k e r u n g  der gleichen Abstammurig) 
um eirimi mittlerm Wert  so, dass die graphische Darstellung eine bi- 
nomiale cingipfelip Kurve ergiebt. So zeigten die Messungen des 
Hrustumfanges von 1516 Soldaten die folgenden E'requenzen für die 
in der oberen Reihe angegebenen MaBe in englischen Zollen auf 
1000 Zahlungen reduziert: 

* Dass aiich die Verteilung der menachlichen Begabiingen dem Gaiissschen 
Geaetze folgt, hat  G a l t o n  mehrfaçh nachgewiesen. 60 hat er z. B. die Abstufung 
der Prüfungsnoten bei den berühmten Mathematikprüfungen der Cniversitat Cam- 
bridge danach verteilt gefunderi. - G a u e s  hat beim Whistspiel gezeigt, dass die 
Zahl der Asse in der grosseu Zahl bei alleu Spieleru, H a g e n ,  dass die einzelnen 
Buchstaben des Alphabets in den eirixelnen Zeilen eirieu Ruches danach verteilt 
sind. Zahlreich sind die Bestatigungen des Gesetzes auf dem Gebiet astro- 
nomischer und physikalischer Erscheinungen durch G a u s s ,  Be as e l  u. A. 

Zcitschrift f.Mathomatik n. Physik. 43 Jahrg. 1808 4. n. 5 Heft. 16 
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die entsprechenden Ordinaten der Rinomialkurve sind für (p + q) 'B ,  
w o p = q :  

1 3 11 32 69 121  170 190 169 120 68 31 11 3 1 

Q u é t e l e t  hat in der Antliropometrie bis in alle Einzelheiten MaBe, 
Gewichte etc. des ,,uiittleren Menschen" bestimrnt. F r a n c i s  Galton 
hat dann hauptsichlich auf anthropometrisühem Gebiet die Giltigkeit 
des Q u é t e l e t  sühen Gesetzes mannigfach bestiitigt und die Kurvm- 
lrhre und ihre praktische Verwendiing weiter ausgebaut. Seine Werke 
(10, 12, 19, 20), besonders die ,,Natural Inheritance" (25) bildrn dic 
wichtigste Grundlage der folgenden Untersuchungen auf anthropo- 
logischem und zoologischem Gebiet, wie der von B a t e s o n ,  W e l  don, 
S t i e d a ,  A m m o n  (27- 34 etc.). Auch die botanischen Arbeiten über 
Variabilitat von H u g o  de  V r i e s ,  V e r s c h a f f e l t  etc. beruhen zuniichst 
darauf. Durch sie ist das Binomialgesetz für die Variabilitiit der ver- 
schiedensten pflanzlichen Eigenschaften, wie Fruchtliinge, Breite und 
Lange der Bliitter, Zahl der Blütenteile, der Sarnen (bei Oenothera ,  
C o r e o p s i s ,  A n e t h u m ,  Zea,  Gingko ,  H e d e r a ,  P a p a v e r ,  Phaseolus  
etc.), Gewicht der Knollen (der Kartoffel) bestatigt worden und wurde xu- 
gleich meine Voraussetzung bestatigt, dass al1 diese Merkrnale für jede 
Specietl konstante Mittelwerte beoitzen. Nach F. G a l t o n  werderi die 
mit den Wahrscheinlichkeits - oder Binomialkurven übereinstimmenden 
Variationskurven vielfa.ch als ,, Ga1 t o n k u r  ven" (nach deni Vorgang 
von d e  V r i e s )  bezeichnet. 

Umfangreiche nun folgende Untersuchungen ergaben, dass ausser 
den einfachen Variationskurven noch eine Reihe anderer Kurvenformen 
vorkommen, die dem Forscher über die Variabilitit überhaupt, wie über 
die Grenzen der Species und Rasse Aufschluss geben. In  erster Linie 
sind hier die K o m b i n a t i o n s -  Oder S u m m a t i o n s k u r v e n  zu nennen. 
Erstrecken sich die statistischen Erhebungen auf dasselbe Merlunal 
bei z w e i  o d e r  m e h r e r e n  S p e c i e s  zugleich, deren jede für sich eine 
einfache Binomialkurve ergeben hatte, sa kommen zwei- oder mehr- 
gipfelige Kurven zu stande, deren Hauptgipfel die der Einzelspecies 
sind; vielfach werden dabei rioch Scheingipfel (vergl. 40 S. 16 flg.) 
durch Hiiufung der gipfelnahen Werte gebildet. Schliesslich khnen 
die ewischen den Hauptgipfeln gelegenen Werte derart das Über- 
gewicht gewinnen, dass wieder eine einfache Kurve mit sehr ver- 
breitertem Gipfel (bei einer der Mittelzahlen) zu stande kommt - die 
sogenannte Livische Kurve. Zweigipfelige Variationskurven haben 
z. B. B a t e s o n  und B r i n  d l e y  (30) zur Entdeckung einer lang- und 
einer kurzzangigen Rasse des gemeinen Ohrwurmes in  England, einer 
lang- und kurzhornigen Rasse bei dem javanischen Kafer Xylotrupes 
Gideon, Giard bei Carcinus rnoenas zur Entdeckung einer besonderen 
Rasse geführt, die ihre Existenz einem Parasiten Portunion moenadis 
verdankt (31, 32). A m m o n  führten sie zu dem Schluss, dass die 
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heutige Bevolkerung Badens, und A. B e r t i l l o n ,  dass die im Departe- 
nent Doubs aus einem Gemisch zweier Volkertypen bestehe (dort 
einem dolichocephalen germanischen und einem brachycephalen vor- 
germanischen Typus; hier aus Sequanern und spiiter eingewanderten 
Burgundern). Zu ahnlichem Schluss führten Z O g r  af  Kurven mit  zwei 
Hauptgipfeln und eiriem Scheingipfel. 

Im Pflanzenreich hat d e  V r i e s  aus zweigipfeligen Kurven bei 
Chrysanthenum segetum gleichfalls auf zwei Rassen geschlossen, die 
er dann in  der Kultur isolierte [(43) und naüh brieflichen Mitteilungen 
an mich]. Ich habe bei einer ganzen Anzahl von I>oIdenpflanzen mehr- 
gipfelige Kurven erhalten und dann an verschiedenen Standorten auch 
die ihren Gipfeln entsprechenden Einzelrassen aufgefunden (40). Die 
Statistik ist hier berufen, die weitere Verbreitung von polytypischen 
Arten aufzudecken, wie sie d e  B a r y  und R o s e n  auf anderem Wege 
bei dem Hungerbliimchen (Erophila verna) fanden (vergl. Botanische 
Zeitung 1889). Wie  eine zweigipfelige Kurve zur Auffindung und Unter- 
scheidung leicht zu verwechselnder Spezies fiihren kann, habe ich für 
unsere einheimischen Wicken (59 S. 3) und für Senecio nemorensis und 
S. F u c h s i i  (48) des Niheren gezeigt. 

Diese Kombinationskurven sind daran leicht zu erkennen, dass, 
wahrend die Abscissen der Gipfel immer die gleichen bleiben, die 
Ordinaten von Bcobachtungsort zu Beobachtungsort sich andeni (je 
nach dem Vorherrschen der einen oder anderen Species). Dies gilt 
auch von den nach d e  V r i e s  für monstrose Rassen, x. R. Rlassen mit 
Verbkderung etc. (54, ferner de  V r i e s  Erfelijke monstrositeiten in 
den zuilhandel der botanische tuinen Jaarboek d. Dodonaea, Gent 1897, 
S. 62 - 93) charakteristischen dimorphen Kurven, welche aus einer 
,,halben Galtonkurve" (einem Ast einer Binomialkurve der Atavisten) 
und einer zweiastigen Kurve der Monstrosen besteht. Durch bessere 
Erniihrung wird hier der Gipfel der Atavisten erniedrigt, der der 
Monstrosen erhoht. Gipfellage und Gesamtform bleiben im übrigen 
dieselben. 

Mehrgipfelige (,,pleomorphe") Kurven kommen aber, wie wir an- 
fangs sahen, auch bei einheitlichen Arten (wie Chrysanthemum Leu- 
canthemum) vor und sie unterscheiden sich von den Kombinationskurven 
dadurch, dass Abscissen und Ordinaten der Gipfel immer dieselben bleiben. 
Sie ktinnen sogar bei statistischen Untersuchungen an ein und dem- 
selben Individuum (Baum etc.) zu stande kommen, sodass sich uns 
die Vorstellung aufdrangt, dass hier in ein und demselben Individuum 
oder einer Art, den verschiedenen Gipfeln entsprechend, v e r  sch iedene  
A r t  e n v a n  K e i m p l a  s m  en  in konstantem Verhaltnis vereinigt sind, 
wie in dem früheren Fa11 Individuen verschiedener Pflanzenspecies. 

Weiter seien hier hervorgehoben ,Variationskurven, die von den 
gewohnlichen Binomialkurven dadurch abweichen, dass sie nahe dem 
Gipfel einen unverh5ltnisrn~ssig steilen Verlauf haben, die ,,Hyper- 

16* 
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binomialkurven" (wie urngekehrt die Livikiirven einen zu Rachen 
Gipfel haben). Sie sind im Pflanzenreich sehr hiiufig und wiiren nach 
V e r s c h a f  f e l  t (39, 44) darauf zurückzuführen, dass ein ziemlich an- 
sehnlicher Prozentsatz der Individuen an der fluktuierenden Einzel- 
variation nicht teil nimmt. Sie lassen sich auch als Kombinations- 
kurven zmeier Rassen von gleicher Lage des IIauptgipfels aber un- 
gleicher Variabilitat auffassen. 

Schliesslich m6gen hier noch die ,, Parabinomialkurven " Erwahnung 
finden, unsymmetrische Biriomialkurven, wo im Binom (p + q)", 

k t ,  die besonderu bei sexuellen Merkmalen oder durch die Sexualitit 
beeinflussten Organen (vergl. z. B. A m m o n  57) zum 'Oorschein koriimen 
(Zahl der Samen in der Hülse bei Indigofere australis etc.) und gleich- 
falls wichtige Aufschlüsse geben. 

Zur genaueren Bestimmung der Variationskurven, bezüglich 
Variationspolygone, wie iiberhaupt zur prazisen Festsfellung der 
Variationsverhiltnisse ermittelt man am praktischsten die Gausssche 
Kurve der wahrscheinlichen Abweichungen (E'ehlerverteilung) mittelst 
des Integrals 2 z? 

~ J - n d s  i n  n 

und der übrigen Gaussschen Fornieln z. B. nach der von Hagen 
(9) angegebenen Methode (69; vergl. auch S t i e d a  28, ferner 35). Eine 
andero Methodo zur Bestimmung der Variationspolygone hat F e  a r  s O n 
(47 Vol. 186 A etc.) angegebcn, ü b ~ r  die demnikhst Dr. 0. l l u n k e r  in 
einer besonderen Arbeit berichten wird. 

Die theoretische Bariationskurve lasst sieh nach den ersten Methoden 
berechnen und darstellen a u s  zwei  G r o s s e n  w u n d  31, wo JI das 
arithmetische Mittel aus den Einzelbeobachtungen, u: die wahrschein- 
liche Abweichung darstellt. 

Es w = 0,845332 m oder = 0,674486q, 

wo m die mittlere Alweichung und y die Wurzel aus dem mittleren 
Fehlerquadrat bezeichnet. Letztere, die zur Berechnung von w den 
genauesten MTert liefert, ist gleich der Quadratwurzel aus der durch die 
Zahl der Beobachtungen geteilten Summe der Quadrate der Abweich- 
ungen der Einzelbeobachtungen vom Mittel JI, 

Die Grossen w und 171 geben daher über den ganeen Verlauf der 
Variation Auskunft, wenn es sich um eine normale eingipfelige 
Variationskurve handelt, und m a r  geniigt d a n n  s c h o  n e ine ver- 
h i i l t n i s m a s s i ç  g e r i n g e  Z a h l  v o n  B e o b a c h t u n g e n .  Aus einer 
solchen liisst sich auch schon ermit teh,  ob die Variation die Gauss- 
sche Kurve liefert und Iisst ,sich, a e n n  dies der Fall, der ganze Verlauf 
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der Variation darstellen, wahrend zur R e s  t i m m u n g  desselben üuf em- 
pirischcm Weg pine grosse %ah1 von Beobachtungen notig ware. Weiter 
dient, wenn die Variationskurve kpine normale monomorphe Rinomial- 
kurve darstellt, die aus w und 1Cf abgeleitete Wahrscheinlichkeitskurve 
als Kriterium, ob die untersuchte Variation eine Hyperbinomialkurve, 
eine Livische Kurve, Parabinoniialkurve, oder eine polymorphe Kurve 
ergiebt. A l l e  d i e s e  K u r v e n  l a s s e n  s i c h  a u s  den  n o r m a l e n  
W a h r s c h e i n l i c h k e i t s k u r v e n  a b l e i t e n  oder darauf zurückführen. 
In einzelnen Fallen ist auch eine analytische Reduktion auf die mono- 
niorphen Kurven gelungen, so bei den Hyper- und Parabinomialkurven, 
in  a n d e r e n  F a l l e n  f e h l t  e s  a b e r  n o c h  a n  e i n e r  h a n d l i c h e n  
a n a l y t i s c h e n  R e d u k t i o n  u n d  h i e r  i s t  es, wo d i e  F a c h m a t h e -  
m a t i k e r  d e r  V a r i a t i o n s s t a t i s t i k  h i l f r e i c h e  Hai id  r e i c h e n  
müssen, so bei den gerade bei pfianzlicher Variation so hüufigen poly- 
morphen Kurven, von denen wir ausgingen. P e a r  s o n beschiiftigte 
sich bishcr nur mit einem kleinen Bruchteil dicses Problems. 

Bei den hyperbinomialen Kurven habe ich gezeigt (69, S 14 flg.), 
wie sie sich auf die normalen Kurven zurückführen lassen Werden 
nl in bestimmter Weise variierende Individuen mit n, in einem anderen 
MaBe aber um dasselbe Mittel variierenden zusammengeziihlt, so ist 
für die erstren 

für die zweiten ~ d , ~  
qg2: -, 

n 2  

und, da E d l Z  + Z d Z 2  = Z d 2 ,  für die Cesamtkurve 

mithin 
= V w1 %, + ~ ~ ' 9 % ~  

12i + n2 
Nehmen, mie dies V e r s c h a f f e l t  voraiissetzt, n, = Ic Individuen 

an der fluktuierenden Einzelvariation n i c h t  teil, so wird 

und 

und es lüsst sich lz, und n., erniitteln. So ergab die Hyperbinomial- 
kurve von Chrysanthemum segctum (Zahl der Randstrahlen) um Brote- 
rode in Thüringen, dass daselbst 58°,'0 der Individuen variieren, 
42jL an der Variation nicht teilnehmen; die theoretische Kurve stimnit 
unter dieser Voraussctzung mit der Reobachtungskiirve iiberein. Ahn- 
lichc Ü b e r e i n ~ t i m m u n ~  habe ich beziiglich der theoretischen und em- 
pirischen Kurve für Belli0 perennis (Variation der Hüllblatt,er) gefunden. 
Bezüglich der analytischen Darstellung der unsymmetrischcn Para- 
binomialkurven (44, 57, 59), bei denen die Entfernungen je zmeier 
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Die Bewegung eines starren Korpers. 

(Eine Cbung  i n  d e r  A4usdehnungslehre.) 

Von 

Ich benutze in der folgenden Arbeit die Punktrechnung, wie sie 
von G r a s s m a n n  besonders in  der Ausdehnungslehre -von 1862 (Grass-  
manns  Werke ersten Bandes zweiter Teil) gelehrt worden kt.* Von 
der regressiven Multiplikation mache ich jedoch keinen Gebrauch, weil 
ich vom padagogischen Standpunkt aus ihre Einführung für nicht 
vorteiihaft halte. Ob man ohne diesc Produkthildung auskommt, milss 
die Erfahriing lehren. In der Mechanik ist  dies bekanntlich dcr E'all; 
bci kinematischen Betrachtungen, wie in der vorliegenden Abhandlung, 
empfiehlt sich die Benutzung eines speziellen regressiven Produkts, 
das man aber auch ganz unabhangig einführen kann, wie es P e a n o  in 
in der unten zuletzt genannten Arbeit gethan hat. 

Die Erganzung eines Vektors oder des Produkts von zwei Vektoren, 
eines Bivektors, die durch einen Strich 1 bezeichnet wird, kann man 
so wenig entbehren, wie die Senkrechte in der Geometrie. (Dagegen 
braucht man die Erganzung eines Produkts von Punkten nicht.) Ich 
verstehe dabei unter der Ergiinzung des Vektors a, bezeichnet mit a, 
den Bivektor bc, dessen Faktoren auf a senkrecht, und so beschaffen 
sind, dass die MaBzahl der Pliiche des aus b und c gebildeten Parallelo- 
grammes gleich der MaBzahl d e r  Lange von a ist. Dabei sol1 der 
Sinn so sein, dass von a aus gesehen, eine Drehung rechts herum 
durch einen Winkel < 180° den Vektor b in die Richtung von c bringt. 

* Kurze Darstellungen nach origineller Methode Gnden sich in  P e a n o :  
Calcolo geometrico secondo 1'Auudehnungslehre di  H. Grassmann. Torino 1888. 
Deutsch unter dem Titel: Die Grundziige des geumetrischen Kalkiils. Deutsche 
Ausgabe von S c h e p p .  Leipzig 1891. C a r v a l l o :  La  méthode de Grassmann. 
Nouv. Annales 31"s Série, Bd. 11 (1892) Seite 8. P e a n o :  Saggio di calcolo geo- 
mctrico. Accad. d. Scienze di Torino 1896/96. 
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Untcr der Erganzung des Bivektors de, bezeichnet durch de, sei derVektorf 
vrrstanden, fiir den 1 f = de ist. Dann gilt fiir die Ergiinzungen das 
Distributionsgesetz, es ist a b = O ) a ,  ( 1  ab) 1 c = abc  also gleich einer 
Zahl, namlich dem Inhalt des von den drei Vektoren uhc gebildeten 
Parallelepipeds, und 

l ( c l a h ) =  (c:h)n, ( n I c ) b ,  

(ab) c d = ( a I c ) ( b j d ) - ( a d ) ( b c ) = c d ! a b ,  

welche beiden Formeln mit den Nrn. 180 und 176 der zwciten Aus- 
dehiiurigslehre im Wesen übereinstimmen (Gr a s s m  an  n t; Werke 1. Bd. 
2. Teil Seite 136). 

Die von P e a n o  eingefiihrte Operation w bezieht sich aiif Formen 
zweiten und dritten Grades. Eine Form I<' zmeiten Grades kann man 
stets schreiben F =  P a + O c ,  

wo P eiil beliebiger Punkt,  a ,  6, c Vektoren sind. Dabei ist der Vektor 
a von der Wahl von P nicht abhangig ( G r a s s m a n n ,  a. a. O. Nr. 347 
Seite 222). Dieser Vektor sei mit w P  bezeiehnet. 1st a = O, also F 
einem Bivektor gleich, so ist wF= O zu setzen. 

Eine Form F dritten Grades Ksst sich entweder als ein Produkt 
von drei Vektoren F -  abc, oder als das Produkt eines Punktes in 
einen Bivektor F = P a b  darstellen (Carva l lo  Seite 26 Nr. 21). Im 
ersten Fa11 werde unter w F  Sul l ,  im zweiten Falle, wo der Bivelitor 
a b  von der Wahl des Punktes P nicht abhingt, unter w F  eben dieser 
Bivektor verstanden. 

Die Operation w ist in  beiden Fiilleri distributiv. 
Urn Klammern zu spareu, habe ich mit C a r v a l l o  und Peano 

die Klammern um ein Produkt von Punkten weggelassen, die Grass- 
m a n n  angewendet hatte, um dieses Produkt von anderen zu unter- 
scheiden. Die Wirkiing von ' und o sol1 sich stets bis m m  niichsten 
Operationszeichen erstrecken, sodass also z.B. w (ab) kurz o ab ,  o Z(b - c) 
für w [a (b - c)], 1 (a - b) (c - d) für 1 [(a - b) (c - d)] geschrieben ist, 
wenn kein Missverstandnis eintreten kann. 

6 2. 
Seien A i l ,  AlBl zwei Paare von Punkten von solcher Lage, dass 

dit: Entfernung der AZ gleich ist. Dics driickt sieh durch die 
Gleichung (A,- BJ2 = ( A  - B)Z 
aus, oder durch die 

( R , A , - n - 1 -  A ) I ( I I - A , +  B-A) =o.  
Bezeichnet man die Mitten der Linien AA, und BB,, also die 

Punkte ---, A t  Ai  ---- Bt B. mit '2i bezw. B, so schreibt sich diese 2 2 
Gleichung: 

1) [BI-B-(Al-A)] l (B-%)=o.  
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Wir nehmeii zuerst an, es sei B - SI nicht - O. Dann kann 
Irian diese Gleichung ersetzen durch: 

2) 1 B ( A , A ) = I ( ~ -  B)a, 
wo a ein Vektor ist, der nicht volistiinàig bestimmt kt. E s  ware aii- 
genehm, wenn nian in dieser Gleichung die Buchstaben A und U so- 
zusagen trennen konnte. Dies geht aber nicht unmitlelbar, weil man 
rechts (% - %)a niüht iri B a  - 1 Sla zerlegeri darf, da - wenigsteris 
für uns hier - eine Porm wie 1 %a keinen Sinn hat. Mit Benutzung 
eines willkiirlichcn Punktes Y aber kltnn man 

(a - B)a = w P ( 2  - B)a = w ( 2  - B)Pa 

schreiben und die vorletzte Gleichung dann in 

B I - B - l w B P a = A 1 - A - i a S r P a  

zerlegen, in der die Buchstaben getrennt sind. Setzt man den Vektor, 
der beiden Seiten gleich ist, - b, so hat man also: 

A , - A - I w % P a +  b = / ( w % P a + I b ) ,  

B I - B = / w B P a +  b = ( o % P a + I h ) ,  

oder, da w(% l i )  5 w ( B  1 b) = 1 b ,  wenn man 

Uiese Formdn geltcn auch dann noch, wenn A, - d - 3, - B 
ist. Dann wird namlich: 

a = o ,  r = b ,  I w m = I w m = b ,  

also A, - A = Il, - B = 6 ,  wie es sein muss. 

9 3. 
Um die geometrische Bedeutung dieser Formeln zu erkennen, 

wollen wir zuerst annehmen, ein Punkt Y stehe mit einem andern Pi 
in der Beziehung: 

4) 
1 P 1 - P = - ' w P Q R ,  
2 ' 

wo Q, R gegebene Punkte sind. Schreibt man 

P Q R  = P ( Q  - P ) ( R  - P), 
SU sieht man, dass o PQB - (Q - P)(R - P )  ist, also gleich einem 
Bivektor, dessen E'aktoren in der Ebene P Q R  liegen, und dass dem- 
nach [ w P & R  ein Vektor ist, der auf der Ebene PQR senkrecht steht. 
Die Lange dieses Vektors ist gleich dem Flicheninhalt des Parallelo- 
grammes, dessen Seiten Y& und PR sind oder gleich dem doppelten 
hhal t  des Dreiecks PQR. Was seine Richtung angeht, so ist von 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



246 Die Bewegung eines starren Korpers. 

ihm aus gesehen R - P rechts von Q - Y gelegen, d. h. wenn man sich 
in  P  auf die Ebene PQR scnkrecht stellt, sodass man, um von der 
Richtung Y Q  in die Richtung PB zu sehen, eine Drehung rechts- 
herum durch einen Winkel < 180° machen muss, so geht die Richtung 
des Vektors von den Füssen nach dem Kopfe. Statt  dessen kann man 
auch sagen, wenn man in  QR steht, mit den Füssen in R,  dem Kopfe 
in Q und nach P sieht, so geht die Richtung des Vektors nach 
links hin. 

Falit man PS senkrccht auf QR, so ist die Grosse von PP, 
1 - -  gleich YS. (SR. Bestimmt man daher einen spitzen Winkel 9 sus der 

Gleichung t g  = Q- so ksnn man sagen, die Ebene Pl QR bildet mit 

der P Q R  den Winkel und zwar von QR aus gesehen mit einer 

Drehung nach links hin. 
Nehmen wir zweitens an, die beiden Punkte PPl standen unter 

sich und mit  ihrem Mittelpunkte in dem durch die Gleichung 

5) Pl- P = / w p Q R  

gegebenen Zusammenhang. Da p -y, 80 wird 

so dass 

wird. 

Pl- r = 2(P,- y)  = 2(q3- P),  
1 

Pl-!@= ,1 w P Q R ,  

E s  liegen also PPP, in  einer geraden, in p auf der Ebene P Q R  
senkrecht stehenden Linie, die Ebene Pl QR macht mit der Ebene R 
nach links, die P Q R  nach rechts hin den Winkel ;. Vou irgecd 

einem Punkte T auf QR haben dabei P und Pl denselben Abstand. 
Denn man kann QR = U T  setzen, wenn man den Punkt U auf Q R  
passend bestimmt, und d a m  die Gleichung 5): 

P l - T +  T - P = ] w P U T  
schreiben. Aus ihr  folgt: 

(Pi- ql (Pl- T) + (PI- T ) l ( T - p )  = (Pl- T)mpuT 
(T - P)j(Pl- T )  + (Y' - P )  (T- P)= (Y' - P)o'$UT 

und durch Subtraktion: 

(Pl- T)"(P-  T)"(Pl+ P -  2T)wq3UT 
= Z(S4.3 - T )  rnp UT. 

E s  ist aber w !@ UT = (U - p) (T - p) und folglich die rechte 
- - 

Seite gleich Null, also Pl T = PT. 
E s  geht daher Pl aus P hervor durch eine Drehung um die 

Axe QR durch den Winkel y und zwar durch eine Drehung, die von 
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QR aus gesehen nach links hin erfolgt. Die Grosse und der Sinn der 
Drehung, und die Axe, sind durch den Linienteil QR vollstandig be- 
stimmt. 

0 4. 
Man kann die Form zweiten Grades r durch &nderung des Punktes 

P abiindern. Denn man kann 

r =  & a + ( P - & ) a + b  
sühreiben. Hier ist (P - &)a + 1 b ein Bivektor, den man - / b' setzen 
kann. Man erhiilt f ü r  r eine ausgezeichnete Form,. wenn b' mit a parallel, 
also : 

6) ( P -  Q ) a + O = A . I a  
wird, unter A eine Zahl verstanden.* 

Die Multiplikation mit a liefert a  / b  = Aa 1 a ,  und dann 

Der erste Faktor links muss also ein mit a  paralleler Vektor sein, 
den man = y a  setzen kann, wenn man unter ,u eine Zahl versteht. 
Somit ergiebt sich l ba Q=P+---pa.  

a l a  

Durch Einsetzen in  Gleichung 6) sieht man, dass p ganz beliebig 
bleibt, dass also Q auf einer bestimmten mit a  parallelen Liriie will- 
kürlich gewahlt werden kann. Man hat endlich 

als die Normalform von r. Die Formel 3) ergiebt dann 
A, - A = 1 w % Q a  + Aa. 

1st nun Q eine beliebige Zahl und setzt man 

A,- (A.  - g)a - A',, 

A + @ a  = A', 
so sind A' und A', zwei Punkte, von denen der erste aus A durch eine 
Verschiebung @ a  parallel a hervorgeht, wahrend man den zweiten um 
(A. - p)a  verschieben muss, um A, zu erhalten. Damit wird: 

a= A'+ A', 
2 + f  (" - 2 e h  

8 Q a  = 
A'+ A', 

2 Q a ,  

* Die folgende Reduktion ist mit der Aufsuchung der Centralaxe eines 
Systems von Kriiften identisch, das auch durch eine Form zweiten Grades dar- 
gestellt werden kann. 
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Die letzte Formel zeigt, dass A', aus A' durch eine Drehung um 
die durch Q gehende mit a parallele Axe, die mit (&, a) bezeichnet 
sei, hervorgeht. A, entsteht somit aus A durch Verschiebung parallel 
a und eine Drehung um eine zu a parallele Axe. 

Die Form zweiten Grades r stellt daher eine Schraubenbewepng 
dar oder sie reprasentiert einen W i n  d e r  iwrench)." 

Wiire nun r' ein zweiter Winder, der ebenfalls, wie r, die Punkte 
AB in A,B, überführte, so ruüsste 

7) ~ % r =  ~8i-1, W B T -  
sein. 1st aber für eine Form zweiten Grades T 

W%T= O, 
so sei T:%d+ef, 
wo def Vektoren. D a m  verlangt die Gleichung, dass 

wSlef  = ef = 0, 
also T= SId sei, odcr, wenn man den Punkt il + d = R setzt, dass 
TL SIR sei. 

Die Gleichungen 7) sind also erfüllt, wenn 
r l -  r=  a n =  %S. 

Diese Beziehung zwischen vier Punkten % B R S  sagt aber aus, 
dass sie auf einer geraden Linie liegen, und dass die beiden Vektoren 
R - Sr und S - 23 gleich sind. Setzt man also 

I I =  8-1-e(B-SI) ,  

s = 9 I  + 6(B - SI), 
so folgt p = o - 1, rr- r = @ a % ,  

wo Q eine beliebige Zahl ist. Jeder Winder von der Form 

fiihrt also A B  in A,Bl über, so dass es ein ganzes Rüschel von 
Windern giebt, die dieses leist,en. 

Soll unter diesen Windern einer sein, der eine reine Drehung ist, 
so muss man C, so bcstimmen konnen, dass rf= r + ~ 8 %  gleich einem 
Linienteil kt.** 

D a m  ist aber T ' T l =  O-rr+ 2p(TSIB): 
r r  

Q = - z ( ~ ~ ' ~ 3 ) '  

Gesetzt p sei so bestimmt. Wenn man d a m ,  mit Hilfe eineii 
Punktes P, r' in die Form bringt: 

* Grassml tnn  a. a. 0. S. 223.  Anmerkung. 
*" Ebenda Nr. 286. 
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r'= Paf+ b, 

no a' und b Vektoren sind, so fol, ut aus 

O = r'rf= 2 Z ( a f  b ) ,  
dass, wenn a'=:= O, b senkrecht zu a' ist. Dann kann man also 

6 = 1 arc 

setzen, wo c wieder ein Vektor, und es wird 

rr= Pa1+ arc  = (P- c)af, 

oder mit P - c = 0, af= R - 0, wo Q und R Punkte sind, rf= QR 
also in der That ein Linienteil. 1st aber a'= O, so wird rr= b und 
stellt eine reine Verschiebung dar. E s  giebt also eine Drehung, die 
A B  in A,Bl überführt, wenn a'- wrf- l= O ist. Xs wird aber 

~ r ' =  ~ r  + p w ~ ~  = ~r + ?(B - SI), 
daher, wenn w r'= O wiire, ~ r =  Q(Z- 8) 
wiire. Die Normalform von r ist aber 

sodass A, - A BI - B kt ,  also nur eine Verschiebung ntitig wird. 

8 6- 
Die Ableitung der Formel 2 )  aus der 1) ist nur dann berechtigt, 

wenn SI - 8 nicht gleicli Null ist. E'allen aber die beiden Punkte SC 
und '23 zusamzrien, so besti~nme man einen Einheitsvektor a ,  sodass 

( A l -  A ) i a =  (BI- L')la 

ist. 1st g der gemeinsame Mrert und setzt man 

so folgt a  a, = o 6, = O. Definiert man daher die Punkte A' und B' 
durch die Gleichungen 

Ar= A+ ga , Bf=B+ ga, 

so wird A,- A'= a, ,  BI - Br= 6, und diese Vektoren sind zu a senk- 
recht, wenn sie nicht Null sind. Ferner ist 

Die Linien A,Af und B,Br  werden also von der Linie (SI, a )  in 
ihren Mitten senkrecht getroffen, wenn sie nicht verschwinden. Man kann 

Zeitschriït f. Mathemütik u. Phgsik. 45. Jahrg. 1888. 4. n. 5. Hcft. 17 
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folglich A l j  in A,B, überführeii durch eine Sühiebung um ga alloin 
oder in Verbindung mit eincr Drchung durch 180° um die Axe (3, a,). 

Indem wir nun zur Betrachtnng von drei Punkten gehen, seieri 
A B C  und A, B, C, zwei kongruente Dreiecke. Die Mittelpunkte 

1 1 1 
( + 1 ,  , (R + 3 1 1 ,  , (C + Cl) 

der drei Linien BA,, Un,, CC, seien mit Sr, '8, 6 bezeichnet; und es 
werde zuerst angenommen, dass diese drei Punkte nicht in gcrader 
Linie liegen, also auch nicht zwei von ihnen zusammenfallen. Man 
karin dann die Betrachturigen des 9 2 auf die drei Paare von Punkten, 
AB, B C ,  CA anwenden und also drei Formen zweiten Grades AB r finden, 
sodass 

A,-  A = w % r ,  B I - U E l w B A ,  Cl- C = a Q B ,  

H , - H = l w ! B r ,  Cl - C = l o Q A ,  A,- A = l w % B  
ist. Dann muss auch 

ov41r(r- B) = O, ~ B ( A  - r) = O ,  ~ E ( B  - A) = O  

sein, also müssen nach dem 5 4 drei Punkte PQll existieren, die 

9) r - B  ='uP, A -  ~ = B E s & ,  B A = GR, 
ergeben und die somit die Gleichung 

10) a ~ + % q + ~ n - O  
erfüllen müssen. Multipliziert man mit 234, Q9.l und nXB, so folgt 

Z B Q P -  U B Q Q  = %%ER= O 

und dalier liegen, weil % B Q  nicht in einer Geraden liegen sollen, 
P Q  und R in der Ebene Z B Q .  Man kann somit 

Y = a% -1- pffB +yCS 

setzen, wo ap"  y Zahlen sind, die die Bedingung ol + /3 "+ Y = 1 er- 
füllen, und erhalt S I P =  BffSrB - 

~ h n l i c h  giebt es Zahlcn /3Pryryrf, fiir die folgt: 

B Q = / 3 8 6 -  yfSrB7 

Q R -  - y r f B Q .  

Die Gleichung 10) verlangt dann 
(0"- Y')%% + ( p  - y f r ) 8 Q  + ( f i '  ?)QU = O  

und aus dieser Gleichung folgen durch Multiplikation mit U, 8,  (S, 
die drei r r  r 

j3 - y - O, P - y"- O, Pr- y - O, 
die r - ~ = p ' ~ w - f i ~ ~ ~ ,  

A - T = / 3  B Q  -P"%iB, 

B - - A = p 1 6 %  - p  PLJ 
und weiter: 
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ergeben. Bezeichnet man endlich den genieinsamen Wert dieser drei 
Eorrnen zweiten Grades mit Z', so folgt: 

Es giebt also einen Winder, der das Dreieck ABC in das kon- 
p e n t e  A, BI Cl überführt. Babe es noch einen zweiten Winder Zr, 
der das Gleiche leistete, so müsste 

o % ( , p f - z ) =  m B ( E f -  2 ) -  W Q  ( Z r - 2 ) = 0 ,  

sein. E s  müssten also drei Punkte U V W  existieren, sodass 

z f - z = a u = B P = Q W  

wiire. Aus diesen Gleichungen folgt aber 

'U8C=O, SIQ77:O 

d. h. U ist notwendig mit 'U identisch und daher 

Es giebt also nur einen Winder, der den Gleichungen 11) genügt. 

5 8. 
Wenn die drei Punkte a, B, Q in gerader Linie liegen, setze man 

rvo a b c  Vcktoren sind. Dann müssen die Gleichungen bestehen 

( 9 - % ) ' ( b - a ) = O ,  

12) (G - 23) 1 (C  - b) .- O, 
(% - 6) 1 ( a  - C )  = O. 

Weil SI, 8, O. in  gerader Linie liegen, sind die drei Vektoren 
8 - a, Q - 23, % - E parallel. 1st y ein ihnen paralleler Einheits- 
vektor, so fol@ aus den drei letzten Gleichuqen 

13) a q = b q = ~ I q = ~ ,  
Wenn man daher 

1 a  - e 4  + ai, 
1 4 )  - 4P + 4 ,  

C - e z + c ,  
setzt, so wird 

n , q = b , q = c , p = O .  
17 * 
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Definiert man jetzt drei Punkte durch die Gleichungen: 

A'= d + 2,oq, B r =  B + 2 ~ q ,  C f =  C +  2,oq, 
so ergiebt sich: A, + A' 

-- - % + pq, A, - Ar= 2a,, 
2 .  

B , + B f  
-- 

a - 8 + pq, Bl - Bf= 2 4 ,  

Die Linien Al A', B, B', Cl Cr werden also von der Linie (%, p) 
in ihren Mitten senkrecht getroffen, wenn sie riicht alle gleich Null 
sind, und daher gehen A, B, Cl aus A'B'C' hervor durch Drehung um 
180° um die Axe (a, y), und die A,B,C, entstehen aus A B C  durcli 
eine Schiebung um 2 p q  und die eben bezeichnete Drehung. Sind die 
drei Vektoren alb,c, Null, so reicht die Schiebung aus. Man hat 
sorriit auch hier die Schrüubenbewegung. Aber in den Fornieln 11) 
des vorigen Paragrapheri ist diese nur als ein ürenzfall enthalten ent- 

sprechend der Anniiherung von an 90°. 

Auch wenn zwei der Purikte %BQ zusammenfallen, ist der obige 
Schluss noch moglich, weil dann zwei von deri Gleichungen 12) niçht 
illuaorisch werden und der Vektor q rioch bestimmt ist. 

1st aber SI - % = 6, so bestimme man q so, dass es senkreçht 
auf den Vektoren b a und c - a k t .  Weil d a m  

bestehen die Gleichungen 13) mit ihren weiteren Folgerungen. 
4 kann urilestirurut werden, weml die drei Vektoren abc koru- 

ylanar siild. Nirrimt mari in diesem Falle q serikrecht zur Ebene abc, 
so folgt g = O, wahrend alles übrige wie oben bleibt. 

Endlich konnte die E b m e  abc unbestimmt werden, indem a, b ,  c 
parallel werden. Bestimmt man dann q so, dass a p = O ist, so a i r d  
p - 0 und es gelten die früheren Resultate. 

ri 9. 
Nun werde zu den kongruenten Dreiecken A B C  und A,BICl noch 

ein vierter Punkt L) und einer Dl hinzugenommen, die so liegen, dass 

ist. Die IvIitte von DB,, d. h der Punkt a (B  + Dl) sei mit 9 be- 

zeichnet. Zuerst werde vorausgesetzt, dass von den vier Punkten YI2569 
keine drei in gerader Linie liegen Dann kann man die Betrachtungen 
des 5 7 auf jedes der vier Dreiecke ABC, A B D ,  A C D ,  BCD an- 
wenden und e rhd t  so die Gleichungen: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von J. L ~ B O I H .  253 

A,-A:jo%r, A , - A - / w % B ,  H l - B = o % A ,  

B I - B = l w B r ,  C l - C = m 6 B ,  C l - C - m Q A ,  

D, - n = D,- D - 1 w z ~ ,  D,- D - 1  w m ~ ,  
16) A , - A = w S [ Z ,  13,- B=I w B Z ,  Cl- C = w 6 Z ,  

a o  A, B, r, LT virr Formcn zweiten Grades sind. 
Die Vcrgleichung der beiden Werte von A, - A und BI - B giebt 

w ~ ( ~ - r ) = o ,  ~ B ( z - r ) = o ,  
wornus z-r:-~m 
folgt, wo v eine %ah1 ist. Ebenso ergiebt die Vergleichung von Bl - B 
und Cl - C 

2 - B =  116S1, 

und die von - C und A, - A: 

C - 
Damit wird 

11, - D = 

- - 

- - 

Da w E 8 6  = ( B  - D)(E - D) = BQ + G E  + 5923 ist, ~ U S B ,  

darnit die drei obigen Ausdrücke gleich sind, 

sein. Multipiiziert man mit D, so folgt: 

und die weitere Multiplikation mit a, 23 und (5 liefert: 

Diese Gleichungen koniien auf zwei Arten erfüllt werden. Ent-  
weder ist Sr230.133 =)= O. Dann ist Â = p = v = O und es tritt zu den 
Gleichungen 16) noch hinzu: 

16") U1-I1=(mDS)Z: 

Das Tetraeder A B  C D  wird somit durch den Winder Z in das 
A, B, Cl Dl übergeführt. 

Oder es ist S1BCS.D = 0 ,  und die vier Punkte SI, 23, &, D liegen 
in einer Ebene. Dann kann man die Zahl p so bestimmen, dass 
p % % G  den drei in 1 7 )  gleichgesetzten Produkten gleich wird, und 
erhalt dann: 

16**) D l - n =  ~ 1 % ) E + ~ l w 8 2 3 6 .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



254 Die Bewegung eines starren Korpers. 

g 10. 
Das Tetraeder A,Ul Cl Dl war so angenommen, dass die sechs Ent- 

fernungen der vier Ecken den entsprechenden Kantenlangen des Te- 
traeders A BCD gleich sind. Daher Sind die beiden Figuren entweder 
kongruent oder symmetrisch. Da in  den Gleichungen 16) und 18") 
die cberführung durüh eirien Winder Z ausgeführt wird, sind d a m  
die beiden Tetraeder kongruent; und daher müssen, wenn sie eym- 
metrisch sind, die Gleichungen 16) und 16**) gclten. Diese setzen 
aber voraus, dass die vier Punktc YIB(5.D in einer Kbenc licgen. 

W i r  haben also den Satz: W e n n  z w e i  T e t r a e d e r  symmetr isch 
g l e i c h  s i n d ,  l i e g e n  d i e  M i t t e n  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e n  ent-  
s p r e c h e n d e r  E c k e n  i n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  E b e n e ,  d ie  Mit te l -  
e b e n e  h e i s s e n  moge. 

Dass im ersten Falle die beiden Tetraeder kongruent sind, kann 
man zeigen, indem man die Gleichung: 

beweist. 
Setzen wir, :hnlich wie in 5 8, 

A,:%+u, A = % - a ,  

B , = B + b ,  B - 9 - b ,  
C l - &  + c ,  C = O . c ,  

D 1 = % + d ,  D - m - d ,  
so folgt: 

AlB,ClDl-ABCD=2[SI8Qd-%BDc+SICS.I;I)b-B6Ta] 
+ 2[Slbed - B a c d  + Gabd - TCabc]. 

Weil ein Produkt von vier Vektoren Nul1 ist, ist 

B a c d  = %ucd + (SC - B)uçd = ?lacd u. S. W. 

und daher die zweite Klarnmer 

= %@cd - a c d  + aOd - abc) 

- %(b - a )  (c - a )  ( d  - a). 

Sind nun uvwt  vier Vektoren, so ist 

( ut)(  ut)( u;t) = 0 ,  

weil die drei Faktoren Vektoren, die auf t senkrecht stehen, also kom- 
planar sind. 

Oder, um einen andern Ueweis zu geben, sei 1 l;t - cf, wt = u;' 

gesetzt, so ist: 
,ur wr 1 zc t = (u f  / ?A) (w' , t )  - (v' , t )  (tu' / u). 

Aber v' 1 t = tl v l=  t c t  ist = 0, und ebenso w'/ t ,  daher ist 
v f w 1 u t  = O  

und dies ist die zu beweisende Gleichung. 
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Es ist  aber 2(b-a) = GJ(B  - g ) Z .  
B k g t  man daher mit .Hilfe eines willkürliehen Punktes den 

Winder 2 in die Forni P e  + fg, wo efg Vektoren sind, so folgt: 

a ( %  - m p =  C(F3 - q, 
daher 1 

b -a=!I (9 l -%)eJ  

sodass nach der eben bewiescneii Formel: 

(b - a)(c - a ) ( d -  a )=O 

ist. Die erste Klammer iii Glcichung 18) kann man schreiben: 

%BQ(d - a)  - ZBD(c - a) + B E b ( b  - a)  

+ a [ % B Q  - ZBD + nXQD - B0.13>]. 
Der Koeffizient von a ist gleich (SI - B)(B - %)(a - D), daher 

der zweite Summand als Produkt von vier Vektoren, gleich Null. 
Der erste Summand wird aber gleich 

und, wenn man 893  Q = (B - a )  (Q - a) u. S. W. einführt, 

% - -[(Y3 - %)(CS - 8) I(a - 5D)e - (%- a ) ( %  - 9l) 1 (a - 6 ) e  2 + (G - n)(D - %) 1 (a - B)e]. 

Sind nun wieder uz'wt vier beliebige Vektoren, so hat man 

UV w t  = (u IW)(V It) - (26 lt)(v w ) >  

' ? Jw~ u t =  (2.' 1 u ) ( w ( ~ ) ( v   WU), 
W U  v t = ( w j  G ) ( U  / t ) -  (wl t ) (u  I V ) ,  

daher durch Addition: 
2 b v w t + v ~ ~ u t + ~ ~ 2 : t = 0 . *  

1 
Dieser Gleichung zufolge ist also der Koeffizient von gleich 

Null und demnach ABCD = AIBl Cl Dl. 

Yj 11. 
Man kann den Satz über die symmetrischcn Tetraeder auch noch 

auf aridere Art beweisen. W i r  denken uns von D aus eine Senkrechte 
auf die Ebene A B C  gefiillt, deren Fusspunkt in dieser Ebene der 
Punkt: 

* G r a s s m a n n  a. a. O .  Nr. 185. 
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A + p(u  - A) + Y ( C  - A) 
sei, wo f i  und y Zahlen sind. Da [ w  A B C  ein auf der Ebene ABC 
senkrechter Vektor ist, kann man 

19) D = A + p ( u - A ) + y ( C - A ) + Â . l  o A B C  
setzen. Für das kongruente Tetraeder ware dann 

n,=n,+ f i ( 7 { , - 4 )  + Y ( c , - A , ) +  ~ i w ~ , ~ , ~ , .  
Daher ist für das synirnetrische 

19") Dl-Al+p(B1-A,)+y(Cl-A,) -A)t iLL'Al~~,Cl  
also 

it 
20) D = % + P ( % - % ) + y ( G - % ) - 2 ! w ( A , B , C l - A B C ) .  

Mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen ist aber 

A , B I C , -  A B C =  2 [ % B c  + % S a  + Q n X b  + abc], 
also, weil w a b c  = 0 ist: 

w ( A , B I C , -  ABC) = 2w[%Fqc t B&a + Q S l b ]  
= 2[(% - %)c + (G - B ) a  + (% - 6 ) b ]  
= 2L%(b - c )  + B ( c  - a) + Q(a - b)] 
= %l(G-B)e+Bl(%-G)e+El(B-%)e. 

Um hiervon die Ergiinzung nehmen zu konnen, muss man die 
rechto Seite, die cinc ~umrnt :  von Hivektoren ist, auch als solche 
darstellen. Zu dem Zwecke formt man sie in 

um, mas, weil die mammer verschwindet, der ersten Surunie gleicli 
ist. Damit folgt: 
I w ( A , B , C ,  A B C ) = ] [ ( % - Q ) I ( S - B ) e ] + [ ( B - Q ) ( 8 - Q ) e ]  

= [(% - 6)  ;e](CS. - 8 ) - [ ( a  - Q )  / (Q - g)]e 
+ [ ( % - & ) e l ( % - % ) - [ ( a  G ) ! ( B - & ) l e  
- % [ ( % - 0 . ) 1 e l + B [ ( E - % ) ! e l  

+ %[(% - B )  1 el .  
Dieser Ausdruck stellt aber einen in der Ebene %BQ enthaltenen 

2. 
Vektor vor; addiert man dessen - -faches zu dem Punkt 

2 

der Ebene % B Q  nach Vorsçhrift von Gleichung 20), so entsteht in 5D 
wieder ein Punkt dieser Ebene. 

g 12. 
Wenn die heiden symmetrischen Tetrarder AHCD und A, RI C,U, 

gegeben sind, so ist der Winder E vollstiindig bestimmt, daher auch 
die Zahlen Â p v  und g in 17) und 16**). Nimmt man aber Z und 
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Q beliebig an und berechnet da1111 A, Bl Cl Dl aus den Gleichungen 16) 
und 16**), so wird das Dreieck A, BIGl zu ABC korigruent. Ferrier 
wird 

D,-D-(A,-A)- iw(%-SL)Z+ei  G J ~ I ~ G ,  

also ( D l -  A,j2- ( D  -A)' = 2(% - Sr )  ( ( D l -  D - Al+ A) 

= 2g(5Q - ?I)wSI23& 

Somit wird nur dann 
= S e ( %  - a ) ( % -  a ) ( &  - a ) .  

- - ml = BA und ebenso ml = UT, U ,  Cl = U C, 
venn entmeder Q = O oder die vier Punkte %%a59 in einer Ebene 
liegen. Nur dann erhLlt man folglich ein zu SrBQB kongruentes oder 
symmetrisches Tetraeder. 

Es ergiebt sich nun im le t~ te rem Falle: 
AIB,CID1+ ABCU - 2 [ g B G B  + abcd + F] 

wo 
F =  SrBcd-  S I6bd+ 9lDbc + + G a d -  235Quc+ G%ab. 

Weil aber abcd als Produkt von vier Vektoren, uiid SI8 BD ver- 
schwindet, ~ e i l  die vier Punkte in einer Ebene liegen, ist riur noch 
F zu berechnen. 

Dies iat gleiüh 

%B(c - a)(d - a)  - %G(b - a)(d - a)  + % D ( b  - a)(c - a )  

+ %%(ad - ac) - SIE(ad - ab) + %D(ac - ab) 

+ B&ud  - B D a c  + O.Bab. 

Die sechs letzten Summanden ergeben in anderer Zusammenfassung 

( % B  + 2323 + +%)ad + (23% + STD + 2B)ac  
+ (%O. + C D  + %?I)ab 

= (S I  - &)(a - E)ad + (23 - %)(SI - D)ac 

+ (a- D)(Q - %)ab = 0, 
xeil jeder Summand als Produkt von vier Vektoren für sich verschwindet. 

Wenn man die drei Vektoren SI - B ,  % - 6 und SI - % mit 
U ,  v, w bezeichnet, so wird der erste Teil von F gleich 

Der Inhalt der Klammer ist @Tl + T,, wo 

ist aber u i ve i wt = wt i (u / ue) 

= wt[v(u i e) - e(u :v)], 
daher 

T l = - u v e ( u v )  vue(v Iu) = O. 
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Indem man die niimliehe Umformung auf T, anwendet, findet man 

T, - e[vw(u 1 e) + wu(v  1 e) + uc(w e)]. 

Für  beliebige Vektoren uvw verschwindet die Klammer niclit. 
Hier aber sind diese drei Vektoren kornplanar, daher kann man 

w =  p u +  V U  

setzen, womit sich 
T, = ~ [ ~ I I Z L ( Z ~  1 e )  + vvu(v / e )  4- puv(u 1 F) + v~,tv(v e)] = O 

ergiebt. Hiermit ist gezeigt, dass 

21) A, B, Cl Il, = - A B C D  
ist fü r  jeden beliebigen Wert  von Q, wenn nur die vier Punkte a, $3, 
Q, 9 in einer Ebene liegen, dass also dann die Tetraeder symmetrisch 
sind. 

8 13. 

Wenn, wie angenommen, STBQ5D in einer Ebene liegen, kann 
man setzen 

22) r3, = a + ~ ( 2 3  - a) + v(0 .  - 9I); 

d a m  ergeberi die Gleichungen 16) und 16**): 

Dl -  D =  (l - p -  v)(Al -A)  -t-p(Bl-B) + v(Cl-  C) 

daher der Vektor 
+ 1 w %!BQ, 

( 1  p v ) A l  p l  vCl 
dem D - ( 1 - p - 1 i ) A -  p B - ~ C + ~ l w % B 6  

gleiçh ist. 1st er = z, so ergiebt die Gleichung 22): 

und dann folgt: 

1st p - O, so ist also D ein Punkt der Ebene ABC, Dl der bei 
korigruenter Transformation entsprechende Punkt der Ebene AIB,C, 
und die beiden Tetraeder ABCU,  A I B I C I D ,  sind darm beide Null. 

Die Gleichungen 23) ergeben den Satz: Die von deri Ecken D 
und Dl auf die Mit,telcbene geFillten Senkrcchten sind glcich lang und 
treflen die Ilrciccke A HC be&. Ail< Cl in cntsprcchenden Punkten. 

Wenn man in Formcl 20) den in $ 11 gefundenen Wert von 

im(A,B,C,-- ABC) 
eintriigt, fol$: 

D =  8 -+ p(% - Y I )  + y ( & -  8) 
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Die Vergleichung mit 22) ergiebt also: 

1 
p = @ - , ( Q - %  e), 

2. 
v =  y - - - (S[  - 8 e )  

2 
und damit nach 19) und 1 P ) :  

D = A + ( ~ + ; ( G - % e ) ) ( ~ - - A )  

+ ( . + f  ( a - a  e ) ) ( c - ~ )  

+ il / m n s c .  

Ein iihnlicher Ausdruck ergiebt sich für D,; er entstcht aus dcm 
Vorstehenden, indem man A, B, C durch A,, BI,  Cl,  und Â 1 o ABC 
durch - A. 1 w A, B, Cl ersetzt. Ahnliche Ausdrücke haben wir in  23) ;  
es sol1 nun nachgewiesen werden, dass beide übereinstimmen. Schreibt 
man den obigen Ausdruck: 

1 D - ( 1 - p - v ) A  + p u  +vC +X, 
24) 1 D l - ( l - p - v ) A l + p B 1 + v C l +  Y, 

so wird: 
X + Y = A  1 w ( A B C -  A I B , C l )  

+ il(6 - a l e ) ( %  - ?1) + A(% - 81 e)(G - 8) 
= Â [ I  m(ABC-  A, B I C I )  + (8- O.le)'%+ (&-a e)B 

+ (%- B l e ) Q ]  = O ,  
wie oben in 9 11 gezeigt wurde. 

Dagegen ist: 
1- Y = - A ( ( 5 . - % l e ) @ - a ) - A ( %  % I e ) ( c - a )  

+ A i w ( A B C  + A , B L C l )  
= ~ ~ ( A , R ~ c ~ + A u c ) - ~ ~ ( G - S [ ~ ~ ) ( ~ - ~ ) ~  

1 - - A ( % - B i e ) l ( % -  E)e. 
Weiter folgt: 

2 

A I B I C , +  ABC = 2 % 8 Q  + 2'%bc+ 2 B c a +  2 6 a b ,  

w(A ,BICl  + ABC) = 2 w 8 % 0 :  + 2(bc $ ca + a b )  

- 2m'UBG + 2 ( b  - a) (c  - a ) ,  
also 

X -  Y - ~ Â / ~ % B Q + ~  [ i ( % - % ) e .  ( 8 - & ) ) a ]  
- 

1 a. - - ( G - % ~ e ) ~ ( % - 8 ) e - 5 ( % - ! Z ~ e ) ~ ( % - - G ) e .  2 

Setzt man 
i l - % = t h ,  G - m = v ,  

1 
so ist die rechte Seite oben, soweit sie mit multipliziert ist, 
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Wenn man i n  w I v e = ( w e ) v - ( w 1 v ) e  

für w sctzt 1 ue ,  so folgt: 

u e  - / ve = - (vue)  e  = ( euv )  1 e. 
Anderseits folgt aus I(c / U V )  = zc(v i c) - ?!(u ~ c ) :  

- e [ e (  U V ) ]  = ( v i e )  ue - (u e) Ive. 

Die linke Seite ist aber = - e(euv)  + l U V .  (e 1 e). Daher ist: 

U = (euv)e - (euv)e  + (e le)  1 U V  = (e e) U V ,  

also A 
X -  Y-2A./w'U%B+T(eie) ; (B-SU)(E-%),  

oder a e i l  o'V%(S. = (23 - YI) (& - 'U) ist, 
A X -  Y = , ( 4 + s 2 ) ~ ' U B 6 ,  

wcnn man mit E die Lange von e bezeichnet. E s  wird also: 
I , 4 + € ?  , x-- y = -  

4 l  
wSlB(S.  

und die Vergleichung von 23) und 24) liefert 

l (4  t ~7 
p = - z - .  

Wenn bei zwei kongruenten Tetraedern die besagten Mitten in 
einer Ebene liegen, also 

D-Sr+p(B- 'U)+v(Q-2)  

ist, so ergeben die Gleichungen 16) und 1 6 3 :  

D 1 - D = A l - A + p ( B , - B - A l + A ) + ~ ( C l - C - A l + A )  
und beidc zusamnien 

D = A  + p ( U  - A )  + v(C - A ) ,  

Dl = Al + p ( B 1 -  A,) + v(C1- Al), 

die aussagen, dass A B C D  in einer Ebene liegen. 

Die Betrachtungen der 5s 3 und 4 zeigen, dass, wenn Z eine 
Form zweiten Grades ist, die Formel: 

25) 
1'1 t p Z' Pl- P =  w--- 

2 

eine kongruente Transformation des Raumes darstellt. Um einen 
Ausdruck von Pl durch P aus ihr abzuleiten, nehmen wir an, 2 
sei in die Normalform: Z =  I;a+A.le 

gcsetzt, wo e  ein Einheitsvektor parallel dem Velrtor a und 3. éine Zahl 
ist. Dann hat man, da 
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o der 
1 1 26) P l - U = P - U + A e - T 1 ( P - U ) a - - c ( P , - U ) a .  

Hieraus folgt : 
a  (Pl- U ) = u ( Y -  I / ' ) + A a I e  

.(pl- U)-a(P- 74-f {(P- U ) ( a a )  - a [ a I ( P U ) ] )  

1 
- (  ~ ) ( a a ) +  : a { [ a  (P- U ) + i ( a i e ) } .  

Setzt man die Lange des Vektors a gleich 2 tg;, so dass 

'P a = 2 t g . e  
ist, so wird: 2 

- s i n q  j (Y - C7)e 

fol& 
Setzt man in  dieser Gleichung tri. '9 = p und geht zu orthogonalen " 2 

Koordinaten über, so erhiilt man aus ihr die bekannten Eulerschen 
Pormeln der Transformation dieser Koordinaten. 

Wahrend die Formel 25) für <p = 180° ihre Giltigkeit verliert, ist  
dies bei 27) ~i ich t  der Fall. Sie liefert vielmehr 

also einen Punkt auf der Axe (77, e); und da 
A 

( P l - P ) I e = - 2 ( P - Q e + I . ( e I e ) + ( e 1 e ) [ e I P - U j - ~ i  

so ist die Projektion von Pl - P auf die Axe konstant, wie es bei 
einer Drehung um 180° sein muss. 
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I n  Formel 27) kann man schreibm: 

ri+ (P- 77)cosq + 2sin2:e(el p- I/) 

= P + 2sin2$ e [  e ( P -  U)].  
Also folgt: 

28) P , = P - 2 s i n 2 T l e ( w ~ ~ e ) - s i n c p I w U p e + A e ,  

oder, wenn man die Form zweiten Grades U e  mit TI bezeichnet, 
meil e - w Il k t ,  

P , = Y  + ~ S ~ I I ~ ~ ( ~ ~ . C D Y ~ )  + s i n q I w Y n + A m T I .  

Betrachtet man nun die allgemeinere Form: 

wo z ein Zahlenkoeffizient und Zr eine Form zweiten Grades ist, 
deren Normalforrn i j C T e + q I e  

R 
ist, wo 5 und rj Zahlen sind, von denen man 5 positiv annehtnen kann, 
ao wird P , ' = Y ~ - ( E e ( E o P l i e - + r l e ) + z ~ ( ~ w P U e + 1 7 ~ e )  

= P - t ~ 2 , e ( j w P D ' e ) + z & I w P U e + z q e .  

Die rechte Seite wird mit der von 28) identisch, wenn 

Man kann also den Winder 2 und die Zahl z so bestimmen, 
dass durch die Formel 29) dieselbe kongruente Transformation dar- 
gestellt ist wie durch die Formel 28). E s  folgt 

Es stellt also 29) eine Schraubenbewegung vor, wenn g" z2 = 2 ist. 

ES lie@ nihe, unter Z' einen beliebigen Winder verstanden, die 
durch 

30) pl- P+ ~ ~ ( W Z - W P Z ) + G I W P Z ,  

wo Q und G Zahlen sind, gegebene Raumtransformation zu bctrachten. 
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Ersetzen wir den Punkt P und den ihm entsprechendcn Pl 
ein anderes Paar von zugeordneten Punkten &QI, so fol$: 

Sei nun, wie oben angenommen, .?2 in  der Noruialform 

Z = 5 L ; e + ~ l e ,  
so wird 

w ( Q - P ) Z = E ( P -  Q)e ,  w E = 5 e ;  
dahcr 

& , - P l = & - P + E " g e [ ( P -  Q ) e l + ~ E l ( P - & ) e  

Die h l ~ l t i ~ l i k a t i o n  beider Ausdrücke liefert dann 

(QI- pl) I ( Q I  - Pd = (QI - Pl)' 
= (1-f")"Q- P)2+E2p(1-E2g)(P-Qle)2+ E"(1-E")(P-Q e)' 

+ & 4 ~ 2 ( P  - Q 1 e)' - se t2  [(P - Q)' - ( p  - Q 1 e)'l 
- - [ ( 1 -  E")" t2a2](Q - lJ)Y+ [ 2 E 2 g  - s z E 2  E4g2] (y- Q) 1 e)'. 

Setzt man 
l - E \ = l c o ~ ~ ,  S ~ = î . s i n s i ,  

s o  kann man dies 

( Q I -  Pl)s= ( Q -  Y)2.?.2 f ( 1  - À2)(Y - &) ( e y  

schreiben. Die Formel 30) stellt also nur,  wenn A = 1 ist, eine kon- 
gruente Transformation vor. Da aber 

ist, sn schreibt sich die letzto Gleichung: 

( Q  - P)' - ( Q  - P 1 e )2  ist das Quadrat der Projektion der Strecke PQ 
auf eine Ebene, die zum Vector e senkrecht ist. Daher sagt die 
Gleichung 32) aus, dass die zu e senkrechte Komponente von YI QI 
A mal so lang ist als die zu e senkrechte Komponente von P Q ,  wiihrend 
die Gleichung 31) zeigt, dass die zu e parallelen Komponenten dieser 
Strecken gleich sind. Man kami also sagen, dass die Gleichung 30) 
eine affine Iiaurritransforrrialion darstellt, bei der die zu e parallelen 
Dimensionen ungegndert bleiben, die zu e senkrechten aber auf ihr 
A-fachcs gedchnt werden, wiihrend zugleiçh eine Schraubung uni eine 
zu e parailele Axe stattfindet. 
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Im fj 9 hattcn wir angenommen, dass von den vicr Punkten 
%BQD keine drei in grrader Linie seien. 

Liegen aber die drei %BE in geradcr Linie, ohne dass zwei zu- 
sammenfallen, so müssen zu den drei Gleichungen 12) des 5 8 noch 
die drei 

( ' Z - % ) I d = ( % - % ) a ,  

hinzukommen, die aussagen, dass der Punkt Dl von den drei Punkten 
A, BI Cl so weit entfernt ist wie D von ABC. 

Nun sind zwei Palle moglich. Entweder liegt 9 ebenfalls auf der 
Linie STaCT. 1st p ein Einheitsvektor dieser Linie, so sagen die drei 
obigen Gleichungen aus 

nach der Bezeichnung von 13). Setzt man also 

so muss p dl 0 sein. Definiert man dann den Piinkt D' durch die 
Gleiçhung 

Dr= D +  2pq ,  

so mird = cE, + pp ein Punkt der Axe (a, p) und 
2 

Die Schiebung 2 g q  und cventudl die Drehung um 180° um die 
Axe (S r ,  q) ,  die nach 5 8 A B C  in A,BIC, iiberführcn, bringcn also 
hiernach auch D mit Il, zur Deckung. 

Liegen aber die vier Punkte '%BB% nicht in derselben Geraden, 
so sei (in Ü b e r e i n ~ t i m m u n ~  mit 3 9) angenommcn, dass STB5C auf 
einer Geraden liegen, die aber & nicht enthdt.  Dann gelten die beiden 
letzten Systeme 15) und das 16) und die Vergleichung der ver- 
schiedenen Ausdrücke des namlichen Vektors liefert die Beziehungen: 

die für A, - A, B, - B und Cl - C dann übereinstimmend dio 
Formeln 16), für Dl - D aber 

ergeben. 
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Da = sein muss, kann man beide = p%B 6 und 

setzen, wie es in  16** gefunden war. 
Die Betraclitungen der 55 12 und 13 gelten dann ungeandert, nur 

ist im letzten v - O zu setzen. 
I m  ersten der beiden Fiille, die in diesem Paragraphen behandelt 

wurden, sind die beiden Tetraeder ABCD und A, B, Cl Dl kongruent, 
da es eine Schraubung giebt, die das eine in  das andere überführt. 
Somit sind im zweiten Falle die Figuren symmetrisch. Daher kann 
man den Satz aussprcchcn: W e n n  v o n  d e n  v i e r  M i t t e l p u n k t e n  
der V e r b i n d u n g s l i n i c n  e n t s p r e c h e n d c r  E c k e n  v o n  e w e i  k o n -  
g r u e n t e n  T e t r a e d e r n  d r e i  i n  e i n e r  g e r a d e n  L i n i e  l i cgen ,  so 
l i eg t  d e r  v i e r t e  a u c h  i n  d i e s e r  L in ie .  Bei symmetrischen Te- 
haedern gilt ein solcher Satz nicht. Um ihn direkt zu beweisen, 
benutzen wir den Ansatz von 5 11, der 

ergiebt. Nach 5 1 3  ist aber 

Weil %BE in eirier Geraden liegen, ist w S1 23 0 = 0 und 
(b-a) (c -a) ,  ist nach Gleichungen 14): = (b, - a,)(c, - a,). 

Aber die Vektoren a,b,c, stehen auf dem Vektor p senkrecht, 
daher ist 1 (b, - a,)(c, - a,) ein mit p paralleler Vektor, den man 
= zp setzen kann. Damit folgt: 

was den Satz beweist. 

Die Bormeln des vorigen Paragraphen gelten auch dann noch, 
wenn der Punkt D mit Sr oder 23 zusammenfallt. Fallen aber von 
den vier Punkten drei in S1 zusammen und ist der vierte 5D, so sind 
die drei Gleiühungen irn Begiun des vorigen Paragraphen: 

(23 -- Sr) 1 (d - a)  = 0, 

(5s - 2 l )  (d - b) = 0, 
( I D  - S I )  / (d - c)  = o. 

Entweder ist S) = YI, oder es sind die drei Vektoren d - a, d - 6, 
d - c auf X? - senkrecht und daher komplanar. In diesem zweiten 
Falle giebt es also drei Zahlen apy ,  so dass 

Zeitschrift f .  Mathomatik n. Physik. 43. Jnhrg. 1898. 4. n. 5. Heft. 18 
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a ( d -  a) + p(d-  b) + ? ( d - c )  = O  

ist. TSt n + p + y =I= O, so folgt aus dieser G l e i c h u ~ i ~ :  

Diese beiden gleichen Vektoren seien m genannt. Bezeichnet i l m i  - - 
die beiden Punkte: ~ A t P B t y c  _it E, - -- 

. + P t 7  

so sind El und I;: enti.prechendc Punkte der beiden Kkicnen A, LllCl 
und ABC,  die bei kongruenter Transformation in e innnd~r  ijbergchen. 

Man hat dann 

Weil w ( d - a )  = n e j ( d - b ) = m i ( n ! - - c ) = O  

sein muss, muss auch 

n z \ ( b - a ) = O ,  m. l (c-a)=O 

sein, so dass ,m 1 1  p wird. Setzt nian meiter: 

Der Punkt - ist also suf der Axe (21, q)  gelegen, die in 
2 

ihm von der Linie D'D,, wenn sie nicht Null ist, senkrecht getroffen 
wird, und die in $ 8 geschilderte Bewegung fiibrt das Tetraeder 
A B  CD in A, BI Cl Dl über, so dass der oben behandelte Fa11 der der 
Kongruen~ ist. Fiillt dalier 5S) mit Sr zusammen, so müsseii die beideu 
Tetraeder symmetrisch sein. Dies crgiebt sich auch ltus der Hetraçli- 
tung der Differenz Al BI Cl Dl - A B  CD des 5 10, die, weil hier 

S I B Q = S I % D = % Q D = ~ ~ ~ & D = O  
ist, sich auf 

2%(bcd - acd + abd - dbc) 
reduziert. Weil  aber 

ist, folgt: 
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a u b e  ' Pabc bcd = - - ,  acd  = -- 
a t P i - r  a i - ~ + ~ '  

y a b c  a b d  = -- - 
u t P t  r 

und damit ergiobt sich: 
A,BICIB,- ABCD=O. 

1st u. + /3 + y - O ,  so ist  an + PZ, + yc = 0, daher die drei Vektoren 
a b c  komplanar. Der Velitor p ist dann auf der Ebene dieser drei 
Vektoren senkrecht. Aus dcn Glcichungen 33) folgen 

( D - % ) ' ( b - a ) = O ,  ( 9 - Z ) l ( c - a ) - O ,  
dir ecigen, dass 53 - eu g pnrallel ist. Dann liefern die Gleicli- 
uiigen 33): y d = y a = q I b = = q I c = O .  

Somit reiülit eine Drehung uiu 180' ut11 die Axe (%, q) aus, um 
A U C L )  in Al  Irl CID, iibereuführen. 

§ 18. 
Die Satze der $5 10, 16, 17 über die Mittcn der Strccken, welche 

entqrechende Ecken von zwei kongruenten oder symmetrischen Tetra- 
edern verbinden, ergeben sich auch aus bekannten Eigenschaften der 
orthogonalen Transfbrmationen mit reellen Xoeffizienten, denn jede 
syiurnetrische oder koilgruente Raumtransformation ist ja orthogonal. 

Sind xi = A + a,, x + al, y + a,,z 

34) II~ = B +  a,,x+ a2,y+ a,,z 
a, = C + a,,x + y + 

die Transfurn~:ttiorisfornielr~ und E, q ,  S die Koordi~iaten der Mitte 
der Strecke, die don Punkt cxyx) mit seinem cntsprechenden (z,fy,a,) 
verbindet~ ist: 2~ = A + (uI1 + i ) x  4- n,,y + o,:,z i 277= B + a2,x+ ( a , , + l ) x  + a , , ~  

2c = C + thgl% + a3-,2( -1- - 1  1 ) ~ .  
Die Determinante: 

je nachdem die Transformation kongruent oder symmetrisch k t .  
Die Gleichung cp(s) = O kann s = + 1 oder s = - 1, neben kom- 

plexen Werten, zu Wurzeln haben. 1st s : + 1 eine pfache, s = - 1 
eine v fache Wurzel, so ist: 

a11 - s al, ais 

a21 - S "23 

a31 '3 2 a33 - S 

= v (4 

ist die sogcnanntc c h a r a k t a r i s  t i s c h e  Funktion der Substitution 34) 
und es ist bekanntlich: ~ ( 0 )  = E - *1, 
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p + v = l  oder 3 
(- 1)" - e 

und für eine mfache Wurzel verschwinden in der Determinante ~ ( s )  
alle Unterdeterminanten (4 - m)ton Grades, wahrend die (3 - m)ten 
Grades nicht alle Null sind.* 

Daher sind folgende F d l e  moglich: 

~ = = + l ,  Y = O  oder 2 ,  

-1, 1 3. 
Es ist aber q(- 1) die Determinante der Gleichungen 35). 1st 

also v = 1, so verschwiiidet sie; zwischen den Grossen: 

2 5 - A ,  217-3,  2 f - C  

besteht eine lineare Gleichung oder die Mitten der betrachteten Strecken 
liegen bei symmetrischer Transformation auf einer Ebene. 

Bei v = 3 ist die Transformation ebenfalls symmetrisch, es ver- 
schwinden aber alle Determinanten ersten Grades für s - - 1, d. h. es 
is t al1 = uZ2 = aZ3 = - 1, 
alle andcreii ail, sind Null, daher folgt: 

2 k = A ,  2 q =  13, 2 f = C ,  

oder die Mitten fallen in denselben Punkt. 
Bei v = 2 handelt es sich um kongruente Transformationen, die 

Unterdetermiiianten zweiten Grades verschwinden für s = - 1, daher 
bestehen zwischen den Grossen 2E -- A,  27 - B, 2g - C zwei 
lineare Gleichungen, und jene Streckenmitten liegen auf einer Linie. 

B e i  k o n g r u e n t e r  T r a n s f o r m a t i o n  f ü l l e n  a l s o  j ene  Mittel-  
p u n k t e  e n t w e d e r  d e n  g a n z e n  R a u m  a u s  o d e r  s i e  l i egen  auf 
e i n e r  Geraden ,  b e i  symrn,et r ischer  T r a n s f o r m a t i o n  l i egen  sie 
a u f  e i n e r  E b e n e  o d e r  s i e  f a l l e n  i n  e i n e n  P u n k t  zusammen.  

Diese SLtze ergeben sich auch ohne Schwierigkeit aus den ail, 
gerneinen Siitzen über die ~ b e r f ü l i r u n ~  eines riiumlichen Systems in 
ein ihm gleiches, die H. W i e n e r  gegeben hat (Bericllte d. math.-phys. 
Klasse d. kgl. Sachs. Gesellsüh. d. TVissensch., 1891, Suite 659). 

* S t i c ke l b  e r g  e r : Über reelle orthogonhle Transformationen. Deilagc ziiin 
Programm des Polytechnikurris, Ziirich 1877, 8eite Vii. 
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Sur les types les plus généraux d'équations représen- 

tables par trois systèmes de cercles ou de droites 
cotés. Application aux équations quadratiques. 

Par 

les équations de trois systèmes de cercles cotés respectivement au 
moyen des valeurs des paramètres a,, a, et a,, équations dans les- 
quelles f i ,  y,,  +; représentent des fonctions du paramètre ai(i = 1, 2, 3), 
a,,, a,, a, des constantes qui, en s'annulant, transforment le système de 
cercles correspondant en un système de $roites. 

Pour former l'équation en rr,, a, et 13, représentée par l'ensemble 
de ces trois systèmes cotés il faut éliminer x et y entre ces trois 
équations. Co~rinien~ons par éliminer z2 + y2 entre ces équations 
prises deux à deux. Cela nous donne 1 ;  j Y q  l a l + , I  

+ 'Pz a2 Y - "2 & = O, 

Si on additionne ces trois équations après les avoir multipliies 
respectivement une première fois par y,, 9,) 93, et une seconde par 
f i ,  L2, j3, on obtient les deux suivarites: 
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nous convenons de représenter par Bj, fip, D,!, ce que devient ce 
déterminant lorsqu' on y remplace les f,, les vil OU les qi par les 
a;, nous voyons que les équations précécleuclcs peuvent s'écrire: 

Portant les valeurs tirées de là dans I'équation a l )  on a 

= O, 
f i  'Pi a1 

f* 'Pz a, 

f3 973 a3 

d'où en additionnant en colonne 

x - 
a1 'Pl $1 

a, 'P, ** 
a, 9'3 $3 

f iDj=f i  
0 Y 1  $1 

%fi  9, @2 

O q3 G3 

"1 'Pi el 

a, 'PZ $3 

a3 97, 7b3 

0 Y1 $1 

= + 0 ~2 $ 2 7  

a3f1v3 

%f, ' P l  $1 

0 'Pz $2 

0 y3 +3 

+ 
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Par M. d ' 0 ü ~ ~ a s .  

Telle est donc, sous forme symétrique, l'équation en n,, a,, a, 
ka plus générale représentable par trois systèmes de cercles cotés 

u,), ~ 2 ) )  4. . 
S u p p o w i ~ q u e  deux de ces systbmes de cercles se réduiselit à, des 

sys t im~s de droites. Pour  cela, faisons a, = a, = O et  a, - 1 (puisque 
a, est diEéreilt de ze'ro). L'équation 1) devient alors: 

Si on pose d'une manière générale: 

2 

pis) ( , ~ G ~ + i ~ ~ + f ~ f ~  T $ l + ÿ I 3 f T  I G ~ : + + ~ I ~ I ~ I = O -  
2. Ex:tmirioils d m s  yuclv cas, les fonctions f i ,  cpi, qbi étant des 

polynomcs du 1" ou du  2mc degré, la dcrnière e'quation écrite pourra 
Ctre quadrakirlue, c'est :i dire du sccond degré par  rapport à l'ensemble 
des variables a,, a, e t  a,. Pour cela représcntons par 

d le  degr6 des polynonies q$ ( et  1 + f ,  
P , ), ,7 77 i f 9  l 7 

i ,  7, )> j l  f 3  e t  9, , 
7 7, >7  2, 7J'3 

On voit que les deux premiers termes seront du degré 2 A ,  les 
deux suivants du degré d + p + v et  le dernier du degré 2 p + n. 
Pour que l'équation soit quadratique il faudra donc que Yon nit 

2 A L 2 ,  A + p + v l 2 ,  2 p + z < 2 ,  

v e t  n ne pouvant d'ailleurs être nuls à, la  fois puis yu' alors a, dis- 
paraitrait da L'équation tloiinée. Ces conditions ne peuvent 6tre r6aljsr'cs 
que dans les trois hypothèses 

d = 1 ,  y = O ,  v =  1, n = 2 ,  

A = O ,  p = l ,  v = l ,  z = o ,  

A = 0 , ,  p = O ,  v = 2 ,  n = 2 ,  

q u i  donnent respectivement 
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Nous allons faire voir que les deux dernières hypothèses doivent 
être écartées. Prenant, en effet, les polynomes f , ,  y , ,  QI, f i ,  qz,  +, du 
premier degré (car s'ils se réduisaient à des constantes les variables 
a, ct  a, disparaitraient de l'équation) cherchons à faire en sorte que 
les polynomes 1 et 1 $f 1 se réduisent à des constantes. Si nous 
posons d'une manière ge'nérale: 

f ;  = miai + ni, rp; = p , ~ i  + q;, $J; = riai + Si ,  

nous voyons que la condition requise sera remplie si  l'on a 

3) m,r, -m,rl = O, 
4) î3ir2- P2r, = 0, 
5) m,s2 - m,s1 = 0, 

6) n1r2 - n2rl = O, 

7 PIS,- Y , T I F  O, 
8) y ,  va - p, si = 0. 

De 3) et 4) on tire 

Si dans 6) et 8) on remplace nz,, pz, 
portionnelles tirées de 9), on n 

10) n,r, - m,s, = O ,  

11) VI Y, - Pl S l  = 0. 
Les équations 5)  et 10) donnent alors 

?)LI - 5 = 5  - 

r ,  par les quantités pro- 

Ces deux dernières suites d'égalités donnent à leur tour 

~ e m p l a p n t  enfin dans cette dernikrc suite d'égalités m,, p , ,  r ,  e t  
pz,, ql ,  s, par les quantite's proportionnelles tirées respectivement de 9) 
et de 12), on -a  

Les trois doubles proportions 9), 13) et 14) constituent un systènie 
qui pourrait ktre substitué à celui que forment les équations de 
3) 2 8). 

Si nous supposons d'abord les divcrs coefficients n o n  nu ls ,  nous 
voyons que les égalités 9) et 12) établissent que les faisceaux a,) et 
a,) ont même point de convergence, les Bgalite's 13) e t  14) que ce 
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point est B l'infini. Quelles qiic soient les valeiirs attribuées à a, et 
à CL, les droites cotées correspondantes se couperaient en ce point 
situé à l'infini. L'emploi de l'abaque deviendrait illusoire. 

Pourrait on maintenant satisfaire au système formé par 9), 13) 
et 14) au moyen de valeurs nulles pour certains coefficients? Une 
première manière consisterait à supposer nuls les deux termes d'un 
des rapports entrant dans 9), par exemple ml = m, = O; mais alors, 
en vertu de 13) et 14) on devrait avoir aussi n, = n,= O et les 
systémes a,) et g) seraient encore paralltrles entre eux, hypothèse in- 
admissible, comme on vient de le voir. 

Une seconde manière con.sistcrait à annuler à, la fois les termes 
se correspondant dans une des doubles proportions, comme 

mais alors la variable correspondante a, disparaitrait de l'équation. 
Les deux hypothèses pour lesquelles A - O doivent donc être 

écartées, et il ne reste que la première ci-dessus que nous allons 
étudier en detail. 

3. La condition R = 1 entraine les égalités 3) e t  4) ci-dessus 
réunies en 9) d'où on tire encore 

15) m,p,  - m,p, = 0. 
La condition p = O entraine précisément cette égalité 15), plus 

1 6) ~ 1 2 2  - WP, = O, 

17) n,p, - m,q, = 0. 
Remplaçant dans 17) m, et p, par les quantités proportionnelles 

tirees de 9) on a 

18) n1Pl - na, 41 - 0. 
De 16) et 18) on tire 

19) - 
PZ2 m, - Y, = -, 

Pl QI 9 2  

e t  si on tire de là des quantités proportionnelles à n, et à y, pour 
les porter dans 17)  on a 

20) n,p, - m,q, = O. 
Les égalités 18) e t  20) peuvent être substituées à 16) et 17) 

pour fornier avec 9) l'ensemble des conditions exigées par l'hypothèse 
A = 1, p = O. Ces égalités expriment que les centres des faisceaux 
u,) et a,) sont rejetés à l'infini, mais ici dans des directions différentes. 

Supposons que l'on y satisfasse par des valeurs n o n  nul les .  On 
tirera alors de 19) l'égalité: 

%Pe- '%%- O 
qui jointe à 15), 16) et 17) montre que f q  1 devient i d e n t i q u e -  
ment nul ,  hypothèse inadmissible car alors la variable a, n'entrerait 
plus dans l'équation 2"'"). 

18* 
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On ne peut donc ici satisfaire aux égalit6 9), 18) et 20) qu'en 
prenant m , = m , = p , - p , =  0. 

Comme en outre, les coefficients r, et r, sont nécessaiment diffé- 
rents de zéro, puisque, s'il n'en était pas ainsi, a, et a, disparaitraient 
des équations a,) et a,), on pourra prendre r, - r, = 1. . 

E n  résumé, l ' é q u a t i o n  2'li8) s e r a  q u a d r a t i q u e  l o r s q u e  à cc, 
e t  à a, c o r r e s p o n d r o n t  l e s  s y s t è m e s  de  d r o i t e s  para l l è les  

e t  à a, l e  s y s t è m e  de cercles .  

a3I1 x2 + y2 + (m3 ag + n3) z + ( p g  a3 + q3) Y + t3 ay 2 +  r3 + s3 = 0. 
Remarquons que les .  centres de ces cercles, dont les coordonnées 

résultent des équations 
22 + nz,a,+ n, = 0,  

21/ + ~ 3 %  + Y 3 =  0 ,  
se trouvent sur la droite 

2p ,x -  29n3y + r b , y 3  m3g3= 0. 
L'enveloppe de ces cercles est la conique 

(m,x + pyy + r3)'- 4t3(x2 f y'+ 7b3x - 1 -  qyy  + s3) = 0, 
à laquelle ils sont bitangehts, ce qui montre que la droite précédente 
est un axe de cette conique. 

4. On peut se demander si inversement toute équation qua- 
dratique telle que 

est susceptible d'être ainsi représentée. 
Pour nous en rendre compte éliminons cc, et a, entre les équations 
a2) ,  et Q) et cherchons s'il est possible de déterminer pour les 

coefficients des deux premières des valeurs r é e l l e s  telles que l'équation 
quadratique en x et  y résultante représente un cercle. 

Si on tire a, et cl, des équations a,), et  a,), ci-dessus pour les 
porter dans l'équation Q), on obtient en égalant entre eux les coeffi- 
cients des termes en z2 et y V e  l'équations obtenue et annulant celui 
du terme en xy,  les équations: 

A,n,2+A,n,2+ 2B3n,n, = A , Y ~ ~ + A , ~ ~ ~ +  2Bgqlq2,  

A~%cli+ 4 % q 2 + B , ( % 4 2 + " % ~ 1 )  = 0. 
De la  seconde on tire 

A, TL, + B, ne 
92= - Y i a , s z , $ .  

Portant dans l a  précédente, on trouve, après réduction, 
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Le numérateur de cette fraction étant positif on voit que la 
réalité de q,  exige 

21) A, A, - 14' > 0. 

Comme on peut permuter entre eux les indices affect& aux trois 
variables, on voit que l a  condition de réalité peut s'exprimer ainsi: 
si, d a n s  l ' é q u a t i o n  Q), l e s  v a r i a b l e s  a , ,  a, et  a, s o n t  c o n -  
s i d é r é e s  c o m m e  l e s  c o o r d o n n é e s  c o u r a n t e s  d ' u n  p o i n t  d e  
l ' e space ,  i l  f a u t  q u e  l a  s e c t i o n  p a r  l ' u n  d e s  p l a n s  d e  co -  
o r d o n n é e s  d e  l a  q u a d r i q u e  d é f i n i e  p a r  c e t t e  é q u a t i o n  s o i t  
du g e n r e  e l l i p t i q u e .  

Supposant la condition remplie on a 

Le choix de n, e t  PL, est libre, à cette seulc rc'scrvn prks qu'on 
ne saurait prendre à la  fois n, - n, = O ,  parce q ~ '  alors p, et  g, étant 
nuls aussi, les deux faisceaux de droites a,) et aZ) seraient tout entiers 
rejet& à l'infini. 

Quant à s, e t  s,, qui  n'entrent pas dans les équations de con- 
dition, on peut les choisir arbitrairement. Nous prendrous s,= s, =O. 

Dès lors, n, e t  n, é t a n s  q u e l c o n q u e s  m a i s  n o n  n u l s  à l a  f o i s ,  
ql et q, ayant les valeurs 22) et 23), et  l'inégalité de condition 21) 
étant satisfaite, on pourra représenter l'équation Q )  au moyen d'un 
diagramme coté on abaque coristitué par  les systèmes de droites 

4 2  filx + Y,!/ + a, = O, 

UZ)Z n2x + gzy + a,= O, 
et le système de cercles 

1 (A,n12 + 4 n i 2 +  24nln,) (z" y') 

+ A , a g 2 + 2 C 3 a 3 + U  =o .  
Kous terminerons pa r  la remarque que voici: Puisque les cercles 

a,) ont leurs centres en ligne droite, on  doit pouvoir, en prenant cette 
droite connue axe des y, faire en sorte que l'équation de ces cercles 
ne contienne pas de terme en x. Or, il semble ne pas pouvoir en 
être ainsi dans l e  cas général, puisque nous venons de voir que n, et  
n, ne sauraient être nuls à la fois. Mais cette contradiction n'est 
qu'apparente. II ne faut pas oublier, en  effet, que nous avons pris 
s, = s, - O. En rétablissant pour l'un de ces coefficients une valeur 
quelconque on verrait que l'on peut en disposer de fayon à annuler le 
coefficient du terme en z. 
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5. Le calcul effectué au no 1 permet encore d'obtenir la forme des 
équations représentables au moyen de, trois points cotés pris respective- 
ment dans trois systbmes a,), a,), a,), et qui se trouvent simultané- 
ment sur un cercle de rayon R tracé sur un transparent mobile. 

Si, en effet, le point a,) est défini par les coordonnée 

z= f i ,  y = q i ,  
oii f i  et rpi désignent, comme précédemment, des fonctions de ai, on doit 
avoir, en désignant par 6 et 7 les coordonnées du centre mobile, les 
trois équations: 

(f i  - E)' f ( ~ i  - 7)' R2 (i = 1, 2, 3) 
OU f 2 + r 1 2 - 2 f , E - 2 q i ~ + f i 2 f q i 2 - R 2 - 0  ( i=1,2,3) .  

qu'on peut encore écrire, en posant 

f i2 + qa2- @ij 

et  employant la notation abrégée du no 1,  

Df2 + DyZ + 4Dy,(U - R2Dq) O. 
En particulier, si les points a,) et  a,) sont distribués sur Oz et 

les points a,) sur Oy, cette équation, toutes réductions faites, prend la 
forme simple 

~3~ [VI + fJ2- 4 - W  + ( ~ 3 ~  - f;fz)' = 0- 

Pour éliminer f et 7 entre ces trois équations, il suffit, après 
avoir posé d'une manière générale 

On peut meme supposer que le transparent porte une &rie de 
cercles concentriques donc le rayon Ii: soit fonction d'un quatrième 
paramètre ol,. La forme correspondmtc de l'équation représentée 
s'obtient en remplaqant R par f,. 

Enfin si R devient infini l'équation 24) se réduit à. 

[ f i s p i  II=O, 

a, b, c, 
a, b, c, 

a, b, c3 

et  on retombe sur la méthode des points alignés que nous avons sig- 
nalée ailleurs." 

= a i b , c i l ,  

* Xomogaphie, Paris 1891, çhap. IV. 

et en remarquant que 
1 a, f , 2 + ~ L 2 - R 2 , = I  1 ai f ; 2 + y z 2 7  

d'appliquer l'équation 1) du no 1, ce qui donne 
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Über die automorphe Transformation einer Summe 

von Quadraten mit Hilfe infinitesimaler Trans- 
formationen und hoherer komplexer Zahlen. 

Von 

Professor Bmz  
in Plauen i Y. 

5 3. 

Die automorphe Transformation einer Summe 
von vier Quadraten. 

Um die Sunlnie von vier Quadraten in sich selbst zu trans- 
formieren, ha t  man in den Gleichungen: 

die Koeffizienten a,k mit  Hilfe von sechs unabhiingigen Parametern 
so zu bestinirnen. dass 

i7 x, z - o7 1 , 2 , 3 .  
Die identiuche Transformation t r i t t  ein bei 

a , , - a , ,=~ ,=n , ,= l ,  a,,=O, , i > < x ;  

durch Variation der Gleichungen 1) mit  Berücksichtigung von 2) ,  bei 
welchen Snii = O, Sa;, + Saxi = O ,  x si 
wird, findet man: 

I as,= z ,SnO,+~ ,~aO,+x ,Sa , , ,  
- zOSa,,+z28a,,+cc,da,,, 

3) oz,== - z , S a , , - ~ , 8 a , ~ + x ~ S a , , ,  

Sx,=-soda,,-z1Qa,,-x,da2,. 
Zeitachrift f. Xathemîtik u. l'hysik. 43. Jahrg.  1898. 6. Heft. 1 Y 
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Setzen wir 
Sa,, = A,cît, ga,, = ;l,St, da,, = A,St, 

bal, = & 6 t ,  Sn,,= &St,  

6a,, = A, cît, 
wo die A sechs von einander unabhangige Parameter bedeuten, JO 

gehen die Glcichiingen 3) über in: 

I 6x0 = ( Aixl + A2x2 + A,z,) S t ,  

4) 
Sxl = (- A,z, + A4xe + A5x3) St) 

8x2 - (- A2xO - 14x1 + AGxJdt, 

SX, = - (A3x0 + A5x1 + A6z2) bt. 

Die Variation einer beliebigen Funktion f (x,, xi, x2, x3, t) er- 
giebt sich alsdann: 

Hieraus findet sich mit Berücksichtigung von 4) das Synlbol der 
allgemeinen infinitesimalen Transforniation cpf: 

oder nach den willkürliclien Parametern geordriet: 

Die allgemeine infinitesimale Transformation cp f  ist also aus de11 
folgenden sechs qeziellen Transformationen zusammengesetzt: 

Diese sechs infiiiitesimalen Transformationen bildcn eine secbs- 
gliedrige Gruppe, derin für beliebige i und x ist: 
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6 

(pi pr) ci x,q <px, 

insbesondere: 1 

( 9 1  <pz)  = ~ 4 i  ( 9 1  9 3 )  - 9 5 ,  (<PI 9 4 )  - - CPB 7 ( 9 1  ~ 5 )  = - y 3 7  (<pl 9 6 )  = 0, 
(<pz ~ 3 )  = TG i ('PZ ' ~ 4 )  = (PI 2 (<pz ~ 5 )  = 0, ( 9 2  ( ~ e )  = - ~ 3 ,  

( ( ~ 3  SF4) = 0, ( 9 9  975) = 9 1  7 (CP3 ( ~ 6 )  = SF2 ? 

( ' ~ 4 % )  = 9 6 ,  ( 9 4  <PA = - 'P5 ,  

( V 5  9 6 )  = v4. 

Durch sie wird eine sechsgliedrige Gruppe von endlichen Trans- 
formationen eraeugt, die nicht mit einander vertauscht werden konnen, 
da nicht alle (<p,<p,) = O sind. Lur Auffindiing dieser endlichen Trans- 
formationen benutzen wir wiederurn die drei verschiedenen Methoden, 
welche wir bereits bei der automorphen Transformation zweier oder 
dreier Quadrate in Anwendung gebracht haben. 

1. Setzen wir t = 1, so erhalten wir eine kanonische Form der 
endlichen Transformation: 

1 1 
xi' = x i  + <pz, -+ 1, 9'"' + q3xi + . . . 

Nun ist für i = O: 

(pzo = L,x, + A,x, + &x3, 

<p2xo = - (A l2  + A P 2  + A3')x0 - (A2 A4 + 4 L5)z1 + (ILl  A4- A3 A6)xZ 

+ ("1 j"5 -k ' 2  ' 6 )  ~ 3 ,  
q3x0 - - h2<px0+ f2<p'x,,, 

worin 
h2 = Al2 + As2  + A3' + A4' + A5' + A g B ,  f 2  - Al A, - A,  A5 + A3 A,, 

Setzt man nun: 

1 he h 4 - f 4  hfl-zh"f4 h S - 3 h 4 f 4 t f R  + - . . .  = 

2:  ---+,---- 4! 8!  I O !  P,  

so nird:  
19 * 
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worin (PX", <p2xo, rp'æ, die in IO) angegebene Bedeutung haben. Duch 
Einführung dieser Werte wird: 

Setzt man hierin: 

und nimmt an - was noch zu beweiseri ist - dass 

Setzt man hieriri f ü r  y%, cp"l, 9jrzL iihre Werte:  

6 - 2 ,  6 - - 2 8 "  
sei, so konirrit: 

q ~ l = - A i x ~  + fA.ix2 f A 6 z 3 ,  

v2xl  = - x O ( ' Z A 4 +  ' 3 ' 5 )  3 ; 1 ( ~ 1 Z  $_ LA.i'$ A5') 
- ~ 2 ( A i A z + ~ 5 ~ 6 )  +&A& 

y f x L =  
3 J so kommt: 

zl - XJ- ai i -  B ( A 2 A 4 +  2 3  A51 - Y A G ]  ~y 1ç1 CI + (7 - p( i i2+  A s 2 ) ]  
+x2[a:l4-P(A1?,2+À5Â6) + l,jgl 
+xS[a&,+ B ( - A I ~ , +  A 4 % )  

1%) 

uiid iiacli Einsetzung der Werte von a, y,  8: 

z: = [(CO - 8%) + (f ' - a2)  + (y2 - b2) + (h2 - c2)] x0 

+ 2 ( - - a m - f 6 s c g - b h ) x l  

+ 2 ( - b w - ~ f - ~ ? + a h ) z ,  

+ 2 ( - ~ w + b f - a . q - h 9 . ) 1 ~ : ~ .  

Ehenso erhiilt man 

x,'= x1 + 3-qx1 +pyzzl- Y<C'xl + azl 
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Es ist mir nicht gelungen die unendlichen Reihen für a, p ,  y, d' 
in geschlossene Ausdriicke umzusetzen. Dass a - - 2 0 ,  y - - 29.  
als neue überziihlige Parameter eingeführt werden, is t  jedenfalls ge- 
stattet." 

Dagegen ist  nicht bewiesen, dass = 2 und 6 = - 2 4 Q e s e t z t  
werden darf. Zu der ,4nnahme /3 = 2 wird man leicht geführt, wenn 
man den speziellen Fa11 f = O, also auch y = O, S = O in  Betracht 
zieht. Dann wird: 

h' h' hB sin h a = l - - +  - - - +  . . .  =- 
3! 5 !  7 !  h 

1 he h4 1 - c o s h  p ---- + + ...--. 
2 !  4! 6! h ' 

+2(- f o + g h -  b c a 3 ) x 3 .  
Endlich: 

xr3=x3 + + Pfp2x3-y(p'x3 + Jxy, 
' P X ~ = -  (4% +Asxi  + Anx3), 

v2x3 - ( A l A s +  A2A6)x0f ( 4 Â 3  + E'4î"6)x1-  ( 1 . 2 A 3  + A 4 î . 5 ) -  

- ( A s 2  + A 5 2  + AFi2)x3 
(pfx3 = A4xO- A2x1 + 

Dies giebt: 

h 
Durçh Einführung von wird hieraus: 

12,) ' 

h h 
2 s i n  cos - 

h 
2  sinz- 

O[ - 2 2 2  , p = -  . 
h, h ' 

( 2 3 '  = xO [- "13 + B (AI& + 2.2 A , )  - yA41 

+ x l [ - a A 5 + b ( - n i A 3  + ' 4 ' 6 ) + y A Z 1  

+ ~ 2 1 -  B(&',+ - y A , ]  

+ + S - f l ( A 3 2 +  A 5 2 +  

= 2 ( c w  + h a - a g f  b f ) x O + 2 ( - g w + f l i  a c b 4 ) x l  

+ 2 ( f w + g h + a @ - b c ) x 2  

\ 
+ [(d- a2) - (f 2- a2)  - (y2-6') + (h2 - c 4 ) ] ~ .  

* Siehe diese Zeitschrift Jahrgarig 41, S. 82  
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Wenn y = 0, 8 = O ist, so entsteht aus 11):  

und setzt: 1 1 1 
cos 2 h ,  :sin-h-a,  2 &sin-h-b ,  h 2 

a i 
"sin-h = f ,  
h 2 

so kommt 
x r o = x o [ l - 2 ( a 2 +  b2+ c2)] + 2x1(-am-bh + cg) 

+ 2x2(- bw + a l % - c f )  

+ 2 x , ( - c m - a g + b f ) l ,  
welche Glcichung auch ohne weiteres aus 14) abgeleitet werden kann, 
sobald man a = - 2 0 ,  0 = 2 darin substitniert. Aus 12,) entstcht 
die Gleichung 1 5 ) )  sobald dort 6 = O gesetzt wird. 

II. Bei Anwendung der zweiten Integrationsmethode hat man die 
Differentialgleichungen: 

dx,' 
- - 

dx,' - da,' 

a, x,'+ aP x2'+ l3 X ~ I  - xol+ A ~ x ~ ~ +  l5 x3' - - aP X~I- I . ~  xvl+ L~ 

- - -  d",'--= dl 
A s  xO1f La q'+ As a*' 

so zu integrieren, dass für t = O . . . x,,' = xO, xlr- x l ,  xzr = xa, x3' = x3 
merde. Man hat zu diesem Zwecke drei von t unabhingige Integrale auf- 
zustellen, welche zugleich Losungen der ~ar t i e l l en  Differentialgleichung : 

a f of ( ? w l ~ l ' +  L , X , ~ +  n , ~ , ' )  il + (- A , X ;  + 1 , ~ ~ '  + 41") 
0 

a f + (- 12~"'  - L4xl1 + A6 ~ 3 ' )  

8 f - (  A y x o r + A 5 x l ' + A 6 x , ' ) - i = 0  
a x  8 

sein werden. Ein solches Integral oder eine solche L6sung ist: 

3) x ; ~ +  x I f 2 +  x i B +  x i x =  C .  

Eine L6sung in  linearer Form, etwa 

4) e , ~ , , '  + elx,'+ e,x2'+ e,x,' = cf7  
norin die e  homogene, symmetrische E'unktionen der A ,  sein müssten, 
existiert nicht, denn dann ware: 

(&xir + A,xZr + A3xy1) eo + (- 1, x,' + A,X,' + A ,  xi) el 1 + (- A,X,' - 4 x 1 1  + 1, x i )  e, 

- ( A9xO1+ A5xI1 + A6xzr)e3 = 0 ,  
folglich müssten die e den Gleichungen: 
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genügen, was nur dann moglich kt, wenn die Determinant,e: 

l A ,  15 A6 0 I 
verschwindet. In  diesem Falle verschwinden aber auch sümtliche e. 
Es scheint demnach die Integration der Gleichungen l), so lange die 
A siimtlich von einander unabhingig sind, unmoglich zu sein. 

il, O - A 4  - a 5  
A, il, O - - A B  

III. Urn endlich die dritte Methode der Integration - die Methode 
von 1) 'Alember t  - anwenden zu kiinnen, hat man das sirnultane 

2 - '4 
= @ l A 6  - L A +  A3A4) - f 

System: 

1) 

mit der Bedingung au integrieren, dass für t - 0 .  . . x,' = x,, x,' = z,, 
x2' = x2, x3' = x, werde. Man setze: 

2, u' e ,x i  + e, x,' + e, x2' + e,x,' 

< 

und 
3) 

dxol 
- - 

d t  + A,x,' + A , X ~ ' ,  
dxlr 

- - 
d t  AixO' $. A4x2r  + A5x311 

dx, ' - 
l i t  

- - A,x,,' - A,xL1 + 16x31,  

dx,' 
- - 

\ d t  
l3  xi,' - A5 xi1 - il6 x2' 

worin e,, el ,  e,, e, und Q noch zu bestimmende Konstante bedeuten. 
Aus 3) folgt durch Integration: 

4) zef= ~ ' ~ = ~ e ? ~ ,  
oder 

5) e,x,,'+ e,x,'+ %x2' + e,x,' = ( e o x 0 {  e l z , +  e , ~ c ,  + e31c,)e?'. 

Durch Rerücksichtigung von 2) und 1) geht 3) über in: 
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Die Grossen e,, el, eo, e, steheii dan11 in dem Verhaltnis: 

Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn gleichzeitig: 

1 
pe, + Ale,+ >,c,+ A,%= 0 ,  

6) 
- Aleo+ ,o e, + A,e, + A5e, = 0 ,  
- R,e,-- A,,e, + q 6, + &es= O, 

-A3eo- A5el- i.,e,+ ge, = O  
ist. Damit diese Gleichunpn neben einander stattfiriden korineii, ist 
notwendig, dasa die Determinante: 

e 4 12 A ,  

- 1 ,  g Lq A5 
-- Az - A4 g iL6 

- A 3  - A 5  - A 6  9 

= p4+ g 2 ( 1 , 4 +  A z 2 +  As2+ L42$ A5'+ AG2) 
+ (A, i, - 2, A5 + A3 R d ) ,  

51- %%+ a,,x,+ a,,%?+ a,,x, ,  
so kommt wcgen der Unabhangigkcit der x von einander: 

e, (no,  - eCJt) + el ale $- e2 a20 + e~ %O = O ,  

verschwinde. E s  gilt daher für p die Gleichung: 

7 )  e4+  p B P ~ ~ 2 + f 4 =  O, 
welche die vier Wurzeln Iiat: 

9) 
e~ %Ù,, + e,(a , ,  - e?') + r:, u,, + e: (41 = O,  

eo a02 + el a,, + pz (a,, - e?') + e, aa, - O, 
eo a03 $- el a13 t e, a,, + e3 (ads - e? r, = 0. 

In  dicse Gleichungen hat man weiter aus 8) die Werte der e und 
ails 7') die vier Werte von p einzuführen, so dass man zur Bestinm- 
ung der sechzehn Koeffizienten a,, sechzelin Gleichungen erhslt. So 
entsteht aus der ersten Gleichung in 9) zun%chst durch Elimination 
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Setzt man in  diese Gleichung nacheinaiider die Werte der vier 

so e ih i l t  mari zur Bestimmurig der vier Koeftizieliten sou, a,,, a,,,, a,, 
vier Gleichungen. Es dürfte sich aber wohl kaum lohrien, die llech- 
nung noch weiter zu führen. 

Wenn es nun auch i inm~gl i ch  erscheint mit  Hilfe der infinitesimaleri 
Transformationen die autornorphe Transformation von vicr Quadraten 
in einfacher Weise zu heu-erkstelligen, so kann man doch wenigstens 
mit ziemlicher Leichtigkeit die endlichen Transformationen zweier in  
der allgemeinen sechsgliedrigen Gruppe 8) enthaltene dreigliedrige 

E f Untergruppen aufiînden. Setzt man zur Abkürzung - pi7 so lassen a X; 
sich die sechs speziellen infinitesimalen Transformationen 8) kurz 
schreiben: 

'P i=xiPo-xoP, ,  <P4=X2Pi-xlPz, 

SPI ' P z = $ l ' ~ - x " . & ,  v5=x3P1-"Çip;i, 

' P ~ ~ ~ 3 2 ) 0 ~ 0 p 3 >  <P~ ï=~3p i ! -~Zp3 '  

Man bilde aus ihnen die infinitesimalen Transformationen: 

VI 'TF> = 21r)o - T o r ) ~  ( % ~ e  X Z P ~ ) ,  1 4 = vp + q5 = x2p0 - XOPS  + (x3p1 - x1p3j7 

= rp3 Y 4  = $3 Pi) - '0p3 - ($2 PI - X I  ~ 2 )  
und 

B, = 931 + 'P, =- 2 1  Po - %Pl f (2, Pz - x~P,), 

B) 4- z - 'Pe - SP5 = $2 Po - X o P z  - (%PL - X I P S ) ~  1.- 3 -  vs+ Q14= x 3 P ~ -  ' 0 P J +  ( x 2 ~ 1 - x 1 ~ 2 ) .  

Da 
(AIAB)=-  2A3, ( A , A , ) = 2 A 2 ,  (Ad,) =- 2 . 4 ,  

und 
(Bill2) = 2B3, (B1B3)  =-2Us ,  (BeB3) =2B1,  

so bilden sowohl A als B eine dreigliedrige Gruppe. Die Trans- 
formationen der Gruppe A) sind nicht mit einander vertauschbar, 
ebensowenig die der Gruppe B). Da aber 

(4 BI) = (A, BZ) = (4 B,) - 07 
(4 BI) = (4 &> = (4 B,) : 0,  

(4 74) = (4 BA = (4 B3) = 0, 
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so sind die Transformationen der Gruppe A) mit denen der Gruppe B) 
vertauschbar und A) und B) sind r e z i p r  O k e  Gruppen. Um die durch 
A) erzeugten endlichen Transformationen zu finden, bilde man die 
allgemeine infi~iitesimele Transformation: 

A m  =A-1A1+ +43> 

worin A,, %,, A, die drei wesentliühen Parameter der dreigliedrigen 
Gruppe darstellen. E s  ist also 

Setzen wir nun wieder: 
AYxo A3x0 

x',= x0+ A$,+ 7 + T+... 

dSx, = - hPAzO, A4x0 = h 4 q ,  A5xu - h4Axo, A6x,, = - h6x0, 
folglich: 

sin h sin h sin h 
12,) X ' ~ = X ~ ~ O ~ ~ + Z , A , ~ + X ~ A , ~ + X ~ A ~ - - ~  h 

Ebenso findet man: 
sin h sin h sin h 

xrl = - xOAl--+ q c o s k  - x2L,--- h + x,A,- h '  

sin h sin h sin h 
x0A2-h f XI LA3 + X2 COS h - X3A1 --- 11 y 

sin h sin h sin h x ' , = ~ ~  - -  x~ -- 
0 3  h l 2  h 2 1  h + x,cosh. 

Setzt man in diesen Gleiehungen: 
sin h  in h sin h 

c o s h = a , ,  A I T  = - a,, A,-=- 
h a,, A 3 - h = -  a3 1 

wobci a02 + ale + az2 + a3, = 1 
ist, so erhalt man die einfachere Form: 

13) 

z r = a  O o n  x - a l x l -  azx2-  ffi3x,, 

xir - a,xO + aoxl + a3x2 - a2x3, 

z 2 '  ffi,x,- a3xl + a0z, + alx3, 

x ~ = a , z , + a , x , - a l x 2 + a , x 3 .  
Auf dieselbe Weisc findct man, dass die endlichen Transformationen 

der GruppeB) folgende Gestalt anriehmen, wenn man statt  a,, a,, a,, a,. 
b,, b,, b,, b3 schreibt: 
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wobei ebenfalls : ho2 + bls + h2' + bQ = 1 

kt. Man erkennt leicht, dass die Transformationen 13) in die 
Quaternionengleichung : 

15) 2'- a x  
zusammengefasst werden konnen, wenn 

a = a, + ia, + ka, + kia,, 

gesetzt ist, und ebenso die Gleichungen 14) sich in die eine Gleichung: 

16) xl= xb 
xusammenziehen lassen, woriri 

b - bo + ib, + kb,  + kib,, 
bO2+ b," b2" bs" 1. 

Die Transformationen der Gruppe 13) sind nicht mit einander 
vertauschbar, ebensowenig die der Gruppe 14), wohl aber die Trans- 
formationen der Gruppe 13) und 14) untereinander. Denn aus 

xr  = ax ,  

folgt 

au S 

aber 

z '= 

x' = ax', 

xl'= aa'x. 

Ua n und a' nicht vertauschbar sind, so gilt dasselbe auch von 
der Gruppe 13). Ebenso schliesst man aus der Gleichung 16), da 
b und b' in dem Produkt bO' sich nicht vertaiischen lassen, ohne dass 
der Wert desselben geiindert wird, dass die Transformationen der 
Gruppe 14) nicht vertauschbar sind. Dagegen hat man, wenn man 
zuerst die a,  dann die b Transformation anwendet: 

folglich: 

x' = ax ,  
x''= 

xl'= (ax) b 

und bei umgekehrter Anorhung:  
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also 

X '  = zb ,  
XI'= a 2 ' 
xr  '- a ( x  b), 

so, schliesst man aus dem Umstand, dass 
(ax )b  = a(xi5) 

infolge der Geltung der assoziativen Gesetzes ist, auf die T'ertauschhar- 
keit der Transformationen der Gruppe 13) mit denen der Gruppe 14). 
Die beiden Gruppen 13) und 14) sind also r e z i p r o k e  Gruppen. 

In  den Gruppen 13) und 14) treten die Pararneter nur unilinear 
auf. Aus ihneri setzt sich eine Gruppe zusammun, welche ebenfalls die 
Siimme von vier Qiiadraten in sich sclbst übcrfihrt, aber die Para- 
meter in bilinearer Zusammensetziing enthiilt. Es ist die Gruppe: 

17) x'= a x b  
oder ausgeführt : 

xof = (a, b, - 1 b1 - o, ti, - a,, b,) z ,  
+ (-- a,b,- a,b,- a,b,+ a,b,)x, 
+ ( a,b,-t a , h ,  a,b,-- a,b,)x, 
+ (- a $ -  a,b,+ a,b,- a,b,)x3, 

xlr = (a, ho + a, h, + a, h, - a? b,) q, 
+ (-a,b,+a,b,+ a,,b,+ a2b,)x, 
+ ( a, b, - a, fi, + a, b, - ai hl) x2 
+ (-a,b,+ a,b,- a,+ a,b,)x3, 

x21= ( a , h ,  a,b, + a,h, + alb,)xo 
+ ( - a , b , a , b , +  a,b,- alb,)x, 
+ (- a,b, + a,b, 4- ( ~ ~ b ,  + ( J , ~ ) , ) x ~  
+ (- a, b, - a, b, - a, b1 + al b,) x, , 

x,' = (a, b, + a, 6,  - a,, 14 + a, O,) xo 
+ (-a,b,+ a2bo- a,b, - a,b,)xl 
+ ( ag bg - a,, b, - a,  b, + a, b , )  x, 
+ ( a , b , +  a,b,+ a,b,+ a,b,)x,. 

Von dieser Gruppe nicht wesentlich verschieden ist die Gruppe 

17') 2'= bxa 
oder ausgeführt: 

= (",,Do - a, b, - a, b, - a, b,) x, 

+ (-a,b,-  a$,- a,b,+ a,b,)x+ 
+ (- a, b, + a,bl - a074 - al bb,) x, 
-t (-@,ho-a,b,+a,b,-a,b,)r,, 

~ ~ ' = ( ~ ~ b , + a , , b , -  a , ï ! ~ , + a ~ b ~ ) ~ ~  
+ (  aob,--a,b,+a,b,+a,b,)x, 
+ (- a, b0 - a2 bl - ai b, + a, b,) z2 

+ ( ~ 2 ~ 0 - ~ , 3 ~ l - ~ B ~ 2 -  a,b,)x,, 
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5 'p = (a2 ho + a3 4 1 a, b, - a, b,) ro 
+ (a,bo- a,b,- a,b,-a,b,)xl 
i (a,b,+ a,b,-- a,b,+ a,b,)x, 
+ (-a,b,+a,O, -a,b,-a,b,)x,, 

x r J =  (a3bo- a2b,+ a,b,+ n,b,)xo 
+ (- ad 0, - a3 hl + a, b, - a, b,) x, 
+ (a, ho - a,b, - a, b3 - a3b,)x2 
+ (a,b,+ a,b,+ a,b, - a,b,)x,. 

Dass die Transformationen, welche diirch die Gleiehung 17) re 
priisentiert werden, eine Gruppe bilden, ist leicht nachzuweisen. Die 
Aufeinanderfolge der beiden nach gleichem Gesetz gebildeten Formeln: 

Z r  = axb  

a r x r b r  
ergiebt : xrr- a'axbb'.  

Da sowohl arcz als bb' wiederum Quaternionen sind, so kann man 
diese Gleichung auch schreiben: 

x'rL a"x;brr. 

Die Transformation 17) hat also die Eigentümlichkeit, zwei von 
einander getrennte und verschiedene Parametergruppen zu besitzen, 
iiiimlich: a"- ara. 

von denen die erste nach dem Typus 16), die zweite nach dem Typus 
15) gebildet ist. Die Gruppen 17) und 17*) sind nicht wesentlich ver- 
schieden, da man sie durch Vertauschung der Parameter a, mit den 
Parametern b; in einander üherführen kann. Dies ergiebt sich auch 
daraus, dass sie gleiche infinitesimale Transformationen besitzen. E s  
sind dieselben, wie die der beiden reziproken Untergruppen 13) und 
14), niimlich -Al,  -A, ,  -A,,  -BI ,  - B,, U , ,  siehe oben S. 283 
unter A) und 13). Lasst man auf die Transformation: 

x r  = axb 
folgen x"= b x r a ,  

so e r l d t  man xr'= baxbu, 
eine Schar von Transf'orniationen, welche die Form: 

18) a x u  

haben. Man hat also n u r  in 1 7 )  oder 17,) b = a zu setzen, um die 
expliziten E'ormeln zu erhalteiz. Sie lauten: 
xOr = (au2- a," aa," a3 )x , ,  - 22,,a1x1 - 2a,u2x2 - 2a,a,x3, 
xll = 2a,a1z,,+ ( a :  a," a2" aa,3xz, - 2ala,r, - 2 a 1 a 3 ~ 3 ,  

xpr = 2a,a,xo- 2ala,x, + (a,'+ a l2-  ag2 + agS)r2 - 2a2a3%, 
x3' = 2aou3z, - 2ala,zl - 2a,a,x2 + (a," al2+ a,'- a,')%. 
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Diese Transformationen bilden keine Gruppe, denn die Auf- 
einanderfolge zweier mit den Parametern a und a' giebt, da: 

x' = axa,  

a rz 'a r  
ist: 

x"= a'axan' ,  

welche Gleichung nicht wieder die Form 18) besitzt, da a r a  und aur 
verschieden sind. Die infinitesimalen Transformationen sind: 

Hieraus findet man die Klamnierausdriicke (rpirpk): 

a f 
(mlm, )=4(x îa i ; -x  ' - ax, 2 f )  

Da dieselben nicht aus <pl, cp,, <p, linear zusammengesetzt sind, 
so bildcn die letzeren keine Gruppe von infinitesimalen Transformationen. 

St:tzt man in den P'ormelri 17) und 17*): 

/ a , = w +  8, 

a , = u - f i  
a,= b - g ,  

a , = c - h ,  

b, = G7 - 3, 

bl= a + f ,  
b, = b + g ,  
b,= C +  h, 

und berücksichtigt man, dass aus den Gleichungen: 

a," aL2 + aze + a,Z = 1, 

bO2 + bI4 + bZ2 + bQ2 = 1 

durch Einführung vorstehender Werte sich ergiebt: 

19') [ w" as"+ a" f 2 +  7 r 2 + g 2 + ~ 2 +  h 2 = 1 ,  
09. - a f  - bg - ch - 0, 

so findet man wieder die Formeln 12) und daneben die gleichberechtigte 
Transformation: 
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xr,- [ ( ~ " 4 ~ ) + ( f  "a"+ @2-b2$ + (hZc2)]xo+2(-aw-  f4+bh-cg)~,  

+2(-bw+cf-g6-ah)x2+2(-cw-bf+ag-h4)x3, 

~ ' ~ = 2 ( a w + f ~ $ b h - ~ g ) x , + [ ( w ~ 8 ~ ) + ( f ~ - a ~ ) - ( ~ q ~ - b ~  - (hz-c2)]q 

+2(hw+fg-ab+c8)x2+(-gw+ f'h-b4-ca)x3, 

z r2=2(b~ i  + g 4  + c f  - ah)xo+ 2(- hw + fcl - c4  -ab)x;, 

+ [ ( ~ ' - 9 ~ )  - ( f 2 - a 2 ) + ( g 2 - b 2 ) - ( h s - ~ s ) ] x 2 + 2 ( f m + g h - b c + a 4 ) ~ 3  

x ' ~ = ~ ( c w  + h a  + ag - bf)xo+ 2 ( y u  + hf' - ac 4 08)xl 

+ 2 ( - f w + g h - a 4 - b c ) x 2 + [ ( w 2 - 4 ~ - ( f ' ~ a 2 ) - ( g 2 - b ~ +  (h2-c2)]x3 

Noch sri bemcrkt, dass 

xa . S b  = [ ( w  + 8)" fa - f)" (b - 9)" ((c - 72)y. 

[(a - 4)" (a + f j 2 +  ( b  - tg ) '+  ( ~ - 1 z ) ~ l  
= ( m 2 +  a2+ a2+ f 2 +  b2+g2+ c2+ h2)2 

- 4 ( m 4  a f - h g - h c ) " l  

wird, übereinstimmend mit 19). 
Die Transformationen 12) (Seite 280/81) und 20) gehen in einander 

über, wenn man die Parameter 4, f ,  g ,  h beziehentlich mit 

vertausçht, wobei die Gleichungen 19) bestehen bleiben. 
Nimmt man in  17*): ' 

b = a,- ia,  - ka, - kia,, 
so wird: 

Sieht man von der ersten Gleichung ab, oder setzt a,= O, so er- 
hait man wieder die Eule rsche  ternare orthogonale Substitution, bei 
wclcher aiisscr dcm Nullpunkt der Vektor a, ia,  + ka ,  und die 
Xbene a,x, + n2x2 + n,x, = c bestehen bleiben. Kine andere Form 
dieser Transformation wird gefunden, wenn man einc der Grossen b 
Z. B. bi - - ai, die übrigen bk - ak setzt. Sei z. B. b, = a,, hl - - a,, 
b,- a,, b, = a,, so giebt die Entwickelung des Produktes: 

(no-ia,+ka,+7cia,)(xo+ix,+k~+kix3)(a,+iu,+ka,+kia3) 
- x i +  ix,' + kx2' + kix,', 

xo1 = (ao2+ al2- ~ , " a ~ ~ ) x ~ +  2(-aoa,-u,u3)x2+ 2(- aoa3+a,a2)x,, 
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Durch diese Transformation geht der Vektor a,- ia,-- ka, in deil 
Vektor a, + ia ,  + ka, über. Man kann diese Transformation in dia 
vorhergehende überfiihren, wenn inan x, mit xo, x, mit x, und deni 
entsprechend x,' mit cc,', x,' mit ~r,', ausserdern nocli a, und oz be- 
ziehentlich mit - a, und - a,  vertauscht. 

5 4. 
Die automorphe Transformation einer Summe von 8, 6 und 
4 Quadraten mit IFilfe der Quaternionen von acht Einheiten. 

Sei 
a== a,, +i la l  +i202 + idas  + ili2a4 +iLi3a5  +i2i3aG +ili2i3a7, 
x = x o  +il$, +if%, +i,x,  + i,i,s, 1-i,i,x, +i,i,z, +i,i,i,x,, 
X I -  xof+iix,'+i,x2'+i,x,'+ i , i ,x , '+i , i ,~ , '+~i ,3;6 '+i~i~i~x~~.  

Setzt mari die acht Eiriheiteri clieser Zahleri der Reihe nach gleich 
e,, e, . . . P,, so 1ks t  sich, wenn 

. . i l e r l ,  i l in,=- z,zi 

angenommen wird, folgende M~iltiplikationstafel aufstellen: 

Bildet man nun ziin5chst dm Produlit: 

1) x' = a x  
und setzt die Koeffiaieriten gleicher Ei~iheiteii auf beiden Seiten gleich, 
nirnmt überdies an, dass die Grossen u den beiden Bedingungen: 

entsprechen, so erhilt  man zur Trausfor~riatior~ der Summe von 8 Qua- 
draten in sich selbst die Formeln: 
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''1 ' 

Die Trarlsforrnatiorien 1) bilden eine Gruppe, deriri zwei aufeinander 
folgendt: geben eine Transformation von derselben Art:  

x' = a x ,  
a 'z '  

1 

folgt : 
x l -  a r a z  

zor = aOzO - ai zl - un - a:, z ,  - u x - a,%, - a, xG + a, x, , 
xlr= a,x,+ a , q -  a , z -  a,x,+u,s,+ a,%,- a7x6-  a,x,, 

xZr= $xo+ a,xl + a,x, - aa,x3- ul z4+ a7xj  + 03x6+ ae11:7, 

~:31=n3xO+a5x1+a6x2+a,x , -a ,x , -a lx , -a ,x , -a ,x , ,  

~ = a 4 x O - o , x l + a , q - o , î ; + o , ~ - - o , ~ + a , z 6 - a s ~ 7 7  
xsr= ~ ~ x , - o ~ x ~ + u ~ x , +  a,x,+ a,x4+ a,~5-a,x , -a,x , ,  

xs1=a6xo-aïxl-a,x2+r,x,-a,z ,+ u,x,+ a,z,- q x , ,  

, ~ ~ 7 r = a 7 x 0 + a ~ x ~ - a 5 ~ : 2 + a 4 x 3 + a 3 ~ , 1 - a 2 x 5 + o l x 6 + o , x , .  

2> x f =  x b ,  
worin 

b =b,+ilbl+i2bz+i,h,+i, izb,+i, i~,b,+i, i ,b ,+i , i2i ,bl ,  
wenn zugleich bz0 + bZ1 + bZ, + bZ3 +Oz4 + bZ5 + bZ6 + bZ7 -= 1, 

bah,-b,b,+ b,b,- b,b,=O 
gesetzt wird, nimlich 

z 0 r L b 0 x 0 - b l x l - h 2 x , - b 3 x ~ - b l z , - b ~ x , - U 6 x 6 + b 7 x l ,  

x = arrx .  
Die Parametergruppe: = a r a  

Eine zweite Transformation erhilt  man aus der Gleichung: 

2*) ' 

ist ebenso zusammengesetzt, wie die Gruppe x'= ax.  Zmei Trans- 
formationen der Gruppe l*) sind nicht vertauschbar, da die Faktoren des 
Produktes a r a  nicht vertauschbar sind, ohne dass der Wert  des Pro- 
duktes geiindert mird. Ebenso ist es mit den Transfornlationen 2*). 
Dagegen sind die Transformationen der Gruppe 1') mit denen der 
Gruppe 2*) vertauschbar. Denn liisst man auf die a Transformation 

x r =  ax 
die b Transformation folgen, so ergiebt sich: 

Zeitechrift f.  Matliernatik u Phyeik. 43. Jahrg. 1898. 6 .  Heft. 2 0 

x i ' = b l x , + b , ~ l + b 4 ~ 2 + t ~ , s , - b , ~ , - b 3 ~ , - b 7 ~ 6 - b , x , ,  
xzr= b,x,- hi%,+ bu:%+ b,r,+ b , q +  b,x,- h,x,+ b,x,, 

x 3 r = b , x , - h , x , - b 6 x , + b , z , - b , x 4 + b l x j + b 2 x , - b 4 q ,  

s , '=h ,xo+b , ;c , -h , x2b , -c ,+boq+ b , s , - b , r , - ~ ~ ,  

x j r  = b5xO+ b3z1 + hïx2 - U1xs - b,z, + box5 + b,x, + b ,q ,  
~X;r,f=b,x,-6,:~l+6~,x,-6,x3+6,x,-6,~5-~b,,~-O~~,, 
, x7'- b,x,+ b,xl - b,x2+ b4x3 + O3x4-- bzx5 + blx6+ b , q .  
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x f r=  ( a x )  b; 
veriahrt man umgekehrt, so erhilt  man: 

X I I -  a ( z b ) ;  
da das assoziative Gesetz besteht, so ist 

(ax) b = a (xb). 
Beide Gruppen sind sechsgliedrig und enthalten ausser den sechs 

wesentlichen Parametern noch ewei überzzhlige. Beide Transforinationen 
enthalten die Parameter unilinear. Um die bilinrare Forln zu gewinnen, 
hat man die Gruppe: 

3) xf- a x b  
zu bilden. 1st 

2 1 f =  a r z f b f  
so kommt: xf l= (a 'n )x (bbr ) .  

Es existieren also zwei verschiedene Parametergruppen: 

3 *) a r a ,  brl= bbl 
in welchen die Parameter a und b vollstindig getrennt auftreten. 

Die Entwickelung von x r -  a x b  ergiebt nun: 
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Die vorstehenden Formeln vereinfachen sich bedeutend, weim 
b = a angenommen wird. In  iiiesem Falle ergiebt die dusführung 
des Produktee: 

4) 2' = u z u ,  

5' = 2 (a,  a,, + a5 a,)z, + 2 (- a, a, + a, a 6 ) q  
+ (-a,Z+a,2+ aO2+ a,e+alz+a,2+ ( c , ~ - ~ ~ ~ ) L c ~ +  2(-a,a,+a,n,)x, 
+ 2(- a,%+ a,a,)x,+ 2(- a,a5- a,a,+ u,a,- cc,a,)z, 
+ 2(-  u,n, + a,a,)lç, + 2(a,a, + @,(J,)X,, 

561=2(a6~0-a,a , )z ,+2( -u ,u ,+o,u , -uzu, -  u,u,)x, 
+ 2 ( - a 6 ~ , + a l a , ) x , + 2 ( - a G a , - ~ , ~ , ) z 3 + 2 ( - ~ , ~ , - a , ~ , ) x ,  
+ 2 ( - a G a ~ , + n , n z ) x , + ( a ~ + + 2 , + a 2 , + a ~ + t a ' , + u 2 , t  a"- a z 1 ) ~ 6  

+ 2(a6n7 - a,a&"7, 
4' = 2(a,  a, + a, o1 - a502 + a,n,)x,, 1- 2 (  n, n, + ff,f16)x, 

+ 2( -a7az -  a,u,)x2+ 2(- a,a,+ a ,a4b3+ 2(-o,n,+ a003)x4 

+ 2(- a,a, - a,a,).x5 + 2(- a706 + fl'oul)xG 
+ (a,,- 0,"- p S 2 -  aa2-  aa2- a lÿ+ aoZ)x7. 

Die Transformationen, welche durch die Gleichiing z'= a x a  re- 
priisen ticrt werden , bildcn keine Gruppe und sind anch nicht mit 
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eirlander vertauschbar. Denn die Aufeinltnderfolge zweier mit den 
Pardmetern a und a' giebt: 

x r  = a x a  

5 )  X I ' =  a ' a z a a ' .  
Da die Proclukte a ' a  und au' verschiederi sirid, so lasst sich dieser 

Gleichung nicht die Gestalt: 
= a r ' x a "  

geben und die Vertauschung von a' mit n iindert den Wert  des Pro- 
duktes 5). 

Durch anderweite Spezialieierung von i> kann man leicht die 
Farmeln erhalten', vernioge welcher eine Summe von sechs Quadraten 
in sich übergeführt wird. Sei 

. . 
und bedeuteri a ,  x, z' (wie oben S. 292) Quaterilionen von 8 Einheiten, 
su ist also 

5 )  
1 

$'= alç-- 
a 

Die Entwickelung giebt: 
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d4 = 2 (- a0 a2 + a, a, + a, a, - a, a,) xl 
+ 2(aoa, + a,a4- a3a5-  n,a7)lr; 
+ 2(- a,a, - a,o, + a,a, + a3a4)r3 
+ (no2 - al2 - oz2 + as2 + a42 - a52 - nô2 $ aT2)1ç4 
+ 2(- aoa6 + a, a, - a, as + a4a5)x5 
+ 2(a,a5 + a,n, + ' z a 7  + a4n6)z6,  

xfs= 2(-aoa,+a,a,+a2a,-a,a,)x, 
+ 2(- aoa3- ala5 + Q2a6 + a,a7)x2 

+ 2(ooa, + a,a4 + a3a6 + a,a,)z, 
+ 2(- a,a5+ a,n3- a,a, + a,a6)x4 
+ 2(a,a,- a,a,- a,a,+ a,a,)s, 
+ (ao2+ al2-n,"as" aG2+ a,"x,. 

Da x,  aus den Formeln herausfillt und z', = O w-ird, so kann 
man zwar die Transformation: 

1 
x r =  ax-7 

U 

worin a ,  x, X '  Quaternionen von 8 Einheiten bedeuten, als eine auto- 
morphe Transformation von 7 Quadraten ansehen. Da  aber für X ,  = O 
auch x',= O wird, so reduziert sich dieselbe auf eine Transformation 
von Ci Quadraten in sich selbst. Die Gruppeneigenschaft desselben er- 
hellt sofort aus obiger Gleichung. 

Denn die Aufeinanderfolge zweier Transformationen: 
1 

X I =  arc-, 

1 a'5' - 
a' 

ergiebt : 1 1  
z": a'a5- . -  

a a' 
1 

= arrx p. 
arr  

Da a' und a nicht vertauschbar sind, so gilt dasselbe auch von 
den Transformationen der Crruppe. Die Parametergruppe lautet: 

a''= a'a.  
Die identische Transformation tri t t  ein bei a = 1 oder a, = 1, 

a, = O ,  a, = O . . . a, = O. Die inverse Transformation wird dargestellt 
durch die Gleichung: 1 

x' - - xa.  
a 
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1 1 
Für x = a wird x r  = a und fïir x = - x '  ebenfalls - -. Dies be- 

a 
1 

sagt,  dass bei der Transformation x r -  a s -  der Punkt: 
a 

xo=aa , ,  x l = a l  , . . .  x 7 = a ,  

unvcr;indcrt blcibt, ebenso aber auch der Punkt: 

x , -ao ,  x 1 = - a  , . . .  r 6 = - a , ,  x a  7 - 7 .  

Endlich kann auch die automorphe Transformation von 4 Quadraten 
ails der Gleichung 1) ahgeleitet werden. 

Setzen wir niindich in derselben: 

x4= x, = X E =  x 7 =  O, 
und zugleich bo=ao, b,=a,,  h z = a 2 ,  b,-a,, 
dagegen b4=-a,,  b,=-a$, b6=-a, ,  b 7 < -  0 7 ,  

so verschwinden auch die Koefhienten von x", IL,, x,, x3 in der Ent- 
w-ickelung von 24, x,', xCr, x,', und es bleibt: 

r,'= 2(a,a,+ ala,+ a2a,+ a~,a7)xn 
+ 2(a,a5 - ala3 - a,a, + a,a6)rl 
+ 2 (a,a, + ala7 - a2a, - a,a,)z, 
+ (a," al2 + aZe - osy + - - a 6 - a 7 2 ) ~ 3 .  

Diese Transformationen werden in  der Gleichung 

6) X I -  a x a  
zusammengefasst, worin ü aus a auf die oben angegebene Weise ent- 
steht. Setzt man hierin: 

so erhiilt man die Transformation 9 3, 12), die Transformation 5 3, 20) 
dagegen, sobald man: 
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a ,=- IL ,  a ,=g,  a , = - f ,  a , = - 4  

einführt. Die Transfornlationen 12) und 20) sind invers zu denjenigeii, 
welche n-ian nach der C a y l e  y schcn Methode bexiehentlich aus den . ~ 

schiefen Determinanten: 1 
w n b c  

ableitet. Die inverse Transformation findet man einfach durch Ver- 
tauschung von w mit - w  und 4 mit - 8 .  E s  ergiebt sich dies 
sehr leicht aus den Quaternionendarstellungeil, die wir fïir die qua-  
terniire orthogonale Substitution aufgestellt haben. Die eine lautete: 

xl= [(w + 9') + i(n - h) + k ( b  - y )  + k i ( c -  f ) ]  

(xo + ix, + k x 2  + 7ii2,) 

[(w - 8 )  + i ( a +  h) + k ( b  + g )  + k i ( c +  f ) l .  
Die hiereu inverse Transformation k t :  

z'= [(w + 8) - i ( a -  h) - k (b  - g )  - k i ( c  - f ) ]  

- (x,, + i x ,  4- kx2  -t Icix,) 
[(a - 8 )  - i ( a +  h ) -  k ( b + g )  - k i ( c + f ) l .  

Multipliziert man dieses Produkt rechts- und linksseitig mit - 1, 
so erhiilt man wieder die ursprüngliche Form, nur daas w  + 4 in 
- (w  + 8) und o - 8 in - (w - 8) ühergegangen ist. Die zweite 
Quatcmionendarstellung hatte die Fnrm: 

zf= ( w  + i ,a  + i,b + b c  + i , i ,h - i,i,g + i2 i , f+  i , i , i24)  

( x o t  i,z,+ i ,x2+ &) 
( w  + i la  + i,b + i,c- i,i,h + i,i,g - i2i , f  - i,i,i,4). 

Hierzu ist die inverse Tra~isforniation: 

x l = ( o  - i , a - i 2 b - 4 c - i l i Q h + i l i 3 g -  i ? i s f  - i l i 2 i 3 4 )  

. (xo + il x, + i, 93 + i, x3) 
- ( w - i , u - G D - i , c + i  1 2  i h i  I s 9 - k ' i 2 i n f ' + i , i z i , l f . ) .  i 

Multipliziert man auch hier die beiden iiusseren Faktoren mit - 1, 
so erhalt man die ursprüngliche Form wieder, nur dass darin statt 
w und 8, - w und - 8  auftreten. 
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Auch die Pararnetergruppe der E u l e r -  Cayley  schen quaternarcn 
orthogonalen Substitiition 1:iisst sich mit Hilfe von Quaternionen über- 
sichtlich darstellen. Die Gruppe 17) in $ 3: 

XI- a x b .  
hat die beiden getrennten Parametergruppen: 

a''= a r a  und bf'= 11b'. 

niese Gleichungen geben nach bekannten ltegcln entwickelt: 

und 

al1'= 111'00 + aOral 4- a,'a, - n,'a,, 

ayl' = agra,, - 03'a, + aO1a, + a,'a,, 

a3I1 = ag' uO -1 02'al - al faz  + u,'a, 

b,"- b,'bo- b,'b, - b,'b, - b,'b,, 

b,"- bllb,+ b,'b, - b,'b,+ b,'b,, 

b,"= b,'b, + L3'bl + b,'b, - bIfb,,  

b3I1 = b3'b0 - b2' bl + b,' bz + b,' b,. 
Setzt man hierin 

a , = w + 8 ,  a l = a - f ,  a , = b - g ,  a , = c - h ,  
b o = = ~ - 9 . ,  h l - a + f ,  0 , - b + g ,  h , = c + I t ,  

und ebenso die entsprechenden Werte für ali, nui und b'i, bl'i, so er- 
geben sich f ü r  die acht Parameter folgende Gleichungen: 

ou= o'o - a r a  - b ' b  - c ' c  - h'h - g ' g -  f ' f  + 8 7 ' 4 ,  

a"= a ' w  + m ' a  - h'lj + O'h + g ' c  - c ' y  - 8'f  - f ' 6 ,  

bM== 6 ' w  + w ' b  + Iz'a - a ' h -  f ' c  + c ' f  - .il.'y - 9 ' 8 ,  

c f ' - c ' w + w l c  - g 1 a + a ' g + f ' h - 1 ~ ' f - 8 ' h - 1 ~ ' 4 ,  

hlr= h ' w  $ w ' h  + a %  - b l a +  f ' g  - g ' f  - 8 ' c  - c'.il., 

y " - g r w  + w ' g  f c ' a  + a ' c  - f ' h  + lz'f - 8 ' b  - b19. ,  

frr= f ' w  + w ' f  - c ' b  + b ' c  + g ' h  - h ' g  - a r a  - a ' 4 ,  

alf= 4'0 + G I ~ ~ +  f ' a  + a i f  + g r b  + h l g  + ~ A ' C  + g f h .  

Man erkennt leicht, dass diese acht Gleichungen sieh in die e i n e  
Quaternionengleichung zusammenfassen lassen: 

( ~ " + i ~ a " +  i 2 b 1 ' - t  i,cfl+ i l i2hr ' -  i1i3g1'+ i2i3f1 '+ i 1 i 2 i 3 8 " )  

= (w'+ i ,a1+ i,bl+ i,cf + i , i , l~ '  - i l i 3 g r  + i 2 i 3 f 1  + ili2i3af) 
( w  + i,a + i z b  + i , c  + i , i ,h  - i,i,g + i , i3f  + i,i,i,.il.), 

welche nach dem Typus 1): 
x'= a x  

gebildet ist und also die Parametergruppe der in Rede stehenden 
E u l e r -  Cayley schen Transformation :darstellt. Schreibt man sie in 
der abgekürzten Form: 
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wie oben S. 294, Gleichung 3*), so kann man der zweiten Paraxneter- 
gruppc bl'= bb '  der Transformation 6) die Gestalt: 

6 **) - a V- a(11 
geben. Beide Gruppen sind identisch; die Sntwickelung der Gleichung 6**) 
liefert dieselbe Transformation wie 6*). 

L%st man auf die Transformation xf= a x Z  eine zwcite folgm, 
so ergiebt sich xrr= a'axZLll ,  

oder xu= a ~ ~ x p ,  
woraus folgt, dass x'= a z Z  den G r ~ p ~ e n c h a r a k t e r  besitzt. E s  sind 
scheinbsr zwei Parametergruppen vorhanden, n h l i c h :  

und 

Da diese Gleichungen aber nach dem Vorigen dieselben Trans- 
formationen liefern, so reduzieren sich dieselben auf eine einzige 
Pararnetergleichung, in  der samtliche Parameter auftreten. 

Zum Schluss mag noch einer sehr einfachen Klasse von auto- 
morphen Transformationen gedacht werden, welche zwar keinen Gruppen- 
charakter besitzen, aber dafür ohne Schwierigkeit für jede beliebige Zahl 
von Quadraten aufgestellt werden konnen. Redeuten a und x Vektoren 
von n Einheiten, deren Produkte nicht .auf die ursprünglichen Ein- 
heiten zurückgeführt werden koniien, sei also z. B.: 

worin i!i,. . . primitive irnaginiire Einheiten sind, für welche nur 
die Bedinpngen: . . ip2= -1, i P P -  i - - 
existieren, so 1isst sich erweisen, dass das Produkt: 

xl= axa 
wiedcrum ein Vektor ist, indem samtliche Produkte, die i,i, und i,i,i, 
enthalten, verschwinden. 

E s  findet sich niimlich zu jedem Produkt: 

a0 (ir xr)  (k ad) 
ein zweites entgegengesetzt gleiches 

ebenso zu 
(irar) xo (i, a,) 

ein entgegcngesctzt gleiches: 
(i, a,) x, (i, a,) 

und drittens zu 
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(ip ap) (ir xr) (La*) 
ein entgegerigesetzt gleiches: 

(&as> ci,. xr) (ip a*)) 
. . 

da i3ip - - t , . , ~ ~ ,  ipiri8 = - i8irip ist. 
Für  lz = 2 ,  3,4, 5 erhiilt man folgende Transformationsgleichungen, 

deren Bildungsgesetz ohnc Müht: erkannt wird: 

n = 4 siehe oben, 

12 = 5 ,  an2 + al2 + a2" + a,2 = 1, 
xol = (a,," al" - a," a4e)xo- 2 a, a, xl-2aoa, x2 - 2 aoa3x3- 2 a, a,x,, 

xif= Zana,xn+ (ao2- al2+ aZ2+ as2+ a4')x1- 2ala,%- 2a, a3x3- 2nla,x,, 

xdl= 2ana,xo- 2a,a2x,+ (ao~a12-a,2+a,2+a,")x2- 2a2a,x3-2a,a4x,, 
x3'= 2ana3x0- 2a,a,xl- 2a2a,lr,+ (a,P+a,~acc,2-a,~ao,2)x3-2a3a4~4,  

z,'- 2ana,xo- 2ala4x,- 2a2a,x2- 2a,a4x, + (ao%a,2+a2~a32-a4e)x4.  

Diese Transformationen bilden mit Ausnahme der e r s te r i  keine 
Gruppen. Denri die Aufeinsnderfolge zweier solcher Transformationen: 

und 

giebt : 

5';- a x a  

XI'= a'2'a'  

xrr= a 'axaa '  

Die Produkte a r a  und aur  sind f ü r  n. > 2 keine Vektoren, auch 
ist ara nicht gleich aur.  Deshalb giebt es für diese Transformationen 
auch keine Parametergleichung. 

Remerkenswerteste Drnckfehler der ersten heiden Teile. 

,, 69 ,, 19 v .u . l i e s :  x,'=x,.  -- 
,, 71 ,, 2 v. o. lies: -x,  sin(t,-t, +t,-t,). 
,, , 72 ,, 12 v. o. lies: - 1 sint.  

dxol -- dx,' ,, 74 Formel 23*) lies: - - - xI1, - - 
d t  d t  -xol. 
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d3 xBr d4x,,' 
Seita 74 Zeilc 1 2  r. u lies: ( - d c 3  ),= ,q, (dii-),= 4. 

,, 7 5  ,, 4 v . o . l i e s :  <pt. , . 
,, 75 Formel 27) lies: X , , ' ~ + Z , ' ~ =  cZ. 

,, 75 ,, 28) lies: arc sin 3' + t =- 

du' 
,, 7 6  ,! 32) lies: d t  
,, 77 Zeile 9 v. o. lies: p,a,,. 
, 7 ,, 12 r. o. lies: ~ , a , , , .  

,, 77 Formel 37, 2) lies : -- a,,, = a,, etc. 
,, 79 Zeiie 14 v. u. lies: x'= xb. 
,, '79 ,, i v . u . l i e s :  (bO2 b , 9 2 ) z , .  
, 2 ,, 8 v. u. ist  ziir Determinante der Esponent 2 zu schen.  
, 1 1  ,, : j v .  U. lies: a , , = u , , = a , , ~ l .  

,, 123 Formel 7 *, -2) lies: q 2 q  = - ( L I a  $ A,')x[, t LA, 2, z, f A, i, z2. 
1 - c o s h t  s i n h t  ,, 124 Zaiie 1 v. o. lies:' x,, (L,L, 

h'l 
- etc. 

1 - c o s h t  s i n h i  . i 2 i  ., 3 v. o. lies: x, ( I o  A2 -- 

h 
+ 2, - ) etc .  

. , 1 2 4  ,, 9 P . o . l i e u :  A , = y , .  A,==-z,. 
,, 126 ,, 1 v. O lies: [ k t .  

I r L  ,, 126 ,, 1 4  v. o. lies: -. 
t a  

,,,127 ,, 4 v .  o. lies: t - 1 .  

Al +'*Of ., 129 ,', 14 v. u. lies: =, -. 
j.1 t A Z ï  

,. 129 Formel 7) lies: 

A ~ . Z ~ ' - . Z ~ Z ~ ' ~ ~ / Z =  ~ [ C ( A ~ ~ + ; I ~ ~ ) - C ~ ~ - ~ ~ X ~ ~ ~ + ~ C , ~ ~ Z ~ ~ ] ,  

,. 129 Zeile 3 v. u. kndare den Nenner dementsprecliend ab, 
,, 132 ,, 9 v. o. lies: 8). 
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Über elliptische Anamorphose in der dioptrischen 
Abbildung. 

Die dioptrischen und katoptrischen Abbildungeu von Objekten 
durch centrierte, sphiirische Fliichensysteme unter Voraussetzung der 
bekannten G a u s s  schen Beschriinkurigen reduzieren sich in den Hand- 
büchern der Optik meistens auf die Konstruktion und Berechnung der 
Bildgrossen sehr kleiner geradliniger senkrecht zur Centrale stehen- 
der, axialer oder paraxialer Objekte. Da aber in Wirklichkeit die 
Bilder von realen Objekten ebenfalls Raumgebilde sind, wie es die 
'Erfahrung im Gebrauche der Fernrohre lehrt, indem diese den Tiefen- 
dimensionen des Raurues akkommodiert werden niüssen, so scheint es 
von Interesse, die Theorie der Ahbildung in dieser Richtung zu er- 
weiterri. Die Dimensionen und Koordinaten airid mit Küçksiüht auf 
dic von uns gemachte Annahme der G a u s s  schen Besühriinkungen im 
allgemeiilen von der Ordnung der Rleinheit der Differentiale Br, 84,  
az, ôy, Sz u. S. W.; in  der Kegel aber erweitert man dieselben noch 
so wcit zu cndlichen Grossen, als sie noch die Bedingiing erfiillen, 
dass sic sehr klein gegen die Abscissen x,, x, und die Krümrnungs- 
radien r, ,  r,, . . . der brechenden Flachen sind, sowie dass die Glieder 
hoherer Ordnung ebenfalls gegen die der ersten Ordnung der Klein- 
heit verschwinden. Die mathematische Behandlung des vorgesetzten 
Problems kann demgemass mit Aiiwendung der Differentialrechnung ge- 
schehen. Indem wir die Kenntnis der Theorie der geometrischen 
oder graphischen Dioptrik von Systemen centrierter Flachen voraus- 
setzen, schicken wir zunachst einige leitende Grundsiitze voraus. 

1. Die Centrale eines brecheuden Systems centrierter spharischer 
Flkhen ist die optische Axe, in  der selbst oder in ihrer unmittel- 
baren Niihe die abzubildenden Objekte und ihre Teile sich befinden. 

2. I n  der optischen Axe sind bernerkenswert die beideii Haupt- 
brenupurikte, die beiden Hauptpunkte und die beiden linoteripunkte. 
Die letzteren beiden Kardinalpunktepaare haben gleiche Interutitien 
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und liegen paarweise zu den Brennpunkten symmetrisch. Sie Sind beide 
bipolare Abscissenanfangspunkte für konjugierte Punkte und zwar 
gelten die Relationen: 

3. Für die Abscissen der Objekt- und Hildpunkte in Bezug auf 
einen beliebigen Anfangspunkt derselben normicren die I)ifferentiale 
ax, und a x,, 2 k, und a k,; für seitliche Dimensionen wie Ordinaten 
oder rad. vect. ay,  und ay i ,  r, und r ,  oder at-, und ar, u. s.w. 1st Po 
ein als Anfangspunkt angenommener Punkt des Objekts, so ist sein 
Bild Pl Anfangspunkt der Abscissen des Gesamtbildes. Ihre Orter sind 
an die Glcicliungen 1) gebunden. 

4. Wenn von allen Punkten des als ein sehr kleines Raum- 
gebilde gedachten Objektes Strahlen nach dem ersten Knotenpunkt K,  
gezogen werden und von dem zweiten Knotenpunkte Iip zu jedern 
dieser parallele Strahlen, so sind die einzelnen Strahleupaare Strahlen 
konjugierter Punkte. Der zweite Strahlenkegel ist mit dem ersten 
ontwedcr vollig kongruent oder symmetrisch. 

5. Wenn man mit einer durch den ersten Knotenpunkt gehenden 
Rrzeugiingsgeraden einen Umhüllungskegel des Objekts beschreibt, so 
ist der zweite Knotenpunkts-Strahlenkegel auch Umhüllungskegel des 
Bildes. 1st also z. B. das Objekt ein gegen die Knotenpunktsaxe R,P,, 
geneigter Kreis, so ist  sein Bild entweder ein Kreis oder eine Ellipse. 

6. Die beiden Kriotenpunkts - Strahlenkegel kiinrien als prspektivische 
Strahlenbündcl mit zwei getrenntcn versetzten Polen angesehen werden. 
Irgend ein konjiigiertes Strahlenpaar kann als eine optische Nebenaxe 
betrachtet werden, wenn man nur Knotenpunktsab~icissen Ir, und k ,  
anwendet. 

7. 1st das Objekt eine sehr kleine Gerade r, oder ar, und zieht man 
alle moglichen Knotenpunktsstrahlen ihrer Punkte nach Km, so bilden 
sie einen Strahlenficher. Das Bild der Linie ist nun ebenfalls eine 
kleine Gerade r, oder ar,, deren nach Kp gezogene Knotenpunktsstrahlen 
einen kongruenten, homothetischen oder antithetischen Facher bilden. 
Die Neigungswinkel der beiden Linien sind indes verschieden gross, 
und zwar ist: 

2 )  t au&:  tanp, = z,:z,=- qk, :[kW 
Zum Beweise dieses Theorems beachte man, dass für ein auf- 

rechtes, senkrecht zur optischen Hauptaxe oder auch senkrecht zu 
einer Nebenaxe stehendes Objekt (Linie) folgende Beziehungen zu 
seinem gleichfalls aufreehten Linienbilde bestehen:* 

* 31 at thiessen,  Reitriige zur Dioptrik der Kristalllinse in :  Berlin-Evers- 
buschs Zeitschrift fiir vergleiçhende Augenheilkunde IV,  1 0  2 ,  1887. - Grund- 
riss der Dioptrik geschichteter Linsensysteme, Leipzig 1877. 
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Oyo a ~ , s i n &  f-a, _ 
- -- - -<Fe,, m 

Sy, Zr,sinp, f' Y-% f x ~  

und weiter beachte man, dass für Linienelemente in der Hauptaxe 
oder einer Nebenaxe folgende Gleichungen bestehen: 

IV 
a ~ , ,  a ~ ,  COS A - 
- - - -- - - ' ~ t k -  = - f % *  
a=, ar, COS pl f + %  cpk12 

Aus 1) und III), beziehungsweise aus II) und IV) ergeben sich die 
Kelationen in 2). 

8. Als Abscissenaxe kann man die optische Axe wahlen mit den 
Abscissen x, und x, und ihren Differentialen, wenn der Hauptobjekt- 
punkt (x,) in ihr liegt. Liegt er seitlich, so wiihle man die beiden 
durch ihn und seinen Bildpunkt gehenden konjugierten Knotenpunkts- 

strahlcn k, und k,. Diese auf die optische Axe projiziert, unter- 
sclieiden sich nur um Grossen der Kleinheit zweiter Ordnung, weil 

Die Abscissenaxen degenerieren dann in  zwei parallele Neben- 
axen, welche wir uriseren spateren Betraühtungen immer zu grunde 
legeri werderi, da die Vorstellungen von der Abbildung hierdurch vie1 
lilarer werden. 

Wir  wenden uns nunmehr der Theorie der Abbildiing zu, indem 
wir uns als Objckt eine bcliebige geschlossene krumme Oberflüche 
denken mit einem Pole O ihror Polarkoordinaten. Man verbindo O 
mit dcm ersten Knotenpunkte durch eine Gerade KaO, welche wir 
als vorderc Kehenaxe und eugleich als X-Axe eines rechtwinkligen 
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Koordinatensystems anmhmen wollen. Es sei 1(, O 71 (S. die Figur) der 
Neigungswinkel B eincs durch O gelegten Rhenenschnittes gogcn die 
Axe, P ein beliebiger Punkt seiner Peripherie mit dem Polarwinkel 
BOP - qo. Konstruiert man noch YOY, senkrecht zu KaOb '  und 
O Z  senkrecht zu Ka O Y ,  dann sind O Y und O Z  die beiden übrigen 
Koordinatenaxen; r, oder ara, iik,, a y,, az,, sowie r, oder Zr,, ôk,,  Zy,, 
a ~ ,  die Koordinaten der beiden getrennten rechtwinkligen, dreiaxigen 
Koordinatensysteme. Wir  denkcn uns ferner um O durch den Punkt 
P der krummen Oberflache ein sphiirisches Dreieck l 'RE gelegt; 
dann ist BP = g?,, B E  = Po,  6 P =  a,, . 

A A 

BEP= E und ICBP = K. 

E s  sei nun die Gleichung der gegebenen Oberfliiche der Einfach- 
heit wegen explizit r, - P(B, ~JJ). Bezeichnet man das Bild des sphiri- 
schen Dreiecks mit Pl B, BI , so ist in Berücksichtigung des Umstandes, 
dass die Seiten dieser Dreiecke in parallelen Knotenpunkts-Strahlen- 
fiichern liegen, BE P = B, E, P, = c. 

- 
3) tan y,  : tan qp, - sin Bo : sin Pl.  

Ferner ist 
cos 8, = cos f a .  cos y,, cos dl = cos pl. COS vl. 

Da iuimer r, als eine sehr kleine Grosse voraiisgesetzt wird, so 
kann man setzen: r, COS 8, = a7;,, r, cos 8, = â hl ,  

und weil aus IV) folgt: 
ê .z,, 5 k,  
- - - -- g i t k ,  - - f k 2 ,  
or, ik, - f f 7 c 1  < p h z  

so wird: 
- fk"" 

r, cos 8, = 
CP + k ,  r ,  cos d', = - - r, cos KY,, 

9 k I "  f + 1% 
oder : 

4) 
f + kl cos P,, . cos % . - T ~ l " o s p o . c O s ~ o  = T ---- - - 

1 f k O Y  ' O  COS /jl COS FI gi + Ic, 7-0 COS pi COS (pl 

Dieses ist die Polargleichung der Rildfliiche. 
Wenn es sich ;un um die Abbildung einer krumrnen Oberfliiche 

oder einer Kurve handelt, werden die Polarkoordinaten r, ,  Po und p, 
in die des Bildes r , ,  P, und rp, zu verwandeln sein. Handelt es sich 
dagegen um die Abbildung singularer Linien und Punkte z.B. der 
Kanten und Ecken eines Polgeders, so sind die partikularen Gleich- 
ungen 2), 3) und 4) nach pl, rp, und r ,  aufzul6sen. Wir  wollen hier 
zunachst das erste Verfahren entwickelri und gehen aus vom Quadrate 
der Gleichuno 41: 
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Es ist nun 
1 j) cosp," = ~- - - 

1 
- -- 

l+  tan BOU -IJ-/C~ 2 
i + tan p l 2  (- ihi ) 1- cT[l - (ZO-)~]' -<pkl 

- 

1 1 
-- 6) cosT"2r  P x  - - - .. 

1+ tanq,  sin p, 
1 ( t a n r g , '  -- 

sin (3, ' 
Setzt mail diese Wertc in die Gleichung 4) ein, so erhiilt man: 

Da dies die Glcichung eines Rotation~elli~soides kt,  so ist der 
Abbildungskoeffizient des rad. vect. in jedem Falle ein elliptischer und 
man kami deshalb die dioptrische Abbildung von Objckten eine ellip- 
tische ilnamorpliose nennen. Zur vollstandigen Darstellung der Ab- 
hildung hat man noch die Gleichung : 

'O-' F(P0, rpo) 
einzusetzen und die Koordinaten O,, und p, in die des Bildes f i ,  und pl 
zu transformieren. W i r  wollen dies Verfahren an einem Beispiele er- 
lautern. 

E s  sei das Objekt ein kleines dreiaxiges Ellipsoid. Der Einfacli- 
heit wegeri rielimen ~ r i r  an, dass seine lingste Axe 2 a  mit der Krioten- 
punktaxe K,P, zusarnmenfalle, und wahlen die mittlere Axe 2 b  als 
Y-Axe und die kleinste 2 ç  als i i-Axe. Dann' wird bei Anwendurig 
derselben f'olarkoordiriaten die Gleichung des Ellipsoid~ : 

h 

Wir drücken alle Elemente dicser Gleichung durch die des Bildes 
aus; dnbei ist: 

a f Ii c k ,  
-- - - - - 

ai 'P k l 2  ' b, e, 1, ' 
t'olglich k 11 ' hl ' f i 2  71, ' (:T~C~-) 2, 

h-b+ ;ii = C l s i  I I I  - a l Y  - f k o  

mithin 

Hieraus lasseri sich die Koordirlaten Po und rp, riiittelst der Re- 
lationen 5) und 6) in j3, und g>, verwandeln. Substituiert rnau noch: 

Zcitsrlirift f .  Milathernatik 11 Pligsik 43. Jahrg. 1498. Fi 1Teft. 2 1 
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310 cber  elliptische Ananiorpliose in der clioptrisclien A b l s i l d ~ n ~ .  

k - l = p >  a l : - l L A 1 2  
Cl C, " 

und verbindet die Gleichung des Ellipsoides mit der Gleichung 'i), so 
erhiilt man : 

welches ebeiifnlls die Gleichung eines dreiaxigen Ellipsoides ist. 
Wenn das Objekt eine Kugelflzche, also r O L  konst. ist ,  so ergiebt 

die Gleichung 7) die Abbildung und zwar eiu Rotationsellipsoid mit 
den Halbaxen: 

- -- kl 
1 l - k y o .  

Wenn hierljei der Mittelpunkt der Kugel im ersten K~ioten~uilkt 
liegt, hat man zu setzeii 1;" - Al = O und nach IV) und II): 

d. h. das Hild ist auch cine Kugcl. Liegt dag~gen  der Mittelpuiikt de i  
Objpktkugel im ersten Hauptpunkte, so hat mari zii setzen rco - x, - O 
und nach 111) und 1): 

' P  a, = Y,, bi = cl = Y,, 

d. li. das Hild ist ein Botation~ellipsoid. 
Wenn das Objekt ein Gittcr oder ein Po1yetit:r ist, so kann innn 

die Polarkoordiriaten r,, 8, und F, ausdriicken durch Y,,, Po und rpO. 
Es ist ganz analog dein Formeln 5) und 6): 

C o u  9, 1- cos pu5 1 - 
1 9) cos rp,'= - [ i i-qpto)2]] 

- - - 
sin p,  2 ' 

l t t a n q ,  - 1 -  cos q ~ , ~  C O S  P o 3  
sin Bo z Il-($) 1 
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Da es sich irn vorliegenden Dalle in1 allgemeinen nur um die Ab- 
bildunç einzelner Punkte handelt uiid nicht urn Ebenenschnitte durch 
die Y-Axe, so kann man auch einfach ausgelien von den Itelatiorien 
4) und 21: 

tan 6, : tan 6, = - q7ci : fk,, 
wuraus folgt: 

11) 
1 

Die Gleichung : 

12) tan 6, = (s) 9> fi1 - tan s,, 

gieht die K e i p n p  des rad. vect. eines Punktes z. B. einer Eüke des 
Polyeders gcgen die Hauptaxe (Knotenpunktsaxe) und die Gleichung 11) 
die Lange des rad. vect. oder den Abstand des abgebildeten Punktes 
von dern Koordixiatenanfarigspunkte des Bildes. 
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Über den Traktoriographen von Kleritj 
und das Stangenplanimeter. 

Von 

Auf die Aufforderung des Herrn Prof. M e h m k e  hin teile icli den 
Lesern dieser Zeitsclirift folgendes über den ,,Traktoriographen" r m  
Staatsrat K l e r i t j  (jetzt serbischer Minister für Volkswirtschaft und 
Randel) mit. Ich entnehme die Angaben dem Aufsatze von K l e r i t j  
iri  D i r i g l e r s  po ly  t e c h n i s ç h e m  J o u r n a l  Band 305, S. 234 -237, 
260-263, 1897. 

Dcr ,,'I'raktoriograph br.steht (Fig. 1) nus der Eahrstange A II', 
die an  (lem ~ i n r n  Ende mit  einem Fahrstift B K  r e r w h m  ist ,  und 

ails einelu scharfrandigcn, un1 eine magereclite Axe drehbareil r i id-  
chen ï' Diese Axe ist in dem gabelf6rrnigen Unterteile einer Hiilse 
gelagert, welche auf der Stange A B  verschiebhar und  mit,telst der 
Schraube Y auf derselben feststellbar ist. Der spitze E'alirstift DK 
ist leicht drehbar in dem Rahmen C H  befestigt, der auf verstellbaren 
E'üBen 112 und ruht.  Durch Schrauben in den FüBen kann R be- 
liebig eingestellt werden, und ebenso L s s t  sich durch Schriiubchen 
das Riidchen 1' so stellen, dass seine Symmetrieebene durch A U  und 
K geht. 

Man fasst das Instrument zwischen zwei Finger uiid führt die 
Falirspitze leicht die aufgezeiühnete Kurvt: eritlaiig. Der Berührurigs- 
punkt t des lllidcheiis beschreibt dann die der Kurve zugehijrige 
Tralitorie mit  der unveriin~erlichen Tangente t = Kt. i'lher dem Hiid- 
chcn ï' hefiiidet sich ein kleinercs Radchen k' mit  eineni Einschnittc, 
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Cber den l'raktoriograplien von X1erit.j etc. Von A.  KOHSELT. 313 

der einen mit Druckfarbe getrankten Filz enthdt.  Diese farbt dcn 
scharfen Rand des 1Gidchens T iind bewirkt, dass der Weg von t aiif 
dem Papiere sich abzeiçhnet. 

E s  seien (Fig. 2) CD die Traktorie der Linie AI>' für die be- 
stiindige Tangente t ,  X Y die Koordinaten des Punktes R auf A l:, 
xy diejenigen des zugehorigen Punktes T 

yig. 2. 
auf C B ,  u der Winkel einer Richtung 
von t mit der :c-Axe. Dann ist nach der 
Pigur: 

x = X + t cosa ,  

1) 

aber cos = (1 + 2)- +) ! x 
P 

1 2  - -  s i n a  = y ' ( ~  + y ) S ,  
so folgt: 

X = z  t ( l +  
2) Y =  ?/-ta '(1cs '*)-8.  

Folgende Benierkung sei hier eingeschaltet: 
Das bekannte Kennzeichen der Berührungstransformationen (siehe 

etwa Lie ,  ,,C e o m e t r i e  d e r  R e r ü h r u n g s t r a n s f o r m a t i o n e n "  S.73 
Satz 2) zeigt, dass die Zuordnung 2) der 
Traktorie CU zu AR,  also auch die 
umgekehrte Zuordnung 1) ke ine '  Be- 
rührungstransformation ist. Das ist auch 
geometrisch leicht an zwei einander be- 
rülirenden Kreisen zu zeigen. 

Hewegt sic11 die Spitze K auf einem 
Kruise mit derri Halbrriesser r (Fig. 3) 
und ist K Y '  = t ,  so besçhreibt der Be- 
riihruiigspunkt des IGdchens eine Kreis- 
traktoric T,, TT, . . ., für welche die 
augenblickliche Nichtung K T  die Tan- 
gente der 'i'raktorie im Punkte ï' ist. 
L.ie (fleichiing dicser Tra,ktorie laiitet: 

cc der 'iVirikel, unter dern die Tangeiite 1 
vorn Mittelpunkt aus geselieri wird, 
der zurn befahrenen Wege KoK gehorige Centriwinkel, und 9. der 
Polwinkel, von CR,,  airs gerecliriet, ist. Uui de11 ~ z t ~ n  Teil des gegebenen 
W e p s  cp zu finden, braucht man nur zu setzen: 
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314 çber  den Traktoriographeri von Kleritj .etc. 

'9 wodurch tgn,  also auch selbst bekannt wird. Als Tangentenliirige 

hat man dabei zu nehmen 
1 

t = ny(n" - ) -a .  

1st aber die Vielteilung für ein b e s t i m m t  es r geleistet,, so ist 
sie bekanntlich auch leicht für ein beliebiges Y auszuführen. 

Setzt man t = O ,  so wird hier k = O und 

Da CL bekannt ist, so ist  damit rp für r - 1 rektifiziert und zu- 
7z 

gleich der Sektor C I i ; E  = 7 quadriert. Setzt man p = - 7  so findet 
2 

man eine Strecke für die Zahl 5 ,  bezogen auf den Einheitsradius. 

nTill mau einem Kreise eiri regelrriiissiges %-Eck einbeschreiberi, 
z .  

so teile man wie angegeben - in lz Teile, verbinde je zwei getrennte 
2 

Punkte durch eine Sehne und übertrage diese Teilung auf die andere 
Kreishdfte. 

Die Basis c der natürlichen Logarithnien wird gezeichnet mit Hilfe 
der ( H ~ ~ g h e n s s c h e n )  Traktrix der Geraden. Durch Integration der 
Differentialgleiçhurigeri 2) fiudet man die Gleiühurig derselben: 

wenn und 7 die Koordinaten eines Punktes dieser Traktorie bezeich- 
nen. Durch Konstruktion mit Lineal und Zirkel wird 'daraus die auf 
dieselbe Axe bezogene logarithmische Linie abgeleitet: 

also für t = 1 z = l y  oder y = c Z .  

Man nehme also x = 1, so findet man aus der gezeichiieten 
Traktrix und nach obigen elementaren Konstruktionen eine Strecke 
als Dnrstellung von e in Bezug auf eine gegebene Streckeneinheit. 
Dabei wird aber vorausgesetzt, dass man zu jedem Punkt der x-Axe 
den entsprechenden Punkt der Traktrix auffinden kann. Das geschieht 
durch Auflegen des Traktoriographen auf die Gruudgerade urid die schou 
gezeichnete Traktrix. 

Wir kiinnen dieseri Koristruktionen keine p r  a k  t i  s c h e  Bedeuturig 
beilegen, weil sic sich ebenso genau und noch ciniacher mit eineni 
MaBstabe und einem Zirkel ausführen laswn, menn eine klejne Aiizahl 
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von Versuchen gestattet ist. Praktisch wichtig ist aber die von 
K l e r i t j  nicht erwiihnte Anwendung des Traktoriographen als l 'lani- 
ineter ,  wie sie zuerst 1886 der diinische Kapitiin P r y t z  gelehrt hat. 

P r  y t z hat ebenfalls einen Traktoriographen angegeben, aber von 
eiiifacherer Konstruktion. Anstatt des Riidchens 1' hat sein I~islru- 
nient nur eine einfache Schneide, die die Traktorie in clas Papier eiri- 
drüelrt. LTnter dem Sarnen B e i l p l a n i m e t e r  oder S t a n g e n p l a n i -  
nieter findet es jetzt in England und Deutschland allseitig unbeclingte 
Anerkennung. Einc eingehende Behandlung der ziigeh6rigcn 'I'heorie 
von C. I tunge  findet sirh in der , , % e i t s c h r i f t  f i i r  Vermcss i ings -  
wesen" 1895, S. 321-331, ein kürzerer Aufsatz von J. H a m a n n  in 
drrselben Zeitsçhrift 1896, S. 643 bis 650. Dem Letzteren entnehme 
icll die folgenden dngaben. 

Unllluft die Spitze K in1 Sinne des Uhrzeigers eine Fllche V 
(Fig. 4) mit der Anfangslage FS des E'ahrarms, so beschreibt T eine 

Kurve VI. Y und Y' ni6gcn zwei hclipbige zugehfirigc Punkte dcr 
Iïurven V und V' bedeuten, P' sei der zu 11' gehorige Piinkt in der 
Endlage des Fahrarms, 1 die Entfernung des Punkt,es F' von SF. Nun 
rerschiebt man V '  parallel zu SF  in die Lage VIf, so dass E auf S 
fiillt. Die Kurve 7" schlies3t dann mit einem Hogen von V eine ,,Rest- 
fliiche" J ein. Die B1:iiche V kann dann hetrachtet werden als Summe 
unendlich vieler unendlich schmaler Teile von Kreisringfliichen. Der 
Hogen geht durch P, hat als Mittelpunkt P' und als Kadius t und 
reicht bis zu einem Punkt Pl' des zugehorigen Teiles der Kurve VI'. 
Je  nachdem diese Bogen die Flache J einmal oder zweimal überstreichen, 
ist der Inhalt der Blache V: 

v= l t  -1- J, 

oder 

Ersteres tritt ein, menn T' vom Iladchen aus geselien vor dein 
letzten Kreisbogen durch F (Fig. 4), letzteres, wenn sie hinter dem- 
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316 Cbcr den Traktoriographen von Kleritj etc. 

selben liegt (Fig. 5). Urn den Betrag der Restfiiiche rriGglichst lileiii 
zu machen, lept man den 17ahrarm anfangs so, dass seine Nrirrnale in 
I;' die E'licht: V ungeyihr halttet. E i n e  KestfiZchr J, wird dam 

positiv, die a i ide re  Ji negativ. Man erhilt  dann Figur 6, in die eiriige 
Kreisbogen hinzugezeichnet sind. 

Ton einer E r  f i n d u n g  kann aber bei keinern dieser Instruniente 
die Rede sein, sondern nur von einer neueri K o n s t r u k t i o n ,  wie ich 

S 4 F  
(iiach den Angaben des Herrn Prof. M e h m k e )  aus einer Abhandluiig 
von v. B r a u n r n ü h l  in dem , , K a t a l o g e  m a t h e m a t i s c h e r  Modellc", 
herausgegeben von I V .  D y c k ,  München 1892, S. 83 ersehe. Darnach 
I-ixt Graf G i a n i b a t i s t a  S u a r d i  1752 e h  Instrument angegeben, das 

sowohl die Tiahtrix von Hu y g h e n  s als auch die logarithmisclie 
Linje zeichnet. Das Ilacichen hat dort keine E'arbe, sondern drückt 
seine Ziihriclien in die Zeichenfliiche ein. Der k'ahrarm ist eine Schiene, 
die sich mil, den1 einen Eiide in der Rinne eines prismtttischen Lineals 
verschiebt. 
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Der Traktoriograph von K l e r i t j  unterscheidet sich nur wenig von 
dem, die Traktorien ebenfalls mit Farbe geuau zeichneriden S t a n g e n -  
plaii i i i îeter,  welches die E'irma E c k e r t  und H a m a n n  in Friedenau 
bei Berlin in den Handel gebraclit hat; der Preis des letzteren In- 
strumentes (siehe Fig. 7) ist aber niedriger (15 Mark gegen 22 Mark). 

Er@iilzeiide Hemerkiiiigeil xu vorstehendem Aufsatzr. 
Vom Heraiisgeber. 

Kachdeiii ich die Quellen eingesehen habe, kann ich den Mit- 
it:ilurigen dr:s Herrn K o r s e l t  üIm- Traktoriographen noch fblgendes 
hinzufügen. 

Schon vor S u a r d i  hat der (auch als Erfinder einer R,echeii- 
maschine bekannte) Marchese P o  1 en i* eiiien Traktoriographen kon- 
strniert, bei dern die 12011e mit scharfetu Rande (von I 'oleni Rotula 
signatoria genannt) verwendet ist. Uesagte Rolle, als dcren Erfinder 
u-ir nlso P o l e n i  anzusehen haben, so lange nicht ein früheres Vor- 
komnien derselben nachgewiesen ist, bildet bekanntlich einen wesent- 
lichen Bestandteil zalilreicher, der Neuzeit angehoriger Integrations- 
apparate.** S u a r  di, der übrigens selbst auf l 'o leni  hinweist, hat den 
ganxen Apparat vereinfacht. E r  beschriinkt sich nicht auf den Fa11 
der H u  y g h e n s  schen Trakt'oris - Hasis oder Direktrix eirie gerade 
Linie -, sondern sagt ausdrücklich (unter Bezugnahme auf eiiie Ab- 
bildung), dass, wenn die Leitlinie z. B. ein auf Papier gezeichneter 
Kreis sei (von beliebigen Leitlinien ist voilier die liede geweseii), es 
geriüge, au der Stauge, welche die Rolle tragt, eirien Stift zu bc- 
festigen und letzteren der Leitlinie entlang zu führen.*** 

Die Bestimmung von Punkten der Ketterilinie und der loçarith- 
inischcn Kurvc mit Hilfe der 'i'raktnrie einer Geraden, welche Aufgabe 
Herr X l e r i  t j  u. a. behandclt, wird auch von P o l e n  i a. a. O. (unter 
Hinweis aiif Arbciten von H u y g h e n s  u. a.) ausfiihrlich besprochen. 

Die prinzipiclle Wichtigkeit der Erkenntnis, dass niit Hilfe eines 
so iiberaus einfachen Mechanismns z. R. die Konstruktion transcendenter 
Zalilen, wie n und e ,  theoretisch genau ausfiihrbar ist, wird man 
nicht unterschiitzen dürfen und man hat deshalb m. E. Crsache, 
Hcrrn Kle r i t , j  fiir seine Anregungen dankbar zu sein, trotzdem sein 

* Jo  a n n i  s P o l e n i .  . . Epistolaruru Mathematicaruu~ Fasciculus, Pataviil729. 
Die ,, organische Konstruktion", d. h. mechanische Erzeugung der ( H u j  g h  e n s -  
schen) Traktorie und der logarithmischen Kurve wird i n  einem Briefe an J a c o b  
H e r m a n n  behandelt. 

" Vergleiche ctwa die Schrift : A b  d a n  k - A  ha, kan O w i c x , Die Integrapheil, 
Ikiitsch von B i t  t e r l i .  Leipzig 1889,  13. G. Seubner. 

**" S. 36 des fraglichen Werkes, dessen Tite1 ist: Xuori istronlenti per la de- 
scrizionc di diverse curve antiche e moderne. . . Del Conte G i a m b  a t i s  t a  S u  a r d i  
Eresciano. 111 Brescia i 752 .  
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Traktoriograph nicht als neue Erfindung gelten kann und trotzdem 
die Anwendungen, die er davon maclït, nicht alle neu sind. 

L e i b n i z ,  der sic11 auch mit dcr Konstruktion eines Traktorio- 
graphrn beschiiftigt hat," sah in ihm hauptsachlich ein Zlilfsrnittel, 
Kurven zu yuadrieren; ob aber die theoretisch ger iaue Methode, die 
L e i b  iiiz in1 Auge hatte, mit der a n g e n i i h e r t e n  Tlestimmuilg des 
Fliichcninlialts einer beliebig begrenzten Figur nach P r  y t z irgend 
etwas zu thuri hat, bill ich ausser Staride zu sageri. 

Ich erwahne rioch, dass der Traktoriograph auüh xur angeriaherteii 
Hestimmung dcs Schwcrpunkts einer beliebig begrenzten ebenen FlLiche 
beniitzt werden kann (vergl. den Schluss der von Herrn K o r s e l t  oben 
arigrfiihrten Abhandlung von C. R unge).** 

Nachtrag zu deni Anfsatee: ,,cher einen Mechanismus, ùurch 
den ein beliebiger Winkel iii eine beliebige nngerade Anz;rhl 

gleiclier Teile gtrteilt weiden kaun". 
(Diese Zeitschr. Ud .  42 S. 276.) 

Von Reallehrer A. Korselt in Veerarie i. S. 

Herr Prof. Dr. H e y m a n n  in Chemnitz hat ruiçh brieflich darauf 
aufmerksam gemacht, dass der Gedanke, der deni von mir in1 Jahr- 
gange 42 dieser Zeitschrift beschriebenen , ,C laus  s s c h en  W inke l fL  zu 
Grunde liegt, keineswegs neu ist, sonderri sich scho11 in einerri von 
Th .  C e v a  1694 ailgegebeneri Instrurrierite verwirklicht findet. Eine Ab- 
bildung habe ich durch die GeGilligkeit des IIerrn Prof Dr. H e y -  

" Siehe den Brief an  H u y g h e n s  voni 1.,'11. Oktober 1693, L e i  bn ize i i s  niathe- 
matische Schiiften, herüusgegeben von C. J .  G - e r h a r d  t ,  l .Abteilung, Bd. 2,1650.  
S. 164  agi. 

'" l) ie Figureril und7 sirid mit  giitiger Erlaubnis des Herrn Prof. Dr E. Hamnier  
nach Iristruiuenten der geodiitischen Sanimlung der technischen IIochschule in 
Stuttgart  angefertigt worderi. An dern 'I'rüktoriographen E'ig. 1 fehlt iibrigeiis die 
in der Heschreibung von K l  e r i  t j i n  Diriglers Journal angegebene Kadel, init 
wclcher geriüu a n  der Stclle des Heriiliriiiigspuiiktes t des 1~:iidcliens ï' ein Stich 
iris Papier geniacht werden kmii.  Hei H a m a n  n s  Stangenplaninieter jst ein \in 
Fig. 7 nicht sichtbares) Farbkisren iiber dem Kiidchr:n angebraclit. Die das Hid -  
chen tragende Gabel si tzt  fest an  der Stange,  so dass niir Traktorien fiir eine 
und dieielbe Tarigeriteril~rige beschricben werden k6nneri. Es lag eberi Haniaun 
wie P r y t z  das Zeichrien beliebiger Traktorien ebenso fern, wie K l e r i t j  die 
Planimetrierung beliebig begrenzter E'lachen. Natiirlich kiinrite auch an  Heman i i s  
St,angc:nplanimeter die Entfernung zwischeii Hiidchen und Fahrstift verihderlich 
gemacht werderi, wodiirch der Preisunterschied zwischen beiden Instruinenten 
u-ahrscheinlich verschwinden wiirde. Die Lit teratur iiber Stangeriplitnimeter (bis 
Ende 1897) ist  ausführlich anyegcben in d r u  trefflichen Herichten von li:. Hauimei  
iiber die E'ortsciirit,te des Karteuucsens im Geogra~~~risc l ien  Jahrbuch, Hd. X I I ,  S. 26 
und Ut i .  XX, S. 475. Siehe auch die neue elenlentare Ahleitiing von L. Y c h 1 ei cir- 

n i ac  h e r ,  Zcitsclir. fiir Vermessungswesen, 1898, S. 408. 
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m a n n  in J .  L e u p o l d ,  t h e a t r u m  a r i t h m e t i c o - g e o m e t r i c u m  1727, 
Tab. XXVII, Fig. VI1 (Beschreibung S. 167) gesehen. 

Das Instrunient von C e v a  ist auch eiri Zirkel, an  dessen Scherlkelii 
auf der Innenseite gleichlange drehbare, aber nicht verschielobare Guleiik- 
stiicke befestigt sind (siehe die stark verkleinerte scheniatische Dar- 
stcllung in nachstehender E'igur). Die Mittelpunkte O, C, C' . . . sind 
diirchbohrt, so dass sich die Scheitel der zu teilenden Winkel zieni- 
lich scharf einstellen lassen und man niir noch die Schcnkcl in drehende 
Bewegung zu versetzen hraucht. Hei dem C l  aussschen Winkel miiss 
man Schenkel und Scheitel gleichzeitig einstellen, was einiges Probierrm 
erfordert. lnsofern steht der Claiisssche Wiiikel dern Ceva'schen In- 
strumente nach. Dafiir braucht C e v a  die doppelt,e bnzahl  von Gliedern, 
die sich allerdings nicht kreuzen. Bei Versuçhen habe ich den C 1 a u  s s - 
schen Winkel hinliiiiglich genau befunden; das 
C ev a sche Instrument ist noch nicht lier- O 

gestellt, man kann also nicht wissen, ob es 
ebenso schnell arbeitet, oder ob es das Papier 
zu sehr zersticht. 

Ubrigens ist  es nicht notig, für h6here 
Konstruktionen besondere Instrumente zu 
finden, wenn man innerhalb der Grenzen einer 
gewohnlichen Zeichenfliiche eine schnelle, 
saubcre und hinliinglich genaue Annaherungs- 
konstruktion kennt. Solche giebt es für alle 
altberühmten geometrischen Probleme, siehe 
z. B. B a l t z e r ,  a n a l y t i s c h e  G e o m e t r i e s  25. 
Interessant ist es aber zu sehen, wie alte Ge- 
danken immer wieder gefunden werderi. Auch 
N e w t o n  in der A r i t h m .  u n i v .  1732 be- 
schreibt in dern Probl. XXIX eiri Shriliches 
Werkzeug, das dort auf Tnb. III. abgebildet ist. 

Auch rnuss nach der Mitteilung des Herrn Dr. H e y r n a n n  die 
am Ende meiner Bemerkung gernachte Angabe, dass durch den Cl  a u s s  - 
schen Winkel alle Ureiecksaufgaben einer gewissen Gattung aiiflijsbnr 
seien, dahin cingcschriinkt werden, dass dies nu r  für diejenigcn Auf- 
gaben der genannten Gattung gilt, die auf  alge'oraisch aiifl6sbare 
Gleichungen führcn. Iliesr: brauchen aber nicht, cntgegen der Mciniing 
Dr. H ey m a n n  s ,  Winkclteilnngsglcichungen zu sein. Denn nach einem 
herühmten Satze von K r o n e c k e r  in den Berliner Monatsberichten 
von 1853 (zuerst von W e b e r  bewiesen, vergl. dessen 1,ehrlriiich der 
Algebra Bd. II, 5 179 fig.) ist jede Abclsche  Gleichung aiich eine 
K r e i s t e i l u n g s g l e i c h u n g ,  d. h. ihrcMTiirzcln sind rationale Punktioncn 
von Einheitswurzeln, sind also durch h'jnkelteiler konstruierbar. 
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Über die Mercator'sche Projektion. 

Von 

- - 

IIierzu Safel VI1 Fiç. 1-4. 

Die Merça to r ' s çhe  Projektion hat  niçht allein trotz der un- 
miissigen Vergrosserung der Polarregionen gegenüber den Gegendcri 
arn Aquator eiiie grosse praktische Uedeutung, weil sie bei der Alin- 
lichkcit in den kleinsten Teilen die Meridianc und Hreitenkreise als 
geradc Linien in  der Ebene abbildet, und ist, weil sie infolgcdessen 
auch inzmer den Weg  eines unverlndert nacli derselben Himmels- 
richtung steuernden Schiirev als gerade Linie darstellt, für Seeliarten 
fast ausschliesslich irn Gebrauch, sie ist auch in rein geometrischer 
Hinsicht merkwürdig, weil sie zu einer interessanten Gattung von 
transcendenten Kurven hinfiihrt und so für  die sgstematische Behand- 
lung dieser gegenüber den algebraischen bisher sehr vernachliissigten 
Kurren eineii ersten Ansatz liefern kann. 

1. W i r  denken uns eiiien Cjlinder C, welcher eirie Kugel X ,  deren 
Radius n-ir gleich der Liingeneinheit annehmen, liings eines grossten 
Kreises berührt. Sei ferner fü r  diesen grossten Kreis als Bquator die geo- 
graphische Breite eines Punktes der Kugel mit  8 und seine geographisclie 
Lange mi t  5 bezeichnet. Bedeute endliçh 7 den Abstarid eines Punktes 
auf deui Cglinder von dem $quator. Wir lassen dann den Kreiu- 
hnkt ionen von t) hgperbolische Furiktiorieri von y entsprechen, indeni 
wir  setzeri: 

1 
1) 601 q = tang O ,  also 607 q = -- und S a n g  q = sin O. cos fl 

Durch diese Gleiühurigc~ii ist eine Abbildurlg der Kugel auf den 
Cylinder vermittelt, bei der die Punkte des Aquators sich selbst ent- 
sprechen, die Meridinne der Kugol diirch die Seitenlinicn und die Breiten- 
kreisc durch die Kreise des Cylinders dargcstellt wcrden. Uiese Ab- 
bildung ist weitcr, weil: 
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mird, eine iri den kleiristen Teilen ahnliçhe und mit der M e r c a t o r ' .  
sclien Cylinderprojektion identisch. Den Cylinder C konneri mir uns  
llings eincr Seitenlinie aufgeschnitten und aiif einer Kbene E aus- 
gehreitet denken. I n  geomctrischer Reziehung is t  es aber vortcilhaft, 
das Rild des so gewonnenen ebenen Streifms unrndlich oft zii wieder- 
Iiolen und mit  diesen Hildein die ganze Ebene zu überdecken, als ob  
der Cylinder gleich einer Farbwalze über sie weggewiilzt wiire und sein 
Rild unendlich oft auf sie übertragen hatte. 

2. Die Koordinaten eines Kugelpunktes, bezogen auf drei senk- 
rechte Durchmesser, von denen zwei in der Ebene des &uators liegen, 
der dritte also die Pole verbindet und die Axe der Kugel ist, sind, 
auegedrückt durch Breite und Lange: 

3) n: = cos 0 cos f ,  y = cos 0 sin &, z = sin 8, - 

und die Gleichung eines Kreises auf der Kugel hat  die Form: 

4 cz + /3 sin 0 = COS F) ( y  COS + 6 sin g ) .  
Dividieren wir dureh cos 8, so geben die Beziehungen 1) die Gleichung 
der entspreclienden Kurve auf dem Cylinder C oder in  der Mercator- 
Ebene 5 :  

5 )  a Q ~ f ~  + /3GinT= y c o s f +  6 s i r E .  

Uiese Kurve wollen wir als eine Mercator-Kurve erster Ordnung he- 
zcichnen. 

3. E s  sind nun drei Fiille zii unterscheiden, je nachdem r*" DP-, 
a' < f l  "der a2 - Vis. Ini ersten P'alle schneidet die Ebene des 
Kreises die Kugelaxe ausserhalb, iin zweiten Falle innerhalb der Kugel, 
so dass der Kreis selbst einen der Pole umschliesst. Im Grenzfalle 
geht der Kreis und seine Ebene durch einen Po l  hindurch. Dies 
liefert uns zwei verschiedene Typen von M e r c a t  or-Kurven und einen 
i?bergangstypus. Im ersten Falle namlich lasst sich der Gleichung 5) 
die Form geben: 

6) Eof (7 - qo) = 1î2 COS ( 5  - 5)) 
in1 zweiten Falle knnn man sie schreiben: 

7) Ei~t (7 - T ~ )  = 11 sin ( 6  - E O ) ,  
und im Grenzfalle wird sie: 

8) (Tor 7 + ê Ein q - c 1  -11 cos ( 5  - 5,) 
fiir E = f 1. 

4. Eine beliebige Mercator-Kurve geht also durch Parallcl- 
v~rschiebnng aus einer der folgenden hervor: 

Q o i V  - ~n cos f ,  

Ein TI = '12 sin 5 ,  
?j = E 10g COS k .  
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Die Kurven 9) entsprechen den Kreisen der Kugel, deren Ebene 

die z-Axe rechtwinklig schneidet, die Kurven 10) den grosstcn Kreisen, 
deren Ebene s =?%y 

duïch die %-Axe geht. Diese beiden Kreisscharen auf der Kugel bilden 
ein isotherinisches System und damit auch die entsprechenden Burven- 
scharen in der Mercator-Ebene, jede Kurve der einen Schar schneidet 
alle Hurven der anderen Schar unter rechten Winkeln. Figur 1 
stellt einige dieser Kurren dar. 

4. Die Kurven 9) des ersten Typus setzen sich aus kongruenteii 
Ovalen zusanimen, deren jedes wieder aus vier synimetrischen Viertelrl 
besteht, also eineri Mittelpunkt iiat. Diese Mittelpurlkte folgen sich 
in deri Abstinden 2 z  auf der E-Axe. Die Kurven 10) des zweiten 
T y p u s s i n d  wellenahnliche Linien, deren kongruente und aus zn-ei 
symmetrisçhen Hiilften bestchende Stiicke abwecliselnd unter iind iihrr 
der &Axe liegen und die l i n g e  n hsbm. 

-5. Dic doppelt unendlich vielen Mercator-Kurren des ïibergarigs- 
typus sind alle kongruent und entstchen ails einnnder diirch ParaIllel- 
verschiebung oder Spicgeliing an solchen Geraden, die zur .&Axe oder 
7-Axe parallel sind. Durch Verschiebung u n  272 in der Richtung 
der 6 -  Axe gehen sie in sich über. Ihre einzelnen Teilc haben eine 
zur li-Axe parallele Symmetrieaxe und niihern s ich ,  asymptotisch 

zweien von dieser um nüch links und rechts entfernten Geraden. 
2 

Von einer ,,ScheiteltangenteC' - für die Kurve 11) ist es die Gerade 
17 - 0 - werden die Kurven unendlich oft, niimlich in ihren ,,Scheiteln", 
das heisst ihren tiefsten resp. hijchsten Punkten, berührt. 

B e s o n d e r s  a u s g e z e i c h n e t  s i n d  d i e s e  K u r v e n  d a d u r c h ,  dass 
m a n  a u s  e i n e r  v o n  i h n e n  d ie  s a m t l i c h e n  K u r v e n  e i n e s  iso-  
t h e r m i s c h e n  S y s t e m s  e rh i i l t ,  i n d e m  m a n  d i e  K u r v e  e r s t  um 
a l l e  m o g l i c h e n  S t r e c k e n  i n  d e r  R i c h t u n g  d e r  q - A x e  und 
d a n n  a l l e  K u r v e n  d e r  s o  g e w o n n e n e n  e r s t e n  S c h a r  u m  

i n  d e r  I t i c h t u n g  d e r  & A x e  v e r s c h i e b t .  V o n  d e n  s o  e rha l tenen  
v i e r  S c h a r e n  s i n d  d i e  e r s t e  u n d  d r i t t e  zu d e r  zwei ten  und 
v i e r t e n  o r t l i o g o n a l ,  wie  es F i g u r  2 z e i g t .  

6. Zu der konformen Abbildung, die durch die Beziehung eines 
solchen isothermischen Kurvensystems auf zwei sich rcchtwinklig 
kreuzende Scharen paralleler Geraden in einer anderen Ebene ver- 
niittelt ist, gelangen wir wie folgt. Wir  projizieren die Kreise auf 
der Kugel deren Bilder die in Rede stehenden Kurven sirid, aus d m  
Pol, den sie enthalten, durch Ebenen. Rringen wir mit den letzteren 
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die iquatorebene n zum Schmitt, so i ç t  diwe daduroli mit der hTerca.toi.- 
Ebene E in die verlangte Reziehiing gesrtzt, die, n-ie m m  so fiiidet, 
durch die Gleichungcn: 

ausgedrückt wird, wo x und y rcchtwinkligc Koordinnten in der 
Aquatorebene z - 0 bezeichnen. Uiese Verwandtschaft drückt sich 
eirifxher aus durch 

13) fi = rEq,  
indem daim X - R c o s E ,  Y =  RsiiiE 

wird und Il den Abstand des Punktes der Aquatorebene Tom Mittel- 
punkte des Acpatorkreises bezeichnet. Diese konforme Abbildung ist 
von Herrn H o l z m ü l l e r  iru 16. Bande dieser Zeitsçhrift ausführlich 
betrachtet und diese Betraclitung in seiner Einführung in die Theorie 
der isogonalen Verwaildtschaften wiederholt. An letzterer Stelle giebt 
ci. auch cine Glcichungsform der Mercator-Kurven an und schliigt 
diest: Bezeichnung vor.* 

7. Ilen eigentiirnlichen Charakter der Mercator- Kurven erkennen w 
crst rccht, weiîn wir ihre Rcktifikation versiichen. E'ür die Kurrc 11) 
wird: 

''7 - - E tang 6, z- 
es ist also der Xeigungswinkel an eincr Stelle der Xurve gegen die 
Scheitcltangente dem Abst,ande des Kurvenpunktcs von der &ch& 
gelegenen Symmetriraxe gleich. Fiir das Linienelement ergiebt sich: 

Aus der Gleichung 9) folgt: 

-'&inrldq 
- tn sin 5 ci 6 d q  = 

nL 
- 7  d5 = - - '  naVo Vos E 2  1 

also für das Linienelemeiit: 

O der : 

' Auch IIerr G r e e n h i I l  hat ,  wie ich naclitr%glich bemerke, eirieii Ar i sa i~  
zur Beharidlu~ig dieser Kurveu gemacht (Rlesseriger of Matliem., Bd. XVI und XX), 
(lie er Sumner sche  Linien nennt. E r  erwühnt ihre Eektifikation durch elliptische 
Integrale, indessen teilt er riicht mi t ,  wie sie, i d e m  man die Eogenl%nge durch 
beide Koordinaten ausdriickt, natiirgemiiss auf die doppelte Periodizitkt der 
elliptischen Piinktionen fiihren , worin geraùe , wie mir  sclieint, ihr Xutzeil fiir 
die elemcntare Theorie dieser P'unktioiicn liegt. 
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3 24 Clieï die Xercator'sche Projektion. 

cl -- - 
i d q '  1 7 )  d s =  .- -- 

V i  - k I z s i n  .&a vit 7c28Ginrlï ~ l - k ~ ~ s i n ~ ' ~ '  
fiir 

18) 
I - mP q = q ,  /i12=.ï---- lC2Z - 1 

m' ' 1 -  m s '  

fiir . 
21) 

D i e  B o g e n l a n g e n  d e r  M e r c a t o r - K u r v e n  d r ü c k e n  s i c h  also 
d u r ç h  e l l i p t i s c h e  I n t e g r a l e  e r s t e r  G a t t u n g  a u s .  Die vier 
Grosseil cos t ,  sin t, Qoi 7 ,  Gin q sind fiir einen Punk t  der Mercat,or- 
Kurve gleicli den mit  gewissen Xonstanten multiplizierten elliptisclien 
Funktioiien sin am S ,  cos am s, A am s des zugehorigen, von einer be- 
stinimten Stelle aus gereclirieteii Uogens S. D i e  P e r i o  d e n  e r g e b e n  
s i c h  d u r c h  I n t e g r a t i o n  n a c h  f ü b e r  V i e l f a c h e  v o n  n und 
nae l i  7 ü b e r  V i e l f a c h e  v o n  ni. 

8. MTenn man die Kurven der Mcrcatorschen Hildehene E ,  die den 
Kreisen drr  Kngel c:nt,sprc[ahcn, a,ls Mercator-Kiirven erster Ordniing 
bezeiclinct, so h i t t e  man dementsprechend Mercator-Kiirven xweiter 
Ordnung diqjenigen Kurven zu nennen, die sich durch das Ver- 
schwinden einer homogenen quadratischen Funktion der vier Grossen 

c o s f ,  s i n f ,  & o i q ,  Ginri 
darstellen. Diese Kurven hzngen infolge der identischen Relation 

von acht Parametern ab und entsprechen den spharischen Kurven, die 
durch beliebige Kegel zaeiten Grades aus der Kugel ausgeschnitten 
werden 

9. Man kann aber aus der Gesamtheit der Mercator-Kurveri zweiter 
Ordnung noch eine besondere Gattung herausgreifen, cieren Gleichung 
die Veranderlichen 5 und 7 in keinem Gliede vereinigt e n t l d t ,  also 
die Form hat: 

23) { a , c o s E 2 +  2n2cosEs in [  + a,sinE" 

& Q o i  7" Goj 7 Ei~t 7 + pa Ein r2. 
Diese Gleichiing gcht, wenn man in  sie die verdoppelten Ver- 

anderlichen : 
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24) Ef= 25, 77'= 277 
eirifiihrt, in die folgende über: 

(ai - a3)cosE1+ 2u2sinLjf+ (a, + u,) = 

2 5 ) {  ( B ~ + B s ) ~ o l i l r + 2 P ~ ~ i l ~ ~ ' + ( 8 ~ - 8 3 ) ,  
die dieselbe Form hat wie die Gleichung der Mercator-Kurven erster 
Ordnung, nur dass ein konstantes Glied hinzugetreten ist. Die so 
dargestellten Kurven lassen sich durch blosse Paral le l~erschiebun~ auf 
die folgenden Formen zurückführen: 

26) p COR E ' +  4 = Eu! (erster Typus), 

27) s sin gr+ t = Ginrl' (zweiter Typus), 

dazu ein Übergangstypus: 
28) kcos Er+ E = e E l ,  E = *  1. 

Die Kurve gehort zum ersteri Typus, wenu in ihrer allgemeinen 
Gleichiingsforni (p, -1 p,)2 > 4&: zum xweitcn, wenn (B,  + &)'< 4ps2, 
und zum Übcrgangstypiis, wenn (8, + = 4&2 ist (vergl. 3). 

10. Um die Redeutilng dieser Unterscheidung klarzulegen, gehen 
wir daraiif ziiriick, dass die Kurve 23) der spharischen Kurve ent- 
spicht ,  die dnrch die, Gleichung: 

29) cc,x2+ 2u,xy + a,y2= pl + 2p,z + ?,a2 
in Verbindung mit dcr Kugelgleichung: 

30) x2+ y2+ zB= 1 
dargestellt wird. Von den vier Kegeln, die durch diese spharische 
Kurve gehcn, sind ewei Cylindcr, deren Axen in der Apatorebene 
liegen und mit den Hauptaxen der Kegelschnitte: 

a,x" 2 aa, xy $- o, y2 - const. 

zusammcnfallen. Von den heiden andcren Kegeln ist die z-Axe eine 
Hnuptaxc, und ihre Mittclpunkte sind auf derselben durch die qua- 
dratische Gleichung zu hestimmen: 

in der I so zu wiihlen ist, dass die 1)iskriminante der Glcichung, 
n3mlich : (81 + 4(8s - 4 - Pz', 
verschwindet. Also gilt fiir t die quadratische Gleichung: 

32) A" ((8, - B3)A + (82" @Bi&) - 0. 
Die Diskriminanke dieser Gleichung ihrerseits ist: 

so sind die beiden Kegelmittelpunkte reéll, und gleichzeitig gehort die 
Kurve der Nercator-Ebene zum ersten Typus; ist B < O, so sind die 

Zcitschrift E.Mathemntik u. Physik. 43. Jnhrg. 1838. 6. Heft. 22 
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beiden Kegel imaginiir, und die ;Mercator-Kurve gehort zum zweiten 
Typus. Jn den beiden Fiillen sind auch die zugeliorigen sphiirischen 
Kurven von verschiedener Art, irn ersten Falle erllalten wir eine aus 
zwei getrennten Ziigen bestehende und im zweiten Falle eine einzügige 
Kurve. Im Grenzfallc B = O a i r d :  

P f P s  , - 1 PI - P, , pz - E 
2 - 2 

E = + l ,  

und wenn wir dies in die Gleichung für die Koordinaten der Kegel- 
mittelpunkte einsetzen: 

Z = - E .  

In diesem Falle ergiebt sich also nur ein einziger Kegel, desseii 
Mittelpunkt auf der Kugel in eirie~n der beiden Pole liegt, und die 
sphiirische Kurve hat eincn Doppelpunkt. 

11. Der Gleichung 26), dic den Mercator-Kurven des ersteiî Typus 
entspricht, lasst sich diirch Wiedcreinführung der Vcr%ndr:i.lichen 6, r]  

die Form geben: 

34) Acos g 2 +  B s i n  g 2 =   gin^,^ 
indem man setzt: 

35) 
1 1 

A = z (  14 P + P )  B = 2 ( - 1 2 3 + ~ ) .  

Die zu dieser Gleichung gehtirige Kurve korrespondiert dem srhiirischen 
Kegelschnitt, der durch deil Kegel 

36) Az" B B y 2 =  z2 

rtusgeschnitten wird. Der Schar konfokaler Kegelschnitte: 

wo Q einen variabelen 
misches Kurvensystem: 

38) 

zugewiesen, das durçh 
desselben teilen sich in 

Parameter bezeichnet, ist somit ein isotlier- 

coe 6 sin Gin q 2  ---+--=-- 
a - ~  b - Q  Q 

Figur 3 veranschaulicht wird. Die Kurven 
u 

zwei Gattungen, und zwar ist jede Kurve der 
einen Gattung orthogonal zu allen Kurven, die der anderen Gaftung 
angehoren. Die Kurven der ersten Gattung, für  die a - g und 
Ii - Q beide das Vorzeiühen von g haben, bestelien aus zwei kon- 
gruenten, welleniihnlichen Zügen von der Wellenliinge n, die syrn- 
metrisch oberhalb und unterhalb der &Axe liegen; die Kurven 
der zweiten Gattung, für die a - g und b p entgegengesetzte Vor- 
zeichen haben, bestehcn aus getrennten Ovalen. Uiese sind fiir die 
&Axe und je eine Parallele mir q -Axe symmetrisch, haben also 
Mittelpunkte, die im Abstande n auf der g-Axe nebeneinander liegeii. 
Den reellen gemeinsamen Brennpunkten der sphiirischen Kegelschnitte 
entspricht eine doppelte Punktreihe, die sich, wenn a - b das Vor- 
zeichen von b bat,  ausdrückt wie folgt: 
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n beliebige ganze Zahl, 

und um deren Puiikte sich die Kurven der ersten und zweiten 
Gattung immer niehr zusammenziehen, jemehr sich der Parameter derri 
Grenzwerte b nahcrt. 

12. Die Kurven 28) des ~bergangstypus, dercn entsprechcndc 
Kurven auf der Kugel aus einem Pol derselben durch quadratische 
Kegel projiziert werden. bilden sich, wenn man aus diesem Pol die 
ganze Kugel auf die Aquatorebene projiziert, in der letzteren als 
Kegelschnitte ab, die mit dem aquatorkreise konzentrisch sind. Der 
konfokalen Kegelschnittschar 

entspricht (siehe Gleichung 12) das Kurvensyütern: 

cos E P  sing'  - - E - 8  E 9 
" - Q  +b-p , 

Auch die Kurven dieses Systcms zerfallen in zwei Gattungeu, 
derart, dass zwei orthogonale Kurven stets verschiedcnen Gattungen 
angehoren. Sei 

6 < a  

so erhalten wir nur d a m  eine reeUe Eurve, wenn g < a ,  und zwar 
eine Kurve erster Gattung, wenn p < b ,  eine Kurve zweiter Gattung, 
wenn p zwischen 6 und a liegt. Die Kurven der ersten Gattung be- 
stehen aus einem einzigen welleniihnlichen Zug. Die einzelnen Wellen, 
die die Lange a haben, sind vom tiefsten zum tiefsten oder von1 
hochsten zum hochsten Punkt gerechnet, kongruent und gegen eine 
Parallele zur 7-Axe symmetrisch. Die Kurven der zweiten Gattung 
bestehen ebenfalls aus symmetrischen Teilen, die aus einander durch 
Verschiebung um Vielfache von n i n  der Richtung der f -Axe hervor- 
gehen, die einzelnen Teile sind aber vollig getrennt und schickeq je 
zwei Aste ins Unendliche parallel zur q-Axe. Figur 4 stellt Kurven 
beider Gattungen dar. 

Den gemeinsamen Brennpunktepaaren der Kegelschnitte 40) ent- 
sprechen zwei Punktreihen: 

n beliebige ganze Zahl, 

von denen immer eine reell und eine imaginiir ist. 
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13. U m  die Gleichung 41) auf die Form 28) zu bringen, setze nian 

43) 
n t b  a - h  r = q - - z ,  c--- 

2 
so wird sie: 

44) c cos if+ r = (c2 - r" @pl'. 

Durch Veranderuiig von r erhalten wir die verschiedenen Kurven 
des isothermischen Systems, und zwar eine Kuïve erster Gattung, 
wenn r < - c, eine Kurve zweiter Gattung, wenn - c < r < + c. 1st 
r > c ,  so wird die Kurve imaginiir. Für  r = O ist  die Xurve nur 
durch den MaBstab von den Kurven 8) verschieden. 

14. Suchen wir noch die Bilder der Mercator-Kurven des ersten 
und zweiten Typus i n  der ~ ~ u a t o r c b e n e ,  so ist zu beachten, dass, wie 
eich die Kurven des ersteil Typus auf die Bilder der sphiirischen Kurven: 

43) d x 3 + H y 2 - 9 ,  ~ ~ + y ~ + w " ~ = l  
zurückführen liessen, die Kurven des zweiten Typus auf die Rildrr 
der Kurven: 

46) A ' X ~ +  B ~ ~ ~ z ~  z 2 +  y 3 +  2-1 
reùuziert merden konnen. Dann findet man mit  IIilfe der Beziehungen 

als Bild der Kurve 45) und der zugehorigen Mercator-Kurve in der 
,$quatorebenc: 

48) (Xe+ Ya-1)8z 4 A X 2 +  4BY2 
und als Bild der Kurve 46) und der entsprecheiiden Nemator-Kurre 
des zweiten Typus: 

49) ( X z +  Y')" 4 A ' X 2 +  4 B 1 Y 2 = 1 .  
Diese Kurven sind identisch mit den von S i e b e c k  im 57. Bande 

des Crellesclien Journals behandelten, auf die die diirch die ellip- 
tischen Funktionen J a c o b i s  vermittelten konfortnen Abbildungen 
zweier Ebenen aufeinander hinleiten, und stellen die drei verschiedenen 
Arten dieser Kurven dar,  auf gewisse Normalformen reduziert. Die 
Gleichung 48) giebt eine Kurve der ersten oder zweiten Art ,  je nach- 
dem A und B gleiche oder entgegengesetzte Vorzeiçhen haben, je 
nachdem also die zugehorige Mercator-Kurve des ersten Typus von 
der ersten oder zweiten Gattung ist. 
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Das Problem der 15 Pensionatsdamen. 

Von 

A. F. II. M E ~ T E T S M A ~ ,  
Hamburg. 

Das Problem der 15 Pensionatsdamen lautet: ,,Die Vorsteherin 
eines Pensionats wünscht die 15 Damen ihrer Pension taglich in fünf 
Reihen zu je dreien spazieren gehen zu lassen. Wie ist die Ariord- 
r iuug zu treffen, damit im Laufe einer TVoche jede Dame mit jeder 
anderen einmal in derselben Reihe zu~arumeligelit?~' 

Die Aufgabe wurde suerst im Jahre 1850 von K i r k m a n n  in einer 
englischen Zeitschrift ver6Eentlicht. Englische Mathematikcr haben 
dann das Problem vcrschicdentlich hehandclt. In  dcutscher Sprache 
findct sich dic Aufgabn nobst ~ i n e r  J15sung, jedoch ohne Angabe der 
ll6siingsn~cthode, in Profrssor S c h u b c r t s  , ,%wdf Gedultlspielen" 
(Berlin 1895). R o u s  e B a l 1  führt in seinen ,,Mathematical Recreations '( 
zwei Losungsweisen an. Die eine, von Nr. A n s t i c e  stammend, giebt 
drei verschiedene Losungen, wiihrend die andere, roi1 Mr. F r o s t  her- 
rührend, 15 567 552000 Losungen liefert. 

Der Verfasser dieser Arbeit, dem kürzlich die Aufgabe vorgelegt 
wurde, fand, ohne Kenntnis von den früheren Arbeiten zu haben, die 
im folgenden niiher beschriebene L6sungsmethode, nach welcher sich, 
wie weiter unten gezeigt werden wird, über 15  ill lion en verschiedene 
Losungen ergeben. 

Man bezeichne je drei am Sonntage zusamniengehende Danien 
mit gleichen Buchstaben, die durch die Ziffern 1, 2, 3 unterschieden 
sind. Die Anordnung für den Sonntag würde also diese Forin haben: 

a, a, a, 

hl 6, b:, 
Ci C? c3 

dl d? 
e, idCy. 

Nunmehr komrnt es darauf an, fur die übrigen sechs Tage der 
NToche 6 . 5  = 30 Kombinationen aufzustellen, die den Forderimgen 
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des Problems entsprechen. Sehen wir zuniichst von den Indices ab, 
so haben wir zur Bildung der Kombinationen die fiinf Elemcnte a ,  b, 
c, d ,  e. Die Kombinationen mit Wiederholung sind nach den Beding- 
ungen der Aufçabe und in Rücksicht auf die Anordnung am Sonntag 
ausgeschlossen. Es lassen sich folgende Kombinationen zu je dreien 
bilden: abc, abd,  a b c ,  ade, ace, acd, bcd, bce, bde, cde. Jeder Buçli- 
stabe kommt darin Gmal vor. Da an jedem der sechs Tage jeder Buch- 
stabe 3mal  auftreten muss, ist jede Kombination 3mal  zu verwerten. 
Das giebt 30 Kombinationen. 

E s  erübrigt, die Indices in richtiger Weise zu verteilen. Setzen 
wir jedesmal die drei aus gleichen Elernenten gebildeteri Kombi~iatiorieri 
uriter cinander, so ist nur notig, die Ziffern für die erste Hom- 
bination jeder Gruppe zu bestimmen; in den beiden folgenden sind die 
Ziffern cyklisch zu crhohen. 

Wir  wkhlen zuerst die 6 - 3  Kombinationen, welche a enthalten. 
Dieselben seien so geschrieben, dass je zwei unter einander stehende 
Gruppen ausser a kein gemeinschaftliches Glied haben. 

I. II. III. 

al b, cl a, b? i.I, a,  b, e, 

u,b,c, a,b,tL, 

a, b, c, a, b, dl n, h, e, 

IV. V. VI. 

Für  jeden einzelnen der mit a, verbundenen Buchstaben wiihlen 
wir, von links nach rechts fortschreitend, die Ziffern 1, 2, 3; so er- 
scheint O, in Gruppe 1, b2 in Gruppe II, O, in Gruppe III mit a, ver- 
bunden, wiihrend z. B. dl, $, d, naeh einander in Gruppe IV, II und 
VI  auftreten. 

E s  hnndelt sich weiter um die drei Gruppen, deren Kombinationen 
mit b beginnen. W .  VIII. JX. 

b, c, cl ,  6,  c, e, El & e, 
O, c, dl O2 cl e, b, (4 P ,  

b, cl & b3 c, el b3 dl e2 

De h, hereits in Gruppe 1 mit cl verbunden, geben wir c in VI1 
dic %iffer 2 und in VTII die Ziffer :3. Fiir (i ergicbt sich dann nüch 11 
und V1 in Vl i  die Ziffcr 3, so dass fiir IY die %iffer 2 bleibt. i%hriliçli 
bestimmt sich für e in VI11 der Index 2 und in IX der Index 3. 
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Für  die letzte noch übrige Gruppe: 

ergiebt sich leicht, dass tl  die Ziffer 3 und e eine 2 erhalten miiss. 
Nnchdem so 30 Kombinationen richtig gebildet sind, srhreitrn 

wir zu der Aufgabe, dieselben auf die sechs Tage Montag bis Sonn- 
abend in entsprechender Weise zu verteilen. Dies kann in dreifacher 
Weise geschehen. 

Erste Anordnung (A,). 

Xontag. Dienstag. iilittwoçh. Donnerstag. Freitag. Sonnal~end. 

Als erste Rcihen schreibe man die mit a, gebiltleten sechs Kom- 
biiiationen aus Gruppe 1 bis VI. Ni t  a, wiederhole nian dieselben 
Buchstaben, wahrend a, mit den beiclen -an dem betreffenden Tage 
noch nicht aufgetretenen Buchstaben zu verbinden ist. Für  die beiden 
iioch fehlenden lieihen ergiebt sich z.B. für Montag, dass b und c 
noch je einmal, cl und e hingegen noch je zmeimal auftreten müssen. 
Also heissen die vierte und fünfte Reihe b d e  und ccle. Die dazu ge- 
liorende Bezifferung ergiebt sich aus den zusammengestellten Korn- 
binationen in Gruppe 1X und X. Ebenso sind die übrigen Tage leicht 
zu bilden. 

Zwei andere Anordnungen derselben Kombinationen ergeben sich, 
weiin man, statt a, und a, an demselben Tage mit gleichen Buch- 
staberi zu  kornbiiiieren, a, und a, oder a, und a, diese Auszeichnung 
zu teil werderi la&. 

Zweite Annrdniing (A,). 

JIontag. Dienstag. Nittwoch. Donrierstag. Freitag. Sannabend. 
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Dritte Anordnung (A, ) .  

Montag. Dienstng. Mittwoch. Donnerstag. Frcitag.  Sonnabeiiù. 

al hl c, a ,  O,  cl, a, h, e, a, dl cl ( A  c ts, c, ds 

n ,dze2  a ,c ,e ,  n,c ,dl  a2b,c,  a,O,d, a,O1c, 

a,, ci3 e3 a3 cl el uUn d- aS bg c3 u3 bl dl a3 b, e, 

b, c, dl b, c, d3 O, c, e, bl d2 e:, b2 cl e, O,  cl d? 

b, c, el 11, dl e, b, d, el cl d, e, c, 4 c, c2 dl rS 

Dic bei jeder der drei obigen Losungcn gebraiichten 35 Koni- 
binatinnen lassen sich endlich noch zu neun verschiedenen Auordnuirgen, 
di<: den Forderungen des Problems entsprechen, verwerten, wenn man 
nicht mehr an der anfanglichen Ordnung des Sonntags festhiilt. 

B I  Ir2 
Sonntng. Aloiitag. Ilonuerstag. Sonntag. Moritag und Doniierstag 

a,a,a, a,b,c, a , 4 r ,  
L "- 

a, a,  a, 
mie 11, 

b1 c d a, b, c, a, (i2 e, 71, cl 4 
Ii,  c, e, a ,  b, c, a, (1, C ,  1 b1 c3 (I 

b3li1e2 d l & n ;  b,b,b, , b,d,c, 

c, d2 el 4 % e, CI  CI (S 1 a, e, 
Ubrigc Tage wic A,. 1 i;'brige Tage wie A,. 

R, 
Eoiintag. Montag und Donnerstag. 

, 
a ,  a, (1, 

wie 3, 
b, c, 4 
h, c, el 

b, 4 e,, 
Cl d3 e, 

Übrige Tage wic A,. 

Cl c2 
Sonntag. I)icristag., Freitag. S o n n t q  Dielistag i ind Freit>ag 

a ,  a, a, a, b, d, a ,  5 e, . 
a, a, u, 

wic C, O, ci d, a, b, 4, a, c3 c3 b2 cg dl 

b,c,c, a 3 b l d l  a S c , c ,  71, c, el 
b,d,e, c , c , c ,  bLb2b3 O, 4 C, 

ç 4 el % e, 4 4 4 ' Ci '7, c, 
übrige Tage wie A,. Übrige Tage a i e  A?. 
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. 
U1 m2 u3 

wie (;: 
01 e2 4 

cY 4 e, 
Ührige Tage wie A,. 

c- 
al '32 u3 

wie DL 
b, 

Dl 
Sonntag. Mittwoch. Soriiiabend. 

ci d ,  e, 

uhrige Tagc wie A,. 

D, 
Sonntag.  Mittwoch u.  Sounal~entl. 

, 

Wünscht man aus einer bekannten L6sung eine andere abzuleiten, 
so braucht man nur die 15 Clieder durch eine beliebige Permut R t '  ion 
derselben zu ersetzen, also etwa 

wie 3,. 

t 3 c à e i  a,b,c,  a, c, cl2 b, cl e, 

b, 4 q, cl c t & ,". ~ b3 dl ex 

C ,  c l 3  e, tl, d2  d, e, e, e, c, cl, e, 
Ubrige Tage wie A,. 1 cbrige Sage wie A,. 

D3 
Sonntag. Mittwoch u .  Sonnabend. 

mi ad TC$ bl O, O:, cl c, q, d d d  e, e, c3 
durch b , e , d ,  b , n , d ,  c,e,ccl e , e 1 e 2  a 3 b l d 3 .  

Da die Arizahl dieser Permutatioileii 

1 307 674 368 000 

betragt, so ergeben sich ebensoviele Kombinationsgruppen, deren jede 
12 Losungen liefert. Die Gesamtzahl der Losungen ist also das Z ~ o l f -  
fache jener Zahl, das ist 

15 692 092 416 000. 

Trotz dieser grossen Zahl von L6sungsmoglichkeiten ist es nicht 
leicht, zwei Wochen so zusammenzustellen, dass beide keine Kom- 
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binat ion gemeinsam haben.  D i e  beiden folgenden Losungen ent- 
sprechen dieser Forderung.  D i e  bezifferten Buchstaben s ind hier  durch 
die fortlaufenden N u m m e r n  1 bis 15 ersetxt. 

E : r s t e  W o c h e .  

Soriritag. Moutaç Dienstag. Mittwoch. Donnerstag. Freitag. Soririabciiil. 

1 2 3  1 4 7  1 6 1 1  1 6 1 5  1 1 0 1 3  1 8 1 4  1 9 1 2  

4 5 6  2 5  8 2 6 1 2  2 4 1 3  2 1 1 1 4  2  9 1 5  2 5 1 0  

7 8 9 3 1 1  3 7 1 3  3  8 1 1  3  6 9 3  4 1 0  3 51.i 

1 0 1 1 1 2  6 1 0 1 4  4 9 1 4  5  9 1 0  4 8 1 2  5 1 2 1 3  4 1 1 1 5  

1 3  14  15 9 11 13 8 1 0  10 7  12 1 4  5  7 1 5  6  7  11 G 8 13 

Z w e i t e  W o c h e .  
Sorintaç. Moutag. U~eristag. Mittwoçh. Doriner3tag. Freitag. Sonnabeud. 

1 2 6  1 4  8 1 5 1 5  1 9 1 3  1 3 1 1  1 1 2 1 4  1 7 1 0  

4 5  9 2  5 1 2  2 9 1 0  2 3 4 2 1 4 1 5  2 7 1 3  2  8 1 1  

7 8 1 2  3 7 1 5  3 6 8  5  7 1 1  4 1 0 1 2  3 5 1 0  3 9 1 2  

1 0 1 1 1 5  6 1 0 1 3  4 7 1 4  6 1 2 1 5  5 8 1 3  4  6 1 1  5  6 1 4  

3 1 3  1 4  9 11 1 4  11 1 2  1 3  8 1 0  1 4  6 7  9 8 9 1 5  4 13 1 5  

Unmogl ich  scheint es m i r ,  die v o n  Prof .  S y l v e s t e r  aufgestellte 
F o r d e r u n g  zu erfülle11, die s ~ m t l i ç h e n  aus den 15 Gliedern miigliclien 
455 L)rciorkombinationen auf die 13 Wochcn  eines V i e r t e l j a h r ~ s  so zu 
verteilen, dass wiihrend deswlben die gleichen 3 Personen  nicht niehr 
als  e inmal  xusammengehen, wiihrentl f ü r  jede einzelne Woche  die 
friiheren Forderungen  bestehen bleiben. 

Zur Hesse'schen Kaiistrnktion eirier FlSclie meiter  Ordniiiig 
ails iieuii Piinkten. 

Von J. Thomac  in Jeria. 

H e s s e  scheint der erste gewesen zu sein, der eine Fliiche zweiter 
Ordnung aus neun Punkten linear zii konstruieren gelehrt hat (Crelles 
Journal Bd. 24). D a  Hessc, die neun Punkte als reale voraussetzt und 
zur vollstandigen Losuug der Aufgabe zuerst von einem Kegelschnitte fünf 
Punkte bestimmt, und die weiteren Punkte mit Hilfe dieses Kegelschnittes 
findet, so erweckt es den' Anschein, als ob seine Konstruktion nicht von 
vd l iger  Allgemeinheit, und,  da er einen ITilfskegelschnitt benutzt, nicht 
Ton vollkommener Cnmittelbarkeit sei. Sieht mari jedoch genauer hin, 
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so findet man ,  dass die von TIesse angewandten I'rinzipien hinreichen, 
die Aufgabe vollig allgemein und unmittelbar zu losen, und dass es riur 
der H i n z ~ f ü ~ n g  weniger Striche bedarf u n  seine Zeichnung zu einer voll- 
kommenen zu machen. Diese Erg i~ izung  soll hier gegeben werden. Dabei 
nehme ich an ,  u m  nicht besondere Falle unt,erschcideri zu rnüsseu, dass 
nicht vier von den gegebenen Punkten in einer Ebene liegen, was übrigeus 
einc Erleichterung der P r o b l e m l h m g  bedeuten würde. Dass es wenigstens 
eine Losung der Aufgabe i n  allen Fiillen giebt, sctze ich als bekannt 
voraus. 

?Kr formulieren die Aufgabe so: Sind neun Punkte gegeben, von 
denen beliebig viele Paare aggregiert ideale (konjugiert irnag-inare) sein 
konnen, so soll 

1. I n  eiuer beliebigen Ebene E das Polarsystem linear konstruiert 
werden, dessen Kernkurve der Kegelschnitt ( E ,  ET) is t ,  den die 
Ebene E aus der gesuchten Fliche 1'' herausschneidet). 

II. Auf einer beliebigen Geraden g soll die Involution linear gefunden 
werden, deren Doppelpunkte die Schnittpunkte (g ,  F) sind, oder 
die der Flache II' konjugiert ist. 

III. Auf einer Geraden g durch eiiien reellen der gegebenen Piinkte 
sol1 der zweite Schnittpunkt mit F linear best,immt werden. 

Die Aufgabe I I I  n i r d  offenbar durch die Losung der Aufgabe II von 
selbst erledigt, weil das Problem, den zweiten Doppelpunkt einer Involution 
zu konstruieren, deren erster gegeben ist, eine bekannte lineare Losung hat. 

Die neun Punkte seien 17f1Mr1, Mi3ff2, M ~ H ' ~ ,  ~ I ~ X ' ~ ,  ILIj, die 
ersten vier Paare mogen bez. auf den Geradeu y,g2g3qa liegen, und wenu 
sie nicht real  sind, als Doppelpunkte von involutionen auf diesen Geraderi 
gegeben sein. 

H e s s e  konstruiert die Polare eines Punktes P für die gesuchte Flache 3' 
in folgender Weise. Er sucht zuniichst die Polare von Y fur das Hyper- 
boloid (g,,g2H3171',M5), welches die Geradcn g,g, und die Punkte iU3H', M5 
enthilt. I I e s s e  setzt dabei &31f3 als reale Punkte voraus, was jedoch 
nicht n6tig ist. E s  sei 7;,, die Gerade durch Bf5, die g,g, trill't. Gleitet 
eine Gerade 78 iiber g,,q,g,, so crzeugt sie . i n  der Ebene (l', k,,) einen 
Kegelschnitt, 7tr1,, dessen Punkte durch Verrnittelung der Geraden 7b 
den Punkten der Geraden g, projektiv xugeordnet sind. Der Involution 
auf ys entspricht eine Involution auf ICI,, deren Axe a12 in  bekannt,er 
Weise linear gefunden wird. Sie is t  die Gerade, die die Ebene (I', k,,) 
neben k,, noch aus dem Hyperboloid herausschneidot. Die Gerade 1 nun, die 
von 1' durch cl,,k,, harmonisch gctrennt ist ,  gehikt der Polarebene von P 
für das Hyperboloid ( ,gl ,q23i3~'3 M5) an. - 1st 7:12 eine beliebige q i g l  n,-, 
treffende Cerade, E O  gehort sie demselben Hyperboloide a n ,  man findet wie 
vorhin - oder da jetzt von dem Hyperboloid drei Erzeugende einer Gchar 
bekannt sind, auch auf andere Weise - die Gerade a',?, die die Ebenen 
(P, k',,) neben k',, aus dem Hyperboloide schneidet. Die Gerade Z ' ,  die 
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von P durch n',,kf,, harmonisch getrennt is t ,  gehort ebenfülls der Polar- 
ebene von P für das Hyperboloid an. Die Geraden 11'  bestimmen die Polar- 
ebcnc von P fur das Hyperboloid. 

Konstruiert man auf gleiche Weise fie Pohrebenen von P für aie 
Hyperboloide (qi M? BIf2,q3 M ~ )  (Ml ~ f ' ~ ~ ~ ~ ~ ~  M ~ ) ,  so liefert der Schnittpnnkt 
der drei Polarebenen den Punkt  O,, der 1' f ü r  alle TYichen zweiter Ora- 
nung durch die sieben Punkte N,M2 M ~ M ' ~ M ' ,  ~ ' ~ 3 4 ,  oder wie wir 
kürzer sagen wollen, der I' für diese sieben Punkte konjugiert ist. 

Der  besondere Fal l ,  dass der Punkt  Q, durch die eben gegebene Kon- 
struklion nicht als ein v d l i g  bestimmter zu erbringen i s t ,  sol1 zuletat 
besondors bes~rochen  werden. 

Es  seien Q2 QBQ4 die bez. P für die Gruppen von sieben Punkteri 

~ T ~ ~ ? I ~ ,  M~ W 3  I!~JP~J{~, Bflnfr1 *v2 $if2 M~ nP4 nf5 , 
Ml JPl &if2 Nf2 Jf3 J P 3  

konjugierten Punkte,  so ist  die Ebene n = (oz Q3 Q4) die Polarehene von 

1' für  die durch die neun Punkte gehende F k c h e  i.'. 
Liegen die naun Piinkte in einer Kurve vierter Ordnung erster Spezies, 

so giebt es unendlich viele Flachen zweiter Ordnung durch sie. Für  jede 
derselben müssen Q2 Q3 Q4 dem I'unkte P konjugiert sein, und es müssen 
deshalb diese drei Punkte auf einer Geraden liegen. Umgekehrt konnen, 
wenn die neun Punkte nicht auf einer Kurve vierter Ordnung liegen, die 
Purikte Qp Q3 Q1 Tir allgemeine Lagen von P nicht in einer Geraden liegen, 
weil  dies für  augebbare spezielle Lageri von P nicht statthat. Mari 
vergleiche hierüber meine Uutersuchungen in den Leipziger Uerichten vom 
3.  Mai 1 8 9 7  S. 319. 

Nun seien Y,IP, P3 drei Puokte einer Ebene e und nLrB nS seien ihre 
Polaren für die Flache 1.; pip21î3 deren Schnittlinien mit e l  also die Polaren 
von .l<I'iP3 für  den Kegelschnitt ( E ,  F). Alsdann ist das Polarsystein, 
desscn Kcrnkurve ( E ,  F') is t ,  durch die drei Paare Pol nnd Polare Plpl, 
P2p2 ,  1'3p3 vollig bestimmt. Auf jeder Gera.den g in E i s t  durch diese 
drei Paare Pol  und Polare die Involution linear bestimmt, die der Kurve 
( e ,  F') konjugiert i s t ,  und es is t  die Aufgabe II gelost, sobald für das 
Ausgesproehene der Kachweis der Richtigkeit erbracht ist. 

Die gerade Perbindungslinie der  Punkte 1;1$* werde mit p r r L r  be- 
zeichnet, ebenso kann der Schnittpunkt von pp21pe mit Ppp, bezeichnet 
werden, es i s t  dann l$,* der Po l  von prPv. 

Auf pr pp sind die Punkte Pp ( p p p B p s ) ,  Pp' (11p'21~p*), auf p p  sind die 
Punkte P r p w  ('pp,ups)7 Ppp,# (p,,pFp,i) Paare der Involution, die ( E !  F) kon- 
jugiert ist ,  deren Lhppelpunkte ( E ,  k3 angehüren. - 1st & ein Punkt auf 
einer der Linien $1 z. B. auf I I , ,  so is t  die Polare q von W dadurch, dass 
sic durch 4 und den Q in der Involution P1,(plp,,) ~Z),3(11i21i3) zugehfirigen 
Punkt  gehen muss, bestimmt. 

Um die ( E ,  I") konjugierte Involution auf einer Geraden g in E zu 
konstruieren, bestimme man zu den Punkten (?pi), (,qPs) die Polaren. 
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Sie treffen g i n  Punkten, die mit ( g p l ) ( y y 2 )  Paare der gesuchten Involution 
bilden und diese somit geben. Damit is t  die Aufgabe II gelost. Man 
kann, wenn g  gegeben ist,  die Konstruktion dadurch erleichtern, dass man 
I>,pz auf 9 wiihlt. 

U n i  der Aufgabe III gemass auf einer Geraden g durch Mg den zweiten 
Schnittpunkt mit J' zu findeu, braucht man,  da  N5 sich selbst konjugiert 
ist, nur zu einem einzigen Punkt  P au€  g die Polare zu konstruieren. Triflt 
sie y in Q,  so is t  der zweiie in  bekannter Weise linear zu finderide Doppel- 
punkt der Involution 

M5M5. &Y.. . 

der Schnittpunkt von g mit F. 
Nun betrachtcn wir noch den Fal l ,  dass der dem Ponkte P fîir sieben 

gegebene Punkte konjugiertc Punkt  Q au€ die hi1.r gegebene Weise nicht zu 
finden ist. - Die drei Hyperboloide: 

schneiden sich paarweise i n  je  einer Geraden und einer Kurve dritter Ord- 
nung. Sind die drei Geraden g 1 g 2 y 3  verschieden: was sich bei der hier i ibw 
die gegebenen Funkte gemachten Annahme, dass nicht vier i n  einer Ebene 
liegen sollcn, von selbst versteht, so sind die drei Hyperboloide von 
einander linear unahhiingig selbst d a m ,  wenn sie eine Kurve dritter Ord- 
nung gemein hahen sollten. Zu einem Punkt  1' gehort daher ein und nur  
ein Punkt  Q. Enthalt aber eins von den drei Ryperboloiden alle drei ge- 
raden Linien g1 92,93, . liegt M5 in einer glg2gJ schneidenden Geraden, so 
sind die drei Hyperboloide identisch, man kann dann Q nicht auf die an- 
gegebene Weise finden, wenigstens, wenn MliK', % Mt2 ilT3 XI3 aggregirt 
ideale Paare sind, so dass man diese Punkte zu zweien nur durch die 
Geraden gig2g3 real miteinander verbinden kann. 

Die Geraden g1 g2 g3 g4 lassen. sich auf viererlei Weise i r i  Tripe1 
gruppieren. Liegt M, in  einer Geraden, die nur die Geraden eines dieser 
Tripel triflt, so wiihlt m a n  zur Konstruktion die drei andern Tripel. Liegt 
aber N5 in eirier Geraden, welche die Geraden zmeier Tripel, die also alle 
vier Geraden g, g, g3 g, trifft, so hat man wirklich einen singulliren Fall, 
in dem die gegebenen Mittel zur Konstruktion nicht ausreichen. Folgendes 
etwas umstlindliches und daher der Vereinfachung entgegensehendes Vcr- 
fahren führt dann zum Ziel. 

Auf einer Geraden durch mlihle man drci Punkte L M N  und 
konstruiere di6 Polaren k p v  von 1' für  die Flnchen 

N5 entsprechende Ebene n is t  die Polare von 1' fur die Fliche 1;: 
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Will man mit v. S t a u d t  nur  das raumliche Polarsystem bestiminen, 
dessen Kernfiiiche E' is t ,  so ist auch dies Problem 'durch I I e s s e  gelost, 
denn er lehrt ja xu jede~n Punkte die Polarebene finden. - Inzwischen ist 
von H e m  H. B o  e g e h 01 d eine ausführliche Abhandlung cals llissertation, 
Jena 1898) über diesen Gegenstand veroffentlicht worden. 

cher eiiieii Apparat znr Anfliisniig numwisclier Glrirhuiigeii 
mit vier oder fünf Gliedern. 

Ton R. Mehmke in Stuttgart 

Von mehreren Seiten dazu aufgefordert, werde ich in  dieser Zeitschrift 
einige von mir konstruierte Apparate zur mechanischen Auflosung numerischer 
Gleichungen ~ o r f ü h r e n ,  die sieh 1893 auf der mathematischen Ausstellung 
in München tiefunden haben, deren, durch keine Abbildungen unterstützte 
Beschreibungcn abcr, die ich i n  dem Katalog jener Ausstellung gegeben 
habe, allerdings ungenügend erscheinen mügen. 

Ich beginne mit dem nachstehend abgebildeten Apparate, der am 
meisten Interesse erregt zu haben scheint und i n  mehreren Schriften er- 

wahnt worden is t ,  trotzdem er für den 
praktischen Gebrauch v ie l l~ ich t  weniger 
in  Betracht kommt als einige anciere. 

Dieser ~ b ~ a r a t  beruht auf einer sehr all- 
gemeinen Methode, Punktionen mit mehreren 
Veranderlichen raumlich darzustellen. Denkt 
man sich vier beliebige Kurven im Raume 
mit bezifferten Einteilungen (,,SkalenLL)irgend 
welcher Art  versehen, so müssen die Zahlen- 
werte i, u ,  ?;, w ,  die zu vier Teilpunkten, 
von denen jeder sich auf einer anderen 
Skala hefinden soll, gehiiren, eine bestimmte 
Gleichung F( t ,  u, e ,  w) = O erfüllen, da- 
mit jene Punkte in  einer und derselben 
Ebene liegen. Sind von einem dieser Gleich- 
ung genügenden Wertsysteme drei Werte, 
zi B. u,  v ,  cc, gegeben, so lasst sich der 
vierte W e r t ,  t ,  geometrisch dadurch finden, 

dass man die zu den Werten u ,  v ,  w gehorigen Punkte der betreffenden 
Skalen durch eine Ebene verbindet und den a m  Schnittpunkt derselben mit 
dem Trager der vierten Skala stehenden Wert  abliest. TVeitere Veranderliche 
konnen unter Umstënden berücksichtigt werden, indem man eine oder mehrere 
der Kurven durch Scharen solcher enetzt.* 

* Xoch niüht lange erst habc ich bemcrkt , dass d u  g u s t h d l  e r sclion 
l8E6 dieselhm Gedanken aiisgesproclien bat (Wiener Berichte Rd. 94,  2. Al)- 
teilung, S. 423;. Die Frage, unter welcher Rediriguug eine gegebeue Funktion I.' 
einer derartigen Uehandlung ziigiinglich i s t ,  bleibt noch zii beantworten. 
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I m  vorliegenden Beispiele sind zur. Unterbringung von u ,  v, w drei 
gew6hnlichc Skalen (gleichfdrmige Teiliingen) mit glcicher Langeneinheit 
auf &ci zu einander parallelen Geraden, die wir die u-, v A  und zc-Axe 
nennen wollen, benützt. (Bei dem abgebildeten Apparate befinden sich die 
erste und dritte Skala a n  den inneren Kanten der mit A und C bezeichneten 
senkrechten Stabe, die zweite is t  nicht wirklich vorhanden, sondern i n  
der Mitte zwischen den beiden vorderen, mit B bezeichneten Staben zu 
denken. Die feine Offnung i n  dem vomen sichtbaren Schieber kann auf 
jeden Punkt dieser gedachten Skala  mit IIilfe der Skalen au€ den Stiben B 
gestellt werden. Die Nullpunkte liegen 'in einer zu den Axen senkrechten 
Ebene.) 

Erteilt  mari den Nullpunkten der genannten Skalen die Gewichte A ,  p l  v, 

so wird auf der durch ihren Schwerpunkt gehenden Parallelen zu den 
Axen von der Ebene, welche die Skalenpunkte 14, v,  w verbindet, d. h. anf 
den Axen die Abschnitte u ,  v ,  w - die wir die ParallolUKoordinaten der 
Ebenc nennen wollen - bildct, das Stück 

abgeschnitten, sodass die in  t 6 ,  v, tu lineare Gleichung 

besteht. Jede Ebene, deren Parallel-Xoordinaten u, v,  tu dieser Gleichung 
genügen, geht offenbar durch den Punkt ,  der durch die Zahlen A ,  p., II und 
den Abschnitt s bestimmt ist;  1) ist die Gleichung dieses Punktes. 

Soli nun eine viergliedrige Gleichung mit der Unbekannten t,  etwa 

worin die Exponenten ml n, p bestimmte Werte haben, aufgelost werden, 
so kann man 1) und 2) i n  lLfbereinstimmung bringen, indem man 

und 

4) 

setzt. Zu jedem Werte von t geh6rt nach 4) ein bestimmter Funkt  (1, p, v, s); 
giebt man t eine Reihe Spidis tanter  Werte ,  so liefern die zugehorigen 
Punkte eine krummlinige Skala, deren Trager, mie  leicht einxusehen ist, 
auf einer (bloss von den Exponenten rn,p abhnngigen) Cylinderfiiihe l iegh 
welche die U- und w-Axe als Mantellinien enthalt. (Im Falle B - 2 ,  p - 1 
ergiebt sich ein Kreiscylinder, wenn als Querschnitt des Axensystems ein 
gleichseitiges Dreieck genommen &rd.) Es  genügt der zwischen den Axen 
liegende, den positiven Werten von t entsprechende Teil jener Skala. 
(Dem Apparate is t  für  vollstindige kubische, einfach reduzierte biquadra- 
tische und zweifach reduzierte Gleichungen fünften Grades je eine, a n  
ihrem oberen Rande mit der betreffenden Skala versehene, cylindrisch ge. 
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bogene Blechschablone beigegeben. 1st eine solche Gleichung für gegebene 
Werte von a ,  Ei ,  c aufzulosen, so setzt man die richtige Schablone auf, 
stellt den Schieber auf den Punkt  b der v-Skala ,  verbindet die Punkte a 
und c der u -  bezw. w-Skala durch einen Faden, den man mit beiden 
Handen gespannt hiilt, und sieht durch die O h u u g  des Schiebers nach dem 
Faden hin, dann lassen sich a n  den seheinbaren Schnittpurlkten des Fadens 
mi t  dcr krummlinigen Skala die positiven Wurzeln der Gleichung ablesen. 
Etwaige negative Wurzeln ergeben sich, wenn - t stat t  t gesetzt und die 
nfiue Gleichung ebenso behandelt wird.) Tm Falle einer Gleichung mit 
fünf Gliedern t m +  u t n +  btp+ c t q +  d = O  kann man 

u = a ,  v = b ,  PLI = C, A. = tn, p = t ' ,  u = t y ,  

s r -  t m + d  
t * f  t1.f t?  

setzen. Stat t  einer Kurve erhiilt man jetït, eine Kurvenschar mit dem 
Parameter d l  welche auf einem, wieder durch die zc- und w A x e  gehen- 
den Cylinder liegt. (Die Verwirklichung is t  moglich, wenn man entweder 
den Faden vor dem Cylinder so gespannt halt,  dass er,  durch die (>ffnung 
des Schiebers gesehen, scheinbar durch die Punkte a und c der u-  bezw. 
lu - Skala geht,  oder einen durchsichtigen Cylinder benützt. Abzulesen ist 
an den scheinbaren S ~ h n i t t ~ u n k t e n  des Fadens mit der zum Werte d ge- 
horigen Kurve.) 

B e m e r  k u n  g e  n. Ohiger Apparat lasst sich als riiumliche Ver- 
allgemeinerung der graphischen Tafeln (,,Abaques ") von hl. d '  0 cagne 
mir Auflosung numerischer Gleichungen mit drei oder vier Gliedern an- 
sehen*, die ihrerseits durch Anwendung des Prinzips der Reziprozitit aus 
gewissen Abacus von L a l a n u e * *  hervorgegangen sind. Parallel-Koordinaten, 
aber nur  von geraden Linien in der Ebene, sind von K. S c h w e r i n g  1874 
eingeführt***, von M. d l O c a g n e  ebenfalls gefunden (S. a .  a. O.) und aus- 
giebig verwendet worden, wahrend A d l e r  sie nicht erwahnt. 

* Annales des ponts et chaussaes, 1554, 2eme semestre, p. 531; Nomographie, 
Paris 1891 ; S. aucli W. D j c k, Katalog niatheniatischer Nodelle, Xaçhtrag, 
Miinchen 1893, S. 9 ,  Nr. 40 6 .  

** S. Uycks  KataIog, Kachtrag, S. 8 ,  40n. 

*** Jahresbericht für 1874 des We~tfalischcn Provinzialvereins , S. 149. 

Berichtigungen. 

Seitc 245 Z d e  10 v. o. lies w ( B  - %)Pa  statt w (PL - B)Pa ,  
1 -  <P - ,, 346 ,, 11 v. o.lies tg- = - Q R  stat t tg--  QI2,  

2 2 2 
,, 25U ,, 1 und 2 v. o. sind die Worte ,,allein oder" zu streiclien, 
,, 258 ., 7 v u. streiche ,,sind gleich lang und ", 
., 266 ,, 4 v. u. let7,ter Suminand lies a b c  für dbc .  
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Bemerkiiig , die Schreibweise Aiiiper batreffeiid. 

Bei Besprechung meiner ,,Grundzüge der mathematischen Chernie", 
Leipzig 1894, liat Herr  N e b e l ,  ohne den Ursprung der von mir an- 
genommenen Schreibweise A m p  e r klarzustellen, so starke Worte gegen sie 
gebraucht, dass es wohl angezeigt erscheint: den Zusammenhang aufzu- 
hcllen. Schon die Bemerkung des Herrn N e b e l ,  dass , , e h  deutscher 
Physiker" die Kürzung Amper eingeführt habe, kommt in etwas andere 
Beleuchtnng, wenn man hinzufügt, dass dieser Physiker der Verfasser des 
allgemein verbreiteten ,,Leitfadens der praktischen PhysikLL ist,  in  dessen 
5 .  Auflage 1884 F. K o h l r a u s c h  die Schreibweise mit der nach meiner 
Meinung vollkommen zutreffenden Begründung einführt : ,, Bezeichnungen, 
welche jedem Arbeiter gelaufig sein sollen, dürfen selbstverstindlich keiner 
ausliindischen Orthographie unterliegen." 

F ü r  mich entscheidend war aber überdies, dass 1893, i n  der Zeit, da 
ich mein Buch schrieb , in  der Deutschen Physikalisch - technischen Beichs- 
aristalt die Absicht bestand, die Schreibweise Amper allgemein einzuführen. 
Sptiter hat  sich fkeilich die Reichsanstalt entschieden, nur  das è zu ver- 
maiden, und schreibt jetzt Ampere. 

Ziir Sache selbst wiire wohl nur  zu bernerken, dass ein guter Geschmack - 
an dem centimètre im Munde unserer Schneider genug haben sollte und 
wünschen müsste, die deutschen Werkmeister mit nasalen Beansprnchungen 
zu verschonen. Auch ist es selbstverstiindlich und wird durch unser Ver- 
halten gegenüber dem metrischen Ma6 bestitigt, dass ein internationales 
JIaB nicht über die nationale Aussprache und Schreibweise verfügt; es 
wird keinem Englander einfallen, seine Schrift mit  Zeichen zu belasten, 
die fiir seinen Leserkreis unverstindlich sind. Endlich ist durch die all- 
gemeine Annahme der Schreibweise Volt dargethan, dase es nicht die Ab- 
sicht war, die uationalen Eigennamen als solche im internationalon Mao- 
sgsteme festzuhalten. 

G. HELM. 

Hiit.-litt. Abt. ù. Zeitschr. f Math. u. Pliya 43. Jahrg. 1893 1. H e f t  1 
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1;. STURM. Die Glebilde ersten und znreitm Chades der Linieiigeoiiirti~ir 
il1 sjntlietischer Beliandlung. Ba. 1 bis 3 ,  Leipzig, B. G. TEUBXEK, 
1 8 9 2 ,  1 8 9 3 ,  1896.  

Die sgnthetische Geometrie stellt sirh bekanntlirh die Aufgabe, die 
geometrischen Gebilde lediglich aus Raumanschauungen heraus zu behandeln, 
ohne von algebraischen Hilfsmitteln Gebrauch zu machen. Aber i n  dieser 
strengsten und zugleich hochsten Form muss sich unsere Wissenschaft entweder 
auf die liebevolle Bearbeitung eines verh~ltnismiissig sehr kleinen Gebietes 
beschriinken, oder sie niuss aus allen Kraften bemüht sein, den geometrischeri 
Irihalt der Hilfsniittel rein dar~ustel len,  deren die analytische Geometrie 
sich bedient, vor allen Dingen die Schnittpunkttheoreme rein geometrisch 
begründen. An der endlichen Erreichung dieses Ziels ist  heutc wohl nicht 
mebr zu zwcifeln. Aber wiihrend man auf a l l m  andmen Gebieten der 
Mathematik den auf Reinheit der Methode gerichteten Bestrebungen mit 
lebendigem dnte i l  folgt, werden dieselben auf dem Gebid der synthetischen 
Geometrie mit Gleichgiltigkeit beobachtet , und mar, bringt denselben selbst in 
Fachkreisen nur  geringes Interesse entgegen Unter dieseri Umstanden ist 
es sehr wohl zu verstshen, dass der Verfasser, ursprüngliüh ein Anhanger 
jener strengsten Anschauungen, sich mehr und niehr einer vermittelnden 
Richtung zugewendet ha t ,  welche von den Hilfsmitteln der abzïihlenden 
Geometrie, vor allen dem Korrespondenzprinzip den ausgiebigsten Gebrauch 
macht. Wird man eine derartige Untersuchungsmethode da anstandslos zu- 
lassen, wo es sich weniger um die ersten Grundlagen der Wissenschaft, 
sondern uin die Durchmusterung eines abgegrenzten Gebietes handelt, so 
ist es doch unberechtigt, solche IIilfsmittel da anzuwenden, wo die syn- 
thetische Geometrie sehr wohl Mittel a n  der Hand ha t ,  die Uritersuchung 
mit ihren eigenen hlitteln streng durchzufuhren. Schon bei einem der ersten 
Kapitel haben wir dies storend empfunden. 

N i t  grossem Interesse haben wir die klaren Auseinandersetzungen des 
Verfassers über die Hauptziele der Liniengeometrie gelesen. E r  deutet 
schon jetzt an ,  dass der aus allen Geraden gebildete I t a u ~ n  kein linearer ist, 
und erliutert an gu t  gewiihlten Beispielen die verschiedenen Gebilde der 
Liniengeometrie. So wird der Komplex dritten Grades der Geraden ein- 
geführt, die anf den Fliichen zwoiter Ordnung eines Biindels liegen, die 
Kongruenz [2,6] dcr Geraden, welche sich auf Plrichen eines Biisrliel-. bc- 
finden. Alsdann werden die Orte der Geraden besprochen, die sich auf 1 bis 
4 Leitlinien stützen, es wird gezeigt, wie die Anzahl 2 p, p, p, p4 der 
Geraden, die sich auf vier Kurven der Ordnung p l ,  , p 3 ,  p4 stutzen, 
durch gemeinschaftliche Punkte der Kurven vermindert wird. Dies wird 
an der A n ~ a t i l  der Geraden erlautert, die eine Fliiche dritter Ordnung 
besitzt. 

Nachdcm das Chasles'sühe Korrespondenzprinzip auf die übliche Art ent- 
1 1 

wiclrelt wurde, bestimrnt der Verfssser dio Anzahl ri ( I I  - 1) $ lzl (lz, - 1) 
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der involutorisch zugeordneten Puuktepaare einer Korrespondenz (12, pz,), 

welche auf einem rationalen Triger lagert,  und gelangt sodann zu den in- 
volutorischen Korrespondenzen b]. Auf die Betrachtung der Korrespondenz 
[2] auf den Kegelschnitt gründet sich eiue an H u r w i t z  und C a y l e y  an- 
knüpfende Behanùlung des P once1  e t schen Sçhliessungsproblems. Wenn i n  
cher  Korrespondenz (.n, ml) der Ebene riz Paare homologer Punkte auf 2 
beliobig gewiihlten Geraden licgen, so giebt es n + pz., + rn sich selbst 
entsprechende Punkte,  sobald nicht eine sich selbst entsprechende Kurve 
vorliegt. Hieraus folgt, dass Ehenen, welche durch einen Punkt  3: gehen 
und ails jeder von zwei Kongruenzen [ml n l  und Tm,, n,] einen St,rahl ent- 
halten, deren Kreuzungspunkt einer Ebene E angehort, einen Kegel von 
der Klasse n n r  + m n '  + n m' umhüllen, wtihrend der Kreuzungspunkt eine 
Kurve von der Ordnung m m r  + nz n r  + 9s nz' beschreibt. Diese Geraden- 
paare bewirken unter den Ebenen eines beliebigen Bündels eine Korrespondenz 
[(m + 17) (?x + PZ ')1 (nz + n) (n, ' + n')], deren Koineidenzelemente sum 
Teil aus den Tangeutialeberieri des Kegels, die dem Bündel angehoren, 
besteheu, andererseils aus den Ebenen, welche gemeinsühaftliche Strahlen 
dor Kongruenzen projizieren. Auf diese von S c  h n b  e r t  entlehnte Art  ent- 
wickelt der Verfasscr die H a l p  h e n  sche Zahl .rn rn' + n n' der Strahlen, 
welche zwei Kongruenzen (rn, f i )  und (m', 9 2 ' )  mit, einander gemein haben. 
Hieraus lassen sich die anderen H a l  p h e n  schen Zahlen grossenteils ableiteil. 
Die Strahlen eines Komplexes, welche eine beliebige Gerade treffen, bilden 
eine Kongruenz [p ,  pl .  Da dieselbe mit einer Kongruenz [nt,  n] p [ ~ n  + n] 
Strahlen gemein ha t ,  so iiegen die dem Komplex und der Kongruenz [nt, w] 
angehorigen Geraden in einer Regelfliiche vom Gerade p [m + n]. Nur 
die Ermittelung der p .  p einer Regelfiche qter Ordnung und einem Komplex 
pi" Ordnung gemeinschaftliehen Strahlen rnacht eine besondere Betrachtung 
notig. Das Kapitel schliesst ab mit dem Korrespondenzprinzip fü r  eine 
( r ,  , n,) - deutige Beziehung im Raum. 

Pür  die Behandlurig der Regelflaühen dritter und vierter Ordnung er- 
scheint uns als der beste Ausgangspunkt die Erzeugung mittelst zweier 
projektivischer Kegelschnitte. Aus der Betrachtung des Büschels bollinearer 
Ebenen, welchen sic bcstimmen, wiirde sich mit Leichtigkcit zcigcn lassen, 
dass die Ebenen aller Kegelschnitte der Fliiche im allgemeinen einen 
Biischel dritker Ordniing hilden, es würde sich ferner streng z ~ i g e n  lassen, 
dass jeder Ebene desselben zwei Gerade angehoren, deren Kreuzungspunkt 
eine Ranmkurve dritter Ordnung beschreibt, und man würde zum Schluss Ge- 
setze über die involutorisehe Korrespondenz strenge beweisen konnen, welche 
auf dieser Raumkurve durch die Geraden der Flaçhen hervorgerufen wird. 
Auf analoge Art lasst sich die Flache mit zwei Doppelgeraden und die 
windschiefe Flache dritter Ordnung behandeln. Der Verfasser ha t  es selbst 
hier vorgezogen ein abziihlendes Verfahren einzuschlagen; er geht stets von 
der Korrespondenz aus, welche die Geraden der Flache auf der Doppel- 
kurve hervorrufen und gelangt von diesem Ausgangspunkt ans auf geringem 
Raurri zu der AulZahlung der moglichen RegelRachen dritter und vierter 

1 * 
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Ordnung. Aber trotzdem würdcn wir die oben skizzierto geometrische Her- 
leitung bei weitem vorziehen. 

Die für das Nullsystem grundlegende Betrachtung, dass jeder Punkt 
des Raumes i n  der entsprechenden Ebene eines reziprok bezogenen Raumes 
liegen kann, wird mit grosser Klarheit vorgetragen; zunachst wird die 
S t a n d t s c h e  Darstellung des Nullsystems mit Hilfe eines unebenen aus 
Leitstrahlen bestehenden Fünfecks gewlihlt. Es  wird gezeigt, dass von 
zwei reziprokeu Tetraedern des Nullsystems jeder in der von M 6 b i u s  zuerst 
beobachteten Art dem anderen umschrieben ist und dass jeder Strahl des 
Nullsystems beide Tetraeder unter gleichem Doppelverhaltnis trifi. Der 
letzteren Forderung gcnügen auch die Geraden aller d w c h  die acht Ecken mog- 
lichen ffi"1achen zweiter Ordnung, insgesamt also, wie es sein muss, die 
Ceraden eines Komplexes vierten Grades. Nachdem schon vorlaufig gezeigt 
ist ,  dass fünf beliebig gewiihlte Gerade ein Nullsystem bestimmen, wird der 
Abschnitt durch Betrachtungen über Nullsysteme im allgemeinen beschlossen. 
Werden durch das Kullsystem einem Punkte cu ihn enthaltende Ebene, einer 
Ebene P in ihr liegende Punkte angeordnet, so kommt noch eine dritte 
wichtige Zahl y iri Betracht, die Anzahl der Funkte auf einer beliebigen 
Geraden, deren Nullebcne durch dieselbe hindurchgeht. Ordnet man z. B. 
jeder Ebene die Punkte zu, in dcnen sie von den Flichen eines einfach 
unendlichen Systems mit den Charakteri~tiken p, v, Q berührt Tiird, sa ist 

a=p, p = v ,  y=@. Ordnet man jedem Punkt die Ebenen eu, welche zwei 
von ihm ausgehende Strahlen einen Kongruenz [ V I ,  P I ]  enthalten, so ist 

1 1 
a - ( 1  - 1 ,  - ( - 1) Die dn t te  Zahl ist  die wichtige von Schuh-  

2 2 
m a c h e r  eingefuhrte Artzahl der Kongruenz, sie zeigt, wie oft zwei 
Strahlen der Kongruenz zugleich mit einer Geraden in einer Ebene liegen 
und sich auf derselben schneiden. 

Ein linearcr Komplex bcsteht nun,  wie der Verfasser aus der all- 
gerneinsten Definition heraus ableitet, entweder aus den Strahlen, die eine 
Gerade treffen, oder aus den Leitstrahlen eines Nullsystems. Die Be- 
zeichnungen ,, G ebüsch" und ,, Gewirde ", dio der Verfasser für den besonderen 
und den allgemeinen Pal1 einfiihrt, haben die Billigung der Fachgenossen 
gefunden. Die Untersuchung wendet sich (60 flg.) zunachst den metnschen 
Verhiiltriissen zu. Kach Einführurig der Durchmesser und der Axe wird in 
ungemein klarer Weise begründet, dass man rechts und links gewundene Ge- 
winde zu unterscheiden ha t ,  da die Cuspidalkurven aller im Gewinde ent- 
haltenen abmickelbaren Schraubenfliichen entweder siimtlich links oder 
sümtlich rechts g e m d e n  sind. 

Einem beliebigen Strahlbüschel wird durch das Nullsystem des Ge- 
windes ein anderer projektiiisch angeordnet, der einen Strahi des Gewindes 
mit ihm entsprechend geinein bat. Alle Strahlen des Gewindes - hierin 
bestoht die S y 1 v c s t e r  schc Erzeugung desselbon - treffen zwei ent- 
sprechende Gerade dieser Büschel. Will man aus fünf gogebonen Strahlen 
y i ,  gi, g,, g,, g, ein Gewinde herstellen, so braucht man nur, wenn zwei 
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Ebenen a und 6 G', enthalten, gàl g9, g4, gs in  A,, A,, A,, Ag und &, 
X3, X4, X5 treffen, A und X Punkte von q, sind, 

A (X A, A, A, A,) T\ X ( A  ;Y, 4 X4 X5)  
zu machen. Dieses Projektivitatsproblem hat  eine einzige Losung, wenn man 
A und CY ais gegen ansieht (74). I n  einer beliebigen Korrelation des Raumes 
erzeugen- die Verbindungslinien der Punkte, welche einander in beiderlei 
Sinne konjugiert sind, ein Gewinde (7 5). 

Ua die Xegelfliiche der Strahlen einer linearen Kongruenz, welche eirie 
beliebige Gerade treffen, nach der allgemeinen Koincidenzformel vom zweiten 
Grade ist,  so kanu sie als Erzeugnis zweier kollinearer Ebenenbündel de- 
finiert wcrden, deren Zentra auf eincm Strahlo der Kongruenz willkürlich 
sind, die aber diesen Strahl y entsprechend gernein haben. niese von 
der Realitiit der beiden Leitstrahlen unabhiingige Definition zeigt, dass die 
lineare Kongruenz durch vier Strahlen eindeutig festgelegt ist. Das 
Strahlensystem zeigt sich dabei sogleich als Trager eines Büschels von 
linearen Komplexen. Die S y 1 v e s t e r schen Erzeugungen derselben stützen 
sich auf die Paare homologer Strahlbüschel jener kollinear bezogenen Ebenen- 
bündel, welche durch die Verbindungslinie der Zentra hindurchgehen. 
Xachdem das Strahlensystem als Erzeugnis geschart-kollinearer Riiurne er- 
kannt ist ,  ergiebt sich naturgemiiss, dass zwei beliebige lineare Komplexe 
r, r, ein lineares Strahlensystem gemein haben, das Erzeugnis der ge- 
schart-kollinearen Punktriiume, die vermoge der Nullsysteme von r, auf 
denselben Ebenenraurn bexogen sind; indem man andere Punktraume aus 
dem Büschel der beiden ersten auf den Ebenenraum bezieht, erhalt man 
die linearen Komplexe des Büschels (r, Tl). Zwei hornologe Punkte zweier 
derartigen Riiume liegen unter konstantem Doppelverhiiltnis gegen die 
beiden Punkte, i n  welchen ihre Verbindungslinie die Leitstrahlen des 
,,Strahlennetzesl' treffen. Wird dieses Doppelverhiiltnis das harmonische, 
so stehen die liiiearen liorriplexe i n  Involution, es wird das Nullsystem des 
einen durch das Nullsystem des anderen in sich transformiert. 

Eine Abbildung des Strahlennetzes wird einmal durch die Spuren seiner 
Gcraden in ciner bcliebigen Hilfscbcnc gegeben. Eine Abbildung auf ein 
einschaliges Hyperboloid nimmt ihre einfachste Form an,  a e n n  man die Punkt- 
reihen auf den Leitgeraden oder die Ebenenbüschel u m  dieselben auf die beiden 
Geradenscharen projektivisch bezieht und jedem Strahl des Ketzes den 
Schnittpunkt der zugehorigen Geraden des einschaligen IIyperboloids zu- 
meist. Jeder  Regelfliiche des Strahlennetzes entspricht ein Kegelschnitt 
der Hilfsflache. 

Der Verfasser beschaftigt sich uiher  mit der Axenfliche des Buschels. 
Die Axen aller durch ein Strahlennetz moglichen Gewinde schneiden den 
Iiauptstrahl, welcher auf beiden Leitstrahlen des Netdes senkrecht steht, 
unter rechtern Winkel, durch jeden Punkt gehen zwei Gewinde - A x a ;  die 
Flaçhe ist dahcr von der dritten Ordnung, enthilt  71 zweifach, die unondlich 
ferne Geradc des Strahlensystems aber cinfach. Da unter den Ebenen- 
paaren, welche die Axenpaarc projicieren, eines aus zwei Tangcntialobenen 
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Rozensionen. 7 

abgebildet werden kann. Das Gewehe von Gewinden hingegen wird als Ort 
der Netze aufgefasst, die zwei feste Gewinde mit e ine~n  anderen in einem 
Netz beweglichen verbinden. Die Gesamtheit aller Gewinde erweist sich 
nun als ein linearer Raum, in dem, der R e y  eschen Anschauung gerniiss, 
zu jeder linearen Teil-Mannigfaltigkeit oine ergEnzende Mannigfaltigkcit 
gehort, deren siimtliche Gewinde mit ihren eigenen in Involution liegen. 
Ich muss gestehen, dass ich im Gegensat,~ z i ~  S t u r m  ein Verfahren zur 
nefinition der linearen Mannigfaltigkeiten für besser gehalten hiitte, 
bei dem auf die gemeinschaftlichen Elemente der konstituierenden Ge- 
winde keine Rücksicht genominen . wird. Ich meine, es ist zweckmassiger, 
sich erst den Begriff des Bündels kollinearer RRume zu verschaffen, den 
man allerdings i n  der vollsten Allgemeinheit am leichtesten durch das 
Prinzip des ProjiLierens und Schneidens i n  einem Raume htiherer Dimen- 
sion ableitet. (Man braucht einen Raum elfter Dimension, den inau 
sich etwa durch ein Kurvennetz dieser Stufe versinnbildlichen kann.) 
Die drei Punktrkume, welche durch das Xullsystem auf denselben Ebenen- 
raum bezogen sind, ergcben nun einen Bündol von Punktriimicn, deren 
jeder durch ein Nullsystem auf den Ebenenraum bezogen is t ,  und ein 
Gewinde des Netzes ergiebt. Hier treten nun die kollinearen Felder, 
welche das Netz ahbilden, i n  Evidenz. Die Gesetze, welche das Bündel 
als eine lineare Mannigfaltigkeit zweiter Stufe charakterisieren, treten in  
vollster Allgemeinheit zu Tage und man kann nun lediglich mit Hilfe des 
Büschel-Bildens zu den linearen Mannigfaltigkeiten hoherer Stufe aufsteigen. 
In früheren Besprechungen (von L o r i a  und S c h 6 n f  l ies)  der beiden 
ersten Bande des Werkes wird der Verfasser in  andereni Zusammenhange 
auf Betracht,ungen im Eaume hoherer Dimension hingewiesen. E r  nimmt 
hierauf in  der Vorrede des dritt'en Bandes Bezug; aus pkdagogischen 
Hücksichten ziehc e r  es vor, das anschauliche liniengeometrische Gebilde 
iin Eaume von drei Dimensionen und nicht das mehrdimensionale Gebilde, 
ails dem es durch Projektion entstanden is t ,  zu betrachttin. E r  drückt 
sich da,hin aus, dass e r  nach wie vor seineu Weg, schon wegen der zahl- 
reichen Einzelergebnisse, zu dem er fiihre, fur  den richtigen halten müsse. In- 
dessen wird schon im ersten Bande ein Kapitel zur Übung in der Geometrie des 
linearen Raumes eingeschaltet. E s  mird das Erzeugnis zweier projektivischer 
Büschel von Gewinden - ein Komplex zweiten Grades mit zmei Doppel- 
geraden , das Erzeugnis dreier kollinearer Bündel - ein Komplex dritten 
Grades -, endliçh das Erzeugnis dreier projektivischer Büschel - eine 
Kongruenz dritten Grades - betrachtet. Nach Betrachtungen über ortho- 
gonale Gewinde, deren Axen i n  Bezug auf eine absolute Kurve oder Fllche 
polarreziprok sind, wendet sich der Verfasser eu den Gruppen von 3 bis 6 
Gewinden, die i n  Involution stehen, und zu den zugehorigen geschlossenen 
Gruppen von Transformationen. Diese besteht z. B. für drei Gewinde aus 
der Identitit ,  den drei definierenden Nullsystemen, den gescharten Involu- 
tionen, welche die drei Schnitt-Strahlennetze darstellen, endlich dern Polar- 
system der FlBche, welche die alleu drei Gewinden gemeinsame Regelschar 
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8 Historisch-litterarische Abteilung. 

tragt. Die einem beliebigen Punkte zugeordneten sechs Elemcntc sind die 
Bestimmungsstiicke eincs Totraeders. 

Die Abbildung des Gebüsches von RegelCichen, die zwei Gerade u,  v 
enthalten, i n  den Punktraum führt zunilchst zu einer einzweideutigen Ab- 
bildung des letzteren auf ein Gewinde, indem jedem Punkte die beiden 
Geraden korresporidieren, welche die entsprechende Flache aus dem Gewinde 
herausschneidet. 1st 14 eine Gerade des Gewindes, so führt dies z; der d e l  
P e  zz o'schen Begründung der eindeutigen N o  e t h  erschcn Abbildung mit einem 
singuliiren Kegelschnitt im Punktraum. Diese Konstruktion begründct der 
Verfasser sehr anschaulich, indem er z u n k h s t  eine kollineare Reziehung 
zweier Ebenen herstellt, i n  der zwei im Nullsystem des Gewindes einander 
zugeordnete und folglich zur S y l v e s t e r  schen Erzeugung desselben ge- 
eignete Strahlbüschel einander entsprechen. Bezieht man nun diese Felder 
auf zwei nicht konzentrische Strahlbündel derart, dass den beiden Syl -  
v e s t e  rschen Strahlbüscheln derselbe Ebenenbüschel entspricht, so gehbt 
zu jedem Strahl  des Gewindes ein Punkt ;  die Punkte des singuliiren 
Kegelschnittes k2 gehoren den Punkten der gemeinschaftlichon Geraden der 
beiden S y l v e  s t erschen Strahlbiischel zu. Jedem Strahlbüschel des Gewindes 
entspricht eine den fundamentalen Kegelschnitt treffende Gerade, mithin 
einem Netz eine den singularen Kegelschnitt enthaltende Obediiche zweiter 
Ordnung. Die Abbildung aller Strahlen auf einen linearen Raum vierter 
Dimension wird i n  Anlehnung a n  L o r i a  gegeben. Bei der Abbildung 
aller Gewinde auf die Kegelschnitte einer Ebene erhi l t  man in jedem 
Kegelschnittbüschel zwei Individuen, denen Gebüsche entsprechen; die 
Mannigfaltigkeit der Geraden wird mithin auf ein quadratisches Kegel- 
schnittsystem viertor Stufe bezogen. Es  wird der interessantc Spezialfall 
A s c h i e r i ' s  dargelegt, in welchem den Geraden die Kegelschnitte entsprechen, 
welche unendlich viele einem festen Kegelschnitt uinschriebene Dreiecke ent- 
halten. Nach Besprechung der Kollineationen und Korrelaticnen, welche 
ein Gewinde in sich selbst überführen, wendet sich der Verfasser schliess- 
lich der Besprechuug des durch eine Raumkurve dritter Ordnung gegebenen 
Gewindes zu. 

In  dem Schlussabsehnitt des ersten Bandes bespricht nun der Verfasser 
ausführlich don totraedealen odor R e  y eschen Komplex zweiten Grades. 
Natiirlich nimmt die Retrachtung ihren Ausgangspunkt von dem S t a n  dtschen 
Satz, nachdem die Würfe, welche ein Tetraeder a n  einer Geraden bestimmt, 
einander gleich sind, aus dem schon S t  a n d t  gefolgei-t hat ,  dass alle von 
einem Punkt  ausgehenden, bez. in  einer Ebene liegenden Geraden, an denen 
ein Setraeder Würfe von gegebenem Uoppelverhiiltnis bestimmt, einem 
Kegel bez. einem Büschel zweiten Grades angehoren. In genauer An- 
lehnung an R e g e  werden die singuliiren Bündcl und Felder des Xomplexes, 
die in ihr  enthaltenen Sehnenkongruenzen und Regelschaaren h~handelt.  
Aus der naheren Betrachtung der singularen Punkte und Ebenen des 
Komplexes ergiebt sich die R e  y e sche Erzeugung mittels der Strahlbüschel, 
deren Scheitel einer Ebene angehoren und welche die Strahlen eines kollinear 
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Rezensioncn. 9 

bezogenen Bündels projizieren ; es folgt die implicite von R e  y e l  ausdrücklich 
jedoch von H i r s t  gegebene Erzeugung mittelst zweier projektivischer 
Strahlbüschel, endlich wird genauer besprochen die R e  y o sche Erzcugung 
durch ein Biischel kollinearcr Ebenen- und PunktriLume. 

Von besonderen R e  yeschen Komplexen wird ziin%chst der Axenkomplëx 
untersucht. Zu Grunde gelegt wird seine allgemeinste Definition als Ort 
der Strahlenpaare, die hinsichtlich einer Oberfliiche zweiter Ordnung konjugiert 
sind und einen rechten Winkel mit einander bestimmen. E in  Hinweis 
darauf, dass der Komplex sich zugleich aus den Normalen aller konfokalen 
Oberflachen zweiter Ordnung zusammensetzt, wiire im E n b l i c k  auf die 
schonen Cntersuchungen von B i n e t ,  A m  é r  e ,  C h a s l e s ,  i n  denen die 
Theorie des Axenkomplexes grossenteils vorgebildet i s t ,  erwünscht gewesen. 
Ungern haben wir unter den besonderen R e  y e schen Komplexen, welche der 
Verfasser betrachtet, diejenigcn vermisst, welche zwei kongruente Figuren 
in beliebiger Lage erzeugcn. Bercits 183 1 hat  C h a s  l e s  ausgesprochcn, 
dass alle durch einen Punkt  laufenden Strahlen des Komplexes - Ver- 
bindungslinien homologer Punkte - einen Kegel zweiten Grades hilden, dass 
die in den einen oder anderen Raum gehorigen Punkte dieser Strahlen eine 
Raumkurve dritter Ordnung bilden, dass die in  einer Ebene liegenden 
Strahlen einen Kegelschnitt umhüllen etc. Den Abschluss des ersten Bandes 
bildet die Abbildung des tetraedralen I<omplexes in  den Punktraum und die 
Betrachtung der durch zwei kollineare Fliichen zweiter Ordnung erzeugten 
Kongrueriz, welche die Normalenkongruenz der Obediiche zweiter Ordnung 
~rojektivisch verallgemeinert. 

Bereits in den ersten Entwickelungen des zweiteri Bandes zeigt sich 
die grosse Bedeutung der von S c h u h m a c h e r  eingeführten dritten Zahl r 
cincr Kongruenz [nt, n], der Anzahl der Geradenpaare, welche mit einer 
gegebenen Geraden in einer Ebene liegen und sich auf dersolben kreuzen. 
Diese Zahl r geht sofort in die mit einer Kongruenz verknüpften Anzahlen 
ein. Es erzeugen z. B. die Nullebenen der Punkte einer Geraden 1 einen 

1 
Torsus [ l ]  der Klasse - nz (m - 1) + r: die Kullpunkte, deren Ebenen eine 

2 1 
Gerade enthalten, Liegen auf einer Kurve (1) der Ordnung 2 ?Z o z  - 1) + r. 
Der Ort (Y) der Punkte, deren Nullebenen einen gegebenen I'unkt P . . 

1 
enthalten, is t  von der Ordnung y nt ( m  - 1) + r .  Die Ebenen, deren 

N u l l p n k t  einer gegebenen Ebene E angehort, umhüllen eine Fliche ( E )  
1 

von der Klasse %n (12 - 1) + r. Auf die Brennflgche der Kongruenz (.HZ, 9 1 )  

führt die Betrachtung der RegelKiche (m + n)tB' Ordnung, welche die eine 
Gerade Z treffenden Geraden ausfuilen, die 1 m-fach enthalt. Auch wenn Z in 
eine Gerade der Kongruenz übergeht, bleibt die Ordnung der Flache die- 
selhe. Das ist nur  dadurch moglich, dass zweimal die beschreibende Gerade 
sich mit 1 vereinigt hat.  Dies führt im allgemeinen auf die 13rennflkiche 
d> (3') aus Punkten, von denen zusaninienfallende Kongruenzstrahlen aus- 
gehen und auf eine zweite Fliiche die von de11 Ebenen umhüllt wird, 
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in denen solchc unendlich nahe Geraden liegen. Die Identitat beider 
Pliichen und das Verhalt>en der beiden Rrennpunkte und Brennebenen 
eines Strahls wird auf die übliche Art  nachgewiesen. Dieser Ent8wickelung 
bei weitem vorzuziehen ist die andere, welche einen unendlich dünnen Teil 
der Kongruenz als die Cmgebung des Hauptstrahls eines Strahlennetzes 
erkennt. Ordnung und Klasse der Brennflache werden auf 

nz, = 2 sz (m - 1) - 2 r, n, = 2 TH (n  - 1) - 2 r 

bestirnnit, so dass die K l e i n s c h e  Formel 
Wl - !iZl = 2 (PI?, - 1 7 )  

sich best,iitigt. Wenn die Kongruenz znrei singulire Kurven besitzt oder speziell 
aus den Schnen einer Raumkurve besteht, so spricht man ihr gewohnlich eine 
Brennfliiche ab. S t u r m  will diese Annahme nicht gelten lassen, sondern halt 
die abwickelbare Flache, welche die beide Kurven berührenden Ebenen ein- 
hüllen, für die Punkt-Brennflache F(@) ,  wahrend allerdings die Plache F(rp) 
ausartet und zwar in die Gesamtheit der die eine oder andere Kurve be- 
rührenden Ebenen. 

Die Strahlenkongruenzen erster Ordnung werden im zweiten Abschnitt 
genau nach den von K n m m  e r  und C r e m  on  a vorgezeichmteu Gesichts- 
punkten behandelt. Zu der Sehnenkongruenz einer Raumkurve drittei 
Ordnung und der Kongruenz der Strahlen, welche eine Kurve fite1 Ordnung 
und eine Cu - 1)-fache Sekante derselben zu gleicher Zeit treffen, gesellt 
der Verfasser noch eine dritte Kongruenz erster Ordnung. Bezieht man 
niimlich eine i3beneninvolutiou projektivisch auf eine ihrer Axe angehorige 
Punktreihe, so sendet jeder Punkt  der Axe VA i n  den Ebenen der zugehorigen 
Gruppe liegende Strahlbüschel aus und die Gcsaintheit derselben ist eine 
Kongruenz Cl, n]. Der nachste und wichtigste Abschnitt des Bandes ist 
der gemeinsamen Retrachtung aller Komplexe [2, YL] ohne singnlire Linien 
gewidmet. Die Flache (P) ist von der Ordnung qz - 1; da ein Komplex- 
strahl g nur die r6 - 1 Einschnitte in  die übrigen in (Py) liegenden 
Kongruenzstrahlen mit ihr  gemein ha t ;  hieraus folgt, da nz = 2 ist, 
dass 1- - n - 2 ist. Die Brerinflacbe ist deshalb von der vierten Ordnung 
und der 2 tate" Klasse. Die singularen Piinkte der Kongruenz sind Doppel- 
punkte der Brennfkche. Ganz allgemein is t  *nt - y die Klasse des Kegels, 
welcher in  einem sirigularen Punkt  ,Yh sich der Brennflkiche anschliesst, wenn 
ansserhalb des Kegels (Sn) noch y Kongruenzstrahlen durch (S,() hindurch- 
gehen (295). In  unserem Pal1 ist m - y - 2 und es geht also, was für 
die Folge wichtig wird, durch keinen singuliiren Punkt  ein ausserhalb des 
Kegels (Si,) liegender Kongruenzstrahl. Uass singuliire Punkte von hoherer 
als der sechsten Ordnurig nicht nioglich sind, f'olgt daraus, dass ein Kegel 
(Sh) die Brennfiiche in einer Kurve 2htCr Ordnung berührt,  welche den Brenn- 
purikt h-fach bereithiilt; ihre h Tangenten in Xh müssen untcr den 6 vicr- 
fachen Tangenten der Rrennflache in ihrem Doppelpunkt AS,, sich befinden. Für 
die Ermittelung der Anzahlen ah der singulëren Punkte S,, geivinnt S tu rn i  
(314 Ag.) die drei Farmeln: 
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Die beiden letzten Formeln werden aus der Betrachtung der Schriitt- 
gruppe der einer Geraden zugehorigen Kurve ( l ) ,  mit @ und aus der Natur 
des Sühnittpunktsystems dreier Regelfliichen ( l ) ,  ( l ' ) ,  (1") gewonnen, also 
ilinlich n i e  bei K u m m e r ;  die erste Formel aber entspringt aus der Er-  
orterring der Vermandtschsft aut @, in der je zwei zusammengehorige Brenn- 
piinkte einander entsprechen und i n  dcr eincm ebencn Schnitt eine Kurve 
4 (n + l)ter Ordnung entspricht. Die Schnittkurven der Polarflgche eines 
Punktes P und seiner (P)  entsprechen einander. D a  die singiilkiren Punkte 
der Kongruenz die einzigen singulkiren Punkte der Veraandtschaft sind, so 
ergiebt sich aus der Vergleichung der beiden Gradzahlen der Schnitt- 
kurven die Gleichung [ 11. Der fundamentale K u m m e  r sche Satz , dass 

1 
eine Konfiguration [2, t?] (B.  - 2) (n - 3) Doppelstrahlen besitzt, wird aus 

der Betrachtung der Fliichen (P) gewonnen; da  drei Punkte in  der ein- 
zigen (P)  liegen, welche zu dem Schnittpunkt ihrer drei Nullebenen gehort, so 
bilden sie ein- lineares System. Ausser der Kurve ( a ) ,  welche zu P P f  ge- 
hart, haben die Fliichen (P), (P') eine allen (1)) gemeinsame Kurve der 

1 
Ordnung T ( n  - 2) (n - 3) gemeinschaftlich. Diese Kurve miiss notwendig 

2 
aus Purikten mit  unbestimmter Nullebene bestehen, also nus Doppel- 
strahlen mit unbestimmter Nullebene für jeden ihrer Punkte. Uurch jeden 
singularen Punkt  SA muss, da  er auf der zwei (P) gemcinschaftlichen Kurve 
1 

IL (TL - 1) -fach liegt , diese Zahl von Doppelstrahlen hindurchgehen, 

welche Doppelstrahlen des Kegels (Sh) sind, der deshalb rational ist. Bei 
einem Doppelstrahl cl besteht die Regelfliëche [ d l  nur aus den Kegeln zweier 
singularer Punktc, die auf n liegen und deren Ordnungszahlen die Sumrne 

1 .  . 
72 + 2 besitzen. Jeder Si+% sendet (z  4- 1) Doppelstrahlen aus und be- 

l 
dingt ebenso vicle Sn-,, jeder Sn - sendet aber (1% - i - 1 )  (12 - i - 2) 

Doppelstrahlen aus, deren jeder noch einen Si+s triigt. E s  muss also, 
entweder ( i + 2 > < n - i )  

1 . .  1 1 
- t ( t +  2 1) , ( m - i - l ) ( . n - i - 2 j C ( n - 2 ) ( n - 3 )  L 

-- 2 
oder ( i + 2 = n - i )  

sein, da nach der obigen Betrachtung die linke Seite die geririgste Zahl 
der Doppelstrahlen ist, die auftreten. Dies ergiebt die hloglichkejten: Es 

1 
sind ausser den SI und S2 ein Sn - 1 und (PL - 2) (12 - 3) 

singuliire PunEte Sy vorhanden oder es giebt aysser den SI und S2 nui  
1 

singuliire Punkte von der Ordnung n + 1, und es ist, gz = 4 oder 6. 
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Berechnet man nun aus den obigen Formeln a, und o2 und bedenkt, dass 
n - 1s 6 ist ,  so erhiilt man zunachst 6 Konfigurationen von der ersten Art 

(2, 2),  (2, 31, (2 ,  4) (2,  5 )  (2, 611 (2,  7)  
indem bei den drei ersten ein beliebiger der 1 6 ,  5, 2 Punkte S,, X,, S, als 

Sn - gekennzeichnet werden kann. Die Konfiguration (2,  4) tntt noch ein- 
mal als solche zweiter Art  auf und es bleibt nur die eine Konfignration 
(2, 6)rr mit 4 vierfachen Puukten und 8 Doppelpunktcn übrig. Die beideri 
Bezeichnungen erster und zweiter Art  bei ( 2 ,  6 ) r  und (2, 6)z1 sind die 
umgekehrten wie bei K u m m e r .  Hinsichtlich der Verteilung der singu- 
lgren Punkte auf die singularen Kagel ist  schon vorangegangcn, dass eine 
singulLre Ebene fünf, ein Kegel zweiten Grades acht singiiliire Piinkte enthiilt. 
Die Gleichungen für die u (L) (Anzahl der singuliiren Punkte h ten  Gra.des auf einem 
(Si) einschliesslich der Spitze, wenn h : i) werden einerseits mit Hülfe des 
Schnittpunktsystems zwischen (Si), der (P) von Si und @ gewonnen, i n  dem 
nur  zwei nicht singulare Punkte rorkommen. Zweitens wird das Schnitt- 
punktsystem einer Kurve (1) mit dem Xegel (Si) i n  Betracht gezogen. 
Die so gewonnenen Formeln genügen, u m  die 7 Kongruenzeu riach Art der 
s i n p l k e n  Punkte und der-  Gruppierung der singuliircn Punkte auf den 
einzelnen Kegeln festzulegen (324). 

Die Gesamt-Kongruenz aller Doppeliangenten von @ ist eine [12,28], 
so dass nach Abzug der gegebenen K o n p e n z  und ihrer singuliiren Ebenen 
eine konfokale Eestkongruenz verbleibt, deren Entstehungsweise angegeben 
wird. Diese konfokalen Kongruenzen werden da ,  wo dies angeht, nach der 
Methode von H i r s t  mit Hilfe der Regelscharen hergestellt, welche die ge- 
gebene Kongrucnz durchziehen. Von der Flache (1) losen sich, wenn 1 zwei 
singulare Punkte enthslt ,  die beiden Kegel derselben ab. Eine sorgfiiltige 
Cntersuchung zcigt, dass die Doppclkurve der Restfliiche, bestehend aus der 
Dnppelgeraden 1 und einem Bestandteil der 1 zugehorigen Kongruenzkurve 
von so hohem Grade is t ,  dass ein weiteres Zerfallen der RestfKache eintritt, 
dann wenigstens, wenn die Gerade 1 nicht ein Komplexstrahl, die beiden 
singularen Punkte unverbunden sind. Diese Betrachtung fiihrt bei der (2, 6)rl 
zu Paaren von Regelfichen, welche dieVerbindungslinien zweier unrerbundener 
S, enthalten. Die acht S2 zerlegen sich in  zwei Gruppen von vier uriter 
sich unverbundenen Punkten, die vier Kegel der Yunkte einer Gruppe haben 
die anderen vier Punkte S2 und die vier S4 gemeinsam. Jede Gruppe führt 
also aiif sechs Paare von Regelscharen. Da jedc dieser Regelscharen eine 
hlantellinie aus jedem Xegel (,Yz) aufnimmt, der einen Punkt  der anderen 
Gruppe zur Spitze hat ,  so projicieren alle ihre Geraden die vier Punkte S, 
unter demselben Doppelverhiltnis; diese Flachen und Kegel und mit ihnen 
(2, 6) lz  gehoren also einem tetraedralen Komplex an, dessen Fundamental- 
tetraeder aus den vier Puukten S4 besteht. Aus der Gruppe, welche die S, 
mit den anderen vier Punkten S3 bilden, entsteht derselbe tetraedrale Kornplex; 
(2, 6) iz  liegt ausserdeni vollstiindig i n  den Koniplexen dritten .Grades aus den 
Geraden der ObcrflBchen zweiter Ordnung, welche dic eine oder andcre 
Gruppe associierter Punkte enthalten. Dies fiihrt aiif zwei Scharen von 
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Regelfliichen, die in  (2, 6)rI enthalten Sind. Dei allcn anderen Kom- 
plexen mit Ausnahrne von (2, 7) existiert ein der in der Ebene eines 
SI liegt. Von der Kongruenz-Regelfliche eines in  (SI) Liegenden und von 
Sn-1 ausgehenden Strahls I6sen sich die beiden Kegel (SI) und (8,-1) ab, 
und es bleibt noch eine ItegelAiche übrig, die Sn-l, sicher aber auch S, 
entlialt, weil die Gerade den i n  (8,) liegcndcn Kegelsctinitt von @ noch 
einrnal, ausser in Sn- 1 schneidet. Durch jeden S2 ausserhalb [S,-iJ, durch 
jeden SI, der nicht mit S n  - und SI verhiinden ist, und durch alle S, geht 
je ein Strahl der Regelschar. Dies ergiebt eine Regelschar, die durch 

1 
genau acht assoziierte Grundpunkte hindurchgeht und 1 + (5 - la) (6 - 11) 

Tangentialebenen, die Ehenen der singuliiren SI in der Giuppe besitzt, 
menn t~ > 2 ist;  im Falle n = 2 kommt noch eine achte Sangentialebene 
deshalb hinzu, weil in  einen (SI) ühergeht. Jede der erw'tlhnten 
Tangentialebenen eiithalt noch eine zweite veranderliche Gerade der Regel- 
fliiche; diese dreht sich um ein Sn-i, welches in der Gruppe der asso- 
ziierten Punkte enthalten ist. Auf diese Weise kommt man bei 

( 2 9 6 ) ~  (2,5)1 (2, 4) (273)  
auf 1, 2 ,  3 ,  5 Gruppen assoziierter Punkte, die aus singularen Punkten be- 
stehen. Jedoch nur bci (2, 6)r is t  auf diesc Wcisc die Gesamtxahl der 
~noglichen Gruppen erschopft; bei (2, 5), (2, 4), (2, 3) gicbt CS 3, 6, 15, bei 
( 2 ,  2) sogar 30 derartige Gruppen. Die Strahlbüschel um und die 
S'n-i, welche die Triigerflache der Regelschar in die Ebenen von SI und 
S', einschneidet, sind projektivisch zu einander. Aus diesem Grunde sind 
(2,2), (2,3), (2,4), bei welchen die Anzahl der Paare S,, Sn - 1; Sr1, S'n-l,. . . 
çrosser als 1 ist ,  Bestandteile von einem oder mehreren tetraedralen Korn- 
plex, die mit Hilfe zweier von diesen Strahlbüscheln erzeugt merden konnen. 
(2, 3) erweist sich als Ort der Strahlen, die homologe Strahlen dreier 
projektivischen Büschel treffen, die jedoch 6 0  liegen müssen, dass an einer 
Stelle drei homologe Strahlen zusammcnlaufen. Gelangt dieser Punkt  in  
die Ehene der drei Zentra, oder haben zwei Strahlbüschel einen Strahl 
entsprechend gemcin, so entsteht ein (2, 2). Diese Rongruenz erweist sich 

also als Schnitt eines Gewindes mit einem tetraedralen Komplex. (2, 5) 
liisst sich auf ahnliche Art ,  wie (2,  6)11 als Bestandteil eines tetraedralen 
Komplexes nachweisen. (2, 6)1 und (2, 7) hingegen k6nnen einem solchen 
Komplex nicht angehoren, weil die singuliiren Punkte von hoherem als 
dem zweiten Grade nur  in den Ecken des Furidameutaltetraeders liegen 
konnen, also ihre Zahl nicht grosser als 4 sein kann. Die TrligerKiche 
einer Regelschar der Kongruenz bttrührt D in einer Kurve vierter Ordnung 
erster Art,  auch die Geraden ihrer Leitschar sind Doppeltangenten 
von @ und bilden eine zweite Kongruenz, dercn Brennfliche @ ist. Jedoch 
nur bei (2,  3) und (2 ,  2) ist  auf diese Art die Restkongruenz vollig er- 
schtipft, bei (2, 7) bis (2, 4) bleibt noch eine Restkongruenz zu betrachten. 
Bei allen Konfigurationen erster Art  giebt es so viele Systeme von Regel- 
flichen dritter O r a n m g  als vorliegen; die Kongruenzfliiche einer 
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durch Sn-1  hindurchgehenden Geraden zerfiillt in ( ,Yndl)  urid eirie solche 
Regelflache. Die eùifachen Leitgeraden dieser E'liicEien bestchcn aus 
Doppeltangenten von 0 und gehoren also einer nur  gegebenen konfokalen 
Kongruenz an ; dies giebt bei (2, 7) (2, 6)1(2,  5) (2, 4) die fehlende Rest- 
kongruenz. Bei (2,  6)11 ha t  jede i n  seinem tetraedralen Komplex ent- 
haltene Sehuenkongruenz erster Ordnung eine Regelfliche vierter Ordnung 
mit der Ii'liche gemeinsam; cro2 von diesen Fliichen 'uesitzen eine einfache 
Leitgerade, aus denen sich die Restkongruenz zusainmsnsetzt. Auf andere 
Wcise ha t ,  wie beiliiufig orwzhnt wcrdc, L a g u o r r o  die konfokalen Kon- 
gruenxen der (2,  6)r~ aufgefunden. Rleiben wir mit L a g u e r r  e beim Fa11 
der Normalenkongnienz stehen, so set,zt sich die Kongruenz aller Doppel- 
tangenten der Krümmungsmittelpunktfl~che zusammen einmal aus den 
Normalen der Flachen, sodann aus den Geraden, dereu Norrnalie (Ort der 
Fusspunkte der von ihren Punkten aus auf die Flache gefillten Lote) 
zerfillt. Enthalt die Xormalie eine Gerade der einen oder andereu Schar, 
so erhi l t  man die beiden auf die erste Art hergestelllen konfokalen Kon- 
grueiizen; zerfsllt dieselbe i n  zwei Kegelschnitte, so erhalt man die Itest- 
kongruenz zehnter Ordnung. l i m  die von einem Punkt  ausgehenden Strahlen 
derselben zii erhalten, braucht, man nur die Fusspunkte der scchs von iliin an 
gefiillten Lote zu drei und drei durch Ebenen zu verbinden. Dem in einer 
solchen Ebene liegenden Kegelschnitte des Axenkomplexes sind unendlich 
viele der Oberflache eiiigeschriebene Dreiecke umschrieben. Die Normalen 
der Flache in  den Ecken eines solchen Dreieeks laufen in einem Punkt 
zusammen, der eine der von P ausgehendeu Geraden beschreibt. 

Zum Schluss dieses Hauptabschriittes werderi eindeutige Abbildungen 
der Kongruenzen nntersuüht. Dieselbe ist eindeutig auf die von den ver- 
schiedcnen ausgchenden Ebcncnbündel und die in den einzelnen (8,) 
liegenden Punktfelder bezogen. Gleichartige von diesen Gebildcn sind durch 
C r  e mon asche Verwandtschaften , die niiher untersucht werden, verkniipft'. 

Bei der speziellen Behandlung der einzelnen Kongruenzen ist,  wie es 
sich gebührt, der (2,  2) der breiteste Raum gelassen. Bezeichnet man 
mit 1 einen der 16 singuliiren Punkte, mit 2, 3, 4, 5, 6 die in seiner Ebene 
liegenden singularen Punkte, so kann man jede andere Ebene durch die 
beiden Punkte kenrizeichnen, welche sie mit der ersten Ebene gemeiu hat. 
I n  jeder Ebene is t  der zugehhige Punkt  unzweiùeutig gegeben. Es sind 
z. B. die durch den Punkt  [23] hindurçhgehenden Ebenen (12), (23), (31), 
(45), (56), (64). Auf Grund dieser Bczeichnung wird einc genaue Unter- 
suchung der K u m m  e rsehen Konfiguration ermoglicht. Am wichtigsten ist 
die Aufstellung der fünf Paare von Grnppen assoziierter Punkte, die aus 
paarweise verbundenen singularen Punkten bestehen. Zwei verbundene 
Punkte bilden eine solche Grnppe mit den sechs Punkten,  die von ihren 
beiden Ebenen ausgeschlossen sind, die erginzende Gruppe besteht aus den 
acht Punkten in ihren Ebenen, es zeigt sich, dass bei der oben beschriebene~i 
Operation je zwei solche Gruppen auf dieselbe konfokale Kongruenz führen und 
zwar tauschen je zwei verbundene der 1 6  Knotenpunkte ihre Ebenen gegen 
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einander aus. So gelingt es (382) die Sabelle aufzustellen, nus R-elcher 
die in jeder der sechs konfokalen Kongruenzen einem Punkte zugeordnete 
Ebene ermittelt werden kann. Indem man auch je  zwei dieser neuen 
Kongruenzen zusammenstellt, kommt man im ganzen auf 15 Paare asso- 
ziierter Gruppeu, von denen jede deri Übergang von einer z u r  anderen 
Kongruenz vermittelt. Auf Grund dieser Tabelle ist leicht zu erkennen, 
dass die sechs Gewinde, denen diese Kongruenzen angehoren, paarweise in  
Involution stehen. Boreits boi der Cntersuchung der W e b erschen Fünf- 
seit,e, die ails der Kongruenz angehorigen Verbindungslinien von singularen 
Punkten bestehen, t r i t t  eine Analogie der Konfiguration zu der Pliiclie 
dritter Ordnung in die Erscheinung. Diese t r i t t  in  Evidenz mit I-Iilfe der 
oben erwahnten Abbildung des Strahlengewindes i n  den Punktraum; hierbei 
entspricht der (2, 2) eine Flache vierter Ordnung, welche den singularen 
Kegelschnitt k"oppelt enthiilt; die fünf Scharen verknüpfter Regelscharen 
tiilderi sich in  die fünf 1)oppelscharen von Kegelschnitten ab,  welche 
die Tangent'ialebenen der Kummerschen  Kegel ausschneiden etc. C r e m o n a  
hat seinerzeit aus einer analogen Botrachtung die konfokalen Konfigurationcn 
einer (2, 2) abgclcitet. E r  bezog dieselben aiif die fiinf Xannigfaltig- 
keiten doppelt beriihrender Oberfiiichen zweiter Ordnung, welche durch 
den fundamentalen Iiegelschnitt hindurchgehen. Auch er hat te ,  wie es 
auch S t u r m  thut ,  die Flache vierter Ordnung auf eine Hilfsfliiche dritter 
Ordnung, die k I 2  enthlilt, abgebildet. Teilt man die Fliichen vierter Ordnung 
nach den Realititsverh%ltnissen ihrer Geraden in Arten ein, so ergiebt sich 
entsyrechend eirie Einteilung der KouGguraiiorien 2, 2 nach der Realitiit 
der  Knotenpunkte; entspreehend den fünf wesentlich verschiedenen ArLen 
der Fliichen dritter Ordnung ergeben sich fünf verschiedene Gattungen 
von (2,  2), zu denen als letzte die ganz imaginare Konfiguration und 
die mit imaginiirer Brennflache hinzutreten. Der Nachweis, dass die 
Doppeltangenten einer Flache vierter Ordnung mit 1 6  Knotenpunkten 
in sechs getrennten Konfigurationen angeordnet sind, knüpft an den 
Sachweis der Paare assoziierter Gruppen an ,  i n  welche die 16 Knoten- 
punkte zerlegt werden konnen. Aus einer solchen [XJ, erhalt man ein 
8ystein die Flache überziehender Raunikurven vierter Ordnung, langs 
deren sie von Oberfliichen zweiter Ordnurig berührt wird. Verbiudet 
man eiiien Punkt  einer solchen Kurve mit den beiden anderen, welche 
die Tangentialebenc von @ auf ihr ausschneidet, so erhiilt man zwei Er -  
zeugende der berührenden Flache, die zu verschiedenen Scharen gehoren. 
Nan kann eine bestimmte dieser Scharen durch die Forderung heraus- 
heben, dass ihr  durch einen festen Punkt  von (A?, gehender Strahl in einer 
be~t~immten der beiden durch ihn gehenden Ebenen von liegen sol1 
und so die vollige Trennung der sechs von einem Punkt  von @ ausgehen- 

1 
den Doppeltangenten vornehmen. Ausser den 5 (12 - 2) (92 - 3) notwendigen 

Dappelstrahlen kann eine Kongruenz, wie bereits K u m m e r  bemerkt hat', 
sogenannte mogliche Doppelstrahlen besitzen. Dies t r i t t  ein, wenn die 
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Xummersche Eliiche Uoppelgerade besitzt. Der Untersuchmg dieser 
Falle - die ZahZ der Doppelgeradon schwankt zwisçhen 1 und 4 - ist 
der letzte Teil dos Abschnittes über die Eongmenzcn (2, 2) gewidmet. 

Die Kongruenz (2, 3) stellt sich als gemeinsames Glied von 10 tetra- 
edralen Komplexen heraus, die 6 konfokalen Konfigurationen gehen mit Hilfe 
von 15 Gruppen (q8 assoziierter Punkte in einander über. Der Kachweis, 
dass eine Fliiche Merter Ordnung mit 15 Knotenpunkteu die Brennfliiche 
von 6 Bonfigurationen (2, 3) ist,  wird geliefert und zum Schluss die Er- 
zeugungsweise erliutert, von der S t a h l  in seiner Bearbeitung der Kongruenz 
(3, 2) ausging. 

Die Kongruena (2,4) besitzt d r e i  Gruppen assoziierter Punkte, ni 

ihrer Brennfiiache gehoren vier gleichartige Konfigurationen. Von den ver- 
schiedenen Erzeugungsweisen der (2, 4) ist die einfachste die mit HiIfe 
zweier quadratisch bezogenen Felder, aus ihr heraus werden die haupt- 
siichlichsten Eigenschaften der Kongruenz nochmals entwickelt. 

Auch (2, 5), (2, 6 )  ,, (2, 7) erfahren eine kurxe Behandlung in dem 
oben angedeuteten Sinn. Auf Grund der B o  hn '  schen Untersuohungen zeigt 
sich, dass nicht jede Oberfliche vierter Ordnung mit 13, 12, 11 Rnoten- 
punkten in der oben betrachteten Art zerfallende Konfigurationen besitzt. 
Für die dualen Pormen dieser Komplexe werden die Caporali 'schen Erzeng- 
ungen gegeben: ein Gebüsch von Eegelschnitten einer Ebene ist kollinear auf den 
Ebenenraum bezogen. Jeder Punkt gehort allen Eegelschnitten eineo Netzes an 
und wird mit dem Zentrum des zugehorigeu Ebenenbündels verbunden. Ein 
interessantes Beispiel von (7, 2) bilden die Asymptoten aller durch funf 
Punkte moglichen Rmmkurven dritter Ordnung. 

(2, 6)rr erfahrt eine ausführlichere Behandlung und verdient dieselbe 
sehon deshalb, weil alle Konfigurationen geringerer Klassenzahl als hesondere 
Falle von ihr zu betrachten sind. Beim Übergang von einer gegebenen 
Konfiguration (2, 6)rr zu einer konfokalen behalt die eine Gruppe SB 
ihren Grad und Kegel, die andere Gruppe tauscht die Rolle mit den Sc 
Eieraus sieht man, dass auch die 8, eine Gruppe assoziierter Gruppen 
bilden, deren Geradenkomplex die beiden konfokalen Konfigurationen an- 
gehoren. Aus den allgemeinen Entwickelungen ist die Stahl'sche Entstehungs- 
weise der (2, 6)11 evident. Sie wird von einer Regelschar beschrieben, 
wenn der Triiger derselben in einem Bündel verbleibt und an einem der 
Grundpunkte die von ihm ausgehende Gerade der Regelschar einen KegeI 
beschreibt, welcher vier der acht Grundpunkte enthalt. Auf Grund der 
Thatsache, dass die Konfiguration einem Tetraederkomplex angehart, kaon 
man die (2, 6)11 als Ort der Strahlen auffassen, die homologe Geraden 
dreier projektivisclier Regelscharen trefen. Doch müssen in vier der ach 
Schnittpunkte homologe Tripe1 susamrnenstossen. Nachdem noch die kine- 
mstische Bedeutung von (2 ,6 ) l l  horvorgehoben ist - ein Stab, der mit festen 
Punkten auf drei Ebenen gleitet, beschreibt eine (2, 6 ) ~ ~  - wird das Auf- 
treten ,,m6glicherU Doppelstrahlen bei den Konfigurationen (2, 5) bis (2,7) 
untersucht. 
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liezensionen. 37 

Von den drei verschiedenen Gattungen der Konfigurationen (2, n) mit 
singularen Linien erledigen sich die beiden ersten sehr leicht. Die einzige 
Sehnenkongruenz ist die (2, 6 ) ,  auf welche die Raurnkurve vierter Ordnung 
erster Art führt. Sind zwei singulare Linien vorhanden, so ha t  man 
einmal den Pal1 zweier Kegelschnitte mit zwei gemeinsamen Punkten, zwei- 
tens den FaLl, dass die eine singultire Kurve eine Gerade is t ,  welche die andere 
 ter Ordnung in ( a  - 2) Punkten trifft. Hierzu k6unt,e ruan selbstver- 
stindlich Kongruenzen treten lassen, die aus einer (2, 1,)-Korrespondenz 
unkr  den Ebenen eines Büschels und den Punkten seiner Axe entstehen. 

Der schwierigste Fall ist  de r ,  wo nur eine singuliiro Linie vorliegt. 
Würde man die Brennflnche von vornherein geben, so k6nntc der Tangential- 
kegel aus einem Punkt  der singularen Linie stets zerfallen und nur 
einer dieser Bestandteile der Kongruenz angehoren. Deshalb wahlt der Ver- 
fasser die folgende Untersuchungsform: Gegeben ist eine Kurve, von jedem 
Punkt derselben gehen ein Kegel kte" Grades und t einzelne Gerade einer 
Kongruenz aus, dieselben stützen sich weder au t  eine zweite Kurve noch ein 
zweites Mal auf die gegebene. Dann ist entweder (A) die singuliire Linie 
eine Gerade oder sie ist keine Gerade, und man hat die Fi l le  (B) h = 1 ,  
b-1, (q Ir-2, t-O. Die Gattung (A) besteht aus den Tangenten aller 
Kegelschnitte, die bei eincr Flaühe rhter Ordnung mit (rz-2)-facher Geraden 
diese zweimal treffen. Bei den Gattungen (B) und (C) werden die S c h u -  
m a  c h e r  schen Erweiteriingen zu K n m i n e r s  Resultaten genau aufgeführt. 
Der allgemeine Fa11 von (R) entsteht, wenn maln eine unikursale Raiim- 
kurve so au€ einen Kegel projektivisch bezieht,, dass jeder h n k t  in  der 
zugehorigen Tangentialebene des Kegels liegt, und die Strahlbüschel zu- 
sammenfasst, die jeder Punkt  in die zugehorige Tangentialebene sendet. 
Ein spezieller Fa11 ist der,  dass die Raumkurve auf dem Kegel selbst liegt 
und die Spitze ( ~ i  -- ?)-fach enthalt. I n  diese Klasse gehoren die von K u m m e r  
bemerkten Falle. Von der dritten Gattung besteht eine Art aus den 
Tangenten eines Kegels, die von den Punkten einer (ebenen) Kurve pter Ord- 
nung ausgehen, welche die Spitze (p-l)-fach enthilt ,  eine zweite und 
dritte aus Kegeln zweiten Grades, welche von einem Kegelschnitt oder 
einer Raumkurve dritter Ordnnng ausstrahlen, und speziell zu ihr gelegene 
fünf Punkte projizieren. 

Der dritte Rand des Werkes beginnt, mit der Untersuchung der Koin- 
plexflaclie, welche einer Gel-aden 1 Iiinsichtlich eiiies Xomplexes zweiten 
Grades r%ugeordnet  ist. Die Kegel, welche von Punkten von 1 ausgehen, 
umhüllen, die Kegelschnitte, welche in den Ebenen von 1 liegen, beschreiben 
diese Flache, welche 1 zur Doppelgeraden hat,, 8 Doppelpunkte und 8 in 
Kegelschnitten berührende Ebenen besitzt. Diese 1 6  Elemente lassen sich 
auf ~ i e r  Arten zu zwei Mobiusschen Tetraedern anordnen und ergeben zu- 
sammen mit der Geraden 7 und ihrer Polare 1' die vier Kleinschen in 
Involution stehenden Gewiude von 1.  Der Verfasser verwendet zur Unter- 
suchung wesentlich die (2, 2)-Korrespondenz, in  welcher den Yunkten von 
1 die I enthaltenden Taugeritialebenen der Ton ihnen ausgehenden Komplex- 

11ist.-litt.  Abt d Zoitsçhr. f. Natli. u. I'hy.. 4V.Jahrg. 1898. 1. Heft  2 
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kegel entsprechen. Wir  gestehen , dass a i r  diese ' Entwickelung lieber allein 
aus der konsequenten Ausnutzung des Begriffes der singuliiren Ehene und des 
singuliiren Pnnktes geführt sahen. Da der Komplexkegel eines Punktes not- 
wendig zerfallen muss, wenn drei seiner Strahlen in  einer Ebene liegen, folgt 
sofort, dass alle Schnittpunkte dreier zu einer Geraden gehorenden Komplea- 
kegel singulare Punkte sind und deshalb auch alleu anderen Kompleskegeln 
von E angehoren und paarweise in  vier von 1 ausgehenden Ebenen liegen. Die 
Verbindungsebene dreier solcher Punkte gehort notwendig zu einem Ebeuen- 
paar ,  das von einem Punkte von 1 ausstrahlt, muss deshalb noch einen vierten 
der acht l'unkte enthalten etc. Auf natürlichste Weisc würde man so 
erkennen, dass 1 vier s i n p l a r e  Punkte enthalt und vier singulare Ebenen 
aussendet, der fundamentale Sa,tz, dass bejde Gruppen projektivisch sind, 
würde natürlicher , als es beim Verfasser geschieht , auf S t a n d  t s Tetraeder- 
satz zurückgeführt sein. P ü r  die synthetische Untersuchung der Flache würde 
sich ferner eine Handhabe daraus ergeben, dass die Kegel - als Flichen 
zweiter Ordnung, die einem Netz angehoren und eine Gerade berühren - einen 
Büschel zweiter Ord~iung bilden. Mari würde die von den vierpunktig be- 
rührenden Kegelsühnitten einer Kurve vierter Ordnung wohlbekannten Ent- 
wickclungcn auf die Raumkurven vierter Ordnung erster Art  der Flache 
übertragen, in  denen sie von den Kegeln berührt wird. 

Die Flache der singuliiren Punkte ist  zunachst von der der singuliiren 
Ebene begriElich verschieden. D a  den Schnittpunkten einer Geraden mit 
der ersten Flache die Tangentialebenen an die zweite Blache projektivisch 
zugeordnet sind, so ist  jede Tangente der einen auch eine Tangente der 
anderen Flache (522); es folgt die Ident i t i t  beider. Es  wird auf die 
übliche Ar t  bewiesen, dass eine singulare Tangente s der @ sowolil die 
beiden Zentra der Strahlbüschel ausschneidet, welche der Komplex in der 
Berührungsebene der Tangente besitzt, als auch die bcidcn Ebenen an die 
Flache sendet, in  denen die Strahlbüschel des Bcrührungspunktes liegen. 
ai ist  die eine Brennfiiche der Rongruenx aus den s, der andere Brenn- 
punkt trennt mit dem Berührungspunkte eines singuliiren Strahles dessen 
Schnittpunkte harmonisch. 

Dass die KomplexfXache eine K u m m e r s c h e  Flache ist, wird abzahlend 
aus der Betrachtung des Charakters der Komplexkurven abgeleitet (529 ff,) 
Zu jedem Kornplex zweiten Grades sind deshalb sechs Gewinde konsirigulir, 
welche zu den quadratischen Kongruenzen der Kumuierschen  E'liühe gehoren. 
Ordnet man je dic zu demselben quadratischen Komplcx gehorigen Doppel- 
tangenten zwcier Punkte von CD einandcr zu, so ~n ts t~ehen  projektiviscbe 
Strahlengruppen. H a t  man eine Tangente beliebig ansgewahlt, so ist ilir 
durch diese Projektivitat eine zweite in einer beliebigen Tangentialebene 
zugeordnet. Jede so entstehende Konçruenz S besteht aus den singularen 
Strahlen eines Komplexes vom zweiten Grade. Der Verfasser benutzt zum 
Beweise des ersten Teils die Xorresponderizen (2 ,2 ) ,  welche eine der sechs kon- 
fokalen quaùratischen Kongruenzen zwischen den i'unkten und Ebenen einer 
Geraden 1 hervorruft. Die TTerzweigungspunkte der Punktreihe sind die 
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Schnittpunkte A, A', AI1, A"' mit m. Die Doppelpunkte B, Br, BI1, B1" werden 
von den Geraden ausgeschnitten, welche die Kongruenz in die Tangential- 
ebenen j3, f i ' ,  fi", j3"' von 2 einuchneidet. E s  sei nun so bezeiühnet, dass 

ist. Wenn man nun die Korrespondenz sich an zwei Tangentcn ciner Kurve 
dritter Klasse versinnbildlicht, so sind nach dem diialen Fa11 eines 
Schro te rschen  Satzes 

A A', A" A"', B B', Ilf1 B"' 

Paare einer Involution. Auch je zwei andere Tangenten, welche von derselben 
der sechs konfokalen Kongruenzen i n  j3 und fi '  liegen, schneiden ein P a a r  dieser 
durch A A', Af'A"' schon bestimmten Involution aus. Den Nachweis, dass jede 
s i n p l i r e  ITongruenz auf einen quadratischen Komplcx führt,  hàtten wir aus- 
fuhrlicher gewünecht. I n  die Reihe der konsingulëren Komplexe gehoren 
auch die doppelt gedachten Gewinde T;, r,, . . . , der sechs konfokalen 
Kongruenzen. Die Kongruenz S erweist sich schon jetzt als Schnitt (unend- 
lich naher) konsingularer quadratischer Komplexe. 

Die Gesamtheit der konsingularen Gebilde erweist sich als ein quadra- 
tisches Gebilde, insofern die in  zwei beliebigen Ebenen liegenden Komplex- 
kegelschnitte projektivisch bezogene Büschel zweiter Ordnung beschreiben, in  
denen die bezüglichen Geradenpaare der sechs konfokalen Kongruenzen homologe 
Gebilde sind. Sehr befriedigend wird man die Herleitung dieses S tah lschen  
Satzes nicht, finden kihnen. Der Beweis wird darin erblickt, dass die 
Kegelschnittreihe die erste Charakteristik 2 besitzt. E s  folgt nun die Unter- 
suchung der Polar-Verhdtnisse auf Grund der P l ü c  kerschen Definitionen. 
Zur Überleitung auf die Anschauungen, welche der zweite Teil des Bandes 
bringen wird, folgt eine Untersuchung der Involutionen vom Geschlecht 1, 
welche auf einer Regelfliche vierter Ordnung mit zwei windschiefen Geraden 
aus Geradenpaaren gebildet werden konnen. Solche Involutionen sind paarweise 
rerbunden in der Art ,  dass jedes Paar der einen mit jedem Paar  der anderen 
au einer Regelschar gehort. Jede der vier Doppelgeraden der einen er- 
giebt also mit  jeder der vier Doppelgeraden der anderen Rerührungs- 
ponkte von Doppeltangenten der Fliclie. Da jedes derartige Geradenpaar 
polarreziprok in Bezug auf eine von vier Flichen zweiter Ordnung ist,  die 
paarweise in  Involution liegen, so zerfallt die Kongruenz der Doppel- 
tangenten in vier getrennte Kongruenzen. Die vier in cinem Punkte be- 
rührenden Doppeltangenten und die Erzeugmde des Punktes bilden einen sich 
selbst projektivischen Wurf, so dass die Flache spiiter als Singularitaten- 
fiache einer Mannigfaltigkeit von Romplexen zweiten Grades mit zwei Doppel- 
geraden hervortritt. 

Die RegelKiiche vierter Ordnung mit zwei Doppelstrahlen, die ein 
Strahlennetz mit einer r2 gemein hat ,  zerfiillt, wenn das Strahlennetz zwei 
Strahlbüschel von r2 en thd t ,  i n  diese und eine Regelschar, oder in vier Strahl- 

2 %  
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büschel, je nachdem die ersteren Strahlbüschel einen Strahl gemein haben - 
sich schneiden - oder nicht. Zwei beliebige Gerade der Leitschar einer 
Regelschar von r q k o n n e n  als Leitstrahlen eines sie enthaltenden Betzes auf- 
gefasst werden. Seine mit r" gemeinschaftliche Flaclie besteht aus zwei 
Hegelscharen, welche zwei Gerade gemein haben oder sich zweimal schneiden. 
Man erhiilt aus einer Regelschar auf diese Weise c*s i h  verburidene 
Rcgclscliaren, ein sogcnanntes Feld. Nimmt man zu allen diesen Regel- 
scharen die verbundenen Regelscharen, so erhalt man das Gebüsch von 
Regelscharen, das die ursprüngliche Regelschar enthiilt, eine Mannigfaltig- 
keit,  von der je zwei Glieder durch zwei Operationen der obigen Art ver- 
bunden sind. Die Mittelglieder dieser Ketten bilden ein zweites derartiges 
Gebüsch. Diese ,,verbundenenLL Gebüsche stehen in der Beziehung, dass 
ungleichartige Eegelscharen als Endglieder einer Eet te  von ewei, vier 
sechs, . . . nach einander verbundenen Regelscharen angesehen werden konnen, 
gleichartige aber als Endglieder eincr Ketto von drei, fünf, . . . derartiger 
Regelscharen betrachtet werden konnen. Es  las~t ,  sich eben jede Rette von 
2 f i  + 1 oder 2 fi solcher Regelscharen auf eine solche von drei oder vier 
Gliedern zurückfuhren. Greift man eine Regelschar des einen Gebusches und 
eine ihr nicht direkt verbundene Regelschar des zweiten ihr  verbundenen 
Gebüsches beliebig heraus, so kann jede Regelschar des ersten Gebüsches 
mit der ersten Regelschar durch ein Netz, mit der zweiten durch ein 
Gewinde verbunden werden; diese Bündel von Setzen und Gewinden treten 
i n  reziproke Beziehung und orzeugen, da die Regelscharen eincs Gebüsches 
bereits die gesamte r2 crschopfen, diese vollstiindig. MTir gestehen, uns 
gewundert zu haben, dass der Verfasser diese fundamentale von S c h u r  ent- 
mickelte Erzeugung des Komplexes zweiten Grades so weit zwückgeschoben 
hat. Vielleicht ware es am Platze gewesen, diese fundamentale Eigenschaft 
a n  die Spitze seiner Darstellung zu stellen. Auch scheint uns, dass der 
Verfasser hier etwas nachdrücklicher auf die Arbeit von S c h u r  hitte hin- 
weisen konnen, wie überhaupt a n  einzelnen Stellen ein genaueres Eingehen 
auf die - an sich mit grossor Vollsttindigkeit angeführte - ausgedehnte 
I i t t e ra tur  erwiinscht gewesen wiire. Ein Regelschar- Gebüsch ist einc linearc 
Mannigfaltigkeit dritter Stufe, und reziprok auf das verbundene Gebüsch 
bezogen, indem jeder Regelschar des einen das verbundene Feld des anderen 
Gebüsches entspricht und auch Paare einfach unendlicher Reihen von der 
Art  existieren, dass jede Regelschar des einen mit jeder Regelschar des andereu 
verburiden ist. Die Leitsbrahlen sdmtlicher einem Gebüsch angehoriger Regel- 
scharen erhglt man bcreits, wenn man nur ein Feld dos Gebüsches in Betracht 
zieht; diese Leitstrahlen bilden inithin einen Komplex und zwar, wie e b ~ n -  
fa113 S c h u r  erwiesen hat ,  einen konsinguliiren Komplex. Die Cradzahl (2) 
wird durch Abzahlung erschlossen; dass der Komplex mit dem ersten koii-  

singular ist ,  kann mit Hilfe der in  zwei Strahlbüschel zerfallenden Regel- 
schareii des Feldes nacligewiesen werden. 

Die Gewinde, welche die Leitscharen irgend zweier Regelschareu 
zweicr verbundenen Gebüsche verbinden, bilden eine quadratische hlannig 
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faltigkeit vierter Stufe. 1411e diese Mannigfaltigkeiten bilden ein Büschel, 
dessen Basis aus den nû3 auf die Strahlen des Komplexes 1" sich stützenden 
Gebiischen besteht. Eine quadratische Kongruenz C h n t h ü l t  fünf Paare ver- 
k~iüpfter Reihe~i von ltegelscharen; hierauf liisst sich der Kachweis gründen, 
dass durch sie ein Büschel von,Komplexen T 2  sich hindurchlegen liisst. Die 
Rctrachtung aller i n  einer TGnthal tenen C P  ergiebt, dass ihre Brennfichen die 
Singularitatenflachcn bcriihren, und zwar eine jede in  der Kurve aus den Punkt- 
rluadrupeln, in dcncn die Rcgelflachen irgcnd einer der Reihen van C2 @ be- 
riihren; die vier ziigehorigen Strahlen der Regelschar sind die i n  ilir ent- 
haltenen s inp l iken  Strahlen von T'" fias heisst ihr, dem unendlich nahen 
konsingularen Komplex und der Regelschar gemeinsam. Hieran schliesst 
sich die Betrachtung der , ,konsing~lSren '~ Kongruenzen, welche durch ein 
lhdamentalgewinde aus einer Reihe F (r2) konsingularer Komplexe aiis- 
gsschnitten werden. 

Man kann als Grundelement das Dupel, die Zusammenstellung zweier 
beliebiger Strahlen eines Kornplexes 1" wahlen; von einern Dupel dl werden 
a3 andere getragen, bilden rnit ihrn den volleri Uurchschnitt einer liegel- 
schar mit rZ; die Gesamtheit der Dupel, welche von diesen oo3 Dupeln 
getragen werden , bildet eine cc - fiche Mannigfaltigkeit , der auch die cm3- 
fache angehort, i n  der je zwei Glieder mit m 3  andcrcn durch zwei Regcl- 
fliichen vcrbundcn werden konncn. Die Gewindebüschel, deren Strahlen- 
netze die Grunddupel eines solchen Systems G5 zu Leitstrahlen haben, gehoren 
einem der quadratischen Systeme S" vierter Stufe an, die durch r" 
hindurchgehen. Als Ort  der Dupel, welche von einem Dupel getragen 
verden, kann man I ' V u r c h  zwei korrelative Gebüsche von Gewinden 
erzeugen, die von zwei Dupeln derselben G5 ausstrahlen. Hieran schliesst 
sich unmittelbar die von S c h u r  gegebene Erzeugung einer C q u r c h  ein 
Biindel von Regelfiachen und ein reziprok bezogenes Netz von Strahlen- 
netzen. Nan kann r2  auch definieren als den Ort der Strahlen, welche die 
Grunddupel eines Gewinde- Gebüsches 8, mit den Gewinden eines korrelativen 
,Y, gemein haben. l n  zwei korrelativen Gewinderaumen S,, Sgr giebt es oc3 
Gewebe, die einen Grundstrahl besitzen, welcher xugleich dern entsprechen- 
den Gewinde angehori; der Ort dieser Strahlen is t  wiederuru ein I''. Auch 
in einer quadratischen Rongruenz C 2  und auf einer ltegelfliiche mit zwei 
Doppelgeraden giebt es Dupelsysteme. Sie konnen daher (659) als Basis 
eines Büschcls von 8,' bez. S,' angesohen wcrden. Der Satz, dass durch 
einen quadratischen Komplex ein Riischel quadratischer Systeme vierter 
Dimension von Gewinden hindurchgeht, is t  bekanntlich deshalb von so 
hedeutender Wichtigkeit, weil er das geometrische ~ ~ u i v a l e n t  für die Shat-  
sache bildet, dass die Gleichung eines quadratischen Komplexes CG ver- 
schiedene Formen zulasst. Es wird deshalb i n  einer Reihe von Iiapiteln 
die Betrachtungsweise des linearen Raumes fünfter Dimension auf S,' an- 
gewendet. Die Aufstellung seines Polarsystems führt sofort zu den Sencupeln 
,,konjugierter" Gewinde. Es  zeigt sich, dass die sechs fundamentalen Ge- 
winde von r2 das für alleS,"urch ra genieinsame Sentupel konjugierter 
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22 IIistorisch-litterarisclie Abteilung. 

Gewinde bilden. Die Strahlen, deren samtliche Polargewinde Gebüsche sind, 
bilden einen Komplex zweiten Grades; dieser Nebenkomplex geht durch 
samtliche singularen Strahlen des Komplexes hindurch. 

Nach Untersuchung der linearen Mannigfaltigkeiten, die auf einer S42 
moglich s ind,  und genauerer Untersuohung der quadratischen Sgsteme Ss2 
und 8,' setzt der Verfasser eine Abbildung des Komplexes in  den Punkt- 
raum auseinander. Diese berulit auf Abbildung der von einem Dupel ge- 
tragenen Dupel mittels der vermittelnden Regelfltichen. Diese Abbildung 
geht in eine eindeutige über, wenn man die beiden Ausgangsstrahlen aus 
einem Strahlbüschel des Romplexes entnimmt. Alsdann zerfiillt jede Regel- 
flache in zwei - diesen und eineu anderen ihn schneidenden - Strahl- 
büschel, und es kann jeder Strahl des Komplexes eindeutig auf das ihn 
enthaltende Strahlbüschel, das sein Zentrum in der Ebene des ersten Strahl- 
büschels hat ,  bezogen werden. Die Abbildung dieses speziellen Gebüsches 
von einsühaligen Hyperboloiden ergiebt die eindeutige von C a p  o r  a l i  ent- 
deckte Abbildung, die genauor studiert wird. 

Die Einteilung der Komplexe in acht Gattungen beruht auf der 
Untersuchung der Polarsentupel einer ,Y4:! und lehnt sich an analytische 
Untersuchungen Reye 's  an. Genau wie die Oberflache zweiter Ordnung 
unseres Raunies, zeigt 5,' zu ailen Polarsentupeln das gleiche Ver- 
halten, das durch eine der sechs Bezeichnungen 

(A 11 C D  E F ) ;  
( A B  CBE',F); 
( A B C B , E F ) ;  
(A B C, D E 3') 

gekennzeichnet werden kann. J e  zwei durch das Komma getrennte Ge- 
winde bestimmen Büschel, die zwei reelle Gewinde mit S5',"emein haben, 
zwei nicht getrennte aber ein Rüschel, welches kein Gcwinde von ent- 
halt. Die vier Formen von S,%ind die reell-imaginiire, die elliptische, 
welche keine reellen Netze und Büschel von Gewinden enthalt, die ellip- 
tisch-hyperbolische, welche reelle Büschel, aber keine Netze von Gewinden 
enthalt, endlich die hyperbolische Form, welche reelle Büschel und Netze 
von Gewinden enthalt. 

Der Komplex führte nun auf ein Büschel von S," (cias alleu gemein- 
sarnes Polarsentupel besteht aus den sechs Furidanie~italgewinden. Wie 
nun bei einer geradlinigen Flache ein Polartetraeder entweder ganx reell 
oder ganz imaginar is t ,  bei einer nicht geradlinigen Fliiche aber entweder 
vier Ecken reell oùer zwei reell, zwei imaginiir sind, so sind, wenn alle 
sechs Gewinde imaginiir sind, siimtliche S,2 des Büschels hypcrboliscb. 
Dies giebt die crste Gattung (hyperbolischer) quadratischer Kornplexe. Sind 
zwei Fundarnentalgewinde reoll, so hat, man zwei aris hyperbolischen und 
elliptisch-hyperbolischen S42 bestehende Abteilungen des Büschels von S,: die 
zweite Gattung (elliptisch-hyperbolischer) Komplexe. Sind vier Fundamental- 
gewinde reell, so enthiilt das Büschel entweder nur hyperbolische und 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



elliptisch hyperbolische Individuen (dies giebt die d n t t e  Gattung) , oder es 
kommen auch elliptische S,"or, es entsteht so ein elliptischer Komplex 
(die vierte G a t t u q ) .  Der l e t h e  Fal l ,  dass alle sechs Pundamentalgewinde 
reell sind, fiihrt auf vier Gattungen von Komplexen, von denen zwei 
elliptisch , eine elliptisch - hyperbolisch, eine reell - iuiagiiiiir sind (Z. 26 flg). 
Fin elliptischer , elliptisch - hyperbolischer, hyperbolischer Komplex ent- 
hait stete reella Strahlen. Nachdem dieser Weg weiter verfolgt ist ,  nimmt 
der Verfasser Gelegenheit (X. 23 6 flg.), die quadratischen Xongrucnzen auf 
iihnliche Weise zu behandeln, wobei sich mancherlei Gelegenheit zu E r  
ganzungen - des zweiten Bandes bietet. E s  wird sodann die Mannig- 
faltigkeit der konsingnlaren Komplexe hinsichtlich der in ihnen vertretenen 
Gattungen durchmustert. 

Nach einem Abschnitt über den B a t t a  g l in i schen  oder hsrmonischen 
Kornplex, auf dessen Stralilen zwei Oberfliichen zweiter Ordnung sich har- 
monisch trennende Yunktgruppen ausschneiden und der das Tetraedroid 
zur singuliiren Flgche h a t ,  goht der Verfasser auf die Komplexe lait 
Doppelstrahlen genauer ein. Ein Dappelstrahl is t  z u g k c h  eine Doppel- 
gerade der Sinplaritatenflliche. Dieselbe artet in  die Rrennflaehe einer 
Kongruenz CS mit moglichem Doppelstrahl ails, oder, was dasselhe ist, 
in die Komplexfliiche einer zuniichst allgemein gelegenen Geraden d hin- 
sichtlich eines quadratischen Komplexes rO2. Die Tangentenbüschel i n  
den einzeluen Punkten der Brennflache senden auch nach der Geraden d 
homologe Strahlen, der zugehorige konsinpliire Komplex besteht aus dem 
doppelt gerechueten Gebüsch, in den auch zwei der fundamentalen Gewinde 
ausgeartet sind. Der  Komplex kann durch die Bezeichnuug [21 1111 ge- 
kennzeichnet werden, welche ausdrüokt, dass sich zwei Fundamental- 
gewinde vereinigt haben. Der Zweck der ganzen Entwickelung i s t  eben, 
die W e i e r s t r a B s c h e  Thcorie der Elementarteiler für diesen Spezial- 
fall mit geometrischen Mitteln auszudcuten. Die Singularit%tenfiichen @ 
der Komplexe mit nicht windschiefen Doppelgoraden konnen nun samtlich 
als RomplexKichen einer Geraden d hinsichtlich eines allgemeinen Kom- 
plexes Fos gewonnen werden. Gelangt z.  B. d in  r o V i n e i n ,  so arten 
drei Fundamentalgewinde i n  das Gebüsch (cl) aus  und man erhalt 
[3 1111, wird d ein beliebiger singularer Strahl des Komplexes, so ent- 
steht [4 111. Einem singularen Strahl zweiter Ordnung, der dreipunktig 
heriihrt, korrespondiert 15 11, wenn endlich der s ingdare Strahl vier- 
punktig berührt,  so erhalt man [6], alsdann ist aber d ,  dessen Gebüsch 
siimtliche Fundamentalgenrinde aufgezehrt ha t ,  ternare Doppelgerade. Wenn 
d eine gewohnliche Tangente der singuliiren Flache ist, so erhi l t  die 
Komplexflliche zwei sich schneidende Doppelgeraden, d und den singnlüren 
Strahl dl des Punktes. Der  Komplex triigt dann die Bezeichnung [2 2 111. 
Wenn d,  oder d dreipunktig berührt, so entsteht [3 3 11, wenn beide 
dreipunktig berühren [3 31. Zerfillt nun die I~omplexflache i n  eine Flliche 
dritter Ordnung mit vier Knotenpunkten und  ihre dreifach berührendc Ebene 
oder i n  eine Flache dritter Klasse mit vier Doppelebenen und den 
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Kreuzungspunkt ihrer Doppelgeraden, so geiiorl zu ihr üls Singularitiiten- 
flache cin Komplcx mit drei in eincr Ebeno licgenden odor sich scbncidmden 
Doppelgeraden. Diese beiden Fkille [2, 2, 21' und [2 2 21'' tret,en ein, 
wenn die Cerade rl in eine stationare Ebene der Flnche von r,' hinein- 
gelangt, bez. durch einen singuliiren Punkt  derselben hindurchgeht; wenn d 
in  diesem Strahlen-Feld oder -Bündel besondere Lagen anniinmt, so ent- 
stehen Komplexe [4,  21' und [6]' und ihnen dual [4, 21'' uud [ 6 ] " .  ( 2 ,  2, 2'1 
besitzt folgende anschauliche Entstehung. Auf jeder Geraden der dreifacli 
berührendcn Ebene ciner Fliiche dritter Ordnung mit vier Ihotenpunkten 
bestimme man den Punkt ,  der gegen ihre Einschnitte in die drei Geraden 
der Fliiche unter einem bestimmten Doppelverhtiltnis liegt, nnd verhinde 
ihn mit dem Berührungspunkt der einzigen von ihm an die Fliiche gehenden 
Tangentialebene, man erhalt dann einen singularen Strahl des Komplexes. 
Die anschauliche Entstehung der Komplexe führt au€ leichte Bestimmungen 
ihrer Mannigfaltigkeit und auf Abbildungen derselben in den Punktraurn. 
Eine Lbnlich anschauliche Herstellung der Komplexe mit  windschiefeu 
Uoppelstrahleu existiert nicht; bereits bei der eirifachsten Form mit zwei 
gewohnlichen Doppelstrahlen berühren die singuliiren Geraden eine Regel- 
flache mit den Doppelstrahlen r l ,  d l .  Dau Gc~vindebüschel ri, d' bcsteht nur 
aus fundamentalen Gewinden; welcher Thatbestand durch die Bezeichnung 
[(l 1 )(1 11 11 des Komplexes angedeutet wird. Existiert aine Doppelerzengende, 
so fallen zwei von den vier Doppeltangenten-Kongruenzen in sein Ge- 
büsch hinein; ein zugehliriger Komplex ist demzufolge mit [(l l) 2 1 l] zu 
bezeichnen. Die singuliiren Geraden des Komplexes [(Il) 311 berühren die 
Kornplexfliiche einer Geraden cll hinsichtlich eines Komplexes mit zwei 
Doppelgeraden d uud L E ' ,  wohei d und dr von cll getroISen werden. Der erste 
Fal l ,  i n .  dem die singuliire FILche in zwei Begelfliichen zerfillt, und ein 
windschicfcs Vierseit aus Doppclstrahlen besteht, is t  mit  [(Il) (11) 111 zu 
bezeichnen. Ans dem wechselnden gegenseitigen Verhalten diescr bciden 
Flachen gegen einander resultierten zahlreiche Einzelfille, die eine ein- 
gehende Untersuchung erfahren. 

D a  indessen der Umfang dieses Referates schon weit über die ge- 
w6linlich inne gehaltenen Grenzen hinausgewachsen ist,  müssen wir uns 
darriit begnügen, auf diesen letzteii Teil des Werkes nachdrücklichst hin- 
zuweisen. l n  marichen Einzelheiten ergeben sich, wie die Tabelle in  (P55) 
zeigt , Abweichungcn von W e i  1 e r s  Aufziihlungen. Die letzten Numineru 
dieser Tabelle enthalt,en die Komplcxc mit unendlich vielen Doppelstrahlen, 
die in einer Regelscbar angeordnet, liegen. Den Abschluss des ganzen Werkes 
bildet die Behandlung der B a t t  a g l in i schen  Komplexe mit  Doppelstrahlen. 

Beim Abschluss des Referates niuss ich noch den auffnlligen Umstand 
erkliiren, ùass die Besprechung der beiden ersten Bünde, die mir bereits 
vor mehreren Jahren übertragen wurde, erst jetzt erfolgt. Infolge dringeri- 
der Abhaltungen war ich genotigt,  die Besprechung immer wieder zu ver- 
schieben, bis ich mich entschloss, dieselbe bis zur Vollendung des ganzcn 
Werkes zu vertagen. ERNST KOTTER. 
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1)ie Zdil niid d ~ s  Liicbiidlicliklejiie. Von Dr. KARL GOEBEI, i n  Soest. 
Leipzig 1896. Bei G. F o c k .  47 Seiten in 8'. 

Der IIerr Verfasser verrat Kenntnis der Gescliichte der Philosophie, 
ist jedoch als Mathematiker zu den Dilettanten zu rechnen. Die Leistungen 
D ü h r i n g s  i n  seinen ,,Neuen Grundmitteln und Erfiudungen zur Analysis, 
Algebra etc." scheinen dem Verfasser ,, zu den interessantesten SpeLulatiorieri 
der noueren Mathematik" zu gohoren. Bei der ~ e n n u n g  der Irrational- 
zahlen blciben die hier oigcntlich in Betracht kommcndon Fragen nach 
der Existene und Definitionsweise dieser Zahlen demVerfnsser giinzlich un- 
hekarint. Die bezügliche Auffassung des Verfassers beiirteile man nach 
seioer Angabe , dass , wie die Brüche ,,die Zwischenriiume oder Differenzen 
zwischen den ganzen Zahlen kleiner machen, so die Irrationalzahlen 
wiederum die Zwischenraume zwischen den Gliedern der Zahlenreihe ver- 

engen etc." Die durch iz angedeutete Operation schliesst einenwider- 
spmch ein, und hierin sieht der Verfasser einen Beweis für die Nicht- 
existenz der negativen Zahlen; denn ,,sonst konnte die aus dem Begriff 
der Xahl folgende Operation bei der Anwendung auf sie keiuen Wider- 
spruch ergeben." Dass der Versuch gemacht wird, den Begrif des Cri- 
cndlichkleinen historisch zu verfolgen, ist  an sich gut; iiur hiitte der Herr  
Verfasser seine Anschauungen in dioser Hinsicht   or ab durch Studium 
eines zuverlüssigen Buches iiber Differentialrechnung auf eine klare Rasis 
stellen sollen. Der Lernende is t  vor dem in Rede stehenden Rnche nach- 
drücklichst zu warnen. Für den Kundigen is t  diese Warnung überfliissig. 

l'riiiii eleineiiti della teoria dei iiuineri. Per U. SCARPIS, professore ricl 
R. liceo in Verona. Milano 1897. Bei U. H o e p l i .  VI11 und 
152 Seiten. 

Das vorliegende Büchelchen reiht sich als neuestes Glied den 7ahl- 
reichen von der Verlagshandlung U. H o  e p l i  veranstalteten Elementar- 
bücliern i n  Taschenformat an. Die Elemente der Sheorie der Zahlen unter 
Ausschluss der Theorie der quadratischen Formen kommen diesmal xur I3e- 
handlung, und die Darstellung is t  von Herrn U. S c a r p i s  in übersicht- 
licher und ansprecliender Weise geleistet worden. In den funf Haupt- 
kapiteln des Buches sind der Reihe nach die Eigenschaften der 'i'eiler und 
Vielfachen eiuer Zahl, die Kongruenzen im allgemeirien, die vollstlindigen 
llestsysteme nach einem Modul, die binomischen Kongruenzen und die 
quadratisçhen lieste behandelt. Die Besprechung der Kreisteilungsgleicliungen 
in Kapitel VI  beschriinlit sich fast ausschliesslich auf die Betrachtung der 
Scispiele 2% = 5 und pz = 1 7 ,  und entsprechend is t  das siebente Kapitel, 
die Einteilung des Kreises in .n gleiche Teile bctreffond, seinein Umfang 
nach bemessen. Diese Beschriinkung dürfte aber eher ein T'orzug als eiii 
Nachteil des Buches sein. 
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chrigens muss das Zitat, welches der Hem Berfasser auf Seite 114 
seines Buches zufügt, und welches eine 1893 in  den Annali di mateiuatica 
erschienene Arbeit von Z i g n a g o  betrifft, lebhaftes Bedauern erwecken. 
IIerr Z i g n a g o  glaubt a. a. O. eirien elementaren Beweis des zuerst von 
D i r i c h l e t  bewieserien Sathes zu geberi, dass i n  jeder arithmetischen Iteilie, 
in welcher Anfangsglied und Diirerenz relativ prim sind, unendlich viele 
l'riinzahlen cnthalt,en sind. Die von Z i g n a g o  angestellten Betrachtungen 
erwecken ailch durchaus die Hoffnung, dass auf dom von ihm cingcschlagenen 
Wege der Beweis des fraglichen Theorems gelingen mochte. Tndess ist, 
auf der sechsten Seit,e der Z i g n a g  oschen Publikation der Cbergang von 
der dritten und vierten Cleichung daselbst zur fünften und sechsten fehler- 
liaft, und alle hieraus weiter gezogenen Folgerungen sind hinfallig. Die 
Angabe von IIerrn G c a r p i s ,  dass IIerr Z i g n a g o  ,,in einer hochst geist- 
reichen und eleinentaren Weise das berühmte Theorem von D i r i c h l e t  be- 
wieseu Liabe, welches der Kraft eiries G a u s s  und L e g e n d r e  widerstariden 
habe", entspricht demilach leider augenblicklich den Thdsachen nicht; und es 
ist  zu bedauern, dass Herrn S c a r p i  s dieser Umstand entging. Einen Teil 
der Schuld trLigt allerdings Herr Z i g n a g o  selber, welcher, obschon er 

, gleich nach Erscheinen seiner Arheit in den Annali briefiich auf die Be 
weislücke aufmerksam gemacht wurde, eine Aiisfüllung der Lücke oder 
Burückziehung der Arbeit in der gleichen Zeitschrift unterlassen hat.  

L C ~ ~ I U C ' I I  der Algebra. Von HEIXRICH WEBER, Professor der Matheinatik 
an der Universitiit Strassburg. I n  zwei Biinden. Zweiter Band. 
Braunschweig 1896.  TTieweg. XIV und 794 Seiten. 

In  verhiiltnismiissig sehr kurzer Zeit ha t  Herr  W e b e r  dem iin vor- 
letzten Bande dieser Zeitschrift S. 1 7 9  flg. besprochenen ersten Eande 
seines Lehrbuches der Algebra den zweiten Band folgen lassen. Das Werk 
wird damit zunachst vollstandig; doch nimmt der Herr Verfasser eine Fort- 
setaung, welche namentlich die Anwendungen der Algebra im Gebietc 
der elliptischen Funktionen betreffen soll, für spater i n  Aussicht. 

Der zweite Band schliesst sich durchaus an den ersten an ,  und beide 
sind soinit geeignet, den Lernenden von den Elementen an in die schwierigeren 
Teile der moderneri Algebra einzuführen. Dabei dürfte die besondere Be- 
deutung des zweiten Bandes darin bestehen, dass es Herrn W e b e r  mit 
glücklichem Erfolge gelungen kt, selbst solche En-ungenschaften der Algebra, 
welche der ncuesten Entwickelungsperiode derselben angehorcn, zu cinem 
wohlgegliederten Cranzen zu vereinigen. 

Es  ist so vor allem erreicht, dass der in der modernm Mathemat,ik 
eine so grosse Rolle spielende Gi-uppenbegriff nach seiner in der A1gebi.a 
zur Geltung kommenden Seite eine umfassende Darstellung gewonnen hat. 
Dadurch i s t  Ersatz geschaffen für das seit 1870 nicht wieder aufgelegte 
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Buch von C a m i l l e  J o r d a n ;  und es ist  ganz selbstverst%ndlich, dass eine 
aus Herrn W e b e r s  Feder fliessende Darstellung sowohl nach Seiten der 
abstrakten und allgemeinen Ideenbildung wie auch in den Anwendungen 
auf Arithmetik, Algebra und Geometrie den hochsten, eben jetzt erreichten 
Standpunkt der Entwickelung reprisentiert. 

Gnippentheoretischen Uritersuckiurigen sind drei unter den vier Büchern 
des zweiten Bandes gewidmet. Das vierte Buch führt den Titel ,,Alge- 
braische ZahlenlL und wird gleichfalls ein besonderes Intercsse erwecken. 
Herr W e b e r  hat  es niimlich i n  diesem Teile seines Werkes unternommen, 
eine arithmetische Behandlung der algebraischen Korper zu schaffen, welche 
den Theorien von D e d e k i n d  und K r o n e c k e r  i n  gleicher Weise gerecht 
wird, indeni sie den Zusammsnhang zwischen diesen Theorien herstellt. 

Cm den Lesern der Zeitschrift ein etwas genaueres Bild vom Inhalt 
des vorliegendeu Werkes zu geben, muss es ger~ügen, die hauplsiichlicheri 
in den einzelnen Kapiteln behandelten Probleme zu bezeichnen. 

Als die wichtigsten Abschnitte des ersten Ruches mit dem Titel 
,,GruppenLL sind der zweitc, drittc und vierte anzusehen. Der Begriff der 
kornmutativen oder A b e  1 schen Gruppe, das i s t  einer solchen Gruppe, 
deren samtliche Elemente mit einander permutabel sind, ist  hier nach seiner 
theoretischen Seite, wie sodann weiter i n  seinen Anwendungen auf die 
Kreisteilungstheorie verfolgt. Dieses Gebiet behandelte Herr  W e b e r  schon 
früher in wichtigen Abhandlungen, deren interessantestes Ergebnis der 
Beweis des von K r o n e c k e r  aufgestellten Satzes war, dass alle dem ratio- 
nalen Zahlenkorper angehorenden A b  e 1 schen Gleichungen Kreisteilungs- 
gleichungen sind. Ini ersten Buche kommt dieser Satz übrigens nur  erst 
für die kubischen und biquadratisahen A b e  lschen Gleiohungen mit  ratio- 
nalen Koeffizientcn zuin Bewcise. Der Grund für die Einfachheit dieser 
Falle liegt in dem Umstande, dass sowohl bei den ganzen komplexen Zahlen 
aus dritten, wie bei denen aus viert,en Einheitswurzeln für  die Primfaktoren- 
zerlegung dieselben einfachen Gesetze gelten, wie bei den rationalen ganzen 
Zahlen. 

Die allgemeine Theorie der Abelschen Gruppen griindet sich auf 
den Begriff der ,,BasisLL einer einzelnen Gruppe. Eine solche Basis besteht 
nus gewissen v Operationen Al, A., . . ., A. der Gruppe, in welchen jede 
Operation der Gruppe i n  der Gestalt A,al-A,a~. . . At.. darstellbar ist. Dabei 
muss man, um die ganze Gruppe zu gewinncn, und jcde Oporation nur  
einmal, die v Exponenten uk volle Restsystenie nach gewissen v Moduln nL 
durchlaufen lassen. 

Die genauere Entersuchung der verschiedenen f ü r  eine und diesellie 
Gruppe inoglichen Basen zeigt, dass die in  den zugehorigen Moiiuin ai; vor- 
kommenden hochsten Primzahlpotenzen bei Fortgang zu einer anderen Basis 
wieder auftreten, und dass sie demnach als ,,InvariantentL der Gruppe be- 
zeichnet werden konnen. Hierüber hinaus ist der Begriff des ,,Gruppen- 
charaktersLL grundlegerid. Man ha t  darunter,  wenn n der Grad (die Ord- 
nung) der Gruppe is t ,  ein auf lz Weisen wiihlbares System von ?a Einheits- 
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2 8 Historisch -1itternrische Abteilnng 

wurzeln zu verstehen, welche sich bei Multiplikation geradc so verhalteri, 
wie die Operatiorien der Gruppe bei liornbination. 

Auf der so gewonnenen Grundlage erwMchst die Behandlung der Frage 
nach den Teilern (Untergruppen) einer A b  e l  schen Gruppe. Eine spexiellr 
Fntwickelung ergiebt sich für  die Teiler vom Grade 2 ,  welche aus den 
sogenannten , ,~weisei t igen '~ Elementen (Operationen der Periodr 2) ent- 
springen. Diese führen vermoge der Gruppencharaktere auf eine Einteilung 
aller Elemente der Gruppe in ,, Geschlechter ". F ü r  die ( A b e  lsehe) Gruppe 
der Komposition der quadratischen Formeu führt dieser allgemeine Ansatz 
auf die von G a u s s  eingeführten Geschlechter der quadratischen Formen zurück. 

Auf Grnnd der Theorie der Abelschen Gruppen liisst sich nun 
diejenige der ,,Kreisteilungsk6rperLL bei weitem tiefer durchbilden als 
es i n  Band 1 m6glich war. Der Begriff des Kreisteilungsk6rpers ist 
dabei so zu fassen, dass darunter irgend ein Korper endlichen Grades 
verstanden is t ,  dessen samtliche Zahlen rationale Funktionen von Einheits- 
wurzeln sind. 

E S  zeigt sich, dass bereits alle Kreisteilungskorper gewonnen werden, 
wenn man für die einzelnen Grade der Einheitswurzeln die zu den be- 
treffenden ,,KreisteilungsperiodenU ( G a u s s )  gehorenden IGrper  aufstellt. 
Die Untersuchung gipfelt in  der Aufstellung eines Algorithnius, UIU für 
eine gegebene Gruppe alle zugehorigen KreisteilungskCrper, und jeden nur 
einrnal darzustellen. Die Spexialausführungen betreffen die kubischen und 
biquadratischen Kreistcilungsk~rper und hieran schliesst sich der schon oben 
erwlhnte Reweis des Theorems iiher A b e l  sche Gleichungen dritten und 
vierten Grades mit rationalm Koeffizien~en. 

Der erste und letzte Abschnitt des ersten Buches i s t  allgemeinen 
gruppentheoretischen Betrachtungen gewidmet. Dort mussten überhaupt 
erst die Grunddefiuitionen der Gruppentheorie in allgeineinster Gestalt ge- 
gebeu werden (nachdem i n  Band 1 nur von Permutationsgruppen gehandelt 
wurde). Hier finden die Sy lowschen  und verwandte Satze ihren Platz, 
und es wird über die neueren Untersuchurigen von Helder, Cole u a. 
berichtet, welche als ein Hauptziel verfolgen, die gesamten einfaçhen ucd 
zumal nicht -metacyklischen Gruppen niederer Grade (Ordnungen) aufzufinden 
und zu charakterisieren. 

Das zweite Buch i s t  den endlichen Gruppen linearer homogener Suh- 
stitutionen von 9% Veranderlichen gewidmet. Und zwar behandelt unter den 
vier Abschriitten dieses Buches der erste die grundlegendcn Satze dieses Geçen- 
standes, soweit dieselben für die engeren Zn-ecke der Algebra von Wichtig- 
keit sind. Die drei folgendeu Abschnitte sind besonderen hierher gehürendcn 
Grupperigattungen gewidmet. 

l m  ersten Abschnitt sind zwei Gesichtspunkte als besonders wichtig 
zu bezeichnen. Als ,,InvarianteLL einer Substitutionsgnipp~ von +z Variabeln 
r,, . . ., z, wird eine solche Form F(x,,  . . ., x,) bezeichnet, welche un- 
verandert bleibt, wenn man auf a,, . . . , X, irgend eine Substitution der 
Gruppe ausübt. Hier gilt dann das wichtige von H i l b e r t  bewiesene Theorem, 
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dass sich die gesamten Invarianten einer Gruppe in einer e n d l i c h e n  An- 
zahl unter ihnen als ganze rationale Funktionen darstellen lassen. E s  ist 
eine besondere Zierde des fraglichen Abschnitts, dass Herr  W e b e r  den 
H i l b e r t  schen Beweis irn einzelnen durchführt. Der zweite Hauptgesichtspunkt 
des Abschnitts besteht i n  der Besprechung einer von K l e i n  herrührenden Er -  
weiterung des algebraischen Grundproblems. Diese Erweiterung besteht in  der 
Einführung der sogenannten ,,E'ormenprotilerneLL: Man sol1 aus den gegebenen 
Weden der Gruppeninvarianten die zugehorigen Wertsysteme der Variabeln 
x,, . . . , z, berechnen. Hier ordnet sich die dufl6sung der allgemeinen 
Gleichung  te" Grades als besonderer Fa11 ein. Die zugehorige Gruppe be- 
steht aus den n !  Permutationen von xl, . . ., x,, welche sich ja als Sub- 
stitutionen der xi auffassen lassen; die Invarianten sind die symmetrischen 
Funktionen von x,, . . ., 2,. Insofern hier eine Gruppe in n Variabeln 
Y,, . . . , x,, zu Grunde liegt , hat  man es mit einem Formenproblem nt'' ,, Di- 
mension " zu thun. Die Auflosung einer ,,reinen " Gleichung irgend eiries 
Grades kornmt entsprechend auf ein Formenproblem erster Dimension zurück; 
hier haudelt es sich n h l i c h  um einc ,,uniire1' aus einer Substitution x' = E X  

zu erzeugenden Gruppe. Die Aufgabe i s t  nun immer, den Auflosungs- 
prozess einer Gleichung auf die Losung eines oder mehrerer Formenprobleme 
von rn8glichst niedriger Dimension zuriickzuführen. Bei den Gleichungen 
zweiten, dritten und vierten Grades reicht man mit Formenproblemen 
e iner  Dimension. Die Auflosung der Gleichung fünften Grades ist auf 
ein zweidimensionales Formenproblem reduzibel; und es is t  neuestens durch 
W i m a n  gefunden, dass sich die Auflosung der Gleichung sechsten Grades 
auf ein Formenproblem d r i  t t e r  Dimension zurücliführen lasst. Doch konnte 
Herr W e b e r  diese letztere Entdeckung wegen des vorgerückten Druckes 
nicht mehr aufnehmen. 

Der siebente 'Abschnitt hat  als Hauptaiel die Aufzahlung aller end- 
lichen Gruppen biniirer Substitdionen, was auf die cyklischen Giappen, 
die Diedergruppen und die Grnppen des Tetraeders, Oktaeders und Ikosa- 
eders führt. Das Prinzip der Aufziihlung dieser Gruppen besteht bei alleu 
bekannten Ableitungen in der Losung einer gewissen diophantischen Gleich- 
ung. Doch kann man zu dieser diophantischen Gleichung auf mehreren 
Wegen gelangen, welche teils geometrische, teils funktionentheoretische, 
teils algebraische Argumente benutzen. Dem Charaliter des ganzen Werkes 
entsprechend leitet Her r  W e b e r  die fragliche diophant,ische Gleichung aus 
algebraischen cberlegungen ab. 

S u n  folgt i n  eincm besonderen Abschnit,t eine ausfiihrlichere Theorie 
der endlichen Gruppen binirer Substitutionen. Das Ziel i s t ,  die Gruppen 
in moglichst einfachcr Gestalt wirklich herziistellen und die ziigehorigeii 
vollen Systeme der Invarianten (die Grundformen) keiinen zu lernen. 

Der neunte Abschnitt ist  Entersuchungcn iiber diejenigen cinfachen 
1 

Gruppen des Grades Z p ( ~ ) 9 -  1) gewidmet, welche in der Transformation 

i , t ~ ~  &.anung der elliptischen Eùnktionen auftreten. Hierhei ist p als 
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Pnmzahl  gedacht; und man kann die einzelne Gruppe als Gruppe aller 
inkorigruenten Substitutionen : 

X I -  f p (mod p )  
y x + b  

deuten. Eine systematische Aufziihlung aller in  diesen Gruppen enthaltenen 
Teiler (welche G i e r s t e r  z~zerst ausführte) strebt der IIerr Vwfasser nicht 
an. Eine kurze Spezialausführung is t  nur der bei p = 7 eintretenden 
Gruppe des Grades 168 gewidmet. Die niihere Besprechung der mit dieser 
Gruppe zusammerihiingenden tenigren Entwickelwigen wird spater gegeben. 

Das dritte Buch enthilt  in sechs Abschnitten ,,Anwendungen der Gruppen- 
theorie." Der  erste, für sich stehende, Abschnitt giebt einen durch die 
zwischendurch gewonncnen gruppentheoretischen Ergebnisse basierten Aus- 
bau der schon in Band 1 bchandelten Theorie der metacyklischen Gleich- 
ungen. 

Darüber hinaus sind es zwei grosse Untersuchungsrichtungen, welche 
hier zur Sprache kommen. 

Einmal entstammt der analytischen Geometrie eine Reihe interessanter 
algebraischer Probleme, von denen Herr W e b e r  zwei mit grosser Aus- 
führlichkeit behandelt: das Problem der  Bestimmung der neun Wendepunlite 
einer ebenen Kurve dritter Ordnung und dasjenige der Bestimmung der 
28 Doppeltangenten einer ebenen Kurve vierter Ordriu~ig. Die Darstellung 
behandelt auch die geometrische und invariantentheoretische Seite der 
Probleme elementar und ausfiihrlich, sodass auch nach dieser Seitu hiil 
keine speziellen Vorkenntnisse erfordcrlich sind. 

Fürs zweite finden hier die algebraischen Schfipfungen K l e i n s  über 
die Ziirückfübrung der L6sung einer Gleichung auf  die Losung von Formen- 
problemen ausfiihrliche Berücksichtigung. Die Behandlung der Gleichung 
fünften Grades wird auf das binare I k o ~ a e d e r ~ r o b l e m  reduziert. Diese 
Behandlung hangt direkt mit der Frage nach der Transformierbarkeit der 
allgemeinen Gleichung fünften Grades auf eine Gleichungsform mit nur 
e i n  e m  Parameter zusammen; riach einem von K r o n e c k e r  ausgesprochenen 
und von K 1 e i n bewiesenen Satze is t  diese Sransformation bei alleinigeui 
Gebrauch von natürlichen Irrationalititen (im Gebiete rationaler Xesol- 
venten) nicht ausführbar, sondern nur  erst nach Adjunktion einer geivissen 
acccssarischen Irrationalitlit. Die beiden letzten Abschnitte des dritten 
Ruches sind der schon im vorigen Buche st,udierten Gruppe des Grades 1 6 8  
gewidmet. Dieselbe wird hier in ihrer Gestalt als Gruppe von 168 ternLiren 
Kollineationen untersucht, und es werden diejenigen Gleichungen siebenten 
Grades diskutiert, welche entweder direkt oder bach Auflosung einer ge- 
wissen biquadratischen G l e i c h u ~ g  auf das Formenproblem jener terniren 
Gruppe reduzibel sind. 

Das ~ i e r t e  Buch, welches dia vorauïgehenden erheblich an Umfang 
übertiiW, behanùelt die moderne Theorie der algebraischen Zahlen, wie 
schon oben kurz angedcutct ist. E s  ist  das besonders Wertvolle diescs 
Ruches, dass der Herr Perfasser hier eine moglichst allseitige narstellung 
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von den Fundamenten der frsglichen Theorie entwirft. Die Idealtheorie 
ist durch ihren Begründer, R. D e d e k i n d ,  selbst in  einer Darstellung be- 
handelt, welche zumal i n  der neuesten Auflage durch Scharfe und Forin- 
vollendung die gerechte Bewunderung aller wirklichen Leser erwirbt. Da- 
neben aber steht K r o n e c k e r  , welcher von Beginn seiner mathematischen 
Forschungen a n  der Durchbildung einer eige~iartigen Theorie der algebrai- 
schen Zahlen gearbeitet ha t ,  die zwar künstlicher als die Idealtheorie 
fundiert, aber für viele fasslicher ist. Hierüber hinaus kommen in neuester 
Zeit die Entwickelungen von M i n k o w s k i  hinzu, welche bei zahlreichen 
fundamentalen Fragen, so der Restimmung der Klassenanzahlen, der Theorie 
der Einheiten, den Satzen über den Zahlwert der Diskriminantdo, ihren 
ausserordentlichen Wert  gezeigt haben. Man muss Herrn VCTe b e r  Dank 
wissen, dass er in  alle diese verschiedenen Richtungen Einblick gewahrt, 
ohne dass die Einheitlichkeit seiner Darstellung irgend darunter litte. 

In  der Fundierung der Theorie folgt der Herr Verfasser den An- 
schauungen K r  o n  ec k e r s .  Der Begrif der zu einem algebraischen Korper 
gehorenden , ,FunktionalcLL (die Bonennung is t  nach einem Vorschlage von 
Herrn 1) cd  e k i n  d gewiihlt) stcht im Mittclpunkt. Ein solches Funktional 
stellt eine rationale Funktion beliebig vieler unhestimmter Grossen z, y, G . . . 
vor mit Koeffizienten, die im zu Grunde liegenden Korper enthalten sind. 
1st letzterer der rationale Korper, so spricht man von einem ,,rationalenL' 
Funktional. Ein solches kann als Produkt eines positiven rationalen Bruches 
und eines Quotienten zweier ganzen ganzzahligen , ,pr in~i t iven '~ Funktionen 
der z, y, . . . dargestellt werden. Jener vortretende rationale Bmch heisst 
der absolute Uetrag des Punktionals, und, is t  derselbe ganzzahlig, so nennt 
man auch das Funktional ,,ganzLL. Die Übertragung dicser Bencnnungen 
auf die Funktionalc eines beliebigcn Korpers vollzieht sich auf Grund des 
Umstandcs, dass jedes Funktional Wurzel einer Gleichung: 

t m t A , t " ' - ' $ i l , t m - "  f . + A , = O  
C 

k t ,  deren Koeffizienten rationale Funktionale sind. Jenes Punktioiial heisst 
alsdann ,,ganzLL, wenn die rationalen I?unktionale A,, . . . , A ,  s h t l i c h  ganz 
sind. Die Bahlen des zu Gmnde liegenden Korpers gelten als Funktionale, 
bei denen die Unbestimmten x, y ,  . . . nur iin nullten Grade vorkomnien. 

Auf dieser Grundlage erheben sich nun diejenigen Entwickelungen! 
welche von der Anwendung der vier Grundrechnungsarten auf Funktionalc 
herrühren. Es ergeben sich die ,,EinheitenCL unter den Funktionalen, die 
assoziierten Fimktionale, die Primfunktionale, der Satz von dei. eindeutigen 
Zerlegbarkeit i n  Primfunktionale, falls assoziierte Funktionale als nicht 
rerschieden gelten, etc. Moge unter den zahlreichen hier enkpringenden 
Siilzen noch der eine genannt sein, dass jedes çanze Funkt,ional assoziiert 
ist mit einem Funktional der Gestalt (ax + Py), a o  a und j3 ganze 
Zahlen sind. 

Bei der Weitereutwickelung tritt  nun die Idealtheoiie inehr in den 
Vordergrund. Es wird bewiesen, dass alle durch ein vorgelegtes ganzes 
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Funktional teilbaren ganzen Zahlen des zu Grunde liegenden Korpers ein 
Ideal im Sinne von D e d e k i n d  bildcn, und dass solcherweise einem Sÿstem 
asso~iier ter  ganzer Funktionale ein Ideale eindeutig umkehrbar entspricht. 
Nach einer eben gemachten Angabe reicht man zur Gewinnung aller Ideale 
mit Bunktionalen der Gestalt (nx + py). Ximmt man eine einzelne ganze 
Zahl als Funktional, so gelangt man zu einem Hauptideale. Wpahrend also 
D e d e k i n d  die idealen Teiler K u m m e r s  durch reale Gebilde dadurch er- 
setizt, dass er allgemein eiue reale oder ideale Zahl durch das Gesamt- 
system der durüh sie teilbaren realen Zahlen ersetzt, treten bei K r o n e c k e r  
die idealen Seiler direkt i n  realer Gestalt, niimlich als Funktionale, in die 
Erscheinung. Es  handelt sich also bei K r o n e c k e r  u m  eine sachgem%sse 
Erweiterung des K6rpers derart, dass im erweiterten Gebicte wicder die 
elementaren Gesetze der Teilharkeit gelten. 

Es folgen nunmehr zahlreiche Entwickelungen, die aus den Elementen 
der Dedekindschen  Theorie bekannt sind, über Basen und Diskriminanten, 
über volle Restsysteme und Kongruenzen nach festen Moduln, über die 
~ ~ u i v a l e n z  der Ideale, die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen etc. 

Der folgende Abschnitt gewiihrt einen sehr interessanten Einblick in 
die Mirikowskischen Methoden zur Bestimmung der Minima positiver qna- 
dratisüher Formen von n Variabeln. Von den wichtigen Anwendungen, 
welche X i n k o  w s k i  von dieser Bestimmung gemacht hat ,  wird insow~it 
gehandelt, dass die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen von hieraus in 
m u e r  Weise dargelegt wird, sowie dass der schon früher vermutete, aber 
erst von M i n k o w s k i  bewiesene Satz: , ,Es giebt ausser dem rationalen 
KOrper keinen Korper von der Grundzahl f 1" gewonnen wird. Hieran 
siiid Satze uber die Zerlegung der natürlichen Primzahlen in algebraischen 
Korpern, sowie über die Diskrimilianten geschlossen. 

In einem besonderen Abschnitt sind neuere Entwickelungen von U cd c - 
h i  n d  und H i l b o r t  behandelt, i n  denen bereits von einem K6rper h6her~n 
Grades ausgegangen wird und dadurch ein noch umfassenderer Ktirper 
definiert wird, dass eine Crleichung mit Koeffizienten jenes ersteren K6i$ers 
zu Grunde gelegt wird. 

Die Anwendungen behandeln die beiden klassischen Beispiele der 
quadratischen K6rper und der Kreisteilungskorper, wobei namentlich die 
l e t~ te ren  auslührliche Berücksichtigung finden. Es ist dies u m  so erfieu- 
licher, als D e d e k i n d  in der ,,allgemeineli Bahlentheorie" den Kreisteilungs- 
korpern nur wcnig Raum widmen konnte. Hier ha t  nun ITcrr Wober  
aiich alle Mittel beisammen, uin seinen Beweis des Satzes, dass alle 
rationalen Ab el schen Gleichungm Kreisteilunpsgleichungrn sind, zu ent- 
wickeln. Zwei besondere Sbschnitte sind den D i r  i c h 1 e t  schen Methoden 
zur Bestimmung der Snzahl  der Idealklassen in einem gegebenen K6rper 
gewidmet. Der erste unter diesen Abschuitten ist allgemeinen Ansiitzen 
gewidmet, und es inusste zu dieseiu Ende eine Darstellung der be- 
wunderurigswürdigen D i r i ü h l e  t schen Einheitentheorie vorausgesandt werden. 
Diese Entwickelungen gelten für beliebige algebraische Korpor, wahrend 
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iin folgenden Abschnitte die spezielle Durchführung fhr Kreisteilungsktirper 
gegeben wird. 

Der letzte Abschnitt, welchcr für sich steht, hat  das Ziel zu 
zeigen, dass über die algebraischen Zahlen hinaus noch sogenannte 
transeendente Zahlen existieren. Dieser Existenzbeweis wird zuniichst auf 
Grund des Begriffs der abzalilbaren Menge geliefert. Die Gesamtheit der 
algebraischen Zahlen ist abziihlbar, ein Zahlenkontinuum jedoch auf keine 
Weise, sodass letzteres jedenfalls unendlieh viele nicht - algebraische Zahlen 
eiithiilt. Es folgt ein Referat über die Transcendenz von e und T C ,  ein 
Gegeristand, der namentlich durch H e r m i t e s ,  L i n d e m a n n s  und H i l b e r t s  
glinzende Leistungen lLngst die allgemeine Aufmerksamkeit auf sich ge- 
eogen hat. 

Einigc Ergiinzungen zu Band 1 beschliessen das Werk. 
Mochte es dem Herrn Verfasser gelingen, die geplante Fortsetzung 

soiner Untersuchungen zu einem ebenso glücklichen Abschluss zu bringen; 
und mochte dabei K r o n e  c k e r s  Vermutung, dass alle Abelschen Gleich- 
ungen quadratischer Zahlenkorper ,, Gleichungen der komplexen X u l t i p l i k a t i ~ n ' ~  
sind, zu einer wirklichen Erkenntnis werden. ROBERT FRICKE. 

\'uihlesiiiigen über Ngebm. Von Dr. EUGEN NETTO, O. o. Professor der 
Mathematik a n  der Universitat zu Giessen. I n  zwei Banden. Erster 
Band. Leipzig, B.G.Teubner, 1896.  X und 388 Seiten. 

Cngefiihr zu gleicher Zeit mit dem zweitcn Bande des Weberschcn  
Lehrbiichs der Algebra ha t  Herr N e t t o  einen ersten Band seines gleich- 
falls gross angelegten Algebrawerkes erscheinen lassen. Der Herr Verfasser 
hat in einer Voranzeige seines Werkes auf EIerrn W e b e r s  Buch Bezug ge- 
nommen; und man kann ihm nur durchaus zustiinmen, dass beide Werke 
sehr wohl neben einander bestehen konnen, indem sie sich in verschiedener 
Hinsicht sehr glücklich ergiinzen. Es entspricht dies den rerschiedenartigen 
Tendenzen der beideu Herren Verfasser, die sich beide seit langer Zeit 
als Algebraforsüher eines ausgezeichneten Namens erfreuen. 

Der Unterschied beider Werke zeigt sich vornehmlich in der Stellung, 
welche sio eu den Nachbargcbieten einnehmen. Es  i s t  in dicscr Hinsicht 
nicht von besonderem Belang, welche Vorkenntnisse von dem Leser ver- 
lan& werden. Herr N e t t o  fordert, vom Leser die Reherrschnng der Grund- 
lagen der Determinantentheorie und der elementaren Algebra, wahrend 
Herr W e b e r  moglichst alle zur Verwendung kommenden Begriffe a b  ovo 
entwickelt. Weit  wichtiger ist die Frage der Stellungnahme gegenüber dem 
Gruppenbegriff, den geometrischen Methoden und Anwendungen und der 
modernen Zahlentheorie. Die Stellung des W e b e r  schen Werkes is t  aus 
der vorangehenden Besprechung in dieser Hinsicht deutlich. I n  Aribetracht 
der  Gmppentheorie und Geometrie ist  Hem N e t  t o  der K r  o n e  c k  erschen 
Tradition getreu. Ob der Ausschluss des Gruppenbegriffs nicht für die Be- 

Hist.-litt. Aùt. d. Zeitaïhr. f. Nath.  u. Phys. 43 Jahrg. 1838. 1. Hcft. 3 
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handlung der G a  1 o i s  schen Theorie eine Erschwerung der Darstellung 
bedeutet, muss erst der zweite Band zeigen. Im übrigen ha t  Herrn N e t t o s  
Standpunkt, wie jeder konsequent durchgeführte und widerspruchsfi-eie 
Standpunkt, seine Uerecht'igung und sein Gutes. l n  arithmetischer Hinsicht 
is t  j a  selbstverstfindlich, dass alle diejenigcn arithmetischen Momente, welche 
den Fundamenten der Algebra als solchen anhaften, nicht eliminiert werdcn 
konnen, vielrnehr (wieder in ilbereinstimrnung mit K r a n  e c k e  r) besonders 
bevorzugt werden. Dagegen schliesst Herr N e t  t o  jedes Eingehen auf die 
Arithmetik im engeren Sinne, d. i. auf die Zahlentheorie aus; und wo eine 
Anleihe von den Elementen der Zahlentheorie notig wird, wie z.B. bei aen 
Kreisteilungsgleichungen , da werden die betreffenden Begriffe schnell neben- 
her entwickelt oder als bekannt angesehen. Wihrend demnach ITerrn 
W e b e r s  Buch namentlich in seinen lotzten Teilen die weitestgehenden 
zahlenbheoretisclien Iriteressen befriedigte , beschrankt sich Herr N e t  t O 

allein auf die Vertiefung des rein Algebraischen. 
W a s  die Forrn der Darstcllung der boiden in Rcde stehenden Werke 

angeht, so fühlt, man sich versiicht, die Tite1 derselhen mit einander aus- 
zutauschen. Herrn W e b e r s  Darstellung ha t  mehr den Charakter von Vor- 
lesungen; ein und derselbe Gegenstand wird gelegentlich mehrfach und an 
entlegenen Stellen von verschiedenen Seiten beleuchtet (als Beispiel diene 
die Theorie der Gleichungen fiinften Grades). Demgegenüber hat  IIerrn 
N e t t o s  Art  der Darstellung weit mehr den Charakter eines Lchrbuches. 
Enger gefasste Disposition und erschopfende Behandlung der einzelnen zur 
Spraclie kornmenden Probleme sogleich a n  Ort  und Stellen sind hier die 
Hegel; dabei kommt auch die formale analytische Seite der einzelnen Gegen- 
s t a d e  mit solcher ausführlichen Genauigkeit zur Geltung, wie es mehr in 
Lehrbüchcrn als in Vorlcsungen geeignet erscheint. 

Tm ersten Dande giebt Herr N e t t o  kein abgeschlossenes Ganze. Der 
Schluss des Bandes durchschneidet den Abschnitt über die algebraische 
Auflosung der Gleichungen, ein Gegenstand, der in der Hauptsache erst 
durch den zweiten Band zur Erledigung gebracht werden soll. Gerade 
dieser Teil des zweiten Bandes verspricht besonders interessant zu werden 
und dem ganzen Werke die Signatur aufzudrücken. I m  ersten Bande 
kommen nur erst die algebraische Aufltisung der Gleichungen zweiten, 
dritten und vierten Grades, sowie die Thcorie der Kreisteilungsgleichungen 
zur Behandlung. Der letzteren Theorie sind drei Vorlesungen gewidmet. 
Die Gliederung ist so gewahlt, dass i n  der ersten unter diesen Varlesimgen 
eine elementare Theorie der Einheitswurzeln gegeben wird, dass die zweite 
im wesentlichen G a u s s '  Theorie der Kreisteilungsgleichungen liefert, wahrend 
die dritte J a c o b i s  Anwendung L a g r a n g e s e h e r  Methoden auf diejenigen 
Glcichungen darstellt, durch welche Perioden genngerer Bliederanzahl an 
solche hoherer Gliederzahl gebunden sind. 

Vom voraufgehenderi Teile des vorliegenden TVerkes steht die erste 
Vorlesung für  sich. L'er Xehrzahl der Leser dürften übngens Definition 
und Bechnungsregeln der komplexen Zahlcn ahne weit,eres gelëufig sein. 
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Bnderseits sind die Eiltwickelungen über die aus zwei bez. drei Funda- 
mentaleinheiten zusammengesetzten Zahlen a n  sich j a  allerdings sehr 
inleressaut, kornmeii aber weiterhiri kaum in Betracht. 

Unter den folgenden Vorlesungen (2 bis 25) steht nur die fünfte für 
sich. Sie t ragt  oinen durchaus arithmetischen Charakter und handelt von 
der Reduzihilitüt und Irrediizibilit,5t ganzer rationaler Funktionen im natiir- 
lichen Rationalitutsbereich. Auf Grund des bekannten Gausssehen Eatzes 
über Zerlegung ganzer ganzzahliger Funktionen ha t  man sich a d  die Auf- 
suchung von Faktoren zu beschriinken, die wiederum ganz und ganz- 
zahlig sind. 

Für  die Aufsuchung solcher Faktoren wird die Methode von K r o n e c k e r  
entwickelt, welche letzterer in  seinen ,,Grundztigen einer arithmetischen 
Theorie der algebraischen Gr6ssenlL giebt. Weiter Griden in dieser Vor- 
lesung spezielle Theoreme von E i s e n s t e i n  und K o n i g s b e r g c r  über 
irreduzible Funktionen ausführliche Berücksichtigung. Von diesen Theorcinen 
mird spüter bei den Kreisteilungsgleichungen Gebraiich gemacht,. 

Die noch iihrigen unter den 25 ersten Vorlesungen sind algebraischen 
Enwickeliingen gewidmet. Dieselben gruppieren sich u m  folgende Haupt- 
gesichtspunkte: Fundarnentaltheorem nebst Anwendungen auf Zerlegung und 
Interpolation (Vorl. 2 bis 4), Kettenbruch- und Reihenentwickelungen ratio- 
naler Funktionen (Vorl. 6 bis 8), Theorie der symrnetrischen Funktionen 
(Vorl. 9 bis Il), Beziehungen zur Invariantentheorie (Vorl. 1 2  bis 15), 
Theoreme über Anzahl der Wurzeln eirier Gleichung innerhalb beschrariliter 
Intervalle (Vorl. 1 6  bis 21), Methoden zur niiherungsweisen Berechnung 
der Wurzeln (Vorl. 2 2  bis 25). 

Alle diesc Gegenstünde werden in durchsichtiger Disposition und mit 
grosser Genauigkeit im einzelnen behandelt,. Folgende kurze Andcutungen 
niogen zur nnheren Orientierung aiisreichen. 

Beim Fundamentaltheorem über die Wurxelexistenz kommen neben 
Gauss erstem Beweise namentlich die bezüglichen Entwickelungen C a u e h y s  
zur Geltung, und zwar sowohl diejenigen von 1 8 2 1 ,  welche den Beweis 
der Existenz e i n e r  Wurzel zum Ziele haben, sowie auch die spateren 
Methoden C a u c h y  s zur 13estimmung der Anzahl der Wurzeln i n  einem 
vorgeschriebenen Bereiche der Ebene der komplexen Variabeln. An die 
Linearfaktorenzerlegu~lg der ganzeu Funktionen scliliesst sich die Ableitung 
der L a g r  a n  g escheri Interpolationsforrr~el, welche ihrerseits die Quelle für  
die E u l e r  schen Identitiiten und die Partialbruchzerlegung rationaler 
Funktionen wird. Auch die Übertragung der durch die L a g r a n g e  schc 
Interpolationsformel für ganzc Funkt'ionen gelcistete Anfgabe auf rationale 
Funktionen , wie sie durch C a u c h y  gel6st und spiiterbin durch J a c o b i  
eingehopd studiert wurde, kommt hier xur Behandlnng. 

Der E u k l i d s c h e  Algorithmus zur Bestimmung des grossten gemein- 
samen Teilers zweier ganzen Funktionen nehst den wiehtigen hieraus ent- 
springenden Anwendungen auf Bestimmung mehrfacber Wurzeln etc. kommt 
demnachst zur Darstellung. I n  den beiden folgenden Vorlesungen wird das 
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Problern des grossten gemeinsamen Faktors zweier Funktionen fi und f 
der Grade sll und f i ( >  1 4  sehr weit i n  die rechnerischen Einzelheiten ver- 
folgt. Das Probleui, zwei ganze Funktionen F(z) und @(,.) zu finden, 
welche mit f , (z) und f (z )  die Gleichung 

f,. F - f . @ = F  

so erfüllen, dass die Summe der Grade von F und F kleiner als n ist, wird 
bereits durch den Algorithmus von E u k l i d  gel8st. Hier handelt es sich daruin, 
das Bildungsgesetz der Funktionen 7F und @ eingehender i n  Frfahrung zu 

bringen. Zu diesem Fnde n i rd  die Entwickelung von -'" nnch absteigerden 
f (4 

Potenzen von 8 benutzt, welche, ins Unendliche fort,gesetzt, eine sogenannte 
rekurrierende Reihe vorstellt; es bestelit niimlich für  die Rntwickelungs- 
koeffizienten eine c~ + 1)-gliedrige Rekursionsforrnel. Diese Reihe ist immer 
dann ken\-ergent, wenn / 8 den absoluten Wer t  der grossten Wurzel der 
Gleichung : 

übertrifft. 
Bei Behandlung der symmetrischen Funktionen dürfte bemerkensvert 

sein, dass der Satz von der Darstellung aller ganzen symmetrischen Funktionen 
in den n elementaren nicht nur auf dem von G a u s s  herrührenden TYege 
bewiesen wird, soridern dass auch der von C a u c h y  gelieferte Beweis, an 
welchen K r  on ec k e r  weitere Folgerungen knüpfte, b~sprochen wird. Im 
Anschluss an die Theorie der syrnmetrischen Funktionen wird nun gleich 
die Bildung rationaler Resolventen bcsprochcn , sowie der allgemeine Ansatz 
der T s c h i r n h a u  s en-Transformation, wobei im speziellen die Transformation 
der allgemeinen Gleichung fünften Grades auf eine Gleichung mit zwei 
Parametern geleistet wird. In  einer besonderen Vorlesung wird von den 
wertvollen Folgerungen gesprochen, welche man bei der praktischen Ver- 
wendung der symrnetrischen Puuktionen aus dem Umstande ziehen kann, 
dass dieselben partiellen Differentialgleichungen genügen. 

Die Resultante zweier Cleichungon f = O und g = O der Gerade 11 

und m - > n. wird zunachst in der gowohnlichen Form eincr Determinante 
(m $ n)ten Grades gegeben; und die Untrrsuchung wird so weit fortgesetzt', 
dass die Bedingung für die Existenz eines gemeinsamen Teilers eten Grades 
von f und g angegeben wird. Die gleiche Untersuchung wird alsdann für 
den Fa11 ausgeführt, dass die Besultante in  der von B é z o u t  angegebeneu 
Gestalt als Determiriaute mten Grades arigesetzt wird. Eirigehendere Ent- 
wickelungen über die Uildungsgesetze der liesultante nebst einer Snwendung 
auf das Fundamentaltheorem der dlgebra füllen eine besondere Vorlesung. 
Eine weitere Vorlesung über Diskriminantcn, sowie eine solche iiber qua- 
dratische Formen, viobei S y l v e  s t e r s  Sragheitsgeseiz in den Mittelpunkl 
der Betraehtung rückt,  schliessen den mit der Invariantentheorie verwandten 
Abschnitt des Buches. 

In einer Reihe von Vorlesungen werden demniiehst die zahlreichen 
Theorenie behandelt, welche die Abschiitzung der Anzahl der Wurzeln 
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innerhalb begrenzter Intervalle zuin Gegenstande haben. Alle diese Theoreme, 
welche einen klassischen Schatz der Gleichungstheorie vorstellen, finden 
ihren Hohepunkt in der Theorie der S turmschen  Funktionenketten. 
Auch H e r m i t e  s Behandlung der gleicheri Gegenstlinde auf Grund der 
Theorie der quadratischen Formen wird von Herrn N e t  t u  ausführliçh 
dargestellt. 

Vier Vorlesungon, welche von der niiherungsweisen Berochuung der 
Wurzeln einer Gleichung handeln , scbliessen sich würdig den vorauf- 
gehenden an.  Die N e w t o n  sche Niiherungsmethode steht hier natürlich 
Foran; doch wird auch hier der Gegenstand bis in  seine neuesten Fort- 
setzungen verfolgt. Die rrlehrfaclie Wiederholung einer und derselben 
Operation (zuni Zwecke der  Anriilierung an eine Wureel) führt zurn Be- 
griff der Iteration, dern eine besondere Forlesung gewidmet wird. Spezielle 
Eerüaksiçhtigung findet die Iteration einer lincaren Funktion. Zwcierloi 
Untcrsuchungcn von L a  g r a n g e  kominen hier noch zur Darstellung. Die 
erste betrin't die Gleichung der Quadrate der Wurzeldifferenzen einer ge- 
gebenen Gleichung; Ziel dieser Fnt,wickelungen is t ,  die komplexen Wurzeln 
einer Gleichung durch Aufsuchung der reellen Wurzeln einer anderen 
Gleichunç zu gewinnen. Die zweite Untersuchung bezweckt eine dn- 
niiheruiigsrechnung Wr reelle W u r ~ e l n  einer Gleichurig durch gewisse 
Ketteribrucheritwickeluiigeu. Doch steht diese Methode der N e w  t o n -  
schen nach. 

Es folgen nun die Vorlesungon über die algebraische Auflosung der 
Gleichungen, über welche obcn schon bcrichtet wurdc, und wclchc ihre 
Fortsetzung im zweiten Bande finden sollen. 

-41s weiteren Hauptgegenstand des zweiten Bandes nimmt Herr  N e t t o  
die Eliminationstheorie i n  Aussicht. ROBERT FRTCKF. 
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Ristorisch-litterilrische Abteilung. 

Fermats Observatio zum Satze des Nikomachus. 

Von 

Prof. G. WERTHEIM. 

Bekanntlich hat R a c h e  t zu Il iop  h a n  t s Schrift über Polpgonal- 
zalilen eiiien Anhang in zwei Büchern geschrieben. Der Satz 27 des 
zrreiten Buches giebt die dem N i  k o m a c h u s  zugeschriebene Zerfiillung 
der Kubikzahlen in aufeinander folgende ungerade Zahlen: 

i=13, 3 + 5 = 2 3 ,  7 +  ~ ) + 1 1 = 3 ~ ,  . . .  
Die aiif diesen Satz bezügliche O b s e r v a t i o  von Y e t r u s  F e r m a t  

war bis in die neueste Zeit nicht verstanden worden, so dass man den 
Text fiir verstümmelt hielt. Ers t  T a n n e r y  hat die wahre Bedeutung 
gefiinden und S. 341 des ersten Bandes seiner Ausgabe der Werke 
Ferma t s  mitgeteilt. 

Der Satz lautet bei Bache t :  
U n i t a s  p r i m u m  c u b u m ;  d u o  s e q u e n t e s  i m p a r e s  c o n j u n c t i ,  

securidum c u b u m ;  t r e s  s e q u e n t e s  t e r t i u m  cuburn;  q u a t u o r  
succedentes ,  q u a r t u m ,  s e m p e r q u e  u n o  p l u r e s  s e q u e n t e m  
deinceps i n  i n f i n i t u m  c u b u m  a g g r e g a t i  i m p a r e s  c o n s t i t u u n t .  

F e r m a t  hatte dazu bemerkt: 
B a n c  p r o p o s i t i o n e m  i t a  .constitua m a g i s  un iversa lem.  

Uni tas  p r i m a m  c o l u m n a m  i n  quac i inque  p o l y g o n o r u m  p r o -  
gress ione c o n s t i t u i t ;  d u o  s e q u e n t e s  n u m e r i ,  m u l c t a t i  p r i m o  
t r i a n g u l o  t o t i e s  s u m p t o  q u o t  s u n t  a n g u l i  p o l y g o n i  q u a -  
t e rnar io  mulc ta t i , ' s ecundam c o l u m n a m ;  t r e ~  s e q u e n t e s ,  m u l c -  
t a t i  s e c u n d o  t r i a n g u l o  t o t i e s  s u m p t o  q u o t  s u n t  a n g u l i  p o l y -  
goni q u a t c r n a r i o  m u l c t a t i ,  t e r t i a m  c o l u m n a m ,  e t  s i c  e o d e m  i n  
in f in i tum p r o g r e s s u .  

Also in freier Übersetzung: 
,,Dieser Satz llisst sich in folgender Weise verallgemeinern. Für  

jede Reihe von Pol-ygonalzahlen in die erste Siiule gleich 1. Die zweite 
Sllule wird erhalten, indem man das zweite und dritte Glied der 

Rist -1% Abt. d. Zeituchr. f. Math. o. Phys. 43. Jahrg. 1898. 8. Heft. 4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



42 Historisch-litterarische Abteilung. 

arithmetischen Reihe, aus welcher die betrachteten Polygonalzahlen 
entstehen, addiert und von der Summe das Produkt aus der ersten 
Dreieckszahl in die uru 4 verminderte Anzahl der Ecken subtrahiert. 
Addiert man  weiter die drei folgenden Glieder (das 4.,  5. und B.) der 
arithmctischen R,c?ihc und vcrmindert die Siimme um das Produkt ails 
der zweiten Dreieckszahl in die u m  vier verminderte Anzahl der 
Ecken, so erhalt man die dritte Saule, u. s.w. ins Unendliche." 

Der Satz war nicht verstanden worden, weil man nicht wusste, 
mas der Ausdruck c O l u m n a in diesem Zusammenhang bedeutete, und 
das ha t  T a n n e r y  1. c. erklir t .  F e r m a t  versteht unter c o l u m n a  das 
Produkt aus .n in die nt"olygonalzahl, sodass also die Siulen der 
Viereckzahlcn mi t  den Kubikzahlen identisch sind. T a n n e r  y irr t  nur 
dariri, dass er  meint, F e r m a t  habe den in  Rede stehenden Ausdruck 
selbst gebildet (,,Cette expression technique, qu'il semble avoir forgée 
lui -mGmc, est généralement restEe incomprise"). F r a n c i s c u s  Rlaurol  y -  
c u s  schon hat  ihn benutzt und in seinem Werke  A r i  t h m e t i c o r u m  
l i b r i  d u o  (Venedig 1575) eine ganze Reihe von Siitzen über Saulen 
von Polygonalzahlen hergeleitet. 

Rezensionen, 

Higher mathematics. A text-book for classical and engineering colleges. 
Edited by MANSFIELD MERRIMAN and ROBERT S. WOODWARD New- 
York 1896. XI und ,576 Seiten. 

In  diesem Duche ist durch die beiden Herausgeber eine Sammlung 
von Monographieen über einzelne Teile der hi3heren Mathematik dargeboten; 
und zwar sind el1 verschiedene Gegeristande von ebenso vielen verschiedenen 
Autoren behandelt. Die Gegenstinde der einzelnen Monographieen und die 
Autoren siud die folgcnden: 1. Aufl5sung der Gleichungen von M. Mcrr iman 
(T,ehigh University), 2. Detcrminanten von 1,. G. W e 1 d (TJniversity of Jowa), 
3. Projektive Geornetrie von G. B. H a l s t e d  (University of Texas), 4. Hyper- 
bolische Funktionen von J. Mac Mahon  (Corne11 University), 5. Kugel- 
funktionen, Uesselsche und Lamésche Funktionen von W. E. B yer ly  
(Harvard ~nivers i ty) ,  6. Funktionen eiuer komplexenvariabelen von T. S. F iske  
(Columbia ~nivers i ty) ,  7. Differentialgleichungen von W.W. J o h n s  on (Naval 
Academy) , 8. G r a s s m a n n s  Ausdehnungslehre von E. W. R y  de (University 
of Cincinnati), 9. Vektorenanalysis und Quaternionen von A. Mac f a r l  ane 
(Lehigh University), 10. Wahrscheinlichkeitsrechnung und Fchlertheorie von 
R. S. Woo d w a r d  (Columbia University), ï 1. Geschichte der modernen Mathe- 
matik von D. E. S m i t h  (Normal School of Michigan). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Rezensionen. 43 

Bei den i n  Deutschland bestehenden Verhaltnissen kann das voriiegende 
Buch für Studierende der Mathematik kaum in Betracht kommen; dieselben 
werden bei der Mehrzahl der behandelten Gegenstande zu ausführlicheren 
Spezialwerken greifen. Dagegen ha t  die Idee, welche die beiden IIerren 
Herausgeber mit ihrem werke vemirklichten, im Interesse der Studierenden 
an technischeii Hochschulen vie1 Bestechendes. Es  giebt zahlreiche Gebiete 
der hoheren Mathematik, welche innerhalb der mathematischen Physik, 
3Iechanik und Technik eine Rolle spielen, und welche gleichwohl nicht in  
den regelmassigen und obligatorischen Kursus der hoheren Mathematik an 
den technischen Hochschulen hineingezogen werden konnen. I n  dieser Hin- 
sicht begabteren Studierenden durch ein sachgemiisses Buch zu Hilfe 
kommen, erscheint in  der That sehr verdienstlieh. 

Xur würde die von den Herren IIerausgebern getroffene Auswahl des 
Stoffes (welche natürlich in  erster Linie dem amerikanischen Bedürfnis 
dienen soll) diesseits i n  mehreren Hinsichten nicht recht passen. Und 
andererseits hiitte sich wohl auch die ~ n o r d n u n ~  des Stoffes nach sach- 
gemassen Prinzipien gestalten lassen. 

In  erstcrcr Beziehung ist zu bemcrken, dass ein verhiiltnism5ssig stark 
ausgedehntes Kapitel über hyperbolische Funktionen nicht beifallig auf- 
genommen werden dürfte. Dieselben bieten theoretisch über die Exponential- 
und die trigonometrischen Funktionen hinaus nichts neues von Belang, und 
für die Praxis werden Tafeln für die hyperbolischen Funktionen durch die 
Logarithmentafeln einigermaBen ersetzt. 

Dass ein besonderes Rapitel der G r  a s  s m  annschen Ausdehnungslehre 
gewidmet is t ,  wird man im Interesse der allgemeinen Anerkennung G r a s s  - 
manns  als sehr erfreulich ansehen. Doch dürfte die Ausdehnungslehre bei 
dor grossen Abstraktion ihrer Grunddefinitionen und bei der Zeit und Nühe, 
welche man aufwenden muss, um mit G r  a s  smannschen  Methoden 'selbst- 
standig und erfolgreich opericrcn zu konnen, fiir technische Unterrichts- 
zwecke kaum in Betracht, zu ziehen sein. 

Demgegeniiber ist  es qntschieden ein Fehler,  dass dem Buche kein 
Kapitel über elliptische Funktionen eingefügt ist ,  zumal im übrigen die 
Funktionentheorie nicht schlecht wegkommt. Infolge einer Bemerkung in 
der Vorrede haben die IIerausgeber diese Unvollstnndigkeit ihrer Sammlung 
selber empfunden. 

Eine ausführliche Inhaltsangabe der einzelnen Abhandlungen ist hier 
wohl kaum am Platze. Doch muss bemcrkt merden, dass sich die erste 
Abhandlung im Vergleich zu manohen der wtiiter folgenden recht diirftig 
ausnimmt. Der  Verfasser hat  hier freilich auch nur  eine E r g k z u n g  der 
in den , , text-booksLL üblichen Darstellung der Algebra geben wollen. Die 
Folge kt, dass die Fundamentalsiitze nur  nebenher genannt werden, und 
dass die Mehrzahl der Rntwickelungen nur  in historischer und apho- 
ristischer Form gegeben wird. Der modernen Gleichungstheorie scheint 
der Verfasser im wesentlichen fremd gegenüber zu stehen. 

4 * 
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Betreffs - der funktionentheoretischen Kapitel sei erwghnt, dass sich 
Herr  B y e r l y  als guter Kenner der alteren Theorie der Kugcl-, L a m é -  
schen und Besse l schen  Funktionen erweist, und dass Herr E'iske in 
seincr hbhandlung über Funktionen ciner komplcxen Variabeln irn wesent- 
lichen die Cauchysche  Theorie zur Geltung bringt. I m  übrigen ist nnr 
durchaus anxuerkennen, dass diese Xapitel i n  Ansehung ihres geringen 
Umfanges eine sehr vielseitige Behandlung ihrer Gegenstinde darbieten; 
und dasselbe gilt auch von den übrigen hier nicht besonders genannten 
Abhandlungen der Sammlung. ROBERT FRICKE. 

Theorie der Abelschen Fnnktionen. Von Dr. HERMAXN STAHL, Professor 
der Mathematik in  Tübingen. Leipzig, B. G. Teubner, 1896. X und 
354 Seiten. 

Die neueren deutschen Bücher über A b  elsche Funktionen bctrcffen 
meist spezielle Gebiete ails der Thcorie dieser Funktioncn. Eine allgemeine 
Behandlung dieser Theorie in Form eines Lehrbuches is t  neuerdings von 
verschiedenen Seiten geplant und nunmehr durch Herrn S t a h l  wirklich 
zur Durchführung gebracht. 

Dei dem Stande der bisherigen Lehrbücher über Abelsche Funktionen 
i s t  es zweifellos, dass Herr Stahl eine seit langerem bestehende Liicke 
ausgefüllt hat.  Das bekannte Buch von C. N e u m a n n  ist mehr für das ein- 
führende Studium bestimmt und berücksichtigt auch die algebraisühe Seite 
der Theoric nur  in sehr geringem Grade. Das Buch von C l e b s c h  und 
G o r d a n ,  welches seinerxeit auf der H6he der Wissenschaft stand, ist  aus- 
schliesslich auf kurventheoretisch - algebraische Vorstellungen basiert und 
liisst die allgemeinen funktionentheoretischen Begriffsbestimmungen R i e -  
m a n n s  ausser Betracht. Zudem ha t  gerade auch die algebraische Seite 
der Theorie der A b  elschen Funktionen nach Erscheinen des C 1 e bsch-  
Gordanschen  Buches vor allern durch B r i l l  und PTo e t h e r  erhebliche 
Fortschritte gemacht. Wor demnach in einem Lehrbuche dem hcutigen Stande 
der Theorie der Abelschen Funktionon gerecht werden will, muss vor allem 
den Schtipfmgen R i e m a n n  s und den Forschungcn der Algehraiker gleich- 
missig genügen, und dies ist  durch Herrn S t a h l  i n  der Tha t  geschehen. 

Allerdings i s t  zu bedauem, dass in  den Grundlagen der Theorie der 
Riemannschen  Blache erst die zweite Stelle angewiesen ist, insofern überall 
von der Angabe einer algebraischen Relation f(x, y) = 0 ausgegangen 
wird. Die Folge is t ,  dass die Ei em annschen Existenztheoreme, welche 
für gewisse Teile der modcrnen Funktionenthcorie h6chst wichtig sind, 
ausserhalb der Betrachtung bleiben. Tm ührigen aber kann man nur sagen, 
dass das vorliegende Buch die Errungenschaften der R i e m a n n  schen Theone 
der Abelschen Funktionen durchaus zur Geltung bnngt ,  und es wird be- 
sonders interessieren, dass der I Ierr  Verfasser zwei von IIerrn P r y m  aus- 
gearbeitete (uligedruckte) Vorlesungen R i e m a n n s  über elliptische und 
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Abelsche 'Funktionen aus dem Sommer 1 8 6 1  und dem Winter 1861/62 
bat benutzen konnen. 

Die Anordnung des ganzen Stoffes und die Darstellung erscheinen sehr 
iibersichtlich. Das ganze Buch zerfrillt in zwei Teile: 1. Die algebraischen 
Funktionen und die A b e  lschen Integrale (die von Herrn S t  a h l  gebrauchte 
C'berschrift ,,Die rationalen Funktionenii konnte doch leicht zu irrtüm- 
licher Auffassung Anlass geben); 2. Das Jacobische  Umkehrproblem. Beide 
Male werden i n  ganz kurze Einleitungen die bei den éIliptischen Funktionen 
vorliegenden Verhnltnisse skizziert, so dass die allgemeine Theorie als kon- 
sequente Verallgemeinerung aller einzelnen im elliptischen Falle auftretenden 
Gesichtspnkte erscheint. 

Ein tieferes Eingehen auf Spezialuntersuchungen, wie z. B. auf die 
Falle p = 2 und p = 3 vermeidct Herr  S t a h 1 durchaus. E s  is t  i n  dieser 
Hinsicht für  das vorliegende Buch charakteristisch, dass der hyperelliptische 
Spezialfall i n  demselben keine besondere Berücksichtigung findet. 

Um nunmehr auf die Einzelheiten des Inhaltes etwas naher einzugehen, 
so ist im ersten Abschnitt der Ausgangspunkt von einer algebraischen 
Gleichung F ( x ,  y) = O gewahlt, welche in y auf den nte" Grad ansteigt. 
Die genaue Untersuchung der n Zweige der Funktion y von x fiihrt auf 
die Eiriführurig der Bi e mal in  schen PZ - bliittrigeu Yerzweigungsfliiche. Die 
Cntersuchungen von L ü r o  t h und Cleb  s c h  über die Normalformen der 
Riemannschen Fliiçhen wcrdcn dargestellt. Selbstverstiindlich wird aus- 
fiihrlich von der Zerschneidung gehandelt, die Arten der Potenzreihen- 
entwickelungen von y in der Umgebiing einzelner Stellen der Flëche 
werden besprochen etc. 

Der zweite Abschnitt wendet sich zunachst stark von R i e m a n n  ab ,  und 
hier ist offenbar der Einfluss B r i l l s  auf denverfasser ein bedeutender gewesen. 
Ware im erstan Abschnitt der Begriff der R i e m a n n s c h e n  Flache das Primare 
gewesen, so mürde der natürliche Zugang z u m  R i e m a n n - R o  chschen Satz, 
dem B r i l l - N o e  therschen  Reziproaitiitssatze etc. derjenige über die Theorie 
der Integrale erstcr und zweiter Gattung sein. Dioser Entwickelungsgang 
hiitte der urspriinglichen Riemannschen  Wendung unmittelbarer entsprochen. 
Zugleich ware der Charakter der ,,InvarianzlL der Darstellung mehr ge- 
wahrt geblieben. Die konsequente Fortbildung des im ersten Abschnitt 
eingenommenen Standpunktes lasst dagegen den Herrn Verfasser auch in 
Abschnitt II a n  die Angabe einer Relation F(x ,  y) - O knüpfen. Hierdurch 
wird ein mehr entwickeltes algebraisches Bild der Theorie gewonnen; und 
dabei sind es im wesentlichen B r i l l - N o  e thersche  Gedanken, welche die 
Darstellung beherrschen; Die Theorie der algebraischen Funktionen auf 
einer R i e  rn annschen Flache kleidet sich in die Lehre vom . Schnitt einer 
Grundkurve 1E'(z, y) = O mit anderen Kurven. Die bekannten Fundamental- 
sitze N o  e t h e r s ,  der Begriff der Punktgruppe auf der Grundkurve, der 
Restsatz etc. beherrschen die Entwickelung. Der Anschluss a n  R r i l l  und 
N o e t h e r  ist ein so enger, dass aueh Herr  S t a h l  den R r i l l - N o e t h e r s c l i e n  
Reziprozitiitssate als B i e m a n n - R o c h s c h e n  Satz bezeichnet (wie i n  der 
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ursprünglichen Darstellung der Herren B r  i 11 und N o  e t h e  r)  , wzhrend man 
sonst gewohnlich den Satz über die Anzahl linear-unabhingiger Yunktio~ien 
mit gegebenen Unstetigkeitspunkten als B i e  m a n n - B o  chschen Satz be- 
zeichnet. 

I m  dritten Abschnitt wird eine ausführliche Theorie dcr A b  elschen 
Integrale der drei Gattungen geliefert. Hier tritt dann wieder die R i e  - 
m a n n s c h e  Fliche als Fundament der Betrachtung in ihr Recht, welche ja 
vermoge ihrer kanonischen Querschnittsysteme den übersichtlichsten Zugang 
zu der Lehre von den Integralperioden bietet. Es  findet in diesem Abschnitt 
gleich auch eine ausführliche Darstellung des Abelschen Theorems ihren 
Platz. 

I m  folgenden Abschnitt, welchor die eindeutige Transformation be- 
handelt,  wird der Ausgangspunkt wieder von einer Grundkurve gewahlt. 
Der Satz von der Erhaltnng der Zahl p bei eindeutiger Transformation 
erfordert für  diesen Standpunkt ausführliche Diskussion, wiihrend er bei 
der eindeutigen und konformen Beziehung zweier R i e  m a n  n schen Flachen 
auf einander direkter ersichtlich ist. Weiter werden die ( 3 p  - 3) Moduln 
einer ,,KlasseLL algebraischer Funktionen mit p > 1 besprochen, und im 
zweiten Teile des Abschnitts wendet sich die Betrachtung der im Raume 
von ( p  - 1) Dimensionen gelegenen Normalkurve der Funktionen 0 zu, 
wobei auch die N o  o t h e  rschen Sütze über die Anzahl lincar-unabhangigcr 
Flachen gegebenen Grades durch die Normalkurve abgeleitet werden. 

Der  zweite Teil des Werkes, welcher gleichfalls in  vier Abschnitte 
zerfëllt , ist  vornehmlich der Theorie der 8 -Funktionen von p Variabeln 
gewidmet. Die Einführung dieser Funktionen wird durch F o r m u l i e m g  
und nahere Diskussion des J a c  O bischen Umkehrproblems motiviert. Die 
9. -Funktionen treten demnach nicht so unvermittelt wie in  R i e m a n  ns 
Abhandlung auf, und zugleich rueidet die Entwickelung den weiten durch 
W e i e r s t r a s s  eingeschlagenen Weg über die Integrale der dritten Gattung. 

I m  fünften Abschnitt findet man nun die zahlreichen Grundeigen- 
schaften der 8-Funktionen mter Ordnung, speziell derjenigen erster Ordnung 
entwickelt, wobei für  die letzteren die zweiteiligen Charakteristiken, 
die Einteilung i n  gerade und ungerade Funktionen etc. besprochen 
werden. Indem die Argumente der 8-Funktionen sodann mit p Integralen 
erster Gattung, das  System der 9-Moduln aber mit  dem System der zu- 
gehorigen Perioden identsziert werden, sind die so ausgestalteten 4-Funk- 
tionen i n  ihrem Verhalten aaf  der zerschnittenen B i  e m  a n n  schen Fliche zu 
untersuchen. Hier spielen dann vor allem die bekannten Sfitze über das 
Verschwinden der 9 - Funktionen die fundamentalc Rolle. 

I n  den beiden folgenden Abschnitten wird niin das Fazit des ganzen 
Buches gezogen, indem die transcendenten Mittel der 8-Funktionen mit 
den algebraischen Entwickelungen des ersten Teiles i n  Beziehung gesetzt 
werden, um solchergestalt die L o s m g  des J a c O bischen Umkehrproblems 
und die Darstellung der algebraischen Funktionen der Friche durch 
8-Quotienten zu gewinnen. Die transcendent definierten p Kullpunkte einer 
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8 Funktion erster Ordnung mit zweiteiliger Charakteristik liefern nun in 
algebraischer Formulierung die Berührungspunkte einer sogenannten Be- 
rührungskurve, welche überall da,  wo sie die Grundkurve schneidet, die- 
selbe sogleich berührt. Der  Quotient der linken Seiten zweier, derartige 
Berührungskurven darstellenden Gleichungen is t  eine algebraische Funktion 
auf der Flache, deren Quadratwurzel unverzweigt, aber nicht mehr ein- 
deutig ist. Man gewinnt so die einfachsten, auf der Fliiche existierenden 
,,WurzelfunktionenLL, welche das algebraische Gegenbild der 3-Quotienten 
erster Ordnung mit zweiteiligen Charakteristikcn vorstellen. Diese Wurzel- 
funktionen m6gen durch 1/+T) bezeiehnet sein, wo p ein Syrnbol für die 
zugehorige zweigliedrige Charakteristik ist. Die algebraische Definitions- 
weise von dv,(z) bringt es d a m  mit sich, dass erst die Quotienten zweier 
solüher Ausdrücke l/G), v*) a d  der Friche unverzweigt sind. Bildet 
man die 8-Funktionen für  solche Argumente, welche selbst mehrgliederigc 
Integralsummen sind, so sind die Quotientan solcher 8 algebraisch als 
symmetrische Funktionen der Integralgrenzen darstellbar, wnbei stets ein 
Produkt von Wiirzelfunktionen als Faktor i n  der Darstellung des 8-Quotienten 
auftritt. Dieser Ansatz wird für die (p $ 1)- gliederigen Integralsummen 
durehgeführt, wo die Wurzelfunktionen d*) ZUT Gcltung kommen, sowie 
dann weiter für (2p - 2)-glicdcrige Integralsummen, wo gowisse aus den 
R i e m a n n  schen @-Funktionen zu bildende Wurzelfunktionen 1/m zu ver- 
nenden sind. Zur Losung des U-nikehrproblems werden p E'ormelu der 
ersteren Art [d. i. solche mit ( p  + 1) - gliederigen Surnrnen] verwendet, 
welche nunmehr gestatten, dem Umkehrproblem gemass die p oberen 
Integralgrenzon in den p Integralsummen des J a c  O b ischen Ansatzes aus 
den Werten dieser p Summen zu berechnen. Die explizite Durchfijhrung 
dieser Auf16sung des Umkehrproblems erfordert die genauere algebraische 
Untersuchung der Wurzelfunktioneu 1/~-), sowie die niihere Berechnung 
der in den gedachten p Gleichungen enthaltenen transeendenten Elemente, 
namlich der 8-Funktionen. I m  siebenten Abschnitt werden die Relationon 
zwischen 8-Funktionen mehrgliederiger Integralsummen und algebraischen 
Funktionen i n  der allgemeinsten Gestalt i n  Untersuchung gezogen. Die 
Wurzelfunktionen mit hoheren Exponenten, die Darstellung der algebraischen 
Funktionen durch die Primfunktion etc. kommen hier zur Darstellung. 
Hier folgen denn auch die Grundsiitze der eigentlichen Abelschen Funk- 
tionen, d. i. der rationalen symmetrischen Funktionen der p oberen Inte- 
gralgrenzen x, i n  Abhangigkeit von den Suninlen 

betrachtet. Es übertragen sich vor allem die Sitze über Addition, Multi- 
plikation und Division der elliptischen Funktionen auf die so gedachten 
Funktionen . . . U,). 
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Im  letzten, für sich stehenden Abschnitte sind die Ansatze der linearen 
Transformation entwickelt. Hier, wie überali, darf man es als einen Vor- 
zug des Buches bezeichnen, dass es sich niemals in Einzelentwickelungeri 
verliert, sondern auf die klare Hervorhebung der Hauptgesichtspunkte den 
wesentlichen Nachdruck legt. ROUERT FILICKE. 

Confhences sur les maththatiqnes faites au congrès de mathématiques 
tenu à l'occasion de l'exposition de Chicago par F ~ L I X  KLEIN, 
recuillies par le professeur ALEX. ZIWET, traduites par M. L. LACGEL. 
Paris 1898. A. Hermann. 84 128  S. 

Über die Entstehung und den Inhalt des E v a n s t o n  Col loquiums 
hat bereits Herr F r i c k e  an rlieser Stelle (Jahrgang 1895, S. 41-43) be- 
richtet und die Bodeutung diescs Buches auch fur deutsche Loser hervor- 
gehoben; handelt es sich doch in ihm urn die Darlegung der Grund- 
gedanken und Hauptgeçichtspunkte der modernen Mathematik. Die vor- 
liegende franzosische Übersetzung wird daher nicht nur in Frankreich 
mit Freude begrüsst werden, sie wird auch vielen deutschen Nathematikern 
willkommen sein, die sich mit der englisehen Sprache nicht befreundet 
haben. Herrn L a u g e l ,  dem wir schon eine Reihe vortrefllicher Über- 
tragungen deutscher Abhandlungen verdanken, hat  sich aber nicht mit der 
Rolle eines Übersetzers begnügt, er  giebt vielmehr auf den letzten 1 7  Seiten 
bibliographisehe Noten, in denen die Entwickelungen dos Textes weiter ge- 
führt werden und die nm so wertvoller sind, als bei ihrer Abfassung 
Herr K le in  selbst mitgewirkt hat. 

Wir würden uns freuen, wenn diese tfbersetzung auch in Deutschland 
recht weite Verbreitung finde, und Herr L a u g e l  dadurch ermutigt würde, 
die von ihm geplante franzosische Übersetzung der Werke R i e  ma  n n s  wirk- 
lich erscheinen zu lassen. PAUL STACKEL. 

Bibliotheca l)Zathematica, Zeitschrift für Geschichte der Mathematik. 
Herausgegeben von Guspar' ENYSSROM. Stockholm. Generalregister 
für Band 1 bis X. 1887-1896. 

Den Inhalt der E n  e s t  r Gmschen Bibliotheca mathematica p5egen wir 
regelmassig in unserem Abha.ndlungsregister mitzuteilen. Wenn wir des 
Geueralregisters für die zehn ersten Bande besonders gedenken, so ge- 
schieht es, weil Herr E n e s t r o m  in demselben die Photographien nahezu 
aller seiner Mitarbeiter, begleitet von kurzen, aber zuverl%ssigen biogra- 
phischen Angaben, zum Abdrucke gobracht hat. Wir freuten uns ungemein 
in dieser Weise die porsonliche Bekanntschaft von ongeren Fachgenossen 
teils machen, teils erneuern zu konnen. CANTOR. 

Die Geschichte der Rechenknnst vom Altedume bis zum XVIII. Jahr- 
hundert von FRANZ VILLICUS , kaiserl. Rate, emer. k. k. Professor, 
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Direktor der Gremial-Handelsfachschule der Wiener Kaufmannschaft, 
Bcsitzer des Anerkcnnungs-Diplomes der Wiener Weltausstellung 
vom Jahre 1873. Mit Illustrationen, Zahlzeichen, Zahlensystemen 
und Rechenmethoden der alten Kulturvdker  und altamerikanischer 
Volkerstamme, nebst einer tabellarischen Darstellung von Zahl- 
wortern des Zehnersystemes aus 72  Sprachen. Dritte vermehrte 
Auflage. Wien 1897. Car1 Gerolds Sohn. VIII, 114 S. 

Im Vorworte macht uns der Herr Verfasser mit 10 lobenden n e -  
çprechungen der früheren Auflagen bekannt und zieht aus diesem Beifalle 
d i e  Folgerung, es habe kein Anlass vorgelegen, die neue Auflage im In-  
halte wesentlich zu verandem. Hinzugekomnien ist hauptsachlich ein An- 
bang, der die sogenannten chaldaeischen Zahlzeichen des Noviomagus 
schildert und Varianteu der indisch-arabischen Zahlzeichen mitteilt. Wer  
von der Geschichte der Rechenkunst noch nichts weiss, wird aus der Schrift 
des H e m  Villicus manches lernen konnen; wer andere umfassendere Unter- 
suchungen gelesen h a t ,  wird nicht selten mit ciniger Verwunderung finden, 
dass mit Vorliehe auf altere Wcrke zurückgegriffen ist,  wo doch neuere 
Bücher vorhanden waren, die jene ülteren Ergebnisse teils erglnzen, teils 
richtig stellen. CANTOR. 

Troisiéme centenaire de la naissance de 1)escartes. Numéro de la Revue 
de metaphysique et de morale spécialement corisaré à Descartes. 
Paris,  Juillet 1896. Armand Colin e t  Co. 200 p. 

René Descartes ist  am 31. M%rz 1596 geboren. Es  war  ein glück- 
licher Gedanke der durch Herrn X a v i e r  L é o n  vertretenen Leitung der 
Ueuue de métaphysique et de morale die 300. Wiederkehr dieses Jahrestags 
durch ein IIeft zu feiern, welches ausschliesslich durch hufsatze über Des- 
cartes gebildet wiire. Dreizehn Verfasser haben Beitrage geliefert, und 
200 Seiten stark liegt das Erinnemngsheft vor uns. Ebensowohl der Zweck 
unserer eigenen Xeitschrift als die Begrenzung unserer Berechtigung zur 
UrteilsFdlung verwehren uns ein Eingehen auf alle Beitrage, wie sie uns 
acderseits ein Verweilen bci einigen wenigen derselben gebieten, bei den 
Aufsiitzen von Herrn P. Tannery, von Herrn D. J. Korteweg, von Herrn 
Ch. Adam. 

D e s c a r t e s  p h y s i c i e n  ist der Tite1 des Aufsatzes, in welchem 
Herr P. T a n n e r y  die Prage aufwirft, ob Descartes befiihigt war ,  in  der 
Physik eine hervorragende Rolle zu spielen? Descartes Zwecke zuerst er- 
wigend Gndet der Verfasser, dass sie überall philosophische waren, dass 
mathematische, dass physikalische Cntersuchungen für Descartes nur Nittel 
waren, seine allgemeine Methode zu prüfen, und dass es fast Zufall genannt 
werden konnte, dass dabei Ergebuisse von einer Bedeutung sich offenbuten, 
welche für sich den wissenschaftlichen Lebenszweck jedes anderen als Des- 
cartes htitten bilden konnen. Den mathematischen Leistungen diesen hohen 
Wert beizulegen, war nichts Noues. Herr  Tannery begegnet sich i n  ihrer 
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Anerkennung mit allen, welche mit  Geschichte der Mathematik sich be- 
schaftigen, von denen keiner zweifelt, dass Descartes, h i t h  er auf 
Mathematik sich beschriinkt, sie noch unendlich weiter gefiirdert haben 
würde, als er es schon that. VïTeniger Ü b e r e i n ~ t i m m u n ~  herrscht darüber, 
ob Descartes sich auch die Physik mit Erfolg als eigentliche Fachwissen- 
schaft gewiihlt haben würde? Herr  Tannery beliauptet es und findet, dass 
die Dioptrik Descartes das erste Beispiel mathematischer Behandlung eines 
von der Mechanik verschiedenen Abschnittes der Physik darstellc, was 
allein schon einen grossen Fortschritt bedeixte; er findet, dass die Fchler, 
welche der Descartesschen Physik vorgeworfcn werden, darin ihren Ur- 
sprung haben, daàs er nicht einzelnen wahrheiten nachging, sondern ein 
System aufbaute. Herr Tannery hatte vielleicht hinzufügen dürfen, dass 
Descartes i n  diesem Systeme die Fernkriifte verschmühte, ein Vorzug, der 
manche Irrtümer aufhebt. 

Herr D. J. K o r t e w e g  sührieb D e s c a r t e s  e t  l e s  m a n u s c r i t s  d e  
S n e l l i u s  d ' a p r è s  q u e l q u e s  d o c u m e n t s  n o u v e a u x .  Die alte Frage, ob 
das Brechungsgesetz zuerst von. Snellius und dann unabhiingig von diesem 
abermals von Descartes entdeckt wurde, oder ob Descartes sich eines 
geistigen Diebstahls a n  Snellius, dessen handschriftliche Anfzeichnung er 
kannte, sehuldig machte, wird zu Gunsten der ersten Annahme entschieden. 
I n  der That  ist aus Briefen von Descartes der Nachweis geführt, dass 
dieser 1729 i n  Besitz des Breühungsgesetzes war,  und aus einem durch 
Herrn Korteweg in Asterdam entdeckten Bricf von Golius an Constantin 
Huygens den Vater vom 1. November 1632 is t  mit grosser Wahrscheinlich- 
keit zu folgern, dass Descartes erst nach d i ~ s e m  letxteren Daturn mit dern 
Erstlingsrechte des Snellius bekannt wurde. 

Herr Ch. -4dam endlich berichtet unter C o r r e s p o n d a n c e  d e  D e s -  
c a r t e s ,  a u t o g r a p h e s  e t  c o p i e s  m a n u s c r i t e s  über die Briefe von Des- 
cartes, welche sich handschriftlich erhalten haben und zeigt an einigen 
auffallenden Beispielen, wie solche Briefe sich gegenseitig zur Bestlitipng 
dionen, insbesondere mie aus dcm bekannten Datum cines Briefes das ver- 
gessene Datum eines anderen Rriefes anniihernd, wenn nicht sogar gmau, 
bestimmt werden kann. CANTOR. 

Christian Wolffs Vei3hiltnis zn Leibniz. Habilitationsschrift von WALTIIIX~ 
A n u s ~ n n a ~ n ,  Dr. phil. Weimar 1897 bci Emil Felber. 72 S. 

Der Verfasser der uns vorliegenden Abhandlung kt Philosoph, und so 
musste ihm wesentlich daran liegen ins  Reine zu bringen, ob Wolffs Philo- 
sophie wirklich nur, wie man vielfach gemeiut Lat,  eine Verw%sserung 
Leibnizscher Gedanken war, oder ob man sie als eine Fortbildung dersclbcn 
hetrachten muss. Herr Arnspergcr entschcidet sich für die letztere Auf- 
fassung. W i r  selbst haben ja ganz andere Interessen bei Leibniz wie bei 
Wolff im Auge. Uns ist Leibniz der geniale Erflnder der Differential- 
rechnung, Wolff der Verfasser breitspuriger Lehrbücher und der in vielen 
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Zweigen sich zurechtsetzende Herichterstatter der Acta Eruditorum. Aber 
auch die mathematische Thiitigkeit Wolffs erscheint in  neuer und zweck- 
massiger Beleuchtung, wenn die Beziehungen zu Leibniz klar  werden, und 
so ist schon nach dieser Richtung Herrn Arnspergers Untersuchung für die 
Geschichte der Mathematik fruchtbar zu machen. Die Mitarbeit an der 
Leipzigcr Zeitschrift vollends war rneistens eine mathematische und deshalb 
hahen wir allen Grund, Mitteilungen über die Entstehung dcs Nitarbeitor- 
verhiiltnisses, wie sie m m  Teil aus noch ungedruckten Briefen in  Hannover 
uns werden, dankbar zu begrüssen. CANTOR. 

Xiklaus Blaiiner, der erste Professor der Mathematik an der bernischen 
Akademie. Von Professor Dr. J. H. GRAF. (SeParatabmg aus der 
Sammlung bernischer Biopaphien.) Bern 18 9 7. Buchdruckerei 
K. J. Wyss. 23 S.  

Niklaus Blauner wird vermutlich der grossen Mehrzahl imserer J,eser 
ein durchaus unbekannter Kame sein. Auch wir lernten ihn erst aus 
Herrn Grafs Biographie kennen, und vielleicht kennt Herr Graf selbst ihn 
erst, seit er ihm i n  den bernischen Unterrichtsakten aus der Mitte des 
18. Jahrbunderts begegnete. Wir  konnen weiter hinzufügen , dass es kein 
Crirecht gewesen wi re  , Blauner der Vergessenheit zu überlassen. Dennoch 
ist die kleine Schrift in ihrer Art  recht lesenswert, weil Blauner grade in  
seiner Unbedeutendheit ein Licht auf den armseligen Zustand des Unter- 
richtcs in der Mathematik in  der Schwciz u m  das Jahr  1 7 5 0  zu werfen 
geeignet ist. CAXTOR. 

Essai s n r  la représeutation analytique de la direction par  CASPAR 
WESSEL. Traduction du mémoire intitulé: Om Directionens analy- 
tiske Betegning. ['Jye Samling af det Xongelige Danske Videns- 
kabernes Selskabs Skrifter, Fernte Del, Kjobenhavn 17991 publiée 
avec les trois planches de lJoriginal e t  préfaces de 1f.M.H.Valentiner 
et T. N. Thiele par l'Académie Hoyale des Sciences et  des Lettres 
de Danemark l'occasion du centenaire de sa présentation ?i lJAca- 
démie le 10 Mars 1797. Copenhague 1897.  H6st 6v Son. XIV, 6 0  p. 

Der Diorismus der griechischen Gcometer gab darüber Aufschluss, 
wann eine Konstiuktion moglich sei,  wann nicht. W a l l i s  im 66.- 69. Kapitel 
seiner Algebra von 1 6 8 5  verband die geometrische Auflosung einer Aufgabe 
mit ihrer algebraischen Diskussion und kam der Hauptsache nach zu dem 
Ergebnisse, dass, wenn imaginare Werte der Unbekannten auftreten, dieses 
daher rühre, dass gewisse Strecken i n  einer bestimmten Grosse oder Rich- 
tung gegeben waren, nach deren A b a n d e m g  die Aufl6sung reell d. h. that- 
sichlich konstruierbar werde. Nicht vie1 mehr war es, was H e i n r i c h  
K ü h n  1 7 5 0  oder 1751 leistete. Von der wichtigsten Frage: wie 18sst eine 
irnaginiire Strecke sich versinnlichen? war weder bei Wallis noch bei Kühn 
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die Rede. Sie tauchte, wie es scheint, erst gegen 1786 auf. Wenigstens 
sagt C a u c h y  i n  seinem berühmten Aufsatze Sur les quantités ghmétripues 
von 1849 [Comptes Rendus XXIX, 2501 in  einer Anmerkung: Une p m d c  
partie des résultats de ces rccherc7~es avaient été, ù ce qu'il parait, ohtenrte 
mime avant le siècle présent et dès l'année 1796 par un suvant modeste, 
Jfi. IIenry-Dominique Truel, qzçi l ,  après les avoir consignés dans divws 
nzanuscrifs, les a conzmunipue's, vers L'année 2810 ,  à 2Ir. Augustzn n'or- 
mand, constructeur de vaisseauz au llazre. Freilich war das J a h  1810 
ein vie1 zu spiiter Leitpunkt, um Ef ider rec l i t e  für  Dinge geltend machen 
zu konncn, welche A r g a n d  1806 im Drucke herausgcgebcn hatte. Aber 
auch Argands Ver6ffentlichung enveist sich nachgrade als eine jedenfalls 
selbstandig erdachte Wiederholung dessen, was C a s p  a r  W e s s e l  1797  
niedergeschrieben hatte, was seit 1799 in drinischer Sprache gedruckt war. 
I m  1. Bande von P O g g  e n d o r f  f s Biographischem Worterbuche von 1863 
is t  Wessel und seine Abhandlung genannt, aber wir glauben kaum, dass 
irgend ein Benutzer jenes Worterbuches dadurch aufmerksam gemacht 
wurde. Erst  1895 hat  Herr C h r i s t e n s e n  auf die Bedeutung jener Arbeit 
von 1797 hingewiesen, und die Danische Akademie ha t  mit vollem Rechte 
einen Centenarneudruck derselben vcranstaltot, welcher Caspar Wesscl den 
verdicnten Ehrcnplatz in  der Geschichte der Mathematik sichern wird 

CANTOR. 

Ludwig Otto Hesses gesammelte IVerke herausgegeben von der mathe- 
matisch-physikalischen Klasse der Koniglich Bayerischen Akademie 
der Wissenschaften. Mit einem Rildnisse Otto Hesses. München 1897. 
Verlag der K. Akademie. VITI, 732 S. 

Die Bayerische Akademie der Wissenschaften ha t  drei unmittelbare 
Schüler Hesses, die Herren G u n d e l f i n g e r ,  L ü r o t h ,  N o e t l i e r ,  und neben 
ihnen noch Hcrrn D y c k  mit der Aufgabe betraut,  Hesses Abhandlungen 
neu herauszngeben und mit denselben zu vereinigen, was etwa druckrcif 
in  seinem Kachlasse sich vorfinde. I n  letzterer Beziehung waren zwar 
drei Nummern schon durch die Herren Gundelfinger und Caspary dem 
Drucke übergeben, aber immerhin fanden sich noch zwei Aufsiitze, welche 
nunmehr erstmalig bekannt werden: Beweise zu einigen Satzen von 
Chasles und insbesondere die Fortsetzung zu Hesses erster Abhandlung von 
1887 über Oberfiachen zweiter Ordnung. Sie war  beim A b h c k  der Ab- 
handlung im 18. Bande von Crelles Journal in  Aussicht gestellt, war untcr 
dem Tite1 ,,Konstniktion der zweien gegebenen OberKkchen zweiter Ordnung 
gemeinschaftlichen konjugierten LinienLL seit 1837 im Entwurfe fertig und 
spater zu stark zwei Drittel ins Reine geschrieben, aber zur Herausgabe 
kam es nicht, vermutlich (wie IIerr Lüroth annimmt) weil IIesse einen 
darin ausgesprochenen Satz nachtriiglich nicht für genügend sichergestellt 
hielt. Die Herren Herausgeber haben den einzelnen Abhandlungen wert- 
volle Anrnerknngen beigegeben, welche teils kritischer Natur sind, teils 
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die Geschichte der bctreffenden Cntersuchungen vor und nach Hesses Ein- 
greifen betreffen. E in  Lcbcnsabriss Hesses, warin empfundcn und geschrieben, 
vervollstiindigt den stattlichen Band, dessen Ausstattung zu dcm Schonsten 
gehort, was wir a n  deutschen Drucken noch gesehen haben. CANTOR. 

Spstematische Eiitwickelniig der AbhUngigkcit geometrischer Gestalten 
von eiiiander. Von JACOB STEINER. [Ostwalds Klassiker der exakten 
Wissenschaften Nr. 82  und 83.1 Leipzig 18 96. W. Engelmann. 
1 2 6  und 162  S. 

Wir  haben im 41. Bande dieser Zeitschrift, Histor.-litter. Abt. S. 216  
bei Gelegenheit der Anzeige von Steiners Geometrischen Konstniktionen das 
baldige Erscheinen seiner Systematischen Entwickeiung in Ostwalds Klassikern 
ankündigen dürfen. E s  is t  nunmehr i n  zwei Heften crfolgt, herausgegeben 
durch Herrn von Oettingen, welcher insbesondere zu Heft 8 2  einen dankens- 
werten Zusatz in  Gestalt von Bemerkungen über da; perspektivische Zeichnen 
gegeben hat. CAPITOII. 

Grniiilriss der IMfereiitial- nnd Iiitegralrcchnnng. Von Dr. Tmnwrc 
KIEPERT, Professor der Mathematik a n  der technischen Hochschule 
zu Hannover. 1. Teil: D i f f e r e n t i a l r e c h n u n g ,  8.Auflage; ILTeil:  
I n t e g r a l r e c h n u n g ,  6. Auflage. 

Der fünftcn Auflage des II. Teils von 1894 folgte einc sechste von 
1896, der siehente Ailflage des 1. Teils von 1895 folgte eine achte von 1897.  
Es ~viire überflüssig diesen Daten ein weiteres Lob anzuschliessen. Wir  be- 
merken nur, dass Herr  Kiepert i n  der Vorrede zur Integralrechnung sich 
über den auch i n  dieser Zeitschrift ihm erteilten R a t ,  die beiden Bande 
zu verschmelzen, iiussert. Rein ausserliche Gründe verhinderten die Be- 
folgung des Rates ,  wiihrend Herr  Kiepert,' in der Sache mit uns ein- 
verstanden, den wirklichen h t e r r i c h t  so geordnet ha t ,  dass er auf die 
Abschnitte 1 bis 4 und 8 bis 11 der Differentialrechnung unmittelbar den 
gmzen crsten- Teil der ~nthgralrechnung folgen lasst, urn dann wieder zur 
Differentialrechnung zurückzukehren. Bei dem geringen Unterschiede zwischen 
den beiden letzten Aufla.gen kani] diese Anweisung auch den Besitzern der 
vorhergehenden Auflage dienen, und  deshalb hielten wir es für  wünschens- 
wert, sie hier anzuführen. CAKTOR. 

Hanptsitze der Differential- nnd Iritegralrechnnng, ais Leitfaden zum 
Gehrauch bei Vorlesungen zusarnmengestellt von Dr. ROBERT FILICKE, 
Proïessor an der Technischen Hochschule zu Braunschweig. Heft 1, 
80 S. Heft II, 66  S. Heft III, 38 S. Braunschweig 1897. Friedrich 
Vicweg und Sohn. 

Vorlesungen über Mathematik weichen in einer Beziehung von alleu 
anderen an Ilochschulen gehaltenen Vorlesungen ab. Wahrend man bei 
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anderen Fiichern dem Namen der Vorlesung den Inhal t ,  vielfach auch den 
Lehrgang entnehmen kann, is t  àas in der Matheniatik gauz anders. Cnter 
gleichem Site1 werden OR himmelweit verschiedene Dinge vorgetragen! 
Kaum einige wenige Vorlesungen glcichen einander halbwegs, und zu diesen 
gehorcn diejenisen über Differential- und Integralrechnung. Um so 
wiinschenswerter erscheint es, den Xuhtirern gerade dieser gegenwartigen 
Anfangsvorlesung einen Leitfaden empfehlen zu konnen, kurz genug, um 
die Vorlesung nicht entbehrlich zu machen, streng genug, um nicht bei 
jeder Gelegenheit durch den Lehrer als ungenügend bezeichnet werden 
zu müssen. Her r  F r i c k  e ha t  sich der Aufgabe unterzogen, ein solches 
Uüchelchen herzustellen und, wenigstens was unser perstinliclies Urteil 
betr i f t ,  mit vorzügliohem Erfolge. Wir  haben bereits Zuhorer, welche 
eines Leitfadens in dcm angegebenen Sinne sich bedienen wollten, auf die 
kurze, knapp elfeinhalh Druckbogen starke Gchrift hingewiesen, und sie 
fanden darin genau was sie suchten, kein JAehrbuch, geschweige denn ein 
Handbuch, welches eine ganze Semesterfolge von Vorlesungen ersetzen will, 
aber eine zweckmassige Unterstützung bei der hiiuslichen Wiederholung des 
Vorgetragenen. CAKTOR. 

J. A. SERRET, Lehrbncli der Differential- und Integralrechnnng mit Ge- 
nehmigung des Verfassers deutsch bearbeitet von AXEL HAKNACK, 
zweitc durcbgesehenc Auflage von G. BOIILMANN. Erster Band: 
D i f f e r e n t i a l r e c h n u n g .  Mit 85 in den Text gedruckten Figuren. 
Jjeipzig 1897, B. G. Teubner. X V I ,  570 S. 

AIS I I a r n a c k  1884 das in Frankreich schon hochgeschiitzte G e r r e t -  
sche Lehrbuch übersetzt und mit dnmerkungen bereichert herausgab, war 
sofort die allgemeine Meinung dahin gerichtet, das Werk habe entschieden 
gewonnen, und der S e r r c t - H a r n a c k ,  wic man zu sagen liebte, stehe 
mehr als das Original auf der Hohe der Wissenschaft. Aber dreizehn 
Jahre sind i n  dem Leben der heutigen Xathematik ein langer Zeitraum, 
und was 1884 nahezu allen Wünschen genügte, bedurfte 1897  bereits 
wieder der Ergiinzung. IIerr B o h l m a n n  ha t  sich der Mühe unterzogen, 
das im Buchhandel vergriffene Werk zum Zwecke einer neuen Auflage 
aberrnals auf die I E h e  der Wissenschaft zu bringen. Zwei Wege st,anden 
d a m  offen. Zu den Harnackschen Anmerkungen konnten neue sie vervoll- 
standigende Anmerkungen hinzutretcn, oder aber eine Umarbeitung konnte 
versuchen, das Neue mit  dem ;ilteren und Alt,en zu verschmelzen. Jener 
erste Weg wi re  vielleicht der pietatvollere gewesen; er hiitte auch die 
Veranwortlichkeit jedes der drei Bearbeiter für seinen Anteil deutlich 
her~or t re ten  lassen; aber, sagt Herr Bohlmann, und seine Behauptung 
dürfte berechtigt sein, das Buch hatte dadurch einen so inhomogenen 
Charakter erhalten, dass es seinen ursprüngliclien Vorzug grosser Lesbarkeit 
darüber verloren hiitte. Das gab den Ausschlag. Wir bcfinden uns infolge 
des getroffenen Entçchlusses beinahe einem neuen Lehrbuche gegeniiber, 
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und man k6nnte eher fragen, was is t  von dem urspriinglichen Serret ge- 
blieben, als was ha t  Herr Bohlmann daran veriindert? Das Vorwort bc- 
antwortct uns allerdings dicse Fragen, und eine Vergleichung der ver- 
schiedenen Auflagen setzt uns in den Stand, die Richtigkeit der Ant,wort 
zu prüfen und zu bestatigen. Das erste und das elfte Kapitel, jenes von 
den einleitenden Begriffen, dieses von den Funktionen einer komplexen 
Variabelen handelnd, sind vollstindig urngearbeitet. In jenem sind die 
Paragraphen, welche den Grenzbegriff kennen lehren, mit besonderer Sorg- 
ialt behandelt, i n  diesem will dem Leser ein Bugang za der Punktionen- 
theorie, wie sic in Deutschland gelchrt zu werden pflegt, eroffnet werden. 
Grossere Veriinderungen sind auch im 6. und 7. Kapitel vorgenommen 
worden, dort bei der Bestimmung der Maximal- und Minirnalwerte von 
Funktionen mehrerer unabhiingiger Variabelen, hier bei Erikterung der 
singuliiren Stellen ebener Kurven. Das nedürfnis zur gemeinschaftlichen 
Benennung von îvlaximal - und Minimalwerten ein Wor t  zur Verfügung zu 
haben, dürfte ein allgemein emphndenes sein. Herr Bohlmann spricht in 
dieser Beziehung von E x t r e m w e r t e n ;  Referent bedient sich, um a n  die 
Wcllenform der die Funktion versinnlichenden Kiirve oder OberflBche zu cr- 
innern, des Wortes K u l m i n a t i o n s w e r t .  Vermutlich wird jedem das selbst- 
gewiihlte Wort  als das zutreffendere erscheinen. Eine Verihderung des 
7. Kapitels i n  einem gnindsiitzlich wichtigen Punkte dürfte allgemeine 
Billigung finden. Serret ha t  i n  seinem Lehrbuche die Differentialrechnung 
von der Integralrechnung geschieden. Gleichwohl ha t  e r  im 7. Kapitel von 
dem Differential einer Fliche, von dem eines Bogens gesprochen und 
dabei die Fliiche als Grenzwert der Suinme geradliniger Vierecke, den 
Bogen als Grcnzwert der Summe geradliniger Sehnen behandolt, mit an- 
deren Worten: er ha t  die Summendefinition des bestimmten Integrals be- 
nutzt, bevor der Leser überhaupt etwas vom Integrieren weiss. Das ha t  
nun Herr Bohlmann abgestellt. E r  setzt freilich auch die M6glichkeit 
voraus eine Flache und eine Bogenliinge zu messen, denn ohne diese Voraus- 
setzung ist die Frage nach deren Differential gegenstandslos, aber jene 
vorausgesetzte Rlessung ist eine, man niochte sagen, handwerksm%ssige 
mittelst eines Planimeters oder mittelst der Wage und mittelst eines um den 
Bogen gelegten und dann ausgaspannten Fadens. Die richtigere Grcnz- 
definition is t  dadurch dahin verschoben, wohin sie dem Zusammenhange 
nach gehort, in den zweiten Band. Eine ahnliche Veranderung ist im 
9. Kapitel bei der Bogenliinge von Raumkurven eingetreten. Eine sehr 
dankenswerte Bereicherung des Werkes besteht in einem alphabetisch ge- 
ordneten Sachregister, fast unentbehrlich für jeden, der nicht anhaltend 
zu lesen, sondern nach Bedürfriis bald da  bald dort nachzuschlagen be- 
absichtigt. 

CANTO~L 

Funfstelligc Tafeln und (Xegentafeln für logarithmisches und trigono- 
metrisches Rechnen. Herausgegeben von Dr. HE'RMANN SCHUBERT, 
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Professor a n  der Gelehrtenschule des Johanneums in 1Iamburg. 
Leipzig 1897,  B. G. Teubner. VI,  157 S. 

Die Schubertschen Tafeln unterscheiden sich in mehrfacher Beziehung 
von sarntlichen in Deutschland in Gebrauch befindlichen Werken ahdicher 
Richtung. Erstens h a t  Herr  Schubert nach den Tafeln auch Gegentafeln 
aufgenommen, wodurch der i;'bergang rom Logarithmus zur Zahl, von der 
trigonometrischen Funktion m m  Winkel direkt aufgeschlagen werden kann. 
Zweitens is t  bei den trigonometrischen Tabellen links ausschliesslich Sinus 
und Cosinus, rechts ebenso ausschliesslich Tangens und Cotangens zu 
finden; ein Abwechseln zwischen Vorwartsbliittein und Rückwartsblattern 
wird vermicden, so lange die gleiche Funktionenart i n  Rechnung tritt. 
Wir  glauben mit Herrn Schubert i n  diesen Eigentümlichkeiten, welche in- 
dessen ausserhalb 1)eutschlands nicht ohne Beispiel dastehen, wese~itliche 
Verbesserungen zu erkennen. CANTOR. 

H;lridbuch der ThPorie der lirienren 1)iffereiitialgleicliiiiigeri. Von 
Professor Dr. LUDWIG SCF~~,F.SINGER. Zweiten Randes erster Teil. 
Leipzig 1897, B. G. Teubner. XVIII und 532 S. 

Kaum zwei Jahre naüh dem ersten Bande des Werkes (ver$. das 
Referat der Zeitschrift für  Mathematik und Physik 1895 ,  S. 1 6 6  fig.) ist 
seine Fortsetziing erschienen, noch nicht der Ahschluss. Denn ,,die Fiille 
des zu bearbeitenden Materids ha t  eine Teilung des zweiten Bandes not- 
wendig gemacht. Der vorliegende erste Teil behandelt die Gruppentheorie, 
die Umkehrprobleme i m  allgemeinen und diejenigen speziellen Theorien, 
die sich a n  die Integration einer linearen Differentialgleichung durch be- 
stimmte Integrale mit  Hilfe der E u  l e r  schen Transformierten angliedern 
lassen. Der  zweite Teil wird die Theorie der eindeutig umkehrbaren 
Dreiecksfunktionen (insbesondere der elliptischen Modulfunktion), der All- 
gemeinen F u c h s  schcn Funktionen und die linearen Differentialgleichungen 
mit doppeltperiodischen Koeffizienten zum Gegenstand haben." 

Nach diesen Worten des Verfassers wenden wir uns sogleich z11 einer 
knappen Darlegung des ausserordentlich reichen Inhalts des vorliegenden 
Bandes. 

IX. A l l g c m e i n e  T h e o r i e  d e r  b e i  l i n e a r e n  ~ i f f e r e n t i a l ~ l e i c h -  
u n g e n  a u f t r e t e n d e n  G r u p p e n .  

Der ganze Abschnitt steht wesentlich unter dern Zeichen der drei 
Namen L i  el P i  c a r  d l  V e  s s i o  t und enthillt die neuerdings aufgedeckten 
Analogieen zwischen der Theorie der linearen Differentialgleichungen und 
derjenigen der algebraischen Gleichungen. E r  steht in dieser Hiusicht su 
dern Anfang des 11. Abschnittes i n  Beziehung. 

Die a l l g e m e i n c  l i n e a r e  G r u p p e  L von ?z Veranderlichen ist eine 
fi2-gliedrige kontinuierliche Transformationsgmppe. Sie ist  selbst nicht 
abziihlbar, enthiilt aber  als abeahlbare Untergruppe die Gesamtbeit der Sub- 
stitutionen, die ein Fundamentalsystem von lntegralen einer vorgelegten 
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Differentialgleichung bei allen moglichen Umliufen erleidet, d. h. d i e  G r u p p e  
S1 d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  (spater mit g bezeichnet). 

Die Q~mppe L von den la Veranderlichen y,. . . y, bildet das Analogon 
zur symmetrischen Gruppe von n TJnhestimmten x, . . . x,. Den eleuientaren 
symmetrischen Funktionen von x i .  . . x, entsprechen diejenigen rationalen 
L)ifferentialfunktionen p nus yi . . . y,,, die die Koefiizienten der linearen 
Iliferentialgleichung mit dem Fundamentalsystcm y,. . . y, bildcn. - Die 
Gesamtheit der linearen Transformationen, die irgend eine rationale 
Differentialfunktion R(y, . . . y,) ungeiindert lasst, bildet eine bestimrnte 
C n t e r g r u p p e  von L. R, als Funktion von x ,  genügt einer Differential- 
gleichung niedrigster Ordnung , der R e  s ol v e n t e .  - Rationale Differential- 
funktionen, die zur n i d i c h e n  Gruppe gehoreri, sind rational durch ein- 
ander und durch die p ausdrückbar: ein Analogon des L a g r a n g e s c h e n  
Satzes der Algebra. 

Nimmt man als rationale Diffcrontialfunktion von y, . . . y, cine so- 
genannte e m p f i n d l i c h e  F u n k t i o n ,  analog der Galo i sschen ,  d. h. eine 
solche, die bei keiner linearen Transformation ungeandert bleibt, und stellt 
ihie Resolvente auf, so is t  diese von der Ordnung ne und irreduktibel, 
solange die yl . . . y, u n b e  s t i m m t  e Funktionen sind. Geht man aber 
von einer s p  e zi e 11 e n  Differentialgleichung aus , so kann die Resolvente 
reduktibel und durch eine Differentialgleichung niedrigerer Ordnung ersetz- 
bar werden. Die von der letzteren bestimmte Gruppe linearer Transforma- 
tionen ist diejenige Untergruppe v o n L ,  die als T r a n s f o r m a t i o n s g r u p p e *  
G der vorgelegten linearen Differentialgleichung bezeichnet wird und eine 
hervorrngende Rolle für sie spielt. Dies kommt namentlich in  d m  dem 
Galois  schen Fundamentaltheorem entsprechenden Pi c a  r d - V e  s s io  tschen 
Doppelsatz zum Ausdruck: ,, Jede rakionale Differentialfunktion von y1 . . .y, 
(Fundamenta l~~s tem einer speziellen, vorgelegten linearen Differential- 
gleichung mit rationalen Koeffizienten), die eine rationale Funktion von x 
k t ,  bleibt bei den Transformationen von G als Funktion von x ungeiindert. 
Jede rationale Differentialfunktion von y, . . . y,, die als Funktion von 
z bei den Transformationen von G ungeandert bleibt, is t  eine rationale 
Funktiori von r.lL 

Dureh ,,AdjunktionCL der ,, GattungLL einer Din'erentialfunktionR (y1.. .y,), 
die bei den Transformationen von G und nur bei diesen formel1 ungeiindert 
bleibt, m m  ,, RationalitatsbereichLL der a l  I g  c m o i n o n  linoaren Differential- 
gleichung (deren Transformationsgruppe L ist) wird dercn Gruppencharakter 
identisch mit demjenigen der speziell vorgelegten Differentialgleichung mit  
der Transformationsgruppe G. - F ü r  die I n t e g r a t i o n  der Differential- 
gleichung handelt es sich um Reduktion der Transformationsgruppe durch 

* Bei der fundamentalen Bedeutung dieses Uegriffs wünschten wir seine 
Definition in Nr. 150 gariz explizite zusarmnerigestellt und hervorgehoben, wiihrend 
man jetzt dieselbe unter mehrfachem Zurückbliittern mühsam zusammensuchen 
muss. Das ist überhaupt eine wiederholt vorkoiiimende Erscheinung. 

1Iist:litt. Alit. d Zeitschr. f. Math. u. Pliys. 43. J e h r ~ .  1898. B .  TIcft 6 
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geeignete Erweiterung des Rationalitàtsbereichs. Die Integration hiingt also 
mit der Struklur der Transfvrrrialionsgru~>~'e zusammen. - Auch die Iute- 
grabilitiit dcr Differentialgleichung durch Qu a d r  a t u r  e n kann a n  der Trans- 
formationsgruppe erkannt werden. 

Das Bestéhen einer algebraischen Relation zwischen den Elementen 
eines Fundamentalsysterns bedingt einen ,,AffektLL der Differentialgleichung. 
Ihre Sransformationsgruppe ist als Untergruppe in der Gruppe jenes alge- 
braischen Gebildes enthalten. Bei algebraischer Integrierbarkeit - eiri 
Spezialfdl des soeben erwahnten Falles - E l l t  die Transîor~uationsgruppe 
G geradezii mit der Gruppe g der DiEerentialgleichung (siehe oben) zu- 
sammen. - Allgcmcin ist die G r u p p e  (g) eine Untergruppe der T r a n s -  
f o r m a t i o n s g r u p p e  (G). 

Aus der Thatsache, dass eine rationale I)ifferentialfunktion, die bei y 
ungeandert bleibt, im allgcmeinen nur eine e i n d  e u t i g  e Funktion von r, 
eine solche, die bei allen Transformationen von G aber ungeandert bleibt, 
eine r a  t i o n a l e  Funktion von z ist ,  rechtfertigt sich die Kleinsche Be- 
zeichriung von g als M o n o d r o m i e - ,  von G als R a t i o n a l i t i i t s g r u p p e .  - 
Die Heduktibilitat eiuer linearen Differentialgleichung mit rationalen Koeffi- 
zienten fsllt  mit dcrjenigen ihrer Transformationsgruppe zusamrnen.* 

X. S p e z i e l l e  P r o b l e m e  d e r  G r u p p e n t h e o r i e .  I n v a r i a n t e n .  

Manche Eigenscliafteii geliGren nictit einer einzelnen liriearen Uill'ereritial- 
gleichung a n ,  sondern auch allen denen, die mit jener i n  Bezug auf eirieii 
gewissen Bereich II c o g r e d i c n t  sind. Dabei heissen zwci Differcntial- 
gleichungen innerhalb E cogredient, wenn beide innerhalb E' eindeutige 
Koeffizienten haben und die abhangige T'ariable der einen durch die der 
anderen und ihre Ableitungen linear und homogen mit i n  E ebenfalls ein- 
deutigen Koeffizienten ausdrückbar ist. Treten a n  Stelle der eindeutigen 
r a t i  O n a l  e Koeffizienten , so gehoren die Differentialgleichungen insbesoudere 
z u d e r  s e 1 b e r i  A r t .  (,,DifYerentialgleichuIigen derselben Art lL heissen bei 
Herrn F u c h s  ,,zur selben X l a s s e  geh6rigLL, welche Rezeichnung von Hcrrii 
S c h l  c s i n  g c r  sp%ter auch noch, abcr wicder in dern ursprünglichen Rie- 
n~ annschen  Sinne benntzt wird ) Die Reduktibilitiit innerhalh E, b e m .  
die Reduktibilitiit einer TXfferentialgleichung mit rationalen Koeffizienten 
schlechthin, ist  z. B. eine Eigenschaft aller mit einer Differentialgleicl~uiig 
cogredienten, bezw. zur selben Art  gehorigen Differentialgleichungen. - 
Dif~ereiitialgleichu~~gen derselben Ar t  haben dieselbe liationalitiits- uud 
nilonodrorniegruppe. 

Es folgen die eleganten Siitze über die einer vorgelegten a s s o z i i e r  t en 
D i f f  e r e n t i a l g l e i  c h u n  ge n ,  wobei eine geometrische Interpretation der Ele- 

* S. 13, Z. 1 3  von iinten l im: , ,st  e t i g  vri.5,nderlich1'. - S 35,  Z. 10 von olieii 
lies: ,,Y-gliedrigeii stat,t ,,?z-gliedrige".--S 6 8 ,  Z .  14 von unten lies: ,,Seilgebildea 
statt ,,TeilgebieteLL.- S. 80, 2.11 von oben und 1 von unten lies: ,,Tran~forinatiou~- 
griippe" statt ,. Or~ilipe". 
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mente des Ii'undamentalsystems als homogene Koordinaten in einem n - l- 

dimensionalen Raum sich fruehtbar erweist. D a  diese n homogenen Ko- 
ordinaten Funktionen von x sind, so bestimmen sie eine , , I n  t e g r  a l  kurve".  
Jene Siitze über die Differentialgleichung und ihre verschiedenen Assoziierten 
werden so zu geometrischen Sataen über die Tangentialebenen verschiedelier 
Stufe an der Integralkurve. Assoziierte Differeritialgleiühungen führen zu 
den I3egriffen der ,,assoziierten ArtenLL und ,,assoziirten GruppenCL, im 
Spezialfall zii den a d j u n g i e r t  e n  Differentialgleichungen. - Mittelst der 
assoziierten Differentialgleichungen kann man die Frage entscheiden, ob 
eine vorgelegte lineare 1)ifferentialgleichung mit  rationalen Koeffizienten 
reduktibel ist oder nieht. 

Ceht man von den Integralen der Differentialgleichung zu den I n t e -  
g r a l q u o t i e n t e n  über oder geometrisch zur Darstellung derselben Integral- 
kurve durch nicht homogene Koordinaten, so treten an Stelle der linearen 
Cruppen p r o j  e k t ive.  Die Erhaltung der lntegralkurve bei der all- 
gerneinsten Transformation 

x = C p ( & ) ,  y = A . . z  

veranlasst die Frage nach den I n v a r i a n t e n  dieser Transformation. Die 
Diiferentialglcichung mit verschwindenden Invarianten führt dann wieder auf 
den Fall, dass zwischen den Elernenten eines Fundamentalsyst,ems homogene 
Relationen bestehen, und auf Differentialgleichungen mit algebraischer Irite- 
gralkurve." 

XI. F o r m u l i e r u n g  u n d  a l l g e m e i n e  D i s k u s s i o n  
d e r  C m k e h r p r o b l e m e .  

Die besondere Behandlung des Falles von homogenen R'elationen 
zwischen den Integralen einer Differentialgleichung vierter Ordnung, ein 
Problem, dem sehon die Inaugural-Dissertation des Verfassers gewidmet 
war, liefert das Ergebnis, dass, abgesehen von gewissen Ausnahmsfallen, 
die unabhingige Variable eine algebraische Funktion des Ortes auf der Inte- 
gralkurve is t ,  und leitet damit zu den Umkehrproblemen hin. 

* S. 112. Der in Gleichung 2) enthaltene Schluss diirfte nur dann zu halten 
st:in, weiin cin die sanitlichen Piinkt,e a, . . . n,n einschliessender 1Jmlaiif die Tiite- 
grde ungeandert lasst. - S. 150 Zeile 9 von oben lies (a) statt (A). - S. 167 Zeile 
7 von unten. Voin ,, d r i t t  en Glied e in  e r  Gleichung" zu sprechen, ist iinziil5ssig; 
mindesteils rniisvte es daun lieissen ,,Dopl~elgleichuiig". Thatsiichlici~ iut aber 
hier in Gleichiing 1) zurikhst r iur  fiir den komplizierten Ausdruçk der linken 
Seite die abkiirzende Bezeichnung 8 (u) eingefiihrt , sodass das Gleichhcits- 
zeichen = beide Mal einen total vcrschiedenen Sinn hat,  ein LTmstand, auf den 
z. B. K r o n e c k e r  gern aufmerksam ma,rht,e. 1':s empfiehlt sich, clas aiich Lusser- 
lich kenntlich z i i  machcn diirch Gebraiich des lrlentitiitszeirheiiç E an der ersten 
Stelle nann geniigt es auch von ,,rechterl' und ,,linker Seite" der Gleichung zu 
sprechen .  S. 177 Zeile 16 von unten. Die spezielle lineare Griippe L ist S. 92 defiriiert 
iiiid seitderu nie wieder benulzt wurden; es ware daher geboten, hier wenigstens aiif 
jene Definitiun zu verweisen. - S. 179 am Kopf lies 179 statt 180.- 3. 187 Zeile 1 G  
von obeu lies ,,Exponent" statt ,,Potenz6'. 
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Die algebraisch integrierbaren Differentialgleichungen beliebiger Ord- 
nung bilden ein Beispiel f ü r  den Fal l ,  dass x eine e i n d e u t i g e  oder 
wenigstens endlich vieldeutige Funktion des Ortes auf der Integralkurve 
ist. Bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung kihnen gewisse algebraische 
notwendige Uedingungen aufgestellt werden, zu denen aber im allgemeinen 
noch andere transcendente Bedingungen hinzutreten müssen, damit der ge- 
wünschte Umstand eintritt. Als Redingung ergiebt sich namentlich die 
Diskontinuitit der projektiven Monodromiegruppe 3 von einer Variablen q, 
dern Integralquotienten. - Für Differentialgleichungen hoherer Ordnung 
ergiebt sich Entsprechendes für die projektive Monodromiegruppe der Inte- 
gralquotienten. - Als Beispiel dient die U m k e h u n g  der hyperelliptischen 
lntegrale erster Gattung. 

Die Aufgabe, eine lineare Differentialgleichung mit gegebencr Mono- 
dromiegruppe der Integralquotienten herzustellen, oder die Koeffizienten der 
Differentialgleichung als Funktionen der Parameter der zugehorigen pro- 
jektiven Monodromiegruppe, d.h. im wesentlichen der Fundamentalinvarianten, 
zu studieren, führt bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu dem Er- 
gebnis, dass eine Differentialgleichung zweiter Ordnung der F u c h s  schen 
Klasse ohne ,,scheinbarlL singuliire Puukte, fiir welche 0, 1, ers drei der wirk- 
liüh singuliiren Stellen sind, durüh die projektive Monodromiegruppe der Inte- 
gralquotienten e i n d e u t i g  b e s t i m m t  ist. Man gelangt dabei zu einer ( R i e -  
mannschen)  Flüche F, ausgebreitet über der q-Ebene,  in der x eine ein- 
deutige Funktion des Ortes ist. Sie wird in solche Stücke E',, (Funda- 
mentalbereich, polygone générateur) zerschnitten, dass innerhalb derselben 
jeder Wert  von x auch nur e i n m a l  auftritt. Endlich wird dieses Polygon 

- 
F,, zu einer Flache F,, zusammengebogen, die im Sinne der Analpsis Situs 
der x-Ebene, in  der die singuliiren Punkte ausgesoridert sind, liquivalent 
ist. Die umgekehrte Prage:  der E x i s t  e n z b e w e i s  einer auf gegebener 

Fliiche 3',, eindeutigen Funktion X von 7 wird nach den Methoden der 
Herrn S c h w a r z  und N e u m a n n  behandelt. 

Verwandt mit den schon im X. Abschniit eingefiihrten Begriffen von 
Differentialgleichungen derselben A r t  (= , , K l a ~ s e ~ ~  nach Herrn F u c h s )  sind 
die jetzt benützten von Differentialgleichungen derselben F a  m i l i  e (P oin - 
car;) und K l a s s e  ( R i e m a n n ) .  Wir beuierken über das gegenseitige 
Verhiiltnis dieser Begriffe nur ,  dass die Zugehorigkeit zur gleichen Klasse 
ein Spezialfall der Zugehürigkeit zur gleichen Art und diese wiederum ein 
Spezialfall der Zugehorigkeit zur gleichen Familie ist. Die Theorie der 
Differentialgleichungen dersolben Klasse wird von Herrn S c h l e  s i n g  e r  er- 
heblich ausgebaut. 

Ihre Verwendung finden diese Betrachtungen sogleich bei der Dar- 
stellung der Fuchsschen  Untersuchungen über Differentialgleichungen, 
deren Monodromiegruppe von einem in den Koeffizienten auftretenden 
Parameter unabhiingig ist. Diese gipfeln i n  dern ,,wunderbarenl' - wir 
würden lieber sagen ,, hochst merkwürdigenii -- Satz, dass die rrate Assoziierte 
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einer linearen Different ialglei~hun~ 21ntor Ordnung mit jener Eigenschaft 
r e d u k t i b e l  ist.* 

XII. T h e o r i e  u n d  A n w e n d u n g  d e r  E u l e r s c h e n  T r a n s f o r m i e r t e n .  

Schon durch die Überschrift - die darin enthaltene Bezeichnung ist 
von Herrn S c  h l e  s i n g  e r  in seinen neuesten Arbeiten eingeführt worden - 
mird die-er Abschnitt i n  Hinsicht auf das ihn beherrschende Prinzip und 
den allgcmeinen Teil seines Inhaltes als Eigentum des Verfassers gekenn- 
zeichnet. E r  handelt von der TA6sung linearer Differentialgleichungen durch 
bestimmte Integrale, erstreckt auf geeignetem Wege - namentlich lilngs 
Poc h h  ammerscher  Doppelschleifen - und schliesst sich deshalb eng an 
den 1'11. Abschnitt an. 

Den Eingang. bildet eine Erweiterung des Abelschen Satzes von 
Vertauschung von Parameter und Argument bei linearen Differential- 
gleichungen. A18 E u l e r s c h e  T r a n s f o r m i e r t e  SI- O bezw. Er== O, einer 
vorgelegten Differentialgleichung, (A)  P = O ,  bezeichnet Herr S c h l e s i n  g e r  
eine Differentialgleichung, die aus ( A )  hergeleitet werden kann und die 
Eigenschaft ha t ,  dass (A) durch ein gewisses bestimmtes Integral gelost 
wird, sobald man darin für  eine i m  Integranden enthaltene Grosse eine 
Losung von %'= O einsetzt. Die Beziehung is t  eine reziproke: für die 
Adjungierte, SD = 0 ,  von 'Br= O ist die Adjungierte Pr= O von (A) E u l e r -  
sche Transformierte, und daher wird auch % = O mittelst einer L6sung 
von Pl= O durch bestimmte Integrale gelost. 

Dieser hochinteressante allgemeine Satz von Herrn S ü h l e s i n g e r ,  der 
f u r  Differentialgleichungen der F u c h s  schen Klasse besonders einfache Ge- 
stalt annimmt, dient in  dem ganzen Abschnitt als gemeinsame Quelle auch 
für schon fruher bekannte Einzelergebnisse. Dahin geh6rt die Fuchssche  
Methode der Berechnung der F u n d a m e n t a l s u b s t i t u t i o n e n  mit Hilfe 
solcher bestimmter Integrale, deren Integrationswege sich bei den Umlaufen 
andern, der Ausdruck der Doppelschleifenintegrale dureh E u l e r s c h e  Inte- 
grale -von ùiesem Spezialfall ist  der Name der ganzen Theorie hergeleitet - 
die Integration der T i s  s o t - P O c h h  a m m  e r schen IXfferentialgleichung durch 
bestimmte Integrale, dio weitere Spezialisierung dieser Differentialgleichung 
auf diejenige der Gaussschen Beihe und jeweils die Berechnung der 
Fundamentalsubstitutionen, die iiberhaupt als wichtigste Anwendung der 
Losung diirch bestimmte Integrale anzusehen sein dürfte. - Die Voraus- 
setzung , dass das Integral der E u 1  e r  schen Transformierten der T i s  s o t -  
Poch  h a m m  e r  schen Differentialgleichung algebraisch sei, führt auf die 
Periodizitiitsmoduln der Ab elschen Integrale als Funktionen eines Para- 
meters, auf den allgemeinen, darauf bezüglichen Satz von F u c h s ,  die 

* S. 213 Zeile 8 von unten lies xi, -1 statt xn. - S. 347 Zeile 12 von oben lies 
,,wirklich" statt ,,wirklichen". - S. 365 Zeile 2 von oben lies ,,(S. 108)" statt 
,,(S. 156)". 
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explizite Ausfiihrung für hyperelliptische Integrale und noch spezieller die 
elliptischen Periodizitatsmoduln und die L e g e  n d  r e sche Relation. 

Den Abschluss endlich bildet die H a e d e n  k a m  p - F u c  hssche Relation 
zwischen den iiyperelliptischen Integralen verschiedener Gattung und zwisclieri 
verschiedenen Grenzen, die doppelte Ableitung der W e i  e r s t r a  s sschen Re- 
lationen zwisühen den kompletten Integralen erster und zweiter Gattung 
und die Fuchsschen  Untcrsuchungen, die a n  den Abelschen Satz von Ver- 
t auschmg von Pa.rameter und Argument ankniipfen. 

Zu beaehten sind noch einige Rrganzungen und Berichtigungen, die 
sich auf den ersten Band beziehen. 

Vorstehend haben wir kurz die Hauptmaterien bezeichnet, die in dem 
vorliegenden Band von Herrn S c h l e s i n g e r  zur Darstellung gebracht 
werden. Aber wir haben dabei nur in geringem MaBe hervorheben konnen, 
wie vielseitig die Kenntnisse des Verfassers, wie eindringend ins Einzelne 
und weitschauerid in Bezug aufs Ganze sein Blick sich ern~eist,  wie vie1 
Originelles er in dem Bande niedergelegt, wie er es verstanden hat,  oft 
anscheinend ganz Verschiedenartiges unter einen gemeinsamen Gesichtspunkt 
zu gruppieron und zu ciner grossen Theoric zusammen zu weben. 

Solchen Vorzügen gegenüber erscheint es fast kleinlich, einige all- 
gerneine , rein iiusserliche Einwendungen gcgen die Form der narstellung 
zu erheben. Wir  wollen nicht davon reden, dass allerhand sprachliche 
Rlissbrauche sich hiiufig finden, dass der Ausdruck oft rein logisch an 
Prazision zu wiinschen liisst, und dass die Interpunktion nicht immer nach 
jedermanns Geschmack sein wird, wiewohl moglichste Strenge auch in 
diesen Uingen die Lektüre eines rnathematischen Werkes erheblich erleichtern 
kann. Abgesehen aber hiervon auch kann nicht geleugnet werdeu, dass 
das Buch i m  allgemcinen schwer zu lesen ist,  sçhwerer, als es der an sich 
mcist schwierige Gegcnstand notwendig macht. Dass der Verfasser s e l b s t  
niemals im Detail erstickt, sondern stnts den Hlick fiir den grossen Zu- 
sammenhang offen behalt, haben wir oben vol1 anerkannt. Um so wünschens- 
werter aber wiire, dass e r  die ifbersicht auch für einen erst lernenden 
Leser noch mehr erleiehterte, zumal ja das Ganze glücklicherweise doch 
mehr die Form von ,,Vorlesungen" als die eines Nachschlage-Kompendiums 
triigt. D a m  würde z. B. schon beitragen, wenn die K a p i t e l  eigene Ü b e r -  
s c h r i f t  e n  erhielteri. Wozu sind sie sonst eigentlich überhaupt da? Will 
man aber solche Kapitelübersehriften fur  den eigenen Gebrauch hinzufugen, 
so st6sst man oft auf Schwierigkeiten, weil in der Tha t  die Einteilung 
nicht irnmcr eino notwendige ist. Dass anch mitunter in einern ,,Urt~extL' 
eine andere Einteilung bestanden hat,, dafür spricht verraterisch der Cmstand, 
dass mehrmals die Numerierung der Gleichungen nicht mit dem Kapitel 
abbricht, sondern sich noch ein Stück in das neue Kapitel hineinzieht! 

Vor allem aber würden ausführlichere und hiufigere Ü b e r s i c h  t e n - 
inindestens zu Beginn eines neuen Abschnittes - über das zuletzt Vor- 
getragene und das nun Folgende in der A r t ,  wie sie z. B. W e i e r s t r a s s  in 
seinen Vorlesungen so meisterhaft zu geben pflegte, dem gerügtcn Cbel- 
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stand abhelfen. Vielleicht lernt j a  der Leser, der diese Ergiinzung selbst 
vornimmt, a m  meisten; aber vielleicht ermudet mancher andere vorher! 
Warum z. B. wird der noch unkundige Leser nicht gleich auf S. 416 darauf 
hingewiesen, dass a n  den dort aufgestellttin Satz sich alles folgende an- 
koüpft? - J e  weiter man in dem Bande vorschreitet, desto sparlicher 
wird der Text: fü r  eine rnathematische Abhandlung vielleicht in vielen 
Fiillen - auch niüht in  allen! - ein Vorzug, fur ein Handbuch sicher 
nicht i n  demselben MaBe! 

Endlich noch Eines. Die Gewolinhcit, besondcrs wichtigc Formcln nicht 
in die fortlaufende Numerierung aufzunehmen, sondern durch Buchstaben 
hervorzuheben, verdient durchaus Anerkennung. Wenn es sich dann aber 
z. B. um eine Differentialgleichung handelt, deren linke Seite auch wieder 
durch einen grossen Buchstaben symbolisiert wird, und dieser einmal mit 
dem Sumerierungsbuchstaben übereinstimmt [z. B. S. 420 (E)Xz(u) = O], 
ein anderes Mal aber nicht, wo es ebenso gut 1n6glich wiire, z. B. in  d e ~ n -  
selben Kapitel 1. X I 1  (A) U,(y) = O ,  deren Koeffizienten durch Pk bezeichnet 
sind, und wenn man dann obendrein noch vom ersten Bande her (z. B. S. 37) 
an eine gewissc Übereinst imrn~in~ in der Beeeichnung der Koeffizicnten und 
der ganmn Gleichunp gewohnt ist ,  so h6rt die Erleichterung auf und macht 
einer ausserordentlichen Frschwerung des Studiums Plata! 

Indessen - noch einmal - alles dies sind kleine -4usserlichkeiten, 
die gegenüber den gerühmten Vorzügen kaum ins Gewicht fallen. ES wird 
nur als eine weitere Anerkennung für den Verfasser wirken, dass der 
Refereilt keine sacldicheren Einaendungen vorzubringen hatte; und er hatte 
auch über diese Dinge vollig geschwiegen, wenn er sich nicht von ihrer 
Erwahnung manchen Vorteil für den noch ausstehenden Schlussband ver- 
sprache. E r  mochte cin so schones Werk auch in einer v o l l e n d e t  schonen 
Form sehen. LOTUAR HEFFTER. 

Eleineiite der Aritlimetik fiir die niittlereii nnd obereri Klasseii Iiiilierer 
Lehrniistalteii. VonW. PFLIEGER. Strassburg 1896. F r .  Hull. 128 S. 

Der Verfasser vorliegenden Ruches schliesst sich i m  wesentlichen der 
Darstellung a n ,  welche W e i e r s t r a s s  i n  seinen Vorlesungen über die 
Theorie der analytischen Funktionen als Einleitung zu geben pflcgte. I m  
besonderen hiilt auch er an dem Postulat fest, dass bei jeder Erweiterung 
des Zahlengebietes die neuen Zahlen den Gesetzen des alten Gebietes zu 
gehol-chen hiitten. Auf dieser Grundlage giebt er eine Darstellung der 
verschiedenen Bechnungsoperationen und schliesst hieran zwei ausführliche 
Abschnitte über den binomischen Lehrsatz und die Exponentialfunktion. 

Ob die immerhin geschickte, aber im Ausdruck zu abst'rakt, gehaltene 
Damtellmg fiir den Schulgebrauch geeignet i s t ,  mochte Referent heeweifeln. 
Sicher dürfte sie dem einen oder anderen Fachgenossen eine beqneme Gelegen- 
heit bieten, sich mit der W e i e r s t r a s s s c h e n  Darstellung der Arithmetik be- 
kannt zu machen. E. JAIJNKE. 
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Sammliing von Aufgaben aus der Arithmetik für hohere Lehranstalten: 
erster, zweiter, dritter Lehrgang. Von K. SCHWEIIING. Freiburg i.B. 1896. 
Herder. 58 S.: M k . 0 . 8 0 ;  8 7  S.: M k . l ;  95s.:  N.1.20. 

E s  is t  eine vortreffliche Aufgabensammlung, welche den Vortcil bietet, 
dass sie die Einfiihrung eines besonderen Lehrbuches unniitig macht. Die 
den einzelnen Abschnitten vorgesetzten Erlauterungen sind knapp und klar 
geschrieben, die Aufgaben geschickt zusammengestellt. Ein grosser Seil 
der Aufgaben ist neu. Insbesondere mtichte Referent au€ eine Reihe hübscher 
Aufgaben in geometrischer Einkleidung (vergl. dritten Lehrgang) aufmerksam 
machcn. Es  ist zu wünschen, dass die Sanimlung a n  recht vielen Schulen 
Eingang finden mage. E. JAEKKE. 

?iIethodisches Leh ihch  der Elementar-IIathematik. Von G. HOLZ~I~LLER.  
Gpmasialausgabe. Zweiter Teil, irn Anschluss an die preussischen 
Lehrplane von 1 8 9 2  nach Jahrgangen geordnet und bis zur Ent- 
lassungsprüfung reichend. Leipzig 1 8 9 6 ,  B. G. Teubner. 279 S. 

Auf die Gymnasialausgabe des ersten Teiles musste eine solche des 
zweiten folgen, welche die aus dem ersten Teil ausgeschiedeiien Abschnitte 
aufzunehmen hatte. E. J A ~ K K E .  

Foriiielsainmlung und Repetitorium der Xatheinatik. Von TH. U ~ H K L C N .  
Enthaltend die wichtigsten Formeln und Lehrsütze der Arithmetik, 
Algebra, niederen Analysis, ebenen Geometrie, Stereometrie, ebenen 
und sphirischen Trigonometrie, ma,thematischen Geographie, ana- 
lytischen Geometrie der Ebene und des Baumes, der hoheren Analysis. 
Leipzig 1 8 9  6 ,  Goschen. 211 S. Mk. 0.80. 

Das vorliegende Büchlein sol1 in  erster Linie den Redürfnissen der Re- 
petitJion und des Nachschlagens dienen. E s  erscheint durch den reichen Inhalt, 
die übersichtliche Anordnung und die sorgfiltige Gliederung für diese Zweeke 
i n  hohem MaBe geeignet. So sind i n  der Geometrie die Siitze über Flacben- 
vergleichuug und -Berechnung zu einer Gruppe zusammengestellt. Ebenso 
findet man die geometrischen Orter uriter wenigen Gesichtspunbten vereinigt. 
I n  der Algebra und algebraischen Analysis werden neben den Grundgesetoen 
und besonùeren Fallen auch die Hilfsmittel gegeben, welche eine wciter- 
golicnde, geschicktc Anwendiing der Formeln crmoglichen, z. B. die wich- 
tigsten Formen der Einfiihrung neiier Unbekannten bei der T16sung qua,dra- 
t,ischer Gleichungen, die Rauptformen der Exponentialgleichungen, welche auf 
algebraische zurückführen. Bei den Kettenbrüchen. diophantischen Gleich- 
ungen und bei der Losung hoherer numerischer Gleichungen u. a. finden sich 
nicht bloss die Formeln, sondern auch die Durchrechnung eines Beispiels nach 
zweckm~ssigern Schema. 

Hieran schliossen sichabschnitte über Stereometrie, ebene und spharische 
Trigonomctrie, mathcmatische Gcographie, analytische Geometric der Ebene 
und des Raumes. 
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In dem Abschnitt über hohere Analysis giebt der Verfasser zunachst 
sus dem Gebiete der Differentialrechnung allgemeine und spezielle Farmeln 
über DiEerentiation, die T a y  1 orsche und N a c - L a u r i n  scbe Reihe und 
Regeln zur Berechnung unbestimmter Ausdrücke, sowie der extremen Werte 
von Funktionen, weiter aus dem Gebiete der Integralrechnung die Grund- 
formeln zur Integration einfacher Funktionen, Integrationsmethoden für  
exphite Funktionen und einige bestirnmte Integrale, endlich als Beispiele 
für die Anwendung der lnfinitesimalrechnung auf Geometrie die wichtigsten 
Begriffo a m  der Theorie der ebenen und Raumkurven und der krummen 
Flachen. -- -- E. JAIINKE. 

Die Griindlehreii der Stereoinetrie. Von J. LENGAUER. Ein Leitfaden 
f ü r  den Cnterricht mit Übungsaufgaben. Kempten 1896. J. Kosel. 
110 S. 

Der vorliegende dritte Teil eines Lehrbuches der Geometrie eiithiilt 
das geometrische Pensum der achten Klasse der hayerischm Gymnasien, 
die raumliche Geometrie und die sphlirische Trigonometrie. Die letztere 
ist mit der Lehre vom Dreikant verknüpft. 

Die Darstellung ist knapp und klar,  die zahlreichen Figuren durch- 
weg anschaulich. F ü r  die Herleitung der Eorperinhalte wird das Cava le r i sche  
P r i n z i p  herangezogen. 

Für den Ausdruck P a r  a l l e l e  p i p e d o n  benutzt der Verfasser nicht 
die von Herrn M a r  t u s  vorgeschlagene Verdeutschung R a u  t e n p  r i  s m a ,  
welche schon i n  zahlreiche Lehrbücher übergegangen is t ,  er sagt s ta t t  
dessen P a r a l l e l f l a c h ,  das rechtwinklige Parallelflach nennt er mit Herrn 
M a r t u s  Q u a d e r .  

Beigegeben sind den einzelnen Xapiteln eine grosse Zahl von Übungs- 
aufgaben, ausser Rechenaufgaben auch Konstruktionsaufgaben, welche die 
Brauchbarkeit des Lehrbuchos noch erhohen dürften. E. JAHNKE. 

Lehrbnch der Beometrie fur dei1 niathematischen Vuterridit a n  hoheren 
Lehranstalten. Von H. FENKNEK. Zweiter Teil: Kaumgeometrie. 
Nebst einer Aufgabensammlung bearbcitet mit besonderer Beruck- 
sichtigung der Anfordermgen bei der Abschlussprufung. Zweite 
Auflage. Braunschweig 1896. O. Salle. 109 S. Mk. 1.40. 

Die zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten dadurch, dass 
die Hauptsatze über die dreiseitigen Rcken und in einem Anhange 
die Siitze über Kugelmütze, Kugelzone, Kugelausschuitt, Kugelabschnitt 
h i n z ~ ~ e k o m m e n ,  sowie dadureh, dass die Übungsaufgaben erheblich ver- 
mehrt sind. 

Was die Figuren anbetrifft, so zeigen sie auch in der zweiten Auf- 
lage nicht überall die wünschenswerte Anschaulichkeit. E. JAHNKE. 
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L e N a d e n  d e r  elenientaren Mathematik. Von A.  SICKENHERQEK. Zweiter 
Teil: Planimetrie. 3. Auflage. München 1896 .  Th. Ackeinann. 
123 S. 

n i e  zweitje und dritte Auflage unterscheiden sich von der ersten durch 
die den einzelnen Abschnittcn beigefügten TJ'bungsbeispiele. Die dritte Auf- 

lage ist ein unveranderter Abdruck der zweiten. E. JAHNKE. 

Lelirblich d e r  Geometrie. Von F. MEIGEN. Hildburghausen 1896 .  O. Pezoldt. 
82 S. 

Der Vorfasser giebt die IIauptsatze der elemcntarcn Gcornetrie in 
ansprecliender Darst,elliing. Die Anschanung und Rewegung werdrn ans- 
giebig als Beweismit,tel herangezogen Recht hübsch is t  der Abschnitt 
über die Parallelen. Das Kapitel über das gleichschenklige Dreieck würde 
durch Einführung des Begriffs ,,SymmetrieaxeLL an Einfachheit gewinnen, 
auch ktinnte der Abschnitt über die Ahnlichkeit von Dreiecken bedeutend 
gekürzt werden. IN grorsen und ganzen aber ka~iri das Buch, welches als 
viertes Heft der malhematischen Abteilung einer Sammlung ,,Technische 
Lehrhefte" ersühienen i s t ,  nur bestens empfohlen werden. 

JAirKKe, 

Lelirbuch d e r  Trigonometrie.Von F. MEIGEN. Hildburghausen 1896. 0.Pezoldt. 
59 S. 

I n  diesem fünftcn Heft der mathematischen Abteilung der ,,Technischen 
LehrhefteCL werden die wichtigeren Abschnittc der Trigonometrie in passender 
Forrri behandelt. Den grtissten Kaum bearisprucht die Berechnung des 
reçhtwinkligen und scbiefwinkligen Ureiecks. Die zahlreichen, durchgereüh- 
neten Beispiele sind grosstenteils der Bau- und Maschinenkunde, der prak- 
tischen Geometrie und Mechanik onhommen. Dahci ist, dcr Haiiptwert auf 
die Berechnung mit Hilfe der Funktionen selbst gelegt, mkihrend Logarithmen 
nur  bei der Anwendung der Tangentenformel und bei der Berechnung eines 
Dreiecks aus den drei Seiten benutzt werden. 

Das Buch dürfte auch an hoheren Schulen wegen der vielen praktischen 
Beispiele mit Qorteil Verwendung finden. E. JAHNKE. 

Ebene Geometrie. Von G. RECKNAGKL. Lehrbuch mit systematisch geord- 
neter Auf'gabensammlung für  Schulen und zurn Selbststudium. Füiifte 
Auflage. Xünchen 1896. Th. Aükermann. 222 S. 

Vom methodischen Standpunkt aus betrachtet bietet das Lehrbuch 
keinen Fortschritt. Sol1 es, wie Überschrift und Vorrede verraten, in erster 
Linie für den Schüler bestimmt sein, so ware eine erhohte Cbersicht und 
knappere Ausdrucksweise würischenswert. 

I m  einzelnen fiel dem Beferenten auf, dass der Verfasser die An- 
wendung der Bildungen ,, InkreisCL und ,,Umkreis" vcrmeidet, ferner dass 
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er an mehreren Stellen schreibt: ,,das Eck eines Vielecks". Der Abschnitt, 
welcher von der Berechnung der Peripherie des Einheitskreises handelt, 
beginnt mit den Worten: ,,Es i s t  bisher nicht gelungen, die MaBzahl 
iiieser Peripherie i n  geschlossener Form, d.h. als ltesultat einer endlicheri 
Zahlenverbindung darzu~tel len. '~  I n  einer Anmerkung heisst es dann weiter: 
,,n ist spiiter ohne Nutzen bis auf 140 Stellen gcnau bcrcchnet wordcn." 

Dagegen mochte Referent den dritten Anhang lobend hervorheben, 
wo der Verfasser isoperimetrische Satze in L e g e n d r e  scher Weise behandclt 
und eine Reihe historischer Notizen beifügt. Leider fehlen letxtcre bei Ab- 
schnitt 161, 173,  174, 175, 176. E. JAENKE. 

Ziir Auflikung der allgemeiiien Gleichnng des dritteii Grades. Von 
E. GKOHMANN. Wien 1895. A: ~ 6 l d e r .  

Es ist ein Versuch, für die kubische Gleichung eine Auflosungsmethode 
zu finden, welche praktisch schneller zum Ziele führt als die üblichen Methoden. 

In dem irreduziblen Fa11 treten von goniorrietrischen Funktioneu nur 
die Tangente auE E. JAHNKE. 

E. RorrcrrÉ et Cn. DE C O M ~ E R O T J S ~  Lrqons de Ghniétrie rédigées suivant 
les derniers programmes officiels e t  accompagnées, pour chaque 
leçon, d'exercices et  de gradués. Première partie. Paris 1896. 
Gauthier-Villars. 173 p. 

E. R o u c ~ E  et Crr. DE COMBEROU~SE. Solutions d8tailli;es des exercices et 
~~roblémes honcés rlans Irs Lyons de Gi:orribfi~ir. Première 
partie. Paris 1896. Gauthier -Villars. 168 p. 

Dieses Lehrbuch für Geornetrie besteht aus vier Teilen, von denen 
uns der erste, , ,La ligne droite et l a  circonf6rence de cercle" überschrieben, 
vorliegt'. In  dreissig Lektionen wird ungefghr das geometrischc Pensum 
der Quarta und Cnt,ertertia unserer hoheren Schulen erledigt. Es hraucht 
nohl kaum hervorgehoben zu werden, dass die Darstellung der Verfasser 
der ,,Eléments de géométrie" sich durch Klarheit und Eleganz auszeichnet, 
und dass die jeder Lektion beigefügten Lehrsatze und Aufgaben geschickt 
ausgewiihlt sind. Sehr hübsch is t  u. a. die 16.  Lektion, welche von der 
Syrnnietrie der Figureri handelt, nebst den angehingten Ü b ~ n ~ s a u f g a b e n ,  

Gesondert hiervou habcn die Verfasser die Losungen zu den obungs- 
aufgaben herausgegeben, indem sie je nach der Schwierigkcit der Frage 
die LGsung nur  kurz angedeutet oder ausführlich mitgeteilt haben. 

Die elementare systematisclie und darstellende Geonietiie der Ebeiie 
in der Rlittelsahule. Von K. FINK. Erster und zweiter Kurs fur  die 
Hand des Lehrers bearbeitct. 151 S. 

Samnilung von Satzen niid dnfgaben znr s~steiiiatisclieii und dar- 
stelleiiden Geonietrie der Ebeiie in der Mittelschule. Von K FLKK. 
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68 Historiach-litterarische Abteilung. 

Erster und z w d e r  Kurs für  di0 Hand des Schülers bearbeit,ek. Mit zehn 
Figurent,afeln und 8 4  Rliittern fjir die darstellend-geometr. Ubungen. 
Tübingen 1896,  H. Laupp. 108 S. Mk. 1.60 und Mk. 2.80. 

Der  Verfasser is t  der Ansicht, dass im geometrischen Uriterricht auf 
die darstellende Geometrie mehr Gewicht i l s  bisher gelegt werden müsse. 
Dicsen Zwcck will er einmal durch Modelle erreichen, zu deren Anfortigung 
der Schiiler heranzuziehen sei, zweitens durch die dem Ruche beigegebenen 
Blatter, welche er als Vorlagen für die Ausführungen der darstellenden 
Geometrie durch den Schüler betrachtet wissen will. 

I m  ersten , , K ~ r s ' ~  werden die Elemente des Raumes, die Bewegungs- 
fahigkeit der Figuren, die zentrale und axiale Symmetrie, die parallele 
Gerade, das Parallelverschieben, Drehen und Umklappen einer Figur, das 
Dreieck, Viereck und der Kreis, im zweiten ,,Kurs" die Euklidischen Axiome 
und Beweisformcn, die ~ h n l i c h k e i t  der Figuren, der hhnlichkeitspunkt, die 
Kreisherechnung, die Satze des C e v  a und Me ne  1 a u s ,  die harmonischen 
Elernente am vollstàndigen Viereck und Vierseit, ~hnl ichkei tsaxen und 
~hnlichkeitszentren bei drei Kreisen, die Potenz eines Punktes in Bezug 
auf einen Kreis und das Taktionsproblem behandelt. 

Ein erster Anhang enthiilt einen kurzen Abriss der historischen Erit- 
viickelung der Elernentargeometrie (S. 108 -131),  ein zweiter ein Begleit- 
wort für die Bliittersammlung, wo die Ausführung in Farben empfohlen 
wird. So giebt Blatt  84  cine vielfarbige D m t e l l u n g  der zw6lf Potenz- 
linien dreier Kreise. 

1st auch vieles von dem, was der Verfasser als neu eingeführt wissen 
will, mit gutem Erfolg schon anderswo thatsachlich zur Ausführung gelangt, 
so dürften die Bücher doch dem einen oder anderen Fachgenossen mannig- 
fache Anregmgen bieten. E. JAHNKE. 

Die analytische Forin der &latter. Von R. HABEKICHT Mit 1 4 8  Figuren. 
Quedlinburg 1895.  Selhstverlag. 1 8  S. Mk. 2. 

E s  i s t  ein interessanter Versuch, die analytische Form der Bliitter zu 
bestimmen, den der Verfasser angestellt ha t ,  um daraus Schlüsse auf die 
treibenden Krifte zu ziehen. ,,Wie namlich aus der mathematisch be- 
stimmten Bahn eines Korpers auf die treibenden Kriifte geschlossen wird, 
so müssen diese auch aus der analytisch festgelegten Blattform zu ent- 
wickeln sein." N u n ,  bei einem Versuche, dieses Problem anzugreifen, würde 
der Verfasser vermutlich auf grosse Schwierigkeiten stossen 

Cnter  den Bliiltern, deren analytischer Ausdruck mitgeteilt n i rd ,  seien 
folgende hervorgehoben: 

Das Blatt  vom Saucrklee: 
r = 4 (1 + cos 3 p) + 4 sin2 3 cp, 

das Blat t  vom Steinklee: 

r = 4 (1 + cos 3 p) - 4 sin2 3 rp, 
das n l a t t  der Rosskastanie: 
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* - 2 (cos ig + 1/3 + COS' p) - 6 sins 7~ - 0,3 sin2 6 0  pl 

das Blatt des Epheus: 

das Blatt des spitzbliittrigen Ahorns: 

Der verjüngte Ilagister Dlatheseos. Von K. TKAUB. Ein Beitrag zur 
Sphirik und absoluten Geometrie. Lahr 1 8 9 6 ,  M. Schauenburg. 1 2  S. 

Der Verfasser weist die Giltigkeit des Pythagoreischen Satzes in der 
Form: ,,Tm rechtwinkligen Dreieck is t  der Inhalt des Kreises, der mit der 
Hypotenuse als Radius beschrieben wird, das arithmetische Mittel aus den 
zwei Kreisen, welche bezüglich mit Summe und Differenz der Katheten als 
Badien konstruiert werdeniL, auch für die Sphiirik und absolute Geometrie nach. 

Beferent erlaubt sich den Herrn Verfasser auf V. S c  h l e  g e l ,  Der  
Prthagoreische Lehrsatz in  mehrdimensionalen Riiumen. From the Congress 
llathematical Papers, aufmerksam machen. E. JAIINKE. 

Praktisclie Geometrie auf dein ~ ~ r n n a s i i i n ~ .  Von G. DEGEN~ARDT.  Frank- 
furt a. M. 1896, Chr. Hermann. 30 S. 

Es ist ein ,,Versuch, elementare Aufgaben aus der Feldmesskunde in 
den Gyrnnasialunterricht aufzunehmen, urn durch dieselben namentlich i n  
den Unter- und Mittelklassen des Gymnasiums eine Belebung des geo- 
metrischen Unterrichtes herbeizuführen. Wenn auch schon bisher hier und 
da die praktische Geometrie in  der Schule Berücksichtigung gefundon haben 
dürfte, so fehlt es doch an einer Auswahl und Zusammenst,elliing des für  
das Gymnasium passenden Stoffes." Die hier gebotene Sammlung, der vier 
Figurentafeln angehiingt sind, muss als recht brauchbar bezeichnet werden. 
Sie wird auch solchen Fachgenossen willkommen sein und manches Neue 
bieten, welche seit langem gewohnt sind, Beispiele aus der praktischen 
Geometrie zur Belebung des geometrischen Unterrichts heranzuziehen. 
Ilie Mannigfaltigkeit der Aufgaben geht aus der beifolgenden Inhalts- 
übersicht hervor: Markieren und Messen von geraden Linien, Loten, 
Parallelen und Winkeln ( O h m a n n s  Feld-Winkelmesser), Abstecken einer 
Geraden zwischen Hindernissen, Errichten von Loten und Dreiteilung des 
Winkcls ohne Winkelinstnunent, Anwendungen der Proportionalitit  von 
Linien, Fliichenmessungen, Trigonomet,rische Aufgaben, Nivellierung, MeB- 
tischaufnahme, Aufzeichnen von Planen im verjüngten MaBstabe, Spiegel- 
sextant, Vermessung in Stadt,  Provinz und Staat. 

Referent erlaubt sich, den Herm Verfasser auf die M a r t u s s c h e  
Sammlung trigonometrischer Vermessungsaufgaben aufmerksam zu machen. 
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Ziir Tlieorie der reelleii Kui-veii eiiier rütioiialen Funktion nt.. Gr~itl~s 
fiil* koiiiplexe V i ~ ~ i a b l e .  Von H. SIJHLE. XIV. Jahre~bericht des 
Herzoglichen Friedrichs-Realgymnasiums. Dessau 1896. C. Dünn- 
haupt. 1 6  S. 

Die vorhgende  Arbeit bildet eine Ergiinzung und Fortsetzung von früheren 
Programmabhandlungen desselben Verfassers aus den Jahren 1893, 1894. 

Alacht man in der Gleichung: 

z = U . ~ + C I ~ U " - ~ + . . . +  un 
die Substitution : 

U. = x 4- i y ,  
so mGge 

Z =  u(5 ,y)  + i V ( x , y )  

werden. Dann betrachtet der Verfasser einerseits die Flüchen 

x = 7!(x,  y) und x = V(X,  y), 

andersoits die reellen Kurven: 

Der erste und zweite Abschnitt handeln von den Asyrriptoten der zur 
Fliiche U(x ,  y) bezw. V(Z, y) gehorigen Niveaulinien phte" Grades, der dritte 
von den Beziehungen der reellan Nehenkurven zu den Asymptoten der 
Niveaulinien jener F'liichen und der vierte von dem reellen Kurvensystem 
der Funktion: 

8 = (x + i?j)" 

und der geometrischen Darstellung der nten Einheitswurzeln. 
Die ersteri Abschnitte dürften an Cbersicht und Einfachheit gewinnen, 

wenn von vornherein in 

der zweite Term durch die Substitutiou: 

+ 5 
n 

zum Verschwinden gebracht wird. Das Gleiche gilt vom vierten Abschriitt, 
wenn von vornherein Polarkoordinaten eingefülirt werderi. E, JAIINKE. 

Le(;oiis de ciiiéiiintiqiie professées i la Sorboiiiie par  GABRIEL KOENIGS, 
avec des notes par  M. G. Da~tnoux et par  MM. E. et  F. COSSEUT. 
Erster Teil: Cinématique théorique. Paris 1897.  A ,  Hermann. 
X und 499 S. 

Die Kinematik, d.i. die Lehre von der Bewegung ohne Rücksicht auf 
die wirkenden Kriifte, ha t  in den letzten Jahren von verschiedenen Ge- 
sichtspunkten aus eine Reihe hervorragender Dearbeitungen gefunden. Die 
Wei-ke von S c h o e u f l i e s  und M a n n h e i m  untersuchen auf syntlietischein 
Wege und ohne Uenutzung des Leitbegriffs die Eigenschaften der durcb 
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Bewegung erzeugten Raumgebilde. I n  Verbindung mit dieser reinen ,,Geo- 
riietrie der BewegungLL wird z. B. in S c h e l l s  ,,Theorie der Bewegung urid 
der KrlifteLL auch der Geschwindigkeits- und Beschleunigungszustand, urid 
znar teilweise analytisch, behandelt, und damit erscheint, obwohl nur i n  
der Rolle einer Hilfsvariabeln, die Zeit als ein der Geometrie fremdes 
Element. Auch in B u r m  e s t e r  s noch unvollendetem Lehrbuche bcgegnen 
wir den Geschwindigkeiten als einem vie1 gebrauchten Hilfsmittel zur I&ung 
geometrischer Aufgaben; hier wird ausserdem das Forschungsgebiet durch 
IIeranziehung von Problemen der Maschinenteehnik betrachtlich erweitert. 

Gegenüber der anfangs erwahnten streng geometrischen Auffassung 
bilden in den vorliegenden Vorlesungen über Kinematik die Formeln für 
die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen die eigentliche Grundlage und 
somit auch die Quelle fur die geometrischen Eigerischaften der von deni 
bewegton System erzeugten Linien und Fliichen. l n  der vollig folge- 
2richtigen und einheitlichon Durchführung dicses Standpunktes, sowie in  der 
vorwiegend analytischen Darstellung erblicken wir die charakteristische 
Eigenart des reichhaltigen Werkes, das wir als eine wertvolle und will- 
kommene Erganzung der kinematischen Litteratur begrüssen. I n  Anord- 
nung und Behandlungsweise des vorgetragenen Lehrstoffes steht es in 
seinen ersten zehn Kapiteln dem Buche S c h e l l s  verhiiltnismiissig am 
nachsten, wenn es auch i n  seinen Ergebnissen über dieses haufig hinausgeht. 

Die folgeude cbrrs icht  versucht den wesentlichen Iiihalt i n  kurzen 
Zügen su kennzeichnen, ohne bei der Fülle des vorhandene~i Btoffès auf 
Vollstandigkeit irgendwie Anspruch zu erheben. 

Im ersten vorbereiteuden Kapitel entwickelt der Verfasser iin Anschluss 
an 115 b i u  s und C h a s 1  e s die Geomefrie der Streckensysteme, ungefülir in 
deinselben TJmfange wie in der zweiten Auflage des Sche l l schen  Werkes, 
aber i n  vielfach selbstiindiger Gestaltung. 

Das zweite Kapitel enthiilt die Definitionen der Geschwindigkeit und 
der Beschleunigung eines Punktes (Formeln für krummlinige Koordinaten etc.). 
Das dritte handelt von der relativen Bewegung und der Zusanimeusetzung 
der Geschwindigkeiten urid giebt u.a. die wichtigen Formeln für die Pro- 
jektionen der Geschwindigkeit auf die Axen des bewegten Koordinaten- 
systems. In der Anwendung solcher Koordinatensysteme, deren Axen nacli 
dem von D a r b o u x  gegebenen Vorbilde in jedem einzelnen Falle passend 
gewiihlt werden, erkennt dcr Vorfasser das sicherste und bequemste Werk- 
zeug der kinematischen Untersuehung, und er macht davon in den folgenden 
Kapiteln aiisgiebigen Gebrauch. 

Irn vierten Ka,pitel wird der Fundamentalsatz über die momentane 
Bewegung eines starren Korpers in  eigenartiger Weise abgeleitet: Aus den 
im vorigen Kapitel erhaltenen Formeln folgt zunachst, dass zu jeder Lage 
des bewegten Korpers ein Streckensystem gehort, dessen Moment in Bezug 
auf irgend einen Punkt  des Korpers die augenblickliche Geschwindigkeit des 
Punktes darstellt. Dieses Streckensystem kann in bestimrnter Weise ersetzt 
werdeu durch eine Eirizelstrecke und ein Streckenpaar, dessen Ebene auf 
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jener senkrecht steht. Die Einzelstreoke is t  gleichbedeutend mit ciner 
Drchung des Korpers um die durch die Strecke gehende Axe, und das 
P a a r  bewirkt eine Verschiebung parallel zu dieser Axe; der Karper voll- 
Führt also augenblicklich eine unendlich kleine Schraubenbewegung. Der 
so gefundene Satz wird nachtraglich in herkommlicher Weise geometrisch 
bewiesen; hieran schliessen sich die bekannten Eigenschaften über das 
Nullsystem, welches die Punkte des Korpers mit den Normalebenen ihrer 
Bahnkurven bilden etc. 

E s  folgt ein Kapitel über die Beschleunigung der relativen Bewegung 
(Formeln für die Projektionen der Beschleunigung auf die Axon des bc- 
wegten Koordinatensysterns, Satz von C o r i o l i s ,  Beschleunigungszustand 
eines starren Korpers). 

Die beiden niichsten Kapitel beziehen sich auf die Bewegung eines 
starren ebenen Systems in seiner Ebene. Die allgemeinen Formeln 
für die Geschwindigkeit der Systempunkte führen, angewendet auf den 
speziellen Fa11 der ebenen Bewegung, zur Auffindung des Pols und der 
Hollkurven; die entsprechenden Formeln für die Beschleunigung liefert die 
S a v a r y  (Eu1er)sche Gleichung für die Krümmungsmittelpunkte der FOn 
den Systempunkten erzeugten Bahnkurven. Auf S. 152 begegnan wir der 
etwas voreiligen Behauptung, dass ein gewisser Systempunkt momentan 
eine Inflexionsstelle beschreibt, weil der zugehorige Krümmungsmittelpunkt 
unendlich fern liegt. Dass ein bestimmter Punkt  des Wendekreises in der 
Regel einen Undulationspunkt durchschreitet, bleibt unbeachtet; daun wird 
natürlich auch auf die Punkte stationiirer Krümmung und verwandte Dinge 
nicht eingegangen. - Der Verfasser betrachtet (S. 154) den singuliiren 
Fal l ,  dass die Rollkurven einander oskulieren, aber die schonen und 
wesentlich allgeincineren Untersuchungen von M e h m k e  im 35. Bande dieser 
Zeitschrift finden hierbei keine Erwiihnung. Die auf S. 163 angegebene 
Einteilung der cyklischen Kurven ist nicht ganz zutreffend; hier fehlt der 
Satz von der doppelten Erzeugungsweise dieser Kurven. Auf S. 1 6 7  finden 
wir die Aufgabe, für einen beliebigen Systempunkt den Krümmungsmittel- 
punkt seiner Bahnkurve zu konstruieren, wenn zu zwei anderen System- 
punkten die entsprechenden Kriimmungsmittelpunkte gegeben sind. Die 
mitgeteilte Losung, bei welcher zunachst der Wendepol bestimmt wird, er- 
scheint uns umstEndlicher als die bckannte B o  b i l l i  e r  sche Konstruktion. - 
Recht ansprechend ist dagegen am Schlusse des 7. Kapitels der Ahschnitt 
über den Inhalt der Flachenstücke, die von einer starren oder verinder- 
lichen Strecke bestrichen werden. 

Das achte Kapitel giebt die bekannten Siitze und Formeln über die 
sphtirische Bewegung; das neuqte nimmt die im vierten Kapitel abgebrochene 
Uetrachtung wieder anf und beschaftigt sich mit  der allgemeinsten Be- 
wegung eines starren riiumlichen Systems, dargestellt durch das Rollen und 
Gleiten zweier gcradlinigen Flachen. Bcsondere Beachtung verdienen die 
Abschnitte über solche Systemkurven, die eine Hiillbahnkurve besitzen, 
sowie über zwei Sonderfalle der allgemeinen Bewegung: I m  ersten sind die 
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windschiefen Axenfllichen aufeinander abwickelbar, im zweiten sind sie 
abwickelbare Flachen, deren Rüekkehrkanten einander bestiindig berühren. 

Das zehnte Kapitel handelt von den Graden der Bewegungsfreiheit. 
Wir heben hervor die allgemeinen Untersuchungen über die Bewegung 
eines starren Ktirpers, dessen Freiheit grtisser ist als Eins. 

Die beiden letzten Kapitel stehen mit den vorhergehenden in loserem 
Zusammenhang. Das elfte - das umfangreichste von allen - ist den Ge- 
lenkmechanismen gewidmet. Es  umfasst das Gclenkviereck - jedoch ohne 
die allgemeine Theorie der Koppelkurve - die Mechanismen zur Umwand- 
lung einer Bewegung in eine gesetzmlissig entsprechende, die angeniiherten 
Geradführungen von W a t t  und E v a n s ,  Mechanismen zur genauen Gerad- 
führung, sowie einige unebene Gelenkmechanismen. Der Kempesche  Satz, 
nach welchem jede ebene algebraische Kurve durch einen Gelenkmechanis- 
mus erzeugt werden kann, wird dahin erweitert, dass überhaupt jede alge- 
braisçhe Verbindung zwischen n gegebenen Punkten im Raume sich durch 
einen solchcn Mechanismus verwirklichen Iiisst. 

Das zwolfte Kapitel betrachtet die komplane Rewegung eines starren 
ebenen Systems als speziellen Fa11 der Kollineationen einer Ebene in sich, 
sowie ihre Beziehungen zu den imaginaren Kreispunkten der Ebene. Hieran 
schliessen sich die entsprechenden Untersuchungen über die Bewegung 
eines starren Kerpers i m  Raume. Auf diese folgt endlich die analytische 
Darstellung der ebenen, sowie der sphiirischen Bewegung durch lineare 
ganze, bez. gebrochene Substitutionen einer komplexen Variabeln, mit einern 
Hinweise auf die gruppcntheoretischo Auffassung. 

Die Zusiitze von D a r b o u x  (47 S.) betreffcn: 

1. eine neue Ableitung der Transformationsformeln von E u l e r  und 
01. R o d r i q n e s  (Kap. B), 

2. die Lehre von den Umwendungen und ebenen Spiegelungen, an- 
gewendet auf den Fundamentalsatz von der Momentanbewegung 
eines starren Korpers (Kap. d), 

3. eine inhaltreiche Untersuchung über algebraische Bewegungen. 

Als Beitrag von E und F. C o s s e r a t  finden wir eine anziehende 
Arbeit über die Kineniatik eines kontinuierlichen (verinderlichen) Mittels 
( 2 7  S.). 

Den Schluss des Werkes bildet eine Reihe von Anmerkungen des Ver- 
fassers, in  denen einzelne Abschnitte weiter ausgeführt und gewis;;e 
Nachbargabiete, wie B a l l s  Schraubcnthoorie und H a m i l  t o n s  Quateinionen 
kurz gestreift werden (71 S.). I n  der siebenten Anmerkung (S. 446) scheint 
ein Trrtum vorzuliegen, wenn bezüglieh des Besehleunigungszustandes eines 
starren Korpers auf S e h o  e n f l i e s  ,,Geometrie der B e w e p n g "  verwiesen 
wird. Übrigens sind auch a n  einigen anderen Stellen die Litteraturangaben 
recht unbestimmt, z. B. S. 1 3  : 

,,On pourra consulter à ce sujet un Mémoire de M. L i n d e -  
m a n n  inséré dans les Mathematische Annalen.lL 

Hi&-litt. Abt. d. Zeitsehr. f Math. u. Phye. 43. Jahrg. 1898. 4. Heft. 6 
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Die narstellung ist in dem ganzen Werke klar und leieht fasslich, 
dabei anregend und geschrnackvoll. Dem Erscheinen des zweiten Bandes, 
der die Anwendungen der Kinematik enthalten soll, sehen wir mit berech- 
tigter Spannung entgegen. R. MÜLLER. 

Allgemeine Untersnchnugen über das Kemtonsche Yrinzip der Pern- 
wirknngen mit besondercr Rücksicht anf die elektrischen 
Wirknngen. Von C. NEUMANN. Leipzig 1896,  B. G. Teubner. 

Die C. Neumannschen  Bücher zeichnen sich bekanntlich, trotzdem sie 
zumeist eigene Untersuchungen des Verfassers behandeln, durch eine klare und 
austïihrliche (für manche Leser fast zu ausführliche) Exposition aus. Dies gilt 
insbesondere auch von den Vorrede~i, i n  denen der Verfasser die Stelluilg 
seiner Untersuchungen gegenüber den verwandten anderer Forscher mit aller 
Freimütigkeit fixiert, es aber auch nicht verschmiiht, die Tragweite und den 
Qiltigkeitsbereich seiner Satze und Met,hodm einer unparteiischm Selbstkritik 
zu unterxiehen. Damit sind dem Rezensenten schon im voraus, so zu sagen, 
die Waffen aus den Handen gewunden, und er darf sich im wesentlichen dar- 
auf beschriinken, das Positive und Neue zu betonen. 

Von G r e e n  stammt eine merkwürdige Arbeit aus dem Jahre 1832 
i n  der a n  die Stelle der N ewtonschen  Potentialfunktion 

1 ( ~ ( 4  = ; 
die allgemeinere 

$(Y) = = r ~ - ~ ( o  2~ <l) 
gesetzt wird. Das auffallendste (wenigstens irnplizite bei G r e e n  vor- 
kommende) Resultat dieser Substitution ist, dass die elektrische Verteilmg 
i n  einer isolierten Metallkugel - im Gegensatz zu der Newtonschen 
Theorie - i n  einer raumlichen Ausbreitung der elektrischen Matene im 
Innenraum der  Kugel besteht,  o h n e  dass dabei noch eine besondere Ober- 
flachenbelegung vorhanden wPe.  Nahert sich p der Einheit, so wird sich 
die riiumliche Ausbreitung der elektrischen Materie i n  der Niilie der Ober- 
fliiche mehr und mehr verdichten. Nühme man also p nur wenig von der 
Einheit verschieden an ,  so würde man zu einer Theorie gelangen, die von 
der gew6hnlichcn Thcorie nur  Busserst wenig abweicht, den Beobaehtungs- 
erfahrungen gu t  entspricht, und dabei doch jene unendlich diinne Ails- 
breitung einer Schicht auf der Kugeloberflache vermeidet, die von jeher 
auf mehr oder weniger Nisstrauen gestossen ist. 

Die Schwierigkeiten, mit  denen G r e e n  bei der niiheren Untersuchung 
der Potentialfunktion ~ ( r )  = r ~ - ~  

zu karnpfen hat te ,  seheinen zuerst Herrn C. N e u m a n n  veranlasst zu haben, 
die Greensche  Funktion ~ ( r )  wiederum als G r e n z f a l l  einer noch all- 
gemeinercn Funktion @ ( r )  anzusehen, um auf diese Weise die neue Theorie 
von al1 dem Fremdartigen, was ih r  anhaftete, zu befreien, und ihren 
Horizont zu erweitern. 
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Es lasst sich n h l i c h  das Produkt aus rp -2 und r mit Rilfe von Inte- 
gralbetrachtungen (S. 86) in eine Reihe nach Exponentialfunktionen ent- 
wickeln, wie folgt: 

1) r . r P - z = A  e - a r ~ + & ~ - u . " + A , ~ - ~ , ~ + .  . . 
1 

wo die cr, wie die A alle reell und positiv sind. 
Der Gedanke, durch Einführung derartiger Exponentialfunktionen die 

gewohnliche Potentialtheorie zu modifizieren, findet sich, wie es scheint, 
zuerst bei L a p l a c e  (S. 114). An einer klassischen Stelle seiner Mécanique 

celeste Undert L a p l a c e  den N e w t  onschen Ausdruck y (fiir die Kraft, 

n i t  der zwei Massenpunkte ml, m2 im Abstande r aufeinander wirken) dahin 
ab, dass er noch den verkleinerndeu Faktor  ePuT (a positiv) hinzufügt. 
Nach einer wichtigcn, neueren Boobachtung von S e e l i g e r  scheint diese 
L a p  lacesche Korrektion in der Tha t  geeignet, eine gewisse, schon von 
Tdeverrie r untersuchte Vorwtirtsbewegung des Perihels des Merkur zu er- 
kliiren. 

Bus diesen wenigen Bruchstücken ha t  der Verfasser eine ganze, u n -  
fassende Theorie geschaffen, indem el* eine Potentialfunktiori @(r)  nach 
Analogie von l), nur i n  Form einer endlichen Beihe: 

Aie- a i r  
(Ai, L Y ~  reell und positiv) 

zu Grunde legt. 
Unzweifelhaft l iegt zuniichst i n  dem Ansatze 2) eine gewisse Will- 

kür; man wird fragen, welche Vorzüge, oder gar  welche innere Notwendig- 
keit der Ansatz 2) gegenüber andereu aufweist, und in zweiter Linie, 
wenn die Vorteile der Form @(Y) wirklich zu Tage liegen sollten, welche 
physikalische Bcdeutung die über die Konstanten A ,  a: getroffencn Fest- 
setzungen besitzen? 

Der Verfasser ha t  das elektrische Gebiet als Ausgangspunkt gewahlt 
und ha t  hier nach einem Prinzip oder Axiom gesucht, welches sich gegen- 
über alleu Abinderungen der N e  w t  O n schen Potentialfunktion 

invariant verhielte. 
Nuri wird allgemein zugegeben, dass man aus der A n n a h e  der Form 

1 
v (r) = 7 

die Existenz eines elektrostatischen Gleichgewichtszustandes (fur ein beliebiges 
System elektrisch geladener Konduktoren) einwandsfrei herleiten kann. 
Da auch von physikalischer Seite her an der Vorstcllung eines dcrartigen 
Glaichgewichtszustandcs nichts wesentliches ausgesetzt wird, so ha t  der 
Verfasser dies ,,Prinzip des elektrostatischon Glcichg~wichts '~ zum Leitstern 
genommen. 
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Sollte man nnn wirklich atnnehmen, dass das genannte Prinzip einen 
so bestimmenden Einfluss auf die Form einer i m  übrigen willkürlichen 
Potentialfunktion ausüben mochte? 

Der Verfasser ha t  dies schwierige Problem zunachst von negativer Seite 
her  in Angriff genommen und ha t  nach Beispielen von Potentialfuriktionen 
gesucht, bei deren Annahme ein elektrischer Gleichgewichtszustand a u s -  
g e s c h l o s s e n  sei. Ein snlches mcrkwürdigcs Bcispiel - und das schcint 
die primiire Entdeckung gewesen zu sein, die den Gang der weiteren Unter- 
snchung veranlasst h a t  - bot sich ihm in der Funktion: 

1- e - a r  

3) f (4 = T 9 

wo die Konstante ci positiv und sehr gross sein soll. 
Es  sei eine isolierte Metallkugel mit der Elektrizitatsmenge N : 1 

geladen, die man sich teils i m  Innern der Kugel, teils an ihrer Oberflache 
beliebig verteilt denke. Das von dieser Verteilung auf irgend einen innern 
Punkt  ausgeübte Potential P werde aufgestellt, sowie, nach Entwickelurig 
von f(r) nach Potenzen von u und r ,  die Ausdrücke A V  und AAV. 

Dann ergiebt sich die einfache Relation: 

4, A A V -  u 2 A V -  47cu4& = O ,  

wo E die (variable) riiumliche Dichtigkeit bezcichne. 
Lasst man nunmehr noch die - allerdings wesentlich beschrankende - 

Voraussetzung Platz greifen, dass der der Zeit t = O entsprechende An- 
fangszustand i n  Bezug auf das Kugelzentnun s y m m e t r i s c h  sei, so folgt 
aus 4), mit Riicksicht auf frühere, von L a p l a c e  und B e r t r a n d  her- 
rührende Satze, dass die Elektrizitit  der Kugel n i e m a l s  z u r  R u h e  
k o m m e n  k a n n ,  sondern sich i n  unanfitirlicher Bewegung (die sogar nie- 
mals stationsr werdeu kann) befinden muss. 

Und solüher Beispiele kann man leicht noch mehrere aufstellen. 
Umgckehrt bcweist nun der Vcrfasscr in der Tha t  don Fundamental- 

satz, dass a l l e  mit dem Prinzip des elektrostatischen Gleichgewichtszustandes 
vertriiglichen Potentialfunktionen @(r) die Gestalt 2) besitzen müssen. Ilas 
is t  sein , , E x p o n e n t i a l g e s e t z L ' ,  das je nach der  Anzahl der Glieder von 
D(r) ein eingliedriges, zweigliedriges u. S. f. heisst. 

Die Hauptforxneln dieser allgemeinen Potentialtheorie haben eine weit- 
gehende Analogie mit deneu der gewtihnlichen Theorie; die La  p l a c e  sche 
Gloichung AV= O nimmt jedoch eine wcscntlich anùere Gestalt an, indem 

e -  ar 
z. B. ftir das eingliedrige Exponentialgcsctz @(r)  = 7 gilt : 

Wirkcn auf einen isolierten Konduktor elektrische Massen von 
aussen her, so ist  im Gleichgewichtszustande n e  b e n  ciner elektrischen 
Oberfkichenbelegung noch eine r i i u m l i c h e  Ausbreitung der Elektrizitit im 
Innern des Konduktors vorhanden, die ein einfaches Gesetz befolgt. 

Der  oben berührte singulare Vorteil des Greenschen Grenzfalles 1) 
~ ü r d e  also d m i t  irn allgemeineren Palle wieder verloren gehen. 
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Besondere Beachtung verdient es, was übrigens nach anùeren Erfahr- 
ungen zu erwarten war ,  dass sich der Reweis des sogenannten ,,Existenz- 
theoromes " der Potentialtheorie, unter Zugrundelegung der C. N e u m a n n  - 
schen Methode des arithmetischen Mittels, mit  Hilfe von 5) weit einfacher 
und durchsichtiger führen liisst, als im extremen Falle der N e  w t  O nschen 
Potentialfunktion. 

Bei alleu diesen Uritersuchungen war bisher stillschweigend, nach 
Newton ,' die Hypothese der momentanen Femwirknng vorausgeset~t.  

In einem kurzen, aber hochst interessanten Kapitel (Nr. VI11 S. 222 bis 
251) lasst der Verfasscr jene Hypothese fallen, ohne übrigens von seinem 
Exponentialgesetz weiterhin Gebrauch zu machen. 

Er  denkt sich wiederum zwei Massenpunkte m,  ml, von denen der 
eine dem anderen zur Zeit t,,, wo sie den Abstand ro haben mogen, das 
gewohnliche Potential WT = mm, (r,) ,, zusendetLL. Diese Zusendung soll 
aber, einer ersten Hypothese zufolge, einer gewissen, wenn aueh sehr 
kleinun Zeit t - ta bedürfen, nach deren Ablauf die -- in irgend welcher 
Bewegung befindlichen - Punkte die Entfernung r besitzen; zudem soll 
clic Zuscndung mit konstanter (sehr grosser) Geschwindigkeit erfolgcn. 

Der Verfasser macht dann die weitere Hypothese, das Potential TV 
habe in Wirklichkeit die zur Zeit t vorhandene Entfernung r durchlaufen, 
wozu also die Zeit 

t - t  -- 
O -  C 

erforderlieh sei. 
Ob und inwieweit sich diese zweite Hypothese mit der ersten i n  

Übere in~t immun~ befindet, mag dahingestellt sein. 
Durch einfache Rechnung ergiebt sich so ein Ausdruck für W, der 

alsdann dem H a m i l t o n s c h e n  Prinzip - das der Verfasser als suprema 
l e x  hinsteilt - unterworfen wird. Man kann aueh sagen, dass der Aus- 
druck W nach den Koordinaten v a r i i e r t  werde, sodass W eigentlieh den 
Namen eines ,,Variations-Potentials" verdiente (im Gcgensatz zu dem ge- 
mühnlichen ,,Differentiations -Potential 

Nimmt man uoch im besonderen 

90 ftihrt das angedeutete Verfahren auf den merkwürdigen Satz: 

,,Die gegonseitige Einwirkung der beiden Punkte wird von 
solchcr Art sein, als f inde zwischen ihnen eine gewisse repulsive 
Kraft R statt .  Diese Kraft R,  die geradezu durch Variation 
von W entsteht, ist identisch mit der durch das W e b e r s c h e  
Gesetz definierten Kraft: 

falls man nur jene konstante Transmissionsgeschwindigkeit c als 
identisch sich denkt mit der Weberschen Konstanten c." 
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Alsdann liisst sich auch ein Theorem der lebendigen Kraft aufstcllen, 
das dem gewohnlichen nahe verwandt ist. 

Danach wiire es sehr wahrscheinlich, dass in den Fallen, wo Krafte 
ein gewohnliches Potential nicht besitzen, wenigstens ein derartiges 
,,VanationspotentialLL elristiert, dessen innerer Grund eben durch die Hypo- 
these eiuer zeitlichen Transmission der Krafte aufgedeckt sein f i d e .  

Für weitere Forschungen wiire damit eir?. weites Feld erofhet. 
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Histlori.sch-lit't erarische Abt'eilung, 

Preisaufgabe. 

Die Fürstlich Jablonomskische Gesellschaft schlagt für das JaEr 1901 
als Preisaufgabe vor: 

D i e  T h e o r i e  d e r  q u a d r a t i s c h e n  D i f f e r e n t i a l f o r m e n  i n  
e i n e m  w e s e n t l i c h e n  P u n k t e  zu  v e r v o l l k o m m n e n .  

Die Theorie der quadratischen Differentialformen, welche von R i e -  
m a n n  angebahnt und namentlich von C h r i s t o f f e l  und L i p s c h i t z  weiter- 
pefiihrt, worden k t ,  ha t  durch neuere TTnt~ersuchungen in der Geometrie, 
der Dynamik und der Theorie der Transformationsgruppen eine erhebliche 
13edeutung gewonnen, und jeder Fortschritt in jener Theorie würde auch 
hier einen Gewinn bedeuten. Indein die Gesellschaft wünscht, dass die 
Theorie der quadratischen Uifferentialforinen in einem wesentlichen Punkte 
vervollstiindigt merde, lenkt sie die Aufmerksamkeit der Uewerber be- 
sonders auf die durch L i e s  Forschungerl angeregte Frage nach der Natur  
uud den Eigenschaften der E'ormen, welche koniinuierliclic Gruppen von 
Transformationen gestatten. I'ür den Spezialfall n 3 ha t  ncuerdings 
B i a n c h i *  rvcrtvollc Beitrage gelicfcrt: es ist  zu hoffcn, dass die Dar- 
stellung der Kriterien für  die Xiigehiirigk~it einer gegebenen Form zu 
einem bestimmten Typus in  invarianter Form gelingen, und dass das 
Studium der i n  den betreferiden Eaumen herrschenden Geometrien sich als 
lohnend erweisen werde. 

Preis 1000 Mark. 

Die anoriyni eiuzureicl~enden Bewerburigsschriften sind, wo nicht die 
Gesellschaft i m  besoiidern Palle ausdrücklich den Gebrauch einer anderen 
Sprache gestattct, iu. d e u t s c h e r ,  l a t e i n i s c h e r  oder f r a n z o s i s c h e r  
Sprache zu verfassen, müssen einseitig geschrieben und p a g i n i e r t ,  ferner 
mit einem X o t t o  versehen und von cinem v e r s i c g e l t c n  U m s c h l a g c  
begleitct sein, welcher auf der Aussenseite das Motta der Arbeit t ragt ,  in- 
mendig den Xa,men und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede Bewerbungs- 
schrift muss auf d e ~ n  Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an 
welche die drbei t  für  den Fa l l ,  dasq sie nicht preiswürdig befunden wird, 

" Memurie della Soüiet:~ 1t:tli~na ilelle Scieiize, Ser. IIIa 'Y. X I ,  1897 
Hist -1itt. Abt. d.  Zeitsclir. f .  Math u. Pliys .  43 Jnlirg 1898. 3. Hcft. 7 
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zuriickzusenden ist. Die Zeit der Eirise~idung endet mit  dem 30.Koveniber 1901, 
und die Zusendung ist an den derzeitigen Sekretiir der Gesellschaft (für 
das J a h r  1898 Professor Ur. A u g u s t  L e s k i e n ,  Stephanstrasse Kr. 10)  zu 
richten. I)ie Resultate der Prüfung der eingegangenen Schriften werderi 
durch die Leipziger Zeitung im h k z  oder April dos folgcnden Jahres be- 
kannt  gemacht. Die gekrijnten Bewerbungsschrjften aerden Eigentnm der 
Gesellschaft,. 

W. S c h e i b n e r ,  Pras. 

A. Leskien.  E. Sievers. K. L a m p r e c h t .  H. Lipsius. 

K. B ü c h e r .  F. Zirkel .  W. Pfefïer.  W. HanBel. 

Ziir Entilecliiiiig des Eleliti~oii~;1gnetis11i11s. Abhandlurigen von Hass 
CHRISTIAN ~ ~ I ~ S T E D  und TIIOHAS JOHANN ~ E E : B E C K  (1820 -1821). 
Herausgegeben von A. J. OTTINGEK. [Ostwalds Klassiker der exakten 
Wissenschaften Nr. 63.1 Mit 30 'i'extfigurcn. Leipzig 1895. Verlag 
von Ti-ilhelm Engelmann. 83 S. Preis 1.40 12. 

Die f i r s t e d s c h e  Abhandlung umfasst nur acht Seiten und führt den 
Titel: Tersuche über die Wirkung des elektrischen Konflikts auf die JIa.gnet- 
nadel. Sie erschien in lateinischer Sprache und wurde von G i l b e r t  i n s  
Ueutsckie übersetzt. 

S e  e b e c k s  Arbeit lautet: 6 b e r  den RIagnetismus der galvanischen Kette 
und is t  65 Seiten gross. Sie verdankt ihre Entstehung zweien Vorlesungcn. 

Den Schluss bilden Anmerkungen, in welchen uns die beidcn Gclehrtm 
personlich niihcr hekannt gemacht werdcn. B. N E ~ E L .  

i h p  Faradaj-s Iiraftliiiieii. Von J a m s  CLERIE MAXWELL (1855-1856). 
Herausgegeben von L. BOLTZMANN. [Ostwalds Xlassiker der enaktcn 
Wissenschaften Kr. 69.1 Leipzig 1895. Vcrlag von Wilhelm Engel- 
mann. 130 S. Preis 2 M. 

Der lnhal t  zerfiillt in drei Teile, voil denen der erste lautet: Au- 
wendung auf statische Zustinde und stationare S t r i h u u g .  Der  zweite be- 
handelt F a r a d a y s  elektrotonischen Lustand, wiihrend der dritte eine rieihe 
von Beispielen mathematisch I&t. 

Die Anmcrkungen erstrecken sich über 32 Seiten und lassen erkennen, 
wie sehr der Herausgeber bemüht is t ,  die knappe und deshalb schwer 
verstiindliche Ausdrucksweise 3lauwells einem grosseren Leserkreis mund- 
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gerecht zu machen; denn nur auf solche Veise ist  es moglich, die moderrie 
Theorie über die Elektrizitat rasch einmfuhren und die alten, seil dem 
Aufschwung der Elektrotechriik riicht rriehr ausreichenden Anschauurigen 
zn verdriingen. B. KEBET.. 

Jlngiietisclie Polai~isatian der Petalle und Erze diirch Temperatur- 
1)itft~rwix. Von TH. J. Scniimx (1822 -1823). Herausgegeben Ton 
A. J. vos OTTINGFX. [Ostwalds Klassiker der exakt,en Wissenschaften 
Nr. 70.1 Mit 33 Figuren. Leipzig 1895.  Verlag von Wilhelm Engel- 
mann. 120 S. Preis 2 M. 

Die vorliegeride Arbeil 8 e e b e c k s  ist an l i h a l t  wichtiger , als die in 
Sr. 63  dieser Sammlung wiedergegebene. Jedoch is t  es der Ausdrucks- 
wcise wcgen nijtig auch dieso zu lesen. D a  der Lebensgang des Autors in 
die Anmcrkungcn von Kr.  6 3  aufgcnommen ist,  so beziehen sich die jetzigen 
Znsatze lediglich auf die h h h m d l u n g  selbst, die eincn Auszug aus vier 
Vorlesungen hildet. 73. Ksriur,. 

Cliemische Ailalyse dnrch Spektralbeobacht~~iigen. Von G. KIRCHHOFF 
und R. BUNSEN (1860). Herausgegeben von W. ORTWALD. [Ostwalds 
Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 72.1 Mit 2 Tafeln und 
7 Figuren im Text. Leipzig 189.5. Verlag von Wilhelm Engel- 
mann. 74 S. Preis 1 .40 M. 

I n  diesem Biindchen sind ewei Abhandlungen aus P o  g g  c n d O r f f  s 
bnnalen abgedruckt, welche das Fundament der nunmehr unentbehrlich 
gewordenen Spektralanalpse hilden. Obwohl Sext  und Tnhalt mesentlich 
von B u n s e n  herrühren, so wird das Verdienst K i r c h h o f f  s bei dieser wich- 
tigen Entdeckung keineswegs geschmiilert. Der Herausgeber teilt in den 
Anmerkungen mit ,  wie B u n s e n  den Hergang der Entdeckung schildert, 
die namentlich der Chemie zu einem ungemein wichtigen Hilfsmittel ge- 
worden ist. B. KEUET,. 

~iitersiicliiiiif;en über die Gesetze der Verwandtschaf't. Von CLAUDE 
LOUIS T ~ E R I I I O L T ~ E T  (1801). Herausgegeben von W. OSTWALD. [Ost- 
walds Klassiker der exakten Wissenschaften Sr. 74.1 Leipzig 1896. 
Verlag von Wilhelm Engelmann. 113 S. Preis 1.80 M. 

Wir  haben es hier lediglich mit einem Neudruck einer im Jahre 1802 in 
Berlin erschienenen Übersetzung von R e r t h  011 e t s  franzosischer Ausgabe zu 
thun. I n  den Anmerkungen wird zuniichst der interessante Lebenslauf des 
1-erfassers mitgeteilt, an den sich einige kritische Bemerkungen anschliessen. 

13. XEBEL. 

Bl~haiidliiiig über die Hrrleitiiiig i~ll('11 krist:~llogr~aphisr:li~ii SJ sft~iiir 
mit ihren Unterahteilungen aus einrm einzigen Prin7ipe Von A x ~ r .  
GADOLIT (1867). Deutsch herausgegeben von P. Gno~rr .  [Ocitmalds - * 
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Xlassiker der exakten \.lTissenschaIten S r .  75.1 Mit 2 6  Textfiguren 
und 3 Tafeln. Leipzig 1896 .  Verlag von MTilhelm Engelmann. 
92  S. Pr& 1. 50 hl. 

G a d o l i n  führte auf Grund des von H a u y  entdeekten Erfahrungs- 
geset~es der Ratiorialitiit der Indices, ohne irgeud welche Annahme über 
die ?IIolekularstruklur der Kristalle, den Nachweis, dass es nur  3 2  Xlassen 
von Kristallen geben konne, die sich durch ihre ganz bestimmte Art  der 
Symmetrie von einander unterscheiden. Zu dieser Erkenntnis kam schon 
1830 der deutsche Mineralog H e s s e l .  Seine Arbcit is t  aber 6 0  Jahre lang 
nicht h~riicksicht,igt worden. Die eleganteste Ableitung riihrt doch von 
G a d o l i n  her. 

Hier zeigt sich mieder deutlich der Nutzen, welcher durch die Heraus- 
gabe dieser Sammlung von Klassikern der exakten Wissenschaften gestiftet 
wird. Werke, welche in  einer dem Gelehrten nicht geliiufigen Sprache und 
in einer dazu noeh weniger verbreiteten Zeitschrift erschienen sind, kommen 
auf diese Weise in den Besitz der Allgemeinheit, wodurch auch das unab- 
Iiiingige Arbeiteri über denselben Gegenstaud vermieden wird. 

-- 

Die Foiisclirittt! dei* P l i p ik  irn Jahre 1893.  Dargestellt von der Physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. 49. Jahrgang: 

Zweite Abteilung, enthaltend: Physik des a thers .  lledigicrt von 
RICHARD BORNSTEIN. Braunschweig 1895 .  Druck und 
Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn. 9 0 0  S. Preis 3 0  11. 

Dritte Abteilung, enthaltend: Kosmische Physik. Hedigiert \-on 
RICHARD ASSXANN. Braunschweig 1895 .  Druck und 
Verlag von Friedrich Vieweg urid Sohn. 727  S. Preis 25 11. 

I)ie E'ortschritte de r  Phyik im Jahre 1894.  Dargestellt von der Physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. 50. Jahrgang: 

Erste Abteilung, enthaltend: Physik der Materie. Redigiert von 
RICHARD I ~ ~ R S S T E I N .  Uraunschmeig 1895 .  I)ruck und 
Verlaç von Friedrich Vieweg und Sohn. 600 S. Preis 
22 .50  M. 

Zweite Abteilung, enthaltend: Physik des Athers. Hedigiert von 
RICHARD ~ ( ~ ~ L N S T E I , U .  Braunschweig 189 6. Druck urid 
Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn. 8 5 3  S. Preis 30 M. 

I)ritt,e Ahteilung, enthaltend: Kosmische Physik. Redigiert ron 
R I C H ~ R ~  ASSMANN. Braunschweig 1 89 5. Druck und 
Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn. 716 S. Preis 25 11. 

Über den Kutzen der Eortschritte der Physik für den tfiitigen Physiker 
zu sprechen, hiesse: Eulen nach Athcn tragen. Aber gerade weil die 
Physiker zu thatig waren, so mangelte ihncn die Zeit, die Referate so 
schncll wie moglich zu liefern. Daher karn cine solche Verschleppung i n  
dem Erscheinen der Bande, dass der Vorteil doch sehr fraglich erschien. 
Schon sahen Einige den Untergang, bis es der Tüchtigkeit zweier neuer 
Reùakteure gelang, dass der 50. Band  zum 50jahrigen Jubilaum der Physi- 
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Rezcnsionen. 8 .? 

kalischen Geçellschaft erscheinen konnte, also die Zrit innehielt, welche 
von den Griindern a,ls Ideal angesehen wurde. Dieses Ergebnis ist um so 
htiher anzuschlagen, als auch die restierenden Jahrgange noch in Angriff 
grnommen werden mussten. Gtolz konnen jene Miinner auf ihre Thiitig- 
keit zuriickblicken, denn jetzt ist  nur noch ein Jahrgang einzuholen, 
wiihrend die laufende Arbeit keine Verzogerung dadurch erleidet. I n  
Kurzeru wird alles normal gehen, und die Wiedergeburt ist  glücklich voll- 
zogen. Moge eine derartige Krisis nie mehr eintreteu, damit aucli der 
100. Rand dereinst rechtzeitig erscheinen karin! B. NEBEL. 

Dit: Lrhre ~ 0 1 1  der Blektrizitlt von GI:STAV WIEDDMAKN. Zweitc um- 
gearbeitete und vermehrte Auflage. Zugleich als vierte Auflage 
der Tlehre vnm Galvanismus nnd Elrktromagnetismus. Dritter Rand. 
X i t  320 eingedruckten Holzstichen. Braunschweig 1893. Druck und 
Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn. 1139 S. Preis 28 M. 

Die Gruppierung des Jnhalts ist i m  grossen und ganzen dieselbe ge- 
blieben, wie in dem entsprcchenden Bande der früheren Auflage; jedoch 
bernerkt man  überall dic unermiidliche 'I'htitigkeit des Verfassers, dcssen 
Strehen es kt, dem Physiker ein Werk a.n die H m d  zn geben, ohne das 
er nicht mehr erfolgreich arbeiten kann. Wi e d e m a n n s  1,ehre von der 
Elektrizitat is t  aber schon dem jüngsten Physiker derart bekannt,, dass 
es nur eines Hinweises beùarf, dass wieder ein neuer Band erschienen sei. 
Es gehort ein immenser Bienenfleiss d a m ,  das tiiglich rasch anwachsende 
Naterial sorgfiltig zu sammeln und es in  solcher Weise zu rereinigen, 
dass es als Garizes eiu Bild liefert von dem Stande der Wissenschaft, dessen 
Grenze in  dern vorliegendcn Yalle der Anfang des Jahres 1895 bildet. - 
Mijgen auch die bciden lotzten Bande i n  &ldc crscheincn! B. NEBET,. 

Ilehrl)ncli dei1 Expeiaimmtalphysik von ADOLYII Wijr,r .~ar~ Fünfte violfach 
uingearbeitete und rerhessert,e Auflage. Zweiter Hand: Dic 1,ehre 
von der W5rme. Mit 131 in den Text gedruckten Abbildringen 
und Figuren. Leipzig 1896, Druck und Verlag von B. G. Teubner. 
935 S. 

Die elektroinagnelisçhe Liclittheorie gab die Veranlassung, in dem 
zweiten Band nunmehr die WBrmelehre zu behandeln, wiihrend die Lehre 
vom Lichte den vierten Band urnfassen soll. - Begonnen wird die Lchre 
von der Wsrmc wieder mit der Thermomotrie und der Ausdehnung der 
Korper durch die m'arme. Bei dieser Inhaltseinteilung war es erforderlich, 
die Temperaturmessimgen mit Thermastromen in diesen Band aufzunehmen, 
wahrend die Thermostrome selbst erst im niichsten Band eingehender he- 
riicksichtigt werden. Die wichtigen Ergebnisse der experimentellen Rr- 
forschung der Gase sind vol1 gewürdigt worden. Da die Strahlung einen 
wesentlichen Teil der Optik ausmacht, so wurde i n  dem zweiten Rapitel 
nach Besprechung der hIessinstrumente nur die Emission und Absorption 
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aui'genommen. Die mechanische Theorie der Wiirme is t  irn wesentlichen 
unverandert geblieben. Obwohl die speziiische mTiirme über eiu reiches 
eaperimentelles Xaterial zu verfügen ha t ,  so sind die Schlüsse daraus noch 
niüht befriedigend. Von den grossen Errurigenschafteu auf dem Gebiete 
der physikalisühen Chemie durch van t'Hoff und seine Milarbeiter haben 
diejenigen Aufnahme gefunden, welche mehr die Physik streifen. So 
kommt es auch, dass die Würmoentwicklung durch chemische Prozesse 
nicht auf Grund der neiieren Untersuchungen behandelt wird, obwohl diese 
für  den Cherniker so überau; fruchtbar geworden sind, sondern sich aiif- 
baut auf die physikalischen G m d s a t z e ,  die ihre Entstehung den alteren 
Untersuchungen verdanken. Dieses Verfahren mag ja jetzt noch hingelien, 
bis die physikalische C'hemie weiter ausgebaut kt. - Das Buch eignet sich 
insbesondere für den jungen Physiker, der sich im Laboratorium selbst- 
standig machen will. B. KEUEL. 

Lehrbuch (lcr Experimentalyhysik von E. VON LOJIJIEL. Mit 430 Figuren 
iiu Text und einer SpektraltaSel. Dritte Auflage. Leipzig 18 Y 6. 
Verlag von Johann Arubrosius Barth (Arthur Meirier). 656 S. 

Die rasche Aufeinanderfolge der drei Auflagen spricht dafiii, wie 
sehr es der Verfasser verstanden ha t ,  ein Buch zu schaffen, welches den 
Bedürfnissen der Studierenden i n  jeder Hinsicht entspricht. Ein Grund zu 
wesentlichen hnderungen lag somit nicht For, gleichwohl ha t  der Verfasser 
da  und dort  seine bessernde Hand angelegt. - Die seit dem Erscheinen 
der letzten Auflage erfolgte wichtige Entdeckung der Rontgen-Strahlen ist 
entsprecherid berücksiçhtigt worden. Die Beigabe einer schonen Spektral- 
tafel darf als besonders willkorumeu bezeichnet merdeu. - Auch diese 
Auflage hegleite unser ,,Glück aufLL! B. XEBEL. 

Iler-Pouillt2ts Lehrbuch der Phj-sik und Neteorologie. Neunte um- 
gearbeitete und Fermehrte Auflage von LEOP. PFALXDLEII, unter Mit- 
wirkung von OTTO LUMIXER. I n  drei Banden. Mit gegen 2000 Holz- 
stichen, Tafeln, zum Teil in  Farbendruck. Zweiter Band. Erste 
A b t d u n g .  Zweite L i e f e m g .  Braunschweig 1895. Dmck und Ver- 
lag von F r i ~ d r i c h  Vieweg und Sohn. 608 S. Preis 4.50 M. 

Die vorliegende zweite Lieferung begmnt mit dem fünften Kapitel, 
der Spektralanalyse. In eineni besonderen Kapitel werden die U r n ~  audlungs- 
produkte oder Wirkungen des absorbierten Liohtes behandelt, also die 
Fluorescenz, Phosphoresüenz und Photographie. Die Wellenlehre des Lichtes 
wird durch einen geschichtlichen Eberblick eingeleitet, worauf dann zur 
Ableitung der Grundgesatze der geometrischen Optik übergegangen wird. 
Den centrierten optischen Systemen ist wegen ihrer Wichtigkeit in  der 
praktischen Optik ein besonderes Kapitel gewidmet, in welchem die bei 
der Abbildnng auftretenden Fehler und die Mittel zu deren IIebung ein- 
gehend behandelt werden. Den Abschluçs dieser Lieferung bildet der An- 
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fang- des elften Kapitels: Das Auge und die Gesichtsempfindurigen. - Die 
I'ehler der Linsensysteme wurden fi-üher meisteris nur  kurz erwahnt; erst 
(die allgemeine Verbreitung der Photographie spornte die Optiker m m  Auf- 
finden der besten Linsensysterne a n ,  womit natürlich eine ejngchende 
Kenntnis der Abbildungsfehler rerbunden war. Das Streben, diese 
schwierigen Teilc der Optik so deutlich wic moglich ciarzustellen, giebt 
sich schon in dcrn liosseren 1-rnstande z11 erkennen, dass in  den Figuren 
die roten und blaucn Strahlen farbig wiedergegeben sind, was von sehr 
groçsem Wer t  ist. - Auch dieser Teil des Werkes sei bestens empfohlen. 

-- B. K E I ~ I , .  

Ilas Nikroskop und seine Anwenilnng. Von DIITEJ~.  Zweite um- 
gearbeitete Auflagc. Zwciter Teil. Anwendung des Mikroskopes 
auf die Histologie der Gcwiichsc. Erste Abteilung. Mit 303 ein- 
gedruckten Holzstichen und drei Tafeln in  Farbendriick. Braun- 
schweig 1896. Druck und Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn 
443 S. Preis 24  M. 

Seit dem Erscheinen der früheren Auflage ist die rnikroskopische 
Cntersuchung der Pflanzen wesentlich gesteigert worden. Dabei sind auch 
die Jlcthoden tcils verbcssert, tcils neu gcschaffen worden. Dies gilt be- 
sonders von den Polarisationserscheinungen. Der erste Abschnitt des 
Werkes heschBft,igt sich aiisschliesslich mit, den T7nt,ersuchungen iiber den 
Bau der Zelle, wahrend der zweite die Gewebe der hoberen Gewachse zum 
Gegenstand hat.  Der dritte und vierte Ahsehnitt sind der zweiten Ab- 
teilung des Werkes vorbehalten u n d  sollen die Untersuchungen der vege- 
tativen Organe der hoheren Gewiichse und die ails der Entwickclungs- 
gmchichte umfassen. Die zahlreichen, zum Sei1 farbigen Figuren tragen 
\i-esentlich zum leichteren Verslandnis bei und entheben den Verfasser von 
weitschweifigen und sehr oft doch ungenügenden Ueschreibungen. Das 
Eritgegerikommen hierin von Seiten der Verlagsbuchhandlung sei besonders 
anerkarint. Bezüglich der iiusseren Ausstattung wiire die Wahl  eines 
.;olchen Papiers zu wünschen, bei welchem die Bückseite nicht durch- 
schlagt. Wie unschbn sind z. B. Seite 178,  249, 253 und andere mehr! - 
Von melcher Wichtigkeit die mikroslropischen Untersuchungen der or- 
granischen Substaneen, speziell auch die in der Botanik für das praktische 
Leben sind, daîiir sprechen die durch das Mikroskop i n  Kürze feststell- 
baren VerfLilschungen von Mchl und anderen Lcbensrnitteln. Ein dcrartiges 
ETandbuch wjrd daher nicht nnr dem Gelehrt,en, sondern auch dem gericht- 
lichen Sachverst,iindigen ein w-ichtiges Werkzeug sein. B. NI:IIEI.. 

\'oillesiiiigeii über &istlieorie. Von Lcnwrü B o r , ~ z ~ i a s s .  1. Seil: Theorie 
der Case mit  einatomigen Molekülen, deren Dimensionen gegen die 
mittlere Wegliinge verschwinden. Leipzig 1893.  Verlag von Johann 
Ambrosius Barth (Arthur Neiner). 204 S. 

Auch die Wissenschaft hat ihre Mode, und wer dieselbe nicht mit- 
inacht, wird von seinen Fachgenossen ebenso beurteilt, wie wenn er kein 
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modernes Gewand triigt. Liiüherlich is t  es,  aber leider wahr. Verfasser cm- 
pfindet dies auch und erliiut,ert in  seincm Vorwort, wie er eigentlich dazu 
kommt, der Offentlichkeit ein Werk über Gastheorie zu iibergebcn. Dies 
kann aber nnr  als ein %ug von Rescheidenheit angeschen werden; denn der 
Verfasser gehtirt zu den llenschen, die sich iinabhiingig von d m  3lode 
kleiden konnen und doch nicht unmodern sind. Wiihrend die kinetische 
Gastheorie von 0. E. M e y e r  mehr für Chemiker ist, die auf dem Grenz- 
gebiet ïwischen Physik und Chenlie that ig  sind, so existieren doch nur 
die K i r  c h  h o f  f schen Vorlesungen über Warrnetheorie , denen die Gas- 
tlieorie als Arihang folgt. Angeregt durch die Kirchhoffsche Gastheorie, 
war der Verfasser bestrebt, die vielen Lücken darin auszufUllen und die 
Arheiten Ton C l a u s i u s  urid JI  a x  w e 11 im Zusammenhang wiederzugebcn. 
Kach einer 1':inleitung über die rnechariische Analogie für das Verhalteri 
der Gase und der Bereehnung des Druckes eines Gases werden im ersten 
Ahschnitt die 3lolekiile als elastische Kugeln aufgeiasst, wobei iiussere 
Iiriifte und sichtbare Xassenbcwcgungcn fehlen. I n  derri zweiten Abschnitt 
merden die Nolekiile als Kraftcentra angesehen und iiussere Xrafte und 
sichtbare Bewegungen des Gases der Betrachtung unterworfen. Tm dritten 
und letzten hbschnitt  wird der Xachweis geliefert, dass die Molekiile sich 
mit einer der fïinften l'otenï. der Entfernung verkehrt proportionalen Kraft 
abstossen. Der  zweite Teil soll die v a n  d e r  Waalssche  Theorie, die 
Gase mit inehratomigen l\lolekülen und die Dissociation zum Gegenstand 
haben. -- -- - B. NEHEL. 

lhgnetisclie Iiraftfelder. Die Ersclieiiiuugeii des Magiietismus, Elsktro- 
magnetismus und der Induktion, dargestellt auf Grund des Kraft- 
linienbcgriffes. Ton H. Eimvr. 1. Teil. M i t  93 Abbildungen im 
Test und auf zwei Tafeln. Leipzig 1896. Verlag von Johann Am- 
hrosiiis Barth. 223 S. 

Durch die genialen experimentellen u'ntersuchungen von H e i n r i c h  
H e r t z  wurde der Faraday -Maxwellschen Theorie über die Elektrizitat der 
wichtigste Stützpunkt geliefert, so dass die früheren Anschauungen plützlich 
verdriingt wurden. Dies geschah in so unglaublich kurzer Zeit, dass z. B. 
die Elektrotechnik sofort mit den Kraftlinien rechnete. In der Physik wurde 
i n  dem Unterricht auch der Kraftlinienbcgriff eingeführt, jcdoch bildete er 
noch nicht allgemein die Basis für die Elektrizit%tslehre, zumal noch kein 
T'ehrbuch fiir den ersten Physikiinterricht an Hochschulen existierte, in 
welchem der ganze Stoff vom Standpunkt der Kraftlinientheorie aus ein- 
heitlich zur Darstellung gelangte. Das vorliegende, dem Andenken von 
H e  i n r i  c h H e r t z  gewidmete Werk soll diese Lücke ausfüllen. Zunachst ist 
nur  der erste Teil erschienen, welcher einen mehr vorbereitenden Charakter 
besitzt. Die neuen Degriffe werden an den liingst bekannten Beispielen 
aus deui ersten Physikuuterricht erlautert und durch Einüben gelaufig ge- 
macht. So werden sclion bei dem natürlichen Magriet das magnetische 
Kraftfeld und die Kraftlinien eingeführt. Der zweite Teil sol1 die III- 
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duktion im weitesten Sinne des Wortes urrifassen. Uahin gehoren zunaclist 
die Erscheinungen der Induktion i n  qualitativer und quantitativer Hinsicht, 
sodann dieJZenigen der Selbstinduktion, der ein- und mehrphasigen Wechsel- 
str6me und der magnetischen Drehfeldcr. Mittels der H e l m h  oltzschen 
Cykeltheorie sollen auch die Erscheinungen der Transformation der elektro- 
magnetischm Energie in Wiirme und aiich die Energieansammlung bei un-  
geschlossenen Stromen behandelt werùen. Sehr wichtig wird dann das 
Kapitel über Elektrooptik sein, in melchem neben den Leuchterscheinungen 
auch die Kathoden- und Rontgenstrahlen ihren Platz finden Terden. Aus 
diesen kurzen Andeutungen folgt schon, welche Fülle von Material unter 
derri eiuen Gesichtspunkt der Kraftlinieu behandelt werderi soll. - E s  be- 
darf wohl kaum des Hinweises, ùass sich ein solches I h ç h  sehr rasch in 
dein Unterricht über Experimentalphysik einbürgern wird, um die neue 
Generation nicht zu sehr mit den, leidigcn ii'bergangsstadium von der altcn 
aur neuen Theorie zu beliistigen. - Auch die iiussere Ausstattung ent,- 
spricht, ganz dem eediegenen Inhalt, des W ~ r k e s .  B. NI.;I~I.:~,. 

Populiir-wissenschaftliche Yorlrsungen. Von E. MACH. Mit 46 Abbild- 
ungen. Leipzig 1896. Verlag TTon Johann Ambrosius Barth. 135 S. 

Die 1 5  populiir - wissenschaftlichen Vorlesungen sind zuerst i n  Chicago 
in englischer Sprache erschienen, verdanken aber ihre Entstehung nicht,, 
n-ie dies so haufig der Fa11 ist,  einem Vortragscyklus in  einem kürzeren 
Zeitraiim; ihr  Erscheinen erstreckt sich über einen Zeitraum von mchr als 
30 Jahren, und schon daraus folgt, dass sie vollstiindig unabhiingig von 
einander sind. Auch der Charakter des Inhalts is t  durchaus verschieden, 
bald wird ein ganz spezieller Gegenstand behandelt, wie z. B. über die 
Geschwindigkeit des Lichtes, bald eine allgemeine, das heutige Leben leb- 
haft beschaïtigende Schulfrage, wie z. B. über den relativen Bildungswert 
der philologischen und der matheuiatisch - naturwisse~ischaftlichen Unter- 
richtsficher der hohereri Schulen. Hei dieser uuabliiingigen Stoffauswahl 
kann der Leser seinem Geschmack folgen und ist nicht geriotigt, schritt- 
weise vorzugchen, was gerade dem Laien, der sich mehr belehrend unter- 
halten d l ,  nur zu schwer wird. Alle ans dern Gebiet der Naturwissen- 
schaften stammcndcn popularen Vorlesungen begrüssen wir mit besonderer 
Freudo; denn sic tragen d a m  bei, dem klassischen Philologen seinen hisher 
dominierenden Platz in  der Sehule auf das richtige Mafi zu beschriinken. 

R. NEI~EL. 

(;ruidriss der '&%me für Studierende und Schiller. Von R. T. G ~ a z s ~ i z o o s .  
Deutsch herausgegeben von OTTO SCIIONI~OCK. Mit 88 Figuren iin 
Text. Berlin 1896. Verlag r o n  S. Calvary d Co. 280 S. Preis 
3. 60 DI. 

Das kleine Werk ist sehr nett und ausserst praktisch eingerichtet. 
Hinter den mit Zahlen versehenen Abschnitten ist in  fcttem Druck das den 
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Inhalt angsbende Stichwort gesetzt. IIandelt es sich uin eine Definition, 
so f i l l t  sie ilusserlich schon durch den Druck in Kursivschrift auf. Dureh 
kleinen Druck werden Aufgaben und Fehleryuelieri bei Experimenten an- 
gedeutet. Dabei war  der Verfasser bestrebt, so knapp und priizis wie 
moglich zu sein. Kurz gesagt, es ist ein Vademecum für den angehenden 
Physiker, sei er mit Experimentieren, sei er mit Examensvorbereit~ungen 
beschiiftigt'. B. XÜI~EL. 

Gimi(1gesetze der JIolekulai~physik. Von Tri. SCIIWAHTZE. Mit 25 in 
den Text gedruckten Abbildungeri. Leipzig 1896 .  Verlagsbuchhand- 
lung von J .  J. Weber. 209 3. Preis 2 M. 

Durch die üherraschenden experimentellen Ergebnisse von H e i n r i c h  
H e r t z  machten sich die Farada.y-5laswellschen Anschauungen iiber die 
elektrischen Vorgange derart schnell geltend, dass man zunKchst noch in 
'iTerlegenheit kam, da  die Ausdrucksweise der alten Lehre mit derjenigen 
der neuen bei der Behandlung der gesamten Elektrizitatslehre i n  Kollision 
geriet. Verfasser ist mit seiner Lehre von der Elektrizitat und deren 
praktische Verwenduug als ein Apostel der neuen Lehre anzusehen, da die 
1)arstelluug ganz irn Sinne F a r a d a y s  erfolgte. - Der Umschwuug auf dern 
Gebiet der Elektrizitat und des Xagnetismus ist aber ein solch gewaltiger, 
dass auch die Mechanik hiervon ergriffen wird. Langst ha t  man es em- 
pfunden, dass es mit dieser i n  dem bisherigen Geleise nicht weiter gehen 
kann. Schon L a g r a n g e  und H a m i l t o n  waren der Ansicht, dass sich 
die mecha.nischen Grundprinzipien von einem Gesichtspunkt a.iis beha,ndeln 
lassen müssen. Verfasser sueht dieses Ziel dadurch zu erreichen, dass er 
das dem Wechselspiel von Wirkung und Gegenwirkung Ausdruck gebende 
Prinzip der  Zusammensetzung der Kriifte nach dem Parallelogrammgesetz 
zur Grundlage der physikalischen Mechanik uiacht. Diirch die Aufstellung 
einer allgemeiuen, für Statik und Dyuaruik giltigen Gruudformel, analog 
der N a x w  e 11 schen elektrodynarriischeri Gmndgleichung gelingt es, die ge- 
samte Statik und Uyuarriik in  eirie systerriatische Gestalt zu bringen. - 
Den Anhang bildet eine auf neuere Ueobachtungen gegründete Farbentheorie, 
die mit der S e w t o n s c h e n  JIypothese, dass weisses Licht zugleich viel- 
farbiges Licht sei, im Widerspruch steht. 

- - 
.B. NI,:BEL. 

Repetitoriuin dei. Experimeritalphysik f ü r  Studierende anf Hochschulen. 
N i t  besonderer Berücksichtigung der Bediirfnisse der Nediliner und 
Pharniazeuten. Von L. WEBER. &lit 1 2 1  in den Tes t  gedruckten 
-4bbildungen. München und Leipzig 1895 .  Wissenschaftlicher Verlag 
von Dr. E. Wolf. 256 S. Preis 4. 20 11. 

Gewohnlich wird i n  den Vortriigen iiber Rxperimentalphysik aiif die 
speziellen Bedürfnisse einzelner Studentenkategorien keine Riicksicht ge- 
nommen, so dass namentlich den Chemikern, Medizinern und Pharmaaeuten 
i n  vielen Teilen der Physik die Vortriige allzu eingehend erscheinen. Da- 
durch wird die für das Examen zu tretlende -4uswahl recht sehwer, zumal 
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92 Historisch-litterarische Abteilung. 

Uruck und dergleichen mehr. - Auf diese Weise werden auch die Besitaer 
der l e t z t ~ n  hui lage mit dem heutigen Stand der P h y ~ i k  bckannt gemacht 

B. NEIIET,. 

Die Erhaltuiig der Arbeit. Von RICHAAD HEGER. Hannover 1896. 
Helwingsche Verlagsbuchhandlung. 305 8. Preis 8 M. 

I n  dem vorlicgendec Buch sollen die Naturerscheinungen vom Stand- 
punkte der Erhaltung der Arbeit aus wissenschaftlich behandelt werden, 
ein Strebcn, das schon sehr viclc Anhiingcr gewonnen hat. Wenn nun auch 
dieser Standpunkt nicht allgemein angenornmen wird, so ist  es dnch eiri 
nützliches Werk,  die Wichtigkeit des Prinaipes von der Frhaltiing der 

Arbeit an der Hand der physikalisçhen Erscheinungen nachgewiesen und 
die Bedeutung dieses Gesetzes durch eine leichtverstindiche Darstellung 
den weitesten Kreisen zugiinglieh gemacht zu haben. J e  grosser die Ver- 
breitung dieses den Ilaushalt der Natur  betreffenden Gesetzes ist, um so 
grosser ist  die TVahrscheinlichkeit, dass neue Gedariken und neue Gesichls- 
puukte auftreteu zu der schrielleren Klaru~ig über die kürif'tige Uehaudlung 
der Physik; denn die sieh mchr und mehr bahnbrechenden Anschauungen 
in der Elektrizitiitslehre erheischen immer energischer eine baldige Um- 
gestaltung der Mechanik und daher der ganzen übrigen Physik. - Figuren, 
wie z R. Fig. 53 ohnc weitere Biichstabenbezeichnung, sind für  solche, die 
sich erst b e l e h r ~ n  lassen wollen, von geringem Xutzen. B. Nmr :~ .  

Die Luftwiderstands-Gesetze, der Fa11 dnrch dic Liift und der I'ugel- 
Bug. Mathematisch -mechanische Kliirung auf experimenteller Grund- 
lage entwickelt von FRIE~RICH KITTER vox Lo~ssr . .  wien 1896. 
Alfred IIolder. 304 S. 

Die Lüfte zu durcheilen, war  schon jeher das Bestreben der Menschen, 
und es fehltc nicht an Versuchcn, diesein Zicl niiher zu kommen. Zwci 
Richtungen sind es hauptsiichlich, welche cingeschlagen wcrden, einmal das 
Restreben, den Luftballon lcnkbar zu malchen und sodann das groçsartigerc 
Problem, den Vogelflug nachzuahmen. 1Jm dieses Ziel zu erreichen, sind 
aufmerksame Katurstudien erforderlich. D a m  gehoren nun nicht nur eifrige 
Beobachtungen des Vogelfiuges, sondern auch eine eingehende Kenntnis 
von den Gesetzen des Luftwiderstandes, um richtige Konsequenzen für den 
künstlichen Vogelflug z i e h e ~  zu konnen. Die seit einer Reihe von Jahren 
angestellteri Experi~riente urid teilweise auch schon veroffeutlichten Resul- 
tate ha t  der Verfasser i r i  dern vorliegerideri Buche zu eiriem Ganzen ver- 
einigt. Nachdem die verschiedenen Ansichten über das Verhalten der Luft 
gcgeu eine bewcgte Fliche einander gegenüber gestellt worden sind, wird 
auf das nach Ansicht des Verfasscrs thatsachliche Verhalten der Luft hin- 
gewiesen, das in einer Lufthiigelhildung bestchen soll. Diese wird iiun 
der eingehendsten experimentellen und rechnerischen Untersuchung unter- 
worfen, und dabei die Ergebnisae erforscht, wenn die Versuchsbedingungen 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kezensionen. 93 

entsprechend geandert wcrdcn. Dies führt schliesslich zu dem Problem des 
Vogelfluges, wobei anch die bisherigen Vorstellungen iiber diesen nicht 
unerwahnt bleiben. Aus den speziellen Betrachtungen des Taubenflugcs 
und den rechnerisch ergründeten Arbeitsleistungen glaubt der Verfasser die 
gewonnenen Resultate sinngemass auf jede Vogelgattung übertragen zu 
dürfen, weshalb von einer weiteren Betrachtung abgesehen wird. Dass die 
mathematischen Ergebnisse nur Anniiherungswerte sein konnen , dessen 
ist sich auch der Verfasser bewusst; denn für eine durchsichtige mathe- 
matische Behandlung müssen zunichst die Hedingungen so einfach wie 
moglich gewahlt werden. Daher sind die Frobleme über den Stirnwider- 
stand schwach gebogener dünner Flachen, sowie der Wiàerstand parallel 
gestelltcr Flachen, insbesondert: der von Gittern und Sicbcn wcgen ihres 
bedeutenden Umfanges kiinftigen selbstiindigen Abhandlungan vorbehalten 
worden. 13. NEEEL. 

Les radiatious nouvelles. Les rayons X et l a  photographie à travers les 
corps opaques par  CH.-ED. GUILTAUME. Deuxième édition. Paris 1896.  
Gauthier-Villars e t  fils. 144 S. Preis 3 Frcs. 

Seit dom Erscheinen der ersten Auflage dieses Ruches ist in thea- 
retischer Hinsicht über die Natur der X - Strahlen oder RBntgcn- Strahlen, 
wie sie in Deutschland nur noch bezeichnet werden, kein Fortschritt zu 
verzeichnen, der uns die Losung fiir das immer noch unbekannte X ge- 
bracht hi t te .  Der Verfasser verzichtet daher, die verschiedenen Vermutungen 
iiber das Wesen dieses neuen Phanomens in dieses Ruch aufzunehmen, 
sondern begnügt sich mit den bedeutenden Ergebnissen in praktischer IIin- 
sicht. Wer sich daher Aufkliirung hierüber verschaffen will und selbst 
erfolgreiche Versuclie anzustelleri wünscht, dern kann dieses I3uch nur bestens 
empfohlen sein. Der erste Teil und die beiden ersten Kapitel des zweiten 
r 7  ' leiles betreffen diejonigen Kapitel der Physik, welche zum Verstsndnis der 
Rijntgen-Strahlcn crforderlich sind. Die Figuren einer Rat te ,  mit natür- 
lichen und Rontgen- Strahlen aufgenommen , liefern den dentlichsten lJcweis 
über den ITnterschied dieser Strahlengatt,ungen. Di8 iibrigen Tafeln geben 
msgezeichnete Ront,geii-Photographien wieder. B. NE~EI . .  

Lntersnchiliigeii iiber die Quelliiiig der StSrke von H. Ronmmrm. 
Kiel und Leipzig 1896. Verlag von Lipsius und Tischer. 87 S. 
Preis 2 .40  M. 

Verfasser beschaftigt sich zunicht mit  der Uestinimung des Aus- 
dehnungskoeffizierlteri der Stiirke und sodann eingehend mit WSrrnernessungen. 
Hier werden die spezifischen Warmen der trockenen, gequullenen Stiirke 
und des Starkekleisters gemessen, dann erst wird die Quellungswiirme der 
Starke im Eiskalorirneter und bei Zirnmertemperatur ermittelb. Der He- 
stimmung der spezifischen Volumina der Stiirke folgt diejenige des Wasser- 
gchaltes der Starke im Qucllungsmaximum. Nach diesen experirrie~itellen 
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Entersuchungen wird in  Kürze die mechaniscbe TViirmetheorie auf die 
Quellung angewendet, und aus den zusamniengestellten, auf experimeiitellem 
Wege gefundenen Resultaten noch eine Reihe von Grossen abgcleitet, unter 
anderem auch die bei der Quellung auftretende Arbeitsleistung. - Durch 
diese Spezialarbeit ist  aber auch das Interesse auf andere Gebiete gelenkt 
worden, erwahnt sei nur die Physiologie bezüglich der Muskelthatigkeit. 

Biti~onietrisclie Hiilieiitafelii fiir Ticflanil niid für grosse Biilicii Ton 

W. J OKUAX. Hannover 1 8 9 6 .  Helwirigsche Verlag~buchhandlun~.  
48 S. l'reis 2 31. 

Diese Tafeln bilden die Ergiinzung der zweiten Auflage der im J a h r ~  
1886 im Verlage von J. B. Netzler, Stuttgart,  erschienenen barometrischen 
IIohentafeln nach Gnten und Oben, so dass nunmehr ein barometrisches 
Tabellenwerk existiert, welches bei barometrischen Hoheumessungen in1 
Tiefland, im liittelgebirge, im Hochgebirge und auf Ballonfalirten bis 
8 0 0 0  ni H6he benutzt werden kann. - Sicherlich wird 'auch diese Arbeit 
des ungernein thstigeri \'erfassers i n  den beteiligten Kreisen grossen Ail- 
klang finden. B. NI,~F,L. 

IYI:XI~AIIE,  DR. C. l h s  I ' P I * ~ : I ~ T ~ I ~  der Fiiiil\tioiis~iedri*lioliiiig, seiiir 
geoirietrisehc. Yrr;inschaiilichuiig und ;~lgrbr;iischt~ Aiiw\.eiidiiiig. 
Iieipzig 1897 .  Dmck nnd Verlag von R. G. Teubner. 1 1 3  S. 

Die sogenannte Funktionswiederholunp oder Iteration, welche darin 
besteht, dass man auf eine Grosse z,, die Operation f wiederholt ausübt, 
alsa aus ;1 - j '(zO), weiter z2 = f ( z l )  - f [ / ' (zo) ]  - fS (go)  bildet u. S. f. bis 
r, - fn(zo),  ist n i c h t  neu. Verfasser selbst weist auf A r c h i m e d e s ,  
X e w t o n ,  G a u s s ,  G ü n t h e r ,  E. H o f f m a n n ,  N e t t o  hin, Namen, welühen 
unter anderen noch S t e r n ,  S c h l i i m i l c h ,  S c h r o d e r ,  S ç h a p i r a  und 
v. S c  h a e  w e n bcigefügt werdcn k6nncn. 

Die Frage der hnwendung iteriertcr Funktionen auf Algebra ha.t, 
eigentlich so recht G ü n t h e r  in der mathematisch-nat,urwissenschaftlichen 
Section der 34. Versammlung deutscher Philologen und Schulmanner zu 
Trier (Sept. 1 8 7 9 )  in  Pluss gebracht. Man vergleiche J. C. V. HofTmanns 
Zeitschr., 11 .  Jahrg.,  S. 68: , , E i n e  d i d a k t i s c h  w i c h t i g e  Aufli.isun9 
t r i n o m i s c h e r  G l e i c h u n g e n C C .  Denn der G ü n t h e r s c h e n  Fragestellung 
folgte noch i n  deniselben Bande dieser Zeitschrift eine entsprechende Ab- 
handlung von v. S c h a e w e n ,  sodann eine verwandte Arbeit von E. Hoff -  
m a n n  irn Archiv d. Math., 66. Teil, S. 33  (1881) .  Etwas spiter er- 
schienen zwei Abhandlungen von N e t  t,o im 29 .  Ud. der Math. Annalen 
(1887) ,  S. 1 4 1  u. 1 4 8  und an diesc anschlicssend eine Arbeit von I sen-  
k r a h e ,  Kath. Annalen, Bd. 31, S. 309 (1888) ,  welche nls der VorlRufer 
seines jetzt erschienenen Huches hezeichnet werden kann. 

In allen diesen Arbeiten fehlt, von einigen sehr unbestimmt gc- 
haltenen ~ u s s e r u n ~ e n  abgesehen, die g e o m e t r i s c h e  Deutung des ana-  
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lytischen Vorganges bei dem Iteratiorisprozess, und diese Lücke sol1 nun 
irn wesentlichen durch das uns vorliegende Bucli ausgefillt werdcn. 

Der Verfasser zerfàllt eine Gleichung F ( x )  = O i r i  f(z) =g(x) und 
hetrachtet die Kurven y -  f(x) und y=y(x) .  Von der einen Kurve nach 
der anderen srhliigt er sodann eine ,, B r ü c k e L L ,  d. h. er fiigt eine die ge- 
nannten Kurven schneidende Kurve I/ = B(x) hinzu und sncht mittclst 
solcher sich aneinander schliessender Brücken den Schnittpunkt der 
ersten beiden ICurven zu erreichen. Die Abscisse jenes Schnittpunktes 
kommt dann offenbar mit einer reellen Wur7el der vorgelegten Gleichung 
überein. Die aufeinander folgenden Drücken bilden, wie leiçht ersichtlich, 
je naeh der Neigung der Kurven gegen die x - a x e ,  entweder einen 
treppenartigen , , B r ü c k e n z i c k z a c k L ' ,  kurz eine , , T r e p p e L '  oder auch eine 
,, e ck ige  S p i r a l  eu, ein Ausdruck, welcher allerdings an ,, eckiger Kreis" 
u. dergl. erinnert. - Rach Einführung dieser allgemeinen Begriffc wird die 
Kurvc y = 7i(x) spezialisiert, genauer gesprochen: es werden die auf- 
einander folgenden Brucken durch Strecken ersetzt, welche abwechselnd 
parallel den Koordinatenaxen verlaufen; es entsteht so zwischen den 
Kurven ein geradliniger, gebrochener Zug. Aber auch die Kurve ? j = g ( x )  
wird spezialisiert; a n  ihrer Stelle wird einfaeh die Gerade y = x eingeführt. 
Diese Gerade nennt Verfasser , , W ~ r z e l a x e ' ~ ,  und er legt ihr eine prin- 
zipielle 13edeutung bei, welche sie indessen k e i n  e s w  e g s besitzt. Gerade 
dadurch, dass er j e n e  Axe auswahlt und y = x an Stelle einer noch 
passend aus~usuchenden, leicht wrikehrbareu E'unktion yrg(z)  setzt, be- 
raubt er sich der Bewegungsfreiheit und gestaltet die geometrischen Uilder 
unnotig verwickelt. 

Bci der Keuheit und Wichtigkeit des Gegenstandes halte11 wir uns fiir 
vcrpflichtct, diesen genauer darzulegen. 

Nehmen wir die kubische Gleichung: 

(1, -1- cl, x + s3 = O ,  

welche Verfasser auf Seite 6 1  behandelt. E r  bildet: 

1) 
a,, + .za - - - - f'(x) 

"1 

2) 
3 -- -- - x = v- (f,, - (Il x = ?>(x) 

und legt somit die Gerade ?J - x  fest, wihrend die kubischen Parabeln: 
a,, + 7r!: 3 - - ~  - 

? j=- -G-  , resp. x = v - ( + - ( ~ ~ y  

mit wechselnden W e r t ~ n  der Parameter u ,  und a ,  in veranderlicher Ge- 
stalt und 1Jage die Ebene durchsetzen. Man vergl. die Figuren 52-55, 
von denen die erste, welche sich auf eine quadratische Gleichung bezieht, 
nicht weniger ais s e c  h z e h n  versehiedene Parabeln aufweist. 

Bringt man dagegen die vorgelegte Gleichung auf die Form: 

x 3 F x - c = O ,  

was mittelat einer einfachen Substitution immer moglich ist,  und spaltet sie 
in y = x 3  und y = c _ f x ,  so ha t  man eine f e s t e  kubische Parabel von 
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u n v  eriin d e r l i  c h e r  Gestalt, wiihrend das wechselnde Element in einer 
Geraden y = c + x oder = c - s besteht, welche für verschiedene Werte 
von c parallel zu siuh selbst au verschieben ist. - UieselEie Bemerkung 
gilt für trinomische Gleichungen überhaupt, denn die Gleichung 

x n T x p - c  = O 
kann in eine solche mit p = 1 verwandelt werden, nur ist  dann n a h  ge- 
brochen zu denken, was keinerlei Stijning in dcm Iterationsprozess herbei- 
fiihrt. 

Betrachten wir weiter eine biquadratiscbe Gleichung der Form 

x 4 - u x 3 - p z - y = = o .  

Mit Herrn Tsen k r a , h e  miissten wir dieselbe etwa spalten in  y = x und 

sodann aber wiiren die letzten Gleichungen als Kurven v i e  r t  e r  Ordnung 
zu deuten, welche mit  den Konstanten r y ,  /1, y nicht nur  ihrc Lagc, sondcrn 
auch ihre Gestalt wechselten. - Veraichten wir dagegen auf die Wnrzel- 
axe y = x und transformieren die vorgelegtc Gleichung so,  dass sie durch 
die beiden Gleichungen x2 = a. + !j und ? f =  b + 3: ersetzt werden kann, 
d. h. dass sie übereinkommt mit  

(r" a)-- x - 7) - 0 ,  

so erreiühen wir eine betriichtliche Vereiufachung. Die hier auftretenden 
Parabeln sind vom zw e i t e n  Grade und k o n g r u e n  t, denn sie besitzen den- 
selben Parameter und unterscheiden sich nur  durch ihre Lage. Ihre 
Gleichungen sind überdies leicht umkehrbar und liefern daher folgende ein 
fache KettenlGsungen: 

welche iu der Tha t  siimtlichc Wurzeln der biquadratischen Gleichung zur 
Darstellung bringen. - Ahnliche Ihncrkungen  gelten für  quadrinomische 
Gleichungen dor Form: 

TVenn also Herr I s e n k r  a h e  auf gewisse inerkwürdige und ei  n fach  e 
Algorithnien nicht verzichten will, so muss er die Beschrankung, welche er 
durch die W u r z e l a ~ e  ?/ = 3: cinfiihrt, von vornherein fallen lassen. Mit 
dieser Axe scheiden nat,iirlich auch die , , O k t a n t  en" aus, deren er bei 
seiner Darstellung bedarf. Solange er aber die Funktion y = g (x) ein- 
fach durch y = x  ersetzt, so geschieht das ebcn auf I-Costen der anderen 
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Rezensionen. 9 7 

y = f (z), welche unnotig kompliziert wird, sodass sie sich schwer oder 
gamicht invertieren liisst. N'un bmucht zwar die Umkehrbarkeit von f (x) 
nicht unbedingt gefordert zu werden, wenn man eine Iterationsmethode 
wie etwa die N e w t o n s c h e  in Anwendung bringt; aber daun bewegt man 
sich in ausgefahrenen Gleisen. 

Und weiter: Die iterierten Funktionen sind geeignet i n  der an- 
gewandten Mathematik eine hervorragende Rolle zu spielen. Dort  kommt 
es darauf an ,  moglichst schnell die definitiven numerischen Losungen zu 
erhalten, und man wird deswegen die Iteration mit  einem recht günstigen 
hnfangswert beginnen wollen. Solche Anfangswerte k6nnen aber auf geo- 
metrischen Wege sehr leicht gefunden werden; wir wollen das durch ein 
Boispiel klar machen. 

Um eine beliehig vorgelegte hiquadratische Gleichung zu losen, bringe 
man sie xunachst auf die Farm: 

(x2- a)'- x- b = O 1  

was, wie bemerkt, durch einfache Substitution stets moglich ist. Xun  kon- 
stmiere man sich ein für alle Mal auf eine durclischeinende Tafel (Fliess- 
papier) die Parabel v - .u2 in  zwei Exemplaren und bringe dieselben durch 
Aufeinanderlegen zu Schnitt nach XaBgabe der beiden Gleichungen 

x"=a+y und y a = b + x .  

Die A4bscissen der unmittelbar erkennbaren Schnittpunkte sind selbst- 
verstiindlich angenaherte Losungen der oben angeschriebenen Gleichung vierten 
Grades, und die nuu vorzunehmende Iteration führt  von diesen günstig ge- 
wahlten Anfangslosuugen eu solchen mit beliebig grosser Genauigkeit. 
Sobald also die Konstant,en der Gleichurigen derartig reduziert werden, dass 
sie k e i n e n  Einfluss mehr auf die G e s t a l t  der Kurven haben, reicht ein 
fertiges Kurrenpaar, ein i n  alleq Fiillen brauchbnrer mechanischer Apparat 
zu einer angonaherten Bestimmung der Wurzeln aus; andernfalls müsste 
man die Kurven fiir jedes Reispiel besonders zeichnen. 

Auf eine solche Reduktion geht aber Herr  I s e n k r a h e  n i c h t  ein, 
er würde sie bei quadrinomischen Gleichungen auch gar  nicht mehr erzwingen 
konnen, weil er durch die einseitige Entlastung der Kurvengleichung 

Y = g ( x ) ,  
d. h. durch ihre Verwandlung in y - x ,  die andere Gleichung y - f (x) mit 
Konstanten überlastet. Aber abgesehen von alleu Spezialitaten muss ganz 
allgemein folgendes konstatiert werden. D a s  g e w o h n l i c h e r e c h t w i n k l i g e  
K o o r d i n a t e n s y s t e m  mit seinen zwei Axen und vier Quadranten r e i c h t  
zur geometrischen Interpretation der analytischen Vorgange bei der Iteration 
v o l l i g  a u s  und is t  zugleich das z w e c k m a s s i g s t  e. Unter Umstanden 
kann es bequem sein, die auftretenden Gleichungen auch i n  Polarkoordinaten 
zu deuten, und dann treten a n  Stelle der horizontalen Brücken einfach 
K r e i s b o g e n .  

Trotz all' der Einwiinde, die wir gemacht, mochten wir die Schrift 
des Herrn I s e n  k r a  h e  doch zur Lektüre empfehlen, denn sie is t  die einzige 

Hist .- l i t t .  Abt. d. Zeitschr. f .  Math.u.  Phys. 43. Jahrg. 1998. 3. Heft. 8 
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98 Historisch-litterarische hbteilung. 

Quelle - abgesehen von L e g e n d r e s  Zahlentheorie und zw-ei noch zu 
nennenden Abhandlungen, welche eine geometrische Illustration der Iterations- 
theorie liefert. - Was L e g e n d r e  betriEt, so teilt mir Herr M e h m k e  
soeberi gei'ülliger MJeise mit,  dass in dem Werke über Zahlentheorie (An- 
hang des zweiten Bandes) die Iterationsmethode auf numerische Gleichungcn 
angewendet und der analytische Prozess an sich schneidenden Xurven ver- 
folgt wird. Immcrhin wird man findcn, dass der geomctrische Teil bei 
Id e g  en d r  e betriichtlich zurücktritt, feinere Iinterscheidnngen fehlen ganz, 
sind wahrscheinlich auch nicht beabsichtigt, und die Cntersuchung kann 
keineswegs als abgeschlossen angesehen werden. 

Zum Schlusse muss Referent, so ungern er es auch an dieser Stelle 
thu t ,  auf die eigenen einschlagigen Arbeiten zu sprechen kommen, welche 
im Jahre 1 8 9 4  erschienen sind. Die erste findet sich i n  dieser Zeitschrift, 
39. Jahrg, und sie bringt auf Seite 321-334 eine umfàngliche g e o -  
m e  t r i s  c h e  Theorie der Kettenfunktionen. Die andere wurde im Journal 
fü r  Mathematik Bd. 1 1 3 ,  S. 267-302 publiziert und führt den Tite1 
, , T h e o r i e  d e r  A n -  u n d  U m l i i u f e  und Auflosung der Gleichungen vom 
vierten, fünften und sechsten Grade mittelst; goniometrischer und hyper- 
bolischer Funktionen." I n  diesen Srbeiten wird man manche der Gesiçhts- 
punkte, die Herr 1 s  e n  k r a  h e einnimmt, bereits vorfinden. Ich führte da- 
mals die Begriffe , , A n l a u f R  und , , U m l a u f L L  ein und sprach von Anlaufon, 
welche um den Schnittpunkt konvcrgent, divergent und indifferent (in 
sich zurückkehrend) verlaufen. Herr 1 s  e n  k r a  h e benutzt für die gleichen 
Hegriffe die bereits erwahnten Rezeichungm , , B r i i c k e n z i  c k  z a c k ,  T r e p p e ,  
e c k i g e  S p i r a l e L L .  - T)a der Hem Verfasser bai Ausarbeitung seiner schon 
vor Ca. 10 Jahren angekündigten Schrift die n e  u e s  t e mathematische 
Litteratur nicht eingesehen oder wenigstens meine umfangreichen ein- 
schlagigen Arbeiten vollig ignoriert h a t ,  so blieb mir nicht's anderes übrig, 
als auf dieselben selbst hinzuweisen. Dr. HEYMANN. 

- -- 

Poggeudorffs Biographisch-litterarisches Handworterbnch zur Geschiehte 
der exakten Wissenschaften, enthaltend Nachweisungen über Lebens- 
verhaltnisse und Leistungen von Mathematikern, Astronomen, Phy- 
sikern, Chemikern, Mineralogen, Geologeii, Geographen u. s.w. aller 
Volker und Zeiten. III. Band (die J a h r e l 8 5 8  bis 1 8 8 3  umfassend). 
Herausgegehen von Dr.B.W. FEDDERSEN und Prof. Dr. A. J v. OETTMÜEN. 
Leipzig 1 8 9 6  - 1 8 9 8  bei Johann Ambrosius Harth. 1 5  Lieferungen. 
1 4 9 6  S. 

Seit wir im 41. Bande dieser Zeitschrift, Hi&-litter. Abtlg. S. 1 8 1  bis 
1 8 2 ,  die erste Lieferung der Fortsetzung des liingst klassisch gewordenen 
Poggendorffschen Worterbuchs angezeigt haben, sind in ununterbrochener 
Reihenfolge weitere 1 4  Lieferungen erschienen, und ha t  mit der 15. Lieferung 
der Band abgeschlossen werden konnen. 8 0  is t  das vorausgeschickte Pro- 
gramm nach jeder Richtung eingehalten worden, das deutlichste Zeichen, 
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wie umfassend die Vorbercitung des Randes gewesen ist. Kin solches Werk 
liest man nicht, man beniitzt es, und wiihrend des Renutzens kann man 
sich erst von der Zuverlassigkeit und Vollstandigkeit überzeugen. Wir  sind 
daher heute nur in der Lage, die Vollendung des Bandes zu melden und 
die Erklarung hinzuzufügen, dass mehrfache Stichproben uns mit grosser 
Befriedigung erfüllt haben, Casmn. 

1)as Delische ~ r o b l h  von Prof. Animas STURM (Schluss). Programrn des 
K. K. Gymnasiums Seitenstetten 1897. 42 S. 

Mit der dritten Programmabhandlung h a t  Herr S t u r m  seine Unter- 
suchungen über die Geschichte des Delischen Problems abgeschlossen, 
nelche bei fortlaufender Seitenz5hlung von 1 bis zu 140 sich leicht zu 
einem kleinen Riindchen vereinigen lassen. Mit freudiger Cberraschung 
hatten wir unsere Leser auf manches Neue hinweisen kannen, welches der 
Verfasser auf dem Felde, welches für lkngst abgegrast gal t ,  zu finden 
und in den beiden ersten Abhandlungen mit~utei len wusste. Einige Nach- 
trage sind auch i n  der dritten Abhandlung vorhanden, zu welchen ein den 
meisten, wenn nicht allen Rlathematikern unbekannt gebliebener Aufsatz 
von U. von Wilamowitz -Moellendorff, ein Weihgeschenk des Eratosthenes 
(Xachrichten der koriigl Gesellsch. der Wissenschaften zu Gottingen. Phil.- 
hist. Klasse 1894. Güttingen 1895) Veranlassung bot. Schade, dass Herr 
Sturm sein Programm erscheinen lassen musste, bevor im 4. Hefte 1897 
dicsor Zeitschrift Herons Kubikwurzelausziehung durch Maximilian Curtze be- 
kannt gemacht worden ist. Sein Scharfsinn hatte sich a n  dem Ratsel des 
Hpronischen Verfahrens erproben konnen. Den Hauptinhalt der dritten 
Abhandlung bildet die Geschichte des Delischen Problems in Indien und 
dem fernen Osten, bei den Arabern und i n  Europa seit der Zeit des 
Wiederaufblühens der Mathematik. Zu den Volkern des fernen Ostens, 
von deren erfolgreicher Beschiftigung mit mathematischen Aufgaben die 
allerletzten Jahre uns Kenntnis verschafft baben, gehoren die Japaner, und 
Herr Sturm ha t  sich diese Vermehrung unseres Wissens nicht entgehen 
lassen. Von europiiischen Arbeiten ha t  e r  solche des durch seine Bezieh- 
ungen zu Galilei bekannten Paters  Grienberger der Vergessenheit entrissen. 
Dieselben finden sich i n  einer Schrift über den Salomonischen Tempe1 von 
Js. B. Villalpandus, einem Ordensgenossen Grienbergers. CANTOII. 
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daselhst. Marburg, Elwert,. M. 2. 80. 

Sitï.ungsbericlit,e der konigl. bohmischen Gesellschaft der TVissenschaften. 
" 

Mathem.-naturw.Klasse. Jahrgang 1897. 2TKnde. P r a g ,  RivnaC. M. 12. 
Verhandlungen der Gesellschaft deutscher Naturforscher und a rz te .  69. Ver- 

sammlung zu Braunschweig 1 8 9  7. 1. Naturwissenschaftliche Abteilungen. 
Leipzig, Vogel. BI. 5. 
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\7erofTentlichungen des konigl. preuss. meteorologischcn Instituts. Ergebnisse 
der Gewitterbeobachtungen in den Jahren 1 8 9 3  und 1896. Berlin, 
Asher & Co. 74. 3. 

- Ergebnisse der meteorolog. Beobachtungen i n  Potsdam im Jahre 18'36. 
Ebenda. M. 9. 

Xeitschrift für komprimierte und flüssige Gase. IIerausgegeben von M. ALT- 
SCHUL. 2. Jahrgang. April 1 8 9 8  bis Marz 1899. 1 2  Uefte. Weimar, 
Steinert. Halbjiihrlich 31. 8. 

Geschichte der Mathematik und Physik. 
Camon, NOR., Vorlesungen über Geschichte der Xathematik. 3. (Schluss-)Bd. 

3.Abtlg. Die Zeit von 1 7 2 7  bis 1758.  L e i p ~ i g ,  B. G. Teubner. M. 12.  
HXHLER, THDX., c b e r  zwei Stellen i n  Platons Timaus und irn Hauptwerke 

von Coppernicus. Prograrum. Grimma, Gerisel. M. 1. 

Reinc Mathomatik. 
UAER, KARL, Die Kugelfunktion als Losung einer Differenzengleichung. 

Programm. Berlin, Neyer & Müller. X. 1.50. 
GLTHJAIIK, w ~ ~ . ,  Die Diakaustik des Kreises. Herliu, Ggrtner. M. 1. 
KIEPERT, LUDW., Grundr. d. Differential- u. htegralrechn.  1.T. UifYereritialrechn. 

8. Aufl. d. gleichn.Leitf. Y. wl. &-.M. STXGEMANN. Hannover,Hellwing. M. 12.  
KLUG, LEOF., Die Konfiguration des Pascalschen Sechseckes im allgemeinen 

und i n  vier speziellen Fsllen. Wien, Eisenstein. M. 3. 
S A L B ~ N ,  G c o m n ,  Analyt. Goometrie d. Raumes. Deutsch V.WILII.FIEDLÇI~. 1. T. 

TXeE1ern.u d . T h ~ o r i e  d.Fliichen 2. Grad. 4.A11fl. TAeipz., B. G.Teubner. M. 8. 
SCIIIMPP, ERNST, Zur Definition der Konvergenz der unendlichen Reihen und 

der unendlichen Produkte. Programm Berlin, Meyer & Müller. M. 1. 
TIIOJIAE, J., Elementare Theorie der analytischen Funktionen einer kom- 

plexen Veriinderlichen. 2. Aufl. Halle, Nebert. 31. 9. 

Angewandte Mathematik. 
Bacn, C., Elast,izit%t und Festiglreit. 3. Aufl. Berlin, Springer. geb.M. 16 .  
I ~ I E ~ T E R ~ E G ~  popiiliire Himmelskunde u. Mathem. (3;eogra.phie. Neu bearb. v. 

M.W. MEYER unt. Mitwirk. Y. B. SCHWALBE. 19.Aufl. Hamburg, Grand. M 7 .  
FCHRMASN, ARWED, Anwend. der Infinitesimalrechn. in d. Naturw., im Hochbau 

und in d. Technik. Lehrb. u. Aufgabensaminl. 3. Teil. Uzuwissenschaft. An- 
wendungen d. Differentialrechnung. 1.IIalfte. Berlin, Ernst  & Sohn. 31.5.50. 

FULST, OTTO, Azimuttafel. Tafel z. Bestimrnung d. Azimuts aus Breite, Abweich. 
u .  Stundenwinkel. Bremen, Heinsius Nachf. In Wachstuch kart. M. 2.20. 

GLISZER? E., Grundriss d.Festigkeitslehre. 2. Aufl. Dresden, Kühtrnann. M. 2. 80. 
H ~ J N ,  KAKL, Die Vektoren der Geschwindigkeit uud der Resçhleunigung des 

Puuktes und der geraden Linie. Programni. Berlin, Gartner. ,M. 1. 
JOIINSON, A. C . ,  Zur Bestirnrnung der T<reit,e und Linge bei bewolktern Hirrimel 

und zu anderen Zeiten. Eingeführt bei der konigl. grossbrit. Marine. Übers. 
von Tnou. Liiurx~. Berlin, Mittler & Sohii. X. -. 50. 
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Nathomatisches Ahhandlungsregister. 

Erste Hlilfte: 1. Januar bis 30. Juni. 

A. 
Abe l sche  T r a n s c e n d e n t e n .  

1. Sur les fonctions abéliennes. H. P o i n c a r é .  Compt. Rend.SXIV, 1407. 
2. Sur urie classe de fonctions hyperabéliennes. H. Hou  r g e  t .  Cornlit. Heud. 

CXXIV. 1428. 
3. Sur les foric'tions uniformes quadruplement périodiqnes dc deux variables. 

grri. P i c a r d .  Compt. Rend. CXXIV, 1490. 
4. Zur Reduktion Abelscher In tc~. ra lc  auf elliatische. O. B i e r m a n u .  Wien. 

Akad. Ber. (Abtlg. I Ia)  CV: 924. 
5 .  Sulla riçerca del secondo termine del10 sviluppo in  serie delle fu~iziorii sigrna 

abeliane pari  di gcnerc t r e  13 rn .  P a  s c a l  Annali mat. Ser. 2 ,  XXnT, 19 3. 

A b s o l u t e  Geomet r i e .  
6 Sur une méthode élémentaire d'exposition des principes de l a  géomitrie non 

Euclidienne. P. M a n s i o n .  Matliesis, Sér. 2 ,  VII, 112, 134, 158. 
7. Identité des plaris de Riemann e t  des sphkres d'Euclide. G. L e  c h a l a s .  

Mathesis. Sér. 2, VII, Supplément. 
8. Sur l a  nori-identité du plan Riemannien et  de  l a  sphkre Euclidienne. P . M a n s i o n .  

Mathcuis, Sar. 2 ,  VII, Supplément. 
9. Relations entre les distances de 5 e t  de 6 points en gcométrie Euclidienne 

et, en géomét,rie non - Euclidienne. P. 31 a n s  io  n. M a t h s i s ,  Sér. 2 ,  VII, 
Supplément. 

10. Théorhmes fondameritaux d e  l a  géométrie sphérique. V. S i k s t e l .  Gruu. Archiv 
2 .  R. XV, 159, 403. 

11. Sulle superficie a eurvatura nulla in geometria ellittica. L .  B i a n e h i .  Annali 
mat.  Ser. 2 ,  X F X ,  93. 

&O d y n a m i k .  
12. i h e r  die Wirkiing des Windes auf scliwach gewdbte  Flicheu. A. v. O b e r -  

m a y e r .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. I Ia)  CIV, 963. 
13. Contribution to  the  theory of t h e  Hobinson cup-anemometer. C. C h r e e .  

Phil. Mag. Ser. 5 ,  XL, 63. 
14. Sur une nouvelle mesure du coefficient de viscosité de l'air. Ch.  F a b r v  et  

,4. P e r o  t. Compt. Rend. CXXIV, 281. 
15. The viscosity of mixed guses. W. S u t h e r l a n d .  Phil. Mag. Sér. 5, XL, 421. 

Akustik. 
16. Akustische 1;ntersuchungen über die Elastizitiit.weicher Korlier. M. v. S m o l u -  

c h o w  s k i .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. I l a )  CIII, 739. 
17. Cber die Fortpflanzung des Schalles in bewegter Luft. G. J l g e r .  Wien. 

Akad. Ber. (Abtlg. 11 a) CV, 1040. 
l a .  On resultant tones. J. 1). E v e r e t t .  Phil .  Mag. Ser. 5,  XLI, 199. 

A n a l y t i s c h e  G e o m e t r i e  d e r  E b e n e .  
19. Lori of the equations p = p e  and p = <pu p e .  E. W. Hyde .  Zeitschr. Math. 

Phys. XLII, 122, 160. 
20 Die Sekanten nnd T a n ~ e u t e n  des Foliurn Cartesii. A. H i m s t e d t .  ürun. 
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21. Kreuzcurve enveloppe d'une série d'hyperboles. C r i s  t e s c o. Mathesis, Sér. 2, 
V n .  257. 

22 .  Une courbe oublibe, l a  conchoïde d e  R. de Sluse. G. L o r i a .  Nathesis, Sér 2, 
V I I ,  5 .  

23. Une coiirbe du quatriame degré. C r i s t e s c o ,  I ' e t r e s c o ,  B a s t i n ,  J. J o u e s c o .  
Mathesis, Sér. 2 ,  VII, 145. 

24. Sur une quartique se déçomposaiit dans certains cas en deux ellipses, D é -  
p r e z .  Nathesis, Sér. 2 ,  VII, 258. 

25. Lieu d'un point dont les projections sur les côtés d'un quadrilatere doun6 
remplissent certaines cunditions. Go b , C o l  a r  t ,  KI r o z - F  a r n g .  Mathesi~,  
Sér. 2 ,  VII, 206. 

26. 1,a t,angr:nte M A  en  u n  point, Jf d'une coiirbe donnée rencoiit,re une droite 
fixe en  A. On porte sur cette droite fixe une longueur constante A,V 
Déterminer le uoint où l a  droite Jl&' touche son envelouue. S t u v v a e r t , .  

L L 

Mathesis, Sér 2 ,  VIT, 168. 
27. Sur l a  recherche de certains lieux tréométriques. A. C. Mathesis. 86r 2 .  T T .  110. 

Vergl. 1)etermirianten 62.  63. - ~ l l i ~ s e .  Hyperbel. ~ e ~ e l i c h n i t t e .  Kreis. 
Normale. I'arabel. Qnadratur. 

Ana lg t i s che  G e o m e t r i e  d e s  R a u m e s .  

28. Elemcntare Bestimmung der Punkt,transformationcn des Kaumes, welche alle 
Fliiçheninhalte invariant lassen. K. C a r d a .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. l Ia)  
CV 7R7 - ' 1  

29. Zur Theorie der Knrven in analytischer I3ehandliingswaise. A. z i i r  K a m m e r .  
G N ~ .  Archiv 2. R. XV, 14. 

30. %ur analytischen Kurventheorie. R. H o p  pe .  Griiri. Archiv 2. R. XV, 124. 
31. Vber die charakteristische Differentialgleichung der Haumkurven. K. H o p p  e. 

Grun. Archiv 2. R. XV, 244. 
32. Die Krümrriung der Xaumkurveri i n  singularen Punkleu derselben. 1:. Wolf-  

finrr .  Grun. Archiv 2 .  R. XV. 146. 
33. ~ r w e i t e r u n ~  der Kurvenklasse von konstanter Kriimmung. R. H o p p e .  Grun. 

Arçhiv 2. R. XV, 447. 
34. Sur les concruences associées. C. G u i c h a r d .  Comut. Rend. CXXIV. GUY.  
35. Si,, les coii&es dont les tangentes appartiennent B iin'complexe. A. D d m o u l i n .  

Compt. Rend. CXXIV, 1077. 
36. Sur quelques applications de la théorie des systèmes cycliques. C. G i i i c h a r d .  

Compt,. Rend. CXXIV. 1079. 
37. Sur une cubique gauche. E. D u p o r c q .  Mathesis, Sér. 2 ,  VII, 97. 

Yergl. Analytische Geometrie der Ebene 19. Cubatur. Ellipsoid. Ober- 
Anchen. Oherflkhen zweiter Ordnung. Tetracder. 

As t ronomie .  

38. Distances du sgstbme solaire. D e l a u n e y .  Compt. Rend. CXXIY, 71. - 
E. R o g e r  ibicl. 219. 

39. Remarque sur la méthode de Gauss pour l a  détermination des orbites des 
petites plani:t,es. J. P e r c h o t .  Conipt. R.end. CXXIV, 69. 

40. Sur les quadratures mécaniques. B. B a i l l a u d .  Compt. Rend. XXIV, 737. 
41. Sur l a  précision comparée de  divers modes de repérage de l a  verticale daus les 

observations astronomiques, géodésiques ou topographiques. Ch. L a l l e -  
m e n d .  Compt. Hend. CXXIV. 941. 

42. Sur les périodes des intégrales doubles e t  l e  développement de la fonction 
perturbatrice. Ll. P o i n c a r é .  Coinpt. Kend. CXXIV. 1269. 

43 Sur l e  mouvement, des phitélies de  Mercure et  de Nars  e t  di1 noeud de 
Véniis. S i m o n i n .  Compt. Kend. CXXIV, 1423. 

44. Zur Frage der Perihelsbewegiing des l'laneten Nerkur.  E d. v. Ha  e r d t  1. Wien. 
Akad. Ber. (Abtlg. D a )  CIII ,  713. 

46. Notix betreffend die S%kularacceleration des Mondes. E d. v. H a e r  d t l .  Wien. 
Akad. Ber. (Abtlg. I I a )  CV, 8. 

46. Sur l a  désagrégation des comètes. Rôle de Jupiter à l'égard des comètes à 
court,e période. 0. C a l l a n d r e  a u .  Conipt. Hend. CXSTV, 1193. 
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47. Çber die Ueziehung zwischen Helligkeit und Eigcnbewegung der Fixuterne. 
G. Jii g e r .  Wicn. Akad. Der. (Abtlg. II a) CIII, 145. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 156, 157. 

S. 
E e r n o u l l i s c h e  Zah len .  

48. Propriété cles noubres  de Bernoulli. S t u y v a e r 1. Mathesis, Sér. 2 .  VII, 94. 

B e s t i m m t e  I n t e g r a l e .  
49. Sur les résidus des intégrales donbles d e  forictions rationnelles. En1 P i c a r d .  

Compt Hend CXXJV, 433 
;O Ein Mittclwertsatz fiir ein Svùtcni von n Inteoralcn. G. K o w a l c w s k i .  Zeitschr. 

Math. Phgs. XLII, 15< 
Vergl. Elliptische Transcendenten 121. Reihen 353. Tmkehrungsproblem. 

C. 
C o m b i n a t o r i k .  

51. Sur lcs combinaisons. B s r b c t t e .  Mathesis, Sér. 2 ,  VII, 85. - S t u y v e e r t  
ibid. 227. 

62. Une démcnstration du théorème de Wilson. A. C a y l e y .  Xi thcs is ,  Sér. 2, 
VLI, 163. 

53. Sur l a  marche d'uri ~iiori du  jeu de dames. 1L H. Y an U o r s  t e n .  Matfiesis, 
Sér. 2 ,  VIT, 117. 

54. Kombrc des manières de  décomposition d'un polygone de ( p - 2 ) n  f 2 cotés 
en  7~ polygones de p cûtés. S t u  y v a e r  t. Mathesis, Sér. 2 ,  ViL, 164. 

55. Cber R'achhargebiete irn Hauni. P. S t a c k e l .  Zeitschr. &th. l'hys. XLII, 276. 

C u b a t u r .  
56. Sur l a  formule des trois niveaux. G o u l a r d .  Mathesis, Sér. 2 ,  VII, 105. 

Cy l inde r funk t ionen .  
57. Sur quelques propriétes des fonctions Bessélienries, tirées de  la théorie des 

fractions coiitinues. L. C r e l i e r .  Annali mat. Sér. 2 ,  XXIV, 131. 

D e t e r m i n a n t e n .  

58. t b e r  Beziehungen zwischen den Determinanten einer Matrix. W. A h r e n s .  
Zeit,schr. Mat,h. Phys. XLII, 65. ;Vr.rgl. Rd .  XTJ Nr. 30.1 

59. Siille varie forme che possono darsi alle relezioni fra i determinanti di  uria 
matrice rettangolare. E rn .  P a  a t: a l .  Annali mat .  Ser. 2, XXlV, 241. 

60. Rine Determiriantenformel. K. S c h i i l z e .  Zeitschr Math. Phys X T X ,  313. 
61  Démonstration de l a  propriété fondamentale des Wronskiens. A. Demoi i l i n .  

Mathesis, Sér. 2 ,  VI I ,  62. 
62 D6comnosition e n  fa,rt,eiirs ra,tionnels d'lin determinant di1 troisième ordre. 

~ a c k e n .  J . N e u b e r g .  M a t h e ~ i s ,  Sér .2 ,  VII, 232. 
63. On Lagrange's determinantal equation Thom. M u i r .  PhiLMag. Ser. 5, XLIII, 220. 

Differentialgleichungen. 
64. Sur l a  réduction du problème général de  l'intégration. I l i q u i e r .  Compt. 

Brnd. CXXIV, 490. 
65. Sur l'intégration de certaines équations différentielles par  des séries. Em. P i -  

c a r d .  Compt. Ilend. CXXIV, 214. 
66. Le eqiiazioni differenzia,li lincari eqiiivalenti alle rispettire equazioni differenziali 

aggiunte di  Lagrange. F r a n c .  B r i o s  c h i .  Annali mat. Ser. 2 .  XXIV, 339. 
6 i  Sur les intégrales premières des systèmes différentiels. P. P a i n l e v é .  Compt. 

TLend. CXXTV, 136. 
68. Sur l'intégration algébrique des équations différentielles linéaires du  troisikme 

ordre. A. B o u l a n g e r .  Compt.l tend.CXSIV, 1011. 
69. Sur les singularités des 6rliiations aux d6rivées partielles. J. fi c u d  o n. Compt. 

Rend. CXXIV, 671. 
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70. Sur l a  méthode des  approximation^ sucüessives de M. Picard. 8. Z a r e m h a  
Compt. Rend. CXXIV, 554. 

71. Ziir 'I'heorie der  ~iai.t,iellen Differenti:tlgleichungen erster Orduunp. E m a n .  
C z u b e r .  Wion. Akad. Ber. (Abtlg. 11%) CUI. 295. 

72. Sur les équations linéaires aux dérivées partielles du  second ordre à d w x  
variables. C s t t  on. Compt. Hend. CXXIV, 744. 

73. Sur les éqiiations aux dBrivécs partielles du secon~i ordre,  dont lcs deux 
systèmes de caractéristiques sont confondiis. 5;. v. W a b e r .  Compt. Rend. 
CXXIV, 1215. 

74. Kemarqucs sur une not,c récente de ,W. E. v. W e b e r .  E. (:oiirsat. Compt. 
Rend. CXXIV. 1294. 

ô:, 
75. Zur Theorie der Gleichung -, = aYA<p auf Grund der KirchhofYschen Gleicli- O t ., " 

ung für das Huygens'sche Prinzip. J. J u n g  Zeitsdir. Math. Pliys. 
XLII. 278. 

7 

76. Siir I'intbgration de 1'8qiiation A u  = F ' ( u ,  rr, y). E m .  P ica rc l .  Compt. Rcnri. 
CLYIV. 1488. 

77 .  Siir l 'éqiiatio;~ des téltgraphistes. L e  R o u x .  Compt. Ilend. CXXIV, 143. 
78. Sur l a  détermination des intégrales d e  certaines équations aiix d8iivbes par- 

tielles rion linéaires Dar leur valeiir sur uiie surface ferm8e. E. L e  H o v .  
Corupt. Hend. CXYIL', 1508. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 173. Meclianik. Oberfliic'nen. 

D i f f e ren t i a lquo t i en t .  
79. Sur les différentielles successives d'une fonction d e  plusieurs variable. 3foii- 

t a r d .  Compt. Rend. CXXIV, 603. - E Cr o u r s a t  ibid. fi76. 

Dre i ecksgeomet r i e .  
80. Théorérnes sur l e  trianole. F r a n c .  F e r r a  t i .  Mathesis. Sér. 2. VIT. 241 , r 

81. Sur l a  ligne d'Euler d'un triariglc. E ' r a n c q ,  C o l e t t e ,  D é p r e z ,  S c l i g m a n n .  
Mathesis. Sér. 2. VII. 71. 

82. Siir l a  ligne d'lCii11:r aans 'le cas qii'iin des a,nglcs rlii triangle es t  de 60" ou 
de  120°. A. D r o z - F a r n y .  Mathesis, S é r , 2 , V I I , 7 7 .  

83. Sur l e  point tle Tarry et  le poiiit de  Steiner d'iiri triangle. A. Uroz -Fa r r iy .  
Mathesis, Sér. 2, 7.71, 174.  

84. Qnatre cercles par  rapport auxquels l'ortliocontre d'un triangle est d'égale 
uuisuarice. U ér) r e  z. Mathesis. Sér. 2. VI]. 73. 

85. ~ons t r i i k t i on  der ~ r i ~ h e i t s a x e n  eines ~ r e i e c k s .  O. R i c h t e r .  Zeitschr. Math. 
Phys.  XLiI,  338. 

86. Sur l e  centre des trarisversales angulaires 6gales. D 6 p r e ü .  Mathesis, Sér. 2, 
VII, 156. [Vergl. Ijd. XLIT Kr .  93.1 

87. ShEorF.me unr les triancles rectaricl(:s sur l a  méme h-y~ot~éniise. K e t  a l  i. 
7 7 

88. Propri6tés d'un triangle sur les côtés diiqnel on construit extérieiirerrierit iles 
rectangles semblables. P. B a u t i n .  Mathesis, Sér. 2 ,  VTI, 21. 

E. 
Elas t i z i t a t .  

89. Zum Gesetz der elastisch. Dehnurigen. El. Mehmke .  Zeitschr.%Tath.Phys.XLII,327. 
90. I)as Poteri t id der  inneren Krafte und die inneren Heziehiingen zwischen deil 

Defomlationen und den Spannunpen in elastisch isotropen Korpern bei 
13e~cksichtigurig von Gliedern, die beziiglich dcr  Deformationsclcmentc 
von drit ter ,  beziehungsweise zweiter Ordnung sind. J O  S. E' inger.  
Wien. Akad. Ber. (Abtlg. LIa) CLII. 163, 231. 

91. Einige Remerkiingm zii Herrn Jos. Firigers Ahhandliing , ,I las Potential der 
inneren Krafte xi.  S. W." W. V o i g t .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. IIa) CUI, 
1069. 

92 r ~ b e r  die allgemeinsten Beziehunpen zwischen endlichen Defoinationen u n d  
dcm zuoehorieen Suannuneen i n  aeolotrouen und isotrouen Substünzen. 
J o s  ~ i n g e r . . '  ~ i & .   kac ci. Ber. (Abtlg. 11;) CIII, 1073. 

93. s t u d e  de  variations d'énergie. V a s  c h y Compt. Keiici. CXXIST, 284. 
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Elektrizitat. 

94. Géntiralisat,ion de  formules d'6lcctroniagrietisme. V a s  c h y. Compt. Rend. 
CAmIV. 226. [Vergl. 1313. XLII Kr. 512.1 

95. On the electro-iriagriztic theory of moviiig charges. W. R. M o r t o n .  Fhil. 
hIag. Ser. 5 ,  XI.1, 488. - J. T,armor  ibid.XT,TT, 201. 

96. On the  magnetic force acting on movirig electrified spheres. A r t h .  S c h u s  t e r .  
Phil .  Ma: Ser. 5! XLIII, 1. 

97. t b e r  eine neue Folgening ans der hraxwellschen Theorie der  elcktrischen 
Erscheinungen. A. S c  h e  y c. Zcitschr. Xath.  Phys. XLII, 157. 

98. On the wavu-surface aiid roh t ion  of polariïation plane in a n  aelotropic 
electromapetic inedium. A. McAulay .  Phil. Ser. 5 ,  XLTI, 824. 

9:). Schwingiingsvorganw in  komplizierten Erregcrn Hertz'scher Wcllen. Jos .  
v. G e i  t l e r .  %?en. Akad. Iier (hbt lg .  I Ia)  CIV, 169. 

100. Stromung der Elektrizitiit i n  HotatiorisflSchen. L e o n  h. FI e i  s e h m a n  n. 
Wien. Akad. Hcr. ( A M g .  I I a )  CIV, 227. 

101. The relation between the  at,oni and the charge of electricity carried by it. 
J . J . T h o m s e n .  Phil .Mag.Yer.5,XIA,511; XLI,51.  

102. c b e r  die elekt,rolytische T,eitfii,higkeit von wksserigen T,osiin@:n, inshesonrir?re 
dcren Abhiirigigkeit von der Temperatur. G. J a g e r .  Wicu. Akad. Ber. 
(AhLlg. 1La) C M ,  408. 

101:. Über die wechsclseitige Tnduktion zweier auf Kiipelschalm gleichmiissig Re- 
wickelter Wiridungslagcn. Os c. S i n g e r .  \Trien. Akad. Ber. (Abtlg. IIa) 
CV. 16.5. 

104. Ziir ~ h b o r i e  der Dielektrica. A n t .  L a m p a .  Wien. Akad. Her. (Abtlg. Ua)  
CIV, 681. 

105. Cher die Bestininiung der Thlektrizit%tskonstante eincs anisotropen Stoffes 
nach einer beliebigen Iticlitiing aus den Uielektrizitatskonstanten nach 
d m  Hauptri~ht~iingen. A n  t .  L a m p a .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. Lia) 
CIV. 1179. 

106. On the passage of electric waïes  through tubes,  o r  the vibrations of 
dielectric cglinders. L o r d  I t a , y l e i g h .  Phil. Mag. Ser. 5, XLIII, 125. 

107. A method of determining the  angle of lag  Arth. L C l a r k .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  
XLI, 369. 

108. On the measurement of alternate currents bv means of a n  obliauelv situateci 
galvanorneter needle, with a method Of determining the  i n g l c  of lng. 
L o r d  R a y l e i g h .  Phil. Mag. Ber. 5, XLILI, 343. 

109. Sur les moteurs asynchrones A. P o t i e r .  Comih. Rend. CXXIV. 538. 642. 
110. A thcory of t he  s~nchronous  motor. W. G. ~ h o d c s .  Phil. h i .  se;. 5, XL, 

56 ,195.  
111. Admittancc and impedance loci. F r e d .  R e d e l l .  l'hil. Maq. Ser. 5, XLII, 300. 
112. Discussion of the currcnt,s in the branches of a Wheatstones bridge, where 

each branch contains rcsistance aiid inductance, and there is an  har- 
monic imuressed electromotive force. A. C. C r e  h o r e  and  G. O. S a  u i e r .  
Phi1 ~ a g :  Ser. 5, XLIII, Ifil. 

113. Sur l a  décharge des conducteiirs à capacit6, résistance et coefficient de self- 
induction variables. M. P é  t r  o v i t  c h. Conint. llend. CXXIV. 452. 

114. Zur Throrie der elcktrischen E;rscheiriiiiigon iinserer Atmosphiire. W. S r  a b  e r t .  
Wien. Akad. Ber. (Abtlg. Ha)  CUI, 1023. 

115. Uher die Ellipse vom kleinsten Umfange durch 3 gegebene Punkte.  
V. v. D a n t s c h e r .  Wien. Akad. Her. (Ahtlg. I Ia)  CIV, 301. [Vergl. 
Rd. XXXVlI Nr. 449.1 

116. Résumé des concernant les triangles d'aire maximum inscrits 
dans l'ellipse. E. N. t i r t r i s i e n .  Mathesis, Sér. 2, VII, 88. [Vergl. 
Bd. XTJI Kr. 65.1 

117. Sur une p tn t ra t ion  connue d e  l'elliase. E. S. B a r i s i e  n. Mathesis. S t r .  2. 
VII, 447 .  

Vergl. hnalytiuche GeonieLrie der Ebene 24. Normalen 284, 285. 
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E l l i p so id .  
Relations rn t re  troiq demi - tliami.tres d'lin ellipsoide. S t u y v a c r t .  Yathcsis, 

Sér. 2 ,  VII, 252. 
Sur l'enveloppe cl'uri ellipsoide variable. M a  n d a r t .  Mathesis, Sér. 2 ,  711, 198. 

E l l i p t i s c h e  T r a n s c e n d e n t e n ,  

La nioltiplicazione coinplessa per v-23 delle funzioi-ii ellittiche. F r a n c .  
B i - io sch i  Annali mat.  Ser 2 ,  XXIV, 335. 

Sur une  formule d'analyse relat,ive & certaines intégrales d e  fonctions dlip- 
tiques par rapport i leur module. E'. [ l e  S a11 e r t .  Corripl. Kerid.CXY1\;,1003. 

Vergl. Ahelsche Trariscendenten 4. 

F. 
F a k t o r e n f o l g e .  

Sur un  produit de q i  facteurs. A B o u t f i n ,  C*. I j e r g m a n s ,  Aucl ibcr t .  
Mathesis, Sér. 2 ,  VII, 236. 

F o r m e n .  
Remerkungeri zu der aiisnahmslosen Aiifl6sung des Problems, eine quadra- 

tische Forin dnrch eine lineare orthogonale l3~ibstitntiori i n  eiiie 91iiniiie 
von Quadraten 211 verwandeln. Ad. K n  e s e r  Gnin.  Archiv 2. IL. XV. 2%. 

c b c r  die ~ o m p o s i t i o n  der binliren quarirat,ischcn Formeri. F. M e r t ,  ens .  Wicn. 
Akad. Ber. (Abtlg. IIa) CIP, 103. 

I'ber die Lamésclien I'olvriome 2 .  Ordnung einer Foim 6 .  Orclriiln~.. E m .  
W a e l s c :  h. Wien h k a d .  Her. (Abtlg. II;) CV, 741. 

F u n k t i o n e n .  
Sur los opérations en général C. B o u r l e t .  Compt. Rend. CXXIY. 348. 
Sur l a  convergence des substitutions uniformes. E. M. L é m  e r  a y. Coinpt. 

1Lend. CXXIV, 1220. 
cher  einen %tz der Fi~nktionentheorie iintl seine .i\nwendiing auf isother- 

niische Kurrensysteme und auf eiriige Thcorien der mathematischen i'hysik. 
l i o l z m i i l l e r .  Zeitschr. Xath .  Phys. X l J I ,  217. 

Sur les propriétés des fonctions entières. Il e s a i  n t .  Cornpt,. Renil. CXXlV, 746. 
C h ~ r  Zahlentpilpr ganzer Funktionen. K. Th. V a h l e  n. Zeitschr. Yatli. Phys. 

XLII. 214. 
131. Sur les zéros de  certaines fonctions analytiques. D e s  a i n  t .  CornPt. Rerid. 

cxxlv, 276. 
132. Cber die Transcenderiz der Zah1t.n r: und n. F. M e r t e n s .  Wien.Akad. - ~ 

Uer. (Abtlg. I ra)  CV, 839. 
133 .  b e r  die Diftereiiti;ttion emvirischer Fiiriktionen. C. R u n  ge .  Zeitschr. Math. - 

Phys. XLII! 206. 
134. Henlarks u ~ o n  the  analgtical representation of t he  periodic system of the 

elements. A.  G o l d h a m n i e r .  Phil. Mag. Ser. 5. XLTT, 277. 
136. Sur certaines 6qnations analogiics ailx équations différentielles. C. Uour l e t .  

Compt. Herid. CXXIV, 1431. - A p p e l 1  i t~ id .  1433. 
1 3 6 .  Sur les pôles des fonctions uniformes à plusieurs variables indépendantes. 

A u t o n n e .  Compt. Rend. CXXIV, 139. 
137. Eber  eine von Abc1 iintersuçhte Funktiorisgleichung. P. S t i i c k e l .  Zeitschr. 

Math. Phys. XLII, 323. 
Vergl. Abelsche 'I'ra,niicentlent,eri. Rernoullische Zahlen. Restimmte Intc- 

grale. Combinatorik. Cylinderfiinktionen. Deterrninanten. Differential- 
gleichungen. L)iffe.rentialquotierit. Elliptische ~ r a n ~ c ~ n d e ~ i t e i l .  Faktoren- 
folge. Formen. Gleichiirigen. Imagiriares. Kett,enbriiche. Tdogarithmen. 
Maxima und Mininia. Keihen. Substitution. Thctafiinktionen. Srane- 
formationsgruppen. Unikefirurigsprobleni. 

6. 
Geodlisie. 

138. c b e r  das Einstellen der dreiteiligen Fluchtpunktschiene. R. N e h m k e .  
Zeitschr. Math. Phys. =II, 99. 
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G e o m e t r i e  (descr ip t ive) .  

130. Eine Aufgabe a m  der Schattenlchre. Ch r. R e y  e l .  Zoitschr. Math. l'liys. 
XLII,  111. 

140. Darstellung der scheinbaren Heleiichtung krummer Fl%chen (durcli Xon- 
utruktion der  Isopliengcn). J u l .  N a n d l .  TVieii. Akad. Her. (Abtlg. IJa) 
CV, 807. 

Vergl. Perspektive. 
G e o m e t r i e  (hohere) .  

141. E h e  Methode, ails gegebeneu Konfigurationen antlere abzuleiten. Ko nr.  
Z i n d l o r .  Wien. Akad  Ber. (Abtlg. TTa) (:V, 311. 

142. Zur perspelrtivischen Lage kollinearer eber iu  Felder. K i l b i n g e r .  Zeitschr. 
Natli. Phys. XLIl, 101. 

143. Curve Ic-aonali d i  1st e d i  2 û  specie. E'. A m o d e o .  Annali mat.  Ser. 2. XXIV. 1 
[.v&gl. m .  XL Kr.  97.1 

111. cbr:r eirieu symbolischen Kalkul auf Sragerri vom Geschlcchie Eiris und seine 
Anwendung. Eui.  W e v r .  Wicn. Akad. Ilcr. (Abtlz. I Ia)  CIII. 365. 

14-5. Die homog-enen ~ o o r d i n a t e n  als ~ i i r f k o o r d i n a t e n  G.   oh n. ' Wien. Akad. 
Ber. (Abtlg. IIa) CIV, 1166. 

146. Zur svnthetischen Theorie dor Kreia- und Huoelsvsteine. O. RUDU.  \Vien. - " 
Àkad. Rer. (Abtlg. TTa; CIV, 623. 

147. Zur Konstruktion v o n  Kriimmurigskugeln a n  Raumkurven. J. S o b  O t ka .  
Wien. Akad. Ber. (Abtlg. Us) U V ,  144. 

148. Cher die knbischen Raimikurven, welche die Tangeiitenfliiche einer vor- 
gelegton knbischcn Kaumlr~irvc in 4.5 oder 6 I'unh%en berülireri. G u s  t,. 
K o  hn .  Wien. Akad. Ber. (Abtlr .  I Ia)  CV. 1095. 

\ U , ~  

149. Zu den Remerkuiigen über doppeltcentrische Vierecke. C h r  B e  y e l .  Zeitschr. 
Math. Phys. XLII, 63. [Vergl. 13d. XLI Nr. 97.1 

150. Der kubische Kreii; mit I)oppelpiinkt. Chr .  Be y el. Zeitschr. Math. Phys. 
XLIJ, 281. 

151. Sh6ori.nics sur les triangles trihomologiques. H. V a n  A u b e l .  Mathesis, 
S6r .2 ,  1-11, 53. 

152. Sur un  rapport anharmonique do valeur constante. H. B n y s  e n  s et  S o l l e r -  
t i r i s k y .  Me,thesis, Sér. 2 ,  VIT, 11.11. 

$ x  
153. Sur l a  cnhiqiie 5 - Kx. H e t a l i .  Matliesis, Sér. 2, VII, 74. 

164. Cber Kurven 5. Ordnung mit 4 Doppelpunkten. J. d e  V r i e s .  Wicn. Akad. 
Ber. (Abtlg II a) CIV, 46. 

155. Lieu des points d'inflexion des coiirbes y = cos v a 5 - x i  lorsque a varie. 
E. N. B a  r i  s i e n .  >fathesis. Sér. 2. VIX. 236. 

Vergl. Absolute Geometrie. ~ ~ h r d i m ~ n s i o ~ a l e  Geonietrie. 

Gesch ich te  d e r  M a t h e m a t i k .  

156. Die Apiçperiode der alten AgYliter. E d .  M a h l e r .  \Vien.Akad.Ber.(Abtlg. na ) .  
CIII, 832. 

157. c h e r  eine iinter den Aiisgrahungen auf Rhodos gcfundene astronomiache 
Inschrift. N o r b .  H e r z .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. 1Ia) CILI, 1135. 

158. n ie  Schlussaufgabe in Diophant's Schrift iiber I'olygonalzahlen. G. W e r t h e i m .  
Zeitschr. Math. Phys. XLII, Hist. litter. Abtlg. 121. 

159. Quadrat-  und Kubikwurzeln bei den Griechen nach Herons neu aufgefundenen 
M F ~ ~ L X & .  M. C u r t  z e. Zeitschr. Math. I'hys. XLII, IIist. litter. Abtlg. 113;  
ebenda nicht paginiertes Rlatt. 

160. Die Quadratmrzelformel des Heron bei den Arabern und bei Regiomontan 
und damit Zusammenhiingendes. M. C u r t z  e. Zeitschr. Math. Phys. XLII, 
Hist. litter. Abtlg. 145. 

161. Sur le sens exact clu mot , , a l -d j eb rLL  C a r r a  d e  Vaux .  Biblioth. math.  
1897, 1. 

162. Einim IIeitriioe eur Geschicht,~ der a r ab i sch~n  Mathematiker und Astronomen. 
u ~ .  s u t  gr. Biblioth. math.  1897, 83. 

163. Die Matheuiatik bei den Juden. M. S t e i n s c h n e i d e r .  Biblioth. math. 1897, 
13, 35, 73, 103. [Vergl. Bd. XTJTI Nr. 170.1 
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164. Magister Bobertus Ariglicue in Montepessulano. P. T a u i i e ry .  Biblioth. 
math.  1897, 3. 

165. Sur l e  mot , , thecah.  G. E n e s t r o m .  Biblioth. rnat,h. 1897, 95. 
166. Sur les neuf ,,limitesu mentionnés dans l'Algorismus de  Sacrobosco. 

Cr. E n e s t r o m  Biblioth. math.  1897, 97. 
167. Sur le nom da  l a  ,,regilla coeci". C a r r a  d e  Vaux .  Uiblioth. math.  1897, 32. 
168. Eppur  s i  muove. G. B e r t h o l d .  Zeitschr. Math. Phys. XLII I-Iist. litter. 

- - 

Abtlg. 5.  
169. C h e ~  den aneehlichen Aiissnriich Galileis . .En~ i i r  s i  miiove". G. B e r t h o l d .  

7 ,  A L  

~ibhoth'; mdth. 1897, 5 î .  
170. hrlitioris de  John Wilkins. The ciiscovery of a world in the rnoon de 1638 

e t  de 1640. G .  E n e s t r o m .  ~ i b l i o t h .  math. 1897, 95. 
171. Versiers, Visiera e Pscudo-vcrsiera. G. L o r i a .  Uiblioth. math  1887, 7, 33. 
172. Sur lee lettres de Léonard Euler à Jean 1 Uerrioulli. G .  E u e s  t r o m .  Hiblioth. 

math .  1897, 51. 
173. Sur l a  découverte de l'intégrale complkte des équations différcntiellea 

linéaires à coeEecients curislaiits. G. E n c s  t ro ru .  Uiblioth. math. 1897,43. 
174. Sur Jean Henry Bürmann. M. C a n t o r .  Biblioth. math.  1897, 31. 
175. Sur le séjour du  gcnéral Poncelet h Saratow. G. H a p s  t. Compt Rend. 

CXXIV. 1133. 
176. Sur ~ o l f ~ a &  et Jean Rolyai. P.  M a n s i o n .  Mathesis, Sér. 2, VII, 194. 
177. Inauguration du monument de Y. Lohatschevskp B Kazan. G. D a r b o u x .  

Compt. Rend. CXXIV, 936. 
178. Cinquantième anniversaire de l a  nomination de  Nr .  Faye  à l'Académie 

(25.1. 1897). A. C h a t i n .  Compt. Kend. CXXIV, 165. - F a  y e ibid. 167 
179. Wilhelm Schrentzel t 26, 1. 1896. L u d w i g  S c h l e s i n g e r .  Zeitschr. Nath. 

Phys. WI I .  Hist. litter. Abtlg. 1.  
180. Henj. Oould (27. XI. 1824 - 26 XI. 1896). L o e w y .  Compt. Rend. CXXIV, 57. 
181. Mort de  Weierstrass (31. X. 1815 - 19. II. 1897). Mathesis, Sér. 2 ,  VII, 62. 
18% Notice sur Weierstrass. H e r m i t e .  Compt. l iend. CXXTV, 430 
183. Karl  Weierstrass. M. d ' O  c a g n e .  Mathesis. Pér. 2, VIT, Siipplément. 
184. J. J. Sylvester (3. IX. 1814 - 15. III 1897). P. M a n s i o n .  Mathesis, Sér. 2, 

VII, 245. 
185. Mathematisch-historische Vorlesungen und Seniinariibiingen an der tech- 

nischen Hochschulc zu Miinchen. A. v. B r a u n m i i h l .  Biblioth. math. 
1897. 113. 

186. c b e r  die neuesten mathemat. -bibliograph. Unternehmungen. G .  E n  e s t r O m. 
Biblioth. math.  1897, 65. 

187. Interriationaler Mathematiker-Kongreus in  Zürich 1897. Zeitschr. Math. 
Phys. XILL IIist. litter. Abtlg. 73. Vergl. Cabatur. Rechnen 347. 

G le i chungen .  

188. ChPr die Eundamentalgl~ichungen eines Gattiingsbcreiches algebraischer 
Zahlen. J?. M e r t e n s .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. IIa) CIII, 5. 

189. Sur l a  transformation des équations alg6briques. F. U r i  o s  c h i .  Compt. 
Rend. CXXTV, 661. 

190. c b e r  das Problem der Winkelhalbierenden. A. K o r s e l t .  Zeitschr. Math. 
Phys. XLII, 304. 

191. Condition de  réalité des racines de 116qiiation di1 3e degr6 dont dépend la 
résolution d'un triangle connaissant le rayon du cercle circonscrit, la 
surface et  celle du triangle formé par  les centres des cercles ex-iriscrits. 
R e t a l i .  Mathesis. Sér. 2. VII. 230. 

192. Zerlegung der  leic ch un^ 4. ~ i a d c ; .  I l e i l c r m e n n .  Zeitschr. Math. Phys. 
XLII, 60, 112. 

19.3. Die Transformation und Auflosun~r der Gleichunn 6. Grades i n  elementarer 
Darstellung. W. He y m  a n n .  ' ~ c i t s c h r .  ~ ~ t h . P h ~ ~ .  YLII, 81, 113. 

191. Késolution d'un système de trois équations cubiques. V. C r i s t e s c o .  Mathesis, 
Ber. 2, l 'II, 260. 

195, Condition necessaire pour qn'iin ~ y s t è m e  de  3 équations homog8np.s admette 
une solution autre que e = y = z = O. Co 1 a r t .  Mathesis, Sér. 2 ,  VI1, 
211. - - I l e l a h a y  e ibid.  212. 
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Graph i sches  R e c h n e n .  
196. The radial cursor; a new addition to the slide-rule. F. W. L a n c h e s t e r .  

I'hil. Mag Ser 5 ,  X 1 J ,  52 
197. Anwendung der Integralkurve zur Volumteiliing. E. R r a u e r .  Zeitschr. Nath. 

Phys XLII. 272. 
198. Sur un procédé d'intégration graphique des Gqimtions différentielles. M. P e t r o -  

v i t  c h  Compt. Rend. C-LYlV, 1081.  

IL 
H y d r o d y n a m i k .  

199. Exnression des aetites corririosantes transversales de l a  vitesse dans les 
écoulements &rsduellern&t variés des liquides. J. B ou  s s i n  e s q. Compt. 
Hend. CXXIV, 1411. 

200. Parties tournantes des coninosantes transwrsales de la  vitesse. dans un 
Bcoulement permanent graduellemeut varié. J. B o u s  s i n e s  q. Compt. 
Rend. CXXIV, 1492. 

201. On an error in the  niethod of determinine the mean denth of the ocean 
from the velocity of seisniic sea-waves. -ch. D a v i s o n .  k h i l .  Mag. Ser. 5, 
XLIII, 33. 

202. Applications of physics and mathematics to seismology. C. Chree .  I'hil. 
Map.  Ser. 5 ,  XLlIl, 1 7 3 .  

203. Über die innere Reibiing der TXisungeri. G u s t .  J i i ge r .  Wien. Akad. Ber. 
(Abtlg. 1la) CIII, 251.  [Vergl. Hd.XLI Kr. 425.1 

204.  Sur le mouvement d'un solide dan3 un liquide ind6fini. II. L i o u v i l l e .  Compt. 
Rend CXXIV, 72. [Vergl. I3d XLII S r .  599.1 

205. High tcnpions in moving liquids. W. 9 II t h  e r l  a n  d. l'hi1 Mag. SBr. 5, XLII, 111.  
206.  Eçoulcment graduellement varié des liquides dans les lits à grande section; 

équations fondamentales. J. Bo u s  s i n e  sq .  Compt. Rend. CXXIV, 1196.  
207. Vérification exp6rimeritale de l a  théorie de l'Cc,ouleinent gradiiellement varié 

dans les canauxdécouverts. J. B o u s s i n e s q .  Compt. Bend. CXXIV, 1327. 

Hyperbe l .  
208. On a, method of drawing hyperbolas G. J. B u r c h .  Phil. Meg. Ser. 5 ,  XLI, 72. 

- F.L. O.  W a d s w o r t h  ibid. 372. 
Verg-1. Analytische Geometrie der Rbene 21 .  nreiecksgeometrie 88. Parabel 324. 

1. 
Imaginares. 

209. Strecken- und Punktrechnung, insbesondere die Hechnung mit parallelen 
Streckcn. F r .  G r a e f e .  Grun. Archiv 2. R. XV, 34 .  

210. Sur les systèmes de nombres complexes. E. C a r t a n .  Compt. Rend. CXXIV, 1217. 
211. Sur les systèmes reels de nombres complexes. E. C a r t a n .  Compt. lLend. 

XXlV, 1296. 
I n t e r p o l a t i o n .  

212. Sur l'interpolation. Em. B o r e l .  Compt. llend. CXXIV, 673. 

K. 
Kege l schn i t t e .  

013. hquation focale des coniques. E. N. B a r i s i  e n .  Mat,hesis, Sér. 2 ,  VIT, 193.  
214. Axes de symetne des coniques. Equation du couple des asymptotes. H . M a n -  

d a r t .  Mathesis, SGr. 2 ,  VU, 38. 
2 15. orthoaxiale Kegelschnitte. Al  f r. S a l  O m o n .  Grun. ilrchiv 2. R., XV. 1. 
216. Sur les cordes de courbure concourantes dans les coniques. C l .  S e r v a i s .  

Yalhesis , 9ér. 2, VII, 222. 
217. Propriété focale des coniques à centre. G t u y v a e r t .  Mathesis, Sér. 2, 

vn, 195.  
218. Sur une conique inscrite on circonscrite à uu triangle. S t u y v a e r t .  Ma- 

thesis, Sér. 2, VIT, 63, 81 
219. Sur les conicrues circonscrites à un trianple. A. K r a h e .  Mathesis, Sér. 2, 

VII, 33. 
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220. Relation entre les perpendicrilaires qu'on abaisse de chaque point d'une 
conique sur les côtés d 'un triangle rect,angle. L) é p r  e K. Mathesis, 
S6r. 2. VIL 272. 

221. Sur les triangles semiconjiigués. J. K e u b  e rg .  Mathesis, Sér. 2,171, 59. - 
R e t a l i  ibid. 142. - 1 , o r e n t  ihid. 142. 

222. Une propriét6 des coniques. J. W a s t e e l s .  Mathesis, S6r. 2, VII, 13. 
223. Propriété des coniques. B. U u i  s s e r e t .  Mathesis, Ser. 2. V11, 122. 
224. Extension aux coniqiies d'nne prnpriét,6 de cercles rernmquée par M. Nam-  

heim. J .  N e u b e r g .  Mathesis, Sér. 2, VII, 16. - D r o z - F a r n y  ibid. 87. 
225. Conique lieu du point d e  rencontre des côtés non parallèles d'un trapèze de 

base fixe e n  grandeur et  position, d e  hautaiir const,ante et dont les 
d ia~oi ia les  sont rectangulaires. R e  t a l i  etc. Nathesis,  Sér. 2 ,  VII. 173. 

226. Intersection d'une conique avec une ou cieux circouiërences. A. Gob. .\la- 
thesis. Sér.  2. VII. 202. 

227. Cercle orthoptiqii6 m;it,iiel de dcnx coniques homofocnl~s. J .  S e u b e r g .  
Alsthesis, SEr. 2, ?-II: 227. 

Vergl. Elli1ise. Hyperbel. Kreis. Parabel. 

Kettenbrüche. 
228. Sur les fractioiis continues. X m e .  l ' r i m e .  Mathesis, Ser. 2, VII, 108. 
229. Développenierit de y?: en fraction continue. A. Hou t , i n .  Mathesis, Scr. 2, 

VU, 8. 
- 

230. Réduire l/ccZ- 2 en fraction continue périodique. A. 1 ) ro  a - F  a r n y .  ?iIa- 
thesis, Sér. 2, YII, 101. 

Vergl. Cylinderf~iliktioiien. 
K i n e m a t i k .  

231. Ein Beitrag zur Kincniatik der Ehene. F r i e d r .  P r o  c h a z k a .  Wien. Akad. 
Ber. (Ahtlg. n a ) ,  CIV, 605. 

232. Die kineniatische Theorie der Hyperl,oloidenreibungsr:,ider. Fr .  ~ c h i l l i n g .  
Zeit,scIir. Math. Phys. XLII, 37. 

Kre i s .  
233. Sur les cercles radicaux et  antiradiüaux. J. J. D u r a n  L o r i g a .  Mot'hesis, 

SBr. 2, VIJ, 189. LVergLBd. XLII, Nr.  235.1 
234. ber Itadikalkreise. J. D u r a n  L o r i g a .  Griin.Archiv 2. R. XV. 117, 232. 
235. Tangcnt,es communes à, deux ccrcles. S tii y r a , e r t .  Nathcsis,  Sér. 2, 

YII, 194. 
236. Cercle tangent à trois autres. L. G é r a r d .  Nathesis,  Sér. 2 ,  VII, 248. 
237. Siir quatre cercles tangents deux à deux. M a t h  o t. Mathesis, 86r. 2, 

vn, 193. 
238. Sur deux poirits d'un triangle décrivant conjointement des çirconf6rences. 

D r o z - F a r n y  etc. Mathesis, Sér. 2, V U ,  235. 
239. Théorème sur deux circonférences. J. J o n e  s c o  etc. Nathesis, S6r. 2, VIl, 

147. Vergl. Breiecksgeometrie 84. 

Kristallographie. 
240. Cber die SgmetrieverhLlti~isse der Kristalle. V. v. L a n g .  Wien. Akad. 

Ber. (Abtlg. IIa). CV, 362. 
241. On the  use of the globe in  the  st,udy of c r y s t a l l ~ g r a ~ h y .  .J. P. B u c h a n a n .  

Phil. Mag. Ser. 5, XI+ 153. 
L. 

L o g a r i t h m e n .  
242. Drnckfehler i n  S. G i i n d e l f i n g e r  - A. M. X e l l s  Tafcln zur Berechnung 

9 stelliger Logarithmen. J O  S. Lll a t  e r .  Zeitschr. Math. l'Lys. XLII, B i .  

m. 
Magnetismus. 

243. On magnetic tractive force. E. T a  y l .  J o n e  S. Pliil. Mag. Scr. 5, XT,T, 153. 
244. On the  effects of magnetiç st,ress in magnetostriction. H. K a g a o k a  and 

E. T a y l .  J o n e s .  Phil. Mag. Ser. 5, XLI, 464. 
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245. nber die Gestalt der Kraftlinien e i n e ~  magnetischen Drehfeldes. M a x  
J i i l l i g .  Wiec. Akacl. Ber. (Abtlg. 118) CIIJ, 691. 

346. The magnetic field of any cylindrical coil. W. If. R v e r e t t .  Phil. Mag. Ger. 5, 
XLI, 367. 

247. On the  magnetic field due to an elliptical current a t  a point in i ts  plane 
within i t .  J. Vir.  J o n e s .  I'hjl. k g .  Ser. 5, XLII, 107. 

248. On the  possihilit,y of explaining the phcnomeria, of m:~gnctisin by the  hypo- 
thesis of participation of matter in the  motion of the  magnetic field. 
B. It O s i II g. Phil. Mag. Ser. 5, XLII, 314. 

Maxima und Minima. 
249. ANaximnm de x y  f y z  f z s  sachant qiie x + y + z = 2 p .  D é p r e z .  Mathesis, 

Sér. 2, VIT, 271. 
250. Sur certaines aires minima. S t u y v a e r t .  Mathesis, S h .  2, VII, 45.  

Vergl. Ellipse 115, 116. 
Mechanik. 

261. On the  laws of irreversible phenomena. L a d .  N a t a n s o n .  I'hil. Mag. XLI, 355. 
252. The Iiypotheses of abstrüct djrianiics and the  qiiestiori of the niiniber of the 

elastic constants, J. G .  M a c G  r e g o r .  P h i l  Mag. Ser. 5,  XLTI, 240. 
253. IIerleitnng des Gesetzes vom Xr%ft,c..parallelogramm aus der Bewegung eines 

Xorpers im widerstelleiiiien Mittel und Aufsttillung einer allgeuieirieii 
Gleichung für dyn&mivche K r a f t ~ i r k u n ~ .  Th. S c h w a r t z  e. Grun. 
Archiv 2. R. XT, 421. 

254. c b e r  die Transformation des Zwanges iri allgemeinen Koordinaten. A. W a  s s - 
mi i th .  Wien. Akad. Ber. (Abt,lg. IIa) CIV, 281. 

255. Von der elliptischen Rewegung eines freibes-eglichen Xassenpunkte~ unter 
der Wirkung von Attraktionskriiften. P. K i n d  e 1. Grnn. Archiv 2 .  R. 
XV. 262. 

256. Sugli i;tegrali primi quailratici delle eqiiazioni della meccanica. G .  Di  
P i r r o .  Annali mat.  Ser. 2 ,  XXK, 316. 

257. plier ouadratisclie I n t e ~ r a l e  der U iXeren t i a l~ . l e i ch~~~ i~ ' e~ i  der Uvnamik. P. 
 ta e c k e l .  Annal; mat.  Sér. 2, XXV, 56." 

268. Sur les intCgrales premières de l a  Dynamique et  sur le problème des l z  
corps. P. P a i n l e v  B. Coni~it. Kend., CXXIY, 173.  

259.  Sur les intégrales quadratiques des équations de  la Dynamique. P. P a i n -  
l e v é .  Compt. Rend. CXXIV, 221.  

260. Sur les integrales quadratiques des équations de  l a  Mécanique. S. L é v i -  
C i v i t  a.  Compt. Rend. CXXJV, 392. - A p p  e l1  ibid. 395. 

261. Siilla trasforma,zioni della equazioni dinamiche. T. L6 v i -  C i v i  t a. Annali 
m a t  Sér. 2, XXIV, 255.  

262. Snr iine clasae de duz à trois variables. T. L e v i - C i v i t a .  Compt. K ~ n d .  
CXXTV. 1434. 

263. Zur ~ h e o r i e ' d e r  Bewegung eines starren Systems. E d .  W e y r .  Wien Akad. 
Uer. (Abtlg. Ha)  CIV, 292.  

264. Les solutions périodiques et l e  principe de moindre action. H. P o  i n c  a r e .  
Compt. Rend CXXIV, 713. 

266. Sur les petits rnoiivenienta périodiques des systèmes. P. P a i  n l e v  6 .  Conipt. 
Kend. CXXIV, 1222. 

266. Sur les petits mouvements périodiques des syst,èmes i longue pkriode. P. 
P a i n l e v é .  Compt.lierid. CAXXlV,1340. 

267. Sulla rotazione di un  corpo in cui esistono sistemi policiclici. V. Vo 1 t e r r a .  
Annali mat. Ser. 2, YXIV. 29. 

268. Hiri meclia~iischeu Polycykel als Analogon der Iricluktioriswirki~~ige~~ beliebig 
vieler Kreisstrome. F. EIas e n o  e h r l .  Wien. Akad. Der. (Abtlg. Ha),  
CV, 900. 

269. Gbcr eiiien Satz der Batik. K. Th. V a h l e n .  Zeitschr. Math. Phya. XLJI, 160 .  
270. Cher ein Prol-ilein der Mechsnik. A. K a r l .  Zeitschr. Math. Phys. XLII. 105. 
271. Beitrii e ziir Sheoris der ebenen Gelenkvierecke. K. mi il le^. ~ e i t s c h r .  

)fath. Phys. XLII, 217. 
272. Grundeiige einer Grapho-llallistik' anf Gnind der Kruppschen Tabelle. C. 

C r a n z .  Zeitschr. Math. Phys. XLLI, 183. 
Hist -1itt. Abt. d.  Zsitschr f Math. u. Phys. 48. Jahrg. 1898. 8. Hsft. 9 
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273. Aufgabc iiher 1)ruckverhiltnisse iin Inriern eines diirch eiiien gewolbten 
Uoden abgeschlossenen Hohlcylinders. C. U. Zeitschr.Math. I'liys.X121T,280. 

274. ijber hchraubengcschwiudigkeiteii eines festen Korpers bei verschiedcner 
Zahl von Stiitzfliichcri. P. Somof f .  Zcitschr. Math. Phys.  XLTT, 133,161. 

275. s u r  l e  rendement des engrenages. L. L e c o r n u  Compt. Iienil. CxYIV, 1225. 
276. Sur l'action locoi~iotrice des membres antérieurs du cheval. P. Le I l e l l o .  

Compt. Kenil. CXXIV, 913. 
Vergl. Aerodyuamik. Akustik. Astronomie. Difereritialgleichungen 75. 

Klastizit%t. Elektrizitiit. E'unktionen 128. Hydrodynamik. Kinernatik. 
Nagnetismus. 3îolekularphysik Optik. Potential. Schweipunkt. Wiime- 
lehrc. Wellenbewegung. Wiukelteilung 416. 

M e h r d i m e n s i o n a l e  Geomet r i e .  
277. Sur l'emploi de  l ' e~pace  à quatre dimensiori~ dans l'6tiide des surfaces 

algébriques admettant plusieurs séries de  coniques. E ug .  C o s  s e r a t .  
Compt. Ilend. CXXIV, 1004. 

278. Sulla equazione A, I i f  ke  u O  in ilno spanio di  diinensiorii. X,. M a r c o -  
l o n g o .  Annali mzt.  Ser. 2, XXlV, 301. 

Moleku la rphys ik .  
279. ïTber  die Uncntbchrlichkeit der Atomistik iri der Katurwisscnschaft. L. 

R v l t z x n a n n  Wien. Akad Ber. (Abtlg. IIa), CV, 907. 
280. Moleciilar force and the  surface- tension of solutions W. S u t h e r l a n d .  

T'hil. hlag Srr. 5 ,  X L ,  477. 
281. 0ii the  variation of the  dissocistion coefficierit with temperature S. Ros -  

l i n g t o r i  M i l n e r  Phil. Mag ser. 5, XLI11, 286. 

N o r m a l e n .  
282. Lieu d'un point tel  que les trois normales menées d e  ce point à ilne para- 

bole donnéc jouissent dc certaines propriétés. C r i  s t e  s CU.  M,lathe~is, 
Sér. 2, VII, 19.  - D é p r e z  ibid. 20. 

283. Propriété des deux autres normales menées L une parabole d'un poiut quel- 
conaue d'une normale fixe. A. G o b  e t  C o l a r t .  Matliesis. Sér. 2. T1I. 124. 

284. ~ o r i s t r u c t h n  d'une normale à une ellipse. P. B a s t i r i  e t  ~ 1 , ' ~ e r v A i s .  ' Ma- 
thesis, Sér. 2, VIL, 120. 

285. 1,ieii so rapportant, ai: quatre normale%? men6es d'un point variable à une 
ellipse donnée. A. D r  o z - F a r n y .  'dathesis, Sér. 2, VII, 68, 109. 

O .  
Oberf lachen.  . 

286. Sur l a  théorie des surfaces. A. P e l l e t .  Compt. Rend. CXXIV, 451. 
287. Snr la théorie des surfaces algébriques point, de vue rle l a  Gkornbtrie de 

situation et  sur les intégrales de ~iifféreritielles totales. $:m. P i c a r d .  
Conipl. Rend. CXYIV, 532. 

288. Sur la theorie générale des surfaces. A. P e l l e t .  Compt. Rend. CXXIV, 739. 
289. Sur les systèmes de  surfaces orthogonales et  isothermes. A. P e l l e t .  Cornpt. 

Rend. CXXIV, 552. 
290. Sur les surfaces ayant même représentation sphérique. A. P e l l e t .  Conipt. 

Rend. CXXIV. 1291. 
291. Sur les surfaces isom6triques. A. P e l l e t .  Compt. Rend. CXXIV, 1337. 
292. Kuove ncerche snlle superficie pseudo-sferiche. L. l l i a n c h i .  Annali mat. 

Ser. 2, XXTV, 347. 
293. Alcune propriet,à fondamentnli dei  sistemi lineari di ciirve tracciati sopra 

una superficie algebrica. C. C a s  t e l r i uovo .  dnnal i  mat. Ser. 2, XXV, 235. 
294. Sulla scomi,osizione dei niint,i sineolari delle suuerficie aleebriche. C. E eg re .  

h n a 6  ma t  Ser. 2 , k X V .  1. " 
c, 

295. Sulla riduzione delle singolarità d i  una superficie algebrica per mezzo di  tras- 
formazioni birazionali dello saazio. M. P a n n e l l i .  Annali mat  Ser. 2. 
n V ,  67. 

296. Die singuliireu Puukte der Flachen. E. W o l f f i n g .  Zeitschr.Math. Phys. XLII, 11. 
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297. Kegeliiiiche, deren Striktionslinie auch Kriinmungslinie k t .  H. II o p  p a. 
Grun. Archiv 8 .  R. XV, 250. 

298 Sur les lignes ge'od6siqnes des surfaces à courburei! oppose'es. H a d a m a r d .  
Compt. Kend. CXMV, 1503. 

299. Siille varietà a t re  dimensioni con una curvatura niilla e due eguali. Eern .  
R a  n a l .  Annali mat. Ser 2, XXIV, 213. 

:$00. Das emeiterte Sheorem von Bour. F. E: b n e r .  Zeitschr. Math. Phys. XLII, 215. 
301. Die Invarianten der allgenieinen Flache dritter Ordn~irig. K. Bo b e k. \Y ien. 

Akad. Ber. (Abtlg. Lia) CIII, 187. 
302. Sur la ddformation de certains pareboloïdcs e t  sur le théorème de  M. Wein- 

gartun. Eug .  C o s s e r a t .  Cunqit. Herid. CXXIV, 741. 
303. Salle iritersezioni di t re  suuerficie aleebriche. L. B e  r z o l  a r i .  Annali mat.  

u 

S P ~ .  2, XXIV, 165 
301 Zinige Konstruktionen heziiglich der Schnittkurven von Cmdrehungsfl%chcn 

mit Ebenen. J. S o b o  t k a .  Wien. Akad. Ber (Abtllr. Ils‘ CV. 371. 
\ c , , ,  

305. Siir les siirfaces qiii peiivent, dans pliisjeurs mouvenients différents, engendrer 
une famille de Lamé. Eug. C o s s e r a t .  Compt. Rend. CXXIV, 1426. - 
I) a r b o u x  ibid. 1428. 

506. Siir les centres de gravité dei, siirfaces paralides à une surface fermée 
E r n .  D u n o r c a .  Comr~t. Rend. CXXIV. 492. 

307. Aufgabe iibe; ein knge lb~ l lon -Ke tz .  S. F i n s t e r w a l d e r .  Zeitsçhr. Math. 
i'hys. XLII, 63. 

308. Una rliiestione geometrica. G em.  P i r o n d i n i .  Annali mat. Ser. 2, XYV: 61. 
J'ergl. Absolute Beometrie 7, 8, 11. 

Oberflachen zweiter Ordnung. 
303. h e r  clas Kriterion der Koaxialitiit zwcier Mittelpunktsfliirhen zweiter Orcl- 

IlLing. J O S .  y i n g e r .  w ien .  A k d .  Ber. (Ahtlg. 1I : t )  ClII, 1061. 
Vergl. Ellipsoid. 

Optik. 
310. On the longitudinal cornponeiit in liglit. G .  F r .  F i t z  G e r a l d .  Phil. M q .  

Ser. 5 ,  XLII, 260. 
311. Longituilinales Licht. G.  J a u m a n n .  Wien. Akad. Ber. (ilbtlg. II&> CIV, 717. 
312. Gralibical method for finding the focal lengths of mirrors ancl lenses. Xdw.  

II. U a r t o ~ i .  Phil. hlag. Scr. 5, XLI, 59. 
313. Crai~hical  method for lenses. K. S Co le .  Phil. Maa. Scr. 5. XTJI. 216. 
314. On simple geonietrical construction for finding thevintensiti of illumination 

a t  any point of a plane due to a s u d l  source of l ight syrrinietrical 
abolit an axis ueraenclicular to t ha t  nlane. Ch. H. L e e s .  I'hil. Nag 

A A 

Scr. 5, XL, 463. 
315. On the  relation between the Tirightness of an  object and tliat u f  its imago. 

W. S. A. E m t a g e .  l'hil. Nag.  Eer. 5 ,  XLI, 504. 
316. f ber die Hrlligkeit des verfinstertcn Mondes und die srlieirihare Vergriisseii~ng 

des F:rdschattens. J. v . H e p p  e r g e r .  Wien. Akad Ber.(Abtlg.IIa'r CIV, 189. 
317. On the  theory of optical images with spccial reference to  the  microscope. 

L o r d  R a y l e i g h .  l'hil. Nag.  Ser. 5, XLII, 167. - G .  J o l i n s t .  S t o n e y  
ibid. 332, 423, 499; XLUI, 139, 273, 368. [Vergl. Nr.  360.1 

318. Die Lsplaceeehe und die Salmonsche Scliattciitheoria und das Saturnririg- 
Schattenproblem. H. B u c h h  olz .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. IIa) CIV, 863. 

319. On the division of e n e r g  in t,he emission-spectriim of a hlack body. W . W i e n .  
I'hil. Mag. Ser. 5 ,  XLIII, 214. 

,330. On the resolving power of telescopes and spectroscopes fo r  lines of finite 
wirlth. F. 1,. O. W a d s w o r t h .  Phil. Ma;.. Scr. 5, XIAII1; 317. 

321. Cber den Einfliiss der selelrtiven Absorption aiif die Ilxtiriction des Lichtes 
i n  der Atiiiosphiire. J. v .  H e p ~ ~ e r g e r .  Wien. Akad. Uer. (A4bt1g. I la )  
CV. 173. 

Vergl. ' ~ l e k t r i e i t ~ t  98. 
P. 

Parabel. 
322. I'ropritités de  la. paral~ole.  R.  C o l  a r t .  Mathesi.;, Pér. 2, VII, 25. 
323. S h é o r h e s  sur la parabole. E. PI'. U a r i s i e n .  Nathesis, Sér. 2,VII,  272. 
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324. On considère les paraboles dont l'axe passe par  un point donné P et qui 
touchent une droite donnée A R au même point A. Le h y c r  décrit 
une hyperbole Bqiiilatère, l a  tangente an  sommet enveloppe une parabole. 
D r o  z - F a r n y .  L i b e r t .  Mathesis, Btir. 2, VII, 276. 

325. Parabole enreloppe de  l a  hauteur d'un triangle variable. A. n r o z - F a r n y .  
Mathesis, S6r. 2, VIT, 142. -- B a r i s i e n  ibid. 144. 

326. Parabole enveloppe d'iine droite. R e t a l i .  Ma,t,hesis, Sér. 2, VII, 212. 
327. Lieu des sommets de  paraboles tangentes à deux normales rcctangulsires 

d'urie parabole ilouuéc e t  ayant le même foyer que ce& couique. 
R. B u y s e n s .  D r o z - F a r n y .  Mathesis, Sér. 2, VII, 2.55. 

328. Cardioïde lieu des foyers des paraboles tangentes à un(: hypocycloide. Gob. 
Mathesis, Sér. 2, VIJ, 256. 

Vergl. Dreiecksgeornetne 88. Normalen 282, 283. 

Perspektive. 
329. Zur l'erspektive des Kreises. K u d .  S c h ü s s l e r .  Zeitschr. 3fatli. Phys. U11, 

107. [vergl. Bd. XLI Kr.  207 und 208.1 

Planimetrie. 
330. Résumé de la thCorie de l'équivalence. L. G B r a r d .  Mathesis, Sér. 2 , W .  26.5. 
331. Cne nouvelle démonstration di1 postulaturn d'Euclide. J. M. J o u b i n .  

Mathesis, Sér. 2, VII, 225. P . B a r t l a r i n ,  S o l l e r t i n s k y  ihid. 266. 
332. Trois droites coiicourent en  un iiiêrne point. C o l l e t t e ,  G o b ,  Ko mper s .  

Mathesis, Sér. 2 ,  VII, 69. - J. J o n e s c o ,  M a n d a r t , ,  D é p r e z  ibid. 70. 
333. Théorème sur les bissect,rices d'un angle e t  de  son supploment. D B p r  e z. 

Nathesis,  Sér. 2, VII,  271. 
334. Sur 5 droites qui concourent dans un même point chaque fois qu'un angle 

est arc t g  2. E. C o l a r t .  Nathesis,  Sér. 2, VII, 77. 
335. Sur le théorknie relatif au carré de l 'hpl~oténuse et le cinquième postulat 

d ' lhc l idc .  V. l l e y  e s .  Mathesis, 8ér. 2, V I I ,  86. 
33G. Const,riiirr lin triangle A R C ,  connaissant A R ,  A C et, sachant que l'angle 

C = 2 R  ou C =  3B.  C o l a r t .  D r o z - F a r n y  etc. Nathesis, Ser.2,VII, 171. 
337. Sur un triangle tirarit son origine d'un triangle équilatéral A H  C en prenant 

sur ctis côtés des segments A-V=z, B N =  Bz. CI'=Yx et reuliis- 
sant M, AT, P. H.' h l a n d a r t .  Mathesis, Sér. 2, VII, 98. 

338. Sur les pseuducarréu. J. J o n e s c o .  Mathesis, Sér. 2, VU, 48. 
339. Construction d'un pscudocarré connaissant un côté e t  les angles adjacents. 

I l r o ü - F a r n y  etc. Mathesis, Ser. 2, VLI, Zog... 
340. Sur trois quadrilatères dont deux dérivent du troisieme. R a s  t i n .  Mathesis, 

Sér. 2, VII, 119. 
341. Construction du pentagone rBgnlier. A .  C a y l e y .  Mathesis, Srir. 2, VII, 194. 
342. Théorème sur l 'hrxagone inscrit à un cercle e t  te l  qiie trois diagonales qiii 

joignerit des sommets opposés concourerit en un même point. K .  M a t h o t .  
Mathcsis, S'Gr. 2, VJI, 139. 

Vergl. Dreiecksgeometrie. Gleichungen 190, 191. 

Potential. 
345. c b e r  eine Eigenschaft defi Potentials unter Annahme eines Greenschen 

Wirkungsgesetzes. W. W i r t i n g e r .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. IIa) CV, 675. 
344. Sur le problème de Dirichlet. S. Z a r e m b a .  Couipt. ltcrid. CXXIV, 940. 

Vergl. Klastieitit. Elektrieitlit. Magnetisniiis. Warmelehre. 

Q- 
Quadratur. 

345. Aire d'une courbe ferinéc engendrée 5. l'aide d'une cissoide. 31 a n d  a r  1. 
Mathesis, Sér. 2, VII, 199. - J .  S e u b e r g  ibid. 201. 

R. 
Rechnen. 

316. Sur l a  définition de l a  miiltii,lication. A. L i s t r a v .  Mathesis. Sér. 2. VII.  17. 
[Vrrgl. 13il X I A  Kr .  343 '1 

317. La multiplication egyptienne et russe. P l a k b o v o .  Mathesis, Sur. 2, VII, 86. 
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313. Sur les calculs approchés. L. G é r a r d .  Mathesis. Sér. 2, YII, 248. 
Vergl. Wiirzelausziehiing. Zinseszins. 

Reihen. 
349. ?ber den Konvergenzkreis der umgekehrten Reille. 0. S t o l  z. Wien. Akail. 

Ber. (Ahtlg. TI a,) CIV, 485. 
:150. Shdorème sur les séries entières. H a d  a m a r t .  Comnt. Rend. CXXIV. 492.  
351. ILeuiarques utile.., dans leà calculs d e  limites. E. C e s a r o .  Mathesis, Sér. 2, 

VII,  177. 
352. Sur le3 skries de Taylor. E u g .  F a b r y .  Compt. Rend. CXXIV, 142.  [Vergl. 

Bd. XLII Nr. 687.1 
353. Studie zu Kaabes Pllonogra~ihie iiber die Jacob-Bernoullische Punktion. 

1,. S a a l s c h i i t z .  Zeit,schr. Math. Pliys. XLII, 1 .  
1 1 1  1 

354. Si  Q B , p  designe l a  somme des prodilits p à p des fractions - 9 9' $ 7  - ' - 
rn = "7 12 

1 
2~ Q, l , p  = - (lae+ 3 1 ~ ) .  A u d i b e r t .  Mat,liesis, Sér. 2, 

VII, 276. 2 
p = l  

355. Sur deux séries convergentes. B t u  y v a e r t .  Mathesis, Sér. 2 ,  VIi ,  42.  
356. ii'ber nirichlets Eeihen. F. M e r t e n s .  %en. Akad. Rer. (Abtlo. TTa) CIV. 

\ ., , 
109.3, 1158. 

357. Die Siimmierung einer Gattiing trigonometrischer Xoiheu. Pr.  R o g e l .  G~LIII .  
Archiv 2. R.  XV. 256. 

358. The development of '  arbitrary funetions J P e r r y  and H. F. I I u n t .  Phil. 
Mag. Ser. 5 ,  XI,, 506. 

359. On the  converrencv of Fourier's series. W. W i l l i a m s .  Phil. Ma-. Ser 5. u d " 
XT,IT, 1%. 

360. On the  general extension of Fourier's theorem. T h  o in. P r  e s t O n. Phil. Mag. 
Sér. 5 ,  XLl11, 281, 438. 1 Vergl. Nr. 316.) 

361. Systeme von arithmetischen Keihen nter  Ordriung. G. S p e c k m a n n .  Griin. 
Archiv 2. R. XV, 332. 

362. Sur quelques progressions arithmétiques. Mathesis, SCr. 2 ,  VU, 14. 
363. Sur une formule de Newton. E. L a m p e .  Mathesis, Sér. 2 ,  VII, 109 
364. Sur quelques formules qui reprEsentent par appr~xirnat~ion l 'arc dont on 

connait les sinus e t  le cosinus. E. L a m p e .  Mathesis, Sér. 2, VII,  129, 
153,  183. 

365. Eine besondere Gat t~ing goniometrischer Nnlldarstellungen. F r .  K o g e l .  
Grun. Archiv 2. R. XY, 431. 

Vergl. Abelsche Transcendenten 5. Interpolation. 

S. 
S c h w e r p u n k t .  

366. Sur le centre d e  gravité de l 'aire limit6e par une courbe fermée donnée e t  
une certaine autre courbe femckvariable.  G ob .  Mat,hesis, Sér. 2,VLI, 229. 

Vergl. OberAAchen 306. 
S t e r e o m e t r i e .  

367. Déiuonst~ration nouvelle relative à l a  perp~ntlicnlairç: à un plan. D i i b o n i s .  
Mathesis, Sér. 2 ,  VII,  248. 

S u b s t i t u t i o n e n .  
368. The substitutioil group whoso order is  four. G. A M i l l e r .  I'hil.Mag. Ser.  5 ,  

XLI. 431. 
368. Tlie operkt,ion gronps of ordei Rp, p being any prime nmnber. G .  A. M i l l e r .  

Phil .  Mag. Sur. 5 ,  XLII,  195.  
370. Thc transitive substitution groiips of ordor S p ,  p bcing any prime riiirubar. 

(>. A.  N i l l e r .  Pliil. Mag. Ser. 5 ,  XTIIIT, 117. 
371. Sur l 'énumération des groupes primitifs dont le degré est  inférieur à, 17.  

J. A. M i l l e r .  Corupt. Keud. CXXIV, 1505. 
372. Sur ilne séiie de groiipes primitifs holoEdriqiiement isoniorplies à dcs gronpes 

plusieurs fois transitifs. E d .  M a i l l e t .  Conipt. Rend. CXXIV, 351. 
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T. 
T e t r a e d e r .  

373. Coiitlitiuns auxquelles doivent satisfaire les arêtes d'un tétraktlre afin que cer- 
tailles droites partant de  qiiatre de  se. angles soient les gt'nératnces 
d'iin hyperholoïde R Ei Mathpsis, Sér 2 ,  VII,  23. 

T h e t a f u n k t i o n e n .  
374 80111-a diie rixla7ioni rimarchevoli fra i valori dellr derivate dr,lle fiin7ioni 4 

ellittiche per argoniento zero. E r n .  P a s c a l .  Annali mat  Ser 2,XXIV, 23. 

T r a n s f o r m a t i o n s g r u p p e n .  
, "-  d i  a.  S i r  la dtitermination dii groupe de transformation d'une Equation diEérentielle 

linhaire. F. M a r o t t e .  Compt. Rend. CXXIV, 608. 
376. Sulla teoria dei griippi irifiuiti continni. P. fi1 e d o l a g h i .  Annali mat. Ser.2, 

XXV, 179. 
377. Des groupes transitifs dc classe ef  ( e  e t  f 6tant premiors a'vcc 5 < a < f l  et 

de  degr6 e f  + k (k étant < e) .  E d. I\l a i l l e t .  Annali mat. SCr. 2; XXV, 219. 

T r i g o n o m e t r i e .  
378. Ilolation entre leu angles r u ,  P ,  y, 6 se déclnisant d'une équation entre les 

siniis et  les cosiniis d e  ces niEmes angles. A. D r o z - F a r n y .  A i i d i b e r t .  
Mathesis, Sér. 2 ,  VIT, 260. 

379. c h e r  die pythagoreischen Ureiecke und ihre Anwendiing auf die Teilung des 
Kreisurnfaiigs. G r a e b e r .  Grun. Archiv 2 . H .  X V ,  337, 439.  

380. R e l a h n e n  bei regiilaren, dem Krcise ein- iind nmbeschricbenen Polygonen. 
H. U o l e z a l .  Gmn. Archiv 2.R. XV, 172. 

381. Sur iine relation dans le triangle. E.  C o l a r t  etc. Mathesis, Sér. 2 ,  VII, 26. 
382. Hi du  picd Il de l a  hauteur A D  d'iin t,riariglc A B C  on abaisse des l m -  

pendiciilaircs D R, 7) F' sur les côttis A R, A O l a  distance E F e-it moitié 
du  perimètre du triangle forme en joigri:tnt les pieds des h a u t e u i ~  de 
A BC. D 6 p r e z .  Nathesis, Sér. 2 ,  VIJ, 271. 

38.7. Chlciiler l e  eôt6 d'iin tria,ngle Bqiiilo,téral, connais3ant 1r:s (1ist:inces d'lin 
point de son plan à ses sommets. Problème analogue pour un tétraèdre 
régulier. H e  t a l i .  Mathesis, Sér. 2 ,  V i l ,  207. 

384. Itelation ayant lieu dans lin triangle sphérique. C r i s  t e s c o. M;~tliesis, 
Sér. 2 ,  VII.  43. - J. N e u b e r g  iliid. 44.  

385. TliEorème de trigonumetrie sphérique. J. N e u b  e r g .  Mathesis, S6r. 2, 
VII, 61.  

Veigl. Heiben 363, 364. 
m. 

U m k e h r u n g s p r o b l e m .  
386. S i ~ r  lin niodc: d ' invei~ion d e s  intégrales miiltiples. P. A p p e l l .  Compt. Rend. 

C)ixIV, 213. 
387. Sopra alcime questioni d i  inversione di iritegrali defiuiti. V. Vo 1 t e r r  ü. 

Annali mat. Ser. 2, m V ,  139.  . 
W. 

Wiirmelehre .  
388. n h e r  die rncchanische Analogie des Wli,meglei<:hgr:wic:htes zwcier sich 1 ~ -  

riihrendor Korper. Q. H. E r y  a n  iind L. U o l t z m a n n .  Wien. Akad. 
Ber. (Abtlg. IIa) CIII, 1125. 

389. ber die Ternpcraturverteil iq li,rigs eint:s diinnen Ilrahtes,  der von einriii 
konstanten Strome durchflossen wird. P. C z e r m a k .  Wien. Akad. Uer. 
( A b t l ~ ~ .  H a \  CIII. 1107. 

390. Sul G-oblema della temperatura neli' ellissoide. C. S o m i g l i  a n  a .  Annali 
mat,. Ser. 2,  Xlil'i', 69.  

391. Of the kinetic theory of gas regarded as illnstrating nature. G. J. S toney .  
E'hil. Rlag. Ser. 5,  XL, 362. 

392. Wcitt:rfiihriing der Anniihcriingsrechniing in der Naxwellschen Gast,heorie. 
B. U e n n d o r f .  \Vien. Akad. Uer. (Abtlg. H a )  CV, 646. 
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393. Sur les relations exprimant que les divers coi;fficient,s considérés en Therino- 
dvnamiciiie satisfont, à l a  loi d ~ s  6t)ats corresnon<lents. K. El. A ni a n a  t .  
&mPt. kend .  CXXIV. 547. 

" 

394. E'ulgerurigen aus Aruagats Versuchen. C. P u  s c h l .  Wieri. Akad. Ber. (Abtlg. IIa) 
cm, 343. 

395. Aktinische Wiirrnetheorie und chemische Aquivalcne. C. P u s  c h l .  Wien. 
Akad. Ber. (Abt,lg. IIa) CUI,  809. 

396. Uemerkungen über Wirmcleitung. C. I 'uschl .  Wien. r2kad. Ber. (Abtlg. IIa) 
CII1, -989. 

397. Ziir Theorie der Dissociation der Gase. G. J a g e r  lTTi'ien. Akad. Ber. 
(Abtlg. U a) ClV, 671. 

398. Die Gasdruckformcl mi t  Ueriicksichtigung des Molekularvolurns. G. J i i ge r .  
Wicn. Akad. Ber. (Abtlg. IIa) CV, 16. 

399. c h e r  den Einfiuss des hiolekiilarrol~irrieris auf die mittlere Weglange der 
Gasmolekule. Q. J a g e r .  %Vien. Akad. Ber. (Abtlg. I Ia)  CV, 97. 

400. Ziir 'l'heorie der Ziistandsgleichung der Gase. G .  J i i ge r .  Wit:ii. Akad. Ber. 
(Abtig. I Ia)  CV, 791. 

401, Die Erstarrungswiime in Losungen. O. T u m l i r z .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. IIa) 
CIV, 245. 

402. Cber die Verdampfungswlinrie von L6sungeri. O. S u m l i r z .  Wien. Akad. Ber. 
(Abtlg. Ils) CIV, 827. 

403. Thermal trarispiration and radiometer motion. W. S u t h e r l a n d .  Phil. Mag. 
Ser. 5, XLII, 373, 476. 

404. Thermal transpiration and radiometer motion. O s b. R e  y no  1 ds .  I'hil. Mag. 
Per. 5 ,  XLIII, 142. 

405. Hoyle's law a t  very low pressures. W. S u t h e r l a n d .  I'hil. Man. Ser. 5 ,  
XLIII, i l .  

406. Cber die Uerechnung der Abweichungen der Gase v o n  Uoyle-~h&lessclien 
Gesetz und der Dissociation dcrselben. L. U 01 t z m a n n .  Wien. Akad. 
Ber. ( -b t lg .  I I a )  CV, 695. 

407. On the continuity of isothermal transformation from the liquid to  the gaseous 
state. T h .  P r e s t o n .  Phil. Mae. Ser. 5. XLII. 231. 

408. On the straining of t,he earth resultiig from'secul& cooling. Ch. D a v i s o n .  
Phil. Mag. Ser. 5,  XLI, 133. 

409. Cber die Zusammençetzurig der gesiittigten IlSinpfe von Mischungen. 
M. M a r g u l e s .  wien Akad. Rer. (Ahtlg. I ra)  1243. 

410. On the properties of a mixture of liquids. R A. L e h f e l d t .  I'hil. Mag. 
Ber. 5, XL, 397. 

411. Theoretical considerations respecting the separation of gases by  diffusion 
and sirnilar processes. L o r d  R a y l e i g h .  Phil. Mag. Ser. 6 ,  XLII, 493. 

412. Sur l a  dynamique des r6actious chhiclues homogènes arec  dégagement ou 
absorption de  chaleur. M. P e t r o v i t c h .  Compt. Rend. CXXIV, 1344. 

Vergl. Elektrizitat 102. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
413. The asymmetrical probability -curve. F. Y. E d p e w o r  t h I'hil. Mag. Ser. 5 ,  

XLI, 90. 
414. The cornpourid law of error. F. Y. g d g e w o r t h  I'hil. Mag. Ser. 5, XLI, 207. 

W e l l e n b e w e g u n g .  
415. On the  passage of waves thruugh apertures i n  plane acreens and allied 

problems. L o r d  R a y l e i g h .  Phil. Yag. Ser. 5, XLILI, 259. 

W i n k e l t e i l u n g .  
416. t b e r  einen Mechanismus. durch den ein beliebicer Winkel in eine beliebirre 

iingerade Anzahl  gieicher Seile geteilt Gerden kann. A. R O  r s e ït. 
Zeitschr. Math. Phys. XLII, 276. 

417. Eine approximative \Viukeldreiteilung. C. E'. K. B j 6 r l i n  g. Grun. Archiv 
2 .  IL XV, 223. 

W u r z e l a u s z i e h u n g .  
418. Sur l'extraction de l a  racine carrée des nombres. E. B a r b e t  t e .  Mathesis, 

Sér. 2, VII,  69. 
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419. Extraction de  l a  racine carré<: d'un nonibrc entier. S t u  y v n e r t .  Mathesis, 
Skr. 2,VII, 161. LVergl. Bd. X l d ,  Nr. 413.1 

Vergl. Geschichte der Mathematik 159, 160. Kettenbrüche 229, 230 

Z. 
Zahlentheorie. 

420. Zum neweise des Satzes, dass jede unbegrenzte arithmetische Keihe, in 
welchor das Anfarigsglied zur Diffcrenz relativ prim i s t ,  unendlich viele 
I'rinizahlen enthklt. G. S p e c k m a n u .  Grun. Archiv 2. H. XV, 326. 
[Vergl. Bd. XL, Nr. 276.1 

421. T h e a r e  Kelationen zwischen Menpen relativer Priinzalilen. Fr. Kagel. Grun. - 
Archiv 2. R. XV, 315. 

" 

422. Jlyadische Koordiriation der bis 100000 vorkonirnenden Primzahlen zur 
lteihe der ungeraden Zahlen E. S u c  h n n e k. Wien. Akad. Ber. (.4btlg. TT a) 
C m ,  443. 

423. Ziir additiven Erzeugung der garizen Zahlen. K. D a u b l e b  s k y  v. S t e rneck .  
Wien. Akad. Ber. (Abtlg. IIa), CV, 876. 

424. c h e r  die Zerlegnng der ZaEilcn in Qiiadrate. G. S p e c k n i a n n .  Grun. Archiv 
2.  K. XV? 328. 

423. cher die Anzalil der L)arstellungen einer ganzeii Zahl ~lurcli  gewisse Formen. 
1,. G e g e n b  a u e r .  Wien. Akad. Ber. (Abtlg. IIa),  CITT, 115. 

426. c b e r  die Aquivalenz der reduziorten binaren quadratischen Formen van 
positiver Deterruinaute. B. M e r t , e u s .  Wieu. Akad. Ber. (Abtlg. 11s) 
CIII, 995. 

427. Einige Bemerkungen zum quadrntischen Reziproxititsgcsetze. L. Gegen-  
b a u e r .  \Vieri. Akad. Ber. (ilbtlg. Ha>,  ClII, 285. 

428. eber den quadratischen Keziprozitüt,ssatz und die Sumrnen von Gauss. F. 
M e r t e n s .  Wien. Akad. Iler (Ahtlg. Ila,) CIIT, 1005. 

429. c b e r  die Anzahl derjenigcu ganzen ganzzahligen Punktionen ~ z t e n  Grades 
von z. welche in Bezug aiif einen ncaebeuen Primzahlmodul eine vor- 
p schhebene  Anzahl vzn Wiirzeln &itzeii. K. Z s i g m o n d y .  Wien. 
Akad. Ber. (Abtlg. II%), CID, 135. 

430. 'Cber die Aufl6surig der Kongruenz x P  u (iriod. 1,). G. 8 p e c  k rnann .  Grun. 
ArEhiv 2. R. XV, 335. 

431. c b e r  Potenxreihen. Cr. S p  e c k m a n u .  Grun. Archiv 2.  R. XV, 334. 
432. Sur certains points de l a  théorie des résidus des puissances. Caractkres 

distinctifs des nombres, on racines, d'où proviement les residus généra- 
teurs. 1) e J O  n q i i i  è r e  s. Compt. Rend. (XXIV, 334. 

483. ThéorBrne sur les fractions décimales périodiques. Mathesis, Sér. 2,VII, 226. 
- S t u y v a e r t  ibid.249.  - L . M e u r i c e  ibici.268. 

434. Le quotient de  (2 m - l)! par nz! ( n ~  - l j !  est un nombre pair  excepte quand m 
est une puissance de  2. U r i e n ,  C o l a r t ,  S oons .  Mathesis, SEr. 2,VII, 231. 

435. Questions d'arithmologie. D e  R o cqi i igr iy .  Matliesis, Sér. 2, VII. 217. 
496. l lber rationale Hicht~ingscosinus. R. I I o p p  e. Orun. Archiv 2. R. XV, 323. 
437. Forme des nombres qui ,  divises par  a, b ,  c . . . laissent respectivement les 

restes a', b', c'. . . E. C o l a r  t. Matliemis, SBr. 2 ,  VII, 119. 
438. Sur certains carrés parfaits. V a n  D e u r e n  etc. Mathesis, Sér. 2 ,  VU,  196. 
499 Sur lctl nombres triangiilaires carrés parfaits. 1,. C o l l e t t e .  Mat,hesis, Séi. 2. 

VII, 40. 
440. Ut2conipositiu11 de ( ~ ~ + O ' ) ~ e n  trois, quatre ou cinq carres. G. d e  Hocqu ig r iy -  

A d a n s o n .  Mathesis, Sér. 2 ,  VII,  18. 
n ( n S 1 )  s(z+l) 

441. Sur  l'équation ----+ - - = ye ,  x e t  y  étant  des fonctions de 11. 
2 2 

A. B o u t i n .  ?Lathesis, Sér. 2 ,  VLI, 269. 
442. 'l'out ciihe est  l a  diff'érence de  dciix ca,rrés, dont l'un a.ii moins est, divisible 

par 9. E. F a u q u e m b e r g u e .  Mathesis, Sér. 2 ,  VII, 50. 
443. Solutious entières de  l'équation z, Y +  z, Y t z ,  Y +. . .+znS= (5 n + z ) z S .  fi:. F a u -  

q u e m b e r g u e .  Mathesis, Sér. 2 ,  T T ,  27. 
Vergl. Combinatorik 52. Formen. Funktionen 130. Geschichte der Mathe- 

matik 158. Gleich~ingen 188. Reihen 355,  356. 
Zinsesains. 

444 Siir les lois de I'intérîit. E n r .  d e  M o n t e l .  Compt,:Rend. CXXIV, 224. 
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Historisch-litterarische Abteilung, 

Prix Lobatchefsky 
( P r e m i e r  Concours  1897). 

La S o c i é t é  P h y s i c o - m a t h é m a t i q u e  de  K a s a n  a l'liorineur 
d'informer qu'elle a décerné dans sa séance solennelle de 3 Novembre 
(22 Octobre) 1897 lc prix de N. 1. L o b a t c h c f s k y  à M. Sophus Lie, 
prafesseiir ordinaire à l'université de Leipzig, pour son ouvrage: 
, ,Theorie  d e r  T r a n ~ f o r m a t i o n s g r u p p e n .  Hand. III. Leipzigl893." 

Les mentions honorables sont décernées 
à M. L. Gérard, professeur au Lycée Ampère (Lyon), pour son 

ouvrage: ,,ThEse s u r  l a  g é o m é t r i e  n o n  E u c l i d i e n n e .  Paris 1892(', 

à M. E.  Cesaro, professeur ordinaire à l'université Royale de 
Naples, pour son ouvrage: , ,Lez ion i  d i  G e o m e t r i a  i n t r i n s e c a .  
Napoli 1896", 

et à 31. G. FontenF, professeur au collège Rollin, pour son ouvrage: 
, , L J h y p e r e s p a c e  à $2 - 1 d i m e n s i o n s .  Paris 1892". 

La medaille d'or de N. 1. Lobatchefsky, destinée selon le 5 16 du 
réglernent du prix Lobatchefsky à recompenser le travail des personnes 
qui aident à la Société physico-mathématique de Hasan à examiner 
les ouvrages, présentés au concours à été décernée dans la même 
se'ance solennelle de 3 Novembre 1897 à M. Felix Klein, professeur 
ordinaire à l'Université de Gottingue, pour son rapport sur l'ouvrage 
de M. Lie .  Le rapport de M. Klein vient d'htre imprimé 5 Kasan sous 
le titre: ,,Zur e r s t e n  V e r t e i l u n g  des  L o b a t s c h e w s k y - P r e i s e s  
(Gutachten, betreffcnd den dritten Hand der Theorie der Transformations- 
gruppen von S. Lie)." 

Les rapports sur les ouvrages de M. G é r a r d ,  C e s a r o  e t  P o n -  
t'ené ont été donnés par M - r s  prof. T. S o u v o r o f ,  D. S e i l i g e r  et  
P. Nas imof ,  membres de l a  commission. E n  outre ont pris part aux 
trakaux de la commisson M-rs  prof. D. D o u b i a g o ,  A. K o t e l n i k o f ,  
D. S i n t z o f  (secrétaire de la commission). 

Le nombre total des ouvrages présentés au concours à été égal 
à neuf.  

Hist.-litt Abt. d. Beitschr. f .  Math. n. Phys.  43. Jahrg. 1898. 4. u 5 .  Hsft. 1 0 
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Extrait du Réglernent du Prix Lobetchefslry. 

Le prix Lobatchefsky est décerné tous les trois ans. Il est d'une 
valeur de 500 roubles papiers. Il reste à la volonté de la Société d'en 
augrueriter avec le temps la valeur, si 1'Etat du capital le lui permet 

(8 4)- 
Le prix Lobatchefsky est destiné aux ouvrages relatifs SL la géo- 

mEtrie, e t  de préfbrencc à la gEométrie non - Euelidicnne (5  5). 
Sont admis à concourir à ce prix les ouvrages imprirn6s en russe, 

français, allemand, anglais, italien e t  latin, adressés à la Société 
Physico-mathématique par leurs auteurs et publie's dans le cours des 
six années qui auront précédé le jugement de la Société concernant 
le prix ( 5  6). 

Dans aucun cas le prix ne peut être partagé entre deux ou 
plusieurs auteurs concurrents. Dans le cas où se présenteront plusieurs 
ouvrages d'égale valeur, c'est le tirage au sort qui en de'çidera (§ 7). 

Le prix sera décerné pour l a  seconde fois le 3 Kovembre 1900. 
Selon le 5 11 du réglembnt, les ouvrages destinés au concours doivent 
être adressés à la Société Physico-mathématique de Kasan jusqu'à 
3 Novembre 1899. 

Président de la Société Physico-mathématique 

20 Decembre 1897. A. Vass i l i e f .  

Ein ,,Tractatus de Abaco" aus der Wende 

des XII. und XIII. Jahrhunderts. 

K a c h  Codex V i n d o b o n e n s i s  P a l a t i n u s  901, f. 87-96 

herausgegeben von 

MAXIMILIAN CCETZE 
in Thorn. 

Der nachfolgend 
facher Hinsicht von 

abgedruckte T r a c t a t u s  de  A b a c o  ist in mehr- 
Interesse. E r  stammt aus jener Zeit, wo das 

Abacusrechneri mit deru Algorismus im Streite lag, und TFO, das zeigt 
unsere Abharidlung deutlich, beide noch nebeneinander geübt und ge- 
lehrt wurden. E r  zeigt ferner, dass der Verfasser weiiigstens dau 
Abacusrechnen auf die R6mer zurückführt und dasselbn im Gegensatz 
zu dcm arabischen ltechnen stellt. E r  ist sich der Verschiedenheit 
beider Methoden ebenso bewasst als des Gemeinsamen derselben, und 
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erlautert das Verfahrcn der Araber durch das dcs Lateinischcn Abacus. 
Bci dern arabischen Ilividieren der Brüche benutzt er, so wenigskens 
glaube ich kann man seine Darlegung nur auffassen, Dezimalbrüclie, 
wiihrend er auch das System der romischen Minutien genau auseinander- 
setzt. Die Zeichen des Abacus unterscheidet er von denen des Algoris- 
mus, und aus seinen Zeichen kann man sehen, wie die beiden Formen 
2, für 3 sich entwickelt haben. Dass die Form 1- statt 2 der leich- 
teren Schreibart halber in der spiitern flüchtigeren Schrift das alleinige 
Recht behielt, ist nicht zu verwu~idern, aber gerade die Verweudung 
beider Zeichen nebeneiriander spricht dafür, dass die Niederschrift 
d ~ n i  Ende des XII. oder dem. Anfange des XIJI. Jahrhiinderts an- 
gehort, da die Benutzung der Form t mit dem XIII. Jahrhundert ab- 
solut aufhort. Das Charakteristische des Abacusrechnens, dass nur 
Multiplikation und Division gelehrt werden, nirgends aber Addition 
und Subtraktion, findet sich auch hier,  und zwar für beide Rechnungs- 
arten. Von der komplementaren Division ist keine 8pur mehr vor- 
handen, wohl aber in dern arabischen Teile von der komplerrientiiren 
Multiplikation. MGge nun die Abhandlung für sich selber sprechen. 

Tractatus de abaco. 
1 Quia de quantitate, que numerus est, acturi sumus, primo d e n -  87 

dum est, quid sit numerus, et que eius species. Est autem numerus, 
per quem numeramus; sic diffinitur, sic autem dividitur. Numerus autem 
alius digitus, alius articulus. 1)igitus appellatur omnis numerus ille, 
qui c o n h e t u r  infra limitema), scilicet unus, duo, III, 1111, et ita usque 
ad X. Ipsum autem S, primum scilicet limitem, appellamus articulum. 
Et sciendum est, quod ultra prediçtum articulumh) nullus est novus 
numerus, sed predictos digitos cum predicto articulo iungimusc), et  nu- 
merando dicimus: undecim, duodecim tredecim, et sic usque ad viginti, qui 
est secundus articulus. Item sciendum est, quod ultra primum articulumd) 
non est novus articulus usque ad centum; scilicet ipsum primuni diverso 
modo niultiplicantese) articulum facirnus istos articulos vigiriti, triginta, 
quadraginta et  ceteros usque ad üentum. Unde etiani dicitur viginti 
quasi bis geniti, quia a bis X generatur, et  triginta a ter decem. Item 
supra, C non est novus articulus usqiie ad miriadem, id est ad mille, sed 87' 

diversitatesf) multiplicationis centenarii faciunt istos articulos: ducenti, 
trecenti et  sic usque ad miriademg), super quam nec est aliquis novus 
digitus, nec articulus, sed per adiunct'ionem miriadis tam cum digitis 
quam cum articulis ascendimus numerando et facimus duo milia et 
trecenta etc. Hic de numero, e t  quisquis pro suo ingenio plura 
concipiet. 

Nunc videndum est, quid sint arcus tabule cum nominibus et 
figuris ipsos representantes.") Appellantur autem sic: singularis, de- 
cenus, ceritenus, millenus. Nunc videndum est, quid arcus, ex quibus 
numeris, et qualiter ex illis formantur. Et nota, quod solus singu- 

10 * 
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laris formatur tantum a digitis et non ab articulis, reliqui vero omnes 
ab  articulis tantum et non a digitis. Unde etiam evcnit, caracteres in 
sinqulari arcu positos nichil nisi tantum digitos representare,') in rrli- 
quis vero omnibus nrcubus semper articulos e t  nunqusm digitos signi- 
ficare, si nullum super se habent arcuum caracterem. 1 Nam, si super 
se habeat caracterem, digitum et non articulum significat collatus 
superiori; si  collatus ex latere, articulum et  non digitum. Porro scien- 
dum est forma, proprietates et continentie arcuum, que intellecte et 
diligenter annotate, formas etiam arcuum nos videre facient, scilicetk) 
qualiter ipsi arcus inter se et a se ipsis formentur, scilicet qualiter 
proximusl) formetur a proximo, e t  tercius a tercio, et quartus a quarto, 
e t  sic de ceteris. Es t  igitur proprietas quedam communis omnibus, 
hec scilicet, quod proximus ad proximum est decenus, quia decies con- 
tinet eum; et hinc est, quod proximus a proximo nascitur, quia quilibet 
et inferiorum decuplatus facit suum superiorem, id est proximum. Item 
alia proprietas, quod quilibet tercius ad tercium est centenus, quartus 
ad yuartum millenus; et sic proprietates assignarido formas etiam 
quorurnlibet invenies. 

Dehiric aciendum est nomiria caracterum cum figuris e t  nominibus, 
et quod quilibet caracter in quolibet arcu positus tociens significat 
superscriptum numerum, quotus ipse est. Vcrhi gratia. Unitas in 
singulari arcii unum t:tnt.um, in deceno positiis decem, in ccnteno C, 
in rnilleno M significat, et sic de ceteris. 

Porro his omnibus visis sciendum est, si quid multiplicare volueris, 
primo rem inultiplicandam in  suprema tabule linea, scilicet sub figuris 
arcuum, colloca, e t  id, per quod rem multiplicandam multiplicare 
volueris, scilicet multiplicatores, in infinia, tübule linea colloca. Deinde 
per inferiores numeros, yuos multiplicatores constat esse, adverbialiter 
prolatos multiplica supcriores, et numerum vel numeros, qui ex illa 
multiplicatione surgiint, in mediam lincam tabule compone secundum 
regu1a.s arcuum, quarum prima de singulari talis est: 

Si singularis arcus quemcumque arcuum multiplicat , in eundem, 
quem multiplicat, pone digitum, in ulteriori articulum. 

Item regula deceni: 
Sin) decenus arcus quemcumque arcum multiplicat, in secundum 

ab eo, quem multiplicat,-pone digitum, in ulterioii articulum. 

SY Item regula centerii 1 et  milleni. Hoc tamen diligenter observans, 
quod quilibet arcus, quoto loco distat a singulari, in talem ab eo, 
quem multiplicat, ponit digitum, in ulteriori articulum. 

I t a  dico, sio) fiunt articuli, quia quandoque ex multiplicatione 
premissorum numerorum surgit digitus tantum, quandoque articulus 
tantum, rluandoque digitus et articulus. Hec retenta et diligenter con- 
siderata sufficiant de multiplicatione dicta. Hec tamen adicinnus, quod 
in collectione~) facta multiplicatiorie~) articuli surit trmsferenidi, digiti 
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relinquendi, unde sepe evenit, quod in medio arcus unus vel duo vel 
tres relinquitur vacuus. 

Cum ver0 multiplicandi scientiain habeamus, conveniens est, u t  
etiarn dividendi scientiarn non ammittamus, cuius fit talis divisio. 
Divisio alia sirriplex, alia niultiplex. Simplex, in qua tantum unus 
caracter est divisor; multiplex in qua plures divisores ponuntur. Item 
miilltiplex alia continua, alia interrupta. Continua, in qua divisores, 89' 

in quibuscunque arcubns positi fuerunt, invicem continuantur; interrupta, 
in qua non continuantiir divisores, sed interrupti ponuntur, ita scilicet, 
quod quandoque unus arcus, qui interiacet, vajeuus est, quandoque 
plures. E t  notandum, quod continuatio sive interruptio dividendorum 
non det nomen continue vel interrupte divisioni, sed continuatio vel 
interruptio divisorum, sicut ètiam simplex divisio accipit nomen a 
sin~plici divisore, id est ab uno caractere divisoris, id est divisorernr) 
represeiitante, e t  non a caractere rem dividendam representante, quias) 
iii simplici divisione quandoque dividitur unus caracter, quandoque 
plures, et possunt illi etiam esse continui vel iriterrupti, et tamen 
~implex crit pro simplici divisore. 

Porro divisurus aliquid divisorcs ponc in superiore linea tabule, 
res diviciendas in mcdio, denomina tioneu aiitem, que ab his surgiint, 90 

in extrema et infima linea compone. Cuius rei conversa observasti i n  
multiplicatione: ibi enim multiplicatores, id est, per quos multiplicatur, 
in infimo; res multiplicandas, id est numerum, qui multiplicatur, in  
supremo; e t  quod inde surrexit, in  medio collocasti. 

Ad dividenda igitur hec est generalis et communis regula: Divisor, 
si minor vel eyualis fuerit rei dividende, superponatur, s i  maior trans- 
feratur in proximum. Collocato itaque divisore, ita scilicet, u t  dili- 
genter annotes, unde transferatur divisor, scilicet a deceno vel a 
ceilteno aut a milleno, e t  quod sequentes divisores etiam secum trans- 
ferantur servata continuatione eorum priori, si fuerint continui, vel 
interruptione eorum priori, si fuerint interrupti, sicut et ubi hec regula 
precipit, querere debes, yuotiens divisor continebitur in dividendo; 
et quotiens continebitur in eo, numerum illum appellahis denomina - 90' 

tionem, quam collocabis in diversis locis sccuiidum diversas quarum- 
libet arcuum regulas, quarum diversitatem subscriptam diligentcr animum 
advcrte. 

Siiigularis divisor, quocumque translatus fuerit, subponet sibi 
denominationem, et qui remanet, sub eo ponetur; ita dico, si  aliquid 
reinanet, quia quandoque nichil remanet. Verbi gratia: quotiens est 
binarius in senario? Ter. Ecce nichil remanet. 

Decenus divisor, quocumque translatus fuerit, secundabit a se 
denominationem, et quod remanet, sub ipso ponetur; centenus tercia- 
bit; millenus quartabit, et sic de ceteris: quoto loco distabit a singu- 
lari, in totum arcum a se denominationem collocabit, post se tamen. 
Quia, sicut i n  multiplicationet) numerando ascenditur ab inferioribus 
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et minoribus numeris ad superiores et maiores, ita converso in divi- 
sionibus de superioribus descenditur ad inferiores. I n  simplici autem, 
posita ita, sicut regula precipit, denominationeu!, si aliquid superest, 

9 1  quod dividi potest per integros, iterum dicas generalem regulam: 
Divisor, si mirior vel equalis fuerit rei dividende, superponatur, si 
maior transferatur in proximum ; et dividendum Y) sicu t prius dividebis, 
usclue dum nichil remaneat, vel dum non possit dividi. E t  nota, divi- 
sores ante se vel sub se tantum dividere e t  in suum locum, si trans- 
feruntur, redire. Hec de simplici sufficiant. 

I n  continua vero e t  interrupta aliter operabis. Posita enim deno- 
minatione priini divisiorisw) per eandem multiplica seyuentes omnes, 
e t  numerum, quix) inde surgit, non pones, sicut in simplici solet fieri, 
sed auferes a re dividenda, que in medio locata est, et nota, quody) 
quandoque aufertur a re locata ante divisorem, qui multiplicatur per 
denominationem, quandoque sub ipso divisore, et digitus est trans- 
ferendus, articulus relinquendus; ita dico, si  erit ibi digitus et articulus. 
Hoc facto, si id, quod remanet, adhuc dividi potest, iterum dic 
generalem illam regulam: Divisor, si minor etc., e t  de nomiuatione 
yosita per eaiidem multiplicabis divisores, qui sequuntur primum. Et sic 

91' üonlple j t a  divisione si scire volueris, si vera vel falsa fuerit, multiplica 
divisorem vel divisores superpositos per denominationes inferiores, et 
nota, quod unam pro pluribus ponas, que eundem reprcscntet numerum, 
et si res divisa redierit ad summam, vcra erat divisio, sin autem, 
falsa. Hic notandum est, quod generalis illa regula, quam premiii- 
mus, necessitatis causa quandoque infringitur. Tunc videlicet, quando 
divisor par erit rei dividende, e t  quando per positam denominationem 
multiplicatis divisoribus nichil in medio remanet, unde multiplicatio 
illa auferri possit. Tunc demum divisor, qui par est rei dividende, 
contra regularn transfertur in proximum, si  pot,est transferri. Nam 
infra proprium arcum non transfertur, i ta u t  centenus fiat decenus, 
vel decenus fiat singu1:rris. Et si  adhuc non habes, unde in medio 
auferatur multiplicatio, divisor, qui fit per denominationem, minuetiir. 

92 Videlicet si divisor sexies contineatur in re dividenda e t  nichil j aut par 
remarisit, t u  die, eum quater vel quincluies colitineri, u t  reuianeat, 
unde sequens multiplicatio auferri possit. Item notandum, si quando- 
que ipsa denominatio in ~ r t i cu lum incidit, tunc minui debet, re l  si 
cxcesserit articulum, vide1ici:t si duodccies vel amplius divisor in re 
dividende, tiinc iterum minuetur den~mina~t io  infra articulum, et quod 
remanet, sub eo ponetur. (Siehe die Figur auf folgender Feite.) 

~ ~ g f  Quando vidimus multiplicationem atque Z )  divisio 1 nem latini abaci, 
nunc pulchrum est, atque utile videtur esse, multiplicationem atque 
divisionem cognoscere arabici a b a ~ i . " ~ )  

Multiplicaturus aliquid hunc ordinem debes observare. Numerum 
multiplicandum, cuius summam volueris scire per multiplicationeni, 
pone yuandocjue in suo arcu pro libito, nam, yuamvis non scribuntur, 
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Figure e t  nornina caracterum latiiii aliaci 

tainen intelliguntur. Quorum si aliquem eorum vacuum volueris relin- 
quere, in loco eiusdeni süifre debes punere, ut notet arcurri ibi esse. 
Quo si  post ex multiplicatione aliclua erit numerus ponendus, scifre 
deletur e t  nunierus inscribitur. Porro inultiplicatores sub numerum 
multiplicandum ponerc dcbes tali ordine conservato, u t  primus niulti- 
plicatorum, id est caracterum, ponatur sub ultiruo caractere miiltipli- 
cxndoriim. Verbi gratia. Si singularis et decenus et centenus ponerentur 
multiplicatores deceni, centeni, milleni, singularis, qui est primus, subbb) 
decenum, e t  decenus sub centenum etcc) centenus sub millenum, qui 
est ultimus , deceni e t  centeni, ponaturhl), et unusquisque superior 93 
cum omnibus inferioribus conferatur hoc ordine servato, ut ultimus 
multiplicandorum primo cum unocpoque multiplicatorum conferatur, 
et siee; numerus, qui surgit de multiplicatione uniuscuiusque figure, 
numerus estff) prime speciei, yuod idem est, quasi diceret digitus, 
super ipsum, qui est collatus, ponitur. Si vero numerus secunde 
speciei, quod ideni est, qui dicitur articulus, in secundo ab eo ponatur 
loco, id est arcu. Ultimo niultiplicandorum sic collato cum unoquoque 
riiultiplicatorum deleatur, e t  iri locum eius sçifre ponatur, si nullus 
ibi positus est numerus, e t  iterum multiplicatores apponunter niultipli- 
candis seaundum regularn, et ultirnuv superioruni coriferatur omnibus 
inferioribus. E t  hic ordo erit observandus inas) multipliüatione ahaci 
arabici inter quantosvis multiplicandes et multiplicatores, ut semper 
primus multiplicatorurn sub ultimo multiplicandorum ponatur, et unus- 
quisquo supcriorurn cum omnibus infcrio ribus primo conferatur. Hec 
dicta, e t  diligcntcr considerata sufficiant de multiplicatione arabica. 
Est tamen sciendurn, hec omnia cum certis r e p l i s  esse ponenda, 
quarum hec est una. Inferiorum differentiarum, id est nurnerorumhh), 
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prima sub superioris numeri dispositionis ultima ponitur, et unaqucque 
superior curn omnibus inferioribus confertur. In  qua collatione cum 
quis prin-ie speci~i  crevnrit, super presentialiter collatam locetur, si 
vero secunde, ad secundam transferatur conveniat. 

Si  quis prime speciei aliquem eiusdem multiplicaverit, differentiam 
niinoris de maiori demere, et de reliquo denominationem facere, et 
iterum diflerentias eorum ad denarium inter se ductas eidem addere 
oportet. 

Visa multiplicatione restat de divisione pauca adiungere. Divisurus 
quemlibet uumerum inter quaritosüunque volueris, hoc ordine dis- 
pvnendi sunt caracteres dividendorum et dividentium. Verbi gratia. 
Divisurus quingentos scxaginta inter centum vigint,i, ultimus divisorum 
subii) ultimo dividendorum ponitur, ita scilicet, ut  centenus, qui est 
ultimus divisorurn, locetur sub quingentis, qui ultimus est dividen- 

94 dorum. Deinde restat querendumkk), quotiens divisor sit in 1 dividendo. 
Inde denominatione facta super primam divisoris ponitur, et sequentes 
omnes per denominationem positam multiplicantur , et numerus con- 
surgens inde non ponitur, sed aufertur, ut solet fieri in Iatino abaco 
et si adhuc rcstat, quod dividendum, fit dispositio divisorum et divi- 
dendorum secundum regulam dividendorum, que est talis: quotiens 
ultima divisoris in ultima vel ultimis dividendi fuerit, denominatione 
super primaru divisoris posita tocieris de reliquo sequentes auferuntur.") 
Notandurn est, yuod in hoc abaco u t  in latjno divisores vel divisor 
transferendi sunt de suis arcubus ad superiores. Ut si sit aliyuis centena- 
rius et alter dncenus, transfertur centenarius ad millenum, decenus ad 
centeniim, et facta dirisione redeunt, unde translati sunt. Kcc hoc 
est negligendum, sed diligenter considerandum, in quo arcu ponatur 
denominatio, scilicet in centeno vel in deceno aut in singulari. 

94' Hocmm) superioribus adiciendum est, quod si divisor maior est 
dividendo, non ultima divisoris subua) ultima dividendi ponitur, sed 
regula latini abaci servatur, que est: Divisor, si minor vel equalis 
fuerit rei dividende, superponat'ur, si  maior transferatur in proximum. 
Notanduin est in divisione, quod si divisor multiplicatus per denomi- 
natioriern non habuerit ex priori rnulti~ilicatione sufEcientem querno0) 
possit auferre nurnerurn, licet sibi riumerurn per denominationern multipli- 
catum subplere ex numero sub se posito, et tunc auferre; it,a dico, si 
posteriori relinrl~it~ur,  unde eius multiplicatio aufcratur, si est posterior. 

As quando dividendus est, vel etiani si  plures sirit asses dividendi, 
diligcnter debes attendere, que partes eorum sint, quia semper per 
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decem partes suas transferendi erunt, et per pauciores nul10 modo trans- 
feretur, quidquid per minutias diridendum erit. Sed quidquid illud 
erit, cluod tali modo transtuleris, per superiores sursum multiplicatum 
in inscquentem transponetur, et illud denominationem esse dicimus. 
Denominationem vero illarn iterum cum suo superiori confer, et se- 
curiduxn consuetuni modum multiplicationis, que fit per denominationem, 
quidquid inde surrexerit, auferes. Et nota, quod in ~ninutiis  a maiori 
a d  minus semper quodammodo desccndendo pervenimus; sed si in  
taiiturn descendimus, qiiod decem partes ex eo efficere non possumus, 
indivisibile remanet. 

Uncia continet 11 semiincias; III duellas; 1111 sirilicos; V I  s~x tu las ;  
VI11 dracmas; XII  emiseclas; XVI  tremisses; XXIJII scripiilos. 

Senmzcia duellam et dimidiam, 1 quod est sextula una; II sicilicos; 95' 

III sextulas; IIII dracrnas; V I  eriiiseclas ; VI11 tremisses ; XII scripulos. 
Dzicila continet sicilicum et  terciam eius partem, quod est emisecla; 

II sextulas; Vdracmas et II scripulos, quod est una emisecla; IIII emiseclas; 
V tremisses et tertiam partem tremissis, quod est obolus; VI11 scri- 
pulos. 

Porro sicillcus continet unam sextulam et dimidiam, quod est una 
emisecla; II dracmas; III emiseclas; IIII tremisses; VI scripulos. 

Seldula continet uiiam dracrriam et sextam parten1 duarum, scilicet 
scripulu~n, quia due dracme continent V I  scripulos; et continet II emi- 
seclass; II tremisses et sextanl partem IIII tremissiurn, scilicet süripulurn 
tantum, quia valent due diacme quantum IIII tremisses; continet etiam 
1111 scripulos. 

Porro dracma continet unam emiseclam et dimidiam, quod est 
seripulus; II tremisses; et III scripulos. 

Porro e n z i  secTa continet tremissem et duodecimam partem IIII  96 

tremissium, quoci est unus oboliis; et II scripulos. 
Porro trevzissis continet scripulum et obolum. 
Scripulz~s continet duos obolos; III bissiliquas; IIII zerates; V I  sili- 

quas; VI11 calcos. 
Obolus çontinet bisçiliquam et  dimidiam, quod est siliyua; I I  zerates; 

III siliquas; IIII calcos. 
Bissiliqzcu continet zeratem et eius terciam partem, cuius figuram 

et nonien non habernus; II siliquas; II cüleos et duas tcrcias partes 
calci, ciiius item figurarn et nomen non habomus. 

Zeratrs continet siliqiiam et dimidiam; et duos calcos. 

a) id est X iiber der Zeile. - b) id est  X iiber der Zeile. - c) iunigitnus 
Mscpt - d) id est X ilber der Zeile. - e) ~nultipZtçalzs Mscpt. - f )  divemitas 
Mscpt. - g )  id est M über der Zeile. - h) plesentantes Mscpt. - i) presetztare 
Mscpt. - k )  sed Mscpt. - 1) pl-oximum Mscpt. - rn) Si fehlt im Mscpt. - n) SL 
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fehlt im Rfscpt. - O) si fehlt irn Rlscpt. - -  p) Collzctionet~~ Mscpt - q) multipii- 
çutionem Msçpt. - r> dicisules Mscpt. - s) p~esentante,  pi Mscpt. -- t )  sicut 
rnultiplicutiomna Nscpt.  - u) denonzinationcm Mscpt. - v) dioiclendzcs Mscpt. -- 

w) diuiswes Mscpt. - x) q ~ o d  Mscpt. - y) p i  Mscpt. - z) adque Mscpt. - 
aa) abici Mscpt. - bb) in Mscpt. - cc) et decenus sz~b  centenunz fehlt im ivlscpt. 
- dil) ponatur fehlt im Mscpt. - eej si felilt im Mscpt. - iij est fehlt im Mscpt. 
- gg) in fehlt im Mscpt. - hh) id est nunzerorum iiber der  Zeile. - ii) i n  Mscpt. - 
kk j  querendus Yscpt.  - II) sequeutis wufertzcr Mscpt. - mm) Bec Mscpt. - 
nn) i n  Mscpt. - oo) quod Mscpt. 

Denis Papin. 

Von 

Prof. Dr. E. HEYDENREICII 
in  Marl~urg i. H. 

--  

Eine Siikularerinnerung. 

1698 studierte Dénis Papin eifrig an der Vervollkommnung seiner 
grossen Erfindung, der Dampfrnaschine. Hatte er bis jetzt, seit 1690, 
das Wasser im Cylinder selbst zu Dampf verwandelt, so projektierte 
er nun einen besonderen Dampfkessel. Diese Erfindung hielt er, wie 
er sich 1698 brieflich aussert, für nützlich ,,pour produire les grands 
effets que j'attens de la force du feu"; ,,je suis persuadé que cette 
invention, si on la pousse comme il faut, pourra produire des utilitez 
tres considérables". Diese Prophezeiung fand ihre Erfiillung be- 
sonders seitdein J. Wat t  an  Papin anknüpfte und den Dampf nicht 
bloss, wie das von Papin geschah, zur teilweise lewegeriden, sonderri 
zur alleinig treibenden Kraft machte.* 

Dénis Papin wurde am 22. August 1647 zu Blois von reformierten 
Eltern geboren. Sein Vater war ,,conseiller de roi et  receveur général 
des domaines du comté de Blois" und zugleich ~ l t o s t e r  der reforrnicrten 

* S t e g m a n n :  Glier den ersten Erfinder der vortrefflichen Feuerrnaschiue. 
Kassel 1780 Progr. - B ( a n u i s t e r ) :  Dénis l'apin. Blois 1847. - D e  l a  S a u s -  
s a y e  e t  A. P é a u :  La vie et les ouvrages de  Dénis Papin. l'aris et  Blois 1869. 
2.  Aiifl. von Relcnct. Blois 1894; bis jctzt erschienen Band 1, III, IV, VII, VIII. - 
E r n o i i f :  Dénis Papin. Sa  vie et  ses muvres. Paris 1874. -- D e  F é l i c e :  Dénis 
Papin d e  Blois. Blois 1879. - G e r l a n d  : TAbnizens nnd Hi~ygens Rriefwcchsel 
mi t  Papin nebst ein& Biographie Papins,  liearbeitet auf Kosten der konigl. 
preuss. Alcademie der Wissensçhaften. Berlin 1881. - W i n t z e r :  Denis Papins 
Erlebnisse i n  Marburg. Marburg,  Elwert 1898. - Die umfarigreiche Litteratur 
iiber Papin in  Zeitschriften oder gelegentliche Kolizeu iiber ihn iu Mono- 
g r a p h i e ~  iiber anderc Gcgenstiinde verzeichnet Gerland S. 140 flg. 
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Kirche. Über seine Jugend und wissenschaftliche Vorbildung ist fast 
nichts bekannt. 1661 oder 1662 bezog er die Universitiit Angers und 
promovierte 1669 daselbst zum Doktor der Medizin. 1671 -74 lebte 
er in Paris mit Huygens zusammen. Dieser war seit der Gründung der 
Akademie der RTissenschaften ihr Mitglied und hatte seine M70hnung 
in den für die konigliche Bibliothek bestimmten Raumlichkeiten. 
Dort, so erzahlt Papin selbst, ,,je travaillay beaucoup à faire cette 
machine (gemeint ist eine Pulvermaschine) et  ce fut moy qui en fis 
l'experience en presence de M. Colbert." Die ersten wichtigeil Ent- 
deckungen Papins betrafen Verbesserungen an der neuen Erfindung der 
Luftpumpe. 1674 verGKentlichte er eine Beschreibung der Huygenschen 
und der ersten von ihm. selbst angenebenen Luftpumpe und Versuche 
niit denselben in dem jetzt ausserst sclten gewordenen Wei-ke ,,Ex- 
periences du vuide avec la description des machincs qui servent à les 
faire." Paris 1674. 4. Hiihin legte dieselbe der académie des sciences 
vor und das journal des savants eriviihnte sie zweimal mit grossen 
Lobeserhebungen. Kurz darauf ging Papin nach England ,,spe quadam 
inductus u t  conditionem hîc loci genio suo accomodam nanciscereturff, 
wie Boyle (Experimentorum novorum physico-mechanicorum continuatio 
IX Genevae 1682 praef.) h6rte. Mit Freude begrüsste ihn dieser und 
nahm den geschickten Experimentator um so lieber als Hilfsarbeiter 
an, als er von schmerzhaftesten Steinbeschwerden befallen war. Pemer 
half Papin Boyle bei dessen Publikationen; doch arbeitete er auch 
selbstiindig und erfand eine neue Luftpumpe und eine Windbüchse. 
1680 wurde Papin Mitglied der Royal Society. E r  dankte, indem er 
ihr 1681 sein neues Werk ,,A nem Digester" etc. widmete. Die hier be- 
kanrlt gemachte Erfindung des Digestors oder Kochtopfes hat seine11 
Namen ganz besonders bekannt geniacht. Dieser Topf ist jetzt in Fa- 
milien und Laboratorien lüngst bekannt und geschatzt. Ernouf nannte 
Papin um dieser Erfindung willen einen bienfaiteur de l'humanité und 
schon zu Lebzeiten Papins dicnte scin Digestor zur Erleichterung der 
Lagc der Armen. Die franzosische Aiisgabe des Jahres 1688 bezeichnete 
mit Kccht als das N'esentlichc der neuen Erfindung la manière d'amolir lcs 
os et de faire cuire toutes sortes de viandes en fort peu de temps et à 
peu de frais. Der Kochtopf machte schon damals Sensation. K6nig 
Xarl II. von England verlangte sofort einen für sein Laboratorium in 
Mihitehall. Leibniz machte sich zum Echo der allgemeinen Be- 
wunderung mit den Worten: ,,un de mes amis me mande avoir mangé 
un pâté de pigeonneaux, préparé de la sorte par le Digesteur et q u i  
s ' e s t  t r o u v é  excel lent" .  Seitdem hat mit wechselnder Gunst aber 
imnler wieder aufs neue diese Erfindung sich berviihrt. Die Wissen- 
schaftliche Gesellschaft zu Clermont-Ferrand veroffentlichte 1761 eine 
besondere Schrift Sur l'usage œconomique du digesteur de Papin, und 
die berühmte Erfindung Watts schloss sich auch an den Digestor an. 
,,In 1761 or 1763(', so erzahlt Wat t  selbst, ,,i made some experiments 
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on the force of steam in a Papin's digester, and formed a species of 
the steam engine, by fixing upon it a syringe one third of an inch 
in diameter." 

Der Sekretgr Sarotti des Senates der Republik Venedig gründete 
damals eine ,,accademia publica di scienzo filosofiche e matematiche" 
und veranlasste Papin zu einem zweijahrigen Aufenthalte in Venedig. 
Die Neuheit und das glückliche Ergebnis seiner Experimente schufen 
ihm auch in Italien einen grossen Karrien. Ein Florentiner Physiker 
e.  B. s tüh te  sich auf seinen Digestor, uni die Ursachen der Vulkane - 

und Erdbeben zu ergründen. 
Nach London zurückgekehrt, nahra er nicht wieder die Iriihere 

Stcllung zu Boyle ein, sondern wurde am 2. April 1684 ,,temporary 
curator of expcriments" und hezog dafür, dass er  fiir jede Sitziing 
Experimente bereit hielt und im Hedarfsfall dem Sekretiir behilflich 
war, 30 Pfund Starling. Wie schr ihm diesc Stellung zusagte, ist 
aus der grossen Menge Experimente zu sehen, die in dieser Zeit in 
den Protokollen der Royal Society niedergelegt sind. 

Die Aufhebung des Ediktes von Nantes, 18. Oktober 1685, be- 
raubte ihn der hI6glichkeit, in seine Heirnat zurückzukehren. Wie der 
grosse Kurfürst von Brandenburg nahm sich auch Landgraf Karl von 
Hessen der vertriebenen Hugenotten an. E s  bildeten sich aus ihnen - 
daselbst reformierte Cemeinden mit der franzosischen Kirchenverfassung. 
Professor Maliverné, seit 1686 als Professor der IIeraldik in Marburg 
angestellt, war es vermutlich, der zuerst die Aufmerksamkeit seines 
Beschützers, des Landgrafen, auf die bedeutenden Leisturigen seines 
Cousiri Papin gelerikt hat. Das Projekt einer Ceiitrifugal-Saugpumpe, 
an dem Papiu schon rorher in London gearbeitet hatte, interessierte 
den Lsndgrafen miühtig zum Zwecke der E n t w k e r u n g  der neu- 
angclegten Karlsau. 1688, 14. Februar, ernannte dieser Papin zum 
,,professore matheseos" und verordnete ,,ihme auch zu jahrlichcr Bc- 
soldung Einhundert und fünffzig Gülden und was darbcncben an 
früchtcn die übrige professores philosophiaa gcgen bezahliing ctwas an 
geld geniessen". Papin hielt seine Antrittsrede über den Nutzen der 
Mathematik namentlich für die Xechanik und die Hydraulili. Es 
heisst darin, die Hydraulik sei jetzt fiir ihn und seine patriotischen 
Zuhorer die wichtigste Wissenschaft, da es darauf ankomme, mit ihrer 
Hilfe die Anlage der Karlsaue durch Entwisserung durchführen zu 
helfen. Auch in den folgenden Semestern beschrankte er sieh in 
seinen Vorlesungen nicht a;f reine Mathematik, sondern zog auch die 
angewandte vielfach heran. So erbot er sich zu Vortriigen über 
Kriegsbaukunst, Astronomie, über das Werfen von mit Pulver ge- 
füllten Kugeln, Chronologie, Geographie, Optik, Feldmesskunst u. a. 

Der von Papin konstruierte Centrifugal-Ventilator, ,,hessischer 
Blasebalg" genannt, der sich drehte, ,,avec une fort grande facilité en . . .. - 

sorte que avec le bout de doigt on luy donne un niouvcmcnt ties 
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rapide", that in  einem Kohlenbergwerk in Allendorf treffliche Dienste, 
indem er den Aufenthalt daselbst durch Zuführung frischer Luft wieder 
ermoglichte. War Papin bereits durch die Anerkennung eincs Hnygrns, 
Boyle, Leibniz bestens empfohlen, so wurde er 1689 durch die Er- 
nennung zum korrespondierenden Mitgliede der franzosischen Akademie 
der Wissenschaften in Paris ausgezeichnet. 

Papin war mit seiner Stellung in Marburg nicht zufrieden. Les 
princes ont tant de sortes d'occupations qu'ils ne pensent gueres aux 
sciences et deplus la cour n'est presque jamais icy. E r  kann also von 
dieser Seite wenig hoffen und ebensowenig von der Akademie. Der Pro- 
fessor der Mathematik Gndet, so klagt er weiter an Huygens, wenig Gel- 
tung hier, weil nur eine kleine Anzahl von Studenten herkommt und ihr 
Brotstudium der Theologie, Rechtswissenschaft und Medizin hier be 
treibt et de la niariière, que ces scierices se traittent jusques à, présent, 
los mathematiqnes n'y sont point nccessaires: ainsi r e t t ~  jeunesse nc 
veut pas s'en emharrasser. Ferncr sind die Einkiinfte der Universitlit 
sehr mitteln~%ssig und der Krieg macht ihre Zusammenbringung noch 
schwieriger, so dass er glaubt, es werde den Herren ein Vergnügen 
machen, ihnen ein Mittel zu zeigen, wie sie sich seiner ganz entledigen 
und sein Fach mit dem eines der anderen Professoren verbinden konnten, 
der dadurch eine nur geringe Vermehrung seines Gehaltes erhalten 
würde. Auch er würde sehr froh sein, an  einem Orte zu leben, wo 
er an  neuen Versuchen arbeiten konne, mas in Marburg nicht zu 
hoffen sei, wo er kaum genug zu leben habe und wo man die meisten 
Annehmlichkeiten entbehren müsse, die sich mit Leichtigkeit in grossen 
Handelsstitdten finden. So bat er IIuygens, ihm in Holland eine An- 
stellurig zu verschaffen. Die Bitte hatte keinen Erfolg. Aber der 
Kampf ums Dasein hatte zugleich Papins hochste Leistungsfahigkeit 
angespannt. Denn in  deinselben Jahre, in derri er sich verstimmt a11 

Huygens wandte, hat er auch die Dampfmasühine erfunden, wodurch 
sein Kame unsterblich geworden ist. 

Papin war der erste, der auf Grund der Entdeckungen von 
Torricelli, Pascal, Otto von Giicrike, Huygens und Boyle iibrr don 
Luftdruck erkannte, dass der Wasscrdampf ein einfaches und vor- 
zügliches Mittel sei, um grosse luftleere Itiiume durch Kondensation 
herbeizufübren und vermittelst derselben die gewaltige Kraft der dariiber 
befindlichen atmosphiirischen Luft nutxbar zu machen. Er kam auf 
die Erfindung einer Naschine mit Dampf dadurch, dass er eine Pulver- 
maschine verbessern und namentlich den Übelstand beseitiçen mollte, 
dass man damit nur einen sehr unvollkommen luftleeren Raum er- 
halten konnte. E r  brachte also statt des Schiesspulvers etwas Wasser 
in den Cylinder und war sich der weittragenden Folgen dessen, was 
er nunmehr beobachtete, vol1 bewusst. Als er in den Acta Eru- 
ditorum von 1690 seine ,,nova methodus ad vires motrices validissimas 
levi pretio comparandas" reroffentlichte, gab er als Zweck einen 
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mannigfaltigen an: z. B. Wasser aus den Bergwerken auszupumpen, 
Bomben zu werfen, gegen den Wind zu rudern. Insbesondere bespricht 
er den Vorteil der Anwendung seiner Maschine bei Schiffen gegenüber 
der Verwendung von Galeerensklaven. Dieser ersten Maschine folgte 
die bereits 1693 ausgearbeitete, aber erst 1695 verofl'entlichte Maschine 
zu dem besonderen Zweck, die Grubenwasser aus einem Bergwerk des 
.Grafen von Sintzendorf zu entfernen. Diese Maschine wurde durch 
einen besonders konstruierten Sparofen und durch den Papinschen 
Blasebalg wirksamst uriterstützt. T'C'oh1 gelungen war auch der Ver- 
such mit einem Taucherschiff. Das Herabsinken und Emporsteigen 
mit Hilfe der i n  ledernen ,%rmeln steckenden Ruder gelang vor- 
züglich. Xin von Papin mit hcrabgc:nommencs angezündetes Licht 
brachte er noch brennend wieder mit empor. Durchaus richtige Bc- 
obachtungen führten Papin fast 100 Jahre vor Entdeckung des Sauer- 
stoffes auf Ofenkonstruktionen, welche noch gegenwartig hochgeschatzt 
sind. Eine Reihe der wichtigsten Abhandlungen dieser Jahre ver- 
einigte Papin 1695 in dem Buch: ,,Recueil de diverses Pieces tou- 
chant quelques nouvelles Machines". Papins Maschinenerfindung be- 
ruh t  darauf, dass er vermittelst der Dampfkraft die Kriifte der atmo- 
spharischen und der komprimierten Luft in Wirksamkeit setzt; Watt  
aber erfand die erste Dampfmaschine, an welcher die Dampfkraft zur 
alleinigen vollen Geltung gelangt. 

Der Zweifel an allem und das Leugnen der Gewissheit der 
iiusseren Sinne waren der Ausgangspunkt für die Angriffe der Theo- 
logen gegen den Cartesianismus, da dadurch auch die Wahrheit und 
Gewissheit der christlichen Religion in Gefahr gesetzt schien. Wie 
anderwarts, so trat  auch in Marburg die theologische Fakultiit unter 
ihrem Dekan Gautier gegen einige Professoren der philosophischon auf, 
deren Dekan damals Papin war,  Mage führend, weil gewisse neo- 
philosophie (darunter Papin sclhst) gcwisse ncxcrliche, dc:r christlichen 
lteligion zuwiderlaufende Grundsiitze zu behnuptcn und zu Zehren sich 
unterstanden. Ein Erlass des Landgrafen an der Universitiit verfiigke, 
dass den Philosophen nicht zu gestatten sei; dergleichen ~ r g e r n i s  
gebende Lehren vorzutragen und sich in theologische Dinge ein- 
zumischen, doch solle sich die theologische Fakultat mit der philo- 
sophischen vertragen. E s  kamen personliche Reibereien zwischen 
Gautier und Papin und namentlich zwischen den beiderseitigen Brauen 
hinzu und ein Streit zwischen Papins Frau und der eines franzosischen 
Perückenmachers. Papin liess für seine Familie eigenmachtig die 
Stühle in der Kirche hoher hinaufrücken, es kam schliesslich so weit, 
dass Papin von seinem ~ l t e s t e n a m t  in  der franzosischen Gemeinde 
enthoben und von den Sakramenten ausgeschlossen wurde. Verschiedene 
[Friedensversuche schlugen fehl. Der Vizekanzler beantragte aber die 
Ernennung eirier Kommission zur Entscheidung der Sache und eine 
Eritschliessung darüber, ob überhaupt von der fram6sischen Gemeinde 
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nach MaBgabe der früher in Frankreich gelteriden Kirchenordnung 
durch Presbyterien oder selbstgesetzte synodale Veranstaltungen bindende 
Besçhlüsse gefasst werden dürften oder ab nach der hessischen Landes- 
kircahenordnung verfahren merden miissc:. Indem abor der Vizelranzler 
diese prinzipielle Prage zur Entscheidung stellte, erhielt die an sich 
unbedeutende personliche Sache eine Bedeutung für die ganze Zukunft 
der franzosisch-reformierten Kirche in Hessen. Alle Instanzen der fran- 
zosischen Kirche Hessens schlossen sich, um diese Verfassung zu bc- 
haupten, fest zusammen, unterlagen aber dem monarchischen Staats- 
kirchenregiment. Dieses erzwang die Wiederzulassung Papins zu den 
Sakramenteil. 

Der Landgraf Karl war damals ~ o l l e r  Plane. Ein neuer Hafen, 
ein Kanal, Ti'asserkünste und andere zahlreiche Projekte machten ihm 
die Anwesenheit Papins in Kassel erwünsüht. Dieser blieb seit 1695 
trotz wiederholten Einspruchs der Universitat daselbst mit Gehalt und 
Titcl des TJniversitats-Professors, eu dem 1699 noch der rines 
Hessischen Ftatrs hinziikam. Papin besprach allc seine wissenschaft- 
lichen Pline,  insbesondere auch seine Versuche, die Dampfmaschine 
zii verbessern, mit Leibniz. Der Briefwechsel zwischen beiden gewahrt 
einen Einblick auch in die teehnischen Leistungen dieses grossen 
Philosophen. Dieser überliess freilich die Ausführung der Experimente 
jenem, eignete sich aber die Resultate der Experimente sofort an und 
schlug neue vor, so dass bis zu einem gewissen Grade beide zusammen- 
arbeiteten. Mit Staunen erkennen wir den Anteil, den der Mann, 
welchem die Naturwissenschaft die Erfindung der Infinitesimalrechnung 
verdankt, auch an der Erfindung der Darnpfmaschine genommen hat. 
- Eine Reihe der verschiedenartigsten Versuche Papins lesten sich 
ab, so solche, Glas und andere Korper zu schmelzen, Schwefel zu 
verbrennen, F'lcisch und Früchte zu konservieren. Auch Pische wollte 
er konservieren. ,,Si cela reussit, schrieb er 1697, il nous sera facile 
d'avoir en tout temps de la marée fraische à Cassell." Diese Versuche 
mussten auf Befehl des Landgrafen solchen weichen, die den Zweck 
verfolgten ,,tacher de penetrer les causes des effets surprenants de la 
poudre à canon.'' Dann wünschte der Landgraf zu wissen d'oh vient 
la salure des fontaines salées. Zur Beantwortung dieser Frage waren 
grossere Wassermassen auf eine betriichtliche Hohe zu heben und 
dazu schien am geeignetsten la force du feu. Damit eroffneten sich 
für Papin die Aussichten zur Erfüllung lingst gehegter Wünsche. 
Mit um so grosserem Eifer ging er ans Werk, als er wohl erkannte 
,,les difficultez qui se rencontrent tousjours dans de telles entreprises 
et qui ne se peuvent surmonter que par une assiduité extraordinaire." 
Zunkichst baute er einen Ofen zur Herstellung eiserner Retorten. 
Diese aber benotigte er fir die Porm, die er  der Dampfmaschine 
niinmehr zu gebrn gcdachtc. Nicht allein der Saugkraft des sieh 
niederschlagenden Dampfes wolltc er sich bei derselben bedienen, 
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sondern er wollte nunmehr auch ,,la force de la pression que l'eau 
exerce sur les autres corps en se dilatant dont les effets ne sont pas 
borné comme sont ceux de la suction" benutzen. Damit sprach er 
den Gedanken, der der Hochdruckmaschine zu Grunde lieg(, zuerst 
aus. Mitten in diesem Schaffen und Planen erhielt Papin von den 
Mitgliedern der Londoner Royal Society die Berufung zum Kurator 
ihrer Experimente. Papin liess siçh durch die Versprechungen des 
Landgrafen und dadurch, dass ihn dieser zu seinem Rate erriannte, in 
Kassel halten. Allein die günstigen Verhiiltnisse liessen für Papin bald 
nach. Zuerst t ra t  eine Reise des Landgrafen nach Italien, dann eine 
Papins selbst nach Holland hindernd-- daawischen. D&U brachten 
Papins Versuche nach einer ncuen Wurfmaschine tliescn in  - den un- 
verdienten Geruch des Schwindlers. Ferner wurde der Fürst  nur all- 
zusehr durch die iiussere Politik von den Künsten des Friedens ab- 
gehalten. Schliesslich stellte Papin mit einer neuen Maschine im 
Treppenhause des vom Landgrafen Karl 1695 erbauten Kunsthauses 
Versuche an. Aber es war gegen seine ausdrückliche Vorhersage 
schlechter Kitt verwendet und es drang Wasser ein, dann liessen die 
drbeiter das Rohr verstopfen. Abwrsenheit des Landgrafen trat 
hindernd dazwischen, ein neugefertigtes Rohr wurde Papin wieder 
weggenonlmen - da riss ihm die mühsam bewahrte Geduld. Sein 
Entlassungsgesuch hatte diesmal Erfolg. 

Mit Eifer begann er nun sofort die Vorbereitungen zu seiner Ab- 
reise. Doch hatte er noch mancherlei abzuwickeln. Glücksgüter hatte 
er ja nicht gesammelt. Aber sein wertvollstes Besitztum, ein kleines 
Schiff, auf welches er für sein Fortkomrnen in England die grossten 
Hoffnungen baute, musste er mitnehmen. E s  ist dies ein Apparat, 
mit welchem Papin die letzten grosseren Versuche anstellte und der 
zu der Ranz unbegründeten Annahme Veranlassung gegeben hat, 
Papin sei bcreits im Besitz cincs Dampfschiffes gcwesen. Das SchiIf 
war 1703-1704 fiir cine Belastung von 4000 Pfund erbaut. ,,Je n'ay 
point", berichtet er 13. MWrz 1704 ganz ausdrücklich, ,,préparé ccluy ci 
pour 7 emploier l a  force du feu parce que ce n'est pas à moy d'entre- 
prendre trop de choses à la fois". Um das Schiff nach England zu 
schaffen, wusste er keinen anderen Rat als mit ihm das Wasser her- 
unter bis Bremen zu fahren. es dort auf ein Seeschiff laden und so 
über die Nordsee bringen zu lassen. D a m  waren aber einige weitere 
Vorbereitungen notig. Zunachst war es auf der Fulda zu prüfen und 
dies auch schon deshalb, weil der Landgraf noch die Versuche damit 
zu sehen wünschte. Diese fielen hochst befriedigend aus. Die Ruder- 
rader bewahrten sich vortrefflich. Das Schiff fuhr mit gleicher Ge- - 
schwindigkeit gegen den Stroni wie mit demselben, und das Gelingen 
dieser Versuühe war die letzte Freude, die Papin erlebte. Der miss- 
lichste Punkt der Vorbereitungen waren die Verhandlungen mit Münden. 
Die dortige Schiffergilde hatte vermoge ihres ausgedchnten Stapel- 
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rcchtes die Befugnis, jedem fremden Schiff die Voriiberfahrt an ihrer 
Stadt zu verweigern. Der Versuch, einen Passierschein für Münden 
zu erlangen, schlug fehl. Auf die Erlaubnis des Drosten von Zeuner 
in Münden allein wagte Papin die Reise nicht; aber aus Münden selbst 
erhielt er die widersprechendsten Nachrichten: ein Mündener Schiffer 
Samens Lodwig erbot sich Papins Schiff ins Schlepptau zu nehmen. 
Die Akten des Amtes Münden bringen über das Weitere folgenden 
Bericht von Zeuners vom 27. September 1707: ,,Nachdem ein hiesiger 
Schiffer, nahniens Lodwig, Tor e t a a  3 Jahren bey mir angemeldet, 
dass ein gewil3er Frantzol) zu Cassel eine kleine Nasehine gemachet 
und inventirt, wornach groBc Schiffe ohne Xast und Segel konnt'en 
gehauct und mit bloBen H.adern regii-et werden, dannenher sich bey 
mir erkundiget, ob er eB mit seinem Schiffe herunter bringen diirflte, 
hinzusetzend, daB es ein Werk von keiner Importanz und ein rein 
Kinderwerk ware; habe ich es erlaubet. Ich habe auch als es vnr- 
gestern über der Schlacht aiigekommen und gedachter Schiff'er es bei 
mir angezeiget, es selbst in Augenschein genommen, den Mann, 
welcher es inventirt und bisher Medicus zu Cassel gewesen, nahmens 
Papin gesprochen, seine PaBe und einen BrieE von Hrn. Geheimen 
Hofrath Leibniz gesehen und wahrgenommen, daB es ein blol3es 
Xodel zu obgedachten Schiffbau und gar kein Schiff sey, mit welchen 
man ohne Gefahr nur his Ginlbte fahren k&irien, auch daB sein Vor- 
haben, es daniigst auf ein grofles Schiff laden zu lassen nrid seille 
Kunst und Invention der Kgnigin von Engelland dadurch sehen zu 
laçsen uiid sich zu rccommendircn. Ich habe darauf keine Gedankcn 
mir machcn konncn, dass diese Machine dem Privilcgia so hicsigc 
Schiffer- Gilde hat, praeiudiciren k6nne. Dehm ohngeachtet sind die 
von der Schiffer-Gilde ohnbefugt und ohne sich deljwegen beim Ambt 
anzumelden zugefahren, haben die Machine arrestiret und ist auch dem 
Xedico Papin so wenig recht wiederfahren, dass er selbige zurticklassen 
und davon rcisen müBen". E s  blieb auch nicht bei blosser Konfis- 
kation des Fahrzeuges, es wurde auch ,,vorheert"; die SchiKer liessen 
sich wohl zu diesem Vorgehen, zu dem sie schwerlich berechtigt 
maren, durch den von Papin geleisteten Widerstand verleiten. Mit 
dem Verlust des Schiffes hat Papins Leben SchiKbruch gelitten. 

Papin reiste nuri zu Fuss weiter und kam schliesslich glücklich 
nach England. I n  London machte er die grosuten Anstrengungen, 
durch neue VorschlLgc oder durch Zurückgehen auf bereits früher 
bcarbeitetc Ideen nicht etwa seinc Lage zu vert)essern, sondern seinc 
Existene zii fiisten. E s  ist der harteste Kampf ums Llasein, den zii 

fiihren er gezwungen ist  und in welchem er unteiliegt. Einen sicheren 
Untergang sah er vor sich, wenn ihm die Royal Society nicht half, 
und diese verweigerte ihre Hilfe und bereitete ihm allerhand Demütig- 
ungen. So erfand Papin ein unaufschliessbares Schloss; nachdem aber 
die Handwerker aus Zorn die Kassette zerstort hatten, kam er um 

Hist.-litt. Aùt. d Zeitschr. f .  Math. u. Phgs. 43. Jxhrg. 1898. 4. u 5 Heft. 11 
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seinen Lolin. Und iihnlich erging es ihm auch sonst. Papin scheint 
1711  in  London gestorben zu sein. I n  seinem letzten uns erhalteuen 
Brief sagt er:  , ,Je suis dans une triste position puisque, même en 
faisant bien, je soulève des ennemis contre moi; cependant malgré 
tout cela je rie crains rien, parce que je me confie au Dieu tout-puissant." 

Weun wir bederikeri, welcher Mut, welche enornle Ausdauer dam 
gehk-teri, mit  den Hilfsniitteln der damaligeri Zeit, die ihrn überdieu 
meist nur unvolikommen zu Gebote standen, seine Experimente anzu- 
stellen, weiin a i r  weiter im Auge behalten, untor welchen schwierigen 
iiusseren VerhLltnissen dies geschehen musste, wic dcn Expcrimentator 
oft genug h'ahrungssorgen, immer unverstsndiger Widerstarid hemmte, 
dann werdcn wir wohl dem Urteil Gerlands b~ipfl ichten,  dass es wenig 
Miinner gegeben hat ,  die es ihm gleichzuthun im standc gewesen 
warcn. Dabei i r t  keines seiner Resultate durch Zufall erhalten, alle 
sind Früchte angestrengter geistiger Arbeit. E s  zog ihn nicht wie 
einen Abenteurer von einer Aufgabe beliebig zur anderen, in kon- 
sequenter Folge schloss sich die folgende Arbeit an  die früheren an; 
wurde e r  dadurch auf theoretische Erorterungen geführt, so wich er 
ihnen nicht aus, kehrte aber sobald als moglich auf seinen eigentlichen 
I'latz i m  Laboratorium zurück. I n  der Ge~amthe i t  aller dieser Um- 
staiide lag  gleichzeitig das tragische Moment seines Lebens. Der 
Standpunkt der Sechnik des 17. Jahrhunderts sowie die Unmoglichkeit 
der Verwirklichung seiner Ideen, für die sich erst unser Jahrhundert 
reif gezeigt hat ,  hiitten ihm nie erlaubt sie so auszuführen, wie er 
sie jm Geiste sali. 

Rezensionen. 

t b e r  eine neur grapliische Methode der Zusamnicwsetzung von Krafteu 
und ihre -4nwendung zur graphischen Bestimmung von Inhalten, 
Schwerpunkten, Statischen Xomenten und Tragheitsmomenten ebener 
Gebilde von HERM. JOS. HOLLENDER. Mit vier lithographierten Tafeln. 
Leipzig 1896, Verlag von B. G. Teubner. 44 S. 

Vielfach wird eur Bestimmung statischer Momente beliebig in der Ebene 
eerstreut licgender Krafte eine Mcthade angewendet, wobei die Krafte in Kom- 
ponenten zerlegt werden, von denen die einan durch den Punkt der Ebene 
gehen, für welchen das Moment bestimmt werden soll, und von denen die 
anderen entweder in eine Gerade oder einen um jenen Momentenpunkt m i t  
beliebig gewiihltem Radius gezogenen Kreis beruhren. Da nun die Sumrne 
der statischen Dlomente der durch den Momentenpunkt gehenden Kom- 
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ponenten Xull is t ,  so ist  die Summe der statischen Momente der ge- 
gebenen Kriifte gleieh dem Produkte aus der Summe der übrigen Kom- 
ponenten i n  die Entfernung des hlomentenpunktes von der Geraden, oder 
von der Peripherie des Kreises. Diese Methode, allgemein angewendet 
auf beliebig in  der Ebene zerstreut liegende Krfifte, liefert nun ein 
KrafZe- und ein sogenanutes ,,Komponentenpolygon", welche a n  Stelle des 
Krafte- und Seilpolygons der graphischen Statik treten. D a  die Polygori- 
seiten den gegebenen Kr%ftekomponenten entspreohen, so wurde dafür der 
Name ,,KomponentenpolygonLL gewiihlt. Das i;Tbergewicht der neuen Methode 
gegenüber der graphischen Statik liegt in  der konstanten Polentfornung 
auch für  beliebig in  der Ebene gerichtete Krafte, was bei dem Seilpolygon 
nur bei parallel gerichteten Rriiften ~tatt~findet.  

Im ersten Abschnitt werden die Hilfsmittel vorausgeschickt, die auch 
die graphische Statik bedarf. Stat t  aber auf diese einzugehen, setzt der 
Verfasser das Zustandekommen des Komponentenpolygons auseinander, und 
zwar unter Annahme verschiedener Bedingungen. I n  dem letzten Ab- 
schnitt wird die Nützlichkeit der neuen Methode a n  der Hand praldischer 
Beispiele dargethan. Wie gross der Wer t  solcher graphischer Methoden, das 
empfindet derjenige am besten, welcher sich lange damit beschàftigt hat. 

B. NEREL. 

ALESSAPIDRO SANURUCCI. Le teorie su l'efflusso dei gas e gli esperi- 
menti di G. A. HIRX. Firenze 1895. Tipografia minori corrigendi. 
GO S. 

I n  dem kleinen Schriftchen wird die Theorie zu ùem H i r n s c h e n  Ex- 
perirnent gegehen und sodann die Ü b e r e i n ~ t i m m u n ~  der Theorie mit der 
Praxis geprüft. B. NEBEL. 

Energie. - Arbeit. - Sehnelles drbriten ist  teiirer als laiigsanirs 
Arbeiten. - Die RrBftediagramme. - Die spezilische \Varme 
der Lnft (der Case). - Der Vorgaiig, wenn Luft infolge von 
ErwZrmniig sich anf grosseres Yolnmeii ausdehnt. - ,,EnergieLL 
im allgemeineii. Von P a n  KAUFFER. Mainz 1896, Verlag von 
Viktor von Zabern. 50 S. 

Es  handelt sich um eine populiire Darstellung der im Tite1 angegebenen 
Arbeitsvorgiingc, insbesondere bei der Wkirme, unter Ausschluss jedweder 
Nathematik. B. NEBXL. 

Strriflicliler auf eiiie mue \\'eltanschauuiig i n  Bezug auf die Ucleuchsung, 
Erw%rmung und Bewohnbarkeit der Himmelsk6rper1 eine astrophysisch- 
metaphysische Hypothese über das i n n ~ r e  Walten der Natur und die 
sich daraus erg~bcnden Konsequenzen auf die Ethik und Religion 
nehï t  einer Plauderei fiber die Moglichkeit eines ,,Weltunterganges". 
Von WI~.I~ELM ZEXKER. S i e b e n t ~  (1000) erweiterte Auflage mit 

Il* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



140 IIistolisch-littcrarische Abteilung 

einer Reihe offiziell wissenschaftlicher Zustimmungen. Braun- 
schweig 1895, C. A. Schwetschke und Sohn. 88 S. Prcis M. 1. 

Bei dem grossen Tite1 kann sich die Rezcnsion bcschriinken auf das 
Wescn der Theorie, welches i n  einer Annahme von positivem (Sonnen-) 
Nagnetismus und negativem (Erd-)JIagnetismus besteht. U. XEBEL. 

Principes de la  théorie des foiictions elliptiques et applicatioiis. P a r  
P. AITELL et E. LACOUR. Paris 1897,  üauthitir-Villars. lx und 421 S. 

Das Bedürfnis, ein in die Theorie der elliptischen Funktionen . e h -  
führendes Buch zu besitzen, is t  seit langerem oft wiederholt geausserh. 
Das seinerzeit vorzüglic'ne Buch von n u r è g e ,  welches dem Zwecke der 
elementaren Einführung in die genannte Theorie entsprach, ist  heute nicht 
mehr recht brauchbar, nachdem sich jetzt W e i  e r s  t r a  s S '  Theorie der 
elliptischen Funktionen allgemeiner eiugebürgert hat. Eben deshalb sind 
neuerdings von verschiedenen Seiten 13ücher geplant,  welche einen den moder- 
nen Ansprüchen entsprechenden Ersatz des Durègeschen  Werkes zum Ziele 
haben. 

lliesseits gab vox- wenigen Wochen Herr  B u r k h a r d t  einen ersten Band 
seiner funktionentheoretischen Vorlesuugen herauç, welcher eirie Einführung 
i n  die Theorie der analytisçhen Funktionen liefert, und zwar unter direktern 
Hinblick auf einc im zweiten Hande zu entwickelnde Einfihrung in die 
Theorie der elliptischen Funktionen. Ungefihr zu gleicher Zeit mit B u r k -  
h a r d t s  erstem Bande liessen die Herren A p p e l 1  und L a c o u r  in einem 
Bande ihrc ,,Prinzipien der Theorie der elliptischen FunktionenLL erscheinen. 
Die beiderseitigen Werke konnen aber sehr wohl nebcn einandcr bestehcn; denn 
sie weichen in ihren Grundauffassungen und Nethoden stark von einander ab. 

Die Herren A p p  e l1  und 1, a C O  u r  haben sich betreffs der  allgemeinen 
funktionentheoretischen Satze, welche sie beim Leser voraussetzen, auf das 
alleruotwendigste beschrankt. Sie entwickeln diese Grundsatze im Kapitel 1 
und grenzen dadurch die Mittel a b ,  mit  denen die spateren Untersuchungen 
zu arbeiten haben. Das Charakteristische ist ganzliche Vermeidung der 
,,konformen Abbildung" und alleiniger Aufbau der funktionentheoretischen 
Begriffe auf Grund der Potenzreihenentwickelungen. E s  darf dieser Stand- 
punkt in  einem franz6sischen Lehrbuche nicht Wunder nehmen, und er ist 
überdies bei dem didaktischen Zwecke des Buches (von dern gleich noch 
die Rede sein wird) gewiss zu verteidigen. Gleichwohl ha t  die Ausschaltung 
der konformen Abbildung (oder, wenn M-ir noch deutlicher sein sollen, der 
R i e m a n n  schen Ans~hauun~sweisen)  auch ihre fatalen Folgen; vornehmlich 
werden letztere fühlbar bei den Kealitiitsbetraçhtungen, von denen noch 
berichtet werden wird. Als wichtiges funktionentheoretisches Werkzeug 
werden im Kapitel 1 die Siitze über 1)efinition der Funktionen aus hin- 
reichenden und notwendigen Bedingungen (2. B. Eindeutigkeit, singularen 
Punkt'cn etc.) unabhiingig vom analytischen Ausdruck entwickelt. Eben 
auf dieser Grundlage erwachst der spater so haufig angewandte Schluss 
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auf die Identitiit zweier i n  verschiedenen Gestalten vorgelegten Funktionen. 
Beim Beweise der fraglichen Crundsiitze benützen die Verfasser den Satz 
von der Existenz des wahren Konvergenzkreises einer Potenzreihe als wich- 
tijstes Fundament. Aber diesen letzteren Satz geben sie einfach ohne I3e- 
weis an. Ich glaube nicht,  dass die Mehrzahl der Leser diesern Verfahren 
an einer so wichtigen Stelle des Buches beistimmen werden. E S  hatten 
doch, wenn die l)arstellung des Kapitels 1 an dieser Stelle xlicht uriter- 
brochen werden sollte, dem spateren Hrauche entsprechend in einer Note 
am Schlusse des Buches weitere Aufklarungen gegeben werden konnen. 

Übrigens soll diese letztcre Remerkung die allgcmeine Anerkcnnung 
nicht hindern, dass die Verfasser den didaktischen Zweck ihres Buches als 
vor allem maBgeblich angesehen haben. I n  dieser Hinsicht ist  zu bernerken, 
dass das Buch nicht ausschliesslich, j a  nicht einmal vornehmlich für die 
Studierenden der Mathematik im engeren Sinne bestimmt ist. F ü r  solche 
kann das Buch nur  eine Vorübung geben zum Studium ausführlicher werke. 
Die Theorie der Teilung und Transformation mit alleu ihren interessanten 
algebraischen und zahlentheoretischen Auweridurigen bleibt hier fast ganz 
ausserlialb ; denn was über die L a n d e  nsche Trausforination sowie über die 
lineare Transformation irn zehnten und dreizehnlen Kapitel ausgeführt wird, 
ist nur als Bcigabe anzusehen und gehort nicht mehr dem inneren Wesen 
des Buches an. Auf der andcren Seite aber ist das Buch vornehmlich für  
solche Studicrende bestimmt, welche die Kcnntnis der elliptischen Funktionen 
bei Problemen der Geometrie, Physik, hlechanik etc. ai l  verwerten wiinschen. 
Ton hier rühr t  die starke l<eschr%nkung in den theoret,ischen Grundlagen; 
und vor allem soll dern gedachten Zwecke auch die Beigabe zahlreicher 
und intereasanter Beispiele aus den genannten Gebieten dienen. Auch aus- 
führliche Berücksichtigung von Realitiitsbetrachtungen entspricht den Zwecken 
der Anwendungen. Die Verfasser sprechen die IIoffnung aus, dass sich 
der Leser nach Studium des Buches der elliptischen Funktionen mit der 
gleicheri Leichtigkeit bedienen bonne, wie der trigonometrischen Funktioneu. 
An Reiclihaltigkeit der Beispiele wird uriser Buch übrigens noch von Green- 
hills ,,Applications of elliptic functionsLL übertroffen, wo sich Theorie und 
Fraxis fast vollstindig durchdringen. Endlich sei noch erwiihnt, dass 
durch cbungsaufgaben, welche den grundlegenden Kapiteln jedesmal am 
Schlusse angefügt sind, Gewandtheit i m  Rechncn mit den elliptischen 
Funktionen erzielt werden soll. 

Was den Entwickelungsgang des vorliegenden Ruches im einzelnen 
angeht, so erwiichst die Theorie der elliptischen Funktionen hier auf Grund- 
lage des ,,IJegrifls der doppelten Periodizitiit." Die Funktionen ~ ( u ) ,  p(u) 
und pf(zl) werden eben dieserhalb durch ihre Produkt-  bez. Partialbruch- 
entwickelungen definiert; und die i m  einleitenden Kapitel gesarnmelten 
funktionentheoretischen Hilfsmittel gestatten, weiter i n  die Natur dieser 
Funktionen, sowie allgemeiner der doppeltperiodischen Funktionen ein- 
zudringen. Dieser Eingang in die Theorie der elliptischen Funktionen hat  
etwas besonders Elegantes (obschon er die algebraische Seite und die F m -  
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kehrtheoreme stark zurückdriingt). Resonders zu bemerken is t  noch, dass 
die Verfasser die Analogie zwischen den rationalen, trigonometrischen und 
elliptischen Funktionen in Ansehung ihrer Zerlegungen in Faktoren einer- 
seits und Partialbrüche anderseits überall hervortreten lassen. Hier- 
durch wird für  das einführende Studium die Auffassung sehr erleichtert. 

Realitiitsbetrachtungen werden erstlich für den Fal l  ausgeführt, dass 
das Periodenparallclogramrn ein Rechteck is t ,  sodann aber auch (in einem 
sehr weit hinausgesçhobenen Kapitel) fur  den h'all eiues rhombischen 
Periodenparallelogramms. Die Werte von u, für  welche p ( u )  und pf(u)  reell 
ausfallen, werden der Grundanlage des Buches entsprechenù, nicht ohne 
mühsame Retrachtungen, aus den Partial bruchentwickelungen der Funktionen 
entnommen. Hicrbei wird übcrdies noch nicht einmal die Vollst%ndigkcit 
der gemachten Angaben recht ersicht'lich. Hier hatte sich die konforme 
Abbildung des Periodenparallelogramms auf eine symmetrischo zweiblattrigc 
R i c m a n n s c h e  Flache als ein weit zugkraftigeres Hilfsmittel der Cntersuch- 
ung erwiesen. 

Ein bcsandcres Kapitel ist  dem Studium der Jacobischen  ,,Rezeich- 
niingenl' gewidmet. Man darf hier aber nicht ein tieferes Eingehen auf 
die wesentlichen Beziehungen der Theorien von J a c o b i  und W e i e r s t r a s s  
erwarten. Dieser übrigens besonders interessante Gegenstand h i t t e  sich nur 
durch ausführliche Heranziehung algebraischer Betrachtungen, sowie der 
Transformationstheorie durchführen lassen. Der erste Teil des i n  liede 
stehenden Kapitels ist dadurch sehr beschwerlich gemorden, dass J a c o b i s  
ursprüngliche in  den ,,Fundamenta nova'' gebrauchte Bezeichnungsweise 
und nicht (wie es J a c o b i  in  den Vorlesungen that) die vier 9.-Reihen an 
die Spitze gestellt werden. 

Die Realititsbetrachtungen der . J a c O b i schen Funktionen beziehen sich 
auf den Fa11 eines rechtwinkligen Periodenparallelogramms. 

An die bisher besprochenen Kapitel schliessen sich in  der ganzen 
Anlage und Methode am engsten die Kapitel X I  und XII a n ,  welche die 
doppeltperiodischen Funktionen zweiter und dritter Art  behandeln, d. h. die- 
jenigen, welche bei Vermehrungen des Argumentes u m  Perioden sich um 
konstante Faktoren bez. Exponentialfaktoren andern. Diese Funktionen 
werden ganz nach dem Vorbild der doppeltperiodischen Funktionen i m  
engeren Sinue riiiher untersucht, i n  Produkte entwickelt, i n  Parlialbruch- 
reiheu xerlegt u. S. W. Von deu Funktiouen zweiter Ar t  wird eine sehr 
iriteressante Anwendung entwickelt auf die Iutegration der nach L a m é  
und P i c a r d  benaunten Differentialgleichungen. Es  sind dies homogene 
lineare Differentialgleichungen der zweiten bez. der nten Ordnung zwischen 
x und y,  wo die von x; abhangenden Koeffizieoten der Differentialgleichungen 
doppeltperiodische Funktionen gewisser Bauart sind. 

Etwas mehr für sich stehen die Kapitel VI1 und VIII, welche den 
elliptischen Integralen und speziell der W e i e r s t r a s s  schen Normalform 
(Kapitel VIII) gewidmet sind. 
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Endlich sollen hier noch die zum Teil sehr elegant entwickelten An- 
wendungen charakterisiert werden, welche die Herren Verfasser in  ihrem 
Buche (und zwar jedesmal i n  unmittelbarem Arischluss an die zugehorigen 
theoretischen E~i twicke lun~en)  behandeln. 

Um etwa die Anwendungen auf die analytische Geometrie voran- 
mstellen, so ist  die Theorie der ebcnen Kurven drittcr Ordnung, der 
Raumknrven vierter Ordnung erster Rpezies, sowie eine sehr interessanh 
Theorie der Wellenfliiche entwickelt. Die kurventhearet,ischen IJntersuchungen 
schliesseii sich jedesmal an die Realitatsdiskussionen, so dass den reellen 
Zügen der Kurven spezielle Beachtung geschenkt wird. Auch is t  ein be- 
sonderer Alischnitt den konfokalen Fliichen zweiten Grades und den ellip- 
tischen Koordinaten gewidmet. 

Eine reichhaltige und sehr geschickte Auswahl ist  aus den Problemen 
der analytischen Mechanik getroffen. 

Neben den riatürlich steis wiederkehrenden Beispielen des einfachen 
und des sphiirischen Pendels finden wir  hier eine Reihe von Aufgaben aus 
der Elastizittitstheorie behandelt; so wird vor allem die Theorie der elasti- 
schen Kurve sowie Flicho entwickelt. 

Die elliptischen Koordinaten werden xu Retrachtungen aus der Theorie 
d e r  W%meleitung in Anwendung gehracht. 

n i e  vorstehenden kurzen Andeutungen werden geniigen, ilm die Viel- 
seitigkeit des hiermit angezeigten Werkes zu bezeugen. E. FI~ICKF.. 

Uifireiize~irecli i i~~i~g. Von A. A. X\I<KOFF, autarisierte deut,scbe ifber- 
setzung von 1'. F i u n s m n o ~ ~  und E. P R ~ M V ,  mit  einern Vorwort von 
R. TvI~iiulcs. Leipzig 1896 ,  B. G. Teubner. VI und 1 9 4  S. 

Durch siunreiche Kunstgrife numerische Itechnungen zu küraeri, ist  
jedenfdls einer der ursprünglichsten Antriebe zum mathematischen Denken 
gewesen. Und wenn auch die Eechnung im Verfolg der Entwickelung weder 
die einzige noch die vornehmste Grundlago mathematischer Forschung blieb, 
so wird doch ein Werk ,  welches mit interessanten mathematischen Grund- 
siitzen an die Sechnik des Zahlenrechnens herangeht, allgcmcine Beachtung 
zumal in  der gegenwartigen Zeit gewinnen, i n  welcher die Mathemat,ik ohne- 
hin bestrebt ist ,  im Gebiete ihrer  praktischen Verwendung a n  Wirksamkeit 
und Bedeutung zu steigen. 

Die ,,Rechnung mit endlichen Differenzen" des bekannten Peters- 
hurger Mathematikers wurde auf hnregung der Leiter des Gottinger Mathe- 
matischen Seminars durch die Herren F r i e  s e n d o r f  und P r ü m m ,  welche 
diesem Seminar im Vorjahr angehorten, ins Deutsche über t rqen .  Cnd  
IIerr M e h m k e ,  welcher die Übersetzung mit dem Original verglichen 
hat ,  rühmt in einem dem Buche mitgegebenen Begleitwort die Güte und 
Korrektheit der cbersetzung. . 

Es  ist der Begriff' der ,, endlichen Dinéreneen der verschiedenen Ord- 
nungen '' einer Funktion f ( z ) ,  welcher die Grundlage des vorliegenden 
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Werkes bildet. Diese Differenzen werden sgmbolisch durch df (z), d 2f(z), . . . 
bezeichnet, und sie sind bekanntlich definiert durch 

d f ( z )  - f(2 + 1 0  - f ( ~ ) ,  
d2f(z)  = d f ( z +  Il)- Af(z) , .  . ., 

wo 72 ein endlicher Zuwachs des Argumentes ist. Die Verffendbarkeit 
dieses Begriffs der endlichen Differenz wird nach den verschiedenSten 
Richtungen hin dargelegt. Dabei wird der ganze Stoff in zwei charak- 
teristisch verschiedene Abschnitte xerlegt. Der  erste Abschnitt euthiilt die 
Mehrzahl der Anwendungen auf die Sechnik des numeriechen Bechnens, 
auf Interpolation, angeniiherte Berechnung bestimmter Integrale, Herstellung 
und Uenutzung mathematischer Tafeln etc. Der zweite Abschnitt wird dem 
grb'sseren Teile nach mehr den Theoretikcr intercssieren. E s  wird hier 
von der ,, Summation der DiffcrcnzengleichungenLL gehandelt,  wobei die ele- 
mentare Theorie der ,, Integration der Differentialgleichungen bis in die 
Einzelheiten hinein vorbildlich gewesen k t .  

Ansserlich wird nicht der Begriff der Differenzen d f(z),  A"~!P), . . . 
der Funktionen vorangestellt, sondern den Eingang bildct ein Kapitel 
über Interpolation. 

Das Yroblem ist:  Gegeben sind von einer Funktion f(z) die Wer t~ :  

für 7 n  reelle Argumente a l ,  n a ,  . . . a,,, sowie überdies die Werte der zu- 
gehorigen Ableituugen bis zu den Ordnungen 

(ul - l ) ,  ( ~ 2 - 1 ) 1 ~ ~ m ( % n - l ) i  

hieraus is t  die Funktion fur  ein neues reelles Argument x zu berechnen. 
Die Losung wird in der Ar t  vollzogen, dass man f(z) durch eine ganze 
rationale Funktion ~ ( z )  moglichst niederen Grades ap~roximier t  und als- 
danu ~ ( x )  als Niherungswert von f ( x )  angiebt. Die T a y l o r s c h e  Reihe, 
die L agrar igesche  I~iterpolationsformel und die N e w  t onsche Formel für 
die ,,interpolation durch liquidistante Iutervalle" ordnen sich dem all- 
gerneinen Ansatze unter. Die letztere Formel giebt den Anlass ab zur 
Einführung der Differenzen df (z), d z f ( z ) ,  . . ., welche demnachst irisbeson- 
dcre für  ganze und rationale Funktionen spezieller Bauart ,  sowie allgemein 
in ihrem Zusammenhange mit den Diffcrentialquotienteu der niihercn Dis- 
kussion unterzogen werden. 

Eine erste und besonderç wichtige Anwendung der Differonzenrechnung, 
niimlich die auf Herstellung und Renutznng mathematischer Tabellen, ~ n t -  
wickelt das vierte Xapitel. Eine ganze Funktion f(z) vom nten Grade hat 
die Eigenschaft, dass für  sie die Differenzen 

P + l f ( ~ ) ,  An+2f(z)l . . . 

simtlich verschwinden. Gilt es eine Tabelle der Werte 

f(a) ,  f ' ( a S - I l ) ,  l ' (a+ 2 / 1 ) , . . .  

anzulegen, so braucht man nur die (?a + 1) Werte  f (a), d f ( a ) ,  . . - dnf  in )  
zu kennen, u m  leicht ersichtlich durch einfache Additionen und Subtraktionen 

alle unbegronzt ~ i c l e n  Werte f i n ) ,  f ( n  $- 7 0  , . . . zu berechnen. Hat man 
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eine Funktion, für welche dnf Ifl . . . nicht verschwinden, so gelangt mari 
durch die eben gekennzeichnete Methode nur erst zu Niiherungswerten. 
Aber die Starke der Differenzenrechnung besteht dar in,  dass sie in einem 
solchen Fa11 immer gleich durch einige wenige, und zwar ganz elementare 
algebraische Schliisse eine Formel zur Kontrolle des Fehlers entwickelt, 
wobei im vorliegenden Falle S e  w t  o n s  Formel fü r  die Interpolation durch 
aquidistante Intervalle die Grundlage abgiebt. Die gegebenen Entwicke- 
iungen, bei denen übrigens zugleich solche E'ehler berücksichtigt werden. 
welche moglicherweise den primar gegebenen Werten 

i. (a), d f ' ( a ) ,  . . . , dni'(a) 

anhaften, dienen zugleich 7ur Kontrolle von Tabellen, welche auf anderem 
IVege herechnet sind, sowie anderseits zur Angahe von Funktionswerten 
für solche Argumente, welche nicht direkt i n  der Tabelle vertreten sind. 
Es sind dem Kapitel mehrere Beispiele angefügt, unter denen die Funktion: 

die Haiiptrolle spielt. Eine Tabelle der Werte dieses Integrals hat  Herr 
M a r k o f f  bereits früher ver6ffentlicht. Das fünfte Kapitel handelt von der 

arigeniherten Berechuung bestirnmter Integrale f &) six. Der Grundgedanke Jg- 
ist, dass f(x) nach den am Anfang des Werkes erorterten Methoden der 
Interpolation naherungsweise durch eine ganze rationale Funktion F(x) dar- 
gestellt wird, welche letztere leicht integriert werden kann. 

Das ,,RestgliedLL der Interpolationsformel ermoglicht auch hier die An- 
gabe einer Fehlergrenze. Diese Methode der angenaherten Quadratur wird 
als ,,Alethode der Parabeln" benannt; a n  die Stelle der Kurve y - f(x) 
tritt  niimlich y = ~ ( x ) ,  welche eine ,,l'arabe1 ntau GradesiL darstellt, falis 
li'jz) eine ganze Bunktion dieses Grades kt. 

Benutzt mari insbesondere die L a  g r a  iigesehe Interpolationsformel: 

unter GJ ( T )  die ganze Funktion (X - al)  (X - . . . (X - a,,,) verstanden, 
so ergiebt sich die Formel: 
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wo die von f (x) unabliangigen ,, Quadraturkoeffizienten '' A, gegeben 
durüh : 1 

o ( s )dz  
=/:2-ak)m'(<i*) C ' 

Um die Genauigkeit zu erhohen, kann man eine Enterteilung des Inte- 
grationsintervalls vornehmen, und zwar liegt es hier am nachsten, die 
Teilintervalle einander gleich zu wahlen. Durch Kombination dieser Mao- 
nahme mit  den eben skizzierten Ansiitzen finden sich die wohlbekannten 
Formeln ein, welche die ,,Methode der Trapeze" und die ,, S i m p  sonsche 
Regel darstellen. Bezieht man anderseits die eben unter 1) ançegebene 
Formel auf aquidistante Teilpunkte: 

d - c  a - c  
a l = $  i a , - c + -  r u s =  C +  2-r...,11.,,= d ,  

m-1 n~ - 1 

so gelangt man zur ,,Methode von C o t  esLL, welche diesen Namen tri$$, 

weil C o t e s  die sich hier einstellenden Quadraturkoeffizienten für 112 = 2 bis 
11 berechnet hat.  

G a u s s  Methode der angenaherten Quadratur beruht nicht auf der 
Auswahl aquidistanter Teilpunkte a,, a2,  . . . , a,,; vielmehr erhoht man die 
Genauigkeit durch eine andere Auswahl der a,, . . . , a,, und zwar ergiebt 
sich die Moglichkeit einer derartigen Auswahl der a k ,  dass die Formel 1) 
für jede den Grad (2nz - 1) nicht übersteigende ganze Funktion exakt 
giltig ist. Man ha t  zu diesem Zwecke die a k  mit den Kullpunkten der 
gamen Funktiori wten Grades: 

zu identifizieren, welche letztere bis aiif einen numerischen Faktor  und eine 
lineare Substitution des Argumentes die Xugelfunktion P,(x) vorstellt. Das 
interessante Eingreifen der Xugelfunktionen in die Lehre von den angenliherten 
Quadraturen giebt Gelegenheit, auf einige hier in  Betracht kommende 
Eigenschaften der Funktionen &(x) noch besonders zurückzukommen. 

Übrigens werden die zuletzt skizzierten Entwickelungen noch ver- 

allgemeinert, indem an  telle  von^ f(r) d n  das Integral (i) f (z) d r J 
C 

untersucht wird, wobei 8(x) irgend eine Funktion von x ist und die Inter- 
. . 

polationsformeln auf f(x) in Anwendung gebracht werden. 
Nach diesen ausführlicheren Darlegungen sei es erlaubt, über den 

Inhalt des zweiten Teiles des M arkof fschen  Werkes nur einige kurze An- 
deutungen zu geben. 

Das Problem der Berechnung einer Funktion F(x)  bei gegebener 
Differenz d F ( x )  führt zur ,, Summation dem G egeristück der ,, Integration " 

der Din'ereutiale; und es bestehen hier, wie die niichsten Ausführungen 
(achtes Kapitel) zeigen, mannigfache Analogien zwischen den beiderseitigen 
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Operationen. Eine Xenge interessanter Reihensummationen bilden die 
niichsten Beispiele. Des weiteren t,ritt die E u l e r s c h e  Formel: 

u - rc 
in den Mittelpunkt der Betrachtung; hierbei ist  IL -- 

11. 
uud R, bedeutet 

ein Restglied, welches zunachst in  Integraigestalt ersçheint; die Koeffizienten 
d sind numerisch. und zwar ist  

TO Bk die kte B e r n o u l l i s c h e  Zahl is t ;  die A mit  ungeradem Index sind 
1 .  

indes gleich Nul1 bis auf Al,  welches gleich - - 1st. Die E u l e r s c h e  

Formel gestattet eine Reihe interessanter Anmendungen und zwar son-oh1 
nach Seiten der Reihensummierung als zur Berechnung von Kiiherungs- 
werten bestimmter Integrale. 

Des weiteren folgeu allgemeine Er6rterungen über ,,Uifferenzeri- 
gleichungen", sowie spezielle Ausführungen über ,,lineareLL Differenzen- 
gleichungen mit oder ohne rechte Seite. Hier ist  überall die Analogie zu 
den Difierentialgleichungen leitend, wie schon oben angedeutet wurde. 

I m  letzten Kapitel n-ira von der Anwcndung der Doppelsummen auf 
Cmformung von Reihen gehandelt. K. F~cicrrn. 

E. PASCAL, Calcolo delle variazioiii e calcolo delle differenze finite. 
Xilano, C. Hoepli, XII und 330 S. 

In dem neusten Doppelbandchen der Hoepl i schen  Sammlung behandelt 
Berr P a s c a l  erstlich die Variationsrechnung und im zweiten Teile die 
Differenzenrechnung. Der  erste Teil, die Darstellung der Variationsrechnung, 
dürfte als besonders wertvoll gelten. E s  sind 11Zmlich hier nicht nur  die 
Gruudproblerne und die Anwendungen der Variationsrechnung behandelt, 
sonderri vor allem komrnt die geschichtliche Entwickelurig derselben des 
ausführlichen zur Geltung, wobei jedoch zu erwahnen ist,  dass W e i e r -  
s t r a s s '  Vorlesungen einigermassen ohne Wirkung bleiben. Auch ha t  Herr  
P a s c a l  mit grosser Sorgfalt die L i t t e r a h r  jedes einzelnen Gegenstandes 
nachgewiesen. Weniger wichtig (für daa deutsche Hedürfnis) is t  der zweite, 
die Differenzenrechnung betreffende Teil, nachdem erst vor kurzem das grund- 
legende Werk J i larko f f  s über diesen Gegenstand i n  deutscher Übersetzung 
herausgegeben wurde. Mit letzterem Werke bleibt Herr  P a s c a l  im wesent- 
lichen in Cbereinstimmung. Zu erwihnen bleibt jedoch, dass die Litteratur- 
nachweise etwas ausführlicher sind, als i n  dem genannten Markof fschen  
Werke. -- R. FRICKE. 
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Theorie der ùoppeltyeriadischen Funktionen einer vei12nderlichen 
Grosse. Von Dr. MARTIX KRAUSE, Professor der Mathematik an 
der technischen Hochschule in  Dresden. Zweiter Band. Leipzig 1897,  
B. G. Teubner. XI I  und 306 S. 

Der StoK, welchen Herr Krause im zweiten Bande seines i n  der Über- 
schrift geriarinten Werkes behandelt, gruppiert sich um vier Hauptgesichts- 
punkte. 

Erstlich gilt  es, die bereits im 1. Bande entworfene Transformations- 
theurie weiter auszubauen. I n  der Tha t  bleibt noch übrig, die mannig- 
fachen nur von den Perioden abhungenden Koeffizienten i n  den Trans- 
formationsgleichringen auf ihre gegenseitigen Beziehungen zu untersuchen. 
Die auf Grund des H e r m i t e  schen Transformationsprinzips zu gewinnenden 
allgemeinen Additionstheoreme der 8-Funktionen sind die Quellen, aus denen 
der  Herr Verfasser die gemeinten Beziehungen ableitet. 

Die eleganten analytischen Entwickelungen des zweiten Abschnitts 
dürften, wie entsprechend im Referat über den ersten Band bereits an- 
gedeutet wurde, eine Hauptstarke des Buches ausrnachen. Das Problem 
i s t ,  die doppeltperiodischen Funktionen aller drei Arten i n  trigonometrische 
Reilien zu entwickeln. Keben eigenen Untersuchungen des Herrn Verfassers 
kommen hier Arbeiten von A p p e l l  und H a l p  h e n  zur Geltung. 

Um seine Untersuchungen über die P i c a r d  schen DiEerentialgleichungeri 
im Zusam~ueuhange vortrage~i  zu konnen, entwickelt Herr  K r a u  s e an 
drit,tcr Stelle die Grundsiitze der Theorie der linearen Differentialgleichungen 
ntBr Ordnung. E s  handelt sich um die grundlegonden Untorsuchungen von 
Herrn F u c h s ,  betreffend die Existenz und Anzahl der Intcgralc, die singu- 
liiren Piinkte, dic detcrminierende Filndamentalgleichnng u. S. W. 

Endlich kehrt viertens der Herr Verfasser zu seinen eigenen Unter- 
suchungen der letzten Jahre zurück, indem er die allgemeinen Ansatze der 
F u c h s  schen Theorie am Spezialfalle der P i c a r  dschen Differentialgleichungen, 
deren Koeffizienten eindeutige doppeltperiodische Funktionen sind, zur 
Durchführung bringt. Diese Differentialgleichungen werden zumal fiir die 
niedersten Ordnungen und für  kleine Anzahlen der singularen Punkte 
nach alleu Richtungen hin in interessanten Einzeluntersuchungen durch- 
forscht. 

l n  der Vorrede benutzt Herr  K r a u s e  die Gelegenheit, gegenüber 
meiner Besprechung des erslen Bandes in gewissen drei lJunkten seine 
Snschauungen nochmals zur Geltung bringcn; und es i s t  ùiese Vorrede 
auszugsweise auch in dcm 4. Hefte des 42. Bandes der Zeitschrift für 
Mat,hematik und Physik veroffentlicht wordcn. Dic Ausführungen des Herrn 
Verfassers betreffen: 

1. die Beziehung der W e i e r s  t rassschen  zur Jacobischen  Theorie; 
2. den Gebrauch anschaulicher Hilfsmittel bei funktionentheoretischen 

Deduktionen; 
3. die Xethoden zur Ableitung von Transformationsgleichungen und 

8 -Relationen. 
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Der Gebrauch geometrischer Xethoden für wissenschaftliche oder 
unterrichtliche Zwecke ist neuerdings so oft zum Gegenstand der Diskussion 
gemacht, dass sich nachgerade ein Jeder seine feste Meinung i n  dieser 
Hinsicht gebildet haben wird. Wahrend ich demnach den zweiten Frage- 
punkt hier übergehe, glaube ich beim ersten und dritten noch durch ein 
paar Zeilen zur Klürung der Diskussion beikragen zu konnen. 

Die Beziehung von W e i e r s t r a s s  zu J a c o b i  mochte ich weniger von 
der historischcn als sachlichen Seite fassen. Die Funktionen der W e i e r -  
s t r a s s  schen Theorie sind gegenüber a l 1  e n  linearen Transformationen in- 
variant, diejenigen der J a c o  bischen nnr  gegenüber einem Teile aller 
linearen Transformationen, wahrend sie sich bei Ausführung anderer andern. 
Diese anderungen sind hinderlich bei der Exposition der Transformationen 
hoherer Ordnung, welche sich demnach im Anschluss an W e i e r s t r a s s  
weit durchsichtiger gestaltet. Durch gewisse rationale Verbindungen der 
Grossen der J a  c o b i  schen Theorie entspringen diejenigen der W e i e r s t r a s s  - 
schen (man denke z. B a n  die Herstellung der Modulformen erster Stufe 
aus den drei 4-Nullwerten aO, a,, 8,). Bei dergleichen rationalen Rech- 
nungen wordcn die numerischen Koeffizienten in  den Potenzreihen nach q 
fiir die GrBssen der W e i e  r s t r a s s schen Theorie vergleichsweisc kompli- 
zierter als für  diejenigen der Jacobischen .  Dei der bekannten Rolle, 
welche diese Potenzreihen für die Aufstellung der Transformationsgleichungen 
spielen, t r i t t  die gleiche Erscheinung für  die numerischen Koeffizienten 
dieser letzteren Gleichungen in Kraft. Aus dieser Sachlage entspringt 
grossere Durchsichtigkeit des prinzipiellen Einblicks bei W e i e r s t r a s s ,  
grossere formale Einfachheit der Transformationsgleichungen bei J a c o b i .  

11n dritten Fragepurikte glaube icli durch Ausführung eiues Beispiels 
helfen zu konnen. Uurch die Transformation dritter Ordnung w' = 3 w 
mogen die drei 8-Nullwerte a,, a2, 8, in 0,, @,, O, übergeben. Die Quo- 
tienten dieser sechs Grossen mogen alsdann als Funktionen des Perioden- 
quot,ienten w in  ihrem Verhalten gegenüber linearen Transformatioçen der 
Perioden untcrsucht werden. Sie blciben bis auf das Zeichen oder bis auf 
einen Faktor  + i unveriindert bei solchen Transformationen 

- .  
in welchen û. S - 1,  /3 G y O (mod 6) ist. Nun lehrt die Theorie der 
Jlodulfunktionon, dass die bei jencn Transformationen invarianten Funk- 
tionen von w siimtlich als algebraische Funktionen eines Gebildes vom 
Geschlechte p = 1 aufgefasst werden ktinnen, welches 5quianharmonisch 
und demnach durch eine Gleichung y2 - z" 1 darstellbar ist. I n  diesen 
x und y würden dann alle jene Funktionen rational darstellbar sein. 
Speziell lehrt das Periodenverhalten einer ganzen Reihe von 8 - Quotienten, 
dass dieselben bereits rational i n  y allein sind; hierher gehoren Formeln wie: 

y , . .  . 
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Die zwischen a,,, a,, 8, Bo, a,, O, bestehenden Relationen werden nun 
identische Gleichungen i n  y ;  und die allgemeinste solche Gleichung (wenn 
anders man diesen Begrin' zuliissig finderi will) liefert die allgemeiriste 
4-Relat ion unserer A r t ,  deren Gesamtrnannigfaltigbeit hier begrilflich über- 
sehen wird. Eine entsprechende Theorie besteht für  alle übrigen Trans- 
formationsgrade, wobei das Interesse weiterhin durch Eingreifen der Korrespon- 
denztheorie sich noch erhcblich steigert. Über den Wert  dieser Auffassung 
habe ich mich nieht nur beim Referat über den ersten Band des K r a u s e -  
schen Werkcs, sondern auch bercits bei verschiedencn frühcren Gelegen- 
heiten geaussert; ich mochte mich dcmnach i n  dicser Hinsicht kcincr Wicder- 
holiingen schuldig machen. H. PKICKE. 

Grniidzüge der Geschichte der Xaturwissenscliaften. Von OTTO JAEOF.~,  
Rektor der Konigl. Realanstalt i n  Cannstatt. Stuttgart 1897, Paul 
Keff Verlag, VI11 u. 1 2 0  S. 

Wir  k6nnen es nicht anders denn als kühri bezeichrien, wenn ein 
Schriftsteller es wagt ,  auf 7% Druçkbogen Grunùzüge der Ceschichte der 
Raturwissenschaften zu veroffeutlichen. E s  gehort dazu entweder ein von 
der Geschichte der Nathernatik bis zur Geschichte der Medizin sich aus- 
dehnendes mehr als unheimliches eigenes Wissen, oder ein unbedingter 
Glaube a n  die Cnfchlbarkcit der benutzten Gcschichtswerke für  einzclnc 
Gebiete. ~ h n l i c h e  -4nforderungen wiiren a n  einen Berichterstatter zu stellen; 
welcher sich erlauben wollte, alle Kapitel der kleinen Schrift zii beiirt,eilen, 
und da  wir personlich diesen Anforderiingen nicht zu genügen vermogen, 
so verwahren wir uns dagegen, als ob diesen Zeilen auch Giltigkeit für 
die nichtmathematischen Kapitel beigelegt werden wollte. Cber die Ge- 
schichte der hlathematik handeln aber fünf Kapitel S. 2 - 6 ,  20 - 21, 
28-32, 49 - 50, 74-76,  im ganzen etwa 1 3  Seiten, wovon die letzten 
2'/, der Geschichte der Mathematik im X X .  Jahrhunderte gewidmet sind. 
Wir  müssen zugestehen, dass uns i n  d e n  ersten Kapitel nur  eine, aller- 
diugs ziemlich kraftige Unrichtigkeit aufgefallen ist:  der Mathematiker 
Hippokrates von Chios wird mit dem Arzte Hippokrates von Kos für 
eine und dieselbe Person gehalten. Eine Unrichtigkeit gleicher Be- 
deutung ist es, weuu im vierten mathematischen Kapitel von der Taylor- 
schen Beihe. gesagt wird, sie gehe auf Johann Bernoulli zurück. Taylor 
ha t  allerdings in  seinem Buche auch Bernoullis Reihe benutzt, ohne deren 
Orheber zu nennen, aber die sogenannte Taylorsche Reihe is t  eine ganz 
andere. ç b e r  das fünfte mathematische Kapitel mag die Bemerkung ge- 
nügen, dass i n  ihm das Wort  Funktionentheorie nicht vorkommt, es 
sei denn, man wolle als gcnügenden Ersatz den Ai~sspruch betrachten: 
,,Charakteristisch fiir die Fortschritte der Analysis in unserem Jahrhundert 
ist  die von Legendre, Jacobi und Abel gegriindeh Sheorie der elliptischen 
Funktionen und der Thetafunktionen, welche durch Georg Riemann (1826 bis 
1 8 6 6 ,  aus Rreselenz, Lüneburger Heide) und andere zum Teil jetzt noch 
lebende Mathematiker nach verschiedenen Richtungen hin weiter ausgebildet 
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w ~ r d e . ' ~  W a s  sol1 der Professor der Mathematik oder gar  der der Gcschichte 
an einer Mittelschulc mit  solchen Gruudzügcn machen? CASTOK. 

Grschiclite der darstrllmdrn niid projektiren Gromctrie mit bcsondcrcr 
Berücksichtigung ihrer Begründung in Frankreich und Deutschland 
und ihrer wissenschaftlichen Pflege in Osterreich. Von Prof. FER~TKANI> 
JOSEF OBESHAUCH. Brünn 1897,  Car1 Winiker, 442 S. 

In  Gestalt von drei aufeinanderfolgenden Programmabhandlungen von 
1893 ,  1 8 9 4 ,  1 8 9 5 ,  welche in der Histor. -1itter. Abteilung dieser Zeitschrift 
Band 39 (S. 187-188), Band 40  (S. 106) ,  Band 41 (S. 77-78) angezeigt 
worden sind , ha t  IIerr Ob e n r  a u c h  nach einer wcit ausgreifenden Ein- 
leitung X o n g e s  Géom6tvie discriptive und dessen Applications de L'Analyse 
ti ln Giomifv ie  geschildert und eine besondere Abhandlung über die wissen- 
schaftliche Pflege der darstellenden und der projektiven Geometrie i n  Aus- 
sicht gestellt. Jene drei Programme, von 97 S. auf 164 S. angewachsen, 
bilden ein starkes Drittcl des uns vorliegenden Bandes. 'ilan erkennt aus 
dieser stattlichen Vermehrung, dass Herr Obenrauch, weit entfcrnt davon 
Gch unserer Meinung anzuschliessen, ein Weniger wiire mehr gewesen und 
hatte Nonges Grosse deutlicher hervortreten lassen, nur noch ausführlicher 
auf die Bücher und Abhandlungen, welche Monges Gedanken bis in unseren 
Tagen erweitert, vervollkommnet, zum entfernten Ausgangspunkte genommen 
haben, eingegangen ist. Der Leser findet hier eine mit erstaunlichem 
Fleisse, welchem Lorias bekanntes Uuch über die Entwickelung der geo- 
mctrischen Lehren einigerrnaoen vorgearbeitet hat ,  zusammengetragene 
Bibliographie. Wir  sagen absichtlich er findet sie, denn die Bibliographie 
eines bestinimten geometriseheu Gegenstandes hier unmittelbar aufzusuchen 
dürfte sich als sehr schwierig erweisen. Nach den fürif ersten Abschnitten: 
1. Einleitung, 2. Die Gründung der Ecole normale, 3. Die Gründung der 
École polytechnique, 4. Monge als Begründer der Infinitesimalgeometrie, 
5. Monges sozialc Stellung und sein Lcbcnscndo, welche wir im Vorstehen- 
den kurz gekennzeichnet haben, beginnt auf S. 165 ein letzter und lkngster 
Ahschnit,t: 6. Die wissenschaftliche Pflege der darstellenden und projektiven 
Geornetrie i n  0st)erreich. Es is t  die 1 8 9 5  zum voraiis angekündigte be- 
sondere Abhandlung, jetzt den Hauptteil des Bandes bildend. Was wir den 
früheren Abschnitten m m  Lobe nachsagen durften, aber auch was wir an 
ihnen aussetzten, das zeigt sich aufs Neue i n  diesem sechsten Abschnitte. 
Rcrr Obenrauch legt in demselben eine erstaunliche Belesenheit an den 
Taç. E s  i s t  ihm gelungen, eine Fülle von Stoff aus den verschiedensten 
Gebieten zusammenzubringen, der uns personlich und vermutlich gleich uns 
den meisten Mathematikern fremd war,  so z. B. eine eingehende Schilderung 
des mittelalterlichen Bauwesens, eine Übersicht über die Gründung tech- 
nischer Hochschulen, eine osterreichische Bibliographie der darstellenden 
Geometrie, wenn wir dieser Wortverbindung uns bedienen dürfen. Wir 
haben sehr vieles aus dem Buehe gelernt, wovon wir i n  unseren eigenen 
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Schriften Gebrauch machen k6nnen und gern üebrauch machen werden. 
Aber nun kommt die Kehrseite. Wir  vermissen bei H e m  Obenrauch die 
Übersichtlichkeit, die zweckbewusste und zmcckerfüllendc Anordnung. Hcr- 
über und hinüber werden wir durch die Jahrhunderte geschleift, ohne dass 
ein Grund dieses Zickzackweges deutlich hervortrate, und wir fürchten, 
der Verfasser k6nnte dadurch die Lesbarkeit seines Ruches etwas he- 
eintrachtigt hahen. Aiif einzelne unbedeutende Unrichtigkeiten hinzuweisen 
unterlassen wir. E s  w i r e  kleinlich herumnorgeln zu wollen, wo etwa ein 
unzutreffender Ausdruck sich einschlich, aber jene allgemeine Bemerkuug 
über die Darstellungsweise glaubten wir nicht unterdrücken zu dürfen. 

G. Dmuoux.  Leçon sur la thCorie gAnérale des surfaces et les appli- 
cations géométriques dn calcul infinitesimal. TroisiEme partie. 
Lignes géodésiques et courbure géodésique. Parametres differentiels. 
Déformation des surfaces. Paris 1894, Gauthier-Villars et fils. 
512 S. 15 Frcs. 

Entgegen der ursprünglichen Ahsicht des Herrn Verfassers, das Werk 
i n  drei Banden abzuschliessen, erscheint die Theorie der unendlich kleinen 
Deformation i n  einem besonderen vierten Bande, und es schliesst der 
dritte Band,  dessen grosster Teil (S. 1-444) in  dieser Zeitschrift Bd. 39  
(1894) S. 74 flg. besprochen ist,  mit zwei im Jahre 1894  herausgegebenen 
Kapiteln (S. 445- 512). 

In  dern ersten derselben werden die Studien über die Flachen kori- 
stanter Kriimmung abgeschlossen, ,,indem die Mittel angegebeu werdeu, einige 
von ihnen zu bestimmen, d. Ii. iudem die Anweridung der vorhergeheuden 
Transformationsrnethoden auf die einfachsten E'lille gemacht wirdc', Es 
werden ùiejenigen Fliichen konstanter Krümmung gesucht, deren Krümmungs- 
linien eben oder spharisch sind, also dicjenigen, mit denen sich wohl 
E n n e p e r  zuerst cingohender beschiiftigt hat.  Auch hier wird von der 
Voraussetzung ausgegangen, dass zunachst nur  die Krümmungslinien der 
einen Schar sphnrisch sind. Anstatt, dass aber, wie von Herrn D o h r i n e r ,  
der die Aufgabe i n  den Acta mathematica TX, 73-104 vollstandig gelost 
ha t ,  die Koordinaten der Flachen bestimrnt werden, wird nur  gezeigt, dass 
man dieselben durch einfache Quadraturen finden kann. Um aus diesen 
Plachen neue zu erhalten, werden auf dieselben die Transformations- 
methoden der Herren L i e  und U i a n c h i  angewendet. E S  werden zunachst 
zwei Differentialgleichungen aufgestellt, von denen gezeigt wird, dass, wenn 
eine derselben sich allgemein losen lasst, die Anwendung der B i a n  c h  i-  
schen Transformationsmethode nur  noch algebraische Rechnungen ohne 
Quadraturen erfordert, so z B. bei der Pseudosphare. Ausserdem findet sich 
das bemerkenswerte Resultat: Wenn man durch einfaçhe Quadraturen eine 
Fliiche konstanter Krümmung nebst ihren Uerivierten nach der Lieschen 
Transformationsmethode finden kann, so fordert die successive Anwendung 
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der Transformationen der Uerren B i a n  c h i ,  B i i c k l u n d  und L i e  keine 
neue Quadratur. 

Im letzten Kapitel des dritten Bandes werden gewisse Analogien und 
Beziehungen zwisclien den Fllichen konstanter Krümrnung und den Jlinimal- 
fliichen aufgestellt, indem daran angeknüpft wird, dass die MinimaIflachen 
diejenigen FlBchen sind, bei welchen die Tangenten von der Lange Nul1 
in jedem Punkte dcr F k c h e  konjugiorte Tangenten sein müssen. Ver- 
allgemeinert man dies und sucht diejenigen Flüchen 11.1, bei weIchen von 
jedem Punkte aus die Tangenten, die zugleich eine gegehene Flüche zweiten 
Grades berühren, konjugierte Tangenten sind, sa erhalt man im allgemeinen 
Flichen, die durch dieselbe Differentialgleichung bestimmt sind wie die 
Flichen konstanter Krümmung. Reduziert sich die Flache zweiten Grades 
auf den unendlich fernen Kreis, so erhiilt man die Minimalflichen. Die 
allgemeinen Fliichen Ji' haben in der nicht - euclidischen Geometrie C a y 1 e y s ,  
auf welche genauer eingegangen wird, gleiche Krümmungsradieu mit  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen und haben ferner mit den Nirliiuialfl~ohen der 
euclidischen Geometrie gemeinsam, dass sie innerhalb einer gegebenen Um- 
grenzung den Flücheuinhalt, in C a y l e y  scher Geometrie gemessen, zu einem 
Minimum machen. 

G. DARHOUX. Quatriéme partie. Deformation infiniment pet,ite et repr8- 
sentation sphérique. (Premier fascicule, 1895, p. 1-332.) 

Der letzte Band des Werkes beschiftigt sich mit der Theorie der 
unendlich kleineri Deformation und dem sph%rischen Bilde der Fliichen. - 
Vielleicht dürfte es angebracht sein, zunLchst den Begriff der unendlich 
kleinen Deformation klarzulegen. Denken wir uns aus der Gesamtheit der 
Fliichen, die durch Biegung einer Fliiche S entstehen, eine Schar heraus- 
genommen, deren einzelne Fliichen in einander stetig übcrgehcn, so konnen 
wir dieselben durch die Gleichung 

1) Ip (X, Y, z, t) = O 
daist,ellen. Sind fiir t = O die Koordinaten der Fliiche z, y, Z ,  so ist 

a) dX" d d + dZa  = dx" d Y 2  + d z ,  

und da wir weiter annehmen konnen, dass X, Y, iS sich nach Potenzen 
von t entwickeln lassen, so konnen wir,  weil für  t = O X, Y, % bez. in  
x ,  y ,  z übergehen, setzeu: 

[ 
X = x + tx, + t2xz + . . . 

3) Y = y + ty, + t2yp +.  . . 
Z =  3 + tz, + t2z,+ ... 

wo r,, x2, . . ., yl, y2, . . ., z,, z,, . . . Funktionen sind, die Ton t unab- 
hangig sind und die von den beiden Variaheln abhgngen, durch welche dic 
Pliiche bestimmt ist. Beschriinken wjr uns auf die erste Potenz von t ,  so 
ist nach 2): 

4, dx dx, + d y  dg, + ris dz, = O 
Hist.-litt. Abt. d. Zeitachr. f. Math u. Phya. 43. Jaùry. 1898. 4 u 5 Heft. 13 
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und die vollstandige Losung dieser Differentialgleichung giebt uns die 
Losung dessen, was wir das Problem der unendlich kleinen Deformation 
nennen. E s  ist  nun 

X f =  z + tr,; Y 1 = y  + fy,; Z1= z + t z l  

u n i  darails d X ' q -  (1  if" 1- dZ1" dz2  + d y 2  + d z t f  t? ( d z I 2  + d y I 2  + da,'), 

so dass, wenn der Parameter t unendlich klein is t ,  sich die beiden Flachen 
S  und S 1  i n  der Weise Punkt  f ü r  Punkt  entsprechen, dass die Langen 
entsprechender Kurven sich nur um unendlich kleine Grossen zweiter 
Ordnung iu Bezug auf t unterscheiden. 

Die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte M und der beiden 
Fliichen bilden eine Kongruenz von Geraden, welche man die Leitlinitin 
der unendlich kleinen Deformation nennt. Eine Grosse proportional lçIMf 
nennen wir den Modul der Deformation 

- - -- 

nf= 1 / ~ , ~  + + zlBl 
so dass durch Modul und Direktrix eine unendlich kleine Deformation 
gegeben ist. 1st übrigens die Fragc der unondlich kleinen Deformation 
für eine Flache vollstiindig gelost, so ist  durch einfache Quadraturen die 
Doformation dessclbcn mit einer Annaherung bcliebig hohen Grades zu 
findcn. 

Aus Gleichung 4) ist ersichtlich, dass das Prohlem der unendlich 
kleinen neformation gleichkommt der Bestimmung von Fliichen, die sic.h 
so entsprechen, da.ss ihre entsprechenden Linienelemente aufeinander nor- 
mal  sind. Daraus ergiebt sich, dass, wenn man eine unendlich kleine 
Deformation der Flache S kennt  und von jedem Punkte von S auf der Leit- 
h i e  der Deformation zwei gleiche und entgegengesetzt gerichtete Langen 
abtragt ,  die dem Modul der Deformation proportional sind, man ein Paar 
aufeinander abwickelbarer Fliichen erhalt. Die Gleichung 4) wird nun 
dadurch transformiert, dass man z = p d x  + qdy setzt, und man erhalt d a m  
durch die Iiitegrabilitatsbedinguug zur Bestimrnung von z1 die Gleichung 

rt, + t r ,  = Zss,  = 0, 

wo r ,  s ,  t die zaei ten Differentialquotienten von z sind. Danach sind 
dann auch r, und y1 zu bestirnnien. Diese Methode wird auf das Paraboloid 
und  die Kugel angewendet. 

I m  allgemeinen zeigt sich, dass die Charakteristiken der linearen 
Differentialgleichung, von welcher die Losung abhangt, die Asymptotenlinien 
der gegebenen Flache sind. Besondcrs einfach wird daher die Gleichung 4),  
wenn man die Parameter der Asymptotenlinien als unabhiingige Variabele 
einführt. Kann man in dem erhaltenen Systeme 

wo A ,  W ~ F :  sich spiiter herausstellt, das negative Prodiikt, der Haiipt- 
krümmungsradien is t  und a, die Parameter der  Asyrnptotenlinien sind, 
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I so bestimmen, dass sich das vollstiindige Integral angeben l a ~ s t ,  so er- 
halten wir unendlich viele Flacùen, deren Asymptotenlinien wir bestimmen 
und für  welche wir das Problem der unendlich kleinen Deformation losen 
konnen. Bririgt man die Gleichung .der  Flache S auf die Form 

ao a o, y d(@ ." - el. %) d a  - (@ -2- @ - )dB  
Ga. a a: a p  l a p  

wo e2, e3 Losungen derselben partiellen Differentialgleichung 

und proportional den Richtungskosinus der Normalen zur Flichc S sind, 
so sind die Koordinaten der allgemeinsten Flache i<J,, die der gegebencn 
durch Orthogonalitat der Linienelemente entspricht, durch die zuerst von 
Herrn L e l i e u v r e  aufgestellten Formeln bestimmt: 

a m  ae, .J(&- cd+u 6 œ -(el.,- w- G p  ) dp,  

"= f(&- ( .arr  c i p  5 d a -  ( O (.:; -toi" 2 " )  ap, 
0 P 

M O  w die allgemeinste Losung der Gleichung 

a Z o  
a ô g  = k W  

ist. Auch diesen Pormeln entsprechende andere für beliebig gewahlte un- 
abhangige Variabele werden von Herrn Verfasser abgeleitet. 

Aus der vorigen Losung des Problems erçiebt sich eine Reihe geo- 
metrischer Eigenschaften, unter denen hervorzuheben ist,  dass den beiden 
Scharen der Asymptotenlinien auf jeder der beiden sich entsprechenden 
Fliichen auf der anderen ein konjugiertes System entspricht, und dass die 
Purlktgleichung in Beziehurig auf dieses konjugierte System gleiche In- 
varianten hat.  Jedem konjugierten Systern auf einer Fliiche mit gleichen 
lnvarianten entspricht sonach eine vollig bestixnmte unendlich kleine De- 
formation der FlLche. Legt  man durch alle Punkte von 9 Ebenen, 
welche zu den Leitlinien der Deformation senkrecht sind, so umhüllen ciiese 
eine Fliiche 2' für welche man das Problem losen kann,  wenn es sich 
für S losen Ilisst. Da  sich die Asymptoten von S und 2 entsprechen, 
so entspricht auch jedcm konjugierten System auf der einen ein konjugiertes 
System auf der anderen Fliche. Die der Flache X durch Orthogonalitit 
der Linienelemente entsprechende Flache A ist mit der Flache SI durch 
die Eigenschaften verbunden, dass die Tangentialebencn i n  cntsprechenden 

12% 
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Punkten parallel sind und das gemeinsame konjugierte System auf beiden 
Flachen gleiche Invarianten hat. Wie die Flüche 2 aus S entstanden 
ist, so kann man aus SI eine neue Flache 4 entstehen lasson, der eine 
Flache A, mit Orthogonalitüt entsprechender Linienelemente entspricht. Es 
stellt sich dann heraus, dass A und A, polarreziprok sind in Bezug auf 

eine Kugel vom Radius 1 / 1  mit  dem Anfmgspunkt der Koordinaten 
als Mit,telpunkt. Zii diesen 6 E'lachen erhkilt man durch gleiche Methoden 
noch 6 andere Flachen, so dass man im ganzen 1 2  Flàchen ha t ,  die sich in 
versehiedener Weise paa.rig entsprechen: 1) mit Orthogonalitat der Tlinien- 
elemente, 2) mit parallelen Tangentialebenen, 3) durch reziproke Polare 
und 4) als Brennflachen einer und derselben geradlinigen Kongruenz. -4us 
diesen Zusammenhangen ergeben sich verschiedene Eigenschaften und Be- 
ziehungen. 

Als Beispiel wird zunachst der Fa11 untersucht, dass SI eine Ebene 
ist,  wobei sich 4 Flachen auf Punkte reduzieren und 4 Ebenen sind. Da 
hierbei die Fliiche 2' die Polarreziproke von S i s t  i n  Beziehung auf 
eiuen lineareri Romplex, so wird ansehliessend die Aufgabe behandelt: 
Alle geradlinigen Kongruerizen zu bestirnrneri, für  welche die Mittelfllich 
eine Ebene ist. Dieselbe wird dahin specialisiert, dass die Kongruenz von 
den Normalen einer Friche gebildet wird. Stellt  man eine Beziehung durch 
Orthogonalitëf der Linienelemente zwisehen einer beliebigen Minimalfliiche 
und einer Ebene her  und führt  durch jeden Punkt  der Ebene eine Parallele 
zur Sormale des entsprechenden Punktos der Minimalflücho, so erhtilt man 
die verlangte Kongruenz. Allgemeiner ist  die Aufgahe: Alle Fkchen  zu 
bestimmen, fïir welche die Ahwickelharen, die von den Normalen gebildet 
merden, auf der Evolutenrnittenflache ein koqjugiertes System bilden. Die 
Evolutenmittenfliiche wird diejenige genannt, welche der Mittelpunkt des 
Normalenstückes zwischen den beiden Hauptkrümmungsmittelpunkten be- 
schreibt. Auch hier muss man von einer Ninimalflache ausgehen und 
dieses giebt Anlass au€ die unendlich kleine Deformation der Minimal- 
Kàchen einzugehen, welche auf die Integration der allgemeinsten harmonischen 
linearen Differentialgleichung zurückgeführt wird. Als weitere Beispiele 
für  die Aufsuchung der 1 2  Fllichen werden für S die Kugel vom Radius 1 
und die Fliichen konstanter negativer Krümmung genommen. Ohue a d  
die Einzelheiten einzogehen, sei bemerkt, dass im zweiten Palle auf den 
Flachen Al zwei Süharen geodiitischer Linien ein konjugiertes System 
bilden, Flachen, die von den Herren N o s s  (1888) und G u i c h a r d  (1890) 
untersucht worden sind, und  zwar entstehen auf die angegebene Art  alle 
Flachen dieser Eigenschaft. 

Um i n  die Theorie der aufeinander abwickelbaren Flachen tiefer ein- 
zudringen, liisst der Herr  Verfasser niin eine von zwei auf einander ab- 
wiekelbaren Fliichen auf der anderen rollen, so dass je zwei einander ent- 
sprechende Punkte zur Deckung kommen. Dabei dreht sich die Fliiche 
um eine durch den Berührungspunkt gehende und i n  der Tangentialebene 
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liegende Gera.de, und diese a,ufeinander folgenden Geraden bilden eine 
Kongruenz, von der eine Reihe von Eigenschaften abgeleitet wird. Das 
michtigste Ergebnis is t ,  dass sich aus einem Paar  Flachen, die aufeinander 
abwickelbar sind, unendlich viele Paare ableiten lassen, die dasselbe sphë- 
rische Bild haben. Und umgekehrt liefert jedes P a a r  von Fliiehen, die 
dasselbe spharische Bild haben, unendlich viele Paare aufeinander abwickel- 
barer Pliichen, und zwar mird das Band zwischen den beiden einander so 
entitirut scheineriden Theorien der Biepurig der  Fliicherl urid des spharischen 
Bildes durch die cyklischen Systeme gebildet, deren Betrachtuug irifolge- 
dessen ein besonderes Kapitel gewidmet ist. 

Dcr  Zusammenhang zwischen den beiden Theorien ergiebt sich auch 
auf analytischcm Wcge. Sucht man allc FlLchcn, die ein bestimmtes 
spharisches Bild haben, so wird man auf eine lineare Differentialgleichung 
zmeiter Ordnung geführt, wie hei dern Problem der unendlich kleinen Do- 
formaltion, mit  dem Unterschiede, dass im letzteren Falle die Charakter- 
istiken der partiellen Differentialgleichung die Asymptotenlinien der Fliiche 
sind, wahrend sie hier die Krümmungslinien darstellen. Bezieht man  die 
beiden Flachen, welche in  den beiden verschiedenen Problemen zu derselben 
partiellen Differentialgleichung führen, aufeinander, so erhiilt man die Be- 
rührungstransformation L i e s ,  von der schon bei der Besprechung des ersten 
Bandes die Rede war. Die cbergangsformeln von der einen Fliiche zur , 

arideren und einige wenige Eigenschaften der Transformation werden ab- 
geleitet, insbesoridere die für die Anwendurig wichtigste, dass einer Geraden 
in dem ersten Haurne eine Kugel in  dem zweiten, einer geradlinigen Kon- 
gruenz ein zweifach unendliches Systern von Kugeln entspricht. Es  ergiebt 
sich daraus sogleich, dass, wenn man das Problem des spharischen Bildes 
für eine Flache losen kann,  man es auch mit Hilfe einer einfachen Quadratur 
für alle Fliichen losen kann ,  die sich aus der ersten durch Inversion er- 
geben. Wendet man dioscs Vorfahrcn auf diejenigen Fliichen an ,  die der 

a2e 
Gleichung = O entsprechen, so erhalt man alle reellen Flachen, fü r  

= ,Y. 
welche man die vollstiindige Losung des Problerris finden kann. 

Die Flachen, die derselben Gleichung 

genügen und für  welche man das Problem der spharischen Abbildungen 
losen kann, konnen auf folgende Weise definiert werden. wenn man mit 
2, z' zwei beliebige Losungen der Gleichung bezeichnet, in  eine Form ge- 
bracht, für welche die konjugierten imaginaren Funktionen o, G' definiert 
sind durch die Quadraturen 
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wohei o immer die Tikung vom Modul 1 ist,  so kann man,  wenn man 
die FlRche auf das System der Tangential-Koordinaten 'Y, p, ,& bezieht, 
setzen: Z' 

'Y = . / 3 = w c i r .  
0 ' 

Diese beiden Formeln definieren das spharische Bild der Krümmungs- 
linien. Dann kann man ehenso nehmen: 

D a  die Variaheln CY und P wie p' und q' konjugiert sind, so kann 
man unendlich ciele reelle Lasungen für  erhalten und die Flsche is t  die 
Enveloppe der Fbene 

(a + p)x+ L(P - a ) Y  +(uP -1)Z + g - o. 
. a y @  

n i e  einfachste Form der Gleichiing , , - = 7c 0 entspricht denjenigen 
o z  o y  

FlBchen mit ebenen Krümmungslinien, bei denen die den ebenen Kiiimmungs- 
linien auf der Einheitskugel entsprechenden Kreise durch einen festcn Punkt 
gehen. Es  werden nun die allgemeinsten Fliichen mit ebenen Krümmungs- 
linien bestimmt. Um alle Fliichen mit einem System ebener Krümmungs- 
linien zu erhalten, konstruiert man eine beliebige isotrope abwickelbare 
Fldche A und eine nicht-isotrope Dl. Man biegt dann Dl sol dass ihre 
Erzeugenden geradlinig bleihen und dass ihre Taugentialebenen die Kurven 
mit sich führen, langs welcher sie die Abwickelbare A schneiden Die 
Gesamtheit der so fortgefuhrten Kurven erzeugt die allgemeinste Fiache 
mit einem System ebener Kriimmungslinien. Wenn man darans auch nicht 
auf einfache Weise diese Flachen findeu kann, so ergeben sich doch einige 
S i i t~e ,  so z. B. wenn eine der ebenen Krümmungslinien ein Kreis ist ,  so 
sind alle Kreise, ist  eine dieser Kurven algebraisch, so sind alle alge- 
braisch, wenn die ebenen Krürnmungslinien Kegelschnitte sind, so müssen 
es Kreise sein. 

Von den Fliichen mit einem System ebener Krümmungslinien werden 
nun diejenigen vollig hestimmt, welche isotherm sind, und zwar hangt die 
Ltisiing von elliptischen Funktionen ab und enthiilt eine willkürliche Funktion. 

und für Y und % erhalt man ihnliche Formelri. Von diesen Flacheu wird 
eiiie lieihe von Eigensühaften abgeleitet. 
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Der nachst einfache Fa11 i s t  derjenige, dass das eine Sgstem der 
Krümmungslinien aus sphiirischen Kurven besteht. Zur Bestimmung der- 
selben wird von dern Satze J o a c h i m s t  h a l s  ausgegangen: ,,Wenn eine 
Krürumungslinie sphiirisch ist,  so muss die Abwickelbare, welche der Flache 
liings dieser Krümmungslinie umschrieben i s t ,  auch eiuer Kugel umschrieben 
sein und umgekehrt." Aus einer gegebenen Flliche mit einer Sohar sphii- 
rischer Krümmungslinien werden unendlich viele derselben Ar t  abgelcitet, 
die dasselbe sph&rische Bild haben. Sodann wird gezeigt, dass man alle 
Fliichen mit einer Schar sph5rischer Krümmungslinien aus denen mit ebenen 
Kriimmungslinien ableiten kann: 1) indem man die Tnversen dieser nimmt, 
2) indem man d i e  Flachen mit sphürischen Krümmungslinien konstruiert, 
die dasselbe spharische Bild haben wie die vorher gefundenen. Die all- 
gemeinste Fliiche mit sphlirischen Krümmungslinien kann man auch erhalten, 
indem man eine isotrope Abwickelbare A durch eine Schar S von Kugeln 
schneidet und diese Kugeln und ihre Enveloppe 2 einer bestimmten 
Biegung unter-wirft. Die Schnitte der Abwickelbaren A mit den Kugeln 
S bilden so eiue Familie von Kurven, welche die gesuchte Flache erzeugen. 
Genauer werden diejenigeri Flichen bestirnmt, deren beide Systeme von 
Krümmungslinien eben oder sphiirisch sind. %u dem Zwecke sucht man 
au€ die allgemeinste Weise 6 Funktionen A, von a und 6 Funktionen Bi 
von ,Bi welche die Relation 

C 

identisch befriedigen. Dann sind die beiden Schalen der Enveloppe der 
variabeln Kugel 

k ( A i  + Bi)sc. = O 
1 

zwei der gesuchten FlBchen, wenn xi pentaspharische Koordinaten be- 
zeichnen. Es  ergiebt sich weiter, dass die gesuchten Fllichen auf einfache 
Weise aus einem Kegel entstehen oder aus der Flüche, deren Normalen 
Tangenten an einen Kegel sind. 

Ohne auf die Verallgemeinerungen einzugehen, welche sich daran an-  
schliessend besonders auf die orthogonalen Systeme mit demselben sphnrischen 
Bilde beziehen, sei noch der letzten beiden Kapitel gedacht, die den neuen 
Kesultaten gewidmet sind, die wir Herrn W e i n g a r t e n  i n  betreff der 
Abwickelbarkeit der Fliichen verdanken. W i r  haben früher gesehen , dass 
die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung der auf eine Fliiche 
abwickelbaren Fliichen die Asymptotenlinien dieser Fliichen sind. Kann 
man also gewisse besondere Eigenschaften dieser Asymptotenlinien angeben, 
so kann das Problem auf eine neue A r t  forrnuliert und dadurch konnen 
neue Resultate gefunden werden. Die Betrachtung des zwei aufeinander 
abwickelbaren Flachen gemeinsamen konjugierten Systems erlaubt diese 
allgemeke Bemerkung anzuweuden. Sind z, , yl, 8, die Koordinaten 
eines Punktes der !gegebeneu Flache 0, und setzen wir 
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x 1 = u ;  y l + i z l =  v ;  y, - iz ,=  2w, 

so kann w als Funktion von u und v betrachtct werden, und wenn wir 
schreiben: 

dil; = p d u  + q d v ,  

so nimmt das Linienelement der Flache die Porm an: 
d s 2 =  d u 2 +  2dv dzo = du2+ 2 p  d u d v  + 2qdv2 ,  

und von diesem geht Herr  W e i n g a r t e n  aus. Die Methode W e i n g a r t e n s  
lasst die Bestimmung aller Flachen 0, die auf diese Fliiche O, abwickelbar 
sind, abhiingen von derjenigen einer anderen Flache 2, die einer ge- 
wissen Differentialgleichung genügt, welche eine Beziehung zwischen den 
Hauptkrümmungsradien, den Entfernungen eines festen Punktes von der 
Tangeritialebene und dern Berührungspu~ikte Seststellt. Setzt man 

(P = up + ?? q - 2f1, 

so ergeben sich die Koordinaten X, y, z der Flache O aus 

wo XI Y, Z die Koordinaten und C ,  C', Cf' die Richtungskosinus der 

Xormalen von B sind. Das Linienelement von O wird ausgedrückt durch: 

und die Plache 2 genügt der Gleichung 

Unter den Anwendungen ist besonders interessant die Aufsuchung 
aller Bliichen , die auf ein Paraboloid zweiten Grades abwickelbar sind, 
bei welchem eine der geradlinigen Erzeugenden den unendlich fernen Kreis 
berührt. Weitere Untersuchungen führen zu dem Schlusssatz: 1st eine 
tieliebige Schar von Xurven K auf einer Fliiche O gegeben, so kann man 
irnmer durch einfache Quadraturen alle Kongruenzen G bestimmen, die 
durch Tangenten an O so erzeugt sind, dass die Regelflachen, deren Er- 
zeugende durch eino der Kurven h' gehen, diese Kurve als Striktionslinie 
besitzen. Die Relation zwischen der Kongruenz und der Fiache bleibt be- 
stehen, wenn die Flache unter Mitfiihrung der Qcraden gebogen wird. 
Wenn man xwei unabhüngige Variabele nimmt, um die Richtung jeder 
Geraden der Kongruenz zu bestimmen, so muss der Parameter der Schar 
von Kurven K einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung ge- 
nügen, welche ausschliesslich vom Linienelemente von O abhiingt und deren 
Integration infolgedessen gestattet, durch einfache Quadraturen alle Flachen 
zu bestimmen, die auf O abwickelbar sind. 
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Mit dieseu Untersuchuugen schliesst das eigeutliche Werk a b  und es 
folgen uun noch 11 im Jahre 1 8 9 6  erschienene Zusatze, welche die 
Seiten 353 - 5 1 6  des vierten Bandes einnehmen. Die drei ersten derselben 
sind Beitriige der Herren P i c a r d ,  K t i n i g s  und C o s s e r a t ,  wahrend die 
ührigen von Hcrrn D a r  bo  u x  sclbst geschrieben sind. 

1. Ü b e r  d i e  N i i h e r u n g s m e t h o d e n  i n  d e r  T h e o r i e  d e r  D i f f e r e n -  
t i a l g l e i c h u n g e n .  Herr E. P i c a r d  beschiiftigt sich in dieser Kote mit 
partiellen DiKereritialgleichungen zweiter Ordnung von hyperbolischem Typus, 
wie sie i n  der Flaühentheorie vorkommen und als deren allgemeinste Borm 

angenommen wird. Bei der Bestimmung des Integrales durch Reihen wird 
auch der Grosse des Geltungsbereiches ausgedehnte Beachtung zu teil. 

I n  dem zweiten Zusatze: 

II. Ü b e r  d i e  g e o d i i t i s c h e n  L i n i e n  m i t  q u a d r a t i s c h c n  I n t e -  
g r a l e n  sucht Herr  G . K o n i g s  die vollst,tindige Losung des Problerns d e r  geo- 
ditischen Linien, welche mehrere quadratische Integrale zulassen, und schliesst 
so an eiu Kapitel des III. Bandes desm'erkes an. E r  findat zunaehst, dass, 
wenn ein dsP mehr als drei von einander nnabhiingige quadratische Integrale 
in Bezug auf seine geodatischen Linien zulasst, es fünf quadratische Inte- 
grale ha t ,  die Flache also konstant ist. Da sich weiter ergieht, dass die 
ds2  mit drei quadratischen Iutegralen für  die geodiitischen Linien auf 
Rotatiousfiëchen führen, so kehrt  H. K o u i g s  die Aufgabe uni  und sucht 
alle Forrnen ds2  von Rotationsflüchen mit yuadratischen Integralen auf, die 
in einer Tabelle zusamrnengestellt werden. I n  einer zweiten Tabelle 
werdon dio L i  O n v i l l  eschen Fonnen des Fliichenelementes für Flachen 
konstanter Krilrnmung gegeben, bei dcnen die Krümmung nicht Xull ist. Aus 
diesen werden dann noch verschiedene Sabellen abgcleitet, die aus seiner 
Abhandlung im XXXI. Band des Savants etrangers genommen sind, und 
d a m  wird nachgewiesen, dass i n  diesen Tahellen die vollstiindige 1,Gsung 
des Problems enthalten ist. 

III. Ü b e r  d i e  T h e o r i e  d e r  p a r t i e l l e r i  L)ifferentialgleichurigen 
e w e i t e r  O r d n u n g .  Herr C o s s e r a t  beweist darin einen Satz, welcher 
aus einer Arbeit des Herrn M o u t a r d  herrührt, die beim Aufstande der  
Kommune im Jahre 1 8 7 1  vcrloren gegangen ist. Dieselbe beschiiftigte 
sieh mit dcm eingehenden Studium der einfachsten Form, deren das all- 
gemeine Integral partieller Differentialgleichungen mit zwei unabhangigen 
Variabeln f ih ig  i s t ,  die Form, welche besteht aus einer einzigen Relation 
zwischen den drei Variabeln, zwei erpliziten willkürlichen Funktionen der- 
selhen, die aber nicht iinter einem Tntegralzeichen vorkommen dürfen, und den 
nerivierten dieser Funktionen i n  beschrlinkter Zahl. Der  Satz nun, welcher 
hier abgeleitet wird, heisst: Diejenigen der gesuchten Gleichungen, welche 
durch eine Veriinderung der Variabeln weder auf lineare L a p l a c e  sche 
Gleichungen, noch auf die L i  o n v i l l  e sche Gleichung zurückführbar sind, 
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lassen sich, ausgenommen i n  zwei besonders einfachen Füllen, zurückfiihren 
auf die Form î 2 z  a a 

-(Ae" - (Be-"), Zay  = a x  0 Y 

wo 12 und R zwei Funktionen der unabhangigen Variabeln sind, die ge- 
wissen Redingungen genügen müssen; ferner kann die Integratjon dieser 
Gleichung zurückgefiihrt werden auf diejenige einer solchen von L a p l a c e ,  
namlich: 

a 2 z  Sig-A ô z  
--- -. 
E x 2 y  ôx 2 y  + AH5. 

IV. Ü b e r  d i e  T o r s i o n  d e r  L i n i e n  d o p p e i t e r  K r ü r n m u n g  u n d  
d i e  K u r v e n  k o n s t a n t e r  T o r s i o n .  Nachdem Herr  D a r b o u x  auf die 
wichtigen Unterschjede zwischen der Krümmung und der Torsion der Kurven 
doppelter Krümmung aufmerksam gemacht und insbesondere auf die Be- 
deutung des Vorzeichens der Torsion hingewiesen ha t ,  giebt er die Resultate, 
die infolge seiner Anregung i m  1. Bande dieses Werkes, algebraische Kurven 
mit konstanter Torsion aufzusuchen, erhalten worden sind. So verdankt 
man den ner ren  F a b r y  und F o u c h é  eine Kenntnis mehrerer solcher 
Kurven, wenn es bis jetzt anch noch nicht gelungen is t ,  alle aufzufinden. 

V. C b e r  d i e  F u l e r s c h e n  F o r m e l n  u n d  d i e  R e w e g u n g  e ines  
f e s t e n  K o r p e r s .  Die E u l e r s c h e n  Formrln werden auf geometrischem 
Wege in sehr einfacher Weise abgeleitet, wobei sich zugleich unmittelbar 
die geometrische Bedeutung der in  ihnen vorkommenden Grossen ergiebt. 
Die verschiedenen endlichen Bewegungen werden sodann zurückgeführt auf 
Drehungen um 180° (renversement) verbunden mit ebenen Inversionen; 
jede Bewegung einer endlichen Figur  lasst sich zusarnmensetzen aus zwei 
solcher Drehimgen um zwei Gerade. 

YI. X o t e  i i b e r  e i n e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  u n d  ü b e r  d i e  S p i r a l -  
f l  tic h en. i lus  den Gleichungen der Spiralflachen wird deren Diffeerential- 
gleichung abgeleit,et und a n  Stelle derselben die allgemeinere 

m7J2 + 2nrylJ1 + Y ' ~ ] ' ~  = 1 

betrachtet und gezeigt, wie man sie in verschiedenen Fallen integrieren 
kann. 

VII. Ü b e r  d i e  F o r m  d e r  K r ü m m u n g s l i n i e n  i n  d e r  Ni ihe  e i n e s  
N a b e l p u n k t e s .  Die Resultate dieser Note sind vom Verfasser im Jahre 1583 
der Akademie mitgeteilt worden. Rimmt man den Nabelpunkt als ICo- 
ordinaten-Anfang und die Tangentialebene i n  diesem Punkte als X Y-Ebene, 
so liisst sich die entstehende Differentialgleichung dadurch vereinfachen, 
dass mari zu den P ~ l a r r e z i ~ r o k e n  der Iritegralkurveu übergeht. Uiese ge- 
nügen der Gleichurig 

du' 
-- - 

b 'p5+(b-a ' ) l~  - b  
-- ( 1 1 7 .  

U' b ' 1 - i J f ( ' ~ b - ~ ' ) ~ ' + ( ~ - 2 b ' ) p - b  

Der besondere Fall,  dass der Nenner = O is t ,  wird zunachst ausgeschlossen, 
die sich ergebenden Unterfille werden diskutiert und die gefundenen lte- 
sultate auf die WellenAiche angewendet, wobei sich ergiebt, dass die 
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Krümmungslinien derselben in der Nahe eines Nabelpunktes einer Kurve 
10. Grades und 5. Klasse nhnlich sind. Sodann erf'ihrt auch der besondere 
Fall eine eingehende Behandluug. 

VIII. Ü b e r  d i e  A s y m p t o t e n l i n i e n  u n d  d i e  K r ü m m u n g s l i n i e n  
d e r  F r e  snelschen W e l l e n f l a c h e .  Die Wellenflache wird als Apsidal- 
flache eines Ellipsoids betrachtet. Werden entsprechende F'unkte beider 
Flichen analytisch in  Verbindung gebracht, so erhalt man die apsidale 
Transformation, deren Eigenschaften entwickelt werden. Nach Ableitung 
bekannterer Eigenschaften wird gezeigt, dass die Asymptotenli~iien der 
Welleniliche algebraische Kurven sind ( S o p h u s  L i e ,  1870, Comptes 
rendus) und dass man auf ahnliche Weise auch die Asymptotenlinien der 
tetraedralen Fliichen erhalten kann. Dic Gleichung der Krümmungslinien 
der allgemeinen TVellenflBche ist bis jetzt noch nicht gefunden, doch wird 
hier die Bcstimmung derselben für  die beiden Spezialf6lle dnrchgefiihrt: 
1. dass die Wellenfi iiche die Apsidalfliiche eines elliptischen Cylinders is t  
ilna 2. dass sie wenig von der Rugel abweicht. D a  die Wellenflfichen der 
Kristalle von der Kugel wenig verschieden sind, so konnen wir ihre 
Krümmungslinien mit genügender Genauigkeit berechrien. Bus diesen beiden 
Spezialfillen ergiebt sieh zugleich, dass die Krümmungslinieii nicht alge- 
braische Kurven sind. =. Ü b e r  d i e  C a y l e y s c h e  G e o m e t r i e  u n d  ü b e r  e i n e  E i g e n -  
s c h a f t  d e r  F l i i c h e n  m i t  k r e i s f ü r m i g e n  E r z e u g e n d e n .  Schon aus 
der Form des Linienelementes in Ca  y 1 e y scher Geometrie erkennt man, 
dass man i n  ihr  die geodtitischen Linien jeder Fliiche zu-eiten Grades finden 
kann. Das Linicnelemcnt der Regolfliichen in dicscr Geometric Lat die 
Fnrm 

d S 2 -  du2 + (VcosZu + 2 VI COS U. sin TA + '/z sin2u)d.c. 

Da die Regelflachen durch eine Punkt  -Transformation, die sçhon am Schlusse 
des 3. Bandes behandelt wurde, in  solche cyklische Flachen übergehen, bei 
denen die erzeugenden Kreise auf einer festen Kugel senkrecht stehen, so 
k6nnen von diesen gewisse Eigenschaften abgeleitet werden, von denen 
einige auf alle Fliichen mit kreisformigen Erzeugenden erweitert werden. 

X. i j b e r  d i e  p a r t i e l l e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n .  Diese Note 
enthklt, die wesentlichsten Punkte einer Arbeit, welche der Herr Verfasser 
im VII. Rande (1. Serie) der Annales de 1'Ecole Normale im Jahre 1870 
veroffeatlicht ha t  und ist eine Erweiterung der Cauchyschen  Methode der 
Veriindernng der Variabeln i n  Verbindung mit der J a c O b i  schen Integrations- 
methode. Das Wesentliche i s t  also, dass für  x, y, x, y, [yo = f (x, y)] 
gesetzt wird, wo y, passend zu wiihlen ist. Wahrend durch Differentiation 
diese Methode bei Differentialgleiehungen erster Ordnung immer zum Ziele 
fuhrt, d. h. man ebensoviel Gleichungen wie Unbekannte erhklt, is t  bei 
Gleichungen htiherer Ordriung die Zahl der Gleichungen iuimer urn eine 
kleirier als die der Cnbekaunten. Man korurnt jednch auch hier zur 
Losung, wenn eiiles der Gleichungssysteuie zu zwei integrabeln Gleichungen 
führt ,  die kombiniert werden. 
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XI. Ü b e r  d i e  H i l f s g l e i c h u n g .  l n  einem Artikel in den Comptes 
rendus (XCVI. Band) vom Jahre 1 8 8 3  hat  Hem D a r b o u x  den Begriff 
der Hilfsgleichung eingeführt, von dem hier das Wesentliche angegeben 
wird. Wenn man in einer beliebigen totalen oder partiellen Differential. 
gleichung, die eine Funktion z einer oder mehrerer unabhangigen Variabeln 
definiert, z durch z + ~ r '  ersetzt, die erhaltene Gleichung nach Potenzen 
von h' entwickelt und den Koeffizienten von E gleich Nul1 setzt, so e rhd t  
man eine lirieare und homogene Differentialgleichung in Beziehung auf z', 
welche Hem D a r b o u x  die Hilfsgleichurig der gegebenen nennt. Dieser 
Begriff lasst sich auch auf jedes System von I)lfSerentialgleichmgen aus- 
dehnen. Man erhi l t  ein Hilfssystem, welches die einer L6surig unendlich 
bonachbarten Losungen definiert. Mit Hilfe dieser Einfihrung werden zwei 
geometrische Probleme behandelt: zu einer Flgche nlle unendlieh benach- 
barten zu suchen, die mit der gegebenen eine Fainilie eines dreifach ortho- 
g o n a l e ~  Systems bilden, und alle Fliichen zu suchen, die auf eine gegehene 
Flache abwickelbar sind. WILI.GILOD. 

Leopoltl Krontlckers Weinke. Herausgegeben auf Veranlassung der konig- 
lich preussischen Akademie der Wissensehaften von K. HENSET.. Bweiter 
Rand. Leipzig 1897. 540 S. 

c b e r  Plan und hnlage des hier vorliegenden Unternehrnens ist bei 
Gclegenheit der Bespreühung des ersten Bandes berichtet worden. Die erste 
der drci Abteilungen, in welche nach dem Willen K r o n e c k e r s  seine 
zahlreichen Abhandlungcn bei dor üesamtausgabe eingegliedert werden 
sollten, cnthiilt die zum Gebiete der ,,allgemeinen .ArithmetikrL gehorigen 
T7ntersuchungen; der nunmehr erschienene zweite Rand bringt diejenigen Auf- 
siitze dieses Gebietes zurn Abdriick, welche in  die Jahre  1875 bis 1885 
fallen, wiihrend ein dritter n a n d  die erste Abteilung der Werke abschliessen 
und die ihr  beigegebenrn Zusztze vereinigen wird. 

Was  den Inhalt der hier aufs neue publizierten Abhandlungen angeht, 
so beziehen sie sich zu einern Teile auf Einzelprobleme; so enthiilt der Band 
z. B. acht Aufsatze über das quadratische Reziprozitatsgesetz, dessen ver- 
schiedenartige Deweise zu erganzen, zu verbinden und zu sichten K r o n e c k e r  
bis i n  seine letzten Lebensjahre nicht müde wurde, und die grosse Ab- 
handlung über bilineare Formen mit  vier Variabelen, i n  welcher er seine 
neueu Klassenzahlrelationen von der Theorie der korriplexeri Multiplikation 
der elliptischen Funklionen loslGsLe urid auf rein arithrnetischem Wege be- 
gründete. I m  Mittelpunkte aber des Bandes steht die Pestschrift zu K u m m e r s  
fünfzigjahrigem Doktorjubiliium (1881), die arithmetische Theorie der 
algebraischen Grossen, in welcher K r  o n  e c k e r  das Fazit seiner Forschor- 
thlitigkeit zog und die allgemeinen Grundlagen schuf, auf denen es m6g- 
lich wird, die durch ihre Einfachheit und Strenge ausgezeichnetcn Methoden 
der Zahlentheorie zur Ergründung der Eigenschaften algehraischer Zahlen 
und Funktienen anzuwenden; seitdem hahen zahlreiche Arbeiten, die teils 
an diese Festschrift, teils a n  die anders gepriigten, aber gleich gearteten 
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Gedankenreihen D e d e k i n d  s und W e h  e r  s anknüpfen, die Fruchtbarkeit 
dieser Methoden erwicsen. In unmittelbarem Zusammenhange mit der Fest- 
schrift stehen schliesslich eine Reihe kleinerer i n  dem Bande enthaltener 
Abhandlungen, teils vorbereitenden, teils ergiinzenden Inhalts,  unter anderen 
auch die merkwürdige Abhandlung ,,Zur Theorie der Formen hoherer StufenLL, 
deren wahre Bedeutung neuerdings durch Arbeiien von D e d e k i n d  (1892) 
und H u r w i t z  (1894) in  helles Licht gerückt worden ist. 

- - G ~ o n o  L A K D S R E R ~ .  

S. GCNDELFI~GER.  Tafrln zur Rcrechiiung der ret:ll(ln Wnrzeln siiint- 
licher triilomischer Gleiehuiigen. Hinzugefügt sind vierstellige 
Additions - , Subtractions - und Briggische Logarithmen , sox~ie eine 
Interpolationstafel für alle Differenzen unter IIundert. Leipzig 1897,  
B. G. Teubner. 

Die für Astronomen und Techniker bestimmten Tafeln sind durch 
Aushau der Cr a u  s s schen Methode entstanden. 

Wenn es sich um die nerechnung der reellen Wurzeln einer trino- 
mischen Gleichung: xm+n + exm f.= O 

(e und f positive Konstanten) handelt,  so genügt es offenbar, die p O s i t i v  e n  
Wurzeln aufzusuchen. Trinomische Gleichungen mit p os i t i v  e n Wurzeln 
giobt es demnach nur  zwei Arten: 

Geichungen mit  e i n e m  Zeichenwechsei 

1) x m + n + e x m - f - 0 ,  TI) x m f n - e x m - f - 0 ,  

Gleichungen mit z w  e i  Zeichenwechseln 

x m f n  e z m +  f = 0- 

Die hier gegebene Methode unterscheidet sich wesentlich von der G a u s s  - 
schen. Schreibt G a u s s  Tor, mit dem i s o l i e r t  stehenden Gliede zu dividieren 
und die so entstehende Relation mit der Identitat cos20 + sin" = 1 zu 
vergleichen, so stellt der Verfasser die Regel auf, ,,das Glied, welches 
nicht dasselbe Vorzeichen wie die beiden anderen h a t ,  zu isolieren, mit 
irgend einem dieser beiden anderen Glieder zu dividieren und  die so ent- 
stehende Belation mit 1 + IOA -- 1 0 B  zu vergleichen." 

Bcispiclsweise giebt 
X;ni+n + f = exm 

nach Division mit xm+": + f z -  [m+n) = ex-n- 
Setzt man fs-  (m+n) = IO", e x -  n = 1 0 B ,  

so wird: - ( m + n ) l o g x  f l o g f = A ,  
- ?z l o g x + l o g e - R ,  

und 
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E s  kommt also lediglich darauf a n ,  zwei zusammeugehfirige Wcrtc 
für A und B derart zu bestimmen, dass eine Gleichung der Form 
A - yB = c oder B - yA = c befriedigt wird, wobei p einen positiven 
echten Bruch bezeichnet Diesem Zwecke dicnen die vier Tafeln S. 4 7 .  

Vorausgeschickt i s t  auf S. 1 eine Tafel, vermoge deren sich unmittel- 
bar die Aufgaben losen lassen: 

1. Gegeben A = log&,  gesucht B = log (1 + 5 )  oder 

2. Gegeben B = log (1 + g), gesucht A = log 5 .  
Aiif S. 2-3 ist eine Entwickelung aller echten Rrüche, deren Nenner 

kleiner als Hundert,  in  Desimalbrüche auf zwei SMlen gegeben. 
Die Methode wird noch an den Zahlenbeispielen: 

a " - x - 4 = ( )  

x 3 - 7 x 7 = O 1  

B. S ~ o n n i t .  Kiedrre Analysis. Sammlung Goschen. GGschen, Leipzig 1896. 
1 7 3  S. 11. O. 80. 

Knapp und klar  geschrieben, bietet das Buch auf engem Raume die 
Grundlagen einer Reihe ausgewihlter Kapitel der niederen Arialysis. 

l m  ersten Abschnitt behandelt der Verfasser die Theorie der Ketten- 
brüche und benutzt sie zur Auflosung der diophantischen Gleichungen ersten 
Grades. Auch diophantische Gleichungen zweiten Grades werden behandelt 
und die P e l l s c h e  Gleichung a n  einigcn Beispielen erlautert. 

Der zweite Abschnitt bringt das Wescntliche aus der Kombinations- 
lehre und Wahrscheinlichkeitsrechnung. Ausser den bekannten , dem Würfel- 
spiel entlehnten Aufgaben hatten passend noch Beispiele aus der kinetischen 
Castheorie hier Platz finden konnen. 

Der Verfasser geht dann zu den Reihen über und bespricht im dritten 
Abschnitt die arithmetischen Reihen hoherer Ordnung, die verschie- 
denen Arten figurierter Zahlen und den Degriff der Interpolation, wo die 
L a g r  a n  gesche Iriterpolationsforme1 ihre Stellung fiudet. I m  nachsten Ab- 
schnitt folgen die Konvergenzbetrachtungen für unendliche Reihen, die 
Methode der unbestimmten Koeffizienten, der allgemeine binomische Lehr- 
satz, die Exponentialreihe, die trigonometrischen, hyperbolischen und cyklo- 
mctrischen Funktionen, unendliche Reihen für  die L u d o l p h s c h e  Zahl, 

,nnendliche Prodilkte fiir s i n x  und cosx,  der Cotessche Satz und interessante 
trigonometrische Reihen, auf deren Bedeutung fiir die Theorie des Dreh- 
stroms der Verfasser hatte hinweisen konnen. 

Der letzte Abschnitt bnngt  die allgemeinen Eigenschaften der algebra- 
ischen Gleichungen, sowie mehrere Methoden für die algebraische Auf- 
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losung der Gleichungen vierten Grades, von denen allerdings eine genügt 
hatte, und endlich die bekanntesten Methoderi zur niherungsweisen Auf- 
losung der Gleichungen. 

Das Buch eignet sich für  den Schulgebranch sowohl wie für das 
Einzelstudium, insbesondere dütite es dern angehenden Techniker, dessen 
mathematische Kcnntnisse an das Niveau der Untersekunda einer Vollanstalt 
bezw. Prima einer Realschule heranreichen, zur Weitcrbildung zu empfchlen 
sein. E: JAHKKE. 

3'. BESDT. Katechisrnus der Diffcrential - niid Integralreclinung. 
Leipzig 1896 ,  J. Weber. 267  S. RI. 3. 

Der Verfasser ha t  den Versuch gemacht, ein Mittelding zu schaffen 
zwischen den vollstündigen Lehrbüchern, welche die Elemente der Differential- 
und Integralrechnung in mathcmatischer Strenge entwickelt darbieten, und 
jenen Schriften, die auf wenigen Rogen eine Vorstelliing von dem Wesen 
d ~ r  Tnfinitesimalrechnung erwecken wollen. Den ersteren entlehnt der Kate- 
chismus die wichtigsten Methoden und Anwendungen, mit den letzteren h a t  
er den Verzicht auf strenge Beweisführung gemein. 

Ein Blick i n  das Inhaltsverzeichnis lasst die Reichhaltigkeit des 
Katechisrnus erkennen. Ein vorbereitender erster Teil bringt den gewohn- 
lichen binomischen Lehrsatz und Methoden zur Entwickelung geschlossener 
Ausdrücke in unendliche Reihen. Hierbei is t  dem Verfasser auf Seite 11 
ein Versehen untergelaufen, wenn er ansetzt 

und fortfihrt:  ,,Wie man hier sofort sieht, ist  diese Reihe vom zweiten 

Gliede an eine geometrische Reihe mit dem Quotienten AmLr Auch dürfte 
2 

die Übersetzung von transscendent mit ,,unendlichLL keine zutreffende sein. 
Der zweite Teil handelt von der Differentialrechnung. F a c h  einem 

einleitenden Kapitel über den Grenzbegriff und den Begriff der Stetigkeit 
entwickelt der Verfasser den Begnff des ersten und der hoheren Differential- 
quotienten und erlautert deren Bildungsgesetz a n  einer grossen Reihe von 
Beispielen. Hieran schliessen sich die Reihen von T a  y l o r  und M a c  L a u r i n  
mit Ariwendung auf die bekarintesten transseendenten Funktionen. Ein 
weiteres Kapitel is t  der Bestimmung des wahren Wertes einer Funktion 
gewidmet, die für  einen speziellen Wer t  der Yariablen in  unbestimmter 
Form erscheint. E in  Kapitel vom Maximum und Minimum der Funktionen 
bildet den Übergang zu Anwendungen der Dfirent ialrechnung auf die 
Untersuchung der Kurven. 

Der dritte Teil,  die Integralrechnung , enthalt die Integration rationaler 
Fnnktionen, die t e i lweis~  Integration und eine Tabellc der wichtigsten un- 
bestimmten Integrale; einfache hestimmte Integrale, geometrische Anwen- 
dunger der Integralrechnung (Quadratilr und Rektifikation der Kurven, 
OberAZchen- und Tnhaltsbestimmung der Rotationskorper), vielfache Inte- 
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grale, die Integration von Differentialgleichungen erster und hoherer Ord- 
nung sowie ein Kapitcl über die komplexen Zahlen und die Moivrcsche 
Formel. Auch dieser Teil bietet eine Fiille von Beispielen zur Erltiuterung 
der Lehrsatze und allgemeinen Retrachtnngen. 

Der Katechisrnus sol1 nach der Absicht des Verfassers der Praxis 
dienen. ,,Er wendet sich a n  Leser, die die Mathematik nur als Slittel fur  
ihren besonderen Zweck betreiben." E n d  diesen Kreisen dürfte das Buch 
in der That  gute Dienste leisten. E. JAHNKE. 

K. ROPPES iirithmetik und Algebra zurn - Gcbraucho an hoheren Thtcr- 
richtsanstalten, neu bearbeitet von J. Dri.:xu~h-w. 13. Auflage. II. Teil. 
Badeker, Essen 1897. 204 S. 31. 2.40. 

Die sachliche Seite der Hearbeitung is t  fast durchgangig eine neue 
und selbstündige geworden. So ha t  der Herausgeber der ,,Anweudungen 
der Determinanten und Elemente der neueren AlgebraL' die Lehre von den 
Gleichungen zweitcn und hoheren Grades erweitert und vertieft, namentlich 
auch nach dcrjenigen Richtung hin,  in wclcher sie für die analytische 
Geometrie i n  Betracht kommt. Die nurnerische Auflosung der Systeme 
zweiar bezw. dreier linearer Gleichungen mit Hilfe von Determinanten 
mochte auch Referent als die praktisch brauchbarste empfehlen. Zur Ein- 
übung der Auflosungsmethoden für  Systeme zweier bezw. dreier Gleichungen 
zweiten, dritten, vierten Grades bringt derverfasser eine Reihe interessanter 
Beispiele bei. Eines derselben erinnerte Referenten a n  ein elegantes 
Gleichungsçystem, das ihm vor Jahren begegnete. Es  lautet: 

Auf die beiden ersten Abschnitte, welche den Gleichungen gewidmet 
sind, folgt ein Abschnitt über die geometrischen Reihen mit Anwendung 
auf die Zinseszins- und Renteiirechnung. Besonders ausfuhrlich wird hier 
über die Tilgung von Schuldsummen, über die Ausgabe und Verlosung 
von Schuldscheinen gehandelt. Der  vierte Abschnitt enthalt die arithmetischen 
Reihen erster und hoherer Ordnung mit Anwendung auf die Kugelhaufen. 
Beiden Abschuitten sind eine Reihe von Übungsau&aben angehiingt. 

Im fünften Abschnitt bespricht der Verfasser den binomischen Lehrsata 
für positive ganze Gxponenten, die Exponentialreihe, die Darstellung der 
komplexen Zahlen und die logarithmischo Reiho. Dabei finden die Auf- 
16sung der binomischen Glcichung zn= 1 und die Bcreehnung der L u -  
d 01 p hschen Xahl ihre Erledigung. Auch hier bieten eahlreiche Gbungm 
dem Schüler Gelegenheit teils zur Einpragung àes Erlernten, teils zur Auf- 
findung neuer Wahrheiten. 

Ein hnhang  zu dieser ersten Abteilung bringt die kombinatorischen 
Rechnungen und deren Zusammenhang mit dem binomischen Lehrsatz, die 
Lehre von den Kettenbrüchen sowie die E u l e r s c h e  und die L a g r a n g e -  
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çche hfl6sungsmethode der diophantischen Gleichungen nebst Übungs- 
material. 

Die zweite dbteilung bringt in  zwei Abschnitten ansführlich die Aiif- 
16sung der kubischen und biquadratischen Gleichungen, und sodann die 
huflosung der numerischen Gleichungen hiiherer Grade. Dort  geht der 
Verfasser auf den Begriff der Discriminante und den der Resolvente genauer 
ein; hier kommen nach einander Gleichungen mit rationalen und solche 
mit irrationalen Wurzeln zur Behandlung. F ü r  die Ermittelung der letzteren 
ist die N e w t o n  sühe Anri%herurigsmethode gewiihlt. 

g i n  letzter Abschnitt hanùelt von den extremen Werten einer Funktion. 
Nachdem für eine Beihe spezieller typischer Funktionsformen die Grenzwerte 
abgcleitet worden sind, geht der Verfasscr zur allgemeinen Behandlung des 
Maximum- und Minimumprnblems über. Den Bcschluss bilden einc Fülle 
lehrreicher Aufgabm ans der Planimetrie, Stereometrie und Physik. 

E. JAHKKE. 

W. WIKTER, Algebra. Lehrbuch mit Aufgabensarnmlung fur  Schulen. 
Zweite Auflage. Th. Ackemann,  München 1895 .  3 1 8  S. 

Lehrbücher sind für  den Untemcht  in der Algebra überflüssig, wohl aber 
sind Bufgabensammlungen mit Vorteil zu verwenden. Die neueren Samm- 
lungen, an denen nicht gerade Nangel herrscht, zeigen die Einrichtung, 
dass den einzelnen dbschnitten eine kurze Darstellung der algebraischen 
Gesetze und womfiglich vollstindig durchgeführte Übungsbeispiele voran- 
gestellt sind. Auch der Verfasser des vorliegenden Lehrhuches ba t  diese 
Einrichtung getroffen. Zu den schwierigeren Aufgaben sind am Schluss 
jedes Abschnittes die Besultate beigefügt. Die Heispiele sind uach der An- 
gabe des Verfassers von ihm selbst gefertigt und  im Unterricht auf ihre 
Rrauchbarkcit geprüft. Insofern muss auch diese Sammlung wie jede, 
welche neue Aufgaben b i d e t ,  als wertvoll bezeichnet werden. 

E. SCHULTZ, Vierstellige inathematische Tabellen im engen Anschluss 
a u  die mathematischen Tabellen der technischen Kalender. Baedeker, 
Essen 1836. 8 0  S. M. 0.80. 

,,Der Verfasser ist  der Überzeugung, dass die sichere Kenntnis des 
Gebrauches der mathematischen Tabellen i n  den technischen Kalendern dem 
Schüler auch spater in der Praxis von grossem Werte  sein wird. Da nun 
aber der kleine Druck der Kalendertabellen bei den vielfach anzustellenden 
llbungen die Sehkraft der Schüler wesentlich beeintriichtigt, soll durch die 
Herausgabe dieser Tabellen in  erster Linie die Schonung des Auges be- 
zweckt werden." Das Destreben, einen moglichst engen Anschluss a n  die 
Einrichtung der Kalendertabellen zu erreichen, ha t  den Verfasser zu einer 
von anderen Tabellen abweichenden Ablesung von Grad und Jlinuten 
geführt. 

Hist.-litt. Abt. d. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 43. Jahrg. 1808 4.0 .  5. Heft. 13 
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Die Tabellen erscheinen i n  zwei Ausgaben, mit und ohne Anleitung. 
In  der Anleitung erliiutert der Ver fa~ser  a n  25 interessanten Ueispielen aus 
der Praxis die Ar t  der Benutzung seiner Tabellen sowie der mathematischen 
Tabellen der technischen Kalender. 

Auf diese Beispiele, die zum Tcil des Verfassers ,, Leitfaden der Korper- 
bercchnung für  gewerblichc Schulen sowie zum Selbstuntcrricht für den 
MaschinentechnikerCL entlehnt sind, m6chte Referent, besonders aufmerksam 
machen. E. JAIINKE. 

P. T m r r ~ r m i ~ .  Vierstellige logarithmische und goniometrische Tafelu 
nebst den notigen Hilfstafeln. Vieweg, Hrdunschweig 1896. 72 S. 
M. 0. 60. 

Als Vertreter der Ansicht, dass dem mathematischen Lnterricht der 
Mittelschule a m  besten durch vierstellige Logarithmentafeln gedient is t ,  hat 
der Verfasser hier auf Grund langjihriger Schulerfahrung eine solche Tafel 
angefertigt. Zwar sind deren schon mehrere vorhanden, dio durch billigen 
Preis, passendes Format, deutlichen Druck, Übersichtlichkeit der Anordnung 
u. s.w. in  gleicher Weiçe ausgezeichnet sind. Die neue Tafel aber sol1 ,, das 
so sehr authaltende Tnterpolieren ganz unnotig machen oder auf das aller- 
geringste MaB herabdrücken, urn so die rasch fordernde Benutzung der 
Tafel als eines Rechenknechtes zu erm6glichen." E. JAHNKE. 

31. KROGÜK. Die Plauimetrie iii ansfuhrlicher Darstellniig und mit be- 
sonderer Berücksichtigung neuerer Theoricn. Nebst einem Anhange 
über Kegclschnitte. 0. Mcissner, Hamburg 1896.  5 1 1  S. M. 8. 

Der Verfasser erhebt àen Ansprucli, im vorliegenden Buch ,,ein klares 
System aller irgend erheblichen und lernenswerten planimetrischen Wahr- 
heiten zu geben" für diejenigen, welche ,,sich mit der gewohnlichen schul- 
gemiissen, durch mancherlei Rücksichten und Hemmnisse beschriirikten He- 
handlung nicht begnügen konnen und w o l l ~ n . ~ ~  

Um zu beurteilen, ob dieser etwas pomphaften Ankündigung die Aus- 
führung entspricht, wird es netig sein, auf das Werk  niiher einzugehen. 

Bei dem angedouteten Standpunkt dos Verfassers überrascht zunachst 
die schwerfallige Breite, i n  der wenigstens die ersten Kapitel gehalten sind. 
Wo eine passende nefinition hingereicht hktte, iim unmittelbar den L ~ h r -  
satz zu erhalten, finden sich langathrnige Beweise, die womoglich noch die 
Algebra zu Hilfe nifen. W o  a n  sich einfache Verhiiltnisse vorliegen, fùhrt 
der Verfasser neue Bezeichnungen ein, welche den doch wohl erstrebten 
Zweck der Zusammenfassung und Vereinfachung jedenfalls nicht erfùllen. 
Bei der Lektüre dieser Kapitel kamen dem Referenten die Worte in 
den Sinn, welche Kerr I i e r t r a m  bei der Desprechung einer neuerdings 
erschienenen Didaktik des rnathematischen Unterrichts d e r  gegenwartigen 
Lehrergerieration zugerufen hat: ,,So is t  es erkliirlich, dass der Anfang 
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den Anfiingern Betrachtungcn zumutet, fiir welche das Interesse erst er- 
zwungen werden muss; dass das jugendlich naive Hantieren mit  Rechen- 
operationen und geometrischen Konstrukt,ionen früher durch Zweifel und 
logische Sicherungen unterbrochen wird, als bis die Stellen erreicht werden, 
wo sie unvermeidlich sind und dem nun in Anschauungen und Erfahrungen 
gereifteren Geiste als das klar werden, was sie sind, namlieh die ersten Offen- 
barungen der eigentlich mathematischen Ideen. . . . Sollte aber nicht der ganze 
mathematische Kursus des Gymnasiums als ein propadeutischer anzusehen 
sein, und würde nicht eine betrlichtliche Zahl von abstrakten Deduktionen 
auf ein spiiteres Lebensalter verschoben werden konnen, wenu mari die E r -  
ziehung der Sahüler zu wirklich strenger Wissenschaftlichkeit su anlegt, 
dass man. was historisch den Mathematikern erst nach der Entstehung der 
einzelnen Zweige ihrcr Wisscnschaft zur vollen Erkenntnis gekomrnen ist, 
auch den Schülern erst am Ende ihrer Schullaufbahn in einem Xückblick 
m m  Bewusstsein zu bringen suchte?" (Zeitschrift für Gymnasialwesen TI, 
5 3 8 5 4 1 . )  

Aber auch sonst noch hieten die ersten Kapitel Anlass zu Ausstellungen. 
So bemüht sich der Verfasser in  der Einleitung - natürlich vergebens -, 
eine Definition der geraden Linie und der Ebene aufiustellen, er übersieht, 
dass der Begriff der Richtung denjenigen der geraden Linie involviert. 
Dieselbe Unklarheit bezüglich des Richtungsbegriffs beherrscht die Parallelen- 
theorie des ersten Absehnitts. Der zweite Abschnitt trligt die Überschrift 
,,Eutstehung und allgemeine Eigenschaften geradliniger FlLi~hen'~. Als 
,,geradlinige FllichenLL bezeichnet der Verfasser ebene, von geraden Linien 
begrenzte Figuren! 

Kann hiernach Referent sich mit der Darstellung in den einleitenden 
Küpiteln nicht cinverstanden erklaren, so mechte e r  das Anerkennenswertc 
in einzelnen der nun folgendcn Abschnitte um so mehr hervorhcben. 

Dahin gehort sogleich der drit'te Abschnitt, wo der Verfasser ausführ- 
lich den Symmetricbegriff behandelt, u m  ohne Hilfe der Kongruenzs5tze 
sine grosse Reihe von Eigenschaften der Dreiecke und Vielecke herzuleiten. 

Allerdings muss auch hier bernerkt werden, dass von den eingefiihrten 
nezeichnungen ein Teil enthehrlich ist. Die vorgeschlagenen Zeichen für  
centrale und axiale Symmetrie erscheinen dem Referenten nicht einfach 
genug, u m  auf Einführung hoffen zu konnen. 

Der vierte Abschnitt bringt die bekannten Methoden zur geometrischen 
Konstruktion von Dreieeken und Vierecken, der fünfte, welcher sich ver- 
schiedentlich an das ausgezeichnete ,,Lehrbuch der Geometrie von A. Kunze iL  
anlehnt, die Inhaltsbesiimmung ,,geradliniger Fl~chen."  Hier nimmt der 
Verfasser Gelegenheit, am Quadrat das Verhiltnis zweier inkommensurabler 
Strecken klar  zu legen. E r  fihrt dann S. 1 4 3  fort: ,,Ein solches nicht 
absolut genau anzugebendes Verhiiltnis heisst irrationalLL. Der Ver- 
fasser übersieht den Unterschied der irrationalen von den trarisscenderiten 
Grossen, was in  dem Kapitel ,,Kreisberechnungen und Kiiherungskon- 
struktionenLL uoch klarer zu Tage t r i t t ,  wo n: als Irrationalzahl hingestellt 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



172 l3istoiisch-litterarische Abteiliing. 

wird (S. 394). Infolgedessen weisen auch die sonst reichlichen historischen 
Notizcn an diescr Stelle eine Lücke auf. 

Es  folgt dcr scchste Abschnitt, die Kreislchre umfassend. Die Dar- 
stellung unterscheidet sich von der gebraiichlichen dadurch, dass der Kreis 
als symmetrische Figur  behandelt wird, und  dass ein Teil der Sntze nach 
dem Prinzip der Dualit,at angeordnet ist. Die beigefügten ,,Satze und Aiif- 
gaben zur i;'bung L L  (es sind deren 311) geben dem Verfasser Veranlassung, 
die mannigfachen Beziehungen an der p-Figur  ausführlich darzulegen. 
Vielleicht entschliesst sich der Verfasser in einer nachsten Auflage, die 
knappen Ausdrücke I n - ,  Um- und Ankreis aufzunehmen. 

Die beiden nun folgenden Ahschnitte gehoren zu den besten des 
ganzen Werkes. I n  ihnen kommt ausser dem gewohnlichen Schulpensum 
eiu Teil der wesentlichen Ergebriisse neuerer Untersuchungen zur Uarstellung, 
besonders ausführlich das wichtige Puukt  - und  Strahleugebilde, die Potenziali- 
t ë t  und ahnlichkeit der Kreise, die Lehre von den Kreisbüscheln und im 
Anschluss hieran das wichtigste über Punkt -  und Strahlensysteme. Als 
Schluss des achten Abschnittes ha t  der Verfasser neben dem Probleui des 
A p  o l l o n i u s  auch das M a l f a t t i s c h e  aufgcnommcn und von diesem eino 
elementare Losung gegeben, deren husgsngspiinkt,e sich nach der Angabe 
des Verfassers i n  J u l i u s  P e t  e r s  e n  ,,Methoden und TheorienLL finden. 

Dem siebenten wie dem achten Abschnitt sind wieder zahlreiche 
,,Satze und Aufgaben zur ÜbungLL augehiingt, unter dencn besonders die 
zum letzteren gehorige Sammlung hervorgehoben zu werden verdient. 

Den metrischen Relationen am Dreieck und Viereck, welche schon 
der fünfte Abschnitt beigebracht ha t ,  reihen sich im neunten Abschnitt 
solche fiir die Kreispolygone an. 

Der zehnte dbschnitt  bietet einige isoperimetrische Satze und Auf- 
galieri und der elfte das wesentliche aus der ,,algebraischen Analysis bei 
geometrischen KonstruktionenLL. l m  letzten Abschnitt ha t  der Verfasser 
zunachst ausführlich die Kreispolaritst behanddt  und sodann versucht, das 
Prinzip der reziprokcn Radien und die Kreisverwandtschaft ,,in einer Wcise 
darzustcllen, die davon übcrzcugen mochte, dass diese Xaterie sich ohne 
zu grosse Ansprüche an di8 Passungskraft der Durchsçhnittsschülcr be- 
wiiltigen lasse und sehr wohl zur Aufnahme in das wiederholende und er- 
weiternde Pensum oberer Klassen geeignet wiire." 

Der Anhang bringt das Wichtigste über die Kegelschnitte. Nachdem 
zucrst die Ellipse, Hyperbel und Parnbel als geomctrische (Jrter behandclt 
und besonders auf metrische Eigenschaften hin untersucht worden sind, 
werden sie als Kreisprojektionen durch Punkte und Tangenten bestimmt. 
Die rvichtigsten Satze über Polaritat und Involution schliessen sich an. 

Zum Schluss mochte Referent noch seine Xustimmung zu dem ab- 
lehnenden Standpunkt des Verfassers bezüglich der Frage ausdrüeken, ob 
die hypereuklidischen Untersuchungen in dem Lehrplan der Schule eine 
Stelle finden sollen. Es erledigt sich diese Frage aus der allgemeirien Er-  
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wagung, dass fïir den Schulunterricht der Schwerpunkt auf das Konnen 
und nicht auf das Kennen gelegt werden muss. 

Zusammenfassend mochte Referent hiernach sein Urteil über das Ruch 
dahin abgeben, dass es, von den gerügten Mangeln abgesehen, i n  mancher 
Hinsicht eine Bereicherung der Lehrbuch-Litteratur über Planimetrie bildet. 

Bibliographie 
vom 9. Jiini bis 4. Xilgust 
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S. LIE. Geometrie der Rerührnngstransformationeii. Dargestellt von 
S. LIE und G. SC~EFFEHS. 1 .  Rd. XI  und 694 S. Leipzig 1896,  
B. G. Teubner. 

Die analytische Theorie der Lieschen Berührungstransformationen h a t  
ihre T)arst,ellung im zweiten Bande der van 1,i e und E n g e l  herausgegebenen 
,,Vorlesungen über endliche, k~nt~inuier l iche TransfomationsgruppenLL ge- 
funden; man sehe die Besprechung in dieser Zeitschrift Bd. 3 9 ,  1894 ,  
S. 95 flg. W i r  konnen uns daher, dem Tite1 des vorliegenden Bandes 
entsprechend, im wesentlichen auf die geometrischen Auffassungen und An- 
wendungen der Theorie beschranken; übrigens wird die letztere als solche 
auch hier noch einmal in  ihren Grundzügen entwickelt. 

Um gleich das Haupturteil vorwegzuuehmen, so scheint uns gerade 
dieses Werk ,  wie kein anderer Band der ganzen Serie, geeignet, Anfinger 
i r i  das Liesche Systern einzuführen: wir mochten sogar noch &en Schritt 
weiter gehen und es, namcntlich im Interesse der Geomcter, fast bedauern, 
dass der vorlicgende Band nicht gleich als erster erschienen ist. 

E s  handolt sich um eine erweitertc Wiedergabe der inhaltsreichen Ab- 
handlungen L i e s  zumeist ans dem Anfang der siobziger Jahre über Ra- 
rührungstransformationen. Man erkennt deutlich, wie L i e  corn Beginn 
seiner wissenschaftlichen Thatigkeit a n  von der Anschauung durchdrungen 
war, ,,dass sich Analysis und Geometrie ebenso wie früher auch in unserer 
Zeit gegenseitig stützen und mit neuen Ideen bereichern sollen." Man 
beobachtet, aus welchen Anschauungsquellen heraus sich beim Verfasser 
die Keime zu seinen neuen und umfassenden Ideen gebildet und entwickelt 
haben, was auf einen historisch veranlagten Leser unzweifelhaft anregender 
wirkt, als ein systematischer Aufbau der Theorie, so wichtig ein solcher 
an sich sein mag. 

Das Buch gliedert sich in drei grossere Abschnitte. 
Der  erste behandelt die Lehre von den Linienelenienten (kürzer ,,L. E.") 

in der Ebeue nebst den zugehkigen Berühru~igstransformationen (kürzer 
,,B. T.('). 

Der zweite und dritte Abschnitt nehmen die Xrweiterung auf den 
h u m  i n  Angriff, die in doppelter Weise vor sich geht: der zweite Ab- 

E s t . - L i t t .  Abt. d. Zeitschr. f .  Math.n. Phys. 43. Jahrg. 1898. 6. Heft. 14 
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schnitt fiihrt i n  die Lehre von den L.E. im Raume ein, der dritte in die 
von den Fliichenelementen (kürzer ,,F. E."). Die B. T. des Raumes bleiben 
im wesentlichen einem zweiten Bande vorbehalten. 

Der erste Abschnitt beginnt zweckmiissig mit einer Anzahl klassischer 
geometrischer Transformationen, die sich als B. T. einer Ebene i n  sich, 
respektive einer Ebène in eine andere auffassen lassen. 

Dahin gehoren die Orthogonalprojektion einer Ebene auf eine zweite, 
die allgemeine ebene projektive Punkttransformation und die ebene Inversion. 
E s  sind das ,,uneigentlicheLL B.T. der Eliene. Zuniichst ordnen sie nur 
je einem Punkte Y der Ebene einen P u n k t  P' zii; da aber wegen der 
Stetigkeit der Transformationen auch jedem zu P benachbarten Punkte d )  
ein zu 1" benachbartcr Punkt  &' cntspricht, mithin auch jeder Fort- 
schreitungsrichtung durch P eine bestimmte Fortschreitungsrichtung durch &, 
so wird auch jedem Punkt  und einer durch ihn gehenden Geraden ein 
anderer Punkt  nebst einer durch ihn gehenden Geraden korrespondieren, 
oder, nach L i e ,  ein L. E. einem II. E. Die beiden entgegengesetzten Rich- 
tungen einer Geraden werden hierbei nicht auseinandergehalten (S. u.). Ana- 
lytisch ergiebt sieh sofort? wenn 

1) x i = X ( x , l l ) ,  ZI,-Y(x,z/) 
die Punkttransformationen darstellen, durch ,,ErweiterungL' die Transformation 
der Riehtungen: 

2) 

und die Xx etc. die bezüglichen partiellen Differentialquotienten bedeuten. 
Dass die neue Auffassung bereits manche Vorteile bietet, dafür mag 

die Inversion als Beispiel dienen; die übliche dusnahme in der Zuordnung 
von Pol  O und der unendlich fernen Geraden u f'allt jetzt fort,  da dem 
Pol  O und einer dureh ilin gehenden Richtung (Geraden) ein bestimmter 
Punkt  auf u ,  also auch hier ein L. E. einem L. E. entspricht. 

Man hlitte freilich auch die Punkttransformation 1) mit irgend einem 
von 2) verschiedenen Zuordnungsprinzip für die Richtungen kombinieren 
konnen, gegcnübcr al1 diescn eusammengesetzten Transformationcn i s t  die 
durch 1), 2) festgelcgte offenbar dadurch ausgezcichnet, dass sie die L. E. 
einer Kurve wiederum i n  die L. E. einer Kurve iiberfiihrt. 

iL1s Beispiele für ,, eigent,licheLL B.T. der Fbene - die nicht durch 
Erweiterung einer Punkttransformation entstehen - dienen die Dilatation, 
die Fusrpunkttransformation, die Transformation durch reziproke Polaren. 

Hier geht zwar auch jedes L. E. einer Rurve i n  ein ebensolches über, 
aber die L.E. eines Punktes verwandeln sich im allgemeinen nicht wieder 
in  die eines Punktes, sondern i n  die einer Kurve. Man wird so darauf 
gerührt, einen Begriff aufzustellen, der die Begriffe : ,PunktLL und ,,KurveL', 
und nur diese umfasst: das is t  der ,,ElementvereinLL, analytisch eine solche 
ool Schar von L.E., die der ,,speziellen Pfa f f schen  üleichungLL: 
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3) d y  -pdz  = O 
genügen. Auch die Theorie der gew6hnlichen Differentialgleichungen 
erster Ordnung ET(x, y ,  p )  = O führt von selbst d a r a d :  eine solche Gleichung 
integrieren heisst nichts anderes als alle Elementvereine zu bestiuunen, deren 
Elemente F = O erfüllen. 

Eine B. S. der Ebene ist damit definiert als eine solche Transformation 
der L. E. (x, y ,  p) ,  die jeden Verein von Elementen c ~ ,  y,  p) i n  einen 
Verein (r1, y,, p , )  iiberführt. Analytisch is t  dazu das Bestehen einer 
Identitiit 

4) dlli - P l d x l =  g ( ~ 1  Y, P) (&Y - p d x )  (e  =I= 0) 
erforderlich, oder, was auf dasselbe hinauskornmt, die Invarianz der 
Gleichung 3). 

Alle B.T. der Ebene lassen sich, wie eine einfache Rechnung zeigt, 
durch ,,ausführbare" Operationen (nimlich Differentiationen und Elhinat ionen)  
erhalten. 

Dasselbe leistet eine weniger einfache, aber tiefer eindringende Inte- 
grationsrriethode, die darauf beruht,  dass die eine B.T. der Ebene aus- 
drückenden Transformationsfunktionen xl, yl, pl der z ,  y,  p a n  gewisse 
Uifferentialrelationen geknüpft sind, deren Bestehen umgekehrt eine B.T. 
charakterisiert. 

Indessen ist wohl zu beachten, dass keine der beiden Methoden eine 
explizite Darstellung ssmtlicher B. T. der Ebene liefert. Will man das, so 
wird man genotigt, den Begriff der , , infinite~irnalen'~ B.T.  einzuführen, das 
ist einer solchen, bei der die L.E. nur  unendlich kleine Andenmgen er- 
fahren. Die mittels der T a  y lorschen Reihe auszuführende Rechnung zeigt, 
dass eine beliebige Funktion f (x, y, p) bei einer infinitesimalen B. T. den 
Zuwachs 

5) Bf =[(Wf)  - W f y ]  B t  = Bf.61 
erfahrt, wo d t  einen unendlich kleinen Parameter bedeutet, W eine gewisse 
Funktion der z, y, p, ( Wf) den sogenannten ,,P O i s s o n schen Klammer- 
ausdruck"; u m g e k e h r t  l i e f e r t  5) b e i  A n n a h m e  e i n e r  w i l l k ü r l i c h e n  
P u n k t i o n  W s t e t s  e i n e  i n f i n i t e s i m a l e  B. S. 

Der Ausdruck Bf, der Faktor von Ot in  5 ) ,  heisst das ,,Syinbol" 
der infinitesimalen B. T., W ihre ,,charakteristische Funktion". 

Mit der Theorie der B. S. der Ebene ist aufs engste die ihrer  
,,Differentialinvarianten erster Ordr~ung'' verknüpft, das i s t  der der B. T. 
gegenüber invarianten Funktionen von x,  y,  p ;  eine solche is t  eine beliebige 
Punktion von zwei unabhiingigen Individuen u, v ;  kennt man von diesen 
nur die eine, so bcstimmt sich die andere durch eine Quadratur. Weiter- 
hin tritt der Begriff zweier ,,vertauschbarercL B. T. B, f und B, f in den 
Vordergrund, das heisst solcher, deren Reihenfolge gleichgültig ist;  sie 
lassen sich auf eine besonders einfache kanonische Form (ngmlich zweier 
infinitesimaler Translationcn) bringen. 

Die Verfvsser unterlassen nicht, die ohigen Begriffe nud Satze a n  
zahlreichen Beispielen zu illustrieren. E s  mag genügen auf eine An- 

14 * 
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wendung hinzuweissn, die hinsichtlich der Bedeuturig und Schwierigkeit 
des Gegenstandes die Tragweite der hlcthoden erkennen 18sst: wie muss 
das Uogenelement einer Flache beschaffen sein, anf der dio Schar der geo- 
diitischen Kreise unendlich viele B.T. gestattet? Als Resultat einer nicht 
einfachen Rechnung ergiebt sich, dass nur  zwei Klassen solcher Fliichen 
existieren, die Flachen konstanter Rrümmung und die SpiraiKichen. 

Der  Übergang zum zweiten bbschnitt ,  der den L.E. des Raumes gewidmet 
is t ,  wird durch eine Operation vermittelt, die auch weiterhin eine durch- 
greifende Redeutung erhalt, durch eine ,,AbbildungLL der L .  E. (x, y , p )  der 
Ebene auf den Punktraum. Eine solche is t  leicht herzustelleri: man trage etwa 
im Punkte (x, y) des L. E. (x, y, $7) der Ebene 3 ein Lot von der Lange p 
auf, so wird der Endpunkt (x, y ,  p) das ,,BildLL des L. E. der Ebene E 
sein und umgekehrt. 

Demgemass bilden sich die Elemcntvereine der Ebene 3; im Raume 
ab als die , , I n t e g r a l k ~ r v e n ' ~  von 3), das hcisst als die Kurven, dcren L.E. 
die Gleichung 3) erfüllen. 

Die Verfasser ergreifen die Gelegenheit, den allgemeinen , ,Pfaffschen 
Gleichungen" - linearen homogenen Gleichungen i n  d z ,  dy,  d p ,  deren 
Koeffizienten Fnnktioncn von X, y, p sind - insbesondere ihren kanonischen 
Formen respektive denen ihrer linken Seiten, der ,,I' f a f  f schen AusdrückeLL, 
eine eingehende Untersuchung zu Sei1 werden eu lassen; es giebt solcher 
kanonischen Formen bei Anwendung von Punkttransformationen (x, y, p )  
nur zwei respcktive drei, von denen im ersteren Falle die Gleichung 3) die 
eine reprasentiert. 

W i r  lassen ùiese und damit zusarrimenhiingende s~eziel lere  Unter- 
suchungen beiseite und wenden uns zu den gru~idlegenden Entwickelungen 
über Mo n g  esche Gleichungen und P l ü c k e r  sche Linienkomplexe. 

Indem, wie üblich, x ,  y, z, die Koordinaten eines ltaumpunktes be- 
zeichnen mogen, verstehen die Verfasser unter einer ,:M ongeschen GleiehungLL 
eine i n  d z ,  d y ,  d z  hornogene, deren Koeffizientcn im allgemeincn noch von 
x, y ,  z abhiingen. 

D a  ein L. E. des Raumes bestimmt i s t  durch seinen P u n k t  (x, y,  z) 
und die beiden Verhaltnisse der d x ,  d?j, ciz, welche seine Richtung an- 
geben, so wird vermoge einer Mongeschen  Gleichung sus den w5 L. E. 
des Raumes eine cmd-Schar ausgeschieden, so zwar, dass jedem Raum- 
punkt  Y noch eine ml-Schar  von L.E. zugewiesen i s t ,  deren Geraden 
 de^ ,,Elementarkegel" von P bilden. Auf einer beliebigen Fliiche liegen 
ùaher stets eine oder mehrere Scharen von Integralkurven einer Mongeschen 
Gleichung. 

F ü r  den Geometer wmden i n  erster Linie solche M o n g e  sche Gleichungen 
in Rctracht kommen, die mg Gerade als Integralkurven besit,zen. Dann 
und n u r  daun wird die M ongesche  Gleichung zu einer in  sechs Grossen p i k  
- den P l ü c k e r  schen Linienkoordinaten einer durch einen Punkt  (x, y ,  Z) 
und einen ihm benachbarten bestimmten Geraden - homogenen Gleichung 
@ ( p i k )  = 0; mit  anderen Worten, eine solche Gleichung @(pik) - O 
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charakterisiert (durch ihre oo4 L. E.) einen I ' lückerschen  Linienkomplex, 
so dass die Theorie der Mongeschen Gleichungen die der Linienkomplexe 
umfasst. 

Eine Mongesche  Gleichung ordnete jedem Raumpunkt ool L. E. zu, 
deren Geraden die Kanten eines Elementarkegels waren. Um auch die 
dualistische Auffassung zur Geltung eu bringen, nach der ein Kegel von 
seinen Tangentidebenen umhüllt wird, wird man sagen, dass die Nongesche  
Gleichung zugleich jedem Raumpunkt m' ,,Fliiclienelementett (kürzer ,,F. E.") 
zuordnet, wo unter einem F. E. der Inbegriff eines Punktes und einer 
durch ihn  gehenden Ebene zu verstehen ist. Als ,,KoordinatentL eines F .E .  
werdcn fungieren die Koordinatcn x,  y ,  z des Punktes nebst den Grosson 

a z p = -  a z 
az7 

= 87;  die die Stellung der Ebene (Richtung ihrer Normalen) 

fixieren. 
I n  diesem Sinne bietet sich die Fragestellung dar: wie kann man 

bci gegebener M o n  g e schcr Gleichung al10 Flichen bestimmen, die i n  allen 
ihren Punkten P den zugeordneten Elementarkegel berühren, oder auch, 
fiir deren jeden Punkt  P das F. E., das ihm die Fliiche verrnoge der 
Tangent>ialebene zuweist, sich stets unter den ffi' F.E. befindet, die ihm 
die Mon gesche Gleichung zuweist. 

E s  erscheint von vornherein plausibel, dass sich alle diese Flachen 
durch Integration einer partielleii Differentialgleichung erster Ordnung in 4 

E' (x, y ,  z, p , q)  = O ergeben werden. Anderseits wird jede Integralfliiche 
einer M o n g e  schen Gleichung von cm1 Kurven, den ,, Charakteristiken"? über- 
deckt, so, dass in jedem Punkt  der Flache der zugehorige Elementarkegel 
rings der betreffenden Kurve berührt. 

Der Vollstandigkeit halher entwickeln die Verfasser auch die Grund- 
züge der P l ü c k e r  schen TAiniengeometrie, doch SO, dass stets die Bexiehungen 
zu den Differentialgleichungen hervortreten; ein historisches Kapitel über 
altere Untersuchungen über Geradenscharen i m  Raume dürft,e die Geometer 
lebhaft interessieren. Als ein typisches Muster f ü r  die skizzierten Methoden 
erscheint die Behandlung des ,,tetraedralen Komplexes", das ist  der Ge- 
samtheit der Geraden, die ein festes Tetraeder nach konstantem Doppel- 
verhiiltnis schneiden. 

Ein bemerkenswertes E l f smi t te l  ist  hierbei die ,logarithmische Ab- 
bilduug" des Raumes, in  dem lx, ly ,  le als neue Verinderliche eingeführt 
~ e r d e n .  Logarithmische Abbildungen sind wohl schon 6fters von Graphikern 
zur praktischen Auflosung von Gleichungen und anderem mit Vorteil ver- 
weudet worden, i n  der Geometrie dürften ~ i e  bisher selten aufgetreten sein. 

Diese Abbildung vereinfacht hier nicht n u r  wesentlich die DifFerential- 
gleichung des tetraedralen Komplexes, sondern sie gewahrt auch den Vor- 
zug, die projektiven Transformationen des Tetraeders i n  sich in  Trans- 
lationen umzuwandeln. 

Indem wir die Behandlung einiger Probleme der Liniengeometrie, die 
auf partielle Different ialglei~hun~en zweiter Ordnung führen, nur  streifes, 
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kommen wir zu dem Kapitel über die Beaiehungen zwischen den Geraden 
und Rugeln des Raumes, ùas die Verfasser selbst als das wichtigste des 
ganzen Bandes hinstellen. 

Die Grundlage bilden die konformen Punkttransformationcn der Ebene 
und des Raumes. Eino konforme Punkttransformation der Ebene hangt, 
wie man weiss, noch von @wei) willkürlichen Funktionen ab; beschrankt man 
sich aber auf die, die jeden Kreis i n  einen Kreis überführen, so gelangt 
man zu der wohlbekannten Gruppe von m6 Transformationen, die in der 
modernen Theorie der automorphen Funktionen eine so wichtige Rolle 
spielen. Dagegen h i n g t  die Oesamtheit der konformen Punkttransformationen 
des Raumes, da sie von selbst jede Kugel in eine Kugel überfuhren, von 
vornherein nur von einer endlichen Anzahl von (zehn) Parametern ab. 

Diese ,,GruppeLL von konformen Punkttransformationen des Raumes 
wird in Beziehunç gesetzt zu einer, den Geometern gleichfalls gelliufigen 
-4bbildung des Raumes auf die Ebene, die analytisch durch die Gleichungen 

6) X = X ,  y = =  y , r = i Z  
dargestellt wird, so dass dem Ranmpunkte (X, Y, 2) der 'Kreis in der 
Ebene C = O mit d ~ m  Zentrum (x, y) und dem Radius r zugeordnet wird. 
Verfolgt man aber die Abbildung 6) weiter, so erkennt man, dass sie ein 
ein-eindeutiges Entsprechen vermittelt zwischen den konformen Punkttrans- 
formationen des Raumes und den B.T. der Ebene, die jeden Kreis in einen 
Kreis überführen. Es beruht das darauf, dass wermoge 6) das ebene Bila einer 
,,MinimalgeradeniL, i. B. einer Geraden des Komplexes d X 2 +  cl Y '+ dZ2- 0, 
ein L. E. ist. 

Keben die Abbildung 6) stellt sich eine andere, nicht minder wichtige. 
Man denke sich im Raume ein (allgemeines) Mobiussches Nullsystem ge- 
geben, seine L. E. genügcn einer P f  affschen Gleichung, die sich durch 
projektive Transformation auf die typische Form bringen lasst : 

7') d ( 2  + xy) - 2 y c l x  = 0, 
die also vermoge der ein-eindeutigen qnadratischen Transformation 

8) E = x ,  7 / = z + x y ,  n = 2 y  
in 3) übergeht. Führt man demnach die Abbildungen 8), 6) nach einander 
aus, so entsteht eine Abbildung des Raumes in sich, so, dass jedem 
Punkt (x, y, z)  eine Minimalgerade des Raumes (X, Y, 2)  zugeordnet wird, 
und umgekehrt einem Punkte (X, Y, 2) eine Gerade des Nullsystems 7): 
als Resultat einer langeren Elimination erhalt man die wichtigen Darstellungs- 
gleichungen: 

9) X + i Y + x Z + z = O ,  x ( X - i Y ) - % - y = o .  
Ein Nullsystem ordnet aber auch die F. E. des Raumes zu ,,reziprokenLL 
Paaren an,  indem stets dern Punkt (Ebene) des einen F. E. Ebene (Punkt) 
'des andern entspreçhen, mithin auüh die Flachen zu reziproken Paaren. 
Daher charaktorisicrt 9) zugleich eine ein-zweideutige Zuordnung der 
Fliichen, indem immer einem Paar reziproker Fliichen im Raume (x, y,  z) 
eine einzige Fliiche im Raume (X, Y, 2) korrespondicrt und umgekehrt. 
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I m  besonderen gehen die F. E. einer Kugel über i n  die zweier Geraden 
(die dann reziproke Polaren des Kullsystems sind). 

Das bemerkenswerteste Ergebnis ist  aber, dass sich bei zwei vermoge 
9) zugeordneten Flachen die Krümmungslinien den IIaupttangentenkurven 
entsprechen. 

Der dritte und letzte Abschnitt behandelt die Theorie der F.E. und 
als einen integrierenden Bestandteil von ihr die Theorie der partiellen 
Di8crentialgleichungen erster Ordnung 

10) F ( x , Y , ~ ~ , P , Y )  = 0. 
Diese Auffassung wird aber erst allmiihlich entwickelt. Vorerst be- 

gnügen sich die Verfasser damit,  L a g r a n g e  s Theorie der Gleichungen 
10) in  einer geometrischen Einkleidung vorzutragen, wie sie im wesent- 
lichen schon X o n g e  gewahlt ha t ,  wobei der Begriff des F.E. eine mehr 
formale Rolle spielt, insofern e r  die Sprechweise erleichtert. 

In  diesem Sinne verlangt die Integration von IO), die durch 10)  be- 
stimmten m4 F.E. in m2 Scharen von je ma Elementen einer Flache an- 
zuordnen. Die Gleichung al1 dieser Fliichen, die zwei Parameter a ,  b mit  
sich führt:  

11> Z (x, ?J; U ,  b)  
ist dic ;,vollstandige L6sungLL von 10); durch Differentiation und Elimi- 
nation der a ,  b kommt man von 11) zu 1 0 )  eurück. Für irgend eine 
Losung a = rp (a, y) von 10) liegen dann drei Nfigliehkeiten vor: 1. Die 
Flache z = cp h a t  alle ihre cm2 F. E. mit einer Fl lche 11) gemein, is t  
also i n  11) als ,,PartikularlosungGL enthalten; TI. die Flache 2 = rp ha t  
mit jeder von gewissen no1 Flachen 1 l), die durch eine willkürliche Gleichung 
w ( n ,  6) = 0 ausgeschieden werden, je ein F.E. gemein; ist  also deren 
Umhüllende, das liefert die ,,allgemeineLL Losung von 10); I I I .  die Fliiche 
2 = cp ha t  mit jeder Flache 11) nur  eine diskrete Anzahl von F. E. gemein, 
ist also die Umhüllende von Il), und heisst eine ,,singuliireGG Losring 
von 10). 

Die beiden letzteren Losungen ergeben sich aus 11) durch ausKhr- 
bare Operationen, so die allgerneine L o s m g  (IiitegralfLàche), auf die wir 
uns hier beschrsnken, durch Elimination von a aus: 

a @  a v  , z =  rp, & + - -  b (.)=O, 
a b  

wo b (a) die mit w (a, b) = O iiquivalente Funktion b von a bedeutet. 
Die Kurven, die 12)  bei Variieren von a darstellt ,  sind die ,, CharakteristikenGL 
von Il), deren es aber nur  eine m3 Schar giebt,  da man die drei Grossen a, 
b (a), b' (a) als die drei einzigen Parameter ansehen kann. 

Diese ca3 Charakteristiken führen unmittelbar vermoge ihrer m4 L. E. 
wieder zur Theorie der M o n g e  schen Gleichung zurück: deren Elementar- 
kegel sind genau dieselben, wie die durch die F.E. 10) einem jeden Punkte 
zugeordneten. 

Die systematische Uehandlung des Gegenstandes basiert auf dem 
Fundamentalbegriff eines ,,VereinesL' von F. E. Sagt man von zwei unend- 
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lich benachbarten F. E., sio seien i n  ,,vereinigter LageLL: wenn sie die 
P f a f f s c h e  Gleichung dz  - p d z  - qdy  = O erfiillen, so bildct eine Schar 
von F .R.  einen ,,Vereinl', wenn jedes Element der Schar mit  a l l e n  unend- 
lich benachbarten Elementen der Schar vereinigt liegt. 

E in  Elementverein best,eht entweder aus oo".E. - dann is t  er eine 
Flache, oder eine Kurve, oder ein P u n k t  - oder aus mi F.E., dann ist 
e r  ein Elementarkegel, oder, wenn die cm1 F. E. l ings  einer Knrve liegen, 
ein ,,Elernentstreifen ". Dann lautet das , a l l e  F a l l e  u m f  a s  s e n d e  Problem 
der Integration von 10):  M a n  s o l 1  a l l e  E l e m e n t v e r e i n e  d e r  cm4 F.E.lO) 
a u f s u c h e n .  Eine ,,vollstnndige L6sungLL von 10)  ist  jetzt allgemeiner 
eine Schar von oa2 (verschiedenen) Vereinen von je cm2 F. E., die 10) 
geniigen. Noch wichtiger ist der Begriff des ,,charakteristischen StreifensLL, 
der jetzt a n  die Stelle der ,,CharakteristikLL tritt .  Deutet man niimlich 
a ,  b als Punktkoordinaten in einer (a ,  6)-Ebene, so i s t  ein charakteristischer 
Streifen einfach das raumliche Bild eines L. E. der Ebene; deun eirie ein- 
fache Rechnung zeigt, dass zwei sich in  eiriem Punkte (a, O )  berührende 
Kurven wl(a, b) = O, w:, (a, b) = O zwei allgemeinen Integralfliühen von 1 0 )  
entsprechen, die sich lBngs der Charakteristik 1 2 )  berühren, das heisst 
einen Elemeutstreifen gemein haben. 

Schneidet man anderseits die Gesamtheit der Integralfliichen von 10) 
durch eine allgemein, aber bestimmt gewiihlte (k, y)-Ebene, so wird da- 
durch zwischen der (a, h)-Ebene und der (k, y)-Ebene eine Beziehung fest- 
gelegt: d i e s e  B e z i e h u n g  e r w e i s t  s i c h  a l s  e i n e  B.T. 

Indem wir uns versagen, auf die weiteren Ausführungon in dieser 
Richtung - so den Existenabeweis fiir die Integrale einer analytischen 
Gleichung IO), ferner die wichtige Rolle, welche die ,,InvolutionsbeziehungLL 
bei mehreren Cleichungen IO), spielt - einzugehen, weisen wV noch kurz 
auf einige Kapitel hin,  die - i n  Analogie mit den bekannten Er-  
scheinungen bei den gewohnlichen Differentialgleichungen - von dem Vor- 
teil handeln, den die Kenntnis einer oder mehrerer infinitesimalen Punkt- 
transformationen, die eine Gleichung 10) gestattet,  für ihre Integration 
darbietet. Diese Untersuchungen sollen im zweiten 13ande systematischer 
wieder aufgenommen werden. Desgleichen mochten wir die Geometer noch 
besouders auf das letzte Kapitel aufmerksam machen, in dem eine Reihe 
flachentheoretischer Probleme analytisch, aber  unter wesentlicher Verwendung 
geometrischer Mittel, gelost wird. E s  handelt sich um die Bestimmung 
aller Gleichungeu IO), deren Charakteristiken auf allen Integralfichen 
entweder Haupttangentenkurven, oder Krümmnngslinien, oder geoditische 
Linien , oder Gerade sind ; ferner die, deren Integralfliichen zu Normalen 
lauter Geraden eines gegebencn Linienkomplexes haben, sowie die, deren 
Integralfliichen cm1 geodatische Linien enthalten, die einem vorgelegten 
Linienkomplex angehoren. Mit Ausnahme des dritten werden diese Probleme 
vollstiindig gelost. 

Haben wir so versucht, dem Leser eine Vorstellung nicht nur  von der 
Iteichhaltigkeit des Werkes, sondern auch von den Gedankengiingen selbst, 
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die es beherrschen, zu verschaffen - ein Versuch, der allerdings nur  dann 
erspriesslich wirken kann, wenn er zu wirklichem Studiuiu des auch 
stilistisch gu t  geschriebenen und mit schonen Zeiühnungen illustrierten Buches 
anregt - so seien uns noch einige zusiitzliche Schlussbemerkungen gestattet. 
Herr E. S t u d  y ha t  bereits i n  den Gottingcr Anzeigcn von 1897, S. 436 -445 
eine Reihe von Einwanden erhoben, die wir im ganzen für gerechtfertigt 
halten. Dahin gehort einmal, dass es L i e  verschmiiht, beim L. E. (und 
entsprechend beim F. E.) die beiden Richtungen, die positive und negative, 
zu trennen, was für manche Gattungen von Problemen nicht nur  opportun, 
sondern geradezu notwendig erscheint. Ferner wird man S t u d  y beistimmen 
müssen, wenn er das gefiissentliche Vermeiden der homogenen Koordinaten, 
oder allgemeiner gesprochen, den ofteren Mange1 zweckmassiger Koordinaten- 
syst~nle rnissbilligt. 

Wir  mogen i n  letzterer Hinsiüht et& die fundamentalen, auf ge- 
wohnliche rechtwinkligc ~&ktkoord ina ten  bezogenon Gleichungen 7) heraus- 
greifen. Trotz ihres scheinbar einfachen Aussehens wird kaum jemand i m  
stande sein, bei ihrem Anhlick den reichen, in ihnen verborgenen Ge- 
dankeninhalt auch nur zu ahnen, dessen allmiihliche Fnthüllung denn auch 
wie eine Reihe r o n  Überraschungen wirkt. Bei Anwendung von (über- 
ziihligen) Kugelkoordinaten würden nicht nur  die Gleichungen selbst, sondern 
auch die Rechnung, die zu ihnen führt ,  wesentlich durchsichtiger werden. 
Andererseits konnen air es sehr wohl verstehen, aus welchen Gründen 
Herr L i e  auf derartige formale Verschonenmgen seines Apparats kein 
Gewicht gelegt hat .  Die ganze Richtung seiner Untersuchungen kann 
unseres Erachtens i n  zwei Stichworten charakterisiert werden. Eiximal liegen 
die grossen Fortschritte, die e r  erzielt hat ,  in  der geeigneten logisühen 
Zusammenfassung scheinbar diskreter Uegriffe zu hoheren Einheiten, wie 
er z .R.  der Begriff des Elcmentvereines i n  Ebene, Raum (und hoheren 
Itiiumen) ist. 

Herr L i e  ha t  bei seiner Auswahl, um mit S c h o p e n h a u e r  zu reden, 
den beiden Hauptprinzipien der Homogenitiit und der Spezifikation gleich- 
massig Rechnnng getragen, das heisst, in  p o p u l i e r  Sprechweise, seine 
Begriffe sind weder zu eng, noch zu weit. Dadurch h a t  er es eben er- 
moglicht, viele Falle, die früher als ,,AusnahmefalleLL beiseite standen 
oder gar  storend wirkten, einem grosseren Hauptfall anzugliedern. 

Von nicht geringerer Wichtigkeit ist  für  die sehr umfassende Gattung 
seiner Probleme das analytisch-geometrische Prinzip der  Abbildung, i n  
dessen Ausübung er unerschtipflich ist. Die Kunst dieser Abbildung be- 
steht geradezu darin,  Erscheinungen, die auf einem ersten Gebiet schwer zu 
entwirren sind, durch Übertragung auf ein anderes Gebiot zu selbstver- 
stindlichen zu machw. 

Man wird wohl aber nicht fchl gehen, wcnn man annimmt, dass eine 
gesunde Weiterentwickelung der Gesamt-Xathematik gerade wesentlich an 
jene beiden Prinzipien gebunden sein wird, da  sie ein Auseinanderfallen 
des Ganzen i n  eine unübersehbare Reihe von Teilen verhüten. 
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Als dritte Forderung wird allerdings die schon oben berührte hinzu- 
treten müssen, dass jede Beziehung zwischen mathematischen Grossen auch 
eine ihm adLiquate Form anzunehmen hat ;  man wird immer wieder darauf 
zurückkommen müssen, mit P l ü c k e r  zu reden, i n  den Gleichungen (und 
zwar nicht bloss den geometrischen) unmittelbar zu lesen: zu dem Behuf 
sollcn sio freilich ,,lesbaru sein. Das bedingt dann wicder, dass die 
blosse Rechnung überall auf das denkbarste Minimum zu reduzieren ist. 

Was  bei einem derartigen TJntersuchungsprogramm in jedem Einzel- 
fa11 mit dem Beiwort , ,neukL zu belegen is t ,  wird stets Sache der subjekiiven 
ldeinung bleiben. I n  diesem Sinne sind wir der Überzeugung, dass gerade 
der vorliegende Band - mtigen auch manche Fachgenossen i n  ihm nichts 
wesentlich neues zu finden meinen - fruchtbar wirken wird. 

Einfiihrnng iii die Theorie der analytischen Fnnkt~ionen einer komplexen 
Veriinùerlichen. Von H. HURKIIARDT. Leipzig 1897. Veit & Comp. 

l)as in der Überschrift genannte Werk zerfillt in  sechs Abschnitte 
und stelit sich als Aufgabe, den Studeriten gleichzeitig den Zugang zur 
E i e m a n n s c h e n  und W e i e r s t r a v  sschen Bunktionentheorie zu eroflnen, wobei 
jedoch die R i e m a n n s c h e n  geometrischen Vorstellungsformen in den Vorder- 
grund gestellt sind. 

Der e r s t e  Abschnitt bcschaftigt sich mit der Theorie der komplexen 
Zahlen. Die Lehre von den gebrochenen und negativen Zahlen wird dabei 
zunachst als bekannt vorausgesetzt, die komplexen Zahlen werden sodann 
als Zahlenpaare eingeführt, ihre Rechnungsoperationen angegeben und 
geometrisch gedeutet. 

Der z w e i t e  Abschnitt behandelt die rationalen Funktionen einer 
komplexen Veriinderlichen und die durch sie vermittelten konformen Ab- 
bildungen. Es wird zuniichst der Begriff der konstanten und der verHnder- 
lichen komplexen Grosse defioiert und daran sofort derjenige der rationalm 
Funktion einer komplexen Verinderlichen angeknüpft. Xennen wir die 
letztere f (z), so stellt: 

z ' =  f (8) 

eine Abbildung der z Ebene auf die z' Ebene dar ,  oder, wenn man die 
Grossen und z' in derselben Ebene und unter Zugrundelegung desselben 
Axensystems deutet,  eine Transformation der Ebene in sich. Die hierbei 
auftretenden Beziehungen werden bei einer Reihe von Transformationen 
untersucht, und zwar sind es i m  wesentlichen die Transformationen: 

a z f b  
z'= -- (mit iliren verschiedeneri Spezialfiillen), 

c z  f d 
8'= Z" 

zr= a". 
Die lineare Transformation wird nicht nur  i n  der Ebene, sondern auch 

auf der Kugel gedeutet. 
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Sodann folgen einige wenige allgemeine Satze über ganze und ge- 

brochene rationale Funktionen. E s  is t  weniger der Zweck dieses Abschnittes, 
die mannigfaltigen bei den behandelten Funktionen auftretenden Abbildungs- 
aufgaben genauer zu studieren, als a n  der IIand derselben einige Funda- 
mentalbegriffe der modernen Funktionentheorie in  einfacher Weise ein- 
zufùhren. E s  sirid dieses die Begriffe einer Gruppe von Trarisformationen, 
der Invariante einer Gruppe, der automorphen Funktionen, des Punda- 
rnentalbereiches einer Funktion u. S. f. Ich m6ühte diese iiberaus einfache 
und anschauliche Art der Einführung in die Funktionentheorie als eine 
iiusserst gliickliche bezeichnen. Ein jeder, der sich mit Funktionentheorie 
beschaftigt, mag er i m  übrigen der W e i e r s t r a s s s c h e n  oder der R i e -  
rnannschen Anschauungsweise folgen, wird aus ihr mannigfachen Gewinn 
erzielen. 

Weniger einverstanden kann Referent sich mit  dem d r i t t e n  Abschnitt 
erklaren. Derselbe enthalt Dehi t ionen  und Siitze aus der Theorie der 
reellen Veranderlichen und ihrer Funktionen inklusive der Satze über 
Differentialquotienten , bestimmte einfache und Doppelintegrale. E s  ist  nicht 
die Absicht des Verfassers, diese SBtze zu entwickeln, vielmehr begnügt er 
sich damit,  sie anzuführen und verweist irn übrigen auf die wichtigsten 
Werke über die Theorie der Funktionen einer Verlinderlichen. Die Bedenken, 
die sich gegen eine solche Darstellnng erheben lassen, sind die folgenden. 
E r s t c n s  erscheint es nicht logisch, diese Theorie orst im dritten Abschnitt 
aufzustellen, da in den frtiheren Ahschnitten teilweise schon von ihnen 
Gebrauch gemacht ist. So z. R. werden an dieser Stelle erst die irrat,ionalen 
Zahlen eingeführt, obgleich mit ihnen thatsachlich schon hestandig operiert 
worden ist;  femer wird definiert, was unter einer reellen veranderlichen 
Grosse x zu verstehen is t ,  wahrend doch schon im zweiten Abschnitt der 
kompliziertere Begriff der komplexen Veranderlichen eingeführt wird. Ebenso 
wird jetzt erst der Begriff der Stetigkeit erliutert,  trotzdem schon zuvor 
mehrfach von dem stetigen Verhalten bestimmter Punktionen gesprochen 
worden ist. Wenn es daher überhaupt notwendig erscheint, die angegebenen 
Satze zusamenzustel len,  so dürfte es besser a m  Beginn des Werkes ge- 
schehen. E s  kommt aber ein zw e i  t e r  schwerwiegender Einwand hinzu. 
Der dritte Abschnitt umfasst nur  wenige Seiten - das Verstiinùnis des- 
selben erfordert aber bei der von dem Herrn Verfasser mit Recht erstrebten . 
und geforderten Strenge ein sehr eingehondes Studium der Theorie der 
reellen Funktionen. Dio lotztere kann aber als einfach nicht mehr be- 
zeichnct werdon, sodass dor e l e r n e n t a r e  Charakter des B u r k h a r d t s c h e n  
Buches peradezu illusorisch wird. 

TJm hier nur  einen Punkt  schjirfer hervorzuhehen: die Hauptschwierig- 
keit bei der Einfiihrung i n  die C a u c h y  - R i e m a n n  sehe Funktionentheorie 
besteht erfahrungsgemiiss i n  einer klaren und strengen Begründung des 
C a u  c h y schen Integralsatzes. Wird nun, wie es in  dern vorliegenden 
Buche geschieht, der Satz über die Reduktion eines gewissen Doppel- 
integrals auf ein Linienintegral einfach als bekannt vorausgesetzt, so ist  
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damit jcne Schwierigkeit in wahrheit nicht iiberwunden, sondern lediglich 
iibergangen - der Student muss dann eben zusehen, wo er die notige Be- 
lehrung finaet.* Die gewohnlichen TTorlesungen und Lehrbiicher über 
Differential- und Integralrechnung werden hierbei nicht genügen. Rus 
diesem Grunde will es mir sehr bedenklich erscheinen, dergleichen Dinge 
in einem für  Anfanger bestimmten Elementarbuche über Funktionentheorie 
ohne weiteres als bekannt vorauszusetzen. 

Der v i e r t e  Abschnitt beschaftigt siçh mit den eindeutigen analytischen 
Funktionen einer komplexen Veranderlichen. Der  IIerr Verfasser knüpft 
von neuem an die Theorie der rationalen Funktionen a n ,  aber jetzt nach 
anderer Richtuug, wie im dritten Abschnitt. E r  entwickelt den Begriff 
der Stetigkeit und den Begriff des I)iffereutialquotienten einer rationalen 
FunkLion komplexen Argumentes und zeigt d a m  vor allem, dass die hin- 
reichenden und notwendigeri Bedingungen dafür, dass ein Ausdruck von 
der Form X+iY, in welchem X und Y rationale Funktionen von z und y 
bedeuten, auf die Porm einer ration ale^^ Funktiori von z - x + i y  gebracht 
werden kann, folgendermal3en lauten: X und Y müssen den partiellen 
Diffcrentialgleichungen Genüge leisten: 

Diese Bigenschaft giebt dem Herrn Verfasser Anlass zu der bekannten 
Definition einer in einem Bereiche regularen eindeutigen Funktion des kom- 
plexen Arguments x + i y .  Mit der so gewonnenen Ilefinition beginnt die 
Einführung einer neuen allgemeineren Methode f ü r  den weiteren Auf'bau 
der Funktionentheorie. Bisher war  der Herr  Verfasser von einfacheren zu 
schwierigeren Funktionen übergegangen, deren analytische Form von vorn- 
herein feststand. Von jetzt an knüpft er nicht mehr a n  irgendwelche ana- 
lytische Ausdrucksformen a n ,  sondern im C a u c h y - R i e m a n n s c h e n  Sinne 
an bestimmte Eigenschaften der regularen Funktionen. IIierbei geht er in 
der üblichen Weise vor. E r  definiert zuuiichst das Integral einer reguliiren 
Funktion. komplexen Argumentes und entwickelt im Anschluss daran den 
bekanuten Cauchyschen  Satz, mit dessen Hilfe der M e r t ,  den eirie regu- 
l i r e  Funktion des komplexen Argumentes .e i n  irgend einem Punkte eines 
Bereiches S besitzt, ausgedrückt wird durch die Werte derselben Punktion 
auf dem Eande dieses Bereiches. Dieser Cauchysche  Satz dürfte wohl 
infolge seiner grossen Allgemeinheit und Fruchtbarkeit als der wichtigste 

* Hierbci bleibt es dahingestellt, ob es bei der Einfiihrung in die Funldionen- 
thenrie iiberha,upt zwerkm%ssig erscheint, deri C ail ch y schen Lehrsatz mit Hilfe 
jenes noppelintegralsatzes zu beweisen. Man vergleiche über diesen Punkt die 
Arbeiten von I ' r ingshe im über den C a u c h y  schen Int,egralsatz i n  den Münchner 
Sitzungsberichten aus dem Jahre 1896. 
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des ganzen Buches bezeichnet wurden - er is t  es,  
selben vertretenen Auffassung der Funktiouentheorie 
Gepriige giebt. Gerade aus diesem Grunde erschien 
auf die unzuliingliche Erorterung seiner eigentlichen 
des B u r k h a  r d t  schen Huches uben gana ausùrücklich 
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welcher der  in  dem- 
das charakteristische 
es mir  zweckmiissig, 

G m d l a g e n  innerhalb 
hinzuweisen. 

' Von diesem C a u c h y  schen Lehrsatz werden i n  dem vierten Abschnitt 
drei Anwendungen gemacht. 

E r s  t e n  s wird gezeigt, dass , wcnn einc Funktion komplexen Argumentes 
in  einem Kreise um den X'ullpunkt reguliir ist ,  sie sich f ï i  alle Punkte % 
im Innern desselben in eine gewohnliche Potenzreihe von P entwickeln 
lasst. 

Z w e i t e n s  resultiert daraus der L a u r e n  tsche Satz betreffend die Ent- 
wickelung einer Funktion, die in  einem von zwei konzentrischen Kreisen 
um den Nullpunkt begrenzten Ringe regular i d .  ' 

' D r i t t e n s  wird der Satz bewiesen, dass die Summe einer in einem 
zusanirnenhiingenden Bereiche gleiclimassig konvergenteri Beihe regularer 
Funktionen selbst eine innerhalb dieses Uereiches regul'ire Funktion 
vorstellt. 

Dar e r s t e  Satz führt  naturgemiiss zu der W e i e r s t r a s s s c h e n  Funktionen- 
lehrc zurück, bei welcher die Potenzreihe das alleinige F u n d a m ~ n t  bildet. 
Die einfachsten Eigenschaften der Potenzreihen werden aufgestellt und die 
charakteristischen Eigenschaften der rationalen und der ganzen transcen- 
denten Funktjonen entwiekelt. Von letzteren werden die Exponential, die 
Sinus- und die Cosinusfunktion gesondert betrachtet. Dabei zeigt es sich, 
dass der Begriff der regularen Funktion noch nicht vollstandig genügt. Der  
Funktionsbegrifl muss dahin erweitert werden, dass in  dem naher zu nnter- 
suchenden Bereiche einzelne Ausnahmepunkte zugelassen werden, i n  welchen 
entweder iiberhaupt kein bestimmter Funktionswert vorhanden is t  oder der  
fietreflende Funktionswert i n  seinar Beziehung zu  den h'achbarwerten 
nicht mehr alle Bedingungen erfüllt. Hierbei kommt der Herr  Verfasser 
zu der Definition des Poles einer Funktion f ( x ) ,  führt  ferner bei der 
ganzen transcendenten Funktion den Unendlichkeitspunkt als wesentlich 
singukren Punkt  ein - wenn auch an dieser Stelle die letztero Bezeich- 
nungsweise nicht gebraucht wird. 

Die L a i i r e n t s c h e  Rcihe giebt Anlass zu der Entwickelung der 
F o u r i e r  schen Reihe, der d r i t  t e  Satz endlich über die Summen unendlich 
vieler reguliirer Funktionen führt zu dem bekannten Kit t a g  - L e f f l  e r  schen 
Theorem über die Entwickelung einer Funktion mit unendlich vielen Polen 
in der Ilr'orm einer unendlichen Pmtialbruchreihe. Dasselbe wird nnter ge- 
wissen beschrankenden Annahmen bewiesen und d s  Beispiel die Funktion- 
cotang z betrachtet. 

Schliesslich kt zu bemerken, dass sich auch in diesem Abschnitt einige 
Untersuchungen über konfoi-me Abbildungen vorflnden. 

Der Inhal t  dieses Abschnittes muss als ein reicher bezeichnet werden, 
die Darstelluug kt, wie durchweg, eine elegante: 
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Der f ü n f t e  Abschnitt heschiiftigt sich mit den mehrwertigen sna- 
lytischen Funktionen einer komplexen Veranderlichen. Der Herr Verfasser 
hemerkt in der Einleitung, dass die von ihm getroffene Anordnung des 
Stoffes vielleicht nur geteilter Zustimmung begegnen wird. Er betrachtet 
n&mlich zuerst zwei unendlich vieldeutige Funktionen, den Arcus einer 
komplexen Grosse und den Logarithmus, deren R i e  m a n  n sche Flachen kon- 
struiert werden. Die hierbei gewnnnenen Satze werden zur Diskussion von 

vz: der Funktionen, die auf der R i e m a n n s c h e n  Flache von vT eindeutig 

sind , der Funktion qT und einzelncr anderer mehrdeutiger algebraischcr 
Funktionen gebraucht. Die I?iskussion der allgameinen algebraischen 
Funktionen fehlt. Mit dem letzteren Punkte kann Referent sich durchaus 
einverstanden erklaren, dagegen erscheint ihm der Aufbau einer Theorie 

der Funktion V Z u n d  î/B auf der Theorie des Areus und des Logarithmus 
denn doch zu weit hergeholt. Zwar wird man gut thun,  von der trigono- 
metrischen Forrn der komplexen Zahlen Gebrauch zu machen, das konnte 
aber ùoüh geschehen, ohne zuvor so tief in die Theorie des Arcus und des 
Logarithmus einzudringen, ais der Herr  Verfasser es thut. 

Koch ein Punkt  sei aus diesem iibschnitt hcrausgegriffen. Der Herr 
Verfasser definiert den allgemeinen Logarithmus einer komplexen Grosse 
durch das Integral: 

- die Theorie des gewohnlichen reellen Logarithmus setzt er aber hierbei 
a ls  bekannt voraus. Referent würde es für methodisch richtiger halten, 
die Definition und Lie Eigensühaften des allgemeinen Lognrithmus i n  der 
Weise festzustellen, dass die Definition und die Eigenschaften des reellen 
natürliehen Logarithmus der reellen positiven Zahlen sich als spezielle 
Fiille darails ergeben. 

I m  s e c  h s t e n  Abschnitt, welcher als ,, Allgemeine Funktionentheorieu 
bezeichnet i s t ,  wird der allgemeine Regriff der analytischen Funktion einer 
komplexen Veranderlichen entwickelt. Der  Herr  Verfasser denkt sich zu- 
niichst in  einem beliebigen Bereiche S eine reguliire (d. h. C a u c h y  - R i e -  
mannsche)  Funktion f (x)  als ursprünglich vorgelegtes ,,FunktionselementLL 
irgendwie definiert und daraus mit Hilfe von T a y  lorschen Reiheuent- 
wickelungen, deren Konvergenzbezirke über S hinausreichen, neue ,,Funktions- 
elementeLL abgeleitet. Die Gesamtheit der dureh solche ,,analytische Fort- 
setzungLL erreiehbaren Elemente konstituiert dann eine ,,analytische FunktionLL. 
E s  fiuùet also hier eine Verrnischung der C a u c h y  - R i e  manrischen und der 
W e i e r s t r a s s  schen Uefinitionsform s ta t t ,  auf die der Herr  Verfasser augen- 
scheinlich grosses Gewicht legt, die mi r  indessen nicht glücklich durch- 
geführt zu sein scheint. Vor allem bemerke man folgendes: wiihrend bei 
W e i e r s t r a s s  immer nur  eine einzelne Potenzreihe mi t  bestimmten Koeffi- 
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zienten als  Funktionselement bezeichnet wird , verliert dieser Begriff jede 
feste R ~ d e u t u n g ,  wenn, wie es hier geschieht, die genannte für irgend 
einen Bereich S definierte Funktion f (2) als Funktionselement eingeführt 
vFird. Denn mit demselben Rechte müsste dann auch f(z) mit einer Reihe 
von Fortsetzungen genommen als ein einziges Funktionselement gelten, 
Oder man müsste etwa die Pestsetzung treffen, dass ein neues Bunktions- 
element beginnt, sobald die Variable z den ursprünglichen Definitionsbereich 
verlüsst. I n  diesem Falle würde aber der BegriE des Funktionselementes 
von der zufilligen Wahl  des Uereiches S abhiingen, und es entsteht ferner die 
Cnzutrgglichkeit, dass eine und dieselbe Potenzreihe, welche innerhalb S mit 
f (z) übcrcinstimmt und auch noch in einem gewissen ausserhalb licgcnden 
Bereiche S' konvergiert, nunmehr zwei verschiedene Funktionselemente vor- 
steilen würde. Dergleichen Unebenheiten hatten durch ein konsequenteres 
Festhalten der W e i e r s t r a s s  schen Definitionen und Entwickelungen ver- 
mieden werden konnen. Ohne zu tief hierauf einzugehen, mage folgendes 
bemerkt werden. Auch bei IIerrn B u r  k h a r  d t tritt die Potenzreihe, welche 
bei der C a u c h y  - R i  emannschen  Betrachtungsweise lediglich eiue sekun- 
diire Ilolle spielt, als wichtiges, ja  eigentlich alles behcrrsçhendes Moment, 
ahrilich wie bei W e i e r s t r a s s  in  den Vordergrund. Wenn das aber ge- 
schieht, so ware ein tieferes Eingehen auf deren Eigenschaften erfordorlich 
gewesen, als es thatsiichlich geschieht. Insbcsondcro wird der fundamentale 
Satz über den wahren Konvergenzbezirk einer Potenzreihe, durch welchen 
das Anftreten singulZrer Stellen und deren wahre Natur erst verstindlich 
wird, schwer vermisst Was  sich hierüber i n  dem B u r k h a r d t s c h e n  Buche 
findet, scheint doch gar  zu unzulanglich. Das gleiche gilt  von denjenigen 
Bemerkungen, welche sich auf analytische Funktionen analytischer Funktionen 
beziehen. 

Alles in allem muss man sagen, dass von dem elementaren Charakter 
und der lichtvollen Klarheit der W e i e r s t r a s s  schen Methode leider vie1 zu 
wenig in  den vorliegenden Abschnitt übergegangen ist. Weseutlich besser 
geraten sinù die nachfolgenden funktionentheoretiçcfi-geometrischen Be- 
trachtungen (Spiegelung, konforrne Abbildung), mit welchen das Buch 
schlicsst: hier zeigt sich die knappe und elegante Darstellungsweise des 
Herrn Verfassers wieder von ihrcr bcsten Seitc. M. KRAUSE. 

Abels theorem and the allieù theory iiiclnding the theory of the theta 
functions by  R. F .  BAKER. Cambridge 1897. A t  the University Press. 

Das in der Überschrift genannte Werk ist mit sehr grosser Sach- und 
Litteraturkenntnis geschrieben und enthült eine Übersicht über die wich- 
tigsten Teile aus der Theorie der Abelschen Integrale und ihrer Umkehr- 
fuuktioncn. Es zorfiillt in  ewei Tcile, von dencn der erste in acht 
Kapiteln die Theorie der Intcgrale, der zweite i n  zwolf Kapiteln die Theorie 
der Umkehrfunktionen enthiilt. Die Lcktüre des Werkes wird einigermaDen 
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durch den Umstand erschwert, dass der Herr  Verfasser das F o r s y t h s c h e  
Lehrbuch über Funktionentheorie als bekannt voraussetzt. 

I m  ersten Teile werden, um wenigstens eine kurze Übersicht über 
den reichhaltigen Inhalt zu geben, die Abelschen Integrale der drei ver- 
schiedenen d r t e n  definiert und mit  einander verglichen. Bei der Betrachtung 
der rationalen Funktionen zweier veranderlicher Grijssen, ewischen denen 
eine algebraische Gleichung besteht, ergiebt sich der Begriff des Geschlechtes, 
der W e i e r s t r a s s s c h e  Lückensata und der I t i e m a r i n - R  ochsche Satz. Die 
W e i t e r f ü h m g  der Theorie ergiebt eine Vereinfachung i n  der Form der 
A b e  l schen Integrale. Es werden dazu die Fnndamentalsy-steme der defi- 
nierten Funktionen eingeführt, ihre Eigenschaften untersucht und An- 
wendungcn auf die Darstellung der Integrale der verschiedenen Arten ge- 
macht. I m  fünften Kapitel werden einige besondere Fnlle der R i e m a n n -  
schen Flache, insbesondere der hyperelliptische in  Betracht gezogen. Das 
sechste Kapitel bringt geometrische 4nwendungen. Tm siebenten Kapitel 
wird die Theorie von Funktionen entwickelt, welche alle rationalen 
Funktionen auf der R i e m a n n s c h e n  Flache darzustellen erlauben, daneben 
finden sich Betrachtungen über die Vertauschung von Argument und Para- 
meter und Periodenrelationen. Das folgende Kapitel h a t  das Abelsche 
Theorem zum Gegenstand. Dasselbe wird auf mehrfachem Wege bewiesen 
und geornetrisch gedeutet. IIiermit schliesst der erste grosse Teil des 
Werkes. Es folgt nunmehr im neunten Kapitel das allgemeine Umkehr- 
problem. Die Auflüsbarkeit wird nachgewiesen und d a m  die allgemeine 
Thetafunktion eingeführt, deren charakteristische Eigenschaften studiert 
werdeu, insbesondere werdeu auch die Nullstellen eingehend untersucht. 
Die bei der Umkehrung auftretenden Beziehungen werden in einigen FBllen 
noch eingehender diskutiert, so vor allem i n  dem hyperelliptischen Palle. 
Sodann wendet der Herr  Verfasscr sich eu einer sorgfjltigen von den früheren 
Betrachtungen unabhlingigen Theorie der allgemeinen l'hetafunktionen. Es 
werden dazu die rerschiedenen A d e n  von Addit,ionstheoremen, darunter 
die von F r o b e n i u s  und in neuester Zeit von P r y m  und K r a z e r  gegebenen 
ausführlich entwickelt und zur Aufstellung von Thetarelationen verwandt. 
Das allgemeine Transformationsproblem wird aufgestellt und die allgemeinen 
Formeln abgeleitet, hierbei wird auch der  FaIl kurz berührt, dass die 
Transformationszahlen gebrochene Zahlen sind. Das spezielle Trans- 
formationsproblem, sowie die mannigfachen Differentialgleicbungen und Ent- 
wickelungen der Thetafuuktionen respektive Thetaquotienten werden nicht 
in Betracht gezogen. Eine Theorie der komplexen Multiplikation und 
einige Uemerkungen über die Beduktion hüherer au€ niedere Integrale 
schliesst das inhaltreiche Werk,  dessen Lektüre einem jeden aufs wiirmste 
empfohlen werdcn kann,  der sich mit der allgemeinen Theorie der Abel -  
schen Integrale und Funktioncn beschiiftigt. 31. KKAUSE. 
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Théorie des foiictions algébriques de deux variables indlpendantes. 
P a r   XIL LE PICAIID, Mcmbrc de l'Institut, Profcsscur à l'Université 
de Paris ,  et GFORGES SIMART, Capitaine de Frégate, Répétiteur & 
l'hcole Polytechnique. Tome 1. 17, 246 p. 8'. Paris 1897. 
Gauthier -TTillars e t  fils. 

Dieses Werk st,ellt den ersten Versnch dar ,  eine Theorie, welche bisher 
in dem Dunkel der Zeit- und Akademieschriften sich entwickelt ha t ,  in 
sjfstematischer Form zusammenzufassen und einem weiteren Leserkreise vor- 
zuführen. wie die Theorie der algebraischen Funktionen e i n e r  Variablen 
aus zwei Quellen, aus der Kurven- und aus der Funktiouenlehre, entspruugen 
ist, so ha t  auch die vorliegende hohere Tneorie àoppelteu Ursprmg: eiuen 
geometrischen in deutscheu Arbeiten von 1868 - 1 8 7 4  über die ratioriale 
Transformation algebraischer Flichen, einen transcendenten in Arbeiten, u m  
1884, des cincn dcr bcidcn Vcrfitsser dicscs Buches, E. P i c a r d ' s ,  über 
die Existenzbedingungen totaler algebraischer Differcntialausdrücke auf 
singulLiren Flikhen. Reide Untersuchungsrichtungen sind inzwischen fort- 
entwickelt worden; die erstere ist  in neuerer Zeit durch einige talentvolle 
jüngere italienische Mathematiker in  lebhaften Fluss geraten, die zweite 
hat Herr Picard selbst durch neue Resultate bereichert, besonders i n  einer 
Tor kurzem gehaltenen Vorlesung, aus welcher auch das Werk hervor- 
gegangen ist.  Man k6nnte so fürchten, dass die geometrische Itichtuug 
iu der Darstellung s tark zurücktreteu mochte. Indes sorgen die Verfasser 
in den beide~i letzten der 8 Kapitel des ersten Bandes Iür eine selbstiindige 
Darlegung der Resultate jener früheren Arbeiten, der niichste Band su11 
auch über ihrc Weitorführung berichten und wird huffentlich auch zur Aus- 
füllung der grossen Lücke, welche bis jetzt die beiderseitigen Invarianz- 
betrachtungen von eina,nder trennte, beitragen. 

Der vorliegende Band bringt, znnachst einige Kapitel sehr allgemeiner 
Natur über die Definition totaler m-facher Integrale im %-fach ausgedehntem 
Raume, über die R i e m a n n -  B e t  tischen Zusammenhangszahlen beliebig aus- 
gedehnter Gebilde, über die Ausdehnung der Cauchyschen  Residuentheorie 
auf Doppelintegrale und die zugehorigen Periodenrerhiiltnisse - m m  grosseren 
Teile nach P o i n c a r é .  Die i n  den Kapiteln IV-VI gebotenen Anwendungen 
auf algebraische Fliichen, die Betrachtung der mgehorigen linearen cyklischen 
Wege und einfachen totalen Differentialausdrücke gehoren ganz Herrn 
P i c a r d  an. Insbesoridere is t  es erfreulich, dass die Verfasser hier den 
Standpuukt der Auflosung der Singularititen eiuer Fliiche durch Trans- 
formation adoptieren und aogar eine neue, verhiiltuismiissig einfache Methode 
vorschlagen, welche frcilich, trotz richtiger Endresultate, noch weiterer Uurch- 
arbeitung (siehe S. 78) bedarf. Dass das Beispicl Seite 1 7 5  zu keinem Integral 
dritter Gattung geführt hat ,  Eegt wesentlich daran, dass die dort betrachtete 
Flache eine rationale ist. Auch die bcidcn lctztcn mchr geometrischcn 
Kapitel über Flachen und ihre Doppelintegrale sind sehr iibersichtlich (nnr 
die Bemerkung über den Fa11 y" = O ,  Seite 182  und 188, nicht zutreffend). 

Hist -1itt. Aùt.  d.  Zs i t s ïhr  f. Math. u Pùys 43 Jahrg. 1R9R. fi. Heft .  15 
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Der zweite Band will auch durch Anwendungen die Bedeutung der 
vorgetragenen neuen Theorien crsichtlich machcn. So begrüssen wir denn 
dicses Werk als Darstcllung - wie die Verfasser es aussprechen - des 
gcgenwiirtigcn Standes der Wisscnschaft bczüglich eines Gcbietes, dcsscn 
St,udium die Anstrengung vieler Forscher verdient, und zwar, wic wir 
hinzufiigen, als eine wohlgelungene Darstellung einer an sich sehr schwierigen 
Naterie. M. NOETIIER. 

Vorlesnngen ü b r ~  Kraeis- und Kngelfunkiionenreihen. Von Dr.  JOHANNES 
F ~ ~ s c n a r r ~ ,  Professor a n  der Cniversitat Graz. Leipzig 189 7, 
B. G.  Teubner. V I  und 60 S. 

In einem vicr Druckbogen umfassenden Schriftchen behandclt Herr 
F r i s c h  a u f  die Grundlagen der für zahlreiche Anwendungcn inncrhalb dor 
mathematischen Kat.iirbet,racht,ung so w i c h t i g ~ n  F o u r i e r s c h e n  Reihen und 
Kugelfunktionen. Die Da.rstellimgsweise des Verfassers ist  allenthalben so 
fasslich und elementar gehalten, als es die Schwierigkeiten des Gegenstandes 
irgend zuliessen. Besondere Erwahnung verdient die Behandlung des Theorems 
von der Entwickelbarkeit einer a d  der Kugeloberflache willkürlich ge- 
gebenen eindeutigen Funktion f (8, q ~ )  in eine nach Eugelfunktionen zweier 
Argumente fortschreitende Reihe. Hier is t  es eine bekannte Schwierigkeit 
jeder Vorlesung über Potentialtheorie, dass die Konvergenz dieser Reihe 
(Konvergenz der Kugelfunktionenreihe des Potentials einer Kugelfliche an 
der Konvergenzgrenze) schwer beweisbar ist. Bekanntlich unterlag der 
ursprüngliçhe U i r i c h l e t s c h e  Beweis der Kritik. Herr  F r i s c h a u f  giebt 
eine vereinfachte Passung des korrekten Dinischen Beweisganges. Beispiele 
ausführlich zu behandeln, ha t  leider nicht in der Absicht des Verfassers 
gelegen. I n  diescr Hinsicht sind uns die englischen Lehrbücher vielfach 
überlegen (siehe z. B. B y e r l y ,  An elementary treatise on Fouriers series etc.). 
Aber auch so wird sich das vorliegende lluch unter den St,udierenden zahl- 
reiche Freunde erwerhen. -- R. F R I C ~ .  

XAURICE I>'OCAGNE. COIII~S de gdométrie dcscriytive et de géométrie 
infinitésimale. Paris,  Gauthier -Villars. 

Dem Anwachsen des Stoffes in  den einzelnen mathematischen Dis- 
ziplinen entsprechend haben viele neuere Lehrbücher einen Umfang an- 
genommen, der sich kaum noch mit  dem Gebrauch von seiten der Studiereu- 
den vertragt. Insbesondere gilt das fü r  die darslellende Geometrie, und 
man kann daher nur  zustimmen, wenu Lchrbücher erscheinen, welche so- 
zusagen die gewohnlichen Kenntnisse bei ihren Lescrn voraussetzen, ohne 
deshalb ausgewahlte Kapitel zu bringen, vielmehr auch Elementargebiete 
behandeln, aber dort  neue Ausblicke gewahren. Ich habe hier namentlich 
M a n n h e i m  s géométrie descriptive im Auge; aber auch das vorliegende 
Werk vertritt  die gekennzeichnete Tendenz. 
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ES zer&llt in die beiden, nur sehr lose zusammenhingenden Teile, wie 
sie der Tite1 zurn Ausdruck bringt. In  erster Linie verfolgte wohl der 
Verfasser mit der Hcrausgabc des Lehrbuches die Absicht, seinen Horern 
an der école des ponts e t  chauss8es den Inhalt seiner dort gehaltenen 
Vortrage i n  exakter Form darzubieten. 

Der erste Teil zerf&llt in  die Kapitel: 

Kotierte Projektionen, Axonometrische Perspektive , Schattenkonstruk- 
hionen, Linearperspektive. 

Das erste Kapitel erledigt den Gegenstand in der üblichen Weise, be- 
sonderes is t  nicht hervorzuheben. 

Die Behandlung der axonometrischen Persp~kt ive  weicht in  ihrem 
Ausgangspunkte von der gewohnlichen dadurch ab ,  dass anfangs ohne niihere 
Begründung nur  die Vorschrift erteilt wird, die Koordinaten eincs dar- 
zustellcnden Raumpunktes nach drei i n  oiner Bildebene bcliebig wiihlbaren 
Kchtungen von einem Punkte aus aufzutragcn und dann durch  quip pollen te 
Strecken den Bildpunkt festzulegen. Erst  am Schlusse des Kapitels wird 
durch einen analytischen Beweis des Pohlkeschen  Satzes die Identitiit der 
Methode mit derjenigen der schiefen Projektion nachgewiesen. 

Das Vorgetragene wird (Kapitel III) für  die Schattenkonstruktion ver- 
wertet, indem der Schatten eines Korpers auf eine Ebene als dessen schiefe 
Projektion aufgefasst wird. Für eine bestimmte Wahl  des Lichtstrahles - 
der üblichen, bei der Grund- und Aufriss-Winkel von 45' mit der Axe ein- 
schliessen -, ergeben sich d a m  Verhiiltniszahlen, uiit deren Hilfe sich 
haufig auftretende Schattenformen leicht in der jeweiligen Projektion ohne 
Heranziehung der anderen konsbruieren lassen. AIS Beispiel sei das Ver- 
hkiltnis der Axon jener Ellipse, welche eine Kugel als Schatten auf die 
Projektionsebene wirft, ferner die Form des Schattens vom Rande einer 
Kugelschale im Innern derselbon, angeführt. 

Die Benutzung der zum Teil bekannten Formeln gestattet schnelles 
Arbeiten und sichert sehr genaue Resultate, stellt  aber a n  das Gedichtnis 
des Zeichners erhebliche Anforderungen. 

Bemerkenswert is t  eine einfache Regel, naeh der man entscheidet, ob 
tine Fliiche ihre beleuchtete oder ihre dunkle Seite dem Beschauer zukehrt. 
Die Grundrisse der E r l a u t e r ~ n g s f i ~ p r e n  unter II und III der Nr. 102 sind 
leider versehentlich unschraffiert geblieben, dem ganz riçhtigen Texte wider- 
sprechend. 

Bus dern Kapit,el der Linearperspektive sei nur  eine hübsche Kon- 
struktion des Bildes einer Kugel erwahnt, von dem i n  einfachor Weise ein 
P a a r  konjugierter Dnrchmesscr angegeben wird. 

Der zweite Teil, die Infinitesimalgeometrie , i s t  die eig-entliche pièce 
de résistance des Werkes. Das Ziel ist  die strenge Ableitung der ver- 
schiedenen Siitze und Konstruktionen, welche sich in  Eezug auf Tangenten, 
Schmiegur~gsebeuen, Krürnmung etc. geometrisch definierter Gebilde ergeben, 
und zwar in rein geometrischer Form. Die Aufgaben decken sich vielfacti 
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inhaltlich mit denen der Kinematik verknderlicber Systeme, nur  dass bei 
der L6sung von dern Begrifftt der Bewegung kein Cebrauch gemacht wird. 

Die Grundlage des Ganzen bilden einige Fundamentalformeln, welche 
in  anderer Weise abgeleitet bereits in dem oben erwahnten M a n n h e i m -  
schen Werke sich vorfinden und von denen die dritte (in Worten) als besonders 
charakteristisch hier niitgeteilt werden mijge. Zieht man von einem Punkt d 
einer Kurve je eine Tangente a n  zwei audere Kurven, so ist das Bogen- 
diEerential, welches A durchliiuft, gleich deni WiukeldiEerential des Taugeuten- 
winkels, multipliziert mit dem C'nterschiede der reziproken Entfernungen 
der Schnittpunkte, welche die Kurvennormalen in den Berührungspunkten 
der Tangenten auf der Babnnormalen i n  A verzeichnen, von deni Punkte A. 
Blcibt insbesondere der Tangentenwinkel konstant,  so verschwindet sein 
Differential; des endlichen Bogcndiffcrential wegen muss dcmnach der andere 
Faktor, niimlich die auftretende Differenz unendlich gross werden, d. 11. 
die Normalen der Enveloppen der Schenkel eines bewegten starren Winkels 
schneiden sich in jedem Augenblick auf der n'ormalen der vom Scbeitel 
beschriebenen Kurve, ein Resultat, dessen Richtigkeit durch Heranziehung 
des Drehpols unmittelbar in Evidenz tritt .  Von Anwendungen sei eine 
besonders einfache Bestimmung des Krümmungs -Mittelpunkts der Fuss- 
punktkurre einer gegebenen Kurve hervorgehoben. Merkwürdigerweise ist 
nur  eine einzige kinematische Anwendung, nimlich die auf den P e a u  c e 1 l i e r  - 
schen Inversor gemacht. Um so Lieber weisen wir auf die voin Verfasser 
auf Grund der mitgeteilten Formeln gegeberie Uestirnmung der Kurve hin, 
welche das Triebrad eines Zweirades beschreibt, dessen Leitrad (Vorderrad) 
eine bestimmtc Bahn durchliiuft.* Bei gcradliniger Fahr t  sind beide Kurvon 
identisch und es ist  interessant zu vcrfolgen, wic sich beim Ühergang in die 
gekriimmte Bahn die Kurven von einander ltisen, iim sich spkter beim 
Aufhoren der Kurve wieder zu vereinigen. An den Trennungspunkten 
hahen beide Bahnen gemeinschaftliche Tangenten. 

n i e  nun folgenden Anwendungen auf die Raumgeometrie beziehen sich 
auf Kurven und Flacheu. I m  wesentlichen ist die Methode rein geo- 
metrisch, doch werden analytische Hilfsmittel nicht vollstindig vermieden. 
Von speziellen Kurven wird die Schraubenlinie, von speziellen Flachen 
werden die IIüllflachen einer Kugel, die windschiefen und abwickelbaren 
Flacheu behandelt, die Minimalfiachen kurx berührt. 

Der Inhalt ist  ein sehr reicher. Wenn es gestattet is t ,  einen Wunsch 
zu iiussern, so ware es der nach eincr etwas weiter durchgeführtcn kon- 
struktiven Losung der aufgestellten Fragen; damit ware auch einc innigore 
Vcrbindung der bciden Teile des Wcrkcs hergcstcllt, welche jetzt eigent- 
lich wenig mit  einander zu thun haben. 

' Tm ,,Génie civil" vom 27. Juni 1896. 
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Oruvres de Laguerre piiblitks sous les auspices de l'Académie des 
Scieiices. P a r  MM. CH. HEILMITE, H. POINCARE et  E. R o u c ~ i ,  
membres de YInstitut. Tome 1. Algébrc. Calcul int,égral. Paris 1898. 
Gauthier-Villars e t  fils. 468 p. 1.3 fr. 

I n  dem Rericht, welchen Ossian Bonnet erstattcte, als sich Lagiieme 
um einen Sitz in der Akademie bewarb, heisst es: Laguerre est un des 

les plus -pénétrants de notre époque; ses découvertes en Géométrie 
lui assignent le  premier rang parmi les successeurs de Chasles et  de 
Poncelet, e t  ses recherches nombreuses et  profondes sur l'Algèbre e t  le  
Calcul différentiel et intégral accusent u n  talent d'analyste de premier 
ordre. 

Die wissenschaftliche Welt rnuss es der Pariser Akademie Dank wissen, 
dass sie die Herausgabe der gesammelten Arbeiten L a  g u e r r  es  beschlossen 
hat. Die Herren H e r m i t e ,  P o i n c a r 6  und R o u c h 6  haben sich dieser 
Aufgabe unterzogen und so L a g u  Cr r e s Schriften diejenige Einwirkung 
auf die Entwickelung der modernen Mathematik gesichert, welche ihnen 
gehührt. 

Die Sammlung i s t  auf zwei Hknde berechnet. Der erste beginnt mit 
eincr Einleitung des ~ & r n  P o i n c a r é .  Diese, sowie die von Herrn R o u c h é  
(Journal de 1'Ecole Polytechnique LVI ,  213-277, 1886) gegebene Bio- 
graphie is t  in  der folgenden Darstellung zu Grunde gelegt. 

E d m o n d  L a g u e r r e  wurde am 9. B p n l  1834 zu Bar - le -Duc  geboren. 
Schon früh zeigte sich ~ e i n  mathematisches Talent. Noch candidat à l'Ecole 
Polytechuique t ra t  er im Jahre 1853 mit einer Arbeit hervor, durch die 
er eine Lücke in der modernen Geometrie ausfüllte: Er gab die Losung 
zu dem Problem der hornographischen Transformation der Winkelbeziehungen, 
eine Losung, welche einem P o n c e l e t  und C h a s l e s  entgangen war. 
T e r q u c m  schrieb aus Anlass dioscr L6sung in seinen ,,AnnalescL: Profond 
invcstigatcur en Géométrie et  cn Analyse, le jeunc L a g u e r r c  possède un  
esprit d'abstraction excessivement rare ,  e t  l'on ne saurait t rop encourager 
les travaux de cet homme d'avenir. ifher ein Jahrzehnt veroffentlichte 
1, a g u e r r  e nichts. E r  schien von seinen Pflichten als Art,illerieoffizier 
giinzlich i n  Anspruch gcnommen. Ers t  um das J a h r  1863, wo er als 
répétiteur à 1'Ecole Polytechnique nach P a n s  kam, fing er a n ,  die Ergebnisse 
seiner Studien mitzuteilen. 

L a g u e r r e  ha t  140 Abhandlungen geschrieben, von denen mehr als 
die na i f te  auf die moderne Geometrie Bezug haben. Diese sollen den 
zweiten Band der gesammelten Werke füllen. Der erste Band,  welcher 
vorliegt, enthalt die Abhandlungen aus den Gebieten der Algebra und 
Integralrechnung. 

An erster Stelle sirid L a  g u e  r r e  s Untersuchungen über die algcbraischcn 
Gleichungen abgedruckt. 

Der  S t u r m s c h e  Satz giebt die vollst%ndige L6sung des Problems, die 
Anzahl der reellen Wurzeln einer algebraischen Gleiehung zu bestimmen. 
Die angenkherte Berechnung der Wurzeln wird alsdann durch die ?S e w t O n - 
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sche Methode geleistet. Diese Fragen schienen also durchaus erschopfend 
beantwortet. L a g u e r r  e macht darauf aufmerksam, dass S t u r m s  Ver- 
fahren mehr bewundert als angewendet wird, dass man im allgemeinen zur 
Bestimmung der Anzahl der reellen Wurzeln sowie zur Separation der 
Wurzeln numerischer Gleichungen Wege einschlagt, die dem spezielleu 
Falle augepasst sind. E r  giebt zunachst einen neuen Reweis f ü r  die 
D e  s c a r t  essche Zeichenregel, welcher noch einfacher is t  als der bekannte. 
Die wahre Bedeutung desselben liegt aber darin,  dass e r  sich nicht nur auf 
die ganzen Polynome bezieht, sondern sich auch auf die unendlichen Beihen 
ausdehnen liisst. Und in dieser Gestalt führt D e s c a r t e s '  Theorem zu 
eleganten Regeln, welche, cinfachcr als die S t u r m s c h e ,  sich auf aus- 
gedehnte Klassen von Gleichungen beziehen. 

Die N e  wtonsche Methode besteht darin, die algebraische Gleichung 
durch eine Gleichung ersten Grades zu ersetsen, welche wenig von ihr ah- 
weicht. L a g u e r r  e ersetzt sie durch eine Gleichnng zweiten Grades, die 
noch weniger von ih r  abweicht, un6 erreicht dadurch eine schnellere An- 
naherung. Ausserdem versagt diese Methode, solange die Wurzeln reell 
sind, niemals. Von besonderem Vorteil erweist sich das neue Verfahren 
bei den Gleichungen, deren linke Seite eiu Polynom darstellt, das der 
linearen Differentialgleichung 

P y f ' +  &yf-/- Ry = O 

genügt. Unter diesen Polynomen betrachtet L a g u e r r e  irn besonderen die 
von Herrn I I e r m i t e  untersuchten Polynome Un, welche die Differential- 
gleichung zYr $ n y  = O 

erfüllen, und die L e g e n d r e  schen Polynome X ,  , die der Differentialgleichung 

(2" I ) ~ " +  2 x 7 ~ ' - n ( m +  l ) y - ~  
genügen. 

L a g u e  r r  e ha t  seine Methode auch auf die transcendenten Gleichungen 
ausgedehnt, d. h. auf den Fall, wo die Linlre Seite eine ganze transcendente 
Funktion kt. Es  ist ihm unter Benutzung des W o i e r s t r a s s s c h e n  Begriffs 
der Primfaktorcn gelungen, die Einteilung der ganzen transcendenten 
Funktionen nach dem Geschlecht zu vertiefen. Personne, sagt P o i n c a  r é  i n  
der erwiihriten Einleitung, ne s'est avancé aussi loin que lui  dans cette 
théorie, l'une des plu3 difficiles de l'Analyse. 

DieUnterauchung der Polynome, welche einer linearen Differentialgleichung 
genügen, veranlasste L a g  u e r r  e zum Studium der algebraischen Ketten- 
brüche, welches uns, nach einem I' o i n  c a r  6 schen Ausspruch, dereinst zu 
schneller konvergierendeli Entwickelungen der Funktionen führen wird, als 
vermittelst der Potenzreihen moglich ist. Von L a g u e r r e s  Resultaten mag 
das folgende hervorgehoben werden, wonach sich aus eiuer divergeuten 
Reihe ein konvergenter Ketteubruch herleiten lisst. E s  rechtfertigt dieses 
Ergebnis auf einem neuen Wege den Gebrauch divergenter Reihen, dem 
sich auf Grund der Po incar6schen  Arbeiten noch eine Zukunft vorher- 
sagen l a d .  
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Eine der liingsten Abhandlungen L a g u e r r e s  triigt den Titel ,,Sur les 
systèmes linéaireshL und ist im Jahre 1867 im Journal  de 1'Ecole Poly- 
technique veroffentlicht worden. T ~ a g u e r r e  entwickelt hier die Theorie 
der linearen Substitutionen und findet, dass sie eine einfache und gewisser- 
massen arithmetische Deutung für  die gewohnlichen imaginaren Grossen, 
fur die Quaternionen, für die clefs algébriques von C a u c h y  liefert. Diese 
Prinzipien werderi auf die Theorie der quadratischen E'ormen und auf die 
Theorie der Abelselien Funktionen arigewendet. L a g  u e r r  e findet hier die 
Resultate von Herrn H e r m i t e  wieder und vervollstiindigt sie in ver- 
schiedenen Punkten. 

Als L a g u e r r  es  bedeutendçte Entdeckung i n  der Theorie der Differential- 
gleichungen preist- O s s i a n  B o n n  e t  in seinem oben erwiihnten Bericht, die 
Einführung des Invariantenbegriffs in  die genannte Theorie, aelcher es er- 
moglichte, die Differentialgleichungen dureh passende Umformungen auf 
den hochsten Grad der Einfachheit zu bringen. Die Pruchtbarkeit dieses Ge- 
dankens ist durch I I a l p h e n  dargethan worden, welcher unter diesem neuen 
Gesichtspunkte seine Theorie der Differentialinvarianten entwickelt hat. 

Ich habe noeh zweier Arbeiten L a g u e r r e s  Brwahnurig eu thuri, 
welche auf dtim Gebiete der Potentialtheorie liegen. I n  der ersten Arbeit 
,,Sur l'attraction qu'exerce un  ellipsoïde homogène sur u n  point extériouru 
C. R. LXXXVI, 1878 gelingt L a g u e r r e  dia Zurückführung dos Potential- 
ausdrucks auf ein einfaches Integral durch Zerschneiden des Ellipsoids in 
unendlich dünne Seheiben. Diese liegen zwischen zwei unendlich nahen 
Ebenen, welche der Ebene 

i x e o s p  + i y s i n y  + z  = O ,  i = v z ,  
parallel laufen, wenn (x, y ,  n) den iiusseren Punkt  bezeichnet. Hierbei er- 
giebt sich zuniichst die Darstellung der Potent,ialfimktion mit Hilfe eines 
Doppelintegrals, welche in  der zweiten Arbeit ,,Sur le  potentiel de deux 
ellipsoides " C. R. CII,  1886, der letzten Arbeit L a g u e r r e s ,  benutzt wird, 
um das Potential zweier Ellipsoide durch ein dreifaches Integral auszu- 
drücken. 

Den l3eschluss des ersten Bandes bildet eine Arbeit von H e r m  H e r m i t e  
uriter dem Titel ,,Sur un %moire de Laguerre concernant les équations 
algébriquesLL. Herr  H e r m i t e  leitet hier die Resultate, zu denen L a g u e r r e  
in seiner Arbeit ,,Sur une méthode pour obtenir, par  approximation, les 
racines d ' m e  équation alg&brique qui a toutes ltis racines réellesLL Nouv. 
Ann. de Math.(2) X E ,  1880 gelangt kt, auf eiriern anderen und einfacheren 
Wege her. 

L a g u e r r e  is t  a m  14. August 1886 i n  seiner Vaterstadt gestorben. 
Drei Jahre vor seinern Sode offneten sich ihm die Pforten des Instituts.  
Gleichzeitig wurde ihm der Lehrstuhl für mathematische Physik a n  dem 
Collège de France übertragen. Wie  hoch L a g u e r r e  aiieh als Mensch ge- 
schatzt und verehrt wnrde, geht aus dem Xachruf hervor, welchen ihm 
Hem B e r t r a n d  i m  Namen der Akademie gewidmet hat, und in welchem 
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es heisst: ,,E d m o n d  L a g u e r  r e ,  passionné pour l a  Science, semblait in- 
différeut au  succès. Jamais i l  n'a négligé un  devoir; jamais i l  n'a sollicité 
une faveur . . . Toujours oublieux de se faire valoir, il a pris s a  retraite, 
jeune encore, sans avoir atteint dans l'artillerie les hauts grades où son 
mérite semblait l'appeler . . . . Ses découvertes l'avaient placé a u  premier 
rang des géomètres f r a y a i s  avant que l'Académie des Sciences en eût entendu 
discuter e t  proclamer l'importance." E. JAHSKE:. 

E.  VILLIL. Coiupositions d'analyse, cinématique, mccanique et astroiiomie 
données depuis 1889 1 la Sorbonne pour la liceilce és scieilces 
niatliématiques. Enoncés et solutions. Troisième partie. Gauthier- 
Vil lus .  Paris 1898. 299 S. 

Der  vorliegende nand  giebt ebenso wie die beiden vorhergehenden 
eine Sammlung von Aufgaben, die an einer Reihe von Universitaten Frank- 
reichs in den Jahren 1889-  1 8 9 7  für  die licence ès sciences mathématiques 
gestellt worden sind. Bei diesem Examen, welches etwa dem Oberlehrer- 
examen i n  Yreussen eutsprechen würde, ae rden  nur  Klausurarbeiten an- 
gefertigt. Es unterscheidet sich daher diese Sammlung naturgemiiss von 
den bei uns bekannten Aufgabensammlungen. E s  sind durchweg schwierigere 
Probleme, deren Losung eine gewisse analytische Geschicklichkeit und Ue- 
kanntschaft mit  den fundamentalen Gesetzen der Kinematik und Dynamik 
voraussetzt. Einige ~ e i s ~ i o l e  werden den Charakter des Buches und die 
Hohc der  gestellten Anforderungen am besten erliiutcrn. 

An der Ecole Xormale r w d e  im Jahre 1 8 9 0  als erste Frage die 
folgende vorgelegt: E s  ist  zu brweisen, dass der Differcnlialgleichung 

(x2- I)$= n(n + l ) y ,  

wo n eine ganze positive Zahl bezeichnet, dureh ein Polynom P(x )  genügt 
wird. Weiter ist  zu zeigen, dass eine zweite L6sung der Gleichung die 

Y log xfl + & 
2 -- 1 

ha t ,  wo Q auch ein Polynom darstellt. 
Im Jahre 1896 lautete die einzige, a n  der Ecole Xormale gestellte Auf- 

gabe so: E s  i s t  die partielle Differentialgleichung der Flachen zu integrken, 
deren Normalen Tangenten einer gegebenen Kugel sind. Ferner is t  zu 
beweisen, dass das eine System von Krümmungslinien erzeugt wird, wenn 
sich grosste Kreise auf der Kugel abwickeln, und dass das andere System 
sphiirisch ist. 

Der  Mechanik gehoren die folgenden Fragen an :  E s  is t  die Bewegung 
einer ebenen, hornogenen, unendliçh dünnen kreisf6rmigen Scheibe zu unter- 
suchen, wenn zwei Punkte des Umfanges gezwungen sind, zwei in  einem 
Punkte O zusammenlaufende lotrechte Geraden zu besehreiben. 

Ein schwerer homogcncr Rotationscylindcr von der Masse m ruht auf 
einer horizontalen Ebene, wo er ohne Reibun; gleiten kann. Liings der 
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Achse desselben wird ein Kanal von unendlich dünnem Querschnitt gebohrt, 
in welchem sich ein schwerer Punkt  von derselhen Masse m befindet, der 
ohne Iteibung den Kanal entlang gleiten kann. E s  ist die Bewegung des 
Systems zu untersuchen, wenn man voraussetzt, dass der Cylinder auf die 
Ebene geworfen wird. 

Der Wert  der Sammlung wird noch dadurch erhoht, dass den Auf- 
gaben die Losungen beigegeben sind. 

Das Werk kann den Studierenden unserer Hochschulen uur warm 
empfohlen werden; es giebt ihnen Gelegenheit, in  den verschiedenen Ge- 
bielen der Analysis, in der Kinematik und Mechanik ihre Krafte zu er- 
proben und ihr  Konnen zu erweitern. E. JAHAKE. 

TV. BINDER. Theorie der unicursalen Plankurven vierter bis dritter 
Ordnung in slnthetischer Behandlnng. Leipzig 189 6,13. G. Teubner. 
396 S. 

Die Theorie der ebenen Unicursalkurven dritter und vierter Ordnung 
dürfte heute im grossen und ganzen als abgeschlossen gelten. Es  kann 
daher nur  dankbar auerkannt werden, dass sich der Verfasser entschlossen 
ha t ,  die Aufsiitie und Abhandlungen, welche zu einem Teil irn Laufe der 
l e t ~ t e n  drei Dezennien von verschiedenen hlathematikern, zum andern Teil 
von ihm selbst speziell in  der Zeitschrift für Mathematil; und Physik ver 
6ffentlicht worden sind, zu d e n  vorliegendcn, Herrn S c h l 6 m i l c h  zu 
geeigneten Werke zii vereinigen. 

Alç Motto hat  der Verfasser dem Buche die Worte vorgesetzt: Vom 
Allgemeinen auf das Finzelne. E s  sind nümlich die Kurven vierter Ord- 
nung vorausgeschickt worden, da die Kurven dritter Ordnung vielfach 
Modifikationen der allgemeineren Eigenschaften solcher von der vierten 
Ordnung enthalten. 

Der  Verfasser beginnt mit einem allgemeinen Teil, i n  welchem neben 
der Aufziihlung der wichtigsten Eigenschaften hoherer Plankurven eine kurze 
Ableitung der 13üschel resp. Netze und Scharen von Kegelschnitten Platz 
findet. Daselbst werden noch die allgemeinen Beziehungen mehrdeutiger 
Grundgebilde, sowie die Gesetze der quadratischen Transformationen erortert. 

Hieran schliessen sich irn zweiten und dritten Teil elementare Unter- 
suchungen bezüglich der Uniçursal-Plankurven vierter und dritter Ordnung. 

Wiihrend man beim Studium der Infiexionselemente einer Plankurve mit 
Hilfc des Kalküls von der Hesseschen Kurve ausgeht, benutzt der Verfasser 
für die synthetische Untersuchung der Inflexionselemente eine D i  r e k t i o  n s - 
k u r v e ,  wolche ausser den Inflexionen noch die Berührelemente der Doppel- 
tangenten einer Kurve vierter Ordnung in einen projektivischen Zusammen- 
hang bringt. Rei gewissen Degenerirtm einer Kurve vierter Ordnung führt 
die Methode des Verfassers zu einer bisher nicht bekannten linearen Kon- 
struktion ihrer Inflexionselemente. 
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Eingehend sind die circularen Kurven behandelt, auf deren sogenannte 
Kreisverwandtschaft wiederholt hingewiesen wird. lnsbesondere ist  dieses 
bei den Krcisverwandten drittcr Ordnung geschehen, wo auch die vom Ver- 
fasser bezeichneten Scheiteleigenschaften, sowie die Eigentiimlichkeit eines 
Centrums, welches solche Kilrven besitzen, ausführlich erortert werden. 
Die Gesetze der Symmetrie der betreffenden Kurven werden vom Stand- 
punkte ihrer projektivischen Entstehung untersucht, auf welche Art die 
Kurvenspezies der Cykloiden, Lemniskaten, Xardioiden und Cissoiden ver- 
allgemeinert erscheinen. 

Weiter is t  der Fa11 der Identitat mit den bekannten Rollkurven, sowie 
der Fa11 einer Kurve mit dreifachem Singularpunkt als einer verlangerten 
Hypocykloide nachgewieseu; und endlich zeigt der Verfasser, dass unter 
ITmstiinden eine Kardioide identisch einer Epi- oder einer Pericykloide 
gleich werden kann. 

Auch die Theorie der für die Mtichanik so wichtigen Fusspunktkurven 
erf thr t  eine einfache Begründung im Sinne der projektivisühen Geometrie. 

Dem vorliegenden Werke sind 65  Figuren im Texte und a d  zwei 
Tafeln beigegebcn. Sie umfassen die erkliirten Reziehungcn und Kon- 
struktionen zum griissten Tail. E. JAHNKE. 

R. HARTL, Lehrbnch der Planimctrie. Leipzig und Wien 1896, F. Deuticke. 
135 S. 

An der vorliegenden Bearbeitung des planimetrischen Pensums ist be- 
sonders hervorzuheben, dass der Symmeti-iebegriff zur Herleitung einfachster 
SBtze herangezugen wird. Den einzelnen Abschnitten, aueh sehon den 
allcrerstcn, sind eine Reihc von Aufgabcn angehüngt, die gceignet crschcincn, 
das Interesse des Schülers von vornherein zu fesseln. Die 'i;'bungsbeispiele 
sind zum grossen T d e  der praktischen Geometrie entlehnt und mit Ge- 
schick ausgewahlt. 

Bezüglich der Abgrenzung des Pensums ist zu bernerken, dass von 
den Dreieckskreisen die Ankreise keine Erwiihnung finden, dass aber zwei 
kurze Kapitel von der Potenz eines Punktes in Bezug auf einen Kreis und 
von den ~ h n l i c h k e i t s ~ u n k t e n  zweier Kreise handeln. Ein Anhang eut- 
halt Aufgaben über Maxima und Minima und die algebraische Bestimmung 
eines Dreiecks. 

Die Ausdrucksweise lasst a n  einigen Stellen Xorrektheit urid Knapp- 
heit vermissen. So heisst es auf S. 67:  Der  I.'liicheninhalt eines Kreises 
wird als ein Vielfaches des über dem IIalbmesser zu verzeichnenden Qua- 
dratcs bcstimmt. Ausdrücke wie Inkreis und Umkreis, welche schon in 
verschiedene Lehrbücher übergegangen sind, ha t  der  Verfasser nicht über- 
nommen. Ferner fiel dem Referenten auf ,  dass der Verfasser griechische 
Buchstaben wie a, /3 zur Bezeichnung von Strecken verwendet. 

Von diesen leicht zu beseitigenden Niingeln abgesehen, erscheint dem 
Referenten das Lehrbuch der Beachtung seitens der Fachgenossen wert. 
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-~ i i i i~a i r e  pour l'an 1898, publié par le  bureau des longitudes. Avec des 
notes scientifiques. Gauthier-Villers. Paris. 1 Sr. 50 c. 

Der kleine Band enthiilt, wie in  jadem Jahre,  eine F d l e  wissenschaft- 
licher Daten,  welche man in dieser Vollstiindigkeit wohl nirgends sonst findet. 
E r  beginnt mit astronomischen Tabellen, mit solchen f ü r  die MaBe und 
Gewichte und für die Geldsorten; hieran schliessen sich Zinstabellen, geo- 
graphische, statistische Tabellen, Sterblichkeitstabellen u.  a m. Weiter werden 
die magnetischen Xarten Fraukreichs gegeben, Tabellen für  die Dichtig- 
keiteri und Elastizit%tsverhiiltnisse der festeu Korper, Tabellen für die Warrne, 
Akustik, Optik und ElektrizitSt, und endlich auch Tabellen mit den chemischen 
Konstanten, wobei überall die neuesten Untersuchungen berücksichtigt worden 
sind. Jeder Tabelle geht eine kurzgefasste Erkliirung voran, welche auch 
dem Laien dic Bednutung der Zahlen verstandlich machen und ihm deren 
Gebranch errnoglich~n soll. 

Der  Wer t  des Jahrbuches wird noch erhtiht durch die angehangten 
popular - wissenschaftlichen Aufsatze au3 der Feder von berühmten franzosischen 
Gelehrten: Sur l a  stabilité du système solaire, pa r  M. H. P o i n c a r é .  - 
hi'otice sur l'oeilvre scientifique de M. H. Fizeau, par  M. A .  C o r n u .  - Sur 
quelques progrès récemment accomplis à l'aide de la  Photographie dans 
l'étude de la surface lunaire, par  MM. L o e w y  e t  P u i s e u x .  - Sur  les 
travaux exécutés en 1897 a l'observatoire du  mont Blanc, par  M. J. J a n s s e n .  
- Discours prononcés au  cinquantenaire académique de M. P a y e ,  le 25 
janvier 1897, par  NIT. J. J a n s s e n  et  31. L o e w y .  E. JAHNKE. 

La mathCrnatique. Philosophie. Enseignement. P a r  C. A. LAISAAT, 
Hépétiteur 17hcole Polytechnique, Docteur ès sciences. Paris 1898. 
Georges Carré e t  C. Naud. 292  p. 

Das Buch, von dessen Erscheinen wir unsere Leser i n  Kenntnis zu 
setzen wünschen, ist  ein wesentiich franzosisches. W i r  verstehen darunter, 
dass ein Franzose es für  Franzosen geschrieben hat ,  und dass ein gründ- 
liches Wissen von dem gegenwiirtigen Stande des mathematischen Unter- 
richtes i n  Frankreich erforderlich ware, u m  ein Urteil zu fallen. W i r  
sind weit enti'ernt von einem solchen Wissen, und wir dürfen uns deshalb 
weder Lob noch Sadel gestatteu, das entworfene Bild weder iihnlich noch 
unahnliüh nennen. Die Nalerei selbst ha t  freilich mit der Treue oder Un- 
treue der Abbildung kaum zu thun,  und i n  dieser Beziehung dürfen wir 
Hcrrn L a i s a n t  einen flotton und kecken Pinselstrich nachrühmen, ein 
mutiges um nicht zu sagen mutwilliges Spielen mit scharf sich abhebenden 
Farben, ein Schwelgen in starken Gegensatzen, wie es auch wieder vor- 
zugsweise die franzosische Schule liebt. Kann und wird der franzosische 
Leser in Herrn 1, a i s a n t  s Kennzeichnung der einzelnen Abteilungm der 
Mathematik und der A r t ,  wie er sie gelehrt wünscht, mehr neues finden, 
als dieses bei einem deutschen Leser der Fall sein mochte? Das i s t  aber- 
mals eine Frage ,  die xu beantworten wir uns ausser stande fühlen. Hem 
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oder weniger gehen. Er lüsst sich von Zahl und Geistesrichtung sei~ier  
Zuhorer tieeinflussen, dieses oder jenes Heispiel ausführliüher zu be- 
handeln u. S. W., mit einem morte:  er individualisiort seine Vorlcsung, und  
das kostet Zeit. Gegen Ende des Semesters muss dann rascher vorgegangen 
aerden, und das eine Mal komrn~n Dinge in Wegfall, welche ein anderes 
Mal vorgetragen wurden und umgekehrt. Am leichtesten kann, scheint 
uns, ab-  und zugegeben werden, wenn die DiEerentialgleichungen und ihre 
Integration den Schluss bilden. Bei dem Vortrage der Taylorschen Reihe 
kiirzeu zu sollen, scheint uns sehr bedenklich. Die von IIerrn L a m b  
nun einmal getroffene Anordnung notigt ihn zu einer wesentlich anderen 
Behandlung der früheren Kapitel, als sie i n  Übung zu sein pflegt. Die 
Auswertung unbestirnrnter Forrrien ist ganz weggelassen, die Lehre von den 
grossten und kleinsten MTerten aber von einer Grundlage aus in  An- 
griff genommen, welche man den auf seine Anfangsglieder beschriinkten 
Taylorschen Satz nennen konnte. Bus der Thatsache, dass bei einer stetig 
verlaufenden Kurve jede Sehne einer Berührungslinie parallel verlliuft, deren 
Tkriihriingspunkt zwischen den Endpunkt,en der Sehne liegt, folgt, dass 

f ( a  + 71) = f(u) + h f r ( a  + 01~) .  

Ilemniichst werdsn die 'Durchschnit,tspunkte der Kurve y = f (3) mit 
der parnbolischen Kurve y = A + R x  + Ce2 ins Auge gefasst und A, R, C 
so bestimmt, dass beide Kurven einander bei x = a berühren, bei 3: = a + 11, 
schneiden. Aus dieser Bedingung ergiebt sich unter Anwendung des Rolle- 
d e n  Lehrsatzes, dass 

f ( a  + h)  - f ( a )  + h f l ( a )  + 2 R2f11(a + d i i ) .  

Wir konnten auch auf die Anfltisong einjger Maximalaufgaben ohne 
Anwendung von Diff erentialrechaung hinweisen , welche uns wenigstens i n  
Büchern über Infinitesimalrechnung nie begegnet ist. Zahlreiche andere 
Einzelheitcn werden dem Leser Vergnügen bereiten. Wir  heben nur  ein 
Letztes noch hervor, dase namlich bei der Integration von Differential- 
gleichungen der Gedanke des integrierenden Faktors weit mehr in  den 
Vordergrund gerüekt ist ,  a ls  dieses sonst zu geschehen pflegt; dadurch 
gewinnt, uns scheinen will, die Darstellung an einheitlicher Fiirbung. 
Wir korinen auch wegen dieses Xapitels das Buch nur aufs wirmste 
erripfehlen. CASTOR. 

Higher Arithmetic by WOOSTER WOODRGFF BEMAS, Professor of mathe- 
matics in the university of Michigan, and DAVID EUGENE SMITII, 
Professor of mathematics in  the Michigan state normal college. 
Boston and London 1897. Ginn & Co. The Athenaeum Press. 
XVII, 1 9 3  p. 

Wenn der elementare Inhal t  des kleinen Lehrbuchs der Rechenkunst 
mit Einschluss des sogenannten kaufmiinnisehen Rechncns ein Verweilen bei 
Einzelheiten verwehrt, so konnen wir doeh nicht umhin auch unsere deut- 
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schen Fachgenossen auf dieses Erzeugnis amerikanischer Jlathematiker auf- 
merksam zu machen. Die Auswahl der Beispiele, die gegebenen Hinweise 
auf praktische Rechenvorteile, die ganze Darstellung ist sol dass Referent 
sich dadurch nur  mehr als je in der Überzeupng  bestarkt fühlte, ein 
fruchtbarer Rechenunterricht konne nicht anders als durch einen wirklichen 
Mathematiker erteilt werden. CANTOR. 

Kkcréatioiis e t  problémes mathématiques des temps anciens e t  modernes 
par  W. W. ROSSE BALL, fellow and tutor of Trinity College, Cam- 
bridge. 3i"e édition revue et augmentée par  l'auteur traduite par  
J. F r ~ z  - PATRICK. Paris 1 8 9  8. Librairie scientifique A. Hermann. 
IV, 352 p. 

Im Februar 1892 verliess die erste, irn Jul i  1 8 9 6  die dritte Ausgabe 
des englischen Originals die Dnickerpresse, die franzosische Übersetzung 
triigt das Datum des 15. November 1897.  Das sind Zahlen, welche laut 
und deutlich einen seltenen bucbhiindlerischen Erfolg verkünden, den wir 
nicht anstehen auch von unserer Seite als wohlberechtigt anzuerkennen. 
Man weiss, wie seit dem Anfange des 17. Jahrhunderts mathematische 
Aufgabensammlungen erschienen, welche von einer zu Beginn nicht un- 
bedeutenden wissenschaftlichen IIohe allmahlich herniederstiegen. Als 
Schulbücher waren die spateren Sammlungen gewiss verdienstvoll, aber 
einem wirklichen Mathematiker beim Lesen Vergnügen zu bereiten, reichten 
sie nicht aus. E d o u a r d  L u c a s  war  es, welcher 1 8 8 2  mit seinem ersten 
Bande der 12em-duliows rr~~t7~hrnatiyues~ dem bis 1 8 9 4  drei weitere Biinde 
nachfolgten, i n  die alten Bahnen zurücklenkte. Herr  B a l l  stand unzweifcl- 
haft unter L u c a s '  Einflusse, als er seine eigene Schrift vorbereitete, das 
zeigt sich schon aus den zahlreichen Erwiihnungen jenes Schriitstellers, 
aber gleichwohl is t  Herr  B a l l  durchaus kein blosser Nachahmer, und auch 
dafür konnten wir ein ausseres Zeugnis anrufen, die Übersetzung ins 
Franzosische , welche eine Unmoglichkeit gewesen ware , wenn das englische 
Original wenig mehr als eine Umarbeitung eines franzosischen Buches ge- 
boten hiitte. Die Litteraturnachweise sind ungemein zahlreich und wert- 
voll. Inwieweit sie vollstiindig sind, liisst sich bei dem Mange1 a n  einem 
alphabetisch geordneten Inhaltsverzeichnisse schwer überwachen. Wieder- 
holt wollte uns indessen scheinen, als sei Michael Stifel riicht so sehr be- 
rücksichtigt, als es ntitig gewesen wiire. Die franzosische Übersetzung ist 
schr geschickt gemacht und durch wichtige Ergtinzungcn und Anmerkungen 
des Bearbeiters bereichert. CANTOR. 

Mathematische DIussestnndeii. Eine Sammlung von Geduldspielen, Kunst- 
stücken u. Unterhaltungsaufgaben mathematischer Natur. Von Dr. DER- 
MANN SCHUBERT, Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums in 
Hamburg. Leipzig 1898.  G. J. Gtischensche Verlagshmdlung. VI  286  S. 

Kach E d o u a r d  L u c a s ,  nach Herrn B a l l ,  in  teilweiser Anlehnung 
a n  beide, aber weit mehr noch i n  selbstandig sie erganzender Arbeit ist 
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nun auch ein deutscher Schriftsteller, Herr  S c h u b e r t ,  mit einer Samm- 
lung von mathematischen Scherzratseln aller Art  hervorgetreten. E r  war 
rorzugsweise dazu geeignet einesteils durch eine gewisse zahlentheoretisch- 
kombinatorische Begabung, welche jeder Mathematiker an IIerrn Schubert 
kennt, andernteils durch schon veroffentliehte matheruatische Untersuchungen 
über gewisse Spielereien. Die kleine Sammlung is t  der Hauptsache nach 
für Laieu bestimmt, aber auch der Mathematiker wird sie mit Vergnügeri 
durchlesen und sich angeregt fühlen, tiefere wissenschafiliche Betrachtungen 
insbesondere Herrn S c h u  b e r t s  Originalarbeiten kennen zu leinen. 

Tafeln fur das Goldbachsche Gesetz von Dit. ROBEET HAUSSNE~,  Privat- 
dozent der Mathematik a n  der Universitit Würzburg. [Aus den 
Sbhandlungen der kaiserl. Leop. - Carol. Deutschen Akademie der 
Naturforscher Bd. 72.1 Hallc 1897. 214 S. 

Das sogenannte G o  1 d b a c h  sehe Gesetz besteht bekanntlieh darin, 
dass jede gerade Zahl als Summe zweier ungerader Primzahlen entsteht. 
E u l e r  h a t  schon durch Versuche das ihm mitgeteilte Gesetz bestatigt. 
Ausgedehntere Versuchsreihen ha t  Herr  G e  o f g  C a n t o r  18 94  ver5ffentlicht1 
und Herr  H a  u s s n er  ha t  uuumehr i n  urnfangreiche Sabellen zusammen- 
gestellt, was er selbst an empirischem Materiale für die Prüfung des Ge- 
setzes in  mühevoller Arbeit gesammelt hat. Eine ausführliche Einleitung 
bcschreibt die sehr sinnreieho Ar t ,  in  welcher Herr H a u s s n e r  seine Ver- 
suche angestellt hat,  und berichtet auch über die Versuche und theoretischen 
Erorterungen, welche Hem P a u l  S t a c k e 1 zum Gegenstande einer Xi t -  
teilung i n  den Giittinger Nachrichten gemacht hat.  Allen neueren Be- 
arbeitern des Gegenstandes war neben der Bewahrheitung des Goldbach- 
schen Satzes a n  sich die Auffindung der moglichen Anzahlen von Zer- 
le,pngen angelegen, wie z. B. 30 - 1 + 29 = 7 + 23 = 11 + 1 9  - 1 3  + 17 
auf vier verschiedene Arten die Summe zweier ungerader Primzahlen ist. 
Eine unmittelbare Abhangigkeit der Zerlegungsanzahlen von der zu zer- 
legenden Zahl zu entdecken , ist  noch nicht gelungen , .wenngleich mancherlei 
Erfahruugsthatsachen auch nach dieser Richtung hin gesammelt und teilweise 
begründet werden konnten. CANTOR. 

Lehrbuch der ebenen und spharischen Trigonometrie zum Gebrauühe 
beim Selbstunterricht und i n  Schulon, besonders als Vorbereitung 
auf Geodiisie und sphirische Astronomie bearbeitet, von DIX. E. HAMMER, 
Professor a n  der konigl. Technischcn Hochsehule Stuttgart. Zweite, 
umgearbeitete Auflage. Stuttgart 1897. J. B. Met,zler. XIV, 572 S. 

Die erste Auflage von 1885 haben wir im 30. Bande dieser Zeitschrift 
Histor.-litter. Abtlg. S. 110-111 unseren Lesern warm empfohlen, und wir 
k6nnen heute, nachdem das Werk u m  volle :/, an Umfang zugenommen 
hat,  also fast eiu neues Werk geworden ist,  umer  früheres Lob uur  be- 
stltigtin. Dem Wunsche des Verfassers, das Buch müge in Scliülerkreisen 
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aich einbürgern, wird naturgem5ss mehr noch als 1885 dessen Umfang im Wege 
stehen. Schüler kaufen keine Trigonometrie von fast 36 Druckbogen, 
und wenn ein Einzelner sie kaufen sollte, wo f inde  er Zeit sie diirchzu- 
lesen oder gar  dnrchzurechnen? Aber der in zweiter I i n i e  ausgesprochme 
Wunsch, Lehrer mochten mehr und mehr sich des Buches bedienen, ist  zu 
erfüllen und verdient Erfüllung. Der  Lehrer wird das H a m  m e r sche 
Werk als eine stets ergiebige Fundgrube betraehten dürfen, a n  welche er 
nur  hinanzutreten braucht,  um immer neuen, immer fesselnden Stoff für 
den trigonometrischen Unterricht zu finden, mag  e r  i n  dieser Beziehung 
eine noch so haufige, noch so vollstandige Abwechslung für würischenswert 
halten. Herr  H a m m e r  f i h r t ,  was wir eigeutlich gar  nicht anders er- 
wartet haben, fort,  sin" u. s. W. zu schreiben. E r  wird nicht erwarten, 
dass wir damm aufhoren, diese Schreibweise fur  unlogisch zu halten. Aber 
eine Frage mag Herr  H a  m m  e r uns beantmorten. Was  ha t  er gegen 

d - z2 = d (9) , d 2  = (d d% = ddx 

log . z2= log (23, log x2 = (log 2)" log" = log log x 
einzuwenden? Benutzt er immer die nichtabgekürzte zweite Form, oder 
gestattet auch er sich die Abkürzung wenigstens einer oder der anderen 
der ersten Pormen? Und wenna e r  diese letztere Frage bejahen sollte, halt 
er nicht Folgerichtigkeit für eine recht zweckmkissige Einrichtung? 

Die TVahrscheiiiliclikeitsrechuung. Verauch einer Kritik von DR. LIJDWIG 
GOLDSCHMIDT, mathematischem Revisor der Lebensversicherungsbank 
für Deutschland in Gotha. Hamburg und Leipzig 1897. Verlag, 
von Leopold Voss. VII I ,  279 S. 

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ha t  als Definition der Wahrscheinlich- 
keit des Eintretens eines gewissen Ereignisses den Quotienten der Anzahl 
der diesem Eiintreten giinstigen F i l l e  durch die Anzahl der überhaupt mog- 
lichen Fiille angegeben. 1st diese Definition eine diirch die Natur der 
Ereignisse erzwungene, oder ist sie willkürlich? Sagt  sie uns, was Wahr- 
scheinlichkeit i s  t ,  oder sagt sie uns nur ,  was der Mathematiker sich ge- 
wohnt ha t  so zu n e n  n e n ?  Das is t ,  wenn wir dem Verfasser i n  seinen 
ungemein geistvollen, aber leider nicht immer das Ziel deutlich hervortreten 
lassenden Auseinandersetzungen richtig gefolgt sind, die Frage,  über deren 
Ueantwortung er sich mit den Philosopheu auseinandersetzt. Herr Gold- 
schmidt gelangt dabei zu einer Überzeugung, welche Referent mit ihm 
teilt, und welche sich otwa in folgende meistens dem uns vorliegenden 
Ruche entlehnte Satzo kleiden lasst: Allen unseren Wahrscheinlichk~itsaus- 
sagen geht die Notwendigkeit in  dem Sinne ab, dass ein eintretender 
Widerspruch zwischen Erwartung und Ereignis zu einer Auflehnung des 
Verstandes führen müsste. Überall müssen unseren auf mathematische 
Formeln zurückgeführten und insofern unfehlbaren Schlüssen Erfahrungs- 
thatsachen zu Grunde liegen, ohne deren Richtigkeit die Schlüsse in  der 
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Luft schwebeu. Auf dern Standpunkte vollstiindiger Unwissenheit Wahr-  
scheinliehkeitsreehnungen anzustellen is t  durchaus unberechtigt, m6gen 

aueh Schriftsteller von noch so grosser Bedeutung sich gegen diese Regel 
vcrfehlt haben. Als Grundaufgabe, auf welcher alles sieh aufbaut,  crscheint 
das Aufsuchen gleich wahrscheinlicher Fzlle. CANTOR. 

JVolfgaiigi Bulpai de Uulya Tentamen iuventiltem stildiosam i n  elementa 
matheseos purae elementaris ac sublimioris methodo intuitiva 
evidentiaclue huic propria introducendi, cum appendice triplici. 
Editio secunda. Tomus 1. Conspectus arithmeticae generalis. Mandato 
Academiae scientiarumHungiiricae suis adnotationibus adjectis ediderunt 
JULIUS Xoma e t  MAURITIUS R ~ T ~ Y ,  Academiae scientiarum Hungaricae 
sodales. Accedit effigies auctoris. Budapestirii MDCCCXCVLT. Surriptibus 
Academiae scientiarum Hungaricae. X11, 677 p. 

Der  Name des ungarischen Malhematikers, den eine auf der Gottinger 
Universitit entstandene Freundschaft mit G a u s s  verband, is t  allgemoin 
bekannt. Mchr noch kennt man den Namen des Sohnes J o h a n n  B o l y a i ,  
der die Frage nach einer Geometrie, i n  welcher das Parallelenaxiom nicht 
herrsche, welche erstrnalig von S a c c h e r i  gestellt worden war,  neuerdings 
auf die Tagesordnung brachte. Von W o l f g a n g  B o l y a i  dem Vater kannte 
das grossere mathematische Publikum nur die oben erwahnte Thatsache, 
die allerdings das günstigste Vorurteil zu erwecken vermoehte, wenn man 
die geringe Zahl der Nanner erwog, welche G a u s s  seiner Freundsühaft 
würdigte. Dennoch war es schwer, den Meisteu unmoglich, ein eigenes 
Crteil über W o l f g a n g  B o l y a i s  Leistungen zu gewinnen, da über seinen 
SchriSten ein doppelter Unstern leuchtete. Sie waren so gu t  wie urierhiilt- 
licli, und wer eiues Extimplares habhaft wurde, fühlte sich durch die vielen 
ungewohnten Bezeichnungen sowie durch den mangelhaften Druck, der 
unter den ungünstigsten Verhlltnissen sich dureh mehrere Jahre hindurch- 
gesühleppt hatte, abgeschreckt. Die Ungarische Akademie ha t  es als eino 
Ehrenpflicht crkannt, für cine neue würdige Ausgahe Sorge zu tragen, 
deren erster Band i n  gradezu gknzender Ausstattung v o l l e n d ~ t  vor uns 
liegt. Von den fremdartigen Bezeichnungen sind einige gewichen, wie 
B o l y a i  i n  einer Selhstanzeige einst als wünschenswert erkannt hatte, 
andere sind beibehalten worden, mit welchen sich allmahlich zu befreunden 
Aufgabe des Lesers kt. Der erste Rand des T e n t a m e n  besteht aus vier Ab- 
schnitten : 1. Grundzüge einer allgemeinen Arithmetik, 2. Differential- und 
Integralrechnung nebst Grundzügen der Variationsrechnung, 3. Gmndzüge 
der Theorie der Gleichungen, 4. Zusatze. Das Erscheinungsjahr des Tentamen 
in seiner ersten Ausgabe war 1832. B o l z a n o s  i n  P r a g  erschienene 
Schriften waren seit etwa 15 Jahren,  C a u c h y s  A n a l y s e  algc%rique seit 
11 Jabren i m  Handel,  wiihrend die Disquis i twnes  circn ser iem etc. von 
G a u s s  g a r  schon seit 2 0  Jahren für  die Ti-issenschaft vorhanden wai-en. 
Diese Llaten wird man gut  thun im Auge zu behalten, uni der Ver- 
suehung zu entgehen, .B O 1 y a i  s Seritamen eine noch bahribrechendere Be- 

Hist.-litt. Abt d. Zeitschr. f. Math.  u. Phys. 43. Jahrg. 1898. 6. Heft. 16 
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deutung beizulegen, als es hatte erringen konnen, wenn es rechtzeitig ge- 
niigend bekannt geworden wlire. Wollten und niussten wir durch diese Ue- 
merkung einer Überschatzung des Tentamen in den Weg treten, so liegt 
uns nichts ferner, als eine Cnterschitzung veranlassen zu wollen. Die 
Schriften, auf welche wir hingewjesen haben, lassen erkennen, worin die 
Eigenart iind mit, ihr der wissenschaftliche Wer t  des Tentamen hesteht. 
Der Bruch mit jener Darstellungsweise, welche an dem Entdecken immer 
neuer analytischer Wahrheiten sich genügen liess, ohne eine vollkommene, 
allen Bemangelungen trotzende Sicherung derselben fü r  unerlasslich zu 
halten, ist vollzogen. Das Hauptgewicht f d l t  auf die tiefe Begründung. 
Der Begriff der Grenze is t  es insbesondere, welchen B o l y a i  (S. 20) scharf 
zu fassen sich bemüht. In  deutscher Übersetzung lautet die betrefferide 
Stelle etwa folgenderrnassen: 

Pindet ein gewisses A in .jedem Augenblicke einer Zeit T stat t ,  da- 
gegen in einem'nach ï' eintretenden Zeitpunkte 1 nicht mehr, so muss es, 
wenn ï' fortgesetzt zunimmt, einen Zeitpunkt p geben, welcher der letztc 
von dem Anfangc von T an gerechnet ist ,  bei welchem das Stattfinden 
von A zutrifft. I n  p ist also zum leteten Xale A oder zum ersten Male 
h'icht - A .  1st in 21 das h'icht A ,  so wird hinter dem p irgendeinmal 
immer A oder iinmer Nicht - A  stattfinden, es sei denn, dass hinter dern 
p jeder Zeitpunkt p' ein solcher ware, dass zwischen p und p' zugleiçh A 
und Nicht -A stattfande. Das is t  die Grundlage des Grenzbegriffes. 

An einer anderen Stelle (S. 55) heisst es: Wachst y i n  der Weise, 
dass nach jeder Vermehrung eine neue stattfindet, dass aber dennoch immer 
etwas geringeres als Q entsteht, so ha t  q eine Grenze. 

Um an einem Beispiele erkennen zu lassen, wie Bolyai geometrische 
Grenzbegriffe zu fassen wusste, führen wir eine dritte Stelle (S. 290) an: 
1st eirl Bogeri ap  einer ebenen Kurve und eine solche i n  derselben Ebene 
befindliche von P ausgehende Gerade a'p gegeben, dass von p aus in der 
gleichcn Ebene keine Gerade zwischen dem Bogen und der a'? gezagen 
werden kann, so sagt man ,  dass a'p die Kurve berühre. 

Nan bemerkt, dass diese Definitionen, welche leicht zii vermehren 
waren, sehr modern i m  besten Sinne dieses Wortes anmuten. E s  ware 
vielleicht wünschenswert, wenn einer der Ilerausgeber sich die für  ihn 
leichte Mühe geben wollte, B o l y a i s  Kraftsiitze, wenn wir so sagen 
dürfen, aus dem Zusammenhange gerissen i n  kurzem Auszuge zu veroffent- 
lichen. 

-- - CAXT~R.  

Oenvres mathhatiques d'Evariste Galois publiées sous les auspices de 
l a  société mathématique de France, avec une introduction par 
M. ÉNLLE P r c m u ,  membre de l'Institut. Paris 1897. Gauthier- 
Villars e t  fils X,  6 1  p. 

Gegenwartig ist ,  man kann wohl sagen überall, die Neigung vor- 
handen, Gesamtausgaben der Schriften hervorragender Forscher zu ver- 
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anstalten. Auch für die der Anzahl nach wenigen Abhandlungen von 
Galois ha t  die franzosische mathematische Gesellschaft eine solche Ver- 
einigung zu einem kleinen Uliudçhen veranlasst, welches, wie man voraus- 
sehen darf,  bald in  den wenigsten Bibliotheken von Nathematikern fehier 
wird. Eine Einleitung aus der Feder von Herrn  mile Picard dient ihm 
2111. besonderen Empfehlung, wenn es eincr solchen bedürfte. 

Der  Xathematiker Jakob Steiner von Utzenstorf. Ein Lebensbild und 
zugleich eine Würdigung seiner Leistungen von Dr. phil. J. H. GIIAF, 
ordentlichem Professor der Mathcmatik a n  der Hochschule in Bern. 
Mit dem Portrüt und dem Faksimile eines Briefes Steiners. Ucrn 1897, 
K. J. Wyss. 5 1  S. 

Die uns vorliegende kleine Schrift ist  keine Lobschrift im land ladgen  
Stile. Herr Graf h a t  den Spmch,  dass man von Toten nur Gutes reden 
solle, geopfert und a n  dessen Stelle die Behauptung bewahrt,  dass Wahr-  
heit die beste Politik sei. Wir  lernen in Grafs Schilderung den wirklichen 
Jakob Steiner kennen, eine nicht immer liebenswürdige, nicht immer nach- 
ahmungswerte, aber stets geniale und im hochsten Grade bedeutende 
Personlichkeit. TJngemein fesselnd sind die Angahen iiber Steiners e i g e n ~ n  
IMdungsgang, insbesondere über die Hefte, welche e r  ausarbeitete, als er 
der Pestalozzischen Erziehungsanstalt angehorte. CANTOR. 

Ri hl iogrripliie 
vom 4. August bis 13. Oktober 1898. 

Periodischo Schriftcn. 

Abhandlungen der konigl. Gesellschaft dor Wissenschaften zu Gottingen. 
Mathem.-physik. Klasse. Neue Folge, 1. Bd. Nr. 3. SCIIIJR, WILH., Ah- 
leitung relativer Orter des Mondes gegen die Sonne, aus heliometrischen 
Messungen von Sehnenliingen ausgeführt auf der Sternwart,e zu Gottingen 
wiihrend der partiellen Sonnenfinsternisse von 1 8 9 0 ,  Jun i  16. /17 .  und 
von 1 8 9 1 ,  Jun i  6. Berlin, Weidmann. M. 3. 

Abhandlungen der konigl. sachs. Gesellschaft der Wissenschaften, mathem: 
physikalische Klasse. 24. Bd. Kr.  IV. CREUNER, HEKM., Die sachsischen 
Erdbeben wahrend der Jahre 1 8 8 9  bis 1897. L e i p ~ i g ,  B. G. Teuhner. 

M. 4. 50. 

16  * 
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Annalen, neue, der konigl. Sternwarte i n  Miinchen. Herausgegcben von 
Direktor S u c o  SEETJGER. III. Bd. München, Franz. M. 25. 

Rerichte der sachs. Gesellschaft der Wissenschaften. Mathem.-physik. Klasse. 
1898.  1.-IV. Leipzig, B. G. Teubner. & X. 1. 

Fortschritte, die, der Physik im Jahre 1897.  Dargestellt von der physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. 53. Jahrg. 1. Abt. BORNSTEIN, RICH., 
Physik der Materie. Braunschweigl Vieweg & Sohn. M. 23. 

Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung. IIerausgegeben von 
A. WANGERIN urid A. GUTZJIER. 5. Bd. 2. Heft 1 .  Lieferung. KOTTER, 
E i e s s ~ ,  Die Entwickelung der sgnthetischen Geometrie. Leipzig, 
B. G. Teubner. M. 4. 40. 

Jahrbuch, deutsches meteorolog., fü r  1896.  Meteorologische Station 1. Ord- 
nung in Xagdeburg. Herausgeg. von RUD. WEIDENHAGEN. Magdeburg! 
Fabcr. kart.  M. 6. 

Jahrbuch, nautisches, oder Ephemeriden und Tafeln für  das J a h r  1 9 0 1  zur 
l<estimmung der Beit, Liinge und Breite zur See nach alstronamischen 
neobachtungen. Herausg. vom Reichsamt des Innern. Berlin, Heymann. 

kart.  M. 1.50. 
Jahrbuch über die Fortschritt'e der Mathematik. Herausg. von EMIL LAMPE. 

2 7. Bd. Jahrg. 1 8 9  6. 1. Heft. Berlin, Reimer. M. 12 .  
Sitzungsberichte, Münchener, MathematischeKlasse. 1898.  2.Heft. RIünchen, 

Frailz. 31. 1.20. 
- - Wiener, Matheme-naturw. Rlasse. 1. Abt. 107 .  Rd. 1.- 5.  Heft. Wieu, 

Gerolds Sohn. 31.6.50. 
Verhandlungen des ersten internationalen Mathernatiker -Kongresses i n  Zürich 

vom 9.-11. August 1897.  Herausgegeben von FEIID. l iuuro.  Leipzig, 
B. G. Teubner. b1. 18. 

Veroffentlichung des konigl. preuss. geodiitischen Institutes u. Centralbureaus 
der internationalen Erdmessung. HEI~MEKT, F. R., Beitrage zur Theorie 
des Reversionspendels. Leipzig, B. Cr. Teubner. M. 7.60. 

-- Dasselbe. ~ Ü G E R ,  L., Beitriige zur Rerechnung von lJotabweichungs- 
systemen. Ebenda. M. 8.40. 

Veroffentlichungen des konigl. preuss. meteorol. Instituts. Herausgeg. dureh 
Direktor WILH. VON REZOLD. 1897 .  2. IIeft. Ergebnisse der Beobach- 
tungen an den Stationen I I .  und III.  Ordnung i m  Jahre 1897,  zugleich 
deutsches meteorol. Jahrbuch für  1897 .  Beobaehtungssystem des Konig- 
reichs Preusseu und benachbarter Staaten. Berlin, Asher & Co. M. Y. 

Vierteljahrsschrift d. Astronomischen Gesellschaft. 33. Jahrg. 2. Heft Leipzig, 
Engelmann. RI. 2. 

Geschichte der Mathematik und Physik. 

KIRULER, P. FINTAK, Die Zeitmesser bis zur Erfindung der Pendeluhr. Pro- 
gramm. Einsiedeln, Henziger &. Co. M. 2. 

ZEDNIK, JELLA v., Sophie Kowalewsky, ein weiblicher Professor (Sammlung 
gcmcinnützigcr Vortrügc Nr. 237). P r a g ,  Haerpfer. M. -. 20. 
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R e i n e  M a t h e m a t i k .  

B I ~ E U E R ,  A ~ B . ,  Elementar entwickelte Theorie und Praxis der Funktionen 
einer komplexen Variabeln in organischer Verbindung mit der Geometrie. 
Wien, Daberkow. ?I. 5 .  

B o c ~ o w ,  KUL, Die Formeln für  die Sum~ne  der natürlichen Zahlen und 
ihrer ersten Potenzen, abgeleitet an Figuren. Magdeburg, Faber. ?iI 1. 

CZ~JBEIZ, EMAN., Vorlesungen üb. Differential- u. Intcgralrcchnung. 2. (Schluss -) 
Rand. Leipzig, B. G. Teubncr. geb. N. 10. 

FORT, O., und Scrrr.ii~rr,crr, O., Lehrbuch der analytischen Geomeh-ie. 2. Teil. 
Analyt,ische Geometrie des Railmes. 6. A d .  Von R. H~asit.  T,eipzig, 
B. G. Teubner. RI. 5. 

GAMBOHG, V. E., Logarithmentafeln, Logarithmen und Antilogarithmen ent- 
haltend, nebst den Eogarithmen d. trigonometrischen Funktionen u .  a. m. 

Berlin, Juncker. X. 2.25. 
GOETTLER, JoH., Konforme Abbildung eines von konfokalen elliptischen und 

hyperbolischen Kurven nt"' Ordnung begrenzten Flachenstückes auf der 
Halbebene. Programm. Passau, Waldbauer. hl. 1. 

KOEPP, G., Illustrierter Spezialkatalog über geometrische Xodelle: Linien, 
E'lichen, Korper und Sammlungen von denselben zur Veransch&ülichurig 
planimetrischer, stereometrischer und trigonometrischer Begriffe und 
Lehrsiitze. Bensheim, Ehrhard & Co. 3I. -. 50. 

MEYER, & L x ,  Katechisrnus der Logarithmen. 2. Aufl. (Webers Katechismcn 
Kr. 3 .  Leipzig, Weber. M. 2. 50. 

PETF,I{SF.X, JUL.? Varlesi~npen iiber Funktionstheorie. Kopenhagen, H6st Ss Sohn. 
11.1. 10. 

Rrsi>sr,, ERNST, Xatechismns der Stereometrie, mit einem Anhange über 
Kegelschnit,te, sowie über Maxima und Minima (Webers illustr. Kate- 
chismen Nr. 175). Leipzig, Weber. geb. 31. 3.50. 

ROE jr., EDWARD DRAKE, Die Entwickelung der Sylvesterschen Determinante 
nach Normalformen. Leipzig, B. G. Teubner. M. 2. 

SALIION, GEO., Analytische Geometrie der Kegelschnitte, mit besonderer 
Rerücksichtigung der neueren Xethoden. Frei  bearbeitet von WILH. 
FIEDLER. 6. A d .  1.  Teil. Leipzig, B. G. Teubner. M. 9. 

SCHLESINGER, LCDWIG, Handbuch d. Theorie d. linearen Differentialgleichungen. 
(Jn zwei Banden.) 2. Rds. 2. (Schluss-) Teil. Leipzig, B. G. Teubner. M. 16. 

SCHUK, FKI>K., Lehrbuch der analytischen Geometrie. Leipzig, Veit & Co. 31. 6. 
STUKM, Lehrbuch der Analysis (Cours d'Analyse). Cbersetzt von Taux. G ~ o s s .  

2. Bd. Berlin. Fischer. M. 7. 50. 

A n g e w a n d t e  Mathemat ik .  

BOLTE, F., Sammlung von mathem., physikal. und techn. Tafeln für den 
Unterricht an Schulen fïir Seedampfschiffs-Maschinisten. Hamburg, 
Eckardt & Messtorff. kart.  M. 2. 

BRENNEK, LEO, Handbuch für Amateur- Astronomen. Leipzig, Mayer. geb.M. 10. 
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CLASSEN, JOHS., Die Prinzipien der Mechanik bei BOLTZMAXN und HERTZ. 
Hamburg, Grafe & Sillem. M. 1. 

FOPPL, AcG., Vorlesungen über technische Mechanik. 1. Bd. Einführung in 
die Mechanik. Leipzig, B. G. Teubner. geb. M. 10. 

GRUNER, P., A~trono~uische Tortrage. Sechs genieinverstiindliche Hochschul- 
vortrsge. Bern, Nydegger & Baumgart. M. 1. 40. 

Handwfirterbuch der Astronomie, 14. und 15. Liéferring. Breslau, Trewendt. 
M. 3. 60. 

G~UTHER,  LUDW., Keplers Traum vom Mond. Tleipzig, B. G. Teubner. M. 8. 
KLEIN> F., und SOMMERFF.T.D, A.> Über die Theorie des Kreisels. II. Reft. 

Durchführung der Theorie im Falle des schweren symmetrischen Kreisels. 
Leipzig, B. G. Teubner. M. 10. 

ROTR, AUGUST, Lehrbuch der astronomischen Navigation. I m  Auftrage des 
kaiserl. und konigl. Reichs-Kriegsministeriums, ,.Marine - SektionLL, ver- 
fasst. Wien, Gerold & Co. M. 10. 

ROUTH, EDWARD JOHN, Die Dynamik der Systeme starrer Kfirper id zwei 
Banden mit zahlreichen Beispielen. Deutsch von ADF. SCHEPP. Mit 
Anmerkungen von FEL. KLEIN. 2. Bd. Die h6here Dynamik. Leipzig, 
B. G. Teubner. geb. M. 14. 

SARTORY, Fm. ,  Graphische Tabellen für die statische Berechnung einfacher 
Hochbaukonstruktionen. Wien, Spielhagen & Sehurich. 81.4. 

SCII~LTZ, E.,  Vierstclligc mathcm. Tabellen. 3. A d .  husgabe für Bau- 
gewcrkschulen. Essen, Baedeker. geb. M. 1. 

- Nebst: Anleitung zum Gebrauche der mathematischen Tabellen in den 
technischen KaIlendem. An 25 Beispielen aus der Praxis erlautert. 
3. A d .  Ebenda. geb. M. 1.20. 

WAGNER, KARL~ Das Problem vom Risiko in der Lebensversicherung. Studie. 
Jena, Fischer. 31. 3. 60. 

WELLISCH, SIEGM., Das Alter der Welt. Auf mechmisch-astronomischer 
Grundlage berechnet. Wien, Hartleben. M. 2. 

Physik und Meteorologie. 

DREEIER, EuG., nnd JORDAN, K. F., Untersuchungen über die Theorie des 
Magnetismus, den Erdrnagnetismus und das Nordlicht. Berlin, Springer. 

M. -. 60. 
KI,ISCKERT, WILH., Das Licht, sein Ursprung und seine Funktion a h  Warme, 

Elektrizitit, hIagnetismus, Schwere und Gravitation. Leipzig, Friedrich. 
M. 2. 

ST~J IHOFEL,  8.) Akustik des Baumeisters oder: Der Schall im begrenzten 
Raume. 2. Aufi. Dresden, Kiihtrnann. geb. M. 4. 

WALTER, ALOIS , Theorie der atmosphiirischen Strahlenbrechung. Leipzig, 
B G. Teubner. M. 2.80. 
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Nathematisches Abhandlungsregister. 

1897. 

Zweite Halfte: 1. Juli bis 31. Dezemher .  

A. 
Abbildung.  

445. Ilepr6s~ntat~ion g6oniétrique de l a  fonction arct,g z .  M a i l l a r d .  N. ann. math. 
Sir.  3. XVI. 368. 

446. Sur certaiis problèmes de représentation conforme. II. A. S c h w a r z .  N. a m .  
math. S k .  3, XVI, 200. 

447. Sur une pénéralisation dn nroblbme de la reurésentation conforme aux 
varié{& i trois dimensions. Em. C o t t o n .  ~ o m p t . ~ e n d .  CLXV, 225. 

448 Ijiegiingen und konjugierte Systcme. P. S t a c k e l .  Xat,hem. Annal. IL, 256. 
[Vergl. Bd. XLI Nr. 273.1 

Absolu te  Geometr ie .  

449. Sur la réduction des vecteurs et les propriétés métriques. J. A n d r a d e .  
Compt. Uend. CXXV, 394. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 540. 

Ana ly t i sche  Geomet r i e  der Ebene .  

460. Quartique trinodale comme lieu des points de rencontre de certaines tangentes 
menées à une série de coniques de deux sommets d'un triangle. 
A. D r o a - F a r n y .  N.ann.math.Sér .3 ,XVI,  145. 

451. Quartique lieu des milieux des cordes d'un cercle ayant une projection 
donnée sur un diamktre fixe. A. M a n n h e i m .  N. ann. math Sér. 3 ,  XVI, 
187. - M. d 'Ocagrie  ibid. 237. 

Vergl. Ellipse. Hyperbel. Kegelschnitte. Kreis. Parabel. 

Analyt ische Geomet r i e  d e s  Raumes .  
45.2. Neue Eimnschaften des Strahlcnkomnlexes zweiten Grades. Th.  R e  v e 

~ a t c e i n .  Annal. IL, 585. 
433. Sur le déplacement le plus général d'une droite dont tous les points décrivent 

des trajectoires sphCriques. E. D u p o r c  q. Compt. Kend. CXXV, 762. 
454. Déplacement d'un tktraèdre trirectangle au sommet. R i c h a r d .  N. ann. math. 

Sér. 3, XVI, 476. 
455. Quelques thkorèmes de géométrie. G. G a l l u c c i .  N. ann. math. Sir .  3, XVI, 13. 
456. Sur deux sphères de même rayon tangentes entre elles et touchant chacune 

un de deux plans donnés. A.  T h é v e n e t .  N. ann. math. Sér. 3 ,  XVI, 94 
467. Sur la droite de rencontre des plans polaires d'un même point par rapport 

un ellipsoide e t  une sphère concentrique, X. ann. math. Sér. 3, XVI, 31. 
468. Théorèmes de Pascal et  de Brianchon. F. F a r j o n .  N. ann. math. Sér. 3, 

XVI, 78. - F. S c h u r  ibid. 238. 
Vergl. Oberfiachen. ObedLchen zweiter Ordnung. 

Astronomie.  
459. Sur les cas du problème des trois corps (et  des n corps) oii deux des corps 

se choquent au bout d'nu temps fini. P. Pa in levC.  Compt.Rend. 
CXXV. 1078. 
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460. Sur les périodes des iiitégrales doubles et  le développement de  l a  fonction 
parturhatrice. H. P o i  n c a r  6. Joiirn. Mathéni. Skr. 5, III, 203. 

461. J)éterniin&tion des coordorin6es absoluos des étoiles, ainsi que d e  l a  latitude, 
à l'aide cles instruments méridiens. Méthode générale pour la solutiuii 
de  ces divers problknies. Tioewy. Compt. Rend. CXXV, 1062. 

462. Méthocie spéciale pour l a  ddtermination absolue des déclinaisons et de la 
latitude. L o e w  y. Compt,. Xerid. CXXV, 1142. 

B. 
Bestimmte Integrale. 

463 .  Extension du t,héorkmc de  Caiichy. L. R a v u t .  X. ann. mat,h. Sér. R,XVI, 385. 
464. Sur I'approxiniation des fonctions de  grands nombros. M. H a m y .  Compt. 

ILerid. CXXV, 926. 
465. Souvelle déinonstration du théorème de Stokes. R. B l o n d l o t .  N. ann. math. 

Sér. 3, XVL, 501. 

466. Sur l 'intégrale d z  prise l e  long du contour formé de 2 derni- 

circonfhences de rayons Il et r ,  ayant l'origine pour centre commun 
e t  reliées par  des ~iortions de  l'axe. V. J a r n e t .  N. anu. math.  Sér 3, 
XTI.  8 

467. ~ x c r c i s e s '  de licence. B o n r  1 e t .  N. ann. math. 8ér. 3, XVI, 236. 
468. Sur les i~itégrales doubles d e  seconde asphce dans l a  théorie des surfaces 

algéhriqiies. Em. P i c a r d .  Compt. Rend. CXXV,Y09. 
. Vcrgl. Astronomie 460. 

C. 
Combinatorik. 

469. fiber Tripelsysteme. L. H e f f t  e r .  Mathem. Annal. IL, 101.  
470. Théorie des régions. E. C a h e n .  N. ann. math. Sér. 3, XVI, 533. 

Cubatur. 
471. Formule pour l e  volume d'un tétraèdre. D u l i m b e r t .  K. ann. math.  Sdr. 3, 

XVI, 381. 
Cylinderfunktionen. 

472. LIeweis eincr Formel des IIerru Sonine. E. G u b l e r  Mathem. Annal. IL, 583. 
473. Sur  Ica fnnrt,ious R~:sséliennes OyZ) e t  Sn(=) L. Crt: l ior.  Compt. Elcrid. 

Cxxv, 421, 860. 
D. 

Determinanten. 
474. Valeur d 'un certain déterminant. V. R e t a l i .  N .  anri. math. Sér. 3, XVI, 191. 
475. Sur lin déterminalnt reinarqnable. C. R o i i r l e  t. K. ann. math. Sér. 3, XVI, 369. 
476. Sur un certain Jacobien. A u t o n n e .  N. ann. math .  Sér. 3, XVI, 376. 

Differentialgleichungen. 
477. Zur Integration der gewohnlichen Differentialgleichungen. Alf .  G u l d b e r g .  

Crelle CXV111, 158.  
478. Mémoire sur les équations diffkrcntielies. D u p o r t .  Journ. Dlathérn, Sér. 5,JU, 17. 
479. Neuer Beweis der  Existenz eines Integrals einer linearen homogenen Diffcrential- 

gleichung. Y. H a m b u r g e r .  Crella CXViLI, 351. - L. F u c h s  ehenda 33.1. 
480. Zur Gmunentheorie der h o m o ~ e n e n  linearen Differentialnleichuneen. E m.Ueke .  

Mila'them Annal. IL, 573'' 
- 

481.  Sur les Bquations diférenticllee linéaires appartenant à une même classe de  
~ i e m a u n .  F. M a r o t t e .  Compt. llend: CXXV, 84. 

482. Sur I'oxistence des intégrales dans certains systèmes différentiels. R i q i i i e r .  
Compt. Rend. CXXV, 933. 

483. Sur l'application de l a  méthode des fonctions majorantes à certains sy*tèuit:s 
difkrentiels. R i  q u i  e r .  Compt. Rend. CXXV, 1018. 

484. Sur  les transformations infinitésimales des Cquations diférentielles. X. S a l  t y  - 
k o  w. Joiirn. Nathéni. Sdr. 5, llI, 429. 
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,185. Sur une double géncralisation des équations de Lie. E. V e s s i o t .  Compt. 
Hend. CSXV. 1019. 

486. C3er das  Verhalten der Integralc von Ditferentialgleichi1ngc:n boi der An- 
niilierung der Ver%riderlichen an  eirie Unbestinuritheitsstelle. J. H o r n .  
Crellc CXVIn, 257.  

487. Sur la méthode des approximations successives de 41 Picard. S. Z a r e m h a .  
Journ. Xathém. Sér. 5, III, 311. 

488. Einige Sitze iiher die asymptotische Darstellung vori Integralen liuearer 
I)ifferent,ialgleic:hi~nge~~. Ad .  X n e  s e r .  Milathem. Annal. TL, 383. 

489. Verwenduiig asymptotischer Darstellungen zur Critersuchung der Integrale 
einer speziellen lincaren Differeutialgleichung. J.  H o  r ri. Nathem. 
Annal. TT., 453 .  

490. Cher die Integration der ~a rn i l t onschek  l)ifferc~itialglcichung mittels 
Separation der Variabeln. P. 6 t a c  k c l .  Nathem. Anrial l L ,  145. 

491.  Grundziige einer Integrat,ionst,heorie der S y ~ t e m e  partioller r)iirc:rential- 
gI(:ichuilgen erster Ordnung in zwei nnabhiiiigigen und beliebig vielen 
abliirigigen Ver%nderlicLien. J3. v.  W e b e r .  Crelle CXVUI, 123. 

492. Sheorie der Involiitionssysteme partieller Differcntialgleichiingen erst,er Ord- 
nnng in beliebig vielcn abhangigen und unabhingigen Vcriinderlichen. 
K. v .  W e b e r  Mathem. Annal. IL, 543. 

493. Sur la dktermination des intégrales d'une équation aux dérivées partielles 
par  cert~aincs conditions initiales. E. G o u r s a t .  Compt. Rend CXXV,640. 

494.  Sur l'int,égration des systèmes d'6quatious aux dériv6es partielles d u  premier 
ordre à plusieurs fonctions inconnues. .l. Be  u d o n .  Compt. Itend. 
CXXV, 156 .  

493. Rtude sur les intégrales d'un sgstkme des équations diff4rentiellcs aux 
dérivées partielles de plusieurs fonctions iuconniies. N. S a l t  y k o  W. 

Joum.  &fathkm Ski. 5,1TT, 423. 
4%. v b e r  die Iritegrstion der partiellen Differentidgleichungen zweiter Ordnung. 

K. J. S o n i n .  N a t h m .  Annal. IL. 417. 
497. Sur une forme analytique des intégrales des équations linéaires aux dérivées 

particlles à deux variables iriddpcndantes. J. L e  R o u x .  Compt. Kend 
CXXV, 1015. 

Vergl. Mechanik. Variationsrechnunp. Wirmelehre. 

Differentialquotient. 
493. Sur dey congruences diiférentielles linéaires. A l f .  G i i l d  b e r g .  Compt. Rend. 

CXXV, 489. 
Dreiecksgeometrie. 

499. Siir 4 droites se coupant au centre (111 cercle circonscrit à lin triangle donné. 
F F a r j o n .  N .a r in .ma th .Sé r .3 ,XVI ,  190. - E . L ) u p o r c q  ibid.191. 

Vergl. Ellipse 503. 
E:. 

Elektrizitat. 
500. Gber das Gleichiingssyste~n einer Kirchhoffschen galvanischen Strom- 

verzweigung. W. A h r  e n s .  Nathem. Annal. IL., 3 I 1. 
501. Le problème do l a  distribution de  l'electricité e t  le problème de  C.'reumann. 

W. S t e k l o f f .  Compt. Rend. CXXv, 1026. 

Ellipse. 
502. Sur l a  déviation de l'ellipse. A. M a n n h e i m .  K. ann. math. Sér. 3, XVI, 249. 
503. Ellipsc lieu du centre du cercle des neuf points des triangles dont deux 

ç0tés sont fixes et  le troisième d e  longueur constante. N. ann. math. 
Sér. 3, XVI, 90. 

504. Produit constant des aires d'un triangle e t  d'un rectangle se rapportant à 
une ellipw. A. D r o z  - F a r n y .  K. ann. m a t h  Sér. 3, XVI, 145. 

Elliptische Transcendenten. 

505. Le théorème d'addition d e  l a  fouctiou p(u). P. S t iic ke l .  K. anu. math  
S6r. 3, XVI, 75. LVergl. Bd. XIdII Kr. 521  ] 
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50G. Sur les périodes des intégrales doubles. H. P o i n c a r é .  Conipt. Rend. CXXV, 995. 
507. Sur les périodes des intégrales doubles dc fonctions algébriques. Em. 

P i c a r d .  Compt. Rend. CXXV, l o f a .  
Vergl. Astronomie 460. Geschichte der Mathematik 541. Thetafunktionen. 

F. 
Formen. 

508. Zur Theorie der linearen Substitutionen. Alf.  Loewy.  Matheni. Annal. 
IL, 448. [Vergl. Bd. XLII Nr. 529.1 

509. Sur la réduction des formes quadr5tiqnes binaires. A .  FTurwitz. K. a m .  
math. S6r. 3, XVI, 491. 

510. Le résultant de trois formes ternaires quadratiques. P. G o r d a n  Joiirn. 
Mathém. SBr. 5, III, 195. 

Funktionen. 
511. Reitrige zur Theorie der stetigen Fnnktionen einer reellen Veranderlichen. 

T. H r o d é n .  Crelle CXVHI, 1 .  
512. Sur la théorie générale des fonctions de variables r6elles. 11. B a i r e .  Compt. 

Itend. CXXV, 69 1 .  
513: Sur la théorie des fonctions entières. E. Bchou. Compt. Rend. CXXV,763. 
514. Cber den Zusammenhang zwischen der Dedekind-Weberschen Normalbasis 

und dem IIenselschen absoluten Pundamentalsystem. L u d w .  Baur .  
Mathem. Annal. IL, 73. 

515. Sur le calcul fonctionnel distributif. S. P i n c h e r l e .  Mathem. Annal. IL,325. 
516. Sur la convergence des substitutions uniformes. E. M. L é  m e r a  y. N. ann. 

math. Sér. 3, XVI, 306. 
517. Propriétés fondamentales des fonctions circulaires définies sous forme d'un 

prodiiit. A. P a  g è  S .  N. ann math. Sér. 3. XV1, 341. 
518. Sur une formiile de la thBorie ~ é n é r a l e  des fonctions de dusieurs variables 

e t  de l'intégration des diff&ntielles totales. E. ~ a c ~ i .  N. aiin. math. 
Sér. 3, XVI, 297. 

619. Siir un nouvel al~orithme. L é m e r  av.  Comat. Rend. CXXV. 6'24. 

Formen. Gle&hungen. Kettcnbrüche. kannigfaltig];eiten. Potential. Reihen. 
Substitutionen Shetafunktionen Transformatioiisgrupp~,n. Unhrstimmte 
Formen. Zahlentheorie. 

G. 
Geometrie [descriptive]. 

520. Sur le biais passé ganche. A .  Bo " l a n g e r .  X. aiin. math. Sér. 3, XVI, 171. 

Geometrie [hohere). 

521. nie Plückerschen Zahlen der Abweichurigskurven. W. Uoiiwman.  Nathem. 
Annal. I L ,  24.  

522. Nouvelle démonstration du théorème fondamental de l a  géométrie projective. 
H. G.  Z e u t h e n .  Compt.Rend. CXXV, 638, 858. 

523. Cber cinige Anwenduugen des Korrcspondenzprinzips. K. Th.  V a  h 1 en. 
Crclk CXVlII, 251. 

524. Sur l a  correspondance biforme; extension des polygones de Poncelet. 
C f .  F o n t e n é .  N. ann. math. S h .  3,  XITI, 437.  

525. Sur la transformation homographique des propriétés métriques des figures 
planes. G. B r o c a r d .  X. ann. math. Sér. 3,XITI, 293. [Vergl. Ud.XLII 
S r .  568.1 

526. Sur les systèmes orthogonaux e t  les systèmes cycliques. C. G u i c h a r d  
Cuinpt. Itend. CXXV, 519 .  

527. Sur les rkseanx et les congrilences. G i i i  ch  a r d .  Cornpt. Rend. CXXV, 564 
518.  Sur l a  déformation des quadriques. C. G u i c h a r d .  Compt Rend. CXXV, 596. 
529. Sur le problème de 31. Bonnet. C. O u i  c h a r d .  Compt. liend. CXXV, 613,  
530. Sur le problème de Ribaucour. C. G u i c h a r d .  Compt. Rend. CXXV, 1013. 
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531.  Sur  les focales planes ti'unc: courbe plane à lin ou plusieurs axes de 
symétrie. P. II. S chou te .  Compt. Rend. CXXV, 991. 

532. Siir l e  déplacement d'un triangle variable semblable S, u n  t r img le  donné. 
M d ' o c a g n e .  N. a m .  math. Bér. 3, XVI, 474. 

533. Sur les déplacements d'une figure invariable. A. d e  S a i n t -  G e r m a i n .  
N.  ann. math.  S6r. 3, XVI, 319. 

534. Sur l'hypocycloïde de  Steiner. P. S e r r e t .  Compt. Rend. CXXV, 404, 423, 
445, 459. 

5.35. Sur nni. courbe du 4. degré engendrée au moyen de  deux circonférences. 
F. S a r t i a u x .  N. ann. math. Sér. 3, XVI, 232. 

536. Lieu des points de  deux courbes appartenant à deux faisceaux, l'un d'ordre 
m ,  l 'autre d'ordre pz, où les courbes se coiipent sous 'in angle constant. 
G . L e i n e k u g e 1 .  N.ann.m:tth.Sér.3,XVI,385. 

537. Sur  l'application de deux covariautu à l a  construction d e  quelques espèces 
de courbes. S. Mi tnpeo t .  N. ann. math. Sér. 3. XVT. 677 .  

538. Démonstration géométrique d'une propridté de  la' cyclbide. A. V i c a i r e .  
N. auri. math.  S6r 3 ,  XVI, 430. 

Vercrl. Absolute Geometrie. Kinematik. Mehrdimensionale Geometrie. Ober- 
flachen. 

Gesch ich te  d e r  M a t h e m a t i k .  

539. I?tiides anat,omiqiies de Leonard da Vinci. H. d e  L a c a  z e - D i i t h i  e r s .  Compt. 
Xend. CXXV, 922. 

540. Gauss. die beiden Bolvai und die nichteuklidische Geometrie. P. S t a c k e l  
nnd F r .  E:ngel. Math. Annal. a, 149. 

541. Les recherches de  Gauss dans l a  théorie des fonctions elliptisues. P. Gi in  t h er .  
A - 

Journ. hlathern. Sér. 5. III. 95. 
542. Kote snr Frmcesco   ri os chi (22. XII. 1824 - 13. XLI. 1897). H e r m i  t e. Compt. 

Rend. CXXV. 1139. 
543. Le gnomon de l'observatoire e t  les anciennes toises; restitution de l a  toise 

de  Picard. C. W o l f .  Compt. Hjend. CXXV, 199. 
Vergl. Differentialgleichungen 479. Optik 613. 

Cfleichungen. 
544. Sulle irrazionalità d a  cui pub farsi dipendere la iisolueione d'un' equezione 

algebrica f (xyz) - O con funzioni d i  due parametri. F e d .  E n r i q u e  S.  
Mathem. Annal. TTJ, 1 

545. ThEorèmes sur les équations algébriques. S o n d a  t. N. ann. math. Sér. 3, 
XVI, 169. 

546 Sur les conditions qui expriment qu'une équation algébrique de degrée m 
n'a que p racines distinctes @<m). X. A n  t o m a r i .  N. ann. meth. Sér.3, 
XVI. 63. 

547. Sur une équation réciproque de  degré 2 ni. n'ayant pas de  racine commune 
avec x*-l = 0.  E. T a r a t t e .  N. ann math.  Sér. 3, XVI, 482. 

548. Siir les racines imaginaires de l'équation x= W .  E. M. L B m e r a  y. N. ann. 
math.  Sér. 3, XVI, 54. 

549. Sur lc quotient et  lc reste émanarita de  la division du carré de l a  dérivée 
d'un polynome du quatrième degré à quatre racines distinctes par  ce 
polynome même. R. G i l b e r t .  N. ann. math. Sér. 3, XVI, 101. 

550. Racines de quelques équations transcendantes. Int,Rgration d'une dquation 
aux difKrençes mBlées. E M. L B m e r a y .  N. ann. math.  Sér. 3, XVI, 540. 

551. Sur l'équation aux périodes. X. S t o u f f .  Compt. ltend. CXXV, 859. 

I I y d r o d y n a m i k .  
552. Distribution des vitesses à travers les grandes sections, dans les écoulements 

g rdue l l emen t  variés, e t  équation d u  uiouvernerit aux degrés d 'a~iproxi-  
mation suphieurs.  J. i3 oii r s ~ i n e s q .  Compt. Rend. CXXY, 6. 

553. ThBorie approchée du passage d'un régime graduellement varié à une régime 
rapidemeut varié ou vice versa. J. B o u s  s i n e s  q.  Compt. Rend. 
CXXV, 69. 
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554. I?tablissement du  régime uniforme dans un tuyau à section circulaire. 
J .  U o u s s i n e s q .  Compt.Kend.CXXV,203. 

555. $Xablisscment d u  régime uniforme dans iin tiiyau à section rectangulaire 
large. J. Bou  a s i n e s  q. Compt. Rend. CXXV, 410. 

656. Sur l a  stabilitd de l'équilibre d'une masse fluide dorit les élérileuts sont 
soumis à, leurs actions mutuelles. 1'. D u h e m .  Journ. Mathem. S6r. 5 ,  
111, 151. 

557. Sur  l a  stabilité de l'équilibre d'un corps flottant à l a  surface d'uu liqiiidc 
compressible. P. D u h e m .  Journ. Mathem. Sér. 5, III, 389. 

558. Sur  les 6quations de l'Hydrodynamique e t  la théorie des tourbilloris. P. A p p  ell. 
Journ. Mathern. Sér. 5, LU, 6. 

I Iype rbe l .  
559. Sur les secteurs d'aire constant,e détachés dans une sérit: d'hyberboles cqui- 

latères homothétiques par lin rayon partant d e  leur centre comniuii. 
A u d i b e r t .  N. ann. math. Sér. 3, XTI ,  49. 

K. 
Kege l schn i t t e .  

560. A construction by the  ruler of a point covariant with five given points. 
F. M o r l e y .  Nathem. Annal. I L ,  596. 

561. Sur les coniques qui ont ;Lvec iine courbe donnée en un de  ses points un 
contact d'ordre supérieur. M. d ' o c a g n e .  N. ann. math. Sér. 3, XVI, 252. 

662. Lieu des extrémités du rayon de  courbure d'une el~icycloïde qu'on déroule 
sur la tangente au sommet. A u d i b e r t .  N. anu. math.  Sér. 3, XVI, 48. 

563. Droite passant pa r  l e  centre de courbure d'un point d'une conique. V. R e t a l  i. 
S anri. math .  Skr. 3, XVJ, 382. 

564. Sur deux triangles homologiques inscrit dans l a  même conique. E. G i l b e r t .  
N. aiin math.  Sér. 3, XVI, 189 

565. Sur 3 triangles homologiques deux à deux e t  m r  3 coniques tangentes à 
leurs côtés. A. D r o z -  F a r n y .  N. anri. math .  Sér. 3, XVI. 185. 

566. Trouver le  lieu (hi foyer mobile d'une conique d'excentricité donnte dont, 
l'autre foyer est fixe et  dont l a  directrice correspondant à ce foyer 
enveloppe une courbe donriée. G. D u l i m b  e r t .  N. ann. niath. Sér. 3, 
X m ,  336. 

Vcrjl .  Analytische Geometrie des Raiimes 458. Ellipse. Hyperbel. Kreis. 
Parabel. 

K e t t e n b r ü c h e .  
567. Sur une représentation géométrique du développement en fraction continue 

ordinaire. TIus q u i n  d e  E h  é v i l l e .  N. ann. math.  Sér. 3, XVI, 61. 
[Vergl. Rd. YLLI, Nr. 616.1 

K i n e m a t i k .  
568. Théorèmes de  ~inbrnat~iqiie tir68 de la géomAtrie ciriAinat,iqiie d e  Mr. Manri- 

heim. C a n o n .  N. ann. ma th  S6r. 3, XVI, 147. 
569. Sur le déplacemerit d'un plau dont tous les points décriverit des ligiies 

sphtriques. K. R r i c a r d .  Compt. Rend. CXXV, 1024. [Vergl. Bd. =IL 
'Jr 617.1 

570. Sur l a  théorie de l'octaèdre articulé. R. B r i c a r d .  Jourri. Natliérri. Sér. 5, 
la, 113. - A. M a n n h e i m  ibid. 149.  

571. Le lieu des pôles des spirales logitrithrniques osculatrices aux diverses sections 
ayant même taugerite en uri point d'une surface est  uu  cercle. A. J l a r i u -  
h e i m .  Y. ann. math. Sér. 3, XVI, 383. 

Kreis. 
571. Quadrature approximative du cercle. II. G u i l l o  t. N. ann. math.  SBr. 3, XVI, 

237. - W l a d .  H a b b é  ibid. 329. 
573. Sur les qnadrilatères inscriptibles e t  non inscriptibles. K .  D u p o r  c q. 

3. ann. rnath. Sér. 3, XVI, 61. 
574. Rayon d'nne circonf4rencc passant par 3 points donnés en coordonne'es 

trilinéaires. H. Lez .  N. a m .  math. Sér. 3, XVI, 148.  
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575. Circonf6rerices passant par 6 points donnés. D u l i r n b e r t .  S. ann. math.  
Sér. 3, XVI, 193. - E. L e n i o i n e  ibld 238 

Verpl 1)reiecksgeometrie Transfomatioiisgruppen 635. 

M. 
M a g n e t i s m u s .  

576. A theory of magnetic action iipon liglit. A. B. B a s s  e t .  Matliem. Annal. 
IL, 247. 

M a n n i g f a l t i g k e i t e n .  

577. UeitrLge ziir Begriindurig der transfiriiten Mengenlehre. G. C a n  t or.  Xatliein. 
Annal. II,, 207. 

M a t h e m a t i s c h e r  U n t e r r i c h t .  

578. Sur l'arithmétisaticin des mathémat,inues. F. K l e i n .  N. ann. math. Sér. 3. 
XVI, 114. 

579. Le nouveau programme d'admission à l'École Polytechnique. L a i  s a n  t e t  
A n t o m a r i  h.. arin math Sér. 9 ,XV1,40 .  

580. Les certificats d'études supérieures des facultés des sciences. L a i s a n t  e t  
A n t o m a r i .  N. anii. rriatli Sér. 3, XVI, 487. 

Mechan ik .  

581. c b e r  die Prinzipien der Mechaiiik. L. K o n i p s b e r g e r .  Crelle CXVIII, 275. 
5 0 2 .  Sur les iilt'Cgrales quadratiques de la dynamique. P. P a i n l e v é .  Compt. 

Rend. CXXV, 156. (~Vergl. E r .  269.1 
683. Studien iiber die Bewegungsvorgknge in  der Cmgebung instabiler Gleich- 

gewichtslagen. A d.  K n  e s e r. Crelle CXVTTT, 186 .  [Vergl. Rd.  XLII 
sr. 252. 

684. Sur l'instabilité de l'équilibre d a m  c e r t ~ i n s  cas oii I r  fonction de forces 
n'est, pas nn maxinium. A. T,i a p  o i inoff .  Jonrn Matliém Sér. 5 ,  III, 80. 

585. Sur les posit,ionv d'équilibre instable. P. P a i n l e v é .  Compt. Rend. CXXV, 1021. 
686. Sur l'équilibre i n d i R h n t  d'une chaine pesante sur une courbe. K a r a  g i  a n  n i d è  S .  

N ann math.  Sér. 3, X F J ,  374. 
587. Sur certaines propritités des trajectoires en dynamique. Ha  d a r n a r  d. Journ.  

MaLh6rn. Sér. 5, 111, 331. 
5N8. Sur le3 intégrales communes à pliisieurs problèmes sur l'équilibre d'un fi1 

flcxible e t  inextensible. K. S a l t y  k o w .  N. a m .  math.  Sér. 3, XVI, 245. 
589. Sur  l a  stabilité d'une toupie qui dort. F. K l  e i  II. N. arin. math. Sér. 3, 

XVI, 323. 
590. Sur Ic trac6 de l 'anse de  nanier. A. N a n n h e i m .  N. ann. math.  Sér. 3.XVI. 

7 ,  

404. [Vergl. Bd. XLII: S r .  266.1 
691 Sur le tracé pratique des engrenages. L. L e c o r n u .  Compt. Rend. CXXT, 162. 
542. Sur l 'hui l ibre  de  l a  vis. C. B o u r l e t .  PI' a m .  math.  Sér. 3. XVi.  426.  
593. Sur l e  Soirit de  Cardan. Th .  C a r  o n n e t .  N. ann. math. s i r .  3: ~ V I ,  472. 

Vergl. Astronomie. Elektrizitat. Hydrodpamik.  Magnetismus. Optik 
t'otential. W2,rmclehre. 

M e h r d i m e n s i o n a l e  Geomet r i e .  

594. Theorie der linearen Strehlenkomplexe im Raume von r Dimensionen. 
S. K a n t o r  Crelle CXVIlI, 74. 

595. C-~ier den Zusammenhanp der Krhmmunpstheorie der  Kurven mit  der Mechanik 
starrer Systeme de i  N -  dimension&n Raumes. G. L a n  d s  b e r g .  Crelle 
CXVLI1, 123. 

. M G .  Siir les réseaux O associés. C. Q u  i c h a r d .  Compt. Rend. CXXV, 929. 
597, Sur les systèmes complètement orthogonaux dans l'espace à ?z dimensions e t  

snr l a  réduction des sytèmes di86rentiels les plus généraux. J. U r a c h .  
Compt Rend. CXXV. 598. 

598. Sur les systPmes compli:temcnt orthogonaux clans un espace quelquonque 
G. R i c c i .  Compt.Renci.CXXV, 810. 
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Historisch - litterarische -4btcilung 

699. l lapport  sur un mernoire de M. Hadamard intitulé ,,Sur les lignes g6odésiques 
des surfaces à courbures oppost'es ". H. P o i n c a r 6 .  Corupt. Kend. 
C n V ,  589. 

600. Des conditions nécessaires e t  suffisantes pour qu'une surface d'ordre 
quelconque soit de  revolution. S. M a n g e o t .  N. a m .  math.  Sér.3, 
XVI, 408. 

601. Sur un r@scau conjugué particulier dc  certaines surfaces dérivécs des 
surf;~ces di1 second orcire. S. M a n g e o t .  Compt. Hend. CXXV, 1083. 

602. Sur les surfaces algébriques qui admettent comme ligne asymptotique une 
cul~iqiie gauche. Ch. U ioche .  Compt. Rend. CXXV, 15. 

603. Sur les surfaces qui ont pour gén6r;ttrices les cordes d'une cubique gauche. 
Ch. B i o c h e .  N.ann.math  Sér. 3 ,X\7 ,  168. 

604. (Juclqiien propri6tés des surfaces mouliires. G e m. P i  r o  n d i n i .  .Toiirn. 
Mathém. Sér. 5. III. 408. 

605. Sur les trajrctoircs ' isogouales des génératrices d'une surface développable. 
(2 em.  P i r o n d i n i .  Crelle CXVTTT, (il. 

606. Sur les siirfaces isothermicrues. A. I ' e l le t .  Cornut. Rend. CXXV. 291. 
607. Sur  les surfaces de  ~ e i r i & r t e n .  A. P e l l e t .  ~ o k ~ l .  Keuci. CXXV, 601. 
608. Sur les siii-faces applicables snr une surface de  révolutiori. A. P e l l e t .  Compt. 

Rend. CXXV. 1159. 
609. Sur les surfaces wpport6es à leurs ligues de longueur riiille. 1: ug.  Coss  e r  a t .  

Compt Rend. CXXV, 159. 
610. Sur l a  svmétrie dans les surfaces alrrébrioues. D u m o n t .  K. ann. math. " A 

SBr ! XVI, 463. 
611. Sur les lignes géodésiques d e  certaines si irface~. Em. W a e  1s ch .  C o m ~ t .  

Vergl. Abliildurig. Analytische Geometrie des Eaumes 453. Bestimmte 
Integrale 468. Geometrie (descriptive). Geometrie (hohere). 

Oberfliichen zweiter  Ordnung. 

612. Quadriques tangentes à t,ous les plans tangent's communs à iiue sphi:re et un 
ellipsoïde donn8. S. ann. math.  S k .  3, XVI, 521. 

Vergl. ilnalytische Geometrie des Raumes 457. 

Optik. 

613. Identité d e  la strophoide arec la focale à noeud; son application à. l'optique 
géometriquc. G. L O r i s .  N. a m .  math.  Sdr. 3, XVI, 262. 

614. É~tude géuérale des leritilles épaisses au moyen tie l'homogralhic. Ai id .  
V i c a i r e .  K. ann.math .  Sér. 3, XVI, 5. 

P. 
P a r a b e l .  

615. Parabole lieu du centre du cercle circonscrit à un certain triangle. 
H. B r o c a r d .  N. ann math. Sér. 3, XVT. 334. 

616. Enveloppe cies axes des paraboles ayant en un même point d'une courbe 
plaue douuée un coutact du  second ordre avec elle. Au  d i l i e r l .  K. a m .  
math. Sér. 3, XVI: 384. 

617. Produit dei! reyons de courbure aux pieds des normales abaissées d'un 
point à une parabole. A. I l r o z - F  a r n y .  K. a m .  math. Sér. 3! XVI, 235.  

P l a n i m e t r i e .  

618. Propriété du triangle. H. L e z .  N. ann. math.  8ér. 3, XVI, 98 
Vergl. Drciccksgcomctiie. 
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P o t e n t i a l .  

619. Sur l e  potentiel de l a  double couche. 1 , iapoi inoff ' .  Compt.Rend. CLXV, 694. 
620. Sur cortaines questions se rattachant au  problème de Dirichlet. A. L i a p o u n o i f .  

Compt. Rend. CXXV, 808. 
621. Sur l a  transmission à'énergie à distance. Application à la polarisation 

rotatoire. A. B r  oc  a. Compt. Kend. CXXV. 765. 

R. 
R e i h e n .  

622. Siir les sCries de Taylor. R u g .  F a b r y .  Compt Rend. CXXV, 108t;. [Vergl. 
Er. 353 1 

623. ~ é v e l o p ~ e n i ë L t  en séries trigonorriétriqiieu des polyiiorries de 51. Léauté. 
I'. A p p e l l .  K. ann. math.  Sér. 3, XVI, 265. 

Vergl. Astronomie 460. Shetafuulrtionen 631. 

S u b s t i t u t i o n e n .  

624. c h e r  die Zahl der verschiedenen Wer t e ,  die eine Fiiriktion gegebener Buch- 
stabeil durch TTertauschung derselIlen erlangen kann. Alf .  B o  c h  e r t .  
Mathem. Annal. IL,  113. [Vergl Ud. XXXVLIl _Ur. 246.1 

625. i:ber die Klasse der transitiven Siibstitiit,innengriippen. A l  f. R o c h  e r  t. 
Mathem. Annal. IL, 133. [Vergl. Bd. XXXVIII, Sr.  246.1 

626. Sur une &rie de groupes primitifs holoéiiriquenieilt isomorphes à des groupes 
ulusieiirs fois transitifs. Ed. M a i l l e t .  Journ. Mathém. Sér. 5. III. 277. 

627. ~ p ~ l i c a t i o n s  de  l a  thborie des sub~t~i tu t ions  linéaires à l'étude des'groupes. 
Il. L a u  r e n t .  N. a m .  math.  Skr. 3, XVI, 149. ergl. Rd. XLII Nr. 702.1 

628. %tude sur les substitutions du second degré. H. a u r e n t .  N. ann.mat,h. 
S6r. 3, XVI, 389. 

r 
629. Cber  die Einfachheit der alternierenden üruppe. Em. B e k e. Rlathem. 

Annal. I L ,  581. 
630. Anwendungen des Zusammenhanges in  Reihen auf die Theorie der Sub- 

stitutionengruppen. P. H o  ye r .  Mathem. Annal. IL, 39. 
Vergl. Formen 508. 

T h e t a f u n k t i o n e n .  

631. fiber die Konvergtinz der Thetareihen. A. K r a z e r .  Mathem. Annal. IL, 400. 
632. Systèmes orthogonaux pour les dérivées des fonctions thêta de deux arguments. 

E. .Ta h n k e .  Compt. Rend. CXXV, 486. 
633. Über einen Zusammenhang zwischen den Elementen orthogonaler Seuner- 

und Sechzehnersysteme. E. J a h n k e .  Crelle CXVLU, 224. 

T r a n s f o r m a t i o n s g r u p p e n .  

634. Siir l a  t h h i e  des groupes infinis d e  transformation et  l'intégration des 
équations aux dérivees partielles. J. B e u d o n .  Compt. Hend. CXXV, 811. 

635. Uas Apollonische Problem. Ni:. S t u d y. Mathem. Annal. IL,  497. 

'c. 
U n b e s t i m m t e  F o r m e n .  

F U 2  E b Z  
636. Trouver les limites de la fraction -- pour 2 = 0 ,  pour x = m .  polir 

a =  h Cr. T z i t , z e i c a .  K. ann. math.  Sér.3, XVI, 339.  
O 

637. Sur les symboles 6 à plusieurs variables indépendantes. L. A u t o  u n e .  

y. ann. math. Sér. 3, XVI, 420. 
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Variationsreehnung. 

638. Cher eine charakteristische Eigenschaft der Djfferentialgleichungen der 
Variationsrechnung. A r t  h. H i  r s c h. Mathem. Annal. IL ,  49. 

639. Sur l'intégration des équations de Ia chaleur. L e  R o y .  Compt. ltend. 
Csxv, 7 6 6 .  

640. Rapport sur un mémoire de M. Le Roy intitula ,,Sur l'iritdgration des 
équations de la  chaleiirLL. II. P o i n c a r é .  Compt. Rend. CXXV, 847. 

641. Compressibilitt! des gaz à, diverses températures e t  au voisinage de la  
pression atmosphérique. A. L e  d u c. Compt. Rend. CXXV, 646. 

641. De l a  variation de l'énergie dans les transformations isothermes. De l'énergie 
électriqiie. H. P e 11 a t. CornPt. Rend. CXXV, 699. 

z. 
Zahientheorie. 

643. b e r  Zahlengruppen in algebraischen Eorpern. II. Abhdlg. II. \lr e b er. 
Ma.t,h~m. Annal. IL, 8 3 .  [Vergl Bd. XLII Nr. 721.1 

644. Cber die Fiindament,alteiler eines Gattunmbereiches in Bezu~r auf zwei ver- 
schiedene Kationalitiits bereiche. K. ' ~ e n s  el .  Crelle CXVIII, 173. 

613. i%er die Ziiriickfiihrnng der 1)ivisorensysterrie aiif eine reduzierte Porrn. 
K. H e n s e l .  Crelle CXVm! 234. 

646. Eine arithmetische Formel. Eug. N e t t  o. Mathem. -4n1ial. IL ,  148. 
64i. Sur le  caractère quadratique dn nombre 3 par  rapport; à lin nombre premier 

quelconque. R. B r i c a r d .  N. ünn. math.  S6r. 3, XVI, 546. 
648. Si p est un nombre premier qui ne divise pas x et  r un riombre entier 

r 7 - 1  

quelconque, l'expression x p  -p - 1 e ~ t  divisible pa rp ,  É m i n e .  N. ann. 
math. Sér. 3, XVI, 194. 

649. Si wt et n sont deux nombres premiers mn-l+nm-l-l est divisible par 
mn. G. T z i t z e i c a .  N. ann. math. Sér. 3, XVI, 192. 
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Verzeichilis von Abhandlungen 
aus der 

die irn Jahre 1897 in technischen Zeitschriften 

erschienen siid.  

Zusammengestellt von R. Mehmke. 

zur Zeitschrift fur Mathematik und Physik 

43. Jahrgarig 1898 4. u. 5. Heft. 

Leipzig, 

Verlag von  B. G. Teubner.  

1898. 
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Abkürzungeii fur die Tite1 der ausgezogeiien Zeitschriften. 

A. B. = (Wiener) Allgemeine Bauzeitung , 62. .Tahrgang. 
A. M. = Annales des Mines, gme série, t. 11 e t  12. 
A. P. Ch. = Annales des Ponts et Chaussées, ime série, 'inLe année, Pr, H m " ,  In"" 

et, I V m e  trin~est~re. 
B. = The Builder, vol. 72. 1 
C. B. = Centralblatt der Bauverwaltung , 17.  Jahrgang. 
D. B. = Deutsche Beuzeitung, 31. Jahrgang. 
E. = The Engineer, vol. 84. 
Eg. =Engineering, vol. 43 and vol. 44. 
N. A. C. = Kouvelles Annales de l a  Construction, 5e série, t. 4 (43e année). 
P. J. = (Dinglers) Polytechnisches Journal, Bde. 303,  304, 305 und 306. 
Schw.  B. = Schweizerische Uauzeitung, Bde. 29 und 30. 
2. A. 1. - Zeitschrift für Architektur und Ingenieurweseri, Bd. 43 (neue Folge Ud. 2),  

ITeft,-Ausgatie. 
2. B.= Zeitschrift für Bauwesen, Jahrgang 47. 
Z. 1. - Zeitschrift für Instrumentenkunde, 17.  Jahrgang. 
2. O. 1. A. V. = Zeitschrift dos osterreichischen Ingenieur- und Architekten-Vereins, 

49. Jahrgang. 
Z. V. = Zeitschrift für Vermessungswesen , Bd. 26. 
2. V. D. 1. = Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieure, Bd. 41. 
V. V. G. = Verhandlungen des Vereius f ür GewerbUeiss, Jahrgang 76. 
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Abbildungen. 
W. J o r d a n ,  Zur Sheorie der konformen l'rojektionen, S. V., S. 145-148. 
A. X 1 i n  g a t s c h , Zur ebenen rechtwinkcligen Abbildnng der Goldnerschen Koor- 

dinaten, Z.V., S. 431-436. 

Akustik. 
A. S t u r m h o e f e l ,  Centralbau oder Langhaus? Eine Erorterung der Schsllver- 

h&ltiiisse in  Kirchen, Z.B., S. 330- 346. 
A u s f l u s s m e n g e ,  S .  Iiydrodynaniik. 

Ausgleichungsrechnung , Fehlertheorie. 
Ad.  B l i i m c k e ,  Zur Jordanschen Theorie des R;I:iximalfehlers, Z. V., S. 51- 54, 

276 - 281,661- 562. 
P u l l e r ,  l'olygor~ometrischeBerechnungen mitNeberibedi~igu~lgen, %. V., S. 208 - 213. 
C. R u n g e ,  Zur Methode der kleiusten Quadrate, Z. V., S. 454 - 466. 
P a  LI 1 U h l i c  h , Stations -Ausgleichung von nicht vollkommen symmctrischen Be- 

obaçhtungssLtzen m c h  der Uerselsçheri Methode, Z V., S. 465-480. 
13 a l k e n ,  S. Elastizitiits - und Festigkeitslehre. 

U a m p f r n a s c h i n e n ,  S. Eleihung, Tafeln (graphische), 1Vihnetheorie. 

Blockwerke. 
?il a r t i n  Bo  d a ,  Die Stromlauf - F o , ~ e l n  und ihre Anwend~ing zur Schsltung 

Siemensscher Blockwerke, S. 0 .1 .A .  V., S. 620- 624, 634 - 636,647-65?, 664 
bisGL;ü. 

B r  ü c k  e n ,  s. ElastizitBts - und Festigkeitslehre. 
D a r r i u f c v l i n d e r .  a. Wiirruetheorie. 

A " 
D a m p  f m  a s c h i n e n ,  a. Dynamik, Reibung, Tafeln (graphische), Wiinnetheorie. 

D r u c k v  e r t e i l u n g ,  S. E1üstizit;its- und Festigkeitslehre. 

tr 
Dynamik. 

K. G r o g l e r  und A. U l b r i c h ,  Das Anlanfen der Fordeinlaschinen aus jeder Kurbel: 
stellung, Z.V. D.I. S. 974 - 976. 

Ri c h a r  d K n o  lier, Die Massenwirkungen der Dn,mpfm:ischinen und ilire Balan- 
zierung, Z .  0 1. A. V., S. 277 - 281. 

H. L o r e  n z, Die Massenwirkungen am Kurbelgetriebe und ihrc Ausgleichung hei 
mehrkurbligen Msschinen. Z. V.D.I., S. 998 -1003,1026 -1031 (Hemerkung 
d a m  von R. Knoller und Erwiderunp von H. Lorenz. S. 1371'1. 

M o  r i z  & p h  n ,  Ri-mittelung des ~ n ~ 1 e i c h ~ " r m i ~ k e i t s ~ r ' d d e ~  von ~ & n ~ f m a s c h i n e n ,  
Z.O.I.A.V., S. 161-163; S. auch R,eibung. 

E i n f l u ~ s f l 5 c h e ,  E i n f l u s s l i n i e n ,  S. Elastizitiits- und Festigkeitslelire, Statik. 

Elastizitats- und Festigkeitslehre. 
-II., Der Uegrilf der Elastizitiit, C.B., S. 68. - A. F o p p l  und Fr .  E n , g e s s e r ,  

Zum BenriRe der I.;lastizitBt, ehenda S. 102-103. - K i r s c h ,  Eber die 
Uestimmung der Elastizit3.t fester Korlier, ebcnds S. 170-171. - Fr. 
E n g  e s  s e r ,  Ziirn Bogriff'e der Elastizit i t ,  ehenda S. 204. 

C. B a c h .  Untersuchunnen von Granit in Uezun auf Zue-. Druck-. Ilienunes- und 
~;hubfestigkeit:'sowie in  Hinsicht aiif &-, ~ r u c k l  und ~iégun&el&tizit&t.  
Allcrerrieines Gesetz der elastischen Dehnuneen. Z.V.D.1.. S. 241-252. 

A . ~ o ~ ~ l r  Die Ziigfestipkeit des ce ment^, C . H . , ' s .  6-8.  ( ~ e i e r k u n ~  d a m  von 
K. Diimmler, S. 29, Entgegnung von A. Fo l~p l ,  S. 43.) 
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W. C a r l i n g ,  Zur Uerechnuug der Hetoubalken, Z. O.I.A.V., S. 163 - 164. (Nach- 
t rag  S. 165 -166; Erwiderung von A .  Foppl,  S. 166 ;  Bemerkung von A.Ilamisch, 
S. 191.) 

F r .  v. E m p e r g e r ,  Zur Sheorie der ve.rst%rkten Retonplatte, Z. O.I.A.V., S. 351 
bis 335. 364 - 367, 402. 

R.  La t ,  n w s k  y ,  Die Uic:gungselastixitit bci Korpeiu von ungleicher Festigkeit, 
Z.V.D.I., S. 9 4 1 9 4 3 .  

B r u n o  S c  h u l z ,  Beitrag zur Biegiingsfestigkeit, C.B., S. 264 - 265 (Bemerkung 
d a m  von H. Reissner, ehenda S. 5 1  6 ; Entgcgniing von Bruno Schiilz, eherida 
S. 528). 

11. H.  v. T h u l l i , e ,  i;'ber die Berechnung der Monierplatten, Z. O.I .A.V. ,  S. 193 -197. 
R. F. Ill a y e r ,  bber  die llcdingungen einer gleichformigen Druckverteilung in den 

Fiindamenten, Z. O.I.A.V., 8. 116 -118. 
J o s e f  A n  t. S p i t x  e r  , L)ruckverteilung iri gebrochenen E'undamentHZchen, Z. O. 

1. A.V., S. 96 - 97 (Uemerkungen d a m  von Melan, S. 129, 187 ; Entgegnungen 
von Spitzer, S. 1 5 2 -  133, 187). 

M. G r i i h l e r ,  Der Spannungszustand i n  Schleifsteinen und Schmirgelscheilien, 
Z.V.D.I., S.860-864 .  

TT O fm  a n  n ,  Die Sparinungeri i n  a,uf Riegiing heanspruchtrn Stein- oder Heton- 
platten,  D.B., S. 638-639.  

H., Spannungsverteilung im Mauerwerk, 1).U., S. 438. 
G. L a n g ,  Spanni~ng~iverteiliing. iin Maiierwerk, sowie bei anderen Haustoffcn mit 

wechselndeni E:lastizitiitsmaD, D. B., S. 58- 59. 
J o h .  I i l e r m a n e k ,  Einfluss von Temperaturschwankungen auf Deton-Eisenkon- 

striiktionen, Z. 0.1. A . V . ,  S. 694-695. 
Md. K i n  k e l ,  Einflus~linien des gelenklosen Bogens, Schw.B., Bd. 30, S. 142 -143, 

151-153, 163-165. 
M e h r t e r i s ,  S~immen-EinRusslinien und A -Polygone, C.B., S,J78-179. 
F r  a n  z P O d h a j s k y ,  Beitrag zur Lchre von den Belastungs - Aquivalenzen, Z. 0.1. 

B.V., S. 377-381, 303-397. 
F r i t z  v. E m p e r g e r ,  Die Knickfestigkeit i n  Theorie, Versuch und Praxis,  Z. 0.1. 

A.V., S. 661- 664, 677--682, 695-608 (Bemerkungen daxu von L. v. Tetmajer, 
A. Osterifeld, Nudolf I-lredt , Prof. Xelau,  A. J. Du Bois, Mansfield, Merriman, 
IL. F. Mayer, Prof.Brik, S. 708 -717, 7 2 2 7 2 6 ;  Erwiderung von F. v. Emperger, 
S. 726 -730). 

Z . - ,  Die Eiilersçhe Kniçkformel, C.B., S. 440. 
C. B a c h , Cntersuchungen iiber die Formanderuugen und die Anstrengung fiacher 

Boden, Z.V.D.I., S. 1157-1163, 1191-11'37, 1218-1226. 
A. F o p p l ,  Ve r~uche  über dit: E l a ~ t i z i t a t  des Erdbodens, C.B., S. 276 -278. 
D u p u  y e t  C u ë n o  t ,  UarCmes destinés à faciliter le calculs des ponts mktalliques 

à une ou pliisieurs travées, 215 partie, pontres continues, A. P. Ch., LU, 
p. 9 1  --270,,. 

F r .  E n  g e s  s e r ,  Cber die Angriffe eiserner Balkenbriicken auf Pfeiler und Wider- 
lager,  (:.B., S. 311-345. 

- Über Gittertrager, 8chw.B., Bd. 29, S. 24. 
L. G e u s  e n ,  Ueitreg zur Herechnung des .~Zweigelcnkl)ogens unter Einwirkung 

wagerechter und schriiger Kr i f te ,  Z.O.I .A. \ ' . ,  S. 657-561. 
A. M e v e s ,  Ueitrag Eur Frage der Querschnittsermitteliing kontiniiierlicher Blech- 

balkeri, Z.V.U.I., S. 166-169. 
G. R o g i e ,  Xote sur  la  recherche des efforts maxima développés en un point 

dans une poutre horizontale à, une travée pa r  le passage d'un train,  A.P.Ch., 
I I ,  p. 313-333. 

A. Z s c h e t z s c h e ,  Rerechnung von Bogenbriicken bci Wirkung seitlicher Kriifte, 
Z . h . 1 .  S. 242--291. 

RamiseL i ,  Xrmittel~ing der Sliannkriifte i n  den Wandgliedern ciries ebenen Facli- 
werkbalkens, C.B., 8. 488, 511. 

lf O b e r t  I, a n d ,  Die Einfliissfliiche der  Spannkraft eines Zwischcnst,abes fiir ciil 
eirifaches Fachwerk, C.B., S. 466 468, 490. 

31. W e s  t p  h a l ,  13erechiiiing der k'estigkeit loser und fester Flansche, Z.V.D. I., 
S. 1 0 3 6 1 0 4 2 .  

H., Ziir Konstruktion mit Erde  hinterfiillter, sp imetr ischer  Briickenge\~-olbe, D.U., 
S. 26  -28.  
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H., Ilss Hohlgewnlbe im HrWckenbaii, D.B., S. 210---211. 
Joh.  I I e  r m a u e k ,  Einfluss von Teinperat,ursch\rankurigen auf Gewolbe, Z. G.I. A.V., 

S. 419-427. 
Joh .  I I e r m a n e k ,  Kirrfliiss geneigter Niveletten aiif symmetrische Gewolbe, 2 .6 .  

I.A.V., S. 5 6 5 6 6 7 .  
T o u r t a y ,  Note sur  le calcul de l a  poussée des voîites, A.P.Ch., II, S. 334-341. 
31. T O I l  e ,  Die steife Kettenlinie, Z. V. D. I., S. 855 - 860. 
L u i g i  V i a n e l l o ,  Die Doppelkonsole, Z.V. D.I., S. 1276 -1279. 
P e l l e t r e a u ,  Mémoire sur les prufils des barrages en  inac;onuerie, A.P.Ch., 1, 

p. 90 -- 192. 
P i i l l e r ,  Ziir Qiicrschnittbcrechn~~ng trapezfonniger Sti i tzrnau~rn,  C.B., S. 182 1 8 3 .  

S. auch Mdls t ibe ,  Jlomente,  Statik. 

E r d d r u c k .  
EL E n g e l s ,  Zur l 'rage der Kiçhtung des Erddruçks auf Stiitzuiauern, C.B., 

S. 144 -146. 
A d o l f  F r a  n c k e ,  Der Krddriick tlcr StiitzwBiide, Z.A.I., S 338 -331 
B r u  nu S ç h u l z ,  Beitrag aur Theorie des Erddrueks, Z.  A.I., S. 626 - 643. 

E r d g e s t a l t .  
J. L i i r o t h ,  Über die Bestimmiing der Erdgestalt durch Verbindiing von astro- 

nomischeii und geodiitischen Messimgen, Z.V., S. 607- 614. 
F a c h w e r k ,  S. Sta,tik. 

F e  h l  e r ,  S. Ausgleichungsreühn~~ng. 
E ' e s t i g k e i t s l e h r e ,  S.  Elastizitats- und E'estigkeitslehre. 

F o r d e r m a s c h i n e n ,  S .  nynamik. 

Geodas ie .  
1,. K r i i g  e r .  Zur Theorie rechtwinkliger pc~odiitischer Koordinaten, Z.V , S 441- 453. 
A l b e r t  S c  h r  e i b  e r  , Znr Transformation doldnerscher Koordinaten, Z.V., S. 321- 387. 

S. aucli Abbildurigeu, Erdgeàtdt  

Gesch ich te  der M a t h c m a t i k ,  B i o g r a p h i e n .  
E. H a m n i e r ,  Altbabylouischer E'eltlerplan, Z.V., S. 681---684. 
W. J o r d a n ,  Rohnenberger (init Bild), Z.V., S. 417-431. 
- Ilie Leibniasche Hechenmaschine. Z.V., S. 289-315.  

J o h a n u  C h r i s t i a n  X e h l s  + (mit Hild), C.B. ,  S. 411. 
G ewol  b e ,  s. 1':lastizitiits- und E'estigkeitslehre. 

Gezei ten .  
U u b e n d e y ,  Der Einfluss des Wiildes und des Liiftdruckes auf die Geaeiteu, 

C.B., S. 441-442. 

H e b e d a u m e n .  
- e. Form der FTebedaiimen, P.J., Ht1.303, S. 202 - 205. 

H y d r o d y n a m i k ,  H y d r a u l i k ,  H y d r o g r a p h i e .  
H. B a z i n ,  Étiitle d'une nouvelle formiile pour calculer l e  dtibit des canaiix de- 

couverts, A .P .  Ch ,  IV, p. 20-70.  
E. N e l l i ,  Uestirnruunq der MTassergeschwindigkeit in Druckleitungen, Sch.B., 

Iki.30, S 134-135. 
F r i t z  L i j w e n s  t e i n ,  Wasserleitung mit konstantem Ilruckverluste, Z. O.I.A.V., 

S. 486 (Erwiderung auf eiiien Aufsatz von Rob.  Uobretzky, S. 436 - 437). 
K. J a s m u n d ,  n i e  Veranderimg der Geschwindigkeittm im Querschnitte &es 

Stromes. Z.B., S. 303--328, 466-472, 685-610. 
H . ,  Einiges über die llemessung der Lichtweite von E'lussbrücken, 1).l3., S. 599. 
F r .  .Teh c n s, Die Schwankiingen des Wasserspiegels in bewegten Schleiisentrngen, 

D.B., S. 165. 
E. H e u b a ç h ,  Das Gesetz de!: Sçhilfawiderstaiides, D.  B., S.467-470, 479 -,482, 604. 
IV. R i  e h n ,  Heinerkungen za der Herechniing des Schiffsmiderstandes, Z. O.I.IZ.V., 

S . 2 3 2  233 (Antmort von Sh. Naryniak,  5 .384-385 ,  Entgegnu~ig  von 
W. l l iehn, S.  464). 
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E. He ub a c h ,  Ein Ueitrag zur Wasserstandsvorhei-sitge, D.B., S. 370 - 374,  440. 
S. auch Schiifsbaii, Tafeln (graphische). 

K e t t  e n l i n i e ,  S. Elastizitiits- und Festigkeitslehre. 
Xo ord ina te r i ,  S. Abbildungen, GeodPsie. 

K r e m p e l n ,  S. Technologie. 
X u r b e l g c t r i e b e ,  S. Dynamik. 

Kurven.  
G .  F é d e r  sc h e r .  Einfiihmng von Parallelgeleisen in  eine bestehende Kurve, 

Schw.B., Bd. 29, S. 93 -94. 
S. auch Zeiçheninstruniente. 

Lo gar'f t h m e n ,  S. Tafeln (graphische iind numerische). 
Lokomn t i v e n ,  S. Stabilitiit,, Warmetheorie. 

Magnetismus. 
G. K l  i n g e riiu e r g ,  L~ngeriiiriderurig und Alagnetisierurig von Eheri urid Stalil, 

V. V. 6.. S. 124 -155. 
Mafsstiibe. 

12. T J a ~ i d ,  i;'ber die Manstiibe bei dcr xeichnerischen Tdsiing technischer Aufgaben, 
Z.A.I. ,  9. 291 - 302. 

Messinstrumente. 
Johs .  A. F. E n g e l ,  Ein neuer Apparat zur Bestimmung der Unregelmlssigkeiten 

von Drehbewegurigen, P.J., Bd. 303, S. 207 - 212. 
H. I" a h l e n k  a m p ,  I)ruckwechsel-Diagrammapparat fiir Rurbclzapfen iin Betrieb 

befindlicher Maschinen, V.V. G., S. 66-68.  
A. F l i e g n e r ,  Ein neucs Momentenplanimeter, Schm.R., Dd. 29, S. 136- 138. (Be- 

merkungeri dazii von J. \ msl e r -Laf fo  n ,  S. 146 - 147; Erwideriing von 
A. F l i e g n e r ,  S. 147.) 

E. H a m m e r . Neue Kontrollschienen fiir aewohnliche Polaralanimeter . Z. 1.. 
S. 115-116; D.B., S 434-435.  

- 
Gus. C. H e n n i n g ,  Sragbarer Arbeitszeichner, Z.V. Il I., S. 1230- - 1231. 
J. Li i ro th ,  Eiri lristruruerit zur Messurig von PotentialdiEerenzen, Z. Y., S. 16-17. 

Momente. 
L. (;l e u s e n ,  Zur Uerechnung von statischeri und Tr%gheitsmorueriLeu von Walz- 

profilen, Z.V.I).I., 8. 972 - 973. 
H. L a n d ,  Dic Saulenmomentc als Darstcllung der Fllchenmomentc zweiter Ord- 

riung und ihre einhche i2riweridurig iri der Xechariik iiiid Festigkeitslehre, 
Z.V. D.I., S. 1246 -- 1252. 

S i e t v e r b i n d u n g e n ,  S. Rcibung. 
E o m o g r a p h i e ,  S. Tafeln, graphische. 

Optik. 
K. S t e i n h e i l ,  Pber die Rerechnung zweilinsiger Objektive, Z.I:, S. 338-344. 

P l  a n i m c t e r ,  S. Mcssiristrumcnte. 
P o l y g o n e ,  rcgelmissige, S. Zeicheninstrumente. 

Potent ial theorie .  
Holzm i i l ler ,  Mechanisch-techriische Plaiiilereien, Z.V. 1).T , S. 218- 222: 257--260, 

7 0 6 7 1 2 ,  747- 762, 1146-1150. 
P r o  j e k t i  o ri e r i ,  S. Abbildurigeri. 

Proport ionierung.  
W. H,. C o r s o n ,  The use of practical geonietry in designing buildings, B.1, p.53-57. 
W. S c h u l t z ,  Der Scmpcl dcr Diana Propylaea eu Elcusis. Darlegung der Har- 

monie seiner Verhiltnisse, des in seinen Abmessungen enthaltenen Zahleri- 
systems, der geometrischen Grundlagen seiner Gestaltung und de3 euni 
Zwecke der Proportionirrung eingeschlagenen Verfahrens, A. B., S. 16 - 52. 

Rechen- Ins t rumente  u n d  -Maschinen. 
A r t h u r  H u r k h a r d t ,  Die Leibnizsche Rechenmaschine, Z.V., S. 392-398. 
S l i d e r u l e  f o r  i n v e s t o r s ,  E g ,  vol. 13, p. 175. 
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U. E r e  sue  wu k y ,  ner  bnrometrische Ilecheristab (hypsometiisches Lineal), Z.I., 
S. 335 - 338, - S. aiich Geschichte der Mathematik. 

Rechnen,  ~iumerisches. 
R, ob e r t  T, an c l ,  cher den Gebrauch der R.echentafe1 von Dr. H. Zimmermann, C.B., 

S. 297-298, - S.  auch Trigonometrie. 

Regulatoren.  
Herm.  H a r t u n g ,  M. T o l l e ,  R i c h a r d  K n o l l e r ,  Beitrige zur Beurteilmg der 

Centrifugalperidelregulatoren, Z .  V. D.I., S. 238 - 239,414 -416. 

Reibung .  
H e r m a n n  B r a u n e r ,  Ein Heitrag zur Reurteilung der zusktzlichen IZeibung bei 

Dampfrnaschinen, Z.V. D.I., S. 1340 -1343. 
-- L-ntersuchungen über den Reibungsmider~tand von Nietrerbindungen, Z. Y. D. I., 

S. 739 -747, 768 -174. 
S c h a l t u n g ,  S. Blockwerke. 
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F. A. Il r i x ,  Das bizentrische polare Excenterschieberdiagramm, Z.V. D.I., S. 431-434. 
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J. X l e e n ,  Konstruktion ion SchiEsschrauben. %. V. U.I., S. 590 -591. 
S i r  E dw a r d  J. H ee d .  Advances made in the mathematical theory of Naval Archi- 

tecture, E., p. 67-68, 80-81,  119, - S. auch Hydrodynamik, Stabilitiit. 

Schneckengetriebe. 
K. S t r i  h e c k ,  yersuche mit Schiieckengetrieben zur Erlangung der Unterlagen fiir 

ihre Berechnune und zur Klarstellun~ ihres Verhaltens im Betriebe. Zahn- 
fo rm und ~iu~r%verhiiltnisçe der ~ e t n e b e ,  Z. V. D.I., S. 936 - 941, 968 - 9'12. 

Schwingungen.  
W. H i  t t e r ,  Die Schwingungen des neueu KÛchturms in Knge, Schw.B., Bd. 29, 

S. 42  -44 ,48  -52. 
S p a n n u n g e n ,  a.  Elastizitits - und Festigkeitslehre, Statik. 

Stabilitiit. 
H., Zur Standsichcrheits-Untcrsuchung gewdbter Brticken, D.B., S. 403 -404. 
h I a u r i c e  L évy, Sur les diverses manisres d'appliquer la règle du trapèze au 

calcul de la stabilité des barrages en maçonneries. A. P. Ch., IV, p. 5-19. 
J. N a d  a l ,  Th6orie de la stabilité des locomotives, A.P.Ch., III, p. 271- 311. 
A. S c  h r  o,mm, Eber verschiedene Methoden der Stabilit~tsbestimmung von Schiffen, 
, Z.O.I.A.V.,S.509-514,519-526,534-538. 

S t a t i k  (insbes. graphischc). 
E m i l  B i t  t n e r ,  .Einflusslinien fiir die Spannungen der Oitterstabe beim Parabel- 

trager, Z.O.I.A.TT., S. 449-460.  
F. Bo h n  y ,  Die inneren Stabkrafte eines belasteten Fachwerkringen, graphisch 

ermittelt, Schw.B., L3d. 29, S. 142-145. 
Hi s e ly ,  Méthode pour l'analyse des lignes d'influence expérimentales, A. P. Ch., IT, 

p. 207-213. 
A. H ü b n e r ,  Bemerkungen iiber riurulicbes Fachwerk, Z.V.U.I., 5. 477-482. 

(Bemerkungen dam von R. K o h f a h l  und Erwiderung von A. H ü b n e r ,  
S. 632 - 635.) 

R a m i s ü h ,  Entwurf des Seileçks von einem System in einer Ebene wirksarner 
Krafte, welches durch drei gegebene I'unkte der Ebene geht, C.B., S. 491. 

F. &os s ko t h c n ,  Beitrag zur synthetischen Untersuchung der Normal-Spannungcn 
in geraden Stiiben, U.B., S. 443-648. 

Steigung. 
B o n h o m m e ,  Ditermination de la d6clivité maximum à adopter pour franchir 

les grandes hauteurs, A.P.Ch., II, p. 369-376. 
S t r o m l a u f ,  s.Hlocherke. 

S t i i t  z m a u  e r n :  S. Elastizitits- und Festigkeitslehre , Erddrucli. 
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T a f e l n ,  g raph i sche .  
(:. D a r i  è s ,  Application de  l a  Nomograpliie au  calciil des conrluites d'eau d'après 

1% foimule de  M. Prlaurice Lévy, N.A.C. ,  p. 113 - 118, Pl.  33. 
K a t  e a u  Abaque cles cousorumatioris th6oriyues d'urie niachine à vapeur et  riouvelle 

loi relative à l a  vapeur d'eau, A.M., t. 11, p,.242-249. 
A n t  o n  T i c h y ,  Graphische Logürithmentafeln, Z. O.I.A.V., S. 289- 290. 

T a f e l n ,  n u m e r i s c h e .  
H. S o s s r ia ,  'ïafeiberichtiguugen (F'ehler i n  Schuberts 5 stelliger Logarithmentafel), 

Z.V., S. 405-406. 
Technologie ,  mechan i sche .  

TIerm a n n  F i s c h e r .  Die Grosse der Widerstinde nrecren das Abheben von Metall- - ,, 
sp&nen, Z.V.D' I., S. 5 0 4 5 0 8 .  

A l f r e d  H a u s s i i e r .  Die Theorie des Krenipelns. P.J., nd. 305. S. 58- 63, 84-86, 
105--109, 138 -135, 159 -161, 181-184. ' 

T r a c  t o r i o  g r a p h ,  s. Zeichcninstrumente. 
T r a g e r ,  S. I.~lastizitiits- und Festigkeitslehre, Statik 

T r a n s c e n d e n t e  Z a h l e n ,  s .  Zeicheninstriimente. 

T r i g o n o m e t r i e  u n d  P o l y g o n o m e t r i e .  
P u l l e r ,  Allgcxucine analytische L6siing fi ir  die Aafgaben der trigonometrischen 

Punkt'uestirrin~urig, Z.V., S. 335-312. 
II. S o s s n a,  Auf losung der Aufgabe der heiden PunMgruppen nlittelst Naschine 

und niiiileiisch-trigonon~ctrischer Tafel, Z.V., S. 649 - 661 ; 
S .  auüh Aiisgleichiingsrechn~~ng. 

Ungleiçhf6rmigkeitsgrad, s. Dynamik. 

Wi i rme theo r i e .  
V g o  S n c o r i a .  Das Wirnicdingramm der gesiittigten L)ii,nipfc und seine Anwendung 

auf I I&-  und Kaltdampfmaschinen, Z.V.D. I., S.  447 -451 ,  549- 656. 
A. F l i e g n e r ,  Der Gbergang der W L m e  xwischen dem Ilamjif und den Wandungen 

der Uamldcylinder, Schw.B., Bd. 29, S. 5 6 - 5 9 ,  65-68 ,  74-77 ,  96. 
J. H a r t m a n n ,  ü b e r  einen Satz der Thermometrie, Z . 1 ,  S. 14-20.  
F r i t z  K r a u s s ,  Uer Diesel-Motor und der Carnotsche Kreisprozess, Z.V.D.I., 5.1239, 
1, e i  t xm a n n ,  Berechnung der Verhunrllokomotiven i ~ n d  ihres Dampfverbrauches, 

Z.V.D.I., S. 1355-1369, 1392-1396. 
H . L o r e n z ,  Kilteerzeugung, Z.V.D.I., S.47-51 ,  70-74.  
F,. M e y e r ,  Die Beurteilung der Kreisprozesse von %%rmekraftmaschinen mi t  be- 

sonderer Herücksicht ieun~ des Diesel-.Motors. Z.V.D.1.. S. 1 1 0 8 1 1 1 4 .  
R. Mo 1 l i e r ,  h e r  \ ~ % r m e d u & h ~ : l ~  und dit! daraul' b k g l i c h e n  Verwchsergebnisse, 

Z.V.D.I., S. 153 - 162.197 - 202 
J. N a d a l .  Théorie mathématiane de la machine à, vaneur. Action des ~ a r o i s .  

A.  &f , p 2 . 9 7 3 4 9 .  
9. S e e m a n n  . Uber Heissdainufmaschinen. Z.V. D.1.. S. 1402 -1410. 1433 -1439. 

1464 -'1467. 
S i  e g  e r t  . Neuere Berechnungsweisen von Dampfkesselteilen und Untersuchungs- 

verfahren fiir Uarnphaschiuen, Z. V.D.I., S. 23 -26. 
A. W o h l e r  , Die Wirksamkeit der  Heizrohre in T.okomotivkesseln, Z. V. T). I., 

S. 1073-1080. 
\ \ ' a s s e r g e u c h w i n d i g k e i t ,  W a s s e r s t a n d ,  s Hydrodynauiik. 

W u r  z e l n  (Quadrat- und Kubik-), S.  Rechnen , numerisches 

Z e i c h e n i n s t r u m e n t e .  
I,j u b  o m i r  K l  e r i t j  , Tractoriograph und Konstriiktion der trmscendenten Zahlen 

, ,z '~ und ,,eiLr sowie Koristruktion der n- seitigen, dem Kreise eingeschriebenen 
regelmassigen Polygone, I'.J , Rd. 305, S .  234- 237, 260 - 263 .  

G R e  b i t e k ,  Uber einen Eikurvenzeichner, Z. J., S. 289 - 292. 

Druck von B. G .  Teubner in Dresden. 
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