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OUVRAGES DU MÊME AUTEUR 

EN VENTE CHEZ M. GAUTIIIETl - VILLARS. 

ESSAI théorique sur l'équilibre des massifs pulvérulents , comparé à celui 
de massifs solides . et sur la poussée des terres sans cohésion. 
I n - 4 ° de 1 8 0 pages, 1 8 7 6 1 0 fr. 

Conclusions du Rapport de Al. de Tilly à l'Académie Royale de Belgique : 

» En résumé , ce Mémoire renferme l'exposition des principes et des résultats les 
plus immédiats d'ui.e branche nouvelle et féconde de la Mécanique moléculaire ou 
interne. On avait réussi à représenter par des équations aux dérivées partielles l 'équi­
libre d'élasticité des solides, ainsi que celui des fluides , et l'on avait même pu . dans 
1RS cas les plus simples , intégrer ces équations. Il restait à traiter le même problème 
pour les massifs pulvérulents ou sablonneux, intermédiaires entre les solides et les 
fluides, et plus difficiles à étudier à cause même de ce caractère mixte. C'est ce qu'a 
fait M. Boussinesq. 11 a de p lus , en rattachant la théorie de l'équilibre limite à celle 
de l 'équilibre d élasticité , éclairé d'un jour nouveau les rapports qui existent entre 
l'état élastique ou ordinaire de la matière et cet état extrême quel le affecte parfois, et 
qu'on appelle état plastique pour les solides , état éhouleux pour les niasses incon­
sistantes. .Enfin, il a donné les lois de l'équilibrc-limite des terres , dans des cas 
beaucoup plus généraux qu'on ne l'avait fait jusqu'ici. J e considère le travail de 
M . Boussinesq comme très-important et très-reina.-quable « 

Outre les problèmes d'équilibre de massifs ( solides ou pulvérulents) qui importent 
le plus dans la pratique, l 'auteur y étudie l'écoulement du sable par un orifice, le poin­
çonnage et l'écoulement des solides malléables, l 'état ébouleux ou plastique d'une masse 
remplissant l 'angle dièdre formé par deux plans rigides , etc. 

E S S A I sur la Théorie des Eaux courantes. In -4° de 7 6 6 pages, 1 8 7 7 . 2 0 fr. 

Ce travail embrasse d'un point de vue nouveau , exclusivement scientifique et 
rationnel, l 'étude de la plupart des phénomènes que présentent les fluides en mouvement, 
phénomènes qui étaient restés presque tons jusqu'à ne jour, au dire des Commissaires 
de l'Académie de? Sciences , des énigmes dont on cherchait mal et vainement le mot. 
Il y est traité , avec des détails proportionnés à l'importance pratique des questions , 
de l'écoulement par les tuyaux et leîs canaux de diverses grandeurs et de diverses 
formes , ainsi que par les orifices et les déversoirs ; des régimes , uniforme et varié , 
permanent et non permanent , des cours d'eau ; de l'influence des coudes et des 
ondulations du fond, de la houle et du clapotis de la mer, en tenant compte des 
variations qu introduisant dans leurs lois la hauteur même des vagues et l'influence 
des frottements; des ondes liquides dans les bassins limités ; des marées fluviales ; des 
ondes, iutumeseences de diverses formes et crues propagées le long des canaux et 
des cours d'eau , en tenant compte des influences de leur hauteur et de leur courbure _ 
des frottements et de la pente du fond , des inégalités de vitesse des filets fluides, de la 
forme, con?tante ou variable, des sections. Il y est traité aussi des modifications produites 
par les courants , droits ou courbes , sur les lits qui les contiennent et généralement sur 
la surface terrestre , des tourbillons liquides à axe vertical; de l'écoulement , permanent 
et non permanent , des eaux d ;iiifiltralion ; de la transpiration , de la diffusion et de 
l'effusion dos gaz ; de l'action de la capillarité sur le mouvement des liquides en nappes 
minces ; etc. 

C O N C I L I A T I O N du véritable déterminisme mécanique avec l'existence de la 
vie et de la liberté morale. Grand in -8° de 2 5 6 pages, 1 8 7 8 . . . 5 fr. 

Mémoire physico-mathématique sur une importante question de philosophie naturelle, 
précédé d 'un Rapport de M. Paul J s n e t , membre de l ' Inst i tut , à l'Académie des 
sciences morales et politiques, et suivi de notes complémentaires , sur l'existence des 
dérivées dans toutes les fonctions continues qui représentent des phénomènes naturels , 
sur les équations différentielles et les diverses intégrales qu'elles admettent, sur la notion 
des forces des mécaniciens et son origine dans nos sensations d'effort musculaire, etc. 
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É T U D E 

SUR 

DIVERS POINTS DE LÀ PHILOSOPHIE DES SCIENCES. 

I . — SUR L E RÔLE E T LA L É G I T I M I T É D E L ' INTUITION 

G É O M É T R I Q U E 1 1 ' . 

1.— De ta défiance que l'intuition géométrique inspire à quelques partisans 

des doctrines non-euclidiennes. 

On connaît l 'extension que p r e n n e n t de nos jours les 
études* relatives aux géométries dites non-euclidiennes 
ou imaginaires, c 'es t -à-dire aux géométr ies dans les­
quelles on admet , soit, avec Lobatchefski et J e a n Bolyai , 
que par u n point il passe tout u n faisceau de parallèles à 
une droite donnée , soit au contra i re , à la suite de R iemann , 
qu' i l n 'exis te pas de paral lè les , ou que deux droites d 'un 
plan vont toujours concourir à une dis tance finie, comme 
si l 'espace p lan se fermai t de tous côtés à la manière d 'un 
espace sphér ique . Ces idées n o u v e l l e s , que d ' intéressantes 
r echerches ph i losophico-maihémat iques de M. H o ù e l , en 
F r a n c e , et de M. de Til ly, en Belgique, ont répandues parmi 
n o u s ( 2 ) , sont v is ib lement dément ies , en ce qui les dis t ingue 

(1) Article l u , le 17 avril 1 8 7 9 , à la réunion des sociétés savantes des départements, 
tenue à la Sorbonne (section des sciences mathématiques). I l a déjà paru , presque en 
entier, dans la Revue philosophique d'octobre 1 8 7 9 . 

1 2 ) Voir surtout le remarquable traité intitulé o Essai sur les piincipes fondamen­
taux de la géométrie et de la mécanique, par M. de Tilly, membre de l'Académie 
royale des Sciences de Belgique «, publié en 1879 dans les Mémoires de la Société 
des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux (tome I I I , 2 e série, l B r cahier). 
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de la géométr ie euc l id ienne , par l ' in tui t ion géométr ique 
telle qu'elle existe chez tous les h o m m e s . Auss i , les m a t h é ­
mat ic iens qui les développent ne se proposent- i l s sans 
doute (à quelques except ions p rès ) qu 'un bu t de p u r e 
logique, consistant à me t t r e en vue et à combiner entr 'el les, 
non pas toutes les données premières ou i rréduct ibles du 
sens géométr ique pris dans son i n t é g r i t é , mais seulement 
les données qui semblen t les p lus nécessa i res pour édifier 
u n corps de doct r ine , en commençan t par ce pr incipe, qu' i l 
est possible de m e n e r , à par t i r de chaque po in t de l 'espace 
et dans chaque d i rec t ion , u n e l igne droite et une seule. Ils 
font , au c o n t r a i r e , abs t ract ion de l 'idée de similitude t 

j ugée par eux moins fondamentale ou moins ind ispensable , 
c 'es t -à-d i re qu'i ls conviennent de n e pas recourir à l ' in tu i ­
t i o n , en t a n t qu'elle nous assure que tou te figure peut 
être reprodui te à u n e échel le de g randeur que lconque sans 
q u ' a u c u n de ses angles soit a l té ré , o u , p a r conséquent , en 
ce qu'elle nous mon t r e u n e corrélation str icte entre le fait 
de l 'égal i té des angles co r re spondan t s , formés dans u n 
p lan pa r deux droites que coupe u n e s écan te , et le fait 
de la non- intersect ion de ces droites , au tan t dans le cas 
où la por t ion de sécante compr ise ent re les droites est 
f inie , que dans le cas où elle est inf iniment peti te et où 
cette corrélat ion résu l te de l ' idée m ê m e de l igne droi te 

Ils n e n i e n t donc pas la va leur et la légi t imité de l ' in tu i ­
tion géomét r ique dans ses applications à l 'ordre concret ; 
en sorte que leurs r e c h e r c h e s , ut i les tout au moins par les 
c lassements ra t ionnels d'idées qu'elles peuven t faire con­
na î t re , paraissent sans danger pour la rec t i tude de l 'espri t , 
m ê m e aux y e u x de ceux qui ne se sen ten t pas certains 
de la possibili té de scinder ainsi f ict ivement leur faculté 
de se représenter les formes , et q u i , par s u i t e , conservent 
quelques doutes sur la p o r t é e — fût-elle tout abstraite — 
des conséquences ainsi dédu i t e s . 

Mais d 'autres par t isans de la géométr ie non-euc l id ienne 
ne s'en t i ennen t pas là. Dés i reux, na tu re l l ement , de donner 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



plus d ' importance à leurs spécula t ions , ils voudra ien t 
pouvoir les in t rodui re dans la p ra t ique , là où l e u r négat ion 
de l'idée de s imi l i tude , cessant d'être pu remen t f ic t ive, est 
condamnée de suite et sans appel pa r le sens géomé t r ique 
tel qu ' i l existe chez eux au tan t que chez les autres 
hommes . Fo rce leur est donc de s ' a t taquer à ce sens lu i -
m ê m e . E t c'est ainsi qu' i ls se décident à me t t r e en suspi ­
cion Vintuition ou évidence géomét r ique , la qualif iant de 
« chose mal définie » , la regardant c o m m e u n e t r a n s ­
formation ou u n simple produi t capitalisé de l ' expér ience 
sens ib le , comme « une expérience dans laquelle la mémoire 
remplace Vactivité physique » : ce qui en ferai t , t ou t au 
plus , une sorte de souvenir généra l i sé des percept ions 
tactiles et visuelles. Ils en v iennent à dire qu'i l faut assi­
mi ler ce qu'elle nous mont re à des données e m p i r i q u e s , 
aux r é su l t a t s , toujours plus ou moins gross iers , de nos 
observa t ions , et l 'écarter en t iè rement des r a i sonnements 
v ra iment m a t h é m a t i q u e s , qui s e u l s , d 'après e u x , seraient 
r i gou reux ou exacts . 

I l peut donc êlre bon d 'examiner r ap idement si ces 
objections sont fondées, et si les ra i sonnements des m a t h é ­
maticiens subs is te ra ient , en dehors des ma té r i aux que leur 
fournit l ' in tui t ion géomét r ique ou, tou t au m o i n s , de 
l 'appui qu'el le leur p rê te . 

2 . — Cette défiance n'est pas justifiée , car l'évidence ou intuition 

géométrique ne saurait être, comme ils le supposent, 

un produit de, l'observation externe. 

Tout le m o n d e admet que le sens idéal de l 'espace et des 
figures n ' a p u se développer en nous qu 'à la suite des 
observations qui ont éveillé notre activité intel lectuel le . 
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Sans le choc provoqué dans nutro sys tème sensitif p a r le 
monde extér ieur et pa r ses contrastes , il est probable que 
nos facultés seraient restées engourd i e s , faute de sollici • 
tat ions ou m ê m e , si l 'on v e u t , faute de mat ière p remière . 
Mais il y a inf in iment lo in des résu l ta t s incomplets et 
grossiers de l 'expérience aux données de l ' intuit ion géomé­
t r ique une fois exercée, données qui se p résen ten t à nous 
comme des créat ions de l ' e spr i t , avec des caractères de 
s impl ic i t é , de p réc i s ion , de généra l i t é , que la n a t u r e 
phys ique ne comporte guère et q u e , ce r t a inemen t , nous 
n ' y avons pas vus . D o n c , les const ruct ions idéales que 
n o u s édifions et contemplons au m o y e n de n o t r e sens 
in tér ieur de l ' é tendue et des formes ne sont pas le produi t 
de l 'observat ion externe : elles const i tuent u n ordre de 
choses spéc ia l , a u t o n o m e , b ien d is t inc t de celui avec 
lequel nous m e t en r appor t no t re n a t u r e sensible . 

Cel le-ci , telle que l 'a sans doute ' façonnée peu à peu 
Tinfluence des réal i tés ex té r ieures , para î t même repousser , 
dans l eur expression exacte et seule in te l l ig ib le , les p r i n ­
cipes essentiels qui nous fournissent c o m m e les ma té r i aux 
de nos construct ions géomét r iques . Les principes dont il 
s 'agit cons is ten t , en effet: I o dans la no t ion de points 
sans étendue; 2° dans celle des dro i tes , sans largeur ni 
épaisseur, mais infiniment divisibles en l o n g u e u r , qui 
jo ignent ces points deux à d e u x ; 3° dans l ' idée d'angles 
divisibles aussi indéfiniment, espaces p l a n s , i l l imités d 'un 
c ô t é , qui rel ient d e u x droites issues d 'un m ê m e point ; 
4° dans la not ion des l ignes courbes, qui , b ien que n 'é tan t 
pas réduct ibles à des droites par voie de déduction logique , 
le deviennent , comme on dit , à Vinfi,ni ou à la limite grâce 
à une certaine vue t ranscendante de la ra i son , vue sans 
l aque l le , d 'après le mot de P a s c a l , on n 'est pas géomètre ; 
e tc . Voi là pourquoi la tournure d'esprit du mathémat ic ien 
et celle du phys ic ien ou du natura l is te sont si différentes, 
et pou rquo i leurs l angages , leurs manières de v o i r , se 
t rouvent souvent en opposition (au moins apparente). 
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E n r é s u m é , l 'observat ion ex t e rne , qui est incapable 
d 'at teindre pos i t ivement a n x conceptions du géomèt re 
entendues dans leur sens rigoureux , et q u i , en se laissant 
guider par l ' i ns t inc t , leur semble m ê m e con t ra i re , n 'es t 
pas la source propre où nous avons puisé ces conceptions. 
Elle a p u seu lemen t en suggérer u n cer ta in n o m b r e , par 
voie d 'analogie, ou tourner de leur côté not re a t tent ion , en 
la me t tan t à même d'uti l iser d'imparfaites ressemblances . 
Les figures de la géométr ie et les lois que l ' in tui t ion y fait 
découvr i r sont jugées pa r nous te l lement indépendantes 
de tout e m p i r i s m e , eL de l ' ex is tence m ê m e de l 'univers 
p h y s i q u e , que nous ne pouvons nous empêcher de les 
regarder comme nécessaires ou é te rne l les , c 'est-à-dire 
comme exac tement parei l les chez tous les e sp r i t s , ex is ­
tants ou possibles, de tous les t e m p s et de tous les l i eux , 
même dans ce qui nous semble , en e l l e s , cont ra i re a u x 
données des sens et', p r o b a b l e m e n t , é t ranger à la str icte 
réali té concrè te ou matér ie l le . Auss i a - t -on toujours 
a d m i s , dans la sc ience , qu 'el les cons t i tuen t u n ordre 
de choses supér ieur , dont la man iè re d ' ê t re , "il est v r a i , 
nous échappe. 

Sans dou te , nous sommes dans u n e ignorance profonde 
du chemin que not re intel l igence a suivi , pou r arr iver à la 
claire vision de ces vér i t és , à par t i r du jour où la percept ion 
encore sourde des m o u v e m e n t s impr imés à nos organes 
tact i les a commencé à lu i révé ler l ' extension matér ie l le . 
Mais cet te ignorance ne doit pas nécessa i rement nous r endre 
incer ta ins de l ' exact i tude objective des lois m a t h é m a t i q u e s . 
Car, autre chose est u n b u t que l 'on se p r o p o s e , et au t re 
chose les voies mul t ip les qui y conduisent . L 'obscur i té de 
ces dern ières n ' empêche pas le bu t dont il s 'agit ici d 'être en 
pleine l u m i è r e , u n e fois qu 'on l'a a t t e in t , et d 'être r e c o n n u 
exac tement le même , soit qu 'on y parvienne en s 'appuyant 
pour toute donnée p h y s i q u e sur les sensations du t a c t , 
comme ont fait les aveugles de naissance devenus géomètres . 
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soit qu 'on ait pu s'aider en outre de la v u e . Il n ' y a donc 
pas l i e u , pou r apprécier la justesse du sens géomé t r ique , 
de se préoccuper des p remières phases qu'i l a dû t r ave r se r , 
dans u n e mesure p lus g rande qu 'on ne s ' i nqu iè t e , en 
jugean t des bonnes qualités d 'un œ i l , de la série des 
t ransformat ions qu'i l a subies d u r a n t sa pér iode e m b r y o n ­
na i re . 

3. — Quelque opinion que Von ait 

géométrique n'en reste pas moins 

intellectuelles, la mieux 

d'ailleurs sur son origine, le sens 

la plus parfaite de nos facultés 

définie dans son objet. 

Mais — les notions fournies par l ' in tui t ion géomé t r i que 
fussent-elles seu lement subject ives, ou encore dût-on. les 
supposer , en quelque s o r t e , fonction tout à la fois de la 
n a t u r e de no t re esprit et de celle des choses , — l ' admi ­
rable uniformité et la c lar té s ingul iè re qu'elles p r é s e n t e n t 
dans toutes les têtes humaines , ainsi que l eur conformité 
c o n s t a n t e , sans l imi te assignable, à tous les r é su l t a t s 
d 'expér iences préc ises , n ' e n feraient pas moins la p lus 
solide base des sc iences et m ê m e , dans l ' o rd re l o g i q u e , 
la mei l leure pierre de touche des doctr ines . Le sens géo­
m é t r i q u e ne serait donc pas, m ê m e a l o r s , u n e chose mal 
définie, de telle maniè re qu 'on dût s'en défier et qu ' i l fût 
possible d 'espérer m i e u x . Loin de là, il res te ra i t ce qu ' i l 
n ' a j amais cessé d 'ê tre , savoir, la chose la m i e u x définie, 
celle qui prête le moins aux ma len tendus et aux désaccords . 

Nous sommes tous convaincus dans la pra t ique que nos 
concept ions abstrai tes des g randeurs et des l igures p e u v e n t 
expr imer les faits na ture ls avec u n e exact i tude très-supé­
r i eu re à colle que comportent les mei l leures observations ; 
et l ' expér ience v i en t , à tout i n s t a n t , appor te r à cette m a ­
niere de voir u n e conf i rmat ion n o u v e l l e , d 'au tant p lus 
admi rab le , que l 'origine ou du moins l 'élaboration de nos 
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idées m a t h é m a t i q u e s es t , p o u r la p lus notable pa r t , r a t i on ­
nelle et non empi r ique . C o m m e n t s 'é tonner , après cela, 
que le pouvoir, dont nous jou i s sons , de nous représenter 
l 'é tendue figurée et d'en éva luer en nombre chaque 
part ie nous paraisse inv inc ib lement la plus parfaite de nos 
facultés intel lectuel les ? Aussi es t -ce celle que nous a c c u ­
serions la d e r n i è r e , celle que nous juger ions avoir le 
moins besoin de progresser , pour se me t t r e , d 'une manière 
adéqua t e , à l 'unisson ou à la forme des objets ex té r ieurs . 

Ce qui prouve qu'el le est t rès-vois ine de la perfection et 
qu'il ne lui est p lus possible , en quelque sor te , d'en 
approcher, c'est qu'elle n 'a pas varié d 'une manière a p p r é ­
ciable depuis les premières origines des sc iences , depuis 
Thaïes de Milet , en dépit du besoin de changement qu i 
n 'a cessé d 'agiter les espr i ts , et malgré les efforts séculaires 
dépensés dans l ' intervalle pour élever l 'édilice immense 
de nos m a t h é m a t i q u e s . De tels efforts n ' aura ien t pas 
m a n q u é d 'accroître pa r l 'exercice la jus tesse de la faculté 
qui les déployai t , pou r peu que cette jus tesse eût laissé à 
désirer dans u n e mesure sensible . D o n c , elle avait déjà 
comme at teint sa l imite ex t rême dès le début du développe­
m e n t h is tor ique des sc iences , à supposer qu'elle ait eu 
jamais besoin de progresser et que sa perfection en quelque 
sorte absolue ne fasse pas essent ie l lement part ie de no t re 
na tu re in te l lectuel le . E t c'est ce qui expl ique pourquo i la 
faculté dont il s 'agit a offert cette garan t ie s ingulière de 
v é r a c i t é , de se mon t r e r absolument parei l le chez tous les 
h o m m e s c o n n u s , à que lque époque et à que lque société 
qu'ils appar t inssent , dictant les mêmes réponses à tous ceux 
qui l 'ont consul tée a t ten t ivement sur telle ou telle question : 
genre do contrôle qu'elle peut seu le , à ce qu'i l s emble , 
supporter v ic tor ieusement , ou q u i , dans tout autre ordre 
d'idées, t rouverai t sans doute en défaut notre faible raison. 
E n u n m o t , l ' intuit ion ou sens géomét r ique paraît com­
prendre ce qu'i l y a de plus ressemblant en nous et hors 
de n o u s , ce q u i , dans notre in t e l l i gence , est à la fois le 
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mieux approprié à la forme de n o t r e esprit et à la na ture 
du monde extér ieur . 

Du reste , les géomètres non-euc l id i ens dont j e combats 
ici la tendance à suppr imer positivement la not ion de 
s imi l i tude , comme idée n é c e s s a i r e , et à en refuser l 'ap­
plication aux fai ts , conviennent e u x - m ê m e s que toutes 
les figures qui ont l eu r s d imens ions inférieures ou compa­
rables à celles de no t re g lobe , et q u e nous pouvons 
m e s u r e r directement dans l eu r s diverses pa r t i e s , sont 
régies sans e r r e u r appréciable pa r la géométr ie ord ina i re , 
c 'es t -à-di re eucl idienne. Ils invoquent p réc i sément l 'ex­
pér ience , pour j u g e r l 'é tendue absolue de toutes ces 
figures t rès - fa ib le , et pour les assimiler à des figures 
infiniment pe t i t e s , q u i , dans leurs idées, sont susceptibles 
de devenir semblables entr 'el les, à la l imite ou sauf er reurs 
relatives t endan t vers zéro , et compor ten t pour cette 
raison une géométr ie plus simple que colle des grandes 
figures. E n d 'autres t e r m e s , la géométrie euc l id ienne es t , 
à l eu r s e n s , u n e première app rox ima t ion , applicable en 
tou te r igueur aux figures infiniment pet i tes W e t , avec une 
exact i tude suffisante, aux figures finies dont les dimen­
sions ne dépassent pas ce r t a ines l imites , qu'il appar t i en t 
à l 'expérience (jointe à la théorie) de fixer. E n dehors de 
ces l imi tes , la m ê m e géométr ie usuel le peut au cont ra i re , 
d 'après e u x , tomber complè tement en défau t , ou conduire 
aux er reurs les plus grossières pour des figures assez 
grandes . 

A i n s i , les doutes qu'ils é m e t t e n t , touchant l 'emploi de 

(1) On le reconnaît de suite en concevant un triangle qui se réduise à un point (ou 
dont les côtés décroissent de plus eu plus tout en conservant des directions déterminées) 
et en lui appliquant une démonstration célèbre du théorème de Thaïes qui devient 
rigoureuse dans ce cas limite. Il suffît, pour cela, de prolonger la hase dans 1 s deux 
sens et les autres côtés au-delà du sommet. Alors , les deux angles à la base, joints 
à 1 opposé de celui du sommet, valent bien deux droits ; car ils occupent précisément la 
moilié de l'espace angulaire compris autour du point auquel le triangle se réduit. Or, on 
sait que le théorème de Thaïes est une proposition corrélative du postulatum d'Euclide. 
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cette géomét r ie dans des quest ions r ée l l e s , concernent 
tout au p lus les immenses t r i ang les que considère l 'as­
t ronome , ou m ê m e seu lement les plus g rands d ' en t r ' eux , 
ceux q u i , ayan t pour base u n d iamèt re do l'orbite te r res t re 
et pour sommet une étoile fixe, servent à calculer la 
paral laxe annuel le de l'étoile et sa dis tance à n o t r e 
sys tème. 1 1 est v r a i que les doutes dont je p a r l e — l e s 
bornât-on à ces dern iers t r i ang les — aura ien t encore en 
astronomie des conséquences g r a v e s , pour peu qu' i ls 
fussent fondés, c 'est-à-dire pour p e u que la géométr ie 
eucl idienne la issât à désirer sous le r appor t de l ' exact i tude . 
Car il suffirait que la somme des angles de ces t r è s -g rands 
tr iangles fût infér ieure ou supér ieure à deux droi ts d 'une 
quanti té comparable à u n e s econde , pour inf i rmer le 
calcul de l 'angle au sommet d'où se dédui t la p a r a l l a x e , 
angle q u i , évalué en r e t r a n c h a n t de deux droi ts la somme 
des deux angles à la b a s e , se t rouve être de l 'ordre de 
peti tesse d 'une seconde. 

Mais les conséquences t héo r iques de ces doutes 
seraient a u t r e m e n t i m p o r t a n t e s . A que ls p r i n c i p e s , à 
quels m o y e n s de p e n s e r p o u r r i o n s - n o u s acco rde r la 
m o i n d r e conf iance , si n o u s suspec t ions celle de nos 
facultés qui voi t le p lus c la i r , celle qu i pe r ço i t et j u g e 
avec u n e préc is ion absolue dans l 'ordre idéal et q u i , 
m ê m e dans l ' o rd re p ra t i que où elle est mo ins chez e l l e , 
ne peu t ê t re suppléée p a r les s e n s , qu 'e l le devance 
tou jours de beaucoup ? Q u ' u n e tel le faculté laisse 
échapper encore d ' impercept ib les n u a n c e s dans les 
questions c o n c r è t e s , é t rangères à son domaine p r o p r e , 
en y t r a n s p o r t a n t , de la sphère des idées pures qui es t la 
s i e n n e , ce r t a ines not ions incapables de s ' adapter parfa i ­
t e m e n t a u x réal i tés p h y s i q u e s , cela se conçoi t chez des 
ê t res imparfai ts comme n o u s . Mais qu 'e l le c o m m e t t e dans 
son p ropre domaine , fa talement et i r r é m é d i a b l e m e n t , des 
e r r e u r s finies , m ê m e gross ières , et sur tou t g é n é r a l e s , que 
le r a i s o n n e m e n t v e n a n t à son aide p r é t e n d r a i t re lever et 
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m e s u r e r , voilà ce qui rie p e u t ê t re a d m i s , ou le sys tème 
tout ent ier de nos idées s ' éc rou le , et il ne res te p lus qu 'à 
dire que nous sommes foncièrement des espri ts m a n q u e s , 
des i n s t rumen t s qui r é sonnen t faux. Auss i ne voi t -on pas 
de quel droi t les géomètres cr i t iqués ici con t i nuen t à 
accepter su r le seul t émoignage de l ' in tu i t ion , à moins que 
ce ne soit d 'une maniè re tou t h y p o t h é t i q u e , les p r inc ipes 
dont ils n 'on t pu se p a s s e r , et qu ' i ls conserven t dans l eu r s 
études abs t ra i t e s , mais qu'el le ne sau ra i t ga ran t i r 
a u t r e m e n t que celui de s imi l i tude auque l ils r enoncen t . 

Sans doute, le sens géométr ique ne s'est j amais laissé ana ­
lyser dans son mode de procéder et dans tous les résul ta ts 
qu' i l fournit ou peut fournir : à cet égard, r ien n 'es t p lus vrai 
que de dire qu' i l n 'a pas été défini. La lumière qu'i l répand 
est pour nous une sorte de m y s t è r e , t an t en e l le -même 
que dans sa source . Pare i l à toutes les œuvres de la na tu re , 
qui sout iennent des rappor t s avec l 'ensemble des choses 
et dont les racines p longent dans u n infini où nous nous 
p e r d o n s , i l n 'a pas permis à notre sc ience, nécessa i rement 
discursive et bornée, d 'explorer en t iè rement , et de classer, 
m ê m e les premiers principes qu ' i l nous fait connaî t re . 
S e u l e s , les cons t ruc t ions artificielles de notre r a i son , se 
déroulant en u n e série l i néa i r e , t ou t au plus en quelques 
séries entrecroisées, se laissent pénét rer ou reproduire par ­
fai tement dans leurs part ies explici tes . M a i s , outre ces 
pa r t i e s , elles cont iennent toujours , m ê m e à not re i n s u , 
des profondeurs inexplorées , expression du sen t iment i n s ­
tinctif d'où jai l l i t la pensée claire et qui la dépasse de toutes 
pa r t s , ou vague reproduct ion des contours indécis en touran t 
les objets mi s en lumiè re , que l'œil ne p e u t n i ne doit 
séparer jamais complè tement de leurs a t taches na tu re l l e s , 
n o n plus que des objets voisins main tenus dans l ' ombre . 

Il n 'est donc pas surprenant qu' i l reste en géométr ie u n e 
infinité de points obscurs , de rappor ts , m ê m e élémentai res ? 

n o n encore débrouillés. Le géomètre peu t se sentir impa-
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t ient ou m a l à l 'aise au mi l i eu de la mul t ipl ic i té des voies 
qu'il connaît ou qu' i l soupçonne dans sa s c i e n c e , et de 
la difficulté qu'i l éprouve à choisir, pa rmi tous ces c h e ­
m i n s , celui q u i , suivi d 'une maniè re cont inue comme 
l 'exige le d i scour s , relie m i e u x que tous les autres 
les points de vue impor tan ts et est le p lus propre à 
faire saisir les rapports les p lus nombreux ou les plus 
féconds, leur total i té m ê m e , s'il était possible. Mais cette 
difficulté n e concerne que l 'o rdre logique des idées : elle 
n ' a t t e in t n u l l e m e n t la clarté et la va leur de l ' intui t ion 
géomét r ique , qui s eu le , au cont ra i re , éclaire tous ces 
horizons et p e r m e t de s 'y mouvoir . 

Sans l'intuition, tout raisonnement deviendrait impossible 

en géométrie rt, probablement, même dans les autres 

branches des mathématiques. 

Que res te ra i t - i l , en effet, sur tou t en géomét r ie , du 
ra i sonnement pu r , c 'est-à-dire des modes de g roupement 
et de succession si mult iples des idées , sans la vue idéale 
de l 'espace et des f igures , qui conserve à ces idées leur 
vie et aux mots leur sens? R i e n év idemment , pas m ê m e 
des cases vides. Le flambeau de l ' in tui t ion une fois éteint , 
les not ions qu ' i l éclaire et qui ne subsistent que par lui 
s 'évanouiraient aussitôt ; et avec elles disparaî traient tous 
leurs r a p p o r t s , tous les encha înements qu'elles forment. 
Le rôle du ra i sonnement en géométr ie se b o r n e , en 
quelque so r t e , à classer les mille voies qui se croisent 
dans le monde de l ' in tui t ion, et à les fixer pa r le langage 
afin de pe rme t t r e de les r e t rouver au besoin : tâche t r è s -
utile , qui ne sera jamais accomplie, à cause de l 'é tendue 
sans bornes du c h a m p à explorer et des croisements infinis 
qui s'y t rouvent , mais t âche qui deviendrai t i l lusoire, si le 
champ entier se dérobait pa r suite de la dispari t ion, réelle ou 
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fictive, de la lumiè re qui , en l ' éc la i rant , le crée pour l 'esprit . 

Ce r t a ins géomèLres opposent quelquefo is , i l est v r a i , 
le r a i sonnemen t à l ' in tu i t ion p u r e ou immédia te . Mais 
c'est s implement pa r ce qu' i ls e n t e n d e n t par cet te de rn iè re 
l ' in tui t ion à l 'état s t a t ique , ou se b o r n a n t a u p r emie r objet 
qui se présente à elle ; tandis qu'i ls appel lent raisonnement, 
l ' in tu i t ion à l 'état d y n a m i q u e , l ' in tu i t ion se déplaçant 
avec c o n t i n u i t é , soit pour passer d ' un ho r i zon à d ' au t res 
vo is ins , soit pour explorer dans c h a c u n les détai ls qui 
échappen t à u n p remie r coup d 'œil . 

On s 'aperçoit m ê m e , en suivant a t tent ivement les démons­
t ra t ions des théorèmes les plus s imples de la g é o m é t r i e , 
de ceux qui conce rnen t , par e x e m p l e , les pe rpend icu­
la i res , l 'égali té de tous les angles d r o i t s , l 'égalité des 
t r i ang le s , e t c . , que le rôle du sens géométr ique ne s'y 
borne pas à main ten i r aux mots leur signification et à 
contrôler l ' exact i tude des proposi t ions pr incipales . I l y a 
du m o i n s , dans l ' enchaînement de celles-ci, plus que des 
sy l log ismes , plus que de la déduc t ion pu re . A côté de 
ce qui est dit exp l ic i t ement , il y a quelque chose d ' in­
définissable qu'on laisse entendre , il y a u n recours direct 
à l ' intui t ion prise en b l o c , ou ins t inc t ive , et celle-ci peu t 
seule compléter ce qui manque ra i t au r a i sonnement p u r . 

C'est p réc isément parce que les propositions les plus 
essentielles de la géomét r ie semblent res ter i ndémon­
t r ées , tant qu 'on ne fait pas appel à l ' in tui t ion s imple , 
pr ise dans son in tégr i té na tu r e l l e , q u ' u n doute l ég i t ime 
p l a n e , à m o n avis, sur les conclus ions propres à la géo­
mé t r i e non-euc l id ienne , considérées m ê m e à u n po in t de 
vue p u r e m e n t logique. E t en effet, le géomèt re non -euc l i ­
d i e n , s'il ne peut se dispenser d 'employer , au m o i n s 
impl ic i t ement , le sens géomét r ique tel qu' i l est chez tous 
les h o m m e s , n 'a- t- i l pas à c ra indre d ' introduire à son insu 
dans ses ra i sonnements quelque chose des véri tés , re la­
t ives aux para l lè les , dont il voudra i t faire abs t rac t ion? 
E t s e r a - t - i l b ien cer tain que les proposit ions auxquel les 
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il parviendra en soient complè tement indépendantes , alors 
qu'il ne sait pas au jus te ce qu' i l y a m i s ? Pour être exact , 
il devra i t donc se bo rne r à regarder ces proposit ions 
comme n ' a y a n t a u c u n rappor t explicite avec les véri tés 
dont il s 'agi t , c ' es t -à-d i re concernant les paral lèles en­
tendues à la maniè re euc l id ienne . 

Mais la géométr ie ne serait pas la seule science a t te in te 
par la suppress ion de l ' in tui t ion géomét r ique . Le cerveau 
pensant tou t entier para î t n ' ê t r e , à que lques é g a r d s , 
qu 'une ex tens ion du sys t ème v i s u e l , qui est par excel­
lence l 'organe de la représenta t ion et des figures. Nous 
condensons et précisons tou tes nos idées par des formes, 
des construct ions idéales , sans lesquelles nous ne pa rv ien­
drions pas à les fixer, à les voir n e t t e m e n t ; et on dirait 
que c'est, p réc i sémen t , dans la mesure où leur assimilat ion 
à des images réussi t que nous pouvons en faire l 'objet 
de connaissances posit ives. 

P a r exemple , l 'idée du t emps n e se p résen te pas à nous 
sans celle du m o u v e m e n t , c 'est-à-dire d 'un chemin qu 'un 
point déc r i r a i t , quoique nous sent ions qu 'e l le en est 
dis t incte . De m ê m e , nous ne pensons pas ne t t emen t à des 
n o m b r e s , sans qu 'à l ' instant d ivers points ou objets dissé­
minés , don t chacun nous r ep résen te u n e un i t é ou u n 
g r o u p e , v iennen t se placer sous l 'œil de l 'esprit . 

De m ê m e e n c o r e , n o u s ne ra i sonnons jamais c laire­
m e n t , ce m e s e m b l e , sur la quant i té a lgébr ique con­
t inue , sans voir à l ' ins tant une é tendue qui nous la 
r ep ré sen t e , no t ammen t la plus s imple des étendues , c'est-
à-dire l ' é tendue à u n e d imens ion , la l igne droi te . Cel le -c i , 
supposée c o m m e n c e r a l 'infini et p ro longée d 'abord jusqu ' à 
une origine choisie a rb i t ra i rement , p e u t ê t re , en pa r t an t 
ensuite de cette o r ig ine , augmentée ou d iminuée de lon­
gueurs quelconques . Ces l ongueu r s sont j u s t e m e n t pour 
nous les images nature l les de toutes les q u a n t i t é s , posi­
t ives ou néga t ives ; et elles v iennen t se p lacer bout à 
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t o u t , suivant les sens indiqués pa r leurs s ignes, croî t re ou 
décroî t re dans cer La in s r a p p o r t s , toutes les fois que nous 
t r ans fo rmons , par e x e m p l e , u n e équat ion et q u e , cra i ­
gnan t une er reur ou nous défiant du mécanisme a lgébr ique , 
nous tenons no t re a t ten t ion en éveil. Si l 'analyse pu re , 
la t héo r i e de la quan t i t é (réelle) en géné ra l , est p lus 
s imple , p lus uniforme dans ses procédés , que la g é o m é ­
tr ie o r d i n a i r e , cela est dû préc i sément à ce que cette 
quan t i t é est expr imable par u n e l i g n e , et pa r suite à ce 
qu 'e l le n 'a qu 'une dimension ou n e var ie que dans u n 
sens et dans le sens opposé, à la p l ace des trois d i m e n ­
sions de l ' é t endue et de la mul t ip l ic i té infinie de rappor t s 
qu 'el les amènen t . 

1 1 semble q u e , si on nous était le sens de l 'espace et des 
figures , ' nous n ' en tendr ions plus m ê m e la b ranche de 
l 'analyse qui para î t , en quelque sor te , la moins g é o m é ­
t r ique , je v e u x d i re , celle -où l 'on opère sur de pur s s y m ­
boles a lgébr iques , que l 'on combine d'après cer ta ines lois 
sans leur a t t r ibuer aucune signification de quant i té cont inue 
ou de nombre . E n effet, les mots arrangement, dispo­
sition , substitution, permutation, e tc . , dont il faut bien 
se servir p o u r expr imer les manières d 'ê t re relat ives 
d 'é léments diversement rapprochés et o rdonnés , supposent 
les idées W étendue, de groupement dans Vespace; et ils 
deviendraient inintel l igibles si ces idées vena i en t à d i spa­
r a î t r e . 

I l y a donc tout l ieu de croire q u e , sans le concours 
apporté au ra isonnement par l ' in tu i t ion g é o m é t r i q u e , les 
ma théma t iques seraient impossibles. Bien p lus , nos con­
na issances ou not ions de toute na ture se t rouveraient 
sans d o u t e , du même coup , profondément mut i lées , peu t -
être m ê m e anéanties dans ce qu'elles ont de p r é c i s , de 
scientifique. On sa i t , en effet, quel rôle un iverse l , i n é ­
vi table , p rennen t dans le langage ph i losoph ique , au tant 
que dans le langage popu la i re , les métaphores e m p r u n ­
tées aux choses maté r i e l l e s , dès qu' i l s 'agit de désigner 
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des objets intellectuels et m o r a u x . L ' image est toujours à 
côté de la no t ion abstraite ou immaté r i e l l e , p o u r lui 
donner u n c o r p s , pour la rendre accessible et la fixer. 
I l ne semble donc pas possible qu 'un ra i sonnement puisse 
j ama i s se faire sur des idées p u r e s , séparées do la forme 
qui nous les représente . 

5. — Réflexions sur (a notion d'espace. 

Ce n 'es t pas seulement au nom des doctr ines n o n -
eucl idiennes que la légi t imité de l ' in tu i t ion géométr ique 
a été mise en doute pa r des mathémat ic iens . Certa ins 
géomètres acceptent sans res t r ic t ion cette faculté en tout 
ce qui concerne les figures tracées dans l'espace,- mais ils la 
suspectent et m ê m e la rejet tent dans sa donnée la plus 
fondamenta le , sans laquelle l e s figures ne pourra ient se 
concevoir, j e veux dire dans ce qu'elle nous apprend 
touchant l 'espace m ê m e . 

Le sens géométr ique nous m o n t r e , en effet, l 'espace 
comme quelque chose d ï n f i n i , d ' i m m u a b l e , d 'antér ieur 
(logiquement) à toutes les figures que l ' imaginat ion y voit 
dessinées comme à tous les corps qui en occupent des 
por t ions et qui s 'y meuvent - Or, il y a dans notre esprit 
u n e certaine t endance , qui nous porte à ra t tacher tou t ce 
qui est concevable à l ' une des deux catégories de la 
substance et du mode (créées de b o n n e h e u r e d 'après les 
données ou sous la p r édominance des sens ex ternes) , et 
qui voudrai t nous faire regarder cet espace sans l imites , 
emplacement de toutes les figures et de tous les corps 
possibles , soit comme u n ê t re vér i tab le , une sorte de 
ma t i è r e , soit du moins comme u n a t t r ibut d 'un être réel . 
Mais l 'une et l ' aut re de ces supposi t ions nous r é p u g n e n t ; 
car, d 'une p a r t , l 'espace ne n o u s para î t pas u n être r é e l , 
e t , d 'autre p a r t , l ' intui t ion ne nous le mont re pas davan-
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tage comme étant nécessai rement le mode d 'un être r ée l , 
pu i sque nous n o u s le représentons subsis tant t o u j o u r s , 
quand bien m ê m e on supprimerai t tous les êtres que nous 
y voyons ou y concevons . L' idée la p lus essentielle que 
nous fournisse le sens g é o m é t r i q u e , celle sans laquelle 
tout ce qu'i l y a de plus clair pou r no t re espri t deviendrai t 
nintel i igible , paraî t donc se t r o u v e r en contradict ion avec 

d'autres données de l ' in te l l igence , t rès -confuses , il est 
v r a i , incapables de servir de base à aucune science posi­
t ive, mais qui puisent u n e certaine force dans notre na ture 
sensible où el les ont pr i s na issance dès les p remiè res 
phases du développement intel lectuel : nouve l l e p r e u v e , 
pour le dire en p a s s a n t , de ce fait, que l ' in tui t ion g é o m é ­
t r ique n 'es t pas u n simple p rodu i t de l ' expér ience sen­
sible et que son objet p r o p r e , b ien que réel en t a n t 
qu ' impl iqué dans toute réali té p h y s i q u e , est d 'un ordre 
t rès -spéc ia l . 

E h b i e n , cette impossibi l i té de faire de l 'é tendue p u r e 
u n e substance ou u n m o d e , de la définir comme une chose 
qui se palpe et se s e n t e , voilà p réc i sément la ra i son 
pour laquel le les géomètres dont je parle rejet tent en 
théorie la notion d 'un espace -absolu. Ils s 'appuient bien 
aussi en m é c a n i q u e , c o m m e on v e r r a ci-après (p. 24 ), sur 
le fait de l 'absence de tou t s i g n e , de tout jalon fixe, qui 
pe rme t t e de reconnaî t re les v r a i s ' m o u v e m e n t s des c o r p s : 
mais cette nouvel le raison semble n ' ê t r e , au fond, qu 'une 
t ransformation de la précédente ; ca r le manque de repères 
dans l 'étendue pu re t i en t j u s t emen t à la na tu re h y p e r -
phys ique de cette é tendue ou à ce que ses parties ne tomben t 
pas sous les sens . U) 

(1) E n d'autres t e r m e s , si , p a r impossible , l ' e space pur p o u v a i t ê tre p e r ç u expéri­

m e n t a l e m e n t , i l s e m b l e q u e se s part ies sera ient par le fait m ê m e d i s t i n g u é e s l e s u n e s 

des autres et que l 'on sent ira i t , dans le mouvement, les c h a n g e m e n t s abso lus de pos i t iou 

é p r o u v é s par l ' o r g a n e en j e u . E n effet , i l n'y a de sensa t ion p r o p r e m e n t dite , assez 

pers i s tante pour la i s ser d a n s l 'esprit q u e l q u e conna i s sance de son obje t , que là où il y 

a contraste , c h a n g e m e n t , var ia t ions p l u s ou m o i n s fréquentes . U n e sensat ion q u i se 

rapporterait à l ' espace en g é n é r a l , s a n s Être a c c o m p a g n é e d'aucun d i s cernement de« 
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D'ail leurs , les géomètres qui repoussen t ainsi en p r i n ­
c ipe , p o u r . d e s motifs que lconques , l ' idée de l ' espace , 
con t inuen t néanmoins à l ' admet t re imp l i c i t emen t et à 
s 'en servir dans les détails de la s c i e n c e , à cause de l ' im­
possibilité où ils se ra ien t , sans ce la , de concevoir aucune 
f igure , et de la nécessi té qui les domine d ' impr imer 
à toutes leurs conceptions le c a r ac t è r e , essentiel lement 
géomét r ique , de l 'espri t h u m a i n . 

La difficulté que leur offre la notion d 'un espace absolu, 
tel que l ' intui t ion le mont re , s 'explique donc, p o u r ainsi 
d i r e , par une sorte de réact ion, qui se produi t ent re les 
régions obscures de l 'espr i t , d'où émergent vaguemen t 
les idées de substance et de mode, et la région claire qui 
ne connaît pas ces idées : l 'ombre ou le voile qui couvre 
les premières régions ferait effort pour s 'é tendre aussi sur 
la dernière , comme si ce n 'é ta i t pas sans des fluctuations , 
sans quelques défail lances, que la région claire pa rv ien t 
à se dégager du mi l i eu des au t res et que celles-ci peuvent , 
en la p o r t a n t , l 'élever en quelque sorte j u s q u ' a u x n iveaux 
où pénè t re la l umiè re . Le par t i le plus s imple et le plus 
s a g e , dans ces condi t ions , est sans doute d 'admett re que 
les substances et leurs modes ne comprennent pas tout , 
pas m ê m e tout ce dont nous avons quelque connaissance 
(puisque ce qu ' i l y a de plus évident en est d i s t inc t ) , 
de se défier par suite de ce genre de classification, en 
substances et m o d e s , auque l p e u t - ê t r e les réali tés p u r e ­
m e n t matér ie l les se p r ê t en t seules c o n v e n a b l e m e n t , et 
d 'accepter enfin l 'espace pour ce que nous le donne le 
sens géomét r ique , seul compétent à cet égard autant que 
le comporte no t re na tu r e . 

Il e s t , d ' a i l l eu r s , bien en tendu que cet te adhés ion ne 
doit pas n o u s empêcher de soupçonner et m ê m e d 'ad-

part ies m ê m e s de l ' e space , serait a b s o l u m e n t uni forme du côté de son objet: e l l e n e tarderait 

s a n s doute g u è r e à s ' émouseer autant q u e si cet objet n 'exis ta i t p a s , et e l l e aurait cessé 

d'être p e r ç u e b i e n a v a n t l ' époque où la réflexion et la m é m o i r e s ' éve i l l en t chez 

l 'enfant . 
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m e t t r e l 'existence de différences t rès-pet i tes entre l 'espace 
idéal ainsi conçu et l 'espace réel où sont les corps, quoique 
nous ne puissions fixer ces différences. Car, d 'une par t , nous 
sentons que not re science est imparfaite en t o u t , même 
dans les choses où nous voyons le plus clair ; e t , d 'autre 
p a r t , la distinction que nous concevons en t r e l 'ordre 
géométr ique p u r et la par t ie de l 'ordre phys ique qui lui 
r e s s e m b l e , ou qui concerne les formes et les grandeurs , doit 
exis ter ailleurs que dans notre esprit , c ' es t -à-d i re être vraie 
d 'une manière absolue, s i , comme il p a r a î t , le second de 
ces ordres est u n e représentat ion nécessai rement impar ­
faite, quoique fort approchée , du p remie r . O r , il faut b ien 
qu'i l y a i t , dans cette question du passage de l 'abstrai t au 
c o n c r e t , quelque i r réduct ibi l i té ou , pour ainsi d i r e , 
que lque incommensurabi l i té de l 'une ou de l 'autre espèce, 
subjective ou object ive, pour que les problèmes de la 
divisibilité indéfinie des corps , de l 'é tendue ou de l ' iné tendue 
des a tomes , e tc . , soulèvent , comme on sai t , dans toutes les 
hypothèses , d ' inextricables difficultésW, o u , enco re , pour 
que le sens p ra t ique répugne à accepter dans leur r igueur les 
données fondamentales du sens géomét r ique , n o t a m m e n t 
celle qui les domine p e u t - ê t r e toutes et qui consiste dans 
notre manière de concevoir la cont inui té par la divisibilité 
à l 'infini. (*) 

Renonçons donc à creuser la not ion d'espace, puisqu 'on 
ne le peut sans sortir du champ qui nous est accessible ; 
e t , en par t icul ier , ne la rapprochons pas des idées de 

(1) V o i r à ce s u j e t , p a g e G3 ; l e n u m é r o 2 de ia tro i s ième part i e . 

(2) I l ne m e s e m b l e p a s i m p o s s i b l e qu' i l existe dans la n a t u r e , q u o i q u e ce soit peut -

être tout-à-fait e n dehors dB la portée de notre e s p r i t , u n e cer ta ine cont inu i t é n'entraî­

nant pHS la d i v i s i b i l i t é indéfinie . Car l e s ens prat ique admet parfa i tement ia c o n t i n u i t é 

d a n s l e s m ê m e s c h o s e s dont i l r e p o u s s e la d iv i s ib i l i t é à l ' inf ini . Or , nouB d e v o n s tenir 

notre i n t e l l i g e n c e o u v e r t e à toute l u m i è r e el a t tent ive surtout aux m o i n d r e s ind icat ions 

de n o s facu l tés e x p é r i m e n t a l e s r s a u f à coordonner ensu i t e œ s indications dans la mesure 

du p o s s i b l e . M i e u x v a u t d'ai l leurs la i s ser subs i s t er q u e l q u e s contradic t ions apparentes , 

j u s q u ' a u j o u r où l 'on p a r v i o n t enfin à trouver l e po int de v u e d'où tout s 'accorde nature l ­

l e m e n t , p lu tô t q u e de sacrif ier à la l o g i q u e étroi te d'un espr i t de s y s t è m e certa ins 

faits , c e r t a i n s é l é m e n t s d u v r a i , en l e s a t ténuant ou l e s dénaturant . 
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substance et de mode, dont l 'obscurité profonde est une 
preuve qu'elles sont peu appropriées à la forme de notre 
intell igence. 

On sait que Le ibn iz , pour expl iquer l ' espace , en a fait 
u n mode des corps , et l'a défini le rappor t ou l 'ordre des 
coexistences. Mais l ' espace , tel que nous le concevons 
spontanément , n 'est pas p réc i sément ce la , vu que l ' in ­
tuition nous le mont re log iquement an tér ieur aux corps 
et m ê m e à toutes les figures qu 'on peut y t r a ce r . De p lus , 
il y a, dans u n sens t r è s - v r a i , des ordres de coexistences 
qui ne sont pas dans l ' espace , savoir, ceux que const i tuent 
les s e n t i m e n t s , pensées et volitions se produisant sur le 
théâ t re éclairé par la conscience de chaque homme , théâtre 
bien dist inct de l 'é tendue matér ie l le . Donc, l 'espace n 'est 
pas l 'ordre des coexis tences ; il est seulement u n ordre 
de coexis tences , ou , pour m i e u x d i r e , il est le l ieu dans 
lequel se déploie u n cer ta in ordre de coexistences. Dès 
lors , pour dis t inguer cet ordre de coexistencs d'avec les 
a u t r e s , il faut lu i che rche r u n caractère spéci f ique , et 
nos facultés expér imenta les ou rat ionnelles n ' en indiquent 
q u ' u n s e u l , consis tant en ce que l 'ordre dont i l s 'agit 
est celui qu i se déroule dans l 'espace. A i n s i , nous nous 
retrouvons au point de d é p a r t , et la notion d'espace est 
bien i r réduct ib le . 

A quoi bon , d 'a i l leurs . che rche r à la définir, alors que 
tout le monde admet en prat ique qu'elle est ce qu'i l y a de 
plus clair, ou alors que toute science atteint son m a x i m u m 
de précision et de ne t t e t é dès qu'elle s'y r a m è n e , dès 
qu'el le p r end la forme géométr ique . 

6. — De la distinction des mouvements absolus et des mouvements 

relatifs. 

C'est pr incipalement en m é c a n i q u e , lorsqu' i l s'agit de 
définir le repos absolu et le mouvemen t abso lu , que les 
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géomètres peuven t ê t re dans l 'embarras au sujet de la 
notion d'espace. Avec u n espace absolu , le repos absolu 
est l 'absence de tout déplacement dans cet espace. S e u ­
l e m e n t , nous ne connaissons pas de repère fixe, pas de 
corps que nous ayons quelque motif de supposer parfai­
t ement en repos ; nous n 'observons jamais que des repos 
relatifs ou des mouvements relatifs, c 'est-à-dire des varia­
tions insensibles ou finies de distance en t re des corps en 
mouvement . Or, c'est sur tout cette impossibilité où nous 
sommes de constater et de mesure r les vrais mouvemen t s 
des co rps , qui a por té u n certain nombre de géomèLres à 
n ier qu' i l y ait des mouvement s absolus et que l 'espace 
p u r soit quelque chose , présentant une cer ta ine réali té. 
Ces géomètres rejet tent ainsi t pour u n e raison pu remen t 
n é g a t i v e , et sacrifient, du moins en p r i nc ipe , u n e idée 
des plus claires: ils oublient combien nous sommes pauvres 
de pareil les idées , -combien nous devons en être avares . 

Des considérations ra t ionnel les , sans lesquelles nul le 
sc ience n ' ex i s t e ra i t , pe rmet ten t d'ailleurs d 'a r r iver aux 
vraies lois générales des mouvements absolus, ma lg ré l ' im-
possibilité d'observer de pareils mouvemen t s . Les équations 
différentielles de la dynamique ne reçoivent , comme on 
sa i t , le m a x i m u m de simplici té dont elles sont suscep­
tibles, qu 'autant qu 'on y rapporte les mouvemen t s à cer­
ta ins axes de coordonnées x, y, z. Il y a , en d 'autres 
t e rmes , u n e maniè re d 'expl iquer les mouvemen t s relatifs 
observés, qui est la p lus simple possible, qui , no tamment , 
ne fait pas dépendre les accélérations des vitesses W, et cette 

^ 1 ) O n sait que , d'après une loi fondamenta le de la m é c a n i q u e , l e s act ions réc iproques de 

d i v e r s a tomes en présence n e dé pe nde nt q u e de leur nature et de leurs d is tances m u t u e l l e s , 

non de leurs v i t e s s e s : ce q u i , dans le l a n g a g e des g é o m è t r e s , s ign i f i e que leurs accé lé ­

ra t ions vra ie s sont de s imple s fonct ions d e l eurs s i tuat ions re lat ives ac tue l l e s . Or , si 

l 'on rapportait l e m o u v e m e n t à des a x e s a n i m é s de cer ta ines v i t e s s e s , i l s'adjoindrait en 

g é n é r a l à ces fonct ions, pour expr imer l e s accé lérat ions apparentes des a t o m e s , des 

t e rmes dépendant du m o u v e m e n t m ê m e des a x e s , c'est-à-dire fonction d'autres var iables 

que l e s s eu le s d i s tances réc iproques de ces a tomes , et q u i , par sui te , compl iquera ien t 

g é n é r a l e m e n t l e s express ions to ta l e s . 
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maniè re peut se dédui re de l 'application du calcul aux 
données m ê m e de l 'observation. Or, dès qu'on admet 
u n espace abso lu , les vrais mouvement s sont les mouve­
men t s rappor tés à cet e space ; et ce sont c e u x - l à , non 
des mouvement s relatifs, qui sont régis par les lois géné­
rales ou les équations différentielles les moins complexes 
ob tenues : car le bon sens dit qu ' en combinan t p lus ieurs 
choses on les compl ique (si ce n 'es t dans des cas impro ­
bab les , d 'ail leurs particuliers), et q u e , par su i t e , les 
mouvements absolus doivent obéir à des lois générales 
aussi simples ou p lus simples que les m o u v e m e n t s r é su l ­
tant de l eur composi t ion. De fait , u n e t rans la t ion u n i ­
forme impr imée aux axes des coordonnées ne compl ique­
rait pas les lois et n ' y changera i t même r i e n ; ma i s il en 
est a u t r e m e n t , comme on sa i t , d 'une rotat ion. 

Dans les problèmes p r a t i q u e s , on peu t supposer fixes les 
gros corps , avec u n e approximat ion d 'autant p lus g rande 
qu'i ls sont p lus considérables, lo rsqu 'on étudie les m o u v e ­
ments qu 'exécuten t à leur in té r ieur , ou près de leur surface, 
d 'autres corps beaucoup plus pet i ts . Cela rev ien t à admettre 
que les g randes masses ne sont an imées , dans la na tu re , 
que de vitesses de t ransla t ion et de rotat ion très-faibles 
ou , du m o i n s , très-graduellement variables, en compa­
ra ison de celles qu 'ont re la t ivement à elles les petits corps 
cont igus ; de telle man iè re qu'i l soit permis d 'at tr ibuer aux 
lois du m o u v e m e n t relatif de ceux-ci la m ê m e simplicité qu 'à 
des lois de mouvement s abso lus , en commet tan t seu lement 
des e r reurs à peine sensibles aux moyens d ' expér imen­
tation les plus délicats. C'est ainsi que la te r re peut être 
censée f ixe, avec une approximat ion t rès - no tab le , par 
rappor t aux corps qui se meuven t à sa surface. U n e appro­
ximat ion plus g rande s'obtient en supposant la ter re et 
les planètes en mouvement au tour du cent re de gravi té 
du sys tème sola i re , c ' e s t -à -d i re , à fort p e u près , a u t o u r 
du cen t re du soleil. Enfin, dans l ' approximat ion la plus 
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h a u t e à laquel le nous puissions p ré tendre de nos j o u r s , 
on ne regarde c o m m e immobi le que l 'ensemble des étoiles 
visibles et de l 'é ther qui nous t r ansmet l eur lumiè re . 

Le bon sens de tous les temps a donc eu b ien raison 
d 'a t t r ibuer le mouvemen t aux peti ts corps de préférence 
a u x gros. La fausse application qu' i l a faite autrefois de 
cette lo i , en quelque sorte ins t inc t ive , quand il en déduisit 
l 'hypothèse de l ' immobil i té de la terre dans l 'espace et 
du mouvemen t absolu des astres au tour d'elle, avait pour 
véri table cause l ' ignorance où l 'on étai t des dis tances et 
des vraies grandeurs de ces astres . P o u r rester fidèle à 
son p r i n c i p e , il ne pouvai t s 'empêcher de faire mouvoir 
la te r re plutôt que le soleil et les é to i les , dès qu' i l 
devenai t palpable que celles-ci sont beaucoup p lus grosses 
qu 'el le . L ' e r reu r dont i l s 'agi t , la plus grande peu t -ê t re 
qu 'a i t commise le sens c o m m u n , n 'es t d o n c , au fond, 
qu ' une erreur ma té r i e l l e ; et elle n ' e m p ê c h e nu l l emen t de 
penser que ce sens c o m m u n , in te r rogé convenab lemen t , 
est encore, de tous les cr i tér iums phi losophiques ou scien­
t if iques, celui qui t rompe le mo ins . 
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I I . — • C O N S I D É R A T I O N S SUR L E B U T , 

LA M É T H O D E E T L E S P R I N C I P A U X R É S U L T A T S 

D E LA M É C A N I Q U E P H Y S I Q U E . 

1. — Coup d'œil sur le but de la mécanique physique. 

La mécan ique céleste et la mécan ique dite rat ionnelle 
n 'é tud ien t guère d 'autres mouvement s réels que ceux de 
corps situés à des dis tances percept ibles les uns des autres 
et qui se compor t en t , ou comme de simples p o i n t s , ou 
comme des solides de forme inva r i ab l e . Les principes 
classiques des quant i tés de m o u v e m e n t et des m o m e n t s , 
appliqués à chaque corps en par t icul ier , l eu r suffisent pour 
cela : car le premier fournit les trois équations qui déter­
m i n e n t la t ranslat ion du co rps , c 'es t -à-di re le m o u v e ­
m e n t de son centre de gravi té ; et le second donne de 
m ê m e les trois équat ions qui représen ten t sa rota t ion 
autour du cen t r e de gravi té . Les réac t ions mutue l l e s des 
diverses parties du corps s 'é l iminent d ' e l l e s - m ê m e s , 
comme on sait, de ces six relat ions, auxque l l es on ajoute 
quelquefois , pou r ar r iver p lus v i te à certains r é s u l t a t s , 
l 'emploi du pr incipe des forces vives ou de l 'énergie. 

Mais , dès qu' i l y a lieu de considérer aut re chose que des 
mouvemen t s d ' ensemble , dès qu 'on veut péné t re r dans le 
détail des déplacements relatifs éprouvés par des parties 
de mat ière t rès-voisines l es unes des autres et appar te ­
n a n t à une même masse ou à des masses c o n t i g u ë s , , on 
entre dans le domaine d 'une nouvel le b ranche de la 
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m é c a n i q u e , de celle à laquelle convient le nom de méca­
nique physique. I l y in tervient ces a c t i o n s , exercées à 
des dis tances impercep t ib les , qu 'on appelle vu lga i rement 
actions de contact, et dont les rapides changements de 
g r a n d e u r , ou m ê m e de s i g n e , en fonction des distances 
moléculaires , contras tent tant avec la constance ou la l en­
t eu r de var ia t ion de la force de pesan teur don t l ' as t ronome 
calcule les effets variés . Le contact physique n ' es t , en 
effet, q u ' u n r approchemen t de deux corps suffisant pour 
me t t r e e n j e u les act ions dont i l s 'agit ici : il ne faut pas le 
confondre avec le contact géométrique ou ahsolu , qui ne 
comporte pas de degrés , tandis que le contact phys ique 
peu t être plus ou moins in t ime , suivant l ' intensi té du choc 
qui le produi t ou su ivant le degré de compacité de la mat iè re 
où on l 'observe à l 'état pe rmanen t . 

I l n 'est pas possible au géomètre d 'évaluer individuel­
l ement la p a r t de chaque molécule , dans l'effort total sup ­
por té par une peti te par t ie percept ible de mat ière : i l 
faudra i t , p o u r ce l a , avoir, sur la composi t ion des m o l é ­
cules , sur leur m o d e de g r o u p e m e n t , sur leurs actions 
r éc ip roques , p l u s de données posi t ives que l ' induc t ion , à 
défaut de l 'expérience, n ' e n a fourni j u squ ' à présent . C'est 
tout au p lus si nous pouvons aborder de ce point de v u e , à 
l 'aide de considéra t ions p laus ib les , l 'explication des p h é ­
nomènes fondamentaux de la sol id i té , de la fluidité, de 
l 'é ta t gazeux , et seu lement dans u n chapi t re spécial, c o n ­
sacré à des explorat ions h o r s du domaine accessible à 
l 'expérienceW. Mais le nombre immense des molécules 
comprises dans les plus peti tes por t ions perceptibles de 
mat iè re pe rme t à ces f ragment s , en quelque sorte é lé -

(1) On peut voir à ce sujet, en y joignant les deux alinéas suivants et le numéro 4 da 
la troisième partie ci-après (p. 7 0 ) , les §§ VIII et IX d'un mémoire intitulé Recherches 
sur les principes de la mécanique , sur la constitution moléculaire des corps et sur 
une nouvelle théorie des gaz parfaits , dans le volume de 1 8 7 8 du Journal de mathé­
matiques pures et appliquées , de M. Liouville ; tome XVIII (2 e série), p. 805. 
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inenta i res pour n o u s , d'affecter à chaque ins tan t u n 
état m o y e n , où se t r o u v e n t masquées , par u n e espèce de 
neut ra l i sa t ion m u t u e l l e , les i r régular i tés complexes , peu t -
être inex t r icab les , que présentera ient les derniers détails 
des phénomènes . C'est de l'état moyen local ainsi défini, 
parfai tement éva luab le , et var iant avec con t inu i té , soit 
d 'un point à l 'autre d 'un m ê m e . c o r p s , soit d 'un ins tan t 
à l ' au t r e , que la mécanique physique r e che rche les lois . 

Pa r e x e m p l e , dans l 'étude des légères déformations 
qu 'éprouve u n solide élastique soumis à des actions ex té ­
r ieures d o n n é e s , le géomèt re n e s'occupe que des dépla­
cements d 'ensemble des dernières part icules obser­
vables du corps , déplacements q u i , à chaque i n s t an t , 
var ient graduel lement d ' ime par t icule à ses vois ines . I l 
suppose donc rédui ts à leurs centres de gravi té les groupes 
matériels complexes , propres à l 'é tat solide ou caracté­
r is t iques des s t ruc tu re s fibreuse, cr is ta l l ine , e tc . , qu'on 
appelle des molécules intégrantes, et dont chacun doit 
comprendre u n g r a n d nombre de molécules chimiques : 
en effet, le passage à l 'é tat fluide, cette r u p t u r e qu 'un 
corps éprouve dans ses plus peti tes parties sensibles, et les 
changements b rusques de volume qui l ' accompagnent , 
ne se conçoivent guè re que par une sorte de pulvérisat ion 
des un i t és matériel les propres à l 'état sol ide, ou molécules 
in tégran tes . Ains i , le mathémat ic ien ne s'occupe nu l l emen t 
des rotat ions et déformations des molécules in tégran tes 
el les-mêmes, b ien que ces ro ta t ions et déformations soient 
sans d o u t e , à cause du fait de la sol idi té , des fonctions 
dé te rminées , quoique probablement fort complexes , des 
var ia t ions de distance des centres mêmes des molécules 
in tégrantes . 

Pa r exemple enco re , quand il t ra i te du mouvemen t des 
fluides, le géomèt re ne peu t songer à embrasser dans son 
ana lyse les pet i tes var ia t ions accidentel les , t rès-rapides, 
qu 'éprouve cont inue l lement la vitesse en u n point donné. 
Tou t en a t t r ibuan t à Vagitation qui résu l te de ces varia-
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l ions i r régul ières u n e inf luence , su r le f ro t tement t an t 
in tér ieur qu ' ex té r i eur du fluide, en rappor t avec son 
in tensi té à l ' endroi t considéré, il n ' in t rodu i t expl ici tement 
dans les formules que les valeurs m o y e n n e s des vitesses 
successives qui s'y produisent . Car les moyennes locales 
dont il s 'agi t , seules impor tan tes aux y e u x de l ' h y d r a u -
l ic ien, sont les seules vitesses qui var ien t assez g radue l ­
l e m e n t , d'un point de l 'espace aux points voisins et 
d 'un ins tan t à l ' a u t r e , pour pe rmet t re l ' appl ica t ion , 
à l ' ensemble du fluide, des méthodes de l 'analyse 
infinitésimale. 

2 . — Principes de celte science. 

Dans ces cond i t i ons , l 'é tude des principales espèces de 
c o r p s , fluides , solides , p l a s t iques , pu lvéru len ts , ou des 
classes de mouvements qui présentent le p lus d ' in térê t 
(telles que mouvemen t s v ibra to i res , écoulements par filets 
p resque rect i l ignes et para l lè les) , devient possible au 
m o y e n de tout au tant de pr inc ipes s imples , d i r ec temen t 
emprun tés à l 'expér ience, et q u i , p o u r chaque c a s , nous 
t i ennent l ieu de la connaissance détai l lée de c i rcons­
tances mul t iples dont nos sens ne nous révè len t que l'effet 
généra l . 

P a r e x e m p l e , dans la théor ie de l 'équi l ibre et du 
m o u v e m e n t des f luides, on admet t r a , comme fait d 'expé­
r i e n c e , que la pression exercée à l ' in tér ieur d 'un tel 
c o r p s , à t r ave r s u n é lément de surface que l conque , se 
compose d 'une force , dite pression élastique du fluide, 
perpendicula i re à cet é lément p l a n , var iable avec la den­
s i t é , le degré de condensation de la mat ière à l 'endroi t où 
i l se t rouve , e t , en ou t re , d 'une au t re force, ordinai rement 
b ien p lus p e t i t e , p rovenan t sans dou te de ce que les 
par t icules fluides ne peuvent pas, à l 'état de m o u v e m e n t , 
conserver entre l eurs é léments l 'ordre ou la disposition 
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symét r ique qui permet à la press ion d'être exac tement 
n o r m a l e , bien qu'elles tendent sans cesse , et très-vite, 
à réaliser cette disposition. La pet i te force cons idé rée , 
étant ainsi nul le à l 'état de repos et indépendante de tou t 
mouvemen t qui ne serait pas t r ès - récen t , se t r o u v e r a 
na tu re l l ement fonction des simples vitesses relatives don t 
sont a n i m é e s , à l ' ins tant a c t u e l , les par t icules fluides 
qui passent près de l ' é lément plan ou qui le t raversent . 

De même e n c o r e , dans l 'étude des solides élastiques , où 
l 'on suppose ces corps assez peu déformés, par des actions 
ex t é r i eu re s , p o u r qu'ils reviennent d ' eux -mêmes à leurs 
dimensions pr imit ives lorsqu 'on écarte les actions dont il 
s 'agit , on admet que les t ract ions et pressions, développées 
à l ' intérieur de chacune de leurs pet i tes part ies pe rcep t i ­
bles, dépendent de la const i tu t ion pr imi t ive de ces par t ies et 
des déformations actuelles mesurab les , au nombre de six 
dist inctes, qu'elles ont éprouvées, de maniè re à s ' a n n u l e r , 
ou du moins à re t rouver leurs premières valeurs , dès que 
les déformations cessent . Toutefois , elles seraient égale­
m e n t fonction de la t empéra tu re , si celle-ci venait à changer 
sens ib lement . 

Pa r exemple a u s s i , dans la théorie ana ly t ique de la 
c h a l e u r , qui est l 'é tude de la d is t r ibut ion des t empéra tu res 
(supposées assez peu variables) aux divers points d 'un corps 
a t h e r m a n e , on ne pour ra i t nu l l emen t calculer les t r a v a u x 
ind iv idue l s , correspondant a u x vibrat ions calor i f iques , 
des act ions moléculaires exercées à t ravers u n é l émen t 
p lan quelconque sur la ma t i è r e qui es t d 'un côté de l 'élé­
men t p l a n . E t , c e p e n d a n t , la somme de ces t r a v a u x dans 
l 'un i té de temps cons t i t ue , pour chaque élément supe r ­
ficiel, u n e q u a n t i t é , appelée flux de chaleur, qu 'on ne peu t 
se dispenser d 'évaluer . Mais on y arr ive en s 'appuyant d i r ec ­
tement sur ce fai t , que le flux dont il s 'agi t , fini par 
uni té de surface et dans l 'uni té de t e m p s , dépend de la d i s ­
t r ibu t ion des tempéra tures , dans u n e t rès peti te é tendue tout 
au tour de l 'é lément p lan , et s 'annule quand ces t empéra -
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tures deviennent égales . Pa r su i t e , les flux de cha leur 
seront des fonctions dé terminées de la t e m p é r a t u r e , pr ise 
au point que l 'on cons idère , et de ses trois dérivées part iel les 
p remières par rappor t aux coo rdonnées , dérivées qui 
caractérisent la man iè re dont varie la t empé ra tu r e dans une 
é tendue t rès -pe t i te : en o u t r e , ces fonctions s 'annuleront 
en môme temps que les trois dérivées dont elles dépendent . 

De tels p r inc ipes , suggérés par l ' e x p é r i e n c e , sont en 
quelque so r t e , pour le g é o m è t r e , la définition du corps 
ou de la classe de phénomènes qu'i l é tudie . Combinés , 
d 'une par t , avec la g rande loi de continui té , qui s 'applique 
à l 'é tat moyen local affecté pa r la mat ière aux divers 
endroi t s et aux divers i n s t a n t s , d 'autre p a r t , avec les 
lois non moins impor tan tes de la conservation des quan­
t i tés de mouvemen t , des m o m e n t s , des forces vives, qu 'on 
emploie pour connaî t re à chaque ins tan t l 'état moyen de 
très-peti ts volumes matér ie ls découpés par la pensée dans 
le corps, ces principes part icul iers donnent pr ise à l 'analyse 
infinitésimale. E t cel le-ci , pa r l 'application de ses méthodes 
géné ra l e s , su r tou t par u n emploi j ud i c i eux de la série 
de Tay lor , en dédui t t ou t u n vaste corps de lois précises, 
aussi in té ressan tes pou r le prat icien que pour le savant . 
Dans les cas où les phénomènes se simplifient assez pour 
que le phys ic ien puisse saisir des relat ions numér iques 
ent re les diverses quant i tés réelles qu' i l m e s u r e , le géo­
m è t r e est assuré de pouvoir r ep ré sen te r ana ly t iquement 
les faits en question ; car l ' ana lyse , ma lg ré ses imper fec ­
tions et ses l a c u n e s , sait exp r imer des nuances p lus 
délicates et p lus compliquées que celles dont les mei l leurs 
moyens de r eche rche expér imenta le décèlent l ' ex is tence . 

Sans d o u t e , comme je le disais en 1873 dans u n mémoi re 
syn thé t ique relatif à la théorie des ondes lumineuses 0) , 

( i ) Journal de mathématiques pures et appliquées de M. Liourille, tome XVIII 
( 2 e série) , p . 3 6 9 . 
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on peut regre t t e r que toutes les belles lois ainsi é tabl ies , 
au l ieu de nous révéler en détail les mys tè res du monde 
des a t o m e s , ou inf iniment pet i ts d e l à n a t u r e , sur lequel 
elles semblaient devoir nous éc la i rer , ne soient que la t r a ­
duction , sous mille formes différentes, de quelques faits 
s imples , q u ' u n p remie r coup d'œil jeté su r les choses 
rend en quelque sorte évidents , et qu i n e concernen t que 
l 'action totale de par t icules matér ie l les dont c h a c u n e 
cont ient u n n o m b r e immense de molécu les . M a i s , d 'un 
au t re côté , le géomètre ne saurai t être fâché de voir l 'ana­
lyse ma thémat ique lu i dérouler les magnifiques consé­
quences des idées les plus simples et les plus communes . 
La possession de ces idées, dont le r iche épanouissement 
const i tue une si g rande part ie de la science h u m a i n e , vaut 
peut-ê t re plus que la connaissance détaillée de toutes les 
forces individuelles qu 'el les nég l igen t pou r embrasser leur 
effet général ; car la simplicité, qui seule nous les r end in te l ­
ligibles et i n t é r e s san t e s , t i en t probablement à ce que nous 
observons des effets moyens où les discordances i nd iv i ­
duelles disparaissent et se neut ra l i sen t en vertu de la loi des 
grands nombres. S'il nous était d o n n é , au c o n t r a i r e , de 
vo i r i e s déta i l s , nous serions tentés peut -ê t re , à cause des 
bornes actuelles de not re espr i t , de ne t rouver que désordre 
et incohérence dans le m o n d e des infiniment p e t i t s , pa re i l -
fement à ce qui arr ive quand nous nous perdons dans la 
mul t ip l ic i té des p h é n o m è n e s que nous offre le m o n d e plus 
grand placé à no t re portée. 

Les lois dont il s'agit ne son t , il est v r a i , qu 'approchées ; 
et le recours à l 'observation est souvent indispensable 
pour fixer les l imites en t re lesquelles leur emploi n 'entraîne 
aucune er reur sensible . P a r exemple , dans le problème du 
mouvement d 'un projectile à t ravers un mil ieu fluide, les 
auteurs des trai tés de mécanique adme t t en t , impl ic i tement , 
que la vitesse du projectile varie assez graduel lement pour 
q u ' u n état à fort peu p rès pe rmanen t du fluide s'établisse 
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au tour du corps ; en sorte que cet état et, par sui te , la rés i s ­
tance opposée au mouvemen t du projectile soient de s imples 
fonctions de la vitesse actuelle de celui -c i . Le pr incipe 
fondamental de la balist ique consiste j u s t emen t à r ega rde r 
la résistance du mi l ieu comme fonction de la valeur actuelle 
d e l à v i tesse , à l 'exclusion des valeurs an té r i eures , dont 
l 'état actuel du fluide dépend, néanmoins , dans u n e mesure 
plus ou mo ins sensible. O r , si ce pr incipe est comme 
évident , tant que le rappor t de la dérivée de la vitesse à la 
vi tesse m ê m e res te petit et compris en t re d'assez étroites 
l i m i t e s , il appa r t i en t , jusqu 'à p r é sen t , à l 'expér ience 
seule de fixer ces l im i t e s . 

3 . — Sa méthode. 

Mais il n ' y a nu l l emen t lieu d'être surpr i s du carac tère 
de s imple approximation, ou m ê m e d ' indécision (en ce qui 
concerne leur c h a m p d'applicabilité), que p r é sen t en t les 
théories dont se compose la mécan ique phys ique . Les 
moindres faits observables con t iennen t t an t de compli­
cations , il y a peu t -ê t re aussi une dispropor t ion si radicale 
ent re leurs plus pet i ts détails et notre in te l l igence , qu' i l 
nous faut renoncer à saisir les choses absolument telles 
qu'el les sont . Notre esprit se représen te et l eu r subst i tue , 
presque sans s'en dou te r , des objets abs t r a i t s , qui en 
diffèrent fort peu, et don t les not ions sont p lus s imples , 
j ' e s t - à -d i r e plus intelligibles ou mieux adaptées à sa forme 
propre . Cette substi tut ion serait nécessa i r e , m ê m e pour 
des phénomènes qu'at teindrait d i rec tement le calcul avec 
u n degré de précision t r è s - supé r i eu r à celui des mei l leures 
expé r i ences , ou alors m ê m e que les changements qu'elle 
in t rodui t échappera ient tout-à-fait pa r leur petitesse à 
nos appréciat ions : car no t re n a t u r e intellectuelle nous 
ferait encore remplacer les quant i tés ou les figures réelles 
exis tant h o r s de n o u s , et dont l 'observation nous fourni t 
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seulement une connaissance plus ou moins g ro s s i è r e , par 
les quant i tés abstraites de l 'analyse o u p a r les figures idéales 
de la géométr ie . E t , p o u r t a n t , a u c u n m o y e n de cons ta ­
tation n e nous donne le droit de r e g a r d e r cel les-ci comme 
leur étant ident iques , b ien que- les idées que nous en 
avons présentent seules assez de clarté pour se rv i r de base 
à nos ra i sonnements . 

O r , ce n 'est pas t o u t . La réal i té est d 'o rd ina i re , sinon 
tou jours , si complexe , qu'i l nous faut , pour arr iver à la 
comprendre , tolérer dans u n e p remière é tude des er reurs 
parfois t rès-appréciables , mais j u g é e s par nous assez pet i tes , 
en remplaçant les diverses quant i t és en v u e , données ou 
résultats, par d 'aut res r e l a t ivement peu différentes , dont 
les relations mutue l l e s soient les plus simples possibles. 
CetLe étude préalable permet à l 'espr i t de se faire u n e j u s t e 
idée des objets d ivers qu'i l considère ; et elle lu i sert de 
point de dépar t ou d 'appui pour u n e évaluation approchée 
des quant i tés négl igées d 'abord , dont on avai t , sous forme 
impl ic i te , cer ta ines expressions que le calcul déjà fait 
pe rmet j u s t emen t de développer et de connaî t re en g rande 
pa r t i e . Il suffit m ê m e , ord ina i rement , que la deuxième 
approx imat ion obtenue de la sor te soit moins inexacte 
que la p r e m i è r e , p o u r que cel le-ci puisse ê t re regardée 
c o m m e légi t ime. 

C'est en procédant ainsi pa r voie d 'approximations 
successives, dont c h a c u n e laisse toujours subsis ter u n e 
e r r eu r p lus ou m o i n s pet i te en comparaison des résul tats 
poursuiv is , que l ' intel l igence h u m a i n e parvient à démêler , 
dans les phénomènes n a t u r e l s , des relations assez s imples 
pour pouvoir les saisir et s'y in té resser . 

4. — Caractère de la plupart des lois qu'elle découvre. 

De tel les relat ions ou lois o n t , aux y e u x du savant, u n e 
valeur qui est en ra ison composée de leur s impl ic i té m ê m e 
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et de leur degré d 'exact i tude. La p lupar t pour ra ien t ê t re 
appelées des lois-Uniites ; car elles compor ten t des erreurs 
relatives d 'autant m o i n d r e s , que certaines quan t i t é s , cons i ­
dérées dans la ques t ion , sont elles-mêmes p lus peti tes: et 
elles deviendra ient tout-à-fai t exactes à la l im i t e , c 'est-
à -d i re si ces quant i tés décroissaient j u squ ' àzé ro . Telles sont, 
pour l 'é tude du sys tème p lané ta i re , les lois de K e p l e r , qui , 
dans la double hypo thèse de l 'a t t ract ion neutonionne et 
d 'une parfaite sphéricité des a s t r e s , seraient vérifiées en 
toute r igueur si les masses des p lanètes devenaient infi­
n imen t peli tes en comparaison de celle du soleil. Telle est 
encore la loi classique des petits m o u v e m e n t s pendula i res 
qui suppose les excursions du mobile proport ionnel les au 
cosinus d 'une fonction l inéaire du temps , loi d 'autant p lus 
approchée que l 'ampli tude des oscillations est plus faible. 

Les faits é tudiés dans la mécan ique phys ique doivent 
souven t leur caractère p r o p r e , fixant l 'attention de 
l 'observa teur , à la petitesse m ê m e des quant i tés dont le 
géomètre négl ige les puissances supérieures à celle d 'un 
degré d é t e r m i n é , qui est ordinai rement le premier ou le 
second. Alors les phénomènes s ' a l tè ren t , se d é n a t u r e n t , 
à mesure que les quant i tés en quest ion g rand i s sen t ; et ils 
deviennent méconnaissables en m ê m e temps que les lois 
app rochées , fournies par l ' ana lyse , t omben t en défaut. 
Ces p h é n o m è n e s , en d 'autres t e rmes , n e nous I n t é r e s s e n t , 
ils n e nous sont môme in te l l ig ib les , qu 'a la condi t ion de 
r e p r o d u i r e assez f idè lement les t ra i t s de ce r ta ins objets 
s imples de. l 'ordre géomét r ique i déa l , v ra i domaine 
immédia t de no t re e sp r i t , et à la faveur de la c lar té qu ' i l s 
leur e m p r u n t e n t par sui te de la r e s semblance r econnue . 

C'est sur tout pou r de tels cas que les lois dont il s 'agi t , 
quoique seu lemen t approx imat ives , doivent être regardées 
c o m m e de vraies lois na ture l les ; puisqu 'e l les se \é r i f ient 
dans la m e s u r e m ê m e où existe le phénomène qu'elles 
doivent r ep résen te r , c 'est-à-dire dans la m e s u r e où se 
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mont ren t les caractères qui le définissent aux y e u x de l 'ob­
servateur . I l est vrai que cette existence du p h é n o m è n e , en 
tan t que nous lui faisons u n e p lace à p a r t , motivée par 
l ' intérêt qu'i l nous offre , t ient au tan t à no t r e maniè re de 
vo i r , à la forme de not re in te l l igence , ou du mo ins à 
l 'analogie qu'il p r é s e n t e avec des réali tés d 'un ordre 
supér ieur pe rçues par n o u s , qu'à son essence m ê m e : 
mais toute science por te inévi tablement l 'empreinte du 
sujet c o n n a i s s a n t , et u n e loi n 'es t naturelle qu 'à la 
condi t ion de se t rouver tout à la fois, dans la mesure du 
possible, conforme à la nature de no t re espri t et à celle 
des choses. D ' a i l l eu r s , une ressemblance — iùt-el le 
seu lement ébauchée — en t re u n fait p h y s i q u e et u n e 
concept ion géomét r ique p u r e , a ce r t a inement sa va leu r 
ob jec t ive , si l 'on a d m e t , comme il est impossible de ne 
pas le fa i re , que les vér i tés géométr iques sont abso lues , 
les mômes chez tous les e sp r i t s , et qu 'e l les on t ainsi 
comme u n e exis tence p r o p r e ou cons t i tuen t u n monde à 
p a r t , en dehors de n o u s . Cet te r essemblance de deux 
objets d 'o rdre p o u r t a n t b i en différent es t l ' express ion 
d 'une sorte de pa ren té qui les rel ie et qui re lève on 
ennoblit le fait phsy ique . El le n ' échappera i t d o n c pas à 
u n e in te l l igence supé r i eu re , q u i , douée d 'une conna i s ­
sance éga l emen t pa r f a i t e , éga lemen t directe des deux 
ordres de r é a l i t é s , les j uge ra i t l ' un et l ' aut re tels qu ' i ls 
sont et ne serai t pas r é d u i t e , comme n o u s , à ne com­
p rend re les "choses phys iques qu 'à la lumière des 
conceptions géomét r iques abst ra i tes . 

J e c i te ra i , comme exemple r e m a r q u a b l e , l 'onde soli taire 
de Sco t t Russel l l1) : lorsque la hau teur de l 'onde grandi t 

(1) Voir, pour l'étude de cette onde , 1rs §§ X X X I et X X X I I de mon Essai sur ta 
théorie des eaux courantes, au lone X X I I I du Recueil des savants étrangers de 
l'Académie des Sciences de Paris, et . déplus , les pages 'J6 , 51 , des Additions à ce 
mémoire, au tom ' suivant, X X I V , du même recueil, ainsi qu'un dernier Complément, 
dans le tome IV ( 3 e série) du Journal de Mathématiques pures et a)pïiqvécs de VIM 
Liouville et Hésal (p. 363 à 365). 
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au point que les lois de seconde approximat ion obtenues 
en la supposant pet i te cessent d 'ê t re vér i f iées , la forme 
de la surface perd sa stabil i té et la cont inui té m ê m e du 
fluide n 'est p lus garant ie . On peu t en dire au tan t des pet i t s 
mouvement s vibratoires d 'un corps l imité ou d 'un mi l ieu 
élastique indéfini . Les caractères les p lus saillants que 
présen ten t ces m o u v e m e n t s , aux y e u x du phys i c i en , sont 
leur isochronisme, c 'es t -à-di re l ' invariabil i té , quel le que 
soit l ' ampl i tude , de la durée de la période pour u n corps 
l imi té (invariabilité revenant à celle de la vitesse de 
propagat ion p o u r u n mi l i eu indéfini) , la s imple super ­
posit ion de plusieurs systèmes de vibrat ions émanés de 
centres différents, e tc . O r , ces propriétés supposent en 
généra l la peti tesse des vitesses effectives des molécules ; 
elles ne sont donc qu ' approchées , et elles d ispara î t ra ient 
si le rappor t des vi tesses considérées à la vitesse m ê m e 
de propagat ion devenait comparable à l 'uni té . 

Telles sont encore les lois de Yextension (ou de la 
contraction), de la flexion et de la torsion d 'une tige 
é las t ique , fixée pa r une de ses ex t r émi t é s , tandis que 
l ' au t r e ex t r émi té supporte diverses actions ex té r ieures . 
Ces actions , aux endroi ts mêmes où elles sont appl iquées, 
p rodu isen t des déformations t r è s - complexes , variables 
su ivan t que la t ige est sollicitée au moyen de tena i l les , ou 
d 'aut res tiges soudées à la p r e m i è r e , ou de liens de 
différente n a t u r e , e tc . Mais leurs effets se r égu l a r i s en t , 
se simplifient à u n e certaine distance de l ' ex t r émi t é , et ils 
y deviennent sens ib lement i ndépendan t s du mode de 
dis t r ibut ion des forces extér ieures qui les c ausen t , pour 
n e var ier qu 'en fonction de la résul tante et du couple 
auxque l s équivaudra ient toutes ces forces au point de vue 
des pr inc ipes des quant i tés de mouvement et des moment s . 
C'est là s e u l e m e n t , c 'est-à-dire à des distances de 
l ' ex t rémi té u n peu grandes par rappor t aux dimensions 
t ransversa les de la t i g e , que se p r o d u i s e n t , séparément 
ou à la fo is , les phénomènes appelés ex tens ion , flexion, 
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t o r s i o n , seuls assez simples pour que l 'espri t s'en forme 
une idée précise et sente le beso in de l eu r imposer des 
noms spéciaux. L a n a t u r e ne réalise donc ces phénomènes 
si impor tan t s que d 'une man iè re approchée ou a s y m p -
totique ; et leurs vraies lo i s , l e u r s lois naturelles, ne sont, 
par su i t e , vérifiées qu ' approx imat ivement . Quan t aux lois 
exactes des phénomènes b r u t s , lois inconnues et sans doute 
inex t r icab les , elles se r appo r t en t à des modes de défor­
mat ion qui ne sont , à p roprement p a r l e r , ni de simples 
ex tens ions , n i des flexions, n i des to r s ions , n i m ê m e des 
combinaisons de ceux-là . Des réflexions analogues s'ap­
pl iquent aux plaques élastiques m i n c e s , sollicitées , sur 
leurs bords , par des forces ex té r ieures qui les font s 'é tendre, 
se contracter ou fléchir U). 

5. — Exemple, que lui donne l'astronomie. 

L'exemple de l 'astronomie mont re bien que telle est la 
seule voie ouverte devant la mécan ique phys ique .Cet te aînée 
des sciences de la na tu re serait encore à n a î t r e , si deux 
circonstances importantes n e lui avaient ménagé de t r è s -
grandes simplifications. La première de ces circonstances 
consiste dans la petitesse du rayon te r res t re , ou m ê m e 
des dimensions du sys tème p lané ta i re , en comparaison 
des distances qui nous séparent des étoiles, et dans la len­
teur des déplacements relatifs apparents de cel les-ci ; la 

(1) La science peut néanmoins , dans certains cas malheureusement bien restreints , 
calculer aussi les phénomènes bruts ou , ce qui revient au même , les perturbations 
locales qui tiennent aux divers modes d'application des forces extérieures s'exerçant sur 
chaque partie donnée très-petite d'un solide. Je pense avoir réuni ou moins les principaux 
de ces cas ( dont le plus simple, relatif a la torsion des plaques, avait été traita d'abord 
en 1861 par MM. William Thomson et Tait) dans un mémoire , non encore publié, 
où j'étudie surtout en détail les déformations et les pressions produites a l'intérieur d'un 
sol élastique horizontal, quand ce sol supporte des pressions ou tractions verticales 
distribuées à sa surface d après une loi quelconque ou de manière à faire prendre à 
leur région d'application une forma connue. Ce mémoire paraîtra, je l'espère , en 1880 , 
dans le Journal de mathématiques pures et appliquées. 
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seconde , dans la p ropr ié té , que présentent les trajectoires 
des planètes par rappor t au soleil , d'èlre des courbes à fort 
peu près fermées. 

La première circonstance a permis aux astronomes d'as­
similer sensiblement les étoiles à des repères fixes, d is t r i ­
bués sur la surface d 'une sphère de rayon infini dont la 
terre et m ê m e le sys tème planétaire tout ent ier occuperaient 
le cent re . Grâce à ces r epè res , disséminés au loin tout 
autour du théâ t re des mouvemen t s du système solaire , la 
droite suivant laquelle nous voyons u n astre à u n m o m e n t 
donné peut être assez bien définie sous le rappor t de la 
d i rec t ion, en supposant du moins que l'espace ne cont ienne 
pas (sur tout ail leurs qu ' au tour des astres) des mi l ieux 
réfringents capables de dévier beaucoup les r a y o n s l u m i ­
n e u x qui le t raversent . Pa r su i t e , l ' as t ronome sait dé te r ­
miner , en par t icul ier , le mouvement relatif de la ter re 
au tour du soleil , s'il convient de p rendre pour uni té la 
distance m o y e n n e de leurs cen t r e s , dont la dé terminat ion 
devient possible seulement plus t a r d , et s'il j u g e d'ailleurs -
des variations modérées de la distance du soleil à nous par 
celles de son diamètre apparen t , c 'est-à-dire s'il admet 
l ' invariabil i té du diamètre réel de cet astre,. 

La seconde c i rcons tance , en t enan t compte de ce que les 
durées des révolutions planétaires ne sont pas des m u l ­
tiples exacts d 'une année (ni même d 'une demi -année) (*), 

(1) S i la durée de la révolution d'une planète s'était trouvée un multiple exact de 
l'année, on aurait presque indéfiniment revu cette planète, à un point donné de son 
orbite, d'une mGme position de la terre sur la sienne, et il aurait été impossible de 
déterminer trigonométriquement le lieu de la planète. On n'aurait pu tourner la diffi­
culté en laissant écouler , entre deux observations , assez de périodes pour que le point 
de l'écliptique occupé par la terre aux moments considérés eût éprouvé à la longue des 
déplacements séculaires notables; car le lieu d e l à planète en aurait en même temps 
éprouvé d'analogues, restés inconnus. 

Dans le cas où la durée de la révolution aurait été, au contraire, un multiple impair 
d'une demi-année , deux observations successives de la planète , à un même point de sa 
trajectoire, se seraient faites à des moments où la terre aurait occupé deux positions 
sensiblement opposées sur l'écliptique. Alors la détermination du lieu de la planète aurait 
été également impossible, si l'on vivait employé la méthode simple où l'on se borno à 
observer un astre aux moments de ses conjonctions et de ses oppositions avec' le soleil | 
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permet ensuite de revoir chaque planète à u n m ê m e point 
de son orbite y après u n e , d e u x , t ro i s , r évo lu t ions . 
de plusieurs posit ions déterminées de la terre sur l'éolip-
t i q u e , et suivant des directions qui se coupent sous des 
angles finis; en sorte qu' i l devient possible de dessiner 
ou de calculer les positions successives de la planète par 
rappor t au soleil et à la terre! 1 ) . 

Malgré ces éléments de simplif icat ion, l 'as t ronomie a 

en effet, à ces moments , la planète se serait trouvée à fort peu près sur la base imposé©, 
c'est-à-dire sur la droite qui aurait joint les deux seules positions occupées par la terre 
au bout de toutes les périodes : parsuite, le triangle à résoudre aurait eu deux angles 
en quelque sorte nuls et ses deux côtés autres que la base indéterminés. 

(1) Cette seconde circonstance (consistant en ce qUe les orbites des planètes sont 
à fort peu près fermées ) , conservera même, ce me semble, quelque chose d'hypo­
thétique, tant qu'on n'aura pas un grand nombre d'observations un peu précises de 
parallaxes, c'est à-dire tant qu'on pourra expliquer les apparences que perçoivent divers 
observateurs terrestres, en supposant chaque planète si tuée sur la droite qui joint son 
centre au centre de la terre et à uno distaneo de celui-ci très-sensibloment différante- de 
le distance vraie. 

Avant l'invention de la lunette astronomique, les astres, à l'exception du soleil et de 
la lune, se réduisaient pour l'œil à de simples points lumineux: l'observation n'indiquait 
donc, pour chaque planète, que la direction suivant laquelle elle était vue à un moment 
donna; en sorte qu'une infinité de trajectoires, extrêmement différentes les unes des autres, 
pouvaient représenter à la rigueur les mouvements de chacune d'elles. Seules, les orbites 
du soleil et de la lune avaient pu être déterminées avec plus de précision, grâce à la con­
naissance que l'on avait des diamètres apparents deces corps L'observation des phases de 
la lune, qui ne s'expliquent naturellement que par la triple hypothèse de l'opacité de cet 
astre, de sa sphéricité et de son éclairement par le soleil, avait même permis, comme on 
sait, en appréciant la distance angulaire de la lune et du soleil au moment des quadra­
tures, de prouver que la lune est beaucoup plus près de nous que le soleil. 

Quand les lunettes eurent rendu perceptible le diamètre apparent des planètes et fait 
connaître leurs phases ou d'autres détails les concernant, ces nouvelles données permirent 
de comparer, comme on avait fait pour la lune, leurs parallaxes à celle du soleil et de 
fixer certaines limites relatives où elles doivent être comprises. Mais des procédés de 
mesure utilisant de pareilles données sont bien vagues et ne conduisent que très-excep­
tionnellement à des résultats suffisamment exacts. 

Donc, jusqu'à ce qu'on ait trouvé des méthodes d'observation assez précises pour 
rendre sensible la différence de direction des doux rayons visuels qui vont de deux obser­
vateurs terrestres vers le centre ri. la même planét \ la m.-illeure des raisons prouvant la 
réalité du système astronomique moderne consistera dans la simplicité des principes qui 
suffisent à ce système pour expliquer une variété immense de faits ; preuve non-mathé­
matique, mais, il est vrai, très-suffisante ; car le bon sans n'en possède pas d'autre dans 
la plupart des cas où il y a certitude nurale et même certitude physique (comme, par 
exemple, quand nous croyons que les corps continuent a exister aux moments où noue ne 
les observons pas) 
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- « -
eu beaucoup de peine à se const i tuer , c 'es t -à-di re à décou­
vr i r les lois dont N e w t o n a t i ré le pr incipe de la g rav i ­
tation universel le ; et elle aurait cer ta inement échoué dans 
son œ u v r e , si on lui avait refusé l 'emploi d 'hypothèses 
approximat ives , accommodées à la faiblesse de l 'esprit 
h u m a i n . M ê m e la supposition de m o u v e m e n t s exac tement 
c i rcula i res et uniformes a r e n d u de grands services, bien 
qu'elle soit devenue finalement p resque u n obstacle. 

Il y a p lus . U n e fois que le pr incipe de la gravi ta t ion 
universel le a été t r o u v é , que la théorie des mouvements 
planétaires a pu se d é d u i r e , désormais , des équations 
différentielles qui dé terminent à chaque ins tan t les accé­
lérat ions des divers astres en fonction de leurs si tuations 
relat ives, les deux mêmes c i rconstances sont restées aussi 
nécessaires qu'elles l 'avaient été dans la période p récé ­
dente , pour rendre abordable l ' intégration de ces équat ions. 
La p remiè re , qui est l 'é loignement des étoiles fixes, a 
dispensé les astronomes de faire in te rveni r dans l 'étude du 
sys tème solaire les influences déformatrices ex té r i eu res , 
c 'es t -à-dire les différences ent re les accélérations que l 'at­
t ract ion des étoiles i m p r i m e aux divers corps du sys tème , 
ou que du moins elle leur aurai t impr imées à des distances 
beaucoup moindres . Quan t à la seconde ci rconstance, rela­
t ive à la na tu re des orbites (qui sont sensiblement des 
courbes fermées), elle revient à admettre l ' ex t rême pe t i ­
tesse des at tractions mutue l les des planètes devant celle du 
soleil ; et l 'on sait qu'elle est également nécessaire pour 
rendre applicables les méthodes par approximations succes­
sives auxquel les la science n 'a p u , j u squ ' à ce jour , se 
dispenser de recour i r . 

6. — Difficultés plus grande» qu'elle rencontre. 

Moins heureuse que la mécan ique céles te , dont l'objet 
s'offrait de l u i - m ê m e aux as t ronomes avec les simplifi-
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cations qu'ils ne pouvaient m a n q u e r d'y reconnaî t re tôt ou 
t a r d , la mécan ique phys ique doit d 'abord chercher avec 
soin , en s 'aidant de l ' expér ience , les divers groupes de 
phénomènes qui sont accessibles à l 'analyse ou qui com­
por ten t des lois numér iques approchées. Tels s o n t , dans 
l 'étude des fluides p e s a n t s , soit les mouvements de 
médiocre durée (pour chaque molécule), qui se font suivant 
des l ignes peu inclinées sur l 'horizon et presque parallèles, 
mouvements donnan t l ieu à ce qu 'on appelle des ondes de 
translation, soit les m o u v e m e n t s de houle simple et de 
clapotis, où chaque part icule fluide s 'agite indéfiniment 
dans u n espace l imité et reste entourée des mêmes 
par t icules . Tel est encore l ' écoulement d 'un l iquide par 
filets p e u courbes et peu incl inés les uns su r les au t r e s , 
écoulement dont le type ou le cas le plus simple est celui 
que les ingénieurs qualifient de régime uniforme. 

P o u r chaque classe de phénomènes qu'elle a ainsi 
découver te , la mécanique phys ique doit me t t r e en relief 
le caractère distinctif qui en est c o m m e la définition et d'où 
peuvent se déduire les lois propres à la classe en quest ion. 
El le const i tue ou édifie de la sorte tout au tant de chapi tres 
de la sc ience ; et ces chapi t res concernent p resque toujours 
les cas les plus in té ressan t s , tant pou r le savant que p o u r 
l ' ingénieur . Ce s o n t , en effet, ceux où les phénomènes se 
règ len t le m i e u x , où ils s 'assujettissent le p lus possible à 
l 'ordre que les hommes r e c h e r c h e n t , dans leurs cons­
truct ions ma té r i e l l e s , et dont l 'état de choses au mil ieu 
duquel nous vivons approche notablement , par le fait même 
qu ' i l est compatible avec l ' ex is tence d'êtres organisés . 

7 . — Nature des résultats qu'elle obtient. 

Par exemple , quand u n ingénieur doit construire u n 
cana l , le sent iment e s thé t ique , ind ice des préférences de 
l ' espr i t , et les ra isons d 'uti l i té, d 'économie, de durée de 
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l ' œ u v r e , express ions de rappor t s mul t ip les en t re les 
choses , s 'accordent p o n r lu i faire donner au canal la 
forme pr i smat ique ou c y l i n d r i q u o , qui est géométr i ­
quement la p lus s imp le , et qui se prê te aussi aux modes 
d 'écoulement les moins compl iqués , les plus accessibles à 
no t re analyse . Les cours d'eau na tu re l s finissent éga lement 
pa r acquérir des lits dont la forme se rapproche de celle 
d 'un p r i sme ou d 'un cyl indre ; parce que la vitesse ne 
peut y var ier dans de trop larges l im i t e s , aux m o m e n t s de 
grande c r u e , sans provoquer , aux é t ranglements ou aux 
part ies à forte pen t e , des érosions cons idérab les , suivies 
de dépôts p ropor t ionnés dans les par t ies élargies ou trop 
peu inc l inées , de manière que les sections normales et les 
pentes t enden t vers cer ta ines moyennes . P a r exemple 
encore, ceux d 'entre les solides élastiques qui présen ten t le 
plus d ' intérêt pour l ' i ngén ieu r , à tel po in t qu 'on leur 
consacre la majeure par t ie des cours usuels sur la rés is­
tance des maté r i aux , n e sont autres que les tiges ou solides 
allongés (cordes , p o u t r e s , arbres t ou rnan t s , e tc . ) , c'est-
à-dire les corps les plus simples qu ' imagine le géomèt re et 
les seuls dont une étude théor ique à peu près complète 
(abstraction faite de per turbat ions locales) soit possible dans 
l 'état actuel d e l à science. Les solides aplatis ou plaques 
viennent ensui te , tant dans l 'ordre pra t ique que dans l 'ordre 
spéculatif; mais les in tégra t ions qu'il faut y effectuer, p o u r 
dé terminer théor iquement l eur rés is tance s tat ique ou dyna­
m i q u e , sont loin d 'about i r dans des cas aussi é tendus que 
pour les t iges ( 0 . 

(1) Môme quand on se borne aux questions d'équilibre, il est très-peu de cas, en debors 
des tiges et des plaques, c'est-à-dire pour des corps élastiques ayant leurs trois dimen­
sions comparables entr'elles, an l'on puisse réellement calculer les déformations qu'ils 
éprouvent dans des circonstances données. Non seulement les forci s actuell s de. l'analyse 
y érnouent presque toujours, surtout dès qu'il s'agit de problèmes ayant une certaine 
généralité , mais il arrive (tant dans cette branche de ls mécanique physique que dans 
les autres) que les plus difficiles des intégrations qui aboutissent analytiquement, c'est-
à-dire, celles où brille le mieux la puissance de combinaison mathématique de leui's 
auteurs, ont des résultats trop compliqués pour représenter rien d accessible à l'esprit. De 
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La forme-limite que p r e n d , à la l o n g u e , u n sys tème 
maté r ie l , s o u s l 'action de forces d'abord n o n c o n t e n u e s , 
mais t e n d a n t peu à peu à se faire équil ibre , est d 'ordinaire 
p lus simple , à raison m ê m e de son u n i t é , que les formes 
dynamiques , inf iniment va r i ées , pour lesquelles ces forces 
ne se neu t ra l i sen t pas . Par s u i t e , des dispositions re la t i ­
vement peu complexes , accessibles à nos ca lcu ls , doivent 
se présenter dans u n ordre de choses voisin de l ' équ i l ib re , 
et où les puissances nature l les n e déploient que des 
énergies assez res t re intes pou r r endre possible no t re vie 
si délicate. Ef fec t ivement , la ter re a fini p a r acquér i r u n e 
forme peu différente de la plus s imple de t o u t e s , qui est 
celle d 'une s p h è r e , et la pesanteur ne p e u t guère s 'y 
déchaîner qu 'au tan t qu'il le faut pou r compléter le 
pol iment de la surface. Quan t aux f o r ç a i moléculaires 
(affinités, chaleur , é las t ic i té , etc.), qui , s o u v e n t , l ' écar ten t 
de sa forme d 'équi l ibre-hydros ta t ique et s 'opposent ainsi à. 

telles formules, tout en contenant d'une certaine manière la solution cherchée, sont CD;U 
plétement inutiles au physicien : autant vaut pour lui s'en tenir aux équations différen­
tielles d'où l'on est parti et qui, si elles n'expriment les choses que dans leurs détails les 
plus menus, dans leurs variations infiniment petites, ont du moins l'avantage d'être com­
prises. Au point de vue concret, les formules très-compliquées où triomphe 1 analyste 
pur ne valent, quelque, élégantes qu'elles puissent être, que comme nouveaux moyens 
de tenter ultérieurement des simplifications et, par là , d'obtenir des résultats plus nets , 
si la question en comporte. D'ailleurs , ces résultats plus simples , ainsi trouvés, peuvent 
toujours se démontrer directement à partir des équations différentielles du problème, et 
l'on a même, en général, moins de psine à les en tirer qu'à les déduire des formules 
complexes. On y parvient aussi, bien souvent, sans connaître celles-ci ; et cette rechercha 
directe de lois intuitives ou, du moins, abordables doit être le but principal des géo­
mètres physiciens. 

A part, les cas élémentaires , évidemment les plus simples, d'un solide homogène dont 
on déforme les plus petites parties symétriquement par rapport à une famille de planB 
parallèles, ou de cylindres circulaires conaxiques, ou de sphères concentriques, et de la 
même manière sur toute retendue de chaque surface, il n'y a probablement pas de pro­
blème, concernant 1 équilibre d'élasticité d'un solide à trois dimensions, où les expressions 
des déplacements éprouvés par la matière soient moins compliquées que lorsqu'il s'agit, 
soit d'un corps indéfini de toutes parts, sollicité eu un point intérieur par une force 
donnée dF, soit d'un sol horizontal, d'une étendue et d'une profondeur indéfinies, à la 
surt'jce duquel s'exerce en un point une pression verticale donnée rfP, positive ou néga-
live. En effet, si l'on appelle r le rayon mené du point d'application de la force à Un 
point quelconque du corps, a l'angle que fait ce rayon avec la force dF ou dP, et que 
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son polissage parfai t , elles dé terminent seu lement des 
osci l la t ions , au tour de cette fo rme- l imi t e , t rès -pe t i tes 
compara t ivement au r a y o n de la p lanè te . Il ne se produi t 
presque p lus sur celle-ci que des m o u v e m e n t s r é su l t an t de 
faibles r up tu r e s de l ' équ i l ib re , s imples v ibra t ions ou 
oscillations dans u n g r a n d n o m b r e de c a s , écou lements de 
fluides pa r filets p resque hor izontaux et peu courbes , dans 
la p lupar t des aut res . 

Les faits appar tenant aux classes les plus faciles à définir 
sont donc les seuls que la mécan ique phys ique parv ienne à 
représenter dans leurs détails avec u n e approximat ion 
satisfaisante. Q u a n t aux phénomènes p lus complexes , 

X, H- désignent les deux coefficients d'élasticité de la matière, le point considéré de 
charrue corps éprouve, dans le Bons de la force, le déplacement respectif 

X-HJJ. dF / 3X -I- 7n 
— • -+- coa 2 « 

A H- 2 H- 46 7r [ j . r \ A - 4 - ( i 

ou 
dV II -+- 2 f x ï 

— 1- COS' a , 
4 7 T U . r \ A - + - [ A J 

et, dans le sens perpendiculaire, en s'écartant de la force, le déplacement respectif 

X -h- n dF 
----sm 2 a 

A,H- 2p- l an -p -r 

ou 
rfP / , n \ « 

coa1 « •+- gos « ) taner — . 
4TC[xr\ À - 4 - p . / 2 

Ces formules nouvelles se traduisent géométriquement avec une grande simplicité. On 
les trouvera démontrées dans le travail cité plus haut en note (p. 39 ci-dessus), ainsi que 
d'intéressantes et utiles applications obtenues 3U superposant uno infinité de forces dF 
ou de pressions dP, supposées s'exercer en des points différents et dont les effets suivant 
chaque axe s'ajoutent algébriquement. Parmi ces applications, il faut distinguer celles qui 
concernent la résistance et les déformations d'un sol élastique supportant diverses charges, 
et, en particulier, la manière dont le poids d'un corps, posé sur un tel sol, se répartit dans 
les cas les plus simples entre tous les éléments de sa base de sustentation. Ce dernier 
problème, quoique soulevé depuis un siècle par d'Alembert et Euler, n'avait pas encore 
été résolu. 
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presque toujours in termédiai res en t re différentes catégories 
de phénomènes s imples , nous devrons nous b o r n e r , 
longtemps encore sans dou te , à en esquisser les trai ts 
géné raux au m o y e n d 'une sorte d ' intercalat ion ou d ' in te r ­
polation peu p réc i s e , suffisante parfois dans la pra t ique . 

P a r exemple, le problème du rég ime uniforme d 'un fluide 
pesan t , c 'est-à-dire de son écoulement p a r filets parallèles 
dans u n lit p r i s m a t i q u e , est abordab le , · soit quand les 
sect ions sont assez petites et le l i t assez pou pour qu ' i l n 'y 
ait pas d'agitationsensible, soit , au con t ra i r e , quand les 
sections sont assez grandes p o u r que l 'agitation tourb i l -
lonnaire se développe p le inement . Le produi t de la pen te 
par le r ayon moyen (rapport de l 'aire de la sect ion normale 
à son contour mouillé) et par l ' inverse du carré de la 
v i t e s se , est constant dans le second c a s , réc iproquement 
p ropor t ionne l au rayon moyen et à la vitesse dans le 
premier . Il sera na ture l d ' induire de cet te double loi q u e , 
dans les cas i n t e r m é d i a i r e s , inaccessibles jusqu ' à présent 
à l ' a n a l y s e , le produi t dont i l s 'agit • var ie en sens 
contraire de la vitesse et du r a y o n m o y e n , mais moins vite 
que les inverses de leurs p remiè res pu i s sances ; e t c 'est , 
en effet, ce que m o n t r e l ' expé r i ence , qui app rend m ê m e 
q u e , dans le cas de petites rigoles d 'une profondeur de 
quelques cen t imè t re s , ce produi t est environ propor t ionnel 
aux puissances r de la vitesse et du r ayon m o y e n . 

P a r exemple encore , la m a r c h e descendan te , le l ong 
des r iv iè res , de ces longues intumescences liquides qu'on 
appelle des c rues , est u n phénomène généra lement inabor­
dable à l 'analyse, à cause de la complication des résul ta ts W. 
Mais ce phénomène se trouve compris entre deux autres 
qu 'a t te in t le ca lcu l , et qui se produi ra ien t , le p remie r , 
si la crue se réduisai t à u n e onde courte de médiocre 
h a u t e u r , le second , s i , d 'un volume et d 'une h a u t e u r 

( t ) V o i r , à ce s u j e t , l e numéro 1 2 5 6 « d e l'Essai s u r la théorie des eaux 

courantes ( p . 270 ) et surtout la note qui l ' a c c o m p a g n e . 
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d'ailleurs que l conques , elle é ta i t , au con t ra i re , assez 
allongée pour que le rég ime du cours d'eau ne différât pas 
beaucoup, su r son passage, d 'un rég ime p e r m a n e n t . Or, 
dans ces deux cas e x t r ê m e s , on reconnaî t qu 'en général 
la c rue s 'aplatit p e u à peu , et , par sui te , s 'allonge à mesu re 
qu'elle avance dans le cana l . On en conclura donc qu'elle 
s 'aplatirait de m ê m e dans les cas in te rmédia i res , b ien 
qu'on ne soit pas en état de calculer la d iminut ion effective 
qu 'y é p r o u v e , d 'un ins tan t à l ' au t r e , la h a u t e u r max ima 
de l ' in tumescence . 

8. — De-son importance dans l'étude des choses et pour le progrès 

de l'esprit. 

En r é s u m é , la mécan ique phys ique ou t e r r e s t r e , tout en 
conse rvan t l e caractère dominant de science m a t h é m a t i q u e , 
a besoin d ' emprun te r à l 'expérience quelques p r inc ipes , 
pour la p lupar t t r è s - s i m p l e s , spéciaux à chacune de ses 
b r a n c h e s , en outre des pr incipes g é n é r a u x et classiques 
(conclus aussi de l 'ensemble des faits) de la mécan ique dite 
rat ionnelle . Elle ne p e u t , n i ne doit se dispenser tout-à-fait 
d 'être u n e science expér imenta le . Le savant qui la cu l t i ve , 
—obligé de por te r tout à la fois son a t tent ion sur les choses 
ex tér ieures et sur les const ruct ions géométr iques idéales pa r 
lesquelles il les r ep ré sen t e , ma i s que régissent des lois 
qui l eur sont p ropres , — t enu de p lus à chois i r , pa rmi 
toutes les expressions également approchées d 'un m ê m e 
phénomène , celle qui est la plus simple, la plus nature l le , — 
t rouve à y exercer s imul t anémen t des apti tudes in te l lec­
tuel les d iverses , t an t spéculatives que pra t iques . P a r 
l'effort qu ' i l fait sans cesse p o u r se placer au point de 
vue d'où l 'observat ion et le calcul s 'accordent sans se 
fausser, par le commerce continuel qu ' i l établit entre la 
réalité et les conceptions abstrai tes que lui mont re et que 
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combine sa r a i s o n , il ne petit que perfectionner sa jus tesse 
d 'espri t , c 'est-à-dire compléter l 'adaptat ion de ses man iè r e s 
de voir et d é j u g e r à leurs véritables objets. 

D 'a i l leurs , les relations théor iques auxquel les i l est 
conduit ne p résen ten t pas moins d ' in té rê t , pou r le m a t h é ­
mat ic ien pur , que celles dont la spéculation abstrai te a 
enrichi l ' analyse et la géométr ie p roprement dites. Mais 
elles o n t , d é p l u s , l 'avantage, de s 'appliquer au m o n d e 
qui nous entoure , d 'appartenir tout à la fois aux deux ordres 
de réa l i t és , phys ique et géomét r ique , au mil ieu desquels 
nous -vivons : m a r q u e cer ta ine de leur h a u t e va leur e t , 
à tous les points de v u e , de leur fécondité. A supposer 
même que l ' o rd re géométr ique n ' eû t pas d'existence hors 
de n o u s , qu'i l se réduis î t à ê t re u n e pure émana t ion de 
l ' in tel l igence h u m a i n e , ou m i e u x , une simplification et 
u n e généra l i sa t ion abs t ra i t e s , appropriées à no t r e espr i t , 
d 'une certaine ca tégor ie de réal i tés ex t é r i eu re s , ces lois 
de la mécan ique phys ique res te ra ien t encore comme les 
reflets les p lus précis de la na tu re en n o u s , ou comme 
la forme que p rennen t les choses à nos y e u x , en tan t 
qu'elles peuvent ê t re figurées et mesurées dans leur 
évolution réelle. 

Elles cons t i tuen t , de toute m a n i è r e , la par t ie la moins 
imparfaite des connaissances qu' i l nous est donné d'ac­
quér i r su r l 'univers ; car la forme et la quant i té sont 
incontes tablement les modes de l 'existence dont nous avons 
les idées les plus net tes et, peu t -ê t r e aussi , ceux au sujet 
desquels il y a le p lus d'accord entre notre intel l igence et 
le m o n d e extér ieur . A u con t ra i re , les vérités de la géomé­
trie et de la c inémat ique pures se rappor tent à des formes 
et à des mouvements conçus par l 'esprit comme seulement 
possibles , mais que la na tu r e ne réalise pas en g é n é r a l , 
m ê m e d 'une maniè re approchée. 
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9. — Aperçu des principales branches qu'elle comprend et, d'abord, 

de l hydrodynamique. 

U n e rapide énuméra t ion des p r i n c i p a u x résu l ta t s acquis 
servira de complément na tu re l aux réflexions p r é c é d e n t e s . 

La par t ie la plus anc ienne et la moins imparfai te de la 
.mécan ique p h y s i q u e e s t , sans con t red i t , l ' h y d r o d y n a ­
mique . Déjà, au d ix-sept ième s ièc le , la théor ie de 
l 'équi l ibre des fluides était t rès avancée , alors que celle des 
solides élast iques n e devait r ée l l emen t se cons t i tuer qu 'au 
siècle su ivan t pour ses cas les p lus s imples , c ' es t -à -d i re 
pou r ce qui regarde les t iges et les p laques , et seu lement 
de nos j o u r s si on la considère dans sa général i té . D 'aut re 
p a r t , la t héo r i e des ondes l iquides a été abordée avec 
succès , il y a cent a n s , par L a g r a n g e et Lap l ace , après 
qu 'Eu le r eut formé des équat ions aux dér ivées partielles 
qui conviennent aux fluides p o u r l eu r s m o u v e m e n t s 
p rodu i t s ' sans frottements sensibles e t , en pa r t i cu l i e r , 
pou r les ondes ; puis G o r s t n e r , Poisson et C a u c h y , au 
commencemen t do ce s i èc l e , t r a i t è ren t des cas p lus 
difficiles du m ê m e prob lème général . A u c o n t r a i r e , les 
équat ions aux dérivées partielles des. pet i tes vibrat ions 
analogues des solides élast iques n 'ont été t rouvées que 
de n o t r e t e m p s , pa r N a v i e r , P o i s s o n , C a u c h y , L a m é , 
e tc . , et se sont mon t rées encore p lus rebel les à l ' in té­
grat ion. Enf in , la théor ie des m o u v e m e n t s d 'ampl i tude 
indéfinie, des écoulements , ébauchée , pour les f luides, dès 
l 'époque de Tor r ice l l i , a été, pour les m ê m e s corps et déjà 
avant ce s iècle , l'objet de progrès notables , dus à Daniel 
B e r n o u l l i , du B u a t , e t c . , tandis q u e , pour les solides à 
l 'état p las t ique ou qu 'on déforme, d 'une maniè re per­
s is tante , sous l 'influence de press ions t rès - iuéga les 
exercées en divers s e n s , elle a commencé seu l emen t de 
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nos j o u r s , par l ' ini t iat ive de M. T r e s c a , à se dégager des 
vagues lueur s de l ' empir i sme. 

A i n s i , l ' h y d r o d y n a m i q u e , dans tou tes ses p a r t i e s , est 
de beaucoup la b r a n c h e la p lus avancée de la mécan ique 
phys ique . Les phénomènes n o m b r e u x qui peuven t s'y 
étudier t héo r iquemen t d 'une man iè re b ien satisfaisante 
se r a n g e n t p resque tous en trois classes , sans c o m p t e r les 
ondes sonores, p ropagées pa r les l iquides ou les gaz , et 
qui se r a t t achen t p lutôt aux v ibra t ions longi tudinales 
des solides qu ' aux phénomènes hydrau l iques p r o p r e ­
m e n t dits . D 'a i l leurs , dans ces t rois classes de m o u v e m e n t s , 
les par t icules fluides se déforment beaucoup plus qVel les 
n e changen t de v o l u m e , en sorte qu 'on peut y ut i l i ser 
l 'hypothèse simplificatrice de l ' incompress ib i l i t é . 

La première classe comprend les m o u v e m e n t s que p r é ­
sentent les fluides pesan ts , quand l eu r s vi tesses ne font 
que de peti ts angles avec l 'hor izon et que chaque pa r t i cu l e 
se m e u t , ou seu lement p e n d a n t u n t emps assez c o u r t , 
ou d ' un m o u v e m e n t en t r è s - g r a n d e par t ie oscil latoire et 
d'assez b rève période. Les composantes hor izonta les de 
la vi tesse y va r i en t peu , à chaque in s t an t , le long d 'une 
m ê m e ve r t i ca l e . De p l u s , les f rot tements n ' y j o u e n t que 
le rôle de forces pe r tu rba t r i ces . A ce t te classe appa r ­
t i ennen t les ondes dites de translation , en relief ou en 
c r e u x , solitaires ou m u l t i p l e s , les têtes des longues 
i n tumescences (remous indéfinis), p ropagées au sein d 'une 
eau en r e p o s , les houles et clapotis à longues vagues 
(seiches des lacs, etc.) , et m ê m e , pa r u n e analogie év iden te , 
les ondes propagées le long de la colonne l iquide rem­
pl issant u n t u b e en caou tchouc ainsi que les oscil lations 
de l 'eau dans u n s iphon renversa i 1 ) . C o m m e en as t ronomie . 

(1} T o u t e f o i s , l e s marées de l ' O c é a n , que . eurs causes ex tér ieures à la terre 

rat tachent d 'a i l leurs à la m é c a n i q u e c é l e s t e , n e font p a s partie de cette c l a s s e , et pour 

d e u x ra i sons . La première est que ces marées sont des ondes forcées ( surtout à l 'équnteur , 

où e l l e s se forment en grande p a r t i e 1 et non p a s des o n d e s l ibres c o m m e l e s a u t r e s : 
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les lois théor iques y sont d 'accord avec les faits au degré 
de précision que compor t en t les observat ions b ien faites. 

La seconde classe, qui a cer ta ins po in ts de contact avec 
la p r e m i è r e , concerne les phénomènes où chaque par t icule 
fluide s 'agite indéf iniment dans u n espace l imi té assez 
p e t i t , en r e s t an t sans cesse en tourée des mêmes molécules . 
El le comprend donc tous les déplacements périodiques 
d 'une ampl i tude modérée et ceux qui s'y r a m è n e n t : ondes 
courantes (houles simples), où les molécules décr ivent 
d 'un m o u v e m e n t cont inu des orbites fermées ; ondes 
mobi les su r place (clapotis), où elles oscillent indéf iniment 
le long d'arcs sens ib lement rect i l ignes ; ondes composées , 
résul tant de la superposi t ion d 'un n o m b r e que lconque de 
houles ou de clapotis. Les f rot tements n ' y ont guère pour 
effet, comme dans la classe p r é c é d e n t e , que d'user à la 
longue les m o u v e m e n t s , sans en change r les lois. 

Il n ' e n est p lus de m ê m e chez la t ro is ième c lasse , où 
l 'on étudie les écoulements qui se produisent dans des 
lits assez régul ie rs , et depuis des temps assez longs , pour 
que les frot tements aient p u y établir u n régime l en t emen t 
variable d 'un endroit à l ' aut re et d 'un ins tan t à l ' au t re . 
Ces mouvement s graduellement variés— oùi l faut d 'ai l leurs 
ten i r compte du ca rac tè re , soit bien con t inu , soit t u m u l ­
tueux , de l ' écoulement , suivant l ' ampleur des sections et 
l 'agitat ion tourbi l lonnaire qui en r é s u l t e — c o m p r e n n e n t 
les phénomènes hyd rau l i ques les plus in téressants p o u r 
l ' ingénieur ; savoir : 1° le rég ime uniforme , et aussi le 
r ég ime quasi-uniforme qu'affectent p resque par tout les 
g rands cours d 'eau , ainsi que les eaux souter ra ines d ' in-

j e v e u x dire q u e l e s forces pér iod iquement variables qui l e s produi sent n e les aban­

donnent j a m a i s à e l l e s - m ê m e s ou n e c e s s e n t à aucun ins tant d'agir s u r toute la m a s s e 

fluide , c irconstance qui c o m p l i q u e l e s équat ions indéfinies d u prob lème , e n y ajoutant 

u n terme fonction e x p l i c i t e du t emps La seconde ra i son consis te en ce que la pér iode des 

marées s e t rouve assez l o n g u e pour q u e les frottements a ient chaque fois l e t e m p s de 

rendre l e s v i t e s s e s no tab lement .plus faibles au fond qu'à la surface . L e s marées s e 

rapprochent donc des courant s c o n t i n u s , c 'est-à-dire des p h é n o m è n e s d e l à tro i s ième 

c la s se d o n t i l va être p a r l é , sans qu'on p u i s s e c e p e n d a n t l e s faire entrer dans cette c lasse . 
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filtratioii; 2° les rég imes dits permanents, dans les t u y a u x 
de condui te et dans les cours d'eau à lit découver t , en 
exceptan t les endroits où les dimensions t ransversa les de 
la masse fluide qui s'écoule changeraient t rop vi te ; 3° les 
rég imes non-permanents qui s 'observent dans les t u y a u x 
et dans les cours d 'eau découverts à des époques de c rue 
ou de d é c r u e , en exceptant de m ê m e les endroi ts et les 
i n s t an t s , b i en rares , où la graduelle variat ion supposée 
n 'exis terai t p a s ; 4° les ondes de t r ans la t ion , en relief ou 
en c r e u x , propagées le long d 'une eau couran te . 

On peu t ra t t acher à la t roisième classe , et t ra i te r par une 
méthode de calcul a n a l o g u e , quoique moins exac te , des 
modes d 'écoulement qui , sans ê t re g radue l l emen t variés , en 
ce sens que les courbures des filets fluides n ' y sont pas 
insensibles ou presque insensibles comme il le faudrait pour 
cela , ont néamoins de c o m m u n , avec les mouvements g ra ­
duel lement v a r i é s , que les filets fluides dont i l s'agit se 
t rouvent peu incl inés les uns par r appor t a u x autres et sont 
an imés de vitesses distr ibuées avec u n e cer ta ine approxi­
mat ion comme dans u n rég ime uniforme. Tels sont les mou­
vements qu 'on observe aux endroits des cours d 'eau où u n 
rég ime gradue l lement varié commence à s'établir ou à se 
dé t ru i re r ap idement ; et te ls sont aussi c e u x qui se 
présentent dans les ondes fixes p rodu i t e s , soit loca lement , 
à l 'aval des r e s sau t s , soit su r u n e l o n g u e u r indéfinie , 
quand le fond a sa pen te pér iod iquement variable ou 
dessine u n e série d 'ondulat ions longi tudina les . 

E n dehors des classes p r écéden t e s , u n g r and nombre 
de phénomènes hydrau l iques plus complexes peuven t être 
étudiés pa r le c a l c u l , sinon complè t emen t , du mo ins de 
man iè re à y établ ir certaines l o i s , qui r eponden t m x 
p r inc ipaux besoins de la p ra t i que . Ce son t : I o l e s p h é ­
nomènes de contraction , relatifs a u x masses fluides qu i , 
en s 'écoulant , se resser ren t pour passer à t r ave r s des 
orifices ou su r des déversoirs ; 2° c e u x , au c o n t r a i r e , 
à?épanouissement b r u s q u e , où la formule de Borda , celle 
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du ressaut e t , dans le cas le plus g é n é r a l , u n e aut re 
formule assez simple qui les comprend toutes les deux W, 
pe rme t t en t de dé te rminer la pr incipale inconnue ; 3° les 
phénomènes qui se p résen ten t dans les coudes ou les 
t o u r n a n t s , et ceux qui cons t i tuent les tourbil lons fluides ,· 
4° les réact ions mutue l les des fluides et des solides 
i m m e r g é s ou f lo t tants , soit quand leur m o u v e m e n t relatif 
est tou jours de m ê m e s e n s , soit quand il est p e n d u l a i r e , 
réac t ions qui c o m p r e n n e n t , no t ammen t , l ' influence modifi­
ca t r i ce et régula t r ice des cours d'eau sur leurs lits al térables ; 
5° les p e r t u r b a t i o n s , sensibles dans cer ta ins ca s , que 
p r o d u i t la t ens ion superficielle ou act ion capillaire ; e t c . (2). 

Telles sont les pr incipales ques t ions que comprendrai t , 
de nos j o u r s , u n cours d ' hyd rodynamique fait au point de 
vue d 'une sc ience conc rè t e , soucieuse de connaî t re les 
vér i tables phénomènes n a t u r e l s , mais d 'ai l leurs dés in ­
téressée de toute applicat ion imméd ia t e aux machines 
m u e s par les fluides ou aux aut res t r avaux hydrau l iques 
dont s 'occupent les i ngén i eu r s . On le compléterai t pa r u n e 
théor ie mécan ique des corps semi-f luides, dont deux 
espèces , les masses pu lvé ru len tes et les solides p las t iques , 
ont p u être abordées pa r l ' analyse . 

Les masses p u l v é r u l e n t e s , parfai tement fluides tant 
qu'elles ne sont pas c o m p r i m é e s , r é s i s t e n t , au contra i re , 
a u x act ions déformatrices dès que leurs pet i tes par t ies 
(composées p o u r t a n t , chacune , de beaucoup de grains 
solides) suppor ten t en tous sens des p r e s s i o n s , et elles leur 

(1) Voir, pour cette formule générale et nouvelle, le g III du Complément à l ' e ssa i 

s u r la théorie des eaux courantes, inséré dans le vulunie de 1878 du Journal de 
Mathématiques pures et appliquées (tome IV, pages 366 à 371). 

(2) On peut voir, pour prendre une idée de l'étendue et de l'intérêt que présentent 
toutes c e s questions, l'Essai sur la théorie des eaux courantes, aux tomes XXIII et 
XXIV du Recueil des savants étrangers de l'Académie des sciences de Paris, ainsi que 
l e Complément inséré en 1878 au tome IV (3e série) du Journal de mathématiques pures 
et appliquées (p. 3 8 5 ) . 
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rés is tent d 'autant plus que ces pressions sont p lusgrandesf 1 ) . 
Ce simple fait, t r adu i t ana ly t iquem eut d 'après u n e méthode 
dont le fond se r e t rouve dans les principales b r a n c h e s 
d e l à mécanique p h y s i q u e , p e r m e t d'établir les équat ions 
d'équilibre et de m o u v e m e n t des masses incons i s t an tes , 
p o u r v u que leurs déformations se ma in t i ennen t pe t i tes , 
inférieures à ce r ta ines l imites d 'élast ici té. E t quand celles-ci 
sont a t t e in t e s , ou que la mat iè re passe à l 'état d 'équi l ibro-
l imite dit état ébouleux, on peu t e n c o r e , en expr imant ce 
fait dans l ' hypo thèse la plus n a t u r e l l e , former des équa­
tions de mouvemen t , applicables t a n t que les vi tesses 
res tent assez m o d é r é e s , et don t la plus impor tan te a été 
posée d 'une au t re man iè r e par M a c q u o r n - R a n k i n e (comme 
t raduct ion d i rec te d 'une loi expér imenta le du frottement). 
Ces diverses équat ions conduisent à des lois in tégra les 
simples dans cer ta ins cas i m p o r t a n t s , no t ammen t pour les 
massifs pesants , indéfinis en dessous , mais l imi tés s u p é ­
r i eu rement pa r des surfaces, de g rande é t e n d u e , p lus ou 
moins incl inées su r l 'horizon. Les analogies et les 
contrastes que p résen ten t les corps p u l v é r u l e n t s , comparés 
aux fluides, ressor tent de cette é t u d e , ainsi que -de celle 
des écoulements de sable par u n orifice (écoulements dont 
la v i t esse , loin de croî t re avec la h a u t e u r de cha rge 
d 'après la loi de Torr ice l l i , t end rap idement vers u n e l imi te 
constante , pou rvu que la sect ion du vase soit assez grande 
pa r rappor t à celle de l'orifice). 

Q u a n t a u x corps p l a s t iques , en expr imant de la man iè r e 
la p lus s i m p l e , comme pour les massifs pu lvéru len ts , que 
leurs l imites d 'élasticité sont sans cesse at teintes lorsqu 'on 
les pé t r i t , on commence également à démêler les lois des 
pressions qui s 'exercent à leur i n t é r i e u r ; et la théorie 
peu t y démont rer , en tan t qu 'expression approximat ive 

(1 ) A l a condi t ion toutefois que l e s pres s ions dont il s 'ag i t n 'acquièrent p a s des v a l e u r s 

t rop cons idérab les , cas où la m a s s a deviendrai t cohérente , c o m m e on verra p l u s lo in , 

au n u m é r o 4 la t ro i s ième partie (p. 72) . 
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des faits, les formules pra t iques auxquelles M. Tresca a 
été conduit pa r ses expériences sur le poinçonnage du 
plomb et m ê m e d 'aut res m é t a u x et de diverses pâtes 
c é r a m i q u e s . W 

Osons le dire : l ' h y d r o d y n a m i q u e , comprise de cette 
m a n i è r e , est une science aussi é t endue , p lus variée et non 
moins ut i le que la mécan ique cé les te , quoique son objet 
ne frappe pas au m ê m e d e g r é , par sa g r a n d e u r , not re 
imaginat ion . Elle a , d 'a i l leurs , sur la mécan ique céles te , 
l ' avantage d'être encore neuve dans u n g rand nombre de 
ses chapitres et d'offrir a insi un c h a m p des plus vastes 
aux recherches originales. (2) 

10. — Quelques réflexions sur les autres branches de la mécanique 

physique. 

J e passe ra i beaucoup p lus rap idement s u r les au t r e s 
pa r t i e s de la mécan ique p h y s i q u e . 

L a p i n s impor t an te est la théor ie de l ' équi l ibre e t d u m o u -
vement des sol ides é las t iques . El le comprend : 1° l ' é tude 
généra le de l à m a n i è r e dont les p res s ions in té r ieures , dans 
ces c o r p s , dépendent en chaque endro i t des pet i tes 
dé fo rmat ions , suivant les diverses contextures in te rnes 
de la mat ière et aussi d'après le p r inc ipe de la conservat ion 
de l 'énergie j 2° l ' é tude des condit ions d 'équi l ibre et des 
équa t ions des peti ts m o u v e m e n t s , ainsi ' que l eur i n t é ­
g ra t ion dans quelques cas s i m p l e s ; 3° e t , su r tou t , 

( 1 ) Pour cette démonstration, comme pour les autres questions de la mécanjque des 
corps semi-fluides indiquéas ci-dessu9, on peut voir VEssai théorique sur l'équilibre des 

massifs pulvérulents, comparé à celui de massifs solides, et sur la poussée des terres 

sans cohésion {Mémoires des savants étrangers de VAcadémie Royale de Belgique, 

t o m e X L ; ou chez M. Gauthier-Villars). 

(2) Et, cependant, aucune chaire, aucun cours, même accessoire, ne lui est consacré 
d a n s aucun de n o s principaux établissements d'enseignement supérieur ! 
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l 'application de ces formules générales à la démons t r a t i on 
des lois de l ' ex tens ion , de la flexion et de la tors ion des 
corps a l longés , afin de r e n d r e ra t ionne l l ' ense ignement 
de tou te une g r a n d e section de la mécanique app l iquée . 
Pour ce t te dern ière pa r t i e , qui est u n e œ u v r e capi ta le , 
M. de S a i n t - V e n a n t , créateur de la vér i t ab le théorie de 
la t o r s ion , a signalé tous les faits impor tan t s e t , en 
compara i son , n ' a p l u s laissé que p e u de chose à faire à 
ses s u c c e s s e u r s , dans ce qui concerne du moins les 
pr inc ipes M . 

On p e u t , d e l à Théorie générale des phénomènes ondfp-
latoires, fo rmer u n e t ro i s i ème b r a n c h e de la mécan ique 
phys ique . On y t ra i tera i t d 'abord des ondes produi tes à la 
surface d 'une eau t ranqui l l e pa r u n solide qui la bat 
pér iod iquement à des in terval les assez r a p p r o c h é s , 
p h é n o m è n e vu lga i r e , imméd ia t emen t obse rvab l e , et qui , 
pour ces d e u x raisons , a fourni le t ype do tous les mouve ­
ments ondulatoires . D 'a i l l eurs , la réf lexion, les in ter fé­
r ences et la diffraction de ces ondes ont la plus grande 
analogie avec celles de la lumière ; et elles peuven t leur 
servir d ' images pa lpab les , ca r il y p a r a î t , e x t r ê m e m e n t 
a g r a n d i s , des détails qu i r e s t en t insaisissables dans les 
phénomènes l u m i n e u x à cause de la peti tesse excessive 
des espaces où ils sont contenus W. 

Les ondes sono re s , longi tudina les et transversales , p ro­
pagées à l ' in tér ieur des mi l ieux élastiques_ homogènes 

(1) Voir, par exemple, son édition annotée du Cours de mécanique appliquée de 
Navier II restait cependant, pour rendre entièrement rationnelle la théorie fondamentale 
de M. de St- Venant, à démontrer par les équations générales de l'élasticité ce fait, choisi 
par lui comme point de départ, que, dans une tige longue, les fibres longitudinales 
n'exercent sensiblement, les unes sur les autres, que des actions dirigées suivant leurs 
tangentes. J'ai donné cette démonstration, qui a'a rien de compliqué, en 1 8 7 1 , et, sous 
une forme plus concrète, dans un mémoire récemment inséré au Journal de mathématiques 
pures et appliquées (tome V, p. 16B). 

(2) Voir, à ce sujet, les §§ VIII et IX de ma Théorie des ondes liquides périodiques 
( Savants étrangers de l'Académie des sciences de Paris, tome X X ) . 
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solides (ou fluides dans un cas l imi te ) , sera ient l 'objet d 'un 
second chapi t re . On y r e m a r q u e r a i t , en p a r t i c u l i e r , l ' im­
possibilité de l imi te r l a té ra lement des ondes à vibrat ions 
longi tud ina les p rogressan t dans u n mi l i eu indéf in i , de 
m a n i è r e à en faire des sortes de rayons sonores , t and i s 
que les ondes à vibrat ions t ransversales p e u v e n t , du moins 
à l ' in tér ieur des mi l ieux isotropes (pareillement const i tués 
en tous sens) et de ceux qui sont p resque i so t ropes , se 
diffracter et se délimiter comme la lumière M . De p l u s , 
la théor ie des ondes propagées dans les solides non- i so­
tropes et sur tout dans les plus s imples d ' en t r ' eux , p ro ­
venant de solides isotropes modérémen t déformés d 'une 
maniè re pers i s tan te ! 2 ) , y préparerai t à l 'étude de la"double 
réfraction. 

E n f i n , le res te de la théor ie des phénomènes ondula­
toires sera i t consacré aux ondes lumineuses . Divers 
géomè t r e s , en voyan t que certains faits d 'op t ique , 
no tamment ceux qui concernen t les directions des rayons 
réfractés dans les cr i s taux b i ré f r ingen ts , pouvaient 
s 'expliquer de p lus ieurs manières différentes, ont été portés 
à croire que cet te partie de la science se t rouve encore , à 
certains éga rds , dans l 'é ta t le plus i ndé t e rminé . Mais quel 
est le problème qui ne paraî t pas indé te rminé , lorsqu'on ne 
fait usage que d 'une par t ie des équations nécessai res pour 
le définir ? L 'opinion des géomètres dont je par le ne 
serai t fondée que si l 'on connaissai t deux sys tèmes dis t incts 
d 'expl icat ion embras san t V ensemble des p h é n o m è n e s 
l u m i n e u x O r , il ne s'en est produi t jusqu ' ic i q u ' u n seul. 

(1) C'est ce que j'ai démontré en 1868 [Journal de mathématiques pures et appliquées, 
tome XIII) dans une Élude sur les vibrations rcctilignes et sur la diffraction dans les 
milieux isotropes et dans Véther des cristaux-

(2)Les propriétés élastiques de ces corps, les plus importants des solides après les 
corps isotropes, ont été remarquées d'abord par M. de Saint-Venant, en 1 8 6 3 . J e les ai 
démontrées d'une manière aussi exempte que possible d'hypothèses en 1 8 6 8 , au § l D r d'un 
mémoire Sur les ondes dans les milieux isotropes déformés {Journal de mathématiques, 
même tome XIII). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C'est ce lu i où l 'on r ega rde l 'étirer des corps t r anspa ren t s 
comme ident ique à l ' é ther l i b r e , et où les molécules 
pondérables sont supposées v ib re r l umineusemen t à 
l 'unisson de l ' é the r , en lu i e m p r u n t a n t u n e fraction 
sensible de sa quant i té de m o u v e m e n t , à p e u près comme 
il a r r ive pou r u n fil massif iner te , enrou lé au tour d 'une 
corde é las t ique v ib ran te et en t ra îné p a r elle : il y a, 
toutefois , cette différence, qu 'une telle cha rge , imposée à 
u n e corde élast ique, exécute nécessa i rement des oscil­
lations ident iques p o u r l ' é tendue à celles de la corde , 
tandis qu 'au cont ra i re les molécules pondérab les , p longées 
dans l 'é ther comme dans u n fluide ex t r êmemen t raréfié et 
t r è s -peu r é s i s t an t , a c c o m p l i s s e n t , sous les impuls ions 
al ternat ives de ce fluide, des oscillations don t l ' am­
pli tude est inf iniment p lus faible que l ' ampl i tude des 
s iennes et var ie d 'a i l leurs , dans les divers sens , d 'après 
la forme de ces molécules o u , pa r suite , d 'après l eu r 
facilité cor respondante à se laisser mouvoir . 

Je n ' ins is tera i pas davan tage , i c i , sur ce sujet W, n o n 
plus que su r u n e qua t r i ème b r a n c h e de la mécan ique 
p h y s i q u e o ù , t â c h a n t de péné t re r plus avant dans la 
cons t i tu t ion i n t ime des co rps , on é tudiera i t le m i e u x 
possible les m o u v e m e n t s impercept ib les qui ne se font pas 
par ondes , ma i s q u i , encore p lus rap idement variables 
d 'un point à l ' au t re que les p récéden t s , t enden t à d is­
joindre les p lus pet i tes part icules matér ie l les pa r les 
vitesses inégales qu' i ls l e u r impr imen t . Ces m o u v e m e n t s , 
qui cons t i tuent la chaleur, deviennent donc le plus pu i s san t 
agen t de t r ans format ion , pa rce qu'i ls a t t e ignen t , ce 
semble , la mat iè re dans ses dernières profondeurs , dans 
ses parcel les les p lus t énues et les moins rés i s t an tes . 
M a l h e u r e u s e m e n t , ils n 'ont probablement l eu r t y p e , leur 

(1) Voir l e s volumes de 1 8 6 8 , 1B72 et 1 8 7 3 du Journal de mathématiques pures et 
appliquées ( 2 e Bérie, t omes XIII , XVII , XVIII) . 
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image suffisamment c la i re , dans aucune des classes de 
m o u v e m e n t s percept ibles et simples que nous offre la 
na tu re . A u s s i , ne p e u t - o n g u è r e , jusqu 'à p r é s e n t , que 
l eu r app l iquer certains pr inc ipes g é n é r a u x , indiqués ou 
exposés , les u n s , dans les traités sur la théorie analyt ique 
de la cha leu r , l es . a u t r e s , dans les cours de t h e r m o d y ­
n a m i q u e . L e plus impor tan t de ces pr inc ipes n ' e s t au t re 
que la g rande loi fondamentale de la conservat ion des 
forces vives ou de l ' énerg ie . E n t h e r m o d y n a m i q u e , il 
devient le pr inc ipe de l 'équivalence de la cha leur et du 
travail W ; dans la théor ie analyt ique de la c h a l e u r , son 
expression, développée et simplifiée, est l 'équation généra le 
de cet te sc i ence , c 'est-à-dire l 'équation aux dérivées 
part iel les de la t empéra tu re . 

La m ê m e g r a n d e loi "de la conservat ion des forces vives 
rel ie éga lement e n t r ' e u x les divers p h é n o m è n e s électr iques : 
p r euve que ces phénomènes appar t i ennen t , eux auss i , à 
la mécan ique p h y s i q u e . Ma lheureusemen t , pou r que nous 
puiss ions en fa i re , dans cette s c i e n c e , l'objet d 'une 
b r a n c h e d 'études aussi avancée que l 'est la théor ie des 
ondes l u m i n e u s e s , il nous m a n q u e une concept ion préc i se 
des m o u v e m e n t s qu i les cons t i tuent . N o u s n ' a v o n s pas 

(1) Dans l'exposé de ce principe, les auteurs classiques ont tous, à ma connaissance, 
laissé subsister un point obscur, qu'il eût pourtant, si je ne me trompe, été facile 
d'éclaircir; ce qui aurait évité à déjeunes géomètres bien des tâtonnements, et même des 
erreurs graves. Ces auteurs ne montrent pas que la pression supportée par un élément de 
la surface d'un corps, tout en étant propre à représenter aux points de vue des quantités de 
mouvement et mêmedes moments l'ensemble des forces moléculairesexercéessurle corps 
à travers l'élément de surface, est, au contraire , insuffisante quand il s'agit de repré­
senter leur travail ; Bn effet , s o n produit par le déplacement d'ensemble observé de 
l'élément superficiel n'exprime que la partie du travail des forces moléculaires qui corres­
pond au mouvement visible de la matière. Il faut donc y joindre le travail total que 
produisent les forces moléculaires individuelles dans le mouvement vibratoire calorifique 
superposé au mouvement visible. Or, c'est précisément ce dernier travail qu'on appelle la 
chaleur cédée au corps (par conductibilité ou par rayonnement) et que les auteurs de 
thermodynamique ajoutent bien, mais sans faire voir ce qu'il représente mécaniquement 
ou de quelles forces il exprime le travail. On peut voir, a. ce sujet, le § VII des Recherches 
sur les principes de la mécanique, etc. [Journal de mathématiques pures et appliquées, 
tome XVIII ; 1818). 
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réussi encore à les r a t t a che r , d 'une maniè re n a t u r e l l e , à 
u n t ype s imple , comme l'a été celui des ondes pou r le son 
et la lumiè re . R ien ne dit m ê m e que la na tu re ait mis ce 
t ype à n o t r e por tée ; car est-elle tenue de nous offrir en 
grand des images de tou t ce qu'el le produit en pe t i t ? 
E s p é r o n s , toutefois , que les diverses part ies de la belle 
théor ie de l 'é lectr ici té ne t a rde ron t pas à t rouver l'idée 
m è r e qui leur m a n q u e : ce qui leur p e r m e t t r a i t d e . se 
souder complè tement entr 'e l les et au reste de nos connais­
sances mécaniques . 
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III . — Q U E S T I O N S D I V E R S E S . 

1. — Sur la notion de différentielle. 

C'est l 'élan de l 'esprit an-delà de ce que mon t r e l 'obser­
va t ion , au-delà m ê m e de tout ce qu'el le est capable de 
donner , qui seul a p u nous faire connaî t re la série indé­
finie des nombres en t i e r s , celle des g randeurs cont inues , 
et nous conduire par là aux idées d ' infiniment pe t i t , de 
poin t , de l i g n e , de surface, l imites de quanti tés indéfini­
m e n t décroissantes ou d 'étendues dont certaines d imen­
sions d iminuen t jusqu ' à zéro. Ces notions se présentent 
donc à nous f comme • des créations de l ' intell igence 
dans sa r eche rche de la simplicité et de la perfection 
absolues pour ce qui concerne les g r a n d e u r s , comme 
des données que la vue des choses n ' impl ique pas 
log iquement , c 'es t -à-dire d é d u c t i v e m e n t , mais qu'el le 
suggère à notre faculté d ' intuit ion i d é a l e , o u , si l 'on veu t , 
à notre pouvoir de généralisation. L ' inf in iment pe t i t , n o ­
t a m m e n t , n 'es t pas le zéro pu r , le zéro considéré isolé­
m e n t , mais b ien le zéro en t an t que l imi te des décrois-
sements d 'une g randeur , ou en tant que point de départ 
d 'une quant i té qui naî t et augmente . 

Dans la pra t ique de l 'analyse inf in i tés imale , le géo­
m è t r e appelle infiniment pet i tes , par extension, des q u a n ­
t i tés qu' i l se représente comme t r è s -pe t i t e s , q u i , par 
conséquent , sont ac tuel lement finies, ma i s qu' i l in t rodui t 
dans les calculs avec Vintention expresse de les faire 
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décroî t re indéfiniment et de ne che rche r que Tes l imites 
vers lesquelles t endron t les résul ta ts des ca lculs . On qua­
lifie donc de telles quant i tés d ' infiniment pet i tes , non pas 
à raison de ce qu 'el les s o n t , mais à raison de ce qu 'on 
v e u t qu'elles dev iennent au m o m e n t où se ron t uti l isés 
les résul ta ts qu 'on leur d e m a n d e . 

Quand il s'agit en par t icul ier des accroissements s imul­
tanés très-peti ts de variables cont inues , la caractéris t ique d, 
mise à la place de la caractér is t ique A p o u r les désigner , 
exp r ime jus tement l ' in tent ion où l 'on est de ne che rche r 
que des résul tats- l imites . Cette intention est la seule chose 
qui distingue la différentielle d'une différence finie très-
petite. A u s s i , l 'idée qu 'a eue Leibniz de l ' inscr i re expl i ­
c i tement dans les formules , par l 'emploi du s igne spécial d, 
et quoiqu' i l ne s'agisse là que d 'une dist inct ion pu remen t 
subjective en quelque sorte, peu t être regardée comme l'idée 
mère de l 'analyse infinitésimale. Car elle permet de s u p ­
pr imer sans e r reur , de toutes les express ions , les te rmes 
qui , masqués par d'autres incomparablement plus grands , 
n'influeraient plus à la l imi te sur les résul ta ts formés 
avec ces express ions : pr incipe fécond d 'où découlent les 
règles des calculs différentiel et in tégral . 

2. — Sur les difficultés que présentent , dans leurs rapports avec mire 

idée de l'étendue, les diverses opinions possibles 

louchant les atomes. 

Si l 'on suppose que l'espace où sont les corps ne diffère 
aucunement de celui que nous concevons , ou sur lequel 
nous raisonnons en géomét r ie , et qu ' i l se t rouve par sui te , 
comme ce de rn ie r , indéfiniment subdivis ib le , i l arrivera 
nécessa i rement l 'une des deux choses su ivantes . 1° Ou bien 
u n corps ne sera pas composé à l 'infini de par t ies ; et alors 
ses derniers é léments , appelés atomes, en nombre l imi t é , 
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seront des implespoin ts sans é tendue, ma in tenus à distance 
les uns des au t r e s , de manière à donner au corps u n 
certain volume apparent sans volume r é e l . 2° Ou b i e n , les 
p lus petites fractions imaginables de mat ière se ron t el les-
m ê m e s indéfiniment divisibles, soit qu'elles rempl issent 
l 'espace où elles sont étalées et se g roupent ainsi en 
a t o m e s , é tendus et figurés comme ceux des anc iens , soi t , 
au cont ra i re , qu'elles p résen ten t par tou t des discont inui tés 
et ne puissent être conçues que comme limites d 'assem­
blages de pleins et de vides j u x t a p o s é s , qui décroî t ra ient 
indéfiniment en a u g m e n t a n t de nombre et en gardant 
en t r ' eux cer ta ins rapports do d imens ions , cas où l 'atome 
n'est plus qu 'un inf in iment pe t i t , une concept ion de 
l 'espri t et ne conserve qu 'une existence idéale . O r , le 
sens pra t ique repousse la p remiè re h y p o t h è s e , parce 
qu'elle fai t , du point géomét r ique q u i , pou r l u i , n 'est 
qu 'une abs t rac t ion , et une abs t rac t ion irréalisable ou 
dépourvue du moins de tou te probabi l i t é , la seule réali té 
matériel le ex is tan te . D 'au t re p a r t , il n ' es t guè re p lus 
satisfait de la s econde , à cause de la divisibilité à l 'infini 
qu 'e l le imp l ique ; et il la rejette sur tou t sous sa dernière 
forme, dans laquel le les plus pet i tes parties imaginables 
de la ma t i è re sont privées tout à la fois des deux at t r ibuts 
de cont inui té et d ' indivis ib i l i té , que le bon s e n s , à tort ou 
r a i son , l eur concède. 

Ces difficultés, sans i ssue a p p a r e n t e , me semblent ne 
comporter qu 'une solut ion, consis tant à admet t re q u e , 
même dans les catégories de la forme et de la quantité, la 
na tu re se dérobe en pa r t i e à tous les efforts de no t re faculté 
de r ep ré sen t a t i on , ou que le fond des choses nous échappe, 
par suite d 'un défaut d 'adaptation très-léger, mais peu t -ê t r e 
i r r éméd iab l e , de n o t r e espri t . 

Quoi qu ' i l en so i t , le m é c a n i c i e n - g é o m è t r e n e 
peu t j a m a i s , dans ses calculs , se passer de la p remiè re 
opinion ; car il n ' y a pas pour lu i d 'autre é lément corporel 
poss ib le , c 'es t -à-di re b ien défini en posi t ion , que le point 
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matériel. I l résout forcément les c o r p s , expl ic i tement ou 
à son i n s u , en des assemblages de points m a i n t e n u s à 
dis tance les uns des a u t r e s . Ce n 'es t qu ' ind i rec tement qu'i l 
pour ra i t t i rer par t ie de l ' idée d 'une ma t i è r e divisible à 
l'infini ; et il le fe ra i t , s ' i l y avait l i eu , soit en mul t ip l iant 
de plus en plus et sans fin le n o m b r e des points matér ie ls 
qu ' i l suppose répar t i s dans u n e é t endue d o n n é e , soit en 
assimilant à des points matér ie ls — sauf à commet t re des 
erreurs relatives suscept ib les de s 'annuler à la l imite — 
de t rès-pet i ts vo lumes , qu' i l supposerai t de p lus en plus 
n o m b r e u x à mesu re que chacun d 'eux tendra i t vers 
zéro. D o n c , quoique le mécamcien-géomèt re ait p resque 
i n s t i nc t i vemen t , c o m m e tout le m o n d e , une cer ta ine vue 
directe d ' une mat iè re c o n t i n u e , r ien n e le dispense 
d ' adop te r , dans l 'exposi t ion de sa sc i ence , l ' hypothèse 
qui rédui t l e s corps à des groupes de p o i n t s , pu i sque 
m ê m e il lu i serait impossible de ne pas t ra i te r comme de 
simples cas l imites de cette hypothèse les autres qu 'on 
pour ra i t faire e t , en p a r t i c u l i e r , celle d e l à con t inu i té . 

A i n s i , le s y s t è m e des a tomes i n é t e n d u s , exposé au 
dernier siècle pa r le P . Boscowich , et sou tenu depuis pa r 
A m p è r e , C a u c h y , M . de S a i n t - V e n a n t t 1 ) , M . l 'abbé 
M o i g n o , e tc . , est ind i spensab le aux géomètres c o m m e l e 
plus s i m p l e , le p lus n a t u r e l à l eur po in t de v u e , que lque 
c h o q u a n t qu ' i l pa ra i s se au sens c o m m u n e t , p a r 
c o n s é q u e n t , à la p lupa r t des h o m m e s , m ê m e de science. 
On peu t dire qu ' i l est le seul qui se p rê te à u n e expl ica t ion 
précise des phénomènes mécan iques : p r e u v e qu'i l se t r ouve , 
tou t à la fois, en parfai te ha rmon ie avec les régions c la i res 

(1) Voix, par exemple, dans les Annales de la Société scientifique de Bruxelles 
(1817-1878), snus le titre o De la Constitution des atomes » , une nouvelle rédaction, 
très-étendue, du remarquable mémoire publié en 1844, par M. de Saint-Venant, 
Sur la question de savoir s'il existe des masses continues et sur la nature probable 
des dernières particules des corps fBulietin de la Société philomathique, tome de 
1844 , page 8). 
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de no t re espr i t et dans u n accord suffisant avec la réa l i t é . 
Mais il f aud ra i t , pour lu i accorder u u e va leur objective 
abso lue , ne pas t en i r compte de n o t r e r é p u g n a n c e na tu­
rel le à réa l i se r les po in ts m a t h é m a t i q u e s , et croire 
aussi que nous , avons u n e idée adéqua te de l 'espace 
ex té r ieur où se m e u v e n t les corps : double décision à 
p r e n d r e , qu ' i l m e semblera i t difficile de just i f ier . 

De p l u s , p o u r ceux qui rédu i sen t l 'espace à certains 
r appor t s des corps e n t r ' e u x , lui refusant ton te espèce de 
réa l i té propre , l ' hypo thèse des a tomes i n é t e n d u s entra î ­
nera i t une difficulté spéc ia l e , p e u t - ê t r e b i en difficile à 
lever . Dans ce t te h y p o t h è s e , la distance de deux a tomes 
est toujours infinie p a r r appor t à l eu r s d i m e n s i o n s , 
supposées nu l les : on ne voi t donc pas qu ' i l soit possible 
de t r ouve r en eux , pour l ' éva luer , aucune m e s u r e , aucun 
t e r m e de c o m p a r a i s o n , qui ne la r e n d e inf in iment 
supér ieure à t ou t n o m b r e d o n n é . S i donc cette distance 
n 'é ta i t r i en en dehors de son rappor t aux d e u x a tomes , 
l 'action réc iproque de ceux-c i para î t ra i t devoir s 'annuler 
c o n s t a m m e n t , comme il a r r i ve , à la l i m i t e , quand ils 
s 'éloignent de p lus en p lus l 'un de l ' au t re . E t , s u r t o u t , l 'on 
n e conçoi t pas c o m m e n t , aux p lus pet i tes d is tances où 
s 'exercent les actions m o l é c u l a i r e s , l 'a t t ract ion des deux 
atomes pou r r a i t se c h a n g e r en r épu l s ion , ainsi qu' i l 
semble abso lument nécessa i re pour l ' exp l ica t ion des p h é ­
nomènes d 'élast ici té. 

3. — . Réflexions sur l'attraction neutonienne. 

Dès qu 'on adme t , d 'une par t , que les accélérat ions de 
divers atomes mis en présence les uns des autres sont 
des fonctions déterminées des si tuations relatives de ces 
a tomes , e t , d 'aut re par t , qu 'on obtient u n e somme indé ­
pendan te du temps en ajoutant à l e u r demi-force vive 
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totale ( ou énergie actuelle ) une cer ta ine fonction de leurs 
distances mutuel les r, rlf r 2 , d i t e fonction des forces (ou 
énergie potentielle), il en résu l t e , comme on sa i t , que la 
quant i té appelée act ion réciproque d ' u n couple d 'atomes 
égale la dé r ivée , par rappor t à l eur d i s tance r , de cette 
fonction des forces Í 1 ) . 

Or, l 'expérience a fait voir , c o m m e on le sait égale­
ment q u e , lorsque la dis tance r des deux a tomes consi ­
dérés est percept ible à nos s e n s , c 'est-à-dire supér ieure 
aux t rés-pet i tcs distances auxquel les se manifestent les 
forces de cohésion, de press ion , e t c . , la dérivée ou action 
dont il s 'agit ne dépend que de cette distance r et des 
masses des deux atomes ; elle égale le quotient du produi t 
des masses par le carré de la distance (en admet tant qu 'on 
ait adopté une un i t é de dis tance ou une uni té de masse 
convenable) . Sa va leur est donc indépendante de la p r é ­
sence des atomes qui peuvent se t rouver dans le voisinage 
des deux dont il s 'agi t , et indépendante m ê m e de la 
na tu re ch imique de ceux-ci — supposé qu' i l existe des 
atomes de plus ieurs espèces , ou que les différences ch i ­
miques des corps dits simples ne t i ennen t pas u n i q u e m e n t 
à des modes divers de groupement a t o m i q u e — . La r é su l ­
tante de toutes les actions exercées ainsi , à des dis tances 
sensibles, sur l 'uni té de masse d 'un atome que lconque , 
est appelée la pesanteur au point de l 'espace qu 'occupe 
cet atome. 

Telles sont les lois de l ' a t t rac t ion aux distances p e r ­
cept ibles , lois que l ' expér ience a établies et dont on doit la 
connaissance à N e w t o n . On ' pourrai t peu t -ê t re se les 
expl iquer , jusqu ' à u n cer ta in p o i n t , de la maniè re su i ­
van te . 

Soit r? la fonction des forces, qui dépend des distances 

(1) Voir, par exemple , lo n u m é r o 8 des Recherches sur les principes de la mécanique, 
etc., au Journal de Mathématiques pures et appliquées (2 e s ér ie , tome XVIII, p. 315). 
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atomiques r, rl7 r^,... ou, ce qui revient au m ê m e , de leurs 

inverses — , — , — , Il est na ture l de supposer que f et 

ses dérivées partielles des divers ordres sont des fonctions 

finies et cont inues des variables — , — d o n t elles ne 

deviendraient indépendantes que dans le cas-limite où 
les d is tances ' sera ient infinies. Or, ce cas- l imi te , ex igeant , 

pour se produire , l 'annulat ion des variables m ê m e s — , — , . . , 

ne correspond qu 'à de simples va leurs par t icul ières de la 
fonction if et ne doit empêcher en rien sa cont inui té . Si donc , 

parmi les variables dont i l s 'agit , que lques-unes , —, — , 

par exemple , sont suffisamment pet i tes , incomparab lement 

moindres que les autres — , on pour ra o rdonner f 

suivant leurs puissances croissantes, pa r la série d e M a c -
L a u r i n , e t . négl iger même les termes d 'un ordre de 
petitesse supér ieur au p remie r . La fonction y p rendra 
la forme 

? A R R t

 A 2 - R ' 

où le t e rme pr incipal A et les coefficients B , B 1 ; . . . devront 
être supposés des fonctions des variables bien plus g randes 

— , — , — , c ' e s t - à - d i r e des distances t r è s - p e t i t e s 

r, n , r2.... 
Mais il n 'es t pas na ture l que B , B i , dépendent de 

r, J ' i , . . . , du moins d 'une maniè re appréciable. E n effet* 
la différentiation de cp par rapport à r et à R donne 

rfA iffl 1 rfB4 1 d'f B 

~~dr~ ~ ~~dr dr ~R " dr~ 1*7 ~ " " ' ~d~R ~~ 

Or, dans la p remiè re de ces dér ivées , qui exprime l 'ac­
tion mutue l le du couple d 'atomes t rès -vo i s ins don t l a ' 
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distance est rt la l ongueur R ent re par son i n v e r s e , au 

te rme tandis qu'el le ne para î t que par le car ré 

dy 

de son inverse dans l 'action m ê m e —— du couple d 'atomes 
dix 

dont elle mesure la dis tance. Si donc les coefficients tels 
que B variaient sensiblement avec les distances impercep­
tibles r , les grandes d is tances R influeraient incompara­
b lement p l u s , en va leur absolue, sur les act ions mutuel les 
des points qu'elles ne rel ient pas que sur l 'act ion propre 
des couples d 'atomes qu'elles re l ient ; ce qui paraî t invra i ­
semblable. On est ainsi conduit à supposer les coefficients 
tels que B indépendants des petites d is tances , c o m m e ils le 
sont déjà des g randes . D 'a i l leurs , ces coefficients ÏÏevront 
être positifs, pour que l 'action, — - , de deux atomes éloi-

gnés tende à les r app roche r , non à les éca r te r indéfini­
m e n t , et qu' i l puisse se former, par sui te , dans l 'un ivers , 
des systèmes matér ie ls durables . 

Si l 'on accepte ces i n d u c t i o n s , i l ne reste p lus qu 'à ^ 
expl iquer pourquoi le coefficient B est s implement p r o ­
por t ionne l au produi t des masses des deux atomes dont 
R désigne la dis tance, quelle que soit leur na tu re ch imique . 
Cela est évident quand on admet l ' un i té de composi t ion 
de la mat iè re ; car tous les a t o m e s , ayan t alors m ê m e 
nature et m ê m e m a s s e , cons t i tuent deux à deux des 
couples exac temen t pareils à égalité de d i s t ance , et le 
coefficient B est le m ê m e pour tous ces couples . S'il exis te , 
au contraire, des atomes de plus ieurs espèces différentes, 
on peut toujours dire q u e , pendan t l ' immense période 
prépara to i re de temps d u r a n t laquelle la mat ière d 'un 
groupe stellaire est à l 'état d 'une nébuleuse ex t rêmement 
raréfiée, chaque point ne s 'y t rouve guère soumis qu 'à la 
pesanteur , exercée sur lui par les au t res points du g roupe . 
Or, cette pesanteur n e peut laisser ensemble, c 'est-à-dire 
dans u n e m ê m e rég ion de l 'espace, que les atomes auxquels 
elle impr ime u n e m ê m e accélérat ion. Il s 'opère donc u n 
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t r i a g e , et il ne reste en défini tive , dans chaque sys tème 
planétaire ou m ê m e s te l la i re , que des atomes jouissant de 
la propr ié té de peser tous également , à masses égales , ou 
d 'ê tre att irés par les autres aux distances perceptibles 
propor t ionnel lement à leurs masses , quelle que soit l eur 
na tu r e ch imique . 

4,. — Sur l'explication de divers phénomènes moléculaires 

ou atomiques fondamentaux. 

A u x très-petites distances, l 'action de deux atomes a u n e 
express ion b ien p lus complexe qu ' aux distances mesu­
rab le s , et cette express ion est encore inconnue . On peut 
affirmer, toutefois , qu 'elle y est incomparab lement plus 
g r a n d e , qu'elle change de signe u n e ou plus ieurs fois, de 
manière à être négat ive (ou répulsive) aux plus petites dis­
t a n c e s , posit ive {attractive) aux moins pe t i tes , enfin, 
qu'el le ne dépend pas d 'une maniè re appréciable de l ' ex is ­
tence ou de la si tuation des atomes qui sont à des distances 
percept ibles du couple dont il s ' ag i t , condit ion nécessaire 
pour que les phénomènes phys ico - ch imiques produi t s 
quelque part ne var ien t qu 'avec l 'état de la mat ière au 
m ê m e endroi t , conformément à ce que m o n t r e l 'obser­
va t ion . 

Le rapide décroissement de l 'act ion de deux a tomes , 
dès que leur dis tance r grandi t et devient sens ib le , ainsi 
que le changemen t de l 'a t t ract ion en r épu l s ion , quand 
la distance est au contra i re t r è s -pe t i t e , sont absolument 
nécessaires pour que les corps conservent leur i nd iv i ­
dual i té et puissent se rapprocher beaucoup les u n s des 
au t res t ou t en res tan t d is t inc ts . 

D e m a n d o n s - n o u s , par exemple , comment il se fait 
q u ' u n solide, posé sur le sol , s 'y main t ienne en équil ibre 
sans adhérer . Il s 'en rapproche pourtant bien assez pour que 
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des at t ract ions se développent ent re e u x ; puisque le sol 
exerce sur ce corps u n e répulsion totale qui l 'arrête dans 
sa chute et qui cont inue à neutral iser son poids, et pu i sque , 
d 'autre p a r t , les répuls ions moléculaires se produisent à 
des distances plus petites que les a t t rac t ions analogues, 
destinées qu'elles sont à empêcher u n trop grand r a p ­
p r o c h e m e n t , de m ê m e que les at t ract ions à empêcher 
de trop grands écar tements . Il y a donc lieu de se d e m a n ­
der pourquo i le rapprochement du corps et du sol , suf­
fisant pour faire naî t re des répuls ions énergiques f ne 
développe p a s , à plus forte r a i son , des attractions équi­
valant à u n e cohésion sens ib le , et capables de re ten i r le 
corps dès qu 'en le soulevant légèrement on ferait dispa­
raî tre les répulsions. 

Pour comprendre commen t u n e telle cohésion ne se 
produit pas , il faut observer que les répulsions sont beau­
coup plus énergiques , à masses égales, que les at tractions. 
E n effet, dans u n solide homogène à l 'état na ture l (ou non 
comprimé), u n p lan que lconque , t racé à son in té r ieur , 
n 'éprouve qu 'une press ion nul le ou insignifiante ; cela 
suppose q u e , si l 'on considère les forces exercées p a r l a 
mat ière située d 'un côté du plan sur celle qui est de l 'autre 
côté , les répulsions, produi tes seulement par u n e couche 
mince de molécules cont igùe au plan sur la couche pa­
reille adjacente , font à elles seules équilibre aux a t t r ac ­
tions , qui sont incomparablement plus nombreuses sur 
chaque molécule de cette dernière couche et que s u p ­
portent aussi bien d 'autres couches moins rapprochées du 
plan. D o n c , les at t ract ions ont besoin de s 'exercer entre 
des quanti tés de mat ière beaucoup plus grandes que les 
répu ls ions , pour les neutra l i ser . 

Cela posé , no t re corps sol ide, placé sur le sol , et t o u ­
jours plus ou moins r u g u e u x comme celui-c i , n 'es t en 
contact physique avec lui que par des saillies ayan t de 
grandes courbures . A u t o u r du point de contact de chaque 
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plan t angen t (apparent) c o m m u n , les répuls ions sont p resque 
en aussi g rand nombre que si les surfaces du corps et du sol 
y étaient p l anes , tandis que les a t t rac t ions , ne se p ro ­
duisant qu 'en t re molécules moins rapprochées , dont l 'une 
au m o i n s , sur deux, est quelque peu éloignée du point de 
contact , et n ' ayan t pour tan t de valeur sensible qu 'à des 
distances bien plus faibles que les dimensions des rugosi tés , 
sont loin de s 'exercer en aussi g rand nombre que dans le cas 
où les surfaces en quest ion seraient planes. Les at t rac­
t ions se t rouvent donc très-insuffisantes pour contreba­
lancer les répuls ions. 

Il n ' en serait év idemment plus de m ê m e , si une pres ­
sion énerg ique rapprochai t assez les deux solides pour 
qu'i l n ' y eût en t r ' eux que peu de vides sensibles; alors les 
attractions entreraient en j eu au m ê m e degré que les 
répu l s ions . et le corps adhérerai t au sol . C'est ce que 
prouvent les remarquab les expériences de M. W . Spr ing , 
q u i , en compr imant for tement des poussières de ni t ra te 
de potass ium et de sod ium, d e l à sciure de b o i s , e t c . , a 
obtenu des blocs d u r s , t r è s - rés i s t an t s , plus compactes 
que ceux que donnait la fusion (quand elle était possible), 
et, par fo is , t ranslucides mêmeC). 

Les répulsions considérables auxquelles se rédu i t presque 
l 'action des par t icules , en contact phys ique , de deux solides 
à surfaces p lus ou moins r u g u e u s e s , peuven t r endre t r è s -
difficile u n r a p p r o c h e m e n t , ent re leurs molécules les plus 
vois ines , suffisant pour met t re en j eu leurs act ions c h i ­
miques réc ip roques , dont le rayon d'activité n 'es t , sans 
dou te , comparable qu ' aux dimensions m ê m e d 'une molé ­
cule ch imique . Ainsi s 'explique l 'adage des chimis tes : 
« corpora n o n agun t nis i soluta. » Il se ra i t , à ce su je t , 
cur ieux de voir j u squ ' à quel poin t u n morceau de sodium 

(1) Voir une analyse de ces expériences au numéro du 15 août 1878 du journal Les 
Mondes, de M. l'abbé Moigno, ( tome XLVI, deuxième série, p 845 à 848). 
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devrait ê t re pressé cont re u n bloc de glace pou r le 
décomposer l 1). 

Observons encore que les a t t rac t ions chimiques entre 
atomes, s 'exerçant à des distances i ncomparab l emen t plus 
faibles que les répuls ions p h y s i q u e s , sont p robab lement 
plus g randes qu 'e l les ; et que les répulsions chimiques 
ent re les mêmes a tomes , répuls ions qui contrebalancent 
les at t ract ions ch imiques dont il v ient d 'ê t re par lé quoi ­
qu'elles ne s 'exercent qu 'à des distances b ien m o i n d r e s , 
doivent ê t re beaucoup p lus considérables encore . 

D'ai l leurs, il faut que les forces ch imiques , en général , 
soient excessivement grandes , p resque infinies pa r rapport 
à la pesan teur , pour développer , dans les r approchements 
ou écarts impercept ibles d 'atomes qui cons t i tuent les p h é ­
nomènes de combinaison et de décomposi t ion , les t r a v a u x 
énormes mesurés pa r les cha leurs émises ou absorbées lors 
de ces changemen t s de la cons t i tu t ion molécula i re d 'un 
mélange . 

Les oscillations que présen te l 'action tp (r) de deux 
atomes (supposés seuls p o u r p lus de simplicité), quand 
on y fait décroî t re la distance r de l'infini à z é r o , 
para issent dono avoir de plus en p lus d 'ampl i tude à 
mesure qu'elles se resse r ren t davantage ; en sorte que 
les va leurs successives les p lus pet i tes de cet te fonction 
f (r) r ep résen te ra ien t les at t ract ions s 'exerçant aux d i s ­
tances r sensibles , et qu 'au contra i re les valeurs les plus 
g randes , infinies m ê m e s , expr imera ien t les répuls ions que 
ferait na î t r e u n contact m a t h é m a t i q u e des d e u x a tomes , 
s'il était réal isable. Ce mode de var ia t ion de tp (r) n ' a r i en 
d ' invraisemblable n i de compliqué l 2). 

(1) J e suppose qu'on porte le bloc de g l a c e à u n e température n o t a b l e m e n t inférieure 

au point de fus ion et m ê m e a s s - z basse pour qu' i l n e se d é g a g e p l u s de vapeur 

d'eau en quant i t é s ens ib le 

[2) h'i p lus s imple , ce m - s emble , des fonctions où on l 'observe est l 'express ion 
1 1 . . . . . . . 

s in ' dans laquel le d é s i g n e par i u n e constante pos i t ive dont l ' inverse so i t 

r ! -t- r 
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5 — Sur le principe de la moindre action. 

La loi à'économie ou d e l à moindre action, telle qu'elle 
est parfois ut i l isée dans des questions phys iques réelles, 
consiste à admet t re que des influences modif icat r ices , 
agissant su r u n sys tème matér ie l , y produisent à chaque 
i n s t a n t , parmi toutes les t ransformat ions don t no t re 
science imparfa i te nous fait en t revoi r la possibi l i té , celle 
qui exige la m o i n d r e dépense d 'énergie é t rangère ou qui 
provoque le p lus grand dégagement d 'énergie in t é r i eu re . 
Cette loi s 'explique p e u t - ê t r e , suff isamment , p a r l'effet 
dos v ibra t ions incessantes qui ne m a n q u e n t j ama i s d 'agiter 
la m a t i è r e , mais qu 'accroî t beaucoup u n e action ex té ­
r i eu re appropriée. Effect ivement , ces vibrat ions offrent 
en peu de t e m p s , à u n g rand n o m b r e d ' a r r angemen t s 
p lus ou moins stables , l 'occasion de se p r o d u i r e , et n e 
peuven t g u è r e , ce semble , laisser passer sans en amener 
la réal isat ion celui qui devient le premier possible à 

compris entre un multiple impair de ff, (2k— 1) f, et le multiple pair suivant, 2k T:-

Quand r décroît de l'infini à zéro, l'arc grandit d'i zéro à -, et son sinus 
E -+- r i 

d'abord positif, change de signe 2k—1 fois, de manière à être finalement négatif. Par 
1 1 1 

suite,! expression considérée, sin , d'abord sensiblement proportionnelle à , 
r E - H r r 2 

comme l'est cp (r) aux distances sensibles, effectue bien ensuite un nombre impair 
d'oscillations simples, de plus en plus grandes et de plus en plus rapprochées, comme f (r), 
et se trouve également, à la limitera 0, infinie négative comme f (r). 

En réalité, la fonction <p (r) doit être beaucoup moins simple que l'expression 
1 . 1 

sin . Il faut surtout que ses variations soient incomparablement plus rapides 
r E - i - r 

encore, aux très-petites distances, et ses máxima ou minima beaucoup plus grands en 

valeur absolue, pour que les travaux , j"f [r) dr, produits par d'insignifiantes varia­

tions de distance du couple d'atomes, expliquent, quant r est très-petit, les énormes 

changements éprouvés en même temps par leur vitesse relative. 
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mesure que g r a n d i t l 'énergie c o m m u n i q u é e au sys t ème . 
Le c h a n g e m e n t effectif observable se produi t donc dans 
le s e n s , dit de moindre résistance, su ivan t l eque l u n 
effet apparen t d 'une cer ta ine ampli tude co r respond , \ u 
la cons t i tu t ion de l ' ensemble molécula i re c o n s i d é r é , à 
l'effort le moins g r and de la cause déformatrice. E t les 
mêmes v i b r a t i o n s , q u a n d elles ont assez d ' é t e n d u e , ne 
peuvent g u è r e m a n q u e r n o n plus d ' amener finalement le 
système m a t é r i e l , u n e fois abandonné à l u i - m ê m e , dans 
la situation la p lus stable poss ib le , dans celle o ù , après 
que s'est dissipée l 'énergie dégagée lors de la t r ans fo rma­
t ion p r écéden t e , il n ' e n reste p lus de disponible pour 
alimenter de n o u v e a u x m o u v e m e n t s . 

Le pr inc ipe de la mo indre ac t ion , ainsi c o m p r i s , est 
f réquemment employé en ch imie , su r tou t par M. Berthelot 
dans ses beaux t r a v a u x de s tat ique ch imique ; la dépense 
ou l 'acquisition d 'énergie d ' un mélange , au passage d 'un 
état à u n au t re état , s'y évalue en général au m o y e n des 
quanti tés de chaleur cédées ou prises par le mé lange au 
milieu ambiant . On l 'ut i l ise a u s s i i ou l 'on pour ra i t 
du moins l 'util iser : 

1° E n hyd rau l ique , dans la théor ie de l 'écoulement par 
u n déversoir , et, plus g é n é r a l e m e n t , dans toutes les 
questions d 'écoulement où in te rv ien t ce que j ' appe l le la 
condition de stabilité du m o u v e m e n t , d 'après laquel le 
le débit effectif est le p lus g rand do ceux que com­
por ten t , vu l 'équation des forces-vives , la h a u t e u r de 
charge donnée ou les dénivellat ions produi tes <!) ; 

2° E n p l a s t i c o d y n a m i q u e , c ' es t -à -d i re dans l 'é tude de 
la déformation des corps duc t i l e s , où il pe rmet de prévoir , 
par exemple, si u n e pression suffisamment forte, exercée 
sur u n bloc p las t ique d"une certaine épaisseur , p rodu i ra , 

l) Essai sur la théorie des ea't ; courantes, pag*s lit), 6S1, 5 7 1 , Ô7H Ô91. 
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soit l ' éc rasement du b l o c , soit l 'expulsion de sa par t ie 
centrale par u n orifice sous-jacenti 1 ) ; 

3° Dans la m é c a n i q u e des masses p u l v é r u l e n t e s , où 
fait connaî t re les modes d 'équi l ibre les plus stables et les 
p lus na ture ls d 'un massif sab lonneux , sou tenu d 'une m a ­
nière déterminée^) ; 

4° Dans la dynamique des solides en m o u v e m e n t qui en 
t o u c h e n t d ' a u t r e s , où il p o u r r a i t , ce m e "semble, per ­
m e t t r e de d is t inguer les cas où i l y a gl issement des part ies 
en contact d 'avec les 'cas où il y a rou l emen t , e tc . ; 

5° Enf in , quoique p robab lemen t pour d 'autres raisons , 
m ê m e en optique, où, si l 'on considère toutes les ondes, d 'une 
période dé t e rminée , qui pa r t en t d 'un centre l u m i n e u x 
et qui se r enden t par des voies diverses à u n point donné 
quelconque, les seules d 'entr 1 elles qui subsis tent en ar r ivan t 
à ce po in t , c ' e s t -à -d i re qui ne s'y t rouvent pas en t iè rement 
neu t ra l i sées pa r d ' au t res , s o n t , conformément aux opi­
n ions de F e r m â t et de Leibniz^ celles qui emploient 
le moins de temps à faire le t rajet ou qui su iven t , en 
quelque sorte , la voie de moindre rés is tance . 

Il n 'es t p a s , d'ailleurs , très-facile de reconnaî tre les r ap ­
ports que ce principe pra t ique de la moindre act ion doit 
avoir, en g é n é r a l , avec le théorème de mécan ique ra t ion­
nelle connu sous le même n o m . Celui -c i , en effet, n 'es t 
démontré que pour des systèmes matériels pu remen t fictifs ; 
pu i squ 'on y suppose possible l ' introduction de liaisons ne 
développant aucune résistance qu' i l soit nécessaire de faire 
figurer dans la formule des vitesses v i r tue l les , c o m m e s'il 
existait des courbes ou des surfaces sans f ro t tement , des 

(1) Voir le premier éclaircissement placé à la suite de mon Essai théorique sur l'équi­
libre des massifs pulvérulents comparé à celui de massifs solides et sur la poussée 
des terres sans cohésion (chez M. Gauthier-Villars, ou au Recueil des savants étrangers 
de l'Académie Royale de Belgique, tome XL). 

(2) Voir le § VIII du même mémoire. 
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t iges parfai tement r ig ides , des fils sans ra ideur , inex ten­
sibles , et que les liaisons considérées fussent toujours 
réalisables au m o y e n de pareilles l ignes ou surfaces , au 
m o y e n de telles t iges ou de pareils fils. 

Le principe des vitesses vir tuel les n ' e s t , en quelque 
sor te , qu 'une forme abstrai te, dans laquelle on peu t faire 
entrer tous les problèmes de m é c a n i q u e , à la condit ion de 
joindre aux forces extér ieures données des forces supplé­
mentaires calculées jus te -en vue de rendre utilisable cette 
méthode de calcul . P a r su i t e , toute démonst ra t ion où l 'on 
néglige les forces supplémentaires est inapplicable à la 
réalité, m ê m e approximat ivement , à moins qu'i l ne s'agisse 
de cas par t icul iers pour lesquels des considérat ions directes 
suppléeraient à l 'absence ou à l 'insuffisance de la démons­
tration générale. 

"Par e x e m p l e , dans le cas d 'un po in t sans pesanteur^ 1 ) , 
mobile sur une surface concave fixe et an imé d 'une 
certaine vi tesse i n i t i a l e , on p e u t a d m e t t r e , ce s emb le , 
avec quelque approx imat ion , que le po in t vient à chaque 
instant compr imer la surface comme il le ferait s'il se 
heur ta i t sous u n pet i t angle contre le p lan t angen t à 
celle-ci; de man iè r e à éprouver une rés is tance contenue 
dans le p lan de la no rma le et de la vi tesse ac tue l le , m a l g r é 
la d i ssymét r ie que la surface courbe présente en généra l 
de par t et d 'autre de ce p lan . S'il en est ainsi, ce m ê m e plan, 
normal à la surface, coïncide avec le p lan oscula teur de la 
trajectoire, courbe qui devient, dès lors, une ligne minima 
ou géodésique, c o m m e si la surface était inf iniment pol ie 
ou n ' exe rça i t qu 'une réaction dirigée suivant sa no rmale . 
Mais le r ecour s à l 'observat ion serait nécessa i r e , p o u r 
justifier l 'hypothèse faite t o u c h a n t le mode de compress ion 
de la surface courbe p a r le m o b i l e , et su r tou t p o u r 

(1) Ou n'ayant qu'un poids n é g l i g e a b l e , v u sa grande v i t e s se s u p p o s é e d'où résul­

teraient , à c a u s e de la courbure de la trajectoire, des réact ions incomparab lement p lus 

grandes que ce po ids . 
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reconnaî t re s'il est exac t de ca lculer , c o m m e on le fait 
d ' o rd ina i r e , le f r o t t e m e n t , ou composante tangent iel le 
de la r éac t ion , d 'après des expér iences re la t ives à des 
m o u v e m e n t s de corps pesants sur des plans. 

6 . — Sur le passage de l'abstrait au concret, dans les applications 

de l'analyse des mathématiciens aux réalités physiques. 

Même quand il s'agit des choses les plus à no t re por t ée , 
je veux dire des formes qui se dessinent et des g randeurs 
qui se laissent expr imer par des n o m b r e s , l ' imperfection 
de notre na tu re nous oblige t rès -probablement à al térer 
an peu les vraies notions des objets ex t é r i eu r s , dans u n e 
m e s u r e qui nous échappe. P a r exemple , le géomèt re ne 
p e u t s ' empêcher d'assimiler les dern ières par t icules de 
la mat ière à de simples po in t s , n i de regarder l 'espace et 
le temps comme divisibles à l ' infini. I l n 'es t à l 'a ise , et 
ne se sent cer ta in de ses affirmations, que lorsqu ' i l a 
por té les questions sur le t e r r a in de l 'analyse et de la 
géométr ie a b s t r a i t e s , que lorsqu' i l a s u b s t i t u é , aux 
quant i tés r ée l l e s , à l 'espace et au temps rée l s , donnés 
seulement d 'une maniè re imparfaite par l ' observa t ion , les 
quan t i t é s , l 'espace et le t emps que lu i révèle avec u n e 
préc is ion absolue sa faculté d ' in tui t ion idéale . U n e pos i ­
t i o n , dans l ' e space , une époque dans le t e m p s , ne lui 
para i ssen t donc pas suffisamment déf inies , t a n t que leurs 
d imensions n ' o n t pas décru jusqu ' à z é r o ; et la distance 
de deux posit ions ou de deux é p o q u e s , d is tance qui 
e x p r i m e leur rappor t et qui est l ' é lément mesurab le des 
p h é n o m è n e s , n 'a de sens ne t q u ' a u t a n t qu 'e l le relie deux 
points sans é tendue ou deux ins tants sans du rée . Voilà 
p o u r q u o i , n o t a m m e n t , le géomètre ne peu t s 'empêcher 
d 'arr iver jusqu ' au po in t iné tendu p o u r concevoi r les 
é léments de la mat iè re . 
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Cette t ransi t ion dn ooncret à l 'abstrait est si n a t u r e l l e , 
qu'elle res te p re sque toujours inaperçue . Pa r e x e m p l e , 
nous n 'hés i tons pas à dire égales deux quant i tés réelles 
(dis tances , vo lumes , t e m p s , p o i d s , etc.) ent re lesquelles 
les sens n e nous m o n t r e n t a u c u n e différence m a r q u é e , 
quoique la réflexion nous apprenne qu ' i l est presque 
impossible que des quanti tés parei l les ne diffèrent pas 
vér i tablement quelque peu l 'une de l ' au t re . P lu tô t que de 
nous en t en i r à la réali té s t r i c t e , et de t radu i re pa r la 
supposition d 'une inégali té impercept ib le le j u g e m e n t que 
le témoignage des sens nous p e r m e t de por te r dans de tels 
cas , nous ne voyons m ê m e pas d 'abord cette supposition 
généra le , qui a pou r elle les p lus g randes probabi l i t és , et 
nous allons t o u t droi t à l ' hypo thèse except ionnel le , 
u n i q u e , d 'une égalité e x t r ê m e m e n t improbab le à priori. 
Notre r e c h e r c h e de la s implici té en toutes choses , notre 
foi dans l ' exis tence de que lque un i t é au sein de toute 
p lu ra l i t é , nous fait d o n c , à no t r e i n s u , met t re à la place 
des quant i tés concrè tes proposées certaines quant i tés 
idéales , ent re lesquel les s'effectue la compara i son d'égalité 
que nous croyons n 'é tabl i r qu 'ent re les objets donnés 
eux -mêmes . E t c 'est ainsi q u e , rempl issant l 'univers 
phys ique de nos concep t ions , nous t ranspor tons , p resque 
sans nous en d o u t e r , dans u n monde concret t r ès -
complexe et qui nous dépas se , les not ions plus simples du 
monde géométr ique perçu en toute clarté pa r notre r a i son . 
H e u r e u s e m e n t , g râce à l ' ha rmonie des divers ordres de 
choses , ou , si l 'on v e u t , au degré déjà t r è s -hau t de no t re 
adaptat ion au mil ieu qui nous voit n a î t r e , les faits j u s ­
tifient cet te c royance à r in te l l ig ib i l i té de la na tu re : ils 
m o n t r e n t que l 'un ivers phys ique a des lo i s , su r t ou t des 
lois quant i ta t ives , et que ces lois sont traduisibles m a t h é ­
mat iquement comme les objets e u x - m ê m e s , c 'es t -à-di re 
compor ten t des expressions ana ly t iques aussi approchées 
que le sont des vrais objets leurs types géométr iques idéaux , 
sous le rappor t des formes et g randeurs mesu rab l e s : par 
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suite, les expressions ana ly t iques dont il s'agit ne diffèrent 
pas des relations mêmes qui régissent ces types et l eurs 
t ransformations successives. 

D 'a i l leurs , ma lg ré les n u a n c e s , t enan t aux bornes de 
no t re e spr i t , qui différencient t r è s -p robab lemen t les idées 
ma thémat iques que nous nous formons des choses d 'avec 
leurs véri tables obje ts , et q u i , en pa r t i cu l i e r , doivent 
d is t inguer l égèrement la con t inu i té et la divisibilité des 
quant i tés réelles ou des formes réelles de celles des quan­
t i t é s ou des formes idéales , nous ne cessons pas d 'être 
convaincus que nos conceptions abstrai tes des g r andeu r s et 
des figures peuvent expr imer les faits n a t u r e l s , avec u n e 
exact i tude t rès - supér ieure à celle que comportent les 
mei l leures expériences et la plus parfaite qui nous soit 
accessible . A u s s i , ne sommes-nous c o n d u i t s , p a r le b o n 
s e n s , à t rouve r en défaut nos facultés ma théma t iques , 
que dans les plus ex t rêmes de leurs affirmations , comme 
lorsqu'el les nous font supposer les choses concrètes (es­
paces , temps , vitesses, etc.) divisibles àl ' infini , à l a maniè re 
des quant i tés idéales que nous l eur subst i tuons presque 
à no t r e i n su . E t , m ê m e dans u n tel c a s , où no t re r épu ­
g n a n c e à admet t re la divisibili té d u réel à l ' infini nous 
empêche d'ajouter foi à leur asser t ion, i l nous est abso­
lumen t impossible de fixer la l imite supér ieure des e r reurs 
qu'elles nous induisen t à commet t re ; en sorte que n o u s 
sommes por tés , tou t à la fois, à affirmer l 'existence de cette 
l imite et sa peti tesse infinie ou du moins inappréciable. 

Auss i , f au t - i l , pa r e x e m p l e , que deux courbes qui ne 
concourent pas en tou te r igueur abstrai te soient analyti-
quement asymptotes, c 'es t -à-di re pu issen t s 'approcher à 
des distances mo indres que toute' l igne finie d o n n é e , pour 
que nous affirmions, sans hés i ta t ion , qu'elles se jo ignen t 
physiquement ou qu'elles sont aptes à représenter toujours , 
dans leur applicat ion à des p h é n o m è m e s réels , u n vér i table 
raccordement . 
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A ce p ropos , j ' ob se rve ra i que s i , en effet, aucune 
quant i té concrète n 'es t indéfiniment divisible , l ' a t t rac t ion 
exercée su r u n corps dé terminé p a r u n autre qui s 'en 
éloigne de p lus en plus doit enf in , après avoir décru 
au tan t que possible conformément à la loi de N e w t o n , 
s 'annuler en toute r i gueu r objective, q u a n d la dis tance 
dépasse une certaine Kmite, non évaluable pour n o u s . Cette, 
l imite serait le vér i table r a y o n d 'activité de l 'a t t ract ion des 
deuxcorps : sa mise en compte permet t ra i t d 'expl iquer , de là 
manière la p lus na ture l le , c o m m e n t , ma lg ré l ' immense 
étendue de l 'univers et la valeur appréciable de la densi té 
moyenne de la ma t i è r e dans toute cette é t endue , la 
pesanteur (ou force de gravitation) en chaque point de 
l 'espace est toujours finie, et paraît m ê m e souvent t r è s -
pet i te par rappor t a u x act ions exe rcées , à d ' imperceptibles 
dis tances , en t re des quant i tés de mat ière min imes . On sait , 
en effet, que la loi de N e w t o n a t t r ibue à deux couches 
matérielles de m ê m e densité u n e égale a t t rac t ion sur u n 
atome donné , q u a n d , vues de cet a t o m e , elles p r é sen t en t 
une égale surface apparen te , ou occupent le m ê m e c h a m p 
angu la i r e , et qu'el les o n t , en o u t r e , leurs épaisseurs 
égales dans les sens des rayons visuels ainsi m e n é s . Cette 
loi n 'est donc pas p ropre à faire t end re vers zéro , ou du 
moins vers u n e l imi te finie, l 'a t t ract ion supportée par u n 
a tome, suivant u n e cer ta ine d i rec t ion , de la pa r t de 
toute la mat iè re très-éloignée qui se t rouve à l ' in tér ieur 
d 'un peti t angle solide ayant l 'a tome pour sommet et com­
prenant entre ses arêtes la direct ion cons idérée ; vu que 
cette mat ière est décomposable , par des sections t r a n s ­
versales , en u n n o m b r e i l l imité de couches d 'épaisseur 
finie et de même g r a n d e u r apparente . 
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I V . — C O M P L É M E N T A U N M É M O I R E , P U B L I É E X 1878, SUR LA 

CONCILIATION DU V É R I T A B L E D É T E R M I N I S M E M É C A N I Q U E 

A V E C L ' E X I S T E N C E D E LA V I E E T D E 

LA L I B E R T É M O R A L E ^ ) . 

1. — Sur le caractère, scientifique et non métaphysique, 

' de ce mémoire de 1878. 

Le mémoire que j ' a i publ ié l ' année d e r n i è r e , sur la 
Conciliation du véritable déterminisme mécanique avec 
V existence de la vie et de lalibertè morale, a t r o u v é , d 'une 
p a r t , u n accueil bienvei l lant et m ê m e en général l ' appro­
bat ion la p lus expresse chez les ph i lo sophes , que préoc­
cupaient depuis longtemps les difficultés auxquel les il 
répond . Mais , d 'autre p a r t , si des savants éminen ts en ont 
b ien compris la pensée et ont aussi j u g é sa publ icat ion 
o p p o r t u n e , plusieurs l 'ont écar té , sous la prévent ion qu'il 
y serai t fait u n emploi des mathémat iques en dehors de 
leur domaine légi t ime et à des quest ions pou r lesquelles la 
plupar t des hommes de science contempora ins manifestent 
u n e vive ant ipathie . I l s ont p r i s , on d 'autres t e r m e s , ce 
mémoire p o u r u n travai l de m é t a p h y s i q u e , comme le 

(1) Précédé d'un rapport de M. Paul Janet à l'Académie des Sciences morales et 
politiques, et extrait des mémoires de la Société des Sciences de Lilla. — Se trouva à 
Paris, chez M. Gauthier-Villars. 
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t i tre qu ' i l porte, i n t e rp ré té d 'une certaine manière , pourrai t 
le faire penser . A v a n t d 'exposer quelques réflexions qui me 
sont venues depuis et qui éclaircissent ou complètent 
diverses proposit ions de cet e s sa i , je crois donc utile de 
mon t re r de nouveau qu ' i l n 'es t pas u n travai l de m é t a p h y ­
s ique , mais u n travail de s c i e n c e , une simple étude 
phys i co -ma théma t ique , sur une impor t an te question de 
philosophie naturel le qui p réoccupe , depuis deux siècles, 
u n grand nombre d 'espri ts . 

Que p résen ten t de par t i cu l ie r , pour le mécanic ien 
g é o m è t r e , ces cur ieux sys tèmes matér ie ls qu 'on appelle 
des organismes vivants ? S i la v i e , à ses divers états , est 
la manifestation d 'un pr incipe d i rec teur spécial , c o m m e 
l'affirme le b o n sens et c o m m e l ' admet ten t Berzé l ius , 
Claude B e r n a r d , Courno t , e tc . , c o m m e n t ce p r inc ipe 
directeur peut- i l présider à la format ion des organes et 
influer sur leurs mouvements sans créer n i détruire aucune 
énerg ie , sans disposer m ê m e d ' aucune force p roprement 
dite, mécan ique ,phys ique ou ch imique , évaluable en poids 
ou par son t rava i l , comme l 'ont conclu de leurs expériences 
les plus g rands physiologis tes et chimistes contempora ins? 
Telle est la question abordée dans ce mémoire de 1878. 
J ' y en i n d i q u e , et en développe pou r les cas les p lus 
s imples ," l 'unique so lu t ion , const i tuée par des bifurcations 
de vo i e s , c 'est-à-dire pa r la mul t ip l ic i té des in tégra les 
qu 'admet ten t dans des circonstances s ingul iè res , à pa r t i r 
d 'un m ê m e état in i t ia l , les équat ions différentielles du 
m o u v e m e n t de certains sys tèmes matér ie l s . 

De pareils cas ex i s ten t , con t r a i r emen t à u n e opinion 
généralement enseignée, depuis Leibniz , dans les cours de 
mécanique . Le mémoire dont il s 'agit a j u s t e m e n t pour 
but pr incipal d'établir ce fait , d 'en signaler des exemples 
s imples , et de mont re r que le pr inc ipe de déterminat ion 
qui doit alors suppléer à l ' insuffisance des équat ions diffé­
rentielles n 'es t pas une force au sens des géomè t r e s , c 'es t -
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à-dire n'est pas une cause modifiant les accélérat ions des 
points du sys tème W . 

U n e cer ta ine indéterminat ion des i n t ég ra l e s , ma lg ré la 
déterminat ion complète des accélérations en fonction des 
s i tuat ions relat ives p rodui tes à chaque ins tant , serait donc 
le v ra i caractère distinctif de la v i e , conformément à ce 
qu 'on sait touchant l ' instabili té phys ico-chimique e x t r ê m e , 
et in imi table ou carac té r i s t ique , des êtres v ivan t s . 

L 'ana lyse n e peut ac tue l lement examiner e n dé ta i l , de 
ce point de v u e , que des sys tèmes t r è s - s imp le s , inf iniment 
mo ins complexes que n 'est u n organisme an imé. D 'a i l leurs , 
elle se borne à dé te rminer les condit ions mécan iques ou 
matér iel les des p h é n o m è n e s , à désigner les circonstances 
dans lesquelles s u r v i e n n e n t des bifurcations de voies , sans 
qu ' i l lui soit p e r m i s , du m o i n s encore , d 'aborder le mode 
m ê m e d ' in te rven t ion , pour chaque cas , du pouvoir d i rec­
t eu r préposé à l 'évolution des phénomènes v i taux . E n 
d 'au t res t e r m e s , ce n 'es t que par le dehors que le calcul 
at teint les faits dont il s 'agit : il en fixe s implement les 
l imites , exp r ime des condit ions nécessaires pour qu' i ls se 
p rodu i sen t . C e p e n d a n t , dès ses p remie rs pas dans la voie 
n o u v e l l e , i l p rouve à sa maniè re et il fait comprendre 
l ' impossibil i té p ra t ique de la générat ion s p o n t a n é e , ce 

(1) Poisson avait déjà, en 1806, à propos d'études purement analytiques sur les 
solutions singulières des équations différentielles ( Journal de l'Ecole polytechnique, 
XIIIe cahier, p. 100), trouvé l'exemple le plus simple d'une telle indétermination, dans 
le mouvement rectiligne d'un point dont l'accélération égale le produit d'une constante 
par la nme puissance de l'abscisse. Il est vrai qu'il y déclare ne pas pouvoir s'expliquer 
cette sorte de paradoxe ; et c'est sans doute faute de lui avnir découvert aucune appli­
cation possible au monde réel qu'il n'eu a rien dit plus tard dans son Traite'de mécanique. 
D'ailleurs, quoiqu'il eût appelé en 180G toute l'attention des géomètres sur ce fait analy­
tique remarquable , aucun de ses contemporains, ni de ses successeurs dans l'ensei­
gnement de la mécanique, n'a paru en avoir la moindre connaissance. La théorie 
exposéo ici n'a memo rien emprunté à l'analyse de Poisson, que j'ignorais complètement 
quand , persuadé a priori qu'il devait exister des solutions singulières en mécanique 
pour permettre d'expliquer les phénomènes vitaux , je trouvai toute la catégorie de ces 
solutions qui correspond à des points d'arrêt et qui comprend comme cas particulier 
très-simple l'exemple de Poisson 
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principe généra l qui domine toute la physiologie . Pe r s i s ­
tance en quelque sorte indéfinie (pour des condit ions de 
mil ieu assez favorables) de la vie une fois produite, mais 
probabi l i té inf iniment faible de p remiè re réalisation des 
circonstances phys ico-ch imiques propres à l ' appar i t ion 
d'êtres v i v a n t s , tel est le double fait qui se révèle au 
géomètre dès l 'é tude d 'un couple d ' a tomes . 

2 . — Sur la place que fait la mécanique classique à des principes 

directeurs distincts des forces dont elle évalue les effets. 

Le po in t de dépar t de tout ce t r ava i l , b i en loin d 'être 
emprun té à la philosophie p u r e , est pris dans la mécanique 
et la phys ique c l a s s iques , telles qu'elles s 'enseignent 
pa r tou t . Il consiste à admet t re que les lois auxquelles obéit 
la mat iè re b r u t e s ' expr iment au m o y e n d 'équat ions diffé­
rentielles , o u , en d 'autres t e r m e s , que la dér ivée , par 
rapport au t e m p s , de chacune des quant i tés dont dépend 
l 'é ta t d 'un sys tème de corps, est u n e fonction con t inue et 
parfai tement dé terminée des va leurs actuelles de ces 
quanti tés m ê m e s . De l 'avis u n a n i m e des g é o m è t r e s , 
phys ic iens et chimistes," ce pr incipe généra l régi t les effets 
visibles ou calculables des énerg ies inconnues de la 
mat ière avec le p lus h a u t degré de précis ion auquel nous 
puissions p r é t end re : il en donne la mei l leure expl icat ion 
susceptible d 'être formulée mathémat iquement , la seule qui 
semble exacte dans la mesu re même de la cont inu i té avec 
laquelle paraît s 'écouler le t emps et avec laquelle paraissent 
var ier toutes les' quant i tés phys iques fonctions de cet te 
variable indépendan te . J e n ' aura i s donc p u choisir pour 
mon étude une base p lus sol ide, u n point de départ moins 
con tes té , ou la issant s u b s i s t e r , dans l ' espr i t , des t races 
moindres de ce dou te que le sen t iment profond de n o t r e 
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faiblesse nous impose dans toute r eche rche phi losophique 
et m ê m e scientifique. 

Si l 'on voula i t é luder cet te grande l o i , en la remplaçant 
par d 'autres qui en différassent, d 'une man iè r e tan t soit 
peu appréciable, non pas certes au point de vue de l ' expé­
r i e n c e — ce qui-serait aller à l ' encontre de t o u t le mou­
v e m e n t scientifique depuis trois siècles — , mais seulement 
au point de vue du ca lcul , on tombera i t dans les mêmes 
difficultés, i nex t r i cab le s , que si l 'on voulait fixer les 
nuances qui d i s t inguent probablement la con t inu i t é objec­
tive des quant i tés , dans la na tu re , d 'avec celle que conçoivent 
les mathémat ic iens . E n effet, on serai t condu i t à in ter­
préter les équat ions différentielles des phénomènes 
na tu re l s c o m m e des équations à t rès-pet i tes différences 
f in ies , ou à admet t re qu'elles donnen t d i r ec t emen t , en 
fonction des valeurs actuelles des quant i tés phys iques 
(distances, v i t e sses , t empé ra tu r e s , etc.), les accroissements 
réels u l tér ieurs les plus pet i t s de ces quant i tés et non pas , 
p réc i sément , leurs dérivées. On supposera i t donc les 
var ia t ions dernières des choses accessibles au calcul , 
évaluables à la man iè r e des quant i tés , abs t ra i tes . indéfi­
n i m e n t divis ibles , du géomèt re : h y p o t h è s e qui semble 

• contradictoire , car elle presento comme p h y s i q u e m e n t 
é lémentai re ce qu'elle affirme en m ê m e temps ne l ' ê t r epas , 
c ' e s t -à -d i re ce qu'el le évalue en n o m b r e , et elle déna ture 
le p r o b l è m e . 

J ' admets en outre que les lois phys ico-mathémat iques , 
a insi exprimées par des équat ions différentielles, s 'étendent 
aux êtres vivants comme aux corps non organisés. Mon 
b u t est précisément de chercher quelle place ces lo is , tou t 
en s 'appliquant sans res t r ic t ion , laissent dans l 'univers à 
des causes différentes de celles dont elles déterminent les 
effets, c 'est-à-dire à des causes i r réduct ib les aux forces 
que se représentent les mécanic iens . C'est b ien, d 'ail leurs, 
de cette manière que la question se pose dans les sciences 
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biologiques. Car lesrecherch.es expérimentales les plus déli­
cates , entreprises en vue de prouver que les énergies de 
la mat iè re b ru t e se heur t e ra i en t , chez les êtres v ivants , à 
des forces d 'une % aut re espèce et n 'y produira ient pas tous 
leurs effets p r o p r e s , ont été, au contraire , impuissantes à 
montrer aucune l imitat ion de cette nature^ aucune excep­
tion aux lois phys ico-ch imiques . Cel les-c i , au tan t que 
nous pouvons en juger , développent aussi p le inement 
leurs effets dans les organismes animés que dans les autres 
corps. 

E t nous concevons qu'effectivement de véritables lois 
na ture l les , comme sont sans doute les lois pr imordiales du 
mouvement , doivent régi r tous les faits nature ls sans excep­
tion. Il nous r é p u g n e r a i t , ou nous paraî t ra i t du moins 
bien peu satisfaisant, qu'elles fussent suspendues dans t o u t 
u n ordre de phénomènes . A u s s i , u n e pareille supposit ion, 
qui ouvrirai t dans la sc ience la por te à l 'arbi traire, n 'es t 
jamais venue à l 'espri t des plus grands phi losophes, Des­
car tes , Le ibn iz , e t c . ; et on ne devrait y recourir , pour 
l 'explication des faits, que si la réali té infligeait u n grave 
dément i à no t re raison. 

Or, c'est dans cet ordre d'idées que les solutions dites 
singulières des équa t ions , e t , plus géné ra l emen t , toutes 
les bifurcations que comportent leurs in tégrales , m o n t r e n t 
la possibil i té, l 'existence m ê m e , de phénomènes m é c a ­
niques où subsiste aux y e u x du phys ic i en géomètre u n e 
certaine indé te rmina t ion , de phénomènes dans lesquels il 
reste de la place pour des causes qui soient dist inctes des 
forces phys ico-ch imiques ou qui, du moins, aient leur 
effet absolument distinct de Veffet connu de ces forces. I l 
suffit que le mouvemen t d 'un sys tème maté r ie l soit régi 
par les équat ions différentielles proposées, et qu ' une i ndé ­
terminat ion ou bifurcation de voies se p r é s e n t e , pour 
qu 'une pareille cause doive nécessai rement y in te rveni r , 
sans apporter, b i en en tendu , a u c u n t ravai l , sans modifier 
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aucune accélérat ion, mais avec la simple charge de diriger-
le sy s t ème . 

Il est n a t u r e l , vu le caractère spécial de ses effets, de 
dis t inguer u n e telle c a u s e , au moins l og iquemen t , des 
puissances mécaniques o rd ina i res : auss i , l 'ai-je appelée 
principe directeur. S e u l e , elle serait absolument impuis­
sante à produire le moindre m o u v e m e n t ; elle n 'obt ient 
ses effets qu 'avec le concours des forces ordinaires de la 
mat iè re . 

Le n o m de « puissance mécanique » ne pourra i t donc 
lui conveni r que d 'une manière t rès - indi rec te , p u i s q u e , 
tout en in tervenant dans certains mouvement s pour les 
dir iger, elle n ' en engendre a u c u n , c 'est-à-dire ne fait 
n a î t r e , en u n temps fini, aucune vitesse ou composante 
de vitesse. 

A i n s i , c'est l 'essence même des lois phys ico-ch imiques , 
ou du moins leur expression universel lement admise , telle 
qu'elle est enseignée dans tous les cours , qu i conduit à 
reconnaî t re des bornes à l 'empire de ces lois, à concevoir 
une classe de mouvements nature ls qu'elles sont impu i s ­
santes à déterminer . Une pareille conclus ion, bien que 
pouvan t être basée sur l 'observation exclusive des faits 
de la na tu re ino rgan ique , n ' a r ien d'il légitime ; car il est 
possible , sans sortir du champ de ces faits, d 'en explorer 
les l imi tes et de prouver qu'il y a, au-de là , place pour u n 
au t re ordre, de phénomènes . 

L 'ana lyse ma thémat ique appliquée à la mécan ique des 
corps b ru t s ne peut p a s , il est v r a i , nous faire f ranchir 
les l imites qu'el le cons ta te , c'est-à-dire nous in t rodui re 
dans le domaine qui est au-delà et nous apprendre les 
faits réels qu' i l comprend. On concevrai t m ê m e , si la na tu re 
nous offrait un iquemen t des ê t res sans v i e , que nous 
fussions tentés de nier la réal i té de ce domaine extra­
phys ique ou des l imites ainsi r econnues . Alors nous pour­
rions essayer d 'expliquer l eur appari t ion dans la science par 
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l ' imperfection de not re esprit , par l 'existence de nuances , 
imperceptibles pou r n o u s , qui d is t ingueraient l égèrement 
les véritables lois phys ico-ch imiques d'avec, leurs expres ­
sions ma théma t iques reçues et qu i , au lieu d 'ôter quelque 
chose à la r i gueu r de nos équat ions différentielles, réputées 
pour tan t si inflexibles, compléteraient au contra i re leur 
dé terminisme. 

Mais les données de l ' expé r i ence , tel les qu'elles s'offrent 
au sens c o m m u n , viennent sur ce poin t en aide au calcul : 
car elles pe rme t t en t d 'ér iger en axiome que la vie est i r r é ­
ductible aux énerg ies des corps b r u t s et que les êtres 
organisés , en qui elle se r é v è l e , cons t i t uen t avec ces corps 
la totali té des choses visibles. D o n c , sans aut re p reuve et 
sous peine de s 'abandonner i r r éméd iab lemen t à u n scep­
ticisme déraisonnable , on a le droit de dire que ce sont 
préc isément les êtres v ivants qui rempl i ssen t la l acune 
s ignalée, ou-, du m o i n s , qu' i ls y t rouven t leur p lace . Cette 
hypothèse est seule fondée en d r o i t , seule conforme à 
l 'expér ience, sur tou t dès qu' i l est reconnu que la suppo­
sition cont ra i re d 'un dé te rminisme mécan ique absolu, déjà 
c o n d a m n é e par le bon sens , ne peut nu l l emen t s 'appuyer 
sur les lois phys i co -ch imiques . 

3 . — Les phénomènes que présentent les êtres vivants sont explicables 

de deux manières différentes par ces principes directeurs. 

Toutefois i on peut adopter deux opinions différentes au 
sujet des pr incipes d i r ec t eu r s , comme je l 'ai dit au n u m é r o 
25 du mémoi re (p. 130). 

La p lus simple e t , ce me s e m b l e , la plus l o g i q u e , 
consiste à admet t re que les forces phys i co -ch imiques sont 
nécessa i rement bornées au rôle qu 'on l eu r connaî t et qui 
consiste à dé te rmine r à tout ins tant les accélérat ions des 
a tomes en fonction de leurs s i tuat ions re la t ives actuel les. 
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Alors la charge de pouvoir d i rec teur sera toujours dévolue 
à une cause supér ieure , telle que la vie et la volonté. J e ne 
vois pas que cette hypothèse , tou te ha rd ie qu'elle puisse 
paraî t re de nos j o u r s , soulève a u c u n e difficulté ph i loso­
p h i q u e sérieuse , quoiqu'el le fasse du monde inorganique 
u n m o n d e incomple t , incapable de se suffire toujours à 
l u i -même , et de la vie u n pr incipe d 'act ion parfois néces ­
sai re . En effet, n 'es t - i l pas t rès-conforme au bon sens de 
pense r que les êtres v ivants sont aussi na ture ls que les 
corps b r u t s , ma lg ré leur caractère d'êtres re la t ivement 
exceptionnels ou s ingu l i e r s , et que l eur exis tence est 
indispensable à la perfection et à l 'harmonie de l 'univers ? 

Ma i s , comme les forces de la n a t u r e n o u s échappent 
absolument dans l eur essence, il n ' e s t pas n o n plus 
inadmissible que celles de la matière b ru t e pu i s sen t jouer 
quelquefois aussi le rôle de pr incipe d i r ec t eu r , pourvu 
qu'elles ne s'en acqui t tent pas toujours et qu'elles laissent 
à la vie, sous toutes ses formes, sa place obl igée, reconnue 
par le sens c o m m u n . Il est clair q u e , m ê m e dans cette 
seconde opinion, aucune force finie, évaluable d y n a m o -
m é t r i q u e m e n t , ne se ra i t nécessai re pou r condui re , aux 
points de b i furca t ion , la ma t i è r e su ivant des voies diffé­
ren tes de cel le qu'elle p r e n d r a i t d ' e l l e -même . D o n c les 
ac t ions vi tales n ' au ra i en t besoin d 'a t te indre aucune 
in tens i té a n a l y t i q u e m e n t évaluable p o u r neut ra l i ser les 
forces phys ico -ch imiques dans le rô le de pr inc ipe 
d i r ec t eu r , en a d m e t t a n t du m o i n s , comme tou t le monde , 
que les mouvemen t s se font avec c o n t i n u i t é , que les 
vitesses n e c h a n g e n t pas par sauts b rusques : h y p o t h è s e en 
dehors de laquel le notre r a i son , t r anspor tée au mil ieu des 
différentielles inconnues du t emps et des c h o s e s , hés i te 
et se t roub le . 

E t s i , au c o n t r a i r e , ce t te continui té n ' ex i s t an t p a s , 
les vér i tab les lois phys ico -mathémat iques s ' expr imaien t 
p lutôt par des équat ions dé te rminan t les p lus pet i ts 
c h a n g e m e n t s rée l s (supposés finis) que p a r les équations 
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différentielles connues et acceptées de la sc i ence , les 
quant i tés , t rès-pet i tes , qui différencieraient alors les var ia­
tions élémentaires de vi tesse, dans u n e solut ion s ingul iè re , 
d 'avec les variations parei l les dans c h a c u n e des solutions 
par t icu l iè res qui s'y j o i g n e n t , devra ien t être supposées 
puremen t fictives ou abs t ra i tes , au t an t que nous pouvons 
en j u g e r : car el les sera ient i ncomparab lemen t moindres 
que les p lus pet i tes quant i tés réel les ou réal isables dans 
les conditions cons idé rées , pu isqu 'e l les se t rouve ra i en t 
d'un ordre de pet i tesse supér ieur à l 'ordre de ces quant i tés , 
c 'est-à-dire à l 'ordre des var ia t ions é lémentaires m ê m e s 
des vitesses. Les forces vitales n ' a u r a i e n t donc encore 
besoin d 'a t te indre a u c u n e va leur d y n a m o m é t r i q u e 
objective, au t an t qu ' i l nous est pe rmis d'affirmer que lque 
chose en pareille m a t i è r e , pour s 'emparer de la direct ion 
du m o u v e m e n t aux bifurcations de voies indiquées par 
l 'hypothèse de la cont inui té . 

On voit que les r éun ions et bifurcations d ' intégrales 
paraissent b ien appar ten i r à ces catégories d'idées ou de 
faits que les changemen t s de po in t de vue peuvent t r a n s ­
p o s e r , mais qu ' i ls n ' é l iminen t p a s , et que l 'on r e t rouve 
toujours sous que lque forme qu 'on ait t r adu i t la p e n s é e . 

La seule différence qu'i l y aurai t , ent re ce mode d 'expl i ­
cation et celui où l'on r ega rde les équat ions différentielles 
comme expr iman t t ou t ce que p e u v e n t l ' inert ie et les 
forces p h y s i c o - c h i m i q u e s , consisterait donc en ce q u e , 
dans ce lu i -c i , le p r inc ipe d i rec teur aux bifurcat ions est 
considéré, à cause du carac tè re spécial de ses effets, 
comme une cause essent ie l lement d i s t i nc t e , et qualifié 
de principe de vie; t and is q u e , dans l ' au t re opin ion, la 
direction du m o u v e m e n t aux bifurcat ions serait confiée, 
suivant les c a s , ou à u n pr inc ipe v i t a l , ou s implement 
aux puissances ordinai res de la n a t u r e ino rgan ique , qui 
jo indraient except ionne l lement cet te fonction à leur 
fonction habi tuel le de régulatrices des accélérations. Des 
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lois spéciales , encore i n c o n n u e s , rég lera ient les rôles 
respectifs des énerg ies phys ico-ch imiques et des p r inc ipes 
d i rec teurs plus é levés , dans le domaine m i x t e où les 
unes et les au t res in te rv iendra ien t tour à tour . Les c i r cons ­
tances d'état i n i t i a l , pour lesquel les les équat ions du m o u ­
vemen t adme t t en t des bifurcat ions d ' in tégrales , res te ra ien t 
toujours des condit ions nécessaires à la vie : mais elles ne 
seraient plus suffisantes pour que la viejaillît infai l l iblement 
pa r le fait de leur réalisat ion.-

.La théorie gui réduit la vie et la volonté à de simples principes 

directeurs n'est que la forme la plus épurée de }'ancienne 

hypothèse des forces vitales. 

Enf in , l 'explication des phénomènes v i taux au moyen 
des bifurcat ions d ' in tégrales , toujours avec cette res t r ic t ion 
que le pouvoir d i rec teur pour ra i t être exercé au besoin 
p a r l e s puissances phys i co -ch imiques , subsis terai t même 
dans le cas où l 'on t i endra i t absolument à conserver l ' hy ­
pothèse des forces vi tales . E n effet, l 'expérience des 
physiologistes obligerait de n ' a t t r ibue r à ces forces vitales 
que de t rès-pet i tes v a l e u r s , de l 'ordre de celles qui échap­
pent à l 'observation. El le les ferai t , en par t icul ier , sup -
paser impropres à développer des t r a v a u x appréc i ab le s , 
comme en p rodu i sen t , n o t a m m e n t sous forme de chaleur , 
les actions atomiques et moléculaires lo r s de modifications 
et réact ions chimiques m ê m e très-faibles ; en sor te qu' i l 
serait difficile de ne pas les regarder comme bien mo ind re s 
que les actions ordinaires s 'exerçant ent re a tomes . Or, de 
telles forces vitales ne p e u v e n t amener dos effets sensibles 
que dans des sys tèmes dont l 'état phys ico-ch imique est 
presque instable , ou ex t r êmemen t peu différent d 'un état 
d ' indéterminat ion mécan ique parfai te . Donc, les solutions 
singulières (proprement dites ou s implement asymptotes) , 
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les bifurcations et réunions d ' in tégra les , conservera ient 
toute l eur impor tance , puisqu 'e l les fourniraient les repères 
naturels pou r dé terminer certaines conditions nécessaires 
d 'existence des êtres vivants et feraient m ê m e conna î t re ces 
conditions avec u n e approximation p ra t i quemen t équ iva­
lente à l ' exac t i tude . 

Ains i , l 'opinion qui consiste à admet t re de t rès-pet i tes 
forces vitales ne para î t pas différer sens ib lement , quan t 
aux explicat ions qu'elle pour ra i t p e r m e t t r e de donner des 
phénomènes observables , de celle qui r édu i t la vie et la 
volonté au rôle de simples pr incipes d i rec teurs . Le 
géomètre qui la pa r t age ra i t pourrai t tou jours , au point de 
vue a n a l y t i q u e , ou à titre d'hypothèse simplificatrice 
n'altérant pas les résultats d'une manière appréciable, 
accepter l 'opinion cont ra i re qu i annu le ces forces; tout 
comme il assimile les atomes à de s imples p o i n t s , qualifiés 
par lui de points matériels, pour ce s imple fait que leurs 
dimensions (s'ils en ont réel lement) sont impercept ib les et 
paraissent ê t re beaucoup plus pet i tes que les distances 
d'atomes vois ins . ' 

Il serait_ d'ail leurs bien inut i le , aux par t isans respectifs 
de l 'une et de l ' au t re opinion , de se cri t iquer mutue l l emen t 
pour de légères n u a n c e s , que l ' imperfection de nos 
moyens de connaî t re r end ra i t à peu près insaisissables 
et qui ne correspondraient peu t -ê t re m ê m e à r i en de réel 
hors de nous , mais seu lement à des différences subjectives 
de point de vue . E n effet, dans l 'ordre d'idées dont il s 'agit, 
il n 'y a pas jusqu ' à la dist inct ion en t re les qualifications de 
« conditions suffisantes pour que la vie surgisse « et de 
« conditions s implement nécessaires » , appliquées aux 
circonstances amenan t u n e indé te rmina t ion mathémat ique 
de voies , qu i ne puisse être fictive ; car il y a tou te p r o ­
babilité que les c i rconstances en quest ion ne sont jamais 
réalisées en dehors des ê t res v ivants et qu' i l existe par 
suite u n e corrélation physique constante ent re ces c i rcons­
tances et la présence de la vie . 
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L 'hypo thèse exposée dans mon mémoi re de 1878 , ou 
d 'après laquel le la vie et la volonté in te rv iendra ien t dans 
le m o n d e à la man iè r e de s imples pr inc ipes d i r e c t e u r s , est 
donc comme la forme la plus pu re ou le fond m ê m e de 
l 'ant ique et respectahle supposi t ion des forces vi tales. 
C 'es t , en que lque so r t e , sa de rn iè re évolution poss ib le , 
son essence v r a i e , dégagée des é léments é t rangers que les 
progrès de la science devaient en élaguer tô t ou tard. 

L a seule opinion rée l lement inconcil iable avec la théorie 
que j ' a i exposée est celle où l 'on admet t r a i t des forces 
vitales comparab les , pour l ' in tens i té , aux forces m é c a ­
n iques , phys iques ou chimiques o rd ina i res , des forces 
vitales capables , en u n m o t , de produi re chez les êtres 
animés des mouvements en contradict ion avec ceux q u i , 
pour les mêmes c i rconstances , résul tera ient des réact ions 
mutue l les de leurs organes . Mais les par t isans d 'une telle 
op in ion , s'il en e x i s t e , devraient expliquer de l eu r point 
de vue c o m m e n t il se fait que la vie la plus robuste soit 
si délicate, à la merc f de mil le agents infér ieurs , astreinte 
à des besoins continuels de resp i ra t ion , de n u t r i t i o n , e tc . ; 
et pou rquo i , si la volonté , par exemple , est au-dessus des 
nécessi tés phys iques ou assez puissante pour neutra l iser 
d i rectement les lois na ture l les , elle a cons tamment besoin 
d 'un organisme en b o n état pour agir"? Pourquoi il no lu i 
arrive j amais d 'animer et de met t re en mouvemen t des 
m i n é r a u x i n e r t e s , tels que des ca i l loux?^) 

(1) Le R. P . Carbonnelle, dans un article tout récent, inséré à la Revue des questions 
scientifiques de Bruxelles [numéro do juillet 1879 ) et dont il a eu l'obligeance de me 
communiquer une épreuve, se montre résolument partisan de l'opinion critiquée ici. Il 
y émet l'espoir que les physiologistes pourront bien, de nos jours même, réussira 
mesurer au dynamomètre les forces que, d'après lui, tout agent volontaire crée direc­
tement et introduit dans le monde en les appliquant à certaines cellules du cerveau 
qui lui est uni. 

Le savant P . jésuite se sert ingénieusement de ces actions, que l'agent volontaire exer­
cerait sur les atomes cérébraux et varierait jusqu'à ce qu'il eut surmonté les résistances 
enosées à des mouvements voulus par lui, pour expliquer comment le moi parvient à 
a ;quérir quelque connaissance des phénomènes du monde extérieur, sans avoir eu d'abord 
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5. — Sur la persistance de l'indétermination physico-chimique 

chez les êtres vivants. 

A u numéro 18 du mémoire , j ' a i mont ré comment , dans le 
plus impor tan t et le plus concret des cas d ' indéterminat ion 
mécanique que j ' a i pu t ra i te r en détail par le calcul, savoir 
celui qui concerne le mouvemen t de deux points soumis 
un iquement à leur action mutue l l e ou supposés seuls dans 
l ' un ive r s , les bifurcations se reproduisent indéfiniment 
pourvu qu'elles se soient présentées une fois. H y a donc 

— à ce qu'il suppose — aucune autre notion à ce sujet que celle de son propre effort. 
Doué ainsi d'une connaissance immédiate de l'effort qu'il déploie à chaque instant, le 
moi jugerait, par cet effort même, des actions physiques qui lui résistent et indirectement 
des rapports, corrélatifs à ces actions, du cerveau avec les organes ou avec le reste du 
monde matériel. Mais il paraît bien difficile d'admettre que l'agent volontaire puisse 
exercer un effort quelconque avant d'avoir été préalablement éveillé par quelque sensa­
tion. Parvînt-il à sortir de son sommeil primitif tout spontanément, ou quoique com­
plètement sourd aux excitations extérieures, il devrait d'abord, ce semble, commencer 
par voir ou du moins pressentir quelque chose de l'existence de ses organes, pour qu'il 
lui vînt, en quelque sorte, l'idée de les modifier, d'agir sur eux. Donc, je crois à tous 
égards plus satisfaisant de supposer le moi immédiatement uni au cerveau d'une doubla 
manière, et quant à sa faculté de connaître, et quant à celle d'agir, c'est-à dire de 
mouvoir, o u simplement de diriger ( acte auquel le sentiment d'effort correspondrait 
peut-être plus directement qu'aux tensions nerveuses et aux contractions musculaires qui 
s'ensuivent), sans qu'aucune des deux manières soit réputée plus essentielle que l'autre. 
S'il fallait assigner quelquo antériorité à l'un des deux éléments, perceptif o u intellectuel 
et actif ou volontaire, dont se compose le lien qui unit le moi au cerveau, c'est sans doute 
l'élément perceptif qui serait jugé le plus ancien quant à l'ordre d'évolution. Il semble 
donc inévitable d'attribuer à l'agent volontaire un certain sentiment immédiat-de l'état 
de ses organes, en même temps qu'un pouvoir sur eux. 

D'ailleurs, comment le moi, s'il était d'abord totalement étranger à la connaissance 
de son corps et, par suite, do tout l'ordre matériel, pourrait-il jamais passer de la notion 
d'effort pur, qu'on lui attribue en propre, mais dont l'objet est tout interne ou n'a rien 
de géométrique, à la notion du mouvement et à celles de direction linéaire et puis 
d'espace, visiblement irréductibles à l'idée de cause t Celle-ci ne peut donc pas être 
supposée l'unique point de départ de tout le développement intellectuel relatif au monde 
physique. 

Le lecteur trouvera aux numéros 5 , 6 ét T, ci après, la réponse à diverses objections 
que le R . P. Garbonnelle oppose, dans le même article de la Revue des questions 
scientifiques, à la théorie des principes directeurs. 
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persistance de l ' ins tabi l i té , dès que celle-ci a eu lieu u n 
seul ins tan t : c irconstance qui ex ige , il est vra i , pour se 
réaliser , que la constante des forces vives reçoive certaines 
valeurs dé te rminées , c 'es t -à-dire que l 'é tat init ial vérifie 
une relation spéciale où paraissent la distance des deux 
atomes et l eur vitesse relat ive. E n é tendant ce résul tat , par 
analogie, au cas ana ly t iquement inabordable d 'un système 
matér ie l que lconque , on est porté à penser que certaines 
re la t ions , ent re les situations et les vitesses des a tomes , 
doivent de même y ê t re satisfaites pour que l ' indé termi­
nat ion survienne, mais qu'alors celle-ci peut , dans u n grand 
nombre de circonstances, se conserver indéfiniment d'elle-
m ê m e . L 'analyse confi rme de tous points cette induct ion 
pour des cas extrêmes , accessibles au calcul et étudiés aux 
numéros 12 à 16, mais ma lheureusement hypothé t iques , où 
u n seul des atomes serait animé de mouvements sensibles. 
D 'a i l l eurs , dans l 'application d 'un tel principe aux êtres 
v ivan t s , il ne faudrait pas manquer de regarder comme 
faisant part ie du sys tème ce que j 'appel le au numéro 11 
(p. 64) « le mil ieu ambiant », c 'est-à-dire l ' immense en ­
semble de tous les êtres qui sont effectivement, d 'une 
manière quelconque, en rapport avec u n organisme, et dont 
l 'action sur celui-ci var ie à chaque ins t an t en fonction de 
leur état, mais sur tout e n fonction de l 'état de l 'organisme 
lu i -même . 

C'est ce que j ' a i observé assez longuement au numéro 2 1 , 
sous le double point de vue ma thémat ique et expér imental , 
dans la mesure que m e semblait comporter l ' imperfection 
de notre science. Toutefois , à cause de l ' importance du 
su je t , on voudra bien me permet t re d'ajouter ici quelques 
réflexions. 

Il faudrait d o n c , dans une étude analyt ique r igoureuse 
des mouvement s auxquels la vie coopère, considérer les 
organismes où elle réside comme composant u n m ê m e 
sys tème général avec tout le milieu matér ie l qui les en toure . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Les êtres vivants se ra ien t , dans ce vaste ensemble , les 
groupes spéciaux d 'a tomes , sans cesse c h a n g e a n t s , qui se 
t rouveraient le siège d 'une indéterminat ion mécanique et 
q u i , en m ê m e t e m p s , grâce à u n e mervei l leuse s t ruc ture 
et à des enveloppes protectr ices appropriées, ne recevraient 
le contre-coup des changements extér ieurs que sous u n e 
forme inoffensive pour la persis tance de leur instabil i té . 

Rien n 'oblige, d 'ail leurs, à supposer que l ' indéterminat ion 
dont il s 'agit doive résider à la fois ou se p rodu i re spontané­
men t dans toutes les part ies du sys tème matériel cons idéré , 
pour y être possible quelque par t . I l suffit que les dispositions 
et les vitesses de l 'ensemble des atomes soient compatibles 
avec son existence en des endroi ts spéciaux, qui seront 
les seuls où les bifurcations se feront immédiatement sent ir 
ou relieront des voies rapidement d ivergentes , c 'es t -à-di re 
les seuls qu'occupera une mat ière animée. De là, l ' indéter­
mination rayonnera peu à peu tout autour , en ce sens 
que les êtres où elle siège produi ront d i r ec tement , sur 
leurs organes, et ind i rec tement , sur la matière qui en est 
voisine , des effets que ne con t iennen t pas d 'une man iè r e 
expresse les équations différentielles. 

E n d 'autres t e r m e s , pour a d m e t t r e , dans le mode d ' ex ­
plication exposé i c i , l 'existence cont inue d'êtres v ivan t s , 
il n 'est nu l l emen t nécessaire de supposer que l 'état ini t ia l 
de l 'univers ait été réglé d 'après les condit ions, inf ini­
men t part iculières sans dou te , qui seraient propres à y 
produire une indéterminat ion mécanique ayan t son siège 
partout . Il ne serait pas impossible au contraire que, é tant 
donné au hasard tou t mode d'état init ial d 'un aussi vaste 
ensemble, r indé te rmina t ion y existât d 'e l le-même en des 
points spéciaux, susceptibles de se déplacer plus oumoin 's 
dans la suite des temps sans disparaître jamais . Là se 
t rouveraient les seuls êtres doués d'instabilité phys i co ­
chimique, les seuls, en part iculier , qui joui ra ient dupouvo i r 
de se déterminer l ibrement et par lesquels entrerai t dans 
le monde la part de contingence que nous y observons. 
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Il y a donc, chez les êtres organisés, des conditions de vie 
profondément différentes de celle que l 'analyse nous a fait 
connaî t re pou r le cas d 'un simple sys tème de deux atomes. 
Malgré la délicatesse ext rême de ces êtres et leurs besoins 
incessan t s , l ' instabili té phys ico-ch imique , qui est cer ta i ­
nement excessive dans tous leurs t issus — vu que le p h y ­
siologiste l 'y observe à u n degré dont la na tu re morte 
n'offre pas d 'exemple — , doit pouvoir se soutenir pendan t 
le cours de leur existence , nonobstant tous les changements 
assez modérés qui surv iennent dans le mi l ieu envi ronnant . 
A u contraire , l ' in tervent ion d 'un parei l mil ieu détrui ra i t 
cette ins tabi l i té , chez u n couple de points matériels d is ­
posés pour la présenter quand chacun d 'eux n 'es t en rapport 
qu'avec l ' au t re . 

6. — Des moyens de défense ou de conservation de la vie. 

Mais quels sont au jus te les moyens dont la vie dispose 
pour préserver de toute a t t e in t e , pour conserver, dans 
l 'organisme ou dans la série d 'organismes qu'elle an ime, 
l ' instabilité constante sans laquelle il lui serait impossible 
de se manifes ter? L'observation nous permet seu lemen t , 
comme je l'ai dit au numéro 11 d u mémoire (p . 65) , de 
pressentir que les per turbat ions , dues a u x échanges d 'éner­
gie entre les organes et les fluides qui y circulent ou 
entre l 'organisme entier et le dehors , sont exactement 
compensées, dans leurs effets capables de compromettre 
l 'instabilité, par des échanges s imultanés de mat iè re . Ces 
derniers échanges se règlent avec u n e admirable précision, 
ou en rapport parfait avec les besoins de chaque ins tan t , 
d'après les équations même de la mécanique, desquelles 
résulte justement, pour les cas considérés, la persistance 
indéfinie ou quasi-indéfinie de l'indétermination. E n effet, 
si l'on conclut , par analogie , du cas de deux atomes au cas 
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d'un système p lus complexe, on concevra que telles condi ­
tions d 'état ini t ial , qui sont propres à y faire apparaître u n e 
fois l ' indéterminat ion mécanique , as t re ignent celle-ci à s'y 
représenter sans fin, de manière qu ' aucune des voies, infi­
n iment diversifiées et con t ingen tes , ouvertes devant le 
système-, ne pu i s se , pour ainsi dire j a m a i s , le dégager 
de cette indé terminat ion . 

Pa r exemple , en u n point où la vitesse tendrai t à s 'accé­
lérer, u n accroissement de la m a s s e , produi t aux dépens 
d 'une matière ambiante plus c a l m e , lui conserverai t la 
valeur convenable ; à l ' inverse , u n ra lent i ssement serait 
évité au moyen d 'une perte de masse, etc . Tous ces échanges 
se feraient et se rég le ra ien t , en quelque sorte, au toma­
t iquemen t , de m ê m e que les accélérations se produisent 
avec une précision absolue pour des si tuations relatives 
données et j u s t emen t en conséquence de ce fait fondamental 
de la mécan ique . 

Sans doute aussi, quand u n choc modéré , ou toute aut re 
action analogue, s 'exerçant à fort peu près avec la m ê m e 
intensi té sur u n nombre immense de part icules matériel les 
et impr imant sur tout u n e t ranslat ion commune aux diverses 
parties de chacune d 'el les, vient déranger entre certaines 
limites les situations réciproques et les vitesses relatives 
des é léments d 'une m ê m e ce l lu le , l ' influence des fluides 
qui la ba ignent ou celle des autres cellules plus i n t é ­
rieures y ré tabl i t facilement l ' instabili té phys ico-ch imique , 
qui ne s 'y t rouve altérée que t rès -peu . C'est ainsi que , 
dans le phénomène de l 'ass imilat ion, les al iments végé taux 
et an imaux rev iennen t aisément à la vie qui les avait à 
peine qu i t t é s , ou l ' en t re t iennent bien m i e u x que les al i­
ments minéraux , dont certaines plantes seules, tout au p lus , 
pourraient se contenter . 

Comme u n fluide se déforme sous le moindre effort et 
passe avec u n e ext rême facilité de chacun de ses états 
moléculaires (très-peu stables, il est vrai) à d 'autres voisins, 
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de même dirai t-on qu 'une matière r écemment abandonnée 
par la vie est encore à demi-vivante , ou joui t d 'une grande 
apt i tude à se r e m e t t r e , en quelque so r t e , dans l 'état 
d 'équilibre mobile propre à la vie, sous l ' influence assimi-
latrice d ' u n être qu i la possède actuellement. 

A plus forte r a i son , les variations qu 'éprouve d 'un ins tant 
à l 'autre la pesanteur aux divers points d ' un o rgan isme , 
pa r suite des changements de position des astres et au t res 
corps , ou des mouvemen t s propres de l 'organisme considéré 
à la surface de sa p l a n è t e , doivent-elles n e produire sur 
les conditions d 'existence et d'instabilité in tér ieure de 
celui-ci que des changements compensés à l ' i n s t an t , si 
m ê m e on doit leur accorder toujours u n e valeur concrète. 

Tl est b o n d 'observer, à cette occasion, que la mise en 
compte de petites forces per turbatr ices , dans ie problème 
des soiutions singulières que comportent les équations de 
m o u v e m e n t d ' un sys tème, ne doit généra lement modifier 
que peu les intégrales particulières de ces équations e t , 
pa r su i t e , l eurs l i eux de réunion et de bi furcat ion, qui 
sont les solutions singulières cherchées . E n effet, elle 
laisse les solutions singulières obtenues à u n e première 
approximat ion presque en contact avec les véritables i n t é ­
grales par t i cu l iè res ; en sorte qu'une légère transformation 
de ces solutions singulières approximatives doit les 
r endre exactes ou les maintenir en contact r igoureux avec 
les intégrales par t icul ières . Un calcul approché des r é u ­
nions et bifurcations d'intégrales, pour les points matériels 
qu i occupent une certaine région de l 'espace de g randeur 
modérée , peu t donc se faire en négl igeant l ' influence des 
points n o n compris dans la région dont il s 'agit, ou en la 
rédu i san t au changemen t qu'elle in t rodui t dans la pesan­
t eu r . Or, ce l l e -c i , sensiblement constante pour toute la 
r é g i o n , impr ime u n e translation commune aux points 
qu i s'y t rouvent et n'influe pas directement d 'une manière 
appréciable sur leurs mouvements relatifs. 
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Ains i , la recherche des solutions singulières ne paraî t pas 
exiger plus d 'exact i tude, dans les formules, que celle des 
intégrales par t icul ières : pour les unes comme pour les 
au t res , l 'approximation obtenue sur les intégrales est sans 
doute proport ionnée à la petitesse m ê m e des termes négligés 
dans les équations différentielles. 

7 . — Dernières réflexions sur le même sujet. 

Qu'on me permet te d'ajouter encore quelques réflexions 
en réponse à des objections, se ra t tachant au sujet t ra i té ici, 
qui ont été soulevées dans la Revue des questions scien­
tifiques de Bruxel les (janvier et juil let 1879) par le savant 
et spirituel P . Carbonnel le . 

Il ne semble guère possible , dans l 'état actuel de la 
science, de fixer exactement le sens et la portée de la 
principale de ces objections, quies tce l le m ê m e d'instabili té, 
déjà abordée ci-dessus de la maniè re qui m 'a pa ru la plus 
satisfaisante 

S i , en géné ra l , dans un sys tème matériel d 'un nombre 
donné n de points , les bifurcations de voies se produisaient 

(l) L'objection d'instabilité', telle que l'avait formulée d'abord le P. Carbonnelle dans 
la Revue des questions scientifiques de Bruxelles (janvier 18T9), n'atteignait pas préci­
sément mon explication, mais une autre un peu différente, dont je ne l'avais sans douta 
pas assez expressément distinguée, et dans laquelle on croirait pouvoir, en toute rigueur, 
traiter à part le problème des mouvements d'un organisme et des corps qui l'avoi-
sinant le plus sans regarder leur ensemble comme composant un même système général 
avec le monde extérieur. Alors les actions négligées produiraient inévitablement des 
perturbations, non prévues par le calcul et qui en rendraient inapplicables les résultats, 
si l'on admet du moins, quoiquB ce no soit pas encore absolument prouvé, que les cas 
d'indétermination mécanique sont toujours isolés ou n'ont, en un endroit donné de l'espace, 
qu'une probabilité infiniment petite de réalisation. 

Quant à de pareils cas d'instabilité (ne concernant que des systèmes partiels fictivement 
isolés du reste dL's corps) ou encore à ceux qui pourraient survenir tout-à-coup au milieu 
du monde minéral et qui, par suite, n'appartiendraient pas à la catégorie des bifur­
cations essentiellement périodiques ou reproductibles un nombre indéfini de fois, 
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pour des conditions d 'état init ial quelconques ou t rès-peu 
spécifiées, on ne comprendra i t guère pourquoi elles sont 
absentes de tous les problèmes part iels de mécanique 
phys ique (simplement approximati fs , il est vrai) qui ont 
été trai tés j u squ ' i c i , et il serait également difficile de 
s'expliquer c o m m e n t l e u r réalisation, dans le cas par t icul ier 
abordable n = 2, exige que l 'état init ial satisfasse à u n e 
relation déterminée . Donc , il est éminemmen t probable 
que les circonstances initiales doivent présenter quelque 
chose de par t icu l ie r , dans u n système d 'un nombre donné 
quelconque n de po in t s , pour que l ' indéterminat ion m é c a ­
nique y surv ienne ; et l 'analogie porte à penser qu'alors 
les bifurcations pourront se renouveler indéf in iment , du 
moins chez cer ta ins sys tèmes et sous cer ta ines condi t ions , 
comme i l arr ive dans u n couple d 'a tomes. 

Mais en quoi consisteraient les caractères spéciaux dis­
t inguan t ces c i rcons tances , propres à amener une indé te r ­
minat ion mécanique soit temporaire , soit indéfinie? Combien 
faudrai t - i l , pour les e x p r i m e r , de relations dis t inctes? 
De quelle na tu r e seraient celles-ci et appart iendraient-el les 
m ê m e aux catégories de relat ions dont les géomètres ont 
u n e idée c la i re , telles que les équations algébriques 
ou t r a n s c e n d a n t e s ? Combien de groupes atomiques, dans 
le sys tème, conserveraient-i ls les u n s à l ' égard des autres 
u n e certaine indépendance , tout en pouvant être astreints 

j'admets, avec le P. Carbonnelle, qu'on peut en faire abstraction. Il est permis de les 
regarder comme purement hypothétiques, ou de les écarter, au nom d'un grand principe 
de stabilité du mouvement dont je fais, de même que lui, très grand cas, vu qu'on le 
rencontre dans l'étude de plusieurs problèmes concrets. J'espère mema en avoir démontré 
la réalité et l'importance pour les questions les plus utiles de l'hydrodynamique (Essai 
sur la théorie des eaux courantes, p. 120, 661, 571, 647). Et, en effet, l'extrême improba­
bilité que -piésente la première réalisation de cas d'indétermination pareils s'accroît, 
dans un rapport énorme, à raison de cette circonstance que, rien n'étant prêt pour y 
faire subsister l'instabilité mécanique, celle-ci a toute chance d'être détruite sanB aucun 
retard par les causes perturbatrices innombrables dont le monde est plein. 

Ja profite de l'occasion pour remercier le R. P. Carbonnelle de la bienveillante 
appréciation qu'il a faite d'ailleurs de mon travail, surtout au point de vue des résultats 
mathématiques n o u v e a u x qu'il contient 
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à présenter quelque chose de constant dans les voies infini­
ment variées qui s 'ouvriraient devant e u x , c'est-à-dire tout 
en suivant u n e certaine règle plus ou moins large , propre à 
faire subs i s t e r , ou pour u n temps, ou toujours, l ' indéter­
minat ion du sys t ème? E n d 'autres t e rmes , combien d 'orga­
nismes v ivants , d'individus distincts, seraient-i ls possibles 
dans u n même mil ieu d 'une é tendue et d 'une composition 
données, sans se nu i re mutue l lement (comme il arr ive en 
effet sur notre terre quand leur nombre quelque p a r t dépasse 
certaines l imites)? Ce sont là tout au tant de quest ions abso­
lument inabordables , et dont la solution ana ly t ique serait 
cependant nécessaire pour étudier à fond le problème de la 
persistance ou de la non-persistance de l ' ins tabih té . pour 
comprendre c o m m e n t , dans mon essai de t h é o r i e , cet te 
instabi l i té peu t tou t à la fois être parfai te , mul t ip le quan t 
aux g roupes d is t inc ts où elle réside, e t , n éanmoins , se 
conserver . 

E n a t tendant , l ' hypo thèse qui rédui t la vie et la vo lon té , 
dans l 'ordre phys ique , à de simples pr incipes d i r e c t e u r s , 
repose sur la plus solide des b a s e s , sur la nécess i t é de 
faire à ces agents supér ieurs leur place sans po r t e r a t te in te 
au grand pr inc ipe de la générali té absolue des lois du 
mouvement . 

A ce p r o p o s , il faut se garder de généra l iser u n e 
c i r cons tance qui se p ré sen te d a n s le m o u v e m e n t 
curvi l igne d 'un p o i n t au tour d 'un cent re d 'a t t rac t ion fixe. 
Le pr inc ipe des aires p e r m e t de r a m e n e r le ca lcul d 'un tel 
m o u v e m e n t à celui des dép lacemen t s successifs du point 
mobile le long de son r a y o n v e c t e u r , e t , d 'autre p a r t , 
dans ce m o u v e m e n t relatif r e c t i l i g n e , l ' accéléra t ion se 
t rouve ê t r e , pou r chaque valeur de la cons tan te des 
a i r e s , u n e fonction dé t e rminée du r ayon v e c t e u r lu i -
m ê m e . On en déduit a i sément que les t rajectoires 
s ingul iè res sont des ce rc l e s , complè tement définis dans 
chaque c a s , et que tou tes les trajectoires pa r t i cu l i è res 
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poss ib l e s , t angentes à ces c e r c l e s , cons t i tuen t en même 
t emps u n e famille dé te rminée de l ignes p lanes , don t deux 
t o u t au plus passent par chaque po in t du plan pour 
s e rv i r , l ' u n e , aux évolut ions qui se font en s 'é lo ignant 
du c e n t r e , l ' a u t r e , à celles où le point mobile se r a p ­
p roche , an con t ra i r e , du cen t re . D o n c , on peu t dire que 
les trajectoires sont alors tracées dans tout le champ des 
mouvements, et i l est p e r m i s , p o u r reposer l ' imagina t ion , 
de se les figurer comme des rou tes , ou m i e u x c o m m e des 
t u y a u x r ig ides infiniment é t r o i t s , formant u n r é seau dont 
le poin t mobi le n e pour ra i t j amais sort i r . 

Mais u n e pare i l le dé te rmina t ion des t rajectoires pos­
sibles es t due à cette c i rconstance exceptionnelle (rendant 
j u s t e m e n t le p r o b l è m e in tegrab le ) , que l ' une des deux 
coordonnées du m o b i l e , l 'angle po la i re , peu t s 'obtenir , 
pour chaque i n s t a n t , pa r u n e s imple q u a d r a t u r e en 
fonction des valeurs successives de l ' a u t r e , qui est le 
r a y o n v e c t e u r ; de sorte que cette dern ière coordonnée 
res te la seu le que régisse u n e équat ion différentielle du 
second o r d r e , c o m m e s'il s 'agissait du m o u v e m e n t d 'un 
point le long d 'une l igne connue . En g é n é r a l , dans u n 
sys t ème ma té r i e l quelconque , il n ' en est pas ainsi. La 
trajectoire décr i te p a r c h a q u e p o i n t , à pa r t i r d 'un momen t 
d o n n é , y dépend des coo rdonnées ac tue l les et des 
vi tesses actuel les de tous les points du s y s t è m e . Dès que 
des bifurcat ions de voies se p résen ten t et que l ' indéter ­
mina t ion a t te in t d i rec tement plusieurs coordonnées , u n e 
mul t ip l e inf ini té de chemins différents peuvent , m ê m e p o u r 
les mobiles qui n 'on t pas ces coordonnées, devenir possibles 
en chaque point de l 'espace. On n 'a donc plus le droi t de 
r ega rde r c o m m e tracées d ' avance , une fois pour toutes, n i 
les t ra jectoires pa r t i cu l i è res , ni m ê m e , p a r su i t e , les t r a ­
jec to i res s ingul iè res . E n out re , au m o m e n t où u n e pér iode 
d ' indé te rmina t ion mécan ique se t e r m i n e pou r ce r ta ins 
points du s y s t è m e , il n ' e s t pas possible de dire en généra l 
•quel degré de mul t ip l ic i t é p r é sen t en t , d 'une p a r t , les t ra -
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joctoires qui , à cet ins tant , s ' ouvren tponr ces points , d 'autre 
pa r t et sur tout , celles qui s 'ouvrent et peuven t cont inuer à 
s 'ouvrir encore pendan t u n t emps quelconque pour les 
autres points du sys tème qui se t rouvera ient actuel lement 
engagés dans u n e période parei l le . C'est préjuger au moins 
en part ie la quest ion que de voi r toutes ces t ra jectoires , en 
nombre fini, matér ie l lement fixées d 'avance . Se les r e p r é ­
senter de la sorte serait u n e i l l u s i o n , et u n e illusion dont 
il faut d ' au tan t p lus se défier , qu'elle t ransforme le 
problème p resque à not re i n s u , en le simplifiant artifi­
ciellement d 'une maniè re t r è s -commode pour l 'espri t . 

Je ne peux m 'exp l iquer que par u n e illusion de cet te 
na ture , ou par quelque généralisation analogue, éga lement 
p réma tu rée , la conséquence à laquelle arrive le R. P . 
Carbonnel le dans son de rn ie r ar t icle ( jui l let 1879). 
Cette conséquence consiste en ce que l ' indéterminat ion 
mécanique ne pour ra i t a t te indre à la fois qu 'un seul point , 
au sein d'un sys tème matér ie l , de manière à nepaspermet fxe 
dans tout le sys tème l 'existence de plus d 'un organisme. 
Un groupe d'atomes n e doit guè re pouvo i r , il est v r a i , 
quit ter des t rajectoires s ingul ières , sans qu'il su rv ienne , 
dans son action (supposée réelle) su r les autres g r o u p e s , 
certaines var ia t ions , différentes de celles qui auraient eu 
lieu si le groupe proposé avait cont inué à suivre ces t ra jec­
toires. Il y a donc à u n tel m o m e n t , dans le groupe cons i ­
déré , u n changement d 'a l lure , propre , ce s e m b l e , à p r o ­
voquer par u n e sorte de cont re-coup quelque changement 
analogue chez les autres groupes du système qui sont 
vraiment influencés p a r l e premier . Mais , en quoi consistera 
le c h a n g e m e n t , pour les groupes qui seraient e u x - m ê m e s 
engagés sur des t ra jectoires s ingul ières? P e u t - o n dire 
seulement qu ' i l entraînera l 'abandon de ces t rajectoires , 
si celles-ci sont des courbes susceptibles de se modifier 
avec c o n t i n u i t é , d 'après l 'é tat p r o d u i t , et q u i , en fait, 
ne conservent pas deux ins tants de suite leur s i tuat ion 
ni leur forme? Pourquo i ne pas supposer, d 'a i l leurs , que 
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des trajectoires s ingu l i è re s , en nombre i l l imi té , pourra ient 
se souder ent r ' e l les , de telle man iè re qu'il fût possible à u n 
atome de qu i t t e r les unes pour en prendre d 'aut res , sans 
nécessa i rement s 'engager sur u n e trajectoire par t i cu l iè re? 
Le c h a n g e m e n t ou le contre-coup (même à impuls ions 
déviatr ices) , provoqué p a r u n premier point ou g r o u p e , 
ne ferait donc cesser forcément pour les autres l ' indétermi­
na t ion , que si l 'on se représentai t les t rajectoires s ingulières 
comme des courbes rigides , tracées d 'avance, e t n e s e b i f u r ­
quant pas ou ne p résen tan t que des bifurcations except ion­
nel les , en nombre fini. C 'es t sans doute pa rce qu ' i l a r a i ­
sonné dans ces hypo thèse s , t rop res t re in tes à m o n a v i s , 
que le F . Carbonnel le a c ru pouvoir faire dépendre d 'un 
seul a t o m e , d 'une seule coordonnée m ê m e , les modes 
d ' indé te rmina t ion mécan ique les p lus compliqués . 

L ' i nce r t i t ude est éga lement complè te , en ce qui concerne 
la quest ion de savoir si ' les bifurcations de voies co r res ­
ponden t tou jours à des états où le sys tème se ra i t , en tout 
ou en p a r t i e , dans u n e sorte d'équilibre i n s t ab le , absolu 
ou relatif, comme il a r r i v e , pa r e x e m p l e , soit dans le 
m o u v e m e n t absolu d 'un seul po in t mob i l e , quand la 
t ra jectoi re est donnée , soit dans le mouvemen t relatif 
d 'un po in t l i b r e , a t t i ré pa r u n centre fixe, quand on 
rappor te ce point à son propre r a y o n vec teur . Tout ce 
qu 'on p e u t affirmer, c'est que la proposi t ion réciproque 
est iden t iquement v r a i e , c 'es t -à-dire q u e , jpartout où il 
y a équilibre instable, absolu ou relatif, il y a indétermi­
nation, choix possible ent re p lus ieurs al ternat ives , d 'après 
le sens même du mot instabilité^). I l est vrai qaela solution 
singulière représentant ana ly t iquement u n pareil équil ibre 

I ) J e réponds i c i , c o m m e on v o i t , à u n e autre objection du R . P . Carbonnel le , qui 

vou .:ait qu 'on regardât les états comportant indéterminat ion m é c a n i q u e c o m m e un cas 

très-particulier de ceux d'instabil i té . 

J ' en tends d'ai l leurs ce dernier mot dans s o n s e n s r i g o u r e u x . J e suppose qu'i l s 'agit 

d'une ins tabi l i té vér i table , c 'est-à-dire d'un équi l ibre que la p i n s pet i te cause pourrait 

d é t r u i r e , et non pas s e u l e m e n t d u Lie faible stabi l i té , c o m m e l'est cel le q u e présente 
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est Lien p lus souven t une intégrale asymptote qu 'une 
solution singulière proprement dite. Mais elle n 'en 
exprime pas moins toujours u n vér i table l ieu de bifurca­
t ions : car tous les géomètres qui ont appliqué l 'analyse aux 
phénomômes n ' on t j amais hésité à regarder , par e x e m p l e , 
les courbes asymptotes comme des courbes q u i , physi­
quement , se réun i s sen t ou se séparent , et m ê m e comme 
les types des meilleurs contacts, des raccordements les plus 
parfaits. Si u n lége r défaut d 'adaptation de not re espri t 
aux choses n o u s empêche de voir à quels degrés excessifs 
de petitesse doivent arr iver les quant i tés m a t h é m a t i q u e s 
pour cesser d 'avoir leurs correspondantes dans l 'ordre 
r ée l , le bon sens permet d'affirmer ha rd imen t qu 'une 
quantité physique qui décroît sans cesse finira par s 'an­
nuler , même alors que l 'analyse ne sait l ' expr imer que pa r 
une quant i té abstraite tendant indéfiniment vers la l imite 
zéro sans jamais l 'a t te indre. E n d 'autres t e rmes , la force 
infiniment petite, j ugée nécessaire par le géomètre pur 
pour dé t ru i re u n équil ibre véritablement ins table , n 'a pas, 
en tant que force m é c a n i q u e , productr ice d 'accélérat ions, 
d'existence concrè te aux y e u x du physic ien . 

Je r e m a r q u e r a i , en t e r m i n a n t , que la difficulté de 
concilier l ' instabi l i té ex t rême de la vie avec sa persis tance 
n 'est nu l l ement propre à m o n essai de théor ie , qu'el le se 
présentera i t dans tou te au t re tenta t ive d 'expl icat ion, e t , 
enfin, que la na tu re n 'aura i t pas réussi à la résoudre si 
elle s'était t rouvée "insoluble. E n effet, l ' instabilité p h y s i c o ­
chimique incomparable des t issus vivants n 'es t pas une 
hypothèse. Elle est u n fait ; puisqu'elle cons t i t ue , aux 

l'état d'un corps pesant, déposé sans vitesse au sommet d'une surface solide et polie. 
Dans les circonstances ordinaires , où une exactitude absolue n'est pos requise , on 
qualifie pourtant d'instables l'équilibre d'un tel corps , celui d'un cône posé sur un plan 
par s;i p:)i ite, t-lc, quciíju ils SDÛTIÎ stables en réalité, vu que des forces finies, mesu­
rables même , sont né'*'ssr'.ires pour vaincre les petits flottements qui s'y développent 
toujours. 
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8. — Du caractère qui distingue probablement le mode d'action 

de la vie végétative. 

A u numéro 27 du m ê m e m é m o i r e (p. 134 et 135), en 
m ' appuyan t sur les faits si incontestables mais si frappants 
et m ê m e si mervei l leux que comprend l 'hé réd i té , j ' a i émis 
l 'opinion que les choix du p r inc ipe d i rec teur préposé à 
l 'évolution des formes organiques doivent dépendre , non 
seulement de l 'état phys ico-ch imique actuel des corps 
v ivan ts , mais aussi d'évolutions a n t é r i e u r e s , de cer­
taines circonstances effacées de l 'état géométr ique ac tue l , 
b ien que subsistant d 'une autre manière dans le sys tème. 
J 'ai observé qu'i l en résul tera i t , pou r chaque être (et m ê m e 
pour chaque espèce , à supposer que les espèces varient) , 
la nécessi té d 'un développement g r a d u é , dont les phases / 

successives ne dépendra ient peu t - ê t r e pas, quant à leur 
o r d r e , des condit ions du mi l i eu , ni des circonstances 
phys iques de l ' évolu t ion , conditions et c i rconstances qui 
pourra ien t seulement modifier leur rapidi té et leur ampl i ­
tude , ou faire avorter le m o u v e m e n t si elles étaient t rop 
défavorables. 

Ce mode d'influence , sur le p ré sen t , d ' un passé parfois 
lointain et paraissant n ' avo i r laissé aucune t race matérielle 
serait peu t -ê t r e , y d isa is - je , le vra i caractère de la vie 
inconsciente . Echappant aux étroites bornes de l ' instant 
p r é s e n t , il const i tuerai t un premier é largissement de point 

y e u x du phys io log is te , le caractère le plus distinctif de 
ces t issus, et puisque c 'es t .un sujet d 'admirat ion toujours 
nouveau, pour les esprits réfléchis, qu ' une chose aussi 
frêle que la vie subsis te et se p r o p a g e , c ' es t -à -d i re qu ' i l 
puisse exister des m é c a n i s m e s , des modes d 'organisa­
t i o n , assez parfaits pour a t te indre u n auss i p rod ig ieux 
résul ta t . 
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do v u e , u n premier pas dans la voie d 'un affranchissement 
relatif v is-à-vis des conditions du temps et de l 'espace. Il 
établirait donc , comme je l 'observais é g a l e m e n t , la 
t rans i t ion en t re la maniè re dont se compor ten t les forces 
physico-chimiques , cons tamment esclaves de l 'é ta t ac tue l , 
et le mode d 'ac t ion, propre à la vie p le inement consciente , 
que définit le principe de finalité et q u i , subordonnant 
au contraire le présent à l ' avenir , dispose le premier en vue 
du second. N ' e s t il pas n a t u r e l , en effet, que le pouvoir 
régula teur de l 'évolut ion vi tale ait sa manière spéciale 
d 'agi r , se d i s t inguant à la fois de celle des agents méca­
niques et de celle des causes l ib res , marquan t u n progrès 
entre la base étroite où sont confinés les premiers et 
l ' ampleur , en quelque sorte sans limites dans l 'espace et la 
durée , du champ où se m e u v e n t les secondes? Car les 
causes l ibres , seules, cumulen t tous les modes d 'action et 
peuvent chercher par tout l eurs moyens de se dé terminer , 
c'est-à-dire faire réagir les uns sur les au t res , de toutes les 
m a n i è r e s , des états passés , présents , futurs ou s implement 
possibles des choses. 

Sans dou te , u n e telle supposition revient à admet t re 
qu'i l existe des réali tés n ' ayan t actuellement r ien de 
maté r ie l , des faits dépourvus de tou t correspondant p h y ­
s ique , de tout phénomène corrélatif qu 'on puisse se figurer 
géométr iquement . Mais le côté mesurable et descriptible 
des choses n 'es t qu 'une de leurs faces, la plus claire à not re 
esprit ; et r ien ne dit que cette face cont ienne des détails 
suffisants pour rappeler ou expr imer tou t ce que p r é sen ­
teraient les aut res faces s'il nous était donné de les observer. 

A p a r t le moi et les faits in tér ieurs qu'i l perçoit i m m é ­
diatement , les objets qui échappent aux catégories de la 
forme et de la quant i té mesurable sont absolument obscurs 
pour nous . Dans cette immense classe se t rouvent comprises 
d'abord les substances. Il faut y ranger également les forces 
et énergies de diverses sortes auxquel les nous a t t r ibuons 
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ins t inc t ivement les m o u v e m e n t s qui se p rodu i sen t dans le 
m o n d e inorganique ou dans celui de la vie inconsc ien te , et 
don t l 'existence nous est garan t ie pa r u n certain sens des 
choses que nous ne pouvons met t re en doute . Notre in te l l i ­
gence, qui nous affirme la réa l i té de tous ces objets, se t rouve 
impuissante à nous les m o n t r e r et ne nous pe rme t de 
.fonder sur eux aucune science positive. E t qu 'est la mat iè re 
e l le -même , ce que nous croyons parfois saisir et nous 
représen te r à p remière v u e , sinon le v ê t e m e n t , la m a n i ­
festation ex té r i eu re des énergies phys i co -ch imiques . Or , 
ces agen t s , dont nos équations différentielles expr iment si 
bien les effels percept ib les , se dérobent absolument à tous 
nos moyens de connaî t re : ils nous res tent t o u t - à - f a i t 
impéné t rab les dans leur e s sence , b ien p lus 'mystér ieux 
m ê m e que la cause des phénomènes volontaires, révélée du 
moins d 'une cer ta ine maniè re par le sens in t ime . Donc, 
le gros des choses nous échappe et ne tombe pas sous 
nos représen ta t ions , ou n e peu t s 'exprimer géomét r i ­
quement . 

Cons idé rons , p a r e x e m p l e , le simple p h é n o m è n e d 'une 
onde l iquide isolée qui se propage. N e semble-t- i l pas qu' i l y 
a là plus de réalité dans ce qui chemine indéf in iment , dans 
l ' énergie de l ' onde , qui para î t se servi r de la mat ière 
comme d 'un véh icu le , que dans cette mat ière m ê m e que 
nous voyons se déplacer à peine et puis res te r tout-à-fai t 
en repos? 

A ins i , p a r m i les condit ions qui prés ident à l 'appari t ion 
et au développement de la v i e , su r tou t d 'une vie quelque 
p e u élevée e t , à p lus forte r a i s o n , d 'une vie consc iente , 
il doit y en avoir qui ne sont pas p u r e m e n t ma té r i e l l e s , 
c 'est-à-dire qui ne sont pas exprimables géomét r iquemen t 
d 'une manière complète . I l est é m i n e m m e n t probable qu' i l 
y entre de bonne heu re des c i rcons tances , d 'hérédi té ou 
au t r e s , n o n comprises dans l 'é ta t mécanique actuel . 
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9. — Additions diverses au même mémoire de 1878. 

Dans lo n u m é r o 6 de la même étude (p. 49), j ' a u r a i s pu 
faire observer au lec teur que le cas où les solutions s ingu ­
lières touchent les solutions part icul ières sans les croiser, 
ou en les enveloppant, n 'est pas seulement le cas le plus 
connu , mais peut- ê t re le seul qui fut connu j u s q u ' i c i , car 
je n'ai t rouvé nul le pa r t ail leurs que dans mon mémoi r e 
des exemples de solut ions s i n g u l i è r e s croisant ou n ' enve ­
loppant pas les intégrales pa r t i cu l iè res . 

J 'aurais dû r e m a r q u e r aussi (p. 51) qu ' indépendam­
ment des solutions s ingu l i è r e s , p rop remen t dites ou 
asympto tes , les in tégra les part iculières d 'un sys tème 
d'équations p e u v e n t encore présenter des points de r éun ion 
ou de bifurcat ion, non rel iés les uns aux au t res par des 
chemins qui satisfassent aux équat ions différentielles, 
c 'est-à-dire ne cons t i tuant pas ensemble u n e solution de 
ces équat ions . Ce son t , en quelque sorte, des points de 
réunion ins t an tanée ou de bifurcation in s t an tanée ; j ' a i 
t r a i t é , d 'a i l leurs , de ceux-c i aux numéros 2 et 4 de la 
quatr ième note p lacée à la suite du m ê m e mémoire 

A la fin du numéro 3 (p . 41), j ' a i dit q u e , dans le cas 

(1) J'ai m o n t r é d a n s cette note, par e x e m b l e (p. 1 1 5 et s u i v a n t e s ) , que lorsqu' i l s 'ag i t 

d u n e équat ion différentiel le du premier ordre et du second degré à d e u x var iab le s X, y, 
DY' 

la lii^ne expr imée par la re lat ion ^ - ^~r_ Qo comprend g é n é r a l e m e n t cer ta ines branches 

qui jouent le rôl e (i' enveloppes .de contours l i m i t e s , et q u i sont a u s s i , pour le*; courbes repré­

sentant les i n t é g r a l e s p a r t i - u l i è r e s , des l i e u x de réunion ou de b i furcat ion , q u o i q u ' e l l e s 

ne d e v i e n n e n t à la fois l i eux do r e u n i o n et de bi furcat ion que d a n s u n cas par t i cu l i er , 

savoir dans le cas o ù e l l e s cons t i tuent des i n t é g r a l e s , des s o l u t i o n s s i n g u l i è r e s . E n outre , 

DY' 

rien n 'empêche que la l i g n e - = + G O p u i s s e admettre d'antres branches , d é p o u r v u e s 

de toutes ces proprié tés ou s e u l e m e n t de la première , c'est-à-dire n'étant p l u s des contours 
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des actes l ib res , les conditions matér ie l les a m e n a n t les 
bifurcations de voies appropriées à ces actes n ' on t nul le ­
men t pour conséquence d ' imposer à la volonté son c h o i x , 
mais que leur réal isat ion la m e t , au cont ra i re , en pleine 
possession d ' e l l e -même, en état do s'abstenir ou d'agir 
à sa guise . I l n 'est pas quest ion l à , bien e n t e n d u , d 'une 
abs ten t ion qui consisterait à ne prendre absolument aucun 
p a r t i , pu i squ ' i l faut que le sys tème matér ie l suive sans 
re tard u n chemin quelconque. I l s 'agit donc d 'une 
abstention pu remen t r e l a t i ve , qui est el le-même u n e 
certaine m a n i è r e , tout au moins provisoi re , de se déter­
m i n e r et qui const i tue u n e des voies laissées ouvertes 
par les équations du mouvemen t . El le cons is te , par 
e x e m p l e , à ma in ten i r le sys tème maté r ie l le l o n g des 
trajectoires s ingul iè res , c 'est-à-dire dans l ' ins tabi l i té , 
j u squ ' à ce que la dél ibérat ion de la volonté se t e rmine 
et qu ' une décis ion, i n t e r v e n a n t , soit exécu tée . El le 
p o u r r a i t consis ter aussi à faire qui t te r de sui te et p o u r le 
m o m e n t au sys t ème les l i eux de bi furca t ions , ma i s en 

limites, et pouvant n'être pas davantage, soit des lieux de réunion ou de bifurcation, soit 
surtout des intégrales singulières. 1 

Si les lignes enveloppes ou contours-limites ne représentent pas toujours, ni même le 
plus souvent, des solutions singulières, à l'inverse, il arrive parfois que les solutions 
singulières d'une équation différentielle du premier ordre, entre une ordonnée y et une 
abscisse x prise pour variable indépendante, ne représentent pas davantage des rontours-
limites. Toutefois, ce cas est rare; car le contact d'une intégrale singulière avec les 
intégrales particulières qui s'y joignont est presque toujours du premier ordro, c'ost à-
dire d'ordre impai: : et l'on spit qu'alors, à moins de discontinuités exceptionnelles, les 
courbas ne se croisent pas, en sorte que, si l'une d'elles en toucha une infinité d'autres 
foimant ensemble une certaine famille, elle les laisse toutes sur un seul de sas côtés, du 
moins dans le voisinage des points commuas. Mais quand, par extraordinaire, le contact 
de la solution singulière avec les intégrales particulières devient d'un ordre pair, 
c'est-à-dire le plus souvent du sicond, les courbes se croisent, comme on sait, et la 
solutiod singulière est, en quelque sorte, traversée par les intégrales particulières. Alors 

la ligne ^= _ 00 , tout en continuant à représenter une intégrale lieu de réunion et 

de bifurcation des intégrales particulières, C2sse d'être un contour-limite et ne mérite 
plus en aucune manière le nom d'enveloppe Dans d'autres cas, elle peut cesser égale­
ment d'être un lieu de réunion ou de bifurcation d'intégrales. La page 116 contient des 
exemples de tous ces cas. 
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l'engageant dans u n e voie j ugée insignif iante ou au bou t 
de laquelle ne se t rouvera i t aucune conséquence grave a u 
point de vue m o r a l , etc . C'est ainsi q u ' u n é lec teur , ayan t 
le choix de voter pour divers candidats , ou de différer 
son vote, ou enfin de ne pas voter du tou t , prend un 
parti comme u n autre lorsqu ' i l s ' abs t ient , soit pour le 
moment, soit d 'une maniè re définit ive, c 'est-à-dire 
lorsqu'il se dé te rmine , ou à différer son v o t e , ou à ne pas 
voter du tout . 

A propos de cette m ê m e action de la vo lon té , j ' au ra i s 
pu faire observer, aux pages 57 et 62, qu ' i l faut comprendre 
en premier l i eu , au nombre des mobiles qui l ' incl inent 
vers tel ou tel c h o i x , le degré p lus ou moins élevé de 
délicatesse du sens mora l des individus et la portée plus 
ou moins é tendue de leur esprit . Q u a n d ce degré ou 
cette portée a t te ignent u n n iveau suffisant, la réa l i ­
sation de certaines hypo thèses , de tel ou tel c r ime , pa r 
exemple, devient t rès- improbable , mora lement impossible 
même; et i l en résul te que les écarts des faits observés 
d'avec les faits p révus tombent dans des l imites ex t rê­
mement é t ro i tes , pour ce qui conce rne certaines catégories 
d 'act ions , de maniè re à r end re possible la confiance 
mutuel le en t r e les d ivers m e m b r e s d 'une société . 

Alors la l iberté s 'épure et s 'élève, mais sans que son 
domaine en devienne p lus res t re in t ; car, ce qu'elle perd 
du côté du m a l , elle le gagne du côté du b i e n , eu 
concevant et en réal isant de ce côté des actes qui lui 
auraient été impossibles d'abord. Son champ se déplace 
donc ; mais bien loin de décroî t re , il g r and i t , vu q u e , au 
bas de l 'échelle des êtres m o r a u x , là où r égnen t encore 
tous les appétits p h y s i q u e s , la l iberté n 'es t visiblement 
pas aussi é tendue qu ' au h a u t de la m ê m e échelle. 

Quoiqu' i l en so i t , dans tous ses é t a t s , son action propre 
doit s 'éliminer en majeure partie des grands nombres que 
recueille la s ta t i s t ique , par le fait m ê m e qu ' aucun motif 
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déterminant n e p e u t , chez u n e mul t i tude d ' individus 
é t rangers l es u n s a u x au t r e s , rendre ses décisions systé­
matiquement p lus nombreuses dans u n sens que dans le 
sens contra i re . I l faudra i t , en effet, pour appréc ie r r ée l l e ­
men t cet te ac t ion p r o p r e de la v o l o n t é , p ré lever d!abord 
ce qui revient aux m o b i l e s , à l 'é tat m o r a l , e t c . , dont l'effet 
résu l tan t et m o y e n es t j u s t emen t p resque le seul qui 
ressor te ou se dépe igne sur les grands nombres considérés. 
Cette ra ison, qui expl ique comment une influence p rédo­
minante dans les détails peu t être masquée dans l ' ensemble , 
s'appliquo même m i e u x à la l iber té , dont elle expr ime 
comme l 'essence, qu 'à l 'act ion d 'autres causes, jugées aussi 
par nous accidentel lement var iab les , te l les , par e x e m p l e , 
que celles des phénomènes météorologiques. Auss i , l 'état 
moral moyen d 'une société paraî t- i l se révé ler assez e x a c ­
t emen t , dans la s ta t i s t ique , sur des nombres moindres 
que ceux qu ' i l faudrai t pour bien apprécier le cl imat de 
certaines contrées . 

R e m a r q u o n s e n c o r e que le m ê m e motif, p o u r l eque l l es 
causes agissant ind i f fé remment dans des sens opposés s'éli­
m inen t p resque de l à m o y e n n e d 'un g r a n d n o m b r e de faits 
où elles i n t e r v i e n n e n t , m o n t r e qu 'el les doivent s 'é l iminer 
éga lement des r appor t s qui e x p r i m e n t c o m m e n t ces faits 
se d i s t r ibuent q u a n d on les classe d 'après l eu r s écar ts 
individuels d 'avec la m o y e n n e . Mais il f au t , p o u r ce la , 
que les n o m b r e s partiels composan t chaque g r o u p e , ou 
correspondant à u n éca r t compris en t r e d e u x l imi tes 
d é t e r m i n é e s , soient s épa rémen t c o n s i d é r a b l e s : il n e 
suffit p lus qu'ils aient pour somme u n g r and n o m b r e . Alors 
s e u l e m e n t , les oscillations que p r é s e n t e n t les faits 
obse rvés , en deçà et au-delà de la m o y e n n e , dev iennen t 
r égu l i è r e s , soumises à des lois comme la m o y e n n e e l le -
m ê m e , pa rce qu 'el les ref lètent , comme e l l e , l'effet de 
causes cons t an t e s , quoique mo ins é tendues ou d 'une 
portée seconda i re . Ces lois ne s o n t , en d 'au t res t e r m e s , 
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que des appl ica t ions part icul ières de la loi généra le des 
grands nombres ; et on n e p e u t en faire le sujet d ' une 
objection spéciale cont re la l iberté 

A la fin de la page 6 6 , où l 'évolut ion d 'un organisme 
est comparée à celle d 'une onde l iqu ide , j ' a i observé q u e , 
de par t et d ' a u t r e , la dernière phase est à elle seule 
beaucoup p lus longue que toutes les au t res ensemble : le 
lecteur aura compris que c 'est celle qui correspond à la 
forme adul te (pu non-embryonnai re ) des ê t res v ivan t s . De 
m ê m e , en effet, q u ' u n e i n t u m e s c e n c e de médiocre 
grosseur , produi te à l 'entrée d 'un canal de l a r g e u r 
constante à fond hor izonta l et con tenan t u n e eau en r e p o s , 
tend r a p i d e m e n t , dès le débu t de sa propaga t ion indéfinie 
le long du c a n a l , ve r s sa forme- l imi te d'onde solitair 
qui est pa r fa i t ement dé te rminée en fonction de son énergie 
totale et des d imens ions t ransversales de la masse fluide 
en r epos , de m ê m e auss i le g e r m e d 'un être a n i m é , placé 
dans les c i rcons tances qui lu i conviennen t et au mil ieu de 
conditions extér ieures sens ib lement constantes , t raverse 
vite les formes t rans i to i res qui doivent conduire l ' ê t re à 
sa forme adu l te . Cel le-c i pers i s te e n s u i t e , dans tous ses 
t ra i ts essent ie ls , p e n d a n t les périodes d ' acc ro i s sement et 
de décadence, tout c o m m e l 'onde conserve sa phys ionomie , 
ses proport ions caractér is t iques , à m e s u r e qu'elle s 'use et 
s'efface p e u à p e u sous l ' influence des f ro t tements . 

On t rouve, il est v ra i , su r tou t chez les inve r t éb rés , des 
exceptions à cet te loi. Tel est no t ammen t le cas des an imaux 
à m é t a m o r p h o s e s , pa r e x e m p l e , des i n s e c t e s , dont 
l 'existence comprend deux périodes, comparables entr 'e l les 
pour la durée , où la forme de l 'être et son mode de vie son t 

(1) A la p a g e 58 du m ê m e m é m o i r e , où j ' oppose l 'obscurité profonde des p h é n o m è n e s 

purement v i t a u x à la c larté re la t ive des p h é n o m è n e s i n t e l l e c t u e l s et d e s p h é n o m è n e s 

phys iques , j e considère ces dern iers non au po int do v u e de leurs c a u s e s cachées , m a i s 

seulement par leur côté g é o m é t r i q u e , q u i e s t en effet ce dont n o u s j u g e o n s l e p l u s n e t t e m e n t . 
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t rès-différents. On p o u r r a i t p e u t - ê t r e , j u s q u ' à u n cer ta in 
p o i n t , voir que lque ana log ie en t re u n organisme pare i l et 
u n e onde d 'une assez g r a n d e h a u t e u r , propagée d'aval en 
amont le long d ' u n cours d 'eau l égè remen t t o r r e n t u e u x . 
U n e telle onde , t a n t qu 'e l le conserve u n e fraction assez 
forte de sa h a u t e u r p r i m i t i v e , s u r m o n t e le couran t et 
p rogresse vers l ' a m o n t , t and is qu 'el le e s t , au contraire , 
emportée vers l 'aval à p a r t i r de l ' ins tan t où sa hau t eu r 
devien t infér ieure à u n e ce r t a ine l imi te . Les condi t ions 
p a r t i c u l i è r e s , d 'a i l leurs c o n s t a n t e s , que présente par 
r a p p o r t à une parei l le i n t u m e s c e n c e le mi l ieu fluide où 
elle doit évo luer , sont donc te l l es , qu ' i l suffit de m o d i ­
fications légères et c o n t i n u e s , s u r v e n u e s chez l 'onde 
m ê m e , pou r la faire changer complè t emen t de direct ion 
e t , p a r s u i t e , d ' a l l u r e , c 'est-à-dire pour scinder son 
exis tence en deux par t ies b ien dist inctes, opposées même , 
de grande durée l ' une et l ' au t r e . Une pér iode d ' immobil i té 
a p p a r e n t e , c o m m e pour l ' insecte dans son état i n t e r m é ­
diaire de c h r y s a l i d e , m a r q u e la t r ans i t ion de la p remiè re 
par t ie de l 'évolution à la seconde . 

J ' a i m o n t r é à la fin du n u m é r o 19 (p. 109 à 111), en é t u ­
d ian t de s imples m o u v e m e n t s rect i l ignes d 'un poin t , que 
des bifurcat ions d ' in tégrales pour ra ien t se présenter pour 
tout mode d'état in i t ia l , si les accéléra t ions , au l ieu de 
ne dépendre que des coordonnées , dépendaient aussi des 
vitesses. Voici u n exemple par t i cu l i e r t rès-s imple de ce 
cas . P renons 

a chaque valeur , posit ive ou néga t ive , de la vi tesse v, il 
cor respond bien u n e va leur un ique et finie de l 'accéléra-
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tion. On trouve alors a i sément , p o u r l ' intégrale générale 
première, 

(2) · — · » = c, 

et , pour la solut ion s ingu l i è r e , 

(3) v = 0 ou x — une constante arbitraire. 

D'ail leurs, l ' intégrale p remiè re (2) revient à 

3_ 3_ 

1 = ±_ (.x — e) 4 e o u dt = ±_ (a> — c) 4 dx. 

D'où, en in tégran t et appelant c' une nouvel le constante 
arbitraire : «· 

i — c ' = ± 4 ( /r — c ) 4 . 

L'intégrale générale est donc 

(4) . = , _ . 

Quelles que soient les constantes arbi t raires c et c, la 
vitesse v reçoit la m ê m e v a l e u r à l 'époque t — c, ou pour 
x — c, dans les deux équations (2) et (3). Ains i , à ce moment , 
le mobi le , qui a déjà d'après l ' équat ion (4) ré t rogradé de 
x = oo à x = ¿:, peu t s 'arrêter pendan t u n temps quel­
conque, et puis revenir sur ses pas en reprenan t sa marche 
désormais accélérée. 

Il y a donc u n point d ' a r r ê t , x = c, quelles que soient 
les circonstances initiales. Ces circonstances influent 
seulement sur la position du point d ' a r r ê t ; elles le dé ­
placent , mais ne le suppr imen t j a m a i s , contrairement à 
ce qui arr ive dans u n mouvemen t rect i l igne où l 'accéléra­
tion ne dépend que de la coordonnée, cas dans lequel les 
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points d 'arrêt ne sauraient être ailleurs q u ' a u x positions 

naturel les d 'équil ibre ins table du mobi le . 

Enfin, à la page 123, où je cite l ' exemple d ' indéterminat ion 
mécan ique t rouvé pa r Poisson dans le m o u v e m e n t r ec t i -

l igne fictif que régi t l 'équation - = axn, j ' au ra i s peu t -

être dû faire observer que cet exemple est lo in de m u l t i ­

plier les bifurcations comme ceux de m ê m e espèce que 

j ' a i d o n n é s : ca r le point d 'arrêt un ique x — 0 , qui s'y 

présente quand la vitesse à l 'or igine s 'annule , n e peu t 

être a t te int qu ' une fois par le mob i l e ; le pr inc ipe 

directeur n ' a donc à y in te rven i r qu 'une seule fois dans 

tou te la suite des t emps . 

* 

A u m o m e n t où se t e r m i n e l ' impress ion de ce t te é t u d e , 
M. l ' i ngén ieur P . T a n n e r y v ien t de p u b l i e r , dans la Revue 
'philosophique de n o v e m b r e 1879, u n a r t i c l e , sur Une 
théorie de la connaissance mathématique, où il est acces-
soii'enient ques t ion (p. 489) de la mul t ip l i c i t é des in tégra les 
que p e u v e n t admet t re les équat ions différentielles du 
m o u v e m e n t de cer ta ins s y s t è m e s matér ie l s , pour u n m ê m e 
é ta t in i t ia l donné . M. P . T a n n e r y ass imile ces mul t ip l e s 
in tégra les a u x solut ions étrangères, b i en c o n n u e s des 
ana lys tes , qu i se p r é s e n t e n t dans ce r t a ins p rob lèmes , 
lorsque les équat ions p a r lesque l les on e x p r i m e a lgébr i ­
q u e m e n t l e u r énoncé n e le t r adu i sen t p a s d'une» m a n i è r e 
complè te et on t ainsi p lus d ' é t endue qu ' i l n e faudra i t . 
Alors , tou tes les solut ions des équa t ions posées répondant 
éga l emen t b i en au p rob lème algébrique , u n choix 
en t r ' e l les n e p e u t se faire qu 'à l ' a ide de condi t ions d 'une 
au t r e n a t u r e , cons is tant , pa r e x e m p l e , en ce que les n o m ­
b r e s c h e r c h é s devron t ê t re e n t i e r s , positifs , ou en ce 
qu 'on d e m a n d e r a u n e enveloppe et non les l ignes envelop­
pées , e t c . Ces condi t ions supp lémenta i re s , con tenues 
dans l ' énoncé vrai de la ques t ion , a chèven t de faire con-
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na î t re les i nconnues q u a n d le p rob lème est rée l lement 
dé te rminé . De m ê m e — car j ' accep te le r a p p r o c h e m e n t 
t r è s -na tu re l p résen té pa r M . P . T a n n e r y — des considé­
rations spécia les , é t r angères a u x équat ions classiques 
du m o u v e m e n t telles qu 'on les connaî t et , en pa r t i cu l i e r , 
au pr inc ipe de la conserva t ion des forces v i v e s , qu'il 
considère su r tou t , devront nécessa i r emen t in te rven i r pour 
fixer le choix en t r e les d iverses in tégra les compat ib les 
avec toutes ces équa t ions . J e p ré tends seu lemen t q u e , 
pa rmi les n o u v e l l e s condi t ions r e c o n n u e s ainsi néces ­
saires , i l y e n aura que les lois phys io log iques i m p o s e ­
ront , chez tou t ê t re v i v a n t , et d ' a u t r e s , q u i , dans les 
actes l i b r e s , d é p e n d r o n t de la vo lonté . A s s u r é m e n t , il 
ne r e s t e ra j a m a i s aucune indé te rmina t ion effective, q u a n d 
on t iendra compte de tou tes les causes e n jeu . 

A ce propos , M . P . T a n n e r y m e p e r m e t t r a de r e l eve r , 
dans le passage de son ar t ic le don t il est quest ion ic i , u n 
membre de p h r a s e où il semble faire re 'monter ju squ ' à 
Eule r la connaissance de cas p o u r lesquels ' les équat ions 
différentielles du m o u v e m e n t d 'un p o i n t adme t t en t p l u ­
sieurs solutions, à pa r t i r d 'un m ê m e état in i t ia l d o n n é . Il y a 
sans doute là quelque confusion; car E u l e r n e pa ra î t n u l l e ­
men t avoir soupçonné ce fai t , qu i n e se p ré sen te dans 
aucun des exemples qu'il a t r a i t és . Ceux auxquels fait 
allusion M . T a n n e r y n e compor ten t deux solutions diffé­
ren tes , q u e pa r ce qu ' i l y est ques t ion de points soumis à 
l 'action de fo rcesmécan iques incomplè tement dé terminées , 
mais as t re in tes s e u l e m e n t , d 'après l ' énoncé , à vérifier cer­
ta ines re la t ions . E u l e r se d e m a n d e , par exemple , quel le 
forme doit avoir u n e l igne sans f rot tement , pour qu 'un point 
pesan t qu i la décri t conserve en projection hor izonta le u n e 
vitesse constante ; et i l t r o u v e que la l igne doit ê t re , soit 
la parabole que décr i ra i t le point s'il était l i b re , cas où 
la r éac t ion exercée pa r la trajectoire est n u l l e , soit u n e 
droite hor izonta le , cas où cet te réact ion est égale au poids 
du mobi le . Il est clair q u e , dans de pareils p rob lèmes , 
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l ' i ndé te rmina t ion est rée l le , qu 'el le t i en t à la n a t u r e même 
de la ques t ion , con t ra i r ement à ce que pa r a î t supposer 
M. P . T a n n e r y . Mais le m o u v e m e n t , si l 'on considère 
chaque cas par t icul ier , c 'es t -à-dire chaque courbe obtenue , 
y est parfai tement dé t e rminé par sa vra ie équat ion diffé­
rent ie l le et pa r l 'état ini t ia l . 

É C L A I R C I S S E M E N T . 

A la page 12 (ligne 12) du mémoire ac tue l , j ' a i pa r l é , au 
po in t de vue non-euc l id ien , àel'étendue absolue des figures. 
Cette express ion, dépourvue de toute signification précise 
q u a n d les figures peuven t g r and i r ou décroî t re dans des 
rappor t s quelconques en res tan t semblables à e l les-mêmes 
e t , p a r sui te , en ga rdan t toutes leurs p r o p r i é t é s , est 
suscept ib le de recevoir u n sens n a t u r e l d a n s l ' hy ­
pothèse cont ra i re où leurs dimensions ne va r i en t pas sans 
que leurs angles changen t par le fait m ê m e . Alors , en 
effet, tous l eurs états de g r a n d e u r sont liés à ceux des 
angles , ou comme j a lonnés pa r c e u x - c i , qu i c o m p o r t e n t 
u n e m e s u r e absolue ; car l 'uni té na tu r e l l e d 'angle es t 
l 'angle dro i t , ou m i e u x l ' e space total compr i s au tou r d 'un 
po in t . P a r exemple , dans les sys tèmes non-euc l id i ens , on 
p o u r r a i t qualifier oV absolument petits les t r i a n g l e s chez 
l esque l s la somme des t ro is angles se ra i t vo is ine de la 
l imi te , deux droi ts , qu'elle a t t e ind ra i t si les côtés vena ien t 
à s ' annule r , vu que tous ces t r iangles ne c o r r e s p o n d r a i e n t 
q u ' a u n e par t ie m i n i m e du champ to ta l possible des var ia ­
t ions de la somme considérée des trois angles et d e v r a i e n t 
ê t re ainsi répu tés t rès-vois ins des t r i ang les in f in iment 
pe t i t s , p a r opposi t ion a u x au t r e s t r i ang les , i ncomparab l e -
m e n t p l u s n o m b r e u x , p o u r lesque ls ce t te somme différerait 
de d e u x droi t s d ' une man iè re sensible . 
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CALCUL 

DILATATIONS ÉPROUVÉES PAR LES ÉLÉMENTS MATÉRIELS RECTILIGNES 

A P P A R T E N A N T A U N E PORTION I N F I N I N I M E N T P E T I T E 

D ' U N E MEMBRANE É L A S T I Q U E C O U R B E 

Q U E L'ON D É F O R M E , 

ET DÉMONSTRATION TRES-SIMPLE DU THÉORÈME 
DE GAUSS, 

SUS LA DÉFORMATION DES SURFACES INEXTENSIBLES W; 

par M. J. BOTJSSINESQ, 

Professeur à 11 Faculté des Sciences de LIHa. 

I . — E X P R E S S I O N D E LA DILATATION D'UN ÉLÉMENT 

REGT1LIGNE D E LA M E M B R A N E . 

I s o l o n s p a r l a p e n s é e , d a n s l a m e m b r a n e é l a s t i q u e d o n t 

o n v e u t é t u d i e r l e s d é f o r m a t i o n s , u n e p a r t i e i n f i n i m e n t 

p e t i t e e n t o u s s e n s ; e t c o n s i d é r o n s d ' a b o r d c e t t e p e t i t e 

p o r t i o n d a n s s o n é t a t c h o i s i c o m m e é t a t p r i m i t i f . S i on la 

r a p p o r t e à u n e d e s e s n o r m a l e s p o u r a x e d e s z e t à d e u x 

d r o i t e s r e c t a n g u l a i r e s , s i t u é e s dans l e p l a n t a n g e n t cor res -

(1) Article présenté à l'Académie des Sciences, la 1 e r avr i l 18T8. — Voir l 'extrait a u x 
Comptei-Rendus (t. L X X X V I , p. 816). 
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pondant, pour axes des x et des y, son équation sera 

réductible, comme on sait, à celle d'un paraboloide, 

(1) 21 = r x"1 -+- 2 s xy -+- ty*. 

Celle-ci,' différentiée, donne 

dz = (rx -t- sy) dx -t- (tx -+- ty ) dy, 

et, par suite, 

dz* — [rx -i- sy)* die* -t- ( -i- ty)* <ty* 

- 1 - 2 [* (rx1 -+- 2s xy -+• ty1) •+- (rt — ** ) xy] dx dy. 

Or, on a identiquement 

I r a n - * » ) * - » - (rt— s*) y* (M; -+- ty)* H- ( r i — * * ) < » * 
« * - » - 2 * < B y H - t y * = - ^ ^ >JL = ± *> ^ V L — ; 

en sorte que l'expression 

2 (r<r* -t- 2s xy ty*) 

peut être remplacée par 

(rx -+- sy)* - i - (ri — s* ) y * ( M; -+- ty )* -t- ( RF — s1) x* 

r t 

Alors, la valeur précédente de dz* devient aisément 

(rx -+- sy ) 8 -+- s (rt — ** ) y i 

dz1 — dx 

(2) 
. , (sx •+- ty)S -H * [rt — s*) x3 „ , , , 

dy d - i ^ — i '- h 2 [rt—s*)xydxdy. 
ot » 

Nous désignerons par C, afin d'abréger, la courbure 

rt — s* de la portion considérée de surface ou de mem- -

brane, c'est-à-dire le produit de ses deux courbures 
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principales . Enf in , la l ongueur p r imi t ive , dS, de l 'é lément 

matériel rect i l igne (tracé sur la surface), dont les projections 

sur les axes sont dx, dy, dz, aura pour carré 

dSi = da1 -t- dy* -4- dz1. 

Concevons actuel lement qu 'on déforme la m e m b r a n e , 
en laissant fixes le point matér ie l s i tué à l ' o r ig ine , la 
direction du plan t angen t correspondant et celle de l ' é l é ­
ment rect i l igne m e n é à par t i r do l ' o r ig ine dans le sens des x. 
Les peti tes ordonnées de la por t ion considérée de surface 
seront encore d o n n é e s , après les déformations t par u n e 
équation analogue à (1), où les constantes r, s, t, C auron t 

. d 'autres valeurs r , s', f,C De p lus , les deux coordon­
nées pr imi t ives x, y de chaque point matér ie l au ron t reçu 
des accroissements u, v, q u i , fonctions de x, y, s ' annu­
leront à l ' o r ig ine , et dont le second, v, y aura sa dérivée 
en x nul le (à cause de la fixité re la t ive supposée de d i rec­
tion de l ' é l ément rec t i l igne qui émane de l 'origine suivant 
l 'axe des x). 

D'ai l leurs , les déformations d 'une m e m b r a n e élast ique 
dans les sens paral lèles à son plan t angen t étant en général 
fort res t re intes (par suite de l 'existence de l imites d 'élas­
ticité), les déplacements u, v seront t rès-pet i ts devan t x, y, 
et les deux projections, su ivant les x et les y, d 'un é lément 
matér ie l rec t i l igne , n ' auron t var ié que de min imes frac­
tions de l eu r s va leurs primit ives dx, dy. Cela serait su r tou t 
v ra i , si les fibres (dont les é léments sont appelés dS] chan ­
geaient de courbure sans s 'é tendre n i se contracter , cas où 
leurs projections sur le p lan des xy ne var ient qu 'à cause 
des changemen t s de leurs t rès -pe t i tes inclinaisons par 
rappor t à ce p lan . Alors les droites qui jo ignent deux à 
deux des points quelconques de la petite pa r t i e considérée 
de membrane n e v a r i e n t , soit en g randeu r absolue, soit en 
projection su r le p lan des xy, que de quant i tés du troisième 
ordre de petitesse en x et y, c 'est-à-dire de quant i tés 
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comparables au p rodu i t des pet i tes l ignes , du p remier 
ordre en x, y, projetées sur l eur corde ou su r le plan des 
x y, p a r les part ies var iables des cosinus d 'angles qui sont 
du m ê m e ordre de pet i tesse. E t les déplacements u, v, 
qui s 'annulera ient si tous les points dont il s'agit conse r ­
va ien t , en projection sur le plan des a; y, leurs dis tances 
respec t ives , devront ê t re na tu re l l ement du m ê m e ordre 
de peti tesse que les variat ions de ces dis tances, c 'est-à-dire 
du t rois ième. On le verra d 'a i l leurs p lus l o i n , p a r les 
formules (7), quand on calculera u, v pou r ce cas de simples 
flexions. 

Le ca r r é dz1 aura donc g rand i sensiblement de la var ia­
t ion qu 'éprouve le second m e m b r e de (2) lorsqu'on y laisse 
constants y, dx, dy et qu 'on y remplace r, s, t, C par 
r', s', t', G'. S i l 'on pose, pour abréger , 

( rx -+- s'y ) ' - t - s'G'y3 

6 ? ' 

( s'a -+- t'y )3
 -t- s' C'a;' 

6 ? ' 

cet accroissement de dz2 v a u d r a , d 'après la formule (2), 

2 [ ( C — C) xy dx dy — dx dV — dy dV]. 

E n y jo ignan t les augmenta t ions , 2 dx du, 2 dy dv, 
reçues pa r dx2 et dy*, qui sont devenus (dx -+- duf, (dy -t- dvf, 
on t rouve 

2 [dx d (* — U) -i- dy d [v — V) - H ( C — C ) xy dx dy] 

pour la va leur de l 'accroissement qu'a subi le carré de 
l ' é lément rec t i l igne , c 'est-à-dire pour la va leu r de l ' expres­
sion (2A)<^S a , où A dés igne la pet i te dilatation relative 
éprouvée pa r l ' é lément dS, qui est devenu ainsi (1 -4- A) dS. 

U = 

(3) 

[rx syf -+- s Cy3 

6r 

[sx -+- ty)3 + s C i 3 
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dx 
( C — C ) xy cosa sin a. 

T e l l e est l ' e x p r e s s i o n de la di latat ion A é p r o u v é e par 

l ' é l ément l inéa i re cons idéré de m e m b r a n e , c ' e s t - à - d i r e la 

valeur de s o n a l l o n g e m e n t p o u r l ' u n i t é de l o n g u e u r 

p r i m i t i v e . 

L e s coef f i c ients de c o s 2 a et de s i n z a , savoir 

d[u — U)_ d(v— Y) dx dy 

y r e p r é s e n t e n t l e s d i latat ions de d e u x é l é m e n t s p r i m i t i ­

v e m e n t r e c t a n g u l a i r e s , p r i s , à partir d 'un m ê m e po in t 

(x, y), s e n s i b l e m e n t p a r a l l è l e s , l ' u n , à l ' axe des 

l 'autre , à l ' axe d e s y: e n effet , c e s coe f f i c i en t s sont l e s 

v a l e u r s de A p o u r a = 0 et pour a = ou 90° . 

Q u a n t a u coe f f i c i en t d u p r o d u i t cos a s i n a, c 'es t -à dire à 

d(u-TJ) d l v - Y ) 
•+- ( G — C) xy, 

dy dx 

i l e x p r i m e la pe t i t e d i m i n u t i o n qu'a é p r o u v é e l ' i n c l i n a i s o n 

R e m p l a ç o n s l e s différentiel les to ta les d{u-\J), d(v-\) par 

leurs d é v e l o p p e m e n t s respect i fs 

d[v — U) , d(u — U) , dit —Y) , d [v — V ) , 

— ; s — * * — y — d y ' 

puis observons que l e s rapports àedxkdS et de à dS 

sont s e n s i b l e m e n t l e c o s i n u s et le s i n u s de l 'ang le a. q u e 

fait avec l e s x posit i fs la project ion p r i m i t i v e de l ' é l é m e n t 

rec t i l i gne sur l e p l a n d e s xy. Il v i e n d r a la formule que j e 

m e proposa is d'établir : 

dtu—TJ) d[v — Y) 
A = — ! — c o s s x H - - sin* « 

dx dy 

(4) \ V d{u — U) d[v — Y) 
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de ces deux é l émen t s d'abord rec tangu la i res , ou le cosinus 
de l ' a n g l e , u n peu différent de 90° , qu ' i ls forment après 
les déformations. 

P o u r le démont re r , a t t r ibuons à ces deux é léments 
des longueur s primit ives égales, dS ; de p l u s , considérons 
l 'é lément r ec t i l igne q u i , jo ignant leurs e x t r é m i t é s , v a u t 
dans l 'é ta t pr imit i f ds V2 et pour lequel on a 

1 1 

cos a - , s in « = — ; 

D'après la formule fondamenta le de la t r igonomét r ie 
rec t i l igne , le carré de ce dern ier é l émen t , r e t r a n c h é de 
la somme des carrés des deux a u t r e s , éga le , après les 
déformat ions , le double p rodu i t de ceux-c i par le pe t i t 
cosinus de l 'angle qu' i ls forment . O r , tous les carrés 
considérés ont été mul t ip l iés r espec t ivement , pendan t 
les déformat ions , pa r l 'expression (1 •+- A)2, ou par 1 -i-2A, 
A dés ignant la dilatation l inéaire qui correspond à chacun ; 
en sorte que les car rés des deux é léments p r imi t ivemen t 
rec tangula i res sont devenus 

et que celui du t rois ième é lément égale 

2 [ d S ? h + d±z3 + 'JlH ^ _ ±£D _ [ c r - 0 * 1 . 
^ ' L dx dy dy dx y ' J \ 

L ' excédant de la somme des deux premiers su r celui-ci 
est donc 

r d lu — U) d[v — V ) "1 

et son quo t i en t pa r le double produi t des deux premiers 
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côtés ou sensiblement p a r 2 ( ^ S ) 8 , c 'est-à-dire le cosinus de 
l 'angle c h e r c h é , égale b ien le coefficient de cosa sin a 
dans la formule (4). -

IL — CAS OÙ L A M E M B R A N E E S T S I M P L E M E N T F L É C H I E , 

S A N S E X T E N S I O N NI CONTRACTION 

D E S E S F I B R E S . 

Etudions en par t icul ier les déformations qui consis tent 
en de simples flexions de la portion considérée de m e m ­
brane (c 'es t -à-dire qui se font sans al longement n i 
raccourcissement d 'aucune de ses fibres), déformations 
auxquelles u n e plaque solide peu épaisse résiste, comme on 
sait , incomparablement moins qu ' aux déformations accom­
pagnées d 'extensions de fibres. On aura , quel que soit 
a et pour toutes les valeurs très-peti tes de x et y, A = 0, 
c 'es t -à -d i re 

i(% — U) . die —Y) . . 
, - COS* a H - — - Bin' a 

dx dy 

dlv — TJ) d(v—Y 

dy dx 

r 1 
1- ( C — C ) xy cos a sin « = 0 , 

équation q u i , si l 'on y suppose successivement l 'angle a 
n u l , droit e t puis quelconque, rev ien t à annu le r séparé­
men t les trois coefficients de cos 2 a, s in 2 a, c o s a sin a, 
c 'est-à-dire à écrire les trois relations 

* ( . - U ) = 0 > rf(—v)=0f 

dx dy 

( 5 ) < i d(u-U) d ( v - Y ) r i « _ 0 

1 -—— -+- ( L — L) xy — 0. 
dy dx 
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Ces trois équat ions ne s 'appliquent en toute r i g u e u r , 
ou m i e u x , sauf e r r eu r s relatives inf iniment pe t i tes , que 
dans u n e é tendue inf iniment peti te aussi tout au tour de 
l ' o r i g ine , c 'es t -à-di re là où la surface est ass imi lable , 
quelle soit sa forme générale , à u n simple paraboloide a y a n t 
l 'origine pour sommet . Mais on pourra les t ra i te r comme 
des équat ions qui seraient satisfaites d 'une man iè re 
con t inue dans u n e é tendue finie, s i , pou r fixer les idées, 
l 'on conçoit adoptée u n e un i t é de l o n g u e u r inf iniment 
pe t i t e , p ropre à faire para î t re finie chaque région considérée 
de la m e m b r a n e : hypothèse qui ne modifie en r i en les 
démons t ra t ions p récéden tes , mais qui rend s implement 
inf iniment pet i tes les constantes r, s, t, G, r', s', f, C et 
aussi (pour toutes les valeurs finies de x, y) les fonctions 
il, v, U, V . 

Cela é tant admis , les deux premières (5) mon t r en t que 
les expressions u — TJ, v — V doivent d é p e n d r e , tout 
au p lus , la première de y, la seconde de x. Or, la t rois ième 
relat ion (5), différentiée deux fois, en x e t y, d o n n e alors 
la condit ion 

v6) C — C = 0 ou G' = C , 

qui la r édu i t à 

d(u — TJ) d{v — V) 

dy dx 

ou à 
d [u—U ) d[v — V 

= 0 , 

dy dx 

Mais les deux membres de celle-ci sont cons t an t s , vu 
que le p remier est indépendant «fie x e t le second indé­
p e n d a n t de y. D 'a i l leurs , cet te valeur cons tante et com­
m u n e des deux m e m b r e s est égale à zéro ; c a r , pour x — 0 

et y = 0, on a par hypothèse — 0, et la deuxième for-
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mule (3) mon t r e qu 'alors — s 'annule également . Ainsi 

les dérivées respectives de u— U , v— V , par rapport à 
y et à s ' annu len t ; ce qui signifie que les différences 
u — U, v — V ne dépendent pas p l u s , respec t ivement , 
de y ou de a; que de x ou de y, et qu'elles sont cons tantes . 
Mais c o m m e , par h y p o t h è s e , u, v s 'annulent à l 'origine 
et que, d'après (3), U , V s'y annu len t également , les diffé­
rences considérées u — U , v—V seront nul les par tout . 

E n r é s u m é , on n e peut satisfaire à l 'équation A — 0 , 
dans toute l ' é tendue d 'une por t ion infiniment peti te de la 
membrane , qu 'en posant à la fois 

« = U , v = Y, 

et C = G ou r"t' — s'* = rt — «*, 

relations dans lesquelles U et V sont les fonctions du t ro i ­
sième degré en x et y que donnent les formules (3). Les 
composantes tangent ie l les u, v des déplacements se 
t rouvent b ien du t ro is ième ordre de peti tesse en x et y 
dans le voisinage de l ' o r ig ine , comme nous l 'avions 
p r é v u (avant de poser les formules 3) pour le cas , é tudié 
i c i , de flexions que n 'accompagne aucun a l longement , n i 
aucun raccourc issement des fibres d e l à m e m b r a n e . 

Il ne res te donc d 'arbi t ra i res , pou r caractériser la défor­
mat ion p rodu i t e , que deux des paramèt res r', s', t', c 'est-
à-dire l 'or ienta t ion des sections principales de la t rès-pet i te 
part ie considérée de m e m b r a n e et la courbure de l 'une 
d'elles. Quan t à la courbure de l 'aut re section p r inc ipa l e , 
son produi t par celle de la première est constant et égal 
h rt— s 2 . 

Ainsi se t rouve démontrée bien s implement la proprié té 
fondamentale des surfaces transformables les unes en les 
autres sans extension n i cont rac t ion des l ignes qui y sont 
t racées , propr ié té découverte, comme on sait, par Gauss dans 
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son énoncé général , mais uti l isée de t emps immémor ia l dans 
les ar ts pour ce qui concerne les surfaces réglées dévelop­
pâmes . M. Maur ice Lévy en a s ignalé , en 1878i 1), u n e appli­
cation industr ie l le , t rès- famil ière , observe- t - i l , aux ouvriers 
employés dans certaines b r a n c h e s du t rava i l des m é t a u x . 
Cette application consiste à faire acquérir par simple 
flexion, à une p laque presque c y l i n d r i q u e , de grandes 
courbures su ivant le sens des génératr ices , en d iminuant 
dans u n rapport notable ses courbures su ivant le sens 
pe rpend icu la i re . 

La démonstrat ion du théorème de Gauss donnée ci-
dessus p résen te , sur d 'autres démonst ra t ions du m ê m e 
t h é o r è m e , l 'avantage de m o n t r e r que l 'égalité du produit 
des d e u x courbures pr incipales es t line condi t ion , non 
seulement n é c e s s a i r e , mais encore suffisante, pour que 
d e u x port ions inf in iment pet i tes de surface soient appli­
cables l 'une sur l ' aut re sans déch i ru re n i dupl ica ture . 

(1) Comptes-Rendus de l'Académie des Sciences, tome L X X X V I , p. 1 1 1 ; 14 j a n ­
vier 1 8 1 8 . 

LîIIa Imp. LDausl. 
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