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OUVRAGES DU MEME AUTEUR

EN VENTE CHEZ M. GAUTHIER -VILLARS. .

Essar théorique sur ’équilibre des massifs pulvérulents, comparé & celui
de massifs solides, et sur la poussée des terres sans cohésion.

In-4°de 180 pages, 1876 . . . . . . . . . . . . . 10 fr.
Conclusions du Rapport de M. de Tilly & I’Académie Rayale de Belgique :

« En résumé, ce Mémoire renferme l'exposition des principes et des résultats les
plus immédiats d'ure branche wouvelle et féconde de la Mécanique moléculaire ou
interne. On avail réussi i représenter par des équalions aux dérivées partielles 1'équi-
libre d'élasticité des solides, ainsi que celui des fluides, et l'on svait méme pu, dans
les cas les plus simples, intégrer ces équations. Il restait & traiter le méme probleme
pour les massifs pulvérulents ou sablonneux, intermédiaires entre les solides et les
fluides, et plus difficiles & étudier & cause mémne de ce caractére mixte. Clest ce qu'a
fait M. Boussinesq. 1l a de plus, en rattachant la théorie de 1'équilibre limite a celle
de l'équilibre d'élasticité , éclairé d'un jour nouveau les rapports qui ecxistent entre
Iétat élastique ou ordinaire de la matiere et cet état exiréme qu'elle affecte parfois, et
quon appelle état plastique pour les solides, état éhouleux pour les masses incon-
sistantes. Knfin, il a donné les lois de l'équilibre-limite des terres, dans des cas
beaucoup plus généranx qu'on ne l'avait fait jusqu'ici. Je considere le travail de
M. Boussinesq comme trés-important et trés-rema-quable. . ... »

QOutre les problemes d'équilibre de massifs ( solides ou pulvérulents ) qui importent
le plus dans la pratique, l'auteur y étudie I'écoulement du sable par un orifice, le poin-
¢onnage et I’écoulement des solides malléables, 1'état éhouleux ou plastique d'une masse
remplissant 'angle diédre formé par deux plans rigides, ete.

Essatsur la Théorie des Eaux courantes. In-4° de 766 puges, 1877. 20 fr.

(e travail embrasse d’'un poiat de vue nouveau, exclusivement scientifique et
rationnel, 1'étude de la plupart des phéromeénes que présentent les fluides en mouvement,
phénomenes (qui étaient restés presque tous jusqu'a ce jour, au dire des Commissaires
de I’Académie des Scicnces , des ¢nigmes dont on cherchait mal ¢f vainement le mot.
Il y est traité , avec des détails proportionnés & l'importance pratique des questions,
de l'écoulement pur les tuyaux et les canaux de diverses grandeurs et de diverses
formes, ainsi que par les orifices et les déversoirs; des régimes, uniforme et varié,
permanent et non permanent, des cours d'eau; de linfluence des coudes et des
ondulations du fond, de la houle et du clapotis de la mer, en temant compte des
variations qu'introduisent dans leurs lois la hauteur mémec des vegues et l'influence
des frottements; des ondes liquides dans les bassins limités ; des marées fluviales ; des
ondes, iutumescences de diverses formes et crues propagées le long des canaux et
des cours d’cau , ¢n tenant compte des influences de leur hauteur et de leur courbure |
des frottements et de la pente du fond , des inégalilés de vitesse des filets fluides, de la
forme, constante ou variable, des sections, Il y est traité aussi des modifications produites
par les courants, droits ou courbes, sur les lits qui les contiennent et généralement sur
la surface terrestre ; des tonrbillons liquides & axe vertical; de I’écoulement , permanent
et non permanent, des eaux d'infiltration; de la transpiration, de la diffusion et de
leffusion des gaz ; de l'action de la capillarité sur le mouvement des liquides en nappes
minces ; etr. .

Conciiation du véritable déterminisme mécanique avec I'existence de la

vie et de la liberté morale, Grand in-8° de 256 pages, 1878... 5 fr.

Mémeire physico-mathématique sur une importante question de philosophie naturelle,
précédé d’un Rapport de M. Paul Jenet, membre de I'lnstitut, & I'Académie des
sciences morales et politiques, et suivi de notes complémentaires, sur l'exisience des
dérivées dans toutes les fonctions continues qui représentent des phénomenes naturels,
sur les équations différcntielles et les diverses intégrales qu'elles admettent, sur la notion
des forces des mécaniciens et son origine dans nos sensations d’effort musculaire, ete.
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SUR

DIVERS POINTS DE T.A PHILOSOPIIE DES SCIENCES.

I. — SUR LE ROLE ET LA LEGITIMITE DE LINTUITION
GEOMETRIQUE™.

1.— De [a défiance que ['intuition géométrique inspire d quelgues partisans
des doctrines non-euclidiennes.

On connait Pextension que prennent de nos jours les
études® relatives aux géométries dites non-euclidiennes
ou ¢maginaires, cest-a-dire aux géométries dans les-
quelles on admel, soit, avec Lobatchelski et Jean Bolyal,
que par un point il passe tout un faisceau de paralléles a
une droite donnée, soit au contraire, a la suite de Riemann,
qu’il n’existe pas de paralleles, ou que deux droites d’un
plan vont toujours concourir & une distance finie, comme
si I’espace plan se fermait de lous colés & la maniére d'un
espace sphérique. Ces idéss nouvelles, que d’intéressantes
recherches philosophico-mathématiques de M. Hotiel, en
France, et de M. de Tilly, en Belgique, ont répandues parmi
nous ®, sont visiblement démenties, en ce qui les distingue

(1) Article hu, le 17 avril 1879, & la réunion des sociéiés savantes des départements,
tenue a la Sorbonne (section des sciences mathématiques). 11 a déja paru, presque en
entier, dans la Revue philosophique d’octobre 1879.

[2) Voir surtout le remarquahl> trailé intituld « Essai sur les principes fondumen-
taux de la gdoméirie et de la mecanique. par M. de Tilly, membre de I'dcademio
royale des Sciences de Belgique », publié en 1879 dans les Mcmoires de la Societe
des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux (tome III, 2° série, 1°F cahier).
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de la géométrie euclidienne, par lintuition géométrique
telle qu’elle existe chez tous les hommes. Aussi, les mathé-
maticiens qui les développent ne se proposent-ils sans
doute (& quelques excepiions prés) qu'un but de pure
logique, consistant & mettre en vue et a combiner entr’elles,
non pas toutes les données premidres ou irréductibles du
sens géométrique pris dans son intégrité, mais seulement
les données qui semblent les plus nécessaires pour édifier
un corps de doctrine, cn commengant par ce principe, qu'il
est possible de mener, & partir de chaque point de I'espace
et dans chaque direction, une ligne droite et une seule. Ils
font, au contraire, abstraction de lidée de simélitude,
jugée par eux moins fondamentale ou moins indispensable,
c’est-d-dire qu’ils conviennent de ne pas recourir a ’intui-
tion, en tant qu’elle nous assure que toute figure peut
étre reproduite a une échelle de grandeur quelconque sans
qu’aucun de ses angles soit altéré, on, par conséquent, en
ce qu’elle nous montre une corrélation stricte entre le fait
de I'égalité des angles correspondants, formés dans un
plan par deux droites que coupe ume sécante, et le fait
de la mon-intersection de ces droites, autant dansle cas
ou la portion de sécante comprise entre les droites est
finie, que dans le cas o elle est infiniment petite et ou
celte corrélation résulte de 1'idée méme de ligne droite

Ils ne nient donc pas la valeur et la légitimité de Vintui-
tion géométrique dans ses applications a lordre concret ;
en sorte que leurs recherches, utiles tout au moins par les
classements rationnels d’idées qu’elles peuvent faire con-
naitre, paraissent sans danger pour la rectitude de ’esprit,
méme aux yeux de ceux quine se sentent pas certains
de la possibilité de scinder ainsi fictivement leur faculté
de se représenter les formes, et qui, par suite, conservent
quelques doutes sur la portée — [Gt-elle tout abstraite —
-des conséquences ainsi déduites.

Mais d’autres partisans de la géométrie non-euclidienne
ne s'entiennent pasla. Désireux, naturellement, de donner
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plus d’importance a leurs spéculations, ils voudraient
pouvoir les introduire dans la pratique , la ou leur négation
de I'idée de similitude, cessant d’atre purement fictive , est
condawnée de suite el sans appel par le sens géométrique
lel qu’il existe chez eux autant que cnez les autres
hommes. Force leur est donec de s’attaquer & ce sens lui-
méme. It c’est ainsi qu’ils se décident & metire en suspi-
cion ’intuition ou évidence géométrique, la qualifiant de
« chose mal définie », la regardant comme une {rans-
formation ou un simple produit capitalisé de U'expérience
sensible, comme « une expérience dans laquelle la mémoire
remplace Lactivite physique » : ce qui en ferait, tout au
plus, une sorte de souvenir généralisé des perceptions
tactiles et visuelles. Ils en viennent a dire qu’il faut assi-
miler ce qu’elle nous monire a des données empiriques,
aux résultats, toujours plus ou moins grossiers, de nos
observations, et I'écarter entiérement des raisonnements
vraiment mathématiques, qui seuls, d'aprés eux, seraient
rigoureux ou exacts.

Il peut donc élre bon d’examiner rapidement si ces
objections sont fondées, et si les raisonnements des mathé-
maticiens subsisteraient, en dehors des malériaux que leur
fournit Vintuition géométrique ou, tout au moins, de
Pappui qu’elle leur préte.

2. — Cette défiance w'est pas justifide , car I'évidence ou intuition
géoméltrique ne saurait éire, comme ¢ls le supposent ,
un produit de U'observation externe.

Tout le monde admet que le sens idéal de 1'espace et des
figures n’a pu se développer en mnous qu'a la suite des
observations quiont éveillé notre activité intellectuelle.
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Sans le choe provoqué dans notre systéme sensitif par le
monde exiérieur et par ses contrastes, il est probable que
nos facultés seraient restées engourdies, faute de sollici-
tations ou méme, si l'on veut, faute de matiére premiére.
Mais il y a infiniment loin des résultats incomplets et
grossiers de l'expérience aux données de Uintuition géomé-
trique une fois exercée, données qui se présenlent a nous
comme des créations de 1’esprit, avec des caractéres de
simplicité, de précision, de généralité, que la mnature
physique ne comporte guére et que, cerlainement, nous
n’y avons pas vus. Donc, les constructions idéales que
nous édifions et contemplons au moyen de notre sens
intérieur de I'étendue el des formes ne sont pas le produit
de Tobservation externe : elles constituent un ordre de
choses spécial, autonome, bien distinct de celui avec
lequel nous met en rapport notre nature sensible.
Celle-ci, telle que 1’a sans doute’ fagonnée peu & peu
Pinfluence des réalités extérieures, parait méme repousser,
dans leur expression exacte et seule intelligible, les prin-
cipes essentiels qui nous fournissent comme les matériaux
de nos constructions géométriques. Les principes dont il
s’agit consistent, en effet: 1° dans la notion de points
sans étendue; 2° dans celle des droites, sans largeur ni
épaissewr , mais ¢nfiniment divisibles en longueur, qui
joignent ces points deux a deux; 3°dans l'idée d’angles
divisibles aussi éndéfinément , espaces plans, illimités d’un
coté, qui relient deux droites issues d'un méme point;
4° dans la notion des lignes courbes, qui, bien que n’étant
pas réductibles & des droites par voic de déduction logique,
le deviennent, comme on dit, & linfind ou a la limite grace
a une certaine vue transcendante de la raison, wvue sans
laquelle, d’aprés le mot de Pascal, on n’est pas géométre;
etc. Voilda pourquoila tournure d’esprit du mathématicien
et celle du physicien ou du naturaliste sont si ditférentes,
et pourquoi leurs langages, leurs maniéres de voir, se
trouvent souvent en opposition (au moins apparente).
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En résumé, lobservation externe, qui est incapable
d’atteindre positivement aux conceptions du géométre
entendues dans leur sens rigowrenz , el qui, en se laissant
guider par I'instinct, leur semble méme contraire, n’est
pas la source propre oil nous avons puisé ces conceptions.
Elle a pu seulement en suggérer un certuin nombre, par
voie d'analogie, ou tourner de leur c6té notre attention, en
la mettant 4 méme d’utiliser d’imparfaites ressemblances.
Les figures de la géomsétrie et les lois que l'intuition y fait
découvrir sont jugdes par nous tellement indépendantes
de tout empirisme, el de l'existence méme de V'univers
physique, que nous me pouvons mous empécher de les
regarder comme nécessaires ou éternclles, c¢’est-a-dire
comme exactement pareilles chez tous les esprits, exis-
tants ou possibles, de tous les temps et de tous les lieux,
méme dans ce qui nous semble, en elles, contraire aux
données des sens et, probablement, étranger ala stricte
réalité conertte ou matérielle. Aussi a-t-on toujours
admis, dans la science, qu’elles constituent un ordre
de choses supérieur, dont la maniére d’étre, il est vrai,
nous échappe.

Sans doute, nous sommes dans une ignorance profonde
du chemin que notre intelligence a suivi, pour arriver a la
claire vision de ces vérités, & partir dujour o la perception
encore sourde des mouvements imprimés & nos organes
taétiles a commencé a4 lui révéler ’extension matérielle.
Mais cette ignorance ne doit pas nécessairement nousrendre
incertains de’exactitude objective des lois mathématiques.
Car, autre chose est un but que l’on se propose, et autre
chose les voies multiples qui y conduisent. I’obscurité de
ces derniéres n’empéche pasle but dont il s’agitici d’étre en
pleine Jumiere, une fols qu’on I'a atteint, et d’étre reconnu
exactement le méme, soit qu’on y parvienne en s’appuyant
pour toute donnée physique sur les semsations du tact,
comme ont fait les aveugles de naissance devenusgéometres,
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soit qu’on ait pu s’aider en outre de la vue. Il n’y a donc
pas lien, pour apprécier la justesse du sens géométrique,
de se préoccuper des premiéres phases qu’il a dii traverser,
dans une mesure plus grande qu’on ne s’inquiéte, en
jugeant des bonnes qualités d'un il, de la série des
iransformations qu’il a subies duranf sa période embryon-
naire.

3. — Quelque opinion que Lon ait d'ailleurs sur son origine, le sens
géométrique n'en resie pas moins la plus parfaite de nos facultés
intellectuelles , la mieux définie dans son objet.

Mais — les notions fournies par ’intuition géométrique
fussent-elles seulement subjectives, ou encore dil-on les
supposer, en quelque sorte, fonction tout & la fois de la
nature de notre esprit et de celle des choses, — 1’admi-
rable unifornité et la clarté singuliére qu’elles présentent
dans toutes les tétes humaines, ainsi que leur conformité
constante, sans limite assignabl/z, & tous les résultats’
d’expériences précises, n’en feraient pas moins la plus
solide base des sciences et méme, dans I’ordre logique,
la meilleure pierre de touche des doctrines. Le sens géo-
métrique ne serait donc pas, méme alors, une chose mal
définie, de telle maniére qu’on dat s’en défier et qu’il fut
possible d’espérer mieux. Loin de la, il resterait ce qu'il
n’a jamais cessé d’étre, savoir, la chose la mieux définie,
celle qui préte le moins aux malentendus et aux désaccords.

Nous sommes tous convaincus dans la pratique que nos
conceplions abstraites des grandeurs et des figures peuvent
exprimer les faits naturels avec une exactifude trés-supé-
ricure & celle que comportent les meilleures observations;
et 'expérience vient, a tout instant, apporter a cetle ma-
niere de voir une confirmation nouvelle, d’autant plus
admirable, que Porigine ou du moins ’élaboration de nos
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idées mathématiques est, pour la plus notable part, ration-
nelle et non empirique. Comment s’étonner, apres cela,
que le pouvoir, dont nous jouissons, de nous représenter
I'étendue figurée et d’en évaluer en nombre chaque
partie nous paraisse invinciblement Ia plus parfaite de nos
facultés intellectuelles ? Aussi est-ce celle que nous accu-
serions la derniére, celle que nous jugerions avoir le
moins besoin de progresser, pour se mettre, d'une maniére
adéquate, & I'unisson ou a la forme des objets extérieurs.

Ce qui prouve qu’elle est trés-voisine de la perfection et
qu’il ne lui est plus possible, en quelque sorte, d’en
approcher, c’est qu’elle n'a pas varié d’une maniére appré-
ciable depuis les premiéres origines des sclences, depuis
Thales de Milet, en dépil du besoin de changement qui
n'a cessé d’agiler les esprits, et malgré les efforts séculaires
dépensés dans I'intervalle pour élever I’édifice immense
de nos mathématiques. De tels efforts n'auraient pas
manqué d’aceroitre par I'exercice la justesse de la faculié
qui les déployait, pour peu que cette justesse et laissé a
désirer dans une mesure sensible. Donec, elle avait déja
comie atteint sa limite extréme dés le début du développe-
ment historique des sciences, a supposer qu’elle ait eu
jamais besoin de progresser et que sa perfection en quelque
sorle absolue ne fasse pas essentiellement partie de notre
nature intellectuelle. Et c’est ce qui explique pourquoi la
faculté dont il s'agit a offert cctte garantic singuliere de
véracité, de se montrer absolument pareille chez tous les
hommes connus, a quelque époque et & quelque société
gu’ils appartinssent, dictant les mémes réponses & tous ceux
qui l'ont consultée attentivement surtelle ou telle question :
genre de contréle qu’elle peut seule, & ce qu’il semble,
supporter victorieusement, ou qui, dans tout autre ordre
d’idées, trouverait sans doute en défaut notre faible raison.
En un mot, lintuition ou sens géoméirique parail com-
prendre ce qu’il y a de plus ressemblant en nous et hors
de nous, ce qui, dans notre intelligence, est a la fois le
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mieux approprié a la forme de notre esprit et & 1a nature
du monde extérieur.

Dureste, les géométres non-euclidiens dont je combats
ici la tendance a supprimer positivement la notion de
similitude, comme idée nécessaire, et a en refuser l’ap-
plication aux faits, conviennent eux-mémes que toutes
les figures qui ont leurs dimensions inférieures ou compa-
rables 4 celles de notre globe, et que mous pouvons
mesurer directement dans leurs diverses parties, sont
régies sans erreur appréciable par la géométrie ordinaire,
c’est-4-dire euclidienne. IlIs invoquent précisément I'ex-
périence, pour juger l’étendue absolue de toutes ces
figures trés-faible, et pour les assimiler & des figures
infiniment petites, qui, dans leurs idées, sontsusceptibles
de devenir semblables entr’elles, & la limite ou sauf erreurs
relatives tendant vers zéro, et comportent pour cette
raison une géométrie plus simple que celle des grandes
figures. En d’autres termes, la géométrie euclidienne est,
a leur sens, une premiére approximation, applicable en
toute rigueur aux figures infiniment pelites (1) et, avecune
exactitude suffisante, aux figures finies dont les dimen-
sions ne dépassent pas certaines limites, qu’il appartient
a I'expérience (jointe & la théorie) de fixer. Kn dehors de
ces limites, la méme géométrie usuelle pcut au contraire,
d’apréseux, tomber complétement en défaut, ou conduire
aux erreurs les plus grossidres pour des figures assez
grandes. '

Ainsi, les doutes qu’ils émettent, touchant 'emploi de

(1) On le reconnait de suite en concevant un triangle qui se réduise a un point (ou
dont les cotés décroissent de plus en plus tout en conservant des directions déterminées)
et en lui appliquant unc démonstration célebre du théoréme de Thales qui devient
rigourense dans ce cas limite. Il suffit, pour cela, de prolonger lIa base dans 1 s deux
sens et les autres cotés au-dela du sommet, Alors, les deux angles & la hase, joints
A l'apposé de celui du sommet, valent bicn deux droits; car ils occupent préeisément la
moilié de I'espace angulaire compris autour du point auquel le triangle se réduit. Or, on
sait que le théoréme de Thalés est une proposition corrélative du postulatum d’Euclide.
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cotte géométrie dans des questions réelles, concernent
tout au plus les immenses triangles que considére 1’as-
tronome, ou méme seulement les plus grands d’entr’eux,
ceux qui, ayant pour base un diameétre de l'orbite terrestre
et pour sommet une étoile fixe, servent & calculer la

" parallaxe annuelle de I'étoile et sa distance a notre
systéme. 11 est vrai que les doutes dont je parle — les
bornit-on & ces derniers iriangles — auraient encore en
astronomie des conséquences graves, pour peu qu’ils
fussent fondés, c’est-a-dire pour peu que la géométrie
euclidienne laissat & désirer sous le rapport de I’exactitude.
Car 1l suffirait que la somme des angles de ces trés-grands
triangles fatinféricure ou supérieure a deux droits d’une
quantité comparable & une seconde, pour infirmer le
calcul de l'angle au sommet d’oll se déduit la parallaxe,
angle qui, évalué en retranchant de deux droits la somme
des deux angles & la base, se trouve étre de Vordre de
petitesse d’'une seconde.

Mais les conséquences théoriques de ces doutes
seralent autrement importantes. A quels principes, a
quels moyens de penser pourrions-nous accorder la
moindre confiance, si nous suspections celle de nos
facultés qui voit le plus clair, celle qui pergoit et juge
avec une précision absolue dans l'ordre idéal et qui,
méme dans ’ordre pratique o1 elle est moins chez elle,
ne peut étre suppléée par les sens, qu’elle devance
toujours de beaucoup? Qu’une telle faculté laisse
échapper encore d’imperceptibles nuances dans les
questions concrétes, étrangéres a son domaine propre,
en y transportant, de la sphére des idées pures qui est la
sienne, certaines notions incapables de s’adapter parfai-
tement aux réalités physiques, cela se congoit chez des
étres imparfaits comme nous. Mais qu’elle cominette dans
son propre domaine, fatalement et irrémédiablement, des
erreurs finies , méme grossiéres, et surtout générales, que
le ralsonnement venant a son aide prétendraif relever et
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mesurer, voild ce qui ne peut étre admis, ou le sysiéme
tout entier de nos idées s’écroule, et il ne reste plus qu’a
dire que nous sommes fonciérement des esprits manqués,
des instruments qui résonnent faux. Aussi ne voit-on pas
de quel droit les géometres criliqués ici continuent &
accepter sur leseul témoignage de I'intuition, & moins que
ce ne soit d’une maniére tout hypothétique, les principes
dont ils n’ont pu se passer, et qu’ils conservent dans leurs
études abstraites, mais qu’elle ne saurait garantir
autrement que celul de similitude auquel ils renoncent.

Sansdoute, le sens géométrique ne s’est jamais laissé ana-
lyser dans son mode de procéder et dans tous les résultats
qu’ilfournit ou peut fournir: a cet égard, rien n’est plus vrai
que de dire qu’il n’a pas été défine. La lumiére qu'il répand
est pour nous une sorte de mystére, tant en elle-méme
que dans sa source. Pareil & toules les ceuvres de la nature,
qui soutiennent des rapports avec l'ensemble des choses
et dont les racines plongent dans un infini ol nous nous
perdons, il n’a pas permis a notre science, nécessairement
discursive et bornée, d'explorer entiérement, et de classer,
méme les premiers principes qu’il nous fait connaitre.
Seules, les constructions artificielles de notre raison, se
déroulant en une série linéaire, tout au plus en quelques
séries entrecroigées, se laissent pénétrer ou reproduire par-
faitement dans leurs parties explicites. Mais, outre ces
parties, elles contiennent toujours, méme & notre insu,
des profondeurs inexplorées, expression du sentiment ins-
tinctif d’ot jaillitla pensée claire el quila dépasse detoutes
parts, ou vague reproduction des contoursindécis entourant
les objets mis en lumiére, que VPwil ne peut ni ne doit
séparer Jamais complétement de leurs attaches naturelles,
non plus que des objets Voisins maintenus dans I’'ombre.

Il n’est donc pas surprenant qu’il reste en géométrie une
infinité de points obscurs, de rapports, méme élémentaires,
non encore débrouillés. Le géomeétre peut se sentir impa-
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tient ou mal & I'aise au milieu de la multiplicité des voies
qu’il connait ou qu'il soupgonne dans sa science, et de
la difficulté qu’il éprouve a choisir, parmi tous ces che-
mins, celui qui, suivi d’une maniére continue comme
Vexige le discours, relie mieux que tous les autres
les points de vue importants et est le plus propre &
faire saisir les rapports les plus nombreux ou les plus
féconds, leur totalité méme, s’il était possible. Mais cette
difficulté ne concerne que I’ordre logique des idées : elle
n’atteint nullement la clarté et la valeur de lintuition
géométrique, qui seule, au contraire, éclaire tous ces
horizons et permet de s'y mouvoir.

4. — Sans Pintuition, tout ra’sonnement deviendrait {mpossible
en géométrie vt , probablement, méme dans les autres
branches des mathématiques.

Que resterait-il, en effet, surtout en géométrie, du
raisonnement pur, c’est-a-dire des modes de groupement
et de succession si multiples des idées, sans la vue idéale
de l'espace et des figures, qui conserve & ces idées leur
vie et aux mots leur sens? Rien évidemment, pas meéme
des cases vides. Le flambeau de I’intuition une fois éteint,
les notions qu’il éclaire et qui ne subsistent que par lui
s’évanouiraient aussitot; et avec elles disparaitraient tous
leurs rapports, tous les enchainements qu’elles forment.
Le role du raisonnement ecn géoméiric se borne, en
quelque sorte, a classer les mille voies qui se croisent
dans ]e monde de l'intuition, et a les fixer par le langage
afin de permetlre de les relrouver au besoin : tache trés-
utile, qui ne sera jamais accomplie, & cause de I’étendue
sans bornes du champ a explorer et des croisements infinis
gui s’y trouvent, mais tache qui deviendrait illusoire, sile
champ entier se dérobail par suite de la disparition, réelle ou
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fictive, delalumiére qui, en’éclairant, le crée pour l'esprit.
Certains géomalres opposent quelquefois, il est vrai,
_le raisonnement & Pintuition pure ou immédiate. Mais
c¢’est simplement parce qu’ils entendent par cette derniére
Pintuition & I'état statique, ou se bornant au premier objet
qui se présente a elle; tandis qu’ils appellent raisonnement,
Pintuition & I'état dynamique, l’intuition se déplagant
avec continuité, soit pour passer d’un horizon & d’autres
voisins, soit pour explorer dans chacun les détails qu1
échappent & un premier coup d’ceil.

On s’apergoit méme, en suivant attentivement les démons-
trations des théorémes les plus simples de la géométrie,
de ceux qui concernent, par exemple, les perpendicu-
laires, l’égalité de tous les angles droits, ’égalité des
triangles, etc., que le réle du sens géométrique ne s’y
borne pas & maintenir aux mots leur signification et a
contréler ’exactitude des proposilions principales. Il y a
du moins, dans I’enchainement de celles-ci, plus que des
syllogismes, plus que de la déduction pure. A c¢oté de
ce qui- est dit explicitement, il y a quelque chose d’in-
définissable quon laisse entendre, i1y a un recours direct
2 l'intuition prise en bloc, ou instinctive, et celle-ci peut
seule compléter ce guimanquerait au raisonnement pur.

(’est précisément parce que les propositions les plus
essentielles de la géométrie semblent rester indémon-
trées, lant qu'on ne fait pas appel a l'intuition simple,
prise dans son intégrité naturelle, quun doute 1égitime
plane, & mon avis, sur les conclusions propres & la géo-
méirie non-euclidienne, considérées méme a un point de
vue purement logique. Et en effet, le géométre non-eucli-
dien, s’il ne peut se dispenser d’employer, au moins
implicitement, le sens géométrique tel qu'il est chez tous
les hommes, n’a-t-il pas & craindre d’introduire 4 son insu
dans ses raisonnements quelque chose des vérités, rela-
tives aux paralléles, dont il voudrait faire abstraction ?
Et sera-t-il bien certain que les propositions auxquelles
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il parviendra en soient complétement indépendantes, alors
qu’il ne sait pas au juste ce qu’il y a mis? Pour étre exact,
il devrait donc se bornmer & regarder ces propositions
comme n’ayant aucun rapport explicife avec les vérités
dont il s’agit, c’est-a-dire concernant les paralléles en-

tendues & la maniére euclidienne.

Mais la géométrie ne serait pas la seule science atteinte
par la suppression de l'intuition géométrique. Le cerveau
pensant tout entier parait n’étre, a quelques égards,
qu’une extension du systéme visuel, qui est par excel-
lence l'organe de la représentation et des figures. Nous
condensons et précisons toutes nos idées par des formes,
des constructions idéales, sans lesquelles nous ne parvien-
drions pas & les fixer, a les voir nettement; et on dirait
que c’est, précisément, danslamesure ou leur assimilation
4 des images réussit que nous pouvons en faire l'objet
de connaissances positives.

Par exemple, 'idée du temps ne se présente pas 4 nous
sans celle du mouvement, c’est-a-dire d'un chemin qu’un
point décrirail, quoique mnous sentions qu’elle en est
distincte. De méme, nous ne pensons pas nettement & des
nombres, sans qu’a l'instant divers points ou objets dissé-
minés, dont chacun nous représente une unité ou un
groupe, viennent se placer sous P’eeil de 1'esprit.

De méme encore, nous ne raisonnons jamais claire-
ment, ce me semble, sur la quantité algébrique con-
tinue, sans voir & linstant une étendue qui nous la
représente, notamment la plus simple des étendues, c’est-
a-dire I’étendue a une dimension, la ligne droite. Celle-ci,
supposée commencer a I'infini et prolongée d’abord jusqu’a
une origine choisie arbitrairement, peut étre, en partant
ensuite de cette origine, augmentée ou diminuée de lon-
gueurs quelconques. Ces longueurs sont justement pour
nous les images naturelles de toutes les quantités, posi-
tives ou négatives; et eclles viennent sc¢ placer bout a
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bout, suivant les sens indiqués par leurs signes, croitre ou
décroitre dans cerlains rapports, toutes les fois que nous
transformons, par exemple, une équation et que, crai-
gnant une erreur ou nous déflant du mécanisme algébrique,
nous tenons notre attention en éveil. Si l'analyse pure,
la théorie de la quantilé (réelle) en géméral, est plus
simple, plus uniforme dans ses procédés, que la géomé-
trie ordinaire, cela est di précisément & ce que cette
quantité est exprimable par une ligne, et par suite a ce
qu'elle n’a qu’une dimension ou ne varie que dans un
sens et dans le sens opposé, a la place des trois dimen-
sions de I’étendue et de la multiplicité infinie de rapports
qu’elles aménent.

11 semble que, sionnous otait le sens de 'espace et des
figures, ‘nous n’entendrions plus méme la branche de
Panalyse qui parail, en quelque sorte, la moins géomé-
trique, je veux dire, celle -ot1 I’on opére sur de purs sym-
boles algébriques , que I’on combine d’aprés certaines lois
sans leur atiribueraucune signification de quantité conlinue
ou de nombre. En effet, les mots arrangement, dispo-
sition , substitution , permutation, etc., dont il faut bien
se servir pour exprimer les maniéres d’étre relatives
d’éléments diversement rapprochés et ordonnés, supposent
les idées d'étendue, de groupement dans Uespace; et ils
deviendraient inintelligibles si ces idées venaient & dispa-
raitre. :

Il y a donc tout lieu de croire que, sans le concours
apporté au raisonnement par 'intuition géométrique, les
mathématiques seraient impossibles. Bien plus, nos con-
naissances ou notions de toute nature se trouveraient
sans doute, du méme coup, profondément mutilées, peut-
étre méme anéanties dans ce qu’elles ont de précis, de
scientifique. On sait, cn effet, quel role universel, iné-
vitable, prennent dans le langage philosophique, autant
que dans le langage populaire, les métaphores emprun-
tées aux choses matérielles, dés qu'il s’agit de désigner
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des objets intellectuels et moraux. L’image est toujours a
coté de la notion abstraite ou immatérielle, pour lui
donner un corps, pour la rendre accessible et la fixer.
Il ne semble donc pas possible qu'un raisonnement puisse
jamais se faire sur des idées pures, séparées de la forme
qul nous les représente.

5. — Réflexions sur {a notion d’espace.

Ce n’est pas seulement au nom des doctrines non-
euclidiennes que la légitimité de l'intuition géométrique
a été mise en doute par des mathématiciens. Certains
géométres acceptent sans restriction cette faculté en tout
ce qui concerne les figures tracées dans 1’espace ; mais ils la
suspectent et méme la rejettent dans sa donnée la plus
fondamentale, sans laquelle les figures ne pourraient se
concevoir, je veux dire dans ce qu’elle nous apprend
touchant l’espace méme.

Le sens géométrique nous montre, en effet, I’espace
comme quelque chose d’infini, d’immuable, d’antérieur
(logiquement) & toutes les figures que l'imagination y voit
dessinées comue a tous les corps qui en occupent des
portions et qui s’y meuvent. Or, il y a dans notre esprit
une certaine tendance, qui nous porte a rattacher tout ce
gqui est concevable & l'une des deux catégories de la
substance et du mode (créées de bonne heure d’aprés les
données ou sous la prédominance des sens externes), et
qui voudrait nous faire regarder cet espace sans limites,
emplacement de toutes les figures et de tous les corps
possibles, soit comme un étre véritable, une sorte de
matiere, soit du moins comme un attribut d’un étre réel.
Mais 'une et I'autre de ces suppositions nous répugnent;
car, d’'une part, I'espace ne nous parail pas un éire réel,
et, d’autre part, l'intuition ne nous le montre pas davan-
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tage comme étant nécessairement le mode d’un étre réel,
puisque nous nous le représentons subsistant toujours,
quand bien méme on supprimerait tous les étres que nous
y voyons ou y concevons. 1’idée la plus essentielle que
nous fournisse le sens géométrique, celle sans laquelle
tout ce qu’il y a de plus clair pour notre esprit deviendrait
nintelligible, parait donc se trouver en contradiction avec
d’autres données de l'intelligence, trés-confuses, il est
vrai, incapables de servir de base & aucune science posi-
tive, mais qui puisent une certaine force dans notre nature
sensible oit elles ont pris naissance dés les premiéres
phases du développement intellectuel : nouvelle preuve,
pour le dire en passant, de ce fait, que l’intuition géomé-
trique n’est pas un simple produit de Vexpérience sen-
sible et que son objet propre, bien que réel en tant
qu'impliqué dans toute réalité physique, est d'un ordre
trés-spécial. _

Eh bien, cette impossibilité de faire de 1’étendue pure
une substance ou un mode, de la définir comme une chose
qui se palpe et se sente, voila précisément la raison
pour laquelle les géométres dont je parle rejetlent en
théorie la notion d'un espace absolu. Ils s’appuient bien
aussi en mécanique, comme on verra ci-aprés (p. 24 ), sur
le fait de l'absence de tout signe, 'de tout jalon fixe, qui
permette de reconnaitre les vrais mouvements des corps:
mais cette nouvelle raison semble n’étre, au fond, qu’une
transformation de la précédente; car le manque de repéres
dans I’étendue pure tient justement & la nature hyper-
physiquede cette étendue ou & ce que ses parties ne tombent
pas sous les sens. (1)

(1) En d'autres termes, si, par fmpossible , I'espace pur pouvait 8tre per¢u expéri-
mentalement, il semble que sesparties seraient par le fait méme distinguées les unes
des autres at que l'on sentirait, dans la mouvement, les changements absolus de position
éprouvés par 'organe en jeu. En effet, il n'y a de sensation proprement dite, assez
persistante pour laissor dens 'esprit quelque connaissance de son objet, que Id ol il y
a contraste , changement , variations plus ou moins fréquentes. Une sensation qui se
rapporterait & 'espacs en général , sans 8lre accompagnée d'aucun discernement des
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Drailleurs , les géomeétres qui repoussent ainsi en prin-
cipe, pour.des motifs quelconques, l'idée de l’espace,
continuent néanmoins & I'admettre implicitement et &
s’en servir dans les détails de la science, a cause de l'im-
possibilité ou ils seraient, sans cela, de concevoir aucune
figure, et de la mécessité qui les domine d’imprimer
a toutes leurs conceptions le caractére, essenticllement
géowmélrique, de l’esprit humain.

La difficulté que leur offre la notion d’un espace absolu,
tel que l'intuition le montre, s’explique donc, pour ainsi
dire, par une sorte de réaction, qui se produit entre les
régions obscures de lesprit, d’ou émergent vaguement
les idées de substance et de mode, et la région claire qui
ne connait pas ces idées : 'ombre ou le voile qui couvre
les premiéres régions ferait effort pour s’étendre aussi sur
la derniére, comme si ce n’était pas sans des fluctuations,
sans quelques défaillances, que la région claire parvient
& se dégager du milieu des autres et que celles-ci peuvent,
en la porlant, I’élever en quelque sorte jusqu’aux niveaux
ou pénétre la lumiere. Le parti le plus simple et le plus
sage, dans ces conditions, est sans doute d’admettre que
les substances et leurs modes ne comprennent pas tout,
pas méme tout ce dont nous avons quelque connaissance
(puisque ce qu'il y a de plus évident en est distinct),
de se défier par suite de ce genre de classification, en
substances et modes, auquel peut-étre les réalités pure-
ment matérielles se prétent seules convenablement, et
d’accepter enfin V’espace pour ce que nous le donne le’
sens géométrique, seul compétent & cet égard autant que
le comporte notre nature.

Il est, d'ailleurs, bien entendu que cette adhésion ne
doit pas nous empécher de soupgonner et méme d’ad-

parties m&mes del’espace, serait absolument uniforme du c6té de son ohjet: ella ne tarderait
sans doute gudre & s'émousser autant que si cet objet n'existait pas , et elle auraitcessé
d’stre pergue bien avant I'époque ob la réflexion et la mémoire s'éveillent chez
I'enfant.
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mettre lexistence de différences trés-petites entre ’espace
idéal ainsi congu et 'espace réel ousont les corps, quoique
nous ne puissions fixer ces différences. Car, d’une part, nous
sentons que notre science est imparfaite en tout, méme
dans les choses o nous voyons le plus clair; et, d’autre
parl, la distinction que nous concevons enire lordre
géométrique pur et la partie de lordre physique qui lui
ressemble, ou qui concerne les formes et les grandeurs, doit
exister ailleurs que dans nolre espril, c’est-a-dire élre vraie
d’une maniére absolue, si, comme il parait, le second de
ces ordres est une représentation nécessairement impar-
faite, quoique forl approchée , du premier. Or, il faut bien
quil y ait, dans cette question du passage dcl’abstrait au
concret , quelque irréductibilité on , pour ainsi dire,
quelgue incommensurabilité de 'une ou de Pautre espéce,
subjective ou objective, pour que les problemes de la
divisibilité indéfinie des corps, de I’étendue ou de 'inétendue
des atomes, elc., soulévent, comme on sait, dans toutes les
hypotheéses, d’inextricables difficultés(l), ou, encore, pour
que le sens pratique répugne a accepter dans leur rigueur les
données fondamentales du sens géoméirique, notamiment
celle quiles domine peut-étre toutes et qui consiste dans
notre maniére de concevoir la continuité par la divisibilité
a linfini,

Renongons donc & creuser la notion d’espace, puisqu’on
ne le peut sans sortir du champ qui nous est accessible;
et , en particulier, ne la rapprochons pas des idées de

(1) Voir & ce sujet, page 683, le numéro 2 de la froisidme partie.

(2) I1ne me semble pas impossible qu'il existe dansla nature, quoique ce soit pout-
2tre tout-d-fait en dehors de laportée de notre esprit, une certainc continuité n'entrai-
pent pas la divisibilité indéfinie. Car le sens pratique admet parfaitement la continuité
dans les m&mes choses dontil repousse la divisibilité & I'infini. Or, nous devons tenir
notre intelligence ouverte & toute lumitre el attentive surtout aux moindres indications
de nos facultés expérimentales . sauf & coordonner ensuile ces indications dans la mesure
du possible. Mieux vaut d'ailleurs laisser subsister quelques contradictions apparentes ,
jusqu’au jour ol I'on parvient enfin & trouver le point de vue d'ol tout s’accorde naturel-
lement , plutét que de sacrifier & la logique étroite d’un esprit de systéme certains
faits , certains éléments du vrai, en les atténusnt ou les dénaturant.
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substance et de mode, dont l'obscurité profonde est une
preuve qu’elles sont peu appropriées a la forme de notre
intelligence.

On sait que Leibniz, pour expliquer Vespace, en a fait
un mode des corps, et I'a défini le rapport ou l'ordre des
coexistences. Mais l’espace, tel que nous le concevons
spontanément, n’est pas précisément cela, vu que l'in-
tuition nous le montre logiquement antérieur aux corps
et méme a toutes les figures qu’on peut y tracer. De plus,
il y a, dans un sens trés-vrai, des ordres de coexistences
qui ne sont pas dans I’espace, savoir, ceux que constituent
les sentiments, pensées et volitions se produisant sur le
théatre éclairé par la conscience de chaque homme, théatre
bien distinct de 1’étendue matérielle. Donc, ’espace n’est
pas lordre des coexistences; il est seulement un ordre
de coexistences, ou, pour mieux dire, il est le lieu dans
lequel se déploie un certain ordre de coexistences. Deés
lors , pour distinguer cet ordre de coexistencs d’avec les
autres, il faut lui chercher un caractére spécifique, et
nos facultés expérimentales ou rationnelles n’en indiquent
qu'un seul, consistant en ce que l'ordre dont il s’agit
est celul qui se déroule dans l’espace. Ainsi, nous nous
retrouvons au point de départ, et la notion d’espace est
bien irréductible.

A quoi bon, d’ailleurs, chercher a la définir, alors que
tout le monde admet en pratique qu’elle est ce quil y ade
plus clair, ou alors que toute science atteint son maximum
de précision et de netteté dés qu’elle s’y raméne, des
qu’elle prend la forme géométrique.

6. — De la distinction des mowvements absolus et des mouvements
relatifs.

Cest principalement en mécanique, lorsqu’il s’agit de
définir le repos absolu et le mouvement absolu, que les
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géometres peuvent étre dans l’embarras au sujet de la
notion d’espace. Avec un espace absolu, le repos absolu
est I’absence de tout déplacement dans cet espace. Seu-
lement, nous ne connaissons pas de reperc fixe, pas do
corps que nous ayons quelque motif de supposer parfai-
tement en repos; nous n’cbservons jamais que des repos
relatifs ou des mouvements relatifs, c’est-a-dire des varia-
tions insensibles ou finjes de dislance entre des corps en
mouvement. Or, c’est surtout cette impossibilité ou nous
sommes de constater et de mesurer les vrais mouvements
des corps, qui a porté un cerlain nombre de géomslres a
nier qu’il y ait des mouvements absolus et que l’espace
pur soit quelque chose, présentant une certaine réalité.
Ces géomeétres rejellent ainsi, pour une raison purement
négative, et sacrifient, du moins en principe, une idée
des plus claires: ils oublient combien nous sommes patuvres
de pareilles idées,.combien nous devons en élre avares.
Des considérations rationnelles, sans lesquelles nulle
science n’existerait, permettent d’ailleurs d’arriver aux
vraies lois générales des mouvements absolus, malgré I'im-
possibilité d’observer de pareils mouvements. Les équations
différentielles de la dynamique ne regoivent, comme on
sait, le maximum de simplicité dont elles sont suscep-
tibles, qu’autant qu’on y rapporte les mouvements a cer-
tains axes de coordonnées z, ¥, z. Il y a, en d’autres
termes, une maniére d’expliquer les mouvements relalifs
observés, qui est la plus simple possible, qui, notamment,

ne fait pas dépendre les accélérations des vitesses (1), et cette

{1) On sait que, d’aprés une loi fondamentale de la mécanique, les actions réciproques da
divers atomes en présence ne dépendent que de leur nature et de leurs distances mutuelles,
non de leurs vitesses : ce qui, dans lc langage des géometres, signifie que leurs accélé-
rations vraies sont de simples fonctions de leurs situations relatives actuelles. Or, si
I'on rapportait le mouvement & des axes animés de certaines vitesses, il g'adjoindrait en
général & ces fonctions, pour exprimer les accélérations apparentes des atomes, des
termes dépendant du mouvement méme des dxes, c’est-i-dire fonction d’autres variables
que les seules distances réciproques de ces atomes, et qui, par suite, compliquoraient
généralement les exprassions totales.
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maniére peut se déduire de 'application du calcul aux
données méme de l'observation. Or, dés quon admet
un espace absolu, les vrais mouvements sont les mouve-
monts rapportés a cel espace; et ce sont ceux-la, non
des mouvements relatifs, qui sont régis par les lois géné-
rales ou les équations différentielles les moins complexes
obtenues: car le bon sens dit qu’en combinant plusieurs
choses on les complique (si ce n’est dans des cas impro-
bables, d'ailleurs particuliers), et que, par suite, les
mouvements absolus doivent obéir & des lois générales
aussl simples ou plus simples que les mouvements résul-
tant de leur composition. De fait, une translation uni-
forme imprimée aux axes des coordonnées ne complique-
rait pas les lois et n’y changerait méme rien; mais il en
est autrement, comme on sait, d'une rotation.

Dans les problémes pratiques, on peut supposer fixes les
gros corps, avec une approximation d’autant plus grande
qu’ils sont plus considérables, lorsqu’on étudie les mouve-
ments qu’exécutent & leurintérieur, ou prés de leur surface,
d’autres corps beaucoup plus petits. Cela revient 4 admettre
que les grandes masses ne sont animées, dans la nalure,
que de vitesses de translation et de rotation trés-faibles
ou, du moins, #rés-graduellement variables, en compa-
raison de celles qu’ont relativement a elles les petits corps
contigus; de telle maniére qu’il soit permis d’attribuer aux
lois du mouvement relatif de ceux-ci laméme simplicité qu’a
des lois de mouvements absolus, en commettant seulement
des errcurs & peine sensibles aux moyens d’expérimen-
tation les plus délicats. (Pest ainsi que la terre peut étre
censée fixe, avec une approximation trés-notable, par
rapport aux corps qui se meuvent a sa surface. Une appro-
ximation plus grande s’obtient en supposant la terre et
les planétes en mouvement autour du centre de gravité
du systéme solaire, c’est-a-dire, & fort peu prés, autour
du centre du soleil. Enfin, dans ’approximation la plus
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haute a laquelle nous puissions prétendre de nos jours,
on ne regarde comme immobile que ensemble des étoiles
visibles et de D’éther qui nous transmet leur lumiére.

Le bon sens de tous les temps a donc eu bien raison
d’atiribuer le mouvement aux petits corps de préférence
aux gros. La fausse application qu’il a faite autrefois de
cette loi, en quelque sorte instinctive, quand il en déduisit
I’hypothése de I'immobilité de la terre dans lespace et
du mouvement absolu des astres autour d’elle, avait pour
vérilable cause I'ignorance ot l'on élait des dislances et
des vraies grandeurs de ces astres. Pour rester fidéle a
son principe, il ne pouvait s’empécher de faire mouvoir
‘la terre plutdt que le soleil et les éloiles, dés qu’il
devenait palpable que celles-ci sont beaucoup plus grosses
qu'elle. T'crrour dont il s’agit, la plus grande peut-étre
qu’ait commise le sens commun, n’est donc, au fond,
quune erreur matérielle; et elle n’empéche nullement de
penser que ce sens commun , interrogé convenablement
est encore, de tous les criteriums philosophiques ou scien-
tifiques, celui qui tromEe le moins.
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[I. — CONSIDERATIONS SUR LE BUT,
LA METHODE ET LES PRINCIPAUX RESULTATS
DE LA MECANIQUE PHYSIQUE.

1. — Coup d'eil sur le but de la mécanigue physique.

La mécanique céleste et la mécanique dite rationnelle
n’étudient guére d’autres mouvements réels que ceux de
corps situés a des distances perceplibles les uns des autres
et qui se comportent, ou comme de simples points, ou
comme des solides de forme invariable. I.es principes
classiques des quantités de mouvement el des moments,
appliqués & chaque corps en particulier, leur suffisent pour
cela : car le premier fournit les trois équations qui déter-
minent la translation du corps, c’est-a-dire le mouve-
ment de son centre de gravité; et le second donne de
méme les trois "équations qui représentent sa rotation
autour du centre de gravité. Les réactions mutuelles des
diverses parties du corps s’éliminent d’elles-mémes,
comme on sait, de ces six relations, auxquelles on ajoute
quelquefois, pour arriver plus vite & certains résultats,
l'emploi du principe des forces vives ou de 1'énergie.

Mais, dés qu’il y a lieu de considérer autre chose que des
mouvements d’ensemnble, dés qu’on veut pénétrer dans le
détail des déplacements relatifs éprouvés par des parties
de matiere trés-voisines les unes des autres et apparte-
nant 4 une méme masse ou & des masses contiguds, on
entre dans le domaine d’une nouvelle branche de la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 98

mécanique, de celle & laquelle convient le nom de méca-
nique physique. 11 y intervient ces actions, exercées a
des distances imperceptibles, qu’on appelle vulgairement
actions de contact, et dont les rapides changements de
grandeur, on méme de signe, en fonction des distances
moléculaires, contrastent tant avec la constance ou la len-
teur de variation de la force de pesanteur dont I’astronome
calcule les effets variés. Lie contact physique n’est, en
effet , qu'un rapprochement de deux corps suffisant pour
mettre en jeu les actions dont il s’agitici: il ne faut pas le
confondre avec le contact géométriqgue ou absolu, qui ne
comporte pas de degrés, tandis que le contact physique
peut étre plus ou moins intime, suivant I'intensité du choc
qui le produit ou suivant le degré de compacité de la matiére
ol on 'observe & 1’état permanent.

1l n’est pas possible au géomeétre d'évaluer individuel-
lement la part de chaque molécule, dans I’effort total sup-
porté par une petite partie perceptible de matiere; il
faudrait, pour cela, avoir, sur la composition des molé-
cules, sur leur mode de groupement, sur leurs actions
réciproques, plus de données positives que l'induction, a
défaut de l'expérience, n’en a fourni jusqu’a présent. C'est
tout au plus si nous pouvons aborder de ce point de vue, a
I'aide de considérations plausibles, I’explication des phé-
nomeénes fondamentaux de la solidité, de la fluidité, de
I'état gazeux, et seulement dans un chapitre spécial, con-
sacré a des explorations hors du domaine accessible a
I'expériencel). Mais le nombre immense des molécules
comprises dans les plus petites portions perceptibles de
matiére permet & ces fragments, en quelque sorte élé-

(1) On peut voir & ce sujet, en y joignant les deux alinéas suivants et le numéro 4 de
la troisidme partie ci-aprés(v. 70), les §§ VIII et IX d'un mémoire intitulé Recherches
sur les principes de la mecanique , sur la conmstitution moléculaire des corps el sur
ung nouvelle théorie des gaz parfaits, dans le volume de 1878 du Jowrnal de mathe-
matiques pures et appliqudes , de M. Liouville; tome X VIII (2° séris), p. 805.
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mentaires pour mnous, d’affecter 4 chaque instant un
état moyen, ou se trouvent masquées, par une espece de
neutralisation mutuelle, les irrégularités complexes, peut-
élre inextricables, que présenteraient les derniers détails
des phénoménes. C'est de l’éfat moyen local ainsi défini,
parfaitement évaluable, et variant avec continuité, soit
d’un poinl & lautre d’un méme corps, soit d’un instant
a l'autre, que la mécanique physique recherche les lois.

Par exemple, dans V'étude des légéres déformations
quéprouve un solide élastique soumis a des actions exté-
rieures données, le géometre ne s’occupe que des dépla-
cements d’ensemble des dernidres particules obser-
vables du corps, déplacements qui, a chaque instant,
varient graduellement d'une particule 4 ses voisines. Il
suppose donc réduils a leurs centres de gravité les groupes
matériels complexes, propres a ’état solide ou caracté-
ristiques des structurcs fibreuse, cristalline, etc., qu’on
appelle des molécules intégrantes, et dont chacun doit
comprendre un grand nombre de molécules chimiques :
en effet, le passage & D’état fluide, cette rupture qu’un
corps éprouve dans ses plus petites parties sensibles, et les
changements brusques de volume qui l’accompagnent,
ne se congoivent guére que par une sorte de pulvérisation
des unités matérielles propres a ’état solide, ou molécules
intégrantes. Ainsi, le mathématicien ne s’occupe nullement
des rotations et déformations des molécules intégrantes
elles-m&mes, bien que ces rotations et déformations soient
sans doute, & cause du fait de la solidité, des fonctions
déterminédes, quoique probablement fort complexes, des
variations de distance des centres mémes des molécules
intégrantes. "

Par exemple encore, quand il traite du mouvement des
fluides, le géomeélire ne peut songer & embrasser dans son
analyse les petites variations accidentelles, trads-rapides,
qu'éprouve continuellement la vitesse en un point donné.
Tout en attribuant & l'agitation qui résulte de ces varia-
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tions irréguliéres une influence, sur le frottement tant
intérieur qu’extérieur du fluide, en rapport avec son
intensité a 'endroit considéré, il n’introduit explicitement
dans les formules que les valeurs moyennes des vitesses
successives qui s’y produisent. Car les moyennes locales
dont il s’agit, seules importantes aux yeux de ’hydran-
licien, sont les seules vitesses qui varient assez graduel-
lement, dun point de l’espace aux points voisins et
d’'un instant & D’autre, pour permetire 1'application,
& lensemble du fluide, des méthodes de I’analyse
infinitésimale.

2. — Principes de ceite science.

Dans ces conditions, I’élude des principales espéces de
corps, fluides, solides, plastiques, pulvérulents, ou des
classes de mouvements qui présentent le plus d’intérat
(telles que mouvements vibratoires, écoulements par filets
presque rectilignes et paralleles), devient possible au
moyen de tout autant de principes simples, directement
empruntés a l'expérience, et qui, pour chaque cas, nous
tiennent lien de la connaissance détaillée de circons-
tances multiples dont nos sens ne nous révelent que l'effet
général.

Par exemple, dans la théorie de 1l’équilibre et du
mouvement des fluides, on admettra, comme fait d’expé-
rience, que la pression exercée a lintérieur d'un tel
corps, & travers un élément de surface quelconque, se
compose d’une force, dite pression élastique du fluide,
perpendiculaire 4 cet élément plan, variable avec la den-
sité, le degré de condensation de la matiére a ’endroit ol
il se trouve, et, en outre, d’'une autre force, ordinairement
bien plus petite, provenant sans doute de ce que les
particules fluides ne peuvent pas, a I'état de mouvement,
conserver entre leurs éléments l'ordre ou la disposition
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symétrique qui permet & la pression d’étre exactement
normale, bien qu’elles tendent sans cesse, ef ¢rés-vite,
a réaliser cette disposition. La petite force considérée,
étant ainsi nulle & 1’état de repos et indépendante de tout
mouvement qui ne serait pas trés-récent, se trouvera
naturellement fonection des simples vitesses relatives dont
sont animées, & linstant actuel, les particules fluides
qui passent prés de ’élément plan ou qui le traversent.

De méme encore, dans ’étude des solides élastiques, ol
I’on suppose ces corps assez peu déformés, par des actions
extérieures, pour qu’ils reviennent d’eux-mémes a leurs
dimensions primitives lorsqu’on écarte les actions dont il
s’agit, on admet que les tractions et pressions, développées
a Yintérieur de chacune de leurs petites parties percepti-
bles, dépendent de la constitution primitive de ces parties et
des déformations actuelles mesurables, au nombre de six
distinctes, qu’elles ont éprouvées, de maniére a s’annuler,
ou du moins & retrouver leurs premiéres valeurs, dés que
les déformations cessent. Toutefols, elles seraient égale-
ment fonction de la température, sicelle-ci venait & changer
sensiblement.

Par exemple aussi, dans la théorie analytique de la
chaleur, qui est ’étude de la distribution des températures
(supposées assez peu variables) aux divers points d’un corps
athermane , on ne pourrait nullement calculer les travaux
individuels, correspondant aux vibrations calorifiques,
des actions moléculaires exercées a travers un élément
plan quelconque sur la matiére qui est d’un co6té de 1’é1é-
ment plan. Et, cependant, la somme de ces travaux dans
l'unité de temps constitue, pour chaque élément super-
ficiel, une quantité, appelée fluz de chaleur, qu’on ne peut
sedispenser d’évaluer. Mais on yarrive en s’appuyant direc-
tement sur ce fait, que le flux dont il s’agit, fini par
unité de surface et dans 1'unité de temps, dépend de la dis-
iribution des températures, dans une ires petite étendue tout
autour de 'élément plan, et s’annule quand ces tempéra-
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tures deviennent égales. Par suite, les flux de chaleur
seront des fonctions déterminées de la température, prise
au point que l'on considére, et desestrois dérivées partielles
premiéres par rapport aux coordonnées, dérivées qui
caractérisent la maniére dont varie la température dans une
étendue trés-petite: en outre, ces fonctions s’annuleront
en meéme temps que les trois dérivées dont elles dépendent.

De tels principes, suggérés par l'expérience, sont en
quelque sorte, pour le géométre, la définition du corps
ou de la classe de phénomeénes qu’il étudie. Combinés,
d'une part, avec la grande loi de continuité, qui s’applique
4 I’état moyen local affecté par la matidre aux divers
endroits et aux divers instants, d’autre part, avec les

lois non moins importantes de la conservation des quan-
tités de mouvement, des moments, des forces vives, qu’on
emploie pour connaitre a chaque instant I’état moyen de
trés-petits volumes matériels découpés par la pensée dans
le corps, ces principes particuliers donnent prise a ’analyse
infinitésimale. Kt celle-ci, par 'application de ses méthodes
générales, surtout par un emploi judicieux de la série
de Taylor, en déduit tout un vaste corps de lois précises,
aussi intéressantes pour le praticien que pour le savant.
Dans les cas ol les phénomeénes se simplifient assez pour
que le physicien puisse saisir des relations numériques
entre les diverses quantités réelles qu’il mesure, le géo-
métre est assuré de pouvoir représenter analytiquement
les faits en question; car l’analyse, malgré ses imperfec-
tions et ses lacunes, sait exprimer des nuances plus
délicates et plus compliquées que celles dont les meilleurs
moyens de recherche expérimentale décélent 'existence.

Sans doute , comme jele disais en 1873 dansun mémoire
synthétique relatif a la #hdorie des ondes lumineuses () ,

(1) Journa! de mathématiques pures et appliquées de M. Liouville, tome XVIII
(2° série), p. 869.
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on peut regretter que toutes les belles lois ainsi établies,
au lien de nous révéler en détail les mystéres du monde
des atomes, ou infiniment petits dela nature, sur lequel
elles serablaient devoir nous éclairer , ne soient que la tra-
duction , sous mille formes différentes, de quelques faits
simples, qu’'un premier coup d’eceil jeté sur les choses
rend en quelque sorte évidents , et quine concernent que
laction {otale de particules matérielles dont chacune
contient un nombre immense de molécules. Mais, d'un
autre coté, le géometre ne saurait étre faché de voir ana-
lyse mathématique lui dérouler les magnifiques consé-
quences des idées les plus simples et les plus communes.
La possession de ces idées, dont le riche épanouissement
conslitue une si grande partie de la science humaine, vaut
peut-étre plus que la connaissance détaillée de toutes les
forces individuelles qu’elles négligent pour embrasser leur
effet général; car la simplicité, qui seule nous les rend intel-
ligibles et intéressantes, tient probablement a ce que nous
observons des effets moyens ou les discordances indivi-
duelles disparaissent et se neutralisent en vertu de la lo7 des
grands nombres. S’il nous était donné, au contraire, de
voir les délails, nous serions tentés peul-élre, & causedes
bornes actuelles de notre espril, de ne trouver que désordre
et incohérence dansle monde desinfiniment petils, pareil-
lement & ce qui arrive quand nous nous perdons dans la
multiplicité des phénomeénes que nous offre le monde plus
grand placé & notre portée.

Les lois dont il s’agit ne sont, il est vrai, qu’approchées;
et le recours & lobservation est souvent indispensable
pour fixer les limites entre lesquelles leur emploi n’entraine
aucune erreur sensible. Par exemple, dans le probléme du
mouvement d’'un projectile & travers un milieu fluide, les
auteurs des traités de mécanique admettent , implicitement,
que la vitesse du projectile varie assez graduellement pour
qu'un état & fort peu prés permanent du fluide s’élablisse
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autour du corps ; en sorte que cet élat et, par suite, la résis-
tance opposée au mouvement du projectile soient de simples
fonctions de la vitesse actuelle de celui-ci. Le principe
fondamental de la balistique consiste juslement & regarder
la résistance du milieu comme fonction de la valeur actuelle
de la vitesse, a I'exclusion des valeurs antérieures, dont
I'état acluel du fluide dépend, néanmoins, dans une mesure
plus ou moins sensible. Or, si ce principe est comme
évident, tant que le rapport de la dérivée de la vitesse a la
vitesse méme reste pelil et compris entre d’assez étroites
limites, il appartient, jusqu’a présent, a lexpérience
seule de fixer ces limites.

3. — Sa méthode. -

Mais il n’y a nullement lieu d’étre surpris du caractére
de simple approximation, ou méme d’indécision (en ce qui
concerne leur champ d’applicabilité), que présentent les
théories dont se compose la mécanique physique. Les
moindres faits observables contiennent tant de compli-
calions, il y a peut-étre aussi une disproportion si radicale
entre leurs plus petits détails et notre intelligence, qu’il
nous faut renoncer & saisir les choses absolument telles
qu’elles sont. Notre espril se représente et leur substitue,
presque sans s'en douter, des objeis abstraits, quien
different fort peu, et dont les notions sont plus simples,
Yest-a-dire plus intelligibles ou mieux adaptées a sa forme
propre. Cette substitution serait nécessaire, méme pour
des phénomeénes qu’atteindrait directement le calcul avec
un degré deprécision trés-supérieur a celui des meilleures
expériences, ou alors méme que les changements qu’elle
introduit échapperaient tout-a-fait par leur petitesse a
nos appréciations : car notre mnature intellectuelle nous
ferait encore remplacer les quanlités ou les figures réelles
existant hors de nous, et dont lobservalion nous fournit
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seulement une connaissance plus ou mdins grossiére, par
les quantités abstraites de 'analyse ou par les figuresidéales
de la géométrie. Et , pourtant, aucun moyen de consta-
tation ne nous donne le droit de regarder celles-ci comme
leur étant identiques, bien que les idées que nous en
avons présentent seules assez de clarté pour servir de base
3 nos raisonnements.

Or, ce n’est pas tout. Laréalité est d’ordinaire, sinon
toujours, si complexe, qu’il nous faut, pour arriver a la
comprendre, tolérer dans une premiére étude des erreurs
parfoistrés-appréciables, mais jugées par nous assez petites,
en remplagant les diverses quantités en vue, donndes ou
résultats, par d’autres relativement peu différentes, dont
les relations mutuelles soient les plus simples possibles.
Celle élude préalable permel a Yesprit de se faire unejuste
idée des objets divers qu’il considére ; et elle lul sert de
point de départ ou d’appui pour une évaluation approchée
des quantités négligées d’abord, dont on avait, sous forme
implicite, certaines expressions que le calcul déja fait
permet justement de développer et de connaitre en grande
partie. Il suffit méme, ordinairement, que la deuxiéme
approximation obtenue de la sorte soit moins inexacte
que la premiére, pour que celle-ci puisse étre regardée
comme légitime.

(C’est en procédant ainsi par wvoie d’approximations
successives, dont chacune laisse toujours subsister une
erreur plus ou moins petite en comparaison des résultats
poursuivis, que 'intelligence humaine parvient & déméler,
dans les phénomenes naturels, des relations assez simples
pour pouvoir les saisir et s’y intéresser.

4. — Caractére de la plupart des lois qu’elle décourre.

De telles relations ou /oés ont, aux yeux du savant, une
valeur qui est en raison composée de leur simplicité méme
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et de leur degré d’exactitude. La plupart pourraient étre
appelées des logs-limétes; car elles comportent des erreurs
relatives d’autant moindres, que certaines quantités, consi-
dérées dans la question, sont elles-mémes plus petites: et
elles deviendraient toul-a-fait exacles a la liile, c¢’est-
a-dire si ces quantités décroissaient jusqu’azéro. Telles sont.
pour 'étude du systéme planétaire, les lois de Képler, qui,
dans la double hypolhése de DPattraction neutouicnne et .
d’une parfaite sphéricité des astres, seralent vérifiées en
toute rigueur si les masses des planétes devenaient infi-
niment pelites en comparaison de celle du soleil. Telle est
encore la loi classique des pelits mouvements pendulaires
qui suppose les excursions du mobile proportionnclles au
cosinus d’une fonclion linéaire du temps, loi d’autant plus
approchée que Pamplitude des oscillations est plus faible.

Les faits étudiés dans la mécanique physique doivent
souvenl leur caractére propre, fixant Pattention de
Pobservateur, a la petitesse méme des quantités dont le
géometre néglige les puissances supérieures a celle d’un
degré déterminé, qui est ordinairement le premier ou le
second. Alors les phénomeénes s’altérent, se dénaturent,
a mesure que les quantités en question grandissent; et ils
deviennent méconnaissables en méme temps que les lois
approchées, fournies par l'analyse, tombent en défaut.
Ces phénomenes, en d’autres lermes, ne nous intéressent,
ils ne nous sont méme intelligibles, qu’ala condition de
reproduire asscz fidélement les traits de certains objets
simples de. lordre géomélrique idéal, vral domaine
immédiat de notre esprit, et & la faveur de la clarté qu’ils
leur empruntent par suite de la ressémblance reconnue.

(est surtout pour de tels cas que les lois dont il s’agit,
quoique seulement approximatives, doivent éire regardées
comme de¢ vraics lois naturelles ; puisqu’elles se vérifient
dans la mesure méme ol eziste Je phénomene quelles
doivent représenter, c’est-a-dire dans la mesure ol se
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montrent les caractéres qui le définissent aux yeux de I’ob-
servateur. Il est vrai que cette existence du phénomeéne, en
tant que nous lui faisons une place & part, motivée par
Iintérét qu’il nous offre, tient autant & notre maniére de
voir, & la forme de notre intelligence, ou du moins a
lanalogie qu’il présente avec des réalités d'un ordre
supérieur pergues par nous, qu'd son essence mMeme :
mais toute science porte inévitablemeht Pempreinte du
sujet connaissant, et une loi m'est nafurelle qu’a la
condition de se trouver tout & la fois, dansla mesure du
possible, conforme & la nafure de notre esprit el a celle
des choses. D’ailleurs, une ressemblance — tut-elle
seulement ébauchée — entre un fait physique et une
conception géométrique pure, a certainement sa valeur
objective, si 'onadmet, comme il est impossible de ne
pas le faire, que les vérités géométriques sont absolues,
les mémes chez tous les esprits, et qu’elles ont ainsi
comme une existeiice propre ou constituent un monde a
part, en dehors de nous. Cette ressemblance de deux
objets d’ordre pourtant bien différent est I’expression
d’'une sorle de parenté qui les relie et qui releéve on
ennoblit le fait phsyique. Elle n’échapperait donc pas a
une intelligence supérieure, qui, douée d’une connais-
sance également parfaite, également directc des deux
ordres de réalités, les jugerait 1'un et 'autre tels qu'ils
sont el ne serait pas réduile, comme nous, & ne com-
prendre les "choses physiques qu'a la lumiére des
conceptions géométriques abstraites.

Je citerai, comme exempleremarquable, 1 onde solitaire
de Scoit Russell (1) : lorsque la hauteur de londe grandit

(1) Voir, pour l'étude de cette onde, les §§ XX XI et XXXII de mon Essaf sur ia
théorie des eaux courantes, au lone XXIII du Recueil des sarvants étrangers de
UAcaddémie des Sciences de Paris, et . deplus, les pages 36, 51, des Addilions a ce
meémgire, au tom: suivant, XXIV, du m8me recueil, ainst qu'un dernier Complément,
dans le tome IV (3¢ série) du Journal de Mathematiques pures et o} pliquées de MM
Liouville ef Rasal (p. 363 & 865). ) ’
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au point que les lois de seconde approximation obtenues
en la supposant petite cessent d’étre vérifiées, la forme
de la surface perd sa stabilité et la continuité méme du
fluide n’est plus garantie. On peut en dire autant des petits
mouvements vibratoires d’'un corps limité ou d’un milien
élastique indéfini. Les caractéres les plus saillants que
présentent ces mouvements, aux yeux du physicien, sont
leur ¢sochronisme, c’est-a-dire I'invariabilité, quelle que
soit I’amplitude, de la durée de la période pour un corps
limité (invariabilité revenant & celle de la vitesse de
propagation pour un milieu indéfini), la simple super-
position de plusieurs systémes de vibrations émanés de
centres différents, etc. Or, ces propriétés supposent en
général la petitesse des vitesses effectives des molécules ;
elles ne sont donc qu'approchées, ct elles disparaitraient
si le rapport des vitesses considérées a la vitesse méme
de propagation devenait comparable a I'unité.

Telles sont encore les lois de lexfension (ou de la
contraction), de la flexion et de la torsion d'une ¢ige
élastique, fixée par une de ses extrémités, tandis que
Vautre extirémité supporte diverses aclions exidéricures.
Ces actions , aux endroits mémes ou elles sont appliquées,
produisent des déformations trés-complexes, variables
suivant que la tige est sollicitée au moyen de tenailles, ou
d’autres tiges soudées & la premiére, ou de liens de
différente nature, etc. Mais leurs effets se régularisent,
se simplifient & une certaine distance de 'extrémité, et ils
y deviennent sensiblement indépendants du mode de
distribution des forces extérieures qui les causent, pour
ne varier qu’en fonction de la résultante et du couple
auxquels équivaudraient toutes ces forces au point de vue
des principes des quantités de mouvement et des moments.
(Pest 1a seulement, c'est-a-dire & des distances de
Pextrémité un pcu grandes par rapport aux dimensions
transversales de la tige, que se produisent, séparément
ou & la fois, les phénoménes appelés extension, flexion,
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torsion, seuls assez simples pour que l’esprit s’en forme
une idée précise et senie le besoin de leur imposer des
noms spéciaux. La nature ne réalise donc ces phénomenes
si importants que d’une maniére approchée ou asymp-
totique; et leurs vraies lois, leurs lois nafurelles , ne sont,
par suite, vérifiées qu'approximativement. Quant aux lois
exactes des phénomenes bruts, lois inconnues et sans doute
inexiricables, elles se rapportent a des modes de défor-
mation qui ne sont, & proprement parler, ni de simples
extensions, ni des flexions, ni des torsions, ni méme des
combinaisons de ceux-la. Des réflexions analogues s’ap-
pliquent aux plaques élastiques minces, sollicitées , sur
leurs bhords, par des forces extérieures qui los font s’étendre,
se contracter ou fléchir (1.

5. — Exemple que lui donne {'astronomie.

L’exemple de l'astronomie montre bien que telle est la
seule voie ouverte devant la mécanique physique.Cette ainée
des sciences de la nature serail encore & naitre, si deux
circonstances importantes ne lui avaient ménagé de tres-
grandes simplifications. La premiére de ces circonstances
consiste dans la pelitesse du rayon terreslre, ou meéme
des dimensions du systéme planétaire, en comparaison
des distances qui nous séparent des étoiles, et dansla len~
teur des déplacements relalifs apparents de celles-ci; la

(1) La science peut néanmoins, dans certains cas malheureusement bien restreints ,
calculer aussi les phénomenes bruts ou, ce qui revient an méme , les periurbations
locales qui tiennent aux divers modes d’application des forces extérieures s’exergant sur
chaque partie donnés trés-petite d'un solide. Jo pense avoir réuni su moins les principaux
de ces cas ( dont le plussimple, relatif & la torsion des plaques, avait 6té traitd d'ahord
en 1867 par MM. William Thomson et Tait) dens un mémoire , non encore publié,
ol j'étudie surtout endétail les déformations et les pressions produites & l'intérieur d'un
sol élastique horizontal, quand ce sol supporte des pressions ou tractions verticales
distribudes & sa surface d'aprés une loi quelconque ou de manidre & fairs prendre &
leur région d'application une forma connue. Ce mémoire paraitra, je l'espére, en 1880,
dans le Jowrnal de matheématiques pures et appliqudes.
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seconde, dans la propriété, quc présentent les trajectoires
des planétes par rapport au soleil, d’étre des courbes a fort
peu prés fermées.

La premiére circonstance a permis aux astronomes d’as-
similer sensiblement les étoiles & des repéres fixes, distri-
bués sur la surface d’une spheére de rayon infini dont la
terre et méme le systéme planétaire tout entier occuperaient
le centre. Grice & ces repéres, disséminés au loin tout
autour du théatre des mouvements du systéme solaire, la
droite suivant laquelle nous voyons un astre a un moment
donné peul étre assez bien définie sous le rapport de la
direction, en supposant du moins que l’espace ne contienne
pas (surtout ailleurs qu’autour des astres) des milieux
réfringents capables de dévier beaucoup les rayonslumi-
neux qui le traversent. Par suite, l’astronome sait déter-
miner, en particulier, le mouvement relatif de la terre
aulour du soleil, s’il convient de prendre pour unité la
distance moyenne de leurs centres, dont la détermination
devient possible seulement plus tard, et s’il juge d’ailleurs
des variations modérées de la distance du soleil & nous par
celles de son diameétre apparent, c’est-a-dire sl admet
Tinvariabilité du diameétre réel de cet astre.

La seconde circonstance, en tenant compte de ce que les
durées des révolutions planétaires ne sont pas des mul-
tiples exacls d’une année (ni méme d’une demi-année) (1,

(1) Si la durée de la révolution d'une plandte s%tait trouvée un multipie exact de
FPannée, on aurait presque indéfiniment revu cette planéte, & un point donné de son
orbite, d'unc m@me position d¢ laterre sur la sienne, et il aurait ¢été impossible de
déterminer trigonométriquement le lieu de la planéte. On n’aurait pu tourner fa diffi-
culté en laissant écouler , entre deux ohservations , assez de périodes pour gqua le point
de 'écliptique occupé par la terre aux moments considérés elit éprouvé a la longue des
déplacements s¢culaires notables; car le lieu de la planéie en aursit en méme temps
éprouvé d’analogues, restés inconnus.

Dans le cas ol la durée de la révolution aurait été, au contraire, un multiple impair
d'une demi-année , deux observations successives de la plangte, & un méme point de sa
trajectoire , se seraient faites 3 des moments ol la terre aurait oceupé deux positions
sensiblement opposées sur 1'écliptique. Alors la détermination dulieu de la plantte aurait
été egalement impossible, si 1'on avait employé la meéthode simple ot I'on se borno a
observer un astre aux moments de ses conjonctions et de ses oppositions avec le soleil ;
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permet ensuite de revoir chaque planéte & un méme point
de son orbite, aprés une, deux, trois,..... révolutions,
de plusicurs positions déterminées de la ierre sur 1'éclip-
tique, et suivant des directions qui se coupent sous des
angles finis; en sorte qu'il devient possible de dessiner
ou de calculer les positions successives de la planete par
rapport au soleil et & la terrell,

Malgré ces élémenls de simplificalion, l’aslronomie a

en effet , 3 ces moments, la plandte se serait trouvée & fort pen prés sur la base imposée,
¢’est-a-dire sur la droite qui aurait joint les deux seules positivns occupées par la terre
au bout de toutes les périodes : parsuite, le triangle & résondre aurait eu dgux angles
en quelque sorte nuls et ses deux ¢6tés autres que la base indéterminés,

(1) Cette seconde circonstance (consistant en ce gue les orbites des plandtes sont
4 fort peu prés fermées), conservera méme, ce me semble, quelque chose d’hypo-
thétique, tant qu'on n’aura pas un grand nombre d’observations un peu précises de
parallaxes, ¢'est &-dire tant qu'on pourra expliquer les apparences que pergoivent divers
observateurs terrestres, en supposant chaque planéte située sur la droite qui joint son
centro au centre de la terre et & une distance de celuici trés-sensibloment differente de
le distance vraie.

Avant I'invention de la lunetteastronomique, les astres, & 1'exception du solsil et de
la lune, 82 réduisaient pour I'eeil & de simples points lumineux: l'observation n'indiquait
donc, pour chaque plandte, que la direction suivant laquelle elle élait vue & un moment
donné; en sorte qu'une infinité de trajectoires, extrémement différentes les unes des autres,
pouvaient représentor & la rigueur les mouvements de chacuned’elles. Seules, les orbites
du roleil et de la lune avaient pu étre déterminées avec plus de précision, gréice a la con-
naissance que l'on avait des diametres apparents de ces corps. L'observation des phases de
la lune, qui ne s’expliquent naturellement yue par la triple hypothese de 'opacité de cet
astre, de sa sphéricité ot de son écluirement par lo soleil, avait méme permis, comme on
sait, en appréciant la distance angulaire de la lune et du soleil au moment des quadra-
tures, de prouver que la lune est beaucoup plus prés de nous que le soleil.

Quand Jes lunettes eurent rendu perceptible le diamdire apparent des planétes et fait
connaftre leurs phases ou d’autres détails les concernant, ces nouvelles données permirent
de comparer, comme on avait fait pour la lune, leurs parallaxes & celle du soleil et de
fixer certaines limites relatives o elles doivent 8tre comprises. Mais des procédés de
mesare utilisant de pareilles données sont bien vagues et ne conduisent que trés-excep-~
tionnellement a des résultats suffisamm-nt exacts.

Done, jusqu'ad ce qu’on ait trouvé des mésthodes d'observetion assez précises pour
rendre sensible la différence de direction des deux rayons visuels qui vont de deux cbser-
vateurs terrestres vers le centre ¢« la m&me plantt, la m.illeure des raisons prouvant la
réalité du syst®me astronomigue moderne consistera dans la simplicité des principes qui
suffiscnt & ce sysiéme pour expliquer une variété immense de faits : preuve nou-mathé-
matique, mais, il est vrai, trés-suffisante ; car le bon sens n'en posséde pas d’autre dans
la plupart des cas ol il y a certitude morale et méme certitude physique (comme, par
exemple, quan.d nous croyons que les corps conlinuent a exister aux moments ol nous ne
les observons pas)
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eu beaucoup de peine & se constituer, ¢'est-a-dire a décou-
vrir les lois dont Newton a tiré lc principe de la gravi-
tation universelle; et elle aurait certainement échoué dans
son ceuvre, si on lui avait refusé I’emploi d’hypothéses
approximatives, accommodées a la faiblesse de l'esprit
humain. Méme la supposition de mouvements exactement
circulaires et uniformes a rendu de grands services, bien
qu'elle soit devenue finalement presque un obstacle.

Il y aplus. Une fois que le principe de la gravitation
universelle a été trouvé, que la théorie des mouvements
planétaires a pu se déduire, désormais, des équalions
différentielles qui déterminent & chaque instant les accé-
lérations des divers astres en fonction de leurs situations
relatives, les deux mémes circonstances sonl restées aussi
nécessaires qu’elles l'avaient été dans la période précé-
dente, pour rendre abordable lintégration de ces équations.
La premiére, qui est 1'dloignement des étoiles fixes, a
dispensé les astronomes de faire intervenir dans ’étude du
systéme solaire les influences déformatrices extérieures,
c’est-a-dire les différences entre les accélérations que l'at-
traction des étoiles imprime aux divers corps du systéme,
ou que du moins elle leur aurait imprimées & des distances
beaucoup moindres. Quant a la seconde circonstance, rela-
tive & la mnature des orbites (qui sont sensiblement des
courbes fermées), elle revient & admettre Uextréme peti-
tesse des attractions mutuelles des planétes devant celle du
soleil; et Ton sait qu’elle est dgalement nécessaire pour
rendre applicables les méthodes par approximations succes-
sives auxquelles la science n’a pu, jusqu’a ce jour, se
dispenser de recourir.

6. — Difficultés plus grandes qu'elle rencontre.

Moins heureuse que la mécanique céleste, dont I’objet
s’offrait de lui-méme aux astronomes avec les simplifi-
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cations qu’ils ne pouvaient manquer d’y reconnaitre tot ou
tard, la mécanique physique doit d’abord chercher avec
soin, en s’aidant de ’expérience, les divers groupes de
phénomeénes qui sont accessibles a 'analyse ou qui com-
portent des lois numériques approchées. Tels sont, dans
Iétude des fluides pesants, soit les mouvements de
médiocre durée (pour chaque molécule), qui se font suivant
des lignes peu inclinées sur I’horizon et presque paralléles,
mouvements donnant lieu & ce qu’on appelle des ondes de
translation, soit les mouvements de kowle simple et de
clapotis, ou chaque particule fluide s'agite indéfiniment
dans un espace limité et reste entourde des mémes
particules. Tel est encore ’écoulement d’un liquide par
filets peu courbes et peu inclinés les uns sur les autres,
écoulement dont le type oule cas le plus simple est celui
que les ingénieurs qualifient de régime uniforme.

Pour chaque classe de phénoménes qu’elle a ainsi
découverte, la mécanique physique -doit mettre en relief
le caractére distinctif qui en est comme la définition et d’ot
peuvent se déduire les lois propres a la classe en question.
Elle constitue oun édifie de 1a sorte tout autant de chapitres
de la science; et ces chapitres concernent presque toujours
les cas les plus intéressants, tant pour le savant que pour
Iingénieur. Ce sont, en effet, ceux ou les phénomenes se
réglent le mieux, ou ils s’assujettisseut le plus possible &
I'ordre que les hommes recherchent, dans leurs cons-
tructions matérielles, et dont 1’état de choses au milieu
duquel nous vivons approche notablement, par le fait méme
qu’il est compatible avec I’exislence d’étres organisés.

7. — Nature des résultats qu’elle obtient.
Par exemple, quand un ingénieur doit construire un

canal, le sentiment esthétique, indice des préférences de
l'esprit, et les raisons d’utilité, d’économie, de durée de
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l'ceuvre, expressions de rapporls multiples entre les
choses, s’accordent pour lui faire donner au canal la
forme prismatique ou cylindrique, qui est géométri-
quement la plus simple, el qulse préte aussi aux modes
d’écoulement les moins compliqués, les plus accessibles a
notre analyse. Les cours d’cau naturels finissent également
par acqucrir des lits dont la forme se rapproche de celle
d’un prisme ou d'un cylindre ; parce que la vitesse ne
peut y varier dans de trop largeslimites, aux moments de
grande crue, sans provoquer, aux étranglements ou aux
parties & forte pente, des érosions considérables, suivies
de dépoéts proportionnés dans les parties élargies ou trop
peu inclinées, de maniére que les sections normales et les
pentes tendent vers certaines moyennes. Par exemple
encore, ceux d’entre les solides élastiques qui présentent le
plus d’intéret pour lingénieur, a tel point qu’on leur
consacre la majeure parlie des cours usuels sur la résis-
tance des matiériaux, ne sont autres que les £éges ou solides
allongds (cordes, poutres, arbres tournants, ete.), c’est-
a-dire les corps les plus simples quimagine le géomeire et
les seuls dont une étude théorique & peu prés compléte
(abstraction faile de perturbations locales) soit possible dans
Iétat actuel de la science. Les solides aplatis ou plagues
viennent ensuite, tant dans 'ordre pratique que dans l’ordre
spéculatif; mais les intégrations qu'il faut y effectuer, pour
déterminer théoriquement leur résistance statique ou dyna-
mique, sont loin d’aboutir dans des cas aussi étendus que
pour les tiges (1.

(1) Méme quand on se borne aux questions d’équilibre, il est trés-peu de cas, en dehors
des tiges et des plaques, c’est-a-dire pour des corps élastiques ayant leurs trois dimen-
sions comparables entr'elles, oii l'on puisse réellement calculer les déformations qu'ils
éprouvent dans des circonstances dounées. Non seulernent les forers actuell s de I'analyse
y échouent presque toujours, surtout dés qu'il s'agit de problemes ayant une certaine
généralité , nsis il errive (tant dans cette branche de lo mecanique physique rue dans
les autres) que les plus difficiles des intégrations qui ahoutissent analytiquemcnt, c'est-
a-dire, celles ol brille le mieux la puissance de combinaison mathématique de leurs
auteurs, ont des résullats irop compliqués pour représenter rien d accessible a l'esprit. De
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La forme-limite que prend, & la longue, un systéme
matériel, sous l'action de forces d’abord non contenues,
mais tendant peu & peu ase faire équilibre, est d’ordinaire
plus simple, & raison méme de son unité, que les formes
dynamiques, infiniment variées, pour lesquelles ces forces
ne se neutralisent pas. Par suite, des dispositions relati-
vement peu complexes, accessibles a nos calculs, doivent
seprésenler dans un ordre de choses voisin de ['équilibre,
et ou les puissances naturelles ne déploient que des
éncrgies assez restreintes pour rendre possible motre vie
s1 délicate. Kffectivement, la terre a fini par acquérir une
forme peu différente de la plus simple de toutes, quiest
celle d'une spheére, et la pesanteur ne peut gueére s’y
déchainer qu’autanlt qu’il le faut pour compléter le
poliment de la surface. Quant aux force:; moléculaires
(affinités, chadeur, élasticité, ctc.), qui, souvent, I’écartent
de sa forme d’équilibre-hydrostatique et s’opposent ainsi a.

telles formules, tout en contenant d'une certaine manidre la solution cherchée, sont coin
plétement inutiles au physicien : autant vaut pour lui s'en tenir aux équations différen-
tielles d'olt l'on est parti et qui, si elles n'cxpriment les choses que dans leurs détails les
plus menus , dans leurs variations infiniment petites, ont du moins I'avantage d'étre com-
prises. Au point de vue concret, les formules trées—compliquées oli triomphe l'analyste
pur ne valent, quelque élégantes qu’elles puissent Ctre, que comme nouveaux moyens
de tenter ultérieurcment des simplifications et, par 14, d’obtenir des résultats plus nets ,
81 la question en comporte. D'aillsurs, ces résultats plus simples, ainsi trouvés, peuvent
toujours se démontrer directement & partir des équations différenticlles du probleme, et
l'on a m&me, en géndéral, moins de pzine & les en tirer qu'a les déduire des formules
complexes. On y parvient aussi, bien souvent, sans connaftre celles-ci; et cette recherche
directe de lois intuitives ou, du meoins, abordables doit 8tre le but principal des géo-
meétres physiciens.

A part les cas élémentaires, évidemment les plus simples, d'un solide homogéne dont
on déforme les plus pelites parties symétriquement par rapport a une famijlle de plans
paralléles, ou de cylindres circulaires conaxiques, ou de sphares concentriques, et de la
méme maniere sur toute 1'étendue de chaque surface, il n’y a probsblement pas de pro-
bleme, concernant 1 équilibre d'élasticité d'un solide a trois dimensions, ol les expressions
des déplacements éprouvés par la matiere soient moins compliquées que lorsqu’il s'agit,
soit d'un corps indéfini de toutes parts, sollicité en un point intérieur par une force
donnée dF, soit d'um sol horizontal, d’une étendue et d'une profondeur indéfinies, & la
surtuce duquel s’cxerce en un point une pression verticale donnée dP, positive ou néga-
tive. En effet, si I'on appelle r le rayon mené du point d'application de la force a un
peint queleonque du corps, @ l'angle que fait ce rayon avec la force dF ou dP, ct que
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son polissage parfait, elles déterminent seulement des
oscillations, autour de cette forme-limite, trés-petites
comparativement au rayon de la planéte. Il ne se produit
presque plus sur celle-ci que des mouvements résultant de
faibles ruplures de Iéquilibre, simples vibrations ou
oscillations dans un grand nombre de cas, écoulements de
fluides par filets presque horizonlaux el peu courbes, dans
la plupart des autres.

Les faits appartenant aux classesles plus faciles a définir
sont donc les seuls que la mécanique physique parvienne a
représenter dans leurs détails avec une approximation
satisfaisante. Quant aux phénomeénes plus complexes,

X, . désignent les deux coefficients d'élasticité de la matidre, le point considéré de
chaque corps éprouve, dans le scus de la force, le déplaccment respectif

A+ p dF (3)\—+-7p. )
+ cos2a
A-2p AGwpr A+
ou
ap (X—+—2}L )
-+ cos?a |,
AT A4

et, dans le sens perpendiculaire, en s'écartant de la force, le déplacement respectif

) dF .
5 81n 2w
2 AGmpr
ou
dp
_— (cosz @ + COS & = —L) tang —.
Ampr Ap 2

Ces formules nouvelles se traduisent géométriquement avec une grande simplicité. On
Jes trouvera démontrées dans le travail ¢ité plus haut en note (p. 89 ci-dessus), ainsi que
d'intcressantes et utiles applications obtenues 3u superposant une infinité de forces ¢F
ou de pressions dP, supposées s'exercer en des points différents et dont les effets suivant
chaque axe s’ajoutent algébriquement. Parmi ces applications, il faut distinguer celles qui
concernent la résistance et les déformations d'un sol élastique supportant diverses charges,
et, en particulier, la maniére dont le poids d'un corps, posé sur un tel sol, se répartit dans
les cas les plus simples entre tous les éléments de sa base de sustentation. Ce dernjer
probleme, quoique soulevé depuis un siécle par d’Alembert et Euler, n'avait pas encore
6t résolu.
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presque toujours intermédiaires entre différentes catégories
de phénoménes simples, nous devrons nous borner,
longtemps encore sans doute, & en esquisser les traits
généraux au moyen d'une sorte d’intercalation ou d'inter-
polation peu précise, suffisante parfois dans la pratique.

Par exemple, le probléme du régime uniforme d’un fluide
pesant, c’est-a-dire de son écoulement par filets paralleles
dans un lit prismatique, est abordable,- soit quand les
sections sont assez petiles et le lit assez poli pour qu’il n’y
ait pas d'agifation sensible, soit, au contraire, quand les
sections sont assez grandes pour que l'agitation tourbil-
lonnaire se développe pleinement. Le produit de la pente
par le rayon moyen (rapport de l’aire de la section normale
a son contour mouillé) et par I'inverse du carré de la
vitesse, est constant dans le second cas, réciproquement
proportionnel au rayon moyen et a la vitesse dans le
premwier. Il sera naturel d’induire de cette double loi que,
dans les cas intermédiaires, inaccessibles jusqu’a présent
a l’analyse, le produit dont il s’agit-varie en sens
contraire de la vitesse et du rayon moyen, mais moins vite
que les inverses de leurs premiéres puissances; et c’est,
en effet, ce que monlre 1'cxpéricnce, qui apprend maéme
que, dans le cas de petites rigoles d’une profondeur de
quelques centimétres, ce produit est environ proportionnel
aux puissances — - de la vitesse et du rayon moyen.

Par exemple encore, la marche deéscendante, le ‘long
des riviéres, de ces longues ¢nfumescences liquides quon
appelle des crues, est un phénoméne généralement inabor-
dable a I’analyse, & cause de la complication des résultats (1),
Mais ce phénomeéne se trouve compris entre deux autres
qu'atteint le calcul, et qui se produiraient, le premier,
si la crue se réduisait & une onde courte de médiocre
hauteur, le second, si, d'un volume et d’une hauteur

(1) Voir, & ce sujet, le numéro 125 bis de PEssai swr la thdorie des soux
courantes (p. 270) et surtout la note qui l'accompagne,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 8 —

d’ailleurs quelconques, elle élail, au contraire, asscz
allongée pour que le régime du cours d’eau ne différat pas
beaucoup, sur son passage, d’un régime permanent. Or,
dans ces deux cas exlrémes, on reconnait qu’en général
la crue s’aplatit peu a peu, et, par suile, s’allonge a mesure
qu’elle avance dans Ie canal. On en conclura donc qu’elle
s’aplatirait de méme dans les cas inlermédiaires, blen
qu’on ne soit pas en état de calculer la dimninution effective
qu'y éprouve, d’un instent & l'autre, la hauteur maxima
de intumescence.

L

8. — De.son importance dans ['étude des choses et pour le progrés
de l'esprit.

En résumé, la mécanique physique ou terrestre, tout en
conservantle caractére dominantde science mathématique,
a besoin d’emprunter & l'expérience quelques principes,
pour la plupart trés-simples, spéciaux & chacune de ses
branches, en oulre des principes généraux et classiques
(conclus ausside 'ensemble des faits) de la mécanique dite
rationnelle. Elle ne peut , ni ne doit se dispenser tout-a-fait
d’étre une science expérimentale. Le savant qui la cultive,
—obligé de porter tout & la fois son attention sur les choses
extérieures et surles constructions géométriquesidéales par
lesquelles 1l les représenie, mais que régissent des lois
qui leur sont propres, — tenu de plus a choisir, parmi
toutes les expressions également approchées d'un méme
phénomeéne, celle qui esl la plus simple, la plus naturelle, —
trouve a y exercer simultanément des aptitudes intellec-
tuelles diverses, tant spéculatives que pratiques. Par
Peffort qu’il fait sans cesse pour se placer au poinl de
vue d’ou l'observation et le calcul s’accordent sans se
fausser, par le commerce continuecl qu’il établit entre la
réalilé et les conceptions absirailes que lui monlre el que

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 49 —

combine sa raison, il ne peut que perfectionner sa justesse
d’esprit, ¢’est-a-dire compléter ’adaptation de ses maniéres
de voir el de juger & leurs véritables objets.

D’ailleurs, les relations théoriques auvxzguelles il est

conduit ne présentent pas moins d’intérét, pour le mathé-
maticlen pur, que celles dont la spéculation absiraite a
enrichi l'analyse et la géométirie proprement dites. Mais
elles ont, de plus, 'avantage. de s'appliquer au monde
qui nous entoure, d’appartenir tout a la fois aux deux ordres
de réalités, physique et géométrique, au milieu desquels
nous vivons : marque certaine de leur haute valeur et,
a tous les points de vue, de leur fécondité. A supposer
méme que Iordre géométrique n’etit pas d’existence hors
de nous, qu’il se réduisil & élre -une pure émanalion de
Fintelligence humaine, ou mieux, une simplification et
une généralisation abstraites, uppropriées a notre esprit,
d'une certaine catégorie de réalités exlérieures, ces lois
de la mécanique physique resteraient encore comme les
reflets les plus précis de la nature en nous, ou comme
la forme que prennent les choses a nos yeux, en tant
qu'elles peuvent étre figurées et mesurées dans leur
évolution réelle. '
" Elles constituent, de toute maniére, la partie la moins
imparfaite des connaissances qu’il nous est donné d’ac-
quérir sur l'univers; car la forme et la quantilé sont
incontestablement les modes de ’existence dont nous avons
les idées les plus nettes et, peut-étre aussi, ceux au sujet
desquels il y a le plus d’accord entre notre intelligence et
le monde extérieur. Au contraire, les vérités de la géomé-
trie et de la cinématique pures se rapportent a des formes
et & des mouvements congus par 'esprit comme seulement
possibles, mais que la nature ne réalise pas en général,
méme d’une maniére approchée.
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9. — Apergu des principales branches qu'elle comprend et, d'abord,
de I hydrodynamique.

Une rapide énumération des principaux résultats acquis
servira de complément naturel aux réflexions précédentes.

La partie la plus ancienne et la moins imparfaite de la
.nécanique physique est, sans contredit, I’hydrodyna-
mique. Déja, au dix-septidme siécle, la théorie de
I’équilibre des fluides élait trés avancée, alors que celle des
solides élastiques ne devait réellement se constituer qu'au
siecle suivant pour ses cas les plus simples, c’est-a-dire
pour ce qui rcgarde les tiges et les plaques, et seulement
de nos jours si on la considére dans sa généralité. D’autre
part, la théorie des ondes liquides a été abordée avec
succés, il y a cent ans, par Lagrange et Laplace, aprés
qu’Euler eut formé des équations aux dérivées partielles
qui conviennent aux fluides pour leurs mouvements
produits sans frottements sensibles et, en particulier,
pour les ondes; puis Gerstner, Poisson et Cauchy, au
commencement de ce siécle, traiterent des cas plus
difficiles du méme probléme général. Au contraire, les
équations aux dérivées particlles des petites vibrations
analogues des solides élastiques n’ont. été trouvées que
de notre temps, par Navier, Poisson, Cauchy, Lamsé,
etc., et se sont montrées encore plus rebelles & I'inté-
gration. Enfin, la théorie des mouvements d’amplitude
indéfinie, des écoulements , ébauchée, pour les fluides, dés
I’époque de Torricelli, a éLé, pour les mémes corps et déja
avant ce siécle, l'objet de progrés notables, dus a Daniel
Bernoulli, du Buat, etc., tandis que, pour les solides a
I’état plastique ou qu’on déforme, d’une maniére per-
sistante, sous linfluence de pressions trés-inégales
excrcées en divers sens, elle a commencé seulement de
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nos jours, par Pinitiative de M. Tresca, & se dégager des
vagues lueurs de I’empirisme.

Ainsi, l'hydrodynamique, dans toutes ses parties, est
de beaucoup la branche la plus avancée de la mécanique
physique. Les phénoménes nombreux qui peuvent s’y
étudier théoriquement d’une maniére bien satisfaisante
se rangent presque tous en trois classes, sans compter les
ondes sonores, propagées par les liquides ou les gaz, et
qui se rattachent plutét aux vibratious longitudinales
des solides qu'aux phénomeénes hydrauliques propre-
ment dits. D’ailleurs, dans ces trois classes de mouvements,
les particules fluides se déforment beaucoup plus @u’elles
ne changent de volume, en sorte qu'on peut y utiliser
I'hypothése simplificatrice de l'incompressibilité.

La premiére classe comprend les mouvements que pré-
sentent les fluides pesants, quand leurs vitesses ne font
que de petits angles avec I'horizon et que chaque particule
se meal, ou seulement pendant un temps assez court,
ou d'un mouvement en trés-grande partie oscillatoire et
d'asscz bréve période. L.es composantes horizontales de
la vilesse y varient peu, & chaque instant, lelong d’une
méme verticale. De plus, les frottements n'y jouent que
le réle de forces perturbatrices. A cette classe appar-
tiennent les ondes dites de ¢{ranslalion, en reliefou en
creux, solitaires ou multiples, les tétes des longues
intumescences (7emous indéfinis), propagées au sein d'une
eau en repos, les koules et clapotis a longues vagues
(setches des lacs, ete.), et méme, par une analogie évidente,
les ondes propagées le long de la colonne liquide rem-
plissant un tube en caoutchouc ainsi que les oscillations
de’eau dans un siphon renversé(1). Comme en astronomie.

(1; Toutefois, les marées de 1'Océan, que .eurs causes extérieures & la terre
rattachent d'ailleurs & la mécanique céleste, ne foot pas partie de cette classe, et pour
deux raisons. La premitre est que ces marées sont des ondes forcées (surtout & l'équateur ,
ol elles se forment en grande partie' et non pas des ondes libres comme les autres :
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les lois théoriques y sont d’accord avec les faits au degré
de précision que comportent les observations bien faites.

La seconde classe, qui a certains points de contact avec
la premiere, concerne les phénomeénes ot chaque particule
fluide s’agite indéfiniment dans un espace limité assez
petit, en restant sans cesse entourée des mémes molécules.
Elle comprend donc tous les déplacements périodiques
d'unc amplitude modérée et ceux qui s’y rameénent : ondes
courantes (howles simples), ol les molécules décrivent
d'un mouvement continu des orbites fermées; ondes
mobiles sur place (¢clapozis), ol elles oscillent indéfiniment
le long d’arcs sensiblement rectilignes; ondes composées,
résulfant de la superposition d'un nombre quelconque de
houles ou de clapotis. Les frottements n’y ont guére pour
effet, comme dans la classe précédente, que d’user a la
longue les mouvements, sans en changer les lois.

Il n’en est plus de méme chez la troisiéme classe, ol
Pon étudie les écoulements qui se produisent dans des
lits assez réguliers, et depuis des temps assez longs, pour
que les froltements alent pu y établir un »égéme lentement
variable d'un endroit & l'autre et d'un instant a 'autre.
Ces mouvements graduellement variés— on il faut d’ailleurs
tenir compte du caractére, soit bien continu, soit tumul-
tueux, de I’écoulement, suivant ’ampleur des sections et
Pagitation tourbillonnaire qui en résulte —comprennent
les phénomeénes hydrauliques les plus intéressants pour
l'ingénieur; savoir: 1° le régime uniforme, et aussi le
régime quasi-uniforme qu’affectent presque partout les
grands cours d’eau, ainsi que les eaux souterraines d’in-

je veux dire que les forces périodiqu-ment variables qui les produisent ne les aban-
donnent jamais & elles-m&mes ou ne cessent 3 aucun justant d’agir sur toute la masse
fluide , circonstance qui complique les équations indéfinies du probléme, en y ajentant
un terme fonction explicite du temps. La seconde raison consiste en ce que la période des
marées se trouve assez longue pour que les frottements aient chaque fois le temps de
rendre les vitesses notablement plus faibles au fond qua la surface. Les marées se
rapprochent donc des courants continus, c’est-b-dire des phénoménes de la troisieme
classe dontil va &tre parlé, sans qu’on puisse cependant les fuire entrer dans cette classe.
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filtration ; 2°les régimes dits permanenés, dans les tuvaux
de conduite et dans les cours d’eau a lit découvert, en
exceptant les endroits oi les dimensions transversales de
la masse fluide qui s’écoule changeraient trop vite ; 3° les
régimes non-permanents qui s’observent dans les tuyaux
et dans lescours d’eau découverts & des époques de crue
ou de décrue, en exceptant de méme les endroits et les
instants, bien rares, ot la graduelle variation supposée
n'existerait pas; 4° les ondes de translation, en relief ou
en creux, propagées le long d’une eau courante.

On peut rattacher & la troisitme classe, et traiter par une
méthode de calcul analogue, quoique moins exacle, des
modes d’écoulement qui, sans étre graduellement variés, en
ce sens que les courbures des filets fluides n’y sont pas
insensibles ou presque insensibles comme il le faudrait pour
cela , ont néamoins de commun, avec les mouvements gra-
duellement variés, que les filets fluides dont il s’agit se
trouvent peu inclinés les uns par rapport aux autres et sont
animés de vitesses distribuées avec une certaine approxi-
malion comme dansun régime uniforme. Tels sonfles mou-
vements qu'on observe aux endroits des cours d’eau oit un
régime graduellement varié commence a s’établir ou & se
délruire rapidement; et tels sont aussi ceux qui se
présentent dans les ondes fizes produites, soit localement,
a ’aval des ressauts, soit sur une longueur indéfinie,
quand le fond a sa pente périodiquement variable ou
dessine une série d’ondulations longitudinales.

En dehors des classes précédentes, un grand nembre
de phénomeénes hydrauliques plus complexes peuvent etre
étudiés par le calcul, sinon complétement, du meins de
maniére & y établir certaines lois, qui repondent iux
principaux besoins de la pratique. Ce sont: 1°les phé-
nomeénes de confraction , relatifs aux masses fluides qui,
en s’écoulant, se resserrent pour passer a iravers des
orifices ou sur des déversoirs; 2° ceux, au contiraire,
d’épanouissement brusque, ou la formule de Borda, celle
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du ressaut et, dans le cas le plus général, une autre
formule assez simple qui les comprend toules les deux (1),
permettent de déterminer la principale inconnue ; 3° les
phénomeénes qui se présentent dans les coudes ou les
tournants, et ceux qui constituent les tourbillons fluides ;
4° les réactions mutuelles des fluides et des solides
immergés ou flottants, soit quand leur mouvement relatif
est toujours de méme sens, soit quand 1l est pendulaire,
réactions qui comprennent, notamment, I’influence modifi-
catrice et régulatrice des cours d'eau sur leurs lits altérables;
o° les perturbations, sensibles dans certains cas, que
produit la tension superficielle ou action capillaire ; etc. (2.

Telles sont les principales questions que comprendrait,
de nosjours, un coursd’hydrodynamique fait au point de
vue d'une science concréte, soucieuse de connaitre les
véritables phénomeénes naturels, mais d’ailleurs désin-
téressée de toute application immédiate aux machines
mues par les fluides ou aux aulres travaux hydrauliques
dont s’occupent les ingénieurs. On le compléterait par une
théorie mécanique des corps semi-fluides, dont deux
espéces, les masses pulvérulentes et les solides plastiques,
ont pu étre abordées par I'analyse.

Les masses pulvérulentes, parfaitement fluides tant
qu’elles ne sont pas comprimées, résistent, au contraire,
aux actions déformatrices dés que leurs petites parties
(composées pourtant, chacune, de beaucoup de grains
solides) supportenten tous sens des pressions, et elles leur

(1) Voir, pour celte formule générale et nouvelle, le § 1II du Complément a l'essai
sur la théorie des eaux couranies, inséré dans le volume de 1878 du Jowrnal de
Mathématiques pures el appliquées (tome 1V, pages 366 & 371).

(2) On peut voir, pour prendre une idée de I'élendue et de Vintérdt que présentent
toutes ces questions, I'Essai sur la théorie des eaux courantes, aux tomes XXIII et
XXIV du Recueil des savants etrangers de 1'Académie des scisnces de Paris, ainsi que
le Campldment inséré en 1878 au tome IV (8° série) du Journal de mathematiques pures
et appliquées (p. 385).
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résistent d’autant plus que cespressionssont plus grandes ().
Ce simple fait, traduit analytiquementd’aprés une méthode
dont le fond se relrouve dans les principales branches
de la mécanique physique, permet d’établir les équations
d’6quilibre et de mouvement des masses inconsistantes,
pourvu que leurs déformalions se maintiennent peliles,
inférieures a certaines limitesd'élasticité. 1%t quand celles-ci
sont atteintes, ou que la matiére passe a I’état d’équilibre-
limite dit éfat ébouleux, on peul encore, en exprimant ce
fait dans I’hypothése la plus naturelle, former des équa-
tions de mouvement, applicables tant que les vitesses
restent assez modérées, el dontla plus importants a été
posée d’une autre maniére par Macquorn-Rankine (comme
traduction directe d’une loi expérimentale du frottement).
Ces diverses équations conduisent & des lois intégrales
simples dans certains cas importants, notamment pour les
massifs pesants, indéfinis en dessous, mais limités supé-
rieurement par des surfaces, de grande étendue, plus ou
moins inclinées sur l'horizon. Les analogies et les
contrastes que présentent les corps pulvérulents, comparés
aux fluides, ressortent de cette étude, ainsi que de celle
des écoulements de sable par un orifice (écoulements dont
la vitesse, loin de croitre avec la hauteur de charge
d apreés la loi de Torricelli, tend rapidement vers une limite
constante, pourvu que la section du vase solt assez grande
par rapport a celle de lorifice). )
Quant aux corps plastiques, en exprimant de la maniére
la plus simple, comme pour les massifs pulvérulents, que
leurs limites d’élasticité sont sans cesse atteintes lorsqu’on
les pétrit, on commence également & déméler les lois des
pressions qui s’exercent a leur intérieur; et la théorie
peut y démontrer, en tant gu’expression approximalive

(1) A la condition toutefois que les pressions dontil s'agit n’acquitrent pes des valeurs
trop considérables, cas ol la masse deviendrait cohérente, comme on verra plus loin,
au numéro 4 e la troisidma partie (p. 72).
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des fails, les formules pratiques auxquelles M. Tresca a
été conduit par ses expériences sur le poingonnage du
plomb et méme d’autres métaux et de diverses pates
céramiques. (!

Osons le dire: Thydrodynamique, comprise de cette
maniére, est une science aussi étendue, plus variée et non
moins utile que la mécanique céleste, quoique son objet
ne frappe pas an méme degré, par sa grandeur, notre
imagination. Ellea, d’ailleurs, sur la mécanique céleste,
Pavantage d’étre encore neuve dans un grand nombre de
ses chapitres et d’offrir ainsi un ehamp des plus vastes
aux recherches originales.(2)

10. — Quelques réflexions sur les autres branches de la mécanique
physique.

Je passerai beaucoup plus rapidement sur les autres
parties de la mécanique physique.

Laplus importanteest la théorie de 1'équilibre et dumou-
vement des solides élastiques. Elle comprend : 1° I’étude
générale dela maniére dont les pressions intérieures, dans
ces corps, dépendent en chaque endroit des petites
déformations, suivant les diverses contextures internes
de la matiére et aussi d’apreés le principe dela conservation
de l'énergie; 2° 'étude des conditions d’équilibre el des
équations des petits mouvements, ainsi ‘que leur inté-
gration dans quelques cas simples; 3° et, surtout,

(1) Pour cette démonstration, comme pour les autres yuestions de la mécanique des
corps semi-fluides indiquéas ci-dessus, on peut voir I'Essai théorique sur I'équilibre des
massifs pulverulents, compard & cclui de massifs solides, el sur la pousséc des terres
sans cohésion {Mémoires des savants étrangers de I'Académie Royale de Belgique,
tome XL ; ouchez M. Gauthier-Villars),

(2) Et, cependant, aucune chaire, aucun cours, méme accessoire, ne lui est consacré
dans aucun de nos principaux établissements d’enseignement supérisur !
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I'application de ces formules générales a la démonstration
des lois de I’extension, de la flexion et de la torsion des
corps allongés, afin de rendre rationnel ’enseignement
de toute une grande section de la mécanique appliquée.
Pour cette derniére partie, qui est une ceuvre capitale,
M. de Saint-Venant, créateur de la véritable théorie de
la torsion, a signalé tous les faits importants et, en
comparaison, n’a plus laissé que peu de chose & faire a
ses successeurs, dans ce qui concerne du moins les
principes (1.

On peut, de la 7héorie générale des phénoménes ondu-
latoires, former une troisiéme branche de la mécanique
physique. On y traiterait d’abord des ondes produites a la
surface d'une eau tranquille par un solide qui la bat
périodiquement & des intervalles assez rapprochés,
phénomeéne vulgaire, immédiatement observable, et qui,
pour ces deux raisons, a fournile type do tous les mouve-
ments ondulatoires. D’ailleurs, la réflexion, les interfé-
rences et la diffraction de ces ondes ont la plus grande
analogie avec celles de la lumiére; et elles peuvent leur
servir d'images palpables, car il y parait, extrémement
agrandis, des détails qui restent insaisissables dans les
phénomeénes lumineux & cause de la pelitesse excessive
des espaces ou ils sont contenus (2. _

Les ondes sonores, longitudinales et transversales, pro-
pagées a lintérieur des milieux élastiques homogeénes

(1) Voir, par exemple, son édition annotée du Cours de mécanique appliquce de
Navier Il restait cependant, pour rendre entiérement rationnelle la théorie fondamentale
de M. de St-Venant, & démontrer par les équations générales de ’élasticité ce fait, choisi
par lui comme point de départ, que, dans ume tige longue, les fibres longitudinales
n'exercent sensiblement, les unes sur les autres, que des actions dirigdes suivant leurs
tangentes. J'ai donné cette démonsiration, qui n’a rien de compliqué, en 1871, et, sous
uneforme plus concréte, dansun mémoire récemment inséré au Journal de mathémaliques
pures 6t appliqudes (tome V, p. 163).

(2) Voir, & ce sujet, les §§ VIII et IX de ma Théorie des ondes liquides périodigues
( Savants étrangers de I' Acqdémie des sciences de Paris, toms XX).
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solides (ou fluides dans un cas limite), seraient I’objet d’un
second chapitre. On y remarquerait, en particulier, 'im-
possibilité de limiter latéralement des ondes & vibrations
longitudinales progressant dans un milien indéfini, de
maniére & en faire des sortes de rayons sonores, tandis
que les ondes & vibrations transversales peuvent, du moins
a Pintérieur des milieux ¢sofropes (pareillement constitués
en tous sens) et de ceux qui sont presque isolropes, se
diffracter et se délimiter comme la lumiére(). De plus,
la théorie des ondes propagées dans les solides non-iso-
tropes el surtout dans les plus simples d'entr’eux, pro-
venant de solides isotropes modérément déformés d'une
maniére persistante (2), y préparerait a Pétude de la*dounble
réfraction.

Enfin, le reste de la théorie des phénoménes ondula-
toires scrait consacré aux ondes lumincuses. Divers
géométres, en voyant que cerfains fails d’optique,
notamment ceux qui concernent les directions des rayons
réfractés dans les cristaux biréfringents, pouvaient
s’expliquer de plusieurs maniéres différentes, ont été portés
a croire que cette partie de la science se trouve encore, a
certains égards, dans I’état le plus indéterminé. Mais quel
est le probléme qui ne parait pas indéterminé, lorsqu’on ne
fait usage que d’une partie des équations nécessaires pour
le définir? L’opinion des géométres dont je parle ne
serait fondéeque si I’on connaissait deux systémes distincts
d’explication embrassant 'ensemble des phénomenes
lumineux. Or, il ne s’en esl produil jusqu’ici qu’un seul.

(1) C'est ce que j'ai démontré en 1868 (Journal de mathématiques pures et appliquées,
tome XI1I) dans une Etude sur les vibrations rectilignes ¢t sur la diffraction dans les
milieux isotropes et dans U'éther des cristaux.

(2)Les propriétés élestiques de ces corps, les plus importants des solides aprés les
corps isotropes, ont &lé remarquées d’abord par M. de Saint-Venant, en 1863. Je les ai
démontrées d'une menidre aussi exempte que possible d'hypothtses en 1868, au § 1°F d'un
mémoire Sur les ondes dans les milieux isotropes deformes (Journal de mathematiques,
méme tome XI1I).
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(Pest celui oul’on regarde I'éther des corps transparents
comme identique a 1’éther libre, et ou les molécules
pondérables sont supposées vibrer lumineusement a
I'unisson de I’éther, en lui empruntant une fraction
sensible de sa quantité de mouvement, & peu prés comme
il arrive pour un fil massif inerte , enroulé autour d’une
corde élastique vibrante et entrainé par elle: il y a,
toutefois, cette différence, qu'une telle charge, imposée a
une corde élastique, exéoute nécessairement des oscil-
lations identiques pour l'étendue a celles de la corde,
tandis qu’au contraire les molécules pondérables, plongées
dans I'éther comme dans un fluide extrémement raréfié et
trées-peu résistant, accomplissent, sous les impulsions
alternatives de ce flnide, des oscillations dont l'am-
plitude est infiniment plus faible que l'amplilude des
siennes et varie d’ailleurs, dans les divers sens, d’aprés
la forme de ces molécules ou, par suite, d’aprés leur
facilité correspondante & se laisser mouvoir.

Je n’insisterai pas davantage, ici, sur ce sujet®), non
plus que sur une quatriéme branche de la mécanique
physique ou, tdchant de pénéirer plus avant dans la
constitution intime des corps, on étudierait le mieux
possible les mouvements imperceptibles qui ne se font pas
par ondes, mais qui, encore plus rapidement variables
d’un point & Pautre que les précédents, tendent a dis-
joindre les plus petites particules matérielles par les
vitesses inégales qu'ils leur impriment. Ces mouvements,
qui constituentla chalexr , deviennent doncle plus puissant
agenl de transformalion, parce qu’ils atteignent, ce
semble, la matiére dans ses derniéres profondeurs, dans
ses parcelles les plus ténues et les moins résistantes.
Malheureusement, ils n'ont probablement leur type, leur

(1) Voir les volumes de 1868, 1872 et 1873 du Journal de mathemaliques pures et
appliqudes (2° série, tomes X111, X V1], XVIII).
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image suffisamment claire, dans aucune des classes de
mouvements perceptibles et sémples que nous offre la
nature. Aussi, ne peut-on guére, jusqu’a présent, que
leur appliquer certains principes généraux, indiqués ou
exposés, les uns, dans les traités sur la théoric analytique
de la chaleur, les.aulres, dans les cours de thermody-
namique. Le plus important de ces principes n’est autre
que la grande loi fondamentale de la conservation des
forces vives ou de I’énergie. En thermodynamique , il
devient le principe de I’6quivalence de la chaleur et du
travail (1) ; dans la théorie analytique de la chaleur, son
expression, développée et simplifiée, est]'équation générale
de cette science, c’est-a-dire l’équation aux dérivées
partielles de la température.

La meéme grande loi de la conservation des forces vives
relie également entr’eux les divers phénomenes électriques:
preuve que ces phénoménes appartiennent, eux aussi, a
la mécanique physique. Malheureusement, pour que nous
puissions en faire, dans cetle science, l'objet d’une
branche d’études aussi avancée que 1’est la théorie des
ondes lumineuses, il nous manque une conception précise
des mouvements qui les constituent. Nous n’avons pas

(1) Dans l'exposé de ce princips, les auteurs classiques ont tous, & ma connaissance,
laissé subsister un point obseur, qu'il et pourtent, si je ne me trompe, été facile
d'éclaireir; ce qui aurait évité & de jeunes géometres bien des titonnements, et m2me des
erreurs graves. (es auteurs ne montrent pas que la pression supportée par un élément de
lasurface d'un corps, tout en étant propre & représenter aux points de vue des quantitésde
mouvement et m&@me des moments 1’ensemble des forces moléculaires exercéessur le corps
& travers 1'élément de surface, est, au contraire, insuffisante quand il s'agit de repré-
senter leur travail ; en effet, son produit par le déplacement d'ensemble observé de
I'élément superficiel n'exprime que la partie du travail des forces moléculaires qui corres-
pond au mouvement visible de la matiére. Il faut donc y joindre le travail total que
produisent les forees moléculaires individuelles dans le mouverment vibratoire culorifique
superposé au mouvement visible. Or, c’est précisément ce dernier travail qu'on appelle la
chaleur cédee au corps (par conductibilité ou par rayonnement) et que les auteurs de
thermodynamique ajoutent hien, mais sans faire voir ce qu'il représente mécaniquement
oude quelles forces il exprime le travail. On peut voir, & ce sujet, le § V1I des Recherches
sur les principes de la mécanique, etc. (Journal de mathematiques pures et appliqudes,
tome XVIII; 1878).
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réussi encore a les rattacher, d’une maniére naturelle, 2
un type simple , comme 'a été celui des ondes pour le son
et la lumiére. Rien ne dit méme que la nature ait mis ce
type & notre portée ; car est-elle tenue de nous offrir en
grand des images de tout ce qu'elle produit en petit?
Espérons, toutefois, que les diverses parties de la belle
théorie de I’électricité ne tarderont pas a trouver lidée
meére qui leur manque : ce qui leur permettrait de. se
souder complétement entr’elles et au reste de nos connais-
sances mécaniques.
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IIT. — QUESTIONS DIVERSES.

1. — Sur la notion de différentielle.

(est 1’élan de Iesprit au-dela de ce que montre ’obser-
vation, au-deld méme de tout ce qu’elle est capable de
donner, qui seul a pu nous faire connaitre la série indé-
finie des nombres entiers, celle des grandeurs continues,
et nous conduire par la aux idées d’infiniment petit, de
point, de ligne, de surface, limites de quantités indéfini-
ment décroissantes ou d’élendues dont certaines dimen-
sions diminuent jusqu’a zére. (es mnotions se présentent
donc 4 nous,; comme -des créations de lintelligence
dans sa recherche de la simplicité et de la perfection
absolues pour ce qui concerne les grandeurs, comme
des données que la vue des choses n’implique pas
logiquement, c’est-a-dire déductivement, mais qu’elle
suggere & notre faculté d’intuition idéale, ou, si I’on veut,
3 notre pouvoir de généralisation. [/infiniment petit, no-
tamment, n’est pas le zéro pur, le zéro considéré isolé-
ment, mais bien le zéro en tant que limite des décrois-
sements d’une grandeur, ou en tant que point de départ
d’une quantité qui nait et augmente.

Dans la pratique de Vanalyse infinitésimale, le géo-
métre appelle infiniment petites, par exlension, des quan-
tités qu’il se représente comme trés-petites, qui, par
conséquent, sont actuellement finics, mais qu’il introduit
dans les calculs avec linfention expresse de les faire
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décroitre indéfiniment et de ne chercher que les limites
vers lesquelles tendront les résultats des calculs. On qua-
lifie donc de telles quantités d’infiniment petites, non pas
4 raison de ce qu’elles sont, mais & raison de ce qu’on
veut qu’elles deviennent au moment ol seront utilisés
les résultats qu’on leur demande.

Quand il s’agit en particulier des accroissements simul-
tanés trés-petits de variables continues, la caractéristique d,
mise & la place de la caractéristique A pour les désigner,
exprime justement I'intention ot I'on est de ne chercher
que des résultats-limites. Cette intention est la seule chose
qui distingue la différentielle d'une différence finie {rés-
petite. Aussi, l'idée qu’a eue Leibniz de linscrire expli-
citement dans les formules, par ’emploi du signe spécial 4,
el quoiqu’ll ne s’agisse 1a que d’une distinction purement
subjective en quelque sorte, peut étreregardée commel'idée
meére de l'analyse infinitésimale. Car clle permet de sup-
primer sans erreur, de toutes les expressions, les termes
qui, masqués par d'autres incomparablement plus grands ,
n’influeraient plus & la limite sur les résultals formés
avec ces expressions : principe fécond d’ou découlent les
régles des calculs différentiel et intégral.

2. — Sur les difficultés que présentent , dans leurs rapports avec notre
tdée de Uétendue, les diverses opinions possibles
touchant les atomes.

Si I’on suppose que l’espace ou sont les corps ne différe
aucunement de celui que nous concevons, ou sur lequel
nous raisonnons en géométrie, et qu’il se trouve par suite,
comme ce dernier, indéfiniment subdivisible, il arrivera
nécessairement 'une des deux choses suivantes. 1° Ou bien
un corps ne sera pas composé a I'infini de parties; et alors
ses derniers éléments, appelés afomes, en nombre limité,
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seront desimplespoints sans étendue, maintenus & distance
les uns des auires, de maniére & donner au corps un
certain volume apparentsans volume réecl. 2° OQu bien, les
plus petites fractions imaginahles de matiére seront elles-
mémes indéfiniment divisibles, soit qu’elles remplissent
I'espace ou elles sont étalées et se groupent ainsi en
atomes, étendus et figurés comme ceux des anciens, soit,
au conlraire, qu’elles présenlent partoul des discontlinuilés
et ne puissent étre congues que comme lémiéfes d’assem-
blages de pleins et de vides juxtaposés, qui décroitraient
indéfiniment en augmentant de nombre et en gardant
entr'eux certains rapports de dimensions, cas ot Vatome
n’est plus qu’un infiniment petit, une conception de
I'esprit et ne conserve qu'une existence idéale. Or, le
sens pratique repousse la premidre hypothése, parce
qu’elle fait, du point géométirique qui, pour lui, n’est
qu’une abstraction, et une abstraction irréalisable ou
dépourvue du moins de toute probabilité, la seule réalité
matérielle existante. D’autre part, il n’est guére plus
satisfait de la seconde, & cause de la divisibilité & I'infini
quelle implique; et il la rejette surtout sous sa derniére
forme, dans laquelle les plus pelites parties imaginables
de la matiére sont privées tout a la fois des deux attributs
de continuité et d’indivisibilité, que le bon sens, a tort ou
raison, leur concéde.

Ces dlfﬁcultés, sans issue apparente, me semblent ne
comporter qu’une solution, consistant & admettre que,
méme dans les catégories de la forme ef de la quantité, la
nature se dérobe en partie a tous les efforts de notre faculté
dereprésentation, ou que le fond des choses nous échappe,
par suite d’un défaut d’adaptation trés-1éger, mais peut-étre
irrémédiable, de notre esprit.

Quoi qu’ll en soit, le mécanicien- geométre ne
peut jamais, dans ses calculs, se passer de la premiére
opinion; caril n’y a pas pour lui d’autre élément corporel
possible, c’est-2-dire bien défini en position , que le point
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matériel. Il résout forcément les corps, explicitement ou
a son insu, en des assemblages de points maintenus a
distance les uns des autres. Ce n’est qu'indirectement qu’il
pourrait tirer partie de l'idée d’une matiére divisible a
Vinfini ; et ille ferait, s’ly avait lieu, soit en multipliant
de plus en plus et sans fin le nombre des points matériels
qu’il suppose répartis dans une étendue donnée, soit en
assimilant @ des points matériels — sauf a commettre des
erreurs relatives susceptibles de s’annuler a la limite—
de trés-petils volumes, qu’il supposerail de plus en plus
nombreux & mesure que chacun d'eux tendrait vers
zéro. Donc, quoique le mécanicien-géometre ait presque
instinclivement, comme toutle monde, une certaine vue
_directe d’une matiére continue, rien ne le dispense
d’adopter, dans l’exposition de sa science, l'hypothése
qui réduit les corps a des groupes de points, puisque
méme il lui serait impossible de ne pas traiter comme de
simples cas limites de cette hypothése les autres qu’on
pourrait faire et, en particulier, celle de la continuité.

Ainsi, le systdme des atomes inétendus, exposé au
dernier siécle par le P. Boscowich, et soutenu depuis par
Ampére, Cauchy, M. de Saint-Venant (1), M. ’abbé
Moigno, etc., est indispensable aux géomeétres comme le
plus simple, le plus naturel a leur point de vue, gquelque
choquant qu’il paraisse au sens commun et, par
conséquent, & la plupart des hommes, méme de science.
On peut dire qu’il estle seul qui se préte a une explication
précise desphénomenes mécaniques : preuve qu'il se trouve,
tout & la fois, en parfaite harmonie avec les régions claires

(1) Voir, par exemple, dons les Annales de la Socicté scientifique de Bruxelles
(1877-1878), sous le titre « De la Constitution des atomes » , une nouvells rédaction, '
trés-étendue, du remarquable mémoire publié en 1844, par M. de Saint-Vepant,
Sur la question de savoir s'il existe dos masses conlinues e¢f sur la nature probable
des derniéres particules des carps (Bulletin de la Sociéte philomathique, tome de
1844, page 8). '
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de notre esprit et dans un accord suffisant avec la réalité.
Mais il faudrait, pour lui accorder uue valeur objective
absolue, ne pas tenir compte de notre répugnance natu-
relle a réaliser les points mathématiques, et croire
aussl que nous. avons une idée adéquate de Vespace
extérieur ou se meuvent les corps: double décision a
prendre , qu'ii me semblerait difficile de justifier.

De plus, pour ceux qui réduisent l’espace a certains
rapports des corps entr’eux, lui refusant toute espécede
réalité propre, ’hypothése des atomes inélendus entrai-
nerait une difficulté spéciale, peut-étre bien difficile &
lever. Dans cette hypotheése, la distance de deux atomes
est loujours infinie par rapport & leurs dimensions,
supposées nulles : on ne voit donc pas qu'il soit possible
de trouver en exx , pour I’'évaluer, aucune mesure, aucun
terme de comparaison, qui ne la rende infiniment
supérieure & tout nombre donné. Sidonc cette distance
n’était rien en dehors de som rapport aux deux atomes,
T’action réciproque de ceux-ci paraitrait devoir s’annuler
constamment, comme il arrive, & la limite, quand ils
s’éloignent de plus en plus I'un de l'autre. KL, surtout, ’on
ne congoit pas comment, aux plus petites distances ot
s’exercent les actions moléculaires, ’attraction des deux
atomes pourrait se changer en répulsion, ainsi qu’il
semble absolument nécessaire pour 'explication des phé-
nomeénes d’élasticité.

3. —. Réflexions sur Uattraction neutonienne.

Dés qu’on admet, d’une part, que les accélérations de
divers atomes mis en présence les uns des autres sont
des fonctions déterminées des situations relatives de ces
atomes , et, d’autre part, qu’on obtient une somme indé-
pendante du temps en ajoutant a leur demi-force vive
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totale (ou énergie actuelle) une certaine fonction de leurs
distances mutuelles 7, 71, 7y, ..., dite fonciion des forces (ou
énergie potentielle), il en résulte, comme on sait, quela
quantité appelée action réciproque d'un couple d’atomes
égale la dérivée, par rapport & leur distance 7, de cette
fonction des forces (1).

Or, lexpérience a fait voir, comme on le sait égale-
ment que, lorsque la distance 7 des deux atomes consi-
dérés est perceptible & nos sens, c'est-a-dire supérieure
aux treés-petites distances auxquelles se manifestent les
forces de cohésion, de pression, etc.,la dérivée ou action
dont il s’agit ne dépend que de cette distance r et des
masses des deux atomes; elle égale le quotient du produit
des masses par le carré de la distance (en admettant qu’on
ait adopté une unité de distance ou une unité de masse
convenable). Sa valeur est done indépendante de la pré-
sence des atomes qui peuvent se trouver dans le voisinage
des deux dont il s’agit, et indépendante méme de la
nature chimjque de ceux-ci — supposé qu'il existe des
atomes de plusieurs espéces, ou que les différences chi-
miques des corps dits simples ne tiennent pas uniquement
4 des modes divers de groapement atomique—. La résul-
tante de toutes les actions exercées ainsi, & des distances
scnsibles, sur 'unité de masse d’un atome quelconque,
est appelée la pesaniewr au point de l'espace qu’occupe
cet atome.

Telles sont les lois de l'attraction aux distances per-
ceptibles, lois que I'expérience a établies et dont on doitla
connaissance a Newton. On' pourrait peut-étre se les
expliquer, jusqu’a un certain point, de la maniére sui-
vante.

Soit ¢ la fonction des forces, qui dépend des distances

‘1) Voir, par exemple, lo numéro 8 des Recherches sur les principes de la mdcanique,
otc., au Journal de Mathématiques pures el appliquées (2° série, tome X VIII, p. 815).
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atomiques 7, 71, 7,... 01, ce qui revient au méme, de leurs
1

inverses T o Il est nalurel de supposer que ¢ et
2

1
ses dérivées partielles des divers ordres sont des fonctions
. . . 1 1
finies et continues des variables —, —,..., dont elles ne
r r

- - - - i . . N

deviendralient indépendantes que dans le cas-limite ou

les distances seraient infinies. Or, ce cas-limite, exigeant,
1

. . . N 1
pour se produire, ’annulation des variables mémes—, —
r L

ne correspond qu’a de simples valeurs particuliéres de la

fonction ¢ et ne doit empécher en rien sa continuité. Sidonc,
1

1
o 7?7 E:
par exemple, sont suffisamment peliles, incomparablement

%

parmi les variables dontil s’agit, quelques-unes

. 1
moindres que les autres —7» e+ OIL pourra ordonner
i

suivant leurs puissances croissantes, par la série de Mac-
Laurin, et mnégliger méme les termes d’un ordre de
petitesse supérieur au premier. La fonction ¢ prendra
la forme »

?:A—F—E—..:A—Li,

ou le terme principal A et les coefficients B, B,,... devront

étre supposés des fonctions des variables bien plus grandes

~1—, i, S .-.., C’est-a-dire des distances trés- petites

r’ e 0

Py Ty Tgeens s
Mais il n’est pas naturel que B, Bi,..... dépendent de

r, 7,..., du moins d’une maniére appréciable. ¥En effet]

la différentiation de ¢ par rapport & » et & R donne

de dA dB 1  dB, 1 o B

dr ~ dr dr R dr Ry P 4R Ry

Or, dans la premiére de ces dérivées, qui exprime 1’ac-
tion mutuelle du couple d’atomes trés-voisins dont la-
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distance est # la longueur R entre par son inverse, au

dr
. . N d :
de son inverse dans l'action méme E% du couple d’atomes

B 1 .
terme — il Y tandis qu’elle ne parait que par le carré

dont elle mesure la distance. Si donc les coefficients tels
que B variaient sensiblement avec les distances impercep-
tibles 7, les grandes distances R influeraient incompara-
blement plus, en valeur absolue, sur les actions mutuelles
des points qu’elles ne relient pas que sur I’action propre
des couples d’atomes qu’clles relient; ce qui parait invrai-
semblable. On est ainsi conduit & supposer les coefficients
- tels que B indépendants des petites distances, comme ils le
sont déja des grandes. D’ailleurs, ces coefficients devront

%, de deux alomes éloi-
gnés tende & les rapprocher, non a les écarter indéfini-
ment, et qu’il puisse se former, par suite, dansl’univers,
des systémes matériels durables.

Si 'on accepte ces inductions, il ne reste plus qua
expliquer pourquoi le coefficient B est simplement pro-
portionnel au produit des masses des deux atomes dont
R désigne la distance, quelle que soit leur nature chimique.
Cela est évident quand on admet 'unité de composition
de la mati¢re; car tous les atomes, ayant alors méme
nature et méme masse, constituent deux & deux des
couples exactement pareils a égalité de distance, et le
coefficient B est te méme pour tous ces couples. Sl existe,
au contraire, des atomes de plusieurs espéces différentes,
on peut toujours dire que, pendant I'immense }.ériode
préparatoire de temps durant laquelle la matiére d'un
groupe stellaire est a I’état d'une nébuleuse extrémement
raréfiée, chaque point ne s’y trouve guére soumis qu’a la
pesanteur, exercée sur lui par les autres points du groupe.
Or, cette pesanteur ne peut laisser ensemble, c’est-a-dire
dans une méme région de I'espace, que les atomes auxquels
elle imprime une méme accélération. Il s'opére donc un

étre positifs, pour que l'action,
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triage, et il ne reste en définitive, dans chaque systdme
planétaire ou méme stellaire, que des atomes jouissant de
la propriété de peser tous également, & masses égales, ou
d’etre attirés par les autres aux distances perceptibles
proportionnellement & leurs masses, quelle que soif leur
nature chimique.

k. — Sur Uexplication de divers phénoménes moléculaires
ou atomiques fondamentauz.

Aux trés-petites distances, 'action de deux atomes a uue
expression bien plus complexe qu’aux distances mesu-
rables, et cette expression esl encore inconnue. On peut
affirmer, toutefois, qu'elle y est incomparablement plus
grande, qu’elle change de signe une ou plusicurs fois, de
maniére & étre négative (ou répulsive) aux plus petites dis-
tances, positive (affractive) aux moins petites, enfin,
qu'elle ne dépend pas d'une maniére appréciable dc 1'exis-
tence ou de la situation des atomes qui sont a des distances
perceptibles du couple dont il s’agit, condition nécessaire
pour que les phénomeénes physico-chimiques produits
quelque part ne varient qu’avec I'état de la matiére au
méme endroit, conformément & ce que montre l’obser-
vation.

Le rapide décroissement de l'action de deux atomes,
dés que leur distance » grandit et devient sensible, ains1
que le changement de D’attraction en répulsion, quand
la distance est au contraire trés-petite, sont absolument
nécessaires pour que les corps conservent leur indivi-
dualité et puissent se rapprocher beaucoup les uns des
autres tout en restant distincts.

Demandons-nous, par exemple, comment il se fait
qu’un solide, posé surle sol, s’y maintienne en équilibre
sans adhérer. Il s’en rapproche pourtant bien assez pour que
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des attractions se développent entre eux; puisque le sol
exerce sur ce corps une répulsion tolale qui l’arréte dans
sa chite et qui continue & neutraliser son poids, et puisque,
d’autre part, les répulsions moléculaires se produisent a
des distances plus petites que les attractions analogues,
destinées qu’clles sont 4 empécher un trop grand rap-
prochement, de méme que les atiractions a empécher
de trop grands écartements. Il y a donc lieu de se deman-
der pourquoi le rapprochement du corps ct du sol, suf-
fisant pour faire naitre des répulsions énergiques, ne
développe pas, a plus forte raison, des attractions équi-
valant & une cohdésion sensible, et capables de retenir le
corps dés qu’en le soulevant légérement on ferait dispa-
raitre les répulsions.

Pour comprendre comment une telle cohésion ne se
produit pas, il faut observer que les répulsions sont beau-
coup plus énergiques, & masses égales, que les aitractions.
En effet, dans un solide homogéne a I’état naturel (ou non
comprimé), un plan quelconque, tracé a son Iintérieur,
n’éprouve qu'une pression nulle ou insignifiante; cela
suppose que, sl I’on considére les forces exercées par la
matiére situde d'un co6té du plan sur celle qui est de Pautre
co0té, les répulsions, produites seulement par une couche
mince de molécules contigite au plan sur la couche pa-
rcille adjacente, font & elles seules équilibre aux attrac-
tions, qui sont incomparablement plus nombreuses sur
chaque molécule de cette dernitre couche et que sup-
portent aussi bien d’autres couches moins rapprochées du
plan. Done, les attractions ont besoin de s’exercer entre
des quantités de malidre beaucoup plus grandes que les
répulsions, pour les neutraliser.

Cela posé, notre corps solide, placé surle sol et tou-
jours plus ou moins rugueux commo celui-ci, nest en
contact physigue avec lui que par des saillies ayant de
grandes courbures. Autour du point de contact de chaque
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plan tangent (apparent) cornmun, les répulsions sont presque -
en aussi grand nombre que si les surfaces du corps et du sol
y étaient planes, tandis que les attractions, ne se pro-
duisant qu’entre molécules moins rapprochées, dont I’'une
au moins, sur deux,est quelque peu éloignée du point de
contact, et n'ayant pourtant de valeur sensible qu’a des
distances bien plus faibles que les dimensions des rugosités,
sont loin de s’exercer en aussi grand nombre que dans le cas
ol les surfaces en question seraient planes. Les attrac-
tions se trouvent donc trés-insuffisantes pour contreba-
lancer les répulsions.

Il n’en serait évidemment plus de méme si une pres-
sion énergique rapprochait assez les deux solides pour
qu’il n’y eut entr'eux que peu de vides sensibles; alors les
attractions enlreraient en jeu au méme degré que les
répulsions et le corps adhérerait au sol. C’est ce que
prouvent les remarquables expériences de M. W. Spring,
qui, en comprimant fortement des poussiéres de nitrate
de potassium et de sodium, de la sciure de bois, etc., a
obtenu des blocs durs, trés-résistants, plus compactes
que ceux que donnait la fusion (quand elle était possible),
et, parfois, translucides méme (1.

Les répulsions considérables auxquelles se réduit presque
Paction des particules, en contact physique, de deux solides
a surfaces plus ou moins ruguenses, peuvent rendre trés-
difficile un rapprochement, entre leurs molécules les plus
voisines , suffisant pour mettre en jeu leurs actions chi-
miques réciproques, dont le rayon d'activité n’est, sans
doute, comparable qu’aux dimensions méme d’une molé-
cule chimique. Ainsi s’explique ’adage des chimisles :
« corpora non agunt nisi soluta. » Il serait, a ce sujet,
curieux de voir jusqu’a quel point un morceaun de sodium

(1) Voir une analyse de ces expériences au numéro du 15 aofit 1878 du journal Zes
Mondes, de M. I'abbé Moigno, (tome XLVI, deuxidme série, p 845 & B48).
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devrait étre pressé contre un bloc de glace pour le
décomposer (1),

Observons encore que les attractions chimiques enire
atomes, s'exercant & des distances incomparablement plus
faibles que les répulsions physiques, sont probablement
plus grandes qu'elles; et que les répulsions chimiques
entre les mémes atomes, répulsions qui contrebalancent
les attractions chimiques dont il vient d’étre parlé quoi-
qu’elles ne s’exercent qu’a des distances bien moindres,
doivent éire beaucoup plus considérables encore.

D'ailleurs, il faut que les forces chimiques, en général,
soient excessivement grandes, presque infinies par rapport
4 la pesanteur, pour développer, dans les rapprochements
ou écarts imperceptibles d’atomes qui constituent les phe-
nomeénes de combinaison et de décomposition, les travaux
énormes mesurés par les chaleurs émises ou absorbées lors
de ces changements de la constitution moléculaire d'un
mélange.

Les oscillations que présente Paction ¢ () de deux
atomes (supposés soculs pour plus de simplicité), quand
on y fait décroitre la distance # de linfini & zéro,
paraissent done avoir de plus en plus d’amplitude &
mesure qu’elles se resserrent davantage; en sorte que
les valeurs successives les plus petites de cette fonction
» (r) représenteraient les attractions s’exercani aux dis-
tances 7 sensibles, et qu’au contraire les valeurs les plus
grandes, infinies mémes, exprimeraient les répulsions que
ferait naitre un contact mathématique des deux atomes,
§’ll était réalisable. Ce mode de variation de ¢ () n’a rien
d’invraisemblable ni de compliqué (2).

(1) Je supposs qu'on porte le bloc de glace A une température notablement inférieure
aun point de fusion et mAme ass-z basse pour qu'il ne se dégage plus de vapeur
d’eau en quantité sensible .

{2} L» plus simple, cc m - semble, des fonctions ol on l'observe est l'expression

~— sin v dans laquelle jo désigne par ¢ une constante p-osilive dont l'inverse soit

r ¢+ 7
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5 = Sur le principe de la moindre action.

La loi d’édconomie ou de la moindre action, telle qu’elle
est parfois utilisée dans des questions physiques réelles,
consiste a admettre que des influences modificatrices,
agissant sur un systéme matériel, y produisent & chaque
instant, parmi toutes les transformalions dont notre
science imparfaite nous fait entrevoir la possibilité, celle
qui exige la moindre dépense d’énergic étrangére ou qui
provoque le plus grand dégagement d’énergie intérieure.
Cette loi s’explique peut-étre, suffisamment, par Deffet
des vibrations incessantes qui ne manquent jamais d’agiter
la matiére, mais qu’accroit beaucoup une action exté-
rieure appropriée. Lffectivement, ces vibrations offrent
en peu de temps, & un grand nombre d’arrangements
plus ou moins stables, l'occasion de se produire, et ne
peuvent guére, ce semble, laisser passer sans en amener
la réalisation celui qui devient le premier possible a

compris entre un muitiple impair de 7, (2% — 1) 7, et le multiple pair suivant, 2% .

1
grandit d- zéro & —, et son sinus,
E+7T ]

d’abord positif, change designe 2k — 1 fois, de maniére & 8tre finalement négatif. Par

Quand 7 décroft de Yinfini & zéro, T'arc

- - N . - 1
suite, i'expression considérée,— sin , d’abord sensiblement proportionnelle a— ,
7 £+ r?
comme I'est @ (r) aux distances sensibles, effectue bien ensuite un nombre impair
d'oscillations simples, de plus en plus grandes et de plus en plus rapprochées, comme ¢ (r),

et sctrouve également, & la limite r — 0, infinie négative comme 9 (r).

En réalité, la fonction ¢ (r) doit 8tre beaucoup moins simple que l'expression
L
— sin

r E-+7r
encors, aux trés-petites distances, et ses maxima ou minima beaucoup plus grands en

. I1 faut surtout que ses variaticns soiznt incomparablement plus rapides

valeur absolue, pour que les traveux, f % (r) dr, produits par d'insignifiantes varia-

tions de distance du couple d'atomes, ;sxpliquent, quant r est irés-petit, les énormes
changements éprouveés en méme temps par leur vitesse relative.
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mesure que grandit I’énergie communiquée au systéme.
Le changement effectif observable se produit done dans
le sens, dit de moindre résistance, suivant lequel un
effet apparent d’une certaine amplitude correspond, vu
la constitution de 1’ensemble moléculaire considéré, a
Peffort le moins grand de la cause déformatrice. Et les
mémes vibrations, quand elles ont assez d’étendue, ne
peuvent guére manquer non plus d’amener finalement le
systéme matériel, une fois abandonné & lui-méme, dans
la situation la plus stable possible, dans celle out, aprés
que s’est dissipée 1'énergie dégagée lors de la transforma-
tion précédente, il n’en reste plus de disponible pour
alimenter de nouveaux mouvements.

Le principe de la moindre action, ainsi compris, est
fréquemment employé en chimie, surtout par M. Berthelot
dans ses beaux travaux de statique chimique; la dépense
ou l'acquisition d’énergie d’un mélange, au passage d’un
état & un autre état, s’y évalue en général au moyen des
quantifés de chaleur cédées on prises par le mélange au
milieu ambiant. On Pulilise aussi, ou l’on pourrait
du moins V"utiliser : :

1° En hydraulique, dans la théorie de I’écoulement par
un déversoir, et, plus généralement, dans toutes les
questions d'écoulement ol intervient ce que j’appelle la
condition de stabilité du mouvement, d’aprés laquelle
le débit effectif est le plus grand de ceux que com-
portent, vu l’équation des forces vives, la hauteur de
charge donnée ou les dénivellations produites (1) ;

2° En plasticodynamique, c’est-a-dire dans 1'étude de
la déformation des corps ductiles, ot il permet de prévoir,
par exemple, si une pression suffisamment forte, exercée
sur un bloc plastique d'une certaine épaisseur, produira,

1) fissai sur o theorie des ean : courantes, pagss 120, 651, 371, 573 59l
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soit Pécrasement du bloc, soit l'expulsion de sa partie
cenirale par un orifice sous-jacentil);

3° Dans Ja mécanique des masses pulvérulentes, ou
fait connaitre les modes d’équilibre les plus stables et les
plus naturels d’un massif sablonneux, soutenu d’une ma-
niére déterminée(® ; '

4° Dans la dynamique des solides en mouvement qui en
touchent d’autres, ou il pourrait, ce me semble, per-
mettre de distinguerles cas ot il y a glissement des parties
en contact d’avec les'cas ol il y a roulement, ete.;

9° Enfin, quoique probablement pour d’autres raisons,
méme en optique, ou, sil'on considére toutes les ondes, d'une
période déterminée, qui partent d’un centre lumineux
et qui se rendent par des voies diverses & un point donné
quelconque, les seules d’entr’elles quisubsistent en arrivant
a ce point, c’est-a-dire qui nes’y trouvent pas entiérement
neutralisées par d’autres, sont, conformément aux opi-
nions de Fermat et de Leibniz, celles qui emploient
‘le moins de temps a faire le trajet ou qui suivent, en
quelque sorte, la voie de moindre résistance. '

Il n’est pas, d’ailleurs, trés-facile de reconnaitre les rap-
ports que ce principe pratique de la moindre action doit
avoir, en général, avec le théoréme de mécanique ration-
nelle connu sous le méme nom. Celui-ci, en cffet, n’est
démontré que pour des systémes matériels purement fictifs;
puisqu’on y suppose possible 'introduction de liaisons ne
développant aucune résistance qu’il soit nécessaire de faire
figurer dans la formule des vitesses virtuelles, comme s’il
existait des courbes ou des surfaces sans frottement, des

(1) Voir le premier éclaircissement placé & la suite de mon Essai théoriqus sur I'dqui-
libre des massifs pulverulents compard & celui de massifs solides et sur la poussde
des terres sans rohdsion (chez M. Gauthier-Villars, ou au Recteil des savants etrangers
de I Académie Royule de Belgique, tome XL).

(2) Voir le § VIII du méme mémoirs.
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tiges parfaitement rigides, des fils sans raideur, inexten-
sibles , et que les liaisons considérées fussent toujours
réalisables au moyen de pareilles lignes ou surfaces, au
moyen de telles tiges ou de pareils fils.

Le principe des vitesses virtuelles n’est, en quelque
sorte, qu'une forme abstraite, dans laquelle on peut faire
entrer tous les problémes de mécanique, a la condition de
joindre aux farces extérieures données des forces supplé-
.Inentaires calculées juste -en vue de rendre utilisable cette
méthode de calcul. Par suite, toute démonstration o1 l’on
néglige les forces supplémentaires est inapplicable a la
réalité, méme approximalivement, & moins qu’il ne s’agisse
de cas particuliers pour lesquels des considérations directes
suppléeraient & I'absence ou & 'insuffisance de la démons~
trallon générale. :

‘Par exemple, dans le cas d'un point sans pesanteur®),”
mobile sur une surface concave fixe et animé d’une
certafne vitesse initiale, on peut admettre, ce semble,
avec quelque approximation, que le point vient & chaque
instant comprimer la surface comme il le ferait s'il se
heurtait sous un petit angle contre le plan tangent a
celle-ci; de maniére & éprouver une résislance conlenue
dans le plan de la normale et de la vitesse actuelle, malgré
la dissymétrie que la surface courbe présente en général
de partet d’autre de ce plan. S’il en est ainsi, ce méme plan,
normal 2 la surface, coincide avec le plan osculateur de la
trajectoire, courbe qui devient, deés lors, une ligne minima
ou géodésique, comme si la surface était infiniment polie
ou n’exergait qu’une réaction dirigée suivant sa normale.
Mais le recours & l’observation serait nécessaire, pour
justifier I’hypothése faite touchant le mode de compression
de la surface cowrbe par le mobile, et surtout pour

(1) Ou n'ayant gu'un poids négligeable, vu sa grande vitesse supposée d'olr résul-
teraient, & cause de la courbure de la trajectoire, des réactions incomparablement plus
grandes que ce poids.
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reconnaitre s’il est exact de calculer, comme on le fait
d’ordinaire, le frottement, on composante tangentielle
de la réaction, d’aprés des expériences relatives a des
mouvements de corps pesants sur des plans.

6. — Sur le passage de Uabstrait auw concret, dans les applications
de Uanalyse des mathématiciens auz réalités physiques.

Méme quand il s’agit des choses les plus & notre portée,
je veux dire des formes qui se dessinent et des grandeurs
qui se laissent exprimer par des nombres, I'imperfeclion
de notre nature nous oblige trés-probablement a altérer
an peu les vraies notions des objets extéricurs, dans une
mesure qui nous échappe. Par exemple, le géométre ne
peut s’empécher d’assimiler les derniéres particules de
la matiére & de simples points, ni de regarder 1’espace et
le temps comme divisibles & l'infini. Il n’est & l’aise, et
ne se sent certain de ses affirmations, que lorsquil a
porté les questions sur le terrain de l’analyse et de la
géométrie abstraites, que lorsqu’il a substitué, aux
quantités réelles, & I'espace et au temps réels, donnés
seulement d'une maniére imparfaite par 1'observation, les
quantités, lespace et le temps que lui révéle avec une
précision absolue sa faculté d’intuition idéale. Une posi-
tion, dans l’espace, une époque dans le temps, ne lui
paraissent donc pas suffisamment définies, tant que leurs
dimensions n’ont pas décru jusqu’a zéro; et la distance
de deux positions ou de deux époques, distance qui
exprime leur rapport et qui est I’élément mesurable des
phénomeénes, n’ade sens net qu'autant qu’elle relie deux
points sans étendue ou deux instants sans durée. Voila
pourquol, notamment, le géometre ne peut s’empécher
d’arriver jusqu’au point inétendu pour concevoir les
éléments de la matiére.
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Cette transition du concret a I'abstrait est si naturelle,
qu'elle reste presque toujours inapergue. Par exemple,
nous n’hésitons pas & dire égales deux quanlilés réelles
(distances, volumes, temps, poids, etc.) entre lesquelles
les sens ne nous montrent aucune différence marquée,
quoique la réflexion nous apprenne qu’il est presque
impossible que des quantités pareilles ne différent pas
véritablement quelque peu I'une de l'autre. Plutot que de
nous en tenir & la réalité stricte, et de traduire parla
supposition d’une inégalité imperceptible le jugement que
le témoignage des sens nous permet de porter dans de tels
cas, nous ne voyons méme pas d’abord cetle supposition
générale, qui a pour elle les plus grandes probabilités, et
nous allons tout droit & I’hypothése exceptionnelle,
unique, d’'une égalilé extrémement improbuble a priori.
Notre recherche de la simplicité en toutes choses, notre
foi dans Vexistence de quelque unité an sein de toute
pluralité, nous fait donc, & notre insu, mettre & la place
des quantités concrétes proposées certaines quantités
idéales , entre lesquelles s’effectue la comparaison d’égalité
que mnous croyons n’établir qu’entre les objets donneés
eux-mémes. Kt c’est ainsi que, remplissant I'univers
physique de nos conceptions, nous {ransportons, presque
sans nous en douter, dans un monde concret trés-
complexe et quinous dépasse, les notions plus simples du
monde géométrique per¢u entoute clarté par notre raison.
Heureusement, grdce & I’harmonie des divers ordres de
choses, ou, sil'on veut, au degré déja trées-haut de notre
adaptation au milieu qui nous voit naitre, les faits jus-
tifient cette croyance & lintelligibilité de la nature: ils
montrent que l'univers physique a des lois, surtout des
lois quantitatives, et que ceslois sont traduisibles mathé-
matiquement comme les objets eux-mémes, c’est-a-dire
comportent des expressions analytiques aussi approchées
que le sonl des vrais objets leurs typesgéométriquesidéaux,
sous le rapport des formes et grandeurs mesurables : par
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suite, les expressions analytiques dont il s’agit ne différent
pas des relations mémes qui régissent ces types et leurs
transformations successives.

* D’ailleurs, malgré les nuances, tenaniaux bornes de
notre esprit, qui différencient trés-probablement les idées
mathématiques que nous nous formons des choses d’avee
leurs véritables objets, et qui, en particulier, doivent
distinguer légérement la continuité et la divisibilité des
quantités réelles ou des formes réelles de celles des quan-
tités ou des formes idéales, nous ne cessons pas d’étre
convaincus que nos conceptionsabstraites des grandeurs et
des figures peuvent exprimer les faits naturels, avec une
exactitude trés-supérieure a celle que comportent les
meilleures expériences et la plus parfailte qui nous soit
accessible. Aussi, ne sommes-nous conduits, parlebon
sens, & trouver en défaut nos facultés mathémaltiques,
que dans les plus extrémes de leurs affirmations, comme
lorsqu’elles nous font supposer les choses concrétes (cs-
paces, temps, vitesses, etc.) divisibles & 'infini, 4 ]a maniere
des quantités idéales que nous leur substituons presque.
& notre insu. Kt, méme dans un tel cas, ol notre répu-
gnance a4 admettre la divisibilité du réel a I'infini nous
empéche d’ajouter foi a leur assertion, il nous est abso-
lument impossible de fixer la limite supérieure des erreurs
qu’elles nous induisent & commeltre; en sorte que nous
sommes portés, tout a la fois, & affirmer I’existence de cette
limite et sa petitesse infinie ou du moins inappréciable.
Aussi, faut-1l, par exemple, que deux courbes qui ne

concourent pas en toute rigueur abstraite soient analyéi-
quement asympiotes, c’est-a-dire puissent s’approcher a
des distances moindres que toute’ ligne finie donnée, pour
que nous affirmions, sans hésitation, qu’elles se joignent
physiquement ou qu’elles sont aptes & représenter toujours,
dans leur application a des phénomémes réels, un véritable
raccordement.
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A ce propos, j’observerai que si, en effet, aucune
quantité concréte n’est indéfiniment divisible , ’attraction
exercée sur un corps déterminé par un autre qui s'en
éloigne de plus en plus doit enfin, aprés avoir décru
autant que possible conformément 4 la loi de Newton,
s’annuler en toute rigueur objective, quand la distance
dépasse une certaine limite, non évaluable pour nous. Cette.
limite serait le véritable rayon d’activité de l'attraction des
deuxcorps:sa mise en comple permetirait d’expliquer, dela
maniére la plus naturelle, comment, malgré 'immense
étendue de l'univers et la valeur appréciable de la densité
moyenne de la matiére dans loute celte élendue, la
pesanteur (ou force de gravitalion) en chaque point de
Vespace est toujours finie, et parait méme souvent trés-
petite par rapport aux actions exercées, & d’imperceplibles
distances, entre des quantités de matidre minimes. On sait,
en effet, que la loi de Newton aiiribue & deux couches
matérielles de méme densité une égale atlraction sur un
atome donné, fuand, vues de cet atome, elles présentent
une égale surface apparente, ou occupent le méme champ
angulaire, et qu’elles ont, en outre, leurs épaisseurs
égales dans les sens des rayons visuels ainsi menés. Cette
loin’est donc pas propre a faire tendre vers zéro, ou du
moins vers une limite finie, I'attraclion supportée par un
atome, suivant une certaine direction, de la part de
toute la matiere trés-éloignée qui se trouve a l'intérieur
d’un petit angle solide ayant l’alome pour sommet et com-
prenant entre ses arétes la direction considérée; vu que
cette matiére est décomposable, par des scctions trans-
versales, en un nombre illimité de couches d’épaisseur
finie et de méme grandeur apparente.
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[V. — COMPLEMENT A UN MEMOIRE, PUBLIE EN 1878, Sur La
CONCILIATION DU VERITABLE DETERMINISME MECANIQUE
AVEC L'EXISTENCE DE LA VIE ET DE
LA LIBERTE MORALEX),

1. — Sur le caractére, scientifigue et non métaphysique,
! de ce mémoire de 1878.

Le mémoire que j’ai publié 1’année derniére, sur la
Concilintion du véritable déterininisme mécanique avec
Uexistencede la vie et de laliberté morale, a trouvé, d’une
part, un accueil bienveillant et méme en général appro-
bation la plus expresse chez les philosophes, que préoc-
cupaient depuis longtemps les difficultés auxquelles il
répond. Mais, d’autre part, si des savants éminentsen ont
bien compris la pensée et onl aussi jugé sa publication
opportune, plusieurs 'ont écarté, sous la prévention qu'’il
y serail fait un emploi des mathématiques en dehors de
leur domaine légitime et & des questions pour lesquelles la
plupart des hommes de science contemporains manifestent
une vive antipathic. Ils ont pris, en d’autres termes, ce
mémoire pour un travail de métaphysique, comme le

(1) Précédé d'un rapport de M. Paul Janet & ’Académie des Sciences morales et
politiques, et extraitdes mémoires de la Société des Sciences de Lille. — Se trouve 2
Paris, chez M. Gauthier-Villars.
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titre qu’il porte, interprété d'une certaine maniére, pourrait
le faire penser. Avant d’exposer quelques réflexions qui me
sont venues depuis et qui éclaircissent ou complétent
diverses propositions de cet essai, je crois donc utile de
montrer de nouveau qu’il n’est pas un travail de métaphy-
sique, mais un travail de science, une simple étudo
physico-mathématique, sur une importante question de
philosophie naturelle qui préoccupe, depuis deux siécles,
un grand nombre d’esprits.

Que présentent de particulier, pour le mécanicien
géomeétre, ces curieux systémes matériels qu’on appelle
des organismes vivants? Si la vie, a ses divers étals , est
Ja manifestation d'un principe directeur spécial, comme
I'affirme le bon sens et comme Yadmettent Berzélius,
Claude Bernard, Cournot, etc., comment ce principe
directeur peut-il présider a la formation des organes et
influer sur leurs mouvements sans créer ni détruire aucune
énergie, sans disposer méme d’aucune force proprement
dite, mécanique,physique ou chimique, évaluable en poids
ou par son travail, comme ’ont conclu de leurs expériences
les plus grands physiologistes et chimistes contemporains?
Telle est la question abordée dans ce mémoire de 1878.
J’y en indique, et en développe pour les cas les plus
simples, T'unique solution , constituée par des bifurcations
de voies, c’est-d-dire par la multiplicité des intégrales
gqu'admettent dans des circonstances singuliéres, & partir
d’'un méme état initial, les équations différentielles du
mouvement de certains systémes matériels.

De pareils cas existent, contrairement & une opinion
généralement enseignée, depuis Leibniz, dans les cours de
mécanique. Le mémoire dont il s’agit a justement pour
but principal d’établir ce fait, d’en signaler des exemples
simples, et de montrer que le principe de détermination
qui doit alors suppléer & I'insuffisance des équations diffé-
rentielles n'est pas une force au sens des géométres, c’est-
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a-dire n’est pas une cause modifiant les accélérations des
points du systéme (1), )

Une certaine indétermination des intégrales, malgré la
détermination compléte des accélérations en fonction des
situations relatives produites & chaque instant, serait donc
le vrai caractére distinctif de la vie, conformément a ce
qu'on sait touchant’instabilité physico-chimique extréme,
et inimitable ou caractéristique, des étres vivants.

[’analyse ne peut actuellement examiner en détail, de
ce point de vue, que des systémes trés-simples, infiniment
moins complexes que n’est un organisme animé. D'ailleurs,
elle se borne a déterminer les conditions mécaniques ou
malérielles des phénomenes, a désigner les circonstances
dans lesquelles surviennent des bifurcations de voies, sans
qu’il lui soit permis, du moins encore, d’aborder le mode
méme d'intervention, pour chaque cas, du pouvoir direc-
teur préposé & l'évolution des phénoménes vitaux. En
d’autres termes, ce n’est que par le dehors que le calcul
atteint les faits dont il s'agit: il en fixe simplement les
limites, exprime des conditions nécessaires pour qu'ils se
produisent. Cependant, dés ses premiers pas dans la voie
nouvelle, il prouve & sa maniére et il fait comprendre
I'impossibilité pratique de la génération spontanée, ce

(1) Poisson avait déja, en 1806, & propos d’études purement analytiques sur les
solutions singuliéres des équations différenticlles ( Journa! de {'Ecole polytechnique ,
XIII® cahier, p. 100), trouvé 'exemple le plus simple d'une telle indétermination, dans
le mouvement rectiligne d’un point dont l'accélération égale le produit d'une constante
per la nme puissance de I'abscisse. Il est vrai qu'il y déclare ne pas pouvoir s'expliquer
celte sorle de paradoze ; et c'est sans doute faute de lui avoir découvert aucune appli-
cation possible au monde réel qu'il n'en a rien dit pius tard dans son Trait¢ de mécanique.
D'ailleurs, quoiqu'il efit appelé en 1806 toute l'attention des géomatres sur ce fait analy-
tique remarquable, aucun de ses contemporains, ni de ses successeurs dans l'ensei-
goement de la mécanique, n'a paru en avoir la moindre connaissance. La thécrie
exposéo ici n'a méme ricn emprunté & l'analyse de Poisson, que j'ignorais complétement
quend , persuadé o priori qu'il devait exister des solutions singulires en méranique
pour permettre d'expliquer les phénoménes vitaux , je trouvai toute la catégorie de ces
solutions qui correspond A des points d'srrét et qui comprend comme ces particulier
trés-simple I'exemple de Poisson
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principe général qui domine toute la physiologie. Persis-
tance en quelque sorte indéfinie (pour des conditions de
milieu assez favorables) de la vie une fois produile, mais
probabilité infiniment faible de premiére réalisation des
circonstances physico-chimiques propres & l'apparition
d’étres vivants, tel est le double fait qui se révéle au
géométre dés 1’étude d’un couple d’atomes.

2. — Sur la place que fait la mécanique classique @ des principes
directeurs distincts des forces dont elle évalue les effets.

Le point de départ de tout ce travail, bien loin d'étre
emprunté a la philosophie pure, est pris dans la mécanique
et la physique classiques, telles qu’elles s’enseignent
partout. Il consiste & admetlre que les lois auxquelles obéit
la matiére brute s’expriment au moyen d’équations diffé-
rentielles, ou, en d’autres termes, que la dérivée, par
rapport au temps, de chacune des quantités dont dépend
Iétat d'un systéme de corps, est une fonction continue et
parfaitement détermuinée des valeurs actuelles de ces
quantités mémes. De l'avis unanime des géomeétres,
physiciens et chimistes, ce principe général régit les effets
visibles ou calculables des énergies inconnues de la
matiére avec le plus haut degré de précision auquel nous
puissions prétendre : il en donne la meilleure explication
susceplible d’étre formulée mathématiquement, la seule qui
semble exacte dans la mesure méme de la continuité avec
laquelle parait s’écouler le temps ot avec laquelle paraissent
varier toutes les quantités physiques fonctions de cette
variable indépendante. Je n’aurais donc pu choisir pour
mon étude une base plus solide, un point de départ moins
contesté, ou laissant subsister, dansD’esprit, des traces
moindres de ce doute que le sentiment profond de notre

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 8 —

faiblesse nous impose dans toute recherche philosophique
et méme scientifique. .

Si I'on voulait éluder cette grande loi, en la remplagant
par d’autres qui en différassent, d’'une maniére tant soit
peu appréciable , non pas certes-au point de vue de I’expé-
rience — ce qui-serait aller & l’encontre de tout le mou-
vement scientifique depuis trois sidcles —, mais seulement
au point de vue du calcul, on lomberait dans les mémes
difficultés, inextricables, que si lon voulait fizer les
nuances qui distinguent probablement la continuité objec-
tive des quantités, dansla nature, d’avec celle que congoivent
les mathématiciens. lin effet, on serait conduit & inter-
préter les équations différentielles des phénomenes
naturels comme des équations & trés-petites différences
finies, ou & admettre qu’elles donnent directement, en
fonction des valeurs actuelles des quantités physiques
(distances, vitesses, températures, ete.), les accroissements
réels ultérieurs les plus petits de ces quantités et non pas,
précisément, leurs dérivées. On supposerait donc les
variations derniéres des choses accessibles au calcul,
évaluables & la maniére des quantités abstraites, indéfi-
niment divisibles, du géométre : hypothése quisemble
-contradictoire , car elle présente comme physiquement
élémentaire ce qu’elle affirme en méme temps ne I’étrepas,
c’est-a-dire ce qu’elle évalue en nombre, et elle dénature
le probléme.

J’admets en outre que les lois physico-mathématiques,
ainsi exprimées par des équations différentielles, s’étendent
aux étres vivants comme aux corps non organisés. Mon
but est précisément de chercher quelle place ces lois, tout
en s'appliquant sans restriction, laissent dans lunivers a
des causes différentes de celles dont elles déterminent les
effets, c’est-d-dire & des causes irréductibles aux forces
gue sereprésentent les mécaniciens. (’est bien, d’ailleurs,
de cette maniére que la question se pose dans les sciences
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biologiques. Car lesrecherches expérimentales les plus déli-
cates, entreprises en vue de prouver que les énergies de
la matiére brute se heurteraient, chez les étres vivants, a
des forces d’une autre espéce et n’y produiraient pas tous
leurs effets propres, ont été, au contraire, impuissantes a
montrer aucune limitation de cette nature, aucune excep-
tion aux lois physico-chimiques. Celles-ci, autant que
nous pouvons en juger, développent aussi pleinement
leurs effets dans les organismes animés que dans les autres
corps.

Et nous concevons qu’effectivemnent de véritables lois
naturelles, comme sont sans doute les lois primordiales du
mouvement, doivent régir tous les faits naturels sans excep-
tion. Il nous répugnerait, ou nous paraitrail du moins
bien peu satisfaisant, qu’elles fussent suspendues dans tout
un ordre de phénomeénes. Aussi, une pareille supposition,
qui ouvrirait dans la science la porte a l’arbitraire, n’est
jamais venue a 'esprit des plus grands philosophes, Des-
cartes, Leibniz, etc.; et on ne devrait y recourir, pour
Pexplication des fails, que sila réalité infligeait un grave
démenti & notre raison.

Or, c’est dans cet ordre d’idées que les solutions dites
singuliéres des équations, et, plus généralement, toutes
les bifurcations que comportent leurs intégrales, montrent
la possibilité, l’existence méme, de phénoménes méca-
niques ou subsiste aux yeux du physicien géometre une
certaine indétermination, de phénoménes dans lesquels il
reste de la place pour des causes qui soient distinctes des
forces physico-chimiques ou qui, du moins, atent leur
effet absolument distinct de Ueffet connu de ces forces. 11
suffit que le mouvement d’un systéme matériel soit régi
par les équations différentielles proposées, et qu’une indé-
termination ou bifurcalion de voles se présente, pour
qu'une pareille cause doive nécessairement y intervenir,
sans apporter, bien entendu, aucun travail, sans modifier
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‘aucune accélération, mais avec la simple charge de diriger.
le systéme. )

Il est naturel, vu le caractére spécial de ses effets, de
distinguer une telle cause, au moins logiquement, des
puissances mécaniques ordinaires: aussi, l'ai-je appelée
principe directeuwr. Seule, elle serail absolument impuis-
sante a produire le moindre mouvement; elle n’obtient
ses effets qu’avec le concours des forces ordinaires de la
matiére.

Le nom de « puissance mécanique » ne pourrait donc
lui convenir que d'une maniére trés-indirecte, puisque,
tout en intervenant dans certains mouvements pour les
diriger, elle n’en engendre aucun, c’est-a-dire ne fait
naitre, en un temps fini, aucune vitesse ou composante
de vitesse.

Ainsi, c’est ’'essence méme des lois physico-chimiques,
ou du moins leur expression universellement admise, telle
qu’elle -est enseignée dans tous les cours, qui conduit a
reconnaitre des bornes a I'empire de ces lois, & concevoir
une classe de mouvements naturels qu’elles sont impuis-
santes a. déterminer. Une pareille conclusion, bien que
pouvant étre basée sur l'observation exclusive des faits
de la nature inorganique, n’a rien d’illégitime; car il est
possible, sans sortir du champ de ces faits, d’en explorer
les limites et de prouver qu’il y a, au-dela, place pour un
autre ordre de phénomenes.

I’analyse mathématique appliquée a la mécanique des
corps bruts ne peut pas, il est vrai, nous faire franchir
les limites qu’elle constate, c’est-d-dire mous introduire
dans le domaine qui est au-dela et nous apprendre les
faits réels qu’il comprend. On concevrait méme, si la nature
nous offrait uniquement des étres sans vie, que nous
fussions tentés de nier la réalité de ce domaine extra-
physique ou des limites ainsi reconnues. Alors nous pour-
rions essayer d’expliquer leur apparition dans la science par
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I'imperfection de notre esprit, par ’existence de nuances,
imperceptibles pour nous, qui distingueraient légérement
les véritables lois physico-chimniques d’avec.leurs expres-

- sions mathématiques regues et qui, au lieu d’éter quelque
chose & la rigueur de nos équations différentielles, réputées
pourtant si inflexibles, compléteraient au contraire leur
déterminisme.

Mais les données de I’expérience, telles qu’elles s’offrent
au sens commun , viennent sur ce point en aide au calcul:
car elles permettent d'ériger en axiome que la vie est irré-
ductible aux énergies des corps bruts et que les étres
organisés, en qui elle se révéle, constituent avec ces corps

. la totalité des choses visibles. Donc, sans autre preuve et
sous peine ‘de s’abandonner irrémédiablement a un scep-
ticisme déraisonnable, on a le droit de dire que ce sont
précisément les étres vivants qui remplissent la lacune
signalée, ou-, du moins, qu’ils y trouvent leur place. Cette
hypothése est seule fondée en droit, seule conforme &
Pexpérience, surtout des qu’il est reconnu que la suppo-
sition contraire d’'un déterminisme mécanique absolu, déja
condamnée par le bon sens, ne peut nullement s’appuyer
sur les lois physico-chimiques.

3. — Les phénoménes que présentent les étres vivants sont explicables
de deux maniéres différentes par ces principes directeurs.

Toutefois, on peut adopter deux opinions différentes au
sujet des principes directeurs, comme je 1'ai dit au numéro
25 du mémoire (p. 130).

La plus simple et, ce me sembls, la plus logique,
consiste a admettre que les forces physico-chimiques sont
nécessairement bornées au role qu’onleur conmnait et qui
consiste & déterminer a toul instant les accélérations des
atomes en fonction de leurs situations relatives actuelles.
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Alors la charge de pouvoir directeur sera toujours dévolue
a une cause supérieure, telle que la e et la volonté. Je ne
vois pas que cette hypothése, toute hardie qu’elle puisse
paraitre de nos jours, souléve aucune difficulté philoso-
phique sérieuse, quoiqu’elle fasse dumonde inorganique
un monde incomplet, incapable de se suffire toujours a
lui-méme, et de la vie un principe d’action parfois néces-
saire. En effet, n'est-il pas trés-conforme au bon sens de
penser que les &tres vivants sont aussi naturels que les
corps bruts, malgré leur caractére d’étres relativement
exceptionnels ou singuliers, et que leur existence est
indispensable & la perfection et & ’harmonie de l'univers ?

Mais, comme les forces de la mature nous échappent
absolument dans leur essence, il n’est pas non plus
inadmissible que celles de 1la matiére brute puissent jouer
quelquefois aussi le réle de principe directeur, pourvu
qu’elles ne s'en acquittent pas toujours et qu’elles laissent
ala vie, sous toutes ses formes, sa place obligée, reconnue
par le sens commun. Il est clair que, méme dans cette
seconde opinion, aucune force finie, évaluable dynamo-
métriquement, ne serait nécessaire pour conduire, aux
points de bifurcation, la matiére suivant des voies diffé-
rentes de celle qu’elle prendrait d’elle-méme. Donc les
actions vitales n’auraient besoin d’atteindre aucune
intensité analytiquement évaluable pour neutraliser les
forces physico-chimiques dans le rdle de principe
directeur, en admettant du moins, comme toutle monde,
que les mouvements se font avec continuité, que les
vitesses ne changent pas parsauts brusques: hypothése en
dehors de laquelle notre raison, transportée au milieu des
différentielles inconnues du temps et des choses, hésite
et se trouble.

Et si, au conlraire, cette continuité n’existant pas,
les véritables lois physico-mathématiques s'exprimaient
plutot par des équations déterminant les plus petits
changements réels (supposés finis) que par les équations
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différentielles connues et acceptées de la science, les
quantités, trés-petites, qui différencieraient alors les varia-~
tions élémentaires de vitesse, dansune solution singuliére,
d’avec les variations pareilles dans chacune des solutions
particuliéres qui s’y joignent, devraienl étre supposées
purement fictives ou abstraites, autant que nous pouvons
en juger : car elles seraient incomparablement moindres
que les plus petites quantités réelles ou réalisables dans
les conditions- considérées, puisqu’elles se trouveraient
d’un ordre de petitesse supérieur & 'ordre de ces quantités,
c'est-d-dire & l'ordre des variations élémentaires mémes
des vitesses. Les forces vitales n’auraient donc encore
besoin  d’atieindre aucune valeur dynamométrique
objective, autant qu’il nous est permis d’affirmer quelque
chose en pareille matiére, pour s’emparer de la direction
du mouvement aux bifurcations de voies indiquées par
Phypothese de la continuité.

On voit que les réunions et bifurcatians d’intégrales
paraissent bien appartenir & ces catégories d’idées ou de
faits que les changements de point de vue peuvent trans-
poser, mais qu'ils n’éliminent pas, et que 1'on retrouve
toujours sous quelque forme qu’on ait traduit la pensée.

La seule différence qu'il y aurait, entre ce mode d’expli-
cation et celui ou1 'on regarde les équations différentielles
comme exprimant tout ce que peuvent linertie et les
forces physico-chimiques, consisterait donc en ce que,
dans celui-ci, le principe directeur aux bifurcations est
considéré, & cause du caractére spécial de ses effets,
comme une cause essentiellement distincte, et qualifié
de principe de vé¢; tandis que, dans I’autre opinion, la
direction du mouvement aux bifurcations serait confiée,
snivant les cas, ou & un principe vital, ou simplement
aux puissances ordinaires de la nature inorganique, qui
joindraient exceptionnellement cette fonction a leur
fonction habituelle de »égulatrices des accélérations. Des
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lois spéciales, encore inconnues, reégleraient les réles
respectifs des énergies physico-chimiques et des principes
directeurs plus élevés, dans le domaine mixte ou les
unes et les autres interviendraicnt tour & tour. Les circons-
tances d’état initial, pour lesquelles les équations du mou-
vement admettent des bifurcations d’intégrales, resteraient
toujours des conditions nécessaires a la vie: mais elles ne
seraient plus suffisantes pour que la viejaillit infailliblement
par le fait de leur réalisation.-

§ — La théorie qui réduit la vie et la volonté d de simples principes
directeurs n'est que la forme la plus épurée de {'ancienne
hypothése des forces vitales.

Enfin, l’explication des phénomeénes vitaux au moyen
des bifurcations d’intégrales, toujours avec cette restriction
que le pouvoir directeur pourrait étre exercé au besoin
par les puissances physico-chimiques, subsisterait méme
dans le cas ol l'on tiendrait absolument & conserver I’hy-
pothése des forces vitales. En effet, lexpérience des
physiologistes obligerait de n’attribuer & ces forces vitales
que de tres-petites valeurs, de l'ordre de celles qui échap-
pent & 1'observation. Elle les ferait, en particulier, sup-
paser impropres & développer des travaux appréciables,
comme en produisent, notamment sous forme de chaleur,
les actions atomiques et moléculaires lors de modifications
et réactions chimiques méme trés-faibles; en sorte qu’il
serait difficile de ne pas les regarder comme bien moindres
que les actions ordinaires s’exer¢ant entre atomes. Or, de
telles forces vitales ne peuvent amener des effets sensibles
que dans des systémes dont I’état physico-chimique est
presque instable, ou extrémement peu différent d’un état
d’indétermination mécanique parfaite. Donc, les solutions
singuliéres (proprement dites ou simplement asymptotes),
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les bifurcations et réunions d'intégrales, conserveraient
toute leur importance, puisqu’elles fourniraient les repéres
naturels pour déterminer certaines conditions nécessaires
d’existence des étres vivants et feraient méme connaitre ces
“conditions avec une approximation pratiquement équiva-
lente & I'exactitude. -

Ainsi, Popinion qui consiste & admettre de trés-petites
forces vitales ne parait pas différer sensiblement, quant
aux explications qu’elle pourrait permettre de donner des
phénomeénes observables, de celle qui réduit la vie etla
volonté au rdle de simples principes directeurs. Le
géometre qui la partagerait pourrait toujours, au point de
vue analytique, ou & titre d’hypothése simplificatrice
n'altérant pas les résultats d'une maniére appréciable,
accepter l'opinion contraire qui annule ces forces; tout
comme il assimile les atomes & de simples points, qualifiés
par lui de points matériels , pour ce simple fait que leurs
dimeunsions (s’is en ont réellement) sont imperceptibles et
paraissent étre beaucoup plus petites que les distances
d’atomes voisins. '

Il serait, d’ailleurs bien inutile, aux partisans respectifs
de'une et de I’aulre opinion, de se criliquer mutuellement
pour de légeéres nuances, que l'imperfection de mnos
moyens de connaitre rendrait & peu prés insaisissables
el qui ne correspondraient peut-étre méme & rien de réel
hors de nous , mais seulement & des différences subjectives
de point de vue. En effet, dans Pordre d’idées dont il s’agit,
iln’y a pas jusqu’a la distinction entre les qualifications de
« conditions suffisantes pour que la vie surgisses et de
« conditions simplement nécessaires », appliquées aux
circonstances amenant une indétermination mathématique
de voies, qui ne puisse étre fictive ; car il y a toute pro-
babilité que les circonstances en question ne sont jamais
réalisées en dehors des étres vivants et qu’il existe par
suite une corrélation physique constante entre ces circons-
tances et la présence de la vie.
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L’hypothése exposée dans mon mémoire de 1878, ou
d’aprés laquelle la vie et la volonté interviendraient dans
le monde a la maniére de simples principes tlirecteurs, est
donc comme la forme la plus pure ou le fond méme de
l'antique et respectable supposition des forces vitales.
(C’est, en quelque sorte, sa derniére évolution possible,
son essence vraie, dégagée des éléments éirangers que les
progres de la science devalenl en élaguer tol ou tard.

Laseule opinion réellement inconciliable avec la théorie
que j’al exposée est celle ou 'on admettrait des forces
vitales comparables, pour lintensité, aux forces méca-
niques, physiques ou chimiques ordinaires, des forces
vitales capables, en un mot, de produire chez les étres
animés des mouvements en contradiction avec ceux qui,
pour les mémes circonstances, résulteraient des réactions
mutuelles de leurs organes. Mais les partisans d’une telle
opinion, sil en existe, devraient expliquer de leur point
de vue comment il se fait que la vie la plus robuste soit
si délicate, a la merci de mille agents inférieurs, astreinte
a des besoins continuels de respiration, de nutrition, etc.;
et pourquoi, sila volonté, par exemple, est au-dessus des
nécessités physiques ou assez puissanie pour neutraliser
directement les lois naturelles, elle a constamment besoin
d’un organisme en bon état pour agir? Pourquoi il ne lui
arrive jamais d’animer et de mettre en mouvement des
minéraux inertes, tels que des cailloux 2(1)

(1) Le R. P. Carbonnelle, dans un article tout récent, inséré & la Revue des questions
scientifiques de Bruxelles (numéro de juillet 1879 ) et doat il a en l'obligeance de me
communiquer une épreuve, se montre résolument partisan de 'opinion eritiquée jei. Il
y émet I'espoir que les physiologistes pourront bien, de nos jours méme, réussir &
mesurer au dynamomsétre les forces que, d'apres lui, tout agent volontaire crée direc-
tement et introduit dans le monde en les appliquant & certaines cellules du cerveau
qui Iui est uni.

Le savant P. jésuite se sert ingénieusement de ces actions, que l'agent volontaire exer-~
cerait sur les atomes cérébraux et varierait jusqu'a ce qu'il eilt surmonté les résistances
o1mosées & des mouvements voulus par lui, pour ezpliquer comment le mof parvient &
a squérir quelque connaissance des pbénoménes du monde extérieur, sans avoir eu d'abord
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5. — Sur la persistance de P'indétermination physico-chimique
chez les étres vivants.

Au numéro 18 du mémoire, j’al montré comment, dans le
plus important et le plus concret des cas d’indétermination
mécanique que j’ai pu traiter en détail par le calcul, savoir
celul qui concerne le mouvement de deux points soumis
uniquement & leur action mutuelle ou supposés seuls dans
I'univers, les bifurcations se reproduisent indéfiniment
pourvu qu’elles se soient présentées une fois. Il y a donc

— & ce qu'il suppose — aucune autre notion & ce sujet que celle de son propre effort.
Doué ainsi d'une connaissance immédiate de V'effort qu'il déploie & chaque instant, le
moi jugerait, par cet effort méme, des actions physigques qui lui résistent et indirectement
des rapports, corrélatifs & ces actions, du cerveau avec les organes ou avec le reste du
monde matériel. Mais il parait bien difficile d’admetire que l'agent volonlaire puisse
exercer un effort quelconque avant d’avoir &té préalablement éveillé par quelque sensa-
tion. Parvint-il & sortir de son sommeil primitif tout spontanément, ou quoique com-
plétemen} sourd aux excilations extérisures, il devrait d’abord, ce semble, commencer
par voir ou du moins pressentir quelque chose de l'existence de ses organes, pour qu’il
lvi vint, en quelque sorte, l'idée de les modifier, d'agir sur euz. Done, je crois & tous
égards plus satisfaisant de supposer le moi immédiatement uni au cerveau d'une double
maniére, et quant 4 sa faculté da connaitre, et quant & celle d'agir, c’est-a-dire de
mouveir, ou simplement de diriger (acte auquel le sentiment d'effort correspondrait
peul-8tre plus directement qu'aux tensiens nerveuses et aux contractions musculaires qui
s’ensuivent), sans quaucune des deux manikres soit réputée plus essentielle que I'autre.
S’il fallait assigner quelque antériorité & 'un des deux éléments, perceptif ou intellectuel
at netif ou volontaire, dont se compose le lien qui unit le moi au cerveau, ¢'est sans douta
I'é1ément perceptif qui serait jugé le plus ancien quant & ’ordre d’évolution. Il semble
done inévitable d'attribuer & Uagent volontaire un certain sentiment immédiat-de 1'état
de ses organes, an méme temps qu'un pouvoir sur eux.

D’ailleurs, comment le moi, s'il était d’abord totalemsnt étranger & la connaissance
de son corps ct, par suito, do tout ’ordre matériel, pourrait-il jamais passer de la notion
d’effort pur, qu'on lui attribue en propre, mais dont l'objet est tout interne ou n'a rien
de géométrique, & la notion du mouvement et & celles de direction lin€aire et puis
d’espace, visiblement irréductibles & 1'idée de cause? Celle—<i ne peut donc pas 8tre
supposée 1'unique point de départ de tout le développement intellectuel relatif au monde
physique.

Le lectcur trouvera aux numéros 5, 6 ¢t 7, ciaprds, la réponse & diverses objections
que le . P. Carhonnells oppose, dans le méme article de la Revue des questions
scientifiques, & la théorie des principes directeurs.
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persistance de l'instabilité, dés que celle-ci a eu lieu un
seul instant : circonstance qui exige, il est vral, pour se
réaliser, que la constante des forces vives regoive certaines
valeurs déterminées, c’est-a-dire que ’état initial vérifie
une relation spéciale ou paraissent la distance des deux
atomes et Jeur vitesse relative. I'n étendant ce résultat, par
analogie, au cas analytiquement inabordable d'un systéme
matériel quelconque, on est porté & penser que certaines
relations, entre les situations et les vitesses des atomes,
doivent de méme y étre satisfaites pour que l'indétermi-
nation survienne, mais qu’alors celle-ci peutl, dans un grand
nombre de circonstances, se conserver indéfiniment d’elle-
méme. [’analyse confirme de tous points cette induction
pour des cas extrémes, accessibles au calcul et éludiés aux
numéros 12 a 16, mais malheureusement hypothétiques, ou
un seul des atomes serait animé de mouvements sensibles.
D’ailleurs, dans Papplication d’un tel principe aux étres
vivants, il ne faudrait pas manquer de regarder comme
faisant partie du systdme ce que j’appelle au numéro 11
(p. 64) « le milieu ambiant », ¢’est-d-dire l'imimense en-
semble de tous les étres qui sont effectivement, d'une
maniére quelconque, en rapport avec un organisme, et dont
Paction sur celui-ci varie 4 chaque instant en fonction de
leur état, mais surtout en fonction de 1’état de 1’organisme
lui-méme.

(Vest ce que j’aiobservé assez longuement au numéro 21,
sous le double point de vue mathématique et expérimental,
dans la mesure que me semblait comporter 'imperfection
de notre science. Toutefols, & cause de I'importance du
sujet, on voudra bien me permettre d’ajouter ici quelques
réflexions.

11 faudrait donc, dans une étude analytique rigoureuse
des mouvements auxquels la vie coopére, considérer les
organismes ou elle réside comme composant un méme
systéme général avec tout le milieu matériel qui les entoure.
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Les étres vivants seraient, dans ce vaste ensemble, les
groupes spéciaux d’atomes, sans cesse changeants, qul se
trouveraient le siége d’'une indétermination mécanique et
qui, en méme temps, grace a une merveilleuse structure
et 4 des enveloppes proteclrices appropriées, ne recevralent
le contre-coup des changements extérieurs que sous une
forme inoffensive pour la persistance de leur instabilité.

Rien n’oblige, d’ailleurs, & supposer que I'indétermination
dont il s’agit doive résider a la fois ou se produire spontané-
ment dans toutes les parties du systéme matériel considéré,
poury étre possible quelque part. I suffit que les dispositions
et les vitesses de 'ensemble des atomes soient compatibles
avec son existence en des endroits spéciaux, qui seront
les seuls ou les bifurcations se feront ¢mmddiatement sentir
ou relieront des voies rapidement divergentes, c’est-a-dire
les seuls qu’occupera une matiére animée. De la, Pindéter-
mination rayonnera peu a peu foub autour, en ce sens
que les étres ou elle siége produiront directement, sur
leurs organes, et indirectement, sur la matiére qui en est
voisine , des effets que ne contiennent pas d’une mauniére
expresse les équations différentielles.

En d’autres termes, pour admettre, dans le mode d’ex-
plication exposé ici, I'existence continue d’étres vivants,
il n’est nullement nécessaire de supposer que I’état initial
de l'univers ait été réglé d’aprés les conditions, infini-
ment particuliéres sans doute, qui seralient propres a y
produire une indétermination mécanique ayant son siége
partout. Il me serait pas impossible au contraire que, étant
donné aw hasard tout mode d’état initial d’'un aussi vaste
ensemble, I'indétermination y existat d’elle-méme en des
points spéciaux, susceptibles de se déplacer plus ou moins
dans la suite des temps sans disparaitre jamais. La se
trouveralent les seuls étres doués d’instabilité physico-
chimique, les seuls, en particulier, qui jouiraient du pouvoir
de se déterminer librement et par lesquels entrerait dans
le monde la part de contingence que nous y observons.
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11 y a donc, chez les étres organisés, des conditions de vie
profondément différentes de celle que I'analyse nous a fait
connaiire pour le cas d'un simple systéme de deux atomes.
Malgré la délicatesse extréme de ces étres et leurs besoins
incessants, linstabilité physico-chimique, quiest certai-
nement excessive dans tous leurs tissus — vu que le phy-
siologiste I’y observe & un degré dont la nature morte
n’offre pas d’exemple —, doit pouvoir se soutenir pendant
le cours de leur existence , nonobstant tous les changements
assez modérés qui surviennent dans le milieu environnant.
Au contraire, Pintervention d’un pareil milieu détruirait
cette instabilité, chez un couple de points matériels dis-
posés pour la présenter quand chacun d’eux n’est en rapport
qu’avec 1’autre.

6. — Des moyens de défense ou de conservalion de la vie.

Mais quels sont au juste les moyens dont la vie dispose
pour préserver de toule atteinte, pour conserver, dans
lorganisme ou dans la série d’organismes qu’elle anime,
I'instabilité constante sans laquelle il lui serait impossible
de se manifester? I’observation nous permet seulement,
comme je l'ai dit au numéro 11 du mémoire (p. 63), de
pressentir que les perturbations, dues aux échanges d’éner-
gie entre les organes et les fluides qui y circulent ou
entre I’organisme entier et le dehors, sont exactement
compensées, duns leurs effets capables de compromettre
Pinstabilité, par des échanges simultanés de matiere. Ces
derniers échanges se réglent avec une admirable précision,
ou en rapport parfail avec les besoins de chaque instant,
d’aprés les équations méme de la mécanique, desquelles
résulle justement, pour les cas considérés, la persistance
indéfinie ou quasi-indéfinie de Uindélermination. En effet,
sil’'on conclut, par analogie, du cas de deux atomes au cas
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d’un systéme plus complexe, on concevra que telles condi-
tions d’état initial, qui sont propres a y faire apparaitre une
fois I'indétermination mécanique, astreignent celle-ci a s’y
représenter sans fin, de maniére qu’aucune des voies, infi-
niment diversifiées et contingentes, ouvertes devant le -
systéme, ne puisse, pour ainsi dire jamais, le dégager
de cetle indétermination.

Par exemple, en un point ot la vitesse tendrait a s’accé-
lérer, un accroissement de la masse, produit aux dépens
d’une matiére ambiante plus calme, lui conserverait la
valeur convenable; & l'inverse, un ralentissement serait
évité au moyen d’unc perte de masse, etc. Tous ces échanges
se feralent et se régleraient, en quelque sorte, automa-
tiquement , de méme que les accélérations se produisent
avec une précision absolue pour des situations relatives
données et justement en conséquence de ce fait fondamental
de la mécanique.

Sans doute aussi, quand un choc modéré, ou toute autre
action analogue, s’exergant a fort peu prés avec la méme
intensifé sur un nombre immense de particules matérielles
et imprimant surtout une translation commune aux diverses
parties de chacune d’elles, vient déranger entre certaines
limites les situations réciproques et les vitesses relatives
des éléments d'une méme cellule, 'influence des fluides
qui la baignent ou celle des autres cellules plus inté-
rieures y rétablit facilement I'instabilité physico-chimique,
qui ne s’y trouve altérée que trés-peu. G'est ainsi que,
dans le phénomeéne de I’assimilation , les aliments végélaux
et animaux reviennent aisément & la vie qui les avait a
peine quittés, ou l'entretiennent bien mieux que les ali-
ments minéraux, dont certaines plantes seules, tout au plus,
pourraient se contenter.

Comme un fluide se déforme sous le moindre effort et
passe avec une extréme facilité de chacun de ses états
moléculaires (trés-peu stables, il est vrai) & d’antres voisins,
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de méme dirait-on qu’'une waticre récemment abandonnée
par la vie est encore & demi-vivante, ou jouit d’une grande
aptitude a se remettre, en quelque sorte, dans I'élat
d’équilibre mobile propre a la vie, sous I'influence assimi-
latrice d’un étre qui la possede actuellement.

A plus forte raison , les variations qu’éprouve d'un instant
4 laulre la pesanteur aux divers points d’un organisme,
par suite des changemenls de position des astres et autres
corps, ou des mouvements propres de l'organisme considéré
4 la surface de sa planéte, doivent-elles ne produire sur
les conditions d’existence et d’instabilité intérieure de’
celui-ci que des changements compensés & l'instant, si
méme on doit leur accorder toujours une valeur corcréle.

Il est bon d’observer, & cette occasion, que la mise en
compte de pelites forces perturbatrices, dans le probléme
des solutions singuliéres que comportent les équations de
mouvement d’un systéme, ne doit généralement modifier
que peu les intégrales particuliéres de ces équations et,
par suite, leurs licux de réunion et de bifurcation, qu
sont les solutions singuliéres cherchées. En effet, elle
laisse les solutions singulieéres obtenues & une premiére
approximation presque en confact avec les véritables inté-
grales particuliéres; en sorte qu'une légére transformation
de ces solutions singuliéres approximatives doit les
rendre exactes ou les maintenir en contact rigoureux avec
les intégrales particuliéres. Un calcul approché des réu-
nions et bifurcations d’intégrales, pour les points matériels
qui occupent une certaine région de l'espace de grandeur
modérée, peut donc se faire en négligeant I'influence des
points non compris dans la région dont il s’agit, ou en la
réduisant au changement qu’elle introduit dans la pesan-
teur. Or, celle-ci, sensiblement constante pour toute la
région, imprime une translation commune aux points
qui s’y trouvent et n’influe pas directement d’'une maniére
appréciable sur leurs mouvements relatifs.
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Ainsi, la recherche des solutions singuliéres ne parait pas
exiger plus d’exactilude, dans les formules, que celle aes
intégrales particuliéres : pour les unes comme pour les
autres, l'approximation obtenue sur lesintégrales est sans
doute proportionnée ala petitesse méme des termes négligés
dans les équations différentielles.

7. — Derniéres réflexions sur le méme sujet.

Qu’on me permette d’ajouter encore quelques réflexions
en réponse a des objections, se rattachant au sujet traité ici,
qui ont élé soulevées dans la Revue des gqueslions scien-
tifiques de Bruxelles (janvier et juillet 1879) par le savant
et spirituel P. Carbonnelle.

Il ne semble gueére possible, dans 1’état acluel de la
science, de fixer exactement le sens et la portée de la
principale de ces objections, quiestcelle méme d’instabilité,
déja abordée ci-dessus de la maniére qui m’a paru la plus
satisfaisante (1.

Si, en général, dansun systéme matériel d’'un nombre
donné » de points, les bifurcations de voies se produisaient

(1) L'objection d'instabilité, telle que 'avait formulée d’abord le P. Carbonnelle dans
la Revue des questions scientifiques de Bruxelles (janvier 1879), n'atteigndit pas préci-
sément mon explication, mais une autre un peu différente, dont je ne l'avais sans douta
pas assez expressément distinguée, et dans laquelle on croirait pouvoir, en toute rigueur,
traiter & part le probléme des mouvements d'un organisme et dns corps qui I'avoi-
sinent le plus sans regarder leur ensemble comme composant un méme systéme général
avec le monde extéricur. Alors les actions négligées produiraient inévitablement des
perturbations, non prévues par le valeul et qui sn rendraient inapplicables les résultats,
8i I'on admet du moins, quoique ce ne soit pas encore absolument prouvé, que les cas
d'indétermination méeanique sott toujours isolés ou n’ont, en un endroit donné de 'espace,
qu’une probabilité infinim:nt petite de réalisation.

Quant a de pareils cas d'instabilité (ne concernant que des systémes partiels fictivement
isolés du reste dos corps) ou encore & ceux qui pourraient survenir loul-d-coup au milien
du monde minéral et qui, par suite, n'appartiendrasent pas & la cat€gorie des bifur-
cations esseniiellement périodiques ou reproduclibles un nombre indefini de fois,
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pour des oonditions d’état initial quelconques ou trés-peu
spécifiées, on ne comprendrait guére pourquoi elles sont
absentes de tous les problémes partiels de mécanique
physique (simplement approximatifs, il est vrai) qui ont
été trailés jusqu’ici, et il serait également difficile de
s’expliquer comment{leur réalisation, dans le cas particulier
abordable # =2, exige que 1’état initial satisfasse 4 une
relation déterminée. Donc, il esl éminemment probable
que les circonstances initiales doivent présenter quelque
chose de particulier, dans un systéme d’'un nombre donné
quelconque # de points, pour que l'indétermination méca-
nique y survienne ; et l’analogie porte a penser qu’alors
les bifurcations pourront se renouveler indéfiniment, du
moins chez cerlains sysiémes et sous certaines condilions,
comme il arrive dans un couple d’atomes.
Mais en quoi consisteraient les caractdres spéciaux dis-
- tinguant ces circonstances, propres & amener une indéter-
mination mécanique soit temporaire, soitindéfinie? Combien
faudrait-il, pour les exprimer, de relations distinctes?
De quelle nature seraient celles-ci el apparliendraient-elles
méme aux catégories de relations dont les géométres ont
une idée claire, telles que les équations algébriques
ou transcendantes? Combien de groupes atomiques, dans
le systéme, conserveraient-ils les uns a I'égard des autres
une certaine indépendance, tout en pouvant étre astreints

Jadmets, avec le P. Carbonnelle, qu'on peut en faire gbstraction. Il est permis de les
regarder comme purement hypothétiques, ou de les écarter, au nom d'un grand principe
de stabilité du mouvement dont je fais, dc m8me que lui, tres-grand cas, vu quon le
rencontre dans 1'étude de plusieurs problmes concrets. J’espére méma en avoir démontré
la réalitd ot l'importance pour les questions les plus utiles de I'hydrodynamique (Essaé
swr la thdorie des eaux courantes, p. 120, 661, 571, 647). Et, en effet, I'extr8me improba-
bilité que .présente la premidre réalisation de cas d'indétermination pareils s'ceroit,
dansun rapport énorme, & raison de cette circonstance que, rien n'étant prat pour y
faire subsister 1'instabilité mécanique, celle-ci a toute chance d'8tre détruite sans aucun
retard par les causes perturbatrices innombrables dout le monde est plein.

Je profite de l'occasion pour remercier le R. P. Carbonnelle de la bienveillants
appréciation qu’il a faite d'ailleurs de mon travail, surtout au point de vue des résultats
mathématiques nouveaux qu'il contient.
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4 présenter quelque chose de constant dans les voies infini-
ment variées qui s’ouvriraient devant eux, c¢’est-a-dire tout
en suivant une certaine regle plus ou moins large, propre a
faire subsister, ou pour un lemps, ou toujours, l'indéter-
mination du systéme ? En d'autres termes, combien d’orga-
nismes vivants, d’éndividus distizcss, seraient-ils possibles
dans un méme milieu d’une étendus et d’'une composition
données, sans se nuire mutuellement (comme il arrive en
effet sur notre terre quand leur nombre quelque part dépasse
certaines limites)? Ce sont 13 tout autant de questions abso-
lument inabordables, et dont la solution analytique serait
cependant nécessaire pour étudier & fond le probléme de la
persistance ou de la non-persistance de I'instabilité. pour
comprendre comment , dans mon essai de théorie, cette
instabilité peut tout a la fois étre parfaite, multiple quant
aux groupes distincts ol elle réside, et, néanmoins, se
conserver. .

En attendant, I'hypothése qui réduit la vie et la volonté,
dans l'ordre physique , & de simples principes directeurs,
repose sur la plus solide des bases, sur lanécessité de
faire a ces agents supérieurs leur place sans porter atteinte
au grand principe de la généralité absolue des lois du
mouvement.

A ce propos, il faut se garder de géndraliser une
circonstance qui se présente dans le mouvement
curviligne d’un point autour d’un centre d’attraction fixe.
Le principe des aires permet de ramener le calcul d’un tel
mouvement & celui des déplacements successifs du point
mobile le long de son rayon vecteur, et, d’autre parl,
dans ce mouvement relatif rectiligne, l'accélération se
trouve étre, pour chaque valeur de la constante des
aires, une fonction déterminée du rayon vecteur lui-
méme. On en déduit aisément que les trajectoires
singuliéres sont des cercles, complétement définis dans
chaque cas, et que toutes les trajectoires particuliéres -
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possibles, tangentes & ces cercles, constituent en méme
temps une famille déterminéde de lignes planes, dont deux
tout au plus passent par chague point du plan pour
servir, 'une, aux évolutions qui se font en s’éloignant
du centre, l'autre, & celles ou le point mobile se rap-
proche, au contraire, du centre. Donc, on peut dire que
les trajeciaires sont alors tracées dans tout e champ des
mouvements, et il est permis, pour reposer I'imagination,
de se les figurer comme des routes, ou mieux comme des
tuyaux rigides infiniment étroits, formant un réseau dont
le point mobile ne pourrait jamais sortir.

Mais une pareille détermination des trajectoires pos-
sibles est due a cette circonstance exceptionnelle (rendant
justement le probléme intégrable), que l'une des deux
coordonnées du mobile, 1'angle polaire, peut s’obtenir,
pour chaque instant, par une simple quadrature en
fonction des valeurs successives de l'autre, qui est le
rayon vecteur; de sorte que cette derniére coordonnée
reste la seule que régisse une équation différentielle du
second ordre, comme s’il s’agissait du mouvement d’un
point le long d'une ligne connue. En général, dans un
systéme matériel quelconque, il n'en est pas ainsi. La
trajectoire décrite par chaque point, & partir d'un moment
donné, y dépend des coordonnées actuelles et des
vitesses actuelles de fous les points du systéme. Dés que
des bifurcations de voies se présentent et que 'indéter-
mination atteint directement plusieurs coordonnées, une
multipleinfinité de chemins différents pcuvent, méme pour
les mobiles qui n’ont pas ces coordonnées, devenir possibles
en chaque point de ’espace. On n’a donc plus le droit de
regarder comme tracées d’avance, une fois pour toutes , ni
les trajectoires particuliéres, ni méme, par suite, les tra-
jectoires singuliéres. En outre, au moment o une période
d'indétermination mécanique se termine pour certains
points du systéme, il n’est pas possible de dirc en général
quel degré de multiplicité présentent, d’une part, les tra-
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jectoires qui, & cet instant, s'ouvrent pour ces points, d’autre
part et surtout, celles qui s’ouvrent et peuvent continuer &
s’ouvrir encore pendant un temps quelcongue pour les
autres points du systéme qui se trouveraient actuellement
engagés dans une période pareille. C’est préjuger au moins
en partie la question que de voir toutes ces trajectoires, en
nombre fini, matériellement fizées d’avance. Se les repré-
senter de la sorte serait une illusion, et une illusion dont
il faut d’autant plus se défier, qu’elle transforme le
probleme presque a4 notre insu, en le simplifiant artifi-
ciellement d’une maniére trés-commode pour ’esprit.

Je ne peux m'expliquer que par une illusion de cette
nature , ou par quelque généralisation analogue, également
prématurée . la conséquence a laquelle arrive le R. P.
Carbonnelle dans son dernier acticle (juillet 1879).
Cette conséquence consiste en ce que l'indétermination
mécanique ne pourrait atteindre a la fois qu'un seul point,
ausein d’'un systéme matériel, de muaniére & ne pas permetlre
dans tout le systéme l’existence de plus d’'un organisme.
Un groupe d’atomes ne doit guadre pouvoir, il est vrai,
quitter des trajectoires singulieres, sans qu’il survienne,
dans son action (supposée réelle) sur les autres groupes,
certaines variations, différentes de celles qui auraient cu
lieu si le groupe proposé avait continué a suivre ces trajec-
toires. Il y a donc & un tel moment, dans le groupe consi-
déré, un changement d’allure, propre, ce semble, & pro-
voquer par une sorte de conlre-coup quelque changement
analogue chez les autres groupes du systéme qui sont
vraiment influencés parle premier. Mais, en quoi consistera
le changement , pour les groupes qui seraient eux-mémes
engagés sur des trajectoires singulidres? Peut-on dire
seulement qu’il entrainera I’abandon de ces trajectoires,
si celles-ci sont des courbes susceptibles de se modifier
avec continuité, d'apres Pétat produit, et qui, en fail,
ne conservent pas deux instants de suite leur situation
ni leur forme? Pourquoi ne pas supposer, d’ailleurs, que
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des trajectoires singuliéres, en nombre illimité, pourraient
se souder entr’elles, de telle maniére qu'il fut possible & un
atome de quitter les unes pour en prendre d’autres, sans
nécessairement s’engager sur une trajectoire particuliere?
Le changement ou le contre-coup (méme & impulsions
déviatrices), provoqué par un premier point ou groupe,
ne ferait donc cesser forcément pour les autres I'indétermi-
nation, que sil’on se représentait les trajectoires singuliéres
comme des courbes rigides, tracées d’avance, et nese bifur-
quant pas ou ne présentant que des bifurcations exception-
nelles, en nombre fini. ('est sans doute parce qu’il a rai-
sonné dans ces hypothéses, trop restreintes 4 mon avis,
que le P. Carbonnelle a cru pouvoir faire dépendre d™un
seul atome, d’une seule coordonnée méme, les modes
d’indétermination mécanique les plus compliqués.

L’incertitude est également compléte, en ce qui concerne
la question de savoir siles bifurcations de voies corres-
pondent toujours a des états oll le systéme serait, en tout
ou en partie, dans une sorte d’égwelibre instable, absolu
ou relatif, comme il arrive, par exemple, soit dans le
mouvement absolu d'un seul point mobile, quand la
trajectoire est donnée, soit dans le mouvement relalif
d’'un point libre, attiré par un centre fixe, quand on.
rapporte ce point & son propre rayon vecteur. Tout ce
qu’on peut affirmer, c’est que la proposition réciproque
est identiquement vraie, c¢’est-a-dire que, parfout on il
Y & équilibre instable, absolu ow relatif, il y a indétermi-
nation , choix possible entre plusieurs alternatives, d’aprés
le sens méme dumot ¢nstabilité(V). 1l est vrai quela soluiion
stnguliére représentant analyliquement un pareil équilibre

1) Je réponds ici, comme on voit, & une autre objection du R. P. Carbonnelle, qui
vou .:ait qu'on regardét les états comportant indétermination mécanique comme un cas
trés-particulicy de ceux d'instabilité.

J'entends d'ailleurs ce dernier mot dans son sens rigoureux. Je suppose qu'il s’agit
d'une instabilité vériteble , c¢’est-d-dire d'un équilibre que la plus petite causc pourrait
détruire, et non pas seulement d'uue faible siabilité, comme l'est celle que présente
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est bien plus souvent une ¢ntégrale asymptote quune
solution simguliére proprement dite. Mais elle n’en
exprime pas moins toujours un véritable lieu de bifurca-
tions: car tous les géometres qui ont appliqué ’analyseaux
phénomemes n’ont jamais hésité & regarder, par exemple,
les courbes asympiotes comme des courbes qui, physi-
quement , se réunissent ou se séparent, et méme comme
les types des meélleurs contacts, des raccordements les plus
parfaits. Si un léger défaut d’adaptation de notre ésprit
aux choses nous empéche de voir a quels degrés excessifs
de petitesse doivent arriver les quantités mathématiques
pour cesser d’avoir leurs correspondantes dans 1’ordre
réel, le bon sens permet daffirmer hardiment qu’une
quantité physique qui décroit sans cesse finira par s’an-
nuler, méme alors que 'analyse ne sait 'exprimer que par
une quantité abstraite tendant indéfiniment vers la limite
zéro sans jamais latteindre. En d’autres termes, la force
infiniment petile, jugée nécessaire par le géometre pur
pour détruire un équilibre vérifablement instable, n’a pas,
en tant que force mécanique, productrice d’accélérations,
d’existence concréte aux yeux du physicien.

Je remarquerai, en terminant, que la difficulté de
concilier 'instabilité extréme de la vie avec sa persistance
n’est nullement propre & mon essai de théorie, qu’elle se
présenterait dans toute autre tentative d’explication, et,
enfin, que la nature n’aurait pas réussia la résoudre si
elle s’était trouvée insoluble. En effet, 'instabilité physico-
chimique ¢ncomparable des tissus vivants m’est pas une
hypothése. Elle est un fait; puisqu’elle constitue, aux

I'état d'un corps pesant, déposé sans vitesse au sommet d'une surface solide et polie.
Dans les circonstances ordinuires. ol une exactitude absolue n'est pss requise, on
qualifie pourtant d'instables I'équilibre d'un tel corps, celui d'un céne posé sur un plan
rar <a poiite, ete., quoiqu'ils soient stables en réalité. vu qne des forces finies, mesuo-
robles méme , sont nén -sszires pour vaincre les petits frottements qui s'y développent
toujours. '
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yeux du physiologiste, le caractére le plus distinctif de
ces tissus, el puisque c’est un sujet d’admiration toujours
nouveau, pour les esprits réfléchis, qu'une chose aussi
fréle que la vie subsiste et se propage, c’est-a-dire qu’il
puisse exister des mécanismes, des modes d’organisa-
tion, assez parfails pour atteindre un aussi prodigieux
résultat. '

8. — Du caractére qui distingue probablement le mode d’action
de la vie végétative.

Au numéro 27 du méme mémoire (p. 134 et 135), en
m’appuyant sur les faits si inecontestables mais si frappants
et méme si merveilleux que comprend I’hérédité, j’ai émis
Iopinion que les choix du principe directeur préposé a
I'évolution des formes organiques doivent dépendre, non
seulement de 1’état physico-chimique actuel des corps
vivants, mais aussi d’évolutions antérieures, de cer-
taines circonstances effacées de I'élat géométrique actuel,
bien que subsistant d’une autre maniére dans le systéme.
J’ai observé qu’il en résulterait, pour chaque étre (et méme
pour chaque espéce, & supposer que les espéces varient),
la nécessité d’un développement gradué, dont les phases
successives ne dépendraient peut-étre pas, quant a leur
ordre, des conditions du milieu, ni des circonstances
physiques de 1’évolution, conditions et circonstances qui
pourraient seulement modifier leur rapidité et leur ampli-
tude, ou faire avorter le mouvement si elles étaient trop
défavorables. :

Ce mode d'influence, sur le présent, d’un passé parfois
lointain el paraissant n’avoir laissé aucune trace matérielle
serait peut-étre, y disais-je, le vrai caractére de la vie
inconsciente. Fchappant aux étroites bornes de l'instant
présent, il constituerait un premier élargissement de point
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de vue, un premier pas dans la voie d’un affranchissement
relatif vis-a-vis des conditions du temps et de 'espace. Il
établirait donc, comme je Iobservais également, la
transition entre la maniére dont se comportent les forces
physico-chimiques , constamment esclaves de I'élat actuel,
et le mode d’action, propre a la vie pleinement consciente,
que définit le principe de finalité et qui, subordonnant
au contraire le présenl & 'avenir, dispose le premier en vue
du second. N’est il pas naturel, en effet, que le pouvoir
régulateur de l’évolution vitale ait sa maniére spéciale
d’agir, se distinguant a la fois de celle des agents méca-
niques et de celle des causes libres, marquant un progrés
entre la base étroitc ol sont confinés les premiers et
I’'ampleur, en quelque sorte saus limiles dans ’espace et la
durée, du champ ol se meuvent les secondes? Car les
causes libres, scules, cumulent tous les modes d’action et .
peuvent chercher partout leurs moyens de se déterminer,
c’est-a-dire faire réagir les uns sur les autres, de toutes les
manieres, des états passés, présents, futurs ou simplement
possibles des choses.

Sans doute, une telle supposition revient a admettre
qu’il existe des réalitds n’ayant actuellement rien de
matériel, des faits dépourvus detout correspondant phy-
sique, de tout phénoméne corrélatif qu’on puisse se figurer
géométriquement. Mais le c6ié mesurable et descriptible
des choses n’est qu’une de leurs faces, la plus claire a notre
esprit; etrien ne dit que cette face contienne des détails
suffisants pour rappeler ou exprimer tout ce que présen-
teraient les autres faces s’il nous était donné de les ocbserver.

A part le moi et les faits intérieurs qu'il pergoit immsé-
diatement , les objets qui échappent aux catégories de la
forme et de la quantité mesurable sont absolument obscurs
pour nous. Dans celte immense classe se trouvent comprises
d’abord les substances. Il faut y ranger également les forces
et énergies de diverses sortes auxquelles nous atiribuons
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instinetivement les mouvements qui se produisent dans le
monde inorganique ou dans celui de la vie inconsciente , et
dont 'existence nous est garanlie par un certain sens des
choses que nous ne pouvons mettre en doute. Notre intelli-
gence, qui nous affirme la réalité de tous ces objets, se trouve
impuissante & nous les montrer et ne nous permet de
fonder sur eux aucune science positive. [it qu’est la matiére
elle-méme , ¢e que nous croyons parfois saisir et nous
représenter & premiére vue, sinonle vétement, la mani-
festation extérieure des énergies physico-chimiques. Or,
ces agents, dont nos équations différentielles expriment si
bien les effels perceplibles, se dérobent absolument & tous
nos moyens de connaitre : ils nous restent tout-a-fait
impénétrables dans leur essence, bien plus mystérieux
méme que la cause des phénomeénes volontaires, révélée du
moins d’une certaine maniére par le sens intime. Done,
le gros des  choses nous échappe et ne tombe pas sous
nos représentations, ou ne peut s‘exprimer géométri-
quemnent.

Considérons, par exemple, le simple phénoméne d’une
ondeliquideisolée qui se propage. Ne semble-t-il pas qu’il y
a la plus de réalité dans ce qui chemine indéfiniment, dans
Vénergie de l'onde, qui parait se servir de la matiére
comme d'un véhicule, que dans cette matiére méme que
nous voyons se déplacer a peine et puis rester tout-a-fait
en repos ?

Ainsi, parmiles conditions qui président & I’apparition
et au développement de la vie, surtout d’une vie quelque
peu élevée et, a plus forte raison, d’une vie consciente,
il doit y en avoir qui ne sont pas purement matérielles,
c’est-a-dire quine sont pas exprimables géomélriquement
d’une maniére complete. Il est éminemment probuable qu’il
y entre de bonne heure des circonstances, d’hérédité ou
autres, non comprises dans 1’état mécanique actuel.
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9. — Additions diverses au méme mémoire de 1878.

Dans le numéro 6 de la méme étude (p. 49), J’aurais pu
faire observer au lecteur que le cas ou les solutions singu-
lidres fouchent les solutions particuliéres sans les croiser,
ou en les enveloppant, n'est pas seulement le casle plus
connu, mais peat- étre le seul qui fut connujusqu’ici, car
je n’ai trouvé nulle part ailleurs que dans mon mémoire
des exemples de solutions singuliéres croisant ou n’enve-
loppant pas les intégrales particuliéres.

J’aurais di remarquer aussi (p. 51) qu’indépendam-
ment des solutions singuliéres, proprement dites ou
asymptotes, les intégrales particuliéres d’un systéme
d’équations peuvent encore présenter des points de réunion
ou de bifurcation, non reliés les uns anx autres par des .
chemins qui satisfassent aux équations différenticlles,
c'est-a-dire ne constituant pas ensemble une solution de
ces équations. Ce sont, en quelque sorte, des points de
réunion instantanée ou de bifurcation instantande; j’ai
traité, d’ailleurs, de ceux-ci aux numéros 2 et 4 de la
quatridme note placée a la suite du méme mémoire (1),

"A la fin du numéro 3 (p. 41), j’ai dit que, dans le cas

(1) J'ai montré dans cette note, par exemble (p. 175 et suivantes), que lorsqu'il s'agit
d'ute équation différentielle du premier ordre et du secoud degré & deux variables z, ¥,

. . . dy’ . .
la liyne exprimée par la relation dyy— —7 @ comprend généralement certaiues branches

quijouent le rél e d'enve/oppes.de contours li}llites, etquicont aussi, pour les courbes repré-
sentant les intégrales parti-uliéres, des lieux de réunion ou de bifurcation, guoiqu’elles
ne doviennent a !a fois lisux do revnion et de bifurcation que dans un cas paruculier,
savoir dans le cas ol elles constituent des intégrales, dzs soiutions singuliéres. En outre,

s : dy’ : .
rien n’empéche quela ligne dy ==+ o0 puisse admettre d'autres branches, dépourvues

de toutes ces propriétés ou seulement de la premidre, c’est-i-dire n’étant plus des contours
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des actes libres, les conditions matérielles amenant les
bifurcations de voies appropriées a ces actes n’ont nulle-
ment pour conséquence d'imposer a la volonté son choix,
mais que leur réalisation la met, au contraire, en pleine
possession d’elle-méme, en état de s'absfenir ou d’agir
4 sa guise. Il n’est pas question la, bien entendu, dunc
abstentlion qui consisterait a ne prendre absolument aucun
parti, puisqu’il faut que le systéme matériel suive sans
retard un chemin quelconque. Il s’agit donc d'une
abstention purement relative, qui est elle-méme une
certaine maniére, toul au moins provisoire, de se déler-
miner et qui constitue une des voles laissées ouvertes
par les équations du mouvement. Elle consiste, par
exemple, & maintenir le systéme matériel le long des
trajectoires singuliéres, c’est-a-dire dans l’instabilité,
jusqu’a ce que la délibération de la volonté se termine
et quune décision, intervenant, soit exécutée. Llle
pourrait consister aussi a faire quitter de suite et pour le
moment au systéme les lieux de bifurcations , mais en

limites, at pouvant n'dire pas davantage, soit des lieux de réunion ou de bifurcation, soit

surtout des intégrales singuliéres. .

Si les lignes enveloppes ou eontours-limites ne représentent pas toujours, ni mémes le
plus souvent, des solutions singulidres, & l'inverse, il arrive parfois que les solutions
singulidres d'ane équation diflérentielle du premier ordre, enire une ordonnée y et une
abscisse « prise pour variable indépendante, ne représentent pas davantage des contours-
limites. Toutefois, co cas est rare; car le contact d'une intigrale singulicre avec les

. intégrales particulidres quis'y joignent est presque toujours du premier ordre, c'ost &-
dire d'ordre impai: : et I'on snit qu'slors. & moins de discontinuités exceptionnelles, les
courbeas ne sa croisent pas, en sorte que, si Pune d'elles en touche une infinité d’autres
fo:mant ensemble une certaine famille, elle les laisse toutes sur un seul de s2s cdiés, du
moins dans le voisinage des points communs. Mais quand, par extraordinaire, le contact
de la solution singulidre avec les intégrales particulidres devient d’un ordre pair,
c’est-a-dire le plus souveut du sicond, les courbes se eroisent, comme on sail, et la
solutiod singuliére est, en quelque sorte, traversés par les intégrales particulieres. Alors

. d . : . : : P
la ligne 711_1 — + o, touten continuant & représenter une intégrale lieu de réunion et

de bifurcation des intégrales particulieres, c2sse d’dtre un contour-limite et ne mérite
plus en aucune maniére le nom d’enveloppe Dans d’autres cas, elle peut cesser égale-
ment d'atre un lien de réunion on de bifurcation d'intégrales. La page 176 contient des
exemples de tous ces cas.
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I'engageant dans une voie jugée insignifiante ou au bout
de laquelle ne se trouverait aucune conséquence grave au
point de vue moral, etc. C’est ainsi qu’un électeur, ayant
le choix de voter pour divers candidats, ou de différer
son vote, ou enfin de ne pas voter du tout, prend un
parti comme un autre lorsqu’il s’sbstient, soit pour le
moment, soit dune manitre définitive, c’est-d-dire
lorsqu’il se détermine, ou & différer son vote, ou & ne pas
voter du tout.

A propos de cette méme action de la volonté, j’aurais
pu faire observer, aux pages 57 et 62, qu’il faut comprendre
en premier lieu, au nombre des mobiles qui Iinclinent
vers tel ou tel choix, le degré plus ou moins élevé de
délicatesse du sens moral des individus et la portée plus
ou moins étendue de leur esprit. Quand ce degré ou
cette portée atteignent un niveau suffisant, la réali-
sation de certaines hypotheses, detel ou tel crime, par
exemple, Qevient trés-improbable, moralement impossible
méme; et il en résulte que les écarts des faits observés
d’avec les faits prévas tombent dans des limites extré~
mement étroites, pour ce qui concerne certaines catégories
d’actions, de maniére a rendre possible la confiance
mutuelle entre les divers membres d’une société.

Alors la liberté s’épure et s’éléve, mais sans que son
domaine en devienne plus restreint; car, ce qu’elle perd
du c6té du mal, elle le gagne du cété du bien, en
concevant et en réalisant de ce cdté des actes qui lui
auraient été impossibles d’abord. Son champ se déplace
donc; mais bien loin de décroitre, il grandit, vu que, au
bas de I’échelle des étres moraux, la ou régnent encore

“ tous les appétits physiques, la liberté n’est visiblement
pas aussi étendue qu’au haut de la méme échelle..

Quoiqu’il en soit, dans tous ses états, son action propre
doit s’éliminer en majeure partie des grands nombres que
recueille la statistique, parle fait méme qu’aucun motif

8
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déterminant ne peut, chez une multitude d’individus
dtrangers les uns aux autres, rendre ses décisions syszé-
matiyuement plus nombreuses dans un sens que dans le
sens contraire. Il faudrait, en effet, pour apprécier réelle-
ment cette action propre de la volonté, prélever dlabord
ce quirevient aux mobiles, & ’é6tat moral, etc., dontl’effet
résultant et moyen est justement presque le seul qui
ressorte ou se dépeigne sur les grandsnombres considérés.
Cette raison, qui explique comment une influence prédo-
minante dans les détails peut étre masquée dans I’ensemble,
s’applique méme mieux & la liberté, dont elle exprime
comme l'essence, qu’a 'action d’autres causes, jugées aussi
par nous accidentellement variables, telles, par exemple,
que celles des phénomenes météorologiques. Aussi, 1’état
moral moyen d’une société parait-il se révéler assez exac-
tement, dans la statistique, sur des nombres moindres
que ceux qu’il faudrait pour bien apprécier le climat de
certaines contrées.

Remarquons encore que le méme motif, pour lequel les
causes agissant indifféremment dans des sens opposdéss’éli-
minent presque dela moyenned’un grand nombre de faits
ol elles interviennent, montre qu’elles doivent s’éliminer
également des rapports qui expriment comment ces faits
se distribuent quand on les classe d’aprés leurs écarts
individuels d’avec la moyenne. Mais il faut, pour cela,
‘que les nombres parfiels composant chaque groupe, ou
correspondant & un écart compris entre deux limites
déterminées, soient séparément considérables: il ne
suffit plus qu’ils aient pour somme un grand nombre. Alors
seulement, les oscillations que présentent les faits
observés, en deca et au-dela de la moyenne, deviennent
réguliéres, soumises & des lois comme la moyenne elle-
méme, parce quelles reflétent, comme elle, D'effet de
causes constantes, quoique moins étendues ou d’une
portée secondaire. Ces lois ne sont, en d’autres termes,
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que des applications particulidres de la loi générale des
grands nombres; et on me peut en faire le sujet d’'une
objection spéciale contre la liberté (1.

A la fin de ]la page 66, ou l’évolution d’un organisme
est comparée & celle d'une onde liquide, j'ai observé que,
de part et d’autre, la derniére phase est a elle seule
beaucoup plus longue que toutes les auires ensemble : le
lecteur aura compris que c’est celle qui correspond a la
forme adulte (ou non-embryonnaire) des étres vivants. De
méme, en effet, quune intumescence de médiocrs
grosseur, produite & l’entrée d'un canal de largeur
constante a fond horizontal et contenant une eau en repos,
tend rapidement , des le début de sa propagation indéfinie
lelong du canal, vers sa forme-limite d’onde solitair
qui est parfaitement déterminée en fonction deson énergie
totale et des dimensions transversales de la masse fluide
en repos, de méme aussile germe d’un étre animé, placé
dans les circonstances qui lui conviennent et au milieu de
conditions extérieures sensiblement constantes, traverse
vite les formes transitoires qui doivent conduire l'étre a
sa forme adulte. Celle-ci persiste ensuite, dans tous ses
traits essentiels, pendant les périodes d'accroissement et
de décadence, tout comme ’onde conserve sa physionomie,
ses proportions caractéristiques, a mesure qu’elle s’use et
s'efface peu 4 peu sous l'influence des frottements.

On trouve, il est vrai, surtout chez les invertébrés, des
exceptions & cette loi. Tel est notamment le cas des animaux
a4 métamorphoses, par exemple, des insectes, dont
L'existence comprend deux périodes, comparables entr'elles
pour ladurée, ot laforme de I’étre et son mode de vie sont

(1) Ala page 58 du m@me mémoire, ol j'oppose 'obscurité profonde des phénomenes
purement vitaux & la clarté relative des phénomznes intellectuels et des phénoménes
physiques, js considéere ces derniers non au point de vue de leurs causes cachées, mais
seulement per leur c6té géométrique, quiest en effet ce dont nousjugeons le plus nettement.
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tres-différents. On pourrait peut-étre, jusqu’a un certain
point, voir quelque analogie entre un organisme pareil et
une onde d'une assez grande hauteur, propagée d’aval en
amont le long d’un cours d’cau légérement torrentueux.
Une telle onde, tant qu’elle conserve une fraction assez
forte de sa hauteur primitive, surmonte le courant et
progresse vers l'amont, tandis qu’elle est, au contraire,
emportée vers ’aval a partir de l'instant ou sa hauteur
devient inférieure a une certaine limite. Les conditions
particuliéres, d’ailleurs constantes, que présente par
-rapport & une pareille intumescence le milieu fluide ou
elle doit évoluer, sont donc telles, qu’il suffit de modi-
fications légéres et continues, survenues chez l'onde
méme , pour la faire changer complétement de direction
et, par suite, d'allure, c’est-a~dire pour scinder son
existence en deux parlies bien distinctes, opposées méme,
de grande durée 'une et I’autre. Une période d’immobilité
apparente, comme pour linsecte dans son état intermé-
diaire de chrysalide, marque la transition de la premiére
partie de I’évolution a la seconde.

J’ai montré a la fin du numéro 19 (p. 109 4 111), en étu-
diant de simples mouvements rectilignes d’un point, que
des bifurcations d’intégrales pourraient se présenter pour
tout mode d’état initial, si les accélérations, au lieu de
ne dépendre que des coordonnées, dépendaient aussi des
vitesses. Voici un exemple particulier trés-simple de ce
cas. Prenons -

a chaque valeur, positive ou négative, de la vitesse v, il
correspond bien une valeur unique et finie de I’accéléra-
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tion. On trouve alors aisément , pour l'intégrale générale
premiére,

4
£l

_—_c,

(2) a— v

et, pour la solution singuliére,

(3) ' 9 — 0 ouz — une constante arbitraire.

D’ailleurs, I'intégrale premiére (2) revient 2

3
l=*(2—¢) ‘0 ou d=7= (g—¢c) <

dz.

D’ol, en intégrant et appelant ¢” une nouvelle constante
arbitraire : -

1
t—c’:ifi(m—-c)T

L’intégraie générale est donc

@ ,=c+(;ﬂﬂ

Quelles que soient les constantes arbitraires ¢ et ¢, la
vitesse v Tegoit la méme valeur & I'époque £ = ¢, ou pour
z = ¢, dans les deux équations (2)et (3). Ainsi, 4 ce moment,
le mobile, qui a déja d’apres I'équation (4) rétrogradé de
z=ow & = ¢, peut s’arréter pendant un temps quel-
conque, et puis revenir sur ses pas en reprenant sa marche
désormais accélérée.

Il y a donc un point d’arrét, x = c, quelles que soient
les corconstances initiales. Ces circonstances influent
seulement sur la position du point d’arrét; elles le dé-
placent, mais ne le suppriment jamais, contrairement a
ce qui arrive dans un mouvement rectiligne ou I’accéléra-
tion ne dépend que de la coordonnée, cas dans lequel les
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" points d’arrét ne sauraient étre ailleurs qu’aux positions
naturelles d’équilibre instable du mobile.

Enfin, 41a page 123, ou je cite ’exemple d'indétermination
mécanique trouvé par Poisson dans le mouvement recti-
—;% = az", J’aurais peut-

étre di faire observer que cet exemple est loin de multi-

plier les bifurcations comme ceux de méme espéce que

j’ai donnés: car le point d’arrét unique z = 0, qui s’y

présente quand la vitesse a l’origine s’annule, ne peut

étre atteint qu'une fois par le mobile; le principe
directeur n’a donc & y intervenir qu’une seule fois dans
_ toute la suite des temps.

ligne fictif que régit 'équation

*

Au moment ol se termine 'impression de cette étude,
M. lingénieur P. Tannery vient de publier, dans la Revue
philosophique de movembre 1879, un article, sur Une
théorie de la’connarssance mathématique, ou il est acces-
solrentent question (p.489) de lamultiplicité des intégrales
que peuvent admecttre les équations différentielles du
mouvement de certains systémes matériels, pour un méme
état initial donné. M. P. Tannery assimile ces multiples
intégrales aux solutions éfrangéres, bien connues des
analystes , qui se présentent dans certains problémes,
lorsque les équations par lesquelles on exprime algébri-
quement leur énoncé ne le traduisent pas d’une maniére
compléte et ont ainsi plus d’étendue qu’il ne faudrait.
Alors, toutes les solutions des équations posées répondant
également bien au probléme algébrique, un choix
entr’elles ne peut se faire qu’a 'aide de conditions d’une
autre nature, consistant, par exemple, en ce queles nom-
bres cherchés devront étre entiers, positifs, ou en ce
qu’on demandera une enveloppe et non les lignes envelop-
pées , etc. Ces conditions supplémentaires , contenues
dans I’énoncé vrai de la question, achévent de faire con-
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naitre les inconnues quand le probléme est réellement
déterminé. De méme — car j'accepte le rapprochement
trés-naturel présenté par M. P. Tannery — des considé-
rations spéciales, étrangéres aux équations classiques
du mouvement telles qu’on les connait et, en particulier,
au principe de la conservation des forces vives, qu'il
considére surtout, devront nécessairement intervenir pour
fixer le choix entre les diverses intégrales compatibles
avec toutes cos équations. Je prétends seulcment que,
parmi les nouvelles conditions reconnues ainsi néces-
saires , il y en aura que les lois physiologiques impose~
ront, chez tout 8tre vivant, et d’autres, qui, dans les
acles Libres, dépendront de la volonté. Assurément, i
nerestera jamais aucune indétermination effective, quand
on tiendra compte de toutes les causes en jeu.

A ce propos, M. P. Tannery me permettra de relever,
dans le passage de son article dont il est question ici, un
membre de phrase olt il semble faire remonter jusqu’a
Euler la connaissance de cas pour lesquels les équations
différentielles du mouvement d’un point admettent plu-
sieurs solutions, & partir d'un méme état initial donné.Ilya
sans doute 13 quelque confusion; car Eulerne parait nulle-
ment avoir soupgonné ce fait, qui ne se présente dans
aucun des exemples qu'il a traités. Ceux auxquels fait
allusion M. Tannery ne comportent deux solutions diffé-
rentes, que parce qu’il y est question de points soumis a
lactionde forcesméeaniquesincomplétement déterminées,
mais astreintes seulement, d’aprés 1’énoncé, a vériiier cer-
taines relations. Kuler se demande, par exemple, quelle
forme doit avoir une ligne sans frottement, pour qu’un point
pesant qui la décrit conserve en projection horizontale une
vitesse constante; etil trouve que la ligne doit étre, soit
la parabole que décrirait le point s’il était libre, cas ou
la réaction exercée par la trajectoire est nulle, soit une
droite horizontale, cas ol cette réaction est égale au poids
du mobile. Il est clair que, dans de pareils problémes,
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Pindétermination est réelle, qu’elle tient a la nature méme
de la question, contrairement & ce que parait supposer
M. P. Tannery. Mais le mouvement , si l'on considére
chaque cas particulier, ¢’est-a- dire chaque courbe obtenue,
y est parfaitement déterminé par sa vraie équation diffé-
rentielle et par ’état initial.

ECLAIRCISSEMENT.

A la page 12 (ligne 12) du mémoire actuel, j’ai parlé, au
point devue non-euclidien, del’é/endue absoluedes figures.
Cette expression, dépourvue de toute signification précise
quand les figures peuvent grandir ou décroitre dans des
rapports quelconques en restant sernblables a elles-mémes
et, par suite, en gardant toutes leurs propriétés, est
susceptible de recevoir un sens naturel dans I’hy-
pothése contraire ou leurs dimensions ne varient pas sans
que leurs angles changent par le fait méme. Alors, en
effet, tous leurs états de grandeur sonl liés & ceux des
angles, ou comme jalonnés par ceux-ci, qui comportent
une mesure absolue; car l'unité naturelle d’angle est
P’angle droit, ou mieux ’espace total compris autour d’un
point. Par exemple, dans les systémes non-euclidiens, on
pourrait qualifier d’absolument petits les triangles chez
lesquels la somme des trois angles serait voisine de la
limite, deux droits, qu’elle atteindrait si les c6tés venaient
a s’annuler, vuque tous ces iriangles ne correspondraient
qu’a une partie minime du champ total possible des varia-
tions de la somme considérée des trois angles et devraient
étre ainsi réputés trés-voisins des triangles infiniment
petits, par oppositionaux autres triangles, incomparable-
ment plus nombreux, pour lesquels cette sommedifférerait
de deux droits d'une maniére sensible.
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CALCUL

DES

DILATATIONS SPROUVEES PAR LES ELEMENTS MATERIELS RECTILIGNES

APPARTENANT A UNE PORTION INFININIMENT PETITE
D'UNE MEMBRANE ELASTIQUE COURBE
QUE L'ON DEFORME,

ET DEMONSTRATION TRES-SIMPLE DU THEOREME
DE GAUSS,

SUR LA DEFORMATION DES SURFACES INEXTENSIBLES (1);

per M. J. BOUSSINESQ,

Professeur & la Facultd des Sclences do Llilla,

I. — EXPRESSION DE LA DILATATION D’UN ELEMENT
RECTILIGNE DE LA MEMBRANE.

Isolons par la pensée, dans la membrane élastique dont
on veut étudier les déformations, une partie infiniment
petite en tous sens; et considérons d’abord cette petite
portion dans son état choisi comme état primitif. Si on la
rapporte 3 une de ses normales pour axe des z et & deux
droites rectangulaires , situées dans le plan tangent corres-

(1) Article présenté & 1'Académie des Sciences, le 1°F avril 1878. ~— Voir I'extrait aux
Comptes-Rendus (t. LXXXVI, p. 816).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



—9 —

pondant, pour axes des z et des y, son équation sera
réductible, comme on sait, a celle d’'un paraboloide,

(1) e = ra? + 25 ay + tyt.

Celle-ci, différentiée, donne

dz — (rz + sy) de + (82 + ty) dy,

et, par suite,
d? — (rz + sy do® + (s + ty)? dyt
+ 2 [s(ra? -+ 25 zy + ty?) + (1t — %) ay] do dy.
Or, on a identiquement

rol 25y + tyt — (re+sy 2+ (rt—s?y® (s +ty)? + (rt—s?) 2"
- y - t !

en sorte que.l’expression

2 (ra® + 280y + ty?)

peut &ire remplacée par

(re + sy)* + (rt—s2) g2 - (s2 + ty)d + (rt — ) 22
r ' t

Alors, la valeur précédente de dz® devient aisément
it — dod (re + sy)® + s(rt— 52} y®

(2 a

(sz + ty)® + 8 (rt — s2) 23

3t

H—a’yd

+2(rt—s) oydedy.

Nous désignerons par C, afin d’abréger, la courbure
7t — s* de la portion considérée de surface ou de mem- -
brane, c’est-a-dire le produit de ses deux courbures
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principales. Enfin, la longueur primitive, S, de I’élément
matériel rectiligne (tracé sur la surface), dont les projections
sur les axes sont dz, dy, dz, aura pour carré

d8% = de* + dy* + det.

Concevons actuellement qu’on déforme la membrane,
en laissant fixes le point matériel situé a I’origine, la
direction du plan tangent correspondant et celle de 1’élé6-
ment rectiligne mené a partir de Iorigine dans le sens des z.
Les petiles ordonnées de la portion considérée de surface
seront encore données, apres les déformations, par une
équation analogue a (1), ol les constantes 7, s, #, C auront
_d’autres valeurs ', §’, ¢, C". De plus, les deux coordon~-
nées primitives #, y de chaque point matériel auront regu
des accroissements #, », qui, fonctions de z, 7, s’annu-
leront & lorigine, ot dont le sccond, », yaura sa dérivée
en z nulle (3 cause de la fixité relalive supposée de direc-
tion de 1’élément rectiligne qui émane de l’origine suivant
I'axe des ).

D’ailleurs, les déformations d’une membrane élastique
dans les sens paralléles a son plan tangent étant en général
fort restreintes (par suite de P’existence de limites d’élas-
ticité), les déplacements %, v seront trés-petits devant z, v,
et les deux projections, suivant les z et les y, d'un élément
matériel rectiligne, n’auront varié que de minimes frac-
tions de leurs valeurs primitives dz, dy. Cela serait surtout
vrai, siles fibres (dont les éléments sont appelés d.5) chan-
geaient de courbure sans s'étendre ni se contracter, cas olt
leurs projections sur le plan des zy ne varient qu’a cause
des changements de leurs trés-petites inclinaisons par
rapport & ce plan. Alors les droites qui joignent deux a
deux des points quelconques de la petite partie considérée
de membrane ne varient, soit en grandeur absolue, soit en
projection sur le plan des zy, que de quantités du troisieme
ordre de petitesse en z et ¥, c’est-d-dire de quantités
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comparables au produit des petites lignes, du premier
ordre en &, ¥, projetées sur leur corde ou sur le plan des
z y, par les parties variables des cosinus d’angles qui sont
du méme ordre de petitesse. Et les déplacements %, v,
qui s'annuleraient si tousles points dont il s’agit conser-
vaient, en projection sur le plan des z y, leurs distances
respectives, devront étre naturellement du méme ordre
de petitesse que les variations de ces distances, c’est-a-dire
du troisitme. On le verra d’ailleurs plus loin, par les
formules (7), quand on calculera %, » pour ce cas de simples
flexions. '

Le carré dz® aura donc grandi sensiblement de la varia-
tion qu’éprouve le second membre de (2) lorsqu’on y laisse
constants #, ¥, dz, dy et qu'on y remplace 7, s, ¢, C par
7,8, ¢, 0. Si 1’0n pose, pour abréger,

U— (r2 + sy)3 + sCy3 ("2 + 'y )3 + s'Cy
- 6r - 6r i
(3) 4 ’ 7 4
v — (s -+ ty)® + sC 23 (s +y)® + s Cz®
o 6¢ 6 '

cet accroissement de dz? vaudra, d’aprés la formule (2),
2 [(C"—C)eydedy — dodU — dy dV].

En y joignant les augmentations, 2 dz du, 2 dy dv,
regues par dz*et dy?, qui sont devenus (dz + du)?, (dy + dv)?,
on trouve

2 [ded(x—T) +dyd(0—V)+ (C—C) ay de dy)
pour la valeur de l'accroissement qu’a subi le carré de
I’élément rectiligne, c’est-a-dire pour la valeur de ’expres-

sion (2A)d S?% ou A désigne la petite dilatatiun relative
éprouvée par 1'élément & S, qui est devenu ainsi (1 +4) dS.
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Remplagons les différenticlles totales & (#-U), d(v-V) par
leurs développements respectifs

d{us—T) d(u—T1T)
e dz + 7

d{v—V) d{v—YV) )

dy,

puis observons que lesrapports dedzadS et dedy & dS
sont sensiblement le cosinus et le sinus de I’angle « que
fait avec les # positifs la projection primitive de I'élément
rectiligne sur le plan des zy. 1l viendra la formule que je
me proposais d’établir : '

A= d{u—U) cos? a + d(v—V) sin? «
) dz
d(u—T1U) d{o—TV) , ] .
-+~ [ p” -+ 7 + (G —C) zy|cosasine.

Telle est I'expression de la dilatation A éprouvée par
I’élément linéaire considéré de membrane, c’est-a-direla
valeur de son allongement pour l'unité de longueur
primitive.

Les coefficients de cos® « et de sin®«, savoir

du—T) d (v —V)

de dy !

y représentent les dilatations de deux éléments primiti-
vement rectangulaires, pris, a partir d'un méme point
(z, y), sensiblement paralléles, 1'un, & D’axe des z,
Pautre, 2 l'axe des y: en effet, ces coefficients sont les

valeurs de A pour «=0 et pour a = —;— ou 90°.

Quant au coefficient duproduit cos «sin «, c’est-a dire a

dvw—T d{o—V
(udy >+‘ L=V (o) m,

il exprime la petite diminution qu’a éprouvée l'inclinaison
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de ces deux éléments d’abord rectangulaires, ou le cosinus
de ’angle, un peu différent de 90°, qu’ils forment aprés
les déformations.

Pour le démontrer, attribuons & ces deux éléments
des longueurs primitives égales, dS; de plus, considérons
I’élément rectiligne qui, joignant leurs extrémités, vaut

dans V'état primitif ds V2 et pour lequel on a

1 1

cos«:;z:, sin & — —72:

D’aprés la formule fondamentale de la trigonométrie
rectiligne, le carré de ce dernier élément, retranché de
la somme des carrés des deux autres, égale, apres les
déformations, le double produit de ceux-ci par le petit
cosinus de I'angle qu’ils forment. Or, tous les carrés
considérés ont été multipliés respectivement, pendant
les déformations, par l’expression (1 -+ A)%, ou par 1+24,
A désignant la dilatation linéaire qui correspond a chacun;
en sorte que les carrés des deux éléments primitivement
rectangulaires sont devenus

(dS)z-[l +2 %ﬂ], (as) {1 +2 ""—("d_y_l], |

et que celui du troisiéme élément égale

du-T)  d(o-V) d{u-U) do-V)
R T

(€¢’-Q) zy:| .
L’excédant de la somme des deux premiers sur celui-ci
est done '

, [4(x—T) d(e—V) ,
2(asp | P s e CEIP

et son quotient par le double produit des deux premiers

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



-

cotés ou sensiblement par 2 (dS), c’est-a-dire le cosinus de
l'angle cherché, égale bien le coefficient de cosa sin «
dans la formule (4). -

Il. — cas oll LA MEMBRANE EST SIMPLEMENT FLECHIE,
SANS EXTENSION NI CONTRACTION
DE SES FIBRES.

Etudions en particulier les déformations qui consistent
en de s¢mples flexions de la portion considérée de mem-
brane (c’est-a-dire qui se font sans allongement ni
raccourcissement d’aucune de ses fibres), déformations
auxquelles une plaque solide peu épaisse résiste, comme on
sait, incomparablement moins qu’aux déformations accom-
pagnées d’extensions de fibres. On aura, quel que soil
z et pour toutes les valeurs trés-petites de z et y, A=0,
c’est-a-dire

d{v—T) d(v—7V)
! —5
+[d(u—U) d{o—V)

T s .

cos? a + sin? «

-+ (C’—C)a:y]comz sine= 0,

équation qui, si I'on y suppose successivement l'angle

nul, droit et puis quelconque, revient & annuler séparé-

ment les trois coefficients de cos®*«, sin®«, cosa sin a,

c’ast-a-dire & écrire les trois relations

d{u—T) d(o—V) _

a =0 =0

DN d(v—0)  d(v—V)
dy dz
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Ces trois équations ne s'appliquent en toute rigueur,
ou mieux, sauf erreurs relativesinfiniment petites, que
dans une étendue infiniment petite aussi tout autour de
Vorigine, c’est-a-dire 14 ou la surface est assimilable,
quelle soit sa forme générale, aun simple paraboloide ayant
Porigine pour sommet. Mais on pourra les traiter comme
des équations qui seraient satisfaites dune maniére
continue dans une étendue finie, si, pour fixer les idées,
I'on congoit adoptée une unité de longueur infiniment
petite, propre a faire paraitre finie chaque région considérée
de la membrane: hypothése qui ne modifie en rien les
démonstrations précédentes, mais qui rend simplement
infiniment petites les constantes #, s, ¢, G, 7', s, ¢, C’ et
aussi (pour toutes les valeurs finies de #, y) les fonctions

%, v, U, V.
Cela étant admis, les deux premiéres (9) montrent que
les expressions # — U, 2 — V doivent dépendre, tout

au plus, la premiére de %, la seconde de . Or, la troisieme
relation (5), différentiée deux fois, en # et y, donne alors
la condition

6) ¢C—C=0 ou C=C,

\

qui la réduit a
d{w—TU) d{v—V)

3 —0
dy - dz ’
ou a
- d(u—U) d(v—V)
dy o dw

Mais les deux membres de celle-ci sont constants, vu
que le premier est indépendant 4le z et le second indé-
pendant de y. D’ailleurs, cette valeur constante et com-
mune. des deux membres est égale a zéro ; car, pour z=0

et ¥ = 0, on a par hypothése %Z— = 0, et la deuxiéme for-
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L
mule (3) montre qu’alors % s’anule également. Ainsi

les dérivées respectives de #— U, »—7V, par rapport a
y et & z, sannulent; ce qui signifie que les différences
w—U, v —V ne dépendent pas plus, respectivement,
de ¥ ou de # que de z ou de y, et qu’elles sont constantes.
Mais comme, par hypothése, %, » s’annulent a I'origine
et que, d’apres (3), U, V s’y annulent également, les diffé-
rences considérées #— U, » —V seront nulles partout.

En résumé, on ne peut satisfaire & 1’équation A=0,
dans toute 'étendue d’une portion infiniment petite de la
membrane, qu’en posant & la fois

@ v»=U, »=0Y,
J
et C"=C ou »t' — &= 1t — 351

relations dans lesquelles U et V sont Jes fonctions du troi-
sidéme degré en z et ¥ que donnent les formules (3). Les
composantes tangentielles #, » des déplacements se
trouvent bien du troisidme ordre de petitesse en z et y
dans le voisinage de origine, comme nous l'avions
prévu (avant de poser les formules 3) pourle cas, étudié
ici, de flexions que n’accompagne aucun allongement, ni
aucun raccourcissement des fibres dela membrane.

Il ne reste donc d’arbitraires, pour caractériser la défor-
mation produite, que deux des paramétres #/, s’, ¢, c’est-
a-dire I’orientation des sections principales de la trés-petite
partie considérée de membrane et la courbure de l'une
d’elles. Quant a la courbure de I’autre section principale,
son produit par celle de la premiére est constant et égal
A 76— s ’

Ainsi se trouve démontrée bien simplement la propriété
fondamentale des surfaces transformables les unes en les
autres sans extension ni contraction des lignes qui y sont
tracées, propriété découverte, comme on sait, par Gauss dans
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son énoncé général, mais utilisée de temps immémorial dans
les arts pour ce qui concerne les surfaces réglées dévelop-
pables. M. Maurice Lévy en a signalé, en 1878(1), une appli-
cationindustrielle, trés-familiére, observe-t-il, aux ouvriers
employés dans certaines branches du travail des métaux.
Cette application consiste a faire acquérir par simple
flexion, & une plaque presque cylindrique, de grandes
courbures suivant le sens des génératrices, en diminuant
dans un rapport notable ses courbures suivant le sens
perpendiculaire.

La démonstration du théordme de Gauss donnée ci-
dessus présente, sur d’autres démonstrations du méme
théoréme , 'avantage de montrer que 1’égalité du produit
des deux courbures principales -est ane condition, non
seulement nécessaire, mais encore suffisante, pour que
deux portions infiniment petites de surface soient appli-
cables l'une sur l'autre sans déchirure ni duplicature.

(1) Comptes-Rendus de I'Acaddmie des Sciemces, tome LXXXVI, p. 111; 14 jan-
vier 1878. )

LillaImp. L.Dauel,
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